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Einleitung

Gegeben sei ein algebraischer zahlkdrper mit lHauptordnung (Ring der
ganzen Zahlen) v und iiber diesem Korper eine Quaternionenalgebra Q.
(Unter den Begriff Quaternionenalgebra fasse ich scwohl k-zentrale
Divieionsalgebren der Dimension 4 als auch die Algsbra Mz{k) der

2 x 2 - Matrizen iiber k.)

Teh untersuche zundchst, welche endlichen Untergruppen es bis auf
Tecmorohie in der Gruppe T (Q) der Quaternionen mit {reduzierter)
Norm Eins gibt,

Dis zentrale Problemstellung dieserﬁhrbeit hesteht darin, fiir die
verschisdenen maximalen Ordmingen T aus O die Konjugationsklassen-—
»ahlan der endlichen Gruppen in der Norm-Sins-Gruppe T{HL) =u
berechnen.

rabel schlieRe ich natiirlich den Fall aus, daf P {¥l) selbst eine

endliche Gruppe ist. Dieser Fall tritt auf, wenn k total reell und

]

b}

an allen unendlichen Primstellen verzweight (total definit) ist.

pu
B

]

=5 gelingt mir, dis gesuchten Konjugationsklassenzahlen zu berechnen;

[

ich kann sie im wesentlichen durch Idealklassenzahlen und Einheiten-
grurnenindizes von algebraischen ZahlkOrpern ausdrilcken,

Die Konjugationsklassenzahlen sind i.a. flr verschiedene Maxdimal-
mrdnungen ven Q unterschiedlich; fir eine konkret vorgegebene Maximal-
ordnung &7 hingen sie noch veon dexr Position von ¥ zu gewissen

ausgazeichneten Maximalordnungen &,

Im folgenden skizziers ich den Inhalt der Arbeit. Fine genauere
rligterung des Vorgehens und Hinwelse auf die wichtigsten Sdtze

findet man in den Einleitungen zu den vier Teilen der Arbelt und zum

Tgt 3 eine endliche Untergruppe von (0}, so gibt es elne O-Maximal-
ordming T mit G e T (W!). Es ist daher natiirlich, zunfichst die
endlichen Untergrunpen von T () zu untersuchen.

O karn als Unterring von Q 8 € & M_(@ und deshalb r{(Q) als Untergrupre

= 2
von SL{2,T) aufgefaft werden. Die endlichen Untergrupren von SL{2,.4)
sind bekannt. Bufer den zvklischen Gruppen (beliebiger Ordmung) handelt
aa aich 1m die (bindren) n-Diederdruppen {(n > 2), {bindren) Tetraeder-,

(hindren) Oktaeder- und {(bindren) Tkosaedergrupren.
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Eine (bindre) n~Diedergruppe hat die Ordnung 4n; fiir n > 2 ist sie
zentrale Erweiterung mit {+ 1} der Symmetriegruppe eines reguliren
n-Ecks. Eine (bindre) 2-Diedergruppe ist iscmorph zwr Quaternionengruppe.
Die (bindren) Tetraeder-, Oktaeder- und Tkosaedergruppen haben die
Ordnungen 24,48 und 120. Sie sind zentrale Erweiterungen mit {+ 1}

der Drehgruppen der entsprechenden requliren Polyeder.

Ich weise in der Arbeit nach, daB isamorphe endliche Untergruppen

von I'{Q) stets Qx—konjugiert sind.

Flir jede Quaternionenalgebra Q bestimme ich genau, welche endlichen
Untergruppen T(Q) (bis auf Isomorphie) enthdlt.

Urer jedem algebraischen ZahlkSrper gibt es bis auf Iscmorphie hidchstens
eine Quaternionenélgebra, fir die r{Q} eine vorgegebene nichtz&klische
Gruppe enthdlt. Ich bestimme die Verzweigungsstellen dieser Cuaternionen-
algebren,

Um zu entscheiden, ob eine zvklische Grupre der Crdmung n in I {Q)
enthalten ist, muf untersucht werden, ob eine gewlisse halbeinfache

il

guadratische Erwelterung kEE} (mit einem Element [ Cer Ordmumng n)

in Q eingshettet werden kann, Dies 1HRt sich leicht als Kriteriym Sir

b

¥

die Verzweigungsstellen von Q ilber k formulieren,

Enthdlt k Einheitswurzeln # + 1, so ist k{E] im allgemeinen kein
Korper. Daher mug ich eine Reihe von Frgebnissen, die fir
quadratische Kirpersrwelterungen wohlbekannt sind, auf halbeinfache

quadratische Frweiterungen verallgemeinern.

Falls alle endlichen Untergruppen von I'{Q) zyklisch sind, so sind

ihre Konjugaricnsklassenzahlen in T (@l ) filr alle Q-Maximalordnungen §9{
gleich. Enth#lt aber etwa T{Q) auch n-Diedergruppen, so sind die
Konjugationsklassenzahlen der rn-Diedexgruppen und die der zvklischen
Gruppen der Ordnung 2n in T{¥l) i.a. nicht fiir alle C~-Maximalordnungan
¥ gleich. Zur Bestimmung der Konjugationsklassenzahlen muf man

damn alle O-Maximalordnungen gleichzeitig betrachten.

Dazu ist es wichtig, die Klassifikation der Mawimalordnungen nach

ihrem Typ {(d.h. Isavorphie) genau zu kennen.

Die Kenjugationsklassenzahlen von Oktaeder- und Ikosaedergruppen in 7 (3 )
lassen sich auf direktem Wege bestimmen {da diese Gruppen maximal-

endlich in SL{Z,T) sind).
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Die Konjugationsklassenzahlen der anderen endlichen Untergruppen

in T(®l ) bestimme ich, indem ich sie auf Konjugationsklassenzahlen
von Erzeugenden bzw. Erzeugendensystemen zurlickfithre.

vei diesem Verfahren zeigt sich, daB die Ronjugationsklassenzahlen

der verschiedenen endlichen Gruppen nicht vi51lig unabhingig voneinander
sind. So bilden flir jedes n > 2 die n~Diedergruppen und die zyklischen
Gruppen der Ordnung 2n ginen Verband; ihre Konjugationsklassenzahlen

in T{Wl) lassen sich {nur} gemeinsam berechnen. Einen d&hnlichen
Verband bilden die zvklischen Gruppen der ordnung 4, die 2-Dieder-

gruppen und die Tetraedergruppen.

ter k ein total reeller ZahlkOrper, SO jgt die Situation im Vergleich
z1m allgemeinen Fall besonders einfach:

nei allen in Frage kommenden (uaternionenalgebren Q sind alle endlichen
Untergruppen von I {Q) zvkliseh (da alle eﬁdlichen Untergruppen von

SLI2 R zyklisch sind).

Die Konjugationsklassenzahlen dex zvklischen Gruppen einer fasten
Ordnung 2n in ©{ ) sind flr alle O-Maximalordnungen Wl gleich.

Fir diese Situation {fotal reeller zanikdrper) haben bereits

Shimizu /19/, Prestel /15/ und Schneider /17/ die Konjugationsklassenzahlen

der endlichen Gruppen in (7l ) berechnet.

P

Ist k = @{ivd} imaqinérquadratischer zahikdrper, so sind als endliche
Untergruppen von T'{Q), die das Zentrum {+ 1} echt enthalten, nur
zviklische Gruppen der Ordmung 4 und 6, 2-Dieder—, 3-Dieder- und
Tetrasdergruppen méglich.

Ich forme die Xonjugationsklassenzahlen dieser Gruppen in einem
toilweise kamplizierten Prozef sowelt um, daf sie mit Hilfe von
zahlentheoretischen Tabellen relativ leicht konkret berechnet werden
kinnen. Die Konjugationsklassenzahl in T {¥iL ) der zyklischen Grupoen
der Ordnung 4 bzw. 6 (sowelt vorhanden) hingt im wesentlichen von
Ger ¥lassenzahl des reellcuadratischen Zahlikbipers Q(VE) bzw. @(ﬁﬁﬁ
ab. Die Konjugationsklassenzahl der nichtzvklischen Gruppen {soweit
vorhanden) in T{#l) hingt im wesentlichen von der Zahl der

Primkeiler von d ab,
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Im Anhang zur Arbeit untersuche ich genauer die Maximalordnung Mz(cy)
in der Quaternionenalgebra Mz(k) fiir imagindrquadratische Zahlkdrper
k= @(idd), Fiir 1 < d < 107 habe ich die Frgebnisse tabelliert.

Fiir die interessante Themenstellung und die geduldige Betreuung

méchte ich lerrn Prof. Dr. Jiirgen Rohlfs herzlich danken.
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Tail 1

Cusrernionenalgebren und halbeinfache quadratizche Frwelterungen

madl T hat vorkereitenden Charakier. In ilm samle bezw. entwickie ich aus-

fiihrlich grundlegende Tatsachen fir die ganze Arbeit, insbesondere fiir

1le IT und IIX.
Algebraische und p-adische Zahlentheorie setze ich als bekannt voraus.
Toh gebe im folgenden eine Ubsrsicht (ber den Inhalt ven Teil I und

yarsuche Jewslls zu ervliutern, in welchem Zusamwmenhang die Ergsbnisss

1. § 1 ist eine Ubersicht tber einige algebraische Elgenschaften von

3

Canatarnds dnenals JERTED .

2. Isk O eine Quaternicnenalgebra ilber dem algebraischen Zanikdrper k

and B # 31 ein EBlement endiicher Ordming in der Norm-Bins-Crupps T{Q),

2

in] 2ipe halveinfache quadratische Erwelterung von k.

i

damn ist K o= g

™ § 2 entwickis
einfachen spadratischen Erwelterungsn.
.0 In J19/7, /187 und /17 wird vorsusgesetst, daf k tobal resll ist.

Dern 1st k[B1 immer sin X¥rper, also auch eine sinfache k-Algebra.

vermurslich bekannte) algebraische Elgen-

o

In diesar Avbsir untersuchs ich sher zuch den Fall, daf k Einheits-
+1 enbhdlt, Hah ¥ die Ordmng n, dann ist k!:L} kein Kérpsr

5

erra, Daher maf ich oft Ergebnisse, die fir

4,

tharmngaikfrper K berlehungswelse einfaches Unteralgekbren

2

von () bekanmt sind, auf halbeinfache quadratische Erwelterungen verall-

]

gamsinern, Wichtige Beispiele dafilyr sind:

Tratische Srweiterungen sind maximalkemmotativ (Satz 3.2) und

11} Bin Isomorphlsmns swischen Unteralosbren von Q 152t sich zu einem
Butomoythismus von O fortsetzen (Satz 3.3).
03,2 und (3,33 s sogar Hir Unteralgebren von Q mit Radikal,)

Dar Bowels von (2,27 uod (3.3 det der Inhalt von § 3.
Dis belden SEtze sind mir aus der Literatur nicht bekannt.

4, Ich perechne spdter dis Konjugationsklassenzahlen der endlichen

argrupnen in der Norme-Eins-Gruppe T{(5H{) einer Q-Maximalordnung .

zu wird es notwendig, dis Mawdimalordmmgen und die Durchschnitte

s T : . .
El zu untersuchen, Vorbereitend sammle ich in § 4 bekannte Eigen-

P

Ordnuncern und ihren Idealen in halbeinfachen Algehren.

g g oo e ATham 3 d e Roamlen ] e s mee \l/-u,-m E R
SINh LADEL TUD JLESE AUGSIT NG SOHEINE 0N iml‘_-_j‘:;’d& ,J.}il

(narerniorenalosihren und Ordnuncen in halbeinfachen quadratischen
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5, T{Q) enthdlt gepau dann z2ine zyklische Untergruppe der Crdming n,

wenn die von einem E-mit Norm 1 und Ordnung n lber k erzeugte halbeinfache
Algebra k[Ej in Q eingepettet werden kann. Satz {3.6) keschreibt, welche
halbeinfachen guadratischen Erweiterungen X von k in eine vorgegebene
k~Quaternionenalgebra eingebettet werden kinnen. Das ist dag Hauptergebnis
von § 5. Satz {5.6) ist im wesentlichen bekarnt. Um ihn exakt und
allgemein formulieren zu kénnen, habe ich zu Begimn von § 5 einige Eigen-
schaften der Hauptordmung von X aufgelistet flir den Fall, daf X kein
Korper ist.

6. Das wesantliche Resultat von § 6§ ist folgendes:

Sei ¢« die Hauptordnung von & wnd {j; die Hauptordnung der halbeinfachen
duadratischen Frwelterung ¥ von k. Jede Crdmung (7 in ¥, die o enthilt,
146t sich schraiben als U = o+ % {7, mit einem eindeutig bestimmten,
ganzen -Ideal i (Satz 668}“,5 = £1{7) heift der w-Fiihrer von [/ urd
ieh schreld

7. In § 7 definiere ich zundchst die Grugpe 19 der (JP-Tdeale ale
ickale Hauptideale. Tm Rest von § 7 arbeite ich auf Satz ({7.25) hin:

cue) Té Disse Formel ist Fllr 4i

1]

i
Baisplele wichtig (&8 20.21).
Zusatzbemeringen zu &, und 7.
i) Viele Lamnats und Methoden in den Paragrafen € und 7 sind lckaler
Maoar. 2uf einige von ihren komme ich in spHteren Paragrafen zuriick,
11) Filr Rirper ¥ ist Satz {(7.28) schon bewlesen (siche /16/ S.188 (2.8))
und Satz {5.8) folgh velativ ledicht aus /76/ § 4. Da ich aber auch den
Fall untarsuchen muf, daf ¥ kein Kérper ist, habe ich eigene Beweise
entwickelt und die Gelegenhelt gerutzt, news Bezelchnungen sinzufthren,
die meines EBrachtens flir diese Arbeit nlitzlicher sird.
8. Sei Ek dle Gruppe dey g-Ideale, Sei & der Idealmedul, der aus den
unerdilichen (reellen) Verzweigungsstellen von Q iber k zusamrengssetzt
ist, und sel 5, der Strahl mod 4. Bei der Konjugationsklassenzahlberechrung
in den Paragrafen 16 und 17 spielt der Index Eik : N(IK)S&E eine wichtige
Rells, Br kamn gleich 1 odsr gleich 2 werden. Das 18Rt sich mit der
Klassenkrpertheorie entscheiden (siehe 8.4). In Korellar (8.4), dem
wichtigsten Satz in § 8, sind die Aussagen avs der Klassenkdrpertheorie
rusammencefafit, dis ich spirer benutzen werde,
Bemey oo

Wenn 0 2n allen unendlichsn Primsrtellsn von k v¢*7wa-gt ist,

cine erdliche Grupoe fiir alle O-Maximalordmingen 91 (siehe Satz 15.11).
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Das muB ich bei der Berechnung der Konjugationsklassenzahlen immer aus-
schliefen, Flr tcotal reele Zahlkfrper tritt daher nur der einfachere

Fall [Ik : N{IK)SME = 7 auf {denn R = k[E] ist an allen reellen
Frimstellen von k verzwelgt).

9. In § % samle ich einige {(bekannte)} Eigenschaften von Maximalordnungen
und ihren Idealen in Cuaternionenalgebran,

1C, Falls k total reell ist, sind alle endlichen Untergruppen von T{Q)
zyklisch, In diesam Fall hat die Konjugationsklassenzahl der endlichen
Gruppen in TN}  £6r alle O-Maximalordmmngsn 347 den gleichen Wert

{sle hirgt nur von der Sruppencordming n ab).

Falls T auch Diedergrupren enthilt, kOnnen die Koniugationsklassenzahlen
Jir O-Masimalordnungen, die nicht vom gleichen Tvp siﬁd {d.h. nicht
v-algebreniscmorph sindd, varschisdens Werte annelmen. Daher wird es

sehr wichtig, die Klassifikation der {-Maxdmalordnungen nach ihrem Typ zu
untersuchen, Dis Basultates, die ich kel diesar Untersuchung gefunden habe,
sind dis SZtze {10.8) und (10.310) .

1st T cine feste Maximalordmong . =0 wird durch die Vorschrift

A

i & AR . - " ‘ PR . -
W mEt L (0 Madmalordnung) , eine Bijektion von der Merge O

et ¥ k(2 , .
mr Oedadimaiordrargstyoen auf die Quotlentengruppe T XRIk‘ }Su irduziert,

[0 B .

fo

, " k , , .
kel wird B 2 I von den in Q verzwelgben Primidealen erzeugt, (10.10).

?r i~
R kiz}gﬁ uﬁerLEfr in natiiriicher Weise auf ¢ (10.9).

;..,‘,x

[

er Bewels stlfzt sich im wesentlichen auf den Satz von Eichler iber
Hauyptideals {10.4}.
Dle von mir enideckie Klassifikation der Mawimalordnmungstycen ist meines
Wissens in der Literatur nicht zu finden,
11, Wie in Punkt 4 bemerkt, muf ich Durchschnitte von halbeinfachen
guadratischen BErwelterungen X mit Q-Maximalordmuingen %1 untersuchen. Dies
geschieht hauptsdchlich in den Paragrafen 16, 18 und 23, Um § 16 Kirzer
zu ralten, habe ich eiren Teil, der sich leicht allgemein fiir halbeinfache
guadratische Erwelterungen formulieren 188t, abgetrennt und § 11 genannt.
Das Hauptergebnis von § 71 ist Satz (11.9). Auch auf die Lemmata (11.1),
{£17.45 und (11.6) kemme ich spiter zuriick.
Der GroBteil der Ergebnisse aus § 11 ist (flir R8rper K) bekarnt und geht

uf eine Arbeit von Eichler zuriick /7/. Duch eine Verfeirerung der Eichler-

srhen Methcden erhalte ich darliberhinaus sin entscheidend neues Frgebnis

[l

istene 11,9.1), dag oo ormdglichen wird, die gegenseltlge Abhdngigkeit
des r -Flihrers f{&ﬂruK} und des Maximalordrungstyvoen T 2u untersuchen

{fir festes K). (In den §§ 18, 22 beweise ich vergleichbare Frgebnisse.)



§ 1 . Cuaternionenalgehren

In & 1 werden bekannte Definiticnen und S8tze aus der Theorie der Quater-
nionenalgebren zusarmmengestellt.
Unter einem algebraischen Zahlkdrper wollen wir einen Korper k mit Qekaf

und [k : Qj <o  verstehen. Dal k in € fest eingsbettet ist, werden wir in
Tell I nicht wirklich benutzen. Diese Voraussehzung wird erzt spiter wichiig,
Ist k ein algebraischer ZahlkOrper und yp eine {endliche cder uvnendliche)
Primstelle von k, s0 bezeichre k, die Vervellstindigung vor k bezliglich
einer p-adischen Bewertung von k. Ist p eine endliche Primstelle von k, s0

heiBt k; ein :,;wadischer ZahlkSrper, Ist i algebraischer ZahlkOrcer, so
idemtifizisren wir die endlichen Primstellen von k mit den dazugehfirendsn
Primidealen. ' *
Soweit nicht avsdrilcklich anders gesaght, sollen in dieser Arbeit alle
Korrer algebraische coder p-adische Zahliklrper oder R oder € sein.

Ist kX ein Kirper, so wollen wir k-Algsbren immer als endlichkdimenaional
voraussetzen.

Ist k Rbrper und A eine k~Algebra mit Eins, dann helft A einfach, wenn sie

auBer {0} wxl A k=in zwelseltiges Ideal enthilt.

Rl N . s P <
die {mitiplikative) Grucpe der

Izt R ein Rirg mit Eins, dann bezsichne R
invertierbaren Elswente von R.

. . N . ax . o N i " .
Eine Algebra A mit Eing helBt Divisionsaloebra, werm A'=A-[0}, alse wenn

A ein Scnisfkirrer ist
Ist k edn Xirper. A sine k-Algebra, nel, =0 bezeichne Mp {3y = M"z {k3 & A
) 1 H
den Ring der nxn~Matrizen mit Keeffizienten aus A. Auf natlirliche Weise

ist Mn {A) sine k-Algebras und es gilt:

[ @) k] =n2[a: k] (1.1)

Wir fassen A {auf natiirliche Weise) als Unterring von M‘n (AY auf.

{1,2) Definition: Sei R ein Ring und selisn A und B zwel R-Algebren. Sind

A und B R-algebreniscmorph, so sagen wir kurz: A und B sind R-isarorrh

und schreiben: & :R B.

(1.3) Satz: Sei k ein Korper, A eine k-Algebra.
A dst gsnau dann einfach,. wenn es eine k-Divisionzalgebra D und ein nelN

gibt mit A E Mn (D} .

Bew.: siehe /3/ S. 18 Satz 3 urnd §. 21 Satz 5
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Ist k ein Kdrper, K ein Erweiteringskdiper von k und A eine k~Alqebrag
dann ist K 3, A eine K-Algebra und es gilts EK @ A ﬂ] f% : ﬁJ
Wir fassen A {auf natilrliche Weise) als Unterring ven X @? A auf.
Falls kc A, fassen wir auch K (auf natlirliche Veise) als Unterring
vonn K @, A auf.

k
(Vergleiche dazu /14/ S.419/419,33 und /3/ 8.7,42.4)

(1.4) pefinition: Ist k ein algebraischer Zahlkdrper, § eine Primstelle

von k und A eine k-Algebra dann sei Af : o= kT @k A,

Ist k ein Krper und A elne k-Algebra mit k<A, dann heift A zentral,

wenn das Zentnm des Ringes A ﬂl aeich k ist.

(1 5) lamma: Ist %k ein KSrper, K ein rrwelterungskOrper von X und

A eine sinfache zentrale k-Algebra, dann ist | @1 A =ine einfache,

zentrale XK-hlgebra.

(1.6} Definition: Sel k I¥rper, K Frweiterungskérper von k und A einfache

wann @8 nelN gebt mit A z Mr (k).
: L

14) ¥ heift Zerfidllungskirper von &, wenn K @k A zerfiEllt,
iii) Ist k aloebraischer Zahlkdrper, p eine Primstelle von k, dann sagen

wir, dai A an der Stelle p zerfdllt, wemn k, Zerfdllunuskrper von A ist

{d.h. wenn A, zerfallt).
iv) Ist k algebraischer Zahlkdrper und p eine Primstelle von k, an der A

picht zerfdllt, damn heiBt p Verzwelgungsstelle von A, Wir sagen auch:

A igt an der Stelle p verzweigt (iker k).

{1.7) Definition: Sei O eine einfache, zentrale Alcebra Uber dem Korper k

wwl ose2i Qo k} = 4, Dann helft 0 eine k-Ouaternionenalgebra. Die Elamente

vion ) helRen iazaternionsn,

{1.8) Lewra; Sai k ein Kdrper. Ist eine k-Ouatermionenalgebra, dannm
gilt entweder i) Q ist k-~Divisionsalgebra
oder ii) Q g i (k)

Ist ungekehrt ¢ eine zentrale k-Algebra mit im : kj = 4 ynd gilt i) cdexr 1i},

dann ist O eine k~Cuaternionenalgebra.

0 eine k-Quaternionenalochra. nch Satz (1.3) gibt es eine

o % '-fn{D} .

sind nur die beiden folgenden Falle mdalich:



iy n=1,[2: k! =4, also ¢ # %1{5) £ D
i) n=2, [D:kj=1, also © z M, (D) £ M (0
- I £

(1} und (i1} schlieBen sich aus, da Y2 (K) keine Divisionsalgebra ist.

Die Urkehrung folgt sofort aus Satz (1.3).

{1.9) Rovollar; el k algebraischer Zahlkfirper, p eine Primstelle von k

undt 1 eine k-Quaternionenalgebra. Danngilt:

i) ¢ zerfillt en der Stelle y cenau dann, wenn Gy k Mo (k,) .

i1) © ist an der stelle j genau dann verzwelgt, wenn Uy Divisionsalgebra ist.
Eew.: klar

Flir ecine Mengs M bezeichne ¢ M die ¥ardinalzahl von M.

{1.10} Satz: Sef k aigek ischer Zahlkdrper :
1) Sei o eine k—Juaternionenalgebra. Dann ist die Zahl der Verzweigungs-

stellen von @ {endlich und) gerade.

ii) Sei M eine endliche Menge won Primstellen von ¥ und sei # M gerade,

Dann gibt es eine k~(uaternionenalgebra ¢, deren Verzweigungsstellen genau

e Dlamenke aus M osired,

iil) Seien O und ' zwel k~aternionenalgebren. Es gilt (.

z Q' genau dann,

werm ) und QF dis glaichen V“i?b@lQUfﬂSat 211en haben.,

Bew.: folgt aus /3/ 5.119 Sidtze 8 und 9

Aus dem Satz folgt ummittelbar, daR eine iumaternionenalgebra Uber einam
algebraischen zahlkorper k genau dann zerfillt, wenn sie an allen

Primstelien von k& zerfillr,

{1.11} Definition: Sel k Kirrer, Seien X und Y Unbestimmte, sei F = F(X,Y)

s e . N

cdie durch X undy¥ erzeugte freie Gruope, sei kiF; die Grupprenalgebra.
. N x . . N - 4 5, a4 . Y )

Flr a,bek sel T{z,b) das von X%-aund Y2-bh and KY + YX erzeugte

zwelseitige Tdesl in kLF]. “ir definieren (a,b)% = k[FJ/I(a,b}

und fassen k auf natiirliche Weize als Imtarring vn {a

S ML

Sind U,V,W é(a,b)k gie Bilder von X,Y,X¥ unter der uotientenabbildung,

dann sieht man leicht, daf (a,b), eine k-Algebra mit Basis {1,0,v,W}

X
ist und dap folgende Multiplikationstabelle gilt:

11UV o
oty Wwoiw
| .
Uy Upa |Woiav | o (1.12)
Vi Vv]-Wn mbu;
TE o av hu i~a®i
Dieze Multiplikationstooclie ist Hruivalent zu den Receln:



1 =a, Vi=h , I8 = 7 =13 (1.13)

{(1.14) Terwa: Sel k 2in Wrper, selen a,b- X7, sel O eine k-Algebra mit k< 0.

og gilt O = (a,b) I genaw dann, wenn es eine tasis [(1,U,V,0} von O iber &

2) .

D
=

gibt mit der ‘ultiplikationstabells (1.

—

x

J—
“
-
i

5) Lemma: Sei k

e ound seisn a,bek

L) Seien o,de k. Dann gilt: (a.b), = (ne?, w12y,

i1} Seli ¥ Erweiterin

von k, Dann gilt: K @ {3,k

s 3 i } kl(lr (Cxll-.ﬁ. siche /3 3/

S5.052 Pron. 1.1.1)

iy klar ' !

{(1.16) Lerma: 1}

sirver, Darm ist My (k) g (-1,

2

lier €. Dann st D= ¢

Divigionsalgebra dber 3

Lhe

‘.x
a5

Die Helauntuno kann detzt

crachnet we

-

/73 ,_=“J2 T’K‘OT‘) -‘Fs.]aLl,‘

il) WHre D # @, so gibe es

gine (achte)
encdiiche KO0rpererweiterung von C.

1ii) siehe /3/ 2,50 Latz 2

] - U

A.17) 8atz: Sei k Krper und sei o eine k-Rlgebra mit ke

oo Dann gile:

tornilonsnalaebra, wonn es a,be X gibt mik

Cohautune ledioht aus (1.16), sonst gsishe

unel 5.7 Fatz §)

et 1,103

recroand o eine k-Cuaternionenaloshra, Seien

. Sel (1,0,V,70 edine fasis von O Uber ko mit

e

onstaballe (1.12), Tsb 3 = balwovead mit t,a,v,w £ k,

dann heldt 270 = f-ul-rV-f 7 das zu A konjugderte Duaternion,

CIAY D = AT

Cowvaorn .

= o~ bl an heint

(1.19) Lamma: Sel k Ormor und O eine keluatory ionenalagebra, Sel Ae N,

Do 1st

Poivnom




- 7o~

(3 - Ay(h -AT) = A% - S{A)A + HA).

Minimalpolvnon aindestens den Grad 2 haben, also ist
X2 - ()X + W) schon Minimalpolymaon.

aus dem Lenma folgt unmittelbar, dag & und # nicht von der sneziellen
=kl flir a,bh,U,v abhingen, sondern nur von o ound 0. vegen 2% = S(A) - A

fiir A4 () hingt auch die Abbildung * pur von £ und k ab.

(1,207 Temma: Sel k roer und O eine l-muaternionenalgebra,

-orraumhomonorphisnen.

i} Fand 8 =ind ke
ii) Die Fixoonkimendgs von F ool ist genan k. Flir A B9 gilt:

# : ' s e . ; .
= WAt und AT = A, 37 = 50, W (n®y = .

SR 4 3 BT EET * d 9 5 by ‘.X “ P
iii} Fur A, L £ gilts 1A = N(A) N(E). Fs ist A2 venau dann, wenn

i

=1 x ,-"'3 p . . ) . .
dann ist A = A H{a} ', Die durch induzierte Abbildung

ist ein Homomorphismos der multinlikativen Grunpen.

(1,21) Bomerlung: Spur und howm nrﬂ sine (uatarnicnenalgebra stirmen mit den

e definierten Abbildungen Hauptspur und Hauptnorm

50 - 52, 87). Fernmer stinmen sie mit den fiir
halbeinfache Algsbren definierten ! Anhildungen e ierte Sour und

reduzierta Horm iibersin {val. /3/ S. 32/33 54).

&5 7 . Halbeinfache cuadratd

“he Fryeiterungen

I 42 werden einfacihe Sitze Uber halbeinfache quadratische irwelterungen

zusamengestellt

Tat k ein &rper und A eine k-Aldebra mit k<A Imd[ : <] 2, dann

heipt » quadratische Yrwelterung von k.

{2.1) Temma: Sel k ein wirmer und A eine cumiratische Frwelterung von k.

Nann ist A kommitativ. Sei ae A-i, Dann st A = tka = k{a}‘

=

ens, 1 Sel a< -k, Sel s Imbastiumte und Pe k2] Minimalpolynem von a.

—

viegen ad k ist grad D> 2, wegen [A }{j{ = 2 ist grad P < 2. Also ist

\{*’J/’ WJ X F eine cuadratische fywelterandg von k urd man priift leicht nach,
daf durch die Vorschrift X+ a ein k~rlgebreniscmorphisms U ¥ /P‘r\[“{ |+ A
induziert wird, Jetzt folgen leicht alle RFenauphtungan.

L

= (O flir ein ne< N,

At nilpotent, wenn a

zines Ninges oder einer Algsbra

nente enthidlt. Bine Alogebra



—— 9,

haift halbeinfach,, wann sie anfer (0O} kein Nilideal enthdlt.

(2,2) Satz: Sei k Korper und A eine halbeinfache k-Algebra. Dann ist

A direkte Summe von eindeutig bestimmten einfachen k-Algebren,
Bew.: siehe / 3/ 8. 17 §7 Satz 1

(2.3) Definition: Sei R ein Ring. Fin e€R mit e # O und e? = & heiBt

F-Tdempotent.
ST UL e

1

(2.4} Lemva: Sei k Révper. Dann 1lst jede einfache, konmutative k-hAlgebra

ain ¥irper.
Bew.: siehe /3/ 5. 23 ¢

(1,5) ¥orollar: Sel k ¥érper und K nalbeinfache, quadratische

Erweitering von k. Dann ist entwsder K quadratischer brwell srungskdrper

e ==

vor kK oodder es ¢ hiz auf die Reihenfolge) eindeutiqg hestimmte

it K= ke § kep (dirskte Sume von k-Rlgebren) .

K-Toampote

T zweiten Fall ist & + &, = 1 ond 238 = 0.

. .
Faoh oder

T K. & K, mit einfachen k-Algshren ¥y ,K,. Da K konmutativ ist, ist nach
(2.4) entweder K sin Hrer oder K = Ky & Ky mit Kdrpern ¥p,Kp.
{aiuuﬂ;th bi»:-sé::i_tmte) Eingen &) ,€q

skl =Ko 2wl =1 ist K o= ke, , Ky = key.

Die Behauptung e, + @, = 1 kann man direkt nac chirechnen,

und K halbeinfache, quadrad J.E':("f‘.l;::‘. rwelterung von X,

";\k

ainen nichttrivialen }‘,*?\lqerﬁrﬁrnautmm*oblsmub v K.

mit K~Idempotenten &) ,8, und A = ae; + be; mit a,bek,

Bew,: Falls K Korper ist, ist der Beweis bekannt. Sel also K = ke, & ke

it K-Tdempotenten e ,@,, Ma3n Kam leicht direkt nachrechren, dag die

S . o . . . .
angegebene Abbildung © eln k-Algebrenautomorphismus von K 1st. Seli

umgekahrt g ein o snautororphismus von K. Dann sind ole) und o{eg)
K-Tdempotente wnd es ist K = ko(gy) & koley). Da die K~Idampotente e;.€,
eindentic bestimmt sind, ist entweder g(&)) = ey, © (2,) = @, oder

, . . #
gley) = ey, o(;) = 8 also entweder ¢ = 1d cder o = .

Definition: Sei k Kirmer und K halbeinfache cuadratische trwelterung

i o £ 4, %
von k., Sei A« k. Dann heift SA): = A + A" die Sour von A und M(A): = AA




r‘mn-.”,»
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(2.8) Bemerlung: Bemerkung (1.21) libertrigt sich auf halbeinfache

cuadratische Erweiterungen.

(2,9}, Lerma: Sei k Rirper urnd K halbeinfache cuadratische Frweiterung
von k. Sei A<€K, Dann ist A Nullstelle des Polynoms ¥2 - S{A)X + N(A).
Falls ne K-k, ist dieses Polyvnom das Minimalpolynom von A in k[g(]
(Plir A< k ist S(A) = 28 und N(A) = A?),

RBew,: wie Levma (1,19)

{2,101 Korellar: Sel k Rirper, ¢ eine k-Quaternionenalgebra, K eine
halbeinfache quadratische Frweiterung von k mit KeQ,

Dann stimmen die auf X definierten Ahmldx.nqeq 5N mit den Einschrinkungen

der auf Q definierten Abbildungen %,Fs,?\f tbersin,

* v

Boww, 1 Vergleiche {1.19) mit (2.9}

{2.11) Lemma: Sei k ¥Wrper wid ¥ halbeinfache cuadratische Erwelterundg

von k. Dann gii%:.:

i} 8 ist k-Vekborragmhomemoyphlsmis

11} Die Pixpunkitmenge von ¥ :¥ + K ist genaa &, Flr A« K gilt:
AF = A, 8% = 5 und NBT) = ).

1i1) Plr A, B €K ailt: N(AR) = NAIN(B). Hs ist AeK genau dann, wenn

, I ; A By ™ o A N

N@A)ek ; dann ist A = AN(A) . Die durch N induzierte Abbildurg
X ®o, . ;

N: K ok it eln Ho "";I‘“’,‘:““")hl smus der multipliikativen Gruppen,

Bew,; Falls K Kirper ist, ist der Beweis hekannt. Sonst kinnen die

Behauptungen leicht direkt nachoerechnet werden,

(2,1

i

i Korollar: Sei k Kirper und K halkbeinfache quadratische Frweiterung

von k. Sei A¢ F-k. Dis Nullstellen von ¥2 ~ S{A)X + N{A) in K~k
sind dann genau A und ?\’"

-

Rew,: A und B sind Mullstellen von X° ~ S(A)X + N(A) nach (2.9).

Sei Be K-k Mullstelle von ¥ ~ S{A)X + N(A). Dann ist X2 - S(A)X + N{A)
Minimalpolynom von 3 in L‘L] Daher wird durch die Vorschrift A~ B
ein k-Algebrenasutomcrphismus K = k[A] - k[B] = ¥ induziert.

Mach (2.6) ist B = A oder B = A¥,



£ 3, Vertauschungssatz und Isororphlsmensatz

I &3 beweisen wir die Glitze (3.2) and (3.3). Fs handelt sich um

Veralluemeinerungen bekannter Sitze Uber einfache, zentrale Algehren,

Sel Ae Q-k.

Sei k KArner, O eine k=OQuaternionenaldebra.

(3.2)

. = . [ _1
gilt: AR = A gernau damn, wenn [ﬂ\ = k¥,

Ferancien sind kommatativ {(2.7)

w

o Soien a,b e ko omit O s ia,b) . )
X k
Sad [1,U,V,0) eine lasis von ¢ idber kol Multinlikationstabelle (1.12).

- : ¥ ; P = % R T by ko] : 3 P 3Tz Y
Cel A owm oo o+ ) 4 oel o+ P ound b= o4 DU+ PV R T omIt c,d,e,f,C, 0,0, FEx,

= 1 it Jdaher auch

~owrd O Licoon dm Zentrum von b

o= oy (- = (- 3R - ) Sl (1,12 erhdlt man:

W+ {(dF-fD a4+ (dR-eD YW

AT I (S [E AL A

nE-pdYaV + (De - BEd)W

W1

. N 3
Bound v o= o,

ke 5:?\1 ;

also kLB] < wiN .

Der YVercauschungssaty 1st oine inerun des Satzes, daf

~atiacho Vrweeite:

Fepabdrner in Maternionenalgobren mainalkommutativ

3.3 St b dwer, o eline keDuatornionenaloebra.
Cejen 1 uwl Nt oowel k=nIloebren mit ke e und ko RY o0,

Tat i1+ 7' ein k-Alachronisomorshismas, dann Vgt sich o zo einem
LR Topebres Llhtfi’“@"ﬁ""‘um"ih s e O fortsebzon,

- . . N ‘-..5‘ : N N e L.
ey Aibt ein Ta 0 mit o (A o= IR iy &30,

S e Rlper, O oedne k-Ounternionsnaiaebra.,

Geien ALR'e gk oumd sel S(0) = 00 and HR)Y =0T

cTLioh erm el il




._.?2.,.

Dexr Iscomorphismensatz ist (filr Quatermiorenalgebraen) eine Verallgemei-

nerung des folgerden Satzes:

{3.5) Satz; Sel k Korper, Q eine ainfache, zentrale k-Algebra,

Seien R,R' einfache k-Algebren mit kcR<Q und ke R'« (.

Ist g: R » R ein k-Algehrenisomorphismus, dann 138t sich ¢ zu einem
k~Algebrenautomorvhismus ¢: ¢ » Q fortsetzen.

Fs gibt Me 0 mit g(A) = | fiir alle A < 0.

Insbesondere izt jeder k-Algehrenautomorphismus von Q ein innerer

Aantomorphismas.
Bew.: slehe /3/ 5. 42 Satz 3

zZur Vorbereitung des Peweises von (3.3) brauchen wir zwel Definitionen und

einen Satz.

{2.56) Definition: Sel k Kirper, E ein k-Vekitorraum und g: E x E + k

aine Abbildung. ¢ helfit syometrische Pom auf B, wenn g bilinear und

symmetrisch ist. g heift nlcht degeneriert, wenn filir alle Ae B gilt:

Wern g {A,B = {0}, darnn ist A = 0,

{3.7) Definition: Sei k K&rper, Seien I,E' zwel k-Vektorriume mit

symmetrischen Formen g,g°. Ist o: B » B ein k-Vektorraumiscmorphismus
mit g' {o(A),0(B)) = g{A,B) flir alle A,B«E, dann heift o Isometrie

(bezliglich 9,91,

(3.8) Satz (Wittasches Theorem): Sei k Kirpwer, E ein k-Vektorraum und

g eine nicht degenerierte symmetrische Porm' auf E.
Seisn F,F' zwel k-Untervektorriume von B und sei o: F + F!' eine
Iscmetrie {bezliglich der durch g induzierten symmetrischen Formen auf P,P').

Dann kamm o 2w einer Iscmetrie o: B -+ B fortgesetzt werden

Bew.: siehe /i4/ 8. 360 Theorem Z

- P on e - P TR [T~ ST SN I SR Y e A R -
fewels von (3.3): Wir definleren g@,B): = S(AD) = an¥ 4+ ey A,BEQ,

Dann ist g eine symmetrische Form auf ¢ (siehe 1.20.1).

Seien a,bek” mit 0 g (ab),. Sei {1,U,V,4} eine Basis von Q Uber k.

mit Multiplikationstabelle (1.12).

SeiAef und A = ¢ + dJ + oV +fW mit o,d.a,fek.

Dann ist g(A,1) = S(A) = 2¢, g(A,U0) = SAAUY) = -2da, g(A,V) = S(AVY) = -2eb

wnd g (AW = SAWT) = 2fab,

Jfab = 0, also A = 0,

il

Wenn g{A,%) = {0}, dann ist 2c = -Zda = ~2eb

f

g igt also nicht degeneriert,




D=z 7 ein kmAlqebrenism@mhiams

13

ist, gilt fiir As R:

S{g{A)) = S(A) = o¢{S(A)). Daraus folgt:
et = S(0(A) - alA) = o(SIR) - () = o(S) - A) = a().
Fiir A,B« R gilt daher: gl(o(d),c(B)) = Slg (M) o) ™)
= S{a(A) o (B")
= S{a{AR"})
= .*(AB‘*)
= g{A,B)
¢ ist also eine Isometrie (bezfiglich der durch ¢ induzierten Formen) .
Wegen Satz (3.8) 148t sich ¢ zu einer Isametrie o: O~ Q fortzsetzen.,

Man beachte, daf o{1) = 1.

Wir wollan zeigan, daR o ein k-Alg renautomorphismug von @ ist.
maf ¢ ein innerer Auvtcmorphismus ist, folgt dann mit {3.3).
Wegen o{1) = 1 milssen wir nuxr noch zeigen, dai i) g{i}? = a,

ii) o(? = b und iii) o Ulo (V) + ¢ (V)o () =

T A€ gilt: S{pA)) = S{o®ed V= g o (a) e {1) = S(A)
urkd: Ni{g{A)) = u(}\}U{?\.}* = 1/2e{a (), o)) =

Damit folgen i) und ii).

Wegen S{U) = S(V) = O folgt auferdem: o{)" = -o(1)) und s ¥ =~ (V).
Also gilt: o{Uc (V) + ool = - (o (U} (J,‘* 5 (V) o (U

& 4

& 4, Ordnungsn und Tdeais

=~ {g {7} ,o

- a1
in halit

—y {1, %)

o+ WU
0.

Neinfachen Algebren

el f}}’_ b

ured 9

Die Definitionen und &

Wir

ndelt es sich un eine Zusammenstelluns b

werden gie aher nur fiir halbeinfa

%

ekannter Definiticonen

spe iher Tdeale und Ordmungen in balbeinfachen Algebren.

+ze dieses Paragraphen sind allgemein gehalten.

che cuadratische Erwelterungen und

inshesordere flir Quaternionenalgebren gehrauchen.

Tat A eine halbeinfaciu

n

Adie Tins von A mit der Eins

i_f%'_a_.fi_‘)mii'e?_f inition: Se

i) Den gz

.

c 541 P»chk

11} Ist o die Hauptordnmar von
darn bezeichne o) den Ahschlud
Wir nennen o, die Dauntordnung

Algebhra

vor%k, d.nh,

ik alaebralscher

13

iber dem Rérper k, so ildentifizieren wir

7 el 1 gy oy
;.;uu_mf'h""ih‘f a

1u? von 7 in k nennen wir die Hanntordnung von k.

eine endlicohe Primstelle von k,

Uned y

von k g

vdr fassen k als Unterring von A auf.

ler p-adischen Topolooie.
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fekanntlich ist o, ganz angeschlossen in k.

(4.2) Definition: Sei k algebraizcher oder p-adischer Zahlkirper mit

ﬁammﬂhmgd.S&iAemm}mﬂﬁﬁﬁKMEbﬁm&MLUCA}wmtﬁjF&mmh
wern gitt: i) U/ ist Ring

iy we U

iii) jedes ael’ ist ganz tber

iv) kU= 2, d.h. U7 enthilt eine Basis von A {ber k.
Eine A-Ordnung, die in keiner echt gridferen A-Ordnung enthalten ist,

heift A-Maximalordnung.

(4.3) Temma: Man erhilt eine mit {4.2) gleichwertige Definition, wenn

. . . ¥ . .
man iii) durch folgende Redingung ersetzt: U ist endlich erzeugter o—Modul,
Pens. s siehs /3/ 8. FO/71 Sdbze Sund 9

{4.4) Lemma: Sei k algebraischer oder p-adischer ZahlkOrper und A eine
halbeinfache k-Algebra. Darn gilit: Es gibt A-Ordnungen und jede

A~Nrdnung ist in einer A-Maximalordrung enthalten.
Bew.: =ziehe /3/ S69 und 8. 70 Satz 6

(4,5} Satz: Sei k algebraischer oder p-adischer ZahlkSrper mit Hauptordnung &
Sei A halbeinfache kommutative k-Algebra. Dann gibt es genau eine A-Maximal-

ordnung. Sie enthilt alle iiber v ganzen Zahlen aus A.
Bew.: sishe /3/ 8. €8 Satz 2

(4,6} Definition: Sei k algebraischer oder y-adischer ZahlkOrper mit

&mﬁmﬂhmgﬁgEﬁiAlmDmﬁﬁmmekﬁﬂqﬁnzmﬁ:mi[A: K}zﬂéwe

u_€ Dann i {3t ; HIES L, .
LN A. heifit Dk(u1’°"'un) det (S(uluj)i,j=?,,¢.,n

}

i) Seien u1¢.,

die Digkriminante von {ui,oa,,un}.

ii) Zed {/ eine A-Ordnung. Dann heift das von allen Dk(u1,...,un) mit

u ?,.,,ure{j erzeugte o ~Tdeal die Diskrininante von (7 Uber k.
i .

1
Sie wird mit Dk(ﬁﬁ bezeichnet,

{4,7) Leamma : Sei k algebraischer oder §-adischer Zahlkirper, A eine

haibeinfache k-Algebra,
i} Sind ¢,{7" zwei A-Ordnungen und ist (¢ (J*, so ist D (N <D (0,
o HL
also Dk(U )| Dk(GU-
i1) 8ind W zwel A-Maximalordnungen, so ist D, (1) = D, (')
S

Bew,: 1) kKlar

i1) siehe /3/ 5. 83
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(4.8) Definition: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (4.7) sei )L

eine A-Maximalordnung. Dann heift D, (A): = D,_(§1) die Diskriminante
i I

vonr A Uber k.

(4.9) Definition: Sei k algebraischer cder y-adischer Zahlkdrper, A eine

halbeinfache k-~Algebra, U eine A~Ordnung.# ¢ A heiBt Rechts- (Links-,

zweiseitiges) Ideal von 7, wenn gilt:

i) A ist rechts- (links-, zwei~) seitiger(/—odul

iiyAna k # {0}

iii) Es gibt a ¢k mit af e’

Achtung: Fiir Ideale von Ordnungen in halbeinfachen cquadratischen

Erweiterungen werden wir eine andre bDefinition verwenden (7.2).
5 - ¥
Ist ¢ die Hauptordnung des Koérpers k, dann ist jedes Ideal ein endlich

erzeugter C—todul. Ist A ein Ideal, dann sind f : = {a=zAlafcd}

und R ;o= {a<Alfacd} AOrdnungen. I heift Linksordnung, # Rechtsordnung

ven.A. 4 ist dann Linksideal von X und Rechtsideal von& .

Tat Ac L . dann ist auch A< X { und umgekehrt). In diesem Fall heiflt
A ganz. Ein ganzes gleichseitiges Ideal f einer Ordnung U reiBt
Primideal, wenn filr alle ganzen gleichseitigen Ideale A8 von 7 ailt:

Abel -,—_-gs\u% < oderfec :,)., {siche hierzu /3/ S. 71)

(4,10 Satz: Seil k algebraischer oder ~adischer ZahlkOrper, A eine halb-
F-

einfache k~hRlgebra, H eine A=axirmalordnung. Dann gilt:
Die gleichseitigen Idealc von Y bilden eine freie abelsche (multiplikative)

Grupre mit den Primidealen von Wl als freien Erzeugenden.
Bew.: siehe /3/ &5.74 Satz 9

(4,11) Lemma: Sei k algehraischer Zahlkiiroer, A eine halbeinfache

k-Algepbra, y eine Primstelle von k. Dann ist 3, gine hallkeinfache
k,-Algebra.
Dew.: siehe /3/ 8.37 £2.3

(4.12) Definition: Sel k algebraischer Zahlkdrper mit lauptordmng o

A eine halbeinfache k-Algebra und A< A ein v —dul. Ist y eine endliche

Priwstelle von k, dann heilt }f)r :u;,;““} die y-Tomponente von A
(4.13) Satz: Unter den aleichen Voraussetzungen wie in {4.12) 1ist

M= AaN ,,.é}?) , wohei p alle endlichen Primstellon von k durchliuft.
y +

. LI el ] A v.i"gc___._“ [ s HE s Yoyt (B3
Tow, : siene /i%/7 5. 11 HLALs3ates und abneas (%)
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(4.14) Korollar: Sei k algebraischer Zahlkorper mit Hauptordnung o

und sei A eine halbeinfache k-Algebra. Dann gilt:

i) Sind 4,3 <A zwei o~"oduln, dann ist H< B genau dann, wenn J‘% < B;

flir alle endlichen Primstellen p von k.

ii)Ist U eine A-Ordnung, damn ist (}, eine A,-Ordnung fiir alle endlichen
Primstellen p von k.

iii) sind A, 8 <A zwei ¢ -Moduln, dann gilt fiir alle endlichen Primstellen p
von k: ﬂy 93. = (“”)r

iv) Ist B ein Rechts- {(Links-, zweiseitiges) Ideal der A-Nrdmung &,

dann ist UQF ein Rechts- (Links- , zweiseitiges) Ideal von 0; filr alls

endlichen Primstellen p von k.

Bew.: 1) folgt sofort aus (Daf. 4.12 und) Satz (4.13)

1i),4ii) ,iv) folgen leicht aus den Definitionen (man beachte Terma 4.3).

{4.15) Lemma: Sel k algebraischer oder y-adischer Zahlkirper mit

Hauptordnung ¢. Sei A halbeinfache k-Algebra und seien A, B Ideale in A.
Dann gilt: |

1) Fiir jedes E<A gibt es a ek’ mit aBe 4.

ii) Es gibt ack mit af< 4

1i1) Ist k algebraischer Zahlkdrper, so ist A4, =3, fir fast alle

endlichen Primstellen y von k.

Bew.: i).5 enthilt eine Basis {A,,...,A } von A lber k (4.9.41,11).
e “i Ti N
SeiE=aA, +o..+a M mita, ek fiiri=1,...,n. Bz gibt a<k it
T nn i

aa.e¢w fir 1 = 1,...,n. Dann ist afe .,

1
ii) Sei {B,g seaa ’Bn} ein Frzeugendensystem von B als e-Modul., Es gibt

® - e . : .

R L S k" mit a,b.e A flir 1= 1,...,n. Sel a gemeinsares Viglfaches

i A
aller . Damnn ist afe< 4.
P o . N Y . B L 1 o s N oo - -
iii} Fs gibt a,bek mit aBc 4,bhded. Flir fast alle endlichen Primstelien

N ¥ .
von k sind a,be @y ,also ﬂ},c 8, und 8, ¢ A,

{4.16) Rorollar: Sei k algebraischer 2ahlkdrper, A eine halheinfache

k~Algebra und W eine A-Ordnung. Dann gilt: 7 ist A-Maximalordnung genau
dann, wenn m? gine A -Maximalordming ist fiir alie endlichen Primstellen

¥ von k.

Bew.: Sel « die Hauptordmung von k.
i} Sei W eine A-Maximalordnuhg und § eine endliche Primstelle von k.

cei M7 eine A ~Ordnung mit W7o 3}‘[?. Nach (4.15.11) gibt es a ¢%” mit

[EYVE e ve N
a il < M, wWir kOnnen annelmen, daf a¢ o,
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Gei i o= Ra T, q}j 331’,7} ; wobetl ¢ alle endlichen Primstellen # p von k
durchizuft. Dann ist al’s 00, paner ist 01" ein zweiseltiges Tdeal von 7
und insbesondere ein endlich erzeugter ¢-Miodul. Jotzt felagt gofort,

das W 'eine A-Ordnung ist, Da ' 2 7, ist nach Voraussetzung LA I
and inshesondere M, =1y, Wir missen noch zeigen: e JJ‘?;.

pa W' eine Basis von A {iber k enthdlt, ist A, = W W+ AL

fei Be N7 Yegen 331’;, ¢ WY aibt es also U« J)T Y .ﬂl A, so daid

Eo=TR' + EB%, Bz gibt ein a<s-{0}, S0 daff ak" = ﬂ , also ein a's C"'HJ:,\

o daf a'B"e ! ﬁnfz‘TZ}T;f,, Pann dst a's'e Aa W5 ( Wuf) =< P und
weren a’é \,f L..llél"f e Wiy und Fo= B + B Fi”},

ii) Sei N7, Meximalordnung fir alle erdlichen Primstellen y von k.
cei NI eine A-Ordnung mit U« U . pach (4.14.1) ist e sy ﬂ
alle y. Nach Vorraussetzung ist also i, = M £ alley

mit {4.13) Folgt Wl = Vi,

(4.17} Lama: Sei k algebraischer Zahlkirper, o sine halheinfache

k-Algebra und y eine endliche Primstelle von k. Dann gilt:
iy Ist 7 eine A-Ordmung, darm ist Dk {1, = Dy {(jf} .

. H i g

Bew,: 1) folgt leicht aus den Definitionen

iil) Ffolgh wegen {(4.16) sofort aus i)

Remerkung: (4.16) ist wohlbekannt. Teh habe nur deshalb einen Bewels
angegeben, well er in der mir hak rannten Literaoar {etwa /3/) nicht

expiizit formuliert und hewiesen ist

£°5 , Finbettung von halbainfachen quadratischen Trwelterungen in

Luaternionena Laabr

1

sesentliches Frogebnis von &b 1t Batz (5.6}, deor heschreibt, welche
nalbeinfachen cuadratischen Trwelteringen & eines algebraizchen Zahil-
kirpers koin eine vorcegebens w-muaternionenalaebra eingebettet werden
kSrmen. Der Satz ist im wwesentlichen berannt.

U inn exakt formulieren zu ki¥nnen, untersuchen wir 2u Beginn die

1

Hauptordnung einer halbeinfachen quadratischen Trweiterung K = ke; & k.

5

K aine halbeinfache ruadratische Frveiterund von k. Dann nennen wiir dic

.1} Definition: Sei b alaebralscher oder ¢ -adischer Zahlkdrper und sel

Tovedmaner i W Dok evrchmarer Uon 5
fevedmiangy 1T B DIZUUYTOITGIUINGY VAl

Die Hauotordming von Koist wohldefindert weaon Jate {4.5).

Talls I KOroer ist, stivmb (5.1) mit Definltion (1.1) diberein.
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Ist k algebraischer Zahlkérper und ¢/ die Hauptordnung von X, dann ist

U; die Hauptordnung von ¥, fiir alle endlichen Primstellen y von k (£.16).

{5.2) Batz: Sei k algebraischer cder y-adischer Zahlkfrper mit Haupt-
ordnung ¢ . Sei K halbeinfache cuadratische Frweiterung von k, K = ke,&ke,
mit K-Idempotenten e),e,.fal U die rauntordming von K. Dann gilt:

i) U=vce) +oey

ii) D (K) =D ) =

iiij Iqt ¢ ein Primideal von v, dann ist yt =9, wobel o) = e -i-U’EEz
und g, =oe; +pep Primideale von U sind. Alle Primideale von U sind von
der Cestalt g oder of;; sie sind freie Erzeugende der freien abelschen
Grurpe der Ideale von 07,

iv) Falls k y-adischer Zahlkidrper ist, sind alle Ideale von v Hauptideale.

Pew.: i} Sei A = ag; + be, mit a,be . Dann ist S(A) = a + becund
N{A) = abhew, also Ae 7, Sei ungekehrt Ae &, n = ae; + be, mit a,pe k.
Wegen e),e, () ist dann a = S(ae,} = S{Ae)e ¢ und b = S(Aey) <o,

1i) ba el,en} eine ¢ -Bagis von U ist, ist D}_ () = Dk((f’) = Dk{el,ez) o

5, (o1 2;) = det /G{elei‘} S(elez)\g =det<1 o\ _ 1
ks<e2e1} Slepey)/ !

iij) Direkte Rechnung zeigt: y U = 9

Da Uy/b]l = (ve, +@ey)/(ye; +uey} = ofp Inteqrititshereich ist, folgt

leicht, daf 9 Primideal ist. Genauso ist o) Primideal.

ist c? ein Primideal von l/', g0 ist (j/a;j Integrititsbereich. Wegen v < v

muf auch &/gnv? Integritdtsherceich sein, d.h. y: = ney ist Primideal voni

Es ist GOy U und j?[/ faktorisiert nach Satz (4 10 eindeutig in ‘»7'1%_ .

Also ist c,71 07 oder % = 0J. Die igtzte Penauntunq ist Satz (4.10).

iv) Aus 1i3y felgt, daB jedes Ideal uézl VT (/ von der Gestalt ’5} e +£;»e,,

ist, wo d,% Ideale von ¢ sind. Da v Hauptidealring ist, gibt es a,bes mit

o= acg, £ = bu, also A= (ag, + bezi(f .

by

"

=T

)

Wewen 1il) sagen wir ang ig entsprechenden Regriife hei

r

quadratischen Kdrpererwelterungen, daf8 die Primideale {endliche Primstellen)
von k in K = ke, & ke, zerlegt, nicht verzweigt und nicht trige sind.
Ist y eine unendliche Primstelle des algebraischen Zahlkdrpers k und

K =ke; & ke,, s0 ist K; = k,e, + ke, kein Korpar. Deshallb sagen wir

wie bel cquadratischen Kirpererweiterungen: p ist zerlegt und nicht verzweigt.

{5.3) Definition: Sind k¢ K algebraische Zahlk< “r:r;r und 1ist o eine
Primstelle von K, dann bezeichnen wir den Tradhelts- brw, Verzwelgungsarad
ron o Ubar k mit gy how. v {g) . Wi lirzen au notig): =
von o Uber k mit tk(/w) hzw fkl_(,f) ir kiirzen auferdeam \_gv7 (D (?),
vigy: = v _{on ab.

(uj) V@(O_;f: g
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Ist g die Fortsetzung der Primstelle y von k, dann ist bekanntlich

FI\, : J tk v (u!}.

{5.4) Lemma: Selen k < K algebraische Zahlkdrper und sel O eine k-Quater-
nionenalgebra

i} Seien y,éyPrimstellen von k,K. Seia7 Fortsetzung von g .

oy ist genau dann Verzwelqungsstelle von ¢ @k K, wenn y Verzweigungsstelle
ven ¢ dfiber k ist und [K- : k,] ungerade ist.

ii) K ist genau dann Zerfillungskirper von (i, wenn fiir alle Vergwelgungs-—
stellen p von Q {ber k gilt: Ist i eine Fortsetzung von g auf ¥, dann

N T qorar
ist [“ﬁ 2 kgl gerzade,
Pew,: i) siehe /3/ 5. 113 Satz 4

4
Primgtelien of von ¥ zerfillt. Jetzt folut die DBeh. sofort aus 1i).

14) Mach (1.10.i11) zerf3lit 0 8, ¥ genau dann, wenn O @ X an allen

(5.5) Lemma: Sel k Kérper, K cuadratischer Frweiterungskirper von k und

0 eine k-Quaternicnenalgsbra. Dann gilt:
i) Werm k e K< G, dann ist K Zerfdllungskbrper von (.

ii) Wenn K Zerfidllungskirper von (O ist, gibt es K ﬁ,K mit ke X' < Q.

Anders ausgedriickt: Die lber k quadratischen Ferfillungskdiper von O
stimmen bis auf Iscmorphie mit den maximalen TrwelterungskOrpern

von k in O Uberein (3.Z}.

Pew.: siehe /3/ S. 45747 Sdtze 13 und 17

(5.6) Satz: fel k aleebraischer Zahlkdrper, K halbeinfache ruzadratische
Frweiterung von k und (b eine k-Duatermionenalgebra. Genau darr gibt es
K % K mit ke K'c O, wenn alle Verzweimungsstellen von () iber k in X
trige oder verzweigt sind.
Bew.: Falls X Kdrper ist, folgt die Rehauptung sofort aus den Tsmmata
{5.4.11), (5.5).
Sei also K = ke, & ke, mit K-Tdempotenten e),ep.
Ist XK' i,K mit ke K'e 0, dann enthilt K' *ullteiler; Q ist also keine
Divisionsalgebra, d.h. Q ﬁ My (k) (1.8). Q hat dann keine Verzweiaungsstellen.
cind umgekehrt alle Verzweigungsstellen von © {ilber k in K trdge oder
verzwelgt, so kann Q keine Verzweiqungsstellen haben, da alle Primstellen
von k in K zerlegt sind. Also ist o.B.d.A. Q= Mo (k) .
Tine Einbettung von X in O erhdlt man dann durch die Vorschrift:

[10) fno\ ,,

[ e @a e |

oo/ T T N0y



—20_

§ ¢ . Ordmingen in halbeinfachen, cuadratischen Brweiterungen

Das Hauptergebnis von §6 ist Satz (6.8}, der die Ordnungen einer halb-
einfachen,'quadratischen Erweiterung K nach ihren o-Flhrern klassifiziert
(Def. 6.1). Falls man sich auf Kdrper X beschrénkt, folgen die Sitze
dieses Paragrafen relativ leicht aus /16/ §4, Da wir aber auch den Fall

. hetrachten missen, daR K kein Korper igt, habe ich die Gelegenheit
benutzt, um die Ergebnisse in eine Form zu bringen, die mir flir diese

Arbeit insgesamt geeigneter erschien.

(6.1) Definition: Sei k algebraischer oder y-adischer Zahlkdrper mit

Hauptordnung « und sel K cine halbeinfache cquadratische Erwelterung
von k mit Hauptordnung Vg Sei UV eine K-Ordnung.
Ll

Dann heipt £ : = {fasw !a(jg c '} der v-Fiihrer von .

Man beachte, daB wir entsprechend Definition (4.2) stets o< (| voraussetzen,

. 'y . is . bt
£¢() ist der Durchschnitt von ¢ mit dem Fihrer von U in P

{6.2) Lemma: Unter den Voraussetzungen von (6.1} ist £{) # {0},
£4NY ist ein ganzes o-Ideal, £(1)Fc (V.

£(0) ist das gribte unter den o-Idealen &, fir diectly <l .

Eew. : £() # {0} folgt aus Lemma (4.15.1i1). Die tbrigen Eehaupﬁmgen
sind urmittelbar klar.

(6.3) Lama: Sei k algsbraisther Zahlkfirper mit Hauptordnuryg ¢, Sei K
halbeinfache quadratische Erwelterung von k. Sei U eine ¥~Ordnung. Sei ¥
eine endiiche Primstelle vor k. Damn gilt: £(07), = £{U,).

(Dabei bezeichne £ jeweils den v-Flhrer bzw. den o, -Fihrer, )

Bew.: Sel o ¢ die Hauptordnung von K. Dann ist O die Hauptordmuing von k
und  , die Hauptordmung von K, (4.16). Wegen

E(NL, < U ist f(@{ﬁ;_}, < U, (4.14). sei w’ ein ¢y-Tdeal mit £{U), < a”

urd o Uy ¢ [-. Durch die Vorschriften vg: = o’ und Rt = £ ([7)%, fir alle
endlichen Primstellen ¢75£ y von ¥k wird ein ¢-Ideal o definiert mit

(e oy und %(/Bc (7 (4.14). Wegen der Maximalitdtseigenschaft (6.2) von £
ist u= £{') und inshbesondere 03= Ay, = f(U)?, . Daraus folgt, dafl f(t?)a,

die Maximalitdteeigenschaft (6.2) hat, also f (O}T = £(Uy).

(6.4) Lenma; Sei R Integrititsbereich und Hauptidealring. Sei ¥ endlich

erzeugter, torsionsfreier R-Modul. Dann ist F freler R-Modul

Bew.: folot aus /14/ S. 388 Theorem 2
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(6.5) Leamma: Sei R Integrititshbereich und Hauptidealring. Sel F ein freier

-

R-Mcdul und G # {0} ein endlich erzeugter Untermcdul. Damn gibh es eine

G o7
Basis B von F, eine endliche Teilmenge {b ,,..,b e B, sowie Byroensd & R=-{0},
so daf {a. bi,”,ﬂa b } eine Basis, von (‘Jyjzer R ist.

Bew,: sishe /14/ 5,393 Thecrem 5.1

(6.6)Legmrai Sel k ein y-adischer ZahlkOrper mit Hauptordming o und sei ¥
eine halkeinfache quadratische Erwelterung von k mit Hauptordnung 7.

Darn gibt es wel , o daB {1,u} eine Basis von / liber v ist.

Bew,: ¢ ist Integrititsbereich und Hauptidealring. {7 ist torsionzfreier
o-podul und erdlich erzeugt (4.3), also freler o-Modul (£.4),

¢r ist endlich erzeygter ¢-Untermodul von {/. Jede Rasis von © Uber « hat
genau ein Element. Nach Iemma (6.5} gibt es eine Basis B ven { tiver i,

beB und a< ~{0}, so dal {ak} eine Basis von v Gber < ist, Wegen 1£ U

ibt es ce v mlt 1 = cab. Wegen ca<k folgt be k. Wegen be ¥ ist also

[Xe]

Lo
belink =¢r. Wegen caelr ist sogar be ¥, B bleibt daher Basis ven(/
{'_ : x.j= 2 folgt leicht, daf

B genau 2 Elewente enthalten ruf, Es gibt alsc we (U mit B = {1,u}.

Uber &, wenn wir b durch 1 ersetzen. Aus

(6.7) Satz: Sei k ein p-adischer Zahlkdrper mit Hauptordmurg ¢, Sel «

ein Primelament von . _Je:ﬂ_ K eine halbeinfache quadratische Erwelterung
ven k mit Hauptordnung i p und sei {1,w} eine Basis von i, g Uber o, Dann gilt:
i) Flr jedes re Ny ist der o-Modud {7 mit Basis {‘%;-zr w} eine K-Crdnung.

11} Ist umgekehrt | {7 eine k-Crrdmng, dam—; gibt es ein eirdeutig bestimmtes

reiNg, so das {a;ﬂ w} sine Rasis von U 7 foer ¢r ist. Darlicerhinaus gilt:

a) r = min {ss Ny|n w7

oy F

i
-
\u
4
=
<

L)

138t sich leicht direkt nachrechnen. Die anderen Behaupbungen (4.2) sind
offensichtlich.

. . . 1
iiy Flir v« Ny ist w° '» nicht in dem v-Modul mit Basis {%,n ‘w} enthalten;
< r . . " ) . r=1 r
denn da {1,7 w} auch ains RBasis von K dber k ist, ist g w=07+ 7 1»% 1
. L - r=1 v s . . r
die einzige Darstelliung von # w als Linearkombination von 1 und 7w

-1, . . . .
mit Eoeffizienten aus k:nd es ist n ¢ ¥ . Daner ist r, falls es existiert,

i

eindeutiqg,
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Nach Lerma (4.15) gibt es as x* mit aﬁ -/, Bs ist sicher a<w, also

gint es beo” und s¢IN, mit a = b'n's, Wegean & " (] ist auch 7 (,o e,

Sei r: = min (88 Ny lv g <3,

Jedes ganze o-Idsal ist von der Fom 5. Wegen der Maximalititseigenschaft
(6,2) des v~Flihrers ist £(I) =

Fir sa}NG ist wsﬁ},c U gleichwertig mit: wso‘l el und wsweU;

wegen W Sewell also gleichwertig mit = mw?

s gilt o +orwel. Sel ungskenrt Ac<( . vegen Uc Uy gibt es a,bewr

mit A = a + bu. Wegen a¢ocll ist damn bwe . Sel o.B.d.A. b # O und sel
b= cx® mit ced” und sy, Dann ist auch 15 = ¢ 'buel/, nach Definition
alscsrrund A= a4+ cwsmez (.§'+(§"?Trm.

Damit ist dis Existenz von r sowis a),0) gbzelg:.

Zu bj: O+ '!Tr{i?g = U+ not s = OF orw =0

zu 4 s {?,m} Dzw. {“a,ﬂrm’e sind Easen O {7 rew. (7 tcer . Daher:

b () = D (1s5w)o = 12D, (Lo = 72D, () = 77D (®

{6.8) Satz: Sei k algebraischer cder y-adischer Zahlké‘}rger mit Hauptordnung o,
Sei K halbeinfache quadratische Erweiterung von k mit Hauptordnung s ae
rmnn ist die Abbiidung
£ 2 (0| ist R=Ordnung} - { /| 4 ist ganzes o-Ideal}
: g - £h bijektiv,
Die Unkehrabbildung wird gegeben durch: £ » o+ L0,
Bew.: Fir ¥ —adische ZanlkOrrer ist die Behauptung in (6.7} enthalten.
Fiir algebraische Zahlk@irpsr folgt sie jetzt leicht mit (6.3).

{£.8) Korollar: Die Voraussehbzungen seien die gleichen wie in {6.8).

1) Sei U/ eine R-Ordnung. Dann ist D, { W = @)29

ii) Seien {J,{I" zwei K-Ordnungen. Dann gilt: Ve (}’“ @f({}’) |£ ¢ f*’)e;::;D (7 IDk(m
1ii) Sei Eely~0. Darnn ist o[E] = »+0E die kleinste K-Ordnung, die E
enthilt. Bz ist Dk{v{E“ =D {1,B)e. Sel {] pine XK-Ordmung. Bs ist E&lV
genau dann, wern D, () !ka ,E)er und genau dann, wenn £} [£{c]E]).

iv) Sei Ee . Damn ist D, (1,E) = (E - )2 = S(B)2 - 4N(E).

Pew.: i) Filr y-adische Zahlkdrper ist das (6.7d). Fir algebraische Zahl-
kirper folgt die Behauptung jetzt mit (4.17).

ii) klar
iiiy klar

o das smszm\) _ 5y _ afm
) D (4B = det| o ip grgey) = 25(82) - S{E)2,

Es ist S({E?) = B2+ B*2 = (g + B2 - 2EET = S(®)2 ~ 2N(E),
also D, {1,B) = S(E)2 - 4N(E) = B2 + 2EE™ + E¥2 —4sE* = (£ - EY)2.
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{6,10) Definition: Die Veraussetzungen seien die gleichen wie in (6.8).

Damn setzen wir [F(X): = o+ {7, fiir ganze v-Ideale %’ .

Wir werden oft U = 4R) abkirzen, [7“ist dann die Hauptordmung von X
und allgemein ist £{Jf) = ¢ fir ganze v-Ideale /.

Ist k algebraischer ZahlkSrper und y eine endliche Primstelle von k,
dann ergibt sich wegen (6.3) fiir alle ganzen o-Ideale £:

(= (17, wobel U’%?’= JMr Yy una = 118 abgekdirzt worde.

¥ + “ s 3 i
Bz it (/1= 0+ FO7 und £ pif daher: ()= 0,

(5.11) Lama: Sei k algebralscher ofer p-adischer Zahlkbrper. Selen

¥,K' halbeinfache quadratische Frweiterurgen von X, sel o: K+ ¥
a2in k-Algebrenisomorphismas und sel {7 eine K=Ordnng.
Darn ist ol eine K'=Ordnung und £l = £(7).

Dety.: o 158t ¥k und insbesorders o, die Hauptordnung von k, elsrentwelse fest,
Naher Uberfiihrt ¢ ganze Zahlen in ganze Zahlen: s (U = 7Ry, also
sl = clos SR = o+ £ UK, also £(60) = £(0). |

{£,12) Korollar: Sel k algebraischer cder y-adischer Zahlkbrper,

X halbeinfache quadratische Erweltsrung von k und [ eine K-Crdmng.
. #*
Dann ist {,7 = i? :
- . oo pr ¥ & N P [l R
RBeng,: Nach {6,11) ist F{J7y = £0N, nach {6.8) alse (U =U, Wir geben

noch einen dirskten Bewsis: Sei v die Hauptordmung von k. Sei A<,

alse AT = S(&) -~ Ael/und A = A £ (7,

{6.13) Lemma: Sei k algebraischer cder y-adischer ZahikOrper mit Haupt-

crdnung ¢, sei X halbeinfache, quadratische Erwelterung von k und sel 762
&in ganzes ¢ ~Ideal, Dann gilt:

s : T2 . — L e R ) *

i} Sei Ee {7, Dann ist E«. 77 genau dann, wenn N{(E)s o .

Jg R A _ e

FRER {7
1iyy ANy

L3

i
{7

Bew,: i) Wenn B2 (7, so N{E)e ¢, Bei umgekehrt N{E}« o c{ﬁb‘,
7

pamn ist B = N(B) B £ 0V

ii) folgt sofort aus i)
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§ 7 . Ideale von Ordnungen halbeinfacher quadratischer Erwelterungen;

ihre Klassenzahi,

Bis einschiienlich (7.5) definieren wir die Ideale von Ordmungen halb-
einfacher guadratischer Frweiterungen K und leiten ihre einfachsten
Eigenschaften ab. Der Rest des Paragrafen dient dem Bewels von Satz {7.25%,
jey fiir die MAnwendungen der Frgebnisse aus Teil ITII (8§ 16,17) wichtig ist.
Die Methcden won §7 tauchen gpdter (bei Anwendungen und Beispielen) |
mehrfach wieder auf, _

Fiir Kdrper ¥ ist Satz (7.25) schon bewissen (/16/ 5. 188 {2.8)). Siehe
daza /27 and /187 §2. Meln Bewels von (7.25) lebt stark von den Ideen

Dedekinds, hat aber eine villig neus Form erhalten.

Fiir diesen Parvagrafen machen wir folgende Generalvoraussetzung.

(7.1} Sel k algebrajscher Zahlklrper mit Havptordnung o, Sei K halo-

einfache quadratische Dﬁ-eltmﬁg von k. Sei »{i ein ganzes v-Ideal.

Wir Kirzen 5?5?- gt , (9= 0% zb.

(7.2) Definition: {Voraugsetzung 7.7)

i} Wir bezeichnen die Gruppe der¢ -Ideale mit I, Ist p erdliche Primstells
} k uk

von k, 50 bezeichnen wir dis Gruppe der ¢, ~Ideale mit I, = 1'%,

Die Gmpjpe der Hauptideals aus I bhezeichnen wir mit Hk {(Alle Ideals

aus I? ind Hauptideals)

i1} Ist p eine enxdliche Primstelle von k, dann heifit ot <X, ein J’ -Idea}.,

WEND es A< F leb‘t mit &= al Jf; Tie Gruppe dey {,7,“{ -Ideale bezeichnen wir mit lﬁf
iiiyeor < X heige U ‘mmwal wann ¢ nach Definition {4.9) ein Ideal von o d

ist und e, € Ij £iir alle endlichen Primstellen p von k. Dis Gruppe der
Uf-1deale bezeichnen wir mit I*’, die Untergruppe der [ -Hauptideale

. R S X , i
{d.h. der al/ mit a2+ K ) rait BT,

7

Das neutrale Elment in I‘f' ist u”f.. Daik I“"@ tatsdchlich eine Gruppe ist,
d.h. daB jedms mzaeal ein Inverses hat, folot leicht aus dem folgenden

Satz.

{7.3) Satz: (Voraussetzung 7.1}

i} Ist ot ein [f-Ideal, so ist = = [ , fir fast alle endlichen Primstellen

i1} Sei nem und {gy,...,p,} eine Menge von endlichen Primstellen von k.
fiir £ = 1,...n. Dam wird durch C,r\ Po=ay U; Hri=1,..4n

o= i‘f} fir alle endlichen Primstellen p von k mz.t ¥ & {33:1 pess ’fn

ein (/ =Ideal crdefiniert.



Bew,: i) fo]_gt aus Lama (4.15.1i4)

ii) Sei o' = (Ht J. Kund alle o, . sind J-Moduln, daher ist auch '
ein iMcdul. Hs gibt ac=—{0}, SO et a2 ganz ist iber o, fic alle

= 1,000, Ist bef(N~{0}, sc ist alsc baé Ty, fir alle i = 1,...,n

und ratlirlich bae Oy £r o4 {p s...,p ). Daher baso'n K", Genauso zeigt

“’f

man, dalk es C eéc:x gibt mit ced < U7, Daher ist o' ein Ideal von (ﬂ im

Sivne von Definition (4.9). Wir missen noch zeigen, daf «;’1:? =i yfur alle
endlichen Primstellen » von k. Wegen (' ¢ o, folgt jedenfalls cx', coz,

L im Beweis von (4.16). (Man mus

P
¢! zeigt man genauso wie JiTc¢

ip Ty
21 ae ¥

nur A durch K, ¥ durch ' und &0 durch ot ersetzen)

(”f 4) Raperkung: Wegsn Satz (5.2.1vy und dem entsprcchehden Satz fiir

Korper K ist Defindtion (7.2) fily die Ha bordmmg {f identisch mit

Definition {4.9).

{7.5) befinition: {(Voranssetzung 7.1}

i) Sel y eine endliche Primstells von k. Wiy defi
phismus N: 1f -+ I}f durch N{a 'f} = N{ayey, flr a«kK
Fliy oo -Ii heift N{= die Norm von 7.

i1} wir definieren einen Homomorphismus NM: I7 - I}{ durechs

Nix)l, s = N{(z..} fir alle endlichen Primstellen y von k., Ist r*'.,gléé,,

¥

i

g0 helft Nz Nexm vcn o,

Man sisht leicht, daf die Norm wohldefiniert ist. Definition ({7.5) stirmt
mit der allgemeinen Definition der Norm eines Ideals in halbeinfachen
Algebren berein {(vergleiche /3/ &. 7% - 83 84 und 5. 106 Satz 24)

. . 17 5 H']
Wir wollen in dissem Paragrafen den Quotienten "-g--iz;---—_m--l—{w—u T berechnen.
L : A

Dabel brauchen wir mehrfach das folgende Lemma, das auch in spdteren

Paragrafen Verwendunyg findet.

{7.5) Teamma {(Homororvhiesatz): Selsn G,67 Gruppen wd ¢: G + G’ ein

Homemorphismas, Ist Unt\-rgrupoe von G, 80 giit:

EG : H} = iKa’:n ¢ : HeKern qb] +1 6 (G} - ‘“H},.i

Rew,: sishe etwa /11/ 5. 149 Satz 110

(7.7) Cefinition: {Voraussetzung 7. 1) . Wir definieren einen Homomorphismus

Loy I » T durch Lo Y (Y o= on TFor e e T,

Wegen | ‘e ist (y+) wohldefiniert,

(7.8} Lemma: (Vorsussetzung 7.715. (=1 ist surdektiv.,
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Bewr,: Sel eI . Wir konstruleren ein X & {(f+u) i) folgendermafen:

. - . . . TEEd .
hen Primstellen y von k ist J%y==b% ; hier setzen

aine der Ubrigen {endiich vielen) endlichen Primstellen

¥

von k, 0 gibt es Ae K, mit.jr, = Al, hier setzen wir ot = AL,

{7.%) Forgilayr: {(Voraussetzung 7.1
$h Pir.x -T7 isk N{w = N{0%) = N{{I>a) (-)).

13y N(TY) = N{IT)

V. Wir definieren einen Homomor-

X
7

T o [
wE

dem Homemorphiesatz, angawandt auf nof:

1] (7.14)

(7,15 Definition: (Voraussetzung 7.1). Wir definleren Homcomorphismen:

| fur endliche Primstellen » von k.

i+ ordne jeden - 17 das Tupel seiner Komponenten . mit ple 2.

i ' . O L - e d ek . .
(7,18} Lemma; {(Vorsaszatzung irduziert sinen Tsomorphlemag
) . -4
- b ® Ea
) LA PR R U A R
) i o
. [l I , .ok
Lol TCREE I = 1 i



,.,2’?,...

3

. ¥ =4 ¥ o,
Bew,: Sei ot (i»e) (07), also U= 0% pam ist o )= U] fir alle 41§,
....’5. -
alsoor, e (f+o), " (U ',’}. 7 ist also richtig definiert.
In}-a»}rtlvltét" Sei e (,‘Jv&u}m? {07 @ o, *-L?“Q fiir alle p|§ .

s ist o U= 9, wmur a?; le grdlichen Primetellen p von k mit p -{'% ist

gz b i 7T ! o
;=iw also o, =, U = o, ij_ (}' Ja“ Insqescam ergibt sich also: S =¥,
Surdektivitit: Fiir alle 7|4 seien %E(g—w}? (;) gegeben.
Wir definieran (7.3} ein e« (f+) (") durch folgerde Vorschriften:

a4

Thr plf sei = st R 5%; sel o= J; Dann folgt die Reh.
}
T

i

w Ip mur Hauptidezlie enthdlt, 138t sich genau wie (7.14) beowelsen:

it oo Ty N SV ro. =1 e P -
Fir pjs ist Lﬁf? :,j; I L{‘,‘*’”""'}y {{J;}- JRUAY (7.17)

- ) rEy - r
{7.18) Definition: Vorauss etzung V.1, Flr 5.1{.5;’ zel P : f - (VF,?*YU 7y

die durch die ratiirliche Prodekiion mddwert,e Abpilding.

Flr 207 bezeichnen wir die Restklasse iz ;’ iy d T auch mit A,
{7.18) Lemma: {(Voravssetzung 7.1). Sei ¢li. Dann gilts

;T
o BLUW
H i i

‘b{
- e - . s L oa g?’?, o (J-;ru* @?
pe, s L) Die erste Behauptune ist klsy, Bz oist 1 Tipily € i;?—énri L/ »

Weger: Lemma (6.13.11) brauchen wir nur “r*ch z zeigen: 1o+ A%f;}g@?%? .

sel v Primelemsrt von . Werm A € 1 -lm{» 7+ Gibt es wegen E;;!,ges.n Bel7 °

1 . o -y ™1 o e L =Ly

wit 2 = 1 + "B, Also ist A = (1 4 1B} =T (-1B) € (.
« 185 -

i1} Sei E—\ﬁff mit A& (] ;,,fga; i’_}_;} . Dann gibt ez BE {,?n_;' mit A% = 1,

. - {; T - frUR o . Jru X
:ﬁib@' M "é' F 5? U’S; QF}&S“ .\.u.':k} lS‘t JE.\-‘;"U b a )
PP # TR s i
i1i) v ) » {'}}; }E {Lf?/j’ ?{j:ih s

L 2 8 g pwFe X
Wie in i1} kann man dann zeigen, dad B, ((7)= (U4, U9,
o K o4F i

gs ist (U0 79" = Y Y09 2 (o My 50PN = /gy
Bs st (U0 U0V = (e, + 5,07 /7,00 (o logn 50007 = (o /89

Dia letzte Gleichung folgt leicht, da /, Hauptideal ist.

frd o 7Y s b

U m{ (s DPP%?)}
o=

#Py {4/},-)

#E By (U)7)

- # \JLy‘f;}a F; 8 i
# {E'?‘;: f 'j; x

i
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(7.20% Definition: Sei k algebraischer ZahlkSrper mit Hauptordmung ¢

Ist / ein ganzes o-Ideal, so heifit il {f): = ## o/4 die Absolutnorm von £

{7.21} Lemma; (Voraussetzung 7.1). Sei y endliche Primstelle von k mit p|j.
{alzo r » 1). Dann ist # i%/%)x = JF) (1 - ;fz’{-{p)“a),

Sed »ﬁ*y =y IG\;,

. ' h'e b4 r r
Bew.: {o/70,)7 = ey /p O”y} = o/ ) <= o/lyo)
Ist v ein Primelement von e , dann induziert Multlplikation mit «
eine Bijektion: G5, /»f) 5 N‘/y (r s fa‘qer iz

e ("LT"? / '5/& j = = (¢ v!" }’ - # {3/ 'f? -iff{,r

ra “f‘—'%
= ?% {‘i’vffl;:f?‘ i # {or / ¥
- ., hy e
= Wiy -3l )
] . .

{7.22) Definition: fei k algebraischer ZahlkOrper und p eine Primstelle

von k. Sel X halbeinfache guadratische Erweliterung von k. Wir definieren:

; =1, wenn p tydde in ¥ ist

%

i K3 i e e

53-;-5 ;= 4 0, wenn yp verswelgt in K ist

.y } |
{1, wenn p zerisgh in ¥ ist

{7,327 Levma: Unber Jen gleichen Voraussstzungen wis in {7.21) ist

s (0,05 e g4, =1
v Uy T -’1—(25?{5@5 )
AR 3
#‘?’ ”«%’gw/-'}?'na K

o e g (7Y, i
Bew,: 1) Sel p tr#ge in K. Dann ist ¥ XKorper und of = pU ist Primideal

P

' e G r wid
it (aéw/gg,w = g { ;?‘ = iy’
13 4 13 “‘ - -
el {if';,,;,f,??(?y) . ‘f‘i FE - H
et ¢ ¥ . ¥ =
St o, M) GO0 -y

. . o e 2 o .
i1} Bel y varzwelgt in K. Dann ist ¥ Ebrper, oy = 590’ und r;,?’ Primideal

mit ¥ ¢ o) = ‘gfﬁ(-ﬂ-ﬁza Wie in 7. 2‘%'} ergibt sich:
{

= WEHO + H i

mit ¥ {er} = ¥ {p) . Wie in (7.21) ergibt sichs

P wy X L4 L5 21 -t -1
# {?fg,,”';? i’?d’} = "?é-?'t {{/‘g?f \rfli?u);_?}x = :ff{u{ \f‘; = gl f(-"?} },;;.lSO
2 -1
. 45ﬁ$@ﬂ;@;x _ A Tha=-vm . A G5
2 g N -1
# (op/iy) MieHo =™

iii} Sei p zerlegt in K. Dann ist X, kein Korper. s gibt K -Idempotente
ey, mit K, = K@y 9 K,e; und { U? = ue; & hey. Dann ist nach dem

chinegischen Rastsatbz:

P ipUy® V& Y% ?
. Yo oo
(/e @ ‘%/'f?)’
x ; \ X .
Hisraus folgt leicht s& J = (5 {w@/,f " 1%, also
sdud ff}'g % % ) -
TR = e = WO - AP
KR 4 S ? b _‘?
?é;_‘ ‘;U“;j.g?)
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(7,163, {7.17), {7.19.1v) und (7.23) ergeben:

¢ We"’ e W?}j _ MR Y155 { ) - {i‘;') :sﬁga"’}

Dabel . Aungmaitiplizieren ergibt:

P
3’{,-5-»;;“3 {77 [W’"}]z FARe. ( - wjg”iga 7) (7.24)

i

J gelten: }’3{; =

2

aus {7.11), {7.14) und {7.24) folgt jetszt dey Satz:

{7.25) Satz: (Voraussetzung 7.1). Dann gilts

£7.26) Lemwa: Sel k algebraischer Zahikfrper mit Hauptordnung

Sei ¥ halreinfache cuadratische Srwelterung won k, sel K = ke, 4 ke,

mit f: Tdampotenien &y, eg_a Dann ist:
LTS <o B w.,;,k _;i?

I
1= 4

kX
B, 3 I" = I
' { o, ) igt sin Iscmorphismus,

s dann Havptideal, wenn ot und A Bauptideale sind,

{Wenn ist sa= agr und = by ; und ungekahri)

!

h w ) o o ‘P'&, 1§ 1w 1
feher induziert ¢ einen Iscrorphismus § @ I /HT » (IT/H) x (I7/H)

i} Mime, Fwen) = o,

5 & , Hilfanitkel sus der Xlassenkirpertheoris
In 88 sird dle Definitionen und Sitze der Klassenktvperthecrie (aus /11/)

usarmergestallt, dis wi.:?:' in dieser Arbeit brauchen. Am wichtigsten ist
1f

2 wir in §1% ein durchsichtiges

(8.1 Definition: Sel k algebraischer Zahlkdrper mit Hauptordmung .

: . P - < ; n
i) Ist y reslle Primstelle von k, neM, a€k, so sagen wir a = 1 med p
werm a in der p-adischen Bewertung von k positiv ist,

ii} Ist p komplexe Primatells von k, neM, 2k, 20 zagen wivr a = 1 med ?nf

i1 o ist ein formales direktas Produkt von endlich

s : T
vielen positiven positiven Frimstellencotenzen: T = ;%:.1 ‘;gi‘ {re ﬁ\lomie ™)



I n, . .
viist va :_Hﬁﬁ * ein Idealmodul, a€lk, =sc sagen wir a = 1 mexd v, , wenn
:—n;

a =z 1 medy rallei=1,....7,.

vi} Sel v = Ty % gin Idealmedul. Ein o-Ideal or heift prim Py L,

i-

.;::&H t—h_
ot

/

wenn of prim zu allen = i1=1,,..,r) ist. Die Gruppe der zu m pr_men
Ideale nezeichnen wir z‘nit T e

vii) Sei m = fi o™ ein Idealmcdul und sei Kok algebraischer Zahlkirper
it ’Jaur}tordnun—g (. Dann bezeichne .Ti die Gruppé dexr L’f/tldeale,

die zu allen Fortsetzungsn der 5» in K prim sind.
‘s . K
wiiily Ist o eln fdealmedul, darm heift S, =J{actaz TmodmicH

der Strahl mod v,

{6,2) Batz: Beien k¢ ¥ algebraische aahlko?*r‘m" urgd v ein Idealmodul
¥

in kK. Dann cri;i. e (N hezeichne die Nomm N I X :

L, 7 , £ 1

iy iJ, e }CS_T haN O }{_3

ii) Tst ¥ galol ssch ilbar k mit abelscher Galoisgrupre, dann gilt:
r -

3

r. o 4
I : M{T.L S § =K L{] genau dann, wenn n die Verzweigunogsstellen

it

i
[N
vion K dber k in genligend hoher Potenz > 1 enthiln,

; r K - - 1
. o RN ¥ L, S - = - E ST ~ — .
Bemerkung: 11} 138t sich genauer fassen: [ J, : N{T_ 15, 1= i; t k

(34

cenay dann, wern v Vielfaches des Plhrers von X in k is
Dar Flhrer von K in k ist ein Idealmodul in k, der Potenzen von gsnau
den Primstellsn enthdlt, die in ¥ verzweigh =ind,

Bew,: siche /11/ §§ 5,% und 10; inshesondere zu 1) S. 130 Satz 91,

zu 13 8. 132 Satz 92 und 8. 139 Hatz IX

{8.3) Satz: bHeien ke K algebraische ZahlkOiper. K sei galoissch Uber
£

k mit abelscher Galoisgruppe, 71 sel ein Idealmedul in k mit

o col L T 1 s

O Nwm;:;:mj = ;LK : ki Dann ailt:

Ist 7 ein Primideal in k mit pfwm und ¢y ein Primteiler von p in K,
o imk ¢ 4..?} = AT {1«_—3;.-_:11"54.,,_,r‘,_ N(}E\ ) g 1

S A Lki‘hv Ha y R ~ BT e, T of

‘Bew.: sishe /1Y S, 138 Sarz IV

In dieser Arbeit werden wir es nur mit dem Fall zu tun haben, daR K

adratische Erwelterung von k 1&.—.t wd . nar reelle Primstellen enthilt.
i X

In diessm Fall ist J, = I und J,W =17 = 17,

Jede muadrarische Korpererwelterung ist galoisseh mit abelscher Galois—

1

Cgruppe. Dahsr haben wir:

B 4 Korollar: Sei k algebralscher Zahlk&rper, K eine quadratische

g von k und ¢ ein Idsalmeodul in k, der nar reelle
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ii) [Ik : N(IK‘) Cidf = 2 gepau dann, wenn # alle Verzweiqungsstellen von
¥ tper k enthilt, &.h. genau dann, wenn K ilber k hchstens an den
Primstellen ¥ verzweigt ist, fiir die 7 lat

11i) Sind die Bedingungen in ii) erflillt, dann sind alle Primideale p
aus k in K unvergweigt und es gllik:

¥ ist zerlegt in K genau dann, werm p & N{IK} Sue

- ist trige in K genau denn, werm pE N(IK}SM.
{8.5) Lemma: Sei k algebraischer Zah ahlkdrper mit Hauptordmar gai ¢

sin ITdezlmodul, der mar reelle Primstellen arthalt, sel u die Zahl der

KFPZ?"QC}KZ.&?‘.& en reailen Prims l_;_en y mit ;ygu und sel 4 @ = [agor ‘* a =t medud
i 1
K
Dann istu’ Ur e IUDe Von o und: T 5 Sud 2
Y Tt % X
' ?T T H L oo | :

.

Bew.: sishe /11/ 5. 68 Satz 48 und 5. 72 Satz 52

§ ¢ , Idealthecrie in Quaternionenalgsbiren
in 5% leiten wir aus der Idealthecris einfacher Algebren spezi=lle
hoasacen Uber dls Idealtheoris in Quaternicnenalgebren her.

Tm wesentlichen ist dies eine Zusammrenstalliung bekanntsr Tatsachen.

Wir machen folgende Generalvoraussetzung:

{8.1) Sei k alg rebraischer coder y-adischer Zahlklrper mit Ha wptortnung @

Se; O eine k~Quaternionenalgskra.

{5,2) Lemma: Die tzopdmung eines Ideals % in Q ist genau dann

,
maximal, wenn dis Linksororang von A maxdimal ist.
RBewr,; sishe /3/ 8. 75 Satz 12

i3.3) Definition: (Yoraussetzung 9.1). Ein Tdeal in ¢ helift normal, werm

seine Links- and Rechitsordmung Maximalordnungen sind.

“(9943 Satz: {Voraussetzung 9.1). Sei M ein normales Tdeal mit Linksordnung

e
H

. Dann gibt es genau ein Ideal A i Linksordnung
‘i arsd ~ -—1 i e
Y= 341 und FF ﬁ = i i.

W und Rechtsordring

. -
it und Rechtsordnung 77, so das fJ1
Bew.: siehe /3/ 5. 74 Satz 7

{9.5) Koroilar; (Voraussetzung 9.1). Selen W und 77 wei o-Maximalordrungen

. o . - 5 . w o3 vl 5 4 “ e § .
und sel L;‘? ein Tdeal mit Linksordnung 31 und Rechtsordnung 357 ", Dann gilt:

3 ~F - - L, . A F -~ E
iy WAy J,‘-:'L ein Tdeal mit Linksordnung 17/, Rechtsordnurg 77

S5}

o , , \ s [ 2 \ , . s -
i1} Fs gibt ein zweiselitiges {-Ideal ¥ und ein zweliseitiges H#i-Tdeal =,

= 3 13 f‘if EER

g
DS Al




N A

Bew,: 1) leicht zu seh
ii) A (}’}?Hgﬁif}ﬂ = ;3 ist ein zweiseitiges Jf-Ideal und es gilt:
A= BT = A éfé'"fs)nj’;ijﬁf 71 = Bl §¥f. Genauso folgt die zweite Beh.

{9.6) Satz: Sei K algebraischer Zahlkbrper, Q eine k-Cuaternicnenalgebra,
v eine Q-Maximalordnung. Dann gilt:

i) Ist B ein Links- (Rechts-, zweiseitiges) Ideal von W, so ist W= Ay
£ir fast alle endlichen Primstellen p von K.

11} Sei ne®q, sel {2?1 TRERy leine Menge von endlichen Primstellen von k

und selen f‘% Links- {(Rechts—, zwel iseitige) Ideale von f;yzy: Fir 1 = 1,000
nann gibt es ei Links~ (Rechts-, zwel sei%"igﬂﬁ} Tdeal 4+ von ¥ mit

Fy J“} Fiir i = 1,...,n und H? M r alle endlichen Primstellen p
sy ) 3 [P [ ’
VL A EL?:. Eﬁ &= g’?; P "a‘%’n" >

Gres ST 1 aine Menge von endlichen Primstellen von k
i

~Masime 10T dmL wgen fuir 1= 1,...,n, Damn git es eine

LV" 5 - S ¥ e rz
Maine lording T it Tzf’m = g, fir 1= 1,..0m urd V= 7, flr
alle endlichen Primstellen p von k mit PEFroors gﬂn},

i fﬂlﬁ?‘t aus Lewma (4.15.111)
2

Wir setzen ,iu = ag,_;' fir 1= 1,...,0 und besr,mn nach ii}

¥

aln 'Jiit“hﬁﬂsx.deal H. Dura: izt dis Rechisordnung m von j%l die

gesuchte Maximalordnung.

19.7) Definition: (Voraussetzung 9.7). Sel Q ¢ My {k}. Dann heifen

Mys, Mias Moy, Moo & Q = {0 {im disser Rel enfc;ﬁeﬁ Matrizeseinhelten,

wenn fur alle r.s,t,uel1,2) gile: v =4 Moy wernos =t
rs tu { O— "

19.8) nDefinition: (Voraussetzung 2.1) Sei Q # M, (k) und seten

. . 11o _fo 1 {0 0% foo .
M {0 o} » Mg = {o o) pMay = hq o) M2 T g1 )% Q Matrizes-
einheiten. Damnn definieren wirs

1) Pir a,b,c,dek: ;a b)

, wenn s #

o

‘104 fo 1‘35’0 05 jo

Wir warden Matrizeseinheiten oft mit - ﬁ
ool loolit ol
rezeicmen und brauchen dann folgende Def inition:

Py

ry

i

iiy Fiir A4 ck: {A BY {a b .
’ B D ir, ni: = {f ;f aéA,DéB,CéC;dED}
e ) L\C 3 i )
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15,9) Lemma: (Voraussetzung 9.1) Sei Q i M, (k) und selen My My, ,My M0 € 0
Matrizeseinhelten. Dann giit:
i) Bk{
von Q Uber k.

i) Sind M}, ,M], M}, M), =Q Matrizeseinheiten, s0 gibt es M=Q" mit

fr rose{1,2).

My o 0aMy g Mpp) = - 1. Insbesonders ist {My;,M;5:M,,,M,,] Basis

M o= MM o
s =

Bﬁfﬁm: i; Ty iﬁ?» D";E = M 11:,»’\6 Zw"!i%s = {3 -ﬁiix i # 53 a‘\lﬁerdeﬁ imt D‘ﬁrq‘? k

‘:r*f ey
{fiir r,s«{1,2}). Daher rechnst man leicht nach:
{1000Cy
. 0010
(Mo My oM, ML = det
2{1?12-*2-’2J G& -D‘?OO}E
, \0oo i/
Die M., » I8 ¢{1,2) sind also nakhdngig. Wegen [0 k] = 4

folgt die Behaupiurd.

.

11} Wegen M, + My, = 1= My 4 M, wird dux reh die Vorschriften

-

M NI fir r,e€{1,2} ein k-klgebrenautcmorphismus von Q definiert
= daow
Mach {3,.8) ist dies sin innerer A Eprtomorrhiismag.

(9.10) Lemma: (Voraussetzmg 9.1, Sei 0 & M, (i), Selen
}()‘ ES

g‘a {)1 jo ‘=‘ 1 O O‘a jG G\' - i s gm g rnd by § s, e s 4 e f{j’ [
%{} (_jj A G; 7 {a; O; o « 0 Matrizesslmhiten. o 1 LBT i\f’,?’ (j’l

eine Q-Maimalordrung.

{(3.11) Saiz: Sel k ein p-adischer ZanlkSrper mit Hauptorcnurg o und

Primidesl y. Sel O eine k-Quaternio openaigabra, Dann gilt:
i} Wern @ Divisionsalgebra ist, ist dis Menge Wi der iiber o ganzen

GCr8Ren ein Hing. aﬁf? ist also die sinzige O-Maximalordmung. Alle Ideale
von [ sind zweiseitig und Hauptidesle, d.h, zu jedem Y-Ideal M gibt
es Re( mit A= AW = @{A. ¥ hat ein einziges Primideal S

eale gind also Fotenzen von oy ¢ dle Gruppe der ¥{~Tdeale ist
unendlich zyklisch. Es ist Yilp= ngg

ii) Sel Q £ My (k) und ¥l eine Q-Maximalordnung. Dann gibt es
Matrizeseinheliten f; 8) (g g { )} {g ?:3 e Q, so daf W= (g (g;} R

W nat ein einziges Primideal = Bz ist c;; = ugd?) Alle Ideale von Tﬁ

iehe /3/ 8. 100 Satz 12 und S. 112 Satz 1

o
45
=
Jud
s’
|11
ot

A -
Pl

11 miske /37 5. 100 Satz
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{9.12) Lema: Unter den gleichen Voraussetzungen wie in {9,11) ist

Q genau dann Divisionsalgebra, wenn p %D}-; Q.

Bew,: sishe /3/ 8. 114 Satz 5

{5.13} Satz : Sei k algebraischer Zahlkrper, Q eine k-Cuatermionenalgetra

und p eine endliche Primstelle von k. Dann gilt:

i} Wenn p [Dk{Q) ,ist p Verzweigungsstelle von Q. Ist %7 eine QO-Maximal-
rdnung, so ist #Tp = 72 mit einem Primideal & von ¥,

i1} Wenn }}+Dk{Q} , dann zerfillt Q an der Stelle p. Ist I eine Q-Maximal-

ordnung, so ist #lp Prinideal von ¥,
11i) Ist % eine Q-Maximalordnung, so ist jedes Primideal von 177 von

der in i) oder ii) angegebenen Form.

Bew.: 1} und i1} folgen ganz kanonisch aus (9.11) und (8.12).
i1i) Ist < ein ®{-Primideal, so ist ¢ynU= : 0% ein ganzes ¢-Ideal
o = Hauptordmang von k). o;‘[ ist Teiler ven 3¢z, Aber W et hat mur

Primecediler von der Form 1) oder ii)d.

Ji4) Definition: {Voraussetzung 9.1}, Sei ¥ sine O-Maximalordnung .

sei A =WIA mit A=Q" (9.11). Dann setzen wir N{(A): = N{a}e,
} heift Nomm von A . _

Sei k algebraischer Zahlkdvper. Sel A ein Wl-Linksideal. Dann
Finieren wir N{,8) durch die Vorschrift: N{-ﬁr}? : = N{/) filr alle

endlichen Primstellen p von k. N{A) heift Nomm von .¥.

Bemerkung: Wenn wir auf die gleiche Weise Normen von Rechtsidealen
definieren, gelangen wir zum selben Frgebnis. Izt etwa k ein p-adischer
Zahlkérper, M = W A, so ist A= A(Aqu) und A“"mA ist Mascimalordnang,
die Rechtsordmumng von A

Die Noxm ist wohldefiniert und stimmt mit der allgemeinen Definition

der Norm eines Ideals in halbeinfachen Algebren ilberein.

(Vergleiche dazu /3/ 8. 7% -83 §4 und S. 106 satz 24}

{ §.15) Lemma: (Voraussetzung 9.1). Sei 39/ eine QO-Maximalordnung, sei S

ein Ideal mit Linksordnung 7, sei B ein Ideal mit Rechtsordmung i3 .
Dann ist N{BH ) = N(E )N(HA).

Bew.: siehe /3/ 8. 80 Satz 3
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19,16} Definition: (Voraussetzung 9.71)

i} Sei jy/ eine Q-Maximalordrmung. Dann bezeichne AL ( pazw. 177 die “enge

i
43

3 - - Y7 "‘f‘( ] P )
der Links~ (bzw. Rechts-) Ideale von #1 und "I die Gruppe dar

zwelselitigen Ideale wvon 47t
..
$1) Sei & algebraischer Zahlkérper. Dann bezeichne R = R(Q) ¢ I' dia

Grupre, die von den Primidealen (endlichen Primstellen) erzeugt wird,

1)
el

n denén ) verzweigt ist.

A .
(2,17} Definition: Ist G eine abelsche Cruppe, dann kezeichne G{z’ die

7

Untergoppe der Quadrate.

llar: Sei k algebraischer Zahlkirper, O eine k-Cuaternionen—

7] 2ine O-Maximalordmurig. Dann gilt flir die durch Normbildung

fbbildungen:

1 N ] T7 dist surjektiv.
siv o, WO Rq,.k{;a) . N H i s
it Mo i = RI ist ein Tsomorpnismus.

gentigt zu zelgen, daf fir jedes Primideal p < Ik gilts

< R, also wenn y Verzwelgungsstelle von Q lst, ist

em Primideal ry und es ist Niw )2 = N{g2) = N{#Hlp) = p?,
: 7 i F

e K R k{2
fiir ove I, folgt N(B"‘I‘*"’“} = RI { )q)

S | : - . : ! i
Sei jetzi p keine Verzwelgungsstelle von Q. Wir konstruleren S e T

alle endlichen Primstellen v von k

s PR Py P . . .
= f”’f . Nach {9.711.11) gint es Matrizesainheiten
. o3 or \
F :
0., s0 daf Hf' 4 }
¥ \\ iz e
N F/

Dann setzen wir

crivitriEL ist schon
Py ) l-:'{’P &(j".f?, Sy ;‘ghy
S T und N{H. ) = v, T

zvklisch und wird von einem Primideal <. erzeugt (4.10 und S5.11) mit

S 2, also ist (da N Homomorphismus ist und I};

iet) notwerdig v, = 147,

(Voraussetzung 9.1}, Zei i T eine O-Maximalordmung.

P H)

= {As i N = 1)
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{6.20) Lerma: (Voraussetzung 9.1). Sel ¥V eine Q-Maximalordnung. Dann glit:

1) @5 =

ii) Sei E ¢Yif. Dann ist et genau dann, wenn N(E)e o
i4i) Sei BT (W7). Dann ist E | = E

iv) T{#) ist Untergruppe von we™

Bew.: i) wie der direkte Beweis von Korollar {6.12)
i1} wie der Beweis von Lemma (6.13.1)

iii) und iv) sind jetzt klar
Bererkung: ii) und iv) gelten auch fiir einfache zentrale Algebren
heherser Dimension (sishe /3/ 5. 88 §7).

L]

§ 10 . Maximalordmugstypen in Quaternionenalgebren

Ausgehend vom wichtigen "Satz wvon Eichler" tber Hauptidezle {10.4}
untersuchen wir die Einteilung der Maximalordnungsn nach ihrenm Typ
(Def. 10.6). Hauptergebnis sind die S&tze (10.9) und (10,10}, Sie

finden Anwendung in den Paragrafen 16,18 und 23.

Bew,: leichte Rechnung (vgl. 1.18)

{10.2} Definition: Sei k algebraischer ZahlikOrper mit Hau tordnung &,
. I8 d

Sei O eine k~Quaternicnenalgebra. Dann definiersn wir:
1) Seiw = 2(Q) der Idealmodul in k, der aus den unendlichen Verzweligungs-

tellen von Q iiber k zuszarmmengesetzit ist.

6]

i1} Sei u die Zahl der unendlichen Verzweigurgsstelien von 0, d.h. die

i
zahl der Primstellen § mit ylu.

X
111) Sei i = {acwtaz 1 modal.
Da es liber € keine Divisionsalgebra # C gibt, ist « nur aus reellen
Primstellen von k zusammengssetzt. Wenn u alle unendlichen Primstellen
von k enthilt, =o heift das also: k ist total reell und Q ist an allen

unendlichen {re=llen) Primstellen von k varzweigt.

Plr die wichtigsten Sdtze dieses Paragrafen machen wir die

Voraussstzung {10.3): Sei k algebraischer Zahlkirper mit Hauptordnung o,

sei Q eine k~Quaternicnenalgebra, u& enthalte nicht alle unendlichen

Primstellen von k.
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Wern ein normales Tdeal ¢ Q Linkshauptideal ist, d.h. A =1 A mit
einer O-Maximalordming # und A £Q°, so ist es wegen A= A{A"1332A} auch
Rechtshauptideal urd urgekehrt. Wir knnen also von normalen Hauph-
idealen schlechthin sprechen.

{10.4) Satz: {(Eichler) {(Voraussetmumg 10.3}. Dann gilt:

win normales Ideal A ist genau dann Hauvptideal, wenn N(.A) € S..
Bew.: siehe /4/,/5/ Satz 1

{10.5) Satz: (Voraussetzung 10.3). Sei ¥ eine Q-Maximalordnung.
pann ist N(R) =",

Pew.: "<": Sel A€Wl und p eine unendliche (reelle) Verzweigungsstells

* s

von O iiber k. Dann gilt wegen (1.16.111) und (3C.1}: Q, £ (-—‘i,—-?)k
¥ e

und N(A} ist positiv bezligilich der p-adischen Bewertvng.

">"s giehe /67 8, 239 Batz 5

{10.6} Definiticn: Sei k algehraischer cder p-adischer ZahlkOrper mit

Havptordnung . Seil Q eine k-Cuaternionenalgeinra,

s . “ e M . ; N - !
i} Belen fﬁfi T zwei O-Maximalerdmmgen. Wir sagen, das #{ und 3%
. e o . pre RRTE

vem gleichen Typ sind, wenn f¥f =z it

11} Sei TH eine OMatimalordnung. Dann definieran wirs

SR PRVNYE I ) . - g )
s o= (WU W ist -Maximalordnurg wnd W oz ¥y und nennen W1
den Typ von 1.

$44) 0 ¢ = (W W st O-Maximelordnung}

z ist offensichtlich eine Acguivalenzrelation auf der Menge der Maximal-

ordnungen von Q.

(10.7) Lemma: Unter den Voraussetzungen von (10.6) selen 7, W et

O-Maxcimalordnungen. Dann gilt 7¥ 2 ¥ genau dann, wern es Me Q" gibt
mit W= MmM .

: ‘ . s " o A 23 N ot '
Bew,: Ein ¢ -Algebreniscmorphismus og: %7 » 771 18Rt sich auf natlirliche
und eindeutige Weise zu einem k-Algebrenautcmorphismus o: Q + Q fortsetzen.

Mach {(3.5) ist dies ein innerer Autcmorvhismus. Die Urkehnung ist trivial.

Ist k ein y-adischer ZahlkOrper, €O sind nach {9.71) und (9.9.1i1) alle

O-Maximalordmungen vam gleichen Typ.

(10.8) Lerma: Sei k algebraischer cder p-adischer Zehlkirper. Sei Q eine

. . , . mot e AR .
k-Cnaternicnenalgebra und seien i, U zwel o-Maximalordmungen.

Dann ist N{wlof) = N
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Bew.: Sei A€Q". Dann ist N{(MAF) = N@ ™ = N@"p) = N@)o = N{d)o =
= N{#iA). Nach Definition der Norm folgt fiir alle normalen Ideale & :
N{A™) = N{8). Jetzt folgt die Behauptung wegen (TZW) = Y™ wi™ = 37" 1.

{10.9) Satz: (Voraussetzung 10.3}. Dann gilt fiir alle O-Maximalordmingen
—gﬁ’, m‘!, m;j: .

) T =T genau dann, wern N(WLWU) € re¥{?g,

13) N EON (I WS @) € RS,

Bew.: i} Sei WL = W', Dann gibt es Me Q mit Pi'= MMM_‘! .
WM = MW ist ein Ideal mit Linksordming 1% , Rechtsordnung 1/1.
Nach (9.5) gibt es ein zweiseitiges {{~Ideal A mit MW= (WTHDHAE,
also WM = mwr A, Nach dem Normenmultiplikationssatz (9.13) ist
N = N{Mﬁ{)N(ﬁﬂ}, Mach {9.18.11) und {10.4) ist N{(WI'HD e RI
Mit Lemma (10.8) folgt jetzt die Beh.
Seil urgekshrt N{#H1#H7') = k(2]
Ti-Ideal A, so daB N{AW WY ¢ §,. Mach (10.4) gibt es Me(Q mit
FEI =M, Die Rechtsordnung disses Ideals ist W = M—?m}&',
alsc ist W' = #ii.
i1} Mach dem Norwmermultiplikationssatz (9.15) ist )
NI T R(OPT = NOVIHRC WY . pa WO ein Ideal mit Linksordmumg #1
und Rechtsordming mﬂist, gibt es nach (9.5 ein zweiseitizj@s Wl-1deal A
wit W AT = A WY paner wird:
NG WO (T NP ) = N @R N

= N{A )N e

e r@g,

k(ﬁ'}%w

S, . Mach {9.38.11) gibt es sin gwelseitiges

(10.10) Satz: (Voraussetzung 10.3}. Sei WY eine Q-Maximalordnung.
Dann wird durch die Vorschrift 37 o MW 1) flr jede Q-Maximalordnung §7’

sine Bijektion S Ik/RIkQ)
s k) )
## Q= {EJ{ : RIJ{(Z)SJ.

M
Bew.: 1) Wohldefiniertheit: Seien 17 und ¥ zwei Q-Maximalordmungen

S. induziert. Insbesonderxe gilt:

mit 5 = 79", Nach (10.9.i) ist N(#'®) e ROV g, . Nach (10.9.1i) ist
N nemm " = w@rat )N E Nt
e ni@g,
i1} Injektivitdt: Seien W', 7" zwei ¢-Maximalordnungen mit
N N T e le(z}s&. Dann folgt mit (10.8):
NGt N = N ety T @t e re P,
lach (10.9.11) folgt N(HI'm') & RTI° P, . Mach (10.9.1) ist @0 = 147
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111) Surjektivitit: Sei ore I, Nach (9.18.1) gibt es ein Ideal

mit Linksordnung 797 und M(A) = cr. Sei W aie Rechtsordmung von .7 .
Mach(9.5) gibt es ein zweiseitiges #/-Ideal B mit A =2 ¥ an’

Danm ist N H) of ) = M(B A e =32y e rit@g,.

{10.11) Bemerkung: Wie in {(10.9) urd (10.70)} beschrieben uwnd gezeigk,
creriert Ik/ka(z)S& fixpunktfrei und transitiv auf G. pa Ik/‘REk(z)SA
ein Vektorraum iber /27 ist, kinnen wir T als affinen Raum tber Z/2%

auffasszen.

{10.12) Lama: Sei kK algebraischer coder p~adischer Fahlkbrper mit

Hauptordnung ¢, Sei ¢ eine k~Quaternicnenalgebra, sal Q £ M, (k} ung-

. 1 o) o1 0 o) [0 o\e
seisn & Ma inheiten, Dann gilt:
e“’(oo '(oo 10/ (o) €Q Matrizese g
k [ o
i) Ist o £ I, so ist i . 3 eine O-Mawimalordnung.
AL : I;
/ -1 s 1
.2 k. 2 3 zl _' '-_"3
i1) Sind 2, fr ¢ T°, s0 ist ((C j! ji_ )) B T S
cH oF g
Bew.: 1) Ist k algebraischer Zahlkiirper, p endliche Primsteslle von k
R s N f» ,_'§ \\’
,. & ot 3 A
so ist - } :{ ¥ I Wegen (4.18) brauchen wir
o e Ay s j

s . p ax . N X
dis Beh., nur fir y-adische Zahl kov**er k zu zeigen, Sel = aumit a=k .

(~ ‘_51) _ {10lfe u){m‘\“i

{
TENT: isa. i
PRI A Lo \oajle =/ loa/

ii) Wir brauchen die Beh. nur filr p-adische Zahlkfrper k zu zeigen.

, . . a. b
Sei v Primelerent von o, =g b = g% wnd ©.B.d.A. a > b, Dann ist

eine O-Maximalordming (%.10).

¢ R v - , g ) -
(20N e ) (s g )
Y B H _}‘7» (s - i a ] m )
\&«-"J‘_ 7 :g‘ , [ J 1\ T . beu’ co
;- - , - -
_ f ki a+j? aﬁ) o T aﬁ a+b 0
= A ,
/ “2\3 o = (\n ex rf\O i
N T \e’i -1 78
aiso N \ }% J :Nék L1y
‘\\ﬁf’”i by / \( o j’ \ o 1 ;‘;i
-a+b
=0 oy
Wl
= a0
= *’t“l.ff Loent gy !

{10.13) Korollar: Sei k a?crebraisch@: ZahlkOrper mit Hauptordmung O

o k k(2. k
und sel {ow PRETRVRE e I ein errasem'antensyczﬂ*n von I /1 H,

n
,{'i

! et
kY

0= ... ‘{ aln Heprasentancensystan von i"’lz (K} .

R S

i
03

A

ST | 7
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) ke
Bew.: M, (k) ist unverzweigt tber k, also R = {=} ud §, = H7
daher MK(Z)S& = Ik(z)h’k. /e ,,.‘,1—1 N
[“ L
Sei r.i;.';’,’,, =L . . i fllr i= ?,...,;I’la
i \""j{i cr

Wie man augs (10.12.1ii) direkt cder dem Bew=is von (10,12._11) sieht,
1stN}36}’/ 5[ (_“,g C[‘ éIk(z} k(2)Hk fir i,7 € {1,...,n}.
Wenn j von 1 bn.s n lauft durchliduft also N(W ,}f/ ein Repriisentanten—-

k(2)

svstem von I /I Hk Nach Satz (10.10) durch}auft Gann {¥ 3 ein

Reprdsentantensystam von M;(K} .

§ 11 . Optimale Einbettung

3 ) 4

Das wichtigste Ergebnis von §11 ist Satz (11.9), Er macht Aussagen

fiver den Durchschnitt 317aK einer Q-Maximalordnung d mit einer
halbeinfachen quadratischen Erweitening K< Q.

Satz {11.9) spielt eine wichtige Rolle vor allem in §16.

Ach die vorkereirenden Lemata (11.1), (11.4) und (11.6) werden noch
gebraucht

Durch eine Verfeinermg der Methoden von Eichler in /7/ erhalten wix

in 811 ein Ergsbnis, das es uns mfjglich machen wird, die chen genannben
nurchachnitte 430 A K im Zusammenhang mit Maximalordnungstypen zu unter—
suchen, Diese Miglichkeit ist entscheidend daflir, daB wir dis Ergebnisse
von Shimizu, Prestel und Schneider (filr den total reellen Faill) wverall-
gemainerm kinnen.

Ahnliche Methoden wie in §11 entwickeln wir auch in §18 und §23.

{11.1) Lemma: Sei k ein p-adischer Zahlkdrper mit Hauptordmng o7 und

Primelement 1. Sei O eine k~Quaternionenalgebra, sel z M, (k)

Seien M und ' zwei O-Maximalordnungen. Dann gibt es Matrizeseinheiten
[10) ; /0 i\ [0 0} ‘;O O\ C , =0 daR §Jf _fv o) und W = {U’ “"IQE
too/ lool "1 o/ \o o) \ner )
mit reMN;. Durch 4 und i—y._;fi"' ist r eindeutig bestimmt, und zwar gilt:

N = o

Bew,: Nach Lemma (5.10) gibt es Marrizeseinheiten
f \ §
1 fo1y 00} [0 0N
D"lll 2_{ } ; .Miz:i O}] 121 = {,} Oj, ?flzzz {O,‘th; s0 daB

. O:Bqd.?\. kénnen wir

i

e g Sty ‘i . 3 s d N
i ={. ,.). Bs gibt Me Q" mit J4'= Ma'M

e,

=4 PR
annehmen, daf M« F7 und v M S £,
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Durch eventuelles Vertauschen von Zeilen (d.h. Linksmultiplikation mit

o 1) % it . {01 X
( 10 ) € %) und Spalten (d.h. Rechtmmultiplikation mit (., o) € FAEN

i
. . ab
verwandeln wir M in ( ca

eines geeigneten Vielfachen der ersten Zelle zur zwelten {Multiplikation

) mit ae & und b,c,d £ . Durch Addition

von links mit ( ! O) & ?ﬁ’ix) und Addition eines geeigneten Vielfachen

el
der ersten Spalte zur zweiten {Multiplikation von rechts mit { g) f){; ﬁf}
Pl

erhalten wir dann (g g) mit g . Wenn wir schlieflich erste und

sweite Zeile mit geeigneten Einheiten aus ¢ multiplizieren (Multiplikaticon

A ' {10 .
mit i\ o n I £ mx }» erhalten wir i " mit reNg. Zusammengafaiit:
! i \O kil

und re W, mit EMP = (1 Or> .

Ox
- [
DnnlstEa“ILE?=EXE={ )
b Loy
-1 g =
und EWUE ' o= EMWIM 'E
- BEUIF M E
f1ToV/e o\f10
5 r} . -r
\C 7 & i \on
-r

Die erste Behauptung wird dann durch die Matrizeseinheiten E !‘M“. B
{i,7 {1,2}) erfillt. .
N N = 1 %> folgt durch direkie Rechnung (siehe 10.12.ii).

Der RBewels stammt aus /7/ S. 135 (Bew. von Satz 7).

(11.2) Definition: Sei k algebraischer cder p-adischer Zahlkbrper,

D eine k-Cuatermionenalgebra, K halbeinfache, quadratische Erweiterung
von k mit X€K< Q. Sei I/ eine X~Ordnung, #7 eine Q-Maximalordnung.
Dann heist {J optimal eingebettet in 1¥1, wenn {{AK =U. Wir sagen dann
auch: U liegt optimal in30; oder: ¥ entnalt ¥ optimal.

(11.3) Lerma: Sei k algebraischer oder p-adischer Zahlkdrper, Q eine

k~Quaternionenalgebra, K halbeinfache quadratische Erweiterung von k
mit Hauphordnung 0( Sel keKe Q.

Dann gibt es eine Q-Maximalordnung %%, die U optimal enthilt.
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Bew.: Sei ¥ eine beliebige Q-Maximalordnung. Dann ist 7 ' ein

¥ri' ~Linksideal. Die Rechtsordnang W von WU ist Q-Maximalordmng (5.2)
und offensichtlich ist (/ € #nX. AuBerdem ist ¥/~ K eine K-Orénurg,
alsc #lnxell, (Jede Maximalordmung, die die Hauptordnung 7 enthiit,
enthilt U optimal.)

Der Beweis stammt von E. Artin, sishe /9/ 8. 12 Satz 1.

(11.4) Leawa: Sei k algsbraischer cder g ~adischer Zahlkdrper mit
Hauptordnung ¢, sei Q eine k-Quaterniocnenalgebra und sel K halbeinfache
quadratische Erwelterung von k mit k<K< Q. Sei & eine QrMaximalordmung
und (7 eine R-Ordnung. Wenn {lax = {7, dann ist notwendig

£(4) + D (Q) =o. (@.h. £(0) ist prim zu D ()

Bew.: Wegen Satz (6.3) und Satz {4.17) brauchen wir nur den Fall zu

untersuchen, daB k ein p-adischer ZahlkBrper ist. Sei y das Primideal
von k. Wenn D, (Q), ist O Divisionsalgebra (9.72). Dann ist W, die
Menge der liber ¢ ganzen Grifen ausg Q, die einzige (-Maximalordmung(3.11.1).
Sie enthdlt die Hauptordnung von XK, alsc ist J aie Hauptordmrng

ﬂ?
iy o= oy

s,

{

von K, d.h, £{

Der Beweis stammt aus /7/ 5. 134 (Bew. von Satz 6}

{11.5) Lemma: Sei k ein y-adischer Zahlkfrper mit Hauptordnung O und

Primelement w. Sei @ eine k-Cuaternionenalgebra, sel Q i M, (k}.
Sei K halteinfache quadratische Erwelterung von X mit ke Ke Q.

Dann gebt es ein System {97, I:i € Ny} von Q-Maximalordnungen mit

f('é‘?f”f_.nK) = 1 und N{Wziﬁf}’?j) =7 ~ii- "fy fiar 1,3 ¢ Mg,

Bew,: Mach {11.3) gibt es eine (~Maximalordnung Wl mit W AK = ;fw K.
! 3
Nach {9.,103 glbt eg Matrizeseinheiten (1 O) ’ {g ;} (O 0} PN ?} £ 0

) [(/" ey
mit ¥ = \ e } Sei {1,w} eine Rasis vonU (¥} Uber o ;
sel w = {‘aﬁ” b\ mit a,b,c,dev und r£MN;.

\s e d/f
Wir k&nnen o.B.4d,A. amnehmen, daf ce ¢, (Falls ¢ = O, konjugieren wir
die Matrizeseinheiten mit einem geeigneten B el .y

~r—i
i ki) o

Wi i : =
ir setzen mi Yy
m Yid

fir ie Di.
o

Fiir i DNy gilt dann offensichtlich: e € 33’2’1; aber ﬁl_1w§m4 .
o

Also ist f(ﬁ[inK} = le“ {siehe 6.7.a und c}

Direkte Rechnurg zeigt: N(Wiﬁz‘zj) = n"“-ﬁ@-» fir i,j< My (siehe 10.12.1ii).
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{(11.8) Lemas Sel k ein p -adischer Zzhlkirper, Q eine k-(uaternicner~

algsbra, s=i £ Mo{k}) und sei X halbeinfachéqua@ratische Erwelterung
von kK mit ke X<, Seien W und 17 zwei Q—*&x%mloxdmw gen.
Cenau damn ist Bﬁ"f_nK = 'An X, wenn es Me K gibk mit = mir M_?

Bew.: i) Sei W' = MM mit Me K¥. Dann ist
WA K = MM a K = M M"‘ﬂ Ml = 1\«1(3@%}{)&1’"1 = 3 Al

ii) Sei 1 = AKX = @W'AK, Sei o die Hauptordming von k und 1 ein

il

Primelemrent von U, Mach {11.1) gibt es Matrizeseinheiten
10) (o1} (ooy. joo : st =19 )
(0 O/ (,0 o) 7 l10) g\e 1) € Qund re My, so dad &l o o)
=L

T

}Eszs‘t W= ATIA mit A = (g O),
O = 4

or
r
™ o 0y
m#um d.h, T > O,

sz

, .. . ahb . vs
sis von U fiber < {6,7.11) mit w = (c d} . Wir kfnnen
r

,f’
und I o= k
Sei o,B.G

Sei {?yw Ba
0,B.0.A. ammehren, daf 4 = O {wir srsebzen u dirch o ~ 4).

. o, x
Wegen we Wi~ATH zind a,b,7 c=

P “"‘3 iT - . - 5 T “'1 4
Es ist ¥ w4, nach Voraussetzung also 7 w#é TQ? und T w§ WL,
Ay kS 3 ?F
Damit heben wir: ac + bo+ o= av+ 7 bw+ 1 c&;‘rz 7.
Y .
Daraus folgt: av+ bo= av+ 7 o= ¥ {11.73

Wern es Me K“ gitt mit M3 = AW, folgt die Behauptung.

Denn fir die Linksordnung disses Ideals gilt dann: MN M”'} = A?ﬁ:‘g‘,i&p? = W,

Wir wollen also Me K- finden mit A~ Me B0,

Dazu machen wir den Ansatz M = 77 g + o mit e=¢¥, Dann ergibt sich:
{-T \;fa-i'ﬁre b 132{a+ﬂre }3= v
VO Ij 3 & ﬁre.f 5 ”ﬁmrc ) € an

Wir miissen also mur noch erreichen, daB dis Determinante

ae b 'n’r:e2 ~ % Yo in o lieght

Falls br “cer, kinmen wj.r a = O setzen.

Falls br ~c& g , ist b&r; cder m c%f : nach {(11.7) also as o

und wir kinnen e = 1 setzen.

Der Bewsis stapmt {mit einer kleinen Anderung} aus /7/ 5.135{Bew. von Satz 7).

(11.8) Lemma: Sei k ein y-adischer Zahlkdrper mit Hauptordmung <&

und Primelement T. 82l Q eine k-Quaternionenalgsbra mit Q £ Ma (k) .

Sei K eine halbeinfache guadratische Frweiterung von k¥ mit k< Xe(Q,

adrati g
. . . . ar N ' . - i
Seien 1,35 M und sei 3 eine Q-Maximalordmmg mit £(R7mK) = n7en

- ) . o ] Y e 4
Darm gibt eg eine (-Madimalordnung 441 mit £ ‘gﬁ K}y = w-gy, s0 dai

auferden gilt: N{IH 7)Y = nglmjg(;“‘a
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Baw.: Nach (11.5) gibt es Q-Maximalordnungen ]‘}”{i und mJ mit
N{R i)Wj) = w_ll_:"(y, so daB f(?ﬂin K) = 1o und f("&’a"zj,«\}{) = 0.

Nach (11.8) gibt es Me K mit W= M ’cT‘a"Z’iIuIn1 . Wir setzen I =M 33’%1‘/24 .

w7 . AuBerdem gilt:

Nach (11.6) gilt dann £(3'A X o
NMIN (T imjm(ma"’ R s

NOGL ) = NOUEE M M)

il

{11.9) Satz: Sei k algebraischer ZahlkSrper mit Hauptordmung <.

Sei ( eine k-Quaternicnenalgebra. Sei K halbeinfache quadratische
Erweiterung von k mit k<K< Q. Sei # ein ganzes ©-Ideal mit

{ +D (@ = o. Dann gilt; |

i) Sei W eine O-Maximalordnung mit WAk = UHE) = 0¥ und sei § ein
ganzes o-Ideal mit § + Dy () = ¢+, Dann gibt es eine Q—Maximalr_ard;nmg wr'
mit Wax = UF wnd nemwy =374 + § 7 2lso insbesondere
wimat) ) e 2.

1) Es gibt eine Q-Marimalordnung W mit WiaK = ( £,

iii) Seien M und X1’ zwei Q-Maximalordnungen mit fHaX = m'ax = UF

Dann gibt es oL € 14 mit W= oWer’,

1y} Sei W eine grMaximalordnurg mit Mak = UF und sei o 2 1,

Dann ist s @ c;{%,n}( = 07

Bew.: i) Sei p ein Primteiler von [{' mit fp = y*o, und Iy o= o,
Wegen ;a#@k Q) ist Q, quMz (ko). W, ist Q,~Maximalcrdnung, die o ;f
optimal enthilt, Nach (11.8) gibt es eine Q -Maximalordmung W,

aie UF optimal enthalt und dag gilt N(WT, m?) =~ ¥, .

Wir definieren nun die O~Maximalordmung W durch die Vorschriften
(siehe 9.6.14): W, = = W gix p|f§' wnd W, = W, fir alle endlichen

Primstellen y von k mit p{Jf'. Die Beh. folgt sofort.

. . o
1i) Nach (11.3) gibt es eine O-Maximalordnung i mit WaK = (1

Nach i) gibt es eine Q-Maximalordnung ¥ mit WK = of,

(frsetze in i) § durch ¢ und §' durch £ )

iii) Pir fast alle endlichen Primstellen y von k ist T, = 3

nach (4.15.iii). Flr ﬂDk (0) ist Q, Divisionsalgebra, alsoc W, = "J}YE'P

nach Satz {9.11.1)

. ¢! i

Sei p eine endliche Primstelle von k mit Tfl,# /i, Dann ist Q,
und 881, aK, = WnK,. Nach Satz (11.6) gibt es M, € Ky mit 37}

wir definieren nun <4< 1+ durch folgende Vorschriften (siehe 7.

) . . - . v ,.--.__i .
Tst ¥ eine endliche Primstelle von k mit i, # 147, 80 sei oz
o L

2 3

M, (k,)

arpt ag= ]
M?{II?MBQ .
«ii}:

M, Ug.

il .gi‘ﬂ

it

i
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Ist 7 eine endliche Primstelle von k mit /0, = 7, so sei ot = v,
Dann ergibt sich:

PR, g, o axd -1 [ o & el -~

fiir {fﬁ‘y & }/fap s ey WHlen ), =M, v} i, (M, iy o= MB,EJZ?Mj = NZ;:
fir W, = W+ (e WMy, =) 5“35,,3' = W, =94,

Insgesamt gilt alsoc of 3oy T Ifi'.

-1

iv) Bei v eine endliche Primstelle von k und <%, = a ’J‘”’F mit aek,.
EXAN i ) p F ?
(o 30 o ), n Ky

aéi?ff?a“? e K?
(ex { T~ K) r:fzt"1
Insgesammt ergibt sich also:

Tt -4 - £ -1 i 3
e m K = o §Ha Qet | = e = J‘%.

Dann ist {cn ﬁkﬁ.’% K}ﬂ)

i

Iy

{11.10) Lemma: Sei k algebraischer coder p-adischer ZahlkOrper.

Sei Q eine k-Quaternionenalgebra. Sel K halbeinfache quadratische
Erweiterung von X mit ke Ke Q. Sei H{ eine Q-Mawimalordmung und
{/: = Wl nX. Sei ot ein /-Ideal. Dann ist N{fer) = N{ox W) = Nlcx)

Rew,: Mach Definition der Noym kinnen wir uns darauf beschrinken, den
Fall zu untersuchen, daB k ein y-adischer Zahikbrper ist.
Sei ot = al/ mit @< K. Dann ist N(E o) = N(Wlall) = N{ila) =

= N{ale = N{all) = M),
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Teil II

Die bindren Polyedergrupren in Cuaternionenalgebren

Ist $l eine Maximalordnung der Quaternionenalgebra Q und G eine endliche
Untergruppe von I' (%), dann ist natiirlich G in der Norm-Eins-Gruppe T (Q)
enthalten.

Ist ungekehrt G eine endliche Untergruppe von '), so 1ERt sich leicht
zeigen, daR es eine (~Maximalordnung #91 mit G < I (&0 gibt.

Bz ist daher sinnvoll {(bis zu einem gewissen Grad), die endlichen Unter-
gruppen von T'{Q} zu untersuchen, ohne auf die speziellsn Maximalordnungen
Rlicksicht zu nehmen.

Diese Untersuchung fithre ich in Teil IT.

ich geke rnun eine Inhaltsilbersicht von Teil II:

1. Ich betrachte nur solche Gruppen G, die das Zentrum {r 1} von T'{Q)
als =chte Untergruppe enthalten.

Ist k algebraischer Zahlkfrper, so kann man wegen ®k T & M5 (L)

jede endliche Untergruppe von I'{(Q) als endliche Untergruppe von SL(Z,4)
aufiassen; sie ist also, wie bekannt (1Z2.4), eine bindre Polvedergruppoe
{Def. 12.3). Das Beiwort "binir" bei den Polyedergruppen lasse ich i.a. weg.
Ich definiere Polyedergruppen als Untergruppen von T{Q), die von Elementen
mit bestimmten Relationen erzeugt werden. {Dabei ist { eine Quaternionen-
algebra {iber einem belisbigen Korper, d.h. lberIR, &, lber einem
zlgebraischen oder g -adischen Zahlk8rper.)

Dann lei?e ich Satz (12.6} {urd weiter Satz (12.8)) her, in dem ich

die Existenz von épeziellen Erzeugenden (mit vorgegebener Spur Usw.)

fiir Polyedergruppen nachweise. In Zukunft dient meistens Satz (12.6)

(bzw. (12.8)) praktisch als Definition f£lr bindre Polyedergruppen.

Aus diesem Satz ceht dann mit Hilfe von (3.3) sofort hervor, daB

isarorphe Polyedergruppen Qx—konjugiert sind (12.9).

Benerkung: Daf eine bindre Polyedergruppe spezielle Erzeugende besitzt,
wie sie in (12.6) bzw. (12.8) angegeben werden, ist fir Unterk&rper

von € wohlbekannt (siehe /20/}. Die aufwendige Rechnung bei der

Herleitung von {12.6) bzw. (12.8) schien mir der einzige Weg zu sein,

den Satz auch flir g —adische ZahlkSrper zu zeigen.

Fiir n¢ B bezeichne ich nit ;_ die normierte n-te Finheitswirzel XM/ Pe g,
Ist { eine Quaternionenalgebra Uber einem algebraischen Zahlkfrper k und
enthdlt T{Q) eine zvklische Gruppe der Ordnung ﬂ, so muil notwendig

En T c;' € k sein (12.7). Flir die anderen Polvedergruppen gilt eine

entsprechende notwendige Bedingung an k. {12.7) folgt leicht aus {12.6).
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2. In § 13 untersuche ich zuerst genau, welche endlichen Untergruppen
I{Q) enthilt, wenn O eine Quaternionenalgebra Uber einem algebraischen
zanlkdrper ist, T{Q) enthdlt genau dann elne zyklische Gruppe der
Ordnung 2n, wemn sich ki = k[ Jod - o, + X+ DR 8 0
einbetten ld8t, also (5.6} genau darnn, wenn alle Primreiler von DR(Q}

in K trige cder verzweigt sind. (13.2)

Ist G ¢ I'(Q) endlich und nicht zyklisch, so enthdlt G eine Basis von Q
liber k. Es folgt nun leicht, daf es bis auf Isarcrphie nur ein=
Quaternicnenalgebra Q {iber k geben kann, flir die T(Q) sine bestimmts
nichtzvklische Polvedergruppe enthdlt (13.3).

Im Rest von § 13 bestimme ich die Verzwelgungsstellen der Quaternionen-
algebren Q, flr die T(Q) nichtzyklische Polyedergruppen G enthalt
(Satze 13.4 und 13.8). Beim Beweis nutze ich aus, dap dis Diskriminante
Dk{Q} Teiler von Dk{ifE,B,EB} igt {(dabei sind E, B Erzeuger einer in G
gelegenen Disdergruppe). Ich brauche daher nur das Varzwelgungsverhalten
von O an endlich vielen Stellen zu untersuchen.

Satz 13.4 und die andersn Ergebnisse des § 13 sind mir aus der Literatur
nicht bekannt,

.3;_ In der ganzen Arbeir benutze ich imagindroquadratische Zanikirper

als Peispiels fiir die allgemeinen S#tze. In § 14 koniretisiere ich die
Ergebnisse der Paragrafen 12 und 13 filr imegindrquadratisch

ZahlkSrper.

Ist Q Cuaternicnenalgebra tber einem imagindrquadratischen ZahlkBrper k,
so muB jede endliche Untergruppe G 5 {£ 1) von T'(Q) entwsder zykiisch
von der Ordnung 4 oder 6, eine 2-Dieder—, 3-Dieder- cder Tetrasdergrupne
sein {14.1}).
Die S&tze (14.%) und (14.6) beschreiben, welche Bedingungen Q erfillen
mafd, damit T{Q) eine 4-zvklische bzw. §-zvklische Untergriuppe enthdlt.
Uber jedem imaginircuadratischen Zahlkdrper gibt es bis auf Iscmorphie
genau eine Cuaternionenalgebra Q, so daf T'{(Q} 2-Dieder- und Tetrasder—
gruppen enthilt, und genau eine Quaternionenalgebra Q, so cal T ()
3-Diedergruppen enthilt. Diese Algebren werden in (14.7) und (14.8)
keschrieben.
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§ 12 . Die (pindren} Polvedergruppen

Zwel (bindre) Pelyedergruppen in der Norm—Eins-Gruppe r(Q) sind 0" ~kanju-
giert, wenn sie iscmorph sind {12.9). Dies gilt filr Quaternicnenalgehren
iber IR, €, lker algebraischen und ?—adischen Zanlkidrrern.

- Zur Vorbereitung dieses Satzes disnt Satz (12.8) (bzw. {(12.8}}, in dem
wir die Existenz von speziellen Erzeugenden flir (bindre) Polyadergrupren
nachweisen. Satz (12.6) (bezw.(12.8)) wird spidter immer wieder gebraucht
(er ersetzt praktisch die Definition der Polvedergruppen (12.3)).

Ein weiteres wichtiges Ergebnis ist Satz (12.7): BEin algebraischer Zahl-
k@irper k muf eine notwendige Redingung erflillen, damit T'{Q} eins bestimmte
Polyedergruppe enthalten kann.

L4

{12,1) Definiticn: Sei k Kirper, Q eine k-Quaternionenalgebra. Dann
definieren wir: T{Q}: = {MeQlN() = 1}.

{12.2) Lemma: Unter den Voraussetzungen von (12.1) ist T{Q) eine Unter-
gruppe von Qx. Fir MeT(Q) ist MH‘& =M ., Eg ist T{Q)~ k = {21}.

Bewelis: Dis ersten belden Behauptungen sind klar.

Sei Mek., Dann ist M= T{Q) Bouivalent zu M2 = N{M} = 1, d.h., M= 1.

Wir wollen die endlichen Untergruppen G von I'(Q) mit {1 }%G bestimren
filr den Pall, daB k algebralscher Zshlkbrper ist.

{12.3) Definition: Sel k Kirper, Q eine k-—Quaternionenalgebrag

A) SelnelN, n > 2. Izt G eine zyklische Untergrupre dex Ordmung Zn

von T{Q), 2¢ neymen wir G eine (bindre) 2Zn—zvklische Gruppe,

ii) Sei ngWlN, n > 2. Eine (endliche) Untergruppe G 2T {(Q) heift (bindre)

n~-Disdergruppe, wenn sie von zwel Elementen E,B erzeugt wird, fir die gilt:

E hat Ordnung 2n, B hat Ordnung 4, BEE | = E |,

iii) Zine Untergruppe G <7 (Q) heidt (bindre) Tetraederyruppe, wenn sie

von drei Elementen U,V,T erzeugt wird, flir die gilt: U und V haben
e 1 -1 -1..~1 Y o ~1
Ordnung 4, T hat Ordnung 6, IV =0 , UT U =% ', T V=0T ',

iv) Eine Untergruppe G« T {Q) helft (bindre) Oktaedergruppe, wenn sie

von drei Elementen U',V,T erzeugt wird, so dafl U: = U°2,.V,T die gleichen
Relationen wie in iii) angegeben exfiillen.

v} Eine Untergruppe Ge¢T{Q) heift (binire) Ikosaedergruppe, wenn sie

- von drei Blementen A,B,C erzeugt wird, flir die gilt: A hat Ordoung 10,
B und C haben Ordnung 4, BAE | = a~0, BCB™' = ¢, ¢ac = ACEA, CA’c=aca”%,
vi} Ist GeT{Q) eine der in i} - v) definierten Gruppen, danmn heifit

G (bindre} Polvedergruppe.
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Bemericung: Sei ned, n > 3, Ist G eine 2n-zyklische Gruppe, 0 igh G/{£1}
zylelisch der Ordnung n und daher isomorph zu der Gruppe der Drehungen

der ¥hene, die ein reguldres n-Eck in sich lberfilnren. Ist G eine (bin&re)
n-Diedergruppe, so ist G/{x1} iscavorph zur Gruppe der Drehwngen und
Spiegelungen der Ebene, die ein reguldres n-Eck in sich Uberfihren.

Ist G eine (bindre) Tetrasdergruppe, S0 ist G/{+1} ilscmorph zur Gruppe
der Drehungen des Raumes, die ein (regulires) Tetraeder in sich Uber-
fiinren. Ist G eine bindre Oktaederyruppe {ITkosaedergrupge), so ist G/{27}
iscrorph zur Gruppe der Drehungen des Ravmes, die ein Oktaeder cder

einen Wirfel {(Tkosaeder cder Dedekaeder} in sich itherfiinren.

Achtung! Wir werden in Zukunft das Beiwort "bindr" Lei den binZren
Polyedergruppen fortlassen. :

(12.4) Lemma:
i) Die verschiedenen in (12,3} definierten Polyedergruppen sind paar—

welse nicht iscmorph.
ii) 5L{2,0) = T{M, (€)) enthilt Tetrasder-, Oktaeder~ und Ikosasdergrupren
sowie fir alle n&M, n > 2 auch 2n-zyklische Gruppen und n—ﬁieder’r"ppen

iii} Ist G eine endliche Urkergruppe von SL{2,47, x+?}5%G g0 ist G eine

Polyedergripee.
iv) Ist k algebraischer ZahlkOrper, Q eine k-Quaternicnenalgsbra und
G sine endliche Untergruppe von I'{Q) mit {21} 3G, dann ist G =ins

Polvedergunpe.

Bewg.: 43, ii), 1ii) sishe /20/ S. 86 ~94. Man vergleiche dazu auch den
nachfoigenden Satz {1Z2.8).
iv) Bis auf Iscmorphie ist M, (0} die elnzige termnionenalgebre ther €

(sighe 1.16.11). Daher izt € @ Q § My {€) und wir kinnen disgse beliden

o

i,,,.
‘i?

igm s miteinarder _dEPE7f12 sren. Dann ist Q¢ M,{€) und die Norm
auf ? ist Fortsetzung der Norm auf Q. Blsc ist r{Q) € SL{Z,£) und
die Eenauytung folgt auns iil}.

(12.5) Definition: Fir ne¥ sei g : = 2 g,

{(12.8) Satz: Sei k algebraischer Zahlkérper, Q eine k~Quaternionenalgebra.

i) Sei ns®m, n > 2. Genau dann ist G «T(Q) eine 2n-zyklische Srupps,
|
wenn G von einem Eel(Q) mit S(E) =g, + 52’ erzeugt wird. G hat dann die
i
Ordnung 2n und besteht genau aus den Elementen ?3 mit Oz 3 < 2n.

Jedes dieser Rlemente 1#At sich auf eindeutige, von G unabhingige (nur

von nound 3§ abhiingige) Weise als Linearkcmbination von 1 und B Uber &

darstallan.
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ii) Sei nel, n > 2. Genau dann ist G¢T(Q) eine n-Diedercruppes, wenn
-

G von zwel Elewenten E,87{Q) erzeugt wird mit S(E} = Ly + ., 8R) =0,

n 7y U

-1 -1 o -1, 4
FR = ist D (1,E, = - -

B E '. Dann ist Kﬁ, ,B,EB) (£o C2n)

Basis von Q lber k. G hat die Ordnung 4n und besteht genau aus den

, also ist {1,E,B,E4}

Elementen Ej, EjB {O < 3 < 2n). Jedes dieser Flemente 18Pt sich auf
eindeutige, von G unabhingige Weise als Linearkambinaticn von 1,E,8 und EB
iiber k darstellen.

iii) Insbesondere wird eine 2-Diedergruppe G<T {Q) erzeugt von zwel
Elamenten U, Ve I {Q) mit S5 S(V) =0 und UV = -
Dk(i,U;VFUV} = - 16 und G = {#1,2U,+V,+UV}.

8

. BEs ist

iv) CeT{Q) ist genau dann Tetrasdergruppe, wenn G von drei Elementan
U,V,Ter{Q} erzeugt wird mit S(U) = SV = Q, W - Vi,
T o= 1/2:(1 + U 4+ V + W},

i

-1 oy, = gy, rovrT ! =

{27,#0,2V,20V,1 /2. {£7202V20VE 1,

Weiters Relationen sind dann: TUT

C hat die Ordmung 24 und zwar ist G

Es ist D (1,0,V,T) = - 4.

(Wegen ’3’?{3'5_1 = ¥ wird G schon von den zwel Elementen U und T erzeugt.)
v} GeT{Q) ist genau damn Oktasdergruppe, wenn G von zwei Elementen
Ut, VP gT(Q) srzeugt wird mit S{U'} = S(V') = JE umd Uy E = - -

Darm ist Dk{’%,Uf O o= - T,
U: = U"Zy Ve v*zund T: = U'V' erzeugen eine Tetraesdergruppe G'< G,

G hat die Crdnung 48 und zwar ist G = G'y U'G.

Jedes Elarent aus G 188t sich auf eindeutige, von G unabhingige, Weise
als Linearkembination von 1,0,V und UV Uber k darsteiien,

vil Ceri{)) ist genau dann Ikosaedergruppe, wenn G von drei Elementen
A,B,C &I (Q) erzeugt wird mit S(B) = S{C) =0, BC = - CB urd

A= /4.00 + /B 4 (1 =B - 2.

)

hat dann die Ordmwyy 120 und besteht genau aus den Elementen

¥ . n =4 j . :
Ahg A, Ahm*’g AhCBAj mit G < h < 10, & <3 < 5. Jedes dieser Elemente

188t sich auf eindeutige, von G unabhingige Weise als Linearkombination
von 1,B,C und BC iber k darstellen,

Bew,: i) Sei Garliy} eine Zn-zyklische Gruppe und E ein Xrzeuger von G.
Dann ist Ezﬂ -1 =0, Da E&T{Q) ~ k, ist das Minimalpolynan von E

iber k ein Polyncm zweiten Grades mit dem letzten Keeffizienten 1.
Also ist Et2 - {r =+ z;_1}?‘:“ +1 =0, wo ¢ eine 2n-te Einheitswurzel in c

" ist, Da 2n = min{m@.ﬁﬁ}ﬁm = 1}, muf ¢ eine primitive 2n-te Einheitswarzel
sein, Wihlt man unter den verschiedenen Erzeugern von G einen geeigﬁeten

aus, =o erhdlt man: S(E) = ¢
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Sel uwgekehrt E« () mit SE) = Zon + ::;, alsc Ez - (;2n + C;;)E + 1 =0,

. a1} . i . _-
Dann ist B -1 = O und 2n = mln{mEINﬁE@ = 11, aisc erzeugt F eine
2n—zyklische Gruppe G = {Ejiﬁ < 3 < 2n}. Dad Jedes £) sich auf elrdentioe,

von G unabhingige Weise als Linearkowbination von 1 und E lber k

darstellen 13Rt, folgt leicht durch Induktion aus: E2 = {gzgp1 + g;;)E -1,

il) Sei G=T{(Q) eine n-Diedergruppe. Seien E',B Erzeuger von G E' habe

Ordnung 2n, éhabe Ordnung 4 und sei pE'p ! =B,
. s . ” . s s ™ ] 1
£' erzeugt eine 2n—zvklische Gruppe G'. Fiir alle E£G’ gilt: BEB = E
.1
Son T Bone
Dann 8ind E und B Erzeuger ven G. Da B die Ordnung 4 hat, folgt wis in iy
2

HS

Nach i) gibt es einen Erzeuger & von G’ mit S{E)

B” - (g + gnq)B + 1 =0, wo ¢ primitive 4-te Einheltswwrzsl in € ist.
alsc ¢ = i, Daher 82 + 1 =0, alzo 5(8) =0, .

Sind ungekshrt F,BET{Q) mit S{E) = Zzn + ggl und S5{B} = 0, so srzsugen

E,B eine n-Diedergruppe G {Beweis wie in 1)). Welter ist:

1+ =1, B =E , 1B =B, 1°EB =B
-1 “Ten o o
Eel = E , BBl = {z. 4 . JE -1, B:B =EB, E-EB = (g, + 1, jEB -3
§ o \‘:2,{1 “:dn} i 7 '-:21,1 ;En:

- e e Il . -1,
-7 =B, BE =E 'B s BeB o= ~i, BeER = -E = Eo- (g 4 Lo )
EB-1 = EB, EBE = B , EB+B = ~E, EB.ER = -1

2 . ‘ 1

Wegen (EB)" = -1 wird S({EB) = 0, genauso S{E B} = 0, Also

7oA -5

i 2 + O ¢

H “on 7 Fon

| S Shi-2 o f

i - o P - {; 3

I, .1 %2 T %;m ‘fan T o

D, (1,E,B,iB) = det % : ’ N

fﬁ\ 0 G -2 ~{g., *

i -1

O G - + - 2
Y (Coy * o)
=12 -1.2
= P P A3 {4 - g + oz
( (Czﬂ an; ) ( kS 21_.1 2_{1} )
-l &
= - {r 14

bon T Sop .

1, E, B, EB sird also linear unabhingig lber k und wegsn [Q s ki =4
pilden zis eine Basis von ( dber k. Dal die bDarsteliurng der Elsmente von
G={E, 2B | 0 <3< 2n} als Linearkamvination von 1, E, B, EB ifcer k
unabhéngig von der speziellen Gruppe G ist, folgt wieder leicht durch
Induktion aus E2 = {r , + C;;)E - 1.
iii) EBs ist oy = i. I t.i}&FfQ) von der Ordnung 4, so ist 3(U) = 0,

2

. . : - s . , e -,
U =-1uand U . Jetzt folgen die Behauptungen leicht aus ii).

i
I
[
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iv) Sei G T (Q) Tetraedergruppe. Seien U,V,7 Brzeugende von G; U wd V

— - — - - -1
haben Ordmung 4; T habe Crdnung 6; VUV 1. U 1-; UT !U 1 = VI E; 7 11‘»-”2 ur o,
Wie in iii) bemerkt, ist danm S(U) = 8(V) =0, U | =~ U, ¥V = -V,
VUV“1 = Um‘l ist also dquivalent mit W = -VII, U und V erzsugen eine

2-Diedergruppe, {1,U,V,IV} ist eine Basis von.Q iiber k.
Sei T =: 2 + BU + ¢V + dUV mit a,b,c,dek, also T_a == T}g
Aus den beiden Relationen fir T folgt dann:
a-bl+cV+diV=ay+ihlV+c-dlund
gV - bW +rc+dU=al +b-clV + adv, also ¢

= d.
2 2 2 2 o

Wegen T€T{(Q) wird a~ + b + ¢ + 4" = N{T) 1 fwgl. (1.14), (1.18)),
alsc a =+ 1/2; S(T) =2a=2* 1; TP FT+1 =0, Da T Crdming 6 und nicht

Ordming 3 hat, wird T - T + 1 =0, also T = 1/2:(1 + U + V + UV},

=7 ~ b0 -~V -V,

[+4
i
ey
It
Q

C&ngekém:‘t erzeugen natiirlich U,V,7T mit den in {1Z.£.1v} genarnten Eigen-
schaften eine Tetrasdergruppe. Die weiteren Relationan und die Tatsache,

daB G = {£1,£0,+V, £, 1/2- {£141xV+UV) }, lassen sich leicht direkt nachrechnen.
Es ist Dk{‘?,U;V;T} = ‘if’t!mD (1,0, V, 14+87-H) = ‘i/é-D (hﬂ,?,w’} =~ 4,

Vi Sei GeT(Q) O,{L_acdcrqraypa Seien U',V,T Erze gk_z' von G, so dal mit

. - S -

Us = U7 gilt: S{U) =3V} =0, W==-VU, T= 1/2-{} +0+V +Wj.

{Bin solches Erzsugendensystam gibt es nach {iv})

Wegen Usk{UT -k ist kfu] = 1{uY wol. (2.1) und (3.1)).

Seien &, bek mit U' = a + bU, Dann ist a2 - b° + 2abU = U'° = U,

also a2 = bz wyd 2ab = 1, al=o 4a4 = 1, d.h. a = & ’Ej./2u/§ cder a = + 1/2+42,
Wire a = + 1/2/2, so wire a'?‘ + b2 = N{U') = ~1. Es muf daher

a=+ 1/2:/2, b=z 1/2/2, U =+ 1/2:/2(1 + U} sein, Wir kfnnen ©.B.d.A,
Uf = 1/2:/2{1 + U) annehmen {sonst ersetzen wir U' durch -U'),

Wir erhalten S{U') = /7 und setzen Vi: = TU'T | = 1/2./3(1 + V.

Darn ist S(V') = V3 V' = v; U = 1/2.(1 + U) (1 + V) =7,

UF und V' erzeugen also G.

Es ist D]{(‘E,U“ VLU = 1/2»1/2=Dk(1,1+U,1+V,T} = 1/’4-&!‘3‘{(‘5;&},%’}’3) = - 1,

Die anderen Behauptungen sind jetzt leicht einzusehen.

vij) Sei GeT(Q) Tkosaedergruppe. Seien A,B,C Erzeugende von Gj;

A habe Ordnung 10, B und C haben Ordmung 4; sei BAB—‘g = A i, BCB_1 = Cw‘] ;

CAC&ACBAundCAZ —AZCA 2

Dann erzeugen B und C eine ~Dlez<,.erqfuppe, also ist 5{(B} = S{C) =0
und die Relation CAzc C_h “ rechnet man leicht um in (AZ(‘ = -1,
{1,B,C,BC} ist eine Basis von ¢ Ukoer k. Seien a b,c,.d €k mit
A=a+ bR+ cC + dEC., Dann ist A =a—bB—ch—dEC;
i

Aus BAB = A  folgh: a + B - oC - dBC =a - bB - cC - dBC, also b = 0,

Dige ndchste Relation ergibt:
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-a-cC +dBC = CAC = ACRA = {aC -~ ¢ ~ dB) (a8 + ¢iC ~ &0)
2.

=~a£-§-ac%+a:1—-ac8—‘"‘“22{24-&,;1:"‘ + oad o+ ool + ATEC
= 2ad + (- &% - c* + A%)RC + 2¢dC
Daraus folgt d = - 1/2. Es istO=A‘:—S(A}A+%:A2~2aA+?

A2C hat die Ordmung 6, ist also notwendig Mullstelle des Polynoms

X"? - ¥+ 1, d.h. es ist S(AZC) = 1, Mun ist

A% = (2aa - 1)C = (2a°

Auferdem ist ag + b2 + c:2 + dz = N{A)

daher 16&4 + 16 azéz = ?Zaza also {2&)4 > {da}
Daraus folgt: (2a)° = 3/2 £ /o7 =T = (3 ¢ ff?),u = /41 2 B2,
d.he as=¢ 1/4:01 2 /5. Wire a = = 1/4-{1 % /5Y, also
S{a) = - 1/2{1 + /5), so hiitte A die Ordnung 5. Daher mus

m /4 {1 2 /5Y sein. '
Wir k¥rnen 0.8.d.A, & = 1/4:(1 + /5} annehmen (sonst srsetzen wir
A und € dureh A3 und OB, das 2rhdlt die Relationen:.
Jekzt wird ¢ = 34 = 2% = (3 = Y813 = 17160 (1 = /17, aleo

¢ =3 174+ {1 = VB). Wir kBnnen 0.8.4.4, o = + 1/42 {1 =~ v5) armebmen

" |
< - - i iy LI
wir A und C Sureh A argd O )

i 4 3 1 -
L' Il Waadh S Ndlles S Sl e ;s

4

- 10 - 2ac -~ ZadB, alsc ~dac =
2

1, also a2 + ¢ = 3/4,

Z
+ 1 = 0,

Jik] S‘t umgekehrt klar, dad A,38,C mit den in {(12.8.v1) genannten Elgen~
schaften eine Tkos edergmnp@ G grzengen. Es 158t eich direkt nache

rechnen, das G = (A%, mal, aead, alem? 1o cn <10, 0 <3 < 5,

Da8 sich alle Elsrerte auf aindeutige, von O wabhingigs, Welse als
Linearkarbination von 1,8,0 und BC {bsr k darstellen lassen, folob sus:

,—_1/49{-+</‘°+ (- VB0 - 2ED)

(12,7} Sarz: Sei k algebraischer Zahikfirper, C sine k-fuatermicnenalosbrs,

i} Sei n€®, n > 2, Wernn T{Q} eine Zn-zyklische oder n-Dledergripre

-1
entnilt, ist notwendiy ¢, oL, B

ii) Werm T{Q} eine Cktasdergruppe (hegw. Ikosaedergruppe) enthdlt, ist

notwerdig /2 €k (bzw. /Sek),

Sew.: 1} Sei G<Tr(Q) eine 2n-zyklische cder n-Disdergruppe. Dann enthdlt

- .
+ = 53¢ j 2.6.1,14iY.
on Cz_ﬁ S{Etek {12.€.1,1ii

ii) Sel G « I'{Q) eine Oktasdergruppe { bxw. Ikosasdergruppe). Mit den
Bezeichmingsn von 12.6 ist 1/2015'-(1 + {J)= E}‘ékﬁj}
(bew. 1/4+01 + /& + (1 - Bic - 280ek[B,C]), also 2k (ozw. Hek).

G ein Flaent E mit ¢

(12.8) Satz: Sei k Kirper, Q eine k-(uaternicnenalgsbra

1) Seingl, n > 2, Wern o + (;glék, gilt {12:6.1) und {12.6.11).
- i

11y Es geliten (12,4

iii) Wenn Zek hzw. 5 &k), gilt {12.6.v) (bzw. (1Z.6.vi)).

Bew.: wie Bew. von (12.6).
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(12.9) Korollar: Sei k Kirper, Q eine k-Quaternicnenalgebra.

1) Seinel, n > 2, g, + g;;eék, Seien G,G'€T(Q) zwei 2n-zvklische
Gruppen {(n-Diedergruppen). Dann gibt es M&Q" mit G' = E‘Jﬁéﬂ .
i1) Seien G,G'€T(Q) Tetraedergruppen. Dann gibt es M2 mit G = ivwf?,
113} Sei v/Z €k (bzw. v5€k). Seien G,G'c () Oktaedergruppen
(bzw. Ikosaedergruppen). Dann gibt es MeO™ mit M@ | = ',
_ »

2n .
2n-zyklische Gruppen. Nach (12.8.1i) gibt es Erzeuger E,E'& r'{Q) von G,G'
mit S(5) = S(8') =g, + z;‘;. Durch die Vorschriften 1 e 1 und E & E'
wird ein k-Vaktorraumiscmorphismis o: k[E} > ka’_} definiert,
Da E B das gleiche Minimalpolynan fiher k haben und sich die Flemente

Bew.: Sei nelN mit n > 2 und sei Lo T Lo €Ke Selen G,G' zwed

Edbzw. B7 aus G baw. & jeweils auf die gleiche Weise als Linear-
karbination von E und 1 bzw. E' und 1 darstellen lassen, ist dies

sogar ein k-Algebreniscmorphismus o: k[E] + kB,

Nach Satz (3.3} 138t sich ¢ zu einem k-algebrenautomorphismis o: 0+ 0
fortsetzan und es gibt Meg(,}x mit MAM"? = gA fiir alle Ag (. Fnzbesonders
ist MEMT = E' und MM = G'.

Die anderen Bahauptungen zeigt man genauso,

Bemerkimg: Man {iberlegt sich leicht, dap die Voraussetzungsan Egﬁ + §;;:_é3{
uswW., in {12.9) tberfliissig sind und daf allgemein gilt:

Iscmorgaﬁe Polvedergrupren sind mekomjugiart.

Beim Bewels geht man so vor wie in {(12.8), (12.9): Zu =sinam festen Teiler

X% - & + 1 von x40

Erzeuger E, die Nullstellen dieses Folynoms sind usw,

- 4 sucht man in allen Zn~zyvklischen Grmpen G T {Q)
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§ 13 . Das Verzweiqungsverhalten der Quaternionenalgeioren, die

Polvedergrupren enthaiten.

Sei k algebraischer Zanlkiirper, ) eine k-Cuaternicnenalgebra.

In {12.7) haben wir notwendige Bedingungen an k dafilr gefunden. daf I'(Q)
eine bestimmte Polyedergruppe enthdlt, In diesem Paragrafen ermitteln
wir {unter diesen Bedingqungen} genau, welche endlichen Untergrupren T{(Q}
bis auf Isomorphie enthdlt {Sdtze 13.2 und 13.3).

BuBerdem berechnen wir das genaue Verzweiqurksverhalten von @ filr den
Fall, daf TI'{Q) Dieder- bzw. Oktaeder- oder Ikosasdergrupren enthilt
(S&tze 13.4 und 13.8).

{13.1) Lemma: Sei k algebraischer Zahlkdrper und Q eine k-Quaternionenalgebra,
V”‘% Il 3 - A} » p— e —‘;
o ¥ b € k. Sel B & T'(Q) mit S{E} = 2, + &, .
Dann ist k{E} halbeinfache quadratische Erwelterung von k und
.....‘! ’
% e f — 3y
Dk('i?E) \;zn ?;an a

Sei nte N, n > 2 und ¢

Bew,: Sei X Unbestimmte. Dann ist .ﬂfﬂ k{ﬂ:y (z,, * En JE ﬂk{_‘}m

iy

Wenn & g %, ist D.E‘Z:'? Korper, Wenn czﬁ b, ist

T2n
k[g] km// D= S hefx]

k

£ k5 /i - gzﬁykm % z{{xj’/’(x - z;;)k[f

Fkok :
Dki 1R = {r, - z?}z folgt leicht (vergleiche dis Berechmung vom
Dk(?y B,EB) in {12.6.11}).

(13.2) Satz: Sei n&W, n > 2, Sel k algebraizcher Zanlkirper mit

* C;; €k und sei Q eine k-Quaternicnenalgelwa.

“on
Genau dann enthdlt T(Q} eine Zn-zyklische Grupps, wenn alle Primteller

s 2z
von D(Q) in k[&] /€ = (2, + o

Xt 1) k[X] verzweigt cder trige sind.

Bew.: Sei K: = k{k]/ (% ~ (o, + 5,00 + Dk,

T{Q} enthilt genau dann eine 2n-zyklische Gruppe, wenn es Ee€Q mit

_ -1

S{E) = “n T Eon

ko ¥ < Qud ' 2 K, Dies gilt nach Satz (5.6} genau dann, werm alle

ke
Verzwelgungsstellen von Q Uber k in X trége oder verzwelgt sind.

und N{E} = 1 gibt, d.h. genau dann, wenn es K' gibt mit

Sei p eine unendliche Verzwelgungsstelle von Q. Dann ist p reell.
@{Czp) hat keine reellen Primstellen, alsoc hat exrst recht K keine
reelien Primstellen. Dsher ist p in K verzweigt.

TIOY anthiElt alen genay dann Zn-zvklische Cruppen, wenn alle andlichen

Verzwelgunosstellen von @ ber k (d.h, die Primteiler von Dk(Q)} in K

verzweigt odergtrége sind.
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{(13.3) Satz: Sel k algsbraischer Zahlkdrper und Q eine k“(}uatmrm_m‘\&ﬁaﬁ:—mrn

i) Seing ™, n> 2 ud Zon + g;; gk, Genau dann enthilt r{Q) eins

- "1\2 -
Son T Ropd Dy

ii) Genau dann enthdlt T{Q) eine Tetraedergrupps, wern Q g (=111 .
iii) Sei /Z ek (bzw. /5 € k). Genau dann enthilt T{Q) eine Cktraedergrupne
(bzw, Ikosaedergruppre), wenn Q £ (—?,»1)}{.

n—Diedérgmppe, wenn 0 £ ({

Bew.: 1) Sei G 2 (0} eine h—Diedergruppe. Seien E, B Erzeuger von

mit S(B) = ¢, + g;;, S(B) = O und BEB | = B ),

Wir definieren U: = 28 - (r, + 3!) und Vi = B.

Dann ist {1,U,V,V} eine Basis von Q ither & und es ist

o = (Go ™ z:;:!)z €K, V= -1 ek und UV = - WU, wie man leicht

‘ nachrechnet. Also 1st Q ¢ ((z,. = g3 %=1),.

Diese Bewelsschrifte lassen szich umicehren,

i1y, iii). r(Q) enthalte eine Tetraeder-, Cktaeder— oder Ikosasdergrupre.
Dann enthdlt T{Q) eine 2-Diedergruppe (Wenn wir die Bezeichnurgsn ven

{12.6.1iv,v,vl) vervenden, erzsugen U und V bzw. B urd O eine ~Diedergriagoel .
=} e
| 2

NMach i) ist damn alsc @ £ {{ggg -wi;‘g‘} g-‘a}k = (*é;m'i)k‘ £ i“iymi'}k {1.15.4).
(Die Beh. folgt auch direkt sus 12.6.1ii) '
Sei umgskshrt @ g (~1,~1), und sei {1,U,V,0V} eine Basis von ¢ iber k
mit 0% = V% = -1 und OV = - VI,
§ Darn erzewgen 1} und V elne 2-Disdergruppe in 7405,
% U Vud T: = 1/2.(1 + U +V + W & }e:%:UyVE = (3 erisugen oins

Tetraedergruppe in Q).

Wenn /2 €k (bzw. /S e k), erzeugen 1/2./%- (1 + ) & k[2,V] = 0 und
/245 (1 + V)& Q (baw. U, Vund B: = /4. (1 + /3 + (1 - /ESU = 2090 & Q)
éine Oktaedergruppe (bzw. Tkosasdergrupre) in Q).

(13.4) Satz: Sel ng M, n > 2. Sei k algebraischer Zahlikbroer mit

. , - -1
Hauptordming o wnd mit 2. + 7
- “in 2n
-1, 2

o) #~V)ys deh. T(Q) enthalte esine n~-Diedergruppe.

Sei Qg (g, ~ ¢
Dann gilt:
1) Q ist an allen reellen Primstellen von k verzweigt,
il) Sein = pr mit: p st Primzahl: p z 1 mod 4; r¢ WN.
Oder sei n = 2" mit: re ™; r » 2.
Qder sel n durch zwel verschisdene Primzahlen teilbar.

[

Dann hat O keine endlichen Verzweigungsstellen, d.h. D {Q) = ¢,



ili) Sei n = p mit: p ist Primzahl; p = 3 med 47 v W,

~.._,;
o

Oder sei n=p =2 (also insbesondere £ {~1,

{

S
D
o
&
H
I““"

Eine endliche Primetelle p von k ist Ve zwelgunc:qsi—el’e VO
genau dann, wenn » |p und s:k. o j ungerade ist.

iv) Jede Ver’meigungsstellﬁ 7 von () tiber k ist auch Verzweligurngsstaelle
von k[x}/ (% - (5 + z;2n)h + Nkix] tber k.

-1 L e -1 2 ,
- o] naxr .. - ist el ral
‘:231 ﬂzn igt total rein imaginir, (g 70 Ezn) rota

reell und total pegativ. Sei y eine reelle Primstelle von k.

Bew.: i)

Jede positive reelle Zahl ist Qllc,hL”u.. ainer reelilen Zahl. Daher folgt
. _ -2 il
aus {1.15.1): Q.&. ?:; ((Czn i,zn s ,}}_ -1, 1)}{5‘3, |
Also ist Qp Divisionsalgebra, 4d.h. st Vermwelgungesstelle von O Uner I,
(Aii) &) Wir beweisen die Behauptung zundchst fir den K’"K.E‘i«.
= + L1, k& =14 y S,
@{;% + ;2 3 k ist total reell, Q(gzn} s .
Ebenfalls bekannt und leicht einzusehen ist: {f@{gz%) : k=2,
Zei ¢ die Bulerfunkiion, d.h., ¢{m) = #'Z/mﬁ}x fllrmaeM -~ {1},
Damn ist kekanntlich ‘@‘ers : ﬂfj = ¢{2n}, also [k : @] = 1/2s4(20) .
3

L " 4 4 iy b 3 e o
Mit 1) folgt: © ist an allen 1/2:9{2n) unendlichen (resllen; Primstellen

von k verzwelgt.

Sel G ¢ I'(Q) eine n~Disdergruppe. Selen B, B Erzeuger von G mit
-

~1
S(B) = +
eing Owoﬁ:dmng mit Rasis {1,E,B,BEB} ber g. Daher gilt
wt A . ‘ .
Dy (i = B (1E BB = (g, - iy} & (12.6.11). Wegen Satz (4.7)
il 4
£ o / -1.4
folgt daraus: DkiQ} | (;2:1 = Lot o
Ist » eine ex%l‘a che Verzweigungsstelle von Q iber k, dann ist notwendig

Ed l (Czn = ‘;22.1} iF.

.
] ll . i Foo
S(B}) = O und BEE ' = E ', Dann ish f = oy b,bj

d.h.

. r o, . . , .
Sein=p mit: p ist Primzahl; p # 2; r & IN.
=1 ; , ;
Dann ist bekanntlich ¢{(2Zn) = sn) = (p ~ 1}-0 wnd poist in B{g, ) = 9}

ol ‘\:’}I"} ALY ,2_1
hochstverzwelgt. Genaver: Ist o die Hauptordmang veon q_:-{;q} , SO ist

¢
(- & Primideal und pr = (1 - gr}\)‘“mwg (siehe /12/ S. 199/200 §95)

. ] 2 H
Ee i — = - oowm [ - ’ P’
Da p in @(:; } hbchstverzweaigt ist, zst p auch in k hichstverzweigh
wnd der Drmz:ﬂilaz_ p von pZ in k ist in @{g )} verzweigt. Es ist also

' -1.2 -1, .
¥y o= - B f}._ N ) = - 7 i a“;'r 2 8la) i .3
PL \ijn Czn} g, dhe oy (;Qn a7 MY haben damit

[NV
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Q ist an den 1/2- (- 1} opru1 wendlichen Primstelilen von k sowis hdchstens
noch an der endlichen Primstelle p verzwelct. Da die Angahl der
Verzweigqungsstellen von @ liber k gerade ist (1.10.1), ist O genau damn an
der Stelle y verzweigt, wenn 1/2-(p - ‘a}«pr_1 ungerade ist, also

wenn p = 3 med 4

In diesem Fall ist {ky : 'p:’} =v(p) = 1/2-{p = 1) pr—-? ungerade,

Flir Potenzen von Primzahlen p # 2 ist dis= Beh, also gereigh.

Flir spdter halten wir auBerdem fest:

{13.5) Korollar: Sei n = pr; p ungerade Primzahl; r € M.

. -1 2
Dann gilt: (‘c_;2n = Top) Db

Sei jetzt n = Zr; r & N. Dann ist ¢ (2n) = 26 {n} = n. .

2 ist in @}{gzn} ured Q(;n} hochstverzweigt.,
Seien o, ¢ die Hauptordnungan von 0z, ), @fg }. Der Primteiler von 22

o d
T
. i
g 5 » = ER i . f"’ - v
in ®{z 3 bzw, (;rz’ ist damn (1 f;gn:’{}w bew (3 C_n}:d"a

. L s v e . B ' R 2 ¢
{1 - z:;_n}v ist in (D(Z?r} {(hichst)verzweigt, also (1 - gn);}- = (1 - ¢, 1 .
il ' i P

i ) .

Dieselbe Rechning wie eben zeigt: (1 ~ ¢ }o = {5y, = Lo )¢

o der Primteiler von 2% in k., Dann ist p verzwelghb in @iz n) .
- I 2 -1, 2
Yoy daher: p7 o= - 7.
o' O g Bon 7 fan
==

El

2
also g:@’"= (-, )50 = (g, =3

P 3

Wir haben damit: Q ist an den 1/2-¢{2n) = 2

von k sowie hichstens noch an der endlichen Primstellis g vs:;fzwt_m

unendlichen Primstelilen

Da die Anzahl der Verzwelgungsstzallen von ( herade isht, ist O ganau
- . gell .
dann an der Stelle p verzwelgt, wenn 2F ungerade ist, also wenn v = 1,

d.h. n = 2. In diesem Fall ist k = @, also [}cg, : @gé = 1 ungerade.

Damit folgt dis Beh. flir Potenzan von 2.

- ) T 2
Falls r > 2, ist vip) = 2771 gerade. also ¥l 2e.
e =1,2 _
{(13.6) Korcllar: i) (g, - ¢, )" =~ 4
o o 1,2
ii) Istn= 2" mit r¢ M, v > 2, dann gilt: {5, - £, | 2.
_ 2n 20 -

Sei jetzt n durch zwel verschiedene Primzahlen teilbar, sel n = por

mit Primgahlen ¢ # .

Dann ist { - '1)‘5{%4 J “((T"W“J}\ﬁ S s -t
SCton T ton ij:’) “onPon E?m San T F2p T Sope

-1 2 2, ~1.2 2 -1, 2 2

Da (e;,)ﬁ - q,)ﬁ)% 'Y, ist (Lo, ™ Tt ' o . Genausc: {C?n - t;?n}¢ t a .
2n 2r 2n ¥ 2n 2n



e

(13.7% Korollar: Sei ne¢ ¥ durch zwel verschisdenen Primzahlen tellbar.
e i
(Lo * 0y0 &

T
S

Sai k algebraischer Zahlikdreer mili Mauptordnung <, Sei
-1, 2 %

Dam ist (z;2n - 5211) & r .

Wir haben damit: Q ist genmau an den 1/2.4(n) L;mZ‘LllCh@"‘) Primstelien
von k verzwelgt.

ii),iii) b) Sei jetzt K = © Z?zp + ;;;_3 und k belisbiger algebraischer

+ g;; &%, d.h. mit &' € k..

: N _-1,2 I - R :
Bs dst O g {log, = tpnt oDy g (epy = So0) 7 lyn By

Zahlkirper mit %o

Sein-= pr mit: p ist Primzahl; o = T mod 4; r# .

Odersein=2 mit: re J; r > 2.

Oder sei n durch zwel verschisdens Primzahlen teilbar,

bann hat nach a) ((,7,231 - z;;.:fi}zy% 33{@ keine erdlichen Versweligurgsstellen,
Alsc hat auch Q keine endliichen Verzwelgusstallen. (5.4.1)

o

. T . s . p - - 4 ‘
Bein=p mit: p ist Primzahl; D 2 3 mod 4; re N, Cder sei n = p

[

§
A

L”E

Sel ¢ eine endliche Versweigqungssielile von @ Uber k. Nach {5.4.1) 1_

.==¥'
bl
‘5
pars
g
=

¢ Fortsetzung elner endlichen Vermwelqungsstalle p ven ({z,, - x:ﬂ

a

tber k" ardg: Koy k‘ig ist u.agwa‘
Nach a) ist dann p der Primteller von o in K™ und z{; : -a}}p:} it ungersds,

Also gilt o | pund i:k‘ %? ist ungerade.

b

- . g s
Izt ungekehry = emd’ia.r:,e 3*'&54: Liz von komilt mgl o ound ]3«:% :
{

Ty
1,5

ungsrade, so gilt oy | Y and ]_km : ﬂ@}iséz ungerade (wooel e dey

Primteiler von pf in xr isky . Nach a) ist ¥ Verzwsioungs Ste"l_i,t_. WOm
-1, 2 . .0 .

- - dher &7, Mach (5.4.1) ist also Verswels getalls
Uy, = Bpy) 7 "Dy Uber X ach (5.4.1) also oy jeigungs
von Q lser k.
. A 2 - 5
1v) Sei K: = k[x]/x* - (£, + 0% + D]
Sed P Verzweigmﬁgsstelle von @ dbher k. Ist P eine vnendliiche, also

von (13.2) gesehen haben. Seld also p eine endliche Primstelle.

Nach ii) urd iii) ist notwendic n = pr mit p Primzahl, p = 3 mod 4, v &2 W
oder n = p = 2 und es ist notwendig p | p und 3” @pj ungerade.

r{Q) enthdlt eine n-Diedergrupps, also auch eine nwzy‘{].mche Gruppe,
Nach Satz (13.2) ist alsc ¥ verzweligt oder trdge in K, instesondsre

ist K Korper, Zon & k und wir kbnnen K = k(zm) identifizieren.

Seli < eine Fortsetzung von p auf K. Dann ist v o?) = v {csfjav(,, )

Sei wgg Drimsu.elle von @z, ) mit u}?i ~:::;§'a . Darn ist v(a;) Teiler won v -{:?g}

L

Es ist 09 p und daher ist v\{»;{ {@(czn) @E = 4 {2n) gerade.
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Also ist auch V(U]) gerade. v{yp) ist Teiler von @:y : @p}, alsc ungerade,

Daher ist notwendig vk(o;r) gerade, d.h. Vk{c,?'} = 2,

{(13.8) Satz: Sei k algebraischer Zahlkfrper mit v2 € k (bzw. /5 &k).
Sei @ eine k—Quaternionenalgebra. Sei @ # (=1 ’"”k’ d.h. T{Q) enthalte

eine Oktaedergruppe (bzw. ILkosaedergruppe) .

Damn ist @ genau an den resllen Primstellen von k verzweigt.

Bew.: Q ist an den reellen Primstellen von K verzweigt (13.4.1i}.

2 ist verzweigt in @©(v2}, trige in @{(*5).

Da 9(/2) ¢ k (bzw. ©(Y5) € k), gilt fir jede Primstelle p von k mit |2 :
[kf : @2'] ist gerade. Nach {13.4.1ii} hat Q keine endlichen Verzweigungs-

gtellen. - .

8§ 14 , Beispiel: Quatermionenalgsbren Uher imagindrguadratischen

Zahlldrpern.,

In § 14 konkretisiersn wir die Ergebnisse der Paragrafen 12 und 13

flir imagindrcuadratische ZahlkOroer {S#tze 14.71, 14.5, 14.56, 14.7 und 14,8},

(14.1) Satz: Sei d ¢ N quadratfrei, sei k = ©(iv/d), sei Q eine

k-Cuaternionenalgebra wnd sei G ¢ T'{Q) eine endlichs Gruppe mit {£1} % G.
Dann ist G entweder 4-zvilische Gruppe, 6-zyklische Grupps,
2-Diedergruppe, 3-Diedergruppe oder Tetrasdergruprs.

Baw.: k ist algebralscher Zahlk@rper, alsc ist G Polyvedergruppe {(1Z.4.1v).
Da /2 &k, /5 &k, ist G keine Cktaeder~- cder Ikosaedergruppe (12.7.1ii).
Sei ne N, n > 2 und G eine Zn-zvklische Gruppe oder n-Diedergrupce.

Nach (12.7.1) ist notwendig ¢, + CE; €l wegen [, -+ z;;;gﬁi also

-4 o . . . .,.1-‘“_ o
Lon * Gpy E€KaR = @. Daher ist @[gzﬁ + oo | = € und
_"{ ) 3
/24 (20} = E‘_ﬂ{czm + 52;13 : fs:% =1, d.h. $(2n) = 2,

Man sieht leicht, daB daravs n = 2 cder n = 3 folgt.

{4.2} Bemerkung: Da 4:4 = i, 5;6 1/2: (1 + iv@'}, ist T4 + ;;;1 = 0,

1 -1.2 1,2 L
—1und(f;4“r:4§——4;(t_6“£6)— 3.

€6+66

Wir wdllen jetzt Satz {13.2) auf imagindycuadratische ZahlkOrpsr anwenden.

Dazu kentitigen wir vorweg zwel Lemmata: r
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(14,3) Lemma: Seien X, K1, K2
Sel K = %K, das Kempositim von K, wnd X, (in §).
Ist ¥ ein iber k voll zerlegres {unvarzwemtes; Primidesl von Fi L0 ish

auch jeder Primteiler < von ¥ in X tiber X

algebraische Zahlkdrper; k = E,, ko &

5 voll zerlsgt lunverzweigh).

Bew.: siehe /11/ 8. 61 Satz 44

(14.4) Temma: Selen D, D' % D,D* #1; BD#D': D, quadratfrai,
Sei k = @(/D}. Sei p ein Primideal von k und p & N die Primsahl 7o
Dann gilt: p ist genau dann zerlegh {urx verzweigt) in K: = k(4B = (D),

wenn p in D(/D’) oder §(/OD') zerlegt unverzwelighl ist.

Bew.: X ist galoissche Kdrpererweiterung von § mit der Kisinschen ‘?:4_
grupre als Galoisgruppe. Seine Unterkirper sind auBer © und X Emi.,'_-a"ii

noch: k = Q(/B), 9(/F) und (/D).

Sei p zerleght (unverzweigt) in 9(/D") cder {/0°). Nach Lemma {74.3)

ist denn yp zerlegt (unverzweligt) inm K = X{/D'} = k{-ﬁﬁ}

Sel ungekehrt p zerlegt {unverzweigt) in ¥, Sei e Primheilsr von # in K,
Der ZerlegungskBrper (Trigheit skidrpsry wven & Uper @ ist dann # § und # k.,

Er muf also elnen der beiden K&rper @(vD oder 2(/507) enthalten,

d.h. p maB in mindestens sinem der beiden Borper zerlegt (unwerzwsich! sein,

{14,5) Satz: Sei d& W quadratfrsel, sl k = @{i»@:} und sl a;; Sine
k=Quaternionenalgebra, Genau dann anthilit T {3
wenn flir alle Primteiler ¥ von D {(Q) gilt:

Ist p € I die Primgahl mit p|p, dann ist

Dp=2wddZ{meds8
oder i1ii) p = 3@4&@@{%}# 1

. . - . U O N |
Bew.: Wir missen Satz (13.2) arwenden. Sei K: = x{kjf{_& + k.
.‘E‘a}.ls d = 1, ist K kein Korper, Alle Primidezle von k sind in ¥ ey lenn

I'{Q) enthdlt also genau dann eine 4d-zvklische Uritergruppe, we

reelle Verzweigungsstellen Uber k hat. Dz k keine resllen Primgtellen hat,
ist dies genau dann der Fall, wenn O keins Verzweiqungsstellsn fkar k hat,
also wenn Q £ M2 (k) . Da keine Primzehl p# I die Redingungen i}, ii)
erflillt, ist die Beh. fiir 4 = 1 bewissen.

Sei jJetzt ¢ # 1. Dann ist K Kdrper und wir identifizieren K = k(i).

Ist p ein Primideal von k und p& IN dis Primzahl mit ¢ !p, so ist

# genau dann zerlegt in K, wenn p in ©(i) oder §(/d) zerlegt iet.

A

3

ist in @{i) verzweigt.

-

rrd T 0
L T o VR

in ®{/d) genau dann zerlegt, wenn d = 1 rod 8.

ot
l.._l

2 is
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Ist pe N Primzahl und p # 2, damn gilt:
p ist in ©{i) genau dann zerlegt, w-@nn(%}= 1, dohe wern o B 1 e 4,

p ist in @(/d) genau danp zerlegt, werm 1o = 1.

Jetzt folgt die Beh. sofort aus Satz {13.2).

(14.6) Satz: Sei de N quadratfrei, k = @{i/:ﬁ . O eine k—-Cuaternionen-
algebra. Genau dann enthdlt T{Q) eine 6-zyklische Untergruppe,

wern fir alle Primteiler p | D (Q) gilt:

Ist p& I die Primzahl mit plp, 0 ist
) p=2undd¥ 3med 8

cder ii) p=3undd ¥ 3 med 9

oder iii) p# 2; p = 2mcc?3und{%}#1.

Il

Bew.: Sei d = 3. Damn ist ki = k[¥]/0? - x + 1)k[x] kein ¥orper.
Wie im Beweis von (14.5) fiir 4 = 9 zelgt man, daf T{Q) genau dann eine

é~zyklische Gruppe enthilt, wenn O % Mz k.
Da keine Primzahl p € N die Bedingungen i), ii), iii) erfillt, ist die
Beh. fiir d = 3 bawlasen.
Sei jetzt d # 3. Dann ist K KSrper wnd wir kénnen identifizieven: ¥ = k{1/3},
Ist » ein Primideal von k und pe 1 die Primzahl mit ?lps so ist
# 9enau damn zerlegt in X, wenn p in ©{iv3) oder @{v‘gﬂg} zerlegh ist,
Nun gilt: 2 ist in ©(i/3) trige.
2 ist in @{Y3d) genau dann zerlegt, wenn 3d T 1 med g,
Imod 8,

d.h. warm 4
3 ist in §{i/3) verzweigt.
Wern 3 f d, so ist 3 auch in 9(/3d) verzweig:.
wern 3 | d, so ist @(/I) = 9V Er3) und 3
in QU/E73) zerlegt, wenn {m—-}
/2 = 1 med 3, d.h. wenm & 3
Ist p& IV Primzahl, p # 2, 3. dann gilt:

p ist in @{i@? genau damm zerlegt, wenn

;- (:“é'} _ i_ﬁ}g_é_) =3(_”(p-1)/2 {_;_3_) (=1 BN /2-(p-1)/2 _ (_g_}

P PP 3
d.h. wenn p = 1
o

s fu!

by !
R LR
it

X . iy - .
P ist in R(:3d) genau dann zerlegt, wenn (

Jetzt folgt die Beh. aus Satz (13.2).
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(14,7 satz: Sei d e N quadratfrei, sei k = ¢{i/a) und

k~Quaternionenalgebra.

1) T'(Q) enthdlt genau dann 2-Diedergruppen und Tetraedergrupgen,
wenn Q £ (~1,—1)k.

il) Genau dann enthdlt [ (Q) 3-Diedergruppen, wenn Q # (-3,~%)k,

Bew.: folgt sofort aus (13.3.1, ii).

kY

(14.8) Satz: Sei d € N quadratfrel und k = §{i/d). Dann gilfe

i} Wenn d ¥ 7 med &, ist {-Ef—é)k £ Mz(k).

ii} Werm 4 = 7 med 8, ist 2 in k zerleght und {7 J,m‘s}k.isst ilher k& genau
an den beiden Primteilern von 2 in k verzweight.

iii) Wepn d # 2'med 3, ist (_3y—i)k % Mz(k}e :

ivy Wenn d = 2 med 3, ist 3 in k zerlsght und {-3,-1), ist {iber k genau

an den beiden Primteileyn von 3 in k verzweigh.

Bew.; Da k keine resllen Primstellsn hait, hat jede k-Duaternionenalgsbra
nur endliche Verzwelqungssteller {iber k.
Wir wenden Satz {13.4.iii) anmit n = p € {2,3}.
Ist 3 ein Primteiler von p in k, so ist [k§ : z f,%?,: @} =2,
r“é);__y (’"35'""‘”;}}:
a e

-

2
i

¥ ist also genau damn Verzweigqungsstelle von Q & { (-
wenn [k, @é} = 1, d.h. wenn p in 'k zerlegt ist.

Mun ist 2 bzw. 3 genau damn zeriegt in k = D{iVay, wenn 4 = 7 med 8

bzw, d & 2 med 3.
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Ich gabe mun elne Inhaltsiberzichi per Poil 11

1. Jede 2p~zykli

mit Spmar g

n-Diedergruppe

121,1 (g5t (bzw.

von Flomwenten B &

-
Ao
einer n~-Diedergruppe in {7 ) enthalten ist),

s
(W3]
a
o

e
h
0
im.)
L1
03
=

-
M
&
™
p
[
5]
P
L
puc
&
'
&
i.d

F
E
%,
]
o
N
T
k2
i

Aus Terma |

ﬁ"\& s, ?‘f‘e} n, . o o \ P - r s
o (T = L GRD und o () = /20 (1, G0+

Toh habke danmit in § 15 das Problam der Bestin

I

auf das Problem dey Sestimmumng von iﬁ
24

genannt) liect diese Zurliokfil (2@‘5‘;‘ agrurde. Das wird in

ﬂw:r;f:f:, allerdings nicht

5

- s
vl D i T 1 o~ ! * o - ; - 5
2. Sind B, B s r{yad 8 o ZwWel
- Zn P!

Daner zerfilit 12% (¥} karordsch in eine Sume von L, (8,4 ),
i3 o
wo 4 die ganzen

varschisdanen Maxd *z‘alor(mw;xr:n ¥t im wes m:‘ ichen mit {ilfe von Sats (11,9,

fuerst klire ich, welche J in irdendeinem P (57
! 2n
smma 16.5) . Als zwoeltes vergleiche ich die F, (57 fiir

viedene Maximalordmunoen 1 miteinander (Tama 36..7} .

Unter Denutzung von {11.9.1F 188t sich dann aus eingn bekannten

\g’é“z berachrean {(Lerma 18.8) .

Ly
-
)
3
ot
6]
1
i}

ist Ud_z {16.70} . Diesen

in sine Ty spdtere Anwendungon

duroh Lamna




Falls [Ik : RN(IK)SA,_] = 1 {(d.h. wenn 16.11 nicht erfilllt ist),

ist an kenstant auf der Menge aller Q-Maximalordnurgen. Dies stimmt
mit den Ergebnissen in /19/, /16/ und /17/ flir total reelle

Zahlkdrper k lberein.

Falls aber [Ik : RN(IK) Saj = 2, zerfdllt die Mengs der (~Maximalordnurxien
in zwei Klassen. an ist aﬁf jeder dieser Klassen konstant; gehren
aber zwei Maximalordnungen 97, Wt zu verschiedenen Klagsen,

S0 ist F, E“yi Yo F ’?ﬁz‘) = . Bei konkret vorgsgsbener Maximal~
ordnung a‘?i mufd man dann zur Berechnung von l (‘ggﬂ } noch bestimmen,

zu welcher der beiden Klassen #{ gehdrt. Falls k imagindrquadratischer
Zahlkdrper ist, ist das Problem bel einem geelgneten Reprisentanten-
systam von T immer (ieicht) 13shar ;. Biche Lamma {27.4).

3. In § 17 berechne ich schlieBlich fiir gegebenes # und £ e o (1)
die Konjugationskiassenzahl lzn{%‘z ,@f,’ ), d.h. ich fiwe sie zuriick
auf Crifen, die aus der algebraischen Zahlentheoris bekannt sind.
Die Lemmata (17.2) und {17.4} ergsben, da’ lzﬁ(%’fé?f,g} gleich
einer anderen. leichter zuginglichen Klassenzahl ist {Korollar 17,8},
Die Berechnung von 12n( i, ;5 } geschieht jetzt in 3 Schritten

(Lemmata 17.7, 17.11 wnd 17.13). In jedem Schritt wizd sine Menge

{von Klassen! vermittels der kanonischen Equivalenzrelation, die wvon
einer Aobildung induziert wird, in Teilmergen aufgeteilt. Jedesmal
ist die Anzahl der Teilmenger und beim letzien Schwitt auch ihwe
Machtigkeit bekannt. Da die genannten Abbildungen "fast” Homamorphismen
gind, ergibt sich J; (W, £} als Produkt und Quotient von
Klassenzahlen: sz_ehe Satz (17.4).
Falls T{Q) keine n~Disdergruppen enthdlt, ist Jetzt das Problem dev
Bestimmung von ?\zn(m) schon vollstindig geldst (Korollar 17, 15) .

- Die Berechnung von l2niii“¢f‘§ s£) in § 17 enthdlt inhaltlich
gegenlber /19/, /16/ und /17/ keine wesentlich neuen Idasn,
Der Paragraf unterscheidet gich fast nur formal von den entsprechenden

Bewelsen in der angegebenen Literatur.

4. Analog zur Berechnung von E.m(%‘?{) in den Paragrafen 16 and 17

rechne ich in § 18 lzj('é’eﬁ) aus. Ich setze dabei natiirlich voraus,
daf T{Q) n-Diedergruppen enthidlt, d.h. das Q_: { gznwg;)z, —1}k,
Da einerseits Q an allen redien Primstellen von k varzweict ist (13.4.1),
andererseits Q nicht an allen unendlichen Primstellen von k varzweligt

gsein darf (Vorbemerkung i), muf ich voraussepzan: k izt nichd total reesll.



Genauso wie 1. (I} in eine Sunme vom L., {57, .0) aufgsspalten wind
2n & ?

X
s 2n
antsprechend F?r‘l( Wy die Menge der £ & |

20

_ HE, s \ s 3
wird 12n('a“ﬁ) in eing Suime von { ¥4, ;;?. i aufgesgpalten,

i

Sai

mit“i";}z»(}

Als erstes untersuche ich ?Bn( iy fiir dis verschisdenen Maymﬁ?—

crdnungen ¥97. Die Methoden sind analog zu denen in & 11 und § 16:

Irh bestimme die ;gi € 1", fiir die es iliberhaupt eine Mawimalordnung ¥

mit ; & F;;

{551 gibt. Dies ist im wesentlichen ein lokales Problem.

Den grdften Anteil kel der L8sung leistet Lemma (18.5). Bs sichert, daf

ﬁ genligend "klein" werden kann. Eine Sornderrolle spislt

Jetzt ist es miglich {und wegen der Fompliziertheit des

dabeil n = 2,
Problans

wrngeng lich) , zu dem System dey in Prage ommenden ;f die Txistenz

. . . o
eines Systems von Mamimalordnungen #L° mit J & F. (#L ) nachzu-

weisen, =zo das die 17¢ pestimmte Bezish uncen untersinander

.18}

als Analegon zu Sabz {11.9.1ii,iv} heweise ich Satz (18

M

haben {(Bakz 18.9}).

H

{Hiar

7
spizlt die Gruope der ambigen % -Tdsale dis gleiche Rolls, wie in 11.9

r#

o E E 3 oS 5
dies Gruppe aller U7 -Ideale): Ist 2 y Flir eine
Maximalordmeing 57, so karm ioh mit seiner Hilfe alle and

der als ?abscéﬂ.uﬁergebnis des EﬁiSh&‘f“l“ en Teils von § 18 au

karm. In Satz {158,718} wird ¥ (263‘{, yOfir alle Q-Maximalovdnunos

hestimmi, {(Fir konkrebe Reot ml*”qm i

O-Maximalordnung E?,é‘fﬂ mik ﬁ 1o € ij{ i
L. i

i"?f
o
;.lr
ol
£
Lo
{

]
i
Tl
4
§4_|
]

TaBL werdsan

Jetzt bleibt noc ‘J.,'; ’?53‘{ 2 fiir sine feste (~Maximalordnung

mit }5 & F; 1{%‘1} Zu beruclmen, Dies geschieht problemlos ganz analog
w1 der Bestimmang von l,}p{%??’?f?;ﬁ} in 81T (Lermeta 180723 und 18.24),

myr daf jetzt sogar der erste der dort notwendiven 3 Schy

eingespart werden konn, well die zwelseoiticen i ~Tdeale immer einfache
Seypletur haben (Temma 18.715%,

frgebnis der Rechmung ist Satz {(18.25).

5. In § 19 beschdftige ich mich nur milt algebraischey Pahlenthecrie
(flir Zanlkdrper und halbeinfache quadratische Erwelterungen).

Bz hardelt sich zum gréiften Teil wun Polgsrungen aus Brgebnissen in /8/.
Ton brauche die Formeln des § 19, vom allam Sarz (19.10), fir die
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6. lzn(ﬁﬁ) und A {mﬁ sind jetzt auf Griifen des algebraischen
ZahlkBrpers k zuruckqefunrt“ Flir explizit vorgegebenen Ebrper k und
(uaternionenalgebra Q lassen sich diese Gréifen im Prinzip berechnen,
wenn auch evtl., mit erheblichen Aufwand.

In den Paragrafen 20 (fiir n = 3) und 27 (flix n = 2) 1¥se ich diese
Aufgabe flir imagindrquadratische Zahlikdrper:

Ist d ¢ N quadratfrai und k = ©(1.3), =0 lassen sich Aﬁiﬁﬁ Vound X 6(&%)
{bzw, A (¥ ) ung Afkﬁw Y oim wesentlichen durch die Xlassenzahl des
{Fiir 4 # 4 3 baw, d # 1) reellquadratischen Zahlkirpers k= 0 {/33)

{pzw, k= @(wd}} und Grifen, die von seinsr Grundeinheit abgeleitet
-

sind, ausdriicken. Aufesrdem bendtigt man dis Bahl der Primteilier von d
und in Einzelfdllen missen quadratische Formen untersucht werden, ;

o

Flir die 6-zykiischen Grupren sind die Frgebnisse in (20.39) - {(20.41)
A

zusamerngefaft., {(Statt A habe ich deweils AL = 3 _ - 27 herechnet,)
- s} & 3
Fir 1 < & < 1071 und die Qumtevn¢aﬂuﬁcl@ebra g =M _{&} habe ich die
=" =T i ?

Werte mit Hilfe der Tabellen in /1/ cxplizit berechnet und

Z
Py die 4-zyklischen Gruppen habe ich dis Zussmmenfassung der Froebnisse
auf § 26 verschoben {sishe 26.12 - 26.15) und dort auch dis Evgebnisse
flir 2-Disder- und Tetrasdergruppen eingsbaut.
bi& Methoden bei der Berechnung von A6{$ﬁ39 Aziﬁﬁ}? 1{3? Y, A‘{ﬁﬁ}

gind vielfilitig. Manche Rechmungen sind wohlbekaravh (stwa 20,130 Cd@f

srxlere gind etwas tisferliegend.

Ein neves Ergebnis ist (soviel ich weiB}, daf ich flir alle imaginde-

; !
3 H PP e T 8D 1 Ty i ® W ARG 4
guadratischen Pahlikirper k den Indsw L4 @ B 11 berechnen kann.
L\,.Li}’ﬁ”“ ey . e i ts Y
Dacel ist ais Havptordmmg in K: = k{iv3).
Flr dft med 3 izt dis Berschrong mit Hilfe bekannter Frgebnisse leicht,
-

Ur d = 1 med 3 allerdings ist ein aufwendiger RBewels nfitig (Lenma 2C.18).

L3

Fitr X = k{i) 138t sich der gesuchte Index mit Hilfe einss Tricks
leichter herechnen; sishe 21.13.

in /16/ and 18/ =ind A6(¥ﬁ yound Aé{ﬁﬁi} fiir den Fall reellouadratischer
Zahlkdrrer berechnet worden,

Ein grofer Teil der Rechnung verliuft fiir reell- und imagindrquadratische
gleich. Ich konnte daﬁer von den Rechnungen in /16/ profitieven.

Der reellquadratische Fall ist allerdings im Verglaich zum imaqinér~

cniadratischen einfacher. da sich scohwer

bt

glilckiich wegkliirrzen lassen.



§ 15 . Zurlckflihrung auf Konjugarionsklassenzahlen sz (ijq) fiir

Brzeugends von Zn-zvklischen Grupren {die in n-Diedergrunpen enthalten

gind) .

Mir diesen Paragrafen machen wir Iolgerde Generalvoraugsetzung:

{i5.1): Sei ne N, n > 2. Sel k algebraischer Zahlkdrper mit Hauptordnung o,
Sei czﬂ + 221 & k. Sei Q eine k-Cuaternionenalgsbra und sei 1 eine
(rMaxddmalordmong .,

Die Konjugationsklassenzahlen Azn (‘2%) der IZn-~zyklischen Untergruppen

in T{H) {(dis in n~Diederyrupcen enthalten gind), lassen sich nicht

direkt berschnen,

Das wesentliche BErgebnis von § 13 ist Satz 15,710,141, der Ao und AE;

adurch die entsprechenden Ko uumwiumc<iu gzenzahlen “?h el i;% i

spezialle Brzeugende der 2n—zvklischen 71 ausdriickt,

{Die Schliisselrolle beim Bewsis splelt

Methoden flir dis Hevechnung von 12? gl wir in den

folgerden Paragrafen,

{15,2) Definition:

i) Ao Wy: = (G er{my | ¢ ist Aclische Gruppe)

iij Kéﬁ(&ﬁ‘: = {5 ¢ Azﬂ(ﬁﬁ) | Bs gibt eire n-Diedergrupre C! mit GeG'e T{H

- - - i
vy L, (WY: = (B e (3@ | SE) =, + ¢}
is) 20 LT
v} Sei ¢ die {natirliche) Abbiidung c: L. (8 - A, G
n 2n
. L - .
£ v {17 O« % < Znt.,
. e P T TR T SNl I
Vil LBy = o AL (3 und LD (W o= o (Al (W),
21 ol 2n Zn

™

{15,3) Lemma: Sel ne M, n » 2 und 321 D einge n=-Diadergruppe.

Dann enthilt D genau eing 2rn-zvid

4
s . - . s . ) - oo -
Seien €, B Erzeuger von D mit 5 = . e v Si{B) = 0 und
P LI
L~ . . L
= I, B erzeagt sine Zn-zviklische Gruppe in D,

Eg igt D = {Ej, alp o < 3 < Zn}. Entnielte D eilne weiters 2n“zvkllﬂche
- r . . T . ey 2 2
Gruppe, 8o wirde sie von einsm vl erzeugt. Aber {E°8})7 = F? = - 1,

EgB hat also die Ordnung 4 < 2n.

{15.4) Lemma: 1) ¢ ist surjektiv.

. . - . P Y
il Pir B e T (I dst o C{o{myy o= f1, w0
2n
) .
43N T B kY — !' Ty = —_ ' - 4 g e 1md ~
1ii) L, () =3B e T {FE) ; SR} = o, F ¢ und es gibt B & P {&ED 7
e !\' i Yy ik 4‘_1 ",%{?
mit S{B) =0 and BFR =g |



Bew.: i) klar
ii) "=" Klar
"ct: Sel B'e L, (@) mit ofEY) = (). Dann ist B' & k[E] und
S(E') = S(E}, N{E'} = N(E). Nach {2.12) ist B' = F oder ' = &,

H +

c": SBei E e Lﬁ (7). Falls n » Z, erzeugt F dis einzige
Py . Aus (12.6.14)
1B, Flir no= 2 folgt die

iii)

(o

2n-zyklische Untergrupne einer n-Diedergruppe D

folgt jetzt leicht die Existenz des cesucht

Beh. auch leicht aus (12.6.1iii).

1% 15

=": kiar

(15.3} Definition: i} Zwel Untergruppen G, G' & (W) heifen (3D -kor_i:_

Jugiert, wenn @8 M &€ T(H1) gibt mit G' = I‘f%{’?M*g . Wir schreiben G ~C
ii) Zwei Blemente L, B' € MW heifien T8 ~konjugiert, wern es
M € [(®HY) gibt mic B' = MEM |

Wir sohrveiben £ ~ BY,
I{# ~Fonjugation ist in beiden Fillen Amuivelenzrelation.

~ B danm ofE) - (R,

{15.6}) Lama:; i) Selen &, &' ¢ Ty (L), Wenn B ;
D s g o o we . TR W .
ii} Sei ©B & LJ Ay, BT e L (W (bew, G o2 AT (WY, G e AL .
“ Yot ? ;
2n n 2n 2n
Dann ist B 07 {baw. G +0G'),

.. o N 1

11) s gibt B & I'&) mit 5(B) = 0, BER ' = E ', Wire B' ~ F,

. . - : i S R

doh. E' = MEM  mit M € T(H), so wire B': = MM € T und SR =

o0 - vy \ o / - , e

BfE'R? = @ 7, also B! = L (W) gf,a Gensazo folot dis Beh, filr G, o°
P

(15.7) Definition:

i} Fir £ ¢ LG<m> bzw., G € f‘ {Q‘E’E) bezeichne T bzw. G die Restklasse
in L2 {#1) /o, bzw. I\ {"T&‘i)/a\.. .
ii) € bezeichne dis d vreh ¢ Induzierte Guotisntenabbildung
T L, | () for 2 A, (@ /.
111) Agn_{};;ﬁ}. = # A, '{**m/m P Ly (0 = 5 L () s
A = A WO S LS (D = Zﬂ{%‘i,,», ;
AL (@) = A Aiﬁim},i., Py B = A L A

!

iH
“Ha

Pies ist alles wohldefiniert wegen Lemma

e
—
[z}
.
fuat

Ry

und es gilt:

(15.8) Lemma: 1) T ist surjektiv.
1)h, (3 = AE oty e a

22@ 2n
iidy 1. 0mE)y o= )7 (i o+ 1L (3
} Lo, ) o 9 on 970 ;
v Pl 0 & L feay ailve o Vo= T OETR) = {E, "iw'?\}_
n



Bew.: i), ii}, iii) klev

iv) Die linke Gleichung ist klar nach Def. won &, Zur rechten Cleichuno:

"M Bel E' & ¢ ¢(B), d.h, ¢{B') = ¢(E). Dann gibt es Mg 7wy
. v Il - Can .

mit c{E') = MC(E;M = (MM ). Nach {15.4.1id) ist 87 = MEM oder
2 — ] 1 -1 = = =7

B = MEM Y = ME M , alzo B € {E, £ '},

k4 H

=" folgt sofort aus {(15.4.1i1).

{15.9} Lemma: Sei & £ Lzﬂ{ﬁﬂ). Genau dann ist B~ F ', wenn B & L?}(@H)¢
s ¥

Bew.: Sei B & L;;{m} . Dann gibt es B € T(%) mit BER = ¥ ', also ist
B g,
Sei umgekehrt E ~E ', also BEST| = B! mit BeT(HY) . Wir missen zeigen,
das S(B) = 0. Jedenfalls ist pE B = = (BEE ') @ = E. |

. 2 .2 , . . ;
Damit folgi: B"ER 7 = £, B ist nicht mit F vertauschbar, also B e kB

chiar, & el
L2 . ‘ = Lo 2 o 7 .
B” ist mit E vertauschbar. Aus (3.2) folgt daher: B" € kiBla kiE] = k.

2 \ e e e 2 o o .
Wegen B & T{E) dst alsc B =+ 1, Da B &k und MNIBY = 1, iat
Y

B° 4+ 1 =0 und S(B) = 0O,

Bew,: klav

VL (P Flir die vers
| {4d4d; Tuy dias
’zn

Dieses Ziel werden wir im wesentlichen

erreichen. In den nichsten Pavagraghen werden wir 1. wnd 17 berechnen
B 38 an)

T, B e K G o 4 2 PR B La)7 e “ H
Wegan (15,107 kennen wir dann sogar Aoound A0 L Wir milssen allerdings

gine Einschrinkung machern.

t

(15,11 Satz: Sei k fobal resl

=
4 =2

=

alachraischer Zahllkfrper, 824 0 2
o H e A g

D k]

k-aaternionenalgebra, die an allen wendlichen Primstellen von k

verzwelgt ist {&.h. 4 = g{Q) enthalte alle unerdiichen Primstellen

von k). Sei T eine Q-Maximalordnurng. Dann ist U {#) eine sendliche Gruppe,
Bew.: siehe /7/ 5. 129/130 Satz 2

Diesgen Fall kinnen wir mit den Mitteln dieser Arbeit nicht beharndeln,

VWir werden lmner vorraussetzen missen,daB & raicht, alle unerdlichen

Primstalien von k enthdlt.
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§ 16 . Aufspaltung von l?r in gine Surme fl,} (2). Berechnung der £,
LI 2 i 1

ilber die summiert werden mufR,

Flir diesen Paragrafen machen wir folgende Generalvoraussetzung:
(16.1): Sei ne N, n > 2, Sei k algebraischer ZahlkBrrer mit Haupt-

“1 P - 03 1
ordnung ¢, Sei on + ;2_{’1 € k. Sel Q elne k-(Quaternicnenalgebra,
& = 4(Q} enthalte nicht alle unendlichen Primstellen von k. 2Alle Prim-
-
0

teiler von D, Q) seien verzweigt cder trige in Ki= kf}a}f <\ ety

In § 16 untersuchen wir (flir alle O~Maximalordnimgen ), welchen Vert
f(Wla k[E]) fiir die verschiedenen Erzeugerden E von 2n-zvklischen
Gruppen in M{%W) annimmt (d.h. wir berechnen an{’ﬁf il

Das wesentliche Ergebnis ist Satz (15,10}, Durch ihn =ind wir dann
Lage, lZn(m) in eine Summe aufzuspalten {16.4.1}, deren Summanden
wir im ndchsten Paragrafen herechnen werden.

Der Beweis von Satz {16,10) beruht im wesentlichen (wiz dort schon

angeldindigt) auf einer ¥ombination der Methoden aus & 10 und § 11

i

1 N Y U R T SN S NS S ST
{Lemmata 16.7 und 16.3Y, Um {46, 10,4 Tir dis folosnden ParagTa

£

nittzlich formulieren zu kdnnen, ziehen wir ein Brgebnis ans devr

Klassenkiiipertheorie (§8) heran (Lemma 316.9).

(16.2) lLemma: Sei Wl eine Q-Maximalordmung und seisn E, B' 2 L (% 3,

Wern E ~ BY, dann ist £{® ~ k[E]) = €{ T~ k7.

Bew.: Es gibt M & T{¥ ) mit ¥' = M Konjugati
k-Algebrenisororphismus k[E] —k{E] . Es ist

ML A KEDH T = M0 A McEIMT = BEak[ET . Die Beh. folgt aus (6.11).

(16.3) Definition: Sel W{ eine (-Maximalordnung.

i) Sei ¢ ein ganzes ¢-Ideal. Dann definieren wir

Lo (@, £): = {E e, (@) | £ akiE]) = £} und

Lon (@0 f)s = 72 Ty (WL, ) /o

iy F, (W) : = eIk{ Es gibt E & I'(% ) miz S(E) = ¢ -5‘1
2n i Zn Zn
and (@1 A k[ED = 4

=(per L, AT, 1) #9)

(16.4) Lemma: Sel @ eine O-Maximalordnung, Dann gilt:

i) 1, {87y = 1. {573, 1) .
2n s ol ,
. , §eF, (W)

L T SIS T _ . o i o
st d0 elne O-Maximalordnung vom gleichen vp wie §¢ , dann ist

I

is
! = T i ~T13end . =y et g ; i
Fo(W) = P (W), Ist { ein ganzes o-Iideal, so ist 1, (&1, (WL, 7).

:lEH :



Bew.: klar

Wir werden im ndchsten Paragrafen sehen, dad flr alles Maudmalordmmoen wL
mit ; & F (3’3‘1) die Werte l ( 957, ?z. gleich sind {aber abivinglyg von !}) .
In diesem Paraq:cafen wollen wir eine Ubersicht lber die ?,)V}{Zf;;r{)

gewinnen.

{16.5) Lama: i) Sei # eine O-Maximalordmng urd f? & 7 {F37 ). Dann gllk:

72%- Dk(Q? = ¢
{15.86}

o g0 | G- e

-ii) Sei urgskehrt ; ein ganzes ¢ -~Ideal, das der Feciizaqnmq i16.9) genligt.

'Tii

bann gibt es eine O-Maximalordming ¥ mit [ & ¥, ¢

4

Bew.: i) Es gibt £ &€ T{W ) mit S(E) = ¢, + ¢, und £(Wia KEH = .

“2n7 S2n
e
1

xIE] ist halbeinfache quadratische Erweltsrung von k. ¥ech {17.4) ist
. e g =% 2
%4- DOy = v, Da B & wa “_f,, gilt ,;i DK e, ™ L) e
k o ' il il
2 2 - =12
nach (6.9.1ii), denn B (W kil = 4 Dy () und DB = {gn = 5.0,

ii

Moo’

Nach Vor. (16.%) wnd Satz (13.4) gibt es E & 7
k[E] ist halbeinfache guadratische Frweiterung von k.
gibt es eine Q-Maxdmalordmung 3 mit
d.h, £(# A kiB]) = 4. Da 213, ® |

k)

nach {6,9.111Y, Alse ist E € WA = 0¥ and

(16.7) Leamwna: 1, 8 seien O-Maxdmalordnungen. Dann gilis
1) F, (B m F, (WY # ¢ = N(WIH) « RIS,

1) NOR B & MITOE, = F(W) =T
i
{(Dabel ist I die Gruppe der Tdeals {der Haurtordming) von E; R wis in 9.16.

Bew.: 1) Sei ,Jé;éF () n F

W £ FT — - P I B 5 ST Ty L e kR ‘-‘3‘ 1 i ]
wd S{E) = 5{(E"; = Lo g, wad D{WA kB = DmUakEl) = £
Durch die Vorschrift E’ » E wird ein k-Algebreniscworphismus

VR k{E} > k[E] definiert, der sich nach Satz {(3.3) zu einaa k-Algsbren—
1

1

autamorphismus o: O » O fortestzen 188t. Bs gibt M € 7 mit MM = gx
fiir alle x e Q. Nach lLemma (6.11) ist clw'ﬂ B0y = ¥ Ak[E],

also MW'M nk[ﬂ é‘%‘ink[ﬁ,]

. i . . . * i N
Dann ist ¥ et = eM¥L ein Tdeal mit Linksordaung 77 und Rechisordmung
Es gibt al scs ein zweiseitiges 30 ~Ideal J% mit A WIET = BT aud, wWegen
1

Ik(?')c: NI ) folgt mit (7.9.41): N@HY) = NEAYT Nl NG £ BN{TTYS, .



ii) Wir zeigen: F, {ﬁ“{ E“? (373 . Wern Fl
zeigen. Sei also % € F (B‘fi J. osel B rsaa{d mit S{E) = Lo + o
und £(W A k[ED = 2 . 54:31_ U o= WA x[r].

Nach Vor. gibt es ein zweiseitiges %{'~Ideal /%, ein (/-ideal e

und M € Q" mit e WL TS < M, Dis Linksordnung dieses Tdeals et
oMo’ < ul'n!. Nach Satz (11.9.4v) ist MEUM 4 k[E] = I
also £MB'M A k[E]) =4 und B & MEtT
Das heiBt:; & [ (Mm’Mm,i) = 11'-231{3{‘;5?}

.;
=5
"
g

2n

{16.8) Lama: Seien g und ; ganze o -Tdeale, dis der Etawqmq {(16.8)

3

geniigen. Sei W eine Q“M&Jf’lﬂ‘cu.@“dsﬂﬁf‘ mit f e ¥, {397

. . o — oK
Genau dann ist ;E’ £ F""n!"' b, wenn «élff & WL 5,,
» A LI
Bew.: Sei E &€ I'{#7 ) mit S(E) = Loy * 5 Cund B e klE]) = £.

o
Nach Satz (11.9.1) gibt es eine O-Max Lm;,or‘immq # mit
£(®'a k[ED =) uwnd w ) ’
32 - | : )
Da%,’ I}k(k{} i (521‘; [

i} Sei ?2_‘ € r (ﬁ) Nach (16.7.1}

also }E;* e prf )5, .

. . LKL e o
ii} Sei ungekehrt 72;2 € R{IT)s, . Dann lst N{w £ BN{I)5,,
nach (16.7.ii) also ??" e P (@
2n
- gwl. Koo . ]
(15.9) Lemma: fs igt s REHITNS, | = 2 genau dann,
-t
wenn g, & k, D (I«’) = & und Q P ((’i;?_ﬁ - .«;_.}ﬁ‘;“; ~é};‘{a
Sonst ist [T : mu( Kig ] -
Bew.: Es ist EI ¢ EN{I ,L,M] A R < Gia2f il urd {B.4.4.
, B R K "o e .
i) Sei [I : RN{I %J = . Wegen (7.26.11) muf K Kirper sein,
i oKL Momle 18 A 2ah s or e i
d.h. ., & k. BEs ist ;Ei P N{ITNS.] = 2. Mach (8.4.11) ist DK = o
6-51. ERN
urd K ist héchstens an den reellen Primstellsn ¥ verzweigt, fir die
gilt: % |a . Da aber K an allen reellen Primstellen von k verzweigt
ist, enthdlt & alle reellen Primstellen von ke dib, @ ist an allen
reellen Primstellen von k verzweict,
Sel jetzt p eine endliche Verzweigungsstelle von 0 Uber k {Widerspruchs-
annalme}. Nach Vor {16.1) ist p verszweigt cder trice in K.
: ' o A P, ™ K
Wegen Dk{K) = ist ¥ trdge in K. Nach (8.4.3iii) ist P oE N(f}sw
: ek SO e Gk
Da p & R, ist |1 , Aalso I RECT G Sp =1



Wir miissen nech O 7 ({E;Zﬂi - 5;2;) ; *‘i)]( zeigen, Wegen Sanz {1.10.413)
I it »

A33 2 )

missen wir also zeigen, dal auch Q': = {i{r - s -

: 2n
den reellen Primstellen von k vergwelgt ist

-

. MNach {“ésoi%,i} ist G an
allen reellen Primstellen von k varzwelgt. Da K keine end

ol
w-
Jk
i
bt
<
(1)
i
B
67}
5

gurgsstellien Uber k hat, hat nach {13.4,iv} auch Q' keine =ndlichen

Verzweigungsstellan ilber k.

.-'ﬂi L 2
§ 3 3 A = 7y 3 o f -y L -1
ii) Sei 52 g-k; D‘(K) rouna § # i(%zﬁ Lon! 7 Ly,
Wie in i) zeigt man, daf O ud ¥ genal an den reellen Primstellen vom k

verzweigt si.nd K ist KOIT’“” und R o= {e]. Wegen (8,4,11) ist also
1 L4 1.
I e mvrSs 3= i :vafs,] = 2

(16.10) Batz: Voraussetzung {16.1).
1) Sai k
~31)~ eL Z;23'1 ¢

und DX =

und Q = {{z

Zei -§3 ein ga

o

TN

F, (W01 =

g ——
by
£
- et
1]
=
i

ii) sei {is.

P, (W) = (fe

Bew,: 1} Sei ;’ £ I mit

O-Maximalordming.
Falls N{ ®IW') < RN(IK) S. = f\:r{f‘}ﬂ. , ist = F

: Zn
) . : 3 a;3 L
also ist ; & F2 (W) genau dann, wenn ?{ﬁ’ £ N{I )8, wegen (16.8).
- N

Sei jetzt N(I{ W) & N(T )8, . Wegen (16.7.1) ist 7 F ity

ralis 20 71 2w
Wegen (16,.8) ist ; $ U



._";.'6_

Wegen (16.5.1ii) gibt es eine (-Mecimalordnung 3" my

Wegen (16.7.11) ist N(®T'WL) & niz'e. .

k X e » N D @ ¥ . fa o s
Da [1°: N(T)8,] = 2, ist N INGH B € (T )8y, Vegen {10.,9,11)
ist N( m"’)N(mﬁm e ) e ks e wirls
also M(@#Y) e N(T)5,. Nach (16.7.1i) ist L& F, ().
Die Beh. folgt mit (16.5.1).

;g k

ii) Wegen I™ = RN{IK} S, folgt die Beh. leicht aus den Lemmata 16,5, 6.7, 16.8,

{16.12} Leamna: Voraussetzung {16.1). Sei {16,711 erflillt, Sei g = ™

Darn gilt: g = N(IK}S% genau dann, wann o

v P . : - - i r
Dabei ist das Predukt her alle andlichén Primztellen » von k mit ovd {3 )30}
1

Zu nehmen,

Bew.: Sel p ein Primideal auskNach (5.4.1i%) jst
K 8!
¥ € N{I"}8, genau dann, wemn ﬁm’; = 1 und
T

74 N{IK) Z, genau damn, wenn |- ;,

Wegen Ilk‘ s N(EK} S%;E = 2 felgt die Beh. fjetzt leicht durch 7

H
§
e

v

o . Jin.
BOTnenRETEan ,

;U-

{(16.13) Bemerkung:

i) Falls (16.11) nicht erfilit isk, ist das Problern der Terschn L

von an(%’? } vollsténdig geldst {16.710.11).

Falls {16.11) erfillt ist, bleibt =moch fo Agentes Problon of fens
e X o ar el -1
Wie findet man fiir vorgegebenes ﬁ & T° mit j?; 5{; P C,;’;B@f Euis
¥ : { od el k

einem geczebenen Reprisentantensysten von Q eine "Anfangsmaxivalordmmg® 37

mit e P (W) ?

ii) FPalls (16.11) erfiillt ist urd alle Primbeiler von |
in ¥ zerlegt sind {urd rur darm), izt flir dis HE1fte aiia" Maxrimai-
P’

P H b
ordnungstypen &ML € § - ;@"’“ =3, also L. (F = 0,



- 7’7,....

§ 17 . Berechnung von 12n (23

Fir diesen Paragrafen machen wir folgende Generalvora‘usset:zung:

{17.1) SeinelN, n > 2. Sel k algebraischer Zahlliddrrer mit Haugtordming
. -1 . , .

Sei Loy Lop € k. Sei Q eine k-Quaternionenalgebra, o = 4 () enthalts

nicht alle unendlichen Primstellen von k. Alle Primtailer von D‘{ {

3 o)X+ Uk[x],

H

seien verzweigt oder trige in K:-= K:[Vj / é{«f-__ {r,
Sei t = t{(Q,n) die Zahl der Primteiler ven D}? {Q}, dis in K trdge sind.
Sei ;Lé Ik mit ;’;+D}{iQ) = ¢ und gsz{K} fle,, 2

Sei #7 eine Q-Maximalordnung mit 2 < Fﬁﬁ{?fi }. WAr kizen rr o= py W) ab

i

Wir wollen 1, (7, {) berechnen. Nach vVor. ist 7, b, £y # o,

Wir wdhlen (fiir diesen Paragrafen) ein festes ¥ »

THY mit

5(E) = =1 ﬁ;ﬁ = E’}"’:?' LIETY = W o~ ko]

= Lon t Lo ung : = (BF} = ¥l ~ kizd.
1# sei die Gruppe der ('f ~Tdeale uaw,
(17.2) Lemma: i) Zu dedem B' £ 1, W, E) gibt es Mo 0F iz gt = MEM

- 2],1 ¥ el
ii} Sei M g Qx, Cenau dann ist MM g L2 {97 jzi I, weErm os
n '3

A e TP g ot e TF gibt mit T M = B,y |

Bew.: 1) klar wegen (3.4)

L. P | . : .
ii) Sei MEM @« LG(m, .ﬁ) . Dann ist

£ M A k[ED) = £ (o A K DM
Nach Satz (11.9.1ii) qibt es s I
Damn ist & @ = Mo W = Wrel e
Selen urgekenrt & & W .0

Die Rechtzordnung disses Tdesls ‘st M Tl = ot ¥ e, vach Sars {11.2.1%)

L -1 o PP
ist LM WM A kIE]) = 2, alse £(7 k) = g

Aus ;zz}k(m L ey, “cgi}zw folgt MEM "¢ W~k pas™ '], alec

o ;
MEM e L, (W7, 1),

(17.3) Definition: i) Sei n: 0° » P71 gie Abbildang mit (M) = BN

fiir M & 0%,

e}

v . . X . . N - AT b e PR
i) Sei e:; 0* Ty die Abbildurg mit aM) = MEM O fin M oe o,

Poay . . . P LT 3
iii) Bei mI ?WI?“. die Menge der Produike ﬁ*(‘ﬁ mit y*‘g & “im ; o e ‘I_“f’ .

iv) Sei W‘I‘?' die Merge der Ideale o mit or = N

. - , \ =1 w7 ey a0
Lemma (17.2) besagt dann: o {L%im,;’:}} = P2

- - Lt i3
und e induziert eine surjektive Abh, e: 7 '(’m” T 5;'513”’)%
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(17.4) Lemma: Sei M e o { Plp M1 4y

i) Sel vy eT wnd a « k{?}x Dann ist WMa & ;.
BN s £

Ty W +y

3

1i) Sei M' & j . Genau dann ist MPEM? tv MEM

wenn es y ¢ T und a e k[E]™ gibt mit M' = A,
Bew.: i) Sei WIM = Bor nit A e "I g weit .
Dann ist ®lyMa = ®{Ma = B ota und ea = 7 .

ii) Sei M’EM’—1 ~ N[Efi\flw1 . Damn gibt es v €  mit MM = MM Y.

dh, My e = Ty L aus (3.2) Folgt: ar = M ' M g k5] A0" = }

Sei umgekehrt M' = yMa mit v € T und a € kig] . Damn ist

-1 ~1,1,1 nd Il SRS -1
MPEM = yMaia My o= YMEM v 1, also MUEM' T o~ MEM

RS ST S R

(17.5) Definition: Sei p: n

die natlirliche Projektion.

ol

Nach Lemma {17.4) induziert e eine Abbildung
Té-;' F\ ‘}(m -{% /ﬁ{z}“‘:} "*L,. {W,»&zg’%y

Wmm‘%
n{M; v MEM
Tien  on mugamen—y e dode £ on 3 T N Rt S T P e ) s
ua & BUTJEeRCaV 18U, 5L aucn e surjektiv, Nach {(17.4.11) dst & injektiv.

. . - e P
(17.6) Korollar: 1, (W7, £) = # (N Trr Pird, Ay

Wie man leicht sieht, ist 3?5‘1-{?;’3‘3.’. ) I7 elne interorupne von 1%,

\JQ’ & w mb@zelchnep Wwir mit g% dis
mifm/(mlm A FE

(17.7) loma: Wir kénnen eine Abbi Tdurg

N (T PR A - mf W
(:ﬁ’” JH%}

"é'%.

folgendermaBen definieren: Ist M £ n
mit A e B®

$ hat folgende Figenschaften:

lZn(m’?g} - € Bild $ A

iy # Bild ¢ = 2

. .9 . B s
uxi L &1V, mo setzen wir d(nhi: = &,

]
]

Bew.: Wohldefiniertheit: Seien M, M' £ n ;
und WM = A'ed’ mit A, B e '53'11_?”‘3'z und or, e’ & 1Y
Sei M' = Ma T“lt y&E€T und a ¢ k f_ﬂ . Dann ist ‘

ué}_—-‘l(ﬁ}i 1 - pemh P 1= oA tot g

oyE .
[T iy el WM = S

S .‘fi'cz' = A YMaor = F el o= & 8 a0 = #7ena



i) folgt sofort mit (17.6)

. , ¥ . . . -
ii) sei F e Iﬁz . Man sieht leicht ein, daR & e

werm es M & O,X und ot g I% qibs mit W1 W = S ex , Dies ist genan darmn
der Fall, wenn N{A) & N_(I’z 18, Bild ¢ ist also Untergruppe von

e
9%} uand zwar ist Bild & gleich den Horn deg durah
Nommbildung induzierten Homomorphismuas:
N ¢ } B u%? 3 N Ao
Ny BLE (W Wk oW ﬁf;rfu AN F8).

Wegen N(I#) = N(ID) also: ## Bild o = 'h_ .“ ‘V;» o

Wegen (9.18.i1) ist [M(W 1) o (™% Laas,l

3 1 f
[gzk(') . jTV2

i ~

Wir milssen also noch zelgen:

(17.8) Lemma; | Wt , W@l W

Bew. : Seien Firoeer P dis endlichen Ve

—

dig in ¥ trdge sind, Dis andersn endliiches

auch mit Numern, von £4+7 an, verszshen,

77 2 ¥ : p A J
von W mit o, = Ferd F. buw, c;;af = ¥ P, - Sinem Fe T,
il I i i
f = 3153‘;:“ ordnen wir das Tupal T{(#&): = ff‘a ran ,.E_) i, wobel T, die

Restklasse von r, in &/2% ist. Wir haben 20 einen surisktiven
de

Homomorphismus T: 1’5‘% w (A2} T definisert.
T faal e “‘“‘rm‘??.
Wir missen noch zeigen, dall Kern T = Wy W
. T w3t EEC -
i "o %y Sei M =§1.§ cyi‘ g ThyW ~ I¥ ., s

S ;1K
Bs ist N(A) € N{I;} =N{I). Da Pao.ea 7o
die TyreessTy gerade sein.
Zu "t ﬁ HC? CE Hern T. Wir zedcen, daf flr alle Ls N gilt:

s,
T4

a} Sei 57, = § g?, mit einam Primideal P, aus k., Dann ist

Y

) 5"! éi
» mla - 3 if'

*,

. e
«Zjl B’:l U

_y 2 . e . .
by Sei f;7 = SdZ B{}i und 1 < 1 < £, Damn izt nach Vorausssitzung v, cgerads

uf}d Ojfl; —_ m{?‘ Lj'f-)f«l/:iu




. 2 . .
c) Sei ny = BB’Z P, und P, Verzweldt in K. i
i i i
- .. , L A #o .,
Da » | b (), ist p oo ;? ¢, Bs gibt also ein UJ -Tdeal o mit

P
4 (7; = (oﬁ)zr o= on” | Nach Satz (9.11.4) ist ¥, <1’ ein

zweiseitiges m ~Ideal. Da N( 77, oy = ,ist ooy, o= JH, ot
i ~f» ?

Wir definieren ein o* —-Ideal ¥ durch dis Verschrift oy = A

und oL, = UF fix P # 7. Damn ist o = B en, Up’r =l e, aq.e.d,

Wir haben auBerdem folgendes Korollar bewieson, das wir spiter bravchen:

. ol T - 'y .2 ;
(17.9) Korollar: Falls ﬁ e © 1?-"” ~ H'I‘? ;o darm giot es o ¢ TV mis

” HE
= ot und o= or,

Zur weiteren Perechnmang von l (gw’*f £} bravchen wir:

i e F i

. f 3 .. v s ;
(17.10) Lemma: Seien ¢f, o' & T+ mit MO = 99 o, Dann ist ot= 09

, . ! . | P P e
Bew.: Wir zeigen e = Uy fiir alle endlichen Primstellen ¥

s - ¥ . LY S .
Sei ¢4, = a[’}_‘ﬂ, O‘fﬁ = 3° l’.:; mit a,a’ £ k{E] . Dann ist L 87,
# 7 Rl o
-1 N pe ‘
also E'foa, Azt 323‘?’ alsoc aa’ ¢ Bdié}‘ﬁkg;&;}? s .éﬁ'*g [8,93,4, 9,20,44y,

Wir wihlen jetzt ein festes M <

Zu Jadem M e pm’i {f,*;ﬂ (EY) gibt o5 ai

mit BiM = B . Wir wihlsn ein

~3

&

o “1, .=, = o = ( o o .
Zu Jedem M e p (¢ {A}} gibt es dann odin slndenliy bestinmtes

e ¥ mir wim o= WM o,

Fir ox e Ig' bezelichnen wir die Restklasse in T PIHT mit BT

. . .. . S B b

{(17.11) Lewa: Wir kdnnen eine ARDIiding $1 ¢ (B - THHY
R

L i

folgendermaBen definieren: Ist M e o {e {BYi, also WM o= 47 ;‘u;i_ﬁ 2
mit o & Ig' y S50 sebzan wiv pinMiy: = o,

¥ hat folgende Figenschaften:

1 -‘,"q 2y

L .
ii) #* Bild p = J;I- H7] ]:;\“ a7
‘:S

- o S TP e
Dew, ¢ WOhldefﬂLmer heit: Seien M, M' & p (4§ (B)), 20i WM = ’“’7=‘ﬁ c;:f

o L : & , C o . . - . X
urd #EMF = d?’f?flpm mit of, ¢ & I und sei ¥' = -ﬂ‘-m mit v £ 7 und aé}«:zﬁ‘} .

i f gl e 7 [ J— f s b Es BT s s ..
Dann ist Eﬁ Mo = 3‘?‘3!‘-’? = uyf.?f Fiad B gaf Ma = 4y ! i w”u.a; sl O = (Fa,



€O

i) klar

i1} Sei oL & I?. Man sieht leicht ein, daf
es M€ Q. gibt mit WM = Té?i?figom Dies ist
N(ct) € §,. Falls Gi&:}i‘?, ist ssw"‘f" rerstindlicoh W) € S,

Bild ¢ ist also Untergrupps von pid /ﬂ und zwar ist BilS ¢ genou der Kern
der durch Mormbildung irduzierten Abb.
Also ist # 8i1a ¢ = [1% : w¥]/Imah

h : suanah] = s, s =

Wir wdhlen Jetzt ein festes of € I7 mit O # Bild ¢ und 3
M e ;34 w—-‘ﬁ {(€1)). Es gibt damn zit jedem M & r; {;pwlE [5)) ein a s xiEl"
mit M = WiMa,
(17.12) Lemma: Todn )" = 1o dst :
Bewy.: Wir betrachien die Normabbildung M3 37 = »”.
Es sind U W una u 0P 1 o ound of
NSy = nariaT )y, Also der r o 5
Mormaliteiler.
4
Fir dié Restklassa von ¢ e WP in ¥# "/? MEPy YT sohreihen wiv T

{17.13} lermz: Wir kKnnen

folgendermalen definleran:

mit a € k[E}, o setzen wir y (p(’]

y ist bijektiv. Insbesondere gilt: % ¢ {ou) =

Bew.: Wohldefiniertheit: Seien M', M" & p  {y
und WM® = #Ma”® mit a', a” =
a € k[E]". Dann ist

Wimwa W = Bwa T = B, also sind lal
Daher gibt es v' & T mit Mrad M 1«{ = oy Mrat

- T - - o} e Py
Also:r rat T arar T w T T ymtaa

Die Beh. folgt wegen Ma'aa”mimu 73??

Irdektivitdt: Seien M', MY &£p {4 (BE}),
MY = WiMa" mit a', a" € k[E]".Seil M'al

Dann gibt es v ¢ 7 und a & 7 min M"
%1

Es gibt y' & [ mit M'a' M 'y = ¢'M'a'
1
i

wo= yrerar Ty e e = vt
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et . X _ g
Surjektivitdt: Sei ¢ € W . Wir setzen M': = ¢M, Damn ist

"

WM = Fem = @M, also ' e p ' v (G} s ist y(p0r) = mar] =T,
Wir haben damit: ¢ 4~ (&) = [ 97" . rMUENTY,

Nach dem Homemorphiesatz (7.8}, angewandr auf N, gilt:

0T (T = [N(wr’™) - N(r(m’hﬁ)x)}ir e DT prrEn ¥,

Nach Satz (10.5) ist also ## 4 (wx) = [&” ; n(#™)].

Aus den Lemmata (17.7), (1'3.’3‘?} and {17.13) folgt Jetzt:
(17,14} Satz: Voraussetzung (17.1). Dann is st

t k : Bt ¢ X
L (®, 0y =25 [1% : rugr %g,] &__Hi‘_i fu™ s mr#].
ii SS,;;.E
Ist u die Zahl der unendlichen (&.h. reellen} Verzweigunqsstgllen von

O lber k, so isk:
L (B, %) =

ztuu_EIk

G T
: Hrj o . ]

Die zwsite Formel folgt mit {7.25) ungd (B,

: RI(Ts, ] ﬁ

iﬁ

3

{17.15) Korollar: SeinelN, n> 2, 5ei k algebraischar 7a) anlkdrper mit
Hauptordnung ¢, Sei 52
A enthalte nicht alle unendlichen P*Lmb%" lien von k., Alle Primteilier

ade —‘3 4
L, 400 X + 1k [X],

+ T l € k. B2l ¢ eine kwghatezﬁionenalgebra

von SR{Q) seien verzwelgt cder trige in K- kifjf{% {z

Sel Q. ({5, -~ 232, -1,

Dann izt fur alle Q—Waxlﬂalordﬂunqen .

Fo (1) = { J = 1% | £ +D0Q) = v und gzakm%{é;m - ;;;)20-.} und
gt R e [ e
iy = ptu-t IBF s # . [4,}7" s N(F ﬂ«ﬁ(;%

6 Term |07 07

Hierin sind die Ergebnisse fur die {engeren) Modulgruppen aus /16/
und /17/ enthalten,
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9 18 . Berechnung der an T__Z.._.l;m(,':?@,,

fnnlich, wie wir in den Paragrafen 16 und 17 die XKlassenzahlen 1

2n
berechnet haben, wollen wir jetzt if’

herechnen. (Hauptergebnisse sind
18.18 und 18.25) Dazu missen wir in diesem Pafaqrafen noch einige
Lemmata (ber optimale Einbettung erarbeiten, da die allgemeinen .
Ergebnisse aus & 11 nicht ausreichen. AuBer filr diese Lenmata machen |

wir flir den ganzen Paragrafen folgende

Generalvoraussetzung (318.1}: Sel ne N, n > 2. Sei k algebraischer

" e e L =1 Lo
Zahlkdrper mit Hauptordnung ¢ . Sei © In + L, N £ k. k sel nicht total

recll. Sei Q eine k-Uuaternionenalgebra, sei

i 1,2 T SR -1,
05 (-7, =1 und sei Ko = k[X] /(7 - (o, +0 x + hx[x].

Da Q an allen reellen Primstellen von k verzwelgt ist, ist dis
Bedingung, dafl k nicht total reell ist, Hquivalent zu der Bedingung,

.

daf ® nicht alle unendliichen Primstellen von k enthilt,

f

Tst T eine O-Maximalordnung, so gilt Lemma (16.2) Ffiiy L,;i’é&‘?;’)
1
entsprechend. Wir kiinnen also definieren:
(18.2) Definition: Sei W eine O-Maximalordnung.
i) Sei 72 € I . Dann deﬁmeren Wir:
S 3 . Y s P
(?ﬁ,}?}: = [F & L {m\ (WA kE]D = £ )
- -1 . .
={b e T(W)] S0 = o, e, F(Hla k] = 2 }
] ! o 7In o a1
31 bound es gibt T e T(®L) mit BER - = ¢ 'j
3, n 7
ﬁ f'?g - o ( fﬂ ¢ ;,;» )/fv
ii) F*(w‘z) = { ,?,é Iki Lg gibt B, B & 7{&72) mit S(E) = » +(:_1,
2n é -2n" “2n
%\' 1 'ﬂwf‘_‘ﬂi = p“‘i B R A R
CBER =k und £(3 A k[ED = £
= tge i (WL A # o)
: n

(18.3) Lerma: Sei & eine O—Mmximalordmung. Dann oilt:

. £ L e g \
i) lzn(m) T g€ F’ﬁ?m) lzn”‘ﬁ*ﬁ’

. # \ . S 4 ) ) . ) . - .
ii) Ist ¥ eine O-Maximalordnung vom u}e}.c*n—*n Tvp wie #@¢, dann ist

H # k L ¥
an(m?) = (’ggg), Ist ;f:-' 17, so ist l \?)‘“J?f £) = Lgn('a‘a"{,j).
iii) F {m P(“&'&“K},

ko) - T H e
DEW. T KASY



_(j_@t_@_}@mgi Sei ne, n > 2, Sei k algshbraischer oder # —adischer

5 it s i 1 T ; £ o nmd - T
Zahlkbrper mit Hauptordming ¢-. Sei KZnﬂ";‘m € kund O {(‘:2:1 ;zn) , ”k’
—1 _ P
Seien E, B e I'{Q) mit S(B) = ':2’f1+{:2; und BER T I 3 und sei {7 die
d i

Hauptordnurg in k[B]. Dann gibt es eine O-Maximalordnung W7 mit B e X337

und WA k[E] =

Bew.: Wegen I:‘sE’E“1 = g ist BARB -1 = A* fiir alle A e kﬁﬂ}. Jetzt rechnet

man leicht nach, daB (U + UBM( U+ ¢8) = U+ B, Also ist J + UR
eine Q-Ordnung. Sie ist in einer O-Maximalordnung 7 enthalten.
Es gilt Be W und (e ¥, also #Axla] =

{18.5) Lemma: Sei ne N, n > 2. Sei ¥ ein ¥ —adischer Zahlkdrner mit
Hauptordming ¢ . Sei ¢ 2T+:_,; € K. Sel ) eine k~Quaternicnenalgebra,
i id
-1,2 . . , -1
= - # M (kY. Seden B, Be T{Q) mit & =7, -+
Q k. ((Czn 2n) 7 ‘!)k, k 112\ ? (3{‘,.1 1] F) i} {) mic (E} %Mn '?;?..n
und BEE | = 5.

3
YO in o oder zein = 2,

>
£
reT A - £l s e T
alordnung 1 miv 3 A wirl colr] und e WL,

Sei -1 (uadratrest mod (2

Dann gibt es eine O~Mawinm

pew.: Sei (U die Maustoranung ven k[E], sel (1,01 eine basis ven U iiber o .

Sei 7 ein Primelement von o und 1")}1555; = Dbﬂ swior = otwour,

Sei f(o [F]) = n» . Dann ist {1,# yj} eine Basis von o [E] iiker o

Ty : 28
und (CQI’] 2;}20 = D?(?,E}{,? =D (o lR]) =1 T
1 e W
. S1a
i} Sei -1 CQuadratrest mod (i’;.-:p“féﬁ,;} in o,
T -ld - dmd &
Sei b . mitb ot o 2 P e N U MM €0
elign a, € Ur mit i=4da o+ O(;,,En -,Eﬁ; . S IEN ;.\_i‘i y.:,izﬂ _._?,, 22 &
Matrizeseinheiten und seoi B': = A"iﬂ + ML+ (L “t,',2 iE “4 0y T aMEQ‘
. p e 2 -1, 2
Dann ist S{B'} = 0 = S{B) und ¥{R') = - a‘i - b(t_zzﬁ—-z;j;) = 1 = NI{B},
H wulii
Nach Satz {3.3) gikt es sinen k-Algebrenautcmorphismus o:0 - O mit gB' = 1.
11 o) 0y M . als)
L s5ind = T = Vi .
Dann sind (O Oil avl kﬂ Cj ,\1 O,)‘ oMoy s 01) 29
a b\ f =4 S
Matrizeseinheiten und 25 ist 4 = A N ) € | y+2g ) =
(52n zon’ a T U oo

. t - . . ; : 'C' HE
Sei £(®{'n k[ED) = :v 0, dann ist £ = min {t? Conwe JEY.
™ = o + ortw + 0B + o ten ist offerbar eine —Ordnung und es ist
. i . . 2r+ds .
m'ewt’, also Dk(ﬁz’) zﬁf’” Offenbar ist 0O (') == 4%' nnd



£ +
Dkﬂ,?r w,Br Wl o
= ﬂé(tﬂS)Dk{T;ﬁsm,B,ﬁsmB}w

4t—~45
i1

g N S .
Dk(cy+~,rm;y+ﬁw+ﬁmkw}

yiees + B + ¢B 4+ oEB)

i

Bk(v
4t-4s
m

H

Dk(i ;E;‘B;EB) w

At-4g -1, 4
= {«:zn—rsgni tr

At—-4s 2r+ds
=0 L o

Es ist also t > s.

' _fv ooy . ]V T
(v 4 &3" e ey .
@?O und Mi sind Q-‘\fidx_rra_mrﬂﬂummm mit ¥ e W, o7 FrrANpe ﬁﬁ?“
Inshesordere ist B ¢ m ; und i ¥, fir i =0, 1.
Bs ist H1 = ‘B?ZO ~ . Wegen -prt“ w & i gibt es also W & { wqu
N N
mit 15w & W, pann ist alwo 10 o~ kRN = e
Wegen t > s und f{e [E]) ist also Win kIEY ¢ olm].
:: . “i -t D
Yy O Qead v s d ot e x,'«'}"ﬁ-“’ "{‘:H}m”‘i}g,
ii) Sein = 2, d.h. izn : 32 O unc {52n o
B sind E,B &€ T{Q) und 5{E) = S(B) = O wd FB = ~ EE
NMach {18.4) gibt es sine O-Maximalordming 0 mit B, © e 7L,
.. . v HO) {O‘i’} {0 0! {00} TR L
y =4 bery | | 2 { -
Es gibt Matrizeseinhsiten {xO RS I VS {1 ol Lo 1) & 0O mir WY
’ vy
Es gibt also a,b,c,d 2% und ie N, mit B = {2 bﬁa
2&,“n"hc" {3}
. 2

Wern o = O ist, ist O = S{E} =

=12 2 aa
Inspesondere ist dann ~-1 Quadratrest mod (z;z?,\“;! 1T in o und die

(é?’ﬁ
Behauptung folgt wile in 1).

Sei also o # 0 und 1 gel 0.B.d.A, 30 gewdhlh, dall ¢ £ o,

Genauso kiimmen wir annetmen, dail es a',bh', 4" e

2 - 4\
, . a’ o) ) , . e
gibt mit B = { 4 } Wir machen eine Fallunterscheidung.
1! a'/

-3
fe

e M‘

a) Sel i < j. Wir definisa

7t v

- - 8, v
i,E} urd {1,7 w} sind Basen von o gr_E} Uber v . Daher gibt es

R g
a,B8,v,8 € mit: 7 w = gl + R
1 = v, b §ed
P
und ad - By € W,

X ,
;pcte vound je I

B
¢ 7 s gird B, B & .,

Wegen der zwelten Glelichung maf v = O sein, wegen der dritten alsca & o,



i
‘%

Natiiriich ist 77w = af + p

=1 7m1aﬁ + ’T_1!‘ i

Aber W= ] '1 . ' ’ Tooab
R |

i foTed T el

Also ist £( ~ KIED) = 1°0 = fle

\
_ ! %ﬁf wegen no £ o,
+ o {%/?

[}, d.h. o~ k5] = o[r].

b) Sei i > 4. Wie in a) kann man zeigen, dal es eine Maximalordnung 97

gibt mit E, B € ¥ und W'~ k(B8] = v [8]. Man vertausche

Bund B)

Durch die Vorschriften E« B und B« E wird ein x-Algebrenautarorphisms

7:Q + @ definiert, Wir setzen 7 =
e @ und T~ k5]

Dann sird =, B

(18.6) Lemma: Gleiche Voraussetzung
System { T ?

-Maximalordmingen, so daR filr alls

£ ist ganzes v ~Ideas

] [ £(o [E]) und g £l [E] P Be

und N{3Eprdy = §3’ + 4 ﬁ“ ., also insbesonders N (WPl

, . E
Bew.: Wir Mirgen 07
Mach (18.4) und (18,5 gibk ez O-Max
BediaWl', @~ k5] = UY ura

¢ =y o
100 ;f‘..‘ ‘%\3 ;
} ji" g

=
et
T
il
T
=
%
“““w
=
B
i
“3::
il
(&8

[ ¢

Fallg f{w

o T
= g Fl A nrh}f = G\{?’Lﬁ)}“ = L?"EE-}

wie in (‘18=5} . Dann gibt es ein

Sei o ein Primelsment in o,
imalordnungen 390, 87 mit

Win k] ¢ o[E]. Mach (11.1) gibt

‘J(J\ﬁ KC$GLE$I\1"‘D"}-§~"!
1 ("3 2{}1;h Lund te j,-\o
wt ',’
T
s jj
[ERketcty

{21 = v, ist nichts zu zeigs

Sel alsc £(o ]} # w ., inshesondere also € > O,

. I N LA AT _ .
Sei {1,w}Basis von U7 tber o, wWegan U € T8 gibt es a‘b,cfd &

L

und u e |N mitwﬂfan &
O ¢ U .

pmog ady

w ¢ v[E] entgsgen unserer Annanme,

—wzf

’y} Wire ¢ = (0, 80 wire o £ #4 , also auch

T 4 g = ! — ol P -t
FEa iav also ¢ ¥ 7}, \c}‘z:-

!,.J
o
tn
O

gewahlt,

- % .
daB c e o | Wegen o & W ist t o> .
T~ t-a Y
S o T A =) g [s R adt =
Bs 18T on w =g T jrc 30, anerwsdgen © & O 1st
Ve LIS
t-u-~1? | it
] wd W, also F(al n k[¥]) = x .
Ist nun f ein ganzes v -Tdeal mit £ flo[B]), dann ist £ = .
B P =i \\
: \ s [y i .
mit v < t - u. Wir setzen ¥ . = | T <
A \ HESY I
T o/
. . / .
Wegen u + v < t ist B e @7~ W P ‘*y\; e rrad
B t K
i\\‘ﬁ [ ¥ F

N N RN L . .
DETSChiST AEn deriausG wie oban T

?l—v
Ty gt e . .
?3' - i LART sich divekt nachrechnen (vgl. 10,12.11).



(18.7) Lerma: Sei k ein g

und Primelement n, Sel pe

i) Wenn p = 1 med 4 cder p = 2

ii) Wenn p ungerade ist, gilt:

7

]

i

dann

Falls ~1 Quadratrest mod 7 in

in v fir alle s & P,
& N,
Falls -1 Quadratrast mod «

iii) Sein=p mit r

Bew.: 1} -1 ist Quadratrest med p, a

ii) mit vollistindiger Induktion.

—-adischeyr Zanl

M Primzanl mit

3
18T

Kirmer mit
#'p {dn

=7 Cmadra

Hauptordmmng @

Bamn gilt:

).

frest mod » in o

1™ 3 S
Dnadratrast mod w

-—'3

Sei ¢ 4
“ “on CZE’"]

ist -1 Cuadr
SO ersht recht

€ K.

atrest mod

(-

moed w,

Sei 5 > 1 und = xz + wsm?y mit %, v € i,
Offensichtlich ist notwendig x £ @, also gilt: ’

=tk 12 )st'iyi;?: N ?i_@};zﬂ_sﬁsmzsyz

N b Ewrﬁm?wﬁv?y;; rod 1

Hier ist 2 « @, da v 4 2.
iil) Plir ungsrades p fologt die Beh, aus ii),
Bei p = 2. VWegon unserer Forderung n # 2 wird ¥ > 1.
Die Beh. folgt wegen le, = C;i)z I 2 {sishe 13.6).
(18.2) Lemma: Sei k algehraischer Zahlkirper mit Hauptordmma o,
Sei pe N Primzahl und p * 3 mad 4. Seil p ein Primidsal von ¢ mit
=1 ist genaw dann Quadratrest mod #oin o, wenn tf ;fj»} garade 1st,
Bew,: Sei t: = t{p) = Ej E% T Z/n:j:} gerade, Wegen p = 3 med 4 ist
dies glaichbedeutend mit pt = 1 mod 4, duh,
B (o/p) =t Lo)p) - = ey T Rl L e
(0-/*5; )x ist als endliche multiplikative Grupce alnes Krpers 2ykli
## (e/p} 7 Omod 4 ist also doquivalent dazu, daf [/ ¥ ‘;X ain
Elemant der Ordmug 4 enthdlt, d.h. daf es x £ o gibt mit
xész’:}dgp undngi’z mod g o, also x~ © ~1 med ¥ .
{(18.9) Satz: Voraussetzung (18.71)
1) Sei # eine O-Maximalordnung und £ < Pf;(‘ﬂ; J . Dann gilt:
. o e -1, 2
b} Falls n = p mit einer Primzahl p 2 3 med 4 und r 2 I, dann )
ist fiir alle Primteiler y von # der Trigheitsgrad t{ 71 gerade, \T
c} Falls n = 2, dann ist flir alle Primteller 7 von ; der

lra(}h sitsgrad

der Verzwelgundgsorad v L7 ) ger

*

in

rich




ii) Es gibt ein System | M’ 8.10) )

r‘i* "“f'%
-
i3]
¥
w
o
[
il

o 0

bog
H
91
{\
(it
t
F’
J
)
b
i
[t
i..-_J
=

von O-Maximalordnungen, so dal
: aa . . . i PN
die der Redingung (18.70) genlgen, gilt; % & E'zq{ By und

Nt ? ) = ;Zu?’ + }?;’#', inshesorders alsc N{Bﬁi&?’g Tﬁl’? ) ,fgfﬁ-i £ I .

Bew.: i} Bs ist F Qﬁl") F?n(é?ﬁ). Mit (16.5.1) fo'iq‘t aj
Sei n = 2. Wegen a} ailt: 32' I 2w, Wegen (15,5,1) dilrfen die Primteiler
¥ von ; in O nicht vergwelgt sein Wegen (13.4.111) ist damn

(p)evip) = (kg 0,] gerade.

Sein = pr mit einer Primzahl p 3 3 med 4 und r ¢ M. Sel »p eln

e

5.

Lad

Primteiler von [ . Wegen &) gilt plp (sishe 1
Wegen {16.5.1) ist g in O nicht verzwesigh,

Wegen Lemma (18,8} missen wir zeigen, dad ~1 Quadratrest mod p in o ist.

&
Dies ist dcquivalent dazu, daB -1 CQuadratrest mod p, in O ist.
[

4 4§ s
] N - : R - oo axmf T & et 2 o
Selen B, B & T{®]) mit S{E) = 7, _ + gﬁj,f'\; BER = R wurel £ 3 ﬁk,;c)}} = ¢£. .
sl 3
. N a1 . - Evral e 4m e Spnpei )
Nach Lemma (18.4% gibt es eine O-Maximalordrung #00° mit B, B €
iy r . g — e R
und FOWETm K{ED) = o, Wegen p !/ ist damn Jf? # iy,

Sel v ein Primcslamnerny

"i
=4
o
g
o
st

Wegen p +D, (Q) ist Qo 7 M {xp).
= '\,? e

Mach {11.7) gibé es Matrizeseinneiten

1 5 4 r — {i
und s € }'m{} mit Wiy = = -
Y e A j

Wegen §31. X“ﬁf ist s> O, a8 e fls i < §fff'-f,wﬁ Folg = |

gibt es a,b,c,d €6, mit B = {T é’} Wegen SI8Y = O und N{B} = 1 ist
I E;

3
d = - wd ~a"erno = 7, also ~T Quadrest mod o Py o= Fe in .

TRIRY " - 4 7 ™ Y T o~ 3% '_‘% 4 "1 "‘"ai
ii) Fs gibt {(nach 13.3.1) B, B 2 F{} mit S5{F) = e;% 7 el BFEB O o= B,
fomhunt. SN ~ AL H

Nach Lemma {(168.4 iht ez eine O~Moodimalordrung &7 mit B, B e T3
{18.4} g J i . (¥

e F{3 A LEE: =g,

' - s =1, 2 x

Igt n durch zwei verschiedene Primzahlen tellbar, so izt (Cg» - z;zn) &
it

(siche 13.7). Wegen Bedingung (18.10.a) ist nichts mehr zu zeigen.

. A : . o e ; o
Sei alsc n = p mit einer Primzahl pe IV und r € . Wegen {18.10.a)

i

gilt g In flir alle ganzen o ~Ideals }f , diz (18,10 erfiillen,
Sei .?ﬁr_ dag kleinsts gemeinsame Vielfache aller £, die (18.10) erfillen.

Dann erfiillit auch ;;f{_ Pedincung (12,10}, Wir definieren nun das System
4

£ ;
der #0{7 folgendermafen:



_89_

Filr alle endlichen Primstellen p wvon k mit p ; o sel 3'3'2”?. = ag,,

Falls p | -;@O’ ist Q E_ES,MZ{I‘{‘?} , was man mit {13, 4) leicht sieht.
Ist p = 3 wed 4, folgt mit Lewma {18.8), das ~1 Quadratrest med P

in o ist.

Jetzt folgt leicht (filr beliebiges p} mit Lemma (18.7.1i) urd {18.7.444y,
daR fiir alle n ¥ 2 die Zahl -1 Quadratrast mod {f;,m - ;;;)2
in o, ist.

Fir k, und Qp sind also die Voraussetzungen von Lemma {18.8) srfillt und
wir k¥nnen definisren: 5’-3?’5?: = 30 ‘g‘? .

Die verlangten Bigenschaften des 3o definierten Systens folgen aus

den Blgenschaften der Komponenten (siche 18

(18,11 Definition: Sei k algehraischer oder ¥y ~adiacher Zanlkdrpar

mit Bauptordmuwy ¥, Sei X eine halleinfache cpadratische Erwelrerung

" A L d 2 - v
von K. Sei f ein ganzes w~Ideal, Sei U7 = {f’giﬂ} abgeldirzt,
*#

. i?‘?’ o EF T .

i} Bin &7 ~Ideal X heifit ambig, wenn 00 = X,

2% g’

1i} 5 wir mit A%,

T 3 T n 4 gl - dmad T . K NS R I Y 3 -
lst x algeoralscher Zahlklrpor und y eine endliche Primstells von k,

1ii) wWir definiersn einen Homomorphismus (v dds 150+ 144
i 4 .
durch {3@.{3} {w): = am 0% sur oy & I, Tt k algebraischer Zanlkdrper

ivi Wiy definiersn einen Semomrr ohismas

Ala)y = a3z flir & & K,

Man erinnere sich auch an dis Definit

von nf (sishe 7.12).

ng sel entsprechend auch flr p -adische ZahlkSroer definiert,

AL

(18.12) Lerma: Glelche Voraussetzung wie in {18.11). Dann gilt:
i) Sei k algeovaischer ZahlkBrper wrd sei ot e I7,
Dann ist oA 2 Ej’ genan dann, wenn o, £ A% flir alle endiichen Primstellen
F von k.

i1} (ke ﬁp) (Ik} < A"g und ¥ c N{Ag)

i) o wf = P THe ) wa b T b = W T af s v = 2T

lnl.

Bew,: i}, 4i1) klar

iiiy Da Biid rﬁ? o H"g’, folgt die erste #eh., aus dev zwelten,
seia e (n¥) %, an. (af)*?a* =al¥, a.n, 77 a0,

)
i

Q{‘% o

: . . . . Bl et )
Disg ist douivalent zu aa e'}'?’ =¥, d.h, a

= Ka) & (77,

5
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(18.13) Lemma: Voraussetzung {(18.71).

Seien ¥, B € 7{Q) mit S{E) = Lo * g; and BER = }3_“15 Sei / ein ganzes

o ~Ideal, das der Bedingung (18.1C)gentigt. Sei (F: = ( ;{k,{ﬁj} abgekiirzt usw.
Wl sei eine Q-Maximalordrung mit B ¢ W und YA k[E] = OF,

i) Sei W' eine Q-Maximalordnurg mit B £ @7 und ' A kBl = U7,

Dann giht es ot e A mit W' = o Wil

id) Sei vt e AY. Dann st b o€ oL o ard ¥ of | ~ k[£l= ot

Bew.: i) Nach (11.9.1d) gibt es ot 2 T¥mit W' = we Wiol

Die Rechtsordnung des Id@als I et 1t 7. Wegen B « BL” n

Blor= M'as = B8 o’ = Mol Nach tama (17.10) also o = o™
- 53 "

i) Nach (11.9.1v) ist ot ¥Wlet’ A k[E] = OF, pa R AL ks

L N
gibt =g m e I urd aiuw,amém sowie bqy,”,bm & ol mit
s m

(18.14} Definition; Glsiche Voraussetzung wie in (18.13).

Dann sei "rat die Menge der Ideale #Tor mit o = ‘Jx%

418,15} Lemma: Gleiche aussetzung wis in {18.13).
Nt E g k{2 |
Dann ist P 1% - %P inshesondere alse RIS & n X

Pew,: Nach {13.4.iv] sind alls Verzweigungsstellen von 0 iber k in ¥
i W Wpd

v Lemma (17,8 dist also

- s figs Bi o
urd nach {17.9) scgar 1% ¢ FAT,

{18,186} Satz: Vovaussetzimg (18,71},

Sei 4 ein ganzes o -Ideal, das der Bedinqung (18.10) geniigt.
Sei 1 eine Q-Maximalord Inung mit ?f £ P;ﬁ W
Sei ' eine weitere (-Maximalordmang,

Genau darn ist f & F2 (W), wenn NOWEL ) & niahs,,

Bow.:Selen B, B € T(B) mit S(B) =17, + r;l and BEE | = £ und
£l I

set £(W A kK[B]) =2 .

i) sei 2 < F*{a:ﬁ} Seien ', B' & T(W") mit S(E') =7 + g7
an Zn
und B'ERT = BT und sei FOL A k{Ed) = £,
Durch die Vorschriften ' » B, B' = B wird =i n k-Algebrenautomorphismus

» .
] 2w d Tremr g Yeda BA o ¥ e T, BA =i
g: Q@+ @ definiert., Es gibt M £ O mit x = MM

flir alle x ¢ 0.
KIED = £07' A k[RT) ist o0~ k8T = W~ x[E]

AT R
{siehe 6.11). Also gile MM~ A kip]

't

H
el
k>
i
r

=
[
[
e
L)
-



Wegen oB' = B ist B e MEIM .

Nach {18.13.1) gibt es ein ambiges (#7~ k[E])-Ideal ot mit
W = cuwin o', pamn ist B oM = M ein Ideal mit Links—

ordnung W und Rechtsordnung %1, Es gibt also ein & & T
ATLHL = Wlern, paher ist NGWIHL ) = (&) N(onN(M) & n(af)s,

ii) Sei N(WI W) e n@aP)s,.

Dann gibt es ein ambiges (¥ A k[E])~Tdezl vz und M & Q° mit

o T = M I (siehe 10.4). Die Linksordnung dieses Tdeals igt
a®ot! = uwn', Nach (18.13.14) ise B e MM wnd

MM A k[E] = BT A kel Also ist £ e F;(Mm’rﬁ"g) = F;iim’}.

Bemerkung: Die SHtza {18.9) und (18.,15) gestatten es, elne Uhersicht

iiber F;; (%1 ) fir alle Maxdimalordnungstypen T = bekamren,

Wir wollen noch Satz {18,18) bewedi s=n, der eine etwas einfachers

Ubersicht erméiglicht. Wir brauchen Iolgendes {leichte) Lerma.
18,17) Lewa: 5ei k algebraisgher oder # —adischer Zahlkdrper.
j”j;

7

=l o b P
ganze

i

'
3
. . e R o \
Sel K malbeinfache cuadratizche Frwaitar ung ven k., Seien .
4

Ideale aus k. Wemn ;Z:’ | 77, damn ist N(F ) < NG,

“1

Bew.: Sei or e AF, Wegen ¢ 1’:&}3 ist f;'».i? & I’Q vaeﬂslrnthch
gilt segar w07 2 A%, Es ist N(oo = v 0P & npdy,

(18.18) Satz: Voraussetzung {(18.1).

Sel é’}r das kleinste gemeinsame Vielfache aller Ganzen -~Ideale, die
Be:ﬁ_,rgu“q {18.10) erfillsn und sei 3’5? eine Q-Maximalordnung mit
jﬁ 2n(¥é’f (mﬁ existiert na SE‘; 18..9,1:1}

Sei ¥ eins O .-mtimalc-rdnum umnd ;2 ein ganzes o-Ideal.

Genau dann ist ] ¢ F.., (#L), wenn £ die Bedingung (18.10) erfiillt
‘ 21 :

- [ 7 m'? - : -
und N(RY (WY I £ e NP,

FaR O X

Bew.: Wir setzen voraus, das ﬁ die Bedirgung (18.10) erfilllt (siehe 18.9.1).
Nach (‘id 5.1i) gibt es "“—Ma‘imulordrurqm %’Q’Z';" und 2@’2’ 4 mit

%o . A fa LK {2) £
ﬁgot 2n (W7, ?2,5; (?ﬁ?’} higtal N(Wﬁlﬂ'ﬂ”);ﬁoﬁ e 1 ¢ NI(AF)S, .
Aus (10,9.11) folgt 35‘1\?}"?- (Gurch Induktion), "aﬁ

nw WO wE et vt ) £ kE5Ps, e nabs,

Nach Satz (18.18) ist I\i(Zﬁ%m Ve NS, o m{z@g;s&. Also ist

9] A
’\3 m $ ‘g" Y T - N £ : k-l
NOWL WONFLGIT) £ 27 2 nP)S, . Nach Satz (18.16) ist 2 Fo (N

g ; —4
NATIS,, doh. wenn RO W) £, 47 € nind)s,.

s

genau dann, wenn N{RT ?ﬁﬁ}



- 52 -

{18.19) Beverkung:

i) Das in {16.13.1) genannte Problem stellt sich hier noch schirfer:

Wie findet man aus einem Repré‘isentantensystem von @ eine O-Maximalordnung
WY, mit ,,20 3 F;(mo)?

ii) Falls alle Primteiler von 4;’ 5 in K unverzweigt sind oder n keine
Potenz von 2 ist {also J/ o ¥ 2% =0v), dann sind alle Primteiler von £ o
in K unverzweigt oder zahm verzweigt. In diesam Fall ist N(A"fg”} = N(A“’) .
In Satz (18.18) kénnen wir dann iﬁo durch irgendein ganzes ¢ -Tdeal
ersetzen, das Bedingung {18.10) erfiillt,

Pir je zwei Q-—E«’Lax.’.malordnunqen Wl und W gilt dann:

-zn(“a’?@‘f (%ﬁ’} g = F, wz):'?”*(mm
iii) Wegen der Hampliziertheit der Bedingung N{(377 H'JT{ ) ﬂ Gﬁ £ N Ag
188t sich {(meines Wissens) i.a. kein einfacher A\,ssdmcx fiir die

. ] . S N ﬁ
Anzahl der verschiederen Maximalordrmungstypen 61 mit l (m; # 0
arngeben. Sind die Bedingungen aus 1i} erflllt und ist R’ dlﬁ Untergrupre
*
von I, die von den Primteillern von ,E, erzeugt wird, dann gibt es

i
L&

" . R P = o “ r ]
offerbar gﬁ MN{a” 18, 1 NA g E ellmengen mit Jewells [N{A"}S, : RT S.J
1

)

Ly
lementer, so da® gilt: Fiir alle &7 aus einer solchen Teilmengs hat

i-zJ

Ea .. _ 0
n{%@;’, 1 den gleichen Wert £ O,

. ] = - 3 . %) Fha
Im Sinne von {10.11) sind dis genannten Mengen affine Unterriume von Q.

Fir den RESL.‘C.IESPS Paragrafien sei }5 ein {(festes) ganzes v -Ideal,
as Bedingurg (12.10) erfiillc wd i eine (feste) -Maximalordnung
mit g & F;z(?fiéf"i V. Wir wollen I;. (’?JE‘;? ﬁ) berechnen,

n 7

Seien dazu E, B ¢ T{W?) fest gewdhlt mit S{&) = Loy * ;;;, BER™! = Eﬂ
und F{¥ ~ KIED) = 2.

Wir kirzen T: = F{7) und U7 = gF e = T~ k[E] ab.

" s B 5 5
(18.20) Lama: i) Zv jedem B' ¢ Lo {¥9,4 ) gibt es M e Qx, 50 dan
ded L N

MM = B7ound Ml € BT
ii) Sei M & Q7. Genau dann ist MEM | s S (m £y una v e W,

werm es oL € AF gibt mit WM = 9 o1,

Bew,: 1} DuE’é;,,;- wl, g},lstr‘éi‘(m),S{E‘)=c2 ! und

+
n CZn
es gibt B' € F{W) mit B'E'B' | = B, Mit Satz (3.3) folat, dad

es M € Q° qibt mit MR = B' und MRT | = B e TH.
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1) seimm e X (W, ) wa s e W, dh. B e TE M,

Dann ist £ WM A K[E]) = £(350 A k[T = 2.

Nach Lemma (18.13.1) gibt es ot € A% mit 7 = O‘ZMM?B??; Mw._T.

Das Ideal HM: = M 1'.7{-13'13? = WM vfa ist dann ein zweiseitiges &7 -Ideal.
Nach Lemma {18.15} gibt es o1’ € A% mit R = Wl et

also Wl = ¥let'on und mmeA?

Sel urgskehrt ot & a¥ mit WiM = Wlor. Die Rechtsordnung dieses Ideals
ist M‘TEE‘Z M o= U"ff!?ﬂm. Nach Lemma (18.13.11) ist

E(0L A kBEM D) = 200 M A K[ED = £ und Be V@M, also

e . . — -t - - -
MM e WL, vegen o) pm o) = iy folqe:

S R S
MEM eLG‘ﬁ“z,;}a ‘

Segien n und e wis in {i7.3) definiert, Lemnz (18, 20} besagt damn:
P
R s Lt o, g,,

& induziert eine suriekiive Abb. ¢ n

Sei r;?g die in (7.12} definierte natiivliche Abbildung: n’ ¥, «:iEj > H‘?’,

. . N ~1,. 2, . -1, w8
i Beli vy & T und a & (z‘;“‘?’} {A*g; . Dann ist vMa € n (TTRAT)Y,

. =1 W, . e mpdamgd =1
ii) Sei M' & g {?"Agé » Genau dann ist MPEM' e MEM T, wenn es v € T

g.-% 80
und & € (07} (A7) gibt mit M' = yMa,

Bew,: Sel WM = Tlce mis méﬁl
i) T vMa = ¥ Ma = Tl ota und via = A%,

: -7 I . =1 -1 -

i1} Bel M EM’ - ~ MM, Dann gibt es v & D wmit MEM' ' = MEM ¥ 1,
=1 -1, =7 = , . -1 -1 X

d.h, M Ty EM“E =M 'y M', Mach (3.2} ist a: = M v M e }{Bj .

Sei TIM' = TWod mit wi ea®. pamn ist THowa = FiMa = Eifi’-f@rvz’ =

= WM = mmﬂ rach (17,90 also ¢¥a = ¢1, d.h. a@’£ = m'mﬂq & Ag,

.
Sel ungekehrt M' = vMa mit v £ 0 und a £ {n,ﬁ} {Z‘f'} . Dann ist
sy ES IS Y -1 -1 -1 -1
MIEM o= yMaBa M v o= yMEM vy, also MTEM' e MEM

ot g g Y e 5 - e .
Sei p:on {mﬂ,g) - T\\\n 5{%2#}/(?;@) }(,1\._@} die natlirliche Projektion,
Nach Lermz (18.21) induziert & eine Abh., B

SN VT I O St IV

o M) w MEM

Da e surjekbiv ist, ist auch § surjektiv, Mach {18.21.ii) ist € injektiv.

(18.22) Korollar: %{?“’f £) =3 (F\n T 3/( (Ag

-
on
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Fiir ot e AT bereichnen wir die Restklasse in % /I‘}n H£ mit ¢,

(18.23) Lemma: Wir kfnnen zine Abbildung

W I‘\n“”i (WA‘;) / (n;‘) - (Aﬁ) > Aﬁ/}%‘ﬁa H? folgendermafien definieren:

Ist M ¢ ﬂﬁ} (mx’%'?') , also WM = Wl mit wr e A%, S0 setzen wir ¥ (p(M)) ;= L

¥ hat folgende Eigenschaften:
R 4

1 1, (W 2) " &nild ¥
1) # Bild v = [at @ A, a?”’]/ffm ) NEF) A S

47 (T

Bew.:; Wohldefiniertheit: Seien M,M' ¢ n | (‘MAg) , sel WM = ¥flor und

- . 2 . X -
WM = Wler'mit v, 00 & A7 und sei M' = yMamit vy €T und a e (n%) " @by,
Dann ist Wer' = WM = Wyva = WM Ma = @ ewa. Nach (17.10) ist e'= exa,

i} folgt sofort mit {18,223

ily Sel e af, man sien £ leicht ein, daf i€ Bild ¢ genau dann,

X
wenn 28 M € ¢ gibbt mit WM = 3’” . Dies ist genau damn der Fall,
wenn N{at) & 8,. Falls oy & ~4$ A" ist selbstverstdndlich N{w) € §,.

&
Bild ¥ ist also Unkergruooe von Ag/}\,% 1 und zwar ist es genau der

i
Wmeeen Amae Arrpeeiy Merereded T e 4 ovhae 4 oo At d T vy BT
IR I s Alhod dbAdLhad 4 ORGARIIAS L 3LACAD I~ Al s.uu.u .'_.'L'.‘.'J_ L_i:'J..i, EptWl _L..LR,J..L\ Ey N oo

R4 p Ir‘ 1 »
W: afafant - z\:f{ﬁ}ﬁi Py, 8, alse folat die Beh.

Wir wdhlan jetzt ein fesies i & 2?¥ wit &L pud U und ein festes

DU R R . -1 =T, - .
Me&p (¢ {ov). Esogibt damzudedem M 2 p 0 "{&)) ein a ¢ m-&;
mit B M = FiMa,

Ay X b -1 X L. A .
Die Restklasse von & ¢ WL in T J;'i’ MEM Y bezeichnen wiv mit .

1k

{18.24) Lemma: Wir k¥nnen eine Abb. x: v ' {de) = Wfi/’é M@‘?o'Md‘].)x
= s @)y, also WM = Wiva

—

folgendermafen definieren. Iz £ 3
: n,o=1 . 2 - . ———TT
mit a & (0%} {Ag} . dann setzen wir y{p{M')) = M'a M 7,

§ ol i 5 mird 3 : = e f * ?“x —i
¥ ist bijektiv, Inshesordere gilb: #F 0 (@) = L 3 N(TTY .

s p q i =,
Bew.: wis Baw. von {(17.13). f’\f*an arsetre dort kiF =1 cdurch (ngi ;_\_3)

o0
urd beachte, daf FASS {?‘;g} (?3}).)
Aus den Lermata {18.23) und (18.24) folgh Jjetzt:

(18,258 Sarz. Voraussetzung {(18.1).
Set § ein ganzes v ~Ideal, das Bedingung (18.10) erfiillt und sei 7

gine O-Maxddmalordming mit ,;5’, ﬁ‘f ). Damn ist
.|.A

i;i(%“f,;?,} = {jy‘,x : N U?“ }j [A 2 E\?n H%j/fi\}(??\'; N(Ag)nskj,



(18.26) Bemerkung: ¥ir U = ((z ﬂ—:;an}‘{, —1}1{ gibt es keinen so einfachen

Satz wie s {17.15) ist.Um A ( Fr oy und A’ (Zt’?i‘f) Fir alle (~Masdimal-

ordmingen W zu berechnen, mAIS man (\AIlF]“C‘HO“'l bewiesen) =o vorgehen:
i) Man bestimmt mit den Sdtzen (16.10) und {18.18) die Mengen F (33’? )
und F (7@3‘3’ V.
iiy Man mest:ummt mit den Sdtzen (17.%4) und (18.25) flir alle
. : £ iy " - Ed
y { = B i Grilfen 1 ¥, 2 1
i = an\'m) bz, 22 & F2n{f5}%) die Grisfen ‘En( a"J"Z,r ) und lzn(?)’é"f,

) = ;;:m - 1, (&, £) und
g Fo, (W) "2n i

1ii) Man herechnet 3‘21‘1

oty o e el § ] §
]zn(?ﬁ@i o= “"‘““‘;‘tjg“—-m? }'Zn( ¥ ,,iél Vo ound schlieflich
T , . . N
,\zn{m) und 2 {Tye ) mit {(15,70.4i84).

*

-

& 19 . Umrechnung der Froebnisse aus § 18 (Vorbereit ung flr Beispiele),

- 7 A - "
In § 7 haben wir }_I‘g’ : HY ] auf andere Gridfen zuriickgefiihrt.

Ahnlich wollen wiv in dissem Paragrafen daz Frgebnis flir }.7';_‘3 {91, 8
mrechnen, Disse Unrschrmung und die vorbereitenden Lemmata br ﬂ“che:*

Wir, um unsere Ergeinisse aus den Paragrafen 17 uwnd 18 flir imagindr-

quadratische Zahlkfirper realisiersen zu k8rnen,

ehraischer Zahllkirper mit Hauptordnung o,

—

Sei ¥ halbeinfache quadratische Frwelterung von k., Se JQ ein ganzes

o -Ideal. Wir kilrzen {;}'§: = C??'(K} aly usw.

{19.2) Definition
f2, x Y
Sel vy o= 4 . o )
L!, K tez mit - Idempotenten e, eze

{19.3) Lemma: Sel v die Zahl der urnendlichen V@rzwmqurmﬁstellen ven K
dper k, Dann ist (097~ w7 (1) a ¥ )? 2 o™ s N 9T,

Bew.: Falls K KSrper ist, siehe /8/ §. 268 Batz 12 (1),(2),(3).

&, © ke, mit K-Idempobonten e, ez. Dann ist r =0 , ¢ = 1
i

i 2
. F . %71 s B, LS
und Jo ¢ g7 ¥ = 1. Denn filr ¢ £ o ist re, + e, & e
o o N Lo
£ Ld\t’.._,] \..,);g
o : 4
. R - ; Lo . &rx .
Aleo ist zu zeigen: gyt oon (1Y = MU Sai B = ag, + he E—U’ ~ N

1 2

Dann ist abh = ¥N{E) = 1, d.h, h = a und B o= Afae, + e},

2)



- uh -

ol x 0 7
(19.4) Tema: L0 A~ M (1)« a5 Clla o B X
= |7 N{¥)
EAGN N-?H) NAGY ]

Bew,: es ist

[0 AN aw?™] _ [a0% = awt]

[0 Aw () 2P D] [0 AT 0F 0w (1]

Anwendung des Homarorphissatzes {7.6) auf A ergibt: ,

[0 08D = a0« 2@ A 27 2 UF A T )]

Wegen (2.11.1i) ist A~ (1) = k*. Also ist

0% o™ iy = 0P A a7 ) = o una [0 0BT = 0¥ 2 N,
Anwendung des Homomorphiesatzes (7.6) aaf N ﬁrqibt;

re o oF 7= (o™ W Ho AN 0P AW (]

Damit folgt die Beh.

4 L]
Aug (19,3 undd {(19.4) folgrh sofort (als Verallgemeinerung von 19.3)

{18,5}) Satz: Sei r die Zahl der unendlichén Versweicungsstellsn von K
......‘; :w_? w

3 L
ber k. Damn ist Z{?""%ﬂ N s MUY =2 "-x-{@v C N )j.

(19.6) Lema: AK) = N (1)

Bew,: Falls X Kbrper ist, ist das /127 8. 149 Satz 90,

., 188t sich die Beh,

Falls K = ks, & ke, mit E~Idenmobenten & a

1 2 -1
lgicht divekt nachrechnen {sishe Bew. 19.3}1,

{16.7) Lemma: Sei v die Zahl der unendlichen V%JTJWI&ELQU&“&Q% tellen von K
FE e . - 3 - lrzs o .’1u,,. i{ K -
tber k. Dann ist Iab af . sz oot LA w\h 1 fﬁ E{I : 3{}{3
- zf' {;’ J 3
p k

lar . c»f--ﬂﬁw )]
[APn 7 ke f) (19]

_[at e s z’}}i'b—»guf‘) c (k) 9]
(% . 0t {k+;)(1{k)}‘
{k= ¢} ist injektiv. Denn sei o & ™ mit o 0= %, Lann ist auch
o 0 = 0 und wir erhalten < Ufn k= cud at 10 4 k= o,
aleo ot = ¢, Daher ist [ 2) (1) ¢ () (9] = [T WFD
Wir milssen noch den Nenmner des Druches umformen. Da nt: K+ HF
suriektiv ist, ist [2fa0f ¢ g2y ] = [n Tataehy o b T een ()]
Man rechnet leicht nach, daB ITVQ 1{ .af} {P ) = ka; O Mit (18.12.1id)
(ER R

Bew.: Bs ist [aF : af, nf] =

5]

folgt: [AfaH?: (e 2y 0 97 = [T

,ég} auf & und Ee:ma (15.0) ergeben:
: DEREIRAC /A )

o, ;\-z"ji‘i} : MJ”

Jetzt folght die Beh, mit (18.%)

Anwendung des Horomorphilesabzes ([

- 1. .
i i N
Lﬁs’gn HY {3{+§; {H Y =

o



— 97 -

{19.8) Lema: Sel & die Zahl der endlichen Verzwelgungsstellsn von X
{ber k, Dann ist [A” : (ks o) (I}“}] = 2%

Bew,: klar {(oder sishe /8/ S5, 275)
{15.9) Satz: Sei ¢ die Zahl der Verzweigungsstellen von K ilber k. Damnn ist
B oataet)e L W] [P Ao ¢ 0]
T e ntn] [T (Lo F)]
Zd-ilk : HJ(}
e fo’ s mWTY]

: -4 Ly
Insbesondere ist also A° : A, HY]=

Bew.: Wegen {(19.7) ist noch zu zeigen:
A _1 o i 3
k NI U ERaD
: (g (ah]

Wie wir im Bewels von {(18.717) cesehen haben, ist jrnﬂ i?f‘} z a7

*
A (e 2) (T

Wogen Lemma {(19.8) ergibt sich damn mit dem Homororphiesatz (7.8),

angewanct auf {; e E

?ﬁ? : il
S

6
Ky LT : . R ¥ ; =1
{3 ?f?:ii {om= {8 sy (A7) 3 (ko) {1 "{N’ﬂ{ wer | ﬁ}

1
i |

1 o
(e Y (T A (BT Y]

- AP azeey 0% s (0F]
: {;»w;{?ﬂ';: '

| w8,
A=) poy = (UF) folgendermaien:

Y
i
Bei cte I und cﬁi@?’g{?@: Y, alsc or %= U7,

(19,10} Satz: Glsiche Voraussetzung wie in {138.25).

Sei 2 die Fanl der endlichen Verzweligungsstellen von K lber k. Dann ist:

» HEféf_ ke’E)ﬂ To 8 _ el P S T
R R J Ainlfrel (U7 2 (U7

Jumhs, - 798, ] [AY: (2o (A ‘?)3

.y ; -1 ' L™ g -'1 b4 %
1y [P A (200 07 a:{,ﬁu:gw Loy n o710 - 8]

E"‘"

A o . o ?v . i\_? gx 48
1) [2¥: g erah)] = ol L s OIH0]

Bew.: i) Vergleich von (1d.25) und (15.5) mit unserer Beh, lelwt, daB

wir zelgen miszen:
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fo o]

L ww?n] 0 AR W oE s 1@ ]
meh s wehasd  [oF o nw?)] [uehs, s @]
d-er k
an, Z7B e = [T°: maM)S, ]
[vahs, s Mo @ ')
a.h. 2@-—& E:Ik 2 l’i‘é{} -

g:Ik : SM}{@'X : MXE

d-e izt dis Zahl der unendlichen {reellen} Verzweigungsstellen von X
ﬁbeﬁk, Da ¥ und Q an allen reellen Primstellen von k verzweigt sind
(giche 13.4.1 und iv), ist d-e die Zahl der verschiedenen Primstellen,
die a teilen, Die Beh. folgt jetzt mit Temma (B.5).

ii) Wegen {18.12.1) folgt genauso wie Lama {7.16), da’ wir einen
natiiriichen Isomorphismus ¥ haben:

i a7 > T Glatgeey T 0])

- 5 ; -1 - . apl -
Insbesconders ist A?’ﬁ(gwﬂy} (U7 2 10 = ?552 EA@V‘: g-uy! Q? ):{Qﬁ}}.
Sei jetzt tler von £
sei nf: K - I} die abb, mit nf(a) = alf fir a < K.

Da i? nur Hauptlﬁeaie enthdlt, folgt wie Lemma (18.12.111),

daf fn@,} 1(3%;3 = {{?.? . Man sieht leicht, dag n@ surjektiv ist

P\ . PR : i Q:C
wnd da8 (n}) 7 (g el (00 = T una )" {{;’fj) =077
Nach dem Honomorphissatz (7.6, argewandt auf ng, ist also:

[ad ‘“'411??”3 i) = [N o A U5 g%ﬁ*}

~ ol
iii} Mit einer Smlichen Argurentarion wie im Beweils von Lerma (7.18)
zeigt man, dag [a7 . 2 *v:ﬂ?& | = Tfm@% : \??i—s—a'\ A?}}

7
Mangisht leicht ein, daﬁ fiir alie ’Drmteller P von g gilt:

A 23 R e
¢ T ! . L ﬁ
el C TN { {
027 (o bl = 0T 00
4 4 ey,
T8 & - - 2o T Y [ RPPT S s - .
Wagen {(n.) (A, = & -ﬁiﬁ'? j ftolat dis Beh. {aus d&nn Honomorphiesatz).



§ 20 . Reispiel:

-
A

kalische Grunren der Ordnung & in Quaternionenalgehren

iber imagindrauad

ratischen Zahlkbroern.

In diesem urd im ndchsten Paragraf
Paragrafen 16, 17 und 18 flir imagi

konkretisieren, daB man die gesuch

en wollen wir die Frgebnisse der
ndrquadratische Kdrrer so weit

ten Konjugationsklasszenzahlen

relativ leicht mit Hilfe von zahlentheoretischen Tabellen berechnen kann.

In diesem Paragrafen unters

Hauptergebnisse sind die Sdtze {20,

= R{i/A) mit 1 <
Mz(k) tabellieren wir das Ergebnis

>

Fir die Kirper k

e

Fpiaisl

iga Generalvorauss

Wir machen fo

uchen wir die 6-zvklischen Grupren.
{mit Tabelle 20.40) und {20,41).

35y
d < 107 und die Quaternionenalgebra

Inde des Paragrafen (20.42),

3

amn

eLzung:

{20.1} Sei & € N cuadratfrei, i

von K.

582

Sgi O eine k~Quaternicnanal

selen varzweigt
Redingungen von

Unteryruspen,

keine resilen Primstellser hat

Da k

Primstellen.

Die Voracssetzungen

sind alzo erfills

Wir miiszen F (i)

berschnen sowile dis Créf

(W, 4 )

v,
il

by

k= 0(i/d), sei o die Hauptordnung

agebra. Alle Primteiler von DE{Q)
F)

., enthilt

er Paragrafen 1€ und 17 (und 18)

“hiedenen Maximalordnungen

fe FLUm)):

H
ko

i

K@ k7 [;x": (v

siehe (17.14 und 19,10},

Sel zuerst 4 =

X
Bekanntlich ist hier Li : Hol =
Es gibt a

Q nat kel

Wir berechnen zuerst | ﬁg
7

= 3. Dann ist notwend

1, also auch {I

iso mar einen sinzigen Maximalordmmngg

af]

(W0) und 1(W L),

19 0 g M, (k) (siehe 14.6),

Xk

a

Stym

(20.2;
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K ist kein Korper, da Gy € k. Inshesonders ist b Ky = v ound
i e T =, ,
BEs ist (r,ﬁ_g;’)d = =3, Ist ¥ eine (~-Maximalordnung, so folgt mit (16.5):

FAWY) = { £ | 2 ist ganzes v -Ideal und ?22}3@’},

2 -
3 ist verzweigt in k. Sel l o = P (also p = 1/3 w).

Dann ist also &(M‘U = {,pl.

Nach (7.26.4) ist[T : '] = 1% : 6% <

Wie im Bew. von (1%.3) gesehen, ist fvx ; N(?)’G’X)} = 1, Also _3;6(332, o) =1

4 ; =
s gibt K-Tdempotents By, 8,y SO dafi K = ke,! kez ard 7= ve, + U'ez.

_ P P _ L
¥z ist 0% = o+ i . Daraus leitet man leicht her, das
(7 = (as, + e, La,pbew udabep 1.

A " 3 . . .
L ‘ izt erzeugendes Element von o und man sieht leicht, dai

] PR ;
.= g8, +r.e und B = e, + .2, erzeugende BElamente von 7 2ind,
B &t £72 ! 52
- X AP _ .\ FyF 3 o
s ist g € o & , aver ¥ & , da ‘Eﬂ-gﬁ—-ga £ § .
2 il -
Da b =g = {0 =g 31 + ¢ ) =¢ (3/2+1/2./5) & 5, ist
) & & £ ’ ¢

E:‘ﬁ = e, + .r;% e? & e{f%“ urd wir erhaliten {fj’?x : ”7W3 = 7,
Waoen Nir =N 1:‘2‘1 - [ﬂ_.:( \](U?A)j o o= : ,\lé’jj
iegen {6;~L{m,-—(;§vum s I i

v Ubker @ verzweigt ist, ist E‘Z(E;a; = 3. Aufierdem ist Q?J 1.
{sishe 5.2.11). Man erhdlt also _}L.f{?:ﬁ,«?’;) = 3{1 - /3 = 2,

(20,3 Lemma: Voraussetzung (20.1),. Wenn d = 3, ist nobwendig Q % ME (k).

Alle Q-Maximalordmungen sind vom gleichen Typ. Ist ¥ eine O-Maximal-

oodmarey, so ist ?5{“@2} = {o,pt ound 1.1 T, e = 1 sowie
ke f)
%{B‘ﬁ,gz‘;=2,aml ¥y = 13,
- . _ L - N
{(Dabel sel » = 1073 der Pristeller von 3% in ol

Sel von jetzt an d # 3. Dann ist K Kirper und wir kénnen identifizieren:
K= k{§6) = k{i/3).

Mach Lama {14.4) =ind in ¥ Uber k hifchstens die Primteiler von 3
verzweigt, da 3 die sinzige endliche Verzweigungsstelle von @ (i.3)

]

Uber § ist.

(20,4) Lemma: Sei d # 3. Dann ist : j o, wenn 3ld

! 3o, wenn 34d



Bew.: Falls 3|d, ist 3 in @(/3d) = @{(\d/3) unverzweigt; nach Temma (14.4)
igst K Uber k unverzweigth.

Falls 3+d, ist entweder 3o Primideal cder 3w = Fy mit Primicdealen

p #¢7. Da 3 in @{/3d) veraweigt ist, ist nach Lemma (14.4) auch 3«
bzw. p und ¢y in K verzweigt. In jedem Fall ist D((K) Vielfaches von

o

3¢. Bs ist aber I},{(K) auch Teiler von Dk( o [56'}) = 3¢ {siehe 6.9.1iii}.
b

(20.5) Lema: Es ist [T° : v E] = 2 genau dann, wenn d # 3,

dzC0mod 3 und Q £ M

Bew.: {giehe 16.9) Gerau in diesem Fall ist 7. & k, D..;;{{K = ¢ und
T iy}
Q £ {~3, -?)k (vgl. 14.8.1i1). .

{(20.6) Definizion: Ist k algehraischer Bahlkiirpsr, =0 sei hik): = [t .=

(20.7) Definltion: Sel d # 3,

i) pann sel X i = O V38), sei ¢ die Hauptordnung von k "

- . . - . L .. P gees
ii} Sel 7 dis Grupee der Einhedltswpurzaein aas ¥,
' ' ¥ Fed >

1ii} Bel i = i{? HI ,;}

Tom b oamle g N S, P P a
{20.9) Lemma: Bs ist immer g < 2wyl ez gils:
i\ 1 = s

iy Wernm 4 = Omod 3 {4 # 3Y, damn ist =1,

ii} Wenn 4 # O med 3, dann ist {2, wann +3 & N}{@{gvu%)
L] = 2
Bew.: zu g < 2 siehe /10/ §. 54 Satz 14
iy sishe /10/ 5. 7% {‘HZ‘T'
ii) Falis d = 1, ist wegen (20.8) notwendig q = 2. Hs ist =3 = 0° - 3.12,
Fliv d ¢ 1 sishe /107 5.75/76 (101} . (HI} ; (EEIE .

Bemerkung: Fallz d # Omoed 3, ist 3 in k+ verzweicat,
ist a

3 o& N"{ §©(ff+) lso dguivalent dazu, daf der Primtsilsr von 3Z
kK 10
in ¢, Hauptideal ist,

0 - .y . , X
> 1 die Grundeinheit In o T

{20.10) Definition: i) Sei =
SR £ e 32 S
e f ] s wRmIil D9 t

(o
13- |'} o F
J&_!_}i—,

H FEIY i =
1, wenn Jik E{D(n;} i

E

I3 - ?: 3
Sei ®1 = i:ZZ : Nk‘gl@(UQj = i
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(20.11) Temma: [ : N2 o] = x.

Fiir d # 0 med 3 ist daher | o N(Zryi}} =32,

Bew,:; Falls d # 1, ist ot = {+1}. Man sieht auch leicht, dai
3 F -1 = =y Ty

6) = Lls = 1. Also wird

T b4 . b4 - W 3 b4 _ . A _

Lo s mzeD] = [0 o neh] = fen I\]k+!®(w+)3 = x.

Bekanmitlich ist x = 1 nur miglich, wenn Fflir alle Primteiler D von DG}(k+)

gilt: p=2cder p =z T moed 4, Wonn & ¥ O mod 3, ist aber 3 ein

Teiler von D2!k+) D@{ij@g; )y,

7 wvon z;6 erzeugt wird.Es ist N{r

Sei jetzt d = 1, Dann ist x = 2, d.h, Nig) = h@(gﬁ = 1,
Eg ist e;-x = {41, +iV ard 7 wird von o= ,—‘1 = ﬁ‘?u"i erzauct '
nE = LSl I A WG VoD C?!Z C/—;!:"E 4.136 L

Eg isk N{g, .} = iEN{g '}_? = -1, also ;;-K = M{Z c?x}j = [ N{Z}Y = 2,
12 & +

Wir machen jetzt Fallunterscheidungen:
Wir untersuchen zuerst den Fall, dap 4 #. 0 mod 3,

Darn ist D (K} = 3¢, Mit (16,10.11) foloh:

(20,127 Lama: Sei 4 § O mod 2,

Flir alle (-Maximalordnungen & ist damn P 6(3’@?1) = { ¢},

iy o N e
Wiy missen noch 16{53‘2} = 16{ Wi,y =27 ‘aghik
beraechnen,

{20.13) Levma: Sei d 7 O mod 2.

i) Werm -3 & N

{w ), dann gilt fir alle Primteiler p € N von d

kg

k, o
die ¥orgruenz: p £ 1 med 3. Inshbesondere ist alsc d = 1 med 3.

ii) Wern 43 & ’\Ijz il ), dann gilt flr alle Primteiler pE€®vond

‘,i-ﬂ
entweder p = 2 oder © = +1 mod 12, RuRerdem ist dann d = 2 mod 3.

Bew,: 1

Sei -3 < Nk ]Q({}-+) und sel p ¥ 2 Primteiler von 4.
G

~

Dann gibt es a, b € 1/2.Zmit ~3 = a° - Bdbza BEs mul also (-—;;) = 1 sein.

U L T e AY (p-1) /2 {p=1) /2. (3=1) /2 {p _{p)
£s .;,stfu—-3 = _,) w (=1) P . (=1} j2h) ).
CYARY >&p BREY
Also ist notwendig (—%) =%, d.h, p = 1T mod 3,

, ;
Wenn 2|d, muB es a, b € Z geben mit -3 = a® - 3dh°,

- - . L2 - S . ; 4 - . 2 . Lo
Dangl foldt & 2 -3 mod 2, also a = VP mod 2, also a” = 1 med 8,

Damit folgt db% = 4 mod 8, also b° = 2 med 4. ¥

11
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ii} Sei +3 ¢ Nk DL ) and sel p # 2 Primteiler von d.

\

Bz gibt &, b ¢ 1/2-Zmit 3 = a‘? - Bd‘nz. Al=zo ist <~%—} = i,

{3 fo-1}/2 ) 3)
Talemrs o—§ Tz o Lol =
megen(-) (=13 { 5 gilke ( 1 genau dann, wenn

it

pzlmeddudp=zimed 3) cder (pz-Tmed dundp = -1 med 3).

Aaferdem mal galien: a2 = 0mod 3, also a2 = 0 mod 9,
pamit folgt: 3 = - 3db2 mod 9, also 1z - c’ib2 mod 3.
2

Daher ist b Z Omed 3, also b™ = 1 med 3 und 1 2 - 4 med 2,
Wir haben auferdem gezeigt

(20.74} Lemma: Sel p # 2, 2 eine Primzahl. Denn gilt:

[3)

vy = 1 genau dann, wenn p = £1 mod 12,

iy
=

{20,15) Definition: j' 2, werm +3
Sei z: =

3° = 0 {siehe 1.20.i1i und 1.18), &.h. N{a + bi/3) = -1,

Insbesondere ist o @ N(T99] = {r=13 : (131 = 2.

{20.16) Lema: Sei d = 2 mod 3. Darn guit flir alle Q-Maximalordnungen 37
die Gleichung: 1_{(Jff) = i;}(m pee) = 2"21’:}.(3;?? .
uwt A

Bemerkung: Es ist 2 = 2 genau darn, wenn der Primceiler von 3Z in o,

Hauptideal wird. Eine notwendige Redingung ist (20.13.14).

t flir alle Q-Maximalordnungen %7
hik,).

{20.37) Lemma: Sel d £ 1 mod 3. Dann gil
die Gleichung: 1 _{#F) = 16(3'2’3,&’) = 2t

. ie - . I . ® ey X
Bew,: Wir milssen offensichilich zeigen: o " . N )_] = 2.

Wenn g = 1, ist nach Definition von g wd Lemma (20.11):

g {w“ : E‘J({)?UX)} = {G’x s N(wa}] = {w’x: NA{Z U:}]

Wir milssen alsoc noch zeigen:

(20.18) Lerma: Sei d = 1mod 3 und sei g = (07 1 207 = 2,

Dann ist ia'x : N(ﬁ‘ﬁ)} = 1.

Der Bewels ist sehy wumfangreich. £r geht bis (20,24),
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Bew.: 3Z ist in k trdge. 3¢ st daher die einzige Primstelle von k,
die in K verzweigt ist, Aus (19.9) folgt also:
B A% 0T = 15 051 7w
Wir missen zeigen: [A® : AY,H"] = [I’k : Hk].
A wird erzeugt von den o-Idealen und 1,307 € 1Y, dem einzigen iiber k
verzwelgten Uw—Ideal. Daher ist:
[27: 2% %] = [2%% 2 17] = [er o) (5907 ¢ 1¥]
= [0 ) (T 1 e w) (15 A Y]
Wir miissen also zeigen, daf der durch (k» v) induzierte surjektive

k 3 . L.
Homomorphignug Ik,fH + (ks o) {I}K)/(kv» ) (Ik)n Thd auch injektiv ist,

Seien ot e Ik und & £ K mit ot /"= a G'W, {e8 ist zu zZeigen: i & H’k} .
Darm ist ot = N{en V) = Niale & 1 .

{%5.19) Definition: Wir bezeichnen den nichtrrivialen Automorphigmis

von K Uber k, mit . Die Finschrinikung von ' auf k (d.h. den

T
nichttrivialen Automorphismus von k iiber @) bezeichnen wir ebenfalls
mit ',

.\ . -~ 2 .
Flir unser ot gilt dann: or o | = of (o'} *

2 =1
= f E\Ik;@\i.‘s‘l) & H,

da Z Hauptidealring ist.

(20.20) Definition: Ist k ein iber ¢ cuadratischer Zahlkimmer, dann

bezelchnen wir die Gruppe der Uber @ avbigen Ideale aus k mit Ak,

{20.271) TLemma: Ist k ein imagindrquadratischer Zahllkfrper mit nicht-
. . . Sk -1 b
rivialem Autororphismus ' ound ist o & T mit ov ol € H , dann

ist vt & Ak}rk.,

Bew.: sishe /12/ S, 178 Sakz 107

Unser ei liegt also in LTS

Offenzichtlich missen wir mur zeigen, daf der durch {ke o) induzierte

) . . it den 4t
Homomorphismug (ke ) indekbiv dist,

1 .
Ak AR

{ k::&')\\ 1 j I -
S (ke o) 407/ (ke o) () 4 118

i

. . . . k . k-
Zum Bewels faktorisieren wir (krw): A7 5 ks o) (A7) folgandermagen:

k ks o) K 2
BT e L { ! s {kror) (A &% >
S /"?

ke T (k .+ )
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Man sienht leichi, daB die erdlichen Verzweigungsstellen von k = @(1/Q)
Uber O auch Verzweiqungsstellen von k., = 0(3d) iber ¢ sind,
Dam sieht man ehenfalls leicht, daB durch die Vorschrift or e Uti(] U:"\ k .

eine Abbildung (k-+k +): Ak > A}C‘* wohidefiniert wird, das (k=k +) ein
Homemorphismes ist und dad (kv o) = {k e ) o {kok +} . Dabei sei (k,+~+ w) die

Binschrinkung der Abbildung (k+—> i TR 17 mit Vorschrift e ,@.U’w.

Wir miissen zeigen, daB (k+k +} und (k 47 ) jeweils injektive Abbildungen

[, ( 1 1
(k) 2 Akl NN

S 1, ]

k>l I“‘*/‘dk* + T9/me induzieren .

Il

(20.22) Definition: Sei 4 die Zahl der endlichen Ver zweiqungsstellen

von k dber § {d.h, die Zahl der verschisdenen Primteiler von D (K))

v, ﬂ-@ N !7{g?
o

gl a___L « I

= 1 und N, ;B'a'} > O fir alle a £ k und da k genau eine

unendliche Vez‘zwmf_gungs]teil lper @ hat, folgt mit (19.9):

L"&k : }"{km lrik] = 2"

k. hat keine wendliche Verzwelgqungsstalle iber ©. Aufer den §
erdlichen Varzweiqungsstellen {ber ©, die er mit k gemeinzsam hat,

hat ’«; noch dis Verzweigungsstells 3 iiber ©. Bz ist NI{ ‘@(E} = 1
. FRLL

{siehe 20.11), Daher folgt mit (19.9):

) I i &em ] Ie o
R N T L L (20.23)
k ko3 - . : ] k.

Wegen E}W( : A’{ﬂ HKE = 26 ! ereennt man leicht, dap AK,ﬂ,H durch

die Idsale aus ¢ und durch i/d o erzeugt wird.

ig+

PR R

(__Q

Sei p der Primteiler von 3 in o, Da = 2 nach Voraussetoun
T

¥ ein Hauptideal (sishe 20.9.ii). Da auRerdem .3d v, eln Hauptideal
ist, ist offensichtlich (k+k,) (1@ ) = /34 5 | & A%, 1%,

also ist (k;akj wohldefiniert .

Wir konnen (k+k+) auf natilriiche Weise fakrorisisrens:
" NN < k., ks s kﬁ—,
,Zq ~ h = {krk ) (A }/{kﬁkj_} (A7) A H + Ak’“/A *

Fa”” wird von den Idealen aus (k“‘fk+) (Ak) und von ¥ erzeugt,
Da p ein Hauptideal ist, ist der rechte Teil der Faktorisierung
ein Isomorphismus. Der linke Teil iast surjektiv,

3

Also ist (k"k ) osurjexiiv und wegen (20,2
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1i) Wir untersuchen (k +~§'§;}
[+ 4
Sei A' die Gruppe der Uber k+ (begl. ') ambigen U7 -1deale.
Da (wie man leicht sieht) X ibker k 4 keine endlichen, aber zwei
unerdliche Verzwelqungsstellen hat, ist AT = (k Mo o) (Ik‘*') und mit (19.9)

folgt: [0, o) (@) ;e ) (ka*)ﬁﬁ"] = 2. [T . H]“'*‘:i’j/ (o, = NKEk+(L5”x)].

e N @Xym
Wir missen noch zeigen: {ur NE N}(ik+(y Y] =2

K ist algebraischer Zahlkbrper mit zwel kemplexen und keiner reellen
Primetelle. Nach éan Dirichletschen Einheitensatz ist J7" direktes
Produkt von 2 mit einer unendlichen zyklischen Gruppe, die von einer

"Crundeinheit” £q erzewgt wird.

(20,24} Lama: Wenn o = 138t sich ¢ o folgendermafen wihlen:

2y
. 2
Ezgibt r @ Z mit g = ¢ £yt

Bew.: siche /10/ S. 75 (8)

(a) » O fiir alle a £ ¥, folgt jetzt leicht: Ngﬁl‘-q_

{se} = ¢ und:
+ _ P

=g ist direktes Produkt der von -1 und & erzeugten Grupben;
' By A A \ -
NK1k (/7) ist die von ¢ erzsugte Gruppe.
e

Damit folgt die Behauptung und (20.18) ist hewiesen,

Wir betrachten jetzt den Fall 4 = O mod 3.

Wegen D, (n} = ¢ ist Fe (Wi < ?2 ;.E ist ganzes ¢ -Ideal und }ﬁ 13}
Fir aﬁle ﬂwﬁax_tﬁamrdnurqen 7,

Fe ist 3 verzweigt in k, sel 3w = 32_

Dann ist FG{M) clv,pl.

3 ist in i‘;(iv’?} VerZweige .

Wenn d = 3 mod 9, also @/3 3 1mod 3, ist 3 in k, = 9(/3/3) zerlegt.
Werm & = 6 mod 9, also d/3 = 2 mod 3, ist 3 in k+ trige,

Algo folgt mit Lamma (14.4), Satz {(16.10) und Lemma (16.12):

[}

HI

(20.25) Iemma: Sei 4 # 3.
1) Wenn ¢ ¥ 3 med 9, dann ist (é{“) = 1 und es gilt:

i

¥
a) vern Q § M0 % -3, -1}, dann gibt es eine OMaximzlordnung !
mit Fé(a’z‘z Vo= {or, ). Ist B eine weitere Q-Maximalordnung, sO gilt:
i 3
gty = | LR, vem NEIRT) < MR
&

@, wenn N{¥T 3%} N!IK Hk
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b) Wemn Q Divisionsalgebra ist, ist F6(5?3'Z) ={w, p} fiir alle
O-Mawimalordnungen #7 .

ii) Wenn d = 6 mod 9, damn ist (5= -1 und es gilt:

a) Wern Q g M, (ky = ( 3, 1} ; dann gibt es eine O-Maximalordnung i
mit F6{53‘f ) o= {;f } Ist 7 eine weitere Q-Maximalordnung, so gilt:

o [ tp ), wenn nmtm) e N(T )ak
Te), wenn NOL WY & N(TOH
b} Wenn Q Divisionsalgebra ist, aber Q nicht an der Stelle p verzweigt
ist, dann ist F (#1) = {e,p } flir alle Q-Maximalordnungen &7 .
¢) Wenn Q an der Stelle p verzweigt ist, ist F_(W{) = { v}

fiir alle Q-Maximalordnungen 07,

5

Bach Lewmma (20.%.14) ist g = 1. Fir .ﬁ& F (W) wird alse

Ly c W]

Lo, 2y = 25 s mn Hne ). Gl WD)
Tf/ k-;‘ ¥l W}uiﬁ
pig L AT/ /

. 3R ® e
Wegen q = 1 ist U7 = 7 o . Mit Lemma (20.11) folgt:
-

(20.26) Lama: Sei d # 3 und 4 3 O med 3. Sei ¥ eine O-Mawimalordnung

mit o & r,{ Y. Dann gilt:
i} Wenn Q g & M2 {k), s0 ist 1 (¥R, ) = xwh{}%) .
=1

ii) Wenn O Divisionsalgebra ist, ist 632@3’,9) =27 Texen(k,).

Wir missen noch 1. (81,9 ) berechnen. Es ist W(yp) = 3.

(X4 g .
Wegen 57 = Z a:&; ist U “* das direkte Produkt der von r 6 und €
ge

!fQ

. Untergrapren., enthilt ¢ g

Also wird 1_5_7 E {? ?xj der kleinste Exponent e, s0 dai e [ ?xg
£ % ¢ 7" genau darn, wenn Dk(é,ze}gy vielfaches von Dk{(,??) = 3 g

ist.

{20.27) Definition: i) Seien a, b e N so, dal = = 1/2<{a + b-74/3}.

ii) Sei vi = { 2, wem b = 0 med 3
b ‘]:_ 1, wenn b 2 Omed 3




Bs ist D, (1,¢) = O (1,¢) = bed/3 (val. 6.9.iv).
Fa

Wegen S 1/4. (a* + bzod/B + 2abe..d/3)
and ed = 1/164 (a2 + bR.d/ 2 + 1/4.a%b%.d/3 + 1/4- (a

wird genauso: Dkﬁ,ez} = azbzwd/B und Dk{1,54} = 1/4-{a

2
2 4 b%.a/3) -ab. G732

+ b2a/3)2a%nas3.

]

2

Wir berrachten zundchst den Fall d = 3 mod 9 (also d/3 & 1 mod 3):

2

Wegen 4N (e} = a - bzd/E = 1 4 gilt:

K,

3 7
Werm x = 1, alsc N{g) = -1, ist a” - " = =1 mod 3,
' also notwendig a = Omed Jund b # O med 3.
Daher gilt: 91,,{1' ,s?’} ist Vielfaches von 3, aber Dk(i,e) ist kein -~

Vielfaches von 3 Also ist L7« %] =2 = 2/%.

Wegen M(c) = 1 folgt: Lo : n(?H] = 2.

L

Werm x = 2, also N{g) = +1, ist a° - b° = +1 med 3,

almo notwendig a 7 Omed 3 und b £ O moed 3.
1

. c e : L P 12 3
Daher gilt: [ {1,e) ist Vielfaches von 3, also ist Eiz s 7 j: 1= 2/x,
N _

p - Vo - s - 2 .
(20.28) Lemma: Sei d # 3 und d =2 3 mad @, Sei 3o = F7 wd sel

W eine O-Maximalordrnung mit palb 6 (WY, Deenn gilt:
1) Wenm Q g My (k). so ist 16(3‘3"2 s ) = 2xeh{ik ).

_ . C s . " . . t

11} Werm @ Divisionsalgebra ist, so ist lﬁf?ﬁi’ ;) = 2 x°h (k+) .
- , 2 2

Wisder ist 4N{g) = a” - h'd/3 = & 4.

. . . . 2 2 ) )
o N{g} = =1, ist a° + h" = =1 mxl 3, also notwendig

j#4]

Wenn x.= .1, al

. , . 2, %
afo0omed 3und b ¥ Omwed 3 und inshesordere 1 = v und ¢ & g .
4 2 2 222
5 s y =% P AN o
Aber dann ist D, (1,27) = 1/4-{a” + bd/3)"ad” = 0 ned 3,

5 v 4 PR . #% .
alzo llegt £ als fritheste Potenz von = in 77, paher ist

” b4 .\ x *

LU” : Qﬁﬁxj = 4 = 4/xy. Wegen N(€4) = 1 ist {z}' : N(OF }} = 2.
Wenn ¥ = 2, also N{g} = 1, igt a” +b™ = 1 med 3,

also notwendig entweder a 2 O mexd 3 und b ¥ O mod 3

oder a Z0mod 3 und b 3 Omed 3.
3 ®
Im ersten Fall ist v = 1 und ¢7 als frilheste Potenz in o,

also {(j’dx : g?x} = 2 o= 4wy,
Im zweiten Fall ist v = 2 and & & U?x, alsoc [UUX' : U?XJ =1 = dixy,

it RTH LS P AR o« LS Rt
Wegan Nis) = b oist o pExaen adden Lo v NY Plo= oL,
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i}

(20.29) Tama: Sei d z 6 mod 9, Sei v = ?2' und sei 7 eine

O-Maximalovdnung mit p € F 6("6[3? Y. Dann gilt:

i)W - o is ; = Ixvehi(k ]
i) WeankLEg(k), so igt l6(ﬁ?,€p) 2xyehik .,

B

i1) Wenn Q Divisionsalgebra ist, so ist 1 (¥, 7} = 2t>\'\;uh(k+).

Wir wellen jetzt E’:;{ ) und 1?( W, £ ) berechnen.

Dazu machen wir die Zusatzvoraussetzung: £ {(~3, *i)k.

ist ¥ eine u—Ma.{malofdnunq ard f & F/ (W), so ist nach {18.9.1i)
notwendig ; i} (K) 13 und t{p) 20 m@d fiir alle Primteiler p von £ .
gt ¥ ?‘::Lmteller \aiel ,?31 {Widerspruchsannahme) , 50 gilt 3?!30' und

7 1st trige Uber §. Dann ist I‘JOtW@ﬂ(:fiq d E 1T med 3, also Dk K) = 3 ¢. é

Wir haben also in dedon Falle e (?}’é?) s { e},

, . : ¢ .
Ist ] eine O-Mavimalordnung mit o € F (%), so ist

(d%"f) 1%\'};3*;&”.) = geaiz‘k . K (2, }\j/\co ‘1{1 k : Ik{z}}ik}},

wobel e dis Yahl der {endlichen) Verzweitunussizsllen von ¥ ilber k ist,

{20, 30} Tewma: V’Ik : Ik{2}ij = ;3‘5“1‘,

’ 5

Bew.: sishe /i/ 5. 287 Satz

oo

Ist H eine O-Maximalordnung mit o ¢ E‘é(g:ﬁ) und ist #' eine

weiterse Q-Maximalordmang, so ist nach Satz (18.18) @ e P é{%ﬁ) genay
o NPT
dann, wenn N{FI W) « N(ATH

- . . .. (AT . b ,
Es gibt alsoc {vgl. 10.10) PN s RT 11 verschiedens

£

Maximalordnungstyoen W omic F (W7} = {@}. Fir alle anderen

i
&

Maxdimalordnungstvpen Tt ist Fgg( W

Wir machen jetzi wieder Fallunterscheidungen.

Zel zuerst d = 3. Dann ist K kein Kirper, also x = 1.
‘ . . vk iy .
K ist unverzweigt Uber k, also e = 0. Wegen |17 @ H {= 1 sind alle

vorkonmenden Tdeslgruppenindizes gleich 1. Also gilt:

(20.31) Leamma: Wenn d = 3, ist O : 3‘52 (). Ist ¥ eire O-Maximalordnung,

so gilt F?('m} = { o} unad ?( Wiy o= lg(}”ﬁ,w) = 1,

Sei jetzt d = 2 mod 3. Nach Satz (14.8.1v) ist 3 e = pg mit

Primidealen y , &y wnd (~3, m“x‘;}/ ist lber k genau “n den Stellen

kY

y und o verzweiot, Aach K ist bher k genau an r@n Stellen p und o
. ) Pt ™y 1'\—\=--'

verzwelgr, Also igt e = 2 und N{A") = R] )

, Daher gilt:
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(20.32} Temma: Wenn d 2 2 mod 3, gibt es genau einen Maximalordnungstyp

g

iﬁ, s0 dafl Fge( W) = {o). (Fir alle anderen Maximalordnungstypen 2

ist Fg‘<m) = @.)

k{2)

N(A‘y) Hk wird von den Idealen aus T H}: und von p erzeugt.
{U}, = 3 5)-.1 liegt auch in dieser Gruppe) Da 392 & Ik(szk, ist
{E\!(A‘y)ﬁ : Ik(z)Hk] = 1 cder = 2 je naghdem cb y e Ik(z}ﬁk oder

rk KO,
k

(20.33) Leamma: Sel k imagindrquadratischer Zahlkdrper und ot € I,
k(2),x
H

; WenNn s a & K gibt mit N (er) (a)Z,

d £
Genau dann ist of € I XD

=Ng
Bew.: siehe /1/ S. 266 8&tze 6 und 7 ’

{2 k

. X ] X ;
Es ist also y € I "7'H genau dann, wenn es a € kK gibt mit

7w o= N, Vom= M a3 N {
3z ,.Ykm(g; Nkl@{‘,,;ﬁ, Da ]k]‘@\
gleichbedeutend damit, daB es a, b € @ gibt mit

(@ + bi/ = a + b%d, also 3d = 9/b° - 3a2/p?,

a} » 0 fir alle a £ k, ist disg

3= Ni{’@
1] 2 ! 38 “59 . N ?
Dies ist Hquivalent zu 3d & N@(@-} !{Di@{m} .

{20.34) Lema: Sel d = 2 mod 3. Genau dann ist 34 € Bild N@(@} 9 =:M,
3
. wenn (fg—} = 1 fiir alle Primteiler p # 2 von d.
2 2 ,
Bew.: Wegen -~ 3 = 0 = 3-17 « M ist 3d € M genau damn, wenn -d € M,

i} Sei -d € M. Da ©{/3) Klassenzanhl 1 hat, ist dann +p € M fiir

alle Primreiler p # 2 von d. Es folgt sofort (——%} = 1,
¥

3]

11y Sei urgeksisk ("‘gj = 1 filr glle Primteiler p # 2 von d. (Wegen
20.14 also p = 1 med 12)
Sel p ein Primteiler von d. Dann gibt es also a, b € Emit

Ip = a2 - 31:}2 € M. Wir untersuchen die Gleichung mced 4:

Wenn p = 1 mod 12, ist -p & M, alsc p € M,
Wenn p = -1 mod 12, ist p €M, also -p & M,
Wenn p = 2, ist —p=-2=12—3-12éM

Sei A die Zahl der Primteller p ven d mit p = 2 mod 3.
Darn folgt {mit Multiplikation) sofort: (—T)D‘d € M,

Dad =z 2mod 3, ist X ungerade, also -d € M.

(20,35) Definition: Flir d = 2 mod 3 sel
we = [ 2. wenn fiir alle Primteiler pE2vondagilt: = 21 mod 12
i 1, wenn d einen Primteiler p = +5 mcd 12 hat
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Bemerkung: Wegen (20.13.1i) ist w immer Vielfaches von z.

3
Nach unseren Uberlegungen ist p € Ik(‘“}ﬁk genau dann, werm w = 2.

Bs ist also [NETHS : T5E8T = 2. Daner gile:

(20.36) Lenma: Sei d = 2 mod 3. Dann ist &0 = [T° 1 RIVGHE] = 2672,

Ist §# eine Q-Mawimalordming mit F;:( Wy ={e}, 8o ist

Ly = e = 27

Sei detzt d = 1 med 3. Nach {14,8.1i4) ist O unverzwelgt tber k.

Hl

Die einzige Varzwelgungsstelle von K Uber k ist das Hauptideal 3 e,
L | ]
Daher ist e = 1 und N@AT)E = RSO EE = REIK

{(20.37) Lenma: Sei d 2 1 mod 3. Es ist #?ﬁ“ 281,

Eg gibt genau einen Maximalordnungstyp % mit Fﬁ W) = {e),

g 1 - G
Dann ist 16{%‘?&*53 =1 (W, o) =27 .
Sei jetzt 4 # 3 und d 2 0 mod 3. Dann sind © und X unverzweigt iiber k,
! 1
also e = 0 und NATES = pri gk = @K

BEs izt Ez 254,

3.

F . * .
Es gibt genau einen Maximalordnungstyo WL mit ‘5’6{?;’13“?;) ={wr}.
§-2

{20.238) Layma: Sl d 2 O med 3 wnd & #

Dann iss 1{)(3’53} = lzimﬁ.v} = 2

Wir haben jetzt das Material gesapmslt, wm A & und A g T barechnen

{vgl, 18.28). Wir fassen zusammen:

{20,39% Satrz: Sel de¢ N quadratfrel, sel k = O{1/d) urd sei o= {~3, —W}k.

i} Wenn 4 F 2 wed 3, ist O an den beiden Primteilern von 3 in k verzweigt.
: . . vt o -

Es gibt genau einen Maximalordnungstvp Wi, so daB A 6(3‘5‘3) = 26 1w

und ALY = 1720 (onte) - 207N
g L o “y .

Tst B0 einer der anderen 20 'w - 1 Maximalordnungstypen, dann ist

V(W) = 0 und A (') = z/2+hik) .

ii) Werm d = 1 mod 3, ist Q z M2 (k}. Bs gibt genau einen Maximalordnungs-

typ $1, so dan Ai(’m} = 2(5_1 histe} Jx {¥31) = 1/2- !/n (% ) - 26 1)
Ist ?ﬁ einer der anderen 26“1 F«’iaxmalordnungstypen von Q, dann ist

Aﬁ{fmf} =0 und ML) = 1/2on(k ).
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{xj.

iii) Wenn d £ 3 med 9, aber d # 3, ist O g M

2

.
n . i . = s
Bz gibt genau einen Maximalordrungstyp 897, 2o dap i

5

(me) = 2872

el 10 — D [Rvan d -4
und 16{,;5{ b= 1/2. <J:><=Aa‘]c+} 2 }

- : -2 . ) #

s gibt 2 = 1 Masimalordnungstvpen &', so das E(E‘a‘l') = O

hig's) ?\%(W o= 3w/20n0c); ad zwar sind das die Mawimalordnungstypen
K

L

A e Pl ) ‘ajﬂ”\ NITY I r\'/! o

it NE LEiArcyl & N{ITYH , aber Eﬁa}f 7& fﬁ;ﬁ .

-y . s 82 N . e N )
Fiiy die restlichen 2 Maximalordmmgstypen 77 ist A;j(m“} =} é( W

vy Wemn d = 6 med 9, ist O = M (k3.

[—
e
t

- P
o . . _ 3 sap oM
Eg gibt genau einen Mazimalordnungstvp $Y, so dag Ao (W) = 2

)
2 5‘..2‘\ 4
e N I AT Ry N L e
und AT ) = /2 Dehe) - 2000
o * - -

bt N TU I o 3 B 3 o .
Ao AB G = w/20hk Y und swar sind das die Maximalordnungstyoen
A / - B
5
3F T Posr Prcer
b WT F OWhA P %1 ".""\' e Ty iy e "—",'J" s o
mit NI W e N{TOH . ahey W O£ W

. Pt
R o g e =5 5= e o~ I - o LR
die restlichen Z Maximalordrunostvpen #0% ist 2

urd A Yy = osee e
i Sa LMY T LR
AL L "ﬁ RN Bl ¥ Agul =
] -~ 7 3
Vi ovenn o = 3, dst s My i,
I, i

In ¢ gibt &8 genau einen Maximalordmmgstvn.

P T U TR S e . et N . .o pf 5 B "
Filr jede OQ-Maximalordoung W ist a2 ) = 2L(WT) = 1.
: o <

11 wir die Klasseonzahlen sowie ¥

.‘ 6
und Fe. in der Spalte # steht die Zahl der Mawimalordnungstypan,

diz nebenstehenden Werte zutreffon. Die Maximalordnungstypen

» Belhenfolge aufgefiibrt wis in {20,39).

wjugationsklassenzahlen von 3-Diedergruppen.
2



- 113 -

(20.40% Tahellarische Hbersicht zua (20,39}

, ¥ %
d a H A :

7 e Fel V3 ‘s o

oEl -1

1 o et 2% 1/2- (zente,) - 257
dz 2med 3

2w -1] » iglo o 1/2¢2h (k)

1 el 127 Lafog - 25T
dz tmed 3

51

22 - ool g 0 0 1/2:hk)

Lo £ ooen N

1 o,g ol 227 12770 1172 (Beheey) - 2579
dz 3aed 9

oy
und 277 -1 e, @0 0 1/223x-nk,)
a+3

“ssmz JA I ~ i~

£ 1A i G 0 {

N N

1 v e 227 2% Tase fenngy - 2579
dzsmed o[22 1| e« jglo o 1/2e3en K )

2872 s lolo o seyeh (k)

.

a=3 1 o, | el 1 1

Sei Q elne k~Quaternionenalgebra. Seil O

{20.41) Satz: Sel d & N oquadratfreil; sei k =

: ("3 E
P

=1}

1

, aber alle

Verzweiqungsstellen von  ther k zeien in ¥ verzweigt oder trige,

d.h. die Dedinqungen aus Satz (14.6) seien =rfiilit,

Dann ist A, = Al konstant auf der Menge aller (-Mawimalordnungen.

6 6
n

Sai F sine O-Maimalordmang,

i) wenn d = 2wed 3, ist (WL = 2% zehik).

i1y Wenn 4 7 1 mod 3, ist Aé(§§2)
1ii) Wenn 4 2 3 med 9, aber 4 # 3,

dan

1

i

gilt:
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iv) Werm d 2 6 mod 9 und O am Primteiler von 3 in k verzweigt ist,
t~-2
i s y -
A6{E“3‘i) 2 xh{k_i_%

v) Werm & z 6 mod 9 und Q nicht am Primteiler von 3 in k verzweigt ist,

ist A% () 2 2k (142y) Rk,

vi} Flr @ = 3 ist die Voraussetzung des Satzes nicht erfiillbar,

Teichenerklirung zu 20.39 - 20,41

§ ist Qie Zahl der endlichen Verzweigqunasstellen von k lber @,
K: = kIXI/(-x+1kfX].

Flir 4 # 3 ist }’ = §{/33).

hik,) ist die Ideahqias;senzahl von i, .

o ist die Hauptordmmng von k.

Falls d = Omod 3, ist g das Primideal mit 3o = ;392,
Falls d = 2 mod 3, ist

o - ,
w = Z, wenn fiir alls Primteiler p ¥ 2 von d gilt: p = 27 mod 12,
i1, wenn d einen Primteiler p = #5 wmoxt 12 hat.
- {2, wenn +3 Norm einer ganzen 7Zahl aug k ist,
unc = 4+
1, sonst

Fallz d = Omed 3, aber d # 3, ist ¢ = 1/2«{a + b/d/3} > 1 die

Crurddeinheit von k + (3, be B}, Dann ist

?2, WerT m)(a) = 4]
W o si
11, wenn N}q fﬁ)(d S
L)
2, werm b oz Oomod 3
und oy o= " e .
P, wenn b F O g 3

(N hezeichnet immer die Norm von Idealen oder Zahlen aus ( oder K bzgl. k}

t ist die 2ahl der Verzwelgungsstellen von D lber k, die in K trige sind.

Erl8uterungen zur Tabelle 20.42:

o T “ A Bt

Wir wollen die Frgebnisse flir 1 < d < 107 und die Quaternionenalgeora
Q) = 5\12 {k) tabellisren.
Dabel sei # jeweils die Anzahl der verschiedenen Maximalordmuings-

tvpen, fir die die nebensteherden Werte gelten. Flr jedes d sind die
Maximalordnungstypen (falls notwendig) in derselben Reihenfolge wie in
Satz {20.,39) aufgefithrt. Flir d = 6 mod § ist der besseren 'ibersicht

wegen noch vermerkt, ob F (¥) = { o} odor F (W) = { p },Dabel

e
4

bezeichnet ¢ den Primteiler von 3% in k.
Es sind }{eine Nullen eingetragen. Die entsprechenden I’elfﬁer si nd

stattdessen fre!lgelassen.
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Bei der Frztellung der Tabelle habe ich mit den Tabellen in /1/

2 mod 3) lassen

sich so ohne grofe Mihe bestimmen, Da aber 2z = 2 nuy fiir w= 2 in

2 med 3

mit w = 2 untersuchen. Bs ist w= 2 genau fir d = 2,?‘!,.23,26,47;59;71,74.,83.
Aufer flir 4 = 26 und 74 ist h{k+) = 1 {sighe die Tabellen in /1/).

Also ist damn notwendig z = 2 {giehe 20.13). Aber auch fiir d = 25

und d = 74 ist 2 = 2 wegen 3 = 9% - 3226+1° und 3 = 152 — 3.74.12,

iH

gearbeitet, Alle notwendigen Werte aufer z {(fir d

11

Frage kommt, brauchen wir zur Bestimming von z nur die d

Das ¥ in der lstzien Spalte zeiogt, welche Klassenzahlen ﬁ:{?ﬁZ)
f o °
Lo o
Hauptorcdnung von ¥ ist (siehe Anhang =u dieser Arbeit}.

und 3\% (W) die Mawximalordnung Wi = ) hat, wobel o die

(20,42} Tabelle der Koniugationsklassenzahlen }sz ;_—__A’“;f{m b aand
<

A\LE AL Fir Q=M (0, wok = (/@ Fir 15d< 101 quadratfred.
Wik * el = Gy Eid '
a | N A & [# Fy XLl a [#FL XA
R i hid 351 2 11lx 1wy 2
211 1 i 37 1 2 % 5911 Lo 3
3711 IRIRE:S 1 1 2w 2 |
51 2 R 3312 11x 1 4
s dle 1T 4o L1 HERE 70 3 1%
T TR i 7141 1 1%
R 1 ® 4% 1 2 HIR 4 1 2401 1=
10 1 2 1 i 2 73 1 2
1 1 1% 42 11 1 e 1 T4 | 2 2 | =
11 1 |= 2% 2% 77| 4 2 1%
13 1 2 X 43 11 1 e T iwl| 2
' 1 1 46 1 2 7811 i 1
1412 1R 1 Tlx 20 2%
1 T 1ertd a7 11 Tix FEREE 1 2
i1l 1 1% T e i 1 1 )
712 T x Ty T 82 T 1=
1501 1 * 5312 Tix B3] 1 1 |
1 212 ix 11 Z - 11 4
21 17 3 22 1 1% 82 3 2 %
2 1 21 21x 386 | 2 1 1x
1 2 57 i1 3 T let 1
221 e 3 KR e
2341 T ix 5 1 2 8912 1 ix
201 2 2ix 1 Tix 31 1 2 %
261 2 1ix 59 11 1% 1 1
1 212 61 1 2 X 1 212 iw
30401 3= i 1 53 1.1 3
2 62 12 Tl 2
311 1 2 651 4 21X 1 2
T i w2 1 21z 54 i 1ix
3300 [ 7 66 1 3% 95 | 2 1 1x
2w 4 {x 2 1 217 1
T 3 TR TR A 2
i 1 ix _ 10112 T %
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§ 21 , Beispiel: Zyklische Grupren der Ordnung 4 in Quaternionenalgebren

iber imagindrauadratischen Zahlkbrpern

Wir haben in § 20 die &-zvklischen Gruppen untersucht,

Entsprechend untersuchen wir in § 21 die 4-zvklischen Gruppen.
Ein@usanmenfassmg der Ergebnisse und tabellarische {ibersicht, die
(20.39 - 20.42) entspricht, verschieben wir aber auf § 26 (siehe 26.12 =
26.17), da wir dann auch die Klassengahlen flir 2-Dieder- und

Tetrasdergruppen berechnen kdnnen.

Achtung: In § 21 definieren wir X, k v We 2 X0 Vo, & b, t und »
net, d.h., anders als in § 200 (Vgl, dazu die Zelchenerklirngen
zu 20,39 - 20.471 bzw. zu 26.12 - 26.14)

Wir machen flir diesen Paragyafen folgende Generalvoraussetzung:

(21.1) Sei d € N quadratfrei, sei k = Q{(i/d), sei o die Hauptordnung
von k. Sel 0 eine k-Guaternionenalgebra. Alle Primteller von Dk {8}
seien verzwelgt oder trice in XK: = k{x}/ {‘{24-1)}{{}{} d.h. die
Bedingurgen von Satz (14.5) seien erflillt, T{0) enthalte 4-zyklische
Untergrippen,

Wie in § 20 wixd ;,g,x = o und Se = '-{k
Wir missen F 4{3"31 Yy ound FZﬂ’g’g’i} flir die verschisdenen Maximalordmmngen
rechnen. Fiir f € v (E?ﬂ} hew. ﬁg F (WY gilt (20.2) entsprechend.

Wir berechnen zusrs {,-f’é‘i } und ié(‘z’?ﬁjg),

Sel zuerst d = 1. Dann ist rotwendig Q § M, (k) {sishe 14.5}.

Bekanntlich ist hier [T% : B°] = 1, also auch [T T P
Iz gibt also nuy einen Maximalordmmgstyp in O (siche 10.13),
{0 hat keine Verzwelgurgsstellen Uber k, insbesondere ist Dk(@ =

1] b e Y

SRl ad e s

K ist kein Korper, da 54 = i ¢ k. Insbesondere ist D’k (¥} = ¢

und [T° ¢ me@E] = 1

Ist # eine -Maximalordnung, so folgt mit (16.5):
Fé(%i} = {2 | £ ist ganzes v -Ideal und £2]4w—}..
‘2 ist verzwelgt in k. Sei 2o = PV, also p» = (I+i)o

Darnn igt also F &'ﬁ‘"’ = { o, p s 2l



H
¥

) T i . t\ r i 12 _
Nach (7.26.4) ist 18 ¢ 85 = [ &
X

Wie im Bew. von {19.3) gesshen, ist o = N({}’w Y. Also ist 14(33‘2 T

i K= =] Lj = -
17 &5 mit K = Kk % @ ke und ce, + ce,.

o
Aus (ja’ = {r +§{3 folgt lsicht: (ﬁ? = lae, +be | a,beor und a-b ep

Zs gibt K-Idempotente e

x : 1
i ist erzevgendes Element von und man srmht leu:ht daR i = ie, +1e2

und E: = e,+ie, erzeugende Flemente von U5 sind.
v E ¥

Da 1-1 ¢ ¥, ist f«? = {?"?X url U‘x = N{(y?‘).

Da yp Uber q verzweigt ist, ist Fip) =2,

T~
Auflerdem ist (?) = 1 {sighe 5.2.1iii), Also ist 14(3’3‘5 v )
4
2 . | . . Zux
Es ist fj’“ﬁ}ﬂ fae4+b 2., tabew undabh &2 ). Bs ist 1 5.7 .

. . sl . 2o
Aber wegen 1-1 & 2o ist F 4 o . Da F = e.ve, & e,

't

> y . P : * Zorx .
15t [U9F 0 02T = 2. wegen M(3) = 0D = -1 ist (v« NPETN] =2

Mit J (2e) = 4 ergibt sich also: 1) (m c2wy = 2

i
!

(21,27 Lemma: {Voraussetzurg 21.1). Venn d = 1, ist notwendig }:‘3 M2 (k).

Alle O-Maximalopdnungen singd van gleichen Tvp.

Ist ¥ eine O-Macddmalovdmun o izt F (vat1) = { wr, P 2o} und
L8, w) = 1,(W, ) =1 sowie l (ETB"? 20} = 2, also L (@D = 4.

g

+4
(Dabei ist (1«.—1} i der Primteiler von 2& in ¢ )

Sei von Jetzt an 4 # 1. Dann ist B Korper und wir kiénnen identifizieren:
K= k{i), Naoh Lewmma {14.4) sird in ¥ lper k hilchstens die Primteiler
von 2 verzweigt, da 2 die einzige endliche Verzwsigungsstelle von ©{1)

{21.3) Temma: Sad 4 # 1. Dann ist
P
o ¢ wWwann & 2 3 omed 4
0Ky = e, wenn d 2 2 mod 4
h - " .
depy, wenn d = 3 med 4
e B L T T I | T L A | Y S [ T e . Y B
W e 2 D3l des W= PoLdALl s LD L Ll Wyl LUIVCERE WA MO LRAEIE | 2.1

ist K dber k unverzweldgt.
Palls d = 3 mcd 8, ist 2 in k trige, als 2o Primideal,

2 ist verzweigt in K, also gilt: 2w | D]( {K). Andererseits ist

3 -
Dk{Kﬁf{c?{ij}L = D‘k(u»f_,i;?) = 4 ¢, Also ist notwendig f(e [i]) = ©

und Dk{}{) = 4 oo,

Falls d = 7 mod 8, ist 2 zerlegt in k. Jetzt fihrt eine dhnliche

-ﬁ—pr; 'f-w‘-* Ais 1-\::1f4@r« Cynimbod Ter oy e 71 Prfalo
L - j.: ¥

5 — Aty e

@
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Palls d = 2 mod 4, ist 2 in k verzweigt, 2 = P mit einem

Primideal p aus k. p ist verzweigt in K, also ' D, (K).

Wegen D, (K) - f (o [i1)? = 4o sind nar die beiden folgenden Fille méglich:
i) f(elil) = p und D {K) = 2v oder

1) flefih) =v uwd D (K) = do.

Wenn ii) gelten wirde, wire o [i] = U7, also wire {1,1] eine Basis

VOT 0 tper « und eine Rasis von U/ ; iiber vy .

Sei n ein Primelement von ¢ . Dann ist S(n ' (1+i}) = 1 .2 € o
und N{n ' (140)] = 17202 € o), also v |+ i e AN

{(27.4) Ienma: s ist 3:1}"‘ : Ri‘\T{EK)Hk} = 2 genau dann, wenn 4 # 1,

d51rmdém"id§3§f‘f12{k}

Bew,: sishe (16.9). Genaw in diesem Pall ist & £ k, D]){K} =
= e -
m@ Q 2“; ( L ‘g)km
{21.5) Definition: Sei d # 1,
i) Sei k : = O (/3 und v, die Hauptordnung von k.
11y Sel e » 1 die Grundeinhelt von }§+,
Y og s . 1y ] K . R g&,vx
1ii) Sei 7 die Grupps der Einheltgwurzeln aus .
, . L3 b
ivy Bei gq: = [{! s 7 ff+;}',
i . 2 o B, i =
‘o . rox . A ;gf‘“" Wenn I ;@(E) L
Sei w: = [ N, {wi]= 4 +
0T | 1, wenn N, | {g) = -1
Lot WERR T gt
L8
vi} g"z, wenn +2 & gﬁ{ w_g_}
Sei z: = 4 SRS
i 1, somst
{27.6) Lemma: S=i d # 1.
i} Falls d = 2, ist g = 1 und h(K) = geh(k )-hik) = 1.
ii) Falls d # 2, ist h{K) = 1/’2«q«*h(k)~h{k+) .
Bew,: siehe /10/ 5. 74 {6
{21.7) Lemma: Sei d %1, 2.
i} Falled = 1 mod 4, ist g = 1,
1) 2, wenn 2 & N}t i@( ¢,
Falla ¢ 7 1 med 4, ist a= + ‘
Q Y, sonst .
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4, ist Z in k+ verzwaigt., 22 € Nk

lQ

T o
(L?~+} igt

also dquivalent dazu, daf der Primteiler von 2 in o Hauptideal ist,

{21.8} Lerma: {4 #

Bew.: Falls d = 2,
) "
Also ist o

Falls d = 3, ist x%

erzeugt ungd es ist

x N . -
Da ¢ von 56 erzeugt wird,

Falls d » 3, isgt vx = {1}
i
:

Da N{i} = 1, 1ist

.

il

N

Mgy = N = 9. ird = ir
d.h. MN{s) Nk+T@(€) 1. 2 wird von Ty icg

A

ist {ax: N{Z wi)] = 2.

und Z wird von i erzeugt.

Ui;j] = [

N(o] = [151) 1y

=1

=,
{+!®( 04)3 - X

{21.9) Lemma: (& # 1). 77 ist direktes Produkt von 7 mit einer

unendlichen gvklischen Grupre, dis von einer "Grundeinheit! 5

erzeygt wird,

Y Wenn g = 1, kann man e

1) Wenn g = 2, kann man s

Baww, 3 sishe /107 5, 75 {8)

= ¢ wahlen.

a0 wihlen, daf ¢ = ig

cder slshe /10/ 5. 68 Sat

iy Bs ist -ﬂg = 1 genan dann, wern p =
z

by
. =2 N
iiy B3 lSt?‘“; = 1 genau dann, wenn p =

Bew,: klar

21,12) Lenma: Sei d ¥ 1 mod 4.,

i} Wern -2 =& Nk |®{<}+), dann gilt filr alle Primteiler p # 2 von d:
+ .

D% imed 8 cder w

i1 Werm 42 £ N,

Bew, 1 lelchte Rechmung {vwgl. Lema 20.13)

e
e
Ik
~

3 med 8,

Inshesondere ist darm 4 2 3 mod 8 oder 4

i

A
1

1 med 8 oder p

i
N
(91

1 mod B,

HE
(V8]

mod 8,

2mod 16 cder d = 6 mod 16,

7 oaod B oodder 4 2 2 med 8.

fé?+), dann gilt fiir alle Primteiler p ¥ 2 von d:
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(21.13) Temma: Sei d 7 1 med 4 und & # 2,

Dann ist qelv s N(UM)J

Bew.: Wenn gq = 1, ist nach (27.7.ii) auch z = 1, Die Beh. folgt mit (21.8).
Sei also q . Nach (21.10) ist x = 2. Wir missen also zeigen:
[o™ s weo }} = z.

Sed €5 wie in (21.9.1ii). Dann ist 1 = N{eg) = N{e )2_,, also N(go) = +1.

Wegen {wx : N(Z &:_)3 = 2, d.,h. -1 (zu' ), mlssen wir zedoen:
N(EG) = +1 genau dann, wenn z = Z.
Nach (21.3) ist fle[i]) = v oder £(ofi]) = p , w0 p° = 2o

Es gibt also A, B € & mit 23(,] = A + Bi,

Fe gibt a, be Zmit ¢ = a +b/d = a - (bid) 1.
4 R p L2
| Dans ist x4 = 4N(e ) = A%+ B0
2 2 .t 2 , . o cr s ,
vred AT - BT O+ ZABL = de. = -die = - 4zi - 4hisd. Addition ergibb:
1. "
02 s emmd o ed L aes .
ZAT ¢ ZARE = xd - dhivd ~ 4ad {21,174}

; 4 L2 L AT
Insbegonders 2M7 = & 4 ~ 4dpijd,

Sei A = 1/2:(x + vivd) mit %, v € &
; 2 2 . . s T
Darmn ist w7 -~ vd + dxylvd = = § - 8bid.
2 2 .

Ingbesondere igst x° ~ vid = £ 8 und xv = 4b, also sind %, v gerade

Wenn N } = +1, izt also +2 € N
O k

Werm Mg} = =1, ist ~2 €N . {o ). Da Nl
0 LY + :

42 & Ny {@ng{”; i iich. Also ist z = 1
+\
Sel jetzt & Z 3 mod 4. Da D (K} = 4de¢, folgt mit (16.70.11):
T T 1A
{21.15) Terma: Sei d & 3 med 4. Plr alle O-Maximalordnungen 8¢ ist
dann F(Wl) = (e},

Mit den Lammata (2 L6 11 und (21013 erhalten wir:

LW, o) =27 n(k)»xz

‘..?.
_.-\

d einen Primteiler p = 3 mod 4 hat, ist xw = 2.

&
Fallz d = 3 mod 8, ist z = 1 nach Lama {21.712.1i1).

(21.16) Temma: Sel ¥ eine O-Maximalordnung .

1) Falls 4 = 7 mod 8, dst 1 (02) = 1,000 o) = 2520 ).
4 4 , +
o o . - . o
i1} Falls d = 2 mod B, ist 1 {(B0iy = 1,098, &) = 27-n{k ).
{:‘ e
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Sei jetzt 4 2 2med 4, Da D {(K) = 2o, folgt mit (16,706,414}«

e it s ]_»
.

(21.17) Lemma: Sel d 5 2 mod 4 und sel 2w = :?2.

1} Sei 0 verzwelgt an der Stelle p . Dann igt F 4(33”2) S ETE
fir alle O-Maximalordmungen # .
11} 8ei O nicht verzweigt an der Stelle p. Damn ist ~4(M) = {o,p}

fir alle O-Macdmalordnungen ¢,

(21.18) Lemma: Sei d = 2 mod 4. Sei ¥ eine O=-Mandimalordnung.

~

Dann ist 14(3“32,0) = at“1xz§h(1<+)a

Bew.: Falls d £ 2, folgt die Beh. mit (21.6.14) und (21.13).

Falls d =2, istg=1, x =1 ud z = 2.
iy o % X ' . . T
Da U w F e, ist q»f‘w < w0 };f = 1 = xz/2. Die Beh. folgt mit (21.6.1).
21,19) Lavma: Sei 4 = 2 moxd 4
[ rears - ) 9K »
i} Wenn o # 2, ist ij’ . U7 j = g und ¢ =z o,

Sei ¢ = a + b/d mit &, b e I und €= 1/20 (A F 1By mit A, B €

AL b P e s . :

Pg dgt £ = a ~ [(bivdi-i & wli] = 79 . ruperdem ist & = {1, i} & o7,
X B R oA . [ayerx Fx

Alzc 2w, & GV 2 0¥ und daner (07 : el j < .

tr o7 = ¢ folgt damit die Behauptung.

T e —_ 4 5=, i g T34 Y e f"\?:(

Filp g = Z genlgt &8 2u Zeigen, dmB /2. + DLy = ey €L .

. s 2 2, - . -

Wegen 1 = N (e} = a° -~ b7d (sishe 21.10) und a < AF ist a € ZE,

N . e N - E i . %
Deher ist A/2 & v oder B/2 & v, also £, & U”ill = ;’?ﬂ

I T T Mo s Ex . Lo =F
41} Auch hier ist v, & {}f L Lg = 1 2. (1vZ - (14234} & & ;
Z px . 12)y o= LY Y Lo s
Ay o, = 1 g7, stz e < 0% zqo’ = 7.
(s

= " ¥
- - R Foawx e i, 2% -
Daraus folgt ledchi: j_ﬁ : 7] = i:a A TN

e

Pir d # 2 ist Lo o 8T S] = x nach (21.8) und (21.18.3) .
" XY T = I,
an s N o= oo o :\I(u—+}} = 1 = w.
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(21.20) lLemma: Sei d 2 2mod 4. Sel 2o = F .
Sei Q nicht an der Stelle p verzweigt und sei ¥ eine O-Maximalordnung.
pann ist 1L (W ., p) = thﬂh(k+) .

Sei jetzt d# 1, d = 1 mod 4. An der Stelle 2Z ist k verzwelgt liber .
Sei _2__3_-__‘-3__2% Da D}{{K) = v, folgt mit (16.5.1) flir alle Q-Maximal-
ordnungen & , dag E;é{m) c{w,pi2vi.

Wenn d # 1, d = 1 mod 8, ist 2 in k.+ zerlegt, also p in K zerlegt

nach (14.4).Wenn d = 5 mod 8, ist 2 in k_ trdge (und in ©{1) verzweigh),
also ist p in K tr¥ge nach {14.4}. |

Jetzt folgt mit Satz (16.10) und Lemma {16,12):

(21.21) Lemma: Sel d # 1.
1) wenn d z 1 med 8, dann ist (%;

] = 1 und es gilt: .
MQ (&) £ {-1, "”k' darn gibt 2s eine O-Mawimalordrung J

mit F ) = { o, y,20). Ist W' eine weltere O-Maximalordmng, SO

4
. ! o g i K
(1w vo2u), wenn N{W W) & N{IHH
gilt: HZ"} = ‘% XK
L & , weEnn NI w4 MBI
B Wenn O Divisionsalgebra ist, ist flr alle Q-Maximalordnungen §57:

P W) = (o, pa2el.

ii) Wenn d = 5 mod 8, ist M:} -t und es gilk:

dann aibt s8 eine Q-Maximalordmuryy W

X% '3

ay Wenn Q g M (k) & (=1, -7
mit F {;{3“{ yo= {2}, Ist W' eine weltere O-Mastimalordmumne, so gilt:

s .
é , wenn NN W) € N(IK) B
! -
%’Qi k
g\ {e,2 ), wemmn N(?ﬁ?’“ﬁ“f")&m}' s §
b} Werm O Divisionsalgebra ist, aber p keine Verazwelqungsste :1ie von

O Uber XK ist, dann ist (’5’3‘?) = Lo, p,2v0) fiir alle
O-Maprimalordnungen 39 .

¢) Werm O an der Stelle p verawelgt ist, ist F, (3 = { o]
fiir alle O-Maximalordnungen @@, )

Nach Lemma (21.7.4) ist o = 1. Fir 72 & 1?'4(??}’?} wird also

vy p o 1.k Ky " . w?*h]
T = T : RN(T hik ) ; FLEY
L, 23 =2 [ (1] ¢ [f gt He

6 - )

=1
vl \ 1V 7 7 }

P

Ja gt

o ™ . . e
Wegen o = 1 igt (77 = 7 ¢ . Mt Temma (21.8) folgt:
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{21.22) Temma: Sei g # 1 und d 2 7 mod 4.
Sei T eine O-Maximalordnung mit o< £ ¥, {97}, Dann gilt:
1) Wenn Q § My{k), 80 ist 1, (W, v) = x=hik).

ii) Wenn Q Divisionsalgebra ist, so ist 14{5?‘2,9) = 2" 'w-h(k. }.

Wir missen noch 1,(¥Wl,p) und 1,(¥¥,2v) berechnen. Es ist W(p) = 2.

7 X - 5 .
77" =2 v, ist das direkte Produkt der von i und e erzeugten

tntergruppen. Da i e U P g [0°7: Uzvx} baw, [O7F U]
: 2 02&‘4 U?x

der kleinste Exponsnt &, 50 daB ¢ = . .

Bs ist € e U baw. U7 genau dann, wenn Dk(‘i,ee) vVielfaches

von 2 bew. 4 ist.

{21.23) pDefinition: {d # 1)

i)

il
S
-
’Q_T
+
(v
24

i! Belsn a, be B =o, dal

14 i 13, werm b
7 Sel y: = { !

i

O
O

LM

1, wann b

B2 ist D (i,e) = Dg){’%,ﬁs} = b2c1 {gsizhe 6.9.1%}.

i

- . ng . for TR X
Also gilt: ¢ € 7 genan dann, wenn e oF

genau dann, wemn b = O med 2.
2 - z 3 iy
W 53 = 1/8+{ a + 3a"bd) 178 (3a"h 4+ b d)-vd wird
3, 2 3,.5%2
0 {1, = [1/4- (32" bas}cz
< .
wir betrachten zundchst den Fall 4 = 1 mod B3
' 4 2 _
s 1st & 2 - %\2 AN{g) = w4, WHre b ¥ Onod 2, also b 2 1 med 8,

s
-
=

B,
B

80 WAre a2 -1 2 4 med 8, was nicht geht. Es ist also b
va X s FUR 7 ¢ EQ'X
wd daner e € (090 ¢ 077, alss U7 = UV = 077,

{(21.24) Lemna: Sei d # 1 und d 2 1 mod 8. Sei W eine (-Maximalordnund
(W7 bzw., 2w & Fﬁ(fﬁZ}. Dann gili:
M, k), so ist L (Wi, p) = xehik, ) bzw, 1 (3,20} = 2xh(

mit 7 EF

o=

i} Wern Q f;

. N , . -1,
i1} Wenn O Divisionsalgebra ist, so ist 1,(¥¥,p) = 2" xohik,)

(o ,
EW, 14(3?‘3 (2or) = 2 X"'h’*kq_)‘

Wir betrachten jetzt den Fall &_
Wenn b 2 Omed 2, ist iU 3/v.

2
Werm b ¥ O med 2, ist wegen &% - hd = 4N{z) = 24 auch a ¥ O mcd 2.
2 _ 2 2
= a

<
“} im

e

li

[ et i

<
™
®

<
no
%

| S—

]

1]

H]

Also ist b 1 mod 8, also 3a” + b7d 2 0 mod 8 und daher
, . 3 2o x | .
t,e7) 2 Omed 4. Danm ist e £ s < U7 ind es folagt leicht

0 0% = [0 07T =3 =3,

k+).
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£

{21.25)

mit afi‘a(?}‘ﬁ) Dz, 2w £F4{§’E"E€}

Lenma: Sei d

124 ~

ist beildeanal
W= "
STTARY

mod 8,

-

3 Sedi

Dann gilt:

. X7
s NI

i

= 3,

#I eine (-Maximalordnung

i) Wenn Q i ME{]«:) , S0 ist LW .p) = wyeh(k ) bzw. 113(3‘3’2’,20—)
i1} Wenn Q Divi STO"\bal’a’eﬂffi ist, =0 ist l (Wl , gz = 2t Hyeh {k_,r_)
bzw, lé{?ﬂyﬁa) ‘cyh(ﬁ ¥,

Wir wollen jetzt f{’}!&’i} urnd l’\‘%{%"i,,ﬁ ) berechnen.

Dazu macben wir‘ die Zusatzvoraussetzung: 0 i {-1, —1)k,

Es ist immer

{"2{3?} o

s : . . s ' .
Badingung ;!511(}; stelit i«:elne zusdtzlichen Forderungen an F ‘ {ygly.

3 {00

Fir L& P iW2) wird nach (19.10.1) und (20.30)

2xy-h(k+) .

e e'%‘f%“"% i 3 _'1 B 2 .=
K 2 27 (v Yy gty
%maﬁf"' & i T k"?“rw 7

RIN{ATIHT ¢ I Hd A" s (o) (3]
Wir untersuchen zuerst d = 3 med 4,
Fiir Jede OrMaximalordnung ist dandF (W) < F (38) = { o).
E o .

P o, . A 5 . 2 o . 4

ist W eine Qaimalordnung mit o e DO(TH ) und ist W0 eime
wealtere -Maximalordnung, =0 ist nach Satz (18.18) v ¢ Ff{?ﬁi”} genan
dann, wenn N{FIW' ) e na)is

;o - P \ o {2y Xk~
Es gibt also (vgl., 10,100 EL\? a7y RY v ] verschiedens Maximal~
. P 3 o — -

rdnungstyoen #L omic 5’1} WY =le Py alle andeven Maximalordnungstypen
F

LS s

e ist ?’E{W,} = @,

fed zuerst 4 = 3 mod 8. Nach {14,8.1) ist O unverzweigt tiber k.
Die einzige Verzwelgurgsstelle von K liber ¥ it das Haupi:ideal 2w,
. . #oo K {2y Kk {2}, .k

Dzher ist e = 1 und NOATIHS = TSy rrt (2,
s s o o e 0y =T

{21.26) Lemma: Sel d 2 3 mod 3. Ps ist ¥ O = 2 .

. . . ; e L.

Es gibt genau einen Maximalordnungstyr 9L mitv 7 4 (¥ {e]

- * ~6=1

Dann ist 1 (W) L, o) =27 .

Sei jetzt d = 7 med 8. Nach Batz (14.8.11) ist 2¢ = p9 mit
PFrimideslen # o und (-1, -?‘)i ist Uher k genau an den Stellen.
Found o7 verzwelgt. Auch K ist {her k genau an den Stellen g wd c?i

o . N 2 ek {2y

verzwelat, Also dst e = 2 und N{A") = RT 7. Daher gilt:

(27.27) Lomra: Wenn d 2 7 mod 8, gist &3 genau einen Maxinalordmmgstyn
— T

¥ mixn F,,, (%7} fol,
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I . " Jkia k ,
NATYH wird von den Tdealen ans U0V HT el v 2 erzeudtt,
k& Ki{2Y, k . . (2 Kk
Alas ist fN(Aw}i-fi T ( }nl] = 1 cdar = 2 Jo nachdam ob P e LH )H]{
. e
oder i & Imu)}"‘!ka
(2)

Nach Lemma (20.33) ist p ¢ I H]\ genaw dann, wenn og a & k.x(_‘Jlbt

mit 2% = Nk!qg(ﬁ" Vo Nw@ia}&, also genaun dann,werm a8 a, b e @ gibt

= 4/1‘.}2 - 255:2/1;2.

PO2)) = M.

mit 2 = (a+bisd) = a® + b°d, d.h.

Tt

Ml
Diss ist gleichbedeutend mit 2d € N_, =~ I
Q20
2
5 2 2 2

=27 = 2217 & Mound -1 = 17 = 217 & M, ist dies dquivalent zu +d« M,

B

P

Da {2} Klassenzahl 1 hat und 2 die einzige Verzweigungsstelle her @

st dies glsichibedeutend damit, dag alle Primteiler p e I von d
_

“2) zerlegt sind, d.h. daf p = #1 mod B fiir alle Primteilsy » von d

frrte
=3
3

1 L S . i W P e - : h
ot e o {* 2, wann iy alle el pos 2 von 4o giltr T o1 omed 8
SEL W= . © s - - P PP
Pt owenn d Primteller p o33 modd B oenthdlt
- 1 T Sled{d), ko - C s
hapen also (MIATIH ¢ 1 THT Y o= Z2/w ound daher

2y ol L IS SR o Y T rs e aom d rde b e o
Nach {14.5.10) ist O unverzweigt ilber k,
i - [P P B e S T T T

k {siche 27.3}, also ist 2 = O und

.

- C— 2 e L +
verzyelgt in .

eine {-Maximalovdmmg 37 | mit 2o & P (m{.}) . Ist ¥ oine weitere
Ctawimalordmang und £ ein ganzes o-Ideal, so ist nach Sat
- ¥

z

o . - s ; -1 (2} k&
£ F 00 gonan dann, wenn f & f o, 2,20t und (T W28 et )
{ F; i

o

i einzelnen srhalten wir

AT -
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L . B s _ _ _ .
o & b‘i(ﬁ"s’f) und 2 e & F A (V¥ genau dann, wenn ?Tﬂdfo und T vem

gleichen Typ sind.
{2

%

v e ijﬁ'ﬁ genau darn, wemn N(P! Pl e

Wern d = 5 wod 8, ist p trige in X, mach (8.4.iii) also p & N(TOHS

ki{2) k

und erst recht Pl H . Wir haben also:

{21.30) Lemma: Sel d = 5 mod 8. Bs gibt genau elnen Maximalordnungstvo

’%Fiy s0 dafl F#{ o= {o,2e), udd es gibt genau einen Maximalordnungs-
A
typ W, so ans PRI = (gl Bs gilt MWW )y € T2k

Fiir alle anderen Maim "’“dI‘”.E’T"‘:t"JU&"} "E“J?” ist F (W = @,
e e Rl
{ B3 ist #& = 2 i
s % k{" ‘_k
. . . . ; 2
Weann d = 1 mod 8, missen wir unterzuchen, ob F e T Ho.

Dies ist genaw dann der Fall, wenn w = 2. {(Der Beweis geht genguso wis

in den vorbereitenden Bemerbungen zu Lemma 21.28). Alsc folgt:
B -y 2 3 - 3« g 4 = E}---i‘
[27.31) Lemma: Sei d = 1T mod 8. BEs dst ¢ 0 = 2 .

s
iy Wenn w = 2, gibt ez genau einen Maximalordnungstvp 1, so dap

B . A, T o

¥y (%) = {o,p.2¢). Fir alle anderen Maximalordnunostypen @
Bt B

ist ¥ {W ) = ¢.

Pragase?
i1y Bei w = 1, Dann gibt es gernau einen Mawimalordmungstvp W,

- B o, P
so daB F () = {o,2v}, s gibt genau einen Maximalordrnurgstyn 3’3’(
f{’ﬁ‘é‘) = {pt. Bs ailt MG e £ FA VP € I} {Z}f\,

. anderen Maximalordnunastypen @Y ist d{’m") = @,

(27,32 TLama: Seil d = 1 moed 4. Damn glit:

. i -1 P ox AP
LYY A f{;}’? Po= {;’§

v 7
i) 07 n s Yol “"’) = [
san Py Zurxy
114} ii?§ : C,?_? | =z

. Y v ~1 W )
Tets Sel A e U;A no A d ,fh} . also A{a) {79 . Dann ist auch

. P 4 2 b .
a® = a{a)N{a) e hNiso ist Fp = 2% {k ((ﬁa’) Tziler von

'
. Z 2 %2, 2 4 . 2 2, 5
oo (1,a%) o, = (a° - a ) o, 1d 3@  Teller von {a” - a }ﬁa,.
Ty .
= , - , %, 2T 2 42 , 2.\ pe

Dann ist p é@; auch Teiler von {a = a%) 0}, = ({a w‘ﬁ% } 4 2(-ad*a’ ) j{'ﬁ?




ii) "t folgt aus 1)

ki ) 1% , *, 2
= {3’?‘”, alsc 24 ] {fJ.f) Teiler von (a-a ) oy = Dk (},a)% .

TPy Sel g £ = D,
2 N y

o 1 X, B s s
Zu zelgen ist: Ada) & - 7 Wegen N{a) € (4 ist dies dquivalient =u

% 2o ;
P Q;'“x, d.h. zu der Beh., daB 4¢, = D ((%, ) Teiler
¥

)
. ¥ . . ) . v .
von {a” - a#‘}z% ist. Also ist zu zeigen, daB das 2 (J; Teiler von

2 ; P ) 2 2 2 #2
(8" - aﬁz)% ist. Dies folgt wegen a - a”? = {a ~ a*} & Z(aaﬁE - a Ty,

1ii) Nach (7.19.iv) und (7,23} ist

[ ptfn 2oy flreox R _ - —
fu};g : {E& E/‘{{% : 5? 1=y )/ﬁ(aga = 2,

T 4P

[ s {ﬁ;zwz

1

N
1.33) fama: B2 d = 1 med 4 urd

L =2 Lk - S _ 8=
Darn izt 1 (Wl,w) =27 T baw. LG,y =20 T bzw. 100,20 =20
] 4 4
T g w0 end e e T e Ki“f? i Cleeismeei mia Lo el e . 206 4
AN 2 SR Iy s WL L R T W A e H &5 L e B e S =
e ok P # N
o= LAV e ) = 1 und LU 200 = 2, also (W) = 4.
Wir bebrachten jefzt den Fall 4 = 2 mod 4,
. , e 2y e k{(2) X
Wach (14,8.1) ist Q uwerzwelgt dber k, also RT77H = I HT.

H™ und von p erzeugt.

21.2%% schlieft man, daf

& .k {2y, k% . . v =

IN{ATIE S ¢ AL = 2w, Damit folgh:

21,35) Lemma: Sei 4 3 2 mod 4, Sei @ eine Q-Maximalordmang
%, - . ; 3k 82

mit o £ gz{éﬁ b, Dann ist 1{1{?;’}75{?} = 27 Ty,

{21.36) Lema: Sei 4 z 2 med 4, Dann gilt:

. B3 «1 %@ W
iy G5 A s ({v‘;f, }“{]?

iy (7% g7l =2
oo e e KD
131y (AT ¢ {yee ) {AT)) =2 wd HA) = 1

Bew,: i} " " izt kiar

" Folgt genauso wie {(21.32.11), man muf im Bewels nur
w i 2 S T LT
U, curch Vg ound f aurch A, ersetzen,
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i1) folgt mit (7.15.1iv) wnd (7.23)
o 3 " PR N \ "? ""‘E i L™
141) Nach (19.10.414) ist [&7 1 (poo) ()] = 0700 ¢ 07 0,7}

s ist {p-o0¢) &) o (ko) (T9 una [27 (k+ ) (9] = 2 (siehe 19.8).

o guntiot o 3 seigens [17 (0% + THOPIOT 5 1.
{Dann folgt auch die zweite Behauptung.)
Da K, Korper ist, sieht man leicht ein, daf 2 ((,?; “ = K.

e

27 W71 > 1.

Sei m: = 1/d. Da voey, = - do, =2:4/20, = 2¢, ist 1 ein

Nach i) ist 5.7; ey (’G’ij) , alsc ist zu zeilgen: IK;

. . -1 . . . ¥ .
Primelament von ¢f, und {1, = {J+i)! ist Basis von 1% ber 7

P
Da 2 ~adz=0med 4, ist 2 - d + 21/d = 27 mit ¢ & wi:.
© 0 Seiar =1+ 14 + 1, Dann ist ’
"y ’ =l
Fa S
Ata) _.A 1= d =1+ 2i/8 + 24 + 21744
sAes T , 2
Hiaj {1+ 4437 + 1
o= d = 2% (24 21001 + 1)
2 -4+ 2i/8
e md =2 0 T4 my 1+ 4
e 3 ™
1, x o, ¥
Wegen ¢ (1 + 1) & o ist ada) @ e fi] = Jy .
P e : P T PR a \ y
(21,37 Lemma; Sel d = Z mod 4, Sel I eine Q-Maximalordnung
. I S - , =N . &l
mit w e P, Dann ist 10 ?,s*‘i;@a; =27 7,
4 &

Y.

flech Satz (18.9.11) gibt es eine Q-Maximalordmung W7 mit p e F AW,
wnd f ein ganzes o -Tdeal,

genau dann, wenn ;?,é:' {e,p)

w e F{¥W) genau dann, wenn 7 oy und A vom gleichen Typ sind.
@& i ¥

4
eyéFf'{m) genau dann, wenn N{moz“ﬂjf & N(A"}Hk, wegen p € N (A7)

alzo genau dann, wenn N{ T O’*ﬁ‘z} e N7} Hk.

3 kK{3) k-
H . i - ; . .
Wegan IniATYHC . TN ? = 2/w ergiht gich:




. ’; 2(’_‘} o~

(21.38) Lemma: Sei d = 2 mod 4. Dann gilt: ## 0 = 2°

1) Wenn w

—
It
-

11} Sel w =
mit PR
it Ff{’ﬁ?ﬁ" j

2

P = {o,p ). Flir

=1

1l

>
, gibt es genau sinen Maximalordmmngstvp #2, so dap

alle anderen Maximalordrnungstvpen ist ?j(m

1. Dann gibt es genau einen Maximalordmurstyn 3L

it

Lol

{ e, p} und es gibt genau einen Maximalordnungstyp 727
k(2) k
i

{el. Bs ist N(?f}?m‘}y & T

. P .
Fir alle anderen Maximalordnungstvpen #" ist F?(W") = g,

und O = M_(k

Dip Zuzsammenfassung und dis Tabelle flir

1l }\*

4

zUu berechnen
1T < d < 10

verschickben wir auf dazs Inde des vierten Teils,

da wir dann mehr Frgebnisse heilsammenhaben.

¥

)

o
>,
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Teil TV

Die Konmiugationsklassenzahlen der nichtzvklischen Grurpen

Sei k algebraischer Zahlkirper mit Hauptordnung o und sel O eine
kx~Cuaternionenalgebra.

In Teil IV will ich die Kormjugationsklassenzahlen der nichtzvklischen,
endlichen Gruppen in I {%!) fiir die verschiedenen O-Maximalordnunaen a1
bherechnen. Ich setze daher voraus, daB I'(0) nichtzvklische Gruarmen
‘:zn“°;:1)2’ ~1), fiir ein

neM, n> 2 (die genauen Redinaungen findat man in 13.3).

enthiit, d.h. dap Con * c;; ek und O i {(

Selbstverstindlich setze ich auBerdem voraus, daf T'{3 )} nicht endlich
ist; dies ist flir diese Quatermionenalyelren Hoquivalent zu der
Voraussétzung, daf k nich% total reell ist.

Aufer flir Cktaeder- und.Ikcsaederqruppen herechne ich die Konjugations-
klassenzahlen {(wie bei den zvklischen Gruppen) indirekt, indem ich sie

auf Koniugationsklagsenzahlen von Frzewtendensystemen zuriickfithre.

Eine Sonderrolle soielt dabei n = 2 (§% 23, 24).

ich gebe eine Inhaltsilibersicht Uber Teil TV:

1. In § 22 herechne ich die Konjugationsklassenzahlen von n-Diederarunpen

flir n > 2.

Dabei gehe ich davon aus, daf eine feste C-Maximalordnung T geaelen
‘ s o s e e ¥ n

ist, fiir die Ezn(ﬁﬁ) und 12ﬂ(?ﬂl,fﬁ fiir alle ; & an(mﬁ} bekannt

sind (diese Werte lassen sich ja mit § 18 hestimmen).

Jede n-Diedergruppe in T = r(R7) wird von zwel Elementen F, 3 & T

-1 -1 -1
= + 31 =F .
C2n §2n und BEB F

mir no> 2 188t sich die Komjugationsklassenzanl by un(EXZ) der

erzeugt mit S{¥)

n-Diedergruppen in [ auf natiiriiche Weise in eine Sume von Jewissen
zahlen “ru(; } aufspalten, wobel # = £(W ~ k[FED die Menue P;:(Eﬁj
durchliuft (22.5). Diese Aufspaltuns ist muxr méglich, wenn n > 2 ist,
da nur dann jede n-Diederarurpe denail eine 2n—zyklische Gruppe enthilt.
Im wesentlichen geschieht die Berechrung von Wy in zwel Schritten

(bei beiden Schritten wird die Unterteilung rach £( W A k[R]) beriick-
sichtigt) :

Im ersten Schritt fihre ich un(ﬂ} auf die Konjugationsklassenzahl von

Erzeugendenpaaren (E,B) zuriick (Lerma 22.8).

Im zweiten Schritt flinre ich die ¥onjuoatinnsklassenzanl von Frzoucenden—

¥r : ' . -1 * 1] I 1 —
e Romjugationsklassenzanl l7q{ f) von Dlementen D
2l

£~ "
=
i),

paaren (&,B) auf di
.9,

zuriick {Lemma 22
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Nach einer abschliefenden Indexberechmung {(22.10 und 22.12) kann ich
das Fndergebnis, Satz (22.13), formulieren.
Fiir imagindrquadratische Zahlkirper furd n = 3) exgibt sich daraus

ein einfaches Resultat (Korollar 22.74 urd anschliefernde Remerluncd) .,

2, In § 23 erraechne ich die Konjugationsklassenzahl )\ BQ}"Z} = l ol
der 4-zyklischen Gruppen in T{#), die in einer Tetr@ederqmppe in
’JB‘Z) enthalten sind.
63'2') zarfillt kanonisch in eine Summe von l (%W . 2) (23.5,6).

Dis einzelnen Surmanden und die Menge F p (W) der Ideale J mit

T{ 71,2 ) > O berechne ich fast genauso wie ich in § 18 lf(’&"o’i £

und F '“"* (971 ) berechnet hake. (Die Unterqchipde liegen vor aliem in der
"lo<alen“ Technik zur Bestimmung von I’ (wl) .

FEinzelne Beweisteile kann ich divekt aus § 18 {ernenmen.

bie Geuppe ¥¥ (Def. 23.15) spielt in § 23 die gleiche Rolle wie die
Grupce a? Ger ambigen Ideale in § 18.

Hauptergebnis von § 23 sind die Sitze (23.22) und (23.26).

1m konkreten Fall kann man jetzt .l.z (71 ) filr eine vorgegebens O-Maximal-
ordnurg W bestimmen, wenn man wenigstens eines der Tdeale

} € FT(’:EITL {soweit vorhanden} ermitteln kann.

3, Die Kemntnis der l (WL, § ) benfitige ich zur Bestimmung der
Kon Jugatmns;;lassenzahlen M VOR Tetrasdergruppsn und B von 2-Dieder-
gruppen in § 24.
Toh setze hier (wie in § 22) eine feste (-Maximalordnung Tl mit

; T 3 T N :
bekannten Ff{m), Fo(mt) and LWL, £ ), 1, 2 ) fur Je vy (ml)

.bzw .}é F (m) VOTaus.

! zerfallt i.a. nicht in eine kanonische Summe von u o ﬁ y, da dede

E%Diederqruppe genau 3 verschiedene d—zyklische Gmppel; enthidlt,

denen auch verschisdens Ideale If entamrechen kénnen. Die Berechnung
von ., und Mo wird dadurch komplizierter als die Berechnung von

fir n > 2; aber auch hier wird sie curch zwei wesentliche Schritte
strukturiert:

Frater Schritt: Ich teile die 2-D1f=derqrum3en aus T{#I)Y in 4 grohbe
¥lassen ein. 2u welcher dexr 4 Klassen eine 2-Diedergmucpe gehirt, hinat
davon ab, ob sie in einer tetracderqgrupne in T (73) enthalten ist oder
nicht, und davon, ob sie in einer 4-Diederaruppe in T (%) enthalten

ist oder nicht (Def. 24.2 und Z4.4) .
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(Remerkung: Man kann es auch anders ausdriicken. Die (grobe) Klasse

einer 2-Diedergrupve wird durch ihren Normalisator in T {771 ) bestimmt.
Dieser ist entweder Oktaeder-, Tetrasder-, 4-Dieder- cder 2-Diedergruppe. )
Jede 2-Diedergruppe in T (§¥ ) wird von zwel Elementen U, V & T (9)
erzeugt mit S(U) = £V} = O und IV = - ¥VU.

In jeder der angegebenen groben Klassen kann man das Verhiltnis der
Konjugationsklassenzahl von 2-Diedergruopen zur ¥onjugationsklassenzahl
von Paaren Erzeugender (U,V) berechnen (Lemma 24.14) . '

gweiter Schritt: Die Konjugationsklassenzahlen von Paaren Erzeugender {1,V)
kann man kanonisch aufspalten in eine Huvme, in der {iber die |

7& = f{TWl A k[UJ) £ Fj sumiert wird. Diese Tatsashe ermiiglicht es,
die Konjugationsklassenzahlen von Paaren (U, (in einem koermlizZierten
Prozel) zuriickzufihren auf die l:;( £) und lg( £

Endergebnis ist Satz (24.27) baw. Korollar {24.28).

(u; ist die Konmjugationsklassenzahl von 2-Diedergruppen aus T (973,

die in keiner Tetraedergrupne aus T (7] ) enthalten sind.)

4, Die Konjugationsklassenzahl der Oktaedergruppen in r{# ist
gleich der ¥onjugationsklassenzahl derjenigen 2-Diedergrupren in I'(#I1).
deren Normalisator in '{¥1) eine Cktaedergruppe ist {vgl, 25.12).

In § 25 entwickle ich eine andere Methode zur Berechnung der
Konjugationsklassenzahien yu o von Oktaedergrupren in r{¥7), die auch
fiir die Ikosaedergruppen unverdndert gliltig ist.

Das Verfahren ist im wesentlichen das gleiche wie bei der Berechnung
von 12n(m‘, 2. 12?;( 7, ;) und }_E( Wi, 4 ). Der Unterschied ist,
daB ich hier die Xonjugationsklassenzahl der Gruppen direkt und nicht
indivekt iper Erzeuger ermittle.

Das ist nur filr Oktaeder— wd Tkosaedergruppen mdglich, vor allem
deshalb, weil Oktaeder- und Ikosaedergrupren maximalendliich in T{0)

| o gind und als einzige Gruppen maximalerdlich bhleiben, wenn man den
Koeffizientenkdrper k beliebig erweitert (Oktaeder— und Thosaeder-

aruppen sind maximalendlich in SL(2,€)).

Das Hauptergebnis von § 25 ist Satz {25.9).

5. In § 26 herechne ich die ¥onjugationsklassenzahlen Az, M und My

fiir den Fall, daf k = Q(1/@) imagindrquadratischer Zahlkiirper ist.

e R S

Die Methoden, die ich anwende, sind im wesentlichen die gleichen wie

in den Parag: 20 und 21,

ER-S-ARY

i R R i
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Die Frgebnisse fiir die 4-zvkliischen Grumpen, 2-Dieder- und Tetrasder-
gruppen, die ich in den 88 21, 26 gewornen habe, fasse ich zu Ende
des Paragrafen in (26.12) bis {26.14) zusamen.

(Statt x, habe ich deweils M! = ), ~ &, herechnet.)

Fiir 1 < é < 101 und die Quatirnioienaléebra Q= Mz(k} habe ich die
Werte mit Hilfe der Tabellen in /1/ explizit berechnet und tabelliert
{26.15).

SehlisRlichy habe ich noch (Ffilr & < 119 bzw. d < 101} die Konjugations—
klassenzahlen der endlichen Grurmen tabelliert filr den Fall, daf

Q= (=1, -?}k bzw. Q = (-3. ~1)k Divisionsalgebra ist {d.h. filr

d = 7md 8 bew. d = 2 mod 3): sishe die Tabellen (26.78) und (26,17},

B



§ 22 . Die Konjugationsklassenzahlen der n-Diedergruppen firn> 2

Jede n-Diederaruppe wird von Blementen iz, B mit S(B) = g 2n+C;;
m-; P 53

BER”! = E | erzeugt.

und

Grob gesnrochen flihren wir in & 22 die ¥Yonjugationsklassenzahl von
n-Diedergruppen zuriick auf die Konjugationsklassenzahl von Paaren (B,1)
solcher Erzeugenden (Lerma 22.8) und diese wiederum auf die
Konjugationsklassenzahl l;; {Lemma 22.9).

Wir missén, wie bei der Restimmung von Konjugationsklassenzahlen
zvklischer Gruppen zunfichst eine Unterteilung nach £ » k[FD
vornehmen. Haur:-terqebms von & 22 ist Satz (22.13}.

Das Belsple‘ imagindrguadratischer Zahlkfirper ist dann czan? leicht

71 behandeln {(Korcllar 22.14).

wir kénnen in diesem Paragrafen nur die n-Diedercruppen mit n > 2
untersuchen, da wir hrauchen, daf eine n-Diedergrupre mir eine
2n—-zvklische Untergrumpe enthilt (siehe 15.3). Nach Vorbereitung durch
§ 23 kénnen wir dann in § 24 auch die Z-Diedergruppen (und Tetraeder-

gruppen) untersuchen.

Wir machen fiir diesen Paracrafen folgende Generalvoraussetzund:

(22.1) Sei n<€ N, n > 2. Sei k alaebraischer ZahlkSrper mit Hauptordnunc

Sed r,zn-H:;; & k. Sei k nicht total reell, Sei Q eine k-Duaternionen—

- -1,2 [Py . = 2 - -1 5, 1
algebra, Q ¢ ({ty =%, )", =1),. Sei K = k{x}/éc (£, 5, )X + 1)}«{“]*
Sei ! eine O-Maximalordnung mlt )\2 (WL # Q.

- > E
Wir kilrzen ab: F: = T(%T}, 2n' = an{as*z Jr Ly = T (W) usw.

(22.2) Definition: i) Sei M : =M (@ ): = (D <T ' D ist n-Diederaruppe’.
i i -] ] &
ii} SBedl M un(w‘w : #£ )’in/n; .

In diesem Paragrafen wollen wir b fiir n » 2 bhestimmen,

Dazu benutzen wir den Umweg {iber Erzeugende.

(22.3) Definition:
. . | -1

) : = | &, it S(B) =z, + B = R
i} Sei Pn. {(£,8) | B, B el mit S(E) Lo tlon und BEB w0}

ii) Wir definieren Abbildungen a unéd b folaendermafen:

a: P - I e P 5 M
N 2n n , n

(F,3) v F (2,8 = {7, B9B ' 0 <4 < 20}




- 135 -

ili) Fir f e P sei P (2): = A (7 (2))

!

und M (f): hi{P (ﬁ))-
n n
ivy (E,B) und (E'.B') ¢ Pn heifien F-konjugiert, in %eichen (1,1 ~~ (F',RTY),

1 1

wenn es M € T gibt mit MM = ' ound MM = R,

v} Die Restklasse von G & ﬂn {(bzw., (F,B) £ Pq) in Mn/"’ (bzw, Pn/;,. i

bezeichnen wir mit G (bzw. TE,R)).

{22.4) Temma: i} Sedien {(B,B) wxd (B',B') < Pn' Wenn (E,B) ~ {E',5G'),
dann ist a(E,B) ~ a(B',B") und b5, B) ~ D(E',B"). '
ii) a und b sind surjektiv.
R t £ . f
iii) Seien 2 und 4 eF, und sei £+ 7.
. _—

Dann ist Pﬂ(#) ~ Pn(‘g) = @.

Loy i B3 hY Py

Wenn n > 2, ist au.fi?rdean Jln(g) ~ Alrl(?? 3 @,
4 3 1 - e # )
iv) Seien ﬁ und 7{’ eF, und sei f # f£.
Ist (E,B) & Pn(;-} und {B',B") & Pn(g’), s0 ist (B, B) a- (B',B'),
Ist D& Mn(‘;e) und D' e ,!‘-'In(gi) sowie n > 2, S0 ist DD,

Bew.; i) klar, ii) klar
114) Da LE(£) A Lo (21) = @, folgt P (£) 4 P (#'} = @ aus der Dafinition.
Sein> 2 ud sel D & ?‘f{n(g ) oA Mn(g’),

Damn gibt es (E,B) & Pﬁ(?z y und (E',BY) e pn(gf) mit h{E,B) = b(E',R") = D.
Da nach {15.3) D nur eine Zn—-zyklische Untergruppe enthidlt und diese

genan zwel Frzeuger mit Spur f
1

=1 . . \
2n+(”2n hat (ziehe 15.4.1ii), ist

, -1 s
, also ist Ee e a1 (2 4.
iv) Wegen E e L;(?Q) und B' & Li(}') folgt die erste Beh. mit (16.2).

entweder E = BE' oder D = B

zur zweiten Beh,: Wir nehmen an, dalf D~ , also D' = MDIZ‘J‘E*g mit M &7,
Fs gibt (E,B) & Pn(‘;’ Vomit b{E,B} = D.

i 1 1

4 - . )\- h __ I —1 o ? . 1
Dann ist (M ,MEMT ) & P (2) und b MEA ) = D', also D' e M () é

(22,5) Definition: i) Sei a: Pn’/’” -+ L;/,., die durch a induzierte
uotiertenabhildung.

ii) Sei b Pn/N - Mn'/ﬁ,, die durch b induzierte Quotientenabbildung.

144} Seip {f): = pn(m.f?): =# (P (£)/ee) und fiir n > 2 sei N
u (2ys =w (W, £2): =#F M (2. (fe F5)
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(22.6) Lerma: i) & und b sind surjektiv.
P .o e, _ --_1 '
ii) Fir f € Fo ist P (2)/n =3 (L, (£)/~)

1 1 ———_T W
Falls n > 2, ist auferdem ?n(;ﬁ Y/ = D (nin(ﬁ)/,v)

== .

iii) Falls n > 2, ist uo= ?GF;;

Bew.: klar

(22.7) Definition: Fiir £ & F* sei
2n

e -1 €
, falls + :
q(#}:x 2, falls §4n54nekund #e Fan
e 1, sonst '
Bemerkung: Die Definition ist sinnvoll, denn falls ¢ 4n+§:1; ek,
1,2 -1,2

iskt “Czn“‘:zn) ; -‘!)ki {€§4n~t:4n) , -T)k wegen

=1, 2 -1, 2 -1.2 . ,
{ -7 = - © - : 1
(g o 1211) ¢4 4 (s f-‘in) (g r V. Wie man leicht sieht, ist damn

in T4n
aufierdem K ® k?_}{?}/(gz - {z ,1_+¢;1\}X + 'bk[@ .
R ¥ b S0 L4

Y - 5 i3y 3 ‘i’.'."gé ] i = a @
(22,8} Iemma: Sein > 2. Filr ?fé P ist Ln(ﬁ) 1/2 qn(ﬁ) P (2.

, R— o .
Bew,: Wegen pn(,i?) =5 G-Mnfﬁ T £t (b (D)) genligt es zu zelden,

aap # 5@ = 2.9 ()7 firpeM (£).

Es gibt (E,B) Pn(g) mit b{E,B} = D.
pa D nur eine Zn-zyklische Untergruppe enthdlt, sieht man leicht, daB
w7l m = {(EeR | 0gi<2ntu {(E_1pElB} L 0< i< 2n}.

Wie im Beweis von (15.8.iv) oder (22.9.1i1) folgt daraus:

TS =5 () = ((B,EB | 0 i< 2}y (@ LER | 0< i< 2n).
Fs ist Be T und fiir 0 < 1 < 2n ist pe 87! = B owd Bl = B2 .
Daher wird?:;_?{-ﬁ} = {m) l 0 < i< 2n}.

Pir 0 < j < n ist Ej & T und E?EE—j = B und EjBEHj = EZjB

sowie ‘EI]}:“.}E‘.“3 = E und E} {ER) E_j = E2]+1B.

paher wird B () = (BB, (B 9 1.
Wir miissen noch zeigen: (E,B) ~ (E, EB} genau dann, wemn gn(#) =2,



i

Ll

~J
{

Wenn g_(f) = 2 ist, gibt es B' & I A k[F] mit 5(E') = Ct}nﬁ:;;'
Daraus folgt leicht S{E'z) = ont Ziy also E‘Z = 1.

Sel 0.B.d.A, E'2 = E {sonst ersetzen wir E' durch E‘"1) }

Pann wir E'EE'T = E und E'BE' | = E'BE® = B'2B = EB.

Wernn urgekehrt (E,B) ~ (E,ER), gibt es M e T mit MM = B und

MEM | = EB. Wegen (3.2) ist M e k[E], also wird EB = MEM “1 = wép,
d,h. E = Mz Daher ist M Nullstelle des Polvnams -

4 _ A2 -1 > 2 -1,

x* - ot = 8- x e 0 e g x4 )

"

Da N(M) = 1, muB S(M) = ?:;4}_14»@:1:;} sein.

Sei o.,B.d.A. S(M) = g AD—H;;; {songt ersetzen wir M durch -M; .
Dann erzeugen M wd B elre Zn-Diedergrume in I und e ist

2= (Wl AxED = f(Rt Akl e 7).

3 5 = ;‘iﬂ‘!
i) Fir fe ¥ istp (f) = wow gy A e
an 158 2, Te v 21/~

Bew,.: i) klar

1) " = " klar

C et Sl BTEN @3 (), also T = (5.5 & T3 (H) = (Fl.
—d
Darm gibt es M &I mit E = ME'M . Wenn wir B: = MB'M = setzen,
TS i
sowird Bel und(E',B')= EB ea @,
{22,105 Lemma: Sel ??'%"é F%. Sei E & 1F (%) und sei B e T mit E}Z’B_1
- ' 2n “2n

. . -1

Durch die Abbildung y: T =~ kiE] =+ a  (E)
M = (E,MB)}

wird eine bijektive Abbildung ¥: (I » kiE)) /f(r' A kKIED 2L 7 E
induziert,

Bew,: Zundchst gilt flir M & T ~ k[EL

VB €T und (MBEMB) T = ME M| = £, also tatsfichlich Bild x ca
wohldefiniertheit:

Seisn M, M' & T ~ k[E] und M’
farn ist TEL | = E und LOMB)L | = LOMB = W'B, also (E,MB) ~ (E,M'B).

il
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Injektivitit: Seien M, M' e T A k[E] und sei (E,MB) ~ (E.M'B).
Dann gibt es L @ I mit re! = B ound et = .

Nach (3.2) ist L & T ~ k[E]. Also wird M'B = ]ZIVIBL"‘i = L?‘MB, d.h.
M? = L2M = MLz.

Surjektivitdt: Sei (E,B') & a  (F).
pann ist B'ER' | = BER | = £, also ppE = B
Nach (3.2) ist B 'B' @ T - k[, also gibt es M & T o k[E]
mit BB =M% a.nh. B' = M = MB!

1

{22.11) Definition: Sei r die Zahl der reellen, s die Zahl der

komplexen Primstellen von k, insbesondere also r + s = [k : @}a

s : e #* :
(22.12) Lenma: Sei £ & FJ und E € Ly (£). Dann ist

firaxED « @ akleD PL =25

Dew.: T~ kIE] ist abelsche Gruppe, also direktes Produkt seiner
Torsicnsuntergruppe, die hier 7 heiffen soll, mit einer freien
abelschen Cruppe F.
& -~ ) LT,
st (T X[ED @ (0 A kED @Yoz
g F arnc | i
and {F : F(E}} _fang B rang SN k{z])a

(23 (27

R {
A 1F : F B

il kg:}:j sel Korper. kiﬁ} hat keine reellen Primgtellen.
pa [k[E] : 0] =2 [k : @} = 2-(r + 28), hat X[E] genau ¥ + 2s

kemplexe Primstellen. Nach dem Dirichletachen Einheltensatz ist

rang 7 =1 + 25 -1, wobel U = W ~xE]

Fbenfalls nach @em Dirichletschen Einheitensatz ist rang o =r +g -1,
Wir betrachten die Normabbildung N: J* 5 &, pann ist

T A kiE] = N~ 1{1). Wir haben also eine exakte Sequenz:

(1) » @ axE) & U & nlhH > 0L

Bekanntlich folgt daraus: rang (T A k[E]) - rang 7"+ rang r:z((fx) = 1,
Wegen o & g% ist Wx(;g) = Wl ) T NiL “y 2w,

Da rang vx(Z} = rang o, wird rang N{{ *y = rang ¢ und deshalb:

e R T e e S T

X
rang (T a k{E]) = rang % - vang o =s.
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz ist 7 Untergruppe der
zvklischen Gruppe der Einheitswurzeln aus 7 X, also ist 7 selber zyvklisch.

Da - 1 ' [z : 221 -
a ¢ 7, ist # 7 gerade, also {72 : Z = 2,
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e, und

ii) Sei k[E} = ke, B k'e2 mit k[Ej—I:iemrDtenten € e,
R F

sei wieder [ = P A kgl

Igk g = # (w/g‘?‘)x. a0 ist A% e (U Fiir jedes A € (c,re1 + r,:'ez}'\<

(leichter Beweis). Daher oilt:

rang 7 = rang {ve, + (yez)x =2 rang o =2 (r+s-1)
§

Wie in 1) habken wir eine exakte Secuenz

(1} » (0 aXk[ED = ° = ™) » 1) und deshalb

rard (T ~ k{E}) = rang 0" - rang v =r+s - 1.

ba k{E] kein Rérper ist {Czn & k), nat k keine reellen Primstellen,
d.h. = = 0.

7u jedem Elsment z € 7 gibt es ein eindeutiq bestimmtes ¢ « o mit
z=ee, + E—Teze L
der zvklischen Torsionsunterdrunpe on e,

7 ist also isavorph zu elner (zvklischen) Untergruppe
. : e PAN
Da - 1€ 7, folgt wisder {7 : Z( )_5 = 2,

~

Tusammenfassung der Temmata (22.6.1i1), (22.8), (22.9}, (22,10}

und (22.12) aibt:

(22.13) Satz: Voraussetzung (22.1). Sei n > 2. Dann ist

o % o
p {FY = 25 e = g (£)-1, (£)
n = F?V}(%’ZE n'¥? n
s
(22.14) Korollar: Sei d e I cuadratfrei, sei k = §(1/d) und
0= (=3, =1}, . Sei H{ eine O-Maximalordnund.

i) Wern d = 3, ist u () = ) = 1.
ii) wenn d # 3, ist u (M) = zefg(ﬁé).

) . ¥ -1
Baw.: B3 ist s = 1 uad FG(EI%"E) < {wrr. Da <;12+z;12 = /3 &%,
() = 7. {vgl. Satz 20.3%)
) S

Bemerkung: Wie eine genauere Detrachbung des bisherigen Dewelsgarndes

zeigt, ist flir 4 # 3 jede 6-zyklische Untergruppe von T (&Y
entweder in keiner oder in genau zwel nicht r-konjugierten

3-Diedergrupnen enthalten,
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Berechnung der Konjugationsklassenzahl von zvklischen Grummen

der Ordnung L dl@ in Tetraederarunpen enthalten sind.

a eine Z-Diedergruppe nicht nur eine, sondern genau drel verschiedene

.

4-zvklische Untergrupmen enthilt, ist die Hethode von & 22 hierflr
nicht amwendbar. Stattdessen werden Wir mit.ein@mrihnlichen Yerfanren
im nd3chsten Paragrafen die ¥onjugationsklassenzahlen von Z-Dieder-
und Tetrasderarupren gleichzeitiq berecimen. Daflir miissen wir die
Funktion l];

AL I S . SCRE — ow oo
§ 23 hat einen &hniichen Aufbau wie

kennen, die wir in diesem Paragrafen untersuchen werden.
£ 18 und vergleichbare Irgehbnisse.
Einige Bewelise kinnen direkt. Uhermommen werden.

Hauntergebnls sind die Sdtze (22.22) wnet (23.26%1 .

Gengralvoraussetzung, dis wie in £ 18 fiir den

einige "lokale” Lemmatsz itber optimals

T e - - " : I
Gahlkdrmer mit Hauptordnung o7, 881 K
- R T ? 7
(=1, -1}, e ‘[”/,,H{M %7

I

eine D-Maimalordnog .

mit O < G e T{T)

3HZ}[ ¥z gibt sine Tetraedergrurre G
i
]
t

diz in {15,2ﬂVJ definierte Abbildung)
Lii) entsprechendes TLemma. Wir konnen also definieren:

Tat W eine O-Ma :wmaiordnuqu jann sel

s

(AT /e ) und lé 9 ) = H {T (,{3"{1/,\, .

Folgendes Lemma ist leicht einzusehen (vgl, 15,710,173

123.4) Temma: Sel ¥ eine (-Maximalordnung,

2{)) = 0 und es gibt V € T{W{) nit IV = - V{I,z

%_d
o
L
Hf"_}_ [
o
21
e
i
e,
oy
i
—
'
H
i

i s daf /2 (1+UVHIV) e T{W).

. . - T T
i) © induziert eine Rijektion C: Lé(??i)ﬂm/ — AA{EXE)LV .

=3

o) = LD

[}
o]
i
o
{4
153
3
[
]
ry
D
[n
o
pas
o

4

entenrechend. Wir kdnnen -also definieren:




Dann gilt:

. aertl o . et
11y Tet W sine O-Miaimalordnuna vom 2
brnd T
R — b P ST .
st Fo(wl) o= £ £ LEL 1,08t
= t =

i S .
LY < }
b3

Lenmas

e . I FR s ™ ' y

i -, - 7 b B3 - — y

D., & '®, wenn es ¥ £ I gibt mid = D, bl
i i

At lsoh

. - n.-’: =
LI AT T A

T
e

WILET T

¥

mit Hauptordnung

d

e it o5 & o,

und seien

il
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mine O-Yaximalordnund T enthilt genau dann die Blemente U and T

{1 daher die von U urel T erzenabe Tetracderorunnael , wenn

-
o L
T = mibk M < 3 <1,
a
oo ¢/

f

) v .
Bew.: Sei x ek mit x° — %+ 1 = 0. Dann ist x & v .

Selen D, 17 [)12, 8] N, e O Matrizeseinheiten. Wir definieren:
T L -

217 22
= 1/3-{2x - W)mﬁ - 1,’351‘}12 + Z“DZ‘E
A D IR VN

o
.
1

+ /3 (=25 + 1) aD22 uitid

12" 2:«:-1“)21 4 /3 =2 4+ 1D

i

Vi 1/3:42% - 3}

D?‘i 22

Man kann leicht direkt nachrechnen, dab tound V7 eine 2-Diedergrurme
erzexjen., Es gibt daher einen k-Algebranautomorphiamis o Q » O
mit o' = U ound oV = V. Darn sind

/10 o1 [0 o G0
s o>3 =Dy dg o)t T P2 G alk = e o

Matrizeseinbeiten und wir erhalten:

A
);: = ch

2

A VR Voo [1aex - A/t
’12 /30— 2x+1)/ \-— % 1/3 (=~ 2o+ 1y )
. I3 Y
1 /e (B - ] /ey / 3 \
W o= /V"i/"v {23 ) .‘/J X \ LT = f}{ e )
V2o (n - 1) 1/30{= 21 + 1)/ Vo - x4+

1
Tat TH eine O-Maxdmalordoung, die U und T enthdlt, 8O enthilt gie
o

1,2 {10y L2 N

3

such (x5 o+ x) o ixT 4+ T

Lo 0
o T e
Nach {23.7) ist also ¥ = \ s Pomit s € Y
\\LTI i o /

vy

= A : - ¢ .
Wegen U € #l und ~ 1/3 € o mal s > O sein.
I . T x .
Wegen U €W und 2 T e ¢ mud § < ¥ S@In.
Urgekehrt sieht man leicht, dap die angedebenen Maximalordnundgen

sowonl U als auch T enthalten.

i) Tet W eine QrMaximalordmung mit U £ W und T e W, so ailt:
. s 2
2o T}k(kﬁﬁ WE (T wluh boa .

ii) Es= gibt ein System {"ﬁ”?.“m E ,jl e TFund 2 ¢ | Dk(k[[ﬂ) -_;Bz -

, . .\ ! Yo,
von O-Maximalordnungan, SO dal filr alle ﬁ ] g‘f s T mit
| i2 .
5 4 und 20 D},Ek{_U} o 7 A ailt:
-t AR

v,

wF v oe Wit ung £(9 ~ kU] = 2 sowie
“1 ok

I
' — - ¢
bt wtagit) = £ 115“ + ?872' 1,. inshesondere also N(mgmg };2;' & 1



i} Sei W eine Q-Maximalordnuna mit U & % und T e ®1 .|

Sei W' eine weitere (-Maximalordnung.
. et Jppeny i .
Gepau dann ist Ue® wnd T e @' und W A~ k(U] = WA kU1,

wennn W' = ¥ oder gﬁ,‘,f = (1 + .5 1+ U}—1.

Pew, s Wir bermtzen die gleichen Pezsichnungen wis im Bewels von (23.8).

-5
/ S8 T o
D FPr0<scrsel Hio= | . Wir miiseen zeicen,
) ’H_» ,:}‘ {ﬁ"
b ] | au N
dad 2o | D (W A k[ul) | 4o fir alle 0 < 8 < 1,
Fe P

4=

- t 4 . p : e Ty
Sel o ,IU Vo= ow e und sel {1, o) Basis von I xiUh tther .

» , t , - . .
Darn gibt es o & o wd B ew mit 7w m = all + 3 (sishe Pew, 18.5.ii.a},

N

It , . - ‘
- fn/3e (2% ~ 1) 4+ 0 - 2/3 \
ALSC T ow s
11\ ECL ’?.,/3" (,.. 2?{ + ;:] + R‘ )
. . ; . t-3'-1
et a' = Min {g, r-3}, Dann ist offensichtlich w & quq
FT— we Fem ¥
Py v} - . - [ \ . s
Alzo ist B | 5 4 xluly vielfaches von D, (1, 1 Wi = om o4
i b i
. . Tyt
ba ardererssits (1, (-1} Basis von o [U] lber o ist und
Il A
e ¥ S Y e O s R ae ._1:”) \
= g AR ) 3 . :
R T A 1 |« Wil ist genau
o e i Pl
L2 Zo (-u=1Y /3
. 3 ~28’ T, s by £ SIS D) 3
D oA KU = an @y L Wegen O o< 28t o« v fFolgb die Behauntuno,
e = -
1- - N 2
iijSei £ & T7 und 2o y fuhy L Lo,

it 270 < ﬁbt?.

25 S
Dann wird s » O und D {(&[UD) 27 = dev T, nach Ver. also 2s < 1

und insbhosondere @ = min {s, r-s).

= §i7 . DMie Dehauptungen folgen jetzt leicht.

— - ! y o
(b WL (147, Folat sofort WAk = WLAk[u].

= W folgt leicht, daf Konjugation mit (1+0U) einen

.. B e B T T B R et B e e N e LT
5 el QUECIT Ul U el ol ierl 1< = ANGUZ e,

ol
. - - 1] N -, {
Darer sind dann U € B und 7 € @1,
. oy { ; g 4 £y
Loumgekehrt e T, T eW! und L TAPNETS LI_J = Til A k[U]A

Wir kénnen annelmen, daf 3l

i . . . ]
W' (andernfalls ist nichts mehr zu zeicen) .

2
, _af e .
Bs gibt 0 < s < r mit Ml = E?zc. Darn mal T = ?ﬁ{r—s sein.

~K.
-

# r-g, d.h. Zs

&
&
i
=
=
~i
‘,.a
]
ot
94
[
=
4]
=
/Y
@
=
A




Wir nehmen an, das (1) ] s Tl (H{T) (und fithren dies zum Widerspruch; .
Wi (140 st zweiseitiges 5”32' eal.
: \]ach {9.11.1i) gibt es v € 'Emt m (1+0) = ’B’}ZS -]Tu,

*

' 1
aleo ist 1 + U = x ¢’ mit ¢ e?}’?jq.

it
=
b

Dann ist noe = 2 = N{1+U0) e'), also 2u = T und N{e') = €.

. -
fz.TT s {x+13 /3 r 1/3 -
Es ist =5 (1) =<' e W .

Zor o Dem Pa (=x42) /3

i

algo r-u > s und -u > -8, D.ho u>'8 und u < s, also s =u = r/2

123.10) lLewma: Sel k ein ¥ ~adischer ZahlkSrper mit Hauptordming ¢

o~

und Primelement n. Sei n Teiler von 2 und 2 = wzrg mit ¢ € o
Die Hongruenz xg - % 4+ 1z 0med 1 osel unitshar in V.

Saei O £ ME (k) B {1, ) eine k-Ouaternionenalgebra und seien

U, V e r{) mit B o= S{"T'} =0 ud W: = UV = - V.,

Gei Ty = 1/2:41 + U +V + ).

Dann gibt es genau elne O-Maximalordnung T, die Uuwnd T enthdlt.

Ty igh ﬁk(k;{u})«f{m,m Wi © = D, (¥~ k) = 2v.

Bews, + Man kann leicht nucm echnen, dal der v-Modul

i

L o= s ﬁmr(‘H{J} o o {_'a-}-*\ﬁi? + T eine Q-Ordnung ist.
Fa ist Dk(_’é"f_} = ﬁ“%af}}( 1, 141, 147, Mo = v (siehe 12.6.1v],

also ist V7 eine O-Mastimalordmand. B8 sind Ue ¥ uwnd Tes T .
ffensichtlich ist WAkl = e Y4 e, also
-3 .

Wiyl EAN 4 A TS
Dk{?“ﬂnkgp}; =7 1, e =20

H . R . . ) o 1
wWir netmen an, WL # T sel eine O—Ma:,{malardmmi mit U e Wi und T e W .

01} jooy foo
‘to)’ (01)&0-

O
Nach {11.1) gibt es Matrrizeseinhelten 1f ), (
[ [ea \ / e ‘ﬁ"S o A
ua’adsaﬁﬁo_mit = bund 321’('=i(_ \

O 0Jf

\U vy ‘\‘ﬂ'—.(y L
pa WL # W' oist s > O.
: P, . a b
Wegen T & T AT gibt es a, b, ¢, d €V mtT=|
mC d

Dann ist a + 4 = S(T) = 1 und a(1-a) - wTbe = N(T) = 1,
alsoaz-a+1=- Spbe = O wod 7 é

(23.11) Lemma: Sei k ein p—adischer ZahlkBrper mit Hauptordnung &

wund Primelenent v, ISt P & a.:-,f_l&:] ein Polvnom und & € ¢ mit
Pla) =z Omed v und PP (a) ¥ O wod w, damn gibt es b € o mit P{b} = O.

Bew.: siehe /14/ S. 330 Corollary 2
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(23.132) Lemma; Sei k algebraischer Zahlkiirper mit Hauptordnung o,

Sel p ein Primideal in v mit y ' 2¢, Dann sind Aquivalent:
i) Das Polynom 2 £+ 1 zerfdllt in o .

i) 22 2% 4 zerfallt in o/p .

113} tl{p} = Omed 2

Bew.: i} =» ii) klar

. . 2
iiy =» i} Bg dgk 7 -3
3

Fallzsaevmita™ -a+ 1= 0med v, izt 2a -1 7 O mod -.

et

+ 1 =20~ 1,

Die Behauphung folgt mit (23.11).

_ 2 2 "
M)+ i) Wegsn ! 2dst %" -2+ 1=z %" +x+ Tmedw fir v

. i p . 2,
Eg ist ¥7 - § = (X - 1)(¥ + ).
-3
i

=X+ 1 in ofp ’zerf:élltg ist also dquivalent dazu, daf die
X
=

zyvkiizsche Grupce {o/» ) eine durch 3 teilbare Ordnun
¥ P 7 u

&

{;}-

e 1= fa - e lr s
Ehg?gm.}zi#%/zz}i /? '22'/2%3-—«“;:;%2({3-;’3@)—'§=7+-;‘5(U'/?)x

wWegen Z o -1 med 3 ist dies Aquivalent zu b 1 2 Omed 2,

{23.13} Satz: Voraussetzung (23.1).

’r3

i} ssi B eine O-Madmalordnurg wd £ € T, (# ). Dann gilt fiir die

e.!'é-m

-5 >4 2 A £l - -
a) 2wy | BK(E;?-JP | 4wy, falls pl 2o und t{p) = Omod 2

In y f}z = s Tl . t :5 . Yol ;
DID R 2 = 2, falls 1 2 wnd t(y) # Omed 2 und 2 | i)

o] }é; = ¢ Iir alle arderen endlichen Primstellen y von k

ii) E5 gibt ein System { 77¢ | e I und # erfiilit (23.14)}

{23.14)

vor U-Mosddmalordnungen, so daf‘ fidr alle ;5 ?é? & 1 , die der Bedingung
- \ =1 -7
(123,14} genligen, gilt: if = F WL?) und N{ f:{‘?g "}“ﬁg} = f ?é” + jg” },

nesbesondere also M| E@i? 3?2;’ .k{“}'},
Bew.: i} Es ist -f(m } f{’ﬁi’“’, . Falls p*+ 2 cder falls
» 1 2 und tlp) = vip) = 1 mod 2, folgt daher die Reh. aus (18.9.1).

Falls ¥ I Zund t{p)- vip) = Omed 2, ist Q unverzweig: an der Stelle 7

{siehe 13.4.1ii). Die Beh. folgt leicht mit den Lemmata {23.9.4) und

ii} Bs gibt U, V e I'{Q) mit S{U) = 5(V) = 0 und IV = - VU,
Sel Ty = 1/2:(1 + U + V + UV). Man rechnet leicht nach, dag
0= o+ U + oV + o7 eine O-Ordnung mit U ¢ wd Tell st

: ' e o~ ax s " = o L ms PR
AN oeaner (eMaximaioramang 0 enthalten (4,43,

(23.10).
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Mit Hilfe von Lerma (23.9.11) kdvnen wir das Svstem der mﬁ konstruioren.
wir dndern die p -Komponenten von [ filr die endlichen Primstellen p

von kmit » ' 2und t7p) = Omod 2 ab. {vgl. Bew. von 18.9.ii)

{23.15) Definition: Sei k algebraischer Zahlkdrper mit llauntordming o .
sei k[U] ¢ k[x]/0¢° + Dk[x] mit 1P + 1 =0, Sei / ein ganzes o ~Tdeal,

i} Flr alle endlichen Primstellen p von k definieren wir ein

U;'(kﬁﬂ)-}:deal ¥ durch die Vorschriften: m; = {1 + 1 U’i und
otf;= U’; fir alle endlichen Primstelisn o # ® von k.

ii) Sei \:ﬁ die von den o ¥ er?@uq‘te Gruppe und seil Y‘e (}m ) #,
(Wir schreiben kurz v¥ aratt v {kh}]} , da immer entweder klar sein
wird, welche Algebra kfjﬂ gemeint ist oder k [U] nur bis auf

*
Isomorphie interessiert, etwa hei Indextberechnungen)

{23,36) Lemma: Voraussetzung (23.1).

Seden U, ¥V £ T} mic S0 = 8(V) = 0 und W = - VI und sei

T = 1/2. {1 + b + Y+ UV,

Sel !ﬁ ein ganzes ¢ -Ideal, das der Bedinqung (23.14) genlict.

set U%: = o e o) ahgekiirzt usw.

W el eine O-Maximalordnunag mit T € W und W Akfu] = O 2

i} Sei W eine O-Maximalordmma mit T € @ und W'~ k[U] = 7.
Dann gibt es ot e Yimit #¢ = o W et '

s , , - -1
1i} Sel o1 e Y‘g’a Nann ist T € ot Bl und AT e }-:[U} = ('_7?2"

Bew.: 1) Eg ist U

ol 4+ oV + T ¢ W AT ud D}r (Y = 4 v,
Also ist #p = W fiir o+

Falls p | 2 und tip}) vip) z 1 mod 2, ist Q, Divisionsalgebra,
alsc W, = W, nach (9.11.1).

Falls ¢ | 2 und t{p) = Tmod 2 und vip) = O mad 2,

ist P, = M, nach (23.10).

. . 5
Mit Hilfe von Lemma (23.9.1ii) 138t sich dasg gesuchie e eY '

-

joetzt leicht konstruieren.
1i) Sei g eine endliche Primstelle von k. Pa (140)% = 20 wnd U e (",
gibt ﬁsaék mwt wa,"a[; odar F=a(?+U} Uaf,

Damn ist (erBl o ), = Wy oder (otWlot ) = (WL, (14T

giqo\ma’ﬁtfz ?ﬂk[[}]_ Wy n v,[u0].
Da Konijugation mit {1+J) einen Autormorphismus der durc‘n Uund T

1
creuoten Tetraedergrupne induziert, ist T e {on T e }aé .

r

SRR RS R e

Die Behauptung folgt mit {(4.13).
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(231 -17) Definition: Gleiche Voraussetzung wie in (23.16}).
v?f

Nann sel m‘ﬁg die Merge der Ideale TH ot mit ewte ¥

(23.18) Lemma: Gleiche Voraussetzung wie in (23.16}.

Fg ist &’e < A’g' und ‘es ist ¥ T mY; ; insbesondere also RIK(Z)

e N(YHY.

Bew,: Da A(4U) = (1H) /(-1 =U < (f"gx, folat v? . At

icicht aus der Definition von Y7,

fei p eine endliche Primstelle von k, an der O {(und wegen 13.4.iv auch X)
verzweigt ist und sei #lgp = F? mit einem Primideal ¥ von W7.

wie im Beweis von (17.8.0) gesehen, ist ¥ = 3’5?.'07 mit 07&2%3 und
; = ;f:(/ ?2. Wir milssen zeilgein: ojf &
Mach (13.4.11ir 1st v = v{ ¥ ungera g ist r_;vrzv = ?v(;;? = (1+U)2ﬁﬁ .
Na g + ¢ = v, folgt hieraus: c,;;v = (1+U)U"E, also

of = g}m(v"q)/z.(im)&’g e v¥,

—

I)

Z3.39) Batz: Vorausgstzung {23.1).

der P@d‘inﬂﬂnq (23,14} geniigt.

)

in ganzes «-Ideal, das

¢ -

i e
i W eine (-Maximalordnung mit Ze oy (Tﬁ'ﬁ)
W oe

Sei

\ . T ! e
Genau dann ist g € F (T, werm N{prwi') e N(YQ)SM

ging weitere Q-Maximalordnung.

5

New.: ganz analog zum Bewels von (18.16).

L%um_rmnq Die Sitze (23.13) und (23.19) gestatten es, eine ifbersicht
P

iiher BT 4 (W) fir alle Maximalordnurgstypen 9L zu bekommen,

Diz folgenden Sdtze (23.22) und (23.23) machen die ganze Sache noch

otwas durchsichtiger.

. s . K . ,
(£3.20) Definition: Sei C T die Gruppe, die von den Primidealen i

[l
mit @ i 2 und vigp) = 1 mod 2 erzeuat wird,

vy Cmd - . . e o K {2)
£23,21) Lermas Sel £ ein ganzes ¢ -Ideal. Dann ist N(Y?) = CI )

Bow.: Sel p eine endliche Primstelle von k. Wir milssen zeigen, daf8
¥ o€ N{Y ¥y genau dann, wenn p C 2 und vip) = 1 med 2,
Dies folgt leicht aus der Definition von Y?, da N(IHIY = 2 und 2 U

genad dann kein Quadrat eines ideals ist, wenn vip) = 1T mod 2,
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{23,22) Satz: (Voraussetzung 23.1).

Sel ;’ e Ik und ; erfiille die Bedlnqunq (23.14).

Sei W eine Q-Maximalordnung mit / € F (w1 ).

Sei T eine (-Maximalordnung und I}E ein canzes o -Ideal.

Genau dann ist #' e F, (w7}, wemn /' die Eedinqung (23.14) erfillt

und N ) p g e ort s,

Bew.: analog zum Beweis von (18.18)

(23.23) Korollar:Voraussetzung (23.1). Seien W ound T zweli
Q—Maximalordnunqen
. 1>F mnmma#@ = N(W ') « CI
k(2)

k{2}

1i) N(WLp) e CT 'S, = F4(WZ) = ~4(m )

Pew.: folgt sofort aus (23.19)

{23.24) Bemerkung:
i) Fclgendes Problem bleibt offen: Wie findet man fiir vorgegebenes

?Z e 1° , das die Bedinqung (23.14) erfiiilt, aus einem qpqenenep

Reprdsentantensystem von Q eine Maximalordnung Womit ; & F (F )72
ii) Wir haben thmd F 4 unabhingig voneinander untersucht in den

Paragrafen 18 und 23. Wir kennen FZ‘ und FZ (big auf das Problem des
Findens einer "Anfangsmaximalcrdnung™). Aber: Wir kennen i.a. nicht
die Produktfunktion (F ] rg)
Wir wissen, dal F (?mf) < F, F vty fir jede Q-VMaximalordnung 3.

‘Aber dieser Satz und die ubrlqer- citze aus den Paragrafen 18 und 23

!

erlauben es (meines Wissens) i.a. nicht, F 4 #und Frz eindeutig in

Bezishung zueinander zu setzen. Dles ist ein echtes Problem, denn zur

Berechnung der Konjugatl onsklassenzahlen von 2-Dieder— und Tetraedorw
gruppen in einer Maximalordnung W praucht man die Kenntnis von F mm
und ) 4 (W) .

Fiir imagindrquadratische Zahlk&rper kann man die Beziehung zwischen

Fz‘und ng allerdings eindeutig feststellen; siehe Satz (26.12).

iii) Sei C' < ¥ die Gruppe, die von den Primidealen p mit ¢ P2
und ti{p} = vig) = Omod 2 erzeugt wird. Mit (23.22) und ‘(23.23)
‘erkennt man leicht, dafi es [C‘CIR(Z)S : RIkﬁz) Sﬂ verschiedene Maximal-

L.

. Qrdnmigstypen Tl mit Fiim ) # ¢ gibk.




. Mot 1 , e , L A (2] (2T
Diese Menge von Maximalordrunostveen zerfillt in [C'CT Se t CI S d
L r
Teilmengen mit jeweils [CI"(Q)SM : RI}‘Q)S M—j Llementen, so daf gilt:

e ) . T < .
Fiir alle #! aus einer scchen Teilwmenge hat F 4{%'2} den gleichen Wert,
At

Im Simne von (10.11) sind die genannten Mengen affine Unterrdume von Q.
. . T s N .
wir berechnen jetzt 1 4(‘6’3“{ , £) flir vorgegebene Maximalordnung 77

. T .
und f{f& P4(JB’Z):

111

(23.25) Tama: Sei 7 eire O-Maximalordnung und sei ; & Fg{?m’}.

Seien U, Ve T(W ) mit S{U) = S{V) = = und W = -~ VU und

Ty = 1/2-(1 + U +V + W) e T (W) sowie £(0L A k[T = £,

cei U7: = (P (xfu]) abgekiirzt usw. Dann gilt:

1) Zu jedem U’ e eri( Wi, f ) gibt es M e 0%, so dap MM
und M =1 e W,

1i) Bei M & Qx., Genan dann ist T"EUI\'I“Aa & I.E‘{m,;.é bound M’m_i & ¥il o,

4
|

= '

wern es o2 & ¥ gibt mit HTM = Fl e,

Bew,.: analog zun Beweis von {18,203

{23,286} Batz: (Voraussebzung 23.1).

Sel ;_i ein ganzes v-Ideal, das Bedingung (23.14) erfiillit und sei ¥

m
gine O-Maximalordnung mit f & E‘; (797y. Dann ist

A
L, gy - 'SAPIR S AP A

r
4
L@\J(Y?’) e N(Y‘:’i) 5 Sg&j

L b
1
4

Jau™ N(TF T

Bew, : Man ersetze im Bewelscang von (18.21) bis (18.25) immer
A durch ¥ (und E durch U sowis l;i durch lﬁ) . Der Bewels bleibt
wortlich giiltig.
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§ 24 . Die Xonjugationsklassenzahlen der 2-Dieder- und Tetraedercrunpen

Die Berechming der Konjugationsklassenzahlen flir 2-Dieder- und
Tetrasderqrurpen ist zum Teil vergleichbar mit der Berechmung der
Konjugationsklassenzahlen‘fﬁr n-Diedergrusmen, n > 2, in § 22,

Wwir {ibernehmen von dort die Definitionen und Lemmata, die auch fir
n = 2 giiltig sind. '

D ie Konjugationsklassenzahlen fiir 2-Diedergrunpen und Tetraederaruppen
werden zurickdaefiihrt auf Konjuoationsklassenzahlen fiir Paare
Erzeugender {U,V) von 2-Diedergruppen (Tenma 24.14).

Mit Hilfe der Unterscheidung nach £( 7 ~ k[U]) fithren wir diese
Konjugationsklassenzahlen dann zuriick auf l:{??i,;?) und fﬁ(mﬁ B
Hauptergebnis ist Satz (24.27), bzw. Korollar (24.28}.

Wir machen fiir diesen Paragrafen folaende Generalvoraussebzung:

{24.1) Sei k algebraischer Zahikﬁrper mit Hauptordnurg .
Sei k nicht total reell. Sei 0 = (-1, -1), und sei

K = kix]f/(xz + k], -

sei Fil eire O-Maximalordnung mit li(??i) £ 0.
Wh:ﬁhmmab:?:=FWﬁ),ﬂf:=F?%ﬁ)u&h

wir benutzen die Definitionen aus § 22.

(24.2) Definition: i) M, = M A7) = {G ¢ T | G ist Tetrasdercgrupne)
4

ii) M, = {GeM, | Fis gibt G' & M, mit G € G'1

2
S T
13 M o« = M - N
iiij 412, ,'52 /12
: T T - -
' Lo ke i . PR EY 4 o Ve 1= W .
i) LT- farsd {Llﬁ/a'\./)f Uz. # (2/ Yoo L?_ # (‘{2/ )

7wei Z-Diedergruppen D, D' ¢ T' sind hochstens dann r~konjugiert,
wenn sie entweder beide oder beide nicht in Tetraederarupmen < T
enthalten sind {(vgl. 15.6.1i}.

gind D, D' in Tetraedergruppen G, G' < T' enthalten, so gilt D ~ D'
‘genau dann, wenn G ~G'. Dern jede 2-Diedergruppe ist in genau einer
Tetraedergruppe enthalten und ungekehrt enthélt jede Tetraedergruppe

genau eine Z-Diederdrupne.

1§
kol
I IS

(74.3) ¥orollar: i) + U

S 2

45‘_}!_1 =
m
T -

[

k=4

——
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2
Dazu miissen wir noch eine feinere Unterscheiduna machen:

Wir wollen in dieseam Paragrafen u. und u; berechnen.

(24,4) Definition:

i} Sed M1: = {D ¢ Mg ! Es qibt eine 4-Diedergruppe D' ¢ I mit D « D'}
My = 9-'1!5 -
MB: ={De M; ' BEs gibt eine 4-Diederaruppe D' « T mit D < D'}
4 -
M7y = M2 - M3

4 sel wlr = A e

A

ii) Flir 1< 3 <

Man Uberlegt sich wieder leicht:

{24.5) Lemma: ué = u1 + uz und,u; = u3 + u4

1. 4 . "
Zur Perechnung von v bis u’ benutzen wir den Unwed ilber Erzeugende,

T

(24.6) Definition: 1) Sei Py: = b () wd Py: = b (1)) .
14) Fir 1< j < 4 sed Pl: = 17 i),
s . P T T - . -
iii} Sei R = st Pzﬁw-; Py o= et Pzﬁv tnd Pyt = 75 Pzﬁy ,
sowie plr o= 4 Bl /e flir 1< 3 < 4.
(24.7) Zewa: 1) Fir D e M, ist BT () = b (D).
T - T 1 2 - 3. 4

Yy o L o e 3

1) Py = py Py und Py =P *+p und Py=p *p

i

Bew.: i) vgl. den Beweis von (22.9.11)

ii) klar

(U, V) e P, | 1/2: (14UVHN) & T},

Bemerkung: Offensichtlich ist P 5

(24.8) Lemma: Sei D={+ 1, £ U, +V, + W & Mj mit UV = W,

i) bﬂiiD} = {{2U,2V), (#V,2U), (VW) , (#W,2V), (W, +0), (20,0 )

Lt B ——

iy b D o= {(U,V), (V,U), (V,W), (W,V),.(W,U}, {U,W) }

Bew.: i} klar
ii) Es sind G, V, W €T, Wegen

ou ! = U, WU = -, TR = -,
~1 I -1
VIV o= =0, YW =V, VW = -,
r‘x?s;'r_‘z T '??7_1 B ‘v1-n—§ oy -
AT =gy iV =V o WY =y LCagT:
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(1,0} o~ (U, =] ~ (11, =)~ (=11,Y)
(V1) e (=V,U) ~ (=7,~U) ~ (7,~11)
(VW) o~ (VW) ~ (=7, ~ (=, 1)
(W, V)~ (=M, V)~ (W, =)~ (W, 1)
(W,0) ~ (W, =0) ~ (=W, =U) o~ (10,1
UW) ~ (~U,W) ~ (0, )~ {1,1)
Jetzt folgt die Reh. mit {24.7.1).

{24.9) Lerma: gleiche Voraussetzung wie (24.8).

ot
i} Wern D € V{g = M1 U ”1‘:, darnn ailt:

G,V -~ VW), (VW) ~ (W), (W)~ (11,V) und

2410}
(‘V#U) Pt (W=V} H (wa‘g‘}} e (UII‘\I) ¥ (U:r‘q) e (\];TJ)
i1} Wenn eine der sechs Relationen (24.30) gilt, dann ist D £ M7
; o
Bew,: 1) Sel D e sz, Dann igt T:o= 1/2-(1HRYE £ T,
Die Behauptung fologt wegen TUT . v, ’ITVT‘Mq = W und ’I’W’"E‘“1 = 1],

11) Sei o0.B.dLA. (U,V) ~ (V,1). Sei T & T mit T = v oand TVET = w0,

bann ist TWr | = Tur mvrT! = W = 1,

aleo To0r 2 = TAr T = T = 1.

Bz ist T € kiU]: nach (3.2) ist aber e ko],

also T3 e T Akl AKIU] = T Ak = {2 11,

Werm wir evihl. T durgh -7 ersetzen, wird ”I‘B = -1, also hat T die Ordnmsg 5

rd es wird T = 0T und O T B e R g IR s

.....%

Also erzeugen U, ¥V urnd T eine Tetraedergrurpe (val. Def. 12.3.3111) 6

mt e G cl, dh. D & M;.

(24,11 Lerma; Sel D elne 2-Diederdqrunne, sel G eine d-Diederamumre

mit D= G.

. . . : - == e 1 .
Darn gibt es §, I € G mit 5(F) = ?;Q) + ?;% = 2 uned BER 0 = B,
¢ - C

so daf giit: E und B erzeugen G aumd £° und B erzeugen D.

Bew.: Es gibt Erzeuger F und B von G mit 5(F) = 2 and Bep | = }-lm1 .
Aus [G : D] = 16/8 = 2 folat bekanntlich, daf D Normaiteiler von G ist
und daf G/D abelsch ist. D enthilt also die Kommutatorgrumne von G,
insbesondere ist p = e e . .
Da K~ = -1, ist {1, % 2} e p.

alls B ¢ D, ist D3 = {1, = EE, +n, * [3213} < 0.
ist ein_e 2—*Di_<~:~_derqrupzve,_ also }31 =1,

1=

e
]
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1i) Palls B 4 D, ist D A {2 B, ¢ F.:z}‘i} = @, haPerdem ist

DA (+E, + B} =@, da & die Ordrona 8 hat. Also ist

Dae{s 1, & E’.z, + R, + 1239} =1, Do ist Z2-Diedergrumpe, also D = D,
2 2 : 2

Sei B' = BB, Dann gilt 13‘}?:?3’_1 = I?” und: B, B' sind Trzenger wvon 6.

. 2 ,
Auperdem sind BT und B' Lrzeuger van D.

(24.12) Lema: gleiche Voraussetzoung wie (24.8)

. 1 3 . . . .
i) Wenn D€ M y M7, dann gilt mindestens oine der dreil Aussagen a).h),ch:

al (U,V) ~ (V,0) und (15,®) ~ (V,1) und (W,0) ~ (W,V) h
By (VW) ~ {W,V) and (V.U) ~ (9,00 und (0,9} -~ {U,W) (24,%3)

cy (W, o~ {U,W) und (W,V) A (U,V) und (V,T) ~ (V0

»

i1} Wenn sine der neun Relationen {(24.13) aqilt, ist D €M w M?’,

Bew.: i) Sei D e G e T mit einer 4-Diederaruppe . Hach (24.11) gibt

. . : — -1 .
es B, B £C mit S{E) = .2 und BEE = E , zo daf & unad B die Grurme G

4
. 2 ey
+ 1, £ BT, £ B, + LB},

~

erzeugen und dal D =
Wir missen mun eine Fallunterscheiduwws machen.

. ‘ . 2
Wir untersuchen o.B.d.A, mur den Fall 7 = Uund B = V.

Damn ist BB = W und: EUE = U, s = pe = W ound TWE | = V.
Wegen E & T ist also (V.W) ~ (W,~V) ~ (W,V) und (V) ~ {W,1)
sowie (U,V) ~ (U,W). Bs gilt also b).

ii) Wir antersuchen o,B.d.A, nur die Voraussetzunden

a) {1V, Wy o~ (W,V) oz, gy (V,U) o~ (WU,

Fails o) ailt, izt auch (VW ~ (W,~V}. BEg gibt also FE & ' mit
EVET = W und FWE | = -V, Dann ist poE | = e R = W = U,

also gilt 3). Urgekehrt kann man zelden, daf aus B auch «) folgt.

Nach (2.2} ist B e kU], Da e = m | = -, wird phrd - v,

also E‘4 T ~ }-:[?:Z} A k[‘\]j = {+ 1}

Da N{Ezj = 1 urd 122 & k, ist E4 + 1 =0,

1%32 £ x[U] und U haben das gleiche ‘inimalnolynom, nach (2.72) ist 'Ez =

1 - F

e -1 . . .
Da iy | = B =F |, erzeugen B ound V eine 4-Diederaruppe < T,

die D enthdlt.

4
(24,14) Tama: i) b =1
i1) p? = 2u°
- 3
iii) ‘Dj = 3u”
4 4

ivy po= Bu

*

.



Bew.: Filr 1 < J < 4 ist pj = @ﬁ #'5-1 (—5)
T Te i/
Sei D= {1, U, 2V, x¥WleM mit W =

Nach (24.8) ist b (D) = OV, 07, W, ®y), WO, 6w

i) Sei D e M. Nach (24.9.1) ist

5B = (W, TR0 = (TwW, @)
Nach (24.12.1) ist also %&£ b L (D} = 1.
13) Sei D & M°. Nach (24.9.1) ist B (D) = {{T,%, W.0)).

Nach (24.12.11) ist [0,9) # W,0), also ¢ b~ (D) = 2.

1ii) Sei D € MBE Wir wenden (24.12.1) an. Es gelte o.B.d.A. (24.13.a).
Dann ist b O) = ([T, VoW, 0], Nach (24.9.i1) ist & B (D) = 3.
1v) Nach '(24,9.i1) und (24.12.ii) sind (U,V), (L0), (0.0, .9, TW.0)
und {U,W) paarweise verschieden, wenn D € M7, Also ist st B D) =

Ii

(W0, (U,wW}.

Wir fihwen Jetzt die pl auf lf und li zuriici,
Dffansichtlich gilt a{? ) = Lg
(24,15 Definition: Sei o: Pg - I_E die durch a induzierte (surjektive)

Abbi 1dung.
Sei W die durch o induzierte (surjsktive) Abb. Wi Plin > Lifm .

3

{24,716 Definition: Sei g e ¥,

i) Sei P, (f): =a (Lf(2))
11) aﬂlpg;{? rgﬂ_,gg; wnd B(2) = P AP,y (R)

i1%) Flir 1 < 4 < 4 sei PT {g}::p A Py(4)

V) Sed py(f): = & Py f) ey Dyl R = # PL(f) /o und

D, ()= # Po(Z) /. Fiir 124 24 sei piff”' = # P L) e

S * T =17
(24.77) Temma: 1) Fir fe T ist P(2) = o (L(£))

i) Fir 72& Ffist Dz(;) ﬂpg(g) «?-p;(ﬂ) sowie

Py 2) =0l (21 + 07 () wan(f) =0 1) + ot

i4d) Fir 1 < 1 < 4 ist p* = E P (2)
. ’r’g ]

Dew,.: klar




(24,18) TLemma: Sei D= [+ 1, + U, =V, + W} ¢ My

. . 3 .
Genau dann ist D e M g 7, wenn gilt:

£ A K[UD) e F oder £LH A k[V]) & F’*cder it A kv £ Fg

Bew,: 1) Sei D €M u M, sei G eine 4-Diedergruppe mit D € G e T.
1

Nach {24.11) gibt es T, B € G mit S(T) = ,2 und BEB ' = E ', so daB
D={z 1, 2 EB, + B, * EZB}. hs ist £(7 A kIED € Fg“’

na

pa B e [+ U, £V, + W}, ist k{F] e (x[1], x[v], x[ww]).

i1} Sei umgekehrt etwa F(F1 A k[U]) £ FF insbesondere also .7 e k.

8!
Dann ist Dk{??"ﬁm kol Teiler von (E',S“C“S'?};_Q- = e,
U': = {1#0)//2 ist cahz iber k und Diw(‘i,U’) = (1/-.-"’2“)2-Dk(?,1}} =~ 2,

Alsc ist U e ¥, weoen N{UY) = 1 ist U & T.

, 2 . .
Bg izt U'7 = U, also erzevgen U und V eine 4-Diedergruppe G mit D <

[

(24.19) Lemmas Sei D =1{% 1, £ 1, + vy, * W} & .""-fig., Dann ist
T A k0D = FUWL A KV = £033t ~ KOV .

Beaw,: Be it T: o= 1/2« (404 &€ T urd FI‘UT{‘"1 =V sowie '1“\}’1?“1 = [V,

Konjugation mit T induziert k-Algebreniscrorphismen k[U] » k[v]
urd k[v] + x[ov]. paT e WL, folot mit (6.11):
Ft A kU = B0 A <UD = B A kYD) = E(FL A KUVD)

i
i T
{24,200 Tomma: i T \\___J Pé(,ﬁ) und

40P
,}@:—FBﬁF
p2= L&m.,wf} pfc,g); daher
gé% F;; ‘
1 ‘ T
n o= f"—:q':- T ngﬁ} und 92: 2 e p2(£)’
?zéFSALﬁ g&-l—' “FB
% ™m

enthilt hdchstens ein Element.

b 4
Ist ?Q & F:Eﬁ FE, so gilt: Dk(K)-)ﬂz = 2,

. s . 1 T
Baw.: i) Eg ganligh zu zeigen, dal P = L..______.,«J Lz(}) .

?éanFrg

207 ="y Sei (1,V) e P, oalso [+ 1, LU, £V, + W) e

Da 1/2+ (1+U+V40) & T, ist £(W A kIU)) e Fi

Mach {24,18) und (24.19) ist f(arL ~ kJul) « Fg*

Goerl,



o
o %

zu " o= Ty Sel {(U,V) € L“Jé Pg(,g). Wegen T{ %1 A k[Uj} <&
: ?éF%nF
8 4
ist nach Lemma {24.18) {+ 1, + U, + V, 2 UV} & M1 W MB,
also (U,V) & 91 U P3. Da nach Vor, (O,V} e P P1 U Pz, folgt die Beh,

R : #¥ T . -
. s u - -
ii} Sei ;’e FS,«-;F(;. Dannz.st‘zekundQE((ga ;8) . Uk

hat keine endlichen Verzweigungsstellen (siche 13.4.i1).
Da f € F,, folgt jetzt mit (23.13.1), das 2 & | D, (K) £

Wegen f e Fg ist D, (K) ?22 12 e giexm K kjjx]/(xz - /2% + 1)k[x]).

(24.21) Lama; Sei D= {+ 1, + U, 2+ V, + UK{} £ MZ"
Genau dann ist D € 3113, wenn genau eins der Ideale £{ Wt ~ kU],

(WA kIV]) und £(y5T A X[WV]) in Fg‘ liegt.

Bew.: i) Sei D = ME. dNach {24.18) liegt mindestens eing der genannten
Tdeale in F§ Wir nehmen an, daf mindestens zwei dies Ideale in FS
liegen. Sei o.B.d.A. §{%W1 -~ k[ ¢ FS urd F{ A kIVD) & FS'

Wie im Beweis von (24.18.11) gesehen, ist dann (140} /V% ¢ T wd

(14} //2 & 1; also izt 1/2. (1H0VAV) = (14 /7 - (140 45 & T,
a.n peny i 4,

ii) Sei umgskehrt o.B.d.A. £{%T ~ kUD éFg, (WA kv & 8

und £(B ~ k[0V]) & Fg. Nach (24.18) ist D & My A,

2
Nach (24.19) ist D # ﬁ1 VM, alsobD e MB.

(24.22) Lemma: p3 = 3- Z pE(;}

few.: Es genligt zu zeigen, daf fiir jedes D = Ni3 gilt:

=D (D = s )
(D) = 3- f (gsf‘ P(;)/))

Qe%DEM,selD {+ 1, £+ U, +V, £ UV}

Wie wir im Beweis von (24.14.1ii) gesegen haben, ist % -}3“1 D) = 3.
Wir kdnnen o.B.d.A. annehmen, da b | o) = ({U,v, W,W, ®™,07.
Nach (24.21) liegt genau eins der Paare (U,V), (V,W) und (W,U)

in {__J p. ,{#). Daraus folgt die Behauptung.
S erX S :
FS s




ii) 93 = 3 Z {')7(£} - 'Brwng

e
= B
,§?£A8

N _2 . 5 .
iii) p o= D (#) e

e
LET

Y e W 2 4
Bew.: i) Sei }E—. Found (1) & Py P (2. also

21, 20, 2V, Ve i, M. Nach (24.18) ist £ = £(w A k) 4 ;‘.‘;

y % . 2. .. 4 '

Pl ,Jﬂwé Fglstalsop{?f)zp{f):@, d.h, Dz(;)zpq(?g}:(),

11) Nach (24.22) wnd i) istpo o= 3o o pj{;) =3 . ({32 (2) -1 {,;)).
’ geﬁg ‘;ng o

oy 1, " " T
Nach (24.20.1) ist p {(f) = O flir P& ]:_g: ,-‘Ffi, also E p1(?{2) = :31;
fery

ik (24.20,1) und (24.23.i1,111) haben wir die Rerschnung von p], T <3< 4

T
uned n2 { ; )

¥

4

zuriickgetiihrt auf die Berechnung von r;z( ?f ) fiir ;ﬁ & T

Nach (22.9.8), (22.90) und (22.12) ist n,(f) = ey

;r LAx3 ___1
(24.24) Lemma: i) Flr 7? £ I ist D;(jf; = ;/\%; #d (D
B - A Ie4(,§£ ) /r‘-»«’
1i) Pir U e fl; st T = a (W)

Bew,: klar

Lkl et
A

- - . U A R 5 R
{(24.25) Lorma: Sei ;f € P, 5el Ue T, (2 und sel V & T, so

daf (1,V) < prg(;z): sei T = (Rl new.

Durch die Abbildung v: A{(h 7 H) - W)

M B (11,MY)
Wi i ekt hhi 7 37 pf 2y L 3775
wird eine bijektive Abbhildung X: A((n by (1" ~ k{Uj) 2D

induziert.

A

v

Bemerjung: Fs
PO ] By m‘} a ‘! e B & B m‘j »
(TR sl TR = a0 W) = A N = oA k(]
{vgl. 18.12.1ii1i und 19.6).
T N

Flir M e 7~ kU] st 200 =m0 | =117,
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Bew, von (24.25): Falls M & | ((n (\“q }, gibt es Loe kU]" mit
M= und Lot e ¥R, Sop s = 1/ 20 {THIRUY) |
Mit (23.16.11) folgt ITL '€ W  (man setze oo =1, (7} ).

, . . -1 ~-1. -1, . ; ‘
Also ist (U,MV) = (LU ,LVL 1; £ ~ (U}, d.h. y hat den angeehenon

2ildraum,

Wohldefiniertheit und Imjcktivi bt von ¥ foloen wie in (22.10) .
Surjsktivitdt: Sei (U,V*) € 4 '(U} . Fs gibt Lo 0° mit n ! = A
und L"\?}‘:1 V‘ Nach (3.2) ist T.e kiu], also V' = LL*’R].

Da (U,V') e PL. ist UL r, also T e 1. Vaw 1,

2!
Auferdem ist T, ?m Loa k[0] =7 (mt ~ WIUDL = WAx[u] = F
Nach {(23.16.1) gibt es et e Y’g mit T.—?}m’, L= oot 3‘3’?0{“1
Dann ist @ Lex = Tea W, nach ( 18} also Lo & Y’g.

Damit folgt L e (n#) ﬁ(Y"’).

Ea s

(24,26} Lerma: Sei i€ 7“:1 und 1o« T_;%(g) und (= pf (<f0]y.

i - 2 .
pann izt |4 (nh) T B oAkl ] - 25-/&\3“1{”} fvfa nf]L

Bew.: Wegen (22.12) und der Pemerkung nach (24.25) miissen wir zeicon:

fadoty ") - f\((n )T e E = [abanf o vP nd]

Es ist [AF. pf o v onP] = w( A1TTER) et () T )]
o [t o CUNTOY
L(an ™ am) o oaloh T ]
Die letzte Feile Lolﬁu mit dem Homomorphiesatz (7.6, da
T = 1 e R T

il

Mach (24,24.1), (24.25) und (24.26) ist pr;;'(,e}, = 2% 01 )/[n n# .

und wir erhalten mit (24.14), (24.2" und (24.23):

(24.27) SBatz: (Voraussetzung 24.1)

LTl
T " h
g -
FET; TRy
i34} : j Freed, 1
1) w T AR
= 217
.,ﬂéFg

vt
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. 48 T (2
Bamerkung: Falls u1 # 0, ist u} = 2 -[Ic : IE(?)S%].
Dies 1dBt sich mit den Methoden aus 4§ 19 zeicen,

Wir zeigen die Beh, allerdings auf eine andere Weise {siehe 25.12).

{24.28) Korollar: Voraussetzuna (24.1)

1) =
b ?ﬂgrz Tatan? o vhy ?]
T
) . / 1709
T 1/3=Z a1y - ’
perf | (2 a vt v, n?]

‘ .
Dapei sei g{ f)w=a (g :«-{
Dabel =e .(?{; < .?u |

LN

3
- 1, sonst
§ 25 . Die Konjugationsklassen nzahlen der Oktaeder- und Ikosasdergruppen

e BereChnung der Konjugationsklassenzahlen von Oktaeder- und

L‘”l

Thosaederyruppen verliuft analog zur Rerechnung von 12n(53z,f
LT, 2) und 1, (W7, ) in den §§ 17, 18 una 23.

Der PBeweisgang ist hier im Gegensatz zu den anderen nichtzyklischen
-Gruppen =0 einfach, well Cktaeder- und Tkosaedergruppen maximalendliche

Gruppen in SL{Z2,4) =ind.

1

Hawstergabnis ist Satz (25.9).

Flir die Oktasdergrumpen bewelisan wir noch, daf ihre Konjugationsklassen-
. 1,

h dem frither berechneten y @ ist.

{25,171} Satz: Sel k ein algebraischer Zahlk®roer mit Hauptordnuna o .

Sei 2 ek (bzw. 5 eX). Sei 0 = (-1, =1y,
i) Sei G e '{(Q) eine Oktaedergruppe (bzw. fkosaederqrupne),

B3 gibt genau eine J-Drdnung T, die ¢ enthiit. ¥ ist O-Maximalordming.
i1} Seien I, ¥ zwei O-Maximalordnungen, so daf T(#7) und T (7))
Oktaedergruppen (bzw. Ikosaedergrummen) enthalten.

Dann sind T und ¥ vom gleichen Typ.

die klsingte O-Ordnung, die C enthilts,
a) Sei /2 € k und ¢ eine Okt acdergruprne. Wach (12.6.v) gibt es U', Vi g g
LIV UYY = - 1. Daher ist notwendig D {991) = o, also

T eine Q-Maximalordnung.
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b) Sei 5 & k und G eine Tkosaederdrunpe . Dann enthdlt G eine
Zij,_ederqmp;::e und eine 5-Diedergruppe (siehe Def. 12.3.v).
Daher ist Dk(m) Teiler von 5e und 16¢ {vgl., 12.6.ii), also
ist D}i{‘fﬂ‘é‘i) = ¢ und MY eine O-"laximalordnung.

Die Eindeutigkeit von W7 ist in beiden Fillen klar.

iil) klar
Bemerkung: (25.1) ist eine Frainzung zu (13.8),

(25.2) Definition: Sei k algebraischer Zahlkfrper mit /2 e k (bzw. .F e k).

Sei @ = (-1, =1

L Tl eine Q-Maximalordnung,
1) Sei M (WU s = (G e T (WD) ' G ist Oktaedergrupme).

hew, M (L) : = (G eT(WL) | G ist Tkosaedergruppe})
1) Sel ug (1) s = A M () o (bows u (02 = M (3L) fu)
1ii) Fir G « Mo(m} {(hzw, G & Pflz(m)) hezeichne G die Regtklasse

in M_{Wi) /. {bzw. M_{FF) /).
@ T

2t
[

Mir die welteren Untersuchurgen in diesem Paragrafen bis Satz {25.9)
sei k ein aloebraischer Zahlkdrper mit Hauptordnung . Sei X nicht
total reell, sei V2 €k, Sei O = (-1, ~‘1}}<, Sel G e I'(Q) eine
Oktaedergruppe. Sei W die Q»—;‘-’iaximalordﬁuﬁq mit G ¢ 7.

rzen [': = P{®WL) und H,): = “-’Io(m} al,

{
clgenden Untersuchungen geliesn genause fiir Thosaedergrunpen.

R
2

£
prt
iy
thy

(25.3) Lemma: 1) Zu jedem G' & M, qibt es M & 0" mit G' = MeM ',

, X . L | iy
i1} Sei M € Q. Cenauw dann ist MM g

Q#
mit ¥HM = W,

ko,
worn es e & I gibt

Bew.: 1) klar (12.9.ii4)
11) Sei M '@ M, d.h. MO € WL Nach (25.1.1) ist damn
M’%‘fi‘fimi = FFL. Daé Tdeal M ¥ = Wl M ist zweiseitiges WI{-Tdeal.
eine endlichen Verzweigunasstellen hat, ist WM = Tler

" {zishe 9.13).
Sei ungekshrt WM = o mit oo e Ik. Nie Rechtsordnung dieses

Y= o Bler = W,
Aus dieser Gleichung folgt sofort: Ml e T

mit e X

S s A R e Al e R A
"
7

Ideals ist M

Sei n die in (17.3) definierte Abbildung. Lema (25.3) besagt dann,

dat durch die Vorschrift M w» MGM | eine surdektiver Abbildung
= "‘lh’] (B"—'ﬁ IW } S .



-~ 161 =
(25,4) Lemma: Sei M ¢ n“?(mi[‘m’},
i) Set y & T und a = 1, Damn ist vMa € n

“lwywy

14) Sei M' e V(1@ | Genau dann 1st vt~ et

wenn es y € I und a € k' gibt mit M' = vMa,

 Bew,: i) Sei WM = Tl mit v{.élk. Denn iet WiyMa = WiMa = Pleia,

14) et v~ s, Dann gibt es y € I Wit wran ™ = yﬁ@f%“'ﬂ

alsc (1?'1_“3«('“’1?41”)G{Pji"’q«{"ﬁ;vs_ﬂ}'“1 = G,

vegen dem folgenden Lemma (25.5) gibt es a & ¥'und g & G mit
M_%qu = ag, d.h. M' = yMag. Da G EB‘ZX, ist
¥iMm = PyMag = WiMag = Bfeiag = Wlgea = Wlaa = FlMa.

beher ist e: = M'a M| e WY, Es ist N(e) = N{«{Mﬁqa"“m o= o1,

Also ist ¢ & T und M’ = el
X - . .
gei umgekelrt a € K und y & T Wit M = vMa. Dann ist
- .

1 i — . -
war™! = ypasa My = 1T also MG e MEM

. . , , ® o, R,
(25,5} Lemma: Dexr Normalisaror von G in @ 1st kG,

e I T e Y A e,

ey s Offensichtlich let X G im Normalisator enthaltem.
Sei ungekehrt a £ 0" mit aGaﬂq = (1, Die andliche Gruppe G hat nur
endlich viele Autcmorphismen. Daraus folgt leicht, daB es gin kleinstes
m o I¥ crz‘,,‘bi*:. so daf Fordugation mit A" die Grupre G elementweise
fmsua&” Da G eine RBasis von Q lbker k enthdlt, ist T-’(onjugation mit
a die Identititc auf Q. Also lisgt 2% 4m Zentrum von Q, d.h. a2 & K,
Sei X Zerfillungskirper des Polyncms 1{2 - N(a) ilber k und sei x eine |
Nulistelle dieses Polvnams in Kﬁ Wir betten jetzt k in K und Q in
Q'+ =08 Kein, Sei b: = x 'a. Damn ist bl =G ound BT & KL

() = 1

& {(by = = 2“? k{a} = 4, folgt wealter b?tm =N
Man sieht jetzt sofort ein, dal b und die Elemente von G eine endliche

jw)

& Nep g o) Q'R

Untergruppe von T'{Q") erzeugen. Da es keine bindre Polyﬁderqmppe gibt,
die eine Cktaedergruppe als ecnte meilmenge hat, ist be G ¢ n

Wegen a € Q jet x =ab € QA K =) ,also a €X G {undl(zk)a

Sei pr nm1 (W Ty 1*\{}":1 (T W }/k}c die natiirliche Projektion.
Nach Lemma (25.4) induziert die surjektive Abbildung e eine bijektive

Arbildung €1 T r;ﬂ [ ¥ 1% )/J{X > ‘MO/N .
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ko, . . , ,
Flir o1 € T bezaichnen wir e Boatlls

425.7) Lemma: Wir kdnnen cine Abbildung .- ?':\'Q B (T I / %"
folgendermafien definicren:

st e n (I, also W= Wen mit oret”

so setzen wir o (D)) = o7,

¢ hat die folgenden Tigenschaften:

] ﬂ? g -
)y = _ A &)

4
]
-
k
b
¥ ey
Lyap
8l
[

L3

Bew.: wie der Beweis von (1R.23), (s ist Y = 1T

Wir wihlen jetzt ein festes ¢l € T mit TH.e 0ild P und ein

. =T, =T, — . ] J—
festes M e p (v (&)). Zu dadem 1 2 v (#  {en)} oibt es dan

. x ) .
ein a & k mit W = TWra,

3 . 4 . . A - R
Te  ist Momalteiler in T und zwar ist T o =N (o

die Mormabbildung M: BT o 4

. E ¥ X . . P
Iie Restklasse von » & WL in 7 ;/i ¢ bezeichnen wir mit 7.

. . .. . . -1, - S
[25.8) Lemma: Wir kinnen aine Abbildung v 9 " {&) A /‘( [ er
Le2eC) LE oy ;

Iolgendermafen definieren:
-1 ] . . w
Healy, also WU = WM mit 2 oe K,
iy

dann setzen wir y{p1')) = M7a w7

Tst “' & p | (s

><(2)]

o ye , . . .- S %
x ist bijektiv; insbesonderce ailt: #E o (@) = [_ﬂi. N4

Bew.: wie der Rewels von (17.13Y. Man muR dor
FL . e pd (2

U7 durch ¢ ersetzen., (s ist e ) = o J

{(hzw..'H

;

t nur k1] durch 1 oond
\
EEEY

Lz Bel k alyebraischer Zahllfrper, sel k nicht toral reell,

). Sel @ = (-1, -1, und sei ¥ cire O=avimal-

&
ordmang, so daB T'(¥) eine Oktaedergrmmre {hzw. Ikosacderarumne)

entndlt, Damn ist
8 I KDY Oz . s Tk Lk
LsO(E}‘ﬁ} = 27 [_1’ : I &»wj (\3, w7 ) o= 27, i-l )

Bew.: Wir kPnnen uns auf den Fall heschrinken, dal 2 € ¥k und rimt )

—————

I

eine Oktaedergrupre G enthilt.

. L 1 o o 2
Mit (25.7) und {25.8) folgt: = |77, YV f.2E G0

Um . EYS - 1 o
L}rﬁ: : 8 ]
|3 D

o> (213



ichis

und damit die Beh.

rus dem L}}_

Fir die Oktasdergruryse machoen wiy

{25.10) Lemma:
0

Darnn gibt es

Sei

Ungreleehrt 1o

Bew.: G wird

\l'l

eina 2-1

. =
Wegen UHOT0

urd dzher

Wir erhalten ainen Yo

M = N den Autamorphisms

induziert wird, D
in Zentmum von O,
Wir mizsen noch ze

Sel

= 1,

koalasbrais

'IE‘Jf!D‘(‘v T

S

\_’ﬂ;{]i

LHE

noch eindos

cher Zahlldroer mit

V2 oe R,

Mormalteller

R {SIAN

< {0y eine Cktasdergrupne.
lerorame D € G, die
isator von D in
Vi VY oerzeug

crmalteller in G.

» Z=Diedorgrunne DY 2 G, die
teiler in O, Da die

teller In G sindd, midte Dy D7

2 [DDH s ] =8:{n: panl =

Fir o ¢ Aut(D} karnn man

C’(V‘) Ur * ‘]r

G*

i} Saien G, o

aruppen, die

£ =
y wa

3

T
i

ERA
1A

-

Oktaedergrupne G < {77},

it ungekehrt o

alacoraischer Zahlkdrer,

(-1,

riw)

y
7

normal in G,

Q__.l!

4

o /E_ (% ’
¥

3o

zucorrinon, der durch

1)

. undd
k

s0 dal

usatzilber legunagan .,

= VU ind

{+ 1} sein,

37

[ oY

im Momalisator Hovon D oin
zotogen, dafl F N < 48,
romorhismus b0 N+ At (D),

Oktaedergrnmpen und seisn

R}

G liegen. §

A4 A P
LU OIS . Genaus Gar

die 1 als

194

werm wir jedem

™
S

nicht total reell.

R

et T
b A

TI0) enthalten.

D eine Daszis von O dber k enthilt, lieat
alao Koxrn & w’ﬁﬁf{i}}—f f+= 11,
igern, rak {1 < 24,
S{UY & {4+ 75, £V, £ UVY und
+ UV -~ {+ (1)) vorschreiben,
hestimmt, Also & at(D) = 6.4 24

Honjugation mit M

Fern

cine O-Maximalordnung

die 2~

Mormalteller hat, wenn D & M

in 03

normal din G Lisat,

yvicligchen TJm_m:qrm““f\n

-
+

i

(=38

i

Nioder-

z izt G ~0GY genan dann, wenn Te DY,



PR

Pew.: i) folgt leicht mit (25,710

ii) Bei D= {+ 1, + U, + V, & IV},

st G eine Okté@ua,J.qrz,Dre; die N als Nomalteiler hat, so wird G ven
7 = {(1+D ,"-.""'2- und Ve = (1) /.2 erzeuat

Dann erzeugen U' und V eine 4-Diedergruppe; U und T: = U'V' erzeugen
eine Tetraedergruppe in T{W{). Beide Gruppen enthalten D.

st De M, 20 ist T e ri{w) und wir kénnen o.R.d.A. annehmen

el

T

(vgl, Bew. von 24.18), daB U’ & r{® }. Dann erzeugen U' und V' = ’HI”I‘“1

il

die Oktasdergmiope G € T(F ), die D normal enthilit,

{25.12) Korollar: glsiche Voraussetzung wie (25,11),
1
@

Dann ist ”O(?ﬁ b= (W)

26 . Beidspiel: d-zvklische, 2-Dieder- und Tetracdergruppen in

Quaternionenaigebren tber imagindrquadratischen Zahlk&rpern

Wir machen flr diesen Paragrafen folgernde Ceneralvoraussctzung:

{(26.7) Sei d & N cuadratfirei, gel k = @(i!’ﬁ&) , sel ¢ die Hauptordming
von k. Sei Q= (=1, -1), und K = k[x]/f+ 1k,

[

.

{flr d # 1 identifizieren wir K = k(1))

p

Wir berutzen die gleichen Bezeichnungen wie in § 27.

(WY, 108y, v (il Yy und s _(®1) flir die verschiedenen

53{ ' H
1

Fiir alle O-Maximalordnungen ®7 ist ? (W) = F, {M) = {e},
Es ist 2+ = po mit Primidealen %

] 1S o

= _éal? und {1+1) ﬁ'&x WU

0oy =20,
Da ¥ genay an den Gtﬁllﬁm 2 uned ey iher k verzwe 1qt ist, folat ¥v7 = A%,

.,z\_y

s ist {1+

r folgt ieicht durch Vergleich der entsprechenden Sitze:



z mod 8, Dann gibt es genaw einen Mestdma lordnungs-—-

*F LY = [,

o
]
=
’ﬂ_.l
i“"”l

. T
2 = ‘?f“malmmm*‘eqen axt oilt: lé(.ﬁ?) = f Y und
st na .
(T = 41_4@‘"3{) SWLe u (ﬁf?:’) = ),

Sel jetzt d = 3 moed 8. Auch hier ist fir alle O-Maximalordmingen 37 :

(B1) = P (M) = (o],
. i L2 e ]
2o ight Primideal uwnd (1+0)°07 = 207

- . s . . -, r
Da K ilber ¥ genau an der Stelle 2 o verzwelal ist, wird ¥ = A i

{26.3) Lemma: Sed d = 3 mod 8. Dann aile {(ZE.2).

) 2 , .
4, Bz ist 2w = - mit einem Primideal 7

Izt ¥ eine O-Maxtmalordnung und 7 € 7 4 (87, s0 folgt weoen 0, (K} = 2 ¢
k

; coen
q e s .y 7 _ o .
aus {23.13.4), dag 2.4 = 2 ty, und _Eﬁ,? = ¢, [ir alle endlichen

Primsteilen w7 # ¥ von k. Also ist 7{’ = ¢,
;

ist © = [}, Daher folgt mit (23.19):

Fiiy alle anderen Maximal-

» Daher wird ¥V~ = (ks @) (T ).
(?s?"} S0 ist

(> ) (zkﬁ AT
,.Q—Y ]\

Zsitfy : "‘fwﬂ ijzﬂ-x : N{{?w}{)} . {Z\" : Yq}-g_}ﬁk : Hk}
2 ‘ el k(2 k(2 i >
(A%, u7: ¢o uwo {1509 L <@ ) 2 [o™ @] A" 2%, 07

§=1

- ~ . T N . o
ses d = 2 omod 4, Damn dst (A A HT v, 0¥ = ol




. X P s i 4
{langer) Dew Palls fb = 2, ist = 7, alsn
ety Lo L | v N
[;-x,.\ﬂ Yo j= 0 N oL oumel Tow
Wir Konnen also vornussotzon:

AY wird von den Idealen aus Y7 und ven ? -mit ?2
- 2 : [ ; .
pa F%ev?, iat [?\ a1 ‘:.f"ﬁ g I

1-

: - ¥ e
Wenn [7A%A 1%« v¥, "] = 2, a8 et e I

s

Es ist dann wﬁy = aU mit

. . 3 , . . b
Da Ny (crs,(;‘r = Mo (o) o €l ¥, dist also N};r], (30) e 1 *,
‘+ Tk
® Eﬁ 3 AT g pm . L TS 1 . k+ .
e = ,,,, ) ist der Primteiler vop 2 in L. Da o erellT, ist
4 ‘ :
{siche 21,7.1i1).
. .
in Unkehrschluf foldr:
Venn g = 1, dist z = 1 und (wie wir cerade aesehen haben) [.7\",\ HY
Wir brauchen also nur noch den Fall 1= 2 o2u untersuchen,
e s
c . Fow o o 7 (los ee) (T4 : .
Bs st (A vTa Y] = (A7 (r o) L‘)j und |, wie im
P ¥ 5 (s
AP TR V]
- , > k
von {19.7) gezeigh warde: (874 50 ¢ G o) 11 )E = {fj’}“n N
Jetzt Telgt mit (19.5) und (21.12):
At @ o . " WX :
A m 1Yt o) (4 )j = /f-gir 7 } 2xz /e,
Da g = 2, ist nach (271.10) auch % = 2,
Wir missen also noch zeigen, dap [v5, 6% ¢ (o e Ek)] = 2,
- . & & *
Wenn et e YOa 1T, dst o= HUT = a0 mic & e 15 und a e ¥ .,

1~

w i 2 7

Dann ist Niex %) = &% = M{a)e , also b5 e i1 .
Berzaichne ¥ Jden

Dann ist asch frfy’“? & Hk und nach Terma (20,21) st & e ?\_ki?k.
Aleo dst [¥7a 775 (oo 1] = [0 o) 055 28T e 0y 0]
Ak ) (Hk} e BY und da (e o) inmdektiv ist, wird:

(Y7 87 ¢ G o) 9] = [0 o) 079 HY) (kv o) (HYY ¢ (b o) (7]

= (ke o) (W) A 11
= [ty i 1"

induzierte Abbildunc.

Wir missen zeioen, daf rern {0 o) die Ordnung 2

4
k)

i

e, T2 o _
UU’
= arzevuat .,

. 80 dap ()L?é H.
rae ¥, also :‘\JL,.L_ (30)-1\1
Kk,

ko) (?\‘ | s {

e

(et U

K"k

nichttrivialen Automorshismus von ¥ ither };+.

kv o) (11

F e o) (8 1]
1 e
y i foe o) (8

1 die durch

s e
The e

N

-

o
VoW
L.

P i

"]

T,

Ty . AT



T

kund k

Wir Fomnen daher sinen surijekeiven Vewomormhisms (o

definieren durch (k-k )} (L} =

yur
LU A

14

149

Duarch (Fek +} wird ein =urijektiver Homomorphismos

et 1 1
ok, s AR

4

s ) e

‘+ fir be Akﬁ

'E., .

ir /s 1- )
- A *'/?\ Ta Y dnduziert {(val. Dew. von

Nichon Verzweioundgestellen fiber o,

200,18

= . hat keine unerdliche Ve zweicunasstelle iher €, also Folat mit (19,01,

L ! L A ; x %
;{A“} : A]&-&-n H(df:; - 2R }i/!:‘:i I{U"_L}} ==

i & g1
Aau ] =2 tat kern

oy
)
]

b
o

Werm wir

. « k. . - ., .
flir <t & T, wird offensichtlich

Wir milgsen daher mir noch zeigen,

Das genlat.,
Wir haben alsos
mexl 4 and

- &
Dapn ist L (31 = 1 (W, o) = 2

{26.7) ILemma: Sel d = 2 mod 4 und

i -
. P . . .
mit ¢ € F, (). Dann ist uz(mﬁ)

s \ -1

I3

wol reelle Verswelgundg

1

ke
{ k A

/

ot

satzllen und dic erdliche Varzao irminctge

52
2

die Drdmuanag 2.

o

'} ambigen Ideale aus

>finieren durch

(I

el len)

L

st

en b

[
442

Lo

erhaltoen

Wirs

W eine O-Maximalordming mit o

-2
7z ound . (W)

W

- )

Nach {Z21.35) ist 1 (87, o) = 2 .
o
Mit {24,28,11 fologt: s (¥ = 173
Fi

T‘\: A

2,
H=
&

Ha]

!
h

28T

& I

n

..

Sel ¥ eine O-Maximalordmmo

, 7 %, , o
.+ Wegen IV, (Frd ) « F (L) und Levma (21.38.1) ist

4
'

(43 ) .
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Fall
s qibt die beiden MWiglichkeiten {sische 21.38.1):
I

AW = Lopl,

1/3.2. 272 - 273 = g

w = 1, ist die Situation nicht auf den ersten Blick eindeutig.

[43]

"o}

i F ,31.,“ J o= et ound il

Im Fall 1) ergibt sich Mo im)

it

Im Fall ii) exgibt sich u:(m) = /32 {2872 2772 4 8 )
= 1/332‘3, was nicht gent, Also gilt:

(26,85 Lem‘%w Sel d z 2mod 4 und w = 1. Sel B eine O-Maximalordmund
mit £ z:' (7). Dann ist Ff("ﬁ{} = { o) und ;ki‘z“(m_) = 0,

. . 2 . , s
Sel jetzt d 2 1 med 4, Bs ist 2 o= F mit einem Primideal ¢ .

cd i . A - -+ ’ '? E -
Ist ¥# sine O~Maximalovdnung und *rf g F4 (737, so folgt wegen

c:*;?,, fiir alle

endlichen Primstellen ey &£ ¥ von k. Also ist ;2 =P

DK} = o aus (23.13.4), dab 4 = 20, und £,

Cffgnsichtlich ist 7 = { o}, Dsher folgt mit (23.19):

(26,31 Lama: Sel 4 = 1T mod 4, Dann gibt e genau ainen Maxjmalcrdnudas—
P ad

- Prowy _ F e I £y PR | o~ 3 . i

typ di, so dal Fo{yt) = { »}. Fir alle anderen Maximalordnung stvpen §47

T 4 i

Y | L =1, pre Px .
Mach (21.,32.1) imt U, o~ & (U7 = 57'% . baraus folgt leicht:

IV fvgl. 19010 und Bew, von 19,93,

Also 1st ¥7 = A" = (k»p)(I) und wir erhalten:

{26.10) Lemma: Sei @ = 1 med 4 und sei @7 eime O-Maximalordnung

A I T =2 =
# 1, ist i[i{ﬁ;{} = l4(m,§,) = 2 urd uT(m) =2 .
e o Tty = 1y Y =
i) falis o = i, ist ._4§ df ) = .L4\ g‘fz,f; = L!T( gLy = 1.

. . . . %
Wenn wiz F?E{&Zﬂ’?';} Flir alle §"g’" kennen, kennen wir auch T dm‘m

(siche 21,30 und 21.31). Mit (24.28.11) erhalten wir:

(26,11 Tema: Sei W eine O~Masrimalordnung.

T 5 o 5 ¢ -4 , . —_ "{!‘_,‘!
1} Falls 4 = 1T mod 8 und w = 2 und FQ(ZIB“’E) ={ev, p,2¢}, ist u,)('JZZ):zJ

il Seidztmed 8ud w=1oder seil d = 5 mod 8.

T
- J—{ il % e B i r KR Ty g — Y
FALls F W) = F (W0 = {g}, ist u (W) = O.
a1l *1';]?"{ Y . ] ’ 3 e ‘4._ - 6M1
rails ;_'!_,;\ qi ] = { U,;.f}"}; ER=TW L‘a,){m) - 2 s

u
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Wir fassen die wichtigsten Ergebnisse aus § 21 und § 26 zusammen:

P Pt

{Zaichenerklirung folgt im Anschiaf an 26.14)

(26.12) Satz: Sei d € N quadratfrei, sei k = p(i,8) und sei 0= (-1,

i) Wenn d = 7 mod 8, ist Q an den beiden Primteilern von 2 in k

verzweigt. Bs gibt genau einen Madimalordnungstyp $30, so das
up (92 = 200 (1) = 205 (a) = 2% und W0 = 0 und

S 2

1/2-(z~hfk+) - 20—'w>. Ist H7 einer der anderen 28724 - 1

hy L)

Maximalordmmngstyeen, dann ist u
und Aéim'; = 2/2=h(;\2+} ,

T

iiy Wenn d = 3 med 8, ist Q (kj. E= gibt genau einen Maximal-

e 2
) N . - -\T [ "\éré -0
ordnungstyp ¥, so das uT{M) = 200, (1) = 20(8T) =2

- i - 6_1 - . -
und uzim} =0 und ML) = 3/2»(ﬂ{k+} -2 } Izt ¥ einer der
& .
S8=1 N .
arndeyen 2 = 7 Maximalordnungstypen, dann ist
b (I = DU = b (BT = AR = 0 und AR = 1/2°R(ky)
T 38 2 5 - 4 3 4 ; B 4 & I S

-

131 Wenn d £ 2 med 4 und w = 2, ist @ & M, (k). Es gibt genan einen

(§82) = /“ﬁ? wEL ) o=
_ b

Maximalordnungstvp § , so das u (8L )

]

, 52 .
@ AT0T) = 2 2 und AJ () = 3/4ex(242) R (k)

o . . W§= , o s
Ist ¥4l einer der anderen 2 T 1 Maximalordnungstvren, denn ist

b (BT = 5 (W) = A (W1 = X (7))

%

i

13

Mz (k). Es gibt genau einen

Maximalordnungstyp Tﬂ, 530 daR Mg (§9f) = Ea‘« (431 = 2af§(m3 =

iv) Wenn d = Zmod 4 und w = 1, ist Q

]

19

und 1, (L) = 0 urd 3y (0 = 1/2. (3x-hik,)/2 - 2873y

é--"%

Gty = o) =g em') = ) = o

O und ;\_;s(m‘) = ‘i/z;,x(z+2},h(k+).

- . . . . T,,
s gibt genau einen Mawimalordnungstvp ?ﬁ?‘, so dalB ;,-T{%?‘?’) == J\A(a’a’f;i) =

wnd w50 = 277 wnd 2¥ ) = 3257 und o) = 3740 feengey) - 207,
Bs ist N(WITp e T° A 4",

Ist §" siner der anderen 25”1 - 2 Maximalordnungstypen, dann ist
- T ,

; #y  ll Yty o= 3 Feily o 3 Wy .

LT(m ) uz(m ) xé(m ) J\é(:m y =0 ugd A4(m ) 3% h(k+)/.@,,,

v Wern d# T und d = 1 mod 8 und w = Z, istﬂf- M,J(k).

Es gibt gsnau einen Maximalordnungstyp 33‘1; s0 daf

> - VB N1 3 1 .

LR ) =Y = 20,00 = 17290 1{‘;;*{} = and A R =2-hik -2



...1?0..

Es gibt 25_2 - 1 Maximalordnungstypen ', so das
L) = Xty = wy () = % eat) = 0 und A3 @Y) = 2eh(k,);
ur*d 2war s:Lnd das die Maxmalordnunqstvmen m =§= W mit N(mm‘) & N(II‘)Hk .
Fiir die restlichen 2 zbmmalordnungstypen 5 st
L) = DY =g =t = gt =

[

vi) Wenn d = 1 med 8 undw= 1, ist Q Eszk). Es gibt 'gé:nau ginen

2-A§cm> = 205(W) = 2871

2673, &s gibt genau einen

it

Maximalordnungstyp T , S0 daB uT(M}-

und u;m; = 0 und A (%) = 2x-h(k,)

x'i(acaﬁ = 0 und "y = 257

und X302) = 2x-h(k,) - 3.2°7. Es ist :

Maximalordmungstyp ﬁ’, g0 dal (')
§-2

i

uné af:{:m‘; = 3.2

N ) p € T D HS Es g:;.bt 2872 5 Maximalordnungstypen " <o
daf ., @) = uz(m"‘} A (Ba"i“) =y ) = 0 wnd A (B = 2x-nik )
und zwar sind das dwe M@nmalcrdmnqstypen '}ﬁi”é{ m LT mir
Nt e N{I }h Fir die restlichen 26 =2 Maximalordnungstypen o rA

: s ri LLERY i) T LY g pi

ist p (ALY = o GEM) = A ) = A 0 = A = o

vii) Werin @ = 5 med 8, ist Q £ Mzik} . Es gibt genau einen Maxtimal-
oramugstyp BT, =0 das () = 2050wt ) = 20t = 277 T ung

u;{m }o=0und A (@) = 1/2- (xy.h(k+3 - 28 2) . Es gibt genau einen |
Maximalordnungstyp Eﬁ?‘, =0 daf uT(m‘} = Af(m‘) = 0 und g;(maj = 25"?
wnd At = 3.257% wnd ooty = 1/2: (eaysn) ontey) - 3-2°79),

Es ist N(@l' ) p e K pe gibt Zé_2 - 1 Maximalordnungstypen 5
20 dab uo (WL,) = uy (WL,) = Mg (W,) = A (W2,) = O und

A,;;(m?)‘ = xyeh{k,) /2; und zwar smd das dze N!axma}.ordmmqstygen

§-2

-g?
3} K 4.]( .y .
£ ¥, so daR N{¥T m't} € N(I)¥ . Bs gibt 2 - 1 Maximal-

ocrdnungstypen m%, so daf uT{Tafé’Z;) = pgim;) = ;\'};(m}) = A’g(mg) =0
und Aé(mg} = ‘%/2ax(2y+1)nh(k+}; und zwar sind das die Maximalordnungs-

typen m; # WU mit N(M'm,;) e n(IHE.
viii) Wemn & = 1, ist Q Q & (k) Es gibt genau einen N!axmalordnungstyp

Fiir jede Q—Maxunalorénung ﬁi ist v, (W) = (é‘é’?.) A (?ﬁ‘?.)
und _Aé(m) 4 und }\4(33'23 *
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(26.14) Satz: Sei d € N quadratfrei, sei k = ©(i/d). Sei Q eine
k~Cuaternicnenalgebra. Sei O ;4( {~-1, —1)k, aber alle Verzweigungsstellen

von O ther k seien in K verzwelgt coder trige, d.h. die Bedingungen aus
Satz (14.5) seien erfiillt, d.h. r{(Q) enthalte 4-zyklische Gruppen.

Dennn ist A konstant auf der Menge aller (~Maximalordmungen.

= )!
4 4
Ist 1 eine Q-Maximalordnung, dann gilt:

1) Wenn d = 7mod 8, ist A, (W) = 2% 'zh(k,).

. _ on _ =1,

ii) Wenn d = 3 med 8, 1stk4(m)m2 h(k+),

iii) Wenn d £ 2 mod 4 und Q an der Stelle p verzweigt ist, ist
M) = 25 Pzene )

iv) Wenn d 7 2 mod 4 und Q nicht an der Stelle p verzweight ist, ist

3, (00 = 25 % (z42) hik).
v} Wern d# 1 und @ = 1med 8, dst A, (F1) = thsh(k+)a

vi) Wenn d = S med 8 und Q an der Stelle p verzwelgt ist, ist

) £ gy — ﬁt“é. R

5 FEVRFLTEERY
"gléﬁ@a’,] = &L A0y

L.

T

vii) Wenn d = 3 mod 8 uwnd @ an der £telle g nicht verzweigt ist, ist
M (an) = 25 %Gy i)

viil) Phr 4 = 1 ist die Voraussstzung des Satzes nicht exitilikar,

Zeichenerkil8rung zu (26.12) - (26,14):

& ist dis Zahl der sendlichen Verzwelgungsstellen von k Uber €.
K = k[x}/o+ kN,

Fir @ # 1 ist k= ${/3). hix ,} ist &e Klassenzahl von k.

v ist die Hauptordmung von k.

Falls d # 3 med 4, ist p das Primideal mit 2¢ = g?z.
t ist die Zahl der Verzweigungsstellen von Q Uber k, die in X trige sind.
N bezeichnet immer die Nomm von Idealen oder Zahlen aus Q oder X bzgl. k.

2, wenn fiir alle Primteiler p # 2 von d gilt: p =+ 1 med 8

Be ist w = {1, wenn d Primteiler p = * 3 med 8 hat

Flir @ # 1 ist
_— 2, werm + 2 Norm einer ganzen Zahl aus k . st
1, sonst
und & = 1/2¢(a + b/3) > 1 die Grundeinheit in k_ (a, be IN).
Dann ist ’
(2. wenn N_ | (e} =1 {3, wenn v s 0 med 2
Lyl ad v o=

k-r‘Q(E) -1 i, wenn b = 1 mod 2

1l
it

‘111 wenn N
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Friiuvterungen zur Tabelle (26.15):

- Wir wollen die Ergebnisse fiir 1 < d < 101 und die Quaternionenalgebra
Q= Mz(k) tabellieren.
Dabei sei ## jeweils die Anhahl der verschiedenen Maximalordnungstypen,
fiir die die nebenstehenden Werte gelten.
* Fir jedes d sind die Maximalordnurgstypen (fails notwendig) in
derselben Reihenfolge wie in Satz {26.12) aufgefiihrt.
7ur besseren Orientierung sind fiir d Z 3 med 4 die Elerente aus F:IBKZ)
‘aufgezdhlt. Fiir d = 5 mod 8 sind auch die Elemente aus F, (¥} aufgezdhlt.
Es sind keine Nullen eingetragen. Die entsprechenden Felder sind
stattdessen freigelassen,
Bei der Erstellung der Tabelle habe ich mit den Tabellen in /1/
gearbeitet.Alle notwendigen Werte auBer z (fir 4 F 1 med 4) lassen
sich zo chne groBe Mihe bestimren.
= 2 kommt nur in Frage, wernm w = 2. Zur Bestimmung von z brauchen
wir deshalb rmuor d = 2, 7, 14, 23, 31, 34, 46, 47, 62, 71, 79, 82, 94
zZu untersuchen {hier ist w= 2}, Fir d = 2 ist 2 = 2 - 2-?2,
also z = 2, Flir @ = 82 ist z = 1 (siehe /10/ 8.77 . Flir dis anderen 4
{¢) = 1, alsc hitchstens eine der beiden Zahlen * 2 Norm
2

ist N
k, |0

ainer ganzen Zahl aus k+. Plir ¢ = 34 ist 2 = &

- 34«12, also z

I+
B

Fiir die librigen d ist h(k+) = 1, also ist genau eine der Zahlen
Norm einer ganzen Zahl aus k+, Fiir alle Ubriggeblizbenen 4 ist
d=z7 mod 8 cder d = -2 med 16, nach (21.12.1) ist - 2 nicht Norm
einer ganzen'Zahl aus k+, also ist z = 2.

Das % in der letzten Spalte zeigt, welche Klassenzahlen Zur

¥ w

Maximalordnung { e cr‘> gehtren (siehe Anhang zu dieser Arbeit).
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Frliuterungen zur Takelle (26.16)

Wir wollen die Frgebnisse fiir 1 < d < 119; d 2 7 med 8 und die Quater-
nionenalgebra Q = (-1, =1), tabellieren. Nach (26.12.1) ist u;(m ) =0
fiir alle O~Maximalordnungen ¥ . Fiir d = 103, 119 ist w = 2.

Fir d = 103 ist N{e) = + 1 und h(k+) = 1, also ist genau eine der
reiden Zahlen *+ 2 Norm einer ganzen Zahl aus k+, Fg ist 103 2 7 mcd 8,
also ist - 2 nicht Norm einer ganzen %ahl aus k+ {(21.12,1), d.h. z = 2,

)
Fir d4 = 119 ist 2 = 1?2 ~ 119417, also auch z = 2,

Eine Bemerkung zur Berechnung von kz und ké: Q ist an den heiden Prim-
teilern von 2 in k verzweigt, inshesondere Q,§ (-3, ~1}k, d.h.

,\i(m ) = 0 fiir alle O-Maximalordmingen W . 1ir kémnen Satz (20.41)
anwenden (es ist t = 2).

Tm ihrigen gelten die Pemerkuncon zu Tacelle (26.153)

vrifuterungen zur Tabelle {26.17)

Wir wollen die Frgebnisse fiir 1 < d < 101, d = 2med 3 und Q = (-3, ~1)

k
rabellisren. Mit {20.39.1) und {22.14.ii) berechnen wir u3, Rz ung R%.
; . - T ¥
" 02 (- - Wi = = 3 £ =
Es is 0% (-1, 1%0 also NmﬁiuT(mﬂ) uz{xﬁ) Ré(ﬁm} A4(aﬁ) 0

fir alle O-Maximalordnungen &7 . Mit (26.14) berechnen wir k4 = Aa

(eg ist + = 2). Im ibrigen qelten dis Remerkungen zu Tabelle (26.15).
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Anhang

§ 27 . Die endlichen Untergruppen und ihre Konjugationsklassenzahlen

in SL(2, ) Uber einem imaginidrquadratischen ZahlkdSrper -

Die SAtze (20.39}), (20.41), (26.12) und (26.74) gehen zwar eine
tlrersicht dber die Konjugationsklassenzahlen der endlichen Grupren
in T{®!) filr die verschiedenen Maximalordmungen &Y ¢ M2 (k).

Aper fiir eine vorgegebene Maximalordnung, etwa M, (e), die richtigen

Zahlen zu finden, ist nicht einfach. ’
In diesem Anhang wollen wir einige Lemmata entwickeln, die das

Problem fir Mz( ) bel einigen sr;eziellen Kdérpern k = §{1.4) lésen
{unter anderem flr den Fall, daB d Primzahl cder das 3-fache einer
Primzahl ist; uné fiir alle 4 < 101).

Es ist hilfreich zu wissen, daBf wir das Problem schon damn ldsen
kdnnen, wenn wir die endiichen Untergruppen von SL{2, e} bis auf
Isonorphie kennen. (Das folgt ganz leicht aus den cben angegebenen
ShHtzen.) _
Die Methoden in § 27 leben zum einen von den Frgebnissen des bisherigen
Teils der Arbeit, zum anderen davon, daR wir Elsmente endlicher OQrdmung

in SL.{2,k) explizit kennen.

Wir machen filr diesen Paragrafen folgende Generalvoraussetzung:

(27.1) Sei d €N quadratfrei. Sei k = §(1/4). Sei v die Hauptordnung
von k. Sei = MZ (k}. Sei ¢ die Zahl der endlichen Verzweiqungsstellen
von k {iker @©. Wir bc_—;halten die in §€ 21 getroffenen Definitionen von

ey

a Kok, oWz, e =1/2:a ¢ b/dy, x urd v bei (siehe Zeichen—
erki8rung zu 26.12 ~ 26.14). Die entsprechend in § 20 definierten

Dinge benennen wir um in o', K, kj_, Cy_;_, wh, 2", ef = 1/2-(a"+b"/d/3),
" _ o =

x* und y'. Wir kiirzen U7: = (.7‘3(K) und (7= J# (k') ab, falls £

ein ganzes ¢r-Ideal ist. Falls 2 (bzw. 3} in k verzwelgt ist, werde

dey Primteiler von 2 (bzw.3) in k mit P {(hzw. a;y) bezaichnet.

(27.2) Lema: Sei ¥ eine Q-Maximalordnunc.

i) Falls d = 7 mod 8, ist u, (W) = u, (W) = AE(M) = Aj_('a‘s’i) = 0.

i1) Falls d = 2 mod 3, ist py (W) = xg‘(fa‘m = O,

Bew,: In diesem Fall ist (=1, =1}, bzw. (-3, -1)

K Divisionsaigebra,

k
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(27.3) Definition:

‘ -1
1 o o oL
i) Fir eI osei W o= ot

| . o -1 . 1 -1
1i) Sei U: = (1 O) und B o= <1 0)

(27.4) Jemma: Es ist X, (mv) > 0O und xﬁ(a'a’{") > 0,

il

O sowie N} = 1.
1 {siehe 12.6.1).

hew.: Es ist U e #Y und S(U)
£ ist E e Y und S(F)

1 sowle N{E;

il

(27.5) Lemma: i) Falls d =z 5 mod 8, ist F (LYY = { », 2w} und

F, 7 ) = (p)

ii) FPalls d = & med 9, ist Fﬁ(m““) = (o1} und P6{3§’iq) = [},

, =13 , -
Raw.: 1) Sind a, b € k mit a + bl a( a> £ }m*’ , 80 sind a, b e &

a
h

. w .

so ist ¥ A kvl = oful. ba £l

Da MY m’-”wﬁs = P 14;;. \!(IK‘I-Ek

ii) entsprecherd mit (20.25.11)

& kS

) = 2e, ist 2¢ € F4(§'§2“?);

, folgt die Beh. mit (21.21.1i).

(27.6) Korollar: i) Falls d = 5mod 8, ist u, (#7) =

11) Falls d = 6 mod 9, ist u, (WT) = A (W) = O,

Bew.: 1) Nach (26.9) ist Fi(&%’i") e (g ). Wegen (27.5.1) ist also
-—-_ff PR e

+ 4(5@ )] = wc

i1y folght entsprechend wedgen F?(m") e {wo}.

{27.7) Lerma: Sei Wl eine Q-Maximalordnung.

i) Seien U', V'e (¥ ) mit S(U') = S(V') =0 und U'V' = - V'U",

Sei T' = 1/2.(1 + U' + V' + U'WV') e T ). Dann ist W~ k[T7] = o[7].
ii) Seien E', B' € r(# ) mit S(E') = 1 und et =

Damn ist W A kiBd = o[B7.

few,: i) Es ist Dy (u{ffj) 3w, wegen T'¢ @ also D, (W~ kP9 30,
Sei [J: = v + u-U' + eV + e ,Es ist ¢ T und Un klr] = 7.

Da Dsi({}’) (‘1 ULV, T Ye= 4, gilt flir Seden Primteiler ¥ von 3o :

Dk{i? -)? = o Dk(m}v , also U? = m? und
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(7L A k[T]), = (Uaklth), = o frd .

b (W A k[Td) und D{(u{_’l‘ ) stimmen also in allen Komponenten
iberein; daher ist Wl a k[r] = o[7] .

ii} folgt entsprechend aus Dk(u[i%‘_-]) = 4 und Dk(T,E',B',E'E’}(;.m 9,

(27.8) Lomma: Falls d = 21 mod 24, ist Af(m*) = 0.

[

Bew.: Es ist d z 5 mod &, VHre )\4{'&’3’{"} > (0, 50 wire wegen

-1

NIRRT ) = p auch 3} (WF) > O (siehe 26.12.vid).

V2

Wegen ,\i(m*’) = O wire J\E{TJ‘}{?} ¢. Also enthielte P (@17 ) eine
Tetrasdergruppe., .

i) Sei @ = 21 mod 72, Dann ist d = 3wmod 9. Da T (W¥ ) eine Tetraeder-

gruppe enthilt, ist A 6(3&*’) > 0. Man erkennt leicht mit (14.4), daf

¢ trige in K' ist, alsc ist P & T\!(IK1)I~1J{ {giehe §.4.1iii).
Nach (20.25.1) st A (@7) =0 §.

ii} d = 45 mod 72 scheidet aus, da d cuadratfrel ist.

iii) Sei & = 6% med 2. Dann ist d = 6 mod 9.

_ o ; : ; ) ¥
Da f(w£c6]) = ¢, folgt mit (27.7.1), daf ¢pe F (7).

Da P& W) HY, folgt mit (20.25.11), dap Fo@2% ) = L) j

(27.9) lemma: Sei d = O med 6 oder d = 9 mod 24,
Wenn Kj(m"’} > (3 ist, dann ist scgar f\f(}m") > 0,

Bew.: Da 31, ist w= 1. Da \¥@n®) > o und wpm¥w®) = 377,

'S . . . :
ist auch A4(m@°) > 0 (siehe 26.12.1iv und vi).
WHre P\z{mw} = (), so wire }\,g(mﬁ) > 0O,

R . W - - iz : P B R Y R B i w
i) Sei 4 = I med 9, wWie in (27.8.1) folgt A.6u3'§"£ } =0 f

i1) Sed d = 6 med 9. Wie in (27.8.131) folge F (W7) = (v} 4.,

{(27.10) Temma; Sei d Primzahl. Dann gilt:
i) Wenn d = 1mod 8 oder d = 3 mod 8 oder d = 2, ist AZ(m") > 0.

gty = 0.

¢
ii} wWenn d = 5 mod 8, ist )\4

P

Hew,: i) Bs gibt einen Maximalordnungstvp Bl mit » LWLy > 0o

. . e LT et
Wern d 2 3med 8 oder d = 2, ist ##£ Q= 2 = 1, also #Y = T,
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Wwenn d = 1 mod 8, ist ## g = 27V 20 ms gibt einen Maximalordmungstyp
' # T wit 3, (1) = 0. Also ist nomwendig WL7 = W,
‘i G

ii) Bs ist # ?3: =287 = 2. Fity beide Maximalordnungstypen #t

ist Aj‘(m) > 0,

(27.11) Lemma: Seien p und p' Primzahlen mit p = p' = 3 med 8 cder
pzp'=5med 8. Seid=pp' cder sel d = Zp. Damn lSt.\ () = O.

Rew,: i) Sei d = pp’ Danni.;td*1mod8undw=1und#a=26“1=4,
Flir zwel W&Amalordnungstvpen 3 ist a (;ﬁ;ﬁ }o> 0.
Fiir die beiden anderen Maximal ord"nurwstmn ’ﬁ? ist A m‘z*) = 0,
ii) Sei d = 2p. Dann ist d = Zﬁairlundw=’§md#ti)==26 [
Fir beide Maximalordnungstypen Woist ) (m) > 0,
{27.12) Lemma; Sei p Primzahl mit p = 1 med 8 odexr p = 3 mod 8
P
cder p = 2. Sei & = 3p. Damn ist A, (M) > O.
Bew.: 1) Seip = 1 mod 8, Dann st d = 3med 8 und # T = 20 = 2.

. . ; o . T
Es gibt genau einen MaximalordrandgstyD Bl mit 2 4(3?5‘?;) > 0

und genau einen Maximalordnurgstyp 7k mit AE(W‘) =

Bs ist d = O mod 3, also f(wl%-].} = ¢y . Mach (27.7.1) ist w e T (WL ).
Falls d = 3 mod 9, ist F6{§§é'2,‘) = ¢ nach {20.25.1).

Falls & = 6 mod 9, ist Fg(%‘i‘) = {w} nach {20.25.i1).

HY

Er®” P
Pa o e FG{‘@%‘Z"’) , ist notwendig WY = M.
ii) Sei p = 3 mod 8 oder p = 2, Nach (27.11) ist ,\i(m“‘) > 0.

Pe ist d = 9 mod 24 ofler @ = 6. Nach (27.9) ist Ai(mﬂ > 0.

(27.13) Lema: Sei d Primganl und d = 3} mod 3. Darm ist A} (@) > O,

Baw,: 1) Sei d = 7 med 12. Dann ist #Sz 25_‘i = 1,
Mach (20.39.ii) also notwendig ?\Z(m") >0
1) Sei d = 1 mod 12. Dann ist ## 0 =20 = 2.

¥s gibt genau einen Maximalordnungstyp B8l mit )\*(m ) > 0

et
Ut genau einen Maximalorvdrungstyp W mit A 6{5‘*’{“ = 0.

£ ist ¢ 2 1mod 4, also £{w[i]) = 2. Nach (27.7.1i) ist 2v € F, (B
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+

Falls d = 1 mod 8, ist F, (W'Y = @ nach (21.21.4).
Falls d = 5 mod 8, ist F4(m‘) = { ¢} nach (21.21.i1).

Iy

LNy

Da 2 & € Fé(m"‘) , ist notwendig 817 = W,

(27.14) Lemma: Sel p Primzahl mit p = 1 mod 3. Sei d = 3p.
Darm ist )\z{m"‘) SR

Bew.: 1) Sel p z 1 mod 12. Damn ist d = 3 mod 9 und ## 0 = 25—1'—_- 2,

Fiir einen Maximalordnungstyp Wl ist )\?(‘a’i‘i 1 > O, Plir den anderen

~ et —
Maximalordnungstyp T ist ) 6(3’3‘1’} = 0. Mso ist notwendig W% = %7,
ii) Seipz= 7 med 24, Damn ist d =z 3 mod 9 und d = 5 med 8 und

## E;z 2{5“1 = 4. Es gibt zwel Maximalordmmgstypen 'ﬁ% # ﬁo
mit )\6(33’311} = A6(m2) = 0, s gibt einen Maximalordnungstyp %3

mit AE(?’;‘“{ 3') > 0 (und inskbesondere AG{“{}T{3) > O}

Dann ist F4(Tf3‘13) = {p! (siche 26.9 und 21.21.11).

Mach (27.4) und {27.5.i) ist WY & {3’%"»11, 0, Wy

Es gibt einen Maximalordnungstyp §9L mit A?{W') > 0. Inshesordere

ist Aﬁ(?i&‘i) >0, Dadz5med 8, ist f{w[il) = 2 ¢. Nach (27.7.1i1) ist
~— ot Poocnnt? S Pt e

daher 2w & Fd{m}. Also ist WL & {mﬁ, mz, '33{3}, d.h. ¥l = 7,

iii) Sel p = 19 mod 24. Dann ist d 2 3 med 9 und d = 1 med 8 und

#E ) = 26—"1 = 4. BEs ist p zerlegt in XK und trige in K°.

Entsprechend ist of zerlegt in X' und trdge in K.

w7 ' .
k,oaber p & 0T es 15t e n@ )i,

Also ist p & N(IK}H
aber o & N HS,
Dahar sind \gﬁ‘s’, T, WY ung e raarweise verschieden,

Da A.q(‘%f‘ﬁ"') > O ured )\6(}53‘2"’} > 0, folat mit (20.25.1) und (21.21.1),
das a @7 ) = (@7 = oud 3, @) =, @) = o,

Es gibt einen Maximalordnungstyp L mit k?’g{ W) > 0. Insbesondere

ist 3 (fL) > Ound A, (MWL) > 0. Da # O = 4, ist notwendig ML = WT".
In iii} haben wir folgendes interessante Korollar bewiesen, das .

offenbar auch gilt, wenn d/3 keine Primzahl ist:
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{27.15) Korollar: Sei d = 57 mod 72, Dann sind {17 und {+ 1} die

N i . L=
einzigen endlichen Untergruppen von T (‘m* .

3md 9

and d = 1 med 8) notwendige Bedingurng dafilr, daB es eine Q-Mawimal-
ordnundg W gibt mit A (m M) = 0,

Tst d = 52 mod 72 und m aina Qﬂaxunalordnum, S0 1ist u(?a’;fi) = A6(m =0

K,k LK
genau dann, wenn N (¥ B’E’Zﬁw{) & N{T )H} " Nk(IK YH

Bemerkung: Offensichtlich ist d =z 57 med 72 (d.h. 4

It

(27.16) Lenma: Sei d z 1 mod 4 oder @ = 2 mod 4. Sei & # 1,

3y Wern x = 1, ist ;\j(m") > 0 und L (LT > 0.

Lo . PRk
i1y Wern x = 2, ist Aé(m

Bew,: Falls & = 1 med 4, ist U"[l] = f’ . Wig in den Rechnurwren

X
vor {21.24) und {21.25) nachgewlesen, ist damn {:cr : N{ v{l} )]
: . . 7 o . -
alls d = 2 mod 4, ist wglj = (77, wie vor (21.20) nachgewiesen, ist
auch hier E N{gs Ei_}x)g = .

o
2

i) Sel x = 1, Dapn gibt es a, b € v mit 287 + h = N{a + bi) = ~1.

) .. .. . } i a o} ) .
Man therzeugt sich leicht, dal i und V N gine Z-Diedergrup
G Gruppe

bhooo—a

in T(LY) erzeugen. Also ist A4($ﬁ.”> s 0.
Lire M; (1Y) = 0, so mikte gelten:

1/2(1:;;§ 1::2) =1/2 (1 + 0 +v + V) & T, also 1+ath £ 24 < P
vegen I1 (» ) = 2 nifte also entweder a e p cder b € ¢ sein.

Wir netmen o.B.d.A, an, dal a €3 wd h & ¥ .

Eg miiRte - {a+btab) = 1+a2+3.32+2- {(at+lah) = (1—:~a‘+}3)2 £ 4 ¢ sein,

also atirkab € 2¢ . Daraus folat b €@ i

ii} Sel x = 2, Wdre :\é(m"') =0, a0 gibe es a, b, ¢, d' € o, 50

daf ¥ ound V = (C ; eine 2-NDiederuruppe in ¢ Y7 ) erzeugen.

Wg;w

o . - . —i a . . L
Dann wire = [ = - ] = . und ad' - e =1,
b ] o

z Lo . iy
rlso d' = ~a, b= ¢ und -a —o = 1, d.h. H{a+ib) = -1 j .

(27.17) Lewmma: Sei d = 3 mod 8.

i} Falls -2 € My \,pitr,)f st~ (@YY - 0 {nach 26.12.1ii also auch
oy r “x
L0

T v

AT Y 2 0).

11) wallg -2 & ¢ {er 3+, ist LUIHEY Y > oo
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Bew.: Iis ist U’[}_] = Uw. Nach (21.13) ist [u'x : N(u—[i]x)] = Xz /q.

Da d =z 3mad 4, ist x = 2. Inshesondere kann nicht sowohl
-2 & Nk+;®({y+) als auch +2 :.;\Ik+i®( o+) sein., Also ist

f,,x : N(v[i}x)] = 1 genau damn, wenn -2 € ‘?\}k+!q}{°'+)

(damn ist z = 1 und g = 2). Sonst ist [U-x : N(c.rf_ir‘)] = 2.

Der Bewels geht jetzt genauso wie der Beweis von {27.16).

{Allerdings ist 2 in k trége, daher kénnen wir nicht schlieRen-
u, @) > 0)

(27.18) Korollar: Sei d = 3 mod 8. Falls d eipen Frimteiler o mit

¥

D= 5 moed S*Oéerp z 7 med 8 hat, ist /\;;(m”) > 0.

Bew.: vgl. {21.12,1)

{27.19) Temma: Seld =z Tmed 8, sel x =2, sei w=1 und sei
hik,) = 2573 punn it u;_'w:z"‘) = 0,

Bew.: Wire u, (®1Y) > 0, dann miste P ) = [ », 3,20} und

Fj{m"’) = {e,2¢}) sein (vgl.26.11.ii). Damn wire

-1 ue
14(333"’,2&) = 2:<sh(k+) = 28 T 14(3'52“‘,2@») (siehe 21.24 und 21.33).

Dies ist ein Widerspruch, da U & I.-4 (1% ,20) aber U é Li’(m"’ 2 ).

(siehe 27.16.41),

{27.20) Lemma: Set d = 2 mod 4.

3 Ta - 5 4 : T i 5 ’
i} Falls -2 € Nk.é,s'@(v‘*')’ dann ist A4(§“ﬁ ) o> 0.
i) Falls 2 & 1 (o (v,) wnd % = 2 ud hik,) = ,5-2
+
1i1) Falls g = 1 und x = 2 und hik) = 2°7) und w = 2, damn

ist J\Z(m"} = 0,

Bew:i)Fir d = 2 ist die Beh. klar. Sei also d £ 2,

Da g = 2, ist nach (21.10) auch x = 2. Nach Vor. folgt daraus z
Nach (21,13} ist also {crx : N{UWX)J = xz/0 = 1,

Man liverpriift leicht, das (= o+ p (144).

Es gibt alsoa €t und b & ¢ | mit —1 = N(ath(1+i)) = a22apson?.

N . , v f 1 =1 a
Man kann leicht nachpriifen, dag u'; ( 5 _1) ung V' ( 2a42h

eine 2Z~Diedergruppe in ot ) erzeugen. Alsc ist k:({?m@ 7> 0.

' #
, dann ist x4(m")

a.
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k{2) Kk

Fails w= 2,ist p € I H™  (vgl.Vorbemerkung zu 21.29).
1

. s B R e e ¥ -
pa N(¥" @) = y , ist dann W¥ = WY, also y(W”) > O.
Nach (26.12.iii) ist dann auch A (8Z%) > O,
_ 4
wir nehmen jetzt an, daB w = 1. Dann ist p & Ik(z)Hk, also WI¥ 2 wit,
Nach (26.12.1v) ist A’:(m‘-") > 0 und es gilt:

Entweder ist AT(m"’) > O und u‘(m") = O cder AT(WZE ) > 0O

4
und u;(m&’) 0. Wire A (33‘1“) >0 ud v m” y o= 0, so miBte

2+2a 2h
¥
b ew, also atb(i+1) € U . Daraus folgt x = {u—" : N(U”‘}} =1 é

ii), i3l Ist ¥ eine Q—-Makimalordnung mit v & F?{m } ., damn ist

1/2@(2'2b '“Ha) = 1/2.(1 + U + V' +U'V') £ il sein. Dann wire

1, (09, 0) = 1/2x2.h(x,) und 11‘(“531 ,o) = 272 (siehe 21.18 und 21.35).

Natiirlich ist 1,(¥ ,v) > 1,08 ,0).

Wenn Voraussetzung ii) erfiillt ist; folgt also z > w. Da natlirlich
Z < w, haben wir dann: ﬁ{m,v}m dm,w..

Wenn Tforfausae*%zm*q i3i) exr u11" ist, ist z = 1 und w = 2, Wir haben

also auch dann l (Hl,o0) = l (B‘ﬁ,w)
. W
wire X, (§%) > O, so wire auch A FRT ) > 0 (Bew. wie in i)).

® o ®
L4(m sl

it

Dann wire o € Fj{?ﬁfi@ 1, also L4 (E%’Z?, o)

Sei U' = (; :jé) . Wegen y_1(1+U') e 1t ist

Thaxlud = v+ ’?_?(‘EHI‘) = §Txfud).
also ist U' « Lé(iﬁi? L) = Lj(g‘ﬁ?!w) . Daher gibt es a, 4' € ¢,

L e 3,“1 ud c € P, sodal U’ und V': = (i g;) eine 2-Diedercruppe
in I‘{E’iﬁ?) erzeugen. bann mal gelten: ad’ - be = 1 und

a~c  b=a' N _ v o v _(-—a—Zh a+b) ] o

Ja—-c 2b"d’> = UV = AR A —c-2d" L :d.he ¢ = 2a+2b,
d' = -z und 1 = -a2-b(2a+2b) = ~ N{a+h(1+1)}.

Da g =2z (wegen -2 & Nk+!®( z,r+)) ; haben wir:

1= [ s 0] = xzsa = 2
§=2

(27.21) Korellar: Sei d = 2 mod 4 und x = 2 und ‘m’l-: o= 2 . Uﬂ:nn d

7 med 8 hat, ist A% (mg) = 0,

g,

it

einen Primteiler pmit p = S rod 8§ oder p

Bew.: folgt aus 27.20.ii. Vgl., 27.12.1.
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Bemerkung: In (27.19), in (27.20.4ii,iii) und (27.21) kann man die
Voraussetzung X = 2 weglassen, da sie aus den anderen Voraussetzungen

jeweils folgt.

(27.22) Lerima: Sei @ = 1 mod 3.

. - _ . : - # "
i} Falls -3 e Nk Q(cy.;), dann ist }\6(%’1 ) > 0.

1
i
+!

ii) Falls -3 € N iple)), dann ist Aé(m*) > 0.
+! "

iii) Falls d einen Primteiler p mit p = 2 mod 3 hat, ist ;\é(m") > 0.

!
Bew,: Es ist <.9'[g6] = (' Daher ist [c..rx ¢ N U‘IQG_]X)I = 2/’
{vgl. Bew. von 20.17). Nach {20.13.ii} ist z' = 1.
. X X _ - ’
Daher ist (u— : N{ cr[qG] )] = 1 genau dann, wemn -3 € Nk;@(f}i) .

i) Sei -3€ N

k'!tD(Ujr)" Dann gibt es a, b ¢ v mnit
4@

2% 4+ 1% + b =N + brg) = - 1. Man iherlegt sich leicht, dag E und

B = (i-%-b _Z) eine 3-Diedergruppe in r (J77°) erzeugern.
ii) Sel -~ 3 & N, (). Wire 1. (WWY) =0, sogibe es a, b, ¢, d' € & ,
_ §{+[® + 6

o cdaB Eund B = (2 g,) eine 3-Diedergruppe in T (32 Y) erzeugen,

Dann wire ad' - be = 1 und

a-c b=d'y . _ -1 _ b at+b . v
(a b }-EE-—BL m(__dg c+di>.Alsoa.ma+b,d = =3
und 1 = - a° - blath) = - N(a + br,) .

Da @ # 1, folgt hieraus: [o* : m(u{;ﬁ]")] =1 j
iii) folgt aus ii). Vgl. (20.13.1).

(27,23} Lema: Sei d = 3 mod 9 und d# 3.
i) Falls x' = 1, so ist Af;‘(m") > 0.
,}6—3 3 *’ mt'?

r S

sanmd 1o £1
\

344 T oy ¥ 3 L —
iiy Fallg »' = 2 IS S )

T
+

2

‘ fuor -
Bew,: Da (14z = 3¢;6, iberprilft man leicht, das J" = e+ g 1(‘E+¢‘;6).

6)
Nach (20.9.i) ist ' = 1. Nach (20.11) ist daher [ux : N(U’”‘”‘)] = x'.
i) Sei x" = 1. Damngibt es a € und b ¢ v['_T mit

T 1 =N+ b)) = a® + 3an + W, Sei F = @ :
a

i ‘:i b M3 11Fe 1od act R F', Bte T o
und B \3a+3b —a)' Man prift leicht nach, dag E', B r Wity

. -1
dall 5(E') = 1 und daR B'E'B' ~ = B°

)

-1
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ii) Sei ' = 2. Ist ¥ cine O-Vaximalordnung mit o € Fg{m V., dann
) 5 " . ,
ist 1 (8 ,0) = %0k = 2572 = 14 o). (siehe 20.26.1 wnd 20.38)

wWidre ,\Qg{‘a"ﬁa’) > O, dann whire v € F:\;{mq }, also LG(MUF,&) = L:(m”’ L),
IR -1 ; -1 . 9,
Sel B o= (3 __1). Wegen ¢ (1+E") & o oist

wiakE] = o+ 07_1('}'-?“3') = U]y, Also ist B' e L:(mu",u).

paher giht es a, d' € o, o€ 07_1 und ¢ € CT , so daB B und
Ry o= (2 2,) eine 3-Disdergrigme in T (33‘2?”?) erzeugen.

Dann iR gelten: ad' = e = 0 una

1 (ma—:ab a+2h>

2a-C Eb—d*) L I
\3a-c  3b-d'/ = BB = BE T l-c-3dt c2d!

i

2 : )
a.h. ¢ = 3a+3h, 4’ = -2 and 1 = -a° - bi{la+3b) = - Nla + b(1+z;6)}.

1ot : = o X P £
Darer haben wir 1 = [U’ : 1‘\1(0 }] =x' = 2 z

(27.24) Korollar: Seil d =z 3 mod 9.

i) Sei %' = 1 und fir alle Primteiler n von (/3 gelte: p = 1T med 12,
- . *® w
Dann ist k;('ﬁ? Vo» 0.
J
ii) Sei x' =1 and d/3 habe einen Primteiler D mit p = 5 med 12,

W
Darm ist 16("5’52"?) = 1),

.}
(11) Set x* = 2 und h(k}) = 2" . Fiir alle Primteiler p # 2 von 4/3

" : . *
gelte: p = = 1 mod 12, Dann ist ‘aeftﬁiw} = 0.
iv) Sei h{k') = 1. Sei d/3 = rp' mit Primzanhlen p, p', so daB
I na
. , ®
oz p' 2 7 med 12, Dann ist A((Eﬁ?w} > Q.
sl

) .. pme et Y2V % ...
Bew,: L8 18T WY = genae dann, wemn tfl“f € T H . Dies lst cenau

dann der Fall, wenn fiir alle Primteller # 2 von 6/3 gilt: p = +1 mod 12.
{7um Beweis vergleiche man den Rewelisgang von 20,33 und 2034 und

drdere ihn zweckmdBig ao.)

wendet man diese Tatsache auf (27.23.1) an, SO erhilt man genau i} und ii).
(Man heachte, da’ wegen x' = 1 nur die 2 oder Primzahlen p = 1 mod 4

als Primteiler von d/3 mixlich sind.)

iii) folgt entsprachend aus (27.23.11)
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iv) Wegen p 2 7 med 12 ist %' = 2, Wegen d = 3 mod 4 ist § = 3.
Die Voraussetzungen von (27.23.11) } sind also erfiillt, ey igt

Ax(iﬁﬁu” = 0. Wegen @ E\ 7 iet ) (;m”’ > 0.

fis ist mq # W Insgesamt gibt eg 257 1 = 4 Maximalordnungstyren.
et P

Wegen d = 3 mod 9 gibt es zwei Maximalordnungstynen m1 # 'B'E’Zz

mit X m, = A (WT,) = 0.

Fs _mt einen Maximalordnungstyp ] mit he (m} > 0,

Da mé{m"? B’B’Z?, m }, ist notwendig 17 = ?ﬂu’

_Ba":zer}{unc;: i) In (27.23.1i1) und (27.24. iii) kann man die Voraussetzung

¥

X' = 2 weglassen, da sie aus den anderen Voraussetzungen jeweils folgt,

i) (27.24.1v) wirds giltig "Jl(\lben, wenn man die Voraussetzung

p=p' =7 med 12 ersetzt durch Pz’ =5 med 12 oder durch p = 2 und

p' 2 5 med 12, Damnn sind aber die Voraussetzungen insgesamt nicht

ertlillbar (sishe /1/ $.27] Aufgabhe 28).
Die hisherigen Lemmata reichen fitr @ = 34 nicht aus, Wir brauchen:

(27.25) Lonma: Sei d = 34, Dann erzeuren

. e -y
134 3 \) wa |13 1734 eine 2-Diedergrunpe in (%1%,
11 ~i.34 ~51./34  -13

Bew.: leichte Rechnung

i
Jir bemerken noch, daf -2 = 8% - 6(3~21 ungd -3 = 332 - 3091«22

Jetzt haben wir genug Material gesammelt, um die Konjugationsklassen-—
zahlen der endlichen Untergruppen in T (§2% ) zu berechnen, falls

T 2d < 101,

Wir sammeln die Trgebnisse in der Tabelle (27.26).

In der Tabelle sind keine Nullen eingetragen. Die entsprechenden Felder

sind freigelassen.




(27.26) Die Konju@’ationsklassazﬁ.zahlen der endlichen Untergruppen

von SL{2, ») fiir k = §(i:d) mit 1 £ d g 10

a1 ;‘r; ue| ol M4 RN ‘s )‘E —_n ML
1 4 11 1119 1102 51 2 b2 |4 1

2 IR IR R I B T 53 3 2 |1

3 1012 1)1 |1 5511 1

5 3 2 11 5703 12 |2 |4 2 12 |4
sl1 11112 1 58 3 2 11

711 12 59 111 |2 1

10 3 2 1 61 3 2 L
Tl i b2 . 6212 1

13 3 2 2 |4 6511 | 6 4 12

1412 i sel2 12 |2 |4 3

5]t 1 67 101 |2 RE
17 a 1 t2 )21 6912 2

18 111 12 R 7013 2

2113 20 2 141 710 1

2201 1% L1 1 ! 73 4 11 2zl 211 12 (4
2317 1 i 74 3 2§ 2

26 3 202 7703 2

29 3 201 7813 2

w3 L3 7913 112
3117 1] 2 g0t a1 b2 o2 |
3fatlalz2 e 4 33 11 ]2 1

Wiz 4 12122171 as 6 4|2
35 | 3 8611 11 11 |2 1
3702 43 2 21 4 87! 1 1
3Bi1 01 01 2 1 89 a1 2121
39 | 11112 3111 2 |4
41 a1 ]a2i 2z 3313 |2 |4
4213 ‘ y 94 2 1
43 1012 102 a5} 1 1
46 | 2 1 97 s 12120112 (4
47 11 1 w2 13 201
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Jeigniel fir die Benuobzung der Tabolle (27.26):

H

Sei a = 73, d.h. k= 0(1.73) und & die hauptordnung von k.

Dann gilt:

A:} = (3: Alle zvklischen Untergruppen der Ordnung 4 in SL{Z, v ) sind
in einer Z-Diedergrumne in &L.(2, ¢) enthalten.

A, = 4: Die Rondugationsklassenzahl dieser Grunpen in SL(2,«) ist 4,

4

rp R :

Ay o= 1 Die zvklischen Untergruppen der Ordnung 4 in SL(2, ), die in
einer Tetraedergrunme in SL{Z2, «w ) enthalten sind, sind alle

SLE2, o) ~konmugriert zusinander.

i, = 2@ Bie Konjuoationsklassenzahl der Tetraedergrupren in SL{2,u) .

n., = 2: Ee gibt zwel Fonjucationsklassen von Z-Diedergruppen in SLI2, o),

die in keiner Tetrasdergrurmae in 30(2, ¢} enthalten =ind.

&

[
iy
=

3.} ein Repriisentantensystam der Uy uy Kenjugationsklassen

von Z-Diedergruppen in SL{2, v}, so ist also fiir genau zwel der D, auch
£

die zugehfrige Tetrasdergruppe in SL{Z, v) enthalten,

= 1: Hg gibt eine Xonjugationsklasse von zvklischen Gruppen der

CFy o

vq

Ordrung 6 in 51.(2, ¢}, die in keiner 3-Diedergrurpe in SL(2,w)

enthalten sind.

‘
t
]

ae

Die Konjugationsklassenzahl der zvklischen Untergruppen G dar

Ordmme & in SL{2,w ), fir die es eine I-Diedorocruppe G ¢ SL(2, ¢ )

U = 4: D= K{LiLﬁ“C}aLiDhS?{ila.‘SS anzahl der 3~Diox qu* Uoen in LJL( L‘-")
=)
{ "..f.'/.gilibcg"i@.: G uone i=st entweder in keiner cder

in denau gwei nicht konjugierten 3-Diedergrunpen in SL{Z, )

3

Ficnluﬁbﬂﬂerkmﬂqen :

33 Auf Grund wvon (27.7) lassen sich in Snezialf&llien .‘E’4 undd F6 mitain~-

ander verglailchen. Disses "Rezinrorititsaesetz” ist sehr wertvoll.
Z.8. konnte ja {27.8) damit he‘.-fiesem‘ werdern,

Ich vermute, dal man die Voraussebzunagsn in (27.8) abschwichen kann zu:
d 2 5 mod 3 und d hat einen Primteiler n o= 2 mexd

Der Bewels miilte dann m. B, mit Hilfe eines L}nllphen Learmmas wie {(27.7)

geflihrt warden, fum Devels oiner HModifikation (Veraimemememnq) vor
(27.7) wire =3 ndtig, auch ardlere cuadratische X8rpererweiteringen

- q s T - . + : . R
von k in die Untersuchonden einzubeziehen als (1) und k{i:3).
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