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Présentation :

Ce travail se situe à l'interface entre physique statistique et dynamique chimique. Il a pour

objet l'étude de la dynamique de système réactifs avec le souci de faire le lien entre des des-

criptions à des échelles di�érentes, sans jamais atteindre un niveau de description atomique. Un

soin particulier est pris pour relier la dynamique particulaire à des approches de type champ

moyen en passant par des descriptions stochastiques à une échelle intermédiaire, de l'ordre de

la dizaine de nanomètres. Deux phénomènes ont été étudiés, la propagation de fronts d'onde

chimiques exothermiques, d'un point de vue fondamental et général, et la prise du plâtre, dans

un but évidemment plus appliqué et plus spéci�que.

Les fronts d'onde chimiques se rencontrent dans de nombreux domaines, de la combustion

à la biologie [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Citons par exemple la synthèse de céramiques par SHS (Self-

propagating High-temperature Synthesis) [1, 8], la digitation visqueuse dans les milieux poreux

[9, 10, 11, 12] et la segmentation axiale dans le cas de la morphogenèse (Clock-and-Wavefront

model) [13, 14, 15, 16]. La première partie de la thèse est consacrée à l'étude de fronts d'onde chi-

miques exothermiques. Elle fait suite aux travaux de Annie Lemarchand et Bogdan Nowakowski

sur les fronts de réaction-di�usion isothermes qui se sont révélés particulièrement sensibles à de

petites perturbations d'origines di�érentes [17, 18, 19, 20, 21]. Ces perturbations peuvent pro-

venir de la discrétisation des variables, dans la résolution numérique d'équations aux dérivées
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partielles macroscopiques ou dans les approches particulaires [21, 22, 23, 24, 25]. Des pertur-

bations peuvent aussi être induites par une réaction chimique rapide, responsable d'écarts à

l'équilibre local [17, 18, 19, 20, 26, 27, 28, 29, 30]. Des travaux préliminaires ont montré que la

vitesse de propagation d'un front d'onde chimique était modi�ée par une faible exothermicité

de la réaction [31, 32, 33]. Dans ce travail, le premier point consiste à préciser comment cette

vitesse varie avec la quantité de chaleur dégagée par la réaction dans le cas d'un gaz parfait.

Les résultats d'une approche macroscopique par les équations de l'hydrodynamique couplées à

la chimie sont comparés à des simulations de la dynamique particulaire. Le second point éta-

blit comment ces résultats sont modi�és lorsque la densité du �uide augmente. Les calculs sont

menés explicitement pour un �uide de van der Waals. Ces travaux reposent sur deux modèles

minimaux de réaction chimique que sont le modèle de Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov

(FKPP) [34, 35] et le modèle de Schlögl [36, 37]. Le premier est compatible avec la propagation

d'un front d'onde entre un état stationnaire stable et un état stationnaire instable. Le second

est compatible avec la propagation d'un front d'onde entre deux états stationnaires stables. Les

comportements des deux types de front d'onde sont comparés dans un souci de classi�cation. Ces

travaux prédictifs ne sont pas motivés par des résultats expérimentaux préalables. Leur valida-

tion nécessiterait la conception d'expériences spéci�ques. L'oxydation d'hydrocarbures comme

l'isobutène, catalysée par des zéolithes, pourrait o�rir une piste [38, 39]. La maîtrise de la taille

des pores des zéolithes, siège des réactions chimiques catalysées, permettrait de contrôler l'ordre

de la réaction et de favoriser une autocatalyse d'ordre deux de type FKPP ou une autocatalyse

d'ordre trois de type Schlögl.

La seconde partie de la thèse est consacrée à la modélisation de la prise du plâtre. Ce tra-
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vail est le fruit d'une collaboration avec l'équipe d'expérimentateurs de Agnès Smith (École

Nationale Supérieure de Céramique Industrielle de Limoges) et un partenaire industriel pro-

tégé par l'anonymat. Dans cette partie, l'e�ort théorique fait suite à des résultats expéri-

mentaux concernant la cinétique de prise et la morphologie du matériau obtenu. Le but du

travail est de proposer un modèle qui rende compte d'un traitement con�dentiel du plâtre,

dont l'e�et est de raccourcir la période d'induction de la réaction de prise, ce qui diminue

les temps de fabrication, tout en augmentant l'enchevêtrement des aiguilles de gypse, ce qui

améliore la résistance mécanique du matériau �nal. Dans la littérature, de nombreux travaux

expérimentaux cherchent à caractériser l'e�et d'additifs et de traitements variés, en décri-

vant la cinétique macroscopique [40, 41, 42, 43, 44] et la structure atomique du gypse �nal

[45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57]. Les liens entre les deux échelles sont complexes

à établir, de même que les liens entre structure cristallographique et propriétés du matériau à

optimiser. La plupart des modèles existants donnent l'évolution de grandeurs macroscopiques

comme les concentrations des réactifs à l'aide d'équations di�érentielles. Le comportement ciné-

tique observé expérimentalement est retrouvé par un ajustement des paramètres, essentiellement

des constantes cinétiques. Pour tout nouvel additif, un autre modèle, ou au mieux un autre jeu

de paramètres, doit être trouvé par comparaison avec des résultats expérimentaux préalables.

Le but de ce travail est d'o�rir une approche prédictive qui repose sur la description de la dyna-

mique de prise et sur celle de la structure du matériau à une échelle mésoscopique, de l'ordre de

la dizaine de nanomètres. Le modèle proposé satisfait les exigences suivantes : il repose sur des

hypothèses bien identi�ées qu'il est possible de tester ; il introduit un nombre minimal de para-

mètres et permet de dé�nir des critères caractérisant des classes d'additifs ; il relie ces critères
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aux propriétés de la cinétique et de la morphologie du matériau. La simple caractérisation d'un

nouvel additif ou traitement vis à vis de ces critères devrait su�r à prédire les performances

du matériau �nal sans devoir recourir à des expériences à l'aveugle. Ce modèle constitue donc

un outil qui peut guider la recherche et la conception d'additifs nouveaux en vue d'une utilisa-

tion optimisée du plâtre dans chaque domaine d'intérêt, qu'il s'agisse de la construction, de la

fabrication de moules pour céramiques ou encore de la technologie dentaire.
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Première partie

Propagation de fronts d'onde

chimiques exothermiques
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Chapitre 1

Introduction

La propagation d'un front de réaction chimique exothermique provient du couplage de phé-

nomènes physiques et chimiques où des variations de concentration entraînent des perturbations

des variables hydrodynamiques, et réciproquement. Le paramètre de couplage est la quantité

de chaleur Q, dégagée par la réaction et qui se dissipe ensuite dans le milieu. La propagation

d'un front chimique exothermique est étudiée d'abord dans un gaz parfait, puis est étendue

à un �uide de van der Waals. Le phénomène est d'abord décrit à une échelle macroscopique,

faisant appel aux équations de l'hydrodynamique couplées à l'équation de convection-réaction-

di�usion. Une description à une échelle microscopique est ensuite initiée à travers la simulation

de la dynamique d'un gaz de sphères dures réactives.

Plusieurs points de vue peuvent être portés sur ce phénomène. Du point de vue des processus

de réaction-di�usion, ce phénomène est traité dans la continuité des études sur les fronts iso-

thermes et sur la sélection de leur vitesse de propagation [17, 18, 19, 20, 21]. Du point de vue de

la combustion, une attention particulière est portée ici au détail des mécanismes réactionnels qui

introduisent le dégagement de chaleur et di�érentes classes de propagation de front chimiques

sont présentées [58, 59, 60]. En�n, d'un point de vue mathématique, le système d'équations aux
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dérivées partielles avec des conditions initiales présentant une discontinuité spatiale peut se ra-

mener à la recherche et la caractérisation des solutions d'un problème de Riemann, c'est-à-dire

d'un problème de Cauchy avec conditions initiales bien localisées [61].
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Chapitre 2

Description macroscopique d'un front

d'onde isotherme

2.1 Front de réaction-di�usion

Le couplage entre des réactions chimiques non-linéaires et des processus de transport par

di�usion peut donner lieu à la propagation d'un front d'onde chimique. Ainsi, une équation

de réaction-di�usion, utilisée pour décrire ce système, peut avoir des solutions de type front

d'onde se propageant sans déformation et à vitesse constante et remplaçant un état stationnaire

homogène du système par un autre état stationnaire homogène. La stabilité ou l'instabilité

relative de ces états stationnaires homogènes détermine le sens de propagation du front. L'état

du milieu est décrit par la concentration des espèces chimiques présentes dans le milieu. Ce travail

porte sur l'étude de phénomènes unidimensionnels, la direction considérée étant la direction de

propagation (Ox) du front d'onde.

2.2 Front de Fisher, Kolmogorov, Petrovskii, Piskunov

La manière selon laquelle un état stationnaire homogène stable remplace un état stationnaire

homogène instable peut être décrite par le modèle minimal de Fisher-Kolmogorov, Petrovskii,
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Piskunov (FKPP). Il a été introduit simultanément en 1937 par R. Fisher dans le cadre de

son travail concernant la propagation d'un gène favorable dans une population [34] et par A.

Kolmogorov, I. Petrovskii et N. Piskunov dans leur étude des processus di�usifs en biologie et

des phénomènes de combustion [35]. Ce modèle minimal de fronts de réaction-di�usion reste

aujourd'hui encore très étudié [62, 63].

La réaction chimique à l'÷uvre dans ce modèle est une réaction binaire au cours de laquelle

une molécule A et une molécule B interagissent pour former deux molécules A :

A+B
k→ 2A (2.1)

avec une constante cinétique notée k. Les concentrations ρA(x, t) de A ou ρB(x, t) de B sont

dé�nies comme le nombre de molécules A ou B dans un volume in�nitésimal situé au point x et

à l'instant t. La réaction (2.1) ne changeant pas le nombre total de molécules dans le milieu, la

concentration de B peut s'écrire ρB(x, t) = ρ− ρA(x, t), où ρ est la densité totale. L'équation

de réaction-di�usion pour ce modèle décrit l'évolution spatio-temporelle de la concentration

ρA(x, t). Elle fait ainsi intervenir un terme réactif quadratique kρA(ρ − ρA) ainsi qu'un terme

de di�usion proportionnel à la dérivée spatiale seconde de la fraction molaire de A, ρA/ρ. Les

molécules A et B considérées ont même masse et même taille, seules leurs propriétés chimiques

di�èrent. Le coe�cient de di�usion D est donc identique pour toutes les molécules du milieu.

L'équation de réaction-di�usion qui décrit la propagation d'un front FKPP unidimensionnel est

l'équation aux dérivées partielles suivante :

∂tρA = D∂2
x(ρA/ρ) + kρA(ρ− ρA) (2.2)
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Le coe�cient de di�usion utilisé ici est indépendant de la densité du �uide ρ et ne correspond

donc pas strictement au terme de di�usion de Fick pour lequel le coe�cient de di�usion est

inversement proportionnel à ρ. Les deux états stationnaires homogènes, invariants dans le temps

comme dans l'espace, et donc solutions de kρA(ρ − ρA) = 0, correspondent soit à un milieu

entièrement peuplé de A (ρA(x, t) = ρ), soit à un milieu entièrement peuplé de B (ρA(x, t) = 0).

L'état stationnaire ρA(x, t) = 0 est instable car la présence d'une seule molécule A dans un

milieu rempli de B conduit, en suivant le mécanisme autocatalytique (2.1), au remplacement

de toutes les molécules B par des molécules A. Inversement, et pour les mêmes raisons, l'état

ρA(x, t) = ρ est stable. La �gure 2.1 représente le potentiel Φ = −kρρ2
A/2 + kρ3

A/3, véri�ant

−∂ρAΦ = kρA(ρ− ρA). Les deux états stationnaires correspondent aux extrema du potentiel et

leur stabilité est donnée par la concavité, positive pour un état stable et négative pour un état

instable.

Dans le présent paragraphe sont rappelés les résultats présentés dans [7] concernant la vitesse

et la largeur d'un front FKPP stationnaire. Ces résultats concernent les solutions de l'équation

(2.2) de type fronts d'onde stationnaires se propageant à la vitesse U , c'est-à-dire des solutions

ρA(x, t) qui ne dépendent de l'espace et du temps qu'à travers une seule variable z = x − Ut.

Les conditions initiales considérées sont inhomogènes et relient l'état stable ρA(x, t) = ρ en

x → −∞ à l'état instable ρA(x, t) = 0 en x → +∞ par l'intermédiaire d'une discontinuité en

x = 0. Ces conditions initiales présentant une discontinuité spatiale dé�nissent un problème

de Riemann. En introduisant la variable z, l'équation (2.2) devient une équation di�érentielle

ordinaire (EDO) du second ordre. On s'intéresse alors au système d'équations du premier ordre
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Figure 2.1 � Potentiel associé au terme réactif kρA(ρ − ρA) avec k = 1.5 et ρ = 1. Les deux
états stationnaires repérés par les extrema du potentiel sont ρA = 0 (état instable) et ρA = ρ
(état stable).
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suivant :

dρA
dz

= ρA1 (2.3a)

dρA1

dz
= −Uρ

D
ρA1 −

kρ

D
ρA(ρ− ρA) (2.3b)

Les propriétés d'un front d'onde de type FKPP sont déterminées par le �leading edge�, c'est-à-

dire dans la zone où ρA est petit devant 1 : ce type de comportement dé�ni ce qui est appelé

communément �pulled front� dans la littérature. Le polynôme caractéristique P (λ) = λ2 +

(Uρ/D)λ+ kρ2/D du système linéarisé autour de l'état stable ρA(z) = 0 n'a de racines réelles

que si son discriminant δ = (Uρ/D)2 − 4kρ2/D est positif. Ceci donne une condition sur la

vitesse de propagation stationnaire, U ≥ Umin avec :

Umin = 2
√
kD (2.4)

La pente du pro�l de concentration rend compte du mélange des espèces entre elles : une pente

douce correspond à un mélange important des espèces A et B tandis qu'une pente abrupte cor-

respond à un mélange faible. Or, la réaction chimique s'e�ectue d'autant mieux que les espèces

sont bien mélangées. Ceci permet de comprendre qualitativement pourquoi, à k �xé, un front

stationnaire se propage d'autant plus vite que sa pente est douce. Ainsi pour un système dont les

conditions initiales sont su�samment abruptes, le faible taux de mélange des espèces réactives

entraîne un déplacement initial lent de l'interface réactive qui s'accélère à mesure que la pente

du pro�l de fraction molaire s'adoucit. Cette évolution se poursuit jusqu'à ce que soit atteinte

la solution stationnaire se propageant avec la vitesse minimale UFKPP = Umin, qui peut être

quali�ée de marginalement stable [35, 64, 65, 66, 67, 68]. La largeur d'un front peut être dé�nie

comme l'inverse de la dérivée spatiale de la fraction molaire ρA/ρ au point d'in�exion du front.
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En admettant qu'au point d'in�exion la quantité de A est égale à la quantité de B, l'équation

(2.3b) conduit à une épaisseur EFKPP = 8
√
D/(kρ2).

2.3 Front de Schlögl

La propagation d'un front chimique entre deux états stationnaires stables peut être illustrée

par le modèle de Schlögl [36, 37]. Schlögl a conçu un modèle de réaction-di�usion impliquant

un mécanisme réactionnel trimoléculaire possèdant trois états stationnaires homogènes dont

deux sont stables. Ce modèle reste l'archétype du modèle réactif bistable [27, 69, 70]. Le mo-

dèle original fait intervenir des réservoirs d'espèces réactives di�cilement reproductibles dans

la perspective de simulations microscopiques de la propagation d'un front se propageant dans

ce cas entre deux états stables. Le mécanisme utilisé dans ce travail est une version modifée du

modèle de Schlögl [20].

Un système dynamique possédant deux points �xes stables séparés par un état instable peut

être illustré par une réaction chimique. Pour envisager l'existence de deux états stables séparés

par une barrière de potentiel, il est nécessaire de considérer un mécanisme d'ordre 3 au moins.

L'étape trimoléculaire choisie, 2A+B → 3A, est directement inspirée du mécanisme FKPP. A

cette étape de production de A est ajoutée l'étape A→ B, de manière à réguler la quantité de

A. Le mécanisme suivant est ainsi dé�ni :

2A+B
k1→ 3A (2.5)

A
k2→ B (2.6)
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où les valeurs relatives des constantes cinétiques, k1 et k2, déterminent les états stationnaires

ainsi que leur stabilité respective.

Dans un milieu homogène, su�samment mélangé, et donc sans gradient de concentration,

l'évolution de la concentration de A est décrite par l'équation di�érentielle suivante :

dρA
dt

= k1ρA(t)2(ρ− ρA(t))− k2ρA(t) (2.7)

en notant ρA(t) la concentration de A à l'instant t et ρB(t) = ρ− ρA(t) la concentration de B.

Les états stationnaires homogènes de ce système sont donnés par les solutions ρA0 de l'équation :

0 = −k1ρA0(ρ2
A0 − ρρA0 +

k2

k1
)

Cette équation possède une, deux ou trois solutions, selon la valeur du paramètre k2/k1. Le

discriminant du facteur (ρ2
A0 − ρρA0 + k2

k1
) est positif lorsque le paramètre k2/k1 > ρ2/4. La

stabilité relative des états stationnaires est clairement illustrée par la forme du potentiel Φ dont

dérive l'EDO (2.7) selon la relation dρA/dt = −∂Φ/∂ρA. La �gure 2.2 représente le potentiel

Φ pour lequel les deux extrema de concavité positive dé�nissent les deux états stationnaires

stables. L'état le plus stable ρ(2)
A0 = (ρ+

√
ρ2 − 4k2/k1)/2 est un mélange de A et de B, tandis

que l'état �métastable� ρ(0)
A0 = 0 ne contient pas de A.

Dans un milieu inhomogène en concentration, le phénomène de di�usion des espèces doit

être considéré. La concentration en espèce A à l'instant t et à la position x est alors notée

ρA(x, t). Cette variable est solution de l'équation aux dérivées partielles :

∂ρA
∂t

= D∂2
x(ρA/ρ) + k1ρA(x, t)2 (ρ− ρA(x, t))− k2ρA(x, t) (2.8)
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Figure 2.2 � Potentiel associé au terme réactif k1ρ
2
A(ρ − ρA) − k2ρA avec ρ = 1 k1 = 30 et

k2/k1 = 0.2. Les deux états stationnaires stables repérés par les deux minima encadrent un état
stationnaire instable repéré par un maximum.
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avec le coe�cient de di�usion noté D, identique pour les molécules A et B, les masse et taille de

ces molécules étant identiques, et indépendant de la densité du �uide. La propagation entre les

deux états stables d'un front stationnaire issu d'une condition initiale reliant l'état ρA(x, t) =

ρ
(2)
A0 en x → −∞ et l'état ρA(x, t) = ρ

(0)
A0 en x → +∞ nécessite de traverser la barrière de

potentiel donnée par la di�érence de potentiel entre l'état ρ(0)
A0 et l'état instable ρ

(1)
A0. Les solutions

de type front stationnaire se propageant avec la vitesse USch dépendent, dans le référentiel associé

au front stationnaire, de la variable z = x− UScht. L'équation (2.8) devient :

d2ρA
dz2

+
USchρ

D

dρA
dz

+
k1ρ

D
ρA(z)2 (ρ− ρA(z))− k2ρ

D
ρA(z) = 0 (2.9)

La solution, de type tangente hyperbolique, est appelée �trigger wave� ou �pushed wave� dans

la littérature, et est donnée par l'expression suivante :

ρA(z) =
ρ

(2)
A0

2

(
tanh

( −2z
ESch

)
+ 1
)

(2.10)

où l'épaisseur du front est notée ESch. En introduisant cette solution dans l'équation (2.9) on

peut trouver les expressions de l'épaisseur et de la vitesse de propagation du front :

USch =
1
2

√
k1ρD

2

(
3

√
1− 4k2

k1ρ2
− 1

)
(2.11)

ESch =
8
√

2

1 +
√

1− 4k2
k1ρ2

√
D

k1ρ3
(2.12)

Vitesse et largeur de front isotherme de Schlögl :

ρA(z) = ρ
(2)
A0

e−4z/ESch

1 + e−4z/ESch

dρA
dz

(z) = −4ρ(2)
A0

ESch

e−4z/ESch

(1 + e−4z/ESch)2

d2ρA
dz2

(z) =
16ρ(2)

A0

E2
Sch

e−4z/ESch
1− e−4z/ESch

(1 + e−4z/ESch)3
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En introduisant ces quantités dans l'équation (2.9), on obtient une expression polynomiale de
degré deux en e−4z/ESch . Cette expression étant nulle quelle que soit la valeur de e−4z/ESch ,
on obtient le système d'équation suivant :

16
E2
Sch

− 4ρ
D

USch
ESch

− k2ρ

D
= 0

− 16
E2
Sch

− 4ρ
D

USch
ESch

+
k1ρ

2

D
ρ

(2)
A0 − 2

k2ρ

D
= 0

k1ρ

D
ρ

(2)
A0(ρ− ρ(2)

A0)− k2ρ

D
= 0

La dernière équation rappelle que ρ(2)
A0 est un des états stationnaires de (2.7). La di�érence des

deux premières égalités donne :

E2
Sch =

32D

k1ρ2ρ
(2)
A0 − k2ρ

=
32D
k1ρ

1(
ρ

(2)
A0

)2

car k2/k1 = ρ
(2)
A0(ρ− ρ(2)

A0), c'est-à-dire que ESch = 4
√

2
√
D/(k1ρ)/ρ(2)

A0.
La somme des deux premières égalités donne pour la vitesse de propagation stationnaire :

U2
Sch =

k1D

2ρ

(
3
k2

k1

1

ρ
(2)
A0

− ρ
)2

on trouve alors USch = 1
2

√
k1ρD/2(3

√
1− 4k2/(k1ρ2)− 1).
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Chapitre 3

Description macroscopique d'un front

exothermique

3.1 Domaine interdit

Dans le cas d'une réaction chimique exothermique, la propagation du front est associée au

déplacement d'une source de chaleur qui se situe sur le lieu du front. Ceci entraîne un mouvement

de convection ainsi qu'un transport de chaleur et de quantité de mouvement dans le �uide com-

pressible considéré. Il est alors nécessaire de tenir compte des équations de l'hydrodynamique

pour avoir une description complète de la propagation d'un front chimique exothermique. Les

variables décrivant le phénomène qui viennent complèter la connaissance de la concentration

locale en espèce A, sont : la densité totale du �uide ρ(x, t), la vitesse d'écoulement u(x, t) et

l'énergie interne e(x, t). La propagation d'un front chimique exothermique provoque, en plus

de la propagation d'un front de concentration en espèce chimique, des fronts de quantité de

mouvement, de chaleur et de densité totale [71, 72].

Le milieu considéré est unidimensionnel et tout phénomène de turbulence y est donc im-

possible. Les équations de l'hydrodynamique couplées à la chimie donnent le système suivant
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[71, 73, 74] :

d

dt
ρ = −ρ∂x(u) (3.1)

d

dt
u = − 1

mρ
∂x(p− σ) (3.2)

d

dt
e = −p− σ

ρ
∂xu−

1
ρ
∂xJQ +

RQ

ρ
(3.3)

d

dt
ρA = −ρA∂xu− ∂xJD +R (3.4)

où d
dt est l'opérateur de dérivée particulaire :

d
dt = ∂t + u∂x. On reconnait l'équation de conti-

nuité, eq. (3.1), qui décrit le transport de masse par convection. L'équation (3.2) est l'équation

de Navier-Stokes qui décrit l'évolution de la quantité de mouvement d'un �uide composé de

particules de masse m. On reconnaît la pression p ainsi que le tenseur de viscosité σ comme

des �ux de quantité de mouvement. L'equation (3.3) décrit le transport d'énergie interne par

convection et par di�usion avec le �ux de chaleur noté JQ. La quantité de chaleur dégagée par

la réaction est notée Q et le taux de réaction R. En�n, l'équation (3.4) provient de la modi�-

cation, par l'introduction d'un terme de convection, de l'équation de réaction-di�usion étudiée

précédemment dans le cas isotherme. Le �ux de molécules A déplacées par di�usion est noté JD.

Les solutions de type front d'onde stationnaire de ce sytème d'équations véri�ent trois re-

lations particulières. En introduisant la variable z = x − Ut associée au référentiel du front de

réaction, où U est la vitesse de propagation du front stationnaire, le système conduit à :

d

dz
[ρ (u− U)] = 0 (3.5)

d

dz

[
ρ (u− U)2 + (p− σ) /m

]
= 0 (3.6)

d

dz

[m
2
ρ (u− U)3 + (ρe− ρAQ) (u− U) + (JQ −QJD) + (p− σ) (u− U)

]
= 0 (3.7)
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Ces équations traduisent l'existence de trois invariants en tout point d'un front stationnaire : la

masse, la quantité de mouvement et l'énergie.

En se plaçant sur les plateaux qui encadrent le saut de concentration, su�samment loin de

part et d'autre de l'interface réactive (voir �gure 3.1) c'est-à-dire là où les dérivées premières et

secondes des variables s'annulent et donc là où les �ux disparaissent, on peut écrire les relations

suivantes, dites de Rankine-Hugoniot [6, 61] :

ρ1v1 = ρ2v2 (3.8)

mρ1v
2
1 + p1 = mρ2v

2
2 + p2 (3.9)

ρ1v1

(
e1 +

1
2
mv2

1 +
p1

ρ1
−QρA,1

ρ1

)
= ρ2v2

(
e2 +

1
2
mv2

2 +
p2

ρ2
−QρA,2

ρ2

)
(3.10)

où les indices 1 et 2 indiquent respectivement les plateaux à l'avant et à l'arrière du saut. La

variable vi = ui−U désigne la vitesse d'écoulement dans le référentiel du front. On constate que,

dans ces relations, les coe�cients de transport n'apparaissent pas puisque les �ux sont nuls sur

les plateaux. De même la viscosité, qui est issue d'inhomogénéités dans la vitesse d'écoulement,

n'apparaît pas.

Il est possible de décrire l'état (ρ2, p2, e2, v2) du système sur le plateau situé à l'arrière du saut

en fonction de l'état (ρ1, p1, e1, v1) du milieu à l'avant du front, c'est-à-dire vers lequel la réaction

chimique se propage. Les valeurs des variables qui décrivent le milieu 1 peuvent dépendre de la

quantité de chaleur Q lorsque le front réactif se propage dans un milieu perturbé par le passage

d'un front plus rapide dissipant la chaleur de réaction vers l'avant. Par la suite, la notation Q∗ =

Q(ρA,2/ρ2 − ρA,1/ρ1) sera utilisée. Pour les deux modèles de réaction considérés, ρA,1 est égal
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Figure 3.1 � Front de concentration ρA/ρ en fonction de la position x/∆x pour un modèle de
réaction exothermique de type FKPP. Le front se propage vers la droite.

à zéro. Pour le modèle de FKPP, Q∗ = Q. Pour le modèle de Schlögl, Q∗ = QρA,2/ρ2, sachant

que la valeur de ρA,2/ρ2 peut dépendre de Q. Par la suite, ρA,2/ρ2 est évaluée par sa valeur

isotherme. Les équations (3.8-3.10) donnent trois relations entre (ρ2, p2, e2, v2) et (ρ1, p1, e1, v1).

L'équation (3.9) permet d'exprimer p2/ρ2 comme une fonction polynomiale de v2 :

p2

ρ2
= −mv2

2 +
(
mv2

1 +
p1

ρ1

)
v2

v1
(3.11)

Les équations (3.10-3.11) permettent de dé�nir une condition devant être véri�ée dans le cas de

la propagation d'un front réactif exothermique stationnaire :

e2 −
1
2
mv2

2 +
(
mv2

1 +
p1

ρ1

)
v2

v1
−
(
Q∗ + e1 +

1
2
mv2

1 +
p1

ρ1

)
= 0 (3.12)

lorsque ρ1v1 6= 0.

Le choix d'un modèle pour le �uide considéré apporte de nouvelles relations sous la forme

d'une équation d'état thermique, qui donne la pression p en fonction de la densité ρ et de la
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température T , et d'une équation d'état calorique, qui donne l'énergie interne en fonction des

variables ρ et T . Les équations :

p(ρ, T ) = kBTρg(η)− aρ2 (3.13)

e(ρ, T ) =
3
2
kBT − aρ (3.14)

où kB est la constante de Boltzmann, donnent les équations d'états thermique et calorique d'un

�uide de particules monoatomiques présentant un comportement répulsif à courte portée et

attractif à longue portée [75, 76, 77]. Dans le terme répulsif kBTρg(η), g(η) est une fonction de

la compacité η = πρd3/6 d'un gaz de sphères dures de diamètre d. Ces équations d'état sont

des relations de fermeture qui, introduites dans l'équation (3.12), établissent la condition de

propagation stationnaire comme une équation de la variable v2/v1 :

0 =
1
2
mv2

1

1 +
3

g
(

η1

v2/v1

)
 (v2/v1)2 −

3
2

1

g
(

η1

v2/v1

) + 1

(mv2
1 +

p1

ρ 1

)
v2/v1

+
(
Q∗ +

(
3
2

1
g(η1)

+ 1
)
p1

ρ 1

+
1
2
mv2

1 +
(

3
2

1
g(η1)

− 1
)
aρ1

)

−

3
2

1

g
(

η1

v2/v1

) − 1

 aρ1
1

v2/v1
(3.15)

Dans les cas d'un gaz parfait et d'un �uide de van der Waals étudiés par la suite, les équations

d'état donnent à cette condition la forme d'une équation polynomiale en v2/v1. Les conditions

d'existence de solutions réelles pour v2/v1 dépendent des paramètres U et Q∗ et dé�nissent un

domaine interdit de propagation stationnaire dans le plan (Q∗,U).
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3.2 Cas du gaz parfait

Un gaz très dilué, ou dont l'interaction entre les constituants est à su�samment courte portée

devant le libre parcours moyen, peut être décrit par le modèle du gaz parfait. Ce modèle néglige

toute interaction attractive ou répulsive et les deux équations d'état thermique, eq. (3.13), et

calorique, eq. (3.14), à considérer sont telles que la fonction g(η) = 1 et a = 0 :

p(ρ, T ) = ρkBT (3.16)

e(ρ, T ) =
3
2
kBT (3.17)

Ces deux relations permettent de préciser l'équation (3.15) qui devient :

2mv2
1(v2/v1)2 − 5

2
(
mv2

1 + kBT1

)
v2/v1 +

(
Q∗ +

5
2
kBT1 +

1
2
mv2

1

)
= 0 (3.18)

et admet des solutions réelles si son discriminant est positif :

(
3
2
mv2

1 −
5
3
kBT1

)2

− 8mv2
1Q
∗ ≥ 0 (3.19)

Avec v1 = u1 − U , l'équation (3.19) devient une condition sur la vitesse de propagation du

front U . Les racines du polynôme quadratique en 1
2mv

2
1 dans l'équation (3.19) sont notées

1
2m(u1−UGP,−)2 et 1

2m(u1−UGP,+)2. Dans un gaz parfait la vitesse de propagation d'un front

chimique exothermique stationnaire ne peut donc appartenir à l'intervalle ]UGP,−, UGP,+[ tel

que [32, 78] :

UGP,± = u1 +

√
15kBT1 + 16Q∗ ± 4

√
2Q∗ (15kBT1 + 8Q∗)

9m
(3.20)

Il est intéressant de comparer cette expression avec la valeur de la vitesse du son dans le milieu

dans lequel la réaction se propage. La vitesse du son est dé�nie à partir de la dérivée de la
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pression par rapport à la densité à entropie constante comme Uson =
√

1
m (∂p/∂ρ)S [71]. Dans

un gaz parfait à la température T1, la vitesse du son vaut UGPson =
√

5
3kBT1/m. Ceci permet

de montrer que les deux bornes de l'intervalle interdit encadrent la vitesse du son à la tempé-

rature T1 et tendent vers cette valeur lorsque la chaleur Q dégagée par la réaction tend vers zéro.

Expression générale de la vitesse du son :
Au cours d'une transformation isentropique l'expression de la di�érentielle de l'énergie interne
e(S, ρ) s'écrit :

de =
p

ρ2
dρ

D'autre part, l'expression de la di�érentielle de l'énergie interne e en fonction des variables p
et ρ véri�e :

de =
∂e

∂ρ

∣∣∣∣
P

dρ+
∂e

∂p

∣∣∣∣
ρ

dp

Au cours d'une transformation isentropique, l'expression de la di�érentielle de la pression
p(S, ρ) s'écrit :

dp =
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

dρ

Ainsi la vitesse du son dans un �uide de particules de masse m qui est dé�nie comme la racine
carrée de la dérivée de la pression par rapport à la densité à entropie constante, est donnée
par l'expression :

U2
son =

1
m

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

=

p
ρ2 − ∂e

∂ρ

∣∣∣
P

m ∂e
∂p

∣∣∣
ρ

Les équations d'état thermique et calorique donnent pour le modèle du gaz parfait : e =
3
2kBT = 3

2p/ρ. La vitesse du son vaut donc :

UGPson =

√
5
3
kBT/m
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Pour le modèle d'un �uide de van der Waals, l'expression obtenue est [79, 80] :

UvdWson =
UGPson

1− bρ

√
1− 6

5
aρ

kBT
(1− bρ)2

Dans le cas plus général des équations d'état données en (3.13) et (3.14), la vitesse du son vaut
[81] :

Uson = UGPson

√(
2
5
g2(η) +

3
5
g(η) +

3
5
ηg′(η)

)
− 6

5
aρ

kBT

La �gure 3.2 donne l'évolution des branches UGP,− et UGP,+ lorsque le milieu 1 est non

perturbé en fonction de la quantité de chaleur Q∗ dégagée par la réaction chimique. La vitesse

du son, à la température T1 = T0 est représentée par une droite autour de laquelle s'étend le

domaine de propagation stationnaire interdit, noté (III). De part et d'autre de ce domaine deux

zones de propagation stationnaire se distinguent : une zone de propagation supersonique pour

la zone située au-dessus du domaine interdit, notée (I) ; une zone de propagation subsonique

pour la zone située au-dessous du domaine interdit, notée (II).

Les solutions de l'équation (3.18) donnent une connaissance complète, dans le référentiel du

front, du plateau situé à l'arrière du front à partir de la connaissance du plateau situé à l'avant

du front. Il manque alors la vitesse de propagation du front U pour avoir accès aux vitesses

d'écoulement ui = vi +U du �uide de part et d'autre du front. La vitesse v2 peut ainsi prendre

les valeurs :

v2±/v1 =
5
8

(
1 +

kBT1

mv2
1

)
±
∣∣∣∣38 − 5

8
kBT1

mv2
1

∣∣∣∣
√

1− 32Q∗/(mv2
1)

9
(
1− 5

3kBT1/(mv2
1)
)2

On en déduit les valeurs des autres variables : T2 grâce aux équations (3.11) et (3.16) puis ρ2

grâce à l'équation (3.8).
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Figure 3.2 � Domaines de propagation dans un gaz parfait, d'un front chimique stationnaire
supersonique (I), subsonique (II) et domaine interdit pour une propagation stationnaire (III).
En trait plein sont représentées, en fonction du logarithme de la quantité de chaleur réduite
log10 (Q∗/kBT0), les branches UGP,+ et UGP,− qui séparent ces domaines. La vitesse du son à la

température T0 est représentée en trait pointillé et vaut UGPson /
√
kBT0/m =

√
5
3 .
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3.3 Cas d'un �uide de van der Waals

Pour aller au-delà du modèle du modèle du gaz parfait dans la description d'un �uide

réel, le modèle de van der Waals introduit une force d'attraction à longue portée entre la

particule et la masse du �uide ainsi qu'une force de répulsion à courte portée, empêchant les

particules de s'interpénétrer. Le modèle de van der Waals décrit de manière simple le cas d'un

�uide dont l'état de condensation peut varier entre un état gazeux proche de celui d'un gaz

parfait, un état liquide séparé du précédent par une transition de phase d'ordre 1, ainsi qu'un

état supercritique lorsque les variables d'état thermodynamiques dépassent certaines valeurs

critiques. Les équations d'état thermique et calorique de ce modèle sont issues des équations

(3.13) et (3.14) avec g(η) = (1 − 4η)−1. Les paramètres a 6= 0 et b = 2
3πd

3, avec d le diamètre

d'une molécule, proviennent respectivement de la force d'attraction à longue portée et de la

force de répulsion à courte portée. Ceci conduit à [82, 83] :

p(ρ, T ) =
kBTρ

1− bρ − aρ
2 (3.21)

e(ρ, T ) =
3
2
kBT − aρ (3.22)

Un �uide de van der Waals se caractérisant par l'existence de plusieurs phases gazeuse, liquide

ou supercritique, son équation d'état peut s'exprimer également en fonction des valeurs de

température kBTc = 8a
27b , de densité ρc = 1

3b et de pression pc = a
27b2

au point critique. Dans le

plan (ρ,p) l'isotherme critique présente un point d'in�exion plat. La valeur de Tc est déduite de

la condition pour que l'équation (∂p/∂ρ)T = 0 ait une solution double ρ = ρc, et l'expression

de pc est déduite de l'équation (3.21) pour T = Tc et ρ = ρc. L'équation d'état thermique peut
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donc se réécrire sous la forme :

p/pc =
8
3

ρ/ρc

1− 1
3ρ/ρc

T/Tc − 3(ρ/ρc)2 (3.23)

On appelle cette relation la loi des états correspondants. La connaissance de deux variables

d'état au point critique d'un �uide réel donne ainsi accès à l'équation d'état du �uide de van

der Waals correspondant. Pour illustrer ceci, le cas de l'isobutène pour lequel la température et

la pression au point critique valent T isobut.c = 418.3K et pisobut.c = 40.01×105Pa donne les valeurs

suivantes des paramètres a et b : aisobut. = 1.27Jm3mol.−2 et bisobut. = 10.86×10−5(mol.m−3)−1.

D'après l'expression de la condition issue des invariants de Rankine-Hugoniot donnée en

(3.15) on obtient une équation polynomiale de degré 4 en v2/v1 [81] :

0 =2mv2
1(v2/v1)4

−
(

1
2
mv2

1(5 + 3bρ1) +
5
2
p1

ρ 1

)
(v2/v1)3

+
(
Q∗ +

5
2
p1

ρ 1

+
1
2
mv2

1 (1 + 3bρ1) +
1
2
aρ1 (1− 3bρ1)

)
(v2/v1)2

− 1
2
aρ1v2/v1

+
3
2
abρ2

1 (3.24)

Les conditions sous lesquelles cette équation peut avoir des solutions réelles imposent des

contraintes sur la vitesse de propagation d'un front.

Il est possible d'avoir une idée de ces contraintes à travers la représentation graphique de la

fonction polynomiale associée à l'eq. (3.24). La �gure 3.3 montre l'évolution de cette fonction

pour des valeurs croissantes du paramètre U . Le polynôme possède deux racines réelles positives
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Figure 3.3 � Représentation graphique de la fonction polynomiale de l'eq. (3.24) pour di�érentes
valeurs du paramètre U . Le �uide de van der Waals considéré correspond à de l'isobutène
supercritique pour lequel a = aisobut., b = bisobut. à la température T = 2T isobut.c et densité
ρ = 1.23ρc. La quantité de chaleur dégagée vaut Q = 0.2kBT . Les courbes en trait plein
représentent le cas de solutions doubles pour le polynôme, lorsque U = UvdW,+ et U = UvdW,−.
Les courbes en pointillé représentent des cas où le polynôme possède deux racines réelles (lorsque
U > UvdW,+ ou U < UvdW,−) ou bien n'en possède pas (lorsque UvdW,− < U < UvdW,+).

34



lorsque la valeur de la vitesse de front U est su�samment grande ou su�samment petite. Pour

des vitesses de front comprises entre deux valeurs UvdW,+ et UvdW,−, qui conduisent toutes deux

à des racines doubles pour le polynôme de l'équation (3.24), il n'y a pas de racines réelles.

L'évolution des valeurs UvdW,+ et UvdW,− en fonction de la quantité de chaleur Q∗ permet de

construire, de la même manière que dans le cas du gaz parfait, une contrainte sur la vitesse de

propagation du front du type U /∈]UvdW,−, UvdW,+[. L'expression analytique exacte des bornes

UvdW,− et UvdW,+ peut être obtenue mais il s'agit d'une expression très lourde. Il est préférable

d'étudier tout d'abord l'allure des courbes UvdW,−(Q∗) et UvdW,+(Q∗) obtenues numériquement

et données dans la �gure 3.4. Il faut noter tout d'abord que dans la limite des très faibles

dégagements de chaleur, les valeurs des bornes du domaine interdit tendent vers la valeur de la

vitesse du son dans le �uide considéré. Comme calculé dans l'encadré concernant la vitesse du

son, l'expression de cette vitesse UvdWson dans un �uide de van der Waals est donnée par [81] :

UvdWson =
UGPson

1− bρ

√
1− 6

5
aρ

kBT
(1− bρ)2 (3.25)

La �gure 3.5 donne l'évolution de cette vitesse en fonction de la température et de la densité

réduite ρ/ρc. Lorsque la densité d'un �uide de van der Waals augmente, la vitesse du son s'écarte

progressivement de la limite du gaz parfait, pouvant même diminuer avec la densité. C'est le

cas pour les gaz sous-critiques. Le cas d'une phase liquide est di�cilement observable sur cette

�gure car la zone concernée est située entre la courbe de saturation et l'isotherme critique. Il

est néanmoins visible que dans ce cas la vitesse du son augmente avec la densité.

Le domaine de propagation interdit apparaît centré sur la valeur de la vitesse du son dans

le milieu. En première approximation, le paramètre b agit sur les branches qui forment les
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Figure 3.4 � Domaines représentant la vitesse adimensionnée de propagation d'un front chi-
mique stationnaire dans un �uide de van der Waals en fonction du logarithme de la quantité
de chaleur réduite log10(Q∗/kBT0). En trait plein sont représentées les branches UvdW,+ et

UvdW,− qui séparent ces domaines dans le cas d'une phase gazeuse critique peu dense (U (crit.)
vdW,±,

ρ = 0.163ρc, T = Tc) et d'une phase �uide supercritique dense (U (supercrit.)
vdW,± , ρ = 1.23ρc,

T = 2Tc). Le cas du gaz parfait (UPG,±) est rappelé en pointillé.
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Figure 3.5 � Vitesse du son dans un �uide de van der Waals, UsvdW /UsPG, adimensionné par
la vitesse du son dans un gaz parfait, en fonction de la densité ρ/ρc à température constante,
T ∈ [0.3Tc, 3Tc] (pointillés courts). Le trait plein représente l'isotherme critique pour T = Tc. La
courbe en traits pointillés longs représente la courbe de saturation sur laquelle il y a coexistence
de deux phases, liquide et gazeuse. Le point représenté par un carré donne la valeur de la vitesse
du son pour un �uide critique (ρ = 0.163ρc et T = Tc). Le point représenté par un triangle
donne la valeur de la vitesse du son pour un �uide supercritique (ρ = 1.23ρc et T = 2Tc).
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bornes supérieures et inférieures du domaine en les translatant, voir �gure 3.4. Les domaines

de propagation associés à une vitesse de front supersonique ou subsonique dépendent de l'état

du �uide dans lequel la réaction chimique se propage. La �gure 3.4 montre qu'il est en e�et

possible d'envisager une vitesse de propagation étant supersonique dans le cas d'un �uide cri-

tique peu dense et qui serait subsonique si le �uide était supercritique et dense. De semblables

di�érences peuvent s'observer si le milieu est un gaz parfait ou un �uide peu dense décrit par

le modèle de van der Waals. Il est également possible d'avoir une vitesse de front incompatible

avec une propagation stationnaire dans le cas d'un �uide supercritique alors qu'elle correspond

à une propagation stationnaire supersonique pour un gaz parfait ou un �uide critique peu dense.

3.4 Résolution numérique des équations de continuité

Une approche analytique permet de déterminer certains critères sur la propagation du front

chimique exothermique. Cependant, pour avoir la solution stationnaire du système d'équations

(3.1-3.4) et accéder à la vitesse de propagation du front réactif U il est nécessaire d'intégrer

numériquement ces équations.

3.4.1 Coe�cients de transport

Les expressions des �ux dans un �uide de sphères dures de massem et de diamètre d peuvent

s'écrire en fonction des paramètres microscopiques. Un tel �uide reste compatible avec l'équa-

tion d'état du gaz parfait si le �uide est su�samment dilué, mais aussi avec l'équation d'état

du �uide de van der Waals dans le cas d'un gaz ou d'un �uide supercritique peu dense. Le
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paramètre b dans l'équation d'état d'un �uide de van der Waals est relié au diamètre d des mo-

lécules considérées par b = 2
3πd

3. Les expressions des �ux obtenus à partir de l'ordre dominant

du développement de Chapman-Enskog pour un gaz parfait donnent les valeurs suivantes des

coe�cients de transport [84, 85] :

Le transport de quantité de mouvement est calculé à partir du tenseur des contraintes qui

s'écrit dans un milieu tridimensionel σik = η0(∂kvi + ∂ivk − 2
3δik

∑
l ∂lvl où les vj sont les

composantes de la vitesse d'écoulement dans la direction j et η0 est le coe�cient de viscosité de

cisaillement :

η0 =
5

16d2

√
mkBT

π
(3.26)

(dans un milieu unidimensionnel, l'expression du tenseur se réduit à σ = 4
3η0(∂xu)) ;

le transport de chaleur est donné par le �ux d'énergie
−→
JQ = −λ0

−→∇T , avec la conductivité

thermique :

λ0 =
75
64
kB
d2

√
kBT

πm
(3.27)

le transport de particules par di�usion est donné par le �ux de matière
−→
JD = D0

−→∇ (ρA/ρ),

avec le coe�cient de di�usion interparticulaire :

D0 =
3
8

1
d2

√
kBT

πm
(3.28)
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Dans le cas d'un �uide de van der Waals, le même développement tient compte du volume

exclu par les sphères et donne un développement en bρ de chacun de ces coe�cients de transport

faisant intervenir les expressions obtenues pour un gaz parfait ainsi que le facteur Y (b) [86, 87,

88] :

η

η 0

=
1
Y

+
4
5
bρ+ 1.64Y (bρ)2

λ

λ0
=

1
Y

+
6
5
bρ+ 1.01Y (bρ)2

D

D 0
=

1
Y

+
0.4
π
Y (bρ)2

La facteur Y apparaît dans l'expression de l'équation d'état d'un �uide de van der Waals sous la

forme normalisée suivante [89] PvdW (ρ, T ) = ρkBT (1 + bρYvdW (ρ))− aρ2, et prend l'expression

indépendante de a :

YvdW (ρ) =
1

1− bρ (3.29)

Cette analyse fait également apparaître un second terme de viscosité, l'expression du tenseur

devient alors dans un milieu tridimensionel :

σik = η

(
(∂kvi + ∂ivk)−

2
3
δik
∑
l

∂lvl

)
+ ζδik

∑
l

∂lvl

Le coe�cient ζ, appelé coe�cient de viscosité de volume, est associé à la di�usion de la quantité

de mouvement du �uide due aux variations de volume et vaut ζ = bρ2

πd2

√
mkBT
π . Dans un milieu

unidimensionnel, le �ux s'exprime donc comme : σ =
(

4
3η + ζ

)
(∂xu).
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Les équations de continuité (3.1-3.4) projetées sur la direction (Ox) qui est la direction de

propagation du front prennent �nalement la forme sous laquelle elles seront intégrées :

d

dt
ρ = −ρ∂x(u) (3.30)

d

dt
u = − 1

mρ
∂x(p− (

4
3
η + ζ)∂xu) (3.31)

d

dt
e = −p− (4

3η + ζ)∂xu
ρ

∂xu−
1
ρ
∂x (λ∂xT ) +

RQ

ρ
(3.32)

d

dt
ρA = −ρA∂xu− ∂x

(
D∂x

(
ρA
ρ

))
+R (3.33)

Principe du calcul des coe�cients de transport par la méthode de Chapman-
Enskog :

Le premier ordre du développpement de Chapman-Enskog permet de retrouver les équa-
tions de continuité et par conséquent les coe�cients de transport impliqués dans les équations
de l'hydrodynamique.

Soit f(r,v, t)drdv le nombre de particules situées dans l'élément de volume drdv centré
sur le point de coordonnées (r,v) entre les instants t et t + dt. La densité f est solution de
l'équation de Boltzmann :

∂tf + v
−→∇rf +

X
m

−→∇vf =∫
du
∫
dΩσ(Ω)|u− v|

(
f(r,v′, t)f(r,u′, t)− f(r,v, t)f(r,u, t)

)
pour laquelle les particules considérées sont de masse m et peuvent être soumises à un champ
de force X. Les vitesses u′ et v′ désignent les vitesses précollisionnelles conduisant aux vitesses
u et v après la collision. σ(Ω) désigne la section e�cace d'une collision entre deux particules
de vitesses u et v.
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u− v

b

φ

φ

u′ − v′

θ

Dans le cas d'une collisison entre sphères dures, la section e�cace di�érentielle de collision
prend la forme :

σ(Ω)dΩ = 2πbdb =
π

2
d2 sin θdθ

où θ est l'angle entre les vitesses relatives pré- et post-collisionnelles et d le diamètre d'une
particule. En multipliant l'équation de Boltzmann par une quantité ψ, puis en intégrant sur
v ∈ R, on retrouve l'équation d'évolution macroscopique de ψ. L'équation de continuité est
ainsi obtenue pour ψ = m la masse d'une particule, l'équation de Navier-Stokes est obtenue
pour ψ = mv la quantité de mouvement d'une particule et l'équation de transport de l'énergie
est obtenue pour ψ = 1

2mv2 l'énergie de la particule.

À l'odre zéro du développement de Chapman-Enskog, la fonction de distribution est donnée
par la distribution maxwellienne d'équilibre :

f (0)(r,v, t) = ρ(r, t)
(

m

2πkBT

)3/2

e
− mv2

2kBT

Les équations d'évolution obtenues ne tiennent alors compte que du transport par convection
car l'intégrale de collision s'annule à cet ordre. Les expressions des coe�cients de transport
sont obtenues en considérant l'ordre suivant du développement de Chapman-Enskog.

3.4.2 Constantes de réaction

Les expressions des constantes de réaction dépendent du modèle microscopique de collisions

réactives retenu. Dans ce travail, le modèle de la ligne des centres, �line-of-centers model� est

choisi. Dans le cas FKPP, une collision entre deux molécules A et B est réactive si la con�-
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guration stérique au moment de l'impact est favorable, une telle situation est mesurée par le

facteur stérique sf , et si l'énergie cinétique mise en jeu dans la collision obéit à une condition

qui dépend de l'énergie d'activation Ea de la réaction (voir l'encadré Constante cinétique :).

Dans ces conditions, la constante cinétique k du terme réactif RFKPP = kρA(ρ−ρA) est donnée

par [90] :

k = sf4πd2

√
kBT

πm
e−Ea/kBT (3.34)

Dans le cas d'un mécanisme de type Schlögl la première réaction trimoléculaire s'interprète

comme une étape bimoléculaire identique au mécanisme précédent mais réalisée dans le voisi-

nage d'une seconde molécule A, cette condition est mesurée par la fraction molaire ρA/ρ. Ceci

implique un premier terme de la forme k1ρ
2
A(ρ − ρA) avec k1 = k/ρ. La deuxième étape de

ce mécanisme est une transformation spontanée de A en B se produisant avec une probabilité

constante k2. Le terme réactif de Schlögl prend la forme RSch = (k/ρ)ρ2
A(ρ−ρA)−k2ρA. Lorsque

la densité du �uide nécessite de considérer une équation d'état comme celle de van der Waals, il

est nécessaire de tenir compte du facteur YvdW [91, 88]. L'expression de la constante cinétique

k est alors proportionnelle à Yvdw et ceci implique une expression de la vitesse de propagation

du front de FKPP isotherme faiblement perturbée par un ordre deux seulement en Yvdw par

rapport à son expression à très faible densité UFKPP = 2
√
k0D0.

Constante cinétique :
Le terme réactif macroscopique associé à une réaction bimoléculaire isotherme de type FKPP
peut être obtenu dans le cas d'un milieu homogène et su�samment dilué en écrivant l'équation
de Boltzmann pour l'espèce A :

∂tfA + v
−→∇fA =

(
∂fA
∂t

)
coll.

+
(
∂fA
∂t

)
reac.

(3.35)
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où les termes du membre de droite de cette équation (3.35) désignent l'intégrale de collision
élastique :(

∂fA
∂t

)
coll.

=
∫ (

fA(r,v′, t)F (r,u′, t)− fA(r,v, t)F (r,u, t)
)
|u− v|dσ0du (3.36)

et l'intégrale de collision réactive :(
∂fA
∂t

)
reac.

=
∫ (

fA(r,v′, t)
(
F (r,u′, t)− fA(r,u′, t)

))
|u− v|dσ∗du (3.37)

La fonction de distribution totale F (r,v, t) = fA(r,v, t) + fB(r,v, t) est la somme des fonc-
tions de distribution des particules A et B. Le milieu considéré étant homogène, aucune
fonction de distribution ne dépend de r, et le terme en

−→∇fA est nul. La distribution to-
tale des vitesses n'est pas perturbée par la réaction chimique isotherme et le système reste
à l'équilibre mécanique. La fonction de distribution totale vaut donc F (v, t) = ρψ0(v), où
ψ0(v) = (m/(2πkBT ))3/2e−mv

2/(2kBT ) est la fonction de distribution maxwellienne. Le modèle
choisi est celui d'un gaz de sphères dures pour lequel la section e�cace di�érentielle de collision
élastique vaut dσ0 = (π/2)d2 sin θdθ, où θ est l'angle de di�usion de la particule incidente dans
le référentiel de la particule de vitesse v, et d est le diamètre des particules. Le modèle de
collision réactive choisi est celui décrit par le modèle de la ligne des centres ou 'line-of-centers
model' [92] d'après lequel une collision est réactive si la condition sur la vitesse relative de
collision suivante est satisfaite :

(u− v).e ≥
√

4Ea
m

(3.38)

où e désigne le vecteur unitaire orienté dans la direction reliant les deux centres des particules
au moment de l'impact et Ea est l'énergie d'activation de la réaction. La section e�cace de
collision réactive vaut dσ∗ = sfH(|u−v| sin(θ/2)−

√
4Ea/m)dσ0 où sf est le facteur stérique

qui rend compte de la nécessité pour les deux particules d'être dans une con�guration stérique
favorable au moment de l'impact pour que la réaction puisse se faire, la fonction H() est la
fonction de Heaviside. Le terme réactif macroscopique à l'ordre le plus bas est donné grâce à
l'intégration de l'équation (3.35) sur toutes les vitesses v avec le premier ordre d'approximation

de la fonction de distribution de A qui est f (0)
A = ρA(t)ψ0(v) :∫

∂tρA(t)ψ0(v)dv =
∫ (

∂f
(0)
A

∂t

)
coll.

dv +
∫ (

∂f
(0)
A

∂t

)
reac.

dv (3.39)

Dans le terme de gauche, l'intégrale sur toutes les vitesses donne ∂tρA(t). Dans le terme de
droite, l'intégrale de collision élastique est nulle à l'ordre dominant. L'intégrale du terme de

44



collision réactive, notée R, s'exprime : ∫ (
∂f

(0)
A

∂t

)
reac.

dv = ρA (ρ− ρA) sf
πd2

2

×
∫
ψ0(u′)ψ0(v′)|u− v|H

(
|u− v| sin(θ/2)−

√
4Ea/m

)
sin(θ)dθdudv (3.40)

L'impulsion des particules étant conservée dans une collision réactive sans dégagement de
chaleur, il est possible d'écrire ψ0(u′)ψ0(v′) = ψ0(u)ψ0(v). L'intégration sur θ, u et v redonne
le terme RFKPP avec la constante de réaction k donnée en (3.34) [90].

3.4.3 Schéma numérique d'intégration

Le système d'équations aux dérivées partielles (3.1 -3.4) est résolu par une méthode de type

Euler. L'évolution temporelle est discrétisée en pas de temps ∆t et la variable discrète associée

est notée n = t/∆t. Les variables à l'instant n+1 sont obtenues à partir des variables et de leurs

dérivées spatiales à l'instant n. Le milieu unidimensionnel dans lequel le front se propage est

découpé en cellules de taille ∆x repérées par la variable i = x/∆x. Les opérateurs di�érentiels

utilisés sont au maximum d'ordre 2. Une expression discrétisée symétrique est choisie pour les

opérateurs de dérivées premières ∂x. Ainsi, pour la concentration en A :

∂xρA(x, t) =
1

2∆x
(ρA(i+ 1, n)− ρA(i− 1, n)) +O(∆x2) (3.41)

Les opérateurs de dérivées secondes sont donnés à l'ordre ∆x2 par :

∂2
xρA(x, t) =

1
∆x2

(ρA(i+ 1, n) + ρA(i− 1, n)− 2ρA(i, n)) +O(∆x2) (3.42)

Dans le cas d'un système di�usif, la stabilité de ce schéma d'intégration dépend du rapport entre

les pas de temps et d'espace et de la constante de di�usion [93]. Par exemple, pour le schéma
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di�usif suivant :

ρA(i, n+ 1) = ρA(i, n) +
D∆t
∆x2

(ρA(i+ 1, n) + ρA(i− 1, n)− 2ρA(i, n))

=
D∆t
∆x2

ρA(i+ 1, n) +
D∆t
∆x2

ρA(i− 1, n) +
(

1− 2
D∆t
∆x2

)
ρA(i, n)

le fait que la concentration est une quantité positive impose que tous les coe�cients de la somme

sont positifs. Il ressort de cette analyse la condition nécessaire suivante sur ∆x, ∆t et D :

1− 2
D∆t
∆x2

≥ 0 (3.43)

De plus, tous les coe�cients situés devant les termes de dérivées premières doivent être inférieurs

à l'unité. Les valeurs choisies pour tous les coe�cients de transport satisfaisant au mieux ces

conditions sont données dans [78] et [81]. La consistance et la stabilité du schéma sont testées

numériquement sur le très grand nombre de pas d'intégration nécessaire pour atteindre l'état de

propagation stationnaire recherché. Le milieu dans lequel le front se propage est censé être un

milieu in�ni. La méthode utilisée pour rendre compte d'une telle condition consiste à agrandir

le milieu dès que ses extrémités commencent à être perturbées. Un test est e�ectué à chaque

instant sur les cellules situées en i = 100 et en i = L/∆x − 100 où L/∆x désigne le nombre

total de cellules dans le système à cet instant. Si les variables qui dé�nissent l'état du système

en l'un de ces points di�èrent de leurs valeurs initiales, le milieu est agrandi d'une cellule à

l'extrémité correspondante. Le problème étudié est celui de la propagation d'un front chimique

exothermique et le milieu est initialement à l'équilibre mécanique (ρ(x, t = 0) = ρ0, u(x, t =

0) = 0, T (x, t = 0) = T0), mais présente une inhomogénéité chimique en x = 0. Le demi-

espace négatif est occupé par l'état stable ρA(x ≤ 0, t = 0) = ρ0 pour le modèle de FKPP et

ρA(x ≤ 0, t = 0) = ρ
(2)
A0 pour le modèle de Schlögl, tandis que le demi-espace positif est occupé
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par l'état ρA(x ≥ 0, t = 0) = 0 instable pour le modèle de FKPP et stable pour le modèle

de Schlögl. Le front chimique situé initialement à l'interface entre les deux demi-espaces est

ainsi amené à se propager dans la direction des x positifs. Les valeurs des paramètres choisies

pour mener ces intégrations numériques sont une température initiale kBT0 = 1, une masse

de particule m = 1, un facteur stérique sf = 1, un pas de temps ∆t = 10−2 et une taille de

cellule spatiale ∆x = 1. Pour le modèle de FKPP [78], la densité initiale est choisie égale à

ρ0 = 20 et la section de collision πd2 = 0.00794. Pour le modèle de Schlögl [78], la densité

initiale vaut ρ0 = 40, la section de collision πd2 = 0.001 et la constante cinétique k2 = 10−3.

Pour cette faible valeur de k2, l'état le plus stable du modèle de Schlögl ρ(2)
A0 est proche de la

densité totale ρ, de telle sorte que la quantité de chaleur réduite Q∗ introduite dans les relations

de Rankine-Hugoniot est proche de la chaleur Q dégagée par la réaction.

3.5 Exothermicité faible

3.5.1 Propagation subsonique

Pour les deux modèles de réactions chimiques considérés, la vitesse de propagation du front

réactif décroît lorsque l'énergie d'activation Ea de la réaction chimique exothermique augmente,

c'est-à-dire lorsque la constante cinétique k du modèle FKPP ou k1 du modèle de Schlögl di-

minue, comme le montrent les équations (2.4) et (2.11). Ainsi la propagation du front chimique

est subsonique pour des valeurs su�samment grandes de l'énergie d'activation Ea. Dans un gaz

parfait [78], les valeurs de l'énergie d'activation choisies qui conduisent à un front réactif sub-

sonique sont Ea = 1.65kBT0 pour le front de FKPP et Ea = 0.1kBT0 pour le front de Schlögl.

Les �gures 3.6(a) et 3.6(b) donnent respectivement les di�érents pro�ls des variables réduites

pour la vitesse, u(x, t)/(kBT0/m)1/2, la température, (T (x, t) − T0)/T0 et la concentration en
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Figure 3.6 � Pro�ls de concentration, ρA/ρ en trait plein (échelle des ordonnées à gauche), de
vitesse, u/(kBT0/m)1/2 en trait pointillé court, et de température, (T −T0)/T0 en trait pointillé
long (échelle des ordonnées à droite), pour des fronts chimiques exothermiques dégageant une
quantité de chaleur Q = 10−2kBT0. Pour le front de FKPP en (a) le choix de l'énergie d'activa-
tion est Ea = 1.65kBT0 et le temps d'intégration correspond à 5 × 106 pas de temps ∆t. Pour
le front de Schlögl en (b) Ea = 0.1kBT0 et le temps d'intégration vaut 9× 106∆t.
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A, ρA(x, t)/ρ(x, t), après l'intégration de 5 × 106 pas de temps pour le modèle de FKPP et de

9×106 pas de temps pour le modèle de Schlögl. La position de l'interface réactive est donnée par

le saut de concentration de A qui sépare nettement à cette échelle le milieu vers lequel le front

chimique se propage et où il n'y a pas de molécules A, ρA/ρ = 0, du milieu situé à l'arrière du

front chimique constitué exclusivement de A dans le cas de FKPP, ρA/ρ = 1, et d'un mélange

de A et de B dans le cas de Schlögl, ρA/ρ = ρ
(2)
A0/ρ. À l'avant de cette interface réactive, des

sauts de température, de vitesse et de densité se propagent vers la droite. Ces sauts sont associés

à un front thermique qui permet la dissipation de la chaleur produite par la réaction vers les x

positifs et qui se déplace à la vitesse du son, c'est-à-dire plus rapidement que le front chimique

pour les valeurs des paramètres considérés. À l'arrière de l'interface réactive, un autre saut de

température et de densité se propage lentement vers la gauche. Il est issu de la discontinuité

de concentration introduite initialement. En�n, un dernier front thermique se propage vers la

gauche à la vitesse du son et permet la dissipation de la chaleur vers les x négatifs. Cette struc-

ture propagative à plusieurs fronts, liée à la propagation de l'interface réactive, est observée

dans les deux cas de fronts chimiques se propageant soit vers un état instable dans le cas de

FKPP, soit vers un état stable dans le cas de Schlögl.

Plusieurs fronts non-réactifs accompagnent la propagation du front de réaction-di�usion exo-

thermique. Le diagramme de Clapeyron de cette structure permet d'interpréter les di�érents

types de front rencontrés.

Courbes remarquables d'un diagramme de Clapeyron :
Les relations de Rankine-Hugoniot (3.8-3.10) permettent d'établir des lois d'évolution de la
pression p en fonction du volume 1/ρ pour un front se propageant vers un milieu dans lequel
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la pression est notée p1 et la densité ρ1, laissant derrière lui un milieu (p2,ρ2). En reprenant
les notations de [71] le �ux de masse est noté j ≡ ρ1v1 = ρ2v2 et l'équation de la droite, dite
de Rayleigh-Michelson, s'écrit en tenant compte de la conservation de la masse (3.8) et de la
conservation de la quantité de mouvement (3.9) :

p = p1 +mj2

(
1
ρ1
− 1
ρ

)
(3.44)

La conservation de l'énergie, donnée par l'expression (3.10) dans un gaz parfait, associée à
l'équation d'état du gaz parfait (3.16), permet de construire grâce aux deux premières rela-
tions de Rankine-Hugoniot, (3.8) et (3.9), l'équation de l'adiabatique de choc lorsque le front
considéré ne contient pas d'interface réactive ni de dégagement de chaleur :

p = p1

1
2ρ − 2

ρ1

1
2ρ1
− 2

ρ

(3.45)

L'état du �uide de part et d'autre d'une onde de choc satisfait à la fois la conservation de
la masse et de la quantité de mouvement, et ces deux conditions sont véri�ées sur les points
d'intersection entre l'adiabatique de choc et la droite de Rayleigh-Michelson, voir les points
d'intersections de la droite et de la courbe en trait plein sur la �gure 3.7. À l'avant de l'onde
de choc, au point (p1,1/ρ1), la pente de l'adiabatique de choc est plus grande que celle de la
droite de Rayleigh-Michelson en valeur absolue. La pente de l'adiabatique de choc est donnée
en valeur absolue par |∂p/∂(1/ρ)| = ρ2|∂p/∂ρ|. Pour une faible perturbation isentropique
autour de l'état dé�ni par (p1, 1/ρ1), la pente de l'adiabatique de choc vaut ρ2

1c
2
1, et celle de

la droite de Rayleigh-Michelson vaut ρ2
1v

2
1. L'inégalité permet de conclure que l'écoulement

du �uide devant l'onde de choc est supersonique dans le référentiel de l'onde, v1 ≥ c1.
Un raisonnement identique au point (p2, 1/ρ2) situé en arrière de l'onde de choc permet de
conclure que l'écoulement du �uide derrière l'onde de choc est subsonique dans le référentiel de
l'onde, v2 ≤ c2. Cette remarque implique qu'une succession de deux ondes de chocs associées
à deux sauts positifs de pression se propageant dans le même sens est impossible. En e�et,
dans l'intervalle séparant les deux ondes de chocs, la vitesse d'écoulement du �uide devrait
être à la fois subsonique dans le référentiel de la première onde de choc, et supersonique dans
le référentiel de la seconde. Ceci imposerait alors une vitesse de propagation de l'onde de
derrière supérieure à la vitesse de propagation de l'onde de devant, l'onde de choc de derrière
rattrappant celle de devant.

Lorsque le front contient une interface réactive exothermique avec un dégagement de cha-
leur Q∗, l'équation est celle de la courbe de Crussard et devient :

p =
p1

(
1
2ρ − 2

ρ1

)
−Q∗

1
2ρ1
− 2

ρ

(3.46)

En�n, lorsque le �ux de masse est nul, j = 0, le front considéré est une discontinuité tangentielle
ou discontinuité de contact pour laquelle p1 = p2. Un tel front donne sur le diagramme de
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Figure 3.7 � Diagramme de Clapeyron représentant la droite de Rayleigh-Michelson (en poin-
tillé court), l'adiabatique de choc (en trait plein) et la courbe de Crussard (en trait pointillé
long) pour un gaz parfait initialement à la pression p1 et de la densité ρ1, pour un �ux de masse
j = 3

√
p1/(mρ1) et une quantité de chaleur Q∗ = p1/ρ1.

Clapeyron une droite horizontale traduisant la transformation isochore :

p = p1 (3.47)

La �gure 3.7 illustre plusieurs types de front se propageant dans un gaz parfait de pression p1 et
de densité ρ1. La propagation d'une onde de choc véri�e la relation donnée par l'adiabatique de
choc qui est la courbe tracée en trait plein. Cette courbe relie entre eux tous les points (1/ρ,p)
désignant l'état p2 = p et ρ2 = ρ du �uide situé à l'arrière de l'onde de choc se propageant
dans un gaz parfait. La courbe de Crussard tracée en trait pointillé long relie entre eux tous
les points (1/ρ,p) accessibles après le passage d'un front chimique exothermique. Les deux
points d'intersection entre la courbe de Crussard et la droite de Rayleigh-Michelson donnent
les deux seuls états possibles du �uide à l'arrière du front chimique. En�n, une discontinuité
tangentielle serait représentée par une droite horizontale reliant les états isochores accessibles
après la transformation [3, 4, 94].

Les �gures 3.8(a) et 3.8(b) donnent respectivement les diagrammes de Clapeyron pour les

propagations subsoniques des fronts de type FKPP et de type Schlögl. Les fronts sont numé-

rotés de (1) à (4) de la droite vers la gauche sur le pro�l spatial. Il est intéressant de remar-

quer que les deux fronts thermiques (1) et (4) situés de part et d'autre du pro�l spatial sont
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Figure 3.8 � (a) Diagramme de Clapeyron p, 1/ρ de la propagation d'un front de type FKPP
après intégration sur 5× 106 pas de temps ∆t avec une énergie d'activation Ea = 1.65kBT0 et
une quantité de chaleur dégagée Q = 10−2kBT0. (b) idem pour un front de Schlögl après 9×106

pas d'intégration ∆t, avec une énergie d'activation Ea = 0.1kBT0. Les pro�ls de température
réduite (T −T0)/T0 sont indiqués en trait pointillé long. Les indications de (1) à (4) permettent
de repérer les fronts sur le diagramme de Clapeyron et sur le pro�l spatial. Les courbes en trait
pointillé court donnent l'adiabatique de choc (à gauche) et la courbe de Crussard (à droite).
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deux ondes de chocs qui correspondent à la même adiabatique de choc passant par le point

(p0 = 20,1/ρ0 = 0.05) dans le cas du modèle de FKPP et par le point (p0 = 40,1/ρ0 = 0.025)

dans le cas du modèle de Schlögl. L'interface réactive exothermique (2), associée aux sauts de

température, de vitesse d'écoulement, de densité et de concentration, forme un front de �amme.

Ce front, se propageant dans un milieu perturbé par le passage de l'onde de choc (1), est asso-

cié à l'arc de courbe (2) des �gures 3.8(a) et (b). Ce front (2) relie l'adiabatique de choc, eq.

(3.45), et la courbe de Crussard, eq. (3.46). Ces deux courbes tracées en pointillés sur les �gures

3.8(a) et 3.8(b) semblent parallèles et l'arc de courbe (2) relie les points d'intersection entre

chacune de ces deux courbes et la droite de Rayleigh-Michelson qui n'a pas été tracée pour des

raisons de lisibilité. En�n, l'adiabatique de choc issue de l'état obtenu à l'arrière du front de

�amme ne permet pas d'atteindre l'état non perturbé situé en −∞. C'est pourquoi le système

passe d'abord à travers une discontinuité tangentielle, front (3), avant de croiser l'adiabatique

de choc correspondant à l'onde de choc (4) permettant d'atteindre l'état non perturbé (p0,1/ρ0).

3.5.2 Propagation supersonique

Avec des valeurs très faibles de l'énergie d'activation Ea le front réactif se propage très ra-

pidement et peut même se déplacer avec une vitesse supersonique relativement au milieu. Ainsi

dans un gaz parfait, un front de type FKPP peut être supersonique si l'énergie d'activation

Ea ≤ ln(18/5)kBT0. Ce n'est pas le cas d'un front de Schlögl pour lequel USch ≤ UGPson , ∀Ea ≥ 0.

Mais la formule (3.25) déterminant la vitesse du son dans un �uide de van der Waals UvdWson

ainsi que le diagramme de la �gure 3.5 montrent que, sous certaines conditions de densité et de

pression, un �uide de van der Waals peut avoir une vitesse du son UvdW∗son su�samment faible
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Figure 3.9 � Même légende que sur la �gure 3.6 pour un front de type FKPP après 5 × 106

pas de temps avec une énergie d'activation Ea = 0.1kBT0 et une quantité de chaleur dégagée
Q = 10−2kBT0.

pour obtenir des vitesses de propagation d'un front de Schlögl supérieure à UvdW∗son . Les résul-

tats concernant la propagation d'un front de Schlögl dans un �uide de van der Waals dans des

conditions de température et de densité convenablement choisies sont donc analogues au cas de

la propagation d'un front FKPP exothermique supersonique dans un gaz parfait.

La �gure 3.9 représente les pro�ls des variables hydrodynamiques réduites (u(x, t)/(kBT0/m)1/2

et (T (x)−T0)/T0) et chimique adimensionnée (ρA(x, t)/ρ(x, t)) d'un front de type FKPP après

5×106 pas de temps lorsque la vitesse de propagation du front chimique UFKPP est supérieure à

la vitesse du son UGPson . Le front chimique se déplace vers la droite plus rapidement que n'importe

quel front non-réactif. Ainsi, le saut de concentration en A, qui marque la position de l'interface

réactive, est situé devant l'onde de raréfaction, qui apparaît sur la �gure comme une diminution
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Figure 3.10 � Même légende que sur la �gure 3.8(a) avec une énergie d'activation Ea = 0.1kBT0.

rapide de la vitesse d'écoulement et de la température. Cette onde de raréfaction se di�érentie

d'une onde de choc par une évolution spatio-temporelle autosimilaire : la dépendance en x et t

de l'onde est décrite par une variable ζ = x/t. Les propagations de la discontinuité tangentielle

et de l'onde de choc dissipant la chaleur produite vers les x négatifs ne sont pas a�ectées par la

modi�cation de la structure des deux premiers fronts.

La représentation sur le diagramme de Clapeyron de la structure spatio-temporelle obtenue

est modi�ée par rapport au cas subsonique précédent. Le premier front de propageant vers la

droite contient désormais l'interface réactive. Sur la �gure 3.10, l'arc représentant ce front (1)

s'étend de l'état initial non perturbé (p0 = 20,1/ρ0 = 0.05) vers l'intersection entre la courbe de

Crussard eq. (3.46), représentée par la courbe en pointillé court la plus à droite, et la droite de

55



Rayleigh-Michelson eq. (3.44), cette droite n'ayant pas été représentée pour faciliter la lisibilité

de la �gure. Le front (2) correspond à une onde de raréfaction. Dans le cas d'une onde de raré-

faction, les lois de conservation sont obtenues en introduisant dans les équations de continuité

la variable ζ = x/t. Cependant, les expressions de ces lois de conservation ne font plus dispa-

raître les �ux entre deux points 1 et 2 de l'onde autosimilaire comme dans le cas des relations

de Rankine-Hugoniot (3.8-3.10). En�n, comme précédemment, le �uide retourne vers l'état non

perturbé tout d'abord à travers une transformation isochore, (3), puis par l'intermédiaire d'une

dernière onde de choc, (4), se propageant vers la gauche, l'adiabatique de choc étant représentée

par la courbe en pointillé court la plus à gauche.

3.6 Évolution de la vitesse de propagation

Les �gures 3.2 et 3.4 montrent respectivement les domaines du plan (log10(Q∗/kBT0),

UFront/
√
kBT0) inaccessibles à la propagation stationnaire d'un front chimique exothermique

dans le cas d'un gaz parfait et dans le cas d'un �uide de van der Waals. Les intervalles

]UGP,−, UGP,+[ et ]UvdW,−, UvdW,+[ s'élargissent à mesure que la quantité de chaleur Q déga-

gée par la réaction augmente. Les bornes inférieures U− de ces intervalles sont calculées sous

l'approximation grossière selon laquelle le milieu dans lequel l'interface réactive se propage n'est

pas perturbé. Ceci n'est pas valable lorsque la vitesse du front chimique est subsonique et que

celui-ci est alors précédé par une onde de choc qui laisse derrière elle un plateau décrit par des

variables largement déterminées par Q∗. Néanmoins, les valeurs proposées pour UGP,− et UvdW,−

donnent une idée de l'évolution de l'intervalle avec Q∗. L'évolution de la vitesse de propagation
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d'un front chimique exothermique en fonction de Q∗ peut être évaluée à l'ordre dominant en Q∗

dans le cas d'une réaction de type FKPP supersonique car l'interface réactive se propage alors

dans un milieu non perturbé. Si on admet, par une analyse de stabilité linéaire, que la vitesse

est déterminée dans la partie du front où la concentration de A reste proche de zéro et appelée

'leading edge', la vitesse de propagation de l'interface reste constante et égale à UFKPP . Dans

le cas d'un gaz parfait, la condition UFKPP ≥ UGPson conduit à Ea ≤ ln(18/5)kBT0 d'après l'eq.

(2.4), avec l'expression du coe�cient de transport D0 donnée par (3.28) et l'expression de la

constante cinétique k donnée par (3.34) avec un facteur stérique sf = 1. La vitesse de propaga-

tion de l'interface réactive est alors indépendante de la valeur de Q∗ tant que la borne supérieure

de l'intervalle interdit UGP,+(Q∗) ou UvdW,+(Q∗) reste inférieure à UFKPP . Lorsque la vitesse

du front chimique exothermique est subsonique, l'interface réactive se propage dans un milieu

perturbé par rapport à l'état initial avec une température T1 ≥ T0. La vitesse de propagation

du front de réaction dé�nie à partir des constantes cinétiques k, eq. (3.34), pour une réaction

de type FKPP est donc perturbée. On peut évaluer grossièrement cette perturbation par :

UFKPP (T1)
UFKPP (T0)

'
√
k(T1)
k(T0)

= e
1
2
Ea

(
1

kBT0
− 1

kBT1

)

Ainsi comme T1 ≥ T0, la vitesse de propagation stationnaire de l'interface réactive subsonique

est plus élevée que dans le cas isotherme : UFKPP (T1) ≥ UFKPP (T0). Pour une réaction de

type Schlögl la vitesse de propagation du front réactif dépend de l'ensemble du pro�l et non

pas seulement du 'leading edge'. Qualitativement, la vitesse de propagation USch augmente avec

Q∗. Ainsi l'élargissement avec Q∗ des intervalles ]UGP,−, UGP,+[ et ]UvdW,−, UvdW,+[ associé à la

croissance de la vitesse subsonique de propagation du front, ou bien associé à l'invariance de

la vitesse supersonique de propagation conduirait à des vitesses de propagation de l'interface

57



 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

-4 -3 -2 -1  0  1

U
F

ro
n

t/
(k

B
T

0
/m

)1
/2

log10(Q
*
/kBT0)

UGP,+

UGP,-

Uson
GP

I

II

III

Figure 3.11 � Diagramme représentant les domaines de propagation supersonique (I), de propa-
gation subsonique (II) et de propagation non stationnaire (III) pour un gaz parfait. Les courbes
en trait plein UGP,+ et UGP,− marquent respectivement les frontières entre les domaines (I) et
(III) et entre les domaines (II) et (III). La droite en trait pointillé court marque la valeur de
la vitesse du son dans le milieu à la température T0. Les croix donnent la valeur des vitesses
adimensionnées UFront/

√
kBT0/m en fonction du logarithme de la quantité de chaleur réduite

log10(Q∗/kBT0) pour une réaction de type FKPP avec une énergie d'activation Ea = 0.8kBT0.
Les triangles donnent la valeur des vitesses adimensionnées pour une réaction de type FKPP
avec une énergie d'activation Ea = 1.65kBT0 (triangles vides), et Ea = 2.255kBT0 (triangles
pleins). Les cercles donnent la valeurs des vitesses adimensionnées pour une réaction de type
Schlögl avec une énergie d'activation Ea = 0.1kBT0.

réactive incompatibles avec une propagation stationnaire du front de réaction si une transition

n'était pas observée.

La vitesse de propagation de l'interface réactive est obtenue par résolution numérique des

équation (3.30-3.33), en déterminant le nombre de cellules spatiales traversées par l'interface

pendant un nombre de pas de temps �xé. La �gure 3.11 montre l'évolution de la vitesse de

propagation de fronts de réaction de type FKPP (croix et triangles) et de type Schlögl (cercles)
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dans un gaz parfait lorsque la quantité de chaleur dégagée par la réaction augmente. La vitesse

supersonique (croix) est en e�et constante pour les faibles valeurs de Q∗. Pour ces mêmes valeurs

de Q∗, les exemples de propagation subsonique (triangles et cercles) montrent une faible aug-

mentation de la vitesse de propagation de l'interface réactive. Cette augmentation provient de

la dépendance avec Q∗ de la température sur le plateau situé entre l'onde de choc et l'interface

réactive. Ainsi pour les faibles exothermicités, la vitesse de propagation est principalement déter-

minée par l'énergie d'activation des réactions considérées. Au-delà d'une valeur critique Q∗c(Ea)

de la quantité de chaleur, qui dépend de l'énergie d'activation, une transition est observée. La

vitesse de propagation est alors donnée par la borne supérieure du domaine de propagation

stationnaire interdit. Quel que soit le type de front d'onde chimique se propageant entre un état

stable et un état instable, de type FKPP, ou bien entre deux états stables, de type Schlögl,

lorsque la quantité de chaleur dégagée par la réaction devient su�samment importante, il y a

une transition dans le comportement de la vitesse de propagation. Celle-ci n'est plus déterminée

par la chimie mais par la physique du phénomène à travers les lois de conservation de Rankine-

Hugoniot (3.8-3.10) et l'équation d'état du milieu dans lequel le front se propage. La sélection

de la branche supérieure, U+ = UGP,+ ou U+ = UvdW,+, marginalement stable est connue dans

le domaine de la combustion sous le nom de critère de Chapman-Jouguet. Les �gures 3.12(a)

et 3.12(b) montrent cette transition dans le cas d'un �uide de van der Waals critique (a) et

supercritique (b).
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Figure 3.12 � Même légende que sur la �gure 3.11 pour un �uide de van der Waals (a) en
phase critique (isobutène à la température T0 = Tc et densité ρ0 = 0.63ρc), (b) en phase
supercritique (isobutène à la température T0 = 2Tc et densité ρ0 = 1.23ρc). Les frontières entre
les di�érents domaines de propagation sont tracées en trait plein et dans le cas d'un gaz parfait
sont rappelées en pointillés longs. Dans (a), les croix représentent la vitesse de propagation
adimensionnée UFront/

√
kBT0/m en fonction du logarithme de la quantité de chaleur réduite

log10(Q∗/kBT0) pour une réaction de type FKPP avec une énergie d'activation Ea = 1.34kBT0

et les carrés vides représentent la vitesse de propagation adimensionnée pour un front de type
FKPP avec une énergie d'activation Ea = 1.6kBT0. Dans (b), les carrés vides représentent la
vitesse de propagation avec une énergie d'activation Ea = kBT0.
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3.7 Exothermicité forte

Lorsque la quantité de chaleur Q∗ dégagée par la réaction dépasse la valeur critique notée

Q∗c(Ea) la vitesse de propagation de l'onde chimique est marginalement stationnaire. Les pro-

�ls des variables hydrodynamiques qui dessinent la structure spatio-temporelle accompagnant

la propagation de l'interface réactive sont donnés sur les �gures 3.13(a) et 3.13(b). L'interface

réactive est la première interface rencontrée se propageant vers la droite, sa vitesse étant égale à

la borne supérieure de l'intervalle interdit UGP,+ ≥ UGPson pour un gaz parfait et UvdW,+ ≥ UvdWson

pour un �uide de van der Waals.

Cette interface stationnaire n'est pas suivie par un plateau mais directement par une onde

de raréfaction non-stationnaire. Cette onde non-stationnaire s'étend entre l'interface réactive à

l'avant, se propageant à la vitesse UGP,+ ou UvdW,+ selon le milieu considéré, et le plateau situé

à l'arrière. Vers la gauche, se propagent deux fronts, l'un étant la discontinuité tangentielle déjà

rencontrée dans les cas de fronts de �amme subsoniques et supersoniques, l'autre étant l'onde

de choc qui propage vers les x négatifs la chaleur dégagée par la réaction. L'ensemble du pro�l

spatial observé sur la branche UGP,+ ou UvdW,+ pour le modèle de FKPP ressemble à celui

observé pour le modèle de Schlögl. Le diagramme de Clapeyron de ce type de propagation est

représenté sur la �gure 3.14. L'interface réactive notée (1) relie le point (p0, 1/ρ0) avec l'inter-

section entre la droite de Rayleigh-Michelson et la courbe de Crussard. Lorsque la quantité de

chaleur devient su�samment élevée la droite de Rayleigh-Michelson et la courbe de Crussard

sont tangentes en un point appelé point de Chapman-Jouguet [3, 71, 4, 94]. Ce type d'onde

de détonation, satisfaisant le critère de Chapman-Jouguet, est suivie de l'onde de raréfaction
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Figure 3.13 � Pro�ls de concentration réduite ρA/ρ (trait plein), de température réduite (T −
T0)/T0 (trait pointillé long) et de vitesse d'écoulement adimensionnée u/(kBT0/m)1/2 (trait
pointillé court) dans un gaz parfait avec une quantité de chaleur dégagée Q = kBT0 pour (a) un
front de type FKPP après 5× 106 pas de temps ∆t avec une énergie d'activation Ea = kBT0 et
pour (b) un front de type Schlögl après 18× 106 pas de temps ∆t avec une énergie d'activation
Ea = 0.1kBT0
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Figure 3.14 � Diagrammes de Clapeyron d'un front chimique exothermique avec une quantité
de chaleur dégagée Q = kBT0 dans un gaz parfait pour (a) une réaction de type FKPP avec
une énergie d'activation Ea = kBT0 après 5× 106 pas de temps ∆t et pour (b) une réaction de
type Schlögl après 18 × 106 pas de temps ∆t. Les fronts et interfaces sont numérotés de (1) à
(4). Les adiabatiques de choc dans le milieu non perturbé sont tracées en trait pointillé long et
longent l'arc de courbe noté (4). Les courbes de Crussard, tracées en trait pointillé court, sont
tangentes à la droite de Rayleigh-Michelson issue du point (p0 = 20kBT0/ρ0, et 1/ρ0) en (a) et
du point (p0 = 40kBT0/ρ0, et 1/ρ0) en (b).
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autosimilaire (2). En�n, le système retourne vers l'état non perturbé à travers une discontinuité

tangentielle (3) puis une onde de choc (4).
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Chapitre 4

Simulations microscopiques d'un front

de type FKPP

4.1 Écarts à la prédiction macroscopique

Dans la résolution numérique des équations de continuité, l'espace et le temps sont discrets.

De même, à cause des erreurs d'arrondi, la valeur des variables dans les cellules du 'leading

edge' du front réactif subit des sauts discrets. E. Brunet et B. Derrida [22] ont montré que

l'introduction d'un 'cut-o�', ou coupure, ε (voir �gure 4.1) dans l'équation macroscopique pour

la concentration ρA perturbait la vitesse de propagation U d'un front de type FKPP isotherme

de la façon suivante :

U − UFKPP
UFKPP

= − π2

2 ln2 ε
(4.1)

où UFKPP est la prédiction macroscopique donnée dans l'équation (2.4). Dans une simulation

de la dynamique des particules, le 'cut-o�' peut être interprété comme l'inverse du nombre de

particules dans l'interface réactive :

ε =
1

ρES
(4.2)
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Figure 4.1 � Illustration de l'introduction d'un 'cut-o�' macroscopique dans le pro�l de fraction
molaire d'un front de réaction-di�usion de type FKPP.

où ρ est la densité, E la largeur de l'interface réactive et S sa section [21]. Dans une approche

microscopique, une autre source de perturbation de la vitesse de propagation, liée à un écart

à l'équilibre local, peut apparaître. En e�et, les expressions des constantes cinétiques et des

coe�cients de transport introduits dans les équations (3.26-3.28 et 3.34) ont été calculés pour les

fonctions de distributions f (0)
A et f (0)

B à l'équilibre et aux ordres minimaux du développement de

Chapman-Enskog. Or, des collisions réactives fréquentes, accompagnées ou non d'un dégagement

de chaleur, peuvent perturber localement la distribution des vitesses des particules [26, 27, 29,

30, 95, 96, 97]. Les expressions des coe�cients de transport et des constantes cinétiques doivent

alors être corrigées par rapport aux valeurs d'équilibre. La vitesse de propagation de l'interface

réactive est ainsi modi�ée par l'existence d'écarts à l'équilibre local [18, 21].
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4.2 Méthode DSMC

4.2.1 Description microscopique

L'approche macroscopique de la propagation d'un front chimique peut s'avérer insu�sante.

Ainsi l'absence de �uctuations de densité ou encore l'approximation maxwellienne pour la dis-

tribution des vitesses des particules sont des hypothèses fortes qu'il s'agit de tester par une

étude microscopique. A l'échelle des particules, les phénomènes de transport ainsi que les réac-

tions chimiques sont réalisés par l'intermédiaire de collisions entre les constituants du milieu.

Les méthodes de simulations microscopiques couramment utilisées exploitent les techniques de

la dynamique moléculaire [98]. Cependant, lorsque le milieu devient très dilué comme dans le

cas des gaz, la dynamique moléculaire devient très coûteuse en temps de calcul car les collisions

deviennent rares. C'est la méthode plus e�cace de �Direct Simulation Monte Carlo� développée

par G. A. Bird [99] et connue sous le nom de DSMC qui est utilisée ici. Cette méthode s'est

imposée dans le domaine de l'aérospatiale. Elle est utilisée aussi bien par la NASA [100] que par

l'agence spatiale fédérale russe [101]. Elle a également prouvé son e�cacité dans la simulation de

systèmes micro�uidiques [102], de systèmes réactifs, y compris exothermiques [31, 33, 103, 104].

4.2.2 Collisions binaires

La méthode DSMC repose sur les mêmes hypothèses que l'équation de Boltzmann et peut

être considérée comme une simulation directe de celle-ci [105]. En particulier, le milieu dans le-

quel le front se propage est su�samment peu dense pour que les collisions soient bimoléculaires.

Dans le cas de collisions non réactives, la collision est élastique et conserve donc en plus de
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l'impulsion, l'énergie cinétique du système à deux corps. Seule la direction de di�usion est libre

et choisie aléatoirement. La collision élastique entre deux molécules 1 et 2, de vitesses v1 et v2

respectivement, et de masses m1 et m2, peut être traitée de la manière suivante. L'impulsion

totale est notée P et l'impulsion réduite p :

P = m1v1 +m2v2

p = m1m2
m1+m2

(v1 − v2)

Si on exprime les expressions de v1 et v2 en fonction de P et p on obtient :

v1 = P
m1+m2

+ p
m1

v2 = P
m1+m2

− p
m2

Les variables post-collisionnelles sont notées avec un ′, et les lois de conservation donnent :

P′ = P
|p′| = |p|

c'est-à-dire :

v1
′ =

P
m1 +m2

+
|p|
m1

u (4.3)

v2
′ =

P
m1 +m2

− |p|
m2

u (4.4)

où u est un vecteur unitaire dont la direction est choisie aléatoirement.

Description hamiltonienne :
Pour l'étude d'une collision élastique entre une particule 1 (masse m1, vitesse v1) et une
particule 2 (masse m2, vitesse v2) on peut considérer l'hamiltonien suivant :

H =
p1

2

2m1
+

p2
2

2m2
+ V(|r1 − r2|)

où p1 et p2 sont les impulsions des particules et V le potentiel d'interaction entre particules.
Le potentiel dépend de la variable r = r1 − r2 dont la dérivée est ṙ = v1 − v2. Il est possible
de réécrire l'expression de H en fonction de ces nouvelles variables :

m1v1
2 +m2v2

2
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à partir de (v1 − v2)2 :

m1m2(v1 − v2)2 = m2

(
m1v1

2
)

+m1

(
m2v2

2
)
− 2m1v1m2v2

Le terme qui contient v1v2 peut être réécrit à l'aide de (m1v1 +m2v2)2 :

m1m2(v1 − v2)2 + (m1v1 +m2v2)2 =
m2

(
m1v1

2
)

+m1

(
m2v2

2
)

−2m1v1m2v2

m1

(
m1v1

2
)

+m2

(
m2v2

2
)

+2m1v1m2v2

L'hamiltonien s'écrit alors à l'aide des nouvelles variables p, P, r et R :

H =
p2

2µ
+

P2

2M
+ V(|r|)

avec la masse réduite µ = m1m2
m1+m2

et l'impulsion réduite p = µ(v1 − v2), la masse totale
M = m1 + m2 et l'impulsion totale P = m1v1 + m2v2. R désigne la position du centre de
masse. Les équations du mouvement donnent les lois de conservations :

Ṗ = ∂RH = 0
ṗ = −∂rH = −∂rV

Ḣ = −p
µ∂rV + p

µ∂rV = 0

Ainsi l'impulsion totale et l'énergie du système sont conservées.

Dans le cas d'une collision réactive exothermique la conservation de l'énergie cinétique est

violée par la quantité de chaleur Q dégagée par la réaction. L'impulsion réduite post-collisionelle

p′ = p′e + p′Q se décompose en la somme d'un terme associé à un choc élastique, p′e, et

d'un terme supplémentaire associé au dégagement de chaleur de la réaction, p′Q. Aux lois de

conservation concernant l'impulsion totale et l'énergie totale, il faut ajouter la conservation du

moment angulaire au moment de l'impact réactif :

P′ = P
(p′e + p′Q)2 = p2 + 2Qµ

r ∧ p′e + r ∧ p′Q = r ∧ p

La conservation de la norme de l'impulsion réduite ainsi que du moment angulaire en absence
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de dégagement de chaleur permet de simpli�er ces relations :

|p′Q|2 + 2|p||p′Q| cos θ − 2Qµ = 0 (4.5)

r ∧ p′Q = 0 (4.6)

où θ est l'angle entre les directions des composantes p′e et p′Q de l'impulsion réduite post-

collisionnelle. Il apparaît que p′Q est dirigé selon la droite qui joint les centres des particules au

moment de l'impact et que son module s'écrit :

|p′Q| = |p| cos θ

(√
1 +

2Qµ
(|p| cos θ)2

− 1

)
(4.7)

Ainsi l'impulsion p′ est entièrement déterminée et permet de calculer v1
′ et v2

′ :

v1
′ =

P
m1 +m2

+
|p|
m1

u +
|p′Q|
m1

v (4.8)

v2
′ =

P
m1 +m2

− |p|
m2

u− |p
′Q|
m2

v (4.9)

où u et v sont deux vecteurs unitaires aléatoirement choisis et tels que l'angle (u,v) = θ.

4.2.3 Méthode de simulation

A la di�érence de la dynamique moléculaire, la méthode de simulation DSMC ne repro-

duit pas la dynamique microscopique exacte de chacune des particules présentes dans le milieu

[99, 106]. Un nombre restreint de molécules représentatives est simulé. Un nombre statistique-

ment su�sant de collisions est réalisé permettant d'obtenir les propriétés de transport macrosco-

piques dans le milieu. Ceci a pour e�et d'épargner de nombreux calculs. Le temps est discrétisé

en pas ∆t. L'espace unidimensionnel est discrétisé en cellules dont la longueur est une fraction

du libre parcours moyen. Au cours d'un pas de temps les évolutions de la position et de la vi-

tesse des particules sont traitées séparément. Entre t et t+∆t, la position x de chaque particule
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suit une trajectoire ballistique déterminée par la composante de sa vitesse dans la direction x :

x(t+ ∆t) = x(t) + vx(t)∆t.

Illustration du mouvement ballistique des particules à l'intérieur d'une seule cellule. Les
positions à l'instant t sont dessinées en trait plein, les positions atteintes à la �n de l'étape ∆t
sont dessinées en traits pointillés. Notons que deux particules peuvent se chevaucher. Certaines
particules quittent l'intérieur de la cellule considérée et pénètrent dans une cellule voisine.

La vitesse d'une particule peut être modi�ée par une collision. On ne considère que des colli-

sions entre molécules proches, c'est-à-dire à l'intérieur d'une même cellule. Pour chaque collision

la paire de molécules concernée est tirée aléatoirement. Une procédure de type acceptation-rejet

est alors employée pour sélectionner les collisions acceptables au sein d'un ensemble de collisions

possibles. Au cours d'un pas de temps ∆t, le nombre total de collisions possibles pour chaque

cellule est calculé comme étant le rapport entre le volume maximal balayé par toutes les paires

collisionnantes possibles et le volume de la cellule. Le nombre total de paires collisionnantes

possible vaut 1
2N(N −1), où N est le nombre de molécules dans la cellule considérée. Le volume

maximal balayé par une paire collisionnante vaut σ|cr|max∆t, où σ = πd2 est la section totale

de collision d'une sphère de diamètre d, et |cr|max est la vitesse relative maximale arbitrairement

choisie. Ce nombre total de collisions Nc = 1
2N(N − 1)σ|cr|max∆t

Vc
pour une cellule de volume Vc

permet de disposer d'un nombre statistiquement su�sant de collisions possibles.
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v1 − v2

|cr|max∆t

σ = πd2
1

2

Illustration du volume maximal balayé pendant ∆t par la paire collisionnante formée par les
particules 1 et 2 (traits pointillés). Le diamètre d'une particule vaut d. La section du volume

balayé vaut σ. La vitesse relative maximale est notée |cr|max.

Pour chaque collision possible une probabilité d'acceptation Pcollision = |cr|/|cr,max| est ap-

pliquée de façon à accepter la collision proportionnellement à la vitesse relative des deux parti-

cules, conformément au terme de collision de l'équation de Boltzmann. Il faut noter en�n qu'il

est délicat de proposer une valeur raisonnable pour la vitesse relative maximale et c'est pourquoi

cette valeur est déterminée de manière empirique au cours de la simulation. Elle est augmen-

tée, à partir d'une valeur initiale arbitraire, à chaque fois qu'un couple de molécules possède

une vitesse relative plus grande que celle précédemment rencontrée. Dans le cas d'une collision

entre espèces chimiques di�érentes et susceptibles de réagir ensemble il s'agit de tenir compte

de deux e�ets. D'une part, la con�guration stérique des deux réactifs en contact peut empêcher

la réaction chimique d'aboutir. D'autre part, une barrière de potentiel dont la hauteur est égale

à l'énergie d'activation Ea de la réaction doit être franchie. Ainsi on applique une probabilité de

réaction constante, notée sf , pour rendre compte de la condition sur la con�guration stérique,

ainsi qu'une contrainte sur l'énergie cinétique relative des réactifs, donnée dans l'équation (3.38)

dans le cadre du modèle de la ligne des centres.

72



4.2.4 Travail e�ectué

Le milieu simulé est constitué d'une succession de cellules spatiales de longueur ∆x et de sec-

tion S. A�n de limiter la durée des calculs, la simulation e�ectuée évite de considérer un nombre

croissant de cellules comme c'est le cas dans l'approche macroscopique. La di�culté réside dans

le choix des conditions aux bords. Dans le cas de la propagation d'un front supersonique, le

milieu à l'avant du front est connu puisqu'il est non perturbé. Au cours de la simulation, l'inter-

face réactive progresse, le nombre de molécules A augmente tandis que le nombre de molécules

B diminue. Lorsque ce nombre de molécules B devient inférieur au nombre initial de molé-

cules B, une cellule uniquement remplie de molécules B non-perturbées, dont les vitesses sont

échantillonnées dans une distribution maxwellienne, est ajoutée à l'avant du front, à l'extrémité

du système. Au même instant, la cellule située à l'autre extrémité du système, à l'arrière du

front, est supprimée. Le référentiel d'étude résultant de cette manipulation est le référentiel du

front. Ainsi la simulation de la propagation d'un front supersonique permet de ne considérer

qu'un milieu de longueur �xée encadrant l'interface réactive. A�n que l'e�et de la discrétisation

sur le front soit le même quels que soient les paramètres choisis, la longueur ∆x d'une cellule

est choisie de façon à ce que le �cut-o�� ε = 1/(ρSE) soit constant. Pour cela, la largeur de

l'interface réactive, E, prédite par l'approche microscopique, est �xée à 65∆x. Cette contrainte

�xe ∆x, qui di�ère donc selon la valeur des paramètres et qui doit de plus rester inférieure à

une fraction du libre parcours moyen, pour que la méthode de simulation reste valable.

La simulation est initiée à partir d'un milieu homogène en température et densité totale, et

pour une vitesse d'écoulement nulle. La seule discontinuité initiale est d'origine chimique. Le

nombre de particules par cellule est �xé à 20, ces particules étant d'espèce A dans les cellules
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de la moitié gauche et d'espèce B dans les cellules de la moitié droite.

Deux séries de simulation sont e�ectuées avec et sans énergie d'activation. Dans la série

à énergie d'activation Ea non nulle, le facteur stérique est �xé à 1. Dans la série à énergie

d'activation nulle, le facteur stérique est donné par sf = e−Ea/(kBT0), où Ea prend les valeurs

utilisées dans la série précédente. De cette façon, les deux séries génèrent des couples de si-

mulation associés à une même valeur de la constante cinétique k lorsque la température vaut

T0. Pour de faibles valeurs de la chaleur dégagée, les prédictions macroscopiques données par

l'intégration des équations de l'hydrodynamique couplées à la chimie sont voisines pour les deux

cas (sf = 1,Ea(sf = 1)) et (sf = e−Ea(sf =1)/(kBT0),Ea = 0). Néanmoins, les écarts attendus

à l'équilibre local peuvent di�érer dans les deux séries. Pour une énergie d'activation nulle, le

critère d'acceptation d'une collision est purement aléatoire, proportionnel au facteur stérique.

De faibles écarts à l'équilibre local, induits seulement par le critère d'acceptation de la collision,

proportionnellement à la vitesse relative de la paire, sont à attendre. En revanche, pour une

énergie d'activation non-nulle, les particules A et B qui satisfont le critère de réaction donné

par le modèle de la ligne des centres ont le plus souvent une grande énergie cinétique. Ainsi la

réaction a tendance à trier, parmi les particules B, celles qui sont les plus énergétiques, et à

les transformer en A. Ainsi, la réaction dépeuple la population des B de ses particules les plus

chaudes au pro�t de la population des A. La réaction avec énergie d'activation est donc une

source potentielle d'écarts à l'équilibre local. Un e�et d'autant plus important que les énergies

d'activation sont petites est attendu, c'est-à-dire que les collisions réactives, sources de per-

turbations, sont plus fréquentes. La série de simulations à énergie d'activation nulle est censée

isoler l'e�et de la discrétisation des variables sur la propagation d'un front exothermique alors
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que la série avec énergie d'activation superpose l'e�et de la discrétisation à celui d'un écart à

l'équilibre local.

4.3 Résultats

En reconstruisant les quantités macroscopiques caractérisant le front d'onde chimique à par-

tir de la simulation microscopique, une comparaison des deux échelles de description devient

possible. La vitesse de propagation du front est déterminée à partir du nombre de déplacements

e�ectués pour se placer dans le référentiel du front réactif pendant un intervalle de temps donné.

Les vitesses de propagation obtenues dans un gaz parfait d'un front de réaction-di�usion exo-

thermique de type FKPP sont représentées sur la �gure 4.2 pour les deux séries de simulations

associées à une propagation supersonique. Les résultats issus des équations macroscopiques,

pour la même énergie d'activation, sont rappelés. Qualitativement le comportement résultant

de la simulation microscopique est identique à celui obtenu dans une approche macroscopique.

Ce comportement se décrit par une évolution de la vitesse indépendante de la quantité de cha-

leur Q dégagée par la réaction pour les faibles exothermicités. Lorsque Q dépasse une valeur

Qc(Ea) la vitesse de propagation est alors donnée par la borne supérieure UGP,+ de l'intervalle

interdit à une propagation stationnaire.

Dans le domaine de propagation supersonique, la série de simulations associées à une éner-

gie d'activation nulle conduit à une diminution de la vitesse de propagation par rapport à la

prédiction macroscopique. L'écart relatif à la prédiction macroscopique est de l'ordre de 9.1%.

Pour ρES = 20× 65, l'équation (4.1) prédit un écart relatif dû à la discrétisation des variables
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Figure 4.2 � Diagramme représentant la vitesse adimensionnée de propagation du front
UFront/

√
kBT0/m en fonction du logarithme de la quantité de chaleur réduite log10(Q∗/(kBT0)).

Les triangles donnent les valeurs de vitesses de propagation d'un front de type FKPP issues de
simulation DSMC avec Ea = kBT0 et sf = 1 (symboles vides) et Ea = 0 et sf = e−1 (symboles
pleins). Les croix indiquent les valeurs des vitesses de propagation obtenues après intégration
des équations macroscopiques pour Ea = kBT0.
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de 9.9%. Cet accord satisfaisant permet de conclure que l'écart entre les simulations sans éner-

gie d'activation et les prédictions macroscopiques est essentiellement dû à la discrétisation des

variables à travers l'e�et de �cut-o��. Toujours dans le domaine de propagation stationnaire

supersonique, la série de simulation avec énergie d'activation conduit en revanche à une forte

augmentation de la vitesse de propagation. Si l'on admet que l'e�et de la discrétisation est

sensiblement le même que pour la série sans énergie d'activation, l'écart de vitesse entre les

systèmes (sf = 1, Ea(sf = 1)) et (sf = e−Ea(sf =1)/(kBT0), Ea = 0) peut être attribué au seul

e�et de l'écart à l'équilibre local dans le cas Ea(sf = 1) 6= 0. Le résultat remarquable est que

lorsque les valeurs de Q sont su�santes pour que la branche UGP,+ soit sélectionnée, les simu-

lations microscopiques conduisent à la même valeur de la vitesse de propagation, avec et sans

énergie d'activation, à Q �xé. À la précision des résultats numériques, les écarts à l'équilibre

local n'induisent pas de corrections à la vitesse de propagation sur la branche UGP,+.
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Chapitre 5

Conclusion

A�n de poursuivre l'analyse des fronts d'onde de type Fisher, Kolmogorov, Petrovskii, Pisku-

nov faiblement exothermiques il serait souhaitable de déterminer analytiquement la dépendance

en dégagement de chaleur Q de la vitesse de propagation dans les domaines supersonique et

subsonique, juste avant la transition vers la branche U+. D'une part, dans le cas subsonique,

le milieu en avant de l'interface réactive dépend de Q car une onde de choc la précède. Il est

possible d'obtenir l'expression, en fonction de Q, des variables hydrodynamiques dans le �leading

edge� du front réactif ce qui permet de corriger l'expression de la branche U− du domaine de

propagation stationnaire interdit et de déterminer analytiquement la vitesse de propagation du

front réactif en fonction de Q par les méthodes standard d'analyse linéaire de stabilité dans le

�leading edge�. D'autre part, à travers une analyse non-linéaire de stabilité, des corrections sup-

plémentaires à la vitesse de propagation, à la valeur des plateaux et à l'expression des branches

U+ et U− pourraient apparaître à tous les ordres en Q [107, 108, 109]. En�n, pour un modèle

chimique quelconque, et contrairement au modèle de FKPP, les équations de Rankine-Hugoniot

ne sont pas totalement découplées de la chimie à travers l'expression de Q∗ 6= Q qui dépend

des constantes cinétiques. Bien que les e�ets induits par cette correction soient négligeables au

79



premier ordre en Q, ils méritent une attention dans une étude ultérieure.

Par ailleurs, il est envisagé de complèter l'approche microscopique données par les simu-

lations de type DSMC dans le cas du gaz parfait. Il reste à e�ectuer des simulations dans le

domaine subsonique, pour lequel le milieu situé en avant du �leading edge� de l'interface ré-

active est perturbé par l'onde de choc. Il est probable qu'il soit nécessaire de considérer un

système étendu, incluant la description de la propagation des deux ondes de choc à gauche et à

droite vers un milieu non perturbé, pour être sûr de la qualité des conditions aux bords choisies,

comme dans la résolution des équations de continuité. A�n de comparer les résultats obtenus

dans le cas du �uide de van der Waals par l'approche macroscopique avec des simulations de la

dynamique des particules, il est envisagé d'adapter à la simulation d'un front d'onde la méthode

'Consistent-Boltzmann-Algorithm' imaginé par Alex Garcia et al. dans le but de simuler des gaz

denses [87, 110, 111, 112]. Le développement d'algorithmes plus e�caces que la dynamique mo-

léculaire et permettant de simuler des �uides, y compris des liquides est actuellement encouragé

[113, 114]. La possibilité d'application aux milieux biologiques n'y est pas étrangère [15].
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Deuxième partie

Modélisation submicrométrique de la

prise du plâtre
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Chapitre 6

Introduction

Le plâtre est constitué de grains d'hémihydrate de sulfate de calcium (1/2H2O,CaSO4) noté

HH. En solution aqueuse, le sulfate de calcium sous forme hémihydratée se dissout avant de

précipiter sous la forme d'aiguilles de dihydrate de sulfate de calcium (2H2O,CaSO4), noté DH,

aussi appelé gypse. Ainsi, la prise du plâtre est un phénomène de dissolution-précipitation. Le

matériau �nal peut être décrit comme un enchevêtrement d'aiguilles de gypse qui lui assure sa

cohésion. Le plâtre possède de nombreuses utilisations, non seulement dans la construction, mais

aussi dans la technologie dentaire et la réalisation de moules pour la fabrication de céramiques.

Depuis quelques années, un intérêt renouvelé pour le plâtre est constaté en raison de ses proprié-

tés écologiques. Ce matériau est en e�et entièrement recyclable, une opération de calcination

provoque la déshydratation partielle du gypse et la régénération de l'HH. De nombreux travaux

expérimentaux décrivent l'e�et d'additifs sur la cinétique macroscopique [40, 41, 42, 43, 44] et la

morphologie microscopique du matériau obtenu [45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57].

Néanmoins les relations entre la dynamique de prise et la structure cristallographique du ma-

tériau �nal ne sont pas évidentes. De même les liens entre la structure à l'échelle atomique et

l'élasticité ou la résistance mécanique du matériau ne sont pas immédiat. La plupart des modèles
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existants sont fondés sur des équations di�érentielles pour des variables macroscopiques comme

la concentration des espèces chimiques. L'ajustement des paramètres des équations pour compa-

raison avec les résultats expérimentaux préalablement obtenus permet de retrouver l'évolution

de certaines grandeurs macroscopiques. Ce type de modèle n'est cependant pas prédictif dans

la mesure où il n'établit pas de corrélations entre les propriétés d'un additif et les conséquences

de son utilisation sur le matériau.

Ce travail cherche à identi�er les phénomènes essentiels à la cristallisation des aiguilles de

gypse et à construire un modèle minimal reproduisant le phénomène à une échelle submicro-

métrique. Un petit nombre de paramètres de contrôle sont dé�nis a�n de déterminer l'e�et

de chacun d'entre eux sur la cinétique de prise et sur l'enchevêtrement des aiguilles de gypse.

L'analyse de la con�guration des aiguilles de gypse simulées permet de déduire des critères ca-

ractérisant la résistance du matériau. Des corrélations entre la structure à l'échelle mésoscopique

(celle des aiguilles) et les propriétés mécaniques du matériau sont établies. La caractérisation

d'un additif inconnu par la valeur de ces paramètres doit donc permettre de prédire son e�et

sur la vitesse de prise et sur les propriétés mécaniques du matériau. Le modèle permet de dé�nir

un algorithme de simulation. L'avantage d'une telle approche numérique par rapport à l'expé-

rience est d'abord son moindre coût et ensuite la possibilité d'explorer le comportement pour

des valeurs de paramètres incompatibles avec l'observation : le suivi de la cinétique par conduc-

timétrie est par exemple impossible lorsque la densité des aiguilles est importante alors que sa

simulation est tout aussi facile qu'à basse densité. Ce travail est limité à une étude à basse den-

sité qui permet la confrontation des résultats de simulation avec des résultats expérimentaux.
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L'approche numérique est complètée par deux approches analytiques, l'une déterministe, l'autre

stochastique. En�n, la dynamique de prise peut être correctement reproduite par l'intégration

numérique d'une équation maîtresse qui rend compte de l'interaction entre aiguilles de façon

e�ective. Cette intégration numérique est plus e�cace en temps de calcul que la simulation

submicrométrique.
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Chapitre 7

Construction du modèle

7.1 Hypothèses

A température ambiante, la solubilité de l'HH est plus de trois fois plus importante que

celle du DH [41]. Ceci justi�e l'existence du phénomène de dissolution-précipitation qui conduit

à la formation d'aiguilles de DH à partir de grains d'HH. Il est habituellement admis que la

dissolution des grains d'HH est un processus très rapide comparé aux autres processus suscep-

tibles d'agir dans le milieu [41]. Pour ces raisons, la précipitation est supposée être le processus

limitant dans la formation des aiguilles. L'accélération de la précipitation associée à l'ajout d'ai-

guilles de gypse �nement broyées [41] révèle le caractère hétérogène de la nucléation des aiguilles

de gypse sous la forme d'aiguilles embryonnaires préexistantes et situées à la surface des grains

d'HH [45, 55, 56]. La formation de ces germes d'aiguilles n'est pas décrite par le modèle car elle

est supposée trop lente pour devoir être prise en compte au cours de la réaction de prise.

La précipitation du gypse est caractérisée par une période d'induction suivie par une brusque

accélération. Un tel comportement explosif existe dans le cas de réactions autocatalytiques pour

lesquelles le taux de réaction augmente avec la quantité de produit formé précédemment. A�n

de reproduire ce type de phénomène explosif, une loi autocatalytique avec un taux de crois-
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sance proportionnel à la surface de chaque aiguille sont choisis pour les aiguilles de petite taille.

Ce choix est justi�é par le résultat expérimental selon lequel l'ordre de grandeur de l'énergie

d'activation e�ective associée aux premiers instants de la précipitation (Ea = 40kJ/mol à la

température T = 20− 40oC) est caractéristique d'une réaction de surface. De plus cette énergie

d'activation est indépendante du taux de mélange de la solution et ne dépend donc pas de la

di�usion dans le milieu [53]. Lorsque la réaction devient plus avancée, sa vitesse est déterminée

par le taux de mélange, ce qui atteste d'une réaction controlée par la di�usion dans la phase li-

quide [53]. Le modèle tient compte de ce résultat en introduisant un taux de croissance constant

lorsque les aiguilles dépassent une certaine taille.

Alors que le milieu est globalement hors d'équilibre au cours de la réaction, chaque aiguille

est supposée atteindre un état d'équilibre local et partiel à chaque instant. La dissolution et

la précipitation de DH dans le voisinage d'une face cristalline est supposée être un processus

réversible et très rapide par rapport à la di�usion de réactants dans la phase liquide. Ainsi,

chaque aiguille atteint une forme d'équilibre tandis que la population d'aiguilles suit globale-

ment une évolution lente et irréversible. Il est donc possible d'appliquer à chaque instant les

lois de la thermodynamique pour chaque aiguille. D'après le théorème de Wul�, la croissance

d'un cristal à l'équilibre à chaque instant est contrôlée par la minimisation de l'énergie libre de

surface [115, 116]. Le taux de croissance de chacune des faces d'un tel cristal est proportionnel

à la tension de surface de chaque plan cristallin [116]. Ainsi la croissance du cristal est homo-

thétique et conserve sa forme. Dans le cas de la croissance d'aiguilles de gypse, cette propriété

s'exprime en écrivant que la croissance cristalline sous contrôle thermodynamique conserve le
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rapport d'aspect d'une aiguille l/w, où l et w désigne respectivement la longueur et la largeur

de l'aiguille. Un régime de croissance sous contrôle thermodynamique est d'autant plus sûre-

ment atteint que la croissance est lente. Cette condition est satisfaite dans le cas d'un milieu

dilué considéré ici, c'est-à-dire pour un faible rapport en volume HH/eau. Le contact entre deux

solides ne modi�e pas la tension de surface d'une face cristalline si une �ne couche de liquide

est supposée enrober constamment les aiguilles. De ce fait, l'énergie libre de surface n'est pas

perturbée par la présence de gêne stérique entre aiguilles. Le modèle impose donc une croissance

avec un rapport d'aspect constant jusqu'à la �n de la prise.

7.2 Algorithme de simulation

Le milieu simulé est bidimensionnel. Ce milieu est représenté par un carré de côté L avec

des conditions aux bords périodiques. Les grains d'HH sont des disques de mêmes rayons R,

répartis aléatoirement dans le plan avec une densité �volumique� NπR2/L2 où N est le nombre

de grains. La �gure 7.1(a) donne le détail du milieu initial dans lequel des grains d'HH ont

été distribués. Le modèle ne cherchant pas à décrire la formation des sites de germination, G

germes sont initialement placés aléatoirement et sans recouvrement sur le périmètre de chaque

grain, satisfaisant ainsi l'hypothèse de nucléation hétérogène. La �gure 7.1(b) illustre le détail

d'un grain d'HH en début de simulation à la périphérie duquel des aiguilles de petites tailles ont

entamé leurs croissances. Une image obtenue par microscopie optique de grains d'HH en solution

est présentée sur la �gure 7.1(c) et permet de comparer qualitativement le milieu expérimental

avec le milieu simulé d'après le modèle. Les germes sont supposés avoir déjà la forme d'aiguilles,
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(b)

(c)

2µm

Figure 7.1 � (a) Détail d'une con�guration au début de la simulation du modèle. (b) Détail
de la �gure (a) montrant la répartition d'aiguilles de gypse de petite taille à la périphérie d'un
grain. (c) Image obtenue par microscopie optique de grains d'HH dans de l'eau quelques secondes
après mélange. La taille d'un gros grain d'HH est d'environ 5µm.
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de longueur l0 et de largeur w0 = l0/α, où α est le rapport d'aspect des aiguilles. Les orientations

des aiguilles embryonnaires sont aléatoirement choisies, ce qui détermine la direction des futures

aiguilles de gypse. Tant qu'il reste de l'HH, la solution est supposée être supersaturée en HH et

en DH à tout instant. Pendant le pas de temps ∆t, la croissance de chaque aiguille est traitée et

la dissolution de l'HH est supposée suivre adiabatiquement la précipitation. Durant la phase de

croissance autocatalytique initiale d'une aiguille, la croissance est acceptée avec une probabilité

pl/lc, proportionnelle à la longueur l de l'aiguille tant que celle-ci reste inférieure à la longueur

critique lc. À partir de cette longueur, la croissance est alors contrôlée par la di�usion des

réactants dans la phase liquide et se réalise avec une probabilité constante p. Il est cependant

nécessaire de s'assurer que les faces de l'aiguille ne sont pas bloquées par gêne stérique, c'est-à-

dire par contact avec un autre solide, avant d'accepter la croissance. Par exemple, une aiguille

est bloquée si au moins deux côtés opposés sont bloqués. En e�et, la croissance de l'aiguille dans

la direction des faces restées libres modi�erait le rapport d'aspect l/w. Lorsque la croissance est

acceptée selon les probabilités pl/lc ou p, la longueur de l'aiguille croît de ∆l = 2∆l0 si les quatre

côtés sont libres et de ∆l = ∆l0 si seulement un côté, ou bien deux côtés perpendiculaires, sont

en contact avec un autre solide, ∆l0 étant une constante. Simultanément, la largueur de l'aiguille

s'accroît de (∆l)/α de manière à conserver le rapport d'aspect de l'aiguille. Les �gures 7.2(a)-(d)

illustrent quatre cas de croissance libre avec ∆l = 2∆l0, semi-libre avec ∆l = ∆l0 et bloquée.

Le volume total de DH précipité pendant un pas de temps ∆t détermine la largeur ∆R(t) de la

couronne extérieure qui est dissoute autour de chaque grain d'HH. Après une succession d'étapes

de croissance des aiguilles et de dissolution des grains, la simulation prend �n lorsque tous les

grains d'HH ont été dissouts ou bien lorsque la croissance de chaque aiguille est bloquée par
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Figure 7.2 � Illustration des di�érents cas de croissance possibles d'une aiguille de gypse dans
le cadre d'un modèle bidimensionnel. Croissance libre en (a) : une quantitée de DH précipite
sur une épaisseur ∆l0 sur chaque face courte de l'aiguille et sur une épaisseur (∆l0)/α sur
chaque face longue. Croissance semi-libre en (b) et (c) : une seule face est bloquée en (b) et
une épaisseur (∆l0)/2 de DH précipite sur chaque face courte, une épaisseur (∆l0)/α de DH
précipite sur la face longue ; deux faces perpendiculaires sont bloquées en (c) et une épaisseur ∆l0
de DH précipite sur la face courte, une épaisseur (∆l0)/α de DH précipite sur la face longue.
Croissance bloquée en (d) : aucune croissance des faces libres n'est possible sans changer le
rapport d'aspect.
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encombrement stérique.

7.3 Grandeurs déduites de la simulation

Ce travail est motivé par la caractérisation d'un traitement industriel con�dentiel donnant au

plâtre des propriétés particulières en terme de cinétique de prise et de morphologie du matériau

�nal. Le modèle de cristallisation est conçu pour rendre compte de l'e�et de traitements à

travers la variation de la valeur des paramètres introduits, il est ainsi testé dans le cas du

traitement industriel con�dentiel. La caractérisation des propriétés morphologiques nécessite

de construire des grandeurs pertinentes comme la longueur moyenne < l > et l'écart-type σ =

√
< l2 > − < l >2. Pour une quantité q, la notation q désigne la grandeur q moyennée sur dix

réalisations obtenues à partir de dix conditions initiales di�érentes pour des valeurs identiques

des paramètres. La cohésion du gypse dépend de l'enchevêtrement des aiguilles qui peut être

caractérisé par le nombre moyen de contacts par aiguille, noté < C >. La caractérisation de la

cinétique de formation du matériau s'appuie sur l'observation de l'évolution de la quantité de

DH ou d'HH au cours du temps. Expérimentalement, la cinétique de formation du gypse est

suivie par conductimétrie. Les quantités distinguées sont :

� t10 le temps nécessaire pour précipiter 10% de DH, ce temps caractérise le temps d'induc-

tion ;

� t95 le temps nécessaire pour précipiter 95% de DH, ce temps caractérise le temps de �n

de réaction ;

� vmax désigne la pente maximale du pourcentage d'HH en fonction du temps et caractérise

la vitesse de précipitation maximale.
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7.4 Valeurs des paramètres

La �gure 7.1(c) montre une observation de grains d'HH obtenue par microscopie optique.

L'échelle de la �gure permet d'estimer la taille du rayon des grains R ' 5µm. Dans la simulation,

le rayon des grains vaut R = 100∆x, ce qui impose la résolution spatiale ∆x = 50nm. Dans les

conditions expérimentales, le rapport volumique platre/eau est de l'ordre de 0.15. Ceci impose,

dans une description bidimensionnelle, NπR2/L2 = 0.15 et donc L/∆x = 100
√
Nπ/0.15. Le

nombre N de grains dans le milieu est imposé par le nombre d'aiguilles qui est choisi constant,

N ×G = 600, de façon à conserver une qualité de la statistique constante, quelles que soient les

valeurs des paramètres. On obtient L/∆x = 2
3104

√
6π/G >> R/∆x. La longueur des aiguilles

embryonnaires est choisie très inférieure au rayon des grains et de l'ordre de grandeur de la

résolution spatiale, l0 = 2∆x. Les �gures 8.1(a) et 8.1(b), présentant les images obtenues en

microscopie optique du matériau dans des conditions de précipitation di�érentes, montrent que

les aiguilles de gypse ont toutes le même rapport d'aspect avec des longueurs environ 20 fois

plus grandes que les largeurs correspondantes. La valeur du rapport d'aspect retenue est α = 20.

Les paramètres restants concernent les probabilités de croissance constante p et autocatalytique

pl/lc. Sauf mention contraire, la valeur de la probabilité de croissance constante est choisie �xée

à p = 0.8 et celle de la taille critique à lc = 80∆x. La taille de l'accroissement de longueur d'une

aiguille pendant ∆t est également choisie de l'ordre de grandeur de la résolution spatiale et vaut

∆l0 = 3∆x. L'in�uence du nombre de germes par grains G est étudiée pour des valeurs allant

de 1 à 30.
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Chapitre 8

Résultats de simulation et comparaison

avec l'expérience

8.1 Morphologie

Les �gures 8.1(a)-8.1(d) présentent l'état �nal observé expérimentalement par microscopie

optique, et numériquement par simulation du modèle. Qualitativement, l'e�et du traitement

industriel sur la morphologie du matériau obtenu est semblable à l'augmentation du nombre G

de germes par grain dans la simulation. La morphologie du matériau �nal est caractérisée quan-

titativement par la distribution des longueurs de la population d'aiguilles de DH enchevêtrées.

La �gure 8.2 donne la distribution des tailles d'aiguilles de DH obtenues pour deux valeurs

di�érentes du nombre de germes par grains. La distribution des longueurs se décale vers les

grandes longueurs et semble plus étalée lorsque G diminue. Ceci est con�rmé par l'observation

de l'évolution de la valeur moyenne < l > et de l'écart-type σ de la distribution de longueurs,

deux quantités choisies pour décrire la morphologie du matériau, données sur les �gures 8.3(a)

et 8.3(b). Une diminution de la taille moyenne des aiguilles apparaît lorsque G augmente. L'aug-

mentation avec G du nombre d'aiguilles pour une même quantité initiale d'HH implique que la

quantité de DH disponible par aiguille est plus faible et que les aiguilles sont plus petites. La di-
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Figure 8.1 � (a) et (b) sont les images obtenues par microscopie optique présentant les états
�naux d'une population d'aiguilles de gypse obtenues expérimentalement respectivement sans
traitement et avec traitement industriel. Une échelle de 1µm est inscrite en bas à gauche des
deux �gures. (c) et(d) représentent le détail d'une population d'aiguilles de gypse obtenues par
simulation pour G = 1 et G = 10 respectivement. Les échelles en abscisses et en ordonnées sont
données en unités de ∆x.
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Figure 8.2 � Distribution P (l/∆x) des longueurs l/∆x d'une population d'aiguilles de gypse
obtenues par simulation pour G = 1 (traits pointillés courts) et G = 15 (traits continus).
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Figure 8.3 � Représentation, en fonction du nombre de germes par grains G, de l'évolution de
la longueur < l > (a), et de l'écart-type σ (b), en unité de ∆x, moyennées sur 600 aiguilles, et
après dix réalisations. Les symboles pleins désignent les cas où la quantité initiale d'HH n'est
pas entièrement dissoute dans au moins une des dix réalisations.
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Figure 8.4 � Évolution du nombre moyen de contact par aiguille < C > avec G. Les états
�naux dans lesquels la quantité initiale d'HH n'est pas entièrement dissoute pour au moins une
des dix réalisations, sur lesquelles la moyenne est calculée, sont désignés par des symboles pleins.

minution de l'écart-type avec G montre que l'augmentation de la densité d'aiguilles, provoquant

l'augmentation de l'encombrement de celles-ci, restreint la dispersion des longueurs des aiguilles.

L'enchevêtrement des aiguilles de DH, dont dépend fortement la qualité du plâtre obtenu,

est caractérisé par le nombre de contact moyen par aiguilles noté < C >. La �gure 8.4 montre

l'évolution de ce nombre lorsque G augmente. Le nombre de contact par aiguilles atteint une

valeur de saturation autour de < C > = 2.3. Cette valeur de saturation dépend fortement de la

dimension de l'espace dans lequel la précipitation est modélisée. Dans le cas d'une modélisation

tridimensionnelle du phénomène de cristallisation, il faudrait s'attendre à ce que cette valeur

soit plus élevée.
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8.2 Dynamique de prise

La cinétique de formation du gypse est suivie expérimentalement par conductimétrie dans

des conditions diluées. La �gure 8.5(a) montre l'évolution temporelle de la conductivité dans

une solution contenant des grains d'HH ainsi que des aiguilles de gypse en formation pour trois

intensités di�érentes du traitement industriel. Cette évolution prend une forme en 'S' avec une

première phase d'induction, où le milieu évolue peu, suivie d'une phase d'accélération et ter-

minée par une phase de relaxation lente vers un état �nal. Dans la simulation du modèle, la

cinétique de formation est suivie à travers l'évolution du pourcentage d'HH restant. La �gure

8.5(b) montre l'évolution de %HH moyennée sur dix réalisations pour trois valeurs di�érentes

du nombre de germes par grains G. Il est possible de remarquer que la courbe en trait pointillé

court pour laquelle G = 25 ne tend pas vers zéro. Ceci signi�e que la totalité de l'HH introduit

initialement n'a pas été dissoute. La forme en 'S' des courbes obtenues est comparable à celles

des mesures de conductimétrie. De cette forme en 'S' sont extraites les trois quantités t10, vmax

et t95 dé�nies précédemment et caractérisant respectivement les trois étapes d'induction, d'accé-

lération et de relaxation vers l'état �nal, comme illustré sur la �gure 8.5(c). La �gure 8.6 montre

l'évolution du temps d'induction t10, moyenné sur dix réalisations, en fonction du nombre de

germes par grain G. La diminution de la période d'induction lorsque G augmente peut s'in-

terpréter en considérant que le paramètre G détermine la densité d'aiguilles dans le milieu et

contrôle donc la surface réactive du processus de précipitation. Une plus grande surface réactive

accélère la croissance cristalline tant que l'encombrement stérique reste faible, c'est-à-dire tant

que les aiguilles restent petites, ce qui est le cas dans la période d'induction. Une expression

analytique de cette décroissance du temps d'induction t10 avec G sera proposée dans le chapitre
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Figure 8.5 � (a) Mesure de la conductivité d'un processus de précipitation de gypse à partir
de grains d'HH sans traitement (cercles pleins) et avec une intensité croissante du traitement
industriel (triangles vides et triangles pleins). (b) Évolution du pourcentage moyen, %HH, de la
quantité initiale d'HH, obtenue à partir de la simulation et en fonction du temps adimensionné
t/∆t. Les courbes %HH sont calculées en moyennant le pourcentage d'HH obtenues à partir
de dix conditions initiales di�érentes et pour des valeurs de G = 1 (trait pointillé long), G = 10
(trait plein) et G = 25 (trait pointillé court). (c) Illustration de la détermination des trois
quantités t10, vmax et t95 sur la courbe en trait plein montrant l'évolution du pourcentage
%HH dans le cas d'une réalisation particulière obtenue pour G = 1. La courbe en trait pointillé
court montre l'évolution de ce pourcentage pour G = 1 à partir d'une autre réalisation pour
d'autres conditions initiales.
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Figure 8.6 � Évolution du temps d'induction moyenné adimensionné t10/∆t en fonction du
nombre de germes par grains G. Les symboles pleins désignent les résultats de simulation pour
lesquelles la dissolution de l'HH est incomplète pour l'une au moins des dix réalisations.

9. L'évolution de la vitesse de dissolution maximale vmax avec G donnée sur la �gure 8.7 montre

une diminution de la vitesse de dissolution et une valeur limite semble atteinte. Un phénomène

venant contrarier l'augmentation de la surface réactive apparaît dans la phase d'accélération.

L'augmentation de la surface réactive avec G est associée à l'augmentation de la densité d'ai-

guilles dans le milieu, ce qui provoque un encombrement plus important et un ralentissement

de la croissance, visible sur l'évolution de vmax. La compétition entre la croissance de la sur-

face réactive, d'une part, et l'augmentation de l'encombrement des aiguilles, d'autre part, est

clairement illustrée, �gure 8.8, par l'évolution du temps de �n de réaction t95 qui présente un

minimum vers G = 10. Sur cette �gure, l'e�et de l'augmentation de la surface réactive est vi-

sible par la diminution du temps de réaction pour les petites valeurs de G. Dans ces conditions,

l'encombrement des aiguilles reste faible et le temps de réaction est principalement contrôlé par
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Figure 8.7 � Même légende que pour la �gure 8.6 pour l'évolution de la vitesse de dissolution
maximale adimensionnée vmax∆t/(∆x)2.
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Figure 8.8 � Même légende que pour la �gure 8.6 pour l'évolution du temps de réaction
adimensionné t95/∆t.
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la réactivité dans le milieu. A l'inverse, lorsque les valeurs de G sont élevées l'encombrement

des aiguilles devient très important et le ralentissement de la croissance des aiguilles dû à la

gêne stérique compense et renverse l'e�et de l'augmentation de la surface réactive. Il faut noter

que pour les valeurs de G ≥ 30 le temps de �n de réaction t95 n'est plus dé�ni car l'encom-

brement devient tellement important que la croissance des aiguilles s'arrête à cause de la gêne

stérique avant que 95% de l'HH ne soit dissout. Le temps de réaction le plus court est obtenu

pour G ' 10, valeur pour laquelle l'importance des deux e�ets est comparable. La comparai-

son des temps d'induction ou de �n de réaction avec les mesures de conductimétrie permet de

proposer une valeur physique pour l'échelle de temps ∆t qui vaut approximativement ∆t ' 4.5s.
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Chapitre 9

Approche déterministe

Le modèle de croissance d'une aiguille, d'abord limitée par la surface de l'aiguille et associée

à une probabilité de croissance autocatalytique, puis limitée par la di�usion des espèces dans

le milieu et associée à une probabilité de croissance constante, peut être exploité à travers une

approche déterministe de type champ moyen. L'évolution de la longueur d'une seule aiguille

représentative en fonction du temps l(t) est décrite par l'équation di�érentielle suivante :

d

dt
l = γ(l→ l + ∆l)

∆l
∆t

(9.1)

où le taux de croissance γ(l→ l + ∆l) vaut :

γ(l→ l + ∆l) =


p
l

lc
, lorsque l ≤ lc (9.2a)

p, lorsque l ≥ lc (9.2b)

La solution de cette équation associée à la condition initiale l(t = 0) = l0 donne :

l(t) =



l0e
p∆l

∆t
t/lc , pour t ≤ tc (9.3a)

lc + p
∆l
∆t

(t− tc) = , pour t ≥ tc (9.3b)

lc

(
1− ln

lc
l0

)
+ p

∆l
∆t

t

où tc = lc ln(lc/l0)/(p∆l/∆t) est le temps nécessaire pour atteindre la taille critique lc. Cette

description déterministe de la longueur d'une aiguille de gypse est valable tant que l'encom-
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brement entre aiguilles peut être négligé. Elle est donc applicable lorsque la densité d'aiguilles

est faible, pour les petites valeurs de G, ou, pour les grandes valeurs de G, lorsque la taille

des aiguilles est encore faible, c'est-à-dire pendant la phase d'induction de la précipitation. La

connaissance de l'évolution de la longueur des aiguilles en fonction du temps permet d'exprimer

le pourcentage d'HH restant 100− z à l'instant tz :

100− z = 100
(

1− Gl2(tz)
παR2

)

pour un nombre de G germes par grains d'HH de taille R. Le temps tz qui donne l'instant à

partir duquel z% d'HH ont été dissouts a pour expression :

tz =


1
2

ln

(
πα

G

z

100

(
R

l0

)2
)
lc
p

∆t
∆l

, pour z ≤ zc (9.4a)(√
z

100
πα

G
R−

(
1− ln

lc
l0

)
lc

)
∆t
∆l

1
p

, pour z ≥ zc (9.4b)

où zc = 100G/(πα) (lc/R)2 est dé�ni par tzc = tc. Pour les valeurs des paramètres considérés, il

est possible de remarquer que zc ' G. Les conditions données sur z concernent respectivement

les cas où tz ≤ tc et où tz ≥ tc.

La longueur initiale l0 et le taux de croissance ∆l/∆t sont choisis comme paramètres ajus-

tables de façon à ce que les valeurs de t10 et t95 déduites de la simulation pour G = 1 coïncident

respectivement avec les valeurs tz=10 et tz=95 données dans les équations (9.4a) et (9.4b) avec

le même choix de paramètres, en dehors de l0 et ∆l/∆t, que dans la simulation : α = 20,

R = 100∆x, lc = 80∆x et p = 0.8. L'évolution des valeurs du temps d'induction tz=10 et du

temps de réaction tz=95 alors obtenue, lorsque G augmente, est présentée dans les �gures 9.1(a)

et (b).
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Figure 9.1 � Les symboles montrent l'évolution du temps d'induction t10 en fonction du nombre
G de germes par grains. La courbe en trait plein donne l'évolution du temps tz issu de l'approche
déterministe donné dans les équations (9.4a) lorsque (a) z = 10, (9.4b) lorsque (b) z = 95, avec
une longueur initiale l0 = 16.5∆x et un taux de croissance ∆l/∆t = 1.87∆x/∆t.
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Une autre estimation du taux de croissance ∆l/∆t, moyenné sur toutes les aiguilles simulées,

est obtenue en faisant coïncider le temps tz donné dans les formules (9.4a) et (9.4b) avec le temps

tz déduit de la simulation. Le taux de croissance ajustable ∆l/∆t véri�e la relation :

∆l
∆t

=


1
p

(√
z

100
πα

G
R−

(
1− ln

lc
l0

)
lc

)
1
tz

, pour z ≤ zc (9.5a)

1
p

1
2
lc ln

(
πα

G

z

100

(
R

l0

)2
)

1
tz

, pour z ≥ zc (9.5b)

Les �gures 9.2(a) et (b) montrent l'évolution de ce taux de croissance en fonction de G pour

z = 10 et z = 95. La valeur de ∆l/∆t évolue entre les deux valeurs limites 0, qui correspond à

une croissance bloquée, et 2∆l0/∆t = 6∆x/∆t, qui correspond à la croissance libre de toutes

les aiguilles du milieu. À la croissance semi-libre d'une aiguille est associé le taux de croissance

∆l/∆t = ∆l0/∆t = 3∆x/∆t. Ce paramètre donne une estimation de l'importance de la gêne

stérique sur la cinétique de la précipitation. D'après la �gure 9.2(a), au cours de la période

d'induction, la valeur de ∆l/∆t ∈ [∆l0/∆t, 1.25∆l0/∆t] indique que la précipitation de DH

s'e�ectue majoritairement avec des croissances semi-libres. En e�et, la gêne stérique vient per-

turber la croissance dès le début de la précipitation, en raison de la présence des grains d'HH.

Cependant, le taux de croissance augmente avec G au cours de la période d'induction. L'aug-

mentation du nombre de germes par grains provoque la précipitation de DH sur un plus grand

nombre d'aiguilles qui sont donc plus petites, et dont la croissance au début de la précipita-

tion est moins perturbée par l'encombrement. Pour le temps de �n de réaction, et quel que

soit la valeur de G, le taux de croissance ajusté montre que l'encombrement limite beaucoup

la précipitation avec des valeurs ∆l/∆t ≤ 0.5∆l0/∆t, inférieure à un cas de croissance semi-libre.

La longueur moyenne < l > déduite de la simulation du modèle peut être comparée à la
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Figure 9.2 � Évolution en fonction de G du paramètre ∆l/∆t, exprimé en unité ∆x/∆t, ajusté
par l'intermédiaire des relations (9.5a) et (9.5a) pour que tz=10 = t10 en (a) et tz=95 = t95 en
(b).
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Figure 9.3 � Évolution de la longueur moyenne adimensionnée des aiguilles < l >/∆x, moyen-
née sur dix réalisations, (symboles) en fonction du nombre de germes par grains G. Les symboles
pleins désignent les cas de simulations pour lesquelles une réalisation au moins n'aboutissait pas
à une dissolution complète de l'HH. La courbe en trait plein montre l'évolution de l100 en
fonction de G donnée par l'approche déterministe, eq. (9.6).

longueur �nale déduite de l'approche déterministe en champ moyen noté l100 = l(t100). La

longueur �nale de l'aiguille est atteinte lorsque la totalité de l'HH initial est consommé avec un

pourcentage d'HH dissout z = 100 :

l100 = R

√
1
G
πα (9.6)

La �gure 9.3 compare les résultats de la longueur moyenne des aiguilles < l > obtenue par si-

mulation et la longueur �nale l100 obtenue dans le cadre de l'approche déterministe. Il existe

un écart s'élargissant à mesure que G augmente entre, d'une part, la prédiction déterministe en

champ moyen, qui néglige l'encombrement stérique, et d'autre part, les résultats de la simulation.

Pour les petites valeurs de G (G ≤ 5) la prédiction de champ moyen est en revanche très correcte.
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La comparaison des résultats de cette approche déterministe avec les résultats de simulation

permet de mieux appréhender les e�ets de l'encombrement stérique. Pour la seule caractéristique

morphologique testée ici, la longueur moyenne des aiguilles, l'approche déterministe permet de

prédire les résultats de la simulation numérique avec une erreur relativement faible. Néanmoins,

les résultats de la simulation sont plus riches, puisqu'ils donnent aussi accès aux �uctuations de la

longueur des aiguilles. Par la suite, des approches stochastiques sont comparées à la simulation.
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Chapitre 10

Approches stochastiques

Dans la simulation, la croissance de chaque aiguille est obtenue à la suite de processus

stochastiques associés à des taux de croissance. Ceci engendre des �uctuations dans l'évolution

des caractéristiques de la dynamique de croissance ainsi que dans la morphologie de la population

d'aiguilles obtenues. Une approche stochastique de la croissance des aiguilles de gypse à l'aide

d'une équation maîtresse permet de proposer une estimation de ces �uctuations.

10.1 Approche stochastique à une aiguille

Une seule aiguille est considérée et toute interaction est négligée. Dans ces conditions, la

croissance d'une aiguille de longueur l peut être décrite par un accroissement de longueur ∆l

à chaque pas de temps ∆t avec une probabilité de croissance γ(l → l + ∆l). Ce processus

est identique à celui associé à une marche aléatoire unidimensionnelle non symétrique car ne

s'e�ectuant que dans une seule direction. Le marcheur équivalent est situé initialement en l = l0

et il se déplace à chaque pas de temps vers la droite d'une distance notée ∆l avec la probabilité

γ(l → l + ∆l) dépendant de la position l selon les formules (9.2a) et (9.2b), ou bien restant

immobile avec une probabilité 1 − γ(l → l + ∆l). La marche aléatoire se termine lorsque la
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distance l = l100 est atteinte. En considérant la probabilité conditionnelle d'être en l′ à l'instant

t′ en étant situé en l à l'instant t, notée P (l′, t′|l, t), il est possible d'écrire l'équation maîtresse

inverse [117, 118] :

∂P

∂t
(l′, t′|l, t) =

γ(l)
∆t

(
P (l′, t′|l, t)− P (l′, t′|l + ∆l, t)

)
(10.1)

La probabilité de terminer la marche dans un intervalle de temps supérieur à t′ − t en partant

de la position l vaut G(l, t′− t) =
∑l100

l′=l0
P (l′, t′|l, t) et permet de préciser la valeur moyenne du

temps nécessaire pour atteindre la limite l100 à partir de l grâce à la relation :

< T (l→ l100) >=
∫ ∞

0
τ∂τG(l, τ)dτ = −

∫ ∞
0

G(l, τ)dτ (10.2)

La second moment < T 2(l→ l100) > véri�e quant à lui :

< T 2(l→ l100) >= −
∫ ∞

0
2τG(l, τ)dτ (10.3)

Ces deux relations permettent de calculer le temps moyen de réaction ainsi que son écart-type.

En sommant sur l′ l'équation (10.1) puis en intégrant sur τ = t′ − t, l'équation (10.2) permet

d'établir la relation suivante :

< T (l→ l100) > − < T (l + ∆l→ l100) >=
∆t
γ(l)

(10.4)

Cette relation permet de donner l'expression du temps moyen de réaction :

< T (l0 → l100) > =
l100−∆l∑
l=l0

∆t
γ(l)

(10.5)

' ∆t
p

(
lc
∆l

ln
(
lc
l0

)
+

lc
2l0

+
l100 − lc

∆l

)
(10.6)

Cette dernière expression est obtenue grâce au premier terme de la formule d'Euler-Maclaurin

entre somme et intégrale, en supposant que la taille maximale véri�e l100 ≥ lc. Cette analyse
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permet de préciser, à cet ordre, la correction +∆t
p

lc
2l0

par rapport au résultat tz issu de l'équation

(9.4b) pour z = 100. Le moment d'ordre deux véri�e quant à lui la relation de récurrence :

< T 2(l→ l100) > − < T 2(l + ∆l→ l100) >=
2∆t
γ(l)

< T (l→ l100) > (10.7)

L'écart-type du temps de réaction σ(T ) se calcule alors à partir de la variance :

σ2(T ) =< T 2(l0 → l100) > − < T (l0 → l100) >2

'
(

∆t
p

)2 l2c
l0

(
1

4l0
+

1
∆l

)
(10.8)

Cette quantité permet de rendre compte des �uctuations du temps de réaction qui existent

entre plusieurs réalisations de la simulation e�ectuées à basse densité et pour un petit nombre

de germes par grain avec les mêmes valeurs des paramètres pour lesquels les interactions entre

aiguilles peuvent être négligées mais avec des conditions initiales di�érentes. La �gure 8.5(c)

montre, en trait plein et en trait pointillé courts, les évolutions du pourcentage d'HH restant en

fonction du temps lorsque G = 1 pour deux réalisations e�ectuées à partir de deux conditions

initiales di�érentes. Les résultats de simulation permettent d'évaluer que l'écart-type divisé par

le temps de �n de réaction est de l'ordre de 14.6%. L'équation maîtresse pour une aiguille sans

interaction donne la valeur suivante :

σ(T )/ < T (l0 → l100) > =

√
∆l
l0

(
∆l
4l0

+ 1
)

ln
(
lc
l0

)
+ ∆l

2l0
+ l100−lc

lc

' 11%

avec les valeurs des paramètres identiques à ceux de la simulation pour l0 = 2∆x, lc = 80∆x,

et pour une longueur maximale l100 = 792.67∆x issue de l'équation (9.6 pour R = 100∆x et

α = 20. L'accord entre les valeurs issues de la simulation et de l'équation maîtresse est donc

satisfaisant pour G = 1.
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10.2 Approche stochastique à n aiguilles en interaction

Une aiguille i est caractérisée par sa longueur li ainsi que par son état libre bi = 0 ou bloqué

bi = 1. Une aiguille libre de longueur li devient une aiguille libre de longueur li+∆l avec un taux

de transition γ(li) au cours d'une durée ∆t. Une aiguille libre de longueur l devient une aiguille

bloquée de longueur l avec un taux de transition k pendant ∆t. Une aiguille peut se bloquer

au contact d'une autre aiguille provenant d'un même grain ou bien de deux grains di�érents.

La di�érence entre ces deux situations est considérée à travers la probabilité de blocage entre

aiguilles issues d'un même grain, notée kG et dépendant de G, et la probabilité de blocage

entre aiguilles issues de grains di�érents, notée kd et devenant non-nulle lorsque la longueur de

l'aiguille devient de l'ordre de la distance d séparant deux grains. La croissance stochastique

des aiguilles ne peut se poursuivre au-delà de la dissolution totale de la quantité initiale d'HH,

NπR2. La probabilité décrivant un système de n aiguilles i de longueur li et d'état bi se note :

P ((li, bi)1≤i≤n) (10.9)
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L'équation maîtresse décrivant l'évolution de la probabilité (10.9) tient compte de tous les

processus susceptibles d'agir sur la longueur et l'état de toutes les aiguilles s'écrit :

d

dt
P (. . . , (li, bi), . . . ) = (10.10)

−
n∑
i=1

γ(li)
∆t

P (. . . , (li, bi), . . . )δ(bi)H

NπR2 −
n∑
j=1

1
α
l2j


+

n∑
i=1

γ(li −∆l)
∆t

P (. . . , (li −∆l, bi), . . . )δ(bi)H

NπR2 −
N∑

j=1,j 6=i

1
α
l2j − (li −∆l)2


−

n∑
i=1

(
kG
∆t

+
kd
∆t

H(d− li))P (. . . , (li, bi), . . . )δ(bi)H

NπR2 −
n∑
j=1

1
α
l2j


+

n∑
i=1

(
kG
∆t

+
kd
∆t

H(d− li))P (. . . , (li, bi − 1), . . . )δ(bi − 1)H

NπR2 −
n∑
j=1

1
α
l2j



La fonction H désigne la fonction de Heaviside tandis que la fonction δ désigne la fonction de

Dirac. La distance d séparant la périphérie de deux grains est de l'ordre de la distance moyenne

séparant des cercles répartis aléatoirement dans un plan valant L
√

2/(3N) à laquelle on en-

lève une distance correspondant à deux rayons de grains R. La valeur considérée �nalement est

d = L/
√
N − 2R. Cette équation rend compte des processus de croissance et de blocage des

n aiguilles simulées d'une manière e�ective. Cette équation est résolue numériquement par la

méthode de Gillespie [119].

Principe de la méthode de Gillespie :
Cette méthode est une simulation directe de processus markoviens à sauts, de type processus
i de naissance et de mort se produisant à des taux connus γi. Le nombre total de sauts
e�ectués à un instant t est distribué selon une loi de Poisson. À partir d'un état initial,
l'algorithme génère une succession de processus i séparés par des intervalles de temps τ ce qui
dé�nit une trajectoire. Le choix d'un processus i est e�ectué aléatoirement avec une probabilité
p(γi) = γi/γtot où γtot =

∑
j γj . Les intervalles de temps τ séparant deux processus consécutifs
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sont distribués suivant la loi :

P (τ) = γtot exp(−γtotτ) (10.11)

La génération d'un nombre important de trajectoires permet une analyse statistique et donne
en particulier accès à des grandeurs moyennes et à leurs moments.

Dans le cas de la croissance d'une population d'aiguilles de gypse, l'état du système à l'instant

t est donné par (li(t), bi(t))1≤i≤n avec bi ∈ {0, 1} et li ∈ [l0, lmax] où lmax = l0 + R
√
Nπα

correspond à la taille maximale qui serait atteinte par une aiguille sur laquelle aurait précipité

tout le DH disponible. Les processus qui changent la con�guration du système peuvent être

des processus de croissance d'une aiguille i, avec un taux de croissance γ(li, bi) = δ(bi)γ(li →

li + ∆l), ou bien des processus de blocage d'une aiguille i, avec un taux de blocage k(li, bi) =

kG + kdH(d − li). A chaque étape un intervalle de temps τ est choisi avec une probabilité

P (τ) =
∑

i(γ(li, bi)/∆t + k(li, bi)/∆t) exp(−∑i(γ(li, bi)/∆t + k(li, bi)/∆t)τ). Le processus de

croissance de l'aiguille i est choisi avec une probabilité γ(li, bi)/
∑

i(γ(li, bi) + k(li, bi)) et le

processus de blocage de l'aiguille i est choisi avec une probabilité k(li, bi)/
∑

i(γ(li, bi)+k(li, bi)).

L'intégration de l'équation maîtresse (10.10) par la méthode de Gillespie nécessite de connaître

les valeurs de la longueur initiale l0, du taux de croissance ∆l/∆t et des taux de blocage kd et

kG. Le choix de ces paramètres est ajusté pour G = 1 de manière à retrouver les caractéristiques

morphologiques et cinétiques < l >, σ, t10 et t95 obtenues par la simulation. Les valeurs retenues

sont l0 = 8∆x, ∆l/∆t = 2.255∆x/∆t ' 0.75∆l0/∆t, kG=1 = 6.8 × 10−4 et kd = 10−4. La

probabilité de blocage kG=1 d'une aiguille de petite taille lorsque G = 1 est non-nulle car une

aiguille peut être bloquée par le grain d'HH duquel elle est issue. Pour les valeurs croissantes de

G, la probabilité de blocage kd reste constante et les valeurs de kG sont choisies de manière à

retrouver les valeurs de longueur moyenne < l > obtenues dans la simulation. La �gure 10.1(a)
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donne les valeurs de kG qui conduisent en fonction de G aux longueurs moyennes données sur

la �gure 10.1(b).

L'intégration de l'équation maîtresse (10.10) grâce à la méthode de Gillespie permet d'obtenir

la distribution des longueurs �nales li(t → ∞) dont l'écart-type σ peut être calculé. La �gure

10.2 compare l'évolution des écarts-types des distributions de longueurs obtenus par intégration

de l'équation maîtresse et par simulation. Un accord quantitatif est obtenu entre les résultats de

la simulation et ceux de l'équation maîtresse. L'équation maîtresse reproduit donc correctement

les �uctuations de la taille des aiguilles. Cependant, le nombre moyen de contacts par aiguilles

n'est pas accessible à l'équation maîtresse qui ne rend compte des interactions que de façon

e�ective sans donner accès à la con�guration géométrique de l'enchevêtrement des aiguilles.

L'équation maîtresse permet également d'accéder à des caractéristiques cinétiques de la

précipitation. Il est en e�et possible de suivre l'évolution de l'HH restant au cours du temps par

la somme NπR2 −∑j lj(t)
2/α. La �gure 10.3 montre l'évolution de cette quantité en fonction

du temps pour chacune des approches considérées. L'approche déterministe de champ moyen

permet d'obtenir l'évolution de la quantité d'HH restant en intégrant l'équation di�érentielle

(9.1), l'approche stochastique permet d'obtenir cette évolution en intégrant l'équation maîtresse

(10.10) et la cinétique de précipitation issue de la simulation sert de référence. L'approche

stochastique permet de retrouver la transition vers une dissolution incomplète de l'HH qui

est obtenue par simulation. Le temps d'induction t10 déterminé à partir de l'évolution de la

quantité d'HH restant est présenté en fonction du nombre de germes par grains sur la �gure

10.4. L'évolution du temps de �n de réaction t95 obtenu est présenté en fonction deG sur la �gure

10.5. L'accord obtenu entre les résultats de la simulation et ceux de l'équation maîtresse n'est
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Figure 10.1 � (a) Évolution, en fonction du nombre G de germes par grains, de la longueur
moyenne des aiguilles obtenues par simulation (triangles) et après intégration de l'équation
maîtresse (carrés) pour les valeurs de probabilité de blocage kG données en (b) choisies de telle
manière que les résultats des deux approches coïncident. (b) Valeurs de kG obtenues en fonction
de G. Les symboles sont pleins lorsque au moins une trajectoire de la résolution de l'équation
maîtresse par la méthode de Gillespie ou bien une réalisation de la simulation du modèle n'a
pas conduit à la dissolution totale de tous les grains d'HH.
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Figure 10.2 � Écarts-types de la distribution des longueurs des aiguilles obtenue après in-
tégration de l'équation maîtresse (10.10) par la méthode de Gillespie (carrés) comparés aux
écarts-types de la distribution des longueurs des aiguilles obtenue après simulation du modèle
(triangles). Les symboles pleins désignent les intégrations de l'équation maîtresse, ou bien les
simulations du modèle, pour lesquelles au moins une trajectoire, ou bien une réalisation, ne
conduit pas à une dissolution totales des grains d'HH.
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Figure 10.3 � Évolution de la quantité d'HH restant obtenue (a) en intégrant l'équation di�é-
rentielle issue de l'approche en champ moyen, (b) en intégrant numériquement avec la méthode
de Gillespie l'équation maîtresse issue de l'approche stochastique, (c) par simulation. L'évolu-
tion est présentée en trait pointillé long pour un nombre de germes par grains G = 1, en trait
plein pour G = 10 et en trait pointillé court pour G = 30 dans (a) et (b) et pour G = 25 dans
(c).
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Figure 10.4 � Évolution en fonction du nombre de germes par grains G du temps d'induction
t10, pour lequel 10% de la quantité initiale d'HH a été dissoute, obtenu en simulant le modèle
de cristallisation (triangles) et en intégrant l'équation maîtresse (carrés). Les symboles pleins
désignent les simulations ou les intégrations pour lesquelles la dissolution de l'HH n'est pas
totale pour l'une au moins des réalisations.
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Figure 10.5 � Même légende que pour la �gure 10.4 avec le temps de réaction t95 pour lequel
95% de la quantité initiale d'HH a été dissoute.
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pas aussi satisfaisant que pour le temps d'induction. Cependant, la prise en compte e�ective du

blocage par l'équation maîtresse permet de retrouver qualitativement l'évolution du temps de

�n de réaction avec une valeur de G qui minimise t95. De plus, il existe une valeur de G pour

laquelle la dissolution de l'HH n'est pas totale. La prise en compte des e�ets de la gêne stérique

sont obtenus mais pour des valeurs de G plus élevées que dans la simulation.
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Chapitre 11

Conclusions et perspectives

Pour aller plus loin dans la modélisation analytique de la cinétique de prise, il est envi-

sageable de reconsidérer l'équation di�érentielle linéaire associée à la croissance d'une aiguille

sans interaction. Une piste pourrait être o�erte par la construction d'une équation non linéaire

rendant compte de manière e�ective des interactions. L'utilisation conjointe de l'équation maî-

tresse multivariée rendrait possible l'ajustement de la valeur des paramètres de la modélisation

analytique à tout instant.

Le modèle de simulation présenté dans ce travail a été conçu à partir d'expériences réalisées

en milieu dilué. À plus long terme, il est souhaitable de le faire évoluer vers la simulation de

la croissance d'aiguilles de gypse dans des conditions denses, proches des conditions utilisées

dans l'industrie. Dans un premier temps, il est envisagé d'introduire des grains d'HH de rayons

variables. L'existence de petits grains venant se loger dans les espaces libres entre les gros grains

permettrait facilement d'augmenter la densité de la préparation initiale. De plus, il est prévu

d'introduire une probabilité de recouvrement des aiguilles pour rendre compte de façon e�ective

d'une troisième dimension spatiale.

Dans un second temps, la généralisation de l'algorithme à la simulation d'un milieu tridi-
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mentionnel est envisagée. À ces modi�cations de l'algorithme pourront s'ajouter la recherche de

nouveaux critères permettant de faire le lien entre la structure enchevêtrée des aiguilles et les

propriétés du matériau. Il est possible d'imaginer l'utilisation de la fonction de distribution ra-

diale de la densité de gypse autour du centre des gros grains de plâtre pour dé�nir des grandeurs

pertinentes : taille des pores dans la structure �nale à l'emplacement initial des grains d'HH,

nature ouverte ou fermée des pores en lien avec l'utilisation comme moule pour la fabrication de

céramiques, densité de gypse en volume (loin des grains initiaux) pour caractétiser la résistance

mécanique par exemple. La pertinence de ces critères devra être testée par comparaison avec

l'expérience. Une analyse d'image du matériau pourra être envisagée, ainsi que des études de

porosimétrie et de résistance mécanique. Dans ce dernier cas, il s'agira d'établir des corrélations

entre les valeurs des grandeurs caractérisant la structure et celles du module d'Young déter-

miné par une sollicitation à la �exion en trois ou quatre points [120, 121] ou par échographie

ultrasonore [122, 57, 123].
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Conclusion générale

Les deux phénomènes étudíes dans cette thèse, la propagation de fronts d'onde chimiques

exothermiques et la prise du plâtre, relèvent tous deux de l'étude à di�érentes échelles de la

dynamique et de la structuration de systèmes réactifs. Dans le cas de la prise du plâtre, le résultat

majeur a été d'obtenir un modèle prédictif de la cinétique de prise et de la morphologie du

matériau. Il s'agit d'un outil sans équivalent qui intéresse notre partenaire industriel qui n'avait

auparavant d'autre méthode d'investigation que la réalisation d'experiences à l'aveugle. Dans le

cas des fronts d'ondes chimiques exothermiques, plusieurs résultats ont été établis concernant

la dynamique et la structure des fronts d'onde stationnaires, pour deux modèles chimiques non-

linéaires typiques, le modèle monostable de Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov et le modèle

bistable de Schlögl. La caractérisation du domaine interdit de propagation stationnaire pour ces

fronts, obtenu pour di�érentes valeurs de la chaleur de réaction, a tout d'abord été e�ectuée

dans le cas d'un gaz parfait, tant d'un point de vue macroscopique, à l'aide des équations

de l'hydrodynamique couplées à l'équation de convection-réaction-di�usion, que d'un point de

vue microscopique, par l'intermédiaire de la méthode DSMC de simulation de la dynamique

particulaire. Di�érents régimes dynamiques ont pu être classi�és et des bifurcations entre ceux-

ci ont été mis en évidence. Dans un second temps, l'e�et de la densité du �uide sur ces résultats

a été étudié dans le cas d'un �uide de van der Waals.

127



Pour ces deux domaines de recherche, certaines perspectives de recherche sont communes.

Un e�ort pourra être envisagé par la prise en compte de non-linéarités tant à travers une ana-

lyse de stabilité des fronts et que dans la construction d'une équation décrivant la croissance

conjointe d'aiguilles de gypse. D'un point de vue microscopique, le dé� commun est la prise

en compte de plus grandes densités des �uides considérés dans le cas des fronts chimiques et

de plus grandes densités de grains d'HH et d'aiguilles de DH dans le cas de la prise du plâtre.

L'in�uence de la dimension de l'espace dans lequel ces systèmes réactifs évoluent apporte aussi

de nombreuses nouveautés comme l'apparition de turbulence dans la propagation de fronts chi-

miques et la complexi�cation de l'enchevêtrement des aiguilles de gypse. En�n, la confrontation

expérimentale de ces résultats théoriques et numériques premettra d'explorer les limites de tout

ce travail.
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Dynamique microscopique et propriétés macroscopiques de
systèmes réactifs structurés :

fronts d'onde chimiques exothermiques et prise du plâtre

Résumé :

Cette thèse traite, dans une première partie, de la propagation unidimensionnelle de fronts de
réactions exothermiques, à di�érentes échelles de description. Dans une approche macroscopique,
la quantité de chaleur dégagée par la réaction vient coupler l'équation de convection-réaction-
di�usion et les équations de l'hydrodynamique. Ce travail montre l'existence d'un domaine
interdit de vitesses de propagation pour un front d'onde chimique stationnaire. Il met en évidence
une transition entre une propagation principalement déterminée par les processus de réaction-
di�usion, pour de faibles chaleurs de réaction, et une propagation principalement déterminée par
les équations de l'hydrodynamique et l'équation d'état du �uide, pour une quantité de chaleur
plus importante. Cette bifurcation est illustrée dans les cas d'un gaz parfait et d'un �uide de van
der Waals. La simulation microscopique de la dynamique des particules par la méthode 'Direct
Simulation Monte Carlo' (DSMC) permet de retrouver ces résultats pour un gaz dilué.

Dans une seconde partie, cette thèse développe un modèle de précipitation d'aiguilles de
gypse à partir de grains d'hémihydrate de sulfate de calcium ainsi qu'un algorithme de simulation
de la prise du plâtre à une échelle submicrométrique. Les résultats de simulation sont comparés
à ceux issus d'une approche déterministe et d'une approche stochastique par une équation
maîtresse. En dégageant un ensemble de paramètres ajustables et interprétables physiquement,
le modèle permet de proposer une explication de l'e�et d'un traitement industriel con�dentiel
améliorant la cinétique de formation et la morphologie du matériau �nal.

Mots clés : Hydrodynamique, réaction-di�usion, fronts d'onde chimiques exothermiques, �uide
de van der Waals, e�ets microscopiques, Direct Simulation Monte Carlo (DSMC), modélisation
de la prise du plâtre, dissolution-précipitation, dynamique stochastique
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Microscopic dynamics and macroscopic properties of structured
reactive systems :

Exothermic chemical wave fronts and plaster setting

Abstract :

The �rst part of this thesis is devoted to the study of the one-dimensional propagation
of exothermic chemical wave fronts at di�erent scales. In a macroscopic approach, the heat
released by the reaction couples together the convection-reaction-di�usion equation and the
hydrodynamics equations. This work exhibits a transition between a propagation regime which
is mainly determined by the chemical reaction for small heat release and a propagation regime
mainly determined by the �uid equation of state and hydrodynamics equations for larger heat
release. Such a bifurcation is exempli�ed on a perfect gas and a van der Waals �uid. These results
are con�rmed by a microscopic simulation of particle dynamics using the Direct Simulation
Monte Carlo (DSMC) method for a dilute gas.

In a second part are devised a crystallization model for gypsum needles from calcium sulfate
hemihydrate grains as well as a simulation algorithm of plaster setting at a submicrometric
scale. This last approach is compared with a deterministic description and a stochastic approach
through a master equation. The e�ects of a con�dential industrial treatment on the kinetics and
morphology of the resulting material are satisfactorily explained thanks to the de�nition of
physically meaningful �tting parameters.

Key words : Hydrodynamics, reaction-di�usion, exothermic chemical wave front, van der Waals
�uid, microscopic e�ects, Direct Simulation Monte Carlo (DSMC), plaster setting modelling,
dissolution-precipitation, stochastic dynamics.
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