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Chapitre 1

Sur la stabilité des matrices
symplectiques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de rassembler quelques propriétés spectrales
des matrices symplectiques dont on aura besoin tout le long de ce document.
Cela permettra en particulier de fixer les notations et d’expliquer le sujet
traité dans cette thése. Un résumé du travail effectué dans cette thése est
donné a la fin de ce chapitre.

Soit J € R2N*2N yne matrice inversible et anti-symétrique.

Définition 1 On dit que W € R2N*2N est J-symplectique si WL JW = J.
Parfois, on dira tout simplement que W est symplectique lorsque la matrice
J est définie dans un contexte clair.

Ces matrices font partie d’une classe importante de matrices dites "struc-
turées" apparaissant généralement en théorie du controle [29, 16, 14, 3]. Les
matrices symplectiques apparaissent notamment en contrdle optimal [14] et
dans la théorie de résonance paramétrique [29]. En controle optimal, les ma-
trices n’ont pas de valeurs propres sur le cercle unité, et, on est amené,
dans ce domaine, a déterminer les projecteurs spectraux Py et P, sur les
sous-espaces invariants (s-e-i) associés respectivement aux valeurs propres
intérieures et extérieures au cercle unité. Dans le domaine de la résonance
paramétrique, toutes les valeurs propres sont sur le cercle, et, on est amené
& déterminer le projecteur spectral P; sur le s-e-i associé aux valeurs propres
sur ce cercle. Dans ces domaines, les matrices symplectiques sont, en fait,
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obtenues & partir de systémes différentiels Hamiltoniens & coefficients pério-
diques (voir |29, Chap 3]), voir aussi la section 1.4

L’étude de la stabilité d’une matrice symplectique est étroitement liée a sa
structure spectrale qui posséde des propriétés intéressantes. Tout d’abord,
le spectre d’'une matrice symplectique réelle d’ordre 2N est généralement
composé de trois groupes : Ny valeurs propres intérieures au cercle unité,
Ny = Ny valeurs propres extérieures au cercle unité et symétriquement
placées par rapport au premier groupe, et N; = 2(N — Ny) valeurs propres sur
le cercle unité. Les propriétés spectrales dont on aura besoin sont résumées
ci-dessous.

1.2 Quelques propriétés spectrales des matrices sym-
plectiques

Des propriétés simples et utiles pour le reste de cette thése sont résumées
dans le théoréme suivant.

Théoréme 1 Soit W € R2V*2N yne matrice J-symplectique. Alors

1. Les wvaleurs propres intérieures et extérieures au cercle unité sont symé-
triques au sens de l'inversion. Elles sont de la forme :

NN LN et /X side C avee | N |#1;

AetAsideC avec |N|=1;

SAetl/XNsiAeR.

2. Soient x et y deux vecteurs propres de W associés respectivement & des
valeurs propres X et p. Si A\ # 1, alors y*Jz := (Jz,y) = 0. En particulier,
si| N|# 1, (Jx,z) = 0 pour tout x € Ker(W — XI). Et plus généralement
on a :

3. Soient X € C2N¥k1 ot YV € CV%k2 deys matrices dont les colonnes en-
gendrent des s-e-i de W :

WX =XA WY=YB. (1.1)
Si les valeurs propres \;(A) et A\j(B) de A et B sont telles que N\i(A)X\;(B) #

1 pour tout i et j, alors X*JY = 0.

4. Si A est une valeur propre défective (i.e. non semi-simple) sur le cercle
unité, alors il existe un vecteur propre x associé a A tel que (Jx,z) = 0.

5. Il existe Ty € RZVX2N jnpersible et trois matrices W, € RNOOXNOO, Wy €
RMXN1 et Ty € RNoXNo gpec Nyo = Ng < N et Ny = 2(N — Ny) dont les
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valeurs propres sont respectivement extérieures au cercle unité, sur le cercle
unité et intérieures au cercle unité, et telles que :

We 0 0
T7'Whi=( 0 W 0
0 0 Wo
De plus
0 0 —-MT
' = o 5 0 :
M 0 0

ou M est inversible et Jy est anti-symétrique et inversible.
- . . -1
6. Dans le cas particulier (mais fréquemment utilisé) ou J = < IO ON >
N
( In désigne la matrice d’identité d’ordre N ), la matrice W a une décompo-
sition en valeur singuliére de la forme

W= U( % qu > vT (1.2)

ou U et V sont orthogonales et J-symplectiques et Q = diag(wy, .....,wn)
avec wi > ... > wn > 1.

Démonstration
Les propriétés 1 - 5 se trouvent par exemple dans [10] et la propriété 6 dans
[28]. O

Exemples de matrices J-symplectiques : Les trois premiers exemples sont

valables pour J = 0 —In € R2Vx2N
Iy 0

1. Si X € RVXN est inversible, alors < X0

0 x-T > est J—symplectique.

. . . Iy Y
2. SiY € RVXN est symétrique, alors la matrice < N ) est J-

0 Iy
symplectique.
3. Si X, Y € RVXN gatisfont XY = Y X7 et X est inversible, alors la
. X Y .
matrice < 0 x-T > est J-symplectique.
4. Si W € R2NX2N est J-symplectique, alors W, W=7 W~ sont J-
symplectiques.

5. Le produit de matrices J-symplectiques est J-symplectique.
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1.3 Stabilité des matrices symplectiques

Soit W une matrice J-symplectique. Les définitions classiques de stabilité
sont données ci-dessous. Sauf mention contraire, le symbole || || désigne la
norme spectrale (norme 2).

Définition 2 On dit que W est stable si |WF|| < oo pour tout k € N et
pour toute norme matricielle || ||.

Puisque WTJW = J, la condition |IWW¥|| < co est équivalente a ||W~F| <
00.

Il est clair qu’une matrice symplectique est stable si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont sur le cercle unité et sont non défectives. La définition
suivante caractérise un autre type de stabilité : la stabilité forte.

Définition 3 On dit que W est fortement stable s’il existe ¢ > 0 tel que
toute matrice W J-symplectique vérifiant || W — W ||< € est stable.

En d’autres termes, W est fortement stable si elle est stable et le reste quand
elle est soumise & des petites perturbations conservant la symplecticité. Ce
concept est plus robuste que celui de la stabilité. 11 est aussi plus délicat
& caractériser. Bien entendu, les valeurs propres d’une telle matrice doivent
étre sur le cercle unité et semi-simples, mais cela ne suffit pas a caractériser
ce type de stabilité. En effet, les valeurs propres doivent, en plus, étre soit
de type 1 ou de type 2 conformément & la définition suivante :

Définition 4 Soit A une wvaleur propre de module 1 de W. On dit que X
est de type 1 (resp. de type 2) si tout vecteur propre x associé a A vérifie
(tJx,z) > 0 (resp. (iJz,x) < 0). Si (Jz,z) =0, on dira que X\ est de type
mélé.

Remarque : La définition ci-dessus a bien un sens puisque la matrice
iJ est complexe Hermitienne.

Krein, Gelfand et Lidskii [29] ont introduit cette classification et I'ont
utilisée pour caractériser de maniére élégante la stabilité forte de matrices
symplectiques. La caractérisation est résumée dans le théoréme suivant, que
nous appellerons par la suite : le critére de Krein, Gelfand et Lidskii (critére

KGL).

Théoréme 2 (critére KGL)
La matrice W est fortement stable si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont sur le cercle unité et sont soit de type 1 ou de type 2.
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Ce théoréme est obtenu comme le résultat de plusieurs autres théorémes
"éparpillés" dans [29]. Nous proposons un résumé des étapes les plus impor-
tantes pour sa démonstration.

Remarquons d’abord que d’apreés le point 2 du théoréme 1, tout vecteur
propre x de W associé a une valeur propre A en dehors du cercle unité satis-
fait (Jz,x) = 0. Ceci permet d’étendre la définition d’une valeur propre de
type mélé aux valeurs propres en dehors du cercle unité.

Lorsque W n’a pas de valeurs propres de type mélé, on a le théoréme
suivant.

Théoréme 3 Soit A\ une valeur propre de type non mélé de W, i.e. A est sur
le cercle unité et est soit de type 1 ou de type 2. Alors, il existe des constantes
0 >0 ety >0 telles que pour toute matrice J-symplectique W satisfaisant
| W — W ||< 8, les valeurs propres A de W dans le voisinage | A — X |< v
sont sur le cercle unité et sont semi-simples.

Démonstration
Elle se trouve dans [29, p. 161]. Nous la reproduisons pour plus de clarté.
Raisonnons par I’absurde : il existe alors une suite de matrices Wy, W,...—
W de valeurs propres respectives A1, Ao,..., — A telles que \,, soit une valeur
propre de W, avec | Ay, |[# 1 ot A est de module 1 mais défective (i.e. non
semi-simple). Soit x,, un vecteur propre correspondant a A, tel que || zp, ||=
1. Le théoréme 1 donne (Jzy,, zy,) =0, m =1,2,3,.... La suite (z,,) étant
bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente vers un vecteur x, et
par passage a la limite, on obtient Wa = Az, et || 2 [|=1, (Jz,z)=0. La
valeur propre A est donc de type mélé. D’oti une contradiction. [

Pour les valeurs propres de type mélé, nous proposons d’abord le résultat
suivant :

Lemme 1 Les matrices

—~ W 0 ~ J 0
-1 0 T 0
Wo=K ( 0 WOT>K et Jo=K (O Jg,)K,

ot K est inversible, Wy = Cosp —smp , Jo = 0 -1 vérifient
sinp  cosp 1 0

les propriétés suivantes :

1. Wo est jo—symplectique. Ses valeurs propres, égales a e, sont de type
meélé.
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2. 1l existe une matrice W(a) Jo-symplectique, de valeurs propres eXoFi,

et telle que limg_g |[Wa — Wl = 0.

Démonstration

I est facile de vérifier le point 1. Pour le point 2, posons I = < (1) (1) > et

-1 0
Iy = 0 1 et remarquons que :

= (T 0 Jo 0 I 0
‘]“_K<010 o g )lo )"

~— (T 0 Wo 0 I 0
WOK(OIO 0 W, OIOK'

e~ (I 0 ch(a)I sh(a)I I 0
_ 1
Wi(a) = K ( 0 I ) ( sh()I byl )\ o 1 )&
On vérifie facilement que /V[vfl(a) est jo—symplectique et par conséquent le
produit W(a) = WoWi(«) l'est aussi. Et on a

o (1 0 Wo O ch(a)I sh(a)I I 0
W(a) =K < 0 I 0 W sh(a)I ch(a)I 0o 1, )
Les valeurs propres de W(a) sont donc les mémes que celles de

Wo 0 ch(a)I sh(a)I

0 Wy sh(a)I ch(a)l
qui sont égales a et De plus, V[N/(a) - WO se décompose sous la forme
Kl I 0 Wo O (ch(a) = 1)I sh(a)l I 0 K

0 I() 0 WO Sh(Oé)I (ch(a) — 1)[ 0 IO '

11 est clair que limg_g ||[Wa — Wo|| = 0. O
Ce lemme se généralise de la maniére suivante (voir |29, p. 192-195]).

Posons

Théoréme 4 Si A est une valeur propre de type mélé de la matrice J—symplectique
W, alors il existe une matrice W J-symplectique arbitrairement proche de

W ayant des valeurs propres extérieures et intérieures au cercle unité dans

un voisinage de .
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On peut a présent montrer le théoréme 2 (critére KGL) :

Si W est fortement stable, il est clair que toutes ses valeurs propres sont sur
le cercle unité. Ces valeurs propres ne peuvent étre de type meélé car sinon,
d’aprés le théoréeme 4, W serait arbitrairement proche d’une matrice W J-
symplectique ayant des valeurs extérieures et intérieures au cercle unité, ce
qui contredit la stabilité de W.

Réciproquement, si toutes les valeurs propres de W sont sur le cercle unité et
sont soit de type 1 ou de type 2, le théoréme 3 montre que les valeurs propres
des petites perturbations W J-symplectiques de W sont sur le cercle unité
et semi-simples. Autrement dit, W est fortement stable. O

Comme nous 'avons annoncé dans l'introduction, les matrices symplec-
tiques sont souvent obtenues comme solutions de systémes Hamiltoniens a
coefficients périodiques. Nous allons & présent préciser ce point.

1.4  Stabilité des systémes Hamiltoniens a coeffi-
cients périodiques

Un systéme linéaire Hamiltonien & coefficients T'—périodiques est un sys-
téme différentiel de la forme

dx(t)

Jdt

= H(t)z(t), t € R (1.3)

u H(t) € REVX2N ogt symétrique et T—périodique, i.e. H(t+T) = H(t) =
(H(t))". On sait (voir par exemple [29, Chap 3.]) que la solution fondamen-
tale X (¢) de (1.3) (i.e. la matrice X (t) satisfaisant JdX(t) = H(t)X(t) et
X (0) = 1) est J—symplectique et satisfait pour tout ¢ € R la relation

X(t+T)=X)X(T) (£ X(T)X(t)). (1.4)

Concernant la stabilité de tels systémes, on a d’abord la définition classique

suivante :

Définition 5 Le systéme (1.3) est stable si chacune de ses solutions x(t)
reste bornée pour t € R.

En vertu de (1.4) on a pour tout ¢ et tout n € N

X(t +nT) = X(H)X"(T). (1.5)
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Par conséquent toute solution z(t) = X (¢)z¢ de (1.3) vérifie
sup [|lz(#)[| < sup [[X (@) sup [|X™(T)o-
teR 0<t<T neN

Et d’autre part
sup || X™"(T)xol| = sup || X(nT)zo
neN neN

= sup[[z(nT)|| < sup|lz(t)].
neN teR

Autrement dit, une condition nécessaire et suffisante de stabilité de (1.3) est
que les puissances de X (T) restent bornées. Et puisque X (T") est J—symplectique
cela signifie (cf. définition 2 du Chapitre 1) qu’il existe une constante C' telle
que

sup | X™(T)| < C.
neZ

La stabilité de (1.3) se raméne donc a celle de la matrice J—symplectique
X (T). On sait, d’aprés le chapitre 1, que cela équivaut au fait que toutes les
valeurs propres de X (7') soient sur le cercle unité et semi-simples. Mais ces
conditions ne suffisent pas a garantir que les solutions restent bornées lorsque
le systéme (1.3) est soumis & des perturbations Hamiltoniennes. C’est 'objet
de la stabilité forte dont on rappelle la définition (voir |29, Chap.3]|, [12]).

Définition 6 Le systéme (1.3) est fortement stable si tout systéme Hamil-
tonien & coefficients T—périodiques assez voisin de (1.3) est stable.

Plus précisément, le systéme (1.3) est fortement stable s’il existe € > 0 tel

que tout systéme Hamiltonien & coeflicients T'—périodiques de la forme

dz(t)
dt

J = H(t)z(t)

et satisfaisant .
1 — ] = /0 VH(t) — F()|dt < ¢

est stable. Et on a le théoréme important suivant (voir [29, p. 196]) :

Théoréme 5 Le systeme (1.3) est fortement stable si et seulement si la
matrice J—symplectique X (T') est fortement stable.

Ainsi, la stabilité (resp. la forte stabilité) de (1.3) se rameéne a la stabilité
(resp. la forte stabilité) de la matrice J—symplectique W = X (T') qui est la
solution fondamentale de (1.3) évaluée en la période T'. C’est la raison pour
laquelle nous concentrons nos efforts dans cette thése sur la construction
d’algorithmes permettant d’analyser la stabilité forte de matrices symplec-
tiques.
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1.5 Une autre approche d’analyse de stabilité

L’analyse de la stabilité (stabilité forte) de ces matrices symplectiques
passe donc par le calcul des valeurs propres de matrices non symétriques et
la vérification du critére KGL. Ces valeurs propres sont a priori inconnues
et leur calcul numérique peut étre sensible aux inévitables erreurs d’arron-
dis des méthodes utilisées. C’est le pseudo-spectre que 'on calcule par des
méthodes numériques 27, 8|, i.e. le spectre de perturbations de W. Il est
bien connu qu’a I'exception du cas symétrique ou normal, ce qui n’est pas
notre cas, le pseudo-spectre d’'une matrice peut étre différent de son spectre
(voir [27, 8]). Par conséquent, le critére KGL, excellent outil mathématique,
peut, numériquement, induire en erreur. Du point de vue numérique, il est
préférable de changer la classification donnée dans la définition 4. Pour cela
on aura besoin d’une autre classification introduite & partir de la matrice
suivante (voir [5, 10])

1
Sp = 5J(W—W*l). (1.6)
La matrice Sy posséde quelques propriétés simples et utiles. Par exemple :

Proposition 1

1. La matrice Sy est symétrique et satisfait WL SoW = Sy.

2. 81 Sy est définie positive ( Sop > 0 ) ou définie négative ( Sop < 0 ),
alors les valeurs propres de W sont sur le cercle unité.

Démonstration
La matrice Sy est symétrique car W est J—symplectique : Sy = %(J W +
(JW)T)) = ST. La propriéte WTSoW = Sy se vérifie facilement et entraine
le point 2 car (Soz,z) = (WTSgWz,2) = (SoWz, Wz). O

Remarquons que Sy est singuliére si et seulement si W posséde les valeurs
propres 1 ou —1. De plus, si (\, ) est un élément propre de W avec A = e,
0 <0 <, alors

(Sozx,x) =sinb(iJz, ). (1.7)

Par conséquent, si (Soz,x) > 0 alors A = €'/l est une valeur propre de
typelet A = e U0l est de type 2, et si (Spz, ) < 0 alors A = e~ 01 est de type
1et A= el est de type 2. Si § = 0 ou 6 = 7 alors A = +1. De telles valeurs
propres sont nécessairement de type mélé car le vecteur propre correspondant
x est réel et satisfait (Jx,z) = (z,J72) = —(x,Jx) = —(Jz,x). Donc
(Jz,x) = 0 et (Spz,x) = 0. Par conséquent, si le critéere KGL est satisfait
(il n’ y a pas de valeurs propres de type mélé), alors Sy est inversible. Ceci
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conduit & une autre classification des valeurs propres. Au lieu de les classer
en type 1 et 2, nous leur attribuerons deux couleurs : rouge (r-valeur propre)
et verte (v-valeur propre) conformément & la définition suivante :

Définition 7 Soit A\ une valeur propre de module 1 de W. On dit que X\ est
une r-valeur propre (resp. v-valeur propre ) si tout vecteur propre x associé
a X vérifie (Sox,x) > 0 (resp. (Soz,z) <0).

Comme on la verra par la suite, cette classification est plus appropriée
au calcul numérique que celle donnée dans la définition 4. En effet, elle
utilise uniquement des matrices symétriques. La différence principale entre
les définitions 4 et 7 est la suivante : si A = e/l? et A = e~ sont des valeurs
propres de W respectivement de type 1 et 2, alors tout vecteur z de la forme
2 = ax + BT avec Wa = Az et WZ = AT vérifie

(Soz,z) = 2sin 0| (|af*(iJz,z) — |B)*(iJZ, 7)),

et puisque (iJz,z) > 0 et (iJz,z) < 0, on en déduit que la forme quadra-
tique (Spz, z) conserve le méme signe pour tout z dans le s-e-i associé aux
valeurs propres A et A. Par conséquent, les valeurs propres A et \ auront la
méme couleur (rouge ou verte). D’autre part, un vecteur propre z est associé
a une valeur propre de type mélé si et seulement si (Jz,z) = 0, qui, d’aprés
(1.7), s’écrit aussi (Spx,z) = 0 (remarquons que le cas ot sinf = 0 conduit
aux valeurs propres de type mélé 1, et donc (Jz,z) = 0 = (Spz, x) ). Donc,
la définition 7 ne change pas les valeurs propres de type mélé.

En se basant sur la discussion ci-dessus, on obtient les résultats suivants.

Proposition 2 Le spectre d’une matrice symplectique W est formé unique-
ment de r— et/ou de v— wvaleurs propres si et seulement si il est formé
uniquement de valeurs propres de type 1 ou 2.

Théoréme 6 La matrice W est fortement stable si et seulement si :
1. toutes ses valeurs propres sont sur le cercle unité;

2. les valeurs propres sont soit de couleur rouge (r—wvaleurs propres) soit de
couleur verte (v—wvaleurs propres).

Du point de vue pratique, il faut en plus des deux conditions ci-dessus,
imposer que les r— et v—valeurs propres soient bien séparées.

Si on désigne par P, le projecteur sur le sous-espace invariant associé
a toutes les r-valeurs propres de W et par P, celui associé aux v-valeurs
propres, alors on a le théoréme suivant qui est une re-écriture du théoréme
précédent.



1.6. TRAVAIL EFFECTUE DANS CETTE THESE 13

Théoréme 7 La matrice W est fortement stable si et seulement si
P, + P, =P = Ihyn. (1.8)

Tous les algorithmes développés dans cette thése pour analyser la stabilité
forte sont basés sur le théoréme 7.

1.6 Travail effectué dans cette thése

Nous résumons briévement le travail effectué dans cette thése.

Dans le chapitre 2, nous adaptons les méthodes de dichotomie spectrale
a des matrices symplectiques. De fagon générale, ces méthodes permettent
de décider s’il y a ou non des valeurs propres d’'une matrice sur ou dans un
voisinage d’un contour v donné du plan complexe. Dans le cas ot de telles
valeurs propres n’existent pas, ces méthodes calculent le projecteur spectral
sur le sous-espace invariant (s-e-1) associé aux valeurs propres intérieures a =.
Le calcul de ce projecteur est accompagné par une quantité appelée critére de
dichotomie. Cette quantité représente un indicateur de confiance associé au
calcul du projecteur. Plus elle est petite, meilleure est la qualité numérique
du projecteur. Tout d’abord, nous proposons un nouvel algorithme de dicho-
tomie spectrale d’une matrice par un cercle (Algorithme 2 du Chapitre 2).
Cet algorithme est une variante économique d’un algorithme proposé dans
[11]. 11 posséde les mémes propriétés mathématiques que ce dernier mais re-
quiert quatre fois moins d’opérations. Ensuite, nous adaptons cet algorithme
au cas des matrices symplectiques en utilisant ’approche suivante : en exa-
minant le portrait spectral de la matrice symplectique W, i.e. le graphe de
la fonction r —— ||H(r)]|, ou

2 \ —1 -1
H(r) = 2i / (I _ o ) (I — ei"W) do,
m™Jo r r

on en déduit un paramétre g tel que le cercle C(0,rg) de centre 0 et de rayon
ro contienne toutes les valeurs propres de W dont le module est strictement
inférieur a 1 et excluant les autres. L’algorithme proposé (Algorithme 2)
permet alors de calculer le projecteur spectral

1

Py =— zI —W 71dz
2T C(O,ro)( )

sur le s-e-i associé aux valeurs propres dans C(0,rp). Puis, en utilisant la
symplecticité de W (symétrie du spectre par rapport au cercle unité), on en
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déduit un autre parameétre ro, = 1/rg et le projecteur spectral P, sur le s-e-i
associé aux valeurs propres de module supérieur a 1. Et, enfin, le projecteur
spectral P; = I — Py — P, sur le s-e-i associé aux valeurs propres sur le cercle
unité.

Lorsque Py = P, = 0 (et donc P; = I) et W n’a pas les valeurs propres
(mélées) —1 et 1, nous proposons une étude basée encore sur 'algorithme 2,
et inspirée de [5], pour analyser la stabilité forte. L’idée est de partitionner,
s’il y a stabilité forte, le spectre de W en deux parties disjointes constituées
uniquement des r— et/ou v—valeurs propres. Pour cela, on se sert de la
transformation A — (A—1)/(A+1) qui permet de "recouvrir" le spectre de
W en plusieurs cercles (comme en figure 2.3 du chapitre 2). Plus précisément,
on considére la matrice A = (W 4 1)~Y(W —1I) qui a les mémes s-e-i que W.
Ses valeurs propres sont de la forme I = (A — 1)/(Ax + 1), o A désigne
une valeur propre de W de module 1. En examinant le portrait spectral de
A, on en déduit des nombres positifs a1, as,... qui entrelacent strictement
les modules |l1],]|l2],.... L’algorithme 2 permet de calculer les projecteurs
Py, P, ... sur les s-e-i associés aux valeurs propres de A dans les cercles
C(0,ag), et par suite les projecteurs Qp = Pxy1 — Py sur les s-e-i de A (et
donc de W) associés aux valeurs propres | = (A—1)/(A+1) de A situées dans
des couronnes de la forme {A € C : a; < [\ —1|/|A+1| < agy41}. Sion note
Sy = Q{S()Q;C = SkT, alors les projecteurs (supplémentaires) P, et P, sur les
s-e-1 associés aux r— et v—valeurs propres sont donnés par P, +P, =P, =1

]P’T:ZQ;C et IF%ZZQk-

S >0 S, <0

avec

L’algorithme 3 du chapitre 2 résume les différentes étapes permettant le
calcul de ces projecteurs.

Dans le chapitre 3 nous proposons et analysons la convergence d’un al-
gorithme de trichotomie spectrale de matrices symplectiques (Algorithme
4). Cet algorithme utilise une approche différente de celle du chapitre 2. 11
permet de s’affranchir du choix du paramétre ry qui peut-étre cotiteux et
difficile & déterminer.

En notant par Xy, X7, X, les sous-espaces invariants associés aux valeurs
propres de W intérieures, sur, et en dehors du cercle unité, l'algorithme pro-

posé permet de construire des suites de sous-espaces (Xén)> , (Xl(n))
n>0 n>0

n . L. .
et (Xéo )) qul convergent, en un sens que nous précisons, respectivement
n>0

vers Xy + X1, X et Xy + X1. Ensuite, une étape dite de J-orthogonalisation
permet d’éliminer les parties correspondantes au sous-espace A7 dans Xén) et
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Xég ), L’algorithme permet finalement de bloc-diagonaliser W sous la forme :

Wo
W=X Wl X_l)
W

ou Wy, Wy et W, sont des matrices dont les valeurs propres sont respective-
ment intérieures, sur, et en dehors du cercle unité, ainsi qu’une approximation
des projecteurs spectraux Py, P; et Pyo.

Lorsque Py = Po, = 0, nous utilisons une approche inspirée de 6] pour
analyser la stabilité forte. L’idée est de construire de maniére itérative la

suite
2n
1

n) __ T\k—1yr/k—1
S()_Qn;(W) Wkt

qui, lorsque W est stable, converge vers une matrice symétrique définie posi-
tive S satisfaisant W7 SW = S. En pratique, pour analyser la stabilité forte,
on considére, pour n assez grand, les valeurs propres du faisceau symétrique
So — AS™ . Lorsqu’il y a stabilité forte, les valeurs propres de ce faisceau
sont réelles et non nulles. Les projecteurs P, et P, sont obtenus & partir des
s-e-1 de ce faisceau associés respectivement aux valeurs strictement positives
et strictement négatives.
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Chapitre 2

Dichotomie spectrale et
matrices symplectiques

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous adaptons les méthodes de dichotomie spectrale &
des matrices symplectiques. Le but final est de construire un algorithme de
type "dichotomie spectrale" permettant d’analyser la stabilité forte d’une
matrice W € R2V>*2N - J_symplectique. Rappelons qu'une telle matrice est
fortement stable si et seulement si elle satisfait le critére KGL (cf. théoréme
2 du chapitre 1) ou, de maniére équivalente, son spectre est sur le cercle
unité et est constitué uniquement de valeurs propres de couleur rouge et/ou
verte (cf. théoréme 5 du chapitre 1). Notre analyse sera basée sur ce dernier
théoréme qui, comme nous ’avons déja mentionné, est plus propice au calcul
numérique.

Les méthodes de dichotomie spectrale ont été introduites par Godunov
[4]. Elles permettent de décider s’il y a ou non des valeurs propres sur ou
dans un voisinage d’un contour v du plan complexe. Dans le cas ol de telles
valeurs propres n’existent pas, ces méthodes calculent le projecteur spectral P
sur le s-e-i associé aux valeurs propres intérieures (extérieures) a ~y. Le calcul
du projecteur est accompagné par celui de la norme ||H||2 d’une matrice
Hermitienne définie positive, appelée critére de dichotomie. Cette quantité
représente un indicateur de confiance associé au calcul du projecteur. Plus
elle est petite, meilleure est la qualité numérique du projecteur. Outre leur
robustesse, ces méthodes ont ’avantage de se préter facilement au calcul sur
machines paralléles [1]. Le cas ou 7 est un cercle est traité dans [4]. Des
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généralisations pour des faisceaux matriciels et aux cas ol v est un cercle,
une ellipse ou un polygone ont été développées par Godunov, Malyshev et
Sadkane dans [18, 19, 7, 20, 9.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la dichotomie spectrale d’une
matrice par rapport & un cercle. Ceci est naturel puisque notre objectif est
d’adapter la méthode a des matrices symplectiques et de faire des caractéris-
tiques spectrales de ces derniéres (cf. Chapitre 1). Un algorithme de dicho-
tomie spectrale a été récemment proposé par Godunov et Sadkane dans [11].
Cet algorithme calcule le projecteur P et la matrice H de maniére itérative
111 requiert, en revanche, un nombre d’opérations arithmétiques relative-
ment élevé. De ce fait, nous développons une variante de cet algorithme qui
posséde les mémes propriétés mathématiques que ’algorithme proposé dans
[11] mais dont le cotit en nombre d’opérations est divisé par quatre.

La section 2 est consacrée a 1’élaboration de ce nouvel algorithme. En-
suite, dans la section 3, nous 'adaptons au cas d’'une matrice symplectique
W afin de déterminer les projecteurs Py, P; et P, associés respectivement
aux valeurs propres situées a l'intérieur du cercle unité, sur le cercle unité et
a extérieur du cercle unité. Lorsque Py = P, = 0 et W n’a pas les valeurs
propres —1 et 1, nous proposons dans la section 4 une étude basée encore sur
la dichotomie spectrale par rapport & des cercles, mais appliquée cette fois-ci
a (W + I)"Y(W — I). Cela permet I'analyse de la stabilité forte. L’analyse
est basée sur le regroupement des projecteurs P, et P, associés aux r— et
v—valeurs propres et théoréme 7 du chapitre 1.

2.2 Dichotomie spectrale d’une matrice par rap-
port & un cercle

Soit A € CV*N une matrice n’ayant pas de valeur propre sur le cercle
unité C(0,1). Le projecteur spectral sur le s-e-i associé aux valeurs propres
intérieures a C'(0, 1) est donné par (voir par exemple [15, p. 39|)

1
P=

1 27 )
=_— (2 — A)7ldz = / (I—eA)7tdh.  (21)
20 c(0,1) 2w 0

'T’algorithme permet de calculer la matrice H et pas seulement || H||2 comme dans les
références citées précédemment, ce qui permet, en particulier, d’analyser la stabilité au
sens de Lyapunov comme on le verra dans la section suivante.
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Son calcul sera accompagné par celui de la matrice H définie par

1o —i0 g —1)" —i0 4\—
H /0 ((I—e b 4) 1) (I — e ™A)"1dp. (2.2)

" 2r

Le lien entre P et H peut étre briévement expliqué par le fait que le couple
(P, H) est I'unique solution du systéme de Lyapunov généralisé 8]

H—A*HA=PP— (I - P)*(I —P)

H=H*">0
PA = AP
P2=P

HP = (HP)*.

De plus, pour tout vecteur x et tout entier k, on a les estimations [24] :

k
AFPrlls < /I H|lo||H-1 1—L2
|APz||2 < /|| H|l2]] 2 f |2,
| H |2

k
1 1 2
JAke]ly > (1 T ) 17 = P)as,
| H ||2]|H =2 | H |2

qui montrent, entre autres, I'importance de la quantité || H || sur la décrois-
sance asymptotique vers 0 (ou la croissance vers +00) des puissances de

A.

Un algorithme de dichotomie spectrale permettant un calcul stable et
itératif de P et H a été proposé dans [11]. Dans ce qui suit, nous allons
rappeler les étapes les plus importantes de cet algorithme, pour ensuite,
en proposer une variante tout aussi robuste mais économique en nombre
d’opérations arithmétiques.

La fonction 2m-périodique § — (Iy — e P A)~! se décompose en série de
Fourier :

+00
(I—e ™Ayt = )" Ze* (2.3)
k=—o00
avec
1 2m ) .
Zy=— [ (In—e A4 te k00, (2.4)
27T 0

Alors on vérifie que
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Pour avoir H, il faut donc, a priori, calculer toutes les matrices Z;. On verra
que ce n’est pas le cas. Les relations (2.3) et (2.4) s’écrivent sous la forme d'un
systéme linéaire infini dont les inconnues sont les matrices Zj, (coefficients
de Fourier) :

{ Zk - AZk+1 = 0 si k%o,

Zy — AZy = Iy. (2:5)

A priori, la résolution de ce systéme semble compliquée, mais, en fait, les
coefficients de Fourier Z; n’ont pas tous un roéle significatif car d’une part
on a [25] :

k
2

1 B .
1Zlle < VTHT TE s /T ET: (1 - HHH2> sk <0,

[SIE

1 h .
1Zells < V/TET T +/TH] + 1 (1+|H”2) Sik>1,

qui montre que les coefficients Zj, tendent rapidement vers 0 pour |k| grand,
et d’autre part, comme il est montré dans [11], si on pose

+o0
2 = 3" Zras, kel
l=—00

oll s est un entier donné, alors la suite (Z,gs)> ez est s-périodique, i.e. Z]g‘fgs =
€
VA ]gs)’ et satisfait

lim 7z = 7, VkeZ

s§—+00

Ceci justifie le fait qu’une approximation des coefficients de Fourier peut-
étre obtenue en résolvant, pour s grand, le systéme linéaire fini (et cyclique)
d’inconnues 7, 29 . 7 = z{®)
(s) (s) _
{ 78— Az =1 26)

2 —AZ) =0 1<k<s—1.

On montre aisément que ce systéme a une solution unique si et seulement si
la matrice A n’a pas de valeur propre sur le cercle C'(0,1), ce qui est notre
hypothese de départ.

Maintenant on considére des entiers s "grands" de la forme s = 2771
Alors des approximations de P et de H peuvent étre obtenues de maniére
itérative grace au théoréme suivant [11].
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Théoréme 8 Posons By =1, Ag = —A et

A; = Bz 4 492, (2.7)
9i+1 oj+1
Vi = BoZSn) + Az, (2.8)
2J+1
LN E eiid
o= > (777) 25, (2.9)
k=1
Alors
Hj = A;Hj_1A]’ + V;Hj_lvj‘. (2.10)
De plus
lim 2 = im 23, =P,
J—00 J—00
lim z#) = P71,
j—oo
lim H; = H.
j—oo
Ce théoréme montre en particulier que :
, . . 3 . (2.7'+1) (2j+1)
— l'approximation de P nécessite seulement le calcul de Z = Zyin
pour j grand,
, : . S @) (2
— l'approximation de H nécessite seulement le calcul de Z; y Loy s

1
et Zé?il ) pour j grand.
i+1 i+1 i+1 i+1
Afin de déterminer les matrices Z{ZJ ), éfg ), Zé?:_l ) et Zé?il ), il est

procédé dans [11] de la maniére suivante : ces matrices satisfont le systéme

41
By Ao 0 O ZS]-H) 0
A; 0 B; 0 z8 | [ o 2.11)
0 B; 0 A 22 | 7o '
0 0 Ao Bo Z(2j+1) I
2j+1

oll les matrices A; et B; sont construites itérativement a partir des matrices
By et Ay a I’'aide d’une factorisation (QR obtenue par des transformations de
Householder sous la forme

By A 0 0 BV RETY RETY RYTY
Ajisr 0 Bi 0 | =QUTY o RUTY RETD RUSD
0 Bj1 0 Aj. 0 0 B; A

(2.12)

(21
27 +1
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ot QU—Y est unitaire et les R,gz_l) sont triangulaires supérieures. Cela per-

met une mise-a-jour des A; et B; et de résoudre par la suite le systéme
(2.11).

Les étapes importantes de 1’algorithme ainsi obtenu sont résumées ci-
dessous (voir {11, Algorithm 1]).

Algorithme 1 ( Dichotomie spectrale de A par le cercle unité)
1. Initialisation : By =1,Ag= —A :

- Calculer Zfz) et Z§2) solutions du systéme

By Ao\ ([ 2%\
Ao Bo zZ )
- Calculer Hy = (Z£2))*Z{2) + (ZSQ))*Z@)

0
Ik
2

+1 j+1 j+1 +1
2. Itér.ati(;n2: calcul de Z}Qﬁ ), Zé?ﬁ ), gfl ), Zé?ﬁ ) et H;
pour j = 1,2, ...

- Calculer la factorisation QR

B 00N R R e
Ajr 0 B 0 | =QUTV | o RUTY RETY RUTY
0 Bj1 0 Aj 0 0 B; A;
- Calculer Z£2j+1) et Zé?ﬁl) solutions du systéme

<Bj Aj><zf2j+l)>_(o>
iy | = :
a0 By )\ 22 I

(%) (%)

- Calculer Z,; 7, 2941 solutions du systéme
-1  pG-1 (2711 -1  pG-1) (27F1)
R R Z R R VA
(57 B (e )= (H B ) (o)
0 R22 ZQj+1 R23 R24 Z2j+1
- Calculer

Aj _ BOZSJ'JA) i AOZ£2j+1)

j+1 j+1
Vi =DBoZy )+ AZ),

Hj = A;Hj_lA]’ + V;‘ij_lvj.
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Estimation du nombre d’opérations dans 1’algorithme 1 :

On estime maintenant le nombre d’opérations élémentaires dans ’algorithme
1. Les estimations tiennent compte uniquement des termes les plus impor-
tants, i.e. les termes en N3.

— Initialisation : pour calculer ZfZ) et Z§2), on résout les systémes li-

néaires par blocs (I — A%)Zg) =1 et Z£2) = —AOZ§2). Le premier
nécessite 2N3 opérations (calcul de A3), puis 2/3N? (factorisation de
Gauss de I — A%), puis 2N3 résolution de deux systémes triangulaires
par blocs). Les calculs de Zf) et de Hp nécessitent respectivement
2N3 4 2N3 = 4N?3 opérations.
La phase initialisation requiert donc 26/3N?3 opérations.
— Iteration j :
— La factorisation QR par des transformations de Householder néces-
site ici 54N? opérations [13].
~ Lecaleulde 2% et 2, nécessite 31/3N3 opérations : 2/3(2N)3
e calcu ] st p
Bj A,
Ao Bo
deux systémes triangulaires par blocs, et en tenant compte de la

pour la factorisation LU de ( ), suivie de la résolution de

spécificité du second membre ( >, ces systémes nécessitent N3

I
pour L et 4N3 pour U.

— Le calcul de Zéjz-jﬂ) et Zgil) nécessite 12N3 : 8N3 pour calcu-

RU-D RU-) 7&™
ler 13 i Lot et 4N?3 pour résoudre le systéme
RU-D  pU-1 72T
23 24 2i+1

j—1 j—1
R R >>,

Ry,

— Enfin le calcul de Aj, V; et H; nécessite respectivement 2N 3 2N3
et 4N3 opérations.
Au total, une itération nécessite de 1'ordre de 253/3N?3 opérations. Le coiit
des opérations est résumé dans le tableau 2.1.

bloc-triangulaire & matrice (

2.2.1 Une variante plus économique de 1’algorithme 1

La variante de l'algorithme 1 que nous proposons supprime essentielle-

ment la factorisation QR et le calcul de ZSHI) et Zéjz-_ﬁl) de l'algorithme

1. Elle se justifie facilement de la fagon suivante : la résolution du systéme
(2.6), pour s = 271 donne 2/*! solutions d’expressions

ZF) = A2 Ry - AP k=01, 0 -1 (213)
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Initialisation
Caleul de 2, 282 H, 26/3N3
Une itération j
factorisation QR 54N3
Calcul de 227", 227" 31/3N3
Calcul de 222;”1), Z%;Tln 12N3
Calcul de A; 2N3
Calcul de V; 2N3
Calcul de H; 4N3

Total ~23N3 4 253 N3

TaB. 2.1 — Cotit des opérations de I'algorithme 1

Evidemment le calcul analytique de ces expressions n’est pas stable. Il est
préférable de les calculer de maniére itérative. Pour cela, posons pour j =

0,1...
Ky =AY [Iy = A% ][Iy — A7)
Ljsi = [In = A¥[Iy — 477",
i . . (29F1) (29)
La proposition suivante donne le lien entre 7 et Z,” 7.

Proposition 3 Pour j =0,1,... etk=0,1,...,2/, on a

27+1 27
727 = 7 K,
97+1 27
Zy) =2 Ly,
Hjp1 = Kj HjKj + Lj o HiLjga
Démonstration
On a
ZE = APy - AP

:AQj—k[IN_AQj]—lAQj[IN_Agj][IN_A2j+l]_1

27
= ZIE: )Kj-i-lv

(2.14)
(2.15)

(2.16)

(2.17)
(2.18)

(2.19)
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et

2j+1)

= ATy — ¥ Iy — ATy - AT
— AY ko1 — AP Iy — AP Iy — AP

(
Zoi vk

=23, (2.20)
D’autre part
2J+1
2J+1 % 2j+1
Hi=> (27 )z
k=1
2J 2i+1
27+1) | 4 (2911 29+1), 4 (2911
=3 @ 7w Y g gt
k=1 k=27 +1
SN - (21)y+ (29)
:Z 2y )2y Kj+1+ZLj+1(Zk )2y "Lj+
k=1 k=1
* = (29)\x (27) < (27) % (27)
=K (2.2 VK + Lin O Lin(Z, )2 )L
k=1 k=1

= ;-s-lHjKjH + L;+1Hij+1~

O
La proposition suivante permet de calculer les matrices K1 et L;i1 de
maniére itérative.

Proposition 4 Pour j =0,1,... on a
. 2.21
< Aj B; Ljy Iy (221)

Aj=—-Az®), B =2

avec

Démonstration
La deuxiéme ligne du systéme (2.6) écrite pour k = 2/ donne

(211) (@) _
z$) —azZg ) =0

ou, d’aprés la proposition 3

27 27
7 Kin = AZF L =0
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ou encore

BjKj-H + Aij-H =0. (2.22)

De méme, la premiére ligne s’écrit, sachant que Z(()W) = ZS-])

73 Ly — AZE Ky = Iy

ou encore

Bij+1 + AjKj—l-l = Iy. (223)
- : . . (21+1) (2j+1)
Connaissant Kjy1 et Ljy1, on détermine les matrices Z; et Zyj, 0 a

partir de Z{m) et Zéjz]) par application de la proposition 3, puis Kj o et

Lji2 comme solutions du systéme matriciel (2.21).

Remarque 1 Tous les résultats obtenus s’appliquent au cas ot A n’a pas

de valeurs propres sur le cercle C(0,r) de centre O et de rayon r. Il suffit en
A ’ .

effet de remplacer A par <-. C’est ce que nous supposerons par la suite. La

nouvelle variante de 'algorithme 1 est donnée ci-dessous (Algorithme 2)

Algorithme 2 (Dichotomie spectrale de A par le cercle C(0,7))

(1) Initialisation
(a) Ag=—2
(b) Résoudre

A INN( K\ [0
In Ao L4 o In
(c) Poser Z{g) = Kj, Z§2) = Ly et calculer Hy = (Z}Q))*Zf) +
2Py 2.
2) Itération : pour j =1,2,...
(2)

(a) Poser _ '
A =02, B =2z

(o %) () -(n)
A; B; Lis In

(b) Résoudre
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(c¢) Calculer

Z = 2k
271

27
Z§j+1 = Zéj )Lj—i-l,

Hjyr = Kj HijKja + Lj HjiLja.

Estimation du nombre d’opérations dans 1’algorithme 2 : Le calcul
se fait de maniére similaire & I’algorithme 1. Le cotit des opérations est résumé
dans le tableau 2.2.

Initialisation
Calcul de K17L17H1 26/3N3
Une itération j
Calcul de A; 2N3
Calcul de Kj+1, Lj+1 31/3]\[3
(27 3
Calcul de 7, 2N
(274 3
Calcul de Z,;,, 2N
Calcul de Hj4q 4N

Total ~ 28N® + &L N3

TaB. 2.2 — Cotit des opérations de I'algorithme 2

Remarque 2

1. Le nombre d’opérations de la phase d’initialisation des algorithmes 1 et
2 est le méme. En revanche une itération de ’algorithme 1 codte plus
de quatre fois plus cher qu’une itération de l’algorithme 2. L’algorithme
2 représente donc un gain non négligeable par rapport a l’algorithme 1.

2. En général, une dizaine d’itérations suffisent a l'algorithme 2 (et a
lalgorithme 1) pour construire de trées bonnes approximations du pro-
jecteur P et de la matrice H.
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2.2.2 Portrait spectral

Le portrait spectral de la matrice A est le graphe de la fonction

r— f(r) = [H(r)] (2.24)

27 x\ —1 -1
H(r) = 2i / <I - ei"A> <I - ei9A> do.
™ Jo T T

Le projecteur spectral sur le s-e-i de A associé aux valeurs propres A inté-
rieures au cercle C(0,7) est

ol

2m -1

P(r) = —— (= A) ' dz = = (1 _ e—i9A> o).
2 c(0,r) 2w 0 r
Lorsque A a une valeur propre A sur le cercle C(0,r), alors f(r) — oo, i.e. le
graphe de f a une asymptote d’équation |A| = r. Il a été montré dans [8, Sec.
13] que la fonction f est convexe dans chaque intervalle ou elle est définie.
Ces intervalles correspondent aux régions d’absence de valeurs propres (la
trace du projecteur y reste constante).

Le portrait spectral est un autre regard sur le pseudo-spectre [27] d’une
matrice. Ce dernier permet la détermination de voisinages définis par les
valeurs propres de toutes les perturbations de la matrice dans une région
donnée. Plusieurs techniques permettent de le calculer, voir par exemple
[27, 17, 2]. Le portrait spectral permet une stratification spectrale, i.e., la
construction de régions (des bandes dans le cas qui nous intéresse) qui par-
tagent le spectre. Une illustration en est donnée dans ’exemple suivant.

Exemple 1 On calcule, par la méthode développée dans [22], le sous-espace
invariant associé aux 10 plus petites valeurs propres de 'opérateur

discrétisé par différences finies centrées, avec les conditions u = 0 sur la
frontiére du cube unité © =]0, 1[>. On prend v = 1/2 et on utilise des grilles
uniformes € avec N; = (2! — 1)3, 1 = 2,3,4,5 points. Si on note par A;
l'opérateur discrétisé sur la grille €2, 'algorithme développé dans [22] permet
le calcul de la matrice Y; dont les colonnes engendrent une base orthonormée
du sous-espace invariant associé aux 10 plus petites valeurs propres de A;.
Notons par
By =Y AY, et A =AY, -YB.
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La matrice Bj représente une approximation de la restriction de A sur la
grille [ et A; est le résidu associé a cette approximation. La figure 2.1 (a
gauche) montre, pour la grille [ = 5, le portrait spectral de B;. Les asymp-
totes correspondent aux modules des valeurs propres rencontrées (multipli-
cité algébrique comprise). La trace du projecteur (i.e. le nombre de valeurs
propres intérieures aux cercles C'(0, 7)) est indiquée sur la figure. Remarquons
que la valeur de la trace augmente & chaque traversée d’'une asymptote. Le
comportement du résidu ||A;|| au cours des itérations est indiqué a droite.

Testongrid =5 Test on grid I=5

18,1l

IHHO I,

F1a. 2.1 — Portrait spectral (a gauche) et norme des résidus (a droite) sur la
grille [ = 5.

2.3 Application de Palgorithme aux matrices sym-
plectiques

On se donne maintenant W € R2V*2N et une matrice J € R2V*2N ip.
versible et anti-symétrique telles que W soit J-symplectique. Nous voulons
déterminer les projecteurs Py, P; et Py, associés respectivement aux valeurs
propres de module inférieur & 1, égal & 1 et supérieur a 1 a ’aide de I’algo-
rithme 2. Pour cela, nous utilisons deux cercles C'(0,79) et C(0, ) de méme
centre 0 et de rayons respectifs g et ro, tels que le premier contienne toutes
les valeurs propres de W intérieures au cercle unité (et excluant les autres)
et le second contienne toutes les valeurs propres de module inférieur ou égal
a 1 (et excluant les autres). Alors, le projecteur spectral obtenu par ’algo-
rithme 2 appliqué & W et au cercle C(0,7¢) sera égal & Py et celui obtenu
avec C'(0,rs) sera égal & Ioy — Po. Nous obtenons ainsi Py, P, et donc
P = Ihy — Py — Py
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Compte tenu du fait que les valeurs propres de la matrice symplectique W
sont symétriques par rapport au cercle unité ( au sens de 'inversion ), il suffit
de trouver 7y et de poser ro, = 1/rg. Pour avoir rg, il suffit, par exemple, de
s’approcher du premier minimum de cette fonction situé juste a gauche de
I'asymptote r = 1. Puisque la fonction r — ||H(r)||2 est convexe en dehors
des asymptotes, ce minimum existe et peut étre approché par différentes
techniques. Une illustration est donnée dans I’exemple simple suivant.

Exemple 2 On considére les matrices

3

5

[S{[SCS N
(SIS

La matrice Wy est Jp-symplectique. Son portrait spectral est tracé dans la
figure 2.2.

SIHOII
5

F1G. 2.2 — Portrait spectral de Wy (Exemple 2)

Une recherche simple dans la région du minimum local situé a gauche de
r = 1 donne une valeur de r¢ de U'ordre de 0.9971. On vérifie que toutes les
valeurs propres de W de module strictement inférieur & 1 sont a I'intérieur
du cercle C(0,79). L’application de 'algorithme 2 & W et au cercle C(0, 1)
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donne

0
Py = < ® L > |H (ro)|| = 170.67

( Og est la matrice nulle d’ordre 8 et I la matrice d’identité d’ordre 4).
En posant 7o, = 1/r¢ on détermine

I
[P — 04 . | H(reo)|| = 167.67.
Is

Les valeurs de ||H (1) et ||[H (7~ )| montrent que la qualité numérique
de Py et Py, est bonne. On obtient

2.4  Stabilité forte

Rappelons qu’une valeur propre A de W de module 1 est dite r— (resp.
v—)valeur propre si tout vecteur propre z associé a A vérifie (Spz,x) >
0 (resp. (Sow,z) < 0), ot Sp = 1/2J(W — W)= 1/2(JW + (JW)T).
Rappelons aussi que +1 sont des valeurs propres mélées (cf. section 5 du
chapitre 1). Enfin rappelons que si on désigne par P, le projecteur sur le
s-e-1 associé & toutes les r-valeurs propres de W et par P, celui associé aux
v-valeurs propres, alors W est fortement stable si et seulement si P, + P, =
Py = Irn (cf. théoréme 7 du chapitre 1).

Remarquons que deux valeurs propres A, 75 +1 de W telles que A\ = 1
sont sur un méme cercle, car A\ = 1 implique X +H = IZ +H qui est I’équation
d’un cercle. Nous appliquons ici I'idée proposée initialement dans [5], et qui
consiste a rassembler toutes les valeurs propres A de W situées a l'intersection
du cercle unité et du cercle d’équation % = cste. Voir figure 2.3. Nous
savons d’apreés le théoréme 1 du chapitre 1 que les vecteurs propres associés a
des valeurs propres \ et pu situées sur des cercles distincts ( i:\\ _&F iz +H ) sont
J—orthogonaux. La conséquence de cette remarque simple nous permettra
d’analyser la stabilité forte (détermination des projecteurs P, et P,). Nous
en résumons les idées principales :

Supposons que 'application de I’algorithme 2 & W, avec un choix adéquat

de rg, nous a fourni Py = P, = 0 et donc P; = I.
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Supposons par ailleurs que la matrice Sy est inversible et considérons la
matrice

A=W -DH(W +1)~!
dont les valeurs propres sont de la forme
A — 1
k: =
A+ 1

ol A\ désigne une valeur propre de W de module 1. Notons que les vecteurs
propres (et les sous-espaces invariants) de A et de W sont les mémes.
Soient aj, as, ... des nombres positifs qui entrelacent strictement les modules
des valeurs propres |l1], |l2],.... Autrement dit, 0 < aj < |lx| < ag41 pour
k=1,...,m. Remarquons que puisque W est réelle, ses valeurs propres Ax
et par conséquent les [, sont complexes conjuguées et donc m < N + 1.
En pratique, il est possible de choisir par exemple a; = 0 et a1 dans
I'intervalle ||| Al|, co[ ot ||A|| désigne une norme matricielle quelconque de A.
Les autres aj peuvent étre obtenus en examinant le portrait spectral de A
comme dans 'exemple 3.

Nous savons, d’aprés la discussion ci-dessus, que les vecteurs propres (et
les sous-espaces invariants) associés & des valeurs propres [;, et [; dans des
domaines différents sont J—orthogonaux. Ces régions peuvent étre obtenues
en appliquant I'algorithme 2 & la matrice A.

Notons par P, k = 1,...,m + 1 les projecteurs sur les s-e-i associés aux
valeurs propres de A dans les cercles C(0,ay). Remarquons que P, = 0 et
P11 = I. D’autre part chaque matrice

Qr = Pry1 — P (2.25)

est un projecteur sur le sous-espace invariant de A (donc de W) associé aux

valeurs propres [ = 3\\—1% de A situées dans la couronne
A—1
ap < :)\_‘_1: < Ak+41- (226)

Considérons maintenant la matrice Sy définie par
Sk = Q1 So@r = S (2.27)

L’idée est de rassembler toutes les valeurs propres A de W pour lesquelles Sy
est semi-définie positive (ou négative). Pour que W soit fortement stable, il
ne doit pas y avoir de matrices Sy indéfinies.

Cette discussion permet de mieux préciser le théoréme 7 de la maniére sui-
vante.
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Théoréme 9 La matrice W est fortement stable si et seulement si

Pp=Psx=0 et P.+P, =P = DLy (228)
avec
P, = ZQk et P, = ZQk
S,>0 Sk<0

F1G. 2.3 — Partition du spectre de W par des cercles d’équations |\ —1|/| A+
1| = cste.

Exemple 3 Cet exemple illustre le choix des nombres a évoqués dans la
discussion ci-dessus.
On considére la matrice W J-symplectique

20 0 0 2 0 00 0 0 10
0 0 1 0 0 0 00 -1 0 00
0 -1 0 0 0 0 01 0 0 00
W‘ooo-%o%"]_000001
-2 0 0 0 %2 0 -10 0 0 00
0 0 0 -2 0 -3 00 0 —-100

dont les valeurs propres sont sur le cercle unité. Le portrait spectral de
A=W —I)(W +1)~! est donné dans la figure 2.4.
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10°

10"

10° |

10° b

o

OOHMO

10° F

10" |

10° b

-1
10 T

F1G. 2.4 — Portrait spectral de A (Exemple 3)

Sur cette figure il y a trois asymptotes qui correspondent chacune a deux
valeurs propres conjuguées de module 1 de W ( ou des valeurs propres de
méme couleur ). On peut déterminer des constantes ap, k = 1,2,3,4 si-
tuées entre les asymptotes et qui correspondent aux régions de petits critéres
de dichotomie( par exemple a; = 0 et aq > ||[W|| comme expliqué précédem-
ment). D’autre part, il suffit de regarder la figure et choisir ces constantes.
Par exemple on peut choisir a1 = 0.1667, as = 0.6667, ag = 1.5 et ag = 2.5.
En fait pour tout a; appartenant a U'intervalle |0, 1/3[, on obtient le projec-
teur P; = 0 en appliquant la dichotomie spectrale & A = (W — I)(W +I)~!
par rapport au cercle C'(0,a1). De méme, pour ay € [1/3,1], a3 €]1,2[ et
as €]2,00[, on obtient les mémes projecteurs Pa, P3 et Py = I de traces
respectives 2, 4 et 6. Ces traces ne varient pas dans les intervalles définis par
les abscisses des différentes asymptotes. En revanche, la qualité numérique
des projecteurs se dégrade en s’approchant des valeurs propres de A.

L’algorithme permettant de déterminer la stabilité forte d’une matrice
W J—symplectique est écrit ci-dessous de maniére informelle (Algorithme
3).
Algorithme 3

1. En utilisant ’algorithme 2 et un choix adéquat du parametre rg, déter-
miner les projecteurs Py, P1 et Py.

2. SiPy#0 (ouPs #0), il n'y a pas stabilité forte. Sinon calculer
So = (1/2)(JW) + (JW)T).
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Si Sy est singuliere (mal conditionnée), il n’y a pas stabilité. Sinon
calculer
A=W -DH(W+1)~L.

A partir du portrait spectral de A, déterminer des scalaires (ax)i1<kp<m-+1
vérifiant (2.26).

3. Déterminer les projecteurs P, = 0, Pa,..., Py, Pny1 = I par la di-
chotomie spectrale appliquée a A par rapport au cercle C(0, ay).

4. Pour k=1,....m, calculer

Qr = P11 — P et S = Qf SoQ.

Si Sy, est indéfinie, alors il n’y a pas stabilité forte. Si toutes les matrices
Sk sont semi-définies, alors il y a stabilité forte. Dans ce cas

PT:ZQK‘ et PU:ZQk'

Sk>0 S5, <0

Remarque 3

1. Comme nous l’avons déja mentionné, on peut prendre a; = 0 et amy1 >
|A|l, et on a towjours Py =0 et Py = 1.

2. Dans Ualgorithme 3, le calcul de chaque projecteur est accompagné du
critéere de dichotomie qui lui est associé. L’algorithme s’arréte si ce
critére est trop grand. Lorsqu’il y a stabilité forte, tous les projecteurs
dowwent pouvoir étre calculés avec un bon critére de dichotomie.

3. Pour définir les valeurs propres de couleurs rouge et verte, nous nous
sommes restreints au cercle unité parce que nous sommes essentielle-
ment intéressés par 'étude de la stabilité. Mais au dela des questions
lies a la stabilité, il est tout a fait possible de définir ces valeurs propres
dans un cadre plus général, i.e. non nécessairement sur le cercle unité.
En effet, si Py, Py # 0 et donc Py # I, il suffit de répéter l’analyse
précédente avec A = (PyW —I)(PyW +1)~1. Une simple adaptation de
Ualgorithme 8 permet de savoir si le projecteur Py peut se décomposer
sous la forme Py =P, + P, avec P. = Zskzo Qp et P, = Zskgo Q.

Exemple 4 Considérons les matrices

B 0 0 —-I
w=(g g ) e=(7 )
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ot B € RNXN est diagonalisable et ses valeurs propres sur le cercle unité. On
vérifie que la matrice W est J—symplectique et son spectre est sur le cercle
unité. Ses vecteurs propres sont de la forme x = (uT O)T ouxr = (0 ’UT)T
oll u et v sont des vecteurs propres de B ou de B~T. On vérifie alors que
(Sox,z) = 0. Autrement dit, toutes les valeurs propres de W sont de type
mélé. Il n’ y a donc pas stabilité forte. Remarquons que 'application de
I’algorithme 3 & des matrices W, construites comme dans cet exemple, donne
des matrices S; indéfinies.

Exemple 5 Dans cet exemple nous illustrons en détail la notion de stabilité
forte. On considére les matrices

A(s(t)) cosw(t) — (A(s(t))) " sinw(t) 0 —I

W(t) - . -T ; J -
A(s(t))sinw(t)  (A(s(t))) " cosw(t) I 0

A o 1 —82 -1 o 1 1 .- 3 — 4

avec A(s) = 2 1_g ) w(t) = n(5 — 3sin3t) et s(t) = 4sin(t).

On vérifie facilement que W(t) est J—symplectique pour tout ¢. La fonction

W (t) est 2mr—périodique et son spectre, pour ¢ € [0, 27], est donné en figure

2.5.

F1ac. 2.5 — Distribution spectrale de W (t) lorsque ¢ parcourt U'intervalle [0, 27]

Cette figure montre que les valeurs propres quittent le cercle unité en
six endroits : en £1 et en +0.673... & 40.739..., qui sont nécessairement des
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valeurs propres mélées. La valeur propre —0.673...440.739... est obtenue avec
to ~ 0.390017605. Voyons ce qui se passe autour de tg.
a) t = 0.3896

—-1.0744 —-0.8213 0.1857  0.3276
1.8958 —1.0744 —-0.1419 0.1857
—0.7463 —0.5705 —-0.2673 —0.4716
1.3168 —0.7463 0.2043 —0.2673

W =

L’algorithme 3 donne Py =P, =0, [P; = I. Les portraits spectraux
de Wetde A= (W — I)(W + I)~! sont donnés en figure 2.6.

F1G. 2.6 — Portraits spectraux de W (en haut a gauche) et de A = (W —
I)(W+1)~! (en haut a droite) et la distribution spectrale de W & t = 0.3896

Le portait spectral de W montre que Py = P, = 0 et Py = I. Le
portrait spectral de A permet de déterminer des constantes ai, as et
as, puis les projecteurs P, = 0, P> et P3 = I, puis les projecteurs
Q1 =P et Qo =1 — P, et ensuite les matrices
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10.2636  1.5631 —3.4267 —0.7114
1.5631  7.3330 —0.8454 —5.4623
_ T _

S1=CQ15%@1=| 3067 08454 1.1580 04817
—0.7114 —5.4623 0.4817  4.0895

~9.5173 —1.9362 3.0232  1.8951
o | —1.9362 —6.5867 0.3326  5.0587
S2 =502 = 3.0232  0.3326 —0.9732 —0.3889
1.8951  5.0587 —0.3889 —3.9038

dont les valeurs propres sont 0, 13.3181 et 9.5269 pour S7 et 0, —13.2030
et —7.7781 pour S3. La matrices S7 et Sz sont donc semi-définies posi-
tives et semi-définie négative respectivement. On en déduit que W est
fortement stable et

0.5000 —3.5843 —0.0000 2.7276
P, = Q) = 8.2733 0.5000 —2.7276 —0.0000

" 0.0000 —10.9636 0.5000  8.2733
10.9636  0.0000  —3.5843  0.5000

0.5000 3.5843 0.0000 —2.7276
—8.2733  0.5000 2.7276  0.0000
—0.0000 10.9636 0.5000 —8.2733
—10.9636 —0.0000 3.5843 0.5000

Et on a [P} —P,| = 2.6901le — 013, ||PZ —P,| = 2.690le — 013,
[P, Py || = 2.6909¢—013, |[P,.W — WP, | = 3.5178¢—012 et |[P,W — WP,|| =
3.5184e — 012. Les deux projecteurs sont de trace 2. On a deux valeurs
propres —0.6278 £ 0.7783¢ de couleur rouge et deux valeurs propres
—0.7139 £ 0.70027 de couleur verte. La distribution spectrale est don-
née en figure 2.6.

b) t =0.39

—1.0785 —0.8216 0.1854  0.3267
1.9001 —-1.0785 —0.1413 0.1854
—0.7483 —0.5701 —-0.2672 —0.4708
1.3184 —0.7483 0.2036 —0.2672

W =

L’algorithme 3 donne Py = P,, =0, P; = I. Les portraits spectraux
de W et de A= (W — I)(W + I)~! sont donnés en figure 2.7.



2.4. STABILITE FORTE 39

F1G. 2.7 — Portraits spectraux de W (en haut a gauche) et de A = (W —
I)(W + I)7! (en haut a droite) et la distribution spectrale de W a t = 0.39

Les matrices S), sont

48.5918 8.4029  —15.9809 —5.9051

Sy = 8.4029 34.3108  —3.0710 —25.8898
—15.9809 —3.0710 5.2587 2.1748
—5.9051 —25.8898  2.1748 19.5397
—47.8434 87770 15.5753  7.0906
Sy = —8.7770 —33.5625 2.5584 = 25.4842
15.5753 2.5584 —5.0733 —2.0821

7.0906 254842  —2.0821 —19.3542

avec les valeurs propres 0, 64.7756 et 42.9253 pour Sy et 0, —64.6609
et —41.1726 pour S3. On en déduit que W est fortement stable, et on
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0.5000 —17.4891 0.0000  13.2415

P — 40.4469  0.5000  —13.2415 —0.0000
" | —0.0000 —53.4405 0.5000  40.4469
53.4405  0.0000 —17.4891 0.5000
0.5000  17.4891 —0.0000 —13.2415

P — —40.4469 0.5000 13.2415  0.0000
v 0.0000  53.4405 0.5000 —40.4469

—53.4405 —0.0000 17.4891  0.5000

avec ||P2 — Pp|| = 1.5599¢—011, | P2 — P, || = 1.5599¢—011, |P,.IPy|| =
1.5602¢ — 011, |P,W — WP, | = 1.2965¢ — 009 et |P,W — WP,| =
1.2965e — 009. Les deux projecteurs sont de trace 2. La distribution
spectrale est donnée en figure 2.7.

¢) t =0.390017605

—1.0787 —-0.8216 0.1854  0.3266
1.9003 —1.0787 —0.1412 0.1854
—0.7484 —-0.5701 —-0.2672 —0.4708
1.3185 —0.7484 0.2035 —0.2672

W =

L’algorithme 3 donne Py =P, =0, P; = I. Les portraits spectraux
de W et de A= (W — I)(W + I)~! sont donnés en figure 2.8.
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F1G. 2.8 — Portraits spectraux de W (en haut a gauche) et de A = (W —
I)(W + I)7! (en haut & droite) et la distribution spectrale de W a t =
0.390017605

L’algorithme 3 construit une seule matrice

0.7484 —0.3742 —0.4057 1.1855
—0.3742  0.7484 —0.5126 —0.4057
—0.4057 —0.5126 0.1854  0.0927

1.1855 —0.4057 0.0927  0.1854

So =

indéfinie. La matrice W n’est donc pas fortement stable. Aux instants
aprés, les valeurs propres quittent le cercle unité comme le montre
I’exemple suivant.

d) t = 0.39050

—1.0836 —0.8219 0.1851  0.3255
1.9055 —1.0836 —0.1404 0.1851
—0.7509 —0.5696 —0.2671 —0.4698
1.3204 —-0.7509 0.2026 —0.2671

W =
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L’algorithme 3 donne Py = 0, Py # 0 et P # 0 avec

[P} — P1|| = 2.96e—012,

[P5 — Po|| = 3.31e—013, ||PZ, — Pso|| = 8.97e—014.

IPoW — WPq|| = 3.20e — 012, ||PocW — WP, | = 1.70e — 012.

W n’est pas stable. Les portraits spectraux de W et de A, et la distri-
bution spectrale de W sont donnés en figure 2.9.

OO O

F1G. 2.9 — Portraits spectraux de W (en haut a gauche) et de A = (W —
I)(W+1I)~! (en haut a droite) et la distribution spectrale de W a t = 0.3905

2.5 Conclusion

Ce chapitre a porté sur une adaptation des méthodes de dichotomie spec-
trale aux matrices symplectiques. L’algorithme proposé (Algorithme 2) est
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aussi robuste que celui proposé dans [11, Algorithm 1], mais il est quatre fois
moins coliteux que ce dernier.

En examinant le portrait spectral, on détermine un paramétre rg tel que
le cercle C(0,rp) contienne toutes les valeurs propres de module strictement
inférieur & 1 d’une matrice symplectique W. Il faut deux applications de
I'algorithme 2. Une avec W et C(0,79) et une autre avec W et C(0,ro),
Teo = 1/7¢ pour finalement obtenir les trois projecteurs Py, Py, et Py sur les
s-e-i associés respectivement aux valeurs propres intérieures, extérieures, et
sur le cercle unité. Le calcul de ces trois projecteurs est accompagné du cri-
tére de dichotomie, une sorte de conditionnement, donnant une information
qualitative sur les projecteurs calculés.

Dans le cas oit Pg = P, = 0 et donc Py = I, 'algorithme 3 permet de
savoir s’il est possible de décomposer le projecteur P; = I en deux projecteurs
supplémentaires P, et P, sur les s-e-i associés respectivement aux r— et
v—valeurs propres. Cette décomposition est possible si et seulement si la
matrice W est fortement stable (cf. théoréme 7).

Au dela de la stabilité forte, I’ algorithme 3 permet, en fait, de déterminer
les projecteurs P, et P, indépendamment de la condition Py = Po, = 0 (cf.
remarque 3). Il suffit en effet d’appliquer lalgorithme 3 &

A= PW —I)(P,W +1)"%

De ce point de vue 1a, les algorithmes 2 et 3 permettent de réaliser une
"quadrithomie" spectrale de W : Py, P, =0, P, = P, + P,,.

Les algorithmes 2 et 3 sont robustes mais présentent un inconvénient :
le coiit global en nombre d’opérations pour déterminer les projecteurs Py,
Poo,P1, P P, reste élevé malgré les simplifications et les réductions du cott
apportées par ’algorithme 2 (comparé a I’algorithme 1). Ceci est dii au choix
de rg qui peut-étre cotiteux (calcul d’un portrait spectral) et parfois difficile
& déterminer. Les algorithmes proposés au chapitre 3 ne présentent pas ces
inconvénients.
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Chapitre 3

Une méthode de trichotomie
spectrale de matrices
symplectiques

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude d’une nouvelle méthode, appelée par la
suite "méthode de trichotomie", permettant de déterminer les sous-espaces
invariants Xp, X7 et X d’une matrice J-symplectique W associés aux va-
leurs propres a l'intérieur, sur et a ’extérieur du cercle unité respectivement.
L’objectif principal de ce calcul étant évidemment de déterminer si la ma-
trice W est stable/fortement stable ou non.

Pour une analyse de stabilité, ’avantage de la méthode de trichotomie est
qu’elle ne calcule pas les valeurs propres, mais des sous-espaces invariants.
Or les sous-espaces invariants d’une matrice sont nettement moins sensibles
aux perturbations que les valeurs propres [27, 8|.

De ce point de vue, la méthode de trichotomie poursuit le méme but que
la méthode de dichotomie. Cependant, pour 'analyse de stabilité, 'utilisa-
tion de la méthode de dichotomie se heurte au probléme du cotit en nombre
d’opérations a cause de la détermination du rayon rg permettant de calculer
de maniére fiable les sous-espaces invariants Xy, X7 et Xx de W. La méthode
de trichotomie proposée permet de s’affranchir de cette détermination.

Le principe de cette méthode repose sur le calcul de trois suites matri-
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cielles (X{)nz0, (X{™)ns0 et (X{),50. Chacune de ces suites doit permettre
de déterminer une base de chacun des sous-espaces invariants Xp, X} et X.
Cependant ce processus n’est pas direct. En effet, seule la suite (X{™),>0
permet de calculer une base de (X{™),>0. Les deux autres suites (X{™)n>o et
(X5),50 convergent, en un certain sens qui sera défini, vers des bases des
sous-espaces Xy + X et Xy + X respectivement.

Afin de déterminer des bases de X et X, la méthode de trichotomie né-
cessite une étape que nous nommerons "étape de J-orthogonalisation". Elle
repose sur le fait que (X{™),>o permet d’approcher X; et peut étre utilisée
pour éliminer dans les suites (X{™),>0 et (X{),0, les composantes associées
a X et par conséquent d’en extraire des estimations de Xy et X.

Lorsque le spectre de W est situé sur le cercle unité, Godunov a proposé
une méthode permettant de déterminer si W est stable/ fortement stable
[6]. Cette approche n’utilise pas de dichotomie, elle ne fait intervenir que
des calculs spectraux sur des matrices symétriques (auto-adjointes) pour les-
quelles le calcul se fait avec une précision garantie [21]. Elle peut remplacer
I’approche discutée dans la section 2 du chapitre 2.

L’étude de la méthode de trichotomie suit ces différentes étapes. Dans
la section 2, on donne les définitions et certaines propriétés d’outils ma-
thématiques utilisés dans les sections suivantes. Les sections 3, 4 et 5 sont
consacrées respectivement & la convergence des suites (X{™)n>0, (X\™),>0 et
(X5),50, & 1’étude de I’étape de J-orthogonalisation et & la qualité finale des
estimations calculées par la méthode de trichotomie. La mise en ceuvre de
cette méthode est étudiée dans la section 6 (voir en particulier 'algorithme
4). L’approche proposée par Godunov permettant d’analyser la stabilité /
stabilité forte d’une matrice est mentionnée dans la section 7. Le chapitre se
termine par la section 8 ou sont illustrées des applications numériques.

3.2 Notations et préliminaires techniques

3.2.1 Principales notations

Afin de simplifier la lecture de ce chapitre, toutes les notations utilisées
sont regroupées dans cette section.

Soit W € R2V*2N yne matrice J-symplectique avec J € R2V*2N anti-
symétrique et inversible. Le spectre de W est noté A(W).
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On considére la décomposition spectrale de W suivante

Wo
W=(Xo X1 X&) Wi (Xo X1 Xo)
Weo

avec

— A(Wp) = {X € A(W) telle que |A| < 1},

— A(W1) ={X € A(W) telle que || =1},

— A(Wx) = {X € A(W) telle que || > 1}.
On note Ny le cardinal de A(Wp), les propriétés de J-symplecticité de W
impliquent que les cardinaux de A(W7) et A(Wy) sont respectivement 2/N;
avec N1 = N — Ng et Np.

On pose

X=(Xo X1 Xu).

Les sous-espaces vectoriels engendrés par les colonnes de X, X, X1 et X
sont notés X, Ay, X1 et X respectivement et Py, P; et Py, désignent les
projecteurs spectraux associés respectivement aux sous-espaces invariants
Xy, X1 et Xso. Ils sont définis classiquement par

POZX(688)X—1, P1:X<898)X—1, IP’oo:X(888>X—1.
000 000 001

Les propriétés de J-symplecticité de W impliquent qu’il existe des matrices
non singuliéres M et J; avec J; anti-symétrique telles que

M
J(Xo X1 Xoo) = Ji
_MT

(Xo X1 Xoo)'

On en déduit que les projecteurs Py, Py et Py, vérifient
Py = Xo(XLJX0) ' XLJ = -XoMTXxZLJ,
Py = X1 (XTJX1) ' XT T = X007 XY T,
Poo = Xoo(XE T Xoo) ' X T = Xoo M1 XL

Soient o et B deux réels strictement positifs tels que 2o+ 8 =1 et n € N*,
on suppose que le choix de « et § permet de définir Xén) , X {n) et Xég) par

XMW w2 (B 4o (W2 + W) (3.2)
XM = (BI+a (W + W), (3.3)
X0 = w2 (BI+a (W2 + W) (3.4)
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autrement dit,
XM =wx™ et x0=wrx™. (3.5)

On note Xo(n), Xl(n) et Xég ) les sous-espaces vectoriels engendrés par les
colonnes de Xén), X YL) et Xég ) respectivement.
On définit les matrices L((]n), Lgn) et ng) par

Ly = (BI+a(We 2 +WE") ™.
LY = (BT + o (W72 + W),
LW = (BT +a (W +WE))

o0

En utilisant (3.1), on obtient les décompositions suivantes

W™ Lg"
XM= x w2 L X1 (36)
W—Q" L(og)
L
x"M=x L X, (3.7)
Ly
W' L§
XM =x w2 ™ X (3.8)
w2 Ly

Remarque 4 Aucune condition de normalisation n’a été imposée sur X,
Xo, X1 et X

Tout au long de ce chapitre, le symbole || || désignera la norme spectrale (ou
norme 2).

3.2.2 Angles canoniques entre sous-espaces vectoriels

L’analyse de la convergence de ’algorithme de trichotomie présentée dans
les sections suivantes, repose sur I’étude de la convergence de suites de sous-
espaces vectoriels. Pour réaliser ce travail, nous utilisons la notion d’angles
canoniques entre sous-espaces vectoriels de méme dimension qui constitue
un outil classique permettant d’étudier la convergence d’une suite de sous-
espaces vectoriels. En effet, elle permet, entre autres, de définir une distance
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sur un ensemble de sous-espaces vectoriels de méme dimension.

Soient M7 et My deux sous-espaces vectoriels de R™ de méme dimension
m et My, My deux matrices dont les colonnes forment des bases orthonormées
de M; et My respectivement. Les angles canoniques § > 61 > -+ 6, > 0
entre M7 et My sont définis par

sin(6;) =o0; avec 1<i<m

ol 0, < -+ < o1 sont les m valeurs singuliéres non nécessairement nulles
de (I —IIy)IIy avec Iy et IIp les projections orthogonales sur Mj et My
respectivement.

Dans le cadre de ce travail, 'angle #; occupe une place prépondérante.
En effet, 'application d définie par

d(My, M) = sin(b1)

est une distance sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels de R™ de dimension
m. De plus, elle vérifie [15]

d(My, My) = (I =TI || = ||(I — My M{) M|
= (I = )M || = || (I — MM ) M|
= [Ty — Iy = || My M — My My ||

o lor = e
max min ———
v1EM1—{0} v2EM2 ”U1H

v — v

max min
vEMo—{0}vieMr  |jvg|

Ces propriétés font de I'application d un outil efficace et souple pour I'étude
de la convergence d’une suite de sous-espaces vectoriels.

L’intérét de la proposition suivante est purement technique. Elle montre
qu’il est possible de choisir des bases orthonormées de My et My permettant
d’obtenir une décomposition simple de M en fonction de Ms et des angles
canoniques.

Proposition 5 Si d(Mi, Ms) < 1 alors il existe des matrices
- MQ dont les colonnes forment une base orthonormée de Ma,
— S symétrique et semi-définie positive,
- C symétrique et définie positive,
— Msj telle que M?TM?, =1
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vérifiant

S]] = d(M1, M2),

Amin (C) = /1 = d?(My, My),

eng ]\73 1 Mo,
telles que

M, = MQC + Mgs

Démonstration

La condition d(Mj, M3) < 1 entraine que MJ M; inversible. En effet, si
M>T M X = 0 alors (I — MaMI)YM X = M;X. On en déduit que X = 0 car
(I = MaM$) M,y || = d(My1, My) < 1.

Considérons la décomposition en valeurs singuliéres de (I — Mo MJ)M; :

(I — MoMIYM, = UxVT
avec U et V orthogonales et ¥ = ( 2(1)1 ) avec X1 € R™*™ 1l est clair que

IS0 = ||(I = MaMI)My|| = d(My, Ma).

On décompose U sous la forme

Ul c Rnxm7
U = (Ul,UQ) avec { UQ c Rnx(n—m)‘
Alors, on a
vxvt =u s vt
et donc

M, = My(MIMy) + Uz VY.
Puisque MJ M est inversible, sa décomposition polaire s’écrit
M3 My = QC,
ou @ est orthogonale et C' symétrique définie positive.

On a donc
M, = MyQC + U VT (Ve v

On obtient la décomposition cherchée en posant
M2 = M2Q7
M =UVT



3.2. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES TECHNIQUES 51

et
S=vx, vl
On a ainsi
MMy = Q"MIM>Q = QTQ =1,
MIMs =vUiuvt =vvT =1,
MMy = VUEMQ =0

car (I — M2M2T) U1 = U1 donc M2M2TU1 =0.
Pour finir, il est clair que S et C' sont symétriques et semi-définies positives
et vérifient

151 = [1Z1]l = d(My, Ma)

et

Amin (C) = /1 — d* (M1, Ms).
En effet, pour tout vecteur x de norme 1, on a
[Myz|? = ||MoMT My + (T — MyMY) Myz||”

— || My M Myz|)? + || (T = MyMT) M|

et donc
1= | Msa* (1~ M) M
— QT MI Myz||” + || (T — MyMT) Mya
— |[Ca|® + || (T — MuMF) Myz||”.

2

On en déduit que

Amin (C)? = Hrr|1|in1 |Cxz||?

=1- “InHaLX1 H(I — MQMQT) leHz
z||=

=1 — d*(My, My).

Le fait que d(M1, M3) < 1 implique donc que C' est définie positive. [J

Il existe beaucoup d’autres résultats concernant les angles canoniques
(voir par exemple [13, 22]). Cependant dans ce travail, seules la distance d
et la décomposition proposée dans la proposition 5 sont utilisées.
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3.2.3 Définition de la convergence (sse)

Afin d’étudier la convergence de la méthode de trichotomie, nous devons
définir la convergence d’une suite de sous-espaces vectoriels engendrés par
une suite de matrices. En effet, ’application, qui & une matrice, associe son
image n’est pas continue; il n’est donc pas possible de définir la limite des
sous-espaces engendrés par une suite de matrices convergente comme étant
I’espace engendré par la limite de cette suite de matrices.

Plus précisément, il existe des suites (A,).>o de matrices de RP*P conver-
geant vers une matrice A telles que lim, ., eng A, # eng A. Pour s’en
convaincre, il suffit de considérer la suite (A,).>o définie par A4, = %_HI i
est clair que eng A, = RP pour tout n > 0 et donc

lim eng A, = R?

n—oo

Or on a

eng (nlin;o An) =eng (0) = {0}.

D’un autre point de vue, on constate qu’il existe des suites (A,),>0 ne conver-
geant pas alors qu’intuitivement il est facile de donner la limite de (eng A,)n>0
. La suite (A,),>o définie par A, = (—1)"1 en est un exemple flagrant.

Ce dernier point est certes plus délicat mais il intervient directement dans
I’algorithme de trichotomie. L’exemple suivant est simple mais il permet, en
partie, de résumer le comportement asymptotique des suites construites par
cet algorithme. Soit A,, définie pour n > 0 par

1
1+ 57

Ap = (_1)n
1
n+1

Les vecteurs de la base canonique sont des vecteurs propres de ces matrices
et que pour tout n > 0 le rang de ces matrices est 3. Cependant en pratique,
il est préférable de s’intéresser au rang numérique d’une matrice défini de la
maniére suivante :

Définition 8 Le rang numérique d’une matrice A noté rang,,,,,(A) est dé-
fini par

Tangnum(A) = min {Ta‘ng(B) 5 ||A - BH < CA€mach}

ou
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— €mach €St la précision machine,
— (4 est déterminée, classiquement, en fonction de la norme et de la
taille de la matrice A.

On vérifie facilement que, asymptotiquement, le rang numérique des matrices
A, est 2. De plus, les sous-espaces vectoriels engendrés par les matrices B de
rang 2 vérifiant ||A — B|| < CA€mach sont des perturbations des sous-espaces
invariants engendrés par les vecteurs

1 0
e1r=10] etea=11
0 0

Or ces vecteurs engendrent un sous-espace invariant des matrices A,. Cette
analyse est grossiére mais elle montre qu’il est possible, via des suites de
matrices divergentes, d’approcher sous certaines conditions des sous-espaces
invariants.

Il est clair qu’en général, ’expression des matrices A, est nettement plus
compliquée et ne permet pas d’utiliser ce type d’analyse trop simple. Afin
de contourner ces difficultés, on introduit une notion particuliére de limite
de suites de sous-espaces vectoriels engendrés par une suite de matrices.

Définition 9 Soit (A,).>0 une suite de matrices de RP*P avec p un entier
non nul et A, = eng A,.

La suite A, converge au sens des sous-espaces engendrés vers le sous-espace
vectoriel A de dimension m s’il existe un entier n > 0 et deux constantes
strictement positives K1 et Ko indépendantes de n vérifiant

(VS Ty (— (39)
(I = A, || ————0, (3.10)
|IIA, | < K Vn > n, (3.11)
om (ITA,) > Ks Yn>n (3.12)

ou IL,, et II sont les projections orthogonales sur A, et A respectivement et
om (ITA,) la m-éme valeur singuliére de I1A,,.

Pour signifier que la convergence est au sens des sous-espaces engendrés ou
sse, nous utiliserons la notation

A, (sse) A

n—oo
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Le choix de cette définition est motivé par deux conditions : imposer & la
suite (|A.|)n>0o d’étre bornée et se placer en un point ot 'application qui
A une matrice associe son image est continue. De plus, comme le montre la
proposition suivante, il est consistant avec le cas ot la suite (A,),>0 converge.

Proposition 6 Si la suite (An).>0 converge vers une matrice A non nulle

alors
(sse)

A, A= eng A.

n—oo

Démonstration
On note A = MR la décomposition QR de rang plein de A. On a Il = M M7
et

ITAG|| = [[MTAu| < |R] 4+ 1A = Anll = | A]l + |4 — 4|
et

o (TAR) = Opin (MTAp) > omin (MTA) — | MT(A - 4,)|
> omin () — [[A = Ay

Sachant que A,, converge vers A, il existe n et K > 0 tels que Vn > 7,

1
A, || < K et o (ITA,) >

> = (3.13)

De la majoration
(I = ID A = [|(I = T)(An — A)|| < [[An — Al

on déduit la convergence de ||(I — II)A,|| vers 0.
Etant donné que A,, converge vers A, on a

I-1I I—11,)A
”(I - Hn)HH - max M = max M
veA-{o} o] i Auzo || Aull
_ o [Au — v | Au — Apul|
= max min —— < L ——C 1

u ; Au#£0 v €A, HA’LLH T u; Au#0 HAUH
< A= Apll /omin(R)

impliquant donc que |[|(I — II,,)II|| converge vers 0. OJ
La proposition suivante donne des conditions permettant de caractériser
la convergence (sse) en terme de suites matricielles.
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Proposition 7 Avec les notations de la définition 9, (A.)n>0 converge au
sens (see) vers A de dimension m si et seulement s’il existe deur suites de
matrices (An)n>o de rang m et (A,)nso, deux constantes K3 et K4 strictement
positives et n vérifiant

A+ A, =A, et ATA, =0, VYn>0

et
d(A, A) — 0, ot A, = eng A, (3.14)
| AL < K3, Vn > n, (3.15)
- (Hln) > K, Vn > f, (3.16)
A, — 0. (3.17)
Démonstration

Supposons que (A,),>o0 converge au sens des sous-espaces engendrés vers A.

Soit II,, le projecteur orthogonal sur A, = eng (I1,IT). Soit 7 > 7 tel que
Vn > 7, (3.9) implique que ||(1 — II,)II|| < 1. On en déduit A,, et A sont de
méme dimension. De plus, A, étant un sous-espace vectoriel de A,, il existe
A\n un sous-espace vectoriel vérifiant

.Zn P ﬁn = A, avec /Tn 1 .Zl\n

Soit ﬁn le projecteur orthogonal sur .,Zl\n, il est clair que ﬁnﬁn = 0 et que
II,, peut-étre décomposé sous la forme

I, = 11, + 1I,,.
La définition de ﬁn implique que
IL,,IT = 0.

En effet, si v € A alors v = II,,ITv + (I — II,) v. Sachant que I1,IIv € A, et
(I —1I,) v € A, on montre que IL,v = 0 car II,, A4, = {0} et II,.4+ = {0}.
La relation

d(A, A,) = H(I _ ﬁn)HH - H(I T ﬁnHH — ||(1 - LT

permet de montrer que (3.9) implique (3.14).
e (3.10) et (3.11), on montre qu'il existe K3 > 0 vérifiant (3.15) car

1AI* = ITLAG|* + [1(] = I An | < K1+ (1 = TD A
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On pose A, =T1,A, et En = ﬁnAn. De (3.12) et de la relation

~

A, = IT T, A, =TI (Hn _ Hn) A, =TI TI,A, = IIA,,
on déduit (3.16).

Pour vérifier (3.17), on s’appuie sur (3.10), (3.14), (3.15), les propriétés de
la distance d et la majoration

|-

Réciproque
Dans un premier temps, on considére n > 7.
Les relations A, = A, + A et AT An = 0 impliquent que

= (7 1)

eng An @ eng An =A, et An L .An.

On en déduit que ﬁn et ﬁn,Ales projectioNHSAorthogonales sur .Zn et .Zn res-
pectivement, \Lériﬁent 1L, + 11, = IL,, et IL,II,, = 0.
Les matrices A,, étant de rang m, on déduit de (3.14) que

ce qui implique

et donc on a

11,11 = 1,11 + 11,11 — 1.

n—oo

On déduit (3.9) de cette derniére relation car

(7 — ) T = |1~ I3, 11| ——— 11— 11} = 0.

I =10 A < | (7 -0 4

<HI 1) 11 (I —
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et

~ ~ ~ T
(I—H)Hn:Hn—(HnH) — n-u’=o,

n—oo

donc en se basant sur (3.15) et (3.17), on en déduit (3.10).
Il est clair que (3.15) implique (3.11) avec K; = Ks.
On a

o (TTAR) > o <Hﬁn> . Hnﬁn

Z K4 - HA\n

D’aprés (3.17), il existe 7 > 7 tel que Ko = Ky —sup,,>5 A, || soit stricte-

ment positive, ce qui montre (3.12). OJ
La proposition suivante montre que la limite au sens (sse) d’une suite
est, lorsqu’elle existe, unique.

Proposition 8 Soit (A.).>0 une suite matricielle telle que

eng An _ (ss9) | AW et eng A, _ (sse) | A®@
n—00 n—0o0

ot A et A? sont deux sous-espaces vectoriels.
Alors on a

AL = 42,

Démonstration B B
D’aprés la proposition 7, il existe des matrices Aﬁ}), AS), A,(f) et Aﬁf’ vérifiant

A, = AD 4 A = 4@ 4 A2)

n n

telles que
d(A(1)7 Avw(v,l)) 07 ou AVT(Zl) — eng AVT(Tl)?
d(A(2)7 j'sf)) 07 Oil -'Zlv?(’LQ) = eng AVT(’LZ)

et XS) et A\7(12) convergent vers 0.
On en déduit que
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En utilisant les propriétés de la distance d, on a

d(AD, APy = max min llo1 = va|
01 eAD {0} e d®  lvall

HES’M - ﬁﬁf)uZH

= max min ~0
~ 1
uleker<A$})) {0} HAn uy

ngul — A,(f)ulH

max

IN

uyeker (ES))L—{O} Hfl?(f)ul
<|A9 - A2[  max il

uleker(ﬁﬁf))L—{O} HZS)UlH
o -39

La propriété (3.17) implique

AN, A2)

n—oo

On déduit de l'inégalité triangulaire
d(AW, APy < g(AD, A 4+ d(AD, A2)) + d(AD) AP),

que d(AW, A@) =0 et donc AV = A?) O
La proposition suivante reprend les résultats de la proposition 7 en sup-
primant une hypothése concernant les suites (A,)n>0 €t (4,)n>0.

Proposition 9 Awvec les notations de la définition 9, (An)n>0 converge au
sens (see) vers A de dimension m si et seulement s’il existe deux suites de
matrices (Ap)nso de rang m et (A,)nso, deux constantes Ky et Kg strictement
positives et 1. vérifiant

A, + A, =A, Yn>0

et
d(A, Ay, — 0, ot A, = eng Ay, (3.18)
1A, < K, Vn > i, (3.19)
Om (Hﬁn) > K, Vn > i, (3.20)
A, ——— 0. (3.21)

n—oo



3.2. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES TECHNIQUES 59

Démonstration

D’aprés la proposition 7, il suffit de montrer que sous les hypothéses de la
proposition 9, les matrices Zn et Xn permettent de construire deux suites
(Bn)nso de rang m et (B,).>o vérifiant les hypothéses de la proposition 7.
Autrement dit,

Bo+B,=A, et BI'B,=0, Vn>0
telles qu’il existe une constante K4 strictement positive et 1 > n vérifiant

d(A, By) 0, o

n = eng By,

=%
=

n—oo

O (H§n> > K, Vn

~

v

m,

B, — 0.
n—0o0

On note 1i[n la projection orthogonale sur ./Tn = eng En et on définit les
matrices B, et B, par

~ ~ ~ o~

By = A, + 0,4, et B, = (I - ﬁn) A,
Il est clair que
By+Bn=A4, e BI'B,=0, V¥n>0.

et By, = A, ce qui implique
d(A,B,)

n—oo

On a
om(I1By) > om(ILA,) — Hnﬁnﬁn

Z KG - HA\n

donc il existe K4 > 0 et n tels que Vn > n,
om(I1B,) > K.

Cette inégalité implique que Vn > 7i, rangén > m.
De plus, En = fln (gn + A\n> donc rangén < m. On déduit de ces deux
inégalités que Vn > n, B
rangB,, = m.
O

Remarque 5 [l serait intéressant d’étendre la notion de convergence (sse)
G un cadre plus général et d’étudier ses principales propriétés. Toutefois la
définition et les propriétés données ci-dessus sont suffisantes pour l’étude de
l’algorithme de trichotomie.
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3.3 Premiers résultats de convergence

L’objet de cette partie est I’étude de la convergence (sse) des suites de

sous-espaces vectoriels (X™)ns0, (X )ns0 et (XL)ns0.
L’intérét de la notion de convergence (sse) apparait clairement dans cette
étude. En effet, les suites (X™)ns0, (X™)ns0 et (X{),>0 ne convergent pas
au sens classique. Cependant on montre que, sous certaines hypothéses, elles
convergent au sens (sse) et ce résultat est suffisant pour justifier 'étape de
J-orthogonalisation expliquée par la suite.

Dans la premiére partie de cette section, les résultats montrés concernent
le comportement des suites (X{™)ns0, (X{™)ns0 et (X{7),50 lorsque n tend
vers 'infini. Il est important de noter qu’ils seront utilisés tout au long de ce
travail et notamment dans la deuxiéme partie de cette section pour montrer
que les suites (X{)ns0, (X)ns0 et (X),>0 convergent au sens (sse).

3.3.1 Etude de la convergence de (X{").>0, (X\™)ns0 €t (X)ns0

Dans cette partie, nous donnons les résultats de convergence concernant
les suites (XS™)ns0, (X ™)n50 et (X),50 utilisées par la suite lors de 1’étude

de convergence des suites de sous-espaces associées.

Lemme 2 Pour tout p > 0, on a

W < words avec wy > 1 et 0 <y < 1,
HWO_OPH < Weo Vb, avec woo > 1 et 0 < 75 < 1.
Démonstration

Puisque les valeurs propres de Wy sont dans le disque unité ouvert, on peut
définir la matrice 2y par

400 . ‘
Qo = Z (Wg) W
=0

D’apreés [8], Qo est 'unique solution Hermitienne définie-positive de 1’équa-
tion de Lyapunov
Q- WEQWy = Iy,

Cette matrice permet d’obtenir la majoration

IWE Il < worg avee wo = 1/[1Q0ll [|2%7]] et 70 = /1 = oy
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Pour cela, on considére un vecteur xo quelconque et on définit x, pour p > 1
par
xp = Woxp—_1.

On a

T T T T
Ty 1Q0Tpr1 = 2, Wy QoWoxy, = 2, (Q — 1) 7

_ T T
=z,Qozp — T

pZEp.

Or la matrice Qg est Hermitienne définie-positive et vérifie pour tout vecteur
Y

+oo .
L
y oy ="y + > (TWE) Wiy = yTy
=1

et donc yTQoy > |y||?>. Autrement dit, la plus petite valeur propre de g
notée Amin (o) est supérieure ou égale a 1. On en déduit, en particulier que
I10]] > 1 et donc que

1 ! >0
190l ~
Or il est clair que
wle, > LacTQoaU
e T

donc en assemblant ces différents résultats, on peut écrire

T
) Ilﬁp Q()[I}p.

T T 1 7 1
T, 1Q20Tp41 < T, Qox)p — 4HQO||% Qoxp = (1 1]

En itérant ce procédé, on obtient la majoration

1 p
x;‘fQoxp < (1 — HQOH> achoaco

d’ott on déduit que

1 p
i 60) LI < 1901 (1= 1) ol

ou encore
lzpl < worg [lol
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avec

12| \/7 _ 1
wo = 7)\mm () 19| HQ H et vo=4/1— TR

Or d’apres la définition de x,, on a
WG zoll < wog [loll

ce qui implique que
W5l < worg
car xg a été choisi quelconque.
On montre facilement que 0 < vy < 1 en utilisant le fait que ||Q]| > 1 et il
est clair que wp > 1 car ||Qo| HQalu > ||| =1.

La démonstration de la deuxiéme majoration s’obtient de maniére tout & fait
identique. [

Lemme 3 1[I existe deux entiers ng et neo tels que Vn > nyg,

wonyn-Q—l
HWO LM < o
a — woYg
277/
(n) w00
HLo S
a — wog
W*?"L(n) _ l] < l (L’yg
0 0 a — al—wed"’
et Vn > ne
w 72n+1
W—Q”L(n) < o0 oo ,
H <l T a— woo'ygg
Weo V2
LM < &
H <l = a- woovgg 7
W2n 1 I < 1 Woo Vo
T aa—weeE

Remarque 6 Ces majorations sont grossiéres mais elles permettent de for-
tement simplifier les expressions sans détériorer le caractére de convergence.

Démonstration
D’aprés le lemme 2, il existe ng tel que
/8 n+1 ﬁ n+1 ﬁ n U.)O n
H Wg" +Wg || < &WO% +twng < (1+ &)ww@ = EW% <1
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car sachant que 2o+ 6 = 1 et o > 0, on montre facilement que g +1< é

Donc Vn > ng, on en déduit la majoration

B i p om 2n+1
(-1) <aWo + W, H

H(” £
B gn+1
<aW0 +Wo )

o)

[e.9]

WOQn + W2n+l)

=0

.

pﬂg

~
I
o

.pﬂg

i
o

<
1- \(§Wo" =)
«
< PR
070
Ce qui implique les majorations
1 n n n
|67 = HWO (a1 + Pwer pwery
« Q
1 n o w072”
< - WO’Yg on — 0 2n
a—woyg o — wog
et
HWonL(()n) _ H W2 4 gWo LRy
1 nt1 « wofyzn+1
S - WO’Y(% on - 0 on *
@ o — wog o — wWog

De méme, on montre que Vn > ng,

=
(0%

SHES

HWO—QRL(()TL) - H /8 0 W2n+1

2’ﬂ
1 wovyp
<——=-
o — WY
Les autres majorations s’obtiennent de maniére identique. [
Ce lemme implique les résultats de convergence suivants :

L ——o, (L —'
n—oo n—oo
we' LY ———0, sl A J—)

n—oo n—oo
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et

w2 Ll — i], W L) ——— i[.
On en déduit a la vue des expressions (3.6), (3.7) et (3.8) que 'étude de la
convergence de (X{™),>0, (XS )nz0 et (X{),50 se réduit finalement & celles
de W2 L) ns0, (L8)ns0 et (W2 L),50. Cependant il est clair que, en
général, ces suites ne convergent pas. C’est précisément, pour ce type de
difficultés, que la notion de convergence (sse) a été introduite.
Le lemme suivant sera utilisé afin de montrer des résultats de convergence

(sse) dans la prochaine sous-section.

Lemme 4 Si les hypothéses

W1 est diagonalisable sous la forme W1 = <I>1D1<I>1_1 (3.22)
et
<1 (3.23)
a<y .
sont vérifiées alors
1 _on _(n _9on . (n K (q)l)
min W. 2 L( ) ¢ 2 L( ) < 2
a+(1—a)/£2(<1>1)<0 (W L) e Wit ~1-4a’
1 (n) (n)|| o F2(P1)
min L t L S )
T3 20 (@) =1y < ominllr) @ VST 40
1 on - (n) n - (n) Ka(P1)
min L t L = )
a+ (1 —a)ka(P1) <omin(Wi L) e Wit Iy 1 —4a

avec ko(®1) = H@l_lﬂ | ®1]|-

Démonstration
Soit p € A(Lgn)), il existe A = e € A(Wy) avec 0 < 6 < 27 telle que

=6+ a(e?®? +e72")"t = (8 + 20c052"0) L.

On en déduit que si a < 1/4 alors

1 1
< .
0—2a ~ 1—4«

lu| <

En utilisant (3.22), on a

1

|0 < ol o] max Jul < wa(@1) =
pEALY™)

— 4o
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et

Ot (L) = B+ a|[WE" + Wi

min

< 5 + Otﬁg((l)l) A&?V}él) })\Qn + )\72n| < ﬁ + 204/%2((1)1).

Sachant que ka(®1) > 1, on a B+ 2aka(Py) > 1.

Soit v € A (WanLgn)) , il existe A € A(W)) telle que p = m.
On en déduit que |u| < ﬁfm = L et par la suite
—2n - (n) 52((1)1)
L <
HWl LT 1-4a

et
o*;in (WanLgn)> < a+ ko(P1) (a+ B) = a+ ke(P1) (1 —a).
Or a < 1/4 donc a + k2(P1) (1 —a) > 0.

Les deux autres inégalités s’obtiennent de maniére identique. [J

3.3.2 Convergence au sens (sse)

Le théoréme suivant ne reprend qu’une partie des résultats de cette sec-
tion. En particulier, il ne donne aucune indication quant & la vitesse de
convergence des différentes suites. Son principal intérét est de montrer la
nécessité de I’étape de J-orthogonalisation qui est 'objet de I’étude menée
dans la section suivante.

Théoréme 10 Sous les hypothéses (3.22) et (3.23), on a

(sse)

xm Xo + X,
Xl(n) (sse) X,
n—oo
PO YRR
n—oo

Démonstration
Seule la démonstration du premier résultat est donnée, les deux autres étant
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identiques.

Elle repose sur la proposition 9 via les lemmes 3 et 4. On décompose Xo(n)
sous la forme Xé") =A,+ ﬁn avec

—2m 1 (n)
Avn = (XO Xl) (WO OLO WQE)wL(n) 8) X_l
1 1

et

~

A, =X (0 0 weLl) x

il suffit de montrer que, sous les hypothéses (3.22) et (3.23), il existe n >
n* > max{ng,no} tel que pour n > n*, les suites A, et A, vérifient les

conditions de la proposition 9 impliquant donc que

(sse)

xim Xo + X

n—oo

Il est clair qu’il existe n* tel que pour n > n*, les matrices W~ ZnLén) et

W QHLgn) sont de rang plein. En effet, d’aprés le lemme 4, W~ QnLgn) est de

rang plein et d’aprés le lemme 3, Wy 2 L(()n) vérifie pour n > n*

_9n 1 1 wo 2"
— W0

1 w 27L
@ o — wog
On en déduit que pour n > n*, on a
eng gn = .Zn = Xy + .

Il est donc évident que

4 (% -+, 4,)

n—oo

De plus, on a B N
IMA, = A,
ou II est la projection orthogonale sur Xy 4+ X;. Sachant que Xy + X} est de

dimension Ny + 2N7, on obtient que pour n > n*, il existe une constante
Kg > 0 telle que

ONo+2N, (H;{n> > K
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car on montre que

UN0+2N1 (HA/H> = UN0+2N1 (An)

v
—_
=
=
—
9
g
S
/N
S
N}
3
oh/-\
2
N—
Q
el
3
5
T
I}
3
S
2
N—
——

v

1 { 1 <1 wod" > 1 }
min{ — (1 — =
ko (X) e a — wod 14+ 2a (ke(®1) — 1)

en utilisant le fait que

I 0
Omin (XO Xl) = Omin X\|0 I
0 0
I 0
=min [ X [0 I ]wv
[lv]|=1 0 0

> min || Xv]| = opmin(X)
flv]|=1

et donc

Omin (XO Xl) Omin (X_l) > Omin(X)Omin (X_l)
_ 1 1
IX=HIIXA ma(X)

Il est évident d’aprés les lemmes 3 et 4 qu’il existe K5 > 0 telle que

1A, < Ks

car

w2 L)

Flx

WLy

JAnll < 1 max { w2 L8

1 2n on+1
< H(X) max { — + “07 5 ﬁ2(¢1) : Woo Voo —_
a  a—wyyy 1—4a a—weYs

)

La derniére condition de la proposition 9 est directement obtenue en remar-

quant que

2n+1
Woo Voo

271
o — Woo V3

~

A|| < w00 19| < w0x)
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avec Yoo < 1 et wo > 1. 0

Ce théoréme montre clairement le comportement des suites de sous-
espaces vectoriels construites par 'algorithme de trichotomie spectrale. On
constate, en particulier, que les suites (X{"),>0 et (X{”),>o ne convergent
pas uniquement vers Xy et Xy. Afin d’en déduire des approximations de
Xy et X, il est nécessaire de recourir & une étape de post-traitement afin
d’éliminer les parties correspondantes au sous-espace X7 dans X((]n) et Xég).
Une maniére commode de réaliser cette élimination est basée sur 'utilisation
du projecteur spectral Py associé a X;. En effet, Py vérifie

(I —P1) X = A, (I —Pp)&x; =0, (I —P) X = Xo.

Ainsi en multipliant X(()") et X},’.}) par (I —IPy), il est possible d’éliminer les
composantes associées a X7 sans modifier celles associées a Xy et X. Cette
étape sera désignée sous le nom de "étape de J-orthogonalisation".

Cependant cette étape nécessite de connaitre Pq. Autrement dit, elle
implique que X doit étre calculé exactement, ce qui n’est évidemment pas
le cas. On ne connait effectivement qu’une approximation de &} et donc de
P;.

La section suivante est consacrée entiérement a ’étude de la précision de
I’estimation de X car elle se révéle étre la clef de voiite de ’algorithme de
trichotomie spectrale. En effet, une trop grande imprécision de cette estima-
tion se répercuterait immanquablement sur les approximations de Xy et Xy
obtenues via une étape de J-orthogonalisation fort imprécise.

3.4 Approximations de X et P,

Cette section est consacrée a 1’étude de la qualité d’une approximation

X {n) de X, obtenue via an) ainsi qu’a celle du projecteur ﬁ’gn) défini par

=(n >(n >(n Sm)\ 1, S
B = X (X™)TIXM) (XM

Cette étape détermine en grande partie la qualité de ’algorithme de trichoto-

mie spectrale . En effet, le calcul des approximations de Py, P; et Py, étant
réalisé en utilisant directement )?fn), il est nécessaire, autant que faire se
peut, d’assurer que X Y”) est une bonne approximation de X §n).

Différentes maniéres de calculer X fn) a partir de Xén), X fn) et Xég) sont
envisageables. En se basant sur les résultats du théoréme 10, on constate que

X peut étre approchée en se basant sur l'intersection de Xo(n) et Xég ) Tl est



3.4. APPROXIMATIONS DE &7 ET Py 69

également possible de déterminer X fn) via un calcul d’éléments spectraux de

n . . n o . e
X f ) car X est un sous-espace invariant de X f ). Nous avons choisi d’utiliser

. . . oy . N n
une autre voie basée sur une décomposition en valeurs singuliéres de X{ )
car cette décomposition est trés stable numériquement.
. . , (n N . .
La sous-section suivante est consacrée au calcul de X f ) et & I'estimation

de la qualité de cette approximation. Des résultats concernant ’estimation
de l'erreur obtenue en remplagant P; par ]P’gn) terminent cette section.

3.4.1 Approximation de &)
)

4 . . v(n PR TI 1. , .
La détermination de X } est réalisée en utilisant une décomposition en

valeurs singuliéres de X fn) sous la forme :

U™ et V(™) orthogonales,
an) — U@y ayec v = diag (UYL), - ,ag@)

avec U%n) > > Jg;\; > 0.

5N , . R , . (n . .
La premiére étape ne consiste pas & déterminer X{ ) mais uniquement la
dimension de X qui est inconnue a priori. La proposition suivante montre
)

. . BN n
que si n est suffisamment grand alors seules 2/N; valeurs singuliéres de X{
ne convergent pas vers 0.

Proposition 10 Soit I™ définie par :

1 1 w2
~ ko (X) Y

1n) —
K9 (X) 1+ 2« (/ﬁg(@ﬂ — 1)

0l w = max {wp, weo } €t 0 <y =max {70, Yoo} < 1.
1l existe [ > 0 et un entier ny tel que pour tout n > ny,

O'g;\;l — Ué?\;ﬁl > 1 > 1> 0.

Démonstration
On découpe U™, v o () gous la forme

U = () G, VO = (v ) e s - <2§”> Egﬂ)

avec U1(n)> Vl(n) c R2VX2N1 ot E(1n) c R2N1x2N1

D’apreés le théoréme de Schmidt-Mirsky [26, p.208|, Uln)Zgn)(Vl(n))T vérifie

s = i

X{n) - AH = 02N +1-
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)

En particulier, Lgn étant de rang 2/N1, on a pour n > max {ng, Neo },

0
O2N;+1 < an) - X Lg") x!
0
< EQ(X)H]&X{ )Lgn> ,HL(O@ }
27L
wy
< m(X) =

d’aprés le lemme 3.

D’autre part, d’apres le théoréme de Courant-Fischer [13, p. 411 et 428|, on

a

i)

ooN, =  max min ——
! dimA:2N1 U7EO’UGA HU”

Ce théoréme implique donc que

[l
> min — =min
2N = u#0,u€X] ||u|| v#£0 HX11)H
Umin(Lgn)) > Umin(Lgn))
ra(X1)  — K2(X)

car omin(X1) > omin(X) et || X1]| < || X]]. Or d’apreés le lemme 4,
Tmin(L1") 2 (14 20(m(®1) = 1))

donc
1 1

HQ(X) 1+ 2@(&2(@1) — 1) '

02N, =

On en déduit donc

271/
) _ ) o 1 1 (X))
92Ny T TaNi 1 = ko(X) 14 2a(ka(P1) — 1) ria( )a —wy?"

La suite 1™ est positive croissante a partir d’un entier nq et majorée par

n2(1X) 1+2a(n21(<1>1)—1)' Alors ¥n 2 nq, > 1 =1 0

Dans la suite, on suppose que la séparation entre les 2N; plus grandes

)

valeurs singuliéres de X{n et les autres permet de déterminer la valeur de
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Np. On décompose alors les matrices U™, V(™ et £ gous la forme :

v = (0 UP), v = (W ym), s - <E§”> Egﬂ)

ou Ul(n) et Vl(n) sont des matrices de R2V*2N:,

On définit X {n) I’approximation de X obtenue & l'itération n par

et on note fl(n) le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de X %n).

, N . . .. 5(n
Le théoréme suivant montre que, sous certaines conditions, X1( ) tend
vers X7 de maniére hypergéométrique.

Théoréme 11 Sous les hypothéses (3.22) et (3.23), si n > n1 alors

wy?"

d(x, X)) < Kx =

avec Kx une constante indépendante de n donnée par

Hz(X) 2%2(@1)
Ky =2 1).
X 2 (1—4a - >

La démonstration de ce théoréme repose sur le théoréme 3.6 de [26, p.
251 | que nous rappelons ici, en théoréme 12 pour plus de commodité.

Théoréme 12 Soit A € R™™ une matrice symétrique admettant la bloc-
diagonalisation

Ay

A= (U U2)<

4 > (U, Us)"

avec Uy € R™F et Uy € R telle que (U1 Us) est orthogonale.
Soit Z € R™F une matrice dont les colonnes sont orthonormées et M € RF*k
symétrique, on définit R par

R=AZ - 7M.
S’il existe 6 > 0 et a < b vérifiant

A(M) C [a,b)
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et

A(Az) C] —o00,a — 6] U[b+ 0, +00]

alors

2]

d(Z,Ul) < 5

avec Z = ImZ et Uy = ImU;.

Démonstration du théoréme 11
Les factorisations QR de rang plein des matrices X et (Xo Xoo), on ob-

tient des matrices Y7 € R2ZV*2N1 of v, € R2NX2(N=N1) yerifiant YlTYl =
I et Yy 'Ys = I telles que

(o (0 xa)=(n w) (M) (3:21)

ol Ry € R2N1X2MN1 of Ry € RZWV-N*2(N=N1) gont inversibles.

De méme, en utilisant des factorisations QR de rang plein, on détermine des
matrices Z; € RPVX2N ot 7, € RPNV}2IN=N) verifiant 2 7, = 1 et Z3 Zo =
I telles que

(X1 (X0 X)) = (241 Z) <Sl Sg> (3.25)

ol §; € R2NX2N1 o Gy ¢ R2WV=N1)X2(N=N1) gont inversibles.
On montre aisément que

z¥fvi =o,

z¥y, = o0,

STZIViR =1,

STZIY,Ry = 1.
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(n)
avec Ky = RyLIMST et Ky = Ry | 20 ST
1 1 2 2 L(n) 2

o0
Soient O et I' les matrices définies par

0w )= (g 9)
et
(z 2@ )= ).

On vérifie aisément que [|©] < 1et ||| < 1.
On a donc

o= o) (0 ) (B D) (B ) oo

KiKY'  K{TK?Y
=M Ya) (KQ%TII(? K12K2T2> M v)".

Ce qui implique que

() x (MNTy _ K1 KT + KaTKIeT
PR = (%) (T e (3.26)
On note R le résidu matriciel défini par
R=x"(x"Ty, - viK KT (3.27)

On déduit de (3.26) que R vérifie
R =Y K\TK;0T + Yo(KoTT Ky 4+ Ko KT ©T).

Par ailleurs, on se donne une bloc-diagonalisation de X 1(n) (X 1(n) )T issue d’une

décomposition en valeurs singuliéres

n 1
Xf”)(an))T:@l(") U§")) <E§ )> 2 (Ul(") Uz(”))T.

o)

Pour appliquer le théoréme 12, il faut minorer ¢, qui dans ce contexte, vérifie

0> Uzm‘n(Kl) - H (Eén))zH = Uzm‘n(Kl) - (USJL\21+1>2-
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Or, on a
Umin(Kl) = Umin(Rngn)S?) > Umin(Rl)Umin(Lgn))Umin(sl)-

Il est facile de voir, d’apres (3.24) et (3.25), que

Umin<R1)0min(Sl) >

ra(X)
Donc d’aprés le lemme 4,

1 1
ko(X) 14 2a(ke(P1) — 1)

Umin(Kl) >

En répétant la démonstration de la proposition 10, on montre que

2Tl
(n) wy
ToN 41 = "52(X)a o
Par conséquent,
n 2
1 1 wy?
o> k(X)) =

Z 300 1+ 2a(mal@1) ~ 1)? @()<a—ww4>

> (ln)Z

> 2

L’application directe du théoréme 12 donne

n R
d(xy, ™M) < ”p”

Pour clore la démonstration, il reste & majorer ||R||. D’apreés (3.26) et (3.27),
on obtient

IR|| = |[Y1KiTK20" + Ya(Kol T Ky + KoK ©7)|
< Bl 2 [ Kl + [ K])-

Or on a
r2(P1)
K| < X
5] < () 22D
et
wy?"
[ K2l < Ka(X) TR

o — wy
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donc Vn > nq,

wy?"

o —wy?"

/€2(<I>1)
1 -4«

Il < 00 232050 41

g

Remarque 7 La présence du carré de ro(X), le conditionnement spectral
de W, provient du fait que cette majoration a été obtenue via la matrice

X

3.4.2 Approximation de P,
)

Le théoréme 11 permet d’estimer la qualité de l'approximation )?{"

construite en utilisant la décomposition en valeurs singuliéres de X £n). Cette
approximation est utilisée pour construire le projecteur Iﬁ’gn) une approxi-
mation de Py intervenant dans le calcul d’approximations de Xy, Xoo, Pp et
Ps.

Le théoréme suivant permet de majorer I’erreur obtenue en approchant

le projecteur P; par le projecteur ]?’gn) en fonction de la distance d(&7, fl(n)).

Théoréme 13 Soit Y1 une matrice dont les colonnes forment une base or-
thonormée de X et soit n™ défini par

2™ = (3171 | o) 1) -, 2

Sin™ >0 alors

K o (n
< id(‘Xb Xl( ))

HPl -BY )

avec Kp une constante indépendante de n donnée par

2ko (Y1 JY7)

K,=|2V2+ "
31| || (i) 1

1| | o) 7

Démgnstration
Soit Yl(n) une matrice dont les colonnes forment une base orthonormeée de

/'i,’vl(n). On définit le projecteur @&n) par

=(n F(n >(n F(n -1 & n
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L’hypothése sur 7™ > 0 implique que d(X, /'?1(")) < 1 donc d’aprés la pro-
position 5, il existe deux matrices S et C' symétriques, semi-définie positive et
définie positive respectivement et une matrice Y7 dont les colonnes forment

une base orthonormée de X telles que

151 = d(xr, A7),

}71(71) =Y1C+ZS avec Amin(C) = \/ At Xl(n))’
ZTy, =0,
ZT7 =1

On en déduit les résultats suivants :

1. Résultat 1

Vi = Y| = VIT=CIZ+[8]? < v2 d(x, &™),

2. Résultat 2

| @I — v < a+ e | iz -l + 31118
< @Y val| + 301 71) d(n, ),

3. Résultat 3
Ounin (T IV) 2 02,4 (C) i (VY1) = 31 1S
> Opmin (VI IY1) = ((0min(YiEIYD)) + 3]1T]) d(2y, &™)

- 1
et si d(Xl,Xl(n)) (3||J|| H (vifav)~ H + 1) alors

_ -1 TJyy)”

S ||

(A e (311 w7 +1) aa. &)
< H (1'm) _lH 1

37| H YY) H+1 ™’
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En se basant sur ces résultats, on montre que

HIP1 . ﬁ»@H <|lv; — ¥ H (vTJvi) ™ YlTJH

+Hy<n (YT~ H H Y1 y<”>) JH
4|z <(Y1T i) = (@ Ji(m)l) TN ‘
Donc on a
[P - P (vIvy)” H Xm,x(”))
H TJY(n ) TJY YlTJY1H H(Ylijl)_lH .
soit
[ - < 2v2 +||(vm) 7| 2P| +3171 1

37| H (YTJv:)~ H+1 n)

<1 ([ o) ™| e, &)

ce qui implique

2o (Y{IJY1) — 1
<(2v2+ H2(1J1)_1 +1 %
3111 || (vm) n

<) 7| e, B,

La démonstration se termine en remarquant que 0 < n(™ < 1 car n™ > 0
par hypothése et

37| H(YlTJYl)*lH Y11
donc
_ -1 ~
) — <3HJH H(YlTle) 1H+1) —d(x, X)) <1

car d(Xp, X (")) >0.0
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Remarque 8 Les majorations utilisées sont loin d’étre optimales cependant
elles permettent d’obtenir [’ordre de précision souhaité tout en simplifiant les
différentes expressions.

Les théorémes 11 et 13 montrent que pour n suffisamment grand, les vitesses
de convergence de Xl(n) vers X et de ]P’gn) vers IP; sont, grossiérement, de la
forme 72" avec 0 < v < 1. Autrement dit, ces suites convergent de maniére

supergéométrique (ou hypergéométrique).

3.5 Approximations des autres projecteurs

(n)

La proposition suivante justifie 'utilisation de IF’l pour extraire Py et
P de X" et X,

Proposition 11 Pourn > ny, on a

o1
H(I—IP’l)XO( ) _ ~Py

< ko(X) <w> ¥,

o —wy?"

et

e el < (=)

Remarque 9 On a

_ (n) 2z
(I —P1) Xp S QPO,
et
I-P)xm — lpoo.
n—oo o

Démonstration
Pour démontrer la premiére inégalité, on déduit, des propriétés de P1, que

W Lg"
(I-P)x™=x 0 X!
WfZ” ng)

= Xo (W52'L{” 0 0) X'+ X (0 0 wiL@) X
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Le lemme 3 implique que, pour n > nj > max{ng, N}, on a

|

w1
H(I—IF’l)X(() ) ~Py

<ka(X) max{HWO_ZnLé") — ;IH , HWO:JQ"LEQ)

<kg(X) <w) oal

a —wy?"

car Py = X3 (O 1 0) X leta—awy? >a—wy?".
La démonstration est identique pour 'autre résultat. [

Corollaire 1 Sous les hypothéses de la proposition 11, on a

eng ((I —Py) X(gn)> Tiiz Xo
et
eng ((1-P1) X)) = X
Démonstration
On a

(I =P)XS" = XoWy 2" L{Yy + X W2 LYo

Le premier résultat se montre directement & partir des lemmes 3, 4 et la
proposition 9 en posant

Ay = Xo (W' L) 0 0) X tet Ay =Xoo (0 0 WZ'LW) X

L’autre démonstration est identique. [

Ces résultats montrent qu’il est possible de déduire de X(()n) et Xég), des
approximations de Py et P, a condition de disposer du projecteur Py. Or,
seule une approximation Iﬁgn) de Py a été calculée. On note ﬂ;’(()n) et ﬁ)((;f) les

quantités définies par

o0

By = a (1-P") X" et PO —a(1-B") x{).

Le théoréme suivant permet de prendre en compte l'erreur introduite en

remplacant P; par Iﬁgn)

Théoréme 14 Sous les hypothéses (3.22) et (3.23), sin > ny alors

2n
S(n) _ K, Kx 3w ko (¢1) w7y
HPO POH < ar(X) [ n(n) <a—w72" R p— 1 a—wy
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et

_ K, Kx [ 3w ka(d1) wy?”
P — ]P’OOH < X P 1| ————.
H o0 < anz(X) n(n) a — wy?" iz 4o + a —wy?"

Démonstration
On a les majorations suivantes

B = Bo| < [|atr - B X = a1 = PXE + ol = P)XE - P

< a|[BY | || X370 + a|| 7 - Py X - é}P’O

En utilisant les résultats des lemmes 3 et 4, on montre que, pour n > nq,

2n+1

1 1 2"
< Ko (X) <+ ol Fal@1) | weoao )

a al—wrd" 1-4da oa—weYy

w ﬁ2(¢1)> _

a—wy?  1—4da

e

< Ko (X) (3

La démonstration se termine en utilisant la proposition 11 et les théorémes
11 et 13. O

Corollaire 2 Sous les hypothéses du théoréeme 14, on a

eng (I?’(()n)) & X

n—oo

et
(N(n)> (sse)
eng (P ) ————— X
n—oo
Démonstration

Le théoréme 14 nous donne la convergence de ]?)[()n) et IF’C(,Z) vers les matrices
Py et Py respectivement lorsque n tend vers l'infini. Or, eng(Py) = Ap et
eng(Ps) = Xoo. Alors, d’aprés la proposition 6,

s (B) L

et
eng (ﬁ’g@) _(eee) | Xeo.

n—oo
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(n)

Remarque 10 1 est important de noter que si IF’O et ]INDSQ) convergent vers
des projecteurs, ce ne sont a priori pas des projecteurs. Il est parfois pré-
férable, suivant [utilisation faite de ]?D(()n) et f”(og) par la suite, de disposer
d’approximations de projecteurs qui soient elles-méme des projecteurs. La
construction de projecteurs a partir de @(()n) et IE(Q) ainst que leur qualité sont
discutées dans la section suivante car ce point me concerne pas directement

lalgorithme de trichotomie.

3.6 Mise en ceuvre informatique

L’implantation de I’algorithme de trichotomie est délicate. Les principaux
problémes sont le calcul effectif des suites (X{™)ns0, (X)ns0 et (XI)ns0
et ainsi que celui des approximations des projecteurs Py, P; et Ps. Ces
points font 'objet d’une étude particuliére. L’algorithme de la méthode de
trichotomie conclut cette section.

3.6.1 Calcul de X\, X" et X

Il est possible de déduire des expressions (3.2), (3.3) et (3.4), une méthode
simple permettant de calculer X(()n)7 an) et Xég) . Cette méthode est la
suivante
Méthode 1

1. Poser Vo =W.

2. Pour j =1 an, calculer

-Vi= ij—l'
3. Calculer T,, =V, L.
4. Calculer
- Gp=BI+a (Vo +Ty)""
- x{" =T,G,,
- Xl(n) =G,
- X =V,G,.

Cette méthode est directement basée sur le calcul de W2". Or il est connu
que le calcul des puissances d’une matrice est une opération numériquement
instable. En effet, le conditionnement de la matrice V,, risque d’augmenter
trés rapidement avec n, rendant difficile un calcul précis de T;,. Pour éviter
de devoir inverser V,,, une solution consiste & calculer 7T;, indépendamment
de V,,. Cette option est utilisée dans la méthode suivante.
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Méthode 2
1. Poser Vo =W et Ty = WL

2. Pour j =1 an, calculer

-Vi= VjQ—1'
-T; = Tj2—1'
3. Calculer
-G =Bl +a(V,+T,)""
- XY = T,G,
- X{" = G,
- xW = V,G.

Cependant certains problémes numériques persistent notamment lors du cal-
cul de G,,. En effet, les hypothéses impliquant que les normes des matrices
Xén), an) et Xc(,g) sont bornées, ne sont pas suffisantes pour montrer que
la norme de W?2" est bornée ou autrement dit que W est stable. Il est donc
possible, voir probable que les méthodes 1 et 2 rencontrent de sérieux pro-
blémes numériques. De nombreuses expériences numériques ont montré que
ces craintes sont justifiées.

Afin d’effectuer le calcul de X(()n), X{n) et ng) de maniére plus stable,
nous utilisons une nouvelle méthode basée sur la résolution d’'un systéme
linéaire. Si le cotit de calcul de cette méthode est plus important, elle permet
de fiabiliser fortement les résultats obtenus.

Cette méthode utilise les relations entre les matrices X(()n_l), X{n_l) et

Xé?‘l) etXén), an) et Xég) de la proposition suivante.
Proposition 12 Si « et B sont choisis tels que, pour tout n > 0, la matrice

I+a(W? +W=2") est non singuliere alors X (1), X (1) et X (1) orment
0 1 o]
l'unique solution du systéeme

JW —wTJ 0 x 0
o Jw  -wTr|[x®]| =0 (3.28)
ol BI ol X((le) I

et pour n > 2,
Xén) _ X((]nfl)Kén)’
X§n) _ X§n_1)K£n),
x) X("_l)Kgg)

[e.9] o0
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ot Kén), Kfn) et KC(Q) forment la solution du systéme linéaire

n—1 T n—1 T

(x0) g = (x&) 0 K 0
T T n _

0 (Xé"*”) J —(XY“”) gl x| =10

(n—1) (n-1) (n—1) K& I
OéXO ﬁXl aXOO >

(3.29)
Démonstration

Sachant que

X =W (BI+a W2+ W),

XY= (Br+aWr+w2),
XU =W?(BI+a (W2 +W2)) ",
on a les relations
X p2x 0
xM=w2x{
ax{ + x4 axl) = 1.

On déduit de la J-symplecticité de W que WTJ = JW~!. On a donc les

relations
JwxiV = w1 x =wTyx®
Jwx = gw1x®O =wTixQ
XV 4 pxM pax®) = 1.

Autrement dit X(()l), X fl) et X5 forment une solution du systéme (3.28).

D’autre part, si A, B et C sont tels que

JW —wTJ 0 A
0o Jw —-wij||[B]|=0
ol 61 al C
alors J étant non singuliére, on a les relations
A=WB
B=W*C

aA+ BB+ aC =0.
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On en déduit que B vérifie
(BI+a (W +W™2"))B=0.

La matrice 61 + « (W2n + W*Qn) étant supposée non singuliére, la matrice
B est nulle et par conséquent les matrices A et C' le sont également. Autre-
ment dit, X(()l), Xfl) et X$ forment I'unique solution du systéme (3.28).

Pour n > 2, on peut écrire avec p=netp=n—1,
X(()P) _ W—QZ’L(P)’
Xl(p) — L(p)7
Xég) — WQPL(p),
avec L) = (ﬁ[ + a (WQP + W*QP))_l. De plus, il est clair que W et L®
commutent.
(n)

Nous allons montrer que les matrices Kén), K {n) et Ko’ définies par

KM = x (Xé”_1)>_1 — w2 L™ (LWU) -
KM = x{V (x{"Y) o (L) -

KE) = X (X@0) 2w L (L)

forment une solution du systéme (3.29).
En effet, on montre que

(x) LD - (ng—U)T JK™

= (L("‘l))T <JW‘2"_1 - (W2”‘1)T J) Lo ( L(n—n)*l

=0

1

car on déduit de la J-symplecticité de W que
n— n— T n— T n— n—
JwET (W)= (J— () gw? ) w2 <o,

On montre de méme que

(Xé”*”f JE™M - (XfH))T T

= (L(”‘”)T <(W—2’”)T J— JW2"1> R0 ( L(n—l)) !
0
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La derniére relation s’écrit

aXén—l)K(()n) + BX{TL—l)KfTL) + OéXég_l)K(n) —

o

— L0 (aW 2" 4 I + aW?") L) (L<”—1>) -
I

_ (-1 (L(m)‘l 7 (men)‘l _
KM et K

Pour clore la démonstration, il reste & montrer que K
forment I'unique solution du systéme (3.29).
On suppose que les vecteurs vy, v et vy vérifient

(X{”*”)T J - (Xéé”’”)T J 0 v
0 (xe) g (x| o) =0
ax{" px Y ax b oo

On déduit, des deux premiéres lignes, les relations

2n1

Jup = (WTH)T Jui = JW™
et

Jvay = (W*Q"”)T Jup = JW?

en utilisant la J-symplecticité de W. La matrice J étant non singuliére, ces
relations peuvent donc s’écrire de maniére équivalente

n

_ —1 n—1
v=W 2" m etvoo:I/V2 V1.

Elles permettent en association avec la troisiéme ligne du systéme linéaire
de déduire que le vecteur vy est nul. en effet, on a

aXén_l)v + ﬁX(n_l)vl + ozX(”_l)voo =
—L"I(OJ/V2 v0+ﬂvl+aW )
=LY (aw = +ﬂI+aW2 )1
- )
et donc la condition

ocXén_l)vo + 5X{n_1)v1 + ang—l)voo =0
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implique que v; = 0 car L1 est non singuliére. Par conséquent, il est clair
que vg et vy sont également nuls. Autrement dit, le systéme (3.29) est non
singulier. [J

Remarque 11 I est possible de remplacer le systéme (3.29) par d’autres
systemes qui lui sont similaires.

En se basant sur la proposition 12, on obtient une nouvelle méthode.

Méthode 3
1. Résoudre

JW —wTJ 0 K 0
o Jw —wry| &V ] =10
al BI al Kc(x1>) I

2. Poser
) Xél) _ Kél),

) Xfl) _ Kfl),
- x{ = k).
3. Pour j =2 an,

- Résoudre
1 T 1 T )
() (0 Y ey
. T . T ]
0 (x¢™) 7 —(xY) v K| =0
(G-1) G G-1) K9 I
X BX)’ aX3l >
- Poser

. Xéj) _ Xéj_l)Kéj),

' ij) _ X£j*1)K£j);

- x9 = x8 VK.
Le cotit de calcul de la méthode 3 est évidemment plus élévé que ceux de la
méthode 1 et de la méthode 2. Les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3 donnent les esti-
mations du cotit de calcul de chaque méthode, réalisées de la méme maniére
que celles données dans le Chapitre 2 (i.e. en négligeant les termes inférieurs
a N3).
Si la méthode 3 s’est révélée plus stable numériquement que les méthodes 1
et 2, elle reste sujet & des complications numériques lors de la résolution des
systémes linéaires. Cependant ces problémes surviennent lorsque la méthode
de trichotomie a convergé. Ils peuvent donc étre évités en utilisant un critére
d’arrét adéquat.
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Itérations (n fois)
1 produit matrice matrice 2(2N)3

Post-traitement
1 inversion de matrice (1),)

— Une factorisation LU 2/3(2N)3

— 2 x (2N) systémes linéaires triangulaires 2(2N)3
1 inversion de matrice (G5,)

— Une factorisation LU 2/3(2N)3

— 2 x (2N) systémes linéaires triangulaires 2(2N)3
2 produits matrice matrice 4(2N)3

Total  (2n + 28/3) (2N)3

TaB. 3.1 — Cotit des opérations de la méthode 1

Initialisation
1 inversion de matrice (7p)
— Une factorisation LU 2/3(2N)3
— 2 x (2N) systémes linéaires triangulaires 2(2N)3
Itérations (n fois)
1 produit matrice matrice 2(2N)3
1 produit matrice matrice 2(2N)3

Post-traitement
1 inversion de matrice (G,,)

— Une factorisation LU 2/3(2N)3
— 2 x (2N) systémes linéaires triangulaires 2(2N)3
2 produits matrice matrice 4(2N)3

Total  (4n +28/3) (2N)3

TaB. 3.2 — Cotit des opérations de la méthode 2
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Initialisation
2 produits matrice matrice 4(2N)3
2N résolutions de systémes linéaires
— Une factorisation LU 18(x2N)3
— X(2N) systémes linéaires triangulaires 10(2N)3
Itérations (n — 1 fois)
2 produits matrice matrice 4(2N)3
2N résolutions de systémes linéaires
— Une factorisation LU 18(2N)3
— 2 x (2N) systémes linéaires triangulaires 10(2N)3
3 produits matrice matrice 6(2N)3

Total (38n — 6) (2N)3

TaB. 3.3 — Cotit des opérations de la méthode 3

3.6.2 Approximations des projecteurs

Dans cette partie, on suppose que ’algorithme de trichotomie a calculé
des matrices Xén), ]P’gn) et Xég) vérifiant

Ha)?én) —IF’OH <e, Hﬁ’gn) —IP’1H <e€ et Haf(fg) — IP’OOH <e€

oll une majoration de € peut étre obtenue via les résultats des sections pré-
cédentes.

Il est donc possible de stopper ’algorithme de trichotomie & cet instant
en prenant IP’(()n) = aX(gn), IP’gn) et IP’E,Z) = aXc(,Z) comme approximations

de Py, P; et Py respectivement. Cependant si ﬂn) est un projecteur (par
construction), cela n’est pas le cas de ﬁ(()n) et ]TD&Z) . Or il est souvent préférable
d’approcher un projecteur par un autre projecteur.

La construction, a partir de )N(én), d’un projecteur @(()n) qui soit une ap-
proximation de Py peut étre réalisée de la maniére suivante.

(

1. On construit une matrice Xon) dont les colonnes forment une base
orthonormée d’une approximation de Aj.

. . S(n
2. On construit une matrice YO( ) dont les colonnes forment une base or-
thonormée d’une approximation de ) le sous-espace invariant & gauche
de W associé a W,.
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3. On définit B{" par
wimy ot (LT am\ L s T
B = X ((YO( ) >> (7).

Il est clair que la matrice ]/PS((]”) est un projecteur. En se basant sur le fait que

Py = Xo (Y Xo) ' Ve

ou Yy est une base orthonormée de )y, on remarque que ’analyse d’erreur

faite en approchant Py par I@én) se décompose en trois parties

— l'estimation de la qualité de Xén),
— Destimation de la qualité de ?O(n),
— la majoration de HPO — ]@(()”)H

Le lemme suivant permet de répondre & la premiére partie.
Lemme 5 Si )

€ < T
Y5 Xoll

alors en wutilisant une décomposition en valeurs singuliéres de Xén), il est

possible de construire )?én) vérifiant
a (%, &) < |V Xol|e < 1

ot é’?o(n) est l'tmage de )?(()”).

Démonstration
Soit la décomposition en valeurs singuliéres de X(()n) suivante :

B U et V orthogonales,
aX(g") =UxVT  avec Y =diag (o1, -+ ,09N)

avec g1 > -+ > ooy > 0.

On décompose les matrices U, V et X sous la forme
U=(h Up),V=(V W)etX= 21
Y 22

avec Uy, Vi € R2VXNo et ) € RNoxNo,
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En répétant la démonstration du théoréme 10, le théoréme de Schmidt-
Mirsky permet de montrer que

[B2]] < e

car Py est de rang Ny. On définit )?én) de la maniére suivante :

On déduit des propriétés de la distance d que

d (XO, 2?5"))

En prenant v

d (Xo, A?O(”)>

g

Remarque 12 Si la condition € < —Aa—r
q [[Ya" Xo|

<

IN

IN

IN

max

min

0 €Xo—{0} e pm o]l

Xo (YT Xo) vy — X (YT X0)™

|v1 — va|

1
V2

max min
v1#0 V2

max min
v1€Yo—{0} v2

max min
v1€Yo—{0} v2

[0 5 x0) ™ o

[0 (v X0) ™ Y or = R (v Xo)

TN

HP()Ul — )’(t(gn) (}/OTX())il ’UQH

[

(YOTXO) ElvlTvl, on obtient

HIP’ovl — Xé”)zlvl%l

max
v1€Vo —{0}
max
v1€Yo—{0}

Y5 Xol| e.

[0

[[oa

[0 x0) )

n’est pas vérifiée alors le résultat

du lemme 5 est sans intérét car la distance d est toujours inférieure ou égale

al.
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En procédant de la méme maniére avec les matrices transposées, on obtient
le lemme suivant.

Lemme 6 Si 1

€< e
Y57 Xol|

, ol est

. . o . ‘s v(n
alors en wutilisant une décomposition en valeurs singuliéres de X(g )

possible de construire }A/O(n) vérifiant
a (3, 35" < Y Xolle < 1
ot ji\(gn) est l'image de }/}O(n).

Remarque 13 En se reportant a la démonstration du lemme 5, on constate
que Yo(n) = V1 est un choix vérifiant le lemme 6.

Le théoréme suivant donne la majoration de la troisiéme et derniére étape.

Théoréme 15 On suppose que

1

5 (VX

et on se donne )?én) et ?O(n) vérifiant respectivement les lemmes 5 et 6.
La matrice définie par

B = & () 5) (v

vérifie

o5

T k2 (YOTXO)
< 2 (YO XO) (4 + 51 — 5 Ko (YOTXO) € “

Démonstration

Il est clair que la condition sur e implique que € < |

m. Il est donc

possible d’appliquer les lemmes 5 et 6. On en déduit que d (XO, /'?O(n)) <1
et d (yo, )A/én)) < 1 et donc on peut utiliser la proposition 5 pour obtenir les
décompositions suivantes :

X" = XoCp + VS,
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et
v\ =v,C, + V8,

ou
— S; et S, sont symétriques et semi-définies positives,
— O, et Cy sont symétriques et définies positives,
— les colonnes de V,, et V,, sont orthonormées

et vérifient

121 = d (X, 25" ) < [[¥5"Xo| e

1,01 = d (0. 55") < | v5" Xl

Amin (C) = \/1 — a2 (XO,P?O(")) > \/1 — |[Y§ Xo|* €2,

i (€)= 1= @ (30, 587) 2 /1~ v ol e
X Ve =YV, =0.
On en déduit les inégalités suivantes.

%0 = XE7|| < 11 = Call + 1521l < 2||¥ Xol| €

et

Yo = T4 < 12 = eyl + 18 < 2 Y5 Xo e

De méme, on a

Yy Xo - (%(”))Tffé") < ||¥0" Xo — €Y Xo x|

+ (IC L 1Sall + 1 1Syl + 115l 1Sy 1) [|Ye Xo|
< (1 = Coll + |1Cll 1T = Cy ) |[Yg" Xo]| + 3] Ve Xol[* e
< 5]V X% e.

Soit A et B deux matrices inversibles telles que

AN (B-A)||=p<1
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alors
570 < At a5 - )7 < At =
Or si
R S
© 5 (Y X0)
alors

Yy Xo — (170(”)>T el

(VI xp) (YOTXO - (SA/O("))T)?S")) H < |0 x0) 7|

<50 x0) | I ol

<5 kg Yy Xo) ||Yd Xof e < 1.
On en déduit que

()

< H(YOTXO)AH
T O

Or on a

L S A

o« | -
(V¥ x0) ' = <(yo<n>)’f Xém)—l‘
)
()|

La démonstration se termine en utilisant les différentes majorations démon-
trées ci-dessus. On obtient alors

[

e

<o (o 58] s 557

_ ~ T ~
o o () 5

-

T -1 T
< H(}/O XO) H (4 HYO XOH €+ 51 — 5 Ko (Y'OTXO) H}/OTXOH 66

Vi Xo)
Y Xo) [ 4 2 (o Xo
<z (Y5 Xo) ( T T (V5 Xo) [V Xo ][ e ) ©

ko (Y Xo
<Ko (YOTXO) (4 +5 - ,52 (ZYOT))(O) 6) €.

ol [ 0 x) | )
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O

Le théoréme 15 montre qu’on peut construire a partir de )Z'(()n) un projec-
teur qui est une approximation de Py. Il est clair qu’en appliquant la méme
méthode, on peut déterminer un projecteur ]PE.Z) qui approche Po,. Or les

projecteurs Py, Py et Py, vérifient

Py 4+ P1 + Poo = Ion

PoP; = 0,
PyPy =0,
PPy =0,
PP, =0,
PPy = 0,
Py P1 = 0.

)

Ces relations offrent la possibilité de vérifier la qualité numérique de @én ,

f”gn) et I@éﬁ’ En calculant les erreurs suivantes :

Y

B = ||fox — B + B + B)

Y

o = [FBY

EOoo: @E)n)@gg) )

Erp = Hﬁbgn)@(()n)

By = [BVB0)

EooO: @(n)@(()n) )

) o0

Ex1= @(”)ﬁgn)

o0

On dispose ainsi de plusieurs indicateurs permettant de valider, en partie,
la qualité des différents projecteurs calculés par l'algorithme de trichotomie
dans le sens ol si un de ces indicateurs n’est pas "suffisamment" petit alors
il existe un doute légitime quant aux quantités calculées.

Considérer toutes les quantités E, Eo 1, E10, Eo.00; Foo,0, 1,00 €t Exo 1
peut sembler, a premiére vue, redondant. En effet, par exemple si F, Fy,
E10, Eo,00r Exo,o et E1 o sont nulles alors Foo 1 'est également car, dans
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cette situation, on a
0= Ly — B +B{" 4+ P(»
= (IQN — B+ P+ @g;)) (]?’E)") +B™ @g@)
_ B 1 B 4 B _ BB _ BB _ BB _ B
_ BB _ PO _ pEpm _ Frpm _ pepe)

_ B0 4 B 1 B — B _ BB _ POB( _ BB
- B - BB BB - BB - B
— PP,

Cependant dans le cas général, cela n’est pas aussi simple, en particulier, en
ce qui concerne les couples Fy 1 et E1 o, Ey oo et Eao 0, F1 00 €6 Foo 1. En effet,
I'étape de J-orthogonalisation utilisée pour éliminer (du moins réduire) les
composantes associées a X dans Xén) et Xo(g ) permet d’assurer que Fi et
E1 o seront nécessairement petites, cela méme si les suites (XS0, (X050
et (X$),>0 sont loin d’avoir convergé. Par exemple, sachant que

vn) _ o)) y(n)

X5 = (1-P") X
on vérifie que ﬁ’gn))?én) = 0 et donc, par construction, P = 0. Cepen-
dant si E1g et B o sont théoriquement nulles, il peut étre tout de méme
intéressant de les calculer car en pratique, elles ne seront pas nulles & cause

des erreurs d’arrondies. Ces quantités dépendent de l’erreur machine (ou e-
machine) et du conditionnement des sous-espaces invariants Xy, X et X, en

gn)P((]n)

supposant que /‘?()(n)’ fl(n) et 2?0(2 ) en sont suffisamment proches . Elles offrent
donc la possibilité d’estimer le conditionnement spectral de W, autrement
dit la difficulté du probléme et ainsi de relativiser les autres estimateurs.

Remarque 14 1 est important de noter que si ces estimateurs peuvent per-
mettre d’estimer la qualité des projecteurs calculés par lalgorithme de tri-
chotomie, ils ne possédent pas la fiabilité du critére de dichotomie représenté
par la norme de la matrice H du Chapitre 2.

Une autre possibilité consiste a définir }/I\Dgg) par
B _ 1y — B B

Cela permet de s’assurer que 'estimateur E est nul. Cependant ainsi défini,
PE..’}) n’est, a priori, pas un projecteur. Or 'algorithme de trichotomie a pour
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but de calculer les projecteurs et donc cette définition ne présente que peu
d’intérét.
3.6.3 Algorithme de trichotomie

L’algorithme de trichotomie est donné dans son entier.

Algorithme 4

1. Résoudre

JW —wTJ 0 K 0
o Jw —wry| &V ] =10
al BI al K(()é) I
2. Poser
) Xél) _ Kél),
- x® Z g
- x8 = k),
3. Pour j =2 an,
- Résoudre
. T . T
(X0 g = (x80) 0 KV 0
: T . T j
0 (x¢™) 0 = (xt) K| =0
(G-1) G G-1) kZ)
aXOJ ﬁle aXy &
- Poser
‘ X[()j) _ Xéjfl)K((]j)’

XY Z xGDgO)
- x9 = x8 VKD,

4. Calculer la décomposition en valeurs singuliéres de an)
x"=usvT,

- A la vue des valeurs singuliéres, déduire une estimation N.

- Poser )?fn) = Uy ou U; est la matrice formée des 2N, premieéres
colonnes de U.
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- Calculer f”gn) par
~ - o N\T  ~ 1 W\T
P = X" ((Xf ) I )> (X)
5. Calculer va”((]n) et IF’(()Z) par
B = (1 - ) ()
PM = o (I - ]?5”)) X,

Le tableau suivant donne le cotit global de I'algorithme 4.

étapes 1, 2, 3

voir le tableau 3.3 (38n — 6) (2N)3
étape 4

Décomposition SVD (voir [13]) 8/3(2N)3

Calcul de P{™ (2/3(2N1)2 4 5(2N1)(2N) + 2(2N)?) (2]V;)
étape 5

Calcul de B 2(2N)3

Calcul de PSY 2(2N)3

Total 2/3(2N1)? + 5(2N1)%(2N)
+2(2N1)(2N)? + (38n +2/3) (2N)3

TaB. 3.4 — Cotit des opérations de I'algorithme 4

Remarque 15 Rappelons que le coit total de n itérations de l’algorithme 2

appliqué a W est
26 61 3
< 3 + 3 n) (2N)°.
Rappelons également qu’il faut le portrait spectral pour déterminer rg et deux
applications de l'algorithme 2 pour obtenir Py, et Py, des approzimations de
Py et I —P. Ceci rend ’approche "trichotomie spectrale” de ce chapitre gé-
néralement beaucoup plus économique que approche "dichotomie spectrale”
sans toutefois posséder la fiabilité de cette derniére. En effet, nous n’avons
pas réusst a trouver l’équivalent du critére de dichotomie pour algorithme 4.
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3.7 Une autre approche de détermination de la sta-
bilité forte

L’application de ’algorithme 4 & la matrice J-symplectique W nous per-
met de déterminer les projecteurs Py, P1 et Py,. Lorsque Py = Py, = 0 et
donc IP; = I, on peut soit reprendre l'algorithme 3 du chapitre 2, soit utiliser
I'approche développée dans [6] pour analyser la stabilité et la stabilité forte
de W.

Cette approche n’utilise pas de dichotomie, elle ne fait intervenir que
des calculs spectraux sur des matrices symétriques pour lesquelles le calcul
se fait avec une précision garantie (voir [21]). Nous en résumons les étapes
principales : elle commence par calculer la suite matricielle (S ("))n>0 définie

par :
1 &

27 Z (WT)k_l Wk*l.
k=1

S —

Remarquons que S est symétrique définie positive : S = (S ("))T > 0.
Son calcul s’effectue de maniére itérative comme suit :

SO _ 7 BO _yy B(n>:<B<nfl>)2,

1 T
(n) — = [ gln—1) (n—1) (n—1) g(n—1)
¢ = 2 (S + (BD) sthp ) .
Si W est stable alors cette suite converge vers une matrice
5() = (5T >  satisfaisant
wrsEIw = g0,

Pour analyser la stabilité forte, on considére le faisceau symétrique So—AS(>°)
avec So = 1/2J(W —=W 1) = 1/2(JW +(JW)T). En désignant par P_ et P
les projecteurs spectraux sur les s-e-i associés aux valeurs propres négatives
et positives de Sy — AS(®), alors la stabilité forte est caractérisée par :

P_+4+P, =Dy, P W=WPL
PLSyP_ <0, PTSP; >0
S=5y(Py —P_)=5T>0.

D’autre part, soit V =5 WS™2. Alors V est orthogonale et vérifie W1 SW =
S. En considérant la matrice symétrique C' = (V + V1) /2 dont les valeurs
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propres sont de la forme cosw; ou e*™i sont des valeurs propres de W, alors
la forme quadratique (Spz,x) doit étre non nulle et de signe constant pour
tout vecteur propre x de C.
Si toutes ces conditions sont remplies, alors P, = P, et P, = P_. Voir [6]
pour les détails.

Nous résumons cette approche dans l'algorithme ci-dessous. L’étape préa-
lable & I'analyse de la stabilité consiste & s’assurer d’abord que Py = P, = 0,
Py = I. Cette étape est effectuée par 'algorithme 4.

Algorithme 5
1. Déterminer les projecteurs Py, Py et P, par Ualgorithme 4 1.

2. SiPy#0 (oulPs #0 ), il n’y a pas stabilité (forte). Sinon calculer la
suite S . 85 S ne converge pas, il n’y a pas stabilité (forte). Sinon
calculer la matrice

So = (1/2)(JW) + (JW)T)
et le projecteur spectral P_ sur le s-e-i associé aux valeurs propres
négatives du faisceau Sy — AS©®), on S(®) est "la limite" de la suite

S puis calculer
S =501 —2P_)

3. Si S est symétrique définie positive, calculer
V=8YV2Wws 2 et = (1/2)(V+VT).

Si la forme quadratique (Sox, ) est non nulle et de signe constant pour
tout vecteur propre x de C, alors il y a stabilité forte. Dans ce cas

P,=1-P_ et P,=P_

3.8 Illustrations numériques

Exemple 1
On applique la méthode étudiée dans ce chapitre a la matrice symplectique

Pour ne pas alourdir les notations, Po, P; et Po, désignent ici des approximations des
projecteurs exacts calculées par I'algorithme 4
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de 'exemple 4. Considérons la matrice

0.3473 —0.0452 0.3832 —0.8490 —-0.0973 —0.0181
0.3933 —0.4122 —-0.4396 —0.0900 0.6753 —0.1343
0.3460 0.7347  0.1263  0.1036  0.4173  0.3738
0.4356 —0.3794 0.6508  0.4924  0.0010 —0.0150
0.4236 —0.1760 —0.4036 0.0431 —0.4874 0.6223
0.4856 0.3367 —0.2398 0.1270 —0.3505 —0.6741

de valeurs propres 0.7456 4+ 0.66647, —0.2804 + 0.9599:¢ et —0.7690 + 0.6392¢
toutes de module 1. Alors la matrice W suivante est J-symplectique

o7 ) ()

et a toutes ses valeurs propres de module 1 et différentes de +1. L’applica-
tion de l’algorithme 4 a cette matrice donne Py = Py = 0 et Py = 1. Le
caleul de la suite S nous donne S™ =1, Vn ( W étant orthogonale,
(WhOTWh1 =1 Vk>1). Aprésng = 30 itérations, on a une approxi-
mation S0) de S() satisfaisant & HWS’(”O)W — S(”O)H = 4.5370e — 015.
On vérifie que les projecteurs spectraux P_ et Py sur les sous-espaces inva-
riants du faisceau Sy — AS(®°) associés respectivement aux valeurs propres
négatives et positives sont tels que

|P?2 — P_|| = 3.4980e — 016 et ||P% —P|| = 3.4605¢ — 016

avec P, =1 —P_. Ces deux projecteurs sont de trace 6.

Posons X =P —P_ =1—-2P_ et S = 50X ; alors S est symétrique (
HS — STH = 1.5708e¢—015 ), définie positive (ses valeurs propres sont 0.9599,
0.6664 et 0.6392). En considérant la matrice orthogonale V = SY/2WS~1/2,
puis la matrice symétrique C = (V +V71)/2, la forme quadratique (Soz, )
n’est pas de signe constant pour tout vecteur propre x de C. En effet, il existe
deux vecteurs propres x1 et xo associés a la valeur propre double A = —0.2804
de C tels que (Spx1, x2) = 0.4683 et (Soze,x2) = —0.4515. Donc W n’est pas
pas fortement stable. Autrement dit on a la méme conclusion qu’au chapitre
2.

Exemple 2
On reprend trois cas de l’exemple 5 du chapitre 2.

a) t = 0.39050, lapplication de algorithme 4 a W et J, donne Py # 0,
Py # 0 et Py =0 avec

|P§ — Po|| = 1.0231e — 013 et ||PZ — Psol| = 5.8870e — 014.
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b)

Les erreurs commises dans le calcul de ces projecteurs sont :
Epoo =2.1199¢ — 014 et Ei o = 1.9928e — 014.

Ces erreurs montrent que les projecteurs sont bien calculés. Les deux
projecteurs non nuls sont de trace 2. Aucune valeur propre n’est sur le
cercle unité. W n’est pas ( fortement ) stable.

t = 0.3896 l'application de Ualgorithme 4 a W et J donne Py =Py =0
et Pl =1.

. S(no+1) _g(ng)
Le calcul de la suite S™ s’arréte lorsque I

5 < 107°. Apres
no = 24 itérations, on a une approzimation S de S(°°) satisfaisant
a [|[WwTsmow — sMo)|| = 2.5965¢ — 007.

On vérifie que les projecteurs spectraux P_ et Py sur les sous-espaces
invariants du faisceau So — AS(®°) associés respectivement aux valeurs

propres négatives et positives sont tels que : Py =1 — P_ avec
|P2 —P_|| = 1.2654e — 013 et ||P3 —Py|| = 1.2654e — 013.

Ces deux projecteurs sont de trace 2.

Posons X =Py —P_ =1—-2P_ et S = SoX. Alors la matrice S
est symétrique ( HS — STH = 5.3577e — 012 ) et définie positive ( ses
valeurs propres sont 26.4893, 17.2845, 0.0317, 0.0205).

En considérant la matrice orthogonale V.= SY2W S~1/2 et la matrice
symétrique C = (V +VT) /2, la forme quadratique (Sox, x) est de signe
constant pour toute vecteur propre x associée auz valeurs propres de C.
Donc W est fortement stable et

P, =P, et P,=P_.

On a les mémes résultats qu’au chapitre 2.

t = 0.39, Uapplication de algorithme 4 a W et J donne comme on s’y
attend Pp =Py, = 0 et Py = 1.

. S(ng+1) _ g(ng)
Le calcul de la suite S s’arréte lorsque I

oo < 107°. Apres
no = 29 itérations, on a une approzimation S0 de S(°) satisfaisant
[WT sty — 5(ro)|| = 1.9397e — 006.

On vérifie que les projecteurs spectraux P_ et Py sur les sous-espaces
invariants du faisceau Sy — AS(®) associés respectivement auz valeurs

propres négatives et positives sont tels que : Py = I —P_ avec

|P?2 —P_|| =1.2814e — 011 et [P35 —P4| = 1.2814e — 011.
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Ces deux projecteurs sont de trace 2.
Posons X =P, —P_ etS = SoX ; alors S est symétrique (HS — STH =
1.5757e — 009 ) et définie positive ( ses valeurs propres sont 129.4300,
84.0936, 0.0065. En considérant la matrice orthogonale V = S1/2W §~1/2
et la matrice symétrique C = (V+VT) /2, la forme quadratique (Soz, )
est de signe constant pour tout vecteur propre x de C'. Donc W est for-
tement stable et

P.=P, e P,=P_.

On a les mémes conclusions qu’au chapitre 2.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche permettant le calcul
des projecteurs spectraux Py, P; et Py, sur les s-e-i associés respectivement
aux valeurs propres intérieures, sur et extérieures au cercle unité d’une ma-
trice symplectique. Cette approche, comme celle développée au chapitre 2,
est utilisée dans ce travail comme une étape préalable a 'analyse de la stabi-
lité forte d’une matrice symplectique (cela permet de s’assurer d’abord que
Py = I, Py = P = 0). Bien entendu, elle peut étre utilisée dans d’autres
contextes, par exemple, dans le domaine du controle optimal on a P; = 0,
Py # 0, P # 0 (voir par exemple [12]).

Cette approche présente un avantage certain par rapport a celle basée
sur la dichotomie spectrale du chapitre 2 : elle est moins cofiteuse en nombre
d’opérations arithmétiques. Cependant, I’approche basée sur la dichotomie
spectrale posséde des qualités théorique et numérique assez robustes. Un tra-
vail futur consistera & faire une analyse comparative de ces deux approches,
et particulier : i) comparer les qualités des projecteurs Py, Py et Py, obtenus
par les deux approches, ii) analyser la stabilité numérique de ’algorithme
4. D’autre part, il serait intéressant d’utiliser les propriétés de symplecticité
de maniére intensive dans ’algorithme 4, en particulier dans 'étape 4 de
cet algorithme. Enfin, I’'étude de la stabilité forte par les algorithmes 3 et 5
mérite une comparaison approfondie.
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Sur quelques algorithmes d’analyse de la stabilité
forte de matrices symplectiques.

Résumé :Le but de cette thése est de proposer quelques algorithmes per-
mettant d’analyser la stabilité forte d’une matrice symplectiques.
Le premier chapitre rassemble quelques propriétés spectrales des matrices
symplectiques et leur lien avec la stabilité forte. En particulier, ce chapitre
insiste sur les propriétés les plus importantes du point de vue de la stabilité
numérique qui sont utilisées tout au long de la these.
Dans le deuxiéme chapitre, on adapte les méthodes de dichotomie spectrale
a des matrices symplectiques. Cette adaptation permet de trouver les projec-
teurs spectraux sur les sous-espaces invariants associés aux valeurs propres
dans, sur et en dehors du cercle unité. Puis, on propose un algorithme basé
encore sur la dichotomie spectrale afin d’analyser la stabilité forte.
Dans le troisiéme chapitre, on propose un algorithme itératif de trichoto-
mie spectrale permettant de trouver les projecteurs spectraux mentonnés
ci-dessus. L’analyse théorique clarifie la convergence et donne la vitesse de
convergence de cet algorithme. Ce chapitre se termine par une comparaison,
en termes de précision et de coiit de calcul, entre cette approche et celle du
chapitre 2.

Mots clés : matrice symplectique, stabilité forte, dichotomie spectrale

On some algorithms for the strong stability analysis
of symplectic matrices

Abstract : The first chapter of this thesis presents some spectral proper-
ties of symplectic matrices and their link to strong stability. In particular,
emphasis is placed on the most numerically useful properties which are used
throughout the thesis.

In the second chapter we propose an adaptation of spectral dichotomy algo-
rithms to symplectic matrices. This adaptation allows us to find, in a stable
way, the spectral projections onto the invariant subspaces associated with the
eigenvalues inside, on and outside the unit circle. With these information,
we propose an algorithm, based again on the spectral dichotomy techniques,
to analyze the strong stability.

In the third chapter, we propose another approach referred to as spectral tri-
chotomy, for computing the abovementioned spectral projections. We analyse
the convergence behavior of this algorithm and compare it with the approach
proposed in chapter 2.

Key words : symplectic matrix, strong stability, spectral dichotomy



