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LI, Université F. Rabelais Blois-Tours-Chinon

Directeurs : Sophie Tison, Professeur LIFL, Université de Lille I
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Chapitre 1IntrodutionLes données semi-struturées sont des données dont la struture, inonnue a priori, doitêtre dé�nie en l'inférant a posteriori à partir de la donnée elle-même (on peut dire qu'unedonnée semi-struturée s'auto-dérit). Dans la mesure où la représentation hoisie peut tenirompte du type de traitement qu'on souhaite appliquer à la donnée, ei peut être vu ommeun avantage. Un exemple de données semi-struturées sont les douments XML (eXtensibleMarkup Language [Bray et al., 1998℄), ou plus largement un ensemble de douments et deliens permettant de passer de l'un à l'autre. Pour résumer, les données semi-struturées sontbien souvent omplexes, hétérogènes et de formats variés.De manière générale une donnée semi-struturée ne doit se onformer à auun shéma.Pourtant, dans le but d'introduire de la sémantique sur les données, de omprendrela struture d'un doument ou dans le but d'aider un algorithme à répondre e�a-ement à une requête. . . des shémas de données semi-struturées ont été introduits.Les DTDs (Doument Type De�nition) et XML-shema [Thompson et al., 2001℄ sont lesstandards retenus pour les douments XML. D'autres propositions existent omme lesgrammaires de graphes [Bidoit et al., 2004℄, ou les travaux de [Dalzilio and Lugiez, 2003℄,[Nestorov et al., 1998℄. . . . Bien que les douments valides vis-à-vis d'un shéma soient sou-mis à ertaines ontraintes, il reste de nombreux degrés de liberté pour les érire. Par exemplela présene d'un ? dans une DTD permet d'avoir des éléments optionnels alors que l'opé-rateur ANY permet d'avoir des n÷uds de n'importe quel type. Il semble que la tendaneatuelle soit plut�t à l'utilisation d'un shéma quitte à l'extraire après avoir érit le doument([Goldman and Widom, 1997, Buneman et al., 1997℄) ou à l'apprendre à partir d'un ensemblede douments qui se ressemblent ([Fernau, 2001, Bry et al., 2001, Chidlovskii, 2002℄).Une donnée semi-struturée ne doit se onformer à auun shéma et pourtant il y a en sonsein des éléments de struture (souvent érits ave des balises) qu'il faut exploiter et qui sontutilisés par les langages de requêtes. Il est don néessaire de disposer de représentations (demodèles) adaptées à es données. Il en existe deux grandes familles :1. Une représentation arboresente, qui onvient partiulièrement à la modélisation d'undoument XML. Cette idée est aussi valable pour représenter tous les langages à balisestels que HTML, LATEX. . .2. Une représentation par un graphe orienté étiqueté multi-raines, qui orrespond àune modélisation de pages Web ave des liens hyper-textes entre es pages. De ma-1



2 Chapitre 1. Introdutionnière générale e modèle onvient dès que les n÷uds représentent des objets, simplesou omplexes, omposant la donnée et où les ars représentent la omposition dees objets, par agrégation ou par assoiation. Cette représentation est elle déritedans [Abiteboul et al., 2000℄.Les bases de données semi-struturées ne s'expriment que très di�ilement dans les mo-dèles de bases de données relationnelles ou objets [Rys et al., 2005℄. Plusieurs raisons peuventexpliquer qu'un doument semi-struturé est di�ilement exprimable dans le modèle relation-nel. Par exemple, les appliations Internet produisent et manipulent de nombreux doumentssemi-struturés dont la struture évolue dynamiquement, e qui est un véritable problèmedans le modèle relationnel. Au niveau logique, un attribut peut être absent d'une donnée oule même attribut peut avoir deux types di�érents en deux endroits di�érents d'un même do-ument, e qui est inompatible ave une base relationnelle. C'est pourquoi tous les systèmesatuels permettant de manipuler XML stokent les données de façon native.Une base de donnée est dite native XML si elle est spéi�quement onçue pour XML.Le modèle utilisé est prévu pour le stokage et l'aès à des arbres ordonnés. Le doumentXML est l'entité entrale de la base (omme une relation d'une base de données relationnelle).Autrement dit, le doument XML est une entité logique du système. Deux avantages sontassoiés à une base native XML : les algorithmes de hargement des gros douments et lesalgorithmes de mise à jour sont très e�aes.Pour o�rir les mêmes possibilités que le modèle relationnel plusieurs problèmes sont àrésoudre dans les bases de données semi-struturées [XMLbase, 2004℄, [Klarlund et al., 2004℄.Les référenes suivantes sont à onsidérer omme un éhantillon des questions à se poser. Parexemple, la question de l'intégrité référentielle (notion intiment liée à elle de la normalisa-tion) dans les douments XML est un sujet enore non résolu [Arenas and Libkin, 2004℄. Demême, beauoup de questions intéressantes se posent lorsque l'on souhaite évaluer, à la vo-lée, une requête sur un doument XML (problème du streaming) [Segou�n and Vianu, 2002℄.Citons en�n le problème de l'inlusion entre deux requêtes Xpath [Miklau and Suiu, 2002,Neven and Shwentik, 2002℄.Dans ette thèse, une donnée semi-struturée est modélisée par un graphe. On exploiteette représentions pour étudier les trois thèmes suivants :1. Les requêtes : omment dé�nir un langage de requêtes qui séletionne des n÷uds d'ungraphe ?2. Les ontraintes d'intégrités : omment exploiter des ontraintes dé�nies sur les heminsd'un graphe ?3. L'indexation : Comment onserver la struture d'une donnée lors de son indexation ?La struture interne d'un doument XML est un arbre ordonné d'arité non bornée dontl'ensemble des balises est noté Σ. Une fontion τ assoie à tout n÷ud d'un arbre un label de
Σ. On dit que la fontion τ type les n÷uds du doument. Généralement, la raine de l'arbrea un label partiulier : /. Cette struture est souvent enrihie en y ajoutant un ensemble deréférenes entre deux n÷uds. Le doument peut alors être vu omme un graphe mais dont lastruture inhérente est elle d'un arbre. A�n que ette struture reste visible, les arsarbres et les ars référenes n'ont pas le même type.La �gure 1.1 représente un doument modélisé par un arbre. Cette donnée orrespond àun journal. Ce journal est omposé de deux artiles qui ontiennent un ou deux �ls typés
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titre,14 titre,17Fig. 1.1 � Représentation d'une donnée semi-struturée par un arbre et des référenespar le label éritPar. Ce doument XML ontient aussi quatre auteurs ave leur nom etéventuellement un o-auteur. Cette base orrespond à la struture d'arbre du doument. Onpeut lui ajouter, par des ars di�éreniés (en pointillés), des référenes. Ces référenes signi�entsoit que haque artile est érit par un ou plusieurs auteurs, soit que deux auteurs d'un mêmeartile sont o-auteurs de et artile.Struturer un doument par un graphe étiqueté orienté multi raines revient à le re-présenter par un triplet < N,R, T >. Les étiquettes du graphe appartiennent à un alphabet
A �ni, N est un ensemble de n÷uds. Certains de es n÷uds sont partiuliers : e sont lesraines du doument. On les regroupe dans l'ensemble R. En�n T est un ensemble inlus dans
N ×A×N et représente les transitions de e graphe.Au lieu d'ajouter des référenes dans le doument de la �gure 1.1, on peut aussi le repré-senter par un graphe (�gure 1.2). Du point de vue de la struture, tous les n÷uds de e grapheont un identi�ant unique, l'unique raine est le n÷ud 0 (il pourrait y avoir plusieurs raines)et il est ylique (grâe aux ars o-auteur). En déplaçant les labels des n÷uds vers les arsentrants on peut transformer tout arbre en graphe ; la réiproque est fausse : un graphe peutavoir plusieurs raines. Le graphe est don plus général que l'arbre mais il est moins informatif(par exemple l'information sur l'ordre des �ls est perdue).Interroger un doument semi-struturé onsiste à séletionner des ensembles de n÷uds dee doument (ertains langages permettent de séletionner des n-uplets de n÷uds). Pour elaon navigue dans le doument en utilisant les ars et on restreint les n÷uds visités grâe à desprédiats. En imposant des restritions sur les alphabets utilisés, on va pouvoir dé�nir deslangages tels que Xpath [Berglund et al., 2002a℄, Xquery [Berglund et al., 2002b℄, les requêtesrégulières de hemins [Abiteboul and Vianu, 1997℄. . . Dans tous les as, si q est une requête,
D est un doument et C un ensemble de n÷uds du doument, D(C, q) représente l'ensembledes n÷uds de D séletionnés par q dans le ontexte C. On peut ainsi ombiner deux requêtes :ombiner les requêtes p et q onsiste à évaluer p, puis à évaluer q à partir du ontexte D(C, p).On évalue alors D(D(C, p), q).



4 Chapitre 1. IntrodutionXpath est proposé par le W3C omme le langage pour séletionner des n÷uds dans undoument XML. Deux raisons font que Xpath est devenu un langage important. Premièrementil est adopté par de nombreuses tehnologies utilisées de la ommunauté XML. On peut parexemple iter XSLT, Xpointer ou Xquery. Deuxièmement l'utilisation de es tehnologies dansle monde de l'entreprise et dans les systèmes de bases de données ne esse d'augmenter.
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Fig. 1.2 � Représentation d'une donnée semi-struturée par un graphePour répondre à une requête type Xpath ou Xquery, le doument est vu omme un arbredans lequel on ajoute des référenes. La sous-struture d'arbre étant onnue il est très failede naviguer dans le doument. Onze axes sont dé�nis à et e�et tels que hild, anestor,desendent-or-self. . . De plus, on enrihit Xpath de deux axes permettant de naviguer en sui-vant les référenes : idref permet de suivre un lien référene alors que reverse idref permet dele remonter.Par exemple, on peut séletionner, dans un doument XML, les auteurs d'un artile quiont un nom (les n÷uds 4, 7 et 19 dans la �gure 1.1) à l'aide de la requête Xpath suivante :/desendent-or-self::éritPar/idref::auteur[hild::nom℄. La partie entre rohets orrespondà un prédiat. Ce prédiat séletionne les n÷uds qui ont un �ls étiqueté par le label nom. Elles'exprime dans le ontexte dé�ni par le tron de la requête. Le tron de la requête (/desendent-or-self::éritPar/idref::auteur) est une requête absolue qui séletionne les n÷uds d'un dou-ment XML : on séletionne les desendants de la raine étiquetés par éritPar puis les n÷udsde type auteur aessibles par une référene.Le deuxième type de requêtes étudié dans ette thèse sont les requêtes régulières quis'utilisent sur le modèle de graphe. Contrairement aux requêtes Xpath, une requête régulières'exprime exlusivement ave les labels des ars. On forme des mots ave les labels de A. Onassoie à haque mot les hemins étiquetés par e mot dans le doument. Le résultat est alorsl'ensemble de n÷uds aessibles par es hemins depuis un n÷ud du ontexte C. Si q est uneexpression régulière et D un doument alors D(C, q) est l'union des D(C, u) pour tous lesmots u de L(q), le langage régulier dérit par q.La requête régulière réduite au mot journal.titre séletionne, depuis la raine, le n÷ud 12dans le doument de la �gure 1.2. La requête régulière auteur.o-auteur∗ .nom séletionne lesn÷uds 8, 9, 10 et 14.



5On a montré la spéi�ité des douments semi-struturés et la plae roissante qu'ils o-upent dans les bases de données. Un point lé pour que ette extension ontinue est la qualitédes algorithmes qui répondent aux requêtes. Trois fateurs peuvent in�uer sur ette qualité :1. Évaluation d'une requête sur un doument : étant donnés une requête q, un doument Det un ontexte C, omment évaluer D(C, q) de manière e�ae ? G .Gottlob, C. Kohet R .Piler ont proposé dans [Gottlob et al., 2002℄ un fragment de Xpath (ontenanttoutes les possibilités de navigation Xpath) pour lequel l'évaluation est linéaire dansla taille ombinée de D et q (i.e. leur algorithme est O(|D|.|q|) ). De même on peutrépondre à une requête régulière en utilisant un algorithme type produit artésien etavoir une omplexité en O(|D|.|q|2) [Abiteboul et al., 2000℄. Le problème est souvent detrouver un langage de requête le plus expressif possible dont on sait évaluer e�aementles requêtes.2. Optimisation|transformation des requêtes : Peut-on réérire la requête en une requêteplus pro�table (i.e. dont on peut tirer pro�t pour une évaluation rapide) ?Par exemple, on peut simpli�er une requête q en reherhant des sous-requêtes de qqui séletionnent le même ensemble de n÷uds (i.e. enlever les redondanes d'une re-quête). S. Amer-Yahia et al introduisent dans [Amer-Yahia et al., 2001℄ des algorithmesqui minimalisent des requêtes onnaissant des éléments de shémas (par exemple, unn÷ud de type A a toujours un desendant de type B). On peut aussi utiliser dessystèmes de lefs primaires | lefs étrangères omme le proposent P. Buneman et aldans [Buneman et al., 2000a℄ pour les douments XML sans référene ou W. Fan etJ. Siméon mais en utilisant des référenes [Fan and Simeon, 2000℄.Une autre piste est d'utiliser un ensemble de ontraintes satisfaites par le doumentpour trouver (tester si) des requêtes (sont) équivalentes. Pour ela on étudie souvent leproblème d'inlusion (ontainment) : on dit qu'un doument D satisfait une ontrainte(dans un ontexte C �xe) �p est inlus dans q� si le résultat D(C, p) est inlus dans lerésultat D(C, q). Le problème étudié est : étant donné un ensemble de ontraintes C, toutdoument satisfaisant C satisfait-il aussi la ontrainte �p est inlus dans q� ? Ce problèmeest par exemple étudié par S. Abiteboul et V. Vianu dans [Abiteboul and Vianu, 1997℄mais aussi dans [Shwentik, 2004℄ ou dans [Miklau and Suiu, 2002℄.Une dernière voie est l'utilisation de vues. Les n÷uds séletionnés par une vueétant pré-alulés, il su�t d'interroger le doument uniquement par rapport auxfragments de la requête qui ne sont pas exprimables ave des vues. Les auteursde [Grahne and Thomo, 2001℄ et de [Grahne and Thomo, 2003℄ proposent de tels al-gorithmes.3. Indexation :Peut-on transformer le doument a�n de rendre les algorithmes dérits dans le premieritem plus e�aes ? Ces transformations reviennent en fait à indexer le doument. Ledoument étant modélisé par un graphe, les algorithmes d'indexation doivent utiliserdes tehniques d'indexation de graphes. Deux grandes familles d'index existent dans lalittérature.La première tehnique onsiste à regrouper des n÷uds du doument qui sont indi�é-reniables par les requêtes. Deux n÷uds n1 et n2 sont indi�éreniables si quelque soitla requête q, n1 est seletionné par q si et seulement si n2 l'est aussi. Un avantage deette méthode est que la taille de l'index est plus petite que la taille de la donnée. Les



6 Chapitre 1. Introdutionauteurs de [Milo and Suiu, 1999℄, de [Amer-Yahia et al., 2001℄ ou de [Ramanan, 2003℄proposent des algorithmes basés sur ette idée.La seonde tehnique modi�e la forme du doument pour développer des algorithmesd'évaluation 'ad ho'. La base de es index est d'ajouter du déterminisme dans lesgraphes [Goldman and Widom, 1997℄, [Abiteboul et al., 2003℄ ou [Bertino et al., 2004℄.Ce déterminisme peut aussi servir à dé�nir un shéma, un guide (par exemple ledataguide) du doument. En e sens l'indexation est aussi une reherhe de shéma.L'étude des requêtes sur les douments semi-struturés est don très importante et 'estun domaine dans lequel la reherhe fondamentale mais aussi pratique est très ative. Repre-nons les trois points préédents pour présenter l'organisation et les prinipaux résultats de emémoire.Chapitre 2 : les requêtes graphesDans le hapitre 2 nous expliquons omment utiliser les douments XML pour modéliserune donnée qui a une struture de graphe. On présente le modèle lassique (arbre ordonné,ensemble de référenes) mais aussi le XML oloré [Jagadish et al., 2004℄. Le prinipe est deprendre en ompte plusieurs douments XML qui se partagent des n÷uds. Chaque doumentpeut ainsi avoir une sémantique propre et être enore plus informatif que le XML lassique.On dé�nit alors les requêtes graphes qui exploitent simultanément la struture d'arbresous-jaente à haque doument, les référenes entre deux n÷uds et les di�érents doumentsprésents. Ces requêtes permettent de naviguer dans haque arbre XML ave les axes lassiques(hild, anestor. . . ) mais aussi de hanger d'arbre grâe aux n÷uds ommuns à plusieursdouments XML. On montre ensuite que l'évaluation de telles requêtes est un problème NP-omplet.On étudie en�n l'expressivité de e langage de requêtes. Le XML oloré étant une extensionde XML, on replae nos résultats dans deux ontextes onnus. On montre par exemple quetoute requête du Core Xpath [Gottlob et al., 2002℄ (fragment de Xpath qui ontient tous lesaxes de navigation dans un doument XML) peut s'érire ave une requête graphe. On montrede même que les requêtes onjontives pour XML [Gottlob et al., 2004℄ sont un as partiulierdes requêtes graphes. On propose en�n le Core Xquery oloré ave égalité, un langage basésur Xquery, qui permet de tester l'égalité entre deux n÷uds du doument. On montre que lesrequêtes graphes ont exatement la même expressivité que e langage.Chapitre 3 : douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsDans e hapitre, les douments sont vus omme des graphes à plusieurs raines dont lesars sont étiquetés. Les requêtes utilisées sont don les requêtes régulières.Dans le but d'évaluer ou d'optimiser des requêtes, on utilise des informations liées à lastruture du graphe. Certaines de es ontraintes portent sur les hemins et ont été introduitesdans [Abiteboul and Vianu, 1997℄. On étudie plus partiulièrement les ontraintes d'inlu-sion mais d'autres lasses ont déjà été étudiées ([Buneman et al., 1999, Alehina et al., 2003,Grahne and Thomo, 2003℄).On dé�nit don la notion de ontrainte d'inlusion : soient p et q deux requêtes régulières,un doument est modèle de la ontrainte d'inlusion p � q si tout n÷ud solution de p est aussisolution de q. Si p est inlus dans q et vie-versa on dit que p et q sont équivalentes.



7Soit C un ensemble de ontraintes, on dit que C implique une ontrainte p � q si toutdoument modèle de C est aussi un modèle de p � q. Le problème de l'impliation déide àpartir d'un ensemble de ontraintes d'inlusions C et deux requêtes p et q si C implique laontrainte p � q.La �gure 1.2 satisfait la ontrainte de l'ensemble C ={ auteur.o-auteur� auteur}. Toutdoument véri�ant ette ontrainte véri�e aussi la ontrainte auteur.o-auteur2 � auteur. Onétend même le raisonnement pour obtenir que C implique que auteur.o-auteur∗ � auteur.Grâe à des tehniques inspirées de la théorie des automates, de la théorie des transduteurset de la théorie de la réériture pré�xe on peut manipuler les ontraintes d'inlusions et prouverles résultats suivants.On montre que tout ensemble C de ontraintes a un modèle exat : il existe un do-ument DC tel que DC soit un modèle de p � q si et seulement si C implique que
p � q [Debarbieux et al., 2003℄ et [Debarbieux et al., 2004℄. Dans es mêmes artiles on af-�ne le problème à l'étude des modèles exats �nis. De plus, on y montre que le problèmede l'impliation est PSPACE-omplet dans le as des ontraintes bornées mais qu'il devientquasi-linéaire dans le as très partiulier des équivalenes entre mots [Andre et al., 2004℄. Onutilise e résultat pour herher à partir d'une requête q une requête qf telle que q et qf soientéquivalentes et L(qf ) soit �ni. C'est le problème dit de l'équivalene �nie.Chapitre 4 : requêtes régulières : indexation de heminsOutre des ontraintes d'intégrité, un logiiel qui gère beauoup de données doit utiliser desindex pour répondre de manière e�ae à une requête. Par exemple, dans le modèle relationnel,des tables de hahage ou des B-arbres sont utilisés pour stoker les valeurs des attributs. Demême, lore [Lore, 1997℄ ou eXist [eXist, 2000℄ sont des bases de douments semi-struturés quiutilisent des index. La forme de es index dépend bien évidemment des requêtes onsidéréespar es logiiels.On s'est don onsaré à l'indexation des douments graphes. Un index est lui-même ungraphe orienté étiqueté à plusieurs raines. Grâe aux propriétés sur sa forme, sa taille, et., ilest plus e�ae d'interroger l'index que le doument d'origine. De nombreux index ont déjà étéétudiés et nous nous sommes intéressés aux liens qui existent entre les ontraintes d'inlusionssatisfaites par un index et elles satisfaites par le doument. Un index permet déjà de répondreà une requête sans onsulter le doument. On souhaite don savoir s'il est possible d'utiliserla struture de l'index (ses ontraintes d'inlusion) pour optimiser une requête sans se référeraux ontraintes satisfaites par le doument.On extrait à partir du dataguide [Goldman and Widom, 1997℄ les ontraintes satisfaitespar un doument [Andre et al., 2004℄. Cet algorithme nous sert aussi à trouver les ontraintesommunes à plusieurs données. On utilise en�n et algorithme pour montrer qu'un do-ument et son 1-index [Milo and Suiu, 1999℄ satisfont exatement le même ensemble deontraintes[Andre et al., 2005℄.A�n d'étudier de possibles optimisations de requêtes ave des ontraintes d'égalité,nous utilisons un outil développé pendant ette thèse : Qri (Query Rewriting with inlu-sion onstraints [Debarbieux and Luhier, 2004℄). Cet outil permet d'interroger un doumentgraphe ave une requête régulière, d'extraire les ontraintes d'égalité de mots d'un dou-ment, de réérire une requête régulière par rapport à un ensemble de ontraintes, d'indexer un



8 Chapitre 1. Introdutiondoument. . . On s'intéresse plus partiulièrement à la problématique suivante : étant donnéun ensemble de douments qui se ressemblent, quel est le meilleur moyen de les interroger ?Construire un index ommun à tous les douments ? Les indexer séparément ? Réérire lesrequêtes par rapport à des ontraintes d'inlusions ommunes ?



Chapitre 2Les requêtes graphes
2.1 IntrodutionCe hapitre présente une modélisation de données semi-struturées par des graphes et unlangage de requêtes assoié. Pour ela, on utilise le formalisme assoié à XML, eXtensibleMarkup Language, un langage de desription de douments semi-struturés. Un doumentXML s'érit textuellement ave des balises. Mais sa struture interne est un arbre ordonnéd'arité non bornée. Deux dérivations de e modèle permettent de former un graphe :1. On peut enrihir l'arbre XML de référenes et obtenir un graphe.2. On peut utiliser, non pas un doument XML, mais un ensemble d'arbres XML quipartagent des n÷uds, omme 'est le as pour le XML oloré [Jagadish et al., 2004℄.Il est bien sûr possible de ombiner es deux solutions et de onsidérer un ensemble de dou-ments XML ave référenes qui ont des n÷uds en ommun.Supposons que quelqu'un désire érire un doument onernant un journal. Ce doumentdoit ontenir les informations suivantes : le titre du journal, l'ensemble des artiles publiés dansle journal et un ensemble d'auteurs. On souhaite de plus, stoker l'information qui préise quedeux auteurs d'un même artile sont o-auteurs l'un de l'autre.Utiliser un arbre XML pour modéliser un tel doument est possible et le doument n'estpas très di�ile à onstruire. Il y a néanmoins un problème : la redondane d'information.En e�et, un artile pouvant avoir plusieurs auteurs et un auteur pouvant publier plusieursartiles, quelle que soit l'organisation de l'arbre il y a une redondane soit sur les artiles soitsur les auteurs.Une solution pour pallier e problème est d'ajouter des référenes entre des n÷uds del'arbre. Le doument peut alors être vu omme un graphe dans lequel les ars arbres etréférenes n'ont pas la même nature. Dans ette représentation, la struture d'arbre restevisible dans le graphe.Par exemple, le doument XML suivant (seule une partie des balises sont présentes) peutse représenter par le graphe de la �gure 1.1 (page 3).<do id=1><auteur id=2> 9



10 Chapitre 2. Les requêtes graphes<nom id=3/></auteur><auteur id=4><nom id=5/><o-auteur id=6 href=7/></auteur><auteur id=7><o-auteur id=8 href=4/><nom id=9/></auteur><journal id=10><artile id=11><eritPar id=12 href=4/><eritPar id=13 href=7/><titre id=14/></artile>...</journal>...</do>La struture de e doument est basée sur un arbre qui ontient un journal et des auteurs.Les auteurs ont éventuellement un o-auteur et le journal a un titre et des artiles. Chaqueartile a un �ls de type titre et des (un) �ls de type éritPar. Il y a de plus des référenesentre des n÷uds éritPar et des n÷uds auteur (qui signi�ent que haque artile est érit parun ou plusieurs auteurs) et des référenes entre des n÷uds o-auteur et des n÷uds auteur (quisigni�ent que deux auteurs d'un même artile sont o-auteurs de et artile).Les référenes dans un doument XML sont représentées grâe à deux attributs : id ethref. Les attributs d'un n÷ud sont généralement représentés omme des �ls non ordonnés dun÷ud. Mais, dans e hapitre, nous en avons une représentation di�érente. Tous les n÷udsont un attribut id qui est leur unique identi�ant (dans la �gure 1.1 haque n÷ud ontientson identi�ant et le nom de la balise XML auquel il orrespond). On onsidère qu'une égalitéde valeur entre un attribut href d'un n÷ud n1 et un attribut id d'un n÷ud n2 permet deonstruire un ar de type référene entre les n÷uds n1 et n2 (si l'attribut href d'un n÷ud neorrespond à auun attribut id, alors et attribut n'est pas représenté dans le graphe). Dansla �gure 1.1, il y a un ar référene (en pointillé) du n÷ud 12 vers le n÷ud 4 ar l'attributhref du n÷ud 12 a la valeur 4.Ce modèle peut enore être ritiqué. En e�et, dans l'exemple i-dessus, il est néessairede passer par un n÷ud journal pour aéder aux informations onernant les artiles. Cette



2.1. Introdution 11di�ulté peut être ontournée en onstruisant un doument plat (i.e. de profondeur un oudeux) et en utilisant uniquement le méanisme id | href pour éhanger de l'information entreles éléments. Ce type de doument n'est pas la meilleure solution : on perd, en e�et, la struturearboresente qui est l'essene d'un doument XML. De plus, dans une implémentation lassiquedu standard XML, les référenes sont des jointures entre un n÷ud id et un n÷ud href. Leuroût est beauoup plus important que le oût d'une liaison père | �ls dans un arbre.Une troisième réponse, elle qui est onsidérée dans e hapitre, est d'utiliser les doumentsXML oloré [Jagadish et al., 2004℄. Un doument XML oloré se représente par un ensembled'arbres XML. Chaque arbre a une ouleur di�érente (i.e. une sémantique propre) et, a�nd'éviter la redondane, deux arbres di�érents peuvent se partager un même n÷ud (e n÷udest alors multiolore). Si on ontinue l'exemple préédent, notre donnée peut se représenterpar un doument à trois ouleurs : le bleu pour les auteurs, le vert pour les artiles et lerouge pour les journaux (�gure 2.1). Pour la seonde fois, une struture de graphe apparaîtdans le modèle XML. La �gure 2.1 met aussi en évidene les référenes présentes dans undoument XML oloré (les référenes ne sont autorisées qu'à l'interieur d'un même arbre).C'est un enrihissement du modèle proposé par Jagadish et al.
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co-auteurFig. 2.1 � Doument XML oloré représenté par un grapheUn n÷ud pouvant être aessible par un ar arbre ou par un ar référene, un n÷udpouvant appartenir à plusieurs arbres. . . on souhaite développer un langage de requêtes quipermette d'exprimer l'égalité entre deux n÷uds. L'un des buts de e hapitre est don dedé�nir les requêtes graphes qui permettent d'interroger un doument XML oloré modélisépar un graphe. Si un doument XML oloré ne ontient qu'une ouleur alors 'est un doumentXML ave des référenes. Un autre objetif de e hapitre est don de omparer l'expressivitéde notre langage de requête ave XPath et XQuery, les langages assoiés à XML.Par exemple, on peut séletionner dans un doument XML (�gure 1.1), le titre des artilesdes journaux par la requête XPath suivante :



12 Chapitre 2. Les requêtes graphes/desendent-or-self::journal/hild::artile/hild::titreCette requête permet de naviguer dans l'arbre suivant les axes desendent-or-self et hild.journal, artile ou titre sont des tests sur les n÷uds du doument et permettent (respetive-ment) de séletionner les n÷uds du doument qui ont le type (la balise) journal, artile outitre.
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Fig. 2.2 � Exemple de requête grapheUne requête XPath permet aussi d'utiliser une référene par une égalité de valeur entre unattribut id et un attribut href. La requête XPath suivante permet, par exemple, de séletionnerle nom des auteurs qui ont érit un artile dans un journal :/desendent-or-self::nom[parent::auteur/�id=/desendent-or-self::éritPar/�href℄La partie entre rohets est un prédiat qui est vrai pour les n÷uds dont le père est detype auteur et qui sont aessibles par une référene depuis un n÷ud typé par éritPar. Lesprédiats se ombinent entre-eux grâe aux opérateurs booléens and et or.Bien que les référenes soient des ars du graphe modélisant le doument XML, XPathn'a pas d'axe prédé�ni permettant de les utiliser. Il est néanmoins possible de suivre un liende type référene en alulant une jointure entre un attribut de type id et un attribut de typehref. On enrihit don e langage de deux axes [Ramanan, 2003℄ :� idref qui permet de suivre un lien de type référene.� ridref (pour reverse idref) qui permet de remonter un lien référene.XPath permet de tester l'égalité entre deux n÷uds grâe à l'opérateur is. Par exemple, larequête XPath suivante séletionne les auteurs qui sont o-auteurs d'eux-mêmes./desendent::auteur[self::* is hild::o-auteur/idref::auteur℄Cette requête XPath est exprimable par la requête graphe de la �gure 2.2. Les ars de etterequête sont étiquetés par un axe de navigation dans le doument, les n÷uds sont étiquetéspar un triplet (prédiat unaire, opérateur booléen hoisi dans l'ensemble {and,or}, identi�ant).En�n, le n÷ud 1 est partiulier puisqu'il est désigné par le symbole $.Répondre à ette requête graphe onsiste à onstruire toutes les fontions β possibles desn÷uds de la requête vers des n÷uds du doument tels que :� β(0) soit la raine du doument et β(1) soit un desendant de β(0),



2.1. Introdution 13� β(1) porte le label auteur et on doit atteindre depuis β(1), le n÷ud β(2) en suivant l'axehild,� β(2) est étiqueté par o-auteur. De plus, il existe un axe référene de β(2) vers β(1).Un n÷ud n d'un doument est séletionné par ette requête graphe s'il existe une fontion
β dérite i-dessus telle que l'antéédent de n par β soit le n÷ud marqué par le symbole $ (ii,tel que β(1) = n).
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Fig. 2.3 � Exemple de requêtes graphes binairesEn plus du and et du or, un troisième opérateur booléen est utile : le not. Par manque detemps, nous ne l'avons pas intégré dans notre formalisme.XQuery est un langage de transformation d'arbres XML (i.e. séletion de n÷uds et re-onstrution d'arbres). Dans ette thèse, nous ne onsidérons que la partie du langage quiséletionne des n÷uds. Elle est basée sur XPath pour dé�nir des requêtes n-aires. La requêteXQuery suivante séletionne, dans le doument 1.1, tous les ouples (article, auteur) du do-ument :for $artile in /desendent::artilefor $auteur in $artile/hild::éritPar/idref::auteurreturn ($artile, $auteur)La �gure 2.3 (a) (dans un soui de lisibilité, les opérateurs and ne sont pas représentés)montre que ette requête peut se représenter par une requête graphe dans lequel il y a deuxséletionneurs ($1 et $2). Cette requête est en fait une requête 'arbre'. Cette même �gure (partie
(b)) montre que l'on peut érire des requêtes n-aires qui se représentent par des graphes. Celle-i permet de séletionner les ouples d'auteurs1 qui ont érit un artile en ommun e qui peutse traduire ave la requête XQuery suivante :for $auteur1 in /desendent::auteurfor $auteur2 in /desendent::auteurwhere $auteur1/hild::o-auteur/idref::* is $auteur21Un ouple peut être un doublon



14 Chapitre 2. Les requêtes graphesreturn ($auteur1,$auteur2)On propose d'étendre, sur le prinipe proposé par les auteurs de [Jagadish et al., 2004℄, lasyntaxe de XPath et de XQuery pour naviguer dans un doument XML oloré : l'idée est depré�xer l'axe de navigation utilisé par la ouleur de l'arbre onsidéré. Par exemple, trouverles auteurs d'un artile publié à TCS (f. �gure 2.1) peut se faire ave la requête suivante :/{rouge}desendent::TCS/{rouge}hild::artile/{vert}hild::auteurCette requête herhe parmi les journaux (arbre rouge), le n÷ud de type TCS. A partirde e n÷ud, la requête loalise tous les artiles de TCS. Les n÷uds artiles étant ommuns àl'arbre rouge et l'arbre vert (desription des artiles), la sous requête {vert}hild::auteurpermet de trouver les auteurs d'un artile à TCS.On dé�nit de la même manière des requêtes graphes sur des douments XML oloré : la�gure 2.4 propose une requête qui séletionne les auteurs qui ont une publiation à VLDB etune publiation à TCS. Elle se traduit en XPath oloré par :/{rouge}desendent::VLDB/{rouge}hild::*/{vert}hild::auteur[self::* is /{rouge}desendent::TCS/{rouge}hild::*/{vert}hild::auteur℄
/rouge,and,1

VLDB,2

*,3

auteur,4

TCS,5

*,6

$

{rouge}descendent

{rouge}child

{vert}child

{rouge}descendent

{rouge}child

{vert}childFig. 2.4 � Exemple de requête graphe sur des douments XML oloréLes requêtes graphes permettent aussi d'exprimer des requêtes disjontives. Par exemple,si on remplae l'opérateur booléen and du noeud 1 (�gure 2.4) par un or, alors la requêteséletionne les auteurs qui ont une publiation à VLBD ou à TCS. Dans e as une fontion(partielle) β est un plongement de q vers un doument D si elle est dé�nie soit sur le hemin(1,2,3,4) soit sur le hemin (1,5,6,4).Remarquons que les requêtes graphes entrent dans la atégorie des �Pattern Query�. Onpeut même dire que e sont des �graph pattern queries�. Dans e sens on étend les tra-vaux de [Amer-Yahia et al., 2001℄, de [Gottlob et al., 2004℄ ou de [Gottlob et al., 1998℄ (ou[Gottlob et al., 2001℄ pour la version journal ).



2.1. Introdution 15Un objetif de e hapitre est de dé�nir le Core XQuery oloré ave des égalités de n÷uds(C=XQuery oloré) et de le modéliser par des requêtes graphes. Un méanisme de variables(inspiré de XQuery) dé�nit les n÷uds d'une requête. Les ars du graphe sont onstruits àpartir d'égalité entre les variables.Pour terminer ette introdution, résumons les apports de e hapitre :1. Nous dé�nissons les requêtes graphes qui permettent d'interroger des douments XMLoloré. Notre approhe étend les requêtes onjontives dé�nies dans [Gottlob et al., 2004℄sur deux points : on ne restreint pas les opérateurs aux and mais on prend en omptele or. De plus, on modélise un doument par un graphe et non par un arbre. Signalonsaussi que les requêtes graphes généralisent les travaux de [Ramanan, 2003℄ sur l'étudede Core XPath.2. A partir de la notion de doument XML oloré [Jagadish et al., 2004℄, nous proposons leCore XQuery oloré ave des égalités (C=XQuery oloré). Ce langage, inspiré de XPathet de XQuery, permet de faire des requêtes n-aires en naviguant dans le doument et enexprimant des égalités entre les n÷uds d'un doument. Il a la même expressivité que lesrequêtes graphes.3. On montre que l'évaluation d'une requête graphe sur un doument XML oloré est NP-omplète. On en déduit que le C=XQuery a la même omplexité.Signalons en�n que les points 2 et 3 reoupent des résultats publiés en Juin2005 [Koh, 2005a, Koh, 2005b℄. Dans ses travaux, C. Koh dé�nit le Core XQuery (pourdes douments XML monohrome et sans référene) et étudie la omplexité de e langage.Bien que e hapitre ait été érit indépendamment, la syntaxe, l'expressivité et les tehniquesutilisées pour étudier XQ− (le Core XQuery sans omposition) dans [Koh, 2005b℄ sont sem-blables aux n�tres.Organisation de e hapitreLa setion 2.2 présente les requêtes graphes pour les douments XML oloré. Dans unpremier temps, on rappelle les notions de XML, XPath et XQuery utiles pour notre langagede requêtes. Dans un seond temps, la syntaxe et la sémantique des requêtes graphes sontdonnées.La setion 2.3 se foalise sur deux exemples de requêtes (graphes) existant dans la littéra-ture. Le Core XPath est le fragment de XPath qui ontient toutes les possibilités de navigation.On explique omment une requête du Core XPath peut se représenter par une requête arbre(as partiulier des graphes). On donne en�n un algorithme très e�ae qui évalue une tellerequête sur un doument XML. Le deuxième exemple est les requêtes onjontives pour XMLdont l'évaluation est NP-omplète.La setion 2.4 étudie formellement les requêtes graphes. On y étudie le problème del'évaluation d'une requête graphe : on prouve que le problème de déider si un n-upletde n÷uds est séletionné par une requête graphe est NP-omplet. On utilise les résultatsde [Gottlob et al., 2004℄ pour étudier préisément la omplexité des requêtes graphes. Dupoint de vue de l'expressivité, on fait le lien entre les requêtes graphes et XQuery : on proposele Core XQuery oloré ave des égalités. Ce langage permet d'exprimer des égalités de n÷uds



16 Chapitre 2. Les requêtes graphesà l'aide d'un méanisme de variables. Il a exatement la même expressivité que les requêtesgraphes.2.2 Interroger un doument XML oloréLe but de ette setion est de présenter les requêtes graphes pour les douments XMLoloré. Dans un premier temps, on expose les grandes idées liées aux douments XML nonoloré. On introduit notamment les deux prinipaux langages de requêtes pour XML que sontXPath et XQuery. Dans un seond temps on dé�nit les douments XML oloré et les requêtesgraphes.2.2.1 XML, XPath et XQueryLa partiularité d'un doument XML est de ontenir en même temps des données et desinformations permettant d'identi�er la struture et le sens de es données. Il est alors utile depouvoir s'appuyer sur ette information pour désigner une partie d'un doument XML.La struture d'un doument XML est elle d'un arbre ordonné d'arité non bornée. Si deplus, on modélise une jointure entre un attribut href et un attribut id par une référene onobtient la dé�nition suivante :Dé�nition 2.1 Un doument XML D est représenté par un ouple (A, ref) dans lequel A estun arbre ordonné d'arité non bornée et ref est un ensemble de référenes (orientées) entre desn÷uds de l'arbre.Dans la suite de e hapitre, si D est un doument XML alors /D désigne sa raine,N÷uds(D) est l'ensemble de ses n÷uds. Ars(D) est l'ensemble des ars de D.XPath est un langage de requêtes qui désigne des ensembles de n÷uds d'un doumentXML. Il a été réé pour dé�nir une syntaxe et une sémantique aux fontions ommunes àXPointer et XSL, mais il est un langage d'interrogation à part entière.Pour désigner un n÷ud dans un doument, XPath propose un langage d'adressage d'objetset un ensemble de fontions permettant d'augmenter l'expressivité du langage.Le langage d'adressage repose sur les notions d'axes et de séletion. Plus préisément, unhemin, qui peut être absolu ou relatif se déompose en :� un axe de navigation, hoisi parmi hild (les �ls), parent (les parents), following-siblingou preeding sibling (les frères). . .� un test sur le type d'un n÷ud. Par exemple, le hemin anestor::hapitre séletionneles anêtres de type hapitre ;� un ou plusieurs prédiats. Par exemple, la requête suivante séletionne le dernier des �lsde type hapitre : hild::hapitre[position()=Last()℄.Ces étapes se omposent entre elles en utilisant l'opérateur "/". Par exemple, le titre duparent d'un n÷ud hapitre s'érit self::hapitre/parent::titre.Présentons les treize axes de navigation que nous utilisons dans ette thèse. Les onzepremiers sont des axes qui existent dans la norme XPath. Les deux derniers ne sont pas



2.2. Interroger un doument XML oloré 17expliitement des axes XPath. Néanmoins, nous les utiliserons omme tels ar on peut lesdé�nir en utilisant les attributs id et href.Dé�nition 2.2 Soit D = (A, ref) un doument XML. Dé�nissons treize relations sur lesn÷uds de D. Les onze premières se référent uniquement à la struture d'arbre de D alors queles deux dernières n'utilisent que la relation ref .1. self met en relation un n÷ud ave lui-même,2. hild met en relation un n÷ud ave ses �ls,3. desendent met en relation un n÷ud ave ses desendants2,4. desendent-or-self est l'union de la relation desendent et de la relation self5. parent met en relation un n÷ud ave son père,6. anestor met en relation un n÷ud ave ses anêtres,7. anestor-or-self est l'union de la relation anestor et de la relation self,8. preeding met en relation un n÷ud et ses prédéesseurs. Un n÷ud n1 est prédéesseurd'un n÷ud n2 si la balise fermante de n1 préède la balise ouvrante de n2. Autrementdit, un n÷ud n est en relation ave tous les n÷uds qui sont avant lui dans l'ordre (duparours pré�xe) du doument, à l'exlusion de tout anêtre9. preeding-sibling met en relation un n÷ud ave ses frères gauhess,10. following met en relation un n÷ud ave ses suesseurs. Un n÷ud n1 est suesseur d'unn÷ud n2 si la balise fermante de n2 préède la balise ouvrante de n1. Autrement dit, unn÷ud n est en relation ave tous les n÷uds qui sont après lui dans l'ordre (du parourspré�xe) du doument, à l'exlusion de tout desendant.11. following-sibling met en relation un n÷ud ave ses frères droits,12. un ouple de n÷uds (n1, n2) appartient à la relation idref si (n1, n2) appartient à ref ,13. reverse idref est la relation ir−1La syntaxe omplète de XPath étant, par moment, trop lourde, la reommandation inlutune syntaxe abrégée. Par exemple, // est une abréviation de desendent-or-self::node().On retrouve ainsi des idées semblables à elles de l'adressage du système de �hiers. Dans ettethèse, un hoix un peu di�érent a été fait : les axes sont souvent nommés par leurs initiales.En�n, pour dé�nir les prédiats, XPath propose un langage d'expressions, utilisant unensemble de fontions de base, telles la manipulation de haînes de aratères (onat, ontains,start-with. . . ) ou l'étude de la position d'un n÷ud parmi ses frères (position, last, ount. . . ).Le résultat d'une requête XPath est un ensemble de n÷uds dans l'arbre XML du doument,ensemble qui peut être réutilisé, par exemple par une requête XQuery.XML Query ou XQuery est aussi une spéi�ation du W3C. XQuery est un langage derequête permettant d'extraire des informations d'un doument XML. Sémantiquement prohede SQL (il est souvent onsidéré omme un langage hybride à mi-hemin entre XPath et SQL),XML Query utilise la syntaxe XPath pour loaliser des parties d'un doument XML.2desendent est le nom anglais de l'axe desendant.



18 Chapitre 2. Les requêtes graphesXQuery permet d'érire des requêtes plus omplexes que XPath. Par exemple, XQuerypermet de faire des requêtes imbriquées ontenant des expressions FLWOR (elles assignentdes valeurs à une ou plusieurs variables utilisées pour dé�nir le résultat).De plus, XQuery permet de faire des requêtes à la fois sur plusieurs soures XML et deréer un résultat XML. XQuery est don plus qu'un langage de requêtes sur les arbres XMLar il est un langage de transformation d'arbres.2.2.2 Requête graphe sur un doument XML oloréCette setion donne la représentation d'un doument XML oloré, introduit les requêtesgraphes et dé�nit le problème de l'évaluation.Dé�nition 2.3 Soit Σ un alphabet de labels. Un doument XML oloré est un triplet D =
{N, C, {DC}C∈C} tel que :� N est un ensemble �ni de n÷uds étiquetés par un élément de Σ3,� C est un ensemble �ni de ouleurs,� pour tout C de C, DC est un doument XML.� la famille {DC}C∈C est ouvrante i.e. N = ∪

C∈C
N÷uds(DC).Plusieurs remarques sont à faire sur e modèle :Remarque 2.1 1. Il n'y a auune restrition sur les arbres onsidérés dans un doumentoloré. Par exemple, s'il existe une relation �ls entre les n÷uds n1 et n2 dans un arbre,il est possible d'avoir une relation �ls entre n2 et n1 dans un autre arbre.2. Si C est réduit à une ouleur alors un doument oloré est un doument XML. Lesrequêtes pour les douments XML oloré peuvent don être utilisées pour interroger desdouments XML lassiques.3. Si les arbres d'un doument D sont disjoints (les ensembles de n÷uds de la famille

{NC}C∈C sont deux à deux disjoints), alors D est un ensemble de douments XML.On dé�nit maintenant les requêtes graphes. Pour ela, on se donne un ensemble de primi-tives qui ontient un ensemble �ni P de prédiats unaires et un ensemble �ni R de relationsbinaires. P se déompose en deux sous ensembles disjoints : Pabsolu et PrelatifSoient Σ un ensemble �ni de labels et C un ensemble �ni de ouleurs. L'ensemble PΣ,Cde primitives utilisées dans ette thèse est omposé de l'ensemble de prédiats Prelatif = {∗}
∪{σ, σ ∈ Σ}, Pabsolu = {/C, C ∈ 2C} et de l'ensemble de relations R = {{C}axe | C ∈ 2C ∧ axe ∈
{c, d, ds, pa, a, as, p, ps, f, fs, s, ir, rir}}.Une requête graphe est un graphe orienté dans lequel les ars et les n÷uds sont étiquetés :Dé�nition 2.4 Soit E = (P,R) un ensemble de primitives. Une requête graphe est un triplet
< N,A, $ > où3En XML, l'étiquette d'un n÷ud orrespond à une balise dans le texte XML. Cette étiquette est parfoisappelée type du n÷ud



2.2. Interroger un doument XML oloré 19� N désigne un ensemble de n÷uds. L'étiquette d'un n÷ud v est un ouple (predv, boolv).
predv est un prédiat appartenant à P . boolv est un opérateur booléen hoisi parmi l'en-semble {and, or}4.� A est l'ensemble des ars orientés (i.e. un sous ensemble de N × N). L'étiquette d'unar a est un élément de R qui est noté axea.� $ est un n-uplet de n÷uds séletionneurs (i.e. $ est de la forme ($1, . . . , $n) ave $i unn÷ud de N).En partiulier, une requête DAG (Diret Ayli Graph) est une requête graphe qui estaylique et une requête arbre est une requête graphe dans laquelle (N,A) a une strutured'arbre.Attention, deux graphes sont désormais utilisés. L'un représente un doument XML oloré

D. Ses n÷uds sont soit étiquetés par un label d'un alphabet �ni Σ soit une raine de l'un desarbres de D. Les ars de D peuvent être des ars arbre ou des ars référenes. Dans les deuxas, ils ont une unique ouleur. L'autre graphe est une requête. Ses n÷uds sont étiquetés parun ouple (prédiat unaire, opérateur booléen). Les étiquettes de ses ars appartiennent à unensemble de relations binaires.Par ommodité, dans les �gures, les n÷uds d'un graphe seront désignés par un identi�antnumérique.La réponse à une requête graphe < Nq, Aq, $q >, qui a pour primitive (P,R), sur le dou-ment {N, C, {DC}C∈C} repose sur l'interprétation des prédiats de P en prédiat de N → boolet les relations de R en relation de N ×N .L'interprétation des éléments de PΣ,C est la suivante :� ∗ est un prédiat qui est toujours vrai,� σ est un prédiat qui est vrai pour les n÷uds ayant le type σ,� /C est un prédiat qui est vrai pour les n÷uds n appartenant à l'ensemble {/couleur |
couleur ∈ C},� Si C est une ouleur et a est un axe, alors la relation {c}a ontient tous les ouples den÷uds (n1, n2) où n2 est aessible depuis n1 en suivant l'axe a5 dans l'arbre de ouleur
C.� Si C est un ensemble de ouleurs alors {C}a est l'union de toutes les relations {couleur}apour couleur une ouleur de C. Quand {DC} est un singleton, ette relation est simple-ment notée a.Dans un deuxième temps, il faut dé�nir les n÷uds d'un doument qui sont séletionnéspar une requête. Dans e but, on utilise les notations suivantes :� pour tout prédiat p de P , pour tout ensemble de n÷uds N ′ inlus dans N ,
p(N ′) désigne l'ensemble des n÷uds de N ′ pour lesquels le prédiat p est vrai (i.e.
p(N ′) = {n′ ∈ N ′ | p(n′)}).� Si r est une relation de R alors r[N ′] désigne l'ensemble des n÷uds n pour lesquels ilexiste un n÷ud n′ dans N ′ tel que (n′, n) soit dans la relation r (i.e. r[N ′] = {n ∈ N |
∃n′ ∈ N ′, (n′, n) ∈ r}).4A�n de simpli�er les shémas, on onsidère que la valeur par défaut est le and5Les axes sont représentés par leur initiale ; f. dé�nition 2.2



20 Chapitre 2. Les requêtes graphesDé�nition 2.5 Une fontion β des n÷uds d'une requête vers les n÷uds d'un doument estun plongement si� Pour tout n÷ud v de la requête, si predv appartient à Pabsolu, alors β(v) est dé�ni.� Pour tout séletionneur $i, β($i) est dé�ni.� Pour tout n÷ud v de la requête tel que β(v) est dé�ni1. β satisfait les prédiats i.e. predv(β(v)) est vrai.2. β préserve les ars sortants et les opérateurs booléens :� Si boolv l'opérateur booléen assoié à v est un and alors pour tout ar sortant
a = (v, v′) on doit avoir β(v′) dè�ni et qui appartient à axea[β(v)℄� Si boolv l'opérateur booléen assoié à v est un or alors il existe un ar sortant
a = (v, v′) pour lequel β(v′) dè�ni et appartient à axea[β(v)℄On peut dé�nir le résultat d'une requête sur un doument omme suit :Dé�nition 2.6 Soient D un doument XML oloré et q = (N,A, ($q1

. . . $qn)) une requêtegraphe, le résultat de q sur D est l'ensemble de n-uplets n÷uds
D(q) = ∪

β:q→D
{(β($q1), . . . , β($qn))}

β est une appliation partielle de q vers D ar il peut exister des n÷uds de q pour lesquels
β n'est pas dé�ni. En e�et, si un noeud est étiqueté par un or alors β peut ne pas être dé�nisur un sous-graphe de q. En partiulier, dans le résultat i-dessus, il est possible qu'il n'existeauun plongement entre la requête et le doument. Dans e as D(q) est l'ensemble vide. Auontraire, si β est dé�ni pour tous les n÷uds de q, β est dite totale.
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Fig. 2.5 � Plongement d'une requête graphe dans un doument XMLExemple 2.2.1 : La �gure 2.5 représente une requête graphe q, un doument D (un doumentXML à une ouleur), et l'unique plongement de q vers D.Dérivons le doument : la raine du doument est le n÷ud 5. Les n÷uds peuvent êtreétiquetés par les lettres {w,x,y,z }. Les ars dérivant l'arbre XML sont représentés par desars pleins, les ars de l'ensemble ref sont en pointillés.



2.2. Interroger un doument XML oloré 21Dérivons la requête : la requête, dont tous les opérateurs sont des and, a deux séle-tionneurs $1 et $2 (n÷uds 3 et 2). Les n÷uds et les ars sont étiquetés par les primitivessuivantes : /, w, x, y et z pour les prédiats et a, d, p et idref pour les relations. Interprétonses primitives :Le prédiat w (rep. x, y, z) est vrai pour tous les n÷uds du graphe qui ont l'étiquettew (resp. x, y, z) et le prédiat / désigne la raine du doument. Les relations permettent denaviguer dans le doument en suivant les ars du doument : p met en relation un n÷ud aveson père, idref est l'ensemble {(n, n′) | (n, n′) ∈ ref }. . .L'unique plongement de la requête dans le doument apparaît en pointillés entre la re-quête et le doument. Comme (3, 4) est un ar de la requête étiqueté par idref on a un ar
(β(3), β(4)) = (6, 8) de type référene dans le doument. Comme (1, 3) est un ar étiquetépar a, on a β(3) = 6 qui est un anêtre de β(1) = 7 et ainsi de suite pour tous les ars de larequête. La requête est binaire, son résultat est don le ouple {(β(3), β(2)} qui vaut {(6, 10)}.Le n÷ud 11 n'ayant pas de desendant de type w, une fontion dé�nie par β(3) = 11 nepeut pas être un plongement.Le but de l'exemple suivant est de montrer un plongement partiel d'une requête dans undoument :
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Fig. 2.6 � Plongement partiel d'une requête graphe dans un doument XMLExemple 2.2.2 : Reprenons le doument de l'exemple 2.2.1 et onsidérons la requête dis-jontive de la �gure 2.6. Cette requête séletionne les n÷uds 6 et 11. En e�et, le plongementpartiel représenté en pointillés dans la �gure 2.6 séletionne le n÷ud 11.Plusieurs plongements permettent de séletionner le n÷ud 6. Tous es plongements β onten ommum les valeurs β(0) = 5 et β(1) = 6. Par ontre il y a plusieurs valeurs possibles pour
β(2) et β(3). Si β(u) = ⊥ signi�e que le u n'est pas plongé alors (β(2), β(3)) peut prendre lesvaleurs suivantes :� (7,⊥) est un plongement partiel.� (7, 8) est un plongement total.� (⊥, 9) est un plongement partiel.



22 Chapitre 2. Les requêtes graphes� (⊥, 8) est un plongement partiel.� (7, 9) est un plongement total.Pour terminer ette étude, dé�nissons le problème de l'évaluation. Plusieurs questions sontintéressantes à résoudre :� Comment aluler l'ensemble D(q) des n÷uds de D séletionné par q ?� L'ensemble D(q) est-il vide (problème du model heking) ?� Étant donné un n-uplet τ de n÷uds du doument, τ appartient-il à D(q) ?Les douments XML oloré étant �nis, le troisième problème permet de résoudre les deuxautres. Par ontre, les résultats de omplexité ne sont pas forément les mêmes.Dé�nition 2.7 Soit E un ensemble de primitives.Le problème de l'évaluation se dé�nit par :Entrée : une requête graphe q utilisant les primitives de E, un doument D et un n-uplet τde n÷uds de DSortie : vrai si et seulement si le n-uplet τ est séletionné par qA�n d'étudier la omplexité du problème, il est utile de préiser la taille de ses paramètres.La taille d'un graphe G (une requête ou un doument) est dé�nie par le somme de son nombred'ars et de son nombre de n÷uds. Un n-uplet de n÷uds a une taille n.2.3 Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et lesrequêtes onjontivesAvant d'étudier les requêtes graphes dans toute leur généralité, on présente deux exemplesde la littérature. Le premier onsiste à onsidérer des requêtes arbres. Pour ela, on étudieun fragment de XPath : le Core XPath [Gottlob et al., 2002℄. Le seond exemple est onsaréaux requêtes onjontives pour interroger les douments XML [Gottlob et al., 2004℄. Contrai-rement aux requêtes du Core XPath, les requêtes onjontives peuvent se représenter par ungraphe ylique. Par ontre, tous les opérateurs booléens utilisés seront des and.Une di�érene existe entre la présentation que nous faisons ii et elle d'origine. Nous éten-dons en e�et les résultats de [Ramanan, 2003℄ et de [Gottlob et al., 2004℄ au as des doumentsXML oloré. Nous montrons que ette extension se fait sans modi�ation de la omplexité desalgorithmes d'évaluation.2.3.1 Le Core XPathComplétons la présentation générale de XPath et de XQuery de la setion 2.2.1 ave des ré-sultats de omplexité : l'évaluation d'une requête XPath est PTIME-dur [Gottlob et al., 2003℄tandis que XQuery (ainsi que XSLT) est Turing omplet [Kepser, 2002℄. Dans le but d'avoir desalgorithmes d'évaluation e�aes, on travaille uniquement sur des fragments de es langages.



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 23L'un des problèmes étudiés jusqu'à maintenant est de trouver le fragment de XPath leplus large possible qui ait de bons algorithmes d'évaluation. Trois fragments de XPath ont étédé�nis dans e but. Pour es trois fragments, l'évaluation est linéaire dans la taille ombinéedu doument et de la requête. On les présente ii par expressivité déroissante :1. G. Gottlob, C. Koh et R. Piler ont dé�ni dans [Gottlob et al., 2002℄ un fragment deXPath dans lequel le alul est linéaire dans la taille ombinée du doument D et de larequête q (i.e. le alul de D(q) est O(|D|.|q|)). Ce fragment, le Core XPath, ontienttoutes les possibilités de navigation de XPath. On peut naviguer dans un doument sui-vant les onze axes lassiques (self, hild, desendent, desendent-or-self, parent, anestor,anestor-or-self, preeding, preeding-sibling, following et following-sibling). Ces travauxs'étendent failement (voir par exemple [Ramanan, 2003℄) si on onsidère les axes idrefet ridref (pour prendre en ompte les référenes). Les prédiats du Core XPath se om-binent ave les opérateurs and, or et not.Sans être exhaustif, donnons quelques exemples de requêtes XPath qui ne s'exprimentpas ave le Core XPath : séletionner les n÷uds qui ont une position paire sous leur père([position() mod 2 = 0℄), séletionner les n÷uds qui ont plus de �ls étiqueté par aque de �ls étiqueté par b (fontion ount), aéder au ontenu d'un n÷ud. . . En�n, unerequête du Core XPath ne permet pas d'utiliser l'axe 'attribut' de XPath.2. R .Kaushik et al. ont dé�ni dans [Kaushik et al., 2002a℄ un fragment du Core XPath :BPQ (Branhing Path Queries) dans lequel l'ordre des frères n'a pas d'importane. Ene�et seuls neuf des treize axes sont autorisés : les axes faisant appel à l'ordre des n÷uds(preeding, preeding-sibling, following et following-sibling) ne sont pas onsidérés dansles requêtes BPQ.3. En�n un fragment de BPQ a été introduit par Amer-Yahia et al.dans [Amer-Yahia et al., 2001℄. Ce sont les TPQ (Tree Pattern Queries) aussionnus sous le nom de twig. Les twigs sont des requêtes onjontives et n'autorisentque l'utilisation des trois axes vertiaux desendant :self, hild, desendent-or-self.Signalons en�n les auteurs de [Jiang et al., 2004℄ enrihissent les requêtes twig avel'opérateur booléens or et que les auteurs de [Lu et al., 2005℄ dé�nissent des requêtestwig ordonnés.Ces trois fragments de XPath ont la même omplexité (pour le problème del'évaluation) mais ils se di�érenient par les algorithmes d'optimisation de requêtes([Amer-Yahia et al., 2001℄, [Bruno et al., 2002℄, [MHugh and Widom, 1999℄ ) et les algo-rithmes d'indexation ([Ramanan, 2003℄, [Kaushik et al., 2002a℄).A partir du Core XPath, le plus expressif de es trois fragments, le Core XPath oloré estdé�ni. Ce langage permet de séletionner des n÷uds en naviguant dans un doument XMLoloré. Pour ela, haque axe de navigation est pré�xé par un ensemble de ouleurs d'arbreauxquels il s'applique.La table 2.1 montre qu'une requête du Core XPath6 oloré est de la forme /Cch1/ch2/ . . .Chaque ch représente un hemin (loation steep). Le /C initial signi�e que la requête est absolue(i.e. onsidérée à partir de l'une des raines des arbres désignée par l'ensemble de ouleurs C).Une requête de la forme ch1/ch2/ . . . est relative à un ontexte qu'il faut spéi�er. Chaque chest de la forme {C}axe : :test-noeud[prediat1℄[prediat2℄. . . C est un ensemble de ouleurs et6Le Core XPath dé�ni dans [Gottlob et al., 2002℄ ontient l'opérateur not. Pour ela, on ajoute la règleprediat → not(prediat).



24 Chapitre 2. Les requêtes graphesrequêteCoreXPath → requêteAbsolue | requêteRelativerequêteAbsolue → /C requêteRelativerequêteRelative → h | h / requêteRelativeh → {C}axe::nt prediatsprediats → [prediat℄ prediats | ǫprediat → prediat and prediat | prediat or prediat |requêteRelativeTab. 2.1 � Desription du Core XPath oloré
axe se réfère à l'un des treize axes. Deux test-noeud sont possibles : soit 'est le symbole ∗,soit 'est un type. Il peut y avoir zéro ou plusieurs prédiats. Chaque prédiat est soit uneombinaison booléenne de prédiats (and et or ) soit une expression du Core XPath relative.Répondre à une requête du Core XPath oloré sur un doument XML D onsisteà aluler à partir d'un ensemble de n÷uds (un ensemble de raines du doument Dpour une requête absolue /C) l'ensemble de n÷uds réponses à la requête. A partir d'unontexte on applique haque hemin chi de gauhe à droite. Appliquer un chi = {C}axe ::test-noeud[predicat1][predicat2] . . . à un ontexte c0 onsiste à aluler un nouveau ontexteen � Calulant c1 l'ensemble des n÷uds de D aessibles depuis un n÷ud de c0 en suivantl'axe axe dans l'un des arbres de l'ensemble C.� Séletionnant dans c1 l'ensemble c2 des n÷uds qui passent le test test-noeud. Si 'est lesymbole ∗, dans e as tous les n÷uds passent le test, si 'est un type de Σ, dans e asseuls les n÷uds orretement typés passent le test.� Séletionnant dans c2 l'ensemble c3 des n÷uds qui satisfont tous les prédiats. Un n÷ud

n satisfait un prédiat réduit à une requête relative r si le résultat de r, évaluée dans leontexte réduit au n÷ud n, est non vide.� Le nouveau ontexte est l'ensemble c3.
/,0

*,1

b,2*, or, 3

*, 4

a, 5

descendant

idref

self

self

child

$

*,6

self

*,7

ridref

/,8

z,9

a,12 b,13

z,10

b,14

z,11

b,15

Fig. 2.7 � Arbre orrespondant à la requête /d : :*[ : :a or ridref : :*℄/idref : :bExemple 2.3.1 : La �gure 2.7 ontient un exemple de doument XML à une ouleurdont les n÷uds 13 et 14 ont été grisés. Ces n÷uds sont en e�et solution de la requête du



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 25Core XPath /d::*[::a or ridref::*℄/idref::b. Le n÷ud 13 est séletionné ar il estaessible depuis 9 en suivant une référene et que 9 a un �ls étiqueté par a ; le n÷ud 14 estséletionné ar il est aessible depuis le n÷ud 10 par une référene et ar 10 est lui-mêmeaessible par une référene. Bien qu'il existe une référene du n÷ud 11 vers le n÷ud 15, 15n'est pas séletionné par la requête. En e�et 11 n'a ni �ls étiqueté par a, ni ar référeneentrant.Dans quel as peut-on représenter une requête du Core XPath oloré par une requêtegraphe ? La proposition suivante répond à ette interrogation et permet même de restreindrela forme de la requête.Proposition 2.1 Toute requête du Core XPath oloré se représente ave une requête arbredé�nie ave les primitives de PΣ,C.Remarque 2.2 Ce résultat étend une proposition de [Ramanan, 2003℄ du XML lassique versles douments XML oloré. Néanmoins, les tehniques utilisées dans ette setion sont trèsfortement inspirées de et artile.L'algorithme qui onstruit une requête arbre à partir d'une requête du Core XPath oloré(requête unaire et sans négation) est présenté dans la table 2.2. Cet algorithme travaille endeux phases :1. Dans un premier temps, on ne onsidère pas les prédiats de la requête. On onstruitalors le tron de l'arbre et on identi�e le n÷ud $.2. Dans un deuxième temps, la requête est onsidérée ave ses prédiats. On onstruit unarbre par prédiat, et on ajoute un axe self entre la raine de et arbre et le n÷ud dutron orrespondant au prédiat.Exemple 2.3.2 : La �gure 2.7 donne un exemple d'un tel arbre pour la requête /d : :*[ : :aor ridref : :*℄/idref : :b. L'indie de haque n÷ud orrespond à l'ordre dans lequel l'algorithmel'a onstruit.La branhe du n÷ud 0 au n÷ud 2 orrespond au tron de la requête (i.e. /d : :*/idref : :b).Le n÷ud 2 est don marqué par le $. C'est lui qui désigne les n÷uds à séletionner dans ledoument.On onstruit ensuite le n÷ud 3 omme raine du prédiat [ : :a or ridref : :*℄. Le prédiatétant un or, on onstruit deux �ls au n÷ud 3 : un �ls par opérande du or.Théorème 2.1 Soit q une requête du Core XPath oloré et D un doument XML. Il existeun algorithme qui ait un temps de alul O(|q|.|D|) et qui évalue D(q).Remarquons l'intérêt pratique de e résultat. Les auteurs de [Gottlob et al., 2002℄ ont mon-tré que trois proesseurs ommeriaux pour XML (Xalan, XT et Mirosoft Internet Explorer)avaient des algorithmes exponentiels (O(|D||Q|)) pour aluler les requêtes du Core XPath.Ce bon résultat provient du fait qu'une requête du Core XPath peut se représenter par unarbre (proposition 2.1) et qu'elle est unaire (i.e. elle séletionne des ensembles de n÷uds).



26 Chapitre 2. Les requêtes graphesCoreXPath2arbre(q)% Entrée : une requête CoreXPath oloré q% Sortie : une requête arbre orrespondant à q% Loale : i et j deux itérateurssi q est absolue alorsréer un n÷ud n0 (/C,and)si q est relative alorsréer un n÷ud n0 (*,and)% n0 est la raine de la requête% primaireq := q sans ses prédiats% primaireq est de la forme axe1 : :nt1... axek : :ntkpour i ompris entre 1 et k faireonstruire un n÷ud ni = (nti, and)ajouter un ar axei entre ni−1 et ni�n pourle n÷ud nk est le n÷ud désigné $% ajout des prédiats% q est la forme ch1...chlpour i ompris entre 1 et l faire% chi est de la forme axei :: nti[pred1]...[predm]pour j ompris entre 1 et monstruire l'arbre aj prediat2arbre(prediatj)ajouter un ar self entre ni et la raine de aj�n pour�n pourretourner requête arbre de raine n0et de séletionneur nn

prediat2arbre(pred)% Entrée : un prediat de CXpath oloré% Sortie : un arbre représentant le prédiat% Loale : ∅si pred est une requête relative alorsretourner CoreXPath2arbre(pred)�n sisi pred est de la forme pred1 op pred2 alorsréer un n÷ud n (∗, op)onstruire a1 = prediat2arbre(pred1)onstruire a2 = prediat2arbre(pred2)ajouter un ar self entre n et a1ajouter un ar self entre n et a2retourner Arbre de raine n�n si
Tab. 2.2 � Transformation d'une requête Core XPath en requête arbreCe théorème est bien onnu pour les douments XML non oloré. Il en existe au moinstrois preuves : [Gottlob et al., 2002℄ et [Marx, 2004℄ pour les arbres XML ; [Ramanan, 2003℄pour les arbres XML ave des référenes. Chaque preuve a sa spéi�ité. Par exemple Gottlobet Al. prennent en ompte la négation, les requêtes dé�nies par M. Marx utilisent des bouleswhile. . . On se propose ii de s'inspirer de la preuve de P. Ramanan qui est basée sur la notionde simulation [Milner, 1980℄.Une relation de simulation est souvent utilisée pour dé�nir une notion de dominane(d'équivalene) entre deux graphes. L'une des utilisations les plus onnues de la simulationonernent la véri�ation : un système G1 ra�ne (implémente) une spéi�ation G2 si toutétat initial de G1 est simulé par un état initial de G2. Dans le domaine des douments semi-struturés, ette notion est utilisée lorsque l'on parle de shéma (i.e. un doument est validepar rapport à un shéma s'il existe une simulation entre le doument et le shéma) ; ette idéeest reprise dans le hapitre onsaré à l'indexation. Dans ette setion, on simule la requêtesur le doument pour aluler les n÷uds séletionnés par une requête.Dé�nition 2.8 Une forward simulation ≺ de la requête q =< Nq, Aq, $q > sur le doument

D =< Nd, C, {DC}C∈C > est une relation sur Nq×Nd qui véri�e pour tout ouple (v, n) de ≺ :1. Préservation des booléens : predv(n) est vrai



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 272. Préservation des opérateurs booléens et des ars sortants� Si boolv le booléen assoié à v est un and alors pour tout ar r = (v, v′) il existe unn÷ud n′ tel que n′ appartienne à axer[n℄ et v′ ≺ n′� Si boolv le booléen assoié à v est un or alors il existe un ar r = (v, v′) il existe unn÷ud n′ tel que n′ appartienne à axer[n℄ et v′ ≺ n′Notons maintenant ≺Fs la plus grande forward simulation (l'union de toutes les forwardsimulations) de la requête sur le doument. Pour tout n÷ud v de la requête on note FsimD(v)l'ensemble des n÷uds n du doument tel que v ≺Fs n. Grâe aux ensembles FsimD, on a unepremière information onernant la requête. En e�et, s'il n'y a auun n÷ud en F-simulationave la raine de la requête on sait alors que la réponse à la requête est vide. Par ontre, laF-simulation n'est pas su�sante pour aluler exatement D(q) : on onstate que l'on peutaluler FsimD(v) en ne prenant pas en ompte la manière dont on peut plonger dans D leontexte du n÷ud v (i.e. le alul ne dépend que du sous-arbre de la requête dont v est laraine).Dans l'exemple 2.3.1 (page 25), FsimD(2) est égale à {13,14,15} (FsimD(2) est l'ensemble detous les n÷uds de type b). Pourtant le n÷ud 15 n'est pas solution de la requête. C'est pourquoila F-simulation nous garantit l'inlusion de D(q) dans FsimD($q) mais pas la réiproque. Onétend don notre notion de simulation et on onsidère la Forward and Bakward simulation(FB-simulation).Une Bakward simulation ≺Bs de la requête q =< Nq, Aq, $q > sur le doument
D =< Nd, C, {DC}C∈C > est une relation qui véri�e : pour tout ouple (v, n) de ≺Bs, si
r = (v′, v) est l'ar entrant dans v il existe alors un n÷ud n′ tel que n appartienne à axer[n'℄et v′ ≺Bs n′.La Forward and Bakward simulation ≺FBs de la requête q =< Nq, Aq, $q > sur le dou-ment D =< Nd, C, {DC}C∈C > est la plus grande relation sur Nq × Nd qui soit une Forwardsimulation et une Bakward simulation :Comme dans le as de la F-simulation, on note FBsimD(v) l'ensemble des n÷uds n dudoument D tel que v ≺FBs n. Contrairement à la F-simulation on peut aluler D(q) à partirde la FB-simulation.La FB-simulation d'une requête du Core XPath oloré sur un doument XML oloré véri�eune propriété très intéressante :Lemme 2.1 Considérons la FB-simulation d'une requête q monadique représentant une re-quête du Core XPath oloré sur un doument XML oloré D. Soient v un n÷ud de q et n unn÷ud de D. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :1. n appartient à FBsim(v).2. il existe un plongement β de Q vers D tel que� β(v) = n� Pour tout anêtre v′ de v, β(v′) est dé�ni.Preuve : Si β est un plongement d'une requête arbre q sur un doument D alors βC est larestrition de β qui véri�e : pour tout n÷ud v de q si βC(v) est dé�ni alors βC est dé�ni pour



28 Chapitre 2. Les requêtes graphestous les anêtres de v. Autrement dit, on ne onsidère que la partie de β qui est onnetée àla raine de la requête.L'ensemble {n | ∃β βC(v) = n} est inlus dans FBsimD(v). En e�et, si β est un plongement,alors la relation {(v, βC(v)) | βC(v) est dé�ni} est une forward and bakward simulation.Si n appartient à FBsim(v) onstruisons par indution un plongement β tel que β(v) = n.Dans e but, dérivons les trois algorithmes suivants :1)onstruirePlongement(v,n,FBsimD)% Entrée : la FB-simulation d'une requête q sur un doument D,% v un n÷ud de q, n un n÷ud de D appartenant à FBsimD(v).% Sortie : un plongement β de q dans D tel que β(v) = n% Loale : ∅sous-arbre(v,n,FBsimD)ontexte(v,n,FBsimD)2) sous-arbre(v,n,FBsimD)% onstruit un plongement β tel que β(v) = n sur le sous-arbre de q dont v est la rainesi β(v) n'est pas dé�ni alors
β(v) = nsi boolv est un and alorspour tout �ls v′ de v fairehoisir n′ dans axe(v,v′)[{n}]sous-arbre(v′,n′,FBsimD)�n pour�n sisi boolv est un or alorsil existe un �ls v′ de v tel que axe(v,v′)[{n}] soit non videsoit n′ un n÷ud de et ensemblesous-arbre(v′,n′,FBsimD)�n si�n si3) ontexte(v,n,FBsimD)% onstruit un plongement β tel que β(v) = n dans le ontexte de vsi v a un père v′ alorsSoit n′ un n÷ud tel que n appartienne à axe(v′,v)[{n

′}]ontexte(v′,n′,FBsimD)sous-arbre(v′,n′,FBsimD)�n siIl faut montrer que le β onstruit i-dessus est un plongement. Remarquons d'abord que ladé�nition de Forward and Bakward simulation garantit que tous les appels à sous-arbre et àontexte sont valides (i.e. pour tous les appels à une proédure, n appartient à FBsimD(v)).Il nous faut enore dire que :1. FBsimD étant une (Forward) simulation, si β(v) est dé�ni alors predv(β(v)) est vrai.2. FBsimD étant une Forward simulation, β préserve les ars sortants.



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 293. FBsimD étant une Bakward simulation, pour tout anêtre v′ de v β(v′) est dé�ni. Enpartiulier, β(racine(q)) existe.4. La requête q étant onstruite à partir du Core XPath oloré, le n÷ud $ de q est partiu-lier : tous ses anêtres sont étiquetés par l'opérateur and. On déduit de l'item préédentque β($q) est dé�ni.
◭ Tous les anêtres du n÷ud $q sont étiquetés par l'opérateur and. On a don : pour toutplongement β et pour tout n÷ud v apparaissant dans le hemin entre la raine q et le n÷ud$, β(v) est dé�ni. On peut don spéialiser le lemme 2.1 au n÷ud $q, et obtenir le théorèmesuivant :Théorème 2.2 Soient q =< N,A, $ > une requête arbre monadique représentant une requêtedu Core XPath oloré et D un doument XML oloré, la FB-simulation de q par D véri�e :

D(q) = FBsimD($q)Les auteurs de [Henzinger et al., 1995℄ et de [Bloom and Paige, 1995℄ proposent des algo-rithmes pour trouver les simulations d'un graphe par un autre. Nous proposons un algorithmeen deux phases qui exploitent la struture d'arbre de la requête. On utilise des tehniques quiressemblent à des automates d'arbres [Comon et al., 1997℄. Dans une phase montante on al-ule les ensembles FsimD. On en déduit, dans une phase desendante, le alul des ensemblesFBsimD :1. Caluler FsimD(v) pour tous les n÷uds v de la requête en utilisant une méthode asen-dante sur la requête du Core XPath (représenté par un arbre) :
• Pour toute feuille v (pas d'ar sortant), si boolv est un and alors FsimD(v) = predv(Nd)sinon FsimD(v)=∅.
• Pour tout autre n÷ud, si boolv est un and alors

FsimD(v) = predv( ∩
a=(v,v′)∈Arcs(q)

axe−1
a [FsimD(v′)])sinon boolv est un or alors

FsimD(v) = predv( ∪
a=(v,v′)∈Arcs(q)

axe−1
a [FsimD(v′)])2. Caluler, symétriquement, FBsimD(v) pour tous les n÷uds v de la requête en utilisantune méthode desendante sur la requête.Pour la raine v′ de la requête FBsimD(v′) = FsimD(v′).Pour tout autre n÷ud v′, soit v le père de v′,

FBsimD(v′) = FsimD(v′) ∩ axe(v,v′)[FBsimD(v)]Exemple 2.3.3 : [suite de l'exemple 2.3.1 ; �gure 2.7℄



30 Chapitre 2. Les requêtes graphes1. Phase asendante : FsimD(7) = {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}, FsimD(6) =
{10, 13, 14, 15}, FsimD(5) = {12}, FsimD(4) = {9},FsimD(3) = {9, 10, 13, 14, 15},
FsimD(2) = {13, 14, 15}, FsimD(1) = {9, 10} et en�n FsimD(0) = {8}.2. Phase desendante : FBsimD(0) = {8}, FBsimD(1) = {9, 10}, FBsimD(2) = {13, 14},
FBsimD(3) = {9, 10}, FBsimD(4) = {9}, FBsimD(5) = {12}, FBsim(6) = {10}, eten�n FBsimD(7) = {14}.Le n÷ud marqué par le $ étant le n÷ud 2 on a d'après le théorème 2.2 que D(q) est égal àFBsimD($q) i.e. à l'ensemble {13, 14}.Pour onlure ette setion, il faut montrer que et algorithme est linéaire en data-omplexité. Pour ela, nous donnons un résultat plus général que elui du théorème 2.1.Théorème 2.3 Soient (P,R) un ensemble de primitives, q une requête arbre utilisant esprimitives et D un doument XML oloré dont l'ensemble de n÷uds est N . Si1. Pour tout prédiat p de P , tout sous ensemble N ′ de N on peut évaluer
p(N ′) = {n′ | n′ ∈ N ′ ∧ p(n′)} en O(|D|)2. Pour toute relation r de R, tout sous ensemble N ′ de N on peut évaluer
r[N ′] = {n ∈ N | ∃n′ ∈ N ∧ (n′, n) ∈ R} en O(|D|).alors on peut aluler D(q) ave un algorithme en O(|D|.|q|)Comme pour tout ensemble N ′ de n÷uds de D et pour haque relation r on peut aluler

r[N'℄ en O(|D|) la phase asendante peut être exéutée en un temps O(|q||D|) ar l'algo-rithme utilise exatement une fois haque ar et haque n÷ud de la requête. De même, haque
FBsimD(v) de la phase desendante peut être alulé ave un algorithme O(|D|). A onditiond'utiliser une struture de données qui permette de tester en O(1) si un élément appartientà un ensemble, ette seonde étape est en O(|D||q|). L'algorithme en entier a don la mêmeomplexité.Il est onnu de P. Ramanan [Ramanan, 2003℄ et de G. Gottlob et al. [Gottlob et al., 2002℄que pour tout doument XML D, tous les axes du Core XPath (y ompris les idref et ridref)peuvent être évalués en O(|arcs(D)|). Un ar d'un doument oloré appartenant à exatementun arbre, on peut aluler pour un ensemble de ouleurs C, {C}axe en O(|D|). On instaniedon le théorème 2.3 au as des requêtes arbres onstruites à partir du Core XPath (sansnégation) pour montrer le théorème 2.1.2.3.2 Requêtes onjontivesCette setion est onsarée aux requêtes onjontives pour interroger les doumentsXML [Gottlob et al., 2004℄. Contrairement aux requêtes du Core XPath, qui sont des requêtesarbres, ertaines requêtes onjontives néessitent un graphe ylique pour être représentées.Bien que les requêtes onjontives [Abiteboul et al., 1995℄ ne soient pas très expressives,elles orrespondent en e�et aux requêtes les plus fréquentes sur les bases de données i.e. lesrequêtes SQL (selet-from-where) qui ne ontiennent que des onjontions.



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 31Du point de vue théorique, on peut par exemple signaler que tester si deux requêtesonjontives sont équivalentes est déidable. D'un oté plus pratique, il existe de nombreuxalgorithmes d'optimisation (réériture de requêtes) tels que l'algorithme hase.Dans un premier temps nous allons présenter formellement les requêtes onjontives. Puisnous expliquons omment G. Gottlob, C. Koh et K. Shulz utilisent des requêtes onjontivespour interroger des douments XML [Gottlob et al., 2004℄.Présentation des requêtes onjontivesPour ommener nous donnons la dé�nition d'une requête onjontive :Dé�nition 2.9 Soit S un ensemble de relations. Une requête onjontive q sur S est uneexpression de la forme :
ans(u) = R1(u1), . . . , Rn(un)où les Ri sont des relations dans S, ans est un nom de relation qui n'est pas dans S et u,

u1, . . . , un sont des tuples libres (i.e. on peut les utiliser soit ave des variables soit ave desonstantes). De plus toute variable de u doit apparaître dans au moins l'un des ui.Dans la suite de ette thèse, on note T (q) l'ensemble des tuples utilisés par la requête q.L'ensemble des variables présentes dans un tuple ui est noté par var(ui).Si par exemple S ontient la relation binaire père, on peut dé�nir la requête onjontiveGrandPère(X,Y) par père(X,Z),père(Z,Y). Si notre shéma ontient une relation ternaire�lms (titre, direteur, ateur), une relation binaire parisope (inéma,titre) et une relationternaire loalisation (inéma, adresse, téléphone) on pourra érire une requête onjontive quitrouve l'adresse de tous les inémas qui passent un �lm de 'Bergman' :q(a) = �lms(t,'Bergman',_),Parisope(,t),loalisation(,a,_).Le symbole _ est un joker. Il signi�e que ertaines valeurs des relations n'ont pas d'in�uenesur le résultat �nal. Les variables t et  apparaissent dans deux relations di�érentes. Ellespermettent de aluler la jointure entre es relations.Répondre à la requête onjontive ans(e1, . . . , em) = R1(u1), . . . , Rn(un) revient à alu-ler l'ensemble {(e1, . . . , em) | ∃x1, . . . , xkR1(u1), . . . , Rn(un)}. Les xi sont des variables quiapparaissent dans le orps de la règle (i.e. R1(u1), . . . , Rn(un)) mais pas dans la tête (i.e.ans(e1, . . . , em)).Une sous-famille des requêtes onjontives est très souvent étudiée : les requêtes onjon-tives ayliques. Cette notion est basée sur la notion d'hypergraphe : l'hypergraphe H(q)assoié à une requête onjontive q est dé�ni par H(q) =< N,E >. N l'ensemble des n÷udsest l'ensemble toutes les variables apparaissant dans le orps de la règle. E l'ensemble deshyper-ars est l'ensemble {var(ui) | ui ∈ T (q)}.Une requête q est ylique (aylique) si l'hypergraphe qui lui est assoié est ylique(aylique). Nous utilisons la dé�nition lassique de yliité (aussi onnue sous le nom de α-ayliité [Fagin, 1983℄) qui est utilisée en théorie des bases de données[Abiteboul et al., 1995,Maier, 1986, Ullman, 1989℄.



32 Chapitre 2. Les requêtes graphesEtant donné un hypergraphe H la rédution GYO [Graham, 1979,Yu and Ozsoyoglu, 1979℄ de H est obtenue à partir de H en utilisant aussi longtempsque possible les deux règles suivantes :1. Supprimer les hyper-ars qui sont vides ou ontenus dans un autre hyper-ar.2. Supprimer les n÷uds qui apparaissent dans au plus un hyper-ar.Dé�nition 2.10 Un hypergraphe H =< V,E > (V est un ensemble de n÷uds ; E un ensembled'hyper-ars inlus dans 2V ) est aylique si GYO(H)=<∅, ∅>
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H(Q2)Fig. 2.8 � HyperGrapheExemple 2.3.4 : Considérons un ensemble de trois primitives :� Travail(Emp,Proj,Tahe) ; Un employé travaille sur une tâhe dans un projet� Manage(Emp,Proj,Tahe) ; Un employé manage (est responsable) d'une tâhe dans unprojet.� Chef(Emp1,Emp2) ; Emp1 est le hef de Emp2Considérons les requêtes suivantes :� Q1 est une requête boolénne qui teste s'il existe des employés travaillant dans des projetsmanagés par leur hef :ans ← Travail(E,P,T), Manage(M,P,T'), Chef(E,M).� La requête booléenne Q2 teste s'il existe un manager qui est le hef d'au moins unemployé (travaillant sur un projet) :ans ← Travail(E,P,T), Manage(M ;P',T'), Chef(E,M).Les hypergraphes de es deux requêtes sont représentés dans la �gure 2.8. On onstateque Q1 est ylique alors que Q2 ne l'est pas.Remarque 2.3 Si une requête q n'utilise que des prédiats unaires et binaires, la notion deyliité orrespond à la notion de yliité dans les graphes non-orientés.L'un des intérêts majeurs des requêtes onjontives ayliques onerne la omplexité duproblème de l'évaluation :



2.3. Deux exemples de requêtes graphes : le Core XPath et les requêtes onjontives 33Théorème 2.4 ([Gottlob et al., 1998℄,[Gottlob et al., 2001℄) Etant donné une requêteaylique q, une base de donnée D et un tuple τ , déider si τ appartient à D(q) est LOGCFL-omplet.La lasse de omplexité LOGCFL ontient tous les problèmes qui sont rédutibles, aveun espae logarithmique, en un langage algébrique. La propriété qui nous intéressera par lasuite est que LOGCFL est stritement inlus dans P.Requêtes onjontives sur les arbres XMLDe nombreux travaux existent sur l'étude des requêtes onjontives et sur l'étude de XPath.Dans [Gottlob et al., 2004℄, G. Gottlob, C. Koh et K. Shulz ont proposé une appliation desrequêtes onjontives à l'étude de XPath sur les douments arboresents.L'ensemble de relations utilisé est la restrition de PΣ,C au as des douments à une ouleurn'ayant pas de référenes (i.e. les axes idref et reverse idref ne sont pas pris en ompte dansette setion). On le note PΣ. L'interprétation est inhangée.G. Gottlob, C. Koh et K. Shulz ont été les premiers à s'interroger sur les requêtesyliques pour XML. Toutes les relations onsidérées étant binaires, on peut failement re-présenter les requêtes onjontives par des graphes. Par exemple, la �gure 2.9 donne unereprésentation de la requête :R(y,z)=A(x),desendent(x,y),anestor(z,x),B(y),following(y,z)Dans [Gottlob et al., 2004℄, les auteurs étudient la omplexité de l'évaluation d'une requêteonjontive ylique sur un arbre XML.Proposition 2.2 ([Gottlob et al., 2004℄) Évaluer une requête onjontive (utilisant l'en-semble de relations PΣ) sur un arbre XML est NP-omplet.
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B,y *,z

descendant ancestor

followingFig. 2.9 � Requête onjontive binaireUne requête onjontive (monadique) est équivalente à une requête du Core XPath. Parexemple, la requête/desendent-or-self::A[hild::B℄/following::Cest équivalente à la requête onjontive



34 Chapitre 2. Les requêtes graphesQ(z)=raine(w), desendent-or-self(w,x),A(x), hild(x,y), B(y), following(x,z), C(z)et à la �gure 2.10.
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Fig. 2.10 � Requête onjontive yliqueL'équivalene entre les requête onjontives monadiques et les requêtes du Core XPathn'est pas en ontradition ave les résultats montrés dans la setion sur le Core XPath (enpartiulier le théorème 2.1). En e�et, une requête onjontive, dont l'évaluation est NP-dure,peut se représenter par une requête du Core XPath, dont l'évaluation est polynomiale. Maisil faut rappeler que, dans le pire des as, il y a rapport exponentiel entre la taille des deuxrequêtes.Cette setion était onsarée aux requêtes onjontives pour des douments à une seuleouleur. Que peut-on dire des requêtes onjontives olorées ? La réponse est donnée dans lasetion suivante.2.4 Complexité et expressivité des requêtes graphesDans la setion préédente, deux exemples de requêtes graphes ont été présentés. Ilsdonnent une idée sur l'expressivité et la omplexité de es requêtes. Le but de ette setionest don l'étude des requêtes graphes dans toute leur généralité.2.4.1 Évaluation d'une requête grapheLa proposition 2.2 donne une borne inférieure pour le problème de l'évaluation d'unerequête graphe : NP-dur. Nous prouvons dans ette setion que le problème est NP. De plus,nous proposons une preuve de la dureté adaptée au as des requêtes graphes. Elle est plussimple que elle de [Gottlob et al., 2004℄.Théorème 2.5 Le problème de l'évaluation d'une requête graphe utilisant les primitives de
PΣ,C sur un doument XML oloré est NP-omplet.



2.4. Complexité et expressivité des requêtes graphes 35Montrons que l'évaluation d'une requête graphe est NP-dure dans la taille de la requête.Pour ela on ode le problème de 3-oloration d'un graphe.Dé�nition 2.11 Le problème du 3-oloriage est dé�ni par :Entrée : un graphe orienté GSortie : vrai si et seulement si on peut olorier les n÷uds de G ave 3 ouleurs tel que deuxn÷uds voisins n'aient pas la même ouleur.L'idée est de olorier un graphe G quelonque en le transformant en requête graphe qG eten interrogeant le doument Dcouleur réduit à l'arbre XML �xe suivant :<do><ROUGE/><BLEU/><VERT/></do>Colorions G en onstruisant un plongement de e graphe dans le doument XML i-dessus.Pour ela, il faut dé�nir une interprétation des ars de G qui garantisse qu'un plongement βne olorie pas deux voisins de G de la même ouleur. Cette négation peut se traduire ave lanotion de voisin du doument XML : deux n÷uds n1 et n2 de G n'ont pas la même ouleur siet seulement si β(n1) est un voisin (à droite ou à gauhe) de β(n2). Dans le as très partiulierdu doument à trois ouleurs, on interprète don les ars de G (vu omme une requête) parl'ensemble des ouples (n, n′) tels que n est un preeding-sibling de n′ ou n est un following-sibling de n′.
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Fig. 2.11 � 3-oloration d'un graphe ave une requête graphe



36 Chapitre 2. Les requêtes graphesfuntion 3-oloriable(G) :requête% voir la �gure 2.12% Entrée : un graphe orienté G% Sortie : une requête graphe qG telle que /couleur appartienne à Dcouleur(qG)si et seulement si G est 3-oloriableonstruire un n÷ud n/ = (/, and) dans la requête qGpour tous les n÷uds n de G faireonstruire un n÷ud qn = (∗, and) dans la requête qGajouter un ar desendent-or-self de n/ vers qn dans qG�n pourpour tous les ars a = (n, n′) de G faireonstruire un n÷ud qa = (∗, or) dans la requête qGajouter un ar self de qn vers qa dans qGajouter un ar preeding-sibling de qa vers qn′ dans qGajouter un ar following-sibling de qa vers qn′ dans qG�n pourle setionneur de qG est le n÷ud n/retourner qG�n Tab. 2.1 � 3-oloration d'un graphe.Malheureusement auune relation de PΣ,C n'a ette interprétation. L'algorithme suivanttransforme don un graphe G en une requête graphe qG en ombinant la relation preeding-sibling, la relation following-sibling et un n÷ud or. qG séletionne la raine de Dcouleur si etseulement si G est 3-oloriable. Par exemple, la �gure 2.11 montre un exemple de graphe Gqui n'est pas 3-oloriable et la requête qG assoiée.La requête qG véri�e une propriété partiulière : si un plongement β satisfait β(n/) = /(i.e. si le résultat de qG est non vide) alors quelque soit le n÷ud n de qG, β(n) est dé�ni. Cettearatéristique déoule des ars desendent qui lient le n÷ud n/ et tous les n÷uds de la forme
qn. Cette propriété étant réutilisée dans la suite dans ette thèse, nous allons la nommer :Dé�nition 2.12 Une requête graphe q est dite totale si tout plongement β séletionnant un
n-uplet de n÷uds est un plongement total (i.e. pour tout n÷ud v de la requête β(v) est dé�ni).Lemme 2.2 La fontion 3-oloriage dérite i-dessus (voir aussi la �gure 2.12) permet deréduire le problème du 3-oloriage au problème d'évaluation d'une requête graphe.Preuve : Si la raine du doument Dcouleur est séletionnée par la requête qG, il existe alorsun plongement de la requête dans le doument. Comme la requête qG est totale, haque n÷ud
qn de la requête est assoié à un n÷ud du doument XML (i.e. il est olorié). Or, d'après notredisussion préédente, si n et n′ sont deux n÷uds voisins de G alors les n÷uds qn et qn′ nepeuvent pas avoir la même ouleur i.e. on peut 3-olorier le graphe : tout n÷ud n a la ouleurde qn.
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psFig. 2.12 � Algorithme de 3-oloriageInversement, si le graphe est 3-oloriable assoions à haque n÷ud n de G une ouleur
col(n) (hoisie parmi bleu, rouge ou vert). La fontion β qui assoie au n÷ud qn le n÷ud de
Dcouleur orrespondant à col(n), au n÷ud qa la ouleur du n÷ud origine de l'ar a et au n÷ud
n/ la raine de Dcouleur est un plongement de la requête dans le doument. On a don prouvéque la raine est séletionnée par la requête.Il est don possible de résoudre le problème du 3-oloriage ave les requêtes graphes uti-lisant les primitives de PΣ,C e qui prouve que l'évaluation de es requêtes est un problèmeNP-dur. ◭Corollaire 2.1 (de la rédution) Evaluer une requête graphe totale utilisant les primitivesde PΣ,C est un problème NP-dur.On peut faire le point sur l'origine de la dureté du problème. Pour ela, utilisons lesarguments de la preuve de [Gottlob et al., 2004℄ et les arguments donnés dans ette preuve :1. Le problème est NP-dur même si on onsidère des requêtes graphes onjon-tives [Gottlob et al., 2004℄.2. La dureté du problème ne vient pas de la forme du doument ; le doument onsidéréest un arbre XML à une ouleur.3. La dureté du problème peut se montrer en utilisant les axes preeding-sibling et following-sibling, hild et following ou ave les axes hild et desendent. L'ordre entre les �ls d'unn÷ud n'est pas la soure de la omplexité du problème.4. Le problème est NP-dur même si on ne onsidère que des requêtes graphes sans séle-tionneur [Gottlob et al., 2004℄.Montrons maintenant que le problème est NP et généralisons les résultatsde [Gottlob et al., 2004℄. Montrons un résultat de omplexité générale sur l'évaluation d'unerequête graphe sur un doument XML oloré.Proposition 2.3 Soit E = (P,R) un ensemble de primitives. Si pour tout doument XMLoloré D =< N, C, {DC}C∈C >, pour tous n÷uds n et n′ de N les deux onditions suivantessont satisfaites :1. pour tout prédiat p de P , on peut déider si p(n) est vrai en temps polynomial (dans lataille de D)2. pour toute relation r de R, on peut déider si (n, n′) appartient à r en temps polynomial(dans la taille de D)



38 Chapitre 2. Les requêtes graphesalors le problème de l'évaluation d'une requête graphe (utilisant des primitives de E) sur undoument graphe appartient à la lasse NP.Preuve :La méthode proposée est elle qui onsiste à trouver, par un algorithme non déterministe,un plongement de la requête dans le doument qui séletionne le n-uplet τ andidat. Onpropose un algorithme qui étant donnès une requête q, un doument D et un erti�at β testesi β est un plongement de q dans D. Par défault, si β(v) n'est pas dé�ni alors β(v) = ⊥ ave
⊥ un nouveau n÷ud. Pour tous les prédiats p, p(⊥) est faux. De même, pour toute relation
r, ⊥ n'est en relation ave auun autre n÷ud de D.est-un-plongement(β,q,D)% Entrée : une fontion β qui, à un n÷ud v d'une requête graphe q assoie, soit% un n÷ud nv d'un doument D soit le symbole ⊥ (i.e. β(v) est non dé�ni)% Sortie : vrai si et seulement si β est un plongement de q dans Dplongement := vraipour tous les n÷uds v de la requête fairesi predv = /C ∧ β(v) = ⊥ alors plongement := faux �n sisi ¬[β(v) 6= ⊥ ⇒ predv(β(v)) ∧ ( boolv

a=(v,v′)∈arcs(q)
(β(v), β(v′)) ∈ axea)]alors plongement := faux�n si�n pourpour tous les séletionneurs $i fairesi β($i) = ⊥ alors plongement := faux �n si�n pourretourner plongement�nLa taille du erti�at est la somme du nombre de n÷uds de D, de la taille de la requêteet de la taille du doument D. Évaluons la omplexité de la proédure est-un-plongement :tous les predv sont évalués exatement une fois et tous les axe(v,v′) sont évalués exatementune fois. On déduit failement des hypothèses que est-un-plongement est polynomial etdon que le problème est NP. ◭Il est onnu de G. Gottlob et al. [Gottlob et al., 2002℄ que pour tout doument XMLarboresent D, tous les axes du Core XPath peuvent être évalués en O(|D|). P. Rama-nan [Ramanan, 2003℄ étend e résultat au as des axes idref et rir. On en déduit que tousles prédiats et toutes les relations présents dans l'ensemble PΣ,C véri�ent les hypothèses dela proposition 2.3 et don l'évaluation d'une requête graphe utilisant es pritimitives est NP.Résumons les prinipaux résultats de omplexité onernant les requêtes graphes :Proposition 2.4 1. Evaluer une requête graphe sur un doument XML oloré est un pro-blème NP-omplet.2. Si le doument est �xe, le problème est NP-dur dans la taille de la requête.3. Si la requête est �xe, le problème est polynomial dans la taille du doument : O(|D||q|).



2.4. Complexité et expressivité des requêtes graphes 39Trois orollaires déoulent de la preuve que nous venons de faire :Corollaire 2.2 Evaluer une requête onjontive olorée est un problème NP-omplet.L'appartenane du problème à la lasse NP a été montrée dans ette setion et la duretéa été montrée dans la setion préédente.Corollaire 2.3 Déider si le résultat d'une requête graphe sur un doument XML oloré estvide est un problème NP-omplet.Pour prouver le théorème 2.5, on devine par un algorithme non déterministe un plongementqui séletionne un n-uplet de n÷uds du doument. Si on modi�e la preuve pour deviner le
n-uplet à séletionner, on montre le orolaire 2.3.Nous avons don mis en évidene un saut de omplexité entre l'évaluation d'une requêtearbre (du ore XPath) et l'évaluation d'une requête graphe. A�n d'avoir une hiérarhie om-plète du problème de l'évaluation en fontion de la forme de la requête, étudions deux autresfamilles de requêtes.Corollaire 2.4 Evaluer une requête DAG (diret aylique graph) est un problème NP-omplet.En e�et, on peut modi�er la fontion 3-oloriable (en hoisissant astuieusement l'ordredes n÷uds du graphe à partir d'un arbre ouvrant du graphe) pour onstruire uniquement desrequêtes graphes orientées ayliques.Pour terminer notre étude de omplexité, il faut dire qu'évaluer une requête onjontiveaylique (au sens de la dé�nition 2.10 ; page 31) sur un doument XML oloré est polynomial.C'est un orollaire du théorème 2.4 (page 32). On peut en e�et onstruire en temps polynomialla base de données qui ontient tous les axes utilisés dans une requête (en fait, on pré-aluleles relations du ore XPath).Un enseignement important de ette setion est que la omplexité du problème de l'éva-luation dépend de la forme de la requête mais pas de la forme du doument. Rappelons ene�et que les résultats de omplexité énonés dans ette setion :Forme de la requête Forme du doument Complexité de l'evaluationArbre (ore XPath) XML oloré O(|D|.|q|) (pour le alul de D(q))Aylique (onjontive) XML oloré polynomialDAG Arbre XML NP-omplet (doument �xé)Graph Arbre XML NP-omplet (doument �xé)2.4.2 Expressivité des requêtes graphesDans les setions préédentes on a établi le lien entre le Core Xpath et les requêtes arbres.Les requêtes graphes sont don plus expressives que le Core Xpath oloré (sans négation).L'opérateur booléen or ne pouvant pas s'exprimer ave l'opérateur booléen and, les requêtes



40 Chapitre 2. Les requêtes graphesC=Xquery → for_lause where_lause return_lausefor_lause → for_lause for_lause_e | for_lause_efor_lause_e → for var in /{}desendent-or-self::tnwhere_lause → where ondition | εondition → ondition and ondition_e | ondition_eondition_e → (égalitéor ) | (égalitéand ) | var == /Cégalitéor → égalitéor or égalité | égalitéégalitéand → égalitéand and égalité |égalitéégalité → var/{}axe::* == varreturn_lause → (var, . . . , var)Tab. 2.2 � Desription du Core Xquery oloré ave opérateurs d'égalitégraphes sont plus expressives que les requêtes onjontives. On souhaite don trouver unfragment de Xquery qui ait exatement la même expressivité que nos requêtes.Pour onstruire des requêtes graphes, il faut érire des requêtes ontenant des égalitésentre les n÷uds d'un doument. Pour ela, on utilise le méanisme de variables utilisé dansles expressions �wor de Xquery. Le but de ette setion est don de présenter la syntaxe deCore Xquery oloré ave égalité (voir la grammaire algébrique de la table 2.2), la sémantiqueassoiée et le lien ave les requêtes graphes.Quel est la di�érene entre es deux langages ? Les requêtes graphes peuvent-être dé�niesgraphiquement et, en e sens, elles sont simples d'utilisation (user friendly). Les requêtes duCore Xquery ave égalités onviennent mieux pour un utilisateur habitué à Xquery ou mêmeà tout langage de programmation.Remarque 2.4 C. Koh a très réemment dé�ni le Core Xquery dans [Koh, 2005a℄. Ses re-quêtes sont plus expressives que les n�tres dans le sens où elles permettent la omposition derequêtes. De plus, son langage est un langage de transformation d'arbre alors que C=Xqueryoloré est un langage de requête n-aire. Néanmoins, sa dé�nition du Core Xquery sans om-position donnée dans [Koh, 2005b℄ ressemble à la notre ar elle intègre la notion d'égalité.Nous avons toujours la spéi�ité de travailler sur des douments olorés.Commentons la syntaxe d'une requête C=Xquery oloré (f. table 2.2) :� axe fait référene à l'un des treize axes de navigation de Xpath7. tn est un test sur lesn÷uds (i.e. soit le symbole ∗, soit un le nom d'un label). En�n {C} fait référene à unensemble de ouleurs.� Une requête ontient une suite de for. Chaque for dé�nit une nouvelle variable var.Ensuite la requête ontient éventuellement une ondition dans une lause where. Elles'exprime omme une ondition sur des égalité. La requête se termine par une lausereturn qui est une suite ordonnée de variables.Deux variables apparaissant dans deux lauses for di�érentes doivent avoir un nom dif-férent. On prend don la notation lassique, qui onsiste à indier une variable par la pro-fondeur du for auquel elle se rapporte. Le n-uplet de variables de la lause return se note7Les treize axes sont : self, hild, desendant, desendant-or-self, parent, anestor, anestor-or-self, preeding,preeding-sibling, following, following-sibling, idref et ridref ; f. dé�nition 2.2
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(var1, . . . , varn). De plus haque variable utilisée dans la lause where ou dans la lause re-turn doit être dé�nie dans la lause for. Une dernière ontrainte onerne les raines. Unevariable x doit apparaître au plus une fois dans une lause var == /C.La sémantique de C=XQuery est la suivante : un n-uplet τ = (τ1 . . . τn) de n÷uds d'undoument D est séletionné par une requête q s'il existe une valuation σ entre les variables dela requête et les n÷uds du doument véri�ant :1. Pour toute lause for vari in /{}desendent_or_self::tn, le n÷ud σ(vari) appartientà un arbre dont la ouleur appartient à C. De plus, σ(vari) satisfait tn. Rappelons quele test ∗ est toujours vrai et que le test σ séletionne les n÷uds dont le label est σ.2. La ondition de la lause where est satisfaite.Une égalité vari/{}axe::* == varj est satisfaite si le ouple de n÷uds (σ(vari),

σ(varj)) appartient à la relation {}axe. De même vari == /C est vraie si σ(vari)satisfait le prédiat /C (page 19).Une ondition égalitéor est vraie si toutes les variables gauhes utilisées sont les mêmeset si l'une des égalités est vraie. Une ondition égalitéand est vraie si toutes les variablesgauhes utilisées sont les mêmes et si toutes les égalités sont vraies.Une ondition est vraie si toutes les onditions égalitéor et égalitéand sont vraies.3. Le n-uplet (τ1 . . . τn) est égal à (σ(var1), . . . , σ(varn))graphe2C=Xquery(q)% Entrée : une requête graphe totale q% Sortie : une requête C=Xquery oloré équivalente à q% Loale :pour tous les n÷uds v de q fairesi predv n'est pas le symbole /C alorsajouter une lause for : for varv in /{C}desendant-or-self::predvsinonajouter une lause for : for varv in /{C}desendant-or-self::*ajouter une égalité : varv == /C�n siajouter une lause égalitéboolv : boolv
a=(v,v′)∈arcs(q)

varv/axea::*==varv′si v est un n÷ud $i alorsvarv est la i-ème omposante de la lause return�n si �nTab. 2.3 � D'une requête graphe vers une requête C=Xquery oloré
Remarque 2.5 Dans la sémantique de C=Xquery ave des égalités une seule égalité entreles n÷uds est possible : le == qui désigne l'égalité d'identi�ant entre deux n÷uds (opérateur



42 Chapitre 2. Les requêtes graphesis de Xpath). La syntaxe et la sémantique de notre langage pourraient être étendues (sansompliation) en intégrant d'autres opérateurs d'égalités. En Xquery on peut aussi exprimerl'égalité de valeur, l'égalité de profondeur. . . entre deux n÷uds.Pour terminer ette setion, faisons le lien entre les requêtes graphes et le Core Xqueryolorés ave égalité. Le passage d'un modèle vers l'autre est dirigé par l'idée suivante : unelause for d'une requête C=Xquery oloré orrespond à un n÷ud d'un graphe et une égalité
vari/axe : :* == varj orrespond à ar étiqueté par �axe� entre les n÷uds vari et varj . En�nl'opérateur boolvari

est dé�ni par la ondition égalitéor (ou égalitéand) dont vari est le membregauhe. Il ne faut pas oublier que toutes les variables d'une requête C=Xquery doivent êtrea�etées à un n÷ud du doument. On retrouve don la notion de requête graphe totale. En fait,le théorème suivant énone l'équivalene entre l'expressivité de es deux langages de requêtes.Théorème 2.6 Les requêtes graphes totales dé�nies ave les primitives de l'ensemble PΣ,Cont la même expressivité que les requêtes du Core Xquery oloré ave égalité.Caratérisons les requêtes graphes totales. Notons raines(q) l'ensemble des n÷uds d'unerequête graphe q ayant une étiquette de la forme /C où C est un ensemble de ouleurs.Proposition 2.5 Toute requête graphe totale est équivalente à une requête graphe q satisfai-sant la propriété suivante : pour tout n÷ud v de q il existe un hemin uniquement étiqueté parl'opérateur and entre un n÷ud de raines(q) et v.Si q satisfait la ondition dérite i-dessus, alors q est une requête totale. Réiproquement,soit q =< N,A, $ > est une requête totale. Construisons la requête q̄ =< N ∪ N̄ ,A∪ {(n, n̄) |
n ∈ N}, $ > où N̄ est une opie de N . Les n÷uds de N̄ sont étiqueté par le ouple (/C , and)où C est l'ensemble de toutes les ouleurs. Les ars (n̄, n) sont étiqueté par {C}desendant-or-self. On exprime ainsi que tout n÷ud est le desendant de l'une des raines. La requête q̄ estéquivalente à q et satisfait la ondition syntaxique donnée dans la proposition i-dessus. Onremarquera que toutes les requêtes totales utilisées dans ette thèse véri�ent ette ondition.Pour montrer le théorème 2.6, utilisons les algorithmes de la table 2.4 et de latable 2.3 : graphe2C=Xquery transforme une requête graphe totale en requête C=Xqueryet C=Xquery2graphe(q) fait le travail inverse.Les deux exemples suivants ont pour but d'illustrer l'équivalene entre les deux types derequêtes. Pour ela, on montre le fontionnement des algorithmes donnés dans la table 2.4.Exemple 2.4.1 :La �gure 2.13 montre la requête graphe assoiée à la requête C=Xquery suivante :for x1 in /{C1}desendent-or-self::afor x2 in /{C1}desendent-or-self::*for x3 in /{C2}desendent-or-self::*where (x1/{C1}ancestor::∗ == x2 or x1/{C2}ancestor::∗ == x3) and(x2/{C1}child::∗ == x3)return x1



2.4. Complexité et expressivité des requêtes graphes 43C=Xquery2graphe(q)% Entrée : une requête C=Xquery oloré q% Sortie : une requête graphe (totale) équivalent à q% Loale :pour toutes les lauses for vari in /{}desendent-or-self::tn faireréer un n÷ud n/C = (/C, and)réer un n÷ud vari = (tn, and)ajouter un ar {C}desendent-or-self de n/C vers vari�n pourpour toutes les onditions égalitéop de variables gauhe vari faireréer un n÷ud e = (∗, op)ajouter un ar self entre vari et epour toutes les égalité vari/{C}axe::* == varj faireajouter un ar {C}axe entre e et le n÷ud varj�n pour�n pourpour toutes les égalités vari == /C faire
/C est le booléen assoié au n÷ud vari�n pourpour tous les n÷uds vark de la lause return fairele n÷ud vark est le séletionneur $k�n pour�nTab. 2.4 � D'une requête C=Xquery oloré vers une requête graphe

Exemple 2.4.2 :La proédure graphe2C=Xquery donnée dans la table 2.3 transforme la requête de la�gure 2.14 en la requête C=Xquery suivante :for x1 in /{C}desendent-or-self::*for x2 in /{C}desendent-or-self::*for x3 in /{C}desendent-or-self::awhere x1 == /C1
and (x1/{c1}desendent-or-self::* == x2) and(x2/{c1}hild::* == x3 or x2/{c2}idref::* == x3)return (x2, x3)Pour étudier la omplexité de l'évaluation d'une requête C=Xquery oloré ave égalité,utilisons le orollaire 2.1 et le théorème 2.6 pour montrer le théorème suivant :Théorème 2.7 Évaluer une requête C=Xquery oloré ave égalité sur un doument XMLoloré est un problème NP-omplet.
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Fig. 2.13 � Requête graphe onstruite à partir d'une requête C=Xquery oloré
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Fig. 2.14 � Requête graphe totalePreuve : Le point lé est que les algorithmes graphe2C=Xquery et C=Xquery2graphesont PTIME.On peut don résoudre le problème de l'évaluation d'une requête graphe totale en évaluantune requête C=Xquery oloré. Ce premier problème étant NP-dur (orollaire 2.1), l'évaluationde C=XQuery l'est aussi.Comme il est possible d'évaluer une requête C=Xquery oloré ave une requête graphe, leproblème est NP (théorème 2.5).
◭Remarque 2.6 Il est possible d'étendre la syntaxe de C=Xquery oloré pour ajouter un opé-rateur de négation. On ajoute la règle suivante à la grammaire de la table 2.2 :ondition → not(C=Xquery)Si q est une requête, le prédiat not(q) est vrai si le résultat de q est vide.



2.5. Conlusion 45Du point de vue de la omplexité, l'évaluation devient PSPACE-omplet. La preuve n'estpas présentée ar elle n'utilise pas les requêtes graphes. Elle est de plus très semblable à elleprésentée dans [Koh, 2005b℄.2.5 ConlusionLe but de e hapitre était d'étudier les requêtes graphes pour les douments XML oloré.Un doument XML oloré est un ensemble d'arbres XML qui se partagent des n÷uds. Nosrequêtes sont dé�nies à partir des axes de navigations de XPath et XQuery. On utilise en plusdeux axes qui permettent de naviguer dans un doument en utilisant ses référenes.Deux types de requêtes graphes existent déjà : les requêtes du Core XPath et les requêtesonjontives. On a étendu leur expressivité des douments XML vers le XML oloré. Cettetransformation s'est faite sans modi�ation de la omplexité du problème de l'évaluation.Nous avons en�n montré qu'évaluer une requête graphe est un problème NP-omplet.Pour étudier l'expressivité de notre langage, nous avons onstruit un fragment de XQuery,C=XQuery oloré, équivalent aux requêtes graphes. Ce fragment permet de dé�nir l'égalitéentre les n÷uds.Travaux en oursNous nous intéressons aux points suivants :� Dans e hapitre, les primitives de PΣ,C ont été restreintes aux axes du Core XPath et auxtests sur les balises. La question à se poser est don : quel est le plus grand fragment deXPath (XQuery) qui puisse être exprimé ave des requêtes graphes ? Comment garantirque l'évaluation reste un problème NP? Pour l'instant, nous travaillons sur la fontionount.� La seonde piste, peut être à plus long terme, est de proposer des algorithmes pour op-timiser les requête graphes. L'idée qui semble la plus prometteuse est elle qui s'inspirede l'algorithme hase pour les requêtes onjontives (voir [Amer-Yahia et al., 2001℄ pourune appliation aux requêtes twig). Le prinipe est de réérire la requête en une requêteéquivalente : pour ela, on utilise des redondanes qui proviennent soit de la sémantiquedes axes (les requêtes /desendant-or-self : :* et /desendant-or-self : :*/anestor-or-self : :* sont équivalentes ) soit de ontraintes véri�ées par le doument (si tous lesn÷uds auteur ont un �ls nom alors le prédiat [auteur/hild : :nom℄ peut se simpli�eren [auteur℄). Sur le même prinipe, mais beauoup plus ambitieux, on peut s'inspirerdes travaux de N. Bruno, N. Koudas et D. Srivastava [Bruno et al., 2002℄ qui amé-liorent la omplexité en espae (en diminuant le nombre de jointures) des algorithmesde [Al-Khalifa et al., 2002℄ pour l'évaluation des requêtes twig.
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Chapitre 3Douments représentés par ungraphe : ontraintes d'inlusions
3.1 IntrodutionL'objetif de ette thèse est d'étudier les propriétés des données semi-struturées modéliséespar un graphe. Les hemins étant une aratéristique prinipale des graphes (ils permettent ene�et de naviguer dans une donnée et d'en visiter les noeuds) la notion de requêtes régulièrespermet d'interroger une donnée à partir de ses hemins. Le but de e hapitre est don deprésenter es requêtes et d'étudier des ontraintes sur les hemins d'une donnée.Dans e hapitre, le adre des données semi-struturées n'est pas limité aux as des do-uments XML olorés. Nous utilisons en e�et le modèle d'éhange de données (OEM- ObjetExhange Model) proposé dans [Abiteboul et al., 2000℄. Si A désigne un alphabet �ni de la-bels, une donnée semi-struturée est un triplet < N,Racines, T > où N est un ensemblede noeuds, Racines est un sous-ensemble de N et désigne les raines de la donnée. En�n
T inlus dans N × A × N désigne l'ensemble des ars de la donnée. On onsidère donles données semi-struturées omme des graphes orientés étiquetés à plusieurs raines. Parexemple, des pages HTML (une page est un noeud, un lien est un ar, la page d'aueil estune raine) se modélisent par des graphes. En�n, les données XML (Extensible Markup Lan-guage [Bray et al., 1998℄) peuvent être vues omme des graphes. Cette vision ne permet plusd'utiliser les axes du Core Xpath, tel que preeding, qui utilisent l'ordre des frères.La donnée représentée dans la �gure 3.1 dérit un ensemble de ompagnies d'assurane etd'assurés. Chaque assuré peut être lient de plusieurs ompagnies : il n'est pas obligé d'assurersa voiture et son habitation au même endroit. En�n, un assuré peut avoir des ayants-droitsqui peuvent, eux aussi, être assurés.Requêtes :Pour naviguer dans une donnée, on utilise des expressions régulières qui permettentde former des hemins dans le graphe qui représente la donnée. On retrouve de telles re-quêtes dans UnQL [Buneman et al., 1996℄ ainsi que dans Lorel [Abiteboul et al., 1997℄ lan-gage de requêtes dé�ni dans le adre du projet Lore. En�n, diverses propositions faitespour interroger un doument XML utilisent fortement la notion de hemins. On peut par47
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Fig. 3.1 � Une représentation de donnée semi-struturée.exemple iter XML-QL [Deutsh et al., 1999℄, XQL [Rogie et al., 1998℄, Quilt ou plus réem-ment XQuery [Berglund et al., 2002b℄.Le résultat de la requête régulière q sur une donnée D est l'ensemble D(q) de noeuds aes-sibles depuis l'une des raines par un hemin étiqueté par un mot de q. Un n÷ud n d'une donnée
D appartient à D(q) s'il existe un mot u du langage dérit par q et un hemin étiqueté par ujoignant l'une des raines de D et le noeud n. Dans la suite de e hapitre, on ne fait plus la dif-férene entre le mot u d'une requête régulière et les hemins étiquetés par u dans une donnée.Par exemple, ompagnie, ompagnie.gère, assuré.ayant-droit.voiture sont des heminsde la donnée dérit dans la �gure 3.1. L'expression régulière ompagnie.(gère.voiture)∗ estune requête régulière dont le résultat est {2, 3, 4, 8}.Contraintes de hemins :Il est utile d'avoir des informations sur les hemins d'une donnée, sur les noeuds qu'ils at-teignent et sur la struture sous-jaente de es hemins (pour optimiser une requête régulière,pour dérire la donnée. . . ). Les ontraintes de hemins sont une partie de ette information.Trois grandes lasses de ontraintes existent [Alehina et al., 2003℄ : les ontraintes d'inlu-sions, les ontraintes inverses et les ontraintes lollipop (�gure 3.2).Une ontrainte d'inlusion s'érit p � q où p et q sont des requêtes régulières. Une donnée
D satisfait (est un modèle d') une telle ontrainte si tout noeud résultat de p est aussi résultatde q. Une ontrainte inverse s'érit p �i q où p et q sont des requêtes régulières. Une donnée
D satisfait une telle ontrainte si de tout noeud aessible par p à partir d'une raine r onpeut rejoindre le n÷ud r ave un mot de q. En�n une ontrainte lollipop est une ontrainted'inlusion qui s'exprime dans un ontexte  : la ontrainte c  p � q (c, p et q sont desrequêtes régulières) est satisfaite par une donnée D si la ontrainte p � q est satisfaite à partirde tout noeud appartenant à D(c).Nous illustrons maintenant omment les ontraintes de hemins permettent d'optimiserdes requêtes. Cette optimisation se base sur la reherhe de requêtes équivalentes : deux re-quêtes p et q sont équivalentes par rapport à un ensemble de ontraintes C si quelque soit ladonnée D modèle de C les ensembles D(p) et D(q) sont égaux. Par exemple, toute donnéesatisfaisant la ontrainte ompagnie.gère.voiture � ompagnie satisfait aussi la ontrainte
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p � q p �i q c p � qFig. 3.2 � Di�érents types de ontraintes de hemins.ompagnie.(gère.voiture)∗ ≡ ompagnie. Dans e as, on peut réérire une requête déri-vant un langage in�ni (ompagnie.gère.voiture∗) en une requête équivalente qui dérit unlangage �ni.A�n de réaliser es optimisations, plusieurs problèmes sont à résoudre : l'un de es pro-blèmes onsiste à manipuler les ontraintes impliquées par un ensemble de ontraintes. C'estle problème de l'impliation . Un autre problème est de trouver, à partir d'un ensemble deontraintes C et d'une requête q, une requête qf équivalente à q, dérivant un langage �ni.C'est le problème de l'équivalent �ni par rapport à un ensemble de ontraintes C.Le problème de l'impliation :Un ensemble de ontraintes de hemins C implique une ontrainte de hemin c si toutmodèle de C est aussi un modèle de c. On note ette impliation par C |= c.Un moyen très lassique d'étudier les ontraintes d'inlusions est d'utiliser la logique. Leprinipe de base est d'érire une formule logique qui dérit la ontrainte. Dans e adre, uneontrainte est véri�ée par une donnée si ette donnée est un modèle de la formule. De mêmele problème de l'impliation se traduit failement en logique. En e�et si C = {ci, 1 ≤ i ≤ n}est un ensemble de ontraintes et c une ontrainte alors C |= c si et seulement si la formule
c1 ∧ c2 ∧ . . . ∧ cn ⇒ c est valide (i.e. vraie pour toutes les données).Quelles sont les logiques qui permettent de apturer les ontraintes d'inlusions ? Il est bienonnu que la sémantique de la famille des logiques modales est dé�nie sur les graphes grâe auxmodèles de Kripke [Kripke, 1971℄. Ces logiques permettent d'exprimer des propriétés simplessur les graphes. Le problème des logiques modales est que l'on ne peut pas nommer un noeud(pris individuellement) e qui nous empêhe d'exprimer les ontraintes d'inlusions.Deux solutions sont proposées pour ontourner e problème : l'utilisation dePDL [Alehina et al., 2003℄ ou l'utilisation d'une logique hybride [Bidoit et al., 2004℄.N. Alehina, S. Demri et M. de Rijke dé�nissent dans [Alehina et al., 2003℄ la logiquePDLpath pour exprimer les ontraintes d'inlusions. PDLpath est un fragment de CPDL quiontient des nominaux [De Giaomo, 1995℄. La spéi�ité de ette logique réside dans l'utili-sation d'un opérateur inverse qui permet, entre autre, de remonter un hemin (i.e. des noeudsaessibles vers une raine). Une ontrainte d'inlusion p � q peut alors s'exprimer par uneformule dont l'interprétation est : il existe à partir de tout noeud aessible par p un hemininverse de q qui atteint une raine.N. Bidoit, S. Cerrito et V. Thion proposent dans [Bidoit et al., 2004℄ une logique hybridemultimodale qui permet d'exprimer les ontraintes d'inlusions. Cette logique introduit unopérateur qui permet de nommer un noeud ave une variable. Par exemple, la ontrainte



50 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions
p � q s'exprime ave une formule signi�ant que tout noeud x aessible depuis la raine par
p doit aussi être atteint, depuis la raine, par q. Cette logique hybride permet aussi de dé�nirune extension de la notion de DTD dans laquelle on peut expliitement assoier un type à uneréférene.La limite de es solutions est que les algorithmes anoniques assoiés sont génériques etne sont pas forément e�aes pour traiter le as partiulier des ontraintes d'inlusions.Déjà dans [Alehina et al., 2003℄, les auteurs introduisent des algorithmes ad ho pour étudier�nement la omplexité de ertains problèmes.L'un des buts de e hapitre est don de proposer des algorithmes optimaux pour l'impli-ation de ontraintes. Dans ette optique, nous nous restreignons aux ontraintes d'inlusions.Nous restreignons également le type des ontraintes d'inlusions étudiées a�n de dé�nir desalgorithmes spéialisés et d'étudier la omplexité du problème de l'impliation. Soient p et qdeux requêtes régulières, u et v deux mots :� la ontrainte p � q est une ontrainte d'inlusion,� si p et q dérivent un langage �ni, la ontrainte est dite ontrainte d'inlusion �nie ,� une ontrainte de la forme p � u est dite ontrainte bornée,� une ontrainte de mots est de la forme u � v,� et en�n la ontrainte u ≡ v (i.e. u � v ∧ v � u ) est dite égalité de mots.Il existe des ontraintes sur les hemins d'un graphe qui sont plus générales que lesontraintes d'inlusion. Nous ne les étudirons pas dans e hapître, ar le problème de l'impli-ation est déjà onnu pour être indéidable [Alehina et al., 2003℄.Deux modèles de graphe o-existent dans la littérature : les données peuvent soit avoir uneunique raine ([Buneman et al., 1999, Abiteboul et al., 2000, Alehina et al., 2003℄), soit avoirplusieurs raines [Milo and Suiu, 1999℄. Nous nous plaçons ii dans le adre le plus général,elui des données à plusieurs raines. La majorité des résultats et des tehniques proposés sontnéanmoins similaires au as des données enrainées. En e�et, nous prouvons que le problèmede l'impliation pour des graphes enrainés est équivalent au problème de l'impliation pourles graphes à plusieurs raines dès lors que toutes les requêtes apparaissant dans l'ensemblede ontraintes C ne ontiennent pas ε (ε-free). Comme dans le as enrainé, le problème del'impliation est 2-EXPTIME. Nous donnons aussi un algorithme, PSPACE, de déision pourl'impliation d'une ontrainte p � q par un ensemble de ontraintes bornées de la forme pi � uioù les pi sont des requêtes et les ui sont des mots. Nous montrons de plus que le problème estPSPACE-omplet.Dans le as partiulier des égalités de mots, nous avons un algorithme ad-ho pour déiderde l'impliation de ontraintes. On améliore l'algorithme ubique de [Buneman et al., 1999℄ quiutilise des ontraintes de mots inverse en proposant un algorithme quasi-linéaire. On prouveque dans le as très partiulier des ontraintes d'égalités de mots, le problème de l'impliationest équivalent au problème de l'impliation sur les modèles déterministes et omplets.Reherhe d'un équivalent �ni :Une requête régulière a une borne �nie (resp. a un équivalent �ni) par rapport àun ensemble C de ontraintes d'inlusions, s'il existe une requête régulière f telle que
C |= p � f (resp. C |= p ≡ f) et L(f), le langage dérit par f , est �ni. Par exemple,omme toute donnée satisfaisant la ontrainte assuré.ayant-droit.voiture.gère
≡ assuré.(ayant-droit.voiture.gère)2 satisfait aussi la ontrainte



3.2. Requêtes régulières de hemins 51assuré.(ayant-droit.voiture.gère)+ ≡ assuré.ayant-droit.voiture.gère, ondéduit que la requête assuré.(ayant-droit.voiture.gère)+ a un équivalent �nipar rapport à l'ensemble de ontraintes {assuré.ayant-droit.voiture.gère ≡assuré.(ayant-droit.voiture.gère)2}. Plus généralement, si une requête q a unéquivalent �ni, on peut trouver une requête �nie f dont le résultat oïnide ave le résultatde q.Nous étendons les travaux de [André et al., 1999℄ qui étudie le problème des bornes �niesà partir d'un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées. Nous donnons deux algorithmes.L'un alule une borne �nie de q si la requête q en possède une. L'autre alule, si possible,une requête �nie équivalente à q. Dans es deux as, nous onstruisons un transduteur quitransforme une requête en une requête plus grande (équivalente) au sens de l'inlusion deontraintes.Comme dans le as de l'impliation, la omplexité du problème est meilleure dans le asdes ontraintes d'égalités de mots. En e�et, il existe un algorithme PTIME qui déide si unerequête régulière q a un équivalent �ni (si la réponse est positive, on sait onstruire etterequête �nie). Pour évaluer e bon résultat théorique nous avons développé QRIC (Query Re-writing with Inlusion Constraints, [Debarbieux and Luhier, 2004℄) un outil qui implémenteet algorithme. Nous avons utilisé QRIC, pour évaluer les optimisations possibles ave desontraintes d'égalités sur des benhmarks.Modèle exat (�ni) :Le troisième point qui est abordé onerne les modèles de ontraintes d'inlusions. Ilest évident que le graphe omplet réduit à une raine satisfait n'importe quel ensemble deontraintes. La problématique étudiée onerne les modèles exats : un modèle de C est ditexat s'il satisfait uniquement les ontraintes satisfaites par tous les modèles de C. Autrementdit, une donnée DC est un modèle exat de C si DC |= p � q si et seulement si C |= p � q.Nous expliquons pourquoi tout ensemble de ontraintes d'inlusions a un modèle exat.On se pose don la question : un ensemble de ontraintes C a-t-il un modèle exat �ni ? Cemodèle �ni permet de tester si une ontrainte est impliquée par un ensemble de ontraintes. Ilgarantit aussi que toutes les requêtes régulières ont un équivalent �ni par rapport à l'ensemblede ontraintes C.Dans un premier temps, nous onsidérons le as de ontraintes bornées (p � u où p est unerequête régulière et u est un mot). Dans e as, nous proposons une aratérisation déidabledes ensembles C qui ont un modèle exat �ni. De plus, nous donnons un algorithme e�etifqui alule un tel modèle quand il existe.Deuxièmement, nous onsidérons uniquement les égalités de mots (u ≡ v où u et v sontdes mots). Dans e as, nous donnons un algorithme plus e�ae pour déider de l'existened'un modèle exat �ni et pour la onstrution éventuelle d'un tel modèle.3.2 Requêtes régulières de heminsCette setion présente les données modélisées par un graphe orienté multi-raines dontles ars sont orientés. A partir des hemins de e graphe, on présente les requêtes régulières



52 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionset les ontraintes d'inlusions. Pour terminer, quelques résultats généraux sur le problème del'impliation et sur les modèles exats sont présentés.Les notions suivantes sont elles utilisées par S. Abiteboul et V. Vianudans [Abiteboul and Vianu, 1997℄.Soit A un alphabet �ni de labels.Dé�nition 3.1 Une donnée semi-struturée est un triplet D =< N, Raines, T > dans le-quel :� N est un ensemble dénombrable de n÷uds� Raines, l'ensemble des raines, est un sous-ensemble de N ,� T , l'ensemble des transitions, est un sous-ensemble dénombrable de N ×A×N .Remarquons que si l'ensemble de n÷uds N est �ni alors la donnée D est �nie. Danse as, la taille de D, notée |D| est la somme de son nombre de n÷uds et de son nombrede transitions. De plus, omme N et T sont des ensembles dénombrables, tout n÷ud d'unedonnée semi-struturée peut avoir un nombre in�ni d'ars entrants et un nombre in�ni d'arssortants. En�n, si l'ensemble de raines Racines est un singleton la donnée est dite enrainée.Dé�nition 3.2 Une donnée semi-struturée < N, Raines, T > est� déterministe si elle est enrainée et si pour tout n÷ud n dans N , tout label l dans A, ily a au plus une transition (n, l, n′) dans T .� omplète si l'ensemble Raines n'est pas vide et si pour tout n÷ud n dans N , tout label
l dans A, il y a au moins une transition (n, l, n′) dans T .Maintenant que les données semi-struturées sont dé�nies, il est possible de dé�nir lesrequêtes régulières.Dé�nition 3.3� Soient D =< N,Racines, T > une donnée semi-struturée, u un mot de A∗ et N ′ unsous-ensemble de N . On dé�nit D(N ′, u) par :1. si u = ε, alors D(N ′, u) = N ′2. si u = u′a (u′ est un mot et a est un label appartenant à A)

D(N ′, u) = D(D(N ′, u′), a) = {n ∈ N | ∃n′ ∈ D(N ′, u′), (n′, a, n) ∈ T}� Une requête régulière p est une expression régulière sur l'alphabet A.� L(p) désigne le langage dé�ni par p.� Le résultat de la requête p sur la donnée D à partir de l'ensemble de noeuds N ′ estl'ensemble D(N ′, p) = ∪
u∈L(p)

D(N ′, u).Remarque 3.1 Dans la suite de ette thèse, par similitude ave la dé�nition donnée i-dessus,si A est un automate de mots et u est un mot, alors A(u) désigne l'ensemble des états de Aaessibles par le mot u (à partir d'un état inital de A).Par onvention, si N ′ est l'ensemble des raines, on note D(N ′, u) par D(u).



3.3. Les ontraintes d'inlusions 53Cette dé�nition permet de dé�nir la omposition de deux requêtes. Soient p et qdeux requêtes régulières, évaluer la requête p ◦ q (omposition de p par q) sur la donnée
D =< N,R, T > dans le ontexte N ′, revient à aluler D(N ′, p ◦ q) = D(D(N ′, q), p).Il reste à donner un algorithme, qui étant donnée une requête q, une donnée �nie D etun ensemble de n÷uds N ′, alule D(N ′, q) [Debarbieux, 2004℄. Pour ela, nous utilisons lanotion de produit artésien, non pas omme outil qui permet de aluler l'intersetion de deuxlangages, mais omme un algorithme qui onstruit une relation entre les n÷uds de la donnéeet les n÷uds d'un automate Aq qui reonnaît la requête q. L'idée est d'utiliser le lien entreles hemins du produit et les hemins des automates d'origine, pour mettre en relation lesn÷uds séletionnés par une requête q et les états �naux de Aq. En e�et, on peut représenterle graphe �ni D et l'ensemble N ′ omme un automate DN ′ : transformons D en automatedans lequel tous les états sont �naux et dans lequel les noeuds de N ′ sont des états initiaux.On alule le produit artésien entre l'automate DN ′ et un automate Aq =< A,Qq, Iq, Fq, δ >qui reonnaît la requête régulière q. On dé�nit ensuite la relation R sur N × Qq par (n, qq)appartient à R si l'état (n, qq) est un état aessible du produit artésien. On onstruit en�n
D(N ′, q) en prenant l'ensemble des n÷uds n tels qu'il existe un état �nal qf de Aq véri�ant
(n, qf ) appartient à R :

D(N ′, q) = {n ∈ N | ∃qf ∈ Fq ∧ (n, qf ) ∈ R}L'algorithme de Gluskov [Gluskov, 1961℄ permettant de onstruire en temps ubique, àpartir d'une requête régulière p, un automate (dont la taille est quadratique dans la taille de
p) qui reonnaît le langage L(p), l'algorithme qui évalue une requête p sur un donnée D a unedata omplexité qui est en O(max(|D|, |p|).|p|2).3.3 Les ontraintes d'inlusionsDans ette setion, on donne la dé�nition des ontraintes d'inlusions et on présente lesproblèmes de l'impliation et des modèles exats �nis :Dé�nition 3.4� Une ontrainte d'inlusion est une expression de la forme p � q où p et q sont desrequêtes régulières.� Une donnée D satisfait (est modèle d') une ontrainte d'inlusion p � q, noté D |= p � q,si l'ensemble de noeuds D(p) est inlus dans D(q).� D satisfait un ensemble C de ontraintes d'inlusions, noté D |= C, si D satisfait toutesles ontraintes présentes dans C.Dans la suite de ette thèse, si p et q sont deux requêtes régulières, alors p ≡ q désigne laonjontion p � q et q � p.3.3.1 Le problème de l'impliationDans ette setion, le problème de l'impliation et le problème de l'équivalene entre re-quêtes sont prouvés omme étant 2-EXPTIME.



54 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsPour ommener, dé�nissons le problème de l'impliation d'une ontrainte d'inlusion p � qpar un ensemble de ontraintes C.Dé�nition 3.5 Un ensemble de ontraintes d'inlusions C implique une ontrainte d'inlusion
p � q (e qui se note C |= p � q) si tout modèle de C satisfait aussi la ontrainte p � q.Dé�nition 3.6� Problème de l'impliation :Entrée : un ensemble de ontraintes C et deux requêtes régulières p et qSortie : vrai si et seulement si C |= p � q.� Problème de l'équivalene :Entrée : un ensemble de ontraintes C et deux requêtes régulières p et qSortie : vrai si et seulement si C |= p ≡ q.Une propriété bien onnue est que le problème de l'impliation et le problème de l'équi-valene sont équivalents. En e�et, omme l'union D(p) ∪D(q) est égale à D(p + q), D est unmodèle de p � q si et seulement si D est un modèle de p+ q ≡ q. La propriété suivante montreomment transformer le problème de l'impliation en un problème d'équivalene :

C |= p � q si et seulement si C |= q + p ≡ q (3.1)Dans le but d'étudier la déidabilité et la omplexité de e problème on ne onsidère, àpartir de maintenant, que des ensembles �nis de ontraintes d'inlusions. Si p � q est uneontrainte, alors |p � q| est la taille de ette ontrainte. C'est la somme |p|+ |q| où |p| est lalongueur de l'expression régulière p. Pour un ensemble de ontraintes C, la taille de C est lasomme des tailles de toutes les ontraintes présentes dans C.La notion d'équivalene utilisée dans l'équation 3.1 est une �logspae many-one transfor-mation�. En e�et onstruire l'expression p+q à partir de p et q requiet un espae suplémantaireonstant. Tous les résultats de ompléxité valide pour l'impliation le seront pour l'équivaleneet vie-versa.Dans [Abiteboul and Vianu, 1997℄, S. Abiteboul and V. Vianu ont prouvé le résultat sui-vant dans le as des données enrainées et pour lesquelles haque noeud a un nombre �ni d'arssortants. Leur preuve peut failement être adaptée au type de donnée que nous onsidérons.Proposition 3.1 Un ensemble C de ontraintes d'inlusions implique une ontrainte d'inlu-sion p � q si et seulement si pour toute donnée �nie D telle que D |= C, D |= p � q.Preuve : Soit C = {pi � qi, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions.Si C |= p � q alors pour toute donnée �nie D telle que D |= C, D |= p � q est le sens failede l'équivalene.Soient p0 et q0 deux requêtes régulières telles que C 6|= p0 � q0. Soit D =< ND, RD, TD >un ontre exemple à C |= p0 � q0 i.e. une donnée telle que D |= C et D 6|= p0 � q0.Construisons, à partir de D, une donnée �nie Df telle que Df |= C et Df 6|= p0 � q0.Soit ≡ la relation d'équivalene dé�nie sur A∗ × A∗ par u ≡ v si pour tout mot w, pourtoute requête régulière q dans {pi, qi, 0 ≤ i ≤ n} le mot uw appartient à L(q) si et seulement



3.3. Les ontraintes d'inlusions 55si vw appartient à L(q) (la semi-ongruene de Nerode). Soit 1 la relation d'équivalene (lasemi-ongruene) dé�nie sur ND ×ND par n 1 n′ si pour tout mot u tel que n appartient à
D(u) il existe un mot v équivalent à u tel que n′ appartienne à D(v) (et vie versa). Notons
[n] la lasse d'équivalene du noeud n.Il est alors possible de dé�nir Df =< Nf , Rf , Tf > une donnée �nie par :� Nf = {[n] | n ∈ ND}� Rf = {[n] | ∃r ∈ RD r 1 n}� Tf = {([n′], x, [n]) | ∃n′

1, n1 (n 1 n1) ∧ (n′
1 n′

1) ∧ (n′
1, x, n1) ∈ TD}Dans un premier temps, on montre par réurrene la propriété suivante :

[n] ∈ Df (u)⇒ ∃v ≡ u | n ∈ D(v) (3.2)Travaillons sur la longueur de u. Si u est le mot vide alors [n] est l'une des raines de Df . Ilexiste don un noeud r tel que r soit une raine de D et n 1 r. n 1 r implique qu'il existe unmot v équivalent à ε tel que n appartienne à D(v).
Df

D

[n′]

n′

1

[n]

n1

n′ n

v

w (2)
w” (4)

x

w’ (3) x (1)
n′

1 1 n′

w ≡ w′ ≡ v et w′x ≡ w′′ ≡ vx

n1 1 n

Si u = vx il existe deux noeuds [n] et [n′] de Df tel que [n′] est aessible par v et
([n′], x, [n]) est une transition de Tf (la �gure i-dessus représente les quatre étapes de lapreuve).1. D'après la dé�nition de Tf il existe deux noeuds n′

1 et n1, équivalents respetivement à
n′ et à n, tel que (n′

1, x, n1) appartienne à T .2. L'hypothèse de réurrene garantit que n′ est aessible par un mot w équivalent à v.3. Comme n′ est équivalent à n′
1 il existe un mot w′ équivalent à w tel que n′

1 appartienneà D(w′) don n1 appartient à D(w′x).4. Comme n et n1 sont équivalents il existe un mot w′′ équivalent à w′x tel que n appar-tienne à D(w′′). Comme w′ est équivalent à v, w′x est équivalent à vx et don w′′ estéquivalent à u. On a montré que n est aessible par w′′.Une seonde propriété importante est :
n ∈ D(u)⇒ [n] ∈ Df (u) (3.3)Raisonnons par réurrene sur la longueur de u. Si u est le mot vide alors n est l'une des rainesde D et [n] est l'une des raines de Df . Si u = vx alors n appartient à D(u) e qui signi�e qu'ilexiste un noeud n′ tel que n′ appartienne à D(v) et (n′, x, n) est l'une des transitions de TD.Par réurrene, [n′] appartient à Df (v) et par dé�nition de Tf , ([n′], x, [n]) est une transitionde Tf i.e. [n] est aessible par u.



56 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsEn utilisant la dé�nition de ≡, il est maintenant possible d'utiliser 3.2 et 3.3 ave toutesles requêtes q de l'ensemble {pi, qi, 0 ≤ i ≤ n}. On obtient alors :
[n] ∈ Df (q) si et seulement si n ∈ D(q) (3.4)En e�et, si [n] appartient à Df (q), il existe un mot uq de L(q) tel que [n] ∈ Df (uq). D'aprèsla relation (3.2) il existe un mot w équivalent à uq qui atteint n dans D. Par dé�nition de ≡,

uq appartient à L(q) implique que w appartienne à L(q) et don n appartient à D(q).On peut alors terminer la preuve. En e�et, Df |= C ar pour i plus grand que 1, [n] ∈ Df (pi)implique que n ∈ D(pi) et don n ∈ D(qi) (ar D |= C) d'où [n] ∈ Df (qi). En�n Df 6|= p0 � q0,ar si Df |= p0 � q0 alors D |= p0 � q0 (p0 et q0 satisfont 3.4) e qui est ontraditoire aveles hypothèses. On a don réussit à onstruire une donnée �nie Df telle que Df |= C et
Df 6|= p0 � q0. ◭Cette proposition est essentielle pour montrer que le problème de l'impliation est déi-dable. En e�et, si un ensemble de ontraintes d'inlusions C n'implique pas une ontrainted'inlusion p0 � q0, il existe une donnée �nie Df telle que Df soit un modèle de C et que Dfne soit pas un modèle de p0 � q0. Nous savons, grâe à la preuve de la proposition 3.1, que lataille de Df peut être exponentiellement plus grande que la somme |C|+ |p0|+ |q0| (i.e. |Df |est en O(2|C|+|p0|+|q0|)). Dans le but de déider si C |= p0 � q0 il su�t de tester sur un nombre�ni de données s'il existe un ontre exemple à C |= p0 � q0. On a en fait montré le théorèmesuivant :Théorème 3.1 Le problème de l'impliation pour C, p, q est 2-EXPTIME.La preuve de e théorème montre en fait que le problème est NEXPTIME (lasse quiregroupe les problèmes qui peuvent être résolus en temps exponentiel pour une mahine nondéterministe : NEXPTIME = ∪k≥0NTIME(2nk

)).La proposition suivante ompare le as des graphes enrainés et elui des graphes à plu-sieurs raines. Pour faire ette omparaison, nous avons besoin de distinguer le as où leslangages présents dans les ontraintes d'inlusions ne ontiennent pas le mot vide (on ditalors qu'ils sont ε-free). On note |=1 l'impliation sur les données enrainées. Dans le as deontraintes de la forme pi � qi où les pi et les qi sont ε-free, alors l'impliation pour les donnéesà plusieurs raines est équivalente à l'impliation pour les données enrainées :
a

{a � ε} 6|= a ≡ aa

a

b

{ε � a + b} 6|= ε � aa + bbFig. 3.3 � Di�érenes entre |= et |=1



3.3. Les ontraintes d'inlusions 57Proposition 3.2 Soient C = {pi � qi, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions, p0et q0 deux requêtes régulières telles que pour tout i plus grand que 1, pi et qi sont ε-free. On aalors :
C |= p0 � q0 si et seulement si C |=1 p0 � q0Preuve : Il est évident que C |= p0 � q0 implique que C |=1 p0 � q0. Étudions la réiproque :Supposons que C |=1 p0 � q0 et montrons que C |= p0 � q0. Pour ela il faut montrerque si D =< N,R, T > est un modèle de C alors D est un modèle de la ontrainte p0 � q0.Construisons le modèle enrainé Dr =< N ∪{r}, {r}, T ∪{(r, x, n) | ∃r′ ∈ R∧(r′, x, n) ∈ T} >(dans la théorie des automates, ette onstrution s'appelle standardisation). On supprimedans Dr tous les noeuds qui sont devenus inaessibles et on obtient un résultat bien onnu :

∀u ∈ A+ D(u) = Dr(u) (3.5)Pour toute requête régulière q, qε désigne une requête régulière telle que L(qε) = L(q)\{ε}.On déduit de (3.5) que pour tout ouple de requêtes (p, q) D |= pε � qε si et seulement si
Dr |= pε � qε. Comme toutes les requêtes présentes dans C sont ε-free et que D est un modèlede C, Dr est un modèle de C. On a démontré que Dr |= p0 � q0.Comme ε est le seul mot atteignant le n÷ud r dans la donnée Dr, on a Dr(p

ε
0) = Dr(p0)\{r}et Dr(q

ε
0) = Dr(q0) \ {r}. On déduit de Dr |= p0 � q0 que D |= pε

0 � qε
0 (f. équation 3.5).Si ε n'appartient pas à L(p0) alors D |= p0 � pε

0. De plus D |= qε
0 � q0 étant toujours vrai,on peut onlure que D |= p0 � q0.En�n si ε est un mot de L(p0) il faut montrer qu'il appartient aussi à L(q0). Comme rappartient à Dr(p0) et que Dr |= p0 � q0, le noeud r est aessible par q0. r n'étant aessibleque par ε, e mot appartient à L(q0). On sait déjà que D(pε

0) est inlus dans D(qε
0). On a don

D(pε
0) ∪R est inlus dans D(qε

0) ∪R e qui signi�e que D |= p0 � q0. ◭Remarque 3.2 La proposition 3.2 devient fausse si l'une des ontraintes ontient le motvide :Par exemple pour tout mot u, pour toute donnée enrainée D, D |= u � ε signi�e soit que
D(u) est vide soit que D(u) est la raine de la donnée. On en déduit que {a � ε} |=1 a ≡ aaalors que {a � ε} 6|= a ≡ aa omme le prouve la donnée représentée par la �gure 3.3.Si ε apparaît du oté gauhe de la ontrainte d'inlusion, la proposition 3.2 est toujoursfausse. En e�et, {ε � a + b} |=1 ε � aa + bb ar toute donnée enrainée D satisfaisant{ε � a + b} satisfait soit ε � a soit ε � b. Par ontre {ε � a + b} 6|= ε � aa + bb (�gure 3.3).3.3.2 Modèles de ontraintesDans la sous-setion préédente, nous avons introduit la notion de ontrainte d'inlusionet la notion de modèle d'un ensemble de ontraintes d'inlusions. Bien sûr, tout ensemble deontraintes d'inlusions a un modèle : le modèle omplet réduit à une raine qui satisfait toutesles ontraintes (�gure 3.4). Dans ette sous-setion, nous dé�nissons la notion de modèle exatd'un ensemble de ontraintes d'inlusions et nous montrons que tout ensemble de ontraintesd'inlusions a un modèle exat.



58 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions
Racine AFig. 3.4 � Tout ensemble de ontraintes d'inlusions a un modèleDé�nition 3.7 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions. Une donnée DC est un modèleexat de C si pour toutes requêtes régulières p et q

DC |= p � q si et seulement si C |= p � qNous avons déjà montré que le problème de l'impliation et le problème de l'équivalenesont équivalents (3.1) et don :Corollaire 3.1 Soient C un ensemble de ontraintes d'inlusions et DC une donnée. DC estun modèle exat de C si et seulement si
DC |= p ≡ q si et seulement si C |= p ≡ qNous pouvons maintenant montrer que tout ensemble de ontraintes d'inlusions a unmodèle exat :Proposition 3.3 Tout ensemble C de ontraintes d'inlusions a un modèle exat.Preuve : Soit MC l'ensemble dénombrable de tous les modèles �nis (à un isomorphisme près)de C i.e. MC = {Di =< Ni, Ri, Ti >| Di |= C ∧ (|Ni| <∞)}. Sans restreindre la généralité duproblème, on impose que l'intersetion Ni ∩Nj est vide si i et j sont di�érents.Nous prouvons maintenant que D =< ∪

i≥0
Ni, ∪

i≥0
Ri, ∪

i≥0
Ti > est un modèle exat de C.Il est évident que

D |= p � q si et seulement si ∀i ≥ 0 Di |= p � qDon D est un modèle de C.Soient p et q deux requêtes telles que C 6|= p � q. Nous savons déjà, d'après la proposi-tion 3.1, qu'il existe un modèle �ni Df tel que Df |= C et Df 6|= p � q. Par dé�nition de MC,
Df appartient à MC et don D n'est pas un modèle de p � q. ◭Malheureusement, nous ne sommes pas apables de aratériser les ensembles qui ont unmodèle exat �ni.Remarque 3.3 Il est déjà onnu de [Debarbieux et al., 2004℄ que l'ensemble {a � ε, b �
ε} n'a pas de modèle exat enrainé. Cette remarque met en évidene l'une des di�érenesmajeures entre les modèles enrainés et les modèles à plusieurs raines.Considérons les données Da et Db de la �gure 3.5. Ces deux données satisfont C et nousallons les utiliser omment ontre exemple. Soit DC un modèle exat de C. Comme C |= a � ǫet C |= b � ǫ il n'y a que quatre valeurs possibles pour le ouple (DC(a),DC(b)) :



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 59
Da Db

a b

Fig. 3.5 � Les données Da et Db.
DC(a) DC(b) onséquene
∅ ∅ DC |= a ≡C b mais C 6|= a ≡C b (f. Da)
∅ {root} DC |= b ≡C ǫ mais C 6|= b ≡C ǫ (f. Da)
{root} ∅ DC |= a ≡C ǫ mais C 6|= a ≡C ǫ (f. Db)
{root} {root} DC |= a ≡C b ≡C ǫ mais C 6|= a ≡C b ≡C ǫ (f. Db)Il est don impossible de trouver un modèle exat pour C.3.4 Les ontraintes d'inlusions bornéesDans ette setion, on ne onsidère que le as d'un ensemble �ni de ontraintes d'inlusionsde la forme p � u où p est une requête régulière et u est un mot. De telles ontraintes sontdites ontraintes d'inlusions bornées. Elles ont été introduites par Y. André, F. Bossut etA.C. Caron dans [André et al., 1999℄. Dans e as et en généralisant les travaux de S. Abi-teboul et de V. Vianu [Abiteboul and Vianu, 1997℄ on assoie à un ensemble de ontraintesd'inlusions bornées C un système de réériture pré�xe tel que u se réérit en v si et seulementsi C implique la ontrainte u � v. Grâe à e système de réériture, il est possible de ara-tériser les ensembles de ontraintes d'inlusions bornées qui ont un modèle exat �ni. Cettetehnique donne aussi un moyen uniforme pour déider de l'impliation de ontraintes et pourtrouver un équivalent �ni d'une requête.3.4.1 Contraintes d'inlusions et réériture pré�xeTout d'abord remarquons qu'un ensemble �ni de ontraintes d'inlusions bornées peutêtre vu omme une représentation �nie d'une relation binaire sur A∗ . Plus préisément, si

C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} est un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées et si u et v sontdeux mots on dit que u est en relation ave v s'il existe un indie i tel que u appartienne aulangage L(pi) et v soit égal au mot ui.Dé�nition 3.8 Soit C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions bornéessur un alphabet A. La relation −→
C

est dé�nie sur les mots par u −→
C

v s'il existe i tel que
u appartienne à L(pi) et v = ui. Par extension, −→

C
est aussi la ongruene droite de etterelation. En�n ∗

−→
C

est la l�ture ré�exive et transitive de −→
C
.



60 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsCette relation est don une relation de réériture pré�xe [Caual, 1990℄ basée sur unsystème in�ni. Comme le prouve la proposition suivante, elle oïnide ave l'impliation deontraintes de mots :Proposition 3.4 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées. Pour tout ouplede mots (u, v), u
∗
−→
C

v si et seulement si C |= u � v.La preuve de ette proposition utilise un modèle exat qui est prohe de elui utilisé parS. Abiteboul et V. Vianu dans [Abiteboul and Vianu, 1997℄ :Dé�nition 3.9 A tout ensemble C de ontraintes d'inlusions bornées on assoie la donnéein�nie IC =< N,Racines, T > dé�nie par :� N = {u | u ∈ A∗}� Racines = {u | u
∗
−→

C
ε}� T = {(u, x, v) | v

∗
−→
C

ux}Exemple 3.4.1 : Soit l'ensemble C = {ab∗ � ba, b+ � a, a(aa)∗b � a, b � ε} de ontraintesd'inlusions bornées. La �gure 3.6 présente une partie (�nie) du modèle IC orrespondant.Comme b
∗
−→

C
ε, b est l'une des raines de IC . Comme bb −→

C
a −→

C
ba −→

C
aa (ba −→

C
aaar b −→

C
a et par ongruene droite), (a, a, bb) est une transition de e modèle. De même

b
∗
−→

C
ba entraîne que (b, a, b) ∈ T .

ε

a

b

ba

bb

a

a,b

a

a

a,b

a

a,b

a

a

aa

a,b

Fig. 3.6 � Une partie du modèle exat ICUne propriété intéressante du graphe IC est que l'ensemble des n÷uds aessibles par unmot u oïnide ave les anêtres de u pour la relation de réériture.Lemme 3.1 IC(u) = {v | v
∗
−→
C

u}



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 61Preuve : Raisonnons par réurrene sur la longueur de u� si u est le mot vide IC(ε) = Racines = {v | v
∗
−→
C

ε}.� si u est de la forme u′.x alors un mot v appartient à IC(u) s'il existe un mot v′ de
IC(u

′) et une transition (v′, x, v) dans IC. Par réurrene, on sait que v′
∗
−→
C

u′ et don
v′x

∗
−→
C

u′x. Une transition (v′, x, v) dans IC signi�e que v
∗
−→
C

v′x, on a don montré que
v

∗
−→
C

u. Réiproquement, si v
∗
−→
C

u alors v
∗
−→
C

u′.x et don (u′, x, v) est une transitionde IC. Comme u′ ∗
−→
C

u′, on sait par réurrene que u′ ∈ IC(u
′) i.e. v appartient à IC(u).

◭ On peut alors faire le lien entre les ontraintes de mots satisfaites par IC et le système deréériture.Lemme 3.2 IC |= u � v si et seulement si u
∗
−→
C

v.Preuve : Supposons que IC |= u � v, i.e. IC(u) ⊆ IC(v). D'après le lemme préédent, uappartient à IC(u), et don u appartient à IC(v). En utilisant une fois de plus e lemme onobtient u
∗
−→
C

v.Réiproquement, supposons que u
∗
−→
C

v. Soit w un n÷ud de IC(u), w
∗
−→
C

u et don
w

∗
−→
C

v ; D'après le lemme préédant w ∈ IC(v), e qui signi�e que IC |= u � v. ◭Nous sommes maintenant en mesure de montrer que IC est bien un modèle exat de C.Lemme 3.3 IC |= u � v si et seulement si C |= u � v.Preuve : Premièrement, IC |= C ar s'il existe i tel que u appartienne à L(pi), v = ui et
pi � ui ∈ C, alors u

∗
−→
C

v i.e. IC(u) ⊆ IC(v). Don si C |= u � v alors IC |= u � v.Réiproquement, IC |= u � v entraîne que u
∗
−→
C

v. Soit �C la relation dé�nie par u �C vsi C |= u � v . La relation �C ontient −→
C
, est transitive et lose par ongruene droite. Elleontient don ∗

−→
C

; don u
∗
−→
C

v implique que u �C v i.e. C |= u � v. ◭Ces deux derniers lemmes permettent de prouver la proposition 3.4. Le lemme suivantpermet de faire le lien entre les ontraintes de mots et les ontraintes d'inlusions impliquéespar un ensemble de ontraintes bornées.Lemme 3.4 Si IC |= u � q, il existe un mot v de L(q) tel que IC |= u � v.Preuve : En e�et, si IC |= u � q, IC(u) est inlus dans IC(q) ; en partiulier, le n÷ud uappartient à IC(q), i.e. il existe un mot v de L(q) tel que u appartienne à IC(v) ; don, d'aprèsle lemme 3.1, u
∗
−→
C

v i.e. (lemme 3.2) IC |= u � v. ◭La proposition suivante résume tous es lemmes et elle n'est plus vraie si on onsidère desontraintes non bornées :



62 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsProposition 3.5 Soient C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées et q une requêterégulière. Les propriétés suivantes sont équivalentes :1. C |= u � q2. il existe un mot v de L(q) tel que C |= u � v3. il existe un mot v de L(q) tel que u
∗
−→
C

vPreuve : D'après les lemmes 3.2 et 3.3, les points 2 et 3 sont équivalents. De même lepoint 2 implique le point 1 d'après la dé�nition de l'impliation. Il reste à montrer que 1implique 2.Si C |= u � q, on déduit de IC |= C que IC |= u � q. D'après le lemme 3.4, il existe donun mot v de L(q) tel que IC |= u � v. Le lemme 3.3 permet de onlure que C |= u � v.
◭Remarquons que, omme C |= p � q si et seulement si pour tout mot u de L(q) C |= u � q,

IC est un modèle exat de C :Corollaire 3.2 IC |= p � q si et seulement si C |= p � qDans le as des ontraintes d'inlusions bornées, la proposition 3.2 peut être étendue auxontraintes pi � ui ave les pi qui ne sont pas néessairement ε-free. En e�et, la proposition 3.5étend un résultat que nous avons montré dans [Debarbieux et al., 2003℄ : si C est un ensemblede ontraintes d'inlusions bornées dans lequel auun des ui n'est le mot vide alors C |=1 u � vsi et seulement si u
∗
−→
C

v.Corollaire 3.3 Soit C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions bornéesdans lequel les ui ne sont pas le mot vide. Soient p une requête régulière et u un mot. C |= p � usi et seulement si C |=1 p � u.L'exemple suivant montre que la proposition 3.5 (et les lemmes assoiés) n'est plus vraiesi l'on onsidère des ontraintes d'inlusions non bornées :Exemple 3.4.2 : La donnée de la �gure 3.7 satisfait la ontrainte a+ � (b+c) mais ne satisfaitni la ontrainte a � b ni la ontrainte a � c. Par onséquent, {a+ � (b + c)} n'impique ni
a � b ni a � c.
Théorie de la réériture pré�xeComme les ontraintes d'inlusions bornées sont simulées par la réériture pré�xe, les pro-priétés onernant es ontraintes peuvent être exprimées ave des propriétés de la réériture.Dans ette thèse nous ne onsidérons que la réériture pré�xe de mots, qui est un as parti-ulier de la réériture lose (i.e. les termes n'ont pas de variables). Bühi [Bühi, 1960℄ fût lepremier à étudier des systèmes de réériture pour les mots, qui réérivent à partir de la �n
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racine

a, c a, b

a

aFig. 3.7 � C |= a+ � (b + c) mais C 6|= a � b et C 6|= a � cdu mot. Il a en partiulier montré que le langage obtenu par toutes les dérivations d'un motest reonnaissable. Plus réemment, les auteurs de [Dauhet and Tison, 1990℄ ont étudié lessystèmes de réériture los ; ils ont introduit la notion de GTT (ground tree transduer) quimet en évidene le lien entre la réériture pré�xe et les automates.E�etivement, l'idée générale est d'assoier à un système logique une lasse d'automates(automate de mots, automate de mots in�nis, automate à pile, automate d'arbres, automatede graphes. . . ) pour obtenir des algorithmes de déisions sur les propriétés du système. Lemeilleur exemple est le théorème de Rabin qui prouve la déidabilité de la théorie monadiquedu seond ordre en utilisant des automates d'arbres (sur des arbres in�nis). Beauoup d'autresrésultats di�iles déoulent de ette rédution.Trois lasses de théories déidables sont utilisées dans ette thèse :1. La théorie du premier ordre2. La théorie du deuxième ordre3. Les relations reonnaissablesOn peut dé�nir une théorie dans laquelle les atomes sont (L est un langage reonnaissable,
u et v sont deux mots et < un ordre total sur les mots) :

u ∈ L ou u < v ou u
1
−→
C

vA partir de es formules atomiques, on onstruit usuellement les théories du premier et dudeuxième ordre :� Les formules du premier ordre sont les suivantes, et uniquement les suivantes (appelons
E l'ensemble des formules et V1 l'ensemble des variables) :� a où a est une formule atomique� e1 ∧ e2 si e1, e2 ∈ E� e1 ∨ e2 si e1, e2 ∈ E� e1 → e2 si e1, e2 ∈ E� ¬e si e ∈ E� ∀x(e) si e ∈ E et x ∈ V1� ∃x(e) si e ∈ E et x ∈ V1Une variable x de V1 s'interprète omme un mot du langage A∗� Pour les formules monadiques du deuxième ordre (MSO), V2 un deuxième ensemble devariables est introduit. On ajoute à la desription préédente deux règles :



64 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions� ∀X(e) si e ∈ E et X ∈ V2� ∃X(e) si e ∈ E et X ∈ V2Une variable X de V2 s'interprète omme un ensemble de mots de A∗. Classiquement,les variables appartenant à V1 seront érites en minusule et elles appartenant à V2 enmajusule.Donnons quelques exemples de formules MSO :� On peut tester si un ensemble X est inlus dans un ensemble Y :
X ⊆ Y =def ∀x(x ∈ X → x ∈ Y )� On peut alors tester si deux ensembles sont égaux :

X = Y =def X ⊆ Y ∧ Y ⊆ X� On peut tester si un ensemble est vide :
X = ∅ =def ∀Y (Y ⊆ X → X = Y )� On peut tester si un ensemble est un singleton :

Sing(X) =def X 6= ∅ ∧ (∀Y Y ⊆ X ⇒ (Y = X ∨ Y = ∅))� A partir de l'ordre total < sur les mots (ordre alphabétique), on peut tester si unensemble X est �ni :
fini(X) =def ∃y∀x(x ∈ X → x < y)� La l�ture transitive et ré�exive de 1

−→
C
, notée ∗

−→
C
, peut s'exprimer ave une formuleMSO. u

∗
−→
C

v se dé�nit ave la formule :
u

∗
−→
C

v =def ∀X((u ∈ X ∧ ∀x∀y((x ∈ X ∧ x
1
−→
C

y)→ y ∈ X))→ v ∈ X)En utilisant des automates sur les arbres in�nis et remarquant que le système 1
−→
C

estun système in�ni omme dé�ni dans [Caual, 1990℄, on montre que la théorie monadique duseond ordre (MSO) de la réériture pré�xe est déidable [Caual, 1992℄.L'idée des relations reonnaissables est de oder un n-uplet de mots sur un alphabet Apar un mot de l'alphabet A ∪ {⊥}× . . .×A∪ {⊥}, où ⊥ est un nouveau symbole. Ce odageest obtenu en superposant les n mots et en les alignant à partir de la �n. Par exemple, letriplet (ab, aaa, b) est odé par le mot [⊥, a,⊥][a, a,⊥][b, a, b]. Formellement, un morphisme πjest dé�ni sur ([A ∪ {⊥}]n)∗ par πj[a1, a2, ...an] = aj, si aj appartient à A, πj[a1, a2, ...an] = ǫsi aj = ⊥. Maintenant notons Cor le langage reonnaissable de tous les mots u1...un -surl'alphabet [A ∪ {⊥}]n- satisfaisant les deux propriétés suivantes :� pour tout j, si πj(uk) est une lettre de A alors πj(ul) appartient aussi A pour tout l > k� Il existe un indie j tel que πj(u1) appartienne à A.On dé�nit alors la notion de relation reonnaissable par : une relation n-aire R de
A⋆ × . . . ×A⋆ est reonnaissable s'il existe un automateM sur l'alphabet A∪{⊥}× . . .×A∪
{⊥} qui reonnaît le langage

L(M) = {u ∈ Cor | (π1(u), · · · , πn(u)) ∈ R}



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 65Cette dé�nition orrespond à la dé�nition de relation reonnaissable dans lesarbres [Comon et al., 1997℄, si on onsidère un mot omme un arbre (un �l) dont la raine estassoiée ave la �n du mot.
Rec, l'ensemble des relations reonnaissables, hérite des bonnes propriétés des langagesreonnaissables [Comon et al., 1997℄ :� Rec est los par union, intersetion, omplémentation, ylindri�ation et projetion.8� On sait déider si une relation est vide et si une relation est �nie.Les résultats présents dans [Comon et al., 1997℄ sont même beauoup plus intéressants,puisqu'on obtient qu'une relation de réériture pré�xe dans laquelle tous les membres droitssont des relations reonnaissables et les membres gauhes sont des mots, est reonnaissable.Ils ont en partiulier montré que la relation binaire ∗

−→
C

est reonnaissable. Signalons en�nque l'automate qui reonnaît ∗
−→
C

peut se onstruire ave un algorithme PTIME.
premier ordre

deuxième ordre relations reconnaissablesFig. 3.8 � Expressivité des théoriesOn sait que es trois théories sont déidables. Étudions leur expressivité (�gure 3.8). Lathéorie du deuxième ordre est stritement plus expressive que la théorie du premier ordrepour la réériture pré�xe. De même, la théorie des relations reonnaissables est stritementplus expressive que la théorie du premier ordre pour la réériture pré�xe. Par ontre MSO etles relations reonnaissables sont inomparables.On peut maintenant utiliser les résultats montrés dans [Dauhet and Tison, 1990℄ oner-nant la déidabilité de la théorie du premier ordre, dans laquelle les onstantes sont des termeslos et les prédiats sont des relations reonnaissables.Lemme 3.5 Soit C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions bornéeset deux requêtes régulières p et q.1. Le problème de l'impliation pour C, p et q est déidable (PSPACE),2. Le problème de l'équivalene pour C, p et q est déidable (PSPACE),Preuve : Chaune de es propriétés peut être exprimée ave une formule (monadique) dela théorie de la réériture pré�xe :1. C |= p � q =def ∀up ∈ L(p) ∃uq ∈ L(q) | up
∗
−→
C

uq.2. C |= p ≡ q =def C |= p � q ∧ C |= q � p.Ces deux formules sont du premier ordre et se déduisent diretement de la proposition 3.5.
◭ 8une ylindri�ation (resp. projetion) onsiste à ajouter (resp. à supprimer) une omposante dans un tuple.



66 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsLa déidabilité de es deux résultats a déjà été montrée (théorème 3.1 ; page 56). Parontre, omme les algorithmes anoniques de déision assoiés à es formules sont PSPACE,on peut en déduire la omplexité de l'impliation dans le as des ontraintes bornées.Pour l'instant, les formules utilisées sont du premier ordre. On obtient failement, à partirde la théorie du seond ordre, la déidabilité de nouveaux problèmes.Dé�nition 3.10 Une requête régulière p a une borne �nie (resp. a un équivalent �ni) parrapport à un ensemble C de ontraintes d'inlusions, s'il existe une requête f telle que C |=
p � f (resp. C |= p ≡ f) et L(f) est �ni.Par exemple, onsidérons l'ensemble C = {a2 � a}. Une borne �nie de a∗ est a alors quela requête ba∗ n'a pas de borne �nie.Lemme 3.6 Soient C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions bornéeset une requête régulière p.1. Le problème de la borne �nie pour C et p est déidable,2. Le problème de l'équivalent �ni pour C et p est déidable.Preuve : Chaune de es propriétés peut être exprimée ave une formule (monadique) dela théorie de la réériture pré�xe.1. BorneFini(p) =def ∃F | fini(F ) ∧ ∀up ∈ L(p) ∃uf ∈ F | up

∗
−→
C

uf .2. EquivalentF ini(p) =def ∃F | fini(F )∧

(∀up ∈ L(p) ∃uf ∈ Fup
∗
−→
C

uf ) ∧ (∀uf ∈ F ∃up ∈ L(p)uf
∗
−→
C

up) .Ces deux formules sont diretement obtenues de la dé�nition d'une requête qui a une borne�nie. Elles sont du deuxième ordre. Il faut en�n remarquer que les algorithmes anoniques dedéision assoiés à es formules donnent un moyen e�etif de aluler un tel F , quand larequête régulière p a une borne �nie (a un équivalent �ni). On peut en�n enrihir es formulespour obtenir un F minimal au sens de l'inlusion. ◭Le théorème suivant résume les résultats obtenus dans ette setion en utilisant la théorieréériture pré�xe :Théorème 3.2 Soit C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble de ontraintes d'inlusions bornéeset deux requêtes régulières p et q.1. Le problème de l'impliation pour C, p et q est déidable,2. Le problème de l'équivalene pour C, p et q est déidable,3. Le problème de la borne �nie pour C et p est déidable,4. Le problème de l'équivalent �ni pour C et p est déidable.La plupart des résultats obtenus sont déjà onnus pour les données enrainées maisnous proposons un moyen uniforme de les prouver. Seule la déidabilité de l'équi-valent �ni est, à notre onnaissane, nouvelle. En e�et les points 1 et 2 sont prouvédans [Abiteboul and Vianu, 1997℄ tandit que les auteurs de [André et al., 1999℄ ont montréle point 3.



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 673.4.2 Modèle de ontraintes d'inlusions bornéesDans la proposition 3.3 et dans le lemme 3.3, nous avons prouvé que tout ensemble deontraintes d'inlusions bornées a un modèle exat, mais le modèle que nous onstruisons esttoujours in�ni.Dans ette setion, nous donnons une aratérisation des ensembles de ontraintes d'in-lusions bornées qui ont un modèle exat �ni. Nous proposons alors un algorithme qui déidesi un ensemble C a ette propriété.Dans le but de aratériser les ensembles qui ont un modèle �ni nous introduisons larelation d'équivalene suivante :Dé�nition 3.11 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions. Nous appelons ≡C la relationsur A∗ ×A∗ dé�nie par u ≡C v si C |= u ≡ vIl est évident que ≡C est une relation d'équivalene. Nous dé�nissons alors la donnée
DC =< N,Racines, T > à partir des lasses d'équivalene de ≡C qui sont notées [u]C :� N = {[u]C | u ∈ A∗}� Racines = {[u]C | C |= u � ε}� T = {([u]C, x, [v]C) | C |= v � ux}Remarquons que DC est le quotient de IC par la relation ≡C. Le lemme suivant aratérise
DC(u) pour tout mot u :Lemme 3.7 ∀u ∈ A∗ DC(u) = {[v]C | C |= v � u}Preuve : Raisonnons sur la longueur de u :� Si u = ε alors DC(ε) = {[v]C | C |= v � ε}� Si u = vx alors DC(u) = DC(DC(v), x). Si [t]C appartient à DC(u), il existe [w]C dans

DC(v) et une transition ([w]C , x, [t]C) dans DC. Par réurrene C |= w � v. Par onstru-tion de DC, C |= t � wx. On a don C |= t � wx, C |= wx � vx et C |= vx � u.Réiproquement si C |= t � u alors la transition ([v]C , x, [t]C) existe dans DC. Par réur-rene [v]C est aessible par v et [t]C est aessible par u.
◭ Nous pouvons maintenant prouver que :Proposition 3.6 Pour tout ensemble C de ontraintes d'inlusions bornées, DC est un modèleexat de C.Preuve : Dans un premier temps, nous montrons que DC est un modèle de C : soient
(p � u) ∈ C, v un mot de L(p) et [w]C ∈ DC(v). Il déoule du lemme 3.7 que C |= w � v. Partransitivité, nous obtenons que C |= w � u et, toujours d'après le lemme 3.7, on obtient que
[w]C ∈ DC(u) et don DC |= p � u.Dans un deuxième temps il faut montrer que DC est exat. Supposons que DC |= p � qpour deux requêtes régulières p et q. Soit u un mot de L(p). Comme [u]C appartient à DC(u)



68 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionset que DC |= p � q, il existe un mot v de L(q) tel que [u]C appartient DC(v). Il déoule dulemme 3.7 que C |= u � v et don, pour onlure, C |= p � q. ◭Il est évident que si ≡C est d'index �ni alors, par onstrution, le modèle DC est �ni.Réiproquement, s'il existe un modèle exat �ni de C, alors ≡C est d'index �ni. On a donmontré que :Théorème 3.3 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées. C a un modèle exat�ni si et seulement si ≡C est d'index �ni.Corollaire 3.4 Un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées a un modèle exat �ni si etseulement si DC est �ni.La déidabilité du problème de l'index �ni peut être établie en utilisant la déidabilité dela théorie du seond ordre de la réériture pré�xe :
indexfini =def ∃Ffini(F ) ∧ ∀u ∃uf ∈ F u

∗
−→
C

uf ∧ uf
∗
−→
C

uRemarque 3.4 Remarquons que les deux propriétés suivantes ne sont pas équivalentes :1. ≡C est d'index �ni2. A∗ a un équivalent �ni par rapport à CEn e�et onsidérons l'alphabet A = {a}. {a2 � a} |= a∗ ≡ a+ ε et pourtant an et am (n et
m sont di�érents) n'appartiennent pas à la même lasse et don la relation n'est pas d'index�ni.L'ensemble {a2 � a} est même très surprenant puisque toute requête régulière a un équi-valent �ni : si q est une requête régulière, uq désigne le mot le plus ourt, qui n'est pas le motvide, de L(q). Il est alors faile de montrer que {a2 � a} |= q ≡ {uq, ε} ∩ q. Rappelons que etensemble de ontraintes bornées n'a pas de modèle exat �ni.La propriété suivante étudie la omplexité de ette aratérisation.Proposition 3.7 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées. Déider si ≡C estd'index �ni est EXPTIME dans la taille de C.Preuve :Pour étudier la omplexité du problème on n'utilise pas la formule du deuxième ordredonnée i-dessus mais on prouve un résultat plus général sur les relations reonnaissables.Rappelons en e�et que si C est un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées alors ⋆

−→
C

estune relation reonnaissable. Nous pouvons déider si une relation d'équivalene reonnaissableest d'index �ni.En e�et, soit r une relation d'équivalene reonnaissable. Nous allons onstruire une rela-tion reonnaissable rep. rep(u, v) signi�e que v est le représentant de [u]r. Pour représenter
[u]r, nous hoisissons le mot le plus ourt (par longueur puis par ordre alphabétique) de la



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 69lasse [u]r ar la relation plusCourt est évidemment une relation reonnaissable (on peuthoisir un autre représentant assoié à un autre ordre total reonnaissable). La relation rep,dé�nie par rep(u, v) = r(u, v) ∧ ∀w r(u,w) ⇒ plusCourt(v,w), est don une relation reon-naissable et nous pouvons onstruire un automate pour la représenter. La relation monadique
∃u | rep(u, v) est reonnaissable et peut e�etivement être assoiée à un automate. Comme rest �nie si et seulement si ette relation est �nie, omme le test de �nitude est déidable, onpeut déider si r est d'index �ni.9D'après les résultats donnés dans la setion 3.4.1.0 la relation equiv dé�nie par
equiv(u, v) = (u

⋆
−→
C

v) ∧ (v
⋆
−→
C

u) est une relation reonnaissable et peut e�etivementêtre assoiée ave un automate qui la représente. Il déoule du théorème 3.3 que nous pouvonsdéider si C a un modèle exat.Caluler {(u, v) | rep(u, v)} en utilisant les algorithmes lassiques de onstrution d'auto-mate onduit à un algorithme exponentiel (le omplémentaire de equiv(u, v)∧plusCourt(u, v)doit être onstruit). Cette méthode permet aussi de onstruire un modèle exat puisque noussommes apables de onstruire un automate pour l'ensemble des représentants de equiv et unautomate pour {(u, v) | C |= u � v}. ◭3.4.3 Le problème de la borne �nieIl est très di�ile d'étudier la omplexité d'un algorithme de déision assoié à une for-mule du deuxième ordre. Dans ette setion nous proposons don un algorithme, dont nouspourrons évaluer la omplexité, spéi�que pour l'étude du problème de la borne �nie (toujoursave des ontraintes d'inlusions bornées). De plus, notre méthode permet de onstruire untransduteur qui onstruit, à partir de toute requête q, une borne de q. Cette borne est �niesi et seulement si q a une borne �nie. En�n, notre algorithme propose un autre moyen demontrer que le problème de l'impliation est PSPACE.Le théorème suivant donne la dureté du problème de l'impliation :Théorème 3.4 Soient C = {p1 � u1, . . . , pn � un} un ensemble �ni de ontraintes d'in-lusions bornées, p et q deux requêtes régulières. Le problème de l'impliation C |= p � q estPSPACE-omplet.Pour prouver e théorème, dé�nissons la notion d'anêtre d'une requête par rapport ausystème de réériture pré�xe, puis montrons quelques lemmes onernant les anêtres.Soient C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble �ni de ontraintes d'in-lusions bornées et q une requête régulière. On dé�nit les anêtres de q paranêtreC(q) = {u | ∃ wq ∈ L(q), u
∗
−→
C

wq}.On peut alors utiliser les anêtres d'une requête pour résoudre le problème de l'impliation :9On peut remarquer que, dans e as, la relation est une union �nie de produits artésiens d'ensemblesreonnaissables (i.e. une union �nie d'ensembles de la forme L × L où L est reonnaissable). La relation estdon un sous-ensemble reonnaissable de A∗ × A∗ [Berstel, 1979, Comon et al., 1997℄.



70 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsLemme 3.8 Soient C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} un ensemble �ni de ontraintes d'inlusionsbornées, p et q deux requêtes régulières :
C |= p � q si et seulement si L(p) ⊆ anêtreC(q)Preuve : Ce lemme est une onséquene direte de la proposition 3.5 : C |= p � q si etseulement si ∀up ∈ L(p),∃uq ∈ L(q), up

∗
−→
C

uq i.e L(p) ⊆ anêtreC(q). ◭Il faut don proposer un algorithme qui onstruise e�etivement, à partir d'une requêterégulière q et d'un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées C, l'ensemble anêtreC(q). Dansun premier temps, on onstruit un automate AC (qui ontient des ε-transitions) reonnaissantle langage RC = {v ∈ A∗ | ∃i, v
∗
−→
C

ui} = anêtreC(u1 + . . . + un).Il est déjà onnu de [Bühi and Hosken, 1970℄, [Caual, 1990℄ ou [Comon et al., 1997℄ quele langage RC est un langage reonnaissable. Une nouvelle onstrution est proposée ii :pour tout i ompris entre 1 et n on onstruit un automate Mi = (A,Qi, Ii, Fi, δi) qui re-onnaît le langage L(pi + ui). Sans restreindre la généralité du problème, on onsidère quedeux ensembles Qi et Qj (i est di�érent de j) sont disjoints. On peut alors dé�nir l'automate
AC = (A,Q, I, F,∆) où Q = ∪n

i=1Qi, I = ∪n
i=1Ii, F = ∪n

i=1Fi et ∆ = ∪k∈N∆k. ∆k est dé�niréursivement pour k dans N par� ∆0 = ∪n
i=1δi� si k > 0, ∆k = ∆k−1 ∪ {(q, ε, q

′) | q 6= q′ ∧ ∃i ≤ n, q ∈ Fi, q
′ ∈ AC

k−1(ui)} où AC
k−1est l'automate (A,Q, I, F,∆k−1)Comme ∆ est inlus dans Q×(A∪{ε})×Q, il existe un entier K tel que ∆K = ∆K+1 = ∆.Comme K est plus petit que |Q|2, l'automate AC peut être onstruit ave un algorithmepolynomial dans la taille de C.Exemple 3.4.3 : Soit C = {ab∗ � ba, (aa + ba)∗(a + b)b � aa} un ensemble de ontraintesd'inlusions bornées. L'automate AC est le suivant :

0

1

f0

f1

2 3

4

f2

f3

a

a

b

a, b

a

ab

a

b ε

ε

ε

ε

ε

ε

εε

ε
ε

Il faut maintenant prouver que l'automate AC reonnaît RC .Lemme 3.9 Pour tout mot v dans A∗, pour tout entier i ompris entre 1 et n si l'intersetionentre AC(v) et Fi n'est pas vide alors v
∗
−→
C

ui.



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 71Preuve : Soient v un mot de A∗ et q un état de AC tel qu'il existe i ompris entre 1 et
n pour lequel q ∈ AC(v) ∩ Fi. Il existe don un entier k tel que q ∈ AC

k(v). On montreque v
∗
−→
C

ui par réurrene sur k. Si k = 0, alors v ∈ L(pi + ui) et v −→
C

ui ou v = ui. Si
k > 0, il existe q0, q1, . . . , ql, une suite d'états dans Q et x1, x2, . . . , xl, une suite d'élémentsde l'ensemble A ∪ {ε} tels que q = ql, q0 appartienne à I, v = x1x2 . . . xl et pour tout j de
{1, . . . , l}, (qj−1, xj , qj) ∈ ∆k. Soit m le nombre de transitions (qj−1, xj , qj) qui appartiennentà ∆k\∆k−1. On raisonne maintenant par réurrene sur m. Si m = 0 on déduit des hypothèsesfaites sur k que v

∗
−→
C

ui. Si m > 0, soit p l'entier tel que (qp−1, xp, qp) ∈ ∆k \ ∆k−1 et telque pour tout j plus grand que p (qj−1, xj , qj) appartient à ∆k−1. Il existe alors un i′ tel que
xp = ε, qp−1 ∈ Fi′ et qp ∈ AC

k−1(ui′) :
q0 qp−1 qp

q

xp = ε

ui′

x1 . . . xp−1

xp+1 . . . xl

∆k \∆k−1

∆k−1

∆k

∆k−1

Par réurrene sur m, on obtient que x1x2 . . . xp−1
∗
−→
C

ui′ et par indution sur k, on obtient
ui′xp+1 . . . xl

∗
−→
C

ui. On onlut par v = x1x2 . . . xl
∗
−→
C

ui′xpxp+1 . . . xl
∗
−→
C

ui. ◭Il faut maintenant montrer la réiproque du lemme 3.9. On utilise pour ela le résultatsuivant :Lemme 3.10 Soient v et w deux mots de A∗. Si v
∗
−→
C

w, alors AC(w) est inlus dans AC(v).Preuve : Soit j la longueur de la dérivation v
∗
−→
C

w. On prouve le lemme par réurrenesur j. Si j = 0 alors v = w et AC(w) = AC(v). Si j > 0, il existe alors un entier i dans
{1, . . . , n} et deux mots v1, v2 tels que v

j−1
−→
C

v1v2, v1 ∈ L(pi) et w = uiv2. Par réurrene ona AC(v1v2) ⊆ AC(v). De plus, omme v1 ∈ L(pi), il existe un état q dans Fi ∩ AC(v1). Soit q′un état de AC(ui), on a alors (q, ε, q′) ∈ ∆ et q′ ∈ AC(v1). On déduit de AC(ui) ⊆ AC(v1) que
AC(w) = AC(uiv2) ⊆ AC(v1v2) ⊆ AC(v). ◭On peut maintenant prouver que :Proposition 3.8 Pour tout mot v de A∗, pour tout i ompris entre 1 et n AC(v) ∩ Fi 6= ∅ siet seulement si v

∗
−→
C

ui.Preuve : D'après le lemme 3.9, seule la ondition néessaire doit être prouvée. Considéronsun mot v ∈ A∗ tel qu'il existe i et v
∗
−→
C

ui. Par dé�nition AC(ui) ∩ Fi 6= ∅, et d'après lelemme 3.10, AC(ui) ⊆ AC(v) et don AC(v) ∩ Fi 6= ∅ ◭



72 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsCorollaire 3.5 Soit C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées, AC l'automate dé�nii-dessus et RC le langage régulier {v ∈ A∗ | ∃i, v
∗
−→
C

ui}.L'automate AC reonnaît le langage RCPour utiliser le lemme 3.8 il faut pouvoir répondre à la question : p est-il inlus dansanêtreC(q) ?Il est prouvé, dans le orollaire préédent, que AC reonnaît RC et il est faile de onstruire,à partir de l'automate AC et d'un mot ui, un automate qui reonnaît anêtreC(ui). Nousn'avons en e�et qu'à onsidérer l'automate AC
ui = (A,Q, I, Fi,∆). De plus ette onstrutionest polynomiale dans la taille de C.Pour y répondre, on représente les anêtres de q par l'automate A$q

C∪{q�$q}
($q est une nou-velle lettre). Dans [Aho et al., 1974℄ A. Aho, J. Hoproft et J. Ullman donnent un algorithmede déision pour l'inlusion de deux langages représentés par leur automate. A partir de erésultat on prouve que :Lemme 3.11 Pour tout ensemble C = {pi � ui, 1 ≤ i ≤ n} de ontraintes d'inlusionsbornées, et pour toute requête régulière p et q, le problème de l'impliation C |= p � q estPSPACE.Preuve : L'algorithme proposé dans [Aho et al., 1974℄ pour tester l'inlusion entre deuxlangages est PSPACE. On peut de plus onstruire, en temps polynomial, un automate Apqui reonnaît p [Gluskov, 1961℄ et on peut onstruire, en temps polynomial dans la taille de

|q|+ |C|, un automate qui reonnaît anêtreC(q). ◭Ce résultat n'est pas nouveau puisqu'il a déjà été montré dans ette thèse (lemme 3.5 ;page 65). Par ontre, ette nouvelle preuve basée sur la notion d'anêtre va nous permettrede aluler une borne �nie d'une requête régulière q (quand la borne existe).On est désormais apable de terminer la preuve du théorème 3.4 en étudiant la dureté duproblème de l'impliation. Pour ela, on montre que même si la requête régulière est réduiteà un mot, le problème de l'impliation C |= p � u est PSPACE-omplet.Lemme 3.12 Pour tout ensemble C = {p1 � u1, . . . , pn � un} de ontraintes d'inlusions bor-nées, pour toute requête régulière p et pour tout mot u, le problème de l'impliation C |= p � uest PSPACE-dur.Preuve : Le problème de l'inlusion entre deux langages, représentés par leur expression estPSPACE-dur [Garey and Johnson, 1978℄. Si on onsidère un ensemble de ontraintes réduit à
C = {q � $} ($ n'apparaît pas dans q), anêtreC($) = L(q) et L(p) ⊆ L(q) est équivalent à
L(p) ⊆ anêtreC($). Ce qui veut dire que déider si L(p) ⊆ L(q) est équivalent à déider si
C |= p � $. ◭Néanmoins, pour le problème de l'impliation d'une ontrainte de mots u � q, on a unalgorithme polynomial : on doit simplement tester si u appartient à anêtreC(q).Proposition 3.9 Soient C = {p1 � u1, . . . , pn � un} un ensemble de ontraintes d'inlusionsbornées, u un mot et q une requête régulière. On peut déider du problème de l'impliation
C |= u � q en PTIME.



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 73Preuve : C |= u � q si et seulement si u ∈ anêtreC(q). On onstruit un automate A$q

Creonnaissant anêtreC(q) en PTIME et on teste l'appartenane de u à anêtreC(q) grâe à etautomate. ◭Le tableau suivant réapitule tous les résultats de ette setion onernant le problème del'impliation (p et q sont deux requêtes régulières et u est un mot) :problème ontraintes d'inlusions bornées ontraintes d'inlusionsdonnée multi-raines enrainée
C |= p � q ? PSPACE (lemme 3.11) EXPSPACE [Abiteboul and Vianu, 1997℄EXPTIME [Alehina et al., 2003℄
C |= p � u ? PSPACE-omplet (lemme3.12)
C |= u � q ? PTIME (proposition 3.9)Tous les éléments dé�nis pour étudier le problème de l'impliation permettent aussi d'étu-dier le problème de la borne �nie. On va même au delà, ar on va onstruire un transduteur

τC à partir de l'automate AC qui véri�e : pour toute requête régulière p, si p a une borne �niepar rapport à C, alors C |= p � τC(L(p)) et τC(L(p)) est �ni. Autrement dit, on peut déidersi une requête a une borne �nie, mais on peut aussi onstruire ette borne.Dé�nition 3.12 Soient C un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées et v un mot de
A⋆. Le plus petit su�xe de v qui ne peut pas être réérit par le système ⋆

−→
C
, noté fC(v), estle grand su�xe de v qui satisfait pour tout mot v1 de RC ∪ {ε} et pour tout mot v2 de A⋆, si

v = v1v2 alors |v2| ≥ |fC(v)|.Le lemme suivant déoule diretement de la dé�nitionLemme 3.13 Soient C = {p1 � u1, . . . , pn � un} un ensemble de ontraintes d'inlusionsbornées, v et w deux mots de A⋆. Alors v
⋆
−→
C

w si et seulement s'il existe v1 et w1 dans A⋆tels que v = v1fC(v), w = w1fC(v) et v1
⋆
−→
C

w1.Preuve : La ondition est lairement su�sante. Réiproquement, raisonnons par réurrenesur la longueur de la dérivation. Considérons la dérivation v1fC(v)
∗
−→
C

w. Si ette longueurest nulle la propriété est vraie. Sinon il existe un mot v′1 tel que
v1fC(v)

n
−→
C

v′1fC(v)
1
−→
C

wOn a don v′1fC(v) qui est de la forme w1w2 ave w1 un mot de RC . Par dé�nition de fC(v),
|w2| ≥ |fC(v)|. Il existe don un mot w′

2 et un mot ui tels que w = uiw
′
2fC(v) et v1

∗
−→
C

uiw
′
2.

◭ Le plus petit su�xe d'un mot qui ne peut pas être réérit par rapport à un système ⋆
−→
Ca déjà été utilisé pour tester si une requête a une borne �nie.Théorème 3.5 ([André et al., 1999℄) Soient C = {p1 � u1, . . . , pn � un} un ensemble deontraintes d'inlusions bornées et p une requête régulière. p a une borne �nie par rapport à Csi et seulement si l'ensemble FC(p) = {fC(v) | v ∈ L(p)} est �ni.



74 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsLes auteurs de [André et al., 1999℄ étudient les ontraintes d'inlusions dans des donnéesenrainées. Comme le suggère la proposition 3.2, leur preuve s'étend diretement au adre deette thèse.Preuve : Pour tout mot w de L(p), il existe un mot w′ appartenant à F =

{u1, . . . un, ε}.FC(p) tel que w
∗
−→
C

w′. Don, si FC(P ) est �ni, p admet F omme borne �-nie.Réiproquement, supposons que p admette un ertain f omme borne �nie et posons
n = max

v∈L(f)
(|v|). Soit w un mot de L(p), il existe alors v ∈ L(f) tel que w

∗
−→
C

v et d'après lelemme 3.13 on a |fC(w)| ≤ n 'est-à-dire que fC(p) est �ni. ◭Utilisons e résultat pour onstruire un transduteur τC qui ait la propriété suivante :Pour tout mot v de A⋆, le mot w appartient à τC(v) si et seulement si w = v = fC(v) ou
v

+
−→
C

w ∧w = uifC(v) pour un entier i de l'ensemble {1, . . . , n}.Soit A′
C l'automate déterministe omplet obtenu à partir de AC en appliquant les algo-rithmes lassiques (suppression des transitions ε, déterminisation ave la onstrution des sous-ensembles, omplétion). On assoie alors à tout état q de l'automate A′

C = (A,Q′, q′0, F
′,∆′)l'ensemble S(q) ⊆ {1, . . . , n} tel que pour tout mot v, i appartienne à S(∆′(q′0, v)) si et seule-ment si v

+
−→
C

ui. En partiulier, F ′ = {q ∈ Q′ | S(q) 6= ∅}. Remarquons en�n que l'automate
A′

C peut être onstruit en O(2|C|).Le transduteur τC est alors dé�ni par : τC = (A,Q′∪Q̄′, {q0, q̄0}, Q̄′, T ) où A est l'alphabetde leture et d'ériture, Q = Q′ ∪ Q̄′ (Q̄′ est une opie de Q′) est l'ensemble des états, q0 et
q̄0 sont les états initiaux, Q̄′ est l'ensemble des états �naux et T ⊆ Q×A ∪ {ε} ×A⋆ ×Q estl'ensemble des transitions de τC. T est dé�ni par :

T = {(q, x, ε, q′) | q, q′ ∈ Q′, x ∈ A, (q, x, q′) ∈ ∆′}
∪ {q, ε, ui, q̄) | q ∈ Q′, i ∈ S(q)}
∪ {(q̄, x, x, q̄′) | q, q′ ∈ Q′, x ∈ A,S(q′) = ∅, (q, x, q′) ∈ ∆′}.Proposition 3.10 Pour tout mot v,w dans A⋆, le mot w appartient à τC(v) si et seulementsi w = v = fC(v) ou v

+
−→
C

w et w = uifC(v) pour un i de l'ensemble {1, . . . , n}.Preuve : Les hemins du transduteur τC satisfont la propriété suivante : pour tout oupled'états (q, q̄′) il n'existe auun hemin qui permette de rejoindre q depuis q̄′.� Soient v,w ∈ A⋆ tels que w ∈ τC(v) il existe alors un hemin dans τC d'un état initial versun état �nal étiqueté par v. Si e hemin part de l'état q̄0, alors w = v. De plus, ommepour tout (q̄, x, x, q̄′) dans T S(q′) = ∅, il n'existe pas de pré�xe de v, di�érent du motvide, qui appartienne à RC . On en déduit que fC(v) = v = w. Supposons maintenantque le hemin étiqueté par v parte de l'état q0. Il existe alors deux mots v1 et v2 tels que
v = v1v2, v1 étiquette un hemin de q0 vers un état q de Q′. Ce hemin véri�e : il existeun i dans S(q) tel que (q, ε, ui, q̄) appartienne à T et tel que v2 étiquette un hemin de
q̄ vers un état q̄′ de Q̄′. Dans e as, v1

+
−→
C

ui, w = uiv2 et v
+
−→
C

w.



3.4. Les ontraintes d'inlusions bornées 75Notons que pour tout pré�xe v′2 de v2, di�érent du mot vide, nous sommes sûrs que
v1v

′
2 n'appartient pas à RC ar v′2 étiquette un hemin de q̄ vers un état q̄′′ pour lequel

S(q′′) = ∅. On en déduit que v2 = fC(v) et don w = uifC(v).� Réiproquement, s'il existe v et w ∈ A⋆ tels que w = v = fC(v), il n'existe alors auunpré�xe de v, di�érent du mot vide, appartenant à RC . v étiquette don un hemin de q̄0vers un état q̄′ de Q̄′ et v ∈ τC(v). Supposons maintenant que v
+
−→
C

w et w = uifC(v)pour un i de l'ensemble {1, . . . , n}. D'après le lemme 3.13, v = v1fC(v) et v1
+
−→
C

ui. v1étiquette don un hemin de q0 vers un état q tel que i ∈ S(q). De plus, fC(v) étiquetteun hemin de q vers un état de q̄′ de Q̄′. On a don montré que uifC(v) = w appartientà τC(v).
◭Proposition 3.11 Soient C = {p1 � u1, p2 � u2, . . . , pn � un} un ensemble �ni non vide deontraintes d'inlusions bornées et τC le transduteur dé�ni préédemment. Pour toute requêterégulière p sur l'alphabet A :1. C |= p � q pour toute requête q telle que τC(L(p)) est inlus dans L(q)2. p a une borne �nie par rapport à C si et seulement si τC(L(p)) est �ni.Preuve :1. Soient up un mot de L(p) et vq un mot de τC(up) (τC(up) n'est jamais vide). On déduitde la proposition 3.10 que soit up

+
−→
C

vq soit up = vq et don C |= up � vq. Comme vqappartient à L(q), la proposition 3.5 permet de onlure que C |= p � q.2. Si τC(L(p)) est �ni alors p a une borne �nie par rapport à C. Réiproquement, si p a uneborne �nie par rapport à C alors, d'après le théorème 3.5, FC(p) = {fC(w), w ∈ L(p)} estun ensemble �ni. On déduit de la proposition 3.10 que τC(L(p)) ⊆ {ε, u1, ..., un}FC(p) etdon τC(L(p)) est �ni.
◭Remarque 3.5 Nous proposons un algorithme qui, à partir d'un ensemble non vide deontraintes d'inlusions bornées C et d'une requête régulière q, onstruit une requête �nie ftelle que C |= p � f si et seulement si p a une borne �nie. Cet algorithme est O(|p|3.2|C|)puisqu'il alule τC(L(p)) en faisant le produit artésien entre un automate reonnaissant L(p)et le transduteur τC (dont la taille est O(2|C|), suite à la déterminisation de AC). Néanmoinsnotre algorithme est PSPACE.Montrons que le problème de la borne �nie est PSPACE-dur : soient p et q deux expressionsrégulières sur un alphabet A. Considérons une nouvelle lettre $ qui n'appartient pas à A.Dé�nissons un ensemble de ontraintes d'inlusions bornées C par : C = {q$+ � $}. Onpeut maintenant montrer que la requête régulière p$+ a une borne �nie par rapport à C si etseulement si L(p) est inlus dans L(q).En e�et si L(p) est inlus dans L(q), alors C |= p � q et don C |= p$+ � $. Réiproquementsi p$+ a une borne �nie alors pour tout mot up de L(p) pour tout entier n stritement positif



76 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsil existe une dérivation up$
n 1
−→
C

w. Comme $ n'est pas une lettre de l'alphabet A, up est unmot de L(q).On peut don oder dans le problème de la borne �nie le problème qui onsiste à déidersi deux expressions régulières sont inluses l'une dans l'autre. Il est onnu [Aho et al., 1974℄que e problème est PSPACE-dur et don que notre problème l'est aussi.3.5 Les ontraintes d'équivalenes entre motsDans ette setion, nous onsidérons le as des égalités de mots de la forme u ≡ v où uet v des mots. Ces ontraintes étant un as partiulier des ontraintes d'inlusions bornées,tous les algorithmes présentés dans la setion 3.4 peuvent être utilisés. Mais, dans le as deségalités de mots, l'impliation devient symétrique (i.e. C |= u � v implique que C |= v � u), ilest possible d'améliorer ertains de es algorithmes. En partiulier, il est possible de tester entemps polynomial, si un ensemble de ontraintes d'égalité a un équivalent �ni.3.5.1 Un modèle exatDans la setion 3.4, nous avons introduit ≡C, une relation d'équivalene sur les ontraintesd'inlusion bornées. Cette relation était dé�nie pour deux mots u et v par u ≡C v si C |= u ≡ v.Désormais, omme C est un ensemble d'égalités de mots (qui est une relation symétrique sur
A∗), la relation ≡C satisfait la propriété suivante :Lemme 3.14 Soit C un ensemble d'égalités de mots. ≡C est la plus petite relation d'équiva-lene, lose par ongruene droite qui ontient C.Preuve : C étant un ensemble de ontraintes d'égalités de mots, ≡C ontient C. Si (u, v)appartient à ≡C alors u

∗
−→
C

v et v
∗
−→
C

u. Par ongruene droite et pour tout label x, ux
∗
−→
C

vxet vx
∗
−→
C

ux 'est à dire que (ux, vx) appartient à ≡C et don la relation ≡C est lose parongruene droite.On en déduit que si le ouple (u, v) appartient à ≡C alors il appartient à toute relationd'équivalene, lose par ongruene droite, qui ontient C. ◭Dans le as partiulier des égalités de mots, le modèle exat DC assoié à un ensemble Cde ontraintes bornées (introduit dans la setion 3.4.2) est déterministe et omplet. En e�eton peut le dé�nir par :� N = {[u]C | u ∈ A∗},� r = {[ε]C}� T = {([u]C , x, [ux]C) | u ∈ A∗, x ∈ A}.Pour tout mot u de A∗, le lemme 3.7 nous garantit que DC(u) = {[u]C}. On en déduit laproposition suivante :Proposition 3.12 Pour tout ensemble C d'égalités de mots sur un alphabet A, les pointssuivants sont équivalents :



3.5. Les ontraintes d'équivalenes entre mots 771. C |= u ≡ v.2. C |= u ≡ v sur la famille des douments enrainés.3. C |= u ≡ v sur la famille des douments déterministes.4. C |= u ≡ v sur la famille des douments déterministes et omplets.Preuve : Il est évident qu'il su�t de montrer que 4 implique 1. Soient u et v deux heminstels que C |= u ≡ v sur la famille des douments déterministes et omplets. On a DC |= u ≡ var DC |= C et DC est déterministe et omplet. Il déoule de la proposition 3.6, qui prouve que
DC est un modèle exat de C, que C |= u ≡ v. ◭Généralement, le modèle DC est un graphe in�ni. Néanmoins, quand C est un ensemble�ni d'égalités de mots, il est possible de onstruire un sous-graphe �ni de DC tel que lesinformations présentes dans e sous graphe soient su�santes pour déider du problème del'impliation, de l'existene d'une requête équivalente �nie ou de l'existene d'un modèle �ni.Une onstrution similaire est proposée par P. Buneman W. Fan et S. Weinsteindans [Buneman et al., 1999℄ ou dans [Buneman et al., 2000b℄. Les auteurs de es artiles onten e�et étudié l'impat du déterminisme sur les ontraintes d'inlusion.Dé�nition 3.13 Soit C un ensemble de ontraintes d'égalités de mots sur un alphabet A.� Considérons W l'ensemble de tous les pré�xes des mots de C i.e. les pré�xes de {w ∈

A∗ | ∃w′ ∈ A∗, (w ≡ w′) ∈ C}.� Pour tout mot w de W , [w] est la lasse d'équivalene de w� Nous dé�nissons Df
C , un graphe �ni et déterministe, par Df

C =< N ′, r′, T ′ > où
• N ′ = {[w] | w ∈W},
• r′ = {[ε]} et
• T ′ = {([w], x, [wx]) | w ∈W,wx ∈W,x ∈ A}.Considérons maintenant l'appliation fC, dé�nie de A∗ sur N ′ × A∗ par : pour tout motde A∗ , fC(u) = (Df

C (u1), u2) où u = u1u2 et u1 est le plus long pré�xe de u tel que Df
C (u1)n'est pas l'ensemble vide.Exemple 3.5.1 : Soient A = {a, b, c, d, e, f} un alphabet de six lettres et C = {a ≡ bba,

b ≡ c, cb ≡ dd, d ≡ e, fa ≡ aa, ed ≡ f, e ≡ f, aa ≡ bba} un ensemble de ontraintes d'égalitésde mots. La �gure 3.9 donne le graphe Df
C pour et ensemble de ontraintes. Par exemple,

fC(a
3) = ([bba], ε), fC(a

3c) = ([bba], c).
[ε]

[bba]

[c]

[cb]

a

b,c

b

a d

d,e,f

a Fig. 3.9 � graphe Df
C



78 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsLa fontion fC est très utile pour étudier le problème de l'impliation. En e�et, C |= u ≡ vsi et seulement si DC(u) = DC(v) si et seulement si fC(u) = fC(v). On a don montré que :Proposition 3.13 C |= u ≡ v si et seulement si fC(u) = fC(v).Si p est une requête régulière, fC(p) est l'ensemble ∪
u∈L(p)

fC(u). On peut alors déduire dela proposition préédente, du lemme 3.14 et du fait que DC est omplet et déterministe que :Corollaire 3.6 Pour tout ouple de requêtes régulières p et q, C |= p ≡ q si et seulement si
fC(p) = fC(q).On montre également que :Corollaire 3.7 Une requête régulière p a une borne �nie par rapport à un ensemble �ni deontraintes d'égalités de mots C si et seulement si fC(p) est �ni.Preuve : Si une requête q a un équivalent �ni par rapport à C il existe alors une requête qftelle que C |= q ≡ qf et L(qf ) est �ni. D'après le orollaire 3.6, fC(q) = fC(qf ). Comme L(qf )est �ni, fC(qf ) est une union �nie de fC(u) (u appartient à L(qf )) et il est don �ni.Soit p une requête telle que fC(p) est �ni. Soit ([v], v′) un élément de fC(p) et notons
rep([v],v′) un mot de l'ensemble { u ∈ L(p) | fC(u) = ([v], v′) }. On onsidère alors le langage�ni qf = ∪

([v],v′)∈fC(p)
rep([v],v′). Par onstrution fC(q) = fC(qf ) et don C |= q ≡ qf . ◭Conernant l'existene d'un modèle exat pour un ensemble C de ontraintes d'égalités demots, on peut énoner :Proposition 3.14 Soit C un ensemble de ontraintes d'égalités de mots. C a un modèle exat�ni si et seulement si Df

C est un graphe omplet.Preuve : Si Df
C est omplet alors ≡C est d'index �ni et don C a un modèle exat �ni(théorème 3.3).Réiproquement, si Df

C n'est pas omplet il existe un mot u tel que Df
C (u) est vide. Ce quisigni�e que fC(u) = (Df

C (u1), u2) ave u2 qui n'est pas le mot vide. On a montré que pour toutlabel x et pour tout entier n, fC(uxn) = (Df
C (u1), u2x

n). Si uxn et uxm sont di�érents (i.e. net m sont di�érents) alors fC(uxn) est di�érent de fC(uxm). Il déoule de la proposition 3.13que C 6|= uxn ≡ uxm. Ces deux mots ne sont pas dans la même lasse et don ≡C n'est pasd'index �ni. ◭Corollaire 3.8 Pour tout ensemble C de ontraintes d'égalités de mots, DC est l'unique do-ument déterministe (omplet) qui satisfait : D |= u ≡ v si et seulement C |= u ≡ v.Corollaire 3.9 Si ≡C est d'index �ni alors le nombre de lasses est borné par la taille de C.Dans le but de déider e�aement de es di�érentes propriétés, il faut proposer un algo-rithme e�ae qui alule le graphe Df
C . C'est le but de la prohaine setion.



3.5. Les ontraintes d'équivalenes entre mots 793.5.2 Modèle de ontraintes de motsLa setion préédente a mis en évidene l'importane du graphe Df
C pour l'étude desontraintes de mots. Pour étudier la omplexité des di�érents algorithmes de déision présentés,il faut être apable d'élaborer un algorithme e�ae pour sa onstrution. Le but de ettesetion est don de présenter un algorithme qui peut onstruire Df

C , en un temps quasi-linéairedans la taille de l'ensemble de ontraintes d'égalités de mots C = {ui ≡ vi, 1 ≤ i ≤ n}.Construire le graphe Df
C onsiste à mettre, pour toute ontrainte u ≡ v de C, u et v dansla même lasse d'équivalene et à itérer le proessus par ongruene droite. L'algorithme detable 3.1 propose une proédure merge qui a ette spéi�ation.proédure merge(in u,v : mots ; in out S :ensembleDeClasses)% input : u et v deux mots tel que u ou v appartient à W , S un ensemble de lasse d'équivalene% output : l'ensemble S dans lequel on a fusionné les lasses uw et vw (w est un mot)% loales : x un labelretirer [u] de Sretirer [v] de Sajouter [u] ∪ [v] dans Spour tout x ∈ A fairesi ux ou vx appartient à W alors merge(ux,vx,S)�n pour�n Tab. 3.1 � Calul des lasses de ≡CPour implémenter e�aement la proédure merge, deux questions sont à étudier :1. Comment gérer les lasses d'équivalene a�n de manipuler e�aement l'ensemble S ?2. Comment représenter les mots de W a�n de déduire de la lasse d'un mot u la lasse dumot ux ?Nous utilisons le prinipe de l'union-�nd pour onstruire les lasses de ≡C ave une idéesimilaire à elle de l'algorithme de Shostak [Shostak, 1978℄. Le prinipe de l'union-�nd permetde aluler un ensemble de lasses ave trois primitives : réer une nouvelle lasse, alulerl'union de deux lasses, et trouver (�nd) le représentant d'une lasse. Dorénavant �nd(u)représente le représentant de la lasse de u et union représente l'union de deux lasses.Pour répondre à la seonde question, on utilise une struture auxillaire G. G est un grapheorienté. Les n÷uds de G sont les mots de W . Les ars de G sont étiquetés par les labels de A.Notre but est de proposer un algorithme qui manipule G ayant l'invariant suivant : Soient u,

v deux mots et x un label tels que ux et v appartiennent à WSi v est le réprésentant de la lasse [u], alors il existe dans G un ar x de v vers lereprésentant de la lasse [ux].



80 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsDans un premier temps, G représente l'arbre pré�xe de W . Cette initialisation signi�e quehaque n÷ud du graph (haque mot de W ) est une lasse d'équivalene. On fusionne alors lesn÷uds équivalents omme le propose le prinipe de la table 3.1 et on obtient l'algorithme dela table 3.2. Cet algorithme utilise deux primitives dont nous donnons la spéi�ation :� �nd(u :n÷ud) :n÷ud ; retourne le représentant de la lasse [u]� union(in u :n÷ud ;in v :n÷ud ;in out S :ensembleDeClasses) ; retire [u] et [v] de S etrée une nouvelle lasse [u] ∪ [v]. Après un appel à union, �nd(u) est égale à �nd(v).Nous ne donnons pas le ode orrespondant à es deux fontions. Néanmoins, il est possiblede se référer à [Cormen et al., 1990℄ pour trouver toutes les strutures de données et tous lesalgorithmes qui permettent d'implémenter �nd et union suivant le prinipe de l'union-�nd.L'algorithme de alul des lasses d'équivalene devient alors (la proedure merge estdonnée dans la table 3.2) :pour toute les ontraintes (u ≡ v) de C fairemerge(�nd(u),�nd(v) )�n pourproédure merge(in out G :graphe ; in u,v : n÷ud de G ; in out S :ensembleDeClasses)% input : G la struture auxiliaire, u et v deux n÷uds de G, et
S un ensemble de lasses d'équivalene. u et v sont les représentants de leur lasse.% output : l'ensemble S dans lequel on a fusionné les lasses uw et vw et G% loales : x un label.si u 6= v alorsunion(u,v,S)pour tout x ∈ A fairesi les transitions (u, x,w) et (v, x,w′) existent dans G alorsmerge(w,w′)�n sisi la transition (u, x,w) existe dans G mais pas la transition (v, x,w′) alorsajouter un nouvel ar, étiqueté par x, de v vers w dans G�n sisi la transition (v, x,w′) existe dans G mais pas la transition (u, x,w) alorsajouter un nouvel ar, étiqueté par x, de u vers w′ dans G�n si% si ni (v, x,w′) ni (u, x,w) n'existent dans G alors% pas de lasses à fusionner% �n si�n pour�n si�n Tab. 3.2 � Calul des lasses de ≡C (algorithme quasi-linéaire)



3.5. Les ontraintes d'équivalenes entre mots 81Etudions la omplexité de notre algorithme. Les auteurs de [Aho et al., 1974℄ ou R.E. Tar-jan dans [Tarjan, 1975℄ ont montré qu'un algorithme utilisant n − 1 unions et m �nd10 esten O(n + m.α(n,m))11. Dans le pire des as, tous les n÷uds appartiennent à la même lassed'équivalene. Dans e as, notre algorithme appelle exatement |n÷uds(G)| − 1 fois la pro-édure union et |C| fois la fontion �nd12. Comme le nombre de n÷ud de G est égal à lataille de W , qui est elle même égale à la taille de C, on déduit que notre algorithme, quialule les lasses d'équivalene de ≡C , est O(|C|.lg∗(|C|)). Il est de plus faile de montrerque le graphe Df
C se dé�nit par < N, r, T > où N = {�nd(u) | u ∈ W}, r = {�nd(ε)} et

T = {(�nd(u), x,�nd(ux)) | ux ∈W}. On a don prouvé la proposition suivante :
ε

dcb e f

bb cb dd ed fa

bba d

b c d e f

b b d d a

a a

u u.x
x

(a) Transition de l’arbre préfixe
find(u) find(u.x)

x

(b) Arcs ajoutés pour améliorer la fonction merge

u v(c) u et v sont dans la même classe

a

a

aa

a

a

Fig. 3.10 � Constrution du graphe Df
C ave l'algorithme de l'union-�ndProposition 3.15 Le graphe Df

C peut se onstruire ave un algorithme quasi-linéaire dans lataille de C.Exemple 3.5.2 : (suite de l'exemple 3.5.1) Soit l'alphabet à six lettres A = {a, b, c, d, e, f}et l'ensemble de ontraintes C = {a ≡ bba, b ≡ c, cb ≡ dd, d ≡ e, fa ≡ aa, ed ≡ f, e ≡ f, aa ≡
bba}. La �gure 3.10 représente la struture de données G utilisée pour onstruire le graphe
Df

C . On peut voir� l'arbre pré�xe (a) qui sert à initialiser G10Chaque appel à union ahe deux appels à �nd11α la fontion inverse d'Akermann. La fontion d'Akermann A est dé�nie par A(1, j) = 2j j ≥ 1, A(i, 1) =
A(i − 1, 2) si i ≥ 2, A(i, j) = A(i − 1, A(i, j − 1)) si i, j ≥ 212Dans le pire des as, tous les mots de C sont de longueur 1.



82 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions� les nouveaux ars (b) ajoutés par la proédure merge. Ils garantissent que pour toutmot u, si ux est un mot de W , alors (�nd(u),x,�nd(ux)) est une transition de G.� En�n les ars qui simulent les lasses d'équivalene (c) ne font pas partie de G. Ilspermettent uniquement de suivre la progression de l'algorithme. Une implémentationnaïve de �nd est de suivre tant que possible, à partir d'un n÷ud u, les ars du type (c)et de retourner le dernier n÷ud atteint.Comme (b ≡ c) appartient à C, b et c sont dans la même lasse. Il en déoule que bb et cbsont dans la même lasse. Comme bba ∈W et cba 6∈W , l'algorithme ajoute un nouvel ar éti-queté par a entre la lasse de cb et elle de bba. On déduit de a ≡ bba ≡ cba ≡ dda ≡ eda ≡ faque G(a) = G(fa). De même omme f ≡ ed ≡ fd, on a G(fd∗) = G(f). Finalement, aprèsavoir fusionné les n÷uds équivalents, on obtient le graphe Df
C de la �gure 3.9.3.5.3 Le problème de l'impliationDans ette setion, on étudie omment la bonne omplexité de l'algorithme qui onstruitle graphe Df

C peut améliorer la omplexité de quelques algorithmes pour le problème de l'im-pliation, pour la reherhe d'un équivalent �ni ou pour l'existene d'un modèle �ni exat.Ce dernier problème peut être résolu failement omme le montre ette propriété :Proposition 3.16 Soit C un ensemble de ontraintes d'égalités de mots. Déider si C a unmodèle exat �ni peut se faire en temps quasi-linéaire dans la taille de C.Preuve : Il est possible de onstruire le graphe Df
C en temps quasi-linéaire. Déider si Df

Cest omplet (proposition 3.14) peut se faire ave un algorithme qui est dans la taille de Df
C .

◭ En e qui onerne le problème de l'impliation de ontraintes, on peut améliorer l'algo-rithme de [Buneman et al., 1999℄ qui déide si un ensemble de ontraintes d'inlusion (et d'in-lusion inverse) de mots implique une égalité de mots. Malheureusement, il est aussi prouvé quele problème de l'impliation entre deux requêtes régulières est toujours un problème PSPACE-dur. En e qui onserne le problème de l'équivalent �ni, il est possible de onstruire, en tempspolynomial et si elle existe, à partir d'une requête q une requête �nie qf équivalente à q.Pour tout mot u, si le graphe Df
C est donné, le alul de fC(u) est linéaire dans la taille de

u. Si on travaille ave une requête régulière on obtient :Lemme 3.15 Soit p et q deux requêtes régulières. Considérons que le graphe Df
C est donné1. Tester si fC(p) est �ni peut être fait en temps polynomial dans la somme de la taille de

Df
C et de la taille de p.2. Tester si fC(p) et fC(q) sont égaux peut être fait ave un algorithme PSPACE dans lasomme de la taille de Df

C , de la taille de p et de la taille de q.Preuve : Dans un premier temps, on prouve que, pour tout n÷ud n du graphe Df
C , il estpossible de onstruire un automate AC,p(n) qui reonnaît le langage {w ∈ A∗ | (n,w) ∈ fC(p)}.



3.5. Les ontraintes d'équivalenes entre mots 83On prouve de plus que ette onstrution est PTIME dans la somme des tailles de Df
C et de

p. En e�et, l'algorithme suivant alule AC,p(n) en inq étapes :1. onstruire l'automate Ap qui reonnaît le langage dérit par la requête p. Tous les états deet automate sont aessibles et o-aessibles. L'algorithme de Gluskov [Gluskov, 1961℄permet une telle onstrution en O(|p|3).2. ompléter le graphe Df
C ave un n÷ud puits ⊥. On ajoute une transition (n, x,⊥) pourtout n÷ud n et pour tout label x tel qu'il n'y ait pas, dans le graphe Df

C , de transitionétiquetée par x à partir du n÷ud n.3. aluler le produit artésien entre e graphe omplet et l'automate Ap : dans e nouveaugraphe, les transitions sont de la forme ((n1, s1), x, (n2, s2)) où n1 et n2 sont, soit desn÷uds de Df
C , soit le n÷ud ⊥, s1 et s2 sont des états de l'automate Ap et x est un label.4. enlever du graphe préédent toutes les transitions ((n1, s1), x, (n2, s2)) dans lesquelles len÷ud n2 est un n÷ud de Df

C (i.e. e n'est pas le n÷ud ⊥).5. pour terminer, AC,p(n) est obtenu à partir du graphe préédent : les états initiaux sontles n÷uds de {n} × S où S est l'ensemble de n÷uds de Ap et les états �naux sont lesn÷uds de {⊥} × F où F est l'ensemble de états �naux de Ap.Toute ette onstrution peut se faire en PTIME dans la somme des tailles de Ap et de Df
C .Pour tester si fC(p) est �ni, on teste si pour tout n÷ud n du graphe Df

C le langage reonnupar l'automate est �ni. Cet algorithme est PTIME dans la somme de la taille de Df
C et de lataille de Ap.Pour terminer, on peut omparer fC(p) et fC(q) pour deux requêtes régulières p et q. Ilsu�t de omparer pour tous les n÷uds n du graphe Df

C le langage reonnu par l'automate
AC,p(n) et elui reonnu par AC,q(n). On obtient alors un algorithme PSPACE dans la sommede la taille de AC,p(n) et de la taille de AC,q(n). ◭Remarque 3.6 On ne peut pas améliorer la omplexité de l'algorithme qui ompare fC(p) et
fC(q). En e�et, si on onsidère un ensemble vide de ontraintes d'égalités de mots, C |= p ≡ qsi et seulement si le langage dérit par p est égal au langage dérit par q. Il est onnude [Garey and Johnson, 1978℄ que e problème est PSPACE-dur dans la somme des taillesdes deux expressions régulières p et q. On en déduit que le problème de l'impliation par unensemble de ontraintes d'égalités de mots est PSPACE-dur.Lemme 3.16 Soient C un ensemble de ontraintes d'égalité de mots, p une requête et u unmot. On peut déider en PTIME si C |= p ≡ u.Preuve : Rappelons que C |= p ≡ v si et seulement si fC(u) = fC(p). u étant un mot, fC(u)se réduit à l'ensemble {([u1], u2)} ave u = u1u2 et u1 est le plus grand pré�xe de u tel que
Df

C (u1) n'est pas vide. Pour déider si fC(p) = fC(u) il faut don :� Tester si l'ensemble {[u] | ∃v ∈ L(p), w ∈ A∗fC(v) = ([u], w)} se réduit au singleton
{[u1]}. En alulant le produit arthésien entre un automate reonnaissant L(p) et Df

C ,e test peut être é�etué en PTIME.



84 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions� Tester si l'automate AC,p([u1]) (dé�ni dans la preuve du lemme 3.15) reonnait le mot
u2. Cette seonde étape est aussi PTIME.

◭ Le théorème suivant reprend tous les résultats de omplexité démontrés dans ette setion(proposition 3.13, proposition 3.15, orollaire 3.6, orollaire 3.7, lemme 3.15 et lemme 3.16) :Théorème 3.6 Pour tout ensemble C de ontraintes de mots :� Déider si C |= u ≡ v (u et v sont des mots) est quasi linéaire dans la somme de la taillede C et de la taille de u ≡ v.� Déider si C |= p ≡ u (u est un mot ; q est une requête) est PTIME.� Déider si C |= p ≡ q (p et q sont des requêtes régulières) est PSPACE-omplet dans lasomme de la taille de C et de la taille de la ontrainte p ≡ q.� déider si une requête régulière a un équivalent �ni par rapport à l'ensemble C est PTIMEdans la somme de la taille de C et la taille de p.On sait d'après le théorème 3.6 qu'il est possible de déider si une requête régulière a unéquivalent �ni par rapport à un ensemble C de ontraintes d'égalités de mots. Le problèmequi est maintenant étudié est elui de onstruire e�etivement une requête �nie f équivalenteà q. Si u est un hemin, on onstruit f à l'aide de la fontion fC : si fC(u) = ([u1], u2), alors
C |= u ≡ find(u1).u2. On généralise ette idée aux expressions régulières pour obtenir :Proposition 3.17 Soit C un ensemble non vide de ontraintes d'égalités de mots. Ononstruit, ave un algorithme quasi-linéaire, un transduteur τC tel que, pour toute requêterégulière p sur A :1. C |= p ≡ τC(L(p)),2. τC(L(p)) est �ni si et seulement si p a un équivalent �ni par rapport à C.Preuve : Soit C un ensemble non vide de ontraintes d'égalités de mots. Considérons le graphe
Df

C =< N, r, TG > dé�ni préédemment. Les noeuds de e graphe sont les lasses d'équivalenede la relation ≡C. Pour toute lasse [u], find(u) est le représentant de ette lasse omme onl'a dé�ni dans la setion 3.5.2. On peut don dé�nir un transduteur τC =< A,N ∪{$}, r,N ∪
{$}, T, e > où A est l'alphabet de leture et d'ériture, N ∪ {$} ($ n'appartient pas à N)est l'ensemble des états, r est l'état initial et tous les états sont �naux. L'ensemble T destransitions se dé�nit par : T = {([u], x, ε, [ux]) | [ux] ∈ N} ∪ {([u], x,find ([u])x, $) | [ux] 6∈
N} ∪ {($, x, x, $) | x ∈ A}. En�n, e est la fontion d'ériture des états �naux vers A∗ quiest dé�nie par : e([u]) = find([u]) et e($) = ε. Il est faile de montrer que pour tout mot u,
fc(u) = ([u1], u2) si et seulement si τc(u) = find([u1])u2. Si q est une requête régulière, alors

τC(q) =
⋃

u∈L(q)

τC(u) =
⋃

u∈L(q)

fC(u)=([u1],u2)

find([u1])u2Comme fC(τC(q)) = fC(q), on déduit du orollaire 3.6 que pour tout q tel que L(q) = τC(L(p)),
C |= p ≡ q. Finalement, le orollaire 3.7 prouve que : τC(L(p)) est �ni si et seulement si p a unéquivalent borné par rapport à C.



3.5. Les ontraintes d'équivalenes entre mots 85Remarquons que la onstrution du transduteur τC est quasi-linéaire dans la taille de C,puisqu'elle est basée sur la onstrution de Df
C . ◭Exemple 3.5.3 : (suite de l'exemple 3.5.1) Le transduteur τC est le suivant :
[ε]

[bba] [c][cb]

$

a
b,c

ba

d

d,e,f
a

x{a}/bbax{a}
x{b}/cx{b}

x{a,d}/cbx{a,d}

ε

bba c

cb

ε
x/xPour simpli�er la �gure, les transitions de la forme x | ε sont notées x. De plus, lestransitions entre un noeud [u] et le noeud $ sont étiquetées par xs | uxs ave s ⊆ A. Une telletransition orrespond à l'ensemble de transitions {([u], x,find ([u])x, $) | x 6∈ s}. De même,l'ensemble de transitions {($, x, x, $) | x ∈ A} est représenté par x | x (boule sur le noeud$). � τC(a

+b) = bbab ar fC(a
+b) = {([bba], b)}. Comme L(bbab) est �ni, a+b a un équivalent�ni par rapport à C. De plus C |= a+b ≡ bbab.� τC(f

+) = cbf∗ ar fC(f
+) = {([cb], fn) | n ∈ N}. Comme L(cbf∗) n'est pas �ni, f+ n'apas d'équivalent �ni par rapport à C. Néanmoins, C |= f+ ≡ cbf∗ est vrai.Etant donné un transduteur τC et une requête réguliére p, l'algorithme suivant alule unautomate reonnaissant le langage τC(L(p)) :1. Caluler le produit arthésien entre un automate reonnaissant L(p) et l'automate Aτonstruit à partir de τ ′

C. τ ′
C est onstruit en ajoutant à τC un nouvel état ⊥ et l'ensemblede transitions {(nτ , ε | e(nτ ),⊥) | nτ ∈ etats(τC)}. Aτ a tous les états de τ ′

C. Les étatsinitiaux sont eux de τC. L'état ⊥ est �nal. Les transitions de Aτ sont la forme (nτ , x, n′
τ )ave (nτ , x | u, n′

τ ) une transition de τ ′
C.2. Remplaer toutes les transitions ((nq, nτ ), x, (n′

q, n
′
τ )) du produit par les transitions

((nq, nτ ), u, (n′
q , n

′
τ )) telles que (nτ , x | u, n′

τ ) soit une transition de τ ′
C.



86 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusions3. Remplaer toutes les transitions étiquetées par u par un automate déterministe reon-naissant le mot u.Toute ette onstrution est PTIME et on peut don généraliser l'un des résultats duthéorème 3.6 : il est possible de déider si une requête p a une borne �nie en PTIME mais onpeut aussi onstruire, si elle existe, une borne �nie ave la même omplexité.3.6 Optimisation de requêtes : QriPour valider es résultats théoriques ave un point de vue base de données, nous avons dé-veloppé QRIC (Query Rewriting with Inlusion Constraints [Debarbieux and Luhier, 2004℄),un ensemble d'outils qui manipulent les données semi-struturées modélisées par des graphes.Notre objetif est de répondre, expérimentalement, à la question suivante : étant donnéune donnée D, un ensemble de ontraintes C (satisfaites par D) et une requête q, est-il plusrapide de aluler D(q) ou d'optimiser q (en herhant une requête �nie équivalente à q parrapport à l'ensemble C) puis d'évaluer ette nouvelle requête sur D ?Au vu des résultats théoriques présentés dans les setions préédentes, nous avons étudiéune seule lasse de ontraintes : les égalités de mots. Plus préisément, nous avons implémentél'algorithme qui onstruit le transduteur dérit dans la proposition 3.17, et nous avons om-paré le temps néessaire pour aluler D(q) (e temps est noté t(q)) et le temps néessairepour aluler D(τC(q)) (e temps est noté t(qopt)).Pour e�etuer es mesures, deux problèmes sont à résoudre : le premier problème onsisteà trouver des douments (et des requêtes) pour e�etuer nos tests, le seond problème onsisteà trouver des ontraintes d'égalités de mots satisfaites par un doument. Ce seond problèmesera résolu dans le hapitre onsaré à l'indexation et plus partiulièrement dans la setiondataguide.Nous avons trouvé trois soures de douments :� Des benhmarks utilisés par la ommunauté internationale [Shmidt et al., 2001℄,� Des douments XML onstruits à partir de la base IMDB.� Des douments XML générés aléatoirement [Tox, 2002℄La table 3.1 présente trois as aratéristiques :Le premier doument onsidéré a été onstruit à partir d'un ensemble de douments dela base IMDB (�gure 4.1, page 91). A partir d'un ensemble de �lms, on onstruit un anneauentre les �lms (grâe aux transitions suivant) et on identi�e dans quel(s) �lm(s) a joué haqueateur.Pour ertains �lms, le hamp auteur n'est pas spéi�é et la donnée géné-rée i-dessus est fortement irrégulière. On a don identi�é les �lms ayant des a-teurs et réé des douments plus réguliers (qui, par exemple, satisfont la ontraintefilms.film.ateur.joueDans≡films.film).Les douments du troisième exemple sont issus du XMark projet dont le but est de propo-ser un benhmark de douments XML (ave des référenes) pour permettre a haque onep-teur d'outils d'évaluer son travail. Les membres de XMark projet ont aussi pour objetif deproposer des douments qui ressemblent à eux du monde réel.



3.7. Conlusion 87
t(q) > t(qopt) t(q) = t(qopt) t(q) < t(qopt)Films (125k) 5 5 3Films réguliers (125k - 1 482 ars) 8 2 3Benhmark (11M - 167 535 ars) 1 21 3Tab. 3.1 � Optimisation de requêtesQuelles onlusions peut-on tirer de es expérienes ?Comme le montrent les deux premières lignes du tableau, l'algorithme proposé pour opti-miser une requête régulière est e�ae et il permet un gain de temps lors de l'évaluation denombreuses requêtes.Il faut néanmoins nuaner es résultats : en e�et, pour qu'une majorité de requêtes soitoptimisée, il faut beauoup de ontraintes d'équivalenes (omparaison entre les deux premièreslignes). Or les données semi-struturées sont irrégulières et ontiennent peu de ontraintes dee type (à moins que la donnée ait été onstruite à partir d'une base relationnelle). La dernièreligne suggère de plus qu'il y a peu d'optimisations possibles dans des douments réels.Comme le montre la dernière olonne du tableau 3.1, il est possible que, dans ertainsas, l'utilisation de la requête réérite entraîne une perte de temps par rapport à la requêted'origine. Une solution pour éviter e problème (et qui améliorerait tous les résultats) pourraitêtre de modi�er l'algorithme qui hoisit le représentant dans une lasse de ≡ (on modi�e alorsle transduteur τC et don la réériture). On hoisit pour l'instant le mot le plus ourt et lepremier dans l'ordre alphabétique, alors que l'on pourrait baser e hoix sur des aratéris-tiques du doument. Les auteurs de [MHugh et al., 1998℄, ou de [MHugh and Widom, 1999℄proposent, dans le adre du projet Lore, des statistiques sur les hemins présents dans unedonnée, qui pourraient guider e hoix.3.7 ConlusionCe hapitre était onsaré aux ontraintes d'inlusions dans les données semi-struturéesmodélisées par des graphes étiquetés à plusieurs raines. Les problèmes abordés étaient :l'existene d'un modèle exat �ni, le problème de l'impliation de ontraintes et le problèmedes équivalents �nis (bornes �nies).Dans le as le plus général, auun outil n'est onnu pour manipuler les ontrainteset nous travaillons diretement ave les graphes omme le font S. Abiteboul et V. Vianudans [Abiteboul and Vianu, 1997℄.Au ontraire, dans le as des ontraintes d'inlusions bornées, les problèmes onsidérés setransforment en formule de la théorie de la réériture pré�xe. Les problèmes de l'impliationet de l'équivalene s'expriment ave formules du premièr ordre alors que les problèmes de laborne �nie, de l'équivalent �ni et de l'index �ni se dé�nissent ave des formules du deuxièmeordre. On a don proposé une méthode ommune pour étudier tous les problèmes.Néanmoins, quelques algorithmes ad ho sont présentés pour étudier plus �nement lesproblèmes de omplexité. Ces algorithmes utilisent la notion d'anêtre dans le système de



88 Chapitre 3. Douments représentés par un graphe : ontraintes d'inlusionsréériture. Ils ont permis de montrer que le problème de l'impliation ou que le problème dela borne �nie sont PSPACE-omplet.Dans le as très partiulier des ontraintes d'égalités de mots, on onstruit (en tempsquasi linéaire) un graphe �ni qui ontient toute l'information utile pour manipuler lesontraintes d'inlusions. On en déduit, un algorithme quasi-linéaire qui déide si un ensemblede ontraintes d'égalités de mots a un modèle �ni, un algorithme quasi-linéaire pour le pro-blème de l'impliation entre deux mots et un algorithme PTIME qui onstruit, à partir d'unerequête q et d'un ensemble de ontraintes, une requête �nie équivalente (si ette requêteexiste). Malheureusement le problème de l'impliation entre deux requêtes reste PSPACE-omplet. Pour valider es résultats du point de vue de l'optimisation de requêtes, QRIC, unensemble d'outils manipulant des données semi-struturées a été développé en Oaml.Trois pistes sont intéressantes à suivre dans le futur :� La PSPACE-omplétude du problème de l'impliation est établie dans le adre desontraintes d'inlusions bornées. Rapellons que, dans le adre général, e problème estun problème ouvert très intéressant d'un point du vue théorique. De même, une requêteréguliére est représentée par son arbre syntaxique. Que deviennent les résultats de om-plexité si les requêtes sont odées par des DAGs (i.e. les sous strutures ommunes sontpartagées).� La première onsiste à optimiser des requêtes Xpath en utilisant des ontraintes d'inlu-sions. L'idée naturelle est d'utiliser un fragment des requêtes graphes : on pourrait ainsigénéraliser les travaux de [Amer-Yahia et al., 2001℄ ou de [Vagena et al., 2004℄ sur lestwigs en onsidérant uniquement les axes hild, desandant et idref.� La seonde onsiste à voir la notion de lefs dans les douments XML ommedes ontraintes d'inlusions (le type des ontraintes dépendant du type de lefs).Dans e as, le problème est de savoir si on peut résoudre des problèmes d'impli-ation entre lés ave les tehniques que nous avons utilisées pour les ontraintesd'inlusions[Fan and Simeon, 2000, Bouhou et al., 2003, Abrão et al., 2004℄.



Chapitre 4Requêtes Régulières : indexation dehemins
4.1 IntrodutionLes données semi-struturées sont modélisées par des graphes orientés étiquetés à plusieursraines. Dans e modèle, plusieurs informations sont don expliites. On peut par exempleiter, la struture de graphe, l'alphabet des labels, les hemins. . . Rappelons que, et omme'est le as pour toute ette thèse, une donnée ne se onforme à auun shéma prédé�ni (niDTD, ni XML shéma, ni grammaire de graphe. . . ).Si on reprend la �gure 1.2 (page 4), une information impliite est que ertains n÷uds seressemblent. Par exemple, les n÷uds 1, 2, 3 et 5 ont tous un ar entrant étiqueté auteur. Notreétude peut enore être partiularisée : en e�et ertains de es n÷uds ont un ar o-auteurentrant et d'autres n'en ont pas.L'idée sous-jaente à l'exemple préédent est une notion de type. On souhaite typer lesn÷uds de la donnée a�n d'avoir une (des) information(s) supplémentaire(s) sur le ontenu dela donnée. Un type est un ensemble de n÷uds d'une donnée qui se ressemblent. Typer lesn÷uds d'une donnée onsiste à onstruire une relation types entre les n÷uds de la donnée etun ensemble de types. On ne restreint pas la relation types 'est-à-dire qu'un n÷ud peut avoirplusieurs types et que plusieurs n÷uds peuvent appartenir à un même type. Autrement dit, si
types(t) désigne l'ensemble de tous les n÷uds d'une donnée qui ont le type t, un n÷ud n peutappartenir à deux ensembles types(t) et types(t′) di�érents. Le hoix des types et le mode deonstrution de la relation types dépendent de l'utilisation du typage et de l'information qu'ilapporte aux utilisateurs.La notion de type est très souvent assoiée à la notion de guide [Nestorov et al., 1997,Buneman et al., 1997, Nestorov et al., 1998, Abiteboul et al., 2000℄. Le guide d'une donnéesemi-struturée D est un graphe (omme D) dont les n÷uds sont les types de D. Les transitionsprésentes dans le guide servent à modéliser les hemins de la donnée. Une ontrainte trèssouvent imposée à un guide est d'avoir un langage de hemins qui soit un sur-ensemble dulangage de hemins de la donnée. Cette ontrainte permet d'avoir la même notion de requêtessur les deux représentations. 89



90 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsDonnons un exemple de guide. Supposons que l'on veuille onstruire un guide qui représenteles ontraintes d'inlusions présentes dans une donnée. Le MAM (Miroir de l'Afer anoniquedu langage Miroir) [Caron et al., 2003℄ est un bon andidat. En e�et, MAMD est un grapheonstruit à partir de l'ensemble LD de tous les hemins d'une donnée D et qui véri�e :
MAMD |= p � q si et seulement si ∃ une donnée D′ | LD′ = LD ∧D′ |= p � qMAMD véri�e don des ontraintes d'inlusions qui peuvent ne pas être véri�ées par D maisqui pourraient l'être et e, sans modi�er l'ensemble des hemins de la donnée. Dans e as, letypage a la sémantique suivante : deux n÷uds n et n′ ont le même type si pour toute requête

q, D({n}, q) est égal à D({n′}, q).Expliitons les prinipales fontions d'un guide sur les n÷uds d'une donnée :� Optimiser l'évaluation des requêtes : onnaître la struture d'une donnée permet deguider le proesseur de requêtes et de travailler seulement dans une (petite) partie de ladonnée.� Dérire, de façon à aider un utilisateur à formuler des requêtes, le ontenu d'une donnée.� Failiter l'intégration de plusieurs soures de données : si on onnaît la struture deplusieurs données di�érentes, on peut herher à trouver une struture ommune et|ouà dé�nir une onversion d'un type à l'autre.� Améliorer le stokage : Au lieu de stoker naïvement la donnée, on peut regrouper lesn÷uds qui ont le même type. Ce regroupement permet de diminuer le nombre de pageshargées en mémoire et don d'améliorer la performane du système.� Interdire ertaines mises à jour : C'est une utilisation lassique des types dans le modèlerelationnel qui est beauoup moins ourante dans notre modèle.Indexer une donnée semi-struturée onsiste à onstruire un guide ouvrant 'est-à-dire unguide qui satisfasse une ondition supplémentaire, non véri�ée par le MAM, sur les requêtes.Soit D une donnée et ID un guide de D, on dit que ID est un guide ouvrant (un index) de
D si pour toute requête régulière q :

D(q) = ∪
t∈ID(q)

{n ∈ D | n ∈ types(t)}Autrement dit, on peut évaluer le résultat de toute requête régulière en utilisant uniquementl'index, sans jamais onsulter la donnée d'origine.Au vu des dé�nitions préédentes, une donnée D est un index ouvrant d'elle-même (larelation types est alors l'identité). Cette indexation n'apporte rien du point de vue de l'éva-luation de requêtes. On dé�nit don trois ritères pour évaluer les index.1. Simpli�er l'évaluation des requêtes. On souhaite que le temps néessaire pour répondreà une requête sur l'index soit inférieur au temps néessaire pour répondre à la mêmerequête sur la donnée. Ce ritère est souvent remplaé par une omparaison de taille :on souhaite avoir une taille de l'index qui soit plus petite que elle de la donnée initiale.2. Outre le problème de la taille de l'index on souhaite aussi avoir un algorithme e�aepour aluler l'index. En e�et un index de très petite taille peut être onstruit ave unalgorithme très oûteux en temps.3. La préservation des ontraintes d'inlusions. Dans le hapitre préédent, on amis en évidene l'utilité des ontraintes d'inlusions dans l'évaluation des requêtes. Onherhe don à onstruire des index qui ont une struture semblable à elle de la donnée.



4.1. Introdution 91L'idée est, omme pour les requêtes, de pouvoir utiliser la struture de l'index sansonsulter elle de la donnée.
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Fig. 4.1 � Exemple d'une donnée onstruite à partir de IMDBUne autre propriété importante d'un index est d'avoir un algorithme de mise à jour parrapport à une modi�ation d'une donnée qui ne realule pas tout l'index. Comme nous allonsle voir, toutes les méthodes que nous présentons ont ette propriété.Dans la littérature, les points 1 et 2 sont les plus étudiés. Historiquement, le data-guide [Goldman and Widom, 1997℄ fut, dans le adre du projet Lore, le premier index de he-mins proposé. Comme son nom l'indique, outre son r�le d'indexation, le dataguide a un r�le deguide : guider l'utilisateur lors de son ériture de requêtes (le dataguide étant déterministe, ilest faile d'assister l'ériture de requêtes en utilisant le dataguide omme un plan -site map- dela donnée). Dans le but de ontr�ler la taille du guide d'une donnée, S. Nestorov, S. Abiteboulet R. Motwani proposent de typer une donnée ave exatement K types [Nestorov et al., 1998℄.Même si leur algorithme est basé sur des algorithmes de lustering qui ne sont pas des mé-thodes d'indexation (pas de notion de ouverture), ils dé�nissent le typage perfet qui peut setransformer en l'index perfet. En�n, le 1-index [Milo and Suiu, 1999℄ (et ses méthodes d'in-dexation dérivées, le A(k)-index [Kaushik et al., 2002b℄ et le D(k)-index [Chen et al., 2003℄)a pour but d'être optimal quant à la plae qu'il oupe, quant à son temps de onstrution etquant au gain e�etué en l'interrogeant plut�t que la donnée.Par ontre, à ma onnaissane, le lien entre les ontraintes d'inlusions et les index estnouveau (point 3). Il est l'apport prinipal de e hapitre. Un premier résultat est que, ommel'index est ouvrant, toute ontrainte satisfaite par un index d'une donnée D et aussi satisfaitepar D. On étudie don le problème inverse qui est de trouver dans l'index les mêmes ontraintesque elles satisfaites par la donnée. Autrement dit, si ID est un index d'une donnée D, a-t-on
D |= p � q implique ID |= p � q ?Dans un premier temps, nous présentons le dataguide [Goldman and Widom, 1997℄ (se-tion 4.2). Le dataguide regroupe des n÷uds tels que haque hemin de la donnée apparaisseexatement une fois dans l'index. On rée ainsi un index déterministe pour lequel l'évaluation



92 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsest e�ae. Par ontre, le dataguide ne onserve pas les ontraintes d'inlusions. Néanmoins,la relation de sous-typage induite de la onstrution du dataguide ontient toute l'informationonernant les inlusions de mots. On en déduit un algorithme de saturation du dataguidequi permet de onstruire un index satisfaisant les ontraintes de mots de la donnée. En�n, leprinipe de onstrution du dataguide permet d'extraire d'une donnée toutes ses ontraintes :on peut onstruire un ensemble �ni C(D) de ontraintes �nies tel que la donnée D soit unmodèle exat de l'ensemble C(D).Dans un deuxième temps (setion 4.3) nous présentons des méthodes qui regroupent dansl'index, des n÷uds d'une donnée qui sont indi�éreniables du point de vue des requêtes.L'idée est de fusionner des n÷uds qui ont le même langage de hemins entrants. Tester si deuxn÷uds sont équivalents étant très oûteux ('est un problème PSPACE-omplet), la ondi-tion d'équivalene est a�aiblie pour devenir un test de bi-simulation sur les n÷uds. L'indexperfet [Nestorov et al., 1998℄, le 1-index [Milo and Suiu, 1999℄ et ses méthodes d'indexationdérivées le A(k)-index [Kaushik et al., 2002b℄ et D(k)-index [Chen et al., 2003℄ sont basés sure prinipe. Tout es index sont ompats, failes à aluler et satisfont les mêmes ontraintesd'inlusions que la donnée initiale.La dernière setion de e hapitre est onsarée à l'étude des ensembles de données. Ene�et, interroger un ensemble E de données ave une requête q revient à aluler E(q) l'union detous les D(q) pour D une donnée de E (on suppose, sans restreindre la généralité du problème,que deux données di�érentes n'ont pas de n÷uds en ommun). Du point vue des requêtes, onne fait don pas la di�érene entre l'ensemble de données E et la donnée à plusieurs raines
DE =< NE , RE , TE > onstruite omme suit : NE est l'union de tous les n÷uds des donnéesprésentes dans E, RE est l'union de toutes les raines et TE est l'union de toutes les transitions.Il faut noter que ette donnée satisfait une ontrainte si et seulement si elle est satisfaite partoutes les données de l'ensemble E.Pour résumer, étudier les ontraintes ommunes aux données de l'ensemble E revient àherher les ontraintes satisfaites par la donnée DE . On peut don utiliser tous les résultatspréédents pour étudier les ontraintes d'inlusions ommunes à plusieurs données. Néanmoins,la troisième setion porte sur une di�érene : supposons que l'on ait un ensemble de données
E et un algorithme d'indexation index et que quelqu'un veuille interroger non pas toutes lesdonnées de E mais uniquement un sous ensemble E′ de E. Deux méthodes d'indexation sontpossibles :� Indexer haque donnée séparément puis onstruire U-index(E) omme l'union de touses index.� Indexer l'ensemble E en le onsidérant omme une unique donnée et onstruire index(E).La troisième setion est don onsarée à la omparaison entre U-index(E) et index(E). Pluspréisément nous prenons omme référene le 1-index et nous étudions expérimentalement lerapport entre le nombre de données présentes dans E et le nombre de données présentes dans
E′ et les fores|faiblesses du U-index(E) par rapport au 1-index(E).Pour omparer les di�érents algorithmes d'indexation nous avons pris une donnée de réfé-rene qui nous sert de �l rouge tout au long de e hapitre. Cette donnée ontient 200 �lms del'année 1966 et a été onstruite à partir de la base de données MovieDB (aussi appelée IMDBpour The international movie database). La �gure 4.1 montre une (petite) sous-partie de ettedonnée. Il manque en e�et toutes les informations onernant les produteurs, les titres, lesrésumés. . . De plus, il y a plusieurs ateurs par �lm et un ateur peut jouer dans plusieurs



4.2. Dataguide 93�lms. Cette partie permet de omprendre les méanismes d'indexation. On remarque que le�lm orrespondant au n÷ud 200 n'a pas d'ateur. Il s'agit de Wolnamjeonseon isangeobtda, undoumentaire de guerre tourné en Corée du sud et pour lequel il n'y pas d'ateurs. On verrales onséquenes de e manque de régularité pour haun des algorithmes.4.2 DataguideLa onstrution d'un dataguide ([Goldman and Widom, 1997℄, [Abiteboul et al., 2000℄)a été la première méthode d'indexation de données semi-struturées. Le besoin d'une telleonstrution est apparu dans le adre du projet Lore [Lore, 1997℄.Le projet Lore a été développé à l'université de Stanford et il a pour objetif de gérerdes données semi-struturées modélisées par des graphes. Le langage de requêtes utilisé estLorel. C'est un langage basé sur les requêtes régulières mais qui permet en plus d'interrogerle ontenu des n÷uds du graphe.Il y a beauoup d'alternatives possibles pour développer une base de données semi-struturées. Il est possible de partir d'un système déjà existant sur le modèle relationnel ou surle modèle objet... Les onepteurs de Lore ont déidé de onstruire un système à �partir de rien�et de proposer, pour haque problème, des solutions propres aux données semi-struturées.Il est évident que l'un des problèmes majeurs à résoudre est l'absene de shémaqu'il faut ompenser par des index ([MHugh et al., 1998℄, [MHugh and Widom, 1999℄,[Abiteboul et al., 2000℄). Cinq types d'index sont utilisés dans Lore : le Vindex (Value indexi.e. un index numérique), le Lindex (Link index) qui permet de suivre un lien (ou de le remon-ter), le Bindex qui, étant donné un label, retourne toutes les paires de n÷uds liés par e label,le Tindex (full text index) et le Pindex (Path index). Depuis, des index indexant simultanémentle texte et les hemins ont été développés [Weigel et al., 2004, Gardarin and Yeh, 2005℄.Dans ette setion, seul l'un de es index nous intéresse : le Pindex sur les hemins qui estommunément appelé dataguide.Dé�nition 4.1 Étant donné une donnée semi-struturée D on appelle dataguide de D toutedonnée déterministe DGD qui véri�e que :� Chaque hemin de D a exatement une instane dans DGD,� Chaque hemin de DGD est un hemin de D.� Pour tout ouple de mots (l,l') de A∗ ×A∗,
D(l) = D(l′) si et seulement si DGD(l) = DGD(l′)4.2.1 Algorithme de onstrution du dataguideOn donne maintenant une série de propriétés montrées dans [Caron et al., 2003℄, maisqui sont déjà évoquées dans [Milo and Suiu, 1999℄. Pour ela on voit une donnée omme unautomate : tous les n÷uds du graphe sont des états �naux et tous les n÷uds raines sont desétats initiaux.



94 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsProposition 4.1 Le dataguide DGD d'une donnée D est unique (à un isomorphisme près) etil est le résultat de l'appliation sur la donnée D de l'algorithme lassique de déterminisationdes automates �nis de mots [Hoproft and Ullman, 1979℄.Preuve :1. Montrons d'abord que DGD est unique (à un isomorphisme près).Supposons que pour une donnée D il existe deux dataguides di�érents (DGD et DG'D)et onstruisons un isomorphisme entre es index. Soit l un hemin de DGD, il est alorsun hemin de D et don de DG'D (dé�nition des dataguides).� Bijetion entre les n÷uds.On dé�nit l'appliation Φ qui à un n÷ud N1 de DGD assoie un n÷ud N2 de DG'Dpar le proessus suivant. Soit c1 un hemin de DGD qui atteint N1, on note alors N2le n÷ud assoié par e même hemin dans DGD′ . S'il existe c′1 un autre hemin quiatteint N1 dans DGD, alors c1 et c′1 ont le même résultat dans DGD ils ont don lemême ensemble résultat dans D et le même résultat dans DGD′ (i.e. la onstrution de
N2 est indépendante du hemin hoisi). Le fait que DGD et DGD′ soient déterministespermet d'a�rmer que Φ est e�etivement une appliation.Notons |DGD| le nombre de n÷uds de DGD. |DGD| est égal au nombre de résultatsdi�érents que l'on peut atteindre ave des hemins de D. Par dé�nition d'un dataguide,DGD′ a exatement la même taille.Soit un n÷ud N2 de DGD′ . On peut l'atteindre par un hemin c2 dans DGD′ . Cehemin atteint N1 dans DGD. Il est ensuite rapide de véri�er que N1 est un antéédentde N2 par Φ. C'est à dire que Φ est surjetive.
Φ est don une appliation surjetive entre deux ensembles �nis ayant le même ardi-nal. Elle est don bijetive.� Bijetion entre les ars.On montre, par réurrene, que si un hemin c atteint un n÷ud N1

c dans DGD alorsle hemin c atteint N2
c = Φ(N1

c ) dans DGD′ .
• si le hemin est vide le résultat est évident.
• si le résultat est vrai pour un hemin c montrons qu'il est vrai pour le hemin c.l (lest un label).Dans DGD′ c atteint le n÷ud Φ(N1

c ). L'ar (N2
c , l,N2

c.l) existe (ar DGD′ est déter-ministe et que tout hemin de DGD est aussi hemin de DGD′) et don c.l atteint
N2

c.l = Φ(N1
c.l).DGD et DG'D sont don isomorphes et la dataguide est unique.2. Il est faile de montrer que le déterminisé det(D) d'une donnée D véri�e les trois pointsde la dé�nition du dataguide et que don det(D) est un dataguide. On sait de plus quele dataguide est unique (point 1) et don det(D) est le dataguide du donnée D.

◭ C'est en utilisant e résultat que R. Goldman et J. Widom ont présenté une méthodede mise à jour du dataguide dans [Goldman and Widom, 1999℄. Une mise à jour onsiste àrealuler le déterminisé de la donnée mais uniquement en suivant les hemins modi�és.Maintenant que l'on a dé�ni le dataguide il faut savoir omment on peut l'utiliser en tantqu'index. Pour onstruire le dataguide DGD on a utilisé l'algorithme de déterminisation, il estdon faile de onstruire la relation types qui lie un n÷ud de DGD à un ensemble de n÷uds
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Fig. 4.2 � Une donnée et son dataguidede D. En e�et, tout n÷ud t du dataguide orrespond à un ensemble e de n÷uds de la donnée.On dé�nit don types(t) omme l'ensemble e. La onstrution du dataguide par la méthodedes sous-ensembles permet de faire le lien entre un type t et les mots u qui atteignent t dansl'index :Lemme 4.1 Soient D une donnée semi-struturée, DGD son dataguide et u un mot. Notons
tu le n÷ud (le type) atteint par u dans DGD et types(tu) l'ensemble des n÷uds de D ayant letype tu. On a alors :

types(tu) = D(u)Preuve : Raisonnons par réurrene sur la longueur de u. Soit D =< N,Racines, T > unedonnée semi-struturée.� Si u = ε alors D(ε) = Racines = tε� Si u = vx alors D(u) = D(D(v), x) = D(types(tv), x) = types(tu) d'après l'algorithmede déterminisation.
◭ Les auteurs de [Goldman and Widom, 1997℄ déduisent de es dé�nitions que le dataguideest un guide ouvrant (i.e. un index). En e�et si q est une requête et que DGD(q) est le résultatde q sur DGD on a alors D(q) le résultat de q sur D qui se alule failement par :

D(q) = ∪
t∈DGD(q)

(types(t)) (4.1)Un orollaire de e lemme fait le lien entre ontraintes d'inlusions et sous-typageCorollaire 4.1 Soit D une donnée semi-struturée, DGD son dataguide, u et v deux motsNotons tu (reps. tv) le n÷ud (le type) atteint par u (resp. v) dans DGD. On a alors :
D |= u � v si et seulement si types(tu) ⊆ types(tv)Exemple 4.2.1 : La �gure 4.2 représente une donnée et son dataguide. On onstruit larelation types entre les n÷uds du dataguide et eux de la donnée. Par exemple types ({1, 2})={1, 2} ou bien types ({4}) ={4}. On déduit de DGD(Auteur+Bibliotheque) = {{1, 2}, {4}}que D(Auteur + Bibliotheque) = {1, 2, 4}.



96 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsDe plus, le dataguide étant par dé�nition déterministe, l'algorithme qui permet de alulerDGD(q) est plus e�ae que elui qui alule D(q). Mais ela ahe une mauvaise propriétédes dataguides qui est leur taille par rapport à la donnée initiale :Proposition 4.2 La taille de DGD peut être exponentielle par rapport à la taille de D.Pour prouver ette proposition il su�t de dire qu'elle est le orollaire de la proposition 4.1.Pour réduire la taille du dataguide R. Goldman et J. Widom proposentdans [Goldman and Widom, 1999℄ plusieurs méthodes permettant de regrouper des n÷udsdu dataguide. Malheureusement, es nouveaux guides ne onservent pas forément l'ensembledes hemins et ils ne sont don pas ouvrants.En e qui onerne les ontraintes d'inlusions, la donnée représentée dans la �gure 4.2nous montre que les ontraintes d'inlusions présentes dans D ne le sont pas forément dansDGD. En e�et D est un modèle de Bibliothèque.Livre.EritPar � Auteur alors que le dataguidene l'est pas. L'information onernant les ontraintes d'inlusions n'est pas tout à fait perduepuisque l'ensemble types(DGD(Bibliothèque.Livre.EritPar)) est inlus dans l'ensemble types
(DGD(Auteur)).4.2.2 Saturation du dataguideNous proposons don un algorithme de saturation, inspiré de la onstrution des auto-mates résiduels [Denis et al., 2001℄, qui ajoute des transitions au dataguide pour onserver lesontraintes d'inlusions de mots. On propose d'ajouter les transitions (t′, x, t) dans DGD s'ilexiste une transition (t′, x, t′′) dans DGD telle que types(t) est inlus dans types(t′′). En e�et,omme le montre l'équation 4.1, si types(t) est inlus dans types(t′′) alors tout mot attei-gnant t′′ dans DGD, atteint tous les n÷uds de types(t) dans D. On obtient alors la dé�nitionsuivante :Dé�nition 4.2 Soit D une donnée et DGD =< N, {r}, T > son dataguide. On dé�nit lesaturé DGSD du dataguide DGD omme étant le graphe < N,R′, T ′ >� R′ = {t ∈ N | types(t) ⊆ types(r)},� T ′ = {(t′, x, t) | ∃t′′ ∈ N, (t′, x, t′′) ∈ T ∧ types(t) ⊆ types(t′′)}.En onsidérant le as pour lequel t′′ et t sont égaux, on prouve que DGSD ontient toutesles transitions de DGD. On peut aussi avoir une vision 'automate' du problème et ajouter audataguide des transitions ε entre un type t′′ et un type t si types(t) est inlus dans types(t′′).Exemple 4.2.2 : La �gure 4.3 représente une donnée et son dataguide saturé. Comme
types({4}) est inlus dans types({3, 4}) on ajoute (en pointillés) au n÷ud {4} des transitionsorrespondant aux transitions entrantes dans le n÷ud {3, 4}.Comme types({1}) est inlus dans types({1, 2}) et que ({0}, b, {1, 2}) est une transition,on ajoute la transition ({0}, b, {1}) et 'est ainsi que la ontrainte a � b se transmet de Dvers DGSD.On va pouvoir énoner le résultat onernant les ontraintes d'inlusions.
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Fig. 4.3 � Représentation du dataguide saturéProposition 4.3 ([Andre et al., 2005℄) Soient D une donnée, DGSD le dataguide saturéassoié à D, u et v deux mots.
D est un modèle de la ontrainte u � v si et seulement si DGSD est un modèle de u � v.La preuve se base sur le lemme suivant.Lemme 4.2 Soit t un n÷ud du dataguide (un type de la donnée D), u un mot et tu le n÷udatteint par u dans le dataguide :

types(t) ⊆ types(tu) si et seulement si t ∈ DGSD(u)Preuve :On montre les deux sens de l'équivalene en raisonnant par réurrene sur la longueur de
u. � Si u est le mot vide alors t appartient à DGSD(ε) si et seulement si types(t) est inlusdans D(ε) i.e. types(tε).� Si u = vx. Notons tu le n÷ud DGD(u) et tv le n÷ud DGD(v).Si types(t) est inlus dans types(tu) alors, par le prinipe de saturation, la transition

(tv, x, tu) appartenant à DGD on ajoute la transition (tv, x, t) dans DGSD et don t estaessible par u dans DGSD.Réiproquement, supposons que t soit aessible par u dans DGSD. Soit w un mot et twle noeud aessible par w dans DGD tel que tw appartient à DGSD(v) et la transition
(tw, x, t) existe dans DGSD (tous les états du dataguide étant aessibles, le mot wexiste). Cette transition existe ar le mot wx atteint le n÷ud twx = DGD(wx) et que
(tw, x, twx) est une transition de DGD et que types(t) est inlus dans types(twx). Parréurrene, on sait que types(tw) est inlus dans types(tv). D'après le orollaire 4.1,
D |= w � v et don D |= wx � vx. Ce même orollaire permet de dire que types(twx)est inlus dans types(tu). On onlut en utilisant la transitivité : types(t) ⊆ types(twx) ⊆
types(tu)

◭



98 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsTerminons maintenant la preuve de la proposition 4.3. Le lemme préédent signi�e queDGSD(u) est l'ensemble {t | types(t) ⊆ types(tu)}. On a alors D |= u � v si et seulement si
types(tu) est inlus dans types(tv) si et seulement si DGSD(u) est inlus dans DGSD(v) arpour tout mot v, tv appartient à DGSD(v).On peut don onlure que D et DGSD satisfont le même ensemble de ontraintes de mots,et, du fait que DGD est un guide ouvrant de D, un orollaire de ette proposition est queDGSD est aussi un index de D. En e�et D(q) = ∪

t∈DGSD(q)
types(t).Malheureusement ette preuve ne s'étend pas à toutes les ontraintes d'inlusions. En e�etla donnée présentée dans la �gure 4.3 est un modèle de b � a + c alors que son dataguidesaturé ne véri�e pas ette ontrainte. Une fois de plus le mode de onstrution du dataguide vanous aider. En e�et bien que la ontrainte semble perdue, on a quand même l'information que

types(DGD(b)) est inlus dans l'union entre types(DGD(a)) et types(DGD(c)). Cette dernièreremarque nous permettra, dans la setion suivante, de proposer un algorithme qui extrait lesontraintes satisfaites par une donnée D de son dataguide.On peut don résumer le positionnement des dataguides vis-à-vis de nos objetifs dans letableau suivant : Taille de l'index Préservation des ontraintesDataguide Exponentielle (au pire) NonDataguide saturé Exponentielle (au pire) Oui (ontraintes sur les mots)Il faut remarquer que le dataguide saturé est meilleur que le dataguide en e qui onerneles ontraintes d'inlusions mais pour atteindre et objetif nous avons onstruit un index nondéterministe de taille exponentielle (dans le pire des as) par rapport à la taille de la donnée.Du point de vue de l'optimisation de requêtes ela n'est pas satisfaisant. Par ontre, on peutextraire du dataguide (saturé) de D un ensemble �ni de ontraintes �nies qui implique lesontraintes véri�ées par D.4.2.3 Extration des ontraintes satisfaites par une donnéeDans ette setion, on exploite le lien entre le dataguide et les ontraintes de mots (misen évidene dans la setion préédente) pour étudier un problème lié à la notion de modèleexat. On répond à la question �est-e que toute donnée semi-struturée est un modèle exatd'un ensemble de ontraintes d'inlusions ?�. La réponse est oui. De plus, si D est �nie il existealors un ensemble C(D) �ni de ontraintes �nies tel que D soit un modèle exat de C(D).Proposition 4.4 Pour toute donnée �nie D, il existe un ensemble �ni de ontraintes �niesd'inlusions C(D) tel que C(D) |= p � q si et seulement si D |= p � q.Preuve : Soit D =< N,R, T > une donnée et S(D) = {D(u) | u ∈ A∗} l'ensemble desn÷uds de son dataguide.La preuve utilise le orollaire 3.1 qui stipule que D est un modèle exat de C si
D |= p ≡ q si et seulement si C |= p ≡ q.



4.2. Dataguide 99Pour tout ensemble s de S(D), lex(s) est un représentant de l'ensemble {u | D(u) = s}.On peut, par exemple hoisir le plus petit et le premier dans l'ordre alphabétique. La seulerestrition est que lex(R) doit être ε.On onstruit alors l'ensemble C(D) omme suit :
C(D) = {lex(s)x ≡ lex(s′) | s′ = {n′ | ∃n ∈ s ∧ (n, x, n′) ∈ T}}
∪ {lex(s1) + . . . + lex(sn) ≡ lex(s′1) + . . . + lex(s′k) | ∪1≤i≤n

si = ∪
1≤i≤k

s′i}Par onstrution, D est un modèle de C(D) et don C(D) |= p ≡ q implique que D |= p ≡ q.Il reste à prouver que D est exat.Montrons par réurrene sur la longueur de u que C(D) |= u ≡ lex(D(u)). Si u = ε alors
D(u) = R et lex(R) = ε permet de onlure. Si u est de la forme vx alors, par hypothèsede réurrene, C(D) |= v ≡ lex(D(v)). De plus, la ontrainte (lex(D(v)).x ≡ lex(D(u)))appartient à C(D) et on peut don onlure par C |= u ≡ v.x, C |= v.x ≡ lex(D(v))x et en�n
C |= lex(D(v))x ≡ lex(D(u)).Ce résultat s'étend, par union in�nie, au as des requêtes régulières :

C(D) |= q ≡ +
u∈L(q)

lex(D(u)). Si D |= p ≡ q (p et q sont deux requêtes régulières), on déduit de
∪

u∈L(p)
(D(u)) = ∪

u∈L(q)
(D(u))que

∪
u∈L(p)

(lex(D(u))) ≡ ∪
u∈L(q)

(lex(D(u)))appartient à C(D) et don C(D) |= p ≡ q. ◭Exemple 4.2.3 : Soit la donnée suivante onstruite sur l'alphabet A = {a, b} :
0

1 2

b

b

a

b

a

{0},ε

{1},b {0,2},a

{0,1},ab∅,ba

b
a

ba,b

a

b

a,b

a

L'ensemble de n÷uds du dataguide est S(D) = {{0}, {0, 2}, {0, 1}, {1}, ∅},Chaque n÷ud a pour représentant le mot le plus ourt (et le premier dans l'ordre alphabé-tique) qui l'atteint : lex({0}) = ε, lex({0, 2}) = a, lex({0, 1}) = ab, lex({1}) = b, lex(∅) = ba.On extrait en�n un ensemble �ni de ontraintes �nies (dont on donne une sous-partie)



100 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de hemins
C(D) = {a ≡ a, a ≡ aa, aba ≡ a, abb ≡ b, bb ≡ ba,

ba + ε ≡ ε, ba + a ≡ a, ba + ab ≡ ab, ba + b ≡ b
ε + a ≡ a, ε + ab ≡ ab, b + ab ≡ ab, b + ε ≡ ab
baa ≡ ba, bab ≡ ba
ε + b + a + ab ≡ ε + b + a + ab + ba . . . }.L'ensemble S(D) qui sert de base à la onstrution de C(D) pouvant être exponentiellementplus grand que D, l'ensemble C(D) peut être doublement exponentiel par rapport à D. Lebut de la proposition suivante est de réduire ette taille maximale (en bornant la taille desontraintes présentes dans C(D)) et de donner une borne supérieure pouvant être atteinte.Comme le montre l'exemple, des ontraintes ontenues dans C(D) peuvent être impliquéespar d'autres ontraintes. En e�et la ontrainte C = ε+b+a+ab ≡ ε+b+a+ab+ba est présentedans l'ensemble ar {0} ∪ {1} ∪ {0, 2} ∪ {0, 1} = {0, 1, 2} = {0} ∪ {1} ∪ {0, 2} ∪ {0, 1} ∪ ∅.Mais l'ensemble {0, 1, 2} peut être obtenu à partir de l'union entre {0, 1} et {0, 2} i.e. lesontraintes ε + b + a + ab ≡ a + ab et ε + b + a + ab + ba ≡ a + ab sont aussi présentes dans

C(D), impliquent la ontrainte C et ont une taille inférieure à C.Proposition 4.5 Soit D une donnée semi-struturée �nie. Il existe un ensemble C′(D) deontraintes d'inlusions tel que :� C′(D) |= p � q si et seulement si D |= p � q� dans le pire des as, C′(D) est exponentiellement plus grand que DPreuve : Considérons l'ensemble C(D) dé�ni dans la preuve de la proposition 4.4 et sup-primons des ontraintes qui sont impliquées par d'autres.Une ontrainte de la forme lex(s1) + . . . + lex(sn) ≡ lex(s′1) + . . . + lex(s′k) orrespond enfait à deux ontraintes : lex(s1) + . . . + lex(sn) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k) et lex(s′1) + . . . +lex(s′k) � lex(s1) + . . . + lex(sn). Rappelons aussi que la ontrainte lex(s1) + . . . + lex(sn) �lex(s′1) + . . . + lex(s′k) équivaut à n ontraintes de la forme lex(si) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k).Pour réduire la taille de C(D) on propose de onsidérer uniquement des ontraintes dontle membre droit est de longueur inférieure au nombre de n÷uds de D. L'idée est de trouver unreouvrement de l'ensemble ∪
1≤i≤k

s′i et de ompléter la ontrainte grâe au résultat suivant :soient p, q et r trois requêtes régulières
p � q ⇒ p � q + r (4.2)Soit C′(D) = {lex(s)x ≡ lex(s′) | s′ = {n′ | ∃n ∈ s ∧ (n, x, n′) ∈ T}}∪

{lex(s) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k) | s ⊆ ∪
1≤i≤k≤|noeuds(D)|

s′i}Montrons que toute ontrainte appartenant à C(D) est impliquée par C′(D). Le problèmeréside dans les ontraintes de la forme lex(s) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k) | si ⊆ ∪
1≤i≤k

s′i ave kstritement plus grand que le nombre de n÷uds de D.Dé�nissons la suite {in}1≤n≤m (m ≤ k) par i1 = 1 et in+1 = min{in ≤ j ≤ k | s′j 6⊆ ∪
l<j

s′l}(m est le plus grand indie tel que im+1 n'existe pas). Deux remarques sont à faire sur ettesuite :



4.2. Dataguide 101� m est plus petit que le nombre de n÷uds D. En e�et la suite | ∪
n

s′in | est positive,stritement roissante et bornée par |noeuds(D)|.� ∪
1≤i≤k

s′i = ∪
1≤n≤m

s′in par onstrution.On déduit don que la ontrainte lex(s1) � lex(s′i1) + . . . + lex(s′im) appartient à C(D′) eton onlut ave la relation 4.2.Pour être omplet, il faut donner une borne supérieure de la taille de C′(D). Il y a un nombreexponentiel de ontraintes de la forme lex(s)x ≡ lex(s′) et la taille de haque ontrainte esten O(|noeuds(DGD)|). De plus, le nombre de ontraintes de la forme lex(s1) � lex(s′1)+ . . .+lex(s′k) est aussi exponentiel (ar k est plus petit que |noeuds(DGD)|) et haque ontraintea une taille quadratique dans le nombre de n÷uds de DGD. Comme le dataguide de D a unnombre, dans le pire des as exponentiel de n÷uds par rapport au nombre de n÷ud de D, quela taille maximale d'une ontrainte est en O(|D|2) la taille de C′(D) est, dans le pire des as,exponentiellement plus grande que D. ◭Remarque 4.1 � L'ensemble C′(D) ontient enore des redondanes.� Malgré es redondanes, il existe des données D pour lesquelles le nombre de ontraintesnon redondantes dans C′(D) est exponentiel. Il su�t de prendre une donnée qui possèdeun dataguide exponentiellement plus grand qu'elle.� Par ontre, on n'a pas enore de résultat onernant la �dureté� du problème e quisigni�e que l'on ne sait pas s'il est possible d'extraire un ensemble de ontraintes orres-pondant à nos ritères qui n'ait pas une taille exponentiellement plus grande que D.Nous avons vu dans le hapitre 3 que la omplexité des problèmes liés aux ontraintesd'inlusions dépend de la forme des ontraintes. Il est don naturel de se demander à quellesonditions les ontraintes de l'ensemble C′(D) extraites du dataguide de D sont bornées.Proposition 4.6 Soit D une donnée semi-struturée �nie. Nous pouvons déider en EXP-TIME (dans la taille de D) s'il existe un ensemble de ontraintes bornées dont D est le modèleexat.Preuve :La preuve se fait en deux temps. On donne d'abord une aratérisation des ensembles
C′(D) de ontraintes d'inlusions qui sont équivalents à un ensemble de ontraintes bornées.On en déduit un algorithme EXPTIME.Soit C′(D) l'ensemble de ontraintes extraites de D. Il existe Cb(D) un ensemble deontraintes d'inlusions bornées équivalent à C′(D) si et seulement si
∀(lex(s) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k)) ∈ C′(D)) ∃1 ≤ j ≤ k | C′(D) |= lex(s) � lex(s′j) ∈ C′(D)(4.3)En e�et1. S'il existe Cb(D) équivalent à C′(D) alors
C′(D) |= lex(s1) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k) si et seulement si
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Cb(D) |= lex(s1) � lex(s′1) + . . . + lex(s′k) si et seulement si
∃j | Cb(D) |= lex(s1) � lex(s′j) si et seulement si (proposition 3.5)
∃j | C′(D) |= lex(s1) � lex(s′j) si et seulement si
∃j | D(lex(s1)) ⊆ D(lex(s′j)) si et seulement si
∃j | (lex(s1) � lex(s′j) ∈ C′(D) par dé�nition de C′(D).2. Si ∀(lex(s1) � (lex(s′1) + . . . + lex(s′k)) ∈ C′(D)) ∃1 ≤ j ≤ k | (lex(s1) � lex(s′j) ∈ C′(D).Soit Cb(D) = {lex(s) � lex(s′) | (lex(s) � lex(s′)) ∈ C′(D)} un ensemble de ontraintesd'inlusions bornées.Nous devons prouver que Cb(D) |= p � q si et seulement si C′(D) |= p � q.
∀(lex(s) � lex(s′)) ∈ Cb(D) C′(D) |= lex(s) � lex(s′) est évident.Si (lex(s1) � (lex(s′1) + . . . + lex(s′k))) ∈ C′(D) alors
∃1 ≤ j ≤ k | (lex(s1) � lex(s′j) ∈ C′(D) (par hypothèse) i.e.
∃1 ≤ j ≤ k | (lex(s1) � lex(s′j) ∈ Cb(D) i.e. Cb(D) |= lex(s1) � lex(s′j) i.e.
Cb(D) |= lex(s1) � (lex(s′1) + . . . + lex(s′k)) (équation 4.2).L'algorithme suivant est une tradution direte de ette aratérisation :a_un_équivalent_borné(C)% Entrée : un ensemble de ontraintes C = {ui � v1 + . . . + vni

| 1 ≤ i ≤ m}% Sortie : vrai si et seulement si C satisfait la ondition 4.3% Loales : est_borné et bool deux booléensest_borné = vraipour tout ui � v1 + . . . + vni
∈ C fairebool = fauxpour j allant de 1 à ni fairesi (ui � vj ∈ C) alors bool = vrai�n pourest_borné = est_borné ∧ bool�n pourretourner est_bornéLa boule externe est e�etuée autant de fois qu'il y a de ontraintes dans C et le nombred'exéutions de la boule interne dépend de la taille des ontraintes dans C. Si on se ramèneà notre problème, il y a un nombre exponentiel de ontraintes (dans la taille de D) et la tailledes ontraintes est exponentielle dans la taille de D. L'algorithme, dans sa globalité, est donEXPTIME dans la taille de D. ◭Dans la setion suivante nous allons présenter d'autres méthodes d'indexations. Ces mé-thodes vont fusionner deux n÷uds équivalents et ainsi avoir une taille qui soit toujours in-férieure (ou égale) à la taille de la donnée d'origine. Par ontre la notion de déterminismen'apparaîtra plus.4.3 Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtesDans ette setion nous allons présenter l'index perfet introduit par S. Nestorov, S. Abite-boul et R. Motwani dans [Nestorov et al., 1998℄ et le 1-index qui a été introduit par T. Milo et



4.3. Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtes 103D. Suiu dans [Milo and Suiu, 1999℄. Tous es auteurs sont partis du onstat que le dataguideétait trop volumineux par rapport à la donnée initiale.L'idée (prinipalement évoquée par T. Milo et D. Suiu) est d'utiliser une relation d'équi-valene ≡ sur les n÷uds de la donnée initiale dé�nie par n ≡ n′ si : un mot u atteint le n÷ud
n si et seulement s'il atteint le n÷ud n′. Plus préisément on dé�nit, pour un n÷ud n de D,le langage rationnel Ln(D) de tous les mots qui atteignent n depuis l'une des raines de D.On dé�nit alors une relation d'équivalene sur les n÷uds par :

n ≡ n′ si Ln(D) = Ln′(D)Dans e as, indexer une donnée D onsiste à onstruire le quotient de D par une relationd'équivalene. L'algorithme d'indexation doit alors aluler, pour tout n÷ud n d'une donnée,sa lasse d'équivalene [n]. En e�et, le quotient D/≡ de D par une relation d'équivalene ≡ seonstruit omme suit :Dé�nition 4.3 Soit D =< N,R, T > une donnée. Son quotient par ≡ est la donnée
D/≡ =< Nq, Rq, Tq > dé�nie par :� Nq =< [n] | n ∈ N >� Rq =< [n] | ∃r ∈ R, r ≡ n >=< [r] | r ∈ R >� Tq = {([n], x, [n′]) | ∃n1, n

′
1, n1 ≡ n ∧ n′

1 ≡ n′ ∧ (n1, x, n′
1) ∈ T}.Construire un index par quotient permet de onstruire simultanément la relation types .En e�et à tout n÷ud [n] de l'index on assoie l'ensemble des n÷uds de D qui sont dans lalasse de [n] i.e.

types([n]) = {n′ ∈ D | n′ ∈ [n]} = [n]Le problème de la relation ≡ est que le alul des lasses d'équivalene est très oûteux.En e�et tester si deux n÷uds n et n′ sont équivalents revient à tester si les langages Ln(D)et Ln′(D) sont égaux. Il est onnu de [Stokmeyer and Meyer, 1973℄ que tester l'égalité entredeux langages rationnels est PSPACE-omplet.L'idée est don de ne pas prendre ≡ mais une relation ≡b qui en soit un ra�nement (i.e.si n ≡b n′ alors n ≡ n′) mais dont le alul des lasses d'équivalene est plus rapide. De plus,le quotient de D par un ra�nement de ≡ a les trois propriétés suivantes :Proposition 4.7 [Milo and Suiu, 1999℄ Soient D une donnée, ≡ la relation d'équivalenesur les n÷uds de D dé�nie préédemment et ≡b un ra�nement de ≡ alors1. Ln(D) = L[n](D/≡b
)2. D/≡b

est un index ouvrant de D.3. D et D/≡b
ont le même dataguide (i.e. l'automate déterministe onstruit ave l'algo-rithme des sous ensembles appliqué à D/≡b

oïnide ave le dataguide de D).Le lien entre nos objetifs et les deux premiers items est lair. Le troisième point nousgarantit que D/≡b
et D satisfont exatement les même ontraintes d'inlusions. Il faut en e�etse souvenir que l'on peut extraire du dataguide de D un ensemble de ontraintes C(D) qui



104 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsimplique une ontrainte p � q si et seulement si elle est satisfaite par D. Comme D et D/≡bont le même dataguide, les ensembles C(D) et C(D/≡b
) sont égaux et don D et D/≡b

satisfontles mêmes ontraintes [Andre et al., 2005℄.Utiliser un quotient omme index nous garantit de bons résultats sur la taille. En e�et lataille du quotient est toujours plus petite que la taille de la donnée d'origine. Plus généralement,si ∼ est un ra�nement de ∼′, alors la taille de D/∼′ est plus petite que la taille de D/∼.Pour résumer, quel que soit ≡b un ra�nement de ≡, le quotient D/≡b
est un index andidatqui satisfait tous nos ritères sauf un : en e�et, nous n'avons pas enore pris en ompte le tempsde onstrution de l'index. Il nous faut don trouver des ra�nements de ≡ pour lesquels lealul de l'index (i.e. le alul des lasses d'équivalenes) soit e�ae. La littérature proposedeux index, basés sur des bi-simulations [Park, 1981℄.Trois dé�nitions de bi-simulation existent suivant que l'on onsidère les ars entrants dansun noeud, les ars sortants ou les deux.Dé�nition 4.4 Soient D une donnée et N l'ensemble de ses n÷uds. On dit qu'une relation

∼ sur N ×N est une Forward bi-simulation de D si ∼ :� préserve les raines : si n1 est une raine de D et n1 ∼ n2 alors n2 est une raine de D(et vie-versa),� préserve les ars sortants : si n1 ∼ n2 alors pour tout ar (n1, x, n′
1) dans D il existe unar (n2, x, n′

2) dans D tel que n′
1 ∼ n′

2 (et vie versa).On dit alors que deux n÷uds n1 et n2 sont Forward bi-similaires (n1 ≡Fbs n2) s'il existeune Forward bi-simulation ∼ qui ontienne le ouple (n1, n2). Cette relation est ré�exive,symétrique et transitive. C'est don une relation d'équivalene. Elle est de plus la plus grossièredes Forward bi-simulations. Dans la suite, elle est notée F-bi-simulation.On représente souvent la F-bi-simulation par le diagramme suivant :
n1 n2

n′

1 n′

2

≡

x

≡

x

Dé�nition 4.5 Soient D une donnée et N l'ensemble de ses n÷uds. On dit qu'une relation
∼ sur N ×N est une Bakward bi-simulation de D si ∼ :� préserve les raines : si n1 est une raine de D et n1 ∼ n2 alors n2 est une raine de D(et vie-versa),� préserve les ars entrants : si n1 ∼ n2 alors pour tout ar (n′

1, x, n1) dans D il existe unar (n′
2, x, n2) dans D tel que n′

1 ∼ n′
2 (et vie versa).On dit alors que deux n÷uds n1 et n2 sont Bakward bi-similaires (n1 ≡Bbs n2) s'il existeune Bakward bi-simulation ∼ qui ontienne le ouple (n1, n2). Cette relation est ré�exive,



4.3. Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtes 105symétrique et transitive. C'est don une relation d'équivalene. Elle est de plus la plus grossièredes Bakward bi-simulations. Dans la suite, elle est notée B-bi-simulation.Une autre relation de bi-simulation est utilisée dans e hapitre :Dé�nition 4.6 Soient D une donnée et N l'ensemble de ses n÷uds. On dit qu'une relation
∼ sur N ×N est une Forward and Bakward bi-simulation de D si ∼ :� préserve les raines : si n1 est une raine de D et n1 ∼ n2 alors n2 est une raine de D(et vie-versa),� préserve les ars sortants : si n1 ∼ n2 alors pour tout ar (n1, x, n′

1) dans D il existe unar (n2, x, n′
2) dans D tel que n′

1 ∼ n′
2 (et vie versa).� préserve les ars entrants : si n1 ∼ n2 alors pour tout ar (n′

1, x, n1) dans D il existe unar (n′
2, x, n2) dans D tel que n′

1 ∼ n′
2 (et vie versa).Dans e as on dit que deux n÷uds n1 et n2 sont Forward and Bakward bi-similaires (quel'on note n1 ≡FBbs n2) s'il existe une Forward and Bakward bi-simulation ∼ entre n1 et n2.Elle est de plus la plus grossière des Forward and Bakward bi-simulations. Dans la suite, elleest notée FB-bi-simulation.4.3.1 Algorithme de Paige et TarjanLe alul d'un index basé sur une relation de bi-simulation demande don dealuler des lasses d'équivalene d'une bi-simulation. L'algorithme de Paige et Tar-jan [Paige and Tarjan, 1987℄ est, à ma onnaissane, le plus e�ae pour ette tâhe.L'objetif de Paige et Tarjan est de résoudre le problème suivant :Dé�nition 4.7 Le problème du ra�nement d'une partition onsiste à aluler� A partir d'un ensemble �ni E� A partir d'une partition initiale pI de E,� A partir d'un ensemble �ni {Ri}1≤i≤n de relations binaires sur E.le ra�nement le plus grossier de pI qui soit stable par rapport à la F-bi-simulation.A�n de bien spéi�er l'algorithme de Paige et Tarjan, rappelons quelques dé�nitions :Dé�nition 4.8� Ra�nement : une partition K est un ra�nement de la partition L si haque élément de

K est inlus dans un élément de L.� Stable par rapport à la F-bi-simulation : si ρ est une partition, n ≡ρ n′ signi�e que net n′ sont dans un même ensemble de ρ. Une partition ρ est stable par rapport à laF-bi-simulation si quel que soit le triplet (n, n′, n1) d'éléments de E n ≡ρ n′ et nRin1implique qu'il existe n′
1 dans E tel que n1 ≡ρ n′

1 et n′Rin
′
1.� Grossier : p est le ra�nement le plus grossier de pI qui soit stable par rapport à la F-bi-simulation si tout ra�nement r de pI qui soit stable par rapport à la F-bi-simulationa plus d'éléments que p.



106 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsLa version initiale de l'algorithme de Paige et Tarjan permet de aluler la F-bi-simulationdans des graphes non étiquetés [Paige and Tarjan, 1987, Alur and Henzinger, 2004℄ : danse as E désigne l'ensemble des n÷uds du graphe et l'ensemble {Ri}1≤i≤n est réduit à unsingleton. Il ontient l'unique relation représentant les ars du graphe.Néanmoins, les auteurs de [Fernandez, 1990, Kerbrat, 1994℄ proposent une extension deet algorithme au as des graphes étiquetés. Pour tous les labels l de la donnée, Rl est larelation binaire ontenant tous les ouples de n÷uds (n, n′) tels qu'il existe une transition
(n, l, n′) dans le graphe. On ra�ne alors par rapport à l'ensemble de relations {Rl}l∈Σ.Pour terminer on peut iter [Buneman et al., 1997, Milo and Suiu, 1999℄ et dire qu'il estpossible de aluler la B-bi-simulation sur les n÷uds d'une donnée semi-struturée en utilisantl'algorithme de Paige et Tarjan. Il su�t en e�et de ra�ner la partition initiale des n÷udsd'une donnée par rapport aux relations de l'ensemble {R−1

l }l∈Σ. Si on onsidère l'ensemble
{Rl}l∈Σ ∪ {R

−1
l }l∈Σ on obtient un algorithme pour aluler la FB-bi-simulation.Dans tous les artiles ités i-dessus et dans la suite de ette thèse, nous onsidérons quela partition initiale sépare les raines des autres n÷uds i.e. pour une donnée D =< N,R, T >,

pI sera toujours l'ensemble {R,N \R}.On donne l'algorithme orrespondant au alul de la F-bi-simulation en deux temps : ondonne tout d'abord un algorithme dont le oût est quadratique puis on montre omment endéduire la rédution de R. Paige et R. E. Tarjan.
X ∩ predl(B)

X \ predl(B)

X
B

l

l

Fig. 4.4 � Partition d'un ensemble de n÷udsL'algorithme est un algorithme de ra�nements suessifs : à partir de la partition initiale
pI , on partitionne les lasses par rapport à la F-bi-simulation. De manière générale, si σ et τsont deux ensembles de n÷uds d'une donnée D, alors partitionner σ par rapport à τ revientà aluler :partitionne(σ, τ) =

{

{σ} si σ ⊆ τ ou σ ∩ τ = ∅
{σ ∩ τ, σ \ τ} sinonSi ρ est un ensemble d'ensembles de n÷uds, alors partitionne(ρ, τ) partitionne tous lesensembles de ρ par rapport à τ :partitionne(ρ, τ) = ∪

σ∈ρ
partitionne(σ, τ)Pour aluler la F-bi-simulation, on utilise don la fontion partitionne pour ra�ner unepartition des n÷uds d'une donnée. Il reste don à identi�er les lasses d'une partition qui ne



4.3. Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtes 107sont pas stables par rapport à la F-bi-simulation. Comme le montre la �gure 4.4, une lasse
X n'est pas stable s'il existe une lasse B et un label l tels que les deux propositions suivantesne soient pas équivalentes :1. il existe un noeud nX de X et un noeud nB de B tel que (nX , x, nB) est un ar de ladonnée D.2. pour tout noeud nX de X il existe un noeud nB de B tel que (nX , x, nB) est un ar dela donnée D.Tous les éléments sont dé�nis pour présenter l'algorithme 4.1 qui, à partir de deux lasses
B et X, partitionne X par rapport aux labels entrants dans B.PartitionneΣ(X,B)% Entrée : Deux ensembles X et B de n÷uds d'une donnée D% Sortie : Une partition de X telle que% haque élément de la partition soit stable par rapport à B% Loale : La partition P de X

P = {X}pour tous les labels l de Σ fairepour toutes les lasses C de P fairepredl(B) = {nc ∈ C | ∃nb ∈ B ∧ (nc, l, nb) est une transition de D}remplaer C par partitionne(C,predl(B)) dans P�n pour�n pourretourner P�n Tab. 4.1 � Algorithme de partitionIl est possible d'implémenter la fontion PartitionneΣ(X,B) telle que sa omplexité soitlinéaire par rapport au nombre d'ars entrants dans B. On peut alors obtenir un algorithmequadratique en (|n÷uds(D)|.|ar(D)|) pour le alul de la F-bi-simulation. En e�et, dans lepire des as, haque n÷ud de la donnée appartient à une lasse di�érente et il y a don
|n÷uds(D)| appels à PartitionneΣ. De plus, toujours dans le pire des as, haque appel à ettefontion a un oût linéaire par rapport au nombre de transitions de la donné semi-struturée.Exemple 4.3.1 : La �gure 4.5 représente une donnée dont on veut aluler les lassesd'équivalene par rapport à la F -bi-simulation. On montre les partitions suessives onstruitesgrâe à la proédure PartitionneΣ présentée i-dessus (seuls les appels ra�nant la partitionsont visibles).Partition initiale : {0}, {1,2,3,4,5,6,7,8}PartitionneΣ({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}) : {0}, {5,6,7}, {1,2}, {3,4,8}PartitionneΣ({3, 4, 8}, {5, 6, 7}) : {0}, {5,6,7}, {1,2}, {3}, {4,8}PartitionneΣ({1, 2}, {3}) : {0}, {5,6,7}, {1}, {2}, {3}, {4,8}La partition { {0}, {5,6,7}, {1}, {2}, {3}, {4,8} } est stable.
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Fig. 4.5 � Exemple de alul de la F-bi-simulationR. Paige et R. E. Tarjan proposent de généraliser l'algorithme de J. E. Hop-roft [Aho et al., 1974℄ qui minimise le nombre d'états d'un automate déterministe pour amé-liorer le alul de la F-bi-simulation. Intuitivement l'idée est de garder trae de la manièredont une lasse a été partitionnée en sous lasses lors d'un ra�nement. En e�et, si {B1, B2}est obtenu par ra�nement du blo B = B1∪B2, on peut aluler partitionneΣ(X,B) à partirde partitionneΣ(X,B1) et de partitionneΣ(X,B2). Retenir, omment une lasse B a été par-titionnée en B1 ∪B2, va permettre de stoker toute l'information néessaire pour déduire unalgorithme pour partitionner B = B1∪B2 en utilisant uniquement l'ensemble B1. La fontionpartitionne est don en O(min(|B1|, |B2|)), au lieu de l'algorithme en O(|B1| + |B2|) utiliséjusqu'à maintenant.% Entrée : une donnée semi-struturée D =< N,R, T >% Sortie : les lasses de la F-bi-simulation.% Loales : deux partitions p1 et p2

p1 = pI = {R,N \R}
p2 = {N}tant que p1 ( p2 faire% Invariant : p1 est stable par rapport à toutes les régions de p2Choisir B dans p2 \ p1Choisir B1 dans p1 tel que B1 ⊆ B et |B1| ≤ |B|/2% Autrement dit B = B1 ∪B2 et |B1| ≤ |B2|

p1 = partitionneΣ(p1, B1, B \B1)
p2 = (p2 \ {B}) ∪ {B1, B \B1}�n tqretourner p1�n Tab. 4.2 � Algorithme de Paige et Tarjan



4.3. Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtes 109Comment aluler partitionneΣ(X,B1, B2) e�aement ?L'optimisation est basée sur la proposition suivante. Dans ette proposition, si ρ et ρ′ sontdeux ensembles d'ensembles de n÷uds, alors ρ⊓ρ′ désigne l'ensemble {B∩B′ | B ∈ ρ,B′ ∈ ρ′} :Proposition 4.8 Soient ρ une partition d'un ensemble N , X une lasse de ρ et B un ensembleinlus dans N tel que X est stable par rapport à B. Si B se déompose en B1 ∪ B2, alors
partitionneΣ(X,B) = partitionneΣ(X,B1, B2) =
partitionneΣ(X,B1) ⊓ partitionneΣ(X,B2) = ⊓

l∈Σ
{X l

1,X
l
2,X

l
3} ave X l

1 = (X ∩ predl(B1)) \predl(B2)
X l

2 = (X ∩ predl(B2)) \ predl(B1)
X l

3 = (X ∩ predl(B1)) ∩ predl(B2)haun des X l
i pouvant être vide.On dé�nit la fontion nb_suB(n,l) qui retourne le nombre de suesseurs étiquetés par

l du n÷ud n dans B : si succl(n) désigne l'ensemble des n÷uds qui ont un ar étiqueté par
l à partir n, alors nb_succB(n, l) = |succl(n) ∩ B| et on onstruit les X l

i en itérant les troisrègles suivantes sur tous les n÷uds n de X :
nb_succB1

(n,l)=nb_succB(n,l)

Xl
1
=Xl

1
∪{n}

(R1)
nb_succB1

(n,l)=0

Xl
2
=Xl

2
∪{n}

(R2)
0<nb_succB1

(n,l)<nb_succB(n,l)

Xl
3
=Xl

3
∪{n}

(R3)Comment obtient-on un algorithme en O(|D|.lg(|D|)) ?La omplexité de l'algorithme qui déoule de es trois règles dépend de B, B1 et de lafontion nb_su. Il su�t de hoisir B1 omme étant la plus petite des deux lasses de Bpour évaluer nb_predB1
(n, l). Il reste néanmoins un gros problème de omplexité : la fontionnb_suB . Il est évident que le pré-alul des valeurs de ette fontion est exponentiel. Onva don dé�nir une struture de données qui permette à la fois d'avoir des partitionneursde la forme B1 ∪ B2 et les valeurs de nb_su assoiées. Cette struture s'appelle arbre dera�nement et permet de onserver des informations sur les ra�nements déjà e�etués.Dé�nition 4.9 L'arbre de ra�nement d'une donnée D est un arbre binaire A tel que :� Chaque n÷ud de A est une lasse X de 2N . On note e noeud X.� Un noeud X de �ls X1 et X2 est tel qu'il existe une lasse Y de 2N , un label l tel que

(X1,X2) = partitionnel(X,Y ).� La raine est la partition initiale (i.e. { N }).� Les feuilles forment une partition de N .Le leteur peut se référer à [Paige and Tarjan, 1987, Fernandez, 1990, Kerbrat, 1994℄ pouravoir tous les algorithmes (onstrution et mises à jour de l'arbre A) qui garantissent que lealul des XΣ
i , et don elui de partitionneΣ(X,B1, B2), peut se faire en O(min(|B1|, |B2|)).



110 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsConsidérons l'algorithme de Paige et Tarjan présenté dans la table 4.2. Soit Bi = Bi
1 ∪Bi

2(|Bi
1| ≤ |B

i
2|) l'ensemble hoisi pour la partition lors de la i-ème itération de la boule tantque. Si un noeud n appartient à deux ensembles Bi

1 et Bj
1 (i < j) alors |Bj

1| ≤ |B
j
1|/2. Commela taille des Bi est bornée par le nombre de n÷uds présents dans la donnée, il existe au plus

lg(|n÷uds(D)|) indie i pour lesquels n appartienne à Bi
1. Le noeud n est hoisi don auplus lg(|n÷uds(D)|) fois pour partitionner un ensemble. Autrement dit, pour tout n÷ud nde D les ars sortants de n sont utilisés au plus lg(|n÷uds(D)|) fois i.e. l'algorithme est en

O(|ar(D)|.lg(|n÷uds(D)|).4.3.2 Index Perfet : fusionner des n÷uds FB-bi-similairesDans [Nestorov et al., 1998℄, S. Nestorov, S. Abiteboul et R. Motwani proposent déjà detyper les n÷uds d'une donnée en utilisant la notion d'index sur les hemins. Partant duprinipe qu'une donnée semi-struturée est irrégulière mais ontient des informations similaires(les pages d'un annuaire d'un laboratoire ontiennent beauoup d'informations similaires -nom, téléphone, émail, ... mais ertaines de es pages peuvent avoir un hamp manquant),les auteurs de [Nestorov et al., 1998℄ proposent de regrouper dans un même type des n÷udsqui �se ressemblent�. L'une de leurs méthodes onsiste à regrouper des n÷uds qui sont FB-bi-similaires dans un même type. Cette méthode de typage s'appelle perfet. Nous proposons deonstruire l'index perfet à partir de es types.Pour onstruire et index il faut regrouper dans la donnée initiale des n÷uds qui ont lesmêmes hemins entrants et sortants. Pour ela on dit que deux n÷uds sont équivalents s'ilssont en FB-bi-simulation.Il existe plusieurs algorithmes permettant de aluler et index. Comme le suggèrent lesauteurs de [Nestorov et al., 1998℄, l'index perfet peut se aluler ave l'algorithme de Paigeet Tarjan en O(|D|.lg(|D|)) (f. setion préédente).A partir de la relation ≡FBbs, on peut dé�nir un graphe perfet(D) appelé index perfet deD en faisant le quotient de D par ≡FBbs. Les n÷uds sont des lasses d'équivalene de ≡FBbset les ars sont tels que : (T, x, T ′) est un ar de perfet(D) si et seulement s'il existe un n÷ud
n dans T , un n÷ud n′ dans T ′ tels que soit (n, x, n′) un ar de D.Remarque 4.2 Deux n÷uds ayant le même type ont les mêmes hemins entrants et sortants.La réiproque n'est pas toujours vraie. Par exemple, bien que les n÷uds 4 et 5 de la donnéereprésentée par la �gure 4.7 aient les même hemins entrants et sortants, ils n'ont pas le mêmetype. En e�et les noeuds 1 et 2 ne sont pas FB-bi-similaires.Comme perfet(D) est le quotient de D par la relation ≡FBbs, on a la proposition suivante(qui est un orollaire de la proposition 4.7) :Proposition 4.9 Soient D une donnée, perfet(D) l'index perfet assoié, n un n÷ud de Ddont la lasse d'équivalene est [n] :

n ∈ D(u) si et seulement si [n] ∈ perfet(D)(u)
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(a) donnée initiale (b) guide perfectFig. 4.6 � Guide perfet.Exemple 4.3.2 : La �gure 4.6 montre une donnée initiale et le guide perfet assoié. Danset exemple on a pu fusionner les n÷uds 2 et 5 dans le n÷ud t2. D'après la dé�nition de noslasses d'équivalene on a types(t2) qui est égal à l'ensemble {2,5}. Remarquons en�n quees deux n÷uds ont exatement le même ensemble de hemins entrants {a} et exatement lemême ensemble de hemins sortants {b, c}.Tous les éléments permettant de dé�nir et de onstruire l'index perfet sont désormaisonnus. On peut don l'évaluer vis-à-vis de nos objetifs :Proposition 4.10� On peut borner la taille de l'index perfet par la taille de la donnée initiale.� Les ontraintes d'inlusions sont préservées.� L'index perfet peut se onstruire ave un algorithme en O(|D|.lg(|D|)).Preuve :Les deux premiers points sont des onséquenes des résultats généraux montrés dans 4.3.La omplexité a été étudiée dans la setion onsarée à l'algorithme de Paige et Tarjan. ◭Exemple 4.3.3 : Comme dans l'étude des dataguides, la donnée extraite de la basemoviesBD (�gure 4.1 ; page 91) va nous donner un exemple d'index de taille maximale. Len÷ud 1 et le n÷ud 200 ne peuvent pas être fusionnés : films.film.ateur.joueDans estun hemin entrant pour le n÷ud 1 mais ne l'est pas pour le n÷ud 200 ('est un hemindistinguant). En itérant e proédé sur le label suivant, on montre qu'auune fusion n'estpossible et que l'index perfet de ette donnée est égal à la donnée d'origine.Ces résultats orrespondent aux objetifs �xés mais il faut les nuaner : l'index perfetn'est pas, dans la majorité des as, beauoup plus petit que la donnée initiale. En e�et touteirrégularité dans la donnée va être soure de nouveaux hemins et don de nouveaux n÷udsdans le guide. Le guide perfet va don avoir un bon omportement sur les données régulièresqui sont plus du domaine des bases de données lassiques que des données semi-struturées.



112 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsDans [Nestorov et al., 1998℄, le type perfet est en réalité utilisé pour initialiser un algo-rithme de K-lustering qui va typer la donnée semi-struturée ave exatement K types. Leguide ainsi obtenu est une approximation de l'index perfet et ne préserve plus les hemins.On peut don résumer le positionnement des index perfet vis-à-vis de nos objetifs :� La taille de l'index perfet est bornée par la taille de la donnée� Une ontrainte est satisfaite par la donnée si et seulement si elle l'est par l'index perfet.4.3.3 1-index : fusionner des n÷uds B-bi-similairesT. Milo et D. Suiu ont onstaté que l'index perfet était trop 'semblable' à la donnéeinitiale et qu'il n'était pas utile de prendre en ompte les ars sortants d'un n÷ud. Ils dé�nissentdon un 1-index [Milo and Suiu, 1999℄ par :Dé�nition 4.10 Soit D une donnée semi-struturée. On appelle 1-index de D, noté1-index(D), le quotient de D par la relation de Bakward bi-simulation.
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cFig. 4.7 � Donnée dans la quelle il n'y pas de n÷uds B-bi-similaires

≡B étant un ra�nement de ≡, deux n÷uds fusionnés ont le même langage d'ars entrants.La �gure 4.7 montre que, omme dans le as de l'index perfet, la réiproque est fausse. Ene�et L4 et L5 sont égaux et valent ac+bc mais les n÷uds 4 et 5 se sont pas en B-bi-simulation :le n÷ud 3 n'est B-bi-similaire à auun autre n÷ud. En e�et 'est le seul n÷ud de la donnéequi soit aessible par a et par b.Deux n÷uds qui sont en FB-bi-simulation (fusionnés dans l'index perfet) sont aussi B-bi-similaires (i.e. fusionnés dans le 1-index). On déduit don que la taille du 1-index est bornéepar elle de l'index perfet, et don (par transitivité) la taille du 1-index est bornée par lataille de D.Tous les as intermédiaires sont possibles. Une donnée peut avoir un 1-index qui se réduiseà un n÷ud. A l'opposé, la donnée onstruite sur la base de IMDB (�gure 4.1 - page 91)montre une donnée dans la quelle deux n÷uds di�érents ont toujours deux langages de heminsentrants di�érents. Dans e as, le 1-index est égal au guide perfet qui est lui même égal à ladonnée. Une étude expérimentale a été menée par R. Kaushik et al [Kaushik et al., 2002b℄ :



4.3. Fusionner des n÷uds indi�éreniables par les requêtes 113ils ont montré qu'en moyenne la taille d'un 1-index était environ de 45% la taille de la donnéed'origine.Exemple 4.3.4 : La �gure 4.8 montre une donnée dont l'index perfet et le 1-index sontdi�érents. Les n÷uds 1 et 2 sont B-bi-similaires et FB-bi-similaires. Par ontre les n÷uds 2et 3 sont B-bi-similaires mais ne sont pas FB-bi-similaires (le n÷ud 2 a un ar b sortant quele n÷ud 3 n'a pas). On a expliqué pourquoi le 1-index est plus petit que l'index perfet.
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Document index perfect 1-indexFig. 4.8 � Di�érene entre l'index perfet et le 1-indexPour terminer notre étude sur le 1-index, il faut rappeler que le 1-index se alule avel'algorithme de Paige et Tarjan [Paige and Tarjan, 1987℄. Autrement dit, on peut le onstruireen O(|D|.lg(|D|)).Le 1-index respete nos trois ritères. On lui reprohe parfois d'être trop ressemblant à ladonnée d'origine (par exemple le 1-index de la donnée onstruite à partir de la base IMDB -�gure 4.1 - est égale à la donnée d'origine). C'est pourquoi d'autres méthodes d'indexation ontété proposées sur la base des 1-index : les A(k)-index ([Kaushik et al., 2002b℄,[Yi et al., 2004℄)et les D(k)-index ([Chen et al., 2003℄). Ces deux algorithmes se basent sur la même onstata-tion : il existe très peu de requêtes qui mathent un long hemin de la donnée. Typiquementles auteurs de [Kaushik et al., 2002b℄ onsidèrent qu'une requête mathe au maximum unhemin de longueur 8 de la donnée. Pour un n÷ud n on ne onsidère plus le langage Lnmais le langage Lk
n omposé de tous les mots de longueur inférieure ou égale à k qui at-teignent le n÷ud n. On va alors regrouper deux n÷uds n et n′ si Lk

n est égal à Lk
n′ . Pour elaon utilise une k-B-bi-simulation. Si une requête mathe un hemin de longueur plus grandeque k, l'index fournit un sur-ensemble de la réponse. Il faut alors véri�er sur la donnée ini-tiale quels sont les n÷uds qui sont réellement aessibles par la requête. Le A(k)-index n'estdon plus un guide ouvrant. Par ontre, des études expérimentales e�etuées par les auteursde [Kaushik et al., 2002b℄ montrent qu'utiliser un A(k)-index permet, en moyenne, un gain detemps de 50% par rapport à un 1-index.Ce tableau résume tous les résultats démontrés ou énonés dans ette setion. Pour êtreomplet il faut rappeler que l'on sait extraire du dataguide d'une donnée D un ensemble �ni

C(D) de ontraintes �nies telles que D soit le modèle exat de C(D).



114 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsTaille maximum de l'index préservation des ontraintesDataguide Exponentielle NonDataguide saturé Exponentielle Oui (ontraintes de mots)Index perfet Taille de la donnée Oui1-index Taille de l'index perfet Oui4.4 Ensemble de donnéesLe but de ette setion est d'étudier les ontraintes ommunes à un ensemble de donnéesen se basant sur des résultats montrés dans [Andre et al., 2005℄. En e�et, un ensemble E dedonnées peut se représenter par une unique donnée (à partir d'un ensemble E de données, ononstruit la donnée DE omme étant l'union de toutes les données) et toutes les tehniqueset tous les résultats dérits dans e hapitre peuvent don être utilisés.Dé�nition 4.11 Soit E = {Di =< Ni, Ri, Ti >}1≤i≤n un ensemble de données. La donnée
DE =< NE , RE , TE > est dé�nie omme suit :� NE = ∪

1≤i≤n
Ni� RE = ∪

1≤i≤n
Ri� TE = ∪

1≤i≤n
TiReprésenter l'ensemble E par la donnée DE onvient à nos objetifs. On peut en e�etmontrer que DE satisfait une ontrainte d'inlusion si et seulement si elle est satisfaite partoutes les données de E.L'extration des ontraintes ommunes à toutes les données d'un ensemble E est possible.Le dataguide d'une donnée D permet de onstruire un ensemble C(D) �ni de ontraintesd'inlusions �nies qui implique une ontrainte si et seulement si elle est satisfaite par D. Si onapplique e résultat à la donnée DE on obtient :
C(DE) |= p � q si et seulement si ∀D ∈ E D |= p � qCette méthode a toujours le même défaut : dans le pire des as, la taille C(DE) est exponen-tiellement plus grande que la somme de la taille des données présentes dans E.De même, onstruire un index ouvrant de E qui véri�e les ontraintes d'inlusions sa-tisfaites par toutes les données est un problème résolu puisque le 1-index de DE onvient.On peut néanmoins se demander si du point de vue des requêtes, il n'y a pas une meilleureutilisation du 1-index. Il y a en e�et deux algorithmes, basés sur le 1-index, qui indexent unensemble E de données :1. Soit on indexe les données séparément et on onsidère l'union de tous les index. Dans eas on onsidère le U-index(E)= ∪

D∈E
1-index(D).2. Soit on indexe E en le onsidérant omme une unique donnée et dans e as on onstruitle 1-index(E) = 1-index(DE).La proposition 4.7 erti�ant que le 1-index d'une donnée D satisfait exatement les mêmesontraintes d'inlusions de D, les trois points suivants sont équivalents :



4.4. Ensemble de données 1151. ∀D ∈ E D |= p � q2. 1-index(E) |= p � q3. U-index(E) |= p � qOn va don omparer le 1-index de E et son U-index sur deux ritères : leur taille et letemps néessaire pour répondre à une requête. Si la donnée est beauoup plus grande que larequête, évaluer une requête q sur une donnée D est O(|D|.|q|2) (f. page 53). A requête �xe,les deux ritères sont don équivalents. C'est pourquoi, le seond ritère est évalué non paslorsque l'on interroge toutes les données de E, mais lorsque l'on interroge un sous ensemble
E′ de données.Du point de vue de la taille, la position de la taille du 1-index par rapport à elle duU-index n'est pas très di�ile à établir : en e�et deux n÷uds fusionnés dans le U-index lesont forément dans le 1-index. On a don montré que la taille du 1-index est toujours pluspetite que la taille du U-index. Étant donné que l'on onsidère des données qui appartiennentau même ensemble, on peut imaginer qu'elles sont similaires et que des n÷uds de donnéesdi�érentes sont Bakward bi-similaires. Dans e as, la taille du 1-index est signi�ativementplus petite que elle du U-index. Cette remarque est on�rmée par les expérienes menées sur labase des �lms (�gure 4.9) dont le résultat est présenté dans la �gure 4.10. L'axe des absissesorrespond au nombre de données présentes dans l'ensemble alors que l'axe des ordonnéesreprésente la taille de l'index par rapport à la taille des données d'origine. Rappelons que lesauteurs de [Kaushik et al., 2002b℄ ont estimé (expérimentalement) que la taille du 1-index estde 45% elle de la donnée d'origine.
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1-indexFig. 4.9 � Base de données onstruite à partir de IMDBDu point de vue du temps, on interroge un sous ensemble E′ ave deux méthodes di�é-rentes. On peut, soit interroger 1-index(E), puis projeter le résultat sur les n÷uds de E′, soitquestionner une sous partie de U-index(E) : U-index(E′) et avoir diretement le résultat.Dans une implantation naïve, le temps utilisé pour répondre à une requête q sur un sousensemble E′ de E en utilisant 1-index(E) est indépendant de E′. En e�et, aluler l'ensemble



116 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de hemins1-index(E)(q) ne dépend pas de E′. La projetion, quant à elle, parourt tous les n÷uds deet ensemble et le temps onsaré à ette opération est indépendant de E′. Une solution pourontourner e problème, utilisée dans les expérienes suivantes, est d'assoier aux n÷uds d'unemême donnée des identi�ants ontigus et de simpli�er la projetion.L'algorithme qui utilise U-index(E) dépend de E′ : si E′ ne ontient qu'un élément, ilest alors toujours plus rapide d'utiliser U-index(E'). A l'opposé, si E′ est égal à E, alorsl'utilisation du 1-index(E) est plus rapide. En plus du degré de ressemblane entre les donnéesde E, la réponse à la question dépend don de la fration : taille de E'taille de E .On a don mis en plae l'expériene suivante : pour un ensemble de requêtes Q et pourun ensemble de données E = {Di, 1 ≤ i ≤ n}, on onstruit tous les sous-ensembles Ej =
{Di, 1 ≤ i ≤ j ≤ n} et on alule Ej(q) pour tout j et pour toute requête q de Q.L'une des mesures e�etuées onsiste à déterminer pour quel type de sous-ensemble le1-index est plus adapté que le U-index et inversement. Pour ela on peut aluler le plus petitindie l pour lequel l'utilisation du 1-index est toujours plus rapide que elle du U-index et leplus grand indie l′ pour lequel l'utilisation du U-index est toujours plus rapide que elle du1-index. Le résultat de ette mesure est présenté dans la �gure 4.11. Les expérienes qui ontpermis de onstruire la �gure 4.11 ont été faites ave des bases de �lms. Le prinipe onsisteà évaluer la valeur des limites l et l′ en fontion du nombre de données. L'axe des absissesreprésente don le nombre de données présentes dans l'ensemble étudié et l'axe des ordonnéesorrespond à la taille relative (en pourentage) d'un sous-ensemble Ej de E. Pour tout sous-ensemble Ej de E dont la taille relative est plus petite que l′, il est plus intéressant d'utiliserle U-index. Si la taille relative est plus importante que l il est plus intéressant d'utiliser le1-index. Les autres as (entre l′ et l) orrespondent à la transition entre les deux méthodesd'indexation.
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4.4. Ensemble de données 117e qui donne un gain de 20). L'axe des ordonnées de la �gure 4.14 orrespond au temps utilisépar haque index pour évaluer toutes les requêtes sur toutes les données.
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U-indexFig. 4.11 � 1-index ou U-index ? (�lms)On va maintenant présenter les trois jeux de données que nous avons uti-lisés pour obtenir es résultats. Toutes les expérienes ont été e�etuées aveQRIC [Debarbieux and Luhier, 2004℄.Ensemble 1 On onsidère un ensemble de douments XML (ave les référenes). Ces donnéesfont référene aux �lms produits en 1966 (la �gure 4.9). Elles ont été onstruites à partir de�The International Movie Database�. Les exemples présentés dans la �gure 4.9 montrent bienque les données se ressemblent mais ne sont pas identiques. On note en partiulier que lenombre d'ateurs est di�érent d'une donnée à l'autre.Nos expérienes, dont les résultats sont présentés dans la �gure 4.10 montrent que le 1-indexd'une donnée (et de l'ensemble) est d'environ 41% de la taille de la donnée d'origine alors quela taille du U-index est beauoup plus grande. Il apparaît de plus que si l'ensemble onsidéréest assez gros, alors le 1-index devient onstant. En e�et, quand tous les as partiuliers sontstokés dans le 1-index, il ne grossit plus. On peut dire qu'il a atteint une taille limite.La �gure 4.12 (ligne �lms) on�rme ette analyse. Elle montre que l'on peut indexer en-semble toutes les données de E sans perte d'e�aité même si on interroge un sous-ensemblede E.
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118 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de heminsEnsemble 2 On a aussi fait des expérienes ave un ensemble de données qui représententdes journaux (�gure 1.2 ;page 4). On utilise ToXgene [Tox, 2002℄ pour onstruire des donnéesaléatoirement. On a obtenu des ensembles tels que deux données di�érentes ont exatement lemême (à isomorphisme près) 1-index i.e. on a la relation suivante (rappelons que DE est ladonnée qui représente l'ensemble E) :
∀D ∈ E 1-index(D) = 1-index(DE)Dans e as l'utilisation du 1-index est bien meilleure que elle du U-index omme le montrela �gure 4.12 (ligne journal).
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Fig. 4.13 � Ensemble de données dérivant des bibliothèquesEnsemble 3 Le troisième type de données que nous avons onsidéré est représenté dans la�gure 4.13. Une donnée représente une bibliothèque dans laquelle il y a des adhérents et deslivres. Les adhérents peuvent donner leur opinion (adore, aime, aimePas, nonTerminé) sur leslivres qu'ils ont lus. Les livres ont trois états : soit ils sont empruntés ou réservés par un adhé-rent, soit ils sont libres. Comme dans l'expériene préédente on utilise ToXgene [Tox, 2002℄pour générer aléatoirement des ensembles de données.Nos expérienes montrent que le 1-index a une taille qui est environ 58% elle de la donnéeinitiale. Malheureusement, ette taille n'est pas beauoup plus petite que elle du U-index. Ene�et, nous avons établi, par des expérienes que es deux index ont des tailles très similaires(�gure 4.14). Ce résultat n'est pas très surprenant : une donnée dérite i-dessus peut ontenirbeauoup de yles di�érents. En e�et, pour tout mot du langage ((adore+ aime+ aimePas+NonFini)(emprunté+ réservé))∗ on peut onstruire une donnée ontenant un yle étiquetépar e mot. Par exemple, l'une des données de la �gure 4.13 a un yle basé sur le heminemprunté.adore alors que la deuxième donnée a un yle basé sur le hemin emprunté.aime.Les n÷uds 6 et 17 n'ont don pas le même ensemble de hemins entrants et ils ne peuvent pasêtre fusionnés dans le 1-index.
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U-index(S)Fig. 4.14 � Expérienes sur les données de type bibliothèqueNos expérienes ont montré que pour tout Ej , sous ensemble strit de E, la taille deU-index(Ej) est plus grande que la taille de 1-index(E). Il est don plus rapide d'interroger Ejen indexant haque donnée séparément que d'indexer toutes les données de E ensemble (f.�gure 4.14).4.5 ConlusionOn a prouvé que la taille du 1-index est toujours plus petite que elle du U-index. Nosexpérienes ont montré que l'on peut faire un gain en espae et en temps très intéressant sile 1-index atteint une taille onstante. Même si on onsidère un ensemble dans lequel toutesles données se ressemblent, ette taille limite peut ne pas exister. Dans e as le 1-index et leU-index se ressemblent, ont une taille similaire et le U-index est plus adapté pour interrogerun sous-ensemble de l'ensemble onsidéré.Le but de ette setion était d'établir le lien entre la notion d'index et les ontraintesd'inlusions satisfaites par un ensemble de données. Reherher les ontraintes ommunes àplusieurs données étant équivalent à reherher les ontraintes satisfaites par une donnée, nousavons utilisé deux types d'index existants : le dataguide et le 1-index. Le dataguide nous apermis d'extraire les ontraintes satisfaites par une donnée (par un ensemble de données).Le 1-index permet d'indexer les hemins d'une donnée (d'un ensemble de données) tout enpréservant toutes les ontraintes satisfaites par ette (es) donnée(s). Il est une représentationompate de la donnée initiale.Nous avons onstaté, expérimentalement, qu'indexer un ensemble de données en le onsidé-rant omme une seule donnée est à double tranhant. On peut e�et onsidérer un ensemble dedonnées très ressemblantes (i.e. ayant des 1-index similaires) et ainsi avoir une représentationtrès ompate de l'ensemble. Par ontre, on peut aussi onstruire des ensembles pour lesquelse phénomène ne se produit pas. Dans e as, il est plus e�ae d'indexer (ave un 1-index)haque donnée séparément que d'indexer tout l'ensemble (e point est partiulièrement misen valeur si on interroge non pas tout l'ensemble mais uniquement une sous-partie).Trois grandes pistes peuvent être étudiées dans le futur.1. Il serait très intéressant de aratériser des ensembles de données pour lesquels le 1-indexest plus adapté que le U-index. Ce problème semble di�ile à résoudre dans sa globalité.Un objetif intéressant serait don de trouver des heuristiques pour guider e hoix.



120 Chapitre 4. Requêtes Régulières : indexation de hemins2. Une autre piste serait de trouver des algorithmes e�aes de mise à jour d'un indexlorsqu'une donnée est ajoutée. On pourrait utiliser un tel algorithme pour dé�nir unindie de similarité d'une donnée par rapport à un ensemble de données. Une donnée
D serait similaire aux données présentes dans E si l'index de l'ensemble E ∪ {D} est'similaire' à l'index de E.3. En�n, on peut essayer d'utiliser le 1-index (ou le U-index) omme guide ommun àplusieurs données. Pour l'instant, le point de vue des requêtes est dominant. On pourraitdé�nir des mesures de similarité entre plusieurs données en utilisant des index. L'idéenaturelle est de se baser sur le rapport entre la taille du 1-index (ou du U-index) et lasomme des tailles des données présentes dans l'ensemble.



Chapitre 5ConlusionL'objetif de ette thèse était d'exploiter la struture de graphe pour modéliser et interro-ger des données semi-struturées. Deux grandes familles de douments ont été étudiées : lesdouments XML oloré et les graphes orientés étiquetés à plusieurs raines.Les arbres XML sont un premier exemple de données semi-struturées. On peut enrihirles arbres XML en onsidérant les référenes entre deux noeuds de l'arbre. Dans e as, haquear du graphe porte soit l'étiquette arbre soit l'étiquette référene. L'étape suivante onsisteà onsidérer plus que deux étiquettes pour les ars et à olorier les douments XML.XML n'est pas le seul standard pour les données semi-struturées. On peut don utiliserun modèle basé sur les graphes orientés étiquetés à plusieurs raines dans lequel il n'y a pas destruture d'arbre sous-jaente. On peut, par exemple, penser à des données issues des bases dedonnées orientées objets ou aux sites Web. Plusieurs sous-atégories sont possibles : on peutenrainer la donnée, imposer que le graphe soit déterministe. . . .Deux points sont ommuns à toutes les données utilisées. Premièrement, seule la struturedu doument est exploitée : on ne modélise que les n÷uds, les ars et leurs étiquettes. Enpartiulier, on ne tire pas pro�t du ontenu des noeuds (i.e. en XML, le texte qui se trouveentre deux balises). Deuxièmement, les données ne se référent à auun shéma expliite (i.e.on a auune information sur le type des noeuds, on ne onnaît pas la DTD des doumentsXML, on ne onnaît pas les lefs véri�ées par un doument . . . ). Cette approhe ne permet pasd'utiliser les tehniques lassiques du modèle relationnel, dans lequel la onnaissane préalabled'un shéma est primordiale.Le �l rouge de ette thèse est la notion de requêtes. Les requêtes régulières permettentde parourir les n÷uds d'un graphe en suivant ses hemins alors qu'une requête graphe sepropose de naviguer dans un doument XML oloré en utilisant des axes de navigation dansles arbres ordonnés.Rappelons maintenant quelques résultats importants montrés dans les pages préédentes :� Les requêtes graphes ont été introduites et ont été utilisées dans le adre des doumentsXML oloré. Par rapport au langage existant, ette nouvelle lasse de requête permetd'exprimer l'égalité entre deux noeuds. On a montré que, dans e adre, l'évaluationd'une requête est NP-omplète. 121



122 Chapitre 5. Conlusion� On peut essayer d'optimiser une requête régulière en utilisant des ontraintes d'inlusion.Dans ette optique, le problème de l'équivalent �ni a été introduit : peut-on transformerune requête q en une requête �ni qf équivalente à q par rapport à un ensemble deontraintes ? La déidabilité du problème a été montrée pour des ontraintes bornéesgrâe à une rédution du problème de l'impliation de ontraintes à un problème deréériture. Dans le as partiulier des ontraintes de mots, nous avons montré que leproblème est PTIME. En�n, un outil de réériture de requêtes a été développé pourvalider e résultat ave un point de vue optimisation de requêtes.� Cet outil a aussi permis de omparer di�érents algorithmes d'indexation de hemins.Dans le but de trouver des ontraintes d'inlusion satisfaites par plusieurs douments,on s'est intéressé au lien qui existe entre la struture d'une donnée et elle de sonindex. On a notamment prouvé, par l'intermédiaire des dataguides, que toute donnéeest un modèle exat �ni d'un ensemble �ni de ontraintes �nies et que le 1-index estune représentation ompate des ontraintes satisfaites par une donnée. Pour terminer,es résultats ont été étendus à l'étude des ontraintes d'inlusions satisfaites par unensemble de données semi-struturées.PerspetivesQuelques travaux peuvent être envisagés pour ompléter les résultats présentés dans emémoire. La première piste est d'utiliser une forme de ontraintes d'inlusion pour optimiser lesrequêtes graphes. Dans ette optique, deux questions me semblent intéressantes. La premièreest d'identi�er un fragment des requêtes graphes ompatibles ave la notion de hemins utiliséepar les ontraintes d'inlusion. Une idée simple est de restreindre les axes à hild, desendant,idref. Deuxièmement, il faut préiser la notion de ontraintes d'inlusion dans le ontexted'XML. L'idée qui semble le mieux orrespondre est elle de lef.Une autre perspetive naturelle onerne les vues. On peut imaginer réérire une requêtepar rapport à un ensemble de vues en utilisant des tehniques semblables à elles que nousutilisons pour les ontraintes d'inlusion. Le but serait de trouver la meilleure réériture pos-sible i.e. elle qui maximise la taille de la (des) sous-requête(s) transformée(s) en vue. Onpeut se référer à [Grahne and Thomo, 2001℄ ou à [Xu and Ozsoyoglu, 2005℄ pour trouver unedé�nition plus préise du problème.Une perspetive à plus long terme est l'intégration de plusieurs données. En e�et les re-quêtes graphes et les méthodes d'indexation étudiées ne se limitent pas à un unique doument.Comment peut-on utiliser les méthodes d'indexation pour trouver un shéma ommun à plu-sieurs données ? Les méthodes d'indexation seraient-elles mieux adaptées pour déouvrir lespoints ommuns et les di�érenes entre deux douments (entre deux shémas) ? A quoi doitressembler un shéma pour un doument XML oloré (ompatible ave les requêtes graphes) ?



Chapitre 6Nouveau hapitre de la thèse
Cadre général et enjeux de ma thèseDepuis quelques années, le nombre d'informations présentes sur internet ne esse d'augmen-ter. Outre ette augmentation quantitative, on onstate une diversité de plus en plus grandedes données aessibles sur un site web (ommere életronique, texte, jeux, forum,...). Je neparle même pas des di�érents formats de es données (texte, image, son,...) et des problèmesde tradution d'une langue vers une autre.C'est dans e ontexte que le projet Mostrare de l'I.N.R.I.A. (institut de reherhe eninformatique) est né à Lille en 2003 ave la ollaboration de deux équipes du CNRS. Le butest de proposer des idées pour extraire automatiquement de l'information présente sur le Web :par exemple, savoir extraire le prix d'un produit d'un onurrent (ou d'un sous-traitant) depuisson site, permet de simpli�er les tâhes de veille et d'avoir une réativité plus forte.Nous travaillons aussi en ollaboration ave deux groupes de travail �nanés par le minis-tère (ACI). Ces groupes permettent à di�érents laboratoires français de travailler ensemble.Pour �nir, l'équipe Mostrare, travaille en ollaboration ave des herheurs étrangers, notam-ment en Autrihe.Les vingt inq personnes (environ) qui travaillent dans Mostrare ont des pro�ls très di�é-rents. Il y a, en plus des thésards, des permanents de l'I.N.R.I.A., des enseignants-herheurs,des ingénieurs, des assistantes de projets. . .Mostrare est don un projet jeune, travaillant sur des problèmes très atuels. J'apportema ontribution à et élan en étudiant plus partiulièrement :Modélisation et requêtes des douments semi-struturés :exploitation de la struture de grapheL'un des mes objetifs est de simpli�er la reherhe d'information sur des sites web. Parexemple, il est fréquent de passer plusieurs fois par la page d'aueil d'un site alors que des lienspermettent de ourt-iruiter es retours en arrière. Plus généralement, mon travail onsiste àdé�nir des outils pour interroger des douments type site web. Il onsiste aussi à optimiser letemps de reherhe en évitant des redondanes.123



124 Chapitre 6. Nouveau hapitre de la thèseA e stade de ma présentation, deux grands enjeux peuvent être identi�és :1. Donner vie à Mostrare : il s'agit de mettre en plae le fontionnement interne de l'équipe(répartition des pistes à étudier, organisation des séminaires internes. . . ) mais aussi denous faire onnaître à l'extérieur (pour réer des groupes de travail inter-université, pournouer des ontats ave des entreprises. . . ). Il va sans dire que l'I.N.R.I.A., le CNRS oul'université attendent de nous un maximum de bonnes publiations.2. Le seond enjeu est plus éonomique : dans le domaine des tehnologies du web, lesentreprises ont négligé la reherhe fondamentale. Notre travail peut permettre de validerou de réfuter des hoix faits (depuis plusieurs années) par es entreprises. Notons, qu'untel as de �gure s'est déjà produit : une équipe de herheurs autrihienne a mis en défautl'algorithme hoisi par Mirosoft (et d'autres) pour évaluer une requête Xpath. C'estpourquoi, et 'est une volonté très forte de l'I.N.R.I.A, des liens se réent entre Mostrareet des entreprises (par exemple Xerox ou Lixto) a�n de lier la reherhe fondamentaleet ses appliations industrielles.Déroulement, gestion et oût de mon projetTout d'abord, je vais expliquer pourquoi j'ai hoisi de faire une thèse. La première raisonest la volonté de devenir enseignant. Alors que mon projet initial était l'enseignement dansle seondaire, j'ai hangé d'avis après avoir renontré plusieurs professeurs qui m'ont dit quel'enseignement en lyée se réduisait souvent à des reettes pour le ba et qu'il était di�ilede faire autrement. Je me suis alors dirigé vers la voie universitaire. La seonde raison estla notion de hallenge : hallenge d'étudier des problèmes que personne n'a étudiés avantnous et même plus simplement, hallenge de répondre à des questions dont la réponse n'estpas simplement dans notre ours. Il faut don inventer son propre hemin pour trouver lessolutions.Il faut don franhir le pas qui va d'un système solaire (ours, exeries santionnés parun examen) vers la reherhe e�etuée de manière autonome. Le DEA sert à nous évaluer(pour l'obtention des postes de thésards) et à nous initier à la reherhe pendant un stage deinq mois. La thèse est don à la fois une formation (formation à la reherhe par la reherhe)et une première expériene non solaire.Je peux identi�er trois grandes phases dans ma thèse. Le passage d'une phase vers lasuivante s'est e�etué progressivement, dans la ontinuité et après disussion ave toutes lespersonnes qui travaillent ave moi.Le début d'une nouvelle phase n'a jamais signi�é une rupture ave la (les) phase(s) préé-dente(s). Je suis, au ontraire, revenu haque fois que néessaire dans des travaux antérieursa�n de les terminer et de les valoriser au mieux.J'ai proposé es hangements de phases a�n d'élargir mes onnaissanes mais aussi pourm'approprier mon sujet et pour suivre mes pistes de manière de plus en plus autonome.Phase 1 :J'ai déouvert une partie du travail de herheur : apprendre à lire un artile, apprendreà rédiger un papier, apprendre à exposer. . .Mais j'ai aussi déouvert le domaine dans lequelj'allais travailler et les travaux déjà existants.



125Lors de réunions hebdomadaires, j'exposai mon travail aux ritiques de mes enadrants.Ils me �rent remarquer mes erreurs et me donnèrent des onseils pour avoir des présentationsplus synthétiques et plus failes à omprendre pour une tiere personne.J'ai beauoup progressé pendant ette phase. Je suis en e�et passé de résultats (presquetoujours) faux, à des résultats justes mais mal démontrés et en�n à des démonstrations or-retes. J'ai aquis es ompétenes grâe aux onnaissanes et à l'expériene de mes enadrants.J'ai tiré un enseignement de ette période : je suis beauoup plus à l'aise à l'oral qu'àl'érit pour présenter mes travaux, mes idées. . . Dorénavant, j'ai remplaé mes synthèses heb-domadaires érites par des exposés (éventuellement, j'utilise quelques transparents).Phase 2 :Peu à peu, en parallèle à e travail théorique, j'ai eu envie d'étudier des as pratiques quele travail théorique m'avais permis d'identi�er.Nos réunions sont toujours hebdomadaires mais, désormais, nous travaillons ave des étu-diants (stagiaires). Dans ette phase j'ai ommené à être su�samment indépendant pour êtrefore de proposition et pour aider les stagiaires.J'ai du faire faire fae à un nouveau problème : onevoir et réaliser une appliation (desoutils) e que personne dans le groupe n'avait l'habitude de faire. La oneption a été sourede beauoup de débats puisque nous n'étions pas d'aord sur le point de vue à adopter.Pour lore e débat, j'ai hoisi une voie intermédiaire (qui onvenait aussi à l'étudiant quitravaillait ave nous). En e qui onerne la réalisation, je me suis formé à Oaml, langage deprogrammation que je n'avais jamais utilisé.Une fois les outils terminés, un nouveau problème s'est présenté : l'analyse des résultats.Les résultats proposés par nos outils étaient-ils bons ? Nos outils étaient-ils plus e�aes queles outils proposés par les autres ? Pour répondre à ette problématique, nous avons testénos outils sur des benhmarks reonnus par la ommunauté, mais aussi proposé nos propresdouments a�n de bien montrer les spéi�ités de notre étude.Pendant es quelques mois, je me suis rendu ompte que j'aime réaliser des appliationsonrètes et pas uniquement des proédés théoriques. En e�et, il m'est plus faile de savoir oùj'en suis.Phase 3 :Nos réunions hebdomadaires furent maintenues mais l'ordre du jour ne porta plus foré-ment sur mon travail de la semaine. En fait, nos réunions furent onsarées au bilan du travaile�etué, à la rédation d'artiles de synthèses (sur les travaux des deux premières phases).Parallèlement à ela, j'ai suivi mes pistes de reherhe que je développai ave mon point devue, mes onnaissanes, mes envies... J'ai présenté de temps en temps mon travail a�n d'avoirun miroir de e que je faisais et pour avoir un retour de personnes extérieures.J'ai don, pour la première fois, mené mon idée du début à la �n sans attendre d'aideextérieure. Malheureusement, j'ai fait une faute de raisonnement qui a entâhé la qualité demes résultats. Néanmoins, Cette expériene fut très enrihissante ar :� Elle m'a permis de prendre des initiatives et d'avoir une vision globale de la rédationd'un artile (bien expliquer le ontexte, mettre en avant les appliations. . . ). En e sens,je me suis approprié mon sujet.



126 Chapitre 6. Nouveau hapitre de la thèse� Elle a mis en évidene l'un de mes axes de progression : il faut que j'apprenne à prendrede la distane ave mes idées. Une solution, que j'expérimente pour la rédation de mathèse, onsiste à faire autre hose pendant quelques jours puis à revenir sur mon idéeave un regard neuf.� Elle m'a appris à relativiser et à savoir rebondir après une déeption (i.e. apprendreà bien identi�er où est le problème, quelles sont les parties du travail qui ne sont pasa�etées, que valent les nouveaux résultats. . . )Comme je l'ai montré, j'ai eu la souplesse dans la gestion de ma thèse. Malheureusement,il me semble que les objetifs à atteindre n'ont jamais été très bien dé�nis. A ondition dene pas s'enfermer dans ses objetifs, je pense qu'avoir une (des) ible(s) à atteindre (dans undélai déterminé) aurait été pour moi une soure de motivation et un bon moyen de m'évaluer.Pour résumer, je regrette de n'avoir jamais réussi à évaluer la rentabilité de mon travail.Tout e travail a un oût dont je donne les grandes lignes dans le tableau suivant :Dépense SommeSalaire (harges omprises) 108 500
• Salaire personnel 60 000 université
• Environnement (serétariat, séminaire 36 000 université, CNRS, INRIAMostrare, gestion des bourses de thèse. . . )
• Réunion de travail (600h) 30 000 universitédont 150h pour ma thèse 7 500 université
• enadrement individuel (100h) 5 000 universitéDéplaements 6 000 université, CNRS, INRIAFormations personnelles 2 100
• Dotoriales 1 000 A.B.G., ministère de la reherhe, Europe
• N.C.T. 600 A.B.G..
• Formation à l'enseignement 300 C.I.E.S.
• Éole dotorale 200Total 116 600Compétenes, savoir-faire, qualités professionnelles et person-nelles� Révéler mon sens ritique : avant même le début de ma thèse, mon entourage s'étonnaitsouvent de la rapidité et de la pertinene de mes ritiques vis-à-vis de l'atualité. Cettequalité s'est révélée très importante pendant ma thèse même si j'ai appris à l'utiliserà bon esient. Dans mon rapport de D.E.A., j'ai en e�et ritiqué (négativement) lesrésultats d'un spéialiste de mon domaine. Mes enadrants m'ont dit que e n'était pasraisonnable et qu'en temps que stagiaire je n'avais ni les ompétenes ni une vision assezglobale du problème pour le faire. A l'opposé, au début de ma thèse, je m'intéressaissurtout aux dé�nitions et à la déouverte de mon domaine et je prenais les nouveauxrésultats pour argent omptant sans prendre le temps de les analyser. Peu à peu, j'aiappris à ritiquer es travaux et à évaluer les points intéressants pour ma thèse. A la �nde ma thèse, on m'a proposé d'être membre du omité de leture d'une onférene (i.e.évaluer les papiers soumis, pour aepter | refuser leur publiation).



127� Être honnête ave moi-même : que e soit pour érire une démonstration ou pour analyserun résultat, il faut être honnête ave soi-même. J'ai eu a plusieurs reprises la tentationde dire le résultat est bon, ou bien mon programme fontionne pour faire avaner montravail sans prendre en ompte tous les paramètres. Il est très faile de sur-évaluer sontravail pensant que l'on fait beauoup mieux que les autres. Il ne faut jamais oublier dese poser la question : �pourquoi personne n'a eu ette idée avant moi ?�� Connaître mes limites : je sais reonnaître que je ne sais pas résoudre un problème maisje sais m'adapter en onséquene. Dans e as, deux réponses sont possibles : soit je faisappel à de l'aide extérieure (par exemple pour une orretion orthographique), soit jeredé�nis le adre de mon travail en fontion de mes ompétenes.� Sens de l'aueil : les nouveaux venus dans notre équipe se souviennent tous que, le jourde leur arrivée, 'est moi qui me suis assuré qu'ils étaient bien installés et qui les ai misau ourant des habitudes du groupe (heure et lieu des repas par exemple).� Exposer un travail sienti�que : le problème majeur est de savoir adapter son disoursau publi onerné. Lors d'une renontre ave mes enadrants, je dois tout expliquer (endonnant, par exemple, les détails tehniques) alors que, lors d'un séminaire, seules lesgrandes idées doivent être présentées. Dans le as d'un séminaire, la gestion du tempsest également importante : j'ai appris à être préis dans le hoix de mes mots a�n defaire omprendre, dans un intervalle de temps assez ourt, des notions omplexes. Mesativités en tant qu'enseignant ont renforé ette ompétene.� La manipulation de la notion de graphe : 'est la ompétene tehnique qui est au oeurde ma thèse. Pendant mes trois phases de travail, toutes les études que j'ai menées étaientliées aux modèles de graphes. Je suis don un expert dans e domaine : expert dans lesens où j'ai aquis beauoup de tehniques et de méthodes de résolutions de problèmessur les graphes. Mais aussi expert dans le sens où j'ai aquis une vision globale dudomaine. J'ai don une apaité d'analyse de es problèmes qui assoie ompétenestehniques, intuition et disernement.� Aller de la théorie à la pratique : le début de ma thèse fut très théorique (prohedes mathématiques). Mon étude a mis en évidene la omplexité (algorithmique) desproblèmes que j'étudie. Néanmoins, j'ai eu envie de restreindre le adre pour étudier desas réels pour lesquels l'étude théorique était prometteuse. Pour ela, je me suis forméà deux reprises à de nouvelles ompétenes. D'une part, j'ai appris à programmer enOaml pour développer des outils sur les données semi-struturées. D'autre part, j'aiappris à manipuler des langages pour interroger des données (Xpath et Xquery). Dansles deux as je me suis formé, en une dizaine de jours, à partir de livres ou de tutoriauxtrouvés sur le Web. J'ai, maintenant, les ompétenes néessaires pour donner un oursonernant es deux onepts.� Persévérer : travailler pendant trois ans sur son sujet de thèse demande de la persévé-rane, de la volonté et une très grande motivation. J'ai par exemple voulu résoudre unproblème pour lequel toutes les solutions que j'ai envisagées pendant plusieurs mois neme onvenaient pas. Pourtant, j'ai �ni par le résoudre. En e�et, en suivant un exposédans un autre domaine, l'idée m'est venue de reprendre la démarhe présentée. Dés lors,je n'ai eu besoin que de quelques jours pour terminer mon étude.� Sens de l'organisation : les séminaires Mostrare visent à la fois à présenter nos travaux eninterne mais aussi à inviter des personnes extérieures. J'ai don organisé l'un de es sé-minaires du début à la �n : invitation des personnes, organisation de leur voyage, gestionde la journée et du planning de travail. Deux expérienes dans le monde assoiatif m'ont



128 Chapitre 6. Nouveau hapitre de la thèsealors beauoup aidé. J'ai été trésorier de l'AEI (bureau des étudiants en informatique) etj'ai, dans e adre, organisé plusieurs évènements pontuels. Par ailleurs, je suis membreatif de l'assoiation Conordia qui organise des hantiers internationaux de bénévoles.A e titre, j'ai déjà été amené à organiser (et partiiper à) des hantiers mais aussi àdes évènements tels que des forums aux assoiations, des week-ends de formation. . .Résultats, impat de ma thèseLe projet Mostrare étant un projet jeune, les problématiques abordées étant très nom-breuses, j'ai eu une grande liberté pour gérer mon sujet. Trois ans plus tard, nous avons fait leonstat qu'existe une trop grande dispersion dans Mostrare et qu'il faut reentrer nos sujets dereherhe. Malgré l'identi�ation de nombreux problèmes (intéressants) à résoudre, ma thèsen'aura don pas de suite (pas de nouveau stagiaire en DEA) à Lille.La grande diversité des travaux e�etués au sein de Mostrare a eu pour moi un impatpositif. J'ai aquis les onnaissanes et les méthodes de base pour toutes les problématiquesprésentes dans Mostrare (logique, apprentissage automatique, langage naturel,...) : j'ai par-tiipé à des séminaires ou à des réunions qui n'étaient pas toujours diretement liés à montravail mais qui m'ont permis de ne pas rester enfermé dans mon sujet (et don de déouvrird'autres hoses).Un autre impat positif de ma partiipation dans l'équipe Mostrare est que j'ai travaillésur des sujets très atuels. J'ai don, dans la partie plus appliquée de ma thèse, pris en mainertaines tehnologies de pointe (notamment liées à XML). Ces tehnologies sont de plus enplus utilisées en entreprise. Je peux don mettre en valeur le fait de onnaître es outils, maisaussi d'avoir le bakround théorique pour omprendre leur fontionnement.Pour onlure, je voudrais exposer la prinipale piste d'insertion professionnelle que j'aiidenti�ée : il s'agirait de réer une université d'entreprise dans mes ompétenes tehniques(ou un équivalent dans la fontion publique). Cette ativité me permettrait :� de réer de toute pièe, un nouveau département dans une entreprise. De plus, le butde ette réation est préis et bien dé�ni tout en laissant une grande liberté quant à laforme et au ontenu de ette université.� de travailler en équipe, d'éhanger des idées ave toutes les parties prenantes au projet(direteur, ressoures humaines, hefs de servie. . . ), et de prendre en harge l'organisa-tion pratique de e projet. De plus à e poste je pourrais être en harge de l'aueil desnouveaux arrivants dans l'entreprise.� d'utiliser mes expérienes : réation d'assoiation, gestion d'un budget, la thèse (innova-tion, ommuniation, gestion de projet, travail en équipe. . . ) et ompétene pédagogique.Cette piste orrespond à un projet à long terme. Pour atteindre et objetif, je vais onti-nuer à faire de l'enseignement et de la reherhe. Je pourrais ainsi aroître mes ompé-tenes pédagogiques et ontinuer à progresser dans la ommuniation érite (ompte-rendude réunion. . . ). Une autre étape pourrait être de prendre des responsabilités pédagogiques ouadministratives en université.
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Modélisation et requêtes des douments semi-struturés : exploitation dela struture de grapheLa notion de données semi-struturées est liée au monde Web. On appelle donnéesemi-struturée une donnée dont le shéma n'est pas dé�ni a priori. Il peut s'agir d'unepage HTML ou d'un site Web tout entier ou enore d'un doument XML.Cette thèse étudie les requêtes sur les données semi-struturées modélisées par desgraphes. On s'intéresse à di�érentes représentations des données semi-struturées pardes graphes et on onsidère di�érents langages de requêtes assoiés. Un problème dif-férent est étudié pour haque ouple (représentation, langage).Dans le as des graphes orientés, on utilise des tehniques de réériture et d'auto-mates pour étudier - à des �ns d'optimisation de requêtes - les ontraintes d'inlusions.Ces ontraintes portent sur les hemins qui permettent de naviguer dans la donnée.Pour exploiter l'information liée à la struture d'une donnée, on génère un index quipréserve les ontraintes d'inlusions.On étend ette étude pour obtenir le onept de requête graphe. Son intérêt est depermettre la omposition de requêtes et de dé�nir elle-i graphiquement. Appliquéesau as des douments �XML oloré�, les requêtes graphes permettent d'étudier formel-lement l'expressivité et la omplexité de langages de requêtes inspirés de XPath et deXQuery.Les résultats théoriques sont validés par des expérimentations.


