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Introduction

Introduction générale

La topologie algébrique est le domaine des mathématiques qui étudie des problémes de nature
topologique a 'aide d’outils algébriques. Pour cela, on utilise le formalisme des catégories et des
foncteurs (cf. [Bor94a)], par exemple). Soit 7, la catégorie des espaces topologiques pointés et
des applications continues pointées, et Ab la catégorie des groupes abéliens et des morphismes
de groupes. Eilenberg et Steenrod ont axiomatisé la notion d’invariant topologique (cf. [ES52]) :

Définition. Une théorie homologique réduite est la donnée de foncteurs k, : Z. — Ab, avec
n € 7, tels que :
— L’invariance par homotopie : si f et g sont deux applications continues pointées homotopes
(X, z9) — (Y, y0) alors pour tout n € Z, k,(f) = kn(g).
— Aziome de suspension : pour tout n € Z, on a un isomorphisme fonctoriel :

Fens1 X ~ kn DX,

ot XX est la suspension réduite de l’espace pointé X .
— Si A est un sous-espace de X, alors on a une suite exacte longue de groupes abéliens :

kn A knX k(X JA) — kp g A —> -

ot X/A désigne la cofibre homotopique de l'inclusion de A dans X .

On définit les théories cohomologiques réduites & ’aide d’axiomes analogues, en utilisant des
foncteurs contravariants. Il existe de nombreuses théories homologiques ; parmi celles-ci, on peut
notamment citer 'homologie singuliére & coefficients dans un anneau A, ﬁ*(—, A), et les groupes
d’homotopie stables 7w2(—) .

Le Théoréme de représentabilité de Brown (cf. [Bro62] et [Bro63|) démontre que les théories
cohomologiques sont représentables. C’est-a-dire que si (k™),ecz est une théorie cohomologique
réduite, alors il existe une suite d’espaces pointés (E,)nez tels que :

"X = X, E,],

ou [X, Y] est 'ensemble des classes d’homotopies pointées d’applications de X vers Y. L’axiome
de suspension impose alors ’existence d’une application continue :

€n  XE, — Eniq,

telle que I'application obtenue par adjonction E, — FE, 1 soit une équivalence d’homotopie.
La donnée des espaces F, et des applications €, définit un spectre E (plus précisément, un
Q-spectre). De la méme fagon, une théorie homologique (ky)nez détermine aussi un spectre E.
Les spectres forment une catégorie qui contient la catégorie des espaces topologiques (pour
plus de détail on renvoie a [Ada95|, [Swi02] ou [Vog70]). Intuitivement, on obtient la catégorie
des spectres a partir de la catégorie des espaces topologiques pointés en inversant le foncteur de

7



8 Introduction

suspension. Comme dans la catégorie des espaces topologiques, on peut définir la notion d’ho-
motopie entre deux morphismes de spectres. Plus généralement, dans [Qui67], Quillen introduit
la notion de structure de catégorie de modéles sur une catégorie et la catégorie homotopique
associée. Goerss et Jardine construisent ainsi la catégorie d’homotopie stable . dans le livre
[GJ99| suivant la méthode de Bousfield et Friedlander (cf. [BETS]). Cette catégorie est additive
et triangulée. On peut noter qu’il existe d’autres constructions plus sophistiquées telles que les
spectres symétriques (cf. [HSS00]) et les S-modules (cf. [EKMM97]) dont on a pas besoin ici.

Etant donné un spectre E, on peut définir une théorie homologique E, et une théorie coho-
mologique E*. La catégorie .7 posséde un produit monoidal symétrique A. Par la suite nous nous
intéresserons aux spectres munis d’une structure de monoide commutatif dans cette catégorie :
les spectres en anneau commutatifs. Si £ est un spectre en anneau commutatif, I’ensemble des
coefficients du spectre E, E, = E,SO est un anneau commutatif gradué et les théories homolo-
giques F, et cohomologiques E* sont a valeurs dans la catégorie des F,-modules gradués. De
plus, E*FE s’identifie a 'algébre des opérations cohomologiques stables. Dans le cas o E est
le spectre d’Eilenberg-Maclane a coefficients dans F,,, HIF,, I'algébre des opérations cohomolo-
giques stables HIF; HIF), est I'algébre de Steenrod A* (cf. [Ste62]). C’est une algébre de Hopf
non commutative sur IF,. De plus, la cohomologie singuliere & coefficients dans [F), est a valeurs
dans la catégorie des A*-modules gradués sur 'algébre de Steenrod. L’algébre A* ainsi que la
catégorie des A*-modules a fait 'objet de nombreux travaux dont ceux de Margolis (cf. [Mar83])
et de Lionel Schwartz (cf. [Sch94]).

Néanmoins, si les coefficients de la théorie cohomologique E* ne sont pas bornés, on doit
prendre en compte la topologie naturelle définie sur la cohomologie d'un espace. C’est pour cette
raison que nous préférerons utiliser les théories homologiques. On peut considérer que, si F FE
est un F,-module plat, alors E,FE représente ’ensemble des coopérations homologiques stables.
Autrement dit, (E, E+E) est muni d’une structure d’algébroide de Hopf gradué et la théorie
homologique E, est & valeurs dans la catégorie des E,F-comodules & gauche. C’est la raison qui
motive notre étude des algébroides de Hopf et de la catégorie des comodules sur un algébroide de
Hopf. Si E est le spectre d’Eilenberg-Maclane a coefficients dans IF,, (HF,), (HIF,) est I’algébre
de Steenrod duale A,. Dans ce cas, c’est une algébre de Hopf commutative sur F),.

Soit F un spectre en anneau commutatif. Une orientation complexe pour E est un élément
x € E2CP™ tel que l'application E*CP>® — E*S? ~ ¥2[F, induite par I'inclusion de S? ~ CP!
dans CP> envoie z sur 1 € X2E,. On a alors :

E*CPY ~ E,[x].

Si E est muni d’une orientation complexe, on dit que le spectre E est complexe orienté. Soit
X un espace paracompact et Pic(X) le groupe des classes d’isomorphismes de fibrés en droite
sur X, muni du produit tensoriel de fibrés. Le foncteur X —— Pic(X) est représenté par CP*.
C’est-a-dire qu’on a un isomorphisme :

[X,CP>] =5 Pic(X).

La structure de groupe commutatif sur Pic(X) se réalise par une structure de H-groupe com-
mutatif sur CP>. Cette structure donne lieu a 'existence d’une loi de groupe formel Fg(z,y) €
E.[z,y]. Le groupoide des lois de groupe formel et des isomorphismes stricts est représenté par
un algébroide de Hopf (L, LB). Lazard a explicité la structure de ’anneau L dans [Lazbd] : c’est
un anneau de polynoémes & coefficients dans Z sur des générateurs x; de degré 2i, avec i > 1.

L~ Zx;i>1].

Cependant, il n’existe aucun choix canonique de générateurs et les morphismes de structure de
I’algébroide de Hopf (L, LB) ne s’expriment pas facilement en fonction de ces générateurs.

Soit p un nombre premier fixé. Le groupoide des lois de groupe formel p-typiques et des
isomorphismes stricts est représenté par un algébroide de Hopf (V,VT). Le théoréme de Cartier
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montre que sur une Z,)-algeébre, toute loi de groupe formel est canoniquement isomorphe & une
loi de groupe formel p-typique. L’anneau V admet une description analogue & celle de L : c’est
un anneau de polynomes a coefficients dans Z,,) sur des générateurs v; de degré 2(p'—1),i>1:

Vo Zy [vii > 1]

Les générateurs v; ne sont pas uniquement déterminés. Néanmoins les idéaux J,, = (v9 =
D,...,Un—1) ne dépendent pas des choix des générateurs. De plus, Araki et Hazewinkel ont
construit deux ensembles de générateurs et on dispose de formules explicites pour décrire les ap-
plications de structure de I'algébroide de Hopf (V,VT). On peut donc, a I'aide d’un ordinateur,
mener & bien certains calculs.

Quillen a démontré dans [Qui69] que l'algébroide de Hopf (L, LB) se réalise topologiquement
par le spectre du cobordisme complexe MU précédemment étudié par Thom et Milnor dans
[Tho95] et [Mil60] :

(MU, MU.MU) ~ (L,LB).

Le spectre MU est un spectre en anneau commutatif complexe orienté et si E est un spectre en
anneau commutatif complexe orienté, alors & homotopie prés, il existe un unique morphisme de
spectres en anneau MU — E qui induit Porientation (cf. [Ada95]). On a donc un morphisme
d’algébroides de Hopf (MU.,MU.MU) — (E,, E.E), et si E est Landweber exact pour MU
alors la E-homologie se déduit directement de la MU-homologie :

Par exemple, le spectre d’Eilenberg-Maclane HA & coefficients dans un anneau commutatif
A, est un spectre en anneau commutatif complexe orienté dont la loi de groupe formel associée
est la loi additive G,(x,y) = x + y, mais ce n’est pas un spectre Landweber exact en général. Le
spectre de la K-théorie complexe KU est un exemple de spectre en anneau commutatif complexe
orienté qui est Landweber exact. La loi de groupe formel associée a ce spectre est la loi de groupe
formel multiplicative Gy, (x,y) = = + y — uxy, ou u € Ky est 'élément de Bott.

Soit p un nombre premier. Au lieu d’utiliser directement le spectre MU, on utilise le spectre
de Brown-Peterson BP (qui dépend de p), introduit dans l’article [BP66]. Le spectre BP est un
spectre en anneau commutatif, complexe orienté. Ce spectre réalise 1’algébroide de Hopf (V,VT) :

(BP,,BP,BP) ~ (V,VT).

De plus, la localisation du spectre MU au nombre premier p est homotopiquement équivalente a
un bouquet de suspensions du spectre BP :

MU, ~ \/E”iBP.

(2

Ainsi, si X est p-local, la MU-homologie de X est entiérement déterminée par la BP-homologie
de X.

Dans les années 70-80, Miller, Morava, Ravenel et Wilson notamment ont développé des
méthodes pour calculer des classes d’homotopies d’applications continues & partir de calculs de
BP-homologie. Ces méthodes se basent sur les suites spectrales d’Adams et d’Adams-Novikov, et
sur la filtration chromatique de BP. Soit E un spectre en anneau tel que E,E est plat sur E, et
X un spectre. La E,-suite spectrale d’Adams (E5", d, : ES' — ES™""t1) a pour terme Ej :

Ey' = Exty 4(E., B.X).

Sous certaines conditions, elle converge vers les groupes d’homotopie stables de X, 73, ,(X). Le
premier probléme est de calculer explicitement le terme F5 de cette suite spectrale, qui peut étre
trés compliqué.
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Dans l'article [Mor85|, Morava introduit une filtration chromatique de la catégorie des BP,.BP-
comodules, qui provient de la filtration par la hauteur de ’espace de modules des lois de groupe
formel p-typiques. Cette filtration permet de définir une suite spectrale qui converge vers le
terme E5 de la suite spectrale d’Adams pour £ = BP. Morava utilise dans cet article un langage
géométrique et introduit la notion de champ algébrique en topologie algébrique (cf. les travaux
de Naumann [Nau(07] et Hollander [Hol08]). A un algébroide de Hopf, on peut associer un champ
algébrique. Un comodule sur un algébroide de Hopf s’interpréte alors comme un faisceau quasi-
cohérent sur le champ associé.

Motivations

Soit G un groupe topologique. Les classes d’isomorphismes de G-fibrés principaux sur un
espace paracompact X sont en bijection avec ’ensemble des classes d’homotopies d’applications
continues de X vers I'espace classifiant BG. Les espaces classifiants sont utilisés dans la construc-
tion des spectres de la K-théorie et du cobordisme complexe. Il est donc naturel de s’y intéresser
et de connaitre leurs invariants topologiques.

Soient p un nombre premier, n un entier et V un p-groupe abélien élémentaire de rang n. La
cohomologie singuliére modulo p de BV ainsi que 'action de ’algébre de Steenrod et du groupe
linéaire sur cette cohomologie est bien connue. La conjecture de Sullivan, démontrée par Miller
dans [Mil87] dit que l'espace des applications continues pointées de BG vers X est faiblement
contractile. Miller énonce aussi le résultat suivant démontré par Lannes dans l'article [Lan92]. Si
X est un espace simplement connexe de type fini, on a alors I'isomorphisme suivant :

[BV, X] = Homy, (H*X, H*BV),

ou U désigne la catégorie des modules instables sur I'algébre de Steenrod. Il est naturel de chercher
a étendre ces résultat a d’autres théories homologiques. Dans article [JW85], Johnson et Wilson
déterminent une filtration de la BP-homologie de (BZ/p)"" dans la catégorie des BP,-modules,
puis qu’elle est additivement scindée, dans [JWY94]. Ce résultat est utilisé dans l'article [Min99]
de Minami. Il utilise le morphisme de Thom BP — HIF,, et les opérations d’Adams pour étudier
les groupes d’homotopie stables de BV'.

Dans ce travail, j’étudie les catégories de comodules sur un algébroide de Hopf, les foncteurs
de localisation sur ces catégories ainsi que la notion de produit semi-direct d’algébroides de Hopf,
afin de compléter les résultats de Johnson et Wilson.

Plan de la thése

Le premier chapitre de ma thése est consacré au rappel des définitions et des résultats impor-
tants qui seront utilisés par la suite. La premiére partie est consacrée aux algébroides de Hopf
et aux comodules. La fin de ce chapitre est consacrée aux lois de groupe formel. En particulier,
je rappelle les définitions des algébroides de Hopf (L,LB) et (V,VT). Des références standards
pour ces sujets sont les annexes Al et A2 de [Rav86].

Soit k un anneau. Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des catégories de comodules sur
un k-algébroide de Hopf (A, T). A la section je rappelle la définition du produit cotensoriel
MUOpN d’un T'-comodule a droite M et d’'un I'-comodule a gauche N, étudié par Ravenel a
I’annexe Al de [Rav86]. Le produit cotensoriel n’est, en général, quun k-module. Mais si M et N
ont une structure de bicomodule sur des algébroides de Hopf plats, alors leur produit cotensoriel
admet aussi une structure de bicomodule. Le produit cotensoriel de comodules généralise ainsi
le produit tensoriel de bimodules. Par contre, il n’est en général pas associatif (cf. ’exemple
. Le théoréme donne des conditions suffisantes pour avoir I’associativité du produit

cotensoriel.
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Sif:(AT) — (B,X) est un morphisme de k-algébroides de Hopf. On peut définir un
foncteur f, entre les catégories de I'-comodules et de ¥-comodules :

f+« : rComod — y»Comod.
De plus, si (A4,T') est un algébroide de Hopf plat, ce foncteur admet un adjoint a droite f*
f+ : rComod = s,Comod : f*.
Ces foncteurs s’expriment & I'aide du produit cotensoriel de bicomodules :
fe~ (Be,D)Op— 5 ff~(T®,B)0x —.

Plus généralement, a la section j’étudie les foncteurs additifs entre catégories de comodules.
Le corollaire 2.6.5] donne une condition suffisante pour qu'un foncteur additif entre catégories de
comodules s’exprime & 'aide d’'un produit cotensoriel de comodules. Ce résultat permet d’ex-
pliciter une condition pour que deux catégories de comodules soient équivalentes, analogue a la
condition de Morita pour les catégories de bimodules :

Théoréme (Théoréme 2.6.7)). Soient (A,T) et (B,X) deuz algébroides de Hopf plats. Alors les
assertions sutvantes sont équivalentes :
- (AT) et (B,X) sont Morita équivalents.
— I existe un I'-X bicomodule W, coplat en tant que X-comodule, et un X-I' bicomodule T,
coplat en tant que I'-comodule, tels qu’on ait les isomorphismes de bicomodules suivant :

WDET ~ P;
TOrW ~ X.

Finalement, je rappelle a la section [2.7]la définition d’un morphisme d’algébroides de Hopf
Landweber exact. Si f: (A,I') — (B, X) est Landweber exact, alors le foncteur Ly = f* o f, :
rComod — rComod est un foncteur de localisation. Au chapitre |3 je rappelle la définition
générale de foncteur de localisation sur une catégorie C quelconque. Dans les articles [HS05al]
et [HS05b], Hovey et Strickland étudient ces foncteurs dans le cas particulier des catégories de
comodules, et plus spécifiquement la catégorie des BP,.BP-comodules. Ils montrent que les seuls
foncteurs de localisation sur la catégorie des BP,BP-comodules que I'on peut obtenir & partir
d’un morphisme d’algébroides de Hopf sont les foncteurs de localisation L,, avec n > 0, par
rapport aux théories de torsion héréditaires 7, :

T, = {M € gp,gpComod | U;IM = 0}.

Soit (A,T") un algébroide de Hopf plat et M et N deux I'-comodules & gauche. En général, il
n’y a pas assez d’objets projectifs dans une catégorie de comodules, on ne peut donc pas dériver
le foncteur de produit de tensoriel dans la catégorie des I'-comodules. Néanmoins, & la section
on définit une structure fonctorielle de T-comodule sur Tor{(M, N). Cela est nécessaire
pour déterminer, & la section [3.4] un isomorphisme de comodules entre les foncteurs dérivés des
foncteurs de localisation L, et les foncteurs TorSELZ-(Kn, —). En tant que BP,-module, on a un
isomorphisme :

K, ~BP./(vg°,...,v.°).

N

On remarque de plus que J, 11 = v;}_lKn est le terme d’indice n+1 de la résolution chromatique
de BP,, :
BP. Jo J1

Au début du chapitre [d] j’étudie une généralisation aux catégories du produit semi-direct de
groupes. Soient (A, I") un k-algébroide de Hopf plat et K une A-algébre de Hopf dans la catégorie
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des I'-comodules & droite qui est plate. A la section je définis alors un k-algébroide de Hopf
(A, A) qui représente le foncteur en groupoides, produit semi-direct des foncteur en groupoides
représenté par les algébroides de Hopf (A,T") et (A, K). Le k-algébroide de Hopf (A, A) est un
cas particulier d’extension d’algébroides de Hopf, et on a des morphismes de k-algébroides de
Hopf ¢, 7w et s, section de 7 :

— EN

(A, K)<— (A,A) < (A,T).

A la section j'explicite les foncteurs induits par ces morphismes d’algébroides de Hopf,
au niveau des catégories de comodules a gauche. Enfin je démontre a la section 8] que la
catégorie des A-comodules est équivalente & la catégorie des K-comodules dans la catégorie des
I'-comodules. A la section je montre qu’on peut étendre a la catégorie des A-comodules, les
foncteurs de localisations définis sur la catégorie des I'-comodules.

La construction introduite dans ce chapitre est motivée par le fait que si £ est un fibré en
sphéres sur un espace X, alors on a un morphisme T¢ — X, ATE, ot T¢ est I'espace de Thom
de £. En remarquant que BZ/p est I'espace total d’un fibré en sphére sur CP*°; on obtient une
application :

BZ/p — CPX ABZ/p.

Cela permet de définir sur la BP-homologie de BZ/p une structure de comodule sur la BP,-
algebre de Hopf BP,.CP*°. Plus généralement, (BZ/ p)/\n a une structure naturelle de comodule
sur I'algébre de Hopf (BP*(CPOO)@”.

Au chapitre 5] j’étudie la BP,-homologie de BV ot V est un p-groupe abélien élémentaire de
rang n. Aux sections et je considére le cas n = 1: BV = BZ/p. Jexplicite la structure
de BP,BP-comodule de BP,BZ/p, ainsi que I'action du groupe (Z/p)* sur cette homologie, en
fonction des coefficients de la p-série de la loi de groupe formel p-typique universelle. A la section
je rappelle les résultats obtenus par Johnson et Wilson dans article [JWS85|. Le résultat
principal de cet article est le théoréme suivant :

Théoréme (Théoréme 5.1 de [JWS5]). Il existe une filtration de BP.-modules sur BP, (BZ/p"")
dont le gradué associé est :

n
®1 i
@ @ Ly @gp, -+~ @gp, Ly, * ©gp, BP.BZ/p®F,
k=0 i1+t ip=n—k

ot Ly, m > 1 est le BP,-module libre sur les générateurs yp, homogénes de degré 2h, 0 < h < p™.

Plusieurs questions se posent alors. Cette filtration est-elle scindée ? Est-ce une filtration
dans la catégorie des BP,.BP-comodules et qu’elle est la structure de comodule du gradué ? Dans
[JWYO94], Johnson, Wilson et Yan montrent que la filtration est scindée dans la catégorie des
groupes abéliens. Je me suis plutot intéressé a la structure de comodule. A la section [5.4] j’énonce
un résultat analogue concernant la structure de BP,BP-comodule. Puis, je détaille & la section [5.5
le cas n = 2. Pour n > 2, la structure de BP,BP-comodule des quotients successifs n’est pas tota-
lement explicitée. Les quotients successifs de cette filtration font intervenir les BP,BP-comodules
by TorlBP*(N, N®") ou N = BP,.BZ/p. Ce comodule est le noyau d’'un morphisme directement
défini & partir des coefficients de la p-série de la loi de groupe formel p-typique universelle. Le
fait que ces coefficients ne soient pas algébriquement indépendants nous empéchent d’avoir une
expression explicite des générateurs de ce comodule. Néanmoins, a ’aide d'un ordinateur, on
peut mener a bien certain calculs en bas degré.

Au chapitre |§|, j’introduis l'algébroide de Hopf (S,SA). Soient R un anneau et G; le groupe
des séries formelles f a coefficients dans R, inversibles (pour la loi de composition) et telles que
f(0) = 1. L’algébroide de Hopf (S,SA) représente le groupoide défini par l'action de G; sur
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I'ensemble des séries formelles. L’ensemble G,, des séries formelles f telles que f(0) = n est
stabilisé par cette action et le groupoide correspondant est représenté par ’algébroide de Hopf
(Sn, SpA) ou S, est le quotient de S par un idéal invariant. D’autre part, si F est une loi de groupe
formel, on peut lui associer fonctoriellement sa n-série. Par le lemme de Yoneda, on obtient un
morphisme d’algébroides de Hopf :

Rn : (Sp,SnA) — (L, LB),

et ce morphisme devient un isomorphisme, si on le tensorise avec Q. Enfin, pour n = p, on
obtient un morphisme (S,SA) — (BP., BP.BP) et la série formelle a(z) = 3,5 a;z"t € S[z]
est analogue de la p-série universelle sur BP,. A la section je définis un comodule N sur
I'algébroide de Hopf (S,SA) tel que BP.®sN = BP,BZ/p. Les morphismes de structure de
cet algébroide de Hopf (S,SA) sont explicites et les coefficients de la série univerelle a(z) ont
I’avantage d’étre algébriquement indépendants. Cette propriété permet d’expliciter les relations
entre les générateurs de N ©" & la section puis d’expliciter les générateurs du comodule
¥ Tory (N, N®") a la section Ensuite, a la section on a un premier résultat concernant
la structure de comodule de X Torf (N, N®"). A la section pour n = 2, je détermine une
décomposition en somme directe :

5 Tory (N, N®%) ~ W, @ W,

ou Wy et Wy sont deux sous-comodules de X Tor?(N , N ®2) isomorphes respectivement en tant
que S-modules & X2N®2 et £4N®2, Dans le cas général, je ne parviens pas a déterminer une
telle décomposition, mais je définis un complexe de SA-comodules, dont on connait la structure
de comodule. Je conjecture que ce complexe est une résolution de ¥ Tory (N, N ©7),

En utilisant les foncteurs de changement de base, on devrait pouvoir en déduire des résultats
sur la BP-homologie de BV dans la catégorie des BP,BP-comodules. Ceci pourra faire I'objet de
travaux futurs.
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Chapitre 1
(Généralités

Dans toute la suite, les anneaux seront supposés commutatifs et unitaires. La catégorie des
anneaux sera notée Ann. On fixe un anneau de base noté k; ce sera trés souvent Z ou Lpy, oU p
est un nombre premier. Les k-algébres seront toujours supposées associatives, commutatives et
unitaires et nous noterons i.Alg la catégorie des k-algébres. La catégorie des k-algébres Z-graduées
commutatives, associatives et unitaires et des morphismes d’algébres homogénes de degré 0 sera
notée . Alg8. Rappelons que, dans le cadre des algébres graduées, commutatif signifie que, si
et y sont deux éléments homogeénes de degrés respectif m et n, alors :

2y = (~1)"ye.

1.1 Algébroides de Hopf

Dans cette section, nous rappelons la notion d’algébroide de Hopf. Pour cela, rappelons tout
d’abord la définition d’un groupoide.

Définition 1.1.1. Un groupoide est une petite catégorie dans laquelle tout morphisme est un
1somorphisme. Nous noterons Grpd la sous catégorie pleine de la catégorie des petites catégories
Cat, constituée des groupoides.

Exemple 1.1.2. La catégorie des groupes Grp peut étre vue comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie des groupoides. En effet, si G est un groupe, on peut lui associer le groupoide G
a un seul objet (noté xg) et dont I’ensemble des morphismes est G. La loi de composition est
donnée par la loi de groupe de G.

La catégorie des ensembles Set peut aussi étre vue comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des groupoides. En effet, si X est un ensemble, on peut lui associer le groupoide dont
I’ensemble des objets est X, et les seuls morphismes sont les morphismes identités.

Proposition 1.1.3. Un groupoide est la donnée de deur ensembles, l’ensemble O des objets et
l’ensemble M des morphismes, ainsi que des applications suivantes :
— la source et le but :

s: M — 0O,
t: M — O;
— la composition des morphismes :
o: M'sXHM — M;

— application d’identité :
u: O — M,

15
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— linversion des morphismes :

L M — M.

De plus, ces applications vérifient les axiomes suivants :
(G1) la source et le but d’un morphisme identité est [’objet sur lequel il est défini :

ogig

(G2) le diagramme suivant commute (w1 et wo désignent respectivement la projection sur le
premier et second facteur du produit fibré) :

SoT tomo

O ~— MxXZEM —=0
\ lo /
s t
M,
(G3) les morphismes identités sont neutres a droite et a gauche pour la composition :

O¢1><idM 'dM Xag
MM M2

~NF

M,
ot les applications o et ag sont définies par les composées :
S u
ap: M =0 — M,

ar: ML 0% M,

(G4) inverser un morphisme échange source et but :

M —ts M M —Ls M

\\& \\&
S t

0, o,

(G5) Uinversion est une involution :

M—=M

N

M,

(G6) Uinversion est un inverse pour la composition :

ML Mty M L

A

M,

avec By = idag X L et Bo =1 X idpg,
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(G7) la composition est associative :

idXo

MIXEMIXEM — MIxHM

Mtxs M M.

o

Un algébroide de Hopf est un objet dans la catégorie des k-algébres qui représente un grou-
poide. Avant de détailler un peu plus, nous allons briévement rappeler les notions de préfaisceau
et de représentabilité.

Définition 1.1.4. Soient C et D deux catégories, avec C petite. Un préfaisceau sur C a valeurs
dans D est un foncteur F : CP? — D. La catégorie des préfaisceaux et des transformations
naturelles est notée P (C; D).

Définition 1.1.5. Soit C une petite catégorie. Le plongement de Yoneda est le foncteur suivant :

. cC — P (C; Set)
"1 X +— hx =Home¢(—,X),

ot Set est la catégorie des ensembles.

Lemme 1.1.6 (Yoneda). Soient F' € P (C;Set) et X € C. Alors Uapplication suivante est une
bijection :
Hom(hx,F) —  F(X)
{ « [ — ax(idx).

Corollaire 1.1.7. Le foncteur h de la définition[1.1.5 est pleinement fidele.

Définition 1.1.8. Soient F' € P (C;Set), X € C et x € F(X). On dit que F est représenté
par (X, x) si la transformation naturelle suivante associée a x par le lemme de Yoneda est un
isomorphisme :
{ hy(Y) = Home(V, X) —  F(Y)
f — F(f)(@).

On dit que F est représentable si il existe un couple (X, x) qui représente F.

Remarque 1.1.9. La transformation naturelle & sera souvent omise de la notation et on dira
que F' est représenté par X.

Soit C une catégorie et F € P (C; Grpd) un préfaisceau en groupoides. De la méme maniére que
pour un groupoide (cf. la proposition , F est déterminé par la donnée de deux préfaisceaux
d’ensembles Or et M qui représentent les objets et les morphismes, ainsi que de morphismes
de préfaisceaux qui représentent la source, le but, la composition, 'unité et 'inverse.

Définition 1.1.10. Soit F € P (C;Grpd). On dit que F est représentable si les préfaisceaux
d’ensembles Or et Mg le sont.

Proposition et définition 1.1.11. Soit F € P (x.Alg; Grpd) un préfaisceau représentable. L’0b-
jet qui représente F est appelé un k-algébroide de Hopf. Ainsi, un k-algébroide de Hopf est la
donné d’un couple de k-algébres (A,T") représentant respectivement les faisceaux des objets et des
morphismes, ainsi que de morphismes de k-algébres qui représentent :
— la source et le but :
n:A—T,

g A— T
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— la composition des morphismes :
A:T — I'"RQT;

— les morphismes identités :
e: T — A;

— linversion des morphismes :
c:I' —T.

On muni I de la structure de A-bimodule ot ’action & droite est donnée par mr et laction
G gauche par nr. Le produit tensoriel intervenant dans la définition de A est alors un produit
tensoriel de bimodule. C’est aussi le push-out dans la catégorie des k-algébres (produit fibré dans
la catégorie opposée) du diagramme suivant :

L

A——T

s

r

Ces applications doivent de plus vérifier les axiomes suivants :

(HA1) le morphisme de k-algébres € est aussi un morphisme de A-bimodule. Cela est équi-
valent a la commutativité du diagramme suivant :

A<—T
\mez
A.

(HA2) Le morphisme A est un morphisme de A-bimodules.
(HA3) Le diagramme suivant commute :

€ ®id1’* idr* Ke

[ =— IR T ——=T
L
idp idp
(HA4) Les diagrammes suivants commutent :
I<——T <71
\ T’?R \ T"YL
L U
A) A.

(HA5) Le morphisme d’inversion est une involution :

i

N

r.

(HAG) L’inversion est un inverse pour la composition :
r <i FT]R(X)ZLF & T

NRO€ TA 1L o€



1.1. Algébroides de Hopf 19

ol B1 et By sont les morphismes de k-algébres induit par les diagrammes suivants :

1 0

(HA7) Le morphisme de composition est coassociatif :

[ 2 > TmgliT

Al \Lidr RA

T nR®ZL T mrp 77R®7174L T 77R®7174L T.

Exemple 1.1.12. 1. Si F : gAlg — Set est un préfaisceau représenté par la k-algébre
A, alors, d’aprés l'exemple [I.1.2] c’est aussi un préfaisceau en groupoide représentable.
L’algébroide de Hopf qui le représente est ’algébroide de Hopf dite triviale (A, A).

2. Une k-algebre de Hopf avec antipode H représente un préfaisceau sur g Alg & valeur dans
la catégorie des groupes. En particulier, (k, H) est un k-algébroide de Hopf.

3. Soit G un groupe commutatif, et R une k-algeébre. L’ensemble des morphismes de groupes
de G vers R* est naturellement muni d’une structure de groupe commutatif. De plus, le
foncteur R — Homg,,(G, R*) est représenté par une k-algébre de Hopf, notée k [G]. En
tant que k-module, k [G] est libre de base ([g])4ec. La structure de k-algébre est donnée
par la multiplication du groupe :

[g] - [h] = [ghl],
les morphismes de structure de 1'algébre de Hopf A, € et ¢ sont donnés par les relations
suivantes :
Alg)) = lglexlgl,
e(lg) = 1,
clg) = l97']-

Remarque 1.1.13. Une autre maniére de voir les algébroides de Hopf est de définir la notion
de groupoide dans une catégorie C qui admet des produits fibrés. Un groupoide dans C est la
donnée de deux objets O et M, et de morphismes s,t,0,t,u vérifiant les axiomes analogues a
ceux de la proposition Un algébroide de Hopf sur un anneau k est alors un groupoide dans
la catégorie opposée des k-algébres . Alg.

Définition 1.1.14. Soit F € P (xAlg®; Grpd) un préfaisceau représentable. L’objet qui repré-
sente F est appelé k-algébroide de Hopf gradué. Ainsi, un k-algébroide de Hopf gradué est la
donnée d’un k-algébroide de Hopf (A,T'), ot A et " sont des k-algébres graduées et les applica-
tions de structure g, R, A, €, ¢ sont des morphismes de k-algébres graduées homogénes de degré
0.

Définition 1.1.15. Soient (A,T") et (B,X) deuz k-algébroides de Hopf. Un morphisme de k-
algébroide de Hopf f : (A,T') — (B, %) est un morphisme entre les préfaisceauz en groupoide
associés. D’apres le lemme de Yoneda, un morphisme f est représenté par un couple (f1, f2)
de morphismes de k-algébres fi : A — B, fo : I' — X qui commutent auz applications de
structure ng, Nr, A, ¢ et €.
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La catégorie des groupoides admet des produits et des produit fibrés, il en est donc de
méme pour les catégories de préfaisceaux en groupoides. Par représentabilité, on peut définir le
coproduit de deux algébroides de Hopf, qui est donné par le produit tensoriel.

Proposition 1.1.16. Soient (A,T') et (B,Y) deux k-algébroides de Hopf. Leur coproduit dans
la catégorie des k-algébroides de Hopf est le k-algébroide de Hopf :

(A, B, T®,%).

Démonstration : Soient G et ‘H deux préfaisceaux en groupoides. On a :
Ogxr = Og x Oy et Mgun = Mg x M.

Si G et H sont représentés respectivement par les algébroides de Hopf (A, ') et (B, X), le faisceau
des objets de G x H est représenté par A®, B et que celui des morphismes par I'©, 3. On en
déduit le résultat. O

1.2 Comodules

Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf. D’aprés la définition la k-algébre I' est naturel-
lement muni d’une structure de A-bimodule. Le morphisme 1y, : A — I' définit la structure de
A-module a gauche et ng : A — T’ sa structure & droite. On considére le foncteur de produit
tensoriel avec I', défini sur la catégorie des A-modules & gauche :

F&,— - aMod — 4 Mod
A M s Te,M.

Comme (A, T") est un k-algébroide de Hopf, ce foncteur définit une comonade (I' ® ,—, €, A) sur la
catégorie 4 Mod. Rappelons les définitions de monade et de comonade, ainsi que leurs principales
propriétés. Une référence classique est [MLIS].

Définition 1.2.1. Soit X une catégorie. Une monade sur X est un triplet (T,n, ), ou T : X —
X est un foncteur, et n, u des transformations naturelles :

n:idy — T p:T? — T,

qui font commuter les diagrammes d’associativité et d’unité suivants :

TSLTQ TLT>T2<TLT
Tul J{ﬂ \J/”/
T2 — T T

Une comonade sur X est un triplet (U,e,A), ou U : X — X est un foncteur, et €, A des
transformations naturelles :

e:U —idy A:U—U?

qui font commuter les diagrammes de coassociativité et counité suivants :

U—=- 02 e
Al lAU \AT/
U2*>U3 U .

UA


