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√
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μ
∂2y

∂t2
+ γμ

∂y

∂t
= −Y I

∂4y

∂x4
+ T

∂2y

∂x2
+ f(x, y) (* 29,

�: x ��� �� ���	�	�� �� ���$ �
 ������������
�� y(x, t) ��� �� ������������ ρ ��� �� �����

���
�	�
�� μ = πr2ρ ��� �� ����� �	��	�
�� I = πr4

4
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Q ��� ���� �������� ���� ��	��������� �	������

Q =
ω

γ
!"�#$%

&� ����� 	� ��	��� �� ��
���� �� ���	��� ���� ��� ��������
�� ��� ������	����� ����������
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0��
0��� 	�� ��	������ y(x, t) = y0(x) eiωt � 	� ��	������ ω = 2πf � ���� ������� ���	����

	� ��
���� �
�������������� ���� ������� ������������ � ���� ������ 
� �����1��� ��

����	�2��� ����	����� 	� ����� ω2 ��� ω2 − iγω� . ������ ��� 03���01��� !f(x, y) ��

γ ���� ���	�����	��% �� ��� ����������� ��� �������� ������		�� �� y(x, t)� ���� �������

���
���� 	
�������� �� ��������� !"�#)% 4

−ω2μy0 eiωt = −Y I
∂4y0

∂x4
eiωt + T

∂2y0

∂x2
eiωt

�� ���1� ����	��
������ ���� �������� 4

∂4y0

∂x4
− κ2

L2

∂2y0

∂x2
− ω2κ2

c2L2
y0 = 0 !"�#5%

���


κ2 =
TL2

Y I
!"�#6%

c2 =
T

μ
!"�,'%

.�� �� ������� 	� ��	����� �� 	
�������� !"�#5%� ���� ������ y0(x) = H esx ���
 H ��

s ��� 
��������� �� 	� ������� ������		� �
����� j 4 ∂jy0(x)
∂xj = H sj esx� .����� ���� �������

�����	�� 	
���������� �������� 4

s4 − κ2

L2
s2 − ω2κ2

c2L2
= 0 !"�,#%

+��� ����	���� 	� ����	1��� ���� ������������ ���� 
��������� q �� k ������� ��� 4

q2 = κ2 + k2 !"�,,%

ω =
cqk

κL
!"�,"%

6' 	
�
 ������ �� ���������� 
���������



�������� 	
 ����
�������� �� �
������ �� ���
�

�� ��������� ��	
����
� ������ ��	���� �

s4 − q2 − k2

L2
s2 − q2k2

L4
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�
�� �
��
�� �	�
���� ����� ��������
� �
��� ��� 	
����
� �� ���
�� ����	 �� ���

�
����
�� �
�� s2
1 = q2/L2 �� s2

2 = −k2/L2� �� �
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�
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y0(x) = A cosh
(qx

L

)
+ B sinh

(qx

L

)
+ C cos

(
kx

L

)
+ D sin

(
kx

L

)
����"�

��� �
�������� A# B# C �� D ������� $��� ������	�� % ������ ��� �
�����
�� ��� �������

�� ��� �
�����
�� ���������� &�� ����	���	� �� ���
�	�
������# �
�� ����
�
�� �����

�	��������� �� ��� ������� ����� �� x = 0# �� �
���� ��� �� �� 	
����'�� ��� !
����

���������� ���� �� ���� �� ���
�� �� ��������������� % �� ������� �� x = L�

(y0)x=0 = 0 ����(�

(
∂y0

∂x

)
x=0

= 0 ����)�

(
∂2y0

∂x2

)
x=L

= 0 ���� �

(
−Y I

∂3y0

∂x3
+ ξ T

∂y0

∂x

)
x=L

= 0 ����*�
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ξ =
sin(θ − θ′)

sin(θ)
����.�


/ θ ��� ������� ����� ����� x �� ����� �� ���
�	�
������ ��
�� 
�� θ′ ����	����� ������� �����

����� x �� �� �������
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��� T � 0�� �
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����# �� ξ = 0# ��
�� T ���� ���!��������

����� �� ���
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M

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

A

B

C

D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

⎞
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∂y0

∂x
= A

q

L
sinh

(qx

L

)
+ B

q

L
cosh

(qx

L

)
− C

k

L
sin

(
kx

L

)
+ D cos

(
kx

L

)
������

∂2y0

∂x2
= A

q2

L2
cosh

(qx

L

)
+ B

q2

L2
sinh

(qx

L

)
− C

k2

L2
cos

(
kx

L

)
− D

k2

L2
sin

(
kx

L

)
������

∂3y0

∂x3
= A

q3

L3
sinh

(qx

L

)
+ B

q3

L3
cosh

(qx

L

)
+ C

k3

L3
sin

(
kx

L

)
− D

k3

L3
cos

(
kx

L

)
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 �(
∂3y0

∂x3
− ξκ2

L2

∂y0

∂x

)
x=L

= 0 ����&�
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M =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0

0 q
L

0 k
L

q2

L2 cosh(q) q2

L2 sinh(q) − k2

L2 cos(k) − k2

L2 sin(k)

q3−ξqκ2

L3 sinh(q) q3−ξqκ2

L3 cosh(q) k3+ξkκ2

L3 sin(k) −k3+ξkκ2

L3 cos(k)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ����*�

+� !�	
������ 
"���
������ �� ����
���	�� ΔM �� 
	 �	�
��� M ���

ΔM =
qk

L6

[
(2q2k2 + ξκ4) cosh(q) cos(k) + q4 + k4 − ξκ4 + (2ξ − 1)qkκ2 sinh(q) sin(k)

]
����,�
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(2q2k2 + ξκ4) cosh(q) cos(k) + q4 + k4 − ξκ4 + (2ξ − 1)qkκ2 sinh(q) sin(k) = 0 ����)�
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�κ = 1��

T =
Y I
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��� �� )	������� ��
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� �� �� ��������
��� $#� �� 
����
��� ωp ���
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	� 
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�

ΔX ������� �	
��	 
� ����� ���� ��� ���� ��� 
� �� ��� �� ������ ����� ��� ��������� ��

��� ��������� �� ����������� �������������	

������� �	
��

��� �� �����

�� ������� �� ! ��� ����� ��� ���"������ �� ��#���$%���&��� ��	�'� �� ��� ���������

���� �������� �� ������� ����� �������� �� ����������� �� (������ �������������� β )

IFN(V (t), β(t)) = Dβ2(t)V 2(t) exp

(
− H

β(t)V (t)

)
��	*��

�� ������� �� ! ������ �� β(t) = β0 +δβ �� �� V (t) = VDC +δV � �� ������� �����"��� ��

������+�	 %��� ��������� �� ������������� �� ����� �� ,�-��� �� IFN(V (t), β(t)) = I(t)

�� ��������� �� �� ������� VDC ������� �� V (t) ���� ������ ������������� �� �� (������ β0

������� �� β(t) �� �+����� �� ��+�������	 �� ������������� �� ����� (���� ��������� ����

.��� �������� ���� �������� 
 �� �� ���� ���� �+������ )

I(t) = I0

[
1 +

(
2

VDC

+
H

β0V 2
DC

)
δV +

(
2

β0

+
H

β2
0VDC

)
δβ

+

(
4

β0VDC

+
3H

β2
0V

2
DC

+
H2

β3
0V

3
DC

)
δβδV

]

+
I0

2

[(
2

V 2
DC

+
2H

β0V 3
DC

+
H2

β2
0V

4
DC

)
δV 2 +

(
2

β2
0

+
2H

β3
0VDC

+
H2

β4
0V

2
DC

)
δβ2

]
��	*
�

���� δV �� ������ ������������ "�� ���� .��� ��� ������� vAM(t) �� vFM(t)� δβ �� ���������

���������� �� β ���� �� �� ��+������ �� ������+� �� I0 = I(VDC , β0)� �� ������� �� ��(������

���� ����������	 !� ������� I0 ���� ��������� �������������� �� ������ �.�� ��� �����

���� �� ������� ���� ����� �� ���� ������ ��� �������� ������ ���� �� (������������� �����

���������	

������������ ��

�������� ���� ��������� ���� �� ������������"�� I(V ) ��� ���$�������� ���� .��� ��/$

���� ���� ��������� �� ������������ ���� ������ 
�	  � �0��� ����� ��� ��������� � ����

�0�� �� �������������� �� ������ ������ ��� ���$�.�� �� �� ������1� �� ����� �������������

�� ������ ��������	 2�� �������� �� ��������� �� ���� ������ "�� ���� ������� ���������

��� �� ��������� �� ������ 
� ��� ��� �����	 �� ������� �� ! �������� ��� (���� ���$

��������� �� �� ����� ������������� 3 δV 2 ��� ������� ���� ���"������ ��	*
�	 4� ��� ����
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�� �� �	��
�
��� ������ ��  ���
 !

δV 2 = [Vp[1 + m cos(ωmt)] cos(ωpt)]
2

= V 2
p [1 + 2m cos(ωmt) + m2 cos2(ωmt)]

(
1

2
+

cos(2ωpt)

2

)
�
 �
 "��� �� ������ 
� ������ �����
�� � �� �
���
��� ωm �##������� �	
� 
����

#���
��
 � �
�������$ �	
� ������ � �� �
���
��� 2ωm ����������� �� �	������
��� �	���%

�����
�� �
� �
����
 � �� �
���
� �
 ������ ��&
 ����� �
	
� ������ �����
��
 �� �����
'

��

� (���
��#� �����
��� ���� �� (��#
��� ΩAM(ωp) �
� �	�����"#�
�
� �� 
��������%

���#� (��
 �������)
�� #���
� 
��
 �� �� (����� (���
��#� �� #�
�
���

δV 2 = V 2
p

(
1

2
+

m2

4

)
+ mV 2

p cos(ωmt) +
m2V 2

p

4
cos(2ωmt) + ΩAM(ωp) ������

�����$ ��
� 
�� #��
���� 
������ VDC $ �� ������#� �	
� ������ �� � ���'���
� �


����

�� ��� ��
� ���� �	������
��� �	
� ������ � �� �
���
��� ωm �
� �	������ *	��

��
�� �����
 ���# �� �������� �� �����
��
��� �	
� ������ �� ���� ��
� ������  ��� �
�

�� �������#� �
 ����

�� �����
 �	�##��)
�� #� ��������� �+��
�� ��,-�$ ��� 
����� δβ$

δβ2 �
 δβδV (�
�������
 ��������
 ��� #�������
�� � �� �
���
��� ωm� .�
� 
� ������

�� �	� ��

��� �� �� ����
��� �� �	���' �
 ����

�� �
 #�
�� �
 
���� ��
 ��"��� ��� ��

����
��� !

X(t) = X(ωp) [1 + m cos(ωmt)] cos (ωpt + φ(ωp)) ����/�

� �# φ(ωp) �� ��������� ��
�� �	��#����
��� ��#����
� �
 �� ������ �	�'#�
�
���� �� ��
���
�%

���
 �	��
�
��� ����/� ���� �	�'�������� �� δβ ����-� �
 �� 

������
 �� ������� ��#����
�

�	
� ��#����
�
� ��������
� ��
� �� 
���� �� #�
����� δβδV ��
� ���
����� �	�����

��

��"��
� � �
 #�
���
 �����
�� Iωm(t) � �� �
���
��� ωm� *�� #��#
�� �����

��
 �	��%


���� �	�'�������� �
� ��
� ���
 ���������� � #�
' ������
�� ���� �	����'� � ��
� 
��

�����
��
��� +��

Iωm(t) = mI0 cos(ωmt)

{(
2

β0

+
H

β2
0VDC

)
X2(ωp)β2 +

(
2

V 2
DC

+
2H

β0V 3
DC

+
H2

β2
0V

4
DC

)
V 2

p

2

+

(
2

β2
0

+
2H

β3
0VDC

+
H2

β4
0V

2
DC

)
X2(ωp)

2

[
β2

1 +
3β2

2X
2(ωp)

8
(4 + 3m2)

]

+

(
4

β0VDC

+
3H

β2
0V

2
DC

+
H2

β3
0V

3
DC

)
β1Vpω

2
0xe

2

ω2
0 − ω2

p(
ω2

0 − ω2
p

)2
+ (ωpω0/Q)2

}

������

��

� (���
�� �������� #������� 
�
� ��� 
����� �δβ$ δβ2$ δV 2 �
 δβδV � �
 ��
� �

�������

��
� �����
��#� ����
� � ���� �� �
�
��

--� 	
�
 ��������� ��� �
������ �� ���
�
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���� ����� ���	
����
�� �����������
���� �� ����
��
��� �� ���� �� �� �� ��������� ��

�������� ��� ������
���� �	� �� ��������� �� �

��� �� ��
���� �� ��������� ���� �� ����

�� �
���
�
������� �� ����
���
�� �� ����� δV 2 ��
�����
��� ���� ���� �� ���������
���

 ��������� ��� ������� ��
 ��
���� ���� ��������
�� �� ���������� ���� ������!� "�  �

����
#�� ���
���
�� �������
�� �	� �������
� �� ����
�� �� ��
��
�� �� �� ���������
�� ��

�������� �� ���
��
�� ������
���� �� ���!����
�� �� �������� �� $����
�� �� ����� X(t)�

" ����
� ���� ������������� �� ���
� �� %�&��� �� ��
�
��
� �� ωp� X(t) �����
� '

X(t) =
[
X(ωp) + α2ζ

2 + 2α1ζ cos(ωmt) + α2ζ
2 cos(2ωmt)

]
cos (ωit + φ(ωi)) ()�**+

���� α1 = ∂X
∂ω

∣∣
ωp

α2 = ∂2X
∂ω2

∣∣∣
ωp

�� ζ = ωΔ/2 ��� �����������

���� �������
�� �� ������� ���� ()�*,+� ����� �� ���
��
�� δβ �� $������ ������
	���
��

β(t) ��
 ������ ��
������
�� �� ����������� �� ���!����
�� �� ��������� �� ����� ������-�

. ���
� ����
�� ���� �������
�� ()�*,+ (δβ� δβ2 �� δβδV + �� ���� ��� ���
� ��� �� �

��� . ��

������
�� ωm ��� �����
�

"
��
� ��� �!�����
��� �� δβ� δβ2 �� δβδV ���!��
���� ��� '

δβ = β2

[
α1ζ

(
2X(ωp) + 3α2ζ

2
)
cos(ωmt) + U1 + Υ1(nωm)

]
+ Ω1(ωi) ()�*/+

δβ2 = ζα1β
2
2 cos(ωmt)

[
3X3(ωp) +

27

2
α2ζ

2X2(ωp) +

(
45

2
α2

2ζ
4 + 9α2

1ζ
2 +

2β2
1

β2
2

)
X(ωp)

+

(
15α2

1ζ
2 +

3β2
1

β2
2

)
α2ζ

2 + 33α3
2ζ

6

]
+ U3 + Υ3(nωm) + Ω3(ωi)

()�*0+

δβδV = β1Vpζ
2ωpω

2
0xe

(
ω2

p − ω2
0 − ω2

0/Q
) (

ω2
p − ω2

0 + ω2
0/Q

)
[
(ω2

0 − ω2
i )

2 + (ωiω0/Q)2]2 cos(ωmt)+U4+Υ4(nωm)+Ω4(ωi)

()�*1+

���� Ux ����
����� ��� ������ ��������� �� Υx(nωm) ��
������� ���������� ��� 2�����

�
���� ������ $��������� ���� n �� ���
�� ���
������� �����
��� . 3�  � $����
�� Ωx(ωi)

���� ������ �� ���������� ������ ��� 2�����
���� 2���� $��������� xe ��� ������ . ����
�

�� �� ������� ����
��� �� ���������� ������
���� �� �����! �� �������� ������� �� ����
��

��� ����
� . ��� $���� A0� ���
������� . �� $���� ���!�
���
���

�
��������� ������
���� ������ �� ������� �������� Iωm(t) . �� ������
�� ωm �������
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Iωm(t) = I0ζ cos(ωmt)

{(
2

β0

+
H

β2
0VDC

) (
2X(ωp) + 3α2ζ

2
)
β2α1

+

(
2

β2
0

+
2H

β3
0VDC

+
H2

β4
0V

2
DC

)
β2

2α1

2

[
3X3(ωp) +

27

2
α2ζ

2X2(ωp)

+

(
45

2
α2

2ζ
4 + 9α2

1ζ
2 +

2β2
1

β2
2

)
X(ωp) +

(
15α2

1ζ
2 +

3β2
1

β2
2

)
α2ζ

2 + 33α3
2ζ

6

]

+

(
4

β0VDC

+
3H

β2
0V

2
DC

+
H2

β3
0V

3
DC

)
β1Vp

2ωpω
2
0xe

(
ω2

p − ω2
0 − ω2

0

Q

)(
ω2

p − ω2
0 +

ω2
0

Q

)
[
(ω2

0 − ω2
p)

2 + (ωpω0/Q)2]2

⎫⎬
⎭

������

��� � ���!
���� !�	 �����		�
�	 �� �
����� Iωm(t) ��� �
�	 �"
�	 
����� � !� #
�	

�
�� �� 	�$��! �% �� �
�� �� 	�$��! &%' ��	 ���
���������
�	 	
�� ����	���	��!�	� (!!�	

"
�� �
�	 ��������� � �	����� !� "�!��� ��	 �����)���	 � (* I0' β0 �
�� ��� ��������

���	�
� VDC ���!���
� ���	 �� ��	 �
�!� (!!�	 "
�� 
$�!����� �
�	 ��������� �� �
��������

!�	 �����)���	 !�
	 � !� �
	
����� �� ���
���� X(ωp)' Q �� �� �
����� !�	 "�!���	 ��	

�����)���	 α1 �� α2 �� #
����
� �� !� ��!	���
� ωp�

����� ����	
��
���
�
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���� ���

������� ��� ������
��� α1 �
 α2�

X(t) = X0 cos(ωit + φ(ωi)) =
ω0xe√

(ω2
0 − ω2)2 +

(
ωω0

Q

)2
cos(ωit + φ(ωi)) $%�*+'

���	 xe �������
��� �� ������ �� ���

��� �
����� 	� ������� ��
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������ �� �� ����� �� �� �� �	������ �� ���	���

� ������ ��� �	�� �� -���..	, �� �� ���
����	� ��������� �� /	0���1%	��.���� �� �������

�������
�� �� �� %234 ��� �	������ ��� �� ������	� �������� &

IFN = D(βV )2exp

(
− H

βV

)
=

VA − V

R
− d

dt
(CV ) '(�5*

6�� 	
	
 ����
������������ �� �������� �� �����



�������� 	
 ����
������������

���� D �� H ��� ��	���	���
 β(x) �� �����
� �������������	
 R ��� �� �������	�� �
 	�	���

�� �	�	
 C ��� �� �������� �	��� ������ �
 	�	��� �� ���	��� ��		����� � �� ������ ��

���	��� ����� �� ����� ��
����	 ���	� �	 ������ �� ��������	 ������
� �� �� ������ �


��
� �
 	�	����

�������	�� β(x)
 bf(x)
 g(x)/meff �� C(x) ��� ��� ���
�����	� �������	�� �	�� ���

���� ��������
��  �� �����
 	�
� �!���
�	� ��� ���
�����	� 	
�����
�� � ������ ����
����	�

���������� �
� ��
��	� "��� �����
�� �	������
���	�� #�� ��
����	� ��������	� ���	� ��

���������� �	��		
� ���� �������	� 
	 ����������	� ��	���� ���	���
� � ���
� ������ ���

��� ��
����	� ���������� �� �����
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Ẍ +
ω0

Q
Ẋ + ω2

0(X − x0) + p2V 2X = 0 &'�()

− I0

1 + αX2
+

VA − V

R
= CV̇ &'�*)

���� X = x0−x
 ω2 = ω2
0 +p2V 2

A �+ p2 ��� 
	� ��	���	�� ��������	� �� ���	�� ������
���	

�� �� �
������	 �	 ��	����	 �� �� ��	���	 VA �
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	� ����� ��	������

I0 = Dβ2
0V

2exp
(
− H

β0V

)
(1 + ax2

e) �� xe =
x0ω2

0

ω2 ��� �� �������	 ����
������ ��������	��	� �
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���

������		�	� ��� �������	��� ��������� �
� �� 	�	��� ,-.� ,�
� ����	�	� x0 / 01 μ�

&� ������ �� �� ��
�� '�*)
 Dβ2
0 / 0�0 21−9  �3−2
 H/β0 / 004.�5 3
 R / 5 219 Ω


p2 / 0 24( 54. ���2��−2�3−2 &����
�� � ������ �� �� ��
�� '�20)
 ω0 / 0 π 6 '0 251 �����−1


Q / '111
 C / 21−17 7
 �� a/ 2111 �−2� C �� a ��	� ��� ��
�� ���������� �	��		
� �

�������	�� �� ����
� �� C 
������� ��� ��� ������ �� �� �������� ������ ��
	� ������ �
 �"��

�������� �
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X = xe + r(t) cos(ωt) &'�21)

�+ r(t) �������	�� �� ������ ��������	 ��������
�� �
 ��
�� �
 ������

V = Ue + U0 cos(ωt + ϕ) + U1 cos(2ωt + ϕ) &'�22)
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IFN =
I0

1 + αX2
≈ I0[A(xe, r) + B(xe, r) cos(ωt) + D(xe, r) cos(2ωt)] ������

��	
 Ue� U0 	� U1 
	� 
�������	� 	� �

A(xe, r) =
ω

2π

∫ 2π/ω

0

dt

1 + a(xe + r cos(ωt))2
������

B(xe, r) =
ω

π

∫ 2π/ω

0

cos(ωt)

1 + a(xe + r cos(ωt))2
dt ������

D(xe, r) =
ω

π

∫ 2π/ω

0

cos(2ωt)

1 + a(xe + r cos(ωt))2
dt ������
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Q
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I(t) = I(VDC , β0) +
∂I

∂V

∣∣∣∣
VDC

(V (t) − VDC) +
∂I

∂β

∣∣∣∣
β0

(β(t) − β0) +
∂2I

∂V 2

∣∣∣∣
VDC

(V (t) − VDC)2

2

+
∂2I

∂2β

∣∣∣∣
β0

(β(t) − β0)
2

2
+

∂2I

∂β∂V

∣∣∣∣
VDC ,β0

(V (t) − VDC)(β(t) − β0)

�**
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∂I

∂V

∣∣∣∣
VDC

δV +
∂I

∂β

∣∣∣∣
β0

δβ +
1

2

∂2I

∂V 2

∣∣∣∣
VDC

δV 2 +
1

2

∂2I

∂2β

∣∣∣∣
β0

δβ2 +
∂2I

∂β∂V

∣∣∣∣
VDC ,β0

δβδV

�����

���� I0 = I(VDC , β0)� �� �
����� �� �
�
����� 	��	 ��������
��

� ��
	���� ������
�	 ��	 ���
����	 �����	 �� � 
�����
� ����� �

I0 = Dβ2
0V

2
DC exp

(
− H

β0VDC

)
� 
!

exp

(
− H

β0VDC

)
=

I0

Dβ2
0V

2
DC

∂I

∂V

∣∣∣∣
VDC

= Dβ2
0

(
2VDC +

H

β0

)
exp

(
− H

β0VDC

)
=

(
2

VDC

+
H

β0V 2
DC

)
I0

∂I

∂β

∣∣∣∣
β0

= DV 2
DC

(
2β0 +

H

VDC

)
exp

(
− H

β0VDC

)
=

(
2

β0

+
H

β2
0VDC

)
I0

∂2I

∂V 2

∣∣∣∣
VDC

= Dβ2
0

(
2 +

2H

VDCβ0

+
H2

V 2
DCβ2

0

)
exp

(
− H

β0VDC

)
=

(
2

V 2
DC

+
2H

V 3
DCβ0

+
H2

V 4
DCβ2

0

)
I0

∂2I

∂β2

∣∣∣∣
β0

= DV 2
DC

(
2 +

2H

β0VDC

+
H2

β2
0V

2
DC

)
exp

(
− H

β0VDC

)
=

(
2

β2
0

+
2H

β3
0VDC

+
H2

β4
0V

2
DC

)
I0

∂2I

∂β∂V

∣∣∣∣
VDC ,β0

= D

(
4β0VDC + 3H +

H2

β0VDC

)
exp

(
− H

β0VDC

)
=

(
4

β0VDC

+
3H

β2
0V

2
DC

+
H2

β3
0V

3
DC

)
I0

"���������� �� 	
��� �� ��	 �����	 �
�	 ������ � �������� I(t) �� �
����
� �� I0 �

I(t) = I0

[
1 +

(
2

VDC

+
H

β0V 2
DC

)
δV +

(
2

β0

+
H

β2
0VDC

)
δβ +

(
4

β0VDC

+
3H

β2
0V

2
DC

+
H2

β3
0V

3
DC

)
δβδV

]

+
I0

2

[(
2

V 2
DC

+
2H

β0V 3
DC

+
H2

β2
0V

4
DC

)
δV 2 +

(
2

β2
0

+
2H

β3
0VDC

+
H2

β4
0V

2
DC

)
δβ2

]
���#�
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�
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 �� ��	�� ��� �
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�����
�� �

X(t) = X(ωi) cos (ωit + φ(ωi))

���� X(ωi) ���	������� �� �������	�
� � �� ��������
 �
���
��
�� ωi ��� ���� �

ωi = ωp + ωΔ cos(ωmt) �����

�� φ(ωi) �� ��������� �
��� ��� ����������
� 	���
����� �� �� ���
�� ���
�������
�

 ��� ����
� �������� �
 ���������	�
� �
 ����� �� !�"��� �� X(ωi) �� �����
��� �� ��

��������
 �� �� �������� ωp�

X(ωi) = X(ωp) +
∂X

∂ω

∣∣∣∣
ωp

(ωi − ωp) +
∂2X

∂ω2

∣∣∣∣
ωp

(ωi − ωp)
2

2
���#�

�$
 �� ��	���$�� ����������% ����
� α1 = ∂X
∂ω

∣∣
ωp

α2 = ∂2X
∂ω2

∣∣∣
ωp

�� ζ = ωΔ/2� � ������ ��

���������
 ����� 
��� �����
� �������� �� �������
 ���#� ��� �

X(ωi) = X(ωp) + α2ζ
2︸ ︷︷ ︸

A

+ 2α1ζ︸︷︷︸
B

cos(ωmt) + α2ζ
2︸︷︷︸

C

cos(2ωmt)

���� �% & �� ' ��� ��
���
���� (�
���	�
�% X(t) ���
���	� ��� ���
�������
 �

X(t) = [A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)] cos (ωit + φ(ωi)) ���)�

��� ����� �� 	
���
������ �� δβ ���
 �� �����	 ��

β(t) ����� �
 ��
����
 �� ���	������� X(t) ��� �� �������
 �

β(t) = β0 + β1X(t) + β2X
2(t)︸ ︷︷ ︸

δβ

 ��� ����
� ���������� ���
�������
 �� δβ � ������ �� ���������
 ���)� �$
 �����
��$��

��� ���	�� ��� ���������
� � �� ��	��������
 ��
� �� �����
� ��*' I(t) ���+� �

δβ = β1 [A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)] cos (ωit + φ(ωi))

+
β2

2
[A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]2

+
β2

2
[A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]2 cos (2ωit + 2φ(ωi))

���,�

���� ����� �� ���������	�� �� X(T ) ���� �� �	���� �� -./
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 �
� �
������
� �� �������� ����� ��� 	������
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 ���
��������� �
���� ��
����	�� �������
���� �� �
 �
�����
���� �� ���� 
�����

���	 ��
������ �� �
�
���� �� ��������� ����� ������ ��������� ��� �
��������� �
����

��
����	�� �� �� ���
 �
� 
���������� ��� �
��������� �
���� ��
����	�� ������ ������

�
������
�� �
�� �
 ���	���� Ω1(ωi)� ������ δβ ���� ��
	���� ���� �
 ����� �

δβ =
β2

2

[
A2 + 2AB cos(ωmt) +

B2

2
+

B2

2
cos(2ωmt) + 2AC cos(2ωmt)

+ 2BC cos(ωmt) cos(2ωmt) +
C2

2
+

C2

2
cos(4ωmt)

]
+ Ω1(ωi)

�� 
���� �
����������� �� �����
	����� ��� 	����
���� �� � �� � �
� ����� �����������

�����	������ ���� �������� �

δβ = β2α1ζ
[
2X(ωp) + 3α2ζ

2
]
cos(ωmt)

+ β2ζ
2
[
α2

1 + α2X(ωp) + α2ζ
2
]
cos(2ωmt)

+ β2α1α2ζ
3 cos(3ωmt) +

β2α
2
2ζ

4

4
cos(4ωmt)

+
β2X

2(ωp)

2
+ β2ζ

2

[
α2X(ωp) + α2

1 +
3α2

2ζ
2

4

]
+ Ω1(ωi)

 ��!"#

����� ���
���� ���� ���������� ���� �
 ����� �

δβ = β2

[
α1ζ

(
2X(ωp) + 3α2ζ

2
)
cos(ωmt) + U1 + Υ1(nωm)

]
+ Ω1(ωi)  ��!!#


��	 U1 
$
�� 
�� ������ 	����
��� �� Υ1(nωm) ��$����
�� ���������� ��� �
���������

�
���� ��
����	�� 
��	 n �� ������ ����	������ ���
����� % !�

��� ����� �� 	
���
������ �� δβ2 ���
 �� �����	 ��

&
�� ��
��
���� �� I(t)  ��'#� �� ����� δβ2 (��� 
$
������ �� �)�� �
�� �
 �
�����
�

����� *�
�� ����
 ��� ���� 
���� �
(% �����
 ���������	� ����� ��������� ���
���������

�������� �� ωm� ���� ���� ��	
�������� ��������������� ��� ��� 	��+	����� �� ���
��������

ωm �
����
�� �� δβ2�

δβ2 =
β2

1

2
[A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]2

+
β2

1

2
[A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]2 cos (2ωit + 2φ(ωi))

+ 2β1β2 [A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]3 cos3 (ωit + φ(ωi))

+ β2
2 [A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]4 cos4 (ωit + φ(ωi))

 ��!,#

,", ���� ����� �� ���������	�� �� δβ2 ���� �� �	���� ��
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���� ����� �	
�����
 �� ������� �
 ������� ����� 
�� �������� �����	
����� ������	
� ��


�� ��������� ����� �
 ��
����� ����� �� ���	
����� ����� ����������� �� �� �����
������

������� � δβ� ��� �����	
���
 ��
� ��
���� ����������� ���
��� 
�� ������ �� ������������

�� δβ2 �� 
��� �
� �� �����
������ � ������ �� ���	
����� ���!!� �� ���� �� �
��� ��
�

��������� ����� �������� χ(δβ)� "�� ��
����� �� ��������� ������ ������� 
��	
�����

��� #������	
�� #�
��� ���	
����� �� �� ������ ��� �������� ��������$�� "� ������� �����


��
���� ��� ��$��
� #�
��� ���	
����� 	
� ��
� ��$��
������ ��
� �� ����$������ Ω2(ωi)

����� 	
�
� ������ ��������� ��#������	
�� ������ ���	
����� �� ��
� ����� ��������

���� U2� "�� #������	
�� ������� n ������ ��
���� ���� �� �������� Υ2(nωm) �%� �� ��

��������� ����
�������� �
� ������ �������������� � cos(ωmt)�

χ(δβ) = β2
1

[
α1ζ

[
2X(ωp) + 3α2ζ

2
]
cos(ωmt) + U1 + Υ1(nωm)

]
+ Ω1(ωi)

δβ2 =
3β2

2

8
[A + B cos(ωmt) + C cos(2ωmt)]4 + Ω2(ωi) + χ(δβ)

δβ2 =
3β2

2

8

[
A2 +

B2

2
+

C2

2
+ (2AB + BC) cos(ωmt) +

(
B2

2
+ 2AC

)
cos(2ωmt)

+BC cos(3ωmt) +
C2

2
cos(4ωmt)

]2

+ Ω2(ωi) + χ(δβ)

δβ2 =
3β2

2

8

[
(2A2 + B2 + C2)(2AB + BC) + (2AB + BC)

(
B2

2
+ 2AC

)

+(B2 + 4AC)
BC

2
+

BC3

4

]
cos(ωmt) + U2 + Υ2(nωm) + Ω2(ωi) + χ(δβ)

�� � ������ ��� ����������� ��� ���������� �
 & �� ' ����� 	
� �� ������������ �� χ(δβ)

��� �� ���
���� ��
� �������� �
 %��� (

δβ2 = ζα1β
2
2 cos(ωmt)

[
3X3(ωp) +

27

2
α2ζ

2X2(ωp) +

(
45

2
α2

2ζ
4 + 9α2

1ζ
2 +

2β2
1

β2
2

)
X(ωp)

+

(
15α2

1ζ
2 +

3β2
1

β2
2

)
α2ζ

2 + 33α3
2ζ

6

]
+ U3 + Υ3(nωm) + Ω3(ωi)

���!)�

���� Ω3(ωi) = Ω1(ωi) + Ω2(ωi) ��$��
���� ���������� ��� #������	
�� #�
��� ���	
�����

�� Υ3(nωm) = β2
1Υ1(nωm) + Υ2(nωm) ��$��
���� ���������� ��� #������	
�� ������

���	
������ U3 = β2
1U1 + U2 ��$��
�� ���������� ��� ������ ����������

���� ����� �� ���������	�� �� δβ2 ���� �� �	���� �� *+)



������ �� �������	� 
 ����� �
��	��
 �� �� �
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��� ����� �� 	
���
������ �� δβδV ���
 �� �����	 ��

�� �������	 δβδV 
�	� ��
������	 
� I(t) ����� ��� �� 
��	���� � ������� ���
����

�	 ���	�� 

��
��
� �	 ����� �� �������� �	��� δβ �� �� ���	�� � ��� ��������	
 �

δV = Vp cos(ωi) !��� ������"��� 
�� #����	����� � �� ��������	 ωm� $��� �%������ ��

������ 	��� ����	� �������� �	� ������#� 
��
��	�� ��� ������� ��% ����� δβ �� δβ2� &�

	� ������ ���� 
� 

�������� X(t) �	 �
��� 
� '�(��� ���� 
��������� �� �
��	�� �
��	����


��	 ����������� #����	���� ��		�%� )� *

X(t) =
A0/meff

(ω2
0 − ω2

i )
2 +

(
ωiω0

Q

)2

[
(ω2

0 − ω2
i )

2 − i

(
ωiω0

Q

)2
]

���+,�

�� 	��� �����	� 

�������� X(t) �����	� ��� ������� �
����� �� �����	����� *

X(t) = �(X(t)) cos(ωit) + �(X(t)) sin(ωit) ���+��

��	��� ���%�������	 
� δβδV ���� �	 ���	�� � ��� *

δβδV = β1 [�(X(t)) cos(ωit) + �(X(t)) sin(ωit)] Vp cos(ωit)

+ β2 [�(X(t)) cos(ωit) + �(X(t)) sin(ωit)]
2 Vp cos(ωit)

-��� ����	� 

�������� ����� �%�������	 �.	 
��
�	��.�� ��� ������ ������	� #����� !�
/

���	��� ��� ����	� �������
� 
�	� �� !�	����	 Ω4(ωi) �� ��	��� 	��� ��	������ �	������	�

��� ��#����	���� 0���� !�
���	�� 
� ��������	 ωm�

δβδV =
β1Vp

2
[�(X(t))(1 + cos(2ωit)) + �(X(t)) sin(2ωit)]

+ β2Vp

[�2(X(t))

2
(cos(ωit) + cos(2ωit)) + �2(X(t))�(X(t))(sin(ωit) + sin(3ωit))

+ �2(X(t))(cos(ωit) − cos(3ωit))
]

δβδV =
β1Vp

2
�(X(t)) + Ω4(ωi) ���+1�

��#����	���� 
� ��������	 ωm ������	� �%���������	� 
� �� ������ 
�X(t) �	 �#��� ���� ��

���	�� 
��%�������	 δV � �� ������� ��
��� �� 

���������	� �	 �
��� 
� '�(��� 
� �(X(ωi))

�� �����	��� 
� ωp ���� ωΔ � ωp ��� *

�(X(ωi)) = �(X(ωp)) +
∂�(X)

∂ωi

∣∣∣∣
ωp

ωΔ cos(ωmt) ���+2�

34, ���� ����� �� ���������	�� �� δβδV ���� �� �	���� ��
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 ������ ��� ��
���	�� ������ �� ������ �

δβδV = β1Vpζ
A0

meff

2ωp

(
ω2

p − ω2
0 − ω2

0

Q

)(
ω2

p − ω2
0 +

ω2
0

Q

)
[
(ω2

0 − ω2
p)

2 +
(

ωpω0

Q

)2
]2 cos(ωmt)+U4+Υ4(nωm)+Ω4(ωi)

������

���� U4 �� Υ4(nωm) ����	
���� ������	�
����� ��� ������ �	������� �� ��� ����	���
��

������  ���
����� �
� ������������ �	���
� �	
� �����	��	�� �!��
���	� ������ 
 
� 	����

�
�����
�� "� �����#�� ����	$�����	�% �	
� �	
�	�� �	��� �
� ��� ����	���
�� �
�������

�� ωm �� �!	���� n �	�� ��	�	���	������� �
$ �������� nime �� �� ������ ������ �(X)�

&� ���	��� ������
� ������ �!�$������ A0

meff
= ω2

0xe ���� xe �!������
�� �� �!���$ �


���	�
�� �	���
� �� ������� ��� �	
��� 
 
��  	��� A0�

��� �����	

����
 ���	�������� �� ����
�����	� ����

������ ��

&!�$������	� �!
� ������ �' ��� �

vFM(t) = Vp cos

(
ωpt +

ωΔ

ωm

sin(ωmt)

)
����(�

= �
(

Vpexp

(
iωpt + i

ωΔ

ωm

sin(ωmt)

))
���)*�

+	
� ���	�� 
������� �� ������	� �� ,��	��-����� .�����	/��0 �� 1���
� �(�23 �
������ �

exp(iz sin θ) =
+∞∑

n=−∞
Jn(z)exp(inθ) ���)��

�� �!�������� �

J−n(z) = (−1)nJn(z) ���))�

���� Jn �� �ème  	����	� �� 4������ �����% �	
� �	
�	�� �����	���� �!�$������	� �
 ������

�' �

vFM(t) = Vp

[
cos(ωpt)�

(
exp(i

ωΔ

ωm

sin(ωmt))

)
− sin(ωpt)�

(
exp(i

ωΔ

ωm

sin(ωmt))
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