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Résumé

Cette synthèse de travaux de recherche concerne l’algorithmique dans les graphes et l’utilisation de la pro-
grammation linéaire et semidéfinie positive (SDP) dans le cadre de la résolution exacte ou approchée de
plusieurs problèmes fondamentaux de l’Optimisation Combinatoire. L’approche semidéfinie, qui conduit
à des relaxations convexes mais non-linéaires, a permis d’obtenir de remarquables résultats théoriques
en approximation et devient à présent utilisable en pratique (tout comme la programmation linéaire qui
en est un cas particulier).

Nos travaux comportent une forte composante algorithmique et des études de complexité de plusieurs
problèmes d’optimisation dans les graphes. Nous considérons tout d’abord le problème de la recherche
d’un sous-graphe dense de taille fixée pour lequel nous présentons un algorithme polynomial avec ga-
ranties de performances fondé sur la programmation linéaire et quadratique. Puis, nous étudions les
problèmes de multiflots entiers et de multicoupes pour lesquels nous avons identifié de nombreux cas po-
lynomiaux dans des graphes particuliers importants en pratique : arborescences, grilles, anneaux. D’une
part, les solutions fractionnaires fournies par certaines relaxations linéaires de ces problèmes sont le point
de départ d’algorithmes de résolution efficaces. D’autre part, les propriétés des programmes linéaires uti-
lisés nous permettent également d’élaborer des algorithmes purement combinatoires et de démontrer leur
validité (matrices totalement unimodulaires, théorème des écarts complémentaires).

Nous proposons également des approches systématiques pour élaborer des relaxations semidéfinies
pour les programmes quadratiques, modèles de très nombreux problèmes combinatoires et continus.
Plus précisément, nous étudions les liens entre relaxations semidéfinies et des relaxations lagrangiennes
partielles de programmes quadratiques contenant des contraintes linéaires. En particulier, les fonctions
quadratiques constantes sur une variété affine sont entièrement caractérisées. Ceci permet de facilement
comparer les différentes familles de contraintes redondantes proposées dans la littérature dans l’approche
semidéfinie dans le cadre unifié de l’approche lagrangienne. Puis, nous présentons un algorithme pour
élaborer des relaxations semidéfinies à partir de relaxations linéaires existantes. L’objectif est de pro-
fiter des résultats théoriques et expérimentaux obtenus dans l’approche linéaire. Nous avons développé
un logiciel (SDP_S) grâce à ces résultats. Il permet de formuler automatiquement et facilement des
relaxations semidéfinies pour tout problème pouvant être formulé comme un programme quadratique en
variables bivalentes. Notre méthode peut se généraliser à certains programmes à variables mixtes.

Enfin, nous appliquons les méthodes décrites précédemment à une série de problèmes combinatoires

classiques. Nos expérimentations montrent que l’approche semidéfinie est à présent pertinente dans la pra-

tique sous certaines conditions. Premièrement, nous présentons des méthodes de séparation/évaluation

efficaces fondées sur la SDP pour la résolution exacte des problèmes max 2sat et Vertex-Cover.

Deuxièmement, nous proposons plusieurs bornes par SDP de grande qualité pour des problèmes particu-

lièrement difficiles à résoudre par les approches linéaires : k-cluster, CMAP (un problème de placement

de tâches avec contraintes de ressources), et le problème de l’affectation quadratique (QAP). Pour ce

dernier nous présentons également un algorithme de coupes performant fondé sur la programmation

semidéfinie. Afin d’obtenir des algorithmes efficaces en pratique, nous mettons en oeuvre non seulement

nos méthodes d’élaboration de relaxations SDP, mais également des techniques algorithmiques issues de

l’approximation polynomiale, ainsi que des outils spécifiques de résolution numérique des programmes

semidéfinis.
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Introduction Générale

La programmation mathématique est une approche fréquemment utilisée pour résoudre des
problèmes d’optimisation combinatoire. Son large spectre d’application, son caractère générique,
et les progrès fulgurants accomplis ces dernières années par les outils de résolution numérique des
programmes linéaires et non-linéaires ont rendu son utilisation quasi-systématique pour résoudre
de larges classes de problèmes. Une bonne partie de l’art du chercheur opérationnel réside alors
dans l’élaboration d’une modélisation adéquate. Car si certaines propriétés d’un problème combi-
natoire sont intrinsèques, les formulations sont nombreuses et très inégales en termes d’efficacité.
Elaborer ces formulations, les comparer théoriquement et en pratique, et enfin comprendre et en
maîtriser le comportement numérique en utilisant les outils informatiques adaptés constituent
donc des étapes essentielles lors de la résolution d’un problème avec cette approche.

Mais loin d’être un simple outil de formulation, la programmation mathématique permet
également de guider la recherche et la conception d’algorithmes purement combinatoires ou de
prouver leur validité. C’est particulièrement le cas pour les problèmes d’optimisation issus de la
théorie des graphes, où la notion de dualité est fortement présente. Qu’il s’agisse d’obtenir des
bornes, de démontrer une inégalité, de déterminer la complexité d’un problème, ou de prouver
la correction d’un algorithme combinatoire, la programmation mathématique est une approche
particulièrement efficace et élégante pour parvenir au résultat.

Ces notions sont récurrentes dans le présent document qui regroupe un ensemble de travaux
concernant d’une part l’élaboration et l’utilisation de relaxations semidéfinies et linéaires pour la
résolution exacte ou approchée de plusieurs problèmes souvent NP-difficiles, et d’autre part l’uti-
lisation de ces programmes mathématiques comme outil de preuve dans des approches purement
combinatoires. La programmation semidéfinie positive (SDP) y tient une place importante. Ap-
proche récente en optimisation combinatoire, la SDP a tout d’abord été rendue populaire grâce
aux résultats spectaculaires qu’elle a permis d’obtenir en approximation polynomiale. C’est un
cas particulier de la programmation convexe, et elle peut être vue comme une généralisation de la
programmation linéaire. Elle a néanmoins été exclue dans un premier temps du champ pratique



car peu de logiciels permettaient de résoudre efficacement les SDP. Nos travaux montrent que
pour certains problèmes la programmation semidéfinie est à présent une approche pertinente qui
permet d’obtenir des bornes de grande qualité dans des temps parfois plus courts que d’autres
approches.

Dans la première partie, nous utilisons la programmation linéaire pour construire des solu-
tions (approchées ou exactes) ou pour démontrer la validité d’algorithmes purement combinatoires
pour plusieurs problèmes d’optimisation dans les graphes. Plus précisément, nous présentons un
algorithme approché avec garantie de performance au pire cas pour le problème du sous-graphe
dense de taille fixée (chapitre 2), ainsi que plusieurs algorithmes polynomiaux pour les problèmes
de multiflots entiers et de multicoupes dans des graphes particuliers importants en pratique :
arborescences, anneaux, grilles (chapitre 3).

Dans la deuxième partie, nous décrivons des approches systématiques pour élaborer des re-
laxations semidéfinies pour les programmes quadratiques. Premièrement, après une courte intro-
duction à la programmation semidéfinie (chapitre 4), nous étudions les liens entre relaxations
semidéfinies et l’approche lagrangienne pour les programmes quadratiques qui contiennent des
contraintes linéaires (chapitre 5). Ce schéma général permet d’appréhender les différentes fa-
milles de contraintes redondantes connues dans un cadre unifié, et de mieux comprendre le
comportement numérique et l’efficacité des différentes relaxations semidefinies proposées dans
la littérature, puis d’en concevoir de nouvelles sur des bases théoriques solides. Deuxièmement,
nous présentons une méthode pour élaborer des relaxations semidéfinies à partir de relaxations
linéaires existantes (chapitre 6). Cette démarche a l’avantage d’utiliser les résultats des études
théoriques et expérimentales déjà effectuées, et de plus garantit d’obtenir de meilleures relaxa-
tions que celles de départ. Le caractère mécanique de notre approche a par ailleurs trouvé un
aboutissement informatique dans le développement d’un logiciel formulant automatiquement des
relaxations semidéfinies sans qu’aucune expertise de l’utilisateur dans ce domaine ne soit néces-
saire.

Enfin, la troisième partie traite de l’application des méthodes et algorithmes précédents pour la
résolution exacte ou approchée de plusieurs problèmes combinatoires classiques. Nous nous inté-
ressons tout d’abord à l’utilisation de la programmation semidéfinie dans le cadre de la résolution
exacte de problèmes combinatoires (chapitre 7), puis à l’obtention de bornes et à la résolution
approchée de problèmes particulièrement difficiles où l’approche par programmation linéaire se
révèle souvent insuffisante (chapitre 8).

Un bilan des résultats obtenus et les perspectives de recherche liées aux travaux présentés
concluent ce document (chapitre 9).



Première partie

Relaxations linéaires et algorithmes combinatoires pour

certains problèmes d’optimisation dans les graphes





1

Introduction

De nombreux problèmes combinatoires peuvent être formulés comme des programmes li-
néaires en nombres entiers ou mixtes. L’objectif habituel de ce type de démarche est de pouvoir
utiliser des logiciels de modélisation et de résolution numérique pour cette catégorie de pro-
grammes mathématiques. Ces outils sont en effet devenus particulièrement simples d’emploi et
très efficaces ces quinze dernières années. Nous donnerons des éléments pour adopter une telle
démarche dans la deuxième partie de ce document pour la programmation semidéfinie. Ici, si
nous allons effectivement utiliser la programmation linéaire pour résoudre de manière exacte
ou approchée plusieurs problèmes combinatoires, nous lui adjoindrons également des approches
combinatoires. Dans plusieurs cas, la programmation linéaire aura même totalement disparu des
algorithmes finaux, et ne subsistera que dans les preuves de correction de ces derniers. Cepen-
dant, les résultats très forts concernant la dualité en programmation linéaire (en particulier le
théorème des écarts complémentaires), et la notion de matrice totalement unimodulaire seront
des outils essentiels pour élaborer nos algorithmes. Dans les deux prochains chapitres, nous allons
tout d’abord décrire un algorithme approché avec une garantie de performance au pire cas pour
le problème NP-difficile du sous-graphe dense de taille donnée (chapitre 2), puis identifier et
résoudre des cas particuliers polynomiaux des problèmes de multicoupes et de multiflots entiers
en effectuant des hypothèses supplémentaires sur la structure des graphes décrivant les instances
(chapitre 3).

Les travaux présentés dans cette partie constituent un prolongement de ceux de ma thèse
[96] qui traite de l’approximation de programmes quadratiques en 0-1 soumis à des contraintes
linéaires, et de son application aux problèmes de placement et de partition de graphes. En par-
ticulier, nous allons utiliser le schéma général de construction de solutions approchées pour les
programmes quadratiques en 0-1 utilisant à la fois les relaxations continues du programme ini-
tial et d’une formulation linéaire de celui-ci (voir [25] fourni dans l’annexe). Le succès de cette
méthode dépend fortement des sauts d’intégrité entre les différents programmes considérés, mais
également de la possibilité de construire des solutions continues particulières. Nous retrouve-
rons cette problématique dans le prochain chapitre. Au lieu d’utiliser une approche déterministe
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comme la précédente, d’autres auteurs ont proposé des algorithmes approchés aléatoires fondés
sur la programmation linéaire, en utilisant notamment les travaux fondateurs de P. Raghavan et
C. Thompson [93, 94] pour rendre déterministes leurs algorithmes. Plus récemment, des résultats
d’approximation spectaculaires ont été obtenus par la programmation semidéfinie en construisant
aléatoirement des solutions admissibles à partir des solutions optimales des SDP et en calculant
l’espérance du ratio d’approximation obtenu [60], les techniques utilisées devenant de plus en
plus sophistiquées (voir par exemple la méthode d’arrondi RPR2 présentée dans [53]). Comme
nous l’illustrerons dans le prochain chapitre, ces approches aléatoires sont beaucoup plus difficiles
à mettre en oeuvre pour des problèmes avec des contraintes autres que celles d’intégrité sur les
variables.

Tous ces travaux relèvent cependant de la même démarche : écrire une relaxation du problème
facile à résoudre par programmation mathématique afin de borner la valeur optimale de l’instance,
puis utiliser une solution optimale de la relaxation pour construire une solution admissible du
problème initial (si possible optimale ou au moins en garantissant une performance au pire cas).
La dernière étape (optionnelle) consiste à résoudre la relaxation par un algorithme combinatoire
afin de diminuer la complexité totale de l’approche.



2

Un algorithme approché pour le problème du sous-graphe

dense

2.1 Introduction

Soit un entier 1 ≤ k ≤ n, et G = (V, E) un graphe non orienté de n sommets {v1, . . . , vn},
dont les arêtes [vi, vj ] sont valuées positivement par une matrice W = (Wij) (on a Wii = 0
pour tout i dans {1, . . . , n}). Le problème k-cluster consiste à trouver un sous-graphe de
G possédant k sommets (appelé k-cluster) de poids maximal. Il est facile de constater que ce
problème est NP-difficile même dans le cas non-pondéré puisqu’il existe une clique de taille k

si et seulement si il existe un k-cluster de valeur k(k−1)
2 . En fait, k-cluster reste NP-difficile

même dans les graphes bipartis [34]. Ce problème a de nombreuses applications et il a donc été
largement étudié. C’est pourquoi il apparaît dans la littérature sous différents noms :Heaviest k-

Subgraph problem [18], p-dispersion problem, p-defence-sum problem [77], et densest
k-subgraph problem lorsque les arêtes ne sont pas pondérées. Nous allons présenter pour ce
dernier problème, noté DSP, un algorithme déterministe avec garantie de performance au pire
cas fondé sur la programmation linéaire [26]. A la section 8.2 du chapitre 8 nous discuterons de
l’approche semidéfinie pour le problème plus général k-cluster.

2.2 Approche déterministe ou aléatoire ?

Dans DSP, nous devons trouver un sous-graphe de k sommets de densité maximale dans un
graphe G = (V, E) non orienté de n sommets {v1, . . . , vn}. Une formulation du problème comme
programme quadratique en variables 0− 1 est :

(DSP )



max f(x) =

∑

i<j, [vi,vj ]∈E

xixj :
n∑

i=1

xi = k, x ∈ {0, 1}n





où xi = 1 si et seulement si le sommet vi est pris dans le sous-graphe. Pour k-cluster il existe
un certain nombre d’algorithmes approchés aléatoires fondés soit sur des relaxations semidéfi-
nies [52, 63, 64, 72, 105], soit sur des relaxations linéaires [63, 64]. Ces travaux peuvent donc
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être également appliqués à (DSP). Pour ceux utilisant la programmation semidéfinie, l’idée est
d’interpréter la solution optimale d’une relaxation semidéfinie du problème comme un champ de
vecteurs unitaires, puis de construire une solution admissible en utilisant un vecteur pris unifor-
mément distribué sur la sphère unité. Cette idée a été utilisée pour la première fois dans [60] et a
permis l’élaboration du célèbre algorithme 0, 878-approché pourMax-Cut (voir la section 7.3 du
chapitre 7 pour une présentation plus détaillée de cette méthode). Rappelons qu’un algorithme
ε-approché pour un problème de maximisation (Π) renvoie pour toute instance I de (Π) une
solution admissible de valeur va

I telle que va
I

v∗I
≥ ε, où v∗I est la valeur optimale de I. La valeur de

0 ≤ ε ≤ 1 est le ratio d’approximation de l’algorithme.

Cependant les algorithmes obtenus par cette démarche sont aléatoires. Se pose alors le pro-
blème d’en déduire des algorithmes déterministes possédant les mêmes ratios de performance
au pire cas que ceux des algorithmes approchés correspondants. Nous renvoyons le lecteur à
l’excellente synthèse présentée dans [104] pour une présentation complète des techniques pour
rendre déterministes certains algorithmes aléatoires. Dans les travaux précédemment cités, les
auteurs n’effectuent pas explicitement cette dernière étape, mais certains évoquent la méthode
des probabilités conditionnelles, qui est une procédure effectivement polynomiale mais parfois de
complexité très élevée. Dans [65] cette dernière est par exemple égale à O

(
n30

)
pour le problème

3-Vertex Coloring.

De plus, il existe une difficulté supplémentaire pour les problèmes k-cluster et DSP : res-
pecter la contrainte de cardinalité, i.e. obtenir un sous-graphe contenant exactement k sommets.
Il faut donc "réparer" la solution tout en essayant de dégrader le moins possible le ratio d’ap-
proximation. Nous allons à présent discuter ce point en utilisant la programmation linéaire, mais
la problématique reste la même si on utilise la programmation semidéfinie. Remarquons que DSP
peut être également formulé comme :

(P )



max fL(x) =

∑

i<j, [vi,vj ]∈E

min (xi, xj) :
n∑

i=1

xi = k, x ∈ {0, 1}n





La relaxation continue de (P ) peut être formulée comme le programme linéaire continu :

(PL)



max

∑

i<j, [vi,vj ]∈E

zij :
n∑

i=1

xi = k, x ∈ [0, 1]n , zij ≤ xi et zij ≤ xj ∀i < j, [vi, vj ] ∈ E





Un algorithme très simple (mais doublement aléatoire) attribué à M.X. Goemans est cité
dans [52]. L’idée est de partir d’une solution optimale (x′, z′) de (PL), puis d’arrondir les n

composantes de x′ à 1 avec la probabilité
√

x′i. Ainsi, la probabilité qu’une arête [vi, vj ] soit pré-
sente dans le sous-graphe obtenu vaut au moins z′ij , et donc l’espérance du nombre total d’arêtes
est supérieure ou égale à la valeur optimale de (PL). Mais le sous-graphe obtenu peut contenir
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plus de k sommets. Plus précisément, on peut vérifier que l’espérance du nombre de sommets
est inférieur ou égal à

√
nk. Il faut donc sélectionner k sommets parmi ces

√
nk sommets (en

les choisissant aléatoirement par exemple). Ce qui conduit à une perte de k2

(
√

nk)2
dans le ratio,

et finalement produit une solution k
n -approchée. On peut rendre déterministe la première étape

de cet algorithme aléatoire en utilisant les résultats de [93, 94]. On montre alors que la solution
entière x obtenue vérifie

∑
i xi ≤

√
nk + O(

√
nlog(n)) avec une grande probabilité [7]. Dans

[63] les auteurs ne procèdent pas à cette première étape mais en revanche ces derniers sélec-
tionnent les k sommets finaux en utilisant une heuristique gourmande qui consiste à retirer un à
un n− k sommets de façon à perdre le moins d’arêtes possible à chaque étape (cette heuristique
est bien connue et déjà utilisée dans [8, 105]). Cela conduit a un ratio d’approximation égal à(

1

1+k−
1
3

)2 (
k
n − 1

2n2e−
n

1
9
3

)
. Ainsi, même si n est très grand, la "réparation" finale coûte un

facteur de
(

1

1+k−
1
3

)2

dans le ratio k
n . Par exemple, pour obtenir un ratio de 0,95k

n on doit avoir
(

1

1+k−
1
3

)2

≥ 0, 95 et donc k doit être plus grand que 57038. De plus, on ne tient pas compte

ici du terme supplémentaire O(
√

nlog(n)) puisque la première étape aléatoire est conservée par
ces auteurs. Ces quelques réflexions montrent la grande difficulté d’obtenir pour notre problème
des algorithmes déterministes de mêmes complexité et ratio d’approximation que les algorithmes
aléatoires présentés dans la littérature. Il est néanmoins possible de parvenir à de tels résultats
en effectuant des hypothèses supplémentaires sur le graphe G. Ainsi dans [7], en partant d’une
formulation quadratique en variables 0-1, les auteurs montrent qu’il existe un schéma d’approxi-
mation polynomial pour DSP si G est partout dense (i.e. si tous les degrés des sommets de G

sont en Ω(n)), ou si G est un graphe dense (i.e. le nombre d’arêtes dans G est en Ω
(
n2

)
) et que

k = Ω (n).

2.3 Un algorithme déterministe pour la résolution approchée de DSP

Considérant les résultats de la section précédente, nous avons proposé dans [26] un algorithme
entièrement déterministe fondé sur une solution optimale particulière de (PL). Aucune des étapes
de notre algorithme n’étant aléatoire, et chacune d’entre elles pouvant être implémentée en
O

(
n2

)
, la complexité totale de notre approche est celle de la programmation linéaire. Le ratio

d’approximation obtenu (valable pour tout k ≥ 3) est max
(
d, 8k

9n

)
où d = 2|E|

n(n−1) est la densité
du graphe G. L’approche utilisée est celle que nous avons proposée dans [25]. Le principe est de
considérer une solution particulière de la relaxation linéaire (PL) comme une solution admissible
de la relaxation continue de (DSP ) (programme quadratique), puis de construire une solution
en 0-1 et donc admissible de (DSP ) tout en préservant au maximum à chaque étape le ratio
d’approximation. Nous décrivons ci-après les étapes et résultats principaux de notre algorithme
(voir [26] dans l’annexe pour les détails et les preuves).
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0

0

0

1

1

V V1 2

Fig. 2.1. Solution xQ de la relaxation continue de (DSP ) telle que f
(
xQ

) ≥ f
(
xLβ

)

1. Résoudre (PL) pour obtenir une solution optimale xL.

2. Construire xLβ , solution optimale particulière de (PL), à partir de xL. Toutes les compo-
santes non entières de xLβ sont égales entre elles. On montre que f

(
xLβ

) ≥ k
nfL

(
xLβ

)
.

3. Construire xQ, solution admissible particulière de la relaxation continue de (DSP ), à partir
de xLβ . (V1, V2) étant une partition de V , xQ est telle que : f

(
xQ

) ≥ f
(
xLβ

)
, xQ

i ∈ {0, 1}
pour tout i dans V1, 0 < xQ

i < 1 pour tout i dans V2, et le sous-graphe engendré par les
sommets de V2 est une clique (voir la figure 2.1).

4. Construire xP , solution admissible de (DSP ), à partir de xQ comme suit. Soient T1×1 ={
(i, j) ∈ V 2

1 : i < j, [vi, vj ] ∈ E
}
, T2×2 =

{
(i, j) ∈ V 2

2 : i < j, [vi, vj ] ∈ E
}
, s =| V1 |, et Ci =∑

j∈Γ (i)∩V1
xQ

i , on considère le programme :





max
∑

i∈V2
Cixi +

∑
(i,j)∈T2×2

xixj +
∑

(i,j)∈T1×1
xQ

i xQ
j

s.c.
∑

i∈V2
xi = k − s

xi ∈ {0, 1} , ∀i ∈ V2

Sa valeur optimale est
∑

i∈V2[k−s]
Ci + (k−s)(k−s−1)

2 +
∑

(i,j)∈T1×1
xQ

i xQ
j , où V2[k − s] est

l’ensemble des indices des k − s variables xi (i ∈ V2) ayant les k − s plus grands Ci. xP est
alors définie par : xP

i = xQ
i pour i dans V1, xP

i = 1 pour i dans V2[k − s], et xP
i = 0 sinon.

On montre alors que :

Théorème 1 [26] DSP admet un algorithme déterministe approché qui fournit une solution xP

de (DSP ) telle que f (x∗) ≤ n
k

(
f

(
xP

)
+ |V2|

8

)
, où x∗ est une solution optimale de (DSP ). De

plus, la complexité de cet algorithme est celle de la programmation linéaire.

corollaire 1 [26] DSP admet un algorithme approché qui fournit une solution xP de (DSP )
telle que f(x∗)

f(xP )
≤ 9n

8k , où x∗ est une solution optimale de (DSP ).

Un autre résultat de notre étude est que le saut d’intégrité entre (DSP) et sa relaxation
continue (un programme quadratique) est borné. Le ratio entre les deux valeurs optimales vaut
en effet au plus 1

2 (voir le corollaire 3.4 de [26] donné en annexe).
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2.4 Conclusion

L’algorithme déterministe max
(
d, 8k

9n

)
-approché (d est la densité du graphe G) que nous

avons présenté peut être facilement appliqué à des instances de grande taille puisque sa com-
plexité est celle de la résolution d’un programme linéaire continu comportant O

(
n2

)
contraintes.

En effet, même si les preuves concernant la valeur du ratio au pire cas sont assez techniques,
la partie algorithmique permettant d’obtenir la solution approchée pour DSP est simple à im-
plémenter et de complexité faible (O

(
n2

)
). De plus, le ratio d’approximation que nous avons

obtenu n’est pas une espérance comme c’est le cas pour les approches aléatoires évoquées dans
l’introduction. Certes, nous n’avons pas obtenu celui de l’algorithme (doublement) aléatoire de
M.X. Goemans fondé sur le même programme linéaire. Cependant, rendre ce dernier algorithme
totalement déterministe pose de réels problèmes, puisque que le ratio d’approximation obtenu
dans [63] pour rendre seulement la dernière phase aléatoire déterministe est meilleur que le notre

seulement si n est très grand et k supérieur à 4481 (pour avoir
(

1

1+k−
1
3

)2

≥ 8
9 ).

La programmation mathématique nous a non seulement fourni ici une borne de la valeur opti-
male mais également une solution fractionnaire qui nous a permis en passant par un programme
quadratique continu (relaxation d’une formulation en variables 0-1 du problème) de construire
de façon combinatoire une solution approchée pour DSP. Cette démarche est générale et nous
l’avons appliquée à d’autres problèmes dans [25, 96]. Nous retrouverons une approche semblable
dans le cadre de l’approche par programmation semidéfinie pour ce problème (et pour d’autres)
au chapitre 8.





3

Multiflots entiers et multicoupes dans des graphes

particuliers

3.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre un ensemble de résultats de complexité et d’algorithmes
polynomiaux (le plus souvent purement combinatoires) pour les problèmes de multiflots entiers
(noté IMFP pour "Integral MultiFlow Problem") et multicoupes (noté MCP pour "MultiCut
Problem") dans des graphes particuliers : anneaux, arborescences et grilles. Ce travail s’est ef-
fectué dans le cadre de deux thèses (Lucas Létocart [85] et Cédric Bentz [13]), co-encadrées par
Marie-Christine Costa, professeur au CNAM, et moi-même. Ces recherches se poursuivent actuel-
lement dans les mêmes conditions d’encadrement avec la thèse de Nicolas Derhy en particulier
pour des variantes avec des contraintes de cardinalité supplémentaires [14].

On considère un graphe G = (V, E) orienté ou non dont chaque arête e (resp. arc a) est
valuée par un entier naturel ue (resp. ua), et une liste L de K paires de terminaux {sk, tk},
k ∈ {1, . . . , K}, placés aux sommets de G. Dans IMFP, on cherche à maximiser la somme de K

flots entiers f1, . . . , fK routés respectivement de sk à tk, qui respectent donc les contraintes de
capacité des arêtes (ou arc) et celles de conservation. Dans MCP, on doit déterminer un sous-
ensemble C de E de poids total minimum qui déconnecte toutes les paires de terminaux, i.e. tel
qu’il n’existe pas de chaîne d’extrémités sk et tk pour tout k dans {1, . . . , K} (ou de chemin de
sk à tk dans le cas orienté) dans le graphe G′ = (V,E \ C).

Nous avons présenté dans [38] une synthèse des nombreux travaux concernant ces deux pro-
blèmes, leurs variantes, et leurs cas particuliers. La bibliographie ainsi que le tableau résumant
les résultats de complexité et d’approximation rappelés ou présentés dans cet article ont été mis
à jour dans [15]. Ces deux documents sont fournis dans l’annexe. Par conséquent, nous allons
rappeler dans cette section uniquement les définitions et formulations des problèmes qui nous
seront directement utiles par la suite. Notons simplement que pour K = 1 on retrouve les pro-
blèmes polynomiaux classiques de coupe minimale/flot maximal, mais que IMFP et MCP sont
NP-difficiles et même APX-difficiles pour K ≥ 3 (il n’existe donc pas d’algorithme approché
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avec un ratio d’approximation fixé), et ceci même dans les graphes planaires [57].

IMFP et MCP possèdent un lien de dualité naturel qui va jouer un rôle essentiel dans la
conception et les preuves des algorithmes que nous allons présenter. La programmation mathé-
matique n’apparaîtra donc pas forcément dans les algorithmes finaux, mais son rôle est essentiel.
Considérons l’ensemble Π de toutes les chaînes d’extrémités sk et tk (ou chemins de sk à tk dans
le cas orienté), k variant dans {1, . . . , K}. M =| Π |, le cardinal de Π = {p1, . . . , pM} peut évi-
demment être très grand dans un graphe quelconque. Notons φi le flot entier routé sur la chaîne
(ou chemin si G est orienté) pi. On peut alors formuler IMFP et MCP comme les programmes
linéaires suivants :

(P − IMFP )





max
M∑

i=1

φi

s.c.
∑

i tel que e∈pi

φi ≤ ue ∀e ∈ E (1)

φi ∈ N ∀i ∈ {1, . . . ,M}

(P −MCP )





min
∑

e∈E

ue ce

s.c
∑
e∈pi

ce ≥ 1 ∀i ∈ {1, . . . ,M} (2)

ce ∈ {0, 1} ∀e ∈ E

Il existe bien sûr d’autres formulations de IMFP et de MCP comme programmes linéaires. Si
nous relâchons à présent les contraintes d’intégrité sur les variables de (P−IMFP ) et (P−MCP )
en les remplaçant par des contraintes de positivité, nous constatons que les deux programmes
linéaires continus obtenus sont duaux. Les conditions des écarts complémentaires pour un couple
de solutions optimales continues (φ∗, c∗) s’écrivent :

(A) φ∗i
(∑

e∈pi
ce − 1

)
= 0 ∀i ∈ {1, . . . ,M}

(B) c∗e
(∑

i tel que e∈pi
φi − ue

)
= 0 ∀e ∈ E

Pour des solutions entières, (A) et (B) signifient respectivement qu’il existe une seule arête
de pi dans la coupe lorsque φ∗i > 0, et que si l’arête e n’est pas saturée alors nécessairement
c∗e = 0. Ces deux programmes linéaires et ces conditions vont nous être très utiles dans les
sections suivantes dans le cas de graphes particuliers pour élaborer et prouver la validité de nos
algorithmes de résolution de IMFP et MCP.

3.2 Anneaux

Le cas particulier des anneaux que nous étudions dans cette section est important en pratique,
puisqu’il est utilisé par exemple dans le domaine des télécommunications (voir [35]). Considérons
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un anneau A = (V, E) non orienté dont chaque arête e est valuée par un entier naturel ue. Ici
chaque flot peut être divisé et suivre deux chemins possibles, alors que dans le cas orienté, une
seule possibilité de routage est permise. Cependant, il est facile de vérifier que l’on peut tou-
jours se ramener au cas orienté en doublant le nombre de terminaux : à chaque paire {sk, tk},
k ∈ {1, . . . , K}, on associe {sk+K , tk+K} où sk+K (resp. tk+K) est placée au même sommet que
tk (resp. sk). C’est pourquoi on supposera pour la suite que A est orienté.

Dans un anneau, les programmes (P − IMFP ) et (P − MCP ) sont de taille raisonnable
puisqu’ici M = K < n =| V |. En effet, plusieurs simplifications et réductions sont possibles.
Premièrement, un chemin peut être réduit à un seul arc (celui de plus faible capacité) s’il contient
des terminaux uniquement à ses extrémités. Deuxièmement, deux arcs adjacents (u, v) et (v, w)
peuvent être remplacés par un seul si il existe uniquement une source en u ou v. Troisièmement,
toute paire {sk, tk} telle que le chemin associé contient celui d’une autre paire peut être supprimé
(son flot peut être routé sur le chemin plus court, et il également sera "coupé" par les arcs
supprimés pour le plus court). Ces réductions peuvent être effectuées en O(K, n) (voir [16] dans
l’annexe pour les détails). Malheureusement, il peut exister un écart entre les solutions optimales
de IMFP et MCP dans les anneaux. Prenons par exemple V = {v1, v2, v3}, trois arcs de capacité
égale à 5, s1 = t2 = v1, s2 = t3 = v2 et s3 = t1 = v3. Les valeurs optimales de MCP et IMFP sont
respectivement 10 et 7. En revanche, nous avons montré que le saut d’intégrité entre (P−IMFP )
et sa relaxation continue est plus petit que 1, ce qui constitue un corollaire du résultat suivant :

Théorème 2 [16] IMFP peut être résolu en temps polynomial dans les anneaux en effectuant
une recherche binaire sur la valeur de

∑K
i=1 fi ≤ Kumax, où umax est la capacité maximum dans

l’anneau.

Dans (P − IMFP ), dans chaque contrainte de (1) soit les coefficients égaux à "1" sont
consécutifs ou soit ceux valant "0" le sont (grâce à la structure en anneau). On ajoute alors la
contrainte supplémentaire (Λ0) :

∑K
i=1 fi = F pour F constante, afin d’obtenir un problème de

décision. Puis on remplace chaque contrainte (Λ′) dans laquelle les "1" ne sont pas consécutifs
par (Λ0)− (Λ), ce qui conduit à une matrice totalement unimodulaire.

Pour le problème MCP, nous avons montré qu’une démarche purement combinatoire est
possible :

Théorème 3 [16] MCP peut être résolu en O
(
n2

)
dans les anneaux (une fois simplifiés et

réduits, ces procédures s’exécutant en O (K + n)).

Ici, nous avons utilisé le fait que MCP peut être résolu dans un chemin en O(K + n) [66], et
donc en O(n) ici après les réductions. Puisque chaque chemin pk correspondant à {sk, tk} de A
doit être coupé, l’idée est simplement d’appliquer cet algorithme à tous les chemins obtenus en
supprimant successivement chaque arc d’un chemin quelconque pk0 (si possible le plus court), et
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finalement de conserver la meilleure solution.

Nous avons également proposé [16] des algorithmes plus efficaces, en O(n), pour le cas par-
ticulier où les capacités de l’anneau sont toutes égales. On parle alors d’anneau "uniforme". On
peut supposer dans ce cas qu’il existe exactement une source et un puits en chaque sommet du
graphe en utilisant les réductions rappelées au début de cette section. On a donc K = n et tous
les chemins correspondants à {sk, tk} sont de même longueur L. Il y a donc L flots passant sur
chaque arc. Des solutions optimales des relaxations continues de (P − IMFP ) et (P −MCP )
peuvent être déterminées trivialement puisque :

Lemme 1 [16] fk = U
L pour tout k dans {1, . . . , n} et ce = 1

L pour tout e ∈ E sont des solutions
optimales respectives des relaxations continues de (P − IMFP ) et de (P −MCP ).

Le résultat est immédiat en utilisant la dualité : ces deux solutions sont admissibles et leur
valeur commune vaut nU

L . On en déduit alors aisément une solution optimale de MCP, car
contenant

⌈
n
L

⌉
arcs :

Théorème 4 [16] MCP peut être résolu en O(n) dans les anneaux uniformes. Une solution
optimale est : pour j ∈ {1, . . . , n}, cej = 1 si j ∈ {1+pL, p ∈ {0, . . . ,

⌈
n
L

⌉−1}}, et cej = 0 sinon.

Pour IMFP, l’idée est semblable : on construit une solution f̂ admissible de valeur bnU
L c et

donc optimale. La complexité de l’algorithme est également O(n), mais ce dernier et surtout la
preuve de sa validité sont un peu plus compliqués. L’idée est d’arrondir successivement supérieu-
rement ou inférieurement les valeurs des n composantes du multiflot optimal continu du Lemme
1 de façon à garantir à chaque étape j l’admissibilité et un écart inférieur à (j + 1)U

L entre les
valeurs des solutions entières et continues partielles.

Algorithme 1 Multiflot entier optimal dans les anneaux uniformes ;

entrées : Un anneau uniforme orienté R = (V, E), | V |= n, U : capacité commune des arcs,
L = {{s1, t1} , . . . , {sn, tn}} dont les chemins associés sont tous de même longueur L.

sortie : Un multiflot entier f̂ =
{

f̂j

}
j∈{1,...,n}

de valeur bnU
L c.

f̂1 = bU
L c ;

pour j = 1 à n− 1 faire
Si j U

L − bj U
L c ≥ dU

L e − U
L alors f̂j+1 = dU

L e ;
sinon f̂j+1 = bU

L c ;
FinSi

Fait

On démontre tout d’abord par récurrence sur 1 ≤ k ≤ n que
∑k

j=1 f̂j = bk U
L c, puis que les

contraintes de capacité sont satisfaites à chaque étape de l’algorithme (voir [16] dans l’annexe
pour le détail des démonstrations). Ce qui conduit au résultat suivant :
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Théorème 5 [16] IMFP peut être résolu en O(n) dans les anneaux uniformes.

Bien que les programmes linéaires aient disparu des algorithmes finaux pour le cas d’un anneau
uniforme, c’est grâce à eux que nous sommes parvenus à construire des solutions optimales pour
IMFP et MCP.

3.3 Arborescences

Le deuxième cas particulier de graphe que nous allons considérer est celui d’une arbores-
cence T = (V,A). Dans le cas d’un arbre orienté les matrices des contraintes des programmes
(P − IMFP ) et (P −MCP ) sont totalement unimodulaires. IMFP et MCP sont donc polyno-
miaux dans ce cas. Mais plutôt que de résoudre des programmes linéaires continus, nous avons
utilisé dans [37] les conditions des écarts complémentaires (A) et (B) données dans l’introduc-
tion de ce chapitre (section 3.1) pour construire des algorithmes combinatoires pour nos deux
problèmes.

Pour résoudre IMFP (algorithme 2), après avoir numéroté les sommets de T et les flots (étapes
1. et 2.), on part des feuilles de l’arborescence puis on remonte jusqu’à la racine en routant les
flots dans l’ordre des sources rencontrées en saturant à chaque fois au moins un arc si le flot est
non nul (étape 4.). Ainsi, on satisfait la condition (A) des écarts complémentaires.

Algorithme 2 Multiflot entier dans une arborescence ;

entrées : Une arborescence T = (V, A), u ∈ N|A|, L = {{s1, t1} , . . . , {sK , tK}}
sorties : (f∗1 , ..., f∗k , ..., f∗K) un multiflot entier maximal. C0, l’ensemble des arcs saturés par le multiflot.

1. Numéroter les sommets de T dans un ordre lexicographique en largeur d’abord ;
2. Numéroter les flots en partant des sources depuis la racine jusqu’aux feuilles ;
3. C0 ← ∅ ; [si K = O

(
n2

)
alors ajouter : L ← {fK , fK−1, ..., f1} ; k ← K ]

4. Pour k = K à 1 faire [si K = O
(
n2

)
alors remplacer par tant que L 6= ∅ faire ]

Router la quantité maximale f∗k de sk à tk en respectant les capacités résiduelles courantes ;
Ek ←{nouveaux arcs saturés par f∗k} ; [si K = O

(
n2

)
alors ajouter :L ← L− {fk}]

C0 ← C0

⋃
Ek ;

[ si K = O
(
n2

)
alors ajouter : pour fi tel que pi ∩ Ek 6= ∅ faire f∗i ← 0 ; L ← L− {fi} Fait]

Fait ;

La solution f∗ renvoyée par l’algorithme est bien un multiflot entier, puisque nous avons
supposé que la capacité ua de chaque arc a est entière. Cet algorithme peut être implémenté
en O

(
min(Kn, n2)

)
en traitant spécifiquement le cas où K = O

(
n2

)
pour lequel nous avons

utilisé une structure de données plus sophistiquée (voir [37] donnée dans l’annexe). Les ajouts à
effectuer dans ce cas sont donnés dans l’algorithme entre crochets.
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Pour résoudre MCP (algorithme 3), nous utilisons également la condition (B) des écarts
complémentaires. Nous partons de l’ensemble C0 des arcs saturés par l’algorithme précédent
pour sélectionner ceux qui feront partie de la multicoupe. On choisit un seul arc par chemin
lorsque le flot routé correspondant est non nul (condition (A)). Les numérotations données par
l’algorithme pour IMFP sont conservées, mais cette fois on redescend de la racine de T aux
feuilles. Ce deuxième algorithme peut également être implémenté en O

(
min(Kn, n2)

)
. Puisque

nous devons exécuter l’algorithme 2 pour obtenir l’ensemble C0, la complexité reste la même.

Algorithme 3 Multicoupe dans les arborescences ;

entrées : Une arborescence T = (V, A), u ∈ N|E|, les chemins {p1, . . . , pK} associés à L =
{{s1, t1} , . . . , {sK , tK}}, f∗, C0={arcs saturés par le multiflot f∗}

sortie : Une multicoupe minimale Ĉ.

pour k = 1 à K faire
si f∗k > 0 et |Ck−1

⋂
pk| > 1 alors

ak ← {premier arc sur le chemin de sk à tk} ;
Ck← [Ck−1 − (Ck−1

⋂
pk)]

⋃ {ak} ;
//Ck−1

⋂
pk est un ensemble d’arcs de capacité résiduelle nulle

//On supprime tous les arcs de pk dans Ck−1 sauf ak

sinon
//Soit f∗k > 0 et il y a au plus un arc de pk dans Ck−1

//soit f∗k = 0 : Plus d’un arc de Ĉ est autorisé sur pk. Rien à faire
Ck← Ck−1 ;

FinSi ;
Fait ;
Ĉ ← CK ;

On montre que :

Lemme 2 [37] L’ensemble Ĉ ⊆ E renvoyé par l’algorithme 3 contient au moins un arc sur
chaque chemin pk allant de sk à tk, pour tout k dans {1, .., K} : Ĉ est une multicoupe.

Finalement, on prouve le résultat suivant par dualité, en établissant que les deux solutions
entières produites par nos deux algorithmes satisfont les conditions des écarts complémentaires
(A) et (B) des relaxations continues des programmes linéaires (P − IMFP ) et (P − MCP ).
Nous renvoyons le lecteur à [16] donnée dans l’annexe pour les détails de la preuve.

Théorème 6 [37] Soient f∗ et Ĉ les solutions renvoyées par les algorithmes 2 et 3. On a∑
a∈Ĉ ua =

∑K
k=1 f∗k , et donc f∗ est un multiflot entier maximal et Ĉ est une multicoupe opti-

male.

Une nouvelle fois, nous avons obtenu deux algorithmes purement combinatoires en utilisant
la programmation linéaire continue. Ici, l’égalité entre les valeurs optimales des problèmes IMFP
et MCP a permis d’utiliser directement les conditions des écarts complémentaires. Ce sont ces
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dernières et la dualité qui ont guidé l’élaboration des deux algorithmes et qui nous ont permis
de prouver leur validité.

3.4 Grilles

Nous présentons dans cette section quelques résultats de [17] (donnée dans l’annexe) concer-
nant les grilles G = (V, E) non orientées. Ces travaux ont été menés dans le cadre du stage de
DEA de Cédric Bentz et de sa thèse au laboratoire CEDRIC du CNAM. Une grille est un graphe
pouvant être représenté comme une grille rectangulaire possédant m lignes (numérotées de haut
en bas) et n colonnes (numérotées de gauche à droite). Pour pouvoir définir IMFP et MCP, on
associe à chaque arête e de G un entier naturel ue, et on se donne une liste L de K paires de
terminaux ou liaisons {sk, tk}, k ∈ {1, . . . ,K}, placés aux sommets de G. Par abus de langage
on parlera de sommet terminal lorsqu’au moins un terminal sera placé sur celui-ci. Enfin, comme
précédemment pour les anneaux, on parlera de grille uniforme si toutes les arêtes ont la même
capacité c.

MCP est malheureusement NP-difficile même dans les grilles uniformes lorsque les termi-
naux se trouvent tous sur la première ou la dernière ligne de la grille si on autorise plusieurs
terminaux à être placés sur un même sommet (on utilise une réduction vers le problème classique
de couverture des arêtes d’un graphe par les sommets [17] : Vertex-Cover). Il faut donc faire
des hypothèses réductrices supplémentaires pour espérer obtenir des algorithmes polynomiaux.
Un cas intéressant dans la pratique (en conception de circuits VLSI par exemple) est celui de
grille bilatérale. Ici les terminaux se situent soient sur la première ou la dernière ligne de G,
et sont distincts deux à deux. Dans ce qui suit, on appellera bords horizontaux ces deux lignes
particulières.

A. Frank a étudié dans [55] et [76] le problème EDP (Edge Disjoint Paths) de l’existence de
chemins (reliant chaque sk à tk) disjoints par les arêtes dans les grilles bilatérales. Si on relie
dans une grille bilatérale chaque terminal par une arête pondérée de capacité c au sommet de
G où il se trouvait précédemment (rappelons que deux terminaux ne peuvent pas être reliés au
même sommet), on obtient une grille bilatérale augmentée. Dans ce cas, MaxEDP, le problème
d’optimisation associé à EDP, i.e. la maximisation du nombre de chemins disjoints par les arêtes
peut être vu comme le cas particulier de IMFP où toutes les capacités valent 1. Une notion
fondamentale intervenant dans ce type de graphe est celle la densité d’une bande verticale (région
comprise entre deux colonnes consécutives) de la grille. Elle correspond aux nombres de liaisons
{sk, tk} qui la "traversent" (i.e. tout chemin allant de sk à tk traverse nécessairement cette
bande). Une bande verticale sera dite saturée si sa densité vaut m. On peut alors définir la
densité d du couple (G, L) comme étant le maximum des densités des bandes de la grille G. Le
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théorème suivant (dû à A. Frank [55, 76]) donne les conditions nécessaires et suffisantes pour le
problème de décision EDP dans une grille bilatérale :

Théorème 7 [A. Frank] Si G est une grille bilatérale possédant m lignes et de densité d, et si
L est telle qu’au moins une liaison ne soit pas verticale, alors toutes les liaisons définies par L

peuvent être reliées par des chemins disjoints par les arêtes si et seulement si :
(1) m > d et il y a au moins un sommet non terminal sur un bord horizontal,

ou (2) m ≥ d et :
(2.a) soit il existe une liaison telle que les deux terminaux sont sur le même bord hori-

zontal.
(2.b) soit il existe un sommet non terminal situé sur un bord horizontal qui est : soit à

gauche de la bande verticale saturée la plus à gauche, soit à droite de la bande verticale saturée
la plus à droite.

(2.c) soit il existe deux sommets non terminaux du même bord horizontal qui ne sont pas
séparés par une bande verticale saturée.

Remarquons que pour satisfaire la condition 2.b, il suffit de supprimer une liaison dont l’un
des terminaux est situé dans un coin de la grille. En appliquant ce théorème à MaxEDP dans
une grille bilatérale augmentée (ici cas particulier de IMFP lorsque toutes les capacités valent
1), on obtient :

Proposition 1 Soit Opt(MaxEDP) la valeur optimale de MaxEDP. Si (G,L) est tel que m ≥ d

alors :
– Opt(MaxEDP) = K si m > d et s’il existe un sommet non terminal sur un bord horizontal ;
– Opt(MaxEDP) = K si 2.a, 2.b ou 2.c sont satisfaites ;
– Opt(MaxEDP) = K − 1 sinon.

Il reste donc le cas m < d à régler. L’idée est de rendre nuls un certain nombre de flots
(rappelons qu’ici ils valent tous au plus 1) afin de satisfaire la condition (2) du théorème 7
(contrainte (C) dans (INP )). La programmation linéaire va encore être utile pour formaliser ce
problème :

(INP )





max
K∑

i=1

φi

s.c.
∑

i tel que {si,ti} doit traverser vj

φi ≤ m ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} (C)

φi ∈ {0, 1} ∀i ∈ {1, . . . ,K}

vj est la jème bande verticale (la numérotation commence à gauche). La matrice de (INP )
étant totalement unimodulaire (les bandes traversées par chaque liaison sont consécutives), on
peut donc obtenir une solution φ̂ en 0-1 en temps polynomial (en fait on peut même l’obtenir par
un algorithme combinatoire [4]). De plus, puisqu’au moins une des contraintes de (INP ) sera
saturée, on aura d = m si on ne conserve que les flots non nuls de φ̂ dans L. Ainsi la condition (2)
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du théorème 7 est satisfaite. De plus, la condition (2.b) est soit déjà vérifiée soit elle peut l’être
en annulant un flot supplémentaire. L’écart entre les valeurs optimales de MaxEDP et de (INP ),
notée N∗, vaut donc au plus 1. Dans le cas où m est impair, la condition (2.b) du théorème 7
est toujours satisfaite si m = d. On obtient donc que la valeur optimale de MaxEDP vaut celle
de (INP ). Sinon, dans le cas général, on prouve que :

Théorème 8 [17] Si (G, L) satisfait m < d, alors on peut déterminer une solution optimale de
MaxEDP en résolvant O(n2) programmes linéaires continus.

L’idée est de tester si l’instance vérifie les conditions 2.a, 2.b ou 2.c du théorème 7 à l’aide de
programmes linéaires construits à partir de (INP ) (voir les détails de la preuve dans [17]).

Ces résultats permettent de résoudre le problème plus général IMFP (i.e. le cas où c ≥ 2)
dans le cas des grilles bilatérales augmentées uniformes. On a :

Théorème 9 [17] Soit c ≥ 2. Si la condition 2.a n’est pas satisfaite, c est impair, K = n et
d ≤ m < d dc

c−1e, alors Opt(IMFP) = Kc− 1 ; sinon Opt(IMFP) =Opt(INP)×c.

La preuve, assez longue et technique, est donnée dans [17] en annexe de ce document. Il est
cependant intéressant de constater que la résolution de ce dernier problème requiert seulement
la résolution d’un seul programme linéaire continu (ce résultat est à comparer avec celui du
theorème 8 pour MaxEDP). De plus, la valeur optimale de IMFP pour c ≥ 2 vaut Opt(INP)×c
si m < d alors que celle de MaxEDP n’est pas toujours égale à Opt(INP) dans ce cas.

La grille étant uniforme, c peut être supposé égal à 1 pour le problème MCP (cela ne modifie
pas les solutions du problème). Pour résoudre MCP la dualité va une nouvelle fois être utilisée
en considérant (CD), le programme dual de la relaxation continue de (INP ) (rappel : vj est la
jème bande verticale) :

(CD)





max
K∑

k=1

wk + m

n−1∑

j=1

yj

s.c. wk +
∑

j tel que {sk,tk} doit traverser vj

yj ≥ 1 ∀k ∈ {1, . . . , K}

yj ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , n− 1}
wk ≥ 0 ∀k ∈ {1, . . . , K}

La matrice de (CD) étant totalement unimodulaire (celle de (INP ) l’est), l’idée est de re-
connaître une multicoupe lorsqu’on considère solution optimale entière de ce programme. Il suffit
pour cela de réintroduire les contraintes 0-1 sur les variables yj et wi, et d’interpréter ces der-
nières comme des variables de décision. Les variables yj sont ainsi associées aux arêtes de vj ,
l’ensemble des arêtes de la jème bande verticale de G, et wi à l’arête reliant la source si à la
grille bilatérale. Toutefois, il pourrait exister d’autres types de coupes pour MCP, et donc de
meilleures solutions. La dualité permet d’écrire que la valeur optimale de la relaxation continue
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de (INP ) vaut celle de (CD). Or dans les grilles bilatérales augmentées uniformes avec c = 1 la
valeur optimale du multiflot continu vaut également cette valeur (voir [17] dans l’annexe pour la
preuve). Cela démontre l’optimalité de la multicoupe obtenue.

Pour conclure cette section, signalons que dans [17] (fourni dans l’annexe), deux algorithmes
combinatoires sont présentés pour résoudre (INP ) et (CD). Ici encore, les preuves de validité
des algorithmes, qui peuvent être implémentés en O(K), utilisent le théorème des écarts complé-
mentaires.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un ensemble d’algorithmes, souvent purement combi-
natoires, conçus à partir de programmes linéaires en nombres entiers et en variables 0-1 (ainsi
que leurs relaxations continues). Les notions de dualité, de matrice totalement unimodulaire,
l’étude des sauts d’intégrité éventuels, ainsi que le théorème des écarts complémentaires nous ont
permis d’élaborer des méthodes efficaces de résolution.

Dans la partie suivante, nous allons aborder un autre cas de programmation convexe, plus
général que la programmation linéaire, et donc permettant d’obtenir de meilleures relaxations :
la programmation semidéfinie.



Deuxième partie

Relaxations Semidéfinies pour les programmes quadratiques
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Introduction à la programmation semidéfinie

Dans ce chapitre introductif nous donnons succinctement quelques éléments de la program-
mation semidéfinie. Puis, nous rappelons les relaxations semidéfinies basiques des programmes
quadratiques à variables bivalentes. Enfin, nous présentons les liens entre relaxations semidéfi-
nie, linéaire, quadratique convexe et approche lagrangienne pour ces mêmes programmes. Dans
les chapitres suivants, nous nous appuierons sur ces résultats pour proposer une interpréta-
tion lagrangienne des relaxations semidéfinies pour les programmes quadratiques contenant des
contraintes linéaires, puis nous détaillerons une méthode systématique pour élaborer des relaxa-
tions semidéfinies à partir d’une relaxation linéaire donnée. Le lecteur est invité à consulter
[101] dans l’annexe de ce document pour une introduction moins technique, les tours d’horizon
présentés dans [80, 108, 109], et l’excellent ouvrage [110] pour une présentation complète de la
programmation semidéfinie et de ses applications.

4.1 Programmation semidéfinie

L’ensemble des matrices réelles carrées symétriques est noté Sn. Les produits scalaire et
tensoriel de deux vecteurs x, y de <n sont respectivement xT y =

∑n
i=1 xiyi et

(
xyT

)
ij

= xiyj

pour tout i et j dans {1, . . . , n}. Remarquons que xxT ∈ Sn. d(A) est la diagonale d’une matrice
A de Sn, et pour x ∈ <n, diag(x) est la matrice diagonale telle que d(diag(x)) = x. Enfin, pour
A et B dans Sn on utilise le produit scalaire standard :

A •B = Tr
(
AT B

)
=

n∑

i=1

n∑

j=1

AijBij

Toute forme quadratique xT Ax peut donc s’écrire A • xxT . Une matrice A de Sn est positive
(resp. définie positive) si et seulement si pour tout z non nul dans <n, on a zT Az ≥ 0 (resp.
zT Az > 0). On note S+

n = {A ∈ Sn : A < 0} et S++
n = {A ∈ Sn : A Â 0}. Rappelons qu’ A est

positive si et seulement si tout mineur symétrique de A est positif. Un mineur symétrique d’une
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matrice A de Sn est le déterminant d’une sous-matrice de A obtenue en choisissant de 1 à n lignes
et les colonnes de mêmes indices. Définissons à présent le programme mathématique suivant :

(SDP )

{
Minimiser f(x) = cT x

Sous contrainte F (x) =
∑m

i=1 xiAi −A0 < 0
(4.1)

où c est un vecteur de <m, et A0, A1, ..., Am sont des matrices linéairement indépendantes
de Sn (ce qui n’est pas restrictif). Considérons ℵ l’espace affine défini par le repère R =
(−A0, A1, ..., Am). On impose donc à F (x), de coordonnées x ∈ <m dans le repère R et donc élé-
ment de ℵ, d’être une matrice positive. La contrainte

∑m
i=1 xiAi−A0 < 0 est appelée inégalité ma-

tricielle linéaire. Un programme semidéfini est un problème d’optimisation convexe. En effet, la
fonction f est linéaire, et si F (x) < 0 et F (y) < 0 on a F (λx+(1−λ)y) = λF (x)+(1−λ)F (y) < 0,
pour tout 0 ≤ λ ≤ 1. La programmation semidéfinie peut être vue comme un programme li-
néaire semi-infini particulier en ce sens que la contrainte F (x) < 0 est équivalente à l’infinité
de contraintes ∀z ∈ <n, zT F (x)z ≥ 0. Le cône fermé S+

n étant son propre cône polaire, le
programme dual de (SDP) est maxZ<0 minx∈<n L(x,Z) où la fonction de Lagrange est égale à
L(x,Z) = cT x + Z • (A0 −

∑m
i=1 xiAi). L(x,Z) admet un minimum (égal à A0 • Z) à condition

que Ai •Z = ci ∀i ∈ {1, . . . ,m} (de façon à annuler tous les termes en xi) sinon on obtient −∞.
le programme dual de (SDP ) est donc :

(DSDP )





Maximiser A0 • Z

Sous contraintes Ai • Z = ci ∀i ∈ {1, . . . , m}
Z < 0

(4.2)

(DSDP) est aussi un programme semidéfini. En effet, on peut le reformuler en substituant à
Z son expression B0 +

∑p
i=1 yiBi dans un repère quelconque (B0, B1, ..., Bp) de l’espace affine

défini par les égalités Ai • Z = ci pour tout i dans {1, . . . ,m} :

(DSDP ) ⇔
{

Minimiser
∑m

i=1 (−A0 •Bi) y −A0 •B0

Sous contrainte B0 +
∑p

i=1 yiBi < 0
(4.3)

Les résultats concernant la dualité en programmation semidéfinie sont plus faibles qu’en pro-
grammation linéaire en ce sens qu’il peut exister un saut de dualité borné entre un (SDP) et son
dual. L’absence de saut de dualité et l’existence de solutions optimales peuvent être obtenus au
prix d’une hypothèse supplémentaire : l’existence de points strictement réalisables pour le dual
et le primal. Le saut de dualité vaut cT x − A0 • Z =

∑m
i=1 (Ai • Z) xi − A0 • Z = F (x) • Z.

Les matrices F (x) et Z étant positives, leur produit scalaire l’est également, et il est nul si et
seulement si le produit matriciel ZF (x) est nul. Il s’agit d’une généralisation des conditions des
écarts complémentaires de la programmation linéaire. En l’absence de saut de dualité, c’est une
condition nécessaire et suffisante d’optimalité pour un couple (x,Z) de solutions respectivement
admissibles du primal et du dual.
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Comparons à présent la programmation semidéfinie avec d’autres cas particuliers de pro-
grammes convexes. Un programme linéaire (PL)

{
minx∈<m cT x s.c. Ax ≥ b

}
, où A ∈ <n×m

et b ∈ <n, est un programme semidéfini particulier où toutes les matrices Ai pour i ∈
{0, . . . ,m} sont diagonales. Il suffit en effet de poser F (x) = diag(Ax − b). De plus, son dual
(DPL)

{
maxy∈<n bT y s.c. AT y = c ; y ≥ 0

}
peut être déduit de 4.2 en constatant que dans ce

cas Z = diag(y) est diagonale. La programmation quadratique convexe est également un cas
particulier de la programmation semidéfinie. Considérons :

(Q)

{
Minimiser f0(x)
Sous contraintes fi(x) ≤ 0 ∀i ∈ {1, . . . , m}

où x ∈ <n, et pour tout i ∈ {0, . . . , m}, fi(x) est une fonction quadratique convexe. fi(x) ≤ 0
peut donc s’écrire xT AT

i Aix + cT
i x + di ≤ 0. Pour modéliser ces contraintes dans un programme

semidéfini, nous allons utiliser le résultat suivant :

Théorème 10 Si A ∈ S++
p , C ∈ Sn, et B est une matrice réelle p× n, alors

[
A B

BT C

]
< 0 est

équivalent à C −BT A−1B < 0.

Démonstration. Le résultat est immédiat :
[

A B

BT C

]
=

[
I 0

BT A−1 I

] [
A 0

0 C −BT A−1B

] [
I A−1B

0 I

]

On en déduit que fi(x) ≤ 0 est équivalent à

[
In Aix

xT AT
i −cT

i x− di

]
< 0. (Q) peut ainsi être

formulé comme un programme semidéfini en introduisant une variable t pour avoir une fonction
objectif linéaire :

(Q) ⇔





Minimiser t

s.c.

[
In A0x

xT AT
0 −cT

0 x− d0 + t

]
< 0

[
In Aix

xT AT
i −cT

i x− di

]
< 0 ∀i ∈ {1, . . . , m}

En utilisant encore le Théorème 10 mais en prenant cette fois A=1 et B = xT , on peut
également formuler (Q) en introduisant plus de variables mais moins d’inégalités matricielles
linéaires :

(Q) ⇔





Minimiser t

s.c.

[
d0 − t 1

2cT
0

1
2c0 AT

0 A0

]
•

[
1 xT

x X

]
≤ 0

[
di

1
2cT

i
1
2ci Ai

]
•

[
1 xT

x X

]
≤ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}

[
1 xT

x X

]
< 0



36 4 Introduction à la programmation semidéfinie

Cette approche permet également d’écrire un ensemble de contraintes linéaires Ax−b = 0 sous
la forme (Ax− b)2 = AT A•xxT−2bT Ax+bT b = 0 puis de constater que AT A•X−2bT Ax+bT b =
AT A • (

X − xxT
)

+ (Ax− b)2 = 0 et X − xxT < 0 implique Ax − b = 0. On décrit donc
l’ensemble des contraintes linéaires avec la contrainte de positivité et une seule contrainte linéaire.
Ces derniers résultats montrent que la programmation semidéfinie représente une large classe de
programmes mathématiques convexes, ce qui permet d’expliquer son emploi intensif ces dernières
années comme relaxation de programmes quadratiques continus ou à variables entières.

4.2 Relaxation semidéfinie basique des programmes quadratiques en
variables bivalentes

Soit un programme quadratique de variable x ∈ {0, 1}n. Nous formulons ce programme en
utilisant la variable additionnelle X = xxT :

(P {0, 1})





Minimiser A0 •X + bT x = xT A0x + bT x

s.c. : Ai •X + cT
i x = (ou ≤) di ∀i ∈ {1, . . . , m}

X = xxT

x ∈ {0, 1}n

Remarquons que si toutes les matrices Ai de Sn i ∈ {0, ...,m} sont nulles, alors (P {0, 1}) est
un programme linéaire en 0 − 1. Une façon naturelle d’obtenir une relaxation semidéfinie de
(P {0, 1}) est de relâcher les contraintes d’intégrité sur x et la contrainte X = xxT en X < xxT

[92]. Pour garantir que les solutions obtenues vérifieront 0 ≤ xi ≤ 1, on impose en plus que

d(X) = x. En effet, X < xxT est équivalent à

[
1 xT

x X

]
< 0 (Théorème 10), ce qui implique que

det

[
1 xi

xi xi

]
≥ 0 pour tout i dans {1, . . . , n}, et donc 0 ≤ x2

i ≤ xi ≤ 1. La relaxation semidéfinie

obtenue est :

(SDP {0, 1})





Minimiser A0 •X + bT x

s.c. : Ai •X + cT
i x = (ou ≤) di ∀i ∈ {1, . . . ,m}[

1 xT

x X

]
< 0 et d(X) = x

(X, x) ∈ Sn ×<n

Une autre approche [60] consiste à considérer un modèle quadratique comportant n variables
yi avec i ∈ {1, ..., n} à valeurs dans {−1, 1}. On effectue donc le changement de variables x =
1
2 (y + en) dans (P {0, 1}), où toutes les composantes de en ∈ <n valent 1. On rend totalement
quadratique le programme en remplaçant chaque terme linéaire yi par y0yi et on impose y0 = 1.

Cette égalité s’écrit matriciellement

(
1
x

)
= Q

(
y0 = 1

y

)
où Q =

[
1 0
1
2e 1

2In

]
. Par conséquent
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on a

[
1 xT

x xxT

]
= QyyT QT . On effectue alors une relaxation en remplaçant chacune des variables

yi pour i ∈ {0, . . . , n} par un vecteur unitaire vi de dimension n + 1. Enfin, on associe à V =
[v0, . . . , vn] sa matrice de Gram Y = V T V . Remarquons que nécessairement Y < 0 et d(Y ) =
en+1. Réciproquement, le théorème de Cholesky nous permet d’associer un champ de vecteurs
unitaires de dimension n + 1 à toute matrice Y dans Sn+1 telle que Y < 0 et d(Y ) = en+1. Par
conséquent, la relaxation semidéfinie obtenue est :

(SDP {−1, 1})





Minimiser QT

[
0 1

2bT

1
2b A0

]
Q • Y

s.c. : QT

[
0 1

2cT
i

1
2ci Ai

]
Q • Y = (ou ≤) di ∀i ∈ {1, . . . , m}

Y < 0 et d(Y ) = en+1

Y ∈ Sn+1

(SDP {0, 1}) et (SDP {−1, 1}) sont équivalents. En effet, Q est inversible et Q−1 =[
1 0
−en 2In

]
. Effectuons le changement de variable

[
1 xT

x X

]
= QY QT dans (SDP {0, 1}). Y

est donc bien positive. Pour toute matrice W dans Sn+1, on a :

W •
[

1 xT

x X

]
= Tr

(
QT W

[
1 xT

x X

]
(
QT

)−1

)
= Tr

(
QT WQQ−1

[
1 xT

x X

]
(
QT

)−1

)

= Tr
(
QT WQQ−1QY QT

(
QT

)−1
)

= Tr
(
QT WQY

)
= QT WQ • Y

Ce calcul est valable pour les fonctions à optimiser de (SDP {0, 1}) et de (SDP {−1, 1}) et
également pour les contraintes linéaires de ces deux programmes.

4.3 Liens entre relaxations semidéfinies, linéaires, et approche
lagrangienne

Comparons à présent les relaxations semidéfinies précédentes et la linéarisation classique
[42, 54] de (P {0, 1}) écrite sous forme matricielle :

(LP{0, 1})





Minimiser A0 •X + bT x

s.c. : Ai •X + cT
i x = (ou ≤) di ∀i ∈ {1, . . . , m}

0 ≤ Xij ≤ xi ∀i < j ∈ {1, . . . , n}
0 ≤ Xij ≤ xj ∀i < j ∈ {1, . . . , n}
xi + xj ≤ 1 + Xij ∀i < j ∈ {1, . . . , n}
d(X) = x

(X, x) ∈ Sn × [0, 1]n
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On introduit habituellement uniquement les variables de linéarisation Xij pour i < j, mais
notre formulation rendra la comparaison avec l’approche semidéfinie plus aisée. Si nous ajoutons
les contraintes de linéarisation à (SDP {0, 1}) qui sont non redondantes [79], la seule différence
entre ces deux programmes est la contrainte de positivité X − xxT < 0 (non-linéaire) dans
(SDP {0, 1}). En effet, rappelons que les contraintes de bornes x ∈ [0, 1]n sont impliquées par[

1 xT

x X

]
< 0 et d(X) = x. On peut également renforcer (SDP {−1, 1}) de la même manière en lui

ajoutant les contraintes de linéarisation exprimées en variables {−1, 1}. Le tableau 4.1 donne la
correspondance entre les deux modèles (nous avons également ajouté les inégalités triangulaires
générales). L’inégalité d’un modèle est obtenue en utilisant l’inégalité correspondante dans l’autre
modèle et la matrice Q.

SDP {−1, 1} SDP {0, 1}
Y0i + Y0j + Yij ≥ −1 Xij ≥ 0
Yij − Yi0 − Yj0 ≥ −1 xi + xj ≤ 1 + Xij

Yi0 − Yj0 − Yij ≥ −1 Xij ≤ xi

−Yi0 + Yj0 − Yij ≥ −1 Xij ≤ xj

Yij + Yik + Yjk ≥ −1 Xij + Xik + Xjk − xi − xj − xk ≥ −1
Yij − Yik − Yjk ≥ −1 xk + Xij −Xik −Xjk ≥ 0

Tab. 4.1. Equivalence des contraintes. i, j, k sont pris distincts dans {1, . . . , n}.

Les relaxations semidéfinies basiques consistent donc simplement à ajouter une contrainte de
positivité sur la matrice X constituée des variables de linéarisation. Nous verrons au chapitre 6
qu’il est possible d’élaborer de meilleures relaxations semidéfinies en considérant d’autres traite-
ments des contraintes linéaires connus en programmation linéaire, mais qui profiteront en plus
de l’effet de "levier" de la contrainte de positivité en SDP.

Il existe également une interprétation lagrangienne de ces relaxations semidéfinies. Nous rap-
pelons uniquement ici un résultat qui nous sera utile dans le chapitre 5. Pour une présentation
complète du sujet le lecteur est invité à consulter [83]. Remplaçons dans (P {0, 1}) la contrainte
d’intégrité x ∈ {0, 1} par les contraintes quadratiques équivalentes x2

i = xi pour tout i dans
{1, . . . , n}. Le programme dual du programme continu obtenu est alors :

(DT) sup
µ, λ

Θ(µ, λ) = inf
x∈<n

xT A(µ, λ)x + c(µ, λ)T x− λT d

où A(µ, λ) = A0 + diag (µ) +
∑m

i=1 λiAi et c(µ, λ) = b − µ +
∑m

i=1 λici. Nous avons omis
les contraintes de signe sur les variables duales λi associées à des contraintes d’inégalité pour
plus de lisibilité. Rappelons qu’une fonction quadratique quelconque xT Qx + eT x + f définie
sur <n admet un minimum si et seulement si Q < 0 et e ∈ Im(Q) (voir par exemple [83]). Par
conséquent, Θ(µ, λ), la valeur de la fonction duale de (DT) en (µ, λ), est finie si et seulement si
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A(µ, λ) < 0 et c(µ, λ) ∈ Im (A(µ, λ)). De tels points existent, puisque, pour tout λ, en prenant
µ suffisamment grand, A(µ, λ) sera définie positive (et donc Im(A(µ, λ)) = <n). Nous pouvons
à présent rappeler le résultat suivant [83, 92, 103] :

Proposition 2 (DT) peut se formuler comme le programme semidéfini suivant :

(SD)





sup r − λT d

s.c. F (r, µ, λ) =

[
−r 1

2c(µ, λ)T

1
2c(µ, λ) A(µ, λ)

]
< 0

Démonstration. (r, µ, λ) est une solution admissible de (SD) si et seulement si pour tout (α, y) ∈
< × <n la forme quadratique q(α, y) = −α2r + αc(µ, λ)T y + yT A(µ, λ)y associée à la matrice
F (r, µ, λ) est positive. Pour α = 0 on retrouve la condition A(µ, λ) < 0. Sinon, en posant
x = 1

αy, on obtient comme condition équivalente q(1, x) = −r + c(µ, λ)T x + xT A(µ, λ)x ≥ 0
pour tout x dans <n, ce qui implique c(µ, λ) ∈ Im (A(µ, λ)). Sinon on pourrait écrire c(µ, λ) =
cK(µ, λ) + cI(µ, λ) avec cK(µ, λ) non nul dans ker (A(µ, λ)) (cette matrice étant symétrique
réelle), et on aurait q(1,−tcK(µ, λ)) = −r − tcK(µ, λ)2 < 0 pour t réel suffisamment grand. Par
conséquent (r, µ, λ) est une solution admissible de (SD) si et seulement si Θ(µ, λ) 6= −∞ et
r ≤ c(µ, λ)T x + xT A(µ, λ)x pour tout x ∈ <n. Ainsi (SD) est bien équivalent à (DT). ut

Remarquons que la région admissible de (SD) est d’intérieur non vide. Il suffit de prendre
λ = 0, µ suffisamment grand, et r suffisamment négatif pour obtenir des solutions strictement
réalisables. Par contre il n’existe pas forcément de solutions optimales. Cela suffit néanmoins
pour garantir l’absence de saut de dualité entre (SD) et son dual semidéfini qui n’est autre

que (SDP {0, 1}). En effet, en notant X ′ =

[
1 xT

x X

]
, µ est associé à la contrainte d(X) = x,

r à X ′
11 = 1, et λ aux contraintes Ai • X + cT

i x =

[
0 1

2cT
i

1
2ci Ai

]
• X ′ = (ou ≤) di pour i ∈

{1, ...,m}. Par conséquent, en bidualisant la formulation en variables continues de (P {0, 1}), on
retrouve la relaxation semidéfinie (SDP {0, 1}). Cette démarche qui fait apparaitre les relaxations
semidéfinies basiques comme des instances particulières de la dualité lagrangienne est clairement
présentée dans [83]. Dans le prochain chapitre, nous allons généraliser cette approche pour les
programmes quadratiques quelconques en considérant une relaxation lagrangienne partielle du
problème initial où les contraintes linéaires ne seront pas dualisées.





5

Construire une relaxation semidéfinie en utilisant une

approche lagrangienne

5.1 Introduction

Un thème récurrent en optimisation continue et combinatoire est la convexification d’un
programme mathématique, autrement dit la recherche d’une relaxation facile à résoudre. L’ap-
proche par dualité lagrangienne fournit un cadre général pour cette opération [61, 82]. La question
consiste alors non seulement à déterminer quelle formulation du problème choisir, mais également
quelles contraintes dualiser pour rendre le programme relâché facile à résoudre tout en obtenant
la meilleure borne possible. On peut en effet considérer plusieurs relaxations lagrangiennes par-
tielles obtenues à partir de différentes formulations du problème étudié. C’est pourquoi l’ajout de
contraintes redondantes au programme initial et le choix de l’expression de la fonction à optimi-
ser sont déterminants. Une autre question essentielle est la possibilité de formuler explicitement
ou non le programme dual obtenu. Ce dernier point a évidemment des conséquences importantes
dans la pratique car il a un incidence directe sur les méthodes de résolution numérique envisa-
geables.

Dans ce chapitre, nous allons étudier un programme quadratique général (Pb) qui contient des
contraintes linéaires d’égalité. Le programme (P {0, 1}) défini au chapitre 4 est un cas particulier
de (Pb), puisque comme nous l’avons déjà rappelé on peut modéliser le cas particulier d’un
programme quadratique en variables 0− 1 en utilisant des contraintes x2

i = xi pour tout i dans
{1, . . . , n}.

(Pb)





minx∈<n f(x) = xT Qx + cT x

s.c. xT Bix + dT
i x = (ou ≤) ei i ∈ I = {1, . . . ,m}

Ax = b

Les matrices réelles symétriques n × n Q et Bi pour tout i dans I sont quelconques. La
matrice A définissant les contraintes linéaires du programme est de dimension p × n, et est
supposée de rang plein (ce qui n’est pas restrictif). Les vecteurs réels c et di pour tout i dans I

sont de dimension n. Dans le chapitre 4, nous avons rappelé que bidualiser (P {0, 1}) (en ayant
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écrit les contraintes d’intégrité sous la forme de contraintes quadratiques) permettait d’obtenir
la relaxation semidéfinie basique (SDP {0, 1}). Ici, nous n’avons pas les contraintes x2

i = xi

pour tout i dans {1, . . . , n}, mais nous allons montrer qu’il est possible d’obtenir une relaxation
semidéfinie équivalente à la valeur optimale d’une relaxation lagrangienne partielle de (Pb) où
la contrainte Ax = b n’est pas dualisée. De plus, nos résultats permettront d’obtenir une lecture
unifiée de plusieurs relaxations proposées dans la littérature et d’en proposer de nouvelles dans
la partie III. Dans le cas des programmes quadratiques en variables 0 − 1, plusieurs travaux
similaires existent [83, 92]. Nous allons donc généraliser ces résultats au cas du problème (Pb).

5.2 Convexifier dans l’approche lagrangienne

Pour µ dans <m, définissons Q (µ) = Q +
∑

i∈I µiBi, c (µ) = c +
∑

i∈I µidi et e (µ) =∑
i∈I µiei. (DT), la relaxation lagrangienne totale de (Pb), et (DP), la relaxation lagrangienne

partielle où les contraintes linéaires d’égalité ne sont pas dualisées s’écrivent :

(DT) sup
µ, λ

inf
x

LDT (x, µ, λ) = xT Q (µ)x + cT (µ) x− e (µ) + λT (Ax− b)

(DP) sup
µ

inf
x |Ax=b

LDP (x, µ) = xT Q (µ)x + cT (µ) x− e (µ)

Pour plus de lisibilité, nous avons omis les contraintes de signe sur les µi correspondant à
des contraintes d’inégalité dans (Pb). En suivant la démarche rappelée dans le chapitre 4 pour
(P {0, 1}), on peut montrer que (DT) est équivalent au dual du programme semidéfini [83] :

(SDP )DT





min Q •X + cT x

s.c. Ax = b

Bi •X + dT
i x = (ou ≤) ei i ∈ I[

1 xT

x X

]
< 0

Remarquons que la valeur optimale de (DP) est évidemment supérieure ou égale à celle de
(DT). C’est pourquoi il serait intéressant de posséder également une telle formulation par SDP
pour (DP). Pour µ fixé, les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour x∗ dans <n

pour le problème infx |Ax=b LDP (x, µ) sont [89] :

(C1) ∃λ ∈ <n tel que 2Q(µ)x∗ + c(µ) + AT λ = 0 avec x∗ ∈ Ω = {x ∈ <n : Ax = b}
(C2) yT Q(µ)y ≥ 0 ∀y ∈ L = ker(A)

En examinant la condition (C2), on constate qu’ajouter à (Pb) des contraintes quadratiques
nulles sur Ω (et donc redondantes) revient à augmenter la dimension de µ et a par conséquent
un impact sur (DT). En effet, cela peut rendre convexe la fonction LDT (x, µ, λ). Notons que les
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conséquences seront nulles sur (DP) puisque la contrainte Ax = b est maintenue. Considérons
en effet J =

{
fj(x) = xT Cjx + qT

j x + αj : j ∈ J
}
un ensemble de fonctions quadratiques nulles

sur Ω, et ajoutons les contraintes redondantes fj(x) = 0 (∀j ∈ J) dans (Pb) pour obtenir un
problème équivalent (Pb)J. Les relaxations lagrangiennes totales et partielles de (Pb)J sont :

(DT)J sup
µ, ω, λ

inf
x

xT Q (µ)x + cT (µ) x− e (µ) +
∑

j∈J

ωjfj(x) + λT (Ax− b)

(DP)J sup
µ, ω

inf
x |Ax=b

xT Q (µ)x + cT (µ)x− e (µ) +
∑

j∈J

ωjfj(x)

Pour tout ensemble J, (DP)J est (DP) puisque fj(x) = 0 pour x ∈ Ω et ∀j ∈ J . La valeur
optimale de (DT)J est donc inférieure ou égale à celle de (DP) (car dans (DP)J les contraintes
Ax = b sont maintenues). µ étant fixé, pour obtenir une valeur finie pour (DP)J, nous devons
avoir Q (µ) +

∑
j∈J ωjCj < 0 sur ker(A). Nous avons montré que :

Proposition 3 [48] Soit µ∗ une solution optimale de (DP). S’il existe ω∗ tel que
∑

j∈J ω∗j fj(x)
convexifie xT Q (µ∗)x + cT (µ∗)x sur <n, alors la valeur optimale de (DT)J est égale à celle de
(DP).

Cela signifie que si nous ajoutons des contraintes quadratiques redondantes dans (Pb) qui
peuvent convexifier LDP (x, µ∗) sur <n alors nous pourrons obtenir la valeur optimale de (DP)
en résolvant (DT)J la relaxation lagrangienne totale de (Pb)J. De plus, cette relaxation est équi-
valente au dual du programme semidéfini (SDP)J défini ci-dessous qui est simplement (SDP )DT

auquel on a ajouté les contraintes quadratiques de J linéarisées à l’aide de X :

(SDP )J





min Q •X + cT x

s.c. Ax = b

Bi •X + dT
i x = (ou ≤) ei i ∈ I

Cj •X + qT
j x + αj = 0 j ∈ J[

1 xT

x X

]
< 0

Il nous faut à présent trouver un ensemble J qui satisfasse à coup sûr la condition de la
proposition 3, i.e. qui puisse convexifier sur <n entier toute fonction quadratique convexe sur
ker(A). Dans la section suivante, nous allons tout d’abord caractériser l’ensemble des fonctions
quadratiques constantes sur Ω = {x ∈ <n : Ax = b}, puis nous en choisirons certaines qui nous
permettront d’utiliser la proposition 3.
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5.3 Ensemble des fonctions quadratiques constantes sur une variété
affine

Soit L = {u ∈ <n : Au = 0} = ker(A), et F (x) = xT Hx + gT x une fonction quadratique
constante sur Ω. On a F (x+λu) = F (x) = F (x)+λ2uT Hu+2λuT Hx+λgT u pour tout x ∈ Ω,
et u ∈ L. Ainsi, on peut en déduire des conditions nécessaires et suffisantes pour F :

uT Hu = 0 ∀u ∈ L [A]

2uT Hx + gT u = 0 ∀u ∈ L ∀x ∈ Ω [B]

On détermine tout d’abord l’expression des matrices H qui satisfont la condition [A].

Lemme 3 [48] q(u) = uT Hu est une forme quadratique nulle sur L = {u : Au = 0} si et
seulement si q(u) = uT

(
AT WT + WA

)
u, où W est une matrice n× p réelle quelconque.

L’idée de la preuve consiste à choisir une nouvelle base pour exprimer la forme quadratique.
On choisit la matrice de passage P =

[
AT B

]
, où les n − p colonnes de B forment une base

L. Remarquons que les p colonnes de AT sont une base de L⊥ (elles peuvent être supposées
linéairement indépendantes). Voir la preuve complète dans [48] jointe en annexe. Il suffit à présent
de remplacer H par son expression dans la condition [B] pour obtenir la formule générale de nos
fonctions :

Théorème 11 [48] F (x) = xT Hx+gT x est une fonction quadratique constante sur {x : Ax = b}
si et seulement si F (x) = xT

(
AT WT + WA

)
x +

(
AT α− 2Wb

)T
x, où W est une matrice n× p

et α un vecteur réel de dimension p quelconques.

A l’aide de ce résultat, on peut obtenir facilement les différentes familles de contraintes re-
dondantes utilisées dans la littérature. Il suffit de choisir des valeurs particulières pour W et α.

Pour commencer, prenons W = 1
2Eij et α = 0, où Eij est la matrice contenant comme seul

élément non nul Eij
ij = 1. On obtient F (x) = xia

T
j x−bjxi et donc pour tout x dans Ω, F (x) = 0.

Nous reconnaissons la méthode consistant à multiplier chaque contrainte linéaire par chaque va-
riable (voir par exemple [3, 18, 88]).

A présent, choisissons W = 1
2AT V , où V est une matrice réelle symétrique p × p. Nous

obtenons AT WT + WA = AT V A, et donc F (x) = xT AT V Ax + xT
(
AT α−AT V b

)
. Pour

V = 1
2

(
Eij + Eji

)
et α = V b, il vient F (x) = xT aia

T
j x. Nous obtenons xT aia

T
j x = bibj pour tout

x dans Ω. Nous reconnaissons la méthode consistant à multiplier deux par deux les contraintes
linéaires (voir par exemple [70, 100]).
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Pour terminer, choisissons V = I et α = −b. Il vient F (x) = xT AT Ax − 2xT AT b et donc
(Ax− b)2 = 0 pour tout x dans Ω. Il s’agit d’un terme de pénalité classique utilisé par exemple
dans [83, 89, 91].

On peut bien sûr faire varier W and α pour obtenir toutes les autres fonctions constantes sur
Ω. Notre objectif étant de satisfaire la condition de la proposition 3, nous allons à présent nous
intéresser à un sous-ensemble particulier de ces fonctions.

5.4 Expression de la relaxation lagrangienne partielle comme
programme semidéfini

Dans [83], les auteurs montrent que si M est une matrice définie positive sur L = ker(A), alors
il existe une matrice V telle que M +AT V A < 0. Nous reconnaissons le cas où W = 1

2AT V donné
dans la section précédente. Mais le résultat n’est malheureusement plus vrai si M est seulement
positive (voir un contre-exemple dans [48]). Nous avons montré que si une matrice M est positive
(mais pas forcément définie) sur L, il est possible de trouver W telle que M + AT WT + WA < 0
sur <n. On a en effet :

Théorème 12 [48] Soient A et Q des matrices symétriques réelles de tailles respectives p × n

et n× n. Si Q est positive sur L = ker(A) alors il existe une combinaison linéaire des fonctions
quadratiques qij(x) = xi(aT

j x − bj) pour i ∈ {1, ..., n} et j ∈ {1, ..., p} qui convexifie la forme
quadratique xT Qx sur <n.

Remarquons que les fonctions qij sont nulles sur Ω = {x ∈ <n : Ax = b}. La preuve complète
du théorème 12 est donnée en annexe [48]. L’idée est d’écrire H sous la forme H = UT WT +WU

avec UUT = I et U = ST A, où S est une matrice p×p inversible triangulaire supérieure (on suit
donc la procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). On écrit H sous la forme H =

∑p
i=1 Hi

avec Hi = uiω
T
i + ωiu

T
i , où ωi et ui pour i ∈ {1, ..., p} sont les vecteurs égaux respectivement à

la ième colonne de W et à la ième ligne de U . Puis on considère les sous-espaces vectoriels

Li =



y =

p∑

j=i+1

zjuj + Bz : zj ∈ < ∀j ∈ {i + 1, ..., p} , z ∈ <n−p





où les colonnes de B forment une base orthonormée de ker(A). En remarquant que Lp = ker(A)
et que L0 = <n, le résultat est alors une conséquence du lemme technique suivant :

Lemme 4 Soit 1 ≤ i ≤ p et Q une matrice symétrique réelle, si Q +
∑p

j=i+1 Hj < 0 sur Li

alors il existe ωi tel que Q +
∑p

j=i+1 Hj + uiω
T
i + ωiu

T
i < 0 sur Li−1.

Un aspect important dans la pratique de notre preuve est que cette dernière est constructive.
Nous donnons en effet les formules pour calculer la matrice W , qui peut être obtenue en O(pn2).
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Un exemple est donné en annexe [48].

L’ensemble P =
{
xia

T
j x− bjxi : ∀i ∈ {1, ..., n} ∀j ∈ {1, ..., p}} convient donc pour remplir

la condition de la proposition 3, et nous pouvons à présent affirmer que (DP) est équivalent au
dual du programme semidéfini suivant :

(SDP )P





min Q •X + cT x

s.c. Ax = b

Bi •X + dT
i x = (ou ≤) ei i ∈ I∑n

k=1 AjkXki − bjxi = 0 i ∈ {1, ..., n} ; j ∈ {1, ..., p}[
1 xT

x X

]
< 0

Dans [83], les auteurs utilisent l’ensemble C =
{

(Ax− b)2
}

dans le cas particulier où les
variables sont booléennes (i.e. le problème (P {0, 1}) du chapitre 4), et démontrent que dans ce
cas particulier de (Pb) le supremum du dual lagrangien total (DT)C est égal à la valeur de (DP).
Dans le cas général, ce résultat ne tient plus : (DT)C n’est pas toujours équivalent à (DP), alors
que c’est toujours le cas en utilisant (DT)P (voir les exemples dans [48], donné dans l’annexe). Le
programme semidéfini obtenu dans le cas booléen est (SDP )C contenant la contrainte d(X) = x

issue des contraintes quadratiques x2
i = xi pour tout i dans {1, . . . , n}.

(SDP )C





min Q •X + cT x

s.c. (Ax = b)
Bi •X + dT

i x = (ou ≤) ei i ∈ I

AT A •X − 2bT Ax + b2 = 0[
1 xT

x X

]
< 0

Nous avons mis la contrainte Ax = b entre parenthèses dans (SDP)C car elle est redon-
dante. En effet, AT A < 0 et X − xxT < 0 impliquent AT A • (

X − xxT
) ≥ 0, et donc

AT A • (
X − xxT

)
+ (Ax− b)2 = 0 implique Ax = b.

5.5 Conclusion

En fait, nous allons démontrer dans le chapitre suivant que les programmes (SDP)C et (SDP)P
sont équivalents. Cependant, puisque leurs programmes duaux ne le sont pas toujours (saut de
dualité avec leur primal ou absence de solutions optimales), cela peut avoir de lourdes consé-
quences dans la pratique lors de l’utilisation de certains logiciels de résolution de SDP. La figure
5.1 résume les résultats obtenus.
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Programmes équivalents

DP

Pb

DT

DSDP

SDP SDP

DT

PbPb

DSDP

Valeur inférieure ou égale à

Equivalents si strictement réalisables

Fig. 5.1. Relations entre les différentes formulations et relaxations de (Pb)

Nous disposons à présent d’un cadre général permettant de formuler et de comparer facilement
des relaxations semidéfinies. De plus, nous avons établi que la relaxation lagrangienne partielle
de la formulation en variables continues de (Pb) où les contraintes linéaires Ax = b ne sont
pas dualisées (i.e. relâchées) constitue une limite pour les relaxations semidéfinies construites à
l’aide de contraintes redondantes fondées sur Ax = b. Cela nous guidera dans la partie III de ce
document lors de l’élaboration de nos relaxations semidéfinies.





6

Construire une relaxation semidéfinie en utilisant une

relaxation linéaire existante

6.1 Introduction

Nous avons rappelé dans la section 4.1 les deux relaxations semidéfinies basiques pour un
problème combinatoire pouvant se formuler comme un programme quadratique en variables bi-
valentes. Nous avions alors remarqué qu’étant donnée une relaxation linéaire standard, il est
toujours possible de renforcer cette dernière en ajoutant la contrainte non-linéaire de positivité
sur la matrice constituée des variables initiales et de linéarisation pour obtenir une relaxation
semidéfinie. Nous allons voir à présent qu’il est possible de procéder à des traitements encore
plus efficaces des contraintes linéaires, afin d’obtenir de meilleures relaxations. L’idée est de pro-
fiter de l’effet de "levier" de la contrainte de positivité. Précisons qu’ici notre propos n’est pas
d’étudier une hiérarchie de relaxations de l’enveloppe convexe de la région admissible de notre
programme (voir [78] pour une présentation et une comparaison des hiérarchies existantes), mais
de construire mécaniquement des relaxations SDP utilisables en pratique en profitant de re-
laxations par programmation linéaire déjà proposées dans la littérature et ayant démontré leur
efficacité (qualité de la borne et temps de résolution). L’application de cette démarche conduira
donc éventuellement à des relaxations semidéfinies différentes puisqu’elles dépendent bien sûr du
problème considéré mais aussi de la relaxation linéaire choisie.

Dans ce qui suit, nous allons considérer de nouveau le programme (P {0, 1}) du chapitre 4 où
nous avons mis à part les contraintes linéaires où X n’apparaît pas.

(P {0, 1})





min A0 •X + bT x

s.c. : Ai •X + cT
i x = (ou ≤) di i ∈ {1, ..., m1}

cT
i x = di i ∈ {m1 + 1, ..., m2}

di ≤ cT
i x ≤ d′i i ∈ {m2 + 1, ..., m}

X = xxT

x ∈ {0, 1}n
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où 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤ m. Rappelons que (P {0, 1}) contient le cas particulier des programmes
linéaires en 0 − 1. Si certains di ou d′i sont absents, nous pouvons utiliser

∑
i tel que ci>0 ci pour

d′i et
∑

i tel que ci<0 ci pour di (puisque x ∈ {0, 1}n). Nous avons rappelé dans le chapitre 4 que
les régions admissibles de (LP {0, 1}), la relaxation linéaire classique [42, 54] de (P {0, 1}), et
celle de (SDP){0, 1} n’étaient pas comparables. D’où l’idée de construire une nouvelle relaxation
SDP en partant d’une relaxation linéaire existante. Nous allons donc considérer chaque type de
contrainte présente dans une relaxation linéaire donnée (PL), et lui associer une ou plusieurs
contraintes plus fortes ou équivalentes. Ainsi, nous obtiendrons un programme semidéfini qui
sera par construction une meilleure relaxation que (PL). Le principe est simplement de tenir
compte des relaxations existantes en les améliorant de façon certaine. Dans la section suivante,
nous allons étudier l’impact de l’ajout de la contrainte X−xxT < 0 et comparer dans le cadre de
la programmation semidéfinie les traitements possibles des contraintes linéaires simples présentes
dans (PL) (i.e. où X n’intervient pas).

6.2 Contraintes linéaires d’égalité

Considérons une contrainte se présentant dans (PL) (notre relaxation linéaire de départ)
comme une égalité linéaire cT x = d. Nous pouvons supposer que d ≥ 0 (sinon on change les
signes de chacun des membres). Dans (SDP {0, 1}) (voir chapitre 4) nous avions simplement
gardé la contrainte cT x = d, mais nous pouvons également étudier les conséquences de l’ajout de
différentes contraintes redondantes en 0 − 1 utilisées en programmation linéaire en conjonction
avec la contrainte X − xxT < 0.

Proposition 6.1. [100] ccT • xxT = d2 est une contrainte valide pour (P {0, 1}). Si (X, x) ∈
Sn × <n est tel que ccT • X = d2, cT x = d et X − xxT < 0 alors on a ccT

(
X − xxT

)
= 0

(contrainte non linéaire).

Si x ∈ {0, 1}n est tel que d(X) = x et X − xxT < 0 alors X = xxT . Donc dans ce cas,
ccT •X = d2 est équivalent à cT x = d (puisque d ≥ 0). D’autre part, la contrainte quadratique
ccT

(
X − xxT

)
= 0 n’est pas satisfaite par toutes les solutions admissibles et non-entières de

(LP{0, 1}) défini dans le chapitre 4. Remarquons à présent que la contrainte (cT x − d)2 = 0
linéarisée en ccT •X − 2dcT x + d2 = 0 est un traitement équivalent puisque :

Proposition 6.2. [100] On a
{
(X,x) ∈ Sn ×<n ; X − xxT < 0, ccT •X = d2, cT x = d

}
={

(X, x) ∈ Sn ×<n ; X − xxT < 0, ccT •X − 2dcT x + d2 = 0
}
.

Nous pouvons également multiplier l’égalité cT x = d par xi pour tout i dans {1, ..., n} pour
obtenir les n contraintes “produit”

∑n
j=1 cjXij = dxi déjà utilisées au chapitre 5, et introduites

pour la programmation linéaire dans [3].

Proposition 6.3. [100] Les contraintes
∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n} sont des inégalités
valides pour (P {0, 1}). Si (X, x) ∈ Sn × <n est tel que

∑n
j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n} et

cT x = d alors on a ccT •X = d2.
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La proposition suivante montre que la réciproque est vraie en programmation semidéfinie
grâce à la contrainte X < xxT , alors qu’elle est fausse en général en programmation linéaire.
Ceci est moins évident intuitivement puisque le nombre de contraintes linéaires vérifiées passe de
2 à n + 1.

Proposition 6.4. Soit (X, x) ∈ Sn ×<n vérifiant ccT •X = d2, cT x = d et X − xxT < 0, alors
(X, x) vérifie

∑n
j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, ..., n}

Démonstration. On a ccT • X = d2, donc ccT • (
X − xxT

)
+

(
cT x

)2 = d2 ce qui implique
ccT • (

X − xxT
)

= 0 (puisque cT x = d). Or ccT < 0 et X − xxT < 0, donc leur produit scalaire
est nul si est seulement si leur produit (matriciel) est nul, ce qui s’écrit :




c2
1 · · · c1cj · · · c1cn

...
. . .

...
ckc1 c2

j ckcn

...
. . .

...
cnc1 · · · cncj · · · c2

n







X11 − x2
1 · · · X1j − x1xj · · · Xn1 − x1xn

...
. . .

...
X1k − x1xk Xjj − x2

j Xnk − xkxn

...
. . .

...
X1n − xnx1 · · · Xnj − xnxj · · · Xnn − x2

n




= 0

On a donc pour tout k et j dans {1, ..., n} : ck (
∑n

i=1 ci (Xij − xixj)) = 0. Si le vecteur c est
nul, le résultat est trivial, on peut donc supposer qu’il existe k0 dans {1, ..., n} tel que ck0 6= 0. Ce
qui nous donne pour tout j dans {1, ..., n} ∑n

i=1 ciXij = xj

∑n
i=1 cixi = dxj puisque cT x = d.

En fait, nous avons montré dans [48] (fourni dans l’annexe) que dans le cas de multiples
égalités (écrites sous la forme d’un système linéaire de p lignes Ax = b), on peut même "agréger"
le tout en une seule contrainte AT A•X−2bT Ax+b2 = 0 dans le programme semidéfini (approche
proposée en particulier dans [83]) et conserver la même région admissible. En effet, on a :

Proposition 4 [48] Les régions R1 =
{
(X, x) : X − xxT < 0, AtA •X − 2bT Ax + b2 = 0

}

et R2 =
{
(X,x) : Ax = b, X − xxT < 0,

∑n
k=1 AjkXki − bjxi = 0∀i ∈ {1, ..., n} ∀j ∈ {1, ..., p}}

sont égales.

Une différence majeure entre la programmation linéaire et la programmation semidéfinie est la
présence de l’ensemble des variables de linéarisation dans la matrice X en SDP. A première vue,
cela peut sembler être un inconvénient puisqu’en programmation linéaire on réduit souvent la
taille du programme en faisant l’économie d’un sous-ensemble {Xij}(i,j)∈J avec J ⊂ (1, . . . , n)2 de
ces variables parce qu’elles n’interviennent ni dans la fonction économique ni dans les contraintes.
En SDP, la contrainte X − xxT < 0 (liant toutes les variables Xij aux produits xixj) permet
de redonner un intérêt à ces variables absentes car muettes dans l’approche par programmation
linéaire.

Nous pouvons relire une partie des résultats de cette section à la lumière de ceux présentés
au chapitre 5. En effet, nous savons déjà que les contraintes "produits" ajoutées à P {0, 1}
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(PL) (SDP {0, 1})
Règle LE1

cT x = d cT x = d ; ccT •X = d2

Règle LE2

ccT •X − 2dcT x + d2 = 0
Règle LE3∑n

j=1 cjXij = dxi ∀i ∈ {1, . . . , n}
cT x = d

Règle LE4

Ax = b AT A •X − 2bT Ax + b2 = 0

Tab. 6.1. Règles équivalentes LE pour les égalités linéaires

conduisent à un programme semidéfini ((SDP)P contenant la contrainte d(X) = x) équivalent
à la relaxation lagrangienne partielle de P {0, 1} où les contraintes linéaires simples ne sont pas
dualisées. D’un autre côté, un résultat semblable [83] concerne la relaxation semidéfinie (SDP)C
contenant d(X) = x. Ainsi les propositions de cette section constituent des preuves directes
de l’équivalence de ces relaxations semidéfinies (sans passer par la dualité lagrangienne). Nous
constatons que l’ensemble des traitements usuels des contraintes linéaires d’égalité conduisent
finalement tous à des relaxations semidéfinies équivalentes de (P {0, 1}). Mais il s’agit là d’une
vision uniquement du côté "primal", alors qu’en pratique les programmes semidéfinis duaux
jouent un rôle tout aussi important dans les logiciels de résolution numérique. Nous illustrerons
ce point dans la partie III de ce document pour le problème de l’affectation quadratique (QAP).

6.3 Contraintes linéaires d’inégalité

A présent, supposons avoir à traiter dans notre relaxation linéaire de départ une contrainte de
la forme d′ ≤ cT x ≤ d. Rappelons que si d ou d′ sont absents nous pouvons utiliser respectivement
à leur place

∑
i tel que ci>0 ci pour d et

∑
i tel que ci<0 ci pour d′. Le premier traitement examiné

est le suivant :

Proposition 6.5. [100] Si (X, x) est admissible pour (P {0, 1}) alors ccT •X − (d + d′) cT x +
dd′ ≤ 0 est équivalent à d′ ≤ cT x ≤ d. Si (X, x) ∈ Sn × <n n’est pas entier et est tel que
ccT •X − (d + d′) cT x + dd′ ≤ 0 et X − xxT < 0, alors soit ccT

(
X − xxT

)
= 0 ou d′ < cT x < d

ou cT x /∈ [d′, d].

Remarquons qu’ajouter la contrainte ccT • X − (d + d′) cT x + dd′ ≤ 0 dans une relaxation
linéaire n’aurait pas le même effet. Car c’est la contrainte X − xxT < 0 qui permet de pénaliser
ou de rendre non admissibles certains points non entiers, et d’obtenir pour d’autres l’ensemble
des contraintes quadratiques décrit par le produit matriciel nul ccT

(
X − xxT

)
= 0.
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Comme proposé dans [88], multiplions à présent les inégalités d′ ≤ cT x ≤ d par xi ou
par (1− xi) pour chaque i dans {1, ..., n}. Les deux propositions suivantes montrent que, sous
certaines hypothèses, cette technique permet d’obtenir de meilleurs bornes.

Proposition 6.6. [100] Si (X,x) est admissible pour (P {0, 1}) alors pour tout i dans {1, ..., n}
les contraintes d′xi ≤

∑n
j=1 cjXij ≤ dxi, et d′ (1− xi) ≤

∑n
j=1 cj (xj −Xij) ≤ d (1− xi) sont

valides pour (P {0, 1}). Si (X, x) ∈ Sn × <n est tel que X − xxT < 0 et s’il existe i0 dans
{1, ..., n} tel que d′xi0 ≤

∑n
j=1 cjXi0j ≤ dxi0 et d′ (1− xi0) ≤

∑n
j=1 cj (xj −Xi0j) ≤ d (1− xi0)

alors d′ ≤ cT x ≤ d.

Proposition 6.7. [100] Si cj ≥ 0 pour tout j ∈ {1, ..., n}, d′ ≤ 0, et (X, x) ∈ Sn × <n est tel
que X−xxT < 0, alors :

∑n
j=1 cjXij ≤ dxi pour tout i dans {1, . . . , n} et

∑n
j=1 cj (xj −Xi0j) ≤

d (1− xi0) pour au moins un indice i0 dans {1, . . . , n} impliquent ccT •X−(d′ + d) cT x+dd′ ≤ 0.

Remarquons que l’hypothèse “il existe i0 dans {1, . . . , n} tel que
∑n

j=1 cj (xj −Xi0j) ≤
d (1− xi0)” peut être remplacée par cT x ≤ d.

Une autre idée naturelle est de se ramener au cas d’égalité (de la section précédente) en
ajoutant une variable d’écart x0 au problème. Imposons donc que cT x + x0 = d avec x0 ≥ 0,

et appliquons la règle LE2 du tableau 6.1 (elles sont toutes équivalentes). Notons c′ =

(
c

1

)
,

x′ =

(
x

x0

)
et imposons X ′ − x′x′T < 0. Un calcul identique à celui mené dans la proposition

6.2 donne c′c′T • (
X ′ − x′x′T

)
+

(
cT x + x0 − d

)2 = 0. On obtient donc également que cT x ≤ d,
et aussi c′c′T

(
X ′ − x′x′T

)
= 0. Donc en suivant la preuve de la proposition 6.4, on obtient

pour tout j dans {1, . . . , n} ∑n
i=1 ci (Xij − xjxi) + X ′

j0 − xjx0 = 0. Puisque cT x + x0 = d, il
vient :

∑n
i=1 ciXij = dxj − X ′

j0. En imposant à présent X ′
j0 ≥ 0 pour tout j dans {1, . . . , n},

on retrouve donc les n inégalités déjà étudiées
∑n

i=1 ciXij ≤ dxj . Le tableau 6.2 résume les
traitements étudiés et les règles associées.

(PL) (SDP {0, 1})
Règle LI1

d′ ≤ cT x ≤ d ccT •X − (d + d′) cT x + dd′ ≤ 0
Règle LI2∑n

j=1 cjXij ≤ dxi i = 1, ..., n

d′xi ≤
∑n

j=1 cjXij i = 1, ..., n

d′ (1− xi) ≤
∑n

j=1 cj (xj −Xij) i = 1, ..., n∑n
j=1 cj (xj −Xij) ≤ d (1− xi) i = 1, ..., n

Tab. 6.2. Règles LI1 et LI2 pour les inégalités linéaires
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6.4 Algorithme de construction d’une relaxation semidéfinie à partir
d’une relaxation linéaire

En utilisant les règles et résultats précédents, on peut proposer l’algorithme suivant pour
construire de manière systématique une relaxation SDP à partir d’une relaxation linéaire (PL)
donnée pour P ({0, 1}) :

1. Choisir une relaxation linéaire (PL) pour le problème combinatoire (P {0, 1}). Rappelons que
X contient les variables de linéarisation présentes dans (PL).

2. Construire la relaxation semidéfinie comme suit :

a) Copier la fonction à optimiser.

b) Remplacer les contraintes x ∈ [0, 1]n par X − xxT < 0 (on a d(X) = x).

c) Copier les contraintes contenant des variables de linéarisation (i.e. Xij i, j ∈ {1, . . . , n},
i 6= j). On conserve donc en particulier toutes les inégalités efficaces utilisées dans la
relaxation (PL), spécifiques au problème considéré.

d) Appliquer une des règles LE1, LE2, LE3, ou LE4 aux contraintes d’égalité contenant
uniquement x.

e) Appliquer la règle LI1 ou la règle LI2 aux contraintes d’inégalité contenant uniquement
x.

f) Retirer éventuellement les contraintes redondantes.

Les propositions de ce chapitre et cet algorithme ont permis le développement du logiciel
libre SDP_S [44] lors de plusieurs stages d’élèves-ingénieurs de l’Institut d’Informatique d’En-
treprise que j’ai encadrés. SDP_S formule automatiquement des relaxations semidéfinies pour
les programmes quadratiques en variables bivalentes sans que l’utilisateur n’ait besoin d’être un
spécialiste de la SDP. Son intérêt principal est de permettre d’élaborer puis de tester rapidement
de multiples relaxations semidéfinies pour un problème donné à partir de relaxations linéaires
connues. La documentation du logiciel est disponible dans l’annexe [44]. Nous avons bien sûr uti-
lisé de manière intensive cet outil pour toutes nos études expérimentales présentées dans la partie
III de ce document. Une version graphique (SDP_SX) [9] a été développée afin de rendre encore
plus aisée l’utilisation de SDP_S. Elle permet en particulier de tracer les courbes de convergence
du logiciel gratuit SB [67] dont les sources ont été utilisées pour la résolution numérique des
programmes semidéfinis. Une illustration est donnée dans la figure 6.1.
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Fig. 6.1. SDP_SX : l’interface graphique de SDP_S

6.5 Conclusion et perspectives

Une extension naturelle de notre approche est son application au cas des programmes en
variables mixtes. Un travail préliminaire à ce sujet a été effectué dans [84]. Il concerne le cas
particulier des programmes pouvant s’exprimer comme :

(P )





Min A0 •X + B0 • Y + C0 • Z + bT x + cT y

s.c. :
(Q) Ai •X + Bi • Y + Ci • Z + cT

i x + dT
i y = (ou ≤) ei i ∈ {1, ..., t1}

(LE) cT
i x + dT

i y = ei i ∈ {t1 + 1, ..., t2}
(LI) ei ≤ cT

i x + dT
i y ≤ e′i i ∈ {t2 + 1, ..., t}

X = xxT Y = yyT Z = xyT

x ∈ {0, 1}n
y ∈ [0, 1]m
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où 1 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t. X est donc associée à la partie quadratique bivalente, Y à la partie
quadratique réelle, et Z à la partie quadratique mixte. Les matrices Ai sont éléments de Sn, Bi

de Sm, et Ci sont des matrices réelles n × m. Si pour tout i dans {1, . . . ,m}, on se donne yi

une borne supérieure de chaque yi (remarquons qu’il est toujours possible de prendre 1 ici). Une
relaxation linéaire possible du problème (P ) est :

(PL)





Min A0 •X + B0 • Y + C0 • Z + cT x + dT y

s.c. :

(Q′) Ai •X + Bi • Y + Ci • Z + cT
i x + dT

i y = (or ≤) ei i ∈ {1, ..., t1}
(LE) cT

i x + dT
i y = ei i ∈ {t1 + 1, ..., t2}

(LI) ei ≤ cT
i x + dT

i y ≤ e′i i ∈ {t2 + 1, ..., t}
0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ {1, ..., n}
0 ≤ yj ≤ 1 j ∈ {1, ..., m}

Dont les contraintes de linéarisation de type :

(1) Xij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., n}
(1′) Yij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., m}
(1′′) Zij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., n} × {1, ...m}
(2) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j ∈ {1, ..., n}
(2′) Yij ≤ yjyi ; Yij ≤ yiyj i < j ∈ {1, ..., m}
(2′′) Zij ≤ yjxi ; Zij ≤ yj i < j ∈ {1, ..., n} × {1, ...m}
(3) xi + xj − 1 ≤ Xij i < j ∈ {1, ..., n}
(3′) yjyi + yiyj − yiyj ≤ Yij i < j ∈ {1, ..., m}
(3′′) yjxi + yj − yi ≤ Zij i < j ∈ {1, ..., n} × {1, ...m}

X ∈ Sn;

Y ∈ Sm;

On considère le vecteur u =

(
x

y

)
et la matrice U = uuT . Cette contrainte est relâchée

en U − uuT < 0, i.e.

[
1 uT

u U

]
=




1 x yT

x X Z

y ZT Y


 < 0. Les propositions de ce chapitre ainsi que

l’algorithme présenté dans la section précédente se généralisent alors facilement [84]. Puisqu’à
l’exception du traitement des contraintes d’intégrité, on retrouve les mêmes types de contraintes
à traiter. Il suffit ici d’imposer d(X) = x et d(Y ) ≤ ŷ, où ŷi = yiyi pour tout i dans {1, . . . , m}.
Ces inégalités linéaires garantiront que y ∈ [0, 1]. Si aucune borne meilleure que 1 n’est connue
a priori pour les composantes de y, on obtient alors d(Y ) ≤ y. Par exemple, en généralisant les
règles LE1 et LI1, on obtient alors le programme semidéfini suivant à partir de (PL) :
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(SDP )





Min A0 •X + B0 • Y + C0 • Z + bT x + cT y

s.c. :

(Q′) Ai •X + Bi • Y + Ci • Z + cT
i x + dT

i y = (ou ≤) ei i ∈ {1, ..., t1}
(LE′) cic

T
i •X + did

T
i • Y − 2ei

(
cT

i x + dT
i y

)− 2cid
T
i • Z = −e2

i i ∈ {t1 + 1, ..., t2}
(LI ′) cic

T
i •X + did

T
i • Y − (ei + e′i)

(
cT

i x + dT
i y

)− 2cid
T
i • Z ≤ −e′iei i ∈ {t2 + 1, ..., t}


1 xT yT

x X Z

y ZT Y


 < 0

d(X) = x, d(Y ) ≤ ŷ

Notons cependant que certaines linéarisations de (P ) sont compactes, i.e. emploient un
nombre réduit de variables. Cette approche a été présentée dans [58] et sera par ailleurs utilisée
dans le chapitre 8 de ce document pour un problème de placement de tâches dans un système
distribué. En particulier, la contrainte de borne sur y n’est généralement pas 1, ce qui ne pose
pas de problème pour la généralisation de notre approche. Par contre, nous perdons le caractère
"compact" de cette approche en conservant les matrices X, Y et Z qui ne sont pas présentes sous
cette forme dans cette approche. C’est pourquoi un champ de recherche est encore ouvert pour
traiter efficacement ces linéarisations par programmation semidéfinie (voir la conclusion générale
au chapitre 9).

A présent, nous allons pouvoir appliquer notre algorithme à plusieurs relaxations linéaires
connues pour leur efficacité dans la partie III de ce document, et nous obtiendrons ainsi di-
rectement et facilement des relaxations semidéfinies utilisables en pratique pour les problèmes
combinatoires considérés.





Troisième partie

Résolution de problèmes combinatoires

par Programmation Semidéfinie





7

Utilisation de la SDP dans le cadre d’une résolution exacte

7.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer que la programmation semidéfinie peut être utili-
sée efficacement comme évaluation dans une méthode de séparation/évaluation pour résoudre
exactement certains problèmes combinatoires (comme l’illustrent les travaux expérimentaux pré-
sentés dans [68] pour les programmes quadratiques en 0-1). L’excellence des bornes obtenues par
cette approche peut en effet compenser le temps nécessaire à la résolution numérique des SDP.
Cependant, nous verrons que la mise en place d’un tel algorithme soulève des problèmes spéci-
fiques, et en particulier la nécessité d’obtenir très tôt des solutions admissibles par l’utilisation
de méthodes issues de l’approximation polynomiale avec garanties de performance au pire cas.

7.2 Les problèmes Vertex-Cover et Max-Stable

Il existe de nombreux résultats théoriques concernant l’approximation des problèmesVertex-
Cover et Max-Stable, et en particulier en utilisant la programmation semidéfinie [87]. Cepen-
dant, peu d’expérimentations ont été menées avec cette approche dans le cadre d’une résolution
exacte. Dans les années 1990, cela était dû en grande partie à l’absence d’outils numériques
efficaces pour résoudre les SDP, ce qui rendait cette approche non compétitive. Cependant, en
considérant la très grande qualité des bornes obtenues par SDP pour ces problèmes, Van-Dat
Cung (actuellement professeur à l’ENSGI-INPG, Grenoble) et moi-même avons proposé [41] un
algorithme de séparation/évaluation pour le problème Vertex-Cover fondé sur CSDP2.3 [29]
(logiciel de résolution numérique de programmes semidéfinis fondé sur une méthode de point
intérieur) et la bibliothèque BOB-PM2 [10]. Ce premier travail a été complété par W.J. Van
Hoeve lors de son stage de fin d’études, encadré par V.D. Cung et moi-même, pour le problème
(équivalent) Max-Stable (voir [71] fourni en annexe).

Considérons G = (V,E), un graphe non-orienté où un entier positif wi est associé à chaque
sommet vi i ∈ {1, . . . , n}. Une couverture par les sommets des arêtes (ou vertex-cover) de G est
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un ensemble S ⊂ V tel que chaque arête e ∈ E possède une extrémité au moins dans S. L’objectif
est alors de déterminer un vertex-cover de poids total minimum. La formulation linéaire standard
de ce problème en variables 0-1 est :

(LP )V C





min
∑n

i=1 wixi

s.c. : xi + xj ≥ 1 (i, j) ∈ E

xi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n

(7.1)

Une solution optimale x de (LP )V C , la relaxation continue de (LP )V C , permet d’obtenir une
solution x̂ 1

2 -approchée très simplement en choisissant x̂i = 1 si et seulement si xi ≥ 1
2 pour tout

i dans {1, . . . , n}. Kleinberg et Goemans ont proposé et étudié dans [59] la relaxation semidéfinie
(SDP)V C , obtenue à partir d’un modèle en variables à valeurs dans {−1, 1}.

(SDP )V C





min 1
2

∑n
i=1 wi (1 + Y0i)

s.c. :
Yij − Y0i − Y0j = −1 ; ∀(i, j) ∈ E

d(Y ) = en+1

Y ∈ Sn+1 ; Y < 0

(7.2)

La valeur optimale de (SDP )V C vaut
∑n

i=1 wi− ϑ(G) [59], où ϑ(G) est le nombre de Lovász
de G [87]. Cette célèbre borne supérieure de α(G), le nombre de stabilité de G, permet de calculer
ce dernier en temps polynomial dans les graphes parfaits grâce à la relation α(G) ≤ ϑ(G) ≤ ξ(G),
où ξ(G) est le nombre chromatique du graphe complémentaire de G. ϑ(G) peut être défini, entre
autres, comme la valeur optimale des deux programmes semidéfinis équivalents suivants [80] :

(Θ1)





max eneT
n • Z

s.c. :
Zij = 0 ; ∀(i, j) ∈ E

I • Z = 1
Z ∈ Sn ; Z < 0

⇔ (Θ2)





max
∑n

i=1 wixi

s.c. :
Xij = 0 ; ∀(i, j) ∈ E

d(X) = x

X ∈ Sn ; X − xxT < 0

(7.3)

On retrouve donc la même relation entre ces deux bornes que celle qui lie les problèmes équiva-
lents Vertex-Cover et Max-Stable. Remarquons que nous retrouvons facilement (SDP )V C

en formulant (Θ2) dans le modèle {−1, 1}. La relaxation (SDP )V C est améliorée dans [59] en
ajoutant les inégalités valides Yij − Y0i − Y0j ≥ −1 ∀(i, j) ∈ V 2\E. Il s’agit en fait des inégalités
de linéarisation xi +xj ≤ 1+Xij écrites dans le modèle {−1, 1} (voir tableau 4.1, chapitre 4). On
obtient alors une relaxation semidéfinie de valeur

∑n
i=1 wi − ϑ′(G) (voir la preuve dans [59]), où

ϑ′(G) est la valeur du programme (Θ1) auquel on a ajouté les contraintes Zij ≥ 0 pour tout i < j

dans {0, . . . , n} (borne proposée dans [102]). En appliquant notre algorithme de la section 6.4
du chapitre 6, nous obtenons directement (Θ2) (et donc (SDP )V C) en partant de la relaxation
continue de (LP )V C .
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Les conditions sont ici idéales pour utiliser la programmation semidéfinie : l’approche par
programmation linéaire fournit des bornes assez pauvres (calculées à l’aide du logiciel PCx dans
le tableau 7.1), alors que celles obtenues par SDP sont excellentes. En particulier, la relaxation
(SDP )V C fournit des solutions entières (et donc optimales) pour la plupart des graphes de moins
de 75 sommets. Cependant, afin de rentabiliser le temps passé à la résolution des programmes
semidéfinis, nous avons choisi de construire à chaque sommet de l’arbre de recherche une solution
entière admissible à partir de la solution optimale de la relaxation SDP correspondante.

Type taille d PL SDP Opt. Err PL Err SDP PL Temps CPU SDP Temps CPU
pondéré 50 0,1 669 746 752 11,03% 0,80% 0,03s 0,2s (5)
pondéré 50 0,1 606 616 616 1,62% 0.00% 0,02s 0,2s (1)
pondéré 75 0,1 945 1129 1139 17,03% 0,88% 0,15s 5,7s (7)
pondéré 100 0,1 1344 1709 1745 22.9% 2.06% 1,47s 30,4s (75)
pondéré 100 0,3 1374 1827 1835 25,12% 0,44% 49,3s 246,0s (17)
pondéré 150 0,05 2027 2418 2493 18,69% 3,00% 1,05s 48,1s (231)
pondéré 200 0,03 2489 2697 2697 7,71% 0,00% 1,17s 25,5s (1)
pondéré 200 0,03 2566 2765 2772 7,43% 0,25% 1,81s 116,2s (5)

non pondéré 250 0,02 123 133 134 8,21% 0,75% 1,91s 165,4s (9)

Tab. 7.1. Evaluation de la racine de l’arbre de recherche . PL correspond à (LP )V C et SDP à (SDP )V C .
La valeur indiquée entre parenthèses dans la dernière colonne est le nombre d’évaluations par SDP
nécessaires à la résolution exacte de l’instance par notre méthode d’évaluation/séparation.

Cela permet un élagage plus efficace de notre arbre de recherche (éventuellement dès la
racine). Pour cela, pour chaque i dans {0, . . . , n} on considère le vecteur réel (Yi1, . . . , Yin) de
la solution optimale du SDP. Puis, pour chaque j dans {1, ..., n} si Yij > 0 alors on pose yi =
1 sinon yi = −1. Tant qu’une arête n’est pas couverte, on applique l’heuristique gourmande
suivante : poser yi0 = 1 où i0 est tel que wi0

di0
= mini/∃(i,j)∈E non couverte

{
wi

di

}
où di est le degré

du sommet vi dans le graphe partiel formé des arêtes non couvertes. On retient bien sûr la
meilleure solution entière trouvée pendant l’algorithme. La stratégie de parcours de l’arbre de
recherche est "le meilleur d’abord" et l’algorithme de séparation/évaluation est parallélisé grâce
à la bibliothèque BOB-PM2 [10]. Nous avons utilisé un SMP 4xPentium II 400Mhz sous Linux
pour l’ensemble des tests. Les résultats obtenus sont concurrentiels avec l’état de l’art (voir
par exemple [90]). Remarquons dans le tableau 7.2 que nous obtenons parfois des valeurs du
"Speed-Up" (égal au rapport du temps d’exécution de l’algorithme par un seul processeur par
le temps d’exécution de l’algorithme parallélisé) supérieures au nombre de processeurs utilisés.
Cela démontre l’intérêt de la parallélisation de l’algorithme de séparation/évaluation. Le nombre
de contraintes du programme (SDP )V C dépendant de la densité du graphe, notre approche est
performante pour des graphes de faible ou moyenne densité. D’autres résultats numériques pour
le problème Max-Stable sont présentés dans [71] fourni dans l’annexe.
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Taille d noeuds évalués Temps CPU # processeurs Speed Up
100 0.1 7+2 179 s 2 1.25
100 0.1 11+0 333 s 2 1.01
100 0.1 23+20 1460 s 2 2.29
100 0.3 3+0 829 s 2 0.99
150 0.05 67+58+58 5098s 3 3.56
150 0.1 13+9 2775 s 2 1.93
250 0.02 7+2 965 s 2 1.72

Tab. 7.2. Vertex-Cover : Résolution exacte par un algorithme de séparation/évaluation parallèlisé.

7.3 Le problème Max-2Sat

Soit un ensemble de variables booléennes X = {x1, ..., xn} et un ensemble de clauses
X = {C1, ..., Cm} comportant au plus deux littéraux. Dans le problème Max-2Sat, on cherche
à fixer les variables à “vrai” ou “faux” de façon à maximiser le nombre de clauses satisfaites. Ici,
afin d’obtenir des relaxations semidéfinies, on formule Max-2Sat comme un programme qua-
dratique à variables bivalentes. En notant v(Ci) la valuation de la ime clause Ci, on remarque
que v (xi ∨ xj) = 1− v (xi ∧ xj) = 1− v (xi) v (xj) = 1− (1− xi) (1− xj) = xi + xj − xixj . Pour
les autres types de clauses on fait le même type de calcul en remplaçant simplement xi par −xi

si le littéral apparaît complémenté. Cela permet formuler notre problème comme suit :

(Max-2Sat)

{
max

∑m
i=1 v (Ci) = xT Ax + bT x = A •X + bT x

s.c. : X = xxT , x ∈ {0, 1}n

Il suffit ensuite de relâcher la contrainte X = xxT en X < xxT pour obtenir une relaxa-
tion semidéfinie. Cette dernière sera bien entendu équivalente à celle obtenue à partir d’un
modèle {−1, 1} (voir chapitre 4). En effet, en travaillant à présent avec n + 1 variables yi à
valeurs dans {−1, 1}, on a v (xi ∨ xj) = 1− v (xi ∧ xj) = 1− v (xi) v (xj) = 1− 1−y0yi

2
1−y0yj

2 =
1
4 (3 + y0yi + y0yj − yiyj). Cela conduit à une relaxation semidéfinie de la forme [60] :

(SDPM2S)

{
max C • Y

s.c. : d(Y ) = en+1 ; Y < 0 ; Y ∈ Sn+1

Nous avons proposé dans [99] un algorithme de séparation/évaluation fondé sur (SDPM2S).
Afin d’élaguer au plus tôt l’arbre de recherche, nous avons utilisé les remarquables résultats en
approximation polynomiale développés dans [51, 60] pour construire à chaque sommet de l’arbre
de recherche une solution admissible très proche de l’évaluation. Le principe est de décomposer
Y < 0, la solution optimale du SDP, en Y = V V T , et d’utiliser le champ de vecteurs unitaires
donné par les lignes vi de V pour constuire une solution admissible. Trois approches sont décrites
dans [51, 60] :



7.3 Le problème Max-2Sat 65

1. Prendre un vecteur e0 uniformément distribué sur la sphère unité de dimension n, puis chaque
i dans {1, . . . , n}, si vT

i e0 ≥ 0 alors on pose yi = 1 et sinon yi = −1. On peut montrer [60]
que cela conduit à un algorithme (aléatoire) 0, 878-approché pour Max-2Sat.

2. On peut améliorer ce résultat en étudiant les pires cas de la méthode précédente. Par exemple,
pour la clause xi∨xj , la contribution dans la fonction objectif est 1

4 (3− Y0i − Y0j − Yij) et le
pire cas est celui où deux des variables de l’expression précédente valent −0, 689 et le troisième
1. L’idée est alors pour chaque i dans {1, . . . , n} de fixer yi = 1 avec une probabilité δ si
vT

i v0 ≥ 0 (sinon yi = −1), et dans l’autre cas d’appliquer l’approche 1 avec la probabilité 1−δ.
Ainsi, on améliore le pire cas si δ est choisi suffisamment petit. Mais malheureusement, pour
obtenir un ratio meilleur 0, 888 il est nécessaire d’ajouter toutes les inégalités de linéarisation
(voir tableau 4.1, chapitre 4) : Y0i + Y0j + Yij ≥ −1, −Y0i − Y0j + Yij ≥ −1, et −Y0i + Y0j −
Yij ≥ −1. Ce résultat rend inexploitable cette approche pour notre usage, car le programme
semidéfini obtenu perd alors son caractère creux et est beaucoup plus long à résoudre.

3. Une troisième technique consiste à associer préalablement un nouveau champ de vecteurs W

au champ V avant d’appliquer l’approche 1 sur W .

v
0

v
i

wiτ

(τ)f

Fig. 7.1. Transformation du champ de vecteurs

Pour cela on choisit wi dans le plan défini par (v0, vi) du même coté de v0 et vi (pour obtenir
deux angles inférieurs ou égaux à π

2 ), et tel que arccos
(
wT

i v0

)
= f

(
arccos

(
vT

i v0

))
, où f est

une fonction vérifiant f(π− τ) = π−f(τ) de manière à traiter de la même façon les littéraux
positifs et négatifs. Prendre f(τ) = τ revient donc à utiliser la méthode 1. Il a été montré
numériquement en discrétisant les valeurs des angles [51] (il semble insurmontable de mener la
preuve de façon analytique) que la fonction f(τ) = τ +0.806765

[
π
2 (1− cos(τ)− τ)

]
conduit

à une solution 0, 931-approchée si les inégalités de linéarisation sont ajoutées à (SDPM2S).
Remarquons que cette approche a été généralisée récemment dans [53].

Nos tests numériques préliminaires ont montré que la première technique conduit à des solu-
tions en moyenne à 3% à la racine de l’arbre de recherche, alors que la troisième approche permet
d’obtenir des solutions à moins de 1%, et ceci sans utiliser les contraintes de linéarisation. Le
caractère creux de la relaxation SDPM2S étant préservé, une méthode de point-intérieur pour
la résolution des programmes semidéfinis telle que CSDP [29] est donc adaptée (la convergence
est ici très rapide : en moyenne 7 itérations). Nous disposons à chaque itération de CSDP d’une
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# variables # clauses B&C B&B SDP # évaluations SDP
50 100 3,32 s 52,2 s 111
50 500 26,94 s 6,5 s 13
50 1000 64,76 s 33, 1s 67
50 1500 1933,55 s 69,7 s 97
50 2500 3378,69 s 173,7 s 331
50 3500 10142,31 s 277,1 s 495
50 5000 37241,84 s 50,59 s 75
100 1000 22915,42 s 1630,78 s 1273
100 2500 non résolu 2834,22 s 2109

Tab. 7.3. Temps CPU de résolution exacte pour Max-2Sat.

borne par le programme dual ce qui permet dans certains cas d’élaguer l’arbre de recherche avant
même que le SDP ne soit totalement résolu. L’exploration est effectuée en profondeur d’abord
et la séparation est effectuée sur la variable d’indice i0 tel que Yi0n+1 = mini |Yin+1|. Dans le
tableau 7.3, B&C correspond aux résultats obtenus sur un IBM RS6000/390 par l’algorithme de
Branch&Cut proposé par Joy, Mitchell, et Borchers dans [73], et B&B SDP à notre approche
fondée sur (SDPM2S). Nous avons utilisé un Pentium II 400Mhz sous Linux dont la puissance
de calcul est comparable (environ 1,4 fois plus importante, voir [45]). Les instances utilisées
sont disponibles à l’adresse http ://infohost.nmt.edu/˜borchers/. Récemment, une nouvelle ap-
proche particulièrement efficace pour la résolution exacte de Max-2Sat utilisant des méthodes
de séparation fondées sur la programmation disjonctive a été proposée dans [28]. Il serait inté-
ressant d’effectuer une comparaison avec l’approche semidéfinie en utilisant les derniers outils
de résolution numérique des SDP (la version de CSDP utilisée dans nos tests de 2001 [99] est la
2.2).

7.4 Conclusion

Nous avons pu constater dans ce chapitre que la programmation semidéfinie peut être une
approche efficace pour résoudre exactement certains problèmes combinatoires par une méthode de
séparation/évaluation. Cependant, cela n’est possible que dans certaines conditions. L’existence
d’un écart important entre la qualité des bornes fournies par l’approche par programmation
linéaire et celle par programmation semidéfinie est un critère pertinent (comme pour le problème
Max-Stable). D’autre part, il est nécessaire d’obtenir très tôt dans l’arbre de recherche une
solution optimale du problème (comme pourMax-2Sat). En effet, très peu d’évaluations doivent
être effectuées compte tenu du temps nécessaire à la résolution d’un programme semidéfini. Il est
donc indispensable d’utiliser non seulement les bornes mais également les solutions optimales des
relaxations semidéfinies pour construire à chaque sommet de l’arbre de recherche des solutions
admissibles du problème combinatoire. La preuve de l’optimalité est alors obtenue rapidement
compte tenu de l’élagage très important.
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Utilisation de la SDP pour la résolution approchée

8.1 Introduction

Ce chapitre présente une synthèse de résultats concernant la résolution approchée de plusieurs
problèmes combinatoires particulièrement difficiles. Pour ces problèmes, seules des instances de
petite taille peuvent être résolues exactement, c’est pourquoi l’obtention de bornes de bonne
qualité constitue déjà une tâche ardue. L’utilisation de la programmation semidéfinie est donc ici
pertinente. Nous allons bien sûr appliquer les résultats théoriques et les méthodes systématiques
présentés dans les chapitres 5 et 6 pour élaborer nos relaxations semidéfinies, et nous mettrons
l’accent sur les problèmes pratiques de résolution numérique consécutifs au choix des relaxations
choisies.

8.2 Le problème k-cluster

Dans cette section nous allons présenter uniquement les résultats concernant l’approche se-
midéfinie pour ce problème qui a déjà été défini dans le chapitre 2. Considérons les modèles
quadratiques en variables {0, 1} et {−1, 1} (équivalents) de k-cluster :

(KC){0,1}





max 1
2W •X

s.c.
∑n

i=1 xi = k

x ∈ {0, 1}n

X = xxT

(KC){−1,1}





max 1
8

∑n
i=1

∑
j 6=i Wij (1 + yiyj + yi + yj)

s.c.
∑n

i=1 yi = 2k − n

y ∈ {−1, 1}n

En utilisant les résultats du chapitre 4, on obtient les relaxations semidéfinies basiques (équiva-
lentes) de ces deux programmes :

(KC SDP ){0,1}





max 1
2
W •X

s.c.
∑n

i=1 xi = k

d(X) = x[
1 xT

x X

]
º 0

(KC SDP ){−1,1}





max 1
8

∑n
i=1

∑
j 6=i Wij (1 + Yij + Y0i + Y0j)

s.c.
∑n

i=1 Y0i = 2k − n

d(Y ) = en+1

Y º 0
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Plusieurs auteurs ont utilisé la programmation semidéfinie pour construire des algorithmes
(aléatoires) approchés avec garantie de performance pour k-cluster. L’objectif était de dépasser
le ratio d’approximation k

n qui semble hors d’atteinte par d’autres approches (par programmation
linéaire en particulier). En 1998, en utilisant (KC SDP ){−1,1} un premier résultat de ce type
était présenté [105]. Malheureusement, la démonstration (très technique) était fausse [106], un
contre-exemple étant donné dans [52]. Parallèlement à ces premiers essais infructueux, d’autres
auteurs eurent l’idée de renforcer (KC SDP ){−1,1} en lui ajoutant des égalités valides afin de
rendre non admissibles les solutions des contre-exemples précédents. Ainsi, dans [63, 64], les au-
teurs ajoutent la contrainte

∑n
i=1

∑n
j=1 Yij = (2k − n)2, alors que dans [52], c’est l’ensemble des

contraintes "produits"
∑n

i=1

∑n
j=1 Yij = Y0i (2k − n) pour tout i dans {1, . . . , n} qui est consi-

déré. Nous savons grâce aux résultats du chapitre 5 que ces contraintes conduisent en fait à des
relaxations semidéfinies équivalentes.

Plus récemment, dans [72], les auteurs renforcent la relaxation proposée dans [64] en ajoutant
l’ensemble des inégalités triangulaires et donc les inégalités de linéarisation (voir le tableau 4.1
du chapitre 4), pour obtenir finalement la relaxation semidéfinie (KC SDP )SJ . Même si elle
présente un intérêt théorique certain dans le domaine de l’approximation polynomiale, cette der-
nière relaxation est moins intéressante dans la pratique puisqu’elle contient O

(
n3

)
contraintes,

et fournit des bornes de qualité comparable à celles que nous allons obtenir avec une relaxation
contenant seulement O

(
n2

)
contraintes.

(KC SDP )SJ





max 1
8

∑n
i=1

∑
j 6=i Wij (1 + Yij + Y0i + Y0j)

s.c.
∑n

i=1 Y0i = 2k − n∑n
i=1

∑n
j=1 Yij = Y0i (2k − n) i ∈ {1, . . . , n}

Yij + Yjk + Yik ≥ −1 i, j, k distincts dans {0, . . . , n}
Yij − Yjk − Yik ≥ −1 i, j, k distincts dans {0, . . . , n}
d(Y ) = en+1

Y º 0

Dans [100], nous avons appliqué la démarche présentée dans le chapitre 6 en nous fondant
sur les résultats existants en programmation linéaire. Au lieu de partir du modèle (KC){−1,1}
et d’enrichir la relaxation semidéfinie basique (KC SDP ){−1,1}, nous avons profité du travail
très complet de [18] sur l’approche par programmation linéaire pour le problème k-cluster en
considérant les relaxations linéaires issues de (KC){0,1}. En examinant les résultats théoriques
et expérimentaux présentés dans [18], nous avons choisi d’appliquer l’algorithme présenté dans la
section 6.4 du chapitre 6 au programme (PL3)KC , car cette relaxation linéaire donne globalement
les meilleurs résultats expérimentaux (bornes de bonne qualité et temps de calcul raisonnable).
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(PL3)KC





max 1
2W •X

s.c. :
(a)

∑n
i=1 xi = eT

nx = k

(b)
∑

i<j Xij +
∑

j>i Xij = (k − 1)xi i ∈ {1, ..., n}
(c) Xij ≥ 0 i < j /∈ E

(d) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j /∈ E

0 ≤ xi ≤ 1 i ∈ {1, ..., n}

Nous appliquons donc notre algorithme en choisissant la règle LE1 pour la contrainte (a)
pour obtenir (a′) (voir la table 6.1 du chapitre 6). Ici utiliser la règle LE2 conduit à retrouver
les contraintes (b′) qui sont simplement copiées dans notre SDP. La contrainte eneT

n •X = k2 est
redondante (voir la proposition 6.3 du chapitre 6) mais elle permet d’accélérer la convergence de
SB [67], le logiciel de résolution numérique des SDP que nous avons choisi d’utiliser.

(SDP3)KC





max 1
2W •X

s.c. :
(a′) eT

nx = k , eneT
n •X = k2

(b′)
∑n

i=1 Xij = kxj ∀j ∈ {1, ..., n}
(c′) Xij ≥ 0 i < j ∈ {1, ..., n}
(d′) Xij ≤ xi ; Xij ≤ xj i < j ∈ {1, ..., n}

d(X) = x ; X − xxT º 0

Les résultats présentés dans [100] pages 479-480 (voir l’annexe) montrent la pertinence de
notre démarche : (SDP3)KC est une meilleure relaxation que celles présentées dans [64] et [52],
et elle fournit d’excellents résultats expérimentaux en terme de qualité des bornes obtenues et des
temps de calcul. Il est en particulier remarquable que cette relaxation semidéfinie permette d’at-
teindre en un temps plus court les bornes obtenues par programmation linéaire. Ce phénomène
est illustré dans la figure 1 page 481 de [100] (voir l’annexe).

8.3 CMAP : un problème d’allocation de tâches avec contraintes de
ressources

Les problèmes d’allocation de tâches dans les systèmes distribués ont de nombreuses variantes
et ont été beaucoup étudiés [19, 20, 21, 22, 33, 43, 62]. En particulier nous avons proposé dans
[97] (fournie en annexe) une heuristique rapide fondée sur une méthode de décomposition et
la programmation linéaire, et appliqué la méthode VNS (Variable Neighborhood Search) dans
[36] pour une variante sans contraintes de ressources. Celle qui nous intéresse ici, le problème
CMAP, consiste à affecter N tâches communicantes à P processeurs dans un système distribué,
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de façon à minimiser la somme totale des coûts d’exécution et de communication. Une hypothèse
particulière est faite sur les coûts de communication qui sont dits “uniformes” car ils ne dépendent
que des tâches. Plus précisément Ctt′ est le coût de communication entre les tâches t et t′, si
ces dernières sont affectées à des processeurs différents (Ctt est nul pour tout t ∈ {1, ..., N}).
Qtp représente le coût d’exécution de la tâche t lorsqu’elle est affectée au processeur p. Enfin,
chaque processeur possède une mémoire limitée np, et chaque tâche t requiert une quantité st de
mémoire pour être exécutée. Pour modéliser notre problème comme un programme quadratique
en 0-1 soumis à des contraintes linéaire, on utilise des variables de décision xtp qui valent 1 si
et seulement si la tâche t est affectée au processeur p. Les contraintes linéaires du programme
traduisent le fait que chaque tâche doit être affectée à exactement un processeur et les contraintes
de capacité des processeurs.

(CMAP )





Min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp +

∑N
t=1

∑
t′<t

∑P
p=1 Ctt′xtp (1− xt′p)

s.c.
∑P

p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N∑N
t=1 stxtp ≤ np p = 1, . . . , P

x ∈ {0, 1}NP

CMAP est un problème NP-difficile, et nous avons montré que sa résolution approchée avec
garantie de performance fixée (algorithme ε-approché) même dans des cas très particuliers est
un problème NP-difficile (voir [98], fourni dans l’annexe). Des travaux portant sur différentes
relaxations linéaires et une méthode de décomposition lagrangienne ont été menés par Sourour
Elloumi et Eric Soutif du CEDRIC-CNAM dans [47]. Nous avons complété ces travaux avec ces
auteurs en étudiant l’apport de la programmation semidéfinie à l’obtention de bornes pour CMAP
[46, 100]. Au total, sept bornes différentes ont été proposées, et un travail comparaison théorique
et d’expérimentation a permis de déterminer les avantages et inconvénients de chaque approche
en termes de qualité et de temps de calcul. Pour une présentation exhaustive sur les approches
par programmation linéaire et la méthode de décomposition lagrangienne voir [46] dans l’annexe.

Rappelons à présent les trois relaxations par programmation linéaire proposées dans [47]. Ces
dernières nous seront utiles pour construire nos relaxations semidéfinies à l’aide de l’algorithme
présenté dans le chapitre 6. La première (LP )1, est obtenue en remplaçant chaque terme quadra-
tique par une variable et les contraintes classiques de linéarisation. On note L1 la valeur optimale
de (LP )1.
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(LP )1





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′

−∑N
t=1

∑N
t′=t+1

∑P
p=1 Ctt′Xtpt′p

s.c.
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N

(Cap)
∑N

t=1 stxtp ≤ np p = 1, . . . , P

(L1) Xtpt′p ≤ xtp 1 ≤ t < t′ ≤ N p = 1, . . . , P

(L2) Xtpt′p ≤ xt′p 1 ≤ t < t′ ≤ N p = 1, . . . , P

(Pos) Xtpt′p ≥ 0 ; xtp ≥ 0 p = 1, . . . , P

1 ≤ t < t′ ≤ N

Nous aurions pu noter Xtpt′p simplement Xtpt′ , mais cette notation facilitera par la suite notre
comparaison avec les programmes semidéfinis. Dans [20], il est démontré que L1 est égale à la
valeur optimale du dual lagrangien de (CMAP) où les contraintes (Aff) et (Cap) sont dualisées.
Cette relaxation est très mauvaise si tous les coûts d’exécution sont nuls mais excellente si les
contraintes de capacité (Cap) sont supprimées de (CMAP) [19].

(LP )2





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′

−∑N
t=1

∑N
t′=t+1

∑P
p=1 Ctt′Xtpt′p

s.c.
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, ..., N

(Prod)
∑P

p=1 Xtpt′p′ = xt′p′ 1 ≤ t < t′ ≤ N

p′ = 1, . . . , P

(Cap)
∑N

t=1 stxtp ≤ np p = 1, . . . , P

(LS1)
∑t′−1

t=1 stXtpt′p +
∑N

t=t′+1 stXt′ptp ≤ (np − st′)xt′p t′ = 1, ..., N

p = 1, . . . , P

(LS2)
∑t′−1

t=1 stXtpt′p′ +
∑N

t=t′+1 stXt′p′tp ≤ npxt′p′ t′ = 1, . . . , N

p, p′ = 1, . . . , P, p′ 6= p

Xtpt′p′ ≥ 0 ; xtp ≥ 0 p, p′ = 1, . . . , P

1 ≤ t < t′ ≤ N

La seconde relaxation linéaire (LP )2 est obtenue en suivant l’approche proposée dans [3].
On construit les contraintes linéaires (Prod), (LS1) et (LS2) en multipliant les contraintes
(Aff) et (Cap) par xtp, puis en linéarisant à l’aide de X. Pour (Cap), il est inutile de consi-
dérer les contraintes obtenues en multipliant par (1 − xtp) car ces dernières sont redondantes
grâce aux contraintes (Aff). On peut démontrer que L2, la valeur optimale de (LP2), est
supérieure ou égale à L1 [47]. La troisième relaxation linéaire est obtenue en suivant la mé-
thode proposée dans [58]. Pour tout (t, p) dans {1, . . . , N}×{1, . . . , P}, on remplace l’expression
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xtp

(
N∑

t′=1, t′ 6=t

1
2Ctt′xt′p

)
par une nouvelle variable htp, et pour ᾱ donné dans <N×P , on définit

le programme linéaire mixte suivant :

(Lᾱ)





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′ −

N∑
t=1

P∑
p=1

htp

s.c.
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N

(Cap)
∑N

t=1 stxtp ≤ np p = 1, . . . , P

(L1) htp ≤
N∑

t′=1, t′ 6=t

1
2Ctt′xt′p t = 1, . . . , N p = 1, . . . , P

(L2) htp ≤ ᾱtpxtp t = 1, . . . , N p = 1, . . . , P

htp ≥ 0 ; x ∈ {0, 1}N×P t = 1, . . . , N p = 1, . . . , P

Sous certaines hypothèses sur ᾱ, la relaxation continue de Lᾱ fournit une borne inférieure de
(CMAP). L’avantage évident de cette linéarisation "compacte" est le faible nombre de variables.
Dans [47], on choisit chaque α∗tp comme la solution d’un problème d’affectation particulier. Il est
alors démontré que les programmes (Lᾱ∗) et (CMAP) sont équivalents (voir [46] dans l’annexe
pour les détails). On note L3 la valeur de (Lᾱ∗), la relaxation continue de (Lᾱ∗). Comme indiqué
dans la conclusion du chapitre 6 nous ne disposons pas de méthode satisfaisante pour l’instant
pour élaborer une relaxation semidéfinie efficace et de taille comparable à celle de (Lᾱ∗) en par-
tant de ce programme linéaire.

La relaxation semidéfinie basique du programme (CMAP ) est particulièrement mauvaise ici,
c’est pourquoi nous l’avons renforcée avec les contraintes de positivité sur tous les éléments de la
matrice X pour obtenir (SDP0). Ce programme peut être vu comme une relaxation semidéfinie
"naive" directement élaborée à partir de (CMAP ).

(SDP0)





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp

−∑N
t=1

∑N
t′=t+1

∑P
p=1 Ctt′Xtpt′p +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′

s.c. :
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N

(Cap)
∑N

t=1 stxtp ≤ np p = 1, . . . , P

(Sdp) d(X) = x ;

[
1 xT

x X

]
< 0

(Pos) Xtpt′p′ ≥ 0 p, p′ = 1, . . . , P

1 ≤ t ≤ N ; 1 ≤ t′ ≤ N
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En revanche, puisque nous disposons de relaxations linéaires pour (CMAP ), nous pouvons
appliquer l’algorithme décrit dans la section 6.4 du chapitre 6. Construisons pour commencer une
relaxation semidéfinie (SDP1) en partant de (LP1). Nous utilisons la règle LE1 sur les contraintes
(Aff) pour obtenir en plus (Car1), et la règle LI1 sur (Cap) qui donne les contraintes (Car2)
puisque nous avons ici

∑N
t=1 stxtp ≥ 0 pour tout p dans {1, . . . , P}. Rappelons que (Car2) et

X − xxT < 0 impliquent (Cap) (voir proposition 6.5 du chapitre 6). Enfin, les contraintes où
apparaît X sont conservées et même étendues pour p′ 6= p (puisque toutes les variables de (X, x)
sont liées par X − xxT < 0).

(SDP1)





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp

−∑N
t=1

∑N
t′=t+1

∑P
p=1 Ctt′Xtpt′p +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′

s.c. :
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N

(Car1)
∑P

p=1

∑P
p′=1 Xtptp′ = 1 t = 1, . . . , N

(Car2)
∑N

t=1

∑N
t′=1 stst′Xtpt′p − np

∑N
t=1 stxtp ≤ 0 p = 1, . . . , P

(L) Xtpt′p′ ≤ xtp t, t′ = 1, . . . , N et t 6= t′

p′, p = 1, . . . , P

(Sdp) d(X) = x ;

[
1 xT

x X

]
< 0

(Pos′) Xtpt′p′ ≥ 0 p, p′ = 1, . . . , P

1 ≤ t ≤ N ; 1 ≤ t′ ≤ N

Construisons à présent (SDP2) en partant de (LP2).

(SDP2)





min
∑N

t=1

∑P
p=1 Qtpxtp

−∑N
t=1

∑N
t′=t+1

∑P
p=1 Ctt′Xtpt′p +

∑N
t=2

∑
t′<t Ctt′

s.c. :
(Aff)

∑P
p=1 xtp = 1 t = 1, . . . , N

(Car1)
∑P

p=1

∑P
p′=1 Xtptp′ = 1 t = 1, . . . , N

(Prod)
∑P

p=1 Xtpt′p′ = xt′p′ 1 ≤ t < t′ ≤ N

p′ = 1, . . . , P

(LS)
∑N

t=1 stXtpt′p′ ≤ npxt′p′ p, p′ = 1, . . . , P

t′ = 1, . . . , N

(Sdp) d(X) = x ;

[
1 xT

x X

]
< 0

(Pos) Xtpt′p′ ≥ 0 p, p′ = 1, . . . , P

1 ≤ t ≤ N ; 1 ≤ t′ ≤ N

Toutes les contraintes où apparaît X dans (LP2) sont conservées dans (SDP2). Remarquons
que (LS) est bien équivalent à (LS1) et (LS2) grâce à d(X) = x (on ne distingue donc pas
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le cas où p = p′). Il est inutile d’appliquer la règle LI1 à (Aff) pour ajouter les contraintes
(Car2). En effet, nous savons ici que les contraintes

∑N
t=1 st (xtp −Xtpt′p′) ≤ np (1− xt′p′) pour

p, p′ ∈ {1, . . . , P} et t′ ∈ {1, . . . , N} sont redondantes grâce aux contraintes (Aff) et (LS).
Puisque st ≥ 0 pour t ∈ {1, . . . , N}, les contraintes (LS) et la proposition 6.7 du chapitre 6
impliquent (Car2). La valeur optimale de (SDP2) est notée S2. On montre que :

Proposition 5 [46] S0, S1 et S2 étant les valeurs optimales respectives de (SDP0), (SDP1) et
de (SDP2), on a S0 ≤ S1 ≤ S2.

De plus, en appliquant notre algorithme du chapitre 6, nous avons la garantie que :

Proposition 6 [46] On a L1 ≤ S1 et L2 ≤ S2.

Nous renvoyons le lecteur à [46] dans l’annexe pour le détails des résultats expérimentaux.
La figure 8.1 en donne une synthèse pour l’ensemble des instances.
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Fig. 8.1. Comparaison des sept bornes sur l’ensemble des instances testées. D0 correspond à la méthode
de décomposition lagrangienne.

L’approche semidéfinie améliore considérablement les bornes obtenues par programmation
linéaire pour le problème (CMAP ). Les temps de calcul semblent cependant rédhibitoires pour
utiliser cette approche dans une méthode exacte. Cette impression doit être nuancée par la grande
qualité des bornes obtenues par (SDP2) ainsi que par la rapidité de convergence du logiciel SB au
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début de la résolution de cette relaxation. Pour l’exemple donné dans la figure 8.3 on ne dégrade
la borne fournie par (SDP2) que de 2% pour un temps de calcul divisé par 4. (SDP2) peut ainsi
être utilisée pour obtenir plus rapidement les valeurs optimales de la relaxation linéaire (LP2)
(voir plus de détails dans [100] en annexe).
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Fig. 8.2. Convergence du logiciel SB lors du calcul de S0, S1, et S2 pour une instance où N=20, P=5.
La valeur optimale vaut ici 2316.

8.4 QAP : le problème de l’affectation quadratique

Le problème de l’affectation quadratique (QAP) est l’un des problèmes les plus difficiles et les
plus étudiés de l’optimisation combinatoire. Ce problème ayant une grande importance pratique
[50], de nombreuses approches par programmation mathématique ont été étudiées pour obtenir
des bornes inférieures. On peut citer la programmation linéaire [1, 2, 27, 86], quadratique convexe
[5, 6], semidéfinie [31, 75, 95, 100, 111], et plus récemment des algorithmes de coupes utilisant la
programmation semidéfinie [11, 12, 49]. Une base d’instances variées est disponible sur internet
[32], et permet donc de tester expérimentalement une approche. La formulation standard pour
les instances purement quadratiques du QAP est :

(QAP )





min
∑

i,j,k,l Cijkl xijxkl

s.c.
∑n

i=1 xij = 1 j = 1, . . . , n∑n
j=1 xij = 1 i = 1, . . . , n

x ∈ {0, 1}n2
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8.4.1 Bornes par programmation semidéfinie

Il existe plusieurs relaxations semidéfinies pour ce problème dans la littérature. Les premières
bornes obtenues par cette approche ont été présentées dès 1995 dans la thèse de S. Karisch [75].
A cette époque, les méthodes (de point intérieur) utilisées pour résoudre numériquement les SDP
nécessitaient de disposer de points strictement réalisables dans le primal et le dual pour garantir
leur stabilité numérique. De plus, il était impossible de résoudre de grandes instances, et malgré
une étude poussée pour implémenter efficacement l’algorithme de résolution, certaines bornes
proposées dans [75] n’étaient pas à l’époque calculables en pratique. Certaines contraintes (trop
nombreuses) ont donc été relâchées et réintroduites sous forme de coupes, et les résultats numé-
riques de [75] correspondent donc à des bornes parfois nettement inférieures aux valeurs optimales
réelles des SDP proposés. L’arrivée de nouveaux outils numériques ne régla pas totalement cet
état de fait car le réglage des paramètres de ces derniers est parfois délicat et leur convergence
parfois très longue en fin de résolution. De plus, les auteurs développant (ou adaptant) parfois
leur algorithme de résolution et choisissant des critères d’arrêt différents, certaines relaxations
furent considérées comme meilleures que d’autres ou même difficilement comparables entre elles
[31].

Appliquons les résultats du chapitre 5. Nous savons qu’il est possible d’obtenir la valeur de la
relaxation lagrangienne partielle de (QAP) où les contraintes d’intégrité x ∈ {0, 1}n2

sont écrites
x2

ij = xij pour tout i et j dans {1, . . . , n}, et où les contraintes linéaires ne sont pas relâchées. Il
suffit en effet de résoudre le programme semidéfini suivant (il correspond au programme (SDP )P

du chapitre 5) :

(SDPP )





min C • Y

s.c. (Af1)
∑n

i=1 xij = 1 j = 1, . . . , n

(Af2)
∑n

j=1 xij = 1 i = 1, . . . , n

(P1)
∑n

i=1 Yijkl = xkl j, k, l ∈ {1, . . . , n}
(P2)

∑n
j=1 Yijkl = xkl i, k, l ∈ {1, . . . , n}

Z =

[
1 xT

x Y

]
< 0 et d(Y ) = x

(Y, x) ∈ Sn2 ×<n2

Ce SDP, appelé (QAPR1) dans [75] est considéré par l’auteur mais il est rapidement aban-
donné car il ne possède pas de point strictement réalisable, ce qui posait des problèmes de résolu-
tion numérique à l’époque. Ce n’est pas le cas pour son dual. En effet, nous avons vu au chapitre
4 qu’il suffit de prendre µ, vecteur des variables duales associées à d(Y ) = x, suffisamment grand,
et r associé à la contrainte Z11 = 1 suffisamment négatif pour obtenir des solutions strictement
réalisables (voir le programme (SD) du chapitre 4). Il n’y a donc pas de saut de dualité entre
(SDPP ) et son dual. Pour régler ce problème, S. Karisch propose naturellement de travailler
dans l’intérieur relatif de la région admissible de (SDPP ). Il y parvient en considérant la matrice
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réelle V̂ =

[
0 n

W en2

]
de dimension (n2 + 1) × (n − 1)2 + 1, où la matrice réelle n2 × (n − 1)2

W est le produit tensoriel de V =

[
In−1

−en−1

]
avec lui-même c’est-à-dire W =




V 0 . . . 0

0 V
...

...
. . . 0

0 . . . 0 V

−V . . . . . . −V



.

Puis il prend R tel que V̂ RV̂ T = Z =

[
1 xT

x Y

]
pour obtenir :

(QAPR1)





min C • Y

s.c. V̂ RV̂ T =

[
1 xT

x Y

]
et d(Y ) = x

R < 0 R ∈ S(n−1)2+1

En exprimant (QAPR1) uniquement en fonction de R, on obtient un SDP dont la région admis-
sible d’intérieur non vide. On a (voir le lemme 4.3.6 page 65 et la page 66 de [75]) :

Proposition 7 (SDPP ) est équivalent à (QAPR1).

Les matrices Z = V̂ RV̂ T admissibles de (QAPR1) satisfont donc les contraintes (P1) et
(P2), ainsi que les contraintes d’affectation (Af1) et (Af2). Cette démarche a ensuite été reprise
dans [111] puis [95]. Mais les relaxations équivalentes (QAPR1) et (SDPP ) fournissent de très
mauvaises bornes. Considérant le fait que pour x admissible de (QAP ) xxT est une matrice
de permutation, S. Karisch a utilisé les égalités d’orthogonalité valides Y Y T = Y T Y = I pour
obtenir les contraintes :

(Ortho) : bodiag(Y ) =
∑n

k=1 Yk.k. = I et oodiag(Y ) =
∑n

k=1 Y.k.k = I

L’élément de la ligne (i− 1)n + j et colonne (k− 1)n + l de Y étant Yijkl, Les notations Yk.k.

et Y.k.k correspondent donc aux matrices n×n correspondantes extraites de Y pour un k donné.
Les égalités (Ortho) sont redondantes dans (QAPR1) [75] si on ajoute :

(Gan) : Yijkl = 0 pour (i, j, k, l) dans J =
{
{1, . . . , n}4 : (i = k et j 6= l) ou (j = l et i 6= k)

}
.

Ces contraintes (appelées poétiquement "Gangster" en référence aux "trous" opérés dans la
matrice Z), sont déjà utilisées implicitement dans [86] dans le cadre d’une relaxation linéaire
pour limiter la taille de cette dernière. Enfin, S. Karisch propose d’ajouter les inégalités valides
Yijkl ≥ 0 pour tout i,j,k, et l dans {1, . . . , n}. Mais devant l’impossibilité de résoudre à l’époque
le programme semidéfini obtenu, il introduit ces contraintes comme coupes pour ses tests numé-
riques.
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En appliquant l’algorithme du chapitre 6 section 6.4 nous avons proposé dans [100] d’utiliser
la relaxation (SDPPP ) en la construisant à partir du programme linéaire (QAPLP ) présenté
dans [2] et utilisé également dans [86] (voir [100] dans l’annexe pour plus de détails).

(QAPLP )





min C • Y

s.c. (Af1)
∑n

i=1 xij = 1 j = 1, . . . , n

(Af2)
∑n

j=1 xij = 1 i = 1, . . . , n

(P1′)
∑n

i=1 Yijkl = xkl j, k, l = 1, . . . , n ; l 6= j

(P2′)
∑n

j=1 Yijkl = xkl i, k, l = 1, . . . , n ; k 6= i

(Pos) Yijkl ≥ 0 (i, j, k, l) ∈ {1, . . . , n}4 − J

(SDPPP )





min C • Y

s.c. (Af1)
∑n

i=1 xij = 1 j = 1, . . . , n

(Af2)
∑n

j=1 xij = 1 i = 1, . . . , n

(P1)
∑n

i=1 Yijkl = xkl j, k, l = 1, . . . , n

(P2)
∑n

j=1 Yijkl = xkl i, k, l = 1, . . . , n

(Pos) Yijkl ≥ 0 i, j, k, l = 1, . . . , n

Z =

[
1 xT

x Y

]
< 0 et d(Y ) = x

(Y, x) ∈ Sn2 ×<n2

Il s’agit du programme (SDPP ) auquel on a ajouté les contraintes (Pos). Le "Gangster" n’a
pas pris la fuite. En effet, examinons les contraintes (P1) lorsque l = j et (P2) lorsque i = k.
Puisque d(Y ) = x, on obtient

∑n
i=1|i6=k Yijkj = 0 pour tout k et j et

∑n
j=1|j 6=l Yijil = 0 pour tout

i et l. Les termes de ces sommes étant tous positifs, nous avons retrouvé les contraintes (Gan). Par
conséquent les égalités (Ortho) sont également satisfaites par (SDPPP ). Dans [100] nous avions
également ajouté les contraintes

∑n
i=1

∑n
k=1 Yijkj = 1 pour j ∈ {1, . . . , n} et ∑n

j=1

∑n
k=1 Yijik =

1 pour i ∈ {1, . . . , n} qui améliorent légèrement la convergence de SB [67], l’outil de résolution
alors utilisé. Mais rappelons que ces dernières sont redondantes (voir la proposition 6.3 au chapitre
6), et ne sont donc pas essentielles dans notre analyse. De nouveaux tests expérimentaux utilisant
un algorithme de lagrangien augmenté pour (SDPPP ) ont été publiés récemment dans [31].

(QAPR3)





min C • Y

s.c. (Gan) Yijkl = 0 (i, j, k, l) ∈ J

(Pos2) Yijkl ≥ 0 (i, j, k, l) ∈ {1, . . . , n}4 − J

V̂ RV̂ T =

[
1 xT

x Y

]
et d(Y ) = x

R < 0 R ∈ S(n−1)2+1
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De la même façon que (QAPR1) est équivalente à (SDPP ), la relaxation semidéfinie (QAPR3)
donnée dans [111] et utilisée de nouveau dans [95] est équivalente à (SDPPP ). Notons que
(QAPR3) était déjà proposée dès 1995 dans [75] (sous un autre nom). Les auteurs de [95] uti-
lisent également une relaxation plus faible, notée (QAPR2) qui est (QAPR3) sans les contraintes
(Pos). Cette relaxation est donc équivalente à (SDPPP ) sans les contraintes (Pos) mais avec
les contraintes (Gan) (qui ne sont plus couvertes par (P1) et (P2) puisque (Pos) a été retiré).
Remarquons que bien que l’algorithme de résolution des SDP utilisé dans [95] soit semblable à
celui de SB [67] (méthode "Spectral Bundle" [69, 81]), ces auteurs ont conservé l’approche de
S. Karisch en utilisant (QAPR3) et non pas (SDPPP ). Dans [31], d’autres auteurs indiquent
par ailleurs que le lien de dominance théorique entre ces deux relaxations n’est pas connu. Nous
venons de voir qu’elles sont équivalentes.

Ces résultats sont une illustration de ceux du chapitre 5. Nous vérifions que toutes ces relaxa-
tions "butent" sur la borne fournie par (DP )QAP , la relaxation lagrangienne partielle de (QAP)
où : les contraintes x ∈ {0, 1}n2

sont formulées x2
ij − xij = 0 pour tout i et j, les contraintes

linéaires ne sont pas relâchées, on a ajouté initialement les contraintes (Pos) i.e. −Yijkl ≤ 0.

(DP )QAP sup
ω≥0,µ

inf
x∈<n2 |Ax=b

xT


C + diag (µ)−

∑

i,j,k,l

ωijklE
ijkl


 x− µT x

µ est le vecteur des variables duales associées à x2
ij − xij = 0, ω celui associé à (Pos),

Ax = b représente les égalités linéaires (Af1) et (Af2), et Eijkl est la matrice n2 × n2 nulle
partout sauf à la ligne (i− 1)n + j et la colonne (k− 1)n + l où l’élément vaut 1. Nous avons en
effet établi que dans le cas booléen le programme (SDP )P, qui correspond ici à (SDPPP ), est
équivalent à (DP ), la relaxation lagrangienne partielle du problème où les contraintes linéaires
ne sont pas relâchées. Grâce aux résultats du chapitre 6, nous pouvons même proposer une autre
relaxation équivalente en utilisant l’approche présentée dans [83]. En effet, nous avons montré
que le programme (SDP )P était équivalent à (SDP )C qui peut se formuler pour (QAP) avec les
contraintes (Pos) comme :

(SDPCP )





min C • Y

s.c. (C) AT A • Y − 2bT Ax + b2 = 0
(Pos) Yijkl ≥ 0 i, j, k, l = 1, . . . , n[

1 xT

x Y

]
< 0 et d(Y ) = x

(Y, x) ∈ Sn2 ×<n2

Nous pouvons à présent résumer les résultats que nous avons présentés :

Proposition 8 (SDPPP ), (SDPCP ) et (QAPR3) sont tous équivalents à (DP )QAP .
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Dans le cadre d’une utilisation pratique, il est fondamental d’examiner le comportement
numérique des différents programmes semidéfinis considérés dans cette section. Comme remarqué
dans [95], l’utilisation du logiciel CSDP [29] n’est pas adaptée ici. Il faut par exemple 1,5 Go de
RAM et presque 3 heures sur un PC Pentium IV 2.2 GHz pour obtenir la valeur optimale égale
à 568 de (SDPPP ) pour l’instance Nug12.
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Fig. 8.3. Instance Nug12 : comparaison des bornes obtenues en fonction du temps CPU pour (SDPPP )

et (QAPCP ) avec le logiciel SDPLR (à gauche) et SB (à droite). Leur valeur optimale commune est 568.
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Fig. 8.4. Instance Nug20 : comparaison des bornes obtenues en fonction du temps CPU pour (SDPP2),
(QAPR2) et (SDPCP2) avec le logiciel SDPLR. Leur valeur optimale commune est 2385,6.

Dans la figure 8.3 nous avons comparé sur un Pentium 4 2,2 GHz les deux relaxations
(SDPPP ) et (SDPCP ) (équivalentes théoriquement) avec les logiciels SB [67] (méthode "Spec-
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tral Bundle"), et SDPLR [30] (fondé sur une méthode de lagrangien augmenté). On constate que
la convergence obtenue avec (SDPPP ) est bien meilleure dans les deux cas, celle de (SDPCP )
étant particulièrement lente avec SB (le tracé est interrompu au bout de 900 secondes mais la
convergence s’effectue au bout de nombreuses heures). Dans la figure 8.4, nous avons comparé sur
l’instance Nug20 trois relaxations équivalentes : (QAPR2) qui est (QAPR3) sans les contraintes
(Pos), (SDPP2) qui est (SDPPP ) sans les contraintes (Pos) mais avec les contraintes (Gan),
et enfin (SDPC2) qui est (SDPCP ) sans les contraintes (Pos) mais avec les contraintes (Gan).
Le logiciel SDPLR [30] a été utilisé car c’est le plus efficace pour ces trois relaxations. Pour des
raisons de lisibilité le tracé est interrompu au bout d’une demi-heure, mais la relaxation (SDPC2)
converge bien vers la même valeur optimale. Les différents tests dans la littérature montrent que
(SDPPP ) et (QAPR3) ont un intérêt proche dans la pratique [31, 95, 100]. Remarquons en effet
qu’en formulant (QAPR3) uniquement en fonction de R, les contraintes (Gan) et (Pos2) perdent
leur caractère creux. Cependant la diversité des formulations et l’évolution des outils de résolu-
tion numérique permettent de mieux comprendre pourquoi à l’examen de bornes obtenues lors de
divers tests expérimentaux (utilisant la plupart du temps des critères d’arrêt différents) certaines
de ces relaxations peuvent sembler meilleures que d’autres pourtant théoriquement équivalentes.

Ajouter encore d’autres contraintes redondantes à (QAP) construites à partir des contraintes
Ax = b (i.e. (Af1) (Af2)) ne conduira à aucune amélioration de la borne fournie par les pro-
grammes équivalents (SDPPP ), (SDPCP ) ou (QAPR3). En effet, les relaxations lagrangiennes
totales correspondantes (qui sont équivalentes aux programmes semidéfinis alors construits) ne
pourront pas donner de meilleures valeurs que celle de (DP )QAP que nous avons déjà atteinte
avec (SDPPP ). Rappelons en effet qu’au chapitre 5 nous avons établi que les valeurs des re-
laxations (DT )J sont toujours inférieures ou égales à celle de (DP ), et ceci pour tout ensemble
de fonctions quadratiques nulles sur Ω = {x ∈ <n : Ax = b}. Nous allons par conséquent nous
tourner vers d’autres renforcements (i.e. des inégalités valides) pour obtenir de meilleures bornes.

8.4.2 Un algorithme de coupes pour le QAP fondé sur la SDP

Dans [95], puisque les contraintes (Pos) sont déjà présentes dans (QAPR3) les auteurs pro-
posent de renforcer cette relaxation en utilisant les autres inégalités de linéarisation : Yijkl ≤ xkl,
et xij + xkl − 1 ≤ Yijkl pour i, j, k, l dans {1, ..., n}. Mais les premières sont déjà impliquées
par (P1) et (P2) dans (SDPPP ) puisque nous avons les contraintes (Pos). Quant aux secondes,
elles sont également satisfaites par toute solution admissible (Y, x) de (SDPPP ). En effet, en
reprenant un résultat démontré dans [23] on a 1 − xij − xkl + Yijkl =

∑
r 6=j xir − xkl + Yijkl =∑

r 6=j xir −
∑

r 6=j Yirkl − Yijkl + Yijkl =
∑

r 6=j (xir − Yirkl) ≥ 0. Nous avons donc proposé dans
[49] d’utiliser une autre famille de coupes pour renforcer (SDPPP ). Puisque dans [100] nous
avons construit ce programme semidéfini à partir de (QAPLP ), il est naturel de considérer les
coupes proposées pour ce programme linéaire dans [27].
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Elles consistent en deux familles notées I ′C et I ′L :

I ′C :
∑

c∈C

Yijlc ≤
∑

k∈A

Yijhk +
∑

c∈C

∑

b∈B,b 6=c

Ylchb

où i, h, et l sont des indices de ligne distincts de x, j est un indice de colonne de x, (A, B, {j})
est une partition de {1, ..., n}, et C ⊂ B.

I ′L :
∑

c∈L

Yijcl ≤
∑

h∈A

Yijhk +
∑

c∈L

∑

b∈B,b 6=c

Yclbk

où j, k, l sont des indices de colonnes x, i est un indice de ligne de x, (A,B, {i}) est une
partition de {1, ..., n}, et L ⊂ B. Le problème associé de séparation étant NP-complet [27], mais
polynomial lorsque |C| = 1, nous avons utilisé l’heuristique proposée dans [27] pour engendrer
des coupes avec |C| > 1. L’idée est de construire une coupe où |C| = 1, puis d’ajouter des indices
dans C afin d’obtenir une coupe encore plus violée. Afin d’obtenir des solutions admissibles
du problème à la fin de notre algorithme de coupes, nous avons utilisé l’heuristique proposée
dans [75]. Soit (Y ′, x′) la solution obtenue à la fin de notre algorithme de coupes. L’idée est de
projeter x′ sur l’ensemble des solutions admissibles du QAP. Cela revient à minimiser ‖x′ − x‖F =√

Trace(x′x) où x décrit l’ensemble des matrices de permutation. On a ‖x′ − x‖2F = ‖x′‖2F +
‖x‖2F − 2Trace(x′x) = 2n2− 2

∑n
i=1

∑n
j=1 x′ijxij . Ce problème d’affectation linéaire est résolu en

quelques secondes par CPLEX [39] même pour des instances de grande taille. Nous avons ainsi
prouvé l’optimalité de nos solutions pour de nombreuses instances. Nos résultats expérimentaux
sont présentés dans [49] en annexe de ce document. Nous en donnons la synthèse dans le tableau
8.1 (les instances sont celles de la QAPLIB [32]).

Problèmes (QAPLP ) LP CUT (SDPPP ) SDP CUT

Chr 0.7% 0% 4.4% 0.2%

Had 3.6% 1.2% 0% 0%

Nug 11.1% 4.7% 1.4% 0.8%

Scr 7.4% 3.2% 1.4% 1.3%

Rou 8.1% 6.0% 3.9% 3.7%

Tai 8.0% 5.8% 3.6% 2.9%

Esc 48.4% 27.3% 7.9% 7.9%

Tab. 8.1. Erreur moyenne pour différentes familles d’instances du QAP. PL CUT et SDP CUT sont
les algorithmes de coupes fondés respectivement sur (QAPLP ) et (SDPPP ).

Un phénomène paradoxal au premier abord est l’accélération de la convergence du logiciel
SB [67] utilisé pour la résolution des programmes semidéfinis lorsqu’on ajoute les coupes à la
relaxation semidéfinie de départ (SDPPP ). En effet, la borne est bien sûr améliorée, mais en
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plus l’ancienne valeur est atteinte en un temps plus court que celui nécessaire à la résolution
de (SDPPP ). Puisqu’à chaque étape nous engendrons nos coupes après avoir résolu seulement
approximativement le SDP courant, le temps total d’exécution de notre algorithme de coupes
peut donc être inférieur au temps de résolution de (SDPPP ). Il peut donc être plus avantageux en
temps de calcul pour une borne donnée d’exécuter un certain nombre d’itérations de l’algorithme
de coupes que de résoudre un seul programme semidéfini.
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Fig. 8.5. Instance Had14 : comparaison des bornes obtenues en fonction du temps CPU pour (SDPPP )

et les algorithmes de coupes fondés sur les programmations linéaire (LP CUT) et semidéfinie (SDP CUT)

Nug20(opt=2570) 2182 2292 2478 2503 2511

(QAPLP ) 38mn9s - - - -

PL CUT 38mn9s 21h48mn - - -

(SDPPP ) 1mn38s 2mn19s 23mn28s 14h45mn -

SDP CUT 1mn38s 2mn19s 23mn28s 3h35mn 15h36mn

Tab. 8.2. Instance NUG20 du QAP : temps CPU pour atteindre quelques valeurs données. PL CUT et
SDP CUT sont les algorithmes de coupes fondés respectivement sur (QAPLP ) et (SDPPP )

Ce point est illustré dans la figure 8.5 où sont tracées : la courbe de convergence de (SDPPP ),
celle du deuxième (et dernier) programme semidéfini de notre algorithme de coupes (translaté
du temps passé à résoudre approximativement (SDPPP )), et enfin celle de l’algorithme de coupe
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fondé sur (QAPLP ) et proposé dans [27]. Les trois approches fournissent toutes la valeur optimale
de l’instance (Had14), mais c’est l’algorithme de coupes fondé sur (SDPPP ) qui fournit le plus
rapidement cette valeur. Nous parlons ici du temps total d’exécution de l’algorithme de coupes
et non pas du temps de résolution du dernier SDP. Plus généralement, nos tests ont montré que
pour la majorité des instances, et cela quelle que soit la qualité de la borne souhaitée, l’approche
semidéfinie (simple ou algorithme de coupes) est la meilleure. Cette dernière fournit toujours en
un temps plus court les bornes obtenues par programmation linéaire. Le tableau 8.2 en donne
un autre exemple. En particulier, la courbe de convergence de la borne SDP est souvent au-
dessus de celle de la convergence de la borne par programmation linéaire. Ce phénomène est déjà
mentionné dans [100] pour les relaxations (SDPPP ) et (QAPLP ) et est illustré dans la figure
8.6.
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Fig. 8.6. Instance NUG15 : Courbes de convergence de CPLEX pour (QAPLP ) et de SB pour (SDPPP )

8.5 Conclusion

L’interprétation lagrangienne décrite au chapitre 5 permet de comparer facilement les diffé-
rentes relaxations semidéfinies proposées dans la littérature, et même d’en proposer de nouvelles.
Elle guide également leur élaboration et évite des recherches infructueuses lorsque la valeur de
la relaxation lagrangienne partielle du programme considéré est déjà atteinte. D’un autre côté,
les résultats du chapitre 6 nous ont permis d’obtenir à chaque fois des relaxations semidéfinies
présentant un excellent compromis entre temps de calcul et qualité de la borne. Cela a pu être
possible en prenant en compte les travaux déjà effectués en programmation linéaire.



9

Conclusion Générale et perspectives

9.1 Bilan des résultats obtenus

Dans cette synthèse de travaux de recherche, nous avons pu noter l’omniprésence de la pro-
grammation mathématique : obtention de bornes, élaboration d’algorithmes exacts ou approchés,
et preuves de la validité de ces derniers. On peut dégager de l’ensemble des résultats présentés
dans ce document plusieurs idées directrices :

L’usage conjoint de la programmation mathématique et des approches purement
combinatoires. La formulation d’un problème combinatoire par un programme mathématique
permet non seulement de prouver éventuellement sa polynomialité mais également d’utiliser ce
programme pour concevoir ou démontrer la validité d’un algorithme combinatoire.

L’utilisation systématique des solutions des relaxations linéaires et semidéfinies
et pas seulement des bornes obtenues pour construire des solutions optimales ou approchées. Si
cette démarche est commune en approximation polynomiale, elle est cruciale dans l’approche
par programmation semidéfinie pour rentabiliser le temps passé à la résolution numérique des
SDP (en particulier dans le cadre d’une résolution exacte). Cette vision utilitaire des techniques
algorithmiques issues du domaine théorique de l’approximation au pire cas nous a permis de
rendre efficace dans la pratique l’approche semidéfinie.

L’élaboration mécanique de relaxations semidéfinies pour les problèmes quadratiques.
Plus précisément, le cadre général de l’approche lagrangienne pour convexifier un programme qua-
dratique en programme semidéfini, ainsi que les résultats obtenus par l’approche par program-
mation linéaire nous ont guidés pour construire de telles relaxations. Les bénéfices d’une telle
démarche sont à la fois théoriques (obtenir directement d’excellentes bornes, comparer facilement
différentes relaxations), et pratiques (utilisation efficace des outils numériques de résolution).
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La prise en compte de la résolution numérique des programmes semidéfinis lors de
leur élaboration comme relaxations. Considérant les rapides progrès des outils numériques
disponibles ainsi que leurs spécificités, une vue purement primale des relaxations peut conduire
à des résultats pratiques très différents. En effet, les algorithmes de résolution travaillant dans
le primal et/ou le dual, ces derniers peuvent fortement influencer le choix des relaxations semi-
définies (pourtant parfois équivalentes) et même leur élaboration (existence de points intérieurs,
existence de solutions optimales, vitesse de convergence).

La reconnaissance de la spécificité de la programmation semidéfinie par rapport
à la programmation linéaire. Nous avons pu constater qu’ajouter des contraintes (même re-
dondantes) à un programme semidéfini peut conduire à des temps de résolution plus courts avec
certains logiciels de résolution numérique. Nous avons également montré que la programmation
semidéfinie peut permettre d’obtenir les bornes atteintes par d’autres approches (et en particulier
la programmation linéaire) en un temps inférieur. Ces deux phénomènes peuvent paraître para-
doxaux compte tenu de la "lenteur" habituellement constatée lors de la résolution numérique des
SDP. Elles permettent donc d’envisager de nouveaux usages de cette approche. En particulier
la mise en oeuvre d’algorithmes de coupes fondés sur la programmation semidéfinie est une voie
très prometteuse.

9.2 Perspectives et voies de recherche

Les travaux concernant les problèmes de multiflots entiers et de multicoupes présentés dans
le chapitre 3 sont actuellement poursuivis dans le cadre de la thèse de Nicolas Derhy co-encadrée
par Marie-Christine Costa, Professeur au CNAM, et moi-même. Nous étudions en particulier le
problème de la multicoupe lorsque le nombre d’arêtes dans la coupe est limité. Ces problèmes
avec contrainte de cardinalité sont particulièrement difficiles, et très peu de travaux existent
sur le sujet. Les approches primal-dual fondées sur la programmation linéaire et également la
programmation dynamique nous ont déjà permis d’obtenir des algorithmes polynomiaux dans
des graphes particuliers [14]. D’autre part, nous nous intéressons à la résolution exacte de pro-
blèmes de multicoupes et de multiflots entiers dans les graphes quelconques (ainsi qu’à d’autres
problèmes connexes tels que Min-k-Cut et Min-Equipartition). Nous essayons en particulier
de déterminer une approche efficace par programmation semidéfinie pour ce type de problèmes.

Au chapitre 5, nous avons donné une caractérisation complète des fonctions quadratiques
constantes sur une variété affine, ce qui nous a permis de convexifier en programme semidéfini un
programme quadratique soumis à des contraintes linéaires. D’autres applications ou extensions
à des cas plus difficiles de ce résultat sont possibles. En particulier, on pourrait chercher à ca-
ractériser certaines familles de fonctions constantes sur un domaine plus restreint qu’une simple
variété affine. L’ensemble des fonctions possibles sera donc plus important mais moins facile à
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déterminer. Cela permettrait d’élaborer de nouvelles relaxations pour les problèmes considérés,
et donnerait une meilleure compréhension des relaxations existantes.

Concernant les résultats du chapitre 6, une extension naturelle de nos approches de construc-
tion de relaxations semidéfinies développées pour les programmes quadratiques à variables bi-
valentes consiste en leur généralisation à des programmes à variables entières ou mixtes. Le
gain apporté par les relaxations semidéfinies proposées est directement lié à l’effet de levier de
la contrainte X − xxT < 0 qui lie l’ensembles de variables (initiales et de linéarisation). Cela
entraîne de fait un nombre de variables important. Mais on peut également utiliser la SDP
pour représenter géométriquement différentes valeurs ou sous-ensembles par un polyèdre régulier
comme cela a déjà été proposé pour le problème de la coloration d’un graphe [74] ou pour le pro-
blème k-max-cut [56]. L’idée peut être généralisée pour représenter différentes valeurs entières
ou pour diminuer le nombre de variables en les agrégeant dans un unique vecteur. Cette voie a
été explorée dans des cas particuliers mais mérite d’être développée dans un cadre plus général.

Sur le plan pratique, les possibilités sont nombreuses puisque la recherche d’algorithmes et
d’implémentations efficaces pour résoudre les programmes semidéfinis est un domaine encore
jeune et très actif (voir par exemple [107]). Nous avons montré dans certains de nos travaux que
d’ores et déjà la programmation semidéfinie permettait de résoudre efficacement plusieurs pro-
blèmes combinatoires NP-difficiles ou du moins d’obtenir de très bonnes bornes dans un temps
raisonnable. Nous avons en particulier présenté un algorithme de coupes fondé sur la program-
mation semidéfinie pour le problème d’affectation quadratique [49] que nous essayons à présent
d’utiliser pour la résolution exacte de plus grandes instances. On peut également envisager des
méthodes de séparation/évaluation utilisant à la fois les programmations linéaire, quadratique
convexe et semidéfinie en fonction du sommet de l’arbre de recherche, ou utiliser la program-
mation semidéfinie pour élaborer des relaxations quadratiques convexes de meilleure qualité (les
résultats présentés dans [24] en sont une bonne illustration).

Nous avons appliqué nos approches à des problèmes combinatoires fondamentaux en conser-
vant toujours pour objectif la résolution efficace d’instances réelles. Nous sommes convaincus que,
outre les applications évidentes de nos algorithmes pour les problèmes d’optimisation dans les té-
lécommunications par exemple, nos approches pourraient être utilisées efficacement dans d’autres
domaines : en finance, en classification de données, ou en biologie. En effet, bien que quelques
travaux existent pour des problèmes plus appliqués (en allocation de fréquences par exemple) la
programmation semidéfinie a été peu utilisée dans un contexte industriel pour l’instant. L’éla-
boration d’approches et de relaxations semblables à celles présentées dans cette synthèse pour
résoudre des formulations plus réalistes ferait ainsi définitivement passer la programmation se-
midéfinie à un usage aussi commun que celui de la programmation linéaire.
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