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Résumé

Les Radar - pour RAdio Detection And Ranging - sont des instruments permettant de mesurer la position et la
vitesse d’objets (avions, bateaux, pluie, ...) à l’aide d’ondes électromagnétiques. Les ondes utilisées appartiennent
à la gamme des ondes radio (fréquence inférieure à 3000 GHz), compte tenu de leurs bonnes propriétés de trans-
mission au sein de l’atmosphère. Le principe de fonctionnement commence par l’émission d’une onde la plus
puissante possible par l’émetteur du radar. Cette onde est ensuite diffusée par l’antenne dans l’atmosphère. Pour
qu’il y ait détection, l’onde doit alors être réfléchie par une cible puis captée par une antenne (qui peut être diffé-
rente de l’antenne d’émission) et amplifiée pour devenir exploitable. La position est alors obtenue par le temps de
parcours de l’onde et la vitesse par le déphasage en fréquence lié à l’effet Doppler. Pour les radars monostatiques
(où les antennes d’émission et de réception sont confondues), un mode de fonctionnement pulsé est nécessaire
puisqu’une même antenne ne peut émettre et recevoir en même temps. Dans le scénario le plus simple, l’onde
électromagnétique va donc être émise durant un temps fixé qui sera suivi d’un « silence » du radar correspondant
à la phase d’écoute et dont la durée est donnée par la distance maximale de détection du radar. Ce type de radar
peut sommairement se décomposer en trois parties distinctes : une antenne, une partie analogique chargée de la
génération de l’onde et de son amplification et une partie numérique qui est responsable du choix des scénarios
d’impulsions ainsi que du traitement des données.

Les problèmes thermiques se situent principalement au niveau de la partie analogique du radar. En effet, l’un
des paramètres les plus importants pour les performances de détection est la puissance de l’onde que le radar
est capable d’émettre. En plus d’un générateur radio (qui va produire l’onde), ce sous-système contient donc de
nombreux étages d’amplification pour obtenir l’onde la plus puissante possible. Ces étages sont réalisés à partir
d’une série de transistors de puissance croissante. Ce sont sur ces composants que se localisent les densités de
puissance les plus élevées. Or, du fait de l’effet Joule, une forte densité de puissance implique une forte puissance
dissipée sous forme d’agitation thermique et donc une température élevée. L’architecture du radar est donc conçue
pour étaler puis évacuer cette chaleur à l’aide de systèmes de refroidissement. Cependant, la tendance actuelle est
à une augmentation constante de la puissance des radar. De plus, les systèmes de refroidissement utilisent le plus
souvent de l’air ce qui constitue la solution la plus pratique et la plus fiable mais également la moins bonne solution
en terme de performance. Le management thermique est ainsi devenu le principal facteur limitant de la puissance
des radar et un paramètre non négligeable dans leur coût de fabrication et de fonctionnement.

Les systèmes de refroidissement atteignent aujourd’hui leurs limites et il faut se tourner vers d’autres méthodes
pour continuer d’accroitre les performances des radar. Une solution envisageable est de mieux utiliser les marges
intégrées à chaque étape de la conception. En effet, les spécifications des différents éléments du système de refroi-
dissement et des composants électroniques sont établies en prévision du pire cas possible. Cette méthode implique
des contraintes très fortes sur l’intégralité du fonctionnement du radar alors qu’elles ne sont utiles que dans les
cas extrêmes. Toutefois, pour assouplir ces contraintes, il faut être capable de prédire la température de jonction
du transistor en temps-réel pour estimer la marge en température disponible. De nombreux logiciels existent pour
réaliser des modèles thermiques précis mais le coût de ces prédictions en terme de puissance de calcul et de
temps nécessaire les rend inapplicables dans ce contexte. Ces problèmes sont connus depuis longtemps et un grand
nombre d’algorithmes ont été développés pour obtenir des modèles plus compacts. La prédiction reste cependant
totalement dépendante de la connaissance théorique disponible sur l’architecture du système de refroidissement et
du composant. Une autre approche consiste à appliquer les méthodes de mesures de température existantes afin



2 TABLE DES MATIÈRES

de générer des bases de données représentatives des variations de température au cours du fonctionnement réel du
radar. Ces données peuvent alors être utilisées pour apprendre un modèle thermique.

C’est dans ce cadre que cette thèse va s’intéresser à un cas simplifié des systèmes réels présents dans les radars.
Le système étudié se limite à un seul composant monté sur un système de refroidissement réduit. Cette étude prend
place au sein d’un projet régional réunissant Thales Air Systems, le laboratoire CORIA et le laboratoire LITIS
où chaque acteur apporte son expertise. La problématique est en effet issue des études de Thales Air Systems
qui produit des radar civils et militaires. La société apporte également au projet son expérience en matière de
modélisation thermique et ses moyens de mesures de température pour les composants électroniques. Le CORIA,
laboratoire en aérothermochimie, possède une très forte expérience en expérimentation et métrologie. Il est chargé
de la réalisation d’une maquette instrumentée pour permettre l’acquisition d’une partie des données nécessaires.
Enfin, les modèles statistiques développés au LITIS seront utilisés pour la dernière étape du projet. L’organisation
de ce manuscrit reprend cet enchaînement naturel et est présentée ci-dessous.

Chapitre I −Modélisation thermique

Le premier chapitre est consacré à la présentation succincte des phénomènes thermiques et leur modélisation.
Les principaux modes de transfert de l’agitation thermique ainsi que les lois physiques gouvernant ces transferts
sont abordés. Toutefois, cette approche purement analytique se révèle inapplicable lorsque l’architecture du sys-
tème thermique devient complexe. Une alternative est représentée par les méthodes de résolutions numériques
qui sont présentées dans le chapitre. Ces méthodes sont à la base des logiciels de simulation thermique utilisés
habituellement pour la prédiction de température.

Notre principale contribution dans le chapitre I est l’application de ces approches numériques pour modéliser le
comportement de composants radar simplifiés à différentes échelles afin d’appréhender finement les spécificités du
problème. La première modélisation basée sur les méthodes à éléments finis suppose un composant électronique
placé sur une plaque munie d’ailettes soumis à des impulsions de puissance et refroidi par un flux d’air. Elle
révèle l’existence de deux dynamiques : une dynamique rapide liée à la réponse thermique du composante et une
dynamique lente traduisant une dérive de la température au cours du temps. La deuxième modélisation focalise
sur une étude plus détaillée de la dynamique rapide du composant électronique et a permis d’analyser la non-
linéarité de la réponse du composant en fonction de la variation de sa conductivité thermique. Une conclusion de
ces modélisations est que le système thermique en étude est un système dynamique dont l’entrée est représentée
par les impulsions de puissance envoyées aux composants électroniques, la sortie est la température interne et les
variables « pertubatrices » matérialisées par le système de refroidissement.

Chapitre II −Mesures de température

Les simulations du chapitre I ont permis de cerner les ordres de grandeur (dynamiques, valeur maximale de la
température interne, ...) du phénomène thermique à étudier. Malheureusement les temps de calcul nécessaires pour
simuler le comportement du composant électronique sur une brève durée sont prohibitivement élevés. Il importe
alors de compléter notre connaissance par des mesures effectuées sur un système réel et pour cela choisir les
méthodes de mesure de température adaptées au problème.

La première partie de ce chapitre décrit un état de l’art des méthodes de métrologie de température. Un com-
paratif synthétisant les forces et faiblesses de chaque méthode en fonction des spécifications définies grâce aux
simulations est ensuite dressé. On en déduit alors les choix de dispositif de mesurage thermique retenus. Ainsi,
nous avons contribué au développement de la maquette instrumentée par le laboratoire CORIA en proposant le
choix de capteurs thermocouples qui sont suffisants pour mesurer la dynamique lente. Une description de cette ma-
quette et des expérimentations réalisées est alors présentée. Pour accéder à la dynamique rapide, il a été nécessaire
de faire appel à des mesures infrarouges. Le problème posé par cette technique est qu’elle nécessite la connaissance
ou la détermination de l’émissivité des matériaux pour fournir des mesures précises. Pour automatiser le recalage
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de l’émissivité, nous avons proposé une procédure efficace de traitement des images infrarouges (mesures) basée
sur des méthodes de traitement d’images. Cette contribution a fait l’objet d’un dépôt de brevet [MP09].

Finalement à l’issue de ce chapitre, nous avons fixé deux bases de mesures devant servir à l’élaboration de
modèles statistiques. La première base est formée par les résultats de simulation numérique (dynamique rapide)
complétés par l’adjonction aux mesures de température d’un bruit reflétant la réalité des mesures effectuées via les
méthodes infrarouges. La deuxième base de données est issue des mesures effectuées sur la maquette expérimentale
en essayant d’utiliser des scénarios d’entrées les plus variés possibles compte tenu des contraintes sur l’utilisation
de la maquette.

Chapitre III − Étude et développement de modèles statistiques d’un système thermique
radar

Ce chapitre développe les approches de modélisation de type boîte noire que nous avons testées pour modéliser
le comportement des systèmes thermiques à partir des bases de mesures élaborées précédemment. Après une pré-
sentation succincte du principe d’apprentissage statistique, nous avons focalisé sur son adaptation à l’identification
de modèles dynamiques des composants. Quatre familles de modèles ont été explorées :

– les modèles linéaires : les modèles auto-régressifs et à erreur de sortie (Output Error, OE) sont considérés et
leurs performances en généralisation servent de résultats de base,

– les réseaux de neurones récurrents construits à partir d’une structure dynamique de type OE,
– les machines à vaste marge (SVM),
– les modèles bayésiens dont l’intérêt est de permettre la prédiction de la température avec un intervalle de

confiance.
Pour chaque famille, les fondations théoriques et les problématiques d’identification du modèle afférent sont pré-
sentées. Les performances en généralisation des différents modèles sont évaluées sur des données de test sous la
forme de l’erreur quadratique entre les mesures réelles et les sorties simulées. En effet, le recours à une sortie
simulée (donc dépendant des sorties précédentes du modèle et des entrées) est justifié par le fait qu’en phase d’ex-
ploitation, il ne sera pas possible d’accéder à la mesure de la température interne des composants électroniques.

Une analyse comparative des résultats obtenus en termes de capacité de généralisation, de facilité de mise
en oeuvre est ensuite conduite. Les résultats obtenus [MLH+06], [MLP07] sont satisfaisants et montrent que les
données à disposition traduisent essentiellement un comportement linéaire des systèmes thermiques étudiés. Les
méthodes non-linéaires de modélisation comme les réseaux de neurones apportent une légère amélioration des
performances des modèles linéaires. La quasi exhaustivité de l’étude comparative des approches de modélisation
statistique aux données thermiques constitue notre principale contribution dans ce chapitre.

Chapitre IV − Identification de représentations d’état stables

Une méthode de modélisation thermique présentée dans le chapitre I est la représentation d’état. En effet sous
des hypothèses simplificatrices, le modèle thermique peut être ramené à un modèle d’état de grande dimension.
D’autre part, dans le chapitre III, les difficultés d’adaptation des méthodes à noyaux à la modélisation des systèmes
dynamiques de type erreur de sortie nous ont conduit à explorer la piste de la représentation d’état. Les techniques
d’identification de ces modèles font essentiellement appel à des méthodes d’algèbre linéaire qui ne tiennent pas
compte de la nécessité que les paramètres identifiés doivent correspondre à un modèle stable. Ce problème est
exacerbé si le système réel est à la limite de la stabilité ou de dimension élevée. Dans ce dernier chapitre, nous
avons alors mené des travaux plus théoriques visant à identifier des modèles d’état stables en intégrant au problème
la contrainte de stabilité (liée au rayon spectral de la matrice de transition d’état). Nous avons proposé un algorithme
de résolution [MGC08] (dans le cas linéaire) basé une technique existante d’échantillonnage de gradient afin
d’accéder au gradient du rayon spectral par rapport aux paramètres du modèle. Les pistes pour l’extension au
cas non-linéaire seront évoquées.
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La thèse se termine avec des conclusions sur l’étude menée et des perspectives de poursuite du projet. Ainsi à
des fins d’amélioration des modèles obtenus, il serait intéressant de constituer une base de mesures infrarouges afin
de tester nos approches statistiques sur des températures relevées à des échelles de temps de l’ordre des impulsions
hyperfréquences. L’automatisation de ces acquisitions de mesure apporteraient une souplesse d’utilisation du sys-
tème de mesure. De plus, cette automatisation permettrait d’avoir une cartographie 2D de l’évolution spatiale de
la température des composants électroniques et d’étendre la modélisation statistique à la caractérisation du champ
de température.
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1
Modélisation thermique

1.1 Introduction

La problématique abordée dans cette thèse est la modélisation des variations de la température interne des
composants électroniques radar par des approches statistiques sur la base de la connaissance de mesures entrée-
sortie recueillies expérimentalement. Étant donné que cette température dépend non seulement de l’architecture du
composant mais aussi du système de refroidissement qui lui est associé, une prédiction fiable nécessite de prendre
en compte l’intégralité du parcours de l’énergie thermique. Pour une bonne appréhension du problème, il convient
tout d’abord d’analyser les méthodes de modélisation thermique existantes. Ces méthodes reposent sur une analyse
théorique des phénomènes impliqués dans le transfert de chaleur. Après avoir décrit ces phénomènes et leur mise en
forme mathématique, nous étudierons l’approche classique qui consiste à utiliser les informations disponibles sur
le système (dimensions, structure, composition, ...) pour établir les paramètres du modèle thermique. Nous verrons
notamment que les champs de température recherchés doivent être solutions d’équations aux dérivées partielles,
qui peuvent s’avérer très complexes voire insolubles analytiquement. C’est pourquoi nous étudierons ensuite les
méthodes de résolution numérique qui constituent une alternative intéressante à l’approche analytique. Les logi-
ciels utilisés pour implémenter ces modèles numériques seront ensuite présentés et nous permettront d’établir les
principales caractéristiques des modèles thermiques. Le chapitre se conclut avec l’application de ces approches
aux cas des composants électroniques et des systèmes de refroidissement qui nous intéressent.

1.2 Le transfert thermique

Cette section ne constitue qu’une courte introduction aux phénomènes thermiques, une analyse plus poussée
pourra notamment être trouvée dans [Che99].

L’énergie totale d’un système thermodynamique peut être décomposée sous 3 formes :
– l’énergie cinétique macroscopique,
– l’énergie potentielle liée aux forces extérieures,
– l’énergie interne (qui regroupe l’intégralité des énergies microscopiques).
L’énergie interne est à son tour décomposable en énergie cinétique microscopique et en énergie potentielle liée

aux forces d’interaction entre les particules. Au niveau macroscopique, l’énergie cinétique moyenne des particules
du système est représentée par une valeur appelée température. La chaleur quant à elle définit le transfert de cette
énergie thermique entre deux systèmes. Les échanges d’énergie thermique s’effectuent suivant trois modes de
transfert :
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– la conduction,
– la convection,
– et le rayonnement.

Le transfert d’énergie par chaleur se réalise généralement par une combinaison de ces différents modes. Tou-
tefois, dans certains cas, un unique mode peut être présent ou largement dominant vis-à-vis des autres modes, qui
sont alors négligés.

1.2.1 Transfert de chaleur par conduction

L’énergie thermique est liée à l’agitation des particules du système. La conduction caractérise le transfert de
proche en proche de cette agitation entre les particules. Au sein d’un gaz, toutes les molécules sont animées
par un mouvement de translation et par un mouvement de vibration ou de rotation interne pour les molécules.
Lors des collisions, les particules voisines interagissent entre elles et s’échangent de l’énergie. D’un point de
vue macroscopique, il s’effectue alors un transfert de chaleur. Dans un liquide, le transfert collisionnel s’effectue
toujours pour chaque particule mais uniquement autour de sa position d’équilibre. Dans un solide, le phénomène
est plus complexe. Pour les métaux, le transfert de chaleur est assuré par l’intermédiaire des électrons. Dans le cas
d’un solide cristallin non-métallique, la conduction est essentiellement liée aux vibrations (appelées « phonons »)
du réseau d’atomes. Enfin, pour les solides amorphes non métalliques, le transfert reste associé aux collisions entre
les atomes.

Observé au niveau macroscopique, le flux thermique −→q (mesuré en W.m−2) traversant perpendiculairement
une surface unitaire S est lié au gradient de température

−−→
gradT par la loi de Fourier [Fou22] :

−→q =−k
−−→
gradT (1.1)

Le terme k représente alors la conductivité thermique du matériau en W.K−1.m−1.

Cette relation permet d’établir l’équation dite de la chaleur. En effet, le premier principe de la thermodynamique
établit que pour un corps au repos et de volume constant, la variation d’énergie interne n’est liée qu’aux échanges
de chaleur et aux éventuelles sources de chaleur. Or l’énergie interne U(t) à l’instant t d’un système de volume V
est liée à la température T (t) au même instant par l’équation :

U(t) =
∫

V
ρcmT (t)dV + cste

où ρ représente la masse volumique , cm la capacité thermique massique à volume constant du milieu et cste
représente une constante quelconque. Alors, si l’on considère que l’ensemble des échanges se font par conduction
et que la puissance dissipée est déterminée par la fonction P, on peut écrire :

∆U =
∫

V
ρcm

∂T (t)
∂ t

dV =
∫

V
PdV −

∮
S

−→q d~S

où d~S est le vecteur normal à la surface de V , dirigé vers l’extérieur.

En utilisant le théorème d’Ostrogradki [Che99] et l’expression du flux de chaleur lié à la conduction, l’équation
devient : ∫

V
ρcm

∂T (t)
∂ t

dV =
∫

V
PdV −

∫
V

div(−k
−−→
gradT )dV

Le volume V étant quelconque, en posant cv = ρcm, on en déduit l’équation de la chaleur pour un milieu
isotrope :

cv
∂T (t)

∂ t
= P+div(k

−−→
gradT ) (1.2)

qui caractérise le transfert de chaleur par conduction.
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1.2.2 Transfert de chaleur par convection

Le transfert de chaleur par convection intervient à la séparation entre une paroi et un fluide en mouvement. La
convection résulte de la combinaison du transfert de chaleur par conduction (diffusion) et du transport d’énergie
par l’écoulement des particules du fluide (advection). C’est ce transfert d’énergie par déplacement qui la distingue
clairement de la conduction. On distingue deux types de convection :

– la convection forcée, où le fluide est mis en mouvement par une action externe,
– et la convection naturelle, où le fluide est mis en mouvement uniquement par la différence de densité liée au

gradient de température et par la poussée d’Archimède.
La convection est donc fortement liée à la mécanique des fluides. Les équations qui servent à décrire le mouve-

ment des fluides, dites équations de Navier-Stokes [Nav22], sont relativement complexes et font intervenir l’équa-
tion de bilan de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie au sein de chaque volume élémentaire
de l’espace. Ces équations se simplifient si l’on suppose que le fluide est incompressible et newtonien (viscosité
constante). On obtient alors pour chaque direction x,y et z de l’espace (la gravité est supposée colinéaire à l’axe z) :

−∂ p
∂x

+µ

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2

)
= ρ

(
∂u
∂ t

+u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+w
∂u
∂ z

)
−∂ p

∂y
+µ

(
∂ 2v
∂x2 +

∂ 2v
∂y2 +

∂ 2v
∂ z2

)
= ρ

(
∂v
∂ t

+u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+w
∂v
∂ z

)
−ρg− ∂ p

∂ z
+µ

(
∂ 2w
∂x2 +

∂ 2w
∂y2 +

∂ 2w
∂ z2

)
= ρ

(
∂w
∂ t

+u
∂w
∂x

+ v
∂w
∂y

+w
∂w
∂ z

)
où p est la pression au sein du fluide, ρ la densité du fluide, g la gravité, µ la viscosité du fluide et u,v et w les
vitesses selon les 3 directions de l’espace. Il est clair que les équations fluidiques et thermiques au sein du fluide
sont liées si l’on prend en compte la variation de la densité et de la viscosité du fluide en fonction de la température.
Lorsque les conditions sont fixées (vitesse et propriétés du fluide, configurations géométriques, ...), il est possible
de calculer un coefficient d’échange he qui relie la quantité de chaleur échangée à l’aire de la surface considérée S
et à la différence de températures ∆T entre le fluide et la paroi. Dans la plupart des cas, il est donc avantageux de
modéliser la convection par un simple coefficient d’échange aux limites du solide considéré. Il s’agit de la loi de
Newton :

q = She∆T (1.3)

En fonction de la vitesse et de la nature du fluide, des dimensions de l’écoulement et de la rugosité des parois,
il existe deux régimes d’écoulement. À faible vitesse, l’écoulement est laminaire et il est possible de déterminer
la vitesse et la température du fluide en tout point. Ce régime se caractérise par un coefficient d’échange qui
augmente avec la vitesse du fluide. Lorsque la vitesse de l’écoulement dépasse une certaine valeur, l’écoulement
adopte un régime dit turbulent et seules les valeurs moyennes de vitesse et de température peuvent être connues.
Le coefficient d’échange devient alors très élevé. Toutefois, la pression nécessaire en aval de l’écoulement pour
maintenir un débit suffisant augmente aussi et de manière plus importante que le coefficient d’échange. Ce type de
régime n’est donc pas employé habituellement dans le cadre d’un système de refroidissement aéraulique.

1.2.3 Transfert de chaleur par rayonnement

Le transfert par rayonnement se traduit par un échange de chaleur entre deux corps sous la forme d’un rayon-
nement électromagnétique. Compte tenu de la dualité onde-corpuscule, le rayonnement peut être vu à la fois
comme une onde électromagnétique et comme un ensemble de photons. Cette dualité implique une quantification
de l’énergie radiative émise par une unité fondamentale E définie par :

E =
hc
λ
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où h représente la constante de Planck, c la célérité de la lumière et λ la longueur d’onde du rayonnement. Pour
continuer l’analyse du transfert radiatif, il est nécessaire de faire intervenir un corps théorique idéal, appelé « corps
noir », dont le spectre électromagnétique ne dépend que de sa température. La définition d’un corps noir est donnée
par 3 propriétés essentielles de ce corps théorique :

– Le corps noir absorbe toutes les radiations incidentes, quelques soient la longueur d’onde et la direction.
– Pour une température et une longueur d’onde données, aucune surface ne peut émettre plus que le corps noir.
– Bien que la radiation émise par un corps noir soit fonction de la température et de la longueur d’onde, elle

est indépendante de la direction. Le corps noir est un émetteur diffusif.
La loi de Planck [PM14], l’un des premiers résultats notables de la physique statistique, décrit alors la distribu-

tion spectrale de l’émission d’un corps noir :

I(λ ,T ) =
2hc2

λ 5(exp(hc/λkBT )−1)

où kB représente la constante de Boltzmann. Le corps noir étant un émetteur diffusif, on peut en déduire l’énergie
émise sur l’intégralité du demi-espace (on se place dans le cas le plus courant d’une surface solide) :

E(λ ,T ) = πI(λ ,T ) =
2πhc2

λ 5(exp(hc/λkBT )−1)

Cette fonction est représentée dans la figure 1.1.

La loi de Wien permet de déterminer le maximum de la distribution spectrale d’un corps noir pour une tempé-
rature donnée :

∂E(λ ,T )
∂λ

= 0⇒ λT ≈ 2900µm.K

En intégrant la loi de Planck en fonction de la longueur d’onde, on obtient la loi de Stefan-Boltzmann qui
représente l’intégralité de l’énergie émise par le corps noir à une température donnée.

E(T ) =
∫

∞

0
E(λ ,T )dλ = σT 4

où σ est la constante de Stefan-Boltzmann. L’échange entre 2 corps noirs aux températures Ta et Tb peut donc se
mettre sous la forme :

q = σ(T 4
a −T 4

b ) (1.4)

1.3 Résolution analytique

La plupart des problèmes thermiques nécessitent de connaître la température à l’intérieur d’un matériau. La
conduction est donc le phénomène prépondérant dans ce type d’analyse. La convection et les radiations sont le
plus souvent soit ignorées, soit intégrées comme des conditions limites. En considérant un milieu isotrope à carac-
téristiques thermophysiques constantes, l’équation de la chaleur (équation 1.2) peut alors se mettre sous la forme :

cv
∂T (x,y,z, t)

∂ t
= P(x,y,z, t)+div(k

−−→
gradT (x,y,z, t)) (1.5)

où la fonction température T (x,y,z, t) représente la température du système en un point et à un instant donnés, cv

la capacité thermique volumétrique, k la conductivité thermique et P(x,y,z, t) la puissance produite.

Cette équation doit être complétée par des conditions limites qui peuvent être de 3 types :
– les conditions de première espèce, ou conditions de Dirichlet, qui représentent une température fixe (T (x,y,z)=

T0 où T0 est une constante, cas notamment d’un changement d’état en surface du milieu),
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FIGURE 1.1 : Energie spectrale émise en fonction de la température pour un corps noir

– les conditions de deuxième espèce, ou conditions de Neumann, qui représentent un flux de chaleur fixé

(−k
∂T
∂n

= q0 où q0 est une constante, cas des radiations (équation 1.4) quand la différence de températures
entre 2 surfaces est importante),

– et les conditions de troisième espèce, ou conditions de Fourier, qui dépendent de la différence de température

entre la surface et un autre milieu (q =−k
∂T
∂n

= he0(T (x,y,z)−T0) où he0 est une constante représentant le
coefficient d’échange et T0 représente la température extérieure, cas de la convection (équation 1.3)).

où
∂T
∂n

représente la dérivée normale à la surface.

De plus, lors de la résolution, il est également nécessaire de connaître les conditions initiales du système
T (x,y,z,0). Une fois ces informations réunies, on peut procéder à la résolution analytique du problème thermique.

Exemple 1 : Cas unidimensionnel en régime transitoire d’une plaque d’épaisseur finie L soumise à une
température constante et uniforme.

La solution est de la forme T (x, t). De plus, il n’y a pas de terme source. L’équation différentielle à résoudre
s’écrit alors sous la forme :

cv
∂T
∂ t
− k

∂ 2T
∂ 2x

= 0

ou
∂ 2T
∂ 2x
− 1

a
∂T
∂ t

= 0

où a =
k
cv

est appelée l’effusivité.

En incluant les conditions initiales (température supposée nulle à t = 0) et les conditions limites (une des
limites est portée à une température constante), l’équation différentielle à résoudre est de la forme : ∂ 2T

∂ 2x
− 1

a
∂T
∂ t

= 0

T (0, t) = Tinit , T (L, t) = 0, T (x,0) = 0
(1.6)
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La première étape de la résolution consiste en la mise en forme du système d’équations. En effet, une des
conditions limites n’est pas homogène. L’utilisation du principe de superposition va nous permettre de reporter
cette non-homogénéité sur la condition initiale. On pose alors T (x, t) = T0(x)− T1(x, t) où T0(x) représente le
champ température final. On obtient ainsi 2 systèmes d’équations : ∂ 2T1

∂ 2x
− 1

a
∂T1

∂ t
= 0

T1(0, t) = 0, T1(L, t) = 0, T1(x,0) = T0(x)

et  ∂ 2T0

∂ 2x
= 0

T0(0) = Tinit , T0(L) = 0.

La solution pour T0 est simple : T0 = Tinit

(
1− x

L

)
et elle permet d’obtenir la condition initiale utilisée pour

trouver T1.
La deuxième étape de la résolution repose sur la séparation des variables. La fonction T1(x, t) est alors mise

sous la forme T1(x, t)= u(x)v(t). En introduisant ces fonctions dans l’équation différentielle, on obtient la relation
suivante :

u′′(x)
u(x)

=
1
a

v′(t)
v(t)

= cste

En supposant la constante négative, on peut alors écrire cste =−α2. Avec les conditions limites, les k-ième
solutions particulières de chacune des équations différentielles prennent la forme :{

u(x) = Asin(αkx)
v(t) =Cexp(−aα2

k t)
avec αk =

kπ

L
et k ∈ N

La solution générale, compte tenu de la linéarité des équations, peut alors être mise sous la forme d’une
combinaison linéaire des solutions particulières :

T1(x, t) = ∑
k

Eksin(αkx)exp(−aα
2
k t)

où Ek représente le coefficient de pondération de la solution particulière k dans la solution finale.
La condition initiale peut alors s’écrire :

T1(x,0) = T0(x) = ∑
k

Eksin(αkx)

Cette équation va nous permettre de calculer les Ek. En effet, les fonctions f (x) = sin(αkx) et g(x) =

sin(αk′x) sont orthogonales si k 6= k′ pour le produit scalaire défini par < f (x),g(x) >=
∫ L

0
f (x)g(x)dx. Pour

déterminer les Ek, on peut alors écrire :∫ L

0
T0(x)sin(αkx)dx =

∫ L

0
∑
k′

Ek′sin(αk′x)sin(αkx)dx = Ek

∫ L

0
sin2(αkx) =

L
2

Ek

soit Ek =
2
L

∫ L

0
T0(x)sin(αkx)dx

En insérant cette nouvelle expression de Ek dans l’équation générale, on obtient :

T1(x, t) = ∑
k

sin(αkx)
(

2
L

∫ L

0
T0(x′)sin(αkx′)dx′

)
exp(−aα

2
k t)
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On peut ensuite utiliser l’expression de T0(x) pour obtenir :

T1(x, t) =
2Tinit

π
∑
k

sin(αkx)
k

exp(−aα
2
k t)

Pour le problème originel, on a alors :

T (x, t) = T0(x)−T1(x, t) = Tinit

(
1− x

L

)
− 2Tinit

π
∑
k

sin(αkx)
k

exp(−aα
2
k t)

Cette démarche permet de trouver la solution exacte du problème de prédiction de température en tout point du
système et à tout instant. Cependant, si ce type d’analyse est possible dans un cas relativement simple, il s’avère très
difficile voire impossible d’utiliser cette méthode de résolution lorsque l’architecture du modèle étudiée devient
trop complexe ou lorsqu’il est impossible d’homogénéiser les conditions limites. Toutefois, dans des conditions
particulières, il est possible de trouver une solution pour des architectures complexes. Un exemple de ce type
d’approche peut être trouvé dans [Muz06].

1.4 Résolution numérique

Résoudre parfaitement le système d’équations différentielles et de conditions limites qui découle de l’architec-
ture du système modélisé est impossible dans la plupart des cas réels. La seule voie restante est de s’en remettre
à des solutions approchées, en essayant de réduire le plus possible l’erreur liée à l’approximation. Les méthodes
numériques offrent ainsi une alternative avantageuse lorsque le modèle devient trop complexe. La solution n’est
plus alors le champ complet de température en tout point de l’espace et du temps. Elle prend la forme d’un vecteur
représentant la température en chaque noeud d’un maillage. Ce vecteur évolue alors itérativement entre chaque
pas de temps par l’intermédiaire d’opérations matricielles. Les différentes méthodes de résolution numérique sont
présentées dans de nombreux ouvrages et notamment celui de Goncalvès [Gon05]. Les exemples de ce chapitre
sont adaptés de ceux de cet ouvrage.

1.4.1 Différences finies

La méthode des différences finies consiste à tronquer le développement de Taylor d’une fonction afin de rem-
placer les dérivées partielles de l’équation différentielle. Ainsi, dans le cas de l’équation de la chaleur, on considère
toujours la fonction T (x,y,z, t) représentant la température en tout point du système en fonction du temps. Soit ∆x
un déplacement infinitésimal, si on étudie le développement de cette fonction température au voisinage de x, on
peut écrire :

T (x+∆x,y,z, t) = T (x,y,z, t)+∆x
∂T
∂x

+
∆x2

2
∂ 2T
∂x2 +

∆x3

6
∂ 3T
∂x3 + . . .+

∆xi

i!
∂ iT
∂xi + . . .

Si on tronque ce développement au premier ordre, on obtient :

∂T
∂x

+O(∆x) =
T (x+∆x,y,z, t)−T (x,y,z, t)

∆x

En étendant le même raisonnement aux autres dimensions spatiales, il est possible d’obtenir un système li-
néaire à partir de l’équation différentielle. Pour utiliser cette méthode de résolution, on constate qu’un maillage
hexaèdrique doit être utilisé ce qui peut limiter la géométrie des systèmes considérés.

Exemple 2 : Cas unidimensionnel en régime transitoire d’une plaque d’épaisseur finie L soumise à une
température constante et uniforme.
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Comme dans l’exemple 1, l’équation différentielle à résoudre est de la forme : ∂ 2T
∂ 2x
− 1

a
∂T
∂ t

= 0

T (0, t) = Tinit , T (L, t) = 0, T (x,0) = 0

On considère les déplacements infinitésimaux ∆x dans l’espace et ∆t dans le temps. On note i l’indice des
mailles le long de l’axe x et n l’indice du pas de temps considéré. Ainsi, on a xi = i∆x et tn = n∆t et on notera
par la suite T i

n = T (xi, tn). La plaque étant d’épaisseur finie, on considère de plus l le nombre de mailles, tel que
1≤ i≤ l.

On peut alors écrire : (
∂ 2T
∂ 2x

)i

n
− 1

a

(
∂T
∂ t

)i

n
= 0

Chacune des dérivées partielles peut alors être traduite sous forme discrète :(
∂ 2T
∂ 2x

)i

n
=

T i+1
n −2T i

n +T i−1
n

∆x2(
∂T
∂ t

)i

n
=

T i
n+1−T i

n

∆t

En posant δ = a
∆t

∆x2 , on obtient l’équation :

T i
n+1 = δT i−1

n +(1−2δ )T i
n +δT i+1

n

En utilisant une notation matricielle et les conditions limites :

T 1

T 2

T 3

...
T l−3

T l−2

T l−1


n+1

=



1−2δ δ 0 . . . 0 0 0
δ 1−2δ δ 0 . . . 0 0
0 δ 1−2δ δ 0 . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . 0 δ 1−2δ δ 0
0 0 . . . 0 δ 1−2δ δ

0 0 0 . . . 0 δ 1−2δ





T 1

T 2

T 3

...
T l−3

T l−2

T l−1


n

+δ



0
0
0
...
0
0

Tinit


(1.7)

La température en chaque point du maillage se déduit donc pour chaque itération de ce système linéaire.

1.4.2 Volumes finis

Le principe des volumes finis consiste à intégrer l’équation différentielle considérée sur chaque volume élémen-
taire défini par le maillage. Pour l’équation de la chaleur, on considère toujours la fonction température T (x,y,z, t).
On repart de l’équation différentielle 1.2 :

cv
∂T
∂ t

= P+div(k
−−→
gradT )

ou
1
a

∂T
∂ t
−div(

−−→
gradT ) = P



CHAPITRE 1. MODÉLISATION THERMIQUE 13

En intégrant sur le volume Vd’une maille, on obtient :

1
a

∂

∂ t

∫
V

T dV −
∫

V
div(
−−→
gradT )dV =

∫
V

PdV

On note S la surface de la maille considérée et n la normale à cette surface. À partir du théorème d’Ostrogradski,
on peut écrire :

1
a

∂

∂ t

∫
V

T dV −
∮

S

−−→
gradT d~S =

∫
V

PdV

Pour le premier terme de l’équation, si la température T est supposée constante au sein de la maille, on obtient :

∂

∂ t

∫
V

T dV =V
(

∂T
∂ t

)
maille

De plus, en discrétisant le domaine temporel et en posant ∆T la variation de température entre 2 instants, ce
terme peut se mettre sous la forme :

V
(

∂T
∂ t

)
maille

=V
∆T
∆t

Pour le second terme de l’équation, si on suppose le flux
−−→
gradT constant sur chaque face de la maille, on peut

écrire : ∮
S

−−→
gradT d~S = ∑

Smaille

(−−→
gradT

)
maille

Smaille~nmaille

où Smaille est la surface de la face de la maille considérée et ~nmaille le vecteur unitaire normal à cette face orienté
vers l’extérieur.

Si, de plus, la puissance générée au sein de la maille est également considérée comme constante, l’équation
globale discrétisée est alors :

1
a

V
∆T
∆t
− ∑

Smaille

(−−→
gradT

)
maille

Smaille~nmaille = PV

Nous considérons l’application de ce principe sur l’exemple

Exemple 3 : Cas unidimensionnel en régime transitoire d’une plaque d’épaisseur finie L soumise à une
température constante et uniforme.

On prend des conventions identiques à celles de l’exemple 2. Toutefois, dans le cas des volumes finis, xi

représente le centre de la maille. En intégrant sur le volume d’une maille, on obtient alors :∫ xi+1/2

xi−1/2

∂ 2T
∂ 2x
− 1

a

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂T
∂ t

= 0

Dans notre cas, on a V = ∆x et P = 0. En utilisant une discrétisation de type volume fini, on peut mettre
l’équation sous la forme :

1
a

(
T i

n+1−T i
n

∆t

)
∆x =

[(
∂T
∂x

)xi+1/2

n
−
(

∂T
∂x

)xi−1/2

n

]
On calcule la valeur moyenne du flux à la surface de la maille :(

∂T
∂x

)xi+1/2

n
=

1
∆x

∫ xi+1

xi

∂T
∂x

dx =
T i+1

n −T i
n

∆x
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Pour les mailles situées aux limites, on doit adapter cette équation et on obtient :(
∂T
∂x

)xl+1/2

n
=−2

T l
n

∆x
,
(

∂T
∂x

)x1/2

n
= 2

T 1
n −Tinit

∆x

En posant δ = a
∆t

∆x2 , on obtient l’équation :

T i
n+1 = δT i−1

n +(1−2δ )T i
n +δT i+1

n

T l
n+1 = (1−3δ )T l

n +δT l−1
n

T 1
n+1 = δT 2

n +(1−3δ )T 1
n +2δTinit

Soit, sous une notation matricielle :

T 1

T 2

T 3

...
T l−3

T l−2

T l−1


n+1

=



1−3δ δ 0 . . . 0 0 0
δ 1−2δ δ 0 . . . 0 0
0 δ 1−2δ δ 0 . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . 0 δ 1−2δ δ 0
0 0 . . . 0 δ 1−2δ δ

0 0 0 . . . 0 δ 1−3δ





T 1

T 2

T 3

...
T l−3

T l−2

T l−1


n

+2δ



0
0
0
...
0
0

Tinit


(1.8)

1.4.3 Éléments finis

La méthode des éléments finis consiste à résoudre l’équation différentielle dans un sous-espace de fonctions de
dimension finie plutôt que dans l’espace des fonctions continues de dimension infinie. Ce sous-espace est défini
par un ensemble de fonctions élémentaires linéairement indépendantes, notées φi. Ces fonctions sont elles-mêmes
le plus souvent définies comme des fonctions polynomiales sur les noeuds d’un maillage de l’espace. La solution
est alors obtenue sous la forme d’une somme pondérée de ces fonctions élémentaires. Une illustration de cette
démarche est donnée dans l’exemple suivant

Exemple 4 : Cas unidimensionnel en régime transitoire d’une plaque d’épaisseur finie L soumise à une
température constante et uniforme.

On prend des conventions identiques à celles de l’exemple 2. On choisit des fonctions élémentaires polyno-
miales de degré 1 :

φi(x) =



x− xi−1

xi− xi−1
si xi−1 < x < xi

x− xi+1

xi− xi+1
si xi < x < xi+1

0 sinon.

Le nombre de fonctions élémentaires est alors égal au nombre de mailles dans les exemples précédents (1≤ i≤ l).
On cherche une solution de la forme :

T (x, t) = f (x)g(t) =

(
∑

i
gi(t)φi(x)

)
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En utilisant cette expression dans l’équation différentielle, on obtient :(
∑

i
gi(t)

d2φi(x)
dx2

)
− 1

a

(
∑

i

dgi(t)
dt

φi(x)

)
= 0

Pour toute fonction v(x), on peut alors écrire :

∫ (
∑

i
gi(t)

d2φi(x)
dx2

)
v(x)dx− 1

a

∫ (
∑

i

dgi(t)
dt

φi(x)

)
v(x)dx = 0

Si de plus v(x) est nulle en dehors du domaine [0,L], alors en intégrant par partie, on a :

∫ L

0

(
∑

i
gi(t)

dφi(x)
dx

)
dv(x)

dx
dx+

1
a

∫ L

0

(
∑

i

dgi(t)
dt

φi(x)

)
v(x)dx = 0

En particulier, si on choisit v(x) = φ j(x), il suit :

∑
i

gi(t)
(∫ L

0

dφi(x)
dx

dφ j(x)
dx

dx
)
+

1
a ∑

i

dgi(t)
dt

(∫ L

0
φi(x)φ j(x)dx

)
= 0

Si on décrit les matrices M et K et le vecteur G(t) tels que :

Mi j =

(∫ L

0
φi(x)φ j(x)dx

)
Ki j =

(∫ L

0

dφi(x)
dx

dφ j(x)
dx

dx
)

Gi(t) = [g1(t)g2(t)g3(t) . . .gi(t) . . .gl(t)]>

Compte tenu de la définition des fonctions élémentaires, les matrices M et K sont tridiagonales. On obtient
alors avec les mêmes conventions que dans les exemples précédents pour les déplacements infinitésimaux ∆x et
∆t et les indices i et n :

Ki j =


2

∆x
si i = j

− 1
∆x

si i− j =±1

0 sinon.

Mi j =


2∆x

3
si i = j

−∆x
6

si i− j =±1

0 sinon.

Alors, on peut alors écrire :
1
a

M
dG(t)

dt
+KG(t) = 0

En utilisant une intégration temporelle de type Euler et en posant δ = a
∆t

∆x2 , on peut écrire cette équation
sous la même forme que pour les schémas de discrétisation précédents (équations 1.7 et 1.8).

On constate donc que la méthodes des différences finies et celles des volumes finies sont relativement proches
pour notre exemple. Toutefois, la méthode de volumes finis utilise, comme la méthode des éléments finis, des
approximations d’intégrales, alors que la méthode des différences finies repose sur des approximations de dérivées.
De plus, la méthode des volumes finis et celle des éléments finis apportent plus de souplesse quant au choix du
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maillage possible. C’est pourquoi la méthode des différences finies n’est utilisé que pour des cas très simples.
Grâce à la possibilité de choisir les fonctions élémentaires, la méthode des éléments finis est souvent plus précise
que celle des volumes finis mais la complexité algorithmique est plus élevée. Le choix entre ces deux méthodes
revient donc à un compromis entre la précision attendue et la complexité des calculs nécessaires.

1.5 Réduction d’ordre des modèles

La taille des systèmes linéaires générés dépend du nombre de mailles utilisées. Or, la taille des mailles doit
être adaptée à celle des objets modélisés. Si l’on veut modéliser avec finesse un ensemble d’objets de différentes
dimensions, on obtient ainsi le plus souvent des systèmes linéaires de très grande taille.

Les modèles thermiques s’insèrent dans une famille plus large de modèles, dits modèles d’états. En effet, si
l’on considère les vecteurs T (t) ∈ Rm et P(t) ∈ Rp représentant la température sur chaque noeud du maillage à
l’instant t et la puissance injectée dans le système, où m désigne le nombre de mailles du modèle et p le nombre
de fonctions servant à décrire la puissance injectée, alors les modèles numériques obtenus peuvent se mettre sous
la forme, avec A ∈ Rm×m et B ∈ Rm×p :

dT (t)
dt

= AT (t)+BP(t)

Cette forme correspond parfaitement à la définition d’un modèle d’état (ces modèles seront décrits plus préci-
sément dans le chapitre 4). Dans la suite, les états seront notés x(t), les entrées du modèle u(t) et les sorties du
modèle y(t). On considère donc la représentation d’état suivante 1 :

dx(t)
dt

= Ax(t)+Bu(t)

ou
xn+1 = Axn +Bun

dans le cas discret.

Le plus souvent, seule la température en quelques positions particulières est réellement utile. Le système peut
alors se mettre sous la forme plus générale, où la matrice C sert en thermique à sélectionner la température des
mailles qui nous intéressent : {

xn+1 = Axn +Bun

yn = Cxn

Même dans un espace tridimensionnel, les matrices caractérisant les modèles thermiques sont relativement
creuses. Les méthodes de réduction de modèle sont parfaitement adaptées à ce type de problématique. De plus,
le nombre de sorties y(t) et d’entrées u(t) du modèle est fréquemment très inférieur à la dimension de x(t).
Enfin, physiquement, deux mailles proches vont nécessairement présenter une corrélation très forte entre leurs
températures. Ces faits renforcent les prédispositions du modèle pour les méthodes de réduction. L’objectif est
donc de trouver un autre système linéaire de taille très inférieure et capable de produire une bonne approximation
des sorties y(t). Les équations étant linéaires, on choisit une projection matricielle du type x(t) = Vw(t) où w(t)
sont les états du nouveau système et V représente une matrice de projection entre les espaces d’états des deux
systèmes. Le nouveau système peut alors se mettre sous la forme :{

dw(t)
dt = V−1AVw(t)+V−1Bu(t)

y(t) = CVw(t)

1. Dans le cas le plus général, l’équation prend la forme de E dx(t)
dt = Ax(t)+Bu(t) mais pour la modélisation thermique, la matrice E est

toujours inversible.
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La détermination de la matrice V constitue l’essentiel du problème. Un grand nombre d’algorithmes ont été
proposés pour calculer de manière efficace cette matrice et obtenir la meilleure précision sur l’estimation de la
sortie pour un nombre d’états réduit. Ces algorithmes peuvent sommairement être classés en deux catégories :

– celles fondées sur des méthodes de projection et qui font une utilisation intensive de la décomposition en
valeurs singulières (Singular perturbation method, Proper Orthogonal Decomposition (POD), ...),

– et celles qui reposent sur le « moment matching » (algorithmes de Lanczos et d’Arnoldi, Rational Krylov
Method, ...).

Les méthodes de projection vont chercher à projeter les états du système d’origine vers une nouvelle base où les
états faiblement observables (qui n’ont qu’une faible influence sur la sortie du système) vont être éliminés. Pour le
« moment matching », il s’agit de trouver une fonction de transfert dont un certain nombre de pôles correspondent
à ceux du système réel. Une revue presque exhaustive de ces algorithmes pourra être trouvée par exemple dans
l’article d’Antoulas et al. [ASG01]. Les méthodes à base de projection offrent l’avantage de garantir une borne sur
l’erreur commise par le modèle réduit et préservent la stabilité du modèle. Les méthodes de « moment matching »
sont cependant plus légères algorithmiquement et peuvent donc traiter des systèmes de plus grandes tailles. Toutes
ces méthodes permettent dans la plupart des cas de réduire fortement le nombre de mailles du modèle tout en
conservant une précision acceptable.

Exemple 5 : Réduction de modèle thermique instationnaire en 2D.

On considère un système simple, constitué par un disque qui reçoit des impulsions de puissance et qui est
situé au centre d’une plaque carrée dont les bords sont maintenus à une température constante. La géométrie ainsi
que le maillage utilisé sur le système sont présentés sur la figure 1.2. Le maillage est constitué de 725 noeuds, ce
qui correspond également à l’ordre du modèle créé.

À partir du maillage et des caractéristiques thermiques des différents matériaux, on peut effectuer une dis-
crétisation par éléments finis et établir une équation de la forme :

M
dT (t)

dt
+KT (t) = F(t)

On ne s’intéresse qu’à la réponse d’un unique noeud, celui dont la température est la plus élevée. L’im-
pulsion de puissance appliquée sur le disque central ainsi que la réponse de ce noeud sont présentées à la
figure 1.3. La méthode de réduction utilisée est assez simple et se rapproche d’une POD, même si cette mé-
thode est généralement réservée au cas non-linéaire. On part d’une séquence d’impulsions injectées dans le
modèle pour générer une séquence d’états, qui correspondent ici aux températures sur les différents noeuds :
Tt = [T (1) T (2) . . . T (d− 1) T (d)]> ∈ Rd×m. Pour déterminer les états du modèles réduits, on applique une
décomposition en valeurs singulières (méthode décrite dans l’annexe B) sur la matrice Tt :

Tt = UrSrVT
r

Par convention, on suppose que les valeurs singulières placées sur la diagonale de Sr sont triées par ordre
décroissant. Pour obtenir un système réduit donnant une bonne approximation, on peut alors choisir la matrice
de projection V = Ur(1 : n, :) où n représente l’ordre sélectionné pour le modèle. Les résultats obtenus pour
différentes valeurs de n sont présentés sur la figure 1.4. On constate que plus l’ordre du modèle réduit augmente,
plus la réponse fournie par ce modèle se rapproche de la vraie réponse du système thermique. En particulier pour
un ordre n = 10, la superposition de la réponse correspondante avec la vraie température est parfaite. Il est à noter
qu’un ordre n = 5 assure déjà une approximation quasi parfaite.
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FIGURE 1.2 : Géométrie et maillage pour l’exemple de réduction de modèle.

FIGURE 1.3 : Impulsion de puissance injectée et réponse en température du noeud choisi pour l’exemple de
réduction de modèle. En rouge l’impulsion et en bleu la réponse obtenue.

1.6 Applications

De nombreux logiciels implémentent les méthodes de résolution numérique pour modéliser différents pro-
blèmes thermiques. Le système est alors représenté sous la forme de plusieurs blocs de matériaux homogènes mis
bout à bout pour obtenir une structure réaliste. Cette approche est utilisée sur un problème-jouet où un composant
(de type transistor de puissance) est monté sur un système de refroidissement (typiquement un système d’ailettes).
Il est à noter que ce cas de figure se rapproche de la problématique envisagée dans cette thèse à savoir la mo-
délisation de l’évolution de la température interne des composants radar dans un cas simplifié. Compte tenu des
dimensions très différentes de ces 2 éléments, ils doivent être étudiés de manière séparée pour conserver des temps
de calcul raisonnables. En effet, la précision de l’approximation dépend grandement de la finesse du maillage
choisi.
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FIGURE 1.4 : Réponse des modèles réduits pour différentes valeurs de l’ordre n du modèle réduit.

1.6.1 Modèle complet simplifié

Un premier modèle a été développé sous le logiciel TAS [rdpA]. Ce logiciel utilise les éléments finis et autorise
donc des mailles de différentes formes. Ce modèle reprend l’architecture complète du problème-jouet, avec un
composant électronique placé sur une plaque munie d’ailettes. On suppose un écoulement d’air constant à 10m.s−1

dans les ailettes. Seuls les échanges convectifs les plus importants sont modélisés, ce qui permet de les représenter
par un simple coefficient d’échange associé à la surface interne des ailettes. Les échanges radiatifs n’ont pas été pris
en compte car ils sont négligeables dans ces conditions. L’architecture du composant a été grandement simplifiée
pour permettre de réaliser le modèle (figure 1.5). La partie active du composant est soumise à plusieurs trains
d’impulsions de puissance, répartis en deux phases d’activité, chacune suivie d’une phase de repos. La température
de jonction relevée est associée à la plus forte température observée dans le modèle.

Le signal relevé montre la superposition de 2 dynamiques dans la réponse thermique du système (figure 1.6).
La dynamique la plus lente est liée au radiateur à ailettes. Compte tenu de sa masse et de ses dimensions, il possède
une forte inertie thermique. Durant les phases d’activité, l’amplitude de cette dynamique est de l’ordre de 10˚C
pour un temps de réponse supérieur à la seconde. La dynamique la plus rapide est liée à la réponse thermique du
composant. Toutefois, étant donné que l’architecture du composant a été simplifiée, l’amplitude de cette dynamique
a été minorée et son temps de réponse paraît plus important. On constate une amplitude d’environ 20˚C pour un
temps de réponse de quelques milisecondes.

Ce modèle permet principalement de mettre en évidence la difficulté de construire un modèle qui puisse in-
tégrer l’intégralité du problème-jouet. En effet, outre les complications liées aux différentes échelles à intégrer
dans le modèle, la génération de bases de données pertinentes pose problème. La dynamique du système de re-
froidissement nécessite un temps d’acquisition long et celle du composant ne peut être observée qu’avec un taux
d’échantillonnage important. La base de données nécessaire pour observer les deux dynamiques doit donc être très
grande. De plus, avec une fréquence d’échantillonnage élevée, l’influence de la dynamique lente est très diffici-
lement observable sur un faible nombre d’échantillons, ce qui pose problème lors de l’application d’algorithmes
d’apprentissage.
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FIGURE 1.5 : Modèle complet du problème-jouet réalisé sous le logiciel TAS.

FIGURE 1.6 : Sortie obtenue pour le modèle réalisé sous TAS. À gauche, l’intégralité du signal obtenu où
l’on peut deviner la dynamique lente liée au système de refroidissement. À droite, un zoom sur les données
pour observer la dynamique rapide liée à la réponse thermique du composant avec les impulsions de puissance

injectées.
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1.6.2 Modèle du composant détaillé

Un second modèle a été réalisé sous le logiciel Flotherm [Flo]. Utilisant les volumes finis, Flotherm offre une
importante bibliothèque d’objets et de matériaux et permet des simulations plus complètes que TAS. Le modèle ne
représente que le transitor mais intègre l’intégralité de son architecture (figure 1.7). Compte tenu des symétries que
présente son architecture, seul un quart de transistor est modélisé. Le modèle s’arrête à la base du transistor, qui est
supposée maintenue à une température fixée de 40˚C. Ce modèle néglige donc les dynamiques les plus lentes liées
à la dérive thermique du système de refroidissement qui se trouve normalement sous le composant. Les transferts
radiatifs et convectifs ont été négligés compte tenu de leurs faibles influences pour ce cas.

Deux cas ont été étudiés pour ce modèle. En effet, la conductivité thermique du semi-conducteur utilisé pour le
transistor, l’arséniure de gallium(AsGa), présente une dépendance vis-à-vis de la température. Si cette dépendance
est prise en compte, le modèle devient non linéaire par définition (puisque la matrice de conductance va dépendre
de la température en chacun des noeuds). Afin d’analyser l’importance de cette non-linéarité, la réponse du modèle
avec ou sans la prise en compte de la dépendance thermique de la conductivité de l’AsGa a été relevée. Le modèle
a été soumis à des impulsions de puissance. La zone active a été localisée sur les doigts du transistor et l’évolution
temporelle de la température a été relevée à cette position (figure 1.8).

Ces courbes nous permettent de voir que l’influence de la non-linéarité est assez faible (10˚C au maximum). De
plus, avec la faible inertie du modèle, la dérive entre les 2 courbes reste limitée. Cependant, la différence entre les
2 cas est la plus forte au sommet des pics de températures, et c’est ce paramètre qui est le plus essentiel pour cette
étude. On considère en effet qu’au-delà de 180˚C, il y a dégradation de la fiabilité des composants. Pour la suite,
cette non-linéarité sera donc conservée. Enfin, ce modèle permet de pallier les manques du modèle précédent et
nous offre une base de données sur les dynamiques les plus rapides du système, avec des élévations de température
réalistes de l’ordre de 100˚C en quelques dizaines de microsecondes.

FIGURE 1.7 : Modèle de transistor réalisé sous le logiciel Flotherm.

1.7 Conclusion

L’approche physique permet une compréhension fine des phénomènes mise en jeu. De plus, même si les mo-
dèles générés se révèlent très grands, ils sont également très flexibles et donnent accès à la température en chaque
maille du modèle. Toutes ces informations ne sont pas utiles pour notre étude mais les données générées nous ont
ainsi permis de mieux comprendre les problématiques liées à la modélisation thermique et de fixer les ordres de
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FIGURE 1.8 : Sorties obtenues pour le modèles de transistor réalisés sous le logiciel Flotherm. En bleu, la
sortie du modèle où la dépendance de la conductivité de l’AsGa vis-à-vis de la température n’a pas été prise en

compte. En rouge, celle du modèle où cette dépendance a été prise en compte.

grandeurs pour les amplitudes et les temps de réponse des signaux de température. Tout d’abord, les données du
premier modèle ont mis en évidence la très large gamme de temps de réponse pour les différents éléments du sys-
tème. Cette forte diversité nous oblige à diviser le cas de test en 2 parties pour permettre la faisabilité des modèles
et des bases de données associées. Pour ce modèle, la réponse thermique en fonction de la puissance injectée se
révèle totalement linéaire puisque la convection est réduite à un coefficient d’échange. Cependant, si la vitesse de
l’air dans les ailettes varie, alors cette simplification n’est plus possible. Pour le modèle du composant, nous avons
constaté que la non-linéarité dans la réponse provenait de la dépendance de la conductivité thermique vis-à-vis
de la température pour le semi-conducteur utilisé. Toutefois, cette non-linéarité reste limitée dans son amplitude
et dans son influence à long terme. Ces constatations vont nous guider dans le choix des méthodes de mesures à
utiliser et des méthodes statistiques à sélectionner.



2
Mesures de température

2.1 Introduction

La modélisation numérique nous a permis d’estimer les ordres de grandeurs des différents phénomènes ther-
miques. Toutefois, ces simulations réclament énormément de temps et de puissance de calcul, notamment pour les
modèles à très petite échelle où la différence entre le temps de calcul nécessaire et la durée de fonctionnement
simulée est très élevée (exemple : pour le modèle du transistor, 4 jours de simulation pour 1 seconde de signal). De
plus, la fiabilité de ces simulations repose uniquement sur la précision des connaissances disponibles sur le sys-
tème étudié, connaissances qui ne sont pas toujours accessibles (exemple : architecture complète d’un composant
électronique). Ces lacunes font que les simulations doivent souvent être complétées par des mesures pour obtenir
des bases de données fiables. Ce chapitre propose donc un tour d’horizon des méthodes de mesure de température
existantes en présentant leurs principales caractéristiques. Ces caractéristiques seront ensuite comparées afin de
dresser un bref comparatif et nous permettre de choisir les méthodes les plus adaptées en fonction des contraintes
relevées pour les différentes parties du système. Enfin, les résultats obtenus pour les méthodes de mesure retenues
seront présentés.

2.2 État de l’art sur les méthodes de mesure thermique

Cette partie dresse un bref panorama des principales méthodes de mesure thermique, avec leur avantages et
leurs inconvénients ainsi que leurs adéquations à notre application.

2.2.1 Rappels sur la propagation des rayonnements électromagnétiques

Une grande partie des méthodes de mesures de température font intervenir des variations de comportement des
objets considérés vis-à-vis des rayonnements électromagnétiques. Il est donc utile de rappeler ici quelques notions
sur le comportement de ces rayonnements. Dans un milieu transparent tel que l’air, l’onde électromagnétique se
propage en ligne droite. À la surface de séparation avec un autre milieu, plusieurs phénomènes peuvent se produire.
L’onde électromagnétique peut être renvoyée vers le milieu transparent, on parle alors de réflexion. Si le second
milieu est lui aussi transparent, l’onde peut être transmise au travers de ce milieu. Enfin, une partie de la puissance
de l’onde peut être transformée en un autre type d’énergie, notamment sous forme d’agitation thermique, et l’on
parle alors d’absorption. À chacun de ces phénomènes est associé un coefficient (respectivement réflectance r ,
transmittance τ et absorptance α) qui représente la proportion de la puissance de l’onde incidente qui va être mise
en jeu dans chacun des trois phénomènes (le phénomène de diffusion est volontairement ignoré car il n’intervient
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pas dans l’équation-bilan). Il est alors évident que l’on a la relation :

r+ τ +α = 1

La mesure de température s’effectue le plus souvent sur un milieu qui est considéré comme opaque. La trans-
mittance est donc nulle et le comportement global du milieu vis-à-vis du rayonnement électromagnétique peut être
connu en mesurant un seul des paramètres manquants (réflectance ou absorptance). L’absorptance est liée à une
autre caractéristique du matériau appelée émissivité. En effet, la plupart des corps ne peuvent pas être considérés
comme des corps noirs. Cependant, une approximation de leur comportement peut être obtenue par le modèle dit
du corps gris et leurs propriétés émissives sont alors quantifiées par une fraction de celles du corps noir, appe-
lées émissivité. Par la loi de Kirchhoff, dans une enceinte fermée à l’équilibre thermodynamique, les flux radiatifs
absorbés et émis vont tendre eux aussi à s’équilibrer. L’émissivité et l’absorptance sont alors égales [Che99].

2.2.2 Mesure de température par infrarouge

Comme nous l’avons vu, la plupart des corps réels peuvent être approximés par des corps gris. Si l’on connait
l’émissivité d’un objet, alors en mesurant le flux radiatif émis, il est possible de déterminer la température de
cet objet. Ce flux est mesuré à l’aide de photodétecteurs qui transforment le rayonnement électromagnétique en
un courant ou une tension électrique. Cependant, la plupart des photodétecteurs ne sont sensibles qu’à une plage
de fréquences réduite. Or, aux températures considérées (entre 0 et 1000˚C), la majorité du rayonnement élec-
tromagnétique du corps noir (et donc des corps gris) s’effectue dans une gamme de fréquences correspondant à
l’infrarouge. Pour mesurer la température des objets à partir du flux radiatifs émis, ce sont donc des photodétec-
teurs sensibles aux infrarouges qui sont utilisés. Les réponses des différents photodétecteurs utilisés usuellement
peuvent être trouvées dans la figure 2.1. Lors de la mise en oeuvre de ces mesures, afin d’augmenter l’intensité
du signal obtenu mais aussi de réduire le rayonnement infrarouge lié aux réflexions, il est nécessaire d’obtenir la
meilleure émissivité possible sur la surface des objets mesurés. L’utilisation de différents type de revêtements (no-
tamment dans le cas de métaux polis) peut alors s’avérer nécessaire. De plus, la mesure infrarouge est également
limitée par les longueurs d’ondes utilisées qui restreignent la résolution spatiale minimale accessible.

2.2.3 Mesure de température par thermoréflectivité

La thermoreflectivité désigne la variation de la réflectance induite par la variation de température. Cette relation
est souvent mise sous la forme d’une équation linéaire :

∆r
r

= k∆T

où T représente la température et k le coefficient de thermoréflectivité. Si l’on suppose le coefficient k connu,
il suffit donc de mesurer la variation de réflectance pour remonter à la variation de température. L’objet considéré
est donc éclairé par une lumière dont la longueur d’onde et l’intensité sont connues. La puissance lumineuse est
ensuite mesurée par un photodétecteur pour déterminer la variation ∆r (le schéma de principe est illustré à la
figure 2.2). Toutefois, le choix de la gamme de longueurs d’onde utilisée n’est ici guidé que par le type de surface
considérée et l’on utilise le plus souvent de la lumière visible où les photodétecteurs sont beaucoup plus courants.
De plus, les longueurs d’onde étant plus faibles que pour l’infrarouge, la résolution spatiale accessible est plus
élevée. Ce principe de mesure fait aujourd’hui l’objet de nombreux travaux, parmi lesquels on pourra notamment
citer ceux de Filloy et al. [FTH+03]. Toutefois, dans le cas de l’utilisation d’une caméra pour réaliser la mesure, les
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FIGURE 2.1 : Réponses des différents photodétecteurs infrarouges.

FIGURE 2.2 : Schéma de principe d’une mesure par thermoréflectivité.

fréquences mesurables ne dépassent pas quelques dizaine de Hertz. L’extension de cette méthode pour des signaux
thermiques de plus hautes fréquences a été développée grâce notamment à l’utilisation de laser [EDG+05].

2.2.4 Mesure de température par diffusion Raman

La diffusion Raman ou effet Raman a été découvert par le physicien indien Chandrashekhara Venkata Râman.
Dans le cas de la mesure de température, la diffusion étudiée est principalement liée à la réflexion. Cette diffusion
provient des vibrations du réseau cristallin. En effet, l’effet Raman produit des photons réfléchis qui n’ont pas
exactement la même longueur d’onde que les photons incidents. Cette différence est liée à l’interaction entre le
photon et l’une des particules en vibration au sein du réseau. Si le photon perd de l’énergie au cours de l’échange,
sa longueur d’onde sera plus grande et il correspond alors à une raie dite Stokes dans le spectre lumineux réfléchi.
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Si le photon gagne de l’énergie, sa longueur d’onde sera plus courte et il correspond alors à la raie dite anti-
Stokes. L’intensité de ces deux raies (ou plutôt le rapport des intensités entre ces deux raies) dépend uniquement
des différents modes vibrationnels au sein du réseau cristallin et donc de la température du solide. En observant
le spectre réfléchi par une surface, il est donc possible de déterminer sa température. Le principal inconvénient
de cette méthode de mesure est la faible intensité des raies Raman. Tout d’abord, cela constitue un problème
pour distinguer ces raies à côté de la raie Rayleigh, qui correspond à une diffusion sans échange d’énergie et qui
a une intensité beaucoup plus forte. De plus, cela implique des temps de mesure plus longs afin d’obtenir des
résultats fiables. Les propriétés de la diffusion Raman et notamment son lien avec la température sont étudiées
depuis de nombreuses années et plusieurs articles traitent des applications récentes aux composants électroniques
(notamment [ADJC+04]).

2.2.5 Mesure de température par cristaux liquides

Les cristaux liquides sont dans un état intermédiaire entre le réseau cristallin d’un solide et le simple liquide.
La forme des molécules est alors très particulière et entraîne un comportement directionnel collectif. Les cristaux
liquides cholestériques ont des propriétés optiques qui dépendent fortement de la température. Il peut notamment
s’agir d’un changement de couleur. L’utilisation pour la mesure de température est alors relativement simple puis-
qu’il suffit de relever la couleur d’un matériau recouvert de cristaux liquides pour déterminer sa température.
La résolution spatiale de cette méthode est limitée par le type de rayonnement électromagnétique utilisé. Tou-
tefois, comme la surface mesurée doit obligatoirement être recouverte de cristaux liquides, cette méthode est le
plus souvent classée dans les méthodes destructives, c’est-à-dire qui altère définitivement les propriétés des objets
concernés. De plus, la plage de température accessible se révèle plus limitée que pour les autres méthodes car elle
ne dépasse que rarement les 100˚C.

2.2.6 Mesure de température par thermocouples

Les thermocouples sont les capteurs de température les plus employés dans le domaine industriel. Leur principe
repose sur l’effet Seebeck. Lorsque deux métaux différents sont reliés par deux jonctions, il se créé alors une
tension, appelée tension de Seebeck, dont la valeur varie en fonction de la température. La variation de la tension
aux bornes du circuit formé par les deux métaux permet alors de déterminer la différence de température entre les
deux jonctions. Ce type de mesure nécessite un contact avec la zone mesurée et ne peut donc pas être appliquée
dans le cas d’un composant électronique (sauf dans le cas des thermocouples intégrés aux composants). De plus,
la taille des thermocouples reste relativement importante, ce qui peut limiter encore leur utilisation et peut influer
sur le temps de réponse du capteur. Les thermocouples sont utilisés depuis de nombreuses années à un niveau
industriel pour leur très bonnes performances mais aussi pour leur faible coût et leur « embarquabilité ».

2.2.7 Mesure de température par caractérisation électrique

La plupart des éléments dont on souhaite déterminer la température sont des composants électroniques. Or les
propriétés électriques des matériaux sont sensibles aux variations de température. Une méthode pour déterminer la
température d’un composant consiste donc à mesurer ses caractéristiques électriques. La caractérisation électrique
d’un composant nécessite cependant un scénario de fonctionnement précis, et le fonctionnement normal du com-
posant doit donc être interrompu. De plus, la mesure de température obtenue tient compte de la répartition globale
de la température dans l’intégralité de la zone active du composant et non uniquement de la température au niveau
jonction. Toutefois, la simplicité d’ajout de cette méthode dans le cadre d’une caractérisation électrique plus vaste
fait qu’elle présente un intérêt et qu’elle a notamment fait l’objet d’un brevet [TC02].
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Nom Temps Résolution Résolution Plage de Destructif
de réponse spatiale en température température Destructif

Infrarouge 10µs 15 µ m 0.01˚C 0-1000˚C Oui/Non
Thermoreflectivité 5 ns 500 nm 0.001˚C 0-1000˚C Non

Raman 10s 500 nm 0.0001˚C 0-1000˚C Non
Cristaux liquide 10ms 500 nm 0.1˚C ≈ 0-100˚C Oui

Electrique 1µs Zone active du composant 1˚C 0-200˚C Non
Thermocouple 100ms Quelques millimètres 0.01˚C 0-1000˚C Non

TABLE 2.1 : Tableau récapitulant les différentes techniques de mesures thermiques avec leurs principales ca-
ractéristiques.

2.2.8 Tableau récapitulatif

Un récapitulatif des caractéristiques des différentes méthodes de mesure est présenté dans le tableau 2.1. Les
données proviennent soit des mesures effectuées, soit de l’article de Altet et al. [ACDR06]. Pour la mesure de
température sur le système de refroidissement, les contraintes sur les temps de réponse et le positionnement des
capteurs sont relativement faibles. C’est donc la praticité des différentes méthodes qui joue un grand rôle. Dans ce
cadre, les thermocouples et la mesure IR à l’aide d’une caméra sont les deux méthodes traditionnellement plébis-
citées. Afin de s’affranchir des contraintes de la calibration, pour ce projet, le choix s’est porté sur une maquette
instrumentée à l’aide de thermocouples. Pour la mesure de température sur le composant, plusieurs méthodes
remplissent les conditions requises (microscopie infrarouge, thermoréflectivité ou caractérisation électrique). Tou-
tefois, pour des raisons de praticité et de disponibilité des matériels, c’est la mesure infrarouge qui a été retenue.

2.3 Dispositifs de mesure retenus

Dans le cadre du projet régional où prend place cette thèse, le développement d’une maquette expérimentale
destinée à recueillir les données nécessaires a été confié au CORIA (COmplexe de Recherche Interprofessionnel
en Aérothermochimie), laboratoire situé à Rouen. Cette maquette s’appuie sur la reproduction du cas de test défini
précédemment (composant seul sur un système de refroidissement) et un ensemble de thermocouples.

2.3.1 Réalisation de mesures sur la maquette expérimentale

2.3.1.1 Description de la maquette

Avant de détailler les mesures effectuées, rappelons brièvement le schéma synoptique de la maquette du CO-
RIA. La figure 2.3 suivante illustre schématiquement le principe de commande du composant et le système d’ac-
quisition de données.

Pour simuler le comportement d’un transistor de puissance, des impulsions thermiques sont produites par effet
Joule dans une résistance de 50 Ω de type TO220. Ce composant, qui peut fonctionner jusqu’à 150oC, doit générer
des impulsions thermiques dont la durée peut varier de 10 à 500 µs (nominal : 200 µs) et dont la période peut
s’étendre de 100 à 5000 µs (nominal : 2000 µs). La puissance instantanée de ces impulsions est fixée à 30 W, ce
qui correspond à la dissipation d’un flux thermique de densité égale à 200kWm−2 à la base du composant. Ce
paramètre est conforme aux puissances dissipées dans les transistors de puissance pendant leur fonctionnement.

La génération de signaux de commande et l’acquisition des signaux (tension, courant, températures) sont gé-
nérées simultanément par une carte multi-fonctions National Instruments de type PCI-6251. Un éditeur graphique
commande les trains d’impulsions injectés dans la résistance. La carte gère des signaux à une fréquence de base
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FIGURE 2.3 : Schéma synoptique de la maquette expérimentale du CORIA destinée à relever des mesures de
température pour un composant de type résistance équipé d’un système de refroidissement et alimenté par des

impulsions de puissance.

égale à 100 kHz, ce qui garantit un temps de 10 µs entre front bas et front haut. Les entrées (acquisition multi-
voies) et les sorties (commande du générateur) fonctionnent simultanément. Les signaux des thermocouples (type
K) sont amplifiés (Gain x200) et transformés par un polynôme d’interpolation en degrés Celcius. Ces données sont
ensuite exportées pour le post-traitement et la visualisation.

Chaque mesure correspond à l’enregistrement simultané de huit grandeurs : six températures égales à la dif-
férence entre la température au point considéré du support du composant et la température ambiante T (x,y, t) =
Tm(x,y, t)− Te, la tension V et l’intensité I du courant traversant le composant. Ces six points de mesure, notés
M, R, J, V, G, et B, sont repérés dans un système orthonormé (x, y) centré sur le composant. Ox est la dimension
longitudinale des ailettes et Oy la dimension transversale. L’unité de longueur étant le millimètre, les coordonnées
de ces points sont les suivantes : M (0,0), R (0,5), J (5,5), V (0,10), G(5,10) et B (10, 10). L’intérêt de ces points
de mesure est d’analyser l’évolution temporelle de la température interne de la résistance (point M) mais aussi
l’évolution spatio-temporelle de cette température en prélevant des mesures en des points situés à proximité de M.
De plus, ils permettent d’évaluer l’intérêt du positionnement d’un capteur à proximité d’un composant afin d’aider
à la prédiction de sa température.

La maquette est placée dans une veine rectangulaire, en plexiglas. Elle est reliée à un ventilateur par une
connexion en PVC. Deux passages ont été pratiqués dans la paroi de cette veine pour y faire coulisser des sondes
anémométriques. On peut ainsi, par déplacement transversal de ces sondes, établir les profils de vitesse et de
température de l’air utilisé dans le système de refroidissement en amont et en aval de la maquette.
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2.3.1.2 Résultats expérimentaux

Nous avons étudié dans un premier temps le comportement de la maquette dans le cas statique. La température
sous le composant (au point M) a donc été relevée pour une puissance et une vitesse d’air dans les ailettes constantes
(figure 2.4 et 2.5). Ces courbes illustrent bien la réponse non-linéaire de la température vis-à-vis de la vitesse de
l’air dans les ailettes. En effet, chacune de ces vitesses va créer des conditions d’écoulement de l’air différentes
dans les ailettes. Si le coefficient d’échange à la surface des ailettes augmente effectivement en fonction de la
vitesse de l’air, la relation n’est cependant pas linéaire. En revanche, pour une vitesse d’air fixée, le coefficient
d’échange reste constant et pour un scénario statique, le système de refroidissement peut alors être assimilé à une
résistance thermique. L’élévation de température est ainsi directement proportionnelle à la puissance dissipée dans
le composant.

FIGURE 2.4 : Évolution de la température sous le composant en fonction de la vitesse de l’air dans les ailettes
pour une puissance injectée fixée.

Différents scénarios de rafales et de vitesses de refroidissement ont ensuite été programmés, en faisant varier
un seul des paramètres ou les deux de manière asynchrone (figure 2.7) et la température sous le composant a été
relevée (figure 2.6 et figure 2.8). Les thermocouples ne permettent cependant pas de suivre la réponse thermique à
chaque impulsion de puissance (quelques centaines de microsecondes). En effet, bien que les thermocouples soient
placés jusque sous le composant (ce qui n’est pas possible pour une application industrielle), la température qu’ils
mesurent est principalement celle du système de refroidissement et non pas celle du composant. Ce phénomène
est lié au fait que les thermocouples sont placés dans des encoches percées dans le support en aluminium, qui
possède une très bonne conductivité thermique. Ceci est d’autant plus vrai que le thermocouple est placé loin
du composant, la chaleur étant un phénomène diffusif. Pour la suite de l’étude, seule la température du point
M est donc utilisée. Toutefois, même au point M, le temps de réponse du signal mesuré est de l’ordre d’une
seconde. Pour les dynamiques les plus lentes, la vitesse de l’air dans les ailettes semble avoir une légère influence
sur l’établissement de la température d’équilibre (figure 2.9). Toutefois, afin de conserver des bases de données
de tailles raisonnables, les échelons utilisés pour la puissance injectée ou la vitesse de l’air dans les ailettes ne
dépassent pas 5 minutes.



30 2.3. DISPOSITIFS DE MESURE RETENUS

FIGURE 2.5 : Évolution de la température sous le composant en fonction de la puissance injectée pour une
vitesse d’air dans les ailettes fixée.

FIGURE 2.6 : Température relevée pour les différents thermocouples pour des échelons de puissances crois-
santes et une vitesse d’air dans les ailettes de 1,5m.s−1.
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FIGURE 2.7 : Scénario de puissance injectée et de vitesse d’air dans les ailettes pour la maquette expérimentale.

FIGURE 2.8 : Température relevée sous le composant pour le scénario considéré à la figure 2.7.
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FIGURE 2.9 : Courbes de température pour un échelon de puissance de 32W avec différentes vitesses d’air
dans les ailettes.

2.3.2 Mesures infrarouges

Les données de la maquette permettent donc de suivre l’évolution de la température moyenne du composant au
cours du temps. Toutefois, pour les dynamiques les plus rapides, il nous a fallu compléter nos données à partir d’un
autre type de mesure. Pour cette tâche, en fonction de leurs capacités mais aussi de la disponibilité des équipements
de mesure, le choix des méthodes infrarouges est apparu comme le plus pertinent. Deux dispositifs sont utilisés
pour localiser puis suivre au cours du temps la température la plus élevée à la surface du composant.

2.3.2.1 Caméra infrarouge

Le fonctionnement de la caméra infrarouge repose sur l’utilisation d’une matrice non refroidie bidimension-
nelle de capteurs micrométriques appelés microbolomètres. Au sein de chaque microbolomètre, les radiations
infrarouges émises depuis le système à thermographier sont captées par un matériau absorbant. La variation de
température qui en résulte va induire une variation de résistance électrique qui peut être mise sous la forme d’un
signal électrique. Le signal de température analogique amplifié est ensuite converti en un signal numérique, qui
est représenté par une image thermique en fausses couleurs (figure 2.10). Cette méthode permet de mesurer effi-
cacement le fonctionnement d’un système de refroidissement ou même la température moyenne d’un composant.
Toutefois, les faibles résolutions spatiale (100µm de résolution maximale avec un objectif grossissant) et tempo-
relle (30Hz) ne permettent pas de suivre les variations de température dans un transistor au cours d’une impulsion.

Dans le cadre des mesures de températures sur des circuits électroniques, l’utilisation de l’imagerie infrarouge
(IR) permet un diagnostic pratique et rapide. Toutefois, afin de fournir une mesure plus précise, il est nécessaire
de prendre en compte l’émissivité des différents matériaux. Déterminer a priori cette émissivité s’avère malheu-
reusement impossible, et l’on a recourt à des mesures de calibration (où la température est fixée par un support
chauffant) afin de l’estimer. Dans ce cadre, l’approche classique consiste à calculer l’émissivité moyenne sur des
zones homogènes et à reporter manuellement ce résultat sur les images de mesures. Cependant, le nombre de me-
sures peut être très important, et ce type de tâche devient donc très long et fastidieux. L’automatisation du recalage
de l’émissivité permet donc un gain de temps non négligeable dans le traitement de séries d’images IR, mais elle
nécessite un repositionnement précis entre les images de mesures et celles de calibration (du fait du déplacement
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de la caméra entre les 2 séries d’images). Les techniques récentes de traitement d’image et des statistiques sont
utilisées pour estimer les différents paramètres de ce repositionnement.

La transformation géométrique entre l’image de calibration et l’image de mesure est supposée affine. Elle est
donc composée des 3 similitudes : homothétie, rotation et translation. Pour repositionner les 2 images, il faut donc
déterminer 4 paramètres : angle de rotation, facteur d’échelle, déplacements vertical et horizontal. On pose les
contraintes suivantes pour la précision attendue : 1 degré pour l’angle de rotation, 0.01 pour le facteur d’échelle et
1 pixel pour les 2 déplacements.

La méthode choisie consiste à déterminer les 4 paramètres de manière successive. En effet, en utilisant une
extraction des contours de l’image par la méthode de Canny et une détection des coins par la méthodes de Harris, il
est possible de calculer l’angle de rotation et le facteur d’échelle qui existent entre l’image de calibration et l’image
de mesure. Les paramètres de la translation peuvent alors être retrouvés très facilement par corrélation. Une fois les
2 images superposées, le recalage d’émissivité devient aisé. A partir de l’image de calibration, la température étant
connue, il est possible de retrouver l’émissivité sur chaque pixel. Cette émissivité est ensuite reportée sur l’image
de mesure afin de corriger les températures relevées. Cette méthode, que nous avons développée, a fait l’objet d’un
dépôt de brevet [MP09].

FIGURE 2.10 : Exemple de mesure effectuée avec une caméra infrarouge.

2.3.2.2 Microscope infrarouge

Ces mesures sont effectuées par l’intermédiaire d’un microscope infrarouge de type Barnes RM-2A. Le rayon-
nement émis par le corps à mesurer est focalisé par l’intermédiaire d’un groupe de lentilles vers un capteur sensible
au rayonnement infrarouge (illustration dans le schéma 2.11). Ce détecteur infrarouge produit une faible tension
proportionnelle à la luminance du corps rayonnant. Le signal ainsi recueilli permet de remonter à la température
surfacique ou à l’émissivité du composant. La tension aux bornes du détecteur étant faible, elle est amplifiée par
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un amplificateur à bande étroite de façon à obtenir un gain important. De plus, afin de diminuer au maximum le
niveau de bruit thermique, le capteur IR est refroidi par de l’azote liquide. La mesure de température est ponctuelle
avec un spot d’environ 30µ m.

FIGURE 2.11 : Schéma de principe du microscope infrarouge RM-2A.

FIGURE 2.12 : Mesures dynamiques de la température. En rouge, l’impulsion de puissance et en bleu, la
sinusoïde modulée par la variation de température.

Le signal électrique recueilli est constitué d’une sinusoïde dont l’amplitude dépend de l’énergie captée par le
détecteur comme l’illustre la figure 2.12. À partir de ce signal électrique, plusieurs solutions sont envisageables
pour retrouver le véritable signal thermique, qui est constitué par l’enveloppe de cette sinusoïde. Jusqu’à présent,
la méthode employée était d’utiliser une superposition temporelle sur plusieurs trames de impulsions. En effet,
si le composant est arrivé dans un régime dit pulsé-stabilisé (la valeur moyenne de la température pour chaque
pulse ne change plus) alors la superposition des mesures obtenues pour plusieurs périodes d’impulsions permet de
reconstruire l’évolution complète de la température au cours d’un pulse (puisque chacune des périodes est en fait
la répétition du même « signal de température »).
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Bien sûr, les méthodes classiques de démodulation sont également utilisables (notamment l’utilisation d’un
filtre passe-bas). Pour une utilisation optimale de ces méthodes, il est toutefois nécessaire de déterminer tout
d’abord la fréquence de la porteuse utilisée par le microscope IR. Or, il peut être démontré que l’estimateur optimal
au sens des moindres carrés de la fréquence d’une sinusoïde représentée par un nombre fini d’échantillons est
obtenu par le maximum de la transformée de Fourier en temps discret du signal [Kay93]. Une analyse fine de la
fréquence de la porteuse du microscope IR a ainsi permis de constater que cette fréquence se modifiait au cours du
temps. L’utilisation de méthodes d’asservissement de phase est donc nécessaire pour obtenir une pseudo-sinusoïde
parfaitement synchrone avec la porteuse du microscope IR. Un travail important reste cependant à effectuer pour
extraire le maximum d’information dans le cas où la période des impulsions de commande se rapproche de le
fréquence de la porteuse du signal.

2.4 Conclusion

Comme nous l’avons vu lors des simulations, compte tenu de la grande différence entre le temps de réponse
du composant (quelques dizaine de µs) et du système de refroidissement (plusieurs minutes), il est nécessaire
de scinder en deux notre système afin d’être capable d’obtenir des données mais aussi de conserver des bases
de données de tailles raisonnables. Pour le système de refroidissement, la maquette du CORIA permet d’obtenir
les données nécessaires à l’établissement d’un modèle thermique. De plus, le très fort taux d’échantillonnage
utilisé (100Hz) par rapport aux dynamiques accessibles, de l’ordre de la seconde, permet d’effectuer un filtrage
des mesures qui élimine presque totalement le bruit sans perte d’information sur les dynamiques présentes dans
le signal. Pour ce cas, les données utilisées seront issues des scénarios où la vitesse de l’air dans les ailettes et la
puissance injectée varient.

Pour le composant, à l’heure actuelle, la méthode utilisée pour les mesures au microscope infrarouge ne permet
de relever l’évolution de la température que pour un type de pulse précis (période et rapport cyclique fixés). Or
ce cas n’est pas adapté à l’apprentissage statistique car les méthodes que nous envisageons de tester nécessitent
théoriquement la condition d’excitation persistante [Lju02] des impulsions de commande. Cette condition stipule
que le signal d’entrée d’un système dynamique doit couvrir une large plage de fréquences afin de garantir une
bonne identification de son modèle statistique. Autrement dit, le signal d’entrée doit avoir des caractéristiques
proches du bruit blanc ou du moins avoir la forme d’une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) pour remplir
cette condition. Cependant, la génération de bases de données plus complexes nécessite des systèmes de génération
de la commande des composants plus sophistiqués, qui ne sont pas encore disponibles. Les données relevées
permettent néanmoins de déterminer le type de bruit présent sur les mesures au microscope IR comme le montre
la figure 2.13. Ce bruit est de type gaussien et ses paramètres peuvent être calculés. La solution utilisée est donc de
reporter ce bruit sur les données issues des simulations obtenues pour le modèle complet du composant 1.6.2 afin
d’obtenir une base de données réaliste. Cet ajout de bruit permet d’obtenir un signal exploitable pour les méthodes
d’apprentissage sans pour autant être trop optimiste sur les capacités des méthodes de mesure qui devront être
utilisées pour recueillir de telles données.

Au final, on dispose donc de deux jeux de données différents qui représentent la quasi-totalité des dynamiques
rencontrées pour le refroidissement d’un composant électronique dans un radar. Le premier de ces jeux caractérise
la réponse thermique d’un transistor de puissance. Il s’agit de données issues de simulation. Le signal d’entrée
est un signal binaire pseudo-aléatoire avec cependant une contrainte sur les durées minimales et maximales des
créneaux de puissance (de 100 µs à 1000 µs), ce qui correspond aux pulsations rencontrées lors d’un fonctionne-
ment normal du composant. Les signaux d’entrée et de sortie sont échantillonnés à 10000Hz sur une durée d’une
seconde. Le bruit identifié sur les mesures au microscope infra-rouge (rapport signal/bruit de 10) est ensuite reporté
sur les mesures de sortie. Le second jeux de données est constitué par les mesures effectuées sur la maquette du
CORIA. Cinq scénarios de variations de la puissance dissipée et de la commande du ventilateur ont été utilisés.
Ces scénarios sont d’une durée de 40 minutes et sont élaborés de sorte que les entrées (puissance dissipée dans le
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composant et vitesse de l’air dans les ailettes) soient des créneaux d’amplitude et de durée différentes. La tempéra-
ture sous le composant a été relevée à une fréquence de 100Hz puis filtrée par un filtre passe-bas pour ne conserver
finalement qu’un échantillon sur 100. Le récapitulatif des bases de donnée disponible est donné dans la table 2.2.

FIGURE 2.13 : Histogramme du bruit affectant les mesures effectuées à l’aide d’un microscope IR. Cet histo-
gramme peut être approché par une loi gaussienne.

Nom Durée Fréquence d’échantillonnage Nombre de points Nombre de séries
Transistor 1 s 10000 Hz 10000 1
Maquette 40 min 1 Hz 2400 5

TABLE 2.2 : Tableau récapitulatif des bases de données thermiques utilisées pour la modélisation statistique.



3
Etude et développement de modèles statistiques
d’un système thermique radar

3.1 Introduction

L’apprentissage statistique est le plus souvent utilisé lorsque les connaissances a priori disponibles sur un
système sont insuffisantes ou lorsque les paramètres du modèle physique issu de la mise en équation du système
(comme nous l’avons décrit dans le chapitre 1) ne peuvent être identifiés ou simplement, comme dans le cadre de
notre application, lorsque le modèle physique ne se prête pas à la finalité visée, qui est ici une utilisation embarquée.
Les seules connaissances restantes sont alors les données entrée-sortie qui ont pu être recueillies par la mesure sur
le système. Le but de l’apprentissage automatique est alors de trouver le meilleur modèle mathématique capable
de reproduire le comportement du vrai système sur la base de ces données.

Ces possibilités font qu’il existe trois approches de modélisation possible :
– la modélisation « boite blanche » basée sur les principes physiques mis en oeuvre au sein du système à

modéliser (illustrée dans le chapitre 1),
– la modélisation « boite noire » consistant à partir de mesures expérimentales à trouver une relation mathé-

matique reliant les entrées du système à ses sorties observées,
– la modélisation « boite grise » [LL95, WG04] qui essaie de tirer parti des avantages des deux premières

approches.
Dans le cadre de ce chapitre, nous mettrons l’accent sur la deuxième approche, c’est-à-dire la modélisation

statistique d’un système dynamique avec application sur un système thermique. Après une présentation du cadre
théorique général de l’apprentissage statistique, nous porterons notre attention sur la modélisation entrée-sortie des
systèmes dynamiques puis nous mettrons en évidence les spécificités de cette modélisation dans le contexte général
de l’apprentissage. Ces spécificités sont par exemple relatives au choix des dynamiques du système, à la notion de
stabilité des modèles identifiés. L’application des approches de modélisation existantes, et ayant fait leurs preuves
dans la littérature, au problème de modélisation de la température interne des composants est finalement présentée.

Au cours de ce chapitre, les algorithmes de types réseaux de neurones récurrents, les algorithmes basés sur
les méthodes à noyaux et les modèles bayésiens dynamiques seront étudiés. L’intérêt de considérer les réseaux de
neurones dans le contexte de notre application est la facilité d’implémentation d’un tel modèle sur des calculateurs
embarqués. Le choix d’appliquer les méthodes à noyaux à la prédiction de la température interne des composants
se justifie par le fait que ces méthodes ont fait leur preuve dans de nombreuses applications, notamment en classi-
fication. Les réseaux bayésiens présentent l’avantage de fournir en plus de la prédiction, un intervalle de confiance
sur l’estimation. Cette propriété est intéressante dans une perspective industrielle car elle permet d’associer une
signification statistique aux actions effectuées (diminution ou augmentation de la puissance injectée, détection de
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la proximité du point de rupture des composants, ...) à partir des prédictions. Pour chaque type de modélisation,
nous nous efforcerons de faire ressortir les forces et faiblesses de ces différentes approches par rapport à l’appli-
cation concernée. Une comparaison des résultats empiriques sur des jeux de données issues des mesures sur la
maquette expérimentale et sur des données issues de la simulation est présentée. À des fins de comparaison, les
performances de référence fournies par les modèles linéaires (ou pseudo-linéaires) sont également présentées. Le
chapitre se termine par une analyse récapitulative de la modélisation statistique.

3.2 Cadre théorique général

On considère une base de données définie par un ensemble de couples entrée-sortie {(xi,yi)}i=1,··· ,N où le
vecteur d’entrée est xi ∈X et où yi ∈ Y représente la sortie. Le but de l’apprentissage automatique est alors de
trouver la meilleure représentation fonctionnelle :

f : X −→ Y

x 7−→ f (x) (3.1)

permettant d’expliquer au mieux ces données.

Bien que la préoccupation principale de cette thèse soit la modélisation d’un système dynamique (en l’oc-
currence la modélisation des variations de la température interne de composants électroniques en fonction des
puissances injectées), nous allons dans un premier temps expliquer le cadre général de la problématique d’appren-
tissage statistique pour nous focaliser par la suite sur les particularités de la modélisation dynamique.

Les différents problèmes d’apprentissage sont généralement regroupés au sein de 2 sous-groupes en fonction
des particularités du vecteur de sortie yi :

– La classification : la sortie yi est représentée par un ensemble discret fini de valeurs. Le problème consiste
alors à attribuer au vecteur xi la bonne classe parmi celles disponibles. Le cas particulier de la classification
binaire correspond à Y = {0,1} ou Y = {−1,1}.

– La régression : la sortie yi est représentée par une ou plusieurs valeurs réelles (i.e. X = Rp). Ce dernier cas
de figure est celui qui est le plus proche de la modélisation de système que nous décrirons ultérieurement.

Le cas de l’apprentissage non supervisé (absence de la sortie yi) ou du classement (« ranking ») ne sera pas
abordé dans ce document.

3.2.1 Formalisation mathématique du problème d’apprentissage statistique

Pour établir un cadre mathématique à l’apprentissage automatique, on considère que les données d’apprentis-
sage (xi,yi) ∈X ×Y sont les réalisations d’une variable aléatoire jointe (X ,Y ) suivant une loi de probabilité
P(X ,Y ). Cette loi associée à une densité de probabilité p(x,y) sur le couple (x,y) est le plus souvent inconnue.
On suppose également que la fonction f recherchée appartient à un espace d’hypothèses H . Pour quantifier la
qualité des prédictions fournies par f , on définit une fonction de coût mesurant l’écart entre la vraie sortie y et sa
prédiction f (x). Cette fonction de coût est définie de façon générique comme :

` : Y ×Y −→ R+∪{0}
(z,y) 7−→ `(z,y). (3.2)

Le meilleur modèle sera alors celui qui minimisera l’espérance de ce coût sur l’ensemble des exemples pos-
sibles. Cette mesure, nommée erreur de généralisation ou risque et noté R( f ), est donnée par la formule :

R( f ) = E(`( f (x),y)) =
∫

X ×Y
`( f (x),y)p(x,y)dxdy (3.3)
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où E désigne l’espérance mathématique. La densité de probabilité p(x,y) étant inconnue et de plus ne disposant
que d’un ensemble fini d’observations, on considère les données équiprobables et on définit le risque empirique
par la formule

Re( f ) =
1
N

N

∑
i=1

`( f (xi),yi). (3.4)

Le but d’un algorithme d’apprentissage sera alors de trouver la fonction f ∗ qui minimise le risque empirique :

f ∗ = argmin
f∈H

Re( f ). (3.5)

Cette formulation du problème étant faite, des précisions sur la famille d’hypothèses ainsi que la fonction de
coût sont apportées dans les sous-sections ci-dessous.

3.2.1.1 Famille de fonctions

Dans les problèmes d’apprentissage automatique, les modèles linéaires (du type f (x) = w>x avec w le vecteur
de paramètres du modèle) sont souvent privilégiés. L’intérêt réside dans leur simplicité qui conduit souvent à des
algorithmes d’optimisation efficaces et simples. Toutefois, la plupart des problèmes réels présentent à différents
degrés des non-linéarités. Une manière astucieuse de résoudre un problème de modélisation non linéaire consiste à
chercher la solution f sous la forme d’une combinaison linéaire au sein d’une famille génératrice F =

{
f j ∈H j

}
de fonctions non-linéaires. La fonction f est alors de la forme :

f (x) = ∑
j

w j f j(x). (3.6)

Cette formulation a l’avantage de permettre d’obtenir une fonction linéaire par rapport aux paramètres w j. Dans
certains cas (comme par exemple pour les SVM [Vap95] ou les splines d’interpolation [Wah90]), si les fonctions
génératrices sont fixées, il est possible de se ramener à des algorithmes d’optimisation établis dans le cadre linéaire.
Cette formulation très générale, dite à fonctions de base ([Lju02]), permet d’englober la quasi-totalité des fonctions
utilisées dans le cadre de l’apprentissage statistique (réseaux de neurones, SVM, splines, ...).

Dans la suite de ce chapitre 3, nous préciserons dans le cadre des systèmes dynamiques qui nous intéressent, les
familles de modèles particulières à considérer et qui permettent de prendre en compte la temporalité des données.

3.2.1.2 Fonction de coût

Le problème d’apprentissage nécessite le calcul un coût mesurant l’écart entre l’estimation du modèle et la sor-
tie réelle correspondante. Nous listons quelques exemples de fonctions de coût pour les problèmes de classification
et de régression.

Fonction de coût pour la classification
Les fonctions de coût usuelles dans le cas de la classification binaire sont :

– le coût 0−1 qui consiste en un simple comptage du nombre d’erreurs

`( f (x),y) = 1 f (x)6=y

où la fonction indicatrice 1u vaut 1 si le prédicat u est vrai et 0 autrement. Cette fonction a le désavantage
d’engendrer un problème d’optimisation combinatoire difficile à résoudre. Une solution consiste alors à
utiliser des fonctions de coût bornantes et plus faciles à optimiser,
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– le coût charnière ou sa version quadratique très prisée dans les algorithmes de type SVM

Coût charnière : `( f (x),y) = max(0,1− y f (x))

Coût charnière quadratique : `( f (x),y) = max(0,1− y f (x))2

– le coût logistique défini par `( f (x),y) = log
(

1+ exp−y f (x)
)
.

Une illustration de ces fonctions est portée sur la figure 3.1.

FIGURE 3.1 : Coûts usuels pour les problèmes de classification binaire et pour la régression.

Fonctions de coût pour la régression
Ce sont principalement :

– les coûts `p normes

`( f (x),y) = |y− f (x)|p avec p≥ 1.

Dans la gamme de ces coûts, on distingue principalement le coût des moindres carrés qui correspond à p = 2
(et qui fait l’hypothèse des sorties entachées par un bruit blanc gaussien) et le coût des moindres valeurs
absolues obtenu avec p = 1 (et qui correspond à l’hypothèse d’un bruit de type Laplace).

– le coût ε-insensible

`( f (x),y) = max(0,ε−|y− f (x)|)

sur lequel repose la méthode des machines à vecteur support pour la régression [SS01].
– le coût de Huber défini par

`( f (x),y) =

{
2ε|y− f (x)|− ε2 si |y− f (x)| ≥ ε

(y− f (x))2 autrement.

On fait appel généralement à ce coût pour rendre l’algorithme d’apprentissage robuste aux éventuelles don-
nées aberrantes. La visualisation graphique de ces coûts est également portée sur la figure 3.1.

Pour finir avec ce bref panorama, précisons qu’on peut classer ces coûts en catégories en fonction de leur
convexité et de leur singularité (voir tableau 3.1). Ces propriétés particulières conditionnent les algorithmes d’opti-
misation efficaces qui sont appliqués à ces problèmes. La convexité garantit (sous certaines conditions) l’existence
d’un minimum unique alors que la singularité va conditionner la robustesse ou la parcimonie de la solution. La
différentiabilité des fonctions de coût facilite l’utilisation d’algorithmes de type descente de gradient [Bon06]. Re-
marquons que même si le coût n’est pas différentiable, dans le cas convexe, on peut toujours mettre en oeuvre des
algorithmes d’optimisation basés sur l’utilisation du sous-gradient [HUL93].
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Différentiable Singulier

Convexe

Coût `p avec p > 1
Coût de Huber
Coût logistique
Coût charnière quadratique

Coût ε-insensible
Coût Charnière
Coût `1

Non-convexe Coût sigmoide 0-1
TABLE 3.1 : Classification des critères d’apprentissage selon leurs particularités (convexité et singularité).

3.2.2 Contrôle de la complexité du modèle

3.2.2.1 Le sur-apprentissage

Une fois la famille de fonctions et la fonction de coût choisies, la minimisation du risque empirique se résume
à un problème d’optimisation. Or, si la famille de fonctions choisie est suffisamment riche (par exemple si le
nombre de paramètres libres impliqués dans l’apprentissage dépasse le nombre d’exemples) alors il sera possible
de trouver une fonction f ∗ telle que Re( f ∗) = 0. Ce fait peut devenir problématique dans le cas des données
bruitées. En effet, le modèle appris par minimisation du risque empirique se sera adapté aux particularités du bruit
ayant corrompu les données d’apprentissage, affectant de ce fait les capacités du modèle à estimer correctement
les sorties correspondant à de nouvelles données. On parle alors de mauvaise capacité de généralisation. Estimer le
risque (3.3) à partir uniquement de l’ensemble d’apprentissage n’est donc pas suffisant et des alternatives doivent
être trouvées. Ainsi, la solution consiste à borner la capacité de la famille de fonctions ou à adjoindre une contrainte
supplémentaire sur le problème lors de l’apprentissage.

3.2.2.2 Le dilemme biais-variance

Le danger de générer des modèles de capacités excessives et donc la nécessité de contrôler leur complexité
est illustré par le dilemme dit de "biais-variance" [GBD92]. Pour illustrer cette problématique, on considère un
problème de régression sur des données bruités. Les données sont générées par un modèle réel fvrai et un bruit
blanc gaussien ε d’espérance nulle et de variance σ2 entache les mesures. Les données recueillies (x,y) sont donc
de la forme :

y = fvrai(x)+ ε (3.7)

Pour notre exemple, compte tenu des propriétés du bruit ce problème est résolu en utilisant un coût quadratique
`( f (x),y) = (y− f (x))2. On suppose également que l’algorithme d’apprentissage est capable d’obtenir la solution
optimale f ∗ dans la famille de fonctions considérée et quelque soit cette famille de fonctions choisie (cette hypo-
thèse n’est pas toujours vérifiée en pratique du fait d’un nombre limité d’itérations de l’algorithme d’apprentissage
choisi ou d’approximations numériques, et l’on obtient une solution approchée f̃ ∗ [BB08]). Une vue simplifiée de
ces différentes erreurs est présentée à la figure 3.2.

On s’intéresse à l’erreur Err(x) commise en un point x choisi de l’espace des exemples. On note E l’espérance
et V la variance d’une variable aléatoire (on suppose ici f ∗ ≡ f̃ ∗). On peut alors écrire [DMS+08] :

Err2(x) = Ey|x(`( f ∗(x),y)) = Ey|x([y− f ∗(x)]2)

Err2(x) = Vy|x([y− f ∗(x)])+
(
Ey|x([y− f ∗(x)])

)2

Err2(x) = Vy|x([y− fvrai(x)+ fvrai(x)− f ∗(x)])+
(
Ey|x([y− fvrai(x)+ fvrai(x)− f ∗(x)])

)2

Err2(x) = Vy|x([ε + fvrai(x)− f ∗(x)])+
(
Ey|x([ε + fvrai− f ∗(x)])

)2

Or, fvrai(x) est fixe donc sa variance est nulle. De plus, ε est d’espérance nulle et indépendant du modèle appris.
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On peut donc simplifier l’expression sous la forme :

Err2(x) = σ
2 +Vy|x( f ∗(x))+

(
Ey|x([ fvrai− f ∗(x)])

)2 (3.8)

Cette expression fait apparaître les 3 sources d’erreur possibles lors d’un apprentissage statistique. Tout d’abord,
le bruit sur les données et le premier terme illustre clairement que l’on ne peut pas s’attendre à une erreur plus faible
que l’ordre de grandeur de la variance du bruit. Le deuxième terme représente la variance de la prédiction du mo-
dèle f ∗(x). Il est lié à la flexibilité de la famille de fonction choisie et donc, d’une certaine façon, au nombre de
paramètres libres, ou degrés de liberté du modèle. Enfin, le dernier terme représente le biais du modèle et donc la
distance entre le modèle réel et le meilleur modèle possible dans la famille de fonctions choisie. La complexité
d’un modèle (mesurée souvent en nombre de paramètres ou degrés effectifs de liberté [HTF09]) doit donc toujours
résulter d’un compromis entre une complexité trop faible qui impliquerait un biais important et une complexité
trop importante qui impliquerait une sensibilité trop forte aux données d’apprentissage.

⊗
σ

fvrai

⊗

⊗

f∗

f̃∗

Espace d’hypothèse
H

FIGURE 3.2 : Vue conceptuelle des différents types d’erreurs commises lors d’un apprentissage statistique.
Même si la famille de fonctions choisie pour contenir la solution est adaptée au problème et que l’algorithme
d’apprentissage fonctionne bien, l’écart avec le vrai modèle des données peut être très important du fait des

autres sources d’erreurs possibles.

3.2.2.3 La régularisation

Comme nous l’avions souligné, une alternative à la minimisation du risque empirique consiste à imposer des
contraintes supplémentaires sur le problème. Une approche simple est la régularisation [Wah90, GJP95]. L’idée
est donc de résoudre le problème régularisé par un schéma de type Tikhonov [TA77]

f ∗ = argmin
f∈H

Re( f )+λΩ( f ) (3.9)

avec Ω( f ) une fonction régularisante définie par

Ω : H −→ R+

f 7−→ Ω( f ).

Le paramètre de régularisation λ ≥ 0 règle le compromis entre la minimisation du risque empirique et la
complexité du modèle. D’autres méthodes de régularisation peuvent toutefois être condidérées pour résoudre ce
type de problème, notamment :

– la régularisation de type Ivanov [Iva76] qui conduit au problème

f ∗ = argmin f∈H Re( f )

s.t. Ω( f )≤ λ ,
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– la régularisation de type Morozov [Mor84] conduisant à

f ∗ = argmin f∈H Ω( f )

s.t. Re( f )≤ λ .

Sous des conditions essentiellement de convexité des fonctions Re( f ) et Ω( f ), on peut établir que les trois types
de régularisation pré-cités conduisent à des solutions identiques [Mie99, pages 12-13].

Les fonctions de régularisations les plus utilisées sont :
– La norme quadratique fonctionnelle

En supposant que la fonction de décision f est issue d’un espace d’hypothèses H muni du produit scalaire
〈 f ,g〉H et que ce produit scalaire induit une norme ‖ f‖H , on définit alors :

Ω( f ) = ‖ f‖2
H = 〈 f , f 〉H .

Ce type de régularisation est souvent utilisé dans le cadre des méthodes à noyaux [SS01].
– La norme `2 sur les paramètres du modèle

Une autre forme de régularisation quadratique est donnée par

Ω( f ) = ‖w‖2
2 = ∑

j
w2

j

si on exprime la fonction de décision comme issue d’une famille génératrice (voir équation 3.6). w j désigne
un coefficient réel de l’expansion sur la base de fonctions.

– La norme `1 sur les paramètres du modèle

Ω( f ) = ‖w‖1 = ∑
j
|w j|

Cette régularisation a la propriété d’introduire la parcimonie de la fonction f et privilégie donc les fonctions
à faible nombre de paramètres.

Les deux premiers types de régularisation (régularisation quadratique) favorisent des fonctions d’estimation lisses
alors que le dernier favorise la parcimonie. Précisons que cette parcimonie peut être renforcée en considérant
des fonctions régularisantes non-convexes comme la pseudo-norme `p, p < 1 définie par Ω( f ) = ∑ j |w j|p. Une
contrainte plus forte sur la régularité de la fonction f peut être imposée en considérant une norme Ω( f ) = ‖w‖q,
q> 2. Soulignons aussi que certaines méthodes d’arrêt prématuré de l’optimisation lors de la phase d’apprentissage
(appelées early-stopping) peuvent également être rapprochées de la régularisation. En effet, il a été établi que pour
les techniques d’apprentissage en ligne (utilisées par exemple pour les réseaux de neurones), cet arrêt prématuré
favorise la bonne généralisation du modèle [Pre98].

3.2.3 La sélection de modèle

En pratique, les familles de fonctions possèdent elles aussi le plus souvent des hyper-paramètres qui doivent
être optimisés. Ainsi pour les réseaux de neurones, il faut déterminer le nombre de couches cachées et le nombre
d’unités par couches. Les méthodes à noyaux nécessitent quant à elles le choix d’un noyau et la détermination
de ses hyper-paramètres. Pour permettre d’obtenir également les valeurs optimales sur ces hyper-paramètres, il est
alors nécessaire de définir une étape supplémentaire dite de sélection de modèle. En général, la sélection du modèle
le plus performant s’effectue à partir d’une estimation de l’erreur de généralisation.

Plusieurs méthodes sont disponibles pour mener à bien cette étape [HTF09]. La méthode la plus classique
consiste à utiliser une partie des données, appelée ensemble de validation,

{
(x′j,y′j)

}
j=1,··· ,N′

qui sera réservée

pour cette étape. L’erreur de généralisation R( f ) est alors estimée par le risque empirique évalué sur ce nouvel
ensemble :

R( f ) = R′e( f ) =
1
N′

N′

∑
j=1

`( f (x j)
′,y′j) (3.10)
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Cette approche est possible lorsque le nombre d’échantillons disponibles est très large. Lorsque ce nombre est
plus limité, un ensemble de validation de taille trop faible risque de faire ressurgir les risques de sur-apprentissage.
L’idée de la validation croisée est alors de fusionner les ensembles d’apprentissage et de validation. Ce nouvel
ensemble est ensuite divisé en un nombre fixé K de sous-ensembles. Un sous-ensemble k est alors choisi pour la
validation et les ensembles restants sont utilisés pour l’apprentissage. La procédure est ensuite itérée pour chaque
sous-ensemble et l’on moyenne les risques empiriques ainsi obtenus. Ainsi, on a :

R( f ) =
1
K

K

∑
k=1

Rek( f ) (3.11)

où Rek représente le risque empirique évalué sur le kème sous-ensemble de données. Lorsque la validation croisée est
poussée à l’extrême avec des sous-ensembles de taille 1, elle porte le nom de "leave-one-out validation" [Wah90].

Une autre façon de procéder à la sélection de modèle consiste à estimer l’erreur de généralisation à partir de
l’erreur empirique. Pour ce faire, on considère une famille (finie ou dénombrable) de fonctions Hd à complexité
(nombre de paramètres) d croissante puis on sélectionne le modèle minimisant le critère composite (ou critère
pénalisé)

Re( f )+pen(d,N) (3.12)

où N désigne le nombre de données disponibles et où le terme de pénalisation pen(d,N) permet de donner plus
d’importance à des modèles précis avec un faible nombre de paramètres. Cette formulation, souvent appelée
« score », diffère de l’approche régularisation par l’absence de paramètre de régularisation à fixer. Les différentes
approches de sélection de modèle basées sur (3.12) diffèrent par le choix du terme de pénalisation. Pour illustrer
ces différentes pénalisations, on se place dans le cas d’un modèle linéaire, où il est possbile d’obtenir une formule
exacte pour chaque cas :

y = Xw+ζ (3.13)

où y corresponds au vecteur de sortie, X est la matrice des entrées, w le vecteur des paramètres du modèle et ζ

le vecteur des erreurs du modèle. On considère de plus Re le risque empirique du modèle pour une fonction coût
quadratique et σ2 la variance estimée de l’erreur obtenue en utilisant le modèle le plus complet possible. On obtient
alors les expressions des différents scores [HY03] qui sont décrites dans le tableau 3.2.

Nom pen(d,N)

AIC [Aka73] N log(Re)+2d
BIC [Sch78] N log(Re)+dlog(N)

Cp de Mallows [Mal] NRe/σ2 +2d−N
MDL [Ris78] (N−d) log(Re)+ k log(w>X>Xw)+(N−d−1) log(N/(N−d))− (d +1) log(d)

TABLE 3.2 : Présentation de quelques critères de sélection de modèle avec les termes de pénalisation associés.

Dans la pratique, le problème posé par cette approche de généralisation est la spécification de la complexité
du modèle. Dans certains cas (comme des algorithmes d’optimisation de type régression ridge [Wah90]), cette
complexité est reliée à la notion de nombre effectif de paramètres ou de degrés de liberté [Wah90, HTF09]. Néan-
moins, l’approche validation est souvent préférée dans la pratique notamment si l’on dispose d’un nombre suffisant
de données pour mettre en oeuvre la validation croisée.

3.3 Modèles dynamiques

La modélisation d’un système dynamique diffère à certains égards du cadre général décrit précédemment car les
données sont ordonnées temporellement et l’on présuppose que cet ordre a une importance dans la modélisation.
Ainsi, si l’on considère à l’instant t un système possédant une seule entrée u ∈ U et une seule sortie y ∈ Y , on
obtient une observation (u(t),y(t)). Dans ce document, nous n’étudierons que des modèles à temps discret où les
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Modèle Acronyme Entrées Uk−nu|k−1 Sorties Yk−ny|k−1 Prédictions Ŷk−nŷ|k−1

Finite Impulse Response FIR x
AutoRegressive with eXogenous inputs ARX x x
AutoRegressive Moving Average ARMAX x x x
with eXogenous inputs
Output Error OE x x

TABLE 3.3 : Vecteur de régression utilisé en fonction des différents modèles dynamiques.

observations sont prises à un intervalle de temps régulier. Si cet intervalle noté T est défini (T représente la période
d’échantillonnage), alors la variable temporelle t peut être mise sous la forme t = kT avec k ∈ N. On peut alors
utiliser la notation suivante pour les entrées/sorties u(t) = u(kT ) = uk.

Le but d’un modèle dynamique est d’obtenir une prédiction ŷk de la sortie yk connaissant les observations
passées (on ne considère que des modèles causaux), regroupées dans les vecteurs

U0|k−1 =



u0

u1
...

ui
...

uk−1


∈U k et Y0|k−1 =



y0

y1
...
yi
...

yk−1


∈ Y k. (3.14)

ŷk = f (U0|k−1,Y0|k−1) (3.15)

Toutefois, les vecteurs U0|k−1 et Y0|k−1 croissent à chaque instant. Or, le modèle recherché est de taille fixe.
Il faut donc définir des « fenêtres temporelles », de taille respectivement nu pour l’entrée et ny pour la sortie, qui
limitent les dimensions de ces 2 vecteurs. Ces paramètres permettent de définir le « vecteur de régression » ϕk du
modèle à l’instant kT de la façon suivante :

ϕk =
[

U>k−nu|k−1 Y>k−ny|k−1

]>

Ce vecteur de régression peut également être alimenté par les prédictions données par le modèle aux instants
précédents Ŷk−nŷ|k−1 et donc par l’erreur commise par le modèle, définie par Ek−ne|k−1 = Yk−ne|k−1− Ŷk−ne|k−1,
où ne représente la taille de la fenêtre temporelle retenue pour l’erreur du modèle. Ces différents choix possibles
de ϕk aboutissent à différents modèles définis selon le vecteur de régression utilisé et sont présentés dans le tableau
3.3. D’autres combinaisons sont possibles et sont décrites dans le livre de L. Ljung [Lju02] pour un état des lieux
complet.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous focaliser sur différents types de modélisation dynamique dé-
rivés de ces différents vecteurs de régression. Dans un premier temps, nous allons considérer une modélisation
linéaire puis nous allons étendre notre étude à des modèles de types réseaux de neurones ou méthodes à noyaux.
Finalement, nous aborderons le cas des réseaux bayésiens dynamiques. À chaque type de modélisation, nous pré-
ciserons les problématiques d’identification des modèles, l’application aux données thermiques (bases des données
« Transistor » et « Maquette ») et l’analyse des résultats expérimentaux.
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3.4 Modèles linéaires

Les modèle linéaires (ou pseudo-linéaires dans le cas OE même si cette distinction ne sera plus précisée par la
suite) sont définis par la formule :

ŷk = ϕ
>
k w. (3.16)

Pour comparer les différents modèles linéaires, il est utile d’étudier leurs fonctions de transfert. Pour cela, on
introduit l’opérateur « retard » q−1 tel que q−1uk = uk−1. Si l’on ne définit pas de fenêtre temporelle, un système
linéaire à temps discret peut alors se mettre sous la forme :

yk = G(q)uk +H(q)ζk

avec

G(q) =
∞

∑
k=1

gkq−k et H(q) = 1+
∞

∑
k=1

hkq−k

où ζk représente alors les perturbations qui peuvent être liées à un bruit de mesure ou à des entrées incontrôlables.
C’est sous cette forme que nous allons présenter les trois types de modèles linéaires qui seront étudiés dans ce
chapitre. Pour des raisons de simplicité, nous présenterons la problématique d’identification d’un modèle linéaire
pour un système mono-entrée mono-sortie, l’extension au cas multi-entrée se fait de façon directe.

3.4.1 Les différents types de modèles linéaires considérés

3.4.1.1 Modèles à erreur d’équation

Le plus simple des modèles linéaires est le FIR ou filtre à réponse impulsionnelle finie puisque la sortie du
modèle est uniquement déterminée par ses entrées. La prédiction fournie par le modèle FIR à l’instant kT , k =

nu, · · · ,N est
ŷk = ϕ

>
k w avec ϕk = Uk−nu|k−1. (3.17)

Le modèle recherché est donc représenté par l’équation :

yk = b1uk−1 + · · ·+bnuuk−nu +ζk (3.18)

On peut alors voir que :

G(q) =
nu

∑
k=1

bkq−k = B(q) et H(q) = 1.

Si l’on intègre également les mesures passées de la sortie au vecteur de régression, on obtient alors un modèle
de type ARX, modèle autorégressif à entrée exogène, où l’on a :

ŷk = ϕ
>
k w avec ϕk =

[
U>k−nu|k−1 −Y>k−ny|k−1

]>
. (3.19)

L’équation du modèle est donc :

yk =−a1yk−1−·· ·−anyyk−ny +b1uk−1 + · · ·+bnu uk−nu +ζk. (3.20)

On peut alors écrire :

G(q) =
∑

nu
k=1 bkq−k

1+∑
ny
k=1 akq−k

=
B(q)
A(q)

et H(q) =
1

A(q)

avec A(q) et B(q) des polynômes en q−1 dont les coefficients sont respectivement les paramètres a j et b j.
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3.4.1.2 Modèle à erreur de sortie

Lorsque les sorties mesurées passées ne peuvent pas être intégrées au vecteur de régression (si elles sont notam-
ment indisponibles au moment de l’utilisation du modèle comme dans le cas de notre application sur l’estimation
de la température des composants hyperfréquence) et que l’on suppose que les perturbations du système ne sont
liées qu’à un bruit de mesure, il est possible d’utiliser un modèle OE, dit à erreur de sortie. On a alors :

ŷk = ϕ
>
k w avec ϕk =

[
U>k−nu|k−1 −Ŷ>k−nŷ|k−1

]>
. (3.21)

Le modèle est ainsi représenté par l’équation :

ŷk =− f1ŷk−1 + · · ·− fnŷ ŷk−nŷ +b1uk−1 + · · ·+bnuuk−nu . (3.22)

Par conséquent, on suppose que la sortie mesurée yk est donnée par l’expression :

yk = ŷk +ζk.

et on en déduit que :

G(q) =
∑

nu
k=1 bkq−k

1+∑
ny
k=1 fkq−k

=
B(q)
F(q)

et H(q) = 1.

3.4.2 Identification des paramètres d’un modèle linéaire

Pour les modèles à erreur d’équation, l’identification des paramètres est aisée. En effet, la totalité des données
nécessaires est disponible et le modèle est linéaire. On part de l’équation générale :

ŷk = ϕ
>
k w

avec le vecteur de régression ϕk défini respectivement par l’équation (3.17) pour le modèle FIR et (3.19) pour
l’ARX. Les éléments de w correspondants sont issus des équations (3.18) et (3.20) pour les modèles FIR et ARX
respectivement. Pour ce type de problème, la fonction de coût choisie est le plus souvent quadratique ; le problème
devient alors un problème d’estimation au sens « des moindres carrés ». En se référant aux expressions des vecteurs
de régression, on a n = nu pour le FIR et n = max(ny,nu) pour le modèle ARX. Le risque empirique peut alors se
mettre sous la forme :

Re(w) =
1

N−n+1
E>n|NEn|N =

1
N−n+1

(Yn|N− Ŷn|N)
>(Yn|N− Ŷn|N)

où n représente le décalage temporel nécessaire pour alimenter le vecteur de régression du modèle considéré. Soit
ψ , la matrice de régression

ψ =



ϕ>n
ϕ>n+1

...
ϕ>k

...
ϕ>N


.

On obtient alors cette expression du vecteur des prédictions du modèle

Ŷn|N = ψw

à partir de laquelle on reformule le risque empirique comme

Re(w) =
1

N−n+1
(Yn|N−ψw)>(Yn|N−ψw).
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La condition d’optimalité de ce problème par rapport au vecteur de paramètres w

∇wRe = 0 avec ∇wRe =−
2

N−n+1
ψ
> (Yn|N−ψw

)
fournit la solution

w∗ = (ψ>ψ)−1
ψ
>Yn|N (3.23)

L’estimation des paramètres des modèles à erreur de sortie présente quelques difficultés supplémentaires. En
effet, on constate que le vecteur de régression (3.21) dépend des paramètres du modèle puisqu’il fait intervenir les
versions décalées temporellement de la sortie ŷk. Le problème d’optimisation n’est donc pas soluble de manière
analytique et il faut utiliser des méthodes numériques de type descente de gradient pour obtenir les paramètres du
modèle [NW06]. D’une façon générique, ces méthodes procèdent par minimisation de la fonction du risque selon
le schéma itératif

wt+1 = wt + γtdt (3.24)

où dt représente la direction de recherche à l’itération t et γt le pas de recherche de façon à assurer la décroissance
du critère Re(w). Il est bien connu que la direction de recherche a généralement la forme suivante

dt =−H−1
t ∇wRe(wt)

où ∇wRe(wt) est le gradient du critère par rapport à w évalué à partir de la solution courante wt et Ht une matrice
symétrique et non-singulière. La structure de la matrice H varie en fonction du type d’algorithme utilisé. Ainsi, on
distingue :

– la méthode de descente du gradient pour laquelle on a H = I avec I la matrice identité,
– la méthode de Newton où H est la matrice hessienne ∇ww>Re(w),
– les méthodes de type quasi-Newton qui considèrent H comme une approximation de la matrice hessienne

dérivée à partir de la connaissance du gradient.
La procédure itérative (3.24) est répétée jusqu’à la convergence de l’algorithme d’optimisation vers au moins

un minimum local. Le lecteur intéressé par les éléments peut notamment se référer à l’ouvrage de Nocedal et
Wrigth [NW06].

L’application de cette procédure à l’estimation des paramètres d’un modèle OE nécessite au minimum la dé-
termination du gradient dont nous allons expliciter ci-dessous les calculs. Pour ce faire, ré-écrivons le critère sous
la forme :

Re(w) =
1

N−n

N

∑
k=n

(yk− ŷk)
2 avec n = max(nu,nŷ).

L’expression du gradient recherché est alors :

∇wRe(w) =− 2
N−n

N

∑
k=n

(yk− ŷk)∇wŷk

et elle devient complète si l’on dispose de l’expression de ∇wŷk. Or, pour un modèle OE, on sait que le vecteur de

paramètres est w =
[
b1 · · ·bnu − f1 · · ·− fnŷ

]>
et la prédiction est donnée par ŷk = ϕ>k w comme à l’équation (3.21).

On peut alors écrire :

∇ f j ŷk = − f1∇ f j ŷk−1−·· ·− fnŷ ∇ f j ŷk−nŷ − ŷk− j, ∀ j = 1, · · · ,nŷ

∇b j ŷk = − f1∇b j ŷk−1−·· ·− fnŷ∇b j ŷk−nŷ +uk− j, ∀ j = 1, · · · ,nu

En combinant cette série d’équations, on arrive à écrire le gradient sous la forme compacte

∇wŷk =
1

F(q)
ϕk
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avec F(q) est tel que défini dans la sous-section 3.4.1.2. On constate que la fonction de sensibilité par rapport aux
paramètres w de la sortie du modèle à l’instant k est obtenue par filtrage des gradients précédents.

En pratique, dans la boite à outils [Lju00] que nous avons utilisée, la méthode de Levenberg-Marquardt basée
sur l’approximation suivante de la hessienne

H =
2

N−n

N

∑
k=n

∇wŷk∇wŷ>k

est utilisée. L’algorithme peut être initialisé à partir d’un modèle ARX avec ny = nŷ et la même taille de fenêtre
temporelle nu sur l’entrée. Une autre approche d’identification des paramètres du modèle OE utilisée dans la boîte
à outil repose sur les méthodes de sous-espace [Lju02] dont les détails seront exposés dans le chapitre suivant.

3.4.3 Problématique d’identification liée à ces modèles linéaires

Une fois le type de modèle linéaire et la procédure d’identification des paramètres fixés, le seul élément à
déterminer reste l’ordre (nombre de retards sur l’entrée et la sortie i.e. nu, ny ou nŷ selon les types de modèles)
du vecteur de régression. Ce choix se ramène à une sélection de modèle telle que décrite précédemment. Une
procédure de validation croisée est donc le plus souvent utilisée pour cette étape afin d’obtenir une évaluation de
l’erreur de généralisation pour les différents ordres choisis.

Pour valider les différents modèles, nous utilisons le critère quadratique moyen suivant

Jval =
1
N′

N′

∑
k=n

(yk− ŷk)
2 avec (3.25a)

ŷk = −
nθ

∑
j=1

θ j ŷk− j +
nu

∑
j=1

b juk− j (3.25b)

avec N′ la taille du jeu de validation. Pour un modèle FIR, on a les coefficients θ j = 0, ∀ j dans (3.25b) alors que
pour un modèle OE, on a θ j = f j et nθ = nŷ conformément à l’expression d’un modèle OE (3.22). En revanche
lorsqu’il s’agira d’un modèle ARX, bien que ses paramètres aient été estimés à partir des vraies mesures y, le calcul
de Jval sera basé sur la sortie simulée du modèle et ne fait pas appel aux mesures réelles. On choisira pour ce faire
θ j = a j avec nθ = ny.

3.4.4 Tests sur les bases de données thermiques

3.4.4.1 Présentation des données utilisées et protocole expérimental

On choisit de comparer les modèles FIR, OE et ARX dans le cas de la simulation (la sortie réelle est supposée
inconnue), ce qui correspond au fait que les instruments de mesure de température ne pourront pas être utilisés
durant le fonctionnement normal du système RADAR. Pour le modèle ARX, ce sont donc les sorties prédites aux
instants précédents qui sont réinjectées en entrée du modèle pour la prédiction à l’instant t (contrairement à la
définition théorique de ce modèle qui utilise la vraie sortie du système). Les fenêtres temporelles testées sont de 1
à 15 retards pour les entrées et de 0 (modèle FIR) à 3 retards pour la sortie.

Pour les données de la base « Transistor », on dispose d’une base de 10000 points 1. La base de données est donc
divisée en 2 parties égales de 5000, l’une étant utilisée pour l’apprentissage et la sélection des modèles, l’autre afin
de déterminer les performances en test du modèle retenu. Pour la sélection de modèles, la validation croisée doit
se faire sans permutation aléatoire des données pour tenir compte de l’aspect temporel des données. On génère

1. Pour rappel, la base « Transistor » est issue des simulations à éléments finis. L’entrée du modèle est la puissance injectée et la sortie est
la température de jonction du composant.
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donc 10 parties de 1000 échantillons par décalage successif de 400 échantillons dans la base d’apprentissage. Lors
de l’utilisation de ces données, il est apparu que l’utilisation d’une de ces parties était suffisante pour obtenir un
apprentissage satisfaisant. Pour la validation croisée, un seul sous-échantillon est donc utilisé pour l’apprentissage
et l’on mesure l’erreur quadratique obtenue sur les parties restantes. Pour calculer l’erreur de test des modèles
retenus, on apprend le modèle sur l’intégralité des données utilisées pour la sélection de modèle et l’on mesure
l’erreur obtenue sur les données réservées pour cette étape. De plus, pour ces données, on dispose également
des données sans bruit. On comparera donc également les modèles avec ces données. Précisons enfin que les
performances en test sont évaluées de la même manière que Jval (équation 3.25).

Pour les données de la base « Maquette » 2, on dispose de cinq séries de mesures de 2400 points. Une de ces sé-
ries est réservée pour évaluer les performances en test des différents modèles sélectionnés. Pour la phase d’appren-
tissage et de validation des hyper-paramètres, il reste donc 4 bases. Ces quatre bases restantes sont donc utilisées
pour réaliser une validation croisée. À chaque itération,trois séries de mesures sont utilisées pour l’apprentissage
et une pour calculer les performances du modèle. Des transitions sont insérées entre les données d’apprentissage
afin de créer une seule base d’apprentissage à chaque étape de la validation croisée. Ces transitions sont réalisées
en supposant une puissance injectée nulle et une ventilation maximale, ce qui représente le cas où le retour à la
température ambiante est le plus rapide possible.

3.4.4.2 Résultats obtenus

Pour la base de données « Transistor », l’erreur quadratique moyenne sur les ensembles de validation des
différents modèles FIR (figure 3.3(a)), OE (figure 3.3(b)) et ARX (figure 3.3(c)) sont présentés. L’erreur la plus
faible est obtenue par un modèle OE. Toutefois, on constate que les performances optimales des modèles ARX
et OE sont relativement proches. Le modèle FIR n’atteint ces performances que pour des fenêtres temporelles
plus longues (nu > 15). Pour les modèles ARX, l’évolution de l’erreur est relativement logique, elle décroit avec
l’augmentation de la taille des fenêtres temporelles sur la sortie ou sur l’entrée. Pour les modèles OE, on constate
que les performances se dégradent pour des fenêtres temporelles telles que nu > 5. En particulier, pour nŷ = 3 et
nu = 9, on remarque que l’erreur de validation augmente fortement. Ceci pourrait s’expliquer par le fait que l’un des
modèles OE identifiés pour ces paramètres est faiblement stable. De plus, des performances satisfaisantes semblent
atteintes avec un seul retard sur la sortie, ce qui n’est pas le cas pour les modèles ARX avec de faibles retards sur
l’entrée. Les résultats optimaux de chaque modèle sont présentés dans la table 3.4. Une partie des réponses sur
la base de test est présentée sur la figure 3.3(d). Au final, le modèle retenu est un modèle OE avec une fenêtre
temporelle de 1 sur la sortie et de 4 sur l’entrée. Ces paramètres seront par la suite utilisés pour les modélisations
non-linéaires (réseaux de neurones et support vector machines). On constate également que les erreurs sont plus
faibles vis-à-vis des données sans bruit. Cela laisse supposer que les modèles sont relativement proches du modèle
qui a servi à générer les données. Ceci est confirmé par le tracé de l’erreur absolue du modèle OE (figure 3.4).
La forte périodicité de l’erreur ne peut venir ni des données d’entrée qui ont été générées aléatoirement selon
un schéma SBPA, ni du bruit ajouté, ni du modèle dont la fenêtre temporelle est bien plus courte. Cette erreur
semble donc être liée au schéma numérique utilisé par le modèle à éléments finis (pas d’échantillonnage légèrement
inconstant). Les tests sur l’autocorrélation de l’erreur du modèle OE sur ces données sans bruit (figure 3.5) semblent
confirmer que le modèle a appris correctement les données même si les valeurs dépassent légèrement les seuils de
confiance à 95%.

Pour la base de données « Maquette », le retard sur les 2 entrées est fixé à la même valeur. Les erreurs quadra-
tiques moyennes sur les ensembles de validation des différents modèles FIR (figure 3.6(a)) et OE (figure 3.6(b))
sont présentées. Les résultats des modèles ARX ne peuvent pas être présentés car la plupart des modèles identifiés
se sont révélés instables. Sur les modèles FIR, l’erreur décroit logiquement avec le nombre de retards sur l’entrée.
Pour les modèles OE, avec 2 ou 3 retards sur la sortie, les résultats sont très irréguliers et certains modèles identifiés

2. Les données « Maquette » sont celles relevées sur la maquette expérimentale. Elles comprennent deux entrées, la puissance injectée et la
vitesse de l’air dans le système de refroidissement, et une sortie, la température sous le composant.
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(a) Courbe du critère de validation obtenue pour une modélisation
FIR linéaire.
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(b) Courbes du critère de validation obtenues pour un modèle OE
linéaire.
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(c) Courbes du critère de validation obtenues pour un modèle ARX
linéaire testé en simulation.
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FIGURE 3.3 : Résumé graphique des résultats obtenus par les méthodes d’identification linéaire sur la base de
données « Transistor ».
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FIGURE 3.4 : Erreurs absolues entre le modèle linéaire OE et les données « Transistor » sans bruit.
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Type de Modèle Ordres optimaux Erreur de validation Erreur de test Erreur de test
(données sans bruit)

FIR nu = 15 192.833 186.104 80.576
ARX nu = 10 et ny = 1 192.989 187.470 82.453
OE nu = 4 et ny = 1 191.610 185.831 80.184

TABLE 3.4 : Récapitulatif des résultats fournis par les modèles linéaires optimaux sur la base de données
« Transistor ».
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FIGURE 3.5 : Test de linéarité à partir de l’autocorrélation et de l’autocorrélation partielle de l’erreur du modèle
OE sur les données « Transistor » sans bruit.

sont à la limite de la stabilité. En se fondant sur les courbes de la figure 3.6(b), le meilleur modèle OE correspond
aux ordres nu = 10 et nŷ = 3. Toutefois, vu l’irrégularité de la courbe correspondant à nŷ = 3, nous avons opté
pour un modèle OE légèrement moins performant mais correspondant à une courbe de validation plus régulière, à
savoir nŷ = 1. Par conséquent, le modèle OE optimal pour les données « Maquette » correspond aux ordres nu = 4
et nŷ = 1. Un récapitulatif des performances des différents modèles est donné dans le tableau 3.5. Précisons que
pour le modèle ARX, nous avons évalué cette modélisation pour les ordres optimaux du modèle OE à des fins de
comparaison, les ordres optimaux pour le modèle ARX étant délicats à déterminer à cause des problèmes d’insta-
bilité rencontrés. L’utilisation de la contrainte de stabilité présente dans l’algorithme d’identification utilisé n’a pas
permis de résoudre ce problème de choix des paramètres optimaux. La réponse temporelle des modèles FIR, OE et
ARX en comparaison avec les mesures est représentée sur la figure 3.6(c). On constate que les modèles OE et FIR
fournissent les meilleurs résultats mais peinent à approximer correctement les régimes permanents des mesures
de température. Au final, le meilleur modèle linéaire pour les données « Maquette » est donc un modèle OE avec
nu = 4 et nŷ = 1. Sur ce modèle, l’autocorrélation de l’erreur obtenue (figure 3.7) confirme les difficultés rencon-
trées lors de l’apprentissage. Toutefois, l’analyse de l’autocorrelation partielle semble indiquée que le modèle a été
correctement identifié.

Type de Modèle Ordres optimaux Erreur de validation Erreur de test
FIR nu = 15 4.908 3.866

ARX nu = 4 et ny = 1 - 3.955
OE nu = 4 et ny = 1 4.032 3.403

TABLE 3.5 : Récapitulatif des résultats des meilleurs modèles linéaires sur la base de données « Maquette ».
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(a) Courbe de validation pour un modèle FIR linéaire.
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(b) Courbes de validation correspondant à un modèle OE linéaire.
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FIGURE 3.6 : Récapitulatif de la procédure de sélection des modèles linéaires optimaux et performances en test
de ces modèles sur la base de données « Maquette ». Notons que les résultats présentés sont obtenus en prenant

le même ordre nu sur les deux entrées (Puissance injectée et Vitesse de refroidissement) de la base.
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FIGURE 3.7 : Test de linéarité à partir de l’autocorrélation et de l’autocorrélation partielle de l’erreur du modèle
OE sur les données « Maquette ».
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3.5 Modélisation par réseaux de neurones

3.5.1 Principes

3.5.1.1 Une origine biologique

La désignation de « neurone » provient d’une analogie biologique. Chaque neurone biologique possède la
capacité de générer un potentiel d’action au sein de son corps cellulaire. Ce potentiel électrique dans le neurone
émetteur est lié à un changement de la concentration en différents ions (K+ et Na−) à l’intérieur de la cellule et se
propage le long de l’axone jusqu’aux synapses. Le potentiel pré-synaptique génère l’émission de neuromédiateurs
vers les récepteurs présents sur la dendrite du neurone récepteur et va modifier le potentiel post-synaptique (à la
hausse ou à la baisse selon que la synapse soit inhibitrice ou excitatrice). L’ensemble des signaux ainsi transmis à
un neurone vont ensuite être intégrés spatialement et temporellement à l’intérieur du corps cellulaire. Si le potentiel
résultant dépasse un certain seuil, le neurone va alors à son tour générer un potentiel d’action.

3.5.1.2 Le neurone artificiel

Lors des débuts vers ce qui allait devenir l’intelligence artificielle, l’une des premières idées a été de copier
ce qui fonctionnait déjà, à savoir le cerveau humain et donc à plus petite échelle le neurone. Le fonctionnement
du neurone a donc été formalisé de manière à pouvoir le reproduire artificiellement. De cette démarche est né le
neurone formel [MP43], qui est donc constitué des éléments suivants :

– Les entrées
Notées xi, j, elles sont chacune porteuses d’un poids, lui même noté w j. Ce sont ces poids qui serviront de
paramètres au neurone. Pour la suite, on adopte la notation w> = [w1, ...,wD] où D est le nombre de poids
du neurone.

– La fonction d’agrégation ou potentiel
Cette fonction v(w,xi), souvent abrégée v(xi), combine les différentes entrées et le poids du neurone afin
d’obtenir un scalaire, nommé potentiel. Afin de se rapprocher du fonctionnement biologique, cette fonction
prend dans la majorité des cas la forme d’une somme pondérée :

v(xi) =
D

∑
j=1

w jxi, j +b

où xi, j représente la jème composante du vecteur d’entrée xi. Toutefois, la fonction d’agrégation peut égale-
ment être représentée par une fonction distance le plus souvent dérivée d’une norme :

v(xi) = ‖w−xi‖ (3.26)

– La fonction d’activation
Cette fonction a(v) va déterminer la sortie s du neurone. Elle peut prendre différentes formes en fonction des
besoins du problème. Dans le cas classique du neurone de McCulloch-Pitts [MP43], il s’agit d’une fonction
Heaviside :

a(v) =

{
0 si v≤ 0

1 si v > 0
(3.27)

Cette fonction a par la suite été remplacée par des fonctions dérivables de formes proches telles que la tan-
gente hyperbolique a(v) = tanh(v) ou la fonction sigmoïde a(v) = 1/(1+ e−αv). Dans le cas d’une fonction
d’activation de type distance, elle prend la forme d’une fonction radiale telle qu’une gaussienne a(v) = e−v2

.
Un neurone réalise donc une fonction non linéaire bornée [DMS+02] si = a(v(xi,w)) où xi représente l’entrée

du neurone et w est le vecteur des paramètres (figure 3.8).
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FIGURE 3.8 : Schéma d’un neurone formel

3.5.1.3 Les réseaux de neurones à une couche cachée

Bien qu’intéressant, ce formalisme n’aurait pas connu le succès sans l’apparition des premières règles d’ap-
prentissage pouvant lui être associées. La première d’entre elles est due à Hebb [Heb49] et s’appuie sur un appren-
tissage par le renforcement du lien entre 2 neurones dont les excitations sont synchrones. Les règles d’adaptation
suivantes se rapprochent plus du cadre classique de l’apprentissage que nous avons vu au début de ce chapitre. Pour
les illustrer, nous allons considérer le cas d’un seul neurone auquel est soumis un problème de classification défini
par une base d’exemples {(xi,yi)} , i ∈ [1,N] où yi ∈ {+1,−1}. La fonction d’agrégation est une somme pondérée.

La sortie du neurone pour le i-ème vecteur d’entrées xi est donnée par :

si = a(w>xi +b)

On suppose que les poids du neurones sont initialisés aléatoirement, l’idée est désormais de trouver la direction
vers laquelle il faut faire tendre ces poids pour diminuer le risque empirique. On rappelle que le rsique empririque
à minimiser est :

Re(w) =
1
N

N

∑
i=1

`( f (xi),yi)

Pour les réseaux de neurones, l’apprentissage s’appuie sur des algorithmes de descente de gradient stochas-
tique [Bot04]. Pour un modèle f (x) caractérisé par le vecteur de paramètres w, à chaque couple (xi,yi), la règle
d’adaptation des paramètres par le gradient stochastique est :

w = w−η∇w`( f (xi),yi) (3.28)

où η représente le taux d’apprentissage de l’algorithme.

L’algorithme du perceptron [Ros58] repose sur ce principe d’adaptation stochastique des paramètres du neu-
rone. La fonction d’activation est supposée être une fonction identité, ce qui donne donc un modèle linéaire
f (x) = s(x) = 〈w,x〉+ b. La règle de modification des poids utilisée pour le perceptron s’obtient en considérant
un coût charnière particulier, adapté au problème de classification considéré et défini par :

`( f (x),y) = max(0,−y f (x))

Afin de simplifier la notation, posons w′ =
[
w> b

]> et x′i =
[
x>i 1

]>. On en déduit cette expression du gradient

∇w′`( f (x),y) =−
{

0 si yi f (xi)≥ 0
yix′i si yi f (xi)< 0

En combinant cette expression du gradient avec l’équation (3.28), on obtient pour η = 1 la forme bien connue de
l’algorithme du perceptron

w′ = w′+

{
0 si yi = sign( f (xi))

yix′i si yi 6= sign( f (xi))
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après échantillonnage de l’observation (xi,yi). Il est établi que l’algorithme du perceptron converge vers une solu-
tion optimale en un nombre fini d’itérations lorsque les 2 classes sont linéairement séparables.

Dans le même ordre d’idée, Widrow et Hoff [WH60] proposent une autre règle d’adaptation pour un neurone
dont la fonction d’activation est l’identité. Pour le coût `, on utilise une fonction quadratique `( f (x),y) = (y−
f (x))2. On utilise la notation précédente et on écrit f (x) = 〈w′,x′〉. Pour un couple (xi,yi), le gradient du coût par
rapport aux paramètres w′ s’écrit alors :

∇w′`( f (xi),yi) =−2(yi− f (xi))x′i

La règle d’adaptation de w′ se déduit facilement à partir de (3.28). Cette dernière technique s’adapte particuliè-
rement aux problèmes de régression, ce qui la rapproche des approches d’estimation par moindres carrés récursifs
(voir par exemple le livre de Gustafson [Gus00] pour une présentation).

3.5.1.4 Les réseaux de neurones à plusieurs couches cachées

Les algorithmes précédents sont extensibles à des réseaux de neurones multi-couches (figure 3.9). Néanmoins,
au début, ces algorithmes ne permettaient d’adapter que la dernière couche du réseau et les commentaires de
Minsky et Papert [MP69], notamment sur l’incapacité du perceptron à résoudre le fameux problème du XOR (Ou
exclusif), ont marqué un coup d’arrêt important à l’intérêt pour l’approche connexionniste dans l’apprentissage
artificiel. Il fallut cependant attendre le début des années 80 pour voir émerger des algorithmes pour les réseaux
multi-couches. En effet, même si l’algorithme de rétro-propagation du gradient avait été découvert dès 1974 par
Werbos [Wer74], les articles de LeCun [LeC85] et Rumelhart [RHW86] permirent que ce nouvel algorithme sus-
cite l’intérêt qu’il méritait. Même s’il ne permet pas d’obtenir la solution optimale pour les différents poids du
réseau, le fait qu’il fonctionne sur des réseaux multi-couches permet d’utiliser les méthodes connexionnistes sur
des problèmes où les exemples ne sont pas linéairement séparables.

FIGURE 3.9 : Réseau de neurones à 2 couches cachées.

Pour illustrer cet algorithme, nous allons considérer un réseau de neurones avec une seule couche cachée et une
seule sortie. Tous les neurones de la couche cachée ont une structure identique, leur fonction d’agrégation est la
somme pondérée et leur fonction d’activation est la tangente hyperbolique et seuls leurs poids diffèrent. La couche
de sortie est constituée par un neurone linéaire. Les notations afférentes sont définies dans la table 3.6.

De même que pour un seul neurone, on cherche à réduire le risque empirique par adaptation des paramètres du
réseau :

Re =
1
N

N

∑
i=1

`( f (xi),yi)
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w(l)
j vecteur des poids entre les neurones de la couche l−1 et le j-ème neurone de la couche l

W(l) matrice des poids entre les neurones de la couche l−1 et les neurones de la couche l
s(l) vecteur des sorties des neurones de la couche l
b(l) vecteur des biais de la couche l

TABLE 3.6 : Notations utilisées pour les réseaux de neurones multi-couches

De part la définition du réseau, on a :

s(2) = W(2)s(1)+b(2)

s(1) = tanh(W(1)s(0)+b(1))

avec :
s(0) = x
s(2) = f (x)

Pour la suite s( j)
i représente l’évaluation du vecteur des sorties des neurones de la couche j pour l’exemple xi.

Pour chaque observation (x,y), on s’intéresse aux modifications à apporter aux poids W(1) et W(2) et aux biais b(1)

et b(2) afin de réduire le risque lié à l’observation courante. On considère un coût quadratique, étant entendu que la
démarche que nous explicitons se généralise facilement à n’importe quelle fonction de coût continue et dérivable.

Dans un premier temps, on cherche les modifications à apporter aux poids W(2),b(2) de la couche de sortie
du réseau. Remarquons que dans le contexte de notre exemple (une couche cachée et une couche de sortie à un

neurone), on a W(2) =
(

w(2)
1

)>
et b(2) = b(2). Le gradient du coût par rapport

(
w(2)

1

)>
est alors :

∇
w(2)>

1
`( f (xi),yi) = ∇

w(2)>
1

`
(

s(2)i ,yi

)
.

On décompose le gradient du coût associé au couple (xi,yi). Pour ce faire, nous nous appuyons sur des éléments
de calcul tensoriel et de dérivation en chaîne exposés dans l’annexe C.

∇
w(2)>

1
`
(

s(2)i ,yi

)
= 〈∇

s(2)i
`
(

s(2)i ,yi

)
|∇

w(2)>
1

s(2)i 〉

où le symbole 〈·|·〉 représente le produit de dualité (voir section C.4.2 de l’annexe C).

Pour le premier gradient de l’équation précédente, compte tenu de l’utilisation d’un critère quadratique, on
déduit :

∇
s(2)i

`
(

s(2)i ,yi

)
= 2

(
s(2)i − yi

)
. (3.29)

Pour le second gradient, on obtient :

∇
w(2)>

1
s(2)i =

∂ s(2)i

∂w(2)>
1

= s(1)i .

En suivant le même raisonnement, pour b(2), on obtient :

∇b(2)`( f (xi),yi) = 2
(

s(2)i − yi

)

Pour les poids des neurones de la couche cachée W(1), si l’on considère le vecteur de sortie s(1)i de la couche
cachée, on peut écrire :

∇W(1)`( f (xi),yi) = 〈∇s(1)i
`
(

s(2)i ,yi

)
|∇W(1)s(1)i 〉.
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Dans l’expression de droite de la dernière équation, le premier argument du produit de dualité est assez simple
à calculer :

∇
s(1)i

`
(

s(2)i ,yi

)
= 〈∇

s(2)i
`
(

s(2)i ,yi

)
|∇

s(1)i
s(2)i 〉. (3.30)

Or, on connaît déjà ∇
s(2)i

`
(

s(2)i ,yi

)
(donné par l’équation 3.29). De plus, on a ∇

s(1)i
s(2)i = w(2)>

1 . On obtient

ainsi :
∇

s(1)i
`
(

s(2)i ,yi

)
= 2

(
s(2)i − yi

)
w(2)>

1 .

Pour le deuxième argument, on sait que : s(1) = tanh(v(1)) avec v(1) =W(1)x+b(1). On notera ici que la fonction
tanh est appliquée à un vecteur v et est donc prise élément par élément. En utilisant les règles de dérivation chaînée,
on obtient :

∇W(1)s(1) = 〈∇v(1)s
(1)|∇W(1)v(1)〉

avec
∇v(1)s

(1) = diag
(

1− tanh2
(

v(1)j

))
.

On peut remarquer que ∇v(1)s
(1) est le gradient d’un vecteur par rapport à un vecteur ce qui donne une matrice.

Comme les éléments v(1)j de v(1) sont indépendants des éléments s(1)m pour tout j 6= m, la matrice jacobienne
résultante est diagonale.

Finalement, le dernier terme de la dérivation est obtenue par

∇W(1)v(1) =

 ∂v(1)j

∂W(1)
k,m

 .
L’équation précédente exprime le gradient d’un vecteur par rapport à une matrice et produit donc un tenseur d’ordre
3 dont les éléments sont donnés par le gradient de chaque composante v(1)j par rapport aux composantes W(1)

k,m de
la matrice de poids de la couche cachée. Notons que des calculs similaires peuvent être aisément conduits pour le
vecteur de biais b(1) et ne seront donc pas détaillés.

L’algorithme se généralise facilement à un nombre de couches quelconque. En effet, considérons un réseau
à q couches cachées. Tant que la fonction coût est dérivable, il est possible de calculer pour la couche de sortie
∇

s(q)i
`
(

s(q)i ,yi

)
. Si l’on généralise l’équation 3.30, on peut écrire :

∇
s( j)
i
`
(

s(q)i ,yi

)
= 〈∇

s( j+1)
i

`
(

s(q)i ,yi

)
|∇

s( j)
i

s( j+1)
i 〉.

Or, quelque soit la couche j considérée pour j ∈ [1,q], on a toujours :

∇W( j)`
(

s(q)i ,yi

)
= 〈∇

s( j)
i
`
(

s(q)i ,yi

)
|∇W( j)s( j)

i 〉.

Si l’on calcule récursivement les ∇
s( j)
i
`
(

s(q)i ,yi

)
en partant de la couche de sortie, il est alors possible d’adapter

tous les poids du réseau. L’information se transmet donc de la couche de sortie vers les couches précédentes.
C’est ce sens de propagation de l’information de gradient qui justifie le nom de « rétro-propagation » donné aux
algorithmes d’apprentissage des réseaux de neurones multi-couches.

3.5.1.5 Applications des réseaux de neurones aux systèmes dynamiques

La première étape pour réaliser un modèle dynamique à partir d’un réseau de neurones consiste à introduire la
dimension temporelle. La méthode la plus simple est de prendre comme entrée du réseau de neurones, le vecteur
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de régression ϕk de la même façon que pour les modèles linéaires. Selon le type de vecteur de régression choisi, on
obtient une extension non-linéaire naturelle des modèles linéaires (voir tableau 3.3). Ainsi lorsque seules les entrées
de commande sont concernées, par analogie avec le cas linéaire, on parle de modèle NNFIR. Les retards peuvent
également être introduits sur la sortie réelle et l’on obtient un modèle NNARX. Ces deux modèles ne nécessitent
pas d’algorithme particulier car toutes les données nécessaires sont disponibles au moment de l’apprentissage. Ce
n’est pas le cas pour les modèles NNARMAX et NNOE (un exemple de ce type de réseau est donnée dans la figure
3.10) où la sortie simulée est également intégrée au vecteur de régression. La rétro-propagation classique ne peut
donc plus être utilisée sur ces réseaux récurrents.

FIGURE 3.10 : Réseau de neurones de type NNOE. Les sorties estimées sont réinjectées en entrée du réseau
(ce sont les termes ŷ(t−1) et ŷ(t−2)).

Pour illustrer les algorithmes adaptés aux modèles OE, on choisit l’exemple d’un réseau avec une seule sortie
et dont l’ensemble des paramètres sont contenus dans la matrice W. La première alternative consiste à déplier
temporellement le réseau. En pratique, ceci revient à dupliquer le réseau « devant » le réseau originel pour obtenir
un réseau non-bouclé. La profondeur de ce déploiement doit correspondre à la taille de la base d’apprentissage.
Une fois le réseau déplié, on applique l’algorithme de rétro-propagation du gradient. Cette procédure correspond à
l’algorithme de « back propagation through time » (BPTT [Wer90]).

Dans ce cas, on a analogie entre l’indice de la couche et l’indice temporel des données (xi,yi). On considère s(i)

le vecteur d’entrée de la couche i+1 du réseau. Certains éléments de s(i) correspondent aux entrées xi. De plus, le
dernier élément correspond à la i-ème réponse du réseau, on peut donc comparer la sortie obtenue ŷi avec la sortie
attendue yi. Pour les éléments de s(i) correspondant aux entrées, l’erreur associée est toujours considérée comme
nulle. On cherche à réduire le risque empirique que l’on définit par :

Re =
1
N

N

∑
i=1

`(ŷi,yi)

Puisque l’on a choisi de dupliquer N fois le réseau, chaque couche possède sa propre matrice de paramètres
W(i). On cumule alors les gradients obtenus par la formule :

∇WRe =
1
N

N

∑
i=1

∇W(i)Re

La règle de dérivation en chaîne donne :

∇W(i)Re = 〈∇s(i)Re|∇W(i)s(i)〉

Dans ce cas, le risque empirique dépend de s(i) directement par la sortie prédite ŷi présente dans ce vecteur
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mais aussi par son influence sur la sortie de la couche suivante du réseau. On obtient alors :

∇s(i)Re =
∂Re

∂ s(i)
+ 〈∇s(i+1)Re|∇s(i)s

(i+1)〉.

Par le même processus de calcul récursif que dans la rétropropagation classique, il est alors possible de calculer
la modification à apporter aux poids W pour diminuer le risque empirique. Toutefois, pour conserver des réseaux
de taille raisonnable, on peut se contenter en pratique d’une profondeur de déploiement d’ordre n plus faible que
la taille de la base N. Cette restriction est d’ailleurs justifiée par le phénomène d’« évanouissement du gradient »
dans les réseaux possédant trop de couches cachées [BSF94].

Le deuxième algorithme pour les modèles NNOE ne considère pas de duplication du réseaux. La dérivation
directe de Re par rapport à W donne :

∇WRe =
1
N

N

∑
i=1

∇W`(ŷi,yi) .

En utilisant une nouvelle fois la règle de dérivation en chaîne, on obtient :

∇W`(ŷi,yi) = 〈∇s(i)`(ŷi,yi) |∇Ws(i)〉.

On calcule le premier élément du second membre de l’équation par la formule :

∇s(i)`(ŷi,yi) =
∂`(ŷi,yi)

∂ s(i)

Pour le second élément, on utilise également la règle de dérivation en chaîne pour écrire :

∇Ws(i) =
∂ s(i)

∂W
+ 〈∇s(i−1)s(i)|∇Ws(i−1)〉.

Les gradients nécessaires se calculent récursivement mais la transmission de l’information se fait dans le sens
classique de transmission pour les réseaux de neurones. L’initialisation est effectuée en considérant que l’état
initial du réseau ne dépend pas des paramètres et donc ∇Ws0 = [0]. Cet algorithme, nommé « real time recurrent
learning » (RTRL [WZ89]), permet donc lui aussi de calculer récursivement les adaptations à apporter aux poids
W du réseau.

La majorité des algorithmes d’apprentissage de modèles neuronaux OE sont des variantes des deux techniques
présentées en essayant d’exploiter et de combiner leurs avantages respectifs.

3.5.2 Prédiction de température par les réseaux de neurones dynamiques

Les réseaux utilisés ont été générés grâce à la toolbox NNSYSID ([NRPH00]) ( Neural Network Based Sys-
tem Identification Toolbox) qui utilise une méthode de type RTRL pour apprendre des modèles dynamiques. Il
s’agit de perceptrons à 1 couche cachée, la couche de sortie étant linéaire. Ces modèles constituent en effet une
classe d’approximateurs universels parcimonieux [HSW89, HSWA], il n’est donc pas utile de rechercher parmi
les réseaux possédant plus de couches. On reprend les vecteurs de régression obtenus dans le cas linéaire (1 retard
sur la sortie et 4 sur l’entrée pour les données « Transistor » et de même pour les données « Maquette »). Le seul
paramètre restant à choisir est le nombre de neurones en couche cachée. On compare donc l’erreur quadratique
moyenne obtenue pour les différentes architectures en utilisant la même procédure de validation croisée que dans
le cas linéaire.

Pour les données « Transistor », on constate que le meilleur résultat est obtenu pour un seul neurone en couche
cachée (figure 3.11(a)). Ce résultat n’est pas étonnant compte tenu des bons résultats déjà obtenus par les modèles
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linéaires. Il ne fait que confirmer la faible non-linéarité présente dans le système. La sortie obtenue est donc
fortement similaire à celle obtenue pour le modèle linéaire (figure 3.11(b) et la différence maximale entre les 2
modèles ne dépasse pas 0.5˚C) même si l’on constate une légère différence de l’erreur quadratique moyenne en
apprentissage (Jval = 191.878) et sur la base de test (Jtest = 185.740 pour les données avec bruit et Jtest = 80.152
pour les données sans bruit) en faveur du modèle NNOE (voir tableau 3.4 pour les performances des modèles
linéaires).
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FIGURE 3.11 : Résultats obtenus pour un modèle NNOE sur la base de données « Transistor »

Pour les données « Maquette », on constate que le meilleur résultat est obtenu pour un réseau comportant
deux neurones en couche cachée, comme le montre la figure 3.12(a). De plus, l’algorithme d’apprentissage a
beaucoup de difficultés à converger sur ces données pour les réseaux possédant plus de neurones. Là encore, les
résultats sont un peu meilleurs que ceux des modèles linéaires (erreur de validation Jval = 3.229 et erreur de test
Jtest = 2.535) et le tracé de la réponse confirme une meilleure adéquation avec la dynamique du système réel (figure
3.12(b)). L’emploi de réseaux de neurones semble donc pallier partiellement les lacunes constatées sur les modèles
linéaires. La difficulté à modéliser ce système pourrait toutefois ne pas être entièrement liée aux non-linéarités
mais aux fortes disparités de dynamiques dans la réponse aux deux entrées (ventilateur beaucoup plus lent et
d’influence plus faible que la puissance injectée sur la température). L’emploi d’autres méthodes non-linéaires
pourra confirmer cette hypothèse.
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FIGURE 3.12 : Résultats obtenus pour un modèle NNOE sur la base de données « Maquette »
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3.6 Modélisation par SVM

3.6.1 Introduction au principe des SVM pour la classification

Les SVM (Support Vector Machines ou Séparateur à Vaste Marge) sont issus des travaux de Vapnik sur l’ap-
prentissage ([Vap98]). Pour illustrer le concept sous-tendant cette approche, nous nous plaçons dans le cas d’un
problème de classification binaire. Sans perte de généralités, on considère que l’espace de sortie est Y = {−1,+1}.
En supposant l’espace des entrées X muni du produit scalaire et d’une norme induite, on recherche une fonction
de décision linéaire f (x) = 〈w,x〉+b caractérisée par les paramètres w∈X et b∈R. Etant donné une observation
x, la prédiction de sa classe est obtenue en prenant le signe sign( f (x)) de f (x).

Soit un ensemble de données d’apprentissage {(xi,yi)}i=1,··· ,N . Pour simplifier notre présentation, considérons
que le problème de classification est linéairement séparable c’est-à-dire qu’il existe au moins une fonction de déci-
sion linéaire séparant parfaitement les deux classes. Le principe des SVM consiste à définir la fonction de décision
f (x) telle que f (xi) > 0 si yi = +1 et f (xi) < 0 si yi = −1 tout en gardant une séparation maximale entre les
deux classes matérialisée par la marge. La marge est alors définie comme la distance minimale, prise perpendicu-
lairement à l’hyperplan f (x) = 0, entre deux exemples appartenant à des classes différentes. Une illustration de
cette notion de marge est représentée à la figure 3.13. La distance entre un point x et l’hyperplan séparateur peut
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FIGURE 3.13 : Illustration du concept de SVM sur un problème linéairement séparable

alors être écrite comme d(x) = |w>x|
‖w‖ . Les SVM reposent sur l’utilisation d’un hyperplan canonique c’est-à-dire par

normalisation des paramètres w et b, les points les plus proches de l’hyperplan sont à une distance d(x) = 1
‖w‖ . Par

conséquent la marge vaut 2
‖w‖ . Maximiser la marge revient donc à minimiser la norme w. Le problème, dit primal,

de classification par un SVM linéaire s’écrit alors [SS01] :

min
w,b

1
2
‖w‖2 (3.31a)

sous les contraintes yi(〈w,xi〉+b)≥ 1, ∀ i = 1, · · · ,N (3.31b)

En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour intégrer les contraintes d’inégalité (3.31b), on obtient
le Lagrangien :

L (w,b,α) =
1
2
‖w‖2−

N

∑
i=1

αi [yi(〈w,xi〉+b)−1]

avec αi ≥ 0, ∀i = 1, · · · ,N. La méthode des multiplicateurs de Lagrange recommande de minimiser L par rapport
aux variables primales (w,b) et maximiser L par rapport aux multiplicateurs de Lagrange αi. Les conditions
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d’optimalités par rapport aux variables primales donnent alors :

∇wL = 0 =⇒ w =
N

∑
i=1

αiyixi, (3.32)

∇bL = 0 =⇒
N

∑
i=1

αiyi = 0. (3.33)

En intégrant ces dernières équations dans l’expression du lagrangien, on obtient une reformulation du problème
qui peut alors être réécrit sous sa forme duale [SS01] :

max
α

−1
2

N

∑
i=1, j=1

αiα jyiy j〈xi,x j〉+
N

∑
i=1

αi (3.34)

s.c. αi ≥ 0, ∀ i = 1, · · · ,N
N

∑
i

αiyi = 0

La résolution de ce problème de programmation quadratique permet d’obtenir le vecteur α duquel on déduit
w en utilisant la condition d’optimalité (3.32). Le biais b s’obtient à partir des conditions de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT). En effet, il est à remarquer qu’à l’optimalité, les conditions KKT supplémentaires [BV04] stipulent que
αi
[
yi(w>xi +b)−1

]
= 0, ∀ i = 1, · · · ,N. Ceci a deux implications :

– les points pour lesquels la contrainte inégalité (3.31b) est strictement satisfaite satisfont αi = 0,
– les points pour lesquels la contrainte (3.31b) est active (c’est-à-dire vérifiant yi(〈w,xi〉+ b) = 1) ont leur

multiplicateur αi libre. Seuls ces points participent à la solution (3.32) d’où leur nom de points supports.
Dans certaines références comme [SS01], les conditions KKT relatives aux points supports sont utilisées pour
déterminer le biais.

3.6.2 Cas non linéairement séparable

Lorsque les données ne sont plus linéairement séparables, on ne peut plus trouver de classifieur linéaire qui ne
commette pas d’erreurs. Si l’on reprend l’idée d’une frontière de décision munie d’une marge, ces erreurs peuvent
être de 2 types :

– soit l’exemple est du bon côté de la frontière de décision mais dans la marge,
– soit l’exemple est du mauvais côté de la frontière de décision.
Pour formaliser ces différentes erreurs, on introduit de nouvelles variables positives ξi qui vont venir relâcher

les contraintes du problème. Ainsi, on remplace les contraintes originelles (3.31b) par :

yi(〈w,xi〉+b) ≥ 1−ξi, ∀i = 1, · · · ,N
ξi ≥ 0, ∀i = 1, · · · ,N

Si 0 ≤ ξi ≤ 1 alors le point reste bien classé mais est situé dans la marge. Si ξi > 1 alors le point est mal classé.
On va alors chercher à résoudre le problème de classification maximisant la marge et minimisant les erreurs ξi. On
introduit ici un hyper-paramètre C positif qui va représenter le compromis entre la minimisation des erreurs et la
maximisation de la marge. On obtient alors un nouveau problème primal :

min
w,b,ξ

1
2
‖w‖2 +C∑

i
ξi

s.c. yi(〈w,xi〉+b)≥ 1−ξi, ∀ i = 1, · · · ,N
ξi ≤ 0, ∀ i = 1, · · · ,N

En appliquant le principe des multiplicateurs de Lagrange, on établit que l’expression du Lagrangien est :

L (w,b,ξ ,α,γ) =
1
2
‖w‖2 +C∑

i
ξi−

N

∑
i=1

αi [yi(〈w,xi〉+b)−1]−
N

∑
i=1

γiξi
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avec αi ≥ 0, γi ≥ 0, ∀ i = 1, · · · ,N les multiplicateurs de Lagrange. On en déduit les conditions d’optimalité :

∇wL = 0 =⇒ w =
N

∑
i=1

αiyixi,

∇bL = 0 =⇒
N

∑
i=1

αiyi = 0,

∇ξiL = 0 =⇒ γi =C−αi =⇒ 0≤ αi ≤C.

Le problème dual associé peut alors être obtenu de la même manière que précédemment et prend la forme :

max
α

−1
2 ∑

i, j
αiα jyiy j〈xi,x j〉+∑

i
αi

s.c. 0≤ αi ≤C, ∀i = 1, · · · ,N
N

∑
i

αiyi = 0

On remarquera que ce problème dual ne différe du précédent (3.34) que par l’adjonction d’une borne supérieure C
aux paramètres de Lagrange αi. Hormis ce point, les paramètres w et b s’obtiennent comme dans le cas linéairement
séparable. Une illustration de la solution fournie par un SVM à un problème non-linéairement séparable est donnée
à la figure 3.14.
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FIGURE 3.14 : Illustration du concept de SVM sur un problème non-linéairement séparable. On remarque
qu’en plus des points supports sur la marge, d’autres types de points supports sont à considérer : points mal

classés ou à l’intérieur de la marge.

3.6.3 Classification SVM non linéaire

Le relâchement des contraintes permet de traiter les cas non linéairement séparables mais ne permet pas d’obte-
nir une frontière de décision non-linéaire dans l’espace X des entrées. L’idée est donc de transformer l’algorithme
afin de pouvoir traiter la classification non-linéaire permettant d’obtenir des frontières de décision non-linéaires
dans X . Cette modification consiste à projeter les points d’apprentissage de l’espace de départ vers un autre
espace, appelé espace des caractéristiques (feature space), souvent de dimension plus importante et muni d’un
produit scalaire. L’espoir est qu’une fois les points projetés dans ce nouvel espace, les classes puissent être sépa-
rées linéairement. La fonction de décision est alors de la forme : f (x) = 〈w,φ(x)〉+b, où 〈., .〉 désigne le produit
scalaire dans l’espace des caractéristiques (feature space) et φ(x) la projection du point x dans cet espace.

Or, dans sa version linéaire, on voit que l’algorithme des SVM laisse apparaître le produit scalaire 〈xi,x j〉.
Par conséquent, les algorithmes précédemment exposés s’appliquent aisément au cas non-linéaire en remplaçant



66 3.6. MODÉLISATION PAR SVM

le produit scalaire 〈xi,x j〉 par
〈
φ(xi),φ(x j)

〉
. En choisissant astucieusement le feature space, on peut obtenir un

produit scalaire relativement simple à calculer directement à partir des données. Il peut alors être réécrit sous la
forme :

〈
φ(xi),φ(x j)

〉
= K(xi,x j) où K(·, ·) doit être un noyau qui réponde à la condition de Mercer [Mer09],

c’est-à-dire une fonction continue, symétrique et semi-définie positive. Cette condition garantit que la fonction
K(·, ·) définit bien un produit scalaire et induit une norme dans un espace de Hilbert. Ainsi, si la condition de
Mercer est vérifiée, la fonction φ n’a plus besoin d’être spécifiée. La forme de la frontière de décision dépendra
alors du type de noyau choisi. Un aperçu de différentes fonctions noyau communément utilisées est présenté dans
le tableau 3.7.

Nom de la fonction noyau Expression mathématique Hyper-paramètres
Linéaire K(x,z) = 〈x,z〉 Aucun
Polynomial K(x,z) = (〈x,z〉)n ou (x>z+ c)n n,c

Gaussien K(x,z) = e−
||x−z||2

2σ2 σ

Sigmoïde K(x,z) = tanh(a(〈x,z〉−b)) a,b

TABLE 3.7 : Aperçu des différents types de noyaux couramment utilisés. Les points x et z appartiennent à
l’espace des entrées X . La fonction noyau est définie comme K(x,z) : X ×X −→ R qui à toute paire (x,z)

associe K(x,z).

3.6.4 Application des SVM à la régression : coût ε-insensible

On s’intéresse maintenant à un problème de régression défini sur la base d’apprentissage {(xi,yi)}i=1,··· ,N
avec yi ∈ R. Nous nous plaçons dans le cadre non-linéaire où la fonction f est définie de manière générique
par f (x) = 〈w,φ(xi)〉+ b. Le coût utilisé est un coût ε-insensible (voir figure 3.1). Ce coût dont nous rappelons
l’expression ici `( f (x),y) = max(0,ε−|y− f (x)|) considère que le risque empirique est nul si l’écart absolu entre
yi et sa prédiction f (xi) est inférieure à un certain seuil ε fixé par l’utilisateur. Afin d’obtenir la fonction la plus
régulière possible, on cherche toujours à minimiser la norme de w tout en respectant les contraintes définies par la
fonction coût. En imitant le raisonnement conduit pour le problème de classification linéairement séparable, si on
veut une fonction f de risque empirique nul, il faut résoudre alors le problème :

min
w,b

1
2
‖w‖2

s.c. |yi− (〈w,φ(xi)〉+b)| ≤ ε, ∀i = 1, · · · ,N

Tout comme dans le cas de la classification, nous allons relâcher ces contraintes par l’introduction de variables
d’écart ξi et ξ ′i (correspondant respectivement à une erreur par excès ou par défaut de la prédiction vis-à-vis de la
valeur réelle et du seuil ε). On obtient alors le problème primal suivant :

min
w,b,ξ ,ξ

′

1
2
‖w‖2 +C

N

∑
i=1

(
ξi +ξ

′
i
)

s.c. yi− (〈w,φ(xi)〉+b)≤ ε +ξi, ∀i = 1, · · · ,N
(〈w,φ(xi)〉+b)− yi ≤ ε +ξ

′
i , ∀i = 1, · · · ,N

ξi ≥ 0, ξ
′
i ≥ 0, ∀i = 1, · · · ,N

Le Lagrangien correspondant prend alors la forme :

L (w,b,ξ ,ξ ′,α,α ′,γ,γ ′) =
1
2
‖w‖2 +C

N

∑
i=1

(
ξi +ξ

′
i
)
−

N

∑
i=1

αi [ε +ξi− yi +(〈w,φ(xi)〉+b)]

−
N

∑
i=1

α
′
i
[
ε +ξ

′
i + yi− (〈w,φ(xi)〉+b)

]
−

N

∑
i=1

γiξi−
N

∑
i=1

γ
′
i ξ
′
i
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avec αi ≥ 0, α ′i ≥ 0, γi ≥ 0 et γ ′i ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,N. Les conditions d’optimalité deviennent alors

∇wL = 0 =⇒ w =
N

∑
i=1

(αi−α
′
i )φ(xi),

∇bL = 0 =⇒
N

∑
i=1

(αi−α
′
i ) = 0,

∇ξiL = 0 =⇒ γi =C−αi =⇒ 0≤ αi ≤C,

∇ξ ′i
L = 0 =⇒ γ

′
i =C−α

′
i =⇒ 0≤ α

′
i ≤C.

En intégrant les conditions d’optimalité dans l’expression du lagrangien, on obtient la formulation duale suivante :

max
α ,α ′

N

∑
i=1

yi(αi−α
′
i )− ε

N

∑
i=1

(αi +α
′
i )−

1
2

N

∑
i=1, j=1

(αi−α
′
i )(α j−α

′
j)K(xi,x j)

s.c. 0≤ αi ≤C, ∀i = 1, · · · ,N
0≤ α

′
i ≤C, ∀i = 1, · · · ,N

N

∑
i=1

(αi−α
′
i ) = 0

Une fois les vecteurs α et α ′ obtenus à partir de la résolution du problème dual, les paramètres w se déduisent des
conditions d’optimalité. Le biais b s’obtient à partir des conditions KKT tout comme dans le cas de la classification.
L’expression de la fonction de régression finale est alors

f (x) = 〈w,φ(x)〉+b

f (x) =
N

∑
i=1

(αi−α
′
i )K(xi,x)+b

Dans le cas du SVR (Support Vector Regression), tous les points points situés dans la marge du modèle (le
« tube » formé par ε autour de la courbe de sortie du modèle) ne sont pas points-supports du modèle. Les coeefi-
cients αi et α ′i qui leur correspond sont nuls. Seul un certain nombre de points, situés sur le tube ou à l’extérieur du
tube, sont utilisés pour calculer la sortie du modèle (voir figure 3.15). Cette caractéristique fait du SVR un modèle
parcimonieux pour la régression.

FIGURE 3.15 : Application des SVM à la régression. L’algorithme tend à conserver un maximum de points
dans un "tube" créé autour de la fonction estimée par la fonction de coût ε-insensible.

3.6.5 Application des SVM à la régression : coût quadratique (Least Squares SVM)

Une alternative possible pour un problème de régression avec un SVM consiste à remplacer le coût ε-insensible
par un coût quadratique (la même idée peut être appliquée à la classification). L’algorithme porte alors le nom de
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Least Squares - SVM [SV99] et est dénommé par l’acronyme LS-SVM. On cherche toujours une solution de la
forme f (x) = 〈w,φ(x)〉+b. Le problème à résoudre prend la forme :

min
e,w,b

1
2
‖w‖2 +

C
2 ∑

i
e2

i (3.35a)

s.c. yi− (〈w,φ(xi)〉+b) = ei ∀i = 1, · · · ,N (3.35b)

On constate que les contraintes du problème sont désormais des contraintes d’égalité ce qui permet de résoudre le
problème comme un simple système d’équations linéaires. En effet, le Lagrangien s’écrit :

L (w,b,e,α) =
1
2
‖w‖2 +

C
2 ∑

i
e2

i +∑
i

αi [yi− (〈w,φ(xi)〉+b)− ei]

En dérivant le Lagrangien par rapport aux variables primales, on obtient :

∇wL = 0 ⇒ w = ∑
i

αiφ(xi) (3.36a)

∇bL = 0 ⇒ ∑
i

αi = 0 (3.36b)

∇eiL = 0 ⇒ Cei−αi = 0 (3.36c)

Si l’on remplace l’expression de w (3.36a) dans les contraintes égalité (3.35b), on peut écrire ces contraintes sous
la forme

yi =
N

∑
j=1

α j〈φ(xi,x j〉+b+ ei =
N

∑
j=1

α jK(xi,x j)+b+ ei, ∀i = 1, · · · ,N.

On en déduit l’expression matricielle
y = Kα +b1I+ e. (3.37)

avec K ∈ RN×N la matrice de Gram dont les éléments sont les termes K(xi,x j). Le vecteur e ∈ RN contient tous
les termes de résidus yi− (〈wφ(xi)〉+ b). Le vecteur y ∈ RN comprend toutes les sorties yi alors que 1I désigne
un vecteur composé de 1 et de dimension appropriée. En compilant les conditions d’optimalité (3.36c), on peut
également établir la relation matricielle Ce = α qui permet d’éliminer e de (3.37). A partir de cette observation
et en intégrant la contrainte d’optimalité (3.36b) liée au biais, on montre facilement que la solution du problème
LS-SVM s’obtient par la résolution du système linéaire[

0 1I>

1I K+ 1
C I

][
b
α

]
=

[
0
y

]
(3.38)

avec I, la matrice identité de dimension N.

Une fois les paramètres α et b déterminés, le modèle recherché prendre la forme f (x) = ∑ j α jK(x,x j)+b. On
peut constater que tous les points dont l’erreur est non nulle correspondent à un αi non nul. Le choix d’un coût qua-
dratique réduit donc la parcimonie du modèle obtenu comparé à un SVR. Ce phénomène est amplifié en présence
de bruit où la possibilité d’obtenir une prédiction parfaite est plus faible et de plus, non souhaitable. Néanmoins,
précisons qu’une version parcimonieuse des LS-SVM a été proposée par les auteurs de cette méthode et dont les
détails sont exposés dans [SLV00]. Le principe de la méthode consiste à apprendre un LS-SVM classique puis à
retirer de l’ensemble d’apprentissage les données dont les poids αi sont faibles et à recommencer l’apprentissage.
On itère ce processus jusqu’à ce que l’augmentation de l’erreur d’apprentissage soit jugée trop importante.

3.6.6 Extension des méthodes à noyaux aux systèmes dynamiques

3.6.6.1 Cas des modèles à erreur d’équation

Comme nous l’avons vu précédemment, tant que le vecteur de régression ne contient que des données qui
sont disponibles avant l’apprentissage, le cadre de la régression classique suffit pour appréhender la modélisation.
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C’est ainsi le cas des modèles FIR ou ARX. Dans ce cadre les méthodes SVR et LS-SVM peuvent être appliquées
directement sans adaptation particulière pour les systèmes dynamiques. Quelques exemples d’applications des
méthodes SVR à l’identification des systèmes dynamiques peuvent être trouvés dans les références [GDH+01,
YFL05, MRRÁCV+06, Lau08, MS09]. En ce qui concerne les méthodes de type LS-SVM, on peut citer des
références comme [SVM01, GPSM05, ESM05, FPSM09].

3.6.6.2 Cas des modèles à erreur de sortie (OE)

Dès que le vecteur de régression fait apparaître la prédiction du modèle aux instants précédents, directement ou
indirectement par le biais de l’erreur de régression, le problème devient plus complexe. Un exemple d’utilisation
des SVM dans ce cadre peut être trouvé dans [Suy00]. La méthode décrite se fonde sur l’utilisation de l’approche
LS-SVM vue précédemment. Le modèle recherché est de la forme : ŷk = f (Ŷk−nŷ|k−1,Uk−nu|k−1) (voir l’équation
3.14 pour un rappel des définitions des vecteurs Ŷ et U). Le principal problème provient de la récursion sur la sortie
prédite. Pour simplifier la présentation et sans perte de généralités, nous allons simplement étudier les modèles
de la forme ŷk = f (Ŷk−nŷ|k−1) car le vecteur des entrées Uk−nu|k−1 n’influence pas la difficulté d’estimation des
paramètres évoquée.

En s’appuyant sur un LS-SVM, alors le modèle recherché peut être écrit comme : ŷk =
〈

w,φ(Ŷk−nŷ|k−1)
〉
+b.

On rappelle que l’erreur de régression est ek = yk− ŷk. La formulation du problème d’apprentissage par les LS-
SVM peut alors se mettre sous la forme :

min
w,b,e

1
2
‖w‖2 +

C
2 ∑

k
e2

k

s.c. yk−
(〈

w,φ(Ŷk−nŷ|k−1)
〉
+b
)
= ek, ∀k

Le lagrangien d’un tel problème est :

L (w,b,e,α) =
1
2
‖w‖2 +

C
2 ∑

k
e2

k +∑
k

αk

[
yk−

(〈
w,φ(Ŷk−nŷ|k−1)

〉
+b
)
− ek

]
En dérivant le lagrangien par rapport aux variables primales, on obtient [Suy00] :

∇wL = w−∑
k

αkφ(ŷk−1, ŷk−2, ..., ŷk−nŷ) = 0

∇bL = ∑
k

αk = 0

∇ekL =Cek−αk−
ny

∑
i=1

αk+i
∂

∂ek−i

(〈
w,φ(Ŷk−nŷ|k−1)

〉
+b
)
= 0

En remplaçant w dans la dernière expression, la dernière condition d’optimalité s’écrit :

Cek−αk−
ny

∑
i=1

αk+i
∂

∂ek−i

(
∑

l
αlK(Ŷk−nŷ|k−1, Ŷl−nŷ|l−1

)
= 0 (3.39)

En l’état, cette condition n’étant pas linéaire, la solution de ces équations est très difficile à obtenir car l’obten-
tion d’un problème dual facile à résoudre devient extrêmement compliquée. La simplification proposée consiste à
prendre C→ ∞ ce qui nous conduit à résoudre :

min
w,α,b

1
2 ∑

k
e2

k

s.c. ∑
k

αk = 0 (3.40)

yk−
(

∑
l

αlK(Ŷk−nŷ|k−1, Ŷl−nŷ|l−1)+b

)
= ek, ∀k
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Le problème d’optimisation à résoudre pour obtenir l’estimation des paramètres est non-convexe. Il peut être résolu
à l’aide de méthodes d’optimisation non-linéaires. Toutefois, le cas C→∞ ne tient pas compte de la régularisation
incluse dans les algorithmes SVM traditionnels. Afin d’éviter les problèmes de sur-apprentissage, cette régularisa-
tion est remplacée par une méthode d’arrêt prématuré (early stopping). En cela, cette démarche se rapproche de la
procédure de régularisation usitée dans les réseaux de neurones. Dans la suite, cette variante OE de l’algorithme
des Least Squares SVM sera dénommée par RLSSVM (Recurrent LS-SVM).

3.6.7 Problématique d’identification des modèles dynamiques basés sur les méthodes à
noyaux

Dans le contexte de notre application, les choix à effectuer concernent :
– la dynamique du système à savoir l’ordre ny (cas des modèles de type erreur d’équation i.e. ARX) ou nŷ

(modèles OE) et l’ordre nu sur les entrées. Toutefois, pour simplifier la complexité du problème, comme
indiqué dans la section relative aux résultats des modèles linéaires, nous utiliserons les ordres optimaux des
modèles linéaires. Nous nous focaliserons donc sur la détermination d’une extension non-linéaire des dits
modèles linéaires,

– les paramètres inhérents aux algorithmes à noyaux. Ainsi, pour le LS-SVM, il est nécessaire de spécifier
le paramètre de régularisation C et l’hyper-paramètre du noyau K. Pour la méthode SVR, en plus de ces
paramètres, la recherche de la valeur optimale de la largeur du tube ε doit être menée. Soulignons que dans
notre contexte, les considérations pratiques de l’application (erreur minimale admissible sur la prédiction de
la température) peuvent faciliter le choix de ε .

Comme pour le cas linéaire, la sélection de tous ces paramètres se fait via une méthode de validation croisée. De
façon similaire au cas linéaire, le critère de validation fait appel à la sortie simulée du système et n’utilise pas les
sorties mesurées (qui dans notre contexte applicatif ne seront pas disponibles lors de l’exploitation des modèles).
Le critère de validation prend donc la forme (3.25a) avec la sortie simulée donnée par

ŷk = ∑
l

αlK(ϕl ,ϕk)+b avec ϕm =
[

U>m−nu|m−1 Ŷ>m−nŷ|m−1

]>
, m ∈ {k, l}. (3.41)

3.6.8 Application des méthodes à noyaux pour prédire la température interne des com-
posants électroniques

Pour mettre en oeuvre les SVR avec coût ε-insensible sur les données « Transistor », nous avons utilisé la
toolbox « SVM and Kernel Methods Matlab Toolbox » [CGGR05]. En revanche, la taille des données « Maquette »
étant plus importante, nous avons eu recours à la toolbox LibSVM [CL01] qui implémente les machines à noyaux
avec un système de mémoire cache afin de gérer la matrice des noyaux K. Pour les LS-SVM, la toolbox « LS-
SVMlab » [SGB+02] a été utilisée. Pour le RLSSVM (pour rappel, il s’agit de la version OE des LS-SVM), c’est
la fonction fmincon de la toolbox « Optimization » de matlab qui est utilisée afin de résoudre la forme primale du
problème d’optimisation sous contrainte d’égalité (3.40).

On reprend la structure des vecteurs de régression obtenus dans le cas linéaire (ny = 1 et nu = 4 pour les données
« Transistor » et « Maquette »). Nous avons considéré une fonction noyau gaussienne usuellement utilisée pour la
régression par les SVM. Pour les SVR utilisant un coût ε-insensible, la largeur ε du tube est fixée à 0.1 pour les
données « Transistor » (niveau de bruit connu) et à 0.01 pour les données « Maquette » (compte tenu de la précision
attendue sur ces données et du filtrage effectué) pour les données normalisées. Ces valeurs de ε correspondent
respectivement à une précision de 10˚C et 0.5˚ sur la prédiction de la température pour les données « Transistor »
et « Maquette »). Les paramètres restant à choisir sont donc le paramètre de régularisation C et la largeur de bande
de la fonction noyau. Pour chaque base de données, nous avons testé les trois types de modélisation à noyaux, à
savoir SVR, LS-SVM et RLSSVM. Dans chaque cas, différents modèles sont élaborés, correspondant à différentes
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valeurs des hyper-paramètres ((C,σ) pour SVR et LS-SVM et σ pour le RLSSVM). La qualité de chacun de ces
modèles est évaluée sur la base de l’erreur quadratique moyenne en validation conformément à la procédure de
validation utilisée pour l’élaboration des modèles linéaires.

Nous présentons ci-après les résultats obtenus sur les deux bases de données pour les algorithmes LS-SVM
et SVR puis nous évoquerons le cas particulier de l’algorithme RLSSVM. Ainsi, sur les données « Transistor »,
la figure 3.16(a) résume l’évolution de l’erreur en validation en fonction de (C,σ) pour la méthode LS-SVM.
On constate que le modèle optimal est atteint pour (C,σ) = (4.64,46.41). L’erreur de validation correspondante
est de l’ordre de 210.969 et l’erreur évaluée sur les données de test vaut 203.765 et 99.324 respectivement sur
les données bruitées et sans bruit. La figure 3.16(b) compare la sortie du modèle LS-SVM testé en simulation
(suivant la formule de l’équation 3.41) avec les données réelles. On constate une certaine adéquation du modèle
aux données.
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(b) Sortie du modèle optimal comparée aux données réelles (brui-
tées et non bruitées) sur une partie des données de test.

FIGURE 3.16 : Récapitulatif du protocole de validation et performances du meilleur modèle fourni par la
méthode LS-SVM sur la base de données « Transistor ».

La figure 3.17 regroupe les résultats obtenus pour la méthode SVR. En particulier, on constate que le meilleur
résultat est obtenu pour (C,σ) = (46.4159,46.4159), ce qui correspond à un critère de validation de l’ordre de
211.199 et une erreur de test égale à 203.292 (respectivement 98.395 sur les données sans bruit). Finalement, la
sortie du modèle optimal SVR évaluée sous la forme d’un modèle OE est présentée sur la figure 3.17(b)) où on
constate également une adéquation assez satisfaisante aux données réelles.

Bien que les résultats bruts des méthodes à noyaux sur les données « Transistor » aient l’air satisfaisants,
ils sont en réalité moins bons que ceux obtenus avec les modèles linéaires si on compare les performances des
modèles SVR et LS-SVM avec celles du tableau 3.4. L’utilisation des SVM à régression semble ne pas apporter
une amélioration aux résultats de modélisation linéaire ou par réseau de neurones. Deux raisons possibles peuvent
justifier ce constat : d’une part, les données « Transistor » semblent présenter un comportement dynamique linéaire
(même si la génération de ces données par des méthodes numériques à éléments finis a intégré une non-linéarité
liée à la variation de la conductivité thermique des matériaux en fonction de la température) ; d’autre part les
modèles SVR et LS-SVM ont été identifiés sous forme de modèle à erreur d’équation (ce qui permet de préserver
la convexité du problème d’optimisation) mais ont été testés en simulation. Cette dernière situation pénalise la
qualité des prédictions obtenues car les modèles ont été testés dans un cadre différent de celui dans lequel ils ont
été élaborés.

Les méthodes LS-SVM et SVR ont été ensuite testées sur les données « Maquette » en suivant le protocole
expérimental usuel et les résultats obtenus sont tracés sur les graphiques des figures 3.18 et 3.19. Ainsi pour le LS-
SVM, d’après la figure 3.18(a), on constate que le meilleur modèle est obtenu pour (C,σ) = (100,359.3814) avec
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(b) Sortie du modèle optimal comparée aux données réelles.

FIGURE 3.17 : Résultats obtenus par la méthode SVR sur la base de données « Transistor ».

des erreurs de validation et de test (évaluées sous forme d’erreur quadratique moyenne) qui valent respectivement
4.053 et 6.501. La sortie simulée correspondant à ce modèle est présentée sur la figure 3.18(b) où on remarque que
les résultats de ce modèle non-linéaires sont moins satisfaisants que ceux du modèle linéaire OE.
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FIGURE 3.18 : Résultats de la modélisation de la température des composants à partir de la base de données
« Maquette » en utilisant la méthode LS-SVM.

En ce qui concerne la méthode SVR, le meilleur modèle que nous en avons déduit suivant notre protocole
expérimental correspond à une paire d’hyper-paramètres (C,σ) = (0.4642,46.4159). Ce modèle optimal donne
les performances en généralisation suivantes : le critère de validation est de l’ordre de 4.816 et l’erreur de test est
de 4.575. La comparaison de sa sortie avec celle du modèle linéaire correspondant est décrite à la figure 3.19(b).
On constate cette fois-ci que le modèle SVR est très proche du modèle linéaire même si ses performances en
généralisation sont légèrement inférieures (voir tableau 3.5 pour les résultats du modèle linéaire).

En guise de conclusion à la modélisation LS-SVM et SVR, on constate que leur utilisation n’apporte pas
d’amélioration sensible aux résultats obtenus jusqu’alors (modèles linéaires ou réseaux de neurones) sur les deux
bases de données à notre disposition. Pour améliorer les résultats des méthodes à noyaux, on peut envisager la
recherche de la structure optimale du vecteur de régression, au lieu de se baser sur le vecteur de régression obtenu
dans le cas linéaire. Précisons toutefois que cette recherche peut se révéler coûteuse en termes de temps de calcul.
Un autre point à souligner est que les modèles LS-SVM semblent sur-apprendre comparativement aux modèles
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FIGURE 3.19 : Résultats de la modélisation de la température des composants à partir de la base de données
« Maquette » en utilisant la méthode SVR (coût ε-insensible).

SVR. En effet, en comparant les performances en validation et en test des deux techniques à noyaux, on remarque
que les modèles LS-SVM tendent à fournir une erreur de validation plus faible par rapport aux SVR mais en
revanche leurs erreurs de test sont sensiblement plus élevées.

Une raison évoquée pour justifier les résultats des méthodes à noyaux est que ces modèles sont identifiés en
erreur d’équation (ils utilisent un vecteur de régression de type 3.19) mais sont évalués en erreur de sortie (voir
l’équation 3.41). Une solution est donc d’appliquer la méthode du RLSSVM qui optimise directement le modèle
en erreur de sortie quitte à perdre la convexité du problème. Le test de cette méthode a été fait sur les données
« Transistor ». Compte tenu des temps de calcul prohibitifs de la méthode, nous n’avons pas conduit une recherche
optimale de la largeur de bande σ du noyau gaussien (étant entendu que le paramètre de régularisation est fixé à
C =∞ pour le RLSSVM) mais nous avons considéré la valeur optimale de ce paramètre fournie par nos expériences
sur la méthode LS-SVM. Ce choix semble raisonnable dans la mesure où l’initialisation du RLSSVM se fait à partir
de la solution LS-SVM.

Pour un nombre maximal d’itérations de l’algorithme d’optimisation fixé à 20, on obtient les résultats décrits
sur les figures 3.20 et 3.21. L’erreur de test sur les données « Transistor » est de 241.580 (138.305 sur les données
sans bruit) et de 153.280 sur les données « Maquette ». L’utilisation de cette méthode n’apporte donc pas d’amé-
lioration vis-à-vis des méthodes précédentes et notamment vis-à-vis du modèle LSSVM identifié en ARX. Pour
expliquer ce phénomène, il convient de noter que la régularisation par « early-stopping » est beaucoup moins fiable
théoriquement que celle utilisée pour les LSSVM.
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FIGURE 3.20 : Sortie du modèle OE pour un RLSSVM comparées aux données réelles sur la base de données
« Transistor ».
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FIGURE 3.21 : Sortie du modèle OE pour un RLSSVM comparées aux données réelles sur la base de données
« Maquette ».
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3.7 Modélisation par réseaux bayésiens

3.7.1 Définitions

3.7.1.1 Réseaux bayésiens

Un réseaux bayésien est (figure 3.22) défini par ([NWL+04]) :
– un graphe acyclique orienté G, G = (V,E), où V est l’ensemble des noeuds de G, et E l’ensemble des arcs

de G,
– un espace probabilisé fini (Ω,Z, p),
– un ensemble de variables aléatoires associées aux noeuds du graphe et définies sur (Ω,Z, p), tel que :

P(V1,V2, ...,Vn) = ∏
n
i=1 P(Vi|C(Vi)) où C(Vi) est l’ensemble des causes (parents) de Vi dans le graphe G et n

est le nombre de noeuds de G.

FIGURE 3.22 : Exemple de réseau bayésien. La loi jointe P(V1,V2,V3,V4,V5) peut alors être réécrite sous la
forme P(V1)×P(V2)×P(V3|V1,V2)×P(V4|V2)×P(V5|V3)

3.7.1.2 Indépendance conditionnelle

Les réseaux bayésiens permettent une réécriture simplifiée de lois jointes. Tout d’abord, les arcs du graphe
représentent une dépendance entre des variables. De plus, le graphe apporte également de l’information sur l’indé-
pendance conditionnelle entre ces variables. En effet, les parents du noeud V sont définis comme les noeuds ayant
un arc en commun avec V et qui pointe vers V , et inversement pour les enfants de V . Par extension, on définit
également la descendance de V . On peut alors établir que toute variable d’un réseau bayésien est indépendante de
ses non-descendants conditionnellement à ses parents.

On peut généraliser ces indépendances conditionnelles à des ensembles de variables. Pour cela, on utilise le
concept de d-séparation. Soient S1, S2 et S3 trois ensembles de variables appartenant à un réseau bayésien. On dit
que l’ensemble S3 d-sépare les ensembles S1 et S2 si pour tout chemin reliant S1 à S2, il existe une variable V telle
que :

– soit V ∈ S3,
– soit V /∈ S3 et V n’a pas d’enfant.

Si un ensemble d-sépare S1 et S2, alors S1 et S2 sont conditionnellement indépendants.
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3.7.2 Les différents réseaux bayésiens

Les variables aléatoires présentes dans un réseau bayésien peuvent être de deux types en fonction des valeurs
qu’elles peuvent prendre. Si ce nombre de valeurs est fini, la variable est dite « discrète » et la variable suit alors
une loi multinomiale. Pour les variables à valeur continue, plusieurs lois sont possibles. Toutefois, dans le cadre
des réseaux bayésiens étudiés dans cette thèse, les variables continues suivent uniquement des lois gaussiennes.

3.7.2.1 Réseau bayésien statique

Pour ce type de réseau, le seul élément à définir est la manière de calculer les probabilités conditionnelles d’une
variable connaissant ses parents. Compte tenu des différents types de variables, plusieurs cas sont possibles.

Réseau bayésien multinomial

Si toutes les variables Vi sont discrètes et suivent une loi multinomiale, le réseau est dit multinomial. Ses
fonctions de probabilité sont définies à partir de tableaux de probabilité conditionnelle qui définissent la probabilité
de chaque état possible pour la variable en fonction des valeurs possibles pour ses parents.

Réseau bayésien multinormal

Dans un réseau multinormal, toutes les variables Vi sont continues et suivent une loi normale, définie par un
vecteur des moyennes µ de dimension d et Σ la matrice de covariance :

N (x,µ,Σ) =
1

(2π)
d
2 |Σ| 12

exp
(
−1

2
(x−µ)>Σ

−1(x−µ)

)
La fonction de densité pour la variable Vi est alors définie par un produit des fonctions de probabilité condition-
nelle :

f (Vi|C(Vi))∼N (Vi,µi + ∑
V j∈C(Vi)

βi, j(v j−µ j),νi)

où v j représente la valeur prise par Vj et βi, j est le coefficient de régression entre Vi et son parent Vj.

Modèle de mélange gaussien

Pour un lien d’une variable discrète vers une variable continue, une paire de paramètres espérance/variance
est définie pour chaque valeur possible de la variable parente. Cette définition permet de rapprocher ce type de
lien d’un modèle de mélange gaussien, qui est une combinaison linéaire de fonctions gaussiennes. La densité
conditionnelle d’une variable x est alors calculée comme la somme pondérée de N gaussiennes. On a alors :

f (x) =
N

∑
i=1

wiN (x,µi,Σi) avec
N

∑
i=1

wi = 1 et ∀i, 0≤ wi ≤ 1

Ce modèle peut alors être représenté par un réseau bayésien intégrant les deux types de variables, une variable
discrète à N valeurs, dont la table de probabilité conditionnelle définit le poids de chaque gaussienne dans le
mélange, et une variable continue, qui définit les paramètres de chacune des lois du mélange.

Fonction softmax

Pour un lien d’une variable continue vers une variable discrète, il est possible d’utiliser une fonction de type
« softmax » pour définir les probabilités conditionnelles. La probabilité conditionnelle de la variable est alors
définie par :

P(Vi = i|Vj = x) =
exp(aix+bi)

∑k exp(akx+bk)

où Vi est une variable discrète, Vj une variable continue et les ak et bk (k ∈ [1,N] où N est le nombre de valeurs
prises par Vi) sont les paramètres de la fonction « softmax »
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3.7.2.2 Réseaux bayésiens dynamiques

Les réseaux bayésiens temporels (ou Dynamic Bayesian Network, DBN) sont une extension des réseaux bayé-
siens précédents servant à modéliser l’évolution temporelle des différentes variables. Leur structure repose sur un
réseau bayésien classique, mais une même grandeur à différents instants va être représentée par plusieurs variables
dans le réseau. L’ensemble des variables appartenant à un instant est appelé « slice ». La structure du réseau bayé-
sien dans une slice définit les liens intra-slices. Pour permettre une modélisation dynamique, on autorise des arcs
inter-slices qui vont relier 2 variables appartenant à 2 slices différents. Pour conserver des modèles causaux, les
liens inter-slices se font toujours des instants passés vers les instants futurs. De plus, on considère le plus souvent
que les réseaux bayésiens répondent à une condition de Markov d’ordre 1, c’est-à-dire que pour une slice donnée,
les liens inter-slices ne peuvent provenir que de la slice précédente.

Les réseaux bayésiens temporels permettent également une homogénéisation de l’écriture des différents mo-
dèles graphiques dynamiques existants ([Mur02]). Ainsi, leur formalisme très ouvert regroupe sous une même
notation les modèles de Markov cachés (ou Hidden Markov Model HMM) et leurs dérivés (figure 3.23), les filtres
de Kalman mais aussi des modèles beaucoup plus complexes.

FIGURE 3.23 : Représentation des différentes formes de HMM sous un formalisme de DBN. Les variables
observées sont grisées. Les variables discrètes sont mises sous forme de rectangles et les variables continues

sous forme de ronds.[Mur02]

3.7.3 Inférence

L’inférence consiste, à partir d’une structure connue, à calculer les probabilités marginales a posteriori de
quelques variables sachant la valeur des variables observées.
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3.7.3.1 Inférence exacte

Soient O l’ensemble des variables observées et X l’ensemble des variables dont on cherche à établir les pro-
babilités conditionnelles. L’observation O = o est souvent appelée évidence. Le but de l’inférence est alors de
calculer P(X |O = o). Le calcul de la probabilité P(X |O = o) revient à marginaliser la loi jointe associée au réseaux
bayésiens pour la ou les variables concernées.

Bucket elimination

En ce sens, l’utilisation d’un réseau bayésien présente déjà une utilité. Toutefois, il peut être utile d’organiser
intelligemment les calculs nécessaires afin de ne pas avoir à effectuer plusieurs fois les mêmes opérations. Ce
principe guide la méthode dite de bucket elimination [Dec96]. L’idée est ici d’éliminer une par une toutes les
variables qui ne sont pas incluses dans X en regroupant toutes les expressions où elles sont présentes puis en
les marginalisant. En procédant ainsi, il est possible de limiter le nombre d’opérations nécessaires et d’obtenir le
résultat recherché.

Ainsi, dans le réseau présenté dans la figure 3.22, on a :

P(V1,V2,V3,V4,V5) = P(V1)P(V2)P(V3|V1,V2)P(V4|V2)P(V5|V3).

De plus, quelque soit l’évidence O = o, on sait que :

P(V1,V2,V3,V4,V5|O = o) =
P(V1,V2,V3,V4,V5,O = o)

P(O = o)
.

Ainsi, si l’on cherche à calculer la probabilité de la variable V5 sachant que la variable V2 prend la valeur v2, il
est possible d’organiser les calculs de la manière suivante :

P(V5,V2 = v2) = ∑
V1,V3,V4

P(V1,V2 = v2,V3,V4,V5)

= P(V5|V3)P(V2 = v2)∑
V1

P(V1)∑
V3

P(V3|V1,V2 = v2)∑
V4

P(V4|V2 = v2).

Dans cet exemple, la marginalisation sur la variable V4 est ici très simple puisque ∑V4
P(V4|V2 = v2) = 1. En

éliminant ainsi successivement les variables, on obtient au final la probabilité recherchée. La structure du réseau a
donc permis de réduire les calculs nécessaires.

Message passing

En exploitant la structure du réseau et la programmation dynamique, il est possible de développer un algo-
rithme d’inférence très efficace. Pour appliquer l’algorithme de message passing[Pea88], on considère le cas d’une
structure de réseau en polyarbre (arbre à plusieurs racines). En effet, dans ce type de structure, la d-séparation
s’applique de manière très simple. Chaque noeud X d-sépare ses descendants de ses non-descendants. De plus,
chaque variable est d-séparée de ses frères conditionnellement à ses parents et aussi à chacun des parents de ses fils
conditionnellement à ses fils. Enfin, il n’existe qu’un seul chemin entre 2 variables. Chaque noeud X d-sépare donc
le polyarbre en 2 sous-polyarbres indépendants conditionnellement. Or, l’évidence O = o peut être présente dans
chacun des 2 polyarbres. On peut donc distinguer l’évidence qui va parvenir au noeud via ses parents, notée o+X , et
l’évidence qui va parvenir au noeud via ses enfants, notée o−X . La probabilité conditionnelle au noeud considéré va
alors être :

P(X |O = o) = P(X |o+X ,o−X )

=
1

P(o+X ,o
−
X )

P(o+X ,o
−
X |X)P(X)
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o+X et o−X étant indépendantes sachant X , on peut écrire :

P(X |O = o) =
1

P(o+X ,o
−
X )

P(o+X |X)P(o−X |X)P(X)

=
1

P(o+X ,o
−
X )

P(o+X |X)P(o−X ,X)

∝ P(o−X |X)P(o+X ,X).

On définit alors deux termes λ (X) = P(o−X |X) et π(X) = P(o+X ,X), que l’on cherche à calculer pour chacun
des noeuds. On considère que X possède p parents P = P1, ...,Pp et f enfants F = F1, ...,Ff . On peut alors écrire
en sachant que X d-sépare ses enfants :

λ (X) = P(o−X ,F1
, ...,o−X ,Ff

|X)

=
p

∏
i=1

P(o−X ,Fi
|X)

=
p

∏
i=1

λFi(X).

En utilisant le principe de d-séparation pour les parents de X , on peut également établir :

π(X) = ∑
oP

P(X |P = oP,o+X )
p

∏
i=1

πX (opi).

Ce raisonnement est vrai pour chacune des variables du réseau. En initialisant les messages à partir des noeuds
feuilles, des noeuds racines et des observations, chaque variable va pouvoir recevoir les messages nécessaires puis
envoyer à son tour un message aux noeuds voisins. À la fin de l’algorithme, l’évidence a été propagée à l’ensemble
du réseau.

Pour étendre l’algorithme de message passing aux structures qui ne sont pas des arbres, on définit l’arbre de
jonction du réseau [JLO90]. Cet arbre est obtenu par les étapes de moralisation (mariage des parents des noeuds)
et de triangulation (les cycles de plus de 4 noeuds sont cassés par l’ajout d’un arc). Dans cet arbre, les noeuds
appartenant à un sous-graphe complètement connecté sont regroupés au sein de cliques, qui sont par la suite
traitées comme des variables au sein de l’arbre. Pour revenir aux probabilités des variables originelles, on effectue
ensuite l’inférence localement au sein de la clique.

Une méthode pour appliquer les algorithmes classiques d’inférence sur les réseaux bayésiens dynamiques
consiste à « déplier » temporellement le réseau. Toutefois, le réseau obtenu possède alors des cliques de très grandes
tailles. Cependant, compte tenu du fait que les noeuds d’une « slice » d-sépare les slices passées des slices futures,
on peut réduire l’inférence à un réseau représentant deux slices successives, en iérant le processus le nombre de
fois nécessaires selon la longueur temporelle de l’évidence traitée. C’est le principe du Frontier Algorithm qui
ne retient que les noeuds cachés de la slice précédente pour effectuer l’inférence dans la slice courante. Si l’on
applique cet algorithme de propagation sur un réseau bayésien dynamique de type HMM, on retrouve l’algorithme
Forward-Backward usuel. Pour des noeuds cachés discret, ceci s’apparente à du filtrage de Kalman. On peut ré-
duire le nombre de noeuds retenus dans la slice précedente pour obtenir l’Interface Algorithm de Murphy. Les
justifications et les détails d’implémentation des différentes méthodes sont tous précisés dans le travail de Murphy
[Mur02].

3.7.3.2 Inférence approchée

Loopy Belief Propagation
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L’algorithme de message passing présente cependant un inconvénient. En effet, même si cet algorithme est
exacte, il reste très complexe et l’arbre de jonction peut contenir des cliques de très grande taille. On peut alors
recourir à des méthodes d’inférence approchée, telle que le Loopy Belief Propagation, où l’algorithme de message
passing est appliqué directement au réseau bayésien, même si celui-ci ne possède pas une structure de polyarbre.

3.7.4 Apprentissage

3.7.4.1 Apprentissage des paramètres sur données complètes

Si l’on suppose la structure du réseau connue et que les évidences couvrent l’ensemble des variables du réseau,
l’apprentissage des paramètres est effectué en utilisant des méthodes telles que le maximum de vraisemblance.
Soit w l’ensemble des paramètres du réseau bayésien. Ainsi, si toutes les variables sont observées (on appelle v
l’ensemble de ces évidences vi), il est possible de calculer la log-vraissemblance du réseau, définie par :

L(w) = logP(V = v|w) = log∏
i

P(vi|w) = ∑
i

logP(vi|w)

Les paramètres optimaux w∗ sont alors naturellement calculés par :

w∗ = argmaxwL(w)

3.7.4.2 Apprentissage des paramètres sur données incomplètes

Si des variables sont exclues des évidences, on dit alors qu’elles sont cachées. Il est alors nécessaire d’utiliser
un algorithme de type Expectation Minimization. On suppose que l’on connaît un algorithme d’inférence pour le
réseau bayésien dont on cherche à estimer les paramètres. Soit w les paramètres, Vo les variables observées (vo leur
valeur) et Vc les variables cachées.

Pour initialiser l’algorithme, il faut fixer a priori les paramètres initiaux w0 du réseau. Il est alors possible
d’inférer une première fois la valeur des variables cachées. C’est la phase d’expectation. La distribution D des
variables cachées est alors donnée par :

D = P(Vc|Vo = vo,w)

Une fois que l’on connait la distribution des variables cachées, il est possible d’utiliser une nouvelle fois l’approche
de maximisation de la vraisemblance. La log-vraisemblance est :

L(w) = logP(Vo = vo|w) = log∑
Vc

P(Vo = vo,Vc|w)

ce qui correspond la phase de maximalisation.

Ces deux phases E (expectation) et M (maximalisation) sont alors itérées jusqu’à convergence des paramètres
(l’annexe D détaille les justifications de cette méthode).

Pour les réseaux bayésiens dynamiques, si l’on dispose d’un algorithme d’inférence, EM s’applique comme
pour une réseau bayésien classique. On peut noter que l’application de l’algorithme EM dans un HMM est notam-
ment équivalente à l’application de l’algorithme Baum-Welch, déjà connu pour ce type de structures.

3.7.4.3 Apprentissage de structure

L’apprentissage de la structure du réseau peut être résolue par deux approches. La première consiste à effectuer
des tests de dépendance et d’indépendance entre les différentes variables pour placer les arcs entre les noeuds.
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La seconde approche utilise les fonctions de score, telles que le score BIC (voir tableau 3.2), afin d’évaluer la
pertinence de la structure. Compte tenu de l’espace de recherche extrêmement important, des méthodes heuristiques
sont souvent utilisées pour limiter les modifications effectuées à partir d’une structure initiale définie a priori.
Toutefois, l’application des méthodes d’apprentissage de structure pour les réseaux dynamiques n’ont pas été
utilisées dans notre application, du fait de la lourdeur de ces algorithmes et de la relative simplicité de nos données.

3.7.5 Application

Pour notre application, le réseau utilisé doit disposer d’entrées et de sorties. Ce type de problème est tradition-
nellement traité par un IOHMM dans le cas des réseaux bayésiens. La structure du modèle est alors celle présentée
dans la figure 3.24 (a) avec un état caché discret. Nous avons également traité à titre de comparaison le cas où la
variable cachée est continue (3.24 (b)), ce qui s’apparente aux modèles d’états présentés dans le chapitre suivant.
Toutefois, dans le cas où toutes les variables sont continues, on sait que le modèle est linéaire. Sans modification,
le modèle est donc équivalent à un modèle OE testé précédemment. Aussi, en utilisant la flexibilité des réseaux
bayésiens, le choix s’est porté aussi sur un architecture légèrement différente présenté sur la figure 3.24 (c). Dans
tous les cas, l’algorithme Interface a été utilisé.

U(t)

T(t)

U(t+1)

T(t+1)

H(t) H(t+1)

IOHMM

(a) IOHMM

U(t)

H(t)

T(t)

U(t+1)

H(t+1)

T(t+1)

Modèle d etat

(b) Représentation d’état

U(t)

H(t)

T(t)

U(t+1)

H(t+1)

T(t+1)

Modèle d etat modifié

(c) Représentation d’état

FIGURE 3.24 : Différentes structures testés dans le cadre des réseaux bayésiens. Les variables discrètes sont
représentées sous forme de rectangle et les variables continues sont ovales. (U représente l’entrée du modèle, H

l’état caché et T la sortie).

La structure étant fixée, dans le cas du IOHMM, le seul paramètre est la cardinalité de l’état caché. La cardi-
nalité de l’état caché est donc testée par la même procédure de validation croisée que pour les hyperparamètres les
autres méthodes d’apprentissage. Pour les deux cas où l’état caché est continu, on supposera que cette cardinatlié
est de 1 (Pour le cas où plusieurs plusieurs états cachés sont présents, il est conseillé d’utiliser les méthodes déve-
loppé dans le chapitre suivant). Pour les données « Transistor », on obtient la figure 3.7.5. Le meilleur modèle est
donc celui de la représentation d’état modifié. L’erreur de test de ce modèle est alors de 209.803 pour les données
avec bruit et 104.580 pour les données sans bruit. La sortie du modèle est comparée aux données de test sur la
figure 3.25(a). Pour les données « Maquette », les modèles IOHMM n’ont pu être comparés. En effet, même s’ils
ont été appris, un problème de stabilité numérique empêche l’inférence sur la base de test. Les erreurs de valida-
tion des 2 modèles de représentation d’état ont une erreur quadratique équivalente. Notre choix s’est porté sur la
représentation d’état modifiée. L’erreur de test est alors de 7.536. La sortie du modèle est comparée aux données
de test sur la figure 3.25(b). Les résultats pour les deux jeux de données sont moins bons que ceux les modèles
linéaires, réseaux de neurones et même que ceux des support vector machines. La condition de Markov d’ordre 1
est sans doute trop restrictive pour obtenir un modèle performant sur ces données. L’ajout de variables « retard »
pour augmenter la fenêtre temporelle sur l’entrée ou l’augmentation du nombre d’états cachés pourrait permettre
d’améliorer ces résultats.



82 3.7. MODÉLISATION PAR RÉSEAUX BAYÉSIENS

2 3 4 5 6 7 8 9 10
200

300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

1200

Cardinalité de l état caché

E
rr

eu
r 

qu
ad

ra
tiq

ue

Modèles état caché discret
Modèle état caché continu
Modèle état caché continu modifié

1500 1505 1510 1515 1520 1525 1530 1535 1540 1545 1550

40

60

80

100

120

140

160

180

200

Temps (10−4s)

T
em

pé
ra

tu
re

 (
°C

)

Données de test
Modèle réel
Modèle RB
intervalle de confiance à 95%

(a) Sortie obtenue pour un réseau bayésien dynamique sur les données
« Transistor ».

0 500 1000 1500 2000 2500
−10

0

10

20

30

40

50

60

Temps (s)

T
em

pé
ra

tu
re

 (
°C

)

Données de test
Modèle RB
Modèle linéaire OE
intervalle de confiance à 95%

(b) Sortie obtenue pour un réseau bayésien dynamique sur les données
« Maquette ».



CHAPITRE 3. ETUDE ET DÉVELOPPEMENT DE MODÈLES STATISTIQUES D’UN SYSTÈME THERMIQUE RADAR 83

3.8 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de tester différentes approches boîte noire d’identification de modèles dynamiques
explicatifs des variations de la température interne des composants. Les modèles testés sont : modèles linéaires,
réseaux de neurones récurrents, méthodes à noyaux pour la régression et réseaux bayésiens. Ces tests ont été
conduits sur les bases de données « Transistor » et « Maquette » représentatives respectivement des dynamiques
rapides et longues du phénomène thermique étudié. Cette conclusion dresse un bilan récapitulatif et comparatif des
résultats obtenus.

Pour les données « Transistor », les résultats sont résumés dans les tables 3.8 et 3.9. Précisons que les perfor-
mances en test présentées dans le tableau 3.9 sont issues de l’évaluation des différents modèles obtenus sur les
données « Transistor » non bruitées i.e. les données brutes issues de la simulation par éléments finis. Les deux
tableaux montrent que les meilleurs résultats sont obtenus par les réseaux de neurones récurrents suivis de très près
par les modèles linéaires en particulier le modèle linéaire OE. Ces constats, en plus du fait que le modèle neuronal
optimal comporte un seul neurone et les méthodes à noyaux pour la régression sont peu performantes, suggèrent
que les données « Transistor » peuvent être décrites par un modèle essentiellement linéaire. De surcroit, l’erreur qui
subsiste pour les modèles linéaires semble être plus liée à un échantillonnage non régulier lors de la génération des
données qu’à une mauvaise identification du modèle (voir figure 3.4). Au delà de ces aspects, on peut noter aussi
que le modèle OE (linéaire ou réseau de neurones) fournit en test une erreur absolue moyenne (dernière colonne
du tableau 3.8) qui est de l’ordre de la variance du bruit affectant les données (voir figure 1.8). Sur les données non
bruitées (tableau 3.9), on remarque que cette erreur absolue moyenne ne représente que 5 % de l’amplitude maxi-
male de la température relevées sur les données « Transistor » ; ceci indique une bonne adéquation des prédictions
aux mesures réelles.

Méthode Paramètres erreur de erreur quadratique erreur absolue
validation moyenne en test moyenne en test (˚C)

Linéaire FIR nu = 15 192.833 186.104 10.261
Linéaire ARX nu = 10 et ny = 1 192.989 187.470 10.301
Linéaire OE nu = 4 et nŷ = 1 191.610 185.831 10.249

NNOE nu = 4, nŷ = 1 et 1 neurone 191.878 185.740 10.235
LSSVM nu = 4, ny = 1, σ = 46.42 et C = 4.64 210.969 203.765 10.820

SVR nu = 4, ny = 1, σ = 46.42 et C = 46.42 211.199 203.292 10.800
RLSSVM nu = 4, nŷ = 1 et σ = 46.42 - 241.580 19.035

RB 235.907 209.803 10.934

TABLE 3.8 : Récapitulatif des résultats fournis par les différentes méthodes statistiques sur les données « Tran-
sistor » bruitées.

Méthode Paramètres erreur de erreur quadratique erreur absolue
validation moyenne en test moyenne en test (˚C)

Linéaire FIR nu = 15 192.833 80.576 4.474
Linéaire ARX nu = 10 et ny = 1 192.989 82.453 4.784
Linéaire OE nu = 4 et nŷ = 1 191.610 80.184 4.382

NNOE nu = 4, nŷ = 1 et 1 neurone 191.878 80.152 4.326
LSSVM nu = 4, ny = 1, σ = 46.42 et C = 4.64 210.969 99.324 6.464

SVR nu = 4, ny = 1, σ = 46.42 et C = 46.42 211.199 98.395 6.384
RLSSVM nu = 4, nŷ = 1 et σ = 46.42 - 138.305 16.926

RB 235.907 104.580 6.594

TABLE 3.9 : Récapitulatif des résultats fournis par les différentes méthodes statistiques sur les données « Tran-
sistor » sans bruit.
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Pour les données « Maquette », les résultats sont récapitulés dans la table 3.10. L’utilisation de modèles non-
linéaires est plus justifiée sur ce jeu de données. Tout d’abord, l’écart entre les réseaux neurones et les modèles
linéaires est plus important. De plus, le modèle SVR présente des performances plus proches de celles du modèle
ARX en comparaison aux données « Transistor ». En moyenne, l’erreur absolue sur les données test est faible, de
l’ordre 3 à 4 % des maxima de température constatés sur les données de « Maquette ». Toutefois, cette remarque
mérite quelques commentaires. En effet, quand on compare la prédicition des modèles avec les mesures réelles,
notamment sur la figure 3.12(b) qui décrit les sorties des modèles OE (linéaire et réseaux de neurones), on peut
constater que ces modèles décrivent assez bien les régimes transitoires. En revanche, ces modèles peinent à ap-
proximer correctement les régimes permanents. De la même manière, l’influence du système de refroidissement
(vitesse du ventilateur) est faiblement prise en compte par les modèles. Quelques pistes peuvent être esquissées
pour résoudre ces problèmes : l’utilisation de scénarii d’entrées plus variées et plus complexes en durée et am-
plitude (ce qui n’est pas possible dans la configuration actuelle de la maquette) tout en réduisant la fréquence
d’échantillonnage pourrait permettre de générer des bases de données plus riches (en termes d’excitation persi-
tante des entrées) et plus exploitables dans le cadre d’un apprentissage statistique. Une autre solution consisterait
à tester sur les données actuelles, des approches de modélisation dynamique comme les modèles de Hammerstein
qui consistent à faire passer les entrées du système à travers un bloc linéaire, représentatif d’un gain statique non-
linéaire, suivi par un système dynamique linéaire comme un ARX ou un OE. Ce faisant, l’on peut espérer améliorer
la qualité de l’approximation des régimes permanents. Dans nos expériences sur les données« Maquette », nous
avons choisi de considérer le même ordre nu pour les deux entrées (puissance injectée et vitesse de l’air) afin de
réduire la complexité du processus de sélection de modèles. Il est envisageable de s’affranchir de cette contrainte
et considérer des ordres différents afin de mieux intégrer l’influence du système de refroidissement.

Méthode Paramètres erreur de erreur quadratique erreur absolue
validation moyenne en test moyenne en test (˚C)

Linéaire FIR nu = 15 4.908 3.866 1.620
Linéaire ARX nu = 4 et ny = 1 - 3.955 1.702
Linéaire OE nu = 4 et nŷ = 1 4.032 3.403 1.513

NNOE nu = 4, nŷ = 1 et 2 neurones 3.229 2.535 1.402
LSSVM nu = 4, ny = 1, σ = 359.38 et C = 100 4.053 6.501 2.185

SVR nu = 4, ny = 1, σ = 46.42 et C = 0.46 4.816 4.575 1.628
RLSSVM nu = 4, nŷ = 1 et σ = 359.38 - 153.280 12.284

RB 13.390 7.536 2.057

TABLE 3.10 : Récapitulatif des résultats fournis par les différentes méthodes statistiques sur les données « Ma-
quette ».

L’utilisation de modèles linéaires est donc satisfaisante sur les 2 jeux de données. Un réseau de neurones peut
se justifier sur les données « Maquette » même si ce résultat mérite d’être confirmé sur des jeux de données plus
riches où l’identification du modèle serait plus précise. Les autres méthodes non-linéaires utilisées ne semblent pas
être adaptées à nos données. Une voie pour l’identification de modèles dynamiques par des méthodes à noyaux
peut être l’utilisation de méthodes de sous-espace qui seront développées dans le chapitre 4. La flexibilité dans
l’architecture des réseaux bayésiens ne semble pas être utile dans notre cas et cette méthode est de surcroit trop
proche des modèles linéaires (ou de sous-espace dans le cas de plusieurs états cachés) pour espérer une réelle
amélioration par rapport à ces méthodes déjà bien établies.

En conclusion, afin de confirmer ces résultats, nous avons choisi de réutiliser ces 2 méthodes (modèle linéaire
et réseaux de neurones) en faisant également varier les données de test. Le protocole expérimental reste le même,
mais la partie des données (dans le cas des données « Transistor ») ou la base (dans le cas des données « Maquette »)
servant pour le test ont été changées plusieurs fois. Pour les données « Transistor », on a considéré différents dé-
coupages de la base de données initiales afin de générer 9 jeux de base Apprentissage/Validation et Test. Pour
les données « Maquette », chaque base a servi alternativement de base de Test (donc 5 jeux de données Appren-
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tissage/Validation différents). Les résultats obtenus en erreur quadratique moyenne de test sont présentés dans le
tableau 3.11.

Méthode Données « Transistor » Données « Maquette »
Modèles Paramètres : nu = 4.1±2.6 et nŷ = 1±0 Paramètres : nu = 8.6±2 et nŷ = 1±0

linéaires OE Erreur quadratique moyenne = 197.8±12.6 Erreur quadratique moyenne = 4±2.5
Réseaux de Paramètres : nu = 4 et nŷ = 1 Paramètres : nu = 9 et nŷ = 1

neurones NNOE 2±0 neurone(s) 1.2±0.4 neurone(s)
Erreur quadratique moyenne = 199.5±14.7 Erreur quadratique moyenne = 3.8±2.7

TABLE 3.11 : Récapitulatif des résultats fournis par les modèles linéaires et les réseaux de neurones en faisant
varier les données de test.

Le premier enseignement de ce tableau est que le vecteur de régression ne retient à chaque fois qu’un seul
retard sur la sortie prédite. Les modèles linéaires d’ordre supérieur ont en effet eu des résultats trop aléatoires pour
être retenus. Les variations du nombre de retards sur l’entrée sont moins surprenantes, les résultats pour les 2 jeux
de données sont très similaires pour les modèles au-delà de 3 retards sur l’entrée. Pour les réseaux de neurones,
le vecteur de régression a été pris comme le meilleur obtenu pour les modèles linéaires. On observe toujours une
très grande variabilité des résultats pour les cas où plusieurs neurones sont présents en couche cachée. Les réseaux
obtenant les meilleurs résultats ont toujours 1 ou 2 neurones en couche cachée, ce qui semble confirmer la faible
non-linéarité des données.
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4
Identification de représentations d’état stables

4.1 Introduction

Une autre façon d’appréhender la modélisation des systèmes dynamiques est la représentation d’état. Cette
représentation exprime la relation entre les entrées d’un système et ses sorties par une équation aux différences
(pour les modèles à temps continu, par une équation différentielle) de premier ordre en utilisant une variable
auxiliaire dénommée variable d’état (notons que cette idée est également sous-jacente des modèles de Markov
dynamiques exposés dans la section 3.7). Pour un système linéaire à temps invariant, à entrées multiples u et
sorties multiples y, le modèle d’état sous sa forme discrète s’écrit

xk+1 = Axk +Buk +vk (4.1a)

yk = Cxk +Duk + ek (4.1b)

où x représente le vecteur d’état. Ce modèle suppose l’existence de bruits v affectant la relation d’état (4.1a) et de
bruits de mesures e qui corrompent la relation de sortie (4.1b). La représentation d’état (4.1) présente l’avantage
d’englober les structures de modèle linéaire (ARX, ARMAX, OE, ...) évoqués dans le tableau 3.3 et des détails sur
l’équivalence de (4.1) avec les modèles pré-cités peuvent être trouvés dans [Lju02].

L’objectif des différentes techniques d’identification consiste à déterminer les matrices A, B, C et D du modèle
à partir de mesures des entrées et des sorties du système dynamique [OM96, Ver94, Vib02, CM05, Lar90]. Ces
techniques relèvent globalement de trois familles. La première famille procède par estimation des états xk, qui sont
bien sûr inconnus, de laquelle on déduit les paramètres du modèle par une optimisation de type moindres carrés.
La deuxième famille se base sur l’estimation de la matrice d’observabilité étendue (cette notion sera précisée
ultérieurement dans ce chapitre) de laquelle on déduit A et C. Les paramètres restants sont estimés à partir d’une
matrice de Toepliz inférieure du système. La dernière famille repose sur l’estimation des paramètres de Markov du
système desquels on extrait ensuite les paramètres recherchés. Ces méthodes d’identification font essentiellement
appel à des outils d’algèbre linéaire (principalement des méthodes de projection des matrices formées à partir
des entrées et sorties du système dans des espaces appropriés) qui ne tiennent pas compte de la nécessité que les
paramètres identifiés doivent correspondre à une modélisation. Ce problème se pose avec d’autant plus d’acuité
que le système considéré est à la limite de la stabilité. Il en résulte alors un modèle instable où à la limite de la
stabilité. Ceci engendre une dérive de sa sortie lorsque le modèle est utilisé en erreur de sortie (OE).

L’objectif de ce chapitre est de proposer une approche permettant d’attaquer ce problème. Notre approche
consiste à poser le problème d’identification sous contraintes de stabilité c’est-à-dire des contraintes liées au rayon
spectral de la matrice A. Le problème d’optimisation induit étant non-convexe, la plupart des auteurs proposent de
substituer une ou plusieurs contraintes convexes approchant l’espace des solutions admissibles. Dans ce chapitre,
nous prenons l’option de résoudre directement le problème d’optimisation non-convexe sous-jacent en nous basant
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sur des approches dites de gradient échantillonné [BLO05] permettant de calculer le gradient d’un critère dépendant
du rayon spectral.

La première partie de ce chapitre décrit les approches usuelles d’identification de modèles d’état. Après l’ex-
plicitation du problème de stabilité des modèles (4.1), nous ferons un tour d’horizon des techniques destinées
à circonscrire le problème et les nouvelles approches que nous proposons. Finalement, le chapitre illustrera nos
approches, en comparaison avec des méthodes existantes, sur un exemple tiré de la littérature.

4.2 Méthodes d’identification de type sous-espaces

Cette section est dédiée à un bref panorama des techniques existantes d’identification des systèmes dynamiques
décrits par (4.1). Dans ces techniques, la démarche d’identification ne s’attache pas à déterminer absolument le
quadruplet (A,B,C,D) mais une réalisation équivalente (Ã, B̃, C̃, D̃) avec les définitions suivantes Ã = T−1AT,
B̃ = T−1B, C̃ = CT et D̃ = D où T est une matrice inversible. Ce principe repose sur le fait qu’un système admet
une infinité de réalisations d’état. En effet étant donné une réalisation liée au vecteur d’état x, on peut passer à une
réalisation équivalente basée sur les états x̃ = T−1x possédant les mêmes propriétés dynamiques que la réalisation
initiale.

La démarche d’identification peut être schématisée par le diagramme de la figure 4.1. Elle fait intervenir un
certain nombre de matrices dont la définition est nécessaire pour appréhender la quintessence de la procédure
d’identification.

FIGURE 4.1 : Schéma résumant les procédures classiques d’identification par les méthodes de sous-espaces.

4.2.1 Définitions et notations

Considérons le système d’ordre n caractérisé par l’équation (4.1) où le vecteur d’état xk ∈ Rn. De façon géné-
rique, considérons que les entrées du système sont multidimensionnelles i.e. uk ∈Rm ainsi que ses sorties yk ∈Rp.
Les matrices du modèle d’état ont évidemment les dimensions compatibles avec ces définitions. On définit alors
différentes matrices présentées ci-dessous.

Matrice d’observabilité étendue Pour tout entier r > n, la matrice d’observabilité du système s’écrit

Or =


C

CA
...

CAr−1

 . (4.2)

Si l’ordre du système est n et le système est observable, cette matrice est de plein rang colonne et rank(Or) = n.
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Matrice de Toeplitz La matrice de Toeplitz inférieure du système est définie par :

Hr =


D 0 · · · 0 0

CB D · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

CAr−2B CAr−3B · · · CB D

 . (4.3)

Matrices de Hankel Les méthodes d’identification par les sous-espaces font une utilisation intensive des ma-
trices de Hankel. Ansi les matrices de Hankel d’entrée et de sorties sont définies par

Ut/r =


ut+1 · · · ut+ j

ut+2 · · · ut+ j+1

· · · · · · · · ·
ut+r · · · ut+r+ j−1

 , Yt/r =


yt+1 · · · yt+ j

yt+2 · · · yt+ j+1

· · · · · · · · ·
yt+r · · · yt+r+ j−1

 (4.4)

pour les entiers r et j tels que r < j. Pour t = 0, les matrices obtenues U0/r et Y0/r seront notées respectivement U0

et Y0 pour plus de simplicité. Elles sont souvent dénommées matrices des entrées et sorties passées. On en déduit
la matrice de Hankel des données passées comme

Z0 =

[
U0

Y0

]
. (4.5)

En toute similitude, on appelle matrices de Hankel des données futures les matrices obtenues en considérant
t = r, c’est-à-dire Ur/r et Yr/r, et on les notera simplement par Ur et Yr.

Séquence d’états En dehors de ces matrices, on définit la matrice des séquences d’état comme

Xt =
[

xt+1 xt+2 · · · xt+ j

]
. (4.6)

Dans la suite, on notera la matrice des séquences d’état passée et future respectivement par X0 et Xr.

Matrices de projection Soit N une matrice rectangulaire à valeurs réelles. L’opérateur de projection sur l’espace
des lignes de N est noté

ΠN = N>
(

NN>
)†

N

où le terme Q† représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la matrice Q. Soit une matrice M quelconque
de dimensions appropriées ; sa projection via cet opérateur est donnée par MΠN .

L’opérateur de projection sur l’espace orthogonal à l’espace des lignes de la matrice N est alors défini par

Π
⊥
N
= I−ΠN ,

et on vérifie aisément que NΠ⊥
N
= 0.

4.2.2 Estimation de la matrice d’observabilité étendue et de la séquence d’états

La détermination de la matrice d’observabilité étendue découle de l’utilisation des équations du modèle d’état
(4.1) à partir desquelles on peut écrire

yt+1+k = Cxt+1+k +Dut+1+k + et+1+k (4.7)

= CAkxt+1 +CAk−1But+1 +CAk−2But+2 + · · ·+CBut+k +Dut+1+k (4.8)

+CAk−1vt+1 +CAk−2vt+2 + · · ·+Cvt+k + et+1+k︸ ︷︷ ︸
ξ t+1
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En compilant successivement cette relation, il est aisé d’établir la relation matricielle usuelle des méthodes d’iden-
tification par les sous-espaces

Yr = OrXr +HrUr +Ξr (4.9)

où la matrice Ξr regroupant tous les termes relatifs aux bruits est définie conformément à (4.4) à partir de l’ex-
pression de ξ k dans l’équation (4.7). Il est à noter que Ξr est une forme linéaire des matrices de Hankel futures
construites à partir des mesures.

L’estimation de la matrice d’observabilité étendue repose sur la projection orthogonale de cette équation sur
l’espace des entrées de façon à supprimer l’influence des entrées. En effet, en multipliant à droite l’équation
précédente par Π⊥

Ur
, on aboutit à

YrΠ
⊥
Ur

= OrXrΠ
⊥
Ur
+ΞrΠ

⊥
Ur
.

En supposant les bruits de mesure et d’état blancs, stationnaires et décorrelés des entrées (la décorrélation des
bruits par rapport aux entrées est dans la pratique vraie si les données d’apprentissage ont été récoltées en boucle
ouverte), on montre que l’on a

E(ΞrΠ
⊥
Ur
) = 0

c’est-à-dire qu’asymptotiquement, l’estimation de OrXr est non biaisée. En pratique, pour améliorer cette esti-
mation, on considère deux matrices de pondération W1 et W2 vérifiant les conditions suivantes [OM96, Pek04,
Lju02] :

– W1 est inversible,
– rang(XrΠ

⊥
Ur

W2) = rang(Xr) = n,
– les matrices de pondération sont telles qu’elles sont décorrelées avec la matrice de bruit future Ξr.

On peut alors écrire la relation

W1YrΠ
⊥
Ur

W2 = W1OrXrΠ
⊥
Ur

W2 +W1ΞrΠ
⊥
Ur

W2 (4.10)

= W1OrT̃+ Ξ̃r

qui permet d’obtenir une estimation bruitée d’une réalisation de la matrice d’observabilité (c’est-à-dire une esti-
mation de Or à la transformation T̃ près). L’ordre du système correspond à n = rang(W1YrΠ

⊥
Ur

W2). En pratique
l’ordre du système est choisi à partir de la décomposition en valeurs singulières (voir annexe B)

W1YrΠ
⊥
Ur

W2 = ŪS̄V̄> ≈ Ū1S̄1V̄>1

avec S̄1 la matrice des valeurs singulières les plus significatives. L’estimation de la matrice d’observabilité étendue
est obtenue via

Ôr = W−1
1 Ū1S̄1/2

1 (4.11)

et une estimation de la séquence des états correspondante est

X̂r = XrΠ
⊥
Ur

W2 = S̄1/2
1 V̄>1 . (4.12)

Les principales méthodes des sous-espaces diffèrent par les choix des matrices de pondération [OM95] comme
l’expose le tableau 4.1.

4.2.3 Estimation d’une réalisation du système

La détermination d’une réalisation des matrices du système peut se faire en exploitant soit la connaissance de
la matrice d’observabilité étendue pour estimer A et C puis en déduire celle de B et D (algorithme MOESP), soit
l’estimation de la séquence d’état pour déduire les matrices du système par moindres carrés (CVA et N4SID). Nous
explicitons brièvement ces deux approches ci-dessous.
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Technique W1 W2

MOESP [Ver94] I Z>0
(

Z0Π⊥
Ur

Z>0
)−1

Z0Π⊥
Ur

N4SID [OM94] I Z>0
(

Z0Π⊥
Ur

Z>0
)−1

Z0

CVA [Lar90]
(

YrΠ
⊥
Ur

Y>r
)−1/2

Z>0
(

Z0Π⊥
Ur

Z>0
)−1

Z0Π⊥
Ur

TABLE 4.1 : Choix des matrices de pondération dans les principales méthodes d’identification par les sous-
espaces. L’expression des matrices suppose implicitement que Z0Π⊥

Ur
est de plein rang lignes.

Utilisation de la matrice d’observabilité étendue En se basant sur la définition (4.2) de la matrice d’observa-
nilité étendue, et connaissant Ôr, on obtient de façon directe (en utilisant une notation de type Matlab)

Ĉ = Ôr(1 : p,1 : n).

L’estimation de la matrice d’état A repose sur la propriété de A-invariance de la matrice d’observabilité étendue.
En effet, il est aisé de constater que Or(p+1 : pr,1 : n) = Or(1 : p(r−1),1 : n)A. On en déduit alors l’estimation
au sens des moindres carrés

Â = Ô†
r (1 : p(r−1),1 : n)Ôr(p+1 : pr,1 : n). (4.13)

Le calcul des autres matrices du système peut se faire selon deux stratégies :

1. du modèle d’état (4.1), on déduit qu’une prédiction déterministe de la sortie du système s’écrit ŷk = Ĥ(q,B,D)uk

où Ĥ(q,B,D) = Ĉ
(
qI− Â

)
B+D représente la “fonction de transfert” du système et est linéaire par rapport

à B et D. L’estimation s’obtient par minimisation du critère quadratique J(B,D) = ∑
N
k=1 (yk− ŷk)

2,

2. la deuxième approche est basée sur l’estimation de la matrice de Toeplitz Hr (équation 4.3) connaissant A et
C. En effet, à partir de l’expression (4.9), on peut écrire

Π
⊥
Or

YrU†
r = Π

⊥
Or

Hr +Π
⊥
Or

ΞrU†
r .

De part la structure de Hr, on constate que cette dernière relation est linéaire en B et D. Par conséquent les
matrices manquantes du système sont calculées via un problème des moindres carrés.

Utilisation de la séquence d’états Si une estimation des états est disponible, on peut écrire à partir de (4.1) et
de la définition des matrices de séquence d’état (4.6) et de Hankel (4.4)[

X̂t+1

Y1|t

]
= Θ

[
X̂t

U1|t

]
+

[
ρv

ρe

]
où le dernier terme du membre de droite est relatif aux bruits. Les matrices inconnues du système sont rangées
dans

Θ =

[
A B
C D

]
et sont déterminées à travers la solution du problème des moindres carrés

min
Θ

∥∥∥∥[ X̂t+1

Y1|t

]
−Θ

[
X̂t

U1|t

]∥∥∥∥2

F

(4.14)

où ‖ · ‖F représente la norme de Frobenius.

Toute la problématique réside dans l’estimation de la séquence d’état. Van Overschee et De Moor [OM96]
montrent dans l’approche N4SID que pour les choix de matrices de pondération tels que définis dans le tableau
4.1, l’expression (4.10) est équivalente à Gr = W1YrΠ

⊥
Ur

W2 = OrX̂r avec X̂r une estimation de la séquence d’état
fournie par un banc de filtres de Kalman avec des conditions initiales particulières. Disposant de l’estimation (4.11)
de la matrice d’observabilité étendue, la séquence d’état s’obtient par X̂r = O†

r Gr.
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Pour déterminer la séquence d’états Xr+1, on conduit un raisonnement similaire et on montre que [OM96]

Gr+1 = W1Yr+1/rΠ
⊥
Ur+1/r

W̄2 = Or−1X̂r+1 (4.15)

où la matrice de pondération W̄2 = Z>1

(
Z1Π⊥

Ur+1/r
Z>1

)−1

Z1 (selon le tableau 4.1 pour N4SID) dépend de la

nouvelle matrice des données passées

Z1 =

[
U0/r+1

Y0/r+1

]
.

Une estimation de la matrice d’observabilité dans (4.15) s’obtient simplement à partir de Ôr par

Ôr−1 = Ôr(1 : p(r−1),1 : n).

On en déduit la deuxième séquence d’état
X̂r+1 = O†

r−1Gr+1

dont la connaissance permet de mettre en oeuvre l’estimation des moindres carrés (4.14).

Cette procédure de détermination des séquences d’état est adaptable à la méthode CVA moyennant quelques
légères modifications dans les matrices de pondération. Le lecteur pourra consulter l’ouvrage de Van Overschee et
De Moor [OM96] pour de plus amples détails.

Remarque

D’autres méthodes d’estimation par les méthodes des sous-espaces moins usitées existent et se basent sur
l’estimation consistante des paramètres de Markov (éléments de la matrice de Toeplitz 4.3) desquels est déduite
une réalisation du système. Des exemples de telles approches sont exposés par exemple dans [CM05] et [Pek04].
Elles reposent comme les méthodes exposées précédemment sur les outils de projection de l’algèbre linéaire et
sont susceptibles comme les autres méthodes des sous-espaces de produire des modèles instable du système. Cette
remarque nous conduit à examiner la notion de stabilité des systèmes linéaires à temps invariant.

4.3 Stabilité des systèmes linéaires à temps invariant

Dans un cadre général, la notion de stabilité d’un système décrit par les équations

xk+1 = f (xk,uk) (4.16)

yk = g(xk,uk) (4.17)

où f et g sont des fonctions des états x ∈X et des entrées u, est considérée par rapport aux points d’équilibre
(xe,ue) du système vérifiant la relation xe = f (xe,ue). Pour simplifier la présentation, nous considérerons par la
suite que ue = 0. Dans ce cas, la caractérisation de la stabilité du point d’équilibre xe peut être résumée par les
éléments de définition suivants.

Definiton 4.1 (Stabilité). Considérons la notation xk(x0) qui désigne la trajectoire de l’état du système à l’instant
k > k0, partant de l’état initial xk0 = x0. Un point d’équilibre xe est

1. simplement stable (au sens de Lyapunov) si ∀ε > 0, ∃η(ε) > 0 tel que pour tout état initial x0 vérifiant
‖x0−xe‖< η , ‖xk+1(x0)−xe‖< ε

2. asymptotiquement stable s’il est simplement stable et limk→∞ ‖xk+1(x0)−xe‖= 0,

3. globalement asymptotiquement stable si le système est asymptotiquement stable pour tout état initial appar-
tenant au domaine admissible des états.
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4. instable dans le cas contraire.

Dans cette définition, la stabilité simple signifie simplement que pour tout point initial x0 ∈ Ω(xe) ⊂X avec
Ω(xe) désignant un voisinage proche de l’état d’équilibre xe, la trajectoire xk(x0) évoluera à proximité du point
d’équilibre. La stabilité asymptotique assure en plus qu’en régime asymptotique, le système revient à l’état d’équi-
libre et elle se mue en stabilité globale asymptotique si cette propriété est vraie pour tout état initial x0 ∈X .

Une autre façon de caractériser la stabilité d’un système entièrement basée sur les entrées et sorties du système
et ne faisant pas appel à l’état interne x est présentée ci-dessous.

Definiton 4.2 (Stabilité BIBO (Bounded Input, Bounded Output)). Un système est BIBO stable si pour toute entrée
bornée ‖uk‖< γ , γ ≥ 0, la sortie correspondante est bornée c’est-à-dire ‖yk‖< γ ′ avec γ ′ ≥ 0.

Dans le cas des systèmes linéaires comme ceux auxquels nous nous intéressons, le système admet en général un
point d’équilibre unique et la notion de stabilité au sens de la définition 4.1 est une stabilité asymptotique globale,
ce qui facilite l’étude. Nous exposons ci-après deux théorèmes spécifiant ces conditions de stabilité. Le premier
théorème s’énonce de la façon qui suit.

Théorème 4.1 (Conditions de stabilité). Soit le système caractérisé par la relation d’état xk+1 =Axk+Buk. Soient
λ j, j = 1, · · · ,n′, n′ ≤ n les valeurs propres de la matrice d’état A. Ce système est

1. BIBO instable s’il existe au moins une valeur propre λi telle que |λi|> 1,

2. BIBO stable (et asymptotiquement stable) si toutes les valeurs propres vérifient |λ j|< 1, ∀ j = 1, · · · ,n′,
3. simplement stable (et BIBO non stable) si toutes les valeurs propres de A satisfont |λ j| < 1 à l’exception

d’une valeur propre λi telle que |λi|= 1 et est d’ordre de multiplicité 1.

Les éléments de démonstration de ce théorème considèrent le système avec une entrée nulle. Par conséquent, le
vecteur d’état suit une trajectoire décrite par l’équation xk = Akx0. En décomposant la matrice d’état sous sa forme
de Jordan notée J(λ1, · · · ,λn′) (notons que J(λ1, · · · ,λn′) est diagonale si A est diagonalisable), on s’aperçoit que
l’évolution de xk ne dépend que de Jk(λ1, · · · ,λn′). De cette remarque, on déduit alors les résultats du théorème.

Une illustration de ce théorème est portée sur la figure 4.2.
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(a) Stabilité simple
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(b) Stabilité asymptotique

FIGURE 4.2 : Illustration de la stabilité d’un système linéaire en fonction de la position dans le plan complexe
des valeurs propres de la matrice d’état.

La deuxième méthode d’analyse de la stabilité repose sur la méthode de Lyapunov qui est une méthode générale
d’analyse de la stabilité des systèmes qu’ils soient linéaires ou non. L’intuition derrière cette approche est la
suivante : si l’énergie totale d’un système est dissipée de manière conitnue alors ce système finira par rejoindre
un état d’équilibre. Cette idée est formalisée par le théorème suivant (que nous énonçons pour le point d’équilibre
xe = 0 pour simplifier la présentation).
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Théorème 4.2. Soit Vk =V (xk), une fonction candidate de Lyapunov et soit ∆Vk =Vk+1−Vk sa variation. Soit le
système (4.16) de point d’équilibre xe = 0.

1. xe est simplement stable si dans un voisinage de xe (boule de rayon ρ centrée sur xe), il existe une fonction
Vk définie positive 1 telle que ∆Vk soit semi-définie négative.

2. xe est localement asymptotiquement stable si dans un voisinage de xe, il existe une fonction Vk définie positive
telle que ∆Vk soit définie négative.

3. xe est globalement asymptotiquement stable s’il existe une fonction Vk définie positive et non bornée en rayon
(i.e. lim‖xk‖→∞ Vk =+∞) telle que ∆Vk soit définie négative.

Il est à remarquer que les conditions de stabilité de Lyapunov sont des conditions suffisantes. Dans le cas
général, ce théorème pose le problème de définition de la fonction candidate de Lyapunov. Toutefois dans un
cas linéaire comme (4.1), la mise en oeuvre du théorème est simplifiée. Pour ce faire, on choisit une fonction
quadratique Vk = x>k Pxk avec P ∈ Rn×n. Sa variation s’écrit ∆Vk = x>k (A

>PA−P)xk. Les conditions de stabilité
s’énoncent alors comme suit.

Théorème 4.3 (Stabilité des systèmes linéaires par Lyapunov). Soit le système linéaire (4.1) et soit Vk = x>k Pxk,
une fonction candidate de Lyapunov.

1. Le système est simplement stable ssi pour toute matrice Q symétrique, semi-définie positive (on notera
Q� 0n), il existe une matrice P définie positive (P� 0n) vérifiant l’équation de Lyapunon

A>PA−P+Q = 0 (4.18)

2. le système est asymptotiquement stable ssi pour toute matrice Q symétrique, définie positive (Q � 0n), il
existe une matrice P� 0n vérifiant l’équation (4.18).

Remarque

Pour ce dernier théorème, on peut remarquer que pour P = In s’il existe Q� 0n, on a A>A≺ In d’où on déduit
que la norme spectrale ‖A‖2 < 1. Ceci signifie que ‖xk‖ ≤ ‖A‖k

2 ‖x0‖ et donc que la convergence asymptotique
de la séquence d’état vers 0 est garantie. En revanche le système peut être stable asymptotiquement sans qu’on ait
nécessairement ‖A‖2 < 1.

Notations

Pour la suite du chapitre, il est utile de définir plusieurs termes. Afin de mieux visualiser ces différentes notions,
on présente une vue imagée en figure 4.3 . On suppose que l’on cherche une matrice A∗, solution optimale d’un
problème de moindres carrés sous contrainte de stabilité. Â est alors la solution du problème de moindres carrés
sans contrainte. Soit λ (A) une valeur propre de la matrice A, λmax(A) désigne alors la plus grande valeur propre
en module de la matrice A. ρ(A) est le module de cette valeur propre, également appelé rayon spectral de A. On
peut alors écrire : ρ(A) = |λmax(A)|. La contrainte de stabilité sur le système est alors donnée par l’inéquation
ρ(A)< 1. De même, σ(A) désigne une valeur singulière de la matrice A et σmax(A) désigne la plus grande valeur
singulière de la matrice A. On peut remarquer ici que ‖A‖2 < 1 est équivalent à σmax(A) < 1. On définit alors 2
régions de l’espace des matrices carrés de dimension n, Sλ l’ensemble des matrices A telles que ρ(A) ≤ 1, qui
correspondra donc à l’ensemble des matrices accociées à la contrainte de stabilité choisie, et Sσ l’ensemble des
matrices A telles que σmax(A)≤ 1. Concernant ces 2 régions, on peut noter que la région Sλ est non convexe. De
plus, l’inégalité σmax(A)≥ ρ(A) étant toujours vérifiée, la région Sσ est entièrement incluse dans Sλ .

1. La fonction V (z) de Rn dans R+ est définie positive si V (z)> 0 pour tout z 6= 0 et V (0) = 0
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FIGURE 4.3 : Vue imagée des notations utilisées. En noir, la contrainte réelle de stabilité (l’espace des solutions
admissibles est Sλ ) et en bleu, la région désignée par Sσ . La matrice Â représente la solution des moindres car-
rés, entourée des isocontours du coût quadratique. A∗ représente la solution optimale du problème du problème

quadratique sous contrainte de stabilité.

4.4 Identification par méthodes des sous-espaces et problèmes de stabilité

L’application des procédures d’identification décrites dans la section 4.2 conduit généralement à des modèles
stables lorsque l’on dispose d’un nombre suffisant de données et si le système dont sont issues les données est
linéaire avec un ordre n raisonnable et stable. En revanche si l’ordre du système devient élevé ou si le système est
faiblement stable (avec des pôles oscillatoires amorties proches du cercle unité) ou si le système est non-linéaire,
le modèle identifié peut être instable [OM96, chapitre 4].

L’une des toutes premières approches garantissant la stabilité lorsque l’on travaille avec un nombre fini de
données est due à Maciejowski [Mac95] qui propose une solution simple. Elle consiste à calculer une estimation
de la matrice d’état sous la forme

Â = Ô†
r Ô0 (4.19)

avec Ô0 =

[
Ôr(p+1 : pr,1 : n)

0

]
.

Maciejowski a établi que cette légère modification portée à l’estimation classique (4.13) suffit à garantir que
toute valeur propre |λ (Â)| ≤ 1. Toutefois, Van Overschee et De Moor [OM96] recommandent d’utiliser avec pré-
caution (4.19) car cette procédure a tendance à pousser les valeurs propres vers l’origine et à biaiser leur estimation.
Le modèle résultant, bien que stable présente une dynamique différente de celle du système.

Pour la suite de ce chapitre, les matrices C et D de l’équation 4.14 n’étant pas concernées, il est utile de définir
le coût J1 tel que :

J1(A,B) =
∥∥∥∥X̂t+1− [A B]

[
Xt

Ut|t

]∥∥∥∥2

F

(4.20)

Les matrices A et B sont alors déterminées par :

min
A,B

J1(A,B) (4.21)
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4.5 Approches existantes

4.5.1 Contrainte convexe sur la valeur singulière de A (méthodes LB)

Lacy et Bernstein [LB02, LB03] ont présenté deux approches utilisant l’optimisation sous contrainte de stabi-
lité pour résoudre ce problème. Ces méthodes se sont révélées plus performantes que celles existantes et procèdent
par convexification de la contrainte de stabilité. L’espace de recherche est décrit à l’aide des inégalité de Lyapunov
P−APA> � 0n, P� 0n, qui sont respectées pour un système asymptotiquement stable (ρ(A)≤ 1). Dans [LB02],
Lacy et Bernstein choisissent un cas particulier P = In. Les contraintes s’écrivent alors sous la forme de l’inégalité
matricielle In−AA> � 0n. Cette contrainte borne les valeurs propres de la matrice AA>, et donc les valeurs sin-
gulière de la matrice A, à 1 2. L’inégalité peut être mise sous la forme S−AA> � 0n, In− S � 0n. En utilisant le
complément de Schur, cette contrainte est équivalente à :[

S A
A> In

]
� 02n (4.22)

Le problème de moindres carrés (4.21) est réécrit pour intégrer cette contrainte. Comme la contrainte (4.22)
est convexe, la solution peut être trouvée à l’aide d’outils de programmation quadratique sous contrainte de semi-
positivité (toolbox Sedumi [Stu98]). Une vue imagée de cette contrainte permet de visualiser les différents en-
sembles (figure 4.4). Cependant, cette formulation implique une augmentation importante de la taille du problème
à résoudre et la contrainte utilisée est trop restrictive par rapport à la contrainte de stabilité.

Pour surmonter ce problème, les mêmes auteurs ont adapté le principe d’optimisation sous contraintes sur un
espace convexe défini par les inégalités [LB03] : P−APA> � δ In, P� δ In. En utilisant le complément de Schur,
on peut écrire : [

P−δ In AP
PA> P

]
� 02n, (4.23)

Pour simplifier l’écriture du problème, on peut considérer Q = AP. Cependant, ce changement introduit une
distorsion dans le problème des moindres carrés (4.21). Ainsi, même si cette méthode (nommée par la suite LB2)
réduit la taille du problème d’optimisation et permet de trouver une solution à l’extérieur de l’ensemble σmax(A)≤
1 (où σmax(A) correspond à la plus grande valeur singulière de A) de l’espace des matrices carrés, l’augmentation
de l’erreur de reconstruction est trop importante pour le rendre intéressant par rapport à la méthode précédente
(nommé LB1).

Rn×n

Sσ

Sλ
b

b

Â

A∗

b
ALB

FIGURE 4.4 : Vue imagée des contraintes utilisées pour les algorithmes LB. En bleu, la contrainte utilisée dans
LB1 (représentée par l’espace Sσ ). ALB représente la solution trouvée par l’algorithme LB1.

2. La contrainte In−AA> � 0n implique que ∀x ∈ R, xAA>x>. En particulier, pour le vecteur propre u1 associé à la plus grande valeur
propre λ1 de AA>, on obtient u1AA>u>1 ≤ 1⇒ u1λ1u>1 ≤ 1⇒ λ1 ≤ 1. On en déduit alors que ρ(A)≤ 1 puisque ∀A carrée, ρ(A)≤ ‖A‖2
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4.5.2 Ajout itératif de contraintes linéaires (méthode CG)

Ces observations ont conduit Siddiqi et al. [SBG08] à essayer de trouver une méthode pour contourner ces
inconvénients. Les deux principaux sont la taille du problème d’optimisation et un espace solution trop restrictif.
Leur solution, nommée CG par la suite, consiste à remplacer l’espace convexe des matrices A telles que σmax(A)≤
1 par un ensemble de contraintes linéaires. La solution est initialisée avec la solution du problème originel (4.21).
Siddiqui et al. ont proposé cette méthode pour l’estimation des paramètres d’un filtre de Kalman appliqué à la
prédiction de séries temporelles (ce qui corresponds à B = 0 et D = 0 dans le modèle (4.1)). Dans ce cas, la
solution du problème de moindres carrés est mis sous la forme :

ACG = argmin
A

∥∥X̂t+1−AX̂t
∥∥2

F

Ce problème peut également se mettre sous la forme :

aCG = argmin
a

(a>Ha−2q>a+ r) (4.24)

avec ces conventions :
a = vec(A) H = In⊗ (X̂tX̂>t )
q = vec(X̂tX̂>t+1) r = trace(X̂t+1X̂>t+1)

où vec(M), M ∈ Rn×n est donné par vec(M) = [M11M21M31 . . .Mnn] et le symbole ⊗ représente le produit de
Kronecker.

À chaque étape k, le problème (4.24) est résolu avec une contrainte linéaire sur la valeur singulière maximale
de la solution courante Ak ≡ ak. Cette contrainte linéaire est donnée par :

σmax(Ak)≤ 1⇒ trace(u>Akv)≤ 1⇒ trace(v u>Ak)≤ 1

et peut être mis sous la forme :
g>ak ≤ 1 avec g = vec(v u>) (4.25)

u et v sont respectivement les vecteurs singuliers à gauche et à droite de la matrice Ak. L’extension de cette méthode
aux systèmes dynamiques avec des entrées est simple. Le problème (4.21) devient :

[ACG, BCG] = argmin
A,B

∥∥∥∥[A B]
[

X̂t

Ut|t

]
− X̂t+1

∥∥∥∥2

F

sous la contrainte (4.25). Le problème quadratique correspondant s’écrit :

aCG = argmin
a

(a>Ha−2q>a+ r) (4.26)

avec les conventions suivantes :

a = vec([A B]) H = In⊗
([

X̂t
Ut|t

][
X̂t
Ut|t

]>)
q = vec

([
X̂t
Ut|t

]
X̂>t+1

)
r = trace

(
X̂t+1X̂>t+1

)
Le vecteur g utilisé dans (4.25) est donc à chaque étape g = vec

([
vu> 0n×l

])
. La matrice G est définie par :

G =


g1
>

g2
>

g3
>

. . .

gk
>





98 4.6. APPROCHES PROPOSÉES

et l’ensemble des contraintes est défini à chaque étape par :

Ga≤ 1

L’ensemble des contraintes linéaires (figure 4.5) converge vers l’ensemble
{

A ∈ IRn×n,σmax(A)≤ 1
}

, mais comme
les contraintes sont ajoutées itérativement, l’algorithme s’arrête dès qu’une solution stable est trouvée.

Rn×n

Sσ

Sλ
b

b

Â

A∗

bb

ACG

FIGURE 4.5 : Vue imagée des contraintes utilisées pour l’algorithme CG. Les différents ensembles sont définis
dans 4.4. En rouge, les contraintes linéaires ajoutées itérativement. ACG représente la solution trouvée par

l’algorithme CG.

4.6 Approches proposées

Nous décrivons ci-après nos approches de solution en tentant d’aller au-delà des contraintes des stabilité
convexes employées par Lacy et Bernstein [LB02, LB03] et Siddiqui et al. [SBG08]. La première méthode pro-
posée est une généralisation de l’approche LB1 [LB02] alors que la deuxième méthode optimise directement le
problème 4.21 sous la contrainte non-convexe ρ(A)≤ 1.

4.6.1 Contrainte convexe optimale sur la valeur singulière de A (méthodes LBopt)

Bien que l’algorithme de Siddiqi et al. obtienne de bons résultats sur les systèmes avec entrées, quelques
questions méritent d’être soulevées. Tout d’abord, il n’y a pas de résultats théoriques sur le nombre d’itérations né-
cessaires pour la convergence de l’algorithme [SBG08]. Cependant, cette convergence est garantie pour un nombre
fini d’itérations. De plus, malgré l’assouplissement des contraintes, la solution obtenue peut être éloignée de la so-
lution optimale A∗ qui minimise J1 avec ρ(A∗)≤ 1 (voir la figure 4.5). Ceci nous a poussé à chercher un algorithme
capable de s’approcher plus finement de la véritable solution sur l’ensemble

{
A ∈ IRn×n,ρ(A)≤ 1

}
. Cette analyse

est basée sur l’utilisation de l’algorithme LB1, pour lequel les contraintes sont plus facilement interprétables. On
sait que In−AA> � 0n assure σmax(A)≤ 1 et donc un système stable, mais cette contrainte est trop restrictive. Si
l’on considère Â la solution du problème non contraint (4.21) et si le système identifié est instable, on a ρ(Â)≥ 1
et donc σmax(Â) = δLS avec δLS > 1 car les valeurs propres de Â respectent l’inégalité

σmin(Â)≤ ρ(Â)≤ σmax(Â)

Cependant, entre la solution optimale du problème non contraint Â et la solution stable ALB1 telle que σmax(ALB1)≤
1, il peut exister une meilleure solution. Cette solution doit être stable et respecte σmax(A) = δ avec 1≤ δ < δLS.
Elle correspond à la relaxation de l’inégalité de Lyapunov avec P = In et δ 2In−AAT � 0n. La dernière condition
implique σmax(A)≤ δ .
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Entrées : Â, B̂, X̂t , X̂t+1, Ut , ε

Résultat : Aopt , Bopt

Initialiser δ ← σmax(Â) ;
tant que ρ(A)> 1 faire

résoudre
∥∥∥X̂t+1− [A B]

[
X̂t
Ut|t

]∥∥∥2

F
;

sous la contrainte δ 2In−AA> � 0n;
δ ← δ − ε ;

fin
ALBopt ← A;
BLBopt ← B;

Algorithme 1: Algorithme LBopt, extension de la méthode de Lacy et Bernstein [LB02]

Une manière de trouver la solution optimale stable est donc de trouver la valeur maximale δ telle que le modèle
identifié soit stable. On peut remarquer que δ1 < δ2 implique {A∈ IRn×n,σmax(A)< δ1} ⊂ {A∈ IRn×n,σmax(A)<

δ2}. Ainsi en diminuant graduellement δ , on peut espérer trouver la valeur optimale de δ . Cependant, cette solu-
tion, nommée LBopt par la suite, nécessite de résoudre plusieurs fois le problème LB1 et est donc prohibitive en
terme de calcul. La précision ε est fixée pour décroître δ entre deux itérations. Le nombre d’itérations est donc
borné par N =

(
δLS−1

ε

)
. Cette extension de la méthode LB1 est présentée dans l’algorithme 1 et la figure 4.6

permet de visualiser le fonctionnement de cette méthode.

L’algorithme 1 est donc capable de trouver une solution en un nombre fini d’itérations (fixé par l’utilisateur)
entre la solution des moindres carrés (potentiellement instable) et la solution donnée par LB1. La proximité de la
solution avec le minimum local de (4.21) sous la contrainte ρ(A) ≤ 1 dépend de la valeur fixée pour ε et de la
convexité locale de la fonction ρ(A)< 1. La proximité sera bonne si le pas est faible (et donc le nombre d’itérations
important) et si l’ensemble

{
A,J1(A,B)≤ J1(ALBopt ,BLBopt)

}
∩
{

A,σmax(A)< δLBopt
}

est convexe. Dans tous
les cas, à la fin de l’algorithme, la solution obtenue est au moins meilleure que la solution de LB1 (vis-à-vis du
coût de reconstruction).

Rn×n

Sσ

Sλ
b

b

Â

A∗

Aopt

b

FIGURE 4.6 : Vue imagée des contraintes utilisées pour l’algorithme LBopt. En bleu, plusieurs contraintes
convexes du type σmax(A)< δ utilisées successivement jusqu’à trouver Aopt , solution de l’algorithme LBopt.

4.6.2 Gradient échantillonné (méthode GS)

La solution précédente peut être vue comme une heuristique pour trouver une solution stable qui minimise
(4.21). En effet, même si on raffine notre approximation de l’ensemble ρ(A)≤ 1, l’algorithme d’optimisation peut
toujours trouver une solution très éloignée de la solution optimale. Ceci est renforcé par le fait que l’ensemble des
systèmes asymptotiquement stable est non seulement non-convexe mais également non-lisse. Toutefois, Burke et
al. [BLO05] ont proposé un algorithme robuste applicable pour l’optimisation non différentiable et non convexe.
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L’algorithme est fondé sur un gradient échantillonné et la seule nécessité est que le gradient de la fonction à
optimiser puisse être calculé localement. Les auteurs ont appliqué la méthode pour évaluer la distance de stabilité
des matrices ([BLO02]) pour les systèmes linéaires continus. Dans ce cas, la condition de stabilité est uniquement
liée à la partie réelle des valeurs propres, ce qui conduit à étudier maxi Re(λi).

Le problème d’identification d’une réalisation d’état d’un système discret stable sous contrainte de stabilité
s’écrit :

min
A,B

J1 =

∥∥∥∥̂Xt+1− [A B]
[

X̂t

Ut|t

]∥∥∥∥2

F

s.c. ρ(A)≤ 1

Pour résoudre ce problème, on utilise la méthode d’Uzawa [AHU58]. On considère le lagrangien L défini par :

L (A,B,α) = J1(A,B)+α(ρ(A)−1)

avec α ≥ 0 le paramètre de Lagrange.

Dans notre cas, le problème d’optimisation se résout en itérant les deux étapes :[
Ak+1,Bk+1

]
= min

A,B
L (Ak,Bk,αk)

α
k+1 = max

(
0,αk +β (ρ(A)−1)

)

partant d’une solution initiale A0, B0 et α0 jusqu’à convergence. Dans la dernière équation β > 0 représente le pas
du gradient.

On remarque que pour toute matrice A, la matrice B optimale peut être retrouvée directement par moindres
carrés puisque B n’est pas concerné par la contrainte. Pour utiliser un algorithme de descente de gradient par
rapport à A sur la première équation de ce problème d’optimisation, on doit donc uniquement calculer :

∇AL (A,B,α) = ∇AJ1(A,B)+α∇Aρ(A)

Les différents paramètres sont ensuite adaptés itérativement selon la règle :

At+1 = At −η∇A`(At ,Bt)

Bt+1 = min
B

J1(At+1,Bt)

où η > 0 est le pas du gradient et l’estimation Bt+1 est simplement obtenue par moindres carrés.

Le calcul de ∇AJ1(A,B) est assez simple. En effet, on a à partir des formules 121 et 108 de [PP08] :

∂

∂X
‖X‖2

F =
∂

∂X
trace

[
XX>

]
∂

∂X
trace

[
(AXB+C)(AXB+C)>

]
= 2A>(AXB+C)B>

et l’on obtient :

∇AJ1(A,B) = ∇A
∥∥X̂t+1−AX̂t −BUt|t

∥∥2
F

= ∇Atrace
[(

X̂t+1−AX̂t −BUt|t
)> (X̂t+1−AX̂t −BUt|t

)]
= −2X̂>t

(
X̂t+1−AX̂t −BUt|t

)
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Pour calculer ∇AL (A,B), on a besoin aussi de calculer le gradient de ρ(A). Soit u1 et v1 les vecteurs propres
à droite et à gauche de A(sous la contrainte u>1 v1 = 1). On peut montrer que ([RH85], Théorème 6.3.12]) si λ1 est
une valeur propre simple réelle, ce gradient est défini par :

∇Aρ(A) = sign(λ1)u1v>1

Quand le rayon spectral est associé à une paire conjuguée de valeurs propres (λ1± iλ̃1), on doit considérer
séparément la partie réelle et la partie imaginaire des vecteurs propres (u1± iũ1 et v1± iṽ1). Comme les gradients
des valeurs propres sont conjugués, on peut écrire :

∇Aρ(A) =
λ1(u1v>1 + ũ1ṽ>1 )− λ̃1(ũ1v>1 −u1ṽ>1 )

|λ1± iλ̃1|

Toutefois, comme la fonction ρ(A) est non convexe et non différentiable, il convient d’utiliser l’algorithme
du gradient échantillonné(algorithme 2) pour le calcul du gradient du rayon spectral de A. Les détails sur la sous
procédure de recherche linéaire et la convergence de l’algorithme peuvent être trouvés dans [BLO05].

Entrées : A, ε , N, θ < 1, tmax

Résultat : ∇Aρ(A)

Tirer N−1 matrices A j au voisinage de A contrôlé par le rayon d’échantillonnage ε

Initialiser G =
{

∇Aρ(A j)
}

Calculer la direction de recherche d par la minimisation quadratique convexe d = argming∈convex(G)(‖g‖2)

si d = 0 alors
Décroitre ε : ε ← θε

Recommencer
sinon

Utiliser la recherche linéaire monodimensionnelle pour trouver t > 0 tel que ρ(Ak + td)< ρ(Ak) avec
0 < t ≤ tmax

∇Aρ(A)← td
fin

Algorithme 2: Algorithme de gradient échantillonné

Rn×n

Sσ

Sλ
b

b

Â

A∗

b

AGS

FIGURE 4.7 : Vue imagée des contraintes utilisées pour l’algorithme GS. Chaque flèche représente une itération
de descente de gradient vers la solution finale AGS

4.7 Expériences

Nous avons ensuite appliqué ces différentes méthodes LB1 (4.5.1), CG (4.5.2), LBopt (4.6.1) et GS (4.6.2) sur
un exemple numérique, LB2 4.5.1 n’ayant pas été retenu à cause d’une trop grande erreur de reconstruction. On



102 4.7. EXPÉRIENCES

[
A B
C D

]
=



0 0 0 0 0 0 0.5 0.5 -1.1281 1.8120
1 0 0 0 0 0 0 0 -1.0713 0.6069
0 1 0 0 0 0 0 0 0.0237 -0.9395
0 0 1 0 0 0 0 0 0.4678 -0.1840
0 0 0 1 0 0 0 0 0.7559 0.4297
0 0 0 0 1 0 0 0 0.0845 0.5869
0 0 0 0 0 1 0 0 -1.3911 -1.1763
0 0 0 0 0 0 1 0 0.3262 0.4888

0.5312 -1.3323 -0.1252 0.7311 1.5951 0.9462 -0.2494 0.6099 -1.1218 0.7253
-0.4550 -1.7670 0.0868 -0.5294 1.5878 -1.8315 1.0805 2.4086 -1.8313 -0.3749


TABLE 4.2 : Matrices du système simulé

LS LB1 CG LBopt GS1 GS2
ρ(A) 1.035 0.9835 0.9999 0.9999 1 1

σmax(A) 1.0610 1 1.0527 1.0482 1.0602 1.0603
ex. time 0.0410 12.9888 0.0825 35.55387 0.8013 6.7002
J1(A,B) 0.2945 0.4865 0.3259 0.3116 0.2948 0.2947∥∥Ŷ1|t −Y1|t

∥∥
F Inf 540.95 93.35 140.66 41.93 41.30

TABLE 4.3 : Comparaison des performances moyennes sur les 50 jeux de données des différents algorithmes.

ajoute un bruit blanc w de moyenne nulle à la sortie du système simulé, tel que le rapport signal/bruit soit égal à :

S/N =
∥∥Y1|t −W1|t

∥∥
F /
∥∥W1|t

∥∥
F = 10

Les données d’entrée sont générées comme un signal aléatoire gaussien. L’algorithme N4SID [OM94] est
utilisé pour identifier la séquence d’états. Chaque algorithme est testé 50 fois avec différents jeux d’entrées/sortie,
en éliminant les cas où le système identifié est directement stable. L’ordre réel du système (n = 8) est donné en
entrée des différents algorithmes. ε est fixé à 0.01 pour LBopt. Pour GS, ε est fixé 0.001, θ à 0.8 et tmax à 0.1. De
plus, le cas présenté dans [MGC08] correspond à un α0 infini. Ce cas sera nommé GS1. Une autre initialisation de
l’algorithme a été faite avec α0 = 0 et β = 100. Ce cas sera nommé GS2.

L’exemple utilisé est inspiré de [LB03]. Les paramètres du système sont donnés par la table 4.2. Nous avons
choisi ρ(A) = 1 pour avoir un système réel stable mais aussi pour qu’avec du bruit ou un nombre de données
insuffisant, la solution des moindres carrés soit instable. Les performances des différents algorithmes sont compa-
rées à partir de l’erreur de reconstruction (J1(A,B) 4.20) sur l’ensemble d’apprentissage et l’erreur de simulation
(
∥∥Ŷ1|t −Y1|t

∥∥
F ) sur l’ensemble de test. Le rayon spectral ρ(A), la plus grande valeur singulière, notée σmax(A),

ainsi que le temps d’exécution sont également indiqués, comme le montre le tableau 4.3.

Les résultats sur le rayon spectral et la valeur singulière maximale sont conformes aux attentes. Pour l’erreur de
reconstruction, il est notable que les performances des 2 algorithmes de gradient échantillonné sont très proches du
minimum atteignable. Comme prévu, LB1 obtient les moins bons résultats, du fait d’un contrainte trop restrictive.
Les résultats des algorithmes CG et LBopt sont similaires sur cet indicateur. Concernant l’erreur sur l’ensemble de
test, comme nous avons volontairement sélectionné des modèles instables, ce critère n’est pas pertinent pour les
modèles identifiés uniquement en minimisant J1(A,B). Les rangs de CG et LBopt sont inversés sur ce critère et GS
(GS1 et GS2) obtient les meilleures performances. Dans ce cas, les contraintes linéaires semblent agir comme un
paramètre régularisateur, ce qui permet à l’algorithme CG d’obtenir de meilleures performances que LBopt qui lui
reste sur une solution trop proche de celle des moindres carrés. Le temps d’exécution de CG est clairement le plus
court parmi les méthodes proposées. Pour l’algorithme GS, on constate que le cas GS1 est beaucoup plus rapide
que le cas GS2, même si cela se paie par des performances légèrement inférieures.
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4.8 Applications aux données thermiques

L’algorithme N4SID [OM94] est utilisé à nouveau pour identifier les modèles d’états. L’apprentissage est fait
avec et sans la contrainte de stabilité sur la matrice A. Le seul paramètre restant à choisir est le nombre d’états du
système. On compare donc l’erreur quadratique moyenne obtenue pour les différentes architectures en utilisant la
procédure de validation croisée décrite pour les algorithmes du chapitre précédent.

Pour les données « Transistor », on constate que le meilleur résultat est réalisé pour un modèle d’ordre 7 (figure
4.8(a)). Ce résultat a pû être obtenu grâce à l’utilisation de la contrainte de stabilité puisque que l’on constate que
dans le cas non-contraint, des modèles instables ont été identifié à partir de l’ordre 4.La sortie obtenue est fortement
similaire à celle obtenue pour le modèle linéaire (figure 4.8(b)) même si l’on constate une légère différence de
l’erreur quadratique moyenne en apprentissage en faveur du modèle linéaire OE(Jval = 197.539) et sur la base de
test en faveur du modèle d’état Jtest = 185.683 pour les données avec bruit mais pas pour les données sans bruit
Jtest = 80.327 (voir tableau 3.4 pour les performances des modèles linéaires).
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FIGURE 4.8 : Résultats obtenus pour un modèle d’états sur la base de données « Transistor »

Pour les données « Maquette », on constate que le meilleur résultat est réalisé pour un modèle d’ordre 6 (figure
4.9(a)). Cette fois-ci, le résultat optimal est le même avec ou sans l’utilisation de la contrainte de stabilité. Toutefois,
la contrainte de stabilité permet de confirmer que le modèle d’ordre 6 est le plus performant, puisque comme dans le
cas « Transistor », au-delà de cette limite, les modèles obtenus par la méthode n4sid sans contrainte sont instables.
La sortie obtenue est comparée à celle obtenue pour le modèle linéaire (figure 4.9(b)). On constate une différence
de l’erreur quadratique moyenne en apprentissage (Jval = 3.603) et sur la base de test Jtest = 3.5579 en faveur du
modèle linéaire OE (voir tableau 3.5 pour les performances des modèles linéaires).

4.9 Conclusion et perspectives

Après une analyse des différentes méthodes existantes pour l’identification d’un modèle linéaire stable pour
les systèmes dynamiques, nous avons constaté que toutes ces méthodes se fondaient sur une approximation de la
contrainte de stabilité par une contrainte convexe. De plus, moins la contrainte utilisée est restrictive, meilleures
sont les performances de la méthode. Ce fait est la motivation principale pour proposer une méthode qui optimise
directement le critère des moindres carrés sur l’erreur de reconstruction avec une contrainte sur le rayon spectral
de la matrice A. Le problème est non-convexe et non-différentiable mais peut être résolu en utilisant un algorithme
de gradient échantillonné. Les résultats obtenus sur des données simulées et sur les données thermiques montrent
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FIGURE 4.9 : Résultats obtenus pour un modèle d’états sur la base de données « Maquette »

la pertinence de cette démarche. Il serait alors pertinent d’étendre nos approches à des cas non-linéaires.

Une extension non-linéaire simple du modèle (4.1) consiste à adopter une approche à base de noyaux [SS01].
L’idée est de projeter de façon non-linéaire les entrées u(t) et les sorties y(t) dans un espace H . Dans cet espace,
on recherche un modéle d’état de la forme [RdB04, KYM07] :{

Xφ (t +1) = Aφ Xφ (t)+Bφ φu(u(t))
φy(y(t)) = Cφ Xφ (t)+Dφ φu(u(t))

avec φu(.) et φy(.) les fonctions de projection non-linéaires. Connaissant la sortie φy(y(t)) dans H , on détermine
l’estimation ŷ en faisant une projection inverse (ou du moins, trouver une approximation si la projection n’est pas
bijective). Pour réaliser cette transformation inverse, on peut par exemple utiliser la formulation dans [KYM07].
L’avantage de cette approche est que l’adaptation des contraintes de stabilité est immédiate. En effet, une fois la
séquence d’états identifiée, les cas linéaire et non-linéaire peuvent être traités de façons identiques. On pourrait
alors déterminer des modèles d’état non-linéaires avec des contraintes de stabilité.
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Conclusion

Dans ces travaux, nous nous sommes intéressés à la modélisation thermique appliquée aux systèmes RADAR.
En effet, le développement de modèles thermiques plus performants est une nécessité pour permettre de relever
des défis toujours plus importants en termes de puissance d’émission, de conditions extérieures et de système
de refroidissement utilisé. Dans le développement de modèles thermiques, nous nous sommes principalement
intéressés aux méthodes statistiques capables de produire des modèles compacts à partir de données. Le but à
terme est de pouvoir embarquer ces modèles sur des composants présents à l’intérieur du RADAR.

La génération des données nécessaires pour permettre l’apprentissage statistique nous a amené à utiliser les
modèles classiquement étudiés en modélisation thermique, tels que les modèles à éléments finis. Cette étape nous
a permis de constater la difficulté de réaliser un modèle complet de l’architecture du système. En effet, en partant
des doigts des transistors de puissance (de quelques centaines de micromètres) jusqu’au système de refroidissement
(qui atteignent des dizaines de centimètres), la plage des temps de réponse thermique est bien trop importante pour
la réalisation de modèles et même de bases de données exploitables. Cette étape nous a donc conduit à séparer
la modélisation thermique en 2 problèmes distincts, selon que l’on s’intéresse à la température du composant ou
à celle du système de refroidissement. De plus, elle nous a permis de mieux comprendre les non-linéarités qui
pourraient être présentes dans les données thermiques.

Pour générer d’autres données, les méthodes de mesures thermiques ont également été utilisées. Pour la tem-
pérature du composant, les fortes exigences en termes de temps de réponse et de précision nous ont conduit à
retenir les mesures au microscope infrarouge. Pour la température du système de refroidissement, les thermo-
couples forment le meilleur compromis en terme de performances et de praticité. En combinant ces deux étapes de
modélisation et de mesure thermiques, deux séries de données ont été créées afin d’évaluer les performances des
méthodes d’apprentissage statistiques pour la prédiction de température dans les systèmes RADAR.

Plusieurs méthodes d’apprentissage statistique, linéaires et non-linéaires, de modèles dynamiques ont été étu-
diées. Parmi celles existantes, nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux modèles récurrents, compte
tenu de la forte inertie présente dans les données thermiques et du fait qu’aucun système de mesure ne pourra être
embarqué dans un RADAR. Toutes nos expériences ont d’ailleurs montré que, pour une classe de modèles donnée,
les performances étaient améliorées par la prise en compte de cette récurrence (sauf pour les Least Square SVM
récurrents qui constituent ainsi un cas particulier). Les méthodes récurrentes doivent résoudre deux problèmes
simultanément. Tout d’abord, la minimisation de l’erreur vis-à-vis de la base d’apprentissage (ce problème est
commun à toutes les méthodes d’apprentissage). Mais, pour un modèle récurrent, il faut également vérifier sa ca-
pacité à maintenir ces performances en utilisant des données de sortie qu’il a lui même générées. Ces deux étapes
sont présentes dans tous les algorithmes récurrents que nous avons étudiés, de manières implicites pour les modèles
linéaires, les réseaux de neurones (lors de la mise à jour des paramètres du modèle au cours de l’optimisation) et
RLSSVM (où cette étape est intégrée dans les contraintes du problème d’optimisation) ou plus explicites pour les



106

réseaux bayésiens (les deux étapes de l’algorithme EM) ou les modèles d’états (projection, puis minimisation de
l’erreur de reconstruction sur la séquence d’états), de manière itérative (les modèles linéaires, les réseaux de neu-
rones, RLSSVM et réseaux bayésiens) ou non (modèle d’états). Pour les modèles d’états, il est donc important que
les hypothèses utilisées lors de la projection vers l’espace d’état soient vérifiées, sous peine d’obtenir une séquence
d’états impossible à reconstruire.

Au niveau des performances, les modèles linéaires présentent déjà des résultats satisfaisants pour les 2 séries
de mesures. Les non-linéarités théoriques des modèles thermiques n’ont donc qu’une faible influence. Pour la
modélisation du système de refroidissement, l’utilisation d’un réseau de neurones peut être envisagée si les perfor-
mances attendues justifient une complexité de mise en oeuvre plus importante. Les autres méthodes non linéaires
ne semblent pas adaptées à ce problème, et les réseaux bayésiens n’apportent pas de différences significatives vis-
à-vis des modèles linéaires. Pour les méthodes à noyau, les méthodes de sous-espaces semblent être une alternative
intéressante aux machines à vecteurs supports dans le cadre d’un modèle dynamique.

Pour les modèles récurrents, lors de l’étape consistant à vérifier sa capacité à maintenir les performances pour
des données de sortie qu’il a lui même générées, l’utilisation de contraintes, notamment de contraintes de stabilité,
peut être un atout utile dans la recherche d’un modèle. Nous avons démontré que ce type de contraintes peut
être intégré dans un algorithme de sous-espace pour la construction d’un modèle d’états linéaire, améliorant ainsi
les performances de la méthode. L’intégration de ces contraintes dans un algorithme de sous-espace non-linéaire
utilisant des noyaux peut être une piste intéressante pour l’apprentissage de modèles dynamiques. Leur application
dans ce cadre non-linéaire aux données thermiques reste à mener.

Pour continuer le développement de modèles pour prédire la température dans des systèmes RADAR, l’élément
le plus important est la création de bases de données plus adaptées à l’apprentissage statistique. La réalisation d’un
banc de mesure thermique pour les composants électroniques qui soit capable de générer des données d’entrée
variées est donc nécessaire. De même, la commande de la vitesse de l’air dans le système de refroidissement de
la maquette CORIA doit être automatisée pour permettre de créer des données plus intéressantes. Au niveau des
modèles statistiques, sur les données disponibles, les performances obtenues sont satisfaisantes pour l’application
envisagée. De nouvelles données permettraient cependant de confirmer ces résultats. Les modèles d’états sont une
approche intéressante pour l’apprentissage de nouveaux modèles thermiques, notamment si plusieurs points de
mesure sont présents sur le même système.
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B
Décomposition en valeurs singulières

B.1 Définition

Bien que la décomposition en valeur singulière puisse être appliquée sur des matrices complexes, nous suppo-
serons ici que toutes les matrices sont réelles.

Soit M ∈ Rm×n une matrice réelle de rang r tel que r ≤ min(n,m). Alors il existe deux matrices orthogonales
U ∈ Rm×m et V ∈ Rn×n qui vérifient :

M = U

[
Σ+ 0
0 0

]
V>, Σ+ =


σ1

σ2
. . .

σr

 (B.1)

où UU> = Im, VV> = In et

σ1 ≥ σ2 ≥ . . .≥ σr > σr+1 = . . .= σp = 0, p = min(m,n)

Les valeurs σ1 . . .σp sont alors appelées les valeurs singulières de M et B.1 est la décomposition en valeurs
singulières (SVD).

La démonstration de l’existence de cette décomposition ainsi que des différentes propriétés ci-après pourra être
trouvée notamment dans [Kat05].

B.2 Propriétés

Si on définit :

Σ =

[
Σ+ 0
0 0

]
alors il est clair que B.1 peut être exprimée sous la forme

M = UΣV> = UrΣ+V>r

avec Ur ∈ Rm×r et Vr ∈ Rn×r. L’expression M = UΣ+V> est appelée SVD réduite.

On choisit également la notation suivante : U = [UrŨr] ∈ Rm×m et Ũr ∈ Rm×m−r.

Si rang(M) = r ≤ min(m,n) alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. Images et noyaux de M et M> :

Im(M) = Im(Ur) Ker(M) = Im(Ṽr)

Im(M>) = Im(Vr) Ker(M>) = Im(Ũr)

2. La décomposition dyadique de M :

M =
r

∑
i=1

σiuiv>i (= UΣV>)

3. La norme de Frobenius et la norme 2 :

‖M‖F =
√

σ2
1 + . . .+σ2

r , ‖M‖2 = σ1

4. Équivalence des normes :

‖M‖2 ≤ ‖M‖F ≤
√

p‖M‖2 , p = min(m,n)

5. L’approximation par une matrice de rang inférieur. On définit la matrice Mk par :

Mk =
k

∑
i=1

σiuiv>i , k < r

alors avec k = rang(Mk) et

min
rang(B)=k

‖M−B‖2 = ‖M−Mk‖2 = σk+1



C
Eléments de calcul tensoriel

Cette annexe ne constitue qu’une très brève introduction au calcul tensoriel, afin de présenter quelques outils
mathématiques utiles. Une description plus complète pourra notamment être trouvée dans [Gro00]

C.1 Définition

Soit V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K. L’espace dual V ∗ est l’espace vectoriel formé de
toutes les formes linéaires

f : V → K

L’espace V ∗ est aussi de dimension n. Les éléments de V et V ∗ sont appelés respectivement vecteurs et covec-
teurs. Un tenseur est une application multilinéaire :

T : V ∗× . . .×V ∗︸ ︷︷ ︸
h

×V × . . .×V︸ ︷︷ ︸
k

→ K

Un tenseur T associe alors à k vecteurs v1, . . . ,vk et h covecteurs w1, . . . ,wh à un scalaire T (w1, . . . ,wh,v1, . . . ,vk).
La valence du tenseur est le couple (h,k). L’ordre du tenseur correspond à la somme h+ k.

C.2 Tenseurs euclidiens

Dans ce document, tous les tenseurs seront définis à partir de l’ensemble des réels R. La structure euclidienne
de cet espace permet des simplifications lors de la manipulation des tenseurs.

En effet, dans un espace euclidien, l’existence d’un produit scalaire réel g fournit des propriétés particulières
aux tenseurs. Il permet notamment d’établir un isomorphisme canonique entre l’espace V et l’espace V ∗ associant
une unique forme linéaire f à tout vecteur v :

f : V → K avec ∀u ∈V f (u) = g(v,u)

Via cet isomorphisme, on peut alors assimiler tout élément de V ∗ à un élément de V . D’une manière générale,
cela permet de ne plus distinguer les vecteurs et les covecteurs dans la définition d’un tenseur. Dans ces conditions,
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un tenseur de valence (h,k) peut aussi bien être vu comme un tenseur de valence (h+ k,0) ou (0,h+ k). L’ordre
(h+ k) devient une caractéristique suffisante pour catégoriser tout tenseur construit sur V .

En considérant une base particulière de V , on peut alors représenter le tenseur T par une grandeur indicée h+k
fois où chacun des indices va de 1 à n : (Ti, j,k,...)1≤i, j,k...≤n.

On appelle composante chacun des nombres Ti, j,k,...

Par la suite, tous les tenseurs seront supposés euclidiens.

C.3 Opérations sur les tenseurs

C.3.1 Produit tensoriel

Soit A un tenseur d’ordre h et B un tenseur d’ordre k, le produit tensoriel de A par B, noté A⊗B, est égal au
tenseur C d’ordre h+ k dont les composantes sont définies par :

Ci1,...,ih, j1,..., jk = Ai1,...,ihB j1,..., jk

C.3.2 Contraction

Soit A un tenseur d’ordre h et i et j deux indices tels que 1 ≤ i ≤ j ≤ h. La contraction du tenseur A sur les
indices i et j est égale au tenseur B d’ordre h−2 dont les composantes sont définies par :

B1,...,i−1,i+1,..., j−1, j+1,...,h =
n

∑
k=1

A1,...,i−1,k,i+1,..., j−1,k, j+1,...,h

C.3.3 Produit tensoriel contracté

Soit A un tenseur d’ordre h et B un tenseur d’ordre k, le produit tensoriel contracté 1 fois de A par B, noté A⊗B,
est égal au tenseur C d’ordre h+ k−2, calculé à partir du produit tensoriel de A par B ayant subi une contraction,
par convention effectué sur les indices correspondant au dernier indice de A et au premier indice de B.

Le produit tensoriel contracté k fois de A par B, noté A
···
⊗B, est défini de manière analogue.

C.3.4 Remarque

L’espace des tenseurs d’ordre n définis sur V est un espace euclidien dont le produit scalaire correspond au
produit tensoriel contracté n fois. Plus généralement, le produit tensoriel contracté peut être utilisé comme produit
de dualité pour les tenseurs.
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C.4 Gradient

C.4.1 Dérivée directionnelle ou dérivée au sens de Gâteaux

Soient E un espace vectoriel normé, f une fonction définie sur E à valeurs dans un espace vectoriel normé F ,
x et h deux éléments de E. La dérivée de f en x dans la direction h est, si elle existe, la dérivée en 0 de la fonction
de la variable réelle t→ f (u+ th) :

Dh f (x) = lim
t→0

f (x+ th)− f (x)
t

C.4.2 Gradient

Si la fonction f est différentiable en x, alors elle admet des dérivées en ce point dans toutes les directions.
Il existe donc une fonction linéaire g : E → F telle que ∀h,g(h) = Dh f (x). Si de plus E est un espace vectoriel
euclidien, il existe donc un élément ∇x f ∈ E×F tel que :

Dh f (x) = 〈∇x f |h〉

où 〈.|.〉 représente un produit de dualité.

Si l’on choisit une base de E, l’expression de ∇x f peut alors se mettre sous la forme :

∇x f =
∂ f
∂x

=

[
∂ f
∂x1

. . .
f

∂xn

]>

C.4.3 Gradient d’une fonction composée

Soit g◦ f une fonction composée de E→G avec f : E→ F et g : F→G, f et g étant supposées dérivables. On
suppose que E, F et G sont des espaces vectoriels euclidiens. La dérivée de g◦ f en x dans la direction h est égale
à :

Dhg◦ f (x) = lim
t→0

g( f (x+th))−g( f (x))
t

= lim
t→0

g( f (x)+tDh f (x))−g( f (x))
t

= DDh f (x)g( f (x))

On peut également écrire :

DDh f (x)g( f (x)) = 〈∇ f (x)g|Dh f (x)〉
= 〈∇ f (x)g|〈∇x f |h〉〉

On obtient alors :

∇xg◦ f = 〈∇ f (x)g|∇x f 〉
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D
Algorithme Expectation-Maximisation

Soit X l’ensemble des variables observées, et Z l’ensemble des variables latentes. X et Z se décomposent le
plus souvent en ensemble d’éléments indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), et X peut être écrit sous la
forme X = {X1,X2, . . . ,Xn}, où les Xi sont les variables (i.i.d.) et les données observées, x = {x1,x2, . . . ,xn}, sont
les valeurs prises par X . Le but est d’estimer la probabilité qu’un modèle ait généré ces données : P(x,z|w) où w
représente le vecteur des paramètres du dit modèle.

Si Z pouvait être observé, le problème d’estimation du maximum de vraisemblance [JB02] reviendrait à maxi-
miser la log-vraisemblance complète :

logP(x,z|w)

L’utilisation du logarithme permet notamment de décomposer la probabilité P(x,z|w) lorsque celle-ci peut
s’écrire sous la forme d’un produit de facteurs. Étant donné que Z n’est pas observé, la probabilité de la donnée x
est une probabilité marginale, et la log-vraisemblance incomplète s’écrit :

logP(x|w) = log∑
z

P(x,z|w)

où la marginalisation est effectuée par une somme dans le cas discret (ou une intégration dans le cas où z est
continu). Toutefois, à ce stade, le problème d’estimation n’est pas découplé.

Étant donné que Z n’est pas observé, la log-vraisemblance complète est une quantité aléatoire et ne peut pas
être maximisée directement. Mais il est possible de supprimer cet aléatoire en moyennant sur z en utilisant la
distribution q(z|x). On peut alors définir la log-vraisemblance complète :

l(w,x,z)q = ∑
z

q(z|x,w) logP(x,z|w)

qui est une fonction déterministe de w. La log-vraisemblance complète attendue est une fonction linéaire de la
log-vraisemblance complète. De plus, si q est bien choisie, il est alors possible que la log-vraisemblance complète
attendue soit un substitut intéressant de la vraie log-vraisemblance. Même s’il est difficile d’imaginer que maximi-
ser ce substitut va permettre de trouver les paramètres w qui maximisent la vraisemblance, il est possible d’espérer
une amélioration vis-à-vis de valeurs initiales de w et ensuite d’itérer le processus. Il s’agit de l’idée maîtresse de
l’algorithme EM.

Nous allons montrer que la distribution q(z|x) peut être utilisée pour calculer une borne inférieure de la log-
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vraisemblance. En effet, on a :

l(w,x) = logP(x|w)

= log∑
z

P(x,z, |w)

= log∑
z

q(z|x)P(x,z, |w)

q(z|x)

= ∑
z

q(z|x) log
P(x,z, |w)

q(z|x)
= L(q,w,x)

où la dernière ligne définit L(q,w,x), une fonction auxiliaire. Dans l’équation ..., l’inégalité de Jensen a été utilisée,
étant donné la concavité de la fonction logarithme. Ainsi pour une distribution q(z,x) arbitraire, la fonction auxi-
liaire L(q,w,x) est une borne inférieure de la log-vraisemblance. L’algorithme EM est un algorithme d’ascension
appliqué sur la fonction L(q,w,x). A l’itération t +1, L(q,wt ,x) est d’abord maximiser selon q pour obtenir qt+1,
et ensuite L(qt+1,w,x) est maximiser selon w, ce qui permet de calculer wt+1. Il s’agit des 2 étapes classiques de
l’algorithme :

Etape E : qt+1 = argmaxq L(q,wt ,x)

Etape M : wt+1 = argmaxw L(qt+1,w,x)

Pour comprendre le nom de chaque étape, on peut remarquer que l’étape M peut être vue comme une maxi-
misation de la log-vraisemblance complète attendue. En effet, la borne inférieure L(q,w,x) peut se décomposer
en :

L(q,w,x) = ∑
z

q(z|x) log [P(x,z|w)/q(z|x)]

= ∑
z

q(z|x) logP(x,z|w)−∑
z

q(z|x) logq(z|x)

= l(w,x,z)q−∑
z

q(z|x) logq(z|x)

Le second terme étant indépendant de w, maximiser L(q,w,x) selon w est équivalent à maximiser l(w,x,z)q selon
w.

Pour l’étape E, le problème de maximisation se résout simplement car la solution se résume au choix qt+1(z|x)=
P(z|x,wt). Ce choix correspond en effet au maximum de L(q,w,x) car on a :

L(P(z|x,wt),wt ,x) = ∑
z

P(z|x,wt) [logP(x,z|wt)/P(z|x,wt)]

= ∑
z

P(z|x,wt) logP(x|wt)

= logP(x|wt)

= l(wt ,x)

Étant donné que l(wt ,x) est une borne supérieure de L(P(z|x,wt),wt ,x), le choix q(z|x) = P(z|x,wt) maxi-
mise bien la fonction L(q(z|x),wt ,x). Ainsi, l’algorithme EM maximise la log-vraisemblance complète attendue
en fonction des paramètres du modèle, puis ce nouveau modèle amélioré est utilisé pour obtenir une meilleure
distribution pour calculer à nouveau la log-vraisemblance complète attendue pour la prochaine itération. Cette pro-
cédure est répétée jusqu’à convergence de L(q,w,x). La question restante est que l’étape M ne maximise qu’une
borne inférieure de la log vraisemblance. Cependant, l’étape E garantit que l(wt ,x) = L(qt+1,wt ,x) et donc que
l’étape M va effectivement maximiser l(wt ,x). L’algorithme EM est donc bien un algorithme de maximalisation
de la log-vraisemblance.
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Résumé

Cette thèse s’intéresse à l’application des méthodes d’apprentissage statistique pour la prédiction de tempéra-
ture d’un composant électronique présent dans un radar. On étudie un cas simplifié des systèmes réels, le système
étudié se limitant à un seul composant monté sur un système de refroidissement réduit. Le premier chapitre est
consacré à la modélisation thermique. Après avoir présenté les principaux modes de transmission de l’agitation
thermique, les modèles analytiques et numériques qui en découlent sont étudiés. En utilisant cette connaissance,
le deuxième chapitre propose de choisir dans les méthodes de mesures les plus adaptées aux spécifications et aux
contraintes de l’application choisie. Une fois que les bases de données ont été établies, nous pouvons utiliser dans
le troisième chapitre les techniques de l’apprentissage statistique pour construire un modèle dynamique. Après un
bref rappel sur les tenants et les aboutissants de la modélisation statistique, quatre familles de méthodes seront
présentées : les modèles linéaires, les réseaux de neurones, les réseaux bayésiens dynamiques et les machines à
vecteur support (SVM). Enfin, le quatrième chapitre est l’occasion de présenter une méthode de modélisation ori-
ginale. En effet, après avoir détaillé la mise en oeuvre des méthodes d’identification de représentation d’état, nous
verrons comment prendre en compte des a priori théoriques au cours de l’apprentissage de ce type de modèle, à
savoir une contrainte de stabilité.

Abstract

This thesis is focused on the application of statistical learning methods for the temperature prediction of an
electronic component embedded in a radar. We study a simplified case of real systems, the system under study is
limited to a single component mounted on a reduced cooling system. The first chapter is devoted to heat transfer
modelisation. After presenting the major mechanisms of thermal agitation transmission, analytical and numerical
models are studied. Using this knowledge, the second chapter offers a survey on the methods of temperature
measurement, choosing the fittest according to the specifications and the constraints of the chosen application.
Once databases have been established, we can use in the third chapter statistical learning techniques to build a
dynamic model. After a brief reminder about the ins and outs of statistical modeling, four families of methods will
be presented : linear models, neural networks, dynamic bayesian networks and support vector machines (SVM).
The fourth chapter is an opportunity to present a novel method of modeling. Indeed, after a presentation of the
methods for the identification of state representation, we see how to take into account theoretical apriorism during
learning of this model type, ie a stability constraint.
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