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INTRODUCTION

Quel est le point commun entre toutes les algebres associatives ou entre toutes les algebres de Lie ?
Les opérations multilinéaires qui agissent dessus. Elles sont toutes du méme type. Lorsque l'on
essaie de rendre cette phrase rigoureuse mathématiquement, on en vient a coder ces opérations,
grace a des représentations du groupe symétrique, pour tenir compte de leurs symétries. On définit
ensuite, a ce niveau, ’analogue de la composition des opérations. En un sens, on peut faire remon-
ter cette idée assez simple a Galois pour qui les opérations agissant sur les ensembles de solutions
d’équations étaient aussi des objets mathématiques au méme titre que les nombres, les fonctions
ou les courbes.

La nécessité de coder abstraitement les opérations est venue de la topologie algébrique dans les
années 60. L’algebre et la théorie de 'homotopie se marient mal & priori. Partant d’un espace to-
pologique X muni d’un produit binaire associatif, on peut transférer ce produit de X a un espace
topologique Y homotopiquement équivalent. Cependant le produit transféré n’est pas associatif
en général. Un autre exemple est donné par 1'espace des lacets d’un espace topologique. On peut
composer les lacets, mais & cause de la paramétrisation, ce produit n’est pas associatif; il le de-
vient si on considere les classes d’homotopie des lacets, ce qui définit les groupes d’homotopie des
espaces topologiques. Dans les deux cas précédents, on trouve une structure d’algébre associative a
homotopie preés, appelées aussi Ao, -algébre [Sta63]. Cette notion généralise et inclut celle d’algebre
associative; elle est stable pour les constructions homotopiques [BV73]. Plus explicitement, une
Ao-algebre consiste en la donnée d’un produit binaire, associatif & une homotopie pres. Cette
homotopie est une opération ternaire qui elle aussi vérifie une certaine relation mais a une autre
homotopie pres, etc. Il faut une infinité dénombrable d’homotopies pour définir cette notion et ces
homotopies supérieures doivent vérifier certaines relations non triviales. Il est donc paru important
pour les mathématiciens a cette époque de développer une théorie algébrique permettant de gérer
ces homotopies supérieures et leurs relations.

La premiére notion introduite dans ce sens fut celle de prop en théorie des catégories [ML65]. Cette
terminologie vient de produit et permutation. Un prop est une catégorie monoidale symétrique
dont les objets sont les entiers naturels et dont le produit tensoriel est la somme. L’ensemble des
morphismes Hom(n, m) peut étre vu comme modélisant un ensemble d’opérations & n entrées et m
sorties. La notion d’“algebre” sur un prop a été introduite par F.-W. Lawvere [Law63] sous le nom
de théorie algébrique. Pendant les années 60, F. Adams et S. MacLane ont beaucoup travaillé sur
I’application des props en topologie algébrique pour coder les homotopies supérieures. Un exemple
important est donné par les opérations de Steenrod qui proviennent des homotopies supérieures
pour la commutativité du produit sur les cochaines singulieres d’un espace topologique. Comme
ce sont des opérations a une entrée et une sortie, on peut les coder par une algebre : 'algebre de
Steenrod [Ste62]. Seul larticle [MLG65] sorti de ce travail & cette époque. La principale raison est
qu’il est difficile de travailler avec les props. Malgré la simplicité de la définition, la combinatoire
des compositions d’opérations a plusieurs entrées et plusieurs sorties n’est pas évidente. En 1967,
MacLane organisa un séminaire a 'université de Chicago sur le sujet avec F. Adams, J. M. Board-
man, J. Stasheff et R. Vogt comme participants. De celui-ci sorti la monographie de Boardmann
et Vogt [BV73] dans lequel les auteurs utilisent des props pour modéliser les opérations & une
seule sortie qui agissent sur les espaces de lacets itérés. Réciproquement, ils ont montré que si un
espace topologique est muni de telles opérations, alors c’est un espace de lacets itérés. Ce fameux
résultat est connu sous le nom de principe de reconnaissance. J.-P. May a mis en avant ’objet qui
code les opérations & plusieurs entrées et une seule sortie [May72]. Il lui a donné le nom d’opérade
par contraction des mots opération et monade. Il existe par exemple une opérade dont la catégorie
d’algebres est formée des algebres associatives & homotopie prés.

Le méme phénomene est apparu en physique mathématique. G. Segal a, par exemple, défini la
notion de théorie des champs conformes comme une algebre sur le prop des surface de Riemann
[Seg04]. Ces surfaces sont munies de n + m disques paramétrés de maniere homolomorphe. On
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les interpréte comme les n entrées et les m sorties d’'une opération représentée par la surface
elle-méme. On “compose” donc ces opérations en recollant les surfaces de Riemann suivant ces
disques. On peut aussi concaténer deux surfaces pour en produire une troisieme. Ce prop étant
assez difficile a comprendre, on a commencé par étudier la sous-opérade engendrée par les surfaces
de genre 0, les spheres de Riemann, avec un seul disque en guise de sortie. Les algebres sur cette
opérade ont été étudiées avec attention et sont reliées aux algebres vertex [Bor86], aux algébres
de Kac-Moody et de Virasoro [Hua97] et algébres chirales [BD04].

La notion d’opérade est restée pendant vingt ans presque uniquement dans le giron de la topologie
algébrique. Elle a connu une extraordinaire renaissance au début des années 90 grace aux liens avec
la physique mathématique (théorie des champs), avec la géométrie algébrique (espace de modules
de courbes) et avec la topologie algébrique (dualité de Koszul) sous I'impulsion de M. Kontsevich,
Y. I. Manin, E. Getzler, V. Ginzburg et M.M. Kapranov notamment.

Armé des découvertes effectuées au niveau des opérades, on s’est & nouveau attaqué aux props
au début du XXIieme siecle. Alors qu’'une opérade est un monoide, pour la composition “vertica-
le” des opérations, un prop est un “2-monoide”, c’est-a-dire qu’il est défini par deux produits, la
composition “verticale” et la concaténation “horizontale” des opérations. Ceci explique pourquoi
les outils homologiques classiques, comme la construction bar ou la dualité de Koszul [Pri70], par
exemple, ont pu étre étendus aux opérades [GK94, GJ94] mais pas encore aux props.

La premiere idée de mes travaux fut d’introduire un objet intermédiaire, appelé propérade, qui
est défini comme un monoide avec seulement la composition “verticale” des opérations, mais qui
permette de coder les opérations a plusieurs entrées et sorties. Par exemple, le prop des surfaces de
Riemann est librement engendré par la propérade des surfaces de Riemann connexes; c’est le cas
de nombreux props dans la littérature. On peut donc étudier les théories de champs conformes de
maniere plus économique et sans perte d’information avec cette propérade. J’ai ensuite expliqué
comment faire de I’algébre homologique & ce niveau, en y définissant une construction bar et en y
étendant la dualité de Koszul des opérades [GK94].

L’universalité des notions d’opérade, de propérade et de prop font qu’elles sont maintenant utilisées
en topologie algébrique, géométrie différentielle, géométrie algébrique, géométrie non-commutative,
physique mathématique, combinatoire algébrique, catégories supérieures et en informatique théo-
rique [Cur06].

Ce mémoire détaille les résultats que nous avons obtenus au cours de ce programme d’étude des
propérades en algebre, topologie, géométrie et physique mathématique.
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1. PROPERADES

On rappelle les notions d’algébre associative, d’opérade et de propérade [A,1,2], qui sont des
généralisations successives. Les notions d’opérades et de propérades servent a coder algébriquement
les opérations multilinéaires agissant sur les différents types d’algebres.

1.1. Algebres associatives. Soit K un anneau de base et soit (K-Mod, ®k, K) la catégorie
monoidale des K-modules équipée du produit tensoriel sur K.

Définition (Algebre associative unitaire). Une algébre associative unitaire est un monoide (A, u, 1)
dans la catégorie monoidale (K-Mod, ®k, K). Le produit u : A®g A — A est associatif et le mor-
phisme 7 : K — A est I'unité de A.

Nous représentons le produit des éléments a1, ..., a; de A par une barre verticale dont les sommets
sont indicés par les a;, voir figure 1

FIGURE 1. Produit des ay, ..., ag.

Exemple. Soit M un K-module. On consideére 'espace des endomorphismes de M : Endy; :=
Homg (M, M). Muni de la composition des endomorphismes et de 'unité idy;, Endps est une
algebre associative.

Une cogébre coassociative counitaire est un comonoide dans la catégorie monoidale (K-Mod, ®k, K),
c’est-a-dire un monoide dans la catégorie opposée. Il s’agit d’un K-module C' équipé d’un coproduit
C — C ®x C coassociatif et d’une application counité C' — K.

1.2. Opérades. Un S-module est une collection {P(n)},en de modules & droite sur les groupes
symétriques S,,. Dans la catégorie des S-modules, on définit un produit monoidal par la formule
suivante :

Po Q(n) = @ ( @ P(l) QK (Q(Zl) XK - Ok Q(ll)) ®Si1 X xS;, k‘[S,J) ,
S,

1<I<n \i1+-+i=n :

qui est le module des coinvariants pour l'action du groupe symétrique S; définie par

POk qr. Ok 0) :=p" Ok 1) - Q) Ok V"0
pour p € P(l), g; € Q(i;), 0 €S,, et v € Sy, tel que ¥ soit la permutation par bloc induite.

La notion de S-module est utilisée pour modéliser les opérations multilinéaires qui agissent sur les
différents types d’algebres. Le produit monoidal o correspond a la composition de ces opérations et
peut étre représenté par des arbres a deux niveaux dont les sommets sont indicés par les éléments
de P et de Q, voir figure 2.

L’unité du produit monoidal est donné par le S-module I = (0,K, 0, 0, ...), qui code I'opération
identité représentée par | .



FIGURE 2. Le produit monoidal P o Q.

Définition (Opérade). Une opérade est un monoide (P, p1, 1) dans la catégorie monoidale (S-Mod,
o, I). Le produit associatif y : P oP — P est appelé produit de composition et le morphisme
n : I — P est 'unité.

Exemples.

e Soit M un K-module et soit la collection Endy; := {Homg (M®™, M)}, en. L’action du groupe
symétrique S,, sur les entrées des morphismes de Homyg (M®", M) fait de Endy; un S-module.
Avec la composition naturelle des morphismes, End,; est une opérade appelée opérade des
endomorphismes.

e Soit Com(n) := K, la représentation triviale, pour tout n > 1 et Com(0) := 0. Le produit de
composition est défini par I’isomorphisme canonique. On peut aussi considérer uCom(n) := K|
pour tout n > 0.

Dualement, une coopérade est un comonoide dans la catégorie des S-modules (S-Mod, o, I). Cette
notion consiste en la donnée d’un coproduit de décomposition C — CoC coassociatif, qui “décompose”
tout élément de C en arbres a deux niveaux de sommets indicés par des éléments de C.

A tout K-module V', on associe un S-module V= (0, V, 0,0, ...) concentré en arité 1. Cela définit
une inclusion des K-modules dans les S-modules. Cette inclusion est compatible avec les produits

monoidaux respectifs : V@ W = VoW. Le catégorie monoidale (K-Mod, ®k, K) est donc une
sous-catégorie monoidale pleine de la catégorie (S-Mod, o, I). Ainsi toute algebre associative peut
étre vue comme une opérade concentrée en arité 1.

On peut oublier 'action des groupes symétriques et travailler dans la catégorie des K-modules N-
gradués. Cette catégorie est encore munie d’un produit monoidal qui est I’analogue non-symétrique
du précédent. On le note toujours par o :

PoQ(n):= @ ( @ P(l) @k (Qi1) Ok - - - Ok Q(H))) .

1<lsn \ip+-+i=n

Définition (Opérade non-symétrique). Une opérade non-syméltrigue est un monoide dans la
catégorie monoidale (N-Mod, o, I).

Exemple. Soit As(n) := K, pour tout n > 1 et As(0) := 0. Le produit de composition est défini
par Iisomorphisme canonique. On considére aussi uAs(n) := K, pour tout n > 0.

On peut aussi définir la notion d’opérade colorée ou I'on indice les entrées et sorties des opérations
par des “couleurs”. La composition de telles opérations doit alors étre cohérente avec les couleurs;
seules les sorties d’une certaine couleur peuvent étre composées avec les entrées de cette couleur,
cf. [BV73, VdL03, BMO06].

1.3. Propérades. Les éléments d’une algebre associative peuvent étre vus comme des opérations

une entrée et une sortie (figure 1). Les éléments d’une opérade représentent des opérations

plusieurs entrées mais une seule sortie. Pour modéliser les opérations a plusieurs entrées et
7
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plusieurs sorties avec leur symétrie, on utilise la notion de S-bimodule : un S-bimodule est une
collection {P(m,n)}m, nen de modules & droite sur le groupe symétrique S,, et a gauche sur le
groupe symeétrique S,,,, ces deux actions commutant entre elles. Dans cette catégorie, on définit
un produit monoidal basé sur la composition des opérations indicant des graphes connexes a deux
niveaux, voir figure 3.

1 Y2 Ys Ya

FiGure 3. Composition d’opérations a plusieurs entrées et plusieurs sorties.

Soit a et b le nombre de sommets du premier et du second niveau respectivement. Soit /N le nombre
d’arétes internes entre les deux niveaux. A un a-uplet d’entiers 7 := (i1, ..., iq), on associe leur
somme [7] ;=4 + - -+ + i,. Pour toute paire de a-uplets 7 et 7, on note Q(7, 7) le prodult tensoriel
Q1,11)® - ® Q(ja, i,) et on note S; 'image du produit direct des groupes S;, x --- x S; dans
Sz

Définition (Permutations connexes). Soit N un entier. Soient k = (ky, ..., k;) un b-uplet et
7= (1, -+, ja) un a-uplet tels que |k| =ki+---+ky =17l =51+ -+ jo = N.

Une permutation (k, 7)-connere o est une permutation de Sy telle que le graphe de la représentation
graphique de o soit connexe si on relie les entrées indicées par j1+---+4j;+1, ..., ji+- -+ Ji+Ji+1,
pour 0 <4 < a —1, et les sorties indicées par k1 +---+k; + 1, ..., k1 + -+ k; + kj+1, pour
0 <i<b— 1. L’ensemble des permutations (k, j)-connexes est noté S%’J_

Exemple. Considérons la permutation (1324) de Sy, k = (2,2) et 7= (2,2). Si on relie les entrées
1, 2 et 3, 4 et les sorties 1, 2 et 3, 4, on obtient le graphe connexe suivant

O—@ Q—Q
ja-

Donc la permutation (1324) est ((2,2), (2, 2))-connexe.

Dans la catégorie des S—bimodules7 on considere le produit monoidal défini par la formule

PRQ(m, n):= @ | B KSml®s; PU, k) s, kIS ] @5, Q(7, 7) @s, k[Sn] ,

NeN* \l,k,7,7 SpP X8q
oil la seconde somme directe porte sur les b-uplets [, k et les a-uplets 7, 7 tels que |I| = m,
|k = |7 = N, 7] = n et ou on considére le module des coinvariants pour laction suivante de

SiP % Sa
0PI Q- P RIRG Q- ®g W ~

07 @pr1(1) © - @ Pro1(t) OTEOV; © Gu(1) @+ @ Gu(a) OV W
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pour € Sy, w € Sy, 0 € 5 ; et pour 7 € Sy avec 7 la permutation par bloc associée, v € S, et
v; la permutation par bloc associée. L'unité I de ce produit monoidal est donnée par

I(1,1) =K, et
I(m,n):=0 sinon.

On note cette catégorie monoidale (S-biMod, X, I).

REMARQUE. Il faut se restreindre aux graphes connexes et aux permutations connexes pour que
ce produit définisse une catégorie monoidale, voir Proposition 1.6 de [2].

Définition (Propérade). Une propérade est un monoide dans la catégorie monoidale des S-
bimodules (S-biMod, X, I).

Exemples.

e Soit M un K-module et soit la collection Endps := {Homg (M®", M®™)},, ,en. La permutation
des entrées et des sorties des applications de Homy (M®", M®™) fait de Endj; un S-bimodule.
A nouveau, les compositions “connexes” des morphismes munissent End,; d’une structure de
propérade.

e Posons Frobg(n,m) := K, la représentation triviale, pour tout n,m > 1. Le produit de compo-
sition suivant un graphe de genre 0 est défini par I'isomorphisme canonique. Sur un graphe de
genre strictement positif, il est nul.

e Considérons Frob(n,m) := K|z], Palgebre polynomiale sur un élément x avec laction triviale
de S,, et S,,,, pour tout n,m > 1. Le produit de composition suivant un graphe de genre g est
défini par le produit dans l'algebre polynomiale de tous les éléments indigant les sommets du
graphe, fois z9.

Une copropérade est un comonoide dans la catégorie monoidale (S-biMod, X, ).

A tout S-module V, on associe un S-bimodule V défini par

{ V(1,n):=V(n) et

V(m,n):=0 pour m > 1.

Ceci définit une inclusion de catégories monoidales VoW =VEW. La catégorie (S-Mod, o, I)
est une sous-catégorie pleine de (S-biMod, X, I'). Une opérade est donc une propérade.

Au final, une algebre associative est une opérade et une opérade est une propérade. Comme le cas
des propérades inclus ces deux autres cas, nous travaillerons dans ce contexte.

CATEGORIE MONOIDALE : (K-Mod, ®g) >————> (S-Mod, 0) >—— (S-biMod, X)

MONOIDE : Algebre associative >——— Opérade >——— Propérade.

Notons que le premier produit monoidal ®k est bilinéaire et symétrique, que le deuxiéme o n’est
linéaire qu’a gauche et non-symétrique et que le troisieme n’est linéaire ni & gauche, ni a droite.

1.4. P-gebres. Soit (A, u, n) une algebre associative et soit M un K-module. Une structure
de module sur A est la donnée d’un morphisme d’algebres associatives ¢ : A — End,;. Plus
généralement, on donne la définition suivante.

Définition (P-gebres). Soit P une propérade et soit M un K-module. Une structure de P-gébre
sur M est un morphisme de propérades P — End,.

Lorsque P est une opérade, on retrouve la notion d’algébre sur P ou P-algébre, cf. [BV73, May72,
GK94]. Une propérade est un objet algébrique qui modélise abstraitement les types d’opérations
agissant sur une catégorie d’“algebres”. Se donner un morphisme concret P — End;; équivaut a
réaliser ces opérations abstraites sur M. L’image de P par ce morphisme fournit les opérations
concretes qui agissent sur M. Comme c’est un morphisme de propérades, les relations vérifiées par
le produit de composition de P donnent les relations vérifiées par ces opérations sur M.

9



Exemples.

e Une Com-algebre est une algebre associative et commutative. Une uCom-algebre est une algebre
associative et commutative unitaire.

e Une As-algebre est une algebre associative. Une uAs-algebre est une algebre associative unitaire.

e Une Frob-gebre est un K-module A, muni d’un produit binaire p : A%2 — A, Y, associatif et

commutatif et d’un coproduit § : A — A®2, /K , coassociatif et cocommutatif. Le coproduit

est un morphisme de modules avec la structure donnée par le produit. Cette notion est proche
de celle d’algebre de Frobenius, cf. [Koc04].
e Une Frobs-gebre est une Frob-gebre telle que

p(6) = =0,

Les catégories de “bigebres” définies par des produits et des coproduits (plusieurs sorties), ne
peuvent pas étre modélisées par des opérades. Dans ce cas, il faut utiliser des propérades. Par
exemple, il existe une propérade BiLie qui code les bigebres de Lie, une propérade BiAs qui code
les bigebres associatives .

REMARQUES.

(1) La terminologie de “gebre” vient de J-.P. Serre [Ser93], ce terme englobe des notions aussi
diverses que les modules, comodules, algebres, cogebres, bigebres. Il n’y aucune obstruction
a omettre le “al” de “al-jabr” qui signifie “le”. Le but de cette terminologie est d’éviter
les confusions entre algébre (produits), cogebre (coproduits) et bigebre (les deux).

(2) La catégorie des algebres associatives unitaires apparait deux fois, mais de maniéres
différentes. Toute algebre associative unitaire est un opérade particuliere et il existe un
opérade uAs qui code les algebres associatives unitaires.

L’intérét des notions d’opérade et de propérade est de modéliser les opérations algébriques agis-
sant sur toutes les gebres d’un certain type. Toute construction effectuée au niveau des propérades
traduit donc des relations entre catégories de gebres.

Nous avons introduit ici la notion de propérade algébrique en nous basant sur la catégorie symé-
trique monoidale (K-Mod, ®k). Cette méme définition est applicable mutatis mutandis & toute
catégorie monoidale symétrique. Dans celle des ensembles munie du produit cartésien, on obtient
la notion de propérade ensembliste, dans celle des espaces topologiques, on obtient la notion de
propérade topologique, dans celle des ensembles simpliciaux, on obtient la notion de propérade
simpliciale, enfin dans celle des modules différentiels gradués munie du produit tensoriel, on obtient
la notion de propérade différentielle graduée.

2. MONOIDE LIBRE

La construction du monoide libre est une question générale qui se pose dans toute catégorie
monoidale. Nous avons apporté une réponse générale dans [3] afin d’expliciter la notion de propérade
libre.

A toute catégorie monoidale (A, X, ), on associe la catégorie Mon(A) des monoides de A. Le

foncteur oubli, U : Mon(A) — A, associe & un monoide son object sous-jacent. Réciproquement
on considere son foncteur adjoint & gauche F : A — Mon(A), lorsqu’il existe.

F: A Mon(A) : U

L’image d’un object V' de A par le foncteur F est appelé monoide libre sur V. 1l est caractérisé
par la propriété universelle suivante : il existe un morphisme ¢ : V' — F(V) dans A tel que tout
10



morphisme ¢ : V — M, ou M est un monoide de A, se factorise de maniere unique par 4

vV —s F(V)

|
X | AP
Y

M

avec @ : F(V) — M morphisme de monoides.

Dans une catégorie monoidale munie de coproduits dénombrables ou les deux cotés du produit
monoidal préservent les coproduits, le monoide libre sur un objet V' est explicitement donné par
les “mots” en V' (cf. [ML98] Chapitre VII, Section 3, Théoréme 2). Si on note le coproduit de la
catégorie par @, la colimite suivante fournit I’objet sous-jacent au monoide libre :

PVvH =cColim(I ~TaV -TaVae V™ ...
neN

Ce cas inclut celui des algebres associatives libres.

L’existence du monoide libre a été établie par M. Barr [Bar70] sous des hypothéses plus générales.
E. Dubuc [Dub74] a décrit une construction du monoide libre lorsque le produit monoidal préserve
les colimites sur la catégorie simpliciale. Cette construction est basée sur un processus transfini.

Lorsque seul un co6té du produit monoidal préserve les colimites, donc les coproduits, G.M. Kelly
a construit le monoide libre & 'aide d’une colimite particuliérement bien choisie (équation (23.2)
page 69 de [Kel80], voir aussi H. J. Baues, M. Jibladze, A.Tonks [BJT97] Appendice B et C. Rezk
[Rez96] Appendice A).

Soit V' un objet de A. On pose VO := I, V! := T @V =2 I @ VRV et plus généralement
VvV :=T@VRV" ! pour n > 1. De méme, on définit les morphismes iy : VO =I - IaV =V,
par U'inclusion, et 4, : V=1 — V™ par la formule de récurrence i,, := id; ®idy X4,_1. Le monoide
libre est alors donné par cette colimite

F(V) = Colim(V° 2% vt 1 y2 2,
Cette construction suffit a traiter le cas des opérades; elle est éminemment dissymétrique.

Tous les cas précédents exigent que le produit monoidal préserve beaucoup de colimites, en parti-
culier les coproduits. Or cette propriété n’est pas vérifiée dans les exemples qui nous intéressent,
notamment celui des propérades. Il faut donc raffiner les arguments. Pour cela, j’ai introduit dans
[3] une colimite de nature symétrique qui donne le monoide libre. Rétrospectivement, cela permet
de retrouver les deux cas précédents et d’expliquer conceptuellement la forme de la propérade libre.

Le théoreme principal de [3] repose sur l'introduction de la notion de partie multilinéaire et sur
I'utilisation de la notion de coégalisateur réflexif.

2.1. Partie multilinéaire. Plagons-nous dans une catégorie monoidale abélienne (A, X, I). Com-
me nous 'avons vu ci-dessus, le point crucial de I’étude du monoide libre réside dans le comporte-
ment du produit monoidal X vis-a-vis du coproduit & de A. Suivant cette notation, nous noterons
f + g la somme de deux morphismes de A.

LA

Nl

11
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Définition (Partie multilinéaire). Soient A, B, X et Y des objets de .A. On appelle partie mul-
tilinéaire en X de AR (X @Y) X B, le conoyau du morphisme suivant

ARY ® B A¥wHB,

que 'on note AR (X oY) X B.

AR (X @Y)R B,

La partie multiplinéaire en X est naturellement isomorphe au noyau de I'application

AR (X eY)x B 22Y8, ARy R B,

ol Ty est la projection X @Y — Y. La suite exacte courte

A@Ly &B
P

AR(Xa®Y)XB

se releve pour donner
AR (X@Y)XKB 2 AR(XaY)XB ¢ AXY X B.

Le produit monoidal préserve les coproduits & gauche et a droite si et seulement si AK(X®Y )XB =
AX X K B pour tout A, B, X et Y dans A. Donc la partie multilinéaire mesure le défaut pour le
produit monoidal & préserver les coproduits.

Définition (Foncteurs de multiplication). A tout objet A de A, on associe le foncteur de muli-
plication & gauche par A (respectivement ¢ droite) défini par G4 : X — AK X (respectivement
Dy : X—XKA).

2.2. Coégalisateurs réflexifs. Les foncteurs de multiplication L4 et R4 ne préservent pas
nécessairement les conoyaux, méme lorsqu’ils préservent les coproduits. Néanmoins dans les cas
qui nous intéressent, les foncteurs de multiplication préservent les coégalisateurs réflexifs, qui est
une notion plus faible que celle de conoyau.

dy
Définition (Coégalisateurs réflexifs). Une paire de morphismes X; —= X est dite réflezive
do

s’il existe un morphisme s : Xo — X tel que dp 0 s9 = dy 0 59 = idx,. Un coégalisateur d’une
paire réflexive est appelé un coégalisateur réflexif.

Un foncteur qui préserve les coégalisateurs réflexifs, préserve les épimorphismes (Proposition 1
de [3]). On dit que le produit monoidal X préserve les coégalisateurs réflexifs si les foncteurs de
multiplication L4 et R4 préservent les coégalisateurs réflexifs, pour tout objet A de A. Dans ce
cas, le produit monoidal de deux coégalisateurs réflexifs est le coégalisateur réflexif du produit
monoidal (Lemme 0.17 de [Joh77]). Tout ceci permet de démontrer I’égalité suivante, qui est le
noeud gordien de [3],

AR((X+Y)®B) X AK(X®B)+ AR (Y ® B),

vue dans AKX B, ou X et Y sont des sous-objets de B.

Pour plus de détails sur les coégalisateurs réflexifs, nous renvoyons le lecteur au livre de P. T.
Johnstone [Joh77].

2.3. Construction générale. On se place dans une catégorie monoidale abélienne (A, X, I) qui
admet des colimites séquentielles, préservées par le produit monoidal.

Rappelons que la catégorie simpliciale A est la catégorie dont les objets sont les ensembles finis
ordonnés [n] = {0 < 1 < --- < n}, pour n € N et dont les morphismes sont les applications
croissantes. La catégorie Ag,ce est la sous-catégorie de A engendrée par les morphismes de face

s g it j<i,
5"(]){j+1 it >,
12



de Homa ([n], [n + 1]) pour i =0,..., n.

Soit V un objet de A. On considere les V;, := (I ® V)®” pour n > 1 et Vj := I. Ces objets sont
munis des applications 7, suivantes

V,L-Ixuﬁ\/n,i

Vo (IoV)RRIR (e V)En— TeV)*RUIeV)RIe V) ) =V, .

Si le produit monoidal préserve les coproduits de chaque c6té, alors la colimite des {V, },, sur la
catégorie Af,ce est égale a @nGN VB ce qui donne les mots en V et le monoide libre. En général,
la colimite Colima,,  V,, n’est pas préservée par le produit monoidal. Il faut donc quotienter les
V,, avant de passer a la colimite.

Pour tout objet V' de A, on pose Ay : IKV = Vet py VI =V les isomorphismes naturels
de la catégorie monoidale A. On considere le morphisme 7 : V — V5 défini par la composée
suivante

-1
Avte

o Ny —iy X
VI IRV e VR YT

IoVR(IaV)=V,.
Pour tous objets A et B de A, on considere I'objet “relation” suivant

AR(r+idy,)RB
B —

RA,B;:Im<A®(V@Vg)®B<—>A®(V@Vz)®B A&szB).

On définit 'objet Vi par

n—2
V, = Conoyau (@ Ry, v, , ,— Vn> .

=0

Les morphismes 7!, entre V,, et V,, 41 passent au quotient et induisent des morphismes entre X~/n
et XN/nH qui sont tous égaux. On considére 'objet F(V) := Colimy V,, défini par cette colimite
séquentielle. Apres passage au quotient, la colimite des V,, sur la catégorie Ag,ce est devenue une
colimite séquentielle des ‘7” qui est préservée par le produit monoidal par hypothese.

On définit 'unité v : I — F(V) par le premier morphisme de la colimite et le produit p par
passage au quotient du morphisme de concaténation V,, X V,,, — V1.

Théoréme 1 (Monoide libre). Dans une catégorie monoidale abélienne qui admet des colimites
séquentielles et telle que le produit monoidal préserve les colimites séquentielles et les coégalisateurs
réflexifs, le triplet (F(V), p, u) forme un monoide, qui est libre en V.

2.4. Foncteurs analytiques scindés. En pratique, pour pouvoir appliquer le théoreme précé-
dent, il faut pouvoir montrer que le produit monoidal préserve les coégalisateurs réflexifs. Pour
cela nous introduisons la notion de foncteur analytique scindé.

Soit A,, le foncteur diagonal A — A*™. Un foncteur polynémial homogéne de degré m est un
foncteur f,) : A — Ade la forme f,) = fnoA,, avec f, un foncteur A" — A qui préserve les
coproduits en chacune de ses entrées.

Définition (Foncteur analytique scindé). Un foncteur analytique scindé est un foncteur f : A —
A de la forme f = @Z‘;O f(n) olt chaque f(,) est un foncteur polynomial homogene de degré n.

Exemple. Les foncteurs de multiplication G4 et R4 de la catégorie monoidale (S-bimod, X, I)
des S-bimodules sont des foncteurs analytiques scindés (Lemme 12 de [3]).

Proposition 2. Soit f =@, fn) un foncteur analytique scindé tel que pour tout n € N, tout
1 € [n] ettout Xq,...,X;—1, Xit1,...,Xn € Ale foncteur X — fp(X1,..., Xi—1, X, Xig1,..., Xpn)
préserve les coégalisateurs réflexifs. Alors [ préserve les coégalisateurs réflexifs.

13



2.5. Applications et généralisations. La proposition précédente s’applique aux foncteurs de
multiplication de la catégorie monoidale des S-bimodules, démontrant que ce produit monoidal
préserve les coégalisateurs réflexifs. On peut donc lui appliquer le Théoreme 1, ce qui donne la
propérade libre.

Théoreme 3. La propérade libre sur un S-bimodule V' est donnée par

F(V) = @ ® V(| Sorties(v)|, | Entrées(v)|) /% ,

g€G. VES,

ot G, est ’ensemble des graphes connezes (sans niveau), Sy l'ensemble des sommets d’un graphe
g, |Sorties(v)| le nombre de sorties de v, |Entrées(v)| le nombre d’entrées de v et ot = est la
relation d’équivalence engendrée par

Q

Le produit de composition est donné par le greffage des graphes.

Le module V,, est ici le module des graphes connexes a n niveaux dont les sommets sont indicés
par des éléments de I et de V. Les espaces de relations Ry, v, , , consistent & identifier les sous-
graphes de la forme I®" @ v € IKV et v ® I®" € V X I pour tout v € V(m,n), c’est-a-dire a
oublier les niveaux.

Ce résultat général s’applique a d’autres types de monoides proches des propérades, comme les %—
props [MV03], les diopérades [Gan03], les props spéciaux [Mar06a] ou matrons [SU05] ainsi qu’aux
2-props [Sho03].

Comme Da fait remarquer Steven Lack [Lac08], la construction explicitée ici et 'hypothese que le
produit monoidal préserve les coégalisateurs réflexifs suffisent a donner le monoide libre lorsque la
catégorie monoidale n’est pas nécessairement abélienne.

L’article [3] a été appliqué par P.-A. Mellies et N. Tabareau dans [MTO08] pour construire des
théories algébriques libres sur une pseudo-monade qui apparaissent en logique mathématique et
en informatique théorique.

3. MODELES

Dans cette section, nous détaillons les méthodes pour expliciter des modeles de propérades que
nous avons mises en point dans [A4,1,2,7,9].

Placons nous maintenant sur la catégorie de base des modules différentiels gradués. Nous tra-
vaillons alors avec des propérades différentielles graduées et copropérades différentielles graduées,
que nous appellerons propérades et copropérades, pour ne pas alourdir la rédaction. Soit P une
propérade et soit Sy un systéme de générateurs de P. On a donc un épimorphisme F(Sy) — P.
En général, ce morphisme n’est pas injectif ; son noyau est un idéal engendré par un S-bimodule
S1. On a donc le début d’une suite exacte. En itérant, on peut espérer trouver un S-bimodule
S=5®S1DSa®--- et une différentielle sur F(S) telle que cette propérade soit quasi-isomorphe
AP :F(S) = P.Cest ce que l'on appelle un modéle de P. Les S,, sont les syzygies propéradiques
de P. En effet, ce procédé est similaire a celui donnant des résolutions libre de modules sur une
algebre en géométrie algébrique, cf. [Eis05].
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Les papiers [A, 1,2, 7, 9] offrent un début de réponse au programme suivant : soit une propérade P,
peut-on donner un modele explicite pour P 7 Il existe un foncteur dans la catégorie des propérades
appelé construction bar-cobar qui fournit une résolution canonique pour toute P. Ce coté foncto-
riel a un cott : la construction bar-cobar est énorme. Des résolutions plus petites dépendent de la
forme de P. Lorsque la propérade admet une présentation avec des relations quadratiques, nous
utilisons la dualité de Koszul des propérades de [A, 1,2], lorsque ses relations sont de poids 2 et
moins, nous utilisons la dualité de Koszul hétérogéne de [9] et lorsque ses relations sont de poids
2 et plus, nous utilisons la dualité de Koszul homotopique de [7].

Trouver des résolutions ou décrire les syzygies est un vieux et difficile probleme. Au lieu de travailler
par récurrence, les méthodes de dualité de Koszul données ici reposent sur le principe suivant :
produire S et la différentielle de F(S) d’un seul coup comme réponse & un probléme algébrique
universel. Par exemple, S est une copropérade engendrée par des (co)générateurs de (co)relations.
La petite donnée de générateurs et de relations fournit automatiquement toutes les syzygies.

3.1. Propérades quasi-libres, modeéles et modeles minimaux.

Définition (Propérade quasi-libre). Une propérade quasi-libre (F(S),d) est une propérade diffé-
rentielle graduée dont le S-bimodule sous-jacent est une propérade libre F(S).

Une propérade quasi-libre n’est pas nécessairement libre; la différentielle d n’est en général pas
I’extension libre de celle de S.

Définition (Modele). Soit P une propérade. Un modéle de P est une propérade quasi-libre
(F(S), d) munie d’'un quasi-isomorphisme F(S) — P.

Parmi les modeles, il existe une classe particulierement intéressante, celle des modeles sans différen-
tielle interne. La propérade libre est graduée par le nombre de sommets des graphes qui représentent
ses éléments. On note cette graduation }"(S)(”), pour n € N.

Définition (Différentielle décomposable). La différentielle d'une propérade quasi-libre (F(S), d)
est dite décomposable si 'image de S par d est composée uniquement d’éléments décomposables,
c’est-a-dire d(S) C D,,59 F(S)m,

Définition (Modeéle minimal). Un modele (F(S), d) est dit minimal si sa différentielle est dé-
composable.

Les modeles minimaux des algebres commutatives jouent un réle important en topologie algébrique
car ils permettent de calculer les groupes d’homotopie rationnelle [Sul77, FHTO01].

3.2. Morphismes tordants, résolution bar-cobar. Dans cette section, on généralise aux pro-
pérades les notions de morphismes todants et construction bar et cobar des algebres associatives
[Car55, Bro59, HMS74] et des opérades [GJ94].

Proposition 4. Pour toute copropérade C et toute propérade P, le S-bimodule différentiel gradué
Hom(C, P) est une propérade. Cette construction est naturelle en C et en P.

La différentielle 9 sur Hom(C, P) est définie par d(f) := dp o f — (—1)//I f ode. On appelle ce type
de propérades, une propérade de convolution. Dans le cas ou C = C est une cogebre coassociative
et P = A une algebre associative, on retrouve que Hom(C, A) est une algebre associative. Dans le
cas ot C est une coopérade et P une opérade, ce résultat a été démontré dans [BMO3].

Proposition 5. Soit P une propérade, la somme directe de ses composantes @m’nP(m,n) est
munie d’une structure naturelle d’algebre de Lie différentielle graduée. Cette structure se restreint
au sous-module des invariants pour l'action des groupes symétriques.

Ce théoreme généralise celui de [KMO1] pour les opérades.

Corollaire 6. Pour toute copropérade C et toute propérade P, la somme directe des morphismes
équivariants Homg(C,P) = @p,, ,, Homs(C(m,n), P(m,n)) est une algébre de Lie différentielle
graduée. De plus, cette construction est naturelle en C et P.
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On peut donc considérer ’équation de Maurer-Cartan d(c) + i[a, o] dans cette algébre de Lie
de convolution. Supposons P augmentée (respectivement C coaugmentée), c’est-a-dire munie d’un
morphisme de propérades P — I (respectivement un morphisme de copropérades I — C). A
partir de maintenant, nous supposerons toutes les propérades augmentées et les copropérades co-
augmentées. Dans ce cas, on appelle morphisme tordant toute solution de degré —1 de I’équation
de Maurer-Cartan qui s’annule si on la compose avec 'augmentation de P ou avec la coaugmen-

tation de C. L’ensemble de morphismes tordants est noté Tw(C, P).

Tout morphisme tordant o € Tw(C,P) induit une différentielle d,, de carré nul sur C K P. Ce
complexe de chaines est appelé le produit de composition tordu et il est noté C X, P. On définit
de la méme manieére un produit de composition tordu & droite P X, C.

Théoréme 7 (Lemme de comparaison des produits de composition tordus). Soient g : P — P’
un morphisme de propérades graduées par un poids et f : C — C' un morphisme de copropérades
graduées par un poids. Soient o : C — P et o’ : C' — P’ deuxr morphismes tordants compatibles
avec f etg :a' o f=goa.
Si deuz des morphismes parmi f, g et fRg : CR, P — C' Ky P’ sont des quasi-isomorphismes,
alors le troisieme [’est aussi.

N

La copropérade colibre F¢(V') est réalisée & nouveau par les graphes connexes et le coproduit
de décomposition est donné dualement par les découpages des graphes en deux niveaux. A toute
propérade augmentée P, on associe la copropérade F¢(sP), ol s est la suspension homologique
et P l'idéal d’augmentation. Il existe une unique codérivation dy qui étend le produit partiel de
deux éléments de la propérade P. La différentielle interne de P induit une unique codérivation
dy sur F¢(sP). La copropérade ainsi obtenue est appelée la construction bar de P et est notée
BP := (F¢(sP),d; + dz). La construction cobar QC d’une copropérade coaugmentée se définit de
maniere duale sur F(s~1C). Ces deux constructions permettent de représenter le bifoncteur Tw.

Théoréme 8. Pour tout propérade augmentée P et toute copropérade conilpotente C, on a les
bijections naturelles suivantes

Homgg prop.(2C,P) = Tw(C, P) = Homgg coprop.(C, BP).
Ce théoreme implique l'existence de deux morphismes tordants universels m : BP — P et ¢ :

C — QC associés respectivement a la counité et a I'unité d’adjonction. Tout morphisme tordant «
se factorise par eux

avec ¢, morphismes de propérades et f, morphismes de copropérades.

Proposition 9. Les produits de composition tordus BPX, P, PX, BP, CX, QC et QCX, C sont
acycliques.

Un morphisme tordant « dont le produit de composition tordu C X, P est acyclique est appelé un
morphisme de Koszul.

Théoréme 10 (Théoréme fondamental des morphismes de Koszul). Soient P une propérade
connexe graduée par un poids et C une copropérade connexe graduée par un poids. Pour tout
morphisme tordant o : C — P, les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) Le produit de composition tordu ¢ gauche C K, P est acyclique.

(2) Le produit de composition tordu a droite P K, C est acyclique.
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(3) le morphisme de copropérades f. : C — BP est un quasi-isomorphisme.

(4) le morphisme de propérades g, : QC — P est un quasi-isomorphisme.

Ce théoreme est une conséquence directe du lemme de comparaison (Théoreme 7) et de la propo-
sition 9 en considérant par exemple f, XIdp : C K, P — BP K, P pour montrer (1) < (3).

Comme corollaire, on obtient que la counité d’adjonction est un quasi-isomorphisme.
Théoréme 11. La counité d’adjonction QBP — P est un quasi-isomorphisme.

Ce résultat fournit un modele canonique pour toute propérade. Par contre, cette construction
est assez grosse; il faut considérer les graphes de graphes d’éléments de P. Dans certains cas
particuliers, on peut simplifier cette résolution. C’est I'objet de la prochaine section.

3.3. Dualité de Koszul. On appelle donnée quadratique tout paire (V, R) ou V est un S-bimodule
et R un sous-S-bimodule de F (V)| partie de poids 2 de la propérade libre composée des graphes
4 2 sommets. A partir d’'une donnée quadratique, on peut associer une propérade quadratique
P(V,R) := F(V)/(R) définie par le quotient de la propérade libre sur V' par 'idéal engendré par
R. Dualement, on définit une copropérade quadratique C(V, R) comme une sous-copropérade de la
copropérade colibre F¢(V'). (Pour une étude détaillée des idéaux et des coidéaux dans les monoides
et comonoides, on renvoie le lecteur a 'appendice B de [6].)

Exemples.

e L’algebre symétrique S(V') et l'algebre extérieure A(V') sont des algebres quadratiques.

e [’opérade non-symétrique As est quadratique. Elle est engendrée par une opération binaire V' et
est soumise a la relation d’associativité R qui s’écrit avec des arbres & deux sommets, cf. [GK94].
De méme, 'opérade Com est une opérade quadratique. Il existe d’autres opérades quadratiques :
lopérade Lie qui code les algebres de Lie, 'opérade G qui code les algebres de Gerstenhaber,
lopérade PreLie qui code les algebres prelie, cf. [Ger63] pour les définitions.

e La propérade Frob est quadratique. Elle est engendrée par un produit binaire commutatif et un
coproduit binaire cocommutatif V' qui sont respectivement associatifs et coassociatifs et dont le
coproduit est un morphisme de modules avec la structure donnée par le produit :

i V:\P/ /<\:/5\ X:N:%
e La propérade Frob, est quadratique. Elle admet la méme présentation que Frob avec le terme
supplémentaire suivant dans le module des relations

=0

o Il existe d’autres propérades quadratiques, citons le propérade BiLie des bigebres de Lie [Dri87],
le propérade BiLie, des bigebres de Lie & involution [CS99, Cha04], la propérade InfBi des
bigebres de Hopf infinitésimales [Agu00]. D’autres exemples intéressants ont été introduits par
J.-L. Loday [Lod08] pour démontrer des théorémes de Cartier-Milnor-Moore généralisés.

Définition (Duale de Koszul). Soit une (V, R) une donnée quadratique. On appelle duale de
Koszul de P(V, R) la copropérade P! := C(sV, s*R).

La copropérade Pi est la sous-copropérade de BP donnée par les groupes d’homologie des di-
mension maximale. Comme le calcul d’une copropérade engendrée par des (co)générateurs et des
(co)relations est un exercice difficile, on la dualise linéairement et on la désuspend, ce qui donne
une propérade. On appelle cette derniere la propérade duale de Koszul de P et on la note P'.
Lorsque V est de dimension finie, elle est donnée par la formule P' = P(VY, RY), ott V'V est le
dual linéaire de V tordu par la représentation signature du groupe symétrique. Dans ce cas, on a
la relation de dualité (P')' = P.

Exemples.
e La duale de Koszul de S(V) est S(V)' = A(V*).
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e L’opérade As est auto-duale, As' 2 As. La duale de Koszul de Com est Lie, et vice-versa.
Ce résultat explique rétrospectivement la nature des foncteurs apparaissant en homotopie ra-
tionnelle, cf. [Qui69, Sul77, GK94]. L’opérade G des algebres de Gerstenhaber est autoduale,
G' > G, cf. [GJ94)].

e Les propérades Frob et BilLie, sont duales de Koszul, I'une de I'autre. Les propérades Frob, et
BiLie sont duales de Koszul, I'une de I'autre.

Il existe un morphisme tordant x : Pi — P. Le produit de composition tordu associé Pi K, P est
appelé le complexe de Koszul. Le théoréeme 10 fournit ici le critéere suivant.

Théoréme 12 (Critere de Koszul). Soit (V, R) une donnée quadratique. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) le compleze de Koszul a gauche P1 X, P est acyclique,
(2) le compleze de Koszul a droite P K, P est acyclique,
(3) UVinclusion Pt — BP est un quasi-isomorphisme,

(4) la projection QP' — P est un quasi-isomorphisme.

Lorsque c’est le cas, on dit que la propérade P est une propérade de Koszul. Toutes les propérades
quadratiques données précédemment sont de Koszul, sauf Frob et BiLie, pour lesquelles aucune
démontration n’a été donnée a ce jour. Le complexe de Koszul donne donc un moyen pratique pour
tester si la construction cobar fournit un modeéle minimal de P. Le gain par rapport a la résolution
bar-cobar est substantielle ; on utilise ’homologie P! de la construction bar, a la place d’elle-méme.

Meéme si on ne sait toujours pas si les propérade Frob et BiLie, sont de Koszul, la propérade

QFrobl a déja trouvé des applications en topologie des cordes, théorie des champs symplectiques
et en théorie de Floer, cf. [DCTT08, CFLO0S|.

3.4. Dualité de Koszul hétérogene. La méthode de la section précédente ne s’applique que
lorsque la propérade est quadratique. Nous raffinons ici la dualité de Koszul pour traiter les cas
de propérades qui admettent des relations de poidslet2: RC V@ F (V)(z). De telles propérades
sont appelées des propérades quadratiques hétérogenes.

Exemples.

e L’algebre de Steenrod et ’algebre enveloppante d’une algebre de Lie sont des algebres quadra-
tiques hétérogenes, cf. [Pri70] et [Kos49].

e [’opérade BV qui code les algebres de Batalin-Vilkovisky est une opérade quadratique hétérogene.
(On renvoie a la section 7.1 pour la définition d’une algebre de Batalin-Vilkovisky.)

Déja dans le papier originel sur la dualité de Koszul [Pri70], S. Priddy avait démontré la dualité
de Koszul hétérogeéne. Son but était justement de traiter ces deux premiers exemples. Nous avons
généraliser cette théorie aux propérades dans [9] dans le but de traiter 'exemple des algebres de
Batalin-Vilkovisky.

Soit P = F(V)/(R) une propérade quadratique hétérogene et soit la projection q : F(V) —»
F (V)(Q). On considere 'image de R par ¢, que 'on note qR. Elle contient la partie quadratique
des relations de P. On définit la propérade quadratique qP := F(V)/(qR). Nous supposons que
RNV = {0}. Dans le cas contraire, il suffit de réduire le module des générateurs V. Sous cette
hypothese, il existe un morphisme de S-bimodules ¢ : qR — V tel que R s’écrive comme le graphe
de ¢ :
R={X - p(X), X €qR}.

On note abusivement R ® V (respectivement V @ R) le sous-S-bimodule de F(V)?) @ F(V)®)
obtenu en greffant un élément de V au-dessus d’un élément de R de toutes les manieres possibles
(respectivement en-dessous).

Lemme 13. Lorsque (R®@V +V @ R)Nn F(V)? c RN F(V)?, le morphisme ¢ induit une
codérivation d, de carré nul sur qP'.
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Définition (Copropérade duale de Koszul). Sous la condition du lemme 13, on appelle copropérade
duale de Koszul de P la copropérade différentielle graduée Pi := (qP', d,,).

On a maintenant tous les outils en main pour généraliser les résultats de la section précédente au
cas hétérogene.

Définition (Propérade de Koszul). Une propérade P est appelé une propérade de Koszul si elle
admet une présentation quadratique hétérogene P = F(V)/(R) avec R C V& F(V)? et telle que

(1) RNV ={0},
2) (RIV+AV @R NFV)? c RNF(V)?),
(3) la propérade quadratique qP := F(V)/(qR) est de Koszul dans le sens du théoreme 12.

La condition (1) porte sur la minimalité du module des générateurs. La condition (2) exprime la
maximalité du module des relations. Les trois exemples précédents sont des propérades de Koszul.
Dans le cas de 'opérade des algebres de Batalin-Vilkovosky, il faut prendre la présentation donnée
en 7. La relation de dérivation de 'opérateur A par rapport au crochet de Lie ( , ) est une
conséquence des autres relations. Si on 'omettait, la condition (2) ne serait plus satisfaite. Cette
définition inclut le cas quadratique, pour lequel d, = 0.

Théoréme 14. Soit P une propérade de Koszul. La construction cobar de sa copropérade duale
de Koszul est une résolution de P : QP = P.

Ce théoreme fournit des résolutions plus petites que la construction bar-cobar mais pas un modele
minimal a cause de la différentielle interne d,. On renvoie a la section 7 pour des applications de
la, résolution OBV = BV.

La démonstration se fait par un argument de suite spectrale convergente. Les objets suivants
apparaissent dans cette démonstration. La graduation naturelle de la propérade libre F (V') donnée
par le nombre de générateurs induit la filtration suivante sur P :

F = {r(@ F(V)")},
k<n
ou m est la projection canonique F(V) — P. On note la propérade graduée associée par grP.
Comme les relations ¢R sont vérifiées dans grP, il existe un morphisme de propérades graduées

p:qP — grP.

Théoréeme 15 (Théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour la propérade P). Lorsque P est une
propérade de Koszul, le morphisme p : qP — grP est un isomorphisme de propérades. Les trois
S-bimodules suivants sont isomorphes P = grP = qP.

Dans le cas de I’algebre enveloppante d’une algebre de Lie, cela donne une nouvelle démonstration
du théoreme classique de Poincaré-Birkhoff-Witt, cf. A. Polischuk et L. Positselski [PP05]. Dans
le cas de l'opérade BV, cela donne une autre démonstration du fait que l’algebre de Batalin-
Vilkovisky libre sur X a pour module sous-jacent BV(X) 2 Com o Lie* (X @ A(X)), ot Lie® est
lopérade qui code les algebres de Lie avec un crochet de degré 1, cf. E. Getzler [Get94] et [9].

Pour définir une propérade de Koszul, on peut utiliser la condition (2') : R = (V@ F(V)@)N(R)),
qui est équivalente a la condition (2). C’est encore une condition de maximalité sur la présentation
des relations. Elle est difficile & montrer en pratique, on peut donc voir ce resultat comme une
conséquence intéressante des propérades de Koszul.

3.5. Propérade & homotopie prés et copropérades a homotopie pres. Toute dérivation d

sur la propérade libre F(s~1C) est caractérisée par I'image de ses générateurs § : s~1C — F(s71C).

Posons §,, la projection de celle-ci sur F (5_1C)("), qui consiste a décomposer les éléments de C en

n. Lorsque C est une copropérade, la donnée d’un coproduit de décomposition sur un S-bimodule

C est équivalente & la donnée d'une dérivation d de carré nul sur F(s~1C) telle que seul d soit

non nul. Il y a la une équivalence entre la dérivation d’une propérade quasi-libre et la structure
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algébrique sur ses générateurs. Nous allons généraliser ce résultat a tout modele, c¢’est-a-dire lors-
qu’il n’y a aucune restriction sur les d,,.

Une algebre associative est un module muni d’un produit binaire vérifiant la relation stricte d’as-
sociativité. J. Stasheff a donné dans [Sta63] une notion plus faible, celle d’algébre associative a
homotopie prés ou As-algébre. Une A-algebre est un module différentiel gradué (A, d4) muni
d’opérations p, : A®" — A de degré n—2, pour tout n > 2, telles que i3 soit une homotopie pour
la relation d’associativité de uso, et ainsi de suite. Une structure de A,.-algebre est équivalente a la
donnée d’une codérivation de carré nul sur la cogebre colibre T¢(sA). P. Van der Laan a généralisé
cette notion en définissant celle d’opérade a homotopie prés [VAL02, VALO3] et J. Granaker est
allé encore plus loin [Gra07] avec celle de propérade a homotopie prés : une propérade a homotopie
prés est un S-bimodule P telle que la copropérade colibre F¢(sP) soit munie d’une codérivation
de carré nul. Une telle codérivation est caractérisée par son image sur le module des générateurs
F¢(sP) — sP. On obtient alors la définition équivalente suivante.

Proposition 16 (Propérade a homotopie pres). Une propérade a homotopie prés est un S-
bimodule différentiel gradué (P, dp) muni d’opérations ju, : F(P)™) — P de degré n—2, vérifiant
une certaine relation quadratique (Proposition 22 de [7]).

Une propérade a homotopie pres possede donc des opérations qui “composent” tout graphe dont
les sommets dont incidés par des éléments de P. Pour tout graphe, la somme de toutes les possi-
bilités de composer un sous-graphe puis le graphe restant doit étre nulle. Une propérade est une
propérade a homotopie pres ou tous les u,, sont nuls pour n > 3.

P1

m

FIGURE 4. Exemple de composition dans une propérade a homotopie prées

Par extension, on appelle la premiere définition de propérade & homotopie pres, la construction
bar BP := F¢(sP) de P. Un morphisme entre propérades & homotopie pres est la donnée d’'un
morphisme de copropérades différentielles graduées (F¢(sP),d1) — (F°(sP2),ds).

Dualement, nous avons introduit la notion de copropérade a homotopie pres.

Définition (Copropérade a homotopie pres). Une copropérade a homotopie prés est un S-bimodule
C telle que la propérade libre F(s~1C) soit munie d’une dérivation de carré nul.

Proposition 17 (Copropérade & homotopie pres). Une copropérade ¢ homotopie prés est un
S-bimodule différentiel gradué (C,dc) muni de coopérations 6, : C — F(C)™) de degré n — 2,
vérifiant une certaine relation quadratique (Proposition 23 de [7]).

La coopération §,, décompose tout élément de C en n éléments indigant un graphe connexe. La
somme sur toute les possibilités d’appliquer un J,, puis un §; a tout sommet du résultat doit étre
nulle. La premiere définition de copropérade & homotopie pres est appelée construction cobar de
C et notée 2C. Un morphisme entre copropérades a homotopie pres est la donnée d’un morphisme
de propérades différentielles graduées (F(s~1Cy),d1) — (F(s71Ca), d2).
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Pour toute Ao-algebre A, son homologie H(A) a une structure naturelle d’algebre associative.
Reconstruire le type d’homotopie de A a partir de cette seule structure est impossible. Pour cela,
il faut transférer & H(A) toute une structure d’A,.-algébre, c’est ce que I'on appelle le théoréme
de transfert ou lemme de perturbation homologique [Kad82, GS86, Mer99, KS00]. Dans le cas de
I’algebre des cochaines d’un espace topologique, ce procédé donne les produits de Massey de la
cohomologie singuliere. Ce théoréme a été étendu aux propérades par J. Granaker dans [Gra07].

Proposition 18. Soit C une copropérade a homotopie prés conilpotente, il existe une structure
de copropérade & homotopie prés sur ’homologie H(C) faiblement équivalente a celle de C et qui
étende sa structure de copropérade.

Tout comme dans le cas des Ao-algebres [KS00], la formule de la structure transférée est ici donnée
par des sommes d’arbres. Dans la section suivante, on explicite les modeles minimaux grace a cette
proposition.

3.6. Koszul homotopique. Dans les sections précédentes, nous avons donné des méthodes pour
expliciter des modeles de propérades dont les relations sont concentrées en poids inférieur a 2 ; ici
nous traitons le cas ou les relations sont concentrées en poids supérieur a 2.

Théoreme 19. Soit P une propérade augmentée concentrée en degrés positifs et soit (F(S), d) un
modéle minimal de P. La suspension du S-bimodule S est isomorphe a I’homologie de la construc-
tion bar de P.

Réciproquement, la construction bar-cobar fournit toujours une résolution de P : QBP =5 P. On
transfere la structure de copropérade de la construction bar & son homologie par la proposition 18.
Comme cette derniere est faiblement équivalente a la premiére, on conserve un quasi-isomorphisme
vers P, d’ou le modeéle minimal. On le fait concrétement de la maniére suivante.

Définition. Soit P = F(V)/(R) une propérade dont les relations satisfont R C @,>2F(V)™. La
propérade P est appelé une propérade de Koszul homotopique si

(1) il existe une graduation supplémentaire P = @\P(A) telle que chaque P(\) soit un S-
bimodule de dimension finie.

(2) les propérades P et qP = F(V)/(qR) sont isomorphes comme S-bimodules,
(3) la propérade quadratique qP = F(V)/(qR) est de Koszul.

En pratique les conditions (1) — (3) ne sont pas difficiles & vérifier, comme le prouvent les exemples
suivants.

Exemples.
e La propérade BiAs des bigebres associatives est une propérade de Koszul homotopique (Proposi-
tion 41 de [7]). Le produit est associatif, le coproduit coassociatif mais la relation de compatibilité

est de poids 2 et 4.
e Soit P une opérade de Koszul. L’opérade colorée P,o_,o qui code deux P-algebres et un morphisme
entre les deux est une opérade de Koszul homotopique.

Théoréme 20. Une propérade de Koszul homotopique P admet un modele minimal de la forme
(F(sqP"),d).

Dans ce cas, on montre que ’homologie de la bar construction est égale a qP! et on applique la
proposition 18. Dans le cas des propérades Bias et P,_.4, ceci explique conceptuellement la forme
des modeles minimaux proposés par M. Markl dans [Mar06a] et [Mar06b].

Remarquons que nous avons vu apparaitre “le principe d’incertitude d’Heisenberg” suivant : il est
en général tres difficile d’avoir un modele ou le module des syzygies S et la différentielle d soient
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tous les deux simples en méme temps. Il n’y a que dans le cas tres particulier de la dualité de
Koszul quadratique ou ce soit le cas : S est alors égal a I’homologie de la bar construction de P et
d vient de la structure de copropérade de H(BP). Ce cas correspond au cas ol la bar construction
de P est formelle.

4. THEORIE DE DEFORMATION DES MORPHISMES DE PROPERADES

Dans les papiers [7] et [8], écrits en collaboration avec Sergei Alexeevich Merkulov, nous avons
développé la théorie de déformation des morphismes de propérades.

La théorie de déformation des morphismes entre algebres commutatives a été étudiée par D.
Quillen dans [Qui70], voir aussi [And67]. Elle a été étendue aux topos et aux schémas par L.
Nlusie 1171, T1172] en géométrie algébrique. Cette théorie requiert I'introduction de la notion de
catégorie de modéles pour faire de 'homotopie dans un cadre abstrait. Chez Quillen, le complexe
de déformation d’'un morphisme d’algebres commutatives est un foncteur dérivé mais depuis une
catégorie non-abélienne, d’ol1 les catégories de modeles. Comme une structure de gebre sur une
propérade est un morphisme de propérades, nous avons défini et étudié la théorie de déformation
des morphismes des propérades. Ceci fournit la définition de la cohomologie des gebres et des
gebres a homotopie pres sur une propérade. Une algebre commutative étant une algebre associa-
tive, qui est une opérade, qui est une propérade, cette démarche est une généralisation stricte de
la théorie de Quillen & un cadre non-commutatif et non-linéaire.

Nous commencons donc par munir la catégorie des propérades différentielles graduées d’une struc-
ture de catégorie de modeles. Nous donnons la définition de P-gebre a homotopie prés, que nous
explicitons grace aux résolutions de la section 3. Comme ces résolutions sont quasi-libres, nous in-
terprétons ces structures comme des solutions de I’équation de Maurer-Cartan généralisée dans une
L.-algebre. Nous définissons ensuite abstraitement le complexe de déformation d’un morphisme
de propérades, grace aux notions de bimodules infinitésimals sur une propérade et de module de
Kihler des formes différentielles qui représente les dérivations. Comme ce complexe est défini par
un foncteur dérivé, nous utilisons les modeles de la section précédente pour le réaliser. Et comme
nous utilisons la méme résolution que celle qui définit la notion de P-gebre a homotopie pres, nous
obtenons que ce complexe de chaines est ’algebre L, tordue par la solution de Maurer-Cartan
généralisée correspondant a la structure de P-gebre a homotopie pres de départ. Les éléments de
Maurer-Cartan généralisés dans cette nouvelle algebre L., sont en bijection avec les déformations
possibles du morphisme de départ. Dans le cas Koszul, on trouve une algebre de Lie stricte, c’est
le crochet intrinséque de [Sta93]. Dans le cas de la dualité de Koszul homotopique de 'opérade
colorée qui code les morphismes de P-algebres, cela donne une interprétation des morphismes ho-
motopiques comme élément de Maurer-Cartan d’'une Lo.-algebre. Dans le cas de la propérade des
bigebres, on démontre que le complexe de déformation réalisé par ce modele minimal est isomorphe
au complexe total du bicomplexe de Gerstenhaber-Schack [GS90]. Ceci prouve que ce complexe
est muni d’une structure Lo, qui controle les déformations des bigebres.

4.1. Catégorie de modeles. La notion de catégorie de modeles a été introduite par D. Quillen
dans [Qui67]. Elle décrit un cadre abstrait pour faire de la théorie de 'homotopie. Une catégorie
de modeles est une catégorie munie de trois classes de morphismes : les équivalences faibles, les
fibrations et les cofibrations. Pour les axiomes que ces trois classes doivent vérifier et pour plus de
détails, nous renvoyons & [DS95, Hov99, GS07]. Le but de cette notion est de décrire la catégorie
homotopique obtenue en inversant formellement les équivalences faibles grace aux informations
supplémentaires données par les fibrations et les cofibrations. On travaille ici sur un corps de
caractéristique 0.

Théoréme 21. La catégorie des propérades différentielles graduées forme une catégorie de modéles
cofibrement engendrée avec pour équivalences faibles, les quasi-isomorphismes, pour fibrations, les
épimorphismes et pour cofibrations, les morphismes vérifiant la propriété de relévement a gauche
par rapport auz fibrations acycliques.
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Comme la catégorie des S-bimodules différentiels gradués est cofibrement engendrée, la démonstration
se fait via le foncteur F de propérade libre et le théoréme de transfert (section I1.4 de [Qui67],
Theorem 3.3 de [Cra95] et Proposition 2.1.19 de [Hov99] Proposition 2.1.19).

Les propérades cofibrantes sont les retracts des propérades quasi-libres triangulées, c’est-a-dire avec
une condition de filtration sur les générateurs, voir théoreme 22 ci-dessous, comme en homotopie
rationnelle [Sul77], voir aussi [Sul08]. Donc les propérades quasi-libres triangulées sont cofibrantes
(Corollaire 40 de [8]). Réciproquement, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 22. Toute propérade différentielle graduée admet un remplacement cofibrant de la
forme F(S) ot les composantes de S sont des S-bimodules libres, munis d’une filtration exhaustive

S():{O}CslCSQC"'CCOHIH,;Si:S

telle que d : S; — F(S;—1) et telle que les S;—1 — S; soient des monomorphismes scindés avec
des S-bimodules libres pour conoyaux.

Deux remplacements cofibrants de la méme propérade sont quasi-isomorphes.

4.2. P-gebres a homotopie prés. Soit P une propérade. On peut définir la notion de P-gébre
a homotopie prés ou Py -gébre comme une gebre sur un remplacement cofibrant de P. Comme
deux remplacements cofibrants sont quasi-isomorphes, la catégorie homotopique des P..-gebres,
définie en inversant formellement les quasi-isomorphismes, est bien définie. C’est suffisant si seules
les propriétés homotopiques des P,-gebres nous intéressent.

Définition. Une P-gebre a homotopie prés est une gebre sur un modele minimal cofibrant de P.

Dans ce cas le modele minimal est triangulé; il est équipé d’une filtration supplémentaire qui
permet de montrer son unicité & isomorphisme pres, cf. [FHT01, Mar96]. (Le cas des propérades
reste & écrire mais ne pose pas de probléme insurmontable). Cette notion est donc bien définie.

En pratique, on utilise les modeles minimaux fournis a la section 3 qui sont tous cofibrants. Dans
le cas As, on retrouve la notion de Ay-algébre de Stasheff [Sta63]. Dans le cas Lie, on retouve la
notion d’algebre de Lie a homotopie pres ou Lo-algébre qui est une version anti-symétrique de
celle de A.-algebre. C’est un module différentiel gradué (g, d) muni d’opérations I, : A"g — g de
degré n — 2, pour tout n > 2, vérifiant une relation quadratique. Cette définition est équivalente a
la donnée d’une codérivation de carré nul sur la cogebre symétrique colibre S¢(sg). Cette notion
joue un role crucial en géométrie et en physique mathématique, cf. [Kon03].

Dans le cas de la propérade BilLie, la dualité de Koszul des propérades fournit la notion de bigébre
de Lie a homotopie prés. Dans le cas BiAs, la dualité de Koszul homotopique donne la notion de
bigébre associative a homotopie preés, cf. [Mar06b, SU05]. Dans le cas de Po_,, la résolution de
Koszul homotopique redonne la notion de co-morphisme entre Py-algebres [BV73, Mar04].

Soit A un module différentiel gradué, on voudrait maintenant pouvoir comprendre I’ensemble des
structures de Po-gebre sur A. C’est le but de la section suivante.

4.3. Propérades, copropérades et algebres de Lie a homotopie prés. Nous généralisons
les premiers résultats de la section 3.2 au cas ou C est une copropérade a homotopie pres.

Théoréme 23. Pour toute copropérade a homotopie prés C et toute propérade Q, le S-bimodule
Hom(C, Q) est une propérade o homotopie prés. Cette construction est naturelle en C et en Q.

Théoréme 24. Soit P un propérade a homotopie prés, la somme directe de ses composantes
D, P(m,n) est munie d’une structure naturelle d’algebre de Lie a homotopie prés. Cette struc-
ture se restreint au sous-module des invariants pour l'action des groupes symétriques.

Ce dernier théoreme généralise celui de [VALO02] pour les opérades & homotopie pres.
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Corollaire 25. Pour toute copropérade a homotopie pres C et toute propérade Q, le produit des
morphismes équivariants Homs(C, Q) = [],, , Homg(C(m, n), Q(m,n)) est une Loc-algebre. De
plus, cette construction est naturelle en C et Q.

Cette Loo-algebre est appelée Lo -algebre de convolution.

Dans toute L..-algebre, vérifiant une hypothese de finitude, on considere [’équation de Maurer-
Cartan généralisée suivante :

1
> —ln(a,...,a) =0, ot =d.
n!
n>1
Les solutions de cette équation dans ’algebre de Lie a homotopie pres de convolution sont appelées
des morphismes tordants généralisés et leur ensemble est noté Tw(C, Q). La propriété essentielle
de cette notion réside dans la proposition suivante.

Proposition 26. Soient C un copropérade a homotopie prés et Q une propérade, il existe une
bijection naturelle

Homdg propérades (Q(C)a Q) = TW(C’ Q)

Pour Q@ = Endy et QC = P, ceci donne une interprétation des structures de P..-gebres sur A
comme des morphismes tordants généralisés.

Théoréme 27. [l existe une bijection naturelle entre I’ensemble des structures de Pyo-gébres sur
A et les solutions de l’équation de Maurer-Cartan généralisée dans la Loo-algébre de convolution
Homg (C, EndA).

Ce théoreme répond a la philosophie de la théorie des déformation qui remonte & Grothendieck et
Deligne qui veut que “tout ensemble de structures” soit codé par une algebre de Lie différentielle
graduée, voire une L.-algebre. Dans le cas de la résolution de Koszul homotopique de P,_.,, ceci
donne une interprétation des co-morphismes entre Py,-algebres en terme de solutions de I’équation
de Maurer-Cartan généralisée dans une algebre Lo, (voir V. Dolgushev [Dol07] pour le cas P = Lie
traité ad hoc).

4.4. Complexe de déformation des morphismes de propérades. Dans la catégorie monoidale
des S-bimodules, la notion de bimodule M sur une propérade P est définie par deux morphismes
PRM — M et MXP — M. Ceci équivaut a faire agir plusieurs opérations de P sur plusieurs
opérations de M. Dans la suite, nous aurons besoin de la notion infinitésimale suivante.

Définition (Bimodule infinitésimal). Un bimodule infinitésimal sur une propérade P est un S-
bimodule M muni de deux morphismes de S-bimodules

PR(P;M)—M et (P,M)XP— M,

ou PX(P; M) (respectivement (P; M)XP) est la partie linéaire en M du foncteur M — PR(POM)
(respectivement M — (P @ M) K P). Ces deux actions commutent entre elles et sont compatibles
avec la composition de la propérade P, cf. section 3 de [7].

La donnée d’un bimodule infinitésimal M est équivalente a la donnée d’une extension abélienne
P x M de P, qui est une structure de propérade sur P @& M telle que la composition d’au moins
2 éléments de M soit nulle.

Soit Z — P un morphisme de propérades. On considere la catégorie des propérades sous Z et sur

P, notée Z\Prop./X.
i

I——=7P
Soit M un bimodule infinitésimal sur P. En tirant en arriere par f, c’est aussi un bimodule
infinitésimal sur X. On peut donc considérer le module des dérivations Derz (X, M) de X dans M
s’annulant sur Z. L’extension abélienne P x M représente ce bifoncteur a droite. Il forme donc un
objet en groupe abélien dans Z\Prop./X.
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Proposition 28. Il existe une bijection naturelle
HomI\Prop./P(Xa P x M) = DerI(A}v M)

Afin de le représenter a droite, on introduit le module de Kdhler des formes différentielles d’une
propérade X sur Z, noté Qx 7.

Proposition 29. I existe une bijection naturelle
Derz(X, M) = Homynf. x-vinsod(Qx 7, M).
Théoréme 30. On a l'adjonction suivante

Homz\ prop./p (X, P x M) = Derz(X, M) = Hom s ppirtod(P M Qx /7 KaP, M),
——
1

ou P My Qx/1WxP est le P-bimodule infinitésimal libre sur Qx /7, il est donné par la partie
——

1
linéaire du foncteur N — P Xy N Ry P évaluée en Qyx /7.

Le théoreme 21 permet de montrer que Z\Prop./P est une catégorie de modeles cofibrement
engendrée. On montre aussi que la catégorie des P-bimodules infinitésimaux est une catégorie de
modeles cofibrement engendrée (Lemme 74 de [8]).

Proposition 31. La paire de foncteurs adjoints

PX_Q_,sXR_P : I\Prop./P = Inf. P-biMod : P x —
——
1

forme une adjonction de Quillen.

On peut donc dériver ces foncteurs dans les catégories homotopiques associées. Ceci démontre que
Derz(R, M) est indépendant du choix de la résolution cofibrante R de P choisie.

Hompo(7\prop. /) (R, P X M) = Derz(R, M) = Homyo(int. p-biMod) (P Wr Qg /7 P, M).
——
1

Tout morphisme de propérades ¢ : P — Q induit une structure de P-bimodule infinitésimal
sur Q. Le foncteur dérivé total, i.e. non-abélien, Der;(R, Q) défini le complexe de déformation du
morphisme . Cette définition conceptuelle montre que ce complexe est représenté par le suivant.

Définition (Complexe cotangent). Le complexe cotangent de P est le foncteur dérivé total a
gauche
Lp,z := PNz Qr/s Xz P,

———
1

ol R est une résolution cofibrante de P.

Sur I’homologie du complexe cotangent classique des algebres commutatives, on peut lire les pro-
priétés de régularité du morphisme Z — P (lisse, étale, etc. ). Par analogie, nous espérons pouvoir
montrer ce type de résultat ici en adaptant les méthodes de la géométrie algébrique. La théorie
des groupes quantiques, avec ses diverses structures de bigebres et de bigebres de Lie, fournit un
champ d’applications potentielles. Nous pensons par exemple pouvoir expliquer conceptuellement
des conjectures du type de [EHO0S].

La généralisation du complexe cotangent pour des E-algebres est étudié par J. Lurie en géométrie
algébrique dérivée et par B. Toen en géométrie algébrique topologique (apres les travaux de Miller-
Goerss-Hopkins). Le module de Kéhler des formes différentielles avaient déja été généralisé par A.
Connes des algebres commutatives aux algebres associatives [Con85], voir aussi [Kar87, Lod98].
Nous espérons voir intervenir celui des propérades en géométrie non-commutative.
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Un autre intérét de cette approche théorique est qu’elle fournit automatiquement les théorémes
de transitivité et de changement de base [Qui70] qui sont des outils pratiques pour étudier le
complexe de déformation et le complexe cotangent.

Nous travaillons ici sur un corps de caractéristique 0, d’ou l'utilisation des modules différentiels
gradués. Si nous voulions travailler un caractéristique quelconque, il faudrait comme [Qui70] et
[And67] travailler avec des résolutions simpliciale.

4.5. Structure algébrique du complexe de déformation. Soit P — @ un morphisme de
propérades. Ceci munit Q d’une structure de P-bimodule infinitésimal. Soit 2C une résolution
quasi-libre de P : QC = P. On prend ici Z = I. La composition de morphismes a : QC — P — Q
fournit un morphisme tordant généralisé dans la L..-algebre de convolution Homg(C, Q).

Théoréme 32. Le complexe de déformation Der;(QC, Q) est isomorphe a la Lo -algébre de convo-
lution Homg (C, Q) tordue par c.

Les dérivations depuis une propérade libre sont caractérisées par 'image des générateurs : Der;(Q2C,
Q) = Homg(C, Q). On vérifie que la différentielle est celle obtenue en tordant celle de 1’algebre de
convolution par « :

n>1

Proposition 33. Cette L, -algébre est indépendante de la resolution quasi-libre cofibrante choisie :
deux résolutions quasi-libres cofibrantes sont quasi-isomorphes, ce qui induit un Lo -isomorphisme
entre les deux Lo.-algébres de convolution.

Dans le cas ou Q = Endy, opérade des endomorphismes d’'un dg-module A, ceci définit la coho-
mologie de la P-gebre A. Si la propérade P est de Koszul, elle admet une résolution quasi-libre
quadratique QP71 donc le complexe de déformation est une algebre de Lie. Ce crochet est appelé
crochet intrinséque par J. Stasheff [Sta93]. Dans le cas de 'opérade As, on retrouve le complexe
de Hochschild des algebres associatives muni du crochet de Gerstenhaber [Ger63], dans le cas de
I'opérade Lie, on retrouve le complexe de Chevalley-Eilenberg des algebres de Lie muni du crochet
de Nijenhuis-Richardson [NR66]. Pour la propérade de Koszul des bigebres de Lie, on retrouve la
théorie de cohomologie de P. Lecomte et C. Roger [LR90] avec le crochet de Lie de Y. Kosmann-
Schwarzbach [KS91]. Dans le cas de la propérade BiLie! qui code les bigebres de Lie avec un
crochet en degré 1, on retombe sur le crochet de Schouten des champs de polyvecteurs [Mer05].
Enfin, si on l'applique & Popérade PreLie?, on retrouve la crochet de Frolicher-Nijenhuis sur le
faisceau, T'x ® 0%, du fibré tangent & valeurs dans les formes différentielles [Mer05].

Dans le cas ou P = As, une opérade non-symétrique @ munie d’un morphisme d’opérades As — Q
est appelée une opérade multiplicative. Le complexe de déformation de ce morphisme donne ce que
J.E. McClure et J.H. Smith [MS02] appelle le complexe de Hochschild de Q dans le contexte de
la conjecture de Deligne. V. Tourtchine a montré que le complexe de deformation du morphisme
As — Q = Poisson, est relié aux invariants des noeuds de Vassiliev [Tou04].

Toujours dans le cas d’une propérade de Koszul, la structure de propérade sur Hom(Pi End 4)
induit des opérations multilinéaires {f1,..., fr}{g1,-.., gs} appelées opérations LR pour “Left-
Right” et pour Loday-Ronco [LRO6] sur le complexe de déformation Homg (P!, End ). Le premier
produit {f}{g} induit par anti-symétrisation le crochet de Lie précédent.

Proposition 34. Les opérations LR vérifient les relation d’une “algébre Bo, non-différentielle”,
a savoir, pour tout f1,..., fr,g1,--.,9s,h1,...,hs dans P.

Zg{{flv . ~7fi1}{g1, s 7gj1}7 LR {fil+"'+ia71+17 e '7f7“}{gj1+~~+ja71+17 s 7gr}}{h1’ e ~7ht}
(S)

= ZE/{fla .. '7fs}{{gl7 CIaE 7gk1}{h17 .. '7hll}7 sy {gk1+---+kb_1+17 .. 'gs}{hll+~~~+lb_1+17 .. '7h't}}7
@/
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ot © porte sur 1 < a < Max(r,s), i1,...,5, = 0 tels que iy + -+ +iq =7, j1,...,Ja = 0 tels que
Ji+ -+ ja=s et ot © porte sur 1 < b < Max(s,t), k1,...,kp = 0 tels que ky +--- + ky = s,
li,...,1p =0 tels que ly + - - -+ 1, = t. Le signe € vient de la permutation des f et des g et le signe
¢’ vient de la permutation des g et des h.

Dans les cas des opérades, ces opérations sont appelées les opérations braces symétriques. Lorsque
l'on travaille avec des opérades non-symétriques, ces opérations braces non-symétriques jouent un
role crucial dans la résolution de la conjecture de Deligne, voir 6.4.

Théoréme 35. Pour toute bigebre associative A et pour tout modéle minimal XC de la propérade
BiAs, le complexe de chaines sous-jacent & la Loo-algébre de convolution Homg (2C,Endy) est
isomorphe au complexe de Gertenhaber-Schack [GS90].

Ceci donne la premiere démonstration compléte de 'existence d’une structure de L.-algebre sur
le complexe de Gertenhaber-Schack qui code les déformations des bigebres.

Si on démarre avec une résolution quasi-libre cofibrante Q2C de P & la place de P, alors le complexe
de déformation définit la cohomologie des P-gébres a homotopie prés. Encore une fois, ce complexe
de chaines est une L.-algebre tordue.

5. PARTITIONS OPERADIQUES

Les articles [4] et [5] font le lien entre la théorie des ensembles partiellement ordonnés et celle des
opérades.

L’article [4] fournit une construction d’ensembles partiellement ordonnés & partir d’une opérade
ensembliste. Le théoreme principal affirme que 'opérade est de Koszul si et seulement si les en-
sembles partiellement ordonnés sont de Cohen-Macaulay. Ce résultat admet les deux applications
suivantes. Comme il existe des critéres combinatoires simples pour montrer qu'un ensemble par-
tiellement ordonné est de Cohen-Macaulay, cela donne une méthode pratique pour montrer qu’une
opérade est de Koszul. Réciproquement, ’homologie des ensembles partiellement ordonnés venant
d’une opérade sont des S-modules. Lorsqu’ils sont de Cohen-Macaulay, ces groupes d’homologie
sont concentrés en dimension maximale. Ces derniers sont en fait isomorphes a la duale de Koszul
de l'opérade de départ, ce qui permet de les calculer completement.

Dans 'article [5], écrit en collaboration avec Frédéric Chapoton, nous introduisons et étudions les
variations suivantes du treillis des partition : ensembles partiellement ordonnés de partition pointés
et multi-pointés de type A et B, dans la classification des groupes de Coxeter. Nous calculons
leurs polynomes caractéristiques, leurs algebres de Hopf d’incidence et leurs groupes d’homologie.
Comme corollaire, cela permet de montrer que certaines opérades sont de Koszul sur Z, par la
méthode précédente.

5.1. Treillis des partitions et homologie des ensembles partiellement ordonnés. Un
ensemble partiellement ordonné (I, <) est un ensemble IT muni d’un ordre partiel <. Nous ren-
voyons au chapitre 3 de [Sta97], pour les détails de cette notion. Un exemple fondamental est donné
par le treillis des partitions 11,,, pour tout entier n : ses éléments sont les partitions de 1’ensemble
[n] :={1,..., n} et Vordre partiel est défini par le raffinement des partitions. Le groupe symétrique
agit sur les partitions en permutant les éléments de chaque bloc. Cette action est compatible avec
la relation d’ordre.

Une chaine d’un ensemble partiellement ordonné II est un sous-ensemble fini, complétement or-
donné Ao < A; < --- < A;. On considére ’ensemble A(IT) des chaines o le premier élément est
minimal et le dernier maximal. Sur cet ensemble, on définit des opérateurs de face d; qui sup-
priment le i*™¢ élément d’une chaine. L’homologie de cet ensemble présimplicial est I’homologie
de Uensemble partiellement ordonné II. Le complexe de chaines K[A(II)] calculant cette homolo-
gie sur 'anneau K est appelé le complexe d’ordre. L’homologie réduite est définie en prenant des
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chalnes quelconques. Lorsqu’un groupe G agit sur un ensemble partiellement ordonné de maniere
compatible avec ’ordre, ses groupes d’homologie et d’homologie réduite sont des G-modules sur K.

Un ensemble partiellement ordonné est dit gradué s’il n’admet qu’un élément minimal et un
maximal et si toutes les chalnes maximales entre deux éléments sont de méme taille.

Définition (Cohen-Macaulay). Un ensemble partiellement ordonné gradué est dit de Cohen-
Macaulay sur K si I’homologie de tout intervalle est concentrée en dimension maximale.

Il existe beaucoup de criteres combinatoires qui assurent qu’un ensemble partiellement ordonné est
de Cohen-Macaulay : modulaire, distributif, “shellable”, par exemple. Sur ce sujet, nous renvoyons
a A. Bjorner, A.M. Garsia and R.P. Stanley [BGS82] et & M. Wachs [Wac07].

Par exemple, A. Bjorner a montré dans [Bjo80] que le treillis des partitions était modulaire. Il
restait a calculer ces groupes d’homologie maximale en tant que S-modules. De nombreux auteurs
ont travaillé sur le sujet pour montrer finalement que le groupe d’homologie réduite maximal de
II,, est isomorphe a Lie(n)* ® sgng , le dual linéaire du S-module de l'opérade codant les algebres
de Lie tordu par la représentation signature de S,,. On renvoie a l'introduction de [Fre04] pour les
références bibliographiques completes de ce résultat.

B. Fresse [Fre04] a donné une explication conceptuelle pour cette forme particuliere de groupes
d’homologie grace a la dualité de Koszul entre les opérades Lie et Com. C’est ce résultat que nous
généralisons dans la suite.

5.2. Ensemble partiellement ordonné des P-partitions. Soit P une opérade ensembliste.
Pour tout ensemble X & n éléments, on considére I’ensemble Bij([n], X) sur lequel S, agit par
permutation a la source des applications. Le foncteur suivant

P(X) :=P(n) xs, Bij([n], X),

est défini par les orbites sous l'action diagonale de S,,. Un élément de Bij([n], X) peut étre vu
comme une maniere d’ordonner les éléments de X. Une orbite peut donc étre représentée par une
opération de P(n) avec les entrées indicées avec les éléments de X.

Une P-partition de [n] est un ensemble de blocs {Bi,..., B:} tels que chaque B; appartient a
P(I;), pour {I1,..., I;} une partition de [n]. Une P-partition de [n] est donc une partition clas-
sique de [n] enrichie par des opérations de P. L’opérade Com des algebres commutatives est une
opérade ensembliste dont les Com-partitions sont les partitions classiques.

On définit sur I’ensemble des P-partitions la relation d’ordre suivante : une P-partition 7 est plus
petite qu'une P-partition 7 si la partition sous-jacente de 7 raffine celle de 7 et si les opérations
de P qui indicent la partition de 7 peuvent étre obtenue a partir de celles de 7w par composition
opéradique dans P. Cet ensemble partiellement ordonné des P-partitions est noté Ilp(n). Dans le
cas P = Com. On retrouve gy, (n) = IL,, le treillis des partitions.

Des constructions proches étaient apparues dans le cadre de especes de structures de A. Joyal dans
[MY91], comme lauteur I’a appris en 2007, aprés la publication de [4].

5.3. Equivalence Koszul et Cohen-Macaulay. Une opérade ensembliste (P, ) est dite basique
si pour tout (vq,..., 1) dans P(i1) x --- X P(i;), la composition opéradique

veP@lt)— (v, ..., v) €EP(ig 4+ + i)

est injective. A toute opérade ensembliste, on associe I'opérade algébrique P(n) := K[P(n)].

Le théoréme principal de [4] est le suivant.
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Théoréme 36 (Equivalence Koszul-Cohen-Macaulay). Soit P une opérade ensembliste basique,
quadratique et engendrée par S-ensemble V' concentré en arité k avec k > 2.

Lopérade algébrique P est de Koszul si et seulement si pour tout n > 1 et tout w € Max(Ilp(n)),
Vintervalle [0,w] est de Cohen-Macaulay.

Dans ce cas, les groupes d’homologie de degré maximal sont égaux a

H,,(IIp(n)) =2 Pi(n), pourn=m(k—1)+1 et meN.
La démonstration repose sur les trois points suivants :

(1) Lorsqu’une opérade ensembliste P est basique, le complexe d’ordre K[A(II)] est isomorphe
a la bar construction simpliciale A'(P) de P (Théoréme 7 de [4]). La figure suivante donne
I’idée de la preuve. La bar construction simpliciale est donnée par les arbres a niveau et a
chaque arbre a niveau, on associe une chaine de partitions.

< o= {1} {4}, {3}, {6}, {5}, {2}, {7}}

e -~ AL = {{174}7{3}7{6}»{27577}}

,,,,,,,,,,,,,,, - Ao = {{1,3,4,6},{2,5,7}}

® ©® 6 6

< Ag - {{1,2737475a657}}

FIGURE 5. Exemple dans le cas P = Com.

(2) La bar construction simpliciale A'(P) d’une opérade est quasi-isomorphe & la bar construc-
tion BP, cf. [SVO99, Fre04].

(3) Une opérade P est de Koszul si et seulement si ’homologie de sa bar construction est
concentrée en dimension maximale.

5.4. Applications. Dans [4], nous avons étudié les opérades ensemblistes Com et Perm des
algébres commutatives et permutatives [Cha0l] et nous avons introduit 'opérade ComTrias qui
code les algebres munies d’'un produit commutatif e et d’un produit permutatif x tels que

v (yez)—ax(yz)et (woy)xz=ae(yx2).

Les P-partitions associées sont respectivement les partitions classiques, les partitions pointées ou
un élément de chaque bloc est pointé et les partitions multipointées ou plusieurs éléments de chaque
bloc peuvent étre pointés. Dans les cas pointés, une P-partition 7 est plus petite qu'une autre 7
si ses éléments pointés de 7 contiennent ceux de 7, cf. les figures 6 et 7.

Nous avons aussi considéré les analogues non commutatifs de ces trois opérades que sont les
opérades As, Dias et Trias des algébres associatives, des digebres associatives [Lod01] et des
trigebres associatives [LR04]. Les P-partitions associées sont les partitions classiques, pointées
et multipointées respectivement et ordonnées, c’est-a-dire avec un ordre a l'intérieur de chaque
bloc.

B. Fresse [Fre04] a étendu la dualité de Koszul des opérades sur un anneau de Dedekind et le
théoreme 36 est valable sur un anneau de Dedekind. Il implique aussi que les duales de Koszul
sont des opérades de Koszul. Si une opérade n’est pas ensembliste, il arrive souvent que sa duale
de Koszul le soit et donc on peut appliquer cette méthode pratique.
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FIGURE 7. Diagramme de Hasse de TlcomTrias(3)

Théoréme 37. Toutes les opérades Com, Perm, ComTrias, As, Dias, Trias sont de Koszul sur
Z et sur tout corps. Leurs opérades duales Lie, PreLie, PostLie, Dend, TriDend sont de Koszul
sur Z et sur tout corps.

Pour cela, nous avons montré que les premieres opérades sont basiques et que les intervalles maxi-
maux des ensembles partiellement ordonnés de partitions associés sont de Cohen-Macaulay. Pour
ce dernier point, nous avons utilisé le critere pratique suivant.

Un ensemble partiellement ordonné pur est semi-modulaire si pour tout triplet z, y et ¢ tel que x
et y recouvrent ¢, il existe un élément z qui recouvre x et y. Enfin, un ensemble partiellement or-
donné semi-modulaire est de Cohen-Macaulay [Bac76, Far79]. Dans les six cas précédents, chaque
intervalle de IIp(n) est semi-modulaire (Lemme 1.10, Théoréme 1.11 et Lemme 2.6, Théoréme 2.7).

En pratique, il est assez simple de montrer que les ensembles partiellement ordonnés de partition
de type opéradique sont semi-modulaire. Cela fournit donc une méthode concrete pour démontrer

qu’une opérade est de Koszul sur Z et donc sur tout anneau de Dedekind.
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En calculant la duale de Koszul de ces opérades, nous avons complétement explicité les groupes
d’homologie non triviaux de ces ensembles partiellement ordonnés de partitions. Le résultat est
résumé dans le tableau suivant :

Ensemble partiellement ordonné IIp | Opérade P P’ 1(IIp(n)) = Pi(n)
partitions IT Com Lie Ele*(n) ® sgns,,
partitions pointées IIperm Perm Prelie RT"(n) ® sgnsg,,
partitions multipointées I1comTrias ComTrias | PostLie | (Lie o Mag)*(n) ® sgns,
partitions ordonnées T As As E[Sy]
partitions pointées ordonnées IIp;qs Dias Dend kY] ® k[Sy]
partitions multipointées ordonnées IlTyias Trias TriDend k[T, ® k[S,]

o RT est espace vectoriel engendré par les arbres enracinés [CLO1|, Mag est l'opérade des
algebres magmatiques, Y,, est I’ensemble des arbres binaires planaires a n sommets et T), est I’en-
semble des arbres planaires a n feuilles.

Ce résultat est & mettre en perspective avec la difficulté de calculer les groupes d’homologie du
treillis des partitions avant 1'utilisation des opérades.

5.5. Ensembles partiellement ordonnés de partition pointés et multi-pointés de type
A et B. Pour tout groupe de Weyl W, il existe un ensemble partiellement ordonné de partitions
défini par des arrangements d’hyperplans de type W, cf. [BWO06]. Le cas A,,_1 donne le treillis
des partitions II,,. Motivés par I'idée qu’il doit exister des ensembles partiellement ordonnés de
partitions pointées et multipointées pour tout groupe de Weyl, nous avons introduit dans [5]
un ensemble partiellement ordonné de partitions pointées du type B, ’ensemble partiellement or-
donné de partitions pointées IIpe,y, étant vu comme le type A. Cet ensemble partiellement ordonné
8 . (n) est formé des partitions pointées de {1,...,n}U{—1,..., —n} avec le méme type d’ordre
que précédemment, cf. figure 8.

—2_112] [-2=112| —2—112| [2-113]

/
/ =

[F1—22/1|[=2|=112][=2-1]12|[-2=112| [—21|—12|[—21]—12|[=1|-22]T|[=2]-11]2]

FIGURE 8. Diagramme de Hasse de 115 (2)

Ces généralisations devraient avoir les mémes propriétés que le cas A : si h est le nombre de Coxeter
et n le rang du groupe de Weyl, alors le polynome caractéristique devrait étre égal & (z — h)™ et le
nombre d’éléments maximaux devrait étre égal & h, avec une action transitive du groupe de Weyl
dessus. Nous avons démontré ces propriétés dans les cas A et B.

Théoréme 38. Le polynome caractéristique de Mpem(n) est égal a (x —n)"t, celui de 15, (n)

Ca (=)

est égal o (x — 2n)™ et celui de Mcommyias(n) est égal @ HJ e
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Pour d’autres formules plus précises, nous renvoyons aux théorémes 1.3, 1.6, 1.9 et 2.2 de [5].
Tous les intervalles maximaux de Hperm(n) sont isomorphes, on note cet ensemble partiellement
ordonné Hperm(n). Le théoréme précédent repose sur la propriété cruciale suivante : tout inter-
valle de IIpeym(n) est isomorphe & un produit Hperm (1) X - -+ X perm (ix), avec iy + -+ +ix < n
(Proposition 1.1 de [5]).

Cette propriété montre que ’ensemble F formé des classes d’isomorphismes de tous les intervalles
des Mpeym (n), pour n > 1, est stable par produit et sous-intervalles. Une telle famille est appelée
héréditaire dans [Sch94] et permet de construire une algebre de Hopf d’incidence sur le module
engendré par F.

Théoréme 39. Si on pose a, la classe d’isomorphisme associée a Uperm(n) pour n > 2. L algeébre
de Hopf d’incidence est l’algébre symétrique sur les a,, avec pour coproduit, le dual de la composition

des séries formelles de la forme
:L.’ﬂ
T+ Zani(n v

n>2

5.6. Pour aller plus loin. Inspiré par une équation entre deux crochets de Lie compatibles,
apparaissant dans les systémes intégrables Hamiltoniens, V.V. Dotsenko et A.S. Khoroshkin ont
défini dans [DKO07] deux opérades, Lie* et 2Com, duales de Koszul I'une de 'autre. La premiére
code des algebres munies de deux crochets de Lie linéairement compatibles et la seconde code
des algebres munies de deux produits commutatifs totalement compatibles. H. Strohmayer [Str08]
a montré que ’ensemble partiellement ordonné de partitions associé a I’opérade 2Com n’est pas
semi-modulaire mais CL-shellable (Proposition 3.9 de [Str08]), ce qui est suffisant pour montrer
qu’il est de Cohen-Macaulay. Il en conclut que ces deux opérades sont de Koszul sur Z par la
méthode précédente.

Dans [Liv06], M. Livernet a introduit 'opérade NAP des algebres permutatives non-associatives
qui sont des algebres munies d’un produit binaire < vérifiant (¢ < b) < ¢ = (a < ¢) < b. Cette
opérade est ensembliste et basique. Les ensembles partiellement ordonnés de partitions associés
ont été décrits par F. Chapoton en M. Livernet dans [CL07] en terme de foréts d’arbres enracinés.
Ils sont EL-shellables (Proposition 6.2 de [CLOT7]) donc de Cohen-Macaulay, ce qui prouve que
I'opérade NAP est de Koszul sur Z.

La construction d’une algebre de Hopf d’incidence associée a une opérade ensembliste basique par
les ensembles partiellement ordonnés de partition se généralise de la méme maniere au dela du cas
P = Perm (Proposition 3.1 de [CLO7] et section 3.4 de [MY91]). Dans le cas de 'opérade NAP,
ces auteurs ont montré que ’algebre de Hopf ainsi obtenue n’est autre que ’algebre de Hopf que
A. Connes et D. Kreimer ont introduit dans la théorie de renormalisation en physique [CK98]
(Théoreme 6.11 de [CLO7)).

F. Chapoton a montré dans [Cha07] que ’ensemble partiellement ordonné des partitions pointées
Iperm partageait des propriétés communes avec un ensemble partiellement ordonné d’arbres en-
racinés introduit par J. Pitman [Pit99] en probabilités. Par exemple, ces deux ensembles partiel-
lement ordonnés sont homotopiquement équivalents (Théoréme 6.1 de [Cha07]).

Le treillis des partitions joue un réle important en théorie de I'homotopie [AM99]; il permet
de décrire la tour de Goodwillie du foncteur identité des espaces topologiques [Chi05]. Il reste a
étudier dans le contexte du calcul de Goodwillie ce que donne la construction générale d’ensembles
partiellement ordonnés de partitions opéradiques.

Pour poursuivre la généralisation donnée dans [5] & tout groupe de Weyl, une idée serait d’utiliser
larticle de P. Salvatore et N. Wahl [SWO03] : considérer des opérades sur d’autres groupes que
S, et généraliser, dans ce cadre général, la construction d’ensembles partiellement ordonnés de
partitions opéradiques.
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6. PRODUITS DE MANIN, DUALITE DE KOSZUL, ALGEBRES DE LODAY ET CONJECTURE DE
DELIGNE

Le but principal de [6] est d’utiliser les produits de Manin pour démontrer la conjecture de Deligne
pour les algebres de Loday codées par une opérade de Koszul.

Dans ses travaux sur les groupes quantiques et la géométrie non-commutative, Yuri I. Manin a
introduit deux produits, appelés blanc et noir, dans la catégorie des algebres associatives quadra-
tiques [Man87, Man88]. Ces produits s’échangent par dualité de Koszul : toute paire d’algebres
quadratiques A et B de type fini, c’est-a-dire engendrées par des espaces de dimension finie, vérifie
(AoB)' = A'eB'. La propriété essentielle de ces produits est ’adjonction suivante dans la catégorie
des algebres quadratiques de type fini

HOHlQuad_ Alg(A [ ] B!, C) = HOIIlQuad_ Alg(A7 B o C)

En utilisant la notion de cohomomorphisme interne, Yu. I. Manin a démontré que A e A' est une
algebre de Hopf et a ainsi pu réaliser certains groupes quantiques.

V. Ginzburg and M.M. Kapranov [GK94, GK95] ont étendu les produits blanc et noir de Manin
aux opérades binaires quadratiques. Ces derniers s’échangent aussi par dualité de Koszul et ils
vérifient la méme adjonction. Par contre, leur définition

PeQ = FVeoW)/(¥R®S)),
PoQ = FVaW)/( ' (ReW®?+V®gJ9)).

pour deux opérades P = F(V)/(R) et Q@ = F(W)/(S) est moins immédiate et repose sur deux
foncteurs ® et U définis a la main.

Pour comprendre conceptuellement ces deux foncteurs et étendre la construction des produits de
Manin nous avons introduit dans [6] la notion de catégorie 2-monoidale qui est une catégorie
munie de 2 produits monoidaux compatibles. Dans ce cadre, les foncteurs ® et ¥ sont définis par
des propriétés universelles. Cela permet de définir le produit blanc pour toute paire de monoides
présentés par générateurs et relations et le produit noir pour toute paire de comonoides présentés
par (co)générateurs et (co)relations. Cette approche inclut les cas des algebres associatives, des
opérades non-symétriques, des opérades, des opérades colorées et des propérades.

Nous étudions en détails les produits blanc et noir pour les opérades binaires quadratiques. L’ad-
jonction entre produit blanc et noir au niveau des opérades permet des définir des opérations
naturelles sur les théories cohomologiques de déformation des algebres. Gréace a cela, nous avons
montré que la conjecture de Deligne n’est pas seulement vraie pour les algebres associatives mais
pour tous les types d’algebres codées par des opérades non-symétriques binaires de Koszul de type
fini. Enfin nous avons fourni quatre familles infinies d’exemples.

6.1. Catégorie 2-monoidale. Rappelons qu'un foncteur monoidal faible est un foncteur F :
(A, X4, I4) — (B, Xp, Ig) entre deux catégories monoidales muni d’un morphisme ¢ : Ig —
F(I4) et de transformations naturelles

YA, A - F(A) ‘zBF(AI) — F(A‘ZAA/),
pour tout A, A’ dans A, qui vérifient des conditions d’associativité et d’unitarité. L’intérét de cette

notion est qu’elle préserve les monoides [Bén63].

Définition (Catégorie 2-monoidale faible). Une catégorie 2-monoidale faible est une catégorie
(A, X I, ®, K) telle que (A, X, I) et (A, ®, K) soient des catégories monoidales et telle que le
bifoncteur ® : (A x A, K?) — (A, X) soit un foncteur monoidal faible.

Cette derniere condition stipule que les deux structures monoidales sont reliées par des transfor-
mations naturelles, appelées lois d’échange,

(A® AR (B® B) L2222 (AR B) @ (A'R B'),
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pour tout A, A’, B et B’ dans A, qui vérifient une certaine condition d’associativité (Proposition 2
de [6]). Le but de cette définition est que le produit monoidal M ® N de deux X-monoides M et
N est encore un X-monoide.

Cette définition est plus générale que celle donnée par A. Joyal et R. Street [JS93] dans le cadre
des catégories tensorielles tressées. Dans leur cas, les lois d’échange sont supposées étre des isomor-
phismes naturels et les deux produits monoidaux sont isomorphes. Elle est aussi plus générale que
celle donnée par C. Balteanu, Z. Fiedorowicz, R.Schwénzl et R. Vogt [BFSV03] dans le cadre des
catégories monoidales itérées et des espaces de lacets itérés. Dans ces dernieres, les deux structures
monoidales doivent étre strictes et les unités égales. La définition de catégorie 2-monoidale faible
est motivée par les exemples, traités ci-dessous, qui n’entrent pas, dans le cadre des définitions
précédentes.

En travaillant dans la catégorie duale, on définit les notions de comonoide et de foncteur co-
monoidal faible.

Définition (Catégorie 2-monoidale). Une catégorie 2-monoidale est une catégorie 2-monoidale
faible ol le bifoncteur @ : (A x A, X?) — (A, ) est aussi un foncteur comonoidal faible.

On définit le produit de Hadamard de deux S-modules par (V @y W)(n) := V(n) @k W(n) et
de deux S-bimodules par (V @ g W)(m, n) := V(m, n) @ W(m, n). Ce produit est bilinéaire et
symétrique. L'unité est donnée par K(m, n) := K avec action triviale de S,, et de S,,, pour tout
n et m, (respectivement K (n) = K pour les S-modules).

Proposition 40. Les catégories
(K-Mod, Rk, K, ®x, K) C (S-Mod,o, I, ®y, K) C (S-I)Z]MOCZ7 X, I, ®p, K)

sont des catégories 2-monoidales, qui sont des sous-catégories 2-monoidales pleines les unes dans
les autres.

Pour toute catégorie 2-monoidale faible (A, X, I, ®, K), la catégorie des monoides pour le produit
X est une catégorie monoidale pour le produit ® ;. On définit alors la notion de bimonoide comme
un comonoide dans cette catégorie. Dans les deux premiers cas précédents, on retrouve les notions
de bigebres et d’opérades de Hopf. Le dernier cas fournit une définition de propérade de Hopf.

6.2. Produits blanc et noir de Manin : Définition générale. Soit une catégorie 2-monoidale
faible (A, X, I, ®, K) dans laquelle le monoide libre F (V') pour le produit X existe. Par la pro-
priété universelle du monoide libre, il existe un unique morphisme de X-monoides ® : F(VRW) —
F(V)® F(W) qui factorise V@ W — F(V) @ F(W).

Nous expliquons ici la construction du produit blanc uniquement pour les propérades afin d’alléger
la rédaction. Ce cas inclut celui des algebres associatives et celui des opérades. Néanmoins, cette
construction est valable dans toute catégorie 2-monoidale faible avec des monoides libres pour
X. Soient P = F(V)/(R) et Q = F(W)/(S) deux propérades et soient mp : F(V) — P et
mgo : F(W) — Q les projections canoniques respectives. La composée
mp@umrg o ®: FVeyW)—FV)eg FW)—> Py Q

est un morphisme de propérades dont le noyau est 'idéal engendré par @1 (Ro g F(W)+F(V)®x
S) dans F(V @g W).

Définition (Produit blanc). Le produit blanc de P = F(V)/(R) et Q = F(W)/(S) est défini par
la propérade quotient
PoQ:=F(VeoyW)/( " (Reoy F(W)+F(V)ouS9)).

Cette définition induit I'existence d’un monomorphisme de propérades P o Q — P Qg Q.
Dans le cas des algebres associatives quadratiques, on retrouve la construction de Yu. I. Manin

[Man87, Man88|. Dans le cas des algébres associatives N-homogenes, on retrouve la construction
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de R. Berger, M. Dubois-Violette et M. Wambst [BDVWO03]. Notons que dans ces deux cas, le
monomorphisme précédent est un isomorphisme et donc que le produit blanc est isomorphe au
produit de Segre (ou de Hadamard), i.e. produit poids par poids. Cette définition inclut le cas des
algebres hétérogenes, il serait par exemple intéressant de calculer le produit blanc pour les algebres
d’Artin-Shelter [AS87, LPWZ07] qui apparaissent en géométrie projective non-commutative et en

physique mathématique. Dans le cas des opérades binaires quadratiques, on retrouve la construc-
tion de V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK94, GK95].

Le produit noir est défini dualement pour les copropérades, cf 3.3 de [6]. Et nous avons montré
que ces deux produits s’échangent par dualité de Koszul (Théoreme 14 de [6]).

6.3. Produits blanc et noir de Manin : le cas des opérades. Nous avons commencé par
donner un critere, portant sur la composition d’'une opérade binaire quadratique P, qui assure
que le produit blanc avec toute opérade binaire quadratique Q est égal au produit de Hadamard
PoQ =Py Q. Les opérades Com, Perm, ComTrias entrent dans ce cadre.

Proposition 41. Pour toute opérade binaire quadratique Q, on ¢ Como Q = Com ®y Q = Q,
Perm o Q = Perm ® g Q et ComTrias o @ = ComTrias @ g Q.

En introduisant des bases bien choisies et en dualisant linéairement la définition du produit noir
des coopérades, nous avons retrouvé et explicité le produit noir des opérades binaires quadratiques
de type fini de [GK94, GK95] : P e Q := F(V @y W @p K.sgng,)/(¥(R ® S)). Remarquons que
la gestion des signes, par exemple, est non-triviale. L’opérade Lie de algebres de Lie est le neutre
pour le produit noir. Grace a cette formule explicite, nous avons effectué les calculs suivants.

Théoréme 42. Les opérades suivantes sont isomorphes PreLie ¢ Com = Zinb et PreLie @ As =
Dend, et par dualité de Koszul Perm o Lie = Leib et Perm o As = Dias.

Rappelons que J.-L. Loday [LFCGO01] a introduit 'opérade Dend des algébres dendriformes qui
sont des algebres munies de deux produits dont la somme est un produit associatif. De la méme
maniére, 'opérade Zinb code les algebres Zinbiel (symétrie miroir de Leibniz) qui sont des algebres
munies d’'un produit binaire % dont la symétrisation a * b + b * a est un produit associatif. Un tel
procédé est appelé scindage d’associativité. Le théoreme précédent montre que ce scindage d’asso-
ciativité est obtenu en faisant le produit noir avec 'opérade PreLie. En effet, I'espace générateur
de l'opérade PreLie est dimension deux et faire le produit noir avec PreLie double le nombre
de produits définissant un type d’algebres. Comme les algebres permutatives se situent entre les
algebres associatives et les algebres commutatives, As — Perm — Com, nous avons explicité
PreLie e Perm, explicitant ainsi un scindage de l’associativité du produit des algebres permuta-
tives (Théoreme 21 de [6]). Dans une récente prépublication, K. Uchino [Uch09] a montré que
le produit noir avec 'opérade Perm créait des “produits dérivés” comme les crochets dérivés qui
apparaissent en géométrie de Poisson, cf Y. Kosmann-Schwarzbach [KS96, KS04].

Comme 'application ® est un isomorphisme dans le cas des algebres associatives, le produit blanc
est égal au produit de Hadamard (dit aussi produit de Segre dans ce cas). Cette relation parti-
culiére a permis & J. Backelin et R. Froberg [BF85] de montrer que le produit blanc et noir de deux
algebres de Koszul est encore une algebre de Koszul. Cette propriété n’étant plus vérifiée au ni-
veau des opérades, son corollaire ne ’est pas non plus. Si on consideére le produit noir PreLie o Nil
de l'opérade PreLie avec l'opérade des algebres nilpotentes, cette opérade n’est pas de Koszul
(Théoreme 24). La question en suspens est donc de trouver pour quelle classe d’opérades, les pro-
duits de Manin préservent le fait d’étre Koszul.

On peut dépasser le cas binaire de la maniere suivante. Pour tout k£ > 2, on considere la catégorie
des opérades quadratiques k-aires de type fini, qui sont des opérades engendrées par un S-module
de dimension finie concentré en arité k. Considérons Popérade Lie<*> des algebres de Lie k-aires
qui sont des algebres munies d’une crochet de Lie k-aire vérifiant une identité de Jacobi généralisée
[Gne97]. Dualement, il existe une opérade Com<*> codant les algebres commutatives k-aires.
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Théoréme 43. Les produits blanc et noir munissent la catégorie des opérades quadratiques k-
aires de type fini de structures de catégories monoidales symétriques dont Com<*> est le neutre
pour le produit blanc et Lie<*> le neutre pour le produit noir. On a Uadjonction suivante

Homy, guad.op. (P @ @', R) = Homy, guad.op.(P, Qo R)

Ceci muni la catégorie des opérades quadratiques k-aires de type fini avec le produit blanc d’un
cohomomorphisme interne cohom(P, Q) := P e Q'. Ce résultat admet le corollaire suivant.

Théoréme 44. Pour toute opérade quadratiques k-aires de type fini P, l'opérade P o P* est une
opérade de Hopf.

C’est ce résultat au niveau des algebres associatives qui a permis a Yu.l. Manin de réaliser certains
groupes quantiques [Man87, Man87]. Les opérades de Hopf jouent un rdle important notamment
en théorie de ’homotopie, cf. [Fre07]. Par exemple, le cas P = PreLie et PreLie e Perm a été expli-
cité plus haut. Nous espérons voir ce type d’exemple utilisé dans I'avenir. Pour un autre point de
vue sur cette adjonction et les cohomomorphismes internes, nous renvoyons le lecteur a D. Borisov
et Yu.I. Manin [BMOS].

La proposition suivante est un corollaire immédiat du Théoreme 43.

Proposition 45. Pour tout opérade quadratique k-aire de type fini P, il existe les morphismes
naturels d’opérades suivants
Lies"> — P'loP - P @y P.

6.4. Complexe de déformation. Soit P une opérade de Koszul, on considere le complexe de
déformation

Cp(A) := Der; (QP, Endy) = Homg(P', End 1) = Homg (P'(A), A),

défini a la section 4.

Le troisieme module permet de munir le complexe de déformation d’opérations supplémentaires.
A suspension pres, le module Homg (Pi(A), A) = (Pi(A))* ® A est une algebre sur P' @ P. La
proposition 45 permet de raffiner ce résulat.

Proposition 46. Le compleze de déformation Cp(A) est un algébre de Lie k-aire qui provient
d’une algébre sur P' o P.

Par contre, cette structure d’algébre de Lie k-aire s’annule en homologie (Lemme 31 de [6]). Ce
résultat s’explique de la manieére suivante. Le produit preLie et le crochet intrinseque viennent de
la composition partielle de 'opérade de convolution, alors que la structure d’algebre de Lie k-aire
vient de la composition totale via les opérations braces symétriques. Or, la composition partielle
engendre la composition totale et le produit preLie engendre les braces symétriques [OG08, LMO05].
Comme la différentielle du complexe de déformation s’exprime a ’aide du crochet intrinseque, les
autres opérations sont homologiquement nulles. Il serait intéressant de raffiner, au cas par cas,
cette approche par étude des opérations données par P' o P, qui ne s’annulent a priori pas en
homologie.

6.5. Conjecture de Deligne généralisée. La paragraphe précédent montre que pour obtenir
des opérations (co)homologiques non triviales, il faut “briser” la symétrie. Les théoremes 43, 44
et la proposition 45 sont vraies mutatis mutandis dans la catégorie des opérades non-symétriques
k-aires quadratiques de type fini. Concentrons nous sur le cas binaire. Il faut alors considérer
l'opérade non-symétrique As a la place de Com et Lie comme neutre pour les produits blanc et
noir des opérades non-symétriques binaires quadratiques.

Comme il n’y a plus d’action du groupe symétrique, le complexe de déformation Homg (Pf, End 4)

est une opérade non-symétrique, structure qui induit les fameuses opérations multilinéaire braces

(non-symétriques) [Ger63, GV95]. Pour toute opérade non-symétrique binaire quadratique de type
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fini P et toute algebre A dessus, ’analogue non-symétrique de la proposition 45 donne le morphisme
d’opérades non-symétriques suivant

As > P @y P Homy (P!, P) — Homg (P', End ).

Ce résultat donne le produit cup de la cohomologie de Hochschild, par exemple. Une telle opérade
non-symétrique munie d’'un morphisme de source As est appelée une opérade multiplicative.

Proposition 47. Pour toute opérade non-symétrique binaire de Koszul et de type fini P et toute
algébre A dessus, le complexe de déformation Cp(A) est une opérade mulitplicative.

A toute opérade multiplicative, on associe une structure cosimpliciale. La différentielle de ce com-
plexe cosimplicial est égale a la différentielle du complexe de déformation (Lemme 43 de [6]), ce
qui donne la proposition suivante.

Proposition 48. Pour toute opérade non-symétrique binaire de Koszul et de type fini P et toute
algébre A dessus, le complexe de déformation Cp(A) est une G-algébre homotopique [GV95] et
son homologie Hp(A) est une algébre de Gerstenhaber [Ger63].

L’opérade des petits disques D5 est une opérade topolgique définie par les configurations de petits
disques dans le disque unité. Cette opérade est une des premieres introduites, son action permet
de détecter les espaces de lacets deux fois itérés [BV73, May72]. En 1976, F. Cohen a montré que
I’homologie de cette opérade était égale a 'opérade des algebres de Gerstenhaber. Cela a conduit
P. Deligne a la question suivante : “I would like the complex computing Hochschild cohomology
to be an algebra over [the singular chain operad of the little disks] or a suitable version of it”. Par
cela, il entend une opérade homotopiquement équivalente a Ds. Cette conjecture revient a relever
la structure d’algebre de Gerstenhaber de la (co)homologie au complexe de chaines. Cette conjec-
ture a été démontrée par différents auteurs [Tam98, Vor00, KS00, MS02, BF04, Kau07]. Toutes
ces démonstrations reposent sur le fait que le complexe de Hoschschild d’une algebre associative
est une G-algebre homotopique.

Nous ne prétendons pas ici donner une autre démonstration de cette conjecture. Notre approche
est transverse : en utilisant les démonstrations du cas classique, nous montrons que ce résultat est
vraie pour une large classe d’algebres.

Théoréme 49. Pour toute opérade non-symétrique binaire de Koszul et de type fini P et toute
algébre A dessus, le complexe de déformation Cp(A) est une algébre sur une opérade équivalente
a l'opérade des chaines singulieres de l'opérade des petits disques.

La seule difficulté pour démontrer ce théoreme a été de construire suffisament d’opérations sur le
complexe de déformation Cp(A). Le traitement fait est uniforme et utilise la propriété d’adjonc-
tion des produits de Manin. Au cas par cas, on doit pouvoir encore affiner la structure algébrique
du complexe de déformation en considérant la structure d’algebre sur P' o P & la place de As.

Comme les opérades Dias, TriAs, Dend et TriDend sont des opérades non-symétriques binaires
de type fini. On peut considérer leurs produits blanc et noir dans la catégorie des opérades non-
symétriques : Dias®”, TriAs°", Dend®” et TriDend®”, pour tout n € N*. Les deux premieres sont
ensemblistes et sont les duales de Koszul des deux dernieres. L’ensemble partiellement ordonné
de partitions associé a Dias®™ est formé de partitions ordonnées avec m pointages différents, et
celui associé & TriAs°" est formé de partitions ordonnées avec n multipointages différents. Leurs
intervalles maximaux sont semi-modulaires. La méthode de [4] s’applique donc pour donner le
théoreme suivant.

Théoréme 50. Pour tout n € N*, les opérades Dias®”, TriAs®", Dend®" et TriDend®” sont des
opérades de Koszul sur Z. Dans chacun de ces cas, le complexe de déformation Cp(A) est une
algébre sur une opérade équivalente a l'opérade des chaines singulieres de l'opérade des petits
disques.

Ceci fournit quatre familles infinies d’exemple d’opérades pour lesquelles la conjecture de Deligne
généralisée est vraie.
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7. ALGEBRES DE BATALIN-VILKOVISKY A HOMOTOPIE PRES, THEORIE TOPOLOGIQUE DES
CHAMPS CONFORMES, ALGEBRES VERTEX D’OPERATEURS ET CONJECTURE DE DELIGNE
CYCLIQUE

Dans larticle [9], coéerit avec Imma Gélvez-Carillo et Andy Tonks, nous avons développé la dualité
de Koszul hétérogene, voir 3.4, pour expliciter la notion d’algebre de Batalin-Vilkovisky a homoto-
pie pres. Au lieu de proposer une nouvelle définition & la main, nous fournissons un remplacement
cofibrant explicit de 'opérade BV qui code les algebres de Batalin-Vilkovisky. La notion d’algebre
de Batalin-Vilkovisky est reliée a la théorie topologique des champs conformes, aux algebres ver-
tex et a la conjecture de Deligne cyclique. Comme toute catégorie d’algebres sur une opérade
cofibrante possede de bonnes propriétés homotopiques, nous en déduisons des résultats dans ces
différents domaines.

7.1. Algebres de Batalin-Vilkovisky a homotopie pres.

Définition (Algebre de Batalin-Vilkovisky). Une algébre de Batalin-Vilkovisky est un module
différentiel gradué (A, d) muni de

> un produit binaire symétrique e de degré 0,

> d’un crochet symétrique { , ) de degré 41,

> d’un opérateur unaire A de degré +1,

tels que d soit une dérivation par rapport a chacun d’entre eux et tels que

> le produit e soit associatif,

> le crochet vérifie la relation de Jacobi

(500 +(05):)-(123) + (), )-(321) = 0,
> le produit e et le crochet (, ) vérifient la relation de Leibniz

(--0-) = ((-) o) + (-o(--)).(12),
> l'opération A est de carré nul A% =0,

> le crochet mesure l'obstruction a ce que A soit une dérivation par rapport a e
(=) = Ao(-e-) = (A(-)e-) — (-0 A()),
> lopérateur A est une dérivation graduée par rapport au crochet
—A((--)) =(A0),-) + (- AL).

Toutes les relations sont quadratiques sauf ’avant-derniere qui est de poids 1 et 2. On applique la
dualité de Koszul hétérogene de la section 3.4. La duale de Koszul de BV est égale, a suspension
pres, a BV 2 (K[§])* ® Com* o (Lie')*, ou K[§] est 'algebre polynomiale & un générateur. La
différentielle interne d, est relié a la différentielle de Chevalley-Eilenberg d'une algebre de Lie
libre, voir le lemme 5 de [9] pour la formule exacte.

Théoréme 51. Une algébre de Batalin-Vilkovisky a homotopie prés est un module différentiel
gradué A muni d’opérations

mil,m,pn D (8A)®PL AN (8A)BPR — A, POUT M, P1,...,Pp > 1, d >0,

de degré 2d +n — 2, ot (sA)®P est le quotient de (sA)®P par limage des battages (shuffles) non-
triviaux. Ces opérations vérifient les relations

n
’ 1 ’ i 9eeny ir;d”
Z Z (—1)7+<"+e m?,pjlv--ijnﬂ( Z myit P (@iy, Ao Nag ) Naj, A+ A ajn_r)

r=1 q'4+d"=d q1,.-,qr>1
IuJ={1,...,n}

n
§ § _1\e" a1 T 7 _
+ (=1) T oDy 1 DD Prg 15 (a1 A A Ul1py] A Ulp,+1,p,] A Aan) =0
r=1pj.+p)=pr
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avee I = {iy < <ir}, J={j1 < <jnr}, t =1+ 3P —qu et ol mp bl st
Vextension par battage de mg, . a (sA)®Pr A--- A (sA)®Pr. Le signe (—1)°T¢ vient de la régle
de Koszul du réarrangement des ay, €’ =r(n—r) et " =lar| +--- + |ar—1|.

< onérations m0
¢ Les opérations m,,

¢ Les opérations m{ | munissent sA d’une structure de L..-algebre.

g munissent A d’une structure de Com,-algebre.

munissent A d’une structure de G.-algebre.

o Les opérations m

E. Getzler a donné une définition équivalente d’algebre de Batalin-Vilkovisky en terme d’opérateur
différentiel d’ordre < 2, cf. [Get94, Proposition 1.2]. O. Kravchenko [Kra00] a utilisé cette définition
pour proposer une définition d’une algebre de Batalin-Vilkovosky & homotopie pres, appelée algébre
de Batalin-Vilkovosky commutative a homotopie preés.

Proposition 52. Une algébre de Batalin-Vilkovisky commutative a homotopie prés est une algébre
de Batalin-Vilkovisky a homotopie pres ou toutes les opérations soient nulles sauf éventuellement

m3 et les m(li,...,r

D. Tamarkin et B. Tsygan ont proposé une définition plus générale dans [TT00]. Ils considérent
lalgebre de Gerstenhaber libre G(A*) sur la duale de A. Une structure de G.-algebre est équivalente
a la donnée d’une dérivation de carré nul A_;. Ils définissent une algebre de Batalin-Vilkovisky &
homotopie pres par un opérateur de carré nul

A = A1+ A+Apie + A3+ A5+ ...

olt Aggy_1 est de degré 2d — 1 et d’ordre < d+ 1, et ott Ape est le dual de dy,. Cette définition est
simple a énoncer. Par contre, il est tres difficile de 'expliciter complétement en terme d’opérations
génératrices et de relations.

Proposition 53. Une algébre de Batalin-Vilkovisky a homotopie prés est équivalente a la donnée
précédente ou on suppose en outre que chaque Aog_1 soit d’ordre 1 et qu’il soit une dérivation par
rapport & la structure d’algébre de Lie de G(A*) .

7.2. Théorie topologique des champs conformes et espaces de lacets doubles. E. Getzler
a introduit dans [Get94] I'opérade des petits disques ¢ bord D, voir aussi [SWO03]. Elle est définie
par les configurations de disques, avec un point marqué sur le bord, dans le disque unité. Il a montré
que I’homologie de I'opérade des petits disques & bord est égale a opérade BV : Hq(fD) = BV.
Donc l'opérade des petits disques a bord fournit un modele topologique pour la notion d’algebre
de Batalin-Vilokoviky & homotopie pres. La relation exacte avec la notion d’algebre de Batalin-
Vilkovisky & homotopie pres est la suivante.

Proposition 54. Il existe un quasi-isomorphisme d’opérades BV, — Co(fD) qui reléve la
résolution BV, — BV.

Ce résultat se démontre grace a la formalité de 'opérade D, voir [GS08, Sev09] et le fait que BV o,
soit cofibrante dans la catégorie de modeles des opérades (section 4.1).

Comme 'opérade topologique fD des petits disques a bord agit sur I'espace de lacets doubles de
tout espace topologique muni d’une action du cercle, on en déduit le théoréme suivant.

Corollaire 55. Pour tout espace topologique X muni d’une action du cercle S1, le complexe des
chaines singuliéres Ce'™(X) posséde une structure d’algébre de Batalin-Vilkovisky a homotopie

prés qui induit le produit de Pontryagin et le crochet de Browder en homologie.

G. Segal [Seg04] a introduit le prop des surfaces de Riemann qui est défini par les classes d’iso-

morphismes de surfaces de Riemann de genre quelconque avec des applications biholomorphes

depuis 'union disjointes de n + m disques. Il s’agit en fait d’un prop librement engendré par la

propérade R des surface de Riemann connexes. L'image des n premiers disques forment les entrées

et 'image des m disques suivants forment les sorties. La composition de cette propérade est définie

en recollant les surfaces selon ces disques. Un espace topologique avec une structure de gebre sur
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R est appelé une théorie de champs conformes et un module différentiel gradué avec une structure
de gebre sur la propérade Co(R) des chaines de R est appelé une théorie topologique de champs
conformes ou TCFT pour 'abréviation anglo-saxone.

Si on ne considere que les spheres de Riemann, surface de genre 0, avec une seule sortie, on obtient
une opérade R dont fD est un retract par déformation.

Théoréme 56. I] existe un quasi-isomorphisme d’opérades BV o, — Co(R) tel que le diagramme
sutvant soit un diagramme commutatif de quasi-isomorphismes.

Co(R) =——== C,(ID)

t
!

BV.. — = BV = H,(fD).

Corollaire 57. Toute théorie topologique de champs conformes est munie d’une structure d’algébre
de Batalin-Vilkovisky a homotopie prées qui reléve la structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky sur
son homologie définie par Getzler [Get94].

Donc une importante part de la structure de TCFT est codée dans la notion d’algebre de Batalin-
Vilkovisky & homotopie pres.

7.3. Conjecture de Deligne cyclique. La résultat de la section précédente permet de démontrer
la conjecture de Deligne cyclique avec 'opérade BV .

Si on considére une algebre de Calabi-Yau [Gin06] ou une algebre de Frobenius [Tra02, Men07],
alors on peut transférer le bord de Connes de ’homologie de Hochschild & la cohomologie de
Hochschild. Ceci définit un opérateur A sur la cohomologie de Hochschild qui en fait une algebre
de Batalin-Vilkovisky. La conjecture de Deligne cyclique consiste a relever de maniere cohérente
cette structure & homotopie pres sur le complexe de cochaines.

Théoréme 58 (Conjecture de Deligne cyclique). Soit A une algébre de Calabi- Yau ou une algébre
de Frobenius. 1l existe une structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky a homotopie pres sur le com-
plexe des cochaines de Hochschild de A qui reléve la structure d’algebre de Batalin- Vilkovisky sur
la cohomologie, telle que

BV, = Co(fD) — Endcpea)

Pour le démontrer, dans le cas Calabi-Yau, on utilise [Cos07] ou il est montré que l'opérade R
agit sur CH®(A) et dans le cas des algébres de Frobenius, on utilise [Kau04], ou il est montré que
Popérade fD agit sur CH®(A).

La conjecture de Deligne cyclique a été démontrée par [Kau04, TZ06, Cos07, KS06] pour différents
modeles topologiques de l'opérade BV. A notre connaissance, aucun de ces modeles n’est cofibrant.
La solution proposée ici donne donc un modele canonique pour cette conjecture. Pour aller plus
loin, nous voudrions conjecturer, comme [TT00] que cette structure d’algébre de Batalin-Vilkovisky
a homotopie pres est formelle.

7.4. Théorie de la déformation et de l’obstruction appliquée aux algebres vertex
d’opérateurs. Pour démontrer le méme type de résultat que précédement sur les TCFT au ni-
veau des algebres vertex d’opérateurs, nous avons besoin de développer la théorie de la déformation
et d’obstruction des gebres sur une propérade.

Y.-Z. Huang a montré dans [Hua97] qu’une algébre vertex d’opérateurs est une d’algebre d’un cer-

tain type sur l'opérade R des spheres de Riemann. Lian-Zuckerman ont muni la cohomologie d’une

algebre vertex d’opérateurs d’une structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky. Ils en ont conjectué

que cette structure se relevait de maniere cohérente sur ’algebre elle-méme en une structure a
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homotopie preés [LZ93]. Le modele pour la notion d’algébre de Batalin-Vilkovisky & homotopie
pres donnée ici permet de résoudre cette conjecture.

Théoréme 59. Toute algébre vertex d’opérateurs de poids conforme N-gradué admet une structure
explicite d’algébre de Batalin-Vilkovisky a homotopie prés qui étende les opéations définies par
Lian-Zuckerman et qui reléve la structure d’algébre de Batalin-Vilkovisky de sa cohomologie.

La démonstration de ce résultat repose sur la théorie de 'obstruction des structures de Po,-gebres
sur une propérade de Koszul (Appendice B de [9]). La duale de Koszul de P est graduée par un
poids, ce qui induit que 'algeébre de convolution gp = Homg(Pi, End 4) est graduée par un poids.
Ici on a gy := Homg(BV!,Endy) et BVI = (¢BV)i = ), (@BV)i™. On peut alors travailler
par récurrence ; la possibilité d’itérer la construction d’un morphisme tordant dépend d’un certain
groupe d’homologie qui est nul ici. De plus, la définition d’algebre vertex forunit un homotopie
explicite pour ces complexes de chaines, ce qui permet de construire explicitement la structure
d’algebre de Batalin-Vilkovisky.

Plus précisément, on explicite ’algebre de convolution de la maniére suivante.

Proposition 60. L’algébre de Lie différentielle graduée de convolution gpy := Homg(BV', End 4)
est isomorphe d ga[[A]] := 9a®K][A]], ot g est la dg algébre de Lie de convolution Homg(Gi, Endy4)
associée a l'opérade de Gerstenhaber G. Le parameétre formel h est de degré —2. La différentielle
0 de gg[[h]] est la somme de deux termes 0 = Oy + 01, ot Oy est la dérivation engendrée par celle
de gg et ot 01 augmente la puissance de h de 1.

Soit o € Tw(BVi, End4) une structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky & homotopie pres, le com-
plexe de déformation définissant la cohomologie de cette algebre est donné par ’algebre de Lie
différentielle graduée tordue par « :

g%v = (gGHth [7 ]7 do + O + [_’O‘D'

Ainsi le complexe de chaines définissant la cohomologie d’une algebre de Batalin-Vilkovisky &
homotopie pres est une extension formelle de celui définissant la cohomologie d’une algebre de
Gerstenhaber a homotopie pres. La forme particuliere de 'opérade BV et de 1’algebre de Lie de
convolution permet de définir une théorie de 'obstruction relative. Soit ag € Tw(Gi,Endy4) une
structure d’algebre de Gerstenhaber a homotopie pres sur A.

Théoréme 61. Soit o =g+ a1+ -+ a, € HZ:O g% @ W*K un élément qui vérifie I'équation
de Maurer-Cartan jusqu’au poids n. On consideére

~ 1
Opt1 ' = 81(an) + 5 Z [ak, al].

ktl=n+1
k,i>1

(1) Dans gg @ h" 'K, on a 0% (a1 1) = 0, c’est-a-dire q, 41 est un cycle de degré —2.

(2) Il existe un élément anq € gS[A" Y tel que g + oy + -+ - + g1 vérifie Uéquation de
Maurer-Cartan en poids n + 1 dans (gpv,0) si et seulement si la classe de apn41 dans
H_5(g% ® A"TIK, 0°) s’annule.

On applique ce théoréme de la maniére suivante.

Théoréme 62. Soit ay une structure d’algebre de Gerstenhaber a homotopie prés sur un module
différentiel gradué A. Si les groupes de cohomologie négatifs 2-périodiques de l’algébre de Gersten-
haber a homotopie prés A s’annulent, ¢’est-a-dire H_o, ((Homg(Gi, End 4),9%°)) = 0 pour n > 2,
alors cette structure peut étre étendue en une structure d’algébre de Batalin-Vilkovisky a homotopie
pres.

En d’autres termes, les groupes de cohomologie négatifs 2-périodiques d’une Go-algebre mesurent
les obstructions pour relever cette structure en une structure d’algebre de Batalin-Vilkovisky a
homotopie pres.
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CONCLUSION ET OUVERTURE

Les méthodes développées ici permettent aussi de faire du tranfert explicite de structures de Pyo-
gebres a travers des équivalences d’homotopie. La résolution propéradique bar-cobar appliquée
aux chaines de la propérade des surfaces de Riemann définit la notion de TCFT a homotopie pres.
Ceci est une autre histoire et sera détaillé ultérieurement.

1l existe des probléemes qui requiérent toujours 'utilisation des props : I’approche de S.A. Merkulov
de la déformation par quantification [Mer04], la généralisation du théoreme de Cartier-Milnor-
Moore aux différents types de bigeébres par J.-L. Loday [Lod08] et le probléme de la bar construction

itérée, cf.

B. Fresse [Fre07]. Il ne s’agit donc pas d’une fin mais d’un début. Nous espérons que

certaines idées développées ici au niveau des propérades pourront en un sens étre généralisées aux

props.
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Résumé : Une propérade est un objet mathématique qui sert a coder les opérations
a plusieurs entrées et a plusieurs sorties, comme le produit d'une algebre ou le
coproduit d'une cogebre. Le nom de “propérade” vient de la contraction de produit,
opération et monade. Les propérades sont des objets universels qui se retrouvent
dans de nombreux domaines des mathmatiques. Ce mémoire illustre des applications
en algebre, topologie, géométrie et physique mathématique.

Ceci est une propérade



