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Introduction

La géométrie de Poisson est apparue dans l’étude des systèmes mécaniques avec
Lagrange et Poisson, pour lesquels il s’agissait essentiellement d’intégrer des équa-
tions différentielles. Ce n’est que beaucoup plus tard qu’elle est devenue une véritable
discipline mathématique, c’est en effet une géométrie très abstraite. Aujourd’hui, on
sait qu’en plus de décrire la mécanique classique, elle intervient aussi en optique,
en électromagnétisme, et contribue même à appréhender la mécanique quantique.
L’étude des structures de Poisson s’inscrit ainsi dans le cadre de la physique mo-
derne, autant que dans la compréhension des systèmes dynamiques.

La donnée d’une structure de Poisson sur une variété induit un feuilletage dont les
feuilles sont des variétés symplectiques. On peut se représenter chacune de ces feuilles
comme l’espace des phases d’un système dynamique, et voir ainsi une structure
de Poisson comme un enchevêtrement de tels espaces des phases. Cette thèse est
dévouée à l’étude du voisinage d’une feuille fixée, du point de vue physique, il s’agit
donc d’étudier comment peut se déformer un espace des phases.

Le choix d’une forme de densité sur la variété ambiante permet de définir le
rotationnel. C’est un champ de vecteurs qui préserve la structure, mais qui n’est
défini qu’à un champ hamiltonnien près, suivant le choix de la forme de densité. Il
apparaît ainsi naturel de s’intéresser aux points où le tenseur de Poisson s’annule,
en ces points, le rotationnel ne dépend en effet pas de la forme volume choisie. De
plus, si le rotationnel ne s’annule pas en un tel point, la structure de Poisson est
contrainte à s’annuler tout le long de sa trajectoire Γ. Si cette dernière n’est pas une
feuille à proprement parler, elle en a toutes les caractéristiques, simplement à cause
de l’invariance de la structure par rapport au rotationnel. C’est cette situation qu’on
se propose d’étudier au chapitre 2, dans le cas où la linéarisée de la structure est
non-résonnante, et où la trajectoire est un cercle. Cette situation se prête à l’étude,
et permet de dégager un ensemble complet d’invariants semi-locaux, ainsi que des
interprétations géométriques très satisfaisantes. On obtient aussi une forme normale
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de la structure de Poisson au voisinage de la singularité : dans un bon système de
coordonnées, cette dernière prend la forme suivante

Π = ∂θ ∧
( ∑
i,j=1...n

µixi∂xi

)
+

∑
1≤i<j≤n

ai,jxixj∂xi ∧ ∂xj.

Dans cette expression, les constantes µi sont liées à la linéarisée de la structure,
ainsi qu’à la période du rotationnel le long de Γ, tandis que les ai,j (couplés aux µi)
décrivent le feuilletage de la structure.

En plus des résultats en eux-mêmes, cette étude permet d’entrevoir la situation de
structures de Poisson en des points où le rotationnel n’est pas tangent à une feuille
S, et peut être choisi de sorte à avoir une trajectoire circulaire, on peut envisager
alors un collier de feuilles calquées sur S, autour duquel s’organise une structure de
la forme décrite dans le chapitre 1.

Dans le second chapitre, on commence par démontrer en détail le formalisme
développé par Vorobjev pour décrire le voisinage d’une feuille symplectique. Sur un
voisinage tubulaire de la feuille, le germe de la structure est horizontalement non-
dégénéré, ce qui permet de la décrire comme une donnée géométrique, c’est-à-dire
un triplet (Γ,V ,F) où

– V ∈ χ(Λ2V er) désigne un 2-tenseur vertical,
– Γ est une forme de connexion sur E,
– F ∈ Ω2(S)

⊗
C∞(S)C

∞(E) est une 2-forme non-dégénérée sur S à valeurs dans
C∞(E),

satisfaisant certaines conditions de compatibilité. Cette façon de voir la structure de
Poisson permet non seulement de dégager des invariants géométriques qui décrivent
le voisinage d’une feuille, mais aussi d’établir des critères d’équivalence entre deux
structures coïncidant sur une feuille. De ces critères, on déduit ensuite des résultats
de formes normales et de linéarisation dans un cadre semi-local. Pour finir, dans
l’appendice, on rappelle le principe d’homotopie de Moser, et on montre que les
critères d’équivalence de données géométriques, sont une version à paramètres de ce
principe.



Chapitre 1

Généralités

1.1 Structures de Poisson

1.1.1 Crochets de Poisson

Une structure de Poisson sur une variété, disons lisse, M de dimension n, est la
donnée d’un crochet bilinéaire, dit de Poisson :

{ , } : C∞(M)× C∞(M) 7−→ C∞(M)

(f, g) 7−→ {f, g},

tel que, pour toutes fonctions f, g, h ∈ C∞(M) :

{f, g} = −{g, f} Antisymétrie,
{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g Identité de leibniz,∮

f,g,h
{f, {g, h}} = 0 Identité de Jacobi.

où
∮
f,g,h

désigne la somme cyclique sur f, g et h. Une variété munie d’une structure
de Poisson est appelée variété de Poisson.

L’identité de Leibniz indique que, pour toute f ∈ C∞(M), l’opérateur :

{f, } : C∞(M) 7−→ C∞(M)

g 7−→ {f, g},

est une dérivation de l’algèbre C∞(M), il existe donc un unique champ de vecteur,
que l’on notera en généralXf , tel queXf (g) = {f, g}. Ce fait, couplé à l’antisymétrie,
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6 Généralités

permet de décrire complètement le crochet de Poisson sous la forme d’un 2-vecteur
Π ∈ ρ(Λ2TM), dégageant ainsi le caractère local d’une structure de Poisson.

Remarque 1.1.1. De manière générale, si v : V 7−→ M désigne une fibration
vectorielle quelconque, on notera ρ(V ) l’espace de ses sections, la variété de base ne
faisant en général aucune ambiguïté. Ainsi Ωk(M) = ρ(ΛkT ?M) désignera l’espace
des k-formes sur la variété M .

Morphismes de Poisson
Soient (M,Π) et (M ′,Π′) deux variétés de Poisson de crochets respectifs { , } et

{ , }′. On dit que φ : (M,Π) 7−→ (M ′,Π′) est un morphisme de Poisson si :

∀f, g ∈ C∞(M ′) {f ◦ φ, g ◦ φ} = {f, g}′ ◦ φ,

où, de manière équivalente si :
φ?Π = Π′.

L’existence de tels morphismes pose notamment des problèmes de projetabilité (voir
par exemple [Va]). Comme toujours en géométrie, lorsque φ est un difféomorphisme
entre ouverts de IRn, on pourra voir Π et Π′ comme deux structures liés par un
isomorphisme, ou comme la même structure vue dans deux cartes différentes.
Expression locale des structures de Poisson

Si (x1, . . . , xn) désigne un système de coordonnées locales sur un ouvert de M ,
notons Πi,j := 1

2
{xi, xj}. Le 2−vecteur Π prend la forme :

Π = 2
∑

1≤i<j≤n Πi,j∂xi ∧ ∂xj
=

∑
i,j=1...n Πi,j∂xi ∧ ∂xj.

Ainsi, pour toute fonction lisse f , le champ hamiltonien Xf associé à f prend s’ex-
prime comme :

Xf =
∑
i=1...n

Πi,j
∂f

∂xi
∂xj.

Exemples de structures de Poisson
•Structures de Poisson sur IR2 :

On vérifie aisément que, pour toute fonction f ∈ C∞(IR2), Π := f∂x ∧ ∂y définit
une structure de Poisson. L’étude des structures de Poisson topologiquement stables
sur des surfaces compactes est traité dans [Rad1], [Rad2].
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•Structures symplectiques :
Les structures symplectiques sont les structures de Poisson pour lesquelles la matrice
Πi,j est inversible sur tout M : on définit en effet de manière unique une 2−forme
non-dégénérée ω de sorte que Π] = ω[, l’équation de Jacobi est alors équivalente à
dω = 0.
• Structures de Poisson linéaires :

Une structures de Poisson est dite linéaire si elle est définie sur un espace vectoriel,
et si le crochet de deux fonctions linéaires est linéaire. De telles sructures sont en
correspondance biunivoque avec les algèbres de Lie de dimension finie : si (G, [ , ]G)

désigne une algèbre de Lie de dimension finie, la structure de Poisson correspondante
est définie sur G? par la formule :

∀f, g ∈ C∞(G), ∀α ∈ G? {f, g}(α) =< α, [dαf, dαg]G >,

où < , > désignent les crochets de dualité, et où dαf et dαg sont vus comme des
éléments de G?? = G.

De telles strucures sont entièrement déterminées par leurs constantes de structure
cki,j ∈ IR, définies par :

{xi, xj} =
∑
k=1...n

cki,jxk,

où, de manière équivalente

Π =
1

2

∑
i,j,k=1...n

cki,jxk∂xi ∧ ∂xj.

1.1.2 Crochet de Schouten

Notons ρ(ΛTM) l’espace des sections de l’algèbre extérieure de TM : ρ(ΛTM) =

⊕n∈Nρ(Λ
nTM), avec ρ(Λ0TM) = C∞(M), ρ(ΛTM) est une algèbre graduée associa-

tive sur laquelle il existe un unique crochet [ , ] : ρ(ΛTM)× ρ(ΛTM) 7−→ ρ(ΛTM)

vérifiant, pour tous A ∈ ρ(ΛaTM), B ∈ ρ(ΛbTM), C ∈ ρ(ΛcTM), et X ∈ ρ(Λ1TM)

les propriétés suivantes :

[A,B] ∈ ρ(Λa+b−1TM),

[X,A] = LXA,
[A,B] = −(−1)(a+1)(b+1) [B,A] ,

[A,B ∧ C] = [A,B] ∧ C + (−1)(a+1)bB ∧ [A,C] ,
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ainsi que l’identité de Jacobi graduée :

(−1)(a+1)(c+1)[A, [B,C]] + (−1)(b+1)(a+1)[B, [C,A]] + (−1)(c+1)(b+1)[C, [A,B]] = 0.

Autrement dit, ρ(ΛTM) muni du produit extérieur et du crochet de Schouten est
une algèbre de Gestenhaber. L’identité de Jacobi pour une structure de Poisson Π

se traduit alors en termes de crochet de Schouten par :

[Π,Π] = 0.

Localement, cette équation prend la forme :

∀i, j, k = 1 . . . n,

∮
i,j,k

∑
l=1...n

Πi,l
∂Πj,k

∂xl
= 0

A priori très simple, nous verrons au cours notamment du second chapitre, à quel
point peut elle être riche et prendre de multiples formes.

1.1.3 Feuilletage symplectique

Pour tout 2−vecteur Π on peut considérer le morphisme fibré :

Π] : T ?M 7−→ TM

α 7−→ iαΠ,

iαΠ désignant le produit intérieur de α par Π : iαΠ(β) := Π(α, β). Lorsque Π est une
structure de Poisson, l’espace des 1−formes sur M , Ω1(M), est muni d’une structure
d’algèbre de Lie, entièrement définie par la condition :

∀f, g ∈ C∞(M) {df, dg} = d{f, g},

et en imposant l’identité de Leibniz :

∀α, β ∈ Ω1(M) {α, fβ} = f{α, β}+ LΠ](α)β

(ici, on note de la même manière les crochets sur C∞(M) et sur Ω1(M)). On sait
de plus que Π] est alors un morphisme d’algèbres de Lie. Son image ImΠ] définit
donc une distribution (singulière) C∞ intégrable sur M (voir [Sus]). Les feuilles de
cette distribution (qui, de manière générale, sont des variétés strictement immergées)
héritent de Π d’une structure symplectique, en particulier, elles sont de dimension
paire.
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1.1.4 Cohomologie de Poisson

Grace à l’identité de Jacobi, on peut définir sur Λ(TM) un opérateur de carré
nul en posant pour tout p :

∂pΠ : ρ(ΛpTM) 7−→ ρ(Λp+1TM)

∆ 7−→ [Π,∆]

lequel mène naturellement à une théorie cohomologique, et dont on note H?
Π(M) le

complexe associé :
Hp

Π(M) := ker ∂pΠ/Im∂
p−1
Π

Pour les petites valeurs de p, on peut donner une interprétation géométrique de
ces espaces de cohomologie : H0

Π(M) est l’ensemble des fonctions dites de Casimir,
c’ est-à-dire celle dont le champ hamiltonien est nul, ou, de manière équivalente, les
fonctions constantes sur les feuilles. H1

Π(M) est l’ensemble des champs laissant Π

invariant, modulo les champs hamiltoniens. H2
Π(M) mesure quand à lui les défor-

mation infinitésmales de Π modulo les déformations infinitésimales triviales.

1.1.5 Rotationnel d’une structure de Poisson

Supposons la variété M orientable, et fixons ν ∈ Ωn(M) une forme volume sur
M . L’application :

ν[ : ρ(ΛpTM) 7−→ Ωn−p(M)

∆ 7−→ i∆ν

est alors un isomorphisme. En posant : Dν := (ν[)−1 ◦ d ◦ ν, on transporte l’opé-
rateur de différentiation externe d sur le complexe ρ(ΛTM) suivant le diagramme
commutatif suivant :

ρ(ΛpTM) � ν[
//

Dν

��

Ωn−p(M)

d
��

ρ(Λp−1TM) �
ν[

// Ωn−p+1(M)

Étant donné un p−vecteur ∆, on définit ainsi le rotationnel Dν(∆) de ∆ rela-
tivement à la forme volume ν. Rotationnel et crochet de Schouten sont liés par la
formule suivante.
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Proposition 1.1.1. Soit A ∈ ρ(ΛaTM) et B ∈ ρ(ΛbTM), le crochet de Schouten
vérifie :

[A,B] = (−1)aDν(A ∧B)−DνA ∧B − (−1)bA ∧ DνB.

En d’autres termes, le rotationnel (relativement à une forme volume quelconque)
engendre le crochet de l’algèbre de Gerstenhaber ρ(ΛTM), on dit encore encore que
ρ(ΛTM) est une algèbre de Batalin-Vilkovisky (ou BV-algèbre).

La fonctorialité du rotationnel s’exprime comme suit : si φ est un difféomorphisme,
on a

φ?Dν∆ = Dφ?νφ?∆

Pour une structure de Poisson dont l’expression locale est Π =
∑n

i,j=1 Πi,j∂xi ∧
∂xj, et si on prend pour forme volume ν = dx1 ∧ · · · ∧ dxn, le rotationnel est un
champ de vecteurs, qui prend la forme :

DνΠ =
∑

i,j=1...n

∂Πi,j

∂xj
∂xi,

Notons que ce champ de vecteur est toujours tangent aux feuilles de dimension
maximale.

Le rotationnel d’une structure de Poisson possède l’importante propriété de pré-
server cette dernière :

(1.1.1) [DνΠ,Π] = 0.

Par ailleurs, si ν ′ = fν est une autre forme volume (f désignant une fonction lisse
ne s’annulant pas sur M), les rotationnels relativement à ces deux formes volumes
diffèrent d’un champ hamiltonien, plus précisément :

DfνΠ = DνΠ +Xln |f |.

Ce qui signifie que même si le rotationnel dépend de la forme volume choisie, sa classe
de cohomologie elle, est indépendante de ce choix. La non-nullité de cette classe de
cohomologie est une obstruction à l’existence d’une forme volume invariante par Π,
on l’appelle la classe modulaire de la structure de Poisson (voir [D-Ha], [We1]).

Lorsque la variété n’admet pas de forme volume, il reste possible de définir le
rotationnel, il suffit pour celà de se donner une forme de densité, l’équivalent au signe
près d’une forme volume, la formule précédente assure en effet que le rotationnel reste
bien défini.



Chapitre 2

Structures de Poisson le long d’un
cercle de singularités

Considérons une variété M munie d’une structure de Poisson Π qui s’annule en
un point m de M , mais dont le rotationnel DΩΠ par rapport à une quelconque forme
volume Ω ne s’annule pas en ce point :

Πm = 0(2.0.1)

(DΩΠ)m 6= 0.(2.0.2)

On peut alors remarquer, en vertue de la propriété (1.1.1), et puisque Π s’ annule
en m, que la valeur du rotationnel au point m ne dépend pas du choix de Ω.

Par ailleurs, comme le rotationnel préserve la structure Π, cette dernière doit
s’annuler tout le long de la trajectoire du point m pour le champ DΩΠ, que nous
noterons Γ. De plus, cette trajectoire ne dépend que de Π, et, pour tout m′ ∈ Γ,
il existe un voisinage de m′ isomorphe à un voisinage de m. On voit ainsi que les
hypothèses 2.0.1 et 2.0.2, qui sont de nature locale, ont des conséquences de nature
semi-locale.

Dans ce chapitre, on étudie cette situation dans le cas où la linéarisée de Π en m
est le plus simple possible, on suppose aussi que la trajectoire Γ de m est fermée, ce
afin d’obtenir des invariants semi-locaux intéressants.

Dans le cas des structures de Poisson analytiques, on parvient alors à donner une
forme normale pour Π au voisinage de Γ ainsi qu’un ensemble complet d’invariants

11



12 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

pour de telles situations. Le cas lisse sera ensuite traité sous des hypothèses supplé-
mentaires. Enfin, on donnera une interprétation géométrique de ces invariants, et on
décrira complètement le feuilletage de telles structures.

2.1 Mise en place du contexte et des notations

Dans la suite, Π désigne une structure de Poisson analytique définie sur M = S1×
IRn, avec S1 paramétré par θ ∈ IR/2πZ et IRn par (x1, . . . , xn). On note Γ = S1×{0}
et on suppose que Π s’ annule en un point m de Γ et que la trajectoire passant par
m du rotationnel DωΠ de Π par rapport une forme volume quelconque Ω est Γ.

On a vu que Π s’annule nécessairement le long de Γ, la proposition suivante décrit
la partie linéaire de Π en tout point de Γ :

Proposition 2.1.1. Soit Λ une structure de Poisson sur IRn+1, nulle en 0 et dont
le rotationnel en 0 est non nul. Alors la linéarisée Λ(1) de Λ en 0 est le dual d’une
algèbre de Lie produit semi-direct de IR par une algèbre de Lie unimodulaire :

Λ(1) = (UoDIR)∗,

où U désigne une algèbre de Lie unimodulaire, et IR agit sur U via une dérivation
D : U 7−→ U .

preuve :
Rappelons d’abord qu’une algèbre de Lie unimodulaire est une algèbre de Lie dont
l’adjoint de tout élément est de trace nulle. On commence par montrer que si le
rotationnel de Λ en 0 est non nul, il en va de même pour celui de Λ(1) : notons
R0 ∈ T0IRn+1 (respectivement R(1)

0 ) le rotationnel de Λ (respectivement Λ(1)) en 0,
on a vu que R0 et R(1)

0 ne dépendaient pas de la forme volume choisie, dans un
système de coordonnées locales (x1, . . . , xn), on a donc :

R0 =
∑n

i,j=0
∂Λi,j

∂xi
(0)∂xj

R
(1)
0 =

∑n
i,j=0

∂Λ
(1)
i,j

∂xi
(0)∂xj(0)

=
∑n

i,j=0 c
i
i,j∂xj, (?)

où cki,j ∈ IR désignent les constantes de structure de Λ(1). Mais, preciséement, cki,j =
∂Λi,j

∂xk
(0), ainsi, sous des identifications usuelles, on a R0 = R

(1)
0 6= 0.
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Pour voir que Λ
(1)
0 est bien de la forme (UoDIR)∗ avec U , il suffit de choisir

le système de coordonnées (x0, . . . , xn) de sorte que R(1)
0 = (∂x0)0 : puisque Λ(1)

doit s’annuler sur l’axe Ox0, on a alors c 0
i,j = 0, ∀i, j = 1 . . . n (ce qui signifie que

U = V ect{∂xi, i = 1 . . . n} et D = {x0, .} font l’affaire), le fait que l’adjoint de tout
élément de U soit de trace nulle est alors une conséquence directe de l’égalité (?). 2

Pour notre propos, Λ désigne Π au voisinage de m et Λ(1) la linéarisée Π(1) de Π

au point m. Afin d’utiliser des techniques classiques pour les problèmes de formes
normales, il est naturel d’imposer aux valeurs propres λ1, . . . , λn ∈ C de D de ne
vérifier aucune des relations de résonnance suivantes :

λi = p1λ1 + · · ·+ pnλn(2.1.1)

λi + λj = q1λ1 + · · ·+ qnλn,(2.1.2)

pour tous i, j ∈ {1 . . . , n} tels que i 6= j, où (p1, . . . , pn) et (q1, . . . , qn) sont des
multi-indices à coefficients entiers positifs, avec

∑n
k=1 pk ≥ 2, à l’exception des rela-

tions triviales λi = λi et λi + λj = λi + λj.
Cette hypothèse, quoique que “générique”, est cependant très contraignante pour

l’algèbre U , en effet on le résultat suivant :

Proposition 2.1.2. Si UoDIR est une algèbre de Lie telle que les valeurs propres
de D ne satisfassent aucune des relation de résonnance 2.1.1 et 2.1.2, alors U est
nécessairement abélienne.

preuve :
Puisque U s’injecte naturellement dans U ⊗IR C, il suffit de montrer que cette
dernière est abélienne. Or en choississant une base {e1, . . . , en} de U ⊗IR C pour
laquelle D est sous forme de Jordan, il est facile de montrer successivement que
{e1, e2} = 0, {e2, e3} = 0 . . . grace aux identités de JacobiD({ei, ej}) = {D(ei), ej}+
{ei, D(ej)}.2

Dans le cas analytique, il sera aussi utile de supposer que ces valeurs propres
vérifient les conditions de Bruno : si I désigne l’ensemble des multi-indices (ci)i=1...n ∈
Zn tels que ci ≤ −1,∀i = 1 . . . n et

∑
i=1...n ciλi 6= 0, on pose :

(2.1.3) ωk = min{|
n∑
i=1

ciλi|; (ci) ∈ I,
n∑
i=1

ci < 2k},



14 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

on suppose que
∑∞

k=1
1
2
log 1

ωk
>∞.

Enfin, et par souci de simplification, on suppose aussi que toutes ces valeurs
propres sont réelles, bien que le cas complexe puisse être traité de manière analogue.

Remarque 2.1.1. Une étude purement locale de cette situation a déjà été réalisée
dans [D-Zh], la manière de traiter le cas complexe y est notemment exposée. Il y
apparaît qu’une telle structure est, au moins formellement, quadratisable, c’est-à-
dire que l’on peut trouver un système de coordonnées formelles dans lequel cette
dernière ne contient que des termes linéaires ou quadratiques.

2.2 La forme normale

Dans cette section, on démontre toute une série de lemmes qui vont peu à peu
préciser la forme de Π pour aboutir à une forme normale au voisinage de Γ, avec pour
préoccupation sous-jacente d’obtenir des coordonnées globales vis-à-vis de θ ∈ S1.

Lemme 2.2.1. Le crochet induit par Π peut, au voisinage de Γ, être écrit sous la
forme :

{xi, xj} = o2(x) ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} =
∑

i=1...n hi,j(θ)xj + o2(x) ∀i = 1 . . . n

où hi,j sont des fonctions analytiques sur S1 et o2(x) désignent des fonctions (ana-
lytiques ?) sur S1 × IRn d’ordre deux en les variables x1, . . . , xn et où la matrice
Hθ = (hi,j(θ))i,j=1...n a pour valeurs propres {k(θ)λi/i = 1 . . . n} pour une certaine
fontion k : S1 7−→ IR.

preuve :
Ce lemme est juste une conséquence du fait que deux algèbre de Lie de la forme
IR oD IRn et IR oD′ IRn sont isomorphes si et seulement si D et D′ sont conjuguées à
un scalaire près (en particulier, à isomorphisme de Poisson près, les valeurs propres
de D ne sont définies que modulo multiplication par un scalaire) mais voyons celà
en détail.

Π s’annulant sur Γ = {xi = 0, i = 1 . . . n}, son crochet a la forme suivante :

{xi, xj} =
∑

i=1...n u
k
i,j(θ)xk + o2(x) ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} =
∑n

i=1...n hi,j(θ)xj + o2(x) ∀i = 1 . . . n.
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Soit θ0 ∈ S1 fixé, et notons Π
(1)
θ0

la linéarisée de Π en (θ0,0,. . .,0). D’après la
proposition 2.1.2, Π

(1)
θ0

est isomorphe au dual d’une algèbre de Lie dont l’idéal dérivé
est commutatif, donc tous les uki,j(θ0) sont nuls.

Considérons maintenant Ψθ0 : (IRn oD IR)∗ 7−→ Π
(1)
θ0

un isomorphisme de Poisson
et notons :

Ψ̃θ0 =


k v1 . . . vn

w1

... (Ψi,j)

wn


la matrice associée ; (Ψθ0)

∗ étant un isomorphisme d’algèbres de Lie, il doit envoyer
idéal dérivé sur idéal dérivé, et (w1, . . . , wn) est nécessairement nul.

On voit alors que det(Ψθ0) = k.det(Ψi,j), en particulier, k 6= 0 et la matrice (Ψi,j)

est inversible. À ce point, les conditions pour que Ψθ0 soit de Poisson sont :∑
k=1...n

hi,k.Ψk,j = k.Ψi,j.λi, ∀i, j = 1 . . . n,

mais ces relation s’écrivent précisemment sous la forme :

Hθ0 .(Ψi,j) = (Ψi,j).

 k.λ1 0
. . .

0 k.λn

 .

D’où le résultat. 2

Lemme 2.2.2. À un revêtement à deux feuillets près, et dans un bon système de
coordonnées, le crochet induit par Π prend, au voisinage de Γ, la forme

{xi, xj} = o2(x) ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} = k(θ)λixi + o2(x) ∀i = 1 . . . n,

preuve :
Pour tout θ ∈ S1, Hθ possède des valeurs propres {k(θ).λi, i = 1 . . . n} distinctes,
donc k est analytique, et, si on note Eλi

les sous-espace caractérisiques associés, ceux-
ci définissent des sous-fibrés vectoriels supplémentaires dans la fibration S1×IRn 7−→



16 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

S1, de sorte qu’ils sont simultanément soit triviaux, soit difféomorphes au ruban de
Mœbius. Dans ce dernier cas, le revêtement

C : S1 × IRn 7−→ S1 × IRn

(θ̃, x̃) 7−→ (2θ̃, x̃) ,

induit sur sa source une structure de Poisson Π̃ dont les sous-fibrés caractéristiques
sont tous triviaux. La topologie de ces sous-espaces étant invariante par isomor-
phisme de Poisson, il est clair que deux germes de structures de Poisson, Π et Π′,
le long de Γ sont isomorphes si et seulement si Π̃ est isomorphe à Π̃′ et chaque Eλi

difféomorphe à l’un des Eλ′i .
Ainsi, à un revêtement près, les Eλi

sont triviaux. Le choix pour chacun d’eux
d’une section partout non nulle permet alors de définir un changement de coordonées
linéaire en x qui diagonalise la matrice Hθ pour tout θ. 2

Remarque 2.2.1. Un exemple basique de structure de Poisson sur S1 × IR2 ad-
mettant des sous-fibrés caractéristiques non triviaux peut être donnée par le crochet
suivant :

{x1, x2} =
x2
1

2
(λ cos2 θ

2
+ µ sin2 θ

2
) +

x2
2

2
(λ sin2 θ

2
+ µ cos2 θ

2
) + x1x2(µ− λ) cos θ

2
sin θ

2

{θ, x1} = x1(λ cos2 θ
2

+ µ sin2 θ
2
) + x2(µ− λ) cos θ

2
sin θ

2

{θ, x2} = x1(µ− λ) cos θ
2
sin θ

2
+ x2(λ sin2 θ

2
+ µ cos2 θ

2
),

où λ, µ ∈ IR sont arbitraires. Ici, il est intéressant de voir comment ces équations se
simplifient lorsque λ = µ = 1, bien qu’il s’agisse d’un cas résonant.

Lemme 2.2.3. Un reparamétrage de S1 permet de mettre le crochet induit par Π

sous la forme suivante :

{xi, xj} = o2(x) ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} = µixi + o2(x) ∀i = 1 . . . n,

où µi ∈ IR.

preuve :
La formule

χ(θ) =
2π∫ 2π

0
k(t)dt

∫ θ

0

1

k(t)
dt

définit un un difféomorphisme χ : S1 7−→ S1 qui donne la reparamétrisation souhaitée.2
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Lemme 2.2.4. Il existe un système de coordonnées, défini sur un voisinage de Γ,
pour lequel le crochet de Π s’exprime comme

{xi, xj} = o2(x) ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} = µixi ∀i = 1 . . . n.

preuve :
Notons Xθ le champ hamiltonien associé à la (multi-)fonction θ :

Xθ =
∑
i=1...n

(µixi + pi)
∂

∂xi
,

où pi sont des o2(x). La partie linéaire d’un tel champ est connue pour être non-
dégénérée, autrement dit, tout champ de vecteurs ayant une telle partie linéaire est
formellement et lissement linéarisable (considéré comme champ en les variables xi à
paramètre θ) sous les conditions de non-résonnance 2.1.1, et il l’est analytiquement
avec les conditions de Bruno 2.1.3 (voir par exemple [Rou], théorème 20). Don-
nons tout de même une idée de la preuve de la non-dégénéréscence de ce champ :
on remarque qu’un difféomorphisme φθ = (φ1

θ, . . . , φ
n
θ ) linéarise le champ Xθ si et

seulement si
LXθ

φiθ = µiφ
i
θ ∀i = 1 . . . n, ∀θ ∈ S1.

Il s’agit alors dans un premier temps de prouver le résultat formellement. Pour celà
on écrit Xθ sous la forme

Xθ = X
(1)
θ +X

(r)
θ + or(x),

où X(1)
θ , X

(r)
θ et or(x) désignent respectivement les parties d’ordre 1, d’ordre r > 1 et

d’ordre supérieur à r en les varibles xi, et on montre formellement l’existence de φθ =

Id +
∑

i∈N φ
(r)
θ par récurrence sur r, en utilisant les conditions de non-resonnance

2.1.1. Lorsque l’hypothèse 2.1.3 est aussi vérifiée, on peut montrer que la série φθ
converge, obtenant ainsi le résultat analytique. Dans le cas lisse, on peut procéder
comme [Rou] : d’aprés ce qui précède, on peut partir de Xθ = X

(1)
θ + o∞(X) où

o∞(X) désigne un champ lisse plat en 0 ∈ IRn pour tout θ ∈ S1, il est ensuite possible
d’éliminer la partie plate par intégration directe, la platitude assurant l’existence de
cette intégrale.
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Il existe donc une famille φθ de difféomorphismes locaux, périodique et analytique
en θ, telle que :

(φθ)∗Xθ =
∑
i=1...n

µixi∂xi.

Ainsi, le changement de variables (θ,x) 7−→ (θ, φθ(x)) donne le résultat.2

Lemme 2.2.5. Un dernier changement de coordonnées mène au crochet suivant :

{xi, xj} = ai,jxixj ∀i, j = 1 . . . n

{θ, xi} = µixi ∀i = 1 . . . n.

où ai,j ∈ IR.

preuve :
Notons ui,j = {xi, xj}, les identités de Jacobi

∮
θ,xi,xj

{θ, {xi, xj}} = 0 s’ écrivent
maintenant simplement :

(2.2.1) (µi + µj) ui,j = Xθ(ui,j).

Si on développe ui,j en série entière des variables xi :

ui,j =
∑
p∈N

∑
(i1 . . . in)∈Nn

i1 + · · ·+ in=p

u
(i1...in)
i,j (θ) xi11 . . . x

in
n ,

on a :

Xθ(ui,j) =
∑
p∈N

∑
(i1 . . . in)∈Nn

i1 + · · ·+ in=p

u
(i1...in)
i,j (θ) Xθ(x

i1
1 . . . x

in
n )

=
∑
p∈N

∑
(i1 . . . in) ∈ Nn

i1 + · · ·+ in = p

u
(i1...in)
i,j (θ)

(∑
k=1...n ikλk

)
xi11 . . . x

in
n ,

donc les équations 2.2.1 sont équivalentes à :( ∑
k=1...n

ikλk

)
u

(i1...in)
i,j (θ) = (λi + λj) u

(i1...in)
i,j (θ) ∀(i1 . . . in) ∈ Nn,
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et, à cause des relations de non-résonnance 2.1.2, on a nécessairement ui,j = ai,j(θ) xixj

pour ai,j(θ) une certaine fonction analytique.
Les identitées de Jacobi

∮
x1,xi,xj

{x1, {xi, xj}} = 0 prennent ainsi la forme :

λ1
∂ai,j
∂θ

+ λi
∂aj,1
∂θ

+ λj
∂a1,i

∂θ
= 0,

en particulier, si a1,i et a1,j sont indépendents de θ, alors ai,j l’est aussi. Il suffit donc
d’exhiber un diféomorphisme rendant a1,k indépendant de θ pour tout k = 1 . . . n

pour que tous les ai,j le soient. Un tel difféomorphisme peut être défini par :

(θ, x1, . . . , xn) 7−→ (θ, x1, χ2(θ)x2, . . . , χn(θ)xn),

où χj(θ) = exp
( 1

λ1

∫ θ

0

(a1,j(θ)− â1,j) dt
)

avec âi,j =
1

2π

∫ 2π

0

a1,j(t) dt2

Remarque 2.2.2. C’est uniquement dans ce dernier lemme que la condition d’ana-
lyticité est utilisée. Nous verrons dans la sous-section 2.2.3 que, dans le cas lisse,
les crochets {xi, xj} peuvent contenir des termes plats, que l’on parvient à éliminer
avec difficulté lorsque n = 2.

Exemple 1. Dans le cas particulier n = 1, la forme normale se réduit à :

Π = cx∂θ ∧ ∂x,

Lorsque n = 2, la forme normale est :

Π = ∂θ ∧
(
µ1x1∂x1 + µ2x2∂x2

)
+ ax1x2∂x1 ∧ ∂x2.

2.2.1 Le principal résultat

Pour conclure la sous-section précédente, énonçons simplement le théorème qui
en résulte :
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Théorème 2.2.1. Soit Π une structure de Poisson analytique définie sur un voi-
sinage U de Γ = S1 × {0} dans S1 × IRn, avec S1 paramétré par θ et satisfaisant,
pour un certain m ∈ Γ :

(i) Πm = 0.

(ii) (DΩΠ)m 6= 0.

(iii) les valeurs propres de l’opérateur :

U 7−→ U
(dxi)m 7−→ (d{θ, xi})m,

où U désigne le sous-espace vectoriel de T ∗
mU engendré par {dmxi, i = 1 . . . n}, ne

vérifient aucune des relations de raisonnance :

λi = p1λ1 + · · ·+ pnλn

λi + λj = q1λ1 + · · ·+ qnλn,

pour tous i, j ∈ {1 . . . , n} tels que i 6= j, où (p1, . . . , pn) et (q1, . . . , qn) sont des multi-
indices à coefficients entiers positifs, avec

∑n
k=1 pk ≥ 2, à l’exception des relations

triviales λi = λi et λi + λj = λi + λj.

(iv) ces mêmes valeurs propres vérifient les condition de Bruno (2.1.3)
Alors, à un revêtement à deux feuillets près, il existe un système de coordonnées

analytique, défini sur un voisinage de Γ, dans lequel Π prend la forme :

Π = ∂θ ∧
( ∑
i=1...n

µixi∂xi

)
+

∑
1≤i<j≤n

ai,jxixj∂xi ∧ ∂xj.

2.2.2 Unicité de la forme normale

Les constantes mises en jeux dans le théorème précédent sont uniques, autrement
dit, elles caractérisent la structure. Nous expliquerons plus tard pourquoi les µi sont
uniques, pour nous concentrer ici sur les ai,j

Pour montrer que les ai,j sont des invariants de Poisson, considérons deux struc-
tures structures Π and Π′ sur un voisinage de Γ, et Φ un isomorphisme de Poisson
de Π sur Π′ . On met Π et Π′ sous forme normale, puisque les µi sont des invariants
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de la structure, on peut supposer que µi = µ′i pour tout i = 1...n. Avec des notations
évidentes, les équations pour que Φ soit de Poisson s’écrivent : ∀i, j = 1...n :

∑n
k=1 µkxk(

∂Φ0

∂θ
∂Φi

∂xk
− ∂Φ0

∂xk

∂Φi

∂θ
) +

∑n
k,l=1 ak,lxkxl(

∂Φ0

∂xk

∂Φi

∂xl
) = µiΦi (I)i∑n

k=1 µkxk(
∂Φi

∂θ

∂Φj

∂xk
− ∂Φi

∂xk

∂Φj

∂θ
) +

∑n
k,l=1 ak,lxkxl

∂Φ
∂xk

∂Φ
∂xl

= a′i,jΦiΦj (II)i,j.

En différentiant l’équation (I)i par rapport à θ, et en l’évaluant sur Γ, on obtient :

∂Φi

∂θ
(θ, 0, 0) = 0 ∀θ ∈ S1.

En la différentiant par rapport à xj, et en l’évaluant sur Γ, on a :

µj(
∂Φ0

∂θ

∂Φi

∂xj
− ∂Φ0

∂xj

∂Φj

∂θ
)(θ, 0, 0) = µi

∂Φi

∂xj
(θ, 0, 0) ∀θ ∈ S1.

Par ailleurs Φ|Γ échange les champs modulaires, donc Φ1(θ, 0, 0) = θ+ constante

et cette équation devient :

∂Φi

∂xj
(θ, 0, 0) = 0 ∀θ ∈ S1.

On en conclue que l’on peut écrire Φ sous la forme :

Φ0 = θ + o2(x)

Φi = ui(θ)xi + o2(x) ∀i = 1...n.

Dans (II)i,j, les termes d’ordre deux en les variables (x1, ..., xn) donnent alors la
relation :

∂

∂θ
(µj ln |ui | +µi ln |uj |) = ai,j − a′i,j

Dans cette dernière égalité, le membre de gauche est la dérivée d’une fonction définie
sur S1, son intégrale est donc nulle, et ai,j = a′i,j. La forme donnée dans le théorème
1 est donc caractéristique de la structure considérée.

La section (2.3), consacrée à l’analyse géométrique de la situation, décrit préci-
sément le rôle de ces constantes dans le feuilletage symplectique.
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2.2.3 Le cas C∞

Si l’on considère à présent le cas d’une structure de Poisson lisse Π sur S1 ×
IRn satisfaisant les conditions du théorème 2.2.1, l’étude effectuée dans la section
précédente prouve l’existence d’un difféomorphisme, défini sur un voisinage de Γ,
qui mette Π sous la forme :

Π = ∂θ ∧
( ∑
i=1...n

µixi∂xi

)
+

∑
1≤i<j≤n

(ai,jxixj + εi,j)∂xi ∧ ∂xj.

où µi et ai,j désignent des constantes et εi,j des fonctions sur S1 × IRn plates le
long de Γ. Notons ici que, dans le lemme 2.2.4 , la linéarisation du champ Xθ le long
de Γ est praticable dans la catégorie C∞. Ceci justifie le fait qu’aucun terme plat
n’apparaisse ici dans l’expression de ce dernier.

Nous allons montrer que, lorsque n = 2, il est possible d’éliminer les termes plats
(le cas n = 1 est traité dans [Rad2]) . On considère donc désormais, et seulement
pour cette sous-section, une structure de Poisson lisse Π, définie sur S1 × IR2, et de
la forme :

Π = λx∂θ ∧ ∂

∂x
+ µy∂θ ∧ ∂y + (axy + ε(x, y, θ))∂x ∧ ∂y,

où a, λ et µ sont des constantes, et ε une fonction lisse, plate le long de Γ.
Observons d’abord que ε peut se mettre sous la forme ε = ε̃(x, y, θ)xy : il suffit

pour celà de montrer que ε s’annule sur les ensembles {x = 0} and {y = 0}. Sur
{x = 0} par exemple, l’identité de Jacobi

∮
θ,x,y

{θ, {x, y}} = 0 s’exprime comme
suit :

µy
∂ε

∂y
(0, y, θ) = (λ+ µ)ε(0, y, θ).

Or, sur {y < 0} et {y > 0} les solutions de cette équation sont toutes de la forme
ε(0, y, θ) = Ky

λ+µ
µ , avec K une constante réelle. L’hypothèse de non-résonnance

implique alors que λ+µ
µ

/∈ N, de sorte que K doit etre nulle afin que l’application
y 7−→ ε(θ, 0, y) soit bien lisse en y = 0, ce qui montre bien que ε s’annule sur
l’ensemble {x = 0}.

Une fois ceci établi, on remarque que l’équation
∮
θ,x,y

{θ, {x, y}} = 0 prend dé-
sormais la forme : Xθ(ε̃) = 0, par consequent, si λ et µ sont de même signe, la
dynamique du champ Xθ force ε̃ à être identiquement nulle, il n’y a alors rien à
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montrer. On supposera donc par la suite que λ < 0 < µ. Dans ce cas, l’ensemble des
intégrales premieres de Xθ est fonctionnellement engendré par la fonction z = xµy−λ

sur chaque composante connexe de {xy 6= 0}, de sorte que travailler sur l’ensemble
{x > 0, y > 0}, nous permet de voir ε̃ comme dépendante uniquement de θ et z. On
cherche alors un changement de coordonnées de la forme :

θ′ = θ

x′ = (1 + ν)x

y′ = y,

oú ν(θ, z), désigne une fonction plate le long de {z = 0}, cette dernière condition
nous assurant que, en résolvant indépendemment le problème sur chaque composante
connexe de {xy 6= 0}, puis en recollant les différents difféomorphismes, l’on obtienne
bien un difféomorphisme global.

Un tel changement de variable n’affectera pas le champXθ, ainsi, la seule équation
que ν ait à vérifier pour éliminer le terme plat ε est {(1 + ν)x, y} = a(1 + ν)xy, ou,
de manière équivalente :

ε̃(θ, z)(1 + ν(θ, z)) + (a+ ε̃(θ, z))µz
∂ν

∂z
(θ, z) = 0.(2.2.2)

Travaillons sur {x > 0, y > 0}, et posons ν̃ = ln(1 + ν), cette équation s’écrit alors :

Z(ν̃) = − ε̃

µ
,(2.2.3)

avec Z = ∂
∂θ

+(a+ ε̃)z ∂
∂z
. Notons φZt le flot de Z. Puisque φZt (θ, 0) est au moins défini

pour t ∈ [0, 4π] , il en va de meme pour φZt (θ, z) avec z dans un intervalle ouvert I
suffisamment petit autour de zéro. L’application ν̃0(θ, z) =

∫ 0

−θ ε̃ ◦φ
Z
t (θ, z)dt, définit

donc une solution de 2.2.3 pour θ ∈ [0, 4π], et z ∈ I, cependant, cette dernière n’est
a priori pas 2π−périodique en θ.

Pour corriger cette non-périodicité, on doit trouver une intégrale première χ of Z,
définie pour θ ∈ [0, 4π], et telle que ν̃ = ν̃0 +χ soit 2π−périodique in θ. En fait, pour
obtenir la périodicité, il nous suffit de nous assurer que ν̃ vérifie ν̃(0, z) = ν̃(2π, z) : en
effet, pour une telle fonction ν̃, on aura alors Z(ν̃−ν̃ ′) = 0 pour ν̃ ′(θ, z) = ν̃(θ+2π, z),
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or il est clair qu’une intégrale première de Z s’annulant sur {θ = 0} est identiquement
nulle, forçant ν̃ à coïncider avec ν̃ ′ pour θ ∈ [0, 2π].

Notons σ : I 7−→ σ(I), l’application définie par φZ2π(0, z) = (0, σ(z)), autrement
dit, σ mesurant l’holonomie de Z le long de Γ ; elle est clairement inversible, et
nous permet de reformuler la condition ν̃(0, z) = ν̃(2π, z) uniquement en termes de
χ(0, z) :

ν̃(0, z) = ν̃(2π, z) ⇔ ν̃0(0, z) + χ(0, z) = ν̃0(2π, z) + χ(2π, z)

⇔ χ(0, z)− χ(2π, z) = ν̃0(2π, z)− ν̃0(0, z)

⇔ χ(0, z)− χ(0, σ−1(z)) = ν̃0(2π, z)− ν̃0(0, z).

Ici, χ, en tant qu’intégrale première de Z, peut être complètement déterminée
par sa restriction f(z) = χ(0, z), ainsi, afin de la définir, il nous suffit de trouver f
satisfaisant :

f(z)− f(σ−1(z)) = D(z),(2.2.4)

où D(z) = ν̃0(2π, z)− ν̃0(0, z).

Laissons pour la suite la manière de résoudre une telle équation : selon le lemme
7, la seule chose à vérifier est que D est plate en 0, et que σ−1(z) = σ′(o)z modulo
des termes plats, et que σ′(0) ∈]0, 1[. Il est facile de voir que, dans notre situation,
D est plate en zéro, et que σ−1(z) = e−az modulo des termes plats, il semble ainsi
nécessaire de faire l’hypothèse a > 0, cependant, moyennant quelques modifications
techniques, on peut mener la preuve à terme dans le cas a > 0.

Il ne nous reste plus qu’à résoudre cette dernière équation, à commençer par le
lemme préliminaire suivant.

Lemme 2.2.6. Soient α, ρ et h des fonctions lisses telles que ρ(0) = 0, ρ′(0) ∈]0, 1[,

h(0) = 0 et | α(0) |≤ 1. Alors l’equation :

g − α.g ◦ ρ = h(2.2.5)

possède une unique solution g de classe C1, s’annulant en zéro, et définie sur un
intervalle V autour de zéro sur lequel | ρ(z) |≤ ρ1. | z | pour une certaine constante
ρ1 ∈]0, 1[.
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preuve :
Montrons d’abord l’unicité : désignons par ρ[n] = ρ ◦ · · · ◦ ρ, c’est-à-dire ρ composée
n fois avec elle-même, on tire successivement de la relation 2.2.5

g − α.g ◦ ρ = h

α.g ◦ ρ− α.α ◦ ρ.g ◦ ρ[2] = α.h ◦ ρ
α.α ◦ ρ.g ◦ ρ[2] − α.α ◦ ρ.α ◦ ρ[2].g ◦ ρ[3] = α.α ◦ ρ.h ◦ ρ[2]

. . .

α.α ◦ ρ . . . α ◦ ρ[n−1].g ◦ ρ[n] − α.α ◦ ρ . . . α ◦ ρ[n].g ◦ ρ[n+1] = α.α ◦ ρ . . . α ◦ ρ[n−1].h ◦ ρ[n],

et, en sommant termes a termes :

g − α.α ◦ ρ . . . α ◦ ρ[n].g ◦ ρ[n+1] =
n∑
k=1

(Πk−1
l=0 α ◦ ρ

[l]).h ◦ ρ[k].

Donc, si g existe, continue avec g(0) = 0, alors, sur V,, on a :

g =
∞∑
k=1

(Πk−1
l=0 α ◦ ρ

[l])h ◦ ρ[k],

ce qui prouve l’unicité.
Pour montrer l’existence d’une solution de classe C1, il nous suffit de montrer

que le série
∑∞

k=0(Π
k−1
l=0 α ◦ ρ[l]).h ◦ ρ[k] converge normalement, ainsi que la série des

dérivées
∑∞

k=0((Π
k−1
l=0 α ◦ ρ[l]).h ◦ ρ[k])′ =

∑∞
k=0(

∑k−1
l=0 (Πj=1...l̂...k−1α ◦ ρ[j])(α ◦ ρ[l])′)h ◦

ρ[k] +
∑∞

k=0(Π
k−1
l=0 α ◦ ρ[l])(h ◦ ρ[k])′ .

Choisissons d’abord h1 ∈ R pour lequel |h(z) |≤ h1. |z | sur V. On voit aisément
que, pour une certaine constante M1 ∈ R, | Πk−1

l=0 α◦ρ[l](z) |≤M1 sur V et pour tout
k. On a ainsi :∑n

k=1 | (Π
k−1
l=0 α ◦ ρ[l](z)).h ◦ ρ[k](z) | ≤

∑n
k=1M1. |h ◦ ρ(z) |

≤ M1h1 |z |
∑n

k=1 ρ
k
1,

ce qui montre que
∑∞

k=0(Π
k−1
l=0 α ◦ ρ[l]).h ◦ ρ[k] converge normalement.

Pour montrer qu’il en va de même de
∑∞

k=0((Π
k−1
l=0 α ◦ρ[l]).h◦ρ[k])′ , on commence

par établir que pour un certain M2 ∈ R, | Πk−1

j=0...l̂...k−1
α ◦ ρ[j](z) |≤ M2 sur V , et
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pour tout k et l, puis que∑k−1
l=0 | (Πj=0...l̂...k−1α ◦ ρ[j]).(α ◦ ρ[l])′(z) | ≤

∑k−1
l=0 M2. | (α ◦ ρ[l])′(z) |

≤ M2.
∑k−1

l=0 ρ
1+2+···+l−1 | α′ ◦ ρ[l](z) |

≤ M3,

pour M3 ∈ R. Au final on a :∑∞
k=1 |

∑k−1
l=0 (Πj=0...l̂...k−1α ◦ ρ[j].(α ◦ ρ[l])′)h ◦ ρ(z) | ≤

∑∞
k=1M3. |(h ◦ ρ[k])(z) |

≤ M3.
∑∞

l=0 h1 |z | ρk+1

< ∞

et ∑∞
k=1 | (Π

k−1
l=0 α ◦ ρ[l](z)).(h ◦ ρ[k])′(z) | ≤

∑∞
k=1M1 | (h ◦ ρ[k])′(z) |

≤ M1.
∑∞

k=1 ρ
1+2+···+k
1 |h′ ◦ ρ[k](z) |

< ∞,

ce qui permet de conclure. 2

Le lemme suivant permet enfin de conclure a l’existence de solutions C∞ à l’ équa-
tion 2.2.4.

Lemme 2.2.7. Soit D et ρ deux fonctions lisses, avec D plate en zéro, et ρ(x) =

ρ′(0)z+ερ(z) où ρ′(0) ∈]0, 1[ et ερ désigne une fonction plate en zéro, alors l’équation

f − f ◦ ρ = D

possède une unique solution f s’annulant en zéro, et définie sur tout intervalle V
sur lequel | ρ(z) |≤ ρ1. | z | pour un certain ρ1 ∈]0, 1[. De plus f est lisse.

preuve :
Le lemme précédent donne l’existence d’une unique fonction f de classe C1 sur V ,
nulle en zéro, et satisfaisant

f − f ◦ ρ = D.

En dérivant cette expression, on s’aperçoit que f ′ est une fonction continue, s’annu-
lant en zéro, et vérifiant :

f ′ − ρ′f ′ ◦ ρ = D′.
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Applicant à nouveau le lemme précédent, on conclue alors que f ′ est nécessairement
de classe C1 sur V .

Ceci est la première étape d’une récurrence forte d’hypothèse générique (Pn)

définie par :
(Pn) : f (n) est une fonction de classe C1 sur V, nulle en zéro, et solution d’une

équation de la forme

f (n) − (ρ′)nf (n) ◦ ρ = D(n) −Qn(ρi, f
(j) ◦ ρ)1≤i≤n

1≤j<n, (En)

où Qn(ρi, f
(j) ◦ ρ)1≤i≤n

1≤j<n désigne un polynôme Qn en les variables ρi and f (j) ◦ ρ pour
1 ≤ i ≤ n et 1 ≤ j < n, ne contenant pas de terme constant, ni aucun terme de la
forme αρ′.

Supposons (Pk) satisfaite pour tout 1 ≤ k ≤ n, en particulier, f (n) satisfait (En)

où toutes les fonctions mises en jeux sont de classe C1, donc f (n+1) est C0 et satisfait :

f (n+1) − (ρ′)n+1f (n+1) ◦ ρ = D(n+1) − (Qn(ρi, f
(j) ◦ ρ)1≤i≤n

1≤j<n)
′ − nρ′′(ρ)n−1f (n) ◦ ρ.

L’hypothèse imposée à Qn et ρi(0) = f (j)(0) = 0, pour tout 1 < i et 1 ≤ j ≤ n

nous assure que, dans cette dernière équation, le second membre s’annule en zéro ce
qui implique à la fois que f (n+1)(0) = 0 et que cette équation satisfait les hypothèses
du lemme prédédent Ainsi f (n+1) est nécessairement de classe C1 sur V et on voit
aisément, qu’en posant

Qn+1(ρ
i, f (j) ◦ ρ)1≤i≤n+1

1≤j<n+1 = (Qn(ρi, f
(j) ◦ ρ)1≤i≤n

1≤j<n)
′ − nρ′′(ρ)n−1f (n) ◦ ρ,

on obtient bien un polynôme Qn+1 satisfaisant le propriétés recquises par (Pn+1).

2

Remarque 2.2.3. On bien voit ici à quel point il devient technique d’obtenir des
résultats en classe C∞, et ce, dès les petites dimensions. Les démonstrations qui pré-
cédent sont vraiment spécifiques au cas n=2, où il n’y a qu’une seule fonction plate
ε à éliminer. Le problème en dimension supérieure s’avère difficilement abordable,
nécessitant de toute évidence un cadre théorique adéquat.
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2.3 Signification géométrique des paramètres :

Dans cette section, Π désigne une structure de Poisson, définie sur S1 × IRn

paramétré par (θ, x1, . . . , xn), de la forme

Π = ∂θ ∧
( ∑
i=1...n

µixi∂xi

)
+

∑
1≤i<j≤n

ai,jxixj∂xi ∧ ∂xj.

Les paramètres µi et ai,j qui apparaissent dans la forme normale sont tous des in-
variants de la structure de Poisson : plus précisément, que deux telles structures
de Poisson isomorphes au voisinage de Γ ont les mêmes ai,j et µi dans leur forme
normale. À cet égard, nous allons voir quelles interprétations géométriques l’on peut
donner à ces différents paramètres : la somme des µi est liée à la période du rotation-
nel le long de la courbe singulière Γ et la droite engendrée par le n-uplet (µ1, . . . , µn)

caractérise la linéarisée de la structure en un quelconque point de Γ. Par ailleurs, les
µi, couplés aux ai,j, décrivent la manière dont s’organisent les feuilles symplectiques
le long de Γ.

2.3.1 Période du rotationnel

Le rotationnelDΩΠ pour la forme volume Ω = dθ∧dx1∧· · ·∧dxn, où (θ, x1, . . . , xn)

désignent les coordonées de la forme normale, prend la forme suivante :

DΩΠ = −
( ∑
i=1...n

µi

)
∂θ +

∑
j=1...n

( ∑
i=1...n

ai,j

)
∂xj.

Ce dernier étant défini à un champ hamiltonien près, sa restriction à Γ ne dépend
que de de Π. Par ailleurs, 2π/

∑n
i=1 µi apparait comme sa période le long de Γ. Ainsi,

comme nous l’avons indiqué en introduction, cette dernière est bien un invariant de
la structure.

2.3.2 Nature de la linéarisée aux points de Γ

La structure linéarisée de Π en un point de Γ est connue pour être un invariant
local de la structure, or, comme nous l’avons vu dans le lemme 2.2.1, cette dernière
est caractérisée par l’ensemble, {µ1, . . . , µn} à une constante multiplicative près,
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cependant, puisque la somme des µi est directement liée a la période du rotationnel,
cet ensemble devient, sans restrictions, un invariant du germe de Π le long de Γ.

L’ensemble {µ1, . . . , µn} décrit donc complètement, à un revêtement à deux feuillets
près, la partie linéaire de Π le long de Γ.

2.3.3 Description du feuilletage symplectique

Nous décrirons ici uniquement le feuilletage engendré par Π sur l’ouvert P+ :=

{(θ, x) ∈ S1× IRn/xi > 0,∀i = 1 . . . n} , bien que le raisonnement présenté permette
de décrire enti’erement le feuilletage de manière très satisfaisante : en effet si, pour
toute partie I de {1, . . . , n} on note PI = {(θ, x) ∈ S1 × IRn/xi = 0,∀i /∈ I}, on
remarque que PI est un sous-variéte de Poisson, du même type que celui présemment
étudié, et que celle-ci se décompose de la même manière en PJ avec J ⊂ I. En outre,
il apparaîtra clairement au cours de cet étude que P+ est l’une des composantes
connexes de l’ouvert régulier de Π -lesquelles sont toutes isomorphes puisque les
réflexions (θ, x1, . . . , xi, . . . , xn) 7−→ (θ, x1, . . . ,−xi, . . . , xn) sont des morphismes de
Poisson- et que le complémentaire de cette partie régulière est composé précisément
des PI pour I ⊂ J, I 6= J .

Pour mettre en évidence le feuilletage défini par Π sur P+, il suffit d’appliquer le
difféomorphisme :

L : P+ 7−→ S1 × IRn

(θ, x1, . . . , xn) 7−→ (θ, lnx1, . . . , lnxn),

puisque

{θ, lnxi} = µi{lnxi, lnxj} = ai,j,

dans les nouvelles coordonnées (que l’on notera (θ,x) = (θ, x1, . . . , xn) = (θ, lnx1, . . . , lnxn)),
la matrice (Πi,j) des crochets de Π est à coefficients constants :

(Πi,j) =


0 −µ1 . . . −µn
µ1

... (ai,j)

µn

 .
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Notons µ le vecteur (µ1, . . . , µn) et 2s le rang de la matrice (ai,j), le théoréme de
décomposition spectrale des morphismes anti-autoadjoints assure l’existence d’un
isomorphisme linéaire φ : IRn 7−→ IRn, dont on notera (φi,j) la matrice, qui conjugue
(ai,j) à une matrice du type

(
0 −1

1 0

)
O O

. . . ...

O

(
0 −1

1 0

)
O

O . . . O

 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




.

De plus, si µ appartient à Im(ai,j), on peut le choisir comme élément de la base
dans laquelle (ai,j) prend cette forme, ce qui nous incite à distinguer deux cas :

1er cas : si µ ∈ Im(ai,j)

En choisissant φ comme ci-dessus, le difféomorphisme (θ,x) 7−→ (θ, φ(x)) conjugue
(Πi,j) à la matrice :

0 0 −1 . . . 0

0

1

(
0 −1

1 0

)
O

. . . ...
... O

(
0 −1

1 0

)

0 . . . 0

 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0





.

Ici, la matrice nulle, en bas a droite, est de rang n− 2s.
Notons (θ, q1, p1, . . . , qs, ps, x̃2s+1, . . . , x̃n) les coordonnées induites par φ ◦ L, le

feuilletage est alors engendré par ∂θ + ∂q1, ∂p1, ∂q2, ∂p2, . . . ∂qs, ∂ps, de sorte que ce
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feuilletage n’est pas parallèle à S1 × {0}, laissant apparaître un phénomène d’holo-
nomie le long de Γ. L’ensemble des feuilles est paramétré par (q1, x̃2s+1, . . . , x̃n) ∈
[0, 2π[×IRn−2s.

De plus, si F(q1,x̃2s+1,...,x̃n) désigne la feuille par le point (0, q1, 0, . . . , 0, x̃2s+1, . . . , x̃n) ∈
S1 × IRn, alors F(q1,x̂2s+1,...,x̂n) est paramétrée par (t1, . . . , t2s) :

F(q1,x̃2s+1,...,x̃n) = {(expit1 , q1+t1, t2, t3, . . . , t2s, x̃2s+1, . . . , x̃n) ∈ S1×IRn/t1 . . . t2s ∈ IR},

Dans les coordonnées de la forme normale, il apparaît ainsi que la feuille F(x1,...,xn)

par le point (x1, . . . , xn) admet un paramétrage de la forme :

F(x1,...,xn) = {(eit1 , xie
∑

j=1...2s ψi,jtj)i=1...n) ∈ P+/t1 . . . t2s ∈ IR},

où (ψi,j) désigne la matrice inverse de (φi,j).
2nd cas : si µ /∈ Im(ai,j)

On suit le même raisonnement : L définit une carte sur P+ dans laquelle la matrice
(Πi,j) est conjuguée par un isomorphisme linéaire φ à la matrice

0 0 0 . . . −1 . . .
...

(
0 −1

1 0

)
O

. . . ...
... O

(
0 −1

1 0

)
1
...
0 . . . 0

 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0





.

Dans les coordonnées induites par φ◦L , que l’on note (θ, q1, p1, . . . , qs, ps, x̃2s+1, . . . , x̃n),
le feuilletage est engendré par ∂θ, ∂q1, ∂p1, ∂q2, ∂p2, . . . ∂qs, ∂ps, ∂x̃2s+1, il est ainsi
parallèle à la sous-variété S1 × {0} et il n’y a pas d’holonomie dans ce cas.

On note F(x̃2s+2,...,x̃n) la feuille par le point (0, . . . , 0, x̃2s+2, . . . , x̃n) ∈ S1 × IRn, et
on a :

F(x̃2s+2,...,x̃n) = {(eit0 , t1, . . . , t2s, x̃2s+1 = t2s+1, x̃2s+2, . . . , x̃n) ∈ P+/t0 . . . , t2s+1 ∈ IR}



32 Structures de Poisson le long d’un cercle de singularités

Dans les coordonnées de la forme normale, on note F(x1,...,xn) la feuille par le point
(x1, . . . , xn), elle admet donc un paramétrage de la forme :

F(x1,...,xn) = {(eit0 , (xie
∑

j=1...2s+1 ψi,jtj)i=1...n) ∈ P+/t0 . . . t2s+1 ∈ IR},

où (ψi,j) désigne la matrice inverse de (φi,j).

Remarque 2.3.1. Ici, on parle d’holonomie, ce terme est à prendre au sens des
feuilletages singuliers. Dans [Fer1], l’auteur définit plusieurs types d’holonomie pour
décrire le voisinage d’une feuille symplectique. Ici, on travaille au voisinage d’une
courbe de singularités. Cependant, l’étude précédente montre qu’étant donnée une
feuille voisine de Γ, il est possible de relever tout chemin fermé inclus dans Γ en
un chemin inclus dans cette feuille. Ce dernier n’est alors pas fermé si on se trouve
dans le premier cas précédent, laissant apparaître le pénomène d’holonomie dont il
est question.



Chapitre 3

Structures de Poisson au voisinage
d’une feuille symplectique

On sait depuis longtemps ([We3]) que, si S désigne une feuille dans une structure
de Poisson Π, et N une variété transverse à S en un point quelconque x de S,
Π induit, sur un voisinage N̂ de x dans N , une structure de Poisson V nulle en
x, dite structure transverse. On sait de plus que cette structure ne dépend pas,
à isomorphisme près, du point x de S choisi, la classe d’isomorphisme de cette
structure est donc un invariant de Π au voisinage de S. Cependant, cet invariant
reste de nature locale : il ne donne des informations sur le feuilletage symplectique
qu’au voisinage de x.

Plus récemment, la notion de connections de Poisson, développée par R. L. Fer-
nandes dans [Fer1] lui a permis de définir proprement l’holonomie de Poisson autour
d’une feuille, et d’en tirer l’équivalent en géométrie de Poisson du théorème de sta-
bilité locale de Reeb. Il en dégage aussi des classes caractéristiques secondaires, les-
quelles sont des invariants algébriques semi-locaux de Poisson. Dans [Fer2], il étend
toutes ces notions aux algébroïdes, objets intimement liés aux structures de Poisson.
Un type plus géométrique d’invariants semi-locaux a été découvert par Crainic et
Fernandes dans [Cr-Fer] : la monodromie, associée aux feuilles d’un algébroïde (donc
d’une structure de Poisson), qui permet d’obtenir des obstructions à l’intégrabilité
(en termes de groupoïdes) des crochets de Poisson.

Dans ce chapitre, on prendra le point de vue de Vorobjev : dans un premier temps,

33
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nous rappellerons le formalisme qu’il a développé dans [Vo] pour décrire Π dans un
voisinage d’une de ses feuilles S, nous utiliserons ensuite ses critères d’équivalence
pour simplifier au maximum l’expression de Π dans le cas où la structure transverse
est semisimple compacte.

3.1 Tenseurs de couplage

Dans un souci évident de clarté, il me semble indispensable d’exposer les détails
de l’étude réalisée par Vorobjev dans [Vo], ceux-ci n’apparraissant pas explicitement
dans son article. Dans la suite, Π désigne une structure de Poisson lisse, définie au
voisinage d’une de ses feuilles S dont nous supposerons qu’elle admet un voisinage
tubulaire. Nous travaillerons uniquement dans ce voisinage tubulaire, on considèrera
donc que Π est une structure de Poisson définie sur E, espace total de dimension
2s+n d’une fibration vectorielle p : E 7−→ S, et dont S est une feuille de dimension
2s.

3.1.1 Notations et définitions de base

Nous n’utiliserons que partiellement les notations introduites par Vorobjev, en
particulier, nous noterons V er = ker p? le sous-fibré, dit vertical, de TE, et X (S)

(respectivement X (S)) l’algèbre des champs sur S (respectivement sur E).
Par forme de connexion Γ, on entend connexion au sens d’Ehresmann, c’est à dire

un tenseur Γ ∈ Ω1(E)
⊗

C∞(S) ρ(V er) tel que

Γ(XV ) = XV ∀XV ∈ ρ(V er).

Une telle connexion n’est autre qu’un projecteur TE 7−→ V er, par suite, elle est
équivalente à la donnée d’un sous-fibré, dit horizontal et noté Hor, complémentaire
de V er dans TE (il suffit en effet de prendre Hor = ker Γ) ou bien à la donnée, pour
tout X ∈ X (B), d’un relèvement horizontal (pas forcément linéaire en les fibres),
que nous noterons systématiquement hor(X), satisfaisant p?hor(X) = X. Pour une
telle connexion, la courbure est notée CurvΓ(u, v) = [horu, horv]− hor[u, v], et ∂Γ :

Ωk(S)
⊗

C∞(S)C
∞(E) 7−→ Ωk+1(S)

⊗
C∞(S)C

∞(E) désigne l’opérateur de dérivée
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covariante associé à Γ, défini par :

(∂Γα)(u0, u1, . . . , uk) :=
∑k

i=0(−1)iLhor(ui)α(u0, u1, . . . , ûi, . . . , uk)

+
∑

0≤i<j≤k(−1)i+jα([ui, uj], u0, u1, . . . , ûi, . . . , ûj, . . . , uk).
(3.1.1)

Notons Π] désigne le morphisme naturel Π] : T ?E 7−→ TE, et V er0 ⊂ T ?E l’annu-
lateur de V er. Π étant non-dégénéré sur S, on peut toujours choisir E de sorte que
Π soit horizontalement non-dégénéré, c’est-à dire satisfasse les conditions :

Π](V er0) ∩ V er = {0}
dim Π](V er0) = dim S

ImΠ]
|S = TS.

(3.1.2)

En effet, Π](V er0) est une distribution C∞ (voir [Sus]), non intégrable en général,
son rang ne peut donc qu’augmenter, or il est égal à 2s sur S, donc maximal puisque
forcément inferieur ou égal à dim(V er0) = 2s. Quitte à restreindre E, on peut donc
avoir la première condition, V er et Π(V er0) sont alors deux sous-fibrés de TM en
somme directe le long de S, quitte à restreindre à nouveau E, la seconde condition est
alors aussi satisfaite. Nous allons voir que toute structure de Poisson horizontalement
non-dégénérée sur E est équivalente à une donnée géométrique, suivant l’appellation
de Vorobjev, c’est à dire un triplet (Γ,V ,F) où :

– V ∈ ρ(Λ2V er) désigne un 2-tenseur vertical,
– Γ est une forme de connexion sur E,
– F ∈ Ω2(S)

⊗
C∞(S)C

∞(E) est une 2-forme non-dégénérée sur S à valeurs dans
C∞(E),

satisfaisant certaines conditions de compatibilité.
Nous verrons plus tard que la manipulation de données géométriques, plutôt que

de tenseurs, s’avère très efficace dans l’étude d’une structure de Poisson au voisinage
d’une feuille donnée.

3.1.2 Description de Π comme donnée géométrique

Le premier résultat de Vorobjev consiste à décomposer Π sous la forme d’une
donnée géométrique :
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Proposition 3.1.1. Il existe une correspondance biunivoque entre 2-vecteurs hori-
zontalement non-dégénérés sur E et données géometriques.

preuve :
Étant donnée un 2-vecteur horizontalement non-dégénérée Π sur E, les conditions
3.1.2 assurent que :

Hor := Π](V er0)

détermine un sous-fibré complémentaire de V er dans TE qui permet de définir
une connexion Γ. On obtient ainsi une décomposition en somme directe : TE =

Hor ⊕ V er, dont Γ est la projection sur le second facteur. On pose alors

V := Γ∧2(Π),

qui n’est rien d’autre que la partie verticale de Π. Enfin, si l’on note :

Π̂]
H := Π]

|V er0 ,

on voit que les conditions de non-dégénérescence horizontale 3.1.2 imposent à Π̂]
H

d’être un isomorphisme sur son image.La 2-forme F ∈ Ω2(S)
⊗

C∞(S)C
∞(E) peut

donc être définie en posant :

F(u1, u2) := − < (Π̂]
H)−1hor(u1), hor(u2) > ∀u1, u2 ∈ X (S).

La situation s’éclaircit nettement lorsqu’on la décrit localement : considérons
(x1, . . . , x2s) un système de coordonnées locales sur un ouvert trivialisant U de S
pour E, et (y1, . . . , yn) de coordonnées sur les fibres au-dessus de U . Sur p−1(U), Π

prend la forme :

Π =
2s∑

i,j=1

ΠX
i,j∂xi ∧ ∂xj +

∑
i=1...2s
k=1...n

2ΠXY
i,k ∂xi ∧ ∂yk +

n∑
k,l=1

ΠY
k,l∂yk ∧ ∂yl,(3.1.3)

où ΠX
i,j, ΠXY

i,k , ΠY
k,l ∈ C∞(E) pour tous i, j, k et l, et avec les conditions ΠX

i,j = −ΠX
j,i,

et ΠY
k,l = −ΠY

l,k.
Avec ces notations, on voit que :

Hor = Π](V er̊ )

= V ect
{∑

j=1...2s 2ΠX
i,j∂xj +

∑
k=1...n 2ΠXY

i,k ∂yk, i = 1 . . . 2s
}
,
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mais Π étant horizontalement non-dégénéré, la matrice (ΠX
i,j)i,j est inversible, et on

a, en notant ΠX
i,j
−1 les coefficients de sa matrice inverse :

Hor = V ect
{
∂xi +

∑
j=1...2s,k=1...n ΠX

i,j
−1

ΠXY
j,k ∂yk, i = 1 . . . n

}
= V ect

{
∂xi +

∑
k=1...n βi,k∂yk, i = 1 . . . n

}
,

où βi,k :=
∑

j=1...2s ΠX
i,j
−1

ΠXY
j,k . Ainsi, les relèvement horizontaux prennent la forme

suivante :
hor(∂xi) = ∂xi +

∑
k=1...n

βi,k∂yk.

Pour l’écriture locale, il sera cependant plus pratique dans les calculs de les noter
Xi := hor(∂xi) ∀i = 1 . . . 2s.

Revenant à la forme locale (3.1.3) de Π, on peut facilement calculer que, si on
pose pour tous p, q = 1 . . . n :

Vp,q := ΠY
p,q −

1

2

∑
l=1...2s

βl,pΠ
XY
l,q − βl,qΠ

XY
l,p ,

on a :

Π =
∑

i,j=1...2s

ΠX
i,jXi ∧Xj +

∑
k,l=1...n

Vk,l∂yk ∧ ∂yl.(3.1.4)

Ceci correspond localement à la décomposition globale de Π suivante :

Π = ΠH + V ,(3.1.5)

où ΠH := Π− V =
∑

i,j=1...2s ΠX
i,jXi ∧Xj est un 2-vecteur horizontal. Le tenseur V

s’écrit donc localement :
V =

∑
k,l=1...n

Vk,l∂yk ∧ ∂yl,

et la 2-forme F s’exprime comme :

F(∂xi, ∂xj) = −1

2
ΠX
i,j

−1
.

Réciproquement, comme le montre cette étude locale, toute donnée géométrique
permet de construire un 2-vecteur horizontalement non-dégénéré. Je réfère le lecteur
intéressé par une formulation plus canonique de la construction du 2-vecteur Π à
partir de la donnée géométrique (Γ,V ,F) à [Vo]. 2
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Proposition 3.1.2. Soit Π un 2-vecteur horizontalement non-dégénéré sur le fibré
E et (Γ,V ,F) la donnée géométrique correspondante. Alors Π est de Poisson si et
seulement si

∂ΓF = 0, (i)

CurvΓ(u, v) = V](dF(u, v)), (ii)

Lhor(X)V = 0 ∀X ∈ X (S), (iii)

[V ,V ] = 0. (iv)

preuve :

Le fait que Π soit de Poisson se traduit par l’équation [Π,Π] = 0, suivant l’étude
précédente, on développe donc :

[Π,Π] = 0

⇐⇒ 0 =
[∑

i,j=1...2s ΠX
i,jXi ∧Xj +

∑
k,l=1...n Vu,v∂yu ∧ ∂yv,∑

p,q=1...2s ΠX
p,qXp ∧Xq +

∑
u,v=1...n Vk,l∂yk ∧ ∂yl

]
⇐⇒ 0 =

[∑
i,j=1...2s ΠX

i,jXi ∧Xj,
∑

p,q=1...2s ΠX
p,qXp ∧Xq

]
+2
[∑

i,j=1...2s ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
k,l=1...n Vk,l∂yk ∧ ∂yl

]
+
[∑

u,v=1...n Vu,v∂yu ∧ ∂yv,
∑

k,l=1...n Vk,l∂yk ∧ ∂yl
]
.

Dans cette expression il est clair que

[∑
u,v=1...n Vu,v∂yu ∧ ∂yv,

∑
k,l=1...n Vk,l∂yk ∧ ∂yl

]
= 4

∑
1≤u<k<l≤n

(∮
u,k,l

∑
v=1...n Vu,v

∂Vp,q

∂yv

)
∂yu ∧ ∂yk ∧ ∂yl,

reste à évaluer les autres termes.

On calcule donc dans un premier temps :

[ ∑
i,j=1...2s

ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
p,q=1...2s

ΠX
p,qXp ∧Xq

]
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=
∑

i,j,p,q=1...2s

[
ΠX
i,jXi ∧Xj,Π

X
p,qXp ∧Xq

]
=

∑
i,j,p,q=1...2s

[
ΠX
i,jXi ∧Xj,Π

X
p,qXp

]
∧Xq − ΠX

p,qXp ∧
[
ΠX
i,jXi ∧Xj, Xq

]
=

∑
i,j,p,q=1...2s

(
ΠX
i,jXi ∧ [Xj,Π

X
p,qXp] + [ΠX

i,jXi,Π
X
p,qXp] ∧Xj

)
∧Xq

− ΠX
p,qXp ∧

(
ΠX
i,jXi ∧ [Xj, Xq] + [ΠX

i,jXi, Xq] ∧Xj

)
=

∑
i,j,p,q=1...2s

(
ΠX
i,jXi ∧

(
(LXj

ΠX
p,q)Xp + ΠX

p,q[Xj, Xp]

)
+
(
ΠX
i,j(LXi

ΠX
p,q)Xp − Πp,q(

XLXpΠ
X
i,j)Xi + ΠX

i,jΠ
X
p,q[Xi, Xp]

)
∧Xj

)
∧Xq

−ΠX
p,qXp ∧

(
ΠX
i,jXi ∧ [Xj, Xq] +

(
ΠX
i,j[Xi, Xq]− (LXqΠ

X
i,j)Xi

)
∧Xj

)
=

∑
i,j,p,q=1...2s 4

(
ΠX
i,j(LXj

ΠX
p,q)Xi ∧Xp ∧Xq + ΠX

i,jΠ
X
p,qXi ∧ [Xj, Xp] ∧Xq

)
.

Dans cette expression, on calcule que

[Xj, Xp] =
[
∂xj +

∑
k=1...n

βj,k∂yk, ∂xp +
∑
l=1...n

βp,l∂yl
]

=
∑
p=1...n

[∂xj, βp,l∂yl] +
∑
k=1...n

[βj,k∂yk, ∂xp] +
∑

k,l=1...n

[βj,k∂yk, βp,l∂yl]

=
∑
l=1...n

∂βp,l
∂xj

∂yl −
∂βj,l
∂xp

∂yp +
∑

k,l=1...n

βj,k
∂βp,l
∂yk

∂yl − βp,l
∂βj,k
∂yl

∂yk

=
∑
l=1...n

(
∂βp,l
∂xj

− ∂βj,l
∂xp

)∂yl +
∑

k,l=1...n

(
βj,k

∂βp,l
∂yk

− βp,k
∂βj,l
∂yk

)
∂yl(3.1.6)

et en réinjectant, on en déduit que

[ ∑
i,j=1...2s

ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
p,q=1...2s

ΠX
p,qXp ∧Xq

]
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= 4
∑

i,j,p,q=1...2s ΠX
i,j(LXj

ΠX
p,q)Xi ∧Xp ∧Xq

−ΠX
i,jΠ

X
p,q

(∑
l=1...n

∂βp,l

∂xj
− ∂βj,l

∂xp

+
∑

k,l=1...n βj,k
∂βp,l

∂yk
− βp,k

∂βj,l

∂yk

)
Xi ∧Xq ∧ ∂yl

= 4
∑

1≤i<p<q≤2s

(∮
i,s,t

∑
j=1...2s ΠX

i,j(LXj
ΠX
p,q)

)
Xi ∧Xp ∧Xq

−4
∑

1≤i<q≤2s

∑
l=1...n

(∑
j,p=1...n 2ΠX

i,jΠ
X
p,q

(∂βp,l

∂xj
− ∂βj,l

∂xp

+
∑

k=1...n βj,k
∂βp,l

∂yk
− βp,k

∂βj,l

∂yk

))
Xi ∧Xq ∧ ∂yl.

Dans un second temps, on calcule :

[ ∑
i,j=1...2s

ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
p,q=1...n

Vp,q∂yp ∧ ∂yq
]

=
∑

i,j=1...2s

∑
p,q=1...n

[
ΠX
i,jXi ∧Xj,Vp,q∂yp

]
∧ ∂yq − Vp,q∂yp ∧

[
ΠX
i,jXi ∧Xj, ∂yq

]
=

∑
i,j=1...2s

∑
p,q=1...n

(
ΠX
i,jXi ∧

[
Xj,Vp,q∂yp

]
+
[
ΠX
i,jXi,Vp,q∂yp

]
∧Xj

)
∧ ∂yq

−Vp,q∂yp ∧
(

ΠX
i,jXi ∧

[
Xj, ∂yq

]
+
[
ΠX
i,jXi, ∂yq

]
∧Xj

)
=

∑
i,j=1...2s

∑
p,q=1...n

(
ΠX
i,jXi ∧

(
(LXj

Vp,q)∂yp + Vp,q[Xj, ∂yp]
)

+
(
ΠX
i,j(LXi

Vp,q)∂yp − Vp,q
∂ΠX

i,j

∂yp
Xi + Vp,qΠX

i,j[Xi, ∂yp]
)
∧Xj

)
∧ ∂yq

−Vp,q∂yp ∧
(

ΠX
i,jXi ∧ [Xj, ∂yq] +

(
ΠX
i,j[Xi, ∂yq]

−∂ΠX
i,j

∂yq
Xi

)
∧Xj

)
=

∑
i,j=1...2s

∑
p,q=1...n ΠX

i,j(LXj
Vp,q)Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq + ΠX

i,jVp,qXi ∧ [Xj, ∂yp] ∧ ∂yq
+ΠX

i,j(LXi
Vp,q)∂yp ∧Xj ∧ ∂yp − Vp,q

∂ΠX
i,j

∂yp
Xi ∧Xj ∧ ∂yq

+Vp,qΠX
i,j[Xi, ∂yp] ∧Xj ∧ ∂yq − Vp,qΠX

i,j∂yp ∧Xi ∧ [Xj, ∂yq]

−Vp,qΠX
i,j∂yp ∧ [Xi, ∂yq] ∧Xj +

∂ΠX
i,j

∂yq
Vp,q∂yp ∧Xi ∧Xj

=
∑

i,j=1...2s

∑
p,q=1...n 2ΠX

i,j(LXj
Vp,q)Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq + 2Vp,q

∂ΠX
i,j

∂yq
Xi ∧Xj ∧ ∂yp

+4ΠX
i,jVp,qXi ∧ [Xj, ∂yp] ∧ ∂yq.
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Dans cette expression, on calcule que

[Xj, ∂yp] =
[
∂xj +

∑n
l=1 βj,l∂yl, ∂yp

]
= −

∑n
l=1

∂βj,l

∂yp
∂yl,

et en réinjectant, on en déduit que :

∑
i,j=1...2s

∑
p,q=1...n

ΠX
i,jVp,qXi ∧ [Xj, ∂yp] ∧ ∂yq

=
∑

i,j=1...2s

∑
p,q,l=1...n ΠX

i,jVp,q
∂βj,l

∂yp
Xi ∧ ∂yl ∧ ∂yq

=
∑

i,j=1...2s

∑
p,q=1...n

(∑
l=1...n ΠX

i,jVl,q
∂βj,pl

∂yl

)
Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq

On a donc :

2

[ ∑
i,j=1...2s

ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
p,q=1...n

Vp,q∂yp ∧ ∂yq
]

=
∑

i=1...2s

∑
p,q=1...n

∑
j=1...2s

(
4ΠX

i,j(LXj
Vp,q) + 8

∑
l=1...n ΠX

i,jVl,q
∂βj,p

∂yl

)
Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq

+
∑

i,j=1...2s

∑
p=1...n

∑n
q=1 4Vp,q

∂ΠX
i,j

∂yq
Xi ∧Xj ∧ ∂yp

=
∑

i=1...2s

∑
1≤p<q≤n

∑
j=1...2s

(
8ΠX

i,j(LXj
Vp,q) + 8

∑
l=1...n ΠX

i,jVl,q
∂βj,p

∂yl

−8
∑

l=1...n ΠX
i,jVl,p

∂βj,q

∂yl

)
Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq

+
∑

1≤i<j≤2s

∑
p=1...n

∑n
q=1 8Vp,q

∂ΠX
i,j

∂yq
Xi ∧Xj ∧ ∂yp

=
∑

i=1...2s

∑
1≤p<q≤n

∑
j=1...2s 8

(
ΠX
i,j(LXj

Vp,q)

+
∑

l=1...n ΠX
i,j

(
Vl,q ∂βj,p

∂yl
− Vl,p ∂βj,q

∂yl

))
Xi ∧ ∂yp ∧ ∂yq

+
∑

1≤i<j≤2s

∑
l=1...n

∑n
k=1 8Vk,l

∂ΠX
i,j

∂yk
Xi ∧Xj ∧ ∂yl,

et on peut conclure notre calcul : le tenseur Π est de Poisson, [Π,Π] = 0, si et
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seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(I) ∀i, p, q = 1 . . . 2s
∮
i,s,t

∑
j=1...2s ΠX

i,j(LXj
ΠX
p,q) = 0

(II) ∀i, j = 1 . . . 2s
∑

p,q=1...n ΠX
i,pΠ

X
j,q

(
∂βq,l

∂xp
− ∂βp,l

∂xq
+
∑

k=1...n βp,k
∂βq,l

∂yk
− βq,k

∂βp,l

∂yk

)
∀l = 1 . . . n +

∑n
k=1 Vk,l

∂ΠX
i,j

∂yk
= 0

(III) ∀i = 1 . . . 2s
∑

j=1...2s

(
ΠX
i,j(LXj

Vp,q)

∀p, q = 1 . . . n +
∑

l=1...n ΠX
i,j

(
Vl,q ∂βj,p

∂yl
− Vl,p ∂βj,q

∂yl

))
= 0

(IV ) ∀u, k, l = 1 . . . n
∮
u,k,l

∑
v=1...n Vu,v

∂Vp,q

∂yv
= 0.

Il s’agit à présent de vérifier que ces quatre conditions correspondent bien à (i), (ii),
(iii), et (iv). On voit d’ores et déjà que (IV ) est bien équivalente à (iv), c’est-à dire
[V ,V ] = 0.

Par C∞(S)-bilinéarité, ∂ΓF = 0 si et seulement si, pour tout x ∈ E, et pour tout
matrice inversible (Pi,j)i,j, on a :

∂ΓF(
∑

p=1...2s

Pi,p∂xp,
∑

q=1...2s

Pj,q∂xq,
∑

r=1...2s

Pk,r∂xr)(x) = 0

Soit donc x ∈ E fixé, on prend alors
(
Pi,j
)
i,j

=
(
Πi,j(x)

)X
i,j

(autrement dit, Πi,j(x))sont
considérés comme des constantes réelles), on a alors :

∂ΓF
( ∑
p=1...2s

ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...2s

ΠX
j,q(x)∂xq,

∑
r=1...2s

ΠX
k,r(x)∂xr

)
(x)

=

∮
(i,p),(j,q),(k,r)

(
L∑

p=1...2s ΠX
i,p(x)Xp

F
( ∑
q=1...2s

ΠX
j,q(x)∂xq,

∑
r=1...2s

ΠX
k,r(x)∂xr

))
(x),

en effet, dans l’équation (3.1.1), définissant ∂ΓF , les termes

F
([ ∑

p=1...2s

ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...2s

ΠX
j,q(x)∂xq

]
,
∑

mr=1...2s

ΠX
k,r(x)∂xr

)
(x)

s’annulent puisque les crochets [
∑

p=1...2s ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...2s ΠX

j,q(x)∂xq] y sont nuls.
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Ainsi :

∂ΓF
(∑

m=1...2s ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...2s ΠX

j,q(x)∂xq,
∑

m=1...2s ΠX
k,r(x)∂xr

)
(x)

=
∮
i,j,k

∑
p,q,r=1...2s ΠX

i,p(x)Π
X
j,q(x)Π

X
q,r(x)LXpF(∂xq, ∂xr)

)
(x)

=
∮
i,j,k

∑
p,q=1...2s ΠX

i,p(x)Π
X
j,q(x)

∑
r=1...2s ΠX

k,r(x)
(
LXp−1

2
ΠX
q,r

−1)
(x)

= 1
2

∮
i,j,k

∑
p,q=1...2s ΠX

i,p(x)Π
X
j,q(x)

∑
r=1...2s ΠX

q,r
−1

(x)
(
LXpΠ

X
k,r(x)

)
(x)

= 1
2

∮
i,j,k

∑
p,r=1...2s ΠX

i,p(x)
(
LXpΠ

X
k,r(x)

)
(x)
∑

q=1...2s ΠX
j,q(x)Π

X
q,r

−1
(x)

= 1
2

∮
i,j,k

∑
p=1...2s ΠX

i,p(x)
(
LXpΠ

X
k,j(x)

)
(x),

et on voit que :

∂ΓF = 0 ⇐⇒
∮
i,j,k

∑
p=1...2s

ΠX
i,p

(
LXpΠ

X
k,j

−1)
= 0.

Ce qui correspond bien à l’équation (I).
À présent, traduisons localement la condition (iv) :

CurvΓ(u, v) = V](dF (u, v)).

Comme précédemment, pour x ∈ E0 fixé, on considère (ΠX
i,j(x))i,j vue comme marice

à termes constants, comme elle est inversible, la condition (iv) est équivalente à :

∀x ∈ E, ∀i, j = 1 . . . 2s,

CurvΓ

(∑
p=1...2s ΠX

i,p(x)∂xp,
∑

q=1...2s ΠX
j,q(x)∂xq

)
(x)

= V]
(
dF
(∑

p=1...2s ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...2s ΠX

j,q(x)∂xq
))

(x).

Calculons le membre de gauche de cette dernière expression (rappellons que les
crochets [Xp, Xq] sont donnés par la formule 3.1.6) :

= CurvΓ

(∑
p=1...2s ΠX

i,p(x)∂xp,
∑

q=1...2s ΠX
j,q(x)∂xq

)
(x)

=
∑

p,q=1...2s ΠX
i,p(x)Π

X
j,q(x)[Xp, Xq](x)

=
∑

p,q=1...2s ΠX
i,p(x)Π

X
j,q(x)

(∑
l=1...n

∂βq,l

∂xp
− ∂βp,l

∂xq
+
∑

k=1...n βp,k
∂βq,l

∂yk
− βq,k

∂βp,l

∂yk

)
(x)∂yl
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On calcule ensuite le membre de droite :

= V]
(
dF
(∑

p=1...2s ΠX
i,p(x)∂xp,

∑
q=1...n ΠX

j,q(x)∂xq
))

(x)

= V]
(∑

p,q=1...2s ΠX
i,p(x)Π

X
j,q(x)dF(∂xp, ∂xq)

)
(x)

=
∑

p,q=1...2s ΠX
i,p(x)Π

X
j,q(x)V]

(
−1

2
dΠp,q

X−1)
(x)

=
∑

p,q=1...2s ΠX
i,p(x)Π

X
j,q(x)

∑
k,l=1...2s 2Vk,l(x)−1

2

∂ΠX
p,q

−1

∂yk
(x)∂yl

=
∑

p,q=1...2s ΠX
i,pΠ

X
j,q

∑
k,l=1...n Vk,l

−∂ΠX
p,q

−1

∂yk
(x)∂yl

=
∑

p=1...2s

∑
k,l=1...n ΠX

i,pVk,l
∑

q=1...2s ΠX
j,q

∂ΠX
q,p

−1

∂yk
(x)∂yl

=
∑

p=1...2s

∑
k,l=1...n ΠX

i,pVk,l
∑

q=1...2s−
∂ΠX

j,q

∂yk
ΠX
q,p

−1
(x)∂yl

=
∑

k,l=1...n

∑
q=1...2s Vk,l

∂ΠX
j,q

∂yk

∑
p=1...2s ΠX

i,pΠ
X
p,q

−1
(x)∂yl

= −
∑

k,l=1...n Vk,l
∂ΠX

i,j

∂yk
(x)∂yl.

On voit que

CurvΓ(u, v) = V](dF (u, v))

⇐⇒


∀i, j = 1 . . . 2s, ∀l = 1 . . . n∑

p,q=1...2s ΠX
i,pΠ

X
j,q

(
∂βq,l

∂xp
− ∂βp,l

∂xq
+
∑

k=1...n βp,k
∂βq,l

∂yk
− βq,k

∂βp,l

∂yk

)
+
∑

k=1...n Vk,l
∂ΠX

i,j

∂yk
= 0,

ce qui correspond bien a l’équation (II).

On calcule enfin l’expression locale de la condition (iii) :

Lhor(X)V = 0 ∀X ∈ X (S), (iii)

Lhor(X)V = 0 ∀X ∈ X (S),

⇐⇒ Lhor(∂xi)V = 0 ∀i = 1 . . . n

⇐⇒
[
Xi,V

]
= 0 ∀i = 1 . . . n.
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Il suffit donc de calculer : [
Xi,V

]
= [Xi,

∑
p,q=1...n Vp,q∂yp ∧ ∂yq]

=
∑

p,q=1...n[Xi,Vp,q∂yp] ∧ ∂yq + Vp,q∂yp ∧ [Xi,Vp,q∂yp, ∂yq]
=

∑
p,q=1...n

(
LXi

Vp,q
)
∂yp ∧ ∂yq + 2Vp,q[Xi, ∂yp] ∧ ∂yq]

=
∑

p,q=1...n

(
LXi

Vp,q
)
∂yp ∧ ∂yq + 2

∑
k=1...n Vp,q

∂βi,k

∂yq
∂yk ∧ yp

=
∑

1≤p<q≤n

(
2
(
LXi

Vp,q
)
+2
∑

k=1...n Vp,k
∂βi,q

∂yk
− Vq,k ∂βi,p

∂yk

)
∂yk ∧ yp.

Par inversibilité de la matrice (ΠX
i,j)i,j, la condition (iii) est donc bien équivalente à

(III), et la proposition démontrée. 2

Dans la décomposition 3.1.5, le tenseur ΠH n’est pas de Poisson en général, cepen-
dant, les calculs que l’on vient d’effectuer permettent d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1.3. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel, de donnée géométrique (Γ,V ,F). Dans la décomposition 3.1.5 :

Π = ΠH + V ,

le 2-vecteur ΠH est de Poisson si et seulement si Γ est sans courbure.

preuve :
Avec les notations de la démonstration précédente, on a calculé que, localement :

[ΠH ,ΠH ]

=
[∑

i,j=1...2s ΠX
i,jXi ∧Xj,

∑
p,q=1...2s ΠX

p,qXp ∧Xq

]
= 4

∑
1≤i<p<q≤2s

(∮
i,s,t

∑
j=1...2s ΠX

i,j(LXj
ΠX
p,q)

)
Xi ∧Xp ∧Xq

−4
∑

1≤i<q≤2s

∑
l=1...n

(∑
j,p=1...n 2ΠX

i,jΠ
X
p,q

(∂βp,l

∂xj
− ∂βj,l

∂xp

+
∑

k=1...n βj,k
∂βp,l

∂yk
− βp,k

∂βj,l

∂yk

))
Xi ∧Xq ∧ ∂yl

= −4
∑

1≤i<q≤2s

∑
l=1...n

(∑
j,p=1...n 2ΠX

i,jΠ
X
p,q

(∂βp,l

∂xj
− ∂βj,l

∂xp

+
∑

k=1...n βj,k
∂βp,l

∂yk
− βp,k

∂βj,l

∂yk

))
Xi ∧Xq ∧ ∂yl,

la derniére égalité ayant lieu car Π est supposé de Poisson.
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Par inversibilité de (ΠX
i,j), on voit ainsi que ΠH est de Poisson si et seulement si,

pour tous j, p = 1 . . . 2s :∑
l=1...n

(
∂βp,l
∂xj

− ∂βj,l
∂xp

)∂yl +
∑

k,l=1...n

(
βj,k

∂βp,l
∂yk

− βp,k
∂βj,l
∂yk

)
∂yl = 0,

or cette dernière expression correspond précisément au crochet [Xj, Xp] (voir la
formule 3.1.6). 2

Ce résultat est l’équivalent semi-local du local splitting de Weinstein (voir [We3]),
lequel cependant est toujours vrai. Dans le cadre semi-local, il fait déjà apparaître
la condition nécessaire qu’un voisinage tubulaire de S doive admettre une connec-
tion sans courbure. Nous verrons plus tard dans la proposition 3.3.1 sous quelles
conditions on peut conclure à l’existence d’un tel splitting.

3.1.3 Homotopie de données géométriques

Le résultat qui suit donne des conditions sous lesquelles on saura homotoper
deux structures de Poisson ayant même partie verticale V . Avant celà, précisons les
notation suivantes : étant donné φ ∈ Ω1(S)⊗C∞(S) C

∞(E), on construit un tenseur,
noté V](dφ)h ∈ Ω1(E)⊗C∞(E) ρ(V er) en posant :

∀x ∈ E, ∀X ∈ TxE, V](dφ)h(X) := V]x(dxφ(p?X)) ∈ V erx.

On peut facilement voir que cette définition point par point assure la C∞(E)-
linéarité. Par ailleurs, étant données φ1, φ2 ∈ Ω1(S) ⊗C∞(S) C

∞(E) deux 1-formes
sur S à valeurs dans C∞(E), on définit une 2-forme sur S à valeurs dans C∞(E)

{φ1, φ2}V ∈ Ω2(S)⊗C∞(S) C
∞(E) en posant :

{φ1, φ2}V(u1, u2) := V
(
dφ1(u1), dφ2(u2)

)
− V

(
dφ1(u2), dφ2(u1)

)
∀u1, u2 ∈ ρ(S).



3.1 Tenseurs de couplage 47

Proposition 3.1.4. Soient deux structures de Poisson, Π et Π′, horizontalement
non-dégénérées sur un fibré vectoriel E au-dessus d’une base compacte S, de données
géometriques respectives (Γ,V ,F) et (Γ′,V ′,F ′). Supposons que Π et Π′ ont même
partie verticale et coïncident sur S :

V ′ = V
F ′(u1, u2)|S = F(u1, u2)|S ∀u1, u2 ∈ ρ(S).

S’il existe une 1-forme à valeurs dans C∞(E), φ ∈ Ω1(S)⊗C∞(S) C
∞(E) telle que :

Γ′ = Γ− V](dφ)h

F ′ = F + ∂Γφ+ 1
2
{φ, φ}V ,

alors il existe des voisinages U ,U ′ de S dans E et un difféomorphisme Φ : U 7−→ U ′

tel que
Φ?Π = Π′

Φ|S = IdS.

preuve :
Un préliminaire consiste à montrer que l’on peut se ramener au cas où

φ(u)|S = 0 ∀u ∈ ρ(S).

où S est vue comme la section nulle de E. Pour celà, il suffit de remplacer φ par φ̂
définie par

φ̂(u) := φ(u)− φ(u) ◦ p ∀u ∈ ρ(S).

Puisque φ̂(u) s’annule clairement sur S, il suffit donc de montrer que φ̂ satisfait aussi
les conditions de la proposition, or pour tout X ∈ TE,

V](dφ̂)h(X) = V](dφ̂(p?X))

= V]
(
d(φ(p?X)− φ(p?X) ◦ p)

)
= V]

(
dφ(p?X))− V]

(
dφ(p?X) ◦ p)

)
= V]

(
dφ(p?X)

)
.

Il est facile de voir que, pour les mêmes raisons, on a aussi

{φ̂, φ̂}V = {φ, φ}V ,
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il reste donc à calculer que, pour tous u1, u2 ∈ X (S), et tout x ∈ E

∂Γφ̂(u1, u2)(x)

= ∂Γφ(u1, u2)(x)−
(
Lhor(u1)φ(u2) ◦ p

)
(x) +

(
Lhor(u2)φ(u1) ◦ p

)
(x)− φ([u1, u2]) ◦ p(z)

= ∂Γφ(u1, u2)(x)−
(
Lhor(u1)φ(u2)

)
◦ p(x) +

(
Lhor(u2)φ(u1)

)
◦ p(x)− φ([u1, u2]) ◦ p(z)

= ∂Γφ(u1, u2)(x)− ∂Γφ̂(u1, u2) ◦ p(x)
= ∂Γφ(u1, u2)(x).

Quelques précisions sur ce calcul avant de continuer : la seconde égalité a lieu car
hor(ui) sont des champs de vecteurs p-projetables et φ(uj)◦p des fonctions basiques,
pour la dernière égalité, il suffit de voir que les conditions F ′

|S = F|S et F ′ =

F + ∂Γφ+ 1
2
{φ, φ}V impliquent que ∂Γφ ◦ p = ∂Γφ|S = 0.

Construisons maintenant une homotopie entre les tenseurs Π et Π′ : on note, pour
t ∈ [0, 1], Πt le tenseur dont la donnée géométrique (Γt,Vt,Ft) est définie par

Γt = Γ− tV](dφ)h

Vt = V
Ft = F + t∂Γφ+ t2

2
{φ, φ}V ,

on a ainsi Π0 = Π et Π1 = Π′.
Puisque Ft|S est non-dégénérée pour tout t ∈ [0, 1], il existe un voisinage E0 de

S dans E sur lequel unique Ft est non-dégénérée pour tout t ∈ [0, 1]. Nous allons
commencer par montrer que, pour tout t ∈ [0, 1], Πt définit une structure de Poisson
sur E0 : bien que celà puisse apparaitre comme une conséquence de la proposition,
ce fait va nous être utile dans la suite de la démonstration. Pour celà, on utilise les
conditions données par la proposition 3.1.2. On a d’ores et déja

[Vt,Vt] = 0,

de manière évidente puisque, pour tout t ∈ [0, 1], Vt = V lequel est de Poisson.
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Notons, pour tout t ∈ [0, 1], Hort := ker Γt le fibré horizontal associé à Πt et,
pour tout u ∈ X (S), hort(u) := X − Γt(X), où X ∈ X (E) est quelconque vérifiant
p?X = u. On a alors bien :

Lhort(u)Vt = LX−Γt(X)V
= LX−Γ(X)+tV](dφ)h(X)V
= Lhor(u)V + tLV](dφ)h(X)V
= Lhor(u)V
= 0.

Ensuite, on doit vérifier que, pour tous u1, u2 ∈ X (S) :

CurvΓt(u1, u2)

:= Γt([hort(u1), hort(u2)])

= Γ
(
[hort(u1), hort(u2)]

)
− tV](dφ)h

(
[hort(u1), hort(u2)]

)
= Γ

([
hor(u1) + tV](dφ(u1)), hor(u2) + tV](dφ(u2))

])
− tV](dφ([u1, u2]))

= Γ
([
hor(u1), hor(u2)]

)
+ tΓ

(
[hor(u1),V](dφ(u2))]

)
+tΓ

(
[V](dφ(u1)), hor(u2)]

)
+t2Γ

(
[V](dφ(u1)),V](dφ(u2))]

)
− tV](dφ(u1, u2))

= CurvΓ(u1, u2) + tV]
(
Lhor(u1)dφu2

)
− tV]

(
Lhor(u2)dφu1

)
+ t2

2
V]
(
{φ, φ}V(u1, u2)

)
− tV](dφ([u1, u2]))

= V]
(
dF(u1, u2)

)
+ tV]

(
Lhor(u1)dφu2 − Lhor(u2)dφu1 − dφ([u1, u2]) + t2

2
{φ, φ}V(u1, u2)

)
= V]

(
dF(u1, u2) + t∂Γφ(u1, u2) + t2

2
{φ, φ}V(u1, u2)

)
= V]t

(
dFt(u1, u2)

)

Enfin, on doit vérifier que, pour tous u1, u2, u3 ∈ ρ(B) :

∂ΓtFt(u0, u1, u2) = 0.
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Or on calcule que

∂ΓtFt(u0, u1, u2)

=
∮

0,1,2
Lhort(u0)Ft(u1, u2)−Ft([u0, u1], u2)

=
∮

0,1,2
Lhor(u0)+tV](dφu0)

((
F + t∂Γφ+ t2

2
{φ, φ}V

)
(u1, u2)

)
−
(
F + t∂γφ+ t2

2
{φ, φ}V

)
([u0, u1], u2)

=
∮

0,1,2
Lhor(u0)F(u1, u2)−F([u0, u1], u2)

+t
∮

0,1,2
Lhor(u0)∂Γφ(u1, u2)− ∂Γφ([u0, u1], u2)

+t
∮

0,1,2
LV](dφu0)

(
F(u1, u2)

)
+ t2

2

∮
0,1,2

Lhor(u0)

(
{φ, φ}V(u1, u2)

)
− {φ, φ}V([u0, u1], u2)

+t2
∮

0,1,2
LV](dφu0)

(
∂Γφ(u1, u2)

)
+ t3

2

∮
0,1,2

LV](dφu0)

(
{φ, φ}V(u1, u2)

)
= ∂ΓF(u0, u1, u2) + t∂Γ ◦ ∂Γφ(u0, u1, u2)

−t
∮

0,1,2
LV](dF(u1,u2))

(
dφu0

)
+ t2

2
∂Γ{φ, φ}V(u0, u1, u2) + t2

∮
0,1,2

LV](dφu0)

(
∂Γφ(u1, u2)

)
+ t3

2

∮
0,1,2

LV](dφu0)

(
{φ, φ}V(u1, u2)

)

Dans cette dernière expression, on a, par hypothèse ∂ΓF = 0. D’autre part,
puisque

V](F(u1, u2)) = CurvΓ(u1, u2),

il suffit d’appliquer la seconde identité de Bianchi qui nous dit que, pour une connec-
tion quelconque :

∂Γ ◦ ∂Γφ(u0, u1, u2) =

∮
0,1,2

LCurvΓ(u1,u2)

(
dφu0

)
,

ce qui montre que les deux premières lignes s’annulent. La dernière s’annule aussi,
comme conséquence directe de l’identité de Jacobi pour V . Il reste donc à vérifier
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que l’avant-dernière ligne s’annule bien. On calcule donc

t2
∮

0,1,2
LV](dφu0)

(
∂Γφ(u1, u2)

)
= t2

∮
0,1,2

LV](dφu0)

(
Lhor(u1)φu2 − Lhor(u2)φu1 − φ[u1, u2]

)
= t2

∮
0,1,2

[
V](dφu0), [hor(u1), φu2]

]
−
[
V](dφu0), [hor(u2), φu1]

]
−
[
V](dφu0), φ[u1, u2]

]
= t2

∮
0,1,2

{φu0,Lhor(u1)φu2}V − {φu0,Lhor(u2)φu1}V + {φ[u1, u2], φu0}V

= t2
∮

0,1,2
{φu2,Lhor(u0)φu1}V − {φu1,Lhor(u0)φu2}V + 1

2
{φ, φ}V

(
[u1, u2], u0

)
= t2

∮
0,1,2

−Lhor(u0){φ, φ}V(u1, u2) + {φ, φ}V([u0, u1], u2}
= − t2

2

(
∂Γ{φ, φ}V

)
(u0, u1, u2).

ici, { , }V désigne le crochet de Poisson induit par V sur C∞(E). Ce dernier calcul
finalise la preuve que Πt est bien de Poisson pour tout t ∈ [0, 1].

Construisons à présent le champ de vecteurs Xh
t sur E0 destiné à tracter les

structures Πt : ce dernier, comme celà est rappelé dans l’annexe A doit vérifier
l’équation :

d

dt
Πt + LXh

t
Πt = 0.

Commençons par calculer d
dt

Πt, on note X t
i = hort(∂xi), et on a :

d
dt

Πt = d
dt

∑
i,j=1,...,2s Πt

i,jX
t
i ∧X t

j

=
∑

i,j=1,...,2s
d
dt

Πt
i,jX

t
i ∧X t

j + Πt
i,j

d
dt
X t
i ∧X t

j + Πt
i,jX

t
i ∧ d

dt
X t
j

=
∑

i,j=1,...,2s
d
dt

Πt
i,jX

t
i ∧X t

j + 2Πt
i,j

d
dt
X t
i ∧X t

j

Le formalisme utilisé ne permet pas de calculer facilement Πt
i,j à partir de Ft, puisqu’

il faudrait inverser la matrices de ses coefficients. On peut cependant avoir recours
à l’astuce suivante : puisque pour tous i, j ∈ 1 . . . 2s, on a :

Πt
i,j = 2

2s∑
i′,j′=1

Πt
i,i′Π

t
j,j′F t

i′,j′ ,

où F t
i′,j′ désigne Ft(∂x′i, ∂x′j), on observe que :

d
dt

Πt
i,j

= 2
∑2s

i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′ + 2

∑2s
i′,j′=1

d
dt

Πt
i,i′Π

t
j,j′F t

i′,j′ + 2
∑2s

i′,j′=1 Πt
i,i′

d
dt

Πt
j,j′F t

i′,j′

= 2
∑2s

i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′ − 2

∑2s
i′=1

d
dt

Πt
i,i′δj,i′ + 2

∑2s
j′=1

d
dt

Πt
j,j′δi,j′

= 2
∑2s

i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′ − 2 d

dt
Πt
i,j − 2 d

dt
Πt
j,i

= 2
∑2s

i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′ .
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On en conclue que :

d
dt

Πt =
∑2s

i,j,i′,j′=1 2Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′X

t
i ∧X t

j + 2Πt
i,j

d
dt
X t
i ∧X t

j

=
∑2s

i,j,i′,j′=1 2Πt
i,i′Π

t
j,j′

d
dt
F t
i′,j′X

t
i ∧X t

j + 2Πt
i,jV](dφ(∂xi)). ∧X t

j

Comme il paraît naturel de chercher Xh
t parmi les champs de vecteurs horizon-

taux, on calcule LXh
t
Πt pour un champ horizontal Xh

t =
∑2s

l=1 a
t
lX

t
l , en essayant de

se ramener à la forme précédente :

LXh
t
Πt =

∑2s
i,j=1[X

h
t ,Π

t
i,jX

t
i ∧X t

j ] + [Xh
t ,V ]

=
∑2s

i,j=1

∑2s
l=1 a

t
l(LXt

l
Πt
i,j)X

t
i ∧X t

j

+Πt
i,j

(∑2s
l=1 a

t
l [X

t
l , X

t
i ] ∧X t

j + atl
)
X t
i ∧ [X t

l , X
t
j ]

−(LXt
i
atl)X

t
l ∧X t

j − (LXt
j
atl)X

t
i ∧X t

l

)
−
∑

l=1...2s V](datl) ∧X t
l

=
∑2s

i,j=1

(∑2s
l=1 a

t
l(LXt

l
Πt
i,j)− Πt

i,l(LXt
l
atj) + Πt

j,l(LXt
l
atj)

)
X t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,ja

t
l [X

t
l , X

t
i ] ∧X t

j −
∑

l=1...2s V](datl) ∧X t
l ,

avec d’une part, pour tous i, j = 1 . . . 2s :∑
l=1...2s Πt

i,l(LXt
l
atj) =

∑
i′,j,l=1...2s Πt

i,i′(LXt
i′
atj)δj,l

= 2
∑

i′,j′,l=1...2s Πt
i,i′Π

t
j,j′(LXt

i′
atl)F t

l,j′

et ∑
l=1...2s Πt

j,l(LXt
l
ati) =

∑
i,j′,l=1...2s Πt

j,j′(LXt
j′
ati)δi,l

= 2
∑

i′,j′,l=1...2s Πt
i,i′Π

t
j,j′(LXt

j′
atl)F t

l,i′ ,

et d’autre part :∑2s
l=1 a

t
l(LXt

l
Πt
i,j) =

∑2s
l,j′=1 a

t
l(LXt

l
Πt
j′,j)δi,j′

= −2
∑2s

l,i′,j′=1 a
t
l(LXl

Πt
j′,j)F t

i′,j′Π
t
i,i′

= −2
∑2s

l,i′=1 a
t
l(
∑2s

j′=1(LXt
l
Πt
j′,j)F t

i′,j′)Π
t
i,i′

= −2
∑2s

l,i′=1 a
t
l(
∑2s

j′=1−Πt
j′,j(LXt

l
F t
i′,j′))Π

t
i,i′

= −2
∑2s

l,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′a

t
l(LXt

l
F t
i′,j′)

= −2
∑2s

l,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′a

t
l

(
LXt

i′
F t
l,j′ − LXt

j′
F t
l,i′

)
,

la dernière égalité ayant lieu grace à la relation ∂ΓtFt = 0.
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On en conclue que :

LXh
t
Πt = −2

∑2s
i,j,i′,j′=1 Πt

i,i′Π
t
j,j′

(∑
l=1...2s(LXt

i′
atl)F t

l,j′ − (LXt
j′
atk)F t

l,i′

+atl
(
LXt

i′
F t
l,j′ − LXt

j′
F t
l,i′

)
X t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,ja

t
l [X

t
l , X

t
i ] ∧X t

j +
∑

l=1...2s V](datl) ∧X t
l

= −2
∑2s

i,j,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

(∑
l=1...2s LXt

i′

(
atlF t

k,j′

)
− LXt

j′

(
alF t

k,i′

))
X t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,ja

t
l [X

t
l , X

t
i ] ∧X t

j +
∑

l=1...2s V](datl) ∧X t
l .

Cette écriture présente l’avantage suivant : à tout champ horizontal Xh
t on peut

associer l’unique Xt ∈ C∞(E0)⊗C∞(S) ρ(B) vérifiant :

Xh
t (p?f) =< df,Xt > ∀f ∈ C∞(S),

Ft s’étend alors naturellement aux éléments de C∞(E0) ⊗C∞(S) ρ(B), plus précisé-
ment, avec nos notations, Xt est de la forme Xt =

∑
i=1...2s a

t
i ⊗ ∂xi, et

iXtFt :=
∑

i,j=1...2s

atiF t
i,jdxj.

LXh
t
Πt prend ainsi la forme suivante :

LXh
t
Πt = −2

∑2s
i,j,i′,j′=1 Πt

i,i′Π
t
j,j′

(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,ja

t
l

(
V](dF t

l,i)
)
∧X t

j −
∑

j,l=1...2s

(
V](datl)

)
δj,l ∧X t

j

= −2
∑2s

i,j,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,ja

t
l

(
V](dF t

l,i)
)
∧Xj + 2

∑
i,j,l=1...n Πi,jF t

l,i

(
V](datl)

)
∧X t

j

= −2
∑2s

i,j,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j,l=1 Πt
i,j

(
atlV](dF t

l,i) + F t
l,i(V](dal)

)
u
∂yu ∧X t

j

= −2
∑2s

i,j,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j Πt
i,j

(
V](d

∑
l=1...n a

t
lF t

l,i)
)
∧X t

j

= −2
∑2s

i,j,i′,j′=1 Πt
i,i′Π

t
j,j′

(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i ∧X t

j

+2
∑2s

i,j Πt
i,jV]

(
d(iXtFt(∂xi))

)
∧X t

j

Pour pouvoir appliquer le principe de Moser, il faut donc exhiber un champ
horizontal Xh

t satisfaisant :

2s∑
i,j,i′,j′=1

Πt
i,i′Π

t
j,j′

(dFt
dt
−∂ΓiXtF

)
(∂xi′ , ∂xj′)X

t
i∧X t

j+
2s∑

i,j=1

Πt
i,jV]

(
d
(
φ+iXtFt

)
(∂xi)

)
∧X t

j = 0,
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la non-dégénérescence de Ft sur E0 nous autorise à prendre Xh
t comme le champ

horizontal correspondant à l’unique Xt ∈ C∞(E0)⊗C∞(S) ρ(B) solution de :

(3.1.7) iXtFt = −φ

On a alors :(
∂ΓtiXtFt

)
(∂xi′ , ∂xj′) = −∂Γtφ(∂xi′ , ∂xj′)

= −LXi′+tV]φ(∂xi′ )
φ(∂xj′) + LXj′+tV]φ(∂xj′ )

φ(∂xi′)

= −LXi′
φ(∂xj′) + LXj′

φ(∂xi′)− 2tLV]φ(∂xi′ )
φ(∂xj′)

= −∂Γφ(∂xi′ , ∂xj′) + 2t{φ, φ}V(∂xi′ , ∂xj′).

= −dFt

dt
(∂xi′ , ∂xj′)

Le champ Xh
t ainsi considéré, réalise donc bien une homotopie entre Π0 et Π1. Pour

s’assurer que son flot est bien défini jusqu’au temps t = 1 sur tout un voisinage de S,
il suffit de remarque que, puisque Φ a été choisie nulle sur S, il en va de même pour
le champ Xh

t , son flot est donc défini jusqu’au temps t = 1 sur S. Par compacité
de S, et d’après le théorème de dépendance des conditions initiales, ce flot et donc
défini jusqu’au temps t = 1 sur tout un voisinage U de S. 2

3.1.4 Quelques résultats classiques sur les structures de Pois-
son

Il s’agit ici de voir comment on peut utiliser les tenseurs de couplage afin de
redémontrer certains résultats de [We3], nommément l’unicité (à isomorphisme près)
de la structure transverse, ainsi que le local splitting.

Proposition 3.1.5. (Unicité de la structure transverse) Soit Π une structure de
Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S, et m,m′ ∈
S. Alors les germes des structures transverses Vm et V ′m sont isomorphes.

preuve : L’argument est standard (et justifie à lui seul l’usage des connections) :
puisque V est invariant par la connection Γ, il suffit de choisir un chemin γ : [0, 1] 7−→
S avec γ(0) = m et γ(1) = m′, sur le pull-back γ?E du fibré E, γ̇ peut être considéré
comme un champ de vecteurs dépendant du temps, qu’il suffit de relever en un champ
horizontal pour le pull-back γ?Γ de la connection Γ, dont le flot au temps 1 réalise
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un difféomorphisme d’un voisinage de m dans p−1(m) sur un voisinage de m′ dans
p−1(m′).2

Nous verrons de manière plus précise dans la proposition 3.2.2 comment la connec-
tion Γ permet de construire localement des systèmes de coordonnées fibrés de E,
dans lesquels V soit indépendante des coordonnées basiques.

Théorème 3.1.1. (Local splitting [We3]) Soit Π une structure de Poisson défi-
nie sur une variété de dimension 2s + n, et m un point sur l’une de ses feuilles
symplectiques S de dimension 2s. Il existe alors un système de coordonnées locales
(x1, . . . , x2s, y1, . . . , yn), défini sur un voisinage de m, dans lequel Π prend la forme :

Π =
∑

i,j=1...2s

Πi,j∂xi ∧ ∂xj +
∑

k,l=1...n

Vk,l∂yk ∧ ∂yl,

où Πi,j et Vk,l sont des fonctions lisses dépendant respectivement des variables xi et
yi, avec (Πi,j)i,j de rang constant égal à 2s, et Vk,l nulles en 0 (on a alors S = {yi =

0}).

preuve : On choisit un voisinage tubulaire E de S, défini autour de m, suffi-
semment petit pour qu’il existe un système de coordonnées locales (x1, . . . , x2s) de
S centrées en m, et (y1, . . . , yn) des coordonnées sur les fibres. On note (Γ,V ,F) la
donnée géométrique associée à Π, et on garde les notations locales précédentes pour
Γ,V et F .

Il s’agit alors, par homotopies successives, de rendre les Fi,j basiques, en effet
lorsque c’est le cas, d’aprés la condition (iv) dans la proposition 3.1.2, les relèvement
horizontaux des ∂xi commutent. On peut alors choisir un système de coordonnées
locales dans lequel les relèvements horizontaux soit précisément les ∂xi, et ce, en ne
modifiant que les yi, ainsi, le fait que F soit basique reste valide après ce dernier
changement de variables. De plus, dans un tel système de coordonnées, la condi-
tion (ii) dans la proposition 3.1.2 indique que les constantes de structure de V ne
dépendent pas des xi, et on peut conclure.

Pour rendre les Fi,j basiques, on procède par récurrence, en commençant par
F1,2 : on met F1,2 sous la forme :

F1,2 = F1,2|S + F̃1,2,
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où F1,2|S désigne la restriction de F1,2 à S, et F̃1,2 ∈ C∞(E), nulle sur S. Puisque
X1 est non nul en 0, il suffit de le redresser pour voir qu’il existe ψ ∈ C∞(E) telle
que

LX1ψ = F̃1,2

ψ(0) = 0,

on pose alors φ =
∑

i=1...2s φidxi, où{
φi = 0 si i 6= 2

φ2 = −ψ.

De cette manière, si on pose aussi :

Ft = F + t∂Γφ+
t

2
{φ, φ}V ,

autrement dit, en termes de constantes de structures :

F t
i,j = Fi,j + t(LXi

φj − LXj
φi) +

t

2
{φi, φj}V ,

vu les valeurs données aux φi, on a :

F t
1,2 = F1,2 + tLX1φ2

= F1,2 − tF̃1,2

F t
i,2 = Fi,2 + tLXi

φ2, ∀i = 3 . . . 2s

F t
i,j = Fi,j, ∀i, j = 3 . . . 2s.

On a construit φ de sorte que Ft coïncide avec F en m pour tout t ∈ [0, 1] (il
suffit pour celà de vérifier que LXi

φ2 s’annulent sur S pour tout i = 1 . . . 2s), par
continuité, il existe donc un voisinage de m sur lequel Ft est non-dégénérée pour
tout t ∈ [0, 1]. Sur ce voisinage l’équation

iXtFt = φ

définit un champ de vecteurs dépendant du temps, nul en m, dont le flot au temps
1 réalise, selon le principe utilisé dans la proposition 3.1.4, une homotopie entre Π

et une structure de Poisson dont la constante de structure F1
1,2 = F1,2|S est basique.
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Supposons maintenant qu’il existe r < 2s tel que, pour tous i, j < r, Fi,j soit
basique. D’aprés la condition (iv) de la proposition 3.1.2, les champs Xi pour i < r

commutent. On met Fi,r sous la forme :

Fi,r = Fi,r |S + F̃i,r ∀i < r,

où Fi,r |S désigne la restriction de Fi,r à S, et F̃i,r ∈ C∞(E), nulle sur S. La condition
(iii) de la proposition 3.1.2 s’exprime localement

LXi
Fj,r − LXj

Fi,r = −LXrFi,j,

et implique, avec le fait que Fi,j soit basique, que

LXi
F̃j,r − LXj

F̃i,r = 0, ∀i, j < r.

D’après le lemme de Poincaré, il existe donc une fonction lisse ψ vérifiant{
LXi

ψ = F̃i,r ∀i < r

ψ(0) = 0.

De même que précédemment, on pose d’une part φ =
∑

j=1...2s φj ⊗ dxi où :{
φi = 0 si i 6= r

φr = −ψ,

et d’autre part :
Ft = F + t∂Γφ+

t

2
{φ, φ}V .

On voit alors que :

F t
i,r = Fi,r + tLXi

φr

= F1,2 − tF̃i,r ∀i < r

F t
k,r = Fk,r + tLXk

φr, ∀k > r

F t
i,j = Fi,j, ∀i, j 6= r

,

de sorte que Ft coïncide avec F sur S pour tout t ∈ [0, 1]. Le raisonnement précédent
permet alors, sur un voisinage de m, d’homotoper Π à une structure de Poisson dont
les constantes de structures F1

i, j sont basiques pour tous i, j ≤ r.2



58 Structures de Poisson au voisinage d’une feuille symplectique

3.2 Linéarisation le long d’une feuille

Le problème de linéarisation d’une structure de Poisson nulle en un point a vu ces
dernières années quelques réponses positives, voir [Co1], [Co2], [Co3], [Du1], [Du2],
[Du3], [D-Zu1]... L’objet de cette section est de généraliser ce type de linéarisation
locale à la partie transverse d’une structure de Poisson, tout le long de la feuille
considérée. Nous verrons au cours de cette étude le sens qu’il convient de donner au
terme linéarisation le long d’une feuille.

3.2.1 Linéarisation de la partie verticale

Le résultat suivant permet de globaliser au voisinage d’une feuille entière tout
résultat local de non-dégénérescence de la partie verticale de la structure de Poisson
considérée.

Proposition 3.2.1. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F). Supposons que, pour un quelconque x ∈ S, le germe de V en
x soit linéarisable (en tant que structure de Poisson sur Ex), alors le germe de Π le
long de S est équivalent à celui d’une structure associée à une donnée géométrique de
la forme (Γ,V(1),F ′) pour un certain F ′, où V(1) désigne une structure de Poisson
linéaire en les fibres.

preuve :
Le raisonnement est le suivant : plutôt que de linéariser directement V on construit
par partition de l’unité un champ Z satisfaisant :

[Z,V ] = −V
Z(1) = L,

où Z(1) désigne la partie d’ordre 1 en la fibre du champ Z, et L =
∑

i=1...n yi∂yi le
champ de Liouville. On linéarise ensuite le champ Z le long de S. La condition

[L,V ] = −V

implique alors que V est elle-même linéaire.
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Considérons donc (Ui)i∈I un recouvrement fini de S par des ouverts trivialisants
pour E, et ψi : p−1(Ui) 7−→ Ui × Rn ⊂ R2s × Rn les trivialisations correspondantes.
On peut toujours choisir ce recouvrement de sorte que Ui = {x ∈ R2s/

∑2s
i=1 x

2
i < 1}

pour tout i ∈ I.
Soit i ∈ I fixé, sur p−1(Ui), on construit un champ, noté Zi, satisfaisant

[Zi,V ] = −V(3.2.1)

Z
(1)
i = L(3.2.2)

comme suit (il s’agit essentiellement de montrer que l’on sait linéariser V au-dessus
de Ui tout entier, et pas seulement au-dessus d’un unique point). Posons V̂ := (ψi)?V ,
et, pour tout σ = (σ1, . . . , σ2s) ∈ Ui, Xσ ∈ X (Ui) le champ Xσ :=

∑
i=1...2s σi∂xi.

Notons en outre ˆhor(Xσ) le relèvement horizontal de Xσ dans Ui × Rn (défini par
transport de structure, via ψi). Le flot φ̂σ au temps 1 de ˆhor(Xσ), défini sur un
voisinage de {0} × Rn, est de la forme : φ̂σ(x, y) = (x + σ), ζσ(x, y)) et, puisque
L ˆhor(Xσ)V̂ = 0, vérifie :

{yi, yj}V̂(φ̂σ(x, y)) = {yi ◦ ζσ, yj ◦ ζσ}V̂(x, y),

en particulier, pour x = 0 :

{yi, yj}V̂(σ, ζσ(0, y)) = {yi ◦ ζσ, yj ◦ ζσ}V̂(0, y)

V̂i,j(σ, ζσ(0, y)) =
∑n

k,l=1 V̂k,l(0, y)
∂yi◦ζσ

∂yk

∂yj◦ζσ

∂yl
(0, y)

Donc, en posant Φ(x, y) := (x, ζx(0, y)), on obtient un difféomophisme Φ : Ui ×
Rn 7−→ Ui × Rn tel que :

{yi, yj}V̂(Φ(x, y)) = V̂i,j(x, ζx(0, y))
=

∑n
k,l=1 V̂k,l(0, y)

∂yi◦ζx

∂yk

∂yj◦ζx

∂yl
(0, y)

=
∑n

k,l=1 V̂k,l(0, y)
∂yi◦Φ
∂yk

∂yj◦Φ
∂yl

(x, y)

= {yi ◦ Φ, yj ◦ Φ}V̂0(x, y),

autrement dit, en considérant V̂0 comme 2−vecteur sur Ui × Rn entier : V̂0(x, y) =∑
k,l=1...n Vk,l(0, y)∂yk ∧ ∂yl, on a

(Φ)?V̂ = V̂0.
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De manière plus générale, ce qui précède prouve qu’ il y a équivalence, pour un
tenseur vertical, entre être localement trivial, est être invariant par une connection.
Il devient ainsi clair que, puisqu’il existe par hypothèse, x ∈ S pour lequel V soit
linéarisable, celà est vrai pour tout x ∈ S, il existe donc un difféomorphisme Λ0,
défini sur un voisinage de 0 dans {0}×Rn, tel que (Λ0)

?V̂0 soit linéaire. On a donc :
[L, (Λ0)

?V̂0] = −(Λ0)
?V̂0, et par transport de structure [(φ ◦ Λ0)?L, V̂ ] = V̂ . Il suffit

alors de poser Zi = (ψ−1
i ◦ φ ◦ Λ0)?L. Zi vérifie alors clairement la condition 3.2.1,

la condition 3.2.2 est aussi satisfaite car, comme on peut le vérifier facilement, la
partie d’ordre un du champ de Liouville L est invariante par tout difféomorphisme.

Si (ρi)i∈I est une partition de l’unité de S subordonnée au recouvrement (Ui)i∈I ,
on pose, pour tout e ∈ E :

Z(e) :=
∑
i∈I

ρi(p(e)).Zi(e),

on a alors, puisque les fonctions ρi ◦ p sont basiques :

[Z,V ] =
∑

i∈I [ρi ◦ p.Zi,V ]

=
∑

i∈I ρi ◦ p.[Zi,V ]

= −
∑

i∈I ρi ◦ p.V
= −V .

Puisque Z(1) = L, il existe un difféomorphisme fibré Ψ (non-linéaire en les fibres),
défini sur un voisinage de S, tel que (Ψ)?Z = L, la partie verticale (Ψ)?V de (Ψ)?Π

vérifie donc :
[L, (Ψ)?V ] = −(Ψ)?V ,

ce qui implique que (Ψ)?V est linéaire. 2

Remarque 3.2.1. On a construit au cours de cette démonstration un difféomor-
phisme fibré Φ tel que, localement :

V = Φ?V0,

où V0 est une structure constante. On retrouve ainsi le résultat d’unicité (à difféo-
morphisme près) de la structure de Poisson transverse à une feuille de Weinstein
(voir [We3]).
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Remarque 3.2.2. La proposition 3.2.1 permet, d’apres la décomposition 3.1.5,
d’écrire Π sous la forme

Π = ΠH + V(1).

La structure induite sur E par un 2-vecteur de Poisson vertical et linéaire est com-
munément appelée structure de fibré en algèbre de Lie (localement triviale). Contre
toute attente, relativement peu de choses sont connues sur les invariants des fibrés
en algèbres de Lie. Les fibrés en algèbres de Lie semi-simples devraient notemment
donner lieu à des développements intéressant.

Pour fixer les idées, supposons que le fibré E soit trivial : E = S × Rn, et
considérons (y1, . . . , yn) une paramétrisation de IRn. le résultat précédent permet
alors d’affirmer que, à un difféomorphisme prés, V prend la forme :

Vx =
∑

i,j=1...n

Vki,j(x)yk∂yi ∧ ∂yj,

où Vki,j ∈ C∞(S).
Comme nous le verrons plus tard, dans le cas où V(1)

x est associée à l’algèbre de
Lie so3, on peut toujours se débrouiller pour que ces fonctions soient constantes.
En général, ce n’est pas toujours le cas, car il arrive que la structure V "tourne
sur elle-même". Autrement dit, E peut être trivial en tant que fibré vectoriel, mais
non-trivial en tant que fibré en algèbres de Lie. Donnons un tel exemple de fibré en
algèbre de Lie, provenant d’une structure de Poisson.

Exemple 2. Notons T 2 = S1×S1 le tore de dimension deux, paramétré par (θ1, θ2),
définis modulo 2π. On considére sur le fibré E := T 2 × IR3 7−→ T 2 la structure de
Poisson dont les crochets sont définis par :

{θ1, θ2} = 1, {θ2, y} = z
2
,

{θ2, z} = −y
2
, {x, y} = y sin θ1 − z cos θ1,

{y, z} = x, {z, x} = y cos θ1 + z sin θ1.

La décomposition 3.1.5 de Π prend alors la forme

Π =
(
∂θ1−

z

2
∂y+

y

2
∂z
)
∧θ2+

(
y sin θ1−z cos θ1

)
∂x∧∂y+x∂y∧∂z+(y cos θ1+z sin θ1)∂z∧∂x.

avec

V =
(
y sin θ1 − z cos θ1

)
∂x ∧ ∂y + x∂y ∧ ∂z + (y cos θ1 + z sin θ1)∂z ∧ ∂x.
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Ici, V(θ1,θ2) est isomorphe à la structure de Poisson sur sl?2 pour tout (θ1, θ2) ∈ T 2,
cependant, il est impossible de rendre ses constantes de structures indépendantes de
(θ1, θ2) car l’axe de révolution de sl?2 = V(θ1,θ2) réalise un ruban de Möbius lorsque
θ1 varie le long de S1. La non-trivialité d’une telle structure semble ici liée à la
non-connectivité des surfaces de niveau du Casimir de sl?2.

3.2.2 Linéarisation de la connection

Le résultat qui suit sera utilisé plus tard afin de linéariser la connection Γ, avant
de l’énoncer, introduisons la définition suivante : on dira qu’ une structure de Poisson
Λ possède un premier espace de cohomologie H1(Λ) différentiablement nul si, pour
toute famille lisse Xs de champs de vecteurs à paramètres s à valeurs dans un ouvert
U de Rp, laissant Λ invariant (autrement dit satisfaisant [Xs,Λ] = 0∀s ∈ U) il existe
une famille lisse (fs)s de fonctions telles que [Λ, fs] = Xs ∀s ∈ U .

Remarque 3.2.3. La question de savoir si toute structure de Poisson dont le pre-
mier espace de cohomologie est nul l’est différentiablement est simple mais subtile
sans hypothèses supplémentaires. Dans le cas des algèbres de Lie semi-simples com-
pactes, l’ existence d’un opérateur d’homotopie assure que cette condition est vérifiée
(voir [Mo-Zu])

Proposition 3.2.2. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F), où le premier espace de cohomologie H1(Vx) de V en un
quelconque x ∈ S est différentiablement trivial, et Γ′ une connection laissant V
invariante.

Alors le germe de Π le long de S est équivalent à celui d’une structure de donnée
géométrique (Γ′,V ,F ′), pour un certain F ′.

preuve :
D’après la proposition 3.1.4, il suffit de montrer l’existence d’une 1-forme φ sur S à
valeurs dans C∞(E), φ ∈ Ω1(S)⊗C∞(S) C

∞(E) telle que :

Γ = Γ′ + V](dφ)h.
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Or, si (ρj)j∈J est une partition de l’unité de S subordonnée à un recouvrement
(Ui)i∈I d’ouverts trivialisants pour le fibré E, localement, sur Ui, Γ et Γ′ prennent
la forme :

Γ(∂xi) = −
∑n

k=1 βi,k∂yk

Γ′(∂xi) = −
∑n

k=1 β
′
i,k∂yk,

et puisque Γ et Γ′ laissent tous deux invariants V , pour tout i = 1 . . . 2s :

[ n∑
k=1

(βi,k − β′i,k)∂yk,V
]

= 0.

Ce qui signifie que
∑n

k=1(βi,k−β′i,k)∂yk est un 1-cocycle de la cohomologie de Poisson
de V , par hypothèse, il existe donc φi ∈ C∞(p−1(Uj)) telle que

[V , φ] =
n∑
k=1

(βi,k − β′i,k)∂yk.

En posant φj :=
∑

i=1...n φi ⊗ dxi on obtient bien sur p−1(Uj) une 1−forme telle
que :

Γ = Γ′ + V(1)](dφj)h.

On vérifie alors aisément que, par partition de l’unité, φ :=
∑

j∈J ρj ◦ p.φj répond
au problème.

2

Corollaire 3.2.1. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V(1),F), où V(1) désigne un tenseur vertical linéaire, dont le premier
espace de cohomologie H1(V(1)

x ) est différentiablement trivial, pour un quelconque
x ∈ S.

Alors le germe de Π le long de S est équivalent à celui d’une structure de donnée
géométrique (Γ(1),V(1),F ′), où Γ(1) désigne la partie linéaire de la connection Γ.

preuve :
Commencons par préciser ce que l’on entend par partie linéaire de la connection
Γ : avec les mêmes notations que précédemment, pour (x1, . . . , xn) un système de
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coordonnées locales sur un ouvert trivialisant pour E de S, et (y1, . . . , yn) des coor-
données sur les fibres, on a :

hor(∂xi) = ∂xi +
∑
j=1...n

βi,j∂yj.

On peut décomposer βi,j en partie linéaire et partie d’ordre supérieur à un :

βi,j(x, y) = βki,j(x)yk + β̂i,j(x, y).

La partie linéaire Γ(1) de Γ peut être définie comme la connection dont les relevés
horizontaux sont :

hor(1)(∂xi) = ∂xi +
∑
j=1...n

βki,jyk∂yj.

Notons qu’une telle connection linéaire préserve la structure de fibré vectoriel, et
correspond à un opérateur de dérivée covariante ∇ sur E?, en posant ∇Xα =

(Lhor(X)α)(1) ∈ E?.
En isolant les termes d’ordre un dans l’expression :

[
∑
j=1...n

β̂i,j∂yj,V(1)] = 0,

on s’aperçoit alors que Γ(1) laisse V invariante, il suffit donc d’appliquer la proposition
précédente. 2

On peut aussi formuler un théorème de linéarisation globale le long de S comme
suit

Théorème 3.2.1. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F), où V désigne un tenseur vertical, dont la partie linéaire V(1)

x

possède un premier espace de cohomologie H1(V(1)
x ) est différentiablement trivial

pour un quelconque x ∈ S, et tel que Vx′ soit linéarisable (en tant que structure de
Poisson sur Ex′ pour un quelconque x′ ∈ S.

Alors le germe de Π le long de S est équivalent à celui d’une structure de donnée
géométrique (Γ(1),V(1),F ′), pour un certain F ′.

preuve :
Il suffit d’appliquer successivement la proposition 3.2.1 et le corollaire 3.2.1 2
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3.3 Global splitting

Le théorème précédent permet d’écrire Π = ΠH +V sous la forme Π = ΠH +V(1),
il donne donc bien un résultat de linéarisation globale de la partie verticale V . Il
semble cependant que l’on ne contrôle pas vraiment la 2−forme F . Il convient de
se demander ce que l’on peut attendre de F , or cette dernière est intimement liée
à la courbure de Γ. On a par ailleurs vu dans la proposition 3.1.3 que, dans la
décomposition Π = ΠH +V , le 2−vecteur ΠH est de Poisson si et seulement si Γ est
sans courbure. Cette éventualité ne peut donc avoir lieu que si le fibré E admet une
connexion plate. On voit ainsi qu’apparaissent des interactions entre la façon dont
la feuille S s’injecte dans la variété ambiante et le germe de la structure de Poisson
Π le long de S. Dans [Fer1], Fernandes donne un contre-exemple non-trivial de cette
situation.

Ce problème, dit de global splitting correspond en fait à la globalisation le long
de S du splitting theorem de Weinstein ([We3]). La proposition suivante permet une
réponse partielle :

Proposition 3.3.1. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F), où le premier espace de cohomologie H1(Vx) de V en un
quelconque x ∈ S est différentiablement trivial. S’il existe une connexion plate Γ′

laissant V invariante, alors, modulo un difféomorphisme, au voisinage de S, Π se
décompose sous la forme

ΠH + V ,

où ΠH et V désignent des structures de Poisson, avec ΠH régulière, et V verticale,
nulle sur S.

preuve :
Il suffit d’appliquer les propositions 3.2.2 et 3.1.3.2

L’interêt de ce résultat est non seulement de décomposer Π en somme de deux
structures de Poisson compatibles, mais il permet aussi de définir l’holonomie stricte
(voir [Fer1]) qui correspond à l’holonomie associée à la connection sans courbure Γ.
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3.4 Le cas transversalement semi-simple compact

Comme toujours, le cas des algèbres semi-simples permet des investigations plus
poussées de la situation.

3.4.1 Linéarisabilité

Un résultat très difficile de Conn stipule que les algèbres de Lie semi-simples [Co1],
[Co3] (respectivement semi-simples compactes [Co2]) sont non-dégénérées en classe
analytique (respectivement C∞) autrement dit, toute structure de Poisson, nulle en
un point, et dont la partie linéaire est une algèbre de Lie semisimple (respective-
ment semi-simple compacte est analytiquement (respectivement C∞-) linéarisable.
On sait par ailleurs que, dans le cas des algèbres V(1)

x semi-simples compactes, le
premier espace de cohomologie H1(V(1)

x ) est différentiablement nul. Les conditions
du théorème 3.2.1 sont ainsi vérifiées, et on peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 3.4.1. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F), où V désigne un tenseur vertical dont la partie linéaire V(1)

x

est associée à une algèbre semi-simple compacte.
Alors le germe de Π le long de S est équivalent à celui d’une structure de donnée

géométrique (Γ(1),V(1),F ′), pour un certain F ′.

3.4.2 Invariants semi-locaux de Casimir

On suppose désormais que V = V(1) est une structure de Poisson linéaire associée
à une algébre de Lie semisimple compacte. Notons Casimk

V(1) le sous fibré de Sk(E)

constitué des polynomes homogènes de degrés k invariants par V(1). Ces sous fibrés
sont de dimension 0 ou 1 pour tout k, engendrés par tr(adk), vu comme des sections
de Sk(E). Les fibrés de rang 1 ainsi définis sont donc tous triviaux, par ailleurs
condition (ii) indique que la formule

∇Xα := hor(1)(X)(α)

définit une connexion ∇ plate sur chacun d’eux. On peut ainsi définir l’holonomie
de la connexion ∇ sur ces fibrés. Ceci nous permet de mesurer le comportement
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du feuilletage de V lorsque l’on se déplace suivant les relèvements horizontaux de la
connexion∇. Autrement dit, si γ : S1 7−→ S désigne un lacet dans S, et γ̂ : S1 7−→ E

le relèvement horizontal correspondant, l’accroissement de chaque casimir le long de
γ̂ ne dépend que de la classe d’homotopie de γ.

Notons que les invariants ainsi définis nous renseignent plus sur la facon dont le
feuilletage de Π s’intègre à celui de V que sur le feuilletage de V en lui-même (pour
un même V , deux connexions différentes pouvant mener à des holonomies différentes.

3.4.3 le cas so3

Intéressons-nous au cas d’une structure de Poisson Π horizontalement non-dégénérée
sur un fibré E, de donnée géométrique (Γ,V ,F), où V(1)

x est associé à l’algèbre de
Lie semi-simple compacte so3. Dans le but d’arriver à une forme normale semi-locale
la plus synthétique possible, on doit supposer que E admet une connection plate,
nous supposerons donc carrément que E est un fibré vectoriel trivial : E = S × R3.

Le théorème 3 nous permet de nous ramener à une structure de donée géomé-
trique (Γ(1),V(1),F ′), et la forme de Killing k de V(1) induit sur E? une structure
euclidienne. Commencons par montrer qu’il existe une base de sections orthonormée
pour k.

Lemme Soit F un fibré vectoriel trivial de rang n muni d’une structure Eucli-
dienne k. Il existe une base de sections orthonormées pour k.

preuve :

Par récurrence sur n, le résultat est évident lorsque n=1, et, pour n > 1 quel-
conque, on choisit une section non-nulle y de F et on pose y1 := y

k(y,y)
. Il suffit

alors de s’assurer que le sous-fibré orthogonal à y1, de dimension n − 1, est bien
trivial, or ce dernier est engendré par des sections {yi − k(y1, yi)y1, i = 2 . . . n} où
{yi, i = 1 . . . n} est une base de sections de F .2

Ce lemme permet de nous assurer de l’existence de sections y1, y2, y3 de E? pour
laquelle la norme | |k associée à k prenne la forme : | |2k = y2

1 + y2
2 + y3

3. À priori

Π = ΠH +

∮
1,2,3

(
∑

k=1,2,3

Vk1 (x)yk)∂y2 ∧ y3,
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mais puisque V(1) laisse k invariante, on a :

[V(1), y2
1 + y2

2 + y2
3] = 0

En développent cette expression on s’apercoit que nécessairement

V(1) = f(x)

∮
1,2,3

y1∂y2 ∧ ∂y3.

où f ∈ C∞(S). Ce qui signifie que la structure de Poisson associée à so3, sous la forme∮
1,2,3

y1∂y2 ∧ ∂y3, est la seule structure de Poisson linéaire sur IR3 (à multiplication
prés) admettant y2

1 + y2
2 + y2

3 pour casimir. En effet, en notant Vi :=
∑3

k=1 Vki yk, on
calcule que :

[V1∂y2 ∧ ∂y3, y
2
1 + y2

2 + y2
3] = [V1∂y2 ∧ ∂y3, y

2
2 + y2

3]

= [V1∂y2, y
2
2]y3 − V1∂y2[∂y3, y

2
3]

= 2V1y2∂y3 − 2y3V1∂y2,

dont on déduit que :

[V , y2
1 + y2

2 + y2
3] = [V1∂y2 ∧ ∂y3 + V2∂y3 ∧ ∂y1 + V3∂y1 ∧ ∂y2]

= 2V1y2∂y3 − 2y3V1∂y2 + 2V2y3∂y1 − 2y1V2∂y3 + 2V3y1∂y2 − 2y2V3∂y1

= 2(V3y2 − V2y3)∂y1 + 2(V1y3 − V3y1)∂y2 + 2(V2y1 − V1y2)∂y3.

On a donc :

[V , y2
1 + y2

2 + y2
3] = 0 ⇔


V3y2 = V2y3

V1y3 = V3y1

V2y1 = V1y2

ainsi, dans la première équation, en remplacant V3 et V2 par leurs expressions res-
pectives V1

3y1 + V2
3y2 + V3

3y3 et V1
2y1 + V2

2y2 + V3
2y3, on a nécessairement :

V1
3 = V2

3 = V3
2 = V1

2 = 0

V3
3 = V2

2 .

On déduit de même des autres équations que tous les Vji , i 6= j sont nuls et que :

V1
1 = V2

2 = V3
3 ,



3.4 Le cas transversalement semi-simple compact 69

on note cette unique fonction f , et on a bien V(1) = f(x)
∮

1,2,3
y1∂y2 ∧ ∂y3. Il suffit

ensuite de remplacer yi par yi

f
pour avoir

V(1) =

∮
1,2,3

y1∂y2 ∧ ∂y3.

Le fait que l’expression de V(1) dans la base (y1, y2, y3) ne dépende pas de x ∈ S se
traduit par le fait que la connexion Γ′ induite par la trivilisation (y1, y2, y3) laisse
V(1) invariante. Cette dernière étant plate, en applicant la proposition 3.2.2, on en
déduit que, à un difféomorphisme près, le germe de Π le long de S prend la forme :

Π = ΠH +

∮
1,2,3

y1∂y2 ∧ y3,

où ΠH est une structure de Poisson. On peut donc énoncer le résultat combiné de
linéarisation et de global splitting comme suit :

Théorème 3.4.2. Soit Π une structure de Poisson horizontalement non-dégénérée
sur un fibré vectoriel trivial p : E 7−→ S au-dessus d’une base S compacte, de donnée
géométrique (Γ,V ,F), où V désigne un tenseur vertical dont la partie linéaire V(1)

x

est associée à l’ algèbre semi-simple compacte so3.
Alors le germe de Π le long de S prend la forme :

Π = ΠH +

∮
1,2,3

y1∂y2 ∧ y3,

où ΠH est une structure de Poisson réguière.



Annexe A

Principe d’homotopie de Moser

Le principe d’homotopie de Moser est un puissant outil pour montrer que deux
tenseurs sont isomorphes.

Nous le présentons ici dans le cas de champs de 2−vecteurs et de formes symplec-
tiques, ensuite, on montre que la proposition 3.1.4 correspond en fait á une version
à paramètres du principe d’homotopie de Moser pour les formes symplectiques.

A.1 Homotopies de champs de vecteurs

Soient Π1, Π0 ∈ χ(Λ2TM) deux champs de 2−vecteurs sur une variété lisse M .
Il s’agit de trouver un difféomorphisme Φ de M tel que :

Φ?Π1 = Π0.

Plutôt que de chercher directement Φ, on se donne un chemin

Π : [0, 1] 7−→ χ(Λ2TM)

t 7−→ Πt

reliant Π0 et Π1. On se propose alors de trouver une famille (Φt)t∈[0,1] à un paramète
de difféomorphismes tels que :

(A.1.1) ∀t ∈ [0, 1], Φt?Πt = Π0.
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Pour celà, il suffit de trouver un champ de vecteurs Xt dépendant du temps, pour
t ∈ [0, 1] tel que

LXtΠt +
d

dt
Πt = 0.

En effet, en différenciant par rapport à t, on voit que l’équation A.1.1 est équivalente
à : {

Φ0?Π0 = Π0

d
dt

Φt?Πt = 0.

Si Φt désigne le flot de Xt, on a alors bien

d

dt
Φt?Πt = Φt?(LXtΠt +

d

dt
Πt) = 0.

Le choix du chemin Πt est évidemment crucial, dans le cas le plus simple, il suffit
de prendre le segment entre Π0 et Π1 :

Πt = (1− t)Π0 + tΠ1,

dans ce cas, il faut que [Π0,Π1] = 0 afin que Πt soit bien une structure de Poisson
pour tout t, on dit alors que les structures Π0 et Π1 sont compatibles. Cette condition,
bien que très contraignante, n’assure bien sûr pas l’existence du champXt en général.

A.2 Homotopies de formes symplectiques

Le principe d’homotopie de Moser s’applique tel quel pour des formes : afin d’éta-
blir un isomorphisme entre deux k−formes ω0 et ω1, il suffit d’exhiber un champ de
vecteurs Xt tel que

LXtωt = − d

dt
ωt,

où ωt désigne un chemin entre ω0 et ω1. La démonstration est similaire à celle
précédemment présentée pour les champs de vecteurs.

Dans la suite on suppose ω0 et ω1 symplectiques : puisqu’il est nécessaire que ωt
le soit, l’équation précédente se ramène alors à

diXtωt = − d

dt
ωt.
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Le choix du chemin ωt est souvent beaucoup plus simple dans le cas des formes,
par exemple si, on prend

ωt = (1− t)ω0 + tωt,

la 2−forme ωt est fermée pour tout t sans hypothèse supplémentaire, elle est de plus
non-dégénérée pour tout t pourvu que ω0 et ω1 soit suffisemment proches (c’est le
cas par exemple dans le voisinage d’une sous-variété sur laquelle ω0 et ω1 coïncident,
voir [Du-Sa]). Pour ce chemin, Xt doit vérifier :

diXtωt = ω0 − ω1.

Le cas le plus simple est lorsque ω1− ω0 = dλ où λ ∈ Ω1(M) (ce qui est toujours
vrai localement) : avec le chemin précédent, il suffit de vérifier que

(A.2.1) iXtωt = λ,

équation qui possède une unique solution dès que ωt est non-dég’enérée. C’est par
exemple ainsi que l’on peut montrer l’équivalence locale de deux formes symplec-
tiques qui coïncident en un point.

On va voir que c’est cette dernière version du principe d’homotopie de Moser,
appliquée feuille à feuille, qui se cache derrière la proposition 3.1.4.

A.3 Homotopie de données géométriques

Il s’agit de montrer que, dans la proposition 3.1.4, la forme symplectique ωt induite
par Πt sur chaque feuille est de la forme

ωt = ω0 + tdλ,

il est alors facile de voir que l’équation 3.1.7, qui définit le champ Xt réalisant
l’homotopie, correspond sur chaque feuille à l’équation A.2.1.

Commençons par remarquer que le feuilletage reste invariant par l’homotopie. En
effet, pour tout x ∈ E pour lequel l’homotopie est definie ∀t ∈ [0, 1], la forme 3.1.4
montre que la distribution caractéristique de Πt au point x est engendrée par les
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champs horizontaux X t
i et par les champs hamiltoniens de V , on voit alors que

Im(Π]
t)x = V ect{X t

i x ,V]x(dxyj), i = 1 . . . 2s, j = 1 . . . n}
= V ect{Xix + tV]x(dxφi) ,V]x(dxyj), i = 1 . . . 2s, j = 1 . . . n}
= V ect{Xi ,V]x(dxyj), i = 1 . . . 2s, j = 1 . . . n}
= ImΠ]

x.

On peut donc se fixer une feuille F , et noter ωt la forme symplectique induite par
Πt sur F . Il s’agit alors dans un premier d’évaluer ωt sur une famille (indépendante
de t) de champs qui engendre l’espace tangent à la feuille. Pour celà, on va calculer

ω0(X
0
i , X

0
j ),

ω0(X
0
i ,V](df)),

ω0(V](df),V](dg)),

on obtient alors aussi des formules similaires pour

ωt(X
t
i , X

t
j),

ωt(X
t
i ,V](df)),

ωt(V](df),V](dg)),

on pourra alors en déduire
ωt(X

0
i , X

0
j ),

ωt(X
0
i ,V](df)),

ωt(V](df),V](dg)),
et comparer ces dernières expressions à celles pour ω0 + tλ.

Lemme A.3.1. Soit F une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et ω la forme
symplectique engendrée par Π sur F . Avec les notations du chapitre 2, on a :

ω(Xi, Xj) = Fi,j.

preuve :
Bien que le résultat semble évident compte tenu de la définition même de F , il
convient de le vérifier en détail. Par définition de ω, on a, pour tous i, j = 1 . . . 2s

ω(Π](dxi),Π
](dxj) = 2ΠX

i,j.
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Or les relèvements horizontaux Xi vérifient (voir p.31)

Π](dxi) =
∑

r=1...2s

2ΠX
i,r∂xr +

∑
l=1...n

2ΠXY
i,l ∂yl =

∑
r=1...2s

2ΠX
i,rXr,

on en déduit successivement∑
r,s=1...2s 4ΠX

i,rΠ
X
j,sω(Xr, Xs) = 2ΠX

i,j

⇒
∑

r,s,a,b=1...2s ΠX
a,i

−1
Πb,j

−1ΠX
i,rΠ

X
j,sω(Xr, Xs) = 1

2

∑
a,b=1...2s ΠX

a,i
−1

Πb,j
−1ΠX

i,j

⇒ ω(Xa, Xb) = −1
2
ΠX
a,b 2

Lemme A.3.2. Soit F une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et ω la forme
symplectique engendrée par Π sur F . Avec les notations du chapitre 2, on a, pour
toute fonction f ∈ C∞(E) :

ω(Xr,V](df)) = 0.

preuve :
Ce résultat aussi semble évident, les relevés horizontaux Xi étant définis comme les
images par Π] de l’annulateur V er0 du sous-fibré vertical V er auquel appartiennent
les champs de la forme V](df), vérifions-le tout de même par le calcul.

On a par définition, pour tous i = 1 . . . 2s, p = 1 . . . n :

ω(Π](dxi),Π
](dyp) = 2ΠXY

i,p ,

et puisque Π](dxi) =
∑

r=1...2s 2ΠX
i,rXr, on en déduit que pour tous i = 1 . . . 2s, p =

1 . . . n

2
∑

r=1...2s

ΠX
i,rω(Xr,Π

](dyp) = 2ΠXY
i,p ,

et par inversibilité de la matrice (ΠX
i,j) on obtient :

(A.3.1) ω(Xr,Π
](dyp)) =

∑
i=1...2s

ΠX
r,i

−1
ΠXY
i,p .

Or, d’aprés la formule définissant V :

Vp,q := ΠY
p,q− 1

2

∑
l=1...2s βl,pΠ

XY
l,q − βl,qΠ

XY
l,p

= ΠY
p,q− 1

2

∑
l,j=1...2s ΠX

l,j
−1

ΠXY
j,p ΠXY

l,q − ΠX
l,j
−1

ΠXY
j,q ΠXY

l,p

= ΠY
p,q+

∑
k,l=1...2s ΠX

k,l
−1

ΠXY
k,p ΠXY

l,q ,
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on déduit que :

Π](dyp) = 2
∑

i=...2s−ΠXY
i,p ∂xi +

∑
l=1...n ΠY

p,q∂yq

= 2
∑

i=...2s−ΠXY
i,p ∂xi −

∑
k,l=1...2s ΠX

k,l
−1

ΠXY
k,p ΠXY

l,q + V](dyp)
= −2

∑
i=...2s ΠXY

i,p ∂Xi + V](dyp),

d’où :

ω(Xr,Π
](dyp)) = ω(Xr,−

∑
j=...2s ΠXY

i,p ∂Xk + V](dyp))
= −2

∑
i=1...2s ΠXY

i,p ω(Xi, Xk) + ω(Xr,V](dyp))
=

∑
i=1...2s ΠXY

i,p ΠX
r,i
−1

ΠXY
i,p + ω(Xr,V](dyp)).

Par soustraction avec l’équation A.3.1, on a bien

ω(Xr,V](dyk)) = 0,

d’où le résultat. 2

Lemme A.3.3. Soit F une feuille du feuilletage symplectique associé a une structure
de Poisson horizontalement non-dégénérée sur un fibré vectoriel E, et ω la forme
symplectique engendrée par Π sur F . Avec les notations du chapitre 2, on a, pour
toutes fonctions f, g ∈ C∞(E) :

ω(V](df),V](dg)) = {f, g}V .

preuve :
Par définition, on a

ω(Π](dyp,Π
](dyq)) = 2ΠY

p,q,

or on a vu au cours du lemme précédent que :

Π](dyp) = −
∑

i=1...2s

ΠXY
i,p Xi + V](dyp),

On en déduit :
1
2
ω(V](dyp),V](dyq)) = ΠY

p,q −
∑

k,l=1...2s ΠXY
p,k ΠXY

q,l ω(Xk, Xl)

= ΠY
p,q + 1

2

∑
k,l=1...2s ΠXY

p,k ΠXY
q,l ΠX

k,l
−1

= Vp,q,

d’où le résultat.2
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On peut maintenant utiliser ces résultats pour nos propos : on déduit du lemme
A.3.3 que

ωt(V](dyi),V](dyj)) = {yi, yj}V ,

puis des lemmes A.3.2 et A.3.3 que

ωt(Xi + tV](dφi),V](dyj)) = 0

ωt(Xi,V](dyj)) = −tωt(V](dφi),V](dyj))
⇒ ωt(Xi,V](dyj)) = −t{φi, yj}V .

On en déduit enfin que

ωt(X
t
i , X

t
j) = F t

i,j

= Fi,j + t(LXi
φj − LXj

φi) + t2{φi, φj}V
ωt(Xi, Xj) + t2{φi, φj}V = Fi,j + t(LXi

φj − LXj
φi) + t2{φi, φj}V

dont on déduit :
ωt(Xi, Xj) = Fi,j + t(LXi

φj − LXj
φi).

Résumons ces résultats :

(A.3.2)


ωt(Xi, Xj) = Fi,j + t(LXi

φj − LXj
φi)

ωt(Xi,V](dyj)) = −t{φi, yj}
ωt(V](dyi),V](dyj)) = {yi, yj}V

Considérons à présent la 1−forme φ ∈ Ω1(S) ⊗C∞(S) C
∞(E) de la proposition

3.1.4 : elle induit de manière évidente sur F une 1−forme λ ∈ Ω1(F ) :

λf (X) := φ(dfπX)(f)∀X ∈ χ(TfF ), ∀f ∈ F.

Dans un système de coordonnées locales de F dont les 2s premières coordonnées
sont des fonctions basiques x1, . . . , x2s et les autres verticales, λ prend simplement
la forme

λ =
∑

i=1...2s

φidxi.

Si on calcule dλ sur la famille génératrice {Xi,V](dyj), i = 1 . . . 2s, j = 1 . . . n} on
voit que

dλ(Xi, Xj) = LXi
φj − LXj

φi − λ([Xi, Xj])

= LXi
φj − LXj

φi,
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puisque les crochets [Xi, Xj] sont verticaux. On a aussi :

dλ(Xi,V](dyj)) = −LV](dyj)φi − λ([Xi,V](dyj)])
= −{φi, yj}V

ainsi que
dλ(V](dyi),V](dyj)) = −λ([V](dyi),V](dyj)])

= 0.

En comparant à A.3.2, on s’aperçoit alors que l’on a bien

ωt = ω0 + tdλ,

comme annoncé.
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RÉSUMÉ

Après avoir rappelé les notions élémentaires sur les structures de Poisson, on
étudie, dans le second chapitre, ces dernières au voisinage d’un cercle de singulari-
tés, sous des hypothèses génériques. On en déduit une forme normale, ainsi qu’un
ensemble complet d’invariants, lesquels sont interprétés géométriquement.

Dans le troisième chapitre, on expose et on démontre le formalisme développé
par Vorobjev afin d’étudier les structures de Poisson au voisinage d’une feuille sym-
plectique, ainsi que son théorème d’équivalence. On montre alors comment utiliser
ces résultats pour redémontrer des résultats classiques sur les structures de Poisson
(local-splitting de Weinstein et unicité de la structure transverse à difféomorphisme
près). On utilise ensuite ces résultats pour obtenir des théorèmes de forme nor-
male, et de linéarisation dans un cadre semi-local le plus général possible. Les cas
transversalement semi-simples sont traités avec une attention particulière.

En appendice, on montre que l’équivalence d’homotopie de Vorobjev peut être
interprété comme une extension feuille à feuille du principe de Moser.

ABSTRACT

After recalling elementary notions about Poisson structures, one studies them in
the neighborhood of a circle of singularities, under generic assumptions. One deduces
then a complete set of invariants, that are geometrically interpreted.

In the last chapter, one exposes and proves the formalism developped by Vorobjev
in order tosudy the neighborhood of a symplectic leaf. Then, one deduces normal
forms, and linearisation theorems in the most general (semi-local) situation possible.

An appendix is devoted to show that Vorobjev’s homotopy equivalence is a leaf-
wise version of Moser’s path method.

MOTS-CLÉS

Structures de Poisson, Feuilletage symplectique, Voisinage d’une feuille, Tenseurs
de couplag, Formes normales, Formes normales semi-locales, Linéarisation.


