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Introduction

La représentation temporelle demeure sans doute la représentation la plus intuitive
pour caractériser ’histoire d’un événement. Dans notre vie au quotidien, les exemples de
cette description sont omniprésents: du signal d’élocution au signal de sortie d’un capteur
en passant par 1’évolution d’indicateurs économiques, invariablement, ’information se
distribue sur le parameétre temps.

Avec 'introduction de ’analyse de Fourier, un autre point de vue prend corps: c’est
’idée qu’un signal peut se modéliser par une superposition de trains d’ondes éternels (les
harmoniques). Pour paradoxal qu’il soit, ce résultat montre que la séquence des états
d’un systeéme est parfaitement décrite par un ensemble de composantes dont le principal
attribut est d’avoir un comportement uniforme au cours du temps...Dans beaucoup de
domaines pour lesquels la notion d’onde repose sur une réalité physique, cette vision du
signal a conduit & tous les développements accomplis en analyse spectrale, tant du point
de vue théorique que de 'instrumentation. De plus, la diversité des disciplines impliquées
est un signe de 'universalité de ce mode descriptif des signaux. Il est toutefois essentiel
de souligner que le concept original de fréquence pure, a la base de ’analyse de Fourier,
renferme sa propre limite. En effet, on ne peut donner sens & cette notion que pour des
situations de régimes établis (par opposition aux régimes transitoires), de sorte que les
signaux non stationnaires sortent naturellement du cadre de cette modélisation.

Or, étant unanimement acquis que les non-stationnarités (prises au sens large) sont
porteuses d’une part importante de I'information, on comprend aisément que ’enjeu de
leur exploitation ait su galvaniser le développement et la maitrise d’outils adaptés. Dans
cette direction, les représentations temps-fréquence ont alors la faculté d’arbitrer le conflit
entre descriptions temporelle et fréquentielle en formalisant I’intuition de spectre évolutif
et de fréquence instantanée. Quoique cette derniere ne soit pas sans soulever des ob-
jections de principe, on dispose aujourd’hui de tout un arsenal d’outils temps-fréquence
orientés prioritairement vers l'identification de certains types de non-stationnarités. Ces
représentations temps-fréquence sont a priori des transformations non triviales des sig-
naux, et il a donc fallu investir beaucoup pour comprendre puis modéliser leur com-
portement. Initié par exemple dans le cas des représentations bilinéaires (définissant
en particulier la classe de Cohen), ce travail a permis une classification méthodique des
représentations, reposant sur le respect (ou & I'inverse, le non respect) d’un certain nom-
bre de propriétés théoriques. Ce faisant, il devient alors possible pour chaque nature de
probléme traité, de sélectionner dans le rang des solutions proposées, la distribution ad
hoc du point de vue de ses propriétés.

A la fois marginale et tributaire de ces propriétés théoriques, la vocation commune
& ’ensemble des distributions bilinéaires temps-fréquence repose sur 1’idée d’une de-
scription bidimensionnelle et géométrique de 1’énergie d’un signal dans le plan temps-
fréquence. (Parmi les problemes liés & ce type d’approche, on peut citer celui d’expliquer
l’organisation de l'information et I’existence de termes additifs (les interférences) dans
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une signature temps-fréquence par ’action d’opérateurs de symétries usuelles).

D’un point de vue différent mais paralléle, d’autres représentations sont possibles.
Les représentations temps-échelle peuvent ainsi apparaitre dans la continuité du temps-
fréquence et donnent une image des signaux qui est celle de leur comportement temporel
a différentes échelles d’observation. En abandonnant la notion de fréquence au profit
de celle d’échelle, il est évident que la nature des distributions obtenues change. En
particulier les propriétés théoriques ne sont plus les mémes: alors que les distributions
temps-fréquence sont naturellement covariantes par rapport aux translations en temps
et en fréquence, les distributions temps-échelle ont pour racine commune des propriétés
de covariance par rapport aux translations et dilatations en temps. Ce résultat impor-
tant permet alors d’axer la construction de chacune de ces deux classes de représentation
autour du couple d’opérateurs qui les caractérise. C’est cette démarche qu’il nous a
semblé intéressant de reproduire dans le premier chapitre de cette thése. On y trou-
vera ainsi un certain nombre de résultats généraux qui, s’ils ne sont pas nouveaux, sont
présentés de facon 3 bien souligner les points communs et les différences (de principe ou
d’interprétation) existant entre classe de Cohen et classe affine (la classe affine regroupant
les distributions bilinéaires temps-échelle).

De fait, lorsque 1’on s’efforce d’uniformiser les contextes du temps-fréquence et du
temps-échelle, on s’apergoit assez rapidement de ’existence d’une trame commune pou-
vant servir de guide & la construction de ces deux classes. Nous avons voulu confirmer
cette intuition en construisant selon un méme scénario les représentations conjointes na-
turellement covariantes par 1’action de deux opérateurs arbitraires. Un modeste recours
a quelques éléments de la théorie des groupes nous fournit alors un cadre méthodologique
permettant notamment de resynthétiser les distributions “centrales” des classes de Cohen,
affine et hyperbolique (classe des distributions covariantes par dilatation et translation
hyperbolique en temps).

D’apparition plus récente, la classe affine n’a certainement pas encore bénéficié des
mémes attentions que la classe de Cohen. En particulier, si les mécanismes de génération
des interférences engendrées par les représentations bilinéaires temps-fréquence de la
classe de Cohen sont parfaitement identifiés et modélisés, ce travail reste en partie &
faire dans le cadre des distributions affines. Présentée au deuxieme chapitre, notre con-
tribution & cette étude s’oriente alors dans une direction délibérément géométrique et,
en méme temps, se nourrit de résultats déja connus pour la classe de Cohen. Dans
un premier temps, nous réintroduisons la classe affine a travers un formalisme origi-
nal déduit de contraintes de localisation dans le plan temps-fréquence. Ces contraintes
particuliéres s’accompagnent ensuite de regles géométriques de construction permettant
d’expliquer pour une large gamme de distributions affines la position des termes in-
terférentiels. Corrélativement, se dégage alors une interprétation de ces représentations
mettant en évidence le role de symétries relatives 4 des géométries modifiées. Dans ce
méme chapitre, nous généralisons enfin la notion de valeur moyenne d’opérateur établie
pour la classe de Cohen, a ’ensemble de ces distributions affines dites “localisées”.

Davantage tourné vers des applications potentielles, le dernier chapitre aborde trois
types de problemes de traitement du signal pour lesquels une approche temps-échelle peut
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se révéler une solution originale et efficace. Dans chaque cas, la nature des problemes
posés fait appel & des propriétés et spécificités propres aux distributions affines, illustrant
ainsi le potentiel, encore peu exploité, de ces dernieres.

La premiere des applications envisagées est un exemple de ce que I'on peut espérer des
distributions pouvant se localiser dans le plan temps-fréquence sur des lois de fréquence
non linéaires. En l'occurrence, nous abordons le probléme de I’estimation de retard en
présence d’effet Doppler, situation pour laquelle on sait le role prépondérant des signaux
4 modulation hyperbolique de fréquence (signaux Doppler-tolérants). Nous comparons
alors les résultats d’un filtrage adapté classique avec ceux d’un filtrage adapté temps-
fréquence construit & partir de distributions affines unitaires se localisant précisément sur
des trajectoires hyperboliques du plan. A titre d’illustration, la structure d’estimateur
obtenue est confrontée au probleme réel d’écholocation et pour cela, nous utilisons des
signaux émis par des chauve-souris (sonars biologiques).

Le deuxiéme probléme soulevé met en avant la notion de filtrage & surtension con-
stante couramment associé aux distributions temps-échelle et notamment aux transfor-
mations en ondelettes continues. Pour ce faire, nous nous plagons dans un cadre d’analyse
spectrale en calculant la distribution marginale de fréquence d’un scalogramme. Cette
opération conduit 3 un type d’estimateur spectral qui se distingue des méthodes clas-
siques (Welch) par une bande relative d’analyse de largeur constante. Par suite, c’est la
résolution spectrale d’analyse qui se distribue de facon non uniforme sur les fréquences.
Appliqué & des spectres modélisables par une loi en 1/ f*, cet estimateur adapte naturelle-
ment 1’évolution de sa résolution au taux de décroissance de la densité spectrale. Une des
contributions de notre travail est alors de montrer que cette procédure permet d’accéder
4 une estimation non biaisée de I’exposant de puissance a (ce qui n’est pas le cas de
P’analyse spectrale classique) et que de plus il s’agit d’un estimateur asymptotiquement
efficace (donc convergeant vers un estimateur du type maximum de vraisemblance). Ces
résultats sont finalement illustrés sur des signaux de turbulence développée pour lesquels
la théorie prédit un modele spectral compatible avec des variations en 1/ f*, avec a proche

de 5/3.

Dans un dernier volet, nous traitons le cas de signaux présentant localement une struc-
turation en loi d’échelle (e.g. du type auto-similarité). La question soulevée est alors
celle de Iidentification d’un exposant d’échelle local (ou encore exposant de singularité),
potentiellement susceptible d’évoluer au cours du temps. Dans une certaine mesure, ce
type de probléme est trés proche de celui posé par le suivi de fréquence instantanée
dans un signal, et pour lequel des méthodes temps-frquence bien choisies apportent une
solution rationnelle. Un point de vue analogue transposé au temps-échelle, nous in-
cite & croire que 'information de structure d’échelle portée localement par le signal va
s’organiser de maniére cohérente & travers les échelles d’une représentation affine. De plus,
la dépendance en temps de ces représentations préserve I’aspect localisé de la singularité.
Nous vérifions I’exactitude de cette assertion pour certaines distributions temps-échelle
pour lesquelles on sait exprimer le critére d’admissibilité.







1. Les Outils d’Analyse Temps-Fréquence
et Temps-Echelle




1.1 Nécessité de représentations conjointes: du
Temps-Fréquence ...

1.1.1 Représentation dans un espace i une dimension

Le relevé pluviométrique d’un pays au fil des années, la position d’un pendule excité
paramétriquement, la pression atmosphérique au cours d’une combustion explosive, ou
encore 1'évolution spatiale de la température dans un solide placé dans des conditions
aux limites données . .. sont autant d’expériences qui, toutes, conduisent a la description
physique d’un état en fonction d’un parameétre d’observation: le temps, ’espace ... Bien
que différentes par la dimension des phénoménes mesurés, ces descriptions nous semblent
naturelles car elles ont en commun de quantifier I’évolution (ou au contraire la perma-
nence) d'un caracteére, et que cette notion est parfaitement adaptée au fonctionnement
séquentiel de nos capacités & raisonner. Maintenant (ou ici), un systéme est décrit par
un état; plus tard (ou plus loin), cet état aura changé. Par ce mode descriptif, on peut
complétement caractériser le systéme sur un intervalle de temps (ou d’espace) fini ou
infini. On repére l’ensemble de ces données par la fonction z(u), ot @ est le phénomene
étudié, appelé signal dans notre contexte, et u, le paramétre de dimensionnement de
Pespace d’observation dans lequel est décrite I’évolution du systeme.

En traitement du signal, on restreint souvent le cadre des fonctions  a celui des signaux
d’énergie F, finie?,

E, = / lz(w)|? du < oo. (1.1)

Ceux-ci définissent un espace de Hilbert, L?(IR), muni d’un produit scalaire
< 1,8y >= /wl(u)a:;(u) du (1.2)
et d’une norme quadratique associée
lz||? =< z,z >= / le(w)[? du = E,. (1.3)

Tout choix d’une famille appropriée de cet espace (e.g. une base) fournit un mode de
représentation de L2(IR). Par conséquent, chaque signal d’énergie finie admet une formu-
lation unique comme projection, au sens du produit scalaire défini en (1.2), sur 'ensemble
des éléments de la famille considérée. Dans 1’hypothése d’une famille paramétrée par la
variable continue €, (es(u), avec £ € R), le résultat du produit scalaire s’écrit

X(€) =< 2,00 >= [ o(w)ei(w) du, (1.4)

o X (&) est également une fonction de la variable {. Réciproquement, si la base de la
décomposition vérifie la condition dite de fermeture (i.e. [ eg(u)es(uv')dé = 6(u — u')),
on recouvre le signal initial z par reconstruction dans le nouvel espace de projection. I

1Par convention, lorsque les bornes d’intégration ne sont pas spécifiées, I'intégration porte sur tout
’ , . _ 00
Paxe réel, ie. [ --- = [0 -




est ainsi posible d’établir un lien biunivoque entre deux formes de représentation, z(u)
et X(£), d’une méme entité. La nature de 'information que ces types de représentation
révelent dans le signal est susceptible de varier avec la structure de la décomposition
choisie. Un soin particulier, quant au choix de la famille dans laquelle seront décomposés
les signaux, est le gage d’un mode de représentation judicieux de cette information. En
particulier, un tel choix peut étre motivé par un souci d’économie de représentation
des données. La satisfaction de ce critére impose que le signal, aprés projection sur la
base, présente un taux minimum de redondance entre ses coefficients. Souvent, les bases
orthogonales sont les plus & méme d’optimiser le compromis entre quantité d’information
et concision de la représentation, mais cette orthogonalité restreint fatalement le cadre
d’étude & un contexte de représentations discrétes [52], en marge des priorités de cette
introduction.

Le choix le plus célébre des vecteurs de décomposition, suggéré par Joseph Fourier
en 1822, est sans doute I’ensemble des exponentielles complexes, eg(u) = exp(i2rfu).
Le succeés de la transformée a laquelle son nom reste attaché, provient en partie de
l’interprétation qui peut en étre donnée. Mettant en jeu la notion de fréquences pures
(harmoniques), cette transformation traduit 'idée que tout signal intégrable (z € L'(IR))
peut se voir comme une superposition infinie de motifs élémentaires sinusoidaux. Ainsi,
’équation (1.4) transposée au cas des exponentielles complexes,

X(€) = (Fa)() =< @, ¢ >= / 2(u)e 27 dy (L.5)

définit un passage entre formulation temporelle et frequentzelle qu’il est possible
d’inverser dans le cas des signaux appartenant & L?(IR)

o(w) = (FX)(w) = [ X(€)ere de. (1.6)

Par cet isomorphisme de L?(IR), la conservation du produit scalaire est un résultat
important que traduit 1’égalité de Plancherel-Parseval

<onm> = [ X(OX5(0)d
[lo@Pdu = [IX(©F de. (1)

L’intérét d’un tel choix n’est plus & démontrer, mais la transformée de Fourier n’est
pas sans soulever un certain nombre de problemes conceptuels qui vont motiver le
développement de méthodes d’analyse conjointes.

La premiére remarque porte sur la non-appartenance des exponentielles complexes &
’espace L2(IR). Conformément & (1.6), la transformée de Fourier exprime formellement
le paradoxe qu’un signal & énergie finie peut s’obtenir par superposition d’éléments, qui
eux, sont d’énergie infinie. D’un point de vue mathématique, on sait cependant don-
ner un sens a ce qui physiquement semble une aberration, il convient alors de rappeler
que la transformée de Fourier définie en (1.5) sur les éléments de L*(IR), est le pro-
longement d’un opérateur linéaire continu de ’espace vectoriel des fonctions indéfiniment
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dérivables & décroissances rapides, vers lui-méme, espace dans lequel les fonctions ne sont
’ . Id , Id . »
pas nécessairement de carré sommable (donc d’énergie finie) [52].
Une seconde remarque, en lien avec le désaccord soulevé par la précédente, nous amene
4 considérer les supports temporels des éléments d’analyse. Les exponentielles complexes
sont des modéles théoriques n’ayant ni début, ni fin! Ce résultat est d’ailleurs immédiat
lorsque 'on compare les deux relations

|2 = 1 et /+°° 162742 du = oo.
—o0

Cette pérennité des exponentielles force la transformée de Fourier S(€) & intégrer le
signal sur toute sa durée, afin d’en extraire I'information relative & une fréquence pure ¢.
La perte de localisation temporelle dans I’espace de Fourier, est duale du fait que la
connaissance ponctuelle d’un systéme masque 1’état harmonique dans lequel celui-ci se
trouve.

Cette exclusivité entre représentations est transparente si 'information n’est pas con-
tenue dans le séquencement des composantes fréquentielles du signal. En revanche,
lorsque cette hypothése n’est pas vraie, les limitations propres a chacun de ces modes de
représentation trahissent une relative pauvreté des analyses & une dimension, et soulig-
nent I’importance de définir un isomorphisme de L?(IR) capable d’isoler la méme informa-
tion qu’une étude spectrale, sans sacrifier la structure de localisation temporelle du signal.
Pour formaliser ce besoin, on concoit assez intuitivement 'idée d’une base paramétrée
conjointement par les variables d’observation et leur duale harmonique dont elle cu-
mulerait schématiquement chacun des avantages. Les méthodes temps-fréquence (prises
au sens large) offrent un paradigme naturel pour réorganiser 'information initialement
contenue dans le signal, en termes de contributions ponctuelles d’atomes. Idéalement,
on souhaite ces atomes trés concentrés sur I’axe fréquentiel, tout en restant a support
temporel raisonnablement compact.

En fait, bien qu’assez récemment formalisée, cette notion n’est pas nouvelle puisqu’elle
reprend le concept ancien et implicite des partitions musicales [115].

1.1.2 Représentation conjointe linéaire

Une facon simple de contourner ’antinomie entre une description temporelle et une
décomposition fréquentielle, est de limiter la durée d’existence des fonctions d’analyse.
L’exponentielle complexe de la transformation de Fourier est alors restreinte au voisinage
d’une date t donnée, par multiplication par une fenétre ¢. Cette restriction présente en
outre I’avantage de borner I’énergie de 1’atome d’analyse, rectifiant ainsi le paradoxe
mentionné au paragraphe 1.1.1. La transformée de Fourier ¢ court terme qui en résulte
s’écrit [51]

T.(t,v) = /x(u)¢*(u — 1)e™2™ du. (1.8)

Comme pour la transformée de Fourier conventionnelle (1.5), la transformée a court
terme se déduit de I’action du produit scalaire défini en (1.2)

Ty(t,v) =< @, o >= ] o(w)$% (u) du (1.9)




que P’on I'interpréte comme la projection du signal ¢ sur 'atome ¢, (u) = ¢(u —t)e* ™,

Chacun de ces atomes est déduit de la fenétre élémentaire ¢ par action d’opérateurs de
translation en temps et en fréquence

bu (u) = (M, Tid)(u) (1.10)

Remarque. L’opérateur M, a pour effet de translater le signal dans le domaine
fréquentiel, mais il s’apparente & une modulation linéaire dans le domaine temporel

(M, ) (u) = plu)e™™.

En tant qu’objet frontiere entre les représentations temporelle et fréquentielle du signal,
la transformée de Fourier & court terme peut se dériver formellement de (F z)

T (t,v) = / X(0)8*(8 — v)e -t §g =< X, By, > (1.11)

ot, 14 encore @y, (0) = (7, M;®)(0). 1l est intéressant de souligner ’ordre des opérations
de translation de la cellule élémentaire ®: une décalage en temps de t, suivie d’une
translation en fréquence de valeur v. Une permutation de ces opérations conduirait a
’adjonction d’un terme supplémentaire du type e>™* dans T,(t,v). Cette phase pure, si
elle laisse inchangée le module de T}, en modifie ’argument.

La transformée de Fourier, on ’a vu, projette de facon unique un signal & dans le
domaine dual des fréquences. Cette unicité est importante et assure 1’existence d’une for-
mule d’inversion. Vouloir préserver cette relation bijective entre L?(IR) et un sous espace
fermé de L2(IR?) dans le domaine temps-fréquence impose une contrainte supplémentaire
sur la fenétre analysante ¢. Plus précisément, si B, = [ |¢(7)|*dr = [|®(v)]* dv, est
une quantité finie (et bien siir différente de zéro), alors on montre que [61]]

2(t) = Ei J[ 7,009 ~ w)e® dudd, = € T(R). (1.12)
¢
La méme condition sur ¢ garantit ’existence d’une forme réciproque de T, vers (F z)
X(0) = = [[ Tulw, 08 (v — 0)e =0 dud. (1.13)
¢

Comme pour les analyses & une dimension, le choix de la famille de décomposition
se heurte & un certain nombre de contraintes. En particulier, 'interdit notoire portant
sur la compacité stricte et simultanée des supports temporel et fréquentiel d’un signal,
fait obstacle au concept théorique de cellules capables de confiner toute leur énergie sur
un domaine compact du plan temps fréquence [107],[81]. Dans une logique rigoureuse,
c’est alors le principe essentiel des représentations bi-dimensionnelles des signaux qui
s’en trouve compromis. On peut pourtant assouplir le dilemme en définissant sur les
cellules, des supports équivalents (en temps et en fréquence) liés & une mesure de leur
concentration énergétique. Par exemple,




[ 216(t)] at
J16(t)P? dt
J |9 (v)|* dv
[1®(W)|? dv
sont des mesures couramment admises dans le cas de signaux centrés. Le produit de ces

deux grandeurs est ensuite soumis au fameux principe d’incertitude de Gabor-Heisenberg
[116],[51]

2
At

2 _
Az/qb—

1
At¢AI/¢ Z bt (1.14)
v

selon lequel il y a incompressibilité du produit duré bande en dessous d’une certaine valeur
seuil (avec égalité si le signal est d’enveloppe gaussienne). Autrement dit, il n’est pas
possible de concentrer 1’énergie d’un signal sur une durée et une largeur de bande aussi
arbitrairement petites que voulues, ce qui par suite, exclue I’idéal d’une représentation
conjointe capable de décrire ponctuellement dans le plan temps-fréquence 1’état du signal
3 un instant ¢ donné et relativement & une fréquence v unique. Parce que la cellule
élémentaire ¢,, occupe dans le plan temps-fréquence une surface de mesure non nulle,
T,(t,v) caractérise le signal z sur des horizons Aty et Ay, respectivement autour des
points ¢ et v (les cas limites (Aty — 0 = Awvy — 00) et (Ayy = 0 = Aty — 00)
convergent respectivement vers les représentations temporelle de Shannon et fréquentielle
de Fourier).

Dans le cadre des décompositions continues, le recouvrement des cellules voisines
d’analyse est responsable d’une certaine redondance d’information. Si, dans un con-
texte d’analyse, cette redondance est souhaitable car elle facilite la lisibilité de I'image
temps-fréquence en assurant une certaine continuité entre composantes, elle fait ob-
stacle & lobtention de représentations minimales que justifieraient des perspectives de
codage. Echantillonner le plan temps-fréquence permet toutefois de réduire la redon-
dance d’information de ces décompositions continues, et donc le nombre de coeflicients
nécessaires & la description du signal. Pratiquement, cette discrétisation revient a ap-
pliquer sur le plan temps-fréquence une grille dont la taille des mailles est fixée par
les grandeurs Aty et Avg et & ne calculer la représentation conjointes qu’aux points
d’intersection de ce maillage. Moralement, cette opération peut se voir comme une
concentration de l’information portée par chaque cellule élémentaire en un seul point
significatif du plan temps-fréquence. De plus, si ’on fait ’hypothése d’une base orthog-
onale de décomposition, il est possible de minimiser la taille de la série des coeflicients
obtenus [59], [60]. Ce cas particulier de décompositions orthogonales discretes [74] se
heurte cependant au probléme de la délocalisation qui affecte les éléments de la base.

Le théoréme de Balian-Low [5],[10] traduit cette incompatibilité entre contrainte
d’orthogonalité (ou de fagon moins contraignante hypotheése de frame?, [36]) et com-

2Une famille de fonctions discrétes (qu)(jE 7y est un frame de espace de Hilbert H si il existe deux
réels A > 0 et B < co tels que pour tout élément = de H, on ait Afjz|® < 3=, | < &, ¢; > |* < Blle|.
Les familles particulitres pour lesquelles A = B, sont désignées dans la terminologie anglo-saxone par
tight frame.
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pacité de support en temps et en fréquence en énongant que:

Si { @, V(1,5) € I x J} constitue un frame tel que le pavage correspondant dans le plan
temps-fréquence soit de densité minimum (i.e. suffisamment dense pour ne pas perdre
d’information et suffisamment liche pour éviter le phénoméne de redondance), alors
At} = 0o ou Avj = 0.

Cette derniére remarque conduit, dans bien des applications, a sacrifier la con-
trainte d’orthogonalité & la faveur d’un compromis sur les localisations temporelle et
fréquentielle. L’optimisation conjointe de ces résolutions étant subordonnée, par exem-
ple, 3 la minimisation du produit durée-bande (Aty Avg) de la fenétre d’analyse ¢, la
gaussienne prévaut naturellement sur tout autre choix [46].

(est dans cette optique de ’analyse par paquets gaussiens (harmoniques purs modulés
par une fenétre gaussienne),

1

2ro

2
(t) = e3e7 g2t (1.15)
que Gabor introduisit en 1946 [51], le terme de logons comme “aire minimum
représentative d’un quantum d’information®”.
Le logon est ici une solution adéquate au critére particulier de localisation conjointe,
mais il est évident que si I’on choisit de privilégier une autre propriété, il faudra adapter
en conséquence la fenétre analysante.

1.1.3 Une représentation conjointe bilinéaire: Wigner-Ville

Dans ’étude harmonique des signaux, c’est souvent la densité spectrale* qui est con-
sidérée. On peut alors transposer cette approche aux distributions temps-fréquence, en
ne considérant que le module carré des transformées de Fourier a court terme, ce qui
naturellement, gomme toute notion de phase dans la représentation. Le nouvel objet
d’analyse obtenu, appelé spectrogramme, vise plus & décomposer 1’énergie du signal en
termes de contributions localisées “d’unités” énergétiques, que de décrire la forme méme
du signal. Dans cette optique, le spectrogramme n’est qu’un élément particulier d’une
large classe de distributions énergétiques temps-fréquence. Un trés grand nombre de
propositions ont été faites, mais celle qui a suscité le plus vif intérét et inspiré la plus
large étude est sans doute la distribution de Wigner-Ville [118],[115], dont on rappellera
ici la définition, ainsi que les principales caractéristiques

Ww(t, l/) = /ZI} (t + %) z* (t _ %) e—i27rwr dT,

= /X* (V + g) X (1/ — g) €270t 49, (1.16)

3Cette interprétation est empruntée a [46].
4module carré de la transformée de Fourier pour les signaux déterministes, Fourier-Stieljes des fonc-
tions de corrélation pour les processus stochastiques.
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La dimension énergétique de ces représentations est portée par la structure bilinéaire
de leurs expressions, mais cette structure permet également d’identifier la distribution de
Wigner-Ville & une transformée de Fourier a court terme d’un type particulier

Wa(t,v) = 2™ T, (2t,2v), avec ¢p(u) = z(—u), (1.17)

ol la fenétre & court terme utilisée est elle-méme une image (retournée en temps) du
signal. En un certan sens, cette adaptation entre fenétre analysante et signal a anal-
yser peut argumenter de 'optimalité de la distribution de Wigner-Ville en termes de
représentations conjointes localisées .

Quelques propriétés intéressantes

Nous citons ici, quelques exemples des avantages offerts par la définition de la distri-
bution de Wigner-Ville:

e Conservation de supports. Si le signal z est a support temporel compact, ou &
bande spectrale limitée, alors W, est nulle en dehors des intervalles correspondant
dans le plan temps-fréquence.

e Marginales. Par intégration de la distribution de Wigner-Ville selon I'une des deux
variables (temps ou fréquence), on retrouve respectivement la densité spectrale
d’énergie et la puissance instantanée du signal

IX(v)? = f W,(t,v) dt, (1.18)
()] = / W,(t, v)dv. (1.19)
e Conservation de I’énergie. Une conséquence immédiate de (1.18) et (1.19) est que

B, = [[Wat,v)dtav. (1.20)

e Unitarité. En tant qu’isomorphisme de L*(IR) vers un sous espace de ’espace de
Hilbert L?(IR?), la distribution de Wigner-Ville conserve le produit scalaire. La
formule de Moyal [90] traduit ce résultat

| ] 2() g (0) dt| = / Wa(t, YW, (t,v) dt dv =< W, W, > . (1.21)

e Covariance par translations. Simultanément vérifiées, les covariances par transla-
tion en temps et en fréquence assurent la commutativité du diagramme suivant

B(t)  — alt—to)e 2™ = (T, M, 2)(1)
l l (1.22)

Wm(t, I/) — Wa;(t — t(), v — 1/0)
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o Covariance par changement d’échelle. La distribution de Wigner-Ville d’un signal
dilaté (ou comprimé) subit les mémes effets dans le plan conjoint temps-fréquence

z(t) — \/|—a—|m(at)
l l (1.23)
Walt,v) — W, (az,2)

e Fréquence instantanée. On accede A la fréquence instantanée du signal z(t)

1 d
'2‘;;3;‘1%(75)

ot ®,(t) est la phase instantanée du signal (supposé analytique) z, par le moment
du premier ordre de la distribution de Wigner-Ville W, (¢, v)

S vW,(t,v)dv

2(t) = lo(t)] e = va(t) =

V(1) = T, v) dv (1.24)

e Retard de groupe. De méme, le retard de groupe

.= 1 d «
— i®z(v) ____
X(0) = [XW)| 50 = 7,0) = 5 (1)
est donné par )
[tWy(t,v)dt

(V) = WL i (1.25)

Un élément nouveau: les interférences

La structure non linéaire de la distribution de Wigner-Ville (1.16) fait interagir le
signal avec lui-méme en deux dates (respectivement deux fréquences) différentes mais
symétriques par rapport ¢ (respectivement v). De cette interaction, peuvent naitre
des composantes localisées en des coordonnées du plan temps-fréquence ot le signal
n’est pas censé exister. Ces termes interférentiels, (qui @ priori, pourraient étre pergus
comme des artefacts induits par la représentation), sont non seulement essentiels au
respect de certaines propriétés théoriques des distributions, mais encore sont a la base
de Pexistence toute entiere des signatures temps-fréquence (les em auto-composantes
s’interprétent alors comme une conséquence des interférences internes). C’est parce que
la frontiere entre ces interférences internes et externes est floue qu’il est important de
bien en comprendre la génération, afin de mieux circonscrire les composantes propres du
signal. On sait en particulier, que la distribution de Wigner-Ville d’un signal = constitué
de N composantes (z; pour ¢ = 1--- N), se caractérise dans le plan temps-fréquence, par

N + C% termes [62], [66]

(b, v) = Zer (t,v) + 2Ré

Z E Wi, (¢ ,,] : (1.26)

1=1 j=i+1
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olt W, sont les distributions individuelles de chacune des composantes (elles définissent
les “auto-composantes” de la représentation), et Wy, sont les termes interférentiels,
construits sur le modéle d’une distribution de Wigner-Ville croisée

Woiw;(t,v) = / T; (t + %) T} (t - 22-) e~ 2™ 4, (1.27)

Pour avoir une idée plus précise de la localisation et de la structure de ces composantes
interférentielles, il convient de prendre un exemple simple de (1.26), et d’appliquer (1.27).
Choisissons alors N = 2, z,(t) = €2™? et z,(t) = ™2+, En calculant directement
le terme RE[W,,,,, (¢, )], il vient

Ré[Wa;lwz(t, l/)] = COS(27FI1/1 — V2|t _ @0) 6(1/ _ mn+ 1/2)

: (1.28)

ol § symbolise la distribution de Dirac. Dans ce cas particulier, on voit que le terme
interférentiel est formé d’une composante harmonique oscillant & la fréquence |v; — vy,
et théoriquement localisée en v = (v; + v5)/2. On généralisera ce résultat & une dis-
position quelconque des auto-composantes, en évoquant la covariance de la distribution
de Wigner par rotation dans le plan temps-fréquence®. Deux composantes propres du
signal, localisées en (t1,11) et (%3, v2), interférent en un point (¢;,v;)

‘= t1 + 12

92

_nw (1.29)
2

qui n’est autre que le milieu du segment joignant les deux auto-composantes du sig-
nal. Cette régle de construction est réversible, de sorte qu’a posteriori, sur une image
de Wigner-Ville, toute valeur non nulle située en (t,v) est le lieu des combinaisons in-
terférentielles de ’ensemble des couples symétriques par rapport au point (¢,v) au sens
de la moyenne arithmétique. Le formalisme mathématique de ce résultat est donné par
la formule des interférences de Janssen [70)

|W,(t, )| = // W, (t + —72;, v+ g—) W, (t - %, v— g) drdf. (1.30)

Du point de vue de 'interprétation géométrique, la relation (1.30) permet de bien
comprendre la localisation de la distribution de Wigner-Ville sur des signaux modulés
linéairement en fréquence, puisqu’alors toutes les composantes d’interférence sont con-
fondues avec “la partie signal” de la représentation.

L’autre inconvénient des termes interférentiels, porte sur leur structure oscillante. Si
celle-ci est essentielle au respect des marginales vraies, elle est également responsable de
la non positivité de la distribution de Wigner. Il devient, dans ces conditions, délicat
d’associer & cette analyse temps-fréquence I'image d’une mesure de densité énergétique,
grandeur a priori rigoureusement positive.

5Cf. Annexe 1, ol I'on démontre le cas particulier de la covariance par rapport a ’opérateur de
rotation.
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Enfin, la prolifération des zones interférentielles dans des contextes de signaux “mul-
ticomposantes”, complique trés rapidement l'expertise visuelle d’une image temps-
fréquence.

Toutes ces raisons justifient des efforts employés & la réduction des interférences tout
en préservant au maximum les propriétés de localisation de la distribution.

1.1.4 Temps-fréquence énergétique : un formalisme général

La distribution de Wigner-Ville n’est pas la seule représentation énergétique temps-
fréquence envisageable. On peut situer la recherche d’autres candidats dans le contexte
plus général de ’étude de la fonctionnelle intégrale suivante

po(t, 1) = / / k(4 v, by, £2) 2 (42 (t2) dtydty (1.31)

dans laquelle la structure bilinéaire traduit la contrainte énergétique. Les choix de k,
noyaux de l’opérateur, sont multiples, mais on restreint le champ des solutions admissi-
bles, en imposant simplement & 'opérateur p, de vérifier la covariance par translation
(1.22). Sous cette contrainte, le choix des structures k est réduit aux seuls noyaux du

type [23], [24], [25], [26], [27], [40]

ty + g
2

k(t,v,ty,15) = F< — 1,1 — t2) ei?mv(ti=te) (1.32)

ot F' est une fonction bitemporelle arbitraire. La classe des transformations py
paramétrée par cette structure, porte le nom de classe de Cohen (1966), et s'écrit

Cu(t,v) = // Flu—t,m)z (u + %) z* (u — 22-) e~ 2™ dudr. (1.33)

En déclinant les expressions de F' selon les combinaisons possibles entre les variables
(u, ) et de leurs duales par Fourier, on obtient quatre formes équivalentes de (1.32)

F(u,r) =% Ti(u,0)

fu«—m I I fw—»n
fn,7) = 23 7(n,0)

chacune d’elles correspondant & une écriture spécifique de (1.33). Un cas particulier
intéressant met en jeu la formulation temps-fréquence I1 de F', puisqu’alors (1.33) devient

Cult,v) = [[ Walw,0)11(u = 1,0 — v) dudo), (1.34)
que ’on identifie & la corrélation de la distribution de Wigner-Ville par le noyau II. Dans

une perspective particuliere de réduction des interférences de la distribution de Wigner-
Ville, le choix judicieux d’une fonction de paramétrisation & caractére passe-bas (selon les
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Table 1.1: Quelques propriétés de la classe de Cohen et contraintes sur les noyaux associés

Propriétés Contraintes sur le noyau
distribution énergétique f(0,0)=1
conservation support temporel / f(n,7)e?™dn = 0; |7| < 2|t
conservation support fréquentiel / f(n,7)e™7dr = 0; |n| < 2|v|
marginale en fréquence f(o,7)=1
marginale en temps f(n,0)=1

unitarité (Moyal) |lf(n,7)]| =1
distribution réelle fn,7) = f*(—n,—71)
covariance par dilatation f (ﬁ-,a'r) = f(n,7)Va
fréquence instantanée f(n,0) =1 et g—i—(n, T)|r=0 =0
retard de groupe F(0,7) =1 et g—i—(n,Tﬂn:O =0

deux directions temps et fréquence) isole la sous classe des distributions de Wigner-Ville
lissées [27], [65].

La paramétrisation générique définie en (1.33), englobe une majorité de distribu-
tions temps-fréquence suggérées de fagon éparse dans la littérature; le spectrogramme
(cf. §1.1.3) n’échappe pas a cette régle, puisqu'en combinant formule de Moyal (1.21) et
covariance par translation (1.22), il vient

/ 2(u)¢* (u — t)e ™" du

2
|Tw(t’ V)|2 =

_ / f Wm(d, O)Wo(u — 1,0 — v) dudd. (1.35)

Un des avantages de cette classification est alors de pouvoir traduire en termes de
contraintes sur II, ou toute autre forme équivalente, les propriétés des distributions cor-
respondantes [65], [64], [63]. Quelques unes de ces propriétés et leurs implications sur les
noyaux sont répertoriées dans le tableau 1.1.

Le probléme de la compatibilité entre les différentes propriétés a fait ’objet de dis-
cussions abondantes [25], [40], [119], en particulier I'impossibilité d’une distribution qui
vérifierait simultanément des marginales correctes et assurerait une positivité partout
dans le plan temps-fréquence est un résultat établi [40], [71], [72], [73].

Dans le respect de ces principes d’incompatibilité, on peut alors envisager d’imposer un
certain nombre de contraintes sur un noyau pour en déduire une distribution “optimale”
au sens d’un critére choisi.
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Le paragraphe suivant rappelle I’existence de distributions bilinéaires qui cherchent a
optimiser le compromis entre réduction des interférences et maintien de certaines pro-

[ rd 7 . . 7 207 \ M /.
priétés théoriques importantes. Nous ferons également référence a certaines méthodes
adaptatives qui visent 3 isoler au mieux les composantes propres d'un signal.

1.1.5 La réduction des interférences

Nous avons déji souligné les motivations qui conduisent & gommer au maximum ’effet
des interférences inhérentes aux distributions bilinéaires. Les représentations mettant en
ceuvre un lissage passe-bas bidimensionnel de la distribution de Wigner-Ville (1.34), dont
le spectrogramme est un cas particulier (1.35), sont en ce sens, des solutions triviales.
Malheureusement, ces approches vont de pair avec la perte d’un certain nombre de pro-
priétés initialement liées & la distribution de Wigner-Ville. Quelques arguments simples
permettent d’expliquer ce conflit entre lissage et maintien des propriétés théoriques:

e A l'instar du filtrage temporel & une dimension, il existe un compromis entre la
recherche d’une intégration dite forte, et une réponse impulsionnelle causale et
finie. Appliqué au cas particulier du spectrogramme, le premier argument assure
’élimination des composantes oscillantes (i.e des interférences) générées par la dis-
tribution de Wigner-Ville, alors que le second argument favorise la conservation
des supports temporels et/ou fréquentiels des signaux. Il en résulte qu’un lissage
des termes interférentiels s’accompagne inéluctablement d’une délocalisation des
“auto-composantes”. La non-conservation des supports couplée a la positivité du
spectrogramme s’opposent au respect d’autres propriétés théoriques importantes
telles que les marginales correctes ou 'unitarité.

e Par le jeu de transformées de Fourier partielles, reécrivons la relation (1.34) sous
forme d’une paramétrisation fréquence-temps

// (/ T (u + %) z* (u — %) ei2mmu du) f(n, 7)e= 2t T) g dr

= / Ag(n, 7)f(n, 7)e~ 2 ) dndr, (1.36)

Cu(t,v)

ot Ag(n,T), transformée de Fourier relativement aux deux variables temps et
fréquence de la distribution de Wigner-Ville, désigne également la fonction
d’ambiguité au sens de Sussman [109] (comparable & la fonction d’ambiguité
symétrisée de Woodward & une conjugaison pres [120])

Ay(n,7) = / T (u + %) z* (u - T2—> e dy, (1.37)

Dans cette autre paramétrisation de la classe de Cohen, les auto-composantes du
signal se localisent globalement autour de l’origine, alors que les composantes in-
terférentielles, de par leurs structures oscillantes dans le plan temps-fréquence,
se décentrent dans le plan des ambiguités. Le role de la fenétre de pondération
f(n,T) est alors d’atténuer au maximum les composantes haute fréquence, tout
en préservant (par ses propriétés de symétrie hermitique) la signature réelle du
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Figure 1.1: (a) Wigner-Ville du signal - (b) représentation “idéale” (du point de vue
visuel) du signal - (c) fonction d’ambiguité et, superposé, le gabarit de la fenétre f(n,T)
correspondant au spectrogramme - (d) spectrogramme.

signal. La figure 1.1 illustre ces comportements dans le cas d’un spectrogramme
(décomposition énergétique sur des atomes de Gabor) calculé sur un signal composé
de deux logons quasi-disjoints en temps et en fréquence.

On comprend donc bien que cette circonscription de la fonction d’ambiguité sur
un voisinage de ’origine ne permettra pas, dans le cas général, de préserver des
marginales correctes (tableau 1.1).

Une représentation sans interférences (externes) et bénéficiant des mémes propriétés
théoriques que la distribution de Wigner-Ville n’existe pas. On peut cependant
s'intéresser & des situations de compromis, ol la suppression des interférences
n’hypothéque pas le maintien d’un ensemble de propriétés importantes.
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Distributions a Interférences Réduites (RID)

C’est dans cette optique consensuelle que certains auteurs proposent une synthese sous
contraintes de la fonction f(n,7) [65], [75]

(i) f(n,7) = g(n7)
(ii) g(0) =1 assure les marginales correctes

(i%) |g(r2)] < |g(r1)|Vry > 1y assure un lissage des interférences.

Désignées sous le terme de RID (reduced interference distributions), les représentations
bilinéaires qui en résultent restent des produits dérivés par corrélation de la distribu-
tion de Wigner-Ville, mais contrairement aux analyses du type spectrogramme, elles
préservent des marginales en temps et en fréquence correctes. Citons parmi celles-ci les

distributions de Choi-Williams (CW) [18], [22]

f(n,7) = exp (_m)_)

g

Butterworth [95]
1

(]

fln,7) =

ou exponentielles généralisées [95]

f(n,7) = exp ((—’;—:)m) .

Comme l’on peut s’y attendre, le respect de contraintes aussi paradoxales s’équilibre
par des artefacts de représentation. Par exemple, la distribution de CW appliquée au
signal de la figure 1.1, montre clairement le biais introduit sur la réalité géométrique des
auto-composantes (cf. figure 1.2).

Parallélement & cette volonté conjointe de supprimer les termes interférentiels d’une
représentation sans sacrifier au respect de certaines propriétés, émerge le probleme de
conformité entre type d’analyse et structure du signal. Probleme d’autant plus critique
ici, que la géométrie de la fonction de pondération est subordonnée a certaines con-
traintes fortes qui la rendent symétrique et prédéfinie sur différentes régions du plan des
ambiguités (e.g. de valeur unité sur les axes de retard et de taux Doppler). Pour fixer
les idées, considérons & nouveau la distribution de CW estimée sur un signal composé
de deux modulations linéaires de fréquence paralleles (figure 1.3). La forme imposée a
f(n,7) ne lui permet pas d’isoler correctement la zone signal sans intégrer également une
partie des termes croisés.

Le comportement décevant des distributions RID face & certaines signatures provient
essentiellement du peu de degré de liberté qu’offre la synthése du noyau f(n, 7). La double
symétrie suivant les axes 7 = 0 et n = 0 impose notamment une influence mutuelle entre
résolutions temporelle et fréquentielle. La scission du noyau f(n,7) en deux fonctions
d’une seule variable, G(n) et h(7) découple les actions sur chacune des variables n et 7.
Ces noyaux séparables définissent un sous-produit de la classe de Cohen, les distributions
pseudo Wigner-Ville lissées [40], [47], [49] et font 'objet du paragraphe suivant.
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Figure 1.2: (a) Fonction d’ambiguité et, superposé, le gabarit de la fenétre f(n, ) corre-
spondant & la distribution de Choi-Williams - (b) Distribution de Choi-Williams.

Distributions pseudo Wigner-Ville lissées (SPWVD)

Ecrire le noyau f(n,7) sous forme de variables séparables permet d’ajuster
indépendamment les résolutions en temps et en fréquence de ’analyse. On peut ainsi
réduire les interférences selon 1'une ou ’autre direction sans dégénérer le comportement
de la distribution relativement & sa variable conjointe (par exemple, un lissage unitaire sur
une direction est sans effet sur la distribution marginale dans le domaine canoniquement
conjugué),

DPWVL(t, v)

/ / W, (u, 0)g(u — £)H (6 — v) dudd

=[] Au(n, )G (m)h(r)em 2+ dndr, (1.38)

- / g(u—1) / 2 (u + -2-) z* <u - -;—) h(r)e= ™ dr du. (1.39)

Il est cependant facile de voir que ce type de pondération elliptique privilégie naturelle-
ment les axes horizontaux et verticaux du plan de corrélation. Appliquées au signal de
la figure 1.3, lequel nécessiterait idéalement une fenétre de géométrie oblique (dans le
plan des ambiguités), les DPWVL ne fournissent pas un résultat réellement satisfaisant,
elles permettent tout au plus une situation intermédiaire entre les deux degrés de lissage
extrémes d’une représentation de Wigner-Ville et d’un spectrogramme (figure 1.4) [113].

Remarque. Formellement, la comparaison entre un spectrogramme et une DPWVL n’est
possible que dans le cas ot1 la fenétre & court terme ¢ utilisée est d’expression gaussienne.
Dans ce cas précis, la fonction Wy(t,v) servant de noyau de corrélation de la distribution
de Wigner-Ville dans le schéma de Cohen (1.35), est elle-méme & variables séparables

?’_7r_e—2at2 e—————J)-L_z’r2(:_u 2
a LSO~ S——
9() H(v)

¢(t) — e——atzeiZﬂVot = W¢(t, l/) —
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Figure 1.3: (a) Wigner-Ville du signal - (b) Représentation “idéale” du signal - (c)
Fonction d’ambiguité et, superposé, le gabarit de la fenétre f(n,T) correspondant a la
distribution de Choi-Williams (CW) - (d) Représentation de CW.

Les quelques exemples de distributions citées ici, font état de la diversité des ap-
proches possibles en temps-fréquence et donc de la variété des noyaux envisageables.
Pourtant, I’équilibre difficile entre une réduction raisonnable des interférences et le main-
tien de certaines propriétés théoriques (parmi lesquelles une bonne concentration des
auto-composantes est toujours souhaitable) fait qu’aucune ne semble offrir de solution
“universelle” au probléme de la représentation facile d’interprétation, d’une large gamme
de signaux. En marge de ce compromis, les méthodes adaptatives mettent 'accent sur
la lisibilité de ’image temps-fréquence.

Des méthodes adaptatives

En relaxant un maximum de propriétés théoriques sur les distributions, les formes
adaptatives constituent une alternative “extréme” a la dualité soulevée. La fonction de
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Figure 1.4: (a) Wigner-Ville (Avy, = 0 Hz, Aty = 0sec.)- (b)) DPWVL (Av, = 0 Hz,
At, = T.43sec.) - (c) DPWVL (Av, = 0.019 Hz, At, = 15.7sec.) - (d) Spectrogramme
(Avy, = 0.032 Hz, Aty = 15.7 sec.)

pondération f(n,7) n’est pas prédéfinie et sa synthése est envisagée comme un probleme
d’optimisation sous contraintes. L'efficacité du noyau f(n,7) résultant essentiellement
du bon compromis entre une intégration de toutes les composantes du signal et une sup-
pression totale des zones interférentielles, il s’agit alors de définir un critere de controle,
indicateur de 1’adéquation entre un signal arbitraire et un noyau & géométrie variable.
Dans cette optique, la démarche suivie par R.G. Baraniuk et D.L. Jones [6], [8], [7] est
inspirée du constat général selon lequel les auto-composantes se concentrent autour de
D'origine, alors que les termes croisés ont tendance & se diffuser dans le plan des am-
biguités.

Etant donné un signal et sa fonction d’ambiguité A,(n, 7), le noyau opti-
mal est défini comme la fonction réelle, non-négative fopt(n,7), solution au
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probléme d’optimisation suivant
m?x/ |Az(n, 7) f(n,7)|* dndr (1.40)
sous contrainte que
f(0,0)=1

f(n,7) & décroissance radiale

%// [f(n,7)|*dndr <, a>0.
Les contraintes imposées sur le noyau fqpt assurent une distribution optimale (figure 1.5)
e covariante par translation en temps et en fréquence (par construction);
e préservant 1’énergie du signal;

e résultante d’un filtrage (i) passe-bas de la distribution de Wigner-Ville (ii) dont le
gabarit est adapté au signal dans le plan des ambiguités.

Des caractéristiques d’analyse plus spécifiques (e.g. covariance par rotation dans le
plan, marginales correctes, fréquence instantanée ...) peuvent solliciter d’autres con-
traintes plus fortes sur les noyaux. Il faut cependant veiller a ce que ces contraintes
supplémentaires ne soient pas incompatibles avec le principe de synthese de fopt. Cette
remarque exclue en particulier Iunitarité, pour laquelle |f(n,7)| = 1, comme propriété
envisageable de la classe des distributions optimales.
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Figure 1.5: (a) Wigner-Ville du signal - (b) Représentation “idéale” du signal - (c) Fonc-
tion d’ambiguité et, superposé, le gabarit de la fenétre f(n,7) optimale - (d) Distribution
adaptative.

24




1.2 ...au Temps-Echelle

Le paragraphe précédent fait état de la nécessité de représentations conjointes, be-
soin auquel les méthodes d’analyse temps-fréquence apportent une réponse déterminante.
Toutefois, si ’ampleur des travaux qui leur sont dédiées atteste de I'impact qu’elles ont
en traitement du signal, elles n’explorent qu’en partie le champ trés vaste des études
spectrales paramétrées dans le temps. Dans ce domaine, chacune des potentialités of-
fertes repose sur le couple particulier d’opérateurs qui permet de dupliquer la cellule
élémentaire d’analyse en diverses localisations du plan temps-fréquence; pour sa part,
la classe standard de Cohen n’exploite que les possibilités combinées des translations
en temps et en fréquence (1.10). De Paction d’autres transformations sur les atomes
d’analyse, résultent de nouvelles classes de distributions qui, par leurs propriétés, peuvent
se révéler complémentaires de la classe de Cohen [9], [28]. Par exemple, la combinaison
des opérateurs de translation en temps et de dilatation en fréquence définissent “une classe
temps-échelle” qui suscite un intérét comparable & I'enthousiasme que souleva la classe de
Cohen [13], [28], [43], [50], [102]. L’enjeu des représentations temps-fréquence et temps-
échelle est considérable, mais rien ne s’oppose & une émergence d’autres représentations
basées sur la conjonction d’autres opérateurs du plan; seule peut-étre leur pertinence
permet d’en juguler le flot.

Dans les paragraphes suivants, une démarche analogue a celle suivie pour les distri-
butions temps-fréquence nous permet de rappeler les concepts d’ondelettes et de trans-
formations temps-échelle, puis délargir le débat & la classe des distributions bilinéaires
énergétiques affines.

1.2.1 Décomposition en ondelettes continues

En gardant la méme définition de produit scalaire qu’en (1.2), il est possible de définir
un nouvel objet d’analyse conjointe selon

Sult, ) =< 2,h >= [ 2(w)5,(w) du. (1.41)

L’interprétation de la décompostion du signal z sur une famille de cellules d’analyse
(10 V(t,a) € R?) reste commune & la transformée de Fourier & court terme (1.9). La
différence majeure entre ces deux types de décomposition provient de ce que 1y, est ici
déduite de la cellule de base 1 par le biais de translation et de dilatation en temps

bia) = ol (=) = (TS0 9)(w) (1.42)

ol S,-1 symbolise I'opérateur de dilatation (ou changement d’échelle) d’un facteur a

(S $)w) = = (%),

la| = e

et T; demeure l'opérateur de translation en temps. Finalement, en substituant (1.42)
dans (1.41), la nouvelle représentation conjointe du signal s’écrit [31], [35], [58], [103]

Selt,a) = | [ a(u) (“ - t) du. (1.43)

a
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Avant d’explorer davantage les atouts de cette autre approche du “temps-fréquence”,
discutons la structure de la fonction 1. Pour cela, adoptons 1'image trés schématique du
produit scalaire (1.43) vu comme un appareil de mesure dont la fonction 3 serait I’étalon.
La nature de ce que I'on cherche 3 mesurer sur le signal est ici I’échelle des oscillations
locales. Pris séparément, les trois termes de cette mesure décrivent assez fidelement ce
que doit étre la cellule ¥:

e oscillations: la forme la plus “atomique” (élémentaire) d’une oscillation étant ’onde
sinusoidale, on concoit aisément que celle-ci joue un réle privilégié dans la structure

de 1’étalon 1;

e locales: toujours dans la perspective de I’étude de signaux transitoires, la mesure
doit refléter la “ponctualité” des fluctuations autour d’une date ¢t. La fonction
devrait idéalement étre & support temporel fini, ou & défaut concentrer essentielle-
ment P’analyse sur un intervalle restreint du signal; il ne peut s’agir d’une onde,
on adopte le terme d’ondelettes (onde limitée dans sa durée par pondération par
une fenétre a support compact). L’équation (1.43) s’appelle alors la transformée
en ondelettes continues;

e échelle: on veut caractériser le signal & différents niveaux de résolutions®. Par le jeu
de compressions (ou de dilatations), 'ondelette doit s’adapter a différentes finesses
d’analyse. Scruter une échelle a c’est prendre "homothétique a de ’ondelette mere
1 comme étalon de mesure, et si ¥(r) (transformée de Fourier de (%)) est centrée
autour de la fréquence vy, alors Wy, (v) isole dans le signal, 'information relative
au voisinage de la fréquence vo/a et localisée en ¢. Ces changements d’échelle par
homothéties operent une découpe passe-bande de I’axe des fréquences, en méme
temps qu’il imposent & I’ondelettes ¢ d’étre d’intégrale nulle (i.e. W¥(0) = 0),
condition élémentaire pour que ’information relative & la fréquence nulle ne se
duplique & toutes les échelles. Cette contrainte constitue d’ailleurs I'une des condi-
tions d’admissibilité pour une ondelette. En outre, le moment d’ordre zéro d’une
ondelette peut ne pas étre le seul & s’annuler, plus généralement, on désigne par
ordre de cancellation, que nous noterons R, le nombre des premiers moments nuls
de la fonction ¢

/ Pt)dt = = / 1R=14(t) dt = 0. (1.44)

Remarque. Comme pour les fenétres de pondération ¢(.) de la transformée de Fourier a
court terme, I'ondelette % est tributaire du principe d’incertitude de Gabor-Heisenberg,
le compromis entre résolution temporelle et fréquentielle est optimisé par le choix des
exponentielles gaussiennes. En toute rigueur cette ondelette n’est pas admissible puisque
U(0) # 0. Soit on se satisfaira d’une admissibilité dite asymptotique, soit on utilisera

5Dans ce contexte, le terme d’échelle qualifie le degré de détail prélevé sur 'observation. Pour fixer les
idées, on peut citer ’exemple du grossissement d’un microscope optique qui, en jouant sur la profondeur
de champ, fixe cette échelle d’observation et révéle ainsi une finesse de structure plus ou moins importante
de la préparation. Toutefois, cette interprétation de I’échelle n’est pas la seule possible. Dans la mesure
ot il n’existe pas de définition précise de ce que recouvre ce terme, tous rapports (e.g. v1/va, t1/ts...)
ou produit (e.g. tv) sans dimension peut @ priori sous-tendre un type particulier de notion d’échelle.
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Pondelette de Morlet qui conceptuellement reste une gaussienne a laquelle on soustrait
la valeur & Dorigine ¥(0).

L’égalité de Plancherel-Parseval (1.7) appliquée & la relation (1.43) conduit & une
formulation fréquentielle de la transformée en ondelettes

Su(t, @) = |af"/2 [ X (v)¥*(av)e™™ dv. (1.45)

que I’on interpréte sans peine comme l'observation du signal X(v) “a travers” une fenétre
U(av) dont la largeur de bande et la position sur I’axe des fréquences sont déterminées
par ’échelle a.

A limage des décompositions temps-fréquence, une propriété essentielle des
décompositions en ondelettes est leur réversibilité. Ainsi, S, est isomorphe de L?(IR)
vers ’espace fonctionnel & deux dimensions moyennant I’hypothese

— < oo, (1.46)

laquelle constitue une condition plus rigoureuse d’admissibilité. La synthese de z, re-
spectivement X, s’obtiennent par les formules de reconstruction suivantes [60],[61], [74],

R o
Xw) = & [[8ta) ) dz;l“. |

1.2.2 Analyse en ondelettes et analyse “continue” de Gabor

Dans le principe de leur construction, analyse en ondelettes et analyse de Gabor parta-
gent un grand nombre de points communs: symboliquement, dans les deux cas il s’agit de
modéliser la signature temps-fréquence d’un signal par une agrégation de briques de base.
La différence essentielle entre les deux représentations réside dans la géométrie de ces
briques. Pour une cartographie de Gabor, ces briques sont toutes identiques, car clénées
par translations en temps et en fréquence sur un unique modéle, alors que pour une con-
struction temps-échelle, largeur de bande et durée des briques sont modulées par 1’échelle
d’observation (ou indirectement par la fréquence considérée). Schématiquement, le par-
titionnement du plan temps-fréquence qui résulte de ces deux modes de représentation
est respectivement un pavage uniforme (Gabor) et un pavage @ surtension constante
(ondelettes), comme le montre la figure 1.6.

Cette approche pragmatique du temps-fréquence et du temps-échelle permet de
bien comprendre en quoi I'idée d’une rivalité entre représentations serait un non-sens.
L’optimalité dans le cas général n’existe évidemment pas, les équations (1.12) et (1.47)
prouvent que toute I'information utile est présente & part égale dans les deux types de
décomposition. D’ailleurs, quelque soit la distribution choisie, la projection du signal
dans un espace de dimension supérieure que celui de P’observation accroit le taux de re-
dondance d’information. Dans un contexte bien défini, la représentation est intéressante
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Figure 1.6: (a) Pavage uniforme du plan temps-fréquence (Gabor) - (b) Partage a surten-
sion constante du plan temps-fréquence (ondelettes).

si elle permet de focaliser 1’étude sur un sous-espace donné pour mieux isoler une structure
particuliére du signal. Si tel est le cas, de fagon plus nuancée, on conclurera sur efficacité
d’une méthode face a une situation bien précise. En fait, le gain potentiel de chaque nou-
velle approche réside dans 1’optique de leur exploitation, celle-ci doit rester compatible
avec la structure de la représentation en faisant coincider la nature du probleme avec les
aptitudes naturelles de 'outil d’analyse.

Enfin pour conforter 1’idée selon laquelle toutes ces transformées ne sont que des
représentations différentes d’un méme signal, envisageons-les sous leur aspect “projec-
tion sur une base”. Parce que transformée de Fourier & court terme et décomposition
en ondelettes sont définies par des formes linéaires réversibles (on fera I’hypothese
Cy = Cy = 1), le passage d’une représentation & une autre rejoint le probleme clas-
sique d’un changement de bases que 1’on sait écrire explicitement [46]

Sz(t,a)

// To(7,€) < bre Pra > dr df

Ta:(tay) = // Sx(T, a) < ¢’ra>¢tu > %j—a

Une question de filtrage

Les produits scalaires des équations (1.8) et (1.43) définissant analyse continue de
Gabor (dans une plus large mesure transformée de Fourier & court terme) et analyse
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translation en fréquence - (d) Gabarits fréquentiels correspondants, illustrant le filtrage
a bande B constante.

continue en ondelettes, peuvent également souscrire & une interprétation en termes de
filtrage. Cet autre schéma use d’arguments simples de traitement du signal pour il-
lustrer la différence essentielle déja soulignée, entre analyse temps-fréquence et analyse
temps-échelle. Les atomes de décomposition (¢ et 1) s’identifient dans cette approche a
des réponses impulsionnelles de filires passe-bande par lesquels le signal est convolué. A
chaque fréquence ou échelle scrutée correspond un filtre accordé dont le gabarit est fixé
par le choix de la fenétre ¢ ou de ’ondelette 3. L’originalité de chaque transformation
provient du mode de passage d’une fréquence d’analyse & une autre. Dans le cas de la
transformée de Fourier 3 court terme, le gabarit du filtre passe-bande reste globalement
invariant car simplement translaté autour de la fréquence d’analyse. En particulier la
largeur de bande fréquentielle reste constante ce qui explique que I’analyse de Gabor soit
souvent associée & 'idée d’analyse ¢ bande constante (figure 1.7). Par contre pour la
transformée en ondelettes, ’accord sur une fréquence d’analyse se fait par une transfor-
mation homothétique du gabarit de 'ondelette mere. Ce rapport homothétique s’il fixe
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la position de 1’ondelette sur 1’axe des fréquences, affecte dans les mémes proportions la
largeur de la bande passante du filtre. Ainsi, c’est le rapport () entre fréquence centrale
et support spectral de I’'ondelette qui reste invariant d’une échelle a ’autre, on parle alors
d’analyse & coefficient de surtension @ constant (figure 1.7).

Au deld d’une simple interprétation, ces différentes natures de filtrage sont respon-
sables d’un certain nombre de propriétés attribuées aux analyses temps-fréquence et
temps-échelle. Notamment, il est impossible de dissocier les notions de bande passante
et durée de réponses impulsionnelles de grandeurs telles que résolution fréquentielle et
résolution temporelle des analyses. Dans le cas des décompositions de Gabor, la finesse
d’analyse en fréquence ainsi que la précision sur la localisation en temps sont des données
figées par le gabarit de la fenétre ® et constantes a toutes les fréquences. Au contraire
dans une décomposition en ondelettes ces mémes quantités varient, dans des propor-
tions inverses, selon la fréquence (ou 1’échelle) considérée. Les composantes fréquentielles
seront d’autant mieux résolues qu’elles se situent a basse fréquence dans le signal, alors
que, par dualité du principe d’incertitude, un événement ponctuel en temps se localisera,
davantage au niveau des hautes fréquences que des basses fréquences. On notera toutefois
que le produit des résolutions en temps et en fréquence des deux types d’analyse reste
une constante en tous points du plan temps-fréquence.

1.2.3 Temps-échelle énergétique
Le scalogramme

Pour les mémes raisons qui font préférer les représentations temps-fréquence
énergétiques aux décompositions linéaires de signaux, on s’intéresse, dans le domaine
des analyses temps-échelle, & des formes bilinéaires caractérisant 1’évolution de 1'énergie
du signal au cours du temps et sa répartition suivant les échelles. En suivant une
démarche analogue & celle qui conduisit au spectrogramme, considérons le module carré
de la transformée en ondelettes, on obtient alors un élément particulier des distributions
énergétiques temps-échelle: le scalogramme [43], [50], [102]. On vérifie qu’en intégrant
cette nouvelle distribution selon I’axe des temps et des échelles, on retrouve bien 1’énergie
du signal

1 ,dt da
Ew_—@//lsw(t,a)l L

Un certain nombre d’autres propriétés sont & mettre & ’actif du scalogramme, parmi
lesquelles:

(1.48)

o Positivité. Défini comme le module carré d’une décomposition en ondelettes, le
scalogramme est partout positif ou nul.

e Covariance par translation en temps. Une translation temporelle sur un signal
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s’accompagne des mémes effets sur le scalogramme associé
z(t)  — a(t—to) = (T )(1)
! ! (1.49)

1Sa(t,@)? — 1Su(t — to, @)|”

e Covariance par changement d’échelle. Une dilatation (ou compression) d’un
facteur « sur le signal provoque une dilatation (ou une compression) comparable
dans ’espace de représentation du scalogramme

o) — lele(et) = (Sa2)(2)
! ! (1.50)

|Sa(t,a)? — |Sz(at, aa)|?

Les covariances par translation en temps et changement d’échelle, sont deux propriétés
importantes que partage également la distribution de Wigner-Ville. En faisant référence
3 P'unitarité de cette derniére on établit alors le résultat suivant

1Sa(t,a)]> = | < @, > |?
= KWy, Wy, > (Moyal)
// W, (u, 0) m(“ - t,aG) du do, (1.51)

a

égalité qui n’est pas sans rappeler la structure de ’équation (1.35). Celle-ci intégrait
le spectrogramme dans une classe plus vaste de distributions covariantes par le groupe
des translations (encore appelé groupe de Weyl-Heisenberg), alors que le résultat (1.51)
établit un lien entre la distribution temps-fréquence de Wigner-Ville et le scalogramme,
via un opérateur de corrélation affine. En substituant & W, un noyau arbitraire II, cet
opérateur de corrélation affine ne permettrait-il pas alors, de préserver les propriétés de
covariance par translation en temps et changement d’échelle offertes en particulier par
la distribution de Wigner-Ville pour définir une classe trés générale de représentations
bilinéaires, elles-mémes covariantes par ce nouveau groupe affine? L’objet du paragraphe
suivant est de rappeler que la classe affine offre tous les éléments de réponse a cette
question.

Un formalisme général

Nous cherchons donc un formalisme assez général pour englober ’ensemble des trans-
formations bilinéaires covariantes face aux opérateurs de translation en temps et de di-
latation. Une fagon d’aboutir consiste & résoudre ’équation fonctionnelle posée en (1.31),
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réécrite dans le domaine temps-échelle, et de remplacer les contraintes de covariance is-
sues du groupe de Weyl-Heisenberg (translation en temps et en fréquence) par celles
relatives au groupe affine (translation et dilatation en temps) [28], [50], [68]

pa(t,a) = / [ bt a5, 1) ()2 (1) s dta.
Les seuls noyaux compatibles prennent alors la forme

1./t —1 t9—1t
k(t,a,tl,tg)ZgK( ! ) 2 )

a a

Le passage & la fonction II(u, ) suivante

H(u,@) = / K (u + Z,u _ I) ei21r0'r du
2 2
fait apparaitre une structure de corrélation affine de la distribution de Wigner-Ville

U

— t,a@) du do, (1.52)

a

pz(tya) = Qw(t,a;H):/ Wm(u,é’)H(

et permet ainsi de paramétrer de fagon trés globale une nouvelle famille de distributions
temps-échelle, covariante par le groupe affine: la classe affine. On retrouve bien le
scalogramme comme un cas particulier de cette classe, ot II(¢,v) devient explicitement
la distribution de Wigner-Ville de 'ondelette utilisée.

Remarque. Classe de Cohen standard et classe affine sont toutes deux construites sur
la distribution de Wigner-Ville, il n’est donc pas étonnant que l’intersection entre ces
deux groupes ne soit pas nulle. La distribution de Wigner-Ville est un élément évident
de cette intersection, mais elle n’est pas la seule. Si I'on appelle II, et II, les noyaux
respectifs des paramétrisations données des classes de Cohen et affine, on sait établir des
conditions nécessaires et suffisantes pour que les distributions associées appartiennent a
I'intersection des deux groupes. Ainsi, [43], [102]

Hc(u,e) = go(u0)
et I (u,0) = To(u,d — vo) (1.53)
= go(u(9 - Vo))

entrainent que les distributions Cy (¢, v; II.) et Q,(¢, a; I1,) sont simultanément covariantes
par le groupe de Weyl-Heisenberg et le groupe affine, et de plus

Ot a;11,) = Cy (t, ﬁ;Ho) .
a

Comme pour la classe de Cohen, les transformations des variables temps et fréquence
donnent lieu & autant de réécritures possibles de la classe affine. On dénombre ainsi trois
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formes supplémentaires équivalentes de (1.52) liées chacune & une expression déduite du
noyau II(u, ) par transformées de Fourier partielles sur I'une des deux variables

//F =tz a u + I ) (u — —) dr du temps-temps
Q. (t,0; 1) = / / f (an, 5) e ™A (n,7)dndr fréquence-temps
\ / / (n,0)X ;} )) X* (% (0 + %)) e~2mandndf fréquence-fréquence

(1.54)
ou A(n, ) représente la fonction d’ambiguité (1.37) du signal z.

Chacune de ces expressions de la classe affine implique une structure bilinéaire partic-
uliére du signal (distribution de Wigner-Ville, fonction d’ambiguité, forme corrélative en
temps et duale en fréquence), en lien avec le plan de représentation considéré. Ces formes
quadratiques se retrouvent dans les paramétrisations coplanaires de la classe de Cohen
ot elles donnent lieu & des descriptions simples et pertinentes des opérations subies par
le signal. En construisant la classe affine autour des mémes structures bilinéaires du
signal, on s’attend & pouvoir inférer des conclusions portant sur la classe de Cohen, des
actions comparables relativement aux noyaux affines. Cette démarche est effectivement
possible moyennant la restriction aux seules fonctions de paramétrisation autorisant une
équivalence formelle entre échelle a et inverse de la fréquence v selon la relation a = vy /v,
avec v une fréquence arbitraire non nulle. Par la dimension de I’échelle mise en jeu, cette
correspondance est en particulier vraie dans le cas du scalogramme, et plus généralement
toute distribution dont le noyau I1(u, ) peut se réécrire sous la forme [43]

TI(u,8) = Mo(u, 8 — vo) <= f(n,T) = fo(n, T)e™ 2T, (1.55)

On peut alors conclure qu’une partie de la classe affine dérive d’opérations de
corrélations ou pondérations des différentes formes bilinéaires du signal, mais se dis-
tingue de la classe de Cohen en ce sens que ces opérations dépendent fonctionnellement
du parameétre d’échelle a.

Cependant, sans aucune forme d’hypothése faite sur le noyau de convolution affine
II, il est tres difficile de se satisfaire des commentaires que pourraient susciter chacune
de ces formes. Par exemple, la version fréquence-temps qui se prétait idéalement a
la compréhension de la classe de Cohen (cf.§1.1.3), semble dans le contexte présent,
soulever davantage de questions qu’elle n’offre d’éléments d’interprétation. On ne peut
plus en particulier, parler de pondération de la fonction d’ambiguité suivie d’une trans-
formée de Fourier bidimensionnelle selon les variables de retard et de Doppler. Des
arguments analogues font que ’ensemble des interprétations dérivées de chacune des
formes équivalentes de la classe de Cohen, ne se transposent pas simplement au cadre
des représentations affines. Mais d’une certaine fagon, la difficulté d’interprétation que
soulévent ces paramétrisations affines, si elle conforte I’adéquation entre transformée de
Fourier et translations, engendre un doute quant & Popportunité d’une transformation
de Fourier sur des opérateurs de dilatation. En effet, on sait que les exponentielles com-
plexes sont les vecteurs propres des opérateurs de translation, il apparait donc naturel
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dans le cadre des covariances par translations, de changer d’espace de représentation
par le biais de transformées de Fourier. Mais ne faut-il pas se garder d’une démarche
analogue dans le contexte de la covariance par changement d’échelle, opérateur dont les
exponentielles complexes ne sont plus les vecteurs propres? Dans un autre ordre d’idée,
mais toujours dans le respect d'une conformité entre le groupe (e.g. Weyl-Heisenberg,
affine) sur la base duquel on cherche & construire des distributions et les outils utilisés
pour y parvenir, on peut s’interroger sur le réle de la distribution de Wigner-Ville (distri-
bution typiquement temps-fréquence) comme génératrice d’une classe de représentations
temps-échelle covariantes par le groupe affine.

Propriétés

Malgré les controverses que peut soulever la paramétrisation de la classe affine a partir
d’objets temps-fréquence, celle-ci constitue un formalisme trés souple qui, comme elle
I’a permis pour la classe de Cohen, met en correspondance propriétés souhaitées sur les
distributions et contraintes particulieres sur les noyaux correspondants (tableau 1.2).

Table 1.2: Quelques propriétés de la classe affine et contraintes sur les noyaux associés.

Propriétés Contraintes sur noyau
T " dv
distribution énergétique / (0, V)ﬂ =1
v
marginale en fréquence f(0,7) = e~¥mfor
. d
marginale en temps /f (an, Z) —Z = §(7), Vn
a/ a
s T\ L ™\ da ,
unitarité (Moyal) /f (an, ;)f an, — | — = §(r—1"), ¥n
a
covariance par translation en fréquence O(u,8) = g(u(0 — vo))
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1.3 TUniformisation et ouverture sur d’autres
classes

Nous venons de rappeler ’existence de deux classes de distributions construites chacune
sur la base de covariances par des opérateurs particuliers. La nature de ces opérateurs
(i.e. translation ou dilatation) semble privilégier de fagon assez naturelle les dimensions
des variables de représentation (i.e. temps-fréquence ou temps-échelle), en 'occurrence
la pertinence physique de celles-ci a sans doute contribué & I'intérét porté sur ces classes.
On peut cependant resituer le probléme de construction de classes de distributions dans
le cadre plus général de la théorie des groupes et montrer alors qu’il existe pour un méme
groupe, plusieurs solutions possédant les mémes propriétés de covariance mais résultant
de action d’autres opérateurs.

1.3.1 Rappels et définitions sur groupes et représentations

Nous rappelons ici quelques résultats essentiels de la théorie des groupes. L’essentiel
de ces rappels est issu de I’ouvrage de N. Ja Vilenkin “fonctions spéciales et théorie de la
représentation des groupes” [114], auquel nous vous engageons & vous référer pour plus
de précision et de rigueur et occasionnellement aux reférences [12], [77].

Définition 1.1 Un ensemble G muni d’une loi de composition e est un groupe si:
1. la loi e est interne: (gog') € G, Vg, € G;
2. la loi e est associative: ge (¢’ eg") = (geog')eg", Vg,4',¢" € G;
3. il existe un élément neutre e de G pour la loie; gee=ceg=g, Vg€ G,

4. chaque élément g de G admet un inverse, noté g, dans G par la loi e:
gegl=gleg=¢Vgeg.

Définition 1.2 On appelle représentation du groupe G, une application v de G dans
Uespace des opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert H (v: G — L(H)),
et satisfaisant a ’équation fonctionnelle

v(ged) =9, V9,9’ €G.

Pour fixer les idées, la fonction exponentielle e'® est la solution de ’équation fonctionnelle
v(g+9g") =~(g)v(g"), ott le groupe G est 'axe réel muni de la loi de composition additive,
et L'(IR) lespace de Hilbert. La représentation de groupe tend & généraliser la fonction
exponentielle & un groupe G quelconque.

Définition 1.3 Soit v(g9): H — H
h — (v(9)h)

35




une application de H dans H. v est une représentation unitaire de G si {y(g),ec} est
un opérateur unitaire (i.e. surjectif et isométrique || h || = || v(9)h ||, Vg € G) pour
tout élément g de G. L’ensemble {y(g)h},eq désigne lorbite de la fonction h par la
représentation 7.

1.3.2 Groupe de Weyl-Heisenberg. Opérateurs “translation”
de Weyl

Cette terminologie est empruntée & [116]

Classe de Cohen [26], [27]

Soit T le sous-ensemble des nombres complexes de module unitaire (i.e
z € T &|z| = 1). L’ensemble TxIR x R, muni de la loi de composition suivante

(21,1, 1) @ (29,12, 1) = (zlzgem”’lt?,tl +tg, 11 + 1),

définit le groupe de Weyl-Heisenberg (WH). 1l est facile de vérifier qu’une représentation
unitaire de ce groupe sur l'espace de Hilbert L*(IR) est:

(v(z,t, v)h)(u) = 2e ™D p(y — 1), (1.56)
puisque,
(7(21, 1, 1)y (22, t2, v2)R) () = 2 et g2 tva)(u=(ttta)) gy () 4 1,))
= (7(z1z2ei2””1’2, ty + ta, 1 + I/g)h) (u).

Exception faite du terme de phase ze™"""%, il est aisé de reconnaitre en (1.56) ’action
des opérateurs de translation M, et 7T; rencontrés en (1.10). Finalement, si 'on définit
une transformée de G sur H, & partir de v par le produit scalaire suivant

Ty(z,t,v) =< z,9(2,t,v)h >= ze*™ / e(u)h*(u — t)e™™ du, (1.57)

on retrouve une structure identique & la transformée de Fourier a court terme de la
relation (1.8) (le terme de phase se trouvant en facteur n’étant pas dépendant du signal,
sa suppression n’affecte pas l'information portée par la transformée). Une étude plus
approfondie de ce groupe [114] montre que toute fonction A de L?(IR) est admissible, en
ce sens qu’il est possible de reconstruire z € L*(IR) & partir de la transformée I'y(z,t, v)
de z construite sur ’orbite de n’importe quelle fonction h. En particulier, si ’on choisit
h = z, on peut écrire

Fm(zat7’/) = < a:,'y(z,t,u)m >
Zeinrut / a:(u)a:*(u _ t)e—i27ruu du
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expression, appelée valeur moyenne de la combinaison des opérateurs M,T; (ou encore
forme quadratique ou hermitienne et notée < M,T; >,), que 'on peut réécrire apres
symétrisation

Tp(z,t,v) = zei””t/ (a; (u + %) e'i2”§“) (a: (u — %) e“”%“) du

= ze™ < M—u/27;/2$7Mu/2T—t/zw >
ze™ A, (—v,t). (1.58)

Le fait d’aboutir sur une quantité liée & la fonction d’ambiguité (1.37), laquelle est au
coeur de la classe de Cohen, constitue un indice probant du réle essentiel des opérateurs
de translation en temps et en fréquence par rapport au groupe de Weyl-Heisenberg. La
transformée de Fourier, relation canonique de passage entre les deux espaces (temps et
fréquence) est en lien étroit avec la structure de groupe. II suffit pour cela de remarquer
que exponentielle complexe, €™t est la fonction propre de 'opérateur de translation
(T) et que la transformée de Fourier de celle-ci, (v — 1), est elle-méme la fonction propre
de I’opérateur de modulation (M). Ces deux opérateurs sont alors liés par la relation

(Myoz)(u) = (F ', Fz)(u). (1.59)

Classe hyperbolique [97], [96], [98], [67]

La représentation v de ’équation (1.56) est la seule représentation unitaire du groupe
de WH (théoréme de Stone et de Von Neumann), si bien que toute autre forme explicite
vérifiant la définition 1.2 se déduit de celle-ci par une équivalence unitaire. Considérons
par exemple la représentation

(7(z,¢, @) H) (8) = ze™™080e/2[] (¢29), (1.60)
elle est unitaire sur L?(IR) et vérifie la relation fonctionnelle
(v(z1, 1y 01)Y(22, G2y 02) H) (0) = 2y g€ 2012 g (0atoz) gi2n(C1 () logd py (ea1+°‘20)
= (’Y(lezemml@, ¢+ G0 + Olz)H) (0).

Remarque. Le domaine de définition de la fonction logarithmique impose & la fonction
H de n’étre définie que sur le domaine IRy. Par conséquent, la représentation (1.60)
est une repésentation du groupe WH sur I’espace des fonctions de Hardy (H*(RR) =
{h € L*R) telle que (Fh)(9) = 0, V6 < 0}). Il convient alors d’adapter la norme
quadratique & ce nouvel espace de Hilbert, ainsi nous conviendrons de noter
2 _ _ [* 24 2
o] =< z,z > = /0 #(@F T si @€ H(R), (1.61)

En introduisant un nouvel opérateur Y de translation hyperbolique en temps

(Ve X)(6) = e 1E0 X (0),
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il s’avere que la nouvelle représentation de WH combine les actions des opérateur ), et
de dilatation S.« sur la fonction H.

(1(2, ¢, ) H) (0) = 2 (VS H) (6)
On peut alors de la méme fagon qu’en (1.57) dériver une transformée de WH sur
H%(IR) et basée sur cette autre représentation du groupe de WH

oo .
Tx(z, ¢ a) =< X, 4(z,¢, ) H >= ze°!? / X(0)H* (e70) 2180 g, (1.62)
0

I'x(2,¢, ) mesure le degré de ressemblance entre un signal z et une version modifiée
(par translation hyperbolique en temps et dilatation) d’une fonction mere H. Si lon
estime I'y sur 'orbite {y(¢g)H }4eg de H, on obtient une description de X en fonction des
deux parametres de “temps hyperbolique” { et dilatation « (ici encore la phase z n’est
qu’un terme multiplicatif qui ne joue pas un rdle déterminant dans la transformation
de ’atome d’analyse). Les changements de variables e* = %, ¢ = tv, et 1’élévation
au carré du module de Ty, font apparaitre I’hyperbologramme [96), autre représentation
énergétique du signal, d’expression:

2 Vo

1 too —12ntvlog = 2
Vi(t,v) = | T (2,1, log =) [ x@m (”—V"a) s gpl”  (1.63)

14

Remarque. L’hyperbologramme décrit ici I’énergie du signal selon les variables de temps
et de fréquence, mais sans le changement de variables qui identifie explicitement le
parametre « & un rapport de fréquence et le parametre ¢ au produit sans dimension du
temps par la fréquence, la représentation I' décompose initialement un signal dans le plan
décrit conjointement par le retard hyperbolique et 1’échelle. L’hyperbologramme établit
une correspondance entre ce plan et celui plus commun du temps et de la fréquence.

Dans la classe des distributions hyperboliques récemment introduite par A. Papan-
dreou, F.Hlawatsch et G.F. Boudreaux-Bartels, Y(¢,~) est I’homologue du spectro-
gramme. Les travaux récents de ces mémes auteurs ont montré qu’il était méme possi-
ble reproduire la notion de fonction d’ambiguité en introduisant le concept de fonction
d’ambiguité hyperbolique (HAF), celle-ci est alors & la classe hyperbolique ce que la
fonction d’ambiguité (au sens de Sussman) est & la classe de Cohen: une mesure de la
corrélation en échelle et en translation hyperbolique du signal. Par le jeu de pondérations
de cette nouvelle fonction d’ambiguité, on définit également 1’ensemble des distributions
appartenant & la classe hyperbolique.

Pour déduire de (1.62) expression de HAF, il convient & nouveau de remplacer H par
X et de symétriser ’action des opérateurs

Tx(z,¢(a) = <z,9(z( o)z >
+o0 *
—_ iﬂ(a/ X —30 —-1'271'51050 X 50 i2n$ log 0 do
o [ (3 (e=80) o) (x () o o
= zei™* < V_¢/28.-ar2 X, Vej2Searz X >
= 2™ HAF%((, ). (1.64)
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La transformée de Fourier est dans la classe de Cohen I'isomorphisme qui lie temps et
fréquence; dans la classe hyperbolique il existe aussi une transformation unitaire (pour
la norme définie en (1.61)) bijective entre parameétre d’échelle et retard hyperbolique: la
transformée de Mellin J (Erdelyi 1954, [19], [30])

(TF2)B) = (TX)B) = X(B) = [ XO0*Pdo, fe R, » € (W),

et la transformée inverse:

= [ x(8)0~*" dp.

Quoique prévisible, il est frappant de souligner la similitude entre les éléments de la
classe de Cohen et ceux de la classe hyperbolique. Notamment la relation

(SeaX) (0) = AX(0) & X(0) = ke85 €C

nous dit que la transformée de Mellin projette un signal sur les vecteurs propres de
Popérateur de dilatation (réponses impulsionnelles hyperboliques). On avait le méme
type de construction entre transformation de Fourier et opérateur de translation sur la
classe de Cohen. D’autre part, le calcul des fonctions propres de 'opérateur Y, (soit
X(B) = 8(B — o)) nous permet de vérifier sans peine que

6(,3 _ ,30) ‘(7I3_*"_€ ei27rﬁolog9.
En faisant alors appel & I’isomorphisme’ trivial de passage de L?*(IR,) dans L*(IR)
UnX) (€)= e3 X (&), = € H(IR), (1.65)

et son inverse

1
-1 _
(U™ X) () = 7 X(log ), (1.66)
on peut établir une relation de dualité entre les opérateurs Y, et S.« basée sur la trans-
formée de Mellin

€% (80 X) (0) = T UnYsly T X(9). (1.67)

Par suite, on prolonge le parallele établi entre classe de Cohen et classe hyperbolique
en faisant agir une double transformée de Mellin sur la fonction d’ambiguité hyper-
bolique. Cette démarche s’inscrit dans le droit fil de celle qui consistait & passer du do-
maine de corrélation (fonction d’ambiguité & bande étroite) a 'espace des représentations
bilinéaires covariantes par translations (Wigner-Ville) par le biais de transformées de
Fourier. Ainsi, on considére la fonction

HAF((, ) = / (/8 0)X*( )eﬂﬂ do,

"Cet isomorphisme a été réintroduit récemment sous la terminologie d’anamorphose (traduction libre
de “warping”) hyperbolique, par les auteurs de la classe hyperbolique. Dans la définition qu’ils proposent,
il conviennent d’introduire une fréquence de référence f, > 0, Paction de Popérateur sur un signal X
est alors donnée par (UnX) (€) = /2 X (fr etl! f). Pour en alléger 1’écriture, nous supposerons par la
suite que f, = 1.
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dont on calcule I'image par une double transformée de Mellin
Queler) = [ | HAF(¢,8) v gime= dpd
0

_ /Ooo X(\/El/) X* (%V) ﬁiZﬂc—l d,B
/X (eﬁ/zl/) X* (e_ﬁ/zl/> e 4,

En reprenant alors le méme changement de variable utilisé pour I’hyperbologramme ¢ =
tv, la distribution temps-fréquence obtenue

Qz(t,v) = /X (eﬂﬂl/) X* (e‘ﬂ/zu) e?™v8 4, (1.68)

correspond 3 la distribution introduite par Altes [3], [88], dont on sait qu’elle est uni-
taire et naturellement covariante par translation hyperbolique en temps et changement
d’échelle.

Nous n’avons évoqué ici que deux représentations possibles du groupe WH, mais il n’est
pas exclu qu’il en existe d’autres, associées & d’autres types d’opérateurs, et fournissant
une description conjointe du signal selon deux variables d’une nature différente. Mais
d’une facon générique ’ensemble de ces représentations se déduit de la classe de Cohen, et
donc des opérateurs T et F, par ’action d’une anamorphose quelconque U. On pourrait
alors obtenir une nouvelle “classe” axée sur les opérateurs

01 U”ITU et
O, = UTTMU.

Une illustration directe de ce résultat nous renvoie aux travaux de A. Papandreou,
F. Hlawatsch et G.F. Boudreaux-Bartels [98] ou est explicitement établie la relation de
passage entre classe de Cohen et classe hyperbolique. Formellement, il est possible de
déduire de toute distribution de la classe de Cohen une forme homologue existant dans
la classe hyperbolique selon:

Tf(t, l/) = (Z:{_}i—l C(L(HX)) (t, 1/).

Uy est Popérateur décrit en (1.65) et Uy~ 'opérateur matriciel traduisant sur les
variables du plan temps-fréquence I'effet de 1'opérateur inverse (1.66), son action sur la
distribution C(t,v) s’écrit:

TH(t,v) = Cupxy(tv, logv). (1.69)

Appliquée & la distribution de Wigner-Ville, cette transformation de dynamique d’axes,
lui associe pour image la distribution de Altes. On aurait d’ailleurs pu pressentir cette
correspondance a travers la symétrie en perpétuel filigrane des approches faites de ces
deux représentations du groupe de WH.
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1.3.3 Groupe affine

Les représentations du groupe de WH sont d’un intérét majeur pour la caractérisation
de situations physiques qui se manifestent sur les signaux au travers de translations
(en temps et/ou en fréquence). Typiquement, les estimations de temps de propagation
ou de vitesses dans les cas de signaux a bande étroite fournissent un champ propice
d’applications de ces objets d’analyse. Malheureusement les verrous de I’analyse temps-
fréquence (principalement associée & la classe de Cohen), apparaissent des lors que I’on
cherche & estimer ces mémes types de paramétres sur des signaux a bande large. L’effet
Doppler, principal facteur de cette limitation, agit sur le signal comme un opérateur de
dilatation. Par nature, les décompositions temps-échelle vont jouer un role essentiel dans
le cadre des représentations du groupe affine.

Le groupe affine est 1’ensemble des réels de R x IR} muni de la loi de composition
interne [58]
(t1,a1) @ (t2,a2) = (t1 + aite, a1as).

La combinaison des opérateurs de dilatation et de translation agissant sur une fonction

de H*(IR)

a

= (T:S.-1h)(u) Vh € H*(R),

(v(t, a)h)(w) = *\}fgh (u—t)

définit une représentation du groupe affine sur H*(IR), puisque

1 L (u — (te + (11t2))
\/ 102 ai1ag

= (7(t1 + a1ts, a105)R)(u).

(v(t1, a1)y(t2, az)h)(u) =

De plus, on peut vérifier que cette représentation est unitaire.

Remarque. 1’exponentiation de la variable a = ¢® avec 8 € IR est une reparamétrisation
triviale pour considérer le groupe affine défini sur le plan réel R x IR.

Comme pour le groupe de WH, on peut définir une transformée du groupe affine vers
H?*(TR), construite sur la représentation v

To(t,) =< @,7(t, a)h >= %/m(u) (1)

elle chiffre le degré de ressemblance entre un signal z et I'orbite décrite par dilatation et
translation en temps de k. On reconnait dans cette derniere équation la définition de la
transformée en ondelettes continues (1.43).

La condition d’admissibilité sur la fonction h € H2(IR), permettant une resyntheése du
signal z & partir de T';(, a), est la méme qu’en (1.46) et spécifie en substance que h doit
étre du type passe-bande.
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Pour dériver de la structure particuliére de ce groupe affine une forme équivalente large
bande de la fonction d’ambiguité (1.37), notée x(a,t) ici, substituons dans I’expression
de T';(t,a), 'atome de décomposition h par le signal lui-méme. La forme quadratique
obtenue s’écrit [3]

I.(t,a) = %/w(u)m* (u;t) du
= \/E/X(V)X*(av)eiz""tdy
= x(a,1),

forme que on peut symétriser par le changement de variables t = (a — 1)7/log a [106],
[105]. 11 vient alors ’expression x{*)(a, 7) suivante:

X(s)(a,'r):/oo \/d_X(ae)X*(o)eiZ'rr(a—l)l—o%Ta— d0,
0

(dont une traduction possible sous forme d’action d’opérateurs nous est donnée par
X(s)(a?T) =< Sa‘llz;/logaw,’];/logaw >)-

Remarque. La symétrisation de x(a,t) ne résulte pas simplement d’une redistribution
des facteurs de dilatation et de translation sur les deux membres de la forme quadratique,
les lois de compositions opératorielles de 1’algebre de Lie associée au groupe affine (comme
au groupe de WH) ne pouvant commuter. Du fait également de cette non commuta-
tivité des opérateurs, la formalisation symétrique x(s)(a,t) retenue ici, correspond & une
définition possible de fonction d’ambiguité large bande et ne provient que de I’arbitraire
dans le choix de I'ordre des transformations appliquées aux signaux. On pourra en par-
ticulier trouver dans [46], d’autres propositions de fonctions d’ambiguité large bande.

Nous avons rappelé dans le cas du groupe de WH, les projections qui permettaient de
passer de I’espace des corrélations & une représentation quadratique du signal (i.e. trans-
formée de Fourier ou de Mellin sur les deux variables); une démarche analogue pour la
classe affine nous ameéne 3 considérer les fonctions propres des opérateurs de translation
et de dilatation. En “projetant” la fonction d’ambiguité large bande sur ces fonctions,
on construit une distribution bilinéaire du signal, naturellement covariante par transla-
tion et changement d’échelle. En loccurrence, transformée de Fourier et transformée de
Mellin étant les deux isomorphismes construits sur les exponentielle complexes respec-
tivement sur les réponses impulsionnelles hyperboliques, appliquons successivement ces

deux transformations & x*)(a,7) (7 < veta Lo ),

400 ptoo . .
/ / X(s)(a, T)e—z27ru'ra127r(—1 dr da
0 —00

_ /oo loga, ﬁX(a loga l/) X (10g‘;l/) ainrC—l da
0

P((,v)

a-—1 a—1 a—

—uf2

- / 2sinl?(u/2)X (%iﬁ?ﬁ/z) ”) X(z_s%m

1/) e2me dy,
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¢ est un parametre d’échelle sans dimension que ’on peut convenir de poser égal au pro-
duit sans dimension tv. La distribution temps-fréquence affine, covariante par translation
en temps et changement d’échelle qui en résulte n’est autre que la distribution unitaire

de Bertrand [14].
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1.4 Conclusion

Au terme de ce chapitre, nous avons voulu insister sur les différences et points com-
muns entre distributions temps-fréquence et temps-échelle des signaux. Nous ne revien-
drons pas sur la nécessité de ces objets, mais rappelons qu'il s’agit dans tous les cas de
représentations bidimensionnelles qui visent 3 isoler dans le signal le comportement de
chacune de ses composantes (fréquence ou échelle). En ce sens, on peut interpréter ces
distributions comme des prismes au travers desquels le signal est observé et décomposé.
C’est pour caractériser la nature de cette décomposition, que I’on adopte le formalisme
mathématique lié & 1’action d’opérateurs. Ceux-ci, appliqués sur les signaux, modélisent
une réalité physique (temps de propagation, effet Doppler, dispersion ...) dont les effets
se mesurent sur des dimensions telles que fréquence ou échelle. L’appartenance d’une dis-
tribution & une classe spécifique (e.g. Cohen ou affine) résulte d’avantage des propriétés
de covariance de celles-ci relativement & un couple d’opérateurs que de la dimension
méme des variables de sortie de la représentation. A cet égard, nous avons vu qu'il ex-
istait des intersections non vides entre groupes de représentations et qu’il était possible
dans certains cas de faire correspondre notions d’échelle et de fréquence. Le synoptique
de la figure 1.8 dresse un bilan partiel des quelques classes de représentations abordées.
Encore une fois, il existe d’autres variations possibles sur ces classes, toutes dérivées de
’action d’opérateurs unitaires de changement d’axes.

Groupe Weyl-Heisenberg

s equivalence unitaire

classe de Cohen classe hyperbolique

Groupe affine

Figure 1.8: Intersections entre classe de Cohen, classe affine et classe hyperbolique. Les
classes de Cohen et hyperboliques sont deux représentations unitairement équivalentes du
groupe de Weyl-Heisenberg. La classe affine est construite sur des principes de covariance
par les opérateurs de translation en temps et changement d’échelle.
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L’équivalence unitaire qui s’ensuit entre représentations d’un méme groupe permet de
conférer de fagon univoque les propriétés d’une classe particuliere aux classes qui lui
sont équivalentes. Par exemple, les travaux [97], [96], [98] établissent cette correspon-
dance entre classe de Cohen et classe hyperbolique, comme représentations unitairement
équivalentes du groupe de Weyl-Heisenberg.

L’intérét visuel d’une représentation bidimensionnelle des signaux est évident, cepen-
dant ce changement d’espace de visualisation ne se limite pas a ce seul enjeu. La re-
dondance qui accompagne les distributions temps-fréquence (ou temps-échelle) doit en
contrepartie favoriser 1'identification de parametres difficilement mesurables dans une
représentation a une seule dimension. L’évaluation de ces parametres, comme ’expertise
des images, recquierent alors une étude précise des propriétés offertes par les distribu-
tions, ainsi qu’une bonne compréhension de leurs comportements face a des situations
simples. Dans le chapitre suivant, en nous restreignant a la perspective des distributions
temps-échelle, nous étudierons ’influence de la nature des filtrages affines sur des aspects
tels que la localisation ou la construction géométrique des interférences.
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2. Différentes Structures de noyaux -
Différentes classes de distributions
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2.1 Un choix de paramétrisation

On peut trouver deux explications au succes rencontré par les méthodes d’analyses
temps-fréquence. D’un point de vue qualitatif, les images obtenues par ces traitements
sont des empreintes tres figuratives de 1’état et de la dynamique d’un systéme au travers
de son évolution fréquentielle. La simplicité de représentation, atout majeur dans ce
contexte, favorise naturellement les distributions dépourvues de termes interférentiels (le
spectrogramme est & cet égard un candidat privilégié), ou & défaut des distributions dont
on sait modéliser le principe de génération des interférences. L’autre intérét des analyses
conjointes est orienté vers des considérations d’ordre plus quantitatif. En répartissant
dans le plan temps-fréquence 'information concentrée dans le signal, on peut, sous cou-
vert de certaines propriétés théoriques, mesurer différents aspects du comportement d’un
signal. Typiquement, on tire profit de la dépendance temporelle de I’analyse pour estimer
des valeurs instantanées de parametres. Cette situation s’illustre bien dans le cas de la
fréquence instantanée d’un signal, que l'on sait chiffrer sans biais par le calcul du mo-
ment de premier ordre de la distribution de Wigner-Ville associée [27], [40]. Cependant,
ces deux aspects des distributions temps-fréquence font souvent appel & des contraintes
antinomiques sur leurs structures (cf. §1.1.5). Dans la classe de Cohen, différents choix
de noyaux de corrélation peuvent constituer des solutions intermédiaires, réalisant un
bon compromis entre ces deux tendances.

Nous nous proposons, dans ce chapitre de transposer cette démarche au cas des dis-
tributions temps-échelle. Pour cela, et bien qu’il existe pour cette classe une grande
diversité de paramétrisations (cf. §1.3.3), nous retiendrons, pour des raisons de symétrie
avec la classe de Cohen, le formalisme construit sur différentes corrélations affines de la
distribution de Wigner-Ville (equation 1.52). Du point de vue représentation, comme du
point de vue analyse, nous verrons alors quels peuvent étre les avantages d’un filtrage
fonctionnellement dépendant de ’échelle. Dans une deuxiéme partie, nous étudierons
plus précisément les distributions & noyaux bi-fréquentiels localisés et en particulier nous
étudierons la géométrie interférentielle associée a ce type de structure. '

2.2 Lissages affines

2.2.1 Une résolution conjointe liée a 1’échelle

Classe de Cohen et classe affine peuvent se définir en faisant usage de deux types de
corrélation sur la distribution de Wigner-Ville. Dans le cas des covariances par transla-
tion en temps et en fréquence, la corrélation standard utilisée assure le transfert de ces
propriétés depuis la distribution de Wigner-Ville vers I’ensemble des distributions de la
classe de Cohen. Parallelement, et pour étendre 3 la classe affine la structure covariante
par dilatation et translation en temps de la distribution de Wigner-Ville, il est naturel
de faire appel & une transformation assurant le maintien de ces propriétés: la corrélation
affine. L’ensemble de la classe affine peut alors se réduire au choix arbitraire d'un noyau
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de corrélation affine II, et s’écrire

0(t,0) = [[ Wa(w,0) n(

Nous avons déja évoqué les difficultés d’interprétation que pouvaient soulever cette
définition de la classe affine, et notamment ’absence de connexion avec la fonction
d’ambiguité large bande. Cependant, dans le contexte tres précis du filtrage passe-bas
des interférences générées par Wigner-Ville, ce formalisme permet d’étendre le champ
d’étude abordé au paragraphe (1.1.5). Dans une certaine mesure, on peut effectivement
considérer les lissages affines de la distribution de Wigner-Ville comme une échappatoire
au probléme des lissages uniformes du plan temps-fréquence, liés & la classe de Cohen.
Nous nous proposons donc d’illustrer cette potentialité des classes affines en comparant
les comportements des spectrogrammes et scalogrammes face & certaines situations ou
un gradient de lissage en fonction de la fréquence présente un intérét. La similitude
des structures de ces deux distributions se préte bien a une symétrisation entre les deux
classes. Rappelons alors que

/x(u) ¢*(u — t)e™ 2™ dy

/w(u)d)(u;t) dul = [[We(4,0) Wy (v, 0) dudo

pour lesquelles on choisira la méme fenétre d’analyse gaussienne

u—1

,a0) dudd.

a

2
Colt, v, Wy) = = / W, (u, 8) Wy, (u, 0) dudf

Yo
( a v P a

2 2 —2p2y2
_e—2at e a

a N N
9(t)  H(@)

B(t) = [p(t)] = e = Wy(t,v) = Wy(t,v) = (2.1)

Dans les deux cas, ’action des noyaux Wy, (u,0) et Wy, (u,8) se solde par un lis-
sage dans les deux directions de la distribution de Wigner-Ville. Pour chiffrer le degré
de lissage correspondant, on peut alors estimer, a fréquence f donnée, les largeurs des
réponses impulsionnelles Aty(C) et Atf(Q2) ainsi que les bandes spectrales équivalentes
Avi(C) et Avg(f) liées aux analyses. Compte tenu des propriétés de localisation de la
distribution de Wigner-Ville, ces taux de lissage s’obtiennent simplement en estimant les
moments de second ordre en temps et en fréquence des cellules Wy, et Wy,

[ (=)W, (u,0) e R

ALHC) = Ay, = =— (2.2)
! T W w)dede
— t)*Wy, (u, 0) d
2 o [e—ywewod
A_,(Q) = Afy, = = a?— (2.3)
== ta /W¢¢a(u)0) du %"
2 o Je-pwwea
AVf(O) = AVW¢tf = = (2.4)

[Wa,(w,0)d0 4
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A () AL /(0 = Jo/a)* Wy, (u,0)d0 | (2.5)
Vi = Av = = ——. .
.f——aQ Wora /”rdzm(u’ 0) do a? 4n?

Ces résultats chiffrent le fait que ’analyse par spectrogramme présente une résolution
conjointe constante 3 toutes les fréquences, alors qu’une décomposition du type scalo-
gramme (et par extension toute analyse & coefficient de surtension @) constant) offre
des résolutions en temps et en fréquence fonctionnellement dépendantes de 1’échelle (et
par conséquent de la fréquence). L’aspect pragmatique de ces relations fait simplement
référence & ’horizon d’observation (imposé par la largeur de la fenétre a court terme
de P’analyse) sur lequel est estimé le comportement local du signal relativement a une
fréquence donnée. En haute fréquence, et conformément & la rapidité de variation du
signal, on peut se contenter d’une fenétre étroite en temps; réciproquement, a basse
fréquence, compte tenu de la lenteur & laquelle le signal évolue, un horizon d’observation
large est indispensable pour une identification correcte de la pulsation. Ces arguments
font des analyses 3 @) constant des méthodes temps-fréquence “hybrides” combinant en
une seule représentation la transition continue d’un spectrogramme tres lissé en temps
vers un spectrogramme trés lissé en fréquence. Les figures 2.1(b)-(c) illustrent ces com-
mentaires.

Appliqué 4 une série périodique d’impulsions, le spectrogramme peut présenter deux
comportements extrémes, en fonction de la largeur Ats(C) choisie. En I'occurrence, la
figure (2.1(b)) correspond & une fenétre d’analyse a court terme suffisament étroite pour
que les impulsions soient analysées individuellement: c’est I’acuité temporelle qui est ici
privilégiée, symbolisée par un déferlement énergétique ponctuel et périodique a travers
toutes les fréquences. A l'inverse la figure 2.1(c) résulte d’une analyse & court terme ou
la fenétre ¢(t) est de taille supérieure & la période des impulsions. La délocalisation
qui s’ensuit profite & une meilleure résolution fréquentielle, orientant d’avantage la
représentation vers une décomposition harmonique du signal.

Sur le méme signal, une décomposition & ) constant (figure 2.1(d)) fournit pour les
hautes fréquences une description & trés petite échelle du signal, retracant bien son inter-
mittence temporelle. A basse fréquence, 1'ondelette étant de résolution moindre que la
période des événements, c’est une vue trés globale du signal qui est rendue: a cette échelle
d’observation une bonne résolution spectrale se substitue a la localisation temporelle. Cet
exemple n’est d’ailleurs pas sans rappeler Panalogie qui a été faite au paragraphe 1.2.1
entre ’analyse en ondelettes continue et une mesure référée & un étalon variable.

La dualité temps-fréquence de ces décompositions fait que leur comportement est tout
4 fait comparable dans le cas ot le signal analysé est une collection d’harmoniques purs.
Suivant 1’échelle considérée, c’est tantot le spectre du signal qui est caractérisé tantot
Paspect cyclique temporel (figure 2.2).

2.2.2 Lissage affine des interférences

Par nature, un lissage appliqué a la distribution de Wigner-Ville tend & en réduire
les termes interférentiels [27], [40], et qu’il soit affine ne le soustrait pas au compromis
difficile entre la suppression de ces interférences et la délocalisation des composantes
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Figure 2.1: (a) Signal - (b) Spectrogramme At;(C) = 2.64 ms - (c) Spectrogramme
Aty(C) = 20.8 ms - (d) Scalogramme At _z(2) = 3.2 ms pour f = 0.5 KHz et
Atf=&(ﬂ) = 32 ms pour f = 0.05 KHz.

dans le plan temps-fréquence. Par contre, de la dépendance fonctionnelle établie au
paragraphe précédent, entre résolution et échelle, on infére une relation de méme ordre
entre réduction des interférences et échelle analysée. Ainsi, on vérifie qu’une impor-
tante délocalisation dans I’une des deux directions va de pair avec une forte atténuation
des composantes oscillantes suivant cette méme direction, simultanément on observe
Peffet contraire sur la variable conjointe. L’étude particuliére du scalogramme suffirait
& confirmer ces comportements, mais dans ce cas précis, At 0 () et Av /. _Q(Q) étant

fixés par le seul choix du coefficient de surtension ) de l’ondelette il est 1mp0831ble de
dissocier les effets du lissage selon 1’axe des fréquences de celui relatif au temps. En
calquant la démarche qui nous a conduit & considérer les distributions pseudo Wigner-
Ville lissées (cf. §1.1.5), on peut gagner un degré de liberté supplémentaire sur les
lissages affines en misant sur la séparabilité des variables du noyau II. Dans le cas d’une
ondelette d’enveloppe gaussienne, et dans ce cas seulement, le scalogramme résulte des
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Figure 2.2: (a) Signal - (b) Spectrogramme Aty(C) = 2.64 ms - (c) Spectrogramme
At;(C) = 208 ms - (d) Scalogramme AtfziaQ(Q) = 3.2ms pour f = 0.5 KHz et
At,_ 5 (©2) = 32 ms pour f = 0.05 KHz.

actions indépendantes de deux fonctions H(f) et g(t) sur la distribution de Wigner-Ville
(substituer la forme (2.1) dans ’équation (1.51)) [50], [102]. Les distributions pseudo
Wigner-Ville lissées affines (DPWVLA) obtenues intégrent scalogramme et Wigner-Ville
dans un panorama de représentations temps-échelle pour lesquelles les roles de At i= _Q(Q)

et de AV _Q(ﬂ) sont désolidarisés et donc sans influence mutuelle. La figure 2.3 montre

quelques DPWVLA d’une transition progressive de la distribution de Wigner-Ville vers
le scalogramme!.

Ces quelques exemples soulignent l'influence de 1’échelle analysée sur I'interprétation
que P’on peut faire d’un lissage affine de la distribution de Wigner-Ville.

11,%valuation numérique de ces distributions recquiére un certain nombre de précautions quant &

’échantillonnage du signal, faute de quoi on risque d’observer des phénoménes de repli spectral (cf.
Annexe 2).
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Figure 2.3: DPWVLA calculées pour différents couples de résolution en temps et en
fréquence sur le signal décrit & la figure 1.1. Les différentes valeurs choisies assurent
une transition progressive entre distribution de Wigner-Ville (a) et scalogramme (f). (a)
At (Q) = 0 ms, Avy,(Q) = 0 KHz (Wigner-Ville) - (b) Aty () = 0.226 ms, Avy, (1)
0.0035 KHz - (c) Atz (Q) = 0.565 ms, Avg, () = 0.007 KHz - (d) Aty (Q) = 1.13 ms,
Avy,(Q) = 0.007KHz - (e) Aty (Q) = 2.82ms, Avy, () = 0.01KHz - (f) Atz () = 3.2ms,
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2.2.3 Localisation des DPWVLA

Nous reprenons dans ce paragraphe un résultat déja développé dans [40] traitant
de Poptimalité de la distribution de Wigner-Ville (et dans une large mesure des
pseudo Wigner-Ville lissées) face & des contextes de signaux modulés linéairement en
fréquence. Cette vision des représentations temps-fréquence sera ensuite projetée sur les
représentations lissées affines pour lesquelles nous dégagerons une catégorie de signaux
de prédilection.

Pour une transformée de Fourier a court terme, la finesse d’analyse en fréquence est
essentiellement liée & la largeur de la fenétre & court terme: améliorer la résolution spec-
trale impose d’élargir I’horizon d’observation autour de chaque date t. Sous I’hypothese
d’une certaine stationnarité (i.e. fréquence instantanée constante), cette extension de la
fenétre n’est contrainte que par les capacités de I'outil d’analyse et la propre taille des
données. Il n’en est pas de méme dans un contexte de fréquence instantanée variable,
puisqu’alors ’élargissement de la fenétre d’observation se trouve confronté au probleme du
déferlement fréquentiel. Le compromis optimal est celui qui concilie une taille de fenétre
maximale tout en validant sur la durée équivalente du signal un modele quasi-stationnaire.
Dans ’expression des pseudo Wigner-Ville lissées (équation 1.39), considérons le produit
:c(u + -;—) z* (u - %) comme un signal y,(7) paramétré par la date u et de la variable 7.

(1.39) se réécrit alors

DPWVL(t,v) = /g(u ) {/ Yu(T)R(T)e ™7 d’r} du,

ou le terme entre accolades prend les traits d’une transformée de Fourier a court terme
évaluée sur y,(t) & la date arbitraire ¢ = 0. Par ailleurs, le calcul de la fréquence in-
stantanée v,,(;) de ce signal montre qu’il s’exprime en fonction de v;(7) par la relation
[40]
1
viu(r) = 5(05(7) + va(=1).

Par conséquent, 1’analyse & court terme de y,(7) étant optimale pour une fréquence
instantanée raisonnablement constante sur I’horizon d’observation défini par h(7), cette
hypothese est vérifiée si la fréquence instantanée du signal z est simplement linéaire sur
cette méme largeur d’analyse. La structure symétrique bilinéaire des DPWVL repousse
donc le compromis sur la fenétre A d’un ordre de grandeur et confirme 1’adéquation entre
distribution de Wigner-Ville (DPWVL pour laquelle h(t) = 1 et g(t) = 6(t)) et signaux
3 modulation linéaire de fréquence.

Ces stratégies sur le choix de la fenétre d’analyse h restent partiellement valables
pour les DPWVLA, puisqu’a chaque échelle a celles-ci s'interprétent comme un lissage
standard de la distribution de Wigner-Ville par les fonctions dilatées h,(t) et g,(t) [50]

Qt,a;9H) = /%g(u;t) {/m(u—!——;) w*(u—%)%h(%) d‘r} du (2.6)

= /ga(u—t) {/w(u-l— %) w*(u— %) ha(T)dT} du
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frequence

temps

Figure 2.4: Adaptation entre I’évolution de la fenétre & court terme d’un lissage affine de
la distribution de Wigner-Ville et une loi de modulation hyperbolique en fréquence.

= DPWVL (t, f= %; Ja H,,) . (2.7)

La différence remarquable entre ces deux types de lissages provient de I’accroissement
linéaire de la largeur de h,(t) en fonction de I’échelle, avec pour amendement sur le
compromis une révision permanente du déferlement fréquentiel: plus la fenétre d’analyse
s’élargit, plus I’approximation linéaire de la fréquence instantanée repose sur une diminu-
tion de la déviation maximale de v,(t) sur cet horizon d’observation. Intuitivement, les
signaux & modulations hyperboliques de fréquence ont une signature dans le plan temps-
fréquence telle que leur géométrie leur permet de tirer le meilleur profit de ce genre
d’analyse. A haute fréquence, alors que la pente de modulation est importante, la fenétre
ha(t) restreint ’analyse & un faible domaine temporel qui limite ainsi le déferlement en
fréquence. A grande échelle, la fréquence instantanée est lentement variable et, bien
que le domaine d’existence de la fonction k,(t) se soit accru, on peut encore adopter un
modele linéaire pour v,(t). (figure 2.4)

Par rapport aux signaux modulés hyperboliquement en fréquence, 'auto adaptation
de la fenétre d’analyse rend ces méthodes temps-échelle ad hoc, puisque celles-ci réalisent
en chaque point du plan temps-fréquence le compromis optimal assurant, dans le cadre
des lissages passe-bas de la distribution de Wigner-Ville, la meilleure résolution con-
jointe. Pour chiffrer cette supériorité des analyses a @ constant, replagons-nous dans
le contexte du scalogramme & ondelette d’analyse Gaussienne 3(t) = et gi2mt (o
delette de Morlet), et définissons-nous une trame inspirée des travaux de Storey (1953)
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[108]; Kodera, Gendrin et de Villedary (1978) [78]. Ceux-ci ont montré que la meilleure
résolution fréquentielle Av(T,) d’une analyse & court terme appliquée & un signal modulé
linéairement v,(u) = Bu + v est obtenue pour une fenétre gaussienne ¢(t) = e~ pour

laquelle
1 1

NN

D’autre part, on peut interpréter la transformée en ondelettes (de Morlet), comme étant
4 chaque échelle une décomposition particuliére de Gabor et écrire

Aty (2.8)

i2m 2 1 — 2 (u—1)? —i2n iy iare 14
Sx(taa;¢)=e2 —ao-t/m(u) (%6 a t)>e e du = e fth (t,f;ld’aI),

ou Atjy,| = E—a— = aAtjy. Par suite, & échelle a donnée, 1’analyse en ondelettes offre
a

une résolution spectrale maximale sur une modulation linéaire de fréquence, si, locale-

ment, la borne de Storey (équation 2.8) est atteinte (i.e Atjy,| = 2\}7%) Considérons &

présent une modulation hyperbolique de fréquence v,(t) = — (arbitrairement on choisit
les coordonnées des asymptotes comme origines des axes). Au voisinage de la date t = 1,
telle que v, (to) = vo = 7 on peut (par application du théoréme des accroissements finis)

. . e 0 . ’ . ’
approximer linéairement la loi de fréquence instantanée,

(b —to) + 3= = Bt —t0) + 0.

va(t) ~ v (to)(t —to) + vu(to) = 7

Supposons que la borne de Storey soit atteinte sur ce domaine de fréquences, c’est a dire

1 1
2/ /7B
Calculons alors quelle devrait étre la largeur de fenétre optimale pour que cette condition

de Storey reste valide & toutes les échelles. Pour cela il nous faut approximer v,(t) au
voisinage d’une date ¢ quelconque. Soit donc la date ¢; telle que I'on ait

Vo 1 1

a,‘t = e = — = —,
V(l) a 11 atg

Aty =

Réécrivons le théoreme des accroissements finis autour de ¢4

o®) ~ VL) = 1) + 2alt) =~ (t — 0) + = 5B (= 1)

—-;27(2) ato
La borne de Storey correspondant a cette nouvelle pente de modulation vaut

a _ a
N

quantité qui se trouve étre justement égale & la largeur de fenétre Aty,,|. Nous démontrons
donc qu'un choix judicieux de fenétre 1(t) permet d’obtenir la meilleure résolution
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Figure 2.5: (a) Spectrogramme, At(|T,|*) = 1.55 ms - (b) Spectrogramme, At(|T.[*) =
77.37 ms - (c) Scalogramme, Aty,(]S;|*) = 1.55 ms.

fréquentielle sur une modulation hyperbolique de fréquence, et ce a toutes les échelles.
Grace & des simulations numériques, on compare les résultats issus de lissages standards
s’adaptant au signal soit aux hautes fréquences (figure 2.5(a)) soit aux basses fréquences
(figure 2.5(b)), et un lissage affine s’accordant continuement a la pente de la modu-
lation (figure 2.5(c)). 1l est clair qu'un filtrage du type bande constante ne satisfait
que de facon partielle le compromis entre largeur de la fenétre d’analyse et extension en
fréquence du signal sur ce domaine; des résolutions optimales & hautes et basses fréquences
s'excluent mutuellement. La figure 2.5(c) nous confirme qu’une décomposition a ¢} con-
stant parvient, quant a elle, & étendre cette optimalité & toutes les fréquences.

En dépit du comportement remarquable de ces distributions temps-échelle relativement
aux modulations hyperboliques de fréquence, une certaine circonspection est de mise face
& la spécificité de cette situation. En effet, la relative concentration de la représentation
sur la trajectoire théorique de fréquence instantanée n’est pas le fruit d’une localisation,
au sens strict, sur cette loi de modulation, mais repose simplement sur I’optimisation d’un
filirage évolutif de la distribution de Wigner-Ville. D’ailleurs, si le sens de variation de la
largeur At}y,| est contraire a I’évolution de la pente de modulation, le compromis entre
approximation linéaire et horizon d’analyse ne peut que se dégrader au fil des échelles.
Ce cas défavorable est illustré par la figure 2.6.

On peut argumenter autrement de cette absence de conformité systématique entre
lissage affine et modulation hyperbolique en rappelant une des spécificités de la distribu-
tion de Wigner-Ville. Celle-ci, compte tenu du précepte de génération des interférences
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Figure 2.6: Scalogramme, Aty,(]S;|*) = 1.55 ms.

(équation 1.29), se localise parfaitement sur des trajectoires de modulation linéaires de
fréquence et sur elles seules. Un filtrage linéaire, qu'’il soit standard ou affine, n’agit pas
directement sur la géométrie de cette régle de construction.

Nous allons voir par la suite, comment des structures non linéaires de noyaux de
corrélation IT dans Pexpression (1.52) peuvent influencer les principes de constructions
géométriques des distributions quadratiques associées et constituer ainsi une solution au
probléme de la localisation sur des lois temps-fréquence non linéaires.
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2.3 Les noyaux bi-fréquentiels localisés

Dans le champ des représentations temps-fréquence, la classe de Cohen s’appuie sur
des lissages (en général bidimensionnels) de la distribution de Wigner-Ville, et méme si
cette classe s’est récemment enrichie de méthodes adaptatives (cf. §1.1.5), la suppression
des interférences se paie toujours d’une délocalisation plus ou moins importante des auto-
composantes. Parallelement, le terme de “classe affine” pour désigner les représentations
énergétiques temps-échelle de méme nature que le scalogramme, souligne bien I’aspect de
lissage affine qui sous-tend la structure de ces distributions. Par conséquent, le dilemne
entre atténuation des termes croisés et concentration de I'information persiste. Le choix
des gabarits de type passe-bas pour les noyaux II dans les expressions (1.34) et (1.52)
se justifie principalement par les propriétés de moyenne nulle des termes interférentiels.
Mais il est clair qu’en termes de localisation, la distribution de Wigner-Ville étant na-
turellement sous-jacente, chacune de ses versions lissées hérite de sa spécificité relative
aux modulations linéaires. Il faut donc abandonner cette notion de lissage si 'on veut
adapter le comportement des distributions & des signaux caractérisés par des structures
non linéaires telles que retards de groupe ou fréquences instantanées. Dans cette optique,
la voie initiée par J. et P. Bertrand [13], [14], [L5] nous assure de I’existence de telles solu-
tions pour des retards de groupe hyperboliques dans un premier temps, puis généralisées
3 Pensemble des lois de puissances. Les arguments qui non seulement justifient ces so-
lutions, mais encore certifient leur unicité, reposent sur des contraintes de covariance
sur une extension & trois parameétres du groupe affine. Nous aurons bien évidemment a
revenir sur ces concepts puisque notre propos est ici de réintroduire ces familles de distri-
butions comme une sous-classe particuliere des représentations affines (équation (1.52)),
établies & partir de criteres de localisations strictes sur des lois de retards de groupe non
lindaires. Cette approche originale du probléme nous livrera également un jeu de regles
de construction géométriques par lesquelles s’expliquent les signatures temps-fréquence
lies & ces distributions.

2.3.1 Le probléme de la localisation. Définition

Rappelons tout d’abord le formalisme qui avait été adopté pour désigner les distribu- .
tions énergétiques affines. Nous avions alors:

u — 1

(t,a; 1) = ([ Wa(w,0) n(

Dans cette expression, chaque choix arbitraire de noyau II définit sans équivoque une
distribution assurée au minimum d’étre covariante par translation et dilatation en temps.
De plus, la théorie des représentations énergétiques temps-échelle nous ayant appris qu'il
était possible de formuler chacune des propriétés théoriques sur les distributions en termes
de contraintes équivalentes sur les noyaux, nous transposons le probléme de la recherche
de distributions localisées sur des retards de groupe arbitraires en celui de 'identification
d’une structure appropriée de noyaux.

,aH) du df.

a

Définition 2.1 Pour une distribution bilinéaire énergétique quelconque Qu(t,v), la lo-
calisation sur un retard de groupe 7,(v) (d’un signal supposé analytique) est assurée si:
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Xs(v) = v 2%t = QO (t,v) = v18(t — 7,(v)), (2.9)
ot ®,(v) est le spectre de phase du signal, lié au retard de groupe par la relation
1 do,(v)
(V) = —5;——;1/—
Implicitement, cette définition de la localisation suppose que les distributions temps-

échelle recherchées admettent une équivalence formelle entre échelle et inverse de la
fréquence. Si cette hypothése est vérifiée, la version fréquence—fréquence2 de Q, s’écrit:

o= 2)= [ (2 0-15) (0 3) 5

En remplacant formellement X par le signal test de la définition 2.1, nous déduisons
une condition sine qua non sur la fonction arbitraire II pour que I’expression obtenue
soit de nature compatible avec le Dirac de la localisation. Le changement de variables
v = n conduit au résultat intermédiaire suivant:

v ="0m)= [ ERD
exp {i(I)a, [1/ (% - %)} —®, [u (% + %)]} =3t dy 4.

Dans cette expression, intégrer ’exponentielle complexe d’argument (—i27yvt) revient
A conjuguer canoniquement la variable v au produit (vt) par transformation de Fourier.
Ce faisant, ’expression duale de ’exponentielle en ®, peut correspondre au résultat
(2.9) recherché, moyennant de supprimer la dépendance en # dans ’argument de cette
exponentielle. Une facon d’y parvenir sans tenir compte de la forme particuliere du
spectre de phase, nous ameéne & ne considérer que les noyaux de structure canonique

suivante [43], [50], [102]:

ms(n,0) = G(n) §(0 — H(n)), (2.10)
ot G et H sont deux fonctions arbitraires. Le couplage introduit entre les variables y
et @ contraint alors I’existence de la fonction de paramétrisation 7 & une trajectoire bien
particuliere dans le plan bi-fréquentiel, trajectoire associée au choix de H. Par suite, la
sous-classe des distributions énergétiques temps-échelle dérivant de cette spécificité de
noyaux s’exprime simplement:

Qu(t, v, I5) = v / G(voy) X(v (-H(%.‘”) - %)) X* (,, (—Iﬁ;"—” + %))e-mm dy, (2.11)

et fut introduite par P. Flandrin et O. Rioul sous le terme de classe des distributions a
noyaux bi-fréquentiels localisés, rejoignant , par une paramétrisation différente, la classe
proposée par P. et J. Bertrand [14].

21,a définition de la localisation portant sur ’expression fréquentielle du signal, il est alors vraisem-
blable que la version fréquence-fréquence des distributions se prétera & une plus grande simplicité de
calcul.
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Remarques. Subordonner 'existence de la variable § a celle de v n’est qu'une condi-
tion nécessaire au probléme de la localisation sur un retard de groupe quelconque. Mais
d’ores et déja, on peut présumer de la difficulté d’interprétation qu’entrainera ce cou-
plage, d’autant que la dépendance fonctionnelle entre les deux variables limite le nombre
d’écritures équivalentes du noyau. D’ailleurs, ’autre seule forme algébrique connue de 7
correspond & sa version fréquence-temps

f(n,T) — G(TL) e—i21rH(n)'r,

agissant sur la fonction d’ambiguité & bande étroite A, du signal. Il est alors facile de
vérifier que la sous-classe des distributions affines localisées admet 1’écriture équivalente:

H(vyy,

ult,1,T) = v [[ Glooy) 775 Ay (v, 7) €2 dyr.

Selon la situation, on privilégiera I'une ou I’autre des expressions de §,, (respectivement
du noyau). Par exemple, nous avions fait I’hypothese en début de ce paragraphe qu'il
existait une correspondance formelle entre ’échelle des classes affines et la notion de
fréquence. Cette hypothése est confirmée par la deuxiéme écriture du noyau dans laquelle
il est possible d’introduire la fréquence non nulle vy:

f(n,’r) — G(n)e—iZﬂ'(H(n)—Vo)T e—i21ruo*r.

fo (‘7:1')

On vérifie ainsi que cette structure est bien cohérente avec la condition de I’équation
(1.55).

Parallélement, on sait que les fonctions fo(n,7) ne dépendant que du produit des
variables (n7), caractérisent les distributions situées & I'intersection des classe de Cohen
et affine (i.e. les distributions simultanément covariantes par changement d’échelle et
décalages en temps et en fréquence). Parmi elles, citons notamment les représentations
de Choi-Williams [22], de Born-Jordan [17], de Rihaczek [101] et bien siir les distributions
généralisées de Wigner-Ville. Nous cherchons a isoler dans ces distributions covariantes
par translations en temps, fréquence et changement d’échelle, celles qui de plus se con-
centrent sur une loi de fréquence arbitraire. Les noyaux solutions de cette sous-classe
particulierement contrainte se réduisent alors aux uniques fonctions du type:

G(n)
H(n)

1
an+1vy, a€R

} — f(’I’L,T) — e—i27ran're—2'27ruo'r, (212)

lesquelles, apres substitution dans (2.11), définissent les distributions de la forme:

S RO E (AP Iy

En restreignant o & 'intervalle [0, 1], on reconnait dans cette expression, la définition
des distributions de Wigner-Ville généralisées, avec comme cas particuliers:
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o a=1/2= fo(n,7) = e ™ la distribution de Rihaczek conjuguée® (1968) [101]:
RX(t,v) = X(v) 2*(t) ™.

Pour cette valeur de o, comme pour toute autre valeur non nulle de ce parametre,
la distribution R, se concentre sur des modeles de signaux composés d’harmoniques
pures.

o a=0= fo(n,7) =1, la distribution de Wigner-Ville. On retrouve dans ce cas, le
résultat connu selon lequel:

Ty (u, 0) = 8(u)6(8 — vo) => Qu(t, a; IT) = Q —>

La localisation est alors étendue & toutes les lois de modulations linéaires de
fréquence.

La distribution de Wigner-Ville, vue & travers le prisme des distributions localisées, peut
devenir un acteur privilégié dans ’étude de cette classe. En effet, si le bon comportement
de la distribution de Wigner-Ville relativement & des structures linéaires de signaux se
déduit d’un cadre plus général de localisation, on pourrait réciproquement, envisager
d’étendre d’autres propriétés de cette distribution & I’ensemble de la classe affine localisée.

2.3.2 Admissibilité des solutions

Le noyau 7 tel qu'il apparait dans I’équation (2.10) paramétre une vaste classe de
distributions pouvant étre de structure Dirac sur une loi de fréquence arbitraire. Cette
condition est nécessaire mais non suffisante, si bien que, pour identifier completement
la distribution qui se localisera sur la trajectoire 7,(»), il nous faut résoudre I’équation
(2.9) dans le cas spécifique des noyaux bi-fréquentiels localisés. Réécrite sur cette classe,
la. condition de localisation devient:

VO’Y )

/ V(H(vey)/vo) — (v/2)?
ol A3t

= [p[7'8(t — 7, (v)),

Qm‘, t v, H&

dans laquelle il est possible d’isoler les réles des fonctions H et G. En particulier, apres
transformation de Fourier sur +, argument exponentiel et argument de la distribution de

3Gi on s’autorise des valeurs négatives pour @, on retrouve la distribution de Rihaczek pour o = —1/2.
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Dirac doivent étre égaux, ce qui, compte tenu de la relation de passage entre 7, et @,
n’est vrai que si H vérifie la relation de phase suivante:

3, [1/ (ﬁ—(:—;’i’l + %)] ~®, [u (E-(—:O"l) - %)] - 7,,@‘%’1)_ Yo,y (2.14)

Sous réserve d’existence, la solution H assure & la distribution d’étre au minimum
centrée sur la trajectoire 7,(v).
Par contre sous I'effet convolutif de la quantité

V07) e—i27ru'yt d’)’
)

=/ VH(vor)[v0)? = (7/2)?

un choix non conditionné de G risque de créer un épanouissement de la représentation
dans le plan temps-fréquence.

On peut alors dans un deuxiéme temps, imposer la localisation stricto sensu (i.e. au
sens Dirac), et contraindre G selon:

JHEG(y1) = §(vt) = GX(vey) = (M)2 - (1>2.

o 2

Finalement, on peut exprimer le couple des équations fonctionnelles en terme de
paramétre d’échelle a selon [48], [55]

@, (2L 4 £) — o, (Hed _ &) = ¢4 (1) Va >0, V¢

v GR() = H(E) - (§)"

Ce systéme complétement déterminé fournit lorsqu’elle existe, une distribution solution
au probléme de la localisation sur un retard de groupe arbitraire.

(2.15)

2.3.3 Existence des solutions

La covariance par le groupe affine est une donnée essentielle commune a ’ensemble
des distributions vérifiant le systéme (2.15). Cette propriété exerce alors une limitation
sévere sur la nature des phases ®, garantissant ’existence d’une solution & ’équation
des phases. Dans cette direction, nous allons montrer que seule la famille des retards de
groupe du type loi de puissance admet une solution (H, G) au probleme de la localisation.

En remarquant que?

7=<M+1)—(M—%)=F(7)—F(—7),

Vo 2 Vo

avec F(y) = H(y) + %, il est possible de réorganiser les termes dans I’équation des phases

..
et ecrire:

41,a fonction H est assurée d’étre paire si la distribution associée est réelle.
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Bo(F(y)v) = Qa(F(=1)¥) _ §
T e I (319
Cette relation devant étre vraie quelque soit la fréquence v, nous pouvons Pappliquer a
deux valeurs arbitraires vy et vo. Par suite, en effectuant le rapport des deux égalités
obtenues, nous dérivons une condition équivalente & la relation des phases, selon laquelle:

&, (F (7)) — Pa(F(=7)¥1) _ Kl‘i_’a:(Vl).
D (F(7)n) — Cu(F(—7)v2) 2 @u(va)

Cette derniere équation nous permet de vérifier rapidement qu’une phase du type loi
de puissance,

,(v) = @ + cv* V(e k) € R’ (2.17)

est un candidat admissible, puisqu’alors:
Bo(F(y)) — BulF (=) _ (ot cF*(m)ry) = (B0 + cFH(—)vt)
8,(F(7)r2) — u(F(=7)72) (@0 + cF*(7)¥h) — (R0 + cF*(—7)13)

vk (F*(y) = F*(=7))
Vg (F*(v) — F*(—7))

vy evf _ ﬂ@w(l/l)

;’—;CVg—l Rz ‘i’m(l/z)

Remarque. Nous ne cherchons pas ici, & identifier ’expression de la fonction H, solution
3 ce type de retard de groupe. Nous démontrons simplement dans un premier temps que
cette solution existe.

Considérons & présent une combinaison linéaire quelconque de lois de puissance:
B.(v) =@ + Yew', i€N
i

et supposons qu'il existe pour cette phase, une fonction F telle que la relation sur la
phase de ’équation (2.14) soit vérifiée, i.e.:
s ei(F(Y)v) — Sy el F(— V) o
Y ci(F(n)v) L a(F(=1)v) = Ve,
v(F(v) = F(=7) ;

Apres identification des termes polynémiaux de part et d’autre de Iégalité, on a la relation
générale sur les coeflicients:

Fity) = F(=v) _,

F(Y)—F(—)
(H(vw) +1) _ (EL@)J) —iy VieN,VyeR.
Vo 2 Yo 2
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1l est évident qu’il n’existe pas de solution F' (respectivement H) vérifiant simul-
tanément cette propriété pour toutes valeurs de :. Pour nous en convaincre, il suffit
de résoudre 1’équation pour deux valeurs particulieres de

e =2,
27H(y) = 2y <= H(y)=1, ¥y

o =23,

3

3yﬂr2(w)+'fT =3y <« HA)=y1-L, wr.

Les deux solutions trouvées étant visiblement différentes, nous pouvons conclure:

Pour un spectre de phase pouvant se décomposer sous forme polynémiale,
il n’existe pas, dans la classe des distributions affines, de solution satisfaisant
4 la localisation sur le retard de groupe associé.

Cette proposition s’adresse tout particuliérement aux fonctions ®,(v) de classe C*°,
indéfiniment dérivables, bornées sur un intervalle [a, b] et admettant en tout point v de
cet intervalle, un développement en série de Maclaurin:

2,(0) = 0,0 + 3 0 T2

v=0

Celui-ci fait apparaitre une combinaison linéaires de lois de puissances. Par conséquent,
. sont non nuls, il
n’existe pas, dans la classe affine, de distributions localisées sur Ta trajectoire 7,(v) =
—(1/27)®,(v). Les seuls développements en série se réduisant & un monéme non nul
correspondent précisement aux spectres en loi de puissance, et confirment par la-méme
que ceux-ci sont des candidats admissibles, pour lesquels ’équation des phases (2.15)
admet une solution en H.

Pour des spectres de phase n’admettant pas de développement en série de Maclaurin,
seule une étude individualisée permet de statuer sur leur admissibilité et sur ’existence
d’une distribution se localisant sur la loi de retard de groupe associée. Notamment, on
trouvera dans [14] une démonstration de 1’existence d’une solution pour ®,(v) = vlogv.

. . . . kg
si dans cette expression au moins deux coefficients %ﬁ
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2.3.4 Localisation et interférences

Le caractere bi-fréquentiel localisé des noyaux de paramétrisation sélectionne, au sein
de la classe affine, les distributions régentées par des structures bilinéaires plus riches que
la symétrie usuelle rencontrée dans le cas Wigner-Ville (équation (2.11)). Les fonctions
a priori non linéaires H qui sont introduites dans les arguments des signaux X et X*
généralisent le concept de corrélation standard & des lois de compositions “naturelles”
pour des retards de groupe autres que des droites. Le paragraphe précédent nous a
méme appris que les seules solutions H possibles étaient relatives & la famille des lois de
puissances, laquelle englobe la structure linéaire comme exemple particulier. On peut
alors imaginer d’étendre certaines connaissances acquises sur la distribution de Wigner-
Ville, et notamment les arguments géométriques qui sous-tendent 1’aspect interférentiel
de celle-ci, au contexte plus général des distributions affines localisées.

Opérateurs de symétrie et valeurs moyennes

La structure corrélative standard apparaissant dans l’expression de la distribution de
Wigner-Ville fait naturellement interagir deux versions d’un méme signal, translatées
symétriquement en temps et en fréquence par rapport au point (t,v) d’évaluation de la
distribution. Autrement dit, existence de la distribution en un point quelconque (¢, v) du
plan temps-fréquence résulte du cumul de toutes les interactions de bi-points appartenant
4 la signature du signal (i.e. aux auto-composantes) et ayant pour milieu géométrique
le point (¢,v). Cette régle de construction par laquelle deux points interférent en un
troisiéme justifie du bon comportement de la distribution de Wigner-Ville sur des mod-
ulations linéaires de fréquence: en supposant que chaque point généré peut & son tour
interférer avec ses voisins, et en itérant le processus & l’infini, le domaine continu en-
gendré s’assimile & une droite. Il s’ensuit alors une régle de construction simple pour les
interférences, basée sur une construction de point milieu, elle combine les couples (t1,v4)
et (ty, 1) des auto-composantes du signal pour créer le point interférentiel (¢;,1;) selon

[66]:

1
t; = 5(751 +t5)
(2.18)

1
v, = “2“(1/1 + v)

On peut donner un autre éclairage de cette géométrie du point milieu en considérant
le point de vue réciproque selon lequel chaque point (¢,v) de la cartographie du signal
est le centre d’une symétrie ponctuelle qui & un point arbitraire (¢1,v1) associe 'image
(t3,v,) par la relation de passage [104]:

(5)=2(0)-(2) -

Pour favoriser cette autre interprétation de la régle du point milieu, on préferera une
écriture homogeéne de la distribution de Wigner-Ville selon:

Walt,v) = 2 / {a(2t = T4} 2*(r) dr,
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écriture dont ’intérét est double, puisqu’elle fait également apparaitre le lien avec la
notion de valeur moyenne d’un opérateur (cf. §1.3.2).

Pour clarifier ce point, il est nécessaire de réécrire 'action conjointe des opérateurs
de translation en temps et en fréquence définis en (1.10), sous forme d’un opérateur de

déplacement (dit de Glauber) [46], [57]:

D,, = ei27r(uf—-tf/)’ (220)
Les grandeurs et 7 sont deux opérateurs auto-adjoints dont les actions sur z sont
définies comme suit:
R R 1 dz
(tz)(t) =tz(t) et (Pz)(t) = T
et dont 'exponentiation se résume & Paction des opérateurs M, et T; puisqu’alors
(eiZm/f IE) (t) — ei’Z'/th .’L’(t) — (.M,,il?)(t)
(e—iZWﬁtw) (’U,) — /X(V)e—i2wutei2wuu dy = (’];x)(u)

Bien que non-commutatifs, ces opérateurs vérifient une relation de composition mettant
en jeu la notion de commutateur selon:

(2.21)

avec T Popérateur identité. De plus, ces opérateurs commutant avec leur commutateur,
ie.

le lemme de Glauber-Jordan nous fournit une reégle opératorielle de factorisation de Dy,

suivant laquelle [26], [29]:
D, = ei27rufei27rtﬁe%—(i2r)2ut[f,19]

. > s a2 P
—  idmut ilnid ~27 vi(to—it)

= MVT_tC_imJt.

En accord avec le résultat de I’équation (1.58), on retrouve le fait que la fonction
d’ambiguité (symétrique) est, & une conjugaison pres, la valeur moyenne de I'opérateur
Dy,

Par une démarche analogue, on montre que la distribution de Wigner-Ville, dont
on rappelle qu’elle est liée a la fonction d’ambiguité par une double transformation de
Fourier, offre une interprétation duale en termes de valeur moyenne d’opérateur, et plus

précisément [32], [33], [57], [104]:
Wm(t, l/) =2 < Dt,, ﬁ D—-t,—u >u

I est appelé opérateur de parité, et associe & un vecteur z du plan temps-fréquence, une
image symétrique par rapport a l’origine:
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(flo)(t) = 2(—) ; (X)) = X(-v).

Compte tenu des régles opératorielles énoncées ci-dessus, il est toujours possible de
factoriser différemment ’action des opérateurs, et d’écrire en particulier:

Dtu H D-—t,-—u — e-z21rtu (ezZWVtHe—ﬂmzt) esztu.

Sous cette forme, on désigne I’opérateur central par opérateur de parité en fréquence.
Explicitement, son action sur le signal X

(LX) (&) = (™ Te=™"X) () = X(2v - &), (2.22)
formalise le concept de moyenne arithmétique, caractéristique de la distribution de
Wigner-Ville et de sa localisation sur des lois linéaires de modulation. Finalement [56],

Wy(t,v) =2 < PRl | UL (2.23)

Dans une optique comparable, on cherche alors & définir un cadre opératoriel axé sur
la géométrie non linéaire propre aux distributions affines localisées.

A Dinstar de la symétrie ponctuelle, les symétries modifiées par lesquelles les lois de
puissances sont globalement invariantes se déduisent de Paction d’opérateurs de parité
fréquentielle “généralisée”. L’existence de ces opérateurs repose en fait sur la continuité
et la monotonie stricte de la fonction F (on rappelle que F(vy) = H(voy)/vo + 7/2),
lesquelles propriétés assurent a la fonction d’étre inversible. Avec ce nouveau formal-
isme, les contraintes de localisation (équation (2.15)) combinées au changement de vari-
able vF(—v) = £, orientent I’écriture de la distribution © vers une forme propice &
’identification d’un opérateur de parité en fréquence

(b, 1) = /0°° {\/ﬁiiﬁ(—ﬁf‘(-él/(f)/)ﬂ) X(EVF‘l (%)) eiZm/F_l(E/u)t} X*(¢) dt.

Avec cette formulation, I'opérateur de parité fréquentielle que nous proposons peut
s’écrire:

Y
OLI)E) = VEE—vFEv) (5 ~ F(g)) , (2.24)
vF(F=(¢/v)) v

ot F~! fonction inverse de F, introduit une non-linéarité dans la symétrie usuelle de
Wigner-Ville pour la rendre compatible avec les lois de puissances sur lesquelles se lo-
calisent les distributions.

Par suite, en retenant ce choix d’opérateur central dans la relation (2.23), un calcul
direct nous convainc que:

Q(t,v) x< ei2mit () emi2mit 5, (2.25)

Sous cette forme, la classe des distributions & noyaux bi-fréquentiels localisés se préte a
une interprétation en termes de valeur moyenne d’opérateurs de déplacement et de parité
fréquentielle, parité étendue & un contexte plus large que la seule symétrie ponctuelle.
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Interférences: régle de construction et interprétation géométrique

Par nature, toute forme bilinéaire de distributions crée en divers points du plan temps-
fréquence des composantes “artificielles” issues de l'interaction des composantes “signal”.
Une autre facon d’envisager la localisation sur des trajectoires non linéaires de fréquence
instantanée repose alors sur 1’étude de ces interférences, et plus précisément sur celle du
mécanisme de leur génération. Naturellement, la dynamique de la transformation que
subit le signal (i.e. Paction de ’opérateur de parité vu au paragraphe précédent), régente
les principes de construction des interférences, au méme titre qu’elle définit les lois de
localisation des distributions. Par conséquent, une distribution se localise sur une loi de
retard de groupe donnée parce que la trajectoire associée a cette loi est une structure
globalement invariante par les régles de construction interférentielle.

Cette autre approche de la localisation met en exergue toute 'importance de la maitrise
des phénomeénes interférentiels. L’identification des régles de construction de ces in-
terférences présente alors un double intérét:

e pour un contexte précis, elle permet, par anticipation sur le positionnement des
interférences, d’adapter au mieux 'outil d’analyse au signal.

e en inversant la perspective, la connaissances des principes de génération des in-
terférences facilite ’expertise des images délivrées par ces représentations affines.

Nous avons vu que I’équation des phases (2.16) n’admettait de solutions en F' (respec-
tivement en H) que pour des phases du type loi de puissance. Mais indépendamment de
la nature de cette loi, la relation de passage entre spectre de phase et retard de groupe
reste toujours valide. De plus, en posant par commodité d’écriture le changement de
variables:

(2.26)
vF(—y)=v (ﬂml - 1) = Vi,

Vo 2

1’équation (2.16) admet une forme équivalente selon [55]

To(v) =

/ " 7, (0) do. (2.27)

Vo — V1 Juiy

Cette derniére se préte alors & une interprétation géométrique tres simple selon laquelle
la quantité 7,(v) n’est autre que la valeur moyenne du retard de groupe calculée entre
les bornes vy et v,. Par suite et compte tenu de la stricte monotonie de la fonction
7,(v), Pestimation de la valeur v se fait sans ambiguité. Nous notons au passage, que
ce formalisme traduit en termes de moyennes géométriques ce que résumait ’action des
opérateurs de symétrie généralisée du paragraphe précédent. Notamment, un retard de
groupe linéaire (7,(v) = to + av) appliqué & I’équation (2.27) fait ressortir les regles de
composition du point milieu propres & la distribution de Wigner-Ville:

n+ vy v+
<:> V=

,(v)=to+tar=1t+a 5 5
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Retard de groupe

@ (b)

Phase

&(f1)

o(f)
2(f2)

fy f Fréquence L£)

Figure 2.7: (a) Origine de I'existence de la distribution affine ) en un point quelconque
(t,v) du plan temps-fréquence. Les aires grisées de la méme trame sont identiques. Les
surfaces hachurées symbolisent des composantes “signal” - (b) Dans le plan des phases,
deux composantes “signal” interférent en un lieu ot la dérivée de la phase est égale a la
différence finie formée par ®,(11) et ®,(vs).

Dans le cadre plus vaste des lois de puissances, la non-linéarité du retard de groupe
apparait explicitement comme une fonction de pondération dans le calcul de la moyenne.
En ce sens, on peut alors considérer que les mécanismes de construction interférentielle
sont soumis & des principes étendus de moyennes définies sur des mesures 7,(v).

Réciproquement, en se donnant la trace temps-fréquence d’une distribution, on peut
remonter par application du principe relatif & ces géométries modifiées, aux raisons de
son existence.

L’existence d’une distribution affine localisée ) en un point quelconque (¢, )
du plan, résulte de la composition de tous couples (1, 1), (t2, v2) sur lesquels
on ajuste une loi du type particulier 7,(v) (i.e. trajectoire de localisation de
Q) et tels que la valeurs moyenne de cette fonction entre vy et v, corresponde
a la valeur 7,(v).

Rapportée & I’espace des phases, cette regle de construction suggere qu’au point (t,v),
la dérivée ®,(v) est égale a la différence finie prise sur les valeurs P, (1) et Dy(1s).
Les schémas de la figure 2.7 illustrent les deux formes synonymes de cette interprétation.
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Interférences et lois de puissances

En vertu de la seule solvabilité du systéme (2.15) pour des retards de groupe en lois de
puissances, c’est dans ce contexte spécifique que nous cherchons & repérer algébriquement
la position (#;,v;) des interférences par rapport aux composantes “signal”. Ainsi, on
reprend 1’équation (2.27) dans laquelle on exprime le retard de groupe

(V) = to + e,

ce qui nous conduit & une relation fréquentielle entre les valeurs v;, vy et vz, selon:

1w
1,(v) =to+cvft = — /Vl (to-i-cfk"l) d¢
= 750-*-51/5_”{c
k Vy — 1
1 Vé“—uf k-1
== 22— =0 . .
= v (k — k (v1,72) (2.28)

Comme de plus, chaque triplet {(t1,v1), (t2,v2), (4, vi)} s’organise virtuellement sur
une trajectoire de fréquence instantanée d’expression réciproque de 7,(.),

0= (;0-0)" = (zo)

dans laquelle on a posé le changement d’origine o =t — 1o, on obtient par substitution

dans (2.28):

1
K K\ ¥
1 1 =1 (1 k=1
1 k-1 (60.2) (60.1)
a; =
1

<~ U,-"Tl: S E— = Oy (0'1"_170'2}71) (2.29)

Les équations (2.28) et (2.29) peuvent donc se ramener & une écriture remarquable
commune basée sur la seule fonction non linéaire Oy suivant:

w; = 0 (wy,w;), moyennant { wev 1. (2.30)

ouw = gk-1

Quelques cas particuliers

Le cas de la distribution de Wigner-Ville a déja été évoqué comme un membre parti-
culier de la classe affine localisée. On peut néanmoins s’assurer qu’en choisissant k& = 2
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dans I’équation (2.30), la position du point (¢;,#;) coincide avec le milieu géométrique du
segment [(¢1,11), (2, v2)]:
1

v =5 (1 + o)

1 1
7i =5 (U1+02)<:>ti=§ (1 + ta).

2 2

1
Wy - '2—((.01 -+ wg) =

2 Wy — W

De plus, le changement de variables effectué en (2.26) nous permet de revenir a la
fonction de paramétrisation H du cas Wigner-Ville puisque:

v = -;- (u,- (i:;’:’—)+ %) + v (E(V”—j’—)—— %)) = H(vey) = 1o.

On pourrait réitérer cette démarche pour toute valeur arbitraire du parametre k, mais
compte tenu des non-linéarités rencontrées, seules quelques valeurs isolées de ce parametre
fournissent une solution algébrique H au probléme de la localisation. Les simplifications
lides & ces choix particuliers ne sont d’ailleurs pas étrangéres au fait que la plupart des
distributions correspondantes aient déja été 'objet d’attentions d’origines diverses.

e k=1/2.

si= Ouponn) = (2 “—“’_Z—j—f)'l»@% (V& +V&3)

w2

1
Vi = 2 (VV1 + /V2)
- 1, _ -
0'2 1 = 5(0'11-*‘0'21)

La fonction H qui paramétrise la distribution localisée sur le retard de groupe
7,(v) = to + ¢ v™/? est solution de I’équation des phases (2.14):

H(voy) | 7 \/H(Vov) y_ 1
\/71/0 T3 w2 27

& H(vey) = vo (1 + (%)2) & H() = (1 + (ﬁ)z) .

La valeur de la fonction G est donnée par la seconde équation du systéme (2.15)

Gy =1 - (-5-)2.

41/0

Finalement la distribution D résultant de cette double paramétrisation a pour ex-
pression [43]:

Da(t,v) = 1// X (1/ (1 - %)) X* (z/ (1 + %)) (1 - (%)2) e~ gy (2.31)
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e k=20.

Pour établir les régles de construction géométriques qui régissent ce cas, il n’est
pas possible d’appliquer purement et simplement la forme généralisée (2.28). Par
contre, on peut chercher & résoudre directement ’équation fonctionnelle (2.27) en
spécifiant 7,(v) = to + cv™! et en négligeant le changement de variables (2.26):

1 (Hom)/votv/2)
bt vt = — [T (to+c£-l)d£m=log(

H(voy) + yof)
vy Ju(H e =r/2)

H(voy) — 5
3

> < H(¢) =g cothél—/;-.

_ v e'41
& Hvor) = vo (_2— e’ —1

Avec la fonction G déduite des contraintes de localisation,

G(f) — 2v9

. b
sinh %
Vo

on réintroduit, par des arguments de localisation, la distribution unitaire de

Bertrand [14], [13]:

Bit,)=v [ Sin;f(/f X (” sinz(/j/z)e_%> X (” _5}%3/_2)+) e(;l Zm

Les régles ponctuelles d'interférence associées & cette valeur de k, ont déja fait
Pobjet d’une étude particuliere par J. P. Ovarlez dans [94], [93], nous reproduisons
ici, un calcul analogue conforme au choix fait de la paramétrisation des distribu-
tions. En applicant formellement le changement de variables proposé en (2.26) a
ce cas particulier de fonction H, puis en formant le rapport des deux fréquences v,
et vy, 1l vient que:

2 +2X
= e = = .
" v;i—n%h%e 2 "

Enfin, il suffit de rappeler I’égalité qu’implique le changement de variables (2.26)
et selon laquelle,

v(F(y) = F(=7)) = —n =y,
pour établir un lien de passage entre coordonnées fréquentielles des composantes et

position de leur interaction:

Vo — 11 Vo — 11

Vv; =

v logv, —logyy’
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Pour compléter la procédure de construction interférentielle dans le cas de la dis-
tribution de Bertrand, on adopte le point de vue précisant que composantes et
interférence induite appartiennent & une méme loi de puissance (hyperbole en
Poccurrence). En substituant alors dans I’équation ci-dessus 0 =t — ¢y = ¢ v™1, la
localisation des termes croisés est completement définie, puisque:

[ [+
¢ 5% o — o,01(log o3 — log o)
=—9 9N 5= )
o; logi—logé 0y — 01

On vérifie sans peine que les expressions de v; et o; se déduisent de la forme plus
générale suivante:

Wy — Wy

wis logw; — logw;

k=-1.

La distribution résultant de ce choix de parameétre est amenée a se localiser sur des
lois théoriques de retard de groupe de la forme 7,(v) = to + ¢ v~2. Les régles de
construction géométrique s’y rapportant se déduisent aisément de la forme générale
proposée:

= /W1y

_1
wz_l —wl_1> 2

Wy — Wy

w; =0y (w1,wp) = ((—1)

Vi = \/V1V2
=
O; = /0102

Pour cette valeur de k, nous résolvons I’équation (2.14),

Vo Y
s H(voy) = vo /1 + (%)2 o H(E) = |2 + @2

La localisation stricto sensu impose une fonction G telle que

G() =1.

L’expression de la distribution qui s’ensuit correspond a la forme active de la dis-
tribution de Unterberger [112] et s’écrit:

US(t,v) = v / (1 + %1—2) X(y v)X* (% 1/) g2m (1=3) g (2.33)
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Remarque. 1l existe également une forme dite passive de la distribution de Unterberger,
différente de la forme active par I’expression de la fonction G' qui vaut alors:

Vo
i+ ()

La nuance entre ces deux versions de Unterberger ne portant pas sur la fonction H,
forme active et forme passive partagent les mémes regles de symétrie fréquentielle re-
sponsables de la superposition des interférences avec les composantes “signal” de type
loi de puissance (k = —1). Cependant, alors que la réponse “active” préserve une
structure Dirac sur la trajectoire 7,(v), la forme passive offre, sous l’effet convolutif de
JH:G Y (yt) £ §(vt) une signature temps-fréquence délocalisée par rapport & la structure
théorique du signal. La distribution passive de Unterberger ne se concentre pas stricto
sensu sur une trajectoire de modulation du type loi de puissance, de méme qu’elle ne
peut pas préserver les supports temporels des signaux (bien qu’elle soit unitaire).

GP(£) =

La réalité physique de ces modeles de construction des interférences est mise en évidence
de facon spectaculaire lorsqu’on les applique aux structures propres des distributions (i.e.
modulations en lois de puissances). Les neuf signatures temps-fréquence résultant de la
combinaison des trois représentations (D, Bertrand, Unterberger) et de leurs structures
respectives de localisation (k = 0.5, 0, —1), traduisent parfaitement I’adéquation entre
les régles de symétrie et la nature des trajectoires de fréquence instantanée. La relation
d’ordre qui existe entre la puissance k, de la trajectoire signal 7,(v) = to + cvf*1, et
celle k4 propre a la structure de localisation de la distribution, fait alterner ’existence
d’interférences:

1. du coté convexe de la trajectoire si kg < k, (figures 2.9(a), 2.10(a)-(b)),

2. localisées sur la loi théorique de modulation lorsque kg = k,(figures 2.8(a), 2.9(b),
2.10(c))

3. dans la zone de concavité de la fréquence instantanée pour kg > k, (figures 2.8(b)-

(<), 2.9(c)).

Moyennes généralisées

On sait déja & quel point les régles de construction géométrique décrivant la distribu-
tion de Wigner-Ville sont liées au concept de moyenne arithmétique et de point milieu.
La relation de symétrie proposée en (2.33) établit quant & elle une dualité tout aussi
remarquable entre la distribution de Unterberger et le précepte de moyenne géométrique.
On peut d’ailleurs envisager cette régle de composition comme une forme particuliere de
moyenne généralisée (< z >,= p~ (1/N TN, u(z;))), moyennant de considérer comme
fonction p, la transformée logarithmique des variables, ainsi:

logw; = %(logwl + log wy).

75




(a) (b)

Fréquence

Temps

(d) (e)

Figure 2.8: Distribution D (kg = 0.5) et retards de groupe 7,(v) = to + cvFs1, Ligne 1:
Evaluation du lieu théorique des interférences par les régles de construction géométriques.
(a) ks =0.5 - (b) ks =0- (c) k, = —1. Ligne 2: Calcul numérique de la distribution D.
(d) ks =05 - (e) ks =0- (f) k, = —1.

® ®)

()

(f)

(©)

Fréquence

Temps

(d) (€)

(f)

Figure 2.9: Distribution unitaire de Bertrand (ks = 0) et retards de groupe 7y(v) =
to + cv¥e~1. Ligne 1: Evaluation du lieu théorique des interférences par les régles de
construction géométriques. (a) k, = 0.5 - (b) ks =0 - (¢) ks = —1. Ligne 2: Calcul
numérique de la distribution (unitaire) de Bertrand. (d) k, = 0.5 - (¢) ks = 0 - (f)

ks = —1.
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(2) (b) (c)

Fréquence

Temps

(d) ()
Figure 2.10: Distribution active de Unterberger (ks = —1) et retards de groupe 7,(v) =
to + cvFe=1. Ligne 1: Evaluation du lieu théorique des interférences par les regles de
construction géométriques. (a) k, = 0.5 - (b) k, = 0 - (c) k, = —1. Ligne 2: Calcul
numérique de la distribution (active) de Unterberger. (d) k, = 0.5 - (e) ks = 0 - (f)
k, = —1.

Le modéle de moyenne géométrique est encore plus évident sur la distribution D, ou la
non-linéarité des arguments se manifeste & travers la fonction racine carrée (éq. (2.31)).

Dans le plan temps-fréquence, ces transformations non linéaires (logarithme ou racine
carrée) prennent une dimension trés naturelle puisqu’elles définissent des dynamiques
nouvelles d’axes par rapport auxquelles les structures propres de localisation (i.e. lois de
puissances) deviennent linéaires (e.g. k = —1 = 0 = cv™? & logo = —2c log v). Il est
toutefois important de noter qu'une transformation logarithmique sur les variables o et v
est toujours suffisante & la linéarisation d’une loi de puissance, mais elle ne garantit pas
dans le cas général, la commutation des symétries © en une régle généralisée de point
milieu.

De plus, ces deux seuls exemples de moyenne généralisée ne présument en rien de
I’existence d’une moyenne généralisée adaptée & chaque valeur du parametre k. Bien au
contraire, elle s’avérent n’étre que des situations favorables d’un contexte généralement
plus complexe.

On peut en effet formaliser ce probleme en cherchant la fonction yy telle que:

<o > 0 (Sa(00) + pa(en))) = (Oulinyn)) = 5 (ulen) + ().

Faisons alors I’hypothése de fonctions py, Oy et de leurs dérivées premieres continues
et dérivables sur IR (resp. sur IR?). Aprés double dérivation, ’égalité ci-dessus devient:

(s




6(m)k((")h"‘)Z) 8(’)k((4)1,(.02) + a2®k(wlaw2) —

fir (Ok (w1, w2)) o Ows (O (wi, w2)) Ow, Ow, -

Lx étant une fonction de la variable réelle, cette équation différentielle n’a de sens que si
le rapport

. 329 ,
fir (O (wy,ws)) __ *gﬁf‘—;ﬁf—z—l
fir (Or (w1, wa)) aekg:’“’?) 39k§:; wa)

dépend seulement de ©4. Or, il est facile de se convaincre que ce rapport n’est pas
toujours une fonction de ©; uniquement. Par exemple, dans le cas de la distribution
unitaire de Bertrand (k = 0):

Wy — w1
0g Wy — logwn
32@o!w1 Ww2) 1 1
:> _ 8(4)18(4)2 _ _I_
- ?
3@05(:;@2) aeogz,wz) wy — Og(wr,wn) ~ wy — Og(wr,ws)

il n’est donc pas possible de résoudre ’équation différentielle en supposant que g est
fonction d’une seule variable. Par contre, si 'on reprend ’exemple de la distribution D,
le rapport des dérivées partielles de ©,/, valant:

629k!w1,w2! 1 1
_ dwy Bwy -
80k (wyw2) 09k (wywa) 20 W1 W )
duwn Owz 1/2( L 2)

Péquation en g/, se résoud comme une équation différentielle usuelle et donne le résultat
connu:

f1/2(©1/2) d_ 1. 11
. (o) (“) T e e
f1172(01/2) dOy/, 8fi1/2(O1/2) 2 Oy,
= log fi1/5(01/2) = log
1/2

= p1/2(01/2) < 1/O1.

On peut cependant restreindre le cadre de cette étude aux signaux a bande étroite.
Dans ce cas, on cherche a résoudre ’équation différentielle dans la limite des w, tendant
vers wy. Formellement, la grandeur ©4 ne dépend plus que de la valeur de w; par la
relation:

w;i_l%} @k(wl,wz) =W,
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Table 2.1: Formes exactes (k = 2,0.5) ou approchées (k = 0,—1) jip des transfor-
mations non linéaires définissant les moyennes généralisées de construction géométrique
pour quelques valeurs de k.

k Distributions fi (w)
2 distribution de Wigner-Ville w
0.5 distribution D wl/?
0 distribution unitaire de Bertrand w3
-1 | distribution de Unterberger (forme active) | logw

De la méme fagon, on évalue les différentes limites:

wp —wi awl

hm 6®k(w1,w2) _
wg —w1 aU)2

. aZGk(wl,WQ) 1k-2
lm —————~ = ——
we—w1 Oy 0w, 12 wy

BN = B[ =

qui donc, nous conduisent & ’équation différentielle simplifiée et & la solution approchée
i

fir,(w1) d |, . 1 k-2
: = —1Ilo = —

k=2

= log jij(wr) = logw; ®

. 3 ki1 k41
= ﬂk(uﬁ) = m w13 X w13 . (234)

Estimée aux valeurs particulieres de k pour lesquelles on sait exister une forme exacte
de moyenne généralisée, la fonction fi; coincide avec les expressions vraies de py, (celles-ci
restant valables méme dans la limite des signaux & bande étroite). C’est par exemple le

cas pour k = —1 ol il faut reprendre 'équation différentielle log fi;(w;) = log w§k—2)/ % qui
devient

. 1
log ﬂ’—l(wl) = 57

et dont la solution triviale est donnée par

p—1(w) = logw.
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En fonction de k, une procédure intéressante nous permet de comparer 1’évolution du
lieu d’interférence (t;,v;) issu de deux points fixes arbitraires du plan temps-fréquence,
selon qu’on applique les régles exactes de construction géométrique (équation (2.28) et
(2.29)), ou Pexpression approchée de moyenne généralisée (équation (2.34)).

Les figures 2.11(a) et 2.11(b) témoignent alors d’une trés bonne conformité entre
version exacte et approchée des régles d’interférences ponctuelles lorsque k parcourt
Dintervalle approximatif [—1,2], les deux trajectoires pouvant alors se superposer sans
révéler de différence notable. En dehors de ces valeurs, la divergence des trajectoires
rappelle qu’en tout état de cause, I’approximation faite n’est valide que dans la lim-
ite des signaux & bande relative étroite, hypothése qui, en 'occurrence, n’est pas vérifiée
(Av/v ~ 2). On peut cependant rejouer les mémes procédures sur une situation de bande
relative effectivement étroite (Av/v ~ 0.2) et vérifier que la cohérence entre les deux con-
structions (exactes et approchée) se prolonge au dela des seuils trouvés précedemment

(figure 2.12).

(a) (b)
0.5 T T T T 0.5 T T
(1) (try 1)
0.45 0.45
k=18
0.4 04
(tiv i)
0.35 0.35
03 03
g_ 025y e Dist. Wigner-Ville (k = 2) % 025 F e Dist. Wigner-Ville (k = 2)
g L e -
02 2 Dist. D (k=0.5) 02 Dist. D (k = 0.5)
Dist. = Dist. k=
0.15 ist. Bertrand (k 0) 0.15 ist. Bertrand (k = 0)
Dist. Unterberger (k = —1) Dist. Unterberger (k= -1)
0.1 0.1
0.05 1 0.05
e — k=~15
k=15 (ts, 1) (ta,v2)
0 . . . . 0 : . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Temps Temps

Figure 2.11: A partir de deux points arbitraires (t,,v1) et (t2, ;) du plan temps-fréquence,
on repére la position théorique (t;,v;) du lieu de leur interférence, pour —15 < k < 18.
(a) En appliquant les régles de construction géométrique exactes (équations (2.28) et
(2.29)) - (b) En utilisant approximation de moyenne généralisée (équation (2.34)).

Dans le méme temps, on note que les points milieux (au sens des moyennes généralisées)
convergent massivemnent vers le milieu arithmétique du segment, en accord avec le fait que
la distribution de Wigner-Ville est le cas limite bande étroite pour toutes ces distributions
affines localisées.

Par ailleurs, P. et J. Bertrand montrent en [14] que la forme obtenue en moyennant les
distributions associées aux cas limites ¥ — oo et k — —oo tend vers la distribution de
Rihaczek [101]. Parallélement, ’étude interférentielle des distributions de Wigner-Ville
généralisées [66] (dont la distribution de Rihaczek est un cas particulier), nous apprend
que deux composantes d’un signal, centrées en (t1,71) et (t2,v2), interferent par la distri-
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Temps Temps

Figure 2.12: Mémes constructions qu'en 2.11 mais dans le cas de signaux a bandes
étroites.

bution de Rihaczek, en deux zones du plan temps-fréquence repérées par les coordonnées
(t1,v2), respectivement (tg,11). Pour sa part, le diagramme 2.11(a) fait le lien entre ces
deux résultats indépendants puisque la trajectoire des points d’interférence se dirige pour
les valeurs k = —15 et k = 18 vers les extrémités de la diagonale [(t1, v2), (t2,11)].

Sur des structures de signaux plus “complexes” que des lois de puissances (cf. figures
2.8, 2.9 et 2.10), ces régles de construction, qu’elles soient exactes ou, sur le domaine
de validité de k, approchées par une extension non linéaire de moyenne arithmétique,
fournissent des réseaux d’interférences internes trés révélateurs des géométries mises en
jeu. Par exemple, 'image de la figure 2.13 montre les zones théoriques d’existence de
la distribution de Wigner-Ville calculée sur une modulation sinusoidale de fréquence,
ainsi que Pévaluation numérique de la distribution sur le signal correspondant (dans ce
dernier cas, on note la présence d’interférences additionnelles qui s’expliquent par le choix
d’une fenétre rectangulaire pour limiter la durée du signal). Les régles de point milieu
qui caractérisent ce cas expliquent que les points d’inflexion repérés par I et I " solent le
centre d’une infinité de cordes joignant deux points symétriques de la structure du signal.

La méme analyse effectuée avec la distribution unitaire de Bertrand (figure 2.14) ne
fait plus apparaitre ces points multiples puisqu’ils ne sont plus les points d’intersection
d’une infinité d’hyperboles passant par deux points du signal et symétriques (au sens de
la moyenne généralisée).

En fait, les points multiples I et I' sont par construction, des points tres instables qui

se délocalisent vite lorsque le parametre k s’éloigne légerement de la valeur critique 2
(figure 2.15).
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()

Fréquence

Temps

Figure 2.13: (a) Loi théorique de fréquence instantanée d’un signal modulé si-
nusoidalement - (b) Estimation par application de la moyenne généralisée du lieu des
interférences générées par la distribution de Wigner-Ville - (c) Représentation de la dis-
tribution de “Wigner-Ville” calculée sur le méme signal. On note que les points d’inflexion
de la loi de modulation correspondent & des points multiples pour la symétrie du point
milieu, ils sont repérés par une forte concentration énergétique.

82




(a)

Fréquence

Temps

Figure 2.14: (a) Loi théorique de fréquence instantanée d’un signal modulé si-
nusoidalement - (b) Estimation par application de la moyenne généralisée du lieu des
interférences générées par la distribution unitaire de Bertrand - (c) Représentation de la
distribution unitaire de “Bertand” calculée sur le méme signal.

83




Fréquence
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Figure 2.15: Comportement théorique des distributions localisées affines correspondantes
4 des valeurs voisines de k = 2. De haut en bas: k = 2.5, k = 2.25, k = 2, k = 1.75,
k=1.5.
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Bien qu’il ne semble pas y avoir de points multiples sur ces structures soumises a des
symétrie non linéaires (il faudrait pour cela que la loi de fréquence instantanée présente
des points d’inflexion redéfinis sur chaque géométrie modifiée particuliere), on note cepen-
dant des zones de fortes concentrations. Celles-ci correspondent en général & des (3)
points de rebroussement pour la régle construction ponctuelle, (ii) a des nauds, lieus
d’intersection d’un grand nombre de lois de puissance joignant chacune un couple de
points de la fréquence instantanée. Ces zones de forte concentration varient notablement
pour de faibles variations du parametre k (figure 2.16)

T T T T T

Fréquence

Temps

Figure 2.16: Application des régles de construction ponctuelle correspondantes a des
variations de k autour de la valeur 0. De haut en bas: k=1, k= 0.5, k=0, k = —0.5,
k=-1.
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D’un point de vue visuel, les structures interférentielles autres que celle liée a la distri-
bution de Wigner-Ville, peuvent toutes s’interpréter comme une anamorphose de celle-ci.
Symboliquement, la “torsion” s’éxercant sur la distribution de Wigner-Ville est du méme
ordre que celle qui agirait sur une droite pour la transformer en loi de puissance. On peut
alors par rapport & la distribution de Wigner-Ville, accentuer 1'effet de cette “torsion”
(k — —oo, figure 2.17), ou au contraire inverser le sens de son action (k — oo, figure

2.18).

Fréquence

Temps

Figure 2.17: Sur un signal modulé sinusoidalement en fréquence, application des régles
de symétries non linéaires associées & une évolution négative du parametre k. De haut

en bas k=-2,k=—4, k= -8, k=-15.
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Figure 2.18: Sur un signal modulé sinusoidalement en fréquence, application des regles

de symétries non linéaires associées & une évolution positive du paramétre k. De haut en
bask=3,k=4,k=5,k=6,k=10.
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Nous n’avons jusqu’a présent appliqué les régles de construction géométrique qu’a des
contextes d’interférences internes (i.e. générées par un signal mono-composante), mais
rien ne limite la validité de ces symétries non linéaires & ce cas particulier.
d’exemple considérons le signal formé de deux modulations hyperboliques de fréquence,
et de concavités opposées. La distribution de Bertrand, bien que localisée sur ce type de
loi de modulation fait apparaitre alors des interférences externes issues de I'interaction des
deux composantes (figure 2.19). De plus, la structure du signal est telle que sa signature
théorique offre un axe de symétrie verticale. Par suite, chaque point (11, fi) d’une des
hyperboles interfére avec son homologue “miroir” (t3, f1) situé sur ’autre hyperbole en
un point de méme fréquence f; et situé & mi-chemin (¢; +1;)/2, et ce, bien que les regles

de symétrie appliquées ne soient pas celles du point milieu.

(a)

A titre

Frequence

(b)

\“\sv \4.., yod

-50 0 50 -50
Temps

0
Temps

50

Figure 2.19: (a) Profil des interférences externes générées par la distribution unitaire
de Bertrand, dans le cas de deux signaux modulés hyperboliquement en fréquence - (b)

Evaluation numérique correspondante.

Enfin, pour préciser le comportement de ces termes croisés, reprenons le signal de la
figure 1.1 constitué de quatre atomes gaussiens symétriquement répartis dans le plan
temps-fréquence. Globalement, deux composantes de fréquence identique interférent a
cette méme fréquence et & mi-chemin entre elles. Cependant ce résultat est assorti d’un
discernement supplémentaire relatif 3 la largeur de bande relative des composantes. Plus
précisément, les deux composantes haute fréquence interferent par des lois de construction
ponctuelle comparables & celles du cas Wigner-Ville, en accord avec le fait que toutes ces
ditributions affines localisées convergent dans la limite des bandes relatives étroites vers
la distribution de Wigner-Ville. Par contre, cette approximation n’est plus valide pour
les deux composantes situées 3 basse fréquence, et bien que celles-ci vivent a la méme
fréquence, le principe par lequel elles interferent reste attaché au type de distribution
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Cette étude s’applique sans restriction & la localisation des termes croisés issus de com-
posantes synchrones. L’interférence apparait alors a la méme date, mais & une position
fréquentielle qui, par rapport 3 la fréquence milieu de Wigner-Ville subit une correction
d’autant plus importante que I’hypothése de bande relative étroite ne s’applique pas.

Précisons que la disposition rectangulaire des composantes, combinée aux regles de
point milieu propres & Wigner-Ville fait interférer les composantes diagonales en une
méme région du plan (les diagonales d’un rectangle se coupant en leur milieu). Cette
superposition n’est plus valable pour k # 2 puisqu’alors le point d’intersection des deux
lois de puissance joignant les composantes diagonalement opposées ne correspond plus
au milieu respectif des longueurs d’arc.
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Figure 2.20: (a) Profil des interférences externes générées par la distribution unitaire de
Bertrand, dans le cas de quatre atomes répartis sur les coins d’un rectangle dans le plan
temps-fréquence. - (b) Evaluation numérique de la distribution dans ce contexte.

Une description empirique des oscillations

Si, dans une phase ultérieure, on veut rationnaliser le type de post-traitement a ef-
fectuer sur les distributions pour en atténuer les interférences, la caractérisation locale
des oscillations de ces termes est une donnée essentielle. Sur ce point, I’état actuel de nos
travaux se limite & des remarques d’ordre général, motivées par certaines observations et
inspirées en partie des résultats développés sur la distribution de Wigner-Ville [66].

Par exemple, considérons une gaussienne centrée sur la date %o, modulée par une
fréquence pure vy, et construisons deux images de celle-ci par translations symétriques
en (to + 7, v + 0), respectivement (to — 7,v0 — 6). Sur le signal formé par la somme
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de ces deux atomes reproduits, on calcule une distribution de Wigner-Ville. Un résultat
connu [66] nous montre alors que le terme croisé résultant de I'interaction des deux com-
posantes est égal (& un facteur 2 prés) & la propre distribution de Wigner-Ville de ’atome
générateur assortie d’une modulation que ’on sait caractériser ponctuellement. En effet,
deux points pris chacun sur I'une des composantes, interferent au milieu géométrique
du segment qui les joint (en accord avec la régle de construction du point milieu) et
localement, la direction principale des oscillations est orthogonale & ce segment. On sait
également que la fréquence du battement est alors proportionnelle & la différence des
dates et des fréquences repérant le bipoint.

On se propose alors de jouer le méme essai sur la distribution de Bertrand, mais
relativement & des composantes qui se déduisent de ’action des opérateurs par lesquels
la distribution est covariante, sur un atome de référence. En 'occurrence la distribution
de Bertrand étant covariante par translation hyperbolique en temps, si zo(t) = z(t — o)
est un logon modulé translaté en to, les versions dupliquées de celui-ci s’obtiennent par
deux dilatations symétriques (au sens de la géométrie généralisée étudiée précédemment)
de facteur F(vo) et F(—7) (la fonction F' étant celle définie en (2.26) et yo un réel
arbitraire),

21(t) = @ (F(%J) - to) ot z3(t) = @ (Ti%ﬁ - t0> .

Le “centre” des composantes z, £; et 23 se situent alors dans le plan temps-fréquence
sur une méme trajectoire hyperbolique.

Sans faire le calcul explicite de la distribution de Bertrand appliquée a la somme 4 (t)+
2,(t), on voit sur ’évaluation numérique de la figure 2.21, que le terme interférentiel peut
se superposer (en termes de localisation et d’enveloppe dans le plan temps-fréquence) a la
distribution de Bertrand de I’atome générateur xo. Les oscillations semblent former quant
A elles un réseau d’hyperboles cohérent (i) avec la geométrie naturelle de la distribution,
(ii) avec la procédure de génération des composantes. Localement, il apparait aussi que
Porientation de ces oscillations privilégie une direction principale: celle de la normale a
la tangente & I’hyperbole joignant les deux points qui créent I'interférence ponctuelle.

La relation de passage entre I’atome générateur et les deux répliques du signal est en
grande partie responsable de 1'organisation du terme croisé selon un réseau d’hyperboles.
Cette structure réguliere n’est évidemment pas maintenue si les versions clénées de
Patome de référence ne respectent plus les propriétés intrinséques de covariance de la
distribution. En particulier, des versions translatées symétriquement en temps et en
fréquence, fournissent des interférences dont les directions d’oscillation se distribuent de
facon plus erratique dans le plan temps-fréquence (figure 2.22). Toutefois, il n’en reste pas
moins vrai que localement, ’orientation des battements se déduit encore de la tangente
a I’hyperbole passant par les deux points en interaction.

Enfin, on peut vérifier qu’en vertue des régles de construction ponctuelle des in-
terférences, le support temps-fréquence de celles-ci est borné par les deux hyperboles
extrémes que l'on peut faire passer par deux points pris sur chacune des composantes®.

5Ce résultat repose sur I’hypothése implicite que les composantes sont a support compact en temps
et en fréquence
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Figure 2.21: - (a) Distribution de Bertrand estimée sur un logon gaussien modulé en
fréquence (vo = 0.15Hz) et centré sur la date to = 24s - (b) Distribution de Bertrand es-
timée sur deux versions dilatées (F(vo) = 0.487 et F(—v0) = 1.787) du signal générateur
décrit en (a).

Frequence

Figure 2.22: Distribution unitaire de Bertrand évaluée sur un signal composé de deux
atomes gaussiens (obtenus par translations symétriques en temps et en fréquence d’un
méme modéle). Le terme croisé résultant de interférence des deux composantes se lo-
calise entre deux hyperboles frontiéres passant par les composantes “signal”. La direction
locale des oscillations est déterminée par la normale & I’hyperbole joignant le bipoint en
interaction.

91




2.3.5 Extension & trois parameétres du groupe affine

L’étude des distributions affines & noyaux bi-fréquentiels localisés faite aux paragraphes
précédents repose essentiellement sur les propriétés de localisation de ces représentations.
Par le jeu de régles de symétries simples, nous avons essayé de comprendre et de vulgariser
les mécanismes a priori complexes liés & ces structures non linéaires peu usuelles, et c’est
dans cette philosophie que s’inscrit principalement 1’originalité de ce travail.

Toutefois, nous avons cité en introduction du paragraphe §2.3, il existe une cadre
formel mathématique associé a cette famille de distributions. Celui-ci traduit la con-
trainte de localisation sur des lois de retards de groupe non-linéaires, en termes de
représentation d’un groupe de Lie d trois paramétres [14], [13], [15], [93]. Les distributions
considérées devant rester covariantes par translation en temps et changement d’échelle,
le groupe correspondant doit implicitement intégrer I’algebre affine du groupe du méme
nom. De plus, imposer sur les représentations des contraintes supplémentaires de local-
isation sur des lois non linéaires élargit la dimension du groupe & trois parametres. La
nature de la non-linéarité, repérée par le parametre k, se reflete également dans la struc-
ture du groupe recherché. On montre alors [69] que les seuls groupes (& trois parametres)
solubles tels que leur algebre de Lie inclue également ’algebre de Lie affine, ont pour loi
de composition interne:

(a,b,¢) e (a,b,¢) = (ad', b+ ab/,c+ dac) — groupe Gi, k#0,1
(a,b,c) e (a',b,) = (ad',b+abl,c+ ) — groupe Gy (2.35)
(a,b,c)e (a',V,c) = (ad,b+ ab/ + alog(a)d,c+ ac’) — groupe G;.

J. Bertrand et P. Bertrand ont alors montré que la seule représentation de ’espace des
phases assurant la commutativité des diagrammes suivants

pour k # 0,1 : z(t) — (7e(a, b, ¢) z)(t),
! !

Pi(t,y) — Pulat—b— keLya™*vF! a~1p))
pour k=0 : o(t) —> (7o(a, b, c) 2)(t)
! !
Po(t,v) — Pulat—b— keLoav™,a"'v))
pourk=1:  aft) — (11(a,b,¢) 2)(1),

! !

P,(t,v) — Pylat—b—c(l+logla™'v) + Ly),a "))
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ot vi(a, b, c) sont les représentations unitaires des groupes Gy (cf. déf. 1.2) et Ly, Lo, Ly
des constantes, s’écrit:

P®)(t,v) = p¥r+? / X (A (w)p) X* O (—u)p)e2m s =2 0) (1) du. (2.36)

Le coefficient r est relatif & 1’espace des fonctions H sur lequel est définie la représentation
7, la norme associée a cet espace étant:

| X ||= /IR+ IX(v)|* v* ! dv < oo.

Les fonction Ay et p; sont des nouvelles fonctions de paramétrisation de cette classe
affine “étendue”. On peut néanmois, comme pour la terminologie basé sur les fonction H
et G, réduire d’un ordre le degré de liberté de cette paramétrisation, en imposant notam-
ment la localisation temporelle. Dans ces conditions, la fonction py est fonctionnellement
dépendante de Ay par la relation:

& (ulw) = M)

=

i = (Ae(u) k(=)™
et ’expression générale de A\ est donnée par:
“u =
M(w) = (bS5, k#£0,1
Ao(U) = e—_:'%l_’ k=0

M(u) = exp (1 + e“fu—_ul) , k=1

Les deux dernieres versions \g et A\; se déduisent de A; par contininuité.
A titre d’exemple, et en remarquant que Ay vérifie la relation

Me(u)
)\k(—u) B ’

on peut vérifier la spécificité hyperbolique liée & la classe de Bertrand. Pour cela
réécrivons 1’équation des phase (2.14) a partir de 'expression:

PO(t,v) =
v / X O (w)2) X (=)0 2 OR=2=) /X ()N (—u) d(h (1) — A(—u1)).

En considérant un signal analytique de la forme X4(v) = y=3¢%=(") et en imposant
g yuq ) p

la localisation de P,(t,v) sur le retard de groupe correspondant, on obtient la condition
immédiate suivante sur ®,:

D, (M ()v) — Bu(Me(—u)r) = v(Ap(u) — M(—u))®u(v). (2.37)
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Lorsque de plus on tient compte d’une phase du type loi de puissance, il s’agit alors
de résoudre le systéme d’équations:

{ M) = M) = H(he() — M(—u)
Me(—u) = e A (u)

dont la solution unique est bien \;, que ’on peut encore écrire sous la forme:
b\ .
— =307 (e?,e72).

avec Oy la fonction définie en (2.28).

Un avantage certain de cet autre formalisme de la classe affine localisée est de pouvoir
associer & chaque valeur du coefficient k, 'expression algébrique d’une distribution affine
bilinéaire parfaitement localisée sur le retard de groupe correspondant.

Enfin, nous concluerons en soulignant que les résultats proposés, pour certains existant
déja A travers les travaux de J. Bertrand et P. Bertrand, sont tous duals de propriétés
liées a la théorie des groupes. Notre dessein était ici, d’aborder par le biais original de
constructions géométriques cet outil d’analyse temps-fréquence qui aujourd’hui encore
peut paraitre ésotérique par certains de ses aspects.

2.3.6 La distribution de Altes-Marinovic

Bien que n’appartenant pas & la classe des distributions affines (et a fortiori a la
classe des distributions affines localisées) car elle n’est pas covariante par translation en
temps, la représentation de Altes-Marinovic [3], [88] (équation 1.68) mérite par son statut
générateur de la classe hyperbolique une attention toute particuliere [97], [96], [98]. En
effet, il est facile de vérifier qu’elle se localise sur une loi de retard de groupe hyperbolique
d’origine temporelle nulle, selon

___1__1'27rclou 1
X0)= e (14 7).

De plus, la discussion menée au paragraphe 1.3.2 nous ayant appris une regle
d’équivalence simple entre représentations de la classe de Cohen et représentations de
la classe hyperbolique, on peut présumer d’une correspondance de méme nature entre
les propriétés respectives de ces distributions. En particulier, on profite de cette du-
alité entre classes, pour inférer de la formule des interférences due & Janssen (équation
1.30), une écriture corollaire relative & la distribution de Altes®. Pour cela, précisons
la relation (1.30) exprimée sur le signal (Uy X)(v) évaluée au point de coordonnées

((tV)/fr ) fr IOg(V/fr)), 11 vient

$Dans une étude simultanée et indépendante de la nétre, les travaux de F. Hlawatsch, A. Papandreou
et G.F. Boudreaux-Bartels font état d’un résultat analogue & celui que nous nous proposons d’établir.
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W(L(HX) (f,r 5, f’r log -fTT' — 5) d‘Tdf.

W(UHX) (f 7fr10g )

Compte tenu de la loi de passage donnée en (1.69), on peut substituer dans ’équation
ci-dessus la distribution de Altes @), & la distribution de Wigner, ainsi

1Q(t,)]* = /me ((tf—y + %) e?—rl(fflogfir"‘%),fref;(frbgf%+§))

0. (i - 5) ertres=) bl

= //Qz ((t—}— Tfr)e i 1/62fr) Qe (( Tfr) e?lr,ve 2;,) drde.

Finalement, en posant le changement de variables e¢/2/r = /7> la formule recherchée
a pour expression

o= [ [0y (+3)5) (B (-E). ) 4
(2.38)

Les régles de compositions par lesquelles la distribution de Altes interfere sont claire-
ment régies par des opérations affines (facteur +/f) responsables de sa localisation sur
des lois de modulation hyperboliques en fréquence.

2.4 Résumons...

Au terme de ce chapitre, nous avons voulu insister sur la diversité des représentations
bilinéaires affines pouvant se cacher derriere la paramétrisation (1.52). Les deux types
de noyaux qui ont été développés définissent en particulier deux orientations distinctes
d’exploration de la classe affine.

Le lissage affine, tout en préservant la géométrie propre de la distribution de Wigner-
Ville (et dans quelques cas certaines de ses propriétés relatives aux lois d’échelle), per-
met dans une certaine mesure, d’en supprimer les interférences. C’est principalement
dans cette optique que 'on peut chercher & rationaliser le choix du type de noyaux
de convolution affine par rapport & une signature temps-fréquence donnée. Ce faisant,
les représentations qui en dérivent restent sous domaine d’influence de la distribution de
Wigner-Ville et plus ou moins directement les mécanismes de construction interférentielle
selon les regles du point milieu s’y retrouvent. Par contre, ce n’est plus vrai lorsque I’on
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recourt aux noyaux bi-fréquentiels localisés. Ceux-ci permettent en effet de sortir du giron
de la distribution de Wigner-Ville en introduisant de nouvelles représentations bilinéaires
(unitaires pour certaines) obéissant & des regles de construction ponctuelle basées sur
une géométrie modifiée. La démarche que nous avons adoptée dans ce chapitre tendait
a prouver ’aspect biunivoque des liens entre ces géométries généralisées et quelques dis-
tributions affines localisées.

Fort des relations de passage entre représentations unitaires localisées, rien ne s’oppose
par la suite & articuler ’ensemble de la classe affine autour de I'une de ces nouvelles
distributions en lieu et place de la distribution de Wigner-Ville [14], [105] .
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3. Applications
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Au cours du premier chapitre, nous avons rappelé quelques unes des motivations
qui furent & lorigine des représentations bi-dimensionnelles des signaux. L’intérét
porté aux processus non-stationnaires a été un catalyseur notable dans 1’évolution des
méthodes de description conjointe en temps et en fréquence, méthode dont I’enjeu vise
schématiquement & lire un signal comme on le ferait d’une partition musicale.

Pour sa part, le deuxiéme chapitre nous sensibilise & la pertinence d’autres modeles
d’analyse, parmi lesquels les distributions temps-échelle occupent une place de choix.
Dans cette direction, les points de vue relatifs & la dimension d’échelle sont alors souvent
complémentaires de ceux inspirés par la notion de fréquence, comme peut 1’étre par
analogie, le concept d’accord en solfége face & celui de note.

Si ces deux types de représentations ne se font pas concurrence en termes de contenu
informatif, les propriétés qui les accompagnent offrent cependant deux lectures différentes
d’une méme information. En ce sens il est des champs d’applications pour lesquels
analyses temps-échelle ou temps-fréquence ne sont pas d’un attrait comparable (on sait
par exemple que la distribution de Wigner-Ville est un outil particulierement bien adapté
dans le suivi de lois de fréquences instantanées).

Réciproquement, on devine que les représentations énergétiques affines, par leurs
spécificités, ouvrent la voie d’applications vers lesquelles les analyses temps-fréquence
étaient mal orientées. Dans ce dernier chapitre, nous évoquerons donc quelques-unes
des problématiques, en lien avec des situations physiques concretes, pour lesquelles les
potentialités des distributions temps-échelle sont d’un recours avantageux.

3.1 Détection. Estimation

3.1.1 Place des représentations énergétiques dans la discipline

Une vue pragmatique simple permet de bien cerner le probleme posé par la théorie de
la. détection binaire en traitement du signal:

Disposant d’un signal z de référence’, on cherche a localiser dans une ob-
servation y (généralement perturbée additivement d’un bruit b)* une version
(éventuellement transformée (Vz))? de celui-ci.

Les deux seuls états auxquels peut étre confronté un tel systéme relevent ensuite du
couple d’hypotheses suivantes [111]:

{Ho . y(t) = b(t) 51)
H1 : y(t)=b@) + Vz)(t).

lon fera 'hypothése simplificatrice que z est déterministe et d’énergie F, finie sur un intervalle
d’observation (T")

2} sera supposé Gaussien centré stationnaire et & corrélation microscopique ry(t—s) = E(b(t)b*(s)) =
c26(t — s). De plus, b et & sont indépendants

30n restreindra le champ de cette étude aux transformations V' unitaires (i.e. || (Vz) ||*=|| = |2= E,

dans L?(IR))
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La finalité d’un détecteur consiste alors & dériver de ’observation y une fonction A qui,
apres comparaison avec un seuil fixe o, soit indicatrice de 1’état instantané du systeme

H1

A(y) 2 o.
HO

Comme ’on peut s’y attendre, la discrimination entre hypotheses HO et H1 qu’entraine
ce seuillage est entachée d’une marge d’erreur provenant du franchissement accidentel de
.

Sous hypothése gaussienne, pour détecter le signal & une information de phase prés (ce
qui, dans le cadre des distributions énergétiques conjointes, est ce que ’on pourra espérer
de mieux compte tenu de la perte incontournable du référentiel des phases), on peut faire
appel a un critere de maximum de vraisemblance. En I'occurrence, la stratégie optimale
qui ressort met en jeu une image du module (carré) de la sortie du filtre adapté classique

[117],

2
= | <y,&> % (3.2)

Aw) =|[ v @ a

Dans ce cas de détecteur semi-cohérent, il est facile de vérifier que le rapport signal
sur bruit (s/b) défini par*

_ [EAG)IHY) — E(A(y)|HO)|

s/b)(A 3.3
N [var (A(y)| HO)]/* &9
atteint alors sa borne maximale, ¢’est-a-dire
E,
$/0)jmax =—- .
(5/B)ma(h) = 72 (3.4

En choisissant volontairement de travailler sur I’enveloppe carrée de la sortie du fil-
tre adapté, on devine le lien possible entre filtrage adapté classique et représentations
énergétiques de signaux. Il suffit pour cela de remarquer qu’en faisant usage d’une dis-
tribution unitaire (cf. tableau 1.1), il est possible de réécrire la sortie du détecteur (3.2)
selon

Ay) = |<y,a> = / C,(t, v; ) Cy(t, v; IT) didv,

la borne maximale (3.4) étant évidemment atteinte dans ce contexte.

Bien que lefficacité de ces méthodes monodimensionnelles soit depuis longtemps re-
connue, il est donc possible d’envisager le probléeme de la détection du point de vue plus
large des représentations conjointes des signaux. Symboliquement le probleme posé étant
toujours celui de la reconnaissance d’une structure dans un environnement complexe, on
peut considérer un gabarit de filtre adapté, calqué sur la signature temps-fréquence du
signal. L’image délivrée par ces méthodes peut alors, dans certains contextes, caractériser

4Cette définition de (s/b) n’est pas unique. Certains auteurs proposent notament d’utiliser dans ce
rapport la variance sur A conditionnellement & I’hypothése H1, soit [var (A(y)|H 1)]1/ % [16]
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de maniére plus pertinente la structure du signal et par conséquent faciliter son identi-
fication dans l’observation. L’analogie musicale présentée en début de chapitre souscrit
d’ailleurs parfaitement & ce point de vue. En effet, s'il est difficile pour une oreille peu
mélomane de localiser un “la” dans une mélodie, il est par contre trivial de repérer cette
méme note sur la partition musicale correspondante.

En nous limitant volontairement au cadre des distributions de la classe affine, le systeme
d’hypothéses (3.1) peut alors se réécrire & partir du formalisme (1.52) selon

{ HO & Qy(ta=wo/v;T) = Y(t,a = w/v;1D) (3.5)

H1 : Q,(t,a=w/v;II) = Qpe(t, a = vo/v;1I).

Par suite, pour repérer les deux états en compétition de £, on peut également imag-
iner d’extrapoler la structure corrélative temporelle de 1’équation (3.2) & une version
bi-dimensionnelle de filtrage adapté. La double intégration temps-fréquence qui s’ensuit

Ay, TI) = / / Q,(t, v ID) Qo (4, v 1) dtdy = < 0y, Q> (3.6)

s’'interprete alors comme la corrélation entre un masque profilé sur la signature du signal
3 détecter et I'image temps-fréquence de ’observation (on remarque que le détecteur ainsi
défini est, & 'image de (3.2), de nature semi-cohérente).

Bien qu’issue d’une démarche heuristique, ce concept de filtre adapté temps-fréquence
ne constitue pas simplement un indicateur approximatif de I’état du systeme. Bien
au contraire, il est possible d’en apprécier les performances en évaluant la fonction de
contraste (3.3) réécrite & partir de A(y,II), il vient alors

_ [E(Ay, A1) — E(A(y, IN|HO)|

s/b)(A, 1) = .
(s/8)(A, T fvar (A(y, ID|HO)] 7 (39

Dans cette expression, l’arbitraire du noyau de paramétrisation II offre un degré
supplémentaire d’optimisation. Précisément, en retenant le choix d’une distribution
unitaire, la formule de Moyal (1.21) établit une équivalence formelle entre le caractere
optimal d’un filtrage adapté classique et les performances d’un filtrage adapté temps-
fréquence, on retrouve alors le résultat précédemment évoqué, & savoir [42]

Ey
| <y,2> " =<0y, Q%> = (s/b)max(A, 1) = (s/b)max(A) = of
b

A la lumiere de cette égalité, il n’y a a priori aucun avantage a attendre de la for-
mulation temps-fréquence d’une structure usuelle de filtrage adapté. Les performances
restent identiques pour, dans une majorité des cas, une mise en ceuvre plus lourde. En
fait, 'intérét de cette approche devient évident dans la conjonction des deux hypotheses
suivantes (i) le signal & détecter est un “chirp” caractérisé par une loi de fréquence instan-
tanée v,(t) (ou de retard de groupe 7,(v)) et (%) la distribution { est unitaire et se localise
(conformément & 1'équation (2.9)) sur la structure temps-fréquence de cette modulation.
Appliqué & 1’équation (3.6), ce cas particulier réduit alors la procédure de détection a
une simple intégration de la distribution §, sur la trajectoire de fréquence instantanée
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v5(t), ou de fagon équivalente sur le retard de groupe, dans le plan temps-fréquence, ce

qui s’écrit p
7 a
Ay, 15) = /Qy (Tg (;O;Hs> ,a) prE

ou, & partir de la formulation temps-fréquence de ,

Ay, IIs) =/Qy (Tg(z/),y—:;ﬂs) dv = /Qy(fg(y),z/, I1s) dv. (3.8)

Notons que ce schéma simplifié préserve néanmoins les caractéristiques d’une détection
optimale puisque 1'unitarité de la distribution assure & la quantité (s/b)(A,Ils) associée
d’atteindre la borne maximale E,/of.

3.1.2 Estimation de retard et tolérance a I’effet Doppler

Nous avons évoqué en début de ce paragraphe 1’éventualité selon laquelle le signal a
détecter pouvait avoir subi une transformation par rapport au signal de référence, nous
appelerons (Vz) cette version transformée. Une telle situation est couramment rencontrée
dans les domaines radar et sonar oti, entre ’émission du signal z et la réception de son
écho, s’intercalent généralement des temps de propagation (formalisés par des opérations
de translation temporelle) et, si la cible est animée d’une vitesse relative par rapport a
’émetteur, un effet Doppler (formalisé par des opérateurs de dilatation). Au probleme de
la détection se superpose alors celui, plus délicat, de ’estimation. Si, dans des contextes
de retards seuls introduits entre les versions z et (Vz) (i.e (Vz)(t) = z(t — 7)), les
techniques classiques de filtrage adaptés fournissent une estimation non biaisée du retard
To, €lles se prétent mal & des situations de signaux large bande ol retard 7, et taux
Doppler n se combinent ((Vz)(t) = z(n(t — 70))). On sait en effet, que ’estimation faite
du retard 7 est dans ce cas biaisée par l'indétermination sur 5. De plus, opérateurs de
translation et de dilatation ne commutant pas, la nature du bias introduit sur la valeur
estimée 7 varie avec ’ordre des opérations subies par le dispositif physique.

Une stratégie naturelle face & ce couplage entre taux Doppler et retard nous amene
4 considérer des structures temps-fréquence de signaux globalement invariantes par di-
latation. Pour cela, on sait formaliser 'influence d’un effet Doppler de taux n sur la
cartographie temps-fréquence par la transformation du plan

(t,v) — (nt,—;—) . (3.9)

Par suite, si un signal z est tel qu’en chaque point (¢, v) de sa signature temps-fréquence
la relation de produit tv = ¢ = C soit vérifiée, il en sera de méme pour son image
dopplérisée. 1l apparait donc que les signaux tolérants a ’effet Doppler sont ceux car-
actérisés par une loi de fréquence instantanée (ou de retard de groupe) hyperbolique
définie par [2], [4]

C
o) = ——

ot I'origine ¢y peut arbitrairement étre nulle (si ce n’est pas le cas, il faut s’assurer que
la dilatation se fait relativement & cette origine; au besoin, on translatera préalablement
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Figure 3.1: (a) En contours de niveaux, représentation de Wigner-Ville d’un chirp linéaire
z)(t) (signal modulé linéairement en fréquence). En niveaux de gris représentation de
Wigner d’un écho simulé de ce chirp (S,,z)(t) (taux Doppler no = 0.833, retard o = 0).
Le changement d’orientation de la loi marque la non-tolérance a I'effet Doppler des chirps
linéaires. (b) Mémes simulations avec une loi de modulation hyperbolique en fréquence
z;(t) et les distributions unitaires de Bertrand associées. La transformation du plan (3.9)
formalisant ’effet Doppler laisse la trajectoire hyperbolique globalement invariante. En
calculant le moment de premier ordre sur la variable temps de la distribution de Bertrand,
on identifie la loi de retard de groupe et par conséquent le chemin d’intégration qui, dans
une stratégie simplifiée de détection, est commun au signal et a lécho.

le signal d’un temps #5). Ce résultat a pour justification géométrique simple que la
trajectoire décrite par une hyperbole et soumise & une dilatation, glisse sur elle-méme en
laissant globalement invariant le lieu de ses points (figure 3.1).

1l s’en déduit que le probléme de ’estimation non biaisée d’un retard 7o en présence
d’effet Doppler 7 inconnu trouve une solution efficace dans 1’association d’un chirp hy-
perbolique et d’une distribution énergétique (%) unitaire (pour garantir 'optimalité du
détecteur au sens d’un critére de maximisation de la fonction de contraste (3.7)), (i)
covariante par translation (indispensable a I’estimation de 7o) et (4t) localisée sur une loi
v5(t) hyperbolique (laissant ainsi invariant le chemin d’intégration dans le plan temps-
fréquence). Ainsi, le respect simultané de ces trois contraintes désigne sans équivoque
la distribution unitaire de Bertrand® (cf. §2.3.4) comme le seul candidat & une esti-
mation de retard, tolérante face & I’effet Doppler [94]. En définitive, la stratégie sim-

5D’un point de vue strict, la localisation de la distriubution unitaire de Bertrand est relative au
retard de groupe, lequel peut s’identifier a la réciproque de la fréquence instantanée si le signal est a
grand produit durée-bande (hypothése facilement vérifiée dans le cas des modulations hyperboliques de
fréquence.
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plifié d’intégration de chemin dans le plan fournit une structure d’estimateur optimal
d’expression suivante

Fo = arg Imax /By (t-}-T,tftO) dt. (3.10)

Nous reprenons les signaux décrits aux figures 3.1(a)-(b) auxquels nous superposons
un bruit blanc gaussien centré, le rapport signal sur bruit vaut en l’occurrence 0dB.
La figure 3.2(a) montre les résultats d’une stratégie d’intégration de la distribution de
Wigner-Ville sur un chemin linéaire. La courbe en pointillés correspond & I’estimation
7o du retard 7o = 0 en absence de bruit et d’effet Doppler, elle fournit la méme infor-
mation que la fonction d’autocorrélation du signal. En trait plein, la méme structure
appliquée sur I’écho bruité Dopplérisé traduit clairement la perte de contraste due au
changement de pente de modulation (cf. figure 3.1(a)). De plus Peffet Doppler induit
sur 'estimation 7o un biais significatif. Une procédure analogue menée dans le cas de la
distribution de Bertrand et du chirp hyperbolique (équation (3.10)) illustre la tolérance
Doppler de cet estimateur (7, = 0) (figure 3.2(b)). Hormis une légére perte de contraste,
la caractéristique de détection obtenue en contexte bruité et dopplérisé (courbe en trait
plein) offre une précision d’estimation du méme ordre que le filtrage adapté sur le sig-
nal non transformé (courbe pointillés) et ce, compte tenu du maintien de la trajectoire
hyperbolique d’intégration.

retard retard

Figure 3.2: (a) Application d’un filtre adapté temps-fréquence sur la distribution de
Wigner-Ville d’un chirp linéaire z;(t). Pointillés: caractéristique obtenue par filtrage
adapté temps-fréquence de x,(t) - trait plein: estimation du retard sur (Spozi)(t) — To #
0 - (b) Construction d’un filtre adapté temps-fréquence a partir de la distribution unitaire
de Bertrand d’un chirp hyperbolique z(t). Pointillés: caractéristique issue du filtrage
adapté temps-fréquence de x4 (t) - trait plein: estimation du retard sur (Sy,z4)(t) = To=0.
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3.1.3 Application & des données réelles

Le nombre important des études faites sur les sonars biologiques a permis de valider le
modele de chirp hyperbolique pour les signaux servant & 1’écholocation de certains mam-
miféres [91]. La chauve-souris est & cet égard un sujet souvent mentionné. Pour illustrer
en contexte réel la procédure de filtrage adapté temps-fréquence, nous utilisons des en-
registrements de chauve-souris effectués in situ au parc de Villars-les-Dombes (France) le
06 mai 1982. Ces données correspondent & des signaux de Myotis mystacinus en situation
de chasse. Aprés réduction d’un facteur 32 de la vitesse de défilement de la bande (pour
ramener ’enregistrement dans une bande passante audible), le signal est échantillonné
4 7.2kHz aprés un filtrage passe-bande entre [250Hz, 2.5kHz]. Sur le signal non dilaté,
cela correspond & une fréquence d’échantillonnage de 230.4kHz pour une pande passante
réelle de [8kHz, 80kHz]. Enfin, ce travail s’inscrivait dans le cadre du programme de
recherche RC P445 financé par le CNRS et developpé au sein de ICPI Lyon.

La figure 3.3(a) montre la représentation temporelle d'un signal émis suivi d’un écho
complexe de feuillage (I’ensemble des feuilles d’un arbre se comporte comme un champ
aléatoire de sources ponctuelles réfléchissant chacune un écho du signal émis). L’origine
des temps est arbitrairement choisie et coincide avec le mileu temporel du signal émis.
Dans ce référentiel, le premier écho arrive approximativement & la date ¢; ~ 8ms.

La sortie du filtre adapté (3.2) appliquée au signal émis s’identifie au carré de
enveloppe de sa fonction d’autocorrélation (figure 3.3(b)). Le maximum atteint cor-
respond alors au carré de ’énergie du signal (calculée sur une durée ' = Tms). Les
échos multiples sont ensuite repérés par une suite de rebonds dont les amplitudes vont en
s’atténuant conformément & Paffaiblissement énergétique des échos (figure 3.3(c)).

Une structure de filtre adapté temps-fréquence (au sens de la discussion du para-
graphe 3.1.2) nécessite 1'identification préalable du gabarit temps-fréquence du signal de
référence. Dans ce cas précis, on fait ’hypothése que retard de groupe et fréquence in-
stantanée sont fonctions réciproques I’une de 1’autre (cette hypotheése étant licite dans le
cadre des signaux a grand produit durée-bande et pour lesquels la loi de fréquence instan-
tanée est une fonction strictement monotone). Cette propriété permet alors de substituer
4 Pidentification exacte du retard de groupe, une estimation de la loi de fréquence in-
stantanée basée un algorithme de détection de lignes de créte.

La loi de fréquence instantanée isolée sur la représentation de Bertrand du signal
émis (figure 3.4(a)) possede alors une structure pseudo-hyperbolique® qui se reproduit
partiellement dans la signature temps-fréquence de 1'écho (figure 3.4(b)). Les figures
3.4(c)-(d) représentent les courbes de détection obtenues par la stratégie d’intégration de
chemin dans le plan. Les réponses obtenues sont dans leur forme, parfaitement cohérentes
avec celles d’une détection classique. Bien siir, toute ’énergie du signal émis n’étant pas
strictement concentrée sur le gabarit hyperbolique modélisant la fréquence instantanée,

61,a distribution de Bertrand ne se localise pas stricto sensu sur la structure propre du signal. Les
termes interférentiels apparaissant dans la concavité de I'auto-composante attestent d’un modéle sen-
siblement différent de I’hypothése hyperbolique. De plus, la dynamique d’affichage (logarithmique sur
16dB) ne permet pas de voir la composante harmonique haute fréquence de la modulation. Par interac-
tion, harmonique et fondamental créent également une zone d’interférences externes responsables de la
non-localisation stricte de la représentation.
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Figure 3.3: (a) Enregistrement in situ d’un signal de veille (émis par une chauve-souris)
suivi d’échos - (b) Carré de I'enveloppe de la fonction d’autocorrélation du signal émis -
(c) Carré de I’enveloppe de la sortie du filtre adapté classique appliqué & Pécho.

on constate une diminution d’amplitude entre le maximum de la sortie du filtre adaptée
temps-fréquence et celui du filtre adapté temporel (i.e. énergie du signal émis). Par
contre, si 'on définit le rapport entre les maxima locaux de détection de la référence et
de ’écho
= Ay(t + 7))
Ayt + 7))

on observe un accroissement de celui-ci avec le traitement temps-fréquence. En effet, en
n’intégrant les signaux que sur leur composante tolérante a 'effet Doppler (i.e. celle qui
décrit une trajectoire hyperbolique), le rapport € qui s’en déduit ne chiffre que la perte
d’énergie relative & la propagation. Avec un filtrage adapté classique, le rapport € cumule
les effets de la propagation et de la déformation due & D’effet Doppler (autrement dit de
la perte de cohérence entre le signal de référence et le signal recu).
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Figure 3.4: (a) Distribution unitaire de Bertrand évaluée sur le signal de veille émis de
Ia figure 3.3(a) - (b) Distribution unitaire de Bertrand de I’écho du signal 3.3(a) - (c)
Approximation de la fonction d’autocorrélation du signal émis par intégration temps-
fréquence (équation 3.10). (d) Comparaison signal émis-écho par intégration de chemin
de Ia distribution 3.4(b) sur le gabarit temps-fréquence du signal de référence.

En conclusion, les résultats de ces méthodes ne supplantent pas les procédures clas-
siques par leur efficacité. Mais d’une part, ils illustrent de facon intéressante la tolérance
3 leffet Doppler des modeles hyperboliques et surtout, ils offrent un support simple a
I'interprétation en servant de guide pour des modeles simplifiés de récepteurs (a bancs

de filtres) davantage compatibles avec les données physiologiques que le modele temporel
du filtre adapté [91], [37].
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3.2 Temps-Fréquence et Temps-Echelle: un Cadre
pour 1’Analyse Spectrale

Les caractérisations des divers aspects non stationnaires d’un signal sont autant de
problémes face auxquels les méthodes d’analyse conjointe n’ont cessé de s’aguerrir. Ce
faisant, les progrés accomplis dans ce domaine peuvent profiter au traitement de certains
signaux stationnaires en proposant des alternatives nouvelles a I’analyse de Fourier.

3.2.1 Analyse spectrale classique et pavage du plan temps-
fréquence

Un des principes de I’analyse spectrale classique non paramétrique des signaux
aléatoires repose sur le moyennage de périodogrammes [76], [89]. Dans la mesure ol
le processus 3 analyser vérifie les hypothéses usuelles de stationnarité et d’ergodicité, la
segmentation de celui-ci en N tranches idéalement indépendantes fournit artificiellement
plusieurs réalisations «;(t) d’une méme variable aléatoire z. Par suite, la moyenne sur
les N modules carrés des transformations de Fourier prises individuellement sur chacun
de ces segments estime, par passage A la limite, la densité spectrale de puissance I'x(v)
définie au sens de Wiener-Kintchine selon

L.(v) = /T‘m(T)e-iz"wTdT

1 2
= %H&E{'f }

= T = Jim 7\,— Z| / ()2 dt 2,

/T/2 :B(t)e—izﬂ'llt dt

~T/2

Rapportée au cadre d’étude qui nous intéresse (i.e. celui des représentations conjointes
des signaux), ’analyse par périodogrammes moyennés établit un lien implicite avec I’idée
de pavage du plan temps-fréquence. L'effet de transformations de Fourier sur 'observation
préalablement segmentée est analogue & une découpe du plan conjoint temps-fréquence
en cellules élémentaires d’analyse dont les dimensions sont doublement imposées par le
choix de la fenétre & court termes, (i) en temps, par la largeur de celle-ci, (i) en fréquence,
par la bande équivalente de son spectre. Le pavage virtuel ainsi décrit ressemble par son
uniformité, au quadrillage temps-fréquence caractéristique de P’analyse de Gabor (filtres
3 largeur de bande B constante), et finalement 'opération de moyenne prise sur les
modules carrés des transformations de Fourier de chacun des segments recouvre la méme
réalité qu'une distribution marginale de spectrogramme’. A travers cette autre vision de
Panalyse spectrale classique, il est particuliérement facile de formaliser 'influence de la

Le signal x étant dans ce contexte d’estimation spectrale, un processus stochastique de puissance
moyenne finie (2 € L3(IR)), il convient d’adapter la définition de distribution marginale & la notion de
puissance moyenne. Concretement on considére dans la limite des tailles d’échantillons (7") infinies,
’énergie du signal sur la durée d’observation (T') divisée par (T).
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largeur de la fenétre & court terme ¢ sur le biais de I’estimateur. Formellement, le calcul
direct de la quantité (ot T,(t,v) est la transformée de Fourier & court terme définie en

(1.8))
E{L()} = E{%ij&%/m le(t,V)IZdt}

o1
= Jim ~ /(T) / E{Wa(u,8)} Wiy —t,0 — v) duddt

T—o0

1
= 1 ( —t,0 — v) dudfdt
7 [ [ To0) Walu— 8,0 = v) du

TLoo T
- / T,(6) |8(0 — v)[* 40,

fait apparaitre 'estimation de la densité spectrale de puissance comme étant en moyenne,
une version lissée de la valeur vraie recherchée. Cette derniére équation résume le dilemme
auquel se trouve confrontée I’analyse spectrale non paramétrique, a savoir qu’on ne
peut pas arbitrairement réduire la taille de la fenétre & court terme - ce qui, a durée
d’observation fixe, accroit le nombre de tranches moyennées® et profite & la variance
d’estimation - sans en contre partie, encourir le risque d’un biais sur f‘m(z/)

1l existe pourtant des situations pour lesquellesles cellules d’analyse, par 'uniformité de
leur géométrie et de leur taille, offrent une structure ad hoc d’estimation spectrale. Typ-
iquement, si ’on considere les signaux caractérisés par des modeles de spectres linéaires
en fonction de la fréquence (I'z(v) = plv| + C), quelque soit la largeur de bande des
fenétres & court terme utilisées, le biais introduit reste constant a toutes les fréquences
et E {f‘m(y)} vaut, dans le cas idéalisé d’un filtre de gabarit rectangulaire

o) =1, sils|<E

= E f‘a,(z/) = Bpv + BC = BT,(v), Vv
|®(v)| =0, ailleurs } { } ’

Par suite, si 'on s’intéresse & Pestimation de la pente p a partir de f‘w(u), celle-ci est
en moyenne non biaisée (cf. figure 3.5(a)).

Etant donnée Dinterprétation faite de 1’analyse spectrale classique en termes de dis-
tributions marginales de spectrogrammes, on est naturellement tenté d’inverser la per-
spective en s’interrogeant sur le role d’autres types de représentations temps-fréquence
ou temps-échelle, relativement & I'estimation spectrale. En particulier, les distributions
relaxant la contrainte sur I'uniformité des cellules dans le plan doivent s’identifier par
leur marginale & des versions de périodogrammes modifiés s’ajustant & une gamme plus
étendue de lois spectrales.

811 est possible de repousser les limites du compromis biais-variance en s’auntorisant un taux de re-
couvrement entre segments consécutifs. Corrélativement, cette alternative s’oppose alors & I’hypothese
d’indépendance des réalisations et pénalise la rapidité de décroissance de la variance en fonction du
nombre de tranches moyennées [76], [89].
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3.2.2 Transformée en ondelettes et spectres en 1/f
Le non-biais

La discussion menée au paragraphe 1.2.2 nous ayant rappelé que transformée de Fourier
4 court terme et transformée en ondelettes se distinguaient essentiellement par des ar-
guments de filtrage, quel est alors l'impact de cette différence sur I’estimateur spectral
construit sur la distribution marginale d’un scalogramme? Et comment la spécificité d’un
filtrage & surtension constante se diffuse-t-elle & travers les propriétés de celui-ci?

Le pavage ¢ surtension constante associé aux décompositions en ondelettes (figure 1.6)
garantit, par la géométrie variable de ses segments, une bonne résolution fréquentielle aux
basses fréquences (respectivement une mauvaise résolution en temps), et des résolutions
en proportions contraires vers les hautes fréquences. Ce faisant, le nombre de segments
disponibles & haute fréquence est important, ce qui assure a priori une faible variance sur
la distribution marginale, alors qu’aux basses fréquences, la tendance est renversée car
la durée accrue des cellules n’autorise pas de prendre en compte, pour une méme taille
d’observation, la méme densité d’échantillons. De ce fait, f‘m(l/) basée sur une statistique
appauvrie est pénalisée par une plus forte variance d’estimation.

Par le couplage du compromis biais-variance avec la fréquence, les estimateurs constru-
its sur les distributions marginales de scalogrammes sont des outils d’analyse adaptés a
des évolutions non constantes de densités spectrales de puissance (cf. figure 3.5(b)).
Plus précisément, nous allons montrer que les densités spectrales du type lois de puis-
sance (“bruits en 1/ f”), sont des situations pour lesquelles les ondelettes offrent un cadre
d’analyse adapté.

Les bruits en 1/f sont dans la majorité des cas, des processus gaussiens (cette hy-
pothése est implicite dans tout ce qui suit) et le modéle mathématique adopté pour
décrire leur comportement spectral, particulierement justifié en basse fréquence, est de
la forme générale®

0.2

(2

Dans ce modele, I’exposant « est un parametre important, porteur de l'information
relative a 1’état du systéme physique. Souvent, le probléeme de 1’estimation spectrale
se réduit alors & ’estimation de ce seul parametre, ce que 'on accomplit par le biais
d’une régression linéaire du spectre versus la fréquence dans un diagramme log-log, con-
formément & I’expression suivante

InT,(v) =Ino? — aln|y|. (3.12)

Reprenons dans un premier temps, le cadre des estimateurs construits sur le formalisme
de la classe de Cohen (équation (1.33)

I.(v) T-»ooT/ #(t,v; 1) dt, (3.13)

9En général, la notion de spectre de puissance n’a de sens que 8’il se référe & un signal stationnaire.
Pour les processus qui nous concernent ce n’est pas toujours le cas, on peut alors contourner la difficulté
en adoptant la notion de specire de puissance moyen au sens proposé dans [41], [122]

T, (v) = (3.11)
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(a) (b)

Figure 3.5: (a) Pavage correspondant au spectrogramme et distribution marginale as-
sociée. Les cellules de largeur identique quelle que soit la fréquence analysée font de cet
estimateur spectral un outil adapté & des évolutions linéaires de spectres. (b) Pavage
A surtension constante et distribution marginale associée. La distribution non uniforme
du compromis biais-variance sur les fréquences fournit un cadre ad hoc d’estimation de
spectres & évolution en loi de puissance.

pour lequel il est facile de vérifier la nature du biais introduit sur I’estimation de (3.11).
Un calcul direct montre alors que (1]

E{f.(n} = Tlﬂ%/m //E{Wx(u,é’)} T(u —t,0 — v) dudddt

= /02|0|_°‘ 7(0,0 — v) df

= oy /‘1+—€—
v

ce qui signifie encore que la valeur estimée du spectre de puissance est biaisée de fagon
non uniforme selon I’axe des fréquences. Ce biais multiplicatif, en tant que fonction de
la fréquence analysée modifie la dynamique linéaire du schéma (3.12) lorsque f‘x(l/) se
substitue & I';(), et se répercute inévitablement sur I'évaluation de la pente a.

Dans la mesure ol périodogramme moyenné et distribution marginale du spectro-
gramme, pour lequel 7(0, £) = |®(¢)|?, sont deux formes synonymes, 'emploi de méthodes
classiques d’analyse spectrale sur les bruits en 1/f biaise de la méme fagon I'estimation
de ’exposant a.

-

7(0,¢) d¢, (3.14)

Si, & présent, on envisage I’estimateur homologue de (3.13) exprimé a I'intérieur de la

110




Table 3.1: Contraintes sur le noyau 7({,€) de certaines distributions temps-échelle pour
assurer la convergence de I'intégrale (3.16).

Distribution | II(t,¢) 7(0,€) | contrainte sur R

DPWVLA | g(t) H(¢) | G(O) H(E) | Rw>a-—1

a—1

2

scalogramme | Wy(¢,£) W (6))? Ry >

classe affine, celui-ci s’écrit

A~ _ W B 1 _ﬂ)-.
I, (l/— a) 111_1;1(’)1°T/ (t,V— a’H) dt, (3.15)

o, comme au paragraphe 1.2.3, la fréquence analysée v est rapportée a l'inverse de
P’échelle a par I’entremise d’une fréquence arbitraire non nulle .

En faisant usage de la version temps-fréquence du formalisme donné en (1.52), on
procede & un calcul analogue & celui de 1’équation (3.14) et il vient alors [1]

Jim 7 [ [ B0V 0 (5
= [ 02|9|"°‘7r(0,1—;26> % do

= ol v [ lelmen(0,¢) de. (3.16)

E{T.(v)}

,a0> dudddt

Bien que le résultat soit ici encore une image biaisée du spectre (3.11), le biais mul-
tiplicatif introduit est constant a toutes les fréquences scrutées. Cela étant, la version
log-log de fm(u) differe de Pexpression exacte (3.12) par 1’addition d’un terme constant
qui n’affecte pas I'estimation de la pente a.

Remarque. 1l est toutefois utile de préciser les limites d’existence de ’équation (3.16),
dans la mesure ou ’espérance mathématique décrite n’a de sens a priori, que si le terme
intégral est lui-méme défini. Dans cette direction, nous montrons en annexe 3 quel
est, dans le cas du scalogramme, et d’une maniere plus générale sur les distributions
énergétiques affines & noyauz séparables, le tribut a payer pour assurer la convergence de
Pintégrale. Nous retiendrons alors de cette étude la condition imposée sur P'ondelette, et
dans une plus large mesure sur le noyau de paramétrisation 7 ((,£) = G({)H(£), corrélant
le nombre R de moments nuls de celle-ci & I’exposant « recherché. Le tableau 3.1 résume
les inégalités obtenues.
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Figure 3.6: Histogrammes des estimations de I’exposant théorique a = 5/3 sur une

population de 2729 réalisations indépendantes de bruits en 1/f (chaque échantillon
comporte 32768 points, v, = 1kHz). Deux stratégies sont employées. Histogramme
en clair: regressions linéaires dans un diagramme log-log de P’estimateur (3.13) de la
classe de Cohen (spectrogramme At;(C) = 42ms) - Histogramme en foncé: régressions
linéaires dans un diagramme log-log de ’estimateur (3.15) de la classe affine (scalogramme
Aty (Q) = 42ms). Dans les deux cas, les ajustements linéaires se limitent au méme
intervalle de fréquence (0.02kHz < v < 0.5kHz) fixé conjointement par la limite de bande
spectrale analysée et la nécessité d’un nombre raisonnable de coefficients décorrélés aux
grandes échelles.

On vérifie expérimentalement la différence significative entre biais introduit sur a par
des méthodes d’analyse spectrale classique et non-biais théorique accordé aux schémas
d’analyse temps-échelle. Pour ce faire, on considére une batterie de bruits en 1/ f générés
par synthése spectrale (i.e. bruit blanc gaussien centré dont on pondére la transformée
de Fourier par une loi théorique d’expression |v|~*/2). Pour chacune de ces réalisations
indépendantes, on calcule un spectrogramme (sur 128 points utiles en fréquence) et une
analyse temps-échelle!® dont on estime ensuite les distributions marginales correspon-
dantes. Les régressions linéaires faites sur celles-ci dans un diagramme log-log fournissent
enfin deux séries d’exposants estimés via chacune des stratégies. La figure 3.6 illustre
sous forme d’histogrammes les résultats de ces simulations dans le cas oit o = 5/3.

L’erreur relative moyenne commise sur I’estimation de o = 5/3 par périodogrammes
moyennés s’éleve & 4% (< &>c= 1.73) contre 0.4% dans le cas des méthodes d’analyse

10T ¢ type d’analyse effectué correspond 4 une décomposition discréte en ondelettes orthogonales (on-
delettes de Daubechies de régularité 6) [34], [84]. On passe ensuite & la distribution énergétique associée
en dlevant au carré les modules des coefficients de détail. Moralement, cette démarche s’apparente &
’échantillonnage d’un scalogramme sur une grille dyadique, ol chaque point retenu coincide avec une
intersection du maillage & surtension constante.
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temps-échelle (< @>q=1.66).

Remarque. Dans cette derniére estimation, 1’écart avec la valeur théorique s’explique en
partie par la fiabilité des méthodes de générations de bruits en 1/f. En effet, le modele
de P’équation (3.11) décrit un spectre théorique non borné et de largeur de bande infinie,
hypothéses évidemment incompatibles avec les outils numériques dont nous disposons.
D’une part, le théoréme d’échantillonnage de Shannon s’oppose & une discretisation tem-
porelle du signal sans création d’un repli dans le domaine spectral, d’autre part, la
discrétisation des amplitudes spectrales a pour conséquence de tronquer artificiellement
la dynamique de la loi de puissance (essentiellement aux basses fréquences). Toutes ces
approximations font qu’en amont de l’estimateur la valeur effective de I’exposant « est
déja biaisée par la procédure de génération.

La variance

Le non-biais qui accompagne ’estimateur dérivé de la classe affine est un atout im-
portant dans la caractérisation des bruits en 1/f, la variance sur ’estimation en est un
autre. Nous nous proposons dans ce paragraphe de compléter 1’étude sur la statistique
de Pestimateur proposé et en particulier d’écrire formellement le moment de deuxieéme
ordre sur la quantité a.

L’estimation de la variance empirique d’une variable aléatoire z repose sur la moyenne
temporelle du carré des échantillons prélevés sur une épreuve particuliere. Dans ce cas, on
sait que les seules contributions significatives sur cette moyenne temporelle proviennent
des échantillons décorrélés prélevés sur 'observation z(t). Ceci est vrai en particulier pour
’estimation & une échelle a fixée, de la distribution marginale d’un scalogramme par la
quantité (3.15), de sorte que cette opération peut se satisfaire d’une version préalablement
échantillonnée du scalogramme. En retenant alors la solution d’une décomposition en
ondelettes orthogonales [34], le choix d’un degré de régularité suffisamment élevé garantit
une décorrélation quasi-totale des coefficients de détail & Péchelle a = 27, j € ZZ [44], [45],
[110]. Par suite, si 'on convient de noter d;(i) le détail & I’échelle 27 et & la position i
sur ’échantillon, I’estimation d’une distribution marginale associée & la représentation
énergétique équivalente repose sur le calcul de la variance de ces détails.

Dans le cadre des bruits en 1/ f, une décomposition en ondelettes orthogonales fournit
une série de coeflicients dont on sait exprimer la variance & chaque échelle en fonction de
la densité spectrale théorique (3.11) selon la relation'! [45]

of = E{d(i)} = E;Vd,(a) (29)* o« T,(279).

olt Vy(a) = — [ (u)|u|*~! du est, par rapport & 'échelle 2/ une constante ne dépendant
que du choix de l'ondelette 1 et de ’exposant «. En pratique, on calcule la variance

17,3 fréquence de référence vo est arbitrairement posée égale a 1.
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empirique sur les coefficients en utilisant

= 30,

.71—

oli N; est le nombre de coefficients décorrélés disponibles & 1’échelle 2/. Chacun de ces
coefﬁc1ents appartenant virtuellement & un nceud du pavage a surtension constante, leur
nombre en fonction de I’échelle a décroit en proportion inverse de la largeur At P 2 ()

des cellules (équation (2.3)), et s’écrit
N; = 277 Ny,

si Ny est le nombre initial d’échantillons que comporte I’observation.
A présent, si I’on considére le rapport des deux variables

r.(279)
2(277)

celui-ci chiffre la dispersion de la distribution marginale autour de la valeur théorique
du spectre, si bien qu’une régression linéaire entre log 6; et j (suivant le schéma (3.12))
fournit une estimation de I’exposant centré & (avec & = & — ). A partir de distributions
temps-échelle, 'estimation de o étant non biaisée, il vient que

5]"—-‘ X

QY
—

E{ég) =a = E{a}=0.

On est donc tout naturellement conduit & étudier la variable &; et plus précisément
la fonction logarithme de cette quantité'?. Notons au passage que Iné; recouvre la
méme réalité que ce qu’il est convenu d’appeler en analyse spectrale classique le log-
périodogramme normalisé.

En développant ’expression de §; selon

s (it ’
§; = ,
? =1 Nl/zaj

J

on fait apparaitre une nouvelle variable aléatoire d; (1) = d;(4)/(IV; 1/2 ;) dont on sait
qu’elle est (i) de probabilité gaussienne (la décomp031t10n en ondelettes est une opération
linéaire sur ’observation ), () centrée (la condition d’admissibilité sur Pondelette im-
posant [¥(0)| = 0). Enfin, par un calcul direct on montre que la variance sur d;(i) vaut

simplement
§? = B{E(3)) = ~
i = E{dj(1)} = YV—;
Par suite, §; étant la somme de N; variables aléatoires gauss1ennes d’écart-type S;,
sa propre densute de probabilité est alors régie par une loi du x? & N; degré de liberté

120p préférera travailler sur le logarithme & base 2 qui est ici la forme réciproque de la fonction
d’échelle ¢ = 27.
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suivant 1’expression!?

NSRS SRR C DS
Pal®) = (s:v2)NT (%) " v
Wi/ % ((371) e, s, (3.17)
r(g)

La statistique relative & la transformation log, é; se déduit alors de facon immédiate
de P, puisque ’on a

N\ o
=iy 2 1112 N, . in?2
Pa(n; =log, 6;) = —2)"N"— e (ritna=eV ),
P (%)
Asymptotiquement, la valeur estimée 812 tend vers la variance vraie 032 dans la limite

de N (le nombre d’échantillons décorrélés) tendant vers l'infini, et par conséquent

o2
i . vy = ] s = ) = U,
Nljlinoo (51 a?) l <= ]Vljlgloo (n; =log, 6;) =0

En utilisant alors le développement limité 3 P’ordre 2 de la fonction e!°% au voisinage
de zéro, ainsi que la formule de Stirling selon laquelle

NNe=N 1 N
~ — OO0
(N +1) 2rN’

on peut approximer la densité de probabilité de la variable aléatoire 7; par une loi normale
du type

95+1
Nyln?2

Le probléme posé est alors celui d’une régression linéaire wversus l'indice d’échelle j
d’une série de points normalement distribués mais dont la variance théorique de chacun
varie également en fonction de I’échelle (figure 3.7).

Le schéma classique d’un ajustement linéaire de points par la stratégie des moindres
carrés nous fournit ’expression de la pente & en fonction des couples d’abscisses z; et
d’ordonnées y;, on a ainsi

PA(W) ~N (Tﬁ =0,5; = ) , Nj= 2—j-NO — OQ. (3.18)

. cov(z,y)
& = —1=£,
var(z)

Transposée A notre contexte d’estimation de ’exposant «, I’abscisse z; vaut simplement
? k3
j A ]. d ’ d \ 3 3 7 a2 .
log,(2°) = j et les ordonnées correspondent a 7;. L’estimée & s’écrit encore

Ielini(i—<5>)

; — 3.19
%Z}"=1]2 — <g>? ( )

o=

13D est dans le cas présent, la fonction eulérienne de seconde espéce et U la pseudo-fonction de
Heaviside.
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Figure 3.7: Régression linéaire sur une série de points normalement distribués et dont la
variance est elle-méme une fonction de ’abscisse j.

ot J est le nombre d’échelles mises en jeu dans la régression linéaire et la notation <. >
symbolise une moyenne empirique. La valeur & apparait dans cette expression comme
une combinaison linéaire de la seule variable aléatoire gaussienne n;. Par suite, ’exposant
estimé & est également de statistique gaussienne dont on connait déja la valeur moyenne
puisque < & >= 0 & < &>= a. Le calcul des propriétés de second ordre de cette
variables est détaillé en annexe 4 et nous livre le résultat important suivant [1]

144 2(J2—6J +17) — (J2+6J +17)

=0l = . :
=05 Noln?2 J2(J2 — 1) (3.20)

RO

ag

On reprend alors les simulations numériques de la figure 3.6. Sur les distribu-
tions marginales calculées & partir des décompositions en ondelettes de chacune des
réalisations particulieres de bruit en 1/f, on ajuste une série de modeles linéaires (dans
une représentation log-log) paramétrée par le nombre J d’échelles mises en jeu. La vari-
ance empirique sur les pentes obtenues dans chacun de ces cas est alors tracée en fonction
de la variable J (figure 3.8). Sur le méme diagramme on superpose 1’évolution théorique
de cette méme variance (équation (3.20)).

L’écart qui se creuse entre les deux courbes, alors que le nombre d’échelles impliquées
dans la régression augmente, résulte d’une conformité, entre 7; et le modele gaussien, qui
se dégrade au fur et & mesure que ’on progresse dans les échelles. En effet celui-ci n’est
vérifié que dans la limite des N; tendant vers infini, or a durée d’échantillon constant
(No), plus on scrute les échelles grossiéres moins le nombre des coeflicients correspondant
3 ce degré de détail est important. Mais malgré cette divergence, il est intéressant de
noter que les deux courbes présentent un minimum commum indiquant qu’au dela d’une
certaine valeur critique (J ~ 5), information potentielle attendue de I'exploration des
grandes échelles s’équilibre avec la variance S; croissante qui les accompagne !

On peut cependant arbitrer la compétition entre ces deux tendances en pondérant les
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Figure 3.8: Evolution de la variance sur & en fonction du nombre J d’échelles inter-
venant dans la régression linéaire. En trait continu: variance empirique sur simulations
numériques (2729 réalisations de bruits en 1/f avec Ny = 32K et o = 5/3). En trait
pointillé: variance théorique (équation (3.20).

termes 7; par leur propre variance théorique avant de procéder 3 leur ajustement linéaire.
Cette redistribution de la variance S; sur les échelles enrichit alors notre connaissance
a priori du systéme en favorisant les points donnés comme fiables et en relativisant
’incertitude sur les mesures issues d’une statistique plus pauvre. Le nouvel estimateur
qui se déduit de cet exercice a pour expression

o1 pini(1— <3 >)
Slipi(i—<i>)?’

a=

(3.21)

dans laquelle on sous-entend que la valeur moyenne empirique sur j est également calculée
relativement au poids p; (<j>= X(;) p; J) lequel vaut ici ici

J 1)" 1
pj_(gsi S;’

Par un principe de calcul identique & celui reproduit en annexe 4, on chiffre la dispersion
de cet estimateur amélioré de « par la variance explicite suivante [1]

) 1 1-277

2 =gl = _ .
0y =05 No ln2 21— 2-(J+1)(J2 + 4) + 9—2J (3 22)

Les résultats de simulations analogues a celles de la figure 3.8 sont alors sans
équivoque sur Pinfluence strictement favorable d’un accroissement du nombre d’échelles
de régression (figure 3.9).
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Figure 3.9: Evolution de la variance sur & estimé par un ajustement pondéré, en fonction
du nombre J d’échelles de régression. En trait continu: variance empirique sur simula-
tions numériques (2729 réalisations de bruits en 1/ f avec No = 32768 et « = 5/3). En
trait pointillé: variance théorique (équation (3.22).

On note cependant que la valeur de o2 converge trés rapidement vers une valeur asymp-
totique, ce qui signifie qu'au dela de quelques échelles (J ~ 6), augmenter encore le
nombre de points de régression n’améliore la variance que de fagon anecdotique.

On obtient une image des densités de probabilité relatives aux deux types d’estimation
en représentant sous forme d’histogrammes les deux séries d’exposants obtenus & partir
d’un moindre carré classique et d’un moindre carré pondéré par la variance théorique
des points 7; (figure 3.10). Les deux histogrammes restent sensiblement centrés sur la
méme moyenne (< &>= 1.6609 pour la régression usuelle contre <a>= 1.6523 pour la
régression pondérée). Par contre, I’histogramme correspondant & la stratégie pondérée
se disperse moins autour de sa valeur moyenne traduisant ainsi un gain en termes de
précision d’estimation.

Borne de Cramér-Rao

Il est intéressant de comparer la valeur asymptotique limy o (02) & la borne de
Cramér-Rao. Le calcul de celle-ci passe alors par l’étude de la matrice d’information
de Fisher, qui dans le cas ol ’exposant a et la puissance moyenne o? dans (3.11) sont
conjointement recherchés, vaut [83], [121]

2 . .
B2 T +1=4) Ny =BT, (I +1-5) N
S TeU+1-0) N 3 2G) N
La variance minimale que I’on peut espérer sur ’estimation de o (indépendamment de
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Figure 3.10: Estimation de I’exposant a sur 2729 épreuves de bruits en 1/ f (No = 32768,
o = 5/3). Histogramme en clair: régressions par les moindres carrés non pondérés.
Histogramme en foncé: régressions linéaires pondérées par la variance théorique des
points. Dans les deux cas J = 1.

I’estimateur choisi) est ensuite fixée par la 