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Résumé

Les plans d’expérience pour mélanges traitent des cas ot les propriétés du mélange
sont dépendantes uniquement des proportions de ses composants.

Ce travail porte sur les systémes de mélanges & deux niveaux ou chaque composant
principal (CP) est lui-méme un sous-mélange de composants secondaires (CS). Ces
systémes sont classés en :
— Mélanges de type A : les proportions des CP sont fixées et celles des CS sont
variables.
— Mélanges de type B : les proportions des CP et des CS sont toutes variables.

Afin d’analyser les deux types de mélanges on propose des modéles additifs. Ce type
de modeéles est bien adapté pour I'expérimentation avec de nombreux composants
car le nombre de parameétres est considérablement inférieur au nombre de paramétres
des modeéles multiplicatifs proposés dans la littérature.

On construit des plans vérifiant deux hypothéses, I'une d’orthogonalité a 'intérieur
de chaque groupe de CS et 'autre d’équilibre entre sous-mélanges de CS par couple
de CP. Pour ce type de plans, dit orthogonal-équilibré (OE), on obtient de maniére
explicite les estimateurs des moindres carrés des paramétres du modéle additif ainsi
que sa matrice de dispersion. A partir de la dispersion on déduit optimalité uni-
forme des plans composés de sous-mélanges purs dans la classe de plans OE.

L’identification entre les plans orthogonaux factoriels classiques et cette sous-classe
de plans OE permet d’obtenir des plans de taille restreinte pour certaines config-
urations des systémes de mélanges. On établit aussi I'identification entre les sous-
mélanges purs et les expériences axiales, ceci donne une méthode pour la construc-
tion de plans OE ou les proportions des CS et des CP sont non nulles.

On considére aussi la modélisation conjointe de mélanges et facteurs externes. C’est
le cas par exemple d’'un médicament pour lequel la performance dépend de la for-
mulation ainsi que de la dose appliquée. On propose toujours des modéles additifs
pour les mélanges de type A et de type B tenant compte des facteurs externes. On
utilise de méme les techniques classiques de construction de fractions orthogonales
de tailles réduites a partir d’un plan factoriel complet composé du rassemblement
des trois groupes de variables : proportions des CS, proportions des CP et facteurs
externes.

Mots-clés : mélanges a deux niveaux, modéle additif, plan orthogonal-équilibré,
expériences axiales, fraction orthogonale.
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Introduction

Les plans d’expérience pour mélanges traitent les cas ol certaines propriétés que I’on
cherche a modéliser sont dépendantes des proportions des composants intervenant
dans le mélange. Le domaine expérimental est caractérisé par la contrainte qui met
en relation les proportions, ainsi, si x; € [0, 1] est la proportion du i-éme composant,
pourt=1,---,g,ona:

T+ agt -ty =1 (1)

La modélisation et l'analyse de données pour mélanges sont traitées dans de nom-
breux articles repris en partie dans le livre de Cornell (2002) consacré a ce sujet.
La théorie et la méthodologie des plans pour mélanges ont été développées face a
diverses applications de l'industrie depuis les quatre derniéres décennies. On peut
citer Kissell (1967), Draper & St. John (1977a), Snee (1981), Chick & Piepel (1984),
Cornell & Ramsey (1998). Les plus récentes éditions des ouvrages sur les plans d’ex-
périence pour surfaces de réponse, précisément Myers & Montgomery (2002) et Box
& Draper (2006), ont incorporé des chapitres sur les plans pour mélange. D’ou I'im-
portance atteinte par ce sujet pendant les derniéres années.

Bien que la premiére mention & des plans pour mélanges date de 1953 (Quenouille,
1953), les articles les plus reconnus sont ceux de Scheffé (1958, 1963) car ils ont in-
troduit les plans en réseaux pour modéles polynomiaux reparamétrés en concordance
avec la contrainte (1). Ces articles sont les bases de travaux postérieurs tels que ceux
de Lambrakis (1968) qui a fait I’extension pour des réseaux multiples de Scheffé. Il
s’agit de la premiére référence sur ce que plus tard on appellera plans d’expérience
pour mélange de mélanges. Ceci est 'objet d’étude dans cette thése.

Un systéme de mélange a deux niveaux (mélange de mélanges) se caractérise par le
fait que chaque composant est lui-méme un mélange d’autres composants. Ils sont
appelés composants principaux et sont des sous-mélanges de composants secondaires.

Pour la plupart des références les proportions des composants principaux sont fixes.
Cornell & Ramsey (1998) introduisent par contre des proportions variables pour des
composants principaux dans une application associée a la fabrication de circuits in-
tégrés. D’autre part Piepel (1999) traite la formulation de médicaments comme un
systéme a double mélange et introduit I’appellation MoM (mizture-of-miztures) ainsi
que sa classification en deux types de systémes a propos de 'article de Cornell et
Ramsey.



Les modeéles MoM que nous avons trouvé dans la bibliographie sont des surfaces
polynomiales comme celle proposée par Lambrakis (1968). Il s’agit de modéles mul-
tiplicatifs obtenus par produits des polynomes reparamétrés selon les contraintes des
sous-mélanges. Ce type de modéle est estimé sur un réseau multiple construit par le
produit cartésien des réseaux de Scheffé, ou chaque réseau est associé aux compo-
sants secondaires liés & un unique composant principal.

Bien que le modéle multiplicatif soit identifiable sur le réseau multiple, on se pose
des questions sur sa taille et la faisabilité économique de sa mise en place lorsqu’on
excéde deux composants principaux et que de nombreux composants secondaires sont
considérés.

Treés peu de modeles alternatifs existent dans la bibliographie. Suite aux travaux
de Lambrakis (1968, 1969), les auteurs Nigam (1973), Kumari & Mittal (1986) et
Murthy & Murty (1989) proposent des modéles polynomiaux quadratiques pour les
cas ol les composants principaux sont congus comme des facteurs et non pas comme
composants dans une formule.

D’autre part, nous nous intéressons aux problémes mélange-facteur, c’est-a-dire, aux
cas ol la réponse dépend de facteurs autres que les proportions de mélanges a deux
niveaux. Dans la bibliographie l'inclusion de facteurs externes n’a été considérée
que pour des meélanges classiques. On y trouve des modéles polynomiaux du plus
simple (additif) au plus complexe (multiplicatif). Par exemple, Czitrom (1988, 1989)
propose le regroupement de mélanges par blocs orthogonaux soumis au critére de
D-optimalité en obtenant I’expression analytique d’un tel critére pour trois et quatre
composants. Prescott & Draper (1998) construisent aussi des plans a blocs orthogo-
naux tenant compte de bornes supplémentaires sur les proportions des composants.
Kowalski, Cornell & Vining (2000), et Prescott (2004) sont plutot orientés vers 1'in-
clusion sélective de termes croisés afin de réduire la taille du plan.

Un type particulier des problémes de mélange-facteur est la formulation d’un médi-
cament ol la réponse mesurée est fonction de la formule et de la dose. Pour cette
application on n’a qu'un facteur externe qui est la quantité du mélange. Un autre
exemple, associé a la production d’hydrocarbures, est le mélange d’essences ou la
performance dépend des proportions des composants raffinés ainsi que de la taille du
véhicule et de la vitesse, il y a donc deux facteurs externes.

Dans cette thése le but est de construire des modeéles polynomiaux et des plans de
petite taille pour :

(I) Systéme MoM a proportions de composants principaux fixées.

(IT) Systéme MoM a proportions de composants principaux variables.
(III) Inclusion de facteurs externes dans les deux cas.

Ce document est constitué de quatre chapitres :

Chapitre 1. On met a disposition les outils mathématiques utilisés dans ce travail.
On fait des rappels sur les thémes de mélanges classiques et de mélanges a deux
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niveaux.

Chapitre 2. On introduit les notions de plan orthogonal-équilibré (OE) et de plan
strictement orthogonal-équilibré (SOE) pour le systéme de mélanges indiqué en (I).
Ce type de plans sont analysés a ’aide d'un modele polynomial d’ordre un. Ce mo-
déle est surparamétré a cause des contraintes du systéme MoM, on impose alors des
contraintes d’identification supplémentaires.

Chapitre 3. On généralise le modeéle et le type de plans du chapitre 2 pour les
systéeme MoM ot les proportions de composants principaux ne sont plus fixées.

Chapitre 4. Sur la base des plans de classe OE pour les deux type de systémes
MoM on construit des plans pour une surface polynomiale d’ordre un tenant compte
de facteurs externes.






Chapitre 1

Plans d’expérience pour mélanges

Ce chapitre rassemble des notations, définitions et théories qui seront trés souvent
utilisées par la suite

On fait tout d’abord des rappels pour certaines propriétés d’analyse combinatoire,
quelques opérations matricielles et quelques résultats d’algébre linéaire.

On présente ensuite des généralités sur I’estimabilité pour le modéle linéaire utilisé.
En particulier nous nous intéressons dans le cadre de la thése a l’estimation des
moindre carrés de modeéles sur-paramétrés soumis a des contraintes d’identification.

La troisiéme partie, la plus importante du chapitre, est consacrée aux modéles et
plans d’expérience pour des modéles classiques de mélanges, tel que les réseaux de
Scheffé ou les plans utilisant les axes de Cox. Une approche du modéle de Cox
généralisé est envisagée comme une alternative aux modéles multiplicatifs proposés
dans la littérature pour le systéeme de mélanges a deux nivaux ou, en terminologie
anglaise, systéme MoM (mizture of miztures).

La derniére partie du chapitre utilise les bases de Grobner, selon ’article de Pistone
et Wynn (1996), en construisant des modéles identifiables & partir d’un plan donné.
Cette méthode est bien appropriée aux systémes MoM du fait que le plan du départ
peut étre mis sous la forme d’un systéme d’équations polynomiales contenant les
contraintes propres aux systéemes MoM.

1.1 Notations, définitions et propriétés

1.1.1 Notations

> 1, : vecteur de R™ dont les composantes sont égales a 1.

> M, (K) : ensemble des matrices de m lignes et n colonnes & éléments dans le
corps K. Pour la taille, on dit matrice d’ordre m X n et si m = n on dit ordre
n. Si K = R on utilise la notation R™*™ au lieu de M, ,,(R).



A’ : transposée de la matrice A.
|A] : déterminant de la matrice carrée A.

JIm.n : matrice d’ordre m x n dont les composantes sont égales a 1, ainsi
!
Jm,n = ]lm]ln

Lorsque n = m on remplace J,, ,, par J,.

Oy : matrice d’ordre m x n dont les composantes sont égales a zéro.
0,, : vecteur d’ordre n dont les composantes sont égales a zéro.

I,, : matrice identité d’ordre n.

B, = {e1,--- ,e,} : base canonique de RY.

©(A) : ensemble des parties de 'ensemble A.

k_ !
Cp = k!(:—k)!
ImA : sous-espace engendré par les colonnes de la matrice A.
rgA : dimension de ImA.

ker A : noyau de la matrice A.

N(A) : dimension de ker A.

1.1.2 Combinatoire

Ces résultats de ’analyse combinatoire vont étre utilisés ici pour déterminer la taille
des plans traités par la suite.

Lemme 1.1 Le nombre de combinaisons sans répétition de k éléments parmi n est
égal & C*. De plus,

k=1



Lemme 1.2 Soient n et k deux entiers tels que 2 < k < n, le nombre de solutions
de l’équation

l1+l2++lk:n
dans N* est égal a CF~1.

Lemme 1.3

min(k,n

)
i rie1 k
Z CoCi1 = O
i=1
Ces résultats de ’analyse combinatoire peuvent étre trouvés dans Comptet (1970).

1.1.3 Définitions

Enveloppe convexe.
Soit ’ensemble A = {vy, - ,v,} C RY, on définit 'enveloppe convexe de A, notée
Conv(A) ou Conv(vy, -~ ,vy,), par :

Conv(A)={xeR!: x= Z)‘ivi’ Z)"' =1L,AN>0i=1---,n} (1.1)
i=1 i=i

On note Conv(A) le sous-ensemble de C'onv(A) obtenu en remplagant A; > 0 par
Ai > 0 dans (1.1).
Simplexe.

On appelle simplexe I'’enveloppe convexe de B,, noté S,,.

Matrice de permutation.

Définition 1.1 Soit o une permutation de l’ensemble {1,2,--- n}. On appelle ma-
trice de permutation associée a o la matrice carrée suivante :

!

Py = 60(1)‘ T |€U(n)
Autrement dit, P, est une permutation des lignes de la matrice identité d’ordre n.
Remarque : 'ensemble des matrices de permutation n X n avec le produit matriciel
est un groupe fini de cardinal n!.
Produit d’Hadamard.

Soient v = (a1, -+ ,a,) et w = (by,---,b,) deux vecteurs, on appelle produit d’Ha-
damard de v et w le vecteur v @ w = (ay - by, -+ ,a, - by).

Le produit d’Hadamard est défini aussi pour les matrices de méme taille. Soient
A = (a;;) et B = (b;j) deux matrices de méme taille, on appelle produit d’'Hadamard
de A et B la matrice A® B = B ® A = (a;;b;;).
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Produit tensoriel.

Soient A = [a;;] € R™*"™ et B € R™P. On appelle produit tensoriel (ou produit de
Kronecker) de A et B, la matrice en R™*"? définie par :

&118 s alnB
A® B = : :
&mlB s amnB

Lemme 1.4 Soient A et B deux matrices a composantes réelles, alors,
rg(A® B) = (rgA)(rgB) = rg(B® A)
Démonstration.

Pour la démonstration on peut consulter le livre de Laub (2005). ¢

1.1.4 Déterminant
Lemme 1.5 Soit la matrice inversible A € R™™ et D € R™*™  alors
A B _1
‘CIA:VMD—&4B]

Démonstration.
Le résultat est immédiat aprés la factorisation suivante :

hgg]:{ailg}ﬁ?D—gr% (1.2)

La matrice D — CA~'B est appelée le complément de Schur de A. ¢

Lemme 1.6 La matrice A = al, + bJ, est inversible si et seulement si a # 0 et
a # —nb. De plus,
1 b
a) AV =~-1, — ——J,
a a(a + nb)
b) |Al =a""! (a+ nb)

Démonstration.
a) Le produit entre matrices du type B = xI,, + yJ,, est commutatif, ainsi :

BA = AB = axl, + (ay + bx + nby) J,

On cherche les valeurs de x et y telles que AB = I,,. Ceci correspond a la résolution
du systéme :
(a+bz + (a+nby = 1
br + (a+nby = 0

10



qui a une solution unique si et seulement si a(a + nb) # 0. Donc, pour a # 0 et

1
a # —nb, la matrice B est l'inverse de Asix = —ety= ———— .
a a(a + nb)

b) Aprés le lemme 1.5 on a :

A | bl,

(L1 +bJnia] = ‘ ol [atb

‘: 1A [a+b—62]1;A—1]1n (1.3)

ou A =al, +bJ,.
Or, du résultat démontré en a), on obtient :
! 1 / b ! b2
1A, =0 (21, - — 1)1, =
a a(a + nb) a+nb

Pour arriver au résultat on applique le principe de récurrence. On vérifie d’abord la
propriété pour une matrice d’ordre 2 :

a+b b
b a+b

’:(a+b)2—b2:a(a+25)

Puis on suppose vraie la propriété pour une matrice d’ordre n :
lal, +bJ,| = a" ' (a + nb)

En remplagant dans (1.3) les calcul ci-dessus, on déduit la propriété pour une matrice
d’ordre n + 1 :

b*n

a -+ nb

lalyi1 + bJpi1| = @™ Ha + nb) (a +b— ) =a"[a+ (n+1)b].

<

Un type de matrice plus générale, comme celle-ci :

Ca; b e e b
b ay -+ -+ b
: : b
b e b ay |
est aussi inversible sous certaines conditions des valeurs aq,--- ,a, et b, précisées
dans le lemme suivant.
Lemme 1.7 Pour {iy, -+ ,i,_1} C {1,---,n}, soit ¢ = Z;i ﬁ Alors, la ma-
trice A = diag (a; — b, -+ ,a, —b) + bJ est inversible si et seulement si l'une des

trois conditions est satisfaite :
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1) b=0 et a; #0, pour tout i = 1,--- ,n. Auquel cas,

n

|Al = Haz‘

i=1
2) Au moins n — 1 valeurs de la diagonale de A, {ail, e ,ainfl}, sont distinctes de
betqg=1.
3) Au moins n — 1 valeurs de la diagonale de A, {ail, e ,ainfl}, sont distinctes de
bet 5 # 5.
—

Voici le déterminant pour le deux dernier cas :

n—1

Al = lai, — a(ai, = )] ] (as, = 1)
k=1

Démonstration.
1) 11 est clair que :

A‘lzdiag<i,“',i) & b=0eta;#0 YVi=1,---,n

et .
Al =]]a

i=1
Soit maintenant b # 0 et C' = %A =diag(A —1,--- ;A\, = 1) + J, ot \; = F. Sans
perte de généralité, on suppose que Ay, - -+, \,_1 sont les n—1 valeurs de la diagonale
de C distinctes de 1.
Soient fi,---, f, les lignes de C' et E,; la matrice élémentaire associée a l'opération
de ligne f, — fx — fr, pour tout k = 1,---,n — 1. Ainsi, Ey, = I + [b;] ou [b;]
est une matrice avec by, = —1 et b;; = 0V (4,5) # (k,n). Chaque matrice Ej,

est triangulaire supérieure car k < n, d’ou la matrice T' = FEy,, - - - E;,—1), est aussi
triangulaire supérieure et |T| = 1. Aprés ces opérations élémentaires on obtient la
matrice :

TC - { diag(A — 1, , A 1 = 1) | (1= A1, o }

1, | An

n—1

L’hypothése \; # 1,1 <i < n — 1, permet de calculer |T.C| selon le lemme 1.5 :

n—1 r

, 1—A 1—A
T.0| = AN—1) [ A+ 1 diag [ —22 ... =2 g
el = TLO =0 [ thdion (=50 750 )1
n—1 B n—1 1
= Ai— 1) [ A+ (1 =X\,
[T0x -1 P >;1_Ai]

= S [/\n +q(1 - )‘n)]
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Comme s # 0, g # 0 et |T.C| = |C], on a
Cl£0 & Atgl—A)#0 (1.4)

Les solutions de (1.4) ne sont atteintes que pour ces deux conditions sur ¢ :

2) ¢ = 1, auquel cas il n’y a aucune contrainte sur A, car A\, + q(1 — A,) = 1 # 0.

Alors, [A] = b"|C| = b"s = b* T2 (%52) = b1} (as — D).

3) g # 1, donc il est nécessaire que A, # q_il. Alors :

1Al = bTT (a5 — b) [% + g (552)] = [an — ¢ (an — O] TS (ai — b).

En fait, cette derniére formule de |A| engendre la précédente lorsque g = 1. ©

1.1.5 Matrices binaires

Nous construisons ici un type de matrice, appelée binaire, qui permet de caractériser
aisément des plans tel que les réseaux centrés de Scheffé, ainsi que les plans pour le
modéle croisé proposés dans le chapitre deux.

Définition 1.2 Soit (r,n) € (N*)* tel que 1 <1 < n et &, C (Z/2Z)" Uensemble de
tous les points de la forme e;, + - -+ e;, pour tout {iy, -+ ,i,} C {1,--- ,n}. Toute
matrice dont les lignes correspondent auz points de &, , est appelée matrice binaire.

Remarque : Aprés le lemme 1.1 le cardinal de &,.,, est égal a C}. Ainsi, toute matrice
binaire associée a &, est d’ordre C) x n.

Exemple :

Pour r =2et n =3, on a

§23 = {e1+eg,e1+e3,e0+e3)
= {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
Il y a 3! facons de construire une matrice binaire associée a {3 3. Nous allons suivre

l'ordre lexicographique pour les lignes : 1 — {ej, e}, 2 — {e1,e3} et 3 — {eq, e3}.
Ainsi, cette matrice binaire, notée Ds 3, est la suivante :

Dys = (1.5)

O = =

1
0
1

— = O

Remarque : Il y a (C7)! matrices binaires distinctes dont les lignes sont les points
de & .

Le résultat suivant concerne le calcul du produit d’Hadamard de r colonnes de toute
matrice binaire associée a &, ,,. En fait, nous allons construire par colonne une matrice
P avec tous ces produits. Si I’on revient sur I’exemple ci-dessus, les produits d’Hada-
mard de couples de colonnes de Ds 3 donnent I’ensemble B3 (base canonique de R?).
La matrice P est carrée d’ordre C2 = 3 et il y a 3! possibilités pour sa construction.
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Proposition 1.1 Soit D = [dy| - - -|d,]| une matrice binaire associée a &,.,,, ot d; est
la i-éme colonne de D. La matrice P dont les colonnes sont les produits de la forme

di1®"‘®dir

v {7;17"'77;T}C{1a"'>n}7

est une matrice de permutation. De plus, le produit d’Hadamard de r + 1 colonnes
de D est égal au vecteur nul.

Démonstration.

Puisque il n’y a pas de lignes répétées dans D, il existe une correspondance bijective
entre les colonnes de la matrice P et les lignes de la matrice D. Soit donc la ligne
e, ++--+e; de D associée a la colonne v =d;; ©®---©d;, de P et soit k la position
de cette ligne dans la matrice D. Les deux valeurs possibles pour les composantes de
v sont 0 et 1.

Si vy est la k-iéeme composante de v, alors, vy = 1 car (di].)]€ = 1 pour tout j €
{i1,- -+ ,i,}. Or, §'il existait t # k tel que v; = 1, cela impliquerait que le point
e, + -+ + e;,. se répéterait sur les deux lignes ¢ et k de la matrice D. Ainsi, d;, ®
-+ ®d;, = eg. D’autre part, pour chaque k € {1,2,---,C"} il existe un unique sous-
ensemble {iy,--- 0.} tel que ex = d;; ©® -+ © d;,., d’ou les colonnes de la matrice P
correspondent & la base canonique de R, P est donc une matrice de permutation.

Tout produit d’Hadamard de r» + 1 colonnes de la matrice D est de la forme ¢e; ® d;.
S’il y avait une composante de e; ® d; distincte a zéro, alors, il y aurait une ligne de
D avec au moins r + 1 composantes égales a 1, ce qui est contraire a la définition de
matrice binaire. ¢

Remarque : pour les valeurs extrémes r = 1 et r = n, les ensembles &; ,, et &, ,
N / .

correspondent a B,, et 1, respectivement.

Construction d’une matrice binaire par récurrence

On note D,,, la matrice binaire de &, ,, construite en suivant ’ordre lexicographique.

Pour obtenir une relation de récurrence on définit les deux matrices suivantes :

Dyy=1I,et Dy, =1,

n*

Puis on commence par la matrice binaire de plus petite taille possible avec deux
composantes non nulles, celle obtenue en (1.5) :

Do — Ly Dip | _ | 1o I,
23 0 D272 0 ]1;
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Par exemple, pour r = 2, n = 4 et pour tout ¢ # j dans {1,2, 3,4}, les lignes de Dy 4
correspondent aux point de &, 4 rangés de la facon suivante :

O R RO O
—_ o =IO = O
_ = Ol OO

O O Ol ==

On généralise la procédure de facon que pour construire D, ,, 1 sont requises les deux
matrices D, ,, et D,_1,. Ainsi, pour tout entier n > 3 et r € {2,--- ,n}, la suite de
matrices est bien définie par :

o ]lcr—l D?"*l,n
Dr’nﬂ_{ Oc;  Drn }

Pour la valeur r entre 2 et n, on a la suite matricielle suivante :

D2,3 - D2,4 - - D2,n7r+2 - D2,n4+3
| I - - ! |
D3y — D3y — -+ —
| ! |
| ! |
Dr—l,n—l - Dr—l,n
| ! |
Dr,rJrl - Dr,r+2 A Dr,n - Dr,nJrl

La structure rectangulaire ci-dessus illustre quelles matrices sont requises pour la
construction de celle placée sur le sommet droit-inférieur. Par exemple, pour avoir
Ds 5 il faut Dy 4 et Ds 4, et pour ces deux derniéres il faut Dy 3.

Dans la suite du travail nous reprenons les matrices binaires D, ,, pour la construc-
tion de plans permettant d’estimer les paramétre d’un modéle polynomial d’ordre
deux. La matrice binaire générale, D, ,,, est utilisée dans ce chapitre pour démontrer
I’estimabilité du modéle synergique sur le réseau de Scheffé centré.

Proposition 1.2 Soit D,,, une matrice binaire, alors
Dy Dy = (n—2)I, + J,

Démonstration.
Si n = 3, par calcul direct on a :

D;’3D273 — [3 + Jg
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Par récurrence on suppose vrai que D;mDM = (n —2)I, + J,, puis on vérifie la
propriété pour n 4+ 1 :
1 I
D — n n
2,n+1 |i OCT% _DQ’n :|

, | n ]l;Z 0 OIC2
D27n+1D2,n+1 = { 1, I, } + { 007% (n — Z)In + J, }

/

’ (n — 1) +1 ]ln
PanirDonin = [ L, (= D+,

Ainsi, D/2,nD2,n = (n —2)I,, + J, pour tout entier n > 2. ¢

:| = (n - 1)]71-1—1 + Jn+1

1.2 Modéle linéaire et estimabilité

Soit y une variable qui représente la réponse observée d’un phénomeéne aléatoire pour
q facteurs quantitatifs controlés afin de conduire 'expérimentation. Soit le vecteur
x € § C R? la condition expérimentale sur laquelle on va mesurer ’observation Y.
On suppose que cette observation peut étre modélisée sous la forme suivante :

y=n(x, p)+e (1.6)

La fonction 7 est appelée loi de réponse pour x et elle correspond a la partie dé-
terministe du modéle et ¢ est la composante aléatoire, dite résidu, liée aux erreurs
expérimentales. Sa présence dans le modéle implique que 1’on peut avoir deux obser-
vations différentes sous la méme condition expérimentale x.

L’ensemble S, dit domaine expérimental, est I’espace ol 1’expérimentation est pos-
sible.

La fonction 7 est inconnue mais on suppose qu’elle admet un développement de Tay-
lor en tout point * € S, ce qui justifie son approximation par un polynéme sur le
domaine expérimental.

1.2.1 Modéle linéaire usuel

On dit que le modéle (1.6) est linéaire lorsque 1 est une fonction linéaire par rapport
a 3, c’est-a-dire, n(zx, 8) = B f(x), oil 3 est le vecteur des p paramétres inconnus du
modéle.

La fonction vectorielle f : & — RP est choisie a priori par le chercheur sur la base
de la connaissance du phénoméne & observer.

Considérons I'ensemble de n points de S, {t1,t2,- - - , t,}, appelé plan d’expérience.
Pour chaque ¢; on a I’observation Y;. Alors le modéle Y; = 8 f(t;) + ;i =1,--- ,n,
est représenté matriciellement par :

Y =Xp+¢ (1.7)
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Avec

X : matrice du modéle, d’ordre n X p, ou la ligne ¢ est composée des coordonnées
de f(t;),i=1,--- n.

Y : vecteur des n observations.
€ : vecteur des n erreurs expérimentales liées aux n observations.

Définition 1.3 Le modéle linéaire (1.7) est appelé modéle de Gauss-Markov
lorsque la distribution du vecteur aléatoire Y wvérifie les relations suivantes :

{E(Y) = Xpg
vYy) = o%,

ou E(Y') désigne l'espérance de Y et V(Y') désigne la matrice de variance-covariance
deY (siY est une variable aléatoire réelle on utilise la notation Var(Y') au lieu de

V(Y)).

Définition 1.4 On appelle matrice du plan, notée D, la matrice d’ordre n x q dont
les lignes sont les coordonnées des points du plan ty,--- ,t,.

Définition 1.5 On appelle matrice d’information la matrice X X, ou X est la ma-
trice du modéle.

1.2.2 Surface de réponse polynomiale

Dans ce qui suit, sous I’hypothése de régularité de la loi de 