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RésuméPour les turbomahines, les éoulements de jeu entre parties mobiles et �xes peuvent être unesoure non négligeable de dégradation des performanes. A�n de ontrer es éoulements, on faitsouvent appel à un traitement de arter. Cette étude est axée sur la dé�nition, l'analyse et l'opti-misation d'un nouveau onept de traitement de arter appliable aux turbomahines basse vitesse.Plusieurs outils numériques sont néessaires pour mener à bien ette étude. Pour la simulationnumérique, il onvient de disposer de shémas spatiaux adaptés aux maillages non-uniformes, les-quels sont développés ii. L'analyse pratique du traitement de arter fait intervenir une tehniquede dérivation d'ordre élevé du hamp aérodynamique, permettant ensuite une reonstrution rapidedes di�érentes géométries et des hamps aérodynamiques assoiés. Cette tehnique de dérivation estouplée ave un algorithme génétique a�n d'optimiser le traitement de arter. Un outil d'analyse etde visualisation du front de Pareto est alors employé.Le nouveau traitement de arter proposé est un rainurage hélioïdal du arter. Ce dispositif estutilisé pour réduire le débit de jeu et la giration de l'éoulement de jeu dans le as de turbomahinesprésentant une virole. Le traitement de arter est modélisé a�n de valider le onept même durainurage. L'analyse des performanes montre une amélioration par rapport à un jeu standard.L'étude du hamp aérodynamique assoié aux rainures fait ressortir des strutures tourbillonnairesomplexes et ouplées. Une étude paramétrique permet de aratériser �nement le omportementdu nouveau traitement de arter relativement aux paramètres géométriques dé�nissant la forme desrainures.On valide l'ensemble des variations obtenues ave la méthode de dérivation d'ordre élevé. Lerainurage est alors optimisé en utilisant la base de donnée onstituée par es variations. L'analysedu front de Pareto permet de hoisir une on�guration optimale de traitement de arter. Cettesolution est appliquée à un ventilateur de refroidissement. L'éoulement et les performanes de l'en-semble [rotor+traitement de arter℄ sont étudiés préisément. Dans ette on�guration, on amélioreremarquablement les aratéristiques de l'éoulement de jeu.Mots-lés :Traitement de arter, éoulement de jeu, turbomahines basse vitesse, rainurage hélioïdal, opti-misation, algorithme génétique, Self-Organizing Maps, paramétrisation, dérivation d'ordre élevé,shémas numériques spatiaux, maillages non-uniformes
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AbstratThe �ow in the gap between moving and stati parts of turbomahines is responsible for aimportant drop in performane of the overall system. A asing treatment is a usualy applied inorder to restrain these �ows. The main purpose of this study is the de�nition, the analysis and theoptimization of a new onept of asing treatment designed for low speed turbomahines.Several numerial tools and tehniques are required to arry out this study. Numerial simulationrequires some aurate spatial shemes designed for non-uniform meshes. The development of thesenew shemes will be desribed here. The asing treatment analysis is also based on a high orderdi�erentiation tehnique that allows a quik reonstrution of the �ow�elds with respet to any givengeometry. A geneti algorithm is assoiated to this reonstrution tehnique in order to optimizethe asing treatment. A data-mining tool is thereafter neessary to proess the result.The new asing treatment onsists in an helioidal grooving of the asing. It aims at reduingthe mass�ow and the swirl of the leakage gap �ow within turbomahines with shrouded rotors.The asing treatment is modelized and simulated so as to validate the grooving onept. Theperformane riteria analysis shows an improvement ompared to the standard gap. One �ndsa omplex �ow struture in the grooves. Several interating vorties are notied in the �ow�eld. A�ne haraterization of the asing treatment's behaviour is ahieved by a parametri study of thegeometrial parameters de�ning the grooves shape.Aerodynami performane variations alulated with the di�erentiation tehnique are validated.The asing treatment is optimized using the variation database. The resulting Pareto front is ana-lyzed and a single optimal on�guration is hosen. This solution is applied to a ooling fan. Wepreisely desribe and analyse the �ow�eld and the aerodynami performane for the omplete set[rotor+asing treatment℄. The asing treatment allows a drasti improvement of the gap �ow in thison�guration.Keywords :Casing treatment, gap �ow, low-speed turbomahines, helioidal grooving, optimization, geneti al-gorithm, Self-organizing maps, parameterization, high-order derivation tehnique, spatial numerialshemes, non-uniform meshes
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Chapitre 1IntrodutionLa oneption de turbomahines est une démarhe très déliate. Il existe de très nombreux phé-nomènes physiques qui peuvent dégrader les onditions de fontionnement de la mahine, et au�nal dégrader les performanes. Parmi tous es phénomènes, on retiendra essentiellement les éou-lements seondaires qui se développent au niveau de haque roue, �xe ou mobile, et qui peuventperturber plus ou moins fortement les roues préédentes ou suivantes. Ces éoulements seondairessont d'autant plus di�iles à prendre en ompte lors de la phase de oneption qu'ils sont géné-ralement omplexes, ouplés et assez variables en fontion des onditions de fontionnement de lamahine. Du strit point de vue de l'utilisateur, ils induisent souvent des hutes de rendement, dedébit, des instabilités. A e titre, l'un des éoulements seondaires les plus ritiques est l'éoulementde jeu. Il s'agit de l'éoulement se formant au niveau du jeu entre parties mobiles et parties �xes.L'éoulement de jeu génère bien souvent des strutures tourbillonnaires en tête d'aube et perturbel'éoulement au sommet des aubes.Deux possibilités s'o�rent au onepteur pour essayer de limiter les problèmes liés aux éoule-ments seondaires :
• Construire une mahine peu sensible aux éoulements seondaires. Il s'agit de la démarhe"idéale", mais elle est utopique en pratique. Dans les turbomahines modernes, les onditionsde fontionnement sont telles que les moindres perturbations liées aux éoulements seondairesse ressentent sur la mahine omplète.
• Contr�ler les éoulements seondaires pour ontr�ler leurs e�ets et les supprimer si possible.Pour l'éoulement de jeu, une des réponses les plus lassiques est le ontr�le au moyen d'un trai-tement de arter. Il s'agit habituellement de modi�ations de la géométrie du arter, omme parexemple un rainurage ironférentiel de la paroi arter.Parmi toutes les turbomahines existantes, ertaines présentent des géométries assez partiu-lières, notamment en tête d'aube : pour des raisons méaniques ou aérodynamiques, il est parfoisnéessaire d'utiliser des aubes à talon, 'est-à-dire des aubes reliées entre elles par une ouronnede matière, appelée virole, située au sommet des aubes. C'est le as des ventilateurs utilisés pourassurer le refroidissement des moteurs automobiles lorsque le véhiule est à l'arrêt ou à basse vitesse.Cependant, l'utilisation d'une virole ne supprime pas le problème de l'éoulement de jeu. Danse as, l'éoulement de jeu apparaît dans le jeu existant entre la virole et le arter. Ce anal établitun lien diret entre l'amont et l'aval du ventilateur. Cela onduit à l'apparition d'un éoulement deretour, de l'aval à l'amont du ventilateur. L'éoulement de jeu présente deux spéi�ités :1



2 Chapitre 1. Introdution
• Le débit de retour est important.
• La giration de et éoulement est importante.Ces aratéristiques entraînent par la suite une modi�ation forte de l'éoulement au niveau desaubes : on s'éarte ainsi des onditions aérodynamiques qui avaient été prévues lors de la phasede dessin des aubes. Pour les ventilateurs automobiles, il n'est pas rare que le rendement du rotorsoit faible (environ 50 à 60%). Une bonne partie des pertes est alors assoiée à l'éoulement de jeu.Les ventilateurs automobiles onstituent don un bon as pratique pour tester des traitements dearter.A l'heure atuelle, il n'existe pas de traitement de arter onçu pour maîtriser et éoulementde jeu. Les améliorations proposées le plus souvent onsistent à redessiner l'aube a�n de l'adapterle mieux possible aux perturbations liées au jeu. Cela ne résout en rien le problème fondamentalqui est la présene de et éoulement de jeu. Le but de ette étude est de onevoir, analyser etoptimiser un nouveau traitement de arter adapté au ontr�le de l'éoulement de jeusur des turbomahines ave virole. Ce traitement de arter sera ensuite appliqué à unventilateur automobile. Compte tenu du nombre de traitements de arter possibles, quasi-in�ni,l'étude est axée sur la simulation numérique de l'éoulement autour de géométries paramétrisées.Cela permet de disposer rapidement, et à peu de oût (relativement à une approhe expérimentale),de résultats sur les géométries testées.Toutefois, l'approhe hoisie soulève plusieurs di�ultés :
• D'abord, il faut être en mesure de faire des simulations préises. La desription �ne du fon-tionnement du traitement de arter est à e prix. On ne peut pas, par exemple, se permettrede déterminer approximativement les e�ets du traitement de arter sur l'éoulement de jeu,la validation n'ayant alors pas beauoup de sens.
• Il faut aussi disposer de méthodes e�aes. Cei est surtout important pour l'optimisation,où la démarhe la plus simple est de simuler un grand nombre de géométries a�n de n'enretenir que les meilleures. Une telle approhe est bien souvent irréalisable ave des solveurslassiques. Pour des as multi-paramétriques, omme 'est le as ii, il faut e�etuer beauoupde simulations, souvent longues. Le temps de alul total devient très vite prohibitif.
• Il est en�n néessaire de disposer de tehniques adaptées pour l'optimisation du traitement dearter. Il existe aujourd'hui de très nombreuses tehniques d'optimisation, haune ayant undomaine d'appliation privilégié. Il est don néessaire de hoisir elle qui est le mieux adaptéeà notre étude, 'est à dire une optimisation portant sur plusieurs paramètres et plusieursobjetifs.L'étude sera don organisée omme suit.Dans le hapitre 2, nous détaillerons les méthodes numériques utilisées pour la simulation deséoulements. Les simulations étant stationnaires, e hapitre sera plus spéi�quement onsaré auhoix d'une modélisation spatiale préise. On présentera notamment les shémas spatiaux entréset déentrés utilisés, ainsi que les développements réalisés pour améliorer enore la préision. Ene�et, la plupart des méthodes numériques existantes sont onstruites en faisant des hypothèsessimpli�atries sur la forme des maillages, notamment sur la taille des mailles. Ces hypothèsesonduisent à introduire une erreur numérique lors de l'utilisation de maillages quelonques. Pour



3notre étude, nous avons don réérit les modèles numériques pour des maillages plus généraux. Cesdéveloppements seront présentés en détail, ainsi que les validations numériques e�etuées.Le hapitre 3 sera onsaré à la détermination et à la validation du nouveau traitement de arter.Pour e faire, on ommenera par analyser en détail l'éoulement de jeu apparaissant dans le as d'unventilateur automobile. Cette analyse permettra de déterminer des objetifs de oneption pour unnouveau traitement de arter. Ce nouveau onept, proposé dans le adre de mon travail, onsiste enun rainurage hélioïdal du arter. On dé�nira alors un modèle représentatif du rainurage, ainsi queles paramètres géométriques à ajuster. On validera e nouveau traitement de arter, avant d'analyserle hamp aérodynamique assoié. Cette analyse du hamp est néessaire a�n de omprendre :1. Le fontionnement global du nouveau traitement de arter2. Les possibles e�ets d'une variation de la géométrie du traitement de arterOn mettra en partiulier à jour un ertain nombre de strutures tourbillonnaires omplexes, inter-agissant les unes ave les autres. Après l'analyse du hamp aérodynamique, on se onentrera surl'étude des performanes du traitement de arter en fontion des paramètres géométriques.Toutefois, à e niveau, il est enore impossible d'optimiser préisément e traitement de arterpar manque de méthodes adéquates.Dans le hapitre 4, on détaillera don les tehniques d'optimisation. L'un des buts de ette étudeétant l'optimisation du traitement de arter proposé, nous avons herhé l'algorithme d'optimisationle mieux adapté à notre as. Cet algorithme doit en partiulier être apable de fournir en un tempsraisonnable la plupart des on�gurations optimales (si elles existent), 'est à dire le Front de Pareto.Comme la onnaissane du omportement du nouveau traitement de arter, vis à vis des paramètresgéométriques, reste limitée, la tehnique d'optimisation retenue devra faire preuve de robustesse etd'e�aité dans le parours de l'espae paramétrique. On présentera don les onepts généraux del'optimisation multi-paramétrique et muti-objetifs. On fera ensuite un panorama des di�érentestehniques d'optimisation atuelles, a�n de pouvoir présenter en détail la méthode d'optimisationretenue pour ette étude.On présentera aussi dans e hapitre les tehniques de paramétrisation utilisées pour pouvoirévaluer rapidement les géométries. Il s'agit de la ondition sine qua non pour pouvoir optimiser lagéométrie du traitement de arter. Dans l'approhe la plus ourante et la plus simple des optimi-sations, il est, au mieux, néessaire d'évaluer deux on�gurations distintes par paramètre. L'étudedes e�ets de ouplage entre paramètres requiert enore plus d'évaluations. En onséquene, plusle nombre de paramètres est élevé, plus le nombre de simulations néessaires sera important. Lessimulations numériques en méanique des �uides pouvant être longues (plusieurs jours), le temps dealul total néessaire pour l'optimisation devient très vite irréaliste. On s'attahera don, dans ettepartie du hapitre 4, à présenter une tehnique de paramétrisation basée sur le alul des dérivéesd'ordre élevé du hamp aérodynamique par rapport aux paramètres. Ave une telle tehnique, ilest possible de reonstruire n'importe quelle on�guration à partir des dérivées alulées (une seuleet unique fois) en une on�guration de référene. L'opération de reonstrution est extrêmementsimple et rapide. Elle pose néanmoins ertaines questions quant à la �abilité du résultat reonstruit.On détaillera les di�érentes tehniques de reonstrution utilisées atuellement, ave leurs avan-tages et inonvénients. On s'intéressera plus partiulièrement à la problématique de reonstrutionet d'évaluation des grandeurs non-onservatives.Un autre point important pour la phase d'optimisation est la tehnique de visualisation qui peutêtre utilisée pour analyser les résultats de l'optimisation. Comme on le verra dans le hapitre 4, les



4 Chapitre 1. Introdutiontehniques adaptées aux as multi-paramétriques et multi-objetifs reposent essentiellement sur laonstrution de bases de données de grande taille. En �n de proessus, il est intéressant de pouvoiranalyser préisément le ontenu de es bases de données, pour trouver par exemple des tendanespartiulières parmi les on�gurations optimales. En raison du grand nombre de points dans lesbases de données, ette analyse demande des tehniques assez partiulières. On présentera les SelfOrganizing Map qui onstituent un moyen graphique simple et e�ae de représenter toutes lesinformations ontenues dans la base de données.Dans le hapitre 5, on exposera les résultats de l'optimisation du traitement de arter. Ces résul-tats sont obtenus à partir de la modélisation présentée au hapitre 2. L'objetif de ette optimisationest de disposer d'une on�guration qui soit déjà performante pour l'appliquer à un ventilateur au-tomobile. Cette appliation doit permettre de véri�er la pertinene et l'e�aité du traitement dearter pour le ontr�le de l'éoulement de jeu dans des onditions de fontionnement réelles, et ainsivalider dé�nitivement le onept. Ce as est en e�et assez sévère du point de vue de l'éoulement dejeu, lequel est important et animé d'une giration forte. On ne herhe ependant pas ii à améliorerle fontionnement global du ventilateur. On présentera dans ette partie les e�ets de l'utilisationdu nouveau traitement sur le ventilateur hoisi. On détaillera en partiulier le hamp aérodyna-mique dans le jeu, ainsi qu'au niveau du ventilateur. On évaluera les performanes du ventilateuren présene d'un éoulement de jeu maîtrisé a�n de dégager de nouvelles pistes d'étude.En�n, nous onlurons et disuterons des perspetives futures ouvertes par ette étude dans lehapitre 6.Cette thèse a été e�etuée au sein du Laboratoire de Méanique des Fluides et d'Aoustique(LMFA) de l'Eole Centrale de Lyon, dans le adre des projets CINEMAS2 (Région Rh�ne-Alpes) etLIBRAERO (ANR). Au ours de ette thèse, j'ai proposé, analysé et optimisé un nouveau oneptde traitement de arter. Je l'ai ensuite appliqué à un ventilateur automobile. Pour mener à bienes travaux, j'ai utilisé le ode de alul d'éoulements Turb'FlowTM, développé par le LMFA. J'aionstruit, dans le adre de l'étude du traitement de arter, de nouveaux shémas spatiaux pour eode de alul. Ces nouveaux shémas sont appliables à des maillages non uniformes. Pour l'opti-misation, trois logiiels di�érents ont été utilisés. Tout d'abord, la paramétrisation du traitementde arter a été traitée ave le ode Turb'OptyTM, proposé par la soiété Fluorem. L'optimisationelle-même a été réalisée ave Turb'OptyTM et l'algorithme génétique NSGA-II, onstruit par le la-boratoire KanGAL (Indian Institute of Tehnology, Kampur), et adapté par M. Buisson au sein duLMFA. Le post-traitement de l'optimisation a été réalisé ave l'aide de M. Buisson en utilisant laSOM-Toolbox, distribuée par le Laboratory of Computer and Information Siene de l'UniversitéTehnique d'Helsinki.



Chapitre 2Méthodes numériques pour la simulation2.1 IntrodutionDans l'étude présentée ii, notre but est de dérire un nouveau traitement de arter appliableaux turbomahines. L'analyse de ette géométrie passe essentiellement par la simulation numérique,la seule approhe permettant de tester rapidement et failement un grand nombre de on�gurations.Comme on le verra un peu plus tard (hapitre 3), la simulation du traitement de arter, et plusgénéralement des turbomahines, demande une grande préision a�n d'avoir des résultats �ables.Cette partie sera don onsarée au hoix, à la présentation et au développement de méthodesnumériques à même de fournir la préision attendue. Dans les premières setions, jusqu'à la setion2.4 inluse, on rappellera les tehniques et méthodes employées en simulation numérique. A�n debien dé�nir le adre de ette thèse, on se onentrera sur les shémas implémentés dans le ode dealul qui a été utilisé : Turb'Flow.A partir de la setion 2.4.5, je présenterai les développements que j'ai e�etués dans le adre deette thèse pour généraliser les shémas numériques spatiaux aux maillages non uniformes. Plusieurspoints seront abordés dans e adre. Dans la setion 2.4.5, on présentera la généralisation desinterpolations déentrées amont, ainsi que la validation des formules générales proposées.Dans la setion 2.4.6, on présentera rapidement les limiteurs de �ux utilisés ave les shémasdéentrés amont sur des maillages non-uniformes, et on omparera ensuite es limiteurs sur la basede simulations e�etuées dans le adre de ette thèse.Dans la setion 2.5, on rappellera le prinipe de fontionnement des shémas spatiaux entrés,avant de dérire en détail les travaux de généralisation des interpolations e�etués dans le adre deette thèse. On validera es nouvelles formules sur un as test.En�n, on analysera suintement en 2.6 les tehniques de disrétisation des �ux di�usifs, et onproposera une méthode de généralisation aux maillages non uniformes.2.2 Choix d'une disrétisation des équations de Navier-StokesA�n de simuler numériquement un éoulement, il est néessaire de résoudre les équations deNavier-Stokes moyennées (A.37 à A.43), équations détaillés en annexe A. Ces équations aux dérivéespartielles étant naturellement dé�nies de manière ontinue, mais présentant des non-linéarités fortes,une résolution analytique direte n'est pas possible dans le as général. En onséquene, il est5



6 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationnéessaire de les disrétiser, tant sur le plan spatial que temporel a�n de pouvoir ensuite aluleritérativement la solution.2.2.1 Disrétisation temporelleLe premier point important lors de la disrétisation des équations de Navier-Stokes est le hoixd'une disrétisation temporelle. Pour le solveur RANS utilisé, Turb'Flow, le traitement des termestemporels a déjà fait l'objet de plusieurs études suessives [4, 171, 13℄.Toutefois, les simulations e�etuées dans ette étude sont essentiellement des simulations sta-tionnaires. En onséquene, le traitement des termes temporels n'intervient que dans la phase deonvergene du alul. Lorque le alul est onvergé, et don que l'état stationnaire est atteint, lestermes temporels sont normalement nuls. La disrétisation temporelle n'intervient alors plus dansla préision du résultat stationaire obtenu. En onséquene, on ne détaillera pas ii les tehniquesde disrétisation temporelle. Elles sont présentées pour mémoire en annexe B.2.2.2 Disrétisation spatialePlusieurs types de disrétisations et d'approximations des termes spatiaux intervenant dans leséquations sont possibles [9℄.
• Di�érenes �nies : La disrétisation la plus onnue est sans auun doute elle des di�érenes�nies. On remplae alors les dérivées spatiales (ontinues) en un point par une approximationdisrète évaluée au moyen d'une série de Taylor sur le voisinage disret de e point. La teh-nique est partiulièrement adaptée à la disrétisation spatiale puisque un maillage introduitnaturellement ette notion de voisinage disret. Cette méthode est extrêmement simple etpermet une assez bonne préision, pour peu que les dérivées soient évaluées ave su�sammentde points. En ontrepartie, elle est onnue pour ne pas être onservative et ne onvient donpas à la simulation préise d'éoulements.Cette tehnique ne onvient don pas à notre étude.
• Eléments �nis : La deuxième grande lasse est elle des éléments �nis, très utilisée enméanique des solides. Dans ette tehnique, le milieu est déomposé en un ensemble disretd'éléments généralement tétraédriques. Les équations à résoudre sont multipliées par unefontion test, puis intégrées sur l'ensemble du domaine. La solution est approhée en dé�nissantun ensemble de fontions de forme, es fontions étant à support ompat, rattahées à unélément partiulier et nulles en dehors. La solution numérique du problème est obtenue enreportant les approximations onstruites pour haque élément dans l'équation intégrale quiest alors résolue. La tehnique est intéressante ar elle s'appuie sur un maillage non struturé etpermet don de simuler faiblement des géométries omplexes. En revanhe, le oût numériquede la résolution est important et l'approhe reste non onservative.On ne retiendra pas non plus ette disrétisation pour notre étude.
• Volumes �nis : La troisième grande modélisation est elle par volumes �nis. L'espae est audépart divisé en un ensemble �ni de volumes de ontr�le sur lesquels on intègre les équationsdi�érentielles onservatives. De plus, on fait l'hypothèse que la taille des volumes de ontr�leest su�samment petite relativement aux éhelles de variation du hamp, e qui permet alors deonsidérer e dernier omme quasiment onstant sur haque ellule. Il en résulte une érituresimple et faile à omprendre sur les plans physiques et numériques. En ontrepartie, on



2.2. Choix d'une disrétisation des équations de Navier-Stokes 7introduit des interpolations a�n de déterminer les variables au niveau des parois séparant lesellules. Moyennant un niveau de préision élevé sur es interpolations, il est possible d'obtenirune disrétisation spatiale assez préise.C'est don ette approhe qui a été retenue lors du développement du ode Turb'Flow, et quisera utilisée pour e�etuer les simulations numériques présentées dans ette étude.Les méthodes préédentes demandent la onstrution d'un maillage a�n de disrétiser l'espae.Les maillages sont aratérisés par la donnée d'un ertain nombre de n÷uds de positions dé�nieset d'un graphe établissant les relations entre les di�érents n÷uds. La notion de volume dé�nieauparavant est ompatible ave la desription nodale puisque dans un as tridimensionnel, troisn÷uds non alignés forment une surfae, plusieurs surfaes délimitant un volume polyédrique. Parla suite, on parlera de voisins pour deux n÷uds diretement onnetés.On distingue usuellement deux types de maillages possibles :
• Les maillages non struturés : Les volumes de ontr�le ont une forme quelonque, e quin'implique don pas de ontraintes sur le nombre d'éléments voisins. L'avantage de ette dis-rétisation spatiale est une très grande souplesse dans la desription de géométries omplexes.Il est possible de s'adapter failement à de brusques hangements de diretion d'une paroisolide mais aussi de ra�ner loalement le maillage sans a�eter le reste de l'espae. Le prix deette �exibilité est une omplexité de traitement algorithmique non négligeable. En premierlieu, la génération d'un maillage non struturé est assez omplexe et demande des tehniquesadaptées. En outre, le graphe de onnetivité étant quelonque il doit être stoké a�n de savoirquelles sont les relations internodales pour pouvoir éhanger failement des informations. Endernier lieu, les n÷uds ne présentant pas à priori de struture partiulière dans l'espae, il esttrès di�ile de dé�nir des approximations d'ordre élevé au moyen de méthodes lassiques tellesque les volumes �nis. L'utilisation d'un maillage non struturé restreint de fato la préisionpossible et ne sera don pas retenue.
• Les maillages struturés : Le maillage est organisé en familles de lignes, les lignes au seind'une même famille ne se roisant pas et roisant une seule fois les lignes des autres familles,générant ainsi les n÷uds. Pour la disrétisation spatiale tridimensionnelle, on peut dé�nir desindies notés habituellement (i, j, k), haque indie assurant la numérotation ordonnée d'unefamille. Un n÷ud est de ette manière repéré via le triplé d'indies. Le as de maillage struturéle plus simple est le maillage artésien uniforme. L'espae est ainsi doté d'une struture faileà implémenter dans un algorithme, ave laquelle on dispose impliitement de la table deonnetivité. Chaque point du maillage aura au plus six voisins direts, haun ne variantque de plus ou moins une unité sur un seul indie. Le traitement des maillages struturés este�ae, préis et peu oûteux en terme de mémoire. En outre, on peut dérire l'espae aumoyen de repères urvilignes attahés aux lignes de maillage e qui permet aussi de dé�nirdes diretions privilégiées : le repérage d'une paroi solide est ii trivial, puisque ette dernièreorrespondra à une surfae d'indie onstant. En ontrepartie, es maillages sont assez rigidesau sens où la modi�ation d'une zone de l'espae a�ete potentiellement le reste de l'espae,puisque les lignes de même famille doivent rester non séantes. Le ra�nement loal du maillageest à e titre omplexe puisqu'on introduit de nouvelles lignes. De plus, ils sont parfois di�ilesd'emploi sur des géométries omplexes présentant des ourbures fortes : on peut être amenéà les déformer trop intensément. Les maillages struturés se prêtent naturellement à une



8 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationdéomposition en blo, laquelle permet de réduire un peu la problématique de maillage. Cetteétude sera don basée sur des simulations en maillage struturé.Dans la suite, on ne traitera que les maillages struturés, en remarquant ependant que esderniers ne sont qu'un as partiulier des maillages non-struturés. Le hoix de ette solution aété fait lors de la oneption du logiiel de alul Turb'Flow [4, 171℄ a�n d'assurer un traitementinformatique simple et e�ae.Le dernier aspet de la disrétisation spatiale onerne la position des n÷uds relativement auxellules de alul. Cette remarque n'a de sens que dans l'hypothèse d'une modélisation basée surdes volumes. Il existe dans e as deux manières distintes de onstruire un volume de ontr�le(Fig. 2.1). La première possibilité est de onsidérer que les n÷uds sont situés au entre des ellulesde alul. On parle alors de shéma ell-enter. Dans l'autre as, dit ell-vertex, les n÷uds sontaux sommets du volume de ontr�le. Dans le premier as, la valeur des variables onservativesenregistrée au n÷ud est failement assimilable à la valeur moyenne de es variables sur la ellule.Dans la deuxième approhe, la valeur moyenne doit être déterminée à partir des valeurs aux sommetse qui peut introduire une erreur. A l'opposé, dans la première représentation la valeur du hamp,et surtout elle de ses dérivées, doit être interpolée au niveau des interfaes entre ellules, le alulétant beauoup plus simple et préis ave l'autre struture.C'est l'approhe ell-enter qui a été retenue pour le ode de alul utilisé.

Fig. 2.1 � Approhes ell-vertex et ell-enter2.3 Formulation Volumes FinisOn supposera dans toute ette partie que l'on traite un n÷ud su�samment loin des frontièresdu blo ou du domaine de alul pour avoir un nombre su�sant de voisins dans le domaine. Letraitement des onditions aux limites est spéi�que et est présenté en annexe B.On herhe la solution d'une équation aux dérivées partielles de forme anonique :
∂A

∂t
+ ~∇. ~B = S (2.1)où A et S sont des grandeurs soit salaires soit vetorielles, et ~B une grandeur soit vetorielle soittensorielle. Dans le adre de la formulation en volumes �nis sur un maillage struturé, ette équationest exprimée en repère urviligne puis intégrée sur des volumes de ontr�le élémentaires ontigus

V ouvrant l'ensemble de l'espae. Dans le as de alul instationnaire ou pseudo-instationnaire, le



2.3. Formulation Volumes Finis 9maillage et don les ellules d'intégration peuvent être mobiles et déformables. Cette dernière ara-téristique est néessaire pour simuler des on�gurations ave des parois mobiles omme le �ottementd'une aube. Il est en outre possible de ette manière de générer un maillage auto-adaptatif dont ladensité de points se règle automatiquement sur les strutures prinipales de l'éoulement (ouhelimite, onde de ho,...), ette tehnique étant valable y ompris pour un éoulement stationnaire.On introduit don ~W la vitesse de la surfae S(t) des ellules d'intégration. L'équation standard(2.1) devient :
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~C.~ndS =

∫
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SdV (2.2)

~C est une grandeur tensorielle ou vetorielle prenant en ompte la vitesse pariétale ~W et ~n est leveteur unitaire normal à la surfae S(t) et pointant vers l'extérieur de la ellule V(t). L'expression(2.2) peut être érite beauoup plus simplement si on la transpose dans le repère urviligne. Onnotera dans la suite (ξ1,ξ2,ξ3) les oordonnées dans le repère urviligne (Fig. 2.2).Dans e repère, en se souvenant qu'on a hoisi une approhe de type ell-enter, les ellulesd'intégration sont des hexaèdres dont les frontières sont dé�nies par les surfaes telles que ξi± =
ξi ± 1

2 , e qui impose alors V i = 1 et pour haune des 6 surfaes de la ellule Si± = 1.

Fig. 2.2 � Changement de repère sur un maillage struturéOn rappelle que les veteurs ~ai de la base ovariante assoiés aux diretions ξi sont tangentsaux lignes de maillage. Les veteurs ontravariants ~ai sont dé�nis omme ~ai = ~∇ξi. Ils sont donpar dé�nition orthogonaux aux iso-surfaes de ξi, e qui, pour des ellules de petite taille, équivautà dire que e sont les normales aux surfaes Si.En appliquant le hangement de repère, on obtient :
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} est le jaobien de la transformation géométrique. On remarquera que le jaobienpeut être interprété omme le volume de la ellule d'intégration.



10 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationLe ÷ur de la formulation en volumes �nis est de supposer que les variations du hamp aérodyna-mique sont sur des éhelles spatiales su�samment grandes pour pouvoir onsidérer que les variablesaérodynamiques sont onstantes à l'éhelle de la ellule d'intégration. On peut alors remplaer lesintégrandes dans l'équation (2.3) par des valeurs moyennes. Pour tout triplé d'entiers (ξ1,ξ2,ξ3) onobtient :
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sont les �ux aux interfaes ξi ± 1
2 , ~F i étant par ailleurs dé�ni omme ~F i =

√
g ~C.~ai.Dans ette hypothèse, on peut de plus aratériser la grandeur C ave les formules suivantes :

~C = ~B −A ~W si C est vetorielle, ⇒
C=

⇒
B − ~A⊗ ~W sinon.L'expression (2.4), et plus généralement la formulation en volumes �nis, impliquent une ertainequalité du maillage. En premier lieu, il est évident que la taille des mailles doit être assez faiblepour apter les petites strutures de l'éoulement. Les zones présentant de forts gradients devrontdon être densément maillées. D'autre part, [4℄ note que les mailles voisines doivent être de taille etd'orientation prohes a�n d'éviter des disontinuités fortes du jaobien √

g et des veteurs ontra-variants ~ai. On suppose en outre que le jaobien est positif, e qui est impliitement représenté parl'utilisation de la raine arrée dans la notation. La onséquene prinipale de ette ontrainte estd'interdire les ellules roisées omme illustrées sur la �gure suivante (Fig. 2.3) :
Fig. 2.3 � Struture de maillage roiséA partir de e formalisme, on peut expliiter les équations de Navier-Stokes moyennées et adi-mensionnées (A.37 à A.43) omme suit.Conservation de la masse

∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (2.5)En utilisant la notation symbolique préédente, on a :
A = ρ (2.6)
~B = ρ~V (2.7)
~C = ρ

(
~V − ~W

) (2.8)
S = 0 (2.9)
F i =

√
gρV i (2.10)
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∂t et V i = ∂ξi

∂x1
u1 + ∂ξi

∂x2
u2 + ∂ξi

∂x3
u3 + ∂ξi

∂t = (~V − ~W ).~ai. La vitesse V i est donla vitesse ontravariante du �uide relative au maillage mobile dans la diretion ξi.Conservation de la quantité de mouvement
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t

]
= ~0 (2.11)Soit enore :

~A = ρ (2.12)
⇒
B= ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t (2.13)

⇒
C= ρ~V ⊗ (~V − ~W ) + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t (2.14)

~S = ~0 (2.15)
~F i =

√
g

[
ρ~V V i + p~ai − 1

Re

⇒
τ l+t .~a

i

] (2.16)Conservation de l'énergie
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}]

= 0 (2.17)où :
A =ρE (2.18)
~B =(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
} (2.19)

~C =(ρE + p)(~V − ~W ) + p ~W

− 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
} (2.20)

S =0 (2.21)
F i =

√
g

[
(ρE + p)V i − p

∂ξi

∂t

− 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}
.~ai

] (2.22)Conservation de l'énergie inétique turbulente
∂ρk

∂t
+ ~∇.

[
ρk~V − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
]

= Sk (2.23)
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A = ρk (2.24)
~B = ρk~V − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k (2.25)

~C = ρk(~V − ~W ) − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k (2.26)

S =
√
gSk (2.27)

F i =
√
g

[
ρkV i − 1

Re

(
µ+

µt

σk

)
~∇k.~ai

] (2.28)Conservation de la dissipation spéi�que turbulente On a hoisi pour ette étude le modèlede turbulene à deux équations k−ω de Kok [107℄. En onséquene, la deuxième variable turbulenteà traiter est la dissipation spéi�que turbulente ω.
∂ρω

∂t
+ ~∇.

[
ρω~V − 1

Re

(
µ+

µt

σω

)
~∇ω
]

= Sω (2.29)où :
A = ρω (2.30)
~B = ρω~V − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω (2.31)

~C = ρω(~V − ~W ) − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω (2.32)

S =
√
gSω (2.33)

F i =
√
g

[
ρωV i − 1

Re

(
µ+

µω

σω

)
~∇ω.~ai

] (2.34)Au �nal, il est possible de réérire le système des équations à résoudre sous la forme ondenséesuivante :
∂

∂t
(
√
gq)

∣∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

+
3∑

i=1

[
Fi(ξi +

1

2
) − Fi(ξi − 1

2
)

]
=

√
gS|ξ1,ξ2,ξ3 (2.35)On aura au préalable dé�ni le veteur des variables onservatives q :

q =




ρ

ρ~V
ρE
ρk
ρω




(2.36)De même, on remarque en observant les équations (2.10), (2.16), (2.22), (2.28) et (2.34) que le �uxà une interfae de la ellule est systématiquement déomposable en deux parties, la seonde étant
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Re
. On dé�nit don le veteur des �ux Fi dans la diretion ξi de la façonsuivante :

Fi = F i
c −

1

Re
F i

v

=
√
g




ρV i

ρ~V V i + p~ai

(ρE + p)V i − p∂ξi

∂t
ρkV i

ρωV i




− 1

Re

√
g




0
⇒
τ l+t

γ
(

µ
Pr

+ µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+ µt

σk

)
~∇k(

µ+ µt

σk

)
~∇k(

µ+ µt

σω

)
~∇ω



.~ai(2.37)Et pour �nir :

S =




0
~0
0√
gSk√
gSω




(2.38)
V i =

∂ξi

∂x1
u1 +

∂ξi

∂x2
u2 +

∂ξi

∂x3
u3 +

∂ξi

∂t
(2.39)

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2

(ρ~V )2

ρ
− ρk

] (2.40)Conventionnellement les deux omposantes F i
c et F i

v sont quali�ées respetivement de �uxonvetif et di�usif. Cette appellation vient initialement de l'ériture des équations dans un asEulérien où seul le terme F i
c est non nul, as orrespondant bien à la onvetion des grandeursonservatives. La notion de �ux di�usif n'apparaît qu'ave l'introdution de la visosité.Maintenant que l'on dispose des équations exprimées de manière semi-disrète pour haqueellule élémentaire dé�nie dans un repère urviligne selon une formulation de type volumes �nis,il est néessaire de détailler les tehniques de disrétisation spatiale assoiées à la résolution de esystème.2.4 Disrétisation spatiale des �ux onvetifs - shémas déentrésamontOn traitera spéi�quement dans ette partie, ainsi que dans les setions 2.5 et 2.6, du aluldes �ux exprimés pour les variables onservatives lassiques ρ, ρ~V et ρE. On présentera aussi denouveaux développements permettant d'améliorer la préision du alul. Le traitement des variablesturbulentes k et ω n'a pour sa part pas fait l'objet d'analyses détaillées dans ette étude, et il seraprésenté don en annexe B.2.Les termes onvetifs des équations disrétisées peuvent être traités en utilisant des shémasspatiaux déentrés amont (aussi appelés shémas "upwind"). Ceux-i sont onstruits en prenant



14 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationen ompte la physique de l'éoulement via les phénomènes de propagation d'ondes dans di�érentesdiretions. Ces shémas présentent plusieurs avantages notables :
• Ils sont très bien adaptés par onstrution à des ondes de ho et plus généralement auxéoulements supersoniques
• Ils sont naturellement dissipatifs et par onséquent ils ne demandent pas l'adjontion d'unedissipation numérique arti�ielle spéi�ée par l'utilisateur.Parmi les shémas déentrés amont, on distingue usuellement deux grandes atégories :1. Les shémas à séparation de �ux ("Flux Vetor Splitting", FVS) : ils reposent sur une déom-position du �ux onvetif à l'interfae déterminée par les aratéristiques loales de l'éoule-ment. Ils sont réputés rapides et robustes, quoique sou�rant d'une préision réduite.2. Les shémas à di�érenes de �ux ("Flux Di�erene Splitting", FDS) : e sont historiquementles premiers shémas développés, ils sont élaborés sur la résolution exate ou approhée d'unproblème de Riemann à l'interfae de la ellule. Ils sont en onséquene assez préis mais sontaussi lents à ause du traitement algorithmique néessaire.2.4.1 Shéma à séparation de �ux de Van LeerCe shéma est initialement dérivé à partir de elui de Steger et Warming [176℄. Il est donné iipour failiter la ompréhension des méanismes des shémas à séparation de �ux : il est en e�ettrès simple et présente un grand nombre de aratéristiques qui seront reprises par les shémas FVSplus évolués. Le shéma de Van Leer est basé sur la déomposition de haque omposante Fi

c du�ux onvetif en deux ontributions distintes Fi+ et Fi− :
Fi

c = Fi+ + Fi− (2.41)Les �ux Fi+ et Fi− sont déterminés de manière à e que les matries jaobiennes assoiées ∂Fi+

∂(
√

gq)et ∂Fi−

∂(
√

gq) n'aient respetivement auune valeur propre négative et positive.Il existe en théorie une in�nité de fontions respetant es ritères, 'est pourquoi il est néessairede se donner des ontraintes supplémentaires. Celles hoisies par Van Leer sont les suivantes :
• Les Fi± doivent être ontinus et tels que :

Fi+ = Fi
c pour un nombre de Mah M > 1

Fi− = Fi
c pour un nombre de Mah M < −1Conrètement, ela revient à respeter la propagation stritement asendante ou desendantede l'information dans les as supersoniques.

• Les omposantes de Fi± doivent reproduire les symétries de Fi
c par rapport au nombre deMah M i.

Fi+(M) = ±Fi−(−M) si Fi
c(M) = ±Fi

c(−M)

• ∂Fi±

∂(
√

gq) doit être ontinue.
• ∂Fi±

∂(
√

gq) possède une valeur propre qui s'annule dans le as d'un éoulement subsonique.
• Les Fi±, de même que Fi

c, sont des expressions polynomiales du nombre de Mah du pluspetit ordre possible.



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 15Le �ux onvetif dans la diretion i est don déomposé selon le Mah ontravariant M i = V i

c‖~ai‖de la manière suivante :
• Pour un éoulement supersonique asendant : M i 6 −1

Fi+ = ~0

Fi− = Fi
c

(2.42)
• Pour un éoulement subsonique : −1 < M i < 1

Fi± =
√
g
∥∥~ai
∥∥ f±masse




1
c

γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x1
+ u1

c
γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x2
+ u2

c
γ‖~ai‖(−M i ± 2) ∂ξi

∂x3
+ u3

f±energie




(2.43)où
f±masse = ±1

4
ρc(M i ± 1)2 (2.44)et

f±energie =
c2

γ2 − 1

[
−(γ − 1)M i2 ± 2(γ − 1)M i + 2

]

+ (u2
1 + u2

2 + u2
3) −

c

γ

∂ξi

∂t

‖~ai‖(−M i ± 2)

(2.45)
• Pour un éoulement supersonique desendant : M i > 1

Fi+ = Fi
c

Fi− = ~0
(2.46)L'ordre de e shéma dépend très étroitement de la manière dont sont évalués les �ux. Unedes tehniques les plus lassiques est l'utilisation d'une formulation de type MUSCL (MonotoneUpstream-entered Sheme for Conservation Laws), introduite par Van Leer [184℄. Cette méthodesera présentée plus loin.Ce shéma présente l'avantage d'être robuste et de donner une solution assez régulière au voisi-nage du point sonique en raison des ritères hoisis pour la onstrution des Fi±.Néanmoins, il est aussi exessivement dissipatif à faible nombre de Mah et ne onserve pasl'enthalpie totale [80℄.2.4.2 Shéma de LiouPlus qu'un shéma, il s'agit en fait d'une famille de shémas développés suessivement pouressayer d'améliorer la formulation. Ces shémas ont été initiés par Liou [118℄ ave le shéma AUSM(Advetion Upstream Splitting Sheme), suivi peu après par le shéma AUSM+ [119, 120℄. Ils visentà orriger les défauts onstatés du shéma de Van Leer. En e sens, on optera par la suite pour



16 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationune déomposition du �ux onvetif en une partie Ci regroupant les termes purement onvetifset une autre, P i, traduisant les termes de pression. Cette tehnique est motivée par le fait queles phénomènes purement onvetifs ne jouent pas le même r�le que les phénomènes aoustiques. Al'image du shéma de Van Leer, haune de es ontributions est ensuite sindée en deux expressionsvéri�ant l'uniité de signe pour les valeurs propres des matries jaobiennes assoiées.Pour le shéma AUSM+, on obtient :
Fi

c = Ci + P i (2.47)ave :
Ci =

√
gcm




M i+ρL +M i−ρR

M i+(ρu1)
L +M i−(ρu1)

R

M i+(ρu2)
L +M i−(ρu2)

R

M i+(ρu3)
L +M i−(ρu3)

R

M i+(ρE + p)L +M i−(ρE + p)R




(2.48)
P i =

√
g




0

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x1

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x2

(pi+pL + pi−pR) ∂ξi

∂x3

−(pi+pL + pi−pR)∂ξi

∂t




(2.49)Pour la partie onvetive, cm est la vitesse moyenne du son au sens de Liou au niveau de l'interfae,et les M i± sont dé�nis par la relation :
M i± =

1

2
(M i + |M i|) (2.50)

M i est le nombre de Mah au sens de Liou. De ette manière, selon le signe de M i, on ne retientdans le alul du �ux onvetif que l'état à gauhe ou à droite de l'interfae. On notera qu'il estpossible de dé�nir aussi une vitesse ontravariante au sens de Liou :
V i

l = M icm
∥∥~ai
∥∥Le problème est alors de dé�nir un nombre de Mah représentatif des onditions aérodynamiquesau niveau de l'interfae de la ellule traitée, en tenant ompte notamment des états gauhes et droits.Pour ela, on déompose le nombre de mah M i omme :

M i = M+(ML) + M−(MR) (2.51)où :
M±(ML/R) =





±1
4(ML/R ± 1)2 ± βliou(ML/R2 − 1)2 si |ML/R| < 1

1
2(ML/R ± |ML/R|) sinon (2.52)

ML et MR étant les nombres de Mah dé�nis de manière lassique pour les états gauhes et droitsrelativement à la vitesse cm :
ML/R =

V

cm



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 17Le terme de pression s'expliite de manière assez similaire. On dé�nit ainsi :
p±(ML/R) =





1
4(ML/R ± 1)2(2 ∓ML/R) ± αliouM

L/R(ML/R2 − 1)2 si |ML/R| < 1

1
2(1 ± signe(ML/R)) sinon (2.53)Les oe�ients αliou et βliou sont hoisis de sorte que :

d2M±

dM2

∣∣∣∣
M=0

= 0 (2.54)
d2p±

dM2

∣∣∣∣
M=±1

= 0 (2.55)Liou rapporte que les valeurs αliou = 3/16 et βliou = 1/8 donnent les meilleurs résultats sur lesproblèmes testés.Il reste toutefois à dé�nir la vitesse du son moyenne à l'interfae cm, laquelle est utilisée di-retement pour le alul de la partie purement onvetive ainsi que pour la dé�nition des ML/R.L'utilisation d'une vitesse du son ommune dans e dernier as est naturelle puisque l'interfae estsoumise dans le as général à l'in�uene des états gauhes et droits.Il existe a priori un large éventail de possibilités pour dé�nir cm mais Liou [119℄ signale queparmi plusieurs formulations testées, la meilleure est la simple moyenne arithmétique :
cm = cm(ξi − 1

2
) =

1

2

[
c(ξi − 1) + c(ξi)

] (2.56)Ce shéma, bien que meilleur que elui de Van Leer (notamment pour la onservation d'enthal-pie), reste sujet à deux problèmes majeurs.
• Il est enore sur-dissipatif dans les zones de faible vitesse.
• Il tend à générer des osillations de pression prohes d'une instabilité pair/impair dans leszones de forts gradients et/ou de faible vitesse.2.4.2.1 Corretion de la dissipation arti�ielle pour les éoulements à basse vitessePour orriger le premier défaut, la sur-dissipation du shéma dans les zones de basse vitesse,Liou et Edwards [42, 122℄ introduisent une nouvelle expression de la vitesse du son à l'interfaeinspirée du traitement e�etué par le préonditionneur de Weiss [193℄. On rappelle que les méthodesde préonditionnement matriiel sont utilisées pour aélérer la onvergene du alul. Le mauvaisonditionnement des matries ralentit fortement la onvergene des aluls stationnaires, notammentdans les zones à basse vitesse où les valeurs propres u et u+c sont d'ordres de grandeur très di�érents.Pour orriger e mauvais onditionnement, on applique un préonditonneur Γ tel que les valeurspropres de Γ−1 ∂Fi

∂w
(w étant le veteur des variables primitives) soient V i, V i′ ± c′, ave [42℄ :
V i′ ± c′ =

(1 +M2
ref )

2


V i ± c

√
(1 −M2

ref )2M2 + 4M2
ref

(1 +M2
ref )


 (2.57)
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M2

ref =
min

[
c2,max(V 2, V 2

co)
]

c2
(2.58)

Vco étant une vitesse de oupure spéi�ée par l'utilisateur.Cette valeur ne sert théoriquement qu'à éviter l'apparition de singularités au point de stagnation,mais en ontrepartie elle a�ete la orretion : trop grande, elle implique une orretion faible desvaleurs propres.On peut montrer que la dissipation du shéma AUSM+ est issue du terme de pression P i. Ellepeut être sindée en deux parties, l'une proportionnelle à la vitesse du son à l'interfae cm, et l'autreproportionnelle à 1
cm
. Liou et Edwards proposent don tout naturellement un terme d'éhelle f 1

2
,alqué sur les équations de préonditionnement, tel que la vitesse du son utilisée par le shémas'érive :

cm = f 1
2
c̄m

f 1
2

=

r
(1−M2

ref 1
2

)2M2+4M2

ref 1
2

(1+M2

ref 1
2

)

(2.59)
c̄m est donné par l'équation (2.56).La formulation (2.59) fait elle aussi intervenir la notion de Mah de oupure. Plus e dernier esthoisi grand, plus la dissipation à basse vitesse sera forte. A l'inverse, une petite valeur entraîne unedégradation dans la apture des ondes de ho.On préisera ependant que la orretion de la dissipation numérique n'est pas synonyme depréonditionnement, e dernier pouvant être employé indépendamment de la orretion. En partiu-lier, il n'existe pas de raison théorique de relier le Mah de oupure assoié au préonditionnementave elui assoié à la dissipation. Cependant, pour une question de failité d'utilisation, le odeTurb'�ow fait intervenir une unique valeur pour régler les deux méanismes.2.4.2.2 Corretion des instabilités de pressionLa orretion des osillations de pression apparaissant dans les zones à basse vitesse ave desforts gradients est plus di�ile. Selon Liou, le problème vient d'une dissipation assoiée trop faiblequi ne limite don pas les sur/sous-préditions. Liou [121℄ propose une nouvelle version baptiséeAUSM+−up dans laquelle il redé�nit les méanismes de orretion préédents ave un nouveaunombre de Mah de oupure. Cependant, ette version a montré une forte instabilité générale pourla simulation des grandes on�gurations examinées dans la présente étude. Un shéma plus réent,développé par Shima et Kitamura (SLAU - [168℄) semble plus prometteur.2.4.3 Shéma à di�érene de �ux - Shéma de Roe2.4.3.1 Prinipes généraux des shémas à di�érene de �uxLes shémas à di�érene de �ux ont été parmi les premiers shémas déentrés développés. Lepremier est elui de Godunov [183, 60℄, dans lequel on représente en un instant l'éoulement dis-rétisé sur haque ellule omme un ensemble d'états onstants, e qui équivaut don à traiter un



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 19problème du type tube à ho au niveau de haque interfae. En résolvant exatement les problèmesde Riemann sur l'intégralité de la surfae de la ellule, on peut ainsi déterminer l'évolution duhamp à l'intérieur de ette dernière, sur un intervalle de temps su�samment petit a�n d'éviter lesinterations entre les ondes montantes et desendantes. On peut alors realuler l'état moyen sur laellule au bout de e pas de temps et reommener le proessus. Cette méthode est assez attrativedu point de vue théorique, mais elle sou�re nettement de la omplexité des problèmes à résoudre.2.4.3.2 Shéma de RoePour orriger les défauts du shéma de Godunov, Roe [156℄ propose un shéma reposant sur larésolution approhée des problèmes de Riemann. Le �ux onvetif à l'interfae ξi − 1
2 s'érit :

Fi
c(ξ

i − 1

2
) =

1

2

[
Fi

c(q
L) + Fi

c(q
R)
]
−√

g|Ki|q
L − qR

2
(2.60)Les �ux Fi

c sont dé�nis selon la formule (2.37), e qui permet de prendre en ompte diretement lemouvement du maillage.La matrie jaobienne Ki est hoisie à partir de ritères physiques et mathématiques. Un deshoix possibles est de onstruire ette matrie à partir d'un hangement de variables. On moyenneles variables onservatives au sens de Roe :
ρroe =

√
ρLρR

∀j > 2, (qj)roe =

√
ρLqL

j +
√

ρRqR
j√

ρL+
√

ρR

(2.61)On dé�nit alors :
|Ki| = Ri(qroe)|Λi|Li(qroe) (2.62)où Ri (resp. Li) est la matrie des veteurs propres droits (resp. gauhes) et Λi la matrie diagonaleonstituée des valeurs propres de ∂Fi

c

∂(
√

gq) .Le shéma de Roe est robuste et préis notamment pour les éoulements ave des ondes de ho,mais il ne respete pas la ondition d'entropie et peut produire des solutions non-physiques.2.4.4 Shémas d'ordre élevéJusqu'à présent, les di�érents shémas déentrés n'ont pas été détaillés en terme d'ordre spatial.Les formulations proposées ne tiennent ompte pour l'instant que des états à gauhe et à droite dela ellule qL et qR.2.4.4.1 Interpolation MUSCLEn pratique, on ontr�le la préision du shéma en déterminant plus ou moins préisémentes états au voisinage de l'interfae. Une des méthodes les plus utilisées à l'heure atuelle estla tehnique MUSCL (Monotone Upstream-entered Sheme for Conservation Laws) initialementdéveloppée par Van Leer [184℄. Cette formulation fait intervenir une interpolation d'ordre variablepour les états gauhes et droits en fontion des valeurs du hamp onservatif stoké aux n÷udsadjaents. Au premier ordre, les valeurs qL et qR sont déterminées pour haque diretion en opiantdiretement la valeur des deux n÷uds enadrant l'interfae. Pour des ordres élevés, on fait intervenirdes interpolations plus élaborées.



20 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationRemarque : A�n de failiter la ompréhension, on remarquera qu'une reonstrution préise àl'ordre 1 présente une erreur diretement proportionnelle à la distane, soit enore ave un dévelop-pement en série de Taylor à partir du point x0 :
qordre1 = q(x0) + O(∆x) = q(x0) + ∆x

∂q

∂xEn onséquene, une telle reonstrution ne peut reproduire exatement qu'une distribution spa-tiale onstante pour q. De la même manière, une interpolation au seond ordre ne peut reonstruireexatement qu'une variation linéaire, et.Pour un maillage struturé uniforme, l'interpolation MUSCL s'érit (Fig. 2.4) :
qL

ξi− 1
2

= QL/R(qξi ,qξi−1,qξi−2)

qR
ξi− 1

2

= QL/R(qξi−1,qξi ,qξi+1)

(2.63)où
QL/R(q0,q1,q2) = q1 + σ

1

4
[(1 + κ)(q0 − q1) + (1 − κ)(q1 − q2)]

=
1

4
σ(1 + κ)q0 +

(
1 − 1

2
κσ

)
q1 −

1

4
σ(1 − κ)q2

(2.64)où κ et σ sont des onstantes ontr�lant globalement l'ordre de la reonstrution. σ = 0 équivautà érire que QL/R(q0,q1,q2) = q1, e qui onstitue don un shéma du premier ordre. On utilise
σ = 1 pour les interpolations d'ordre supérieur.

Fig. 2.4 � Détermination des états gauhes et droits par une approhe MUSCLUne fois σ réglé à 1, le paramètre le plus important est don κ, lequel permet de déterminerdiretement la préision de l'interpolation.On obtient les as de �gure suivants :
• κ = 0 : shéma de Fromm [53℄.Ce shéma est préis au seond ordre. L'interpolation se résume alors à :

qL/R = q1 ±
∂q

∂x
∆xinterface (2.65)



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 21où ∂q
∂x est évaluée par di�érenes �nies entrées autour de q1 et ∆xinterface est la distaneséparant le point q1 de l'interfae où on e�etue la reonstrution.Pour un maillage uniforme, on obtient don :

qL/R = q1 ±
q2 − q0

2
(2.66)

• κ = −1 : shéma totalement déentré du seond ordre.
• κ = 1 : shéma entré du seond ordre
• κ = 1

2 : shéma "QUICK" (Quadrati Upwind Interpolation) préis au seond ordre
• κ = 1

3 : shéma partiellement déentré du troisième ordre "CUI" (Cubi Upwind Interpola-tion).Le shéma du seond ordre appliqué par défaut dans le ode de alul Turb'Flow est le shéma deFromm.Les interprétations graphiques des interpolations κ = 0 et κ = ±1 sont données sur la �gure(Fig. 2.5)

Fig. 2.5 � Constrution graphique des interpolations MUSCL pour κ = 0, κ = 1 et κ = −1Comme on l'a préisé, ette formulation n'est a priori valable que dans le as d'un maillageuniforme et monodimensionnel. Les hypothèses faites pour le alul des intégrales surfaiques etvolumiques dans le adre de l'approhe en volumes �nis, à savoir que q est onstant dans lesdiretions orthogonales à la diretion d'interpolation, limitent don la préision à l'ordre 2.Une autre restrition porte sur la monotonie du shéma spatial ainsi obtenu. Un shéma est ditmonotone s'il n'introduit pas d'extrema lors de la onvetion d'une distribution initiale monotone. Ilexiste en pratique plusieurs tehniques et ritères traduisant la monotonie de manière plus ou moins



22 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationrigide. Une des formes les plus employées à l'heure atuelle est le ritère TVD (Total VariationDiminishing). Pour un as monodimensionnel, elle se traduit par :
∑

i

|qn+1
i+1 − qn+1

i | 6
∑

i

|qn
i+1 − qn

i | (2.67)Le ritère TVD (2.67) implique la monotonie puisque l'apparition d'un extremum augmenteralairement la somme sur le maillage des éarts entre points voisins. Il onstitue ependant un adreplus général. On peut montrer que e ritère implique des restritions sur les oe�ients utilisésdans la formule d'interpolation assoiée. On montre en partiulier [117, 3℄ que pour un shéma TVDappliqué à l'équation de onvetion monodimensionnelle :
∂q

∂t
+ a

∂q

∂x
= 0la solution disrétisée à l'instant n+ 1 par un shéma de seond ordre peut s'érire :

qn+1
i = qn

i −C+
j−1(q

n
i − qn

i−1) + C−
j (qn

i+1 − qn
i )ave les onditions suivantes sur les oe�ients C± pour garantir que le shéma est TVD :

C±
j > 0

C+
j + C−

j 6 1On retiendra qu'il existe en pratique d'autres formulations pour le alul des états gauheset droits autour de l'interfae. Ces tehniques sont généralement établies sur des maillages non-struturés, e qui onstitue une généralisation par rapport aux maillages struturés. La méthodeproposée par Barth et Jespersen [7℄ s'appuie sur un alul tridimensionnel des gradients des variablesau sein de la ellule d'intégration. Ces gradients sont ensuite utilisés pour extrapoler la solution àl'interfae. On trouvera aussi dans [26, 23, 36℄ un ertain nombre d'autres tehniques de reonstru-tion pouvant même traiter des maillages non-uniformes. On se onentrera néanmoins dans la suitesur l'interpolation MUSCL, laquelle est aujourd'hui utilisée dans le ode de alul Turb'Flow quenous avons utilisé.2.4.4.2 Limiteurs de pentes pour la formulation MUSCLAve de telles onsidérations, il est évident que l'interpolation MUSCL (2.64) ne satisfait pas leritère TVD dans le as général. Seule l'interpolation au premier ordre (σ = 0) permet de garantirla monotonie. D'autre part, il peut être néessaire de dégrader loalement l'ordre d'interpolationa�n d'augmenter la dissipation et ainsi prévenir l'apparition d'instabilités numériques. Pour esdeux raisons, relativement semblables, on modi�e dans un premier temps la formulation (2.64) enposant :
QL/R(q0,q1,q2) = q1 + σ

1

4
Φ [(1 + κΦ)(q0 − q1) + (1 − κΦ)(q1 − q2)]

=
1

4
σΦ(1 + κΦ)q0 +

(
1 − 1

2
κσΦ2

)
q1 −

1

4
σΦ(1 − κΦ)q2

(2.68)La fontion Φ orrespond à un limiteur de pente onçu pour empêher les osillations au voisinagede forts gradients. Cette fontion est dé�nie à partir du hamp aérodynamique sur une zone loale



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 23et varie ontinûment entre 0 et 1. De même que pour σ, Φ = 0 orrespond à une interpolation dupremier ordre, le as Φ = 1 étant au ontraire une reonstrution d'ordre élevé.Il est préférable de aluler la valeur de Φ pour haque variable aérodynamique traitée puisquedans ertains as, notamment pour des surfaes de ontat omme l'interfae entre deux phases,toutes les variables ne sont pas disontinues. Cette approhe est plus oûteuse informatiquementmais plus ohérente du point de vue physique.Il existe en théorie une in�nité de fontions possibles pour Φ, mais on restreindra le hoix avedes onditions de ontinuité et de dérivabilité qui assurent un hangement monotone du shématant sur le plan spatial que temporel. Les limiteurs retenus jusqu'à très réemment dans le odeTurb'Flow sont les suivants :
• Limiteur de Van Albada (formulation de Mulder [140℄) :

Φ(q0,q1,q2) =
2|(q0 − q1)(q1 − q2)| + ε

(q0 − q1)2 + (q1 − q2)2 + ε
(2.69)

ε étant une onstante petite 10−9 utilisée pour éviter une division par zéro dans les zones defaible gradient. Il n'a�ete pas le fontionnement du limiteur dans les zones de fort gradient,mais il peut en revanhe provoquer un délenhement parasite du limiteur dans les parties oùl'éoulement est quasiment onstant.
• Tangente hyperbolique :

Φ(q0,q1,q2) = 1 − tanh2
{
min

(
10, ν [(q1 − q2) − (q0 − q1)]

2
)} (2.70)

ν = 20 étant un paramètre réglant la sensibilité du limiteur.L'expression préédente fait intervenir la di�érene entre deux gradients plut�t que leur quo-tient. Cei implique que l'ordre de grandeur des termes est important et demande don uneadimensionnalisation orrete.Le limiteur de Van Albada se délenhe très failement, faisant rapidement huter la préisionau premier ordre. Il est don responsable d'une erreur numérique assez importante, mais en ontre-partie, il génère un shéma robuste bien adapté aux éoulements ave des ondes de ho. A l'opposé,le limiteur en tangente hyperbolique desend assez lentement vers 0 garantissant ainsi une bonnepréision spatiale, au risque de ne pas agir assez e�aement et de laisser apparaître des osillations.2.4.5 Généralisation des formules d'interpolation pour les shémas déentrésamontJusqu'à présent, nous avons dérit les grandes tehniques de disrétisation spatiale implémentéesdans le ode Turb'Flow. Cette desription avait pour but de donner le ontexte des travaux degénéralisation des shémas aux maillages non uniformes que j'ai e�etués au ours de ma thèse etque je vais maintenant présenter.On remarquera ii que les formules utilisées ouramment pour l'interpolation des variables auxinterfaes (MUSCL et limiteurs de pente) ne font pas intervenir d'information sur le maillage. Ellesont été érites de manière stritement indiielle et établies dans le adre de maillages artésiensuniformes. En onséquene, elles ne sont pas adaptées à la simulation d'éoulements sur des grillesprésentant des tailles de maille variables, e qui se traduit onrètement par l'introdution d'uneerreur numérique et don par une plus grande dissipation du shéma spatial assoié. Un des remèdes



24 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationlassiques à e problème est une restrition du rapport de taille de maille lors de la onstrution dumaillage, le rapport maximum étant �xé à 1.3 a�n de rester prohe des onditions optimales d'utili-sation des formulations ; ette réponse peut néanmoins se révéler très défavorable, notamment dansle adre de géométries omplexes présentant un grand nombre de parois solides, ar elle onduità multiplier les plans de maillage et rend don le alul très lourd et lent du point de vue infor-matique. C'est pourquoi il est intéressant de proposer des formules d'interpolation généralisées auxmaillages quelonques, a�n de gagner un peu de souplesse du point de vue de la phase de maillage,souvent fastidieuse, puis de alul. On notera ependant que l'approhe proposée dans la suite restemono-diretionnelle, i.e. on ontinuera à négliger les variations du hamp dans le plan orthogonal àla diretion d'interpolation.2.4.5.1 Interpolation des variables - Remarque préalableOn ne traite dans ette partie que e qui touhe à l'interpolation direte du hamp aérodyna-mique visant à onstruire les états gauhes et droits de l'interfae. La problématique relevant deslimiteurs sera traitée dans la partie suivante.La généralisation du shéma MUSCL aux maillages non-uniformes fait suite aux travaux de G.Oliveira [146℄, lequel avait proposé une première méthode, basée sur une interpolation du �ux àl'interfae, et non des variables onservatives [116℄. Cependant, ette formulation n'a jamais donnéde résultat probant.Dans e qui suit, les reonstrutions de type MUSCL qui seront données orrespondront àl'interpolation de qR, la formulation pour qL s'obtenant de manière évidente en déalant et enpermutant les indies des points onsidérés autour de l'interfae.On rappelle que la formulation implémentée dans le ode Turb'Flow repose sur une approhede type volumes �nis. On a don, en négligeant les termes soures :
d

dt

∫

Vξ

AdV +

∫

∂Vξ

~C.~ndS = 0 (2.71)où A (respetivement ~C) est une grandeur salaire ou vetorielle (resp. vetorielle ou tensorielle). Onvoit don ainsi que le traitement mathématique n'est pas e�etué diretement sur A mais plut�t sursa valeur moyenne au sens spatial Āξ = 1
Vξ

∫
Vξ
Adv. L'approhe de type volumes �nis suppose bienévidemment que limVξ→0 Āξ = A(ξ). En pratique, 'est don la moyenne du hamp aérodynamiquequi est stokée informatiquement au niveau du noeud ξ, mais elle ne peut néanmoins pas êtrerattahée ave un sens physique à un point préis de la ellule.RemarqueA�n de rester ohérent ave la dé�nition lassique de l'interpolation (2.64), on fera l'hypo-thèse que la reonstrution des variables aux di�érentes interfaes peut se traiter omme autantde problèmes monodimensionnels. Les formules seront établies pour une interpolation dans ladiretion ξiDans la suite, on notera par soui de simpliité :

• xi
ξ : la oordonnée urviligne le long de la ligne de maillage pour laquelle est e�etuéel'interpolation. xξi repère le point de oordonnée indiielle ξi sur ette ligne.
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• x est la oordonnée urviligne d'une position quelonque le long de la ligne de maillagepréédente.
• Par extension, les di�érenes notées (xA−xB) devront être omprises au sens de la distaneeulidienne entre les points a et b
• Du fait de l'approhe en volumes �nis, les valeurs moyennes sur les ellules q̄ξi du hampaérodynamique sont les valeurs stokées aux n÷uds qξi lassiquement utilisées jusque là.Dans le as monodimensionnel évoqué en hypothèse, x fait référene à la (seule) oordonnéespatiale au sens lassique.2.4.5.2 Shéma du troisième ordreOn se onentre ii sur l'interpolation du troisième ordre. S'il ne s'agit dé�nitivement pas de laformulation la plus simple, elle est en revanhe très utile pour mettre en relief un ertain nombre dearatéristiques des méthodes d'interpolation qui seront par la suite réutilisées pour la généralisationdes autres formules. La formulation MUSCL (2.64) pour haque variable aérodynamique q peut aussiêtre érite, selon [75℄, omme une fontion ontinue :

q(x) = q̄ξi +
1

∆x
(x− xξi)∂ξiq +

3κ

2∆x2

[
(x− xξi)2 − ∆x2

12

]
∂2

ξiq, ∀x ∈ [xξi−1/2, xξi+1/2] (2.72)ave :
• ∆x la largeur du volume de ontr�le selon ξi :

∆x = xξi+1/2 − xξi−1/2 (2.73)
• ∂ξiq et ∂2

ξiq les valeurs des dérivées premières et seondes de la fontion q(x) évaluées demanière indiielle pour la ellule de alul :
∂ξiq =

q̄ξi+1 − q̄ξi−1

2
(2.74)

∂2
ξiq = (q̄ξi+1 − 2q̄ξi + q̄ξi−1) (2.75)

• q̄ξi étant la valeur moyenne sur la ellule ξi :
q̄ξi =

1

∆x

∫ ξi+1/2

ξi−1/2
q(x)dx (2.76)Il onvient à e niveau de préiser le r�le de haun des di�érents termes de ette formule.On suppose une ertaine répartition qξi−1, qξi , qξi+1 du hamp aérodynamique autour de l'in-terfae ξi − 1/2, le maillage étant pour l'instant supposé unidiretionnel et uniforme. On peut dondéterminer deux valeurs interpolées :

• la valeur à l'interfae de la parabole p(x) telle que p(xξi) = qξi , p(xξi−1) = qξi−1, p(xξi+1) =
qξi+1. Cette approhe est la plus intuitive pour e�etuer une reonstrution qu'on espère autroisième ordre. On notera ii que ette parabole peut être obtenue en utilisant κ = 1/2 dansla formule (2.72). On trouve la valeur suivante :

qξi−1/2,MUSCL− 1
2

=
3

4
qξi +

3

8
qξi−1 −

1

8
qξi+1 (2.77)
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• La valeur à l'interfae donnée par la reonstrution MUSCL au troisième ordre (κ = 1/3)

qξi−1/2,MUSCL− 1
3

=
5

6
qξi +

1

3
qξi−1 −

1

6
qξi+1 (2.78)Ces deux formulations, bien que basées sur une approhe parabolique, sont don di�érentes. Lapremière n'est en partiulier pas préise au troisième ordre. Si on représente la parabole obtenuedans l'équation 2.72 et la parabole p(x), on remarque un éart onstant (Fig. 2.6).

Fig. 2.6 � Comparaison des interpolations MUSCL pour κ = 1/2 et κ = 1/3Sur ette �gure, on a représenté la distribution de q en fontion de la position pour les reons-trutions de type κ = 1/2 et κ = 1/3. Les séparateurs vertiaux orrespondent aux interfaes entreellules et les traits bleus indiquent la valeur moyenne q̄ telle que stokée à haque n÷ud. Ces der-niers sont loalisés à xξi−1 = 0, xξi = 1, xξi+1 = 2, se situant de plus à équidistane des interfaes,gauhe et droite, de la ellule de alul qui leur est assoiée.L'éart entre es deux formulations vaut :
ǫ =

1

2
.
1

12
(qξi+1 − 2qξi + qξi−1) (2.79)soit enore en identi�ant les di�érents termes,
ǫ =

1

2
.
1

12
∂2

ξiqCe terme, que l'on retrouve dans l'expression (2.72), est don la orretion qu'il est néessaired'apporter pour pouvoir garantir la préision au troisième ordre dans le adre des volumes �nis.Nous allons maintenant étudier plus préisément son origine. Si on suppose que q(x) est unefontion quadratique, on peut alors érire le développement en série de Taylor autour du point xξi
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q(x) = q(xξi) +

dq

dx
(x− xξi) +

1

2

d2q

dx2
(x− xξi)2 (2.80)soit, en appliquant la relation (2.76),̄

qξi = q(xξi) +
1

2
.
1

12
.
d2q

dx2
∆x2 (2.81)e qui permet de retrouver la forme obtenue pour κ = 1/3 de l'équation (2.72) en remplaçant

q(xi) par l'expression (2.81). En d'autres termes, pour κ = 1/3, la formulation (2.72) est donle développement en série de Taylor exat d'une parabole q(x) onnue par ses dérivées premièreset seondes ainsi que par au moins une valeur moyenne sur un intervalle, e qui orrespond donlairement à une disrétisation de type volumes �nis.Le terme de orretion ǫ = 1
2 .

1
12∂

2
ξiq introduit dans la formulation orrespond à l'éart entre lavaleur au n÷ud de la distribution réelle q(x) et sa valeur moyenne sur la ellule entourant e n÷ud.Par ailleurs, on peut aussi envisager l'in�uene du hoix de la disrétisation spatiale sur lealul des dérivées. Pour le moment, elles-i ont été évaluées diretement en utilisant les formuleslassiques, issues d'une approhe de type di�érenes �nies. Néanmoins, en supposant que q(x) estune fontion polynomiale d'ordre supérieur ou égal à deux, on peut érire les égalités suivantes :

∀k, q̄k =
1

∆x

∫ ξi+k+1/2

ξi+k−1/2

[
q(xξi) +

dq

dx
(x− xξi) +

1

2
.
d2q

dx2
(x− xξi) +O(x− xξi)3

]
dx (2.82)soit enore

q̄ξi−1 = q(xξi) − dq

dx
∆x+

13

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.83)

q̄ξi = q(xξi) +
1

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.84)

q̄ξi+1 = q(xξi) +
dq

dx
∆x+

13

24

d2q

dx2
∆x2 +O(∆x3) (2.85)A partir des équations préédentes, on détermine l'expression des dérivées spatiales premièreset seondes basées non pas sur les valeurs nodales mais sur les valeurs moyennes :

dq

dx

∣∣∣∣
ξi

=
q̄ξi+1 − q̄ξi−1

2∆x
+O(∆x2) (2.86)

d2q

dx2

∣∣∣∣
ξi

=
q̄ξi+1 − 2q̄ξi + ξ̄i−1

∆x2
+O(∆x) (2.87)Ainsi, les expressions (2.86) et (2.87) sont identiques dans la forme à elles obtenues lassique-ment dans le adre des di�érenes �nies. La seule di�érene à onsidérer est l'utilisation des valeursmoyennes sur les ellules de alul q̄k au lieu des valeurs aux noeuds qk de la distribution. De plus,es expressions sont exates pour une parabole disrétisée sur un maillage uniforme, quelle que soitla méthode de disrétisation utilisée.



28 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationEn onséquene, on voit ave la formulation proposée par Hirsh [75℄ que la fontion d'interpo-lation MUSCL est valable pour une distribution physique q(x) onnue uniquement par des valeursmoyennes q̄ξi sur des ellules de alul voisines, toutes les expressions néessaires à l'expression de
q(xinterface) étant évaluées sur la base des q̄.Ce résultat n'est vraiment visible que dans le as d'une reonstrution au troisième ordre. Ene�et, pour les reonstrutions d'ordre inférieur, la fontion d'interpolation est au mieux linéaire, aupire onstante. Dans es onditions préises, sur un maillage uniforme, il y a égalité entre la valeurmoyenne de la fontion sur la ellule à l'interfae et la valeur nodale de la distribution, puisque

∫ ∆x/2

−∆x/2

[
q(x = 0) +

dq

dx
x

]
dx = q(x = 0) (2.88)Pour e type de reonstrution, l'utilisation d'une approhe de type volumes �nis, ou di�érenes�nies, est don totalement transparente, le résultat étant le même. En revanhe, ette partiularitéesse d'exister dès que le maillage n'est plus uniforme ar le noeud n'est à priori plus équidistantdes deux interfaes, e qui introduit un nouveau terme dans le seond membre de l'équation (2.88).Compte tenu de es remarques, il est judiieux de dé�nir de nouveaux points de référenegéométriques pour généraliser les formules d'interpolation : on ne onsidèrera plus diretement lenoeud mais plut�t le entroïde de la ellule, i.e. le point à équidistane des deux interfaes. Lesnoeuds ne sont plus utilisés que pour dé�nir la position de haque interfae, elle-i restant àéquidistane entre deux noeuds voisins. Ces di�érents éléments géométriques sont représentés surla �gure (Fig. 2.7).

Fig. 2.7 � Positions des noeuds et des entroïdes pour un maillage quelonqueLa démarhe à suivre pour généraliser la formule d'interpolation du troisième ordre à un maillagequelonque est maintenant simple : dans un premier temps, on détermine la parabole telle que sesvaleurs moyennes sur haque ellule soient égales aux valeurs stokées aux noeuds. A partir de ettefontion, on alule ensuite aisément la valeur à l'interfae. En utilisant les notations dé�nies sur la�gure (Fig. 2.7), et en simpli�ant enore la notation de l'indie de maillage ξi par i, on trouve ainsipour une parabole :
P (x) = a2(x− χi)

2 + a1(x− χi) + a0 (2.89)



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 29les intégrales de P (x) sur haque ellule donnent :
q̄i =

1

∆xi

∫ χi+∆xi/2

χi−∆xi/2
P (x)dx

= a0 + a2
∆xi

2

12

(2.90)
q̄i−1 =

1

∆xi−1

∫ χi−1+∆xi−1/2

χi−1−∆xi−1/2
P (x)dx

= a0 −
1

2
a1(∆xi−1 + ∆xi) +

1

3
a2

(
∆xi−1

2 + 3∆xi−1
∆xi

2
+ 3

∆xi
2

4

) (2.91)
q̄i+1 =

1

∆xi+1

∫ χi+1+∆xi+1/2

χi+1−∆xi+1/2
P (x)dx

= a0 +
1

2
a1(∆xi+1 + ∆xi) +

1

3
a2

(
∆xi+1

2 + 3∆xi+1
∆xi

2
+ 3

∆xi
2

4

) (2.92)La résolution du système linéaire formé par les équations (2.90), (2.91) et (2.92) est assez fasti-dieuse et ne sera pas donnée ii.On obtient au �nal le système partiel suivant :
a2 =

3
(

q̄i−1−q̄i

∆xi−1+∆xi
+ q̄i+1−q̄i

∆xi+1+∆xi

)

∆xi+1 + ∆xi + ∆xi−1
(2.93)

a1 =
2(q̄i+1 − q̄i)

∆xi+1 + ∆xi
− 2

3
a2

(
∆xi+1 +

∆xi

2

) (2.94)
a0 = q̄i − a2

∆xi
2

12
(2.95)En posant ∂xqk = 2

q̄k+1−q̄k

∆xk+1+∆xk
, et en alulant diretement la valeur de la parabole à l'interfae

i− 1/2, on trouve que :
q̄L
i−1/2,3emeordre = q̄i−1 +

∆xi−1

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−2 + ∆xi−1 + ∆xi)
(∂xqi−1 − ∂xqi−2) (2.96)

q̄R
i−1/2,3emeordre = q̄i −

∆xi

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−1 + ∆xi + ∆xi+1)
(∂xqi − ∂xqi−1) (2.97)On véri�e que dans le adre d'un maillage uniforme, i.e. ∆xi+1 = ∆xi = ∆xi−1, les expressionspréédentes dégénèrent bien vers la formulation MUSCL donnée en (2.72).Néanmoins, la version généralisée se aratérise par une plus grande omplexité, notamment dupoint de vue de l'implémentation informatique puisqu'elle fait intervenir trois tailles de ellules,elles-mêmes alulées à partir de deux distanes inter-n÷uds. Les opérations de alul de distanefont intervenir des raines arrées oûteuses sur le plan algorithmique, une interpolation de e typesera don plus lente que dans sa version indiielle. Plusieurs as tests ont été essayés ave etteformulation et seront présentés un peu plus loin (p. 31).



30 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulation2.4.5.3 Interpolation du seond ordreOn applique ii la même démarhe que elle utilisée dans la partie préédente pour étendre lavalidité des méthodes d'interpolation d'ordre 2 aux maillages non uniformes.Il onvient à e stade de ne plus se référer diretement à l'expression (2.72) pour dérire esméthodes dans la mesure où ette dernière expression ontinue ne orrespond pas aux méthodesd'interpolation linéaire. Par exemple, le shéma entré (κ = 1) qui se traduit dans les faits par unemoyenne direte entre les valeurs de part et d'autre de l'interfae est dérit par ette expressionomme fontion parabolique. L'expression (2.72) ne donne de valeur orrete pour les interpolationsdu seond ordre qu'à la position de l'interfae. On se réfèrera plut�t à la desription des méthodesfaites dans la setion préédente lors de la présentation pour un maillage uniforme.Dans tous les as, es shémas d'interpolation peuvent don s'érire :
q̄i−1/2 = q(χi) +

dq

dx
(xi−1/2 − χi) (2.98)ou enore ave la relation (2.88) :

q̄i−1/2 = q̄i +
dq

dx
(xi−1/2 − χi) (2.99)La di�érene essentielle entre les shémas est don le alul de la dérivée dq

dx . Elle ne peut plusêtre exprimée diretement en fontion des valeurs moyennes q̄ en appliquant des expressions issuesdes di�érenes �nies. Les nouvelles expressions à utiliser sont données i-dessous.
• Shéma entré : la dérivée première est alulée de manière entrée autour de l'interfae. Onobtient don :

dq

dx

∣∣∣∣
centre

= 2
q̄i − q̄i−1

∆xi + ∆xi−1
(2.100)et

q̄R−centre
i−1/2 =

(∆xi−1q̄i + ∆xiq̄i−1)

∆xi + ∆xi−1
(2.101)

• Shéma totalement déentré amont : la dérivée est ii alulée de manière totalement déentréepar rapport à l'interfae.
dq

dx

∣∣∣∣
decentre

= 2
q̄i+1 − q̄i

∆xi+1 + ∆xi
(2.102)

q̄R−decentre
i−1/2 = q̄i

2∆xi + ∆xi+1

∆xi + ∆xi+1
− q̄i+1

∆xi

∆xi + ∆xi+1
(2.103)

• Shéma de Fromm : la dérivée est alulée de manière entrée par rapport au noeud i
dq

dx

∣∣∣∣
Fromm

=
q̄i+1 − q̄i−1

∆xi+1

2 + ∆xi + ∆xi−1

2

(2.104)
q̄R−Fromm
i−1/2 = q̄i −

∆xi(q̄i+1 − q̄i−1)

∆xi+1 + 2∆xi + ∆xi−1
(2.105)Une fois de plus, on véri�e aisément qu'on retrouve les expressions lassiques pour le as d'unmaillage uniforme.



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 312.4.5.4 Validation des formulations généraliséesPour véri�er la validité des nouvelles formules d'interpolation, on onsidérera le as "Ringleb"proposé par G. Chiohia [21℄. Il s'agit d'un éoulement non-visqueux de gaz parfait dans un analourbe, en régime subsonique ou supersonique et présentant des symétries partiulières. Il est pos-sible d'obtenir une solution analytique de l'éoulement, laquelle donne en partiulier la forme deslignes de ourant.A�n de tester les di�érentes formulations, on a retenu trois maillages distints, représentés surla �gure (Fig. 2.8).

Fig. 2.8 � Maillages utilisés pour le as Ringleb1. Maillage de référene Le premier maillage (gauhe) est le maillage de référene. Il estonstruit en utilisant les lignes de ourant pour onstituer les lignes de maillage selon j, leslignes selon i étant orthogonales à la diretion de l'éoulement. On remarque qu'il est trèsrégulier, ave notamment une faible déformation des mailles, et des rapports de taille trèsprohes de 1 pour des mailles voisines. Il est don en terme de qualité assez similaire à unmaillage idéal, 'est-à-dire un maillage artésien uniforme.2. Maillage déra�né Le deuxième maillage (entre) est une version dérivée du maillage deréférene en supprimant diretement des lignes de maillage. On a ainsi supprimé trois lignesde maillage dans la diretion i, deux se situant dans la zone supérieure qui est aussi la zoneamont du as, et une au niveau du ol. De la même manière, on a supprimé une ligne demaillage dans la diretion j, à peu près en milieu de veine. Les rapports de taille de maillemaximaux obtenus sont de l'ordre de 2 pour les deux diretions. Les trous pratiqués dans emaillage présentent néanmoins la partiularité de sous-disrétiser la forme des parois et sontresponsables de quelques problèmes.3. Maillage déformé Le troisième maillage (droite) est obtenu en déformant loalement lemaillage de référene. La déformation est toujours maximale à mi-hemin entre les parois, etnous avons hoisi de ne pas altérer les premières mailles au niveau de haque frontière a�n degarder une disrétisation orrete de elles-i. Les rapports de taille maximaux obtenus sont



32 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationii un peu plus importants. On obtient en partiulier un rapport de 2.5 dans la diretion del'éoulement (la diretion i) et 3 dans la diretion transversale.L'éoulement reste subsonique, ave un nombre de Mah maximal de 0.9. La température totaleamont est de 298K. Le �uide onsidéré est de l'air, onsidéré omme un gaz parfait.Nous avons hoisi de tester les interpolations MUSCL orrigées d'ordre 2 (κ = 0 - shéma deFromm) et d'ordre 3 (κ = 1
3 ). Elles sont utilisées par le shéma de Liou (AUSM+-up).La �gure (Fig. 2.9) illustre la répartition de nombre de Mah pour les shémas du seond et dutroisième ordre, en version indiielle ou orrigée, appliqués au maillage de référene et au maillagedéra�né.

Fig. 2.9 � Cas test Ringleb - Nombre de Mah M - maillage de référene et maillage déra�néOn a représenté sur ette �gure les résultats donnés par les di�érents interpolateurs ave, degauhe à droite, l'interpolateur d'ordre 2 indiiel, orrigé, puis l'interpolateur d'ordre 3 indiiel etorrigé. La première ligne donne les hamps dans le as du maillage de référene, la seonde lesdonne pour le maillage déra�né.On ne voit pas d'in�uene majeure des deux premiers sauts de maille dans la diretion i. Enrevanhe, le saut de maille au niveau du ol perturbe assez fortement la zone de vitesse maximaleaussi bien pour les versions indiielles que orrigées. Les versions géométriques sont néanmoins unpeu plus prohes de l'éoulement de référene. Le saut de maille en j est par ontre parfaitementrepérable sur les versions indiielles, amenant une osillation transversale du nombre de Mah. Cedéfaut est presque totalement supprimé par les interpolations géométriques.La arte de pression statique montre les mêmes défauts que le nombre de Mah. En revanhe, laarte de pression totale (Fig. 2.10) apporte beauoup plus d'informations. On rappelle à e niveauque l'éoulement étant non visqueux et sans paroi mobile, la pression totale doit théoriquement



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 33rester onstante. Le niveau de référene est P ref
t = 100000Pa. Toute variation de la pression autourde e niveau sera don assimilable à l'erreur numérique induite, entre autre, par l'interpolation.

Fig. 2.10 � Cas test Ringleb - Pression Totale Pt- maillage de référene et maillage déra�néOn ommenera par remarquer que pour le maillage standard, on observe déjà une faible va-riation de Pt, les shémas d'ordre 3 étant toutefois plus prohes de la solution théorique que lesshémas d'ordre 2. Pour un même ordre de reonstrution, les approhes indiielles ou géométriquesdonnent un résultat sensiblement identique. On peut en onlure que l'erreur observée à e niveaun'est pas liée à la tehnique d'interpolation. Elle est due aux approximations qui sont faites lors dela disrétisation du problème et au shéma spatial utilisé (shéma de Liou)On onstate tout de suite que les versions orrigées donnent un bien meilleur résultat que lesversions indiielles, tant pour le seond que pour le troisième ordre.Au niveau des deux sauts de maille de la partie haute, les versions indiielles génèrent un sautimportant de pression, ave une amplitude dépassant 200 Pa dans deux as. A l'inverse, les versionsgéométriques ne génèrent auune erreur notable en milieu de veine. Seules les zones aux paroisprésentent une osillation de Pt dans la diretion de l'éoulement. Dans la diretion transversale, lesversions orrigées donnent aussi un meilleur résultat au niveau du saut. On observe néanmoins uneseule osillation au passage du trou, laquelle reste néanmoins très largement inférieure à l'erreurgénérée par les interpolations indiielles à e niveau. L'erreur générée a presque disparu au niveau duplan de sortie, à la di�érene des versions indiielles pour lesquelles on observe un "sillage" d'erreurqui se propage du plan amont au plan aval.On remarque néanmoins que les shémas orrigés semblent un peu moins bons au niveau dela paroi au voisinage des trous. Sur la paroi intérieure, on observe, au niveau du trou au ol, desosillations de plus forte amplitude, mais elles ne sont en revanhe pas suivies d'une zone de bassepression onvetée jusqu'à la sortie omme on en voit une dans les as indiiels.



34 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationDe manière plus générale, toutes les perturbations apparaissant au niveau des parois sont duesà une mauvaise disrétisation onduisant à une mauvaise évaluation de la ourbure.On onsidère maintenant le maillage déformé, pour lequel, rappelons-le, les premières maillesau niveau des parois n'ont pas été modi�ées. Le hamp de pression totale assoié au maillage deréférene et au maillage déformé est représenté dans la �gure suivante (Fig. 2.11).

Fig. 2.11 � Cas test Ringleb - Pression Totale Pt- maillage de référene et maillage déforméOn remarque que les osillations qui apparaissaient le long de l'éoulement dans le maillagedéra�né ont disparu. En ontrepartie, on assiste à une dégradation des onditions en milieu deveine, aussi bien pour les interpolations indiielles que géométriques. La supériorité de es dernièresreste néanmoins évidente. Le seul point problématique est l'apparition d'une erreur rattahée à ladéformation transversale et se onvetant jusqu'au plan de sortie. Le défaut est observable pourtoutes les interpolations, e qui peut laisser penser que la qualité du maillage est trop insu�santepour pouvoir simuler orretement un éoulement, quelle que soit l'interpolation d'ordre inférieurou égal à trois.En premier lieu, on peut remarquer que la déformation induit un ertain isaillement des mailleset de brusques hangements de diretion des lignes de maillage. Compte tenu des hypothèses quiprévalent lors de la onstrution des interpolateurs (on suppose en partiulier que l'éoulement estmonodimensionnel), l'erreur induite par es hangements ne pourra être réduite signi�ativement,même ave une interpolation géométrique.D'autre part, le problème vient peut-être aussi d'une taille de maille beauoup trop grandepour pouvoir apter orretement les variations du hamp aérodynamique ave un shéma d'ordreinférieur ou égal à trois. Il onviendrait alors de tester une interpolation d'ordre quatre (ou plus),mais elle reste à dé�nir.Au travers de es deux exemples, on montre bien que l'interpolation géométrique permet un gain



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 35substantiel de préision dans le as de maillage ave des rapports importants de taille de mailles.Les formulations orrigées sont don bien les bonnes. Toutefois, on soulignera que l'utilisation d'uneinterpolation géométrique ne permet pas de s'a�ranhir de toutes les ontraintes de onstrution dumaillage. Ce dernier doit rester su�samment �n pour pouvoir apter les strutures de l'éoulement,et on doit aussi limiter autant que possible les variations brusques de diretion des lignes de maillage.En�n, on préisera que l'emploi d'une formulation géométrique peut parfois s'aompagner d'unedéstabilisation du shéma spatial. Comme elle est plus préise que la formulation indiielle sur unmaillage quelonque, elle génère aussi moins d'erreurs et don de dissipation numérique. Il se peutalors que des instabilités numériques apparaissent.2.4.6 Généralisation des limiteurs2.4.6.1 Limiteurs de �uxPour généraliser la notion de limiteur aux maillages non uniformes, on adopte une approhelégèrement di�érente de elle présentée en (2.4.4). Waterson et Deonink [192℄ proposent une trèsbonne revue des tehniques atuelles. En se basant sur un formalisme introduit par Roe [157℄, ilsdé�nissent des limiteurs de �ux Ψ tels que, par exemple, l'état à droite de l'interfae s'érive :
qR
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2
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dé�nie de manière entrée autour de l'interfae ξi ± 1
2 (Fig. 2.12)

Fig. 2.12 � Dé�nition des grandeurs pour les limiteurs de �uxet :
∆x = xξi+ 1

2
− xξi− 1

2
(2.108)Ave e formalisme, Waterson et Deonink reformulent l'expression MUSCL− κ (2.64) :

ΨMUSCL−κ(r) =
1 + κ

2
r +

1 − κ

2
(2.109)



36 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationCette formulation permet de retrouver les reonstrutions au seond ordre mais elle n'est pasorrete pour le as κ = 1
3 sur un maillage non uniforme. La formule orrigée κ = 1/3 donnée en(2.97) s'érit en revanhe très simplement dans e adre :

Ψκ= 1
3
(r) =

(∆xξi + ∆xξi+1)r + ∆xξi−1

∆xξi−1 + ∆xξi + ∆xξi+1
(2.110)Lorsqu'on dépasse le simple adre de la formulation MUSCL préédemment étudiée, on se rendompte au travers de (2.106) que tous les limiteurs Ψ sont en fait des interpolateurs à part entière,et non de simples orretions apportées à une formule de reonstrution omme 'est le as deslimiteurs de pente dérits. Cette oneption présente l'avantage de lari�er le fontionnement del'interpolation et notamment la gestion de l'ordre de reonstrution. En règle générale, les limiteurssont dé�nis de manière non-linéaire. Cette non-linéarité est obligatoire pour maintenir la monotonie(ondition néessaire mais pas su�sante), ar, selon un théorème élèbre donné par Godunov, leseul shéma linéaire en r monotone est le shéma du premier ordre.Cependant, parmi tous les limiteurs reensés par [192℄, beauoup, sinon tous, font appel demanière plus ou moins direte à l'expression (2.109). La raison en est assez simple : 'est la seuleformulation qui permet de ontr�ler simplement l'ordre de reonstrution, au moins pour un maillageuniforme.Les limiteurs de �ux doivent par ailleurs satisfaire un ertain nombre de onditions a�n degarantir un omportement orret. On retiendra en partiulier :

• Ψ(1) = 1. Cette ondition assure que le limiteur préserve la linéarité d'une fontion. On véri�eaisément que les shémas MUSCL (2.109 - 2.110) satisfont ette ondition.
• Ψ′(0) doit être borné pour assurer que l'interpolation sera bornée. En e�et, r = 0 est unevaleur ritique ar elle marque la limite en omportement monotone (r > 0) et un extremum
r < 0. Les onditions TVD/positivité données dans l'artile ité imposent par ailleurs desrestritions supplémentaires sur la valeur de Ψ′(0).Ave le formalisme utilisé, il est évident que les limiteurs de �ux doivent être "atifs" seulementpour les valeurs extrêmes de r, r = 0 et r → ∞. Dans le as où r ≈ 1, 'est à dire pour unéoulement ne présentant pas de fortes variations de gradient, un as de "repos" en quelque sorte,il est souhaitable qu'ils soient assez voisins des shémas de type MUSCL−κ. De ette manière, onpeut dé�nir simplement l'ordre d'un limiteur en le omparant ave l'un des interpolateurs MUSCL.Les limiteurs de �ux peuvent être divisés en deux grandes atégories d'implémentation :

• Les limiteurs linéaires par moreaux ("Pieewise-linear") : omme leur nom l'indique, ils sontdé�nis par une suession de segments.
• Les limiteurs dé�nis par une fration rationnelle ("Polynomial Ratio").On peut aussi dé�nir une notion de symétrie ave la relation suivante :

Ψsym(r) =
1

r
Ψsym(r)Parmi tous les limiteurs préis au seond ordre présentés par Waterson et Deonink, on aretenu :
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• Limiteur de Van Albada :

ΨV A(r) =
r(r + 1)

r2 + 1
(2.111)Pour r ≈ 1, e limiteur est omparable au shéma de Fromm. De fait, on pourra remarquerque ette expression est identique (au ε près) à l'utilisation du limiteur de pente "Van Albada"(2.69) ouplé ave un shéma de Fromm dans la formule (2.68). En revanhe, il ne donne pasd'interpolation au premier ordre pour des extrema, e qui pose problème quant au aratèreTVD du shéma obtenu. Ce limiteur présente l'avantage d'être dé�ni de manière ontinue.

• OSPRE (Optimal Symetri Polynomial Ratio Expression) :
ΨOSPRE(r) =

3r(r + 1)

2(r2 + r + 1)
(2.112)Comparativement au limiteur de Van Albada, ette expression permet d'étendre un peu laplage de similitude ave le shéma de Fromm.

• MUSCL
ΨMUSCL = max

[
0,min(2r,

r + 1

2
, 2)

] (2.113)Comme le limiteur de Van Albada, le limiteur MUSCL imite l'interpolation de Fromm pour
r ≈ 1, la di�érene étant ii que e limiteur reproduit exatement e shéma pour 1

3 6 r 6 3

• UMIST
ΨUMIST = max
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1

4
+

3

4
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4
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4
r, 2)

] (2.114)Le limiteur imite le shéma QUICK(κ = 1
2) pour r ≤ 1 et le shéma κ = −1

2 pour r ≥ 1

• SMART
ΨSMART = max

[
0,min(2r,

1

4
+

3

4
r, 2)

] (2.115)Ce limiteur est relativement prohe du "UMIST", mais il reproduit par ontre le shémaQUICK pour une plage plus grande : 1
5 6 r 6

7
3 . A la di�érene des limiteurs préédents, iln'est pas symétrique.

• SMARTER
ΨSMARTER = (r + |r|) (3r + 1)

2(r + 1)2
(2.116)Bien qu'ayant un nom prohe du "SMART", e limiteur est dé�ni omme une fration ration-nelle, e qui donne une expression ontinue pour Ψ mais pas pour Ψ′. Il imite aussi le shémaQUICK pour r ≈ 1 et n'est pas symétrique.Pour les limiteurs préis au troisième ordre (sur un maillage uniforme), on retiendra :

• Koren [108℄
ΨKoren = max

[
0,min(2r,

2

3
+

1

3
r, 2)

] (2.117)L'expression de e limiteur est relativement prohe de elle du "SMART". Cependant, il atteintla préision spatiale au troisième ordre en imitant le shéma κ = 1
3 pour 1

4 6 r 6
5
2
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• SPL-1/3 (Symetri Pieewise-Linear 1/3)

ΨSPL−13 = max

[
0,min(2r,

1

3
+

2

3
r,

2

3
+

1

3
r, 2)

] (2.118)Le limiteur SPL-1/3 peut être vu omme une extension du UMIST au troisième ordre. Il estsimilaire à l'interpolation κ = 1
3 pour 1

4 6 r < 1 et à la formulation κ = −1
3 pour 1 < r 6 4.

• H-CUI (Harmoni CUI)
ΨHCUI =

3(r + |r|)
2(r + 1)2

(2.119)Comme les autres limiteurs d'ordre 3, elui-i imite le shéma CUI au voisinage de r = 1.On voit que nombre des limiteurs présentés sont symétriques. Il n'existe pas de justi�ationétablie de ette propriété. Cependant, Waterson et Deonink ont onstaté au travers de tests quele shéma de Fromm, le seul shéma MUSCL− κ symétrique, donnait des résultats étonnammentbons omparativement aux shémas plus évolués dont les shémas du troisième ordre. Ils supposentque e bon omportement est lié à la propriété de symétrie.2.4.6.2 Appliation des limiteurs de �ux à des as testsRingleb On reprend le même as test que elui utilisé pour la validation des interpolations géo-métriques (p. 31). On retrouve en partiulier trois maillages, elui de référene, le maillage déra�néet le maillage déformé.On ommenera par omparer la formulation MUSCL proposée par Waterson et Deonink(2.109) pour κ = 1
3 et l'interpolation géométrique MUSCL du troisième ordre (2.110). Les artesde pression totale pour es deux formulations appliquées aux maillages déra�nés et déformés sontdonnées en �gure (Fig. 2.13).

Fig. 2.13 � Interpolation κ = 1/3 de Waterson et interpolation MUSCL du troisième ordre - CasRingleb - Pt



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 39On voit que dans les deux on�gurations de maillage, l'interpolation MUSCL et elle de Watersonet Deonink donnent sensiblement la même erreur. En évaluant l'erreur moyenne sur la veine, ontrouve à haque fois des valeurs omparables, si e n'est égales. Il est un peu déevant de onstaterque la formulation MUSCL, la seule théoriquement du troisième ordre, donne des résultats assezomparables à eux fournis par une formulation du seond ordre sur un maillage quelonque. Celapeut signi�er que les autres erreurs, générées par le traitement global des équations RANS, sontplut�t du seond ordre. De plus, le as test n'est peut être pas assez "di�ile" pour faire apparaîtredes di�érenes.Considérons maintenant les limiteurs du seond ordre. On rappelle qu'il s'agit des limiteursde Van Albada, MUSCL, OSPRE, SMART SMARTER et UMIST. L'observation des hamps depression statique et nombre de Mah ne fait apparaître auune di�érene entre es limiteurs pourle maillage standard. On représente sur la �gure (Fig. 2.14) les hamps de pression totale obtenuspour le maillage standard. De gauhe à droite et de haut en bas, on a les as : ordre 2 sans limiteur(Fromm), Van Albada, MUSCL, OSPRE, SMART, SMARTER, UMIST.

Fig. 2.14 � Cas Ringleb standard- Pt - Comparaison des limiteurs du seond ordreOn remarque tout de suite que les limiteurs de Van Albada, OSPRE et UMIST sont très dissi-patifs. A partir du ol, la pression totale hute assez fortement, jusqu'à 160 Pa pour le UMIST. Al'inverse, les limiteurs SMART, MUSCL et dans une ertaine mesure SMARTER donnent de bons



40 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationrésultats. Le MUSCL est elui qui donne la solution la plus prohe du as non limité, e qui estohérent ave sa dé�nition (il imite le shéma de Fromm).Le ol est un point ritique, puisqu'à et endroit, la variation des grandeurs aérodynamiquesle long de l'éoulement s'inverse, e qui orrespond au as r 6 0. Le traitement de ette valeurpartiulière est problématique puisqu'elle introduit une ou plusieurs osillations de Pt pour tous leslimiteurs sauf le MUSCL. Toutefois, le problème est assez omplexe à expliquer puisque le limiteurMUSCL omme le UMIST ou le SMART prennent la même valeur en e point, ave des onséquenestrès di�érentes. Ces osillations ne dépendent pas non plus de la symétrie ou de la dé�nition, soitlinéaire par moreaux, soit ontinue.On applique ensuite es di�érents limiteurs à des maillages fortement non uniformes. On nereprésentera que le as du maillage déformé, le maillage déra�né générant des omportements assezsimilaires. La �gure (Fig. 2.15) illustre e as de �gure, ave la même struturation des visualisationsque la �gure (Fig. 2.14).

Fig. 2.15 � Cas Ringleb déformé- Pt - Comparaison des limiteurs du seond ordreOn retrouve les défauts préédemment onstatés, à savoir une sur-dissipation pour les limi-teurs Van Albada, OSPRE et UMIST. La formule SMARTER semble aussi être dissipée fortement,notamment dans la zone en aval du ol. A l'inverse, MUSCL et SMART ontinuent de bien se om-porter, le MUSCL restant une fois de plus prohe du shéma non limité. On notera que le problème



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 41d'osillation dans la diretion transversale, qui apparaît à la suite de la déformation dans ettemême diretion, est aussi visible pour des grandeurs telles que le nombre de Mah et la pressionstatique dans les as Van Albada, OSPRE, SMARTER et UMIST. Malgré la forte dissipation qu'ilsgénèrent en aval du ol, es limiteurs ne sont pas apables d'atténuer su�samment les variationsparasites.On représente en�n les hamps obtenus ave les limiteurs du troisième ordre. La �gure (Fig.2.16) montre sur la première ligne les hamps de pression totale obtenus ave, de gauhe à droite,l'interpolateur du "troisième" ordre (κ = 1/3) donné par Waterson et Deonink, le limiteur H-CUI,le limiteur KOREN et le SPL-1/3 sur le maillage de référene, et sur la deuxième ligne les as relatifsau maillage déformé.

Fig. 2.16 � Cas Ringleb - Pt - Comparaison des limiteurs du troisième ordreTous les limiteurs introduisent à nouveau des osillations au niveau du ol. Le SPL-1/3 est quantà lui fortement dissipatif, la zone a�etée étant une fois de plus elle en aval du ol. On remarqueque pour le maillage standard omme pour le maillage déformé, le meilleur limiteur, au sens où ilminimise l'erreur, est le KOREN.L'examen des hamps de pression statique et de nombre de Mah ne révèle auune di�érenenotable entre les di�érents limiteurs.Convetion d'un salaire passif Le deuxième as test envisagé est la onvetion bidimension-nelle d'un pro�l de salaire passif par un éoulement turbulent. Ce as est illustré sur la �guresuivante (Fig. 2.17)
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Fig. 2.17 � Convetion d'un salaire passif - détail du maillage et hamp initialOn onvete diagonalement une distribution de salaire passif sur un maillage presque artésienuniforme. Cependant, omme le montre le détail sur la �gure (Fig. 2.17), la répartition des pointsdans les deux diretions est soumise à une perturbation aléatoire, de sorte que la taille de maillen'est pas onstante. Le hamp initial de salaire passif est dé�ni par deux états, un pour la partietriangulaire supérieure du maillage, et zéro pour la partie inférieure. Le hamp de vitesse, uniforme,est olinéaire ave la diagonale ainsi dé�nie.Le hamp aérodynamique est onsidéré omme étant dans les onditions standard de températureet de pression. La vitesse le long de la diagonale est V = 50 m.s−1. Le traitement de la onvetiondu salaire passif est assuré en utilisant une interpolation déentrée ave ou sans limiteur de �ux.On trae ensuite les oupes selon une des deux oordonnées du pro�l de salaire passif. Lesourbes suivantes s'appuient sur une oupe e�etuée à y onstant, à mi-largeur. Le pro�l théoriqueest une marhe vertiale.

Fig. 2.18 � Comparaison des pro�ls du salaire pour les shémas non limitésOn onstate sur la ourbe (Fig. 2.18) que le pro�l de salaire est omplètement lissé par une



2.4. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas déentrés amont 43interpolation au premier ordre. A l'inverse, les interpolations au seond et troisième ordre préserventl'essentiel du pro�l théorique, ave une pente enore forte. Cependant, ils introduisent aussi une sous-estimation et une sur-estimation de part et d'autre de la marhe. On retrouve ii graphiquementle théorème de Godunov [157℄ qui stipule qu'une interpolation linéaire (au sens de la variable r)d'ordre supérieur à un ne peut être monotone. L'interpolation au seond ordre donne un pro�l trèsvoisin de elui au troisième ordre, e dernier restant toutefois légèrement plus abrupt.

Fig. 2.19 � Comparaison des pro�ls de salaire pour les limiteurs du seond ordreLa �gure (Fig. 2.19) montre les pro�ls obtenus ave les di�érents limiteurs du seond ordre ainsique l'interpolation non limitée. Deux limiteurs se distinguent d'emblée. Il s'agit du MUSCL et duSMART, lesquels donnent des pro�ls quasiment onfondus ave le pro�l non limité à l'exeption



44 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationdes deux petites sur/sous-préditions de e dernier. Le SMART donne même un pro�l un peu plusvertial.A l'opposé, les autres limiteurs tendent à lisser le pro�l, le plus mauvais étant, sans surprise, leUMIST. Parmi es limiteurs "médiores", le OSPRE est le meilleur.

Fig. 2.20 � Comparaison des pro�ls du salaire pour les limiteurs du troisième ordreOn montre sur la �gure (Fig. 2.20) les pro�ls obtenus pour les shémas d'ordre 3. On y a traéle pro�l orrespondant à une interpolation du troisième ordre et elui donné par la formule deWaterson et Deonink pour e même ordre. On retrouve la hiérarhie préédemment observée : lelimiteur SPL-1/3 reste le plus di�usif, le Koren étant le meilleur. De la même manière, les deux



2.5. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas entrés 45interpolations non limitées donnent des résultats sensiblement identiques.Conlusion sur l'emploi des limiteurs On vient de voir au travers de deux exemples que lesdi�érents limiteurs ont des spéi�tés marquées. Par exemple, le limiteur au seond ordre UMISTest systématiquement plus dissipatif que les autres. Il pourra don être employé pour stabiliser uneonvergene. Si on reherhe à l'inverse une bonne préision, le MUSCL ou le SMART semblent êtrede bons andidats. Ils sont faiblement dissipatifs et imitent très bien les shémas non limités, touten orrigeant la monotonie.Pour le traitement au troisième ordre en espae, le limiteur Koren est de loin le plus préis. Leplus dissipatif est le SPL-1/3.2.5 Disrétisation spatiale des �ux onvetifs - shémas entrés2.5.1 Shéma spatial entréLes shémas entrés sont une alternative possible pour traiter les termes onvetifs des équationsde Navier-Stokes disrétisées (2.37). On a vu que les shémas déentrés sont bien adaptés auxéoulements transsoniques ar ils sont onstruits pour privilégier une diretion de propagation.Ils sont en outre naturellement et su�samment dissipatifs pour être stables, e qui onstitue unavantage non négligeable. En revanhe, ils sont un peu moins pertinents pour les éoulements àbasse vitesse. Ils sont alors trop di�usifs, introduisant de fait une erreur numérique qui est parfoisnon négligeable.A l'opposé, les shémas entrés ne distinguent, de par leur struture, auune diretion partiu-lière. Ils sont à e titre ouramment employés pour des éoulements à basse vitesse et don faiblementompressibles, l'information se propageant alors indi�éremment dans toutes les diretions de l'es-pae. Ils sont en outre naturellement non dissipatifs, e qui onstitue à la fois une fore et un défaut.Cette propriété est partiulièrement intéressante pour obtenir une bonne préision, mais elle rendaussi le shéma naturellement instable. Il faut alors ajouter une dissipation numérique arti�iellepour éviter la divergene. La di�érene fondamentale ave les shémas déentrés réside dans le faitque ette fois, il est possible de ontr�ler diretement l'importane et l'ordre de ette dissipation.Ces shémas ont été popularisés par Jameson. La version la plus lassique, onnue sous l'aro-nyme JST (Jameson, Smith, Turkel) [90℄, a été exprimée pour les maillages struturés, ave desextensions ultérieures sur des maillages non-struturés [87, 129℄. Le �ux à l'interfae est évalué àpartir de la valeur du hamp interpolé de manière entrée :
Fi

c(ξ
i − 1

2
) = Fi

c(qξi− 1
2
) (2.120)où Fi

c(q) est exprimé omme dans l'équation (2.37) (p. 13).La reonstrution de qξi− 1
2
peut se faire lassiquement selon deux ordres de préision distints :

• 2eme ordre : il s'agit de l'approhe initialement proposée par Jameson. On a alors, pour unmaillage uniforme :
qII

ξi− 1
2

=
1

2
(qξi−1 + qξi) (2.121)L'expression préédente orrespond à une moyenne arithmétique simple du hamp de part etd'autre de l'interfae. Un autre point de vue possible est de onsidérer ette expression omme



46 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationle résultat de l'appliation d'un shéma entré autour de l'interfae tel que dé�ni ave κ = 1pour une approhe MUSCL par exemple.
• 4eme ordre

qIV
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qξi−2 +
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12
qξi+1 (2.122)Les deux expressions préédentes peuvent être regroupées sous la forme unique :
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qξi−1 +
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12
qξi − σ̂

12
qξi+1 (2.123)où σ ontr�le l'ordre, σ = 0 générant le shéma préis au seond ordre et σ = 1 le shéma duquatrième ordre. Le hoix de l'ordre de reonstrution est limité par le entrage du shéma. Plusonrètement, l'interpolation devra se baser sur autant de points à gauhe qu'à droite de l'interfae,e qui implique néessairement une interpolation dé�nie omme un polyn�me d'ordre impair et donune préision spatiale paire.L'adjontion de la dissipation numérique s'e�etue au moyen de dérivées spatiales seondes etquatrièmes [90℄ du hamp aérodynamique. La dissipation est initialement onçue pour éliminer lesinstabilités de type pair/impair, e qui justi�e en partie l'utilisation de dérivées seondes ou d'ordresupérieur.On introduit don un �ux dissipatif numérique Fi
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] (2.124)Le premier terme entre rohets, pondéré par ε2, orrespond à la dérivée spatiale première de qévaluée de manière entrée autour de l'interfae. Le seond terme, pondéré par ε2, est pour sa partla dérivée spatiale troisième.En supposant que les grandeurs (V i + c
∥∥~ai
∥∥)

ξi± 1
2
ne varient pas d'une interfae à l'autre, lors-qu'on érit le bilan des �ux di�usifs sur la ellule, on obtient :
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](2.125)On retrouve alors que les oe�ients ε2 et ε4 pondèrent respetivement des dérivées d'ordre deuxet d'ordre quatre évaluées de manière entrée autour du n÷ud ξi.En pratique, es oe�ients sont imposés par l'utilisateur pour régler le niveau de dissipation duseond et quatrième ordre. Jameson [84℄ propose en outre de relier es deux oe�ients au moyende la formule :
ε4 = max[0, (K − ε2)]

K étant une onstante arbitraire et ε2 étant automatiquement déterminé à partir du hamp ense basant sur la dérivée spatiale seonde de pression statique. Cette formulation n'a pas toujours



2.5. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas entrés 47donné de bons résultats et elle a été abandonnée dans Turb'Flow au pro�t d'un ontr�le total parl'utilisateur.Au �nal, on exprime le �ux omplet à l'interfae omme la somme du �ux onvetif et du �uxdissipatif :
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) (2.126)2.5.2 Généralisation du shéma entré aux maillages non uniformesLes shémas entrés présentés jusqu'à présent sont eux implémentés lassiquement dans le odeTurb'Flow. Cette partie sera onsarée au développement de shémas entrés adaptés aux maillagesnon uniformes. Ces développements ont été réalisés dans le adre de ette thèse.Toutes les formules qui viennent d'être présentées, ainsi que l'interprétation qui a pu en être faite,ne sont valables que dans le as d'un maillage uniforme. Par exemple, l'expression d'une dérivéeseonde sous la forme indiielle 1

2(qξi+1 − 2qξi + qξi−1) n'a de sens que pour des tailles onstantesde maille dans la diretions ξi.L'introdution d'un maillage non uniforme implique don néessairement un ertain nombre deorretions pour éviter l'apparition d'erreurs numériques indésirables. On se plae ii dans le mêmeadre que l'approhe e�etuée pour généraliser la formulation MUSCL (p. 23). La généralisation del'interpolation assoiée au shéma entré peut être e�etuée de la même manière que elle pour lesshémas déentrés.2.5.2.1 Corretion de l'interpolation du hamp au seond ordreL'interpolation étant préise au seond ordre, ela revient à onsidérer que qII
ξi− 1

2

est déterminéevia une fontion linéaire :
qII(xξi) = Axξi +B (2.127)telle que : 
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(2.128)On pose ∆ξi = xξi+1 − xξi .En résolvant le système (2.128) pour A et B, on trouve au �nal :
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(2.129)On peut simpli�er ette formule en remarquant que pour une distribution linéaire q(x), la valeuren x de la fontion est égale à la valeur moyenne de ette même fontion sur une ellule au niveaudu baryentre de ette dernière. En reprenant les notations utilisées pour le MUSCL, on trouve :
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(2.130)Ce résultat est illustré sur la �gure (Fig. 2.21).
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Fig. 2.21 � Interpolation généralisée pour un shéma entré au seond ordre2.5.2.2 Corretion de l'interpolation du hamp au quatrième ordreOn herhe ii à déterminer qII
ξi− 1

2

omme l'expression d'une ubique qIV (x) = Ax3 + Bx2 +

Cx+D. En appliquant une nouvelle fois l'identi�ation des intégrales sur les ellules, on trouve lesystème : 
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(2.131)
La résolution de e système est extrêmement fastidieuse. Nous n'avons pas réussi à dégagerd'expressions analytiques simples permettant de aluler A, B, C, D. La solution retenue dansette étude a été de résoudre numériquement e système pour haque interfae a�n d'en déduirediretement l'expression de qIV

ξi−1/2(x), la valeur interpolée à l'interfae étant ensuite alulée par :
qξi− 1

2
= qIV

ξi−1/2(xξi− 1
2
)2.5.2.3 Corretion de la dissipation arti�ielleLe dernier terme à orriger dans es équations reste la dissipation arti�ielle du seond et qua-trième ordre. Le traitement est un peu plus omplexe que l'interpolation des variables aérodyna-miques à l'interfae.La dissipation est initialement onçue omme la somme d'une dérivée spatiale seonde et d'unedérivée quatrième. Cependant, dès le premier artile, Jameson et al. [90℄ proposent de déomposerhaque dérivée en deux dérivées d'ordre inférieur évaluées à haque interfae de la ellule. Le shémaJST original fait en outre intervenir des pondérations de es dérivées dépendant de l'interfaetraitée, e qui limite les possibilités d'érire la dissipation omme un unique terme mélangeantdérivées seondes et quatrièmes. L'implémentation retenue dans le ode Turb'Flow (2.121 et 2.122)est soumise au même problème. Il ne semble pas exister à l'heure atuelle un onsensus lair pourdéterminer exatement la nature optimale de la dissipation arti�ielle appliquée au shéma entré.



2.5. Disrétisation spatiale des flux onvetifs - shémas entrés 49On trouve aussi failement des implémentations faisant intervenir des dérivées premières/troisièmesque des dérivées seondes/quatrièmes.En onséquene, il est possible de orriger la dissipation de plusieurs manières :
• On remplae dans l'expression de Fi

d les versions indiielles atuelles des dérivées premièreset troisièmes par des versions généralisées aux maillages non-uniformes. On notera que esvaleurs peuvent être obtenues diretement lors de la phase d'interpolation au quatrième ordrepuisque les oe�ients du polyn�me qIV (x) sont aussi :
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∂xL'expression de la dissipation est ependant toujours sindée entre les interfaes, et omptetenu de la omplexité des dérivées sur un maillage uniforme, il n'est généralement pas possibled'obtenir une ontribution globale sur la ellule égale à la somme d'une dérivée seonde etd'une dérivée quatrième.Cette approhe est la plus ohérente ave le traitement de la dissipation arti�ielle réaliséejusqu'à présent.
• On alule diretement les expressions généralisées des dérivées seondes et quatrièmes.Pour la deuxième tehnique, la solution vient peut-être du alul sur des maillages non-struturés.Comme il n'existe pas de diretion privilégiée, les shémas entrés non-struturés font intervenir di-retement un opérateur Laplaien tridimensionnel ∇2(q) pour aluler l'équivalent des termes endérivée seonde [9℄. La dissipation du quatrième ordre est quant à elle générée par la ompositiondu Laplaien ave lui-même ∇2[∇2(q)]. Il est parfaitement liite d'utiliser ette approhe dans lamesure où les maillages struturés ne sont qu'un as partiulier de maillage non struturé.L'opérateur Laplaien étant relativement oûteux à aluler, on utilise plus ouramment despseudo-Laplaiens L(q). La version la plus ommune de L est donnée par Frink [52℄. Pour unmaillage struturé, il s'érit :

L(qξ) =
∑

j voisins

θξΦj
(qΦj

− qξ)les θξΦj
sont des oe�ients de pondération dépendant de la géométrie et plus partiulièrement dela position du point de oordonnées indiielles Φj par rapport à elui de oordonnées indiielles ξ.Pour l'expression des dérivées quatrièmes, on peut hoisir de omposer le pseudo-Laplaienpréédent ave lui-même D(q) = L(L(q)). Cependant, Haselbaher et Blazek [71℄ observent que etopérateur peut générer des instabilités sur des maillages quadrilatéraux et don plus spéi�quementsur des maillages struturés. Ils proposent un nouvel opérateur du quatrième ordre onstruit ene�etuant une soustration entre deux pseudo-Laplaiens :

LI(qξ) =
∑

j voisins

(qΦj
− qξ)

LII(qξ) =
∑

j voisins

1

2
[(~∇q)Φj

+ (~∇q)ξ)].(~xΦj
− ~xξ)



50 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationoù ~x est le veteur position. Ces formulations sont exates pour une approximation d'une fontionquadratique en di�érenes �nies sur un maillage artésien uniforme.En remarquant que l'erreur de tronature du quatrième ordre assoiée à l'opérateur LII − LIest, à un fateur quatre près, proportionnelle à elle du pseudo-Laplaien de Frink, ils dé�nissentun nouvel opérateur :
D(q) = LFrinck(q) − 4[LII(q) − LI(q)]Ce point n'a malheureusement pas été testé par manque de temps. Il pourra don faire l'objetd'études futures.2.5.2.4 Appliation à des as testsA�n de tester la validité des nouvelles formulations proposées pour l'interpolation des variablesaux interfaes, nous nous sommes onentrés sur un nouveau as test. On ne pourra pas utilisere�aement le as Ringleb ar le shéma entré est mieux adapté aux as à basse vitesse. Or, eas présente des zones de forte vitesse (M ≈ 0.9) et on obtient don une erreur assez importantedu fait même de l'utilisation de e shéma.Le nouveau as test est onstruit sur la propagation d'une onde sinusoïdale de pression statiqueremontant l'éoulement. Il s'agit d'un as monodimensionnel assez simple. On impose une �utuationtemporelle sinusoïdale de la pression statique au niveau du point aval du maillage. Les onditionslimites amont sont la masse volumique et la quantité de mouvement. Le maillage est par ailleursdéomposé en deux zones :1. une zone aval ave une taille de maille onstante. Cette zone est su�samment longue pourpouvoir y observer 3.5 périodes de la sinusoïde. On dispose de 52 points par longueur d'onde.2. Une zone amont ave une progression géométrique de la taille de maille. Les mailles à l'amontdu maillage sont de grande dimension, a�n de �ltrer l'osillation de pression. La premièremaille en amont a typiquement une longueur équivalente à la longueur d'onde de la �utuationremontante.La �utuation de pression a une fréquene de 400 Hz et une amplitude de 0.1 Pa, autour d'unniveau moyen Pmoyenne

s = 101300 Pa. On a pris soin de limiter ette dernière a�n de rester dans unas de propagation linéaire.Le hamp de �utuation de pression statique (Ps −Pmoyenne
s ) à une ertaine date est représentésur la �gure (Fig. 2.22)La zone uniforme est omprise entre l'absisse x = 7 et x = 10 m. Les ourbes représentéesont été obtenues ave les interpolations au seond ordre. On onstate la très nette disparition de la�utuation. L'intérêt du �ltrage est de supprimer toute �utuation au niveau du point amont pouréviter toute instabilité.Pour tester e�aement les apaités des interpolations, on rée des variations brusques de tailledes mailles en supprimant quelques points au niveau de la zone uniforme. On a ainsi :

• un point enlevé à l'absisse x = 8.65m. On obtient un rapport de taille de 2.
• deux points onséutifs retirés à x = 9.40m. Le rapport d'expansion est ii de 3.
• un point retiré à x = 9.82m.
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Fig. 2.22 � Flutuation de pression remontante - vue généraleQuel que soit l'ordre du shéma utilisé, nous avons hoisi d'appliquer une dissipation arti�ielle duquatrième ordre à 5% ou 15%.Les �gures (Fig. 2.23 et 2.24) illustrent le hamp de pression statique autour du saut de maillede rapport 3 et d'un des sauts de rapport 2. Le shéma est pour l'instant au seond ordre. Il estnéessaire de faire la visualisation lorsque les extrema de la sinusoïde sont au niveau des trous demaillage. Dans le as ontraire, la variation de pression est à peu près linéaire : on n'observe presquerien ave les interpolations utilisées. On a aussi traé la répartition de pression théorique.On voit très lairement sur es ourbes que les interpolations indiielles génèrent des osillationsassez onséquentes en aval du trou. A l'opposé, les versions orrigées restent régulières et prohesde la référene.En traçant l'erreur par rapport à la pression théorique (Fig. 2.25), on se rend ompte que esosillations de pression a�etent une grande partie de l'espae. Les interpolations géométriques neprésentent qu'un pi loalisé. Pour un rapport de taille de maille égal à deux, e pi est faible. Ilest ependant beauoup plus onséquent pour un rapport égal à trois. Cela pourrait indiquer que,pour e as test au moins, la progression de la taille des mailles doit rester limitée.Il est intéressant de noter que le niveau moyen de l'erreur est le même, quelle que soit ladissipation arti�ielle ou la tehnique d'interpolation.Le dernier point intéressant à observer est e qui se produit au début de la zone de roissanedes mailles. On aperçoit sur la �gure (Fig. 2.22) que l'amplitude augmente assez sensiblement vers
x = 4m. En regardant de plus près ette zone (Fig. 2.26), on voit qu'en plus d'une augmentationd'amplitude, l'entrée de la sinusoïde dans la zone à taille de maille variable s'aompagne d'undéphasage de l'onde par rapport à la distribution théorique. Au pi d'amplitude, la pression aluléeest en opposition de phase ave la pression théorique, e qui orrespond à une erreur maximum.
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Fig. 2.23 � Reonstrution à l'ordre 2 - Large saut de maille

Fig. 2.24 � Reonstrution à l'ordre 2 - Petit saut de maille
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Fig. 2.25 � Erreur sur la pression statique - ordre 2

Fig. 2.26 � Pression statique au niveau de la zone géométrique - shéma d'ordre 2



54 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationL'utilisation d'une interpolation géométrique ne hange rien au problème du déphasage. Enrevanhe, elle réduit assez notablement l'amplitude de la �utuation de pression. Ainsi, pour leshéma indiiel ave une dissipation ε4 = 0.005, l'amplitude maximum est de 18 Pa ontre 14seulement pour la version géométrique. Un test sur un maillage deux fois plus dense montre que leproblème n'est pas dû à une sous-disrétisation de la sinusoïde.Considérons maintenant les interpolations du quatrième ordre. On a traé sur les �gures (Fig.2.27 et 2.28) les hamps de pression au niveau des deux défauts de maillage préédemment étudiés.

Fig. 2.27 � Reonstrution à l'ordre 4 - Large saut de mailleOn onstate à nouveau que les interpolations géométriques proposées permettent de s'a�ranhirdes osillations qui apparaissent ave les versions indiielles. La variation globale de l'erreur (Fig.2.29) est di�érente, ave notamment une longueur d'onde beauoup plus grande que dans le asprésenté en (Fig. 2.23). Ce résultat est ohérent ave le fait qu'une interpolation au quatrième ordredonne un spetre plus resserré autour de la fréquene réelle.Un rapport de taille entre ellules adjaentes supérieur à trois semble ii aussi à déonseiller.Pour �nir, on onsidérera le hamp de pression au niveau de la zone de variation du maillage.La �gure (Fig. 2.30) montre que, ette fois, il n'existe pas de déphasage ave la théorie. On peutdon en onlure que l'erreur apparaissant pour les shémas d'ordre 2 est uniquement reliée à l'ordred'interpolation.D'autre part la sur-amplitude qui existait auparavant a ii presque totalement disparu. Seul leas indiiel ave une faible dissipation présente enore une très légère surestimation. Les versionsgéométriques orrigent e défaut.
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Fig. 2.28 � Reonstrution à l'ordre 4 - Petit saut de maille

Fig. 2.29 � Erreur sur la pression statique - ordre 4
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Fig. 2.30 � Pression statique au niveau de la zone géométrique - shéma d'ordre 4Par ailleurs, l'amplitude de l'osillation ne ommene à baisser que pour x 6 4m e qui laissesupposer que le maillage est su�samment dense jusqu'à ette position pour éviter le �ltrage del'onde. Dans l'absolu, on pourra retenir qu'une densité de 50 points par période est su�sante pourassurer une bonne préision ave un shéma du quatrième ordre.Le dernier point remarquable est l'in�uene de la dissipation arti�ielle. On rappelle que lesrésultats présentés ii utilisent une modélisation de la dissipation arti�ielle onstruite sur la di�é-rene de dérivées premières et troisièmes exprimées indiiellement aux interfaes. Cette formulationest don sensible aux non-uniformités de maillage.La �gure (Fig. 2.31) illustre l'erreur relative pour les interpolations du quatrième ordre sur lemaillage "à trous" (traits pleins) et sur le maillage de référene (points). On hoisit de préférene etordre pour illustrer le propos pare que 'est elui qui permet la meilleure reonstrution possibleen supprimant par exemple les osillations de basse fréquene observables dans l'erreur pour unereonstrution à l'ordre 2. La dissipation arti�ielle est uniquement au quatrième ordre, a�n de nepas dégrader l'ordre général du shéma.Il est intéressant de noter que pour les versions ave une interpolation orrigée, notamment pour
ε4 = 0.05, l'erreur sur le maillage standard et sur le maillage pontuellement déra�né est globale-ment la même. A l'inverse, les interpolations indiielles génèrent des erreurs notablement di�érentes,surtout si la dissipation arti�ielle est faible. On observe don lairement que la généralisation desinterpolations permet un gain majeur en terme de préision sur des maillages non-uniformes.D'autre part, on peut dégager l'in�uene de la dissipation arti�ielle et sa sensibilité aux non-uniformités du maillage. Pour l'interpolation généralisée, l'éart existant entre les deux ourbesd'erreur ε4 = 0.05 et ε4 = 0.15 est uniquement dû à la variation de niveau de dissipation arti�ielleet à la sensibilité de ette dernière par rapport au maillage.
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Fig. 2.31 � In�uene du maillage sur l'erreur - shéma d'ordre 4En toute logique, si les non-uniformités du maillage génèrent une erreur au travers de la dissi-pation arti�ielle, ette erreur devrait être trois fois plus importante pour le as ε4 = 0.15 que ellepour ε4 = 0.05. En onséquene, l'éart entre les deux ourbes doit varier, au moins au niveau dessauts de mailles. Or, en omparant les ourbes obtenues ave une interpolation généralisée sur lesmaillages uniformes et eux présentant des sauts de mailles, on observe que l'éart existant entreles deux niveaux de dissipation est quasiment onstant, y ompris au niveau des petites osillationsrésiduelles liées aux grandes mailles. Les éarts entre les ourbes d'erreur sont donnés dans le tableau[2.1℄ pour les as uniformes et non-uniformes à la position x=8.7m.Maillage uniforme Maillage non uniforme0.057% 0.063%Tab. 2.1 � Eart sur l'erreur relative entre les as ε4 = 0.05 et ε4 = 0.15 - position x=8.7mOn peut don en onlure que, pour et éoulement, la dissipation arti�ielle du quatrièmeordre a une in�uene mineure sur l'erreur de alul dans le adre de maillages non-uniformes. Laplus grosse partie de l'erreur est assoiée (omme on pouvait s'y attendre) à l'interpolation. L'erreurgénérée par une expression indiielle de la dissipation appliquée à une non-uniformité de maillageest d'au moins un ordre de grandeur inférieure à l'erreur induite par la dissipation numérique elle-même. Il onviendrait néanmoins d'e�etuer des tests sur un autre as, onçu pour mettre un peuplus en avant le r�le de la dissipation numérique, a�n de véri�er si le as traité ii est assez sévère.Sur la �gure (Fig. 2.32), on a représenté l'erreur relative pour le as des interpolations indiielleset géométriques du seond ordre ouplées à une dissipation arti�ielle du seond ordre également.
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Fig. 2.32 � In�uene du maillage sur l'erreur - shéma d'ordre 2On voit toute de suite que ette dissipation génère une erreur nettement plus forte que elle duquatrième ordre, ave de plus un déphasage apparaissant entre les deux ourbes. On retrouve à eniveau une ertaine ohérene ave les observations faites sur le déphasage au niveau de la zonegéométrique, aratéristique des shémas du seond ordre.On remarque ette fois une assez nette di�érene entre les ourbes orrespondant aux maillagesuniformes et non-uniformes pour une même dissipation. On trouve aussi que l'éart entre les ourbesorrespondant aux deux dissipations sur le maillage pontuellement déra�né varie sensiblement parrapport au as uniforme. Maillage uniforme Maillage non uniforme0.77% 0.83%Tab. 2.2 � Eart sur l'erreur relative entre les as ε2 = 0.05 et ε2 = 0.15 - position x=8.6mL'erreur induite par l'utilisation d'une dissipation du seond ordre exprimée indiiellement estette fois un peu plus forte. On devra don prendre ertaines préautions en utilisant ette dissi-pation. Toutefois, omme ette dernière est beauoup plus néfaste quant à la préision du alul,on évitera autant que possible de l'utiliser. Seuls les as vraiment instables devront être traités deette manière ; il onvient de toute façon de réviser un peu à la baisse les exigenes de préisionsdans de tels as.Conlusion sur les interpolations entrées orrigées On a démontré dans ette partie queles interpolations géométriques entrées du seond et quatrième ordre permettent un gain sensible



2.6. Disrétisation spatiale des flux diffusifs 59de préision dans le as de maillages ave de grands rapports de taille de maille. Un rapport égal àdeux est traité sans problème partiulier, mais un rapport supérieur sera peut-être ritique.L'utilisation d'une dissipation arti�ielle du quatrième ordre exprimée indiiellement ave unmaillage non-uniforme n'a qu'une in�uene négligeable sur l'erreur générale. On pourra don seontenter en général de garder une expression purement indiielle, e qui permet en outre de limiterla omplexité algorithmique. A l'inverse, un soin partiulier devra être apporté lors de l'utilisationde la dissipation arti�ielle du seond ordre ar elle semble plus sensible aux variations de tailles dumaillage.2.6 Disrétisation spatiale des �ux di�usifsLe dernier terme de l'équation(2.36) est le �ux di�usif dans la diretion ξi à l'interfae Fi
v.Rappelons que e dernier s'érit :

Fi
v =

√
g ~Fv.~a

i (2.132)où :
~Fv =




0
⇒
τ l+t

γ
(

µ
Pr

+ µt

Prt

)
~∇e+ ⇒

τ l+t .~V −
(
µ+ µt

σk

)
~∇k


 (2.133)et :

⇒
τ l+t= (λ+ λt)~∇.~V

⇒
I +(µ+ µt)

(
~∇.~V + ~∇.~V T

)
− 2

3
Reρk

⇒
I (2.134)

~∇η =

3∑

i=1

~aj ∂η

∂ξj
(2.135)

η étant une variable salaire, séletionnée parmi e, k et ω.
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(2.137)Le terme ~∇.~V (resp. ~∇.~V T ) est formé par les veteurs ~∇.ui érits en lignes (resp. en olonnes).Au �nal, l'expression du �ux di�usif fait intervenir des termes géométriques par l'intermédiairedes ~aj ainsi que le hamp aérodynamique et ses dérivées spatiales. Toutes es grandeurs doiventêtre onnues à l'interfae traitée.Le hoix a été fait antérieurement de aluler de manière exate les termes métriques, à savoir √get les veteurs ontravariants ~aj , a�n d'éviter l'erreur introduite par une interpolation. A l'opposé,les variables onservatives sont bien interpolées pour obtenir la valeur à l'interfae.L'interpolation de es variables aérodynamiques est e�etuée par une simple moyenne arithmé-tique entrée :
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60 Chapitre 2. Méthodes numériques pour la simulationOn déduit notamment de es valeurs interpolées les omposantes de vitesse ui et l'énergie interne e.Il reste alors à aluler les gradients des grandeurs salaires. Cei est e�etué en appliquant à toutevariable salaire A la relation suivante, valable pour tout espae urviligne (voir l'annexe D de [4℄) :
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(2.139)
La moléule de alul utilisée pour ette formule est illustrée sur la �gure (Fig. 2.33)

Fig. 2.33 � Moléule de alul pour la disrétisation des �ux di�usifsGénéralisation aux maillages non uniformes Le alul du �ux di�usif est déjà presque adaptéaux maillages non uniformes. En e�et, la relation (2.139) est valable pour tout maillage ar elle estétablie dans un espae purement indiiel. Les possibles variations géométriques sont prises en ompteau travers des ~ai.Le seul problème vient de l'interpolation des variables onservatives au niveau de l'interfae. Onremarquera simplement que la formule d'interpolation (2.138) est équivalente à un shéma entrédu seond ordre, et on appliquera en onséquene une orretion en remplaçant ette formule parl'équation (2.128). Ce point, que nous n'avons pas eu le temps de tester, pourra faire l'objet d'unevalidation à l'avenir.2.7 Synthèse sur les méthodes numériques pour la simulationDans e hapitre, nous avons présenté les tehniques de disrétisation numérique des équations deNavier-Stokes, en nous onentrant plus partiulièrement sur la disrétisation spatiale implémentée



2.7. Synthèse sur les méthodes numériques pour la simulation 61dans le solveur Turb'Flow que nous avons utilisé. Nous avons adopté une disrétisation de typevolumes �nis sur un maillage struturé ar ette approhe permet d'obtenir une bonne préisionspatiale.On traite d'abord la disrétisation spatiale de la partie onvetive des �ux. Il existe aujourd'huideux grandes atégories de shémas spatiaux pour la disrétisation des �ux : les shémas déentrésamont et les shémas entrés. Parmi les shémas déentrés amont, on retrouve les shémas à sépa-ration de �ux tels que les shémas de Liou, ou bien à di�érene de �ux, tel que le shéma de Roe.Toutefois, a�n de monter en ordre de disrétisation et don d'augmenter la préision spatiale, esshémas font appel à des interpolations dont la plus lassique est l'approhe MUSCL.On a montré que l'approhe MUSCL telle qu'on peut la trouver dans la littérature n'est valableque pour des maillages uniformes. L'utilisation de ette approhe sur des maillages non uniformesinduit une erreur numérique qui vient perturber les aluls. Un des travaux e�etués au ours deette thèse a porté sur la généralisation de la formulation MUSCL aux maillages non uniformes.Ave les nouvelles formules d'interpolation du seond et troisième ordre, on montre qu'on amélioresensiblement la qualité de la simulation sur les maillages quelonques.Nous avons aussi abordé la généralisation aux maillages non uniformes des limiteurs, utiliséssur les shémas déentrés pour stabiliser le alul en présene de gradients forts. Ma ontribution àette étude a porté sur le test des limiteurs généraux, apparus réemment dans le ode Turb'Flow,a�n de aratériser les di�érentes formulations possibles et trouver les meilleurs limiteurs du pointde vue de la préision spatiale. On retiendra que les limiteurs SMART et MUSCL (seond ordre)et Koren (troisième ordre) sont eux qui ont le meilleur omportement.Les shémas spatiaux entrés ont aussi été traités. Après un bref rappel de leur fontionnement,nous nous sommes attahés à généraliser les interpolations du seond et quatrième ordre utiliséesdans e adre. Les nouvelles formulations ont ensuite été validées sur un as test. On a ainsi mis enévidene une très nette amélioration de la qualité de la simulation sur les maillages non uniformes.En dernier lieu, nous avons présenté le traitement des �ux di�usifs qui est un peu di�érent deelui des �ux onvetifs. Le shéma utilisé est du type entré mais il est en grande partie adaptéaux maillages non uniformes. Toutefois, après analyse, il ressort que la détermination du hampaérodynamique en ertains points de l'espae ne tient pas ompte des non-uniformités du maillage.Nous avons proposé une orretion pour e défaut, orretion qui pourra faire l'objet de futuresétudes.On dispose à présent de tehniques �ables et préises pour e�etuer des simulations numériques.Ces simulations sont la base de l'analyse du nouveau traitement de arter. Nous allons don présenterdans le hapitre 3 l'étude du nouveau traitement de arter. On ommenera par dé�nir préisémentle problème et le traitement de arter envisagé, puis nous détaillerons le hamp aérodynamique etles performanes de e nouveau dispositif. On présentera au hapitre 4 les tehniques d'optimisation,avant de terminer au hapitre 5 l'étude du traitement de arter en l'optimisant et en l'appliquant àun ventilateur de refroidissement automobile.
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Chapitre 3Etude d'un traitement de arter3.1 IntrodutionLes tehniques préises de simulation numérique qui sont utilisées pour ette étude ont étéprésentées et développées au hapitre 2. Nous allons maintenant e�etuer l'analyse d'un nouveautraitement de arter appliable aux turbomahines basse vitesse équipées d'une virole. L'une desappliations de e traitement de arter est un ventilateur utilisé pour le refroidissement d'un moteurd'automobile. On ommenera e hapitre en analysant dans la partie 3.2.1 la problématique del'éoulement de jeu, et plus partiulièrement l'éoulement et les performanes d'un ventilateur derefroidissement.On présentera ensuite en 3.3 les di�érents traitements de arter possibles atuellement pour lesturbomahines ave une virole. On mettra en évidene leurs insu�sanes, e qui nous onduira àproposer un nouveau traitement de arter. Ce traitement onsiste en un rainurage hélioïdal de laparoi arter. Le nouveau onept sera dérit, en préisant quelles sont ses origines.A�n de valider et d'étudier le nouveau traitement de arter, nous le modéliserons dans la setion3.4. On dérira d'abord préisément le modèle utilisé. La géométrie du modèle est aratérisée parun ertain nombre de paramètres géométriques qui sont donnés ii, et optimisés au hapitre 5.On présentera aussi des modèles de jeux utilisés pour la validation du onept de traitement dearter et de la modélisation qui en a été faite.Après avoir démontré que le nouveau traitement de arter apporte une amélioration sur l'éou-lement de jeu, nous dérirons en détail la struture globale puis loale de l'éoulement autour durainurage.Nous déterminerons ensuite les e�ets de haque paramètre géométrique sur les objetifs quanti-tatifs aratérisant le fontionnement du traitement de arter.Nous onlurons e hapitre par une synthèse sur les résultats présentés ii. Ces résultats ontfait l'objet d'une publiation [172℄.3.2 Problématique du refroidissement automobile3.2.1 Contexte généralLe refroidissement des di�érents organes moteurs d'une automobile néessite dans la plupart desas l'utilisation d'un groupe moto-ventilateur destiné à assurer la irulation d'air au travers d'un63



64 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterou plusieurs éhangeurs thermiques. Ce dispositif est utilisé essentiellement lorsque le véhiule està l'arrêt ou irule à basse vitesse. Dans le as ontraire, l'éoulement généré par l'avanement duvéhiule est su�sant pour assurer le refroidissement.Un groupe moto-ventilateur (GMV) est onstitué de trois pièes prinipales (Fig. 3.1) :
• Une roue mobile
• Un moteur életrique entraînant la roue mobile
• Un arter maintenant le moteur, parfois équipé de bras de liaison arénés faisant o�e de"roue" diretrie de sortie.

Fig. 3.1 � Elaté d'un groupe moto-ventilateur automobileLe GMV peut être plaé soit à l'amont soit à l'aval d'un éhangeur, selon la plae allouée dansle blo moteur. A l'heure atuelle, la plupart des pièes sont onstruites en matières plastiques pourdes raisons éonomiques (prix du matériau, fabriation en grande série par moulage, et...), e quilimite de fait leur résistane méanique.La première onséquene de ette ontrainte de onstrution est l'utilisation d'aubes à talons,'est à dire des aubes reliées entre elles par une ouronne de matière au niveau de leur tête. Parla suite, on désignera ette ouronne par le terme virole. Celle-i est utilisée pour rigidi�er la rouemobile et limiter les mouvements de torsion et �exion des aubes, au moins au niveau de leur tête.La deuxième onséquene, assez similaire à la préédente, est que le ventilateur présente assezfailement des déformations importantes. Celles- i peuvent être ausées, par exemple, par les e�ortsentrifuges sur la roue mobile, par une distorsion de l'éoulement amont ou aval (interation aved'autres éléments du moteur de l'automobile) ou bien par les vibrations globales auxquelles estsoumis le véhiule. La vitesse de rotation standard, située autour de 3000 tr/min, est su�santepour induire une déformation radiale, d'autant plus qu'ave la virole, une partie non négligeablede la masse de la roue mobile est située à fort rayon. Les vibrations du véhiule et de son moteursont responsables de solliitations appliquées à l'ensemble du GMV qui peuvent se traduire parun déplaement de l'axe de rotation (le moteur életrique étant lourd, son inertie peut onduire àdéformer les autres pièes plastiques). En�n, pour les interations aérodynamiques, il est possible



3.2. Problématique du refroidissement automobile 65d'exiter un ou plusieurs modes de strutures et générer ainsi une déformée omplexe, ave à la foisun déplaement axial et radial. Le �ottement de la struture, bien que très rare, n'est pas non plusà exlure sous ertaines onditions.A�n de prévenir tout ontat entre les parties �xes et mobiles du GMV, on impose des ontraintesde onstrution sévères, ave notamment un jeu minimum δvirole important entre la virole et learter, la limite étant usuellement δvirole ≈2 à 3 mm. Comparé au rayon des rotors, e jeu introduitusuellement un rapport δ
R ≈ 2%. Cette valeur indique que l'on se situe tout de même assez loin desritères de dessin utilisés pour des turbomahines "lassiques "(turbomoteur, turbine à vapeur, ...).Dans es derniers as, la valeur 1% est souvent la limite supérieure admissible.Comme on peut l'imaginer en observant l'élaté (Fig. 3.1), les onditions d'entrée du ventilateursont très loin d'être axiales pour un montage en aval de l'éhangeur. En e�et, si l'éhangeur est àpeu près uniformément alimenté, une partie importante du �ux traversant le ventilateur vient dondes zones latérales (au sens du entrage du ventilateur relativement à l'éhangeur), e qui, omptetenu du faible espaement axial entre le radiateur et le rotor, onduit à un �ux radial entripète.De la même manière, pour un montage amont, le �ux sortant du rotor devra être assez bruta-lement dévié dans la diretion radiale a�n de se répartir le plus possible sur l'éhangeur.Par ailleurs, l'éoulement présente, dans un montage réel, de fortes distorsions dans la diretionazimutale. On herhe en e�et à oupler un éhangeur, de setion retangulaire, ave un rotor (i.e.un disque). La solution la plus simple à es problèmes de distorsion et d'alimentation serait d'utiliserun ventilateur de diamètre supérieur, a�n de maximiser la oïnidene entre l'aire balayée par edernier et elle de l'éhangeur. Toutefois, ette approhe se heurte très vite aux ontraintes deoneption des blos moteurs atuels, pour lesquels on herhe à augmenter la ompaité et réduireles oûts.3.2.2 Analyse du ventilateur de référene ValéoLes ventilateurs de refroidissement automobile sont des turbomahines un peu atypiques, à lafois par leurs onditions de fontionnement et par leur géométrie.En onditions réelles de fontionnement, les ventilateurs sont soumis à des onditions d'entréeet/ou de sortie ave des omposantes radiales importantes. Il est extrêmement di�ile de quali�eres onditions réelles ar elles dépendent d'un très grand nombre de fateurs qui ne sont pas toujoursmaîtrisés.Ces onditions sont d'abord très sensibles au type de montage hoisi et à la qualité du montage.Deux modèles de moteurs peuvent par exemple utiliser le même rotor mais ave un montage di�érent.En deuxième lieu, elles dépendent aussi des onditions de fontionnement de la voiture. L'éoulementsous apot est passablement omplexe du fait des nombreux obstales présents, et il varie selon lavitesse d'avanement du véhiule.Pour éarter le problème des distorsions et des onditions variables, les on�gurations testéessont généralement isolées. Pour les aluls numériques, seul le rotor et un arter simpli�é sontsimulés ; l'éhangeur, le moteur et les bras de support ne sont pas modélisés.RemarqueDans la suite, a�n de garder une ohérene de notation, la oordonnée axiale sera x, laoordonnée radiale sera notée z, et la oordonnée azimutale y.
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Fig. 3.2 � GMV fourni par Valéo - détail sur le jeuLa �gure (Fig. 3.2) montre la géométrie de ventilateur fournie par Valéo qui servira de base ànotre étude. On a aussi représenté un shéma du jeu en oupe méridienne pour illustrer la géométriepartiulière du jeu. La virole est longue d'à peu près 27 mm, et le jeu entre le arter et la virole estde 2.5 mm.Pour ette on�guration, et plus généralement pour les ventilateurs de GMV, la virole présenteun oude du �té amont du ventilateur. Ce oude est utilisé pour essayer d'améliorer les performanesde la mahine en modi�ant un peu les aratéristiques de l'éoulement de jeu. Nous reviendrons sure point un peu plus loin.Le ventilateur Valéo qui sera utilisé omme référene dans ette étude a déjà été optimisé dupoint de vue aérodynamique . Cette optimisation a été menée par la soiété Fluorem pour le omptede Valéo (étude similaire dans [68℄). Elle a porté sur une paramétrisation de la forme des aubages.Les optimisations ont été e�etuées sur trois pro�ls bidimensionnels, orrespondant en fait à troispositions radiales sur l'aube : 25, 50 et 75% de la hauteur. Pour ette phase, on dé�nissait pourhaque pro�l le alage, la position du maximum de ambrure, l'épaisseur maximale, les tangentesaux bords d'attaque et de fuite.La géométrie de référene dont nous disposons est don le résultat d'une optimisation qui apermis d'améliorer les aratéristiques de base du ventilateur. Les performanes du ventilateurseront évaluées dans la suite au point de fontionnement nominal :vitesse de rotation Ω 3000 tr/mindébit volumique 1600 m3/hpression statique aval 100 000 Pamasse volumique amont 1.1739 kg/m3taux de turbulene amont 5%Tab. 3.1 � Conditions de fontionnement nominales du ventilateurLe �uide est de l'air assimilé à un gaz parfait. On suppose de plus que le ventilateur fontionneen aspiration libre, à savoir sans pré-rotation de l'éoulement amont.



3.2. Problématique du refroidissement automobile 67Dans la géométrie testée, la veine omportant le rotor et le arter est équipée de deux plénumsde grande dimension.

Fig. 3.3 � Con�guration numérique simulée - Coupe méridienneComme on peut le voir sur la oupe méridienne (Fig. 3.3), les plénums sont nettement plusgrands que le ventilateur. On impose sur le plénum amont un éoulement entrant normal à lasurfae sphérique. Sur le plénum de sortie, très allongé, on onsidère que le milieu est poreux, equi permet de lisser les inhomogénéités radiales et azimutales de la pression statique, laquelle estimposée sur le plan à l'extrême droite de la veine.Sur la �gure (Fig. 3.3), et plus partiulièrement sur le détail au niveau du ventilateur, ona représenté en trait rouge la position des plans d'intégration servant au alul des grandeursmoyennes en amont et en aval du ventilateur. Ces plans sont en partiulier utilisés pour alulerles performanes du rotor. L'aube et le jeu sont pris en ompte diretement dans le alul desperformanes.Les performanes du ventilateur sont dé�nies par l'augmentation de pression entre l'amont etl'aval (i.e. le taux de ompression), ainsi que par le ouple appliqué sur l'axe de rotation et lerendement. Pour la géométrie de référene, les performanes sont données dans la table [3.2℄.éart de pression aval-amont 198 Paouple 0.499 N.mrendement 0.641Tab. 3.2 � Perfomanes du ventilateur - Con�guration de référeneComme on peut le remarquer, le rendement de la mahine de référene (résultant d'une optimi-



68 Chapitre 3. Etude d'un traitement de artersation rappelons-le) n'est pas exeptionnel. L'analyse du hamp aérodynamique donne la réponse àe problème.La �gure (Fig. 3.4) montre l'éoulement méridien moyen au niveau du rotor. On représente lesomposantes de vitesse axiale et azimutale.

Fig. 3.4 � Composante axiale Ux (gauhe), azimutale absolue Vy (entre) et relative Wy (droite)moyenne de vitesse au niveau du rotor - Con�guration standardOn remarque que l'éoulement au voisinage de la virole est très di�érent du reste de l'aube.Cette zone est située entre environ 90% et 100% de la hauteur d'aube. L'éoulement se aratérisedans ette zone par une vitesse axiale plus faible, et même négative (le niveau jaune orrespond à0 m/s) dans la zone prohe de la paroi inférieure de la virole. De même, la zone supérieure de l'aubeest soumise à une vitesse azimutale absolue Vy beauoup plus forte que le reste de l'aube, et unevitesse azimutale relative Wy beauoup plus faible :
• pour la omposante absolue, on remarque que l'amont de la roue est à peu près uniforme, aveune vitesse azimutale absolue Vy légèrement positive (≈0.5 m/s). Cette vitesse orrespond àla mise en rotation de l'éoulement amont (initialement sans Vy) par les e�ets potentiels etvisqueux remontant de l'aube. On reste ependant assez prohe de onditions d'aspirationlibre. En revanhe, on trouve une zone de forte vitesse azimutale absolue en tête, assez loindevant la sortie du jeu. Cette zone de survitesse se propage ensuite jusqu'à la tête d'aube.
• Les variations de vitesse absolue en tête se traduisent par un dé�it très marqué de vitesseazimutale relative Wy en amont : elle-i augmente progressivement au fur et à mesure que lerayon augmente, puis elle hute brutalement dans la zone prohe virole.On remarque aussi un problème en pied d'aube, matérialisé par une vitesse azimutale relative

Wy prohe de zéro. Il s'agit en pratique d'un déollement des pro�ls en pied d'aube. Ce méanismene sera pas approfondi ii ar il ne relève pas diretement d'un e�et du jeu.On peut légitimement se demander d'où viennent es perturbations du hamp de vitesse en tête :



3.2. Problématique du refroidissement automobile 693.2.2.1 Dé�it de vitesse axialePour la vitesse axiale, le problème vient de la omposante axiale du jet débouhant du jeu, dirigévers l'amont. On observe au niveau de la sortie du jeu une pohe de vitesse axiale très négative, del'ordre de -10 m/s, orrespondant au �uide sortant du jeu. Cette pohe est assez étendue axialementet elle déborde même la partie du arter en surplomb du ventilateur. Elle impate alors le �uideirulant vertialement le long de la paroi arter. L'interation du �uide sortant du jeu ave le �uidevenant de l'amont provoque l'apparition d'un tourbillon au niveau de la lèvre vertiale de la virole,noté A sur la �gure (Fig. 3.5).

Fig. 3.5 � Champ vetoriel méridien de vitesse en tête d'aubeComme on peut le voir, e tourbillon s'étend su�samment pour perturber l'éoulement en têted'aube. Du fait de e tourbillon A, le �uide amont se dirigeant vers l'aube et don vers l'aval setrouve éarté de la paroi de la virole. Au voisinage de ette dernière, le �uide a plut�t tendane àremonter l'éoulement. En tête d'aube, le �uide prohe de la virole est don aspiré vers l'amont,e qui génère un deuxième tourbillon méridien, noté B sur la �gure (Fig. 3.5). Le tourbillon Bdégrade signi�ativement les onditions de fontionnement de la tête d'aube, puisque dans ettezone, l'éoulement n'est plus ohérent ave un fontionnement en ventilation.De manière évidente les tourbillons A et B sont très fortement ouplés puisque l'aspiration dansla zone prohe virole générée par A béné�ie aussi à B. Le tourbillon A est pour sa part très lié àl'intensité du jet sortant du jeu. On peut supposer que plus e jet sera rapide (en diretion axiale),plus il pénètrera dans l'éoulement "sain" amont et plus le tourbillon A sera important.3.2.2.2 Augmentation de la vitesse azimutale absoluePour la vitesse azimutale, le phénomène vient là aussi du �uide sortant du jeu. Dans le repèreabsolu, la vitesse azimutale sur les parois du rotor, et notamment de la virole, est donnée par :
V paroi

y = Rz × Ωoù Ω est la vitesse de rotation, et Rz le rayon de la paroi onsidérée.En onséquene, plus la paroi se situe à un rayon élevé, plus la vitesse azimutale absolue seraforte. On représente sur la �gure (Fig. 3.6) le détail du hamp de vitesse azimutale au niveau de lavirole.
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Fig. 3.6 � Vitesse azimutale absolue au voisinage de la virole - Con�guration standardOn voit lairement le développement des ouhes limites à l'intérieur du jeu, aratérisées parun niveau de vitesse très élevé. Au niveau de la sortie du jeu, l'éoulement déolle légèrement dansla diretion vertiale, e qui se repère par une plus grande extension radiale de la zone de fortevitesse. Il est à noter que la paroi de la virole en sortie du jeu étant la partie du rotor ave le plusgrand rayon, ette zone présentera don la plus forte vitesse azimutale absolue à la paroi mobile.On repère aussi lairement l'entraînement du �uide en amont par la virole au niveau de la lèvre,symbolisé par une pohe de vitesse élevée le long de la paroi vertiale.La ouhe limite en sortie de jeu fusionne ave elle le long de la paroi vertiale pour donnernaissane à une "langue" de vitesse élevée se développant en fae de la sortie du jeu. Cette zone desurvitesse azimutale se mélange ensuite progressivement ave le �uide amont qui n'a presque pas devitesse selon la diretion azimutale. La zone de mélange orrespond en fait au tourbillon A présentésur la �gure (Fig. 3.5). Il s'agit don bien de la zone d'interation entre le �ux issu du jeu et le �uxamont.Cette interation entre �ux amont et �ux de jeu aboutit à la mise en rotation du �uide sedirigeant vers le ventilateur. Cela se traduit onrètement par l'apparition d'une pohe de vitesseazimutale assez forte en fae de la paroi vertiale de la virole, pohe qui est ensuite onvetée versla tête de l'aube. Dans le repère relatif, l'interation du �ux de jeu ave le �ux amont induit unediminution sensible du niveau de vitesse azimutale relative.De manière évidente, plus le �uide en sortie de rainure aura une vitesse azimutale élevée (dansle repère absolu), plus le mouvement de pré-rotation du �ux amont induit par le �ux de jeu seraimportant.3.2.2.3 Couplage des deux e�ets de jeu et impat sur le ventilateurLa ombinaison des deux méanismes qui viennent d'être présentés impate très fortement lesonditions de fontionnement en tête d'aube. Pour s'en onvainre, il su�t de traer le pro�l amontd'angle relatif β (Fig. 3.7). On rappelle que et angle est obtenu par :
β = atan

Wy

Ux
= atan

Vy −RzΩ

UxOn onsidère ii plut�t l'angle relatif, et non l'angle absolu, ar il est plus pertinent vis à vis durotor. Les pro�ls sont traés au niveau du plan amont de l'aube (trait rouge à gauhe sur le shémaméridien - Fig. 3.7).
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Fig. 3.7 � Pro�ls amont des omposantes Ux, Wy et d'angle relatif β - Con�guration standardOn retrouve très lairement les e�ets des strutures générées en fae de la sortie de jeu. Lesdeux omposantes de vitesse montrent un gros dé�it, entre environ 90% et 100%. On retrouve enpartiulier une zone de vitesse axiale négative, entre 97% et 100% de la hauteur.Ces variations induisent une modi�ation sensible de l'angle β. Entre 10% et 80% de la hauteurde l'aube il varie de moins de 3�. A l'opposé, entre 90% et 100% de la hauteur d'aube (soit à peuprès 1 mm), il varie de 28�. On observe même un angle β au delà de -90�, orrespondant à la zoneoù le �uide irule de l'aval vers l'amont.Pour e qui est de la géométrie de l'aube, les variations sont bien moindres : entre 90% et 100%de la hauteur, le alage du bord d'attaque de l'aube évolue beauoup plus lentement. Il en résulteune sur-inidene très forte sur la tête d'aube. On assiste alors au dérohage de l'aube sur ettepartie, omme l'illustre la �gure (Fig. 3.8).Cette �gure représente le hamp vetoriel de vitesse relative, superposé à la arte de vitesseazimutale relative pour mieux faire apparaître la reirulation se développant sur l'extrados en avaldu bord d'attaque. On remarquera au passage que la pohe Wy positive orrespondante se retrouveaussi sur la arte méridienne (Fig. 3.4 - droite) : on y observe une pohe de Wy nulle sous la paroihorizontale inférieure de la virole. C'est la trae, dans une moyenne méridienne, du dérohage dela tête d'aube.De manière générale, la désadaptation de l'éoulement en tête d'aube se traduit par une dégra-dation forte des performanes, et notamment une augmentation des pertes.
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Fig. 3.8 � Champ de vitesse relative - Coupe aube à aube à 97% de hauteur

Fig. 3.9 � Pro�ls de pression totale relative Ptr - Con�guration standardOn voit failement sur les pro�ls de pression totale relative (Fig. 3.9) que les pertes augmententen tête d'aube. Entre environ 75% et 95% de la hauteur, il y a une très nette diminution de Ptrentre l'amont et l'aval de la roue. Au delà de 95% l'éart s'inverse : la pression totale relative en avalest plus forte que l'amont. Il semblerait que e soit lié au phénomène de reirulation (tourbillonB de la �gure 3.5) qui entraîne une vitesse axiale négative dans ette zone. Il est ependant assezdi�ile d'expliquer préisément ette inversion des ourbes.Malgré e omportement au prohe voisinage de la virole, l'éart moyen entre les ourbes amontet aval reste nettement négatif, en grande partie à ause de la hute observée entre 75% et 95% dela hauteur.Les pro�ls de pression statique sont représentés sur la �gure (Fig. 3.10).L'évolution radiale de Ps est un peu plus di�ile. Pour le pro�l amont, on observe une dérois-sane monotone sur toute la hauteur. Ce omportement est à mettre en rapport ave l'augmentationde la vitesse liée au rayon. On peut par exemple véri�er sur la �gure (Fig. 3.4 - gauhe) que la om-posante Ux en amont augmente lorsqu'on se rapprohe de la tête d'aube. La déroissane s'aélère
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Fig. 3.10 � Pro�ls de pression statique Ps - Con�guration standardentre 80% et 100% de la hauteur. C'est la onséquene des méanismes tourbillonnaires mis en÷uvre au débouhé du jeu.En aval, le pro�l est plus omplexe. Hormis une légère osillation due au déollement en pied, Psroît de 0 à 40% de la hauteur, puis déroît de 40 à 85%, avant de re-augmenter entre 85 et 100%.Compte tenu de la hauteur des zones a�etées, seule la reroissane �nale (85-100%) est diretementreliée aux e�ets du jeu.Il semblerait que e soit le bloage aérodynamique, lié au mouvement de l'aval vers l'amont(tourbillon B - Fig. 3.5) qui soit responsable de la remontée de Ps en aval. Pour lari�er e point,on peut par exemple traer la arte méridienne de pression statique en tête superposée au hampde vitesse (Fig. 3.11)

Fig. 3.11 � Champ méridien de pression statique Ps - Con�guration standard



74 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterOn voit ainsi que la zone en aval de l'aube, où la pression statique augmente, est aussi la zonede très faible vitesse qui orrespond au tourbillon méridien B.3.2.2.4 Synthèse sur les e�ets de jeu pour le ventilateur de référeneComme on vient de le voir, une partie non négligeable des pertes est générée en tête d'aube, àause de perturbations de l'éoulement induites par le jeu. L'éoulement sortant du jeu, dirigé del'aval vers l'amont de la roue mobile, impate le �ux amont prinipal et dégrade les aratéristiquesde e dernier.Les deux prinipaux fateurs de dégradation sont :
• La vitesse axiale du �uide sortant du jeu, et par extension, le débit irulant dans le jeu : ellegénère un tourbillon en amont de la roue, tourbillon qui vient ensuite modi�er sensiblementl'éoulement au niveau de la tête d'aube, et notamment la vitesse débitante en tête.
• La vitesse azimutale moyenne en sortie de jeu. Par mélange visqueux ave le �ux amont, ellegénère un mouvement de pré-rotation rapide en amont de la roue. La zone a�etée est làaussi prohe de la virole. Ce mouvement est assez perturbant ar il modi�e sensiblement lesonditions en tête d'aube. La vitesse azimutale du �uide dans le jeu est intimement liée aumouvement même du rotor.Ces deux e�ets sont présents simultanément, et ils onduisent à la désadaptation de la têted'aube. La partie supérieure de l'aube ne fontionne don pas omme attendu.Un troisième e�et du jeu, plus global, n'a pas été diretement abordé jusqu'à présent. Il s'agitde la diminution du débit utile pour le refroidissement. Ce débit de fuite est bien évidemment liéà la omposante axiale de l'éoulement dans le jeu, 'est à dire à la vitesse débitante, et don auxdi�érentes strutures de l'éoulement ; mais il s'agit surtout d'un indiateur de la performane dusystème de refroidissement.En e�et, le débit de fuite remontant vers l'amont du ventilateur au travers du jeu est, pardé�nition, inutilisable pour le refroidissement automobile puisque le �uide mis en jeu ne traversepas l'éhangeur. En revanhe, par onservation du débit, tout le �uide qui remonte vers l'amont�nira par repasser au travers du ventilateur. Ainsi, une partie du débit irulant au travers duventilateur ne sert qu'à entretenir le �ux dans le jeu, le reste étant le débit venant de l'amont etservant au refroidissement. En terme de débit massique, on peut érire :

ṁventilateur = ṁrefroidissement + ṁjeuEn onséquene, on peut imaginer un as extrême (ertes ariatural) où ṁventilateur = ṁjeu. Il n'yalors plus de débit pour le refroidissement : tout le �uide traversant le ventilateur va ensuite passerdans le jeu. Bien évidemment, si ṁrefroidissement = 0, le GMV ne sert alors stritement à rien. Dansun tel as, on établit une sorte de boule d'auto-alimentation du ventilateur où le �uide en aval durotor revient en amont via le jeu.On est, en pratique, assez loin d'une telle extrémité, mais le débit de jeu n'en demeure pas moinsassez important. Pour le ventilateur de référene Valéo, au point de fontionnement nominal, on aainsi :
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ṁrefroidissement 1600 kg/h

ṁjeu 92 kg/h
ṁventilateur 1692 kg/h

ṁjeu

ṁventilateur
5.4%Le débit de jeu n'est pas ii totalement négligeable. On peut don onsidérer que l'on perd unepartie de l'énergie fournie au ventilateur pour faire iruler du �uide au travers du jeu.Pour onlure ette partie, on nuanera les "mauvaises" performanes de e ventilateur. D'aprèsles informations fournies par Valéo, e ventilateur a été dessiné de manière à minimiser les e�etsde la distorsion de l'éoulement en tête. La désadaptation de la tête d'aube est inévitable dans esonditions de fontionnement, mais le déollement du pro�l reste de taille modérée grâe au dessinde la roue qui tient ompte de la présene d'un éoulement de jeu fort.3.3 Traitement de arter proposé - Prinipes et objetifsComme on l'a vu dans la partie 3.2.2, les ventilateurs automobiles, et par extension les turbo-mahines ave des aubes à talon, sont soumis à des e�ets de jeu bien partiuliers, liés à la présened'une virole en tête d'aube. Les turbomahines ave des aubes à virole se distinguent des turbo-mahines à aubes "libres" par les méanismes de l'éoulement de jeu. Pour une turbomahine àaubes libres, l'éoulement de jeu met diretement en relation l'intrados et l'extrados de l'aube. Lesperturbations générées sont visibles au niveau de l'aube et en aval (f. le lassique tourbillon de jeuse formant dans e as), mais assez peu souvent en amont de la roue. Ces perturbations induisentessentiellement des pertes plus grandes et des instabilités fortes onduisant, dans les as extrêmes,au pompage.Pour une mahine ave une virole, on sépare omplètement l'éoulement au niveau de l'aube del'éoulement de jeu. En onséquene, les e�ets du jeu se font d'abord sentir en amont (ou en avalpour une turbine) de la roue onsidérée, et ils sont ensuite onvetés jusqu'aux aubes. Il existe deuxtypes de perturbation selon la atégorie de mahine onsidérée :

• Compresseurs : l'éoulement de jeu irule de l'amont vers l'aval du ompresseur, e qui setraduit d'une part par une dégradation des onditions en amont de la roue onsidérée, etd'autre part par une baisse du débit utile du ompresseur.
• Turbines : l'éoulement de jeu irule de l'amont vers l'aval de la roue. Ses e�ets portent surla dégradation de l'éoulement en aval de la roue onsidérée, e qui peut poser un problèmeertain en présene d'une autre roue en aval. L'éoulement de jeu permet aussi au �uided'éviter les aubes, e qui limite don l'énergie réupérable par la roueLe problème sur les turbomahines ave virole onsiste à réduire le plus possible la perturbationinduite par l'éoulement de jeu. Cela passe entre autre par :
• la limitation du débit de jeu
• la limitation de la giration en sortie de jeu ('est à dire en amont de la roue)Notre étude sera don onsarée à proposer un traitement de arter qui satisfasse es deux objetifs.



76 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter3.3.1 Traitements de arter existantsIl y a dans la littérature un très grand nombre d'artiles et brevets onernant les traitements dearter appliables aux turbomahines. Nous ne onsidèrerons que eux qui traitent des mahines aveviroles. Pour les autres on�gurations, et surtout pour les ompresseurs sans virole, la motivationla plus souvent mise en avant pour le dessin d'un traitement de arter est le besoin d'améliorer lamarge au pompage, quitte à dégrader légèrement les performanes ([196, 145, 166℄ par exemple).3.3.1.1 Joint labyrinthiqueLe hoix de traitement de arter adapté aux viroles est de fato beauoup plus restreint. Le trai-tement de arter le plus onnu dans ette atégorie est sans doute le joint labyrinthique, ourammentemployé sur les turbines [155, 37, 200, 147℄ ou parfois sur les ompresseurs [194℄.
Fig. 3.12 � Shéma méridien du joint labyrinthiqueCe joint permet généralement une très bonne rédution du débit, mais il est souvent beauoupplus médiore pour le problème de la giration. Les barrières qui onstituent le labyrinthe génèrent desdéollements dans le jeu et autorisent don le développement de ouhes limites assez importantes.La ouhe limite attahée au rotor entraîne don failement le �uide en rotation. D'autre part,les études montrent [186, 197℄ que e type de labyrinthe n'est vraiment e�ae qu'en réduisantfortement les setions au niveau des barrières. Cela semble assez peu adapté au as du ventilateurpour lequel le jeu minimum admissible δ vaut 2-3 mm.3.3.1.2 "Bladelets"Il s'agit d'un traitement de arter pour turbine assez spéial proposé par Wallis et al. [191℄ pouressayer de réupérer une partie de l'énergie inétique assoiée au mouvement axial. Le dispositifse ompose essentiellement de deux barrières ("�ns") sortant de la paroi arter, et d'un ensembled'aubes miniatures ("bladelets" ou "turning devie") fabriquées sur la paroi de la virole.Ave un tel système, les barrières servent à plaquer l'éoulement sur la virole et sur le système dedéviation. Celui-i agit de la même manière qu'une turbine. Les auteurs notent une légère diminutionde la vitesse azimutale dans le jeu, du fait de e système.L'artile ne fournit ependant auune indiation sur les performanes de e dispositif dans unmode dégradé, 'est à dire pour un jeu un peu plus élevé. Dans la on�guration dérite, le jeu entreles barrières et la virole est de 0.5 mm. On peut légitimement se demander omment évolueraitl'éoulement de jeu pour un jeu plus élevé, prohe des 2 à 3 mm envisagés pour le ventilateur.Ce dispositif présente en outre l'inonvénient d'être di�ile à fabriquer. La réation des mini-aubes sur la virole peut être déliate en raison de leur petite taille. On retiendra l'idée générale dee traitement, mais pas forément les détails.
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Fig. 3.13 � Con�guration ave "bladelets" - reprodution de Wallis et al., 20013.3.1.3 Traitement de arter pour ventilateur automobileSi l'on revient plus spéi�quement à la problématique du ventilateur automobile, on peut iterplusieurs systèmes onçus pour améliorer le fontionnement du rotor.Forme de la virole Le premier d'entre eux est la forme assez partiulière de la virole sur laquellenous ne nous sommes pas attardés jusqu'à présent (f. Fig. 3.2). Le oude que fait la virole du�té de l'amont du ventilateur, et la lèvre radiale qui en résulte, sont ouramment utilisés sur lesventilateurs automobiles atuels. Cette géométrie de la virole, et par extension du jeu est utiliséepour deux objetifs :
• Augmenter les pertes de harge dans le jeu, e qui permet de réduire le débit. Le anal de jeuonnaît deux hangements brusques de diretion qui sont responsables de plusieurs déolle-ments de l'éoulement (Fig. 3.14).

Fig. 3.14 � Déollements dans le jeu



78 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterLes reirulations qui se développent dans le jeu permettent de réduire un peu la setiondébitante, e qui est assez intéressant du point de vue de la limitation de débit.
• Earter la sortie du jeu de la tête d'aube. De manière évidente, plus la lèvre radiale sera haute,plus la setion de sortie du jeu sera éloignée de la tête d'aube. On espère limiter ainsi l'impatdes strutures apparaissant en sortie de jeu sur le fontionnement du ventilateur.L'utilisation d'une lèvre radiale n'est toutefois pas très pertinente du point de vue de la rédutionde la giration. En e�et, omme on augmente le rayon de la setion de sortie de jeu, on augmente aussila vitesse d'entraînement par la paroi. On obtient alors un niveau plus élevé de vitesse azimutaleabsolue en sortie de jeu.Obstales dans le jeu Il existe d'autres solutions pour essayer d'améliorer l'éoulement de jeu.Un brevet déposé par Siemens VDO Automotive [143℄ propose ainsi de mettre en plae un labyrintheassez spéial dans le jeu : il s'agit d'une sorte de rénelage triangulaire opposé à la lèvre radiale dela virole (3.15).

Fig. 3.15 � Traitement de arter SiemensD'autres brevets [175, 198℄ envisagent d'utiliser des barrières purement axiales pour limiter lagiration, mais pas forément le débit. Dans l'ensemble, il n'existe pas à notre onnaissane d'étudepubliée prouvant l'e�aité de es dispositifs et détaillant leur fontionnement.3.3.2 Prinipe du traitement de arter proposéLe but de ette étude est de proposer un traitement de arter simple, et surtout robuste, a�n depouvoir l'appliquer à une large variété de turbomahines. Les ventilateurs de refroidissement auto-mobiles sont une des premières appliations de e traitement de arter, mais on peut aussi espérerl'appliquer à des mahines ave des onditions de fontionnement di�érentes (turbine, géométrieave un jeu minimal faible, ...).Revenons sur les deux objetifs prinipaux que nous nous sommes �xés.Pour limiter la giration en sortie de jeu, e traitement de arter doit avoir une fontion deguidage du �uide a�n de ontrer le mouvement azimutal entraîné par la virole. Pour e faire,la solution la plus évidente qui vient à l'esprit est de mettre en ÷uvre une sorte de stator avedes petites "aubes" (un peu omme la solution proposée par [191℄) a�n de dévier une partie del'éoulement. Cependant, l'utilisation de véritables aubes n'est pas satisfaisante ar :
• 'est un dispositif relativement omplexe à fabriquer.
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• on retombe dans la problématique de l'éoulement de jeu sur des aubes à tête libre : entreles aubes du traitement de arter et la virole, le jeu peut être important (2 à 3 mm pourun GMV), et le fontionnement de es mini-aubes risque d'être très perturbé, l'éoulementontournant les anaux interaubes.
• un traitement de arter de e type serait assez sensible aux onditions de fontionnement dela mahine. De manière évidente, si le régime du ventilateur varie, entraînant ave lui unevariation de l'inidene du �uide dans le jeu, les pro�ls utilisés ne seront plus adaptés etrisquent don de ne pas fournir la déviation attendue.Il faut don disposer d'une géométrie beauoup plus simple pour faire le traitement de arter.Le deuxième objetif est la limitation du débit de jeu. L'éoulement dans le jeu étant essen-tiellement piloté par le di�érentiel de pression statique entre l'aval et l'amont du ventilateur, noté

∆P ventilateur
s . On omprend que plus les pertes de harge dans le jeu seront importantes, plus ledébit irulant à même ∆P ventilateur

s sera faible. Vu autrement, si on se plae à débit onstant, plusles pertes de harge seront importantes dans le jeu, plus ∆P ventilateur
s sera élevé. Il nous faut dondisposer d'une géométrie qui maximise les pertes de harge, e qui est assez inhabituel.On privilégiera don des géométries assez mauvaises du point de vue aérodynamique a�n d'avoirle plus de dissipation possible. En d'autre terme, l'objetif est de onevoir une "turbomahine"(onstruite dans la veine de jeu) présentant les plus grandes pertes possibles.Notre hoix s'est porté sur un rainurage hélioïdal de la paroi arter, inspiré des pompesà vide du type Holwek (f. 3.3.3). Quel est l'intérêt de ette géométrie ?

• Les rainures hélioïdales permettent de guider le �uide selon une diretion bien préise. Onpeut ainsi ommuniquer au �uide une vitesse azimutale qui s'oppose au mouvement de lavirole.
• Les rainures se prêtent assez bien à la génération de pertes de harge ar on peut avoir desdéviations brusques de l'éoulement qui onduiront à des déollements et don à des pertes.3.3.3 Origine du traitement de arter - Pompes HolwekLe traitement de arter envisagé s'inspire en partie de la géométrie des pompes Holwek [77℄,qui sont des pompes turbomoléulaires utilisées pour des appliations dans un vide assez poussé.Préisons immédiatement que si notre dispositif présente quelques similitudes du point de vuegéométrique ave es pompes, il n'est en auun as omparable du point de vue des onditions defontionnement.Les pompes Holwek sont onçues en e�et de façon à générer un débit au sein d'un gaz trèsraré�é (Ps ≈ 0.1 − 1 Pa), pour lequel le nombre de Knudsen Kn est fort.

Kn =
λ

d
(3.1)où λ est le libre parours moyen et d une distane aratéristique de l'éoulement ou de la géométrie.Le nombre de Knudsen typique d'un éoulement ompressible visqueux, assimilable à un milieuontinu, est très inférieur à 0.01, alors que les pompes Holwek sont dessinées pour fontionner surla plage 0.1 < Kn < 3, des valeurs supérieures à 1 équivalent à un régime moléulaire libre [10℄. Dela même manière, le nombre de Reynolds assoié à es pompes est de l'ordre de 100, e qui est, iiaussi, bien loin des onditions aratéristiques d'un éoulement en turbomahine lassique.



80 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterDans es onditions de fontionnement, le milieu gazeux peut être assimilé à un ensemble departiules ave peu d'interations. Le problème du pompage de �uide est alors de ommuniquerun mouvement axial à es partiules "isolées". Les lois usuelles, propres aux milieux ontinus, nesont plus appliables, mais on peut en revanhe onsidérer l'éoulement omme un problème debalistique à l'éhelle moléulaire. Les pompes de type Holwek génèrent l'aspiration des partiulesau moyen de ré�éxions (riohets) sur des parois inlinées.Une pompe Holwek se ompose habituellement de deux éléments prinipaux (Fig. 3.16) :1. Un ylindre lisse, généralement en rotation2. un ylindre rainuré, généralement �xe.Ces deux éléments sont montés oaxialement. Dans la on�guration "lassique", le stator, rainurésur sa fae intérieure, entoure le ylindre lisse du rotor.

Fig. 3.16 � Coupe d'une pompe Holwek à rotor lisseDans le repère assoié aux rainures, on ommunique un mouvement transversal relatif aux par-tiules grâe à l'autre pièe. L'entraînement axial des partiules est assuré par transfert de quantitéde mouvement lors des hos ave les parois. Il y a deux modélisations possibles, selon qu'on tra-vaille ou non en régime moléulaire libre [163, 167, 169℄. On peut ainsi soit utiliser une approhestatistique de type Monte-Carlo, pour les régimes libres, soit un ode visqueux plus lassique, pourun milieu à peu près ontinu. Pour le régime libre, on peut, ave une approximation très grossière,assimiler la dé�exion d'une partiule par les rainures à une ré�exion élastique sur une paroi sansfrottement.Il existe plusieurs études qui analysent les aratéristiques de pompage en fontion de paramètresgéométriques omme la forme, l'angle, la hauteur ou la largeur des rainures ou enore le jeu [180, 169℄.De manière assez évidente, il en ressort que les performanes sont améliorées lorsque le jeu diminue.Pour e qui est des autres paramètres, les résultats sont moins intuitifs.
• Angle des rainures : Tsui et al. [180℄ relèvent un angle de rainure optimal au sens du tauxde ompression. Cet optimum est, selon les auteurs, un ompromis entre la surfae des paroislatérales des rainures, terme intervenant dans l'expression intégrale des éhanges de quantitéde mouvement, et la quantité de mouvement transmissible par les parois.
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• Hauteur des rainures : une hauteur arue amène, à débit onstant, une rédution de la vitesse,e qui se traduit en pratique par un risque aru d'inversion du débit au sein de la rainure.En onséquene, le taux de ompression atteignable par la pompe est réduit.
• Largeur des rainures : des rainures plus larges permettent une meilleure répartition de pression,favorable à une augmentation de la ompressionL'étude de Boulon et Mathes [10℄ montre de plus un éoulement assez omplexe en régimefaiblement visqueux. Ils présentent, dans un plan "aube à aube" (rainure à rainure ii), des reiru-lations apparaissant au niveau des entrées de rainures sur le oté "extrados". Ces tourbillons sontprinipalement liés au ontournement des parois séparant les rainures.Lien ave le traitement de arter proposé Plusieurs auteurs [41, 19, 20, 96℄ montrent ex-périmentalement et numériquement que les aratéristiques de pompage, et notamment le taux deompression, s'e�ondrent lorsque les niveaux de pression amont ou aval remontent vers des valeurs"élevées", 'est-à-dire de l'ordre de la dizaine de millibar. Ce résultat indique lairement que lespompes Holwek ne sont pas diretement transposables à un as opérant à proximité des onditionsstandard de température et de pression, e qui est le as de notre traitement de arter.Pour renforer la non-validité (direte) des résultats issus des études sur les pompes Holwek,on remarquera que les onditions de fontionnement de es mahines sont sans ommune mesureave elles d'un ventilateur automobile, et plus généralement d'une turbomahine basse vitesse. Ene�et, les vitesses de rotation des pompes sont de l'ordre de plusieurs dizaines de milliers de tourspar minute (≈ 20000 - 30000 tr/min). De la même manière, les dimensions aratéristiques sontfortement ontraintes, ave un jeu ne dépassant pas 0.5 mm : on est loin des 2.5 mm requis dans leas du GMV.Une autre limite vient du fontionnement même de es pompes. Le �uide y irule d'une zone debasse pression statique vers une zone de pression statique plus élevée. C'est, en première approhe,ontraditoire ave le fontionnement espéré du traitement de arter appliqué à un ompresseur.Pour e dernier, le �uide dans le jeu irule de l'aval du ompresseur, don de la zone de hautepression, vers l'amont où la pression est plus faible. Cela montre en partiulier que les pompesHolwek génèrent avant tout une ompression, là où le traitement de arter envisagé privilégiesurtout l'augmentation des pertes de harge.On retiendra toutefois la struture géométrique de es pompes. Celle-i est fondamentalementprohe de e qui existe au niveau du jeu d'un GMV. En e�et, l'analogie entre la paroi supérieurede la virole, 'est à dire la paroi inférieure délimitant le anal de jeu, et le rotor lisse d'une pompeHolwek est évidente. Le traitement de arter proposé, onstitué d'un rainurage hélioïdal du arteren regard de la virole peut don être vu omme une version dérivée de la géométrie des pompesHolwek.RemarqueDé�nissons immédiatement la onvention suivante : dans tout e qui onernera le jeu, lestermes amont/entrée et aval/sortie sont basés sur l'éoulement dans le jeu. Cette onventionest vraiment importante dans le as d'un ventilateur puisque l'amont du jeu se situe en aval duventilateur et vie versa. L'entrée et la sortie du jeu sont dé�nies omme les surfaes par lesquellesle �uide entre et sort du jeu.



82 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter3.4 Modélisation du traitement de arterAvant toute hose, il onvient de valider le prinipe même de e traitement de arter etd'analyser son fontionnement. A notre onnaissane, il n'existe dans la littérature auuneétude permettant d'apporter des indiations sur le fontionnement d'un tel dispositif. Il faut aussivéri�er que e traitement de arter ne perturbe pas défavorablement l'éoulement de jeu, puisqu'enreusant des rainures dans le arter, on agrandit loalement la setion de passage de l'éoulementde jeu.On se onentrera don dans ette partie sur la modélisation du traitement de arter proposé. Ilest néessaire de dérire entièrement le hamp aérodynamique assoié au rainurage a�n de pouvoiromprendre les di�érents méanismes permettant d'atteindre ou non les objetifs que nous noussommes �xés. Il est ependant pertinent d'utiliser, dans un premier temps, un modèle assez général etsimple du jeu et des rainures a�n de pouvoir évaluer rapidement et préisément son prinipe. Commela première appliation envisagée pour e traitement de arter est le rotor du GMV, la modélisationsera onstruite à partir des dimensions aratéristiques de e as. On gardera ependant à l'espritque e traitement de arter est potentiellement appliable à d'autres types de turbomahines. Cettemodélisation doit don permettre idéalement de s'a�ranhir des ertains e�ets tehnologiques liésau rotor, omme la présene d'un oude sur la virole.L'étude est e�etuée en grande partie à partir d'une paramétrisation de la géométrie. Celapermet de déterminer préisément l'in�uene des di�érentes grandeurs aratéristiques de la formesur les hamps aérodynamiques, et in �ne, on peut optimiser le traitement de arter relativementaux objetifs de rédution du débit et de la giration.3.4.1 Desription du modèle de traitement de arter3.4.1.1 Dé�nition géométrique du modèleNous avons hoisi de ommener notre étude par un modèle général du traitement de arter etdu jeu. Ce modèle doit permettre de véri�er le prinipe même du fontionnement. Il doit être le plussimple possible pour pouvoir ensuite être transposé à des appliations di�érentes. Voii les quatreprinipales données de onstrution du modèle :1. En premier lieu, nous avons hoisi d'étudier le traitement de arter dans un as isolé, 'est-à-dire sans ouplage diret ave un ventilateur. Cela permet d'imposer diretement les onditionsd'entrée et de sortie du anal de jeu. Ce point est impératif a�n de pouvoir quali�er préisémentle fontionnement du traitement de arter. En partiulier, il est intéressant de spéi�er undébit donné a�n de quanti�er les pertes de harge et don le di�érentiel de pression statiqueapparaissant entre l'entrée et la sortie.2. Le deuxième point important est la suppression du oude de la virole, présent dans le jeuréel. Cei est motivé par le fait qu'on herhe uniquement à quanti�er les performanes dunouveau traitement de arter. L'analyse du ventilateur de référene a montré que e oude étaitresponsable d'un ertain nombre de strutures partiulières de l'éoulement (reirulationsdiverses) ; il est don pertinent de ne pas la prendre en ompte a�n d'étudier seulement lenouveau dispositif.



3.4. Modélisation du traitement de arter 833. Dans toutes les géométries étudiées, le rapport (hauteur du jeu)/(diamètre du ventilateur) esttoujours très petit. Ces e�ets radiaux ne doivent pas être pris en ompte dans un modèle quise veut général. Le modèle sera don onstruit sur une géométrie plane. Le anal de jeu restedélimité par deux parois, l'une �xe dans le repère absolu orrespondant au arter, la deuxièmeétant animée d'un mouvement de translation latérale pour simuler le dessus de la virole. Cettevitesse orrespond bien évidemment à la vitesse tangentielle observée sur la virole.4. Les ontraintes de fabriation peuvent onduire à des ongés importants qui ont potentielle-ment une in�uene sur la struture de l'éoulement. La taille des ongés, et don les e�etspossibles, dépendent très fortement des tehniques de fabriation utilisées (moulage, usinage,et...). Dans notre modèle, nous ne tiendrons pas ompte de es e�ets tehnologiques. Lesrainures seront don dé�nies ave des arêtes vives.Deux géométries seront testées pour évaluer a posteriori les in�uenes respetives de la formeylindrique et des e�ets liés au ongés.On dé�nit le repère artésien absolu (~x,~y,~z) qui sera utilisé pour ette modélisation simpli�ée.La diretion ~x orrespond à la diretion axiale. L'éoulement va dans le sens dé�ni par ~x. Ladiretion ~y orrespond, par analogie ave une géométrie ylindrique, à la diretion azimutale. Onsuppose onventionnellement que le mouvement du "rotor" est dans le sens des y roissants. En�n, ladiretion ~z orrespond à la diretion radiale. On soulignera ependant que, en poursuivant l'analogieave un as ylindrique, on a la oordonnée z = −R puisque le veteur ~z est orienté du arter versle rotor.

Fig. 3.17 � Modèle général de rainures - gros planSur la �gure (Fig. 3.17), on a représenté une vue en perspetive du modèle de rainurage. Cettereprésentation est basée sur le maillage utilisé pour les simulations numériques. La surfae pleinegrise montre la paroi arter ave les rainures, tandis que la surfae bleue transluide montre laposition de la paroi "rotor". Cette dernière est parfaitement lisse et plane. Elle est animée d'unmouvement de translation uniforme dans la diretion ~y, ave une vitesse v=49.4801 m/s, équivalenteà la vitesse tangentielle de la surfae extérieure de la virole (rayon R = 157.5 mm) pour une vitessede rotation Ω = 3000 tr/min.



84 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterLes parois arter et rotor s'étendent sur 27 millimètres dans la diretion axiale, e qui orrespondà l'empattement total du rotor dans ette diretion. Comme on peut le onstater sur la �gurepréédente, seul un anal de rainure est réellement modélisé. On applique ensuite une onditionde périodiité entre les deux faes latérales, e qui équivaut don à onsidérer un nombre in�ni derainures, positionnées �te à �te. On appellera par la suite obstale les protubéranes de la paroiarter qui délimitent les rainures dans la diretion transversale. Comme on peut le voir sur la �gure(Fig. 3.17), le modèle numérique utilisé fait intervenir deux demi-obstales enadrant la rainure.Le jeu existant entre le sommet des rainures (et don des obstales) et la paroi mobile est ii�xé à δ=2 mm. Cette valeur orrespond au minimum réalisable pour un GMV ompte tenu desdi�érentes ontraintes de fabriation et d'assemblage.A�n de failiter la onvergene, il a été néessaire de rajouter des plénums, un au niveau del'entrée, l'autre sur la sortie (Fig. 3.18). Ces volumes permettent d'atténuer les osillations duhamp aérodynamique qui peuvent apparaître en ours de onvergene. Ces plenums s'étendent surune longueur axiale de 39 mm. Les parois inférieures et supérieures sont supposées non-adhérentes,e qui permet d'éviter le développement d'une ouhe limite qui n'aurait pas de sens physique dupoint de vue du ventilateur. Les parois latérales sont elles aussi traitées ave une ondition depériodiité selon ~y.

Fig. 3.18 � Positionnement des plénums et de la zone rainurée3.4.1.2 Paramétrisation géométriqueLa géométrie est paramétrée de sorte à pouvoir la modi�er assez failement. Nous avons retenuinq paramètres géométriques qui sont :
• α : angle de la rainure par rapport à la diretion tangentielle. On attirera ii l'attention duleteur sur la onvention suivante : si α=90�, les rainures sont alignées ave l'axe du ventila-teur. On parlera de rainures "droites". Si α <90�, les rainures sont hélioïdales, partiellement



3.4. Modélisation du traitement de arter 85alignées ave l'éoulement entrant dans le jeu. En�n, si α >90�, les rainures sont aussi héli-oïdales, partiellement obliques par rapport à l'éoulement entrant dans le jeu.
• N : nombre de rainures. Dans le adre d'une modélisation plane, e paramètre n'a de sensque pour dé�nir la largeur totale ltot oupée par une rainure et un obstale. Cette distaneest dé�nie en établissant une analogie ave le as réel, où les rainures sont réparties sur unesurfae ylindrique. On a alors la formule suivante :

ltot =
2ΠR0

N
(3.2)où R0 est un rayon de référene. Ii, on a hoisi R0 = 157.5 mm.

• h : hauteur de la rainure. Il ne s'agit que de la hauteur de la rainure/obstale, puisque,rappelons-le, le jeu entre le sommet des obstales et le rotor est �xé à 2 mm.
• w : largeur de la rainure.
• L : longueur axiale de la rainure. Nous avons préféré ne pas étendre les rainures sur toute lalongueur du jeu, a�n de garder un degré de liberté lors de l'étude et de l'optimisation de lagéométrie. Cela permet en outre de hanger le positionnement axial des rainures dans le jeu.Nous avons ainsi modélisé des rainures ommençant seulement à 9 mm de l'entrée du jeu.Cette distane a été gardée onstante dans tous les tests e�etués.

Fig. 3.19 � Paramétrisation géométrique des rainures3.4.1.3 Conditions aux limites aérodynamiquesType de onditions aux limites imposées Les onditions aérodynamiques imposées aux li-mites permettent de simuler, partiellement, la présene du rotor. Le as étant subsonique (nombrede Mah maximum Mmax ≈ 0.3), nous avons hoisi d'imposer la pression statique en sortie, ainsique la densité et la quantité de mouvement en entrée. Cette étude est don faite en imposant ledébit dans le jeu. Dans es onditions, la diminution du débit est remplaée par l'augmentation du



86 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterdi�érentiel de pression statique entre l'amont et l'aval du �uide. A même débit, plus e di�érentielde pression sera élevé, plus le rainurage sera e�ae.Les valeurs des grandeurs imposées ont été déterminées à partir de simulations d'un ventilateurstandard en e�etuant des moyennes azimutales et radiales sur les setions d'entrée et de sortie dujeu.Ces onditions aux limites sont hoisies pour être les plus générales possible, ela nous onduitdon à faire quelques hypothèses sur l'éoulement :1. En premier lieu, les grandeurs imposées sont invariantes dans la diretion ~y. En pratique, lesvariations observées dans ette diretion sur le ventilateur sont dues à la présene des aubages(sillages, ...). La modélisation du jeu étant isolée, il n'y a pas de raison de reproduire esvariations.2. Les grandeurs imposées sont aussi onstantes dans la diretion ~z. Il s'agit là aussi d'une géné-ralisation puisque les variations dans ette diretion dépendent de la géométrie "en dehors"du jeu, 'est à dire du ventilateur et de son environnement. Il n'est en partiulier pas pertinentd'imposer des pro�ls de type ouhes limites sur les omposantes de quantité de mouvementpour deux raisons :
• Cela supposerait qu'il existe des parois en dehors du domaine modélisé, or, on travaillesur un modèle isolé.
• Les plénums ont des parois glissantes en haut et en bas. Les non-uniformités imposéesseraient don très vite dissipées.Pour la pression statique imposée en sortie de jeu, les pro�ls extraits du as du ventilateur deréférene montrent des évolutions fortement liées aux di�érents déollements dans le oude.On se ontentera don d'employer un pro�l onstant selon ~z.3. On onsidèrera que l'éoulement entrant n'a pas de vitesse vertiale. Le ontraire ne seraitpas ohérent ave la modélisation adoptée : les e�ets radiaux en entrée de jeu déoulent duouplage ave l'ensemble du ventilateur, et notamment les aubages.Contraintes liées à la paramétrisation Rappelons que la problématique de rédution du débitdans le jeu est synonyme de l'augmentation du di�érentiel de pression statique alulé dans le jeuà débit onstant. En onséquene, pour pouvoir évaluer orretement la sensibilité du traitementde arter aux di�érents paramètres, il est néessaire de garder le même débit quelle que soit laon�guration testée. Cela impose don d'adapter les onditions amont lorsque la géométrie durainurage, et surtout la setion des faes d'entrée et de sortie, varient.Un seul paramètre est diretement onerné par ette modi�ation : il s'agit de la hauteur h.En e�et, haque anal modélisé a une setion d'entrée :

S = (h + δ).
2ΠR0NEn établissant l'analogie ave le as omplet ylindrique, la setion totale du jeu onstitué par lesN rainures est don :

S =

[
(h + δ).

2ΠR0N ]
.N = 2ΠR0(h + δ)



3.4. Modélisation du traitement de arter 87En onséquene, pour garantir que le débit global du jeu est onstant, il su�t de faire varier laquantité de mouvement axiale selon la formule :
ρUx(h) = (ρUx)ref

δ + href

δ + h (3.3)où href est la hauteur de rainure de référene, et (ρUx)ref est la quantité de mouvement axiale dansette même on�guration de référene. Dans notre as, la hauteur de référene utilisée est href=1mm.Une deuxième modi�ation est néessaire pour garantir l'indépendane des paramètres. Il estimpératif de garder un angle d'inidene à peu près onstant au niveau de l'entrée des rainures. Sion ne respete pas ette ondition, le omportement des rainures par rapport au paramètre α (enautre) peut être singulièrement a�eté.En onséquene, la modi�ation du débit d'entrée par le paramètre h s'aompagne d'une mo-di�ation de la vitesse transversale en entrée pour garder la même inidene :
ρVy(h) = ρUx(h).

ρVy(href )

ρUx(href )
(3.4)Conditions aux limites Au �nal, pour les on�gurations où h = href=1 mm, les valeurs desonditions aux limites sont :Masse volumique amont ρ 1.16 kg.m−3Quantité de mouvement axiale amont ρUx 6.61 kg.m−2.s−1Quantité de mouvement azimutale amont ρVy 14.95 kg.m−2.s−1Quantité de mouvement vertiale amont ρWz 0 kg.m−2.s−1Pression statique aval Ps 101114 PaTab. 3.3 � Conditions aux limites3.4.1.4 Conditions numériques de simulationL'éoulement dans les rainures est simulé en utilisant le shéma de Liou au seond ordre. Lemodèle de turbulene est le k − ω de Kok, ouplé à un limiteur de prodution d'énergie inétiqueturbulente. L'intégration temporelle est assurée par un shéma de Runge-Kutta à 5 pas, ouplé aveun préonditionnement bas-Mah.Le maillage utilisé est déoupé en 18 domaines. Le nombre total de points est d'environ 553 000pour la version la plus dense (f. annexe G). Des aluls ont été e�etués sur une version déra�née(un point sur deux éliminé dans haque diretion) omportant 69 000 n÷uds a�n d'alléger la hargeinformatique. Dans e dernier as, le ritère y+ maximum observé loalement sur la géométrie estde l'ordre de 10, le niveau moyen étant d'environ 1.5.3.4.2 Géométries de omparaison et de validationIl nous faut véri�er que le traitement de arter proposé est vraiment pertinent du point de vuedes objetifs utilisés. La réation de rainures étant synonyme d'un agrandissement de la setionde jeu, il est important de s'assurer que le traitement de arter n'engendre pas une régression parrapport à la situation initiale.



88 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterOn utilise don deux géométries supplémentaires pour dé�nir l'éoulement dans le jeu sansrainurage. Ces géométries serviront de référenes et permettront d'évaluer l'amélioration ou la dé-gradation de l'éoulement de jeu dues au fontionnement de notre modèle.3.4.2.1 Canal lisseCette on�guration bidimensionnelle (Fig. 3.20) orrespond au jeu sans auun traitement dearter. Il s'agit d'un anal plan long de 27 mm dans la diretion axiale. Il est délimité en bas parune paroi �xe, et par une paroi supérieure animée d'un mouvement de translation selon selon ladiretion ~y, identique à elui du as rainuré.Ce as orrespond à la limite vers laquelle tend le rainurage quand les rainures deviennent in�ni-ment larges. Idéalement, le traitement de arter proposé doit permettre d'augmenter le di�érentielde pression statique entre l'amont et l'aval (synonyme de rédution du débit) et de réduire la girationen sortie de jeu par rapport à e as.La hauteur de e anal est paramétrée a�n de pouvoir la omparer ave le rainurage. Cettehauteur est égale à h+2 mm, où h est le paramètre dé�ni pour le rainurage.La simulation du anal fait intervenir des plénums amont et aval de même dimension que pourle rainurage. Les onditions aux limites sont les mêmes que pour le rainurage. On utilisera don lesrelations (3.3) et (3.4) a�n de �xer les onditions amont en as de variation du paramètre h.
Fig. 3.20 � Desription de la on�guration en anal lisseL'éoulement au travers de e anal est extrêmement simple puisqu'il s'agit de la superpositiond'un éoulement de Couette turbulent dans la diretion transversale, et d'un éoulement de Poiseuilleturbulent dans la diretion axiale. Ces pro�ls n'étant pas établis en entrée du anal lisse, ils évoluentdon selon la diretion axiale.3.4.2.2 Obstale ironférentielLa deuxième on�guration bidimensionnelle est un jeu barré par un obstale de même longueuret hauteur que eux présents dans le as rainuré (Fig. 3.21). Toutefois, et obstale est ontinu dansla diretion transversale.Ce as est la limite "haute" du rainurage : il s'agit de la on�guration vers laquelle tend letraitement de arter quand les rainures deviennent in�niment �nes ou quand le nombre de rainurestend vers 0. De plus, ette on�guration est e qui se rapprohe le plus des labyrinthes utilisés surles turbines (f. 3.3.1.1).Comme pour les autres as, la paroi arter est �xe dans le repère absolu, la paroi mobile étantanimée d'un mouvement de translation selon ~y.
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Fig. 3.21 � Desription de la on�guration ave un obstale ironférentielCette on�guration est simulée numériquement en utilisant des plénums à l'amont et à l'aval.Ceux-i sont de même longueur que dans le as rainuré. Les onditions aux limites sont identiquesau as rainuré. On appliquera don les relations (3.3) et (3.4) dans le as d'une variation de hauteurh. Ce as est spéi�quement onçu pour véri�er que la présene des rainures apporte une amélio-ration dans l'éoulement de jeu. Il s'agit de la on�guration ave la plus faible setion débitante,loalisée au droit de l'obstale. Idéalement, le traitement de arter doit aussi améliorer le di�érentielde pression statique (i.e. réduire le débit) et la limitation de la giration par rapport à e as.La �gure (Fig. 3.22) montre le hamp vetoriel dans le plan de la simulation, ainsi que la artede vitesse transversale Vy, en amont et au dessus de l'obstale.En amont de l'obstale, l'éoulement est presque aussi simple que pour le anal droit. De l'entréedu jeu à une distane d≈1.5h de l'obstale, l'éoulement est simplement la superposition d'unéoulement de Couette selon ~y et de Poiseuille turbulent selon ~x.

Fig. 3.22 � Eoulement en amont et au dessus de l'obstale ironférentiel - h=3 mm, L=9 mmAu delà, pour une distane à l'obstale d/h<1.5, les e�ets potentiels remontant depuis l'obstaledonnent au �uide une vitesse vertiale et ralentissent le mouvement axial dans la zone basse. Demême, le mouvement transversal semble un peu a�eté, ave la roissane de la zone de basse vitesseau arter.Au niveau de l'obstale, le �uide prohe de la marhe montante a perdu toute vitesse axialeau pro�t de la vitesse vertiale. Le ontournement de la marhe montante est assez violent, mais



90 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterl'éoulement au dessus de l'obstale retrouve très vite un omportement de type Poiseuille turbulentdans la diretion axiale et Couette turbulent dans la diretion transversale. La vitesse radiale estnulle.La seule struture aérodynamique remarquable dans ette on�guration est la reirulation quiapparaît en aval de la marhe (Fig. 3.23). Il s'agit simplement du tourbillon, bien onnu, apparaissantderrière une marhe desendante [2℄.

Fig. 3.23 � Reirulation derrière l'obstale ironférentiel - h=3 mm, L=9 mmPour la on�guration [h=1 mm, L=9 mm℄ présentée sur la �gure (Fig. 3.23), le reollement del'éoulement intervient à une distane dr=4.67h=14 mm en aval de l'obstale. Pour les hauteurstestées (la longueur L est �xée à 9 mm), les distanes de reollement sont données dans la table[3.4℄ : Hauteur h Distane de reollement dr dr/h1 mm 4.5 mm 4.52 mm 9 mm 4.53 mm 14 mm 4.67Tab. 3.4 � Distanes de reollement en aval de l'obstale ironférentielLe tourbillon en aval de l'obstale perturbe aussi l'éoulement transversal. Comme on le voit surla �gure (Fig. 3.23), il est lié à l'agrandissement de la zone de basse vitesse Vy.3.4.2.3 Géométries ave e�ets tehnologiquesPour modéliser le traitement de arter de la manière la plus générale possible, nous avonsdélibérément éarté des e�ets tehnologiques. Cela se traduit par :
• l'utilisation d'un anal parfaitement plan et non ylindrique (a�n de ne pas introduire de biaisen imposant un rayon préis).
• la présene d'arêtes vives au niveau des raords entre surfaes, là où une géométrie obtenuepar moulage présenterait des ongés de raordement.A�n de valider plus �nement le fontionnement du traitement de arter dans le as du GMV,nous avons don ré-introduit des e�ets tehnologiques propres à e as. Deux on�gurations ontainsi été testées :
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• Géométrie ylindrique : La géométrie plane modélisée est déformée de manière à obtenirun anal de jeu qui soit une portion de ouronne ylindrique (Fig.3.24). Le rayon moyen de lanouvelle géométrie est bien sûr le même que elui du arter sur un ventilateur réel. Dans esonditions, la paroi mobile est animée d'un mouvement de rotation d'axe ~x, 'est-à-dire l'axedu ventilateur.

Fig. 3.24 � Géométrie ylindrique
• Géométrie ave ongés : Toutes les arêtes de la géométrie simpli�ée sont remplaées pardes ongés de raordement. Ces ongés ont un rayon d'environ 0.3 mm, valeur qui nous a étéfournie par Valéo. La géométrie reste néanmoins onstruite sur une on�guration plane.

Fig. 3.25 � Géométrie ave ongés de raordementNous avons restreint l'étude des on�gurations ave ongés aux as les plus défavorables, 'està dire eux de faible profondeur : h=1 mm. Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.25),les ongés ne sont, dans es onditions, pas négligeables par rapport aux dimensions de larainure. On peut don s'attendre à e qu'ils aient le maximum d'e�et pour h=1 mm.



92 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter3.4.3 Objetifs du traitement de arter - NotationsDans la suite, le traitement de arter sera évalué en regard de plusieurs objetifs :1. Augmentation du di�érentiel de pression statique : Les simulations faites ii sont àdébit imposé. En onséquene, l'objetif de rédution du débit de jeu se traduit ii par uneaugmentation de l'éart entre la pression statique moyenne en sortie du jeu P sortie
s et elle enentrée P entrée

s . Il sera par onvention noté ∆Ps.
∆Ps = P sortie

s − P entrée
s (3.5)Ave une telle dé�nition, ∆Ps est négatif. On notera que l'objetif ∆Ps traduit partiellementles pertes de harges. Le traitement de arter fontionne un peu à la manière d'un stator deturbine : pour un même débit, plus les pertes seront élevées, plus le di�érentiel de pressionstatique ∆Ps sera élevé en valeur absolue.2. Limitation de la giration Le ritère onsidéré est l'éart entre la vitesse azimutale moyenneen sortie de jeu V sortie

y et elle en entrée V entrée
y . Il sera noté ∆Vy.

∆Vy = V sortie
y − V entrée

y (3.6)Cet objetif est un peu partiulier ar il dépend des onditions en entrée de jeu. Pour unventilateur automobile, la vitesse azimutale en entrée de jeu V entrée
y est positive. D'autre part,l'éoulement aélère naturellement à ause de la virole dans la on�guration de référene,e qui génère don ∆Vy > 0. Le traitement de arter doit don réduire ∆Vy et si possiblel'amener dans le domaine négatif.3. Variation de pression totale Ce ritère est l'éart entre la pression totale absolue moyenneen sortie de jeu P sortie

t et elle en entrée P entrée
t . Il est noté ∆Pt

∆Pt = P sortie
t − P entrée

t (3.7)Ce ritère permet d'évaluer la balane entre la rédution du débit (ritère ∆Ps) et la limitationde la giration (ritère ∆Vy). Dans une approhe monodimensionnelle, on peut e�et érire que :
∆Pt = ∆Ps +

ρ

4
(V entree

y + V sortie
y )∆Vy (3.8)Dans le repère absolu, l'augmentation de la giration se traduit par une augmentation de ∆Pt,tandis que l'amélioration du di�érentiel de pression statique induit une diminution de ∆Pt.3.4.4 Validation du prinipe de traitement de arterCommençons tout de suite par véri�er la validité du traitement de arter proposé. Pour ela, onomparera les valeurs des objetifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy obtenues ave le traitement de arter à ellesobtenues pour le anal lisse et l'obstale ironférentiel.La on�guration de rainurage étudiée est la suivante :Angle de rainure α 115�Hauteur de rainure h 3 mmLargeur de rainure w 7.8 mmLongueur de rainure L 9 mmNombre de rainures N 50



3.4. Modélisation du traitement de arter 93Le anal lisse et l'obstale ironférentiel sont évalués sur des géométries équivalentes : on ainsih=3 mm pour les deux, et L=9 mm pour l'obstale ironférentiel. Les valeurs des ritères d'éva-luation pour es trois as sont données dans la table [3.5℄Con�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [Pa℄Canal lisse -7.5 60.9 5.25Obstale ironférentiel -54.6 34.1 6.04Rainure -31.6 1.7 2.89éart par rapport au anal -24.1 -59.2 -2.36éart par rapport à l'obstale +23.0 -32.4 -3.15Tab. 3.5 � Validation du traitement de arterComme on le voit dans le tableau [3.5℄, le traitement de arter proposé améliore nettementl'éoulement de jeu par rapport au anal lisse. On a ainsi un gain de de 24.1 Pa sur l'objetif depression statique, soit près de 320% de mieux que la on�guration lisse. De même, on améliorenotablement l'objetif de pression totale (-97%) et de vitesse transversale (-45%).De même, le rainurage donne de très bons résultats par rapport à l'obstale ironférentiel. S'ilest moins bon sur ∆Ps (+42%), il est largement meilleur sur la pression totale ∆Pt (-95%) et surla limitation de la giration ∆Vy (-52%).On peut don dire que le traitement de arter est pertinent par rapport à des on�gurationsplus simples. Il ne dégrade pas la situation par rapport au jeu sans traitement de arter, lequel estmodélisé par le anal lisse.3.4.5 Analyse de la struture globale de l'éoulement3.4.5.1 Remarques préliminairesDans toute la suite de ette setion, la géométrie de référene étudiée sera, sauf mentionontraire : Angle de rainure α 115�Hauteur de rainure h 3 mmLargeur de rainure w 7.8 mmLongueur de rainure L 9 mmNombre de rainures N 50Tab. 3.6 � Géométrie de référene pour l'étude du rainurageD'autre part, on dé�nira quelques notations utilisées dans la suite. A�n de failiter la loalisationau niveau des rainures, on notera Ge,De,Gs,Ds les oins gauhes et droits en entrée et en sortiedes rainures, omme illustré sur la �gure (Fig. 3.26)D'autre part, on désignera dans la suite par jeu la zone rainurée adhérente, par opposition auxdeux plénums. Ave notre modélisation, le jeu fait don 27 mm de long dans la diretion axiale.



94 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter

Fig. 3.26 � Repérage des oins au niveau de la rainureLes expressions entrée/sortie de jeu renvoient don aux plans d'entrée et de sortie de la zonerainurée adhérente (Fig. 3.27 - droite).On dé�nira aussi la zone supérieure du jeu omme étant la zone omprise entre le sommetdes rainures et la paroi mobile. Ave la modélisation adoptée, rappelons que ette zone est hautede δ=2 mm. Cette zone est dé�nie par opposition à la zone des rainures qui s'étend sur toute lahauteur h des rainures (Fig. 3.27 - gauhe).

Fig. 3.27 � Dé�nitions des di�érentes zones et plans remarquables du jeu3.4.5.2 Evolution dans les plénumsPour le plénum amont, l'éoulement est à peu près uniforme sur les premiers 50% de la longueurdu domaine (soit 14.5 mm en partant du plan d'entrée du plénum). A partir de la mi-longueur, onommene à observer des e�ets potentiels remontant depuis le jeu. Cela se traduit onrètement parl'apparition d'un dé�it de vitesse axiale près des parois arter et rotor, ompensé par une légèreaélération en milieu de veine. Il s'agit d'e�ets de bloage générés par le développement des ouhes



3.4. Modélisation du traitement de arter 95limites sur les parois adhérentes. Ce dé�it s'ampli�e au fur et à mesure que l'on se rapprohe dujeu, jusqu'à obtenir un pro�l orrespondant à un éoulement de Poiseuille turbulent (non établi) enentrée de jeu. Pour e qui est de la omposante transversale de vitesse, la distribution est uniformesur environ 90% de la longueur axiale du plénum. Les e�ets potentiels sont ii beauoup plus limitéspuisqu'on ne perçoit l'entraînement par la paroi mobile et le ralentissement par la paroi arter, quesur les 10% restants de la longueur du plénum. En entrée de jeu on obtient un pro�l ressemblant àun éoulement de Couette turbulent. La �gure (Fig. 3.28) illustre es pro�ls pour la on�gurationde référene [3.6℄.

Fig. 3.28 � Pro�ls de vitesse en entrée de jeuSur es ourbes, la paroi arter est située à z=-5 mm, la paroi mobile étant à z=0 mm. Cespro�ls sont invariants dans la diretion transversale ~y.Pour le plénum aval, on assiste à un lissage progressif des pro�ls obtenus en sortie de jeu. Onréupère ainsi une distribution de vitesse à peu près uniforme selon ~y et ~z au niveau de la fae desortie du plénum.3.4.5.3 Champ de vitesse dans le jeuDans ette sous setion on ne onsidèrera que la struture générale de l'éoulement au niveaudu jeu. On ne dérira don pas dans le détail ertains méanismes aérodynamiques, tels que lestourbillons, lesquels seront présentés dans une partie suivante (p. 107).Le hamp aérodynamique possède une struture prinipale relativement simple, failement dé-omposable entre la zone supérieure et la zone des rainures. Comme on peut le voir sur la �gure(Fig. 3.29), es deux zones présentent des éoulements assez di�érents.Sur ette �gure, on a représenté le hamp vetoriel de vitesse à deux hauteurs di�érentes. Lapremière arte est traée à mi-hauteur de la rainure, la seonde arte est traée à mi-hauteur de lazone supérieure.Pour la zone supérieure, l'éoulement est uniforme en première approximation. Il présente uneomposante de vitesse tranversale Vy importante (12.7 m/s en moyenne). On remarque toutefois uneaélération progressive de Vy lorsqu'on avane dans le anal. Cette aélération du �uide résulted'une vitesse transversale trop faible en entrée de la zone adhérente, ouplée à l'entraînement par laparoi mobile. On rappelle que ette paroi est située à seulement 1 mm du plan de traé de la arte ;les e�ets visqueux sont don assez forts.
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Fig. 3.29 � Champ de vitesse au niveau du jeuPour la vitesse axiale, on onstate une légère augmentation au droit de la rainure et des obstales.Cette augmentation n'est que la onséquene de la rédution de setion passante à e niveau. Poure traitement de arter, la setion de la veine en amont et en aval des rainures est :
Samont =

2ΠR0N × (h + δ) (3.9)Au droit des rainures, la setion passante n'est plus que :
Scontraction =

2ΠR0N × δ + h× w (3.10)Comme Scontraction < Samont et que le as peut être onsidéré omme quasi inompressible, laonservation du débit impose que Uamont
x < U contraction

x .Pour la partie basse, on observe un éoulement un peu plus omplexe. L'éoulement loin enamont de la rainure est à peu près uniforme. La présene des obstales implique qu'à l'approhede la rainure, le �uide in�éhit sa trajetoire dans la diretion ~y. Dans la zone juste devant esobstales, le �uide n'a (heureusement) plus de vitesse axiale. L'éoulement s'engage alors dans larainure. A l'intérieur de elle-i, on remarque que le �uide adopte une trajetoire à peu près parallèleaux parois, soit une trajetoire inlinée d'un angle α par rapport à la diretion ~y. En sortant de larainure, le �uide n'est plus guidé latéralement et les e�ets de isaillement transversaux reprennentalors le dessus. On assiste ainsi à la déviation du �uide vers la gauhe, suivant, une fois de plus, lemouvement généré par la paroi mobile.La �gure (Fig. 3.30) montre les artes des trois omposantes de la vitesse, visualisées à mi-hauteur de rainure et de zone supérieure.
• Vitese axiale Ux : Le hamp de vitesse axiale Ux ne présente dans l'ensemble pas dearatéristiques inattendues. On retrouve l'aélération axiale orrespondant à la rédutionde setion au niveau des rainures (3.9 et 3.10). A ause de ette aélération, l'éoulementsortant de la rainure prend la forme d'un jet, bien visible grâe à son niveau élevé de vitesse.
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Fig. 3.30 � Composantes de vitesse au niveau du jeu



98 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterOn observe aussi dans la rainure quelques pohes de vitesse négative (dans la rainure au oinDe , en aval des oins Gs et Ds ), lesquelles proviennent de strutures tourbillonnaires. Dansla zone supérieure, on perçoit l'in�uene de la rainure en ontrebas, symbolisée par une vitesseun peu moins élevée au milieu de la veine.
• Vitese transversale Vy : La omposante transversale Vy est plus variable. Dans la setionsupérieure, la variation est essentiellement axiale, même si on retrouve là aussi l'in�uene dela rainure sous-jaente, matérialisée par une légère sous-vitesse en milieu de anal. Au niveauinférieur, on distingue trois grandes zones :

• la zone en amont des rainures, aratérisée par une vitesse transversale positive élevée
• la rainure, ave une vitesse négative forte
• la zone en aval, ave une augmentation progressive de VyLes distributions de vitesse dans la rainure et dans la zone aval sont ouplées, puisque 'estprinipalement l'inlinaison de la rainure qui permet d'obtenir une vitesse négative. En pre-mière approhe, si on suppose que l'éoulement dans la rainure est uniforme sur la setion età peu près olinéaire à elle-i, on obtient don une vitesse tranversale moyenne Vy donnéepar la formule :

V rainure
y = Vrainure cos(α) (3.11)où Vrainure est la omposante de vitesse olinéaire à la rainure.En onséquene, si on suppose que Vrainure>0, 'est à dire que l'éoulement dans la rainurene remonte (globalement) pas la veine, les angles α supérieurs à 90�permettront de générernaturellement une vitesse transversale négative. Cette vitesse négative est fort intéressantedans le adre de la rédution de la giration en sortie puisqu'elle s'oppose au mouvement durotor.En aval, la remontée progressive du niveau de Vy orrespond au mélange (visqueux) entred'une part le jet sortant de la rainure, et d'autre part le �uide de la zone supérieure. Leisaillement transversal provoqué par la paroi mobile induit ette aélération.

• Vitesse vertiale Wz : On remarque que dans l'ensemble, la omposante vertiale Wz esttrès inférieure aux deux autres : le niveau jaune orrespond ii à une vitesse omprise entre
± 0.3 m/s. Seules les zones au voisinage des obstales possèdent une vitesse Wz un peu plusimportante, e qui orrespond en pratique au mouvement de ontournement de es obstales.Le mouvement du �uide est asendant à l'amont des obstales, et desendant à l'aval. Onrepère e mouvement jusque dans la zone supérieure de la veine.Pro�ls de vitesse au niveau du jeu L'évolution vertiale des grandeurs aérodynamiques estaussi intéressante. On traera pour ela les pro�ls de es grandeurs, moyennées dans la diretiontransversale, au niveau des plans d'entrée et de sortie du jeu (f. Fig. 3.27).Les pro�ls en entrée et sortie de jeu des di�érentes omposantes de la vitesse, ainsi que del'inidene, sont traés en �gure (Fig. 3.31). L'inidene est ii dé�nie omme l'angle i = atan(

Vy

Ux
).La géométrie utilisée est elle de référene [3.6℄. En onséquene, le rainurage s'étend de laoordonnée z=-5 mm à z=-2 mm.
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Fig. 3.31 � Pro�ls de vitesse et d'inidene en entrée et en sortie de jeu ave rainuresLe point le plus remarquable est l'évolution de es pro�ls entre l'entrée et la sortie. On voitainsi apparaître sur les pro�ls de vitesse axiale Ux et transversale Vy un dé�it entre l'aval etl'amont au niveau de la zone [z=-5,..,-2 mm℄ orrespondant au sillage des rainures et des obstales.Ce dé�it est aompagné d'un exédent de vitesse dans la zone supérieure. Pour la vitesse Ux,ette augmentation vient ompenser le dé�it de la zone des rainures pour assurer la onservationdu débit dans la veine. Pour la vitesse Vy, la survitesse en zone supérieure est la onséquene del'aélération transversale renontrée dans les paragraphes préédents. La sous-vitesse en regarddes rainures traduit pour sa part les e�ets de déviation et la génération de vitesse négative liésaux rainures. On remarque même pour Vy qu'il existe, au niveau de la sortie, une zone de vitessenégative, omprise approximativement entre z=-5 mm et z=-4.5 mm. Pour es deux grandeurs, onretrouve les pro�ls de type Couette et Poiseuille au niveau du plan d'entrée.Pour e qui est de la vitesse vertiale Wz, on observe à l'amont un mouvement globalementasendant. Ce mouvement orrespond au ontournement des obstales par le dessus. Le plan étantassez éloigné (9 mm) des obstales, e mouvement onstaté relève don prinipalement d'un e�etpotentiel remontant la veine. A l'inverse, le mouvement en aval est plut�t desendant, le maximumde vitesse étant à la même hauteur que le sommet des rainures.L'angle d'inidene est à peu près onstant en amont. Les variations observées dans e planinterviennent essentiellement au niveau des parois arter et rotor, soit au niveau des ouhes limitesassoiées. En dehors des ouhes limites, l'angle d'inidene moyen est d'environ 63�. Pour le planaval, on retrouve les e�ets dérits pour Ux et Vy. On remarque en partiulier la forte déroissanedans la zone basse. On retrouve ainsi la zone de vitesse transversale négative, aratérisée ii par



100 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterun angle d'inidene négatif.Comparaison ave le anal lisse et l'obstale ironférentiel Il est intéressant de omparerles pro�ls obtenus ave le rainurage à eux obtenus dans les as "anal lisse" et "obstale iron-férentiel". On met ainsi en évidene les avantages et les défauts du nouveau traitement de arter.Indiquons immédiatement que la omparaison n'est vraiment pertinente qu'au niveau du plan aval,l'éoulement en amont du jeu est très similaire pour les trois as.On représente sur la �gure (Fig. 3.32) les pro�ls aval de vitesse axiale Ux et transversale Vy pourdeux hauteurs d'obstale di�érentes (ou ouverture équivalente dans le as du anal lisse), h=1 mmet h=3 mm. Le paramètre h est en e�et le seul qui soit ommun aux trois as.

Fig. 3.32 � Comparaison des pro�ls aval de vitesse axiale et transversaleEn e qui onerne la vitesse transversale, on remarque que pour les deux as, le rainurage génèreune vitesse inférieure aux deux autres as, e qui est don lairement un avantage dans l'objetif derédution de la giration en sortie de jeu.
• Dans le as h=1 mm, les trois as sont néanmoins assez prohes, e qui est, somme toute,assez logique : l'obstale, ou les rainures, étant petits devant la partie libre de la veine, ils nemodi�ent pas trop fortement l'éoulement par rapport à la on�guration lisse. La di�érenese fait prinipalement dans la zone basse, 'est à dire dans le sillage des obstales, au dessous



3.4. Modélisation du traitement de arter 101de z=-2 mm. Dans ette zone basse, le rainurage génère une vitesse nettement plus faible queles as de omparaison. La di�érene est ainsi de 2 m/s (pour un niveau d'environ 10 m/s) auniveau z=-2.5 mm. Cei est dû au fait que le traitement de arter génère une petite zone devitesse négative, juste en aval de la rainure. Cette zone disparaît assez vite, mais on retrouvetoutefois un dé�it de vitesse persistant en aval et notamment au niveau du plan de traé despro�ls. L'obstale ironférentiel et le anal lisse sont prohes dans la zone basse, bien que lesillage de l'obstale soit important ave une vitesse inférieure au as lisse. En remontant versla paroi mobile (z=0 mm), la hiérarhie évolue un peu. Tout d'abord, la vitesse du as rainuréaugmente jusqu'à atteindre le niveau observé sur le anal lisse. L'obstale simple génère luiaussi un surroît de vitesse, et il dépasse ainsi le niveau du anal droit. Au dessus de z=-1.5 mm, les ourbes du rainurage et de l'obstale simple sont à peu près parallèles, e quitraduit don que les méanismes d'entraînement dans la diretion ~y sont équivalents.
• Dans le as h=3 mm, les trois on�gurations di�èrent nettement. Le rainurage reste la géo-métrie la plus e�ae en terme de rédution de la vitesse transversale. La zone de vitessenégative, beauoup plus étendue, permet d'avoir une vitesse plus faible par rapport aux deuxautres on�gurations, l'éart à z=-4 mm étant d'environ 5 m/s. Le sillage de l'obstale simpleest ii beauoup plus marqué, le maximum d'éart ave le anal droit étant atteint à z=-2 mm,soit au niveau du sommet de et obstale. Préisons que e sillage ne présente toujours pas dezone notable de vitesse négative ; la seule struture reste le déollement en aval. Grâe à edé�it aru, l'obstale simple est maintenant plus lent que le anal droit sur toute la hauteurde veine. Il est même un peu plus lent que le as rainuré sur la partie haute, au dessus dez=-2 mm, e qui orrespond en fait à la trae du jet passant dans la zone supérieure. Cettesous-vitesse transversale en zone haute résulte de la survitesse axiale : le �uide passant entrele sommet de l'obstale et la paroi rotor allant plus vite, la déviation transversale est plusdi�ile à réaliser.Pour la vitesse axiale, la hiérarhie des on�gurations est la même pour les deux hauteurs. Elleorrespond à la présene des obstales et de leur sillage. La partie haute, omprise entre z=0 et -2 mm orrespond au jet passant par dessus les obstales (s'ils existent), la partie basse est in�uenéepar le sillage. Comme l'obstale simple est le as présentant la plus faible setion passante, il estlogique qu'il soit elui qui a la plus forte vitesse en zone supérieure. On retrouve aussi dans eas l'in�uene de la reirulation vertiale en aval, présentée auparavant (Fig. 3.23). Dans le ash=3 mm, on voit ainsi apparaître une zone de vitesse négative. Le dé�it de vitesse dans le sillageest systématiquement plus important dans le as de l'obstale simple. Cei vient simplement du faitque pour les rainures, il existe un débit en partie basse, lequel vient remonter légèrement le niveaude vitesse axiale prohe arter.3.4.5.4 Répartition de débit dans le jeuEn fontion de es observations, il peut être intéressant de onsidérer la répartition de débitentre la rainure et la partie supérieure de la veine.Le débit est alulé sur les plans d'entrée et de sortie de la rainure, représentés en rouge surla �gure (Fig. 3.33). De manière évidente, es plans ne dé�nissent pas un volume fermé et le débitpeut don varier d'un plan à l'autre. Cette variation de débit est en soit pertinente ar elle dépenddes e�ets vertiaux au sein de la rainure.
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Fig. 3.33 � Plans d'intégration sur la rainureLe graphique (Fig. 3.34) présente la variation du débit massique en entrée et sortie de rainure,adimensionné par le débit massique total, en fontion des paramètres α et h. La variation de hauteurs'e�etue normalement à débit onstant, mais nous avons aussi représenté une on�guration h=2 mmpour laquelle la vitesse est onstante par rapport au as h=1 mm. Ce as partiulier permet devéri�er l'in�uene du niveau de vitesse pour une même géométrie.

Fig. 3.34 � Fration de débit passant dans la rainureOn onstate que la répartition globale de débit est proportionnelle à la hauteur de rainure,quelle que soit la valeur de α. D'autre part, on remarque aussi que le niveau de vitesse n'a�ete pasbeauoup la répartition, les ourbes à iso-vitesse et iso-débit étant presque onfondues pour le as



3.4. Modélisation du traitement de arter 103h=2 mm. Dans le as à iso-vitesse, le débit adimensionné est légèrement inférieur (à peine 1%) parrapport au as iso-débit. En dehors de l'erreur de mesure, on peut penser que et éart vient d'unelégère di�érene dans les niveaux de dissipation visqueuse.Quelle que soit la hauteur, l'augmentation de l'angle induit une diminution du débit passant parla rainure. Ce phénomène s'aompagne en outre d'une inversion dans la répartition entre entréeet sortie. Le as α=140�présente ainsi systématiquement un débit de sortie plus fort que le débitd'entrée, alors que le as α=70�onnaît une répartition ontraire. Cela signi�e que les e�ets radiauxplongeants sont plus importants pour les angles forts. L'angle α∗ pour lequel se produit l'inversionde répartition dépend de la hauteur de la rainure. Pour h=1 mm, on trouve ainsi α∗ ≈70�, tandisque pour h>2 mm, 120�6 α∗ 6130�.On onstate une fois de plus que l'obstale ironférentiel onstitue un as limite du rainurage,pour α tendant vers 0 ou 180�. En théorie, et obstale orrespond à des rainures dans lesquellesauun �uide ne irule, or on voit ii que le débit dans la rainure diminue fortement quand l'angleaugmente.On peut étudier enore un peu plus �nement la répartition de débit en faisant intervenir dire-tement le rapport de setion. Dans la �gure (Fig. 3.35), on a traé la vitesse débitante moyenneau niveau de la rainure, adimensionnée par la vitesse débitante moyenne sur la rainure et la zonesupérieure :
Vadim =

ṁrainure

Srainure

(
STotal

ṁtotal

)−1où
Srainure = hwet STotal est donnée par la formule (3.10).Cette grandeur orrespond en fait à un indie d'équilibrage de la vitesse débitante :

• Si Vadim=1, la vitesse débitante est équilibrée sur l'ensemble [rainure+zone supérieure℄. Plusonrètement, ela signi�e que la répartition de débit se fait au prorata des surfaes.
• Si Vadim<1, alors la vitesse débitante moyenne dans la rainure est plus faible que elle dansla zone haute. Le �uide tend alors à ontourner les rainures en passant au dessus.
• Si Vadim>1, alors la vitesse débitante moyenne dans la rainure est plus forte que elle dans lazone haute. Le �uide privilégie les rainures (as assez rare).Comme on le voit sur la �gure, la rainure présente à peu près toujours un indie de répartitioninférieur à 1. Seule la géométrie [α=70�,h=3 mm℄ onnaît une répartition de vitesse à l'avantage dela rainure. L'éart par rapport au as uniforme est ependant marginalement faible. La rainure estdon (presque) toujours en sous-vitesse par rapport à la partie supérieure de la veine. On remarquetoutefois que plus h augmente, plus l'indie de répartition augmente. De la même manière, et indieaugmente quand l'angle α diminue.L'augmentation de la irulation de �uide dans la rainure est un point important, ar ellemontre que la rainure est alors utilisée plus e�aement. Cette variation tient ompte à la foisdes phénomènes de bloage aérodynamique, liés au hamp de pression statique par exemple, et aubloage par les e�ets visqueux (ouhe limite, ...). On voit ainsi que le bloage global est bien plusfort dans le as h=1 mm que dans les autres as. On peut s'en onvainre enore plus failementen examinant la vitesse moyenne débitante dans la rainure, adimensionnée ette fois par la vitessedébitante moyenne en amont des rainures (Fig. 3.36).
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Fig. 3.35 � Equilibrage de vitesse débitante au niveau des rainures

Fig. 3.36 � Vitesse débitante moyenne adimensionnée dans la rainure



3.4. Modélisation du traitement de arter 105On onstate que pour h=1 mm, la vitesse débitante dans la rainure est inférieure à elle enamont, alors que du fait de la rédution de setion au niveau des rainures, on devrait observer uneaélération. Le bloage responsable du dé�it de vitesse est, pour les rainures peu profondes, engrande partie lié aux e�ets visqueux. Pour ette géométrie, on mesure que la ouhe limite artera une épaisseur d'environ 0.5 mm, soit près la moitié de la hauteur de la rainure. Dans de tellesonditions, il est évident que le débit sera très faible dans la rainure.La rédution de la vitesse assoiée à l'augmentation de l'angle α peut aussi être onçue ommele résultat d'un bloage aérodynamique et visqueux. La setion de la rainure perpendiulaire à sonaxe dépend de l'angle α :
S = h× (w. sinα) (3.12)Le maximum de setion est atteint pour α=90�. En onséquene, l'éoulement sera davantagesoumis aux e�ets visqueux dans des rainures fortement inlinées (α 7−→0�ou α 7−→180�). Cepen-dant, si la rédution de setion était le seul e�et, la ourbe devrait être symétrique par rapport à

α = 90�, e qui n'est visiblement pas le as. Il existe don d'autres méanismes, liés à la pressionou à la visosité, qui viennent modi�er le bloage global de la rainure.3.4.5.5 Champ de pression statique dans le jeuConsidérons en�n les hamps de pression au niveau de la rainure. La première grandeur àobserver est la pression statique, puisqu'il s'agit d'un des objetifs �xés.

Fig. 3.37 � Carte de pression statique à mi-hauteur de rainure et de zone supérieureLa �gure (Fig. 3.37) donne la arte à mi-hauteur de rainure et de zone supérieure pour la on�-guration de reférene [3.6℄. La pression en amont est à peu près uniforme. Le hamp ne ommeneà varier qu'au voisinage de la rainure.Le zone autour du oin Ge présente une nette surpression, loalisée ii à l'intérieur de la rainure,tandis que la paroi opposée (De) est en dépression. Cette surpression s'explique par la présene d'unpoint d'arrêt : l'éoulement entrant dans la rainure se dirige majoritairement vers la paroi gauheGe, sur laquelle il vient �nalement buter. La dépression est, elle, assoiée à la déviation brutale du�uide entrant dans la rainure au niveau du oin De. La déviation peut générer un déollement quisera dérit plus loin. Cette répartition de pression se retrouve sur une bonne partie de la rainure.



106 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterL'amplitude de es extrema varie ave l'angle de la rainure. La pression au point d'arrêt vers Geaugmente ave α, et elle est don maximale pour α=140�. Cette augmentation est simplement dueau fait que, pour α=140�, la paroi gauhe est quasiment perpendiulaire à l'éoulement entrantdans la rainure. A l'opposé, pour α=45�, la paroi est presque alignée ave l'éoulement et le pointd'arrêt dans la rainure est très faible.Ce omportement du hamp de pression statique explique en partie la rédution de débit assoiéeà l'angle : pour les angles élevés, le hamp de pression statique en entrée de rainure s'oppose àl'éoulement, au ontraire des angles faibles pour lesquels le bloage est faible.Le hamp de pression en aval présente quelques zones de légère dépression ainsi qu'une sur-pression dans l'axe de la rainure. Dans l'ensemble, es variations sont à relier à des struturestourbillonnaires que nous verrons un peu plus tard.
3.4.5.6 Champ de pression totale dans le jeuLa arte de pression totale à mi-hauteur (Fig. 3.38) présente globalement la même topologie quela arte de pression statique. Dans e repère, une augmentation de la pression totale orrespond àun apport d'énergie par la paroi mobile, une baisse étant une perte d'énergie liée à un phénomènedissipatif.

Fig. 3.38 � Carte de pression totale à mi-hauteur de rainure et de zone supérieureA ette hauteur, la pression totale diminue entre l'entrée et la sortie du jeu. On repère deuxzones de pression totale faible, la première se situe au oin d'entrée droit, la seonde en aval desobstales.Les pro�ls de pression totale (Fig. 3.39) indiquent une baisse de niveau entre l'amont et l'avaldans la partie inférieure (-2 mm / -5 mm). Cette baisse orrespond au sillage des obstales et desrainures. En partie supérieure, le niveau de pression remonte à ause de l'entraînement par la paroimobile. Selon que la dissipation au niveau de la rainure ompense ou non l'apport de la paroi, il estpossible d'avoir une augmentation de la pression totale moyenne entre l'entrée et la sortie.
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Fig. 3.39 � Pro�ls de pression totale3.4.6 Strutures tourbillonnaires de l'éoulement au niveau des rainuresDans le détail, l'éoulement au niveau des rainures est beauoup plus omplexe. On observehabituellement plusieurs strutures tourbillonnaires majeures, loalisées en di�érents endroits de lagéométrie. On trouve ainsi :
• Un déollement en entrée de rainure, d'axe de rotation ~z
• Un tourbillon à l'intérieur de la rainure. Son axe de rotation est à peu près olinéaire ave larainure.
• Un tourbillon, ou plut�t un ensemble de déollements d'axe ~y et ~z se développant en aval del'obstale.Ces strutures sont d'origines assez di�érentes. Certaines orrespondent à des déollements,d'autres sont générées par des méanismes plus omplexes. Compte-tenu de l'exiguïté de la géomé-trie, es strutures interagissent de manière plus ou moins forte.3.4.6.1 Déollement d'entrée de rainureIl s'agit de la première reirulation notable. Ce déollement se développe dans un plan "aubeà aube" (~x,~y), il a don un axe tourbillonaire orienté selon ~y. Il est situé en entrée de la rainure, auniveau du oin De.Dans ette partie, nous allons d'abord dérire la struture de e tourbillon ainsi que ses origines.Nous analyserons ensuite sa sensibilité aux paramètres α et w.Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.40), ette struture est en fait liée au déollementdu �uide entrant dans la rainure. La oupe présentée est e�etuée à mi-hauteur de rainure, pour laon�guration [3.6℄.A ause de la présene de l'obstale et de la giration du �uide en amont des rainures, l'éoulementsubit une très forte déviation en entrant dans la rainure, et plus partiulièrement au niveau du oinDe. Dans le as représenté, le �uide irulant en amont de l'obstale est quasiment aligné ave la
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Fig. 3.40 � Reirulation en entrée de rainure - Coupe à mi-hauteur de rainurediretion ~y. En entrant dans la rainure, il tend à s'aligner ave ette dernière, soit une déviationd'environ α=115�. Dans de telles onditions, il est évident qu'une reirulation puisse se former auniveau du oin De. On observe alors un déollement de forme lassique le long de la paroi droite dela rainure, s'étendant, à partir de l'arête inriminée, sur une bonne partie du anal.Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.41), ette struture s'étend aussi sur toute la hauteurde la rainure. On a représenté en rouge l'iso-surfae de vitesse axiale nulle, délimitant la pohe danslaquelle l'éoulement remonte vers l'arêteDe. La vue de gauhe représente la rainure par trois quartsarrière (l'éoulement va don de la droite vers la gauhe) tandis que la vue de droite représente ettereirulation vue dans l'axe de la rainure depuis l'amont.

Fig. 3.41 � Etendue du déollement en entrée de rainureOn remarque néanmoins que la reirulation est moins étendue en bas qu'en haut. L'expliation



3.4. Modélisation du traitement de arter 109de e phénomène n'est pas liée à l'inidene de l'éoulement au niveau l'arête De. On onstate queprès de ette arête, l'inidene est à peu près onstante sur toute la hauteur.En revanhe, la norme de vitesse joue un r�le important. Dans la zone basse, l'éoulement estassez lent du fait des ouhes limites se développant sur la paroi arter. Au fur et à mesure quel'on remonte vers le sommet de l'obstale, la vitesse du �uide augmente. En parallèle, le hampde pression statique au voisinage de l'arête ne présente pas de variation notable dans la diretionvertiale. En onséquene, le �uide est moins dévié au sommet qu'à la base, e qui induit unereirulation plus forte.Un deuxième e�et peut aussi intervenir dans l'extension de ette reirulation. Il s'agit de laperturbation du hamp par l'éoulement irulant au dessus des rainures. Celui-i est animé d'uneforte vitesse transversale et vient "sou�er" la partie haute du tourbillon, lequel tend alors à s'élar-gir. Cela peut notamment expliquer la roissane brutale observée dans la partie haute, ompriseapproximativement entre 80 et 100% de la hauteur de rainure.E�et de l'angle α Cette reirulation est logiquement sensible à l'angle de la rainure. La relationave e paramètre est néanmoins omplexe, ave une non-linéarité forte. Le tableau suivant donnela distane de reollement en fontion de l'angle, ainsi que l'épaisseur maximum moyenne selon ~yde la zone de vitesse débitante négative.angle α distane de reollement [mm℄ épaisseur selon ~y [mm℄45� 6.0 0.570� 7.8 0.790� 8.1 0.8115� 8.2 0.7140� 7.1 0.6Tab. 3.7 � Evolution de la reirulation d'entrée - in�uene de l'angle de rainureLa présene d'un maximum de longueur et d'épaisseur est à relier aux deux méanismes opposésque sont la diminution de la vitesse dans la rainure et l'alignement de ette dernière ave le �uxentrant.Pour un angle élevé, α=140�par exemple, la déviation que subit le �uide en entrant dansla rainure est énorme. Pour le �uide irulant transversalement devant l'obstale, ette déviationavoisine les 140�. On peut logiquement attendre un déollement de très grande amplitude. Toutefois,en raison du bloage aérodynamique, la vitesse du �uide à l'intérieur de la rainure est assez faible.Ce deuxième phénomène tend, lui, à réduire la taille du déollement.A l'opposé, pour des angles faibles, la vitesse dans la rainure est assez élevée, mais la déviationdu �uide est plus petite, réduisant ainsi la taille du déollement.Un deuxième méanisme agit en parallèle : onsidérons la fermeture des rainures donnée parla relation (3.12). Quand α s'éarte de 90�, la largeur "passante" w. sinα de la rainure diminue,onduisant à une augmentation de la omposante perpendiulaire à l'axe de rainure du gradient depression statique. De ette manière, le �uide est mieux guidé dans le plan rainure à rainure, e quipeut induire une diminution de ette reirulation.E�et de la largeur de la rainure w La largeur de la rainure joue aussi un r�le dans l'évolutionde la reirulation. Une rainure large onduira à l'apparition d'une reirulation plus grosse. L'expli-



110 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arteration de e phénomène vient là aussi de la variation de setion (3.12) et des gradients transversauxassoiés.Synthèse sur le déollement d'entrée
• Intérêt du déollement d'entrée : Au �nal, ette reirulation est assez intéressante dupoint de vue de l'augmentation du di�érentiel de pression statique au travers du jeu. En e�et,en plus de pertes aérodynamiques, elle est responsable d'une obturation partielle du anal derainure. Dans le as présenté en (Fig. 3.40 et 3.41) la zone de débit négatif s'étend en moyennesur près de 0.8 mm dans la diretion ~y, soit environ 10% de la largeur du anal.
• Sensibilité aux paramètres : Le déollement d'entrée est essentiellement sensible à deuxparamètres, l'angle α et la largeur w de la rainure. Dans les deux as, on met en évidenel'importane de la déviation et de la vitesse du �uide en entrée de rainure. Plus la déviationest faible (angles faibles), plus e déollement sera petit. De même, plus la vitesse dans larainure sera faible (α grands ou w petits), plus le déollement en entrée sera réduit.3.4.6.2 Tourbillon olinéaire à la rainureNous avons présenté dans la sous-setion préédente le déollement en entrée, première des troisstrutures tourbillonaires présentes au niveau des rainures. Le deuxième tourbillon à étudier esttotalement lié à la rainure. Il s'agit d'un tourbillon oupant toute la setion de la rainure. Danstoute la suite, e tourbillon sera simplement désigné par l'expression tourbillon de rainure.Dans la suite, on présentera en détail la struture omplexe de e tourbillon, ainsi que lesméanismes qui en sont à l'origine. On s'attahera ensuite à dérire l'in�uene des paramètres sure tourbillon. On analysera en partiulier les e�ets de l'angle α, de la hauteur h et de la largeur w.

Fig. 3.42 � Vortex de rainure - Champ vetoriel et pression statique à mi-longueur de la rainureLa �gure 3.42 illustre le hamp de vitesse dans une oupe perpendiulaire à la rainure, située à



3.4. Modélisation du traitement de arter 111mi-longueur de ette dernière. On a superposé au hamp vetoriel la arte de pression statique danse même plan. La paroi mobile va de la droite vers la gauhe de la �gure.On remarque lairement le tourbillon dans la rainure. En partie basse du anal, le �uide est animéd'une vitesse transversale Vy négative, alors que dans la partie haute, ette vitesse est positive. Dela même manière, au niveau des parois latérales gauhes (respetivement droites), le �uide plongevers le bas de la rainure (respetivement remonte vers le sommet). Le ÷ur de e tourbillon est situédans la partie haute de la rainure, à peu près à mi-largeur. On peut le repérer failement grâe à lalégère dépression qu'il génère.Ce méanisme tourbillonnaire est omplètement lié au mouvement transversal du �uide en amontet au dessus des rainures, lequel est induit par la rotation du ventilateur. Ce méanisme est assezomplexe ar il tient à la fois du tourbillon de passage et du tourbillon de ralage, omme eluiqui apparaît parfois au niveau du jeu en tête d'aube des rotors de turbines axiales atuelles. Dansette analogie, les obstales jouent le r�le des aubes, la paroi mobile est assimilable au arter de laturbine. Ce qu'on observe ii dans le repère absolu orrespond au hamp dans le repère relatif de laturbine.Le tourbillon apparaît dès le plan d'entrée de la rainure. Puisque l'éoulement amont iruleave une vitesse Vy positive, l'obstale à gauhe de la rainure onstitue une surfae d'arrêt pour lemouvement transversal. Il en résulte une surpression sur le �té gauhe de la rainure. Le gradient depression transversal, ombiné à la ouhe limite sur la paroi basse de la rainure, entraîne l'apparitiond'une vitesse transversale négative omme illustré en (Fig. 3.43). Sur ette �gure, le niveau oloréen jaune orrespond à la vitesse nulle. Cet éoulement de retour, similaire au tourbillon de passagese prolonge à l'intérieur de la rainure. Il se ouple néanmoins à un deuxième méanisme majeur.Comme on peut le onstater sur la arte de pression statique de la �gure (Fig. 3.42), lorsquele �uide venant de la partie (libre) supérieure renontre le mur gauhe, ela se traduit par unpoint d'arrêt loalisé vers le sommet de la rainure et don une pression statique élevée dans ettezone seulement. Cette surpression loale va provoquer la déviation d'une partie de l'éoulementvers le bas de la rainure. En raison de la onservation du débit, on assiste alors à l'apparitiond'un éoulement de retour transversal et d'un éoulement montant au niveau de la paroi vertialeopposée. Ce méanisme est stable puisque la dépression au entre de la rainure, générée par ladéviation des lignes de ourant, attire à son tour vers le bas une partie de l'éoulement de la zonehaute. Ce méanisme de ralage et le tourbillon de passage préédemment évoqués se ombinentpour former un unique tourbillon oupant toute la setion de la rainure (Fig. 3.42 et 3.43).Bien que nous n'ayons pas eu l'oasion de le véri�er, on peut très logiquement imaginer quesi le mur gauhe est plus haut que le mur droit (le sommet des obstales est don en biais), ettestruture sera enore plus forte ar la zone d'arrêt sera d'autant plus étendue.Cette struture interagit fortement ave la reirulation d'entrée présentée en 3.4.6.1. En e�et,lorsque l'on trae la trajetoire des partiules irulant au niveau du ÷ur de e tourbillon, onremarque un ouplage fort ave la reirulation en entrée.Sur la �gure (Fig. 3.44), on représente la trajetoire de partiules lâhées au niveau de la re-irulation d'entrée. Les trajetoires obtenues sont groupées et olorées en bleu, rouge et magentapour les distinguer plus failement. Le lâher de partiules a été e�etué de manière à apter lemieux possible le ÷ur du tourbillon de rainure.Sur la vignette du haut, la géométrie est vue de l'amont en perspetive plongeante. On a ajoutéla arte de pression totale en sortie de rainure. Cela permet de véri�er que les trajetoires passentbien par la zone de Pt minimum, don sont prohes du ÷ur de la struture tourbillonnaire.
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Fig. 3.43 � Cartographie de vitesse transversale Vy le long de la rainure
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Fig. 3.44 � Trajetoires des partiules au niveau du tourbillon de rainure



114 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterLa vignette en bas à gauhe montre les trajetoires projetées dans le plan horizontal. On voitlairement que toutes les partiules sont à un moment ou un autre impliquées dans la reirulationau niveau du oin De.La vignette inférieure droite montre les lignes de ourant au niveau de la reirulation d'entréedans une vue en perspetive. Le point le plus remarquable est le mouvement radial qui anime touteses trajetoires. Par exemple, elles olorées en magenta montent brutalement jusqu'au sommet dela rainure, où elles sont déviées soudainement pour adopter une diretion plus horizontale.Pour autant, on ne peut pas a�rmer que e tourbillon est issu de la reirulation d'entréepuisqu'on a montré que la struture de e tourbillon ommençait à se mettre en plae dès le débutdu rainurage, dans une zone éloignée du oin où apparaît le déollement. L'e�et de e ouplagese fait plut�t sentir dans l'évolution de ette struture, et plus préisément dans l'in�uene desparamètres géométriques.Ce tourbillon est partiulièrement intéressant pour l'objetif de rédution de la giration en sortiede jeu. En e�et, il génère une vitesse Vy négative qui, par moyenne, permet de diminuer le niveauglobal de e ritère en aval des rainures. Cette struture est onvetée en aval des rainures et onretrouve son in�uene sur une ertaine distane (Fig. 3.45). Cette distane d'in�uene peut allerjusqu'à 1.5×L dans ertains as.

Fig. 3.45 � Carte de vitesse Vy - Sortie et aval de la rainureLa �gure (Fig. 3.45) montre la arte transversale de vitesse Vy en sortie de rainure et 4mm enaval des rainures. Le niveau jaune orrespond à une vitesse nulle. On voit sur es deux artes quele pro�l de vitesse présente une partie négative en bas de la veine. On retrouve en aval la struturedu tourbillon de rainure, aratérisée par une vitesse négative importante, même si on ommeneaussi à sentir des interations ave d'autres strutures présentées plus loin.



3.4. Modélisation du traitement de arter 115Dans les on�gurations testées, le tourbillon de rainure est essentiellement sensible à trois para-mètres géométriques. Il s'agit de l'angle, de la hauteur et de la largeur des rainures.E�et de l'angle α Quel que soit l'angle α simulé, le tourbillon de rainure a toujours été observé.Cependant, on note une disparition progressive de la zone de vitesse transversale négative en fondde rainure au fur et à mesure que l'angle diminue.

Fig. 3.46 � Carte de vitesse transversale - Coupe en sortie de rainureLa �gure (Fig. 3.46) donne la arte de vitesse transversale en sortie de rainure pour la on�gu-ration [α=70�,h=3 mm,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄. Là où, sur la �gure (Fig. 3.45) par exemple,on avait une vitesse Vy négative dans un as d'angle "fort" (α=115�), la vitesse Vy est maintenantglobalement positive ou nulle (ou très faiblement négative). On perd ainsi en e�aité sur l'objetifde rédution de la giration.Pour des angles enore plus faibles (α=45�) par exemple, la vitesse transversale reste positivedans toute la setion de rainure. Ce phénomène s'explique par la modi�ation de la diretion globaledu tourbillon. En e�et, il n'apparaît lairement struturé que lorsqu'on regarde dans l'axe de larainure. On peut alors dé�nir un nouveau repère ( ~XR,~YR, ~z) assoié à la rainure : ~XR est le veteurolinéaire à l'axe de la rainure, et ~YR = ~z ∧ ~XR.
~XR = sin(α)~x+ cos(α)~y

~YR = −cos(α)~x+ sin(α)~y
(3.13)Dans e repère, on observe bien une vitesse VY R = ~V .~YR négative en fond de rainure, sanspour autant avoir une vitesse Vy négative dans la même zone : il su�t d'avoir Ux = ~V .~x > 0 et

Vy = ~V .~y = 0 par exemple. En règle générale, on évitera d'utiliser des rainures ave un angle d'héliefaible ar, omme on le verra un peu plus loin, elles ne permettent ni une bonne rédution de lagiration, ni un niveau élevé de pertes de harge.De manière plus générale, la trajetoire du tourbillon est dépendante de l'angle de la rainure. La�gure suivante (Fig. 3.47) illustre les trajetoires des partiules prohes du ÷ur pour trois angles,
α=70�, 115�et 140�.On voit que pour des angles faibles, le ÷ur du tourbillon reste prohe de la paroi droite, alors quepour des angles plus élevés, il tend à traverser la rainure. Pour α=140�, les trajetoires atteignent
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Fig. 3.47 � Trajetoire du ÷ur tourbillonnaire - as α = 70�, 115�, 140�le mur gauhe puis le longent jusqu'à la sortie de la rainure, au oin Gs. En dehors de e dernieras, la trajetoire globale du tourbillon s'inline dans le sens y roissant.Cette modi�ation de la trajetoire du tourbillon s'aompagne d'une modi�ation de l'héliitéassoiée. Le tableau [3.8℄ donne le niveau moyen d'héliité (H=−→
rot(~V ).~V ) sur une setion droite,située à 90% de la longueur du anal, en fontion de l'angle, les autres paramètres géométriquessont �xés aux valeurs de la on�guration de référene [3.6℄ : h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50.angle α Héliité [m.s−2℄ ∥∥∥~V

∥∥∥ [m/s℄ ∥∥∥−→rot~V
∥∥∥ [s−1℄45� -9868 6.9 713070� -11477 5.9 741790� -14436 5.5 7796115� -12836 5.3 7824140� -7061 4.3 6647Tab. 3.8 � Variation de l'héliité moyenne en sortie de rainure relativement à l'angleIl apparaît que l'héliité onnaît un pi, situé aux alentours de α=90�. Seules les on�gurationsextrêmes, et plus partiulièrement elle à 140�, ont des niveaux faibles. Pour ette on�guration(α=140�), la diminution de l'héliité est due à la baisse simultanée du niveau de vitesse et devortiité dans la rainure. Pour le as 45�, le problème vient plut�t d'une petite hute de la vortiité,liée à une "meilleure" orientation de la rainure vis à vis de l'éoulement inident et transversal.E�et de la hauteur h La hauteur in�uene diretement les aratéristiques du tourbillon derainure. On donne en table [3.9℄ les variations de l'héliité et de la vitesse transversale Vy moyenne,alulées sur une setion droite située à 90% de la longueur de la rainure. Les autres paramètressont �xés : α=115�, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50 (on�guration de référene)On remarque lairement que l'héliité diminue de manière monotone lorsque la hauteur derainure augmente. Ce phénomène est lié à une diminution générale du niveau de isaillement dansle anal de rainure. Pour une faible profondeur, il existe un isaillement très fort dans la diretiontransversale entre, d'une part, le �uide de la partie supérieure, entraîné rapidement par le rotor selon

+~y, et d'autre part, le �uide irulant, en bas de la rainure, dans la diretion −~y. Il en résulte unniveau de vortiité, et don d'héliité, extrêmement élevé. Quand la rainure devient plus profonde,



3.4. Modélisation du traitement de arter 117Hauteur Héliité [m.s−2℄ Vitesse transversale Vy [m/s℄1 mm -34060 1.22 mm -24735 2.53 mm -12836 2.54 mm -8500 2.3Tab. 3.9 � Variation de l'héliité et de la vitesse transversale moyenne en sortie de rainure relati-vement à la hauteurla vitesse moyenne du �uide en partie supérieure ne varie pas, mais en revanhe les gradients devitesse diminuent, onduisant à un isaillement et une vortiité plus faible.En parallèle de la variation d'héliité, on observe que la vitesse transversale Vy augmente, stagnepuis diminue quand h augmente. La faible valeur trouvée pour h=1 mm est expliable par les e�etsvisqueux arus dans e as. Le isaillement transversal est alors important. Il est de plus oupléà une dimension de rainure assez faible devant les tailles des ouhes limites aux parois arter.L'ensemble limite le développement d'un éoulement de retour fort en fond de rainure. Pour desrainures plus profondes, es e�ets visqueux sont beauoup moins importants. Ils autorisent donune vitesse Vy plus grande. La stagnation est un peu plus surprenante. On s'attendrait en e�et àe que le niveau moyen diminue légèrement. En e�et, le paramètre h, pour des grandes valeurs,n'a�ete quasiment pas le hamp de pression en sommet de rainure. La quantité de �uide plongeantvers le fond de rainure est don à peu près onstante en première approximation. En onséquene,omme la setion vertiale augmente ave h, la onservation du débit appliqué au débit transversalimplique que Vy diminue. On retrouve bien e phénomène sur les artes de vitesse transversale (Fig.3.48) et entre les as h=3 mm et h=4 mm.

Fig. 3.48 � E�ets de la hauteur sur Vy en sortie de rainureCette stagnation orrespond en fait à un maximum, situé aux alentours de h=2.5 mm. Cemaximum est obtenu par un ompromis entre la diminution des e�ets visqueux, qui autorise uneaugmentation de la vitesse transversale, et la diminution "mathématique" de ette vitesse liée, paronservation du débit, à l'augmentation de h.



118 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterE�et de la largeur w La largeur des rainures a�ete légèrement le mouvement du ÷ur. Ene�et, pour une rainure plus large, on onstate que elui-i prend une trajetoire davantage inlinéevers la gauhe. Ce phénomène orrespond simplement à la diminution des gradients de pressiontransversaux qui est liée à l'augmentation de la largeur. Les e�ets du point d'arrêt sur le murgauhe se font moins sentir, e qui permet aux trajetoires des partiules de s'orienter un peu plusdans la diretion ~y.Sur les on�gurations testées, (w=7.8mm et w=10.8 mm), l'héliité reste à peu près stable. Lesvaleurs mesurées sont -12836 m.s−2 pour w=7.8 mm et -13120 m.s−2 pour w=10.8 mm. On onstatenéanmoins une légère baisse de la vitesse transversale moyenne en sortie de rainure. Elle passe de2.5 m/s pour w=7.8 mm à 1.9m/s pour w=10.8 mm. Cette diminution est due à une augmentationde la vitesse transversale en partie haute de la rainure. Cette augmentation est générée par un plusgrand enfonement vers le bas du �uide venant de la partie supérieure de la veine. La �gure (Fig.3.49) montre l'e�et du paramètre w sur le hamp de Vy en sortie de rainure. Les autres paramètressont α=115�, h=3 mm, L=9 mm, N=50.

Fig. 3.49 � E�ets de la largeur sur Vy en sortie de rainureSynthèse sur le tourbillon de rainure Le tourbillon de rainure est une struture à peu près o-linéaire à la rainure, générée par le mouvement transversal du �uide entraîné par la paroi mobile. Cetourbillon est ouplé assez fortement ave le déollement d'entrée puisque son ÷ur tourbillonnairevient de e déollement.
• Intérêt : Le tourbillon de rainure est utile pour le traitement de arter ar il peut faireapparaître ou renforer une zone de vitesse transversale négative importante, laquelle s'opposeau mouvement global du �uide entraîné par la paroi mobile. Cei peut permettre de limiterla giration du �uide en sortie de jeu.
• Sensibilité aux paramètres : Le tourbillon de rainure est sensible à trois paramètres. Pourl'angle α ette dépendane s'exprime essentiellement par l'apparition d'une vitesse transversalenégative, observée pour α >70�. En e qui onerne la hauteur h, des rainures profondespermettent un meilleur développement du tourbillon en raison d'une diminution des e�ets



3.4. Modélisation du traitement de arter 119visqueux. On obtient ainsi un optimum sur la vitesse transversale négative pour h≈2.5 mm.Une augmentation de la largeur w se traduit par une diminution de la vitesse transversalenégative à ause de l'augmentation du isaillement au sein de la rainure.Après avoir dérit les deux premières strutures tourbillonnaires, à savoir le déollement enentrée de rainure et le tourbillon olinéaire à la rainure, nous allons maintenant présenter la troisièmegrande struture qui orrespond à la superpositions de tourbillons en aval de l'obstale.3.4.6.3 Tourbillons arrièresLa troisième struture remarquable est une zone tourbillonnaire de grande taille apparaissanten aval des obstales. Cette zone est le lieu d'interation de trois sous-strutures tourbillonnairesdistintes. Ces di�érentes strutures, et les interations résultantes, sont omplexes du point de vuede leur sensibilité aux paramètres.Nous allons montrer qu'il existe :1. une reirulation méridienne, sensible aux paramètres angle α, hauteur h, largeur w et nombrede rainures N.2. une struture horizontale, elle-même onstituée de deux sous-strutures qui sont des déol-lements aux oins de l'obstale. Ces déollements sont sensibles aux paramètres α, h, w etN.3. un ouplage fort entre les deux sous-strutures horizontalesReirulation méridienne La première sous-struture aratéristique en aval est la reirulationdans le plan méridien (Fig. 3.50)

Fig. 3.50 � Tourbillon arrière - Reirulation dans le plan méridienCette reirulation est similaire à elle qu'on renontre derrière une marhe desendante. Elleorrespond simplement au sillage de l'obstale dans le plan méridien. Toutefois, elle est sensiblementdi�érente dans la forme.
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• Elle ne s'étend pas sur toute la largeur de la veine. Assez logiquement, elle disparaît en faede la sortie des rainures. Le maximum d'extension de la struture dans la diretion axiale sesitue environ au milieu de l'obstale (dans la diretion transversale). Comme on peut le voirsur la �gure (Fig. 3.51), la pohe de vitesse axiale négative en aval de l'obstale a une longueurvariable (la on�guration représentée est la on�guration [3.6℄). Elle est ainsi plus longue du�té du oin Ds que du oin Gs.

Fig. 3.51 � Tourbillon arrière - Pohe de vitesse axiale négativePar la suite, les distanes dr de reollement que nous donnerons orrespondent au point dereollement le plus en aval, omme illustré sur la �gure (Fig. 3.51).
• Elle est plus petite que le "vrai" tourbillon de marhe. On ompare la struture obtenuedans le as rainuré à elle obtenue dans le as de l'obstale ironférentiel (f. 3.4.2). Pourla on�guration [α=140�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄, on obtient par exempleun reollement de l'éoulement 8 mm en aval de l'obstale. Pour un obstale ironférentielsimilaire, le reollement n'intervient que 14 mm en aval de la marhe, soit une di�érene de42%.De manière logique, ette struture dépend de la hauteur des rainures et don de l'obstale.Ainsi, pour [α=115�,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄ on obtient les distanes de reollement suivantes :Hauteur h distane dr de reollement dr/h1 mm 3 mm 32 mm 5 mm 2.53 mm 6 mm 24 mm 6 mm 1.5Tab. 3.10 � Extension de la reirulation méridienne - in�uene de la hauteurLa longueur de reollement augmente entre h=1 et h=2 mm, puis stagne. Nous supposons quee phénomène est lié aux onditions de simulation. Le débit est, rappelons-le, onstant, e qui setraduit par une diminution de la vitesse quand la hauteur h roît. La setion au niveau des rainuresaugmente elle aussi, e qui se traduit par un jet en sortie de rainure plus faible (on ompte ii le



3.4. Modélisation du traitement de arter 121�ux passant au-dessus des rainures omme elui passant dans les rainures). Au �nal, les méanismesgénérant le tourbillon méridien sont moins énergétiques, et on peut alors attendre un reollementrapide.On trouve la on�rmation de ette hypothèse en omparant le as ave rainures à l'obstale ir-onférentiel. Les résultats pour les paramètres [α=115�,w=7.8 mm,L=9 mm,N=50℄ sont présentésdans la table [3.11℄. Hauteur h dr/h Rainure dr/h Obstale1 mm 3 4.52 mm 2.5 4.53 mm 2 4.65Tab. 3.11 � Extension de la reirulation méridienne - Comparaison du as ave rainures et del'obstale ironférentielDans le as de l'obstale ironférentiel, la setion passante au niveau de l'obstale est la mêmequel que soit h puisque le jeu δ ne varie pas. En onséquene, la onservation du débit impose qu'audessus de l'obstale, la vitesse axiale ne varie pas. L'intensité des méanismes de génération de lareirulation méridienne est inhangée, et on retrouve don un rapport dr/h à peu près onstantpour l'obstale ironférentiel. Pour la rainure, la vitesse diminue, et le rapport dr/h diminue aussi.De la même manière, l'angle des rainures a�ete légèrement la taille de ette struture (h=3mm, L=9 mm, w=7.8 mm, N=50).angle α distane dr de reollement45� 5 mm70� 5 mm90� 5 mm115� 6 mm140� 8 mmTab. 3.12 � Extension de la reirulation méridienne - in�uene de l'angleIl est intéressant de onstater que ette variation n'intervient que pour les angles élevés. Cephénomène est en grande partie lié aux modi�ations du débit au sein de la rainure, modi�ationsqui entraînent :1. un sou�age plus ou moins important des strutures en aval des rainures.2. une modi�ation du débit passant par-dessus les rainures, et don une modi�ation des a-ratéristiques de tourbillon de marhe.Les deux derniers paramètres géométriques a�etant ette reirulation sont la largeur et lenombre de rainures. En e�et, es paramètres permettent de régler la largeur l de l'obstale selon laformule :
lobstacle =

2ΠR0N − w (3.14)



122 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterQuand la largeur augmente, l'obstale s'a�ne, e qui se traduit par un sillage plus faible. La reir-ulation méridienne suit ette tendane :Largeur de rainure w distane dr de reollement7.8 mm 6 mm9 mm 4.5 mmTab. 3.13 � Extension de la reirulation méridienne - in�uene de la largeur de rainureLes valeurs données dans la table [3.13℄ ont été obtenues ave [α=115�, h=3 mm, L=9 mm,N=50℄. Cette diminution de la taille du déollement s'aompagne d'une diminution de la dépressionau niveau du ÷ur du tourbillon.De la même manière, le nombre de rainures N joue aussi : pour N élevé, la largeur lobstacle diminueet on retrouve une rédution du tourbillon arrière. A l'opposé, pour un N faible, les obstales sonttrès larges. On ommene don à se rapproher de la on�guration "obstale ironférentiel" et lareirulation grossit en onséquene. Les variations, obtenues ave [α=115�, h=3 mm, L=9 mm,w=7.8 mm℄, sont données dans la table [3.14℄.Nombre de rainures N distane dr de reollement25 8 mm50 4.5 mm75 3.0 mmTab. 3.14 � Extension de la reirulation méridienne, in�uene du nombre de rainuresSous-strutures horizontales La deuxième aratéristique de la zone en aval de la rainure estsa struture horizontale très omplexe. On observe en e�et deux méanismes distints dans le plan(~x,~y). Ces sous-strutures sont en interations fortes ; il en résulte une struture horizontale globaleomplexe et surtout très sensible à la forme du rainurage.1) La première struture est un déollement apparaissant au niveau du oin Ds (Fig. 3.52).Cette reirulation, tournant dans le sens horaire, est une onséquene du jet débouhant de larainure.La struture est présente sur toute la hauteur h. Elle est néanmoins plus imposante en fond derainure qu'en tête. Très logiquement, la taille et l'intensité de e déollement dépendent de l'anglede la rainure. Plus e dernier sera élevé, plus la reirulation assoiée sera importante.2) La deuxième struture est un autre déollement situé ette fois au niveau du oin Gs. Cettestruture tourne dans le sens trigonométrique. Elle est don opposée à la préédente.
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Fig. 3.52 � Déollement aval à droite de la rainure - Coupe à mi-hauteur de la rainure

Fig. 3.53 � Déollements aval à gauhe et à droite des rainures - Coupe à 0.33hLa �gure (Fig. 3.53) donne le hamp vetoriel de vitesse dans une oupe horizontale juste enaval d'un obstale. La on�guration étudiée est [α=45�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. Laoupe est e�etuée à 33% de la hauteur de la rainure. Le tourbillon à gauhe (oin Ds) est signalépar l'ellipse rouge, elui de droite par l'ellipse bleue. En raison de la faible largeur de l'obstale, esdeux tourbillons sont en interation.Attardons-nous sur les méanismes qui engendrent es deux déollements. Pour le déollementau niveau de Ds, le problème est dû au mouvement transversal du �uide dans la diretion −~y. Cephénomène est assez surprenant ar :
• e mouvement est observé dans toutes les on�gurations, y ompris elles où l'éoulement dansla rainure ne présente pas de vitesse transversale négative.
• le mouvement va à l'enontre du mouvement transversal généré par la paroi mobile. On peutremarquer que pour le as de l'obstale ironférentiel il n'existe pas de mouvement similaire.L'expliation vient du hamp de pression statique au niveau de la sortie de rainure.
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Fig. 3.54 � Champs de pression statique et de vitesse à mi-hauteur de la rainure, α = 115�Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.54), la sortie de la rainure est le lieu d'une surpressionloale. Cette supresion, dans l'axe de la rainure, est opposée à plusieurs dépressions, loalisées dansle sillage de l'obstale :
• deux dépressions obtenues au niveau des angles.
• la dépression due à la reirulation dans le plan méridien.Cette augmentation de pression loalisée est à mettre en relation ave la déviation des lignes deourant dans le plan horizontal, déviation elle-même générée par le mélange entre le �ux sortantde la rainure et elui irulant au-dessus des rainures. A ause de la paroi mobile, et éoulementpossède une vitesse transversale forte, qu'il ommunique don au �uide en zone basse. On voitnettement ette déviation sur le hamp vetoriel. Cette surpression est observable dans absolumenttoutes les géométries testées, et elle s'étend vertialement sur quasiment toute la hauteur de veine.En onséquene, il existe deux déviations possibles pour le �uide sortant de la rainure :
• Coin Ds. Le �uide est soumis à un gradient de pression orienté globalement selon −~y. Leslignes de ourant obliquent don vers la droite. En pratique, peu de �uide suit ette trajetoireopposée au mouvement de la paroi mobile ar le gradient de pression n'est pas très important :seules les partiules les moins énergétiques pourront tourner su�samment pour longer la paroiarrière de l'obstale. Les partiules ave plus d'énergie seront légèrement déviées, mais au fur età mesure qu'elles progresseront selon l'axe ~x, les e�ets de isaillement transversaux prendrontle pas et onduiront au �nal à la déviation selon +~y.
• Coin Gs. Le gradient de pression statique va de pair ave les e�ets de isaillement. Le �uideaquiert don une vitesse transversale Vy positive.L'angle de la rainure est très important pour et éoulement. Pour des angles α importants(α ≫90�), le �uide sortant de la rainure possède déjà naturellement une vitesse transversale né-gative du fait même de l'inlinaison de la rainure. L'angle de ette déviation étant (180 − α), il



3.4. Modélisation du traitement de arter 125est évident que plus la rainure sera ouhée, moins la déviation sera importante. On pourra alorsattendre une zone de vitesse Vy négative importante, en taille et en amplitude. L'étude des hampsaérodynamiques on�rme bien e phénomène puisque le �ux de masse le plus important est relevépour α=140�.Ce méanisme est en outre soumis à un ouplage fort ave les autres strutures de l'éoulement.1. On a vu que le tourbillon dans la rainure était responsable d'une zone de survitesse transversalenégative en fond de rainure. Ce phénomène vient don failiter enore plus la déviation du�uide vers la droite, au moins dans la zone prohe de la paroi arter.2. La reirulation méridienne en aval de l'obstale intervient elle aussi. Dans la zone inférieuredu anal, ette reirulation se traduit par l'apparition d'une vitesse axiale négative. Cettearatéristique se retrouve dans la trajetoire des partiules venant du jet de rainure. Celles-isont vite déviées puis plaquées ontre la paroi arrière de l'obstale (Fig. 3.53 par exemple).La onjugaison de es di�érents méanismes implique onrètement que le déollement en Dsest fortement variable selon la hauteur de la rainure.Pour une rainure inlinée à 140�, la déviation du �uide vers la droite est failitée du faitde la onjugaison des méanismes préédents. Il en résulte une extension très importante de lareirulation en Ds. Celle-i atteint alors l'autre �té de l'obstale, venant s'interaler, dans ladiretion axiale, entre l'obstale et la reirulation issue de Gs. Ce phénomène n'est toutefois visibleque pour des rainures assez profondes, et dans la partie basse. La �gure (Fig. 3.55) montre le hampde vitesse en aval de l'obstale pour la on�guration [α=140�, h=3 mm, w=7.8 mm, L=9 mm,N=50℄.On voit sur la �gure qu'au niveau du oin Gs la reirulation venant de Ds impate diretementle jet sortant de la rainure. Cela se traduit notamment par une zone de vitesse transversale Vypositive prohe de l'obstale sur toute la largeur. Les deux vignettes inférieures montrent en grosplan l'éoulement au niveau du oin Gs. On peut y onstater que plus on desend vers le fondde la rainure, plus la reirulation venant de Ds est marquée. On observe en partiulier à 16% dehauteur un éoulement de retour dans la diretion axiale qui n'est pas visible à 50%. Cela s'expliquepar la struture du hamp en aval de l'obstale. A 16%, on voit sur la gauhe que le hamp estanimé d'un mouvement axial négatif assez important, dû en grande partie au ouplage ave lareirulation méridienne. A l'opposé, à 50% le hamp de vitesse est quasiment parallèle à l'obstale.Le mouvement axial est alors globalement nul et le sou�age lié au �uide sortant de la rainureinterdit le développement d'une grosse zone de vitesse axiale négative.Ce phénomène de hevauhement des reirulations aux grands angles n'est visible que pourdes rainures assez profondes. Pour les rainures peu profondes, le isaillement dans la diretiontransversale est tel que le mouvement selon −~y diminue assez onsidérablement. En onséquene,le déollement en Ds est plus petit. Pour h62 mm, le déollement en Ds reste de taille moyenne etn'atteint don pas l'autre �té.Cette on�guration partiulière des di�érents déollements horizontaux est très intéressante dupoint de vue des pertes de harge ar elle présente des zones de isaillement, et don de dissipation,très importantes. Cette dissipation est aussi intéressante pour la limitation de Vy.De manière plus générale, la onjugaison des méanismes préédants induit une variation assezforte de la taille du déollement selon la position vertiale. Ainsi, pour les as où α est inférieurà 140�, le déollement n'apparaît qu'en bas des rainures. La zone au sommet ne présente pas (ou
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Fig. 3.55 � Champ de vitesse en aval de l'obstale pour α =140�très peu) de vitesse transversale négative. Pour la on�guration de référene [3.6℄ de ette étudepar exemple, le déollement ne ommene qu'à 1 mm du sommet des rainures. Il grossit ensuitetransversalement et axialement au fur et à mesure que l'on se rapprohe du fond de la rainure.Comme on peut le pressentir, e tourbillon est sensible à quatre paramètres :
• On a déjà présenté en grande partie l'in�uene de l'angle de la rainure : plus elui-i est élevé,plus la déviation du �uide dans la diretion −~y sera importante et don plus le déollementen Ds sera gros. Pour les angles α=45�et 70�, le méanisme global de génération du déol-lement n'est pas assez puissant pour ontrer le mouvement transversal moyen. Il en résulteune reirulation de très faible taille (à peine 1 mm de largeur selon ~y pour α=70�) ne sedéveloppant que dans le fond de rainure, là où les e�ets visqueux réduisent su�samment lavitesse transversale de l'éoulement.
• De la même manière, la hauteur h de la rainure onditionne fortement la présene et l'évolutionde e déollement. Pour [α=115�, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄, une rainure de seulementh=1 mm de hauteur ne présentera auun déollement de e type. Cette reirulation n'apparaîtque pour h>2 mm, et elle devient de plus en plus visible ave l'augmentation de la hauteur.Ce phénomène est entièrement dû au problème du isaillement transversal et du mouvementglobal selon ~y, et il rejoint la remarque déjà faite sur l'absene de reirulation en sommetd'obstale.
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• La largeur w de la rainure joue aussi un r�le.

Fig. 3.56 � Evolution du hamp de vitesse Vy à mi-hauteur en aval de l'obstale en fontion duparamètre wOn onstate sur la �gure (Fig. 3.56) que la zone de vitesse Vy positive prohe de la paroi estmoins marquée pour le as w=10.8 mm. Les autres paramètres sont �xés à [α=115�, h=3mm, L=9 mm, N=50℄. Cei est dû au rétréissement de l'obstale (3.14) :1. la dépression assoiée à la reirulation méridienne étant plus faible, la déviation du �uideselon −~y est moindre2. l'obstale étant moins large, les interations entre les strutures pouvant se développerau niveau des oins Ds et Gs se renforent.Les e�ets de ouplage ave d'autres strutures peuvent aussi intervenir, mais ils sont proba-blement d'ordre inférieur. Pour le tourbillon de rainure, on a vu par exemple que le niveaude vitesse en fond de rainure restait à peu près stable. L'alimentation par e tourbillon dela reirulation au oin Ds ne devrait don pas être a�etée outre mesure, au moins pour lapartie basse.
• Le dernier paramètre ayant une in�uene signi�ative sur e déollement est le nombre derainures N. On a vu que la largeur de l'obstale était déterminée à la fois par w et N selonla formule (3.14). En onséquene, l'augmentation du nombre de rainures a le même e�et quela diminution de w : l'obstale étant moins large, la reirulation en Ds tend à s'atténuer.Toutefois, la diminution du nombre de rainures et don l'élargissement des obstales (à wonstant) génère un extremum pour la taille de e déollement. Entre N=50 et N=25, ledéollement diminue ; le point de réattahement se rapprohe du oin Ds de l'obstale. Il estdi�ile de dégager les auses exates de e phénomène mais on peut supposer que ela vientd'un ouplage un peu moins important ave le déollement du oin Gs. Les deux déollementssont de fato plus éloignés quand N diminue.



128 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterPour le déollement au oin Gs de l'obstale, les méanismes en jeu sont un peu plus simples.Ce tourbillon béné�ie à la fois de la remontée de �uide venant de la gauhe de l'obstale et dela déviation selon ~y (et plus généralement du mouvement dans ette diretion) du jet sortant dela rainure. Le ouplage de es deux �ux distints permet de générer de la vortiité, la "rotation"s'e�etuant par ailleurs dans le sens trigonométrique.Dans beauoup de on�gurations, ette reirulation grossit onsidérablement, jusqu'à ou-per toute la largeur de l'obstale. Cette roissane est justi�ée par le ouplage ave les deux �uxpréédemment ités, lesquels se développent sur des distanes prohes de la largeur.

Fig. 3.57 � Déformation de la reirulation arrière droite - plan à mi-hauteur de rainureDans es onditions, il est bien souvent di�ile de voir une struture tourbillonnaire marquée,ave, par exemple, des partiules qui suivent des trajetoires quasi-elliptiques. La �gure (Fig. 3.57)orrespondant à la géométrie de référene de ette étude [3.6℄, montre ette di�ulté de visuali-sation. On y retrouve bien la ourbure de l'éoulement ave une struture tournant dans le senstrigonométrique, soulignée par la �èhe bleue. Cette struture s'étend sur toute la largeur de l'obs-tale. En revanhe, elle n'est pas "fermée" du �té de Ds au sens où il n'existe pas de zone devitesse axiale négative. A la plae, on onstate la présene d'un �ux axial diret, souligné par la�èhe orange, provenant du jet en sortie de rainure. On notera que plus on se rapprohe du sommetde la rainure, plus e jet est énergétique, et don moins la reirulation est "fermée".Le omportement de la reirulation en Gs est lui aussi plus simple. Comme elle dépend trèsfortement du mouvement généré par la paroi mobile, on retrouve ette struture dans toutes lesgéométries de rainures testées. Elle ne semble dépendre que de l'angle α et de la hauteur h.
• Pour l'angle α, on retrouve les di�érents méanismes présentés auparavant. La variation du�ux selon −~y induite par α est importante. Dans le as où e �ux est faible (α<90�), le jetsortant de la rainure tourne très vite vers la gauhe. Le ÷ur de la reirulation reste alorsprohe de la paroi et du oin Gs. Dans le as ontraire, l'éoulement transversal prohe paroiatteint failement le oin Gs où il renontre le jet. Il provoque une légère sur-déviation de ejet vers la droite, puis l'ensemble des deux �ux oblique vers la gauhe. Dans es onditions, lareirulation est généralement de grande taille.



3.4. Modélisation du traitement de arter 129
• Pour la hauteur h, on retrouve une fois de plus l'in�uene du phénomène de isaillementtransversal. Plus la rainure sera profonde, plus e isaillement sera faible, autorisant le déve-loppement du déollement. On peut en avoir une idée en onsidérant l'évolution vertiale dudéollement. En sommet de rainure, il est inexistant ; seul le mouvement Vy>0 est présent.Lorsque l'on desend vers le fond de la rainure, la vitesse transversale diminue, autorisant lamise en plae de l'éoulement ave Vy<0. La reirulation ommene à se struturer. En fondde rainure, la zone de vitesse transversale négative est très importante (dans les as adaptés,i.e. pour un angle α supérieur à 90�) et la reirulation atteint son maximum de taille.A la di�érene de e qui a été observé pour la reirulation en Ds, ni la largeur w ni le nombrede rainures N ne semblent avoir d'autre e�et que de limiter la taille du sillage et don, in �ne,l'étendue de la reirulation en Gs.Couplage des strutures horizontales et méridiennes Au �nal, les strutures horizontales etméridiennes en aval de l'obstale se ouplent pour donner naissane à un éoulement relativementomplexe. Un e�et important de e ouplage est le mouvement vertial ommuniqué au �uideengagé dans les reirulations horizontales. On assiste par exemple à la remontée du �uide le longde l'obstale au niveau des reirulations issues des oins Ds et Gs. De la même manière, esreirulations viennent à leur tour a�eter la trajetoire des partiules engagées dans un mouvementglobalement méridien.Cependant, l'une des onséquenes les plus marquantes de e ouplage est peut-être obtenuepour la on�guration [α=140�, h= 1 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. Lorsqu'on trae les iso-surfaes de vitesse axiale nulle, on déouvre une zone de vitesse négative en fae de la rainure (Fig.3.58) dans le voisinage de la paroi arter.

Fig. 3.58 � Débordement des tourbillons arrièresOn onstate i-dessus que la pohe de vitesse axiale négative est une extension de la zone dereirulation arrière. On remarquera que ette zone, en plus de s'étendre transversalement, rentredans la rainure.Cette zone partiulière résulte de la onjontion de trois phénomènes :
• l'absene d'un jet réellement énergétique sortant de la rainure, le seul à même de sou�er ettezone de vitesse négative. En e�et, pour une rainure faiblement profonde, on a vu que les e�etsvisqueux (ouhe limite prinipalement) oupaient une partie non négligeable de la setiondu anal. Le débit passe alors majoritairement par la zone supérieure de la veine.
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• la présene d'un éoulement de retour fort lié à la reirulation méridienne. On rappelle quel'extension maximale la reirulation méridienne est obtenue pour α=140�.
• le mouvement du �uide lié à la reirulation venant de Gs. En raison de la faiblesse du jetsortant de la rainure, notamment en bas de la rainure (f. premier point), le déollementvenant de Gs n'est pas "sou�é" sur son �té gauhe (ontrairement à e qui est présenté enFig. 3.57), et il génère don un mouvement selon −~x.Cette zone de vitesse axiale négative est très intéressante ar elle génère un surroît de bloageaérodynamique en sortie de rainure. On peut ainsi améliorer un peu l'objetif de rédution du débit(ii l'augmentation du di�érentiel de pression statique entre amont et aval).3.4.6.4 E�ets tehnologiques sur la modélisation générale du jeuTous les résultats présentés jusque là ont été obtenus ave une modélisation générale du jeu visantà s'a�ranhir des e�ets tehnologiques pour étudier préisément le fontionnement du nouveautraitement de arter. La géométrie modélisée est don plane ave des angles vifs. On peut alorslégitimement se poser la question des e�ets tehnologiques sur le traitement de arter, et notammentdans le as du ventilateur automobile, 'est à dire un as ylindrique (R≈155 mm), présentant desongés au niveau de toutes les arêtes. C'est pourquoi on onsidère maintenant les deux géométriesprésentées en 3.4.2.Géométrie ylindrique Pour la première géométrie, à savoir la veine ylindrique, il n'y a auunedi�érene notable ave e qui vient d'être présenté. On retrouve toutes les strutures aérodyna-miques. Seules les aratéristiques de es dernières varient un peu.Sur la on�guration testée, qui orrespond à la on�guration de référene [3.6℄, on trouve unereirulation d'entrée légèrement plus ourte :Géométrie distane de reollement [mm℄plane 8.2ylindrique 7.2Tab. 3.15 � E�et de la géométrie ylindrique sur le déollement d'entréeLe tourbillon olinéaire à la rainure ne semble pas a�eté outre mesure par le passage en géo-métrie ylindrique. On ontinue d'assister à la migration du ÷ur tourbillonnaire, ave le mêmeouplage entre e tourbillon et le déollement d'entrée. Seul le niveau d'héliité varie. En sortie derainure, on a ainsi : Géométrie α Héliité [m.s−2℄plane -12836ylindrique -16100Tab. 3.16 � E�et de la géométrie ylindrique sur le tourbillon de rainureCette variation de l'héliité est due à un niveau de vortiité un peu plus élevé que dans le asplan. Cela se traduit plus onrètement par un niveau de vitesse azimutale négative beauoup plusfort en fond de rainure. Sur e point, le passage à une on�guration ylindrique s'avère béné�que.



3.4. Modélisation du traitement de arter 131Comme e tourbillon est plus intense, on peut imaginer qu'il tend à plaquer le �uide sur la paroidroite (De-Ds) de la rainure, e qui limite de fato l'extension de la reirulation d'entrée.Le dernier point remarquable dans ette on�guration est l'extension axiale de la reirulationméridienne.Géométrie α distane dr de reollement [mm℄ dr/h vitesse vertiale/radiale[m/s℄plane 6 2.0 0.24ylindrique 7 2.3 0.18Tab. 3.17 � E�et de la géométrie ylindrique sur le tourbillon méridienLa table [3.17℄ donne l'extension maximale de la reirulation ainsi que la vitesse radiale/vertialemoyenne mesurée sur un plan à 3 mm en aval de la rainure. Les vitesses sont données en valeurabsolue, mais toutes deux orrespondent à un éoulement plongeant vers le arter. Cette variationde vitesse est ohérente ave la roissane de la reirulation. Elle est un peu plus surprenante enregard des e�ets de entrifugation qui interviennent dans le as ylindrique. En toute logique, ese�ets devraient au ontraire renforer la vitesse vers le arter pour la géométrie ylindrique. Il n'ya pas de struture partiulière justi�ant e phénomène.Géométrie ave ongés La géométrie ave ongés étudiée ii est la on�guration la plus défavo-rable, puisque le rapport entre le rayon rc des ongés et la hauteur des rainures h est important. Ii,on a hoisi rc=0.3 mm et h=1 mm, e qui donne rc/h≈0.33. Pour la géométrie ave des ongés deraordement, la di�érene ave la modélisation générale est un peu plus marquée. Tout d'abord, ilonvient de souligner que l'on retrouve bien les strutures prinipales, qui sont pour la plupart desdéollements liés aux angles vifs :
• le déollement au oin d'entrée droit de la rainure
• le tourbillon de rainure
• le déollement aval dans le plan méridien
• les deux déollements aval dans le plan horizontalToutefois, es strutures sont assez fortement modi�ées, omme on pouvait s'y attendre, par laprésene de ongés au niveau des arêtes. Ainsi, le déollement en entrée de rainure rétréit fortement.Dans le as α=140�, il a quasiment disparu omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 3.59).Sur ette �gure, on a représenté les iso-surfaes de vitesse axiale nulle. Les di�érents as sontvus sur le �té, l'observateur étant sur le oté gauhe de la rainure. L'éoulement irule don dedroite à gauhe. Les �nes iso-surfaes au niveau de la paroi amont de l'obstale (sorte d'e�et moiré)relèvent d'un problème de représentation de la paroi solide.Pour le déollement en entrée, les distanes de reollement sont alors :angle α Congés - distane de reollement [mm℄ Sans ongés - distane de reollement [mm℄45� 1.9 670� 4.2 7.890� 6.5 8.1115� 1.6 8.2140� ≈ 0 7.1Tab. 3.18 � Evolution de la reirulation d'entrée - E�et des ongés
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Fig. 3.59 � Pohes de vitesse axiale négative. Comparaison des as ave et sans ongésOn notera sur la �gure (Fig. 3.59) que si le déollement en entrée a diminué, il est apparu enrevanhe une pohe de vitesse négative venant de l'aval de la rainure. Cette struture est lairementvisible pour α=115�. Cet éoulement de retour semble ausé par le bloage au niveau de la sortiede la rainure. Le gradient de pression axial est su�sant pour provoquer un éoulement de retourdans la ouhe limite sur l'obstale. Cette partiularité disparaît pour les angles inférieurs à 90�.Le tourbillon arrière est passablement modi�é. En premier lieu, l'extension de la zone de vitessenégative diminue et elle devient, de plus, assez insensible à l'angle α omme on peut le voir en(Fig. 3.59). Elle n'atteint ii qu'environ 2.5 mm, à omparer aux 3 mm observés dans un as plansimilaire.La deuxième modi�ation en arrière de l'obstale porte sur les déollements apparaissant dansle plan horizontal. En raison des ongés de raordement, es strutures sont beauoup plus petiteset peuvent être positionnées di�éremment. Par exemple, pour la reirulation au niveau du oin Dsde l'obstale, on observe une migration du tourbillon dans le as α=45�par rapport au as présentésur les �gures (Fig. 3.52 et 3.53)On voit sur le hamp de vitesse présenté en (Fig. 3.60) que le déollement se situe maintenantau niveau du ongé. Il n'est à peu près visible que pour ette on�guration ar on y dispose à lafois d'une vitesse forte dans le anal de rainure, et d'une déviation importante du �uide sortant du�té droit de la rainure.On remarque en outre, sur la droite de la �gure (Fig. 3.60), la présene d'un éoulement selon
−~y le long de la paroi de l'obstale. Comparativement au as sans ongé, et éoulement de retourest beauoup moins énergétique et étendu. Nous supposons que ette faiblesse est plus liée à lafaible hauteur de l'obstale qu'à la présene de ongés.On soulignera que toutes les géométries ave ongés testées ont été onstruites en prenant unehauteur h de 1 mm. Ce as est une on�guration extrême du point de vue de la présene des ongéspuisque le rapport entre rayon de ongé et hauteur des rainures est important (0.33). Il s'agit del'une des pires situations possibles, et on peut don s'attendre à avoir de très grands e�ets liés aux
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Fig. 3.60 � Déollement arrière en Ds ave et sans ongés - as α=45�ongés. On retiendra ii que la struture du hamp aérodynamique est qualitativement la même quedans la modélisation générale du traitement de arter, malgré l'in�uene importante des ongés.L'étude préédente, réalisée sur le modèle général des rainures, est don valide, et la présene desstrutures dérites ne dépend pas de l'utilisation des ongés.La présene des ongés a un e�et surprenant au sens où elle génère une nouvelle reirulation.Comme on peut l'aperevoir sur les �gures (Fig. 3.59) il existe des pohes de vitesse axiale négativeassez importantes en amont des obstales et des rainures. Un phénomène aussi important n'a jamaisété observé dans le as de la géométrie simpli�ée, ni même de la géométrie ylindrique.Ces éoulements de retours sont situés prinipalement au niveau du oin Ge. Si on trae le hampde vitesse dans une oupe axiale à e niveau, on voit alors apparaître une struture tourbillonnaireprohe de la paroi arter. La �gure (Fig. 3.61) montre des oupes selon le plan (~x,~z) au niveau duoin Ge pour les as ave et sans ongés, les géométries orrespondant aux paramètres [α=45�,h=1 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. On a représenté le hamp vetoriel de vitesse, superposéau hamp de pression statique dans e plan.

Fig. 3.61 � Reirulation amont - Cas ave ongés
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Fig. 3.62 � Eoulement amont - Cas sans ongéCette déviation du �uide vers le bas est due au point d'arrêt que onstitue la paroi vertiale.On peut alors légitimement se demander pour quelle raison ette reirulation apparaît uniquementdans un as ave ongés. Si le ongé en bas de l'obstale n'était pas présent, le �uide dévié vers lebas de la veine longerait la paroi à la vertiale et renontrerait la paroi arter horizontale, générantainsi un nouveau point d'arrêt et don une ontre-pression s'opposant à la desente. Dans le asave un ongé en bas, le �uide est dévié plus douement e qui permet de minimiser la surpressionet autorise don un éoulement vertial signi�atif.Il existe aussi de manière évidente un ouplage ave la déviation du �uide en entrée de rainurepuisque la reirulation apparaît d'abord à e niveau. Elle ne s'étend sur la largeur de l'obstaleque pour des angles α faibles.Considérons pour ela l'éoulement au niveau de l'arête Ge. L'obstale joue le r�le d'une surfaed'arrêt. Il en résulte que la majeure partie du �uide oblique alors vers la rainure, mais on observeaussi qu'une autre partie du �uide ontourne e "bord d'attaque" qu'est l'arête Ge, pour s'en allerdevant l'obstale. Ce méanisme est déjà présent dans le as de la géométrie simpli�ée, mais il restede faible amplitude. Dans les as ave ongés, le ontournement du "bord d'attaque" est failitépar la ourbure de la paroi qui limite les problèmes de déviation brusque. En revanhe, la ourbureentraîne l'apparition d'une vitesse axiale négative plus importante.

Fig. 3.63 � Eoulement amont - Champ de vitesse axiale à 40% de hauteur de rainure



3.4. Modélisation du traitement de arter 135Sur la �gure (Fig. 3.63), on onstate ainsi que, pour le as α=45�au niveau du ongé Ge,la vitesse axiale Ux fait un pi à environ -3 m/s, la vitesse axiale moyenne en amont étant de6 m/s. Pour un as sans ongé, Ux ne desend jamais en dessous -0.5 m/s au niveau de l'arête.Cette survitesse loale s'observe pour d'autres inlinaisons. Nous pensons que e petit pi de vitessenégative joue le r�le de délenheur dans la formation de la reirulation amont.3.4.6.5 Synthèse sur l'analyse des strutures tourbillonnairesOn a présenté dans ette partie plusieurs strutures tourbillonnaires présentes au niveau de larainure.
• La première d'entre elle est un déollement en entrée de la rainure. Ce déollement est ausépar la déviation importante du �uide entrant dans la rainure. Ce tourbillon est intéressantpour le traitement de arter ar il engendre une rédution de setion, limitant ainsi le débitdans la rainure. On peut en attendre un gain sur l'objetif de rédution du débit dans le jeu.
• La deuxième struture est un tourbillon olinéaire à la rainure. Ce tourbillon est engendrépar le mouvement transversal du �uide irulant au dessus des rainures, mouvement lui-mêmeentraîné par la paroi mobile. Par ertains aspets, e tourbillon évoque à la fois le tourbillon deralage et le tourbillon de passage onnus dans les turbines. L'intérêt prinipal de e tourbillonest qu'il peut générer une vitesse transversale négative s'opposant au mouvement transversalglobal du �uide. On peut limiter la giration du �uide en sortie de jeu.
• La troisième struture fait partie d'une maro-struture arrière. Il s'agit d'une reirulationméridienne apparaissant derrière les obstales séparant les rainures. Cette reirulation seforme de la même manière que la reirulation derrière une marhe desendante, bien qu'ellen'en partage pas les aratéristiques exates (elle est plus petite). Elle induit des pertes deharge qui peuvent être utiles dans l'objetif de rédution du débit. Dans ertaines onditions,ette struture peut s'étendre devant la rainure et limite le débit dans la rainure.
• La quatrième struture fait aussi partie de la maro-struture arrière. C'est un déollement surla gauhe de l'obstale, au oin avalDs. Ce déollement intervient au débouhé de l'éoulementdans la rainure. Cette struture est essentiellement utile pour les pertes qu'elle engendre.
• La inquième et dernière struture est un déollement à droite de l'obstale, au oin avalGs. Ilest lui aussi inlus dans la maro-struture arrière. Il s'agit là aussi d'une struture engendréepar l'éoulement sortant de la rainure. Cette struture, ouplée ave la préédente, permet deréer des pertes, ainsi qu'une pohe de vitesse transversale négative.Ces di�érentes strutures tourbillonnaires évoluent en fontion des paramètres géométriques α,h, w et N. On a représenté dans la table [3.19℄ l'in�uene de es paramètres sur haque struture. Un"+" symbolise une roissane du tourbillon quand le paramètre assoié augmente, un "-" traduisantune diminution du tourbillon. On notera par un 0 les as où le paramètre n'a pas d'in�uene. Commeon peut le voir, il n'existe pas de tendane simple puisque haque paramètre agit positivement surertaines strutures, et négativement sur d'autres. On note en outre trois maxima, l'un pour ledéollement d'entrée en fontion de l'angle, un autre pour le tourbillon de rainure en fontion de lahauteur, et le dernier pour le déollement de Ds en fontion de N.



136 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterStruture angle α hauteur h largeur w nombre NDéollement entrée max. vers 115� 0 + 0Tourbillon de rainure + max. vers 2.5 mm - 0Reirulation méridienne + + - -Déollement Ds + + - max. vers 50Déollement Gs + + 0 0Tab. 3.19 � In�uene des paramètres α, h, w et N sur les strutures tourbillonnaires3.4.7 Analyse quantitative de l'in�uene des paramètres sur les objetifsAprès l'analyse de la struture du hamp aérodynamique, l'étude du nouveau traitement dearter a été onsarée à la aratérisation de ette géométrie par rapport aux di�érents paramètresde dessin. Pour ette partie de l'étude, l'espae paramétrique a été parouru rapidement au moyende aluls RANS lassiques obtenus ave le ode Turb'Flow.Les variations du hamp aérodynamique, et notamment des strutures loales, ont été déritesdans les setions 3.4.5 et 3.4.6. Cette setion sera don plus spéi�quement dédiée à l'étude desgrandeurs qui aratérisent le traitement de arter (éart de pression statique, totale, de vitessetangentielle, ...).Nous allons maintenant détailler suessivement les e�ets de haun des inq paramètres :
• la longueur L de la rainure
• la largeur w de la rainure
• le nombre N de rainures
• l'angle α de la rainure
• la hauteur h de la rainurePour ela, on évaluera les variations des objetifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy par rapport à haque paramètre.Rappelons qu'ave e traitement de arter, nous herhons à minimiser le débit dans le jeu, e qui,ompte tenu des onditions de simulation à débit imposé, revient à maximaliser (en valeur absolue)le di�érentiel de pression statique ∆Ps. On herhe aussi à limiter la giration en sortie de jeu, e quise traduit ii par une diminution de l'éart de vitesse transversale ∆Vy. On utilise en�n le di�érentielde pression totale ∆Pt qui réalise un ompromis entre les ritères de pression statique et de vitessetransversale. On herhe don à minimiser l'éart de pression totale ∆Pt.3.4.7.1 Longueur de la rainure LDans la majeure partie du parours de l'espae des paramètres, nous avons gardé une lon-gueur L=9 mm. Toutefois, nous avons aussi testé quelques on�gurations ave le solveur lassiqueTurb'Flow en faisant varier L. Ces on�gurations ont été onstruites en utilisant les valeurs suivantesde paramètres : L 9, 12 mm

α 140�h 1 mmw 7.8 mmN 50



3.4. Modélisation du traitement de arter 137On rappelle que les rainures ne ommenent que 9 mm après le début de la zone adhérente. Cettevaleur étant onstante, de même que la longueur totale du anal adhérent (27 mm), l'augmentationde la distane L a pour e�et de diminuer l'espae entre la fae aval des rainures (et don desobstales) et la fae de sortie de la zone adhérente.Les variations des objetifs ∆Ps, ∆Pt, ∆Vy sont présentées dans la table [3.20℄.Rainurage ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄L=9 mm -32.3 35.7 4.15L=12 mm -35.6 32.2 4.20variation (12mm-9mm) -3.3 -3.5 +0.05Tab. 3.20 � E�ets de la longueur L sur les objetifs aérodynamiques pour le rainurageComme on peut le voir, la longueur n'a qu'un e�et marginal sur l'éart de vitesse tangentielle
∆Vy. Compte tenu des inertitudes numériques, et éart n'est pas signi�atif. On observe en re-vanhe des variations un peu plus fortes sur les objetifs de pression. Vis à vis de nos objetifs, ilsemblerait qu'une rainure longue soit à privilégier.Il est intéressant de omparer es variations à elles obtenues en hangeant la longueur L del'obstale ironférentiel [3.21℄.Obstale ironférentiel ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄L=9 mm -34.0 46.0 4.25L=12 mm -36.4 45.7 4.35variation (12mm-9mm) -2.4 -0.3 +0.1Tab. 3.21 � E�ets de la longueur L sur les objetifs aérodynamiques pour l'obstale ironférentielPour ette on�guration sans rainure, on remarque déjà que les pertes de harge sont un peuplus importantes qu'ave des rainures, e qui se traduit entre autre par un niveau de ∆Ps inférieur.La variation du ritère ∆Ps est, elle, omparable ave e qui est observé en présene de rainures(-2.4 Pa ontre -2.3 Pa). Cependant, on onstate que le niveau de pression totale stagne, e quiest justi�é par l'augmentation de la vitesse transversale. Cette dernière augmentation mérite d'êtrelari�ée.On a traé sur la �gure (3.64) les variations, pour deux longueurs de l'obstale ironférentiel,de la vitesse transversale moyenne en fontion de la position axiale dans le jeu. Les lignes vertialesnoires délimitent la longueur de l'obstale. Deux types de moyennes sont utilisés. Sur la ourbede gauhe, on utilise une moyenne surfaique ; elle n'est pas ohérente ave les résultats présentésjusqu'à présent (moyennes pondérées par le débit), mais elle met bien en relief ertains phénomènes.Les disontinuités au début et à la �n de l'obstale sont dues à la présene des ouhes limites surles parois vertiales : l'intégration dans es ouhes limites produit une vitesse moyenne forémentplus basse. Sur la ourbe de droite, on utilise une pondération par la vitesse débitante lors de lamoyenne.La vitesse transversale suit une tendane globalement roissante. Une fois de plus, ette aug-mentation est ausée par le mouvement de la paroi mobile. Au niveau de l'obstale, la pente estrigoureusement la même pour les deux as : le �uide passant entre l'obstale et la paroi mobile
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Fig. 3.64 � Evolution longitudinale de la moyenne de Vy pour l'obstale ironférentiel(hauteur de veine δ=2 mm) est soumis au même isaillement. En onséquene, plus l'obstale seralong, plus la vitesse tangentielle en aval de l'obstale sera élevée.On remarque sur les deux ourbes que l'aélération transversale en aval de l'obstale est plusforte pour L=12 mm. En onséquene, les niveaux de Vy en sortie se rejoignent. Cela montre quele isaillement est plus e�ae sur la zone aval pour des rainures longues, peut-être à ause de laplus grande quantité de mouvement selon ~y du jet sortant de la zone supérieure. En s'éartant del'obstale, et e�et semble toutefois s'atténuer : à la limite, on devrait avoir le même niveau desortie si le anal adhérent était in�niment long, niveau orrespondant à un éoulement de Couetteturbulent.On trae maintenant l'évolution de la vitesse transversale moyenne pour les rainures (Fig. 3.65).

Fig. 3.65 � Evolution longitudinale de la moyenne de Vy pour le rainurageOn retrouve les mêmes aratéristiques que préédemment, à savoir une très forte similitudejusqu'au niveau de la rainure et une variation n'intervenant qu'au travers d'une aélération trans-versale subie pendant plus longtemps pour L=12 mm.Toutefois, les niveaux en sortie ne se rejoignent pas ette fois. Il existe don un méanismepermettant de limiter plus e�aement l'augmentation de giration.
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Fig. 3.66 � Evolution longitudinale de la moyenne de Pt pour le rainuragePour la pression totale (Fig. 3.66), le omportement des rainures semble globalement le mêmejusqu'à la �n des rainures, même si on remarque une légère di�érene à l'entrée des rainures, le asL=12 étant légèrement plus dissipatif. En e sens, on peut on�rmer que le paramètre L n'a pas outrès peu d'e�et sur les di�érentes strutures tourbillonnaires de l'éoulement.En revanhe, on observe une di�érene nette en aval des rainures : il existe un hangement depente assez net, où la pression totale va soudain se mettre à augmenter plus vite. Ce point est situédans les deux as à environ 6 mm en aval de la rainure. Il semble être lié à la reirulation de sortie,bien qu'il ne orresponde ni au point de ré-attahement, ni au point de disparition de la vitessetransversale négative. Même si la di�érene est faible, la pente dans le as L=12 mm est légèrementplus forte, e qui est ohérent ave e qu'on a observé dans le as de l'obstale ironférentiel.Toutefois, ette variation intervient ette fois beauoup trop tard pour que les niveaux se rejoignentau niveau du plan de sortie (situé à x=27 mm).Synthèse sur la longueur L La longueur de la rainure n'a pas d'in�uene signi�ative surl'éart de vitesse transversale ∆Vy. En revanhe, l'augmentation de la longueur L permet d'améliorerlégèrement les éarts de pression ∆Ps et ∆Pt. Les e�ets de l'allongement ne sont visibles qu'en avaldes rainures.3.4.7.2 Largeur de la rainure wAprès la longueur de la rainure, le deuxième paramètre que nous allons étudier est la largeur wde la rainure. La largeur de la rainure a un e�et monotone sur tous les objetifs du problème. On areprésenté sur la �gure (Fig. 3.67) les variations de es ritères autour de la on�guration :
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α 115�h 3 mmN 50

Fig. 3.67 � E�ets du paramètre w sur les objetifsLa première remarque que l'on puisse faire est que le paramètre w a�ete signi�ativement tousles objetifs. Toutefois les variations s'opposent : une diminution de la pression totale ou de la vitessese traduira néessairement par une diminution en valeur absolue de l'éart de pression statique.L'amélioration de ∆Ps observée pour les faibles valeurs de w est logique : puisque les rainuresse referment, le traitement de arter se omporte de plus en plus omme un simple obstale ir-onférentiel. Pour e dernier, le ∆Ps, obtenu à géométrie équivalente, est de -54 Pa. L'aélérationde la desente pour les petits w est probablement liée aux e�ets visqueux qui deviennent, en partrelative, de plus en plus importants au sein de la rainure. A l'inverse, la faible amplitude de l'éartde pression statique pour les grandes largeurs traduit simplement la disparition progressive des obs-tales, responsables de la majeure partie du bloage. On se rapprohe alors du as du anal droit,lequel présente l'éart de pression statique minimum : -7.5 Pa.Pour les éarts de pression totale et de vitesse, la variation observée est aussi ohérente ave leomportement aux limites préédemment observé : pour des rainures larges, la surfae horizontaledes obstales est assez faible. La zone de isaillement entre les sommets des obstales et la paroimobile est don faible, limitant ainsi l'aélération en zone supérieure. D'autre part, on véri�e que



3.4. Modélisation du traitement de arter 141la répartition de débit évolue en faveur de la rainure. Pour une rainure de 13.8 mm de large, 40 %du débit passent par la rainure, ontre 30% pour w=7.8 mm. Cette variation est au prorata de lavariation de setion, e qui signi�e que les e�ets non-linéaires liés au bloage ne jouent quasimentpas. En onséquene, pour un angle α au-delà de 90�, la quantité de mouvement selon −~y en sortiede rainure est plus importante et elle permet une meilleure limitation de la giration globale.

Fig. 3.68 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps et Vy - paramètre wComme on peut le onstater sur la �gure (Fig. 3.68) présentant les évolutions longitudinales depression statique et de vitesse transversale moyenne, la modi�ation du paramètre w a essentielle-ment des e�ets au niveau de la rainure.Pour la pression statique, la hute observée en entrée de rainure (x=0.009m) est très fortementatténuée par une rainure plus large. C'est la onséquene de la rédution de la setion transversaledes obstales : la surfae d'arrêt est plus faible, e qui se traduit par une moyenne plus faible.D'autre part, on onstate que l'évolution de Ps est beauoup plus progressive pour w=13.8 mm,e qui signi�e que les gradients de pression axiaux sont mieux répartis à l'intérieur de la rainure.Lorsqu'on observe le hamp de vitesse, on se rend ompte que la déviation du �uide est beauoupplus progressive dans le as w=13.8 mm. Le �uide ne s'aligne pas immédiatement ave la rainure : leanal étant plus large, la déviation en entrée peut se faire plus douement que dans le as w=7.8 mm.De même, on repère une pression statique un peu plus forte juste en aval de la rainure, dans lazone 0.018<x<0.02. Ce petit hangement orrespond à la rédution de la reirulation arrière, liéeau rétréissement des obstales.Pour la vitesse transversale, l'e�et de la rainure ne devient pereptible qu'environ 3 mm aprèsl'entrée. Les ourbes orrespondant aux as w=7.8 mm et w=13.8 mm, jusqu'alors onfondues,se séparent, le as w=13.8 mm desendant beauoup plus fortement que le as w=7.8 mm. Cetteombinaison est due à la baisse du isaillement transversal ainsi qu'au maintien des aratéristiquesdu tourbillon olinéaire à la rainure.Synthèse sur la largeur w La largeur w de la rainure a un e�et monotone sur les trois objetifsde l'étude. L'élargissement des rainures permet de faire diminuer les objetifs ∆Vy et ∆Pt, audétriment du di�érentiel de pression statique ∆Ps. Des rainures larges permettent de guider unepart importante du �uide passant dans le jeu, limitant ainsi la giration. Cependant, la setiondébitante du jeu augmente dans un tel as et le �uide irule plus failement, réduisant le ∆Ps.
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Fig. 3.69 � Carte de pression statique et vitesse à mi-rainure - E�ets de la largeur3.4.7.3 Nombre de rainures NLe troisième paramètre à étudier est le nombre de rainures N. On présente sur la �gure (Fig.3.70) les variations des trois ritères aérodynamiques relativement à e paramètre.Les ourbes de la �gure (Fig. 3.70) ont été obtenues pour la on�guration suivante :
α 115�w 7.8 mmL 9 mmh 3 mmLes évolutions des di�érentes grandeurs sont monotones. Elles présentent de plus une ertainesimilitude ave les e�ets de la largeur w. Cei est parfaitement logique au regard de la paramétri-sation hoisie. En e�et, la largeur des obstales est déterminée à la fois par les paramètres w etN :

lobstacle =
2ΠR0N − wEn onséquene, on peut s'attendre à retrouver un ertain nombre des méanismes déjà observés.De manière évidente, la diminution du nombre de rainures va se traduire par une augmentationdes ritères de giration et de pression totale, ainsi que par un aroissement du di�érentiel depression statique. Comme la veine est alors barrée en grande partie par un obstale, le jeu réduitqui en résulte permet une forte aélération transversale et un bloage important de la veine. Onvoit lairement ii que l'on tend vers le as limite de l'obstale ironférentiel, orrespondant à N=0.A l'inverse, pour un grand N, la largeur des obstales diminue. On s'approhe don d'une on�-guration beauoup plus ouverte, responsable d'un faible di�érentiel de pression statique ∆Ps (àause, entre autre, de faible pertes de harge) mais aussi d'une "faible" augmentation de la girationet de la pression totale. On ne peut néanmoins pas omparer les on�gurations ave beauoup derainures au anal droit. En premier lieu, il existe une limite théorique au nombre de rainures, limitepour laquelle lobstacle = 0. Cette limite dépend bien sûr de la valeur de w. En abordant ette limite,les obstales deviennent in�niment �ns, mais ils restent toutefois présents. La rainure existe toujourset toutes les aratéristiques de déviation du �uide liées aux obstales demeurent. On peut ainsi
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Fig. 3.70 � E�ets du paramètre N sur les objetifsattendre des performanes supérieures, notamment pour ∆Vy, par rapport au anal plan. C'est bienle as ii : on�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Canal droit -7.45 60.9 5.25Rainures N=75 -26.1 -8.7 1.67Tab. 3.22 � Comparaison des objetifs entre le anal droit et le as rainuré - in�uene de NSi on trae maintenant les évolutions longitudinales des éarts de pression statique totale etde vitesse transversale (Fig. 3.71), on observe un ertain nombre de di�érenes par rapport auparamètre de largeur w.Tout d'abord, il n'y a plus d'étalement du gradient de pression statique le long de la rainure. Laplus grande partie du ∆Ps se rée au niveau de l'entrée des rainures. On remarque que l'amplitudedu saut de Ps en entrée varie assez fortement entre N=25 et N=50. C'est la onséquene de l'aug-mentation de la setion perpendiulaire à l'éoulement pour les obstales. La zone d'arrêt est alorsplus étendue, pour un niveau de pression à peu près équivalent. Il en résulte une valeur moyenneplus forte. On préisera que la setion transversale des obstales ne joue pas vraiment sur le niveaude pression observé au point d'arrêt. Cette pression dépend essentiellement de la vitesse, laquelleest onstante selon N.De même, on observe en sortie des rainures une pression statique inférieure. Elle déoule de laprésene d'une reirulation aval beauoup plus importante. On a vu préédemment que la dimi-nution du nombre de rainures permettait le développement de la reirulation aval, en favorisant



144 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter

Fig. 3.71 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre Nessentiellement la omposante méridienne. Comme e tourbillon est responsable d'une hute de lapression statique, plus il sera étendu spatialement (en azimut notamment), plus la valeur moyennede Ps en aval des rainures sera basse et plus la zone de dépression se prolongera axialement.Pour la vitesse transversale Vy, les variations observées déoulent de la répartition du débit entrela rainure et la zone supérieure. On peut véri�er que la diminution du nombre de rainures n'a�etepas signi�ativement le hamp de vitesse à l'intérieur de la rainure. En revanhe, le rapport desetion entre la surfae débitante de la rainure et elle de la zone supérieure évolue lairement enfaveur de ette dernière. La répartition de débit est don modi�ée : la fration de débit passantpar la zone supérieure augmente. En onséquene, une plus grande partie du �uide est soumis auisaillement transversal intense présent dans la zone supérieure et on obtient au �nal un niveau devitesse moyen plus élevé.L'in�uene de la rainure, bien visible pour N=50, est beauoup plus faible pour N=25. Onse rapprohe du as de l'obstale ironférentiel, qui présente une variation de Vy monotone etquasiment linéaire.Pour la pression totale Pt, on note une évolution très similaire pour N=25 et N=50. L'éartentre les ourbes est justi�é par la di�érene de Ps observée à l'amont du jeu. La seule di�érene deomportement remarquable se situe en aval de la rainure : la pression totale diminue pour N=25 etstagne pour N=50. Comme en parallèle Vy ne présente pas de di�érene, on peut lier e phénomène



3.4. Modélisation du traitement de arter 145à la dissipation induite par la reirulation arrière : pour N=25, le tourbillon arrière est plus groset don plus dissipatif en moyenne.Synthèse sur le nombre de rainures N Le paramètre nombre de rainures N a un e�et monotonesur les trois objetifs. L'augmentation de N permet d'améliorer le guidage du �uide et don lesobjetifs ∆Vy et ∆Pt. Comme pour la largeur des rainures, l'augmentation du nombre de rainuresinduit par ontre une dégradation de l'objetif de pression statique ∆Ps. En e�et, des rainuresnombreuses augmentent sensiblement la setion dans le jeu, et favorisent don les forts débits.3.4.7.4 Angle de la rainure αOn a étudié jusqu'à présent trois paramètres (L,w et N) qui présentaient des in�uenes mono-tones sur les objetifs. Le quatrième paramètre, l'angle de la rainure α, est un paramètre intéressantà plus d'un titre. On a déjà vu qu'il in�uençait la plupart des strutures de l'éoulement, mais ilest aussi responsable de variations assez partiulières des objetifs. Les ourbes traées sur la �gure(Fig. 3.72) ont été obtenues pour des on�gurations autour de :w 7.8 mmL 9 mmh 3 mmN 50

Fig. 3.72 � E�ets du paramètre α sur les objetifs



146 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterLe point le plus frappant est la présene d'un optimum pour la pression totale et la vitesse :et optimum est situé vers α=100�. A l'inverse, l'objetif de pression statique évolue de manièremonotone, même si on remarque une sorte de plateau pour α=45�. La variation de ∆Ps est ohérenteave e qui a été observé jusqu'à présent :
• la diminution du débit dans la rainure, ave le as de l'obstale ironférentiel obtenu en limite.
• l'augmentation des pertes à ause du renforement des strutures tourbillonnaires.La stagnation pour les α faibles est un peu plus surprenante. Mais si on suppose que le rainuragetend une fois de plus vers l'obstale ironférentiel pour α ≈0�, on doit alors retrouver des ∆Psimportants en diminuant enore plus α. On rappelle en e�et que, pour ette profondeur, l'éartde pression statique obtenu ave l'obstale ironférentiel est ∆P obs.

s =-54.9 Pa. La variation de etobjetif étant a priori ontinue, la tangente horizontale observée sur la ourbe est justi�ée.La présene de l'optimum pour la giration et la pression totale est à relier aux méanismesde limitation de la vitesse transversale par l'orientation de la rainure et de rédution du débitdans elle-i. On a vu sur les �gures (Fig. 3.34 à 3.36) que l'aroissement de l'angle se traduisaitonrètement par une diminution de la setion passante de la rainure et don au �nal du débit.A l'inverse, on a aussi vu que l'inlinaison de la rainure permettait de générer naturellement unezone de vitesse transversale négative selon la formule (3.13) :
V rainure

y = U rainure
x tan(90 − α) (3.15)Cette vitesse négative peut être enore ampli�ée dans la zone prohe arter par quelques struturesomme le tourbillon olinéaire à l'axe de la rainure.On se trouve don ii en fae d'un ompromis :

• Soit on va vers α ≫90�pour générer de la vitesse transversale très négative. On limite e-pendant le débit dans la rainure, e qui, ave la relation (3.13) limite de la même manière laontre-vitesse aessible.
• Soit on hoisit d'augmenter le débit dans la rainure, ave α ≪90�, mais on perd alors lapossibilité de générer une vitesse tangentielle négative.Au �nal, seules les on�gurations ave un angle α prohe de 90�permettent d'avoir à la foisun débit onséquent dans la rainure et une bonne génération de vitesse négative. Le déalage del'optimum vers les α>90�n'est que la onséquene de la formule préédente : en négligeant les diverstourbillons, la génération de vitesse tangentielle négative ne peut se faire que pour α>90�.On retrouve sur les évolutions axiales (Fig. 3.73) la plupart des aratéristiques observées poure paramètre. Ainsi, pour la pression statique, le saut le plus important est obtenu en entrée derainure pour α=140�. De même, on renontre les e�ets de l'angle sur la reirulation arrière.Les angles forts sont responsables d'une struture beauoup plus marquée et dissipative, e quise traduit en terme de pression statique par un niveau en aval de la rainure nettement plus baspour α=140�. On remarquera aussi sur la ourbe de pression totale que, pour α=70�, la pente enaval (0.018<x<0.022) de l'obstale est positive, ontrairement aux deux autres on�gurations pourlesquelles ette pente est nulle (α=115�) ou négative α=140�.Les variations de vitesse sont elles aussi assez remarquables. Les di�érenes apparaissent auniveau de la rainure. La ourbe α=70�se détahe lairement des deux autres. La diminution de Vyest faible dans e as, e qui est ohérent ave l'inlinaison de la rainure, et la moyenne se remet
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Fig. 3.73 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre αdon très vite à monter sous l'in�uene de l'entraînement de la paroi mobile. On rappelle que, dansle as α=70�, on observe enore une légère vitesse transversale négative en fond de rainure, vitessegénérée par le vortex olinéaire au anal.Pour le as α=140�, la vitesse transversale évolue de la même manière que pour α=115�dans lespremiers millimètres de la rainure. Toutefois la hute est moins importante et la moyenne remonteassez rapidement. On remarque en outre que pour et angle élevé, la remontée du niveau de vitessese fait selon une pente très prohe de elles en amont ou en aval de la rainure. Cela traduit bien quele prinipal méanisme en jeu ii est l'entraînement par la paroi mobile du �uide en zone supérieure.L'éoulement dans la rainure n'est pas su�sant pour induire une rédution vraiment notable.Curieusement les niveaux de pertes en entrée de rainure, aratérisés par la variation rapide de
Pt, sont assez similaires entre 140�et 115�. Pour es deux angles, les reirulations d'entrée sontnéanmoins nettement plus dissipatives que pour α=70�.Synthèse sur l'angle α L'angle de la rainure α est intéressant ar il induit un optimum pour leritère de giration ∆Vy et elui de pression totale ∆Pt. Cet optimum est loalisé vers α=100�poures deux ritères. Il s'explique par le ompromis fait entre d'une part un débit fort dans la rainure(as où α → 0�) et d'autre part une vitesse transversale négative forte (as où α → 180�). Enparallèle, l'angle α a une in�uene monotone sur ∆Ps. Pour et objetif, les meilleures on�gurations



148 Chapitre 3. Etude d'un traitement de artersont elles ave un angle fort (α→ 180�).3.4.7.5 Hauteur de la rainure hLe dernier paramètre à traiter est la hauteur de la rainure h. Les ourbes présentées en (Fig.3.74) orrespondent à des on�gurations du type :
α 115�w 7.8 mmL 9 mmN 50REMARQUE : en raison d'un problème de alul, les as présentés ii ont été obtenus enimposant une adhérene partielle sur la paroi supérieure du plénum avant. On a ainsi généré unerampe de vitesse transversale a�n de limiter les problèmes au niveau du raord entre le plénum et laparoi mobile. Cei a pour onséquene d'augmenter un peu le niveau de vitesse transversale (jusqu'à9% de variation) en entrée et don d'aroître l'angle d'inidene amont. Il aurait été intéressantde faire en parallèle une étude paramétrique physique portant par exemple sur l'angle d'inideneamont. Cei n'a malheureusement pas été possible dans le temps qui nous était imparti.

Fig. 3.74 � E�ets du paramètre h sur les objetifsLe paramètre h a un e�et monotone assez fort sur les éarts de pression totale ∆Pt et de vitessetransversale ∆Vy. Plus la rainure est profonde, plus l'augmentation de vitesse est faible. Ce point estohérent ave les méanismes d'alimentation de la rainure observés préédemment : plus la rainure



3.4. Modélisation du traitement de arter 149est profonde, plus une part importante du débit y passe. On génère ainsi pour α=115�un �uxde masse ave une omposante négative assez importante selon −~y, e qui permet par la suite deontrer plus e�aement le mouvement dû au rotor. La variation de Pt retransrit essentiellementle phénomène de limitation de Vy.La variation de ∆Ps est un peu plus inattendue : le niveau varie assez brutalement entre h=1 mmet h=2 mm, mais il est presque onstant entre h=2 mm et h=3 mm. Cei suggère la présene d'unoptimum loal, situé quelque part entre 2 et 3 mm. Jusqu'à présent, nous n'avons rien remarqué auniveau du hamp qui puisse présager d'un tel omportement.

Fig. 3.75 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - paramètre hLes évolutions des grandeurs aérodynamiques données en (Fig. 3.75) n'apportent pas d'indieprobant sur et extremum. Les évolutions de Ps au niveau de la rainure sont à peu près les mêmespour h=2 mm et h=3 mm. La seule di�érene sensible est l'amplitude du saut de pression en entréede la rainure, e saut diminue quand h augmente. Cependant, ette di�érene s'atténue sur la zoneamont et on retrouve à peu près la même pression au plan d'entrée du jeu.On voit sur l'évolution de Vy que la diminution au niveau de la rainure s'ampli�e pour les grandeshauteurs. On retrouve ii les e�ets de l'aroissement du débit irulant dans la rainure lorsque haugmente. On notera que les aélérations en amont et en aval des rainures sont similaires puisqueles ourbes suivent alors la même pente.Pour la pression totale, le seul point remarquable est le omportement en sortie. Pour les rainuresprofondes, on assiste à une baisse de Pt dans la zone 0.02<x<0.027 m. Cette diminution est d'autant



150 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arterplus forte que le paramètre h est grand. Bien qu'on ne puisse à l'heure atuelle ni le on�rmer, nil'in�rmer, on peut supposer que ette variation est en lien ave la reirulation arrière, légèrementplus importante dans le as h=3 mm.Synthèse sur la hauteur h La hauteur h a une in�uene monotone sur le ritère de giration
∆Vy et sur elui de pression totale ∆Pt. On améliore es deux ritères en augmentant la hauteurh. Cette amélioration est à relier à l'augmentation de la fration du débit de jeu passant dans larainure. Une part roissante du �uide est ainsi guidée. Pour le di�érentiel de pression statique ∆Ps,il semblerait qu'il y ait un optimum loalisé vers h=2.5 mm. Il n'y a pas d'expliation laire de ephénomène.3.4.7.6 E�ets du débitDans l'ensemble des as présentés jusqu'ii, le débit a toujours été gardé onstant, e qui setraduit notamment par une baisse de vitesse lors de l'augmentation de la hauteur h. Nous avonstoutefois essayé quelques on�gurations dans lesquelles la vitesse est restée onstante. Cela entraîneune augmentation du débit lors de l'augmentation de h. Les résultats suivants ont été obtenuspour la on�guration [α=115�, h=2 mm, w=7.8 mm, L=9 mm, N=50℄. Cette "paramétrisation"physique a été faite en ne hangeant ni l'angle d'inidene amont, ni la vitesse de la paroi mobile.Vitesse Amont ∥∥∥~V ∥∥∥ [m/s℄ ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄10.58 -33 10 2.9514.10 -46 -37.5 0.52Tab. 3.23 � E�ets du niveau de vitesse sur le fontionnement des rainuresOn peut onstater que les rainures sont nettement plus e�aes dans le as d'une vitesse forte.Le di�érentiel de pression statique est beauoup plus fort, de même que les pertes de harge (∆Ptest ii négatif), e qui est parfaitement normal ompte tenu de l'évolution de la vitesse. De même, lalimitation de la giration est très importante puisque le �uide n'aélère presque plus (en moyenne)selon la diretion transversale : l'éoulement de sortie de jeu a la même giration que l'éoulementde sortie.On peut voir sur les évolutions longitudinales (Fig. 3.76), que la majeure partie de la variationsur la pression se fait au niveau de l'entrée de la rainure. La vitesse étant plus forte, il est logiqueque les dépressions et surpressions au niveau de l'entrée de la rainure soient plus fortes. La pressionau niveau des points d'arrêt est elle aussi plus élevée. Les pertes de harge dans la rainure sont unpeu plus fortes à grande vitesse. L'augmentation de Pt dans la rainure est beauoup plus faible pourV=14.1 m/s que pour V=10.58 m/s. Le omportement en aval semble inhangé.Pour la vitesse transversale, on onstate que la seule di�érene majeure entre les deux ourbesse situe au niveau de la rainure. Pour une vitesse élevée, la rainure permet une rédution beauoupplus importante de la moyenne de Vy. Ce phénomène est logique en regard des problématiques derépartition de débit. On a vu (Fig. 3.34) que la répartition de débit entre la rainure et la zonesupérieure n'était quasiment pas a�etée par le niveau de vitesse amont. En onséquene, la vitesseaxiale U rainure

x dans la rainure augmente dans les mêmes proportions que la vitesse amont. Par lebiais de la relation (3.15), la vitesse Vy se déale enore plus vers les valeurs très négatives.
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Fig. 3.76 � Evolution longitudinale des moyennes de Ps, Pt et Vy - Vitesse amontPour le �uide dans la zone haute, l'aélération est un peu moins forte pour V=14.1 m/s : on peuten e�et remarquer que dans la partie de la ourbe Vy = f(x) en amont des rainures, essentiellementsoumise au phénomène de isaillement, la pente est moins forte pour le as V=14.1 mm. Ce résultatest ohérent ave le omportement limite de l'éoulement dans un anal isaillé in�niment long :le �uide va aélérer progressivement jusqu'à atteindre une valeur Vy moyenne d'équilibre. Cettevaleur maximale orrespond à l'éoulement de Couette turbulent établi. Dans notre as, omme leniveau de vitesse est plus élevé, l'éart ave la valeur d'équilibre est plus faible et on peut donattendre une aélération dVy

dx plus faible. En onséquene, pour V=14.1 m/s, l'augmentation devitesse dans la zone supérieure n'est plus su�sante pour ompenser la diminution de Vy dans larainure et on observe don une forte diminution du niveau moyen global.Sur l'évolution de Pt, on voit lairement que les strutures dans les rainures sont plus dissipativespour V=14.1 m/s, et notamment au niveau de l'entrée. On véri�e par exemple sur le hamp de vitesseque le déollement en entrée est un peu plus important pour les hautes vitesses. Les pertes en avalaugmentent ave V en raison du mélange assez "violent" entre le �uide de la zone supérieure etelui venant de la rainure.



152 Chapitre 3. Etude d'un traitement de arter3.4.7.7 Réapitulatif sur l'étude de l'in�uene de haque paramètreDans la setion 3.4.7, nous avons étudié quantitativement l'in�uene de haun des inq para-mètres géométriques (L, w, N, α et h) sur les objetifs de pression statique ∆Ps, de pression totale
∆Pt et de giration ∆Vy. On observe des omportements assez di�érents selon les paramètres, aveun antagonisme quasi systématique entre d'une part le ritère ∆Ps, et d'autre part les ritères ∆Ptet ∆Vy.Les in�uenes de haun des paramètres sur les objetifs sont résumées dans le tableau [3.24℄.Dans e tableau, un "+" traduit une amélioration de l'objetif quand le paramètre assoié augmente,Paramètre ∆Ps ∆Pt ∆Vylongueur L + (faible) + (faible) 0largeur w - + +nombre N - + +angle α + optimum α=100� optimum α=100�hauteur h optimum( ?) h=2.5 mm + +Tab. 3.24 � In�uenes des paramètres sur les objetifsun "-" signi�ant pour sa part une dégradation de l'objetif onsidéré.Nous avons aussi essayé de quanti�er les e�ets d'une augmentation du débit sur le fontionnementde la rainure. Il semblerait que les rainures soient nettement plus e�aes à haut débit : les troisobjetifs onsidérés sont alors améliorés. On observe en partiulier une nette augmentation despertes.Les résultats présentés dans la setion 3.4.7 sont des résultats mono-paramétriques. Nous n'avonspas onsidéré ii de ouplages entre les paramètres, e qui aurait demandé un grand nombre de simu-lations supplémentaires, et don un temps important. A�n d'optimiser le traitement de arter, esouplages devront être pris en ompte, e qui néessite d'utiliser une tehnique adaptée permettantde limiter le temps de alul.3.5 Synthèse sur l'étude détaillée du traitement de arter3.5.1 Validation et analyse du nouveau traitement de arterNous nous sommes attahés à dérire dans ette partie un nouveau traitement de arter onstituéd'un rainurage hélioïdal du arter et destiné en premier lieu aux ventilateurs de refroidissement au-tomobile. On a ainsi pu montrer que e traitement de arter était pertinent. Il permet en partiulierd'améliorer les aratéristiques de l'éoulement de jeu :

• Critère ∆Ps : on améliore e ritère par rapport au anal sans traitement de arter. Le rainu-rage est ependant légèrement moins e�ae qu'une simple obstale ironférentiel du pointde vue des pertes de harge.
• Critère ∆Vy : le rainurage permet une rédution signi�ative de la giration en sortie de jeu,en grande partie grâe à l'éoulement dans les rainures. Il surlasse aussi bien le anal sanstraitement de arter que l'obstale ironférentiel.
• Critère ∆Pt : le rainurage améliore nettement et objetif par rapport aux deux autres on�gu-rations. ∆Pt traduisant les éhanges énergétiques dans le jeu, on retrouve bien les améliorations



3.5. Synthèse sur l'étude détaillée du traitement de arter 153sur les deux autres objetifs : une augmentation des pertes de harge, ouplée à une limitationde l'entraînement par la paroi mobile.L'analyse du hamp aérodynamique donne des réponses sur le fontionnement du rainurage. Lalimitation de la giration en sortie est ainsi due à la déviation du �uide par les rainures, déviation quipeut être ampli�ée par une série de strutures tourbillonnaires. Ces tourbillons sont assez fortementouplés en raison de l'exiguïté de la géométrie.L'analyse paramétrique de la géométrie a montré la sensibilité du hamp aérodynamique auxdi�érents paramètres. Il s'avère que plusieurs tourbillons présents au niveau des rainures sont assezsensibles aux mêmes paramètres, tel que l'angle de rainure α ou la largeur w. L'étude de l'in�uenedes paramètres géométriques sur les trois ritères montre quelques spéi�ités omme un optimumde ∆Pt et ∆Vy en fontion de l'angle α. Compte tenu des ouplages entre les tourbillons, il estassez assez di�ile de prévoir le omportement de es strutures, et in �ne des ritères, en as devariation simultanée de plusieurs paramètres.3.5.2 Suite de l'étudePour la suite de l'étude, 'est à dire l'optimisation du traitement de arter en vue de l'utiliser surle ventilateur de référene Valéo, il est néessaire de disposer de tehniques autorisant une évaluationrapide des géométries, ainsi que d'une méthode d'optimisation adéquate.En e�et, pour l'instant, tous les résultats présentés ont été obtenus sur la base de simulations"lassiques" de l'éoulement utilisant le solveur Turb'Flow présenté partiellement au hapitre 2.Cette approhe est générale et néessaire a�n de aratériser globalement les performanes dutraitement de arter sur l'espae paramétrique. Toutefois, en raison de la préision requise pour ledépouillement, la onvergene de haque simulation est assez longue, atteignant souvent une dizainede jours. Dans es onditions, il n'est pas possible de parourir �nement l'espae des paramètresa�n de dégager une solution optimale.Pour ette raison, on présentera dans le hapitre 4 les di�érentes tehniques d'optimisationexistant aujourd'hui, a�n de montrer les avantages et défauts de haune relativement au as traitéii. On rappelle que le traitement de arter est ii aratérisé par trois objetifs, et inq paramètres.Il nous faut don hoisir une tehnique qui soit adaptée à e as. On détaillera don dans ehapitre la méthode de paramétrisation adoptée pour pouvoir, à partir d'une géométrie de référene,reonstruire rapidement le hamp aérodynamique pour d'autres géométries. Cette tehnique dereonstrution, qui repose sur le alul des dérivées du hamp aérodynamique de référene parrapport aux paramètres, fait en outre l'objet de quelques développements destinés à améliorer lapréision de la reonstrution. On présentera en�n dans e hapitre une tehnique de visualisationinnovante adaptée à e genre d'optimisation multi-paramétriques et multi-objetifs.
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Chapitre 4Méthodes pour l'optimisation et laparamétrisation4.1 IntrodutionDans e hapitre, nous étudierons les tehniques d'optimisation a�n de hoisir la méthode lamieux adaptée à l'optimisation du traitement de arter. On ommenera par dé�nir en 4.2 le adremathématique des tehniques d'optimisation, en se onentrant plus partiulièrement sur les pro-blèmes multi-paramétriques et multi-objetifs.Dans les setions 4.3 à 4.6, nous dresserons un panorama des di�érentes tehniques d'optimisa-tion possibles, en essayant de montrer les avantages et les inonvénients de haune relativement auas de l'optimisation du traitement de arter. On analysera un peu plus en détail les algorithmesgénétiques (4.6), ar il s'agit de la méthode la mieux adaptée à notre as, et don elle que nousavons retenue pour l'optimisation.Dans la setion 4.7, on s'intéressera à une tehnique de paramétrisation. Cette tehnique estimplémentée dans le ode paramétrique Turb'Opty. L'approhe paramétrique autorise une préditionrapide de l'éoulement pour n'importe quel jeu de paramètres donné. Cette tehnique est dériteii ar elle permet de ontourner un des défauts majeurs assoié aux algorithmes génétiques. Cesderniers demandent d'évaluer un très grand nombre de on�gurations, e qui est souvent di�ileave une approhe RANS lassique en raison du temps de alul requis.Nous présenterons rapidement en 4.8 l'algorithme génétique retenu pour optimiser le traitementde arter. Il s'agit de l'algorithme baptisé NSGA-II.En�n, nous présenterons des tehniques de post-traitement adaptées à des grandes populationsd'éhantillons. Une des aratéristiques des algorithmes génétiques est en e�et de fournir une popula-tion optimale, parfois omposée de plusieurs entaines d'individus. L'analyse d'une telle populationne peut se faire failement qu'en adoptant des tehniques adaptées.4.2 Cadre général des méthodes d'optimisationCette setion est onsarée à la dé�nition du adre des tehniques d'optimisation. On dé�niradon proprement les problèmes d'optimisation, ainsi que les notions de dominane qui sont fonda-mentales pour les problèmes d'optimisation multi-objetifs.155



156 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationLa notion même d'optimisation peut paraître de prime abord assez triviale ar il s'agit d'unedémarhe ourante, que haun est amené à e�etuer sur un grand nombre de problèmes. Elle estintimement liée au hoix, puisque e dernier se fait en se basant sur la meilleure satisfation possiblede ritères établis par l'ateur, à savoir une optimisation de la solution hoisie vis à vis de es ritères.Néanmoins, de manière plus ou moins inonsiente, nous e�etuons es optimisations en suivantun ertain nombre de règles et en appliquant naturellement des proédures bien préises et dé�nies,selon la omplexité du problème envisagé.Dans le as le plus général possible, une optimisation vise à répondre à plusieurs ritères distints,souvent ontraditoires, en s'appuyant sur plusieurs paramètres déouplés entre eux. On entendpar paramètres déouplés des paramètres qui ne modi�ent pas de la même manière la situationà optimiser ; on évitera ainsi de prendre simultanément un paramètre et son opposé. Dans esonditions, il existe souvent non pas un optimum, mais plut�t un ensemble de solutions optimales,e as de �gure étant dérit plus préisément dans la suite. D'un point de vue stritement pratique,on ne peut utiliser souvent qu'une seule solution, e qui implique alors de faire un nouveau hoixparmi es optima. Cette phase est laissée à l'utilisateur qui prendra en ompte des informations deniveau supérieur, non diretement impliquées dans l'optimisation, a�n de déterminer le dessin leplus pertinent parmi les optima.A titre d'exemple, on donnera le as d'un bureau d'étude dessinant un ventilateur en onsidérantsimultanément le taux de pression et le débit au travers de la roue. Si on suppose que le tauxde pression n'augmente que lorsque le débit diminue, on voit don qu'il existe un ensemble deon�gurations réalisant un ompromis entre la ompression et le débit. Pour faire son hoix, leonepteur devra prendre en ompte des ritères supplémentaires omme l'importane de la plagede fontionnement du système, la robustesse de la on�guration, le prix de onstrution, et... Cesinformations n'entrent pas diretement en ompte dans la détermination du ventilateur et sontpropres à "la sensibilité" du onepteur, ou plut�t au ontexte général de la oneption.Nous allons présenter les di�érentes approhes qui prévalent dans les problèmes d'optimisation,ainsi que les prinipales dé�nitions mathématiques sur lesquelles reposent toutes les tehniques.4.2.1 Notion d'optimisationOn dé�nit dans un premier temps les termes qui seront utilisés par la suite. On quali�era deparamètre ou variable de dessin, variable de déision, variable de oneption les données (salaire ouvetorielle) x modi�ées par le proessus d'optimisation pour aboutir à une ou plusieurs solutions op-timales. On appelle ritère, fontion objetif, fontion oût ou fontion d'adéquation les fontions quisont minimisées par l'optimisation. En�n, on désigne par ontraintes les relations supplémentairesque doivent véri�er les paramètres tout au long du proessus d'optimisation.Dans e qui suit, on onsidérera omme problème d'optimisation le as général suivant :
(Pgénéral) ∣∣∣∣∣∣∣∣ minimiser fi(x), i = 1, ..., Itel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J

hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave xL
p < xp < xR

p p = 1, ..., P

(4.1)Les problèmes d'optimisation sont don réduits à la minimisation de fontions ritères dé�-nies dans des espaes munis de relations d'ordre, les paramètres étant soumis à un ensemble deontraintes dont la forme générale peut être exprimée omme une relation de supériorité et/oud'égalité. Les di�érentes tehniques utilisables pour tenir ompte de tous les aspets du problème



4.2. Cadre général des méthodes d'optimisation 157seront présentées plus loin. On appellera espae paramétrique l'espae auquel appartient le veteurparamètre x et espae objetif l'espae de dé�nition des ritères à minimiser. Ensuite, a�n de dispo-ser d'une approhe uni�ée, on supposera, sans perte de généralité, que la ou les fontions objetifsonsidérées doivent toujours être minimisées. Le as d'un ritère maximisable se traite de manièretriviale en multipliant la fontion assoiée par -1.Dans le as où les fi, gj et hk seraient linéaires, le problème Pgénéral est dit multi-objetifs linéaire.Selon Deb [28℄, il existe dans e as un ertain nombre de propriétés mathématiques assurant laonvergene des méthodes d'optimisation. En revanhe, dans les as non linéaires, la onvergenedes méthodes ne peut être prouvée.

Fig. 4.1 � Espae paramétrique et espae objetifLa �gure (Fig. 4.1) illustre les di�érents espaes sur lesquels on travaille, dans le as d'uneoptimisation bi-paramétrique bi-objetifs (I=P=2). En fontion des di�érents ritères et ontraintesimposées, soit diretement sur x, soit indiretement via les gj et hk, les ensembles Epar et Eobj nesont pas forément fermés, ni même ontinus. Par abus de langage, on assimilera par la suite lesespaes objetifs et paramétriques aux ensembles Epar et Eobj qui dé�nissent la zone "faisable" dees espaes, la seule zone intéressante en pratique pour l'utilisateur.4.2.2 Optimisation Multi-objetifs - Optimalité de ParetoIl s'agit du as envisagé dans notre étude, puisque l'optimisation du traitement de arter om-porte, rappelons-le, trois objetifs distints. Pour les tehniques spéi�ques à l'optimisation mono-objetif, le leteur se reportera à l'annexe C. Dans le ontexte de l'optimisation multi-objetifs, leproblème Pgénéral revient à minimiser simultanément plusieurs objetifs en tenant ompte de er-taines ontraintes. Sauf as partiuliers, qui seront détaillés plus loin, il n'existe pas de solutionunique à e problème. Pour illustrer e propos, onsidérons l'exemple suivant :
∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f1(x) = 1/xet
f2(x) = xsoumis à x > 0.1On voit lairement que la minimisation de f1 néessite la plus grande valeur possible de x, auontraire de l'amélioration de f2. Selon ses besoins, on pourra soit privilégier une solution minimisant



158 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation
f2, soit une autre minimisant f1. Du strit point de vue du proessus d'optimisation, il n'est donpas possible de départager es di�érentes solutions. On perçoit ainsi au travers de et exemple trèssimple la prinipale di�ulté émergeant des optimisations multi-objetifs, à savoir la multipliitédes solutions optimales pour un problème donné. Cette limite provient du aratère ontraditoiredes ritères. La notion de solution exate est remplaée par elle de ompromis entre les di�érentsritères.Dans le as où les fontions objetifs ne sont pas ontraditoires, la ardinalité de l'espae desobjetifs hute à 1 et il redevient possible de trouver une solution unique au problème. Dans l'exemplepréédent, en remplaçant f1 par f1(x) = x2, la solution optimale est déterminée de manière triviale :il s'agit de x=0.1.En onsidérant le as le plus général possible, on introduit maintenant la notion de dominanede Pareto pour dérire les problèmes multi-objetifs. On dé�nit ainsi :Dé�nition 4.1 : [Dominane de Pareto℄Soient deux individus xa et xb de l'espae paramétrique. xa domine xb (xa � xb) au sens dePareto si et seulement si :

∀i ∈ [1, I] fi(xa) 6 fi(xb)
∃j ∈ [1, I] tel que fj(xa) < fj(xb)La notion de dominane de Pareto introduit la omparaison de deux individus sur tous leursritères. Elle établit ainsi une relation d'ordre dans l'espae paramétrique au moyen de relationsexprimées dans l'espae objetif, le seul muni de relations d'ordre lassiques (une par dimension dee dernier espae). Par la suite, a�n de onsidérer les relations de dominane entre les individus,notamment du point de vue graphique, on se réfèrera en priorité à l'espae des objetifs, elui-iservant de base à l'établissement de la dominane, mais on gardera à l'esprit que es relations sontdé�nies entre individus de l'espae paramétrique. La dé�nition préédente est souvent quali�ée defaible dans la mesure où des individus peuvent donner quelques ritères égaux tout en étant dominés.On dé�nit don une relation de dominane forte.Dé�nition 4.2 : [Dominane forte de Pareto℄Soit deux individus xa et xb de l'espae paramétrique. xa domine stritement xb (xa ≺ xb) ausens de Pareto si et seulement si :

∀i ∈ [1, I]fi(xa) < fi(xb)En pratique, la dé�nition la plus utilisée est la première, ar il s'agit aussi de la plus générale.Ces deux relations sont par nature asymétriques (a � b 6⇔ b � a) et transitives (si a � b, b � c,alors a � c). Si auune de es deux dé�nitions n'est satisfaite par deux individus, e qui orrespondaux as suivants :
• Selon les onventions de la dé�nition de dominane, il existe au moins un objetif k pourlequel fk(xa) > fk(xb)

• Tous les ritères ont la même valeur pour xa et xbles individus ne se dominent pas et peuvent en onséquene être onsidérés omme équivalents ausens de Pareto.Sur la �gure (Fig. 4.2) on illustre de manière graphique la notion de dominane appliquée aveun espae objetif à deux dimensions. Dans et espae, l'individu de référene est représenté parle point noir à l'intersetion des quatre adrans. Il domine stritement les individus du adran en
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Fig. 4.2 � Illustration 2D de la notion de dominanehaut à droite, représentés par des retangles. Il est aussi stritement dominé par eux du adran enbas à gauhe, représentés par des triangles. En�n, il n'existe pas de relation de dominane ave lesindividus des deux adrans restants. Lorsqu'elle existe, la dominane de a sur b est faible ou strite,selon que b se situe ou non sur une frontière inter adran issue de a.A e niveau on voit apparaître la possibilité d'ordonner les individus, e qui introduit naturelle-ment la déomposition d'une population E en un ensemble de groupes, appelés aussi fronts, lasséspar ordre de dominane.Dé�nition 4.3 : [Front au sens de Pareto℄Soit un espae Epar muni d'une relation de dominane au sens de Pareto. On dé�nit un frontomme l'ensemble des individus x ∈ Epar tels qu'il n'existe pas de relation de dominane entreeux.On introduit ensuite la notion de rang entre les di�érents fronts onstituant la population.Dé�nition 4.4 : [Rang des fronts au sens de Pareto℄Soit un espae Epar muni d'une relation de dominane au sens de Pareto. Soit deux sous-ensembles disjoints A et B d'éléments de Epar tels que A et B onstituent des fronts au sensde Pareto. A est de plus haut rang que B si et seulement si
∀x ∈ A, ∀y ∈ B, x � yDe ette manière, on peut introduire la notion la plus importante relativement au problèmed'optimisation. On dé�nit ainsi le front de Pareto, ou front Pareto-optimal omme étant le front deplus haut niveau au sein de la population.Dé�nition 4.5 : [Front Pareto-optimal℄Soit un espae Epar muni d'une relation de dominane au sens de Pareto. Le front de Pareto Pest dé�ni par :

Π = {x ∈ Epar| 6 ∃x′ ∈ Epar| x′ � x}Ce front a la partiularité de ne posséder que des individus non dominés et dominant le restede la population. Il s'agit des optima de Pareto, ou bien enore des solutions Pareto-optimales.C'est bien évidemment e front qu'on herhe à atteindre lors d'une optimisation, puisqu'il s'agitde l'ensemble des individus réalisant les meilleurs ompromis possibles entre les di�érents ritères.
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Fig. 4.3 � Loalisation des fronts Pareto-optimaux dans di�érentes on�gurationsA titre d'exemple, la �gure suivante (Fig. 4.3) donne la forme et la position du front de Paretopour une optimisation bi-objetifs (I=2) dans plusieurs as, selon que l'on minimise ou maximaliseles ritères.On voit ainsi aisément que le front de Pareto est limité par un ensemble de solutions pourlesquelles la tangente à la frontière de Eobj est parallèle à l'une ou l'autre des diretions mono-objetif. En e sens, la ourbure de ette frontière joue un r�le très important dans la dé�nition dufront. On peut notamment obtenir des fronts de Pareto disontinus omme illustré par le as où f1et f2 sont minimisées. Il n'existe ependant pas de règle générale basée sur la onvexité/onavitédes ensembles permettant de prédire la ontinuité du front de Pareto.On notera ii que le front de Pareto peut aussi être disontinu dans l'espae des objetifs sil'ensemble des solutions faisables y est représenté omme la réunion de plusieurs sous-ensemblesdisjoints. Il s'agit d'un as de �gure assez peu fréquent, généré notamment par des fontions objetifsdisontinues.De la même façon que le as lassique où I = 1, il est possible de dé�nir des fronts Pareto-optimaux loaux.Dé�nition 4.6 : [Front Pareto-optimal loal℄Soit un espae Epar muni d'une relation de dominane au sens de Pareto. Le front Pl est un frontde Pareto loal si et seulement s'il existe une valeur ǫ telle que :
Πl = {x ∈ Epar| 6 ∃ x′ ∈ Epar| ‖x′ − x‖ 6 ǫ et x′ � x}Graphiquement, es fronts se traduisent notamment par des replis de la frontière de Eobj en



4.3. Méthodes Inverses 161arrière du front Pareto-optimal global.Il est possible de généraliser la notion de dominane en s'a�ranhissant du onept de Pareto.Cela passe par une redé�nition de la relation de dominane d'un point de vue géométrique (domi-nane de �ne), ou par l'utilisation d'équilibres issus de la théorie des jeux. Quelques unes de esdé�nitions sont présentées en annexe C. Elles ne seront pourtant pas retenues ar elles présententl'inonvénient d'être assez omplexes à mettre en ÷uvre.Nous allons maintenant e�etuer un panorama des di�érentes tehniques générales d'optimisa-tion qui peuvent être envisagées pour notre étude. On herhera la tehnique la mieux adaptée ànotre as.4.3 Méthodes InversesOn ommenera e panorama des di�érentes tehniques d'optimisation en se foalisant sur lesméthodes inverses. Dans la pratique industrielle, il est extrêmement ourant de devoir répondre àun problème dé�ni par un ahier des harges préis. Pour le dessin d'une turbomahine par exemple,on peut souhaiter obtenir une distribution partiulière de pression sur l'aube ou un pro�l de vitessepréis, voire une géométrie "moyenne", es objetifs ayant été déterminés en amont en se basantsur des méthodes analytiques de dessin et/ou l'expériene de onepteurs.Une fois e problème posé, il reste à dé�nir la forme ou les onditions de fontionnement quivont e�etivement amener à l'objetif. C'est le ÷ur même des méthodes d'optimisation inverses,ainsi quali�ées ar partant d'une spéi�ation imposée par l'utilisateur pour aboutir à la dé�nitionde la géométrie et des onditions, à l'inverse de la démarhe lassique qui onsiste à initialiser unegéométrie puis à la modi�er pour aboutir à la solution optimale.Bien évidemment, es méthodes inverses ne onduisent pas forément à une solution Pareto-optimale du point de vue de la physique globale, mais plut�t vers une solution qui sera optimale dupoint de vue des préférenes de l'utilisateur, e qui peut don être onsidéré omme un biais dansla reherhe.Il existe dans la littérature un grand nombre de méthodes dites inverses, ertaines présentantnéanmoins de fortes similitudes ave les méthodes d'optimisation préitées. On distinguera dans lasuite les méthodes réellement inverses des approhes de type inverse, les premières faisant intervenirun traitement mathématique spéi�que du problème, les seondes n'étant qu'une reformulation d'unproblème traité par une méthode direte ou métaheuristique.4.3.1 Méthode inverseDans une approhe véritablement inverse, le hamp aérodynamique est alulé en respetant lesontraintes imposées par le ahier des harges, et on n'en déduit qu'ultérieurement la forme de lagéométrie ou les onditions de fontionnement. Dans le adre d'une oneption géométrique, e quiest le as de la très grande majorité des problèmes traités, ette approhe est fondamentalementrestreinte à une approhe de type Eulérienne.De manière anonique, un problème inverse géométrique se pose omme suit :1. On dé�nit un éoulement "moyen" grâe à une ligne de ourant moyenne par exemple.2. On dé�nit une ou plusieurs setions géométriques de référene délimitant l'éoulement surertaines zones de l'espae. Classiquement, on spéi�e des setions amont et aval d'où part



162 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation(ou arrive) la ligne de ourant moyenne. Le nombre et la position de es setions doivent êtreompatibles ave la physique de l'éoulement envisagée.3. On dé�nit des onditions aérodynamiques en nombre su�sant pour pouvoir fermer mathéma-tiquement le problème.Supposons que l'on ait réussi à déterminer un hamp aérodynamique répondant aux données duproblème. On herhe alors la position des parois solides qui soient ompatibles ave et éoulement.Pour une approhe Eulérienne, on sait que le hamp de vitesse est tangent à une paroi solide.En onséquene, en traçant les lignes de ourant issues du ontour de la setion de référene,on détermine la paroi ompatible ave l'éoulement (Fig. 4.4). En revanhe, pour une approhevisqueuse la vitesse est nulle à la paroi : il n'existe don pas de ligne de ourant assoiée ; ladétermination de la paroi est alors impossible.
Fig. 4.4 � Fontionnement oneptuel des méthodes inversesOn remarquera que l'expliation qui vient d'être donnée onvient à un grand nombre de pro-blèmes. Dans le adre des �uides parfaits, il est possible de faire une orrespondane simple entreles di�érentes grandeurs aérodynamiques. Pour une turbomahine, on peut par exemple relier di-retement la distribution méridienne de pression au hamp de vitesse.Le point ritique de es méthodes inverses est don de déterminer l'éoulement en fontion desdonnées initiales. De nombreuses formulations ont été proposées. On retiendra elle de Matjinouhe[127℄ onstruite sur une extrapolation du hamp en série de Taylor, et Keller [100℄.On remarquera que es méthodes sont spéialement bien adaptées aux éoulements superso-niques. En e�et, moyennant la donnée de la forme d'une onde de ho et des onditions amont, onpeut failement déterminer l'éoulement en aval de e ho. Cette tehnique est utilisée par Jones[95, 94℄ pour déterminer la forme d'un orps supersonique en "déoupant la paroi" dans les lignesde ourant, en aval d'un ho oblique et issues du bord d'attaque.La prinipale limite d'utilisation des méthodes inverses est l'hypothèse d'un éoulement nonvisqueux. Elles ne sont don pas bien adaptées aux éoulements réels à basse vitesse. Tiow et al.[178℄ proposent une solution (partielle) à e problème en introduisant un modèle de ontraintevisqueux au sein du modèle Euler, mais ils introduisent aussi un proessus itératif de déterminationde la forme. Ce proessus allonge notablement le temps de onvergene, et il est assez di�ile àrégler.4.3.2 Approhe inverseParallèlement aux méthodes inverses, on trouve aussi des approhes que nous quali�erons d'in-verses puisqu'elles introduisent un traitement inverse du problème d'optimisation au sens où l'on



4.4. Méthodes d'optimisation diretes 163herhe seulement à minimiser l'éart entre la distribution d'une variable X et une distributionsouhaitée X̄.Dans e as de �gure, la fontion objetif peut être génériquement dé�nie omme :
finv =

∫
(X − X̄)dvDe ette manière, l'approhe inverse n'est ni plus ni moins qu'un problème d'optimisation trai-table par une méthode direte ou métaheuristique. Jameson et al. [85, 89, 185℄ ont fait le hoixd'une résolution direte ave un alul du gradient par état adjoint, mais il existe d'autres exemplespour lesquels on emploie un algorithme génétique [165℄.Synthèse sur les méthodes inverses Une méthode réellement inverse n'est pas utilisable pourl'optimisation du traitement de arter ar elle suppose que l'éoulement est non visqueux, e quiest faux dans le as du rainurage.L'avantage des approhes inverses est qu'elles autorisent un traitement visqueux lassique puisqueles optimiseurs itératifs ne requièrent auune hypothèse sur et aspet. En outre, elles sont plus ro-bustes au sens où elles aeptent des spéi�ations irréalistes. Si la distribution imposée n'est pasvalable physiquement, l'optimisation s'en approhera le plus possible en restant physique. Une mé-thode inverse peut dans une telle on�guration ne donner auun résultat.Les approhes inverses ne sont ependant pas idéales pour l'optimisation du traitement de arterar elles introduisent implitement un biais : les objetifs vers lesquels doit tendre l'optimisationrésultent d'un hoix subjetif de l'utilisateur. D'autre part, elles ne sont pas apables de trouverl'ensemble du front de Pareto, e qui limite la portée de l'optimisation. On ne retiendra don pases méthodes pour l'optimisation du rainurage.4.4 Méthodes d'optimisation diretesAprès les méthodes inverses, la deuxième grande lasse de tehniques d'optimisation que nousétudierons est elles des méthodes d'optimisation diretes.On ommenera par remarquer qu'un proessus d'optimisation repose avant tout sur un paroursde l'espae des paramètres. Ce parours tient ompte plus ou moins diretement de l'évolution desobjetifs relativement à es mêmes paramètres. Cette prise en ompte des ritères de alul peut sefaire selon plusieurs méthodes, e qui introduit don di�érentes démarhes d'optimisation.De manière shématique, on trouve d'une part les méthodes reposant sur l'évaluation direte dela sensibilité des ritères par rapport aux objetifs. Ces méthodes, dites diretes, font essentielle-ment appel à des aluls de gradient. D'autre part, ertaines approhes utilisent une vision dérivéedes méanismes évolutionnistes pour trouver les solutions optimales. Il s'agit prinipalement desalgorithmes dits génétiques. Dans ette dernière voie, les fontions objetifs retenues par l'utilisa-teur ne sont exploitées qu'au travers de l'évaluation et du lassement des individus. Les approhesévolutionnaires seront présentées en 4.54.4.1 Prinipe des méthodes diretesDe manière totalement intuitive, lorsqu'on est onfronté à une on�guration non-optimale répon-dant à un problème donné, on herhe à l'améliorer via une orretion. Cette orretion est d'autant



164 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationplus faile à trouver que l'on onnaît un peu les variations des objetifs autour de la on�gurationétudiée. Il est ependant rare qu'une seule orretion su�se pour arriver à la solution optimale,et il est don néessaire de progresser par une série de orretions/évaluations. Ce simple exempleillustre toute la philosophie des méthodes de desente : elles font évoluer itérativement des indivi-dus jusqu'à obtenir la solution optimale. Le point ruial est bien la orretion qui est appliquée àhaque itération.Supposons que l'on soit onfronté à un ertain problème (Poptim) tel que dé�ni en (C.2). Onne onsidère en partiulier qu'une seule fontion objetif salaire f . On peut alors dé�nir des iso-surfaes, en fontion de l'objetif, dans l'espae des paramètres. L'optimisation équivaut alors àparourir es iso-surfaes à la reherhe de elle de plus bas niveau. On parle aussi de tehniques de"desente". Graphiquement, le proessus peut être représenté par le déplaement du point d'étudeau travers de es iso-surfaes. La �gure suivante (Fig. 4.5) donne une illustration pour le as P=2.

Fig. 4.5 � Représentation de la diretion de desente - as bi-paramétriqueOn voit immédiatement que la déouverte de la zone optimale se fera d'autant plus rapidementque haque pas est orienté dans le sens de la desente. Une trajetoire qui resterait à peu prèsparallèle aux iso-surfaes n'a que peu de hane de onverger. Par dé�nition, le gradient de lafontion objetif est orthogonal aux iso-surfaes. Il est don naturel de l'utiliser pour déterminerla diretion de desente. On parlera alors de méthode de gradient d'ordre o > 1 selon que l'ononsidère ou non les dérivées suivantes de la fontion objetif. Ces méthodes font partie de la lassegénérale des approhes déterministes.Les méthodes diretes sont des méthodes itératives. La boule d'itération repose en partie surle alul du gradient d'une fontion objetif et peut s'érire anoniquement sous la forme :
xi+1 = xi + l.~∇f i (4.2)où xi est le point de l'espae paramétrique retenu à l'itération i, l est un salaire, et ~∇f est legradient d'une fontion objetif (de préférene la fontion objetif à optimiser) évalué au point xi.L'optimum est trouvé par une méthode direte quand ~∇f i est nul.Pour plus de détails sur es méthodes, on se reportera au petit panorama des méthodes diretesprésenté dans l'annexe D.



4.4. Méthodes d'optimisation diretes 1654.4.2 Limites prinipales des méthodes de desenteLes méthodes diretes sont ependant soumises à plusieurs limites notables :
• Elles sont par onstrution limitées à une optimisation mono-objetif. Si plusieurs ritères sontonsidérés simultanément, il existe alors plusieurs gradients possibles et don plusieurs hoixpossibles pour la diretion de desente. La solution la plus simple est de prendre une diretionégale à la somme pondérée de es di�érents gradients :

~δ =
∑

I

ωi
~∇fiL'opérateur ~∇ étant linéaire, ette approhe équivaut don à utiliser une unique fontionde pondération agrégée telle que dé�nie préédemment dans une desente selon la plus fortepente. On retrouve alors tous les problèmes liés à ette dernière méthode. Pour les desentes auseond ordre, l'adaptation est sensiblement la même, la matrie Hessienne étant évaluée pourla fontion agrégée. Il existe néanmoins quelques variantes dans la dé�nition d'une fontionobjetif unique. On retiendra en partiulier la méthode de Gauss-Newton [1℄ pour laquelle :

fagrégée =

I∑

i=1

[fi(x)]2Cette dé�nition de fagrégée permet de faire quelques simpli�ations dans le alul de la Hes-sienne, mais l'algorithme de desente reste similaire à elui d'une méthode de Newton lassique.
• Elles ne renvoient qu'une seule on�guration optimale. Comme ela a été préisé auparavant,on ne travaille que sur une seule fontion objetif, qui est elle-même utilisée pour évaluer, et sipossible améliorer, un seul individu. On peut imaginer un algorithme proédant à l'améliora-tion simultanée de plusieurs individus en utilisant les tehniques déjà dérites. Cet algorithmen'est ependant qu'un ensemble d'optimisations menées parallèlement et indépendamment,puisque haque orretion se base sur des informations obtenues loalement sur la zone voi-sine du point à améliorer, sans tenir ompte des autres solutions traitées.
• Elles sont sensibles aux extrema loaux. Mathématiquement, la onvergene est assurée parla déroissane de l'amplitude de la orretion ~δ au fur et à mesure que l'on se rapprohede l'extremum. En partiulier, si ~δ est proportionnelle au gradient de f , la onvergene estassurée au voisinage d'un extremum au sens mathématique du terme, puisque par dé�nition,on a alors la relation bien onnue :

∀p ∈ [1, ..., P ],
∂f

∂xp

∣∣∣∣
extremum

= 0Cependant, il n'existe pas de ritère mathématique simple permettant, à partir d'informationsloales, de déterminer si un extremum est loal ou global. En onséquene, la onvergenerisque de se foaliser sur le premier point extrême trouvé. Le problème se réduit alors auparours de la uvette d'in�uene de haque extremum.
• Par dé�nition, es méthodes ne sont appliables qu'à des as où f est ontinue et dérivable,voire deux fois dérivable. Elles doivent en partiulier faire appel à des approximations desdi�érentielles suessives de f a�n de garder une formulation robuste, e qui induit bienévidemment une erreur dans l'évaluation des diretions de desente. Elles sont don réputées



166 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationpour ne pas onverger (ou onverger très médiorement) dans les as où la fontion objetif estdisontinue. De manière plus générale, elles sont aussi onnues pour avoir des performanestrès variables en fontion des as onsidérés.Synthèse sur les méthodes diretes A la vue de toutes es limitations, nous avons hoiside ne pas utiliser de méthodes diretes. Les optimisations envisagées dans ette étude sont multi-paramétriques et surtout multi-objetifs, e qui pose un problème évident de traitement ave lesméthodes diretes. D'autre part, la mauvaise gestion des extrema loaux par es méthodes est aussiproblématique. Dans le as envisagé, 'est à dire le ventilateur de refroidissement automobile (f.hapitre 3), nous ne sommes pas en mesure de garantir l'absene d'extrema loaux. Les variationset les méanismes observés sont su�samment omplexes pour générer e type d'optima.4.5 Méthodes métaheuristiques - méthodes d'ordre 0La troisième et dernière grande lasse de méthodes d'optimisation est elle des méthodes mé-taheuritiques, aussi appelées méthodes d'ordre 0. Dans ette lasse, les algorithmes utilisés pour leparours de l'espae paramétrique ne font pas appel à des informations de haut niveau, telles queles gradients, mais se basent sur une population qui évolue au ours du temps. En règle générale,es méthodes sont inspirées de méanismes naturels, physiques, biologiques et soiologiques. L'évo-lution va du simple hoix aléatoire à une simulation de population soumise à une pression séletive.Toutes es approhes ont en ommun d'utiliser des phénomènes statistiques et sont généralementappelées stohastiques. Comme pour les méthodes diretes, la progression vers les optima s'e�etueitérativement.L'un des plus gros inonvénients des méthodes diretes est leur sensibilité aux problèmes pré-sentant des optima loaux, et plus généralement aux problèmes d'optimisation multimodaux. Paronstrution, es méthodes sont limitées à l'exploration de l'espae au travers d'un seul individu etne sont don pas apables de repérer plusieurs minima simultanément, seule ondition permettantde quali�er le aratère loal ou global.De ette limitation évidente vient le besoin de générer des méthodes robustes, aptes à traiter desproblèmes multimodaux. Ainsi sont apparues les méthodes métaheuristiques. Elles sont dans leurtrès grande majorité basées sur un ensemble de solutions qui sont modi�ées progressivement pouraboutir au front de Pareto. De ette manière, on peut espérer plaer des individus dans plusieurs"bassins" optimaux et ainsi dérire une bonne partie du front de Pareto.4.5.1 Méthodes évolutionnaires prinipalesOn se limitera ii aux méthodes qui font intervenir une évolution de la population opiée sur lesméanismes biologiques régissant l'évolution des êtres vivants.4.5.1.1 Marhe au hasardA e niveau, on itera e qui est sans doute la plus simple des méthodes métaheuristiques engénéral : la marhe au hasard ("random walk"). Le prinipe de ette approhe est de séletionneraléatoirement initialement un individu de la population et de le modi�er ave une perturbation



4.5. Méthodes métaheuristiques - méthodes d'ordre 0 167d'amplitude et de diretion aléatoires. Si le nouvel individu ainsi obtenu est meilleur que l'anien, ille remplae et subit à son tour une modi�ation, sinon on reommene la perturbation à partir del'anien. On parourt ainsi l'espae paramétrique de manière totalement erratique. On notera quela méthode peut être appliquée à une population omplète, ependant tous les individus évoluerontindépendamment.Par ertains aspets, ette méthode est une sorte de "haînon manquant" entre les méthodes dereherhe direte et les méthodes évolutionnaires ; elle fait intervenir une modi�ation qui dépenduniquement de l'individu traité, omme les méthodes diretes, mais elle introduit aussi l'utilisationde population, la notion d'élitisme (ette notion sera dé�nie plus loin) ainsi que d'un méanismetypiquement biologique, la mutation (i.e. une modi�ation aléatoire). On omprend aisément queette méthode est intrinsèquement limitée en terme de onvergene ar la progression vers le frontde Pareto peut demander beauoup d'itérations et on ne peut être sûr que tous les individus netombent pas sur un optimum global. Elle n'est don pas ouramment utilisée.4.5.1.2 Algorithmes génétiquesPour tenter d'éviter les travers de la marhe au hasard, des algorithmes plus évolués baptisésalgorithmes évolutionnaires ("Evolutionnary algorithms") ont été introduits. Cette lasse ompte denombreux représentants, qui se basent sur des approhes di�érentes. L'une des sous-lasses la plusreprésentative et utilisée est elle des algorithmes génétiques. Ces algorithmes se prêtent parti-ulièrement bien à l'optimisation sur des as multi-paramétriques et multi-objetifs. Ils onvergentassez e�aement vers le front de Pareto, et peuvent traiter des populations de très grande taille,e qui assure au �nal une bonne desription du front. Ils sont en outre assez simples d'emploi etrobustes.Ce sont es algorithmes qui ont été seletionnés pour l'optimisation du traitement de arter. Ilsseront dérits plus en détail dans la setion 4.6.4.5.1.3 Stratégie d'évolutionParmi les algorithmes évolutionnaires, on peut également iter les stratégies d'évolution ("evo-lution strategy"), introduites par Rehenberg [153℄ et Shwefel [164℄. Ces méthodes sont dé�niespar la donnée de deux entiers, µ et λ, qui aratérisent respetivement la taille de la populationtraitée et le nombre de nouveaux individus réés à haque itération. Elles sont notées (µ+λ)-ES.Leur prinipe de base est simple : pour réer un nouvel individu, on ommene par séletionnerun "parent" x au hasard parmi les µ disponibles. On lui applique alors une modi�ation selon laformule :
xmod = x + N(σ, 0)où N(σ, 0) est un veteur de perturbation déterminé aléatoirement à partir de la distribution Gaus-sienne de moyenne nulle et d'éart type σ. Ainsi, tous les paramètres de l'individu de départ sonta�etés par la modi�ation. Une fois les λ nouveaux individus réés, ils sont ajoutés aux µ préé-dents, l'ensemble (µ+λ) est trié pour ne garder que les µ meilleurs. En général, on préonise degarder un rapport µ/λ de l'ordre de 5. Il existe d'autres approhes (notées (µ,λ)-ES) qui ne font pasintervenir la reombinaison de populations, le hoix des meilleurs individus s'e�etuant uniquementparmi les λ réés. Cela suppose en partiulier que λ>µ.On remarquera à e niveau qu'une approhe (1+1)-ES est quasiment identique à une marhe auhasard, si e n'est la détermination de la perturbation appliquée.



168 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationLe paramètre utilisateur σ est déliat à régler [92℄. Il est impliitement lié au nombre de para-mètres et au niveau de onvergene. Trop petit, il n'autorise pas de grosse perturbation et peut donralentir la marhe vers le front de Pareto. Trop grand, il génère un bruit freinant la onvergene. Ilexiste de nombreux artiles proposant des implémentations variables de σ.4.5.1.4 Progammation évolutiveOn peut aussi évoquer les algorithmes de type "evolution programming" ([50℄ entre autres),qui sont très voisins des stratégies d'évolution (µ+µ)-ES. Leur prinipale aratéristique est unemutation basée sur l'adaptation des individus. De plus, le proessus de séletion des individus en�n d'itération est basé sur un lassement selon une mesure loale de l'adaptation : haque individuest omparé à η 6 2µ autres, tirés aléatoirement pour établir un "sore", le tri �nal étant e�etuésur e sore. L'un des problèmes de ette méthode est une fois de plus le hoix par l'utilisateur deonstantes numériques qui doivent faire l'objet d'un réglage.4.5.1.5 Evolution di�érentielleUne autre méthode évolutionnaire possible est baptisée évolution di�érentielle. Proposée parPrie et Storn [177, 149℄, elle fait intervenir une perturbation un peu plus déterministe que lesstratégies d'évolution, au sens où ette modi�ation se base sur l'éart existant entre des individusde la population [151, 187℄. On séletionne aléatoirement un individu de référene dans la population.En outre, on alule la perturbation :
δ = C(x1 − x2)où les xi sont des individus tirés au hasard dans la population et C est une onstante imposée parl'utilisateur entre 0 et 1. On rée un nouvel individu en appliquant ette modi�ation à un troisièmeindividu tiré au hasard. Les paramètres de e nouvel individu et de la référene sont mélangés semi-aléatoirement pour donner un "enfant". Si la dernière entité est meilleure que l'individu de référene,elle est gardée, sinon elle disparaît. La struture globale de es algorithmes reste très similaire auxméthodes évolutionnaires, mais il est aussi possible d'y introduire des roisements entre individus.4.5.1.6 Approhe prédateur-proieUne dernière méthode intéressante est elle du prédateur et de la proie de Laumanns et al.[112℄. Elle est fondée sur une représentation spatiale de la population traitée, haque individuétant plaé sur un n÷ud d'un maillage artésien. On séletionne quelques individus omme desprédateurs, les autres onstituant évidemment leurs proies. Chaque prédateur ne traite qu'unefontion objetif, e qui restreint (un peu) le hamp d'appliation de es algorithmes. Un prédateurattrape la plus mauvaise des quatre proies qui l'entourent. Ce qui a pour onséquene de remplaerette proie par un individu généré en modi�ant un de ses voisins immédiats. Le prédateur se déplaealors aléatoirement sur un n÷ud voisin et le proessus reommene. In �ne, haque individu de lapopulation aura normalement �toyé les di�érents prédateurs au moins une fois, e qui assurel'optimisation de tous les objetifs. Sémantiquement, il s'agit d'une méthode darwinienne ave uneséletion des individus par un système de prédation. Néanmoins es méthodes sont assez nouvelleset doivent enore faire leurs preuves.



4.5. Méthodes métaheuristiques - méthodes d'ordre 0 169Remarque : Dans l'ensemble, e panorama des méthodes "génétiques" n'est pertinent qu'à titreintrodutif. Les frontières entre les di�érentes sous-lasses se sont estompées au ours du tempsar les améliorations apportées aux di�érents algorithmes s'inspirent souvent des méanismes deslasses voisines. Il est même possible de oupler des tehniques évolutionnaires ave des méthodesdiretes pour aélérer la onvergene [101℄.On notera que les méthodes évolutionnaires s'appliquent à un très large hamp de problèmes. Lesplus lassiques, traités dans ette étude, sont bien évidement les problèmes de dessins géométriqueset de détermination de onditions de fontionnement. Cependant, il est aussi possible d'adapter lesodes à des problèmes traitant des variables booléennes, voire à des optimisations de programmes.Cette dernière atégorie, onnue sous le nom de programmation génétique [148℄, vise à optimiserdes algorithmes pour obtenir la meilleure e�aité informatique possible.4.5.2 Autres méthodes métaheuristiques4.5.2.1 Approhe soiale - olonies de fourmisIl existe d'autres méthodes métaheuristiques, qui s'appuient sur des omportements soiauxentre agents. La plus élèbre est elle des olonies de fourmis ("ant olony"), développée réemmentdans le adre des problèmes de minimisation de trajet, elle a déjà fait l'objet de nombreuses variantes[39, 40℄. Elle établit une analogie ave le parours des fourmis qui herhent une soure de nourritureen allant d'étape en étape, tout en essayant de minimiser le trajet emprunté par la plupart desagents. L'algorithme fait en partiulier intervenir un marquage des hemins ave une "phéromone",le hemin le plus marqué étant idéalement le plus ourt et le plus souvent hoisi par les fourmis.Ces algorithmes restent adaptables à des as multi-objetifs où la notion de distane géométriquen'intervient pas diretement, mais l'opération est assez déliate [48, 133℄. En règle générale, lesalgorithmes de e type travaillent sur un espae paramétrique disrétisé, e qui exlut de fait unertain nombre de solutions et limite un peu leur appliation. Ils sou�rent pour le moment d'unmanque de ompétitivité omparativement à d'autres méthodes omme les algorithmes génétiques.Ils ne sont ependant qu'au début de leur développement, on peut espérer qu'ils ombleront eretard dans les années à venir.4.5.2.2 Approhe thermodynamique - reuit simuléEn dernier lieu, on donnera en exemple les méthodes de reuit simulé ("simulated annealing")[105, 18, 92℄ qui herhent à imiter l'évolution d'un matériau sous l'e�et d'un reuit : la strutureristalline du matériau va se modi�er un peu pour abaisser son niveau d'énergie interne. Ces algo-rithmes se basent don sur une modélisation thermodynamique de la population : l'adaptation f dehaque individu est assimilée à un niveau d'énergie interne. A l'image des stratégies d'évolution, onrée de nouveaux individus en appliquant une perturbation semi-aléatoire. Le nouvel individu peutêtre meilleur ou pire que l'individu de départ. Dans le seond as, il peut quand même remplaerl'individu d'origine selon une probabilité alquée sur la loi thermodynamique de Boltzmann :
P (forig, fmod, T ) = e

forig−fmod
Toù T est une température virtuelle qui déroît au ours du temps.Physiquement, ela revient à aepter une (légère) augmentation de l'énergie interne tant que latempérature reste élevée, pour passer une barrière énergétique. Les augmentations sont en revanhe



170 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationlimitées à basse température. Du point de vue de l'optimisation, on autorise de légères dégradationsdes individus au début du proessus a�n de failiter l'exploration de l'espae paramétrique. En �nde onvergene, il onvient de limiter autant que possible es pertes pour se onentrer uniquementsur les optima. La déroissane peut être e�etuée de manière ontinue ou par paliers [128℄ ; dansla seonde approhe, on peut onsidérer qu'on e�etue une série de sous-optimisations assez impar-faites, mais de plus en plus restritives quant à la diversité de la population et don de plus en pluspréises.4.6 Algorithmes génétiquesCette partie vise à présenter de manière générale les algorithmes génétiques. On exposera demanière globale les prinipaux méanismes de fontionnement, ainsi que les limites assoiées à uneoptimisation ave es algorithmes. Pour plus de détails sur les algorithmes génétiques, et notammentsur les opérateurs génétiques, on se reportera à l'annexe E.4.6.1 Prinipe de fontionnement des algorithmes génétiquesLes algorithmes génétiques sont assurément l'un des onepts d'optimisation, parmi les plusprometteurs et e�aes, atuellement développé. Cette tehnique s'appuie sur les méanismes évo-lutionnaires introduits par Darwin en 1859 [25℄. Le postulat de base est assez simple : si unepopulation est soumise à une pression séletive, elle évoluera au ours du temps en privilégiant lesindividus les mieux adaptés relativement aux ritères de séletion - il s'agit de e qui est désigné(abusivement) omme "la survie du mieux adapté".Cette population est de plus soumise à deux méanismes prinipaux :
• Le mélange/éhange de aratères lors de la phase de reprodution. Cette phase implique enoutre la séletion de quelques individus aptes à se reproduire.
• La réation de nouveaux aratères lors de mutation de ertains individus.L'évolution se fait au travers d'opérations déoulant diretement de la génétique : la reprodution,et don la ombinaison entre les matériels génétiques de deux individus (si possible) distints, etaussi la mutation orrespondant à une altération aléatoire du matériel génétique.Ave une telle approhe, la reherhe de solution optimale n'a pas le aratère totalement aléa-toire d'une marhe au hasard, puisque les phases de reprodution restreignent sévèrement les zonesde reherhe. A l'opposé, la mutation permet d'aéder diretement et aléatoirement à des zones del'espae paramétrique, failitant ainsi son exploration. L'une des aratéristiques des algorithmesgénétiques est de déterminer des régions d'intérêt et d'a�ner ensuite la reherhe dans es zones,tout en ontinuant d'explorer l'espae paramétrique ; le point ritique est la balane faite entrel'exploration et l'exploitation.Pour les algorithmes génétiques, on parlera de population de taille N . On travaille sur une popu-lation de taille onstante au �l des générations, haque génération étant séparée d'une autre par desphases de modi�ations "génétiques" dérites plus loin. Cette population omprend don des indivi-dus dont ertains peuvent être séletionnés pour servir à la reprodution. On parle alors d'individusparents, les individus produits par la reprodution étant naturellement les enfants. Chaque individuest généré par un ensemble de gènes qui sont les paramètres. Les gènes d'un individu peuvent êtreregroupés en un même blo appelé hromosome.



4.6. Algorithmes génétiques 171On appellera par la suite population reprodutrie, groupe reproduteur ("mating pool") l'en-semble des individus séletionnés pour la reprodution. Il faut souligner ii que ette populationn'est pas un sous-ensemble de la population globale du point de vue mathématique ar il peutontenir plusieurs fois le même individu, selon la tehnique de séletion employée.On dé�nit par ailleurs l'adaptation ("�tness") d'un individu omme l'adéquation de et individuaux ritères de hoix qui prévalent sur l'ensemble de la population. Cette donnée peut être dé�nieen pratique de nombreuses façons.
• Dans le as mono-objetif le plus simple, l'adaptation orrespond à la valeur de l'objetif.
• Pour des as multi-objetifs, il est possible d'utiliser des fontions agrégées déja présentéesqui introduisent de fait un biais. Il est aussi possible de dé�nir une adaptation basée sur lelassement en fronts de la population. Généralement, les individus qui appartiennent au frontnon-dominé ont un rang égal à 1, le front suivant étant naturellement le numéro 2, et...Cette dernière lassi�ation est l'une des plus populaires à l'heure atuelle ar elle limite le hoixde valeurs arbitraires par l'utilisateur et elle orrespond mathématiquement à une approhe Pareto-optimale. Dans la suite, sauf mention ontraire, l'adaptation de haque individu sera don supposéefondée sur ette tehnique.4.6.2 Méanismes généraux des algorithmes génétiquesIl existe dans la littérature un grand nombre d'implémentations possibles d'algorithmes géné-tiques, ependant toutes partagent la même struture fondamentale en trois phases majeures :1. Une phase de tri des individus selon leur adaptation aux ritères spéi�és par l'utilisateur2. Une deuxième phase de hoix de quelques individus3. Une phase de reprodution à partir des individus séletionnés dans l'étape préédente et desmutations appliquées à quelques autres. Cela permet d'avaner vers le front de Pareto etd'explorer l'espae paramétrique.L'enhaînement des trois phases permet de passer d'une génération à une autre. La populationa alors évolué : on a réé de nouveaux individus, que l'on espère meilleurs, et on a éliminé les plusmauvais individus de la génération préédente.4.6.2.1 Séletion des individusLe premier méanisme fondamental des algorithmes génétiques est la séletion des meilleurs in-dividus de la population a�n d'assurer la réation de nouveaux individus de bonne qualité, et in �ne,une amélioration de la population. C'est en grande partie grâe à ette séletion que la populationva pouvoir évoluer rapidement vers un optimum. On onsidère en e�et que les mauvais individus(au sens de Pareto) présents dans la population sont de toute façon trop loin de la zone d'intérêt etne peuvent sensiblement freiner la onvergene de l'algorithme. A�n d'être pertinente, la réationd'une nouvelle génération doit se faire autant que possible à partir d'individus prometteurs. Enonsidérant que es derniers transmettront leurs "bonnes" aratéristiques au ours de la reprodu-tion, ette dernière opération devant apporter une amélioration au passage, on peut attendre que lanouvelle génération soit en générale meilleure que la préédente. Il existe plusieurs méthodes pourtraiter le passage d'une génération à une autre, mais dans toutes les implémentations existantes lespires individus �nissent par "mourir", 'est à dire qu'ils sont retirés de la population traitée. Ons'assure de ette manière que seules les aratéristiques favorables sont onservées au �nal.



172 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationA�n d'e�etuer la séletion, il est néessaire de disposer :
• D'un opérateur de lassement de la population. La manière la plus simple de lasser la po-pulation est de trier selon l'adaptation des individus. Il est possible de rajouter des ritèressupplémentaires a�n d'améliorer le lassement (on verra un peu plus loin le problème de lapréservation de la diversité)
• D'un opérateur de séletion permettant, en fontion de l'adaptation des individus, de neséletionner que les meilleurs individus. Il existe aujourd'hui deux type prinipaux d'opérateursde séletion, par tournoi ou par tirage, qui sont présenté plus en détail en annexe E.1.Les algorithmes génétiques sont naturellement apables de trouver le front de Pareto, en ré-partissant la population optimale sur le front. Cependant, il peut être souhaitable d'aélérer etterépartition en préservant la diversité des individus au sein de la population. On utlise pour elades ritères supplémentaires mesurant la densité loale la population. Les zones les moins densessont bien entendu privilégiées a�n de disperser le plus possible les individus Pareto-optimaux. Lesritères les plus employés, le "sharing" et la "rowding distane" sont présenté en annexe E.6.4.6.2.2 ReprodutionLe deuxième méanisme fondamental est la reprodution des individus. En e�et, si on seontente de réer une nouvelle génération par simple opie des "meilleurs" individus de la préédente,il est évident que l'algorithme va stagner. A�n d'éviter une onvergene prématurée, il est donnéessaire de réer de la diversité via une phase de reprodution, de "brassage" génétique. Cebesoin fait ého à la perte générée par la séletion qui est une opération intrinsèquement restritivequant à la diversité des individus de la population. Pour ette raison, les di�érents méanismesde séletion et de reprodution sont omplémentaires et devront don être hoisis ensemble pouraboutir à la meilleure e�aité possible.La phase de reprodution est aratérisée par un opérateur de roisement. Ce dernier vise àéhanger le matériel "génétique", i.e. les paramètres des parents, pour générer les enfants. Présentéde manière simpliste, le roisement permet de réupérer les "bonnes" valeurs de paramètres et deles ombiner pour former des individus qui réalisent une adaptation supérieure à elle des parents.Pour illustrer ela, on onsidérera l'exemple trivial suivant : on herhe à minimiser f(x1, x2) =

x2
1 +x2

2. Supposons que l'on dispose de deux parents, (xI
1=1, xI

2=0) et (xII
1 =0, xII

2 =1). Idéalement,le roisement doit permettre de réupérer les valeurs xI
2=0 et xII

1 =0 et de les ombiner, l'enfantrésultant étant le meilleur individu possible.En pratique, les opérateurs de roisement sont un peu plus omplexes. Ils peuvent tenir omptedes ontraintes imposées, et peuvent aussi introduire une diversité supplémentaire en modi�ant lavaleur des paramètres transmis par les parents. Dans ertains as de �gure, notamment pour unepopulation prohe du front de Pareto, le roisement peut être amené à réduire la diversité pour sefoaliser sur les optima. Chaque opérateur possède des aratéristiques propres, omme le nombrede parents et d'enfants, mais tous sont utilisés de la même manière. On ommene par séletionnerau hasard autant de parents que néessaire pour e�etuer une reprodution. On applique ensuite leroisement ave une probabilité pc, généralement �xée par l'utilisateur. Si le roisement a bien lieu,on réupère les enfants pour les plaer dans la nouvelle génération, sinon, on opie diretement lesparents dans la nouvelle génération. On répète l'opération jusqu'à obtenir les Ne enfants attendus.Les opérateurs de roisement sont présentés de manière détaillée en annexe E.2.1 et E.3.1. On



4.6. Algorithmes génétiques 173a distingué les opérateurs de roisement onçus pour un odage binaire des hromosomes de euxonçus pour un odage réel.4.6.2.3 MutationLe troisième méanisme important utilisé par les algorithmes génétiques est la mutation. Ils'agit la plupart du temps de la modi�ation aléatoire d'un ou plusieurs paramètres d'un individu,dans le but de réer un nouvel individu positionné di�éremment dans l'espae paramétrique. Lamutation peut se onevoir omme un bruit au sens numérique du terme puisqu'il s'agit d'unhangement aléatoire des aratéristiques d'un individu. On ne ontr�le don ni l'amplitude, ni ladiretion de la modi�ation apportée. Idéalement, ette opération permet de faire un grand sautdans l'espae paramétrique a�n d'arriver dans des zones enore inexplorées. Il s'agit toutefois d'unoutil utile pour la seule exploration : il n'existe auune garantie que le résultat d'une telle opérationsoit béné�que en terme d'optimisation, ar une solution peut être dégradée de ette manière. Cedéfaut apparent est ompensé par les phases de séletion et de reprodution qui tendent à éliminerles pires individus au pro�t des meilleurs.La mutation permet de maintenir une ertaine diversité au sein de la population, laquelle peutêtre réduite par les phases de séletion et parfois de roisement. Elle ompense en partiulier learatère de reherhe loale induit par les opérateurs de roisement qui génèrent des enfants possé-dant des paramètres prohes ou identiques à eux des parents. Ce méanisme est partiulièrementintéressant pour des espaes paramétriques disontinus.Supposons que l'espae paramétrique soit divisé en deux zones disjointes et distantes et que lapopulation initiale soit intégralement loalisée dans une de es zones. Une reherhe de prohe enprohe ne pourra pas sauter le fossé séparant les zones. Ave les mutations, on peut espérer quequelques individus au moins apparaîtront dans la deuxième zone et on pourra ainsi évaluer sonpotentiel.Dans les prinipaux algorithmes génétiques, la mutation vient après la phase de reprodution.Elle est appliquée à tous les enfants ave une probabilité pm arbitrairement �xée et souvent faible.De manière évidente, les opérateurs de mutation et de roisement entrent en on�it. Le premierpermet d'assurer une exploration large de l'espae paramétrique, le deuxième, ouplé à la séletion,autorisant l'optimisation de la population à partir de quelques solutions prometteuses.On perçoit ainsi la di�ulté qui peut apparaître ave le réglage des deux probabilités pc et pm :
• Si on hoisit de privilégier la mutation, ave une probabilité pm 6≪ pc, les nombreuses muta-tions vont modi�er assez profondément la topologie de la population générée, ave un risquenon négligeable de dégrader beauoup d'individus à haque génération. De ette manière,pour réer la génération suivante, la séletion et les roisements s'e�etueront sur un nombrerestreint de solutions de bonne qualité, la onvergene étant à terme fortement ompromise.
• A l'inverse, si on hoisit de privilégier le roisement, la population va évoluer vers le voisinagedes meilleures solutions qu'elle ontient, ignorant ainsi les zones lointaines. Le front de Pareto,s'il est trouvé (on n'éarte pas totalement le risque de tomber sur un optimum loal) peutêtre assez mal dérit, toutes les solutions optimales étant alors prohes.Les nombreuses études réalisées sur e sujet s'aordent toutes pour utiliser une probabilité deroisement pc de l'ordre de 0.9 et une probabilité de mutation pm de l'ordre de 0.1.



174 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.6.2.4 ElitismeLe quatrième point important est l'élitisme. Il ne s'agit pas à proprement parler d'un méanismefondamental des algorithmes génétiques ar il est possible de ne pas l'utiliser. Cependant, l'élitismepermet d'aélérer assez sensiblement la onvergene de la population vers le front de Pareto.Le passage d'une génération à une autre peut se faire de deux manières di�érentes. Dans unepremière approhe, quali�ée d'élitiste, les individus de deux générations suessives sont omparésa�n d'éliminer tous les enfants qui présentent une mauvaise adaptation. De ette manière, des in-dividus peuvent survivre sur plusieurs générations. Le but d'une telle démarhe est d'empêher lapopulation de passer par des phases de régression. A l'opposé, dans une approhe non élitiste, l'ar-rivée d'une nouvelle génération se traduit par la disparition d'une partie voire même de l'intégralitéde la génération préédente, hormis des individus séletionnés pour la reprodution qui peuventsurvivre. Par exemple, on peut imaginer un algorithme pour lequel on génère Ne 6 N enfants, quiviennent remplaer les Ne plus mauvais individus de la génération préédente.Dans les deux approhes, seules les phases de tri et de séletion garantissent que les meilleuresaratéristiques sont globalement transmises et don assurent en grande partie la onvergene versun optimum.Struture globale d'un algorithme génétique La struture globale d'un algorithme génétiqueest shématisée en (Fig. 4.6).

Fig. 4.6 � Struture générale d'un algorithme génétiqueOn nuanera ependant la desription préédente de l'enhaînement des di�érents opérateurspour passer d'une génération à une autre. En e�et, une des fores des algorithmes génétiques estd'autoriser un renouvellement plus ontinu de la population, omme 'est le as en biologie, ene�etuant progressivement le renouvellement de la population. On peut, en partiulier, ne pas réersimultanément les N enfants et remplaer les N parents, mais plut�t réer n≪ N enfants, les intro-duire dans la population existante (en y supprimant n individus pour garder une taille onstante)et traiter le groupe ainsi obtenu omme une nouvelle génération. Les opérateurs de séletion, deroisement et de mutation sont inhangés. De ette manière, il est possible de paralléliser à l'extrêmeun algorithme génétique, y ompris en utilisant du matériel informatique très hétérogène, puisquedès qu'une mahine renverra les enfants qu'elle traitait, eux-i seront utilisés dans la populationsans attendre le retour des autres alulateurs [66℄.



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 1754.6.3 Problème lié à l'utilisation des algorithmes génétiquesIndépendamment de tout réglage ou du hoix des opérateurs de séletion/roisement/mutation,les algorithmes génétiques sont sujets à un problème majeur au niveau de l'évaluation des individus.En e�et, le prinipe de base des algorithmes génétiques est de faire évoluer une population de plusou moins grande dimension. Cette évolution passe par la réation de nombreux nouveaux individusqu'il faut ensuite évaluer a�n de pouvoir les lasser au sein de la population. En général, on rée àhaque génération autant d'individus que eux de la génération préédente, soit N individus.Or, a�n d'avoir des algorithmes performants, il est souhaitable d'avoir un nombre d'individus
N important (quelques entaines). Multiplié par le nombre de générations néessaires pour arriverà onvergene (de quelques dizaines à quelques entaines de générations généralement), on obtientalors un nombre d'individus à évaluer très important. En méanique des �uides, l'évaluation dehaque individu (i.e. éoulement) ave un alul RANS diret peut être longue. Dans le as dutraitement de arter, les aluls RANS direts onvergent en plusieurs dizaines d'heures. En onsé-quene, il est impossible d'optimiser une géométrie telle que le rainurage ave une approhe direte,les temps de alul étant totalement irréalistes (plusieurs entaines de milliers d'heures de alul).La solution à e problème est d'utiliser un métamodèle, 'est à dire un modèle approhéanalytique ou semi-analytique permettant de prédire rapidement les performanes d'un individu.Pour être pertinent, le métamodèle doit pouvoir être onstruit assez vite et sans demander tropd'éhantillons évalués préisément. Il existe en pratique un grand nombre de métamodèles. Ontrouvera un panorama non exhaustif de es tehniques en annexe E.9.Parmi les métamodèles possibles, nous utiliserons l'approhe paramétrique implémentée dans leode Turb'Opty. Cette approhe est dérite dans la setion suivante.4.7 Méthodes numériques pour la paramétrisationDans ette partie on se onentrera sur les di�érents aspets liés à la tehnique de paramétrisationde l'éoulement. On présentera dans un premier temps les motivations de l'approhe paramétrée,ainsi que les prinipes généraux mis en ÷uvre dans le solveur dédié Turb'Opty. On détaillera dansun seond temps les méthodes de reonstrution du hamp aérodynamique assoiées à une approheparamétrique.4.7.1 Motivation de l'approhe paramétréeLa justi�ation de l'approhe paramétrée dans l'optimisation du traitement de arter vient del'utilisation des algorithmes génétiques. On a vu dans la setion 4.6 que eux-i demandaient untrès grand nombre d'évaluations a�n de onverger. En méanique des �uides, ses évaluations sontgénéralement très oûteuses en temps ave une approhe direte (RANS,...) en méanique des �uides.Il est don néessaire de reourir à un métamodèle. Celui-i doit permettre de prédire rapidementles performanes de n'importe quelle on�guration déterminée par un jeu de paramètres donné.L'approhe paramétrique est un de es métamodèles.Dans le adre d'une approhe paramétrique, on ne alule pas diretement le hamp aérodyna-mique pour les di�érentes on�gurations. On alule en revanhe les dérivées simples et roisées dee hamp relativement aux paramètres en une on�guration de référene. De ette manière, il su�tensuite de reonstruire le hamp, à partir de la on�guration de référene, pour haque ombinaison



176 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationde paramètres par une tehnique adaptée. Shématiquement, le alul numérique des dérivées peutse faire en dérivant analytiquement les équations de Navier-Stokes ontinues puis en disrétisantles équations dérivées [125℄, ou bien en dérivant les équations de Navier-Stokes disrétisées. Cettedernière approhe est la solution retenue par la soiété Fluorem SAS pour la onstrution de leursolveur paramétrique Turb'Opty [135, 134℄. Cette approhe sera détaillée dans la suite.Ave une telle méthodologie, le oût informatique et temporel est fortement réduit. Les deuxprinipales étapes en terme de oût sont :1. L'obtention d'un hamp aérodynamique de référene par une simulation RANS lassique.2. Le alul des dérivées du hamp relativement à haque paramètre. Au pire, haque dérivéepeut être évaluée en un temps de l'ordre d'un alul RANS, mais les développements réentsdes tehniques de résolution de systèmes linéaires ont permis de réduire e temps à seulement10% du temps néessaire à un alul de hamp.La phase de reonstrution du hamp n'est pour sa part pas trop ritique. En utilisant des reons-trutions de type série de Taylor ou de Padé, le hamp extrapolé peut être déterminé en quelquesseondes ou minutes, même pour des éoulements très omplexes.De ette manière, on dispose d'un outil permettant de générer rapidement un grand nombre deon�gurations, lesquelles vont ensuite pouvoir être utilisées par des algorithmes d'optimisation poure�etuer une optimisation objetive et automatisée [68, 103, 102℄.4.7.2 Théorie de la paramétrisationOn ne onsidère ii que la paramétrisation d'un hamp stationnaire. Le alul des dérivéestemporelles est un peu plus déliat ; on trouvera un exemple remarquable de traitement temporeldans [81, 82℄.La paramétrisation étudiée est basée sur l'ériture di�érentielle des équations de Navier-Stokespour un état stationnaire de référene. A l'équilibre, elles-i se résument à :
F(q(p),p) = 0 (4.3)où F est le veteur résultant de la somme des �ux onvetifs et visqueux, q le veteur des variablesonservatives, p étant le veteur formé par les paramètres. Toutes es grandeurs sont expriméesdans leur état de référene. La relation (4.3) est valable aussi bien sous forme analytique exate quesous sa forme disrétisée relativement à un maillage. En di�éreniant l'équation (4.3) par rapport à

p, on obtient :
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(q,p).∆p = 0 (4.4)On notera dans la suite G la matrie jaobienne ∂F
∂q
, q(n) = dnq

dpn la dérivée n-ième des variablesonservatives par rapport aux paramètres et R = −∂F
∂p
.∆p la variation des �ux induite par ∆p.L'équation (4.4) s'érit alors sous forme ondensée :

G.q(1).∆p = R (4.5)



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 177En dérivant suessivement n-1 fois ette équation par rapport à p, on obtient :
G.q(2).∆p = R(1) − G(1).q(1).∆p

G.q(3).∆p = R(2) − G(2).q(1).∆p− 2G(1).q(2).∆p

...

G.q(n).∆p = R(n−1) −
n−1∑

i=1

Ci
n−1G

(i).q(n−i).∆p

(4.6)
Les équations préédentes sont aussi valables pour le alul des dérivées roisées, quoique lanotation retenue puisse être un peu abusive dans e dernier as. En e�et, pour deux paramètres p1et p2, on a par exemple :
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∆pOn remarque que pour déterminer les q(n), le système linéaire à résoudre ne hange que dansla dé�nition du seond membre. En partiulier, la matrie à inverser, G, est la même dans toutesles équations. Dans le as (malheureusement assez rare) où une méthode de résolution direte dusystème linéaire est possible, il su�t don de proéder une seule fois à l'inversion matriielle et destoker la matrie inverse pour pouvoir résoudre failement tous les systèmes linéaires. C'est un trèsgros avantage de la méthode puisque l'inversion de la matrie est toujours la phase la plus longueet la plus di�ile pour un système linéaire de grande taille.On notera que la matrie des oe�ients du système linéaire n'est autre que la matrie jaobiennedes �ux. La génération de ette matrie peut alors se faire simplement et sans gros e�ort. En e�et,les solveurs RANS impliites lassiques font largement appel à ette dernière, laquelle est don bienonnue et fait souvent l'objet de routines de alul dédiées.Comme on vient de le voir, la théorie de la paramétrisation est formellement assez simple :elle fait uniquement appel à une formule réursive mettant en jeu la matrie jaobienne des �ux,ses dérivées suessives par rapport aux paramètres, ainsi que les dérivées suessives des �ux parrapport aux paramètres. Toutes les grandeurs utilisées ii de manière direte, ou sous forme dérivée,sont des grandeurs intervenant usuellement dans une résolution numérique lassique des équationsde Navier-Stokes. On les retrouve en partiulier dans le ode Turb'Flow. D'autre part, on onstateraque quelle que soit la nature des paramètres hoisis, ils peuvent être traduits assez naturellementen onditions physiques gérées par le ode :

• Pour les modi�ations de la géométrie, le traitement du paramètre s'e�etue au travers de lamodi�ation des onditions aux limites sur les parois solides, ave notamment la modi�ationdes diretions normales en ertains points et don des quantités aratéristiques assoiées àette paroi, es grandeurs étant expliitement traitées lors du alul d'un éoulement.
• Pour les modi�ations purement aérodynamiques du hamp, 'est-à-dire des modi�ations degrandeurs aérodynamiques ne faisant pas intervenir de variation de la géométrie (onditionsaux limites par exemple), il est toujours possible d'exprimer le paramètre "externe" imposépar l'utilisateur en terme de paramètres "internes" omme les grandeurs onservatives ou



178 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationprimitives. Par exemple, une variation du débit massique (paramètre externe) peut s'exprimeromme une variation de la quantité de mouvement (paramètre interne) à un terme de surfaeprès.Au �l de es onstatations, il paraît naturel de ne pas développer entièrement un ode paramétré,mais plut�t de le onstruire à partir d'un ode de alul lassique. C'est le hoix qui a été fait pourla génération du logiiel Turb'Opty. Ce dernier a été obtenu en dérivant, au moyen d'un dérivateurautomatique, la fontion F(q,p) réérite en partant de elle exprimée dans le ode Turb'Flow.On dispose ainsi d'un ode de alul gérant à la fois les di�érentes grandeurs aérodynamiqueset géométriques, "l'héritage" du solveur RANS, ainsi que les versions dérivées de es grandeurspar rapport aux paramètres, le tout permettant d'exprimer la relation (4.6). On garde en outreune ertaine ohérene d'implémentation entre les deux parties, et on réduit fortement le risqued'introduire de nouvelles erreurs grâe au aratère automatique du dérivateur. On ne s'étendrapas sur le dérivateur qui est propre à la soiété Fluorem, mais on soulignera que l'usage d'undérivateur automatique introduit ertaines ontraintes sur l'implémentation du ode à dériver. Siles opérations de base (addition, multipliation,...) ne posent bien évidemment auun problème, ilexiste des opérateurs qui ne sont pas dérivables en tout point.En premier lieu, il onvient d'éviter autant que possible, pour des raisons évidentes, les opérateursmathématiques bien onnus tels que la valeur absolue, la tangente, et plus généralement toutes lesfontions qui ne sont pas C∞. Cependant, il existe aussi d'autres opérateurs, diretement liés à lapartie purement algorithmique, qui peuvent aussi poser problème. L'emploi d'une ondition "si" surune grandeur dérivable (if... then...) est emblématique. Mathématiquement, ette opération peutêtre interprétée omme une fontion de Heaviside H(ritère), laquelle n'est bien évidemment pasdérivable. L'appliation de la dérivation automatique suppose don une évaluation préliminaire duode pour déteter les problèmes.Dans le as de parties non dérivables, deux alternatives sont possibles :1. On modi�e la struture du ode, dans la mesure du possible, pour éliminer les opérationsilliites.2. En dernier reours, on remplae les instrutions problématiques par des versions dérivables,généralement plus faibles ar approhées. Par exemple, une instrution 'if' peut être onep-tuellement remplaée par une fontion 0.5 [1 + tanh(ax)], a étant une onstante donnée.Le traitement des termes temporels n'est ii pas pertinent dans la mesure où Turb'Opty s'appuiesur un état stationnaire. Il n'existe don pas de notion de progression en temps pour la paramétri-sation, mais seulement un état de onvergene lié à la résolution du système matriiel. A l'heureatuelle, Turb'opty est basé sur l'implémentation de Turb'�ow pour un shéma spatial entré duseond ordre. On retrouve de e fait dans la paramétrisation plusieurs paramètres numériques quel'utilisateur doit régler. Les dissipations arti�ielles au deuxième et quatrième ordre du shéma spa-tial (p. 46) en sont deux exemples. On remarquera néanmoins que es paramètres numériques n'ontpas exatement la même signi�ation que dans l'approhe RANS standard, et les réglages pour laparamétrisation peuvent être di�érents de eux de la simulation direte.La limite tehnique majeure de la paramétrisation est la phase de résolution des systèmes li-néaires, lesquels reposent généralement sur des matries G assez reuses et mal onditionnées. Onse reportera à l'annexe F pour quelques exemples de méthodes de résolution adaptées à e genre deproblème.



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 1794.7.3 Extrapolation du hamp aérodynamiqueUne fois que les dérivées q(n) des variables aérodynamiques par rapport aux paramètres ont étédéterminées, il reste enore à reonstruire le hamp aérodynamique en tout point pour pouvoir fairel'exploitation. Cette reonstrution est fondamentalement une extrapolation à partir de la solutionde référene. Deux tehniques prinipales existent pour ette opération.4.7.3.1 Série de TaylorC'est la méthode d'extrapolation la plus ourante et la plus onnue. Pour un problème sansouplage entre les paramètres, on érit simplement en tout point du hamp :
qTaylor = q(p) + q(1).∆p +

q(1)

2
.(∆p)2 + ...+

q(n)

n!
.(∆p)n = q(p + ∆p) −O(∆p)n+1Le ouplage entre les paramètres se traite failement en ajoutant dans la formule préédente lesdérivées roisées. Cette méthode est souvent utilisée en raison de sa grande simpliité d'implémen-tation, ainsi que pour le aratère régulier de l'extrapolation générée. Elle est de fait bien adaptéeaux as présentant des variations régulières.4.7.3.2 Approximant de PadéL'extrapolation du hamp peut aussi être e�etuée au moyen de séries de Padé. Celles-i sontdé�nies omme des frations rationnelles :

qPadé =
Pν(∆p)

Qµ(∆p)où Pν et Qµ sont des polyn�mes de degrés respetifs ν et µ. Les oe�ients de es polyn�mes sontdéterminés via le système :




qRef = Pν(0)
Qµ(0)

q(1) =
P

(1)
ν (0)Qµ(0)−Pν(0)Q

(1)
µ (0)

[Qµ(0)]2

...Evidemment, l'usage des séries de Padé est restreint par le nombre n de dérivées disponibles. Onsuppose onventionnellement que Qµ(0) = 1. Pour que le système préédent soit fermé, il faut alors
µ+ ν = n.On voit que es séries sont assez souples d'emploi. Elles onstituent une généralisation des sériesde Taylor (as µ = 0). Leur utilisation est reommandée quand le hamp à reonstruire présentedes disontinuités et surtout des p�les. Dans e dernier as, la série de Taylor n'est pas adaptée auvoisinage d'un p�le.En ontrepartie, le hoix des degrés ν et µ peut poser ertains problèmes et doit être adaptéau as traité. L'utilisation d'un µ 6= 0 génère par exemple un p�le dans la reonstrution d'unevariable, e qui peut s'avérer hautement non physique.



180 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.7.3.3 Autres tehniquesLes deux méthodes préédentes sont les plus utilisées atuellement, ependant, on gardera àl'esprit qu'il existe d'autres alternatives. Les séries de Fourier peuvent par exemple être utilisées,surtout si l'un des paramètres est onnu pour générer un omportement périodique. Il est aussipossible d'utiliser des lois puissanes ou des polyn�mes de Chebyhev. Chaune de es méthodesa démontré ses avantages et ses inonvénients sur divers as pratiques, si bien qu'on ne saurait àl'heure atuelle énoner une règle générale d'utilisation.4.7.4 E�ets de l'extrapolation sur les variables non onservativesNous venons de présenter les di�érentes tehniques de reonstrution du hamp aérodynamiqueà partir des dérivées alulées par le solveur paramétrique. Cette reonstrution ne porte, dans unpremier temps, que sur les variables onservatives et turbulentes, à savoir dans le as le plus général
ρ, ρU , ρV , ρW , ρE, ρk et ρω. Cette approhe présente une ertaine ohérene ave le traitement del'éoulement par un alul de CFD lassique, mais il existe ependant une limite au post-traitementqui peut être e�etué sur ette base.4.7.4.1 ProblématiqueComme il est physiquement impossible de aluler une in�nité de dérivées, toute reonstrutionsera forément soumise à une erreur de tronature, laquelle peut être plus ou moins forte selon ladi�érene d'ordre entre la physique du problème paramétré et la reonstrution. En pratique, il esttrès rare que les éoulements présentent des variations notables au-delà de quelques ordres. On peutdon assez légitimement restreindre le alul des dérivées aux quelques premiers ordres (typiquement2 ou 3). Ave ette démarhe, on peut espérer limiter assez fortement l'erreur de reonstrution desvariables onservatives.Cependant, la plupart des problèmes d'optimisation sont onstruits sur des ritères non-onservatifs ;la pression statique sur la surfae d'un aubage et le rendement d'une roue aubagée sont deuxexemples extrêmement ourants parmi d'autres. Très souvent, es grandeurs aérodynamiques sontexprimées sous forme d'une fontion non linéaire des variables onservatives. Or la non-linéarité deette dé�nition peut poser un problème quant à l'erreur de reonstrution.Illustrons e propos par un exemple portant sur la pression statique Ps. Pour un gaz parfait,ette dernière s'exprime par la relation :

Ps = (γ − 1)

[
ρE − 1

2ρ
(ρU + ρV + ρW )2

]
= f(ρ, ρU, ρV, ρW, ρE) (4.7)Supposons dans un premier temps que le problème soit quelonque. En tout point du maillage,la pression statique reonstruite à partir de l'extrapolation en série de Taylor s'exprimera :

Ps(p + ∆p) = (γ − 1)

[
ρE(p + ∆p) + ǫρE − 1

2(ρ(p + ∆p) + ǫρ)
(ρU(p + ∆p) + ǫρU

+ ρV (p + ∆p) + ǫρV

+ ρW (p + ∆p) + ǫρW )2
]

(4.8)



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 181Les ǫX sont dé�nis omme l'erreur de reonstrution pour la variable onservative X. Au regardde la formule (4.8), on omprend qu'il est possible d'obtenir une ampli�ation de l'erreur de tron-ature en reonstruisant les variables non onservatives. Une autre onséquene de e problème estque ertaines grandeurs ne respetent pas la physique du problème.4.7.4.2 Exemple d'un éoulement monodimensionnelSupposons maintenant que le problème paramétrique traité repose sur un éoulement uniformenon visqueux dans un anal droit aligné selon ~x pour lequel le paramètre est la valeur de pressionstatique en sortie, notée p. On a alors :
Ps = (γ − 1)

[
ρE − (ρU)2

2ρ

] (4.9)En toute rigueur, la pression statique est uniforme et égale à p, et on obtient don théoriquementpour tout p :
dPs

dp
= 1

d2Ps

dp2
= 0

(4.10)On suppose en outre que les onditions amont de e anal sont aratérisées par la donnée de lapression totale Pt et de la température totale Tt. Comme le hamp est ii uniforme quel que soit
p, le alul des dérivées premières des grandeurs onservatives peut être e�etué analytiquement enrésolvant le système onstitué par les onditions aux limites dérivées :
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∂CL2
∂p
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∂p

∣∣∣r-entrée = ... = 0

(4.11)
La notation Xr appliquée aux grandeurs onservatives ou à leurs dérivées indique que la valeur estdonnée par l'éoulement de référene autour duquel on va extrapoler les solutions. Dans la suite deette partie, on gardera l'indie r pour signi�er une valeur prise à l'état de référene.En résolvant e système, et de manière plus générale, en résolvant le système dérivé n fois,on peut montrer au moins numériquement que les variables onservatives admettent des dérivéestroisièmes non nulles.Considérons maintenant la dérivée de la pression statique P̄s évaluée à partir des variablesonservatives reonstruites, lesquelles seront aussi notées ave un surlignage. On obtient :

∂P̄s

∂p
= (γ − 1)

(
∂ρ̄E

∂p
− Ū

∂ρ̄

∂p
+
Ū2

2

∂ρ̄U

∂p

) (4.12)



182 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationAu point de référene, on montre sans auune di�ulté que ∂X̄
∂p

∣∣∣
r

= ∂X
∂p

∣∣∣
r
quelle que soit la variable

X. On retrouve (heureusement) à partir de (4.11) que :
∂P̄s

∂p

∣∣∣∣
r

= 1 (4.13)De la même façon, on retrouve bien que :
∂2P̄s

∂p2

∣∣∣∣
r

= (γ − 1)
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∂2ρ̄E

∂p2

∣∣∣∣
r

− Ūr
∂2ρ̄U

∂p2

∣∣∣∣
r

+
Ū2
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2

∂2ρ̄

∂p2

∣∣∣∣
r

− 1

ρ̄

(
∂ρ̄U

∂p

∣∣∣∣
r

− Ūr
∂ρ̄

∂p

∣∣∣∣
r

) ]
= 0 (4.14)Cependant, si on onsidère les variations de la pression statique reonstruite par rapport auparamètre "pression statique" p, il apparaît omme on pouvait s'y attendre un éart ave la ourbethéorique omme l'illustre la �gure (Fig. 4.7). On y a traé la pression statique P̄s reonstruite àpartir des variables onservatives extrapolées en fontion du paramètre de pression statique p, et epour di�érents nombres de Mah inidents. Le réglage du nombre de Mah du hamp de référene

Machref est e�etué en modi�ant la pression totale amont.

Fig. 4.7 � Reonstrution de Ps à partir des variables onservatives extrapoléesD'où vient exatement et éart ? Si on érit la dérivée troisième de Ps, on obtient analytique-



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 183ment :
∂3Ps

∂p3
= (γ − 1)

[
∂3ρE

∂p3
− ∂U

∂p

∂2ρU
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− U

∂3ρU
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∂p
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− 2ρ
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∂2U

∂p2

] (4.15)En arrêtant le alul des dérivées à l'ordre 2 et en utilisant une série de Taylor ad ho, on asupposé que les variables onservatives reonstruites X̄ avaient un omportement quadratique, etque par onséquent ∂3X̄
∂p3

∣∣∣
r

= 0.En réinjetant ette hypothèse de alul dans la formule (4.15) donnant ∂3P̄s
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r
, il ne reste alorsplus que les termes omportant les dérivées premières et seondes, lesquelles ne sont pas nulles.
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](4.16)En onséquene, on montre que ∂3P̄s

∂p3

∣∣∣
r
6= 0, e qui ontredit la théorie. On en déduit que ∂2P̄s

∂p2et ∂P̄s

∂p sont variables, e qui explique la déviation par rapport à la ourbe théorique.Il est intéressant de onstater sur la �gure (Fig. 4.7) que l'éart sera d'autant plus grand que lenombre de Mah de l'éoulement sera faible, ou, en d'autres termes, que Ps et Pt seront prohes.Ce résultat n'est pas forément intuitif et mérite d'être expliqué. On ommenera par supposerque l'éoulement est inompressible, e qui permet alors d'annuler tous les termes dérivés de ρ.De manière plus générale, il est fondé de négliger les dérivées de ρ relativement aux dérivées de lavitesse ou de la quantité pour une large plage de nombre de Mah puisque les variations de la massevolumique restent très inférieures en norme à elles de la vitesse. On peut en partiulier érire :
∂ρU

∂p
≈ ∂U

∂pOn remarque que dans l'équation (4.16), en tenant ompte des hypothèses qui viennent d'êtreformulées, il ne reste plus que des termes pondérés par ∂Ū
∂p . Or, en utilisant la relation suivantedonnant le lien entre pression totale et pression statique :

Pt = Ps

(
1 +

U2

2CpTs

) γ
γ−1 (4.17)Il est possible de monter que la dérivée de U relativement à Ps (et don p) s'érit dans notre as :
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√
2CpTt

[
1 −

(
Ps

Pt

)(γ−1)/γ
] (4.18)On trouve ainsi que pour Ps

Pt
→ 1, la dérivée de U par rapport à Ps tend vers −∞. Une onséquenede e omportement est alors une augmentation en valeur absolue de la dérivée ∂3P̄s

∂p3 , et par suite, une



184 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationdivergene plus rapide de la ourbe de Ps reonstruite par rapport à la ourbe théorique. Ce résultatest illustré sur la �gure (Fig. 4.8) qui montre l'évolution de U en fontion de p pour plusieurs nombresde Mah de référene (et don plusieurs valeurs de Pt). A l'inverse, lorsque Pt → ∞, U →
√

2CpTtet ∂U
∂p → 0

Fig. 4.8 � Evolution de la vitesse U en fontion de la pression statique pCependant, il est très important de onstater qu'à partir d'un nombre de Mah égal à 0.2,l'erreur de reonstrution est négligeable, même en bord de plage paramétrique. Sur la �gure (Fig.4.7), on peut mesurer qu'au maximum, l'erreur est :
Machref Eart max. Ps [Pa℄ Eart relatif Ps

0.1 102.1 1.15 10−3

0.2 7.58 0.86 10−4

0.6 0.09 1.0 10−6Tab. 4.1 � Erreur de reonstrution de PsBien que e as soit objetivement très simple, on peut néanmoins en déduire que pour deséoulements ave des nombres de Mah moyens (supérieurs à 0.2) ou forts, la reonstrution de lapression statique Ps à partir des variables onservatives extrapolées est liite. En revanhe, pour deséoulements à très faible nombre de Mah, il est impératif de trouver une solution alternative pourdéterminer la pression statique.L'approhe envisagée onsiste à reonstruire diretement les ritères non-onservatifs en fon-tion des paramètres, sans passer par l'intermédiaire des variables onservatives extrapolées. Plusonrètement, pour un ritère non-onservatif X quelonque, on détermine les dérivées ∂X
∂p

, ∂2X
∂p2 ,et... pour reonstruire ensuite X par la méthode de son hoix (série de Taylor par exemple).Dans ette optique, la solution la plus simple est d'exprimer analytiquement les dérivées de Xpar rapport aux paramètres omme des fontions des dérivées des variables onservatives. Cei peut



4.7. Méthodes numériques pour la paramétrisation 185être fait en dérivant la relation exprimant X à partir de q. Il su�t ensuite de aluler les dérivéesdu ritère à partir des dérivées fournies par le solveur paramétrique.Dans l'exemple traité, on utilise ainsi la relation (4.12). Comme la dérivée seonde obtenue dela même manière ave (4.14) est nulle, la reonstrution de la pression statique par rapport auparamètre pression statique ave une série de Taylor est alors exate.Dans le as général, l'expression des ∂nX
∂pn est plus omplexe, notamment si la dé�nition de X faitintervenir des termes intégraux. Il faut alors prendre en ompte les déformations de la géométrierelativement aux paramètres. La aratérisation des méthodes de reonstrution fait aujourd'huil'objet d'un développement mené par M. Buisson [16℄.4.7.4.3 Appliation à l'étude du traitement de arterQuelques essais de reonstrution ont été e�etués ave l'aide de M. Buisson sur le as traité parette étude, à savoir le traitement de arter pour ventilateurs. On a ainsi herhé à quanti�er lesaméliorations/dégradations apportées par une reonstrution en variables non onservatives sur lesobjetifs de ette étude, lesquels sont le di�érentiel de pression statique, ∆Ps, de pression totale ∆Ptet de vitesse transversale ∆Vy. Deux nouvelles reonstrutions (sur la base d'une série de Taylor)ont été envisagées :

• la reonstrution de la pression statique Ps au lieu de l'énergie totale ρE. Les six autresvariables reonstruites restent onservatives (ρ, ρU , ρV , ρW , ρk et ρω)
• la reonstrution de la température totale Tt au lieu de l'énergie totale ρE.On a représenté sur la �gure (Fig. 4.9) les variations des trois objetifs de l'étude en fontion duparamètre d'angle α, et e pour les simulations RANS diretes (aluls Turb'Flow) et pour lesreonstrutions envisagées. Le alul des dérivées (et don les reonstrutions) est e�etué à partirdu point α=115�.La première remarque que l'on puisse faire ii est que la tehnique de reonstrution n'a pasd'e�et sur l'objetif de vitesse ∆Vy. Cei est logique dans la mesure où les reonstrutions hoisiesne varient pas sur le alul de la vitesse. On observe en revanhe quelques légères di�érenes sur lesobjetifs de pression statique et de pression totale.Pour le di�érentiel de pression statique ∆Ps, la reonstrution en température totale est assezsimilaire à elle en variables onservatives. On observe seulement une très légère dégradation pourles angles α faibles, ompensée par une petite amélioration aux grands α. Pour la reonstrutions en

Ps, on retrouve une légère dégradation (<1 Pa) du résultat pour α ≈90�. A l'inverse, l'améliorationest plus sensible pour α ≈140�puisque le niveau de ∆Ps remonte de 1.5 Pa vers le point Turb'Flow.On reste ependant assez loin du point obtenu par simulation RANS direte, e qui peut laisserpenser que le prinipal problème vient de l'ordre de reonstrution (ordre 2) qui est probablementtrop bas.Pour l'éart de pression totale ∆Pt, les tendanes sont inversées. Pour les angles faibles (α ≈90�),les di�érentes tehniques de reonstrution donnent des résultats à peu près similaires (l'éart entreles trois ourbes reonstruites est inférieur à 0.5 Pa). Pour les angles forts (α ≈140�), la reons-trution onservative est ette fois la meilleure. La reonstrution portant sur la pression statiqueest elle qui s'éarte le plus du point Turb'Flow.
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Fig. 4.9 � Reonstrution à l'ordre 2 des objetifs ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy - e�et des variables de reons-trution



4.8. Algorithme Génétique NSGA-II 187Nous avons aussi essayé des reonstrutions basées sur la température statique Ts (remplaçant
ρE) ou les omposantes de vitesse U , V ,W (au lieu des omposantes de la quantité de mouvement).Toutefois, es reonstrutions ont donné des résultats quasi-identiques à une reonstrution por-tant simplement sur les variables onservatives. Elles ne seront don pas plus détaillées ii.A partir de es résultats, on peut voir que le hoix des variables de reonstrution n'est pasabsolument ritique pour l'étude du traitement de arter. Tout d'abord, les problèmes d'ordrede reonstrution semblent générer une erreur bien plus importante que elle liée aux variablesreonstruites. D'autre part, il n'y a pas ii de reonstrution idéale puisque une amélioration pourun objetif s'aompagne d'une dégradation pour un autre. Par exemple, la reonstrution en Psaméliore la prédition de ∆Ps mais dégrade elle de ∆Pt. Compte tenu de es remarques, nous avonsfait le hoix de garder la reonstrution onservative pour le reste de l'étude du traitement dearter.4.7.4.4 SynthèsePour onlure ette partie, on remarquera que la reonstrution est fortement dépendante desonditions de simulation, et plus spéi�quement des onditions aux limites imposées. Dans l'exempled'éoulement monodimensionnel onsidéré dans ette partie, il su�t de remarquer que si ρ et ρUavaient été imposées à l'amont en lieu de Pt et Tt, le système des onditions aux limites dérivées(4.11) aurait été beauoup plus simple. Les dérivées retournées par le solveur paramétrique auraientalors permis une reonstrution extrapolée exate.Dans es onditions, on aurait eu :
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e qui implique que pour P̄s reonstruite à partir des variables onservatives extrapolées :

∂P̄s

∂p
= 1,

∂2P̄s

∂p2
= 0,

∂3P̄s

∂p3
= 0Il serait don intéressant à l'avenir de dé�nir, au travers d'un large éventail de as pratiques, des"règles" spéi�ant l'ordre de grandeur de l'erreur de reonstrution attendue pour diverses modéli-sations, reonstrutions et ritères représentatifs de la méanique des �uides (pression, rendement,et...).4.8 Algorithme Génétique NSGA-II4.8.1 Caratéristiques de l'algorithmeA�n de pouvoir e�etuer des optimisations, il a été néessaire de se doter d'un algorithme gé-nétique performant et adapté à un grand nombre de as. Il n'était pas très pertinent de développer



188 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationentièrement un algorithme, tant pour une question de temps que de tehnique néessaires. La séle-tion s'est ainsi orientée vers une des très nombreuses implémentations disponibles dans la littérature.Le hoix a été fait lors du travail de �n d'études de M. Buisson [14℄ qui a reensé les algorithmes lesplus performants puis a programmé les routines permettant le ouplage entre l'algorithme retenu etles di�érents solveurs, extrapolateurs et outils de post-traitement liés à Turb'Opty.L'algorithme retenu est le Non-Dominated Sorting Geneti Algorithm-II (NSGA-II) développépar Pratap et Deb [31℄ au sein du Kampur Geneti Algorithm Laboratory (KanGAL). Cet algo-rithme est une version dérivée du NSGA proposé par le même laboratoire [174℄, mais inluant lanotion d'élitisme et simpli�ant l'opérateur de diversité.Le NSGA-II est aujourd'hui l'un des algorithmes les plus répandus, sinon le plus utilisé. Denombreuses études font état de son e�aité sur divers problèmes [38, 104, 31, 28℄, e qui enfait un andidat idéal pour des optimisations générales. Contrairement à son prédéesseur, etalgorithme utilise une proédure de tri rapide en rangs de Pareto, ainsi qu'un opérateur de diversitébasé sur la rowding distane, au lieu du sharing utilisé par NSGA. Dans les deux as, il s'agitde rendre l'algorithme plus e�ae du point de vue matériel en limitant le nombre d'opérationset de paramètres numériques. L'élitisme est quant à lui introduit pour aélérer la onvergenede l'optimisation. Le ode soure de l'algorithme utilisé provient de l'Illinois Geneti AlgorithmsLaboratory (IlliGAL).4.8.2 Struture de NSGA-IIL'algorithme peut être déomposé en trois grandes phases, appliquées suessivement au seind'une boule itérative prinipale. La struture de l'algorithme NSGA-II est représentée sur la �gure(Fig. 4.10).

Fig. 4.10 � Struture de l'algorithme NSGA-IILa première de es phases e�etue par un tournoi (f. annexe E.1) la séletion de N individus



4.8. Algorithme Génétique NSGA-II 189appelés à se reproduire, puis e�etue le roisement en appliquant un roisement du type "SimulatedBinary Crossover" (SBX - f. annexe E.3.1 pour plus de détails sur et opérateur) et une mutationpolynomiale (f. annexe E.3.2). Les deux opérateurs génétiques séletionnés (SBX et mutationpolynomiale) permettent d'assurer une reprodution e�ae de la population tout en assurant uneexploration de l'espae paramétrique.La taille de tournoi S sera prise égale à deux. La séletion des individus se fait en premier lieusur le rang au sens de Pareto, mais en as d'égalité, on utilisera alors une omparaison en terme derowding distane.La seonde phase introduit l'évaluation et le lassement des individus. Cette opération peut êtresubdivisée en deux étapes suessives.1. La première onsiste don à évaluer les nouveaux individus. Tous les membres de la population
Qt sont envoyés vers le solveur/approximateur utilisé pour obtenir en retour les valeurs des fiassoiées. Dans notre as, les individus sont évalués par reonstrution paramétrique à partirdes résultats fournis par le ode Turb'Opty.2. La seonde étape de ette phase est le lassement en rangs de Pareto. Comme ela a été préiséen introdution, l'algorithme NSGA-II fait intervenir l'élitisme pour aélérer la onvergene.Ce méanisme est ii simplement implémenté en ombinant la population initiale de l'itération
P t à la population des enfants Qt. On note par suite P t

comb la population ombinée :
P t

comb = P t ∪QtPar dé�nition, P t
comb est une population de taille 2N . Cette population est ensuite triée enfronts suessifs Fk. La phase de tri, oneptuellement identique à elle de NSGA, a néanmoinssensiblement été améliorée du point de vue informatique. Pour réduire le temps de traitement,on attribue à haque individu i un groupe Si onstitué par les individus qu'il domine. Unefois les groupes onstitués, la réation des fronts ne requiert plus le parours de l'ensemble dela population.Comme on peut le remarquer, au sortir de es deux premières phases, on dispose d'une popula-tion de taille 2N qui doit bien évidemment être réduite à N pour éviter une divergene du nombred'individus. Il est don impératif de faire un deuxième tri qui ne perturbe pas pour autant la lassi-�ation établie. On "élaguera" la population P t

comb en gardant les k′ meilleurs fronts. Cependant, ilest rarissime que es k′ fronts regroupent exatement N individus, e qui implique de pratiquer uneoupe dans le dernier front. C'est ii qu'intervient la notion de rowding distane. Elle est utiliséepour établir un lassement des individus à l'intérieur des fronts. La troisième phase est le alul dee ritère. Elle est e�etuée pour l'ensemble de la population, et e pour deux raisons :1. On ne "onnaît" pas enore à e niveau ombien de fronts seront retenus pour la population
P t+12. Le méanisme de séletion fait lui aussi potentiellement appel à ette grandeur. Elle doit donêtre déterminée préalablement pour tous les individus qui seront retenus dans P t+1Cette phase pourra, à l'avenir être légèrement améliorée en déterminant préalablement le nombre

k′ de fronts retenus et en ne alulant la distane que pour es fronts.Ces trois phases sont ombinées au sein d'une boule itérative. Cette boule opère le passagede la population P t
comb à la nouvelle génération P t+1 en déoupant selon la rowding distane ledernier front k′ retenu.



190 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.9 Post-traitement de l'optimisationUne fois l'optimisation e�etuée, il reste à en dépouiller le résultat pour essayer, entre autre, deomprendre la physique sous-jaente du as traité et si possible, de dégager des résultats supplémen-taires omme les grandes tendanes d'évolution et la sensibilité des objetifs relativement à haqueparamètre. En e�et, il onviendra de remarquer que l'optimisation retourne une ou plusieurs solu-tions optimales et, même si le proessus peut s'appuyer sur des informations spéi�ques, telles queles gradients des objetifs relativement aux paramètres, es informations sont généralement perdueslors de la restitution à l'utilisateur. D'autre part, il peut être néessaire de quanti�er des ritèresexternes, tels que la robustesse d'une on�guration ou la variation d'un paramètre par rapport àun autre au sein d'une population optimale, di�iles voire impossibles à intégrer dans le proessusd'optimisation. Ces ritères ne peuvent alors être déterminés que par un post-traitement e�etuéaprès l'optimisation.La problématique du post-traitement en sortie d'optimisation s'insrit dans le adre de la vi-sualisation d'un ensemble de données, une base de données. Le plus gros problème de l'optimisationmulti-paramétrique et multi-objetifs est la dimension D importante de l'espae à dépouiller, qui estonstitué de la réunion des espaes paramétriques et objetifs. De manière générale, D = N+I ≫ 3,et espae dépasse de fait largement les systèmes de représentation aessibles à l'être humain, lequelreste assez naturellement limité aux espaes à trois ou quatre dimensions.4.9.1 Méthodes de visualisation lassiquesDans un premier temps, on herhe à représenter diretement les variables en sortie d'optimisa-tion, 'est-à-dire les objetifs et les valeurs de paramètres orrespondants, a�n d'essayer de trouveret omprendre les relations existantes. De manière plus onrète, on représente le front de Pareto àla fois dans l'espae paramétrique et dans l'espae objetif.On se heurte alors très vite à un problème majeur : omment représenter e�aement unehypersurfae, ou un hypervolume dé�ni dans un espae de grande dimension ? La solution la plus"simple" et intuitive onsiste à projeter ette surfae (ou volume) dans plusieurs sous espaes dedimensions 2 ou 3.Supposons qu'on dispose d'un as bi-paramétrique tri-objetifs (P = 2, I = 3). Représenterle front de Pareto dans l'espae objetif ne pose auun problème, pas plus que dans l'espae pa-ramétrique. Mais omment représenter le front dans es deux espaes simultanément ? Pour avoirl'analyse la plus �able possible, on doit alors représenter le front en le projetant
• Soit sur tous les plans (xi, x, j), (xi, fj) et (fi, fj). Dans notre as, on obtient 1+6+3=10projetions à faire.
• Soit dans tous les espaes (xi, xj , fk), (xi, fj , fk) et (fi, fj, fk). On obtient 3+6+1=10 autresgraphiques.Le plus gros problème ave une telle approhe est de pouvoir identi�er les mêmes individus d'ungraphique à un autre. Il n'existe en e�et auune raison pour que l'agenement dans un sous-espaeparamétrique ressemble à elui dans un sous-espae objetif, les populations apparaissant souventsous la forme de nuages de points. Au-delà de trois ou quatre graphiques à traiter, omprendre equi est représenté devient un vrai dé�.



4.9. Post-traitement de l'optimisation 1914.9.2 Partitionnement de populationOn dépassera ii le strit adre de la visualisation pour traiter d'autres aspets du post-traitement.Il peut souvent être néessaire d'e�etuer un partitionnement de la population fondé sur une res-semblane entre les individus. L'intérêt de la tehnique est de lasser la population en plusieursatégories distintes a�n de failiter ensuite la ompréhension des di�érents méanismes physiquesou de faire failement un hoix dans une lasse donnée. On ommenera par dé�nir une partitionde Voronoï assoiée à un élément x.Dé�nition 4.7 : [Partition de Voronoï℄Soit un ensemble E et un sous-ensemble �ni F d'éléments de E. Soit un élément a ∈ F . Ondé�nit Va la partition de Voronoï assoiée à a omme :
Va = {x ∈ E tels que ∃b ∈ F, d(x, a) > d(x, b)} (4.19)où d(,) est une distane dé�nie dans EDit autrement, la partition de Voronoï assoiée au point a est la partie de l'espae qui est plusprohe de a que de tout autre point b issu d'un ensemble �ni.La méthode de partitionnement la plus répandue aujourd'hui est le partitionnement moyen surk ensembles ("k-means lustering"). On dé�nit ainsi k partition de Voronoï dans la populationoptimale, les entres gk de es partitions sont par ailleurs dé�nis omme leur entre de gravité. Pourtrouver es entroïdes, on minimise les erreurs Ek exprimées dans la formule suivante :

Ek =
∑

i

∥∥x − gc(xk)

∥∥ (4.20)où c(xk) est l'indie du entroïde le plus prohe de xk.En pratique, la onstrution des partitions s'e�etue itérativement en modi�ant progressivementla position des gk. L'initialisation est e�etuée en séletionnant k individus au hasard. Le hoix dunombre de partitions n'est pas anodin. Le meilleur partitionnement Q possible minimise l'indie deDavies-Bouldin [188℄ :
DB(k) =

1

k

k∑

j=1

max
l 6=j

(
S(Qj) + S(Ql)

dc(Qj , Ql)

) (4.21)où S(Qj) est la moyenne des distanes ‖x− gj‖, x ∈ Qj et dc(Qj , Ql) est la distane entre les entresde partitions. Globalement, minimiser et indie revient à avoir les ensembles les plus ompatspossibles et/ou les plus nettement séparés.La méthode sou�re de trois limites. Tout d'abord, si on souhaite trouver le meilleur partition-nement, il est néessaire d'e�etuer plusieurs tests en faisant varier k e qui n'est pas toujourspratique. On peut néanmoins se ontenter d'un nombre arbitraire de partitions mais on risque alorsde trouver un mauvais partitionnement.D'autre part, la forme des partitions est impliitement déterminée par la distane utilisée. Enutilisant une distane eulidienne, les partitions seront don globalement sphériques. En outre, ilest impossible d'obtenir une partition onave.La dernière limite de la méthode, et son plus gros défaut, est l'initialisation aléatoire. Deuxpartitionnements à k ensembles e�etués sur une même population aboutiront généralement à deuxensembles de partitions di�érents. Cette non-répétabilité de la méthode enlève vite tout rédit aurésultat obtenu.



192 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation4.9.3 Self-Organizing Map4.9.3.1 Présentation des SOMLes Self-Organizing Maps (SOM) ont été introduites par T. Kohonen au début des années quatre-vingt [106℄. Il s'agit en fait d'une lasse partiulière de réseau de neurones destinés à struturer lespopulations de grande dimension. Il existe en pratique une large variété d'appliations possiblespour es algorithmes, mais nous nous onentrerons uniquement sur la visualisation. Les SOMfontionnent alors omme des projeteurs de la population sur des plans.De par leur prinipe de base, les SOM se prêtent très bien à la visualisation d'ensembles d'élé-ments. Il s'agit d'une méthode de projetion d'une population sur un plan, respetant les propriétéstopologiques de ette dernière. Par propriété topologique, on entend généralement la onservationde la struture de la population : si deux individus sont assez similaires, il est souhaitable qu'ilssoient représentés �te à �te. Le support de visualisation n'est plus la 3D mais un ensemble deartes, haque arte reprenant une seule information.

Fig. 4.11 � Exemple de représentation SOMLa �gure (Fig. 4.11) illustre une artographie donnée par une méthode SOM. Il s'agit de lavisualisation d'une population sortant d'une optimisation à quatre paramètres et deux objetifs.Chaque arte traite une seule dimension du problème, soit un paramètre, soit un objetif, la valeurétant représentée par un ode de ouleurs.Comment doit-on omprendre e type de visualisation ? On utilisera pour ela l'analogie aveun doument géographique. Pour un même pays, 'est-à-dire une même forme géographique, ilest possible de représenter plusieurs informations. On peut par exemple montrer la densité depopulation, le revenu moyen loal, l'altitude, la pluviométrie ... Dans tous les as, seule la arte de



4.9. Post-traitement de l'optimisation 193ouleur assoiée à l'information hange, la position des régions ou des villes ne varie bien évidemmentpas.La visualisation par SOM s'appuie exatement sur le même prinipe. Pour une arte, haquepoint représente un individu donné, la position de l'individu restant la même d'une arte à l'autre.On peut ainsi failement omparer tous les objetifs et paramètres. C'est ette struturation dansun espae géométrique qui fait défaut aux méthodes de visualisation lassiques.De la même manière, on peut espérer dé�nir des partitions en se fondant sur les similitudesentre individus, qui ressortent ii failement.Pour pouvoir poursuivre notre étude, nous avons hoisi d'utiliser un algorithme SOM déjà dis-ponible. Notre hoix s'est porté sur elui donné dans la "SOM Toolbox" développée par l'universitéd'Helsinki [189℄4.9.3.2 Constrution des SOMLes SOM sont à la base des réseaux onstitués de Q neurones. Cette tehnique est plus parti-ulièrement prohe des Radial Basis Funtions du point de vue du onept. On assoie à haqueneurone une position donnée, et �xe, dans un plan. On utilise pour e faire un treillis de points,lequel peut être à struture arrée ou hexagonale, ette dernière étant la plus ourante ar ellegarantit une meilleure ompaité. Dans les deux as, la topologie est régulière et la distane entredeux points voisins est égale à l'unité.
Fig. 4.12 � Treillis hexagonal et retangulairePar ailleurs, on assoie à haque neurone j un veteur prototype mj , de dimension I +P . Pourétablir l'analogie ave les RBF, le veteur mj orrespond à la dé�nition des entres des fontions

cj . La règle la plus fondamentale dans un réseau de neurones SOM est que la valeur du veteurprototype peut varier, mais en auun as le point où elui-i sera représenté.La phase ruiale lors de l'utilisation des SOM est l'apprentissage par le réseau de neurones.Il s'agit d'un apprentissage non supervisé, au sens où on ne ontr�le pas la sortie de l'algorithme,et on le laisse s'organiser automatiquement. Il existe deux types d'apprentissage. Le premier estséquentiel et présente l'avantage de la simpliité. Le seond est matriiel, et il garantit une ertainerobustesse au proessus.L'apprentissage se aratérise par une mise à jour des veteurs prototypes pour imiter le mieuxpossible la population à projeter tout en gardant une notion de similitude entre neurones géogra-phiquement voisins.



194 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationDé�nition 4.8 : [Best Mathing Unit℄On appelle BMU d'un individu Indi de la population à projeter le veteur prototype mc quiminimise la distane eulidienne ave Indi parmi tous les neurones possibles :
‖Indi − mc‖2 = min

j

I+P∑

k=1

(Indk
i −mk

j )
2où Indk

j et mk
j sont respetivement les k-ièmes oordonnées des veteurs Indi et mj .Conrètement, le BMU est le neurone (ou plut�t le veteur prototype assoié) qui représente lemieux un individu de la population à traiter.4.9.3.3 Apprentissage séquentielL'apprentissage est ii e�etué en onsidérant, suessivement et itérativement, un seul indi-vidu de la population à la fois. Pour haque itération (t) de l'apprentissage, on séletionne donaléatoirement un individu Indi.Le BMU mc(t, i) de l'individu est alors déterminé, puis on met à jour l'ensemble des veteursprototypes selon la formule :

mj(t+ 1) = mj(t) + α(t)hcj(t)[Indi −mj ] (4.22)où α(t) et hcj(t) sont respetivement le taux d'apprentissage et la valeur de la fontion de voisinage(dans le plan treillis de représentation) pour le point du treillis assoié à mj .
hcj(t) = e

−
d2
cj

2σ2
t (4.23)où σt est un rayon aratéristique dépendant de l'itération et dcj est la distane eulidienne entreles points orrespondant à mc et mj .

σt est une fontion déroissante a�n de limiter les orretions globales (σ grand) qui tendent àperturber l'apprentissage au bout d'un ertain temps.La dé�nition qui vient d'être faite de hcj orrespond à une Gaussienne entrée sur c et delargeur aratéristique σt. Il existe en pratique de nombreuses autres dé�nitions, ave des domainesd'in�uene de formes et de tailles di�érentes. Cependant, la dé�nition gaussienne reste le meilleurompromis en terme de vitesse d'apprentissage et de préision obtenue [46℄.La notion de distane est absolument essentielle ar elle assure que des individus voisins sur laarte seront (probablement) voisins en terme de paramètres et objetifs. La orretion appliquée aveun ertain rayon d'e�aité permet de rapproher le BMU et ses voisins de l'individu séletionné.
α(t) est une fontion du temps habituellement déroissante. On onsidère en e�et que plus ily aura eu d'itérations, plus la orretion devra être minime pour assurer une onvergene. Cettefontion peut aussi être interprétée omme une pondération de l'amplitude de la Gaussienne hcj,e qui orrespond de fait à un paramètre in�uençant la fore des orretions pour une distane dcjdonnée.L'inonvénient de ette méthode est le aratère aléatoire de l'apprentissage. Il est ainsi possibled'obtenir, en répétant l'apprentissage, deux topologies di�érentes pour une même population.



4.9. Post-traitement de l'optimisation 1954.9.3.4 Apprentissage matriielDans ette deuxième approhe, l'apprentissage est e�etué en utilisant simultanément plusieursindividus, généralement les N présents dans la population à traiter. On dé�nit ainsi une matrie Pde dimensions Q×N telle que :
• Pki = 1 si mk est le BMU de l'individu Indi

• Pki = 0 sinonConrètement, ela revient à établir le partitionnement au sens de Voronoï de la population à traiter,les partitions étant dé�nies par rapport aux mk. On retiendra en partiulier que plusieurs individus
Indi peuvent avoir le même BMU.Une fois la matrie P déterminée, on met à jour les veteurs prototypes :1. Pour haque neurone k, on alule la somme sk

sk(t) =

nVk∑

i=1

Indi (4.24)où nVk
est le nombre d'individus dans la partition de Voronoï Vk, soit aussi le nombre determes non nuls sur la k-ieme ligne de la matrie P .2. On orrige les veteurs prototypes :

∀k = 1, .., Q, mk(t) =

∑Q
c=1 hck(t)sc(t)∑Q
c=1 hck(t)nVc

(4.25)où hck est une fontion de voisinage dé�nie omme préédemment. On obtient alors en toutpoint une valeur moyenne pondérée de la population, les oe�ients de pondération étant les
hckCes deux étapes sont répétées au sein d'un proessus itératif jusqu'à obtenir une onvergenesu�sante. A la di�érene de l'apprentissage séquentiel, il n'existe pas ii de taux d'apprentissage

α(t), mais la notion d'évolution temporelle est quand même implémentée au travers de la fontionde voisinage hck et du rayon de voisinage σt orrespondant.Cette tehnique a l'avantage de ne pas présenter le aratère aléatoire de la préédente. Puisquetous les individus Indi sont traités simultanément, il n'existe pas de hoix possible et don pas derisque de hangements dans l'apprentissage. En ontrepartie, ette tehnique utilise plus intensive-ment la mémoire en raison du traitement matriiel ; on traite en e�et (au moins) une matrie detaille N ×Q qu'il est néessaire de stoker intégralement.Pour e qui est des vitesses de onvergene, la omplexité d'une itération de l'apprentissage estde l'ordre de N ×Q× (I + P ), elle de l'apprentissage est à moitié moins oûteuse si N ≫ Q maisen revanhe, elle est de l'ordre de Q2 si Q≫ N .4.9.3.5 Taille des artesLa taille des artes reonstituées est importante pour la préision de la reonstrution. Plusieursas de �gure sont possibles en fontion du nombre Q de neurones hoisis.



196 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisation
• Si le nombre de neurones est inférieur à la taille N de la population à représenter (Q < N),il existera obligatoirement des neurones représentant plusieurs individus simultanément. Onintroduit alors un e�et de moyenne lié aux partitions de Voronoï.
• Si Q = N , il est en théorie possible de représenter exatement la population pour peu quel'apprentissage soit su�samment long. Cette dernière remarque suppose néanmoins que lerayon de voisinage déroisse en dessous de 1 a�n d'assurer la similitude entre seulement unindividu et un veteur prototype (son BMU)
• Si Q > N , il existera des partitions de Voronoï vides, e qui signi�e aussi que ertains neurones,et don les veteurs prototypes assoiés, sont déterminés uniquement par l'in�uene distanted'autres neurones. Dans e as, on obtient une interpolation loale de la population.Le premier et le dernier as introduisent une notion d'approximation dans la représentation dela population. Cette "erreur" n'est généralement pas ritique, pour peu que Q ≈ N . De manièregénérale, il est souhaitable d'avoir Q > N , puisque, dans un as ertes extrême, un seul neuronene pourra jamais représenter orretement la diversité de plusieurs individus ; à l'opposé de tropnombreux neurones représenteront toute la diversité et parfois un peu plus.

Fig. 4.13 � Introdution de veteurs prototypes interpolés par la SOML'approximation générée peut ependant être observée lorsque la population Pareto-optimaleest disontinue dans au moins une dimension parmi les I + P possibles. Le meilleur moyen de s'enrendre ompte est de traer le "front" obtenu ave les veteurs prototypes, et le front de Pareto réel.On voit nettement sur la �gure (Fig. 4.13) que des points apparaissent au niveau de la disonti-nuité pour la reonstrution SOM. Cei est dû au phénomène d'interpolation qui se produit lors de



4.9. Post-traitement de l'optimisation 197l'apprentissage sur une trop grande arte, ou bien à la moyenne opérée par e même apprentissagesur une arte trop petite. Dans les deux as, on retrouve alors des solutions qui ne sont pas vraimentPareto-optimales.Il est possible d'évaluer le niveau général d'interpolation assoiée à la SOM en alulant lenombre d'individus assoiés, au sens du BMU, à haque veteur prototype. De manière évidente,les veteurs prototypes purement interpolés ne sont généralement le BMU d'auun individu de lapopulation optimale. En traçant ette information sur une arte respetant la topologie des artesissues de la SOM, on peut alors déterminer quelles sont les zones approhées et quelles sont leszones vraiment représentatives de la population.4.9.3.6 Initialisation des artesA�n de garder une ohérene entre les di�érentes dimensions traitées lors de l'apprentissage,il est néessaire de reformuler un peu le problème. En e�et, pour haque paramètre ou objetif,on peut attendre un niveau moyen et un éart type di�érents des autres dimensions, e qui peutonduire au �nal à un biais dans la mise à jour. Pour ela, on hoisit généralement de normaliserles données du problème a�n d'e�etuer un traitement standard par la suite.On dé�nit ainsi :
Îndij =

Indij − gj√
Nµj

(4.26)où gj est la moyenne de la j-ème omposante des veteurs Ind

gj =
1

N

N∑

i=1

Indijet µj est l'éart type de la j-ème omposante :
µ2

j =
1

N

N∑

i=1

(Indij − gj)
2En pratique, ette opération revient à faire un hangement de repère dans l'espae traité dedimension I + P traité. Le nouveau entre est le baryentre G = (gjj=1,..,I+P )En faisant ette opération, on ne résout ependant pas le problème de l'initialisation des artes.On ne dispose toujours pas d'informations permettant de dé�nir deux diretions pour haque para-mètre ou objetif onsidéré. L'idéal serait de pouvoir projeter la population dans un plan de l'espaetraité a�n d'en sortir deux veteurs de base. La projetion ne doit néanmoins pas être faite au hasardpour ne pas altérer la qualité de la visualisation.La détermination du plan de projetion est onnue sous le nom d'Analyse en ComposantesPrinipales. Il s'agit onrètement de déterminer le plan qui onserve le plus d'informations possiblesdu nuage de points à projeter. Ce plan est déterminé par la position du point G et par deux veteurslinéairement indépendants notés a1 et a2.Le problème peut s'érire formellement omme suit :trouver a1 et a2 tels que N∑

i=1

∥∥∥Indi − Ind
(a1,a2)
i

∥∥∥
2

2
soit minimale



198 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationoù Ind
(a1,a2)
i est le projeté orthogonal de Indi sur le plan herhé.Ave le théorème de Pythagore appliqué au triangle formé par les points G, Ind

(a1,a2)
i et Indi,on montre que ette formulation est équivalente à :





Trouver a1 tel que ∑N
i=1 ‖G + (Indi.a1)a1‖2

2 soit maximaleTrouver a2 orthogonal à a1 tels que ∑N
i=1 ‖G + (Indi.a2)a2‖2

2 soit maximaleLa détermination de a1 et a2 fait intervenir la matrie de orrélation R = X̂T .X̂ où X̂ est lamatrie de taille N × (I + P ) onstituée par tous les individus à représenter érits en lignes aprèsavoir été normalisés. R est une matrie arrée symétrique dé�nie positive de taille (I+P )× (I+P ).La matrie R traduit la orrélation de haun des I + P veteurs omposantes relativement auxautres omposantes. Chaque veteur omposante donne la valeur d'un paramètre ou d'un objetifpour tous les individus de la population.On montre que les veteurs a1 et a2 sont les veteurs propres de R assoiés respetivement à laplus grande valeur propre λ1 et la seonde plus grande valeur propre λ2 [15℄.L'intérêt de séletionner es deux veteurs est qu'on maximalise ainsi la variane de la popu-lation dans le plan de projetion. En e�et, la matrie R ne possède sur sa diagonale que des 1,orrespondant à l'éart type de haque omposante pour les Înd. La trae de R aratérise la dis-persion, dans l'espae initial, de la population à projeter. Les valeurs propres de R orrespondentdon à l'éart type de haque omposante exprimé dans la base des veteurs propres, et la sommede es valeurs propres orrespond aussi à la dispersion de la population. En séletionnant les deuxplus grandes valeurs propres, on s'assure de maximaliser l'éart type de la population projetée surle plan orrespondant.Plus la fration λ1+λ2PI+P
j=1 λj

est prohe de 1, meilleure sera la projetion dans le plan engendré par
a1 et a24.9.3.7 Informations supplémentaires assoiées aux SOMValidité de la représentation et orrélation entre variables. La matrie R utilisée pourl'analyse en omposantes prinipales sur la population fait intervenir la orrélation de haque va-riable, paramètre ou objetif, exprimée pour l'ensemble de la population. On peut ainsi espérerdégager des similitudes entre es di�érentes omposantes a�n, par exemple, de prédire quel seral'objetif le plus in�uené par un paramètre.On peut pour ela onsidérer un à un les termes Rij de la matrie R. Trois as remarquables seprésentent :

• Ri,j = 1 : les omposantes i et j sont positivement orrélées . Toute variation de l'une induiraune variation de l'autre dans le même sens au sein de la population optimale
• Ri,j = 0 : les omposantes sont statistiquement déorrélées.
• Ri,j = −1 : les omposantes sont négativement orrélées. Elles évolueront don en sens inverseau sein de la population optimale.Les termes Rij peuvent aussi être perçus omme le osinus de l'angle existant entre les veteursomposantes assoiés. De manière évidente, il existe une in�nité de as possibles entre les trois



4.9. Post-traitement de l'optimisation 199on�gurations remarquables présentées, traduisant une plus ou moins grande orrélation entre lesdi�érentes omposantes.Il est possible de représenter graphiquement la orrélation entre les di�érentes omposantes. Pourela, il est pratique de projeter es veteurs dans un plan onservant le maximum d'informationsau sein de la population. On peut alors appliquer l'analyse en omposantes prinipales non pas auxindividus, mais aux paramètres et objetifs de la population.Dans e but, on onsidère la matrie R′ = X̂.X̂T , de taille N × N . En appliquant la mêmedémarhe, on obtient la meilleure projetion en utilisant les veteurs b1 et b2 assoiés aux deuxplus grandes valeurs propres de R′. De manière évidente, on a R′ = RT . On peut en déduire que les
ai et bi sont liés.

∀i, bi =
1√
λi
X̂aiSi la matrie R a déjà été diagonalisée, il n'est don pas néessaire de répéter l'opération pour R′a�n de trouver ses veteurs propres.Les veteurs b1,2 sont de dimension N . Ils permettent de projeter les veteurs omposantes enrespetant le plus possible les orrélations existant au sein de la population optimale. On obtientalors une représentation omme illustrée sur la �gure (Fig. 4.14).

Fig. 4.14 � Analyse en omposantes prinipales sur les variables - visualisation des orrélationsDeux informations majeures apparaissent sur ette �gure :
• En premier lieu, les oordonnées de haque veteur omposante projeté dans e plan orres-pondent à la orrélation du veteur omposante original ave les deux veteurs de base b1,2.En d'autres termes, si le veteur omposante est représenté exatement dans e plan, la normedu veteur projeté est égale à 1. Une norme inférieure traduit l'approximation faite lors de laprojetion.
• En deuxième lieu, les angles existant entre les di�érents veteurs traduisent le degré de orré-lation que l'on herhe à représenter



200 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationSur la �gure, on voit don que les deux objetifs sont bien représentés par la projetion, etqu'ils sont négativement orrélés. On trouve aussi que les paramètres 1, 2 et 4 sont globalementpositivement orrélés ave le premier objetif, seul le paramètre 3 se distingue d'abord par unemauvaise projetion, et ensuite une déorrélation assez forte ave le reste des variables.Partitionnement. Une autre information peut être issue de la SOM. Il s'agit du partitionnementde la population optimale. En e�et, les SOM représentent les individus en intégrant une notion detopologie, 'est à dire de ressemblane entre des veteurs prototypes voisins. Même si e ne sont pasdes algorithmes de partitionnement, ils tendent à générer des zones ohérentes du point de vue d'unou plusieurs paramètres ou objetifs. Il est ependant possible d'avoir des disontinuités entre deuxzones ohérentes, notamment si la population traitée est elle-même disontinue. Pour aratériserles di�érentes disontinuités existant dans les artes générées par la SOM, on introduit le ritèrede la "U-Matrix" [182, 54℄, qui évalue la distane eulidienne entre les veteurs prototypes de deuxneurones voisins. Conrètement, pour un treillis hexagonal, haque point est omparé, au sens dela distane eulidienne sur les veteurs prototypes, ave ses six voisins. On représente ensuite eritère en utilisant la struture des artes standard.On arrive ainsi à mettre en évidene dans une seule arte toutes les disontinuités ou variationsbrusques qui apparaissent pour l'ensemble des paramètres et objetifs. On peut alors avoir une idéeassez préise du partitionnement possible de la population.

Fig. 4.15 � Représentation de la distane U-MatrixSur la �gure (Fig. 4.15), on observe la artographie de distane "U-Matrix" assoiée à unepopulation optimale. On repère très nettement dans le oin gauhe supérieur une zone homogène,i.e. ave une faible distane inter-individus, séparée du reste de la arte par un saut de distane.Cette zone se retrouve nettement pour le deuxième paramètre, et dans une moindre mesure pourles paramètres 1,4 et le premier objetif.On peut aratériser la "fore" d'une frontière en déterminant la distane au sens U-Matrixassoiée. Plus ette mesure sera élevée, plus les zones séparées seront distintes, et e de deuxmanières :
• Seules quelques variables présentent ette frontière, mais ave une grande variation au traversde la séparation.



4.10. Synthèse sur la paramétrisation et l'optimisation 201
• Toutes les variables présentent ette frontière, de manière plus ou moins marquée.Sur la arte présentée, on voit don qu' il existe deux frontières fortes, séparant deux enlavesdu reste de la arte. La première a déjà été dérite. La seonde, de petite taille, est ollée au bordde la arte. Elle orrespond à une di�érene de omportement entre, d'un oté le paramètre 2, etde l'autre le reste des variables. Hormis ette petite enlave, la frontière apparaissant à mi-hauteurde la arte est ommune à toutes les variables.On distingue en revanhe un réseau assez onfus de petites frontières, ressortant faiblementsur la arte. Elle mettent en évidene les petites variations qui apparaissent pour les di�érentesvariables. Toutes ne sont ependant pas pertinentes du point de vue de la ompréhension ou dupartitionnement, ar elles ne délimitent pas de zone vraiment évidente de la arte.On soulignera que l'utilisation de la norme U-Matrix n'est vraiment pertinente que pour un asomportant beauoup de variables, ar elle apporte alors une aide substantielle à l'utilisateur poursynthétiser et, dans un sens, superposer les di�érentes artes. Sur un as aussi simple que eluiprésenté en (Fig. 4.15), il est possible de trouver es frontières d'un simple regard.Robustesse. La robustesse d'un dessin peut aussi être esquissée par une visualisation de typeSOM. Elle est plus ou moins liée à la notion de partitionnement préédemment exposée. En e�et,il est faile ave es représentations de repérer les zones sur lesquelles les objetifs varient peurelativement aux paramètres, orrespondant don aux zones de dessins robustes. A l'inverse, onpeut aussi identi�er des zones ritiques pour lesquels un paramètre est à peu près onstant, et lesobjetifs sont disontinus.De manière plus générale, les SOM permettent de trouver immédiatement les plages de variationdes di�érents paramètres et objetifs. On peut alors failement diserner quels sont les paramètresayant peu d'in�uene, de eux qui sont ritiques.Cependant, la notion de robustesse n'est souvent ii que partielle dans la mesure où les artess'appuient sur la population optimale, et don des ensembles de paramètres optimaux. On ne peutpas, dans le as général, dégager l'in�uene d'un seul paramètre à partir d'une artographie SOMoptimale. En e�et, le déplaement sur la arte équivaut presque toujours à la variation simultanéede plusieurs paramètres. Ce ouplage interdit toute prédition de la sensibilité monoparamétriquedes objetifs.Sur la �gure (Fig. 4.15), on remarque que le troisième paramètre est onstant dans la zonesupérieure de la arte. Si on herhe, par exemple, à maximaliser l'objetif 1 (f1), il est alorsimpératif de s'assurer que le troisième paramètre est bien à sa valeur maximale puis de proéderau réglage des autres paramètres. En e sens, le troisième paramètre est ritique et il introduit unenotion de non-robustesse du dessin.4.10 Synthèse sur la paramétrisation et l'optimisationDans e hapitre, nous avons présenté les di�érentes tehniques d'optimisation en les analysantpar rapport à l'optimisation envisagée pour le traitement de arter. Il ressort de ette étude queles algorithmes génétiques sont aujourd'hui les plus aptes à traiter e�aement l'optimisation durainurage.Cependant, le prinipal défaut des algorithmes génétiques est le besoin d'évaluer de nombreuxindividus. Si e besoin n'est pas traité de manière e�ae, l'utilisation d'un algorithme génétique



202 Chapitre 4. Méthodes pour l'optimisation et la paramétrisationse heurte très vite à des temps de alul totalement irréalisables. Une solution à e problème estd'utiliser une approhe paramétrée, e qui est faisable ave le ode Turb'Opty. Nous avons présentéette tehnique, ainsi que les di�érentes ontraintes de reonstrution qui lui sont propres.L'algorithme génétique utilisé dans ette étude, NSGA-II, a ensuite été dérit. Il a été modi�épour pouvoir tenir ompte de la paramétrisation du traitement de arter.En�n, nous avons présenté une tehnique de post-traitement de l'optimisation, ou plus préi-sément de la population optimale retournée par l'algorithme génétique. Cette tehnique, baptiséeSelf Organizing Map, permet de aratériser �nement la struture de la population optimale, et elledonne aès à des informations supplémentaires telles que la robustesse d'une on�guration.Maintenant que nous disposons d'outils adaptés pour e�etuer des optimisations, nous allonsahever l'étude du traitement de arter. Dans le hapitre 5, nous analyserons l'optimisation dutraitement de arter qui a été faite au ours de ette thèse, puis nous appliquerons le nouveautraitement de arter optimisé à un ventilateur de refroidissement automobile.



Chapitre 5Optimisation et appliation dutraitement de arter5.1 IntrodutionAprès avoir détaillé au hapitre 4 les tehniques d'optimisation utilisées dans le adre de ettethèse, nous allons ahever dans e hapitre l'étude du traitement de arter qui avait été initiéeau hapitre 3. Nous nous onentrerons ii sur l'optimisation du traitement de arter et sur sonappliation au ventilateur de refroidissement automobile étudié.Dans un premier temps, nous présenterons les résultats issus de la paramétrisation du modèlede rainurage, ave une omparaison entre la paramétrisation et l'approhe direte (f. 3.4.7) sur lesvariations des objetifs aérodynamiques aratérisant le traitement de arter.Le rainurage sera ensuite optimisé dans la setion 5.3. On présentera les fronts de Pareto obtenus,et on analysera la struture de la population optimale. A la �n de ette setion, une géométrieoptimale sera retenue a�n d'être appliquée au ventilateur.Dans la setion 5.4, nous présenterons les résultats de l'appliation du traitement de arter surle ventilateur étudié, appliation qui vise à démontrer la validité et l'e�aité du rainurage sur leontr�le de l'éoulement de jeu en onditions réelles.5.2 Paramétrisation Turb'Opty - ouplages entre paramètresAu hapitre 3 (setion 3.4.7), les in�uenes des di�érents paramètres ont été présentées sansnotion de ouplage. Or, du fait de l'évolution du hamp aérodynamique, on peut attendre desvariations un peu di�érentes lorsqu'on modi�e plusieurs paramètres simultanément. On a vu parexemple que le vortex dans la rainure était sensible à l'angle, la profondeur, ou bien enore la largeurdes rainures.Dans ette partie, nous traiterons don spéi�quement des e�ets de ouplage que l'on peut at-tendre. Toutefois, omme une étude direte de es e�ets aurait demandé un très grand nombre desimulations, on se basera don sur le alul paramétrique e�etué ave Turb'Opty. Ce solveur per-mettant de aluler les dérivées roisées du seond ordre, on dispose ainsi d'une bonne approximationdes interations entre les paramètres, pris deux à deux.203



204 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arter5.2.1 Evaluation des résultats paramétrisés ave Turb'Opty - Comparaison aveTurb'FlowLa détermination des dérivées du hamp aérodynamique a été e�etuée ave le solveur Turb'Optyen utilisant les tehniques présentées au hapitre 4 (page 175). La paramétrisation est basée sur lemodèle du traitement de arter présenté au hapitre 3. La base de données a été onstruite à partirde la on�guration de référene suivante :
α 115�h 3 mmw 7.8 mmL 9 mmN 50Tab. 5.1 � Géométrie de base utilisée pour le alul paramétriqueLe alul a été e�etué en utilisant un shéma entré au seond ordre, ave une dissipationnumérique du quatrième ordre réglée à 1.10−1. A titre d'information, le alul a été e�etué sur lemaillage déra�né une fois dans haque diretion, soit environ 69 000 points.La résolution du système linéaire (4.5) a été e�etuée en utilisant une méthode GMRES (f.annexe F), ouplée à une fatorisation LU de préonditionnement. Cette tehnique de préondition-nement est extrêmement oûteuse en terme de mémoire, puisque pour notre as, il fallait disposerd'environ 62 Go de mémoire. Elle est en ontrepartie très e�ae puisque le système préonditionnése résout en quelques itérations. Ave une telle méthode, le alul de haque dérivée demande environ90 minutes.Nous avons été ontraints de faire un alul en turbulene �gée, 'est à dire en supposant queles dérivées de variables turbulentes ρk et ρω étaient nulles. En e�etuant les premiers aluls dedérivées, nous nous sommes rendus ompte que es deux variables dégradaient très fortement leonditionnement de la matrie du système linéaire. La résolution du système linéaire devenait alorstrès di�ile, voire impossible. En outre, il s'est avéré que les quelques dérivées obtenues étaientd'assez mauvaise qualité, onduisant à une erreur bien supérieure à elle ommise en négligeant lavariation de la turbulene.5.2.2 Etude des variations obtenues par la paramétrisationOn retrouve par la paramétrisation la plupart des variations observées jusqu'ii ave les alulsRANS lassiques. Les hamps aérodynamiques sont reonstruits en utilisant une série de Taylorappliquée aux variables onservatives.5.2.2.1 Longueur LLa �gure (Fig. 5.1) présente les variations des objetifs obtenues après paramétrisation pour lavariable L. Les deux ourbes sur haque graphique orrespondent à deux ordres de reonstrution.Pour le "1er ordre", la reonstrution est e�etuée en n'utilisant que la dérivée première des variablesonservatives par rapport aux paramètres. Pour le "2eme ordre", on utilise les dérivées premières etseondes.
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Fig. 5.1 � E�ets du paramètre L sur les objetifs - paramétrisation



206 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterOn retrouve les mêmes tendanes que pour les as présentés auparavant, as orrespondant àune hauteur h=1 mm et évalués ave le solveur RANS lassique. L'objetif de pression statiquedéroît en fontion de L, à l'opposé de la pression totale. La variation de ∆Vy reste enore une foistrès faible. La plage de reonstrution est ependant elle aussi limitée.Les e�ets de la longueur de rainure sont essentiellement du premier ordre omme on peut leonstater sur les ourbes. L'éart entre les ourbes au premier et seond ordre est très faible,notamment pour ∆Pt. Pour l'objetif ∆Ps, la dérivée seonde tend à faire baisser le niveau. Pour
∆Vy, on peut onsidérer que l'éart n'a pas vraiment de sens vu les très faibles amplitudes.5.2.2.2 Largeur wOn dispose, pour e paramètre, de points de omparaison obtenus ave le solveur Turb'Flow.Les résultats présentés dans la �gure (Fig. 5.2) permettent don de véri�er la qualité des dérivéesobtenues.

Fig. 5.2 � E�ets du paramètre w sur les objetifs - paramétrisationComme on peut le onstater, on retrouve les bonnes tendanes, même si pour ∆Ps et ∆Pt, lespentes au niveau du point de référene ne sont pas pleinement satisfaisantes :
• La variation de ∆Ps est surestimée.
• La variation de ∆Pt est sous-estimée.



5.2. Paramétrisation Turb'Opty - ouplages entre paramètres 207Les e�ets du seond ordre sont ii assez importants. On remarquera d'abord qu'ils génèrentune in�exion des ourbes ohérentes ave les éhantillons de omparaison. Pour ∆Ps, les e�ets duseond ordre permettent de rattraper en partie l'erreur de pente. Pour w=10.8 mm, on a ainsi unbon aord entre la paramétrisation et le alul diret. A l'opposé, ils dégradent les résultats pourw<7.8 mm.Pour ∆Pt, le seond ordre n'améliore pas vraiment la solution. Les variations pour w<7.8 mmsont quasiment inhangées par rapport au premier ordre. De l'autre �té, pour w>7.8 mm, on assisteplut�t à la dégradation de la solution. Cette dégradation se traduit en partiulier par la réationd'un optimum loal qui ne semble pas physique au regard de l'éhantillon de omparaison.Pour ∆Vy, la onordane entre les ourbes est bien meilleure. On retrouve ainsi diretement labonne pente, et les e�ets du seond ordre permettent de se rapproher enore plus des on�gurationstestées pour w<7.8 mm. Toutefois, pour w>7.8 mm, un optimum loal apparaît pour e ritère aussi.5.2.2.3 Nombre de rainures NOn dispose, là aussi, d'éhantillons de omparaison obtenus par alul diret. Les résultats sontprésentés sur la �gure (Fig. 5.3).

Fig. 5.3 � E�ets du paramètre N sur les objetifs - paramétrisation



208 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterComme on peut le onstater, le résultat de la paramétrisation n'est pas très bon pour e para-mètre. Si les variations au premier ordre peuvent être satisfaisantes, elles au seond ordre sont enrevanhe assez mauvaises. On notera toutefois que les points obtenus diretement ave Turb'Flowsont à N=25,50 et 75. Ave une telle répartition, il est di�ile de quanti�er préisément aveTurb'Flow le omportement des objetifs autour de N=50, 'est à dire sur la plage balayée par lareonstrution Turb'Opty. Des aluls direts dans le prohe voisinage de N=50 (N=52 par exemple)auraient été plus judiieux pour la omparaison.La sensibilité au seond ordre du ritère ∆Ps est beauoup trop forte. Une faible variation dunombre de rainures, ±10% par exemple, génère un hangement de près de 7 Pa de ∆Ps, soit plusde 25%.De la même manière, on observe une variation assez urieuse de ∆Pt, ave une sorte de "vague"de part et d'autre du point de référene.Cette mauvaise qualité de la reonstrution au seond ordre pourrait être due à de forts e�etsdu troisième ordre. Cette hypothèse reste néanmoins à on�rmer en alulant les dérivées troisièmesdu hamp par rapport à N.La paramétrisation est peut-être à reprendre pour e paramètre. En e�et, nous avons hoiside paramétrer diretement N, alors que les dimensions du rainurage sont proportionnelles à 1N . Ilen résulte une erreur de tronature sur les variations du maillage par rapport à N. Par exemple,l'absisse transversale y d'un point de maillage dépend diretement de la largeur l = 2πR0N . Enonséquene les dérivées ∂ny
∂Nn sont non nulles quel que soit l'ordre n de dérivation. Or, on ne retientii que les dérivées premières et seondes. A l'opposé, si on avait hoisi de paramétrer 1N , la relationentre l'absisse y et le paramètre 1

N aurait été linéaire, et seule la dérivée première ∂y
∂(1/N) aurait éténon nulle. Ce point devra faire l'objet d'une future véri�ation.Il est aussi probable que les dérivées seondes soient simplement mauvaises, en raison des sim-pli�ations faites (turbulene �gée notamment).Quelle que soit la raison véritable, on peut véri�er que la qualité de la reonstrution en fontionde N est assez faible : pour les valeurs de paramètre éloignées de la référene, on remarque que ledébit ne se onserve plus, ave des variations atteignant quelques pour ent.En pratique, on limitera don la plage d'exploration de e paramètre au voisinage de la on�-guration de référene a�n de limiter les erreurs ommises. On prendra N dans l'intervalle [48-52℄.5.2.2.4 Angle αLe paramètre α est assez intéressant puisqu'il présente une valeur optimale. Les ourbes (Fig.5.4) permettent de valider les résultats du alul paramétrique. A�n d'obtenir une paramétrisationgéométrique exate à l'ordre 2, le paramètre traité ave Turb'Opty est 1

tanα . Les positions despoints de maillage sont liées linéairement à e paramètre "intermédiaire". On peut ensuite passersans auun problème de e paramètre à l'angle α (la relation est bijetive sur la plage 0�- 180�).Il y a ii un très bon aord entre les reonstrutions et les points de omparaison. L'erreur laplus importante est observée pour ∆Ps. La pente n'est pas totalement orrete à la référene, maisles e�ets du seond ordre viennent orriger en partie le problème puisque la reonstrution à 90�estpresque exate.Pour les ritères ∆Pt et ∆Vy, la reonstrution au premier ordre donne le bon omportement,ave de plus une variation quasi-linéaire. Les dérivées seondes permettent de retrouver la bonne
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Fig. 5.4 � E�ets du paramètre α sur les objetifs - paramétrisation



210 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterourbure. On voit ainsi que la ourbe au seond ordre passe presque parfaitement par les points
α=115�, α=110�et α=90�.On peut don en onlure que les e�ets aérodynamiques au niveau de l'optimum sont essentiel-lement du seond ordre.En parallèle, le alul paramétrique permet de déterminer plus �nement la position de l'optimum.Si on se base sur le ritère de vitesse, il semblerait que l'optimum soit à environ α=104�.5.2.2.5 Hauteur hOn ne dispose pour e paramètre que d'un seul point de omparaison ohérent ave la on�gu-ration de référene. Ce point est situé à h=4 mm. On rappelle que les variations observées en 3.4.7.5orrespondaient à des as présentant une adhérene partielle dans les plénums. Ce hoix disutableavait été imposé par des problèmes de onvergene. Pour le alul paramétrique, on est revenu àune on�guration standard, 'est à dire sans adhérene des plénums

Fig. 5.5 � E�ets du paramètre h sur les objetifs - paramétrisationLe point le plus remarquable sur la �gure (Fig. 5.5) est l'inversion de la pente pour ∆Ps parrapport aux as étudiés en 3.4.7.5. Toutefois, on avait vu dans es as que entre h=2 mm eth=3 mm, l'objetif de pression statique stagnait. Nous avions alors supposé que l'on se trouvait enprésene d'un optimum situé quelque part entre 2 et 3 mm. La variation observée ii vient on�rmer



5.2. Paramétrisation Turb'Opty - ouplages entre paramètres 211l'hypothèse d'un optimum, mais sa loalisation est à revoir. On sou�re ependant d'un problème deohérene entre les données, lié aux onditions d'adhérene imposées ou non dans le plénum amont.Ce point sera lari�é lors de l'étude de ouplage entre paramètres.Dans l'ensemble, l'observation de la �gure révèle des variations orretes. La pente est un peudi�érente de e qui est observé en alul diret, mais les variations du seond ordre viennent un peurattraper l'éart ave les aluls direts. Toutefois, ompte-tenu du faible nombre d'éhantillons deomparaison, on évitera de onlure préisément sur le degré de validité des dérivées.Pour e paramètre, les dérivées seondes jouent un r�le faible puisque les ourbes au premier etau seond ordre sont prohes. La majeure partie des variations onstatées résulte d'e�ets du premierordre.5.2.3 Couplages entre paramètresNous traiterons dans ette partie des e�ets de ouplage entre paramètres. Ave l'approhe dereonstrution hoisie, 'est-à-dire les séries de Taylor, les e�ets de ouplage sont générés par leterme de dérivée roisée :
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]Ces e�ets ne seront don pereptibles que lorsque les deux paramètres s'éarteront de leurs valeursde référene.Les e�ets de ouplage sont d'importane variable selon les doublets de paramètres et les objetifsonsidérés. Les variations liées au nombre de rainures N sont ainsi pas ou très peu ouplées à tous lesautres paramètres. Par exemple, pour les objetifs ∆Ps et ∆Pt, les e�ets de ouplage se traduisentsouvent par une di�érene de quelques pour ent entre la reonstrution n'utilisant pas les dérivéesroisées et la reonstrution ave le ouplage.Ce déouplage peut parfois être justi�é en onsidérant les di�érents méanismes aérodynamiquesen jeu. Pour le doublet (N,L), on a une séparation forte des méanismes a�etés par haun desparamètres : N va essentiellement agir sur les reirulations aval et le bloage, tandis que L n'ad'e�et que sur l'aélération transversale.Dans d'autre as, la faiblesse des ouplages est plus inattendue. Pour (N,w) par exemple, onpourrait attendre des e�ets plus forts puisque es paramètres sont prohes géométriquement, et ilsagissent tous deux par exemple sur ∆Ps.Malgré la faiblesse de es ouplages, on garde quand même une ohérene par rapport auxrésultats monoparamétriques observés. Ainsi, pour le doublet (w,N), le ouplage permet d'améliorer
∆Ps dans des on�gurations omportant "beauoup" de rainures (N=52) �nes (w=4.8 mm). Al'opposé une on�guration ave beauoup de rainures larges voit son objetif ∆Ps se dégrader pare�et de ouplage. Les e�ets sur ∆Pt et ∆Vy sont eux aussi ohérents.Parmi les paramètres déouplés du point de vue des objetifs, on trouve :
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• α et L : 'est assez logique dans la mesure où les e�ets de α sont visibles, entre autre, horizon-talement au niveau de la sortie de rainure. La longueur a�ete pour sa part la reirulationméridienne en aval. Cei peut en outre suggérer que les e�ets de ouplage entre les strutureshorizontales et méridiennes en aval des obstales ne sont pas très importants du point de vuedes objetifs �xés.
• α et N : le déouplage n'est valable que pour ∆Pt et ∆Vy. Les e�ets sont un peu plus importantspour le ritère de pression statique et ils sont ohérents ave les résultats monodiretionnels.On privilégie ainsi des rainures peu nombreuses et fortement inlinées pour améliorer e ritère.
• h et N : es paramètres a�etent tous les deux la reirulation aval. On retrouve don que leouplage des di�érentes strutures dans la reirulation aval a�ete peu les objetifs pour leson�gurations étudiées.
• N et w (faiblement ouplés)
• N et L : déouplage des méanismes aérodynamiques a�etés par les deux paramètresLe premier ouplage remarquable, qu'on puisse trouver, intervient entre α et h pour l'objetif depression ∆Ps. Ce ouplage est assez faible par essene mais il aboutit à une évolution intéressantedes lois de variation de l'objetif.

Fig. 5.6 � Couplage entre h et α - objetif ∆PsOn a traé sur la �gure (Fig. 5.6) les variations de ∆Ps en fontion de α et h. On représentesimultanément les surfaes obtenues en utilisant ou non les dérivées roisées. On a aussi traé lesisobares pour aider la visualisation.Comme on peut le onstater, l'e�et du ouplage dégrade légèrement le niveau de pression pour αet h simultanément grands ou petits. Pour des on�gurations "roisées" (petit angle/grande hauteurou vie versa), le ouplage améliore l'objetif ∆Ps. Il en résulte un vrillage de la surfae traée aveles dérivées roisées.



5.2. Paramétrisation Turb'Opty - ouplages entre paramètres 213On peut mettre e vrillage en rapport ave le omportement observé dans les analyses monodi-retionnelles pour h. Malgré les problèmes de ohérene entre les aluls entraînés par l'utilisation ounon d'adhérene en amont, on peut traer le même type de surfae sur la base des aluls Turb'Flow(Fig. 5.7). On a représenté sur ette �gure deux surfaes distintes. La première, sans marque par-tiulière, orrespond aux as adhérents en amont. La seonde, traée ave des roix, orrespond auas sans adhérene ; elle est don totalement ohérente ave la paramétrisation.

Fig. 5.7 � Couplage entre h et α - omportement optimal ave hOn voit d'abord sur ette �gure que les surfaes obtenues ave ou sans adhérene sont trèsprohes. Si on se base sur les isobares, on onstate de plus qu'il n'y a pas de forts hangements despentes : les isobares de l'une sont dans la ontinuité des isobares de l'autre. Hormis le léger déalageentre les ourbes, on pourra dans un premier temps supposer que les deux as (adhérent/glissant)se "prolongent" mutuellement.On voit dans es onditions qu'il existe un optimum en h dont la position varie selon α. Pour
α 690�, l'optimum est situé vers h=2 mm. Pour α=115�, il se positionne entre h=2 mm eth=3 mm. En revanhe, pour α=140�, on peut penser, faute d'un nombre su�sant de points, queet optimum n'existe plus. On a en e�et ∆Ps(h=4,α=140)<∆Ps(h=3,α=140), e qui rend don lavariation de ∆Ps monotone par rapport à h.La disparition de l'optimum (ou au moins son déalage vers les très grandes valeurs de h) lorsde l'augmentation de α n'est pas totalement illogique en regard des omportements limites. Lesvariations de ∆Ps observées pour l'obstale ironférentiel sont monotones. Or, ette géométrie estla limite vers laquelle tend le rainurage quand α tend vers 180�. On devrait don, in �ne, retrouverun omportement monotone relativement à h en augmentant α.Au �nal, le vrillage onstaté sur la ourbe paramétrisée est peut-être dû à e méanisme d'opti-mum. Cependant, la tendane d'évolution de l'optimum est alors inversée : si et optimum existe,la �gure (Fig. 5.6) le donne plut�t vers h=4 mm pour α=70�, et vers h=2 mm pour α=140�. Onpeut alors légitimement se demander si le hoix de l'adhérene sur les plénums amont n'est pasresponsable de ette di�érene.Pour es deux paramètres, les e�ets de ouplages sur ∆Pt et ∆Vy sont un peu plus onséquents.La di�érene maximale est d'environ 5 Pa entre les surfaes de pression totale traées ave et sansdérivées roisées. Le ouplage n'a�ete que marginalement la position du minimum de ∆Pt et ∆Vy.Celui-i reste vers α=110�.



214 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterUn autre ouplage remarquable est obtenu pour le doublet (α,w) sur les objetifs ∆Pt et ∆Vy.

Fig. 5.8 � Couplage entre h et α - omportement optimal ave hLa reonstrution sur w seulement génère elle aussi des optima, très disutables, pour es deuxobjetifs. En onséquene, la reonstrution en fontion des deux paramètres va générer une uvetteen superposant es deux optima, omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.8). L'introdution desdérivées roisées vient limiter e défaut en "ouvrant" la uvette du �té des rainures larges et trèsinlinées. La vallée réée est oblique, e qui introduit don une dépendane de l'optimum en anglevis à vis de la largeur.Ce phénomène n'est pas aberrant dans la mesure où l'optimum en angle de ∆Pt est en grandepartie lié au problème de débit dans la rainure. En ouvrant de plus en plus la rainure, on peut espérerque les phénomènes de bloage diminueront : ela permettra, à angle onstant, d'avoir une meilleurerépartition de débit en faveur de la rainure et au �nal une meilleure rédution de la giration et dela pression totale en sortie. Cependant, omme l'ouverture des rainures s'aompagne d'une baissedu di�érentiel amont/aval de pression statique, il pourra être néessaire d'augmenter l'angle pourompenser. On retrouve ainsi le déplaement de l'optimum observé sur les ourbes.Parmi les autres paramètres présentant des ouplages, on a :
• H et L : le ouplage est surtout sensible pour ∆Vy. Il favorise les rainures longues et hautes.
• H et w : le ouplage a�ete ∆Pt et ∆Vy.
• w et L : les ouplages favorisent des on�gurations ave des rainures longues et �nes pourobtenir un bon ∆Ps. Cei est, une fois de plus, ohérent ave e qu'on peut trouver surl'obstale ironférentiel. A l'opposé, pour réduire la giration, le ouplage indique des rainureslongues et larges. Une telle on�guration est e�etivement adaptée à et objetif puisque :1. des rainures larges permettront d'obtenir un éoulement selon −~y important2. des rainures longues permettront un meilleur guidage dans la rainure. On peut espérergagner enore un peu plus sur le niveau de Vy en sortie de rainure et don sur la rédution



5.3. Optimisation du traitement de arter modélisé 215de giration. D'autre part, omme la sortie des rainures se rapprohe de la sortie du jeu,on diminue automatiquement les phénomènes de re-énergétisation du �uide en aval.5.3 Optimisation du traitement de arter modélisé5.3.1 Conditions de l'optimisationAprès les études diretes et paramétriques, nous avons proédé à une optimisation du traitementde arter modélisé sur la base de la paramétrisation Turb'Opty. L'optimisation a été e�etuée enutilisant l'algorithme NSGA-II présenté en 4.8, sur une population de 500 individus. Le but de etteoptimisation est de dégager un ensemble de géométries optimales, don e�aes, pour les adapterensuite à un ventilateur.Pour information, plusieurs optimisations di�érentes ont été e�etuées en variant les objetifsonsidérés. Nous avons ainsi testé :
• un objetif de limitation de l'angle d'inidene en sortie de jeu. Cet objetif est oneptuelle-ment prohe du ∆Vy, mais il est insensible aux e�ets de variation du débit puisque nous avonshoisi de travailler ave une inidene amont onstante
• un objetif de limitation de l'augmentation de la pression dynamique. Le ritère ∆Pd est iiaussi assez prohe de ∆Vy puisque l'éoulement est faiblement ompressible et n'a presquepas de vitesse vertiale en entrée et en sortie du jeu.En pratique, les di�érentes ombinaisons d'objetifs ont toutes abouti à des populations opti-males assez similaires. On se onentrera don sur l'optimisation des ritères ∆Ps, ∆Pt et ∆Vy.Compte-tenu des limites observées ave les reonstrutions en sortie de paramétrisation, nousavons restreint la zone balayée de l'espae paramétrique. Les intervalles de reherhe pour haqueparamètre sont : paramètre valeur min. valeur max.

α 90� 132�h 2 mm 4 mmw 7 mm 9 mmL 8 mm 10 mmN 48 52Tab. 5.2 � Plages de paramètres balayées par l'optimisationL'algorithme atteint très vite un niveau de remplissage élevé du premier front. En environquarante itérations, le front numéro 1 dans la population atteint presque 500 individus. On e�etuenéanmoins 100 itérations au total : la suite de la onvergene permet d'a�ner, enore un peu plus, lefront de Pareto trouvé en �nissant de remplir la population optimale et en étalant les 500 individussur la surfae optimale.



216 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arter5.3.2 Résultats de l'optimisation5.3.2.1 Front de ParetoLe front de Pareto obtenu par ette paramétrisation est présenté sur la �gure (Fig. 5.9). Nousl'avons représenté en trois dimensions et aussi en le projetant sur les trois plans bi-objetifs de notreas.

Fig. 5.9 � Front de Pareto dans l'espae objetifLe front de Pareto trouvé est prinipalement organisé autour d'une ourbe sur laquelle viennentse positionner nombre d'individus. Ce front reste néanmoins une surfae, du fait de la dispersionde quelques points/individus. La dispersion surfaique des points est essentiellement due au ritère
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∆Pt : dans le plan ∆Ps,∆Vy, le front de Pareto est onentré sur une ligne.La forme du front est assez urieuse, puisqu'il y a une rupture de pente sur la ligne prinipale.Dans e type de visualisation, il n'est pas possible de déterminer les auses de e phénomène.5.3.2.2 Cartographie SOM de la population optimaleL'analyse de la population optimale est grandement failitée par l'utilisation d'une tehniqueSOM. On a traé sur la �gure (Fig. 5.10) les artographies de paramètres et objetifs sur la po-pulation optimale. Les artes sont de taille (40×40). Il y a don plus de veteurs prototypes qued'individus optimaux.

Fig. 5.10 � Cartographie SOM de la population optimalePlusieurs points remarquables apparaissent ave e type de visualisation :
• La plupart des artes présentent deux zones nettement séparées. On distingue ainsi une zonehaute et une zone basse. La forme et l'intensité de la frontière varient selon l'objetif ou le



218 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterparamètre onsidéré. Pour N, le déoupage est très marqué et il sépare le oin supérieur droitdu reste de la arte. Pour ∆Ps, le déoupage n'est marqué que sur la droite de la arte. Latransition sur la gauhe est beauoup plus ontinue.
• On voit très lairement l'antagonisme entre d'une part l'objetif ∆Ps, et d'autre part lesobjetifs ∆Pt et ∆Vy. Les zones orrespondant à un éart de pression statique intéressant sontles zones pour lesquelles les deux autres objetifs sont les plus médiores.
• Le paramètre L est bloqué sur sa valeur maximale. La petite pohe bleue déoule surtoutd'un problème de préision d'ériture. Toutes les on�gurations optimales sont don longuesde 10 mm. Ce point suggère qu'une poursuite de l'optimisation serait néessaire. Dans etteoptique, il faudrait realuler les dérivées sur la base d'une des on�gurations optimales etreommener l'optimisation. Nous avons hoisi de ne pas proéder à une telle opération pouréonomiser du temps et passer diretement à la phase de ouplage du traitement de arterave le ventilateur.
• Dans l'ensemble, l'optimisation a privilégié des rainures plus larges ou plus �nes que la on�gu-ration de référene : le niveau w=7.8 mm est très peu représenté sur la arte orrespondante. Ilen va de même pour le nombre de rainures, qui varie brutalement entre 48 et 52. Cette variationest à mettre en rapport ave le omportement du seond ordre observé lors de l'exploitationdu alul paramétrique.On repère trois points remarquables sur ette artographie. Ces points orrespondent au mini-mum de haun des objetifs. Ils sont représentés sur la �gure (Fig. 5.11)

Fig. 5.11 � Position des minima de haque objetifCes trois on�gurations sont :Con�guration α [�℄ h [mm℄ w [mm℄ L [mm℄ N ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Min. ∆Ps 131.9 2 7.0 10 48 -56.8 11.9 4.62Min. ∆Pt 117.8 4 8.9 10 52 -28.7 -9.4 1.99Min. ∆Vy 108.4 4 8.9 10 51 -24.9 -7.8 1.79Con�g. Initiale 115.0 3 7.8 9 50 -31.6 1.7 2.89Tab. 5.3 � Con�gurations extrêmes de l'optimisationOn voit ainsi que les optima de ∆Pt et ∆Vy, quoique prohes, sont di�érents. Ils ne orrespondentpar exemple pas au même angle α, ni au même nombre de rainures.On a rappelé dans le tableau [5.3℄ la on�guration initiale ayant servi au alul des dérivées etdon à l'optimisation. Comme on peut le voir, ette on�guration n'est pas Pareto-optimale.



5.3. Optimisation du traitement de arter modélisé 219L'optimisation et plus généralement les artes SOM permettent de retrouver un ertain nombredes tendanes observées jusqu'ii pour des on�gurations non-optimales. Le meilleur ∆Ps est obtenupour des rainures fortement inlinées, �nes et peu nombreuses, mais aussi peu profondes e qui estun peu plus surprenant. Ce dernier point est à mettre sur le ompte des phénomènes de ouplageet d'optimum sur h vus préédemment. A l'opposé, les géométries e�aes du point de vue dela pression totale ou de la vitesse transversale sont aratérisées par des rainures larges, hautes,nombreuses et prohes de α ≈113�.Il reste à expliquer la forme du front de Pareto. Pour ela, on utilisera une reomposition dufront à partir de la SOM. On applique la arte de ouleur arbitraire suivante :

Cette arte a exatement la même topologie que les artes préédentes. Le front de Paretoreonstitué à partir des veteurs prototypes est oloré en utilisant ette arte de ouleur.

Fig. 5.12 � Front de Pareto reonstruit à partir des veteurs prototypes de la SOMOn voit sur la �gure (Fig. 5.12) que la transition sur le front orrespond aux individus olorésen bleu turquoise, 'est à dire eux en bas à gauhe des artes. Lorsqu'on observe attentivement laarte de ∆Pt, on voit que ette zone marque une transition entre d'un �té la zone "supérieure" (au



220 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de artersens large) pour laquelle et objetif varie assez peu, et de l'autre la zone basse (le tiers inférieurdroit de la arte) où ∆Pt évolue plus vite. En parallèle, les objetifs ∆Ps et ∆Vy évoluent peu surette zone inférieure. Cette di�érene de variation est uniquement due au paramètre h, le seul àvarier de manière onséquente sur ette zone.5.3.3 Choix d'une géométrieCette optimisation l�t l'étude du traitement de arter ave un modèle général. La phase suivanteest la mise en ÷uvre de e traitement de arter sur un ventilateur. Il nous a don fallu hoisir unesolution parmi les on�gurations optimisées a�n de l'adapter à la géométrie omplète. Notre hoixs'est porté sur une solution prohe des optima de ∆Pt et de ∆Vy. Il a néanmoins été néessairede modi�er légèrement ertains paramètres a�n de failiter l'intégration dans un alul en roueomplète : le nombre de rainures a ainsi été porté à 54 au lieu de 52 pour obtenir une oïnideneave le nombre d'aubes du ventilateur (9 aubes dans notre as), et la hauteur a été limitée à 3 mm.Cette on�guration est la suivante :
α 112�h 3 mmw 8.5 mmL 10 mmN 54Tab. 5.4 � Con�guration retenue pour l'intégration sur un ventilateurLa reonstrution d'une telle solution est déliate puisqu'on a vu préédemment que les dérivéespar rapport au nombre de rainures N n'étaient pas su�samment �ables pour avoir un résultat trèspréis au delà de N=52. La reonstrution donne toutefois :Con�guration ∆Ps [Pa℄ ∆Pt [Pa℄ ∆Vy [m/s℄Con�g. initiale -31.6 1.7 2.89Con�g. hoisie -32.8 -2.6 2.62gain absolu -1.2 -4.3 0.27gain relatif -3.8% -250% -9.3%Tab. 5.5 � Performanes de la on�guration retenue5.4 Appliation du traitement de arter au ventilateur ValéoDans ette partie, on étudiera diretement l'e�et du rainurage proposé sur le ventilateur Valéode référene présenté au hapitre 3. Rappelons que ette partie de l'étude vise à démontrer la validitéet l'e�aité du traitement de arter pour le ontr�le de l'éoulement de jeu dans des onditions defontionnement réelles, et non à optimiser une turbomahine partiulière.5.4.1 Conditions de l'étudeLa géométrie de l'ensemble [ventilateur+traitement de arter℄ est simulée numériquement. Il aété néessaire de refaire le maillage du ventilateur a�n de garantir une bonne disrétisation spatiale



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 221dans le jeu. On a ainsi rajouté des plans de maillage dans les diretions azimutales et radiales. Lemaillage �nal omporte environ 5 millions de points (f. annexe G).La simulation de l'ensemble a été réalisée en utilisant un shéma temporel de Runge-Kutta à 5pas, ouplé à un shéma spatial entré du seond ordre. Le modèle de turbulene est le k-ω de Kok,ave limiteur de turbulene.A�n de simuler la géométrie omplète, nous avons opté pour un alul ave le rotor �gé. Celasigni�e onrètement que le maillage assoié au rotor reste �xe dans le repère absolu. Les e�etsméaniques liés à la rotation (fore entrifuge, e�ets de Coriolis) sont pris en ompte en ajoutantdiretement des termes soures orrespondants dans les équations sur les blos de maillage liés aurotor. A e stade de l'étude du ouplage entre le traitement de arter et le ventilateur, on supposeradon que les e�ets instationnaires sont négligeables.Dans toute la suite, on ne réintroduira pas les ongés au niveau des rainures. Cet e�et tehno-logique partiulier ne sera pas pris en ompte en raison du ra�nement de maillage qu'il introduit,ra�nement qui aurait été inompatible ave la possibilité de simuler "rapidement". Tous les anglesau niveau des rainures seront don vifs.5.4.2 Intégration du traitement de arter - Con�guration 15.4.2.1 DesriptionLa première simulation que nous avons e�etuée a porté sur le ventilateur équipé du traitementde arter hoisi en �n d'optimisation (tableau [5.4℄). Par la suite, nous désignerons ette on�gurationpar on�guration 1. Nous avons aussi hoisi de garder la géométrie ave notamment le oude dela virole inhangé. Cela permet de quanti�er l'e�et du rainurage indépendamment de toute autremodi�ation.

Fig. 5.13 � Appliation du traitement de arter issu de l'étude paramétriqueLes rainures ne faisant que 10 mm de long dans la diretion axiale, elles ne s'étendent pas surtout le arter. Nous avons hoisi de les positionner arbitrairement à 3.3 mm de l'entrée du jeu, equi laisse un espae de 2.1 mm entre la sortie des rainures et la partie vertiale du jeu.



222 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterLors de la phase de maillage hez Valéo, le jeu entre le sommet des rainures et la virole a été�xé à 2.5 mm a�n de rester ohérent par rapport à la on�guration de référene Valéo. Ce jeu estun peu plus grand que le jeu utilisé lors de la modélisation des rainures (2 mm).5.4.2.2 E�ets du traitement de arter - Con�guration 1Cette on�guration s'avère très déevante, puisque le traitement de arter non seulement n'at-teint ni son objetif de rédution du débit, ni son objetif de limitation de la giration, mais en plusil dégrade la situation.Con�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référene -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 1 -75.0 Pa 2.57 10−2 kg/s -15.0 Pa 7.15 m/sTab. 5.6 � Comparaison de la on�guration 1 ave le as de référene ValéoSur le tableau [5.6℄, on remarque que le ritère ∆Vy est nettement plus important (+42%) pourla on�guration 1. On soulignera que la vitesse Vy moyenne en entrée de jeu est la même pour lesdeux on�gurations : V entree
y =11.7 m/s. Le débit de jeu n'a en revanhe quasiment pas varié, bienque l'éart de pression statique ∆Ps ait été dégradé (+23%). L'objetif de pression totale est luiaussi dégradé de 20%.On peut se demander d'où vient exatement le problème ar :

• la géométrie de rainure utilisée ii semblait pertinente. Dans le adre de la modélisation gé-nérale du rainurage, ette géométrie améliorait sensiblement l'éoulement dans le jeu.
• on a véri�é au hapitre 3 que le passage d'une géométrie plane à une géométrie ylindrique(de rayon équivalent à elui du ventilateur Valéo) ne modi�ait pas fondamentalement le fon-tionnement des rainures.La solution de e problème vient de l'observation de l'éoulement de jeu. On a représenté surla �gure (Fig. 5.14) le hamp de vitesse au niveau du jeu dans une oupe méridienne, ainsi que laarte de vitesse axiale Ux.Comme on le voit failement sur la �gure (Fig. 5.14), la première on�guration de traitementde arter est assoiée à un hamp de vitesse plut�t défavorable. Il existe ainsi deux phénomènes quiviennent perturber le fontionnement des rainures.1. Tourbillon en sortie des rainures (marque S1). Il s'agit d'une reirulation essentiellementméridienne se développant juste en aval des rainures. On retrouve ainsi la struture observéeen aval des obstales dans la modélisation plane présentée au hapitre 3. Il y a ependant unegrosse di�érene ave la modélisation plane : ette fois, la reirulation en aval s'étend aussidevant la sortie des rainures, omme on le onstate en traçant l'iso-vitesse axiale nulle (Fig.5.15)La reirulation n'est plus limitée au sillage des obstales, elle se développe aussi devant lessetions de sortie des rainures. Cei a pour onséquene de fortement limiter le débit irulantdans la rainure, puisque ette reirulation est assoiée à une pohe de vitesse axiale faibles'étendant sur toute la hauteur des rainures, omme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.14).On peut s'interroger sur les auses d'un tel hangement de omportement de la reirulationméridienne en aval des rainures. Il semblerait que l'aroissement de ette reirulation soit en
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Fig. 5.14 � Champ méridien de vitesse au niveau du jeu - Con�guration 1

Fig. 5.15 � Iso-surfae de vitesse axiale nulle dans le jeu



224 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de artertrès grande partie due au positionnement des rainures par rapport au oude dans le jeu. Du faitdu oude de la virole, une partie de la veine de jeu est vertiale, longeant la lèvre radiale de lavirole. Dans ette portion vertiale, le �uide est animé d'un mouvement essentiellement radialet asendant. Le �uide irulant dans le jeu onnaît don au niveau du oude une déviationassez brusque de 90�.On rappelle que dans ette on�guration, la sortie des rainures se trouve à environ 2.1 mm duoude que fait le arter, et don de la partie vertiale du jeu. Cet espae "vide" en aval desrainures est en fait situé à l'intérieur du oude. La reirulation méridienne lassique qui s'ydéveloppait est don ampli�ée par le mouvement global de rotation dans le oude. Il s'ensuitune struture très marquée, su�samment énergétique pour venir barrer la sortie des rainures.2. Contournement en entrée des rainures. Le deuxième point remarquable est le ontourne-ment de la rainure par le �uide en entrée (point S2 sur la �gure Fig. 5.14). On peut ainsi voirque la vitesse axiale est assez faible au niveau de l'entrée des rainures. Elle est en revanhebeauoup plus forte dans l'espae entre les rainures et la virole.Ce ontournement des rainures peut être relié au phénomène de bloage existant en sortiedes rainures, lié à la reirulation S1. Ce n'est ependant pas le seul fateur in�uençant ladéviation du �uide vers la virole. Comme on peut le onstater sur la �gure (Fig. 5.14), lamajeure partie du �uide entrant dans le jeu vient du haut. Ce �uide est animé d'un mou-vement radial desendant qui est provoqué par une très grosse struture tourbillonnaire sedéveloppant dans le plénum en aval du ventilateur (Fig. 5.16). Il faut noter que ette stru-ture tourbillonnaire n'est pas propre à la on�guration 1 testée. On retrouve une struture demêmes aratéristiques dans le as du ventilateur sans traitement de arter.

Fig. 5.16 � Reirulation dans le plénum avalEn onséquene, l'éoulement entrant dans le jeu se dirige naturellement vers la paroi de lavirole. L'espae existant entre l'entrée du jeu et l'entrée des rainures (3.3 mm) permet ledéveloppement d'une zone de basse vitesse prohe du arter. Cette zone vient se superposerà l'entrée des rainures et limite don le débit irulant dans les rainures.



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 225Au �nal, la ombinaison des deux phénomènes présentés limite très fortement le débit irulantdans les rainures. Pour la on�guration 1, la répartition de débit dans le jeu est la suivante (entréeet sortie des rainures dé�nies de la même manière qu'en Fig. 3.33 - p. 102) :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fration du débit de jeu totalEntrée du jeu 2.565 10−2 100%Rainures - Entrée 3.15 10−3 12.3%Rainures - Sortie 6.30 10−4 2.4%Tab. 5.7 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 1On rappellera qu'ave une modélisation isolée des rainures, les répartitions de débit mesuréespour e type de on�guration avoisinaient 30%, une valeur bien supérieure aux 12% et 2.4% mesuréssur la on�guration 1.De fato, la on�guration 1 est grossièrement équivalente à un obstale ironférentiel : tout sepasse omme si les rainures n'existaient pas. On perd ainsi la apaité de guidage du �uide dans ladiretion azimutale, e qui est ritique du point de vue de l'objetif ∆Vy de limitation de la giration.Cette absene de guidage se ouple à une dégradation nette de l'éoulement dans le oude. Ona représenté sur la �gure (Fig. 5.17) la arte méridienne de vitesse azimutale dans le jeu de laon�guration 1 et dans le jeu de la on�guration de référene (sans rainure).

Fig. 5.17 � Vitesse azimutale Vy dans le jeu - Con�guration 1 et on�guration de référenePour la on�guration 1, on voit un épaississement important de la zone de haute vitesse Vy dansle oude, aratéristique qu'on ne retrouve pas dans la on�guration de référene. Cet épaississementest à relier à l'augmentation de la setion du jeu immédiatement en aval des rainures. L'espae "vide"en aval des rainures permet, outre le développement de la reirulation S1, l'augmentation de lasetion débitante du jeu et don la rédution de la vitesse débitante. Il en résulte une augmentationdes ouhes limites au niveau du oude, et notamment elle sur la paroi virole. Le �uide est donplus e�aement entraîné par la virole ; il en résulte une augmentation de la vitesse azimutale. Cettezone de haute vitesse est ensuite onvetée jusqu'à la sortie du jeu. Le niveau moyen de Vy en sortiede jeu est ainsi d'environ 19.2 m/s, ontre 11.7 m/s en entrée. Les pro�ls de vitesse azimutale ensortie de jeu pour la on�guration 1 et le as de référene sont donnés en (Fig. 5.18).Sur la �gure (Fig. 5.18), la paroi de la virole se situe à z=162.6 mm, la paroi arter étant àz=165.1 mm.
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Fig. 5.18 � Pro�ls de vitesse azimutale Vy en sortie de jeu - Con�guration 1 et on�guration deréféreneLes performanes du ventilateur ave le traitement de arter de la on�guration 1 sont elles aussitrès déevantes :Con�guration Eart de pression aval-amont Couple RendementRéférene 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 3 184 Pa 0.505 N.m 0.584Variation -7.1% +1.2% -8.9%Tab. 5.8 � Performanes du ventilateur en on�guration 1On rappelle que les performanes du ventilateur sont alulées sur la base des intégrales depression, de température et de débit réalisées sur la surfae de l'aube ainsi que sur deux plansd'intégration en amont et en aval du ventilateur. Les plans amont et aval sont représentés en rougesur la oupe méridienne (Fig. 5.19).

Fig. 5.19 � Position des plans d'intégration amont et aval



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 2275.4.2.3 Corretions proposéesOn vient de voir que le plus gros problème sur la on�guration 1 venait du développement destrutures en dehors des rainures, notamment la reirulation S1 en aval des rainures. Pour ettedernière, il existe en plus un e�et de ouplage fort ave le mouvement radial du �uide généré par leoude de la virole et du jeu.Nous avons envisagé deux orretions possibles à e problème :1. L'allongement des rainures. On étend les rainures sur le maximum de longueur possible, e quirevient de fait à supprimer les espaes "vides" en amont et en aval des rainures. Ces espaessont longs respetivement de 3.3 et 2.1 mm. De ette manière, on peut espérer supprimer, ouen tous as fortement limiter, le développement des strutures parasites. Le prolongement desrainures vers l'entrée vise à apter le �uide dès l'entrée du jeu et ainsi éviter le ontournementS2.Pour la zone aval le prolongement ne sera en pratique que de 1.6 mm, au lieu de 2.1 mm, a�nde onserver le ongé sur la paroi arter. Ce ongé permet par la suite de mailler beauoupplus proprement le oude du jeu.2. La limitation du oude du jeu. Le prinipal problème ave la reirulation S1 est son entraî-nement par le �uide s'engageant dans la partie vertiale du jeu. Si on utilise un arter "plat",'est à dire tel que le jeu ne présente plus ette portion vertiale, on peut espérer limiter l'ali-mentation de la reirulation S1. L'alignement du arter passe en pratique par la rédutionde la lèvre radiale sur la virole.Nous avons don testé deux on�gurations supplémentaires, notées 2 et 3 , onstruites sur labase de la on�guration 1 et des orretions proposées :Con�guration Allongement des rainures Carter "plat"Conf. 2 oui nonConf. 3 oui ouiCompte tenu des temps de alul assez importants pour les géométries de ventilateur ave trai-tement de arter, nous avons hoisi d'utiliser l'allongement des rainures dans les deux on�gurationsa�n de ne pas multiplier les as. Ce hoix nous permet en partiulier d'espérer le meilleur fontion-nement possible du traitement de arter pour la on�guration 3.La géométrie de rainurage pour les on�gurations est don :
α 112�h 3 mmw 8.5 mmL 14.9 mmN 545.4.3 Traitement de arter - Con�guration 2La on�guration 2 du traitement de arter est beauoup plus e�ae que la préédente. Ellepermet de réduire sensiblement la giration en sortie, ainsi que le débit, tout en améliorant les éartsde pression statique et totale :
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Fig. 5.20 � Con�gurations de rainurages proposées en orretionCon�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référene -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 2 -187.5 Pa 1.42 10−2 kg/s -120.6 Pa 3.39 m/sAmélioration 92% 42% 538% 32.5%Tab. 5.9 � Comparaison de la on�guration 2 ave le as de référene ValéoLa deuxième on�guration du traitement de arter permet don d'améliorer tous les objetifsque nous nous étions �xés. Pour e qui est de l'objetif de limitation de la giration ∆Vy, il estintéressant de noter que la vitesse azimutale Vy en entrée de jeu augmente pour la on�guration 2 :Con�guration ∆Vy (jeu) [m/s℄ Vy en entrée de jeu [m/s℄ Vy en sortie de jeu [m/s℄Référene 5.02 11.69 16.71Rainures Con�g. 2 3.39 13.6 17.05Tab. 5.10 � Vitesses azimutales dans le jeu - Con�guration 2En onséquene, malgré la limitation de Vy beauoup plus importante ave le rainurage, le niveaumoyen de Vy en sortie de jeu pour la on�guration 2 est légèrement plus élevé que dans le as deréférene. On aborde ependant ii la problématique du ouplage diret ave le ventilateur, qui seradérite en détail un peu plus loin.
5.4.3.1 Eoulement global dans le jeuL'allongement des rainures a été béné�que pour l'éoulement dans le jeu. On a traé sur la�gure (Fig. 5.21) le hamp de vitesse axiale Ux et le hamp vetoriel de vitesse dans le jeu pour laon�guration 2, ainsi que le hamp de vitesse azimutale absolue Vy.
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Fig. 5.21 � Champ méridien de vitesse dans le jeu - Con�guration 2Comme on peut le onstater sur la �gure (Fig. 5.21), le hamp méridien de vitesse ne sembleplus présenter les strutures S1 et S2 dérites pour la on�guration 1. Il n'y a en partiulier pas dedé�it majeur de vitesse axiale en sortie des rainures.La répartition de débit dans le jeu est la suivante :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fration du débit de jeu totalEntrée du jeu 1.42 10−2 100%Rainures - Entrée 5.39 10−3 38.0%Rainures - Sortie 3.46 10−4 24.4%Tab. 5.11 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 2Un part non négligeable du débit entre dans les rainures. En revanhe, ette part tend à diminuerau niveau de la sortie des rainures, e qui peut laisser supposer la présene d'e�ets de bloage dansles rainures.La arte de Ux à mi-hauteur des rainures (Fig. 5.22) montre que la vitesse axiale varie d'unerainure à l'autre. Sur les six rainures simulées, on voit ainsi que la vitesse est nettement moins fortedans les rainures 4 et 5.Ce phénomène de variation est à relier au mode de simulation, qui fait intervenir, rappelons-le,un rotor arti�iellement �xe par rapport au arter. Dans notre on�guration, le bord de fuite en têted'aube se situe azimutalement à peu près en entrée de la rainure 3. Le sillage qui s'en dégage vientensuite impater le jeu. Il est ependant très di�ile d'établir une relation laire entre l'éoulementlié à l'aubage et elui dans le jeu. Les méanismes d'alimentation du jeu sont omplexes : on a vusur la �gure (Fig. 5.15) qu'il y avait des reirulations assez importantes en aval du ventilateur,reirulations qui alimentent en partie le jeu et qu'on retrouve ave ette on�guration.Vitesse azimutale Vy Les rainures fontionnent parfaitement du point de vue du guidage puis-qu'on observe sur la �gure (Fig. 5.23) une pohe de vitesse azimutale Vy négative à la sortie des
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Fig. 5.22 � Champ vitesse axiale Ux à mi-hauteur de rainure - Con�guration 2rainures, ontrastant nettement ave le reste de l'éoulement, animé d'une vitesse positive forte.Cette pohe disparaît ensuite assez progressivement par mélange ave le reste du �uide de jeu,abaissant le niveau général de vitesse en sortie.

Fig. 5.23 � Champ méridien de vitesse azimutale dans le jeu - Con�guration 2La arte à mi-rainure (Fig. 5.24) permet de retrouver e qui avait été onstaté pour la vitesseaxiale : les rainures 4 et 5 génèrent une vitesse azimutale inférieure aux autres rainures. Cei estohérent ave la faible vitesse Ux dans es rainures, puisque, du fait de l'alignement de la vitesseave la rainure, on a Vy = Ux tan(α− 90).5.4.3.2 Strutures tourbillonnaires dans le jeuOn peut se demander si le hamp aérodynamique possède les mêmes aratéristiques que eluiobtenu ave une modélisation générale (hapitre 3). On pense notamment aux di�érentes struturestourbillonnaires :
• le déollement en entrée des rainures.
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Fig. 5.24 � Champ vitesse azimutale Vy à mi-rainure - Con�guration 2
• le tourbillon de rainure.
• les tourbillons en aval ave une reirulation méridienne et deux déollements aux oins del'obstale.L'analyse du hamp de vitesse permet de onstater que, parmi es strutures, ertaines ontdisparu et d'autres se sont renforées.Déollement en entrée des rainures En observant le hamp de vitesse axiale à mi-rainure, on serend ompte que les reirulations d'entrée des rainures ont fortement diminué. On a représenté sur la�gure (Fig. 5.25) le hamp de vitesse axiale à mi-rainure. Les six rainures simulées sont numérotées.Puisqu'on travaille ave un rotor �gé, on a représenté la position azimutale approximative du bordde fuite en tête d'aube a�n de situer les rainures par rapport à l'aube. Le bord de fuite se situe àpeu près au niveau de l'entrée de la rainure 3.

Fig. 5.25 � Champ vitesse axiale Ux à mi-rainure - Con�guration 2On voit sur la �gure (Fig. 5.25) que les reirulations en entrée des rainures, marquées par des�èhes sont assez petites : les pohes de vitesse positive, orrespondant à l'éoulement remontantvers les entrées, ne sont visibles que pour les rainures 2 à 6, et elles restent de petite dimension.La plus grosse reirulation est observée pour la rainure 3. La reirulation s'y étend sur environ5 mm. La variation de ette reirulation est liée à la présene de l'aube et surtout de son sillage.Toutefois, il est assez di�ile de dérire préisément e qui se passe : l'analyse de l'angle d'inidenen'apporte pas de résultat ohérent.



232 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterTourbillon de rainure Le tourbillon de rainure semble avoir été assez onsidérablement renforédans ette on�guration. Une fois de plus, du fait du ouplage ave le rotor, e tourbillon varie d'unerainure à une autre. On peut mesurer l'héliité moyenne sur la setion de sortie de la rainure :Rainure Héliité moyenne en sortie [m.s−2℄1 517072 334553 214644 204215 182986 39352On retrouve la faiblesse des méanismes tourbillonnaires (et de l'éoulement) dans les rainures4 et 5.En faisant la moyenne sur les six rainures, l'héliité moyenne en sortie des rainures est d'environ30750 m.s−2, alors quu'elle n'était que d'environ 13000 m.s−2 pour la modélisation générale desrainures. Cette modi�ation de l'héliité est essentiellement due à une augmentation de la vortiitédans la rainure (de 1300 s−1 pour la modélisation, à 2700 s−1 dans la on�guration 1). Cela setraduit notamment par l'apparition de vitesses radiales asendantes et desendantes fortes sur les�tés de la rainure (Fig. 5.26)
Fig. 5.26 � Champ vitesse radiale Vz à mi-rainure - Con�guration 2Ce renforement du tourbillon de rainure est assez intéressant ar il permet de générer unevitesse très négative en fond de rainure. On obtient ainsi pour la rainure 1 un pi à Vy=-12.1 m/s,soit près de 24% de la vitesse de dé�lement de la paroi virole en regard de la rainure (48.57 m/s).Reirulation méridienne aval Compte tenu des orretions apportées sur la on�guration 2, lareirulation méridienne aval est maintenant très petite. On rappelle que 'est ette reirulation quiréait le plus de problèmes dans la on�guration 1. Les modi�ations apportées dans la on�guration2 visent à réduire, voire à supprimer, ette reirulation.Cette reirulation n'est maintenant observable qu'en aval des obstales : elle ne s'étend plusdevant la sortie des rainures. Elle est petite et peu énergétique, e qui la rend assez di�ile àdéteter. On peut la voir en traçant la arte de vitesse radiale en aval d'un obstale (Fig. 5.27). Ene�et la prinipale aratéristique de e déollement est de générer une vitesse radiale négative.
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Fig. 5.27 � Champ vitesse radiale Vz en aval d'un obstale - Con�guration 2Comme on le voit sur la �gure (Fig. 5.27), la reirulation méridienne aval est érasée ontrela paroi arrière de l'obstale. Elle semble se développer uniquement en raison du petit ongé deraordement sur la paroi arter.Reirulations aval aux oins Ave un modèle général des rainures, on avait pu observer deuxdéollements de l'éoulement se développant dans un plan "aube à aube" au niveau des oinsgauhes et droits des rainures (f. page 122). Ces deux reirulations sont maintenant très faibles,voire inexistantes.
• Reirulation à droite (Ds) : Elle a totalement disparu. Ce point est assez ohérent ave latrès forte rédution observée pour la reirulation méridienne aval : le �uide est plaqué sur laparoi de l'obstale, e qui limite les possibilités de déollement.
• Reirulation à gauhe (Gs) : Elle est assez di�ile à distinguer. En pratique, la struture esttrès prohe de e qui a été dérit sur la �gure (Fig. 3.57), 'est a dire une struture "ouverte"sur le �té droit de la rainure voisine.On onserve ependant une aratéristique assez intéressante qui était liée à es reirulations(elle en Gs prinipalement). Il s'agit de la présene d'une pohe de vitesse négative juste en avalde l'obstale. On peut déjà aperevoir e phénomène sur la arte de vitesse azimutale (Fig. 5.24),reproduite plus en détail dans la �gure (5.28).
Fig. 5.28 � Pohes de vitesse azimutale Vy < 0 en aval des obstales - Con�guration 2Cette pohe se retrouve en aval de tous les obstales, mais la vitesse est beauoup plus forte enaval des obstales séparant les rainures 6, 1, 2 et 3.



234 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arter5.4.3.3 E�ets globaux du traitement de arter n�2L'analyse des performanes globales du ventilateur ave la on�guration de traitement de arter2 est plus que déevante :Con�guration Eart de pression aval-amont Couple RendementRéférene 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 2 192 Pa 0.501 N.m 0.626Variation -3.1% -0.4% -2.3%Tab. 5.12 � Performanes du ventilateur en on�guration 2On peut voir que la mise en plae du traitement de arter en on�guration 2 se traduit par uneperte sur tous les objetifs globaux du ventilateur : l'éart de pression statique est plus faible, lerendement est plus mauvais, et le ouple augmente.Ce résultat est assez surprenant dans la mesure où le nouveau traitement de arter permet uneamélioration notable de l'éoulement de jeu. Nous reviendrons plus tard sur les auses de ettedégradation des performanes globales, après avoir examiné la on�guration 3.5.4.4 Traitement de arter - Con�guration 3Dans ette on�guration, les rainures sont aussi longues que pour la on�guration 2, mais on aaussi privilégié un arter "plat", a�n d'éviter la présene d'un oude dans le jeu.
Pour ette on�guration, les aratéristiques de l'éoulement de jeu sont les suivantes :Con�guration ∆Ps (jeu) débit massique dans le jeu ṁj ∆Pt (jeu) ∆Vy (jeu)Référene -97.5 Pa 2.58 10−2 kg/s -18.9 Pa 5.02 m/sRainures Con�g. 3 -208.7 Pa 1.42 10−2 kg/s -183.6 Pa 1.04 m/sAmélioration 114% 42% 871% 79.3%Tab. 5.13 � Comparaison de la on�guration 3 ave le as de référene ValéoComme on peut le voir sur le tableau [5.13℄, la troisième on�guration de traitement de arter(et de forme du arter) améliore exeptionnellement les aratéristiques de l'éoulement de jeu.Le point le plus remarquable est l'éart de vitesse azimutale ∆Vy qui n'est plus que de 1.04 m/s,e qui signi�e que le �uide aquiert en moyenne très peu de giration en traversant le jeu. Préisonsque les niveaux de vitesse ont beauoup varié ave l'introdution de la on�guration 3. :



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 235Con�guration ∆Vy (jeu) [m/s℄ Vy en entrée de jeu [m/s℄ Vy en sortie de jeu [m/s℄Référene 5.02 11.69 16.71Rainures Con�g. 3 1.04 13.86 14.90Tab. 5.14 � Vitesses azimutales dans le jeu - Con�guration 3Ave le traitement arter en on�guration 3, il est possible d'avoir un éoulement en sortie dujeu qui possède une vitesse azimutale moyenne moins forte que dans le as de référene, malgré unelégère augmentation en entrée de jeu. De e point de vue, on a une preuve majeure de la validitéde e traitement de arter.5.4.4.1 Struture générale de l'éoulement dans le jeuLorsqu'on examine le hamp aérodynamique dans le jeu, on retrouve les aratéristiques atten-dues en sortie des rainures. Les strutures gênantes S1 et S2 ne sont pas réapparues. On a don unevitesse axiale assez importante dans les rainures (Fig. 5.29).

Fig. 5.29 � Champ vitesse axiale Ux à mi-rainure - Con�guration 2L'analyse de la répartition de débit apporte quelques informations supplémentaires. Pour laon�guration 3, la répartition de débit dans le jeu est la suivante :Zone de mesure débit massique ṁ [kg/s℄ fration du débit de jeu totalEntrée du jeu 1.42 10−2 100%Rainures - Entrée 3.61 10−3 25.4%Rainures - Sortie 4.89 10−3 34.5%Tab. 5.15 � Répartition de débit au niveau des rainures - Con�guration 3A la di�érene de la on�guration 2, la fration de débit irulant dans les rainures de la on�-guration 3 est plus importante en sortie qu'en entrée des rainures. Ce point semble ohérent avel'éoulement global dans le jeu : omme le oude dans le jeu n'existe plus, la sortie des rainures



236 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterest en vis-à-vis de la sortie du jeu. Le �uide dans les rainures poursuit don sur une trajetoire àpeu près horizontale jusqu'à la sortie du jeu, e qui génère un bloage assez faible. A l'inverse, le�uide irulant entre les rainures et la virole/obstale remonte au niveau du reliquat de oude surla virole. Cette remontée s'opère su�samment t�t pour envoyer du �uide dans les rainures.Pour le hamp de vitesse azimutale Vy, le point le plus notable est le développement d'une poheassez importante de vitesse très négative (maximum -8 m/s)en sortie des rainures (Fig. 5.30).

Fig. 5.30 � Champ méridien de vitesse azimutale dans le jeu - Con�guration 3Cette pohe est beauoup plus étendue axialement que dans la on�guration 2, à ause del'éoulement qui est plus axial dans e as.5.4.4.2 Strutures tourbillonnaires dans le jeuLa suppression du oude dans le jeu n'a�ete presque pas la struture tourbillonnaire au niveaudes rainures. On retrouve quasiment tout e qui a été dérit pour la on�guration 2. Seules deuxlégères variations apparaissent.
• Tourbillon de rainure : Le tourbillon de rainure est un peu moins énergétique. On peuts'en rendre ompte en alulant l'héliité moyenne en sortie de rainure. L'héliité moyenne surles six rainures est d'environ 18 000 m.s−2, ontre 30 750 m.s−2 pour la on�guration 2. Onremarquera que ette baisse permet de se rapproher du niveau observé lors de la modélisationgénérale des rainures, 'est à dire 13 000 m.s−2.
• Reirulation méridienne aval : Cette reirulation a un peu diminué dans la on�guration3. Sa taille axiale est à peu près la même : de l'ordre de 0.5h (h étant la hauteur de la rainure)dans les deux on�gurations. Elle est en revanhe un peu plus petite radialement pour laon�guration 3. Comme on peut le voir sur la �gure (Fig. 5.31) montrant la arte de vitesseradiale en aval d'un obstale, la pohe de vitesse radiale desendante (vert) assoiée à ettereirulation ne s'étend que sur 60% de la hauteur de l'obstale en partant du arter.
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Fig. 5.31 � Champ vitesse radiale Vz en aval d'un obstale - Con�guration 3Ce point montre que la présene d'un oude prononé dans le jeu (i.e. on�gurations 1 et 2)est un fateur majeur d'entraînement de ette reirulation.5.4.4.3 E�ets globaux du traitement de arter n�3Les performanes globales du ventilateur obtenues lors du ouplage ave la on�guration detraitement de arter 3 sont une fois de plus déevantes :Con�guration Eart de pression aval-amont Couple RendementRéférene 198 Pa 0.499 N.m 0.641Con�guration 3 185 Pa 0.491 N.m 0.615Variation -6.6% -1.6% -4.0%Tab. 5.16 � Performanes du ventilateur en on�guration 3Dans la mesure où le traitement de arter en on�guration 3 donne le meilleur résultat possiblesur l'éoulement de arter, on peut s'interroger sur les origines de ette dégradation des performanesdu ventilateur, dégradation que l'on retrouve aussi pour la on�guration 2.5.4.5 E�ets de l'amélioration de l'éoulement de jeu sur le ventilateurComme on vient de le montrer, l'appliation direte d'un traitement de arter e�ae sur leventilateur de référene Valéo n'est pas synonyme d'amélioration des performanes globales de lamahine. Par exemple, le rendement du ventilateur hute pour les on�gurations 2 et 3. La réponseà e problème se trouve dans l'observation du hamp aérodynamique au niveau de l'aube.On a traé sur la �gure (Fig. 5.32) la arte méridienne de pression totale relative Ptr au niveaude l'aube pour la on�guration de référene Valéo, ainsi que les on�gurations 2 et 3 du traitementde arter.Le point le plus remarquable est l'agrandissement (essentiellement radial) de la zone de Ptrfaible en tête d'aube lors de la mise en plae du traitement de arter. La on�guration 3 est elle qui
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Fig. 5.32 � Champ méridien de pression totale relative Ptrprésente la plus importante zone de basse Ptr. Cette pohe est synonyme de pertes aérodynamiquesarues, e qui est don bien ohérent ave les variations de performanes observées.Cette évolution de la pression totale relative est à relier au hamp de vitesse en tête d'aube. Sion trae la arte méridienne de vitesse azimutale absolue Vy (Fig. 5.33), on s'aperçoit que la zoneà haute vitesse en tête d'aube s'agrandit en présene d'un traitement de arter.

Fig. 5.33 � Champ méridien de vitesse azimutale absolue VyPour le reste de l'aube, l'éoulement est assez similaire dans les trois as, exeption faite dudéollement en pied observé dans le as de référene qui n'apparaît plus ave les traitements dearter.On avait vu au hapitre 3 que le problème de vitesse en tête était lié à une désadaptationen tête d'aube et à un déollement du pro�l. On a traé sur la �gure (Fig. 5.34) les hamps devitesse relative, dans une oupe aube à aube à 97% de la hauteur, pour le as de référene et leson�gurations 2 et 3.
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Fig. 5.34 � Champ de vitesse relative à 97% de la hauteur



240 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterOn onstate qu'ave le traitement de arter en on�guration 3, le déollement du pro�l au niveaudu bord d'attaque est énorme, il s'étend sur tout le pro�l. Pour la on�guration 2, le déollementest plus modéré mais il reste plus important que pour le as de référene. On peut don en onlureque l'introdution du traitement de arter se traduit préisément par une désadaptation arue dela tête d'aube, e qui engendre au �nal la dégradation des performanes de la mahine.En traçant sur la �gure (Fig. 5.35) les pro�ls des omposantes axiales Ux, azimutales absolues
Vy, azimutales relatives Wy en amont de l'aube, ainsi que le pro�l d'angle relatif β (f. 3.2.2), onvoit lairement apparaître un dé�it de vitesse axiale entre 80% et 100% de la hauteur de l'aubeen présene d'un traitement de arter. Le dé�it de vitesse axiale est le plus important pour laon�guration 3.

Fig. 5.35 � Pro�ls amont des omposantes Ux, Vy, Wy et d'angle relatif βDe même, on note une nette augmentation de la vitesse azimutale relative Vy pour la on�-guration 3, e qui se traduit par un dé�it marqué de vitesse Wy dans le repère relatif. Pour laon�guration 2, le niveau est sensiblement le même que le as de référene.Ces di�érentes variations se traduisent au �nal par une augmentation assez brutale de l'anglerelatif β amont entre 80% et 100% de la hauteur de l'aube. Pour β, l'éart par rapport au as deréférene dans ette zone est d'environ 10�pour la on�guration 3, et 3�pour la on�guration 2.Il est assez surprenant de onstater que la vitesse axiale en tête d'aube diminue puisque letraitement de arter a permis de limiter la vitesse débitante (négative dans le repère assoié auventilateur) dans le jeu. De même, la variation de vitesse observée dans la on�guration 3 va àl'enontre de e qui a été observé dans le jeu : ette on�guration possède la giration en sortie de



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 241jeu la plus faible (Vy = 14.9 m/s), et pourtant, 'est aussi elle qui a la plus forte giration en têted'aube.L'expliation de ette énigme vient de la struture de l'éoulement au niveau de la sortie du jeu.

Fig. 5.36 � Composantes de vitesse axiale Ux (haut), azimutale Vy (milieu) et radiale Vz (bas) ensortie de jeuOn a représenté sur la �gure (Fig. 5.36) les omposantes axiales, azimutales absolues et radialesen sortie de jeu pour le as de référene et les on�gurations 2 et 3. On superpose le hamp vetorielde vitesse a�n de failiter la visualisation des strutures de l'éoulement. Les évolutions sont engénéral assez omplexes, mais quelques remarques majeures se dégagent :
• Dans toutes les on�gurations, on retrouve le tourbillon A qui avait été dérit en 3.2.2. Il est



242 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arterependant très di�ile à voir dans la on�guration 3. La position du entre tourbillonnaireévolue peu entre le as de référene et la on�guration 2. En revanhe, le entre tourbillonnairese déale nettement vers l'aube sur la on�guration 3 en raison du raourissement de la lèvresur la virole.Le tourbillon semble en outre un peu plus petit (dans la diretion axiale surtout) en présened'un traitement de arter. Ce point est à relier à l'évolution de la vitesse axiale.
• Ave la rédution du débit de jeu, le jet émergeant du jeu remonte moins vers l'amont duventilateur. Pour les on�gurations 2 et 3, la pohe de vitesse axiale vraiment négative restede taille modérée, logée dans la partie ourbe du arter. Dans la on�guration de référene, lejet provoque une déviation vers l'amont du �uide arrivant d'en haut (en longeant le arter)
• La vitesse radiale, notamment le long de la lèvre vertiale, diminue en présene des traitementsde arter. Ce phénomène semble lié en première approhe à la diminution de la vitesse dansle jet sortant du jeu. Plus e jet sera énergétique, plus le tourbillon A sera fort, et don plusla vitesse radiale montante le long de la virole sera importante.
• L'augmentation de Vy pour la on�guration 3 est essentiellement liée à une modi�ation del'éoulement au niveau du oude. Cela semble dû au tourbillon A.Au �nal, la synthèse de es di�érents éléments permet de omprendre les méanismes de dégra-dation de l'éoulement en tête d'aube.1. Pour la on�guration de référene, le jet sortant du jeu est su�samment énergétique pour re-monter loin dans l'éoulement amont. Il arrive en partiulier à perturber sensiblement l'éoule-ment qui desend le long du arter, e qui génère un tourbillon A assez intense. Ce tourbillonest assez développé dans la diretion axiale, mais il génère aussi un mouvement asendantfort du �uide au niveau du oude extérieur de la virole. Cela permet de "reoller" un peul'éoulement inident sur la virole.2. Pour la on�guration 2, le tourbillon A est un peu moins important du fait de la diminutiondu débit dans le jeu. Cela se traduit, entre autre, par une petite diminution du mouvementasendant au niveau du oude de la virole. La ouhe de faible vitesse débitante le long de lavirole est alors un peu plus épaisse.3. Pour la on�guration 3, non seulement le tourbillon A est a�aibli en raison de la diminutiondu débit de jeu, mais en plus il ne peut plus se développer le long de la lèvre vertiale dela virole. Il déborde nettement vers le bas, et don vers la tête d'aube, e qui génère desperturbations arues. On retrouve à e niveau le r�le de la lèvre sur la virole : elle sert àéarter le plus possible la sortie du jeu de la tête d'aube, a�n d'éviter justement e genre deproblème d'interation.Le point prinipal semble être la modi�ation du tourbillon A entraînée par la rédution dudébit de jeu. Ce tourbillon est lié à la fois au �uide sortant du jeu et à la forme du arter. A�n devalider ette observation, nous avons e�etué une simulation en supprimant le jeu, e qui revient enpartiulier à supprimer le jet sortant du jeu.



5.4. Appliation du traitement de arter au ventilateur Valéo 243

Fig. 5.37 � Champ de vitesse amont sans jeuComme on le voit sur la �gure (Fig. 5.37), malgré la disparition du jet sortant du jeu, le tourbillonexiste enore. Il orrespond dans e as au déollement, au niveau du ongé que présente la paroiarter, de l'éoulement longeant vertialement le arter. En onséquene, quelle que soit la rédutionde débit opérée dans le jeu, il ne sera pas possible de supprimer e tourbillon tant que le arterprésentera e dérohement axial.L'analyse des performanes de la on�guration sans jeu montre enore une fois une dégradationpar rapport au as de référene.Con�guration Eart de pression aval-amont Couple RendementRéférene 198 Pa 0.499 N.m 0.641Sans jeu 190 Pa 0.521 N.m 0.605Variation -4.0% +4.4% -5.6%Rappel Con�g. 2 192 Pa 0.501 N.m 0.626Rappel Con�g. 3 185 Pa 0.491 N.m 0.615Tab. 5.17 � Performanes du ventilateur sans jeuComme on peut le voir dans le tableau [5.17℄, toutes les performanes de la on�guration sansjeu sont dégradées par rapport à elles la on�guration de référene. La on�guration sans jeu estmême pire que les on�gurations 2 et 3 de traitement de arter.On démontre ainsi que l'amélioration de l'éoulement de jeu se traduit, sur e ventilateur,par une dégradation des performanes globales. Le traitement de arter reste toutefois valable :le problème vient de la modi�ation des onditions d'alimentation de la tête d'aube. Ce problèmeest au �nal assez logique puisque le ventilateur de référene étudié a été optimisé par Valéo pourdes onditions amont résultant d'une perturbation du �ux inident par un éoulement de jeu fort.En améliorant les aratéristiques de et éoulement de jeu, on hange les onditions en amont desaubes, et don on s'éarte du point de dessin de la roue de référene. Il onvient à e niveau deréadapter la tête d'aube aux nouvelles onditions de fontionnement.



244 Chapitre 5. Optimisation et appliation du traitement de arter5.4.6 Synthèse sur l'appliation du traitement de arter au ventilateurComme on vient de le voir, l'appliation du nouveau traitement de arter sur un ventilateur deGMV n'apporte pas l'amélioration des performanes esomptée, même si l'éoulement de jeu estsensiblement amélioré. Cependant, ette dégradation des performanes est logique ompte tenu duventilateur qui a été utilisé. Ce dernier avait été optimisé pour un éoulement inident dégradé par unéoulement de jeu fort. En améliorant l'éoulement de jeu, nous avons un peu modi�é l'éoulementinident sur le ventilateur (déplaement de la reirulation parasite amont), mais de e fait, nousnous sommes éloignés des onditions de dessin de la roue. Cette dégradation des performanes n'estdon pas inquiétante. Il faudrait avant toute hose réadapter la tête d'aube aux nouvelles onditionsamont.Au �nal, on retiendra que nous avons réussi à proposer un traitement de arter valide,puisqu'il nous a permis de réduire de près de 42% le débit dans le jeu, tout en limitant la girationdu �uide en sortie de jeu, e qui était le but de notre étude. Il reste ependant à �naliser l'étudeen prenant en ompte les ouplages entre le ventilateur et le traitement de arter. En e�et, on adémontré que l'amélioration de l'éoulement de jeu modi�ait sensiblement l'éoulement sur l'aube.De la même manière, la modi�ation de l'éoulement sur l'aube se traduit par un hangement desonditions d'alimentation du jeu. Les variations de l'éoulement autour de l'aube et du traitement dearter sont ependant enore assez mal onnues. Elles méritent d'être analysées en détail. Cette étudedes ouplages sera l'oasion d'optimiser simultanément le traitement de arter et le ventilateur. Ilserait aussi intéressant de modi�er la forme du arter a�n de limiter les phénomènes tourbillonnairesen amont de l'aube. En�n, il est partiulièrement souhaitable de valider l'étude (numérique) qui aété faite dans le adre de ette thèse par des mesures expérimentales.



Chapitre 6Conlusions et perspetivesLe but de ette étude était de proposer, d'analyser et d'optimiser un nouveau type de traitementde arter au moyen d'outils numériques, et de l'appliquer à une turbomahine basse vitesse.Dans le hapitre 2, nous nous sommes onentrés sur le hoix et le développement de méthodesnumériques préises pour la simulation des éoulements. Ce point est important en raison de lapréision requise pour étudier de manière �able et détaillée le nouveau traitement de arter. Commeles simulations envisagées pour ette étude onernent des éoulements stationnaires, notre attentions'est foalisée sur la disrétisation spatiale. Nous avons retenu une tehnique de type "volumes �nis",assoiée à un traitement des �ux préis au seond ou troisième ordre en espae.Par ailleurs, nous avons présenté dans e hapitre de nouveaux développements permettantde réduire l'erreur numérique dans le as de maillages non uniformes. On a pour ela séparé letraitement de la partie onvetive des �ux de elui assoié à la partie di�usive.Pour la partie onvetive :
• Pour les shémas déentrés amont, nous avons réalisé la généralisation des formules d'interpo-lation MUSCL du seond ordre (shéma entré sur l'interfae, déentré amont et shéma deFromm) ainsi que pour le shéma partiellement déentré du troisième ordre. Les validationse�etuées sur des maillages présentant des disontinuités fortes de tailles de mailles ont mon-tré une nette amélioration de la préision ave l'emploi des formules généralisées. On a aussionstaté une ertaine équivalene entre shémas du seond et du troisième ordre.
• De nouveaux limiteurs, utilisés pour stabiliser les aluls ave des shémas déentrés d'ordreélevé, ont été présentés. Nous avons testé et omparé es nouveaux limiteurs sur des maillagesnon uniformes pour véri�er leur omportement en présene de disontinuités de tailles demailles. Nous avons ainsi pu établir une ertaine hiérarhie entre es nouveaux limiteurs quantà la préision spatiale de la simulation.
• Nous avons aussi travaillé sur la généralisation des shémas spatiaux entrés aux maillagesnon uniformes. Les interpolations du seond et quatrième ordre utilisées par es shémas pourdéterminer les variables aux interfaes ont été modi�ées. Les tests, e�etués sur un as depropagation d'une onde sinusoïdale de pression, montrent que la généralisation permet delimiter fortement l'erreur numérique assoiée à la non uniformité du maillage. On a aussi pumettre en évidene les e�ets de l'ordre d'interpolation sur la préision du alul. Pour lesshémas entrés, la dissipation numérique arti�ielle qu'il est néessaire de rajouter a�n de245



246 Chapitre 6. Conlusions et perspetivesstabiliser le alul n'a pas été diretement traitée. Nous avons proposé les pistes possiblesde généralisation aux maillages non uniformes ; les tests pourront faire l'objet d'une étudeultérieure.Pour le traitement de la partie di�usive des �ux, nous avons fait une présentation rapide destehniques utilisées, ainsi qu'une analyse suinte des possibilités de généralisation aux maillagesnon uniformes. Là aussi, la validation des pistes proposées pourra faire l'objet de travaux.Nous avons ommené l'étude du nouveau traitement de arter dans le hapitre 3. Il a d'abord éténéessaire d'étudier préisément la struture de l'éoulement de jeu sur un ventilateur automobilea�n de dégager les prinipales aratéristiques attendues pour le nouveau traitement de arter. Ilest apparu que le rainurage devait réaliser simultanément une rédution du débit de jeu et de lagiration du �uide sortant du jeu.La géométrie du nouveau traitement de arter a ensuite été dérite et paramétrée a�n de pou-voir aratériser �nement son fontionnement. Nous avons hoisi un rainurage hélioïdal du arter,destiné à limiter le plus possible le débit dans le jeu tout en guidant le �uide dans une diretionopposée au mouvement azimutal général imposé par la virole. Cinq paramètres géométriques sontutilisés : l'angle, la hauteur, la largeur, la longueur et le nombre des rainures.A�n de failiter l'étude et la ompréhension de la struture de l'éoulement et des méanismesaérodynamiques au niveau des rainures, seul le traitement de arter est modélisé et étudié.
• Le prinipe même du traitement de arter est d'abord validé en omparant le hamp aéro-dynamique qu'il génère aux as de référenes que sont le jeu sans traitement de arter et lejeu ave un simple obstale ironférentiel. On démontre à e niveau que le rainurage permetd'e�etuer un bon ompromis entre la limitation du débit et la limitation de la giration du�uide dans le jeu.
• On analyse ensuite en détail la struture de l'éoulement. Cette analyse fait ressortir plusieursstrutures tourbillonnaires distintes qui interagissent plus ou moins fortement ompte tenude l'exiguïté de la géométrie :1. Un déollement en entrée de rainure. Ce déollement réduit la setion débitante desrainures. Il est don intéressant du point de vue de la limitation de débit.2. Un tourbillon dans haque rainure. Ce tourbillon permet une survitesse azimutale néga-tive utile pour l'objetif de limitation de la giration.3. Un ensemble de tourbillons en aval des rainures. Ces strutures sont responsables depertes élevées, utiles dans l'optique d'une rédution de débit. Elles induisent aussi dessurdéviations loales de l'éoulement qui peuvent être béné�ques pour la limitation dela giration.Les di�érentes strutures tourbillonnaires viennent don améliorer le fontionnement des rai-nures. Elles sont néanmoins toutes sensibles à ertains paramètres omme l'angle de l'hélie.Cei omplique un peu l'analyse de la sensibilité du traitement de arter aux paramètres dedessin.
• On analyse quantitativement l'in�uene de haque paramètre sur les trois objetifs �xés pourette étude. Ces objetifs ont été dé�nis omme le di�érentiel de pression statique entre l'amontet l'aval du jeu, le di�érentiel de pression totale et elui de vitesse transversale. L'étude des



247paramètres montre des évolutions majoritairement monotones pour les objetifs. On note enpartiulier les faibles e�ets de la longueur, dans la plage étudiée, sur les trois objetifs.La largeur et le nombre des rainures présentent, sur la plage étudiée, des e�ets assez similaires.Tout d'abord, es deux paramètres agissent de manière opposée sur le di�érentiel de pressionstatique et sur eux de pression totale et vitesse azimutale : l'augmentation du di�érentiel depression statique se fait toujours au détriment des deux autres objetifs. Dans l'ensemble, lesmeilleures limitations de la giration sont obtenues pour des rainures larges ou nombreuses,alors que l'objetif de pression statique est amélioré par des rainures �nes et peu nombreuses.Le omportement des trois objetifs par rapport à la hauteur des rainures n'est en revanhepas opposé. On remarque ainsi que l'augmentation de la hauteur des rainures permet simul-tanément d'améliorer les trois objetifs.Le point le plus remarquable de l'étude quantitative des paramètres est sans doute le omporte-ment des objetifs par rapport à l'angle des rainures. Le di�érentiel de pression statique évoluede manière monotone sur la plage étudiée, ave une amélioration pour les rainures fortementinlinées. Il est en revanhe très intéressant de onstater un optimum pour les di�érentiels depression totale et de vitesse transversale, situé vers 110�.Au �nal, ette étude doit porter sur l'appliation direte du nouveau traitement de arter à unventilateur automobile. Nous avons don hoisi d'optimiser le rainurage avant de l'appliquer. Ce-pendant, il n'a pas été possible de mener ette optimisation en poursuivant diretement l'approheadoptée pour la première partie de l'étude. Le nombre de simulations néessaires à l'optimisationest trop important.Les di�érentes tehniques a�érentes à la paramétrisation, l'optimisation et le post-traitementde l'optimisation ont été étudiées au hapitre 4. Dans un premier temps, nous avons établi le adremathématique des optimisations multi-paramétriques et multi-objetifs. Dans e adre, une desnotions les plus importantes est elle de la dominane au sens de Pareto, qui permet de lasserdes individus selon plusieurs ritères onsidérés simultanément. Ave la notion de dominane, onpeut aussi dé�nir la notion de front de Pareto, qui permet de dérire une population d'individusoptimaux.Le panorama des di�érentes grandes tehniques d'optimisation a ensuite mis en évidene lesavantages et défauts de haune relativement au type d'optimisation envisagé pour le traitement dearter. On a ainsi montré que les méthodes inverses et les méthodes diretes n'étaient pas adaptées àl'optimisation du traitement de arter, les premières en raison des hypothèses faites sur l'éoulement(éoulement non visqueux), les seondes à ause de leur inapaité à traiter objetivement un asmulti-objetifs. Il ressort au �nal de l'étude que les tehniques d'optimisation les plus performantessur une optimisation multi-objetifs et multi-paramétriques sont les méthodes métaheuristiques.Parmi es méthodes, les algorithmes génétiques sont les mieux adaptés à notre problème. Ils ont donété retenus pour e�etuer l'optimisation du traitement de arter. Les prinipes de fontionnementde es algorithmes sont dérits de manière détaillée. Cette desription met en évidene une limitedes algorithmes génétiques au niveau du nombre de on�gurations à évaluer.A�n de ontourner e problème inhérent aux algorithmes génétiques, une des solutions est d'uti-liser une approhe paramétrique. Cette approhe permet de réduire onsidérablement le nombrede simulations diretes néessaires pour la phase d'optimisation. Elle est basée sur le alul desdérivées du hamp aérodynamique autour d'un point de référene. Les on�gurations sont ensuite



248 Chapitre 6. Conlusions et perspetivesextrapolées à partir de e point au moyen d'une tehnique de reonstrution adaptée. Dans ettepartie du hapitre 4 nous avons don :
• présenté de manière détaillée l'approhe paramétrique. Le alul des dérivées d'ordre suessiffait intervenir une relation de réurrene intéressante.
• étudié la problématique de la reonstrution. On a en partiulier montré que l'extrapolationdes seules variables onservatives aboutissait à générer une erreur numérique sur les variablesnon onservatives qui sont alulées ensuite. Une orretion possible à e problème a étéproposée, mais elle ne semble pas apporter d'amélioration notable dans le as du traitementde arter. Elle n'a don pas été retenue pour la suite de l'étude.L'algorithme génétique hoisi pour l'optimisation du traitement de arter est le NSGA-II, déve-loppé au sein du Kampur Geneti Algorithm Laboratory. Nous avons présenté et algorithme. Il aété ouplé ave le ode Turb'Opty pour failiter l'évaluation des on�gurations.En�n, le hapitre 4 se termine par la présentation d'une tehnique de visualisation et de post-traitement adaptée aux optimisations e�etuées ave un algorithme génétique. Ce type d'optimi-sation se aratérise souvent par l'obtention d'un ensemble d'individus Pareto-optimaux qu'il estensuite très di�ile de représenter lairement. Cette di�ulté vient du nombre d'objetifs et deparamètres à visualiser simultanément. La tehnique retenue, appelée Self-Organizing Map (SOM),permet de dérire graphiquement la population optimale de manière laire et struturée. Elle donneaussi aès à des informations supplémentaires, telles que la robustesse d'une on�guration.Le hapitre 5 a été dédié à l'optimisation du traitement de arter et à son appliation sur unventilateur automobile. Nous avons dans un premier temps omparé les variations des objetifs,relativement aux paramètres issus de l'approhe direte (ode Turb'Flow), aux variations obtenuesave la paramétrisation Turb'Opty. ette omparaison met en évidene, dans l'ensemble, un bonaord entre les deux tehniques, e qui valide don le résultat de la paramétrisation.Le traitement de arter a été optimisé en utilisant l'algorithme NSGA-II et le résultat de laparamétrisation Turb'Opty. Cette optimisation nous a permis de hoisir une on�guration optimale,prohe de l'optimum sur l'éart de pression totale. En parallèle, nous avons analysé la populationoptimale ave les SOM. Cela a permis de véri�er, entre autre, l'antagonisme fort entre l'objetif depression statique et eux de pression totale et de giration.La géométrie optimisée du traitement de arter a ensuite été appliquée au ventilateur automobilequi avait été étudié au hapitre 3. Nous avons ainsi montré que ette on�guration partiulière durainurage n'était pas satisfaisante du point de vue du ontr�le de l'éoulement de jeu. On assisteainsi à une augmentation de la giration par rapport à la on�guration de référene, sans diminutiondu débit. En raison de la présene dans le jeu de nouvelles strutures tourbillonnaires défavorables,l'éoulement ne irule pas dans les rainures. Celles-i ne remplissent pas don leur r�le. Nous avonsmontré que les nouveaux tourbillons néfastes résultent d'un mauvais positionnement et d'une tropfaible longueur des rainures.A�n de orriger e défaut, nous avons testé deux nouvelles on�gurations de rainurage.
• un traitement de arter sur lequel on a allongé les rainures. L'allongement permet de supprimerles tourbillons gênants. Il s'avère que dans e as on réduit très nettement le débit dans le jeu(-42%), tout en améliorant la limitation de giration (-32.5%).
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• une on�guration ave des rainures longues et un arter modi�é de manière à limiter le oudedu jeu et améliorer enore l'alimentation des rainures. Cette on�guration est la meilleure,tant du point de vue de la rédution de débit (-42%) que de la limitation de la giration (-79%).Les performanes globales du ventilateur en présene de es deux on�gurations de traitement dearter ne sont pas améliorées, bien au ontraire. Nous avons démontré que e phénomène provenaitde la désadaptation de la tête d'aube. Cette désadaptation est liée à la modi�ation de l'éoulementde jeu. Sur le ventilateur de référene étudié, l'aube avait été optimisée pour tenir ompte d'unéoulement de jeu fort et animé d'une grande giration, e qui n'est plus le as ave le traitementde arter. L'étude paramétrique du ouple [aubes - traitement de arter℄ reste à entreprendre. Ilest assez logique que la modi�ation de l'éoulement de jeu par le rainurage se traduise par unemodi�ation de l'éoulement sur les aubes, et vie versa. A�n de �naliser l'étude omplète dutraitement de arter, il est don néessaire de prendre en ompte les ouplages entre le ventilateuret le rainurage.Au terme de ette étude, on a don démontré de manière laire que le traitement de arterproposé est pertinent du point de vue du ontr�le de l'éoulement de jeu. Il permet une améliorationsensible de l'éoulement de jeu en réduisant le débit et en limitant la giration du �uide.Dans la suite de l'étude, il pourrait être très intéressant de réadapter, dans un premier temps,l'aube aux nouvelles onditions de fontionnement générées par la mise en plae du traitement dearter (et don par l'amélioration de l'éoulement de jeu). Dans un seond temps, il onviendraitd'optimiser simultanément le ventilateur et le traitement de arter a�n de �naliser l'étude du trai-tement de arter. Nous n'avons pas eu l'oasion d'étudier en détail les ouplages existant entre letraitement de arter et le ventilateur. Nous avons montré que la modi�ation de l'éoulement de jeuengendre elle de l'éoulement sur l'aube, et vie versa. Cette optimisation simultanée de l'aube etdu traitement de arter néessitera don au préalable l'analyse préise de es ouplages au moyend'une approhe paramétrique.Pour la poursuite de l'étude, il est important de proéder à la véri�ation expérimentale dufontionnement du traitement de arter, notamment lors du ouplage ave un ventilateur automo-bile. Cette véri�ation expérimentale pourra être e�etuée après avoir optimisé le ventilateur et letraitement de arter. Cela permettrait en partiulier de véri�er les méanismes de ouplage entre lerainurage et le ventilateur du point de vue des interations instationnaires.
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Annexe AModélisation de l'éoulementA.1 Equations de Navier-StokesLe mouvement d'un �uide ompressible visqueux est régi par les équations de Navier-Stokes.Elles traduisent les grands prinipes physiques de méanique et de thermodynamique, à savoir laonservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l'énergie totale.On dé�nit en premier lieu l'espae et le temps par quatre variables, notées x1,x2,x3 et t, re-présentant respetivement les trois oordonnées artésiennes spatiales et la date. On assoie auxoordonnées spatiales la base (~e1, ~e2, ~e3) qui est invariable en temps et en espae.A�n de dérire le hamp aérodynamique, on dé�nit aussi les variables onservatives qui sont lamasse volumique ρ, la quantité de mouvement ρ~V et l'énergie totale ρE. On notera par suite ui,
i = 1, ..., 3 les omposantes de la vitesse.Dans le adre d'une desription eulérienne, les équations de Navier-Stokes s'érivent sous formedi�érentielle omme suit :Conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (A.1)Conservation de la quantité de mouvement :
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − ⇒

τ l

]
= ~0 (A.2)

⊗ est le produit tensoriel.Conservation de l'énergie :
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V + ~Φ− ⇒

τ l .~V
]

= 0 (A.3)
• p est la pression statique. Pour un gaz parfait, on a de plus l'équation d'état bien onnue :

p = ρrT (A.4)251



252 Chapitre A. Modélisation de l'éoulementoù r est la onstante spéi�que des gaz parfaits, et T la température statique. Par ailleurs, onpeut dé�nir l'énergie interne e du �uide parfait au moyen de la température statique :
e =

(
E − 1

2
V 2

)
= CvT (A.5)ave Cv la apaité thermique volumique spéi�que du �uide. On note par ailleurs Cp laapaité thermique massique spéi�que du �uide. En remarquant que Cp

Cv
= γ et r = Cp −Cv,on peut alors érire :

p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2
ρV 2

] (A.6)
• τ est le tenseur des ontraintes visqueuses. Pour un �uide visqueux Newtonien isotrope, ils'érit :

⇒
τ l= λ~∇.~V

⇒
I +µ

(
~∇.~V + ~∇.~V T

) (A.7)
λ et µ sont les oe�ients de Lamé. Selon l'hypothèse de Stokes :

3λ+ 2µ = 0 (A.8)Par ailleurs, µ, aussi onnu sous le nom de visosité dynamique du �uide, dépend formellementde la température statique. La relation la plus lassique est la loi de Sutherland :
µ

µref
=

(
T

Tref

) 3
2 Tref + S

T + S
(A.9)Les onstantes de référene sont pour l'air S = 110K, Tref = 293K, µref = 1.81 10−5kg.m−1.La visosité dynamique est néanmoins souvent onsidérée onstante. Seuls les as présentantdes gradients thermiques importants, du fait d'une paroi hau�ante (ou refroidie) ou bien deompressions importantes (onde de ho ...) requièrent le traitement d'une visosité variable.On appliquera don en partiulier ette loi pour les as supersoniques.

• ~Φ est le �ux de haleur, exprimé usuellement en fontion de la température statique T et dela ondutibilité thermique κ du �uide via la loi de Fourrier :
~Φ = −κ~∇T (A.10)Une ré-ériture lassique de e terme est obtenue en introduisant le nombre de Prandtl

Pr = µCp

κ . En utilisant la relation (A.5), l'équation (A.3) devient alors :
∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)ρ~V +

µγ

Pr

~∇e− ⇒
τ l .~V

]
= ~0 (A.11)A.2 Equations moyennéesA.2.1 Equations pour les variables onservativesLes équations préédentes sont valables pour la desription d'un éoulement ave une préisionsu�sante. En pratique, le aratère turbulent de l'éoulement est responsable d'un omportement�utuant, en temps et en espae, des variables. La turbulene introduit en partiulier un aratère



A.2. Equations moyennées 253haotique. En onséquene, les di�érentes strutures présentes au sein de l'éoulement sont trèsdispersées, tant du point de vue de l'éhelle spatiale que temporelle. On distingue généralementles strutures marosopiques, ayant un omportement globalement déterministe, des struturesmirosopiques qui sont du domaine des �utuations turbulentes.A�n de apter toutes les strutures possibles par un alul numérique, il est néessaire d'avoirdes maillages extrêmement ra�nés, la taille de maille minimale étant inférieure à l'éhelle de Kol-mogorov.L'approhe, onnue sous le nom de DNS (Diret Numerial Simulation) n'est aujourd'hui possibleque sur des éoulements simples en raison des besoins gigantesques en terme de mémoire et puissanede alul assoiés à e type de résolution.La deuxième approhe est la simulation des grandes éhelles (Large Eddy Simulation). Lesgrandes strutures tourbillonnaires sont alulées diretement, les petites strutures étant modéliséesanalytiquement. Cette méthode est de plus en plus ouramment employée mais demande toutefoisenore des ressoures informatiques importantes qui limitent un peu l'utilisation.La dernière méthode est la modélisation omplète des strutures turbulentes. Cela implique ladéomposition du hamp aérodynamique en une omposante moyenne et une omposante �utuante.Pour une grandeur A, on dé�nit ainsi
A(~x, t) = Ā(~x, t) +A′(~x, t) (A.12)ave la valeur moyenne Ā dé�nie au sens de Reynolds :

Ā(~x, t) =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2
A(~x, t+ θ)dθ (A.13)où τ est une éhelle de temps aratéristique des �utuations turbulentes. Pour un éoulementompressible, il est possible de modi�er légèrement ette dé�nition en introduisant la moyenne deFavre qui fait intervenir la moyenne de masse volumique au sens de Reynolds.On note dans e as :

A(~x, t) = Ã(~x, t) +A′′(~x, t) (A.14)
Ã(~x, t) =

ρA(~x, t)

ρ̄(~x, t)
(A.15)Une fois la déomposition dé�nie pour haque variable onservative, on introduit les termes moyenset �utuants dans les équations de Navier-Stokes et les lois supplémentaires (A.1)-(A.11), lesquellessont ensuite à leur tour moyennées au sens de Reynolds en remarquant que l'opérateur de moyenneommute ave les opérateurs di�érentiels. La méthode présentée tire son nom de ette approhe :Reynolds Average Navier-Stokes (RANS).Conservation de la masse :

∂ρ̄

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V
]

= 0 (A.16)Conservation de la quantité de mouvement :
∂ρ̄~̃V

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V ⊗ ~̃V + p̄

⇒
I −

{⇒
τ l − ρ~V ′′ ⊗ ~V ′′

}]
= ~0 (A.17)



254 Chapitre A. Modélisation de l'éoulementConservation de l'énergie :
∂ρ̄Ẽ

∂t
+ ~∇.

[
(ρ̄Ẽ + p̄)~̃V −

{
γ̄µ̄

Pr

~∇ẽ+
⇒
τ l .~V − (ρE + p)~V ′′

}]
= 0 (A.18)De plus, on a les relations suivantes :

p̄ = (γ̄ − 1)

[
ρ̄Ẽ − 1

2

(
ρ̄ ~̃V 2 + ρ̄ ~̃V ′′2

)] (A.19)
⇒̄
τ l = λ̄ ~̃∇.~V

⇒
I +µ̄

(
~̃∇.~V + ~̃∇.~V T

) (A.20)Ces équations sont déterminées en supposant que µ et par extension λ sont proportionnels à lamasse volumique et à la visosité inématique ν, ette dernière étant supposée non �utuante. Ona ainsi :
µ̄ = ρν = ρ̄νPar ailleurs, on suppose aussi que les oe�ients γ, Cp, Cv et Pr sont aussi non �utuants, leurmoyenne au sens de Reynolds étant don la valeur lassique.On introduit à e niveau l'énergie inétique turbulente ρk :
ρk =

1

2
ρ~V ′′2 (A.21)L'utilisation de l'énergie inétique turbulente permet de simpli�er l'ériture de la loi d'état(A.19) :

p̄ = (γ − 1)

[
ρ̄Ẽ − 1

2

(
ρ̄ ~̃V 2 + ρ̄k̃

)] (A.22)La température statique est alulée à partir de l'expression de l'énergie totale moyenne :
Ẽ = CvT̃ +

1

2
~̃V 2 + k̃ (A.23)On remarque que ontrairement à la dé�nition thermodynamique lassique, les pressions et tempé-ratures statiques moyennes font intervenir l'énergie inétique turbulente.Le deuxième terme ritique est le tenseur −ρ~V ′′ ⊗ ~V ′′, aussi appelé tenseur de Reynolds ⇒

τ t. Ilpeut être déterminé par l'hypothèse de Boussinesq [11℄ qui stipule que ⇒
τ t est linéairement relié autenseur moyen des ontraintes ⇒

τ l :
⇒
τ t= λt

~∇.~̃V
⇒
I +µt

(
~̃∇.~V + ~̃∇.~V T

)
− 2

3
ρ̄k̃

⇒
I (A.24)Le dernier terme de l'équation est utilisé pour garantir que la trae du tenseur de Reynolds estproportionnelle à l'énergie inétique turbulente. En outre, les oe�ients λt et µt sont supposésvéri�er l'hypothèse de Stokes :

3λt + 2µt = 0Cette relation suppose en partiulier [13℄ que l'on néglige tout e�et de mémoire au niveau de laturbulene. Cette approximation est très ritiquable, notamment dans des zones de déollement de



A.2. Equations moyennées 255l'éoulement, mais elle est souvent utilisée en raison de sa très grande simpliité. Dans la suite del'étude, 'est ette hypothèse que l'on fera.Le troisième terme à traiter est le terme non-linéaire (ρE + p)~V ′′ apparaissant dans l'équationde l'énergie (A.18). Il est érit omme suit pour haque diretion :
(ρE + p)u′′i = (ρH)u′′i = ρ̄γCvTu

′′
i + ρ

3∑

j=1

ũju
′′
ju

′′
i +

ρ

2

3∑

j=1

u′′ju
′′
ju

′′
i (A.25)e qui donne après distribution des moyennes :

(ρE + p)u′′i = ρ̄γCvT̃ u′′i + ρ
3∑

j=1

ũju′′ju
′′
i = ρ̄γCvT̃ u′′i +

3∑

j=1

ρu′′ju
′′
i ũj + ρ̄k̃u′′i (A.26)La reformulation a néanmoins fait apparaître un terme de orrélation entre vitesse et température.Celui-i est lassiquement exprimé en fontion du gradient moyen de température pondéré par unnombre de Prandtl turbulent :

ρ̄T̃ u′′i = − µt

Prt

~̃∇T (A.27)De la même manière, le terme de orrélation triple ρ̄k̃u′′i est généralement exprimé :
ρ̄k̃u′′i = −µt

σk

~̃∇k (A.28)où σk est une onstante du modèle hoisi.Le dernier terme problématique est le travail ⇒
τ l .~V . Son développement fait apparaître un termede orrélation ⇒

τ l .~V ′′ qui traduit le travail des fores visqueuses moyennes généré par le déplaementdû aux �utuations de vitesse. Cette dissipation étant très faible, le terme est négligé dans un modèlede turbulene au premier ordre.Un autre terme sensible est ⇒
τ
′′
l .~V ; il peut être modélisé par µ̄~∇k̃. Au �nal, on obtient don :

⇒
τ l .~V =

⇒
τ l
~̃V + µ̄~∇k̃ (A.29)En partique, on additionne le tenseur de Reynolds ⇒
τ t et le tenseur des ontraintes visqueuses ⇒

τ lpour ne former qu'un seul tenseur, noté ⇒
τ l+tEn prenant en ompte toutes les simpli�ations possibles qui viennent d'être présentées, leséquations de Navier-Stokes moyennées pour un éoulement turbulent s'érivent :Equations RANS :
∂ρ̄

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃A
]

= 0 (A.30)
∂ρ̄~̃V

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ ~̃V ⊗ ~̃V + p̄

⇒
I −⇒

τ l+t

]
= ~0 (A.31)

∂ρ̄Ẽ

∂t
+ ~∇.

[
(ρ̄Ẽ + p̄)~̃V −

{
γ

(
µ̄

Pr
+

µt

Prt

)
~∇ẽ+

⇒
τ l+t.

~̃V −
(
µ̄+

µt

σk

)
~̃∇k
}]

= 0 (A.32)



256 Chapitre A. Modélisation de l'éoulementA.2.2 Modélisation de la turbuleneIl existe de très nombreuses modélisations possibles au sein de la littérature ([195, 171℄ parmibeauoup d'autres référenes possibles). La omplexité du modèle est entre autre traduite par lenombre d'équations mises en jeu. De manière lassique, l'une des variables traitée par es modèlesest l'énergie inétique turbulente k : Dans le as où au moins une autre équation existe, le hoixde la nouvelle variable turbulente est plus libre. Dans le as des modèles à deux équations, notégénéralement k − Φ, Φ étant la deuxième variable, les plus ourants à l'heure atuelle sont lesmodèles k − ǫ, k − ω et k − l.Le modèle de turbulene qui a été retenu dans ette étude est le modèle k− ω de Kok [107℄. Lagrandeur Φ = −ω est la dissipation spéi�que. On a alors :
µt =

ρ̄k̃

ω̃
(A.33)Ce modèle est réputé meilleur que le k − ω standard de Wilox [195℄, au sens où il est moinsdépendant des valeurs de ω dans l'éoulement hors ouhes-limites.Pour e modèle, les équations de transport des variables turbulentes sont les suivantes :Equation de transport sur k

∂ρ̄k̃

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄k̃ ~̃V −

(
µ̄+

µt

σk

)
~∇k̃
]

=
⇒
τ t ÷ ~∇~̃V − Ckρ̄ω̃k̃ (A.34)où Ck=0.09 et σk = 3

2 . La notation ÷ est utilisée pour le produit tensoriel mixte. Pour deux tenseursd'ordre 2, e produit vaut ⇒
a ÷

⇒
b= aijbij .Dans ette équation, on fait apparaître trois termes jouant di�éremment sur l'énergie k :

• Prodution d'énergie inétique turbulente Pk :
Pk =

⇒
τ t ÷ ~∇ ~̃V

• Dissipation de l'énergie inétique turbulente Dk :
Dk = Ckρ̄ω̃k̃

• Di�usion de l'énergie inétique turbulente :
(
µ̄+

µt

σk

)
~∇k̃Il est possible de modi�er légèrement ette équation pour éviter les phénomènes de surprodutionde k. Ces phénomènes arrivent en partiulier quand ω tend vers 0, et que µt reste �ni. Le termede prodution peut devenir très grand pour des petites pertubations du tenseur de ontraintes. Lasolution proposée par Menter [130℄ est de limiter la prodution d'énergie en remplaçant le terme Pkdans (A.34) par le terme P̂k :

P̂k = min(Pk, 20.Dk) (A.35)



A.3. Equations adimensionnées 257Equation de transport sur ω
∂ρ̄ω̃

∂t
+ ~∇.

[
ρ̄ω̃ ~̃V −

(
µ̄+

µt

σω

)
~∇ω̃
]

= Cω1

ω̃

k̃

(⇒
τ t ÷ ~∇ ~̃V

)
− Cω2 ρ̄ω̃

2 − Cd (A.36)où :
Cd = σd

ρ̄

ω̃
max

(
~∇k̃.~∇ω̃, 0

)et :
σω = 2.0
σd = 0.5

Cω1 =
Cω2−

K2√Ck
σω

Ck
≈ 5

9

Cω2 = 3
40

K = 0.41 Constante de Von KarmanLe terme Cd est introduit dans le modèle k − ω pour limiter la dépendane par rapport auxvaleurs de ω hors ouhes limites. Ce terme vient d'une analogie ave les modèles k − ǫ [130, 107℄.A.3 Equations adimensionnéesA�n de garantir un traitement numérique préis, il est néessaire de ramener les variables deséquations RANS (A.30-A.32 et A.34-A.36) à un ordre de grandeur assez prohe de 1. On dé�nitpour ela inq éhelles de référene :
• L0 : longueur de référene
• ρ0 : masse volumique de référene
• V0 : vitesse de référene
• r0 : onstant des gaz parfait de référene
• µ0 : visosité dynamique de référeneOn peut aisni dé�nir l'adimensionnement suivant :

t∗ = t
L0
V0

x∗i = x̄i

L0
ρ∗ = ρ̄

ρ0
u∗i = ūi

V0

E∗ =
eE

V 2
0

e∗ = ee
V 2
0

p∗ = p̄
ρ0V 2

0
T ∗ =

eT
V 2
0

r0

µ∗ = µ̄
µ0

k∗ =
ek

V 2
0

ω∗ = eω
V 3
0

L0

⇒
τ
∗
=

⇒̄
τ

µ0V0
L0On dé�nit par ailleur le nombre sans dimension de référene suivant :

Re =
ρ0L0V0

µ0On abandonne l'astérisque pour plus de failité d'ériture. Les équation RANS qui servent àla simulation numérique d'un éoulement turbulent ompressible s'érivent don en fontions desgrandeurs adimensionnées :Conservation de la masse :
∂ρ

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V
]

= 0 (A.37)



258 Chapitre A. Modélisation de l'éoulementConservation de la quantité de mouvement :
∂ρ~V

∂t
+ ~∇.

[
ρ~V ⊗ ~V + p

⇒
I − 1

Re

⇒
τ l+t

]
= ~0 (A.38)Conservation de l'énergie :

∂ρE

∂t
+ ~∇.

[
(ρE + p)~V − 1

Re

{
γ

(
µ

Pr
+

µt

Prt

)
~∇e+

⇒
τ l+t.~V −

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
}]

= 0 (A.39)De plus, on a les relations suivantes :
p = (γ − 1)

[
ρE − 1

2

(
ρ~V 2 + ρk

)] (A.40)
⇒
τ l+t= (λ+ λt)~∇.~V

⇒
I +(µ+ µt)

(
~∇.~V + ~∇.~V T

)
− 2

3
Reρk

⇒
I (A.41)Equation de transport sur k

∂ρk

∂t
+ ~∇.

[
ρk~V −

(
µ+

µt

σk

)
~∇k
]

= Sk (A.42)Equation de transport sur ω
∂ρω

∂t
+ ~∇.

[
ρω~V −

(
µ+

µt

σω

)
~∇ω
]

= Sω (A.43)ave :
Sk = 1

Re
Pk − Ckρωk

Sω = Cω1
ω
k

1
Re
Pk − Cω2ρω

2 − L2
0

ρ0V 2
0
Cd

Cd = 1
2

ρ
ω

(
~∇k.~∇ω, 0

) (A.44)et
Pk =

⇒
τ t ÷~∇~V

σk = 3
2 σω = 2.0

Ck = 0.09 Cω1 =
Cω2−

K2√Ck
σω

Ck
≈ 5

9

Cω2 = 3
40

(A.45)



Annexe BMéthodes Numériques pour laSimulation - AnnexeB.1 Disrétisation temporelleOn détaillera dans ette setion les tehniques possibles de disrétisations spatiales employéesau ours de notre étude. On rappelle qu'au ahpitre 2, seuls la disrétisation spatiale a été détaillée.La première remarque qui peut être faite en onsidérant l'expression générale des équations deNavier-Stokes en volumes �nis (2.35) est que ette dernière prend la forme :
∂

∂t
(
√
gq)

∣∣∣∣
ξ1,ξ2,ξ3

= − R|ξ1,ξ2,ξ3,t (B.1)
R étant appelé résidu de l'équation temporelle, dé�ni par :

R =
3∑

i=1

[
Fi(ξi +

1

2
) − Fi(ξi − 1

2
)

]
− √

gS|ξ1,ξ2,ξ3 (B.2)L'intégration de l'équation (B.1) permet de déterminer la solution qn+1, en se basant sur une ouplusieurs solutions onnues n, n− 1, et. Plusieurs méthodes de alul sont alors possibles :
• Approhe impliite : à l'instant n + 1, la solution en haque point du maillage dépend duhamp dans le reste du maillage, exprimé (au moins) au même instant n + 1. On rée ainsipour haque instant une dépendane spatiale qui stabilise le alul et autorise des pas detemps très importants. En ontrepartie, le hamp ne peut être résolu qu'au travers d'unsystème linéaire de très grande dimension, e qui néessite souvent des tailles de mémoire trèsimportantes et limite de fait l'appliation de la tehnique aux as simples du point de vue dumaillage.
• Approhe expliite : on fait l'hypothèse que le hamp, en un point, à l'instant n + 1 nedépend que des solutions antérieures, e qui a pour e�et de simpli�er fortement la tehniquede résolution. En ontrepartie, ette tehnique n'est pas toujours stable e qui limite les pasde temps aeptables et peut don impliquer de faire beauoup d'itérations avant d'arriver àun régime stable.Dans la suite, on se restreindra aux tehniques expliites qui sont les seules à même de traitere�aement des as spatialement bien résolus. 259



260 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - AnnexeB.1.1 Shéma d'Euler expliiteCe shéma est donné à titre d'exemple ar il permet d'introduire un ertain nombre de ara-téristiques des shémas temporels expliites. Il n'est aujourd'hui pas très utilisé ar sou�rant deertaines faiblesses. Il s'agit simplement d'un développement en série de Taylor onstruit à partirde la formule (B.1).
∆(

√
gq)n = −Rn.∆t+ O((∆t)2) (B.3)Le shéma est préis à l'ordre 1 en temps. Il ne requiert que la donnée de l'état n pour aluler l'état

n + 1. Sa stabilité peut être exprimée sous la forme d'une ondition lassique de CFL (Courant,Friedrishs, Levy) [4℄ en tout point du maillage :
CFL = (U + c)

∆t

∆x
≤ 1 (B.4)où U est une éhelle de vitesse aratéristique de l'éoulement loal, c est la vitesse du son et ∆x estune éhelle de longueur (généralement, la taille de maille) aratéristique du maillage loal. Cetterelation permet de limiter le pas de temps ∆t possible. Classiquement, le CFL peut être vu ommele rapport entre :

• U + c qui représente le maximum de la vitesse physique de l'information. A e titre, la va-leur U+c est souvent remplaée par le rayon spetral de la jaobienne des �ux, puisque laplus grande valeur propre de ette matrie orrespond à la plus grande vitesse possible depropagation de l'information au point de alul.
• ∆x

∆t qui représente la vitesse de propagation de l'information sur le maillage.Si le CFL est inférieur à 1, ela signi�e que l'information physique se propage moins vite quel'information numérique, e qui se traduit de manière enore plus triviale par le fait que le hampen un point n'in�uenera au bout d'un pas de temps que les voisins direts. A l'inverse, si le CFLest supérieur à 1, l'information physique va "sauter" des n÷uds e qui génère bien évidemment deserreurs.Le réglage du pas de temps peut être assez déliat. Dans le as d'un maillage ave un fortoe�ient d'aspet r (rapport de la plus grande dimension de la ellule sur la plus petite ; pourune maille retangulaire, il s'agit du rapport longueur sur largeur), il existe plusieurs éhelles ∆xpossibles selon la diretion onsidérée, et probablement plusieurs éhelles de vitesse. Ce as estnotamment observable dans le maillage d'une ouhe limite : e maillage présente une grande densitéde points dans la diretion normale à la paroi, et en raison du aratère di�usif de l'éoulement dansette diretion, la vitesse aratéristique normale est très faible.En onséquene il est pertinent de déterminer le pas de temps à partir des informations dispo-nibles pour les trois diretions. On peut ainsi poser [4, 171℄ :
∆t = min

i=1,2,3
∆ti (B.5)où ∆ti est le pas de temps assoié à la diretion ξi. On peut en partiulier érire ∆ti = CFL‖~ai‖

Vi+coù ~ai et Vi sont respetivement le veteur ovariant assoié à ξi et la vitesse ovariante dans ettediretion.Le shéma d'Euler reste néanmoins limité par sa préision temporelle restreinte et par sa lenteurinduite par la ondition (B.4). Pour e qui est de la préision, la solution serait d'étendre la série deTaylor qui sert de base au shéma, mais le problème est alors de déterminer les dérivées temporellesde qn d'ordre élevé.



B.1. Disrétisation temporelle 261B.1.2 Shéma de Runge-KuttaLa solution la plus ourante pour obtenir une bonne résolution temporelle onsiste à utiliserun shéma de Runge-Kutta. Dans ette tehnique, l'état à l'instant n + 1 est évalué à partir de
qn en faisant intervenir plusieurs sous-instants entre es deux dates. Ce shéma est dérivé de eluide Jameson [90, 86℄. On introduit de plus une déomposition du résidu basée sur la onstatationsuivante : il est possible de réduire la harge algorithmique en évitant de réévaluer les �ux visqueuxet la dissipation à haque sous-pas. De plus, les phénomènes onvetifs et visqueux n'ont fondamen-talement pas le même e�et sur la stabilité du système ; la dissipation numérique qui tend à stabiliserle shéma est onsidérée omme un terme visqueux [90℄. C'est pourquoi on génère une formulationdite hybride basée sur la déomposition du résidu en une parte onvetive et une partie di�usive :

R = Rc + RvLe shéma onstruit sur ette déomposition est appelé shéma de Runge-Kutta hybride. On dé�nit
p sous-pas par la formule suivante :

qn+1
0 = qn...

qn+1
k = qn − αk

∆t√
g (Rc

k−1 + Rv
k−1)...

qn+1 = qn+1
p

(B.6)Les oe�ients αk sont imposés et dépendent généralement du nombre de sous-pas hoisi. Les Rc
ksont les résidus intermédiaires de la partie onvetive, dé�nis simplement omme :

Rc
k = Rc(qn+1

k )En revanhe, les Rv
k sont aratérisés par :

Rv
0 = Rv(qn)...

Rv
k = βkR

v(qn+1
k ) + (1 − βk)R

v
k−1Les oe�ients αk et βk sont optimisés pour aélérer la onvergene des éoulements station-naires. Les valeurs optimales pour un shéma à inq sous-pas sont données dans la table [B.1℄ [9℄.

α1 = 1
4 β1 = 1

α2 = 1
6 β2 = 0

α3 = 3
8 β3 = 0.56

α4 = 1
2 β4 = 0

α5 = 1 β5 = 0.44Tab. B.1 � Coe�ients optimaux pour les shémas de Runge-Kutta standard et hybrides à inq pasLes di�érents sous-pas peuvent être interprétés omme une série de préditions et orretionse�etuées ave un shéma d'Euler expliite. La formulation de Runge-Kutta est don p fois plus



262 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - Annexeoûteuse que l'algorithme préédent, mais e défaut est ompensé par un plus fort ritère CFL :pour un shéma à inq pas appliqué à des relations linéaires, la limite de CFL vaut 4.Néanmoins, ette dé�nition n'est pas totalement satisfaisante dans la mesure où elle introduitau niveau des sous-pas un déphasage entre les évolutions "onvetives" et "di�usives" qui n'estpas souhaitable dans le as d'un alul instationnaire et qui peut de plus néessiter un traitementalgorithmique partiulier pour déomposer le résidu. Le hoix qui a été fait pour l'implémentationdu ode Turb'Flow est de négliger la déomposition, e qui revient à prendre βk = 1,∀k. On obtientde ette manière :
qn+1

0 = qn

qn+1
1 = qn − α1

∆t√
gR0...

qn+1
k = qn − αk

∆t√
gRk−1...

qn+1
p = qn − αp

∆t√
gRp−1

qn+1 = qn+1
p

(B.7)
On peut montrer ave ette formulation [9℄ que αp = 1 ; pour obtenir un shéma préis auseond ordre, il faut de plus que αp−1 = 1

2 . Ces deux ontraintes sont bien véri�ées par les oe�ientsoptimaux donnés en [B.1℄. L'approhe est en outre bien adaptée pour des shémas spatiaux déentrésamont. L'expériene montre en pratique que les shémas à trois et inq sous-pas sont très stables,dépassant largement e que permet un shéma d'Euler expliite.Il onvient de faire une dernière remarque onernant le as des maillages déformables. Lorsque lemaillage est déformable, le jaobien √
g dépend lui aussi du temps. En onséquene, il faut modi�erles équations (B.7) ave la formule de réurrene suivante [171℄ :

√
g(t+ αk∆t)q

n+1
k =

√
g(t)qn − αk∆tRk−1 (B.8)B.1.3 Détermination du pas de temps ∆tIl existe deux manières prinipales de régler le pas de temps utilisé pour l'intégration temporelle :1. Soit on impose diretement la valeur de ∆t, en supposant que ette valeur soit ompatibleave la stabilité du shéma temporel.2. Soit on laisse ∆t s'adapter automatiquement à l'éoulement en imposant une ondition detype CFL.On ne s'étendra évidemment pas sur la première méthode, laquelle ne présente pas d'intérêt majeur,et on se onentrera plut�t sur la seonde. Comme ela a été introduit ave la relation (B.4), il estpossible (et même néessaire pour des shémas expliites) de lier le pas de temps aux aratéristiquesde l'éoulement et du maillage. Pour l'équation linéaire de onvetion, on dé�nit le pas de temps :

∆t = (CFL)
∆x

|Λc|
(B.9)où |Λc| est la vitesse de onvetion, e qui peut aussi se perevoir omme la valeur propre de lamatrie jaobienne du �ux onvetif. Le nombre de Courant Friedrishs Levy noté (CFL) dépend



B.1. Disrétisation temporelle 263pour sa part de la disrétisation spatiale et temporelle hoisie. On peut généraliser ette relationaux équations d'Euler puis de Navier-Stokes pour des maillages struturés. Blazek [9℄ propose ainsiles formulations suivantes :
• Pour les équations d'Euler :

∆t = (CFL)

√
g

(Λ1
c + Λ2

c + Λ3
c)

(B.10)où les Λi
c sont les rayons spetraux des matries jaobiennes des �ux onvetifs Fi assoiésaux diretions ξi.

• Pour les équations de Navier-Stokes :
∆t = (CFL)

√
g

(Λ1
c + Λ2

c + Λ3
c) + C(Λ1

v + Λ2
v + Λ3

v)
(B.11)où les Λi

v sont les rayons spetraux des matries jaobiennes des �ux di�usifs Fi assoiées auxdiretions ξi et C est une onstante, C = 4 habituellement.Un autre point intéressant assoié à la détermination de ∆t par une ontrainte de type CFLest la possibilité de �xer un pas de temps di�érent en tout point du maillage. Les relations (B.10)et (B.11) montrent lairement que le pas de temps dépend de aratéristiques loales, à savoir levolume de la ellule et les vitesses de onvetion/di�usion. En onséquene, on peut attendre à unemême date une variation de ∆t d'une maille à une autre. De la même manière pour un hampinstationnaire, le ∆t en un point donné évoluera au ours des itérations.L'intérêt de �xer un pas de temps loal est simple à omprendre. Supposons que le pas de tempssoit le même pour tout le domaine, e domaine omportant à la fois des zones à faible vitesse avedes gradients importants et un maillage dense, et aussi des zones beauoup plus régulières ommepar exemple un plénum. On peut souhaiter, dans les dernières zones, évauer rapidement des ondesparasites en augmentant le pas de temps, e qui ne porte pas préjudie à la stabilité du shémadans es zones. Simultanément, on herhe aussi à limiter les possibles instabilités dans les zonesritiques, e qui est revient à diminuer le pas de temps. Les deux ations étant ontraditoires, onse situe fae à un dilemme.Ce problème est naturellement levé ave l'adoption d'un pas de temps loal. Cela permet d'a-élérer la onvergene d'un alul stationnaire. En ontrepartie, ette méthode n'a pas de sens pourun alul instationnaire puisque à haque itération temporelle, la date "véue" par les points demaillage n'est pas uniforme dans l'espae. On parlera lassiquement de pas de temps loal ou global,les deux dé�nitions pouvant en revanhe être variables au ours des itérations.Pour le pas de temps loal, il peut être néessaire d'e�etuer un lissage spatial a�n d'éviter detrop fortes disparités et ainsi stabiliser le alul. On spéi�e don un oe�ient de lissage clt tel quele rapport entre les pas de temps alulés en deux points voisins n'exède pas 1 + clt. Le traitementalgorithmique réalisé dans le ode Turb'Flow revient à déterminer le plus petit pas de temps possiblesur toute la grille de alul et à lisser le reste des ∆t(i, j, k) en fontion de ette référene, e quilimite de fato la vitesse de onvergene pour l'ensemble du domaine.



264 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - AnnexeB.1.4 Lissage du résiduUne fois le pas de temps onnu et l'intégration terminée, on peut déterminer pour un alulstationnaire le résidu de l'évolution temporelle lassique (B.1) en tout point :
∆q(i, j, k) = qn+1(i, j, k) − qn(i, j, k)Ce résidu orrespond en fait à la orretion appliquée au point (i,j,k) pour passer à la date suivante.Cependant, les shémas temporels expliites sont onnus pour leur faible vitesse de onvergeneliée à leur faible stabilité. Pour pouvoir augmenter le pas de temps possible, il faut stabiliser leshéma e qui peut être fait en modi�ant le résidu ∆q.On introduit un lissage spatial de e dernier qui peut prendre deux formes : un lissage expliiteet un autre impliite.B.1.4.1 Lissage expliite du pas de tempsLe lissage expliite est onçu de manière à �ltrer les pis loaux de orretions entre deux dates.A l'instant n la orretion en un point est d'abord "moyennée" par la valeur du résidu des voisinsimmédiats :

∆q(i, j, k)∗ =

(
1 − βexp

12

)
∆q(i, j, k)

+
βexp

6 × 24




∆q(i+ 1, j, k) +∆q(i− 1, j, k) +
∆q(i, j + 1, k) +∆q(i, j − 1, k) +
∆q(i, j, k + 1) +∆q(i, j, k − 1) +
∆q(i+ 1, j + 1, k) +∆q(i− 1, j − 1, k) +
∆q(i+ 1, j, k + 1) +∆q(i− 1, j, k − 1) +
∆q(i, j + 1, k + 1) +∆q(i, j − 1, k − 1)




(B.12)
puis par elle des voisins d'ordre 2 :

∆q(i, j, k)LE =

(
1 − βexp

12

)
∆q(i, j, k)∗

+
βexp

6 × 36




∆q(i+ 2, j, k) +∆q(i− 2, j, k) +
∆q(i, j + 2, k) +∆q(i, j − 2, k) +
∆q(i, j, k + 2) +∆q(i, j, k − 2) +
∆q(i+ 2, j + 2, k) +∆q(i− 2, j − 2, k) +
∆q(i+ 2, j, k + 2) +∆q(i− 2, j, k − 2) +
∆q(i, j + 2, k + 2) +∆q(i, j − 2, k − 2)




(B.13)
0 6 βexp 6 1 est le pourentage de lissage expliite. Les valeurs lassiques de e paramètre numériquesont omprises entre 0.05 et 0.5. La orretion lissée ∆q(i, j, k)LE est elle qui sera utilisée dans lealul.Ce proessus n'est pas indépendant de l'ordre de parours des n÷uds. La même tehnique debalayage des n÷uds dans le sens roissant puis déroissant a été adoptée pour les trois diretionsindiielles.



B.2. Disrétisation spatiale des flux turbulents 265B.1.4.2 Lissage impliite du pas de tempsLe lissage impliite utilisé dans le ode Turb'Flow est onstruit à partir des formulations deLerat [114℄ et Liamis [115℄. La tehnique onsiste à pondérer la orretion par les orretions desn÷uds voisins : [⇒
I +β∗imp.

⇒
op
]
.∆qimp = ∆qexp (B.14)où :

• β∗imp est le oe�ient de lissage impliite.
• ⇒
op est un opérateur.

• ∆qexp est la orretion issue de la phase de lissage expliite.
• ∆qimp est la orretion de la phase de lissage impliite.Dans le as tridimensionnel, le lissage impliite de Lerat ouplé ave une méthode ADI (AlternateDiretion Implit) s'érit :

[
∆q∗ + β∗impσ

2
i δi
{
(Λi)2δi(∆q∗)

}]
= ∆qexp (B.15)

[
∆q∗∗ + β∗impσ

2
j δj
{
(Λj)2δj(∆q∗∗)

}]
= ∆q∗ (B.16)

[
∆qimp + β∗impσ

2
kδk

{
(Λk)2δk(∆qimp)

}]
= ∆q∗∗ (B.17)où :

• σ2
i = ∆t

∆ξi est l'inverse de la vitesse de propagation de l'information numérique dans la diretion
i.

• Λi = |V i| + c ‖~ai‖ est le rayon spetral de la matrie jaobienne ∂Fi
c

∂q
.

• δi est un opérateur spatial entré dans la diretion i.
• β∗imp = −βimp

2p−1 est le oe�ient de pondération impliite, p étant le nombre de sous-pas dushéma de Runge-Kutta, et βimp étant le oe�ient de lissage impliite imposé par l'utilisateur.Smati [171℄ rapporte que l'approhe est inonditionnellement stable pour des valeurs de βimp supé-rieures à 1.La résolution du système préédent est e�etuée ave un algorithme de Thomas, e qui permetd'avoir une harge informatique assez faible tant du point de vue du proesseur que de l'utilisationde la mémoire. De plus, le proessus ADI est e�etué en hangeant la diretion initiale à haquefois pour ne pas introduire de biais. Le lissage impliite est e�etué à haque sous-pas du shémade Runge-Kutta.B.2 Disrétisation spatiale des �ux turbulentsLe ode PROUST, devenu par la suite Turb'Flow, a été développé ave une modélisation de laturbulene qui n'a essé de se ra�ner au ours du temps. Les premières implémentations ne faisaientintervenir qu'un modèle de longueur de mélange pour déterminer les termes turbulents apparaissantdans les équations gérant les variables onservatives (ρ, ρ~V , ρE).L'apparition des modèles de turbulene plus sophistiqués, notamment eux à deux équations,a modi�é le ontexte. En e�et, les équations [(2.5),(2.11),(2.17)℄ et [(2.23),(2.29)℄ sont ouplées,



266 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - Annexele ouplage entre les variables onservatives lassiques et les variables turbulentes est matérialisépar la pression statique p et le tenseur de Reynolds ⇒
τ t, lesquels font intervenir l'énergie inétiqueturbulente k.L'introdution des variables turbulentes implique théoriquement de reonstruire les formulationsutilisées pour le alul des �ux, toutes les variables traitées devant l'être de la même manière.Cependant, il est possible de nuaner ette notion de ouplage en remarquant qu'il sera prépondérantuniquement dans les zones où la prodution d'énergie inétique turbulente et les e�ets purementonvetifs, liés au aratère "parfait" de l'éoulement, seront simultanément importants, e qui estantinomique. On fait alors l'hypothèse que la résolution d'un système déouplé, au sens où variablesturbulentes et onservatives sont traitées de manière di�érente, n'aura que peu de onséquenes surles résultats [171℄.En pratique, ette hypothèse revient à onsidérer les variables turbulentes omme des salairespassifs du point de vue de la onvetion. Elle est ependant assez ritiquable pour une simulationinstationnaire, puisque la turbulene a�ete les valeurs propres du système onvetif.Les variables turbulentes seront traitées de la même manière que les variables onservativespour e qui est de la disrétisation temporelle. En revanhe, on applique un alul di�érent pourl'évaluation des �ux onvetifs et visqueux.B.2.1 Flux onvetifIl existe trois possibilités prinipales pour traiter le �ux onvetif turbulent.

• Shéma déentré : Les variables turbulentes étant onsidérées omme des salaires passifs dupoint de vue de la onvetion, les �ux onvetifs assoiés s'expriment simplement en fontiondu �ux de masse F i
cρ à l'interfae. On notera anoniquement Y les variables turbulentes.

F i
cY (ξi − 1

2
) = F i

cρ(ξ
i − 1

2
)Y |L/R

ξi− 1
2

(B.18)Le hoix de l'état gauhe ou droit de Y est e�etué en se basant sur le signe du �ux onvetifde masse. On obtient ainsi :
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sinon (B.19)Le shéma MUSCL utilisé pour interpoler ρY au niveau de l'interfae est souvent du premierordre. Cela permet de traiter de manière assez robuste et sans limiteur les zones ave des fortesvariations de pente, omme par exemple au niveau des ouhes limites. Il est bien entendupossible de traiter les termes turbulents ave un ordre plus élevé, l'interpolation étant alorse�etuée de préférene ave le même déentrement que les variables onservatives. Toutefois,nous n'avons pas obtenu de gain signi�atif sur les as traités par ette étude ave une méthoded'ordre élevé. Nous avons don hoisi de garder un traitement au premier ordre des termesturbulents.
• Shéma entré : La deuxième approhe est évidemment une approhe entrée. On appliqueii la même méthode que elle qui a été présentée pour les variables onservatives. On obtient
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F i

cY (ξi − 1

2
) = F i

c(ρYξi− 1
2
) + F i

d(ρYξi− 1
2
) (B.20)où ρYξi− 1

2
est l'état de ρY à l'interfae, évalué par un shéma entré au moins d'ordre deux,

F i
c (Yξi− 1
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) = V i|ξi− 1

2
ρYξi− 1

2
(B.21)et F i

d(ρYξi− 1
2
) est un terme de dissipation arti�ielle alulé de la même manière que pour lesvariables onservatives.

• Shéma entré + déentrement sur les variables turbulentes : Il peut parfois êtresouhaitable d'introduire un déentrement pour le traitement des variables turbulentes tout engardant un shéma entré pour les variables onservatives. Cei est notamment le as pourintroduire une dissipation plus forte au niveau des grandeurs turbulentes. Dans es onditions,le �ux onvetif est évalué au moyen de la formule (B.19), le �ux de masse à l'interfae étantpour sa part déterminé par le shéma entré.B.2.2 Flux Di�usifLes �ux di�usifs pour les variables onservatives étant déterminés au moyen d'un shéma entré,il est logique d'employer le même shéma pour les variables turbulentes. On obtient don :
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(B.23)Pour �nir, il reste à traiter les termes soures Sk et Sω. Ils font apparaître la prodution d'énergieinétique turbulente Pk =

⇒
τ t ÷~∇.~V .Ces soures sont volumiques et sont don traitées de manière entrée sur la ellule. Il est alorsnéessaire d'évaluer le gradient et la divergene du veteur vitesse. Pour ela, on utilisera la relationsuivante [13℄ :
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2
(B.24)Le gradient de la vitesse est généré par les (~∇ul)l=1,2,3 érits en ligne, et la divergene équivaut àla trae du tenseur gradient.B.3 Traitement des onditions aux limitesTous les résultats théoriques préédents ont été obtenus en supposant que l'on se trouvait assezloin des frontières du domaine de alul pour ne pas avoir de problème de disrétisation spatiale.Lorsqu'on se rapprohe de es frontières, il devient néessaire d'e�etuer un traitement spéial pourprendre en ompte les onditions aux limites qui y sont imposées. On distingue usuellement deuxproblèmes dans le traitement des frontières :



268 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - Annexe1. L'absene de n÷uds en dehors du domaine de alul2. Les onditions aérodynamiques imposées pour pouvoir déterminer une solution unique.B.3.1 Extension du domaine de alulLe traitement des n÷uds au ÷ur du domaine de alul est simple puisqu'on dispose normalementd'un nombre su�sant de voisins pour pouvoir utiliser une moléule de alul donnée. En revanhe,lorsqu'on arrive à la frontière, il est évident qu'il manque des n÷uds pour pouvoir utiliser la mêmemoléule de alul.Le remède le plus simple est de modi�er ette moléule dans les zones de frontières, notamment enréduisant son étendue ou en la déentrant vers l'intérieur du domaine. Cependant, ela revient aussià appliquer un traitement numérique di�érent qui sera préjudiiable en terme d'erreur numérique.Une diminution de l'ordre spatial, omme un déentrement total, sont tous les deux responsablesd'une erreur forte. De plus, l'inohérene ave le shéma utilisé à l'intérieur du domaine peut amenerà générer un parasitage du point de vue temporel pour un alul instationnaire, se traduisant enpartiulier par un déphasage entre les points de maillage.En onséquene, on fait souvent le hoix de garder la même disrétisation spatiale qu'à l'intérieurdu domaine de alul, e qui implique d'étendre arti�iellement e dernier. On onstruit don desplans supplémentaires de telle sorte que l'on puisse appliquer sans auune distintion le mêmeshéma. Le nombre de plans supplémentaires est relié à la moléule de alul utilisée. Celle-i estillustrée pour di�érentes on�gurations sur la �gure (Fig. B.1).

Fig. B.1 � Moléules de alul pour le premier et troisième ordre non visqueux et troisième ordrevisqueuxPour un shéma spatial non visqueux du premier ordre, seuls les voisins direts sont néessaires.On peut alors se ontenter de réer un seul plan supplémentaire à haque frontière. A l'opposé, pourun shéma d'ordre supérieur, il faut disposer de deux n÷uds voisins dans haque diretion. Pour unalul visqueux, on a en outre besoin des points roisés du type (ξi +1,ξj +1,ξk). Cela onduit donà dé�nir deux plans supplémentaires pour haque frontière plus une arête supplémentaire, utiliséeuniquement par les aluls visqueux. La géométrie orrespondante est représentée sur la �gure (Fig.B.2).La position des plans supplémentaires par rapport au domaine est déterminée en fontion dutype de ondition appliquée sur la frontière traitée. Par exemple, pour un ontat diret entre deux
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Fig. B.2 � Plans et arêtes supplémentairesblos de maillage, les deux plans supplémentaires au niveau du ontat pour un des blos serontdiretement reopiés à partir de l'autre blo. Pour une ondition de périodiité, on applique en plusune rotation ou une translation aux plans à reopier a�n de positionner leur image au niveau del'interfae onsidérée. A l'inverse, pour des onditions telles que la symétrie ou l'adhérene, es planssont extrapolés à partir du maillage à l'intérieur du domaine.De la même manière, le hamp aérodynamique sur es plans est déterminé à la fois à partir duhamp à l'intérieur du domaine et surtout en fontion des onditions imposées.Si le traitement des n÷uds au niveau des frontières est fortement simpli�é ave une telle ap-prohe, la taille du maillage augmente en ontrepartie e qui implique une augmentations des res-soures néessaires au alul.Cas des interpolateurs généralisés On peut se demander à e niveau omment traiter lesnouveaux interpolateurs géométriques. En e�et, à ordre onstant, eux-i demandent un point sup-plémentaire dans haque diretion a�n de dé�nir les tailles de maille.On rappelle que pour l'interpolateur orrigé MUSCL du troisième ordre, on a par exemple :
q̄L
i−1/2,3emeordre = q̄i−1 +

∆xi−1

2
∂xqi−1 −

∆xi∆xi−1

2(∆xi−2 + ∆xi−1 + ∆xi)
(∂xqi−1 − ∂xqi−2) (B.25)où

∆xi = xi+ 1
2
− xi− 1

2De la même manière, l'interpolation d'ordre quatre utilisée par le shéma entré fait elle aussiappel à des points extérieurs. Toutes les moléules de alul utilisées atuellement ne dépassentnéanmoins pas deux voisins dans haque diretion.Pour traiter la frontière ξi = 1− 1
2 , il est don néessaire de onnaître les points ξi = 0, ξi = −1,de même que la position des interfaes 0− 1

2 et −1− 1
2 . Cette dernière interfae n'existe ependantpas lorsqu'on utilise deux plans supplémentaires (le maillage s'arrête à ξi = −1). On doit donextrapoler d'une manière ou d'une autre la taille de la ellule ∆x−1.Pour trouver une tehnique valable, plusieurs essais ont été e�etués :

• Copie de la largeur préédente : ∆x−1 = ∆x0
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• Copie "symétrique" : ∆x−1 = ∆x1Auune di�érene signi�ative n'est apparue entre les deux approhes. Dans le futur, on seontentera don de reopier simplement la valeur préédente.B.3.2 Conditions géométriques de frontièrePour es onditions, on n'impose pas de valeur préise pour le hamp, mais plut�t une onditiongéométrique partiulière. Ce type de onditions aux limites ne requiert que le hamp à l'intérieur desdomaines et la position ~rint des n÷uds intérieurs. Il existe deux onditions géométriques prinipales :1. Plan de symétrie. La frontière est onsidérée omme un plan de symétrie pour l'éoulement,e qui implique en partiulier que l'éoulement est, à onvergene, parallèle à ette paroi. Lesplans supplémentaires et le hamp a�érent sont simplement déterminés par symétrie des n÷udsinternes.On obtient en partiulier :Position : ~rsup.(i, j, k) = ~rint(i, j, k) − 2(~rint(i, j, k).~n)~nChamp : qsup. = qintoù ~rsup. est la position des n÷uds supplémentaires et ~n le veteur normal à la frontière orientévers l'extérieur. Cette ondition n'est don appliable qu'à des frontières planes.2. Contat inter-domaine. Comme on l'a esquissé préédemment, le maillage et le hampaérodynamique sont diretement opiés à partir des domaines en ontat. On notera I ledomaine pour lequel on alule les plans supplémentaires, et II le domaine en ontat del'autre oté de l'interfae.On utilise les formulations suivantes :Position : { ~rsup.
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I = Tq(q

int
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q
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q (qint
II )où Tr et Tq sont des transformations géométriques assoiées aux ontats, appliquées respe-tivement au maillage et au hamp.

• Pour un ontat diret Tr = Tq =
⇒
I .

• Pour un ontat périodique en translation (période t), Tr = translation(t) et Tq =
⇒
I

• Pour un ontat périodique en angle (période θ), Tr == Tq = rotation(θ)La dernière possibilité est un ontat instationnaire tournant (ontat entre des blos rotor etstator par exemple), les plans supplémentaires ne varient pas, seul le hamp est interpolé aumoyen de transformées de Fourier.B.3.3 Conditions aux limites physiquesA haque ondition aérodynamique imposée sur une frontière, on fait orrespondre une ontrainteexterne lors de la résolution du système d'équation di�érentielle RANS. La tehnique adoptée dans



B.3. Traitement des onditions aux limites 271le ode Turb'Flow est l'utilisation des relations de ompatibilité [4℄. Cela fait en partiulier appelaux propriétés hyperboliques de la partie onvetive du système d'équations.On réérit elui-i sous la forme :
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+ S = 0 (B.26)où S est un terme soure qui regroupe tous les termes non onvetifs des équations, et ξi est ladiretion indiielle qui n'est pas tangente à la frontière. Les �ux onvetifs exprimés dans la sommesont dé�nis le long de diretions tangentes à la frontière. Ils seront traités de la même manière queles points internes du domaine.On projette es équations sur la surfae aratéristique assoiée à ξi en les multipliant par lesveteurs propres gauhes Li de la matrie jaobienne Ki assoiée au �ux Fi
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(B.28)On peut alors reformuler (B.27) :
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 = 0 (B.29)e qui donne, en posant wi = Liq :
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 = 0 (B.30)où Λi est la matrie diagonale regroupant les valeurs propres λi de Ki : ΛiLi = LiKi.Le système (B.30) dérit le transport des variables aratéristiques wi dans la diretion ξi à lavitesse λi. Les valeurs propres de la matrie jaobienne Ki peuvent don être interprétées omme lesvitesses de propagation des ondes se déplaçant normalement à la surfae aratéristique. De plus, si

λ est positif, l'onde sort du domaine, et il n'y a pas besoin de modi�er l'équation orrespondante. Si
λ 6 0, l'onde est rentrante et on doit alors inlure de nouvelles informations apportées par l'onde.Le traitement temporel est e�etué de la même manière que pour le reste du domaine. Letraitement de l'information externe peut être fait en imposant à tout instant la variation temporelle
B∗(t) d'une grandeur physique B(q) :

B∗(t) = B(q) (B.31)
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[B(q(n)) −B∗(tn+1)] (B.33)En ombinant les équations (B.30) et (B.33) qui sont similaires dans la forme, on peut érire :
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 (B.35)Il existe un ertain nombre de onditions aux limites physiques appliables dans le ode Turb'Flow.1. Frontière libre. Il s'agit de la ondition d'entrée/sortie standard. On distingue plusieurs asde �gure possibles selon que l'éoulement est supersonique ou non.

• Sortie supersonique : L'information ne peut pas dans e as se propager vers l'amont.Toutes les variables sont imposées au niveau du plan d'entrée. Auun traitement n'estdon requis à e niveau.
• Sortie subsonique : Il n'existe qu'une seule valeur propre négative. L'équation orrespon-dante est remplaée par l'expression de la pression statique a�n d'imposer elle-i sur leplan de sortie.
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(B.36)
• Entrée subsonique : Il existe quatre valeurs propres négatives. Il est don néessaired'imposer quatre grandeurs sur le plan amont. On retient généralement le quadruplé (ρ,
u1, u2, u3) ou enore le quadruplé (Pt, Tt, v1, v2) où v1 et v2 sont des informations surle veteur vitesse, omme par exemple les angles.Pour Pt, on obtient :
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• Entrée supersonique : Toutes les valeurs propres sont négatives. Par onséquent, on ra-joute aux quatre onditions préédentes la ondition de pression (B.36)2. Paroi glissante adiabatique. Ave ette ondition, on impose que le veteur vitesse restetangent à la surfae et que le �ux de haleur, soit enore le gradient de Ts, reste nul. Le asest assez spéial dans la mesure où trois valeurs propres sont nulles, une seule étant négative.On ne peut alors imposer qu'une ondition. C'est la vitesse qui est hoisie. L'adiabatiitéest indiretement assurée par le fait qu'il n'existe pas de transfert de haleur dans un �uideparfait.
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(B.39)
3. Paroi adhérente adiabatique. Toutes les omposantes de vitesse sont annulées, de mêmeque le �ux de haleur.4. Frontière non-ré�etive. Il s'agit d'une ondition un peu spéiale, utilisée essentiellementpour évauer des ondes parasites générées à l'intérieur du domaine. Toute onde assoiée àune valeur propre négative est transformée en une onde stationnaire en annulant sa vitesse.Cette ondition n'est pas équivalente à une frontière libre, ar dans e dernier as, il existetoujours une ré�exion partielle des ondes venant de l'intérieur du domaine, générant un retourd'information vers le domaine.En terme formel, la méthode est similaire à toutes les autres. On prend simplement ii B = 0et ∂B

∂
√

gq = 0. En onséquene, les matries [P 1i] et [P 2i] sont onstruites uniquement ave lesveteurs gauhes Li assoiés aux valeurs propres positives, le veteur [P 3i] est nul.Cette ondition aux limites permet d'éliminer assez rapidement les ondes numériques appa-raissant en ours de onvergene et aussi d'éviter d'avoir des ondes rentrantes si la onditionaérodynamique est mal onnue à la frontière. Elle est don partiulièrement utile pour unalul instationnaire. En ontrepartie, l'inonvénient d'une telle ondition est qu'on ne peutimposer de grandeur au niveau de la frontière traitée.5. Frontière perméable. La dernière ondition ouramment employée est la frontière poreusequi permet de limiter les ré�exions d'ondes tout en autorisant une ontrainte sur une grandeur.Cette ondition est développée omme une ombinaison linéaire du ode de frontière libre et



274 Chapitre B. Méthodes Numériques pour la Simulation - Annexede la frontière non ré�etive. On introduit une perméabilité χ telle que :
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La perméabilité doit être hoisie pour obtenir le meilleur ompromis possible entre une ondi-tion physique et une non-ré�exion. Bron [13℄ rapporte que la valeur χ = 50% est en pratiquesu�sante pour réduire onsidérablement les ondes ré�éhies.



Annexe CConepts généraux d'optimisationC.1 Généralisation de la dominaneC.1.1 Dominane généraliséeLa notion de dominane de Pareto, forte ou faible, est de loin la plus pratique à utiliser pourune optimisation. La dominane faible présente l'inonvénient de ne pas favoriser l'optimisationsimultanée de tous les ritères et peut à e titre se révéler assez limitante en ours d'optimisation.Il existe toutefois une dé�nition plus générale de la notion de dominane basée sur l'utilisationde �nes [199℄. On dé�nit ainsi une dominane relativement à un �ne D. On rappelle la dé�nitionmathématique la plus générale d'un �ne :Dé�nition C.1 : [C�ne℄Soit D un ensemble. D est un �ne si
∀x ∈ D, ∀λ > 0, λx ∈ DOn dé�nit alors la dominane relativement à un �ne D de Eobj par :Dé�nition C.2 : [Dominane de �ne℄

x domine y au sens du �ne D si et seulement si
x− y ∈ D − 0L'analogie la plus parlante est peut-être elle de la zone d'in�uene d'un point sur un éoulement,déterminée par la méthode des aratéristiques. Cette zone se réduit à un �ne en aval pour unnombre de Mah supersonique. Le point non dominé étant à l'extrémité du �ne. Cette dé�nitionest bien entendu tributaire de la dé�nition du �ne D de référene. Cette notion de dominane n'estependant pas très employée. Elle est souvent restreinte aux méthodes dans lesquelles les préférenesde l'utilisateur sont prises en ompte dès le départ.Il existe aussi d'autres onepts d'équilibres mathématiques, basés notamment sur la théorie desjeux. Les deux as suivants sont donnés pour assurer une ertaine exhaustivité à la présentation,dans la mesure où ils n'ont fait l'objet que de très peu d'exemples d'emploi dans la littératureonsarée à l'optimisation. 275



276 Chapitre C. Conepts généraux d'optimisationC.1.2 Equilibre de NashCette théorie, proposée par Nash [144℄, fait intervenir la notion d'équilibre entre I joueursherhant tous à optimiser leur gain, tout en tenant ompte du omportement des autres joueurs.La notion de joueur déoule naturellement du adre de la théorie des jeux et sera don onservéepar la suite. En termes informels, le problème peut être posé omme suit : haque joueur herheà optimiser un ritère qui lui est propre (son gain) en hoisissant une ertaine stratégie, les autresritères étant imposés par les autres joueurs. Quand tous les joueurs ne peuvent plus optimiser leursobjetifs, l'état d'équilibre est atteint. Historiquement, les variables utilisées par ette approhe sontdes stratégies, mais on peut sans trop de di�ultés traduire es ensembles de stratégies en ensemblesd'individus paramétrés.On ommenera par présenter formellement et équilibre dans le as où il n'existe que I=2joueurs. Soit le problème : minimiser fi(x,y), i = 1, 2 (C.1)où x (respetivement y) est un élément de l'espae Ex (resp. Ey) On suppose par ailleurs quela minimisation de f1 (resp. f2) est e�etuée par le joueur orrespondant en n'optimisant que lesindividus de l'espae Ex (resp. Ey).Dé�nition C.3 : [Equilibre de Nash℄Le ouple (x̄, ȳ) (ou "pro�l de stratégies") est dit à l'équilibre au sens de Nash si et seulementsi :
f1(x̄, ȳ) = miny∈Ey f1(x̄,y)
f2(x̄, ȳ) = minx∈Ex f2(x, ȳ)Les individus (x̄, ȳ) à l'équilibre au sens de Nash ne sont pas Pareto-optimaux dans un adregénéral. L'existene d'un équilibre de Nash peut être failement démontrée selon [66℄, mais la dé-termination de es équilibres est en revanhe beauoup plus omplexe, notamment dans le as oùles ritères ne sont pas dérivables. L'une des méthodes les plus e�aes est le ouplage de etteapprohe ave un algorithme évolutionnaire. Cette démarhe est shématisée dans la �gure (Fig.C.1).

Fig. C.1 � Proessus de onvergene vers un équilibre de NashLa notion d'équilibre de Nash fait don intervenir une séparation entre les di�érents paramètresen orrespondane ave les fontions ritères utilisées. Dans le as le plus simple à traiter il existe



C.2. Tehniques pour l'optimisation mono-objetif 277autant de paramètres que de fontions ritères (i.e. P = I), Ainsi haque joueur a en harge unparamètre à optimiser par rapport à un ritère. On remarquera que ette théorie n'est appliableque dans le as où I 6 P , dans le as ontraire plusieurs joueurs doivent optimiser simultanémentle même paramètre par rapport à des objetifs di�érents.Dans les as liites, la répartition des paramètres entre joueurs se fait de manière arbitraire etpeut amener à un biais sur le résultat de l'optimisation. Par exemple, dans le as ou I = P = 2, uneoptimisation où le joueur 1 traite x et f1 ne donnera pas la même solution qu'une optimisation oùe même joueur traite x et f2. Le déoupage doit être fait de la manière la plus ohérente possible enfontion de la dé�nition et de la sensibilité de haque ritère aux paramètres, e dernier point étanta priori, rappelons-le, inonnu dans un adre général. De e fait, ette approhe reste d'usage trèslimité dans le domaine de l'optimisation multi-ritères sur des as pratiques. Pour plus de détailssur l'appliation de es méthodes, on se reportera à [66℄ et [65℄.C.1.3 Equilibre de StakelbergDans le adre général de la théorie des jeux, une autre théorie d'équilibre a été dé�nie par [190℄et reprise par [124℄. Dénommée équilibre de Stakelberg, ette approhe hiérarhique fait intervenirune struture asymétrique en introduisant une relation de prééminene entre les di�érents joueurs.Par exemple, dans un as à I=2 joueurs, on dé�nit un "leader" et un "suiveur". Le problème estidentique à elui dé�ni en C.1. En partiulier, on établit ii aussi un partage des fontions objetifs etdes paramètres entre les joueurs. Par onvention, le joueur 1 est onsidéré omme leader, travaillantsur f1 et x.Dé�nition C.4 : [Equilibre de Stakelberg℄Le ouple (x∗, y∗) est dit à l'équilibre au sens de Stakelberg si et seulement si :
f1(x

∗,y∗) = minx∈Ex f1(x, ȳ
∗(x))où ȳ∗(x) est le résultat de l'optimisation :

f2(x, ȳ
∗) = miny∈Ey f2(x,y), x imposé par le leaderCette dé�nition fait lairement ressortir la subordination du paramètre y à x. En partiulier, onomprend aisément que, si l'ordre des paramètres ou des fontions objetifs est inversé, la solutionà l'équilibre sera modi�ée. Cette approhe est de fait très rarement employée.C.2 Tehniques pour l'optimisation mono-objetifComme ela a été montré préédemment, le as le plus général de l'optimisation est un asmulti-objetifs ave des ritères on�ituels. Néanmoins, ette on�guration ne permet en généralque d'obtenir un ensemble de solutions qui sont toutes optimales au sens de Pareto, et e en raisonde l'existene même de plusieurs ritères. Pour des raisons pratiques de hoix ou d'utilisation deméthodes, il peut parfois être utile de ne onsidérer qu'un seul ritère a�n de ramener ette popula-tion Pareto-optimale à un seul individu (ou au moins un nombre très limité), e qui est réalisable enrestreignant le nombre de ritères onsidérés à un. On dispose alors d'un problème d'optimisationmono-objetif, e qui onstitue un as partiulier des optimisations. C'est de loin l'un des as lesplus intuitifs et failement ompréhensibles parmi les di�érents problèmes d'optimisation. Il permeten outre de montrer plusieurs tehniques de rédution de la dimensionnalité ave leurs avantages etinonvénients.



278 Chapitre C. Conepts généraux d'optimisation
(Pmono)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x)tel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., P

(C.2)On ne s'attardera pas sur les solutions de e genre de problème, qui revient simplement à trouverles extrema d'une fontion mathématique, mais on soulignera toutefois la possibilité de trouver plu-sieurs solutions optimales, omme 'est par exemple le as pour f(x) = x4−x2, x ∈ R. De la mêmemanière, on éartera le problème des optima loaux en remarquant que es solutions partiulièresne sont Pareto-optimales que sur des sous-ensembles de l'espae paramétrique réalisable. Commeela a été montré dans la setion 4.2.2, un problème multi-objetifs peut naturellement dégénérervers un problème mono-objetif si l'ensemble des ritères onsidérés ne présente pas de variationsontraditoires. On peut presque parler dans ette situation de problème mal posé dans la mesureoù la donnée d'une seule fontion ritère aurait su�.Le as le plus intéressant se présente lorsqu'il est néessaire, en raison de l'utilisation de ertainesméthodes d'optimisation (traitées plus tard), de réduire arti�iellement le nombre de ritères d'unproblème réellement multi-objetifs. Cette démarhe a fait l'objet des nombreux développementsqui suivent.C.2.1 Fontion objetif agrégéeL'idée la plus simple dans un tel as de �gure est de réer une nouvelle fontion objetif parombinaison linéaire des fontions initiales. On dé�nit ainsi
fagrégée(x) =

∑

i

ωifi(x)Les oe�ients de pondérations ωi sont �xés par l'utilisateur de manière arbitraire. Cette pratiqueprésente ependant plusieurs inonvénients majeurs.Le premier point sur lequel es méthodes ahoppent vient de leur onstrution même : ononsidère dans une même relation des fontions objetifs qui peuvent être d'ordres de grandeur trèsdi�érents. A�n de onstruire une fontion agrégée pertinente, il est don néessaire de normaliseres fontions au travers de la pondération. Cependant, il est rare de onnaître dès le début d'uneoptimisation les plages sur lesquelles varieront les ritères, e qui rend la normalisation a priori trèsdi�ile pour l'utilisateur.La deuxième limite à l'utilisation de ette méthode est liée au aratère arbitraire de la pon-dération hoisie. En e�et, on omprend failement qu'une modi�ation de la pondération amènela modi�ation de la solution optimale trouvée pour un même problème initial. On montre enpartiulier [28℄ que, pour un problème P tel que dé�ni en (4.1), la pondération doit véri�er :
∀i, ωi > 0 (C.3)a�n de garantir que la solution soit Pareto-optimale. Cette ontrainte supplémentaire déterminela position de la (des) solution(s) optimale(s) dans l'espae objetif. La solution étant par essene



C.2. Tehniques pour l'optimisation mono-objetif 279Pareto-optimale, elle se situe quelque part sur le front de Pareto. La loalisation préise est donnéepar le ontat entre e front et une surfae tangente déterminée par la pondération. Par exemple,dans un as initialement bi-objetifs, on peut érire
f2(xoptimal) = −ω1

ω2
f1(xoptimal) +

1

ω2
fpond(xoptimal) (C.4)Comme on herhe à minimiser fpond, on voit que la reherhe d'un individu optimal revient àdéplaer dans le plan (f1,f2) une droite de pente −ω1

ω2
dont l'ordonnée à l'origine vaut fpond. Comme

ω1 et ω2 sont tous deux positifs, ela revient don à déaler la droite vers les faibles valeurs de f1. Lalimite basse, 'est à dire la valeur optimale, est atteinte quand ette droite est tangente à la frontièrede l'ensemble réalisable en un nombre �ni de points. On note au passage que la solution trouvéepar ette méthode est une solution Pareto-optimale dans la mesure où et élément de frontière estle front de Pareto. Ce résultat est illustré sur la �gure (Fig. C.2).

Fig. C.2 � Loalisation de la solution - Fontion objetif pondéréeDe ette manière, la prinipale remarque que l'on puisse faire est qu'il faut mener un grandnombre d'optimisations en hangeant à haque fois la pondération a�n d'espérer dérire de manière�dèle le front de Pareto en faisant "rouler" la tangente sur la frontière. Dans un e�ort pour orrigere défaut, [70℄ propose d'utiliser la pondération omme paramètre dans une approhe de typegénétique a�n de trouver les meilleurs ouples (pondération + individus) possibles. Cette approhen'a néanmoins pas onnu de développements importants par la suite.Le troisième point sensible est l'impossibilité de reonstruire des fronts ayant des parties onaves.En e�et, la relation (C.4) n'a vraiment de sens que lorsque la surfae dé�nie par la pondération aatteint une position de tangene ave l'ensemble des solutions réalisables Eobj . Dans le as ontraire,i.e. si la surfae intersete et ensemble, des points intérieurs au domaine, non optimaux par dé�ni-tion, et des points sur le front de Pareto sont représentés par une même valeur fagrégée qui n'a donpas de signi�ation quant à l'optimalité. On ne pourra don utiliser ette approhe géométriqueque dans le as partiulier de la tangene. Dans es onditions, il faut exlure toute zone de ona-vité dans la mesure où la ourbure de la frontière implique alors que la tangente soit intérieure audomaine.La �gure (Fig. C.3) illustre e phénomène dans un as bidimensionnel I=2. La déterminationd'une solution de la zone onave du front de Pareto omprise entre les points A et B est impossible,puisque toute tangente en un point situé entre es deux repères intersetera l'ensemble Eobj . Cesméthodes ne sont en partiulier pas adaptées à des fronts de Pareto disontinus omme eux illustrés
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Fig. C.3 � Reonstrution d'une zone onave - Fontion Objetif Pondéréeen �gure (Fig. 4.3). Or il est en général impossible de prédire à l'avane la forme du front dans unas pratique.En�n, es méthodes sont aussi limitées aux as où la dimension de l'espae objetif initial estfaible, la donnée d'une pondération pouvant se révéler très fastidieuse pour des espaes de grandesdimensions.Cette approhe, simple et intuitive, doit par onséquent être restreinte dans la mesure du pos-sible à des as d'optimisation assez réguliers pour lesquels la onvexité de l'ensemble des solutionspossibles dans l'espae objetif est à assurer. Il est en outre souhaitable de disposer dès le départd'une bonne notion des plages de variation des objetifs.C.2.2 Méthode par ontrainte εPour éviter les nombreuses limitations induites par l'agrégation des fontions objetifs, Haimeset al. [69℄ proposent une autre tehnique basée sur la transformation de ritères en ontraintes. Dansette approhe, le problème devient :
(Pε)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser fc(x)tel que fi(x) 6 εi, i = 1, ..., I i 6= c
gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., PLes ontraintes ε sont bien évidemment imposées par l'utilisateur. Cela revient à partitionner lazone de reherhe dans l'espae des objetifs. On montre ii aussi ([28, 132℄) que, lorsqu'elle existe,la solution d'un tel problème est Pareto-optimale quel que soit le veteur ε = {εi} utilisé. La �gure(Fig. C.4) illustre le résultat obtenu par ette méthode pour plusieurs valeurs de ε1, f2 étant gardéeomme seul objetif.Cette méthode ne pose pas de problème partiulier, même en as de onavité de l'ensembledes on�gurations dans l'espae des objetifs, e qui onstitue une avanée notable par rapport auxfontions agrégées. Cette approhe permet même de apturer des fronts de Pareto disontinus. On
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Fig. C.4 � Détermination des optima - Méthode par ontraintevoit sur la �gure (Fig. C.4) que pour ertains optima partiuliers, eux marquant une limite à droitedu front (ii le point D), il existe une in�nité de valeurs de ε pour lesquelles ils seront solutionsde l'optimisation : ∀ε > f1(xD). A l'inverse, pour les optima marquant la limite à gauhe du front(point A), il n'existe qu'une seule valeur de ε permettant de les apturer. Ce problème est dû àl'asymétrie introduite par la relation de supériorité liée aux nouvelles ontraintes. Une alternativee�ae pour le ontourner est de faire à la fois des optimisations en ne gardant que f1 ommeobjetif, et d'autres en ne gardant que f2.Cependant, ette méthode néessite aussi un grand nombre d'optimisations en faisant varier leveteur ε a�n de pouvoir apturer plus ou moins �dèlement le front de Pareto. S'il n'existe pasde problème de normalisation omme dans la méthode par agrégation, il onvient néanmoins deonnaître plus ou moins grossièrement les plages de variations des objetifs a�n de fournir desontraintes pertinentes ; un ε trop grand donnera toujours la même solution e qui ne présente pasvraiment d'intérêt. En outre, ette approhe ne garantit pas l'existene d'une solution, notammentpour des valeurs trop petites de ontraintes.En�n, omme la méthode préédente, ette approhe n'est e�aement appliable qu'aux asave une faible dimension dans l'espae objetif, a�n de limiter la phase de saisie du veteurontrainte par l'utilisateur.C.2.3 Méthode des distanes pondéréesIl s'agit d'une méthode un peu partiulière dans la mesure où elle fait intervenir la distaneentre les individus évalués et un individu de référene spéi�é par l'utilisateur. On onsidère ainsile problème :
(Pdistpond)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser (
∑I

i=1 ωi(fi(x) − fi(xref ))
e)1/etel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J

hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave xL
p < xp < xR

p p = 1, ..., Pave les ωi et e des onstantes imposées par l'utilisateur.



282 Chapitre C. Conepts généraux d'optimisationA�n d'obtenir une solution optimale, il est néessaire de prendre un point de référene xref endehors de la zone réalisable, le as ontraire se soldant par la déouverte de l'individu de référene,non Pareto-optimal par essene.Remarque Il existe une version un peu plus spéi�que de ette approhe, onnue sous le nom deritère global qui peut être formulée omme suit :
(PCG)

∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser (
∑I

i=1 |fi(x) − fi(xref )|e)1/etel que gj(x) > 0, j = 1, ..., J
hk(x) = 0, k = 1, ...,Kave xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., PDans e as, les seules valeurs ritiques fournies par l'utilisateur sont l'individu de référene etl'exposant e. Pour e = 2, il s'agit ni plus ni moins d'un problème de minimisation de distaneeulidienne dans l'espae des objetifs. Dans le as e = +∞, le problème se réduit à :minimiser max

i
|fi(x) − fi(xref )|La formulation la plus lassiquement utilisée dans la littérature pour l'approhe en distanespondérées fait intervenir la solution idéale, soit enore l'individu réalisant pour haque objetif lemeilleur niveau relevé au sein de la population Pareto-optimale. De fato, ette dernière dé�nitionne peut s'appliquer qu'à un post-traitement de la population Pareto-optimale, interdisant ainsi uneutilisation en ours de onvergene.En outre, une fois de plus la présene d'une pondération arbitrairement �xée et le hoix del'individu de référene sont la soure de possibles biais. Ces méthodes sont ependant réputéesapables de apter (dans des onditions adéquates de hoix des paramètres) n'importe quel frontde Pareto [12℄.On peut en dernier lieu remarquer que la méthode de fontion agrégée n'est qu'un as trèspartiulier de es méthodes (sous ertaines onditions), à savoir le as où xref est hoisi de manière àe que toutes les fontions objetifs assoiées soient nulles (l'existene d'un tel point n'est absolumentpas garantie ave les hypothèses utilisées : elle suppose en partiulier que les fi puissent e�etivementêtre nulles en un ertain nombre de points) et l'exposant e = 1.C.2.4 Conlusion sur les tehniques mono-objetifLes méthodes présentées ii donnent un aperçu des grandes approhes utilisées pour réduire lesdimensions de l'espae objetif et/ou réduire le nombre de solutions obtenues en �n d'optimisation.Il existe ependant d'autres méthodes (f. [12, 28℄), qui déoulent en partie des préédentes, maisauune de es méthodes n'est pleinement satisfaisante dans la mesure où toutes introduisent desbiais, plus ou moins importants, dans l'optimisation et peuvent limiter la détetion des optima àertaines parties du front de Pareto. Il onvient don d'éviter, autant que possible, d'utiliser de tellesméthodes, pour garder le aratère général de l'optimisation. Les problèmes de hoix peuvent êtretraités de manière séparée au moyen de tehniques de visualisation et de post-traitement adaptées.



Annexe DMéthodes d'optimisation diretesD.1 Méthodes de desente usuellesOn présentera ii deux des méthodes diretes les plus lassiques aujourd'hui. Ce panorama n'estependant pas exhaustifs. Il existe de nombreuses autres tehniques dans la litérature [1℄.D.1.1 Méthode de la plus forte pente (steepest-desent)Il s'agit de la méthode la plus simple. La diretion de desente est déterminée de façon à maxi-miser le gain sur la fontion objetif. Au voisinage d'un point x, on peut érire le développementen série de Fourier suivant :
f(x + ~δ) = f + ∆f ≈ f(x) + ~∇f.~δ +O(‖~δ‖2)Lorsque ‖~δ‖ tend vers 0, on a alors

∆f ≈ ~∇f.~δEn onséquene, pour un pas de taille ‖~δ‖ donné, la desente sera maximale lorsque
~δ = −λ~∇foù λ est un réel positif.La méthode de la plus forte pente se base sur une diretion de reherhe olinéaire au gradient dela fontion objetif, mais de sens opposé. Dans sa version la plus générale, l'algorithme de reherheen plus forte pente peut s'érire sous la forme itérative suivante, où l'indie k désigne le numéro del'itération :

xk+1 = xk − λ ~∇f
∣∣∣
xkIl reste alors une onstante λ à spéi�er. Plusieurs points de vue existent dans la littérature. Selon[91, 185℄, λ peut être imposé par l'utilisateur omme une onstante. Cette valeur doit néanmoinsêtre réglée a�n d'assurer (1) une onvergene (2) en des temps raisonnables. A titre d'exemple, si

λ est trop petit, la progression se fera ave de petits pas, e qui demandera don un grand nombred'itérations et don d'évaluations. A l'opposé, si λ est hoisi trop grand, on peut parourir trèsrapidement l'espae paramétrique ave le risque de sauter un optimum dans le as d'un problèmemultimodal, omme shématisé sur la �gure suivante (as I=P=1).283
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Fig. D.1 � E�et d'une desente trop forte - méthode de la plus forte penteEn onséquene, il peut être néessaire de faire des essais préalables et potentiellement oûteuxen temps.A l'inverse, [1℄ préonise de traiter λ via un sous problème d'optimisation au sein d'une approheitérative :
xk+1 = xk − λk

~∇f
∣∣∣
xk

ave λk qui minimise f(xk − λk
~∇f
∣∣∣
xk

)En pratique, la reherhe du λk optimum à haque itération peut se faire ave une approhe enlignes : le sous-problème préédent revient en e�et à trouver la valeur de λk telle que le point
xk − λk

~∇f
∣∣∣
xk

soit à la tangene entre une iso-surfae de f et la droite de diretion ~∇f
∣∣∣
xk

passantpar xk. En utilisant ette méthode, on peut démontrer que la trajetoire de reherhe dans l'espaeparamétrique est un ensemble de segments orthogonaux. Cette méthode est plus pratique du pointde vue de l'utilisateur puisqu'elle ne demande pas de réglage. En revanhe, la résolution du sous-problème visant à trouver λk peut s'avérer oûteuse en temps.La reherhe par lignes peut être évitée si on dispose de la matrie Hessienne H de f (matrieformée par les dérivées seondes de f). On peut alors érire que :
f(xk − λk

~∇f) ≈ f(xk) − (λk
~∇fT

).~∇f +
1

2
λ2

k
~∇fT

Hk
~∇f (D.1)soit enore, en dérivant par rapport à λk :

df(xk − λk
~∇f)

λk
≈ −~∇fT

.~∇f + λk
~∇fT

Hk
~∇fComme on herhe à minimiser f(xk − λk

~∇f) par rapport à λk, l'égalité préédente vaut don 0 eton peut alors érire :
λk =

~∇fT
.~∇f

~∇fT
Hk

~∇fLe problème s'est reporté sur la détermination de la matrie Hessienne qui n'est pas forémentévidente. [1℄ propose une solution qui évite le alul de ette matrie. On prend λ̄ omme uneestimation de λk, pour laquelle on évalue f̄ = f(xk − λ̄~∇f). En remplaçant f(xk − λk
~∇f) par f̄dans la relation (D.1), on peut ainsi trouver une approximation du terme ~∇fT

Hk
~∇f . La prinipalelimite pratique est que l'approximation néessite l'évaluation de l'objetif en un autre point, e qui,pour des problèmes en méanique des �uides, peut s'avérer partiulièrement long.



D.1. Méthodes de desente usuelles 285Il existe aussi des approhes "mixtes" qui utilisent un λ imposé par l'utilisateur mais augmentéd'une relaxation variable introduite via une redé�nition du gradient. Ces méthodes ne onviennentependant qu'à ertains problèmes d'optimisation assez spéi�ques (prinipalement une reherhede trajetoire) et ne seront don pas développées ii. On se référera à [91℄ pour plus de détails.D.1.2 Méthode de NewtonLa méthode préédente se basait sur un développement de la fontion objetif en série de Taylorlimité à l'ordre 1, justi�ant par la même le nom de méthode du premier ordre. La méthode deNewton, qui se lasse parmi les méthodes du seond ordre, fait intervenir aussi les dérivées seondesdu ritère. On érit don le développement en série de Taylor suivant :
f(x + ~δ) ≈ f(x) +

P∑

p=1

∂f

∂xp
δp +

P∑

p=1

N∑

q=1

∂2f

∂xp∂xq
δpδq (D.2)On suppose alors que ~δ minimise f(x + ~δ). En onséquene, l'expression préédente dérivée parrapport à ~δ est nulle. On peut alors érire :

∀k ∈ [1, ..., P ],
∂f

∂δk

∣∣∣∣
x+~δ

≈
P∑

p=1

∂f

∂xp

∂δp
∂δk

+

P∑

p=1

P∑

q=1

∂2f

∂xp∂xq
(
∂δp
∂δk

δq +
∂δq
∂δk

δp)

=
∂f

∂xk
+

P∑

p=1

∂2f

∂xp∂xk
δp

= 0

(D.3)
L'équation (D.3) peut aussi s'érire sous forme matriielle omme :

~δ = −H−1~∇f (D.4)où H est la matrie Hessienne de f évaluée en x. Cette matrie est dé�nie par :
H =




∂2f
∂x2

1
. . . ∂2f

∂x1∂xP... . . . ...
∂2f

∂xP ∂x1
. . . ∂2f

∂x2
P


Cette méthode tire son nom de l'approhe proposée par Newton pour la reherhe des rainesd'une fontion F. Elle équivaut en e�et à déterminer les points en lesquels le gradient s'annule.Canoniquement, l'approhe itérative proposée par Newton se dé�nit par :

xit+1 = xit − F (xit)/F
′(xit)Dans un as monodimensionnel (P=1), xit+1 est déterminée omme l'intersetion de la tangente àla ourbe F (x) en xit ave l'axe des absisses. En partiulier, dans le as où F est linéaire, xit+1orrespond bien à la raine de la fontion. En onséquene, pour les problèmes d'optimisation mono-paramétrique, l'utilisation de la méthode de Newton permet de trouver l'optimum d'une fontionobjetif quadratique en une seule itération. On notera de plus que les relations (D.2) et (D.3) sont



286 Chapitre D. Méthodes d'optimisation diretesexates dans e as préis. Plus généralement, es approhes ont la propriété de trouver l'optimumd'une fontion quadratique en P pas, e qui les rend partiulièrement attratives.La plus grosse di�ulté émergeant à e niveau est la détermination de la matrie H. On supposerad'abord que f est une fontion ontinue et deux fois dérivable. Dans nombre de as, ette matriepeut être très di�ile d'aès. Il existe un grand nombre de tehniques basées sur une approximationde H. On parle alors de méthodes quasi-Newton. En premier lieu, H peut être singulière. Il fautalors user de tehniques partiulières a�n de disposer d'une matrie approhée H∗ qui soit dé�niepositive. Une alternative proposée par [1℄ onsiste à remplaer H, lorsqu'elle est singulière, par lamatrie identité IP . On obtient ainsi une dégénéresene de la méthode vers elle de la plus fortepente, insensible à e genre de problème.Un autre problème déoule des dimensions de ette matrie (P × P ) qui peut être un handiapsérieux, notamment lors des as fortement multi-paramétriques. L'évaluation et l'inversion de Hdeviennent alors les phases limitantes en terme de vitesse de alul et de puissane informatiquerequise.D.2 Gestion des ontraintesNous allons maintenant détailler la manière de prendre en ompte les ontraintes du problèmed'optimisation ave une méthode direte. On notera d'abord que la proédure déterministe permetun traitement �n des ontraintes, puisqu'il est toujours possible de aluler une diretion et uneamplitude de hangement qui soient ohérentes ave les di�érentes ontraintes du problème, desorte que le résultat du e hangement véri�e es ontraintes. Il résulte de ette approhe trèsmathématique du problème un ertain nombre de tehniques utilisées pour "bien poser" le asd'optimisation. Une fois la reformulation e�etuée, le problème ontraint est ensuite traité par unetehnique adaptée.D.2.1 Classi�ation des ontraintes et des problèmesDans le problème général mono-objetif (C.2), il existe deux types de ontraintes possibles,érites respetivement omme des égalités (hk) et des inégalités (gj). Quelles que soient les "vraies"ontraintes γj(x) > bj et θk(x) = ck du problème , il est toujours possible de les reformuler sousforme anonique gj(x) > 0 et hk(x) = 0.Si le traitement d'une égalité ne pose pas de di�ulté partiulière, les inégalités doivent êtreonsidérées plus prudemment. Pour une solution x quelonque, on distinguera ainsi les deux assuivants [1℄ :
• La ontrainte est "ative", 'est à dire que gj(x) = 0. Dans e as, le pas de la méthode dedesente devra diretement prendre en ompte ette ontrainte.
• La ontrainte est "inative", gj(x) > 0. La ontrainte n'in�ue pas diretement sur le pas dedesente puisqu'il est toujours possible de trouver un δ tel que gj(x + δ) > 0. On peut enrevanhe véri�er a posteriori que la modi�ation n'induit pas une violation de la ontrainte,auquel as il faut alors modi�er légèrement la desente.On lassera aussi les problèmes en fontion de leur omplexité. En e�et, selon que la fontionobjetif et les ontraintes sont de plus ou moins haut degré, on utilisera des tehniques di�érentes. On



D.2. Gestion des ontraintes 287parle ainsi de programmation linéaire (linear programming) quand toutes les fontions traitées sontdes expressions linéaires des paramètres. De même, on parlera de programation quadratique pourdes fontions quadratiques. La programmation linéaire a fait l'objet de développements spéi�ques.La méthode du simplexe de Dantzig [24℄ est onnue pour donner de très bons résultats dans e as.Pour les on�gurations quadratiques, ou des as qui peuvent être approhés par une modélisationquadratique, les algorithmes du type "sequential quadrati programming" (SQP) [1℄ sont aussiouramment utilisés.D.2.2 Reformulation des ontraintesOn traitera ii des di�érentes tehniques permettant de bien poser le problème d'optimisationsous ontraintes. Dans un premier temps, on s'appliquera au traitement des inégalités. Ces dernièresréent une di�ulté de traitement évidente en raison de la dualité de omportement selon leur niveaud'ativité. Pour uni�er leur traitement, la solution la plus ourante onsiste à les transformer enontraintes égalitaires. On utilise pour e faire des variables annexes ("slak variables") y :
gj(x) > 0 ⇔ gj(x) − (yj)

2 = 0

⇔ ĝj(x, yj) = 0De ette manière, toutes les inégalités peuvent être remplaées et le problème (C.2) peut alorss'érire :
(Pmono−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x̂) = f(x1, ..., xP )tel que ĝj(x̂) = 0, j = 1, ..., J
hk(x̂) = 0, k = 1, ...,Kave xL

p < xp < xR
p p = 1, ..., P

x̂ = [x1, ..., xP , y1, ..., yJ ]T

(D.5)Il reste enore à modi�er les ontraintes portant diretement sur la dé�nition des paramètres. Ce sontdes ontraintes orrespondant à un intervalle ou à une demi-droite. Dans le premier as, la solutiononsiste à remplaer le paramètre xp onerné par une fontion analytique χp d'une variable epquelonque. Par exemple, on a :
xL

p < xp < xR
p ⇔ xp = xL

p + 0.5(xR
p − xL

p ) [1 + tanh(ep)] , ep ∈ RLa fontion tanh est bien adaptée mais n'est pas exlusive. Des fontions de type atan et plusgénéralement toute fontion variant ontinûment à valeur dans un espae borné sera aeptable.Pour une ontrainte de type demi-droite, la modi�ation est enore plus simple. On a par exemple :
xL

p < xp ⇔ xp = e(ep) + xL
pAu �nal, le problème mono-objetif reformulé peut s'érire :

(Pmono−3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

minimiser f(x̆) = f(x1, ..., xP )tel que ĝj(x̆) = 0, j = 1, ..., J
hk(x̆) = 0, k = 1, ...,Kave x̆ = [e1, ..., eP , y1, ..., yJ ]T

xp = χp(ep), p = 1, ..., P

(D.6)



288 Chapitre D. Méthodes d'optimisation diretesAinsi posé, le problème ne omporte plus une seule inégalité. Dans la suite, pour simpli�er la notationles ĝj ne seront plus distinguées des hk. Le problème peut alors être représenté symboliquement sousforme de système matriiel.
(Pmono−3)

∣∣∣∣
minimiser F.x̆tel que H.x̆ = 0

(D.7)Une fois le problème des inégalités évaué, on peut herher à simpli�er l'optimisation, le as li-mite étant bien entendu une optimisation sans ontrainte. La seule méthode utilisée est l'éliminationdes paramètres au travers des di�érentes relations de ontrainte.Si par exemple on a :
hk(x) = 2x1 + x3 = 0on peut éliminer de l'optimisation le paramètre x3 en imposant que x3 = −2x1, la ontrainte étantalors naturellement assurée. Si les ontraintes sont toutes linéaires et si H est non singulière, il estpossible de supprimer omplètement les ontraintes du problème. Néanmoins dans le as général,ette reformulation doit se faire au as par as, elle peut même être impossible.D.2.3 Multipliateurs de LagrangeDans le as où des ontraintes subsisteraient, la méthode la plus lassique pour mener l'optimi-sation reste l'utilisation de multipliateurs de Lagrange. Cela revient à érire le problème d'optimi-sation sous la forme : minimiser fLagrange(x, λ) = f(x) +

∑

K

λkhk(x) (D.8)On peut s'assurer de l'équivalene ave (D.7) en remarquant que pour la population faisable, ona bien hk(x) = 0, don le minimum de la fontion objetif sera bien trouvé. On reherhe alorsl'optimum parmi les solutions de l'équation dérivée :
~∇(x,λ)fLagrange(x, λ) = 0

⇔





~∇xf(x) = −∑K λk
~∇xhk(x)

~∇λfLagrange = {0} +





h1(x)...
hK(x)





= ~0

(D.9)
On retrouve ii aussi que l'optimum, s'il existe, véri�era les ontraintes imposées. L'intérêt desmultipliateurs de Lagrange est la simpli�ation extrême du problème. Si on onsidère l'optimisationau travers du lagrangien fLagrange, le problème devient alors non-ontraint et on peut don appliquersans restrition les tehniques de reherhes préédentes. L'optimum ontraint x∗ est alors assoiéà un optimum non ontraint [x∗, λ∗].Il y a deux manières d'obtenir un point ritique pour le lagrangien.
• Soit ~∇f et tous les ~∇hk sont linéairement indépendants, e qui implique que les λk sont tousnuls et don ~∇f = ~0.



D.3. Calul des gradients 289
• Soit il existe au moins un hκ tel que le gradient de f et de hκ sont olinéaires. Dans e as,un point ritique (et don un optimum) sera aratérisé par la tangene entre une iso-surfaede f et l'hypersurfae normale à la ombinaison linéaire des ~∇hκ. Cette deuxième version estla plus souvent utilisée dans la littérature pour illustrer les multipliateurs de Lagrange.Le veteur nul ~∇f = ~0 étant "olinéaire" à tout autre veteur, le deuxième as peut faire o�e dereprésentation générale.D.2.4 Conditions de Karush-Kuhn-Tuker (KKT)Les multipliateurs de Lagrange permettent de dé�nir un ertain nombre de onditions né-essaires à l'existene d'un optimum. La version la plus générale, appliable aux optimisationsprésentant des inégalités est onnue sous le nom de onditions de Karush-Kuhn-Tuker (KKT).Dé�nition D.1 : [Karush-Kuhn-Tuker℄Soit un problème d'optimisation dé�ni omme (C.2). Si x∗ est un optimum de e problème,on a :

hk(x
∗) = 0 ∀k ∈ [1, ...,K]

gj(x
∗) > 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]il existe des λk , k ∈ [1, ...,K] et µj, j ∈ [1, ..., J ] tel que

~∇f(x∗) = −∑K λk
~∇hk(x

∗) −∑J µj
~∇gj(x

∗)ave :
λkhk(x∗) = 0 ∀k ∈ [1, ...,K]
µjgj(x

∗) = 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]et
µj > 0 ∀j ∈ [1, ..., J ]Les dernières onditions permettent de traiter de manière identique les ontraintes atives etinatives. Cependant rappelons, une fois enore, que es onditions sont néessaires mais pas suf-�santes pour obtenir un optimum. L'utilisation de es onditions n'est pas restreinte aux seulesméthodes diretes puisqu'il existe des appliations sur des méthodes d'ordre 0, les onditions KKTétant utilisées à e moment là pour véri�er a posteriori que les individus trouvés soient bien opti-maux.D.3 Calul des gradientsComme illustré préédemment, les méthodes diretes s'appuient toutes sur (au moins) le gradientde la fontion objetif. Cependant, il est rare de disposer de l'expression analytique de ette dernièreet le gradient doit don être alulé numériquement au ours de la onvergene. A l'heure atuelle,on peut utliser plusieurs tehniques pour e�etuer e alul.



290 Chapitre D. Méthodes d'optimisation diretesD.3.1 Evaluation par di�érenes �niesComme pour la résolution des équations du mouvement d'un �uide, il s'agit de l'une des ap-prohes les plus naturelles du alul de gradient. On retrouve don la formule usuelle :
∂f

∂xp
≈ f(x + ~δp) − f(x)

‖~δp‖où ~δp = [0, ..., 0, δp, 0, ...0] est une perturbation élémentaire portant uniquement sur le pi−ème para-mètre. Le prinipal inonvénient de ette formulation est le besoin de disposer de P+1 évaluationsa�n de aluler le gradient. Dans un problème standard de méanique des �uides, le temps de alulnéessaire pour e�etuer haque évaluation est généralement long, de quelques heures à quelquesjours, rendant de fait ette approhe inenvisageable pour des as omportant beauoup de para-mètres.Dans la plupart des optimisations, il existe au moins un ritère dé�ni au moyen d'une intégralespatiale. A titre d'exemple, on peut évoquer un rendement, un oe�ient de traînée ou de portane,et. La dérivation de e ritère est alors assez déliate et peut être e�etuée de deux manières.D.3.2 Calul du gradient par état adjointLe alul du gradient par adjoint tire son origine de la théorie du ontr�le de systèmes régis pardes équations di�érentielles. Il s'agit d'une approhe assez mathématique permettant de aluler legradient d'une fontion dé�nie sur un tel système ave un oût informatique marginal omparative-ment à l'évaluation de e même gradient en di�érenes �nies. Historiquement, ette méthode a étéintroduite par Jameson [85℄ puis développée prinipalement par son équipe [154, 185, 91, 88℄.On suppose en premier lieu que la fontion objetif dépend du veteur des variables aérodyna-miques q en tout point de l'espae et du veteur paramètre x.
f = f(q,x) (D.10)En partiulier, si x orrespond à une paramétrisation géométrique et que f est une intégrale volu-mique ou surfaique, f peut dépendre diretement de x. En onséquene, toute variation de x et qimplique une variation de f ave :

δf =
∂f

∂q

T

δq +
∂f

∂x

T

δx (D.11)Or, q et x sont impliitement liés par les équations de Navier-Stokes. En onséquene, a�n depouvoir aluler le gradient de f relativement aux paramètres sans évaluer la variation du hampaérodynamique pour haque omposante de x, il est néessaire d'éliminer le terme δq de la relationpréédente. Le terme ∂f
∂x

est quant à lui beauoup plus simple à obtenir ar il déoule diretementde la dé�nition analytique de la fontion f .Pour un hamp aérodynamique supposé stationnaire, les équations de Navier-Stokes se réduisentà :
F(q,x) = 0 (D.12)



D.3. Calul des gradients 291où F est le résidu de l'équation, 'est à dire la somme des �ux onvetifs et di�usifs. On peut alorsdéterminer δq à partir de la version dérivée de l'équation préédente :
δF =

∂F

∂q
.δq +

∂F

∂x
.δx = 0 (D.13)On introduit alors un multipliateur de Lagrange ψ

δf =
∂f

∂q

T

δq +
∂f

∂x

T

δx − ψT

(
∂F

∂q
.δq +

∂F

∂x
.δx

) (D.14)On remarquera à e niveau que ψ peut véritablement être quali�é de multipliateur de Lagrangepuisque l'équation préédente (D.14) n'est ni plus ni moins que la version dérivée d'un problèmed'optimisation sous ontrainte (e pour quoi les multipliateurs de Lagrange sont onçus) : on herheà minimiser la fontion f ave pour ontrainte F(q,x) = 0, e qui se traduit mathématiquementpar la minimisation de la fontion
J = f(q,x) − ψF(q,x)ave ii δf = δJLa relation (D.14) peut se reformuler un peu di�éremment pour faire apparaître des termesintéressants :

δf =

(
∂f

∂q

T

δq − ψT ∂F

∂q
.δq

)
+

(
∂f

∂x

T

δx − ψT ∂F

∂x
.δx

) (D.15)La relation (D.15) est valide quel que soit ψ. En partiulier, si on prend ψ omme la solution del'équation adjointe :
∂F

∂q

T

ψ =
∂f

∂q
(D.16)l'équation (D.14) devient :

δf =
∂f

∂x

T

δx − ψT ∂F

∂x
.δx

= GT .δx

(D.17)Le gradient G de la fontion objetif f par rapport aux paramètres apparaît ainsi naturellement.De ette manière, le alul du gradient ne demande qu'un seul alul long, elui de l'état adjoint ψ.Pourquoi parle-t-on ii d'état adjoint ? Du point de vue mathématique, le gradient de f relativementà x peut s'érire généralement, selon l'exellent artile de Giles et Piere [59℄ :
df

dxp
=
∂f

∂q
.
dq

dxp
+

∂f

∂xp

= (gT , u) +
∂f

∂xpave ∂F
∂q

.
dq

dxp
= − ∂F

∂xp
qu'on notera A.u = b



292 Chapitre D. Méthodes d'optimisation diretesLe problème est que le produit (gT , u) a besoin d'être évalué pour haque xp, b et don u variant àhaque fois et néessitant la résolution du système linéaire. En utilisant la dé�nition adjointe de eproduit ave l'opérateur A, on obtient :
(gT , u) = (ψT , b) = (ψT , Au)où on dé�nit ψ omme la solution de AT .ψ = g.Dans ette dernière relation, auun des termes intervenant dans le système linéaire ne dépendde xp. Le système n'a besoin d'être résolu qu'une seule fois, seul le produit (vT , b) devant êtrerealulé, au prix d'un e�ort algorithmique très inférieur (il ne s'agit que d'un produit de matrie,in�niment moins oûteux qu'une inversion matriielle). En général, le alul de ψ demande à peuprès autant de temps que le alul du hamp aérodynamique, mais il peut être raouri en utilisantdes tehniques mathématiques adaptées à la résolution de systèmes linéaires de grandes dimensions.Le problème ainsi posé n'éarte ependant pas toutes les di�ultés. La omplexité de l'évalua-tion du gradient de f s'est reportée sur la détermination de l'état adjoint ψ. Ce dernier néessiteen partiulier des solveurs spéiaux, dits solveurs adjoints, pour être alulé. Il existe deux ma-nières di�érentes de aluler l'état adjoint en raison de la disrétisation imposée par le traitementnumérique.D.3.2.1 Adjoint disretComme on l'a esquissé auparavant, la fontion objetif f peut résulter d'un alul d'intégralessur le hamp aérodynamique. Cependant, si on se base uniquement sur un hamp aérodynamiquedéjà disrétisé, es intégrales doivent elles aussi être disrétisées. On a alors de manière génériqueune ériture linéarisée de la fontion objetif
fdiscret =

1

VΩ

∑

Ω

fo(q,x)où Ω est un ensemble �ni de points et fo les mesures loales onduisant par sommation à la valeurde l'objetif global. On notera ii que les fo tiennent naturellement ompte de la géométrie, neserait-e que pour des raisons d'homogénéité. Du fait de la linéarité de la relation préédente, onpeut alors transposer diretement les relations (D.11) à (D.17) à e as en remplaçant les variableset les di�érents opérateurs par leurs versions disrétisées sur un maillage.La onstrution et l'utilisation d'un alul par adjoint disret sont des plus simples en CFD,dans la mesure où on dispose déjà naturellement d'un maillage sur lequel est alulé un hampaérodynamique. On dispose ainsi naturellement de odes numériques implémentant les équations deNavier-Stokes. Dans e ontexte, obtenir les matries et veteurs A et g peut se faire très simplementen utilisant un dérivateur automatique appliqué au ode de alul lassique [55℄. On dispose ainsifailement du solveur adapté à son as.On fera ii une omparaison rapide entre les méthodes de alul du gradient par adjoint disretet le ode paramétrique Turb'Opty. Dans les deux as, on dispose d'une méthode permettant dealuler un état dérivé du hamp aérodynamique de référene. On remarque en premier lieu quetous les deux font intervenir l'expression dérivée des équations de Navier-Stokes stationnaires et



D.3. Calul des gradients 293disrétisées, via les équations (4.4) et (D.13) identiques. De la même manière, le alul de l'étatadjoint et de la dérivée du hamp par rapport aux paramètres sont relativement semblables. Ils nedi�èrent que par le seond membre de l'équation.Dans le tableau suivant, on donne les systèmes linéaires résolus pour les deux méthodes, où Xest l'inonnue. Paramétrisation Turb'Opty Etat Adjoint
∂F
∂q

.X = −∂F
∂x

∂F
∂q

.X = − ∂f
∂xTab. D.1 � Comparaison des systèmes résolus : Paramétrisation direte vs. Adjoint disretOn voit que pour Turb'opty, on a XTbo = dq

dx = q(1) et pour l'adjoint, XAdj = df
dx = ψ. Onretrouve ii le fait que la méthode adjointe est onstruite pour éliminer la dépendane de f parrapport aux variations de q induites par les paramètres. Une méthode adjointe disrète n'est au�nal qu'un as partiulier de la paramétrisation direte. En e�et, il est naturellement possibled'exprimer f omme une fontion analytique des variables onservatives. On peut alors di�érenierette fontion pour exprimer la dérivée de f en fontion des variations des variables aérodynamiques.Cei peut en partiulier être fait en utilisant un dérivateur automatique. Pour reonstruire XAdj ,on alule alors le produit matriiel :

XAdj =
df

dx
= (

∂f

∂q
).(
dq

dx
)A l'inverse, une méthode par adjoint peut aussi se onevoir omme une paramétrisation, à onditionque la fontion objetif traitée soit dé�nie omme une variable onservative. Il est alors néessairede répéter le alul en modi�ant à haque fois f pour traiter une autre variable aérodynamique.Dans les deux méthodes, on omprend failement que 'est la résolution du système linéairedonné dans le tableau (D.1) qui va être le point ruial. Sur e point les méthodes di�èrent donassez peu en terme d'e�aité, la matrie à inverser étant la même.D.3.2.2 Adjoint ontinuDans e as de �gure, on hoisit de ne pas disrétiser immédiatement les di�érentes variablesrenontrées. On remplae ii les produits matriiels par des produits salaires dé�nis au moyend'intégrales [58℄. La fontion objetif est dé�nie omme une intégrale surfaique ou volumique dequantités aérodynamiques. Pour ette raison, le terme (gT , u) intervenant dans le alul de f est enpartiulier dé�ni omme une intégrale, e qui implique que les opérateurs adjoints impliqués dans leséquations (D.11) à (D.16) sont eux aussi dé�nis analytiquement via des intégrales. On trouvera unexemple de onstrution d'un opérateur adjoint dans [59℄. Les onditions aux limites sont elles aussialulées pour l'état adjoint. Une fois les di�érents termes déterminés analytiquement, le problèmeest alors disrétisé pour être résolu numériquement et ainsi trouver la valeur du gradient de f .Bien que les adjoints ontinus soient très majoritairement appliqués à des problèmes d'optimi-sation géométrique en turbomahines, il est possible de traiter des as où les onditions d'entrée etde sortie du �uide sont paramétrées [58, 162℄.



294 Chapitre D. Méthodes d'optimisation diretesLe alul du gradient par adjoint ontinu génère un problème majeur. La détermination desdi�érents opérateurs intervenant dans les équations n'est pas failement généralisable. Elle dépenden partiulier de la modélisation de l'éoulement hoisie (Euler ou Navier-Stokes) et de la dé�nitiondes fontions objetifs. En onséquene, haque modi�ation du problème demandera la réérituredes équations et don la réériture omplète de l'algorithme de alul de l'état adjoint. Cette dernièremodi�ation est partiulièrement gênante ar elle doit être faite manuellement et demande souventbeauoup de temps humain, ave un risque non négligeable d'introduire des erreurs en programmant.En omparaison, le solveur adjoint disret peut être failement régénéré en utilisant un dérivateurautomatique, e qui est rapide et limite onsidérablement le risque d'erreur.Malgré e défaut, les adjoints ontinus sont utilisés dans de nombreux as. Pour Nadarajah etJameson [142℄, la méthode ontinue est légèrement plus e�ae et préise que la méthode disrète.Un des avantages de la méthode par adjoint, quelle que soit l'implémentation hoisie, est que lealul de l'état adjoint n'a pas besoin d'être e�etué très préisément, au moins pour les premièresitérations de l'optimisation, ar l'erreur résultante sur le gradient de f peut être négligée. De ettemanière, on peut réduire arti�iellement le temps de la onvergene entre haque itération.



Annexe EOpérateurs des algorithmes génétiquesE.1 Proessus de séletionAvant toute génération de nouveaux individus, il est obligatoire de hoisir les futurs parents.Comme ela se fait dans la nature, on passe alors par une phase de séletion basée sur l'adaptationdes individus, les meilleurs sont retenus. On distingue ependant di�érentes grandes tehniques deséletion.E.1.1 Tournoi à n individusLa séletion se fait au travers de la ompétition entre n individus, n étant spéi�é par l'utilisateur.Cette opération s'e�etue en deux phases suessives :
• Une préséletion aléatoire de n individus
• Le lassement des individus préséletionnés selon leur adaptation. Seul(s) le(s) meilleur(s)est(sont) ensuite retenu(s).On répète la proédure de tournoi autant de fois que néessaire a�n de réer le groupe repro-duteur. Il faut noter que, selon ette dé�nition, le groupe reproduteur peut ontenir plusieurs foisle même individu. A e titre, la taille du groupe préséletionné pour le tournoi est déterminantedans le fontionnement de l'algorithme génétique. Une séletion trop grande peut en partiulieronduire à une onvergene prématurée de l'optimisation. Supposons que l'on dispose de N indi-vidus au total dans la population ; plusieurs tournois e�etués sur n ≈ N individus vont onduireà séletionner trop fréquemment l'individu dominant le reste de la population, ar il existe alorsune probabilité non négligeable de préséletionner e dernier à haque fois, appauvrissant ainsi ladiversité du groupe reproduteur et don les possibilités d'évolution. En pratique, les tournois sontpour la plupart des algorithmes e�etués entre deux individus. On perd ainsi un peu de séletivitéquant à l'optimalité des individus séletionnés, au pro�t d'une plus grande apaité d'explorationde l'espae paramétrique.E.1.2 RouletteIl s'agit d'un autre onept de séletion introduit par Goldberg [62℄. Le prinipe est prohede elui du jeu du même nom, à savoir la séletion d'un individu par tirage aléatoire sur uneroue Roulette Wheel Seletion. Cependant, on introduit dans e proessus un niveau d'information295



296 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquessupplémentaire orrespondant au degré d'adaptation de haque individu. En e�et, la séletion estréalisée de manière à privilégier les meilleurs individus au sein de la population en leur a�etantune probabilité de tirage supérieur. Cette méthode de séletion est représentative de la lasse desséletions proportionnelles. Dans son implémentation la plus simple, la méthode de la roulette sebase sur une probabilité de séletion d'un individu proportionnelle à son adaptation. Soit pk laprobabilité de séletion du ki-ème individu de la population. Cette probabilité est dé�nie par :
pk =

Fk

Fmoyenoù Fk est la valeur mesurant l'adaptation de l'individu, et Fmoyen est une représentation de la valeurmoyenne de l'adaptation de l'ensemble de la population.
Fmoyen =

N∑

n=1

FnAve ette dé�nition, on trouve en partiulier que la probabilité de séletion umulée totale est :
ptotale =

N∑

k=1

pk = 1En pratique, une telle dé�nition équivaut à e�etuer le tirage aléatoire sur une population danslaquelle existent non seulement les individus de base, mais aussi des opies de es derniers, lenombre de opies étant proportionnel à l'adaptation de haque individu. De ette manière, plusl'individu est adapté, plus il est représenté dans l'ensemble de tirage et don plus il a de haned'être séletionné.
Fig. E.1 � Séletion par roulette lassiqueCette approhe a néanmoins deux défauts prinipaux. Tout d'abord, en présene d'individus quidominent très fortement le reste de la population, la séletion onduit à un tirage trop fréquentde es individus, induisant une onvergene prématurée de l'algorithme génétique. De plus, elleest réputée être "bruitée" au sens où il existe une large variane entre les di�érentes réalisationsd'un même tirage. La première orretion apportée sur e point onsiste à modi�er la populationutilisée pour le tirage par roulette en introduisant une approhe plus déterministe [28℄. On parle deStohasti Remainder Roulette Wheel Seletion (SRWS). On ommene par multiplier la probabilité

pk par la taille de la population traitée N . On assigne ensuite à haque individu autant de opies



E.2. Opérateurs génétiques - odage binaire 297que la partie entière de pk.N . De ette manière on aboutit à une population de tirage de taille :
N∑

k=1

E(pk.N) 6 NIl se peut que la population de tirage soit plus petite que la population à traiter. On la omplètealors en e�etuant un tirage RWS lassique en se basant sur des probabilités de séletion p′k égalesaux parties déimales des pk.N . Une fois la population de tirage omplétée, on e�etue alors letirage de manière lassique.Il existe une troisième variante de tirage par roulette, appelée Stohasti Universal Sampling(SUS) et introduite par Baker [6℄. Elle propose de pallier l'ine�aité de la phase de tirage etde ontourner les biais présentés préédemment. En e�et, pour des populations reprodutries degrande taille, il est néessaire de multiplier les tirages, e qui peut poser un problème d'e�aitéalgorithmique. En se basant sur une population de tirage identique à elle de la RWS, on hoisitaléatoirement un angle r ompris entre 0 et 1, puis on séletionne simultanément les individusorrespondant aux positions angulaires 2πr, 2π(r + 1/M), 2π(r + 2/M), ..., 2π(r + (M − 1)/M),où M 6 N est la taille de la population reprodutrie.

Fig. E.2 � Stohasti Universal SamplingDu fait du aratère simultané de la séletion, on laisse ainsi une hane supplémentaire auxindividus peu adaptés d'être séletionnés. On limite ainsi un peu le biais introduit ave la présene de"super-individus" dans la population à traiter. Ce biais reste ependant présent, omme dans toutesles séletions proportionnelles, et peut demander un traitement spéi�que pour être éliminé. Lasolution la plus utilisée est de ne pas travailler sur la valeur d'une fontion d'adaptation, mais plut�tsur un numéro de rang issu d'un lassement de la population en fronts. C'est l'un des prinipauxdésavantages des méthodes de séletion proportionnelle par rapport aux tournois.E.2 Opérateurs génétiques - odage binaireLes tehniques présentées jusqu'à présent ne sont pas spéi�ques d'un traitement "génétique" del'information. Il s'agit simplement de séletionner un ertain nombre d'individus dans le but de leurfaire subir des transformations. La puissane et l'originalité des algorithmes génétiques reposent surles opérations que l'on va dérire.



298 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesIl s'agit de réer de nouveaux individus en imitant les méanismes évolutionnaires qui prévalentdans le monde biologique au niveau de la reprodution. On utilise ainsi des éhanges de matériel"génétique" et des mutations de e dernier pour aboutir à des individus nouveaux, si possibledi�érents de la génération préédente. On portera dans la suite une attention partiulière à lamanière dont les individus sont dérits, ette desription ayant un r�le majeur sur les hoix etl'utilisation des opérateurs.Dans ette setion, on se onentrera sur un odage binaire des aratéristiques de haqueindividu. On rappelle à e niveau que haque individu est dé�ni de manière générale par un ertainnombre de paramètres, haque paramètre étant un "gène" (et la valeur de e paramètre un "allèle"),les gènes étant regroupés dans un ou plusieurs hromosomes. L'approhe binaire représente lesdi�érents gènes ave un odage binaire sur b bits. Historiquement, 'est l'une des plus aniennesapprohes en algorithmique génétique, motivée par sa forte ressemblane ave le domaine biologiqueoù haque gène est onstitué d'une série de bases.Dans es onditions, le odage est restreint à des paramètres à valeurs entières, mais il estpossible d'étendre ette méthodologie à des paramètres réels. Le paramètre est alors représenté parune haîne binaire s à valeur entière dont on déduit la valeur réelle du paramètre via la formulesuivante :
x = xmin +

xmax − xmin

2b − 1
.val(s)où xmin et xmax sont les valeurs extrêmes de la plage de paramètre envisagée, et val(s) est la valeurentière odée par la haîne binaire s.Le prinipal défaut de ette orretion est lié au fait que l'espae de reherhe des paramètresreste disret, e qui limite don la portée de l'optimisation. Cette disrétisation peut être ra�néeen augmentant le nombre de bits de odage.Une fois les di�érents gènes odés, les haînes binaires assoiées sont onaténées pour formerle hromosome

Fig. E.3 � Représentation d'un individu - odage binaireIl est à noter qu'il existe aujourd'hui des méthodes plus diretes et élégantes pour traiter le asde paramètres à valeurs réelles, elles seront dérites dans la suite. Cependant, les algorithmes baséssur un odage binaire ne sont pas à rejeter, dans la mesure où ils restent parfaitement adaptés à desproblèmes utilisant un espae de reherhe disret, en partiulier eux qui font intervenir ommeparamètre une variable booléenne.E.2.1 Opérateur de roisementUne fois les individus de la population orretement représentés et séletionnés pour la reprodu-tion, on applique alors l'opérateur de roisement ("rossover") pour éhanger le matériel génétique



E.2. Opérateurs génétiques - odage binaire 299de deux individus parents et ainsi aboutir à deux enfants supposés di�érents. Cette reombinaisond'informations est essentielle pour garantir l'exploration de la plage paramétrique et la progressionvers des solutions enore meilleures. On espère en partiulier que la reombinaison du matériel gé-nétique des deux parents permettra de réer des enfants possédant les qualités des deux parents.Sans ette phase, l'algorithme génétique risque de stagner autour des mêmes individus. Il existe denombreuses versions de rossover pour le odage binaire (on en trouvera quelques exemples dans[173℄), mais toutes reviennent à éhanger des moreaux de haînes binaires entre deux individus. Leroisement est appliqué entre deux individus ave une probabilité pc. En l'absene d'autres opéra-teurs, si pc = 1, toutes les opérations de reprodution seront sujettes à roisement. A l'inverse, si
pc = 0, tous les enfants seront obtenus par simple opie des parents. La mise en plae d'une pro-babilité de roisement se justi�e par l'intérêt existant à transmettre diretement quelques individusd'une génération à une autre a�n de préserver, quoi qu'il advienne, ertaines aratéristiques.L'opérateur de roisement le plus simple est un roisement à un site. On appelle site une positiondans un hromosome de part et d'autre de laquelle des traitements di�érents peuvent être appliqués.On dé�nit don un site de oupure de manière aléatoire mais identique sur les deux hromosomesà roiser. On proède ensuite à l'éhange des deux sous-haînes ainsi dé�nies selon une probabilité
pc2. La �gure (Fig. E.4) illustre un roisement de e type.

Fig. E.4 � Opérateur de roisement à un siteLa probabilité de roisement pc2 joue un r�le majeur dans l'évolution de la population. Uneprobabilité pc2 = 1 implique que toutes les sous-haînes seront éhangées, e qui ne présente auunintérêt puisque les enfants seront identiques aux parents. De la même manière, une probabilité nullerevient à n'e�etuer auun roisement. En général, les di�érentes études de la littérature semblents'aorder sur la valeur médiane pc2 = 0.5.Le nombre et la position des sites onstituent d'autres paramètres numériques importants. Onsoulignera dès à présent que la position du site de oupure du hromosome peut être aléatoire [28℄ etne respete don pas forément l'intégrité des gènes ; l'éhange de haînes binaires, représentant unou plusieurs gènes dans leur intégralité, n'est alors qu'un as partiulier de e type de roisement. Deette manière on peut réer une ertaine diversité par la reprodution, puisqu'il existe des paramètrespour lesquels les enfants ont une valeur di�érente de elles des parents. Néanmoins, une oupurehoisie aléatoirement permet de onserver dans une ertaine mesure les aratéristiques importantesen terme de valeur des paramètres. Cei est plus failement illustré par un exemple.Supposons que l'on dispose d'un problème mono-objetif mono-paramètre (I=P=1), pour lequell'objetif est f(x) = |x2 − 81|. La solution est trivialement x = 9, e qui se traduit en binaire parla haîne {1001}. Supposons qu'on dispose maintenant d'une population de taille N = 2 ave lesindividus suivants : x = 8 = {1000} et x = 3 = {0011}. Où que soit le site de oupure, on est assuréqu'il existera au moins un enfant ayant un génome du type {1 ∗ ∗∗}, don par essene assez prohede la valeur optimale.



300 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesOn retrouve e méanisme quels que soient les nombres de gènes et de oupures pratiquées.Cette propriété vient de l'organisation du odage en bits de poids roissant ; en préservant ertainsbits, ou ensembles de bits, on est assuré de rester au voisinage d'une ertaine valeur de paramètre.Cette notion de onservation des haînes binaires a été introduite en premier par Holland [76℄ sousle nom de "shemata" puis reprise et développée par Goldberg [61℄ sous le nom de "hyperplanes"ou "building bloks". Il existe des démonstrations mathématiques [28℄ prouvant que de ourteshaînes aratéristiques et au-dessus de la moyenne en terme d'adaptation sont favorisées par lesméanismes de séletion et de roisement préédemment dérits, et représentent don au grès desgénérations de plus en plus d'individus au sein de la population.Pour e qui est du nombre de sites, il n'existe pas de onsensus général sur la valeur à retenir,ette dernière étant liée de manière impliite au nombre de paramètres et à la longueur de odageenvisagée. On relèvera toutefois des as partiuliers omme l'opérateur de roisement uniforme, avelequel haque bit fait l'objet d'un roisement (ave une probabilité pc2). Il est intéressant de noterependant que plus le nombre de sites est élevé, moins il y a de onservation des haînes binaires etdon potentiellement transmission de valeurs préises de paramètres. On retrouve ii la notion deonservation de "shemata" introduite peu avant.Quel que soit le réglage hoisi, et opérateur garantit que la moyenne de la population resteonstante. En e�et, on a la relation suivante :
xparent−I

p + xparent−II
p

2
=
xenfant−I

p + xenfant−II
p

2
(E.1)Cette relation est failement démontrée en remarquant que haque paramètre xp peut être expriméomme :

xp =
b∑

k=1

2k−1.δkoù δk est la valeur du ki−ème bit dans la haîne binaire représentant xp. En onséquene, la per-mutation de tout ou partie des haînes binaires n'a auune inidene sur la moyenne de haqueparamètre ; la somme totale
(

b∑

k=1

2k−1δk

)

individu I

+

(
b∑

k=1

2k−1δk

)

individu II

=
b∑

k=1

2k−1(δI
k + δII

k )est inhangée.Cette propriété de onservation de la moyenne est très importante ar elle garantit que le roi-sement ne hange pas fondamentalement la topologie de la population reprodutrie pour réer lesnouveaux individus et n'introduit pas de diretion de reherhe parasite. La nouvelle populationhérite ainsi du baryentre des individus séletionnés à la génération préédente. Ave et opéra-teur, la progression de e baryentre vers le front de Pareto est don soumise à deux méanismesomplémentaires :
• la phase de séletion permet à haque génération de déterminer un nouveau baryentre quine tient ompte que des "meilleurs" individus au sein de la population.
• la phase de roisement génère des individus dominant idéalement toute la génération préé-dente, qui vont enrihir la population et être à leur tour séletionnés.



E.2. Opérateurs génétiques - odage binaire 301E.2.2 Opérateur de mutationLe parours de l'espae paramétrique est en partie assuré par la phase de reprodution vial'utilisation d'un opérateur de roisement. Cependant, e dernier tend à générer des enfants avedes valeurs de paramètres prohes ou égales à elles des parents, restreignant ainsi l'explorationde l'espae de oneption. Il est souhaitable de ne pas se limiter à ette approhe, a�n d'éviterles travers induits par une reherhe "de prohe en prohe". Pour ela, on introduit un nouvelopérateur, dit opérateur de mutation, qui permet de générer des individus en dehors de zones déjàbien peuplées (zones traitées par roisement). Une fois enore, et opérateur est diretement inspirédes méanismes biologiques. Comme pour l'opérateur de roisement, l'appliation d'une mutationest régie par la probabilité pm.Le traitement d'une mutation est très simple pour un odage binaire : on hoisit aléatoirementun bit de la haîne binaire d'un individu et on l'inverse, passant de 0 à 1 et vie versa. Il est aussipossible de modi�er très légèrement ette première dé�nition en introduisant une probabilité demutation de bit à bit pm2, généralement égale à 0.1. Ave ette deuxième dé�nition, la mutationn'est plus restreinte à un seul bit, mais il est aussi possible de n'avoir auun hangement.E.2.3 Limites du odage binaireComme on l'a vu au-dessus, les di�érents opérateurs binaires portent sur des représentations desdi�érents paramètres sous forme d'une haîne de 0 et de 1. En partiulier, les opérations pratiquéesne tiennent pas ompte diretement de la signi�ation de ette haîne, le as le plus expliite étantelui de la mutation qui modi�e un ou plusieurs bits pris au hasard. Les onséquenes de eshangements, mineurs dans une représentation binaire, peuvent être majeures pour la vraie valeurdes paramètres. Par exemple, passer de la haîne "01000" à la haîne "11000" fait varier le paramètreorrespondant de 8 à 24. Tous les algorithmes basés sur un odage binaire seront par nature assezsensibles et failement bruités, e qui peut onstituer un frein sérieux à la onvergene.La prinipale alternative à e problème est l'utilisation d'un ode Gray au lieu du ode binairea�n de réduire la distane de Hamming entre deux individus. Ce dernier est onstruit de manière àne modi�er qu'un seul bit pour le odage de deux entiers suessifs.Code Binaire Code Gray Entier000 000 0001 001 1010 011 2011 010 3100 110 4101 111 5Tab. E.1 � Codage Binaire et GrayLa deuxième problématique assoiée à un odage, binaire ou Gray, vient de la nature disrète dee type de représentation. En e�et, le odage s'adapte très bien à des paramètres à valeur entière.On a vu qu'il est malgré tout possible de traiter des as à paramètres réels, moyennant la dé�nitionde plages de variation. Cependant, l'espae de reherhe reste fondamentalement disret et on nepeut en partiulier pas e�etuer une optimisation ave une préision arbitraire sur les paramètres.Le seul moyen d'augmenter la préision est d'allonger les haînes binaires, e qui ne va pas sans



302 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesposer de problèmes en terme d'utilisation de ressoures informatiques, et ne résout de toute façonpas le problème de disrétisation.En�n, e type d'approhe est limité du point de vue e�aité algorithmique par la néessité deoder et déoder les valeurs des paramètres pour haque individu à haque génération. Pour despopulations de grandes tailles, ette approhe peut vite s'avérer rédhibitoire en terme de tempsutilisateur requis.E.3 Opérateurs génétiques - odage réelLe odage binaire a été l'un des premiers développements réalisés pour les algorithmes génétiqueset demeure à e titre l'un des plus onnus aujourd'hui. Néanmoins, en raison de ses limitationsintrinsèques, notamment le problème du traitement d'un espae paramétrique ontinu et réel, il estvite apparu néessaire de mettre en plae des opérateurs qui puissent s'a�ranhir du odage pourtravailler diretement sur la valeur des paramètres. Ces nouveaux algorithmes prennent aujourd'huide plus en plus d'importane, tant pour leur failité d'emploi que pour la grande variété d'opérateursdisponibles et éprouvés.On retrouve don deux atégories prinipales : les opérateurs hargés du roisement et de lareombinaison d'informations entre parents, et eux induisant une mutation. De manière générale,on retiendra que, au sein d'un algorithme génétique, les méanismes d'appliation des opérateursde roisement et de mutation en odage réel restent globalement les mêmes que eux dé�nis pourles opérateurs en odage binaire. L'utilisateur règle généralement la fréquene d'appliation de estransformations au moyen de deux probabilités pc et pm.E.3.1 Opérateur de roisementIl existe dans la littérature une multitude de formulations di�érentes pour les opérateurs deroisement appliables à des paramètres réels. Dans un soui de larté, on restreindra la présen-tation aux as les plus représentatifs et e�aes. Le hoix de l'opérateur devra ensuite être faitsimultanément ave elui de la méthode de séletion a�n de réaliser la meilleure balane possibleentre amélioration de la population et exploration de l'espae paramétrique.Le premier opérateur auquel on puisse penser est diretement dérivé de elui à n sites établien odage binaire. Le problème de la loalisation des sites de oupure est ii fortement simpli�é,dans la mesure où la séparation intervient forément entre deux paramètres (la déoupe aléatoired'une haîne n'a plus de sens). En onséquene, e premier opérateur assure que haque enfanthérite haque paramètre de l'un ou l'autre des parents. Il s'agit là de la tradution la plus �dèle duméanisme biologique de transmission des gènes lors de la reprodution. Graphiquement, parentset enfants sont aux sommets d'un hyperube, omme illustré sur la �gure (Fig. E.5).Cet opérateur de roisement ne permet ependant pas d'explorer le voisinage immédiat desparamètres fournis par les parents, au ontraire des opérateurs en odage binaire présenté préé-demment. Dans le as (limite) d'un problème mono-paramétrique, et opérateur est totalementinutile puisqu'il n'e�etue qu'une simple permutation.Blend Crossover Pour orriger ette limitation, des formulations plus élaborées ont été propo-sées. La première d'entre elle, dénommée "Blend Crossover" (BLX-α), a été introduite par Goldberg
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Fig. E.5 � Croisement Simple[63℄. Pour haque paramètre xp, le prinipe est de hoisir au hasard une valeur dans la plage :
[
xI

p − α(xII
p − xI

p), x
II
p + α(xII

p − xI
p)
]où xI

p et xII
p sont les valeurs du paramètre onsidéré pour les deux parents, α étant une onstantenumérique imposée par l'utilisateur.De ette manière, on élargit le domaine aessible par les enfants générés par e roisement ;on favorise ainsi une exploration loale autour des valeurs parentales. De plus, et opérateur tientompte de la dispersion des parents puisque la plage autorisée est diretement proportionnelle àl'éart entre les géniteurs. On montre en partiulier [14℄ que

xI,e
p − xI

p = γp(−xI
p + xII

p ) (E.2)
xII,e

p − xII
p = γp(x

I
p − xII

p ) (E.3)où
γp = (1 + 2α)up − α

up : nombre aléatoire ∈ [0, 1]

xY,e
p : valeur du paramètre pour l'enfant YLes deux enfants sont liés par l'utilisation du même γp. Cette ontrainte a été introduite par Eshel-man et Sha�er [47℄ pour respeter la notion de "interval shemata". Cette notion traduit, enpartiulier pour les opérateurs à odage réel, la onservation de la moyenne par le roisement. Ontrouve en e�et à partir des deux équations préédentes que xI,e

p + xII,e
p = xI

p + xI
p.Comme l'illustrent les relations (E.2) et (E.3), la distane des paramètres enfants par rapportà eux des parents est proportionnelle à l'éart entre es derniers. On est don en mesure d'at-tendre que pour une population reprodutrie très dispersée, la population d'enfants le sera aussi.A l'inverse, pour une population reprodutrie très resserrée, les enfants seront réés au voisinageimmédiat de leurs parents. On dispose ainsi d'un outil qui permet d'explorer la plage paramétriqueet de onserver une ertaine diversité, mais aussi d'assurer une reherhe loalisée à partir d'unepopulation elle-même très onentrée.



304 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesPour α = 0, et opérateur se réduit à un hoix dans la plage délimitée par les deux parents.En règle générale, le hoix α = 0.5 est rapporté omme étant elui onduisant à la plus grandee�aité possible dans l'optimisation. L'exploration autour des parents est su�sante pour trouverrapidement de meilleurs individus, sans toutefois être soure d'un bruit trop important.Simulated Binary Crossover Le BLX-α présente l'inonvénient de onduire à des solutionsparfois très di�érentes des parents, notamment dans le as où eux-i sont dispersés, e qui peut poserproblème en terme d'amélioration au �l des générations. La méthode ne permet pas de ontr�lerplus �nement la position des enfants au sein de la plage paramétrique à ause de l'utilisation d'unedistribution de probabilité uniforme pour hoisir es derniers. Deb et Agrawal [29℄ ont imaginéun nouvel opérateur permettant de répondre à ette laune. Le "Simulated Binary Crossover"(SBX) permet en outre de reproduire plus �dèlement les méanismes observés ave les opérateurs deroisement en odage binaire. Il vise en e�et à transmettre aux enfants les prinipales aratéristiquesde la génération préédente et la variété existant entre les parents tout en limitant les explorationstrop lointaines.La prinipale aratéristique de et opérateur est de mettre en plae une distribution de pro-babilité non-uniforme pour le hoix des enfants. Cet opérateur se dé�nit omme suit. Pour haqueparamètre xp1. Choisir un nombre aléatoire up entre 0 et 12. Calul d'un oe�ient βp tel que l'intégrale de 0 à βp d'une distribution de probabilité P soitégale à up ∫ βp

0
P (s)ds = up (E.4)ave P dé�nie par

P (s) =

{
0.5(ηc + 1)sηc si s ≤ 1
0.5(ηc + 1) 1

sηc+2 sinon (E.5)et ηc un paramètre numérique que l'on prendra onstant dans un premier temps. De ettemanière, ave (E.4) et (E.5) on obtient :
βp =





(2up)
1

ηc+1 si up 6 0.5(
1

2(1−up)

) 1
ηc+1 sinon (E.6)3. Calul des deux enfants via les deux versions (- et +) de la formule :
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p ) ∓ βp|xII

p − xI
p|
] (E.7)La distribution P (s) est onçue de manière à imiter le plus possible les aratéristiques du roisementbinaire en un point. Ave la relation (E.7), on véri�e en partiulier que βp satisfait la relation :
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(xII
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∣∣∣∣∣ (E.8)
βp orrespond don au fateur d'expansion (ou de ontration) de la diversité résultant de l'appli-ation de l'opérateur de roisement.
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• Si βp < 1, le roisement sera dit ontratant : les enfants sont enadrés par les parents.
• Si βp = 1, le roisement sera dit stationnaire : enfants et parents sont identiques.
• Si βp > 1, le roisement sera dit étalant : les enfants enadrent les parents.Le paramètre numérique ηc ontr�le pour sa part la variation autorisée autour des valeurs de pa-ramètres fournies par les parents. La �gure suivante (Fig. E.6) montre la fontion P ainsi que ladensité de probabilité de réation des enfants pour plusieurs valeurs de ηc

Fig. E.6 � Distribution de probabilité P & Probabilité de réation des enfants (Deb,2001)On voit que sur ette �gure plus ηc est élevé, plus les enfants auront statistiquement des valeursde paramètres prohes de elles de leurs parents (ii 2 et 5). A l'inverse, un ηc faible autorise uneexploration assez large autour des parents.Une aratéristique intéressante de et opérateur vient de la dé�nition de βp omme rapportd'expansion. Pour un ηp et un up �xés, βp sera onstant. En onséquene, plus les parents serontdistants, plus l'espae de reherhe sera large et inversement. Cei est illustré dans la �gure (Fig.E.7) qui montre la densité de probabilité de réation des enfants pour deux distanes entre lesparents.A l'évidene, l'opérateur renfore l'exploration au sein des populations déjà disparates, alorsqu'il se onentre plut�t sur les aratéristiques parentales pour des populations denses. Cettepropriété peut être intéressante en ours de onvergene : au début de l'optimisation, on disposegénéralement d'une population assez disparate, et on attend de l'algorithme qu'il explore asseze�aement l'espae. A l'inverse, en �n de onvergene, la population s'est normalement onentréevers le front de Pareto, et on attend alors de l'algorithme qu'il e�etue des "petits pas" pour serapproher enore plus du front. A e moment préis, une variation brutale des paramètres n'estpas souhaitable, il onvient de rester autour des valeurs héritées des parents.Par onstrution, et opérateur onserve la moyenne pour haque paramètre. A partir de larelation (E.7), on montre failement que
xI,e

p + xII,e
p = xI

p + xII
pComme on peut l'imaginer, le paramètre numérique ηc est assez sensible à régler, ar il peutinduire une exploration trop forte qui va limiter la onvergene ou, à l'inverse, limiter l'exploration
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Fig. E.7 � Distribution de probabilité de réation des enfants pour deux éartements entre lesparents (Deb,2001)et risquer là aussi de perturber la onvergene. Il n'existe pas dans la littérature de règle bien dé�nie,dans la mesure où le hoix de ηc dépend plus ou moins impliitement des autres opérateurs (séletionet mutation) utilisés. Néanmoins, Deb et al. [34℄ ont réemment proposé une variante de l'opérateurdans laquelle ηc évolue en ours de onvergene pour renforer ou non l'exploration, selon le gainou la perte d'adaptation des enfants relativement à leurs parents. Dans l'ensemble, ette méthodesemble donner une meilleure onvergene que la méthode standard.On pourra noter que dans la dé�nition donnée du SBX, il n'est à auun moment fait mention despossibles bornes pour haque paramètre. L'opérateur peut don générer naturellement des valeursde paramètres qui soient inadmissibles. L'opérateur a don fait l'objet d'un développement ultérieurpar ses réateurs [30℄ pour traiter spéi�quement le problème. En pratique, on alule βp ave laformule suivante :
βp =
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) 1
ηc+1 sinon (E.9)ave

α = 2 − κ(ηc+1)

κ = 1 + 2min

(
xI

p − xL
p

xII
p − xI

p

,
xR

p − xII
p

xII
p − xI

p

)Par exemple, si xI
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p ou xII
p = xR

p , il vient βp = (up)
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ηc+1 < 1 : on est assuré que le roisementest ontratant et don que les enfants resteront dans la plage autorisée.La littérature fournit un grand nombre de variantes du SBX. Dans leur très grande majorité,elles se distinguent essentiellement par une dé�nition de la densité de probabilité P di�érente. Onretiendra elle de Raghuwanshi et al. [150℄ qui propose une loi lognormale. La possibilité d'unroisement fortement ontratant est réduite, au pro�t de roisement étalant. Les auteurs de laméthode rapportent qu'elle est légèrement plus e�ae que le SBX sur quelques as tests analytiques.



E.3. Opérateurs génétiques - odage réel 307Autres opérateurs Il existe de nombreux autres opérateurs de roisement possibles, ependantertains se distinguent par une struture plus originale notamment en utilisant plus de deux parents.L'intérêt d'une telle opération est, selon A. Eiben [43℄, un gain en performane au fur et à mesureque le nombre de parents augmente. Parmi les méthodes multi-parentales, on itera en exemple ellede Tsutsui et al. [181℄, baptisée "Simplex".On ommene par séletionner m parents, où m est ompris entre 2 et P + 1. De ette manière,pour haque paramètre on dé�nit un simplexe, i.e. un triangle, un tétraèdre, et. On dé�nit ensuitele entre de gravité G de e simplexe. Le simplexe est ensuite étendu par homothétie de rapport
ǫ > 1 en prenant G omme entre. Finalement, on détermine aléatoirement m enfants dans lesimplexe �nal.

Fig. E.8 � Méthode du SimplexeLa �gure (Fig. E.8) illustre ette méthode dans le as où P = 2 et m = 3. Le problème detoutes les méthodes multi-parentales est qu'elles néessitent la donnée du nombre m qui doit êtreau préalable réglé pour améliorer signi�ativement la onvergene. De plus, pour la méthode dusimplexe, il est aussi néessaire de donner le paramètre ǫ qui règle les apaités exploratoires del'opérateur.On remarquera aussi que la méthode du simplexe ne onserve pas la moyenne pour haqueparamètre, ar les enfants sont séletionnés au hasard dans le volume (ou la surfae) dé�ni. Il peutdon sporadiquement introduire un biais dans la reherhe.En pratique, les méthodes multi-parentales sont aujourd'hui peu utilisées en omparaison desopérateurs à deux parents  : elles sont enore trop limitées.E.3.2 Opérateur de mutationA�n de garantir que l'algorithme génétique ne se laissera pas piéger dans ertaines zones del'espae paramétrique, on dé�nit pour le odage réel des opérateurs de mutation. Comme pour leodage binaire, il s'agit d'appliquer une transformation permettant de faire un grand déplaementselon une diretion aléatoire.La solution la plus simple est de dé�nir au hasard un paramètre en se basant sur les bornesexistantes xL
p et xR

p . On a ainsi
xmutation

p = xL
p + up(x

R
p − xL

p )ave up un nombre aléatoire pris entre 0 et 1.



308 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesCependant, l'emploi d'une telle formule peut se révéler problématique dans le as où au moinsune borne n'est pas dé�nie. L'alternative onsiste à e�etuer une perturbation d'amplitude semi-aléatoire à partir d'un individu :
xmutation

p = xinitial
p + (up − 0.5) ∗ ∆p (E.10)ave ∆p une amplitude de perturbation maximum dé�nie par l'utilisateur. En ontrepartie de sasimpliité, et opérateur peut être di�ile à régler quand on travaille sur un espae paramétriqueborné : le réglage de ∆p doit alors s'adapter pour éviter de franhir les limites admissibles. Cettedeuxième formulation présente l'avantage d'introduire la notion de distane par rapport à l'individuavant la mutation. En établissant une analogie ave la mutation standard du odage binaire, ertainsauteurs ont utilisé une distribution non uniforme de probabilité pour la détermination de up dansla formule (E.10). En e�et, le ode binaire impose que la mutation d'un individu rée une nouvelleentité dans un voisinage prohe ou au ontraire dans un voisinage éloigné. Pour s'en onvainre,examinons l'exemple suivant : le paramètre de référene est odé par la haîne {010110} = 22. Enne hangeant qu'un seul bit de ette haîne, il est possible d'obtenir les individus suivants :

{010111} = 23
{010100} = 20
{010010} = 18
{011110} = 30
{000110} = 6
{110110} = 54On onstate que 3 des 6 possibilités sont à moins de 4 unités (18% d'éart maximum) de l'individude référene, et 4 des 6 possibilités sont à moins de 8 unités (36% d'éart maximum). Seuls deuxindividus sont notablement éloignés ; ils orrespondent aux deux individus pour lesquels les bits depoids dominant ont muté (5ème et 6ème bits). On omprend intuitivement ainsi que la probabilitéde réation d'individus par mutation est une fontion non-linéaire, ave un maximum entré autourde l'individu de référene.La première formulation remarquable, faisant intervenir une distribution de probabilité non-linéaire pour une mutation en odage réel, est la mutation normalement distribuée ("normallydistributed mutation").Elle est dé�nie par la formule suivante :

xmutation
p = xinitial

p +N(0, σp) (E.11)où N(0, σp) est une valeur tirée aléatoirement de la Gaussienne entrée sur 0 et d'éart type σp.L'éart type pour haque paramètre est fourni par l'utilisateur. Cet opérateur est ourammentemployé pour les algorithmes de type stratégies évolutionnaires.La deuxième formulation remarquable est elle proposée par Deb et Goyal [33℄. La formulation,onnue sous le nom de mutation polynomiale, fait intervenir une loi de probabilité polynomiale Pmpdéterminant l'amplitude de la mutation à partir d'un nombre aléatoire up. Cet opérateur est trèssimilaire dans son mode de fontionnement au SBX.
Pmp(s) = 0.5(ηm + 1)(1 − |s|)ηm (E.12)



E.4. Elitisme 309La probabilité P est dé�nie sur l'intervalle [-1,1℄, ηm étant un paramètre de réglage. De la mêmemanière que pour le SBX, on alule un terme δp tel que ∫ δi

−1 Pmp(s)ds = up. Ce terme est donnépar les relations suivantes :
δp =

{
(2up)

1
ηm+1 − 1 si up 6 0.5

1 − [2(1 − up)]
1

ηm+1 sinon (E.13)A partir de es valeurs, on détermine la valeur du paramètre muté ave la formule :
xmutation

p = xinitial
p + δp(x

R
p − xL

p ) (E.14)Comme le montre la �gure suivante (Fig. E.9), plus le fateur ηm est élevé, plus il est probabled'obtenir une mutation de faible amplitude.

Fig. E.9 � Probabilité de mutationCet opérateur a fait l'objet d'un développement supplémentaire [30℄ a�n de prendre en omptela présene de bornes pour haque paramètre. Cela passe par une modi�ation de l'expression de
δp.
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p ), (xR
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p )/(xR
p − xL

p )]E.4 ElitismeBeauoup d'algorithmes génétiques sont onstruits en inluant une stratégie élitiste. En e�et, laseule utilisation d'opérateurs fortement stohastiques (tous les opérateurs présentés qui induisentun hangement des aratéristiques d'un individu utilisent un nombre aléatoire) ne garantit abso-lument pas que la population puisse s'améliorer de génération en génération. Par malhane, unegénération peut ainsi voir tous les individus régresser par rapport à la population préédente. A�nde préserver un ertain nombre de bonnes aratéristiques et ainsi favoriser une onvergene mo-notone de l'algorithme, on introduit des méanismes élitistes qui vont opier diretement quelquesbons individus d'une génération à une autre.



310 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesL'implémentation la plus simple de l'élitisme onsiste à utiliser un opérateur opiant diretementles ǫ% meilleurs individus de la génération préédente dans la nouvelle, les (100-ǫ)% autres étantréés ave les opérateurs génétiques préédemment étudiés. Bien évidemment, le hoix du paramètre
ǫ est très in�uent sur les apaités de onvergene de l'algorithme. Un ǫ trop fort revient à opier tropd'individus d'une génération à une autre, limitant ainsi les apaités d'exploration de l'algorithme,au risque de générer une onvergene prématurée. A l'inverse, un ǫ trop faible revient à ne paspratiquer d'élitisme. Il n'existe apparemment pas de onsensus général sur la valeur de ǫ, elui-iétant fortement lié au as traité. En onséquene, l'utilisation de et opérateur néessite de passerpar une phase de réglage qui s'avère peu pratique.Il existe une deuxième approhe de l'élitisme qui ne repose plus sur un opérateur arbitrairementréglé, mais plut�t sur un traitement partiulier de la population au passage d'une génération. Ene�et, l'élitisme onsiste simplement à supprimer les enfants qui sont moins bien adaptés que lesparents, les parents étant les individus les mieux adaptés de la génération préédente.La généralisation de l'élitisme onsiste don à e�etuer normalement les phases de reprodutionet de mutation a�n de générer les enfants, puis de omparer es derniers aux parents. Se posentalors trois as de �gure :

• Les enfants sont meilleurs que les parents : ils sont gardés dans la nouvelle génération audétriment des parents.
• Les parents sont meilleurs que leurs enfants : ils survivent dans la nouvelle génération audétriment des enfants.
• Parents et enfants sont équivalents : on privilégie alors généralement les enfants, ou on faitappel à des ritères supplémentaires pour les départager.En pratique, il existe deux niveaux pour e�etuer ette séletion. L'approhe la plus intuitiverevient à omparer les x enfants et y parents orrespondant à un appel de l'opérateur de roisement(et de mutation immédiatement après sur les enfants). Par exemple, pour l'opérateur SBX, onompare les deux parents ave leurs deux enfants, et on en tire �nalement deux individus qui serontplaés dans la population �nale. C'est une approhe simple et direte qui pratique un élitisme "loal"au sens où il ne tient ompte que de quelques individus ayant des relations de parenté direte.Le deuxième niveau lassique onsiste à générer les N enfants et à les omparer ave l'intégralitédes N individus de la génération préédente. On ne garde au �nal dans la nouvelle génération queles N meilleurs individus parmi les 2N onsidérés. Cette méthode pratique un élitisme plus "global"au sens où elle fait intervenir tous les individus. En partiulier, on est vraiment assuré de garderles meilleurs individus de la population préédente -à ondition qu'ils soient éligibles- même si esderniers n'ont (malheureusement) pas été séletionnés pour se reproduire ; dans la version loale,seuls les individus séletionnés pour la reprodution ont une hane de survivre au hangement degénération. A e titre, ette deuxième version est la plus employée dans les algorithmes modernes.E.5 Pareto-e�aitéUne autre méthode potentiellement aélératrie existe. Il s'agit de la Pareto-e�aité introduitepar Di Pierro et al. [38℄ dans un algorithme similaire au NSGA-II de Deb. On dé�nit ette notionau sein de la population Pareto-optimale Ppareto omme :



E.5. Pareto-effiaité 311Dé�nition E.1 : [Pareto-effiaité d'ordre k℄Soit un individu x ∈ Ppareto. Cet individu est dit Pareto-e�ae d'ordre k si quel que soit lesous-espae de dimension k de l'espae des objetifs Eobf , il est non dominé dans e sous-espae.En termes plus onrets, la Pareto-e�aité traduit le degré de "non dominane" des individusPareto-équivalents : plus les individus seront dominés par le reste des optima sur un grand nombred'objetifs, moins ils seront e�aes. La Pareto-e�aité d'ordre I est trivialement équivalente àla Pareto-optimalité lassique, e qui permet don d'a�rmer que l'e�aité onstitue une générali-sation du onept de Pareto-dominane. L'e�aité d'ordre 1 n'est pas dé�nie, le niveau minimumétant 2. Elle n'est don dé�nie que pour I > 3.Le tableau [E.2℄ donne un exemple pour quatre objetifs . Les niveaux d'e�aité sont partiel-lement ontraints : pour au moins I = 4 ou I = 5 la présene d'un seul individu e�ae d'ordre 2implique néessairement que les autres individus sont au mieux e�aes d'ordre 4.Individu i f1(xi) f2(xi) f3(xi) f4(xi) Pareto-e�aitéI 5 1 1 2 2II 6 6 6 0 4III 0 2 3 4 4Tab. E.2 � Exemple de Pareto-e�aitéL'algorithme POGA (Pareto Ordering Geneti Algorithm) donné dans [38℄ fait intervenir laPareto-e�aité lors des phases de séletion, mais uniquement pour les individus du front dominant.En supprimant, ou au moins en éartant, les individus optimaux mais fortement dominés, on seonentre sur les "meilleurs parmi les meilleurs" et on peut ainsi espérer aélérer le proessusde onvergene. Les individus peu e�aes peuvent être perçus omme un bruit au sens de laonvergene puisqu'ils n'introduisent qu'une amélioration assez faible. De e point de vue, l'e�aitéreprend les mêmes prinipes généraux que l'élitisme mais les deux approhes restent ependantfondamentalement di�érentes.La tehnique est apparue assez réemment et, selon ses inventeurs, semble prometteuse pourles as ave beauoup d'objetifs. Cependant, elle peut introduire un biais non négligeable dansl'optimisation. Imaginons qu'il existe un individu optimum qui soit dominé sur tous les ritères saufun noté fk, elui-i étant en revanhe largement meilleur que pour les autres individus optimaux.On peut dans l'absolu souhaiter garder et individu, ar il o�re une tendane intéressante tant dupoint de vue de l'optimisation que de l'analyse de la physique sous-jaente (ela peut être le signed'une disontinuité forte dans l'objetif, ouvrant peut-être sur une zone enore meilleure de l'espaeparamétrique). Or en utilisant le onept de Pareto-e�aité, et individu sera probablement négligéar il sera moins bien lassé que les individus optimaux e�aes mais "moyens" au sens de la fontionojetif fk. En supposant qu'il n'existe pas d'individu très e�ae (ordre 2 ou voisin), la méthodetendra à privilégier les individus "moyens" dans l'espae objetif.Cette tehnique n'est vraiment pertinente que pour des as présentant beauoup (≫ 5) deritères. Dans le as ontraire, les algorithmes lassiques onstruits sur la Pareto-optimalité sont àpeu près équivalents en terme de prinipe et don de onvergene. Compte tenu de toutes les limitesévoquées, on laissera de �té ette tehnique.



312 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesE.6 Préservation de la diversitéComme on vient de l'introduire ave l'élitisme, il est parfois néessaire de faire des hoix entre lesindividus puisqu'on travaille ave des populations de tailles onstantes. Le premier ritère est bienévidemment l'adaptation de haque individu. Cependant, on ne peut exlure que deux individusmis en onurrene soient équivalents du point de vue de e ritère, notamment dans le as où lesindividus sont rangés par fronts, don par groupes similaires. Il onvient alors de dé�nir des ritèressupplémentaires pour les départager. On évitera d'ores et déjà d'utiliser le numéro de la génération,pour hoisir par exemple les individus les plus réents, puisque le même problème peut se poser.Pour failiter la onvergene et l'exploration opérées par l'algorithme, on a introduit un ensembled'opérateurs visant à assurer une ertaine diversité des individus. On herhe en e�et une populationoptimale dérivant le mieux possible le front de Pareto, 'est à dire une population :
• qui soit sur le front de Pareto ('est une évidene) et non pas sur un optimum loal.
• qui soit su�samment dispersée pour qu'une grande région du front soit peuplée d'individus.Ainsi, plus la population sera variée, plus il sera faile d'obtenir es deux onditions. La diversitéest une notion essentielle surtout pour les problèmes d'optimisation multimodaux.On a déjà vu que la diversité était en grande partie assurée pas la mutation, néanmoins uti-lisée ave beauoup de parimonie a�n de ne pas perturber la onvergene, et dans une moindremesure par le roisement. La variane de la population est en revanhe réduite par la séletionpré-reprodutrie.L'idée de ritère supplémentaire la plus naturelle dans e ontexte est don elle d'une mesurede la diversité.E.6.1 Approhe de nihe - SharingLe onept qui inspire ette première approhe est assez simple : si un individu du front dePareto a beauoup de voisins prohes, il existe quelque part sur le front un autre individu ayant peude voisins. On distingue ainsi des "nihes" dans la population, ertaines étant densément peuplées,d'autres pas. Il faut don privilégier les seondes pour espérer avoir une meilleure desription dufront. En pratique, ela passe par une dégradation de la �tness des individus dans les zones den-sément peuplées. Le "sharing" est une version de nihe introduite par Goldberg et Rihardson [64℄pour traiter e problème. Les auteurs ommenent par dé�nir une adaptation partagée ("shared �t-ness") omme étant le rapport entre la �tness fi d'un individu au nombre de voisins ("nih ount")

mi présents dans la nihe de et individu. Ils avanent qu'à l'équilibre, les nihes sont aratériséespar :
fi

mi
=

fj

mj
,∀i, j (E.16)On dé�nit le nombre mi omme :

mi =

N∑

j=1

Sh(d(i, j)) (E.17)où
Sh(d(i, j)) =

{
0 si d(i, j) > σs

1 −
(

d(i,j)
σs

)α
sinon

(E.18)
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d(i, j) étant la distane eulidienne entre les individus i et j, alulée dans l'espae paramétrique, et
σs un rayon de nihe de référene, imposé par l'utilisateur, de même que l'exposant α. Ce derniern'a semble t-il pas beauoup d'e�et [27℄ et il est dans la plupart des appliations pratiques pris égalà 1. De ette dé�nition on déduit que pour une "�tness" identique, l'algorithme assigne une "shared�tness" plus faible aux individus présents dans les nihes très peuplées.Cette dé�nition ne doit pas se substituer au partage selon l'adaptation, mais seulement interveniren omplément. En e�et, ave la relation (E.16), on omprend que deux fronts suessifs tendraient,par ette seule séletion, à disposer d'un nombre di�érent d'individus. En partiulier, le front dePareto qui peut être onsidéré omme la nihe d'adaptation fpareto = 1 se verrait dépeuplé au pro�tdes autres fronts de rangs fj supérieurs. De e fait, le sharing n'a vraiment de sens que dans laomparaison d'individus d'égale adaptation.La valeur de σs est ritique et onstitue à e titre une limitation pour l'emploi de ette méthode.La dé�nition de la taille des nihes revient impliitement à dé�nir un nombre de nihes et don dezones optimales possibles. Si le front de Pareto est disontinu, et si on dispose a priori du nombre desous-ensembles, le réglage est faile. A l'inverse, dans le as général il faudrait idéalement disposerdu rayon moyen d'attration des optima, mais ette valeur n'est pas onnue à l'avane, sauf dansles as tests. Deb et Goldberg [32℄ proposent une dé�nition orrespondant à q nihes équirépartiesdans l'espae paramétrique :

σs =
0.5
√∑P

p=1 (xR
p − xL

p )2)

P
√
q

(E.19)Une autre dé�nition est donnée par Horn et Nafpliotis [79℄ pour tenir ompte de la représentation�nale du front de Pareto. Ils herhent à répartir le plus possible les individus sur la surfae du frontde Pareto. Pour e, ils dé�nissent :
(σs)

P−1 =
Spareto

N
(E.20)

Spareto étant une mesure de la surfae du front de Pareto dans l'espae paramétrique. Cette deuxièmeméthode présente néanmoins l'énorme inonvénient de demander des informations sur le front dePareto qui est généralement inonnu. Suivant le même type de démarhe, Fonsea et Flemming [51℄proposent une troisième règle pour un alul de σ à haque génération. Il n'existe apparemment pasde omparaison �able des di�érentes méthodes.E.6.2 Crowding DistaneLa deuxième "mesure" de la diversité a été introduite par DeJong [35℄ sous le nom de rowdingdistane. La di�érene la plus remarquable par rapport au sharing réside dans le fait que ettemesure est dé�nie dans l'espae des objetifs. On dé�nit ainsi une distane dcrowding d'un individu
k omme :

dcrowding(k) =
I∑

i=1

(f
(k−Sup)
i − f

(k−Inf)
i ) (E.21)où f (k−Sup)

i et f (k−Inf)
i sont les valeurs des objetifs pour les plus prohes voisins enadrant l'individu

k dans l'espae objetif, pour haque diretion.Graphiquement (et algorithmiquement), ela revient à déterminer quels sont les deux plusprohes voisins de part et d'autre de l'individu onsidéré dans l'espae objetif et à additionnerles dimensions des hyperubes dé�nis par es voisins. Le as bi-objetifs est illustré sur la �guresuivante (Fig. E.10).
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Fig. E.10 � Crowding distaneOn remarquera à e niveau que pour I > 3, il n'y a auune obligation que les individus voisins etenadrants soient les mêmes dans haque diretion. Le as général est illustré sur la �gure suivante(Fig. E.11) pour I = 3. Les individus k, I, II et III sont tous équivalents au sens de Pareto.

Fig. E.11 � Crowding distane - as généralAu �nal, la "rowding distane" représente une mesure de la densité loale de la population surle front de Pareto, une petite distane orrespondant à une grande densité. A e titre, le traitementpar ette méthode d'une optimisation vise surtout à obtenir rapidement une bonne disrétisationdu front de Pareto, la plus équirépartie possible. Elle est employée omme un ritère supplémentairepour e�etuer un tri et une séletion parmi les individus équivalents en terme d'adaptation.Fondamentalement, elle privilégie la diversité dans l'espae objetif, mais on peut logiquementespérer que ela se traduise aussi par une diversité dans l'espae paramétrique : à ondition que leproblème étudié ait une ertaine robustesse (i.e. une sensibilité réduite des objetifs relativementaux paramètres), la diversité dans l'espae objetif implique plus failement la diversité dans l'es-pae paramétrique que la relation inverse (deux on�gurations paramétriques nettement di�érentespeuvent onduire au même résultat ar les objetifs peuvent être des fontions surjetives).Son prinipal avantage par rapport à une approhe de type "sharing" est qu'elle ne néessiteauun réglage par l'utilisateur. On notera que par sa dé�nition, ette méthode est impliitementliée au traitement d'individus appartenant à un même front au sens de Pareto. L'appliquer à desindividus appartenant à plusieurs fronts introduit une erreur de mesure qui tient ompte de la



E.7. Traitement des ontraintes 315distane entre fronts, e qui n'est évidemment pas un ritère très pertinent dans un proessusitératif d'optimisation, notamment en �n d'optimisation quand les fronts sont assez resserrés.Pour les individus de bord, qui n'ont par dé�nition pas de voisins les enadrant, on attribue unedistane arbitraire, généralement prise à +∞.E.6.3 Limites d'utilisation de es méthodesCes deux méthodes de préservation de la diversité sou�rent d'un défaut majeur. En e�et, ellesfont intervenir, simultanément et sans distintion, tous les paramètres ou tous les objetifs. Or,selon le problème onsidéré, il peut exister des éarts onsidérables entre es derniers, amenant unproblème d'homogénéité en terme d'ordre de grandeur. Une fois de plus, il est néessaire d'adimen-sionner les grandeurs traitées pour éliminer e problème. Pour la "rowding distane", la solutionproposée par [31℄ est d'adimensionner haque fontion objetif par la valeur maximum renontréesur le front traité. Pour le "sharing", le problème est un peu plus omplexe à résoudre dans la mesureoù on ne onnaît pas forément de valeurs limites des paramètres. On peut néanmoins utiliser unevaleur moyenne de haque paramètre.E.7 Traitement des ontraintesLa gestion des ontraintes par les algorithmes génétiques n'a pas enore été abordée. Or etaspet peut être assez problématique ave les algorithmes génétiques (et plus généralement ave lesméthodes évolutionnaires) dans la mesure où es derniers ne sont pas limités dans leur reherhe.Comme on l'a vu préédemment, quelques essais ont été faits au niveau des opérateurs pour éviterde générer une solution qui soit en dehors de la plage paramétrique autorisée, mais il n'existeen revanhe auune méthode pour prendre en ompte les ontraintes de type inégalités/égalitésdé�nies par les relations gj et hk dans le problème général (4.1). Il est don néessaire de modi�erou d'ajouter des étapes dans le traitement algorithmique pour traiter le problème.On parlera alors d'individus faisables ou infaisables (ou bien irréalistes) selon qu'ils satisfont ounon à toutes les ontraintes imposées. Pour les individus infaisables, on désignera par violations deontraintes les éarts observés par rapport au ritère. Quel que soit le type de ontrainte onsidéré,'est à dire égalité ou inégalité, la violation de la ontrainte Γ peut s'érire selon les onventionsdonnées en (4.1) : violationΓ(x) = |Γ(x)|Insistons sur le fait que pour les inégalités, on a Γ(x) = g(x) si et seulement si g(x) < 0, soit uneviolation e�etive, sinon Γ(x) = 0. On peut onsidérer que les inégalités onstituent des ontraintes"faibles", au ontraire des égalités. On remarquera que toute égalité peut se traiter exatement viadeux inégalités ou bien de manière approhée via une seule inégalité.La première possibilité de traitement des ontraintes par un algorithme génétique est fort simple :elle onsiste à rejeter toute solution infaisable. Cette séletion est faite prinipalement au niveau dela phase de reprodution [22℄. En pratique, si un enfant est jugé infaisable, il est éliminé au pro�td'un de ses parents. Cette approhe pose néanmoins une di�ulté majeure : dans un problème pourlequel il existe beauoup de ontraintes, trouver un individu qui les satisfasse toutes peut être arduet ave une telle approhe, la population risque de ne jamais évoluer. Il est don néessaire d'utiliserune approhe plus �exible pour traiter e�aement une grande variété de problèmes.



316 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesLa deuxième voie envisageable est une réériture du problème. En e�et, pour les ontraintesdé�nies analytiquement par une relation d'égalité, on peut éliminer ertains paramètres : supposonsque la ki-ème ontrainte soit dé�nie par :
hk(x) = 3x1 + x2

2 − x3x1 = 0De manière évidente, en imposant que x2 =
√
x3x1 − 3x1, on est assuré que x véri�era etteontrainte. Pour k ontraintes exprimées, on peut éliminer de l'espae de reherhe k paramètres.Pour haque individu non faisable, une fois que les k valeurs orretes ont été déterminées, il existedeux possibilités de traitement :

• Soit l'individu est réparé diretement, 'est-à-dire que les paramètres défetueux sont rempla-és. On parle alors de réparation "lamarkienne". Les individus orrigés sont alors remis dansla population
• Soit il ne subit pas de modi�ation de son génome. En revanhe, les valeurs orrigées sontutilisées pour le alul des di�érents objetifs et ritères [123℄. L'approhe, quali�ée de "bald-winienne" établit une analogie biologique ave les gènes réessifs : la mauvaise valeur duparamètre est onsidérée omme réessive. Loalisée dans les hromosomes de l'individu, elleest dominée par la bonne valeur, odée dans un hromosome virtuel (il n'est physiquementpas érit) et elle ne s'exprime don pas. En revanhe, e paramètre peut être modi�é par lesdi�érents méanismes évolutionnaires et peut (on l'espère) onduire à une valeur admissible.Selon [28℄, l'approhe lamarkienne est moins e�ae que son homologue, malgré sa simpliitéd'implémentation.Quel que soit le mode de réparation hoisi, ette tehnique présente ependant deux inonvé-nients majeurs. En premier lieu, elle est inapable de traiter des ontraintes exprimées sous formed'inégalités. De fait, le hamp d'appliation est plut�t réduit ar e type de ontrainte est le plusrépandu.En deuxième lieu, l'élimination de paramètres peut aussi être di�ile. En e�et, dans l'exempledonné préédemment, on suppose que x2 est positif, e qui n'est pas forément le as. Du point devue mathématique, on se limitera don aux paramètres exprimables sans équivoque en fontion desautres. D'autre part, il est néessaire de faire des hoix si jamais plusieurs paramètres sont éligibles.En onséquene, e type de tehnique ne peut être appliqué qu'au as par as, ave un soinpartiulier apporté à la reformulation qui demandera un travail de la part de l'utilisateur.La troisième approhe, et sûrement la plus populaire, est l'utilisation d'une pénalité liée à laviolation de ontrainte. En prinipe, ela revient à pénaliser un individu qui ne respeterait pas lesontraintes, et individu étant ensuite moins failement séletionné et don potentiellement éliminéde la population. La méthode est à e titre généralement appliquée avant les phases de séletion.Cette tehnique est dérivée de l'agrégation de fontions objetifs. Comme généralement il n'existepas de relation hiérarhique ni de similitude évidente entre ontraintes et objetifs, il est néessairede ondenser toutes les violations dans un seul salaire. On dé�nit ainsi la pénalisation des di�érentsobjetifs :

fpénalitéi (x) = fi(x) − ri
∑

j

|g(x)| (E.22)Le veteur de pondération r = (ri) est spéi�é par l'utilisateur. Il sert à assurer une ohéreneen ordre de grandeur entre les objetifs et les violations. On remarquera la similitude de l'équa-tion (E.22) ave une approhe de type Lagrangienne pour un problème ontraint. Ii, le terme de



E.7. Traitement des ontraintes 317ontrainte présent dans le Lagrangien est remplaé par le terme de violation des ontraintes, le mul-tipliateur de Lagrange variable étant remplaé par la onstante r. Sous ette forme, on supposeraen outre que les termes de violation gj sont adimensionnés pour ne pas introduire de disparité parmiles ontraintes.Le réglage de r est ritique, et e à deux niveaux.
• Au premier niveau, si on hoisit r tel que |r| est faible, la pénalité sera globalement faibleau risque de négliger les ontraintes. A l'opposé, un r trop fort va sur-pénaliser les solutionsinfaisables et on risque de retrouver les problèmes inhérents à la première approhe.
• Au seond niveau, la donnée de haque ri est elle aussi problématique. La disparité entrees oe�ients va générer une di�érene de traitement pour les objetifs, le risque étant d'enprivilégier ertains. Le front de Pareto obtenu à onvergene se basant sur les fpénalitéi , onomprend que de ette manière il est possible d'introduire un biais réduisant ou déformant le"vrai" front de Pareto.Le paramètre r doit don être réglé �nement en fontion du problème traité, e qui néessite unertain nombre de tests préparatoires. Dans es onditions, la méthode perd un peu d'intérêt.Certains auteurs [78, 131℄ ont proposé des variations sur ette tehnique pour inlure un réglagedynamique de r, faisant ého au as où un des objetifs hangerait notablement. Dans l'ensemble,les méthodes dynamiques restent peu appliquée dans la plupart des études.La dernière grande lasse de traitement des ontraintes herhe à éviter les défauts préédents.Pour ela, il est néessaire de déoupler violation des ontraintes et objetifs. En faisant ela, onrend l'utilisation du veteur r inutile, et il est même possible de se passer de l'agrégation desviolations. Conrètement, il su�t de remplaer les opérateurs de séletion lassique par des versionsplus évoluées prenant en ompte la satisfation des ontraintes. Shématiquement, on peut résumerles di�érents opérateurs proposés dans la littérature par les règles suivantes. Pour omparer deuxindividus :1. Si les deux entités sont faisables, on fait un appel à un ritère lassique, généralement le rangde Pareto.2. Si l'un des deux individus est infaisable il est rejeté.3. Si les deux sont infaisables, on fait appel à une omparaison sur la violation de ontraintes.Les di�érenes qui apparaissent ensuite entre les méthodes de e type résident essentiellementdans la dé�nition préise des ritères de hoix pour les as 1 et 3. La méthode de Jiménez et al.[93℄ fait par exemple intervenir des ensembles annexes de solutions faisables (as 1) ou infaisables(as 3) pour omparer ave les deux individus séletionnés pour le tournoi. Si es derniers s'avèrentéquivalents au regard de ette omparaison, on utilise alors un ritère supplémentaire omme lesmesures de sharing pour faire le hoix �nal.Le tournoi de Ray et al. [152℄ fait quant à lui intervenir un triple lassement de tous les in-dividus : un lassement de Pareto sur les objetifs, un lassement de Pareto sur les violations deontraintes (les individus faisables étant de rang 1), et en�n un lassement de Pareto sur les ob-jetifs et les violations simultanément. Dans ette dernière approhe, il n'est même pas néessaired'adimensionner les violations pour e�etuer les lassements. On trouvera un aperçu assez ompletdes di�érentes méthodes dans l'ouvrage de Deb [28℄.La fore de ette dernière lasse de traitement réside dans sa généralité. Elle ne néessite en e�etpas de réglage partiulier de la part de l'utilisateur et peut don être appliquée sans trop d'e�ortsà nombre de problèmes.



318 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesE.8 Algorithmes distribués, hiérarhiques et multi-niveauxIl est onnu que le plus gros frein à l'utilisation des algorithmes génétiques en ingénierie est leuronsommation importante de ressoures. En e�et, les algorithmes génétiques travaillent en généralsur des populations de l'ordre de quelques entaines d'individus. Chaune des solutions doit fairel'objet d'une évaluation pour que le proessus puisse ontinuer. Or, dans ertains domaines et pluspartiulièrement en méanique des �uides, le alul de la solution est très oûteux en temps et enressoure informatique. Il n'est pas rare d'avoir des aluls longs de plusieurs jours pour obtenirun hamp aérodynamique raisonnablement onvergé. Multiplié par le nombre d'individus et degénérations, le problème devient vite insurmontable.La première tehnique utilisable est l'approhe distribuée [99℄. Elle est alquée sur le développe-ment du alul sienti�que parallèle. En pratique, on ne onsidère plus une seule grosse population,mais un ensemble de sous-populations reliées entre elles par un graphe à dé�nir. Chaque sous-population est soumise à évolution pendant un ertain laps de temps, généralement appelé époque.A la �n de haque époque, les sous-populations éhangent des informations ave leurs voisines,en transmettant par exemple les meilleurs individus trouvés. L'avantage de la méthode est qu'elleutilise des populations plus petites, et elle semble demander moins d'évaluation qu'un algorithmegénétique lassique pour onverger [187℄. Un autre point intéressant émergeant de ette méthodeest la possibilité d'employer di�érents algorithmes génétiques pour traiter les sous-populations :en réglant spéi�quement haun relativement à la population traitée, on peut ainsi optimiser laonvergene.A�n de gagner en e�aité, Sefrioui et Périaux [165, 66℄ ont imaginé de onstruire des algo-rithmes ave une struture hiérarhisée. Le ÷ur de leur méthode est d'utiliser plusieurs niveauxd'approximation pour l'évaluation des individus. Ii aussi, on onsidère plusieurs sous-populationsévoluant indépendamment pendant des périodes puis subissant des phases d'éhanges. Ces sous-populations sont maintenant lassées par niveaux selon un arbre binaire. En bas de l'arbre, onutilise des solveurs très approximatifs pour évaluer les individus. Au fur et à mesure qu'on montedans l'arbre, les solveurs sont a�nés, le dernier niveau ayant idéalement le solveur le plus préispour proéder à une optimisation �ne. Dans le adre du alul numérique, on peut parfaitementutiliser plusieurs niveaux de ra�nement de maillage pour réer plusieurs niveaux d'évaluation.La �gure suivante (Fig. E.12) montre un algorithme à trois niveaux pour lequel on a hoisi degarder des sous-populations de tailles égales.

Fig. E.12 � Algorithme à struture hiérarhiquePendant les phases d'éhanges, les meilleurs individus sont opiés vers les niveaux supérieurs où



E.8. Algorithmes distribués, hiérarhiques et multi-niveaux 319ils sont alors réévalués pour avoir une meilleure estimation de leur adaptation. Les pires individussont aussi transmis vers les niveaux inférieurs.De ette manière, on e�etue en bas de l'arbre une exploration de l'espae : la population desniveaux inférieurs est beauoup plus importante, don plus à même de reouvrir l'intégralité de lasurfae. Pour autant, grâe aux solveurs approhés, ette exploration n'est pas très oûteuse. Deette exploration, on ne retient que les zones semblant optimales, lesquelles sont transmises auxniveaux supérieurs. Ces zones, qui représentent un nombre plus restreint d'individus, sont alorsévaluées et optimisées plus �nement. Dans le niveau �nal, seuls les individus sur le front de Paretosont traités et optimisés très �nement, e qui demande un e�ort de alul global assez faible enraison de la faible taille de la population. C'est bien évidemment la population de e dernier niveauqui onstitue le résultat de l'optimisation.Les auteurs ont en outre proposé une petite modi�ation de leur méthode. Ils reprennent l'idéed'algorithmes distints apparue dans les méthodes distribuées. De ette façon, on peut alors renforerle aratère exploratoire des niveaux inférieurs, en introduisant une probabilité de mutation forte parexemple, et privilégier uniquement l'optimisation dans les étages supérieurs. De manière générale, onremarquera que ette approhe hiérarhique est oneptuellement prohe de la tehnique multigrilleen alul lassique.Les algorithmes hiérarhiques font partie d'une lasse plus générale, elle des algorithmes multi-niveaux [57, 97℄. Les algorithmes multi-niveaux se partagent selon trois "modes" prinipaux :
• évaluation : les algorithmes hiérarhiques tels que présenté préédemment
• méthode de reherhe : les algorithmes hybrides
• paramétrisation : les algorithmes à paramétrisation multiple

Fig. E.13 � Algorithmes Multi-niveaux (Reproduit de Kampolis,2008)Dans les deux derniers modes, on soulignera qu'il est possible de garder une notion de hiérarhie.Les algorithmes hybrides font intervenir à la fois une optimisation de type génétique et une approhedirete. L'approhe direte assure la onvergene rapide de quelques individus vers un optimum, lesméanismes génétiques permettant de ne pas rester piégé par les optima loaux.Dans l'approhe à paramétrisation multiple, on hoisit de supprimer ertains paramètres enfontion du niveau. Cei est surtout valable quand le problème présente beauoup de paramètres.En onséquene, ertains niveaux ne traitent que quelques variables, d'autre traitent tous les pa-ramètres. Les premiers niveaux génèrent don des optima sur des problèmes restreints, lesquels



320 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquessont ensuite repris sur des problèmes de plus en plus omplets pour aboutir à la solution du vraiproblème. Cette tehnique est généralement appliquée au problème d'optimisation de forme.E.9 Evaluation des individusDans les parties préédentes, on a toujours supposé qu'il était possible d'obtenir simplementune évaluation des individus onsidérés a�n de poursuivre l'optimisation. On se restreindra iivolontairement aux as impliquant une simulation numérique pour e�etuer l'évaluation, mais onpourrait généraliser sans erreur la problématique aux as expérimentaux. Cette hypothèse est valabletant que le problème traité est simple, tant du point de vue de la physique que de la préision requise.Cependant, en méanique des �uides, et plus généralement dans les domaines faisant appelà la résolution d'équations non linéaires pour la simulation des phénomènes physiques, le termesimple n'est pas de mise. La résolution des équations de Navier-Stokes se fait itérativement, aveun temps de onvergene plus ou moins long selon la omplexité de l'éoulement onsidéré. De plus,les exigenes atuelles sur la �délité de la modélisation impliquent l'utilisation de maillages de plusen plus �ns et don lourds, e qui ralentit enore plus la simulation. Pour une simulation RANSsur une géométrie "industrielle" (aube de ompresseur ou turbine, vanne, injeteur, et...), il n'estaujourd'hui pas rare de devoir attendre plusieurs jours avant d'atteindre un niveau de onvergeneautorisant une exploitation �able, e qui représente un oût non négligeable.Selon la méthode d'optimisation utilisée, on peut ou non se permettre d'envisager une simulationdirete. Par exemple, pour une méthode direte e�ae, et en supposant que la on�guration initialene soit pas trop éloignée d'un optimum, l'optimisation se fera idéalement en quelques pas. Si laon�guration ne néessite que quelques heures de simulation, la tehnique reste réaliste. A l'inverse,s'il est néessaire de faire beauoup d'itérations, la simulation direte de haque individu devientvite utopique.Bien que méthodes diretes et évolutionnaires soient toutes soumises à e problème, les dernièresy sont les plus sensibles. On se rappellera que les méthodes métaheuristiques en général, et lesalgorithmes génétiques en partiulier, font appel à des populations de plus ou moins grandes tailles.Des groupes de plusieurs entaines d'individus ne sont pas exeptionnels et sont de plus reommandéspour garantir la onvergene de l'optimisation vers le front de Pareto. A haque itération, on peutdon réer plusieurs entaines de nouveaux individus, et il est souvent (toujours) néessaire de traiterun grand nombre de générations. Pour une seule optimisation, un algorithme génétique performanttraitera plusieurs milliers d'individus avant d'aboutir à la population optimale. Pour ette raison,il est aujourd'hui bien onnu que les algorithmes génétiques sont inexploitables en méanique des�uides s'ils n'ont pas fait l'objet d'une modi�ation sur la phase d'évaluation.Il n'y a pas beauoup de solutions au problème posé par la phase d'évaluation. Soit on aeptede simpli�er le problème en adoptant par exemple une modélisation plus simple (Euler au lieu deNavier-Stokes, maillage beauoup plus grossier, ...) e qui n'est souvent pas possible, soit on utiliseune méthode approhée pour évaluer les individus. C'est ette deuxième voie que l'on présentemaintenant.E.9.1 Approhe paramétriqueDans ette tehnique d'évaluation, on déterminera les aratéristiques des individus au moyend'un modèle donnant les variations de haque objetif autour d'un point de référene. Il s'agit de la



E.9. Evaluation des individus 321mise en ÷uvre et de l'exploitation du résultat de la paramétrisation tel qu'il peut être obtenu aveun solveur omme Turb'Opty. Il s'agit fondamentalement d'une extrapolation puisque toutes lesdonnées néessaires à la reonstrution sont déterminées en un point, e point étant le seul faisantl'objet d'une évaluation préise direte. On ne reviendra pas sur les di�érentes tehniques de reons-trution présentées auparavant, haune présentant des avantages ertains selon le omportementdes objetifs à reonstruire.En émettant l'hypothèse que la physique simulée ait un omportement polynomial d'ordre faible,ette tehnique permet de reonstruire ave une série de Taylor une approximation de haque obje-tif. Si on suppose par exemple que tous les objetifs ont un omportement quadratique relativementaux paramètres, il est possible d'obtenir une reonstrution exate de es ritères via une série deTaylor à l'ordre 2. Dans le as général, l'erreur sera d'autant plus grande que l'individu testé seraéloigné du point de référene.Comparativement aux interpolations présentées ensuite, l'avantage de l'extrapolation est bienévidemment de ne néessiter qu'un seul point de référene, ave plus ou moins de dérivées. Laquestion de l'éhantillonnage néessaire à l'interpolation ne se pose pas ii, e qui réduit de faitl'intervention humaine et les biais qu'elle peut engendrer dans la reonstrution. La seule limitationest alors le nombre d'informations disponibles au point de référene ou plus prosaïquement le nombrede dérivées, lequel détermine la préision de la reonstrution en tout point de l'espae paramétrique.E.9.2 Modélisation interpolatrie de la populationDans ette deuxième lasse générale, l'évaluation des individus se fait sur la base d'un modèlesur plusieurs individus. En e�et, on supposera qu'on dispose au départ d'un ensemble d'individusde référene (aussi appelés éhantillons) pour lesquels les di�érents objetifs sont onnus de manièrepréise. On onstruit ensuite une modélisation analytique de la population à partir de et ensemble.Cette lasse est désignée génériquement dans la littérature par le terme métamodèle.Les métamodèles relèvent tous d'une interpolation, plus ou moins omplexe et préise : puisqu'onne onnaît que la valeur des objetifs pour haque individu, une modélisation pertinente ne pourraêtre mathématiquement déterminée qu'ave une fontion imitant quelques individus de référene.La problématique de la onstrution de l'éhantillonnage initial ne sera pas abordée en détail ii.On supposera dans le as général que l'éhantillonnage est aléatoire, mais il est parfois obligatoired'imposer des ontraintes de répartition a�n de garantir une bonne approximation.E.9.2.1 Surfae de réponseLe modèle interpolatoire le plus simple et le plus ourant est bien évidemment la surfae deréponse [141, 170℄. De manière lassique, on reproduit les fontions objetifs f par des polyn�mes
f̃(x). Si on hoisit une reonstrution ubique, on a ainsi :

f̃SR(x) =a0 + a1x1 + a2x2 + ...+ aPxP

+ a11x
2
1 + a12x1x2 + ...+ a1Px1xP

+ ...+ aPPx
2
P

+ a111x
3
1 + a112x

2
1x2 + ...+ aPPPx

3
p

(E.23)Les oe�ients ai, aij et aijk étant déterminés par rapport à une population de référene pourlaquelle on dispose déjà d'évaluations. Le alul des oe�ients est généralement e�etué par unerégression aux moindres arrés, 'est à dire en minimisant ∥∥∥f̃(x) − f(x)
∥∥∥

2
.



322 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesL'utilisation d'une surfae de réponse soulève plusieurs problèmes. Tout d'abord, il est nées-saire du point de vue mathématique de disposer au moins d'autant d'éhantillons de référene quede oe�ients a�n d'éviter une indétermination. Cette ontrainte est très vite limitante puisquepour P paramètres, une modélisation linéaire utilise par exemple P + 1 oe�ients, une approhequadratique 1 + 2P + (P − 1)!. Quand P augmente, on doit ainsi fournir très vite un grand nombred'éhantillons : la seule onstrution de la population de référene demande alors un nombre nonnégligeable de aluls par solveur lassique et on perd ainsi l'intérêt de l'utilisation d'un métamodèle.Le deuxième inonvénient de ette méthode est qu'elle implique une hypothèse sur la omplexitéde la vraie physique. Il est évident qu'une surfae de réponse linéaire appliquée à une fontion globa-lement quadratique va générer une erreur d'évaluation onséquente, l'erreur s'ampli�ant enore si lafontion est ubique. Or, es deux omportements sont assez représentatifs de e qu'on peut obser-ver en méanique des �uides (ave bien évidemment des omportements d'ordre enore plus élevé).Cette remarque, ouplée à l'observation préédente relative au nombre d'éhantillons néessaires,montre lairement que ette tehnique n'est pas adaptée à un as d'optimisation en méanique des�uides : le as d'optimisation général étant fortement multi-paramétrique ave une physique nonlinéaire, on doit soit privilégier la failité de mise en ÷uvre au détriment de la préision, soit laréiproque.En revanhe, les surfaes de réponse présentent un gros avantage lors de l'utilisation de méthodesdiretes. De par leur onstrution analytique, il est possible d'obtenir failement des informationstelles que le gradient en tout point en dérivant diretement l'expression. De ette manière, onobtient les dérivées suessives du modèle sans l'erreur de tronature introduite, par exemple, parune di�érene �nie.E.9.2.2 KrigingLa deuxième lasse de métamodèle ouramment utilisée est elle du Kriging (Krige,[109℄). Al'origine utilisée en géologie pour prédire les onentrations de minerai à partir de prélèvementspontuels, la méthode a été étendue aux problèmes d'interpolation généraux et elle est aujourd'huitrès répandue en optimisation [110, 187, 56℄.La tehnique du kriging est fondamentalement assez prohe d'une surfae de réponse mais sedistingue par deux points essentiels :
• En premier lieu, les éhantillons de référene sont reonstruits de manière exate.
• La méthode fournit aussi une évaluation de l'inertitude de reonstrution en haque point.La tehnique du kriging vise à approher haque objetif selon la formule suivante :

f̃(x) =
∑

j

ajgj(x) + h((x) (E.24)L'approximation est ainsi déomposée en deux parties distintes.La première partie est une régression linéaire omposée de j fontions, j étant arbitrairement�xé. La somme peut être remplaée sans erreur par un polyn�me de degré arbitraire. Cette partieest utilisée pour apter les grandes tendanes de la population modélisée. A e titre, on peut utiliserune approhe de type surfae de réponse pour déterminer les fontions. Toutefois, [126℄ et [170℄rapportent que la fontion onstante g = 1 est quasiment toujours utilisée. Dans e dernier as, ditkriging ordinaire, on ne retient alors que la valeur moyenne de l'objetif traité.La deuxième partie de la déomposition est un modèle de proessus aléatoire Gaussien à moyennenulle. Ce "bruit" est utilisé de manière à e que, pour haque éhantillon de référene, on ait
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f̃(x) = f(x). La ovariane de h est supposée être de forme gaussienne [170℄. La onstrution dumodèle qui s'en suit est assez omplexe, tant du point de vue mathématique qu'algorithmique et nesera pas détaillée ii. On se réfèrera aux di�érents artiles ités pour des exemples de onstrution.On préisera seulement que f̃ est onçue pour être le meilleur estimateur linéaire, non biaisé de f .Cei implique notamment les relations suivantes :

∃wj tels que f̃(x) =
∑

= jwj(x)f(x)il n'existe pas de biais en moyenne : E(f̃(x) − f(x)) = 0le meilleur estimateur véri�ant E [(f̃(x) − f(x))2
]

= 0Une des aratéristiques intéressantes du kriging est qu'elle fournit à l'utilisateur une estimationde l'inertitude pour haque individu traité. Cette dernière est de la forme [56℄ σ(1−cT (x)C−1c(x)),où les c et C sont respetivement le veteur d'auto-orrélation de la population de référene et lamatrie de orrélation de ette même population. Pour les individus de référene, ette inertitudeest bien évidemment nulle. On peut alors traer la ourbe interpolée et l'enveloppe orrespondantà l'inertitude omme sur la �gure (Fig. E.14).

Fig. E.14 � Reonstrution par KrigingLe fait de disposer de ette inertitude permet, au sein d'une approhe mixte faisant intervenir àla fois des solveurs standard et un métamodèle, d'établir si le nouvel individu doit faire l'objet d'uneévaluation préise. Si un individu prometteur est par exemple trouvé au maximum d'inertitude, ilest pertinent de véri�er que le résultat prédit est �able. De manière plus générale, le kriging peutservir pour redé�nir l'objetif en posant la fontion de mérite [179℄ :
m(x) = f̃(x) − ρp(x) (E.25)où p est l'inertitude et ρ un oe�ient. En optimisant le mérite, on séletionne alors les individusprésentant une faible approximation de l'objetif ou une très grande inertitude. On se base alorssur l'idée (optimiste) que les individus inertains seront généralement meilleurs que la préditionqui en est faite. On peut ainsi retrouver des zones optimales qui auraient été perdues par la simpleinterpolation. Ce as est illustré sur la �gure (Fig. E.15) où la fontion exate est représentée entrait plein, l'approximation et l'enveloppe étant en pointillés. L'optimum loal A est bien dérit parles deux fontions, mais du fait d'un manque de points, la zone B n'est pas optimum du point devue de l'approximation. Si on onsidère en revanhe le mérite, et don l'enveloppe d'inertitude, onpeut retrouver un optimum en B, même si e dernier reste alors loal, ontrairement à la réalité.
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Fig. E.15 � Détetion d'un optimum par une approhe au mériteL'optimisation par le mérite n'est totalement pertinente que si elle entraîne de temps à autrel'évaluation préise de quelques individus pour realer l'interpolation. Dans le as ontraire, onrestera indé�niment soumis à l'inertitude et il peut apparaître de faux optima uniquement généréspar l'utilisation optimiste de l'inertitude.Outre les limites inhérentes à une tehnique d'interpolation, la plus grosse di�ulté limitantl'emploi du kriging reste la détermination de la fontion d'interpolation. Le alul des di�érentsoe�ients peut s'avérer extrêmement oûteux en temps pour haque objetif, d'autant plus que lenombre de paramètres est élevé. Cette tehnique est don généralement utilisée pour des optimisa-tions simples.E.9.2.3 Réseaux de neurones arti�ielsLes réseaux de neurones les plus lassiques (parfois appelés "multilayer pereptrons") sont unelasse d'interpolateurs onstruits initialement pour imiter le fontionnement du erveau, notammentpour des appliations telles que l'analyse d'image ou de son. Comme leur nom le suggère, ils sont engrande partie alqués sur la struture du erveau. L'unité de base des réseaux est don le neurone.Les neurones sont organisés en ouhes suessives. Dans un réseau à propagation desendante (lesplus ourants), haque neurone reçoit des informations des neurones de la ouhe préédente, esinformations étant additionnées en un signal unique. Selon une loi dé�nie, le neurone va ensuitepropager ou non une version modi�ée de e signal.On distingue prinipalement trois niveaux dans la struture :1. la ouhe d'entrée sur laquelle sont spéi�ées les P valeurs des paramètres d'un individu2. une ou plusieurs ouhes "ahées"3. la ouhe de sortie délivrant les approximations des I objetifs.La première ouhe ahée reçoit diretement les paramètres, la dernière émettant des signauxqui en se ombinant donne les valeurs des objetifs. La struture lassique d'un réseau de neuronesest représentée sur la �gure suivante (Fig. E.16) pour deux niveaux ahés.Le premier point important pour le fontionnement du réseau de neurones est l'agrégation dessignaux. Le signal reçu par haque neurone est en fait une somme pondérée de tous les signauxissus de la ouhe préédente. La justi�ation de la pondération est évidente si on onsidère qu'unobjetif est par exemple fi(x) = x1. Pour obtenir le traitement le plus simple possible, il doit exister
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Fig. E.16 � Struture d'un réseau de neuronesune haîne de neurones qui ne prenne en ompte que le seul signal x1. De manière plus générale,la pondération wij permet de aratériser la plus ou moins grande dépendane de haque objetifrelativement à haque paramètre. Il est aussi possible d'inlure un biais bi sur haque neurone a�nd'introduire des variables de réglages supplémentaires. Dans le as le plus général, haque neurone
j reevra don le signal :

sj =
∑

k∈ouhe amontwjkSk + bj (E.26)où Sk est le signal émis par le neurone k.Il existe d'autres formules de onnexions, notamment le sigma-pi de Feldman et Ballard [49℄où les signaux entrants se multiplient entre eux, mais ette règle ne donne pas toujours de bonsrésultats dans le as général.Le deuxième point important est la fontion de transfert des neurones qui permet la modi�ation
Sj = H(sj). Il existe une multitude de fontions de transfert possibles [111, 8℄ omme un éhelon,une fontion linéaire ou la fontion sigmoïde :

Hsigmoïde(s) =
1

1 + e−s.C

C étant une onstante réglable par l'utilisateur (Fig. E.17). Le onsensus général semble s'être établiautour de ette dernière fontion ar elle permet de générer un traitement assez voisin de l'éhelontout en assurant une variation ontinue.
Fig. E.17 � Struture d'un neurone et fontion de transfert sigmoïdeIl est possible de montrer que les réseaux de neurones sont en théorie apables de reproduiren'importe quelle fontion ontinue de RP dans RI grâe au théorème de superposition de Kolmo-gorov [113℄. Selon e théorème [187, 73℄, toute fontion ontinue peut être représentée de manière



326 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesexate par un réseau de neurones à trois niveaux ahés, haque niveau omprenant 2p+1 neuronesave des fontions de transfert non-linéaires. L'utilisation d'une fontion sigmoïde est ii onseilléepuisqu'elle introduit un omportement en puissane symbolisé par la omposition des exponentiellesdes niveaux suessifs.Une fois les dimensions du réseau dé�nies par l'utilisateur et par le problème étudié, il reste à�xer les poids wjk et, le as éhéant, les bj. Cette étape est souvent e�etuée itérativement par unproessus d'apprentissage supervisé qui voit la omparaison entre la prédition du réseau et la vraievaleur pour l'ensemble des éhantillons de référene. Bien évidemment, la taille de la populationde référene doit être en adéquation ave le nombre d'inonnues du problème pour éviter touteindétermination. La tehnique de propagation inverse est la plus utilisée : shématiquement, haqueindividu est soumis au modèle, l'information se propageant de l'entrée vers la sortie pour générerles valeurs des objetifs. L'erreur d'estimation est ensuite propagée en sens inverse, entraînant aupassage la modi�ation des oe�ients. Il existe néanmoins un grand nombre d'algorithmes possiblespour e�etuer la phase d'apprentissage, ave un traitement plus ou moins progressif de la mise àjour des poids [57, 56℄. L'apprentissage est souvent e�etué préalablement à l'optimisation, mais ilest aussi possible d'y proéder en ours de onvergene. On utilise alors plusieurs populations deréférene, ertaines ne servant que pour le test du réseau et non pas pour l'apprentissage.Les réseaux de neurones sont bien adaptés à la modélisation de fontions ontinues. On remarqueen outre qu'ils sont apables de fournir simultanément tous les objetifs, à la di�érene d'une surfaede réponse. Il est aussi possible d'extraire les valeurs des dérivées de haque objetif approhé pourdes réseaux ave peu de niveaux, la tâhe devenant ependant très fastidieuse au fur et à mesureque le réseau grossit. Ces interpolateurs se prêtent de plus assez bien à une onstrution "en ligne",'est-à-dire à un apprentissage en parallèle du proessus d'optimisation. En ontrepartie, ils peuventparfois être déliats à régler, demandant une ertaine qualité de la population d'éhantillons. Unautre défaut possible vient de la multipliité des sorties : il n'existe pas de moyen simple de orrigerspéi�quement une seule sortie. Si une des approximations est par exemple notablement erronée (lesautres étant orretes), ompte tenu de la struture en ouhes suessives ave une interdépendaneforte des neurones entre haque niveau, la orretion de l'erreur risque de dégrader les autres sorties.Pour remédier à e dernier problème on utilise plusieurs réseaux de neurones, haun ne traitantqu'un objetif, mais ela va à l'enontre de la simpliité et de l'e�aité algorithmique.E.9.2.4 Radial Basis FuntionIl existe une autre atégorie d'interpolateurs reprenant les prinipes généraux des réseaux deneurones baptisés Radial Basis Funtion [72, 187, 56℄. Ils se distinguent des préédents par unegestion di�érente des transferts d'informations entre niveaux, basée sur une notion de distane à unpoint de référene.Pour ommener, les RBF adoptent une struture à plusieurs niveaux dans laquelle on retrouveun niveau d'entrée et un niveau de sortie. En revanhe, il n'existe plus qu'un seul niveau ahéde neurones. A haun de es neurones est assoié un individu de référene cj , lequel est ensuiteomparé ave l'individu à évaluer. La fontion de transfert de haque neurone s'érit alors :
Hj(x) = gj(‖x − cj‖) (E.27)où gj est une fontion de R, ouramment dérite dans la littérature omme la gaussienne e− (x−cj )2

σ2
j .Dans e as, on fait intervenir un rayon σj pour déterminer la zone d'in�uene. Plus σi sera grand,



E.9. Evaluation des individus 327moins le neurone sera séletif quant aux individus traités. La sortie de l'interpolateur est alorsobtenue en e�etuant une ombinaison linéaire des signaux émis par les neurones :
f̃i(x) = bi +

∑

j

wije
− (x−cj )2

σ2
j (E.28)les bi étant des oe�ients de réglage. Au �nal, le alage de l'interpolateur s'e�etue au moyen des

wij , bi et cj . La struture globale est illustrée sur la �gure (Fig. E.18).

Fig. E.18 � Struture d'un réseau RBFHormis le nombre de neurones qui doit être spéi�é à l'avane, le réglage de l'interpolateurs'e�etue globalement omme un réseau de neurones standard [98℄. On retrouve partiulièrement lanotion de propagation inverse de l'erreur pour orriger les di�érents oe�ients.En omparant ette approhe ave le réseau de neurones lassique, on perçoit le aratère plusloalisé du traitement e�etué par haque neurone. Si un individu est trop éloigné de l'individude référene, il sera ignoré par le neurone orrespondant. On voit aussi que les RBF e�etuent unpartitionnement naturel de la population. Le nombre de neurones étant �xé, l'apprentissage du RBFrevient :1. à grouper les individus similaires du point de vue des paramètres. Le réglage porte alors surle positionnement des cj et des rayons σi.2. à dé�nir le mieux possible la valeur des objetifs assoiés à haque groupe via les wij . Il y alà un e�et de moyenne lié au partitionnement.La phase d'apprentissage des RBF est ritique, notamment dans la dé�nition de la populationde référene. Imaginons que l'interpolation ne porte que sur un seul objetif, et que la population deréférene xr soit très dispersée dans l'espae paramétrique. Si de plus il y a autant d'individus quede neurones, il existe une solution triviale et exate pour le réglage : cj = xr et σj quelonque. Dansette on�guration, un nouvel individu qui tomberait entre deux individus de référene pourraitalors être ignoré purement et simplement par tous les neurones, aboutissant ainsi à une valeur nullepour l'objetif.Ce dernier exemple montre que les RBF doivent être éduqués dans la mesure du possible sur despopulations nettement plus importantes que le niveau ahé. En outre, il onviendra de s'assurer



328 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiquesque les volumes dé�nis par les sphères de entre cj et de rayon σj se reoupent et reouvrent par lamême la plus grande partie de l'espae paramétrique : dans l'exemple illustré en �gure (Fig. E.18),une grande partie de l'espae de dessin n'est pas dérite par les zones d'ativation.L'intérêt des RBF est d'établir un traitement similaire pour deux individus similaires, e qui peutlimiter les erreurs dans le as d'un phénomène physique variant peu. En revanhe, si le phénomèneest extrêmement sensible à l'un des paramètres, une petite variation de e dernier induira un groséart dans l'objetif réel, mais pas dans son approximation. Cette aratéristique de lissage devraêtre onsidérée soigneusement selon l'algorithme d'optimisation souhaité : on peut supprimer lebruit, e qui est béné�que pour les méthodes déterministes, mais on perd alors en préision.E.9.3 Lien ave les tehniques d'aélération distribuées et multi-niveauxNous avons déjà présenté un ertain nombre de tehniques d'aélération utilisées par les algo-rithmes génétiques. Ces tehniques sont globalement onstruites sur une déomposition en niveauxsuessifs de l'algorithme, que se soit au niveau des paramètres traités, de la méthode de onvergeneou de l'évaluation. On peut légitimement s'interroger sur le ouplage existant entre es tehniqueset les métamodèles présentés.Pour e qui est d'une approhe simplement distribuée, 'est-à-dire dans laquelle on rée arti-�iellement un ertain nombre de sous-groupes qui évoluent indépendamment pendant quelquespériodes, la �nalité est de réduire le nombre d'individus néessaires à la onvergene globale del'algorithme. Il n'existe pas à proprement parler de lien évident ave les interpolateurs, si e n'estque les deux ontribuent à réduire le temps de aluls, le premier en diminuant le nombre d'éva-luations, et les seonds en simpli�ant l'évaluation. L'utilisation simultanée de la distribution et desmétamodèles peut logiquement apporter un gain de temps par rapport aux deux tehniques prisesséparément.De la même manière, les approhes hybrides ou ave plusieurs niveaux de paramétrisation nesont pas diretement liées aux métamodèles. Cependant, pour les approhes hybrides, il peut êtreintéressant d'utiliser plusieurs niveaux d'évaluation. En général, les méthodes diretes ne sont appli-quées qu'aux meilleurs individus, peu nombreux, et peuvent don être ouplées ave des évaluationspréises. L'exploration large de l'espae, assurée par la partie génétique de l'algorithme peut, quantà elle, être ouplée ave un métamodèle puisqu'il n'est pas néessaire dans e as d'être préis. Pourles paramétrisations à plusieurs niveaux, le ouplage ave les métamodèles intervient plut�t dans lesméthodes aessibles. On a vu par exemple que le kriging n'était pas bien adapté aux optimisationsave beauoup de paramètres. Dans ette optique, le kriging pourrait être restreint aux paramé-trisations grossières, les niveaux supérieurs étant par exemple traités ave un réseau de neuronesstandard.Pour une approhe hiérarhique, le lien est en revanhe évident. Comme les di�érents niveaux sedistinguent par leur modèle d'évaluation, on omprend ii très bien qu'ils puissent faire appel à desmétamodèles ou à une approhe extrapolée. Cette dernière approhe se prête partiulièrement bienà l'implémentation des réseaux de neurones (lassique et RBF) et du kriging. Pour les premiers,on a vu qu'il était possible de poursuivre la phase d'apprentissage en ours de onvergene. Pourfaire ela, on utilise une approhe à deux niveaux : le niveau inférieur est oupé par le réseaude neurones, et le niveau supérieur par un évaluateur "préis" (un solveur Euler ou Navier-Stokespar exemple). Les meilleurs individus trouvés par le réseau sont transmis au-dessus, et peuvent par



E.9. Evaluation des individus 329retour servir à mieux éduquer le réseau. Gonzalez et al. [67℄ montrent que l'apprentissage dynamiquepermet une amélioration notable de l'optimisation. Le ouplage du kriging et d'un solveur s'e�etuede la même manière, mais il est spéialement important si on utilise une optimisation au mérite surla base du métamodèle. On a vu que le mérite favorisait les individus ave un bon objetif ou unegrosse inertitude, équivalente à un éloignement des points de référene. Dans e deuxième as de�gure, il est intéressant de véri�er si l'individu présente e�etivement un bon objetif et de modi�erle kriging en onséquene, e qui permettra in �ne de mieux interpoler et objetif et, en éliminantl'inertitude, de onentrer la notion de mérite sur la reherhe des bons objetifs uniquement.La reonstrution des individus par extrapolation ne présente pas les mêmes spéi�ités. Ellepeut être employée sans distintion dans tous les as, l'évaluation initiale des hamps dérivés n'étantpas soumise à un quelonque hangement au fur et à mesure de l'optimisation. Le seul ouplageenvisageable repose sur une réévaluation pontuelle des dérivées, notamment quand la zone dereherhe e�etive se déale vers les limites de la zone initialement envisagée. On obtient alors unenouvelle référene permettant de limiter les erreurs de reonstrution dans son voisinage. Cette miseà jour s'apparente à l'apprentissage progressif des réseaux de neurones.



330 Chapitre E. Opérateurs des algorithmes génétiques



Annexe FMéthodes pour la résolution de systèmeslinéaires reuxOn onsidère ii les tehniques de résolution de systèmes linéaires qui sont très utiles pour laparamétrisation. En e�et, le alul des dérivées par Turb'Opty fait intervenir un système linéairede grande dimension, souvent très reux. Dans ette partie, on abordera plus spéi�quement lesméthodes employées pour résoudre e type de systèmes.Dans la suite, on onsidérera le système linéaire générique suivant :
A.X = B

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn (F.1)où l'inonnue est X.On supposera dans un premier temps que la matrie A est inversible. On a hoisi ii de restreindrela présentation aux systèmes réels, mais il est important de noter que les méthodes de Krylov peuventaussi être onstruites dans le as où A ∈ Cn×n, B,XCn, les résultats qui vont maintenant êtreprésentés étant alors failement transposables au as omplexe.On remarquera qu'il existe deux approhes oneptuellement di�érentes pour résoudre un telsystème linéaire :
• L'approhe direte : on alule A−1 l'inverse de la matrie, et on e�etue ensuite le produit
A−1.B. C'est l'approhe la plus naturelle, mais elle demande un e�ort numérique onsidérable,notamment pour déterminer l'inverse. En pratique, pour des systèmes linéaires de très grandetaille, le oût informatique est tout simplement rédhibitoire et la méthode ne peut don êtreappliquée. En outre, ette approhe peut néessiter de disposer physiquement de la matrie A(à opposer à un programme alulant le produit A.X et ne néessitant don pas la onstrutionexpliite de A) e qui peut là aussi poser des problèmes au niveau de la taille mémoire requisepour le stokage de la matrie.

• L'approhe indirete : il su�t de noter que le problème (F.1) peut aussi s'érire sous la forme
A.X−B = 0. Il s'agit typiquement d'un problème d'optimisation portant sur un "paramètre"
X et un objetif à minimiser dé�ni par la "fontion" f(X) = A.X − B. Pour résoudre eproblème, on peut alors utiliser des méthodes de desente : on passe alors par une série deorretions/évaluations de X pour aboutir à l'optimum qui est ii la solution du système331



332 Chapitre F. Méthodes pour la résolution de systèmes linéaires reuxlinéaire. De ette manière, il n'est besoin ni de aluler l'inverse de la matrie, ni de disposerde ette matrie dans son intégralité. On se ontente d'e�etuer des produits matries-veteursqui sont moins oûteux informatiquement.La deuxième approhe est elle sur laquelle se fondent les méthodes de Krylov. Pour illustrer lesprinipaux méanismes entrant dans les méthodes de Krylov et introduire la notion d'espae deKrylov, on onsidérera l'exemple de la méthode du gradient onjugué.F.1 Méthode du gradient onjugué - espae de KrylovLa méthode du gradient onjugué est une méthode bien onnue en optimisation et qui s'appliqueaux systèmes linéaires ave des matries dé�nies positives et symétriques. On ommenera par dé�nirla notion de veteurs onjugués (par rapport à une matrie) [1℄.Dé�nition F.1 : [Ensemble de veteurs onjugués℄Soit un ensemble �ni de k ≤ n veteurs distints vm. L'ensemble est dit onjugué par rapport àune matrie A réelle symétrique si :
vT
i Avj = 0 ∀i 6= j (F.2)On montre en outre que des veteurs onjugués sont linéairement indépendants, i.e. ∑i αi.vi =

0 ⇒ αi = 0. Ils forment don une base d'un sous-espae spank(vi) (en gardant à l'esprit que
k ≤ n) de Rn. Supposons que l'on herhe la solution X̄ ∈ spank(vi) du problème (F.1). Si ondispose e�etivement d'un ensemble {vi}i=0,..,k−1 de veteurs onjugués relativement à A, puisquees derniers forment une base, on peut alors érire que :

X̄ =

k−1∑

i=0

αivi (F.3)soit enore ave (F.2) et (F.1), pour tout j ≤ k − 1 :
vT
j .A.X̄ =

k−1∑

i=0

αiv
T
j Avi = αjv

T
j Avj = vT

j .(−B) (F.4)On trouve ainsi que les αi s'expriment omme :
αi = − vT

i B

vT
i Avi

= − BTvi

vT
i Avi

(F.5)Pour pouvoir aboutir à la solution du système linéaire, il su�t don de onstruire un veteur X̄ selonles formules préédentes. La formule (F.3) pouvant notamment s'érire sous forme d'une relationréursive :
X0 = 0

X1 = X0 + α0v0

...

X̄ = Xk = Xk−1 + αk−1vk−1 =
k−1∑

i=0

αivi +X0

(F.6)



F.1. Méthode du gradient onjugué - espae de Krylov 333où les αi sont dé�nis par (F.5). Il est possible de reformuler les αi pour mettre en valeur le résidude l'équation(F.1) noté ri = A.Xi −B.A partir de (F.6), on peut ainsi érire que :
(X̄ −X0) =

∑k−1
i=0 αivi ⇔ vT

j A(X̄ −X0) = αjv
T
j .A.vj ∀j ≤ k

(Xj −X0) =
∑j−1

i=0 αivi ⇔ vT
j A(Xj −X0) = 0 ⇔ vT

j AXj = vT
j AX0En onséquene, puisque AX̄ = B = −rj +AXj , on peut don a�rmer :

αj =
vT
j A(X̄ −X0)

vT
j Avj

=
vT
j [(−rj +AXj) −AXj ]

vT
i .A.vj

αj = −
vT
j rj

vT
j .A.vj

(F.7)Cette approhe peut s'interpréter omme une optimisation itérative en k pas, haque pas étantpris selon la diretion vi, la taille du pas étant proportionnelle à l'erreur résiduelle pour (F.1). A eniveau, le problème semble presque résolu. Il ne "reste plus qu'à" trouver l'ensemble {vi}i=0,..,k−1.Ce problème est résolu en appliquant la méthode du gradient onjugué [74, 1, 36℄ dé�nie ommesuit.Pour tout X0,
v0 = −r0

∀i = 0, ..., k − 2




αi =
vT

i .ri

vT
i Avi

Xi+1 = Xi + αivi

βi =
rT
i+1Avi

vT
i Avi

vi+1 = −ri+1 + βivi

(F.8)
Il est possible de montrer que les vi ainsi dé�nis sont bien onjugués. On trouve en outre queles ri sont orthogonaux. Cei permet de simpli�er les expressions de α et β :

αi =
rT
i .ri

vT
i Avi

βi =
rT
i+1ri+1

rT
i ri

(F.9)On peut justi�er l'emploi du terme gradient en remarquant que l'équation (F.1) n'est que la formedérivée par rapport à X de l'expression C −XT .B + 1
2X

T .A.X où C est une onstante. Dans esonditions, le résidu ri de l'équation orrespond don à la valeur du gradient de la fontion aluléen Xi.Il est très intéressant de onstater qu'ave ette méthode, toutes les diretions vi utilisées dé-



334 Chapitre F. Méthodes pour la résolution de systèmes linéaires reuxpendent des préédentes. En érivant les premières itérations, on trouve :



v0 = −r0
⇒ X1 = X0 − α0r0

⇒ r1 = A(X0 − α0r0) −B
= r0 − α0A.r0

⇒ v1 = −r1 + β0v0
= −(1 + β0)r0 + α0Ar0

⇒ X2 = X1 + α1v1
= X0 − [α0 + α1(1 + β0)] r0 + α1α0Ar0

⇒ r2 = r0 − [α0 + α1(1 + β0)]Ar0 + α1α0A
2r0

⇒ ...En pratique, on peut don générer tous les veteurs de desente vi ainsi que la solution à partirde {r0, Ar0, ..., Ak−1r0
}. On introduit ainsi Kk(r0, A) l'espae de Krylov généré par r0 et A. Onsoulignera qu'il existe des espaes de Krylov pour A quelonque.F.2 Méthodes de Krylov généralesDe manière plus générale, on quali�era de méthode de Krylov tout algorithme s'appuyant sur unespae de Krylov pour onverger par approximations suessives vers la solution du système linéaire(F.1) à partir d'une estimation initiale X0 quelonque. Les méthodes de Krylov peuvent aussi êtreenvisagées en terme de méthodes basées sur un ensemble "d'espaes de orretion" suessifs etroissants Ck ⊂ Ck+1 [44℄, la k-ième approximation de la solution du système linéaire étant dé�niepar :

Xk = X0 + ck, ck ∈ CkLa onstrution des espaes de orretion suessifs omme des espaes de Krylov permet une bonnee�aité des méthodes. En e�et, on peut montrer à partir du polyn�me minimal [83℄ que pour toutematrie A non singulière, il est possible d'érire :
A−1 =

m∑

i=1

αiA
ioù m est le degré du polyn�me minimal et les αi sont des oe�ients déoulant de e dernier.En partiulier, si on érit que la solution du système est X = A−1.B, on voit sans peine que Xappartient à l'espae de Krylov Km(B,A). Le hoix le plus ourant est don de générer es espaesà partir du seond membre B. Si de plus m est faible, e qui équivaut à une matrie ayant peu devaleurs propres distintes, on omprend que la méthode est assurée de onverger en peu d'itérations.Il existe deux grandes atégories de méthodes basées sur des espaes de orretion et par exten-sion de méthodes de Krylov :

• les méthodes à résidu minimum : Cette atégorie repose sur une déroissane de la normedu résidu du problème linéaire au ours des itérations. On herhe ainsi une orretion cktelle que ‖rk‖ = ‖A(X0 + ck) −B‖ = ‖r0 +Ack‖ = minc∈Ck
‖r0 +Ac‖. A la limite, on trouve



F.2. Méthodes de Krylov générales 335un résidu nul et don la solution du problème. C'est à ette atégorie qu'appartiennent lesalgorithmes de type GMRES dérits dans la suite. On peut montrer en partiulier que laphase de minimisation vise à onstruire un rk qui est le "reste" de r0 en dehors de l'espae
Wk = A(Ck). Quand k atteint la taille n du système linéaire A(Cn) = Rn, e qui impliqueque r0 ∈ Cn, et don que la solution exate est alors trouvée.

• les méthodes à résidu orthogonal : Cette deuxième lasse est elle à laquelle appartient legradient onjugué. Comme leur nom le suggère, es méthodes progressent vers la solution dusystème linéaire en orthogonalisant le résidu de la k-ième itération par rapport à tous lespréédents. On peut s'assurer de la onvergene de la méthode en remarquant que pour unproblème de dimension n, don dé�ni dans Rn, les n premiers résidus ainsi onstruits formentune base orthogonale de l'espae. En onséquene, il n'existe qu'un seul résidu rn+1 qui soitorthogonal à tous les autres : le résidu nul.En résumé, on peut failement montrer dans les deux as que si r0 ∈ A(Ck), alors la solutionexate est atteinte puisqu'on peut alors trouver une orretion c ∈ Ck telle que Ac+ r0 = 0.Jusqu'à présent, on a toujours supposé que la matrie A était non singulière. Cette hypothèseest en pratique très souvent valable puisque les matries traitées sont la plupart du temps al-ulées de manière numérique e qui, en raison des erreurs d'arrondi, limite le risque d'une valeurpropre réellement nulle. En ontrepartie, es matries peuvent être extrêmement mal onditionnéeset présenter de nombreuses valeurs propres, ertaines étant très faibles. Dans le as où A seraitmathématiquement singulière, [83℄ propose une méthode basée sur l'inverse de Drazin (dé�nitionplus générale et tolérante de l'inverse) pour arriver tout de même à une solution.F.2.1 Algorithme GMRESL'algorithme du gradient onjugué n'est appliable qu'à des systèmes linéaires pour lesquels Aest symétrique dé�nie positive. Ce n'est lairement pas le as le plus général. On préfèrera l'algo-rithme GMRES ("Generalized Minimal Residual") [161℄ qui n'est pas soumis à de telles restritions.L'algorithme est le suivant :Algorithme 1 GMRES1: Initialiser X0 = 0, β = ‖B‖, et v1 = B
β2: Pour tout k > 1 faire3: Pour tout i 6 k faire4: hik = vT

i Avk5: Fin pour6: ṽk+1 = Avk − (h1kv1 + ...+ hkkvk)7: Normaliser vk+1 =
ṽk+1

‖ṽk+1‖8: Trouver Xk ∈ Kk(B,A) = span(v1, ..., vk+1) tel que :
‖rk‖ = ‖AXk −B‖ = minX∈Kk

‖AX −B‖9: k = k + 110: Fin pour



336 Chapitre F. Méthodes pour la résolution de systèmes linéaires reuxLes premières étapes (2 à 7) orrespondent à la génération d'une base orthonormale pour l'espaede Krylov Kk en utilisant le proessus d'Arnoldi. On montre en e�et réursivement que pour tout
i < k + 1 :

vT
i .ṽk+1 = vT

i Avk − (h1kv
T
i v1 + ...+ hkkv

T
i vk)

= hik −
∑

hjkδij

= hik − hik

= 0L'intérêt de la onstrution d'une telle base est que le problème de minimisation de la norme durésidu se simpli�e dans ette base. En e�et, en posant Vk la matrie dont les olonnes sont les vk,la relation suivante apparaît :
AVk = Vk+1Hk (F.10)où Hk est une matrie supérieure de Hessenberg (matrie triangulaire supérieure ave une lignediagonale non nulle sous la diagonale) onstituée par les oe�ients hij . Cette matrie a k+1 ligneset k olonnes.Si on onsidère maintenant le problème de minimisation dans Kk(B,A), par dé�nition de Vk ontrouve que la solution s'érit Xk = Vk.y, don

AXk = AVky = Vk+1Hky ave B = βv0 = β(Vk+1.e1)d'où
AXk −B = Vk+1(Hky − βe1)En onséquene, le problème de minimisation se réduit à :

min
X∈Kk(B,A)

‖AX −B‖ = min
y

‖Hky − βe1‖Le problème traité porte ainsi sur des matries de dimensions beauoup plus restreintes : ontravaille sur un système de taille k+ 1× k au lieu de n× n, ave k << n. De plus, ela n'exige pasla donnée expliite de A, es deux points garantissant au �nal une plus grande vitesse de résolutionpour un oût mémoire moindre.En toute rigueur, la onvergene est obligatoirement atteinte quand l'algorithme a e�etué nitérations, n étant la taille de la matrie A. Pour des systèmes de grandes dimensions ave beauoupde valeurs propres, et objetif est hors de portée. Cependant, la méthode génère par essene unedéroissane monotone du résidu. On se ontentera don d'attendre que le résidu diminue su�sam-ment pour obtenir une bonne approximation de la solution. On remarquera qu'il n'est en partiulierpas néessaire de aluler la solution et le résidu pour haque itération, le proessus d'Arnoldi sepoursuivant sans information extérieure.F.2.2 Restarted GMRESLe prinipal inonvénient du GMRES est qu'il néessite le stokage des k veteurs orthonormauxde la base dé�nissant l'espae de Krylov utilisé pour la résolution. Une fois de plus, on retrouve unelimite physique au alul, puisque dans le as de systèmes de grandes dimensions et mal onditionnés,



F.2. Méthodes de Krylov générales 337le nombre de veteurs à stoker pour obtenir une solution aeptable dépasse de loin les apaités desmahines les plus modernes. Il est don impératif de modi�er la struture du GMRES pour limiterette onsommation de ressoures informatique. L'idée la plus simple est de onstruire un GMRESréursif ("restarted GMRES" usuellement noté GMRES(m)), basé sur deux boules imbriquées. Ilse dérit omme suit [44, 17℄ :Algorithme 2 GMRES(m)1: Initialiser Xinit = 0, β = ‖B‖, et vinit = B
β2: Pour tout i > 1 faire3: v1 = vinit4: Pour k = 1 à m faire5: E�etuer une itération ave l'algorithme GMRES standard (Alg. 1)On obtient en partiulier Xk6: Fin pour7: Xinit = Xm8: β = ‖AXinit −B‖9: vinit=A.Xinit−B

β10: Fin pourUn des fateurs prinipaux de réglage est la dimension m de haque restart. Il n'existe pas derègle expliite, mais en général, plusm sera petit et plus la onvergene sera di�ile. Cette démarhenaïve donne de bons résultats pour des systèmes "failes", ave des matries A su�samment bienonstruites pour pouvoir être inversées failement, mais dans le as général, la onvergene stagneassez rapidement. Le problème vient en grande partie des petites valeurs propres de la matrie A.On montre pour et algorithme [17℄ que le résidu rm est borné par le résidu initial et une valeurdépendant des plus petites valeurs propres de la matrie A.F.2.3 De�ated GMRESComme on vient de le voir, le problème de onvergene du GMRES(m) est lié aux petitesvaleurs propres de A. Les informations onernant es valeurs sont perdues en partie ou en totalitélors du redémarrage du GMRES standard. La solution qui a don été adoptée pour ontrer ettedéfaillane est de transmettre es valeurs propres au restart suivant. On parlera en général de"De�ated GMRES" pour les méthodes faisant appel à la préservation de es valeurs. De manièreonrète, on préfèrera souvent l'utilisation de la méthode de Rayleigh-Ritz pour déterminer desapproximations des valeurs propres de A a�n de gagner en rapidité [139℄.Il existe deux tehniques majeures pour tenir ompte des petites valeurs propres :1. l'augmentation de l'espae de orretion en introduisant diretement les veteurs propres.2. la prise en ompte des valeurs propres ritiques au travers d'un préonditionneur.Dans la première atégorie, on peut ranger les algorithmes "GMRES-E" [136, 17℄ et "GMRES-DR" [137℄. Dans le premier par exemple, on onstruit la solution à partir de l'espae obtenuen ombinant l'espae de Krylov Kk(vinit, A) ave l'espae généré par l veteurs propres Ck =
Kk(vinit, A) + {z1, ..., zl}. Les veteurs propres zi utilisés sont régulièrement mis à jour en utilisant



338 Chapitre F. Méthodes pour la résolution de systèmes linéaires reuxla matrie Hk. La formulation du alul des nouveaux veteurs propres (ou de leur approximation)est assez omplexe et on se réfèrera aux artiles introduisant les méthodes pour plus de préision.Dans la deuxième atégorie, on travaille non plus sur A mais sur A.M−1 (ou M.A) pour générerl'espae de Krylov, le préonditionneur M faisant l'objet de nombreuses implémentations possiblesselon le traitement des valeurs propres [45, 17, 5℄.F.3 Autres méthodesOn se souviendra que la séparation entre les méthodes de type GMRES est souvent beauoupplus �oue, l'emploi d'un préonditionneur étant bien évidemment ourant dans le traitement deproblèmes mal onditionnés. Parmi les di�érentes méthodes à résidu minimum, on retiendra en par-tiulier le FGMRES de Saad [158, 159℄ qui s'appuie sur un préonditionnement à droite variable. Lepréonditionnement peut être fait de multiples façons, plus ou moins préisément ave, par exemple,une tehnique ILU(t) [160℄ a�n d'assurer un ompromis entre vitesse de alul et onvergene.On n'oubliera pas non plus les tehniques basées sur une orthogonalisation du résidu. La plusonnue d'entre toutes est le BiCGStab (Bi Conjugate Gradient Stabilized) ([160℄ par exemple) quipropose une extension de la méthode du gradient onjugué à un système linéaire quelonque danslequel A n'est en partiulier pas symétrique. Ii aussi, il existe de nombreuses versions disponiblesdans la littérature. On peut iter en exemple les versions proposées par Morgan et Wilox [138℄ quiintroduisent dé�ation et restart.



Annexe GMaillages utilisésG.1 Maillage des rainuresDans le adre de la modélisation des rainures, le maillage omporte 553 000 points répartis en18 domaines (Fig. G.1). Les ontats entre domaines sont oïnidents. Sur le maillage �n et auvoisinage des rainures, le rapport de taille entre mailles voisines est limité à 1.4 au maximum pouréviter d'induire trop d'erreur numérique. L'utilisation des shémas spatiaux généralisés permet des'a�ranhir de ette ontrainte et notamment de aluler sur une grille déra�née où les rapport detaille peuvent atteindre 2.

Fig. G.1 � Maillage �n au niveau de la rainure - modélisation de la rainureCompte-tenu de la présene de parois adhérentes dans les trois diretions de l'espae, on re-339



340 Chapitre G. Maillages utiliséstrouve partout des distributions de points de type "ouhe limite". Par simpliité de maillage, esdistributions reste valables dans le �uide loin des parois, e qui permet de limiter les distorsions demaillage. Ces distributions ne sont modi�ées qu'au niveau des plénums a�n de disposer de distri-butions uniformes sur les plans d'entrée et de sortie de la veine (Fig. G.2).

Fig. G.2 � Maillage �n au niveau des plénums - modélisation de la rainure
G.2 Maillage du ventilateur et du jeu/rainuresLe maillage du ventilateur et du traitement de arter appliqué est déoupé en 23 domaines,dont 14 pour la veine, le rotor et les plénums d'entrée et de sortie. Le maillage omporte environ 5millions de points. Sur e maillage, le rapport de taille maximum est de 2 (Fig. G.3 et G.4).
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Fig. G.3 � Maillage méridien du ventilateur - vue globale
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Fig. G.4 � Maillage du ventilateur - oupe aube à aubeEn e qui onerne plus spéi�quement le maillage du jeu et des rainures, les dimensions ara-téristiques (taille de première maille, rapports de taille...) du maillage utilisé pour la modélisationpréédente ont été à peu près reprises (Fig. G.5 et G.6). Cela implique en partiulier de ra�nerfortement le maillage dans la diretion azimutale. A�n de ne pas alourdir le maillage globale, seulsles blos de jeu ont été ra�né dans ette diretion. Cei induit don des ontats non-oïnidentsentre les blos de jeu et les autres blos de la veine (Fig. G.7).

Fig. G.5 � Maillage méridien au niveau du jeu - on�gurations 1 et 3
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Fig. G.6 � Maillage du jeu dans le plan aube à aube - on�guration 3

Fig. G.7 � Exemple de maillage non-oïnident en azimuth



344 Chapitre G. Maillages utilisés



Bibliographie[1℄ A. Antoniou and W.S. Lu. Pratial Optimization : Algorithms and Engineering Appliations.Springer, 2007.[2℄ B.F. Armaly, F. Durst, J.C.F. Pereira, and B. Shönung. Experimental and theoretial inves-tigation of bakward faing step. Journal of Fluid Mehanis, 127 :473�496, 1983.[3℄ P. Arminjon and A. Dervieux. Constrution of tvd-like arti�ial visosities on two-dimensionnal arbitrary fem grid. Journal of Computational Physis, 106 :176�198, 1993.[4℄ S. Aubert. Etude de shémas à haute préision pour la simulation d'éoulements transsoniquesinstationnaires ou visqueux. appliation aux turbomahines. Mémoire de Thèse, Laboratoirede Méanique des Fluides et d'Aoustique, Eole Centrale de Lyon, 1993.[5℄ J. Baglami, D. Calvetti, G. Golub, and L. Reihel. Adaptatively preonditionned gmresalgorithms. Tehnial Report, Kent State University, 1996.[6℄ J.E. Baker. Reduing bias and ine�ieny in the seletion algorithm. In Proeedings of theSeond International Conferene on Geneti Algorithms and their Appliations, pages 14�21.Laurene Erlabaum Assoiates, 1987.[7℄ T.J. Barth and D.C. Jespersen. The design and appliation of upwind shemes on unstruturedmeshes. In AIAA Paper 89-0366, 1989.[8℄ L. Berke and P. Hajela. Appliations of arti�ial neural nets in strutural mehanis. NASATehnial Memorandum 102420, 1990.[9℄ J. Blazek. Computational Fluid Dyanmis : Priniples and Appliations. Elsevier, 2001.[10℄ O. Boulon and R. Mathes. Flow modelling of a holwek pump stage in the visous regime.Vauum, 60 :73�83, 2001.[11℄ J. Boussinesq. Théorie de l'éoulement tourbillonnant et tumultueux des liquides dans les litsretilignes à grandes setions, Volume I. Gauthier-Villars, Paris, 1897.[12℄ J. Branke, K. Deb, K. Miettinen, and R. Slowinski. Multiobjetive Optimization : Interativeand Evolutionnary Approahes. Springer, Berlin, 2008.[13℄ O. Bron. Etude expérimentale et numérique de l'interation onde de ho-ouhe limite enéoulement transsonique instationnaire. Mémoire de Thèse, Laboratoire de Méanique desFluides et d'Aoustique, Eole Centrale de Lyon - Eole Polytehnique Royale de Suède,2004.[14℄ M. Buisson. Couplage d'algotithmes génétiques ave le logiiel de paramétrisation fdturb'opty. Rapport de stage de �n d'études - Fluorem SAS, ISTIL-UCBL, 2008.[15℄ M. Buisson. Self organizing maps - visualisation 2d des zones optimales. Rapport interne,LMFA, 2008. 345



346 BIBLIOGRAPHIE[16℄ M. Buisson. Vers de nouvelles tehniques et méthodes de reonstrution turb'opty-turb'post.Rapport interne, LMFA, 2009.[17℄ K. Burrage and J. Erhel. On the performane of various adaptative preonditionned gmresstrategies. Numerial Linear Algebra with Appliations, 5 :101�121, 1998.[18℄ V. Cerny. Thermodynamial approah to the travelling salesman problem : An e�ient simu-lation algorithm. Journal of Optimization Theory and Appliations, 45(1) :41�51, 1985.[19℄ H.-P. Cheng, C.-J. Chen, and P.-W. Cheng. Computational �uid dynamis performaneestimation of turbo booster pump. Journal of Fluid Engineering, 125 :586�589, 2003.[20℄ H.-P. Cheng, R.-Y. Jou, F.-Z. Chen, Y.-W. Chang, M. Iwane, and T. Hanaoka. Three-dimensional �ow analysis of spiral grooved turbo booster pump in slip and ontinuous �ow.Journal of Vauum Siene and Tehnology, A, 18(2) :543�551, 2000.[21℄ G. Chiohia. Exats solutions to transoni and supersoni �ows. Test ases for invisid�ow�eld methods, AGARD Advisory Report AR-211, Working Group 07, 1985.[22℄ C.A. Coello Coello and A.D. Christiansen. Moses : A multiobjetive optimization tool forengineering design. Engineering Optimization, 31(3) :275�308, 2000.[23℄ W.J Coirier and K.G. Powell. An auray assessment of artesian-mesh approahes for theeuler equations. Journal of Computational Physis, 117 :121�131, 1995.[24℄ G.B. Dantzig. Linear Programming and Extensions. Prineton University Press, 1963.[25℄ C.R. Darwin. On the Origin of Speies by Means of Natural Seletion, or the Preservation ofFavoured Raes in the Struggle for Life. John Murray, London, 1859.[26℄ D. De Zeew and K.G. Powell. An adaptively re�ned artesian mesh solver for the eulerequations. Journal of Computational Physis, 104 :56�68, 1993.[27℄ K. Deb. Geneti algorithms in multimodal funtion optimization. Thesis Master - Universityof Alabama, 1989.[28℄ K. Deb. Multi-Objetive Optimization using Evolutionnary Algorithms. Wiley and sons, 2001.[29℄ K. Deb and S. Agrawal. Simulated binary rossover for ontinuous searh spae. ComplexSystems, 9(2) :115�148, 1995.[30℄ K. Deb and S. Agrawal. A nihed-penalty approah for onstraint handling in geneti al-gorithms. In Proeedings of the International Conferene on Arti�ial Neural Networks andGeneti Algorithms (ICANNGA-99). Springer, New York, 1999.[31℄ K. Deb, S. Agrawal, A. Pratap, and T. Meyarivan. A fast elistist non-dominated sortinggeneti algorithm for multi-objetive optimization : Nsga-ii. KanGAL report No. 200001,2000.[32℄ K. Deb and D.E. Goldberg. An investigation of nihe and speies formation in geneti funtionoptimization. In Proeedings of the Third International Conferene on Geneti Algorithms,pages 42�50. Morgan Kaufmann In, 1989.[33℄ K. Deb and M. Goyal. A ombined geneti adaptative searh (geneas) for engineering design.Computer Siene and Informatis, 26(4) :30�45, 1996.[34℄ K. Deb, S. Karthik, and T. Okabe. Self-adaptative simualted binary rossover for real-parameter optimization. In GECCO 2007 : Proeedings of the 9th annual onferene onGeneti and evolutionary omputation. ACM Press, 2007.



BIBLIOGRAPHIE 347[35℄ K.A. DeJong. An analysis of the behavior of a lass of geneti adaptative systems. PhDThesis, University of Mihigan, Ann Arbor, MI, 1975.[36℄ M. Delanaye. Polynomial reonstrution �nite volume shemes for the ompressible euler andnavier-stokes equations on unstrutured adaptative grids. Mémoire de Thèse - Université deLiège, Faulté des Sienes Appliquées, 1996.[37℄ J. Deneke, V. Shramm, S. Kim, and S. Witting. In�uene of rub-grooves on labyrinth sealleakage. Journal of Turbomahinery, 125 :387�393, 2004.[38℄ S.-T. Di Pierro, F. adn Khu, S. Djordjevi, and D.A. Savi. A new geneti algorithm tosolve e�etively highly multi-objetive problems : Poga. Report Number 2004/02, Shool ofEngineering, Computer Siene and Mathematis, Exeter, 2004.[39℄ M. Dorigo and L.M. Gambradella. Ant olony system - a ooperative learning approah to thetraveling salesman problem. IEEE Transations on Evolutionnary Computation, 1(1) :53�66,1997.[40℄ J. Dréo, A. Pétrowski, P. Siarry, and E. Taillard. Métaheuristiques pour l'Optimisation Di�-ile. Eyrolles, 2003.[41℄ P. Duval, A. Raynaud, and C. Saulgeot. The moleular drag pump : Priniple, harateristisand appliations. Journal of Vauum Siene and Tehnology, A, 6(3) :1187�1191, 1988.[42℄ J.R. Edwards and M.S. Liou. Low-di�usion �ux-splitting methods for �ows at all speed. AIAAJournal, 36(9) :1610�1617, 1998.[43℄ A.E. Eiben and T. Bak. Empirial investigation of multiparent reombination operators inevolution strategies. Evolutionnary Computation, 5(3) :347�365, 1997.[44℄ M. Eiermann, O.G. Ernst, and Shneider O. Analysis of aeleration strategies of restartedminimal residual methods. Journal of Computationnal and Applied Mathematis, 123 :261�292, 2000.[45℄ J. Erhel, K. Burrage, and B. Pohl. Restarted gmres preonditionned by de�ation. Journal ofComputationnal and Applied Mathematis, 69 :303�318, 1996.[46℄ E. Erwin, K. Obermayer, and K. Shulten. Convergene properties of self-organizing maps.Arti�ial Neural Networks, 67 :409�414, 1991.[47℄ L. Eshelman and Sha�er J. Real oded algorithms and interval shemata. In Foundations ofGeneti Algorithms 2, pages 187�202. Morgan Kaufmann In., 1993.[48℄ S. Favuzza, G. Graditi, and E. Riva Sanseverino. Adaptative and dynami ant olony searhalgorithm for optimal distribution systems reinforement strategy. Applied Intelligene, 24 :31�42, 2006.[49℄ J.A. Feldman and D.H Ballard. Connetionist models and their properties. Cognitive Siene,6 :205�254, 1982.[50℄ D.B. Fogel. An evolutionnary approah to the travelling salesman problem. Biologial Cyber-netis, 60(2) :139�144, 1988.[51℄ C.M Fonsea and P.J. Fleming. Geneti algorithms for multiobjetive optimization : For-mulation, disussion and generalization. In Geneti Algorithms : Proeedings of the FifthInternational Conferene. Morgan Kaufmann In., 1993.[52℄ N.T. Frink. Reent progress towards a three-dimensional unstrutured navier-stokes �owsolver. In AIAA Paper 94-0061, 1994.



348 BIBLIOGRAPHIE[53℄ J.E. Fromm. A method for reduing dispersion in onvetive di�erene shemes. Journal ofComputational Physis, 3 :176�189, 1968.[54℄ T. Galliat, W. Huisinga, and P. Deu�hard. Self-organizing maps ombined with eigenmodeanalysis for automated luster identi�ation. In Proeedings of the 2nd International ICSCSymposium on Neural Computation. ISCS Aademi Press, 2000.[55℄ N.R. Gauger. Adjoint approahes in aerodynami shape optimization and mdo ontext. InIntrodution to Optimization Methods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautisand Turbomahinery, VKI Leture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[56℄ K.C. Giannakoglou, D.I. Papadimitriou, and C.A. Georgopoulou. Metamodel-assisted evo-lutionary algorithms (maeas). In Introdution to Optimization Methods and Tools for Mul-tidisiplinary Design in Aeronautis and Turbomahinery, VKI Leture Series. Von KarmanInstitute for Fluid Dynamis, 2008.[57℄ K.C. Giannakoglou, D.I. Papadimitriou, and I.C. Kampolis. Hybridized adjoint methods -evolutionnary algorithms and appliations to turbomahinery. In Introdution to OptimizationMethods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautis and Turbomahinery, VKILeture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[58℄ M.B. Giles and N.A. Piere. Adjoint equations in fd : Duality, boundary onditions andsolution behaviour. AIAA paper 97-1850, 1997.[59℄ M.B. Giles and N.A. Piere. An introdution to the adjoint approah to design. Flow,Turbulene and Combustion, 65 :393�415, 2000.[60℄ S.K. Godunov. A di�erene method for numerial alulation of disontinuous solutions ofthe equations of hydrodynamis. Matematiheskii Sbornik, 47(3) :271�306, 1959. traduit durusse au Cornell Aeronautial Laboratory.[61℄ D. E. Goldberg. Simple geneti algorithms and the minimal deeptive problem. In GenetiAlgorithms and Simulated Annealing. L. Davis, 1987.[62℄ D. E. Goldberg. Geneti Algorithms for Searh, Optimization and Mahine Learning. Adisson-Wesley, 1989.[63℄ D. E. Goldberg. Real-oded geneti algorithms, virtual alphabets, and bloking. ComplexSystems, 5(2), 1991.[64℄ D. E. Goldberg and J. Rihardson. Geneti algorithms with sharing for myltimodal funtionoptimization. In Proeedings of the First International Conferene on Geneti Algorithms andtheir Appliations, pages 41�49, 1987.[65℄ L.F. Gonzalez, J. Périaux, and D.S. Lee. Moo methods for multidisiplinary desing usingparallel evolutionnary algorithms, games theory and hierahial topology : Numerial aspetsand implementation of model test ases. In Introdution to Optimization Methods and Toolsfor Multidisiplinary Design in Aeronautis and Turbomahinery, VKI Leture Series. VonKarman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[66℄ L.F. Gonzalez, J. Périaux, and D.S. Lee. Moo methods for multidisiplinary desing usingparallel evolutionnary algorithms, games theory and hierahial topology : Theoretial aspet.In Introdution to Optimization Methods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautisand Turbomahinery, VKI Leture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[67℄ L.F. Gonzalez, R. Walker, K. Srinivas, and J. Périaux. Multidisiplinary design optimisationof unmanned aerial systems (uas) using meta model assisted evolutionary algorithms. InProeedings of the 16th Australasian Fluid Mehanis Conferene, pages 471�474, 2007.



BIBLIOGRAPHIE 349[68℄ G. Grondin, V. Kelner, P. Ferrand, and S. Moreau. Robust design and parametri performanestudy of an automotive fan blade by oupling multi-objetive geneti optimization and �owparameterization. In SIA Artiles tehniques R-2005-03-31, 2005.[69℄ Y. Y. Haimes. On a biriterion fromulation of the problems of integrated system identi�ationand system optimization. IEEE Transations on Systems, Man and Cybernetis, 1(3) :296�297, 1971.[70℄ P. Hajela and C.-Y. Lin. Geneti searh strategies in multiriterion optimal design. StruturalOptimisation, 4(2) :99�107, 1992.[71℄ A. Haselbaher and J. Blazek. Aurte and e�ient disretization of navier-stokes equationson mixed grids. AIAA Journal, 38(11) :2094�2102, 2000.[72℄ S. Haykin. Neural Networks : A Comprehensive Foundation. Prentie Hall, New Jersey, 1999.[73℄ R. Heht-Nielsen. Kolmogorov's mapping neural network existene theorem. In IEEE Inter-national Conferene on Neural Networks, San Diego, pages 11�14, 1987.[74℄ M.R. Hestenes and E. Stiefel. Methods of ojugate gradients for solving linear systems. Journalof Researh of The National Bureau of Standards, 49(6) :409�436, 1952.[75℄ C. Hirh. Numerial Computation of Internal and External Flows, Vol. 2. Wiley and sons,1988.[76℄ J. Holand. Adaptation in Natural and Arti�ial Systems. University of Mihigan Press, 1975.[77℄ F. Holwek. Pompe moléulaire hélioïdale. Comptes Rendus de l'Aadémie des Sienes,117 :43, 1923.[78℄ A. Homaifar, S.H. Lai, and C.X. Qi. Constrained optimization via geneti algorithms. Simu-lation, 62(4) :242�253, 1994.[79℄ J. Horn and N. Nafpliotis. Multiobjetive optimization using the nihed pareto algorithm.IlliGAL Report no 93005, 1993.[80℄ D. Hänel, R. Shwane, and G. Seider. On the auray of upwind shemes for the solution ofnavier-stokes equations. In AIAA Paper 87-1105, 1987.[81℄ F. Ilina, D. Pelletier, and J. Borggaard. A ontinuous seond-order sensitivity equationmethod for time-dependent inompressible laminar �ow. International Journal for NumerialMethods in Fluids, 55(6) :565�587, 2007.[82℄ F. Ilina, D. Pelletier, and A. Hay. First- and seond-order sensitivity equation methodsfor value and shape parameters. International Journal for Numerial Methods in Fluids,57(9) :1349�1370, 2008.[83℄ I.C.F Ipsen and C.D. Meyer. The idea behind krylov methods. Amerian MathematialMonthly, 105(10) :889�899, 1998.[84℄ A. Jameson. Transoni airfoil alulations using the euler equations. In Proeedings of IMAConferene on Numerial Methods in Aeronautial Fluid Dynamis, 1981.[85℄ A. Jameson. Aerodynami design via ontrol theory. Journal of Sienti� Computing,3(3) :233�260, 1988.[86℄ A. Jameson. Arti�ial di�usion, upwind biasing, limiters and their e�et on auray andmultigrid onvergene in transoni and hypersoni �ow. In AIAA 11th Computational FluidDynamis Conferene, Orlando, FL - AIAA Paper 93-3359, 1993.



350 BIBLIOGRAPHIE[87℄ A. Jameson, T.J. Baker, and N.P. Weatherill. Calulation of invisi trandoni �ow over aomplete airraft. In AIAA 24th Aerospae Siene Meeting, AIAA-86-0103, 1986.[88℄ A. Jameson and S. Kim. Redution of the adjoint gradient formula in the ontinuous limit.41st AIAA Aerospae Siene Meeting and Exhibit - AIAA paper 2003-0040, 2003.[89℄ A. Jameson, N.A. Piere, and L. Martinelli. Optimum aerodynami desing using the navier-stokes equations. 35th AIAA Aerospae Siene Meeting and Exhibit - AIAA paper 97-0101,1997.[90℄ A. Jameson, W. Shmidt, and E. Turkel. Numerial solutions of the euler equations by �nitevolume methods using runge-kutta time-stepping shemes. In AIAA 14th Fluid and PlasmaDynami Conferene, Palo Alto, CA - AIAA Paper 81-1259, 1981.[91℄ A. Jameson and J.C. Vassberg. Studies of alternative numerial optimization methods appliedto the brahistohrone problem. Journal of Computational Fluid Dynamis, 9(3), 2000.[92℄ M. Jebalia. Optimisation par stratégies d'évolution : Convergene et vitesses de onvergenepour des fontions bruitées - résolution d'un problème d'identi�ation. Mémoire de Thèse -Eole polytehnique de Tunisie - Université Pierre et Marie Curie, 2008.[93℄ J.L. Jiménez, F.and Verdegay and A.F. Gomez-Skarmeta. Evolutionary tehniques foronstrained multiobjetive optimization problems. In Proeedings of the Geneti and Evo-lutionary Computation Conferene (GECCO-99), pages 115�116, 1999.[94℄ K.D. Jones and K.B. Center. Waverider design methods for non-onial shok geometries. 3rdAIAA Theoretial Fluid Mehanis Metting - AIAA paper 2002-3204, 2002.[95℄ K.D. Jones, F.C. Dougherty, A.R. Seebass, and Sobiezky H. Waverider design for generalizedshok geometries. 31th AIAA Aerospae Siene Meeting and Exhibit - AIAA paper 93-0774,1993.[96℄ R.-Y. Jou, H.-P. Cheng, Y.-W. Chang, F.-Z. Chen, and M. Iwane. Designs, analyses, andtests of a spiral-grooved turbobooster pump. Journal of Vauum Siene and Tehnology, A,18(3) :1016�1024, 2000.[97℄ I.C. Kampolis and K.C. Giannakoglou. A multilevel approah to single and multiobjetiveaerodynami optimzation. Computer Methods in Applied Mehanis and Engineering, 197(33-40) :2963�2975, 2008.[98℄ I.C. Kampolis and G.W. Mi. Growing radial basis neural networks : Merging supervisedand unsupervised learning with network growth tehniques. IEEE Transations on NeuralNetworks, 8(6) :1492�1506, 1997.[99℄ M.K. Karakasis, K.C Giannakoglou, and D.G. Koubogiannis. Aerodynami design of om-pressor airfoils using hierarhial, distributed, metamodel-assisted evolutionary algorithms. In7th European Conferene on Turbomahinery, Fluid Dynamis and Thermodynamis, Athens,2007.[100℄ J.J. Keller. Inverse euler equations. Zeitshrift für angewandte Mathematik und Physik ZAMP,49 :363�383, 1998.[101℄ V. Kelner, F. Capitanesu, O. Léonard, and L. Wehenkel. An hybrid optimization tehniqueoupling evolutionnay and loal searh algorithms. Journal of Computational and AppliedMathematis, 215(2) :448�456, 2006.



BIBLIOGRAPHIE 351[102℄ V. Kelner, G. Grondin, O. Léonard, and P. Ferrand. Multi-objetive optimization of a fanbalde asade by oupling a geneti algorithm and a parametri �ow solver. In 6th Interna-tional Conferene on Evolutionary Computing for Industrial Appliations (EUROGEN'2005),Munih, Germany, 2005.[103℄ V. Kelner, G. Grondin, O. Léonard, and P. Ferrand. Robust design of a fan blade by ouplingmulti-objetive geneti optimization and �ow parameterization. In International Congress ofFluid Dyanmis Appliations in Ground Transportation, Lyon, Frane, 2005.[104℄ A. Keskin, M. Swoboda, P.M. Flassig, A.K. Dutta, and D. Bestle. New optimization stra-tegy for rapid industrial blade design. In Proeedings of the 8th European Conferene onTurbomahinery, Fluid Dynamis and Thermodynamis, Graz, pages 925�935, 2009.[105℄ S. Kirkpatrik, C.D. Gelatt, and M.P. Vehi. Optimization by simulated annealing. Siene,4598, 1983.[106℄ T. Kohonen. Self organized formation of topologially orret feature maps. Biologial Cyber-netis, 43 :59�69, 1982.[107℄ J.C. Kok. Resolving the dependane on free-stream values for the k-w turbulene model.AIAA Journal, 38(7) :1292�1295, 2000.[108℄ B. Koren. Upwind disretization of the steady navier-stokes equations. International Journalfor Numerial Methods in Fluids, 11 :99�117, 1990.[109℄ D.G. Krige. A statistial approah to some mine valuation and allied problems at the witwa-tersrand. PhD Thesis, University of Witwatersrand, 1951.[110℄ I. Kroo. Emerging methods for multidisiplinary design of omplex systems. In Introdutionto Optimization Methods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautis and Turbo-mahinery, VKI Leture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[111℄ B. Kröse and P. Van Der Smagt. An introdution to neural networks. University of Amster-dam, 1996.[112℄ M. Laumanns, G. Rudolph, and H.-P. Shwefel. A spatial predator-prey appraoh to multi-objetive optimization : A preliminary study. In Parallel Problem Solving From Nature -PPSN V, pages 241�249. Springer, Berlin, 1998.[113℄ P.-E. Leni, Fougerolle Y.D., and Truhetet F. Kolmogorov superposition theorem and itsappliation to multivariate funtion deompositions and image representation. In Confereneon Signal-Image Tehnology and Internet-Based Systems (SITIS'2008), 2008.[114℄ A. Lerat. Impliit methods of seond ordre auray for the euler equations. AIAA Journal,23(1) :33�40, 1985.[115℄ N. Liamis. Méthodes impliites de résolution des équations d'euler pour des éoulementstridimensionnels instationnaires dans les turbomahines. Mémoire de Thèse, Université Paris6, 1993.[116℄ A.T. Liou, M.S. Hsu. A time aurate �nite volume high resolution sheme for three dimen-sional navier-stokes equations. AIAA 89-1994, 1989.[117℄ M.S. Liou. A generalized poredure for onstruting an upwind-based tvd sheme. NASATehnial Memorandum TM-88926, also AIAA 87-0355, 1988.[118℄ M.S. Liou. A new �ux splitting sheme. Journal of Computational Physis, 107 :23�39, 1993.



352 BIBLIOGRAPHIE[119℄ M.S. Liou. A ontinuing searh for near-perfet numerial �ux sheme. part i : Ausm+. NASATehnial Memorandum TM-106524, 1994.[120℄ M.S. Liou. A sequel to ausm : Ausm+. Journal of Computational Physis, 129 :364�382,1996.[121℄ M.S. Liou. A sequel to ausm, part ii : Ausm+-up for all speed. Journal of ComputationalPhysis, 214 :137�170, 2006.[122℄ M.S. Liou and J.R. Edwards. Numerial speed of sound and its appliation to shemes for allspeed. NASA Tehnial Memorandum TM-1999-209286, also AIAA-99-3268, 1999.[123℄ B. Liu, R.T. Haftka, M.A. Akgün, and A. Todoroki. Permutation geneti algorithm for sta-king sequene design of omposite laminates. Computer Methods in Applied Mehanis andEngineering, 186(2�4) :357�372, 2000.[124℄ P. Loridan and J. Morgan. A theoretial approximation sheme for stakelberg problems.Journal of Optimization Theory and Appliations, 61(1) :95�110, 1989.[125℄ J.-N. Mahieu, S. Etienne, D. Pelletier, and J. Borggaard. A seond-order sensitivity equationmethod for laminar �ow. International Journal of Computational Fluid Dynamis, 19(2) :143�157, 2005.[126℄ J.D. Martin and T.W. Simpson. Use of kriging models to approximate deterministi omputermodels. AIAA Journal, 43(4) :853�863, 2005.[127℄ M.Y. Matjinouhe. Méthode inverse pour la oneption aérodynamique d'éléments de turbo-mahines. Mémoire de Thèse, Laboratoire de Méanique des Fluides et d'Aoustique, EoleCentrale de Lyon, 1994.[128℄ M.A. Matos and P. Melo. Multiobjetive reon�guration for loss redution and servie res-toration using simulated annealing. In Proeedings of IEEE Power Teh 1999 Conferene,Budapest, Hungary - Paper BTP99-360-23, 1999.[129℄ D.J. Mavriplis. Upwind disretization of the steady navier-stokes equations. AIAA Journal,26(7) :824�831, 1988.[130℄ F.R. Menter. Zonal two equation k-w turbulene models for aerodynami �ows. AIAA 93-2906, 1993.[131℄ Z. Mihalewiz, D. Dasgupta, R.G. Le Rihe, and M. Shoenauer. Evolutionary algorithmsfor onstrained engineering problems. Evolutionary Computation, 4 :1�32, 1996.[132℄ K. Miettinen. Non-linear Multiobjetive Optimization. Kluwer, Boston, 1999.[133℄ J. Montgomery, M. Randall, and T. Hendtlass. Solution bias in ant olony optimization :Lessons for seleting pheromone models. Computer and Operation Researh, 35 :2728�2749,2008.[134℄ S. Moreau, S. Aubert, M. N'Diaye, and P. Ferrand. Parametri study of a fan blade asadeusing a new parametri �ow solver turb'opty. 4th ASME/JSME Joint Fluids EngineeringConferene, Honolulu, Hawaï - FEDSM2003-45116, 2003.[135℄ S. Moreau, S. Aubert, M. N'Diaye, P. Ferrand, J. Tournier, and M. Rohette. Parametristudy of a turbine blade asade using a new parametri �ow solver turb'opty. ASME 2002Fluids Engineering Division Summer Meeting, Montreal, Quebe, Canada - FEDSM2002-31306, 2002.



BIBLIOGRAPHIE 353[136℄ R.B. Morgan. A restarted gmres method augmented with eigenvetors. SIAM Journal ofMatrix Analysis and Appliations, 16 :1154�1171, 1995.[137℄ R.B. Morgan. Gmres with de�ated restarting. SIAM Journal of Sienti� Computing, 24 :20�37, 2002.[138℄ R.B. Morgan and W. Wilox. De�ated iterative methods for linear equations with multipleright-hand sides. Tehnial Report, BU-HEPP-04-01, Baylor University, 2004.[139℄ R.B. Morgan and M. Zeng. Harmoni projetion methods for large non-symmetri eigenvalueproblems. Numerial Linear Algebra with Appliations, 5 :33�55, 1998.[140℄ W.A. Mulder and B. Van Leer. Impliit upwind methods for the euler equations. In AIAAPaper 83-1930, 1983.[141℄ R.H. Myers and D.C. Montgomery. Response Surfae Methodology : Proess and ProdutOptimization Using Designed Experiments. Wiley and sons, 1995.[142℄ S.K. Nadarajah and A. Jameson. A omparison of the ontinuous and disrete adjoint ap-proah to automati aerodynami optimization. 38th AIAA Aerospae Siene Meeting andExhibit - AIAA paper 2000-0667, 2000.[143℄ S. Nadeau. Integral tip seal in a fan-shroud struture. Siemens VDO Automotive In. - UnitedStates Patent number 6874990, 2005.[144℄ J.F. Jr Nash. Equilibrium points in n-person games. In Proeedings of The National Aademy,volume 36, pages 48�49, 1950.[145℄ V.Y. Nezym. Development of new asing treatment on�guration. JSME International Jour-nal, Series B, 47(4) :804�812, 2004.[146℄ G.L. Oliveira. Analyse numérique de l'e�et du dé�lement des sillages liés aux interationsrotor-stator en turbomahine. Mémoire de Thèse, Laboratoire de Méanique des Fluides etd'Aoustique, Eole Centrale de Lyon, 1999.[147℄ A. Pfau. Loss mehanism in labyrinth seal of shrouded axial turbines, 2003.[148℄ R. Poli, W.B. Langdon, and N.F. MPhee. A �eld guide to geneti programming, 2008.[149℄ K. Prie and R. Storn. Di�erential evolution. Dr Dobb's Journal, pages 18�24, 1997.[150℄ M.M. Raguwanshni, P.M Singru, U. Kale, and O.G. Kakde. Simulated binary rossover withlognornal distribution. Complexity International, 12, 2005.[151℄ M.M. Rai. Single and multiple-objetive optimization with di�erential evolution and neuralnetwork. In Introdution to Optimization Methods and Tools for Multidisiplinary Designin Aeronautis and Turbomahinery, VKI Leture Series. Von Karman Institute for FluidDynamis, 2008.[152℄ T. Ray, K. Tai, and K.C. Seow. An evolutionary algorithm for onstrained optimization. InProeedings of the Geneti and Evolutionary Computation Conferene (GECCO'2000), pages771�777. Morgan Kaufmann In., 2001.[153℄ I. Rehenberg. Evolutionsstrategie. Friedrih Frommann Verlag, 1973.[154℄ J. Reuther, A. Jameson, J. Farmer, L. Martinelli, and D. Saunders. Aerodynami shape opti-mization of omplex airraft on�guration via an adjoint formulation. 34st AIAA AerospaeSiene Meeting and Exhibit - AIAA paper 96-0094, 1996.



354 BIBLIOGRAPHIE[155℄ D.L Rhode and B.F. Allen. Measurement and visualization of leakage e�ets on rounded teethtips and rub-grooves on stepped labyrinths. ASME Journal of Engineering for Gas Turbineand Power, 123 :604�611, 2001.[156℄ P.L. Roe. Approximate riemann solvers, parameter vetors and di�erene shemes. Journalof Computational Physis, 43 :357�372, 1981.[157℄ P.L. Roe. Charateristi-based shemes for the euler equations. Annual Review of FluidMehanis, 18 :337�365, 1986.[158℄ Y. Saad. A �exible inner-outer preonditionned gmres algorithm. SIAM Journal of Sienti�Computing, 14 :461�469, 1993.[159℄ Y. Saad. Preonditioned krylov subspae methods for fd appliations. In Proeedings of theInternational Workshop on Solution Tehniques for Large-Sale CFD Problems, 1994.[160℄ Y. Saad. Iterative Methods for Sparse Linear Systems (2nd edition). SIAM, 2000.[161℄ Y. Saad and M.H. Shultz. Gmres : a generalized minimal residual algorithm for solvingnonsymmetri linear sytems. SIAM Journal of Sienti� and Statistial Computing, 7 :856�869, 1988.[162℄ B.F. Sanders and N.D. Katopodes. Adjoint sensitivity analysis for shallow-water wave ontrol.Journal of Engineering Mehanis, 126(9) :909�919, 2000.[163℄ T. Sawada and W. Sugiyama. Pumping mehanism of helial grooved moleular drag pumps.Journal of Vauum Siene and Tehnology, A, 17(4) :2069�2074, 1999.[164℄ H.-P. Shwefel. Numerial Optimization of Computer Models. Wiley and sons, 1981.[165℄ M. Sefrioui and J. Périaux. A hierarhial geneti algorithm using multiple models for op-timization. In Parallel Problem Solving From Nature - PPSN VI, pages 879�888. Springer,Berlin, 2000.[166℄ A. Shabbir and J.J. Adamzyk. Flow mehanism for stall margin improvement due to ir-umferential asing grooves on axial ompressors. Journal of Turbomahinery, 127 :708�717,2005.[167℄ F. Shapirov, P. Fahrenbah, and A. Zipp. Numerial modeling of the holwek pump. Journalof Vauum Siene and Tehnology, A, 23(5) :1331�1339, 2005.[168℄ E. Shima and K. Kitamura. On new simple low-dissipation sheme of ausm-family for allspeeds. In 47th AIAA Aerospae Sienes Meeting Inluding The New Horizons Forum andAerospae Exposition - AIAA 2009-136, 2009.[169℄ E.N. Sikafus, R.B. Nelson, and R.A. Lowry. The holwek type moleular pump, 1961.[170℄ T.W. Simpson, J.D. Peplinski, P.N Koh, and J.K Allen. Metamodels for omputer-basedengineering design : Survey and reommendations. Engineering with Computers, 17 :129�150,2001.[171℄ L. Smati. Contribution au développement d'une méthode numérique d'analyse des éoule-ments instationnaires. appliation aux turbomahines. Mémoire de Thèse, Laboratoire deMéanique des Fluides et d'Aoustique, Eole Centrale de Lyon, 1997.[172℄ L. Soulat, P. Ferrand, S. Aubert, and S. Moreau. Design and numerial optimization of a newasing treatment for ooling fans. Proeedings of 8th European Conferene on Turbomahinery(ETC8), Graz, Austria, 2009.



BIBLIOGRAPHIE 355[173℄ W.M. Spears. The Role of Mutation and Reombination in Evolutionnary Algorithms.ph.D.,George Mason University, Fairfax, 1998.[174℄ N. Srinivas and K. Deb. Multiobjetive optimizaion using nondominated sorting in genetialgorithms. Evolutionary Computation, 2(3) :221�248, 1994.[175℄ R.W. Stairs and D.S. Greeley. High e�ieny in�ow-adapted axial-�ow fan. Robert BoshCorporation - United States Patent number 6579063, 2003.[176℄ J.L Steger and R.F. Warming. Flux vetor splitting sheme of the invisid gas dynamiequations with appliation to �nite di�erene methods. Journal of Computational Physis,40(2) :263�293, 1981.[177℄ R. Storn and K. Prie. Di�erential evolution - a simple and e�ient heuristi for globaloptimization over ontinuous spaes. Journal of Golbal Optimization, 11 :341�359, 1997.[178℄ W.T. Tiow, K.F.C. Tiu, and M. Zangeneh. Appliation of simulated annealing to inversedesign of transoni turbomahinery asades. Proeedings of the Institution of MehanialEngineers Part A : Journal of Power and Energy, 216 :59�73, 2002.[179℄ V. Torzon and M.W. Trosset. Using approximation to aelerate engineering design optimi-zation. ICASE Report No 98-33, 1998.[180℄ Y.-Y. Tsui, Y.-S. Su, and H.-P. Cheng. Flow harateristis of the moleular pump of holwektype in the slip regime. Journal of Fluid Engineering, 124 :287�290, 2002.[181℄ S. Tsutsui, M. Yakamura, and T. Higuhi. Multi-parent reombination with simplex rossoverin real oded geneti algorithms. In GECCO 1999 : Proeedings of the Conferene on Genetiand evolutionary omputation, pages 657�664, 1999.[182℄ A. Ultsh and H.P. Siemon. Kohonen's self organizing feature maps for exploratory dataanalysis. In Proeedings of ICNN90 International Neural Networks Conferene, pages 305�308. Kluwer Aademi Press, 1990.[183℄ B. Van Leer. Towards the ultimate onservative di�erene sheme - part iv : A new approahto numerial di�usion. Journal of Computational Physis, 23 :276�299, 1977.[184℄ B. Van Leer. Towards the ultimate onservative di�erene sheme - part v : A seond-ordersequel to godunov's method. Journal of Computational Physis, 32 :101�136, 1979.[185℄ J.C. Vassberg and A. Jameson. Theoretial bakground for aerodynami shape optimization.In Introdution to Optimization Methods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautisand Turbomahinery, VKI Leture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[186℄ G. Vermes. A �uid mehanis approah to the labyrinth seal leakage problem. ASME Journalof Engineering for Power, 83 :161�169, 1961.[187℄ T. Verstraete and R.A. Van Den Braembusshe. Multidisiplinary optimization of turboma-hinery omponents inluding heat transfer ans stress predition. In Introdution to Optimi-zation Methods and Tools for Multidisiplinary Design in Aeronautis and Turbomahinery,VKI Leture Series. Von Karman Institute for Fluid Dynamis, 2008.[188℄ J. Vesanto and E. Alhomieni. Clustering of the self-organizing map. IEEE Transations onNeural Networks, 11(3) :586�600, 2000.[189℄ J. Vesanto, J. Himberg, E. Alhomieni, and J. Parhankangas. Som toolbox for matlab5. ReportA57, Helsinki University of Tehnology, 2000.[190℄ H. Von Stakelberg. The Theory of the Market Eonomy. Oxford University Press, 1950.



356 BIBLIOGRAPHIE[191℄ A.M. Wallis, J.D. Denton, and A.A.J. Demargne. The ontrol of shroud leakage �ow toredue aerodynami losses in a low aspet ratio, shrouded axial �ow turbine. Journal ofTurbomahinery, 123 :334�341, 2001.[192℄ N.P. Waterson and H. Deonink. Design priniples for bounded higher-order onvetionshemes - a uni�ed approah. Journal of Computational Physis, 224 :182�207, 2007.[193℄ J.M. Weiss and W.A. Smith. Preonditionning applied to variable and onstant density �ow.AIAA Journal, 33(11) :2050�2057, 1979.[194℄ S.R. Wellborn, I. Tolhinsky, and T.H. Okiishi. Modeling shrouded stator avity �ows inaxial-�ow ompressors. Journal of Turbomahinery, 122 :55�61, 2000.[195℄ D.C. Wilox. Turbulene Modeling for CFD. DCW Industries, La Canada, CA., 1993.[196℄ I. Wilke and H.-P. Kau. A numerial investigation of the �ow mehanism in a high pressureompressor front stage with axial slots. Journal of Turbomahinery, 126 :339�349, 2004.[197℄ S. Wittig, L. Dörr, and S. Kim. Saling e�ets on leakage losses in labyrinth seals. ASMEJournal of Engineering for Power, 105 :305�309, 1983.[198℄ M. Yapp, R.V. Van Houten, and Hikey R.I. Housing with reirulation ontrol for bandedaxial-�ow fans. Air�ow Researh and Manufaturing Corporation - United States Patentnumber 5489186, 1996.[199℄ P. Yu. Cone onvexity, one extreme points, and nondominated solutions in deisions problemswith multiple objetives. Journal of Optimization Theory and Appliations, 14(3) :319�377,1974.[200℄ H. Zimmermann and K.H. Wol�. Air system orrelation, part 1 : Labyrinth seals. In Proee-dings of ASME Turbo Expo 1998, Stokholm, 98-GT-206, 1998.


