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Je voudrais ensuite remercier Olivier Bareille, Sébastien Besset et Gilles Robert pour leur
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Résumé

L’objectif industriel de cette thèse est d’étudier l’impact de l’environnement moyennes et hautes
fréquences sur les lanceurs de missiles et de fusées. Ce champ acoustique est aléatoire et large
bande et génère des vibrations à l’intérieur des lanceurs, qui peuvent détériorer les structures
et les équipements fragiles, notamment les composants électroniques des équipements embarqués
(premiers modes de vibration à 200-500 Hz, situés dans la zone des moyennes fréquences des
lanceurs). Il est nécessaire de réaliser un modèle numérique du lanceur, afin de déterminer les
niveaux de vibrations se propageant dans les structures internes des lanceurs sur l’ensemble du
spectre fréquentiel.

Dans le domaine des moyennes fréquences, les méthodes par éléments-finis ou énergétiques —
comme la SEA (Analyse Énergétique Statistique) — ne sont ni efficaces ni précises. Une nouvelle
méthode est alors introduite : la méthode SEA-like. Cette méthode est déterministe et énergétique
- pour prendre en compte le caractère aléatoire de l’excitation et les incertitudes des paramètres de
la structure - mais s’appuie également sur des analyses basses fréquences, comme l’analyse modale
ou par élément fini. Cette méthode est donc valable sur des domaines fréquentielles où la méthode
SEA ne peut plus être utilisée.

Dans une première partie, un système couplé plaque-cavité soumis à une excitation rain-on-the-
roof est étudié. Ce système a été modélisé avec trois méthodes : la méthode SEA-like basée sur une
méthode par couplage modal - qui permet l’étude des échanges énergétiques en interaction fluide-
structure dans le domaine des moyennes fréquences - la méthode SEA - qui permet de valider le
modèle SEA-like dans le domaine des hautes fréquences, - et enfin une méthode SEA-like basée sur
une modélisation par éléments-finis du système couplé et qui permet la validation dans le domaine
des moyennes fréquences.

Dans une deuxième partie, la méthode SEA-like est étendue à des cas de charges aéroacous-
tiques. En effet, deux types d’excitations sont fréquemment rencontrées dans le domaine de l’aéro-
spatial et notamment dans l’étude des lanceurs : l’excitation par bruit diffus, qui intervient lors de
la première phase de décollage du lanceur et une excitation par couche limite turbulente, qui in-
tervient lors du vol atmosphérique. Ces excitations sont appliqués au système couplé plaque-cavité
et modélisés avec la méthode SEA-like. Pour ce faire, les différentes excitations aéroacoustiques
sont assimilées à des excitations delta-corrélées équivalentes. Les caractéristiques de l’excitation
apparaissent alors dans le vecteur de puissance injectée et la modélisation SEA-like du système
proprement dit est indépendante du type d’excitation. La méthode SEA-like est ainsi directement
généralisable à différentes excitations. Ces modèles sont validés par comparaison avec des modèles
connus d’excitations aéroacoustiques.

Mots clés : Moyennes fréquences, Interactions fluide-structure, Excitations aléatoires large
bande, Excitation par couche limite turbulente, Bruit diffus, SEA, SEA-like, Excitation rain-on-
the-roof
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Abstract

The objective of this work is the analysis of spatial launchers behaviour in the mid-high fre-
quency domain. The acoustical excitation of such system is random and broadband. Vibrations
propagating inside the spatial system can damage embedded electronic components, which first
modes are located in the 200-500 Hz frequency range, i.e. the mid-frequency range of spatial laun-
chers. A numerical modeling of spatial systems must be calculated, in order to predict vibrations
inside the systems and avoid such damages.

The Finite Element Method (FEM) and the Statistical Energy Analysis (SEA) are not accurate
or efficient enough in the mid-frequency domain. A new method is thus introduced : the SEA-like
method. This method is determinist and energetic — the random excitation and the uncertainties
on the geometric description of the system are considered. This method is based on low-frequency
modeling, as modal analysis or FEM. Unlike SEA, SEA-like can be used for mid-frequency analysis.

First, a panel-cavity coupled system with rain-on-the-roof excitation is considered. This system
is modeled with an SEA-like method based on a modal coupling analysis, with an SEA-like method
based on FEM (for mid-frequency validation) and with SEA (for high-frequency validation). The
modal coupling analysis of the coupled system leads to an analysis of fluid-structure interaction in
the mid-frequency domain.

The random acoustical field is then considered. Two aerodynamic loads are studied : diffuse
field, which is present during lift-off of the launcher, and turbulent boundary layer excitation,
which is present during the aerodynamic flight. Modeling of aerodynamic loads with SEA-like is
performed by introducing equivalent delta-correlated excitations. Considering the SEA-like equa-
tion, the information on the excitation is located in the injected power vector. The modeling of
the system becomes independent of the excitation. One SEA-like modeling can thus be applied to
several aerodynamic loads.

Key-words : Mid-frequency doman, Fluid-structure interaction, Random and broadband
loads, Turbulent boundary layer excitation, Diffuse field, SEA, SEA-like, Rain-on-the-roof ex-
citation
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3.2.1 Énergie moyenne de la structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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Introduction

Contexte industriel

Les lanceurs de missiles et de fusées sont soumis à un environnement aérodynamique moyennes
et hautes fréquences, aléatoire et large bande. Cette excitation génère du bruit et des vibrations à
l’intérieur des lanceurs, qui peuvent détériorer les structures et les équipements fragiles, notamment
les composants électroniques des équipements embarqués. Il s’avère alors nécessaire de réaliser
un modèle prédictif du lanceur, afin de déterminer les niveaux de vibration des structures et
équipements internes sur l’ensemble du spectre fréquentiel.

Travaux antérieurs

Des travaux antérieurs, notamment une thèse effectuée au sein d’EADS Astrium [32], ont étudié
le couplage entre deux structures solides en moyennes fréquences à l’aide d’une méthode énergétique
basée sur des modélisations basses fréquences : la méthode SEA-like. Dans ces travaux, Hiverniau
a étudié le comportement dynamique et énergétique de plaques couplées, avec les méthodes SEA-
like et PIM. Il a également abordé la modélisation des excitations aérodynamiques en SEA-like, en
utilisant une approche équivalente. Ici, on abordera la modélisation des interactions fluide-structure
au moyen de la méthode SEA-like et on appliquera les modélisations développées par Hiverniau à
des systèmes couplés fluide-structure.

Contexte scientifique

Dans le domaine des basses fréquences, des méthodes comme la méthode par éléments finis ou
l’analyse modale peuvent être utilisées pour modéliser les interactions fluide-structure : en effet,
dans ce domaine fréquentiel, les modes du système à modéliser sont peu nombreux et ce type de
modélisation est réalisable lorsque des réductions comme la sous-structuration sont effectuées. Mais,
dans un domaine plus élevé en fréquences, la modélisation éléments finis devient complexe pour
plusieurs raisons. D’abord le comportement modal d’un système couplé fluide-structure devient
hétérogène : tandis qu’une partie du système — généralement la structure — est caractérisé par
un faible recouvrement modal, l’autre partie du système — la partie fluide — présente un fort
recouvrement modal ; de plus, il existe des incertitudes dans les paramètres descriptifs du système,
qui doivent être de plus en plus précis au fur et à mesure que les fréquences augmentent.

Ainsi, dans le domaine des hautes fréquences, la modélisation sera construite à l’aide de mé-
thodes de type énergétique, qui ne sont pas limitées par le nombre de modes et qui — par leur
nature statistique — ne tiennent pas compte des incertitudes paramétriques de la structure. La
méthode énergétique la plus commune est la méthode SEA. Cependant, ce type de méthode n’est

1



Introduction

utilisable que si les modes sont en nombre suffisant pour pouvoir être traités comme une popula-
tion statistique. Or, dans le domaine des moyennes fréquences, le recouvrement modal peut devenir
faible dans certaines parties du système et la méthode SEA n’est plus valable.

Plusieurs méthodes ont alors été développées dans le domaine des moyennes fréquences pour
résoudre ce type de problème. L’une de ces méthodes, la méthode SEA-like, est une méthode de
type énergétique — qui prend en compte le caractère aléatoire de l’excitation et les incertitudes
des paramètres de la structure — mais utilise également des méthodes basses fréquences. Ainsi,
cette méthode peut être étendue à des domaines fréquentiels où la méthode SEA ne peut plus être
utilisée.

Plan de l’étude

Dans le chapitre 1 est présenté un bref état de l’art sur les méthodes de modélisation utilisées
en moyennes et hautes fréquences. On introduit également les différents phénomènes entrant en jeu
dans l’interaction fluide-structure en moyennes fréquences. Dans la suite du rapport, un système
couplé plaque-cavité est introduit : de géométrie simple, il permet entre autres d’avoir accès à une
modélisation analytique et de mieux appréhender le comportement modal des systèmes couplés
fluide-structure.

Plusieurs modélisations sont alors envisagées pour construire le modèle SEA-like d’un système
couplé plaque-cavité. Dans le chapitre 2, on présente une méthode de couplage modal, qui permet
de traiter de manière analytique les phénomènes d’interaction fluide-structure. Cette modélisation
est appliquée à plusieurs conditions aux limites de la structure, ce qui permet l’étude de l’influence
de ces dernières sur la modélisation SEA-like.

Le modèle par couplage modal est utilisé dans le chapitre 3 pour calculer les coefficients SEA-
like du système couplé plaque-cavité. Une comparaison avec une modélisation SEA de ce même
système permet de valider le modèle SEA-like dans le domaine des hautes fréquences.

Dans le chapitre 4, une deuxième modélisation SEA-like basée sur une approche par éléments
finis est proposée. Cette modélisation permet d’une part de valider l’utilisation de l’approche par
couplage modal pour construire le modèle SEA-like, et d’autre part de proposer une mise en œuvre
de la méthode SEA-like pour des systèmes plus complexes, dont on ne peut pas décrire les modes
de manière analytique. La modélisation SEA-like basée sur l’approche par couplage modal est
alors reprise pour étudier et valider quelques réductions de la base modale du système appliquées
au modèle SEA-like. Enfin, différentes configurations du système sont modélisées pour étudier
l’influence des conditions aux limites de la plaque et de l’intensité du couplage entre la plaque et
la cavité sur la modélisation SEA-like.

Le chapitre 5 reprend la modélisation équivalente présentée par Hiverniau dans la référence [32]
et l’applique au système couplé plaque-cavité. Deux excitations aéro-acoustiques sont traitées : une
excitation par couche limite turbulente et une excitation par bruit diffus. Plusieurs modélisations
sont présentées. Les avantages et inconvénients de ces modélisations sont analysés et aboutissent
à l’application de ces modélisations sur les différentes configurations du système couplé présenté
précédemment.
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1.5.1 Méthode énergétique simplifiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1.5.4 Méthode de la puissance injectée (PIM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Chapitre 1 Méthodologies moyennes et hautes fréquences

1.1 Introduction

La modélisation d’un système présentant une problématique d’interaction fluide-structure est
complexe. En effet, le recouvrement modal du fluide étant important par rapport à celui de la struc-
ture, le fluide et la structure ne présentent souvent pas le même type de comportement fréquentiel.
Tandis que le milieu fluide a un comportement modal de type moyennes et hautes fréquences, ses
modes devenant très vite indissociables quand la fréquence de l’excitation augmente, la structure
garde un comportement de type basses fréquences.

Le comportement particulier des systèmes couplés en fluide-structure soulève, entre autres, deux
problématiques. Tout d’abord, la partie fluide des systèmes couplés devient assez complexe à modé-
liser en termes de densité modale ou de degrés de libertés dans les domaines des moyennes-hautes
fréquences : ils ne peuvent pas être modélisés à l’aide d’une simple modélisation par éléments finis,
qui serait trop lourde à calculer ; différentes méthodes de réductions doivent être alors introduites,
comme les méthodes de sous-structuration, de condensation dynamique ou les méthodes énergé-
tiques. De plus, les comportements respectifs de la partie structure et de la partie fluide présentent
des caractéristiques très différentes. Les méthodes employées pour modéliser les systèmes couplés
doivent donc pouvoir traiter les deux comportements.

Cette partie bibliographique présentera quelques méthodes utilisées pour modéliser les inter-
actions fluide-structure dans les domaines des basses fréquences, des hautes fréquences et des
moyennes fréquences. Dans le domaine des basses fréquences, les modes du système sont bien
séparés. Des méthodes de sous-structuration ou de couplage modal permettent la réduction des
systèmes couplés. Dans la partie suivante, consacrée au domaine des hautes fréquences, c’est la
méthode SEA qui sera présentée. Enfin, les parties suivantes développeront la problématique du
domaine des moyennes fréquences, où le phénomène d’interactions fluide-structure doit être traité
avec attention. On étudiera enfin, dans une dernière partie, quelques outils pour modéliser les
excitations aérodynamiques.

1.2 Interaction fluide-structure en basses fréquences

Dans le domaine des basses fréquences, les analyses modales des systèmes couplés fluide-
structure entrâınent l’utilisation d’un grand nombre de modes, nécessaires pour modéliser l’élément
fluide. Pour réduire la complexité de ces modèles, des méthodes réduites sont utilisées, comme la
sous-structuration. En plus de réduire la complexité des modélisations, la sous-structuration permet
d’effectuer des vérifications sur différents sous-systèmes sans modéliser nécessairement le système
complet [16].

Les méthodes de sous-structuration s’effectuent en trois étapes : tout d’abord la division de
la structure en différentes sous-structures, puis la modélisation de chacune des sous-structures
indépendamment les unes des autres, et enfin le couplage des différentes sous-structures pour
aboutir à un modèle complet de la structure.

Dans la référence [14] puis les références [15,16], Craig introduit une méthode de sous-structu-
ration qui s’appuie sur les modes statiques de frontière (déformées statiques de la structure pour
des excitations unitaires sur la frontière du système) et les modes de vibrations internes (modes
encastrés de la structure) :

uc ≡

{

ui

ub

}c

=

[

Φik Ψib

0 Ibb

]{

pk

pb

}c

(1.1)

où uc est le vecteur des coordonnées de déplacement de la sous-structure c, ui et ub correspondent
respectivement aux déplacements internes et aux interfaces. Φik est le mode de vibrations internes k
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Méthodologies moyennes et hautes fréquences Chapitre 1

et Ψib est le mode statique b de frontière. pk et pb sont les coordonnées généralisées correspondantes.
Les coordonnées généralisées et les coordonnées physiques sont reliées par la matrice de Craig et
Bampton.

En supposant que les modes de vibrations internes sont normalisées par rapport à la masse,
l’équation (1.1) permet d’introduire les matrices de masse et de raideur pour chacune des sous-
structures c dans le système de coordonnées généralisées correspondant :

M̄ c =

[

Ikk M̄kb

M̄bk M̄bb

]

K̄c =

[

Γkk Okb

Obk K̄bb

]

(1.2)

Ces matrices peuvent alors être assemblées à l’aide de la matrice d’assemblage S reliant le vec-
teur des coordonnées généralisées de la structure complète au vecteur des coordonnées généralisées
de chacune des sous-structures. Pour deux sous-structures α et β, cette matrice s’exprime de la
manière suivante :















pα
k

pα
b

pβ
k

pβ
b















=









I 0 0
0 0 I
0 I 0
0 0 I















qα
k

qβ
k

ub







(1.3)

La matrice S permet ainsi de calculer les matrices de masse et de raideur de la structure
complète en fonction des matrices de masse et de raideur de chacun des sous-systèmes. Les sous-
structures développées dans cette méthode sont vues comme des super-éléments, dont les degrés
de liberté aux interfaces donnent directement les coordonnées généralisées de la structure complète
et simplifient grandement le couplage des sous-structures.

La méthode de Craig et Bampton est reprise par Géradin dans la référence [27]. Dans la réfé-
rence [42], J.F. Imbert présente cette méthode dans le cadre des éléments finis. R. Ohayon applique
la sous-structuration sur un système présentant une interaction fluide-structure en utilisant une
projection de Ritz-Galerkin [68]. La pression dans le fluide est ici projetée sur des modes acoustiques
de paroi rigide et les réponses acoustiques statiques pour un déplacement donné de la frontière.

Pour la modélisation de systèmes simples, une autre méthode, qui s’appuie sur une projection
modale sur les modes de chacun des sous-systèmes découplés, est utilisée. Initialement appliquée
à une cavité rectangulaire couplée avec une plaque flexible, la méthode du couplage modal a été
introduite par Lyon [59] et Dowell et Voss [23]. Dowell applique cette méthode de manière détaillée
sur un système couplé plaque-cavité ainsi que sur d’autres configurations dans la référence [20].

Cette méthode a également été utilisée pour étudier le couplage entre les modes de structure
et les modes de fluide : Pan [71, 79, 80] et Hong [33, 34] ont étudié différentes configurations du
système couplé plaque-cavité présentant des couplages forts et faibles de la structure. Hong montre
notamment la pertinence de l’utilisation des modes découplés pour calculer la réponse d’un système
fluide-structure pour différents systèmes et différentes configurations de couplage.

La méthode de couplage modal appliquée à une plaque flexible couplée à une cavité est présentée
de manière plus détaillée dans le chapitre 2.

1.3 Approches moyennes et hautes fréquences

Comme il a été écrit dans le paragraphe 1.1, les méthodes de type basses fréquences sont difficiles
à mettre en œuvre dans les domaines des moyennes et hautes fréquences. Plusieurs approches,
simplifiées par rapport aux approches basses fréquences, sont alors envisageables. Ces approches
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s’appuient sur deux types de variables : les variables primales complexes vectorielles (déplacements,
forces, . . .) et les variables quadratiques et énergétiques réelles, qui peuvent être vectorielles ou non
vectorielles (énergie, intensité active, . . .).

1.3.1 Approches à variables primales

Différentes approches à variables primales sont utilisées en moyennes fréquences. La méthode
du flou structural, développée par Soize [78], s’applique à des systèmes dont le comportement global
peut être modélisé à l’aide de méthodes modales. Les sous-structures du système à comportements
non-déterministes sont vues comme des impédances par la structure mâıtresse. Les impédances
sont alors déterminées par des méthodes moyennes et hautes fréquences.

Une autre méthode, la théorie variationnelle des rayons complexes, a été développée par Lade-
vèze [48, 49]. Cette approche permet de déterminer la réponse de structures élastiques faiblement
amorties dans le domaine des moyennes fréquences. Elle repose sur la construction des champs
admissibles puis sur une formulation variationnelle qui permet de prendre en compte les conditions
aux limites aux interfaces de chacune des sous-structures.

Le comportement dynamique d’une sous-structure est d’abord considérée comme la superposi-
tion de modes (ou rayons complexes) de vecteur caractéristique P au voisinage d’un point x donné
par :

w(x,P) = ei
√

ωx.P.Ul(x.P) (1.4)

L’expression de w peut alors se décomposer en une partie rapide, donnée par l’exponentielle, et
une partie lente, Ul. La partie lente est le produit d’un terme dépendant de l’amortissement et
d’un terme polynomial, dont les coefficients représentent l’inconnue du problème.

Ces inconnues, dans la partie lente de la solution, peuvent alors être déterminées par une
formulation variationnelle qui prend en compte les conditions aux limites de la sous-structure. La
résolution de ce système d’équations dans le domaine complexe conduit alors à l’évaluation de
quantités effectives comme l’énergie cinétique ou de déformation.

Ainsi, seule l’échelle lente du comportement dynamique est traitée numériquement, ce qui
permet de diminuer les coûts de calculs par comparaison avec une modélisation par éléments finis.
Cependant, l’utilisation de la TVRC suppose la connaissance des paramètres ondulatoires de la
sous-structure. Son application à des cas de géométrie complexe passe alors par l’établissement de
structures de géométrie simple équivalentes.

1.3.2 Approches énergétiques

Les approches énergétiques comme la SEA (Analyse Énergétique Statistique) sont majoritaire-
ment non déterministes et permettent de prédire le comportement vibratoire d’un système lorsque
son dimensionnement n’est pas entièrement connu — par exemple en phase de préconception,
lorsque les incertitudes qui existent sur les paramètres du système ne permettent pas une modéli-
sation numérique déterministe. Ces méthodes s’appuient alors sur des grandeurs moyennées aussi
bien en espace et en fréquence que sur des paramètres du système. Une modélisation SEA donne
ainsi une description énergétique par sous-système. Cependant, certaines conditions doivent être
vérifiées pour sa validation, qui reste limitée à l’analyse hautes fréquences. Ces conditions sont
précisées dans le paragraphe 1.4 de ce rapport. La relaxation des limitations de la SEA conduit à
des approches dont la validité peut s’étendre au domaine des moyennes fréquences. C’est le cas de
la MES (méthode énergétique simplifiée) et de la WIA (wave intensity analysis).
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La méthode SEA-like est également dérivée de la méthode SEA mais, contrairement à cette
dernière, la SEA-like ne s’applique pas à un ensemble moyenné de systèmes mais à un système
en particulier (voir paragraphe 1.6). La méthode SEA-like, qui s’appuie sur des méthodes de type
basses fréquences, s’étend sur un domaine fréquentiel plus large que la SEA, tout en donnant une
description énergétique du système.

1.4 Méthode SEA

1.4.1 Présentation de la SEA

1.4.1.1 Introduction

La méthode SEA (voir référence [60]), ou Statistical Energy Analysis, est une méthode qua-
litative (Analyse) et énergétique communément utilisée dans le domaine des hautes fréquences.
Contrairement aux méthodes utilisées dans les domaines des basses fréquences, ce n’est pas une
méthode déterministe, qui donne une modélisation d’un système particulier, mais une méthode
statistique : la SEA s’applique à un échantillon de systèmes dont les paramètres, moyennés, ali-
mentent le modèle. Les systèmes ne sont pas décrits par le déplacement ou la vitesse, qui deviennent
complexes à gérer en hautes fréquences. C’est l’énergie – grandeur scalaire et non vectorielle – qui
est utilisée.

Dans l’ouvrage référencé en [60], R.H. Lyon fait un exposé exhaustif de la méthode SEA, en
commençant par les équations énergétiques entre deux systèmes couplés à un degré de liberté et
qui constituent la base de la SEA, pour conclure par l’application industrielle.

Dans le domaine des basses fréquences, les premiers modes d’un système suffisent à décrire
son comportement dynamique. Pendant longtemps, les études des systèmes mécaniques se sont
attachées à décrire les comportements basses fréquences de ces systèmes. Ainsi, les systèmes étaient
modélisés avec une analyse modale ou par éléments-finis.

La méthode SEA a été développée au début des années 60 lorsque des structures de grandes
tailles soumises à des excitations aléatoires en hautes fréquences ont commencées à être étudiées,
dans le domaine aéronautique essentiellement. En effet, en hautes fréquences, les modes deviennent
très sensibles aux incertitudes paramétriques (géométrie, propriétés des matériaux). De plus, le
grand nombre de degrés de liberté à prendre en compte dans la modélisation de ce type de sys-
tème rend les temps de calculs prohibitifs. Ainsi, une nouvelle méthode est introduite, et dont les
caractéristiques permettent de palier aux inconvénients cités ci-dessus : elle est statistique - elle
prend en compte les incertitudes dans les paramètres de structure - et énergétique - ce qui permet
d’étudier non pas des grandeurs vectorielles comme les déplacements mais des grandeurs scalaires.

La SEA repose sur un principe simple : la puissance échangée entre deux oscillateurs à un degré
de liberté est proportionnelle à la différence d’énergie entre les deux sous-systèmes. Ce principe
est établi par Lyon dans la référence [60], et se démontre lorsque certaines conditions bien précises
sont établies.

1.4.1.2 Théorie

Pour démontrer ce principe, deux oscillateurs de masse mi , de raideur ki et d’amortissement ri
sont considérés (voir figure 1.1). Ces deux oscillateurs sont couplés par une masse mc, une raideur
kc et un élément de couplage gyroscopique gc. Les équations d’équilibre des deux sous-systèmes
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m1 m2

k1 k2r1 r2

mc

gc

kc

y1 y2f1 f2

Figure 1.1 – Schéma de deux oscillateurs linéaires

couplés s’expriment :

(m1 +
mc

4
)ÿ1 + r1ẏ1 + (k1 + kc)y1 = f1 + kcy2 + gcẏ2 −

mc

4
ÿ2 (1.5)

(m2 +
mc

4
)ÿ2 + r2ẏ2 + (k2 + kc)y2 = f2 + kcy1 − gcẏ1 −

mc

4
ÿ1 (1.6)

Ces deux oscillateurs sont excités par des forces fi supposées en régime harmonique de pulsation
ω. Ainsi, la somme des puissances injectées dans les deux oscillateurs montre que l’énergie du
système est uniquement dissipée par l’amortissement interne de chacun des sous-systèmes :

〈f1ẏ
2
1〉 + 〈f2ẏ

2
2〉 = r1〈ẏ

2
1〉 + r2〈ẏ

2
2〉 (1.7)

Le couplage entre les sous-systèmes 1 et 2 est donc non-dissipatif. Le flux de puissance Π12

entre les deux oscillateurs s’écrit :

Π12 = 〈f1ẏ1〉 − r1〈ẏ
2
1〉 = −kc〈y2ẏ1〉 − gc〈ẏ2ẏ1〉 +

mc

4
〈ÿ2ẏ1〉 (1.8)

L’introduction des amortissements η1 et η2 et des pulsations propres ω1 et ω2 de chaque sous-
système découplé permet de calculer les déplacements 〈y1〉 et 〈y2〉 de chaque oscillateur (pour le
détail des calculs, voir [60]). L’équation 1.8 devient alors :

Π12 = A

[

πSl1

ω1η1(m1 + mc

4 )
−

πSl2

ω2η2(m2 + mc

4 )

]

(1.9)

où A est un coefficient qui s’écrit en fonction des paramètres du système et Sl1 et Sl2 sont les
densités spectrales des sources 1 et 2. Or, si on appelle Eb

i l’énergie dans le sous-système i découplé
- c’est-à-dire l’énergie dans un des sous-systèmes soumis à un chargement fi lorsque l’autre sous-
système est bloqué, la densité spectrale dans le sous-système i peut s’écrire :

Sli =
2

π
ωiηi(mi +

mc

4
)2〈ẏ2

i 〉 =
2

π
ωiηi(mi +

mc

4
)Eb

i (1.10)
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Mode 1 Mode 2

Mode α Mode σ

Mode n1 Mode n2

sous-système 1 sous-système 2

Figure 1.2 – Couplage modal entre deux sous-systèmes

Ainsi, on peut exprimer le flux de puissance entre les deux sous-systèmes en fonction des énergies
internes dans chaque sous-système :

Π12 = A(Eb
1 − Eb

2) (1.11)

Or, il est montré que la différence d’énergie entre les deux oscillateurs (E1 − E2) est propor-
tionnelle à (Eb

1 − Eb
2) (voir référence [60]). L’équation (1.11) devient donc :

Π12 = B(E1 − E2) (1.12)

Cette dernière équation est fondamentale dans l’analyse SEA car elle permet de quantifier la
puissance échangée entre deux modes en fonction de l’énergie contenue dans les deux modes.

On considère maintenant deux sous-systèmes présentant plusieurs modes dans une bande de
fréquence donnée. La relation (1.12) peut être utilisée pour évaluer la puissance échangée entre ces
deux sous-systèmes si les modes des sous-systèmes vérifient certaines conditions :

1. chaque mode est équiprobable dans la bande de fréquence considérée,

2. l’énergie du sous-système est équirépartie sur ses modes,

3. les amplitudes modales sont supposées incohérentes entre elles,

4. l’amortissement est le même pour chaque mode. Ceci n’est pas une hypothèse indispensable
à l’application de la méthode mais permet de simplifier sa mise en œuvre.

Ces hypothèses sont vérifiées sous certaines conditions d’application : la première hypothèse cor-
respond au fait que, dans chaque sous-système, les modes présentent des caractéristiques similaires
notamment sur leurs déformées, mais que leurs caractéristiques sont distribuées de manière aléa-
toire sur la bande de fréquence. L’hypothèse 2 est vérifiée en hautes fréquence car les sous-systèmes
sont choisis de telle sorte que les propriétés modales d’un sous-système sont similaires. L’hypothèse
3 implique que les excitations modales ont des propriétés équivalentes mais sont incohérentes entre
elles.

Soient deux sous-systèmes 1 et 2 présentant n1 et n2 modes. Les indices des modes de chaque
sous-système sont respectivement α pour le premier et σ pour le second (voir figure 1.2). Chaque
mode du sous-système 1 est couplé de la même manière que dans le système étudié précédemment
avec les modes du sous-système 2. Ainsi, les équations du mouvement pour chaque sous-système
s’expriment :
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ÿi(xi) +
ri
ρi
ẏi(xi) + Λiyi(xi) =

1

ρi
(pi(xi) + µij(xi, xj)ÿj(xj))

+
1

ρi

(

(−1)jγij(xi, xj)ẏj(xj) + κij(xi, xj)yj(xj)
)

(1.13)

où i, j = 1, 2 et i 6= j. xi est la variable d’espace parcourant le sous-système i, pi est l’excitation
du sous-système i, et µij , γij et κij représentent les interactions entre les sous-systèmes 1 et 2.

On appelle Ψ1α le mode α du sous-système 1 et Ψ2σ le mode σ du sous-système 2. Les équa-
tions de chaque sous-système sont projetées sur sa base modale. L’introduction des paramètres de
couplages µασ, γασ et κασpermet d’obtenir les équations modales pour chaque sous-système :

M1

(

Ÿα + ∆1Ÿα + ω2
αYα

)

= Fα +
∑

σ

(

µασŸσ + γασẎσ + κασYσ

)

(1.14)

M2

(

Ÿσ + ∆2Ÿσ + ω2
σYσ

)

= Fσ +
∑

α

(

µσαŸα + γσαẎα + κσαYα

)

(1.15)

où on réserve l’indice α pour le sous-système 1 et l’indice σ pour le sous-système 2.

Or, dans l’équation (1.14), l’interaction entre le mode α du sous-système 1 et tous les modes
σ du sous-système 2 peut-être considéré comme une excitation aléatoire. Donc, si un mode σ est
isolé, l’équation (1.14) peut être considéré comme une équation de couplage entre un des modes
du sous-système 1 et un des modes du sous-système 2. Elle est donc équivalente à l’équation (1.5).
De plus, l’énergie est équirépartie sur les modes et ne dépend pas du numéro du mode considéré
mais uniquement du sous-système correspondant. Ainsi, si E1 = Eα est l’énergie modale dans le
sous-système 1 et E2 = Eσ est l’énergie modale dans le sous-système 2, le flux d’énergie entre les
deux modes Ψ1α et Ψ2σ s’exprime à partir de l’équation (1.12) :

Pασ = 〈Bασ〉 (e1 − e2) (1.16)

Les modes étant supposés incohérents entre eux, l’échange d’énergie entre le mode α du sous-
système 1 et tous les modes du sous-système 2 est la somme des Pασ sur tous les modes σ. De
même, l’échange d’énergie entre les deux sous-systèmes, c’est-à-dire entre tous les modes α et σ,
est la somme sur α et σ des Pασ :

P12 =
∑

α,σ

Pασ = 〈Bασ〉N1N2 (e1 − e2) (1.17)

N1 et N2 étant respectivement le nombre de modes dans la bande de fréquence considérée dans les
sous-systèmes 1 et 2.

Si on appelle E1 = N1e1 et E2 = N2e2 les énergies totales dans chaque sous-système, et si l’on
introduit les facteurs de perte par couplage suivants :

η12 =
〈Bασ〉N2

ω
(1.18)

η21 =
N1η12

N2
(1.19)

l’équation (1.17) peut être reformulée de la façon suivante :

P12 = ω (η12E1 − η21E2) (1.20)
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L’équation (1.20), qui donne l’expression de la puissance échangée entre les deux sous-systèmes,
permet d’écrire un système d’équation donnant l’énergie totale dans chaque sous-système en fonc-
tion de la puissance injectée dans les sous-systèmes.

La puissance dissipée au sein de chaque sous-système s’exprime en fonction du facteur de perte
par dissipation ηi qui caractérise la dissipation d’énergie au sein du sous-système i :

Pi,diss = ωηiEi (1.21)

Le bilan énergétique sur chaque sous-système s’écrit alors :

Pi,inj = Pij,i6=j + Pi,diss = ω (ηiEi + ηijEi − ηjiEj) (1.22)

ce qui conduit à la matrice SEA du système étudié :

(

P1,inj

P2,inj

)

= ω

(

η1 + η12 −η21

−η12 η2 + η21

)(

E1

E2

)

(1.23)

Cette expression peut-être étendue à un système comportant plusieurs sous-systèmes lorsque
ceux-ci vérifient les hypothèses montrées plus haut.

1.4.1.3 Mise en œuvre

La matrice SEA exprime la puissance injectée moyennée dans chacun des sous-systèmes en
fonction des puissances injectées. Le calcul des coefficients SEA peut s’effectuer de différentes
manières, aussi bien expérimentalement que numériquement.

Les facteurs de perte interne ηi caractérisent la dissipation énergétique au sein de chaque sous-
système, que ce soit par amortissement structural, rayonnement vers l’extérieur ou friction interne.
Ce facteur peut être obtenu de manière expérimentale par plusieurs méthodes comme l’estimation
de la largeur à mi-hauteur de la réponse fréquentielle, l’expression de l’équilibre énergétique du
sous-système isolé ou la mesure du temps de réverbération dans le sous-système. Cependant, ces
mesures peuvent ne pas être pertinentes. Par exemple, dans le cas de la mesure du temps de
réverbération, la mesure n’est pertinente que si le système est isolé : en effet, l’amortissement du
sous-système considéré ne doit pas être du à l’interaction avec d’autres sous-systèmes.

Les facteurs de perte par couplage ηij sont déterminés soit par l’expérience, soit par un calcul.
De même que pour les facteurs de perte interne, la mesure par l’expérience des facteurs de perte
par couplage doit se faire avec attention pour ne pas interférer avec la mesure des facteurs de perte
interne.

Les méthodes de calcul utilisées pour obtenir le facteur de perte par couplage peuvent utili-
ser soit des approches modales soit des approches ondulatoires. Les approches ondulatoires sont
généralement les plus utilisées car elles ne nécessitent pas une description de chacun des sous-
systèmes considérés, mais uniquement de la jonction entre les deux sous-systèmes. Les approches
ondulatoires permettent, sous l’hypothèse de champ diffus, de calculer le coefficient de transmis-
sion moyen entre deux sous-systèmes supposés infinis. L’hypothèse de champ diffus permet alors
de moyenner les angles des ondes incidentes considérées. Le coefficient de transmission est alors
calculé en considérant le rapport entre la puissance transmise à travers la jonction et la puissance
incidente.
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1.4.1.4 Limites d’application

Les hypothèses de la méthode SEA ne sont vérifiées que sous certaines conditions. Ces condi-
tions dépendent fortement de deux paramètres : le caractère de champ diffus au sein de chaque
sous-système (recouvrement modal spatial) et le nombre de modes dans la bande de fréquence
considérée (recouvrement fréquentiel). Un recouvrement modal élevé permet de valider l’hypo-
thèse d’équiprobabilité des fréquences propres des modes sur la bande de fréquence considérée.

Une autre hypothèse importante à considérer lors de l’application de la méthode SEA, et qui
dépend également du recouvrement modal, est l’hypothèse de couplage faible. Plusieurs critères
ont été présentés pour qualifier le couplage entre les sous-systèmes :

– Chandiramani [8] considère que le couplage est faible si le facteur de perte interne est bien
plus important que le facteur de perte par couplage

– Mace [87] introduit deux paramètres qui dépendent des coefficients de réflexion et de trans-
mission à la jonction entre les deux sous-systèmes et des facteurs de recouvrement modal, et
qui permettent de déterminer la force de couplage entre deux sous-systèmes

– Fahy indique que le couplage est faible entre deux sous-systèmes si les modes des sous-
systèmes couplés présentent des caractéristiques proches des modes des sous-systèmes décou-
plés

– Le couplage est également considéré comme faible si le couplage de deux modes d’un même
sous-système via un mode de l’autre sous-système est négligeable par rapport au couplage
direct entre les modes de chaque sous-système.

Lorsque le couplage est fort, il convient d’étudier le couplage indirect (entre deux sous-systèmes
non physiquement liés) ainsi que la prise en compte ou non du couplage indirect dans le modèle. Lors
de l’application de la modélisation SEA, le couplage indirect est négligé ( sauf pour quelques cas
particuliers comme l’étude du couplage entre deux cavités séparés par une plaque) : Langley [50,51]
montre que, pour des systèmes faiblement couplés et réverbérants, le couplage indirect peut-être
négligé. Dans la référence [24], Finnveden arrive au même résultat pour un système composé de
trois sous-systèmes.

Mais nous verrons dans les paragraphes suivants que, en modifiant la méthode SEA de manière
à prendre en compte le couplage indirect, il est possible d’introduire d’autres méthodes énergétiques
qui prennent en compte des couplages plus forts.

Lors de l’expression de la matrice SEA, on considère que l’échange d’énergie entre deux sous-
systèmes est conservatif, ce qui permet d’écrire que le flux d’énergie échangé du sous-système i
vers le sous-système j est égal à l’opposé du flux d’énergie du sous-système j vers le sous-système
i. Cette hypothèse permet d’obtenir la loi de réciprocité entre les facteurs ηij etηji. En étudiant le
cas où la liaison n’est plus conservative et présente un amortissement, Fahy a réécrit les facteurs de
perte interne et les facteurs de perte par couplage de manière à prendre en compte l’amortissement
dans la liaison.

Dans le cas d’un recouvrement modal faible, les facteurs de perte par couplage dépendent for-
tement des irrégularités géométriques présentes dans le système. Dans ce cas, l’hypothèse d’équi-
probabilité des modes n’est plus valable.

1.4.2 Interaction fluide/structure en SEA

Pour appliquer la méthode SEA à un système présentant une problématique de couplage
fluide/structure, il convient d’étudier tout spécialement les phénomènes qui régissent le couplage
entre un fluide et une structure dans le domaine des hautes fréquences. On rencontre principalement
deux phénomènes de transfert énergétique : le phénomène de rayonnement qui décrit l’échange
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d’énergie entre un fluide et une structure et le phénomène de transparence, qui caractérise les
échanges énergétiques entre deux fluides séparés par une structure.

1.4.2.1 Rayonnement

Le rayonnement d’une plaque infinie dans un fluide est un phénomène qui dépend de la fréquence
de l’onde incidente sur la plaque et qui fait intervenir la fréquence critique de la plaque. Cette
fréquence critique dépend des propriétés de la plaque et du fluide environnant.

Considérons une plaque infinie située sur le plan d’équation z = 0, de masse surfacique ρs et
de rigidité en flexion D, recouverte d’un baffle rigide du côté z < 0, et baignant dans un fluide de
célérité c0 du côté z > 0. La plaque est soumise à une excitation harmonique de pulsation ω = f

2π .

Le déplacement normal de la plaque est soumis à l’équation de mouvement en flexion :

D∆4w + ρsω
2w = 0 (1.24)

ce qui nous donne le nombre d’onde ks dans la plaque en fonction de ω :

k4
s =

ρsω
2

D
(1.25)

La pression dans le fluide est décrite par l’équation de Helmholtz :

∆p+ k2p = 0 (1.26)

où k = ω/c0. La condition aux limites en z = 0 est :

∂p

∂z
= −ρ0ω

2w (1.27)

Le déplacement normal dans la plaque est écrit sous la forme w = w0exp(ikxx + ikyy) donc
l’onde de déplacement dans la plaque vérifie k2

x+k2
y = k2

s . Ainsi, d’après (1.26) et (1.27), la pression
dans la cavité s’écrit :

p =
iω2

γ
w0e

i (kxx+ kyy + γz) (1.28)

γ est le nombre d’onde suivant l’axe z dans la cavité et est donné par l’équation suivante :

γ =

{

(

k2 − k2
s

)1/2
si k > ks

i
(

k2
s − k2

)1/2
si k < ks

(1.29)

Trois cas se présentent en fonction de la valeur de ks :

a) lorsque k > ks, p est décrit par une onde plane suivant z et la plaque infinie rayonne,

b) lorsque k < ks, p est décrit par une onde évanescente suivant z, la plaque ne rayonne pas,

c) lorsque k = ks, la pression est infinie et on observe un pic de rayonnement.

Or, le nombre d’onde acoustique est égal au nombre d’onde de la plaque lorsque la fréquence
d’excitation f est égale à la fréquence critique. D’après (1.25), on en déduit la valeur de la fréquence
critique :

fc =
c20
2π

√

ρs

D
(1.30)
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Figure 1.3 – Calcul de la puissance rayonnée par une plaque rectangulaire par G. Maidanik

Dans le cas des plaques finies, lorsque la fréquence d’excitation est en dessous de la fréquence
critique, on observe un rayonnement au niveau des bords de la plaque. D’un point de vu modal,
cela s’explique par le fait que les modes de la plaque rayonnent au-delà d’une fréquence critique
dont la valeur dépend de leur fréquence propre. Ainsi, même si l’on se situe en dessous de la
fréquence critique de la plaque infinie, certains modes possédant une fréquence critique inférieure
à la fréquence d’excitation vont rayonner.

La puissance de rayonnement d’une structure se calcule grâce au coefficient d’efficacité de
rayonnement, qui prend en compte le rayonnement de chaque mode de la structure :

σ =
Prad

ρ0c0As〈v2〉
(1.31)

où Prad est la puissance rayonnée, As est la surface de rayonnement et 〈v2〉 est la moyenne spatiale
de la vitesse quadratique de la structure.

G. Maidanik [66] et F. G. Leppington [56] se sont attachés à calculer l’efficacité de rayonnement
d’une plaque finie rayonnant dans l’air. Ces deux auteurs calculent de manière différente l’efficacité
de rayonnement.

Maidanik utilise un calcul modal pour calculer l’efficacité de rayonnement d’une plaque finie. Il
considère que chaque mode rayonne et est caractérisé par une efficacité de rayonnement, avec une
fréquence de cöıncidence qui dépend des dimensions de la plaque, des caractéristiques du matériau
et des indices modaux.

Ainsi, le caractère rayonnant ou non du mode pour une pulsation donnée va dépendre de
la comparaison du nombre d’onde acoustique avec son nombre d’onde mais également avec la
projection de son nombre d’onde sur les bords de la plaque.

Pour calculer la puissance rayonnée ainsi que l’efficacité de rayonnement de la plaque, Maida-
nik somme les puissances rayonnées des modes dont la fréquence propre est égale à la fréquence
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Figure 1.4 – Calcul de la puissance rayonnée par une plaque rectangulaire par F.G. Leppington

d’excitation de la plaque, où dont l’une des composantes du nombre d’onde est égal au nombre
d’onde acoustique.

Si l’on considère une plaque de dimension a× b suivant les axes ex et ey, la puissance rayonnée
par la plaque sera :

Prad =
∑

A

〈v2
p〉AR

x
rad(A) +

∑

B

〈v2
p〉BRrad(B) +

∑

C

〈v2
p〉CR

y
rad(C) (1.32)

La puissance rayonnée est alors maximale quand les modes excités rayonnent, c’est-à-dire quand
leur fréquence propre est égale à leur fréquence de cöıncidence. Ceci se produit pour les modes
dont la fréquence propre est égale à la fréquence de cöıncidence de la plaque infinie. L’efficacité
de rayonnement de la plaque est donc maximale lorsque la fréquence d’excitation est égale à la
fréquence de cöıncidence de la plaque infinie.

Leppington utilise également un calcul modal pour calculer l’efficacité de rayonnement d’une
plaque finie. Il considère que l’énergie rayonnée par une plaque dépend de l’énergie rayonnée par
les modes excités - dont la fréquence propre cöıncide ou est proche de la fréquence d’excitation (lieu
de résonance) - mais aussi de l’énergie rayonnée des modes à la cöıncidence, c’est-à-dire dont les
nombres d’ondes sont proches du nombre d’onde acoustique (lieu de cöıncidence).

Ainsi, Leppington diffère de Maidanik car il augmente le nombre de modes pris en compte dans
le calcul de l’énergie rayonnée : il prend en compte d’avantage de modes excités et il considère
également les modes rayonnants non excités.

Si l’on considère une plaque de dimension a× b suivant les axes ex et ey, la puissance rayonnée
par la plaque sera :

Prad =

∫

LR
Pres +

∫

LC
Pnres (1.33)
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Psa

plaque s cavité a

Figure 1.5 – Modélisation SEA du système couplé plaque-cavité

où Pres est la contribution des modes résonnants de la structure et Pnres, la contribution des modes
non-résonants.

Dans la référence [56], Leppington étudie le cas de plaques anisotropiques. Dans ce cas, il existe
une fréquence de cöıncidence pour chaque direction d’anisotropie, et le lieu de cöıncidence croise
le lieu de résonance lorsque la fréquence d’excitation est comprise entre les deux fréquences de
cöıncidence. L’efficacité de rayonnement de la plaque est alors maximale.

La matrice SEA du système couplé s’écrit alors de la manière suivante :
(

Ps,inj

Pa,inj

)

= ω

(

ηs + ηsa −ηas

−ηsa ηa + ηas

)(

Es

Ea

)

(1.34)

où les indices s et a décrivent respectivement la partie structure et la partie acoustique (voir schéma
1.5). Le coefficient de perte par couplage ηsa s’exprime en fonction du coefficient de rayonnement
de la structure :

ηsa =
ρ0c0
ωρshs

σ (1.35)

où ρ0 et c0 sont la masse volumique et la célérité dans l’air, ρs et hs sont la masse volumique et
l’épaisseur de la structure et ω est la pulsation centrale de la bande de fréquence étudiée.

1.4.2.2 Transparence

Considérons le système suivant, constitué de deux cavités séparées par une plaque. Une des
cavités est excitée. L’objectif est de calculer la puissance transmise à l’autre cavité à travers la
plaque. Pour ce faire, le système est modélisé avec la méthode SEA et est divisé de la manière
suivante : la cavité excitée est le sous-système 1, la plaque, le sous-système 2 et la deuxième cavité,
le sous-système 3. Le schéma 1.6 décrit les trois sous-systèmes et les flux d’énergie auquel est soumis
le système.

La transmission de l’énergie entre les deux cavités fait intervenir le phénomène de transparence.
Il existe deux phénomènes de transparence : la transparence résonnante et la transparence non
résonnante.

La transparence résonnante fait intervenir les modes résonants de la plaque. Dans ce cas, la
plaque emmagasine l’énergie provenant de la cavité excitée puis elle rayonne cette énergie dans
l’autre cavité. Ce phénomène dépend des caractéristiques de la plaque. Sur le schéma de la modé-
lisation SEA du système, la transparence résonnante est caractérisée par les puissances échangées
P12 et P23.

La transparence non-résonnante fait intervenir des modes non résonnants de la plaque. L’échange
d’énergie entre les deux cavités se fait à travers la plaque, mais les modes de la plaque n’emma-
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P31

cavite 1 plaque cavite 2

Figure 1.6 – Modélisation SEA du système cavité-plaque-cavité

gasinent pas d’énergie. Ainsi, dans la modélisation SEA du système, la plaque n’intervient pas
dans l’échange d’énergie entre les deux cavités. La transparence non résonnante intervient dans la
puissance échangée P13.

Dans la référence [57], F. G. Leppington utilise une méthode modale pour calculer l’échange
d’énergie entre deux cavités séparées par une plaque. En intégrant sur l’espace des nombres d’ondes
une expression qui dépend de l’efficacité de rayonnement des modes, il montre que le coefficient de
transmission ǫt = 〈P 〉/〈Pinc〉, où 〈P 〉 est la puissance transmise et 〈Pinc〉 est la puissance injectée.

Si la fréquence d’excitation est supérieure à la fréquence de cöıncidence de la plaque infinie, la
contribution dominante dans le calcul du coefficient de transmission sera celle des modes résonants
(pour lesquels la fréquence propre est proche de la fréquence d’excitation) car ces modes auront
une efficacité de rayonnement non négligeable. Il s’agit du phénomène de transmission résonante.

Par contre, si la fréquence d’excitation est inférieure à la fréquence critique, l’efficacité de
rayonnement des modes résonants est négligeable. On ne prend en compte, dans le calcul du
coefficient de transmission, que la contribution des modes rayonnants (dont la fréquence critique
est inférieure à la fréquence d’excitation). Ainsi la transmission s’effectue par des modes non
résonants. Il s’agit du phénomène de transmission non résonante.

La matrice SEA du système cavité-plaque-cavité s’écrit alors de la manière suivante :





〈P1,inj〉
〈P2,inj〉
〈P3,inj〉



 = ω





η1 + η12 −η21 −η31

−η12 η2 + η21 + η23 −η32

−η13 −η23 η3 + η32









〈E1〉
〈E2〉
〈E3〉



 (1.36)

η12 et η23 correspondent à la transmission résonante entre les cavités 1 et 3 par la plaque 2 et η13

correspond à la transmission non-résonnante.

1.5 Méthodes énergétiques en moyennes fréquences

Le domaine des moyennes fréquences correspond à plusieurs définitions dans la littérature. La
plus communément admise se base sur les limitations des méthodes utilisées dans les domaines des
basses et des hautes fréquences, comme, respectivement, la méthode par éléments finis ou la SEA.

Les méthodes par éléments finis, dont la complexité et la taille de calcul varient avec le maillage
utilisé, sont de plus en plus coûteuses lorsque la fréquence d’analyse augmente. Pour modéliser de
manière pertinente un système dans un domaine fréquentiel donné, il faut que le maillage puisse
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Chapitre 1 Méthodologies moyennes et hautes fréquences

reproduire la longueur d’onde se propageant dans le système. Ainsi plus la fréquence augmente,
plus le nombre de degrés de liberté que doit traiter le modèle est important. Un autre facteur limite
l’utilisation des méthodes par éléments-finis avec des fréquences élevées. En effet, l’incertitude sur
les paramètres décrivant les systèmes augmente avec la fréquence, ce qui implique que la dispersion
sur les calculs par éléments-finis devient importante.

La méthode SEA, présentée dans le paragraphe 1.4, est donc utilisée dans le domaine des hautes
fréquences. Elle permet de palier aux limitations rencontrer en basses fréquences. Les grandeurs
utilisées sont de type énergétique, ce qui diminue le nombre de degrés de liberté à prendre en
compte. De plus, la SEA n’est pas une méthode déterministe mais statistique : les résultats donnés
par cette méthode s’appliquent à un ensemble de systèmes dont les paramètres sont moyennés.
Les incertitudes paramétriques sur un seul système sont donc éliminées par la moyennisation sur
l’ensemble des systèmes considérés.

Cependant, comme cela a été présenté dans le paragraphe 1.4, la SEA ne s’applique que dans un
domaine fréquentiel bien défini, car le comportement dynamique des systèmes doit vérifier certaines
hypothèses pour que la modélisation SEA soit pertinente : entre autres, le recouvrement modal
doit être suffisamment élevé pour que l’hypothèse d’équirépartition de l’énergie soit vérifiée. Ainsi,
lorsque le recouvrement modal dans un système est trop faible, le comportement modal du système
est trop marqué pour que la SEA puisse être appliquée. En effet, lorsque le recouvrement modal
est faible, les caractéristiques géométriques ont une influence sur le comportement énergétique des
systèmes et ne peut plus être négligé, comme c’est le cas en SEA, où les modes sont moyennés
en fréquence. Mace montre dans la référence [63], que en moyennes fréquences, les caractéristiques
géométriques des systèmes ont une influence sur leur modélisation énergétique en comparant le
couplage entre deux plaques irrégulières et celui entre une plaque rectangulaire et irrégulière.

Dans la référence [80], J. Pan donne une définition des domaines des basses, des moyennes et
des hautes fréquences en se basant sur le recouvrement modal dans chaque sous-système :

M = ∆f3dB.n(f) (1.37)

où ∆f3dB est la largeur de bande à mi-hauteur d’un mode et n, la densité modale dans le sous-
système considéré.

Le domaine des basses fréquences est déterminé par le fait que la largeur de bande à mi-hauteur
∆f3dB d’un mode est inférieur à l’écart moyen entre deux modes. Dans ce cas, on considère qu’aucun
mode ne se recouvre, chacun des modes est ainsi bien séparé et identifiable. Cela correspond à un
recouvrement modal inférieur à 0.3 pour une plaque en flexion et inférieur à 0.55 pour une cavité.

Le domaine des hautes fréquences commence lorsque 5 ou 6 modes se recouvrent. Dans ce cas,
on ne peut plus décrire le comportement dynamique des systèmes avec les modes car, d’une part, les
modes ne sont plus clairement identifiables, et d’autre part, ils sont trop sensibles aux incertitudes
paramétriques. Cette description du domaine des hautes fréquences conduit à l’hypothèse de champ
diffus, nécessaire à l’utilisation des méthodes statistiques. Ces méthodes donnent alors des résultats
pertinents. Pour une plaque, cela correspond à un recouvrement modal supérieur à 1, et pour une
cavité, supérieur à 3.

Le domaine des moyennes fréquences est défini par la zone fréquentielle non recouverte par
les domaines des basses et des hautes fréquences. Plus de détails sur la définition des fréquences
séparant les différents domaines fréquentiels sont donnés au chapitre 4.

Une deuxième approche peut être utilisée pour déterminer le domaine des moyennes fréquences :
l’aspect couplage entre un système souple ou flexible et un système rigide. Ce type de couplage
est souvent rencontré dans les problématiques industrielles, notamment lorsque des phénomènes
d’interaction fluide-structure entrent en jeu. Le système flexible, avec un recouvrement modal
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Figure 1.7 – Régions des basses, moyennes et hautes fréquences

élevé, présente un comportement de type hautes fréquences et peut être décrit par des approches
statistiques. Par contre, le système rigide, présentant un comportement de type basses fréquences,
sera plutôt décrit par des approches déterministes et basses fréquences. La modélisation de tels
systèmes pose la problématique du couplage entre des méthodes déterministes et statistiques.
Bremner et Langley proposent une méthode permettant de coupler des modes locaux et globaux
[53]. Les modes globaux y sont traités par des approches déterministes et les modes locaux sont
décris par des méthodes statistiques comme la SEA.

Dans les paragraphes suivants, quelques méthodes utilisées en moyennes fréquences sont présen-
tées. Ces méthodes énergétiques peuvent être construites à partir de deux approches très différentes.
Certaines approches, comme la méthode des coefficients d’influence énergétiques ou l’Analyse Mo-
dale Asymptotique sont basées sur une analyse modale ou par éléments-finis et sont donc inspirées
des méthodes basses fréquences. D’autres approches, comme la méthode d’intensité ondulatoire où
la méthode énergétique simplifiée, s’inspirent de la SEA en relaxant certaines hypothèses comme
l’hypothèse de champ diffus. Elles sont basées sur des descriptions ondulatoires.

1.5.1 Méthode énergétique simplifiée

La méthode énergétique simplifiée (MES) diffère de la SEA par le fait qu’elle est basée sur
un bilan local de puissance, ce qui permet d’élargir son domaine de validité par rapport à la
SEA. La MES utilise une description ondulatoire simplifiée des variables cinématiques du système.
En moyennes et hautes fréquences, il n’est pas nécessaire de conserver l’information relative à la
phase des ondes. En effet, les incertitudes au niveau des paramètres géométriques des systèmes se
traduisent par une incertitude au niveau de la phase des ondes du champ cinématique. Le bilan
de puissance s’effectue donc sur les amplitudes des ondes, de manière indépendante de la phase,
et les interférences entre les ondes propagatives sont négligées. Cette hypothèse, équivalente à la
moyennisation spatiale en SEA, permet de sommer les champs ondulatoires constituant la réponse
du système. Une autre hypothèse est effectuée, s’appuyant sur le fait que l’influence du champ
proche (constitué d’ondes évanescentes) diminue lorsque la fréquence augmente. Le champ proche,
qui est alors principalement présent au voisinage des discontinuités, est négligé dans la réponse du
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système. Ces deux hypothèses permettent de décrire les systèmes à l’aide de variables quadratiques,
qui sont, dans le cadre de la MES, la densité d’énergie totale et l’intensité active.

Suivant le type d’ondes composant le champ ondulatoire et le modèle de réflexion utilisé,
plusieurs MES sont introduites. La MES différentielle est basée sur un champ ondulatoire décrit
par des ondes planes. La MES différentielle mixte est basée sur un champ direct décrit par des
rayons et un champ réverbéré décrit par des ondes planes. Enfin, les MES fonctionnelles et intégrales
s’appuyent sur une description basée sur des rayons et diffèrent par le modèle de réflexion utilisé.

En reprenant le formalisme des références [76] et [39,40,55], considérons un système linéaire et
isotrope, en régime stationnaire de pulsation ω. Le bilan de puissance local s’écrit en fonction du
vecteur de densité de flux d’énergie I et des densités Πinj et Πdiss de puissance injectée et dissipée
par unité de volume :

Πinj = ∇.I + Πdiss (1.38)

La densité de puissance dissipée est supposée ici proportionnelle à la densité d’énergie totale
W et à la pulsation ω :

Πdiss = ηωW (1.39)

où η est le coefficient d’amortissement considéré. Deux types d’amortissement peuvent entrer en
jeu : l’amortissement visqueux si la dissipation est liée à l’énergie cinétique et l’amortissement
hystérétique si la dissipation est liée à l’énergie potentielle. L’égalité des énergies (cinétique et
potentielle) en hautes fréquences permet d’écrire l’équation ci-dessus quel que soit le type d’amor-
tissement considéré. Le bilan de puissance local s’écrit alors :

Πinj = ∇.I + ηωW (1.40)

Les ondes de champ proche étant négligées, l’intensité I peut s’exprimer en fonction de la
densité d’énergie :

I = cWu (1.41)

où u est la direction de propagation de I.

Comme il est dit précédamment, les différentes approches de la MES diffèrent par le type d’onde
et le mécanisme de réflexion utilisé. La MES différentielle considère que le champ ondulatoire est
composé d’ondes planes. L’intensité Ii liée à une direction ui peut alors s’exprimer en fonction de
l’énergie partielle Wi de la façon suivante :

∇.Ii = c(∇Wi)ui = c
∂Wi

∂ui
(1.42)

L’équation (1.40) appliquée à l’énergie partielle Wi permet d’obtenir un bilan de puissance
partiel :

c
∂Wi

∂ui
+ ηωWi = 0 (1.43)

ce qui peut également s’exprimer de manière vectorielle :

c∇Wi +
ηω

c
Ii = 0 (1.44)
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Les interférences entre les différents champs ondulatoires étant négligeables, les intensités Ii sont
sommées, ce qui conduit à l’expression de l’intensité totale I en fonction de la densité d’énergie
totale W :

∇W +
ηω

c2
I = 0 (1.45)

Cette équation, associée à l’équation (1.40) permet d’obtenir le bilan de puissance sur l’énergie
totale :

−
c2

ηω
∆W + ηωW = Πinj (1.46)

Cette équation peut être mise en œuvre avec une méthode par éléments-finis. Cependant, elle est
pertinente dans la mesure où l’on suppose que le champ ondulatoire peut être décrit par des ondes
planes. Or, cette hypothèse est difficilement vérifiable lorsque le champ direct n’est pas négligeable
devant le champ réverbéré. En effet, dans des milieux bi- ou tridimensionnels, le champ direct pour
une excitation ponctuelle est décrit par des ondes cylindriques ou sphériques.

Une deuxième MES est donc introduite : la MES différentielle mixte. Ici, le champ ondulatoire
est donné par la somme du champ direct et du champ réverbéré. Le champ ondulatoire direct
est composé de rayons créés par une source ponctuelle, qui sont des ondes planes, cylindriques ou
sphériques suivant que le milieu est uni-, bi- ou tridimensionnel :

Wd(r) =
Πinj

γnc
emrrn−1 (1.47)

où γn est l’angle solide de la source d’excitation, m est le coefficient d’absorption atmosphérique,
équivalent à ηk, et n est la dimension du milieu étudié.

Le champ réverbéré Wr est décrit par la MES différentielle, où l’on considère que la puissance
injectée donnée dans l’équation (1.46) provient de la réflexion aux frontières du champ ondulatoire
total. Un bilan de puissance sur un élément de frontière permet d’obtenir le flux d’énergie réverbéré
par la frontière en fonction du champ direct et du champ réverbéré.

La MES Intégrale et la MES Fonctionnelle décrivent également le champ ondulatoire comme
la somme du champ direct et du champ indirect, mais ici, le champ indirect est décrit par des
rayons correspondant à des sources surfaciques localisées sur les frontières. La densité d’énergie
s’écrit alors à l’aide des noyaux de Green énergétiques :

G(r) =
1

γn

e−mr

rn−1
(1.48)

où r représente la distance entre le point d’observation et la source. La densité d’énergie en un point
M , somme de champ direct, du aux sources primaires, et du champ réverbéré, du aux réflexions,
s’écrit :

W (M) =

∫

Ω
ǫ(S,uSM )G(S,M)dS +

∫

∂Ω
i(P,uPM )G(P,M)dP (1.49)

ǫ(S,uSM ) désigne la puissance de la source primaire située en un point S et vue depuis le point
M . i(P,uPM ) est l’intensité spécifique due aux réflexions sur la frontière au point M , vu par le
point P .

Les deux approches MES traitent de manière différente la réflexion sur les parois, qui permet
de déterminer les sources secondaires i. La MES intégrale utilise un modèle de réflexion diffuse
régie par la loi de Lambert — la directivité de l’énergie réfléchie est proportionnelle au cosinus
de l’angle avec la normale à la frontière — la MES fonctionnelle utilise un modèle de réflexion
spéculaire, régie par la loi de Snell-Descartes. Les modèles de réflexions permettent de déterminer
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frontière k

Ii(φ, ω)

Ij(θ, ω)

φ

ψ

θ

Figure 1.8 – Puissance transmise entre les ondes de type i et j à travers la frontière k

la directivité des intensités spécifiques i. L’amplitude, ou radiosité, de i peut être déterminée à
l’aide d’un bilan de puissance à la frontière.

1.5.2 Méthode d’intensité ondulatoire (WIA)

La méthode WIA (Wave Intensity Analysis), introduite par R.S. Langley (voir [52]), est une
méthode énergétique inspirée de la SEA, où l’hypothèse de champ diffus n’est plus vérifiée. En effet,
la SEA ne décrit pas toujours de manière pertinente le comportement énergétique des systèmes :
comme on l’a vu dans le paragraphe 1.5.5, une modélisation SEA de deux plaques couplées en L
surestime les niveaux vibratoires dans les systèmes.

La WIA considère que le champ ondulatoire n’est pas diffus dans le système. Ainsi, si le système
étudié est soumis à une excitation stationnaire aléatoire, le champ ondulatoire généré dans le
système est également aléatoire, stationnaire en fréquence, mais inhomogène dans l’espace. La
densité d’énergie d’un système peut alors s’exprimer comme la somme d’énergies portées par des
ondes de longueurs d’onde µj , se propageant dans la direction θ :

〈Etot〉 = 2〈Ec〉 =
∑

j

∫

Θ

∫ ∞

0
ej(θ, ω)dθdω (1.50)

L’excitation étant aléatoire, les différents types d’ondes contribuent de manière indépendante
à l’énergie totale et leurs densités d’énergie ej(θ, ω) peuvent être sommées. Ces densités d’énergies
sont calculées par des équations énergétiques sur une onde de type j et de direction de propagation
θ, similaires aux équations SEA :

Pinj,j(θ, ω) = Pdiss,j(θ, ω) +
∑

i

Pin,i,j(θ, ω) + Pout,j(θ, ω) (1.51)

Comme en SEA, Pinj,j est définie comme la puissance injectée dans le sous-système considéré par
une excitation externe. De même, Pdiss,j est la puissance dissipée par le sous-système et s’exprime
en fonction du facteur de perte ηj et de l’énergie totale Ej portée par l’onde de type j et de
direction θ :

Pdiss,j(θ, ω) = ωηjEj(θ, ω) (1.52)

Pin,i,j et Pout,j traduisent les puissances échangées aux frontières du sous-système entre l’onde de
type j et les autres ondes de type i. La puissance entrante dans le sous-système et transmise à
l’onde de type j par une onde de type i s’exprime de la manière suivante :

Pin,i,j(θ, ω)dθ = LIi(φ, ω).nτij(φ,n)dφ (1.53)
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où L est la longueur de la frontière, n décrit la normale à la frontière, Ii est l’intensité associée
à l’onde de type i et de direction φ, et τij est le coefficient de transmission d’énergie entre les
deux ondes. Si l’on considère le cas bidimensionnel représenté figure 1.8, la puissance entrante peut
s’écrire :

Pin,i,j(θ, ω) =
∑

k

Pk,i,j(θ, ω) (1.54)

où Pk,i,j est la puissance transmise de l’onde i à l’onde j à travers la frontière k :

Pk,i,j(θ, ω) =
ωLk

2π

Ei(φi, ω)

νi

cos(θ + π/2 − ψk)

cj
τij(φi + π/2 − ψk) (1.55)

Finalement, la puissance sortante du sous-système portée par l’onde de type j est :

Pout,j(θ, ω) = Ij(θ, ω)n (1.56)

Dans le cas bi-dimentionnelle, cette équation se réécrit :

Pout,j(θ, ω) =
∑

m

ωLm

2π

Ej(θ, ω)

νj

cos(θ + π/2 − ψm

cj
(1.57)

L’équation (1.51) devient alors :

Pinj,j(θ, ω) = ωηjEj(θ, ω) +
Ej(θ, ω)

νj

ω

2πcj

∑

l

Ll cos(θ + π/2 − ψl

cj

ω

2πcj

∑

i,k

Ei(φi, ω)

νi
Lk cos(θ + π/2 − ψk)τij(φi + π/2 − ψk) (1.58)

Pour résoudre le système d’équation formé par l’équation (1.58) pour chaque type d’onde j, une
méthode de Galerkin est utilisée. L’inconnue du problème Ej est exprimée par une somme de
fonctions de forme :

Ej(θ, ω) =
∑

p

Ejp(ω)Njp(θ) (1.59)

La projection des équations issues de (1.58) sur les fonctions de formes conduit à une équation
matricielle exprimant le vecteur des densités d’énergies des différents types d’ondes en fonction du
vecteur des puissances injectées :

Pinj = CE (1.60)

où les coefficients de la matrice C sont donnés par :

Cjp,is = δi,j

(

ωηjνj

∫ 2π

0
Njp(θ)Nis(θ)dθ

+
ω

2πcj

∑

m

Lm

∫

Θm

Njp(θ)Nis(θ) cos(θ + π/2 − ψm)dθ

)

−
ω

2πcj

∑

k

Lk

∫

Θk

Npj(θ)Nis(φki) cos(θ + π − ψk)τ
k
ij(φki + π/2 − ψk)dθ (1.61)

Et le vecteur des puissances injectées est donné par :

Pinj,jp =

∫ 2π

0
Pinj,j(θ, ω)Njp(θ)dθ (1.62)
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Θk et Θm correspondent à l’intégration angulaire sur les frontières k (puissance sortante) et m
(puissance entrante). Si l’on considère que la dépendance en θ des énergies associées à une onde en
particulier est nulle, on retrouve les équations de la SEA. Cette présente méthode est une extension
de la SEA lorsque l’énergie n’est plus équirépartie entre les modes d’un sous-système donné. En
effet, un mode peut être décrit ici par un type d’onde selon une direction donnée. Si l’on considère
que l’énergie associée à l’onde de type j ne dépend plus de θ, alors l’onde j peut être considérée
comme un sous-système au sens SEA, où l’énergie est équirépartie entre les modes.

L’application de la WIA à des systèmes de plaques couplées montre que, contrairement à la
SEA, la WIA ne surestime pas les énergies dans les sous-systèmes et donne des résultats plus précis,
surtout en hautes fréquences. Cette méthode prend aussi en compte les conditions aux limites du
système. En effet, les conditions aux limites ont une influence sur le comportement énergétique du
système sur tout le domaine fréquentiel, y compris en hautes fréquences même si cette influence
y est moins importante qu’en basses et moyennes fréquences. Ainsi, la SEA, qui ne prend pas en
compte les conditions aux limites, est moins précise que la méthode WIA.

Cependant, la WIA est une méthode énergétique et ne permet pas de décrire spatialement la
répartition énergétique dans le sous-système. La méthode AMA, décrite ci-dessous, est une méthode
asymptotique s’appuyant sur l’analyse modale, qui donne une description spatiale du mouvement
en hautes fréquences.

1.5.3 Analyse modale asymptotique

L’analyse modale asymptotique (AMA) est introduite par Dowell dans la référence [21] pour
retrouver les résultats SEA établis par Lyon [60] à partir de méthodes modales.

La méthode AMA est une analyse modale poussée en fréquence et moyennée sur les domaines
spatial et fréquentiel et sur les modes du système modélisé. La méthode AMA peut ainsi être utilisée
sur des domaines fréquentiels plus étendus qu’une analyse modale classique. Dowell et al. [22]
montre que cette méthode donne des résultats satisfaisants en hautes fréquences, notamment dans
le cas d’une plaque rectangulaire [18,46] et celui d’une cavité couplée avec une plaque [22,73]. Voici
ci-dessous un exposé de la démarche utilisée.

1.5.3.1 Présentation

Une plaque flexible est couplée avec une cavité et excitée par une excitation de type rain-on-
the-roof . Les équations modales décrivant le comportement du système couplé sont établies de la
façon suivante : une plaque découplée est excitée par une excitation δ-corrélée ; puis la réponse de la
plaque découplée est utilisée pour exciter la cavité. Ainsi il s’agit moins d’un couplage plaque-cavité
que d’un châınage entre les différentes équations, où la plaque, découplée est d’abord considérée
comme un système excité, puis comme excitation de la cavité.

En écrivant les équations modales de la plaque et de la cavité, on obtient la densité spectrale
de puissance Sf de la pression adimensionnée f = p/(ρ0c

2
0) dans la cavité en fonction de la densité

spectrale de puissance de l’excitation :
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Sf (ω;x, y, z) =
1
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∑
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a
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∑
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Φs
m(xi, yi)Φ

s
n(x∗i , y

∗
i )SFij

(ω) (1.63)

où Φa
r etΦs

r sont les modes de la cavité et de la plaque non couplées, Ha
r et Hs

r , les fonctions de
transfert modales de la cavité et de la plaque, Ma

r , la masse modale du r-ième mode de cavité et
ω, la pulsation considérée.

Une hypothèse sur les couplages modaux, effectuée fréquemment dans les études moyennes et
hautes fréquences des systèmes couplés plaque-cavité (voir entre autres [56,80]), est alors introduite.
Le cross-coupling - couplage entre deux modes de plaques via un mode de cavité et réciproquement
- est négligé. Cela revient à dire que les termes pour lesquels r = s, m = n et i = j sont dominants.
On peut donc écrire que :

Sf (ω;x, y, z) =
1

V 2
0

∑

r

∑

m

∑

i

Φa
r
2(x, y, z)

Ma
r

2 ‖Ha
r (ω)‖2

ω4‖Hs
m(ω)‖2SFij

(ω)Φs
m

2(xi, yi)B
2
rm (1.64)

où Brm est le terme de couplage spatial entre les modes de plaque et de cavité :

Brm =

∫

As

Φa
r(x, y, z0)Φ

m
s (x, y)dxdy (1.65)

En considérant que la DSP de l’excitation varie peu sur la bande de fréquence considérée et
que les modes de plaque et de cavité sont bien séparés, la pression adimensionnée est moyennée en
fréquence sur la bande ∆ω :

f̄2 ≃
π

4

1

V 2
0

∑

r,m,i

αrm

βrm

ω4
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a
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2ω3
mω

a
m

3ζmξa
r

Φs
m

2(xi, yi)B
2
rmSFii

(ω) (1.66)

αrm et βrm sont fonctions des propriétés modales de la plaque et la cavité et traduisent le couplage
fréquentiel entre les modes de plaque et de cavité.

Lorsque le nombre de modes de plaque ∆M et de cavité ∆NA excités sur la bande de fréquence
∆ω est suffisamment élevé, les caractéristiques modales varient peu sur ∆ω. Elles sont donc consi-
dérées comme constante sur la bande de fréquence, ce qui permet d’exprimer de la façon suivante
la moyenne spatiale de la pression adimensionnée dans la cavité :

〈f̄2〉 ≃
π

4

1

V 2
0

αc〈Φ
a
c
2〉

M2
cM

a
c

2ω3
cω

a
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c
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i

SFii
(ωc)

∑

r,m

1

βrm
Φs

m
2(xi, yi)B

2
rm (1.67)

Un terme fréquentiel n’a pas été moyenné dans l’équation (1.67). Il s’agit du dénominateur des
fonctions de transfert βrm. En effet, le calcul de βc n’est pas immédiat et permet d’introduire le
terme ∆ω dans l’expression de la pression adimensionnée.

∑

r,m

1

βrm
Φ2

mB
2
rm ≃

1

βc

∑

r,m

Φ2
mB

2
rm (1.68)
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où :
1

βc
≃

4

π

1

∆ωαc
(1.69)

Considérons maintenant la double somme dans l’équation (1.68), qui décrit le couplage spatial
entre la plaque et la cavité :

∑

r,m

Φ2
mB

2
rm =

∑

r
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AS
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r(x, y, z0)Φ
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Φs
m

2(xi, yi)Φ
s
m(x, y)Φs

m(x∗, y∗)dsds∗ (1.70)

Lorsque ∆M et ∆NA sont grands, les termes dominants sont les termes pour lesquels x = x∗

et y = y∗. De plus on a :

∑

m

Φs
m

2(xi, yi)Φ
s
m(x, y)Φs

m(x∗, y∗) −−−−−→
∆M→∞

∆M [〈Φs
c
2〉]2 (1.71)

ce qui permet de réécrire la double somme :

∑

r,m

Φs
m

2(xi, yi)B
2
rm ≃ ∆M [〈Φs

c
2〉]2

∑

r

∫

As

Φa
r
2(x, y, z0)ds (1.72)

≃ ∆M ∆NAA
2
s[〈Φ

s
c
2〉]2

〈Φa
c
2〉

〈Z2
c 〉

(1.73)

où :

〈Z2
c 〉 =

〈Φa
c
2〉

〈Φa
c
2〉As

(1.74)

Dans l’équation (1.73), les termes de la matrice de couplage B sont moyennés sur la bande de
fréquence ∆ω. Les modes du système ne sont alors plus considérés individuellement, mais moyennés
sur ∆ω.

En remarquant que les masses généralisées moyennées sur les modes de la plaque et de la cavité
peuvent s’exprimer de la manière suivante :

Mc ≃Mp〈Φ
s
c
2〉 (1.75)

et

Ma
c ≃ 〈Φa

c
2〉 (1.76)

et que la densité spectrale de l’excitation peut s’exprimer de la manière suivante :

∑

i

SFii
(ωc) =

〈F̄ 2〉∆ω

∆ω
(1.77)

on obtient, d’après les équations (1.67), (1.69) et (1.73), l’expression asymptotique de la pression
quadratique moyenne dans la cavité :

〈p̄2〉

(ρ0c20)
2
≃
(π

4

)2 ∆M

∆ω

∆Na

∆ω

(

As

V0

)2 〈F̄ 2〉∆ω

M2
pω

2
c ζcξ

a
c

1

〈Z2
c 〉

(1.78)
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1.5.3.2 Convergence de l’AMA

Dans la référence [21], Dowell montre la convergence de l’AMA vers la SEA.

Pour valider l’analyse modale asymptotique, Dowell compare deux modélisations du système
couplé plaque-cavité : une modélisation par analyse modale classique et une modélisation par
analyse modale asymptotique.

De manière générale, l’analyse modale asymptotique converge vers l’analyse modale classique
quand le nombre de modes excités dans la plaque et la cavité (dans la bande de fréquence ∆ω)
augmentent. La largeur de la bande de fréquence utilisée pour la moyenne fréquentielle a une
influence sur la convergence. Deux arguments contradictoires viennent justifier cette influence :

– plus la bande de fréquence est large, plus le nombre de modes pris en compte dans les calculs
AMA augmente, la méthode AMA est alors plus précise,

– Cependant, plus la bande de fréquence est large, plus les propriétés modales sont dispersées
sur la bande de fréquence et plus la moyenne modale est approchée.

Ce deuxième argument est prédominant dans l’étude de la convergence de la méthode AMA
vers l’analyse modale classique. En effet, l’élargissement des bandes de fréquence dans le calcul
AMA ralentit la convergence de la méthode AMA vers l’analyse modale classique.

On peut également étudier cette convergence de manière spatiale dans la cavité. La convergence
est validée presque partout sauf sur les bords de la cavité. Là, l’AMA sous-estime l’analyse modale
classique. Le rapport CMA/AMA peut être caractérisé à l’aide de la position d’observation dans
la cavité :

– à l’intérieur de la cavité : AMA/CMA −→ 1
– sur les faces de la cavité : AMA/CMA −→ 2
– sur les arêtes de la cavité : AMA/CMA −→ 4
– aux coins de la cavité : AMA/CMA −→ 8

Malgré ces divergences locales, on constate que l’analyse modale asymptotique permet une
approche satisfaisante de l’analyse modale classique en hautes fréquences et est bien moins coûteuse
que cette dernière.

1.5.4 Méthode de la puissance injectée (PIM)

Les coefficients SEA sont généralement calculés à l’aide d’approches ondulatoires, qui ne peuvent
s’appliquer que sur des systèmes simples et pour des recouvrements modaux élevés. Pour des
systèmes plus complexes, des méthodes basées sur des modélisations par éléments-finis des sys-
tèmes étudiés ou des mesures expérimentales peuvent être utilisées pour calculer les coefficients
SEA [2,13,64,77].

La méthode de la puissance injectée (ou Power Injected Method) permet de calculer les co-
efficients SEA, soit par une modélisation basses fréquences, de type éléments finis, soit par des
mesures expérimentales. Dans tous les cas, le système est soumis à des excitations de type rain-on-
the-roof , c’est-à-dire à un ensemble de forces ponctuelles de type bruit blanc, placées aléatoirement
sur le système et déphasées les unes par rapport aux autres. Dans la référence [2], il est montré
que 5 forces suffisent pour exciter une plaque. Dans la référence [32], 10 points sont utilisés pour
exciter la plaque, bien qu’il soit noté que l’utilisation de 5 points d’excitation induit une faible
variation dans les estimations des niveaux énergétiques dans la plaque. Le choix du nombre et
de la localisation des points pour simuler une excitation de type rain-on-the-roof doit donc être
effectué avec attention,. Cette excitation permet entre autre de décorréler les modes du système

27
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excité, condition nécessaire à l’application de la SEA. L’excitation rain-on-the-roof est décrite plus
en détail dans le paragraphe 1.6.2.

Le domaine fréquentiel d’étude est également limité aux hautes fréquences : il faut en effet que
le nombre de modes dans une bande de fréquence donnée soit suffisamment élevé pour permettre
l’application de la SEA. Pour l’étude d’une plaque, le nombre minimal de modes dans une bande
fréquentielle est de 4.

A partir de là, si l’on suppose que les modes sont équi-énergétiques, plusieurs méthodes per-
mettent de déterminer les coefficients de perte interne et de perte par couplage. Dans le cas de
deux plaques couplées et pour le coefficient de perte interne du sous-système i, trois méthodes ont
été utilisées dans la référence [2] :

La méthode de la puissance injectée appliquée à une plaque seule : la plaque est exci-
tée en régime harmonique, puis l’énergie et la puissance injectée sont mesurées, ce qui permet
de calculer le coefficient de perte interne en utilisant l’équation énergétique suivante :

Pinj,i = ωηiEi (1.79)

La méthode de mesure du temps de réverbération : l’excitation de la plaque découplée est
coupée, ce qui permet de mesurer le temps de réverbération à 60 dB et le calcul de facteur
de perte interne :

ηi =
2.2

fT60
(1.80)

Dans le cas des deux plaques couplées, cette mesure donne un facteur de perte interne inférieur
aux deux autres mesures, car l’équi-répartition d’énergie n’est pas maintenue lors de l’arrêt
de l’excitation.

La méthode de la puissance injectée appliquée au système couplé : les équations d’équi-
libre relatives aux deux systèmes sont écrites pour plusieurs excitations du système (si l’on
ne prend pas en compte la condition de réciprocité qui relie les coefficients ηij et ηji, il faut
étudier au moins autant de cas d’excitations qu’il y a de sous-systèmes). Le système d’équa-
tion est alors inversé, ce qui permet d’obtenir à la fois les coefficients de perte interne et de
perte par couplage.

Les coefficients de perte par couplage sont déterminés par la méthode de la puissance injectée,
en inversant le système des équations énergétiques issues des différentes mesures et des différentes
excitations du système.

Hiverniau [32] a également mesuré les coefficients SEA de deux plaques couplées avec la méthode
de la puissance injectée. Comme Bies et al. la mesure du coefficient de perte interne d’une plaque
a été effectuée sur la plaque découplée avec la méthode de la puissance injectée et la méthode du
temps de réverbération, qui ont donnés des résultats proches. Hiverniau a aussi étudié l’influence
du nombre de points d’excitation et du nombre de points de mesure.

Le facteur de perte par couplage est ensuite calculé par trois méthodes différentes : la méthode
de la puissance injectée appliquée à des mesures expérimentales, la même méthode appliquée à
une modélisation par éléments finis, et une approche ondulatoire. La valeur du coefficient issu des
mesures expérimentales est alors très éloignée de l’approche par éléments finis et de l’approche
ondulatoire. Hiverniau explique cette dissemblance par les différences entre les facteurs de perte
interne mesurés d’une part et introduits dans les modélisations d’autre part. Lorsque, par contre, les
amortissements mesurés sont introduits dans la modélisation par éléments finis et dans l’approche
ondulatoire, les facteurs de perte par couplage issues des deux approches par la méthode de la
puissance injectée concordent, contrairement à l’approche ondulatoire.
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La méthode de la puissance injectée, qui est une méthode énergétique inverse et conduit aux
calculs des coefficients SEA, s’avère ainsi plus précise que les approches ondulatoires lorsque les
hypothèses de la SEA ne sont plus strictement vérifiées — par exemple dans le cas de faibles
recouvrement modaux [32]. Cependant, en dehors du domaine de validité de la SEA, les coefficients
obtenus par cette méthode peuvent présenter des incohérences, comme par exemple la dépendance
des facteurs de perte par couplage à l’amortissement des sous-systèmes.

La méthode SEA-like, présentée dans le paragraphe suivant, est également basée sur des mé-
thodes basses fréquences. Mais contrairement à la méthode de la puissance injectée, la méthode
SEA-like n’est pas une méthode énergétique inverse et se rapproche de la méthode des coefficients
d’influence énergétique. De plus, comme on le verra plus tard, la méthode SEA-like n’est pas
assujettie aux excitations de type rain-on-the-roof .

1.5.5 Méthode des coefficients d’influence énergétiques

La méthode des coefficients d’influence énergétique (CIE) est introduite par C. Lesueur [58]. Il
s’agit d’une méthode énergétique déterministe, basée sur une analyse modale du système étudié. La
SEA a tendance à surestimer le couplage structural dans les domaines des basses et des moyennes
fréquences. La méthode des CIE a donc été développée pour donner une modélisation plus précise
des systèmes couplés structure-structure dans ces domaines fréquentiels. L’utilisation de l’analyse
modale permet de limiter les temps de calcul par rapport à une modélisation par éléments finis.
Cependant, les données modales sont difficiles à obtenir pour certaines structures complexes, ce
qui limite l’utilisation de cette méthode.

On considère plusieurs systèmes vibrants couplés, linéaires, et dont les caractéristiques sont
indépendantes du temps. Aucune hypothèse n’est faite sur la nature ou le couplage de ses systèmes,
qui peuvent être structuraux ou acoustiques. Ces systèmes sont soumis à des excitations supposées :

– décorrélées sur deux systèmes différents,
– séparables en espace et en temps,
– en régime permanent.

Le coefficient d’influence énergétique Cij donne l’énergie cinétique dans le système i lorsque le
système j est excité avec une excitation de densité spectrale de puissance Sj(ω). Ce coefficient
s’exprime en fonction de la fonction de dépendance spatiale βj(M

′
j ,M

′′
j ) des forces excitant le

système j et de la fonction de réponse en fréquence Hij(Mi,M
′
j , ω) entre le point Mi du système

i et le point M ′
j du système j. Hij est la transformée de Fourier de la réponse en vitesse au point

Mi pour une force impulsionnelle unité au point M ′
j . Le coefficient Cij correspondant à la bande

de fréquence ∆ω est donné par :

Cij(∆ω) =
1

2

∫

∆ω

∫

Ωi

∫∫

Ωj

ρi(Mi)Hij(Mi,M
′
j , ω)H∗

ij(Mi,M
′′
j , ω)βj(M

′
j ,M

′′
j )dM ′

jdM
′′
j dMidω

(1.81)

où ρi est la densité du système i. Si le système j est soumis à une excitation de densité spectrale
de puissance Sj constante sur ∆ω, l’énergie du système i moyennée sur ∆ω s’écrit alors :

〈Eci〉 = CijSj (1.82)

A cause de la présence du terme βj dans l’expression de Cij , le coefficient d’influence énergétique
dépend du type d’excitation appliqué au système j. Pour une excitation δ-corrélée du système j,
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la fonction de corrélation spatiale de l’excitation s’écrit :

βj(M
′
j ,M

′′
j ) = δ(M ′

j −M ′′
j ) (1.83)

L’expression du coefficient d’influence énergétique est simplifiée :

Cij(∆ω) =

∫

∆ω

∫

ωi

∫

ωj

ρi|Hij(Mi,Mj , ω)|2dMidMjdω (1.84)

Une relation de symétrie relie alors les coefficients Cij et Cji, en supposant que les densités ρi

et ρj sont constantes sur les systèmes i et j :

Cij

ρi
=
Cji

ρj
(1.85)

Les fonctions de réponse en fréquence Hij sont calculées à l’aide d’une analyse modale sur
l’ensemble des systèmes couplés. Avec l’introduction de ωk, Φk et mk, respectivement la pulsation,
la déformée et la masse généralisée du mode k, les coefficients d’influence énergétique s’expriment :

Cij =
∑

k,p

Ψ
(i)
kp

Bkp

mkmp
G

(j)
kp (1.86)

Ψ
(i)
k,p s’exprime en fonction des déformées modales k et p sur le système i et représente le

couplage spatial entre les modes k et p dans le système i. Bkp s’exprime en fonction des pulsations
et des amortissements des modes k et p et représente le couplage fréquentiel entre les modes

k et p. Enfin G
(j)
kp représente le couplage spatial entre les modes k et p dans le système j et

dépend de l’excitation. Cette formulation permet de séparer les différents mécanismes de transfert
énergétiques. Ces mécanismes sont étudiés plus en détails dans le cas de la SEA-like au paragraphe
1.6.3.

Dans les références [4], [5] et [30], la méthode des coefficients d’influence énergétique est appli-
quée à différentes configurations de plaque. Dans la référence [5], notamment, la méthode des CIE
est appliquée à deux plaques couplées en L dont l’une est soumise à une excitation δ-corrélée. Le
modèle est ensuite comparé avec la SEA. On retrouve le fait que la SEA surestime la transmission
d’énergie entre les deux plaques par rapport à la méthode des CIE. Ce décalage apparait lorsque les
deux plaques sont différentes. Dans ce cas, le décalage diminue lorsque les fréquences augmentent
et la modélisation SEA est correcte dans le domaine des hautes fréquences.

1.5.6 Modélisation des interactions fluide-structure et limites d’application

Quelques unes des méthodes présentées ci-dessus ont également été appliquées à des systèmes
couplés fluide-structure, que ce soit pour étudier les phénomènes de rayonnement ou de trans-
parence des structures. Dans la référence [58], la méthode des CIE est appliquée à un système
couplé plaque-cavité, ainsi qu’à deux plaques séparées par une cavité. C’est également le cas de
la MES dans la référence [12]. Comme on l’a présenté dans le paragraphe 1.5.3, l’analyse modale
asymptotique a été appliquée à un système couplé plaque-cavité.

Ces méthodes donnent une description énergétique pertinente des systèmes couplés fluide-
structure sur un domaine fréquentiel plus étendu que la SEA. Deux approches prédominent dans
ces différentes méthodes. Les méthodes MES et WIA reposent sur une description ondulatoire des
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systèmes. L’approche ondulatoire permet en effet d’étudier les phénomènes d’échange énergétique
de manière locale et se prête bien à l’analyse des moyennes et hautes fréquences.

La méthode des CIE, la PIM et l’analyse modale asymptotique reposent sur des approches de
type modales, et permettent notamment d’avoir accès au comportement asymptotique de l’analyse
modale en hautes fréquences. Elles peuvent donc être appliquées à des structures plus complexes
que les méthodes basées sur une approche ondulatoire. Cependant, comme cela a été souligné, les
méthodes PIM et AMA s’appliquent dans un domaine relativement restreint des moyennes et hautes
fréquences. La PIM reprend les hypothèses de la SEA et permet de déterminer les coefficients SEA
pour des systèmes complexes lorsque les approches ondulatoires ne peuvent être utilisées. L’AMA,
quand à elle, a été introduite pour comparer les résultats de la SEA et ceux de l’analyse modale
en hautes fréquences. Les hypothèses effectuées sur la modélisation modale originale en limitent
donc le domaine de validité.

La méthode SEA-like présentée ci-dessous s’appuie également sur des approches de type basses
fréquences. Comme on le verra dans la suite du rapport, la méthode SEA-like peut recourir à des
méthodes modales ou éléments-finis, ce qui rend possible, d’une part, son extension à des systèmes
complexes et, d’autre part, son application à des modèles réduits, comme c’est souvent le cas
lorsque des systèmes couplés fluide-structure sont traités.

1.6 Méthode SEA-like

La méthode SEA-like est une méthode énergétique par approche modale, comme la méthode
des coefficients d’influence énergétiques présentée au paragraphe 1.5.5, et qui relie le vecteur des
énergies au vecteur des puissances injectées (voir l’approche proposée par Mace [61,62]).

Ici, deux approches de la méthode sont présentées : celle de C.R. Frëdo et celle de B.R. Mace.
Les deux approches présentent la méthode SEA-like comme un assouplissement de la méthode SEA,
où des hypothèses sont relaxées. Ensuite, des expressions analytiques des coefficients SEA-like de
systèmes quelconques sont calculées à partir de deux types d’analyse modale : une analyse modale
sur les modes du système couplé et une analyse par couplage modal. Ces expressions permettent
d’effectuer une brève analyse des mécanismes de couplage spatial et fréquentiel.

1.6.1 Présentation de la SEA-like

La SEA propose une modélisation statistique des systèmes, pertinente dans le domaine des
hautes fréquences, lorsque le recouvrement modal est élevé dans les différents sous-systèmes et
lorsque le couplage est faible entre les sous-systèmes. Or, les hypothèses de la SEA - notamment le
couplage faible - ne sont plus vérifiées pour des fréquences moins élevées. Dans ce cas, le système
a un comportement sensible aux caractéristiques de chaque mode. Ce n’est alors plus pertinent de
modéliser un système particulier avec une méthode statistique.

C.R. Frëdo (voir référence [26]) introduit une méthode énergétique applicable à des cas parti-
culiers et donc pour des conditions moins restrictives que la SEA : la SEA-Like. Les hypothèses
utilisées en SEA ne sont plus vérifiées lors de l’application de la SEA-like. En SEA, l’énergie mo-
dale est supposée équirépartie sur les modes et contenue entièrement dans la bande de fréquence
considérée. Les modes non-résonants sont négligés. Les différentes énergies modales des modes
résonants sont de plus considérées comme incohérentes entre elles et de densité homogène sur le
sous-système.

Ces hypothèses conviennent pour décrire un ensemble moyen de systèmes en haute fréquence.
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Mais lorsque le recouvrement modal dans un système est faible, le système a un comportement
modal plus marqué. Il ne peut alors plus être décrit comme une somme de modes équi-énergétiques.
La méthode SEA-like, construite à partir d’une analyse modale ou par éléments-finis du système,
permet de décrire ce comportement modal particulier au système.

En appliquant la SEA-like à un système de plaques couplées en L, Frëdo étudie l’influence
du couplage modal entre les sous-systèmes sur les coefficients de perte par couplage (SEA) et
les coefficients de flux d’énergie (SEA-like). Il montre que les coefficients de flux énergétiques
diffèrent des coefficients de perte par couplage en basses fréquences. Les coefficients de flux d’énergie
peuvent ainsi être négatifs, indiquant que le flux de puissance se dirige d’un système à faible
énergie à un système fortement énergétique. C’est le cas par exemple si le sous-système excité
a un comportement non-résonnant, tandis que l’autre sous-système contient un mode résonant :
l’énergie est alors transmise au sous-système non-excité. En SEA, seul le comportement résonnant
des sous-systèmes est pris en compte et un tel phénomène ne peut pas être modélisé. Frëdo présente
finalement un critère de validité de l’utilisation de la SEA sur des systèmes particuliers : les densités
modales doivent vérifier la condition de réciprocité, qui relie les densités modales aux facteurs de
perte par couplage :

n1η12 = n2η21 (1.87)

B. R. Mace (voir référence [62]) utilise une approche similaire pour aborder la méthode SEA-
like.

Il introduit l’équation de la SEA, qui exprime le vecteur des puissances injectées en fonction
des énergies dans chacun des sous-systèmes :

Pinj = LE (1.88)

où les coefficients de la matrice SEA peuvent se mettre sous la forme suivante :

Lii = ω(ηi +
∑

j 6=i

ηij) (1.89)

Lij,i6=j = −ωηji (1.90)

ηi et ηij sont les facteurs de perte interne et de perte par couplage du système.

La matrice L est une matrice SEA si elle vérifie deux conditions :

1. La condition de conservation de l’énergie :
∑

i Lij = ωηj

2. La condition de réciprocité : niηij = njηji

Il existe une troisième condition, qui est validée dans la plupart des cas, mais qui n’est pas
obligatoire pour que la matrice soit considérée comme SEA : le coefficient de perte par couplage est
positif et indépendant de l’amortissement des sous-systèmes, et il est nul entre deux sous-systèmes
non physiquement liés.

Il existe certains cas où cette dernière hypothèse n’est pas vérifiée, notamment lorsque le re-
couvrement modal devient faible.

Si les trois conditions sont vérifiées, on dira que la matrice X = A−1 est une matrice SEA.
On peut alors écrire la relation de proportionnalité donnée par Lyon [60] qui relie le flux d’énergie
entre deux sous-systèmes et la différence des énergies de chaque sous-système.
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Si seulement les deux premières conditions sont vérifiées mais qu’on ne peut pas négliger les
facteurs de perte par couplage indirects - entre deux sous-systèmes non physiquement liés - la
matrice est dite ’matrice quasi-SEA’. Le système est modélisé avec une approche SEA-like. Le flux
d’énergie entre deux sous-systèmes ne dépend plus uniquement des énergies dans les deux sous-
systèmes considérés mais peut dépendre de l’énergie d’un troisième sous-système. Les coefficients

de la matrice SEA-like se calculent donc de la même manière qu’avec la méthode de la puissance
injectée, en utilisant l’expression ci-dessous :

Ars =
〈Er〉

〈Pinj,s〉
(1.91)

Le symbole 〈〉 désigne la moyenne fréquentielle. Le calcul des énergies et des puissances injectées
est effectué avec des méthodes d’analyse basses fréquences, comme l’analyse modale ou l’analyse
par éléments finis. Comme il a été dit au début de ce chapitre, on peut modéliser un problème
couplé de deux manières différentes : soit en utilisant les modes du système entier, soit en utilisant
les modes de chaque sous-système découplé. Les deux méthodes seront présentées ci-dessous.

1.6.2 Caractérisation de l’excitation

Pour simplifier les calculs, on suppose que le système est soumis à un certain type d’excitation,
que l’on appelle excitation rain-on-the-roof . Cette excitation est de type aléatoire ergodique large
bande et spatialement décorrelée. Pour caractériser cette excitation, il est nécessaire d’introduire
le terme de joint acceptance.

Considérons un système soumis à une excitation aléatoire p de densité spectrale Spp. On appelle
Φp la p-ième déformée du système et αp la fonction de transfert associée. La vitesse au point de
coordonnées x de la structure s’écrit alors :

v(x;ω) = iω
∑

p

Φp(x)αp(ω)

∫

sys
Φp(x

′)p(x′;ω)dx′ (1.92)

On peut donc écrire la densité spectrale de vitesse de la façon suivante :

Svv(x;ω) = ω2
∑

p

∑

q

Φp(x)Φq(x)ℜ (αp(ω)αq(ω)∗)

∫∫

sys
Φp(x

′)Φq(x
′′)Spp′(x

′ − x′′;ω)dx′dx′′ (1.93)

Le terme Spp′ dans l’équation (1.93) est la densité interspectrale de l’excitation et est commu-
nément utilisé pour décrire les excitations aéroacoustiques. Elle peut se décomposer en un terme
fréquentiel Sp - densité spectrale de puissance de l’excitation - et un terme spatial C, appelé fonc-
tion de corrélation, qui dépend de la pulsation ω et de la distance entre les points de coordonnées
x et x′.

Spp′(x − x′;ω) = Sp(ω)C(x − x′;ω) (1.94)

La double intégrale de l’équation (1.93) peut alors s’exprimer en fonction du spectre de la
pression et d’un terme qui décrit la répartition spatiale en fonction des modes du système et que
l’on appelle joint acceptance. Ce dernier terme se définit de la façon suivante :

jpq(ω) =

∫∫

sys
Φp(x

′)Φq(x
′′)C(x′ − x′′;ω)dx′dx′′ (1.95)
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La densité spectrale de vitesse s’écrit alors :

Svv(x;ω) = ω2
∑

p

∑

q

Φp(x)Φq(x)ℜ (αp(ω)αq(ω)∗) jpq(ω)Sp(ω) (1.96)

Le coefficient SEA-like Ars est généralement calculé sous excitation rain-on-the-roof du sous-
système s. Dans ce cas, la fonction joint acceptance devient indépendante de ω et s’exprime de la
façon suivante :

j(s)pq =

∫

Vs

ρ(xs)Φp(xs)Φq(xs)dxs (1.97)

j
(s)
pq ne dépendant pas de ω, l’excitation rain-on-the-roof est ergodique. De plus, l’intégrale dans

l’équation (1.97) ne dépend plus que d’une variable spatiale. La fonction de corrélation spatiale
C(x− x′) est donc nulle si x 6= x′. L’excitation rain-on-the-roof est donc spatialement décorrelée.

1.6.3 Projection sur les modes du système couplé

Ici, le coefficient SEA-like entre un sous-système r et un sous-système s est calculé en fonction
des modes du système couplé. Ce calcul, présenté par B.R. Mace dans les références [61,62], permet
de mettre en évidence deux phénomènes de couplage modal : le couplage spatial et le couplage
fréquentiel. Après une présentation des calculs menant à l’expression du coefficient SEA-like dans
une première partie, l’influence de ces phénomènes de couplage sur les coefficients SEA-like seront
étudiés.

1.6.3.1 Calcul des CIE

Considérons un système divisé en différents sous-systèmes et dont le sous-système s est excité
par un champ de pression pext de type rain-on-the-roof . On appelle Φj le j-ème mode du système
complet. La fonction de transfert associée αj est donnée par l’expression suivante :

αj(ω) =
1

ω2
j (1 + iη) − ω2

(1.98)

Le champ de vitesse dans le sous-système r est alors décrit de la manière suivante :

v(xr;ω) = iω
∑

j

Φj(xr)αj(ω)

∫

Vs

Φj(xs)pext(xs;ω)dxs (1.99)

ce qui permet d’exprimer la densité d’énergie totale au point de coordonnées xr du sous-système
r :

δE(xr;ω) =
1

2
ρ(xr)v(xr;ω)v∗(xr;ω) (1.100)

soit :

δE(xr;ω) =
1

2
ρ(xr)ω

2
∑

j

∑

k

Φj(xr)Φk(xr)αj(ω)α∗
k(ω)

∫∫

Vs

Φj(xs)pext(xs;ω)Φj(x
′
s)p

∗
ext(x

′
s;ω)dxsdx

′
s (1.101)
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La fonction de joint acceptance est alors introduite dans l’expression de la densité d’énergie du
sous-système r :

δE(xr;ω) =
1

2
ρ(xr)ω

2
∑

j

∑

k

Φj(xr)Φk(xr)αj(ω)α∗
k(ω)Spext(ω)j

(s)
jk (ω) (1.102)

On pose :

Ψ
(r)
jk =

∫

Vr

ρ(xr)Φj(xr)Φk(xr)dxr (1.103)

L’énergie du sous-système r moyennée sur la fréquence s’écrit alors :

〈Er〉 =

∫

Vr

1

∆ω

∫

∆ω
δE(xr;ω)dωdmathbfxr (1.104)

soit :

〈Er〉 =
1

2

1

∆ω

∑

j

∑

k

Ψ
(r)
jk

∫

∆ω
ω2αj(ω)α∗

k(ω)Spext(ω)j
(s)
jk (ω)dω (1.105)

L’excitation étant rain-on-the-roof la fonction joint acceptance vérifie l’égalité (1.97) donc en
posant :

Γjk =
1

∆ω

∫

∆ω
ω2αj(ω)α∗

k(ω)Spext(ω)dω (1.106)

on peut finalement écrire que :

〈Er〉 =
1

2

∑

j

∑

k

ΓjkΨ
(r)
jk Ψ

(s)
jk (1.107)

Calculons maintenant la puissance injectée dans le sous-système s :

Pinj,s(ω) = ℜ

(

1

2

∫

Vs

pext(xs;ω)v∗(xs;ω)dxs

)

(1.108)

soit :

Pinj,s(ω) = ℜ





1

2
iω

∫

Vs

pext(xs;ω)

∫

Vs

∑

j

Φj(xs)αj(ω)Φj(x
′
s)p

∗
ext(x

′
s;ω)dxsdx

′
s



 (1.109)

Les modes suivant la loi de masse ou de raideur sont négligés. En supposant que l’amortissement
est constant sur tous les modes, on peut alors écrire :

Pinj,s(ω) =
1

2
ω
∑

j

ηω2
j ‖αj(ω)‖2

∫∫

Vs

Φj(xs)Φj(x
′
s)pext(xs;ω)p∗ext(x

′
s;ω)dxsdx

′
s (1.110)

ce qui permet, comme précédemment, de faire apparâıtre les fonctions joint acceptance :

Pinj,s(ω) =
1

2
ω
∑

j

ηω2
j ‖αj(ω)‖2Spext(ω)j

(s)
jj (ω) (1.111)

Finalement, la moyenne fréquentielle de la puissance injectée dans le sous-système s s’écrit :

Pinj,s(ω) =
1

2

∑

j

ηω2
j

1

∆ω

∫

∆ω
ω‖αj(ω)‖2Spext(ω)j

(s)
jj (ω)dω (1.112)
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On suppose que, lors du calcul de la moyenne fréquentielle, les pulsations peuvent être ramenées à
la pulsation centrale de la bande de fréquence considérée ωc :

Pinj,s(ω) =
1

2
ηωc

∑

j

ΓjjΨ
(s)
jj (1.113)

Les équations (1.107) et (1.113) donnent l’expression des coefficients de la matrice SEA-like en
fonction des modes du système :

Ars =
1

ηωc

∑

j

∑

k ΓjkΨ
(r)
jk Ψ

(s)
jk

∑

j ΓjjΨ
(s)
jj

(1.114)

1.6.3.2 Analyse

Terme de couplage fréquentiel Γjk

Le terme Γjk décrit le couplage fréquentiel entre le mode j et le mode k du système complet.
L’expression de Γjk est donné par la formule (1.106). Elle dépend des fonctions de transfert des
modes j et k, donc des fréquences propres ainsi que des amortissements des deux modes, et renseigne
sur le caractère résonnant ainsi que sur le recouvrement entre deux modes.

Ainsi, si l’un des modes j ou k n’est pas résonnant - c’est-à-dire que sa fréquence propre n’est
pas comprise dans la bande de fréquence considérée - le terme Γjk est négligeable.

Si les deux modes sont résonnants, alors Γjk est élevé lorsque les deux modes se superposent,
c’est-à-dire lorsque leurs fréquences propres sont proches. Les deux modes ont alors un couplage
fréquentiel élevé.

Terme de corrélation spatiale Ψ
(r)
jk

Le terme Ψ
(r)
jk indique la corrélation spatiale entre les modes j et k, c’est-à-dire le couplage

spatial entre les modes j et k dans le sous système r. Si l’on reprend l’expression de Ars donné

par l’équation (1.114), on remarque que lorsque les termes Ψ
(r)
jj et Ψ

(s)
jj sont importants, les modes

sont bien couplés sur les sous-systèmes r et s. Le coefficient Ars est alors important.

Plus précisément, le terme Ψ
(r)
jj indique la proportion d’énergie cinétique portée par le mode j

dans le sous-système r.

On peut ainsi définir deux types de modes : les modes globaux et les modes locaux.

– Le mode j est un mode global si le terme Ψ
(r)
jj est équivalent dans chaque sous-système.

L’énergie cinétique est alors distribuée dans tout le système.

– Le mode j est un mode local du sous-système r si le terme Ψ
(r)
jj est très important dans le

sous-système r et négligeable dans les autres. Dans ce cas, l’énergie cinétique est localisée
dans le sous-système r et ses voisins.

Influence du recouvrement modal sur les CIE

Le facteur de recouvrement modal M dépend de la densité modale et de l’amortissement dans
chaque sous-système.
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Pour étudier l’influence de M sur les CIE, quelques hypothèses sont effectuées : tout d’abord,
seuls les modes excités sont pris en comptes ; les amortissements sont supposés égaux sur tous
les modes considérés. Ainsi, si l’on considère qu’il y a suffisamment de modes dans la bande de
fréquence considérée et que les déformées propres d’un sous-système sont semblables en terme
d’énergie cinétique aux déformées sur tout le système, on peut écrire que :

Ψ̄
(s)
jj = E[Ψ

(s)
jj ] (1.115)

où Ψ̄
(s)
jj désigne la moyenne fréquentielle du terme de corrélation spatiale et E[Ψ

(s)
jj ] désigne la

moyenne sur tous les modes considérés.

Ψ̄
(s)
jj est donc constant pour tous les modes considérés et on peut écrire que :

Ψ̄
(s)
jj = νs =

ns

ntot
(1.116)

où ns désigne la densité modale asymptotique du sous-système s, et ntot est la densité modale
totale du système.

Faible recouvrement modal

Lorsque j 6= k, Γjk est négligeable devant Γjj , ce qui permet d’écrire, en prenant en compte les
hypothèses ci-dessus :

Ars =
1

ωη

E[Ψ
(r)
jj Ψ

(s)
jj ]

νs
(1.117)

Ces hypothèses permettent de faire quelques remarques, et tout d’abord de vérifier le caractère
quasi-SEA de la matrice X = A−1.

Ainsi, si on inverse la matrice A, on obtient bien une matrice quasi-SEA, car les coefficients de
perte par couplage sont proportionnels à l’amortissement et il peut exister des coefficients de perte
par couplage indirects.

Si les modes sont tous locaux, on peut calculer le coefficient de perte par couplage entre deux
sous-systèmes directement liés :

ηrs = η
E[Ψ

(r)
jj Ψ

(s)
jj ]

νr
(1.118)

Les coefficients de perte par couplage entre deux sous-systèmes physiquement liés sont négli-
geables. La matrice X est très proche d’une matrice SEA.

Augmentation du recouvrement modal

On néglige les termes Γjk pour lesquels le mode j et le mode k ne se recouvrent pas. On pose
alors :

Γjk = µjk avec

{

µjk = 1 si les modes j et k se recouvrent
µjk = 0 si les modes j et k ne se recouvrent pas

(1.119)
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Cela permet d’écrire :

Ars =
1

ωη

E[
∑

j

∑

k µjkΨ
(r)
jk Ψ

(s)
jk ]

νs
(1.120)

Or, les produits de deux termes de corrélation spatiale pour deux modes et deux sous-systèmes
différents sont généralement négatifs. Ainsi, plus le recouvrement modal augmente, plus le couplage
entre les modes est pris en compte, donc plus les termes Ars avec r 6= s diminuent. Dans le même
temps, les termes diagonaux Ass augmentent. En particulier, le couplage entre deux sous-systèmes
non liés physiquement devient négligeable devant le couplage entre deux sous-systèmes liés.

Fort recouvrement modal

Les termes diagonaux de la matrice A sont de plus en plus importants par rapport aux termes
extra-diagonaux. Il en va de même pour la matrice SEA, où les facteurs de perte par couplage
entre systèmes non physiquement liés deviennent négligeables.

1.6.4 Méthode de couplage modal

La méthode utilisant les modes du système complet permet de donner une expression simple
des coefficients de la matrice SEA-like. Cependant, lorsque le système étudié est complexe, ces
modes peuvent être coûteux à trouver. Il est alors plus judicieux d’utiliser une approche plus locale
et de décomposer les équations du système sur les modes des sous-systèmes découplés.

La condition d’excitation rain-on-the-roof associée au sous-système s s’écrit alors :

j(s)pq =

∫

Vs

ρ(xs)Φ
(s)
p (xs)Φ

(s)
q (xs)dxs (1.121)

où Φs
p est le mode p du sous-système s.

Cette condition permet d’écrire les énergies moyennes dans chaque sous-système ainsi que la
puissance injectée moyenne, puis de calculer les coefficients de la matrice SEA-like, d’après l’égalité
suivante :

Ars =
〈Er〉

〈Pinj,s〉
(1.122)

Le calcul des coefficients SEA-like dépend des caractéristiques du système étudié et ne sera
donc pas explicité ici. Le lecteur est renvoyé au chapitre 3 pour le calcul des coefficients SEA-like
d’un système couplé plaque-cavité par une méthode de couplage modal.

1.7 Excitations aérodynamiques

Les lanceurs sont soumis à des excitations aérodynamiques de nature aléatoire large bande
lors du décollage et du vol atmosphérique du lanceur. On distingue principalement trois types
d’excitations aérodynamiques [83,84] :

– un bruit de jet, qui est créé lorsque l’énergie cinétique du jet est transformée en énergie
sonore dans la zone de mélange avec l’air ambiant et se propage le long du lanceur,
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Figure 1.9 – Excitation par couche limite turbulente

– un bruit diffus, du à la réverbération sur la table de lancement des ondes sonores créées par
le jet,

– un bruit aérodynamique qui se produit lors de la phase atmosphérique du vol. Ces bruits
proviennent de turbulences dans les couches limites au voisinage du lanceur : en phase trans-
sonique, les discontinuités dans les structures externes des lanceurs induisent des décolle-
ments dans les couches limites, où la turbulence est forte. Cette turbulence produit de fortes
fluctuations de pression perçues comme du bruit par les lanceurs.

Ici, deux excitations aérodynamiques aléatoires supposées stationnaires ergodiques seront étu-
diées : l’excitation par bruit de jet et l’excitation par couche limite turbulente.

Ces excitations étant aléatoires et large-bande, elles sont modélisées de manière statistique par
le produit d’une fonction de corrélation spatiale, qui décrit la répartition spatiale de l’excitation,
et un spectre de densité spectrale, qui décrit l’intensité de l’excitation en fonction de la fréquence.
Les fonctions de corrélation spatiale sont généralement obtenues de manière semi-empirique.

1.7.1 Excitation par couche limite turbulente

Ce type d’excitation est du à l’écoulement de l’air le long du lanceur lors du vol atmosphérique.
Le fluide forme une couche limite au voisinage de la structure, où la vitesse du fluide varie et induit
un champ de pression qui excite la structure.

La vitesse du fluide dans la couche limite turbulente présente un profil de variation qui dépend
des caractéristiques du fluide. Cette vitesse est nulle au voisinage de la structure et est égale à
la vitesse libre U∞ du flux à l’extérieur de la couche limite (voir figure 1.9). La couche limite
turbulente est caractérisée par l’épaisseur de la couche limite δ et la vitesse de convection Uc, qui
est la moyenne de la vitesse du fluide dans la couche limite.

Le modèle le plus communément utilisé pour décrire le champ de pression induit par une couche
limite turbulente est le modèle de Corcos [11]. Corcos donne la fonction de corrélation spatiale du
champ de pression sous la forme d’un produit de deux fonctions séparant les variables spatiales x
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et y décrivant la structure :

C(ζ, η;ω) = e−αxω
|ζ|
Uc e−αyω

|η|
Uc eiω

(ζ)
Uc (1.123)

où αx et αy sont les coefficients de corrélation suivant les directions ex et ey, et ζ = x − x′ et
η = y − y′ sont les distances séparant les deux points dans la direction du flux et la direction
perpendiculaire. Les valeurs de αx et αy peuvent être trouvées dans la littérature. Dans le chapitre
5, on utilisera les valeurs données par Blake dans la référence [3].

Cette fonction peut également s’exprimer dans l’espace des nombres d’onde en utilisant la
transformée de Fourier F donnée par :

F(kx, ky;ω) =

∫∫

∞
f(ζ, η;ω)e−ikxζ−ikyηdζdη (1.124)

La fonction de corrélation spatiale exprimée dans l’espace des nombres d’onde devient alors :

C(kx, ky;ω) =
4αxαy

(α2
x + (kx/kc − 1)2)(α2

y + k2
y/k

2
c )

(1.125)

où kc = ω/Uc est le nombre d’onde convectif.

La courbe représentant la fonction de corrélation en fonction de kx présente un maximum,
indiquant la cöıncidence aérodynamique. La cöıncidence aérodynamique correspond à l’égalité de
la vitesse des ondes de flexion dans la structure et de la vitesse de convection dans le fluide et se
produit à la fréquence :

fc =
U2

c

2π

√

ρs

D
(1.126)

Le domaine des faibles nombres d’onde, appelé région sous-convective (voir figure 1.10), est
caractérisé par des interactions de surfaces entre la structure et le milieu acoustique. Dans le
domaine des grands nombres d’onde, ou domaine visqueux, les échanges énergétiques entre le
fluide et la structure sont effectués par des interactions de bords. Dans le domaine visqueux, la
fonction d’acceptance modale, qui caractérise les échanges énergétiques entre la plaque et la cavité,
dépend donc fortement des conditions aux limites [31].

1.7.2 Excitation par bruit diffus

Le bruit diffus est un champ de pression où, en un point donné, les ondes de pression ont une
direction d’incidence équiprobable. Dans un système de coordonnées cartésiennes, la fonction de
corrélation spatiale correspondant au bruit diffus aura la fonction de corrélation spatiale suivante :

C(ζ, η;ω) =
sin(k0ζ)

k0ζ

sin(k0η)

k0η
(1.127)

où les notations de l’équation (1.123) sont conservées et où k0 est le nombre d’onde acoustique
défini par l’excitation.
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Figure 1.10 – Fonction de corrélation spatiale en fonction du nombre d’onde kx

La transformée de cette fonction dans le domaine des nombres d’ondes est donnée par une
fonction passe-bas :

C(kx, ky) =

{

π2

k2
0
, si ‖kx‖ < k0 et ‖ky‖ < k0

0, sinon
(1.128)

où k0 est le nombre d’onde acoustique. L’égalité des longueurs d’onde dans l’air et dans la structure
correspond à la cöıncidence acoustique, qui se produit à la fréquence :

fc =
c20
2π

√

ρs

D
(1.129)

L’équation (1.128) permet de déduire que les modes qui répondront bien à l’excitation par bruit
diffus sont les modes dont le nombre d’onde est inférieur à k0, c’est à dire les modes rapides, dont
la zone de rayonnement occupe toute la surface de la structure. Les modes dont le nombre d’onde
est supérieur à k0, les modes lents, répondent moins bien à ce type d’excitation.

En étudiant une plaque rectangulaire excitée par un bruit diffus, Maidanik classe les modes en
trois catégories [66] : les modes rapides, les modes de bord et les modes de coin. Les modes lents
dont une composante du nombre d’onde est supérieur à k0 sont appelés modes de bord. Ces modes
rayonnent par les bords de la structure. Les modes dont les deux composantes du nombre d’onde
sont inférieurs à k0 ne rayonnent qu’aux coins de la structure et répondent très peu à l’excitation.
On les appelle aussi modes de coin (voir figure 1.11).

1.8 Présentation de la démarche

L’objectif est de modéliser les interactions fluide-structure dans le domaine des moyennes fré-
quences tout en assurant la continuité entre les modélisations basses fréquences et les modélisations
hautes fréquences.

De nombreux auteurs se sont attachés à décrire les interactions fluide-structure dans le domaine
des moyennes fréquences. Le système le plus fréquemment rencontré dans ces études est le système
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Figure 1.11 – Classification des modes d’une plaque rectangulaire excitée par un bruit diffus en
fonction de leur réponse à l’excitation

couplé plaque-cavité. Ce système permet en effet de décrire la propagation du son dans un habitacle
fermé à travers une paroi flexible, ce qui peut s’étendre à beaucoup d’applications industrielles, que
ce soit dans les domaines du bâtiment, du transport ou - comme c’est le cas ici - de l’aéronautique.
La modélisation d’un système couplé plaque-cavité a été introduite par Lyon [59] et Dowell et
al. [23], qui le modélisent avec une méthode par couplage modal. Cette méthode a été reprise par
Dowell dans [20]. Plusieurs auteurs ont ensuite repris ce système pour en étudier différents aspects.
L’analyse modale asymptotique, présentée au paragraphe 1.5.3, permet de relier la méthode de
couplage modal à la SEA [22,73]. Les mécanismes du couplage modal entre la structure et la cavité,
validé sous certaines conditions par Hong et al. [33], sont étudiés dans le domaine des moyennes
fréquences par Pan et al. [69–72, 79–81]. Ryu [75] et Kim et al. [45] ont étudié la méthode des
mobilités énergétiques sur un système couplé plaque-cavité. Dowell [19] et Guy [29] entre autres
ont effectués quelques études sur une plaque couplée à une cavité et excitée par des excitations
aérodynamiques. Dernièrement, Langley et al. [54] ont développés une méthode permettant de
coupler un modèle éléments-finis de cavité avec un modèle statistique de plaque.

Dans le chapitre 2, la méthode de couplage modal est appliquée au système plaque-cavité.
Cette modélisation s’appuie sur les travaux de Pan [72] et de Lacour [47] et a été présentée au
paragraphe 1.6.4. Une méthode permettant de modifier les conditions aux limites de la plaque
sera également présentée dans ce chapitre. La méthode de couplage modal permet de construire le
modèle SEA-like par couplage modal. La modélisation SEA-like est détaillée au chapitre 3. Dans ce
même chapitre, la modélisation SEA-like est comparée à une modélisation SEA du système couplé
en hautes fréquences.

Dans le chapitre 4, cette modélisation SEA-like, appliquée à un système faiblement couplé,
est comparée à une modélisation SEA-like par éléments-finis, équivalente à l’approche proposée
par Mace. Diverses simplifications sont ensuite apportées au modèle SEA-like par couplage modal,
pour améliorer les performances de calcul, déjà importantes par rapport à l’approche SEA-like
par éléments-finis. Finalement, une étude paramétrique sur le système couplé permet de discuter
de la validité des deux modélisations SEA-like selon la nature du couplage entre la plaque et la
cavité. Une étude de l’influence des conditions aux limites sur les coefficients SEA-like est également
présentée.

Le chapitre 5 reprend les excitations aérodynamiques présentées au paragraphe 1.7 et présente
une modélisation avec la méthode SEA-like d’une plaque couplée avec une cavité et soumise à des
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excitations aérodynamiques, déjà en partie présentée dans les références [32, 41]. Finalement, une
démarche générale pour la mise en œuvre de la méthode présente les avantages de la modélisation
SEA-like dans les domaines des moyennes et hautes fréquences.
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2.1 Présentation

On considère une cavité parallélépipédique délimitée par 5 parois rigides et une paroi flexible, où
seul le déplacement en flexion est pris en compte. Dans ce chapitre, le système couplé est modélisé
avec une méthode de couplage modal. Les équations du système sont projetées sur les modes de
chacun des sous-systèmes découplés : les modes rigides de la cavité et les modes de la plaque in
vacuo.

Cette approche étant moins coûteuse qu’une analyse modale sur le système complet, il convient
de se poser la question de la convergence de cette approche. Les formulations de Rayleigh-Ritz uti-
lisées en éléments-finis sont projetées sur des fonctions cinématiquement admissibles, qui vérifient
les conditions aux limites du système étudié. Ces formulations convergent alors vers la solution
exacte, plus ou moins rapidement selon les fonctions choisies. Ici, le champ de déplacement de la
plaque est projeté sur des fonctions cinématiquement admissibles - les conditions aux limites de la
plaque sont respectées par les modes in vacuo. Par contre, ce n’est pas le cas du champ de pression
dans la cavité, car les modes de cavité rigides ne vérifient pas la condition de continuité de gradient
de pression au niveau de la paroi flexible.

Le chapitre 4 propose une étude de l’influence du couplage entre la plaque et la cavité sur la
pertinence de la méthode du couplage modal. Dans ce chapitre-ci, les modélisations de Pan [72]
et de Lacour [47] d’un système couplé plaque-cavité avec une méthode de couplage modal sont
présentées. Ces calculs seront supposés valides sur le premier exemple présenté dans le chapitre 4,
où la plaque et la cavité sont faiblement couplées. Cette approche par couplage modale sera validée
par comparaison avec une modélisation par éléments finis.

En effet, malgré la question de la pertinence de la méthode, la modélisation par couplage modal
présente quelques avantages pour la modélisation SEA-like d’un système couplé fluide-structure :
outre le fait que la méthode de couplage modal est moins lourde qu’une modélisation par éléments
finis, les avantages de cette méthode pour la modélisation SEA-like résident dans la possibilité de
simplifier la modélisation SEA-like en partant de l’étude du couplage entre les modes de plaque et
de cavité. Ces simplifications seront présentées au chapitre 4 de ce rapport.

Dans ce chapitre, la méthode de couplage modal est développée d’une manière générale pour
rendre possible la prise en compte de plusieurs conditions aux limites de la plaque. Dans une
première partie, les équations du système couplé sont développées pour une plaque simplement
appuyée couplée avec une cavité. Dans une deuxième partie, une méthode permettant de faire
varier les conditions aux limites de la plaque est présentée.

2.2 Présentation du système

Considérons le système suivant, constitué d’une cavité parallélépipédique de dimensions (a ×
b× c) couplée avec une plaque de dimensions (a× b) (voir figure 2.1).

Les équations du système sont écrites en fonction des paramètres suivants : la plaque est décrite
par son champ de vitesse normale v(x, y) et la cavité est décrite par son champ de pression p(x, y, z).

Pour effectuer l’analyse modale sur le système couplé plaque-cavité, il faut projeter les équations
du système sur une base modale. La base modale utilisée ici est une base composée des modes des
sous-systèmes découplés, c’est-à-dire d’une part des modes de la cavité quand on considère que les
six parois sont rigides, et d’autre part - dans un premier temps - des modes de la plaque supposée
simplement appuyée.
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Figure 2.1 – Système couplé plaque/cavité

Le mode de cavité de paroi rigide n d’indices (r, s, t) s’exprime de la façon suivante :

Φa
n(x, y, z) = cos(

rπx

a
) cos(

sπy

b
) cos(

tπz

c
) (2.1)

La fréquence propre correspondante est :

fan =
c0
2π

(

(rπ

a

)2
+
(sπ

b

)2
+

(

tπ

c

)2
) 1

2

(2.2)

où c0 est la célérité du son dans l’air.

Ainsi la projection de la pression sur cette base modale s’écrit :

p(x, y, z;ω) =
∑

n

Pn(ω)Φa
n(x, y, z) (2.3)

Le mode de la plaque simplement appuyée m d’indices (p, q) est le suivant :

Φs
m(x, y) = sin(

pπx

a
) sin(

qπy

b
) (2.4)

La fréquence propre correspondante est :

fsm =
1

2π

√

D

ρphp

(

(pπ

a

)2
+
(qπ

b

)2
)

(2.5)

où D est la rigidité en flexion de la plaque, ρp est la masse volumique et hp l’épaisseur de la plaque.

De même que pour la pression, on projette la vitesse sur sa base modale :

v(x, y, z;ω) =
∑

m

Vm(ω)Φs
m(x, y, z) (2.6)

La modélisation SEA-like du système couplé plaque-cavité nécessite l’étude de deux cas d’exci-
tation (voir chapitre 4.1.1). Le premier cas consiste à exciter la plaque avec une excitation rain-on-
the-roof et à calculer l’énergie dans la plaque et dans la cavité pour étudier le transfert d’énergie
entre les deux sous-systèmes. Dans le deuxième cas, on excite la cavité puis, de même que pour le
premier cas, on calcule les énergies dans les deux sous-systèmes.
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2.3 Cas de la plaque excitée

2.3.1 Équation de la plaque

On suppose que la plaque est excitée par un champ de pression pext(x, y, ω).

Pour écrire l’équation de la plaque, la théorie des plaques minces de Kirchhoff est utilisée :

Lw(x, y, z;ω) − ρshsω
2w(x, y, z, ω) = p(x, y, z = 1, ω) − pext(x, y, ω) (2.7)

où L est l’opérateur différentiel linéaire d’élasticité et w est le déplacement normal dans la structure.

Si on remplace le déplacement normal de la plaque par la vitesse normale dans l’équation (2.7),
on obtient l’expression suivante :

Lv(x, y, z;ω) − ρshsω
2v(x, y, z, ω) = jω (p(x, y, z = 1, ω) − pext(x, y, ω)) (2.8)

Or les modes de la plaque simplement appuyée vérifient l’équation suivante :

LΦs
m − ρshsω

2
smΦs

m = 0 (2.9)

Ainsi, si on remplace dans l’équation (2.8) la vitesse normale par sa projection modale, que
l’on multiplie l’équation (2.9) par la vitesse modale correspondante Vm, et que l’on soustrait les
deux expressions obtenues, on obtient :

L

(

∑

m

VmΦs
m

)

− ρshsω
2

(

∑

m

VmΦs
m

)

= jω

(

∑

n

PnΦa
n − pext

)

(2.10)

En prenant en compte l’expression de L et de la pulsation du mode m, l’équation (2.10) donne :

ρshs(ω
2
sm − ω2)

∑

m

VmΦs
m = jω

(

∑

n

PnΦa
n − pext

)

(2.11)

Cette équation est projetée sur le mode Φs
r :

∑

m

ρshs(ω
2
sm − ω2)Vm

∫

As

Φs
mΦs

rds− jω
∑

n

Pn

∫

As

Φa
nΦs

rds = −jω

∫

As

pextΦ
s
rds (2.12)

On introduit la matrice de couplage B :

Bn,m =
1

As

∫

As

Φs
mΦa

nds (2.13)

En prenant en compte l’orthogonalité des modes d’une plaque simplement appuyée et en in-
troduisant la masse modale M s

m = ρshs

∫

As
Φs

mΦs
mds = ρshsAs/4, on a :

M s
m(ω2 − ω2

sm)Vm + jωAs

∑

n

Bn,mPn = jω

∫

As

pextΦ
s
mds (2.14)
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La prise en compte de l’amortissement dans la plaque peut être introduite de deux manières
différentes : sous la forme d’un amortissement de type visqueux ou d’un amortissement de type
structural. L’amortissement de type visqueux se traduit par l’ajout d’un terme proportionnel à la
vitesse dans la plaque. L’amortissement de type structural, par contre, se traduit par l’ajout d’un
terme complexe à la raideur, qui devient elle-même complexe. C’est cette dernière approche qui
est utilisée, afin de garder le même formalisme que Pan, dans la référence [79]. L’introduction d’un
amortissement modal de type structural ηsm dans l’équation (2.14) permet finalement d’obtenir
l’équation modale de la plaque :

jM s
m

Asρ0c0ω
(ω2

sm + jηsmω
2
sm − ω2)Vm +

1

ρ0c0

∑

n

Bn,mPn =
1

Asρ0c0

∫

As

pextΦ
s
mds (2.15)

Dans ce paragraphe, l’interaction entre la plaque et le champ extérieur n’a pas été considéré,
en dehors de l’excitation pext. En toute rigueur, il faudrait rajouter un terme de rayonnement à
l’équation modal, qui traduirait le rayonnement de la plaque vers le milieu extérieur, qui est infini.
Les hypothèses de Pan [72] sur ce point seront utilisées. Ce facteur de rayonnement est donc négligé
dans les équations modales.

2.3.2 Équation de la cavite

La pression dans la cavité est décrite par l’équation de Helmholtz :

∆p+
ω2

c20
p = 0 (2.16)

avec les conditions aux limites suivantes :
– aux bords rigides :

∂p

∂n
= 0 (2.17)

– sur la paroi flexible :
∂p

∂n
= −jρ0ωv (2.18)

Les modes de cavité vérifient également l’équation de Helmholtz :

∆Φa
n +

ω2

c20
Φa

n = 0 (2.19)

avec la condition aux limites de bord rigide sur toute la frontière :

∂Φa
n

∂n
= 0 (2.20)

En intégrant les équations (2.16) et (2.19) sur le volume V de la cavité et en utilisant le théorème
de Green, on obtient :

∫

A
p
∂Φa

n

∂n
− Φa

n

∂p

∂n
ds =

(

ω2 − ω2
an

c20

)∫

V
pΦa

ndV (2.21)

ce qui donne, en utilisant les conditions aux limites des équations (2.17), (2.18) et (2.20) :
(

ω2 − ω2
an

c20

)∫

V
pΦa

ndV − j

∫

As

Φa
nρ0ωvds = 0 (2.22)
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En remplaçant la pression dans la cavité et la vitesse normale par leurs projections modales
et en utilisant l’orthogonalité des modes et la masse modale de la cavité Ma

n = ρ0

∫

V Φa
nΦa

ndV =

ρ0V
(

1
2

)(3−δ(r,0)−δ(s,0)−δ(t,0))
, où (r, s, t) sont les indices du mode de cavité n, l’équation (2.22)

devient :

(

ω2 − ω2
an

c20

)

Ma
n

ρ0
Pn − jρ0ωAs

∑

m

Bn,mVm = 0 (2.23)

De même que pour la plaque, on introduit l’amortissement modal de la cavité ηan dans l’équa-
tion (2.23), ce qui permet finalement d’obtenir l’équation modale de la cavité :

jMa
n

ωρ0c0As
(ω2

an + jηanω
2
an − ω2)Pn − ρ0c0

∑

m

Bn,mVm = 0 (2.24)

2.3.3 Equation matricielle du système

D’après les équations (2.15) et (2.24), qui régissent la pression dans la cavité et la vitesse
normale dans la plaque, on peut écrire l’équation matricielle suivante :

(

χs
1

ρ0c0

t
B

−ρ0c0B χa

)

(

V
P

)

=

(

χsQs

0

)

(2.25)

Ici, χs est une matrice diagonale correspondant à la matrice de transfert de la plaque :

χsm =
jM s

m

Asρ0c0ω
(ω2

sm + jηsmω
2
sm − ω2) (2.26)

χa est une matrice diagonale correspondant à la matrice de transfert de la cavité :

χan =
jMa

n

Asρ0c0ω
(ω2

an + jηanω
2
an − ω2) (2.27)

et Qs est le vecteur des forces généralisées de la plaque :

Qsm =
1

Asρ0c0χsm

∫

As

pextΦ
s
mds (2.28)

2.4 Cas de la cavite excitée

On suppose maintenant que la cavité par une distribution de sources acoustiques q.

En reprenant les mêmes notations que précédemment et en introduisant le terme de force
généralisée acoustique :

Qan =
−ρ0c0
Asχan

∫

V
q(x, y, z)Φa

n(x, y, z)dxdydz (2.29)

On obtient l’équation matricielle du système couplé plaque/cavité :

(

χs
1

ρ0c0

t
B

−ρ0c0B χa

)

(

V
P

)

=

(

0
χaQa

)

(2.30)
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2.5 Quelques aspects du couplage entre modes de plaque et de
cavité

2.5.1 Couplage entre un mode de cavité et un mode de plaque

Ici, deux types de modes sont présentés, qui peuvent chacun fournir une base modale pour
décrire le comportement dynamique du système plaque-cavité : les modes de chacun des sous-
systèmes découplés - utilisés dans le paragraphe précédent pour calculer les équations modales du
système - et les modes du système complet - appelés aussi modes couplés. Ici les modes couplés sont
calculés à partir d’une analyse aux valeurs propres du système sur la base des modes de chacun
des sous-systèmes découplés. Cela permet de relier les deux bases modales.

2.5.1.1 Couplage spatial

Deux mécanismes contribuent au couplage entre deux modes de chacun des sous-systèmes
découplés : le couplage spatial et le couplage fréquentiel. Le couplage spatial entre un mode de
plaque et un mode de cavité est déterminé par la matrice de couplage B, calculée au paragraphe
2.3 par l’intégrale des produits des déformées modales correspondantes. Le couplage spatial dépend
donc des conditions aux limites de la plaque.

Dans le cas d’une plaque simplement appuyée couplée avec une cavité, si l’on reprend les
notations des indices modaux du paragraphe précédent, les coefficients de la matrice de couplage
s’expriment :

Bm,n =

{

(−1)t pq
π2

(1−(−1)p−r)(1−(−1)q−s)
(p2−r2)(q2−s2)

si r 6= p et s 6= q

0 sinon
(2.31)

Le couplage ou non d’un mode de plaque et d’un mode de cavité dépend de la parité des indices
modaux, comme le montre le tableau ci-dessous :

Modes de cavité
Modes de plaque (i,i) (p,p) (i,p) (p,i)

(i,i) ×
(p,p) ×
(i,p) ×
(p,i) ×

2.5.1.2 Couplage fréquentiel

Le couplage fréquentiel traduit la distance qui sépare les fréquences propres de chacun des
modes. Le mode de plaque m et le mode de cavité n sont bien couplés fréquentiellement si la
condition suivante est vérifiée [79] :

2|ωan − ωpm| < ∆ωan + ∆ωpm (2.32)

où ωan et ωpm sont les pulsations propres , et ∆ωan et ∆ωpm les largeurs de bande à mi-hauteur
des n-ième mode de cavité et m-ième mode de plaque.

Le couplage entre un mode de plaque et un mode de cavité dépend donc à la fois du couplage
fréquentiel et du couplage spatial : si les déformées modales de deux modes impliquent un couplage
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Figure 2.2 – Fonctions de transfert des modes de plaque et de cavité découlés – (−) : fonction de
transfert du mode (3,1) de la plaque / (−−) : fonction de transfert du mode (0,0,1) de la cavité

spatial nul entre ces deux modes, alors il n’y aura pas de couplage entre ces deux modes, mêmes
si leurs fréquences de résonances sont très proches : c’est le cas des modes (2,3) et (0,0,1), dont les
fréquences propres sont respectivement 176Hz et 172Hz et dont le couplage est pourtant nul.

Pan introduit alors un facteur qui permet de rendre compte à la fois du couplage fréquenciel
et du couplage spatial :

Fm,n =
1

1 + [(ωan − ωpm)/2]2.[Ma
nM

s
m/(ρ

2
0c

2
0B

2
m,n)]

(2.33)

Si Fm,n ≃ 1, le couplage entre les modes est fort, et si Fm,n ≪ 1, le couplage est faible.

2.5.2 Modes du système couplé

Le flux de puissance entre deux oscillateurs augmente lorsque leurs fréquences de résonance
se rapprochent. Ainsi l’échange d’énergie entre deux modes de plaque et de cavité dépend de la
différence entre leurs fréquences de résonance, mais également de la densité modale à ces fréquences,
car l’interaction entre deux modes dépend également des modes dont la fréquence de résonance est
proche de la fréquence d’excitation.

Pan, dans la référence [72], met en évidence que la méthode de couplage modal permet de
modéliser de manière satisfaisante le comportement modal du système couplé quel que soit la
force de couplage entre les modes de plaque et de cavité pris en compte dans le modèle. Pour un
système fortement couplé - c’est-à-dire, lorsque les modes du système complet ne permettent plus
d’identifier clairement les modes des sous-systèmes découplés, alors le nombre de modes de plaque
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Figure 2.3 – Fréquences des modes couplés et découplés de plaque et de cavité en fonction de la
densité modale de la plaque – (−) : mode (0,0,1) de la cavité découplée / (−.−) : mode du système
couplé dominé par le mode de cavité (0,0,1) / (−−) : mode (3,1) de la plaque découplée / (..) :
mode du système couplé dominé par le mode de plaque (3,1)

et de cavité à prendre en compte dans le modèle doit être important. En effet, si un mode d’un
des sous-systèmes découplés est couplé avec un mode de l’autre sous-système qui n’est pas pris
en compte dans le modèle, alors la méthode de couplage modal ne donne pas un comportement
correct du système couplé.

Le couplage fréquentiel d’un mode de plaque avec un mode de cavité implique un échange
d’énergie important entre la plaque et la cavité. Ce fort couplage implique également un couplage
entre deux modes du système entier : l’un de type panel-controlled (dont l’énergie est plutôt localisée
dans la plaque) et l’autre de type cavity-controlled (dont l’énergie est plutôt localisée dans la cavité).
Ce phénomène est illustré par la figure 2.3, qui montre le couplage entre le mode de plaque (3,1)
et le mode de cavité (0,0,1). Les modes du système entier correspondant présentent alors un saut
fréquentiel lorsque le couplage est le plus fort. Le couplage des deux modes couplés peut également
être détecté lors de l’étude énergétique de ces modes : lorsque le couplage entre les deux modes
est le plus fort, l’énergie, qui est normalement localisé principalement dans la plaque ou dans la
cavité, est alors répartie dans les deux sous-systèmes (voir figure 2.4).

2.5.3 Particularité des moyennes fréquences

Dans le domaine des basses fréquences, le recouvrement modal dans la cavité est suffisamment
bas pour que le couplage d’un mode de cavité avec un mode de plaque ne soit pas affecté par
les autres modes de cavité. En hautes fréquences, par contre, on ne peut plus parler de modes
individuels et le couplage plaque-cavité fait intervenir un grand nombre de modes de cavité et de
plaque. En moyennes fréquences, la densité modale dans la cavité est telle que le couplage peut
faire intervenir un ou plusieurs modes de cavité et un ou plusieurs modes de plaque.
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Figure 2.4 – Rapport des énergies modales pour deux modes du système entier en fonction de la
densité modale de la plaque – (−−) : mode du système couplé dominé par le mode de cavité (0,0,1)
/ (−) : mode du système couplé dominé par le mode de plaque (3,1)

Table 2.1 – Mode (8,6) d’une plaque découplée lorsque son épaisseur varie

Épaisseur 5.77 mm 5.78 mm 5.79 mm 5.80 mm 5.81 mm 5.82 mm

Fréquence propre 1525.2 1527.8 1530.5 1533.1 1535.8 1538.4

2.5.3.1 Couplage de type basses fréquences entre un mode de plaque et un mode de
cavité

On distingue principalement trois types de couplages modaux dans le domaine des moyennes
fréquences. Le premier est similaire à celui qui se produit en basses fréquences : le couplage fait
intervenir un mode de plaque et un mode de cavité.

La figure 2.5 présente l’énergie totale dans la cavité pour 6 épaisseurs de plaque. Le fait de
varier l’épaisseur de la plaque permet de modifier les fréquences propres de la plaque et ainsi de
mieux appréhender le couplage entre les modes de plaque et de cavité.

A la fréquence 1531 Hz, l’énergie dans la cavité présente de fortes variations en fonction de
l’épaisseur de la plaque. L’énergie est minimale pour une épaisseur de 5.79 mm, qui correspond
alors à un maximum d’échange énergétique entre la plaque et la cavité. La figure 2.6 représente les
amplitudes modales en fonction de l’épaisseur de la plaque pour les trois modes de cavité excités
à 1531 Hz. Principalement trois modes de cavité sont excités à cette fréquence : le mode (3,2,8)
à 1528.5 Hz, le mode (6,6,2) à 1528.8 Hz et le mode (5,7,3) à 1531 Hz. Le mode de plaque excité
dans cette bande de fréquence est le mode (8,6), dont la fréquence est présentée dans le tableau
2.1.

Le mode de cavité dominant est le mode (5,7,3). La pression modale correspondante présente
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Figure 2.5 – Energie dans la cavite pour une excitation de la cavité en fonction de l’épaisseur de
la plaque - exemple de couplage entre un mode de plaque et un mode de cavité

un minimum lorsque l’épaisseur de la plaque est de 5.79 mm. Ce mode est alors fortement couplé
avec le mode de plaque (8,6). Ce couplage modal est visible dans la réponse totale de la cavité en
fonction de la fréquence (figure 2.5) : à la fréquence 1531 Hz, les 6 courbes présentent des niveaux
d’énergie disparates suivant l’épaisseur de la plaque. Le niveau d’énergie le plus bas correspond
bien à l’épaisseur de plaque 5.79 mm, c’est-à-dire au maximum de couplage entre les modes (5,7,3)
et (8,6). L’effet du couplage des modes de plaque avec les deux autres modes de cavité présentés sur
la figure 2.6 se traduit par un léger décalage entre les amplitudes des modes couplés et découplés.

A la fréquence 1529 Hz, par contre, l’épaisseur de la plaque a peu d’influence sur la réponse
énergétique de la cavité. Pourtant, le mode (5,7,3) est fortement couplé avec le mode (8,6) de la
plaque, comme le montre la figure 2.6. Mais pour cette fréquence, ce mode de cavité n’est pas
dominant par rapport aux deux autres modes excités à 1529 Hz, qui ne présentent pas de couplage
avec un mode de plaque. Ainsi, le couplage entre le mode de plaque et le mode de cavité n’apparait
pas dans la réponse énergétique de la cavité.

Cette analyse montre que l’étude du couplage d’un mode de cavité avec un mode de plaque -
ici les modes (5,7,3) et (8,6) - ne suffit pas pour étudier le couplage entre la plaque et la cavité. Pan
introduit deux mécanismes de couplage. Le premier est le mécanisme de domination modale, où un
mode dominant détermine le comportement énergétique du système, qui a alors un comportement
modal marqué. Ce mécanisme est prédominant en basses fréquences. Cependant la contribution
des autres modes ne pouvant pas être négligée, la réponse modale est qualifiée de faible. C’est le
cas par exemple pour la fréquence 1531 Hz avec une épaisseur de plaque de 5.77 mm. Lorsque
l’épaisseur de la plaque augmente, le couplage entre le mode (5,7,3) et le mode (8,6) augmente
et l’amplitude du mode (5,7,3) est alors comparable à celle des autres modes de cavité excités. Il
s’agit du mécanisme de superposition modale, prédominant en hautes fréquences (c’est le cas pour
la fréquence 1531 Hz avec une épaisseur de plaque de 5.79 mm).
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Figure 2.6 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée et découplée pour
une excitation ponctuelle de la cavité à 1529 Hz : (− − + − −) mode (3,2,8) découplé / (− + −)
mode (3,2,8) couplé / (−−o−−) mode (6,6,2) découplé / (−o−) mode (6,6,2) couplé / (−−∗−−)
mode (5,7,3) découplé / (− ∗ −) mode (5,7,3) couplé
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Figure 2.7 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée et découplée pour
une excitation ponctuelle de la cavité à 1531 Hz : (− − + − −) mode (3,2,8) découplé / (− + −)
mode (3,2,8) couplé / (−−o−−) mode (6,6,2) découplé / (−o−) mode (6,6,2) couplé / (−−∗−−)
mode (5,7,3) découplé / (− ∗ −) mode (5,7,3) couplé
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Table 2.2 – Modes de cavité dominants entre 1010 Hz et 1020 Hz

Mode (3,3,4) (3,5,2) (0,5,4) (5,1,1)
Fréquence propre (Hz) 820.4 821.4 823.2 824.8

Table 2.3 – Mode de plaque (6,6), dominant entre 1010 Hz et 1020 Hz

Épaisseur (mm) 5.72 5.73 5.74 5.75 5.76 5.77
Fréquence propre (Hz) 1011.0 1012.8 1014.5 1016.3 1018.1 1019.8

2.5.3.2 Couplage de type moyennes fréquences entre un mode de plaque et plusieurs
modes de cavité

Le deuxième mécanisme de couplage fait intervenir un mode de plaque et plusieurs modes de
cavité. Dans ce cas, c’est le mécanisme de superposition modale qui régit le comportement de la
cavité. L’énergie de la cavité présente un minimum lorsque le couplage - l’échange énergétique -
entre la plaque et la cavité est élevé. Ce n’est plus le fait d’un seul mode mais de plusieurs modes,
tous fortement couplés avec un mode de plaque. La cavité n’a alors pas de comportement modal
marqué (mécanisme de superposition modale).

La figure 2.11 montre les pressions modales pour les quatre modes de cavité dominants entre
1010 Hz et 1020 Hz, lorsque la cavité est excitée à la fréquence 1014 Hz. Les modes (3,3,4) et (3,5,2)
présentent un minimum à l’épaisseur 5.75 mm, correspondant à un fort couplage avec le mode de
plaque (6,6). Le mode (0,5,4), qui n’est pas couplé spatialement avec le mode (6,6), est inchangé
quand l’épaisseur de plaque varie. Un quatrième mode, le mode (5,1,1), couplé spatialement avec
le mode de plaque, présente un maximum à l’épaisseur 5.75 mm. Le mode de plaque, excité par son
couplage avec les modes (3,3,4) et (3,5,2), excite alors le mode (0,5,4) qui présente un maximum
d’énergie.

Lorsque la plaque est excitée (figures 2.8 et 2.9), les trois modes de cavité présentent un maxi-
mum pour l’épaisseur de plaque 5.76 mm — ici, le couplage est établi entre le mode de plaque
(6,6) et les modes de cavité (3,3,4), (3,5,2) et (0,5,2).

2.5.3.3 Couplage de type hautes fréquences entre plusieurs modes de plaque et plu-
sieurs modes de cavité

Enfin, pour le troisième mécanisme de couplage, plusieurs modes de plaque et plusieurs modes
de cavité sont couplés sur une même bande de fréquence. La figure 2.12 représente l’énergie de la
cavité couplée lorsque la cavité est excitée entre 815 et 835 Hz. Les modes de cavité dominants et
les modes de plaque dominants sont donnés dans les tableaux 2.4 et 2.5.

Les figures 2.13 et 2.15 montrent les pressions modales des modes de cavité excités entre 810 et
830 Hz. A 810 Hz (figure 2.13), les quatre amplitudes modales présentent des minimums pour trois
épaisseurs de plaque différentes. Les modes de plaque présentés dans le tableau 2.5 sont tous trois
couplés avec les modes de cavité ( figure 2.14). Le couplage entre la plaque et la cavité est alors
effectué à travers plusieurs modes de plaque et de cavité. Ce type de couplage est caractéristique
des hautes fréquences.
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Figure 2.8 – Energie dans la cavite pour une excitation de la plaque en fonction de l’épaisseur de
la plaque - exemple de couplage entre un mode de plaque et plusieurs modes de cavité
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Figure 2.9 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée pour une exci-
tation de la plaque à 1014 Hz Hz : (− + −) mode (3,3,4) couplé / (−o−) mode (3,5,2) couplé /
(− ∗ −) mode (0,5,4) couplé / (−△−) mode (5,1,1) couplé

Table 2.4 – Modes de cavité dominants entre 810 Hz et 830 Hz

Mode (3,3,2) (0,3,4) (0,5,2) (4,1,1)
Fréquence propre (Hz) 820.4 821.4 823.2 824.8
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Figure 2.10 – Energie dans la cavite pour une excitation de la cavite en fonction de l’épaisseur
de la plaque - exemple de couplage entre un mode de plaque et plusieurs modes de cavité
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Figure 2.11 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée pour une exci-
tation ponctuelle de la cavite à 1014 Hz Hz : (− + −) mode (3,3,4) couplé / (−o−) mode (3,5,2)
couplé / (− ∗ −) mode (0,5,4) couplé / (−△−) mode (5,1,1) couplé
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Table 2.5 – Modes de plaque dominants (Hz) entre 810 Hz et 830 Hz

Épaisseur 5.76 mm 5.78 mm 5.80 mm 5.82 mm

mode (6,4) 812.8 815.6 818.4 821.3
mode (3,8) 819.0 821.9 824.7 827.6
mode (5,6) 821.3 822.7 825.6 828.4
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Figure 2.12 – Energie dans la cavite pour une excitation de la cavité en fonction de l’épaisseur
de la plaque - exemple de couplage entre plusieurs modes de plaque et plusieurs modes de cavité

Pour certaines épaisseurs de plaque, le comportement de la cavité n’a pas de caractéristiques
modales et est déterminé par la superposition de plusieurs modes (voir par exemple les pressions
modales pour une fréquence de 821 Hz et une épaisseur de plaque de 5.82 m). Pour d’autres, un
mode détermine le comportement de la cavité. Ce passage d’un mécanisme de superposition modale
à un mécanisme de domination modale est caractéristique des moyennes fréquences.

La réponse énergétique de la cavité est alors extrêmement sensible à l’épaisseur de la plaque et
à la fréquence : une variation de ses paramètres peut modifier la participation relative des différents
modes de plaque et de cavité qui interviennent dans le mécanisme de couplage.

2.6 Modification des conditions aux limites de la plaque

Dans le paragraphe précédent, la plaque est considérée comme simplement appuyée, afin de sim-
plifier l’analyse modale : en effet, les modes d’une plaque simplement appuyée peuvent s’exprimer
de manière analytique.

Ici, les conditions aux limites de la plaque sont modifiées : il peut être en effet intéressant d’étu-
dier l’influence des conditions aux limites de la plaque sur la modélisation SEA-like du système
couplé. En effet, la méthode SEA-like, contrairement à la méthode SEA, est une méthode déter-
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Figure 2.13 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée et découplée
pour une excitation ponctuelle de la cavité à 821 Hz : (−−+−−) mode (3,3,2) découplé / (−+−)
mode (3,3,2) couplé / (−−o−−) mode (0,3,4) découplé / (−o−) mode (0,3,4) couplé / (−−∗−−)
mode (0,5,2) découplé / (−∗−) mode (0,5,2) couplé / (−−△−−) mode (4,1,1) découplé / (−△−)
mode (4,1,1) couplé
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Figure 2.14 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la plaque couplée et découplée
pour une excitation ponctuelle de la cavité à 821 Hz : (−+−) mode (6,4) découplé / (−o−) mode
(3,8) couplé / (− ∗ −) mode (5,6) couplé
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Figure 2.15 – Amplitudes quadratiques des pressions modales de la cavité couplée et découplée
pour une excitation ponctuelle de la cavité à 825 Hz : (−−+−−) mode (3,3,2) découplé / (−+−)
mode (3,3,2) couplé / (−−o−−) mode (0,3,4) découplé / (−o−) mode (0,3,4) couplé / (−−∗−−)
mode (0,5,2) découplé / (−∗−) mode (0,5,2) couplé / (−−△−−) mode (4,1,1) découplé / (−△−)
mode (4,1,1) couplé

ministe et prend en compte les conditions aux limites des systèmes. Dans le domaine des basses
et des moyennes fréquences, la modélisation SEA-like doit dépendre fortement des conditions aux
limites sur la plaque, et ce malgré la description énergétique du système couplé. Par contre, en
hautes fréquences, la modélisation SEA-like sera très semblable à la modélisation SEA, et donc
peu influencée par les modifications de conditions aux limites.

2.6.1 Fonctions hiérarchiques

Une méthode de couplage modal est utilisée pour modéliser les différentes conditions aux limites
de la plaque couplée avec la cavité : cela permet de conserver les expressions analytiques utilisées
pour décrire le comportement dynamique de la cavité. De plus, une telle modélisation du système
couplé est plus efficace qu’une modélisation par éléments finis en termes de temps de calcul. Il est
alors nécessaire de modéliser le comportement modal de la plaque pour différentes conditions aux
limites. Pour cela, une méthode basée sur des fonctions hiérarchiques est utilisée.

Pour améliorer la précision d’une modélisation par éléments finis, plusieurs méthodes peuvent
être utilisées. La plus courante consiste à raffiner la taille du maillage : il s’agit de la version
h de la méthode par éléments finis. Cependant, une autre méthode peut être utilisée, que l’on
appelle version p [67]. La description d’un élément est basée sur la méthode de Rayleigh-Ritz :
le comportement dynamique d’un élément est projeté sur des fonctions admissibles locales. Dans
la version h de la méthode par éléments finis, le nombre de fonctions de forme est fixe. Dans la
version p en revanche, le maillage du système est fixe et c’est le nombre de fonctions de formes qui
permet d’améliorer la pertinence de la modélisation. Les fonctions de formes utilisées sont alors les
suivantes : les fonctions admissibles traditionnellement utilisées dans la version h, qui décrivent les
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degrés de liberté externes de l’élément, ainsi que des fonctions hiérarchiques, qui ont de l’influence
non pas sur les degrés de liberté externes mais sur le comportement interne de l’élément. Cette
méthode permet ainsi de garder un maillage constant, et le raffinement du modèle s’effectue par
imbrication de matrices dans le modèle existant et ne nécessite pas de modifications importantes
de la structure du modèle. Par ailleurs, si les fonctions hiérarchiques sont correctement choisies, la
convergence de la version p de la méthode par éléments finis est alors plus rapide que celle de la
version h.

La méthode par éléments finis hiérarchiques (HFEM : Hierarchical Finite Element Method) a
été étudiée par de nombreux auteurs. La modélisation de la plaque s’appuie principalement sur
les références [1,35–37]. Comme pour la méthode de Rayleigh-Ritz, les fonctions de forme utilisées
pour décrire le comportement de l’élément sont déterminées de manière à se rapprocher le plus
possible du comportement dynamique de l’élément étudié. Deux types de fonctions de forme sont
principalement utilisées dans le cas d’un élément plaque rectangulaire : des fonctions polynomiales,
dérivées des polynômes de Legendre [1, 36] et des fonctions trigonométriques [35].

Dans le cas d’une méthode par éléments finis classique, l’utilisation de fonctions de formes trigo-
nométriques et polygonales améliore la convergence par rapport à des fonctions de formes unique-
ment polygonales (voir Chakrabarti [6]). Les fonctions de formes trigonométriques n’interviennent
pas sur les degrés de liberté externes des éléments. Ils ont seulement pour fonction d’améliorer la
modélisation de l’intérieur de l’élément. En revanche, l’utilisation de fonctions trigonométriques
uniquement empêche la convergence du modèle par éléments finis.

Dans la référence [1], Bardell modélise une plaque rectangulaire avec une HFEM basée sur des
fonctions polynomiales, dérivées des polynômes de Legendre pour différentes conditions aux limites.
Houmat [36] effectue le même calcul, puis compare les résultats avec une modélisation basée, cette
fois, sur des fonctions polynomiales pour les degrés de libertés externes et trigonométriques pour
la description interne de l’élément [35]. La modélisation basée sur des fonctions trigonométriques
converge plus rapidement que la modélisation basée sur des fonctions polygonales, confirmant en
cela les résultats de Chakrabarti.

Dans le paragraphe suivant, les modes d’une plaque rectangulaire sont calculés pour trois condi-
tions aux limites : simplement appuyé, encastré et semi-encastré (encastré sur deux côtés opposés
et simplement appuyé sur les deux autres côtés). Les deux méthodes hiérarchiques présentées pré-
cédamment sont utilisées. Dans le paragraphe 2.6.3, les deux modélisations sont comparées à une
solution analytique pour le cas de la plaque simplement appuyée et à un modèle par éléments finis
dans les deux autres cas de conditions aux limites.

2.6.2 Mise en oeuvre

2.6.2.1 Méthode hiérarchique basée sur les fonctions polynomiales

La mise en œuvre de la méthode est inspirée des travaux de Bardell [1] repris par Houmat [36].
La plaque rectangulaire est considérée comme un seul élément, afin de simplifier les calculs en
évitant d’avoir à raccorder les éléments entre eux. Les notations de la première partie de ce chapitre
sont reprises.

Les fonctions de forme utilisées pour écrire les formulations de Rayleigh-Ritz, données par Bar-
dell, sont les suivantes : les 4 premières fonctions de forme considérées sont les fonctions tradition-
nellement utilisées dans la méthode par éléments finis classique. f1 et f3 décrivent les déplacements
au bord de la plaque, et f2 et f4 les vitesses :
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où ξ est une variable adimensionnée variant entre 1 et -1 et décrivant la coordonnée x : ξ = 2x/a−1.
Les mêmes fonctions peuvent être écrites pour η = 2y/b− 1.

Les fonctions hiérarchiques sont dérivées des polynômes de Legendre et s’expriment de la façon
suivante :

fr(ξ) =

r/2
∑

n=0

(−1)n(2r − 2n− 7)!!

2n!(r − 2n− 1)!
ξr−2n−1 (2.38)

pour r > 4, où r désigne l’indice de la fonction hiérarchique.

Le déplacement en flexion de la plaque s’écrit alors :

w(ξ, η) =
N
∑

r=1

N
∑

s=1

qr,sfr(ξ)fs(η) (2.39)

Les énergies cinétique et potentielle de la plaque en fonction des variables adimensionnées sont
celles de la théorie de Kirchhoff :
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La substitution de w par son expression en fonction des fonctions de forme dans l’équation
précédente permet d’exprimer l’énergie cinétique sous une forme matricielle :

Ec =
1

2
ρshs

ab

4
{q̇r,s}[M ]{q̇r,s} (2.42)

où [M ] est une matrice de taille N2 et a pour coefficients :

M(r, j; s, k) = I0,0
r,j I

0,0
s,k (2.43)

De même, l’énergie potentielle s’exprime :

Ep =
1

2
4 Dab{qr,s}K{qr,s} (2.44)
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où K est une matrice de taille N2 et a pour coefficients :

K =
1

a4
I2,2
r,j I

0,0
s,k +

1

b4
I0,0
r,j I

2,2
s,k +

2νs

a2b2

(

1

2
I2,0
r,j I

0,2
s,k +

1

2
I0,2
r,j I

2,0
s,k

)

+
2(1 − νs)

a2b2
I1,1
r,j I

1,1
s,k (2.45)

Iα,β
r,j contient les fonctions de forme fr :

Iα,β
r,j =

∫ 1

−1

dαf(ξ)

dξα

dβf(ξ)

dξβ
dξ (2.46)

Les équations de Lagrange appliquées à Ec et Ep permettent alors d’obtenir le système matriciel
reliant la matrice de raideur K et la matrice de masse M :

[K − Ω2M ]{qr,s} = 0 (2.47)

où Ω2 = ρshsω
2/D contient les pulsations propres du système et {qr,s}, les déformées modales de

la plaque.

Avant de résoudre le système donné par l’équation (2.47), les conditions aux limites de la plaque
sont intégrées dans l’équation matricielle en enlevant les lignes et les colonnes des matrices [M ] et
[K] correspondant aux degrés de liberté annulés. Cette méthode permet de modifier de manière
directe les conditions aux limites de la plaque et convient donc à notre étude.

2.6.2.2 Méthode hiérarchique basée sur les fonctions trigonométriques

Cette méthode revient à modifier les fonctions de forme utilisées dans les équations (2.43) et
(2.45). Six fonctions correspondent aux degrés de liberté extérieurs, qui décrivent les déplacements,
vitesses et moments aux bords de la plaque [35] :
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Les fonctions hiérarchiques trigonométriques sont données par :

fr+6(ξ) = rπ[−ξ + (6 + 4(−1)r)ξ3 − (8 + 7(−1)r)ξ4 + 3(1 + (−1)r)ξ5] + sin(rπξ) (2.54)

La dérivée seconde des fonctions hiérarchiques trigonométriques est nulle aux bords, contrai-
rement aux fonctions polynomiales. C’est pourquoi il est nécessaire d’introduire les fonctions f3

et f6 dans les degrés de libertés extérieurs, qui permettent de décrire les moments aux bords des
plaques.

Les modes de plaque ainsi calculés peuvent alors être introduits dans les équations couplées du
système plaque-cavité données par (2.15) et (2.24).
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Table 2.6 – 16 premiers modes d’une plaque simplement appuyée calculés avec deux méthodes
hiérarchiques développées sur 6 polynômes de Legendre ou 4 fonctions trigonométriques

no de mode m n calcul
analytique

polynômes
de Legendre

fonctions
trigonométriques

mode 1 1 1 29.037 29.037 29.037
mode 2 1 2 60.653 60.653 60.653
mode 3 2 1 84.533 84.533 84.533
mode 4 1 3 113.346 113.367 113.346
mode 5 2 2 116.149 116.149 116.149
mode 6 2 3 168.842 168.858 168.842
mode 7 3 1 177.026 177.065 177.026
mode 8 1 4 187.116 187.328 187.116
mode 9 3 2 208.642 208.677 208.642
mode 10 2 4 242.612 242.794 242.612
mode 11 3 3 261.335 261.377 261.335
mode 12 1 5 281.964 302.875 293.477
mode 13 4 1 306.517 306.905 306.517
mode 14 3 4 335.106 335.283 335.106
mode 15 2 5 337.460 356.942 348.144
mode 16 4 2 338.133 338.498 338.133

2.6.3 Pertinence de la méthode

Comme il a été dit dans le paragraphe précédent, la pertinence de la HFEM dépend des fonctions
hiérarchiques utilisées pour décrire la plaque. Ici, on compare les valeurs propres obtenues pour
différentes modélisations d’une plaque non couplée : une modélisation analytique ou par éléments
finis, qui servira de modélisation de référence, et deux modélisations par méthode hiérarchique,
basées d’une part sur des fonctions issues des polynômes de Legendre (données en paragraphe
2.6.2.1) et d’autre part sur des fonctions trigonométriques (données en paragraphe 2.6.2.2).

En premier lieu, on considère les modes d’une plaque simplement appuyée, pour lesquels il
est possible d’obtenir un résultat de référence analytique. Le tableau 2.6 récapitule les fréquences
propres obtenues par le calcul de référence et les méthodes hiérarchiques basées sur 6 polynômes
de Legendre et 4 fonctions trigonométriques, soit au total 10 fonctions de forme pour les deux
méthodes hiérarchiques. La première divergence significative entre les modèles hiérarchiques et le
modèle de référence intervient pour le mode de plaque (1,5). En effet, les 6 fonctions hiérarchiques
polynomiales ou les 4 fonctions hiérarchiques trigonométriques ne permettent pas d’approcher un
mode dont un indice est égal ou supérieur à 5. On observe alors une erreur de 4.1 % sur la fréquence
propre calculée par fonctions hiérarchiques trigonométriques et une erreur de 7.4 % sur la fréquence
propre calculée par polynômes de Legendre. La modélisation par fonctions trigonométriques, bien
qu’erronée, donne une meilleure approximation que la modélisation par fonctions polynomiales
lorsque le même nombre de foncions de forme est utilisé.

La figure 2.16 montre deux déformées modales de la plaque. Le graphe représentant la déformée
du mode (1,5) montre clairement que 4 fonctions trigonométriques ne sont pas suffisantes pour
modéliser le comportement de la plaque au-delà de 260Hz. Le nombre de fonctions hiérarchiques
est donc augmenté dans les deux méthodes.
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Figure 2.16 – Mode (1,2) et (1,5) d’une plaque simplement appuyée calculé avec une méthode
hiérarchique développée sur 4 fonctions trigonométriques

Le tableau 2.7 donne les fréquences propres d’une plaque simplement appuyée pour les deux
modèles hiérarchiques, calculées avec 21 fonctions polynomiales ou 10 fonctions trigonométriques.
On a vu précédamment que, lorsque le même nombre de fonctions de forme est utilisé dans les deux
modèles hiérarchiques, le modèle basé sur les fonctions trigonométriques donne des résultats plus
proches du modèle de référence que le modèle basé sur les fonctions polynomiales. Cependant, au
delà de 10 fonctions hiérarchiques trigonométriques, la méthode hiérarchique devient mal condi-
tionnée et le calcul matriciel ne peut plus être résolu. On ne rencontre pas ce problème dans le
cas des fonctions polynomiales et beaucoup plus de fonctions hiérarchiques polynomiales peuvent
être utilisées dans le modèle. Ici, 21 polynômes de Legendre sont utilisés. Si l’on observe le mode
(1,11) de la plaque, les fonctions hiérarchiques trigonométriques ne permettent pas de le modéliser
correctement : on trouve une erreur de 12.4 % sur la fréquence propre, et la déformée modale est
mal approchée (voir figure 2.17). Les mêmes remarques peuvent être faites sur les modes (2,11)
et (3,11) (voir figure 2.18). Par contre, les 21 fonctions polynomiales donnent une modélisation
quasiment identique au modèle analytique.

La plaque est maintenant considérée comme encastrée. Le modèle de référence considéré est
un modèle par éléments finis, modélisé sur le logiciel Comsol. L’élément de plaque utilisé est un
élément de plaque de Mindlin, où le cisaillement est pris en compte. En basses fréquences, la
plaque étant mince, le cisaillement peut être négligé, par contre, en hautes fréquences, l’influence
du cisaillement sur le comportement dynamique de la plaque doit être pris en compte. Le modèle
par éléments finis ne peut donc pas servir de référence en hautes fréquences. On effectuera alors
une étude de convergence sur les fonctions hiérarchiques pour valider les calculs.

Le tableau 2.8 donne les 9 premiers modes d’une plaque encastrée calculés par un modèle élé-
ments finis et les deux modèles hiérarchiques présentés. Les trois modélisations concordent dans le
domaine des basses fréquences. Les deux modèles hiérarchiques sont ensuite comparés en hautes
fréquences, autour de 2000Hz (voir tableau 2.9). Deux modèles basés sur des polynômes de Le-
gendre sont développées sur respectivement 21 et 31 fonctions hiérarchiques, tandis qu’un modèle
est développé sur 10 fonctions trigonométriques, c’est-à-dire le nombre maximum qui peut être
utilisé sans problème de conditionnement. Pour la plupart des modes autour de cette fréquence,
la modélisation hiérarchique avec 21 ou 31 polynômes de Legendre donne les mêmes fréquences
propres - les modes développés sur 21 polynômes de Legendre et dont un des indice est supérieur
ou égal à 13 sont mal définis. La modélisation basée sur 10 fonctions trigonométriques donne une
erreur inférieure à 2 % pour les modes dont les indices sont inférieurs à 11. Les modes d’indices su-
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Table 2.7 – Premières différences significatives sur les modes d’une plaque simplement appuyée
calculés avec une méthode hiérarchique développée sur 21 polynômes de Legendre 10 fonctions
trigonométriques

no de mode m n calcul
analytique

polynômes
de Legendre

fonctions
trigonométriques

mode 62 8 3 1278.760 1278.760 1278.760
mode 63 7 6 1285.823 1285.823 1285.823
mode 64 1 11 1293.671 1293.679 1455.144
mode 65 5 9 1316.094 1316.094 1316.094
mode 66 6 8 1340.422 1340.422 1340.422
mode 67 2 11 1349.167 1349.175 1508.848
mode 68 4 10 1349.840 1349.841 1349.840
mode 69 8 4 1352.531 1352.531 1352.531
mode 70 7 7 1422.825 1422.825 1422.825
mode 71 3 11 1441.660 1441.668 1598.599

Figure 2.17 – Mode (1,11) d’une plaque sim-
plement appuyée calculé avec une méthode
hiérarchique développée sur 10 fonctions tri-
gonométriques - fréquence propre analytique :
1293 Hz / fréquence propre calculée par mé-
thode hiérarchique : 1455 Hz

Figure 2.18 – Mode (2,11) d’une plaque sim-
plement appuyée calculé avec une méthode
hiérarchique développée sur 10 fonctions tri-
gonométriques - fréquence propre analytique :
1349 Hz / fréquence propre calculée par mé-
thode hiérarchique : 1508 Hz
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Table 2.8 – Premiers modes d’une plaque encastrée calculés avec un modèle éléments-finis et deux
modèles hiérarchiques développés sur 21 polynômes de Legendre ou 10 fonctions trigonométriques

no de mode m n calcul
élément-fini

polynômes
de Legendre

fonctions
trigonométriques

mode 1 1 1 53.975 53.996 53.996
mode 2 1 2 90.967 91.015 91.015
mode 3 2 1 126.664 126.753 126.753
mode 4 1 3 151.759 151.870 151.870
mode 5 2 2 160.767 160.903 160.903
mode 6 2 3 218.322 218.549 218.549
mode 7 1 4 234.741 234.972 234.972
mode 8 3 1 237.207 237.464 237.464
mode 9 3 2 270.096 270.427 270.427

périeurs à 11 sont décalés car les fonctions trigonométriques modélisent mal ces modes : la fonction
trigonométrique de plus haut degré possède 10 minima et maxima locaux. La modélisation autour
de 2000Hz d’une plaque encastrée sera alors effectuée avec 21 polynômes de Legendre, en plus
des quatre fonctions de forme utilisées en éléments-finis et décrivant les déplacements et vitesses
extérieurs de l’élément : les fréquences obtenues avec 21 polynômes de Legendre sont quasiment
identiques à celles obtenues avec 31 polynômes de Legendre.

La même étude est effectuée avec une plaque encastrée en x = 0 et x = a et simplement appuyée
en y = 0 et y = b. Les premiers modes sont donnés dans le tableau 2.10. La modélisation de la
plaque autour de 2000Hz avec 21 polynômes de Legendre en donne une modélisation pertinente.
De même que pour la plaque simplement appuyée et encastrée, c’est cette dernière modélisation
qui sera utilisée.

2.7 Conclusion

2.7.1 Bilan

Dans ce chapitre, quelques aspects du couplage modal entre une plaque et une cavité ont été
présentés. Ce couplage peut être étudié avec la projection des équations modales sur les modes de la
plaque et de la cavité découplées. Cela permet notamment d’observer directement les modifications
apportées par le couplage sur le comportement modal des deux sous-systèmes.

Le couplage entre la plaque et la cavité montre alors des caractéristiques particulières dans
le domaine des moyennes fréquences : en basses fréquences, le comportement modal de la cavité
couplée est très marqué. Ce comportement est régi par ce que Pan qualifie de mécanisme de
domination modale [80] ; en hautes fréquences - comme il a été souligné dans le chapitre précédent -
le recouvrement modal est important dans la cavité couplée, dont le comportement est alors régi par
un mécanisme de superposition modale. Par contre, dans le domaine des moyennes fréquences, les
deux mécanismes coexistent et la domination d’un mécanisme par rapport à l’autre est déterminée
par le couplage de la cavité avec la plaque. Le mécanisme de domination modale est par contre
plus faible qu’en basses fréquences car la contribution des modes non-dominants à la réponse de
la cavité n’est pas négligeable. Le comportement modal du système couplé est donc moins marqué
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Table 2.9 – modes autour de 2000 Hz d’une plaque encastrée calculés avec une méthode hiérar-
chique développée sur 10 fonctions trigonométriques

no de mode m n 21 polynômes
de Legendre

31 polynômes
de Legendre

10 fonctions
trigonométriques

mode 84 9 4 1839.687 1839.686 1842.691
mode 85 8 7 1861.484 1861.484 1861.990
mode 86 6 10 1866.922 1866.917 1868.676
mode 87 5 11 1881.296 1881.270 2184.253
mode 88 7 9 1914.326 1914.325 1915.268
mode 89 9 5 1935.798 1935.794 1938.795
mode 90 1 13 1945.367 1940.008 1929.642
mode 91 4 12 1959.252 1957.377 2379.774
mode 92 2 13 2003.227 1998.019
mode 93 8 8 2023.205 2023.204 2023.693
mode 94 10 1 2050.087 2050.070 2054.737
mode 95 9 6 2053.479 2053.479 2056.264
mode 96 10 2 2081.898 2081.882 2086.456
mode 97 6 11 2095.445 2094.751 2374.635
mode 98 3 13 2099.724 2095.422
mode 99 7 10 2120.304 2120.293 2122.204
mode 100 5 12 2133.887 2132.172 2528.831
mode 101 10 3 2134.978 2134.963 2139.452
mode 102 9 7 2192.894 2192.894 2195.953
mode 103 8 9 2206.675 2206.672 2208.260
mode 104 10 4 2209.409 2209.395 2213.702
mode 105 4 13 2234.899 2230.216

Table 2.10 – Premiers modes d’une plaque semi-encastrée calculés avec une méthode hiérarchique
développée sur 21 polynômes de Legendre et 10 fonctions trigonométriques

no de mode m n calcul
éléments-finis

polynômes
de Legendre

fonctions
trigonométriques

mode 1 1 1 37.277 37.285 37.285
mode 2 1 2 80.501 80.533 80.533
mode 3 2 1 88.811 88.834 88.834
mode 4 2 2 130.043 130.105 130.105
mode 5 1 3 144.512 144.602 144.602
mode 6 3 1 179.705 179.783 179.783
mode 7 2 3 193.931 194.070 194.071
mode 8 3 2 218.500 218.636 218.636
mode 9 1 4 229.270 229.476 229.476
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qu’en basses fréquences.

Une méthode de modélisation de la structure basée sur des fonctions de forme a également été
présentée : cette méthode permet notamment de modifier de manière simple les conditions limites
de la structure. Cette méthode a été validée par des modes analytiques d’une plaque rectangulaire
simplement appuyée et des modèles éléments finis de plaques avec d’autres conditions aux limites.

2.7.2 Vers la SEA-like

Le comportement de la cavité est déterminé non pas par les caractéristiques modales d’un
mode individuel, mais d’un ensemble de modes. L’étude énergétique du système couplé plaque-
cavité est alors pertinente dans le domaine des moyennes fréquences. Mais cette étude ne peut pas
être statistique comme en hautes fréquences : les modifications des paramètres du système peuvent
entrainer des modifications non négligeables dans le couplage entre la plaque et la cavité. Le système
couplé plaque-cavité est donc modélisé avec une méthode SEA-like, qui donne une description
énergétique du système couplé tout en conservant le caractère particulier des paramètres du système
étudié. C’est pourquoi cette modélisation énergétique sera étudiée pour différentes conditions aux
limites de la structure, car on ne peut pas négliger leur influence sur le comportement énergétique
de la cavité.

La méthode SEA-like est une méthode énergétique, calculée à partir des énergies et des puis-
sances injectées dans chacun des systèmes. Dans le chapitre suivant, les équations modales sont
utilisées pour calculer ces énergies et ses puissances injectées pour des excitations particulières de
la plaque et de la cavité, déjà présentées au chapitre 1 : les excitations rain-on-the-roof.
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Chapitre 3 SEA-like par couplage modal et validation en hautes fréquences

3.1 Présentation

3.1.1 Domaines des basses fréquences, moyennes fréquences et hautes fréquences

On distingue trois domaines fréquentiels : les domaines des basses fréquences, moyennes fré-
quences et hautes fréquences. J. Pan (voir [79]) caractérise les fréquences limites de ces trois
domaines pour une cavité couplée avec une plaque en considérant le recouvrement modal de la
cavité.

Comme on l’a écrit dans le paragraphe 1.5, le recouvrement modal s’exprime de la manière
suivante :

M = ∆f3dB.n(f) (3.1)

où ∆f3dB est la largeur de bande à mi-hauteur d’un mode et n(f), la densité modale dans le
sous-système considéré en fonction de la fréquence.

Dans la référence [79], le domaine des moyennes fréquences est défini par deux critères :
– Dans le domaine MF, on observe un recouvrement spatial ou fréquentiel d’au moins deux

modes
– Le recouvrement modal n’est pas encore assez élevé pour que la méthode SEA puisse être

appliquée
Les deux paragraphes suivants donnent quelques critères qui permettent le calcul des fréquences

limites séparant les domaines des basses, des moyennes et des hautes fréquences.

3.1.1.1 Limite BF/MF

On considère qu’il y a recouvrement fréquentiel si l’espace moyen entre deux modes dans
la cavité est inférieur à la largeur de bande à mi-hauteur d’un mode. Le recouvrement spatial,
quand à lui, apparâıt dès lors que la bande fréquentielle d’excitation contient deux modes. En
s’appuyant sur ces deux constats, Morse à calculé une fréquence à partir de laquelle on observe un
recouvrement spatial ou fréquentiel qui sépare le domaine des moyennes fréquences du domaine
des basses fréquences :

fBM =
c0Sa

16Va

(
√

1 +
64c0T60Va

πS2
a(T60∆f + 4)

− 1

)

(3.2)

où Sa est la surface totale des parois de la cavité, T60 est le temps de réverbération et ∆f est
la largeur de la bande fréquentielle d’excitation. Si ∆f = 0, le facteur de recouvrement dans la
cavité Ma est alors égal à 0, 55.

Pour les dimensions du système couplé plaque-cavité qui sera étudié à la fin de ce chapitre, la
limite entre les basses et les moyennes fréquences est de 800Hz environ.

3.1.1.2 Limite MF/HF

Si l’on considère que la méthode SEA peut être appliquée dès que 5 à 6 modes de cavité se
recouvrent (ce qui correspond à un facteur de recouvrement modal Ma = 3) , la fréquence qui
délimite les domaines des moyennes et hautes fréquences s’écrit :

fMH = 4000

√

T60

Va(T60∆f + 4)
(3.3)
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où ∆f est la largeur de la bande fréquentielle d’excitation. Pour une excitation harmonique, on a
alors ∆f = 0. fMH est alors égale à la fréquence de Schroeder :

fSch = 2000

√

T60

Va
(3.4)

Pour les dimensions du système couplé plaque-cavité qui sera étudié à la fin de ce chapitre, la
fréquence de Schrœder est de 2000Hz environ.

3.1.2 Présentation du calcul SEA-like

La méthode de couplage modal est utilisée ici pour le calcul de la matrice SEA-like du système
couplé plaque-cavité. Un second calcul, basé sur les modes du système complet, sera présenté dans
le chapitre 4. La méthode de couplage modal, en plus de mettre en valeur l’influence du couplage
entre la structure et la cavité sur le comportement du système, est bien moins complexe en terme
de temps de calcul et de mémoire que le calcul basé sur les modes du système complet.

Les notations utilisées dans ce chapitre sont les mêmes que celles utilisées dans le chapitre 2.
Les deux sous-systèmes décrits par la méthode SEA-like - la structure, c’est-à-dire la plaque, et la
cavité - sont donc décrits respectivement par les indices s et a. La matrice SEA-like du sous-système
s’écrit alors de la façon suivante :

(

〈Es〉
〈Ea〉

)

=

(

Ass Asa

Aas Aaa

)(

〈Pinj,s〉
〈Pinj,a〉

)

(3.5)

Le signe 〈〉 fait référence à la moyenne fréquentielle. Il faut noter que les énergies et les puissances
injectées sont calculées sur les sous-systèmes entiers et sont donc égaux à la moyenne spatiale
multipliée par le volume ou la surface du sous-système considéré.

Pour calculer les coefficients de la matrice SEA-like, on considère les deux cas d’excitations
étudiés dans le chapitre 2. Le cas où seulement la structure est excitée permet de calculer les
coefficients Ass et Aas :

Ass =
〈Es,s〉

〈Pinj,s〉
(3.6)

Aas =
〈Ea,s〉

〈Pinj,s〉
(3.7)

où 〈Es,s〉 et 〈Ea,s〉 sont les énergies moyennées dans la structure et la cavité lorsque seule la
structure est excitée.

Le cas de la cavité excitée permet de calculer les coefficients Asa et Aaa :

Asa =
〈Es,a〉

〈Pinj,a〉
(3.8)

Aaa =
〈Ea,a〉

〈Pinj,a〉
(3.9)

Les notations utilisées sont équivalentes à celles des équations 3.6 et 3.7

Dans le chapitre 2, nous avons calculé les vitesses et les pressions modales pour chaque cas
d’excitation (voir équations (2.25) et (2.30)). Dans ce chapitre nous allons d’abord exprimer les

75



Chapitre 3 SEA-like par couplage modal et validation en hautes fréquences

énergies moyennées dans chaque sous-système en fonction des vitesses et des pressions modales,
puis, après avoir exprimé les pressions et vitesses modales pour chaque cas d’excitation ainsi que
les puissances injectées dans les sous-systèmes, nous pourrons calculer les coefficients de la matrice
SEA-like.

3.2 Calcul des énergies

3.2.1 Énergie moyenne de la structure

L’énergie totale de la structure est la somme de son énergie cinétique et de son énergie po-
tentielle. En hautes fréquences (hypothèses d’application de la SEA), on considère que l’énergie
cinétique et l’énergie potentielle sont égales. Ce n’est pas le cas dans les fréquences basses du
domaine d’application de la SEA-like. Nous allons donc calculer l’énergie cinétique et l’énergie
potentielle de la structure.

3.2.1.1 Énergie cinétique de la structure

Si on considère que la densité surfacique de la structure est constante, l’énergie de la structure
peut s’exprimer de la façon suivante :

Ecs =
1

2
hsρs

∫

As

|v(s)|

2

2

ds (3.10)

où v est la vitesse complexe de la structure.

On exprime la vitesse normal de la structure en fonction de sa décomposition modale :

Ecs =
1

4
hsρs

∫

As

|

M
∑

m=1

Vm(ω)Φs
m(s)|ds (3.11)

Ecs =
1

4
hsρs

∑

p,q

VpV
∗
q

∫

As

Φs
pΦ

s
qds (3.12)

Or d’après l’expression des masses modales de la structure, (voir chapitre 2) l’équation 3.12 devient :

Ecs =
1

4
M s

m

∑

m

|Vm|2 (3.13)

On obtient ainsi la moyenne fréquentielle de l’énergie cinétique de la structure :

〈Ecs〉 =
1

4

1

∆ω

∑

m

M s
m

∫

∆ω
|Vm|2dω (3.14)

3.2.1.2 Énergie potentielle de la structure

D’après la théorie de Kirchhoff, l’énergie potentielle de la structure s’exprime de la façon sui-
vante :

Eps =
1

4
D

∫

As

[

|w, xx|2 + |w, yy|2 + 2νs(w, xx)(w, yy)
∗ + 2(1 − νs)|w, xy|

2
]

ds (3.15)
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En constatant que w(x, y;ω) = − i
ω

∑

m Vm(ω)Φs
m(x, y;ω), on écrit :

Eps =
1

4

D

ω2

∑

m,n

Eps(m,n)(x, y)V
∗
mVn (3.16)

où

Eps(m,n) = δ(m,n)

∫

As

|Φs
m, xx|

2 + |Φs
m, yy|

2 + 2νs(Φ
s
m, xx)(Φ

s
m, yy)

∗ + 2(1 − νs)|Φ
s
m, xy|

2ds

= δ(m,n)(k
s
m)4

∫

As

(Φs
m)2ds (3.17)

= δ(m,n)(k
s
m)4

M s
m

ρshs
(3.18)

où ks
m est le nombre d’onde de flexion associé au mode m de la structure. L’équation (3.16) devient :

Eps =
1

4

D

ρshsω2

∑

m

(ks
m)4M s

m|Vm|2 (3.19)

L’expression de l’énergie potentielle de la structure moyennée sur l’espace fréquentiel s’exprime
donc :

〈Eps〉 =
1

4

D

ρshs

1

∆ω

∫

∆ω

1

ω2

∑

m

(ks
m)4M s

m|Vm|2dω (3.20)

Les équations (3.14) et (3.20) donnent l’énergie totale de la structure moyennée sur les fréquences :

〈Es〉 = 〈Ecs〉 + 〈Eps〉

=
1

4

1

∆ω

∫

∆ω

∑

m

M s
m|Vm|2

(

1 +
D

ρshs

(ks
m)4

ω2

)

dω (3.21)

Dans le cas particulier d’une structure simplement appuyée, le nombre d’onde de flexion ks
m et la

masse modale M s
m s’expriment :

ks
m = π

√

p2

a2
+
q2

b2
(3.22)

M s
m = ρshs

As

4
(3.23)

L’énergie totale s’écrit alors :

〈Es〉 =
As

16

1

∆ω

∫

∆ω

∑

m

|Vm|2

(

ρshs +
Dπ4

ω2

(

p2

a2
+
q2

b2

)2
)

dω (3.24)

3.2.2 Énergie moyenne de la cavité

3.2.2.1 Énergie cinétique de la cavité

Appelons φ le potentiel acoustique dans la cavité et ~va la vitesse particulaire dans la cavité. En
supposant que la masse volumique de l’air est constante, l’énergie cinétique dans la cavité s’écrit :

Eca =
1

4
ρ0

∫

V
|~va|

2dV (3.25)
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On peut relier la vitesse particulaire et la pression au potentiel acoustique grâce aux expressions
suivantes :







~va = − ~gradφ

p = −ρ0
∂φ

∂t
= −ρ0jωφ

(3.26)

ce qui permet d’écrire :

~va =
−j

ρ0ω
~grad(p) (3.27)

L’équation (3.25) devient alors :

Eca =
1

4

1

ρ0ω2

∫∫∫

V
| ~grad(p)|2dV (3.28)

En exprimant la pression en fonction de sa décomposition modale on obtient :

Eca =
1

4

1

ρ0ω2

∫∫∫

V

(

~grad

(

∑

n

PnΦa
n

))(

~grad

(

∑

n

PnΦa
n

))∗

dV (3.29)

Eca =
1

4

1

ρ0ω2

∑

i,j

PiP
∗
j

∫∫∫

V

(

~grad (Φa
i )
)(

~grad
(

Φa
j

)

)∗
dV (3.30)

Eca =
1

4

1

ρ0ω2

∑

n

|Pn|
2

∫∫∫

V

[

(

∂Φa
n

∂x

)2

+

(

∂Φa
n

∂y

)2

+

(

∂Φa
n

∂z

)2
]

dV (3.31)

où :
∫∫∫

V

(

(

∂Φa
n

∂x

)2

+

(

∂Φa
n

∂y

)2

+

(

∂Φa
n

∂z

)2
)

dV = Ma
n(ka

n)2 (3.32)

ka
n est le nombre d’onde acoustique associé au mode n de la cavité et s’exprime de la façon suivante :

ka
n = π

√

r2

a2
+
s2

b2
+
t2

c2
(3.33)

(r, s, t) sont les indices du n-ième mode de cavité.

Cela donne finalement :

Eca =
1

4

1

ρ2
0ω

2

∑

n

Ma
n(ka

n)2|Pn|
2 (3.34)

La moyenne fréquentielle de l’énergie cinétique dans la cavité est alors :

〈Eca〉 =
1

4

1

ρ2
0

1

∆ω

∫

∆ω

1

ω2

∑

n

Ma
n(ka

n)2|Pn|
2dω (3.35)

En remplaçant ka
n par son expression en fonction des paramètres décrivant la cavité, l’énergie

cinétique moyennée devient :

〈Eca〉 =
1

4

π2

ρ2
0

1

∆ω

∫

∆ω

1

ω2

∑

n

Ma
n |Pn|

2

(

r2

a2
+
s2

b2
+
t2

c2

)

dω (3.36)
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3.2.2.2 Énergie potentielle de la cavité

On procède de la même manière pour obtenir l’énergie cinétique :

Epa =
1

4ρ0c20

∫∫∫

V
pp∗dV (3.37)

Epa =
1

4ρ0c20

∫∫∫

V

(

∑

n

PnΦa
n

)(

∑

n

PnΦa
n

)∗

dV (3.38)

Epa =
1

4ρ0c20

∑

i,j

PiP
∗
j

∫∫∫

V
Φa

i Φ
a
jdV (3.39)

Epa =
1

4ρ0c20

∑

n

Ma
n |Pn|

2 (3.40)

(3.41)

L’énergie potentielle de la cavité moyennée sur l’espace fréquentiel s’exprime de la façon suivante :

〈Epa〉 =
1

4

1

ρ2
0c

2
0

1

∆ω

∫

∆ω

∑

n

Ma
n |Pn|

2dω (3.42)

Finalement, l’énergie totale de la cavité moyennée sur l’espace fréquentiel est :

〈Ea〉 = 〈Eca〉 + 〈Epa〉 (3.43)

=
1

4

1

∆ω

∫

∆ω

∑

n

Ma
n

ρ2
0c

2
0

|Pn|
2

(

c20
ω2

(ka
n)2 + 1

)

dω (3.44)

ce qui devient :

〈Ea〉 =
1

4

1

∆ω

∫

∆ω

∑

n

Ma
n

ρ2
0

|Pn|
2

(

π2

ω2

(

r2

a2
+
s2

b2
+
t2

c2

)

+
1

c20

)

dω (3.45)

où la masse modale du n-ième mode de cavité est donnée par :

Ma
n = ρ0V

(

1

2

)3−δr,0−δs,0−δt,0

(3.46)

3.3 structure excitée

Le système d’équations correspondant au cas de la structure excitée est donné par l’équation
(2.25) :







χsV +
1

ρ0c0
tBP = χsQs

−ρ0c0BV + χaP = 0

(3.47)

La structure est excitée par une excitation pext(x, y;ω) de type rain-on-the-roof, spatialement et
fréquentiellement décorrelée. Cette excitation a été définie dans le chapitre 1 dans l’expression de
la densité interspectrale de l’excitation, et, plus spécialement, dans le terme de corrélation spatiale.
Ici, ce terme apparâıt dans le terme de joint-acceptance de la structure, qui s’écrit en fonction des
modes propres de la structure :

js
pq(ω) =

∫∫

As

hsρs(x, y)Φ
s
p(x, y)Φ

s
q(x

′, y′)C(x− x′, y − y′;ω)dxdx′dydy′ (3.48)
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ce qui s’écrit, dans le cas d’une excitation rain-on-the-roof et compte tenu du fait que les modes
Φs

m sont orthogonaux sur la structure :

js
pq =

∫∫

As

hsρs(x, y)Φ
s
p(x, y)Φ

s
q(x

′, y′)δ(x− x′)δ(y − y′)dxdx′dydy′ (3.49)

= δp,q hsρs

∫

As

(Φs
p(x, y))

2dxdy (3.50)

L’équation précédente permet alors de caractériser le terme de force généralisée de l’équation
(3.47) :

Qs,pQ
∗
s,q =

1

(ρ0c0As)2χs,pχ∗
s,q

∫∫

As

pext(x, y;ω)Φs
p(x, y)p

∗
ext(x

′, y′;ω)Φs
q(x

′, y′)dxdydx′dy′ (3.51)

avec :
∫∫

As

pext(x, y;ω)Φs
p(x, y)p

∗
ext(x

′, y′;ω)Φs
q(x

′, y′)dxdydx′dy′ = Spext(ω)js
pq(ω) (3.52)

L’injection de l’équation (3.50) dans l’équation (3.51) conduit à l’expression du terme de force
généralisée suivante :

Qs,pQ
∗
s,q = δp,q

ρshsSpext(ω)

ρ2
0c

2
0A

2
s|χs,p|2

∫

As

(Φs
p(x, y))

2dxdy (3.53)

3.3.1 Calcul des vitesses modales

D’après l’équation précédente, le vecteur des vitesses modales s’écrit :

V = (χs + tBχ−1
a B)−1χsQs (3.54)

Donc, en posant Hss = (χs + tBχ−1
a B)−1χs, on peut écrire que :

|Vm|2 = VmV
∗
m = (HssQs)m(HssQs)m

∗ (3.55)

|Vm|2 =

[

∑

p

(Hss)m,p(Qs)p

][

∑

q

(Hss)
∗
m,q(Qs)

∗
q

]

(3.56)

|Vm|2 =
∑

p,q

(Hss)m,p(Hss)
∗
m,q(Qs)p(Qs)

∗
q (3.57)

En utilisant l’expression de (Qs)p(Qs)
∗
q donné par l’équation (3.53), la vitesse modale quadra-

tique s’exprime :

|Vm|2 =
ρshs

ρ2
0c

2
0A

2
s

Spext(ω)
∑

p

|(Hss)m,p|
2

|χs,p|2

∫

As

(Φs
p(x, y))

2dxdy (3.58)

En exprimant l’intégrale spatiale en fonction des dimensions de la structure, l’expression (3.58)
devient :

|Vm|2 =
1

4

ρshs

ρ2
0c

2
0As

Spext(ω)
∑

p

|(Hss)m,p|
2

|χs,p|2
(3.59)
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3.3.2 Calcul des pressions modales

D’après l’équation (3.47), on écrit les pressions modales de la façon suivante :

P = ρ0c0(I + χ−1
a Bχ−1

s
tB)−1χ−1

a BQs (3.60)

En posant Has = (I + χ−1
a Bχ−1

s
tB)−1χ−1

a B, on peut écrire que :

|Pn|
2 = PnP

∗
n = ρ2

0c
2
0(HasQs)n(HasQs)

∗
n (3.61)

|Pn|
2 = ρ2

0c
2
0

∑

p,q

(Has)n,p(Has)
∗
n,qQs,pQ

∗
s,q (3.62)

L’équation (3.51) conduit alors à l’expression suivante :

|Pn|
2 =

ρshs

A2
s

Spext(ω)
∑

p

|(Has)n,p|
2

|χs,p|2

∫

As

(Φs
p(x, y))

2dxdy (3.63)

En exprimant l’intégrale spatiale en fonction des dimensions de la structure, l’expression (3.63)
devient :

|Pn|
2 =

1

4

ρshs

As
Spext(ω)

∑

p

|(Has)n,p|
2

|χs,p|2
(3.64)

3.3.3 Puissance injectée dans la structure

La puissance injectée dans la structure s’écrit :

Pinj,s =
1

2
ℜ

(∫

As

p∗ext(x, y;ω)v(x, y;ω)dxdy

)

(3.65)

Pinj,s =
1

2
ℜ

(

∫

As

p∗ext

∑

m

VmΦs
mdxdy

)

(3.66)

D’après l’équation (3.54), on peut écrire :

Pinj,s =
1

2
ℜ

(

∫

As

p∗ext

∑

p,q

Hss(p,q)Qs,qΦ
s
pdxdy

)

(3.67)

En remplaçant Qs,q par son expression, on obtient :

Pinj,s =
1

2

1

ρ0c0As
ℜ

(

∑

p,q

Hss(p,q)

χs,q

∫∫

As

pext(x, y;ω)Φs
p(x, y)p

∗
ext(x

′, y′;ω)

Φs
p(x

′, y′)dxdydx′dx′
)

(3.68)

Les expressions (3.50) et (3.52) permettent de simplifier cette dernière équation :

Pinj,s =
1

2

ρshs

ρ0c0As
ℜ

(

Spext(ω)
∑

m

Hss(m,m)

χs,m

∫

As

(Φs
m)2ds

)

(3.69)

On obtient donc :

〈Pinj,s〉 =
1

2

ρshs

ρ0c0As

1

∆ω

∫

∆ω
ℜ

(

Spext(ω)
∑

m

Hss(m,m)

χs,m

∫

As

(Φs
m)2ds

)

dω (3.70)

ce qui donne, en exprimant l’intégrale spatiale en fonction des dimensions de la structure :

〈Pinj,s〉 =
1

8

ρshs

ρ0c0

1

∆ω

∫

∆ω
ℜ

(

Spext(ω)
∑

m

Hss(m,m)

χs,m

)

dω (3.71)
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Figure 3.1 – Calcul de la puissance injectée dans la cavité

3.4 Cavité excitée

La modélisation de l’excitation rain-on-the-roof d’une plaque peut se faire soit — comme c’est le
cas dans le paragraphe précédent — de manière analytique, en utilisant l’expression donnée dans
l’équation (1.97) de la corrélation spatiale, soit en superposant un certain nombre d’excitations
ponctuelles aléatoires. Dans la référence [58], il est spécifié que 5 excitations ponctuelles au moins
doivent être considérées pour simuler une excitation de type δ-corrélée.

Le cas de l’excitation δ-corrélée de la cavité est plus complexe. L’expression de la corrélation
spatiale utilisée dans le cas d’excitation de la structure ne peut plus être utilisée. En effet, le
calcul de la puissance injectée nécessite une modélisation physique du point d’excitation. Ainsi,
la deuxième solution est utilisée : le système couplé plaque-cavité est modélisé pour plusieurs cas
d’excitations ponctuelles de la cavité, puis les différents comportements énergétiques sont moyennés
pour obtenir une simulation d’excitation δ-corrélée.

La question se pose alors du nombre de points d’excitation de la cavité à utiliser pour que
la moyenne converge. La figure 3.2 montre l’évolution du comportement énergétique du système
couplé pour un nombre croissant de points d’excitation. Ces points sont répartis aléatoirement
dans la cavité et recouvrent le plus d’espace possible dans la cavité (voir figure 3.1). On remarque
que, à partir de 6 points d’excitation, l’ajout d’un point à la simulation d’une excitation rain-on-
the-roof ne modifie pas sensiblement le comportement énergétique de la cavité. 6 points répartis
aléatoirement dans la cavité seront donc utilisés ici pour modéliser une excitation rain-on-the-roof
de la cavité.

Le système d’équation vérifié par les vitesses modales et les pressions modales est le suivant :







χsV +
1

ρ0c0
tBP = 0

−ρ0c0BV + χaP = χaQa

(3.72)

Ce système d’équation permet de calculer les énergies dans la structure et dans la cavité ainsi
que la puissance injectée dans la cavité pour chaque cas d’excitation. Ces énergies et puissances
injectées sont alors moyennées, puis utilisées pour obtenir les coefficients SEA-like.
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Figure 3.2 – Energie dans la structure et la cavité en fonction du nombre de points d’excitation
pris en compte dans la cavité

3.4.1 Calcul des vitesses modales

L’équation (3.72) donne le vecteur des vitesses modales :

V = −
1

ρ0c0
(χs + tBχ−1

a B)−1tBQa (3.73)

En posant Hsa = (χs + tBχ−1
a B)−1tB, on peut écrire, comme précédemment, que :

|Vm|2 = VmV
∗
m (3.74)

|Vm|2 =
1

ρ2
0c

2
0

(HsaQa)m(HsaQa)
∗
m (3.75)

|Vm|2 =
1

ρ2
0c

2
0

∑

p,q

(Hsa)m,p(Hsa)
∗
m,qQa,pQ

∗
a,q (3.76)

Or le produit des forces généralisées peut s’écrire comme suit :

Qa,pQ
∗
a,q =

ρ2
0c

2
0

A2
sχa,pχ∗

a,q

∫∫

V
qext(x, y, z;ω)Φa

p(x, y, z)q
∗
ext(x

′, y′, z′;ω)Φa
q(x

′, y′, z′)dvdv′ (3.77)

L’excitation de la cavité est une excitation ponctuelle située au point (xa, ya, za), de débit volumique
qext(x, y, z) = qaδ(xa)δ(ya)δ(za). L’intégrale du terme de droite de l’équation (3.77) peut alors se
réécrire de la manière suivante :
∫

V
qext(x, y, z;ω)Φa

p(x, y, z)q
∗
ext(x

′, y′, z′;ω)Φa
p(x

′, y′, z′)dvdv′ = δp,q q
2
a (Φa

p(xa, ya, za))
2 (3.78)

L’équation (3.76) devient finalement :

|Vm|2 =
1

A2
s

q2a
∑

p

|(Hsa)m,p|
2

|χa,p|2
(Φa

p(xa, ya, za))
2 (3.79)
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Figure 3.3 – Energie dans la cavité pour plusieurs points d’excitations dans la cavité

3.4.2 Calcul des pressions modales

D’après l’équation (3.72), on peut écrire que :

P = (I + χ−1
a Bχ−1

s
tB)−1Qa (3.80)

En posant : Haa = (I + χ−1
a Bχ−1

s
tB)−1 on peut exprimer le produit des pressions modales :

|Pn|
2 = PnP

∗
n (3.81)

|Pn|
2 = (HaaQa)n(HaaQa)

∗
n (3.82)

|Pn|
2 =

∑

p,q

(Haa)n,p(Haa)
∗
n,qQa,pQ

∗
a,q (3.83)

En utilisant l’équation (3.78), l’équation précédente devient :

|Pn|
2 =

ρ2
0c

2
0

A2
s

q2a
∑

p

|(Haa)n,p|
2

|χa,p|2
(Φa

p(xa, ya, za))
2 (3.84)

La figure 3.3 présente l’énergie moyennée en fréquence dans la cavité couplée pour plusieurs
positions du point d’excitation de la cavité. En basses fréquences (en dessous de 800 Hz), la position
du point d’excitation a une influence sur l’énergie dans la cavité (le couplage avec la structure diffère
suivant la position du point d’excitation). Dans les domaines des moyennes et hautes fréquences,
par contre, cette position a de moins en moins d’influence sur l’énergie, car le comportement modal
— et donc la dépendance spatiale du comportement énergétique de la cavité — est de moins en
moins marqué.
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Figure 3.4 – Calcul de la puissance injectée dans la cavité pour une source ponctuelle

3.4.3 Puissance injectée dans la cavité

La puissance injectée dans la cavité ne peut pas s’exprimer de la même manière que dans
le cas de la structure. En effet, la cavité est excitée par des sources ponctuelles avec un débit
volumique qe fixe, cas limite de la sphère pulsante. Ainsi, la pression rencontre autant de points de
singularité qu’il y a de sources dans la cavité. Pour contourner ce problème, la puissance injectée
est assimilée au flux de puissance traversant une surface entourant chaque source de la cavité. C’est
pourquoi l’excitation de la cavité doit être considérée physiquement et ne peut pas être introduite
directement à l’aide d’une fonction de corrélation spatiale, comme c’est le cas pour la structure.

La puissance injectée dans la cavité pour une source acoustique qα est calculée par l’intégration
du flux acoustique sur une surface quelconque entourant la source. Le système étant décrit par des
coordonnées cartésiennes, la surface utilisée est un cube afin de faciliter le calcul de l’intégrale.

Si l’on considère une source ponctuelle de débit volumique qα, la puissance acoustique traversant
une surface Sα de normale extérieure n s’exprime de la manière suivante :

Pinj,α =

∫

Sα

1

2
|p(s)u(s).n| s (3.85)

où u est la vitesse particulaire de la pression p.

La surface Sα considérée ici est un cube de côté r × r × r centré sur la source de coordonnées
(xα, yα, zα) (voir figure 3.4). On considère maintenant la face de normale extérieure ex. La vitesse
particulaire projetée sur ex s’écrit alors :

u.ex =
−j

ρ0ω

∂p

∂x
(3.86)

La pression p est remplacée par sa projection modale :

u.ex =
−j

ρ0ω

∑

n

Pn
∂Φa

n

∂x
(3.87)

Le flux de puissance à travers la surface de normale extérieure ex s’écrit alors :

Pex =

∫ ya+r

ya−r

∫ za+r

za−r

−j

ρ0ω

(

∑

n

PnΦa
n(x = xa + r, y, z)

)(

∑

n

Pn
∂Φa

n

∂x
(x = xa + r, y, z)

)

dydz

(3.88)
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L’expression de Pex est calculée à l’aide d’une intégrale de Riemann. La puissance totale injec-
tée dans la cavité par la source ponctuelle est donnée par la somme des puissances acoustiques
traversant les 6 faces du cube.

Cette expression de la puissance injectée dans la cavité est alors vérifiée par comparaison avec
celle de la puissance injectée en milieu infini, utilisée en SEA :

〈Pinj,a〉 =

∫

V
ρ0
ω2

c20

1

8π
|Q|2dv (3.89)

La puissance injectée calculée précédemment converge bien vers la puissance en milieu infini
en hautes fréquences (voir figure 3.5).

La figure 3.6 montre la puissance injectée pour différentes valeurs de r. On remarque que la
puissance injectée calculée dépend de la surface d’intégration utilisée et que la variation en fonction
de r est sinusöıdale. En effet, la puissance au point d’excitation est infinie, et le calcul modal ne peut
en donner qu’une valeur finie. Au voisinage du point d’excitation, la pression calculée de manière
modale est approximative. Cette approximation diminue quand on s’éloigne du point d’excitation.

Ainsi, la variation de la puissance injectée calculée s’atténue quand r augmente. Cependant,
comme il faut prendre en compte la présence des parois de la cavité, on ne peut pas calculer la
puissance injectée avec une valeur de r trop grande. La puissance injectée dans la cavité est donc
calculée en effectuant la moyenne des intégrales de la puissance acoustique sur Sα pour plusieurs
valeurs de r.

La figure 3.7 montre la puissance injectée pour différentes positions du point d’excitation dans la
cavité. On remarque que, par rapport à l’énergie dans la cavité présentée figure 3.3, la dépendance
spatiale est légèrement plus importante en basses fréquences. En effet, la pression n’est pas intégrée
sur toute la cavité mais uniquement sur le cercle d’intégration de la puissance injectée. Comme
pour l’énergie, la dépendance spatiale est moins importante dans les domaines des moyennes et
hautes fréquences.

3.5 Calcul des coefficients de la matrice SEA-like

3.5.1 Coefficients correspondant à une excitation de la structure

3.5.1.1 Coefficient structure/structure

D’après les équations (3.21) et (3.59), on peut écrire l’équation totale moyennée de la structure
lorsque la structure est excitée :

〈Es,s〉 =
1

32

ρshs

ρ2
0c

2
0

1

∆ω

∫

∆ω
Spext

∑

m,p

|(Hss)m,p|
2

|χs,p|2

(

ρshs +
Dπ4

ω2

(

p2

a2
+
q2

b2

))

(3.90)

D’après l’équation (3.71), qui donne la puissance injectée dans la structure, on peut donc écrire
le premier coefficient de la matrice SEA-like :

Ass =
1

4ρ0c0

∫

∆ω

∑

m,p
|(Hss)m,p|2

|χs,p|2

(

ρshs + Dπ4

ω2

(

p2

a2 + q2

b2

)2
)

dω

∫

∆ω ℜ
(

∑

m
Hss(m,m)

χs,m

)

dω
(3.91)
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Figure 3.5 – Puissance injectée par une force ponctuelle unitaire située au point de coordonnées
(0, 52, 0, 92, 0, 20) comparée avec une puissance injectée par la même source acoustique en milieu
infini : (−) Analyse modal / (−−) Puissance infinie

Figure 3.6 – Puissance injectée par une force ponctuelle unitaire calculée pour différentes valeurs
du côté r de la surface d’intégration
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Figure 3.7 – Puissance injectée pour plusieurs points d’excitations de la cavité comparée avec une
puissance injectée par la même source acoustique en milieu infini : (−) Analyse modal / (−−)
Puissance infinie
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On considère que l’excitation correspond à un bruit blanc donc que Sqext(ω) = 1 sur la bande
de fréquence considérée.

3.5.1.2 Coefficient fluide/structure

Les équations (3.44) et (3.64) donnent l’énergie totale moyenne dans la cavité quand la structure
est excitée :

〈Ea,s〉 =
ρshs

64

V

As

1

∆ω

∫

∆ω
Spext

∑

n,p

|(Has)n,p|
2

|χs,p|2

(

π2

ρ0ω2

(

r2

a2
+
s2

b2
+
t2

c2

)

+
1

ρ0c20

)

dω (3.92)

D’après l’équation (3.71), on peut en déduire le deuxième coefficient de la matrice SEA-like :

Aas =
1

8ρ0c0

V

As

∫

∆ω

∑

n,p
|(Has)n,p|2

|χs,p|2
(

π2

ρ0ω2

(

r2

a2 + s2

b2
+ t2

c2

)

+ 1
ρ0c20

)

dω
∫

∆ωℜ
(

∑

m

Hss(m,m)
χs,m

)

dω

(3.93)

3.5.2 Coefficients correspondant à une excitation de la cavité

Comme il a été dit dans le paragraphe 3.4, l’excitation δ-corrélée de la cavité n’est pas décrite
directement par une expression analytique de la fonction de corrélation spatiale. L’excitation de
la cavité est modélisée par une superposition de 6 excitations ponctuelles, réparties de manière
aléatoire dans la cavité. L’énergie dans la structure pour une excitation δ-corrélée de la cavité
est alors obtenue par la moyenne des énergies dans la structure calculées pour les 6 excitation
ponctuelles de la cavité. L’énergie et la puissance injectée dans la cavité sont calculées de la même
manière. Les formules 3.8 et 3.9 donnent alors les coefficients SEA-like.

3.6 Validation de la méthode SEA-like dans le domaine des hautes
fréquences

Il s’agit maintenant de valider avec la méthode SEA la modélisation du système couplé plaque-
cavité étudié plus haut. La méthode SEA n’est valable que sous certaines conditions d’application,
plus exclusives que les conditions d’application de la méthode SEA-like. Il faut donc traiter la
matrice SEA-like obtenue avant de pouvoir la comparer à la matrice SEA.

3.6.1 Traitement matriciel

La modélisation de la méthode SEA doit vérifier, entre autres conditions, la condition de
couplage faible. Cette dernière condition est vérifiée lorsque le système est étudié dans le domaine
des hautes fréquences. Une autre condition est également vérifiée : le couplage entre deux sous-
systèmes ne dépend pas de l’amortissement d’un des sous-systèmes et le couplage indirect - entre
deux sous-systèmes non-physiquement liés - est négligé dans la plupart des cas (il y a des exceptions,
comme le cas de deux cavités séparées par une plaque). Pour un système à trois sous-systèmes, la
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matrice SEA peut alors être écrite sous la forme :




〈P1,inj〉
〈P2,inj〉
〈P3,inj〉



 = ω





η1 + η12 −η21 0
−η12 η2 + η21 + η23 −η32

0 −η23 η3 + η32









〈E1〉
〈E2〉
〈E3〉



 (3.94)

Pour le système couplé plaque-cavité étudié dans ce chapitre, la matrice SEA devient la suivante :
(

〈Ps,inj〉
〈Pa,inj〉

)

= ω

(

ηss + ηsa −ηsa

−ηas ηaa + ηas

)(

〈Es〉
〈Ea〉

)

(3.95)

Dans le domaine des moyennes fréquences, cette condition de couplage faible n’est plus vérifiée.
Entre autres, on ne peut plus négliger le couplage indirect et les coefficients de perte par couplage
dépendent des amortissements internes des sous-systèmes. Cela entrâıne un problème de condi-
tionnement matriciel, qui empêche l’inversion de la matrice de coefficients d’influence énergétique
et l’écriture de la matrice L. La matrice SEA-like s’écrit alors, de manière simplifiée :

E = APinj (3.96)

où E est le vecteur des énergies moyennées et Pinj est le vecteur des puissances injectées.

Ainsi, si l’on veut comparer les modélisations SEA-like et SEA, il faut, dans un premier temps,
calculer la matrice SEA-like dans le domaine des hautes fréquences, et, dans un deuxième temps,
inverser la matrice SEA pour la rendre homogène à une matrice de coefficients d’influence énergé-
tique.

(

Ass Asa

Aas Aaa

)

−−−−→
f→HF

1

ω

(

ηss + ηsa −ηsa

−ηas ηaa + ηas

)−1

(3.97)

3.6.2 Calcul de la matrice SEA

Pour déterminer la matrice SEA du système couplé plaque-cavité, trois coefficients doivent être
déterminés : les deux coefficients de perte interne ηs et ηa, et le facteur de perte par couplage
ηsa. ηas est alors calculé grâce à la relation de réciprocité qui relie les deux facteurs de perte par
couplage et la densité modale des deux sous-systèmes.

Les formulations du logiciel SEA-Lascar, développé au sein d’EADS, sont utilisées pour le
calcul des facteurs de perte par couplage. Il s’agit des formulations de Maidanik [66], corrigées par
Price et Crocker [74] et reprises dans la référence [82], qui donnent le coefficient de rayonnement
σ d’une plaque rectangulaire en milieu infini selon que la fréquence est inférieure ou supérieure à
la fréquence de cöıncidence. Le facteur de perte par couplage est donné par :

ηsa =
ρ0c0
ωρs

σ (3.98)

Les facteurs ηs et ηa sont calculés d’après les temps de réverbérations de la structure et la
cavité :

ηi =
2.2

fTr,i
(3.99)

l’indice i désignant la structure ou la cavité.

Le système considéré est constitué d’une plaque d’aluminium couplée avec une cavité. La plaque
est de dimensions (0.868m, 1.15m, 5.8mm). La cavité est de dimensions (0.868m, 1.15m, 1m). L’amor-
tissement de la plaque et de la cavité est donné par leurs temps de réverbération : Ts = 0.4 s pour
la plaque et Ta = 1 s pour la cavité.
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Figure 3.8 – Facteur de rayonnement d’une plaque rectangulaire de 1m×1m et de 10mm d’épais-
seur, calculée avec la formulation de G. Maidanik et comparée avec des résultats issus de calculs
effectués au sein du laboratoire GAUS de Sherbrooke et présentés dans la référence [43]
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Figure 3.9 – Coefficients de la matrice SEA du système couplé plaque-cavité

La figure 3.9 présente les coefficients SEA du système couplé plaque-cavité. Les quatre co-
efficients présentent des pics à la fréquence de cöıncidence fc = 2110Hz. A cette fréquence, la
fréquence de cöıncidence des modes de plaque excités est égale à leur fréquence de résonance : les
modes excités rayonnent. Les pics correspondant à la cöıncidence de la plaque sont très marqués
car la cavité est considérée comme un milieu infini.

3.6.3 Etude de la convergence

Comme il est indiqué dans le paragraphe 3.1.1, le domaine des moyennes fréquences commence
à fLM = 800Hz et le domaine des hautes fréquences commence à fMH = 2000Hz pour le système
couplé plaque-cavité, dont les dimensions sont indiquées dans le paragraphe précédent.

Les énergies moyennées en SEA-like ont été calculées à partir de résultats pour des fréquences
pures discrètes puis moyennées par bande de tiers d’octave.

Sur la figure 3.10, on a tracé les coefficients d’influence énergétique obtenus par la modélisation
SEA-like du système couplé plaque-cavité et sa modélisation SEA.

Dans le domaine des hautes fréquences, les coefficients SEA-like sont très proches des coefficients
SEA. Par contre, on n’observe pas de pic de rayonnement sur les coefficients SEA-like. En effet, le
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Figure 3.10 – CIE calculés avec la méthode SEA-like (−) et la méthode SEA (−−)
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calcul SEA-like considère que la cavité est un milieu fini. Par conséquence, le couplage énergétique
entre la plaque et la cavité ne présente pas de maximum à la fréquence critique, comme on peut
l’observer sur le modèle SEA, où la cavité est traitée comme un milieu infini du point de vue de la
plaque.

Dans le domaine des basses fréquences, on observe des oscillations importantes sur les courbes
correspondant à la modélisation SEA-like, contrairement à ce que l’on peut observer sur la courbe
SEA. En effet, le recouvrement modal est peu important dans ce domaine fréquentiel. Le compor-
tement énergétique du système couplé plaque-cavité présente alors un caractère modal marqué,
contrairement aux hautes fréquences. L’hypothèse d’équiprobabilité modale utilisée lors de l’appli-
cation de la méthode SEA n’est plus valable dans ce domaine fréquentiel, et la méthode SEA n’est
alors pas valide. Les méthodes SEA et SEA-like ne sont donc pas comparables dans le domaine
des basses fréquences.

Ces oscillations s’atténuent dans le domaine des moyennes fréquences, entre 800 et 2000 Hz,
quand le recouvrement modal augmente. Le comportement modal de la cavité est alors moins
important. Finalement, dans le domaine des hautes fréquences, les courbes SEA-like convergent
vers les courbes SEA.

3.7 Conclusion

3.7.1 Bilan

Dans ce chapitre, une démarche basée sur l’analyse par couplage modal a été utilisée pour
calculer la matrice SEA-like du système couplé plaque-cavité à partir de son comportement éner-
gétique. Le cas présenté ici, bien que particulier, peut être étendu à différents type de structures
ou de cavités si les modes de la structure et la cavité découplés sont calculés.

La matrice SEA-like du système plaque-cavité a ensuite été comparée à la matrice des coeffi-
cients d’influence énergétique calculée avec la méthode SEA. La SEA donne un modèle pertinent
du système couplé en hautes fréquences, ce qui permet d’estimer son comportement énergétique
dans ce domaine fréquentiel.

Le modèle SEA-like converge vers la modélisation SEA en hautes fréquences. Par contre, le pic
correspondant à la fréquence de cöıncidence observé sur le modèle SEA n’est pas observable sur
le modèle SEA-like, car la cavité, décrite par une analyse modale, est considérée comme un milieu
fini dans la modélisation SEA-like. Ce phénomène de cöıncidence, particulier aux modélisations
hautes fréquences qui font l’hypothèse de milieux semi-infinis ou infinis, ne se retrouve donc pas
dans la modélisation SEA-like, basée sur une analyse modale du système.

3.7.2 Extension de la méthode SEA-like

Or le comportement énergétique du système couplé peut se calculer en utilisant d’autres mé-
thodes ou en simplifiant l’analyse par couplage modal, qui peut devenir coûteuse quand la fréquence
augmente, à cause du fort recouvrement modal dans la cavité. Dans le chapitre 4, une méthode ba-
sée sur un modèle élément-fini et proche de la démarche utilisée par Mace dans les références [61,62]
est présentée pour donner une autre modélisation SEA-like du système couplé.

Différentes méthodes, basées sur l’analyse par couplage modal, sont également présentées pour
réduire la mémoire et le temps nécessaires au calcul de la matrice SEA-like. Finalement, une étude
paramétrique est effectuée sur le modèle couplé afin d’étudier l’influence de la force de couplage
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et des conditions aux limites de la plaque. Cette dernière étude, qui est effectuée à partir de la
méthode de fonctions hiérarchiques étudiée au chapitre précédent, permet d’étendre la modélisation
SEA-like à différents types de structures.
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97



Chapitre 4 Approche SEA-like par éléments finis et étude paramétrique

4.1 Validation en basses et moyennes fréquences

4.1.1 Calcul SEA-like - Méthode par éléments-finis

Dans les chapitres 2 et 3, le système couplé a été modélisé par une méthode de couplage modal.
Mace, dans les références [61] et [62], propose une expression des coefficients SEA-like en fonction
des modes du système complet. Dans ce chapitre, plutôt que d’utiliser directement les formules de
B.R. Mace, nous allons modéliser le système couplé plaque-cavité par une méthode par éléments-
finis, puis exciter la structure et la cavité avec une excitation de type rain-on-the-roof. Ce calcul
servira de référence pour valider le calcul dans le domaine des basses et des moyennes fréquences
développé dans le chapitre 3.

Pour cela, le système couplé plaque-cavité est modélisé à l’aide du logiciel par éléments finis
Comsol. L’amortissement dans la cavité, qui ne peut pas être traité de manière volumique, est
remplacé par une impédance équivalente sur la surface des 5 parois fixes, en reprenant les formula-
tions de la référence [44]. Les coefficients de la matrice SEA-like sont ensuite calculés directement
à partir des énergies et des puissances injectées moyennées dans chacun des sous-systèmes.

L’approche est sensiblement la même que celle de la méthode locale : deux cas d’excitation
sont étudiés, le cas d’excitation où seule la structure est excitée et le cas d’excitation où seule la
cavité est excitée. L’excitation rain-on-the-roof de la structure et la cavité est modélisée par la
superposition de plusieurs cas d’excitations ponctuelles, qui vérifient les conditions suivantes :

– les cas d’excitation sont indépendants les uns des autres, ce qui permet d’assurer la décorré-
lation fréquentielle de l’excitation rain-on-the-roof

– les différentes excitations ponctuelles sont réparties de manières aléatoires sur la structure et
dans la cavité, ce qui assure la décorrélation spatiale de l’excitation.

Comme pour l’excitation de la cavité présentée dans le paragraphe 3.4, une étude de convergence
est effectuée sur la structure et la cavité pour déterminer le nombre de points d’excitations à utiliser
pour modéliser l’excitation rain-on-the-roof. 6 points sont utilisés pour exciter la structure et la
cavité.

Pour chacun des cas d’excitations ponctuelles, les énergies dans les deux sous-systèmes ainsi que
la puissance injectée dans le système couplé sont calculées. Les énergies sont ensuite moyennées en
fréquence et sur les différents cas d’excitation. Les coefficients de la matrice SEA-like sont obtenus
par division des moyennes des énergies et des puissances injectées.

4.1.2 Comparaison entre les approches par couplage modale et éléments-finis
de calcul de la matrice SEA-like

La figure 4.1 compare les coefficients d’influence énergétique calculés par les deux approches
de la méthode SEA-like : l’approche locale, calculée à partir de la méthode de couplage modale
et l’approche globale, calculée à partir du modèle par éléments finis, qui constitue le modèle de
référence. Les deux méthodes donnent des résultats proches, voir même très proches dans le cas
de l’excitation de la structure (coefficients Ass et Aas).

On remarque cependant quelques différences entre les deux méthodes. En effet, le modèle par
couplage modal du système couplé plaque-cavité, basé sur les modes de chacun des sous-systèmes
découplés, ne modélise pas de manière exacte le couplage entre la structure et la cavité. La pression
dans la cavité est décrite comme une somme des modes de cavité de paroi rigide. Ainsi, la vitesse
du fluide calculée par la pression dans la cavité est inexacte au niveau de la structure : elle est
décrite comme la limite d’une somme de vitesses nulles au voisinage de la structure.
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Figure 4.1 – Coefficients d’influence énergétique calculés avec la méthode SEA-like par approche
par couplage modal (−) et par approche éléments-finis (−−)

La similitude des deux calculs permet de valider l’utilisation de la modélisation réduite pour
calculer la matrice SEA-like du système couplé.

Hong et Kim ont montré que, dans le cas d’un système couplé fluide-structure unidimensionnel
(fluide dans un tube couplé à un système masse-ressort), une infinité de modes in vacuo de la
structure et de la cavité découplées permettent de modéliser de manière exacte le système [33].
Dans le cas de systèmes bi- et tridimensionnels [34], il est montré que plus le couplage entre
la structure et le fluide est fort, plus les modes du système couplé sont différents des modes de
chacun des sous-systèmes découplés. Si le couplage entre la structure et le fluide est fort, la base
modale décrivant le système doit être constituée d’un grand nombre de modes découplés pour que
la réponse converge.

Ici, le couplage entre la structure et la cavité est faible. Le modèle par couplage modal a donc
besoin de moins de modes pour converger vers le modèle par éléments-finis, comme il est montré
dans le paragraphe suivant.
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Table 4.1 – Temps de calcul de la modélisation du système couplé en fonction de la largeur de
bande autour de l’excitation dans laquelle les modes de plaque sont pris en compte

Largeur de bande modèle complet 100 Hz 50 Hz 25 Hz 12 Hz

Temps de calcul 865 s 96 s 86 s 70 s 46 s

4.2 Quelques simplifications de la matrice SEA-like

4.2.1 Réduction de la base modale du système couplé

4.2.1.1 Excitation de la structure

Dans le domaine des hautes fréquences, seuls les modes excités - dont la fréquence propre
est dans la bande d’excitation - sont pris en compte dans la modélisation des différents sous-
systèmes. Afin d’étudier l’influence des modes non-excités sur le comportement énergétique du
système couplé plaque-cavité, la modélisation SEA-like du système est modifiée de telle manière
que, pour une fréquence d’excitation donnée, seuls les modes situés dans une bande fréquentielle
entourant cette fréquence sont considérés.

La taille du système matriciel est de ce fait nettement réduite et permet de diminuer les temps
de calcul de la matrice SEA-like. On calcule alors les coefficients SEA-like en prenant en compte
tous les modes de cavité et de plaque dont les fréquences sont situées dans un intervalle de 100Hz,
50Hz, 25Hz ou 12Hz autour des fréquences de résonance (voir figures 4.2 à 4.5). En basses
fréquences, ces bandes de tiers d’octave sont trop étroites pour y assurer la présence d’un mode,
ce qui entraine des perturbations dans le calcul du coefficient SEA-like.

Le tableau 4.1 donne les temps nécessaires aux calculs des quatre modélisations ci-dessus,
comparées au modèle complet, c’est-à-dire à une modélisation utilisant 189 modes de plaque et
2563 modes de cavité, suffisamment pour que le calcul converge.

On remarque bien évidemment que, moins on prend en compte de modes de plaque, plus
les différences entre le modèle réduit et le modèle de référence sont importantes. Cependant, les
différences sont plus marquées sur les niveaux énergétiques dans la cavité. Cette différence ne peut
venir que du couplage entre la structure et la cavité, car, dans les quatre modélisations, le nombre
de modes de cavité considérés est le même. Cela peut s’expliquer par le fait que certains modes
de plaque, qui ne sont pas dominants dans la réponse énergétique de la structure, sont par contre
mieux couplés avec la cavité que les modes dominants. Ainsi, lorsque ces premiers modes ne sont
plus pris en compte dans le modèle, le couplage entre la structure et la cavité est sous-estimé, et
il en va de même pour l’énergie dans la cavité.

Les figures 4.6 et 4.7 montrent les niveaux énergétiques dans le système couplé pour des mo-
délisations prenant en compte tous les modes de plaque et - comme dans le cas précédent - les
modes de cavité situés dans une certaine bande de fréquence autour de la fréquence d’excitation.
On constate alors que, lorsque la structure est excitée, la réduction des modes de cavité a beaucoup
moins d’influence que la réduction des modes de plaque : la prise en compte des modes de cavité
jusqu’à 25 Hz autour de la fréquence d’excitation ne modifie pas de manière notable les niveaux
énergétiques du système couplé. De plus, à cause de la densité modale élevée dans la cavité, le
fait de réduire le nombre de modes de cavité implique une diminution du temps de calcul plus
importante que le fait de réduire le nombre de modes de plaque (voir tableau 4.2).
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Figure 4.2 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de plaque dans
une bande de fréquence de 100 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de plaque /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de plaque excités uniquement
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Figure 4.3 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de plaque dans
une bande de fréquence de 50 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de plaque /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de plaque excités uniquement
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Figure 4.4 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de plaque dans
une bande de fréquence de 25 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de plaque /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de plaque excités uniquement
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Figure 4.5 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de plaque dans
une bande de fréquence de 12 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de plaque /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de plaque excités uniquement
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Figure 4.6 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de cavité dans
une bande de fréquence de 25 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de cavité /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de cavité proches de la fréquence d’ex-
citation
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Figure 4.7 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas calculés avec les modes de cavité dans
une bande de fréquence de 12 Hz autour de la
fréquence d’excitation : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes de cavité /
(−−) coefficients SEA-like calculés avec les
modes de cavité proches de la fréquence d’ex-
citation

Table 4.2 – Temps de calcul de la modélisation du système couplé en fonction de la largeur de
bande autour de l’excitation dans laquelle les modes de cavité sont pris en compte

Largeur de bande modèle complet 200 Hz 100 Hz 50 Hz 25 Hz 12 Hz

Temps de calcul 865 s 18 s 14 s 12 s 11 s 10 s
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Figure 4.8 – Coefficients SEA-like Asa et Aaa : coefficients SEA-like calculés avec les modes de
cavité dans une bande de fréquence de 400 Hz (−.−) et 800 Hz (−−) autour de la fréquence
d’excitation et coefficients SEA-like calculés avec tous les modes de cavité (−)

4.2.1.2 Excitation de la cavité

La même simplification que précédemment est appliquée à la modélisation SEA-like lorsque
la cavité est excitée. Dans un premier temps, seuls les modes résonants de la cavité, situés dans
une certaine bande fréquentielle autour de la fréquence de résonance, sont considérés. La figure 4.8
présente les coefficients Asa et Aaa pour des modes de cavité compris dans des bandes de 400Hz
et 800Hz autour de chaque fréquence de résonance.

Contrairement au cas d’excitation de la structure, cette simplification modifie de manière im-
portante la modélisation du système et n’est plus du tout pertinente, malgré l’importance de la
plage fréquentielle prise en compte. Cela est du au fait que le couplage direct entre modes de cavité
est important (le cas du couplage indirect est différent, comme on le verra plus tard). En basses
fréquences, la densité modale est peu importante. La négligence d’un mode a donc une influence
importante sur le comportement dynamique. La densité modale augmente avec la fréquence et suf-
fisamment de modes sont excités pour que la négligence des modes dont la fréquence de résonance
est loin de la fréquence d’excitation soit négligeable. Ainsi, sur la figure 4.8 , la différence entre le
modèle réduit et le modèle de référence diminue quand la fréquence augmente.

Si l’on compare ce cas d’excitation avec le cas d’excitation de la structure (figure 4.7), on
remarque que le couplage fréquentiel des modes de cavité a peu d’influence sur le comportement
du système dans le cas d’excitation de la structure. En effet, les modes de cavité sont alors excités
par les modes de structure, et c’est le mécanisme de couplage intermodal, ou cross-coupling qui est
prédominant par rapport au couplage fréquentiel direct entre modes de cavité. La négligence des
modes de cavité a donc moins d’importance lorsque les modes de cavité ne sont pas directement
excités.

La figure 4.9 présente une modélisation prenant en compte tous les modes de cavité et les modes
de structure situés dans une bande fréquentielle de 25 Hz autour de la fréquence d’excitation. Ici,
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Table 4.3 – Temps de calcul de la modélisation du système couplé en fonction de la largeur de
bande autour de l’excitation dans laquelle les modes de plaque sont pris en compte

Largeur de bande modèle complet 100 Hz 25 Hz

Temps de calcul 4689 s 3602 s 3515 s
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Figure 4.9 – Coefficients SEA-like Asa et Aaa : coefficients SEA-like calculés avec les modes
de plaque dans une bande de fréquence de 25 Hz (−−) autour de la fréquence d’excitation et
coefficients SEA-like calculés avec tous les modes de cavité (−)

le modèle réduit donne une modélisation très pertinente du système. Deux faits viennent expliquer
cette pertinence : comme l’a montré le cas de l’excitation de la structure, la négligence des modes
de structure éloignés de la fréquence d’excitation n’a que peu d’influence sur le comportement
dynamique du système. De plus, ici, les modes de plaque sont excités indirectement, donc l’influence
des modes de plaque non excités est encore plus faible. Cependant, comme la taille de la base modale
de la cavité est prépondérante devant celle de la structure, la réduction de la base modale de la
structure entrâıne une faible diminution des temps de calcul (voir tableau 4.2).

4.2.2 Étude de l’influence des modes de plaque rayonnants

Une structure couplée à un espace infini rayonne dans cet espace. Ce rayonnement est maximum
lorsque la fréquence d’excitation est égale à la fréquence critique de la plaque. Ce rayonnement est
observable sur le modèle SEA du système couplé plaque-cavité (voir figure 3.9). Lorsque la plaque
est de dimensions finies, on peut alors calculer un coefficient de rayonnement modal, qui présentera
un maximum lorsque la projection de la longueur d’onde acoustique sur la plaque est égale à la
longueur d’onde du mode considéré. Des expressions du coefficient de rayonnement modal ont été
calculées notamment par Leppington [56] et Wallace [86].

La figure 4.10 compare l’efficacité de rayonnement du mode (7,8) de la plaque couplée avec
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Figure 4.10 – Comparaison de l’efficacité de rayonnement du mode (7,8) de la plaque couplée avec
un milieu infini (−−) et du terme équivalent de la plaque couplée avec la cavité (−)

un milieu infini et l’expression équivalente lorsque la plaque est couplée avec la cavité. Le système
couplé est modélisé par couplage modal. L’efficacité de rayonnement de la plaque en milieu infini a
été calculée avec les expressions de la référence [56]. Lorsque la plaque est couplée avec un milieu
fini, on n’observe pas de maximum sur l’efficacité de rayonnement, comme c’est le cas pour le
couplage avec un milieu infini. C’est également le cas pour le modèle par éléments finis présenté
en début de ce chapitre. On retrouve ici l’absence de pic de rayonnement sur les modélisations
SEA-like de la plaque couplée avec la cavité, notamment sur les coefficients SEA-like du système
couplé comparés avec un calcul SEA de la figure 3.10.

La figure 4.11 compare le calcul de référence des coefficients SEA-like, avec un calcul ne prenant
en compte que les modes de plaque excités et un calcul prenant en compte en plus les modes de
plaque dont le rayonnement en milieu infini est maximum. On constate que, par rapport au calcul ne
contenant que les modes excités, le calcul prenant en compte les modes excités et rayonnants donne
les mêmes niveaux énergétiques. Ainsi, les modes dont la longueur d’onde est égale à la longueur
d’onde acoustique, qui rayonnent en milieu acoustique infini et participent de manière importante
à l’échange énergétique entre la structure et le milieu infini, n’ont pas un rôle prépondérant dans
le cas d’une plaque couplée avec une cavité.

4.2.3 Couplage modal et cross-coupling

Le mécanisme de cross-coupling, décrit par Pan dans la référence [81], peut être structural ou
acoustique : on parle de cross-coupling structural pour le couplage entre modes de plaque via les
modes de cavité, et de cross-coupling acoustique pour le couplage entre modes de cavité via les
modes de plaque.
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Figure 4.11 – Coefficients SEA-like Ass et Aas calculés avec les modes de plaque excités et rayon-
nants : (−) coefficients SEA-like calculés avec tous les modes de plaque / (−−) coefficients SEA-like
calculés avec les modes de plaque excités / (−.−) coefficients SEA-like calculés avec les modes de
plaque excités et rayonnants

4.2.3.1 Expressions analytiques

Afin d’étudier l’influence du cross-coupling structural ou acoustique sur le comportement du
système couplé, considérons le système couplé plaque-cavité, où la plaque est excitée. Les équations
modales du système sont données par le système matriciel (2.25), qui peut s’exprimer de la façon
suivante pour le j-ième mode de plaque et le i-ième mode de cavité :

Vj = Qsj −
1

ρ0c0
χ−1

sj

∑

i

Bi,jPi (4.1)

Pi = ρ0c0χ
−1
ai

∑

k

Bi,kVk (4.2)

Les vitesses et les pressions modales peuvent alors être exprimées en fonction des seules vitesses
modales. L’injection de l’équation (4.2) dans l’équation (4.1) permet d’exprimer la vitesse modale
Vj en fonction du terme de force généralisée Qsj et des vitesses Vk (k 6= j) :

Vj = Vj |
d
scc + Vj |

c
scc (4.3)

où Vj |
d
scc est la contribution du terme de force généralisée :

Vj |
d
scc =

χsjQsj

χsj +
∑

iB
2
i,jχ

−1
ai

(4.4)

et Vj |
c
scc est la contribution des autres modes de plaque :

Vj |
c
scc = −

∑

k 6=j

Vk

∑

iBi,jBi,kχ
−1
ai

χsj +
∑

iB
2
i,jχ

−1
ai

(4.5)
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On peut écrire de même les expressions de Pi|
d
scc et Pi|

c
scc, qui sont obtenues à partir des injections

respectives des expressions de Vj |
d
scc et Vj |

c
scc dans l’équation (4.2). Les termes correspondant à

l’excitation directe - d’exposant d - correspondent aux expressions que l’on obtiendrait si les modes
de plaque n’étaient pas couplés entre eux, tandis que les termes correspondant à l’excitation indirect
- d’exposant c - contiennent la contribution du couplage entre les modes de plaque. Ces expressions
permettent d’étudier l’influence du mécanisme de cross-coupling structural.

Le mécanisme de cross-coupling acoustique est décrit de la même manière que ci-dessus, en
exprimant cette fois-ci les vitesses et les pressions modales en fonction des seules pressions modales :
cela permet de séparer les termes d’excitation directe des termes excités par les modes de cavité.
Ces termes sont obtenus en injectant l’équation (4.1) dans l’équation (4.2). On obtient alors :

Pi|
d
acc = ρ0c0

∑

j Qs,jBi,j

χai +
∑

j B
2
i,jχ

−1
sj

(4.6)

Pi|
c
acc = −

∑

k 6=i

Pk

∑

j Bi,jBk,jχ
−1
sj

χai +
∑

j B
2
i,jχ

−1
sj

(4.7)

Les termes Vj |
d
acc et Vj |

c
acc s’expriment alors de la façon suivante :

Vj |
d
acc = Qsj −

1

ρ0c0
χ−1

sj

∑

i

Bi,jPi|
d
acc (4.8)

Vj |
c
acc = −

1

ρ0c0
χ−1

sj

∑

i

Bi,jPi|
c
acc (4.9)

Pour une excitation de la structure, les contributions des différents termes en fonction du
mécanisme de cross-coupling considéré sont résumées dans le tableau suivant :

Vitesse modale Pression modale

SCC direct excitation directe excitation par les modes de plaque
directement excités

SCC couplé excitation par les autres modes de
plaque

excitation par les modes de plaque
indirectement excités

ACC direct excitation directe et excitation par
les modes de cavité directement ex-
cités

excitation directe

ACC couplé excitation par les modes de cavité
indirectement excités

excitation par les autres modes de
cavité

La description des mécanismes de cross-coupling structural et acoustique pour une excitation
de la cavité s’effectue de la même manière que pour l’excitation de la plaque. D’après l’équation
matricielle (2.30), le j-ième mode de plaque et le i-ième mode de cavité s’expriment :

Vj = −
1

ρ0c0
χ−1

sj

∑

i

Bi,jPi (4.10)

Pi = Qai + ρ0c0χ
−1
ai

∑

k

Bi,kVk (4.11)
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De même que pour l’excitation de la plaque, le mécanisme de cross-coupling structural est décrit
en exprimant les vitesses et les expressions modales en fonction des seules vitesses modales. On
obtient alors :

Vj |
d
scc = −

1

ρ0c0

∑

iBi,jQai

χsj +
∑

iB
2
i,jχ

−1
ai

(4.12)

Pi|
d
scc, qui décrit le comportement de la pression modale lorsque le couplage entre modes de plaque

est négligé, s’écrit alors :

Pi|
d
scc = Qai + ρ0c0χ

−1
ai

∑

j

Bi,jVj |
d
scc (4.13)

Pour le mécanisme de cross-coupling acoustique, on obtient :

Pi|
d
acc =

χaiQai

χai +
∑

j B
2
i,jχ

−1
sj

(4.14)

L’expression de Vj |
d
acc est donnée par l’injection de Pi|

d
acc dans l’équation (4.10).

Les termes V |cscc, P |
c
scc, V |cacc et P |cacc, qui expriment les vitesses et les pressions modales en

fonction du couplage intermodal structural ou acoustique, sont identiques à ceux calculés pour
l’excitation de la structure. En effet, les termes de forces généralisées n’interviennent pas dans
leurs expressions.

4.2.3.2 Influence des temps de réverbération sur les mécanismes de cross-coupling

Les figures 4.22 à 4.25 montrent les coefficients SEA-like obtenus pour différentes configurations
et pour différentes modélisations du système couplé plaque-cavité : des modélisations sans cross-
coupling structural et des modélisations sans cross-coupling acoustique.

L’effet de la négligence ou non des différents mécanismes de cross-coupling sur le comportement
énergétique du système peut s’estimer en regardant le comportement des contributions indirectes
des vitesses et des pressions modales (Vj |

d et Pi|
d) par rapport aux contributions directes (Vj |

c et
Pi|

c). Pour le mécanisme de cross-coupling structural, le rapport des différentes contributions à la
vitesse modale lorsque la structure est excitée peut s’exprimer comme suit :

Vj |
c
scc

Vj |dscc
=

−
∑

k 6=j Vk
∑

iBi,jBi,kχ
−1
ai

χsjQsj
(4.15)

On constate que l’influence du cross-coupling structural sur la vitesse modale dépend des carac-
téristiques modales de la cavité données par χai et du couplage spatial entre les modes de plaque
et de cavité, données par Bi,j et Bi,k. De plus, comme les expressions de Pi|

c
scc et Pi|

d
scc dépendent

de Vj |
c
scc et Vj |

d
scc, il en va de même pour la pression modale dans la cavité. Ainsi, l’erreur due à la

négligence du mécanisme de cross-coupling structural sur la modélisation du système plaque-cavité
dépendra fortement des propriétés de la cavité.

Pour le mécanisme de cross-coupling acoustique, le rapport de Pi|
c
acc et Pi|

d
acc donne une ex-

pression similaire à celle donnée par l’équation (4.15) :

Pi|
c
acc

Pi|dacc

=
1

ρ0c0

−
∑

k 6=i Pk
∑

j Bi,jBk,jχ
−1
sj

∑

j Qs,jBi,j
(4.16)

Dans ce cas, la contribution du cross-coupling acoustique à la pression modale dépendra des pro-
priétés modales de la plaque et du couplage spatial entre modes de plaque et modes de cavité. Il en
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Figure 4.12 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=0.1 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling structural
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Figure 4.13 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=0.1 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling acoustique

va de même pour la vitesse modale. L’erreur due à la négligence du mécanisme de cross-coupling
acoustique sur la modélisation du système plaque-cavité dépendra alors fortement des propriétés
de la plaque.

Pour illustrer ce phénomène, on étudie l’influence des temps de réverbérations de la plaque et la
cavité sur les différents mécanismes de cross-coupling. Les figures 4.12, 4.14, 4.16 et 4.18 montrent
l’influence du cross-coupling structural sur les coefficients SEA-like du système couplé plaque-cavité
pour deux valeurs de Ta différentes et deux valeurs de Tp différentes. Lorsque Ta=0.1 s et Tp=0.1 s,
la modélisation de référence et la modélisation sans cross-coupling structural ne montrent pas de
différences remarquables sur les CIE du système couplé. C’est également le cas lorsque Tp=1 s, Ta

restant égal à 0.1 s. Par contre, lorsque Ta=1 s, on observe une légère différence entre les deux
modélisations sur le coefficient Aas, qui décrit le comportement énergétique dans la cavité. Cette
différence reste sensiblement la même lorsque Tp varie (figures 4.14 et 4.18).

Les figures 4.13, 4.15, 4.17 et 4.19 montrent l’influence du cross-coupling acoustique sur les
coefficients SEA-like du système couplé pour les deux valeurs de Tp et Ta étudiées précédemment.
On remarque cette fois-ci, que la variation de Ta n’entrâıne pas de différences notables sur l’erreur
produite lorsque le cross-coupling acoustique est négligé (figures 4.13 et 4.15). Par contre, lorsque
Tp varie, la négligence du cross-coupling acoustique influe beaucoup sur la réponse énergétique du
système couplé. Cette erreur est d’ailleurs bien plus importante que dans le cas de la négligence
du cross-coupling structural (voir les figures 4.18 et 4.19 pour Tp=1 s et Ta=1 s). L’erreur due à la
négligence du cross-coupling structural ne devient significative que pour de hautes valeurs de Ta

(voir figure 4.20).

Les mécanismes de cross-coupling structuraux et acoustiques dépendent donc des temps de
réverbération de la plaque et la cavité. Lorsque Ta est faible, le cross-coupling structural a peu
d’influence sur la modélisation du système, et lorsque Tp est faible, c’est le cross-coupling acoustique
qui a peu d’influence. On remarque également que le cross-coupling acoustique a plus d’effet sur
le comportement énergétique de la structure, et que le cross-coupling structural a plus d’effet sur
le comportement énergétique de la cavité.
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Figure 4.14 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=1 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling structural
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Figure 4.15 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=1 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling acoustique
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Figure 4.16 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=0.1 s et Tp=1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling structural
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Figure 4.17 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=0.1 s et Tp=1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling acoustique
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Figure 4.18 – Coefficients SEA-like Ass et Aas

pour Ta=1 s et Tp=1 s : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes / (−−) co-
efficients SEA-like calculés sans cross-coupling
structural
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Figure 4.19 – Coefficients SEA-like Ass et Aas

pour Ta=1 s et Tp=1 s : (−) coefficients SEA-
like calculés avec tous les modes / (−−) co-
efficients SEA-like calculés sans cross-coupling
acoustique

Les figures 4.22 et 4.23 montrent les coefficients SEA-like lorsque les cross-coupling structural
et acoustique sont négligés. La négligence du cross-coupling structural n’est pas significative, par
contre la négligence du cross-coupling acoustique a une grande influence sur le comportement
énergétique de la structure.

La mise en œuvre des mécanismes de cross-coupling acoustique et structural n’est pas identique
selon que la plaque ou la cavité est excitée : lorsque la plaque est excitée, le calcul de V |dacc nécessite
un grand nombre d’opérations, ce qui se répercute sur le temps de calcul (voir tableau 4.4). Il en
va de même pour le calcul de P |dscc lorsque la cavité est excitée.

Or, comme il est dit dans les paragraphes précédents, l’influence des cross-coupling dépend
des valeurs de Ta et Tp. Ainsi, pour des valeurs de Ta suffisamment basses, une modélisation sans
cross-coupling structural donne des niveaux énergétiques pertinents. Par contre, lorsque Ta est
important et Tp n’est pas trop élevé, la modélisation sans cross-coupling acoustique donne des
résultats plus précis (voir figure 4.20). Cependant, cette modélisation est moins efficace en termes
de temps de calcul que le calcul de référence.

Il devient alors intéressant d’introduire la modélisation suivante : les vitesses modales sont
calculées sans cross-coupling structural (équation (4.4)) et les pressions modales sont calculées
sans cross-coupling acoustique (équation (4.6)). Cette modélisation est valable pour un domaine
de variation de Tp et Ta plus large que la modélisation sans cross-coupling structural ou acoustique
et offre également un temps de calcul réduit par rapport au calcul de référence.

Les figures 4.24 et 4.25 montrent les quatre coefficients SEA-like calculés avec la modélisation
négligeant le cross-coupling structural pour le calcul des vitesses et le cross-coupling acoustique
pour le calcul des pressions. Cette modélisation est pertinente et diminue les temps de calcul, aussi
bien pour l’excitation structural que pour l’excitation acoustique (voir tableau 4.5). Néanmoins,
pour les valeurs de Tp et Ta qui permettent des modélisations pertinentes, il est plus intéressant en
terme de temps de calcul d’utiliser une modélisation sans cross-coupling structural pour l’excitation
de la plaque et sans cross-coupling acoustique pour l’excitation de la cavité (voir figure 4.26).
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Table 4.4 – Temps de calcul des coefficients SEA-like du système couplé pour une excitation de la
plaque et pour différents mécanismes de cross-coupling

modèle de référence 145 s

sans cross-coupling structural 42 s

sans cross-coupling acoustique 310 s

sans cross-coupling structural et
acoustique

127 s

Table 4.5 – Temps de calcul des coefficients SEA-like du système couplé pour une excitation de la
cavité

modèle de référence 4603 s

sans cross-coupling acoustique 3780 s

sans cross-coupling structural et
acoustique

4005 s
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Figure 4.20 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=10 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling structural

10
1

10
2

10
3

10
4

−5.3

−5.2

−5.1

−5

−4.9

−4.8

frequence (Hz)

A
ss

 (
dB

)

10
1

10
2

10
3

10
4

−10

−8

−6

−4

−2

frequence (Hz)

A
as

 (
dB

)

Figure 4.21 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=10 s et Tp=0.1 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling acoustique
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Figure 4.22 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=1 s et Tp=0.4 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling structural
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Figure 4.23 – Coefficients SEA-like Ass et
Aas pour Ta=1 s et Tp=0.4 s : (−) coeffi-
cients SEA-like calculés avec tous les modes /
(−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-
coupling acoustique
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Figure 4.24 – Coefficients SEA-like Ass et Aas pour Ta=1 s et Tp=0.4 s : (−) coefficients SEA-like
calculés avec tous les modes / (−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-coupling
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Figure 4.25 – Coefficients SEA-like Asa et Aaa pour Ta=1 s et Tp=0.4 s (−) coefficients SEA-like
calculés avec tous les modes / (−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-coupling
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Figure 4.26 – Coefficients SEA-like Asa et Aaa pour Ta=1 s et Tp=0.4 s : (−) coefficients SEA-like
calculés avec tous les modes / (−−) coefficients SEA-like calculés sans cross-coupling acoustique
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4.3 Influence des conditions aux limites de la structure

Dans les chapitres précédents et la première moitié de ce chapitre, la plaque couplée avec la
cavité est simplement appuyée. Ces conditions aux limites permettent l’utilisation d’expressions
analytiques pour écrire les équations modales et facilitent l’analyse des coefficients SEA-like. Il
peut être pourtant intéressant de faire varier ces conditions aux limites afin d’étudier leur influence
sur la modélisation SEA-like du système couplé.

Dans le chapitre 2, la notion de fonctions hiérarchiques a été introduite. La projection des
équations de la plaque sur les fonctions hiérarchiques permet de donner une expression des modes
propres de la plaque facilement utilisable pour le calcul des coefficients SEA-like. Les figures 4.27 et
4.28 présentent les coefficients Ass et Aas pour trois conditions aux limites différentes de la plaque :
simplement appuyée sur les quatre côtés, encastrée sur les quatre côtés, et finalement simplement
appuyée sur les côtés x = 0 et x = a et encastrée sur les côtés y = 0 et y = b (appelée ici plaque
semi-encastrée).

En hautes fréquences, lorsque le recouvrement modal est important, les conditions aux limites
de la plaque ont peu d’influence sur les coefficients SEA-like. En effet, ces coefficients SEA-like se
rapprochent des coefficients SEA, qui sont calculés indépendamment des conditions aux limites. Les
méthodes ondulatoires utilisées pour calculer des coefficients de transmission en hautes fréquences
s’appuient souvent sur l’hypothèse que les milieux où se propagent les ondes sont semi-infinis, et
donc négligent les conditions aux limites (par exemple, le calcul du coefficient de transmission entre
deux plaques par Lyon [60]).

En basses fréquences, par contre, le recouvrement modal est faible. Le système a donc un
comportement modal marqué. En particulier, les premiers modes de plaque sont différents selon
les conditions aux limites considérées : pour une plaque simplement appuyée, le premier mode de
plaque est à 29 Hz, tandis qu’il se décale à 54 Hz pour une plaque encastrée. Cela entrâıne des
différences sur les deux coefficients SEA-like.

4.4 Influence de la force de couplage fluide-structure sur la mé-
thode SEA-like

Le tableau 4.6 compare les modes in vacuo de la plaque et de la cavité avec les modes couplés
du système complet étudié dans les paragraphes 3.6 et 4.1.1, calculés avec le logiciel Comsol. Le
couplage entre la plaque et la cavité est faible. En effet, les modes du système couplé sont très
semblables aux modes de chacun des sous-systèmes découplés. Comme il est expliqué au paragraphe
4.1.1, la modélisation SEA-like par couplage modal donne alors une bonne approximation de la
réponse du système, si l’on prend la modélisation par approche éléments-finis comme modèle de
référence.

Pour étudier l’influence du couplage sur la précision de la modélisation SEA-like par couplage
modal, un deuxième système couplé plaque-cavité est étudié. Il s’agit d’une plaque d’aluminium
de dimensions 1m× 0.5m× 2mm couplé avec une cavité de dimensions 1m× 0.5m× 0.66m rempli
d’un fluide de masse volumique ρ0 = 6.04kg/m3 et de célérité c0 = 163.9m.s−1. Il s’agit du système
plaque-cavité de la référence [34], qui présente entre autres la modélisation par couplage modal
d’un système présentant un fort couplage fluide-structure.

Dans ce système, la cavité est moins profonde que celle du système étudié dans les paragraphes
3.6 et 4.1.1 et le fluide est plus lourd. Le couplage entre la plaque et la cavité est donc plus
important. Comme pour le système précédent, le tableau 4.7 compare les modes découplés de
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Figure 4.27 – Coefficient d’Influence Energétique Ass du système couplé calculé par approche
modale pour une plaque simplement appuyée (−.−), pour une plaque encastrée (−) et pour une
plaque semi-encastrée (−−)
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Figure 4.28 – Coefficient d’Influence Energétique Asa du système couplé calculé par approche
modale pour une plaque simplement appuyée (−.−), pour une plaque encastrée (−) et pour une
plaque semi-encastrée (−−)
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Table 4.6 – Premiers modes couplés et découplés du système faiblement couplé (Hz)

Modes de plaque Modes de cavité
Modes de plaque Découplés Couplés Modes de cavité Découplés Couplés

(1,1) 29.05 31.22 (0,0,0) 0 0
(1,2) 60.71 60.05 (0,1,0) 149.13 149.47
(2,1) 84.64 83.92 (0,0,1) 171.50 171.50
(1,3) 113.55 112.87 (1,0,0) 197.58 196.07
(2,2) 116.36 115.58 (0,1,1) 227.27 228.24
(2,3) 169.29 168.31 (1,1,0) 247.54 248.57
(3,1) 177.51 178.23 (1,0,1) 261.63 262.03
(1,4) 187.67 186.81 (0,2,0) 298.26 298.86
(3,2) 209.32 208.14 (1,1,1) 301.15 301.51
(2,4) 243.54 241.72 (0,0,2) 343.00 343.60

Table 4.7 – Premiers modes couplés et découplés du système fortement couplé (Hz)

Modes de plaque Modes de cavité
Modes de plaque Découplés Couplés Modes de cavité Découplés Couplés

(1,1) 24.21 32.78 (0,0,0) 0 0
(2,1) 38.73 34.20 (1,0,0) 81.45 83.12
(3,1) 62.94 59.40 (0,0,1) 122.18 126.17
(1,2) 82.32 76.70 (1,0,1) 146.84 150.86
(2,2) 96.85 91.05 (0,1,0) 162.90 165.08
(4,1) 96.85 94.19 (2,0,0) 162.90 164.78
(3,2) 121.07 114.87 (1,1,0) 182.13 184.25
(5,1) 140.45 136.12 (0,1,1) 203.63 207.96
(4,2) 154.99 147.99 (2,0,1) 203.63 203.52
(1,3) 179.22 176.39 (1,1,1) 219.32 221.80

chacun des sous-systèmes avec les modes du système couplé. Dans ce cas, on remarque qu’il existe
une différence notable entre les modes découplés et les modes couplés.

On peut notamment parler des deux modes (6,1) et (2,3) de la plaque. Lorsqu’ils sont découplés
ces deux modes ont une fréquence propre respective de 195.71Hz et 195.76Hz. Lorsque la plaque
est couplée avec la cavité, ces deux modes de plaque sont couplés et donnent deux modes du
système couplé dont les déformées sur la plaque ont les caractéristiques des deux modes (6,1) et
(2,3) (voir figures 4.29 et 4.30) et qui ont des fréquences plus séparées : 188.18Hz et 190.49Hz. Ce
phénomène n’est pas visible sur les premiers modes du système faiblement couplé.

La figure 4.31 compare les modèles SEA-like par éléments-finis, SEA-like par couplage modal
et SEA du système plaque-cavité fortement couplé. Deux coefficients d’influence énergétique y sont
tracés : Ass et Aas. On remarque que les modélisations SEA-like par éléments-finis, SEA-like par
couplage modal et SEA donnent des résultats relativement proches (moins de 2dB de différence
entre les trois modèles). Ainsi, l’approche SEA-like par couplage modal demeure valable dans le
cas d’un couplage fort.
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Figure 4.29 – Mode du système complet de fré-
quence 188.18 Hz

Figure 4.30 – Mode du système complet de fré-
quence 190.49 Hz

Par contre la convergence est beaucoup plus longue : dans le cas d’un système faiblement
couplé, une modélisation par couplage modal dont la fréquence maximale d’analyse est de 1000 Hz
converge si l’on prend en compte dans la base modale des modes de plaque et de cavité jusqu’à 2000
Hz. Ici, où le système est fortement couplé, on a pris en compte des modes jusqu’à 3000 Hz dans la
base modale. En ce qui concerne le modèle par éléments-finis, le temps de calcul est également plus
long : la célérité du fluide est plus faible dans le système fortement couplé, les longueurs d’onde
acoustiques sont donc plus petites et le système doit être maillé plus finement.

4.5 Conclusion

4.5.1 Bilan

Dans ce chapitre, une deuxième méthode de modélisation SEA-like a été présentée. Cette
méthode est basée sur un calcul par éléments-finis. Elle n’est donc pas basée sur les mêmes ap-
proximations que le calcul par couplage modal et sert de référence dans les domaines des basses
et des moyennes fréquences pour la validation de l’approche SEA-like par couplage modale. Cette
validation est effectuée sur deux configurations du système couplé plaque-cavité : une configura-
tion où la structure est faiblement couplée avec la cavité et une configuration où la structure est
fortement couplée avec la cavité.

L’approche par couplage modal permet d’étudier les mécanismes de couplage entre la structure
et le fluide. Quelques mécanismes de couplage sont présentés ici. Ces mécanismes permettent de
simplifier la base modale utilisée pour la modélisation du système couplé, ce qui conduit à une
modélisation SEA-like simplifiée et à une diminution du temps de calcul. Ainsi, la base modale
de la plaque, puis de la cavité, est réduite autour de la fréquence d’excitation, ce qui permet de
diminuer les temps de calcul, surtout dans le cas de l’excitation de la plaque. Les mécanismes
de cross-coupling structural et acoustique sont également explicités et utilisés pour réduire la
modélisation SEA-like.

Finalement, en utilisant une projection sur les fonctions hiérarchiques présentées dans le cha-
pitre 2, on modifie les conditions aux limites de la plaque. Les coefficients SEA-like pour différentes
conditions aux limites sont comparés dans les trois domaines fréquentiels : alors que les conditions
aux limites ont peu d’influence en hautes fréquences, elles ont plus d’influence en basses et en
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Figure 4.31 – Coefficients SEA-like calculés avec les méthodes SEA-like par couplage modal et
éléments-finis dans un cas de couplage fort, (−) : SEA-like (approche par couplage modal) / (−−)
SEA-like (approche par éléments-finis) / (−.−) SEA

moyennes fréquences et ne peuvent donc pas être négligées dans ces domaines fréquentiels, comme
elles le sont souvent en hautes fréquences. Cette remarque souligne un des avantages de la SEA-like
par rapport à la SEA : les conditions aux limites sont prises en compte, ce qui n’est pas le cas en
SEA. La méthode SEA-like est donc bien valable dans un domaine fréquentiel plus large que celui
de la SEA.

4.5.2 De l’excitation rain-on-the-roof vers les excitations aérodynamiques

Ce chapitre a permis d’aborder quelques études paramétriques sur le système lui-même. Cette
étude a permis de d’étendre l’application de la méthode SEA-like à d’autres structures qu’une
plaque simplement appuyée. Cependant, la question de l’excitation n’a pas été abordée : dans ce
chapitre, les sous-systèmes sont soumis à des excitations rain-on-the-roof . Le chapitre 5 traite de
la modélisation de différentes excitations aérodynamiques avec la méthode SEA-like et applique
cette méthode au système couplé plaque-cavité.
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5.1 Présentation

La matrice SEA-like du système couplé est calculée avec une excitation de type rain-on-the-roof
appliquée séparément à la plaque et à la cavité. Or, dans l’industrie spatiale, ce type d’excitation,
qui ne correspond pas à un cas d’excitation réel, n’est pas exploitable. La méthode SEA-like doit
être appliquée à des cas d’excitation aérodynamiques réelles, comme les excitations par couche
limite turbulente ou par bruit diffus, qui ont été présentés dans le chapitre 1.

Une méthode pour appliquer la méthode SEA-like à un cas d’excitation aéracoustique réel se-
rait de procéder comme pour l’excitation rain-on-the-roof c’est-à-dire de calculer les énergies et
puissances injectées correspondant aux chargements réels. Cependant, cette méthode impliquerait
de calculer une matrice SEA-like pour chaque cas d’excitation, ce qui en limite l’intérêt. Ce cha-
pitre présente une méthode équivalente, qui permet l’utilisation de la matrice SEA-like calculée
avec l’excitation rain-on-the-roof pour modéliser un cas d’excitation réel. Cette méthode permet
de calculer un vecteur des puissances injectées, où sont contenues les informations relatives au
chargement, et qui sera multipliée à la matrice SEA-like calculée dans le chapitre 3, contenant les
informations relatives au système.

5.2 Introduction de l’excitation équivalente

Les excitations aérodynamiques sont de type aléatoire large-bande et spatialement corrélées.
Comme il a été dit dans le paragraphe 1.7, une grandeur communément utilisée pour les décrire
est le terme de densité spectrale, qui s’écrit, pour un champ de pression p(x, y;ω) :

Spp(x− x′, y − y′;ω) = Sp(ω)C(x− x′, y − y′;ω) (5.1)

où Sp est le spectre fréquentiel de l’excitation et C un terme spatial décrivant la corrélation de
l’excitation entre les point de coordonnées (x, y) et (x′, y′).

Dans ce chapitre, on utilisera la formulation SEA-like basée sur les modes de chacun des sous-
systèmes découplés, développée dans le chapitre 3, ainsi que les notations qui y sont introduites. Les
excitations aérodynamiques, appliquées à la plaque, modifient les équations modales décrivant le
système, et notamment le terme de joint acceptance, qui décrit l’interaction entre l’excitation et les
modes de plaque. On rappelle que l’expression générale du terme de joint acceptance correspondant
aux modes m et n de la plaque s’écrit :

jm,n(ω) =

∫∫

As

Φs
m(x, y)Φs

n(x′, y′)C(x− x′, y − y′;ω)dxdx′dydy′ (5.2)

Pour une excitation de type rain-on-the-roof , qui est δ-corrélée, l’expression de joint acceptance
est simplifiée :

jror
m,n =

∫∫

As

ρshsΦ
s
m(x, y)Φs

n(x′, y′)δ(x− x′)δ(y − y′)dxdx′dydy′ (5.3)

Cette expression entrâıne des simplifications dans le calcul des énergies et puissances injectées
moyennées, ce qui allège les calculs des coefficients SEA-like. Dans le cas d’excitations aérodyna-
miques, l’expression de joint acceptance n’est pas aussi simple. Le calcul des énergies moyennées
dans le système doit alors être allégé, d’où l’intérêt de développer un modèle d’excitations équiva-
lentes.
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Une fonction de corrélation spatiale équivalente Ceq est alors introduite. Elle vérifie l’expression
suivante :

C(x− x′, y − y′;ω) ≈ Ceq(ω)δ(x− x′)δ(y − y′) (5.4)

L’expresion du terme de joint acceptance équivalent jaero
m,n est alors similaire de son expression

rain-on-the-roof :

jaero
m,n = δm,n

Ceq(ω)

hsρs
jror
m,n (5.5)

Le calcul des coefficients SEA-like correspondant à une excitation aérodynamique peut ainsi
être simplifié. L’expression de la vitesse quadratique dans la plaque en fonction du terme de joint
acceptance s’écrit (voir équation (3.57)) :

|Vm|2 =
1

ρ2
0c

2
0A

2
s

∑

p,q

(Hs,s)m,p(Hs,s)
∗
m,p

χs,pχ∗
s,q

Sp jp,q (5.6)

Si l’on remplace le terme de joint acceptance par son expression équivalente donnée par l’équation
(5.5), on peut exprimer la vitesse quadratique pour une excitation aérodynamique en fonction de
l’expression de la vitesse quadratique correspondante à une excitation de type rain-on-the-roof :

|Vm|2aero ≈
Ceq(ω)

ρshs
|Vm|2ror (5.7)

Ainsi, si Ceq(ω) est approché par sa moyenne sur la bande de fréquence considérée, l’énergie moyen-
née en fréquence dans la plaque devient :

〈Es,s〉aero ≈
〈Ceq(ω)〉

ρshs
〈Es,s〉ror (5.8)

On calcule de la même manière l’énergie moyennée dans la cavité et la puissance injectée dans
la plaque correspondant à une excitation aérodynamique :

〈Ea,s〉aero ≈
〈Ceq(ω)〉

ρshs
〈Es,s〉ror (5.9)

〈Pinj,s〉aero ≈
〈Ceq(ω)〉

ρshs
〈Pinj,s〉ror (5.10)

Les coefficients SEA-like Aaero
s,s and Aaero

a,s , correspondant à une excitation aérodynamique de la
plaque, deviennent alors équivalents aux coefficients SEA-like calculés pour une excitation de type
rain-on-the-roof :

Aaero
s,s ≈

〈Es,s〉aero

〈Pinj,s〉aero
=

〈Es,s〉ror

〈Pinj,s〉ror
= Aror

s,s (5.11)

Aaero
a,s ≈

〈Ea,s〉aero

〈Pinj,s〉aero
=

〈Ea,s〉ror

〈Pinj,s〉ror
= Aror

a,s (5.12)

Dans le cas d’une excitation aérodynamique de la plaque, les énergies moyennées dans la plaque
et la cavité peuvent s’exprimer en fonction du produit de la matrice SEA-like comme elle a été
calculée dans les chapitres précédents et d’un vecteur de puissances injectées équivalentes :

(

〈Es〉
〈Ea〉

)

aero

=

(

Ass Asa

Aas Aaa

)

ror

(

〈Pinj,s〉
〈Pinj,a〉

)

eq,aero

(5.13)
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Le vecteur des puissances injectées équivalentes se calcule avec l’équation (5.10), où la fonction
de cohérence équivalente Ceq(ω) est déterminée par l’excitation aérodynamique considérée. Cette
expression permet de souligner l’un des intérêts de la formulation équivalente : si plusieurs excita-
tions sont appliquées au même système, il suffit de modifier la fonction équivalente pour obtenir le
comportement énergétique du système.

La difficulté de la mise en œuvre de cette méthode réside donc dans le calcul de la fonction
équivalente Ceq(ω). Ici, plusieurs méthodes sont présentées pour calculer cette fonction équiva-
lente, qui doit reproduire le comportement spatial de la plaque en ne jouant que sur le paramètre
fréquentiel. Ces méthodes, basées sur une description modale du système, doivent permettre de
décrire le comportement des modes du système à une fréquence donnée. Pour ce faire, le système
excité n’est plus décrit dans le domaine spatial mais dans le domaine des nombres d’onde. Cette
transformation permet d’éliminer les paramètres spatiaux des équations du système et donne ac-
cès plus facilement au comportement des modes d’un système pour une excitation aérodynamique
donnée.

5.3 Excitation par couche limite turbulente

5.3.1 Choix du modèle de Corcos

Dans le paragraphe 1.7, la description d’une excitation par couche limite turbulente est basée sur
la modélisation de Corcos. Cependant, on trouve plusieurs expressions de la fonction de corrélation
spatiale dans la littérature.

En effet, le modèle de Corcos modélise de manière satisfaisante le champ de pression induit
par la couche limite turbulente autour de la cöıncidence aérodynamique. Mais au-dessus de cette
cöıncidence, dans la région sous-convective, le modèle de Corcos surestime le spectre de l’excita-
tion [25]. D’autres modèles sont alors proposés, parmi lesquels les modèles d’Efimstov (1982) et
Chase [9], comparés par Graham dans [28]. Le modèle d’Efimstov, où les longueurs de corrélation
dépendent de l’épaisseur de la couche limite, permet une modélisation pertinente autour de la
fréquence de cöıncidence, mais surestime également le spectre dans la région des faibles nombres
d’onde. C’est le modèle de Chase, donné dans la référence [10], qui donne la réponse structurale la
plus pertinente pour la région sous-convective, car il décrit également les phénomènes acoustiques,
qui interviennent sur la couche limite turbulente lorsque la vitesse de convection se rapproche de
la célérité du son. La figure 5.1 présente les modèles de Corcos, Efimstov et Chase d’après les
expressions trouvées dans la référence [28]. Le modèle de Chase y est incomplet, car les constantes
décrivant la région acoustique (kx ≈ ω/c0) sont inconnues.

Dans ce chapitre, cependant, l’objectif n’est pas d’étudier les différentes fonctions de corrélation
existantes, mais de proposer une méthode pour calculer une fonction de corrélation spatiale per-
mettant d’étendre la SEA-like à des excitations aérodynamiques réelles. Or, le modèle de Corcos,
à cause de son expression simple, a souvent été repris dans la littérature : Finnveden et al. le com-
parent avec des résultats expérimentaux [25], De Rosa et al. modélisent une excitation par couche
limite turbulente basée sur le modèle de Corcos avec une approche dérivée des éléments-finis [17],
Hambric et al. dérivent différentes expressions de la fonction de corrélation à partir de l’expression
de Corcos [31].

De plus, la référence [85], qui traite de manière expérimentale et numérique de la réponse d’un
modèle réduit du lanceur Ariane 5 à diverses excitations aérodynamiques, montre que le modèle de
Corcos, avec des coefficients appropriés, modélise de manière satisfaisante l’excitation par couche
limite turbulente
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Figure 5.1 – Fonctions de corrélation spatiale telles qu’exprimées dans la référence [28] pour une
fréquence de 500 Hz et une vitesse de convection de 200 m.s−1, (−) : modélisation de Corcos /
(−−) : modélisation d’Efimstov / (−.−) : modélisation de Chase révisée dans la référence [10]

C’est donc l’expression de Corcos [11], qui aboutit à un modèle simple, qui est utilisée ici.

5.3.2 Approche spatial extent

La fonction de corrélation spatiale formulée par Corcos dans la référence [11] est rappelée ici :

Ctbl(ζ, η;ω) = e−αx
ω|ζ|
Uc e−αy

ω|η|
Uc e

iωζ
Uc (5.14)

où ζ = x − x′ et η = y − y′, Uc est la vitesse de convection, et αx et αy décrivent la corrélation
spatiale dans la direction du flux et la direction perpendiculaire.

L’excitation d’une plaque rectangulaire par couche limite turbulente a été étudiée par de nom-
breux auteurs, qui se sont attachés à développer des expressions simples pour décrire l’interaction
entre la couche limite et la plaque. Dans la référence [65], Maidanik développe une approche équiva-
lente basée sur la fonction de corrélation spatiale de l’excitation par couche limite turbulente. Cette
approche est basée sur l’égalité des intégrales sur le domaine spatial de la fonction de cohérence
de l’excitation et la fonction équivalente correspondante :

∫∫

∞
Ceq,tbl(ζ, η;ω)dζdη =

∫∫

∞
Ctbl(ζ, η;ω)dζdη (5.15)

Comme la fonction de corrélation équivalente est spatialement δ-corrélée, l’équation précédente
peut se réécrire ainsi :

Ceq,tbl(ω) =

∫∫

∞
Ctbl(ζ, η;ω)dζdη (5.16)

La fonction de corrélation spatiale équivalente pour une excitation par couche limite turbulente
est alors donnée par :

Ceq,tbl(ω) =
4U2

c αx

ω2αy(α2
x + 1)

(5.17)
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Figure 5.2 – Énergie moyennée (en dB)
dans la plaque et la cavité pour une excita-
tion par couche limite turbulente de vitesse
Uc = 75m.s−1, (−) : modèle de référence /
(−−) : modélisation spatial extent
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Figure 5.3 – Énergie moyennée (en dB)
dans la plaque et la cavité pour une excita-
tion par couche limite turbulente de vitesse
Uc = 200m.s−1, (−) : modèle de référence /
(−−) : modélisation spatial extent

La fonction équivalente présentée ci-dessus est introduite dans l’équation (5.13) pour calculer
le comportement énergétique du système couplé plaque-cavité lorsque la plaque est excitée par une
couche limite turbulente.

Les figures 5.2 et 5.3 présentent l’énergie dans le système couplée pour deux vitesses de la
couche limite excitant la plaque : une vitesse de 75m.s−1 et une vitesse de 200m.s−1. Le modèle
de référence est calculé par une approche par couplage modale reprenant, pour l’excitation de la
plaque, les fonctions de joint acceptance données par l’équation (5.2) et la fonction de corrélation
spatiale donnée par l’équation (5.14). On trouve les expressions des fonctions de joint acceptance
dans la référence [83]. La plaque est supposée simplement appuyée.

L’approche spatial extent donne de bons résultats lorsque la vitesse de convection est faible
(Uc = 75m.s−1). Par contre, lorsque la vitesse de convection augmente, la modélisation spatial
extent surestime les niveaux énergétiques en basses fréquences.

On peut comprendre la différence entre les deux méthodes lorsque l’on exprime la fonction de
corrélation spatiale de l’excitation dans l’espace des nombres d’onde, en utilisant une transformée
de Fourier :

Ctbl(kx, ky;ω) =
αxαyk

2
c

π2(α2
xk

2
c + (kx − kc)2)(α2

yk
2
c + k2

y)
(5.18)

Cette équation permet d’exprimer la densité spectrale de force généralisée, qui décrit l’acceptation
d’énergie par le mode de plaque m de la part de la couche limite :

Φm(k, ω) = Sp(ω)

∫∫

∞
Ctbl(k, ω)|Fm(k)|2dk (5.19)

où Fm est la transformée dans l’espace des nombres d’onde de la déformée modale Φs
m du mode

m. |Fm|2 est souvent appelée fonction de sensibilité [31,38]. Le terme de joint acceptance que l’on
a exprimé jusqu’à présent comme une intégrale sur le domaine spatial du produit de la fonction
de corrélation spatiale et des modes de plaque considérés, peut également s’exprimer comme une
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intégrale sur le domaine des nombres d’onde :

jm,m(ω) =
1

A2
s

∫∫

∞
Ctbl(k, ω)|Fm(k)|2dk (5.20)

jm,m est ainsi directement relié à la force de densité spectrale généralisée :

jm,m(ω) =
1

A2
sSp(ω)

Φm(k, ω) (5.21)

Pour étudier le comportement des modes de la plaque soumis à une excitation par couche limite
turbulente, il convient d’étudier le comportement des deux fonctions de l’intégrande de l’équation
5.20 : la fonction Ctbl(k, ω) et la fonction de sensibilité des modes de plaque.

Les figures 5.4 et 5.5 montrent ces deux fonctions pour deux fréquences différentes d’excitation.
La transformée de Ctbl dans l’espace des nombres d’onde fait apparaitre un pic lorsque kx est égal
au nombre d’onde convectif, donné par :

kc =
ω

Uc
(5.22)

Il existe donc une fréquence de cöıncidence en deçà de laquelle le nombre d’onde suivant ex des
modes résonants peut être supérieur ou égal à kc. Cette fréquence de cöıncidence est donnée par :

fc =
U2

c

2π

√

ρshs

D
(5.23)

Les modes de plaque peuvent alors être classés en deux catégories : les modes rapides et les
modes lents. Les modes rapides sont les modes dont la vitesse de propagation suivant la direction
du flux est supérieure à la vitesse de convection. Dans ce cas, leur nombre d’onde suivant ex est
inférieur au nombre d’onde convectif (voir figure 5.4) et leur fonction de sensibilité présente un pic
dans la région sous-convective de l’excitation. L’échange d’énergie entre la couche limite turbulente
et ces modes rapides s’effectue essentiellement à travers des interactions de surface.

La deuxième catégorie de modes de plaque est constituée des modes lents, dont la vitesse de
propagation suivant la direction du flux est inférieure ou égale à la vitesse de convection. Leur
nombre d’onde suivant ex est inférieur au nombre d’onde convectif (voir figure 5.5) et leur fonction
de sensibilité présente un pic dans la région visqueuse ou convective de l’excitation. L’échange
d’énergie entre la couche limite turbulente et ces modes lents, bien moins importante que dans le
cas des modes rapide, s’effectue à travers des interactions de bords.

Les modes lents sont résonnants lorsque la fréquence d’excitation est en-dessous de la fréquence
critique. Or la modélisation spatial extent ne prend pas en compte cette fréquence critique et
considère que tous les modes répondent comme des modes rapides, dont l’acceptation énergétique
est plus importante que pour les modes lents. Les niveaux énergétiques du système couplé sont ainsi
surestimés pour la modélisation spatial extent lorsque la fréquence d’excitation se situe en-dessous
de la fréquence critique.

Hiverniau [32], qui a étudié la problématique de l’excitation pour une plaque seule, a alors intro-
duit une deuxième méthode : cette méthode consiste à diviser l’espace des nombres d’onde en deux
régions distinctes : la région des faibles nombres d’ondes et la région des grands nombres d’onde.
La fonction de corrélation spatiale est approchée sur ces deux espaces de manière asymptotique.
Le cas où kx < kc a été étudié dans la littérature (entre autres Chandiramini [7], Hwang et al. [38],
et Hambric et al. [31]). Dans la référence [31], Hambric présente une méthode pour approcher la
fonction de corrélation spatiale dans le domaine des faibles nombres d’onde en faisant tendre kx

vers 0. Cependant Hiverniau montre que, en dessous de la fréquence critique, cette méthode n’est
pas pertinente pour des valeurs élevées de la vitesse de convection.
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Figure 5.4 – (−) fonction de sensitivité d’un mode rapide (mode d’indice selon ex : 4) / (−−)
fonction de corrélation spatiale d’une excitation par couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1

à la fréquence 2000Hz en fonction du nombre d’onde kx selon la direction ex
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Figure 5.5 – (−) fonction de sensitivité d’un mode lent (mode d’indice selon ex : 4) / (−−)
fonction de corrélation spatiale d’une excitation par couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1

à la fréquence 200Hz en fonction du nombre d’onde kx selon la direction ex
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Table 5.1 – Temps de calcul de différentes modélisations du système couplé excité par une couche
limite turbulente

Modèle de référence 740 s

Calcul SEA-like sous excitation rain-on-the-roof 502 s

Calcul de la puissance injectée équivalente 2 s

5.3.3 Approche moyenne en espace k

Dans la référence [41], les auteurs introduisent une autre méthode qui permet de prendre en
compte les différentes natures des modes de plaque. Contrairement à la méthode spatial extent,
cette méthode n’est pas basée sur une intégration sur tout l’espace. La fonction de corrélation
spatiale, exprimée dans l’espace des nombres d’onde et le calcul de la fonction équivalente s’appuie
sur l’égalité des intégrations sur un domaine fini de l’espace des nombres d’onde de la fonction de
corrélation spatiale et de la fonction équivalente :

∫ k2

k1

∫ 2π

0
Ceq,tbl(k cos(θ), k sin(θ), ω) dk dω =

∫ k2

k1

∫ 2π

0
Ctbl(k cos(θ), k sin(θ), ω) dk dω (5.24)

Ceq,tbl étant spatialement δ-corrélée, l’équation précédente devient :

Ceq,tbl(ω) =
4π

k2
2 − k2

1

∫ k2

k1

∫ 2π

0
Ctbl(k cos(θ), k sin(θ), ω) dk dω (5.25)

Cette nouvelle fonction équivalente traite ainsi de manière différente les régions des faibles nombres
d’onde et les régions des grands nombres d’onde.

Les figures 5.6, 5.7 et 5.8 montrent le comportement énergétique du système pour trois vi-
tesses de convection différentes de la couche limite turbulente. Pour une vitesse de convection de
650 m.s−1, on retrouve bien le fait que la modélisation spatial extent surestime les échanges éner-
gétiques entre les modes de la plaque et la couche limite en-dessous de la fréquence critique, qui
est de 7587 Hz et qui n’est pas atteinte sur la figure 5.8. En effet, plus la vitesse de convection est
élevée, plus la fréquence critique est élevée et plus les différences entre le modèle de référence et le
modèle spatial extent sont importantes.

La modélisation moyenne en espace k, par contre, donne une très bonne estimation des niveaux
énergétiques dans la plaque et dans la cavité, même pour des vitesses de convection élevées. On
retrouve bien les mêmes résultats établis par Hiverniau pour une plaque rectangulaire découplée
dans les références [32] et [41].

Si l’on observe les temps de calcul du modèle de référence et du modèle SEA-like, on constate
que le modèle SEA-like est moins coûteux : en effet, la différence est essentiellement due au calcul
des coefficients de joint acceptance correspondant à une excitation par couche limite turbulente
(voir tableau 5.1).
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Figure 5.6 – Énergie moyennée (en dB) dans la plaque et la cavité pour une excitation par couche
limite turbulente de vitesse Uc = 75m.s−1 : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial
extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k
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Figure 5.7 – Énergie moyennée (en dB) dans la plaque et la cavité pour une excitation par couche
limite turbulente de vitesse Uc = 200m.s−1 : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial
extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k
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Figure 5.8 – Énergie moyennée (en dB) dans la plaque et la cavité pour une excitation par couche
limite turbulente de vitesse Uc = 650m.s−1 : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial
extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k

5.4 Excitation par bruit diffus

5.4.1 Approche spatial extent

Comme cela a été rappelé au paragraphe 1.7, la fonction de corrélation spatiale d’une excitation
par bruit diffus est :

Cdiffus(ζ, η;ω) =
sin(k0ζ)

k0ζ

sin(k0η)

k0η
(5.26)

où ζ = x− x′, η = y − y′ et k0 = ω/c0 est le nombre d’onde acoustique.

L’approche équivalente, donnée par l’équation 5.16, conduit à la fonction de corrélation équi-
valente suivante :

Ceq,diffus(ω) =
π2

k2
0

(5.27)

La figure 5.9 présente le comportement énergétique du système couplé plaque-cavité modélisée
par une approche par couplage modal — qui constitue le modèle de référence — et par une
approche spatial extent calculée avec la fonction de corrélation équivalente ci-dessus. On remarque
que, comme dans le cas de l’excitation par une couche limite turbulente, la modélisation spatial
extent surestime les niveaux énergétiques dans la cavité en dessous de la fréquence critique de la
plaque, qui est de 2110Hz pour la configuration étudiée.

De même que pour le cas d’excitation par couche limite turbulente, l’expression de Cdiffus dans
l’espace des nombres d’onde permet de décrire le comportement des modes de plaque excités :

Cdiffus(kx, ky) =

{

π2

k2
0
, si ‖kx‖ < k0 et ‖ky‖ < k0

0, sinon
(5.28)
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Figure 5.9 – Comparaison des énergies dans le système couplé plaque-cavité, la plaque étant
soumise à une excitation par bruit diffus, (−) : modèle de référence / (−−) : modélisation spatial
extent

Il existe deux types de modes : les modes rapides dont le nombre d’onde est inférieur au nombre
d’onde acoustique, et les modes lents. Les modes lents sont séparés en modes de bords — dont le
nombre d’onde suivant ex ou ey est inférieur au nombre d’onde acoustique, et les modes de coin
dont les deux composantes du nombre d’onde sont supérieures au nombre d’onde acoustique. Les
modes rapides sont bien mieux couplés avec l’air extérieur que les modes lents.

Or, les modes lents ne peuvent être excités que si la fréquence d’excitation est inférieure à la
fréquence critique de la plaque. Au-dessus de la fréquence critique, seuls les modes rapides sont
excités. En-dessous, les modes lents, qui sont moins bien couplés avec l’air extérieur que les modes
rapides, sont aussi excités. L’approche spatial extent ne traite pas séparément les modes lents et
les modes rapides, ce qui explique que l’acceptation de l’énergie par la plaque en-dessous de la
fréquence critique soit surestimée par la modélisation spatial extent.

Si une approche asymptotique (voir paragraphe 5.3) est utilisée pour calculer la fonction de
corrélation spatiale équivalente, elle ne donne pas de résultats satisfaisants. En effet, dans le cas
de l’approche asymptotique, la fonction de cohérence spatiale équivalente devient :

Ceq,diffus(ω) =

{

0, pour ω < ωc
π2c20
ω2

0
, pour ω > ωc

(5.29)

En dessous de la fréquence critique, la plaque n’est pas du tout excitée par l’air extérieur, ce qui
n’est pas le cas sur le modèle de référence. En effet, certains modes de la plaque sont excités par
des interactions de bords ou de coin avec l’air extérieur en-dessous de la fréquence critique, ce qui
n’est pas pris en compte dans la modélisation asymptotique. La modélisation moyenne en espace
k est basée sur les mêmes mécanismes que la modélisation asymptotique et donnerait les mêmes
résultats.
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Figure 5.10 – Comparaison des énergies dans le système couplé plaque-cavité, la plaque étant
soumise à une excitation par bruit diffus, (−) : modèle de référence / (−−) : modélisation spatial
extent / (−.−) : modélisation par approche par efficacité de rayonnement

5.4.2 Approche par efficacité de rayonnement

Une autre méthode est alors introduite, basée sur le coefficient d’efficacité de rayonnement de
la plaque. Ce coefficient décrit l’échange énergétique entre une plaque découplée et l’air extérieur,
et, plus précisément, le rayonnement de la plaque vers l’air extérieur, mais aussi l’influence de
l’excitation extérieure sur la plaque.

La fonction de corrélation spatiale équivalente est alors exprimée en fonction du coefficient de
rayonnement de la plaque σ, tel qu’il est donné par Maidanik dans la référence [66] :

Ceq,diffus(ω) =
π2

k2
0

σ(ω) (5.30)

Les niveaux énergétiques obtenus par une telle modélisation sont présentés sur la figure 5.10.

En dessous de la fréquence critique, les niveaux énergétiques donnés par cette dernière modéli-
sation sont bien plus proches de la modélisation de référence que les niveaux énergétiques obtenus
par la modélisation spatial extent. Par contre, sur la modélisation utilisant le coefficient de rayon-
nement de la plaque, on observe un pic d’énergie à la fréquence critique, qui n’est pas présent dans
le modèle de référence utilisé ici. En effet, en dehors de l’excitation par bruit diffus, l’interaction
entre la plaque et le milieu extérieur — c’est-à-dire le rayonnement de la plaque vers l’extérieur —
n’est pas pris en compte dans le modèle de référence.

Cependant, contrairement au modèle spatial extent, cette nouvelle modélisation donne une
estimation correcte des niveaux énergétiques dans la structure. Cette modélisation peut donc être
utilisée en-dessous de la fréquence critique, tandis que la modélisation spatial extent peut corriger
la modélisation au voisinage et au-dessus de la fréquence critique.

Comme pour le cas de l’excitation par couche limite turbulente, le temps de calcul de la modé-
lisation SEA-like — c’est-à-dire le calcul de la matrice SEA-like et celui du vecteur des puissances
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Table 5.2 – Temps de calcul de différentes modélisations du système couplé excité par un bruit
diffus

Modèle de référence 763 s

Calcul SEA-like sous excitation rain-on-the-roof 502 s

Calcul de la puissance injectée équivalente 2/100 s

Table 5.3 – Temps de calcul de différentes modélisations du système fortement couplé excité par
une couche limite turbulente

Modèle de référence 3430 s

Calcul SEA-like sous excitation rain-on-the-roof 2295 s

Calcul de la puissance injectée équivalente 2 s

injectées — est inférieur au temps de calcul du modèle de référence (voir tableau 5.2).

5.5 Études paramétriques : influence de la force de couplage

5.5.1 Excitation par couche limite turbulente

La figure 5.11 présente les niveaux énergétiques dans un système plaque-cavité fortement couplé,
où la plaque est excitée par une couche limite turbulente. Les caractéristiques du système sont
reprises du chapitre 4. La densité modale de la plaque devient plus élevée que précédemment et le
nombre d’onde en flexion dans la plaque diminue.

Or, dans une modélisation par approche moyenne, la fonction de corrélation spatiale est moyen-
née dans l’espace des nombres d’onde, dont la discrétisation dépend de la discrétisation en fré-
quence. Ainsi, plus les fréquences sont discrétisées finement, plus la discrétisation de l’espace des
nombres d’onde est fine. Pour calculer la puissance injectée équivalente, l’intervalle séparant deux
fréquences discrètes a donc été diminuée : cela permet de raffiner le calcul de la moyenne de Ceq,tbl

et donc d’augmenter la pertinence du calcul SEA-like. Ainsi, lors du calcul de la fonction de corré-
lation équivalente, il faut prendre en compte le comportement dynamique du système excité, dont
dépendent les approximations issues de l’approche équivalente.

Cette observation mise à part, on remarque que la modélisation SEA-like reste pertinente par
rapport à la modélisation basée sur une approche par couplage modal.

De même que pour le cas faiblement couplé, on remarque que la modélisation SEA-like permet
de diminuer le temps de calcul par rapport à une approche par couplage modale classique (voir
tableau 5.3). Ici, la différence est encore plus forte car, la densité modale de la plaque étant plus
élevée, la matrice des coefficients joint acceptance utilisée dans le modèle de référence est plus
importante et donc, plus longue à calculer.
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Figure 5.11 – Énergie moyennée (en dB) dans la plaque et la cavité pour une excitation par couche
limite turbulente de vitesse Uc = 200m.s−1 et pour un système fortement couplé : (−) modèle de
référence / (−−) modélisation par approche spatial extent / (−.−) modélisation moyenne en espace
k

Table 5.4 – Temps de calcul de différentes modélisations du système fortement couplé excité par
un bruit diffus

Modèle de référence 3438 s

Calcul SEA-like sous excitation rain-on-the-roof 2296 s

Calcul de la puissance injectée équivalente 2/100 s

5.5.2 Excitation par bruit diffus

La figure 5.12 présente les niveaux énergétiques dans un système plaque-cavité fortement couplé,
où la plaque est excitée par un bruit diffus. Comme pour le cas de la couche limite turbulente, la
modélisation SEA-like reste pertinente par rapport à la modélisation par approche modale.

Le tableau 5.4 récapitule les temps de calcul pour les différentes modélisations. La modélisation
SEA-like est moins coûteuse en calcul que la modélisation de référence.

Ainsi, les méthodes présentées pour modéliser les excitations aérodynamiques avec la modélisa-
tion SEA-like peuvent également être appliquées à des systèmes fortement couplés. Comme on l’a
remarqué dans le chapitre 4, Cette application permet de souligner un des avantages de la méthode
SEA-like par rapport à la méthode SEA : contrairement à cette dernière, la méthode SEA-like reste
pertinente lorsque le couplage entre les sous-systèmes devient élevé. On montre donc que la mo-
délisation de l’excitation — c’est-à-dire, le calcul de la fonction de corrélation équivalente — est
indépendante de la nature du couplage entre les sous-systèmes.

135



Chapitre 5 Traitement des excitations aérodynamiques
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Figure 5.12 – Énergie moyennée (en dB) dans la plaque et la cavité pour une excitation par bruit
diffus et pour un système fortement couplé : (−) modèle de référence / (−−) modélisation par
approche spatial extent / (−.−) modélisation par approche efficacité de rayonnement

5.6 Études paramétriques : influence des conditions limites de la
structure

5.6.1 Mise en œuvre

Les modélisations SEA-like des différentes excitations présentées précédemment sont étendues
à différentes conditions aux limites de la structure, afin d’étudier l’influence de modifications dans
les paramètres structuraux.

Pour cela, des modèles de références sont développés dans un premier temps. Ces modèles de
références sont basés sur une analyse par couplage modale utilisant les fonctions hiérarchiques, pré-
sentées au paragraphe 2.6. Puis des modélisations SEA-like correspondant aux différentes configura-
tions de conditions aux limites sont calculées sous l’hypothèse d’excitation de type rain-on-the-roof ,
pour suivre la procédure introduite au paragraphe 5.2. Finalement, les fonctions de corrélations
spatiales équivalentes, calculées dans les paragraphes précédents sont utilisées pour calculer le vec-
teur des puissances injectées SEA-like correspondant à l’excitation considérée. La mise en œuvre de
la modélisation SEA-like pour des systèmes quelconques soumis à des excitations aérodynamiques
est présentée dans le paragraphe suivant.

5.6.2 Excitation par couche limite turbulente

Les figures 5.13 et 5.14 présentent le comportement énergétique du système couplé lorsque la
plaque est excitée par une couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1. La figure 5.13 présente le
cas d’une plaque encastrée en x = 0 et x = a et simplement appuyée en y = 0 et y = a (ou semi-
encastrée), tandis que la figure 5.14 présente le cas d’une plaque encastrée sur les quatre côtés. Les
mêmes remarques que pour une plaque simplement appuyée peuvent être faites : la modélisation
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Figure 5.13 – Énergie moyennée (en dB) dans le système couplé plaque-cavité pour une excitation
par couche limite turbulente de vitesse Uc = 200m.s−1, la plaque étant encastrée en x = 0 et x = a
et simplement appuyée en y = 0 et y = a : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial
extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k

spatial extent est pertinente au-dessus de la fréquence critique mais surestime l’énergie en-dessous
de la fréquence critique. La modélisation moyenne en espace k, par contre, est pertinente sur tout
le domaine fréquentiel.

L’analyse des différents modèles montre que le modèle équivalent développé ici pour une excita-
tion par couche limite turbulente ne dépend pas des conditions aux limites de la structure. Ce fait
est confirmé par la figure 5.15, qui montre les différences entre les modélisations de références et
les modélisations par approche moyenne en espace k, pour les trois conditions aux limites étudiées.
On voit que ces erreurs sont très proches pour les trois conditions aux limites.

5.6.3 Excitation par bruit diffus

Les deux systèmes couplés plaque-cavité sont excités cette fois-ci par un bruit diffus. Les figures
5.16 et 5.17 présentent le comportement énergétique du système couplé pour un chargement diffus
de la plaque. La figure 5.16 présente le cas d’une plaque semi-encastrée, et la figure 5.17 présente
le cas d’une plaque encastrée.

Comme pour le cas de l’excitation par couche limite turbulente, les erreurs entre les deux
modélisations suivants les conditions aux limites, présentées figure 5.18, sont du même ordre de
grandeur, bien que le coefficient d’efficacité de rayonnement soit calculé avec les modes d’une plaque
simplement appuyée. En basses et moyennes fréquences, l’influence des conditions aux limites est
visible sur les courbes, notamment la présence du premier mode de plaque, qui est plus marqué
sur le modèle de référence que sur le modèle par approche par efficacité de rayonnement.

En moyennes et hautes fréquence, par contre, les erreurs sont comparables pour les trois condi-
tions aux limites. Comme cela a été expliqué dans le paragraphe 5.4, l’erreur de la modélisation
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Figure 5.14 – Énergie moyennée (en dB) dans le système couplé plaque-cavité pour une excitation
par couche limite turbulente de vitesse Uc = 200m.s−1, la plaque étant encastrée : (−) modèle de
référence / (−−) modélisation spatial extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k
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Figure 5.15 – Erreur entre les modélisations exacte et par approche moyenne en espace k de
l’excitation par couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1 appliquée à trois systèmes couplés
plaque-cavité, la plaque étant simplement appuyée (−.−), encastrée (−) ou semi-encastrée (−−)
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Figure 5.16 – Énergie moyennée (en dB) dans le système couplé plaque-cavité pour une excitation
par bruit diffus, la plaque étant encastrée : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial
extent/ (−.−) modélisation moyenne en espace k

basée sur l’approche par efficacité de rayonnement par rapport à la modélisation de référence aug-
mente au voisinage de la fréquence critique. Le modèle de fonction de corrélation équivalente peut
donc être utilisé indifféremment pour les trois conditions aux limites présentées ici.

5.7 Mise en œuvre de la méthode

Dans ce mémoire, la méthode SEA-like a été appliquée à un système couplé plaque-cavité, de
géométrie simple, ce qui a permis de faire quelques études sur les particularités des interactions
fluide-structure dans le domaine des moyennes fréquences. Cependant, pour permettre l’extension
de la méthode à des systèmes plus complexes, une modélisation SEA-like basée sur une approche
par éléments finis a également été présentée. Cette démarche permet d’étendre la SEA-like à des
géométries plus complexes.

La mise en œuvre de la méthode SEA-like est introduite ici pour un système plus général que
le système couplé plaque-cavité. La modélisation des excitations aérodynamiques est également
intégrée à la méthode.

La méthode de couplage modale a été appliquée avec succès sur le système couplé plaque-cavité.
Elle peut également être étendue à des systèmes plus complexes, à partir d’une modélisation modale
ou d’une modélisation par éléments-finis. La division en éléments simples, qui est importante pour
la pertinence de la méthode SEA-like, peut être reprise de modèles SEA existants.

Le schéma 5.20 montre la démarche qui a été suivie pour modéliser le système couplé plaque-
cavité sous excitation aérodynamique. Cette démarche permet entre autre de décorréler la modé-
lisation de l’excitation et la modélisation du système proprement dit. En effet, l’approche utilisée
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Figure 5.17 – Énergie moyennée (en dB) dans le système couplé plaque-cavité pour une excitation
par bruit diffus, la plaque étant encastrée en x = 0 et x = a et simplement appuyée en y = 0 et
y = a : (−) modèle de référence / (−−) modélisation spatial extent/ (−.−) modélisation moyenne
en espace k
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Figure 5.18 – Erreur entre les modélisations exacte et par approche moyenne en espace k de l’exci-
tation par bruit diffus appliquée à trois systèmes couplés plaque-cavité, la plaque étant simplement
appuyée (−), encastrée (−−) ou semi-encastrée (−.−)
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pour modéliser le système suppose que l’excitation est de type rain-on-the-roof , qui est indépendant
de l’excitation aérodynamique que l’on veut modéliser.

De plus, il est possible de trouver une démarche qui permette de calculer la fonction de corréla-
tion spatiale équivalente à l’excitation aérodynamique, soit par approche spatial extent si celle-ci le
permet, soit par une autre méthode — on a montré, en effet, que les approches utilisées pour la mo-
délisation des excitations par bruit diffus et par couche limite étaient indépendants des conditions
aux limites de la structure et du couplage entre la structure et la cavité. Cependant, le compor-
tement dynamique du système excité peut entrainer la nécessité d’une précision plus ou moins
importante dans le calcul de l’excitation équivalente, comme on l’a vu dans le cas du système
fortement couplé.

Ainsi, si on veut modéliser un même système soumis à plusieurs excitations aérodynamiques,
il suffit de calculer un modèle SEA-like du système sous excitation rain-on-the-roof , qui est la
modélisation la plus coûteuse, puis d’appliquer plusieurs excitations équivalentes à ce modèle. De
la même manière, il devient possible de construire une bibliothèque d’excitations, qui pourrait être
appliquée à un grand nombre de systèmes différents.
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Figure 5.19 – Interface graphique Matlab de modélisation SEA-like d’un système couplé plaque-cavité excité par une couche limite turbulente
ou un bruit diffus
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Conclusion

Bilan

La méthode SEA-like a été appliquée à un système présentant une problématique d’interaction
fluide-structure dans le domaine des moyennes fréquences. Cette méthode énergétique, qui est
calculée à partir de méthodes basses fréquences comme la méthode par éléments-finis ou l’analyse
modale, permet de décrire à la fois la structure, qui présente un comportement de type basses
fréquences dans cette région fréquentielle, et le fluide, qui présente un comportement de type
plutôt hautes fréquences. Ce type de système est alors délicat à modéliser dans le domaine des
moyennes fréquences. En effet, les méthodes utilisées traditionnellement dans les domaines des
basses et des hautes fréquences ne donnent pas une modélisation pertinente du système.

Un système couplé plaque-cavité a été modélisé avec la méthode SEA-like basée sur une mo-
délisation par couplage modal. Ce modèle a d’abord été comparé à une modélisation SEA, pour
validation dans le domaine des hautes fréquences, puis une deuxième modélisation SEA-like, basée
cette fois sur une approche par éléments-finis, a permis de valider le modèle SEA-like par couplage
modal dans le domaine des moyennes fréquences. En effet, l’introduction de la méthode SEA-like
par couplage modal se révèle intéressante pour la modélisation des interactions fluide-structure, car
les avantages de l’utilisation d’une telle méthode pour modéliser le système couplé sont importants,
notamment en terme de temps et de mémoire de calcul.

Différentes configurations sont alors étudiées pour déterminer l’influence de plusieurs para-
mètres sur la modélisation SEA-like, en vue de l’extension de la modélisation SEA-like à des
systèmes plus complexes. La modification des conditions aux limites de la structure permet de
souligner l’un des avantages de la méthode SEA-like par rapport à une méthode comme la SEA :
on remarque en effet que, dans les domaines des moyennes et des basses fréquences, les conditions
aux limites ont une influence sur les coefficients SEA-like et permettent ainsi de rendre compte des
différents comportements énergétiques lorsque les conditions aux limites sont modifiées.

L’intensité du couplage est également modifiée entre la plaque et la cavité. Jusqu’à présent,
les dimensions du système couplé étaient fixées de telle sorte que la plaque et la cavité étaient
faiblement couplées : les modes de chacun des sous-systèmes découplés pouvaient se retrouver dans
les modes du système couplé. Une autre configuration est alors introduite, où la plaque et la cavité
sont fortement couplées. La démarche SEA-like par couplage modal est également validée dans ce
cas là. Ce résultat permet d’étendre ce type de modélisation à des systèmes fortement couplés, ce
que la méthode SEA ne permettait pas.

Le calcul des coefficients SEA-like, effectué avec une excitation rain-on-the-roof lors de la va-
lidation présentée ci-dessus, peut également être étendu à des excitations aéroacoustiques. Une
approche équivalente présentée dans des travaux précédents est reprise ici et appliquée au sys-
tème couplé plaque-cavité. Les différentes configurations étudiées précédemment sont étudiées pour
chaque cas d’excitation, ce qui permet de conclure que les approches équivalentes proposées per-
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mettent d’étendre la modélisation SEA-like à des excitations aéroacoustiques, tout en gardant la
modélisation issue des calculs du cas rain-on-the-roof .

Perspectives

L’extension de la méthode SEA-like à des systèmes de géométries complexes peut alors être
envisagée, en particulier lorsque le système présente plusieurs comportement vibratoires différents
dans un domaine fréquentiel donné, comme par exemple, dans le cas de couplage entre un système
plus souple et un système plus rigide. En effet, une démarche de modélisation SEA-like à partir
d’un modèle par éléments finis a été présentée ici. Une modélisation réduite peut également être
utilisée, ce qui permet de diminuer les coûts de calcul.

L’utilisation d’excitations δ-corrélées équivalentes pour modéliser le système simplifie également
la mise en œuvre de la modélisation des systèmes dans le domaine des moyennes fréquences. En
effet, pour la modélisation du système proprement dit, un seul cas d’excitation est utilisé — une
excitation de type rain-on-the-roof . Cette méthode a pour avantage de simplifier les modélisations
par rapport à un cas d’excitation aéroacoustique et permet de séparer la modélisation du système
et la modélisation des excitations. Ceci permet d’une part de minimiser les calculs si plusieurs
excitations sont appliquées à un même système. D’autre part, il est possible d’effectuer une première
modélisation du système lorsque le type d’excitation est encore inconnu, puis d’appliquer le modèle
d’excitations δ-corrélées équivalentes à la modélisation rain-on-the-roof .

Finalement, une extension de la méthode SEA-like pourrait porter sur la modélisation de ma-
tériaux plus complexes. Dans ce rapport, les matériaux sont définis comme homogènes et isotropes.
Or les systèmes aéronautiques peuvent présenter des caractéristiques plus complexes (matériaux
en nids d’abeille, sandwichs, ...). La modélisation SEA-like de tels types de matériaux a déjà été
abordée dans la référence [32]. Il serait alors intéressant de continuer cette étude et d’étendre la
méthode SEA-like à d’autres types de matériaux.
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chique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

147



Table des figures

2.17 Mode (1,11) d’une plaque simplement appuyée calculé par méthode hiérarchique . 68
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5.6 Excitation par couche limite turbulente avec Uc = 75m.s−1 - modélisation moyenne
en espace k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.7 Excitation par couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1 - modélisation moyenne
en espace k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.8 Excitation par couche limite turbulente avec Uc = 650m.s−1 - modélisation moyenne
en espace k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

5.9 Excitation par bruit diffus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

5.10 Excitation par bruit diffus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

5.11 Excitation par couche limite turbulente avec Uc = 200m.s−1 - Système fortement
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5.17 Excitation par bruit diffus - système couplé cavité/plaque encastrée . . . . . . . . 140
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5.20 Mise en œuvre de la méthode SEA-like . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

150



Bibliographie

[1] N.S. Bardell. Free vibration analysis of a flat plate using the hierarchical finite element method.
Journal of Sound and Vibration, 151(2) :263 – 289, 1991.

[2] D.A. Bies and S. Hamid. In situ determination of loss and coupling loss factors by the power
injection method. Journal of Sound and Vibration, 70(2) :187 – 204, 1980.

[3] W.K. Blake. Mechanics of flow-induced sound and vibration 2. Academic Press.

[4] C. Boisson, J.L. Guyader, and C. Lesueur. Etude numérique de la transmission d’énergie
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2006.

[33] K.L. Hong and J. Kim. Analysis of free vibration of structural-acoustic coupled systems, part
I : development and verification of the procedure. Journal of Vibration, 188(3) :561–575, 1995.

[34] K.L. Hong and J. Kim. Analysis of free vibration of structural-acoustic coupled systems, part
II : two- and three dimensional examples. Journal of Vibration, 188(4) :577–600, 1995.

152



Bibliographie

[35] A. Houmat. An alternative hierarchical finite element formulation applied to plate vibrations.
Journal of Sound and Vibration, 206(2) :201 – 215, 1997.

[36] A. Houmat. Hierarchical finite element analysis of the vibration of membranes. Journal of
Sound and Vibration, 201(4) :465 – 472, 1997.

[37] A. Houmat. A triangular fourier p -element for the analysis of membrane vibrations. Journal
of Sound and Vibration, 230(1) :31 – 43, 2000.

[38] Y.F. Hwang and G. Maidanik. A wavenumber analysis of the coupling of a structural mode
and flow turbulence. Journal of Sound and Vibration, 142(1) :135–152, 1990.
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TE35 no 145225, 2006.
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