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CHAPITRE

Introduction

Dans cette thése, nous nous intéressons a des problemes a la croisée de deux domaines,
les bases de données et les bases de connaissances. Bien que les objectifs premiers de ces
deux domaines soient différents (stockage et récupération des données stockées pour I'un
et inférence de nouvelles connaissances a partir de celles connues pour 'autre), les pro-
blemes liés a I'interrogation de la base sont centraux pour chacun d’eux.

Nous considérons ainsi deux problemes fondamentaux : l'inclusion de requétes et
I"évaluation d'une requéte booléenne (c’est-a-dire a réponse oui/non). Le probleme de 'in-
clusion de requétes prend en entrée deux requétes q; et ¢», et cherche a déterminer si
I’ensemble des réponses a q; est inclus dans I'’ensemble des réponses a g» pour toute
base de données/connaissances B. Il est fondamental en bases de données, ol il est au
cceur de 'optimisation des mécanismes d’évaluation de requétes. Le probleme de I'éva-
luation d’'une requéte booléenne prend en entrée une requéte booléenne g et une base B
et cherche a déterminer si B répond positivement a g.

Nous étudions plus précisément I'impact de I'introduction, dans les requétes et la base
de données/connaissances, d'une forme de négation basique mais néanmoins fondamen-
tale, la négation atomique. Celle-ci nous permet d’exprimer des connaissances de la forme
« cette entité n’a pas cette propriété » ou « cette relation n’apparait pas entre ces enti-
tés ». Lorsque la négation intervient, on doit distinguer deux hypotheses fondamentales
qui sont respectivement appelées hypothése du monde clos et hypothese du monde ouvert.
Faire I'hypothese du monde clos correspond a supposer que I'on a une connaissance com-
plete du monde. 11 en résulte que 'absence d’'une information factuelle est automatique-
ment traduite par sa négation. LUhypotheése du monde ouvert suppose quant a elle une
connaissance incompléte du monde. De ce fait, les informations manquantes sont simple-
ment inconnues. La premiere hypotheése est classiquement faite en bases de données et
la seconde en bases de connaissances. Toutefois, le mouvement actuel tend au rappro-
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chement des deux approches, notamment sous la poussée du web sémantique : les bases
de connaissances s’intéressent aux inférences sur de grandes bases de faits, en particu-
lier sous I'hypotheése du monde clos, et les bases de données a I'interrogation en monde
ouvert.

Nous considérons des requétes conjonctives, qui forment une classe de requétes cou-
ramment utilisées et sont considérées comme les requétes de base en bases de données,
auxquelles nous ajoutons la négation atomique. Intéressons-nous au probleme de I'éva-
luation d’une telle requéte, sous sa forme booléenne. Sous 'hypothése du monde clos,
seuls les faits positifs sont stockés dans la base B. Le probleme est alors NP-complet et il est
classiquement étudié en bases de données. Sous '’hypothése du monde ouvert, B contient
des faits positifs et négatifs. Le probleme devient Hf -complet. Il est alors équivalent au
probleme d’inclusion de requétes (notons que ’hypothése choisie n'a pas d’influence sur ce
probléme). Ces deux problemes peuvent étre reformulés dans un cadre plus abstrait, celui
de la logique du premier ordre, et plus précisément dans le fragment existentiel conjonctif
muni de la négation atomique (sans fonction). Les deux problemes correspondent alors au
probleme de la déduction dans ce fragment, qui est le probleme étudié au fil de cette these.
On a également une équivalence immeédiate avec le probléme d’implication de clauses
(sans fonction) qui est a la base des techniques d'ILP (Inductive Logic Programming), do-
maine a la croisée de I'apprentissage automatique et de la programmation logique. Les
résultats de cette these s’appliquent donc a toute cette famille de problemes.

Nous nous plagons dans un cadre logique, mais également graphique (au sens de la
théorie des graphes). En effet, nous représentons les requétes et les faits sous forme de
graphes. Ces graphes peuvent étre vus comme des graphes conceptuels simplifiés, appelés
graphes polarisés. Cette représentation graphique permet une meilleure lisibilité (pour de
petits graphes) mais surtout de s’intéresser a la structure des objets et de manipuler des
notions de graphe qui n'ont pas d’équivalent simple ou naturel en logique.

Le travail présenté dans cette these a été d’étudier expérimentalement des algorithmes
de résolution du probléme de déduction. D'un point de vue algorithmique, nous nous inté-
ressons a des schémas d’algorithme déja proposés que nous analysons et affinons, et nous
présentons également de nouveaux algorithmes. D'un point de vue expérimental, n’ayant
trouvé aucun jeu de tests adapté a notre étude, nous proposons un algorithme de géné-
ration d’instances aléatoires et mettons en place une méthodologie expérimentale. Nous
définissons les parametres de génération d'une instance aléatoire et analysons l'influence
des différents parametres sur la difficulté de résolution. En nous servant des valeurs de
parametres permettant de construire des instances « difficiles », nous comparons expé-
rimentalement les algorithmes entre eux. Nous proposons également trois extensions du
cadre étudié : la prise en compte de constantes dans les requétes, la recherche des réponses
aune requéte non-booléenne et la prise en compte d'une « ontologie légere ». Nous mon-
trons que les algorithmes présentés dans cette these s’étendent sans difficulté a ces exten-
sions.



Organisation du mémoire

Le chapitre 2 présente le contexte de notre étude. Nous introduisons des notions
classiques en bases de données et en bases de connaissances, notamment les requétes
conjonctives, les problemes étudiés, les hypotheéses du monde clos et du monde ouvert et
les ontologies, puis nous mettons en avant les similarités et les différences intrinseques
aux deux approches « bases de données » et « bases de connaissances ». Nous présen-
tons ensuite une reformulation des problemes étudiés dans un cadre plus abstrait, celui
du fragment existentiel conjonctif de la logique du premier ordre (par exemple des for-
mules logiques sont associées aux requétes...), et nous précisons nos choix, a savoir I’hy-
pothese du monde ouvert, une ontologie « triviale » (c’est-a-dire un ensemble de prédicats
et de constantes en logique) et le probleme étudié en terme de déduction. Nous donnons
également une vision des objets étudiés sous forme de graphes conceptuels simplifiés. Fi-
nalement, nous présentons trois travaux antérieurs concernant le probleme de déduction
ou un probleme directement équivalent [Ullman, 1997][Wei et Lausen, 2003][Leclere et
Mugnier, 2007], les deux derniers améliorant le premier tout en adoptant des approches
différentes.

Le chapitre 3 est consacré a la présentation de la méthodologie expérimentale utilisée
dans le reste de cette thése. Nous présentons les parametres de génération d'une instance
aléatoire du probleme de déduction étudié et proposons un algorithme de génération de
telles instances. Nous discutons ensuite des instances dites « difficiles », ainsi que du phé-
nomene de seuil (aussi connu sous le nom de transition de phase) associé, et mettons en
évidence une transition de phase de la phase non-déduction a la phase déduction. Finale-
ment, nous analysons 'influence de chaque parametre sur la difficulté de résolution d'une
instance et localisons des pics de difficulté « raisonnables », c’est-a-dire des valeurs de pa-
rametres pour lesquelles les instances générées sont difficiles tout en restant généralement
solubles en un temps « raisonnable » (ne dépassant pas une valeur prédéfinie). Nous pro-
posons alors un protocole d’expérimentation qui nous sert dans les chapitres suivants afin
de tester nos propositions de raffinements et de comparer différents algorithmes.

Dans le chapitre 4, nous proposons trois raffinements de I’algorithme recCheck de Le-
clere et Mugnier [2007] et nous les analysons expérimentalement. Nous montrons que ces
raffinements optimisent énormément l’algorithme recCheck, a la fois en temps de calcul
et en taille de I'espace de recherche exploré. Nous présentons alors un nouvel algorithme
raffiné appelé recCheckPlus. Puis nous analysons l'algorithme de Wei et Lausen [2003]
ainsi que les propriétés sur lesquelles il repose, et nous mettons en évidence la présence
d’une erreur dans 'algorithme. En nous basant sur la propriété fondamentale de Wei et
Lausen [2003], nous proposons alors deux algorithmes, respectivement breadthCheck et
recANDcheck, qui corrigent I’erreur et parcourent ’espace de recherche avec deux straté-
gies différentes. Enfin, nous proposons I'algorithme UNSATCheck, basé sur une approche
totalement différente des précédentes, qui conduit a tester I'insatisfiabilité d'une forme
clausale propositionnelle, ce qui permet d’utiliser un solveur SAT. Ensuite nous compa-
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rons expérimentalement les quatre algorithmes. Nous montrons que I'algorithme bread-
thCheck donne de trés mauvais résultats par rapport aux deux autres et que 'algorithme
recCheckPlus donne généralement les meilleurs résultats. Une comparaison avec un sol-
veur logique a été entreprise, mais celle-ci étant encore préliminaire, nous la présentons
dans nos perspectives (voir chapitre 6).

Le chapitre 5 propose trois extensions au cadre de travail étudié dans cette these, et
nous montrons que les algorithmes présentés peuvent s’adapter sans difficulté a chacune
d’elles. La premiere consiste a prendre en compte les constantes dans les requétes. Nous
montrons que les constantes peuvent faciliter la résolution du probleme de deux ma-
nieres : nous pouvons utiliser des parties de la requéte contenant des constantes comme
un filtre de prétraitement ou les intégrer dans les mécanismes de résolution propres
a chaque algorithme. La seconde extension consiste a s’intéresser a des requétes non-
booléennes, c’est-a-dire a rechercher des tuples de valeurs constituant les réponses a une
requéte et plus seulement une réponse oui/non. La derniere repose sur la prise en compte
d’'une ontologie « légere », c’est-a-dire spécifiant une relation de spécialisation sur un en-
semble de concepts et un ensemble de relations sous la forme d’un ordre partiel ou d’'un
préordre (relation réflexive et transitive).

Le chapitre 6 conclut ce mémoire et dessine quelques perspectives a ce travail.

Les travaux concernant les affinements conduisant a 1'algorithme recCheckPlus et
leurs expérimentations ont été publiés a la conférence francophone RFIA [Ben Mohamed
et al., 2010b] ! et aux conférences internationales AIMSA [Ben Mohamed et al., 2010c] et
DEXA [Ben Mohamed et al., 2010a]. Les travaux concernant I'algorithme UNSATCheck et
la comparaison d’algorithmes ont été publiés a la conférence francaise JIAF [Ben Moha-
med et al., 2008] et a DEXA [Ben Mohamed et al., 2010a]. Les travaux sur les algorithmes
breadthCheck et recANDcheck, ainsi que les extensions n’ont pas encore été publiés.

1. Ce papier a recu le prix IA de 'AFIA.



CHAPITRE

Notions de base

Préambule

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions classiquement utilisées en bases de don-
nées et en bases de connaissances et nous présentons les similitudes et les différences
fondamentales entre ces deux approches. Puis nous traduisons ces notions dans un
langage plus abstrait, celui d'un fragment de la logique du premier ordre, et nous en
présentons une vision sous forme de graphes. Finalement, nous nous intéressons au
probleme de la déduction apparaissant dans les différents formalismes sous différentes
formes, et faisons un état de lU'art des algorithmes permettant de le résoudre.

Sommaire
2.1 Notions classiques en basesdedonnées . . ... ............... 5
2.2 Notions classiques en bases de connaissances . . . . .. ........... 14
2.3 Reformulation en logique classique . ... ... .. ... ........... 19
2.4  FEtat del'art algorithmique sur le probléme Déduction . ... ........ 24

2.1 Notions classiques en bases de données

Dans cette partie, nous rappelons certaines définitions et certains problemes fonda-
mentaux en bases de données en nous appuyant sur [Abiteboul et al., 1995].
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2.1.1 Schéma et instance de bases de données

Les bases de données (BD) peuvent étre vues comme des ensembles d’informations
stockées dans un dispositif informatique. Elles permettent notamment a I'utilisateur d’or-
ganiser et de structurer ses informations, en les stockant efficacement en tres grande quan-
tité, tout en facilitant leur manipulation par un systeme évolué de requétage.

Films | Titre Réalisateur Acteur

Localisations | Cinéma Ville

Avatar Cameron Worthington

Avatar Cameron Bana Gaumont Montpellier
Avatar Cameron Weaver CGR Lattes

e .. .. Diagonal Boissiere
Troie  Petersen Pitt . .

Troie  Petersen Bana Royal Fabregues
Troie  Petersen Kruger

Séances | Cinéma Titre Horaire

Gaumont Avatar 19h30
Gaumont Avatar 21h30
CGR Avatar 19h
CGR Troie  20h
Diagonal Avatar 21h

Royal Troie 21h
FIGURE 2.1 : la base de données CINEMA.

Un exemple simple de BD (inspiré de [Abiteboul ef al., 1995]) est illustré par les trois
tables de la figure 2.1. Chaque table correspond a une relation et est nommeée (par exemple
Films). Chaque nom de colonne correspond a un attribut de la relation (par exemple Titre,
Réalisateur et Acteur sont des attributs de la relation Films). Chaque ligne correspond a
un tuple composé de valeurs littérales (aussi appelées constantes, par exemple des entiers
naturels, des chaines de caracteéres etc.). Enfin, nous distinguons le schéma de la base de
données, qui définit la structure de la BD, de 'instance de la base de données, qui définit
son contenu. On peut rapprocher cette distinction de celle opérée entre les types et les va-
leurs dans les langages de programmation : prenons par exemple les variables A et B et les
suites d’instructions « A : entier, B: booléen » et « A :=5, B :=vrai » ; la premiére correspond
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a la définition de la structure des variables A et B alors que la seconde correspond a leur
instantiation.
Plus formellement, nous considérons les définitions suivantes :

Définition 2.1 (Schéma de base de données) Unschéma de base de données est une paire
8 = (R,dom) ot R est un ensemble fini non vide de relations et dom est un ensemble infini dé-
nombrable de constantes. Chaque relation a une arité (supérieure a 0) définissant le nombre
de ses attributs.

Définition 2.2 (Instance de base de données) Une instance de base de données (appelée
plus simplement une base de données) D sur un schéma8 = (R,dom) projette chaque relation
R d’arité k de R sur un sous-ensemble fini de domk, noté D(R), soitD = {D(R)|Re R}

Sur’exemple de la figure 2.1, le schéma de la base de données CINEMA est composé de
I’ensemble de relations R = {Films,Localisations,Séances}, ou Localisations est d’arité 2 et
Films et Séances sont d’arité 3, et de I'’ensemble infini de constantes dom contenant entre
autre les constantes Avatar, Pitt, etc.

Pour finir, voici quelques notations utilisées par la suite (elles trouveront leur justifi-
cation en section 2.3). Elles sont exprimées « a la Datalog! » (comme d’autres notations
par la suite) : nous appelons var un ensemble infini de variables; un ferme t est une va-
riable ou une constante, soit € var Udom ; un tuple de termes d’arité k est une expression
T=n,.. tx, ol chaque ¢; est un terme; un atome sur 8 = (R,dom) est une expression
R(_f), ollRe Ret f estun tuple de termes de var U dom ; Nous représentons la base de
données comme un ensemble d’atomes composés d'un tuple de constantes : dans cette
représentation, les noms des attributs disparaissent; le jeme argument d'un atome R(?)
est la valeur du ;¢ attribut de la relation R. Nous avons alors :
CINEMA={{Films(Avatar,Cameron,Worthington),... },
{Localisations(Gaumont,Montpellier),. .. },{Séances(Gaumont,Avatar,19h30),... }}

2.1.2 Lesrequétes

Apres avoir stocké des informations, un utilisateur de BD doit pouvoir les retrouver
facilement. Ainsi, les systemes de bases de données fournissent des outils de requétage
évolués permettant d’aller rechercher une information particuliere parmi toutes les infor-
mations présentes dans la BD. Lexemple 1 fournit des exemples de requétes exprimées en
langue naturelle :

Exemple 1.
(1) Qui est le réalisateur du film Avatar ?
(2) Dans quelle ville se trouve le cinéma Royal ?

1. Datalog est un langage de requétes basé sur la programmation logique.
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(3) Lister les cinémas qui diffusent un film du réalisateur Petersen.

(4) Y a-t-il une séance a 21h d'un film dans lequel joue I'acteur Pitt?

(5) Lister les acteurs du film Troie du réalisateur Petersen qui ne sont pas acteurs dans le
film Avatar du réalisateur Cameron.

Dans la suite, nous nous intéressons a une forme de requéte limitée mais extréme-
ment utilisée, considérée comme les requétes de base en BD ([Chandra et Merlin, 1977]
par exemple) : les requétes conjonctives.

Pour présenter l'intuition des requétes conjonctives, nous en donnons quelques
exemples (tirés de I'exemple 1) en considérant la BD CINEMA : les requétes (1) et (2)
concernent 'extraction d’informations a partir d'une seule relation (respectivement Films
et Localisations), alors que les requétes (3) et (4) impliquent deux relations (Films et
Séances). Nous allons voir que ces requétes peuvent étre décrites en terme d’existence de
tuples connectés entre eux par une égalité de valeurs d’attributs communs. De cette notion
de connection découle celle de conjonction, d’ol1 le nom de requétes conjonctives.

Plus formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 2.3 (Requéte conjonctive) SoitS = (R,dom) un schéma de base de données. Une
requéte conjonctive (RC) sur§ est une expression de la forme :

q=ans(ui) — Ry(u1),..., Rn(tin)

oiun=1,Ry,..., R, sontdesrelations deR, ans (pour « answer ») est une relation spéciale
napparaissant pas dans R, U est un tuple de variables et u, ..., u, sont des tuples de termes ;
Ri(13),..., R, (uy) sont des atomes (aussi appelés sous-buts) sur$ ; ans(u) est appelée latéte
de la requéte et Ry (111), ..., R, () son corps; Le symbole «, » correspond a la conjonction ;
on note var(q) l'ensemble des variables de q et var(téte(q)) 'ensemble des variables de la téte
de q. Toutes les variables apparaissant dans 1 doivent apparaitre au moins une fois dans
u,...,Uy,. Le symbole « _ » est utilisé pour remplacer les variables n'apparaissant qu'une
seule fois dans la requéte (on parle alors de variable anonyme). Sans perte de généralité,
nous supposons que le méme atome n'apparait pas deux fois dans le corps de la requéte.
Finalement, uneRC est ditebooléenne (réponse oui/non) si aucune variable wapparait dans
sa téte (notée ans()).

Nous pouvons des lors formaliser les quatre premieres requétes de 'exemple 1 :

Exemple 2.
(1) q1 = ans(x) — Films(Avatar,x,_)
(2) g2 = ans(x) — Localisations(Royal, x)
(3) g3 = ans(x) — Films(w, Petersen,_),Seances(x, w,_)
(4) g4 = ans() — Films(x,_, Pitt),Seances(_, x,21h)
Concernant la notion de conjonction, nous remarquons par exemple que la requéte
gs est obtenue par une conjonction de deux atomes, connectés entre eux par la variable
« w » ; larequéte (4) est quant a elle booléenne.



2.1. NOTIONS CLASSIQUES EN BASES DE DONNEES 9

Intuitivement, une requéte est vue comme un outil d’extraction d’information. Si I'on
peut trouver des valeurs pour les variables de la requéte telles que le corps est « satisfait »,
alors nous avons une réponse a la requéte. Cette notion de « valeurs pour les variables de
la requéte » est capturée par la notion de substitution. Formellement, soit un ensemble V
de variables et un ensemble T de termes, une substitution s de V dans T est une applica-
tion de V dans T. Nous notons s(E) I'application d'une substitution s a une entité E (tuple,
requéte...). Dans notre cas, nous allons considérer des substitutions de var(q) dans dom, et
de plus nous imposons qu’elles satisfassent les informations contenues dans la BD consi-
dérée. Cette forme de substitution particuliere définit la sémantique d’'une RC et conduit
alanotion de réponse a une RC :

Définition 2.4 (Réponse) Soit g = ans(u) — Ry(u3),...,R,(u,) une RC et D une base de
données sur un schéma 8 = (R,dom). On note q(D) = {s(1l)|s est une substitution des va-
riables de q dans dom et s(u;) € D(R;) pouri = 1...n} l'ensemble des réponses d q dans D.
Si g est une RC booléenne, la réponse est oui si q(D) = {()}, non sinon.

Par exemple, les réponses aux quatre premieres requétes de I'exemple 1 sont :

Exemple 3.
(1) q1(CINEMA) = {(Cameron)}, ou chacune des trois substitutions s; = {x —
Cameron,_ — Worthington}, s, = {x — Cameron,_ — Bana} et s3 = {x —

Cameron,_— Weaver} fournit la méme réponse.
(2) g2(CINEMA) = {(Fabregues)}
(3) g3(CINEMA) = {(CGR), (Royal)}
(4) q4(CINEMA) = {0}
Cette notion de substitution est connue sous le nom d’homomorphisme de requétes,
lorsqu’elle concerne deux RC :

Définition 2.5 (Homomorphisme de RC) Soient g, = ans(u) — Ry (u1),...,R,(u,) et gz =
ans(v) — S;(v7),...,Sm (V) deux RC. Un homomorphisme de g, dans q; est une substitu-
tion s des variables de g, par les termes de q, telle que s()=1u ets(corps(qr)) < corps(qy).

2.1.3 Problemes de base

Nous considérons trois problemes fondamentaux en BD :

1. Le test d’existence d’'une réponse a une requéte : étant données une requéte g et
une base de données D, il s’agit de déterminer s’il existe une réponse a g dans D.

2. Le calcul de toutes les réponses a une requéte : étant données une requéte g et une
base de données D, il s’agit de lister toutes les réponses a g dans D.

3. Le test d’inclusion de requétes : étant données deux requétes q; et ¢o, il s’agit de
déterminer si g; est incluse dans g, (noté q; c ¢»), c’est-a-dire si’ensemble des ré-
ponses a g; estinclus dans ’ensemble des réponses a g» pour toute base de données.
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Les deux premiers problemes sont naturellement associés au mécanisme de requé-
tage; le premier est fondamental pour I'étude de la complexité du requétage alors que le
second est le plus utilisé en pratique. Pour ce qui est du probléme d’inclusion de requétes, il
est utilisé, principalement avec les requétes conjonctives présentées en section 2.1.2, dans
des algorithmes pour résoudre de nombreux autres problemes dont l'optimisation des mé-
canismes d’évaluation de requétes [Chandra et Merlin, 1977][Aho et al., 1979], la détection
d’indépendance de requétes de mises a jour de BD [Levy et Sagiv, 1993] et la vérification des
contraintes d’intégrité [Gupta et al., 1994]. Au début du 21°¢ siecle, il a connu un regain
d’intérét da a son étroite relation avec les problemes de réponse a des requétes avec vues
[Levy et al., 1995][Abiteboul et Duschka, 1998][Halevy, 2001], qui sont des problemes cen-
traux en intégration et stockage de données (voir I'étude dans [Ullman, 1997] par exemple).
Depuis, il a été montré central pour les probléemes d’ échange de données [Fagin et al., 2005]
et de web sémantique [Ortiz et al., 2006] pour ne citer que ces exemples.

Le théoréme suivant fait le lien entre homomorphisme de RC et inclusion de requétes
conjonctives :

Théoreme 2.6 [Chandra et Merlin, 1977] Soient q; et q» deux RC. g, E q> si et seulement
s'il existe un homomorphisme de q, dans q, .

Le probleme du test d’inclusion de requétes conjonctives (noté IRC, voir le théoréme
2.6) est NP-complet2 [Chandra et Merlin, 1977]. Différents travaux se sont intéressés a la
recherche de cas particuliers de RC pour lesquels le probleme est en théorie facilement
soluble (c’est-a-dire qu'il fait alors partie de la classe P ou d'une classe de complexité en-
dessous). Plusieurs cas particuliers ont été mis en exergue (avec une vision graphe des
RC); il a été montré qu'un algorithme pouvait résoudre le probleme d’inclusion de re-
quétes conjonctives en un temps linéaire dans le cas ol la requéte contenante (g, pour
notre définition du probléme) est acyclique (cette notion correspond a une structure d’hy-
pergraphe acyclique) [Yannakakis, 1981] et dans le cas ou chaque relation n’apparait pas
plus de deux fois dans le corps de la requéte contenue [Saraiya, 1991]. Plus récemment,
Gottlob et al. [2002] ont proposé le concept de décomposition en hyper-arbre (qui est une
généralisation de I'acyclicité d’hypergraphe) de la requéte contenante et le concept associé

2. Laclasse NP correspond a la classe des probléemes Non-déterministes Polynomiaux (elle est au-dessus
de la classe P, qui contient les problemes admis facilement solubles). Elle réunit les problémes de décision
(qui admettent une réponse oui/non) pour lesquels on recherche la réponse oui et qui peuvent étre résolus
sur une machine de Turing non déterministe (I'état suivant du calcul n’est pas « déterminé » par I'état cou-
rant) en temps polynomial. De facon équivalente, c’est la classe des problemes qui admettent un algorithme
polynomial pour tester la validité d'une solution du probléme (on dit aussi qu’il existe un certificat poly-
nomial). Intuitivement, les problemes dans NP sont les problemes de décision qui peuvent étre résolus en
énumeérant I'ensemble des solutions possibles et en les testant a I'aide d'un algorithme polynomial. La classe
duale de la classe NP est appelée Co-NP. On dit qu'un probleme appartenant a une classe de complexité C
(BNP...) est C-complet s’il est au moins aussi difficile que tous les problemes dans C. (voir [Papadimitriou,
1994] pour plus de détails sur la théorie de la complexité).
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de largeur d’hypergraphe (hypertreewidth) ; dans le cas ou g, a une largeur d’hypergraphe
bornée, le probléme d’inclusion de requétes conjonctives est soluble en un temps polyno-
mial.

Néanmoins tous ces résultats concernent les requétes conjonctives « positives ». Dans
une application réelle, il est souvent nécessaire d’'utiliser des requétes plus expressives,
afin de pouvoir exprimer la négation (par exemple la requéte (5) de 'exemple 1) ou encore
des comparaisons arithmétiques comme Salaire > 2000€. Dans ce mémoire nous nous
focalisons sur I'introduction de la négation (pour les comparaisons arithmétiques voir [K.,
1988][Afrati et al., 2004][Wei et Lausen, 2008] par exemple).

2.1.4 Introduction de la négation et hypothése du monde clos

Nous nous intéressons a l'introduction d’'une forme de négation basique mais néan-
moins fondamentale, la négation atomique. Cette négation porte uniquement sur un
atome : par exemple —sur (A, B) (« 'entité A n’est pas sur I'entité B », le symbole — expri-
mant la négation), mais pas sur une forme plus structurée comme —1(sur (A, B) Asur(C, D))
(il est faux que : « A est sur B et C est sur D »). Elle nous permet d’exprimer des connais-
sances de la forme « cette entité n'a pas cette propriété », « cette relation n’apparait pas
entre ces entités » ...

On distingue généralement deux grandes facons d’interpréter la négation. En effet, si
nous posons une question de la forme « sur(A, B) 2 » (« est-ce que 'entité A n'est pas sur
I'entité B »), le symbole — peut étre interprété de différentes maniéres. Il peut signifier que :

1. La connaissance « sur(A, B) » ne peut pas étre prouvée.

2. La connaissance « sur(A, B) » peut étre prouvée.

La premiere affirmation correspond a 'hypothese du monde clos [Reiter, 1977], qui
est communément faite dans les bases de données. Faire '’hypotheése du monde clos cor-
respond a supposer une connaissance complete du monde. Ainsi, on se contente d'une
description partielle du monde : seules les informations positives (vraies) sont spécifiées.
C’est-a-dire que 'absence d'une information est automatiquement traduite par sa néga-
tion. Intuitivement, cela signifie que bien que la définition d'une propriété soit limitée a
la liste des individus la satisfaisant, il est possible de dire pour tout individu s’il a ou non
la propriété. La connaissance —sur (A, B) est alors interprétée par « sur(A, B) n'apparait
pas dans la BD », ou plus généralement « sur(A, B) ne peut pas étre déduit de la BD ».
D’un point de vue bases de données, ce choix est motivé par la simplification de la repré-
sentation d'un coté et les performances de 'autre [Bidoit, 1991]. Par exemple, pour définir
une propriété, il semble plus naturel et il est plus économe de donner la liste des indivi-
dus satisfaisant cette propriété plutot que d’énumérer tous les individus et d’indiquer pour
chacun d’eux s’il satisfait ou non la propriété.

Prenons le cas de la propriété « étre un cinéma de Montpellier (noté estCinemaMTP) ».
Supposer une connaissance complete pour cette propriété semble raisonnable; tous les
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cinémas n’apparaissant pas dans la liste des cinémas de Montpellier, c’est-a-dire tous les V'
tels que Localisations(V,Montpellier) n’est pas un atome de la BD CINEMA, sont considérés
comme ne se situant pas a Montpellier. Ainsi d'un c6té la représentation des données est
simplifiée puisque seuls les cinémas situés a Montpellier sont représentés, et de ’autre les
mécanismes de réponse sont optimisés.

Il est néanmoins a noter que, si cette hypothése semble naturelle en bases de données,
il est impossible en logique classique (plus généralement pour toute logique monotone)
d’inférer des informations négatives a partir d’informations positives. Il est par exemple
impossible d'inférer —estCinemaMTP(A) sil'information estCinemaMTP(A) n’apparait pas
dans la base. Différentes logiques non-monotones ont été proposées pour traduire ’hy-
pothese du monde clos, comme la logique des défauts; pour étre capable d’'inférer des
informations négatives a partir d'une description incompléte, on a recours a des régles des
défauts de la forme : « s’il est cohérent de supposer qu'une entité ne satisfait pas une pro-
priété, alors inférer que cette entité ne satisfait pas la propriété » (voir [Apt et Bol, 1994]
pour plus de détails concernant les logiques non-monotones).

Pour prendre en compte la négation, nous étendons différentes notions dont la précé-
dente définition de requéte conjonctive et sa sémantique :

Définition 2.7 (Requéte conjonctive avec négation) Soit S = (R,dom) un schéma de base
de données. Une requéte conjonctive avec négation (RC™) sur S est une expression de la
forme :

q=ans(ui) < Py(u1),..., Pn(Un), "Ny (DY), ..., "Ny (Vm)

oin+m=1,Py,...,P,,Ny,..., Ny, sont des relations de R, P,(1),..., P,(u,) sont des
atomes sur 8 (aussi appelés littéraux positifs) et ANy (D1), ..., 1N,y (V) sont des négations
d'atomes sur 8 (aussi appelés littéraux négatifs ).

Nous pouvons des lors formaliser la derniere requéte de I'exemple 1 :

Exemple 4.
(5) g5 = ans(x) — Films(Troie, Petersen, x),"Films(Avatar,Cameron, x)

Concernant la sémantique d'une RC ' (sous '’hypothése du monde clos), nous avons :

Définition 2.8 (Réponse) Soit g une RC™' de la forme donnée dans la définition 2.7 et D une
base de données sur un schéma 8 = (R,dom). On note q(D) = {s(U)|s est une substitution des
variables de q dans les constantes de D (c’est-a-dire dom), s(u;) € D(P;) pouri=1...n, et
s(?}) ¢ D(Nj) pouri=1...mj l'ensemble des réponses a q dans D.

L'ajout de la négation ameéne une plus grande expressivité dans le langage de requétes a
I'utilisateur. Cependant, siles RC " ainsi obtenues sont utilisées sans restriction, il est pos-
sible d’exprimer des requétes qui ont une infinité de « réponses ». [llustrons ce probléme
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al’aide de la requéte g = ans(x) — " Films(Avatar,Cameron, x). Nous considérons une
base de données D quelconque sur le schéma 8 = (R,dom) de la figure 2.1; d’apres la dé-
finition de réponse vue plus haut, la requéte g produit tous les tuples (a) tels que a € dom
et Films(Avatar,Cameron,a) ¢ D. Puisque dom est un ensemble infini de constantes, la
requéte g produit un ensemble infini de réponses.

Pour pallier ce probleme, une facon de faire consiste a restreindre le domaine de
chaque attribut de la BD en le typant. Par exemple, on pourrait imposer que les attributs de
la table Films soient respectivement de type Titre, Réalisateur et Acteur, chaque type ayant
un domaine fini. Lensemble des réponses a q = ans(x) — ~Films(Avatar, Cameron, x)
serait alors fini selon le choix fait sur le domaine du type Acteur (par exemple les acteurs
apparaissant dans la BD). Néanmoins, cette approche n’est pas entierement satisfaisante
car les réponses a une requéte dépendent désormais du domaine des types et peuvent dif-
férer d'une BD a l'autre. Prenons par exemple deux BD possédant exactement la méme
structure (relations et attributs) et contenant les mémes informations, mais définissant
des types d’attribut de domaines différents. Les réponses a la requéte g seront différentes
selon la BD considérée car ils dépendent du domaine défini pour la BD (on dit que la re-
quéte n'est pas indépendante du domaine). Méme si les domaines sont finis, I'utilisateur
ne connait généralement pas le contenu exact du domaine de chaque attribut, et ainsi ne
pourra pas comprendre la différence de réponses a la méme requéte pour des BD en ap-
parence identiques. Ceci est un argument en faveur de 'utilisation de requétes indépen-
dantes du domaine. Plus précisément, on impose que les requétes soient safe : soit g une
RC " delaforme donnée dans la définition 2.7, elle est dite safe si chaque variable apparais-
sant dans un littéral négatif apparait aussi dans un littéral positif du corps de g ; la requéte
q = ans(x) — 7 Films(Avatar,Cameron, x) n'est pas safe alors que la requéte (5) est safe.
Cette derniére ne pose aucun probleme, puisque la variable x est « contrainte » par le litté-
ral positif : les réponses font parties des acteurs du film Troie du réalisateur Petersen, soit
{Pitt, Bana, Kruger}.

Exemple 5.
(5) gs(CINEMA) ={Pitt,Kruger}

Avec la prise en compte de la négation, il est également possible d’exprimer des re-
quétes absurdes. En effet, il est désormais possible de demander quelque chose et son
contraire; la requéte q = ans(x) — Films(Avatar,y,x),"Films(Avatar,y,x) (« lister
tous les acteurs jouant dans le film Avatar et ne jouant pas dans le film Avatar ») en est
un exemple, d’ou la définition de requéte absurde suivante :

Définition 2.9 (RC " absurde) Soit g une RC™ de la forme donnée dans la définition 2.7.
Elle est absurde s’il existel <i<netl < j<m telsque P; = Nj et u; = vj. Sinon est elle dite
consistante.

Notons que I'’ensemble des réponses a une requéte absurde sera toujours vide et que la
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réponse sera toujours faux si la requéte est booléenne. Dans la suite de ce mémoire, toutes
les requétes considérées sont consistantes.

Concernant les trois problemes de base vus plus haut (existence d’'une réponse, calcul
des réponses et inclusion de requétes), la principale différence liée a I'ajout de la néga-
tion concerne le probleme d’'inclusion de requétes conjonctives. En effet, les problemes
d’existence d'une réponse et de calcul des réponses ne different que par la sémantique
d'une réponse (nous rappelons que la base de données est exclusivement composée d’in-
formations positives sous I'’hypotheése du monde clos). Par contre le probleme d’inclusion
de requétes conjonctives devient beaucoup plus complexe lorsqu’on considere des RC ' ; il
est Hg -complet3 [Farré et al., 2007][Chein et Mugnier, 2009], ce qui signifie intuitivement
qu’il serait dans Co-NP si on pouvait appeler « gratuitement » un oracle NP (un algorithme
résolvant un probleme de NP) autant de fois que nous le voulons, et qu'il fait partie des
problémes les plus difficiles de Hf . Il est « fortement » équivalent a d’autres problemes
importants en intelligence artificielle, dans le sens ot il existe une réduction polynomiale
naturelle d'un probleme a l’autre et réciproquement préservant la structure des objets (ces
équivalences seront vues plus en détail dans la section 2.3). A notre connaissance, il n’a
été proposé dans la littérature que trois schémas d’algorithmes permettant de le résoudre
(une étude détaillée des trois méthodes existantes est présentée en section 2.4). Méme si
tous les problemes HS’ -complets sont théoriquement équivalents, c’est-a-dire qu'’il existe
une réduction polynomiale permettant de traduire I'un vers l'autre, certaines réductions
ne sont pas immédiates, comme celle du probléme d’inclusion de requétes conjonctives
avec négation (/RC") vers le probleme QSAT, aussi connu sous le nom QBF pour Quanti-
fied Boolean Formula (ce point est discuté en section 2.4).

Dans la section suivante, nous présentons I'approche bases de connaissances et ses
similarités et différences par rapport a 'approche BD.

2.2 Notions classiques en bases de connaissances

Dans cette partie, nous rappelons la structure classique d'une base de connaissances
(BC) et l'illustrons par deux exemples concrets de langages de représentation des connais-
sances et raisonnements : les logiques de descriptions (LD) et les graphes conceptuels
(GC). Nous présentons également les similitudes et les différences fondamentales appa-
raissant entre les BD et les BC.

2.2.1 Labase de connaissances

Dans les systemes de représentation des connaissances, nous nous intéressons a des
bases de connaissances classiquement composées de deux parties distinctes : une ontolo-
gie et une base de faits.

3. I} = (co-NP)NP (voir [Papadimitriou, 1994] pour plus de détails sur la théorie de la complexité).
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Lontologie

Dans [Gruber, 1993], une ontologie est définie comme une spécification explicite d'une
conceptualisation. Dans le contexte des bases de connaissances, une conceptualisation si-
gnifie un modele abstrait d'une partie du monde, prenant la forme d'une définition des
propriétés de concepts et de relations entre ces concepts. Une spécification explicite signi-
fie que le modéele doit étre spécifié dans un langage sans ambiguité, le rendant manipulable
aussi bien par des machines que par des humains. L'ontologie décrit le vocabulaire que 'on
peut utiliser sous forme de types d’objets, appelés classes ou concepts, et de relations pos-
sibles entre objets. En outre, elle décrit des propriétés des concepts et des relations. Les
concepts sont généralement organisés en une hiérarchie spécifiant une relation de spécia-
lisation/généralisation, qui peut étre donnée (on déclare explicitement qu'un concept est
une spécialisation d'un autre) ou calculée (c’est-a-dire déduite en prenant en compte les
propriétés des concepts). Il peut en étre de méme pour les relations, bien que ce soit moins
souvent le cas.

Il existe différents types d’ontologie, chacun permettant un certain niveau d’expressi-
vité. Ainsi, on peut distinguer au moins trois niveaux d’expressivité :

Niveau 1. Le vocabulaire : tous les éléments sont deux-a-deux incomparables. Ceci est le
strict minimum.

Exemple 6.

Un ensemble de concepts : C = {Homme, Femme, Animal...};

Un ensemble de relations d’arité 2 : R, = {estPéreDe, estMereDe. ..} ;
Un ensemble de relations d’arité 3 : R3 = {joueAvec, mange.. },...

Niveau 2. L'ontologie légere (lightweight ontology dans la littérature, [Giunchiglia et al.,
2006] par exemple) : cette ontologie est organisée en une hiérarchie de spécialisa-
tion/généralisation définissant un ordre ou un préordre * (voir figure 2.2).

Niveau 3. Les ontologies lourdes (heavyweight ontology dans la littérature, [Fiirst et Trichet,
2006] par exemple) : une ontologie lourde est une ontologie 1égere enrichie avec plus
ou moins d’axiomes utilisés pour fixer I'interprétation sémantique des concepts et
des relations.

Notons qu'il est également possible d’inférer de nouvelles connaissances ontologiques
a partir de définitions et d’assertions sur les propriétés des concepts et relations. Prenons
par exemple I'ontologie de la figure 2.2 : supposons que nous ayons les propriétés « un
Camping-car est un véhicule dans lequel on habite » et « un objet dans lequel on habite
est une Habitation » ; d’apres ces deux propriétés et le fait que le concept Objet est plus
général que le concept Véhicule, nous en déduisons qu'un Camping-car est une spécia-
lisation d'une Habitation. La figure 2.3 montre la hiérarchie de concepts obtenue apres
I’ajout de ce lien de spécialisation.

4. Un préordre est une relation réflexive et transitive mais pas forcément antisymétrique. Autrement dit,
on peut avoir des éléments équivalents.
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T1
Etre humain Objet
AANYAN
Homme Femme [ Habitation \Véhicule
/N
Camping—car Avion
RV

J4 W
Qrorede)  merede) (engD) e avee)

FIGURE 2.2 : un exemple simple d’ontologie organisée en une hiérarchie de spécialisation/-
généralisation. Les rectangles et les ovales représentent respectivement les concepts et les
relations; T1, T2 et T3 sont les types universels, ils représentent respectivement « tout ob-
jet», « toute relation d’arité 2 » et « toute relation d’arité 3 ».

Tl

N

Etre humain Objet
Homme Femme | Habitation \Véhicule
Camping—car Avion

FIGURE 2.3 : la partie raffinée de I'ontologie de la figure 2.2.
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Dans cette these, nous ne considérons que les niveaux 1 et 2 (ce dernier sera vu au
chapitre 5).

Labase de faits

La base de faits est constituée d'un ensemble de connaissances appelées observations
factuelles ou faits, qui décrivent des objets particuliers ainsi que des relations entre ces ob-
jets en utilisant les termes de ’'ontologie (par exemple : « ’homme A posséde un camping-
car » ...). Dans une base de faits nous pouvons exprimer des « faits négatifs » (par exemple
« la femme B n’est pas la meére de A » ...), ce qui est une des principales différences avec
une base de données.

2.2.2 Leslogiques de description et les graphes conceptuels

Nous mentionnons brievement deux familles de langages utilisant des ontologies : les
Logiques de Description (LD) et les Graphes Conceptuels (GC). Les LD [Baader et al., 2003]
sont des fragments décidables de la logique du premier ordre. Une base de connaissance
en LD est composée de deux parties différentes : la TBox (elle représente une ontologie
de niveau 2 ou 3), composante intensionnelle qui définit les connaissances générales, et
la ABox (elle représente la base de faits), composante extensionnelle, qui définit les don-
nées connues sur des individus. Les GC [Sowa, 1976][Sowa, 1984][Chein et Mugnier, 2009]
sont un formalisme de représentation par graphes ayant une traduction en logique du pre-
mier ordre. Une base de connaissances en GC est également composée de deux parties
différentes : le support (il représente une ontologie de niveau 2, qui pourra étre enrichie
par I'ajout de regles et de contraintes, ce qui conduira alors a une ontologie de niveau
3), qui décrit les ensembles de concepts et relations servant a étiqueter les sommets des
graphes ainsi que leur ordonnancement par une relation de spécialisation/généralisation,
et la base de faits, décrite par un ensemble de graphes bipartis étiquetés (une des classes
de sommets représente les concepts et I'autre les relations entre ces concepts ou des pro-
priétés sur ces concepts).

Ces deux familles de langages utilisant des ontologies sont issues des réseaux séman-
tiques (voir [Woods, 1975] par exemple), et ont visé a partir des années 80 des objectifs
différents mais complémentaires : les LD se sont concentrées sur les raisonnements par
classification dans une ontologie (recherche des éléments plus généraux ou plus spéci-
fiques qu’'un élément donné) ; I'idée générale étant d’associer des descriptions complexes
a des entités - des concepts par exemple - et de se poser le probleme de classifier de nou-
veaux concepts au sein d'un ensemble de concepts précédemment décrits ou de déter-
miner si un ensemble de concepts est satisfiable. Les LD ont ainsi développé des types
d’axiomes ontologiques pour lesquels ces problemes sont décidables et peuvent méme se
résoudre de facon efficace. En revanche, elles ne traitent que des cas limités de requétes
et regles d’'inférence. Les GC se sont quant a eux concentrés sur la déduction entre faits,
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probléeme fondamental pour résoudre le probleme de calcul des réponses a une requéte
conjonctive et la prise en compte de regles d’'inférence dans les raisonnements. Dans leur
version de base, ils permettent I'expression de n'importe quelle requéte conjonctive, mais
ne disposent que d’expressions limitées d’axiomes ontologiques. Ces derniéres années, les
objectifs des LD et des GC ont eu tendance a se rejoindre, notamment pour traiter le pro-
bleme de I'interrogation du web sémantique (voir [Berners-Lee et al., 2001] par exemple) :
les LD ont cherché a simplifier leurs axiomes ontologiques pour pouvoir traiter des re-
quétes conjonctives en limitant la hausse de complexité, tandis que les GC, qui englobent
naturellement les requétes conjonctives, ont cherché a exprimer des axiomes ontologiques
plus riches a I'aide des regles d’'inférence de leur formalisme.

2.2.3 Les correspondances et différences entre les BD et les BC

Nous présentons certaines similarités et différences entre les BD et les BC.

Similitudes

Comme vu en section 2.1, une BD est construite conformément a un schéma qui définit
le vocabulaire utilisable. Ainsi, on peut mettre en parallele les BD et les BC : le schéma de la
BD peut étre vu comme un vocabulaire, et les données de la BD comme des faits positifs.
Précisons que le schéma peut étre complété par des contraintes que I'on peut rapprocher
de connaissances ontologiques, mais c’est un aspect que nous n’aborderons pas dans cette
thése. Néanmoins le sens contraire n’est pas possible car la base de faits comporte des faits
négatifs.

Différences

Nous citons quelques différences importantes entre les deux approches :

(1). Les BD considérent I'hypotheése du monde clos alors que les BC considerent une
autre hypothese : celle du monde ouvert. Lhypothése du monde ouvert suppose une
connaissance incomplete du monde. De ce fait, les informations manquantes, ou plus gé-
néralement non-déductibles de la base de connaissances, sont simplement inconnues (et
non pas fausses comme sous '’hypothése du monde clos). Linformation —sur(A, B) est
alors interprétée par « 7sur (A, B) apparait dans la base de connaissances », ou plus géné-
ralement « 7sur(A, B) peut étre déduit de la base de connaissances ». Tout comme 'hy-
pothese du monde clos, cette hypothese est intéressante dans de nombreux cas pratiques,
notamment celui du Web sémantique. Prenons I’exemple du remplissage d'un formulaire
sur Internet : la valeur de certains champs est facultative, cependant si une personne ne
remplit pas le champ adresse par exemple, cela ne veut pas dire qu’elle est sans-abri, de
méme si elle ne remplit pas le champ téléphone, cela ne veut pas dire qu’elle n’a pas de
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numéro de téléphone. Ainsi certaines informations inconnues ne doivent pas automati-
quement étre considérées comme fausses comme c’est le cas sous '’hypothése du monde
clos.

(2). Lanotionderéponse aune RC ' n’est plus aussi naturelle avec '’hypothése du monde
ouvert. Considérons deux requétes q; = ans(x,y) — bleu(x),sur(x,y), "bleu(y) (« lister
les entités telles qu'une entité "bleue" soit sur une entité "non-bleue" ») et g» = ans() —
bleu(x), sur(x,y),bleu(y) («y a-t-il une entité "bleue" sur une entité "non-bleue" ? ») et
une base de connaissances BC = {bleu(A), sur(A, B),sur(B,C),bleu(C)} (représentant
que A est bleu, A est sur B, B est sur C, et C est non-bleu). Sous I'hypothese du monde
ouvert, nous supposons que la connaissance peut étre incompléte ; ainsi puisque la cou-
leur de B n’est pas connue, B peut étre soit bleu soit non-bleu. Supposons que B soit bleu :
il existe alors une réponse a ¢g» (le tuple (B,C)) puisque B qui est bleu est sur C qui est
non-bleu; al'inverse, supposons maintenant que B soit non-bleu : il existe également une
réponse a g (le tuple (A,B)) puisque A qui est bleu est sur B qui est non-bleu. Ainsi il
existe une « réponse » a g» dans BC, mais il est impossible de la construire (g;(BC) = @).
La notion de réponse a une requéte sous I’hypothese du monde ouvert est discutée plus en
détail dans le chapitre 5.

(3). Lobijectif premier des BD est le stockage et la récupération des données stockées,
alors que celui des BC est I'inférence de nouvelles connaissances a partir de celles déja
connues. Toutefois, le mouvement actuel tend a faire se rencontrer les deux approches,
notamment sous la poussée du Web sémantique : les bases de connaissances s’intéressent
aux inférences sur de grandes bases de faits (par exemple [Calvanese et al., 2005]) et les
bases de données a I'interrogation en monde ouvert (par exemple [Cali et al., 2003]).

2.3 Reformulation en logique classique

La logique, et plus particulierement la logique du premier ordre, est un formalisme de
référence pour la représentation des connaissances et les raisonnements. Dans cette par-
tie, nous nous plagons dans le cadre du fragment conjonctif existentiel de la logique du 1¢”
ordre muni de la négation atomique, que nous noterons FOL{3, A, 7,} (nous ne considé-
rons pas de symbole de fonction hormis des constantes). Nous donnons « la traduction »
de certaines notions déja exprimées en section 2.1.

2.3.1 Notions de base

Les définitions qui suivent traduisent dans FOL{3, A, 7,4} respectivement les notions de
schéma de BD, relation de BD, RC', RC " absurde et homomorphisme de RC.
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Définition 2.10 (Langage logique, prédicat) Un langage logique est une paire (P,J), oit P
est un ensemble fini de prédicats et J un ensemble infini dénombrable de constantes. Les
termes sur (P,J) sont soient des constantes de J soient des variables. Un atome sur (P,J) est
delaformer(t,...,tx), our € P et fy,..., Iy est un k-tuple de termes (pour tout j = 1...k, t;
est un terme sur (P,J)). Un littéral est un atome (littéral positif) ou la négation d’'un atome
(littéral négatif).

Définition 2.11 (Formule et sous-formule, fermeture existentielle) Une formule f de
FOL{3, A, 4} est une conjonction de littéraux positifs ou négatifs fermée existentiellement
(c’est-a-dire que chaque variable est quantifiée existentiellement). On la verra également
comme un ensemble de littéraux. Une sous-formule [’ de f est alors un ensemble de litté-
raux tel que f' < f (I'ensemble des littéraux de f' est inclus dans l'ensemble des littéraux de

.

Définition 2.12 (Formule inconsistante (ou insatisfiable)) Une formule de FOL{3, A, 74}
est inconsistante si elle contient deux littéraux r(ty,..., t;) et °r(ty,..., t;). Autrement elle
est consistante.

Définition 2.13 (Homomorphisme) Soient deux formules de FOL{3,A,~,} f et g, un ho-
momorphisme h de f dans g est une substitution des termes de [ dans les termes de g (une
constante ayant pour image elle-méme) telle que h(f) < g. Nous indiquons lUexistence d'un
homomorphismede f dans g par f = g.

Un schéma de BD § = {{R,dom} est traduit en un langage logique par la bijection natu-
relle suivante : des relations de R vers les prédicats de P u {ans;} (pour tout entier i = 1)
et des constantes de dom vers les constantes de J. Une RC™ g est traduite en une formule
f de FOL{3, A, 4} par la bijection naturelle suivante : des variables de g vers les variables
de f (chaque variable x produit une variable x, et chaque variable anonyme produit une
nouvelle variable) des constantes de g vers les constantes de f, des littéraux positifs de g
vers les littéraux positifs de f (avec de ans(xy,..., x;,) vers ans,(xy,...,x,)) et des littéraux
négatifs de g vers les littéraux négatifs de f. Ainsi il y a bijection de '’ensemble des RC™
sur un schéma 8§ = {R,dom} vers I'’ensemble des formules de FOL{3, A, —1,} sur un langage
logique (P,J).

Notons que nous pouvons considérer des formules fermées existentiellement grace a
la traduction de I'atome ans(xy, ..., x,) par un littéral positif ans,(x1,...,x,), alors qu’en
général une requéte g est traduite en une formule logique ouverte avec les variables cor-
respondanta xi,..., X, libres (c'est-a-dire non quantifiées). Néanmoins cette traduction est
seulement valable pour traiter des problemes prenant en entrée des requétes (par exemple
le probleme d’inclusion de requétes), car nous projetterons le littéral ans,(x,..., x,) de Q2
sur le littéral ans,(y1,..., yn) de Q.

Nous donnons les formules associées aux requétes de 'exemple 1 :
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Exemple 7.

(1) fi=3x3y (ans,(x) A Films(Avatar, x,y))

(2) fo=3x (ans;(x) A Localisations(Royal, x))

(3) f3=3w3x3Iy3dz (ans;(x) A Films(w, Petersen,y) A Seances(x, w, z))

(4) fa =3x3y3z (Films(x,y,Pitt) A Seances(z,x,21h))

(5) fs =3x (ans;(x) A Films(Troie, Petersen,x) A Films(Avatar,Cameron, x))

Dans la suite, nous utilisons la notation suivante pour les termes : des lettres mi-
nuscules pour représenter les variables et des lettres majuscules pour représenter les
constantes.

Problemes équivalents au probleme /RC"

Le probléeme IRC™ est équivalent a deux problemes fondamentaux en logique du pre-
mier ordre : le probleme de déduction de formules et le probléme d’implication de clauses.

Le probléme de déduction est un probleme de base en logique classique : « étant don-
nées deux formules f et g, f se déduit-elle de g (noté g+ f)? » (c’est-a-dire intuitivement
est-ce que les informations contenues dans f se trouvent dans g ?). Par la suite, nous consi-
dérons la restriction de ce probléme a des formules de FOL{3, A, 71,4}, et nous 'appellerons
simplement Déduction. Ce probleme est équivalent au probleme /RC' en bases de don-
nées, comme le montrent les réductions polynomiales naturelles vues en 2.3.1; nous ma-
nipulons les mémes objets sous des formes différentes, et nous posons la méme question.
Nous avons alors la propriété suivante : soient ¢; et g» deux RC ', et g et f les formules de
FOL{3, A,,} qui leur sont associées, g E g si et seulement si g+ f (ceci peut se prouver
par exemple en s’appuyant sur le théoreme 2.19 en section 2.4.1).

Le probleme Déduction est également équivalent a un autre probleme fondamental
en programmation logique inductive, le probleme d’implication de clauses (sans fonction,
comme dans [Gottlob, 1987]) : « étant données deux clauses c; et ¢z, ¢; implique-t-elle
¢, C'est-a-dire ¢, se déduit-elle de c; ? » Léquivalence est immédiate : si nous prenons
la négation des formules de FOL{3, A,1,}, nous obtenons directement des clauses dans
un autre fragment de la logique du premier ordre, le fragment universel disjonctif, noté
FOL{V,v,,4}. Léquivalence provient de ce que g - f si et seulementsi = f + —g.

Exemple 8. Soient f =3x3y ans(x, y) A p(x) As(x,y) A p(y) et g =FtudvIw ans, (¢, u) A
p(t) As(t,u) A s(u, v) A s(v,w) A p(w) deux formules de FOL{3, A,,}. Les clauses c; et
C2, associées respectivement a f et g, sont obtenues en prenant la négation de chaque for-
mule : nous obtenons ¢; = VxVy (mans:(x,y) Vp(x) v s(x, y) vV p(y) etc, =ViVuvVovVw
Tansy(t,u) v ap(t) v st uw) v-os(u, v) vas(v,w) Vv p(w).

Nous n’avons pas défini la notion de réponse a une RC™ en présence du monde ouvert,
car elle ne va pas de soi (voir la discussion en section 2.2.3). On verra au chapitre 5 que le
probleme du calcul des réponses a une RC ' non-booléenne n’est plus aussi naturel que
sous '’hypothése du monde clos.
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2.3.2 Vision graphes

Notre vision « graphes » des formules de FOL{3, A, —,} s'inspire des graphes concep-
tuels, modele qui a été introduit par Sowa [1976], en particulier pour représenter les sché-
mas conceptuels utilisés en BD, et développé en 1984 [Sowa, 1984], avec notamment des
applications dans les domaines de I'intelligence artificielle et des sciences cognitives. L'une
des directions de recherche actuelles développe les graphes conceptuels comme un forma-
lisme de représentation de connaissances et de raisonnements; une des particularités de
ce modele est de permettre de représenter des connaissances sous forme graphique, plus
précisément sous forme de graphes. Pour plus de détails, nous dirigeons le lecteur vers
[Chein et Mugnier, 2009], qui propose une synthese des résultats théoriques et algorith-
miques obtenus sur les graphes conceptuels. Dans cette theése, nous avons choisi de re-
présenter les formules de FOL{3, A, 7,} comme des graphes conceptuels simplifiés (nous
considérons un vocabulaire, et les termes ne sont pas typés), ce qui permet une meilleure
lisibilité (pour de petits graphes) mais surtout de s’'intéresser a leur structure et de mani-
puler des notions de graphe qui n'ont pas d’équivalent simple en logique (comme celle
de « sous-graphe » vue plus loin). Plus précisément, une formule f est représentée par un
graphe F biparti, non orienté et étiqueté, appelé graphe polarisé (cette appellation a été
introduite par Kerdiles dans sa thése sur les graphes conceptuels [Kerdiles, 2001]).

Définition 2.14 (Graphe polarisé [Chein et Mugnier, 2009]) Nous considérons un voca-
bulaire V = (R, C) oit R est un ensemble fini de relations de nimporte quelle arité et C un
ensemble de constantes. Un graphe polarisé surV est un 4-tuple G = (T, R, E, 1) satisfaisant
les conditions suivantes :

1. (T, R, E) est un multi-graphe biparti, non orienté et étiqueté. T est I'ensemble des som-
mets termes, R I'ensemble des sommets relations et E la famille des arétes (plusieurs
arétes pouvant avoir la méme extrémité, nous parlons de multi-graphe et pas simple-
ment de graphe).

2. | est la fonction d’étiquetage des sommets et des arétes de G qui satisfait :

(@) Un sommet terme t € T peut étre étiqueté par 1(t) € C (t est appelé sommet
constante) ou ne pas étre étiqueté (t est appelé sommet variable).

(b) Un sommet s € R est étiqueté par l(s) = +r1 (s est appelé sommet relation positif)
ou l(s) = —r (s est appelé sommet relation négatif), ot r € R et + (resp. —) est le
signe de r. Le degré de s (c'est-a-dire le nombre d'arétes incidentes a s) est égal
a larité de r. Les arétes incidentes a s sont totalement ordonnées, ce qu'on re-
présente en les étiquetant de 1 a arité(r). Une aréte étiquetée i entre un sommet
relation s et un sommet terme t est notée (s, i,t).

Un graphe polarisé G est dit sous forme normale si pour chaque constante C € C, il
existe au plus un sommet terme ¢ tel que /(f) = C dans G. Dans la suite, les graphes polari-
sés sont supposés étre sous forme normale et ne pas présenter de redondance de sommets
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relations (c’est-a-dire deux sommets relations de méme étiquette et ayant les mémes voi-
sins dans le méme ordre).

Une formule f de FOL{3, A, 4} sur un langage logique (,J) est traduite en un graphe
polarisé F sur un vocabulaire V = (R, C) par les bijections naturelles suivantes : des va-
riables de f vers les sommets variables de F (chaque variable produit un nouveau sommet
variable), des constantes de f vers les sommets constantes de F (chaque constante A pro-
duit un sommet constante d’étiquette A), des littéraux positifs (resp. négatifs) de f vers les
sommets relations positifs (resp. négatifs) de F (le « signe » et le prédicat d'un littéral pro-
duit I'étiquette du sommet relation). Pour chaque terme ¢; d'un littéral /, il y a une aréte
(s,i,1), ou s est le sommet relation associé a [ et t le sommet terme associé a t; (cf. figure
2.4). Ainsi, il y a bijection de I'’ensemble des formules de FOL{3, A, 1,} sur un langage lo-
gique (P,J) vers 'ensemble des graphes polarisés sous forme normale et sans sommets
termes isolés sur un vocabulaire V = (R, C).

Notations. On note une formule de FOL{3,A,,} par une lettre minuscule et son
graphe polarisé associé par la majuscule de la méme lettre. On note +r(f,..., ) (resp.
—-r(ty,..., tr)) un sommet relation étiqueté +r (resp. —r) dontlaliste de voisins est f1,..., .
Des sommets relations +r(f,..., f;) et —r(t{, ety tI’C) ayant méme relation mais des signes
différents sont dits opposés. Des sommets relations opposés +r(ty,..., tx) et —r(fy,..., i)
ayant méme voisinage sont dits contradictoires. ~r désigne une étiquette de sommet rela-
tion de signe quelconque et ~7 désigne I'étiquette opposée.

f=3x3y (px) As(x, ) Ap()
g =3t3udviw (p(1) As(t,u) A s(u, v) As(v,w) A p(w))

FIGURE 2.4 : les graphes polarisés associés a f et g.

Un graphe polarisé est dit consistant s’il ne posséde pas deux sommets relations contra-
dictoires (ce qui correspond exactement a la notion de consistance de la formule associée).
Une notion fondamentale dans cette étude est celle d’homomorphisme. Un homo-
morphisme h de F dans G est une application des sommets de F dans les sommets de
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G, qui respecte la bipartition (un sommet terme - resp. relation - a pour image un som-
met terme - resp. relation), respecte les arétes et leur numérotation (si (r,i,t) € F alors
(h(r),i,h(t)) € G), conserve les étiquettes des sommets relations (un sommet relation et
son image ont méme étiquette) et peut « instancier » les étiquettes des sommets termes
(si un sommet terme est étiqueté par une constante, son image a la méme étiquette, sinon
son image peut avoir une étiquette quelconque).

Définition 2.15 (Homomorphisme) Soient F = (T, Rr, EFr,lr) et G = (TG, Rg, Eg, lg) deux
graphes polarisés. Un homomorphisme h de F dans G est une application des sommets de F
dans les sommets de G telle que :

1. ¥Y(r,i,t)eF, (h(r),i,h(1) eG;
2. Vr € Rp,lp(r) =lg(h(r));

3. Vte Tg, sit est un sommet constante alors lg(t) = Ig(h(1)).

Dans la suite, lorsqu’on s’intéresse a la recherche d'un homomorphisme de F dans G,
on appelle F le graphe source et G le graphe cible. Nous indiquons I'existence d’'un homo-
morphisme de F dans G par F > G.

Il est a noter que la notion d’homomorphisme sur les graphes polarisés correspond
exactement a celle vue sur les formules : F > G si et seulement si f > g. Dans la suite, nous
utilisons de maniére équivalente les notations g - f et G - F pour parler de la déduction
de la formule associée a F a partir de celle associée a G.

2.4 FEtat de Part algorithmique sur le probleme Déduction

Dans cette partie, nous nous focalisons sur le probléeme Déduction dans FOL{3, A, 74}
et proposons une synthese des trois différentes approches algorithmiques pour le résoudre
que nous connaissons. Il est a noter que les seuls schémas d’algorithme trouvés sur ce
probléme ou sur un probléme « directement » équivalent (c’est-a-dire avec des réductions
simples) sont en BD pour le probléme IRC.

2.4.1 Impactdel'ajout de la négation sur le probleme Déduction

Pour des graphes polarisés uniquement positifs F et G, '’homomorphisme est correct
et complet :

Théoréme 2.16 [Sowa, 1984][Chein et Mugnier, 1992]° Soient deux graphes polarisés posi-
tifs F et G, G+ F si et seulement s'il existe un homomorphisme de F dans G.

5. Notons qu’'un résultat similaire pour l'inclusion de requétes conjonctives était déja présent dans
[Chandra et Merlin, 1977].



2.4. ETAT DE LART ALGORITHMIQUE SUR LE PROBLEME DEDUCTION 25

Par contre, des que 'on considere la négation atomique, un seul sens de la propriété
reste vrai :

Propriété 2.1 Soient deux graphes polarisés F et G, s'il existe un homomorphisme de F dans
G alorsGF F.

La réciproque n’est plus vraie comme le montre I’exemple 9.

Exemple 9. Considérons les formules f et g de la figure 2.4. Il n'y a pas d’homomorphisme
de F dans G alors que g F f : il suffit de « compléter » g par rapport au prédicat p pour
s’en persuader. On obtient alors la formule g’ (équivalente a g) suivante : g’ = (g A p(u) A
p)Vv(gApw)Ap@)VI(gApwAp)V(gA-p(u)A-p()). Chacune des quatre
conjonctions de g’ correspond a une facon de compléter g par rapport au prédicat p. On
peut vérifier qu’il existe un homomorphisme de F dans chacun des graphes qui leur sont
associés (I'image de F par chacun de ces homomorphismes est en pointillé sur la figure
2.5). f se déduit donc de g'.

FIGURE 2.5 : les quatre graphes représentant les quatre conjonctions de g’.

La prise en compte de la négation atomique fait ainsi augmenter la complexité du
probleme Déduction. En effet sans négation, un test dhomomorphisme (probleme NP-
complet) suffit a savoir si une formule se déduit d'une autre. Dés que la négation est prise
en compte, un seul test ne suffit pas comme le montre le cas tres simple de '’exemple 9
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(quatre tests sont nécessaires). Plus généralement, dans le pire des cas il est possible d’ef-
fectuer un nombre exponentiel de fois le test d’homomorphisme. La complexité passe de
NP-complet a Hg -complet® avecla prise en compte de la négation [Farré et al., 2007][Chein
et Mugnier, 2009].

Nous donnons les définitions concernant la notion de « compléter » et le théoreme de
[Leclere et Mugnier, 2007] qui fait le lien avec le probléeme Déduction :

Définition 2.17 (Graphe complet) Un graphe G consistant est dit complet, noté G°, par
rapport a un ensemble de relations R si pour chaque relation r de R d'arité k et chaque
k-tuple de termes (non nécessairement distincts) ti,..., tx de G, G contient soit +r(ty,..., ty)
soit —r(ty,..., ).

Définition 2.18 (Complétion, Littéral de complétion) Une complétion G' d’'un graphe G
consistant est un graphe obtenu de G par ajouts successifs de nouveaux sommets relations
non-redondants (étiquetés par des relations apparaissant déja dans G et portant sur des
sommets termes déja dans G), appelés littéraux de complétion, aussi longtemps qu'aucune
inconsistance napparait (G < G'). Chaque ajout représente une étape de complétion. Une
complétion de G est dite totale si c'est un graphe complet par rapport a l'ensemble des rela-
tions apparaissant dans G, sinon elle est dite partielle.

Théoreme 2.19 [Leclere et Mugnier, 2007] Soient deux graphes polarisés F et G (avec G
consistant), G - F si et seulement si quelque soit G°, une complétion totale de G par rapport
a l'ensemble des relations apparaissant dans G, il existe un homomorphisme de F dans G°.

Dans la suite, nous situons les travaux de [Ullman, 1997] et [Wei et Lausen, 2003] dans
le cadre des graphes polarisés, méme si a I’origine ils ne sont pas formulés de cette facon :
ils s’'intéressent au probleme IRC "' (« g1 E g2 ? »), et considérent la partie positive de q;
comme une BD (soit D). Ainsi D représente une complétion totale dans le sens ou toutes
les informations manquantes peuvent étre représentées par des sommets relations néga-
tifs; I'ajout ou le retrait d'une information positive permet de passer d'une complétion
totale a une autre. Pour faire ce changement de formalisme, nous associons deux graphes
polarisés F et Gadeux RC " g et g, etletest « g1 E g2 ? » devient « G- F?».

2.4.2 Lapproche de Ullman

Comme le suggere 'exemple 9, une des fagons de résoudre le probleme Déduction
consiste a générer 'ensemble des complétions totales que 'on peut obtenir a partir de G
en utilisant les relations apparaissant dans G, puis a tester s’il existe un homomorphisme
de F dans chacun de ces graphes. La figure 2.6 illustre cette méthode, qui correspond a
I’approche introduite par Ullman [1997] (méme si, comme expliqué plus haut, elle ne ma-
nipule pas explicitement des complétions au sens de la définition 2.18).

6. 1Y = (co-NP)NP
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G

Gi Gp +vv i e e . Gy

FIGURE 2.6 : la méthode de Ullman.

Néanmoins, cette approche brutale entraine une complexité exorbitante : 'algorithme
est en (‘)(2(”G)kx|3>G| x hom(F,G")), ou ng est le nombre de sommets termes dans G, k est
'arité maximum d'un sommet relation de G, P; est 'ensemble des relations apparaissant
dans G et hom(F, G°) estla complexité du test d’existence d'un homomorphisme de F dans
G¢ (sarésolution par un algorithme brutal est en O (nZF ), ol ng est le nombre de sommets
termes de F).

Des améliorations sont proposées dans [Wei et Lausen, 2003] et [Leclere et Mugnier,
2007]. Elles concernent les deux points suivants :

1. Des conditions nécessaires pour 'inclusion sont proposées; elles peuvent étre utili-
sées pour essayer de détecter un échec avant de générer les complétions;

2. Les complétions peuvent étre construites et vérifiées incrémentalement (c’est-a-dire
par étape).

2.4.3 Lapproche de Wei et Lausen

Les auteurs de [Wei et Lausen, 2003] proposent un nouvel algorithme pour le probleme
IRC™ : celui-ci exploite les homomorphismes de la partie positive de F (composée de tous
les sommets relations positifs de F) dans la partie positive de G. 1l est affirmé dans [Wei
et Lausen, 2003] que dans le pire des cas le nombre de complétions totales générées n’est
pas pire que [Ullman, 1997] mais nous réfutons cette affirmation au chapitre 4. Dans cette
approche, les requétes sont supposées étre toutes safe.

Condition nécessaire pour la déduction

Une condition nécessaire (mais non suffisante) est proposée : si G - F alors il doit exis-
ter un homomorphisme, noté h, de la partie positive de F (composée de tous les som-
mets relations positifs de F), notée F”, dans G” ; de plus, cet homomorphisme ne doit pas
contredire les sommets relations négatifs de F : pour chaque sommet relation —r(fy, ..., fx)
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dans F, G ne doit pas contenir +r(h(ty),..., h(ty)). Cette propriété peut étre utilis€ée comme
un filtre : s'il n’y a pas un tel homomorphisme de F” dans G”, alors GI# F.

Construction incrémentale des complétions

Le but de la construction incrémentale des complétions est de ne pas avoir a parcourir
I’ensemble des complétions totales pour répondre si oui ou non F se déduit de G; ainsi
on cherche un ensemble de complétions partielles couvrant I'’ensemble des complétions
totales. Cette construction est directement liée a la condition nécessaire pour la déduction
suivante : on a G + F si et seulement si (1) il existe un homomorphisme & de F” dans G?,
et (2) pour chaque sommet relation négatif —r(fy,...,1;) de F, on a G' - F, ou G’ est la
complétion de G obtenue par I'ajout de +r(h(ty),..., h(t)).

Lalgorithme proposé explore 'espace de recherche menant de G a ses complétions
totales par ce qui « ressemble » & un parcours en largeur ’. Nous employons le terme « res-
sembler » car nous montrons au chapitre 4 qu'une complétion peut étre parcourue plu-
sieurs fois. On peut voir cet espace de recherche (cf. [Leclere et Mugnier, 2007]) comme
partiellement ordonné par la relation d’inclusion « sous-graphe de » (notée <), G for-
mant la racine de I’arbre de recherche. Tous les homomorphismes h;,..., h, de FP dans
GP sont calculés, et une branche est construite pour chacun d’eux a partir de la racine.
Pour chaque branche h; et pour chaque sommet relation négatif —r(z,..., ;) de F, on
construit un nceud N; ; a partir de h;, correspondant a une complétion obtenue de G
par I'ajout de +r(h;i(ty),..., h;(tx)) (cf. figure 2.8). L'idée est que toute complétion de G
contient soit —7(h;(t1),..., hj(t)), soit +r(h;(t,),..., h;(t;)). Dans le premier cas, ’homo-
morphisme h; peut étre étendu. Dans le deuxieme cas, il reste a prouver que F se déduit
de GU{+r(hi(t1),..., hi(tx)}. Chaque nceud N; j dont la complétion associée est inconsis-
tante (le dernier sommet relation ajouté est contradictoire avec un sommet relation négatif
de G) est marqué comme « contenu » (il « étend » 'homomorphisme h;) et chaque nceud
Nj,j dont la complétion associée est redondante (le dernier sommet relation ajouté est égal
a un sommet relation positif de G) est marqué comme « terminal » (il contredit ’homo-
morphisme h;). S’il existe une branche (partant de la racine) valide, c’est-a-dire que pour
toutes complétions G’ associées aux nceuds se trouvant dans le sous-arbre de racine h;,
alors G I- F. S'il existe un nceud N; ; tel qu’au moins un nceud de chaque branche partant
de N; j est marqué « terminal » (aucun homomorphisme ne vérifie la condition nécessaire
susmentionnée), alors G I# F. Sinon, les nceuds non marqués sont étendus en prenant en
compte les nouveaux homomorphismes et le processus recommence.

Néanmoins cet algorithme semble poser deux problemes principaux, I'un concernant
la notion de nouveau homomorphisme et 'autre la détection des complétions partielles
identiques; ils sont discutés au chapitre 4.

7. Un algorithme de parcours en largeur d'un graphe fonctionne de la manieére suivante : (1) Choisir un
sommet de départ et le mettre dans une file. (2) Tant que la file n’est pas vide, itérer : (a) Retirer le sommet du
début de la file pour I'’examiner. (b) Mettre tous ses voisins non-examinés dans la file (a la fin).
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f=3tr3udviw r (¢, u), r (v, w), r(t, w), r(u, v)
g=3x3yAzr(x,y),r(y,2),7r(x,2)

FIGURE 2.7 : les graphes associés a f et g.

Exemple 10. Nous reprenons I’exemple décrit dans [Wei et Lausen, 2003] en le formalisant
sous forme de graphes polarisés (cf. figure 2.7). Nous allons conclure que G I/ F.

Les sommets relations positifs de G forment la racine de I'arbre construit. Il y a quatre
homomorphismes h;,..., hy de FP dans G” (table 2.1, étape 1). Une branche h; partant
de la racine est construite pour chacun d’eux. Chaque branche &; est composée de deux
nceuds, chacun étant associé a la complétion obtenue de G par l'ajout de I'image d'un
sommet relation négatif de F par 'homomorphisme h; (cf. figure 2.8). Puis chaque nceud
dont la complétion associée est inconsistante est marqué comme « contenu » (ici +r(x, z),
il « étend » 'homomorphisme h,) et chaque nceud dont la complétion associée est redon-
dante est marqué comme « terminal » (+7(x, y) et +7(y, z), ils contredisent respectivement
hy et h3). Sur la figure 2.8, un nceud contenu est représenté par un ovale et un nceud termi-
nal par un rectangle. Les nceuds non marqués sont alors étendus : ici +7(y, y) qui conduit
a un échec pour h;, on en conclut donc que G ¥# F; intuitivement, il n'y a pas d’homo-
morphisme de F dans la complétion totale G obtenue de G en ajoutant un seul sommet
relation positif +7(y, y) et les autres sommets relations en négatif (—r(x, x),—r(z, 2)...); G°
est un contre-exemple.

2.4.4 Lapproche de Leclere et Mugnier

Une premiere propriété de [Leclere et Mugnier, 2007] est que les relations n’apparais-
sant pas a la fois dans des sommets relations positifs et négatifs dans F et dans G ne sont
pas utiles au calcul des complétions. On peut donc restreindre ’ensemble de relations

2.2 N

considéré a un ensemble appelé le vocabulaire de complétion :
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Etape 1 Etape 2
hy | t—=xu—yv—yw—z || hs | t—yu—yv—y,w—y
hy | t—x,u—yv—x,w—y || hsg | t—x, u—y,v—y,wW—Yy
hs | t—yu—z,v—yw—z || h; | t—yu—yv—-x,W—Yy
hy | t—yu—z,v—x,w—y || hg | t—=yu—y,v—yw—2z
hy | t—yu—z,v—y,w—y

TABLE 2.1 : les homomorphismes de I'exemple 10.

TN
A A AN

+(yy) O HOX) [rryz)] +@2Y) +(yy)  +(zX)

A A A A

Y] +ryx) [+rv.2)] Frivy) [Frivy)) +izy)

FIGURE 2.8 : I'arbre généré pour I'exemple 10.
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Définition 2.20 [Vocabulaire de complétion] Soient deux graphes polarisés F et G, un sym-
bole de complétion de F et G est une relation apparaissant dans des sommets relations de
signe opposé, a la fois dans F et dans G. Levocabulaire de complétion de F et G, noté 'V, est
composé de l'ensemble des symboles de complétion de F et G.

Condition nécessaire pour I'inclusion

Dans [Leclere et Mugnier, 2007], le premier niveau d’amélioration consiste a identifier
des « sous-graphes » de F pour lesquels il existe nécessairement un homomorphisme dans
Gquand G F.

Définition 2.21 (Sous-Graphe?®) Un sous-graphe F' = (T',R',E',1') de F = (T, R,E, 1), noté
F' C F, est un graphe polarisé tel que T' = T, R' < R, E’ est la restriction de E a R, et l' est la
restrictiondel a (T',R', E).

Un exemple de sous-graphe ayant cette propriété est celui des sous-graphes purs:

Définition 2.22 (Graphe polarisé pur) Un graphe polarisé pur ne contient pas de sommets
relations opposés (c'est-a-dire toute relation n'y apparait que sous une forme, positive ou
négative).

De tels sous-graphes sont utilisés pour mettre en place un filtrage :

Propriété 2.2 Soient F et G deux graphes polarisés. S'il n'y a pas d’homomorphisme d’'un
sous-graphe pur de F dans G alors G¥ F.

De plus, il est imposé qu'un homomorphisme d'un sous-graphe de F dans G soit
« compatible » avec un homomorphisme de F dans une complétion totale de G (il est a
noter que cette notion était implicitement présente dans [Wei et Lausen, 2003], cf. condi-
tion nécessaire). D’ou la définition suivante :

Définition 2.23 [Frontiere, Homomorphisme compatible] Soient deux graphes polarisés F
et G et F' un sous-graphe de F. Les sommets relations de F\ F' sont appelés sommets rela-
tions frontiéres (de F' par rapport a F). Un homomorphisme h de F' dans G est dit compa-
tible par rapporta F si:
— pour chaque sommet relation ~r(ty,..., ty) de F\ F', il nW'existe pas de sommet relation
de signe opposé ~1 (h(ty),..., h(ty)) dans G.
— pour chaque paire de sommets relations de signe opposé ~r(ci,...,cx) et ~r(dy, ..., dy)
de F\F', (h(cy),..., h(cp) # (h(dy),..., h(dy).°

9. Cette condition n’'était pas présente dans [Leclére et Mugnier, 2007] (ce qui ne remet pas en cause
les résultats de ce papier, cette condition étant forcément satisfaite si F’ est un sous-graphe pur maximal
pour l'inclusion), mais elle est nécessaire pour assurer que % constitue un homomorphisme de F dans une
complétion de G quel que soit F'.
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Il est a noter que la notion de sous-graphe pur généralise la notion de partie positive de
F proposée par [Wei et Lausen, 2003].

Une notion plus forte est celle de sous-graphe ne possédant pas de littéraux échan-
geables, c’est-a-dire de sommets relations ~r(cy,...,cx) et ~r(dy,...,ds) tels qu’il existe
deux complétions totales de G, G; et Gy, et deux homomorphismes h, et hy, respective-
ment de F dans G; etde F dans G, avec (hi(cy),..., hi(ck)) = (ha(dy),..., ha(dy)). Onaainsi:

Théoréme 2.24 [Leclére et Mugnier, 2007] Si G = F alors pour tout sous-graphe F' de F sans
littéraux échangeables, il existe un homomorphisme compatible de F' dans G par rapport a
F.

Néanmoins, il y a une grande différence de complexité entre la reconnaissance d'un
sous-graphe pur et celle d'un sous-graphe sans littéraux échangeables. En effet, le pro-
bleme de reconnaissance d'un sous-graphe sans littéraux échangeables est NP-complet
(algorithme exponentiel en pratique) alors qu'un test polynomial suffit pour un sous-
graphe pur. Ainsi, toutes les heuristiques présentes dans cette theése sont basées sur les
signes des sommets relations, bien qu'il serait possible de les affiner mais au prix d'un pré-
traitement beaucoup plus cotiteux.

Nous énumérons les différents sous-graphes purs de F mentionnés dans [Leclere et
Mugnier, 2007] et utilisés par la suite :

— Sous-graphes purs maximaux : nous appelons un sous-graphe pur de F de car-

dinalité maximale et F"*** un sous-graphe pur maximal pour I'inclusion.

- Sous-graphe positif (resp. négatif) : nous appelons F* (resp. F~) le sous-graphe pur

positif (resp. négatif) de F obtenu par suppression de tous les sommets relations né-
gatifs (resp. positifs) de F.

FM ax

Construction incrémentale des complétions

Dans [Leclére et Mugnier, 2007], une exploration incrémentale de I'’espace de recherche
menant de G a ses complétions totales est effectuée. Cet espace de recherche est par-
tiellement ordonné par la relation d’inclusion « sous-graphe de » (notée <). Au lieu de
construire et tester toutes les complétions totales de G, on recherche un ensemble de com-
plétions partielles couvrant ces complétions totales, c’est-a-dire la question de savoir s'il
existe un homomorphisme de F dans chaque complétion totale de G devient : « Existe-t-il
un ensemble de complétions partielles {G1,..., G} tel que (1) il existe un homomorphisme
de F dans chaque G; pour i = 1...n; (2) chaque complétion totale G° de G est couverte
par un G, c'est-a-dire VG° 3G; | G; < G ? » Lespace de recherche est exploré sous la forme
d’'une arborescence binaire de racine G. Les fils d’'un nceud sont respectivement obtenus
en ajoutant au graphe associé a ce nceud (soit G') un sommet relation sous sa forme posi-
tive et sous sa forme négative (chacun des deux nouveaux graphes est donc obtenu par une
étape de complétion a partir de G'). Apres chaque étape de complétion, un test d’homo-
morphisme de F dans la complétion courante est effectué; si le résultat est positif, cette



2.4. ETAT DE LART ALGORITHMIQUE SUR LE PROBLEME DEDUCTION 33

complétion est I'un des G; recherchés, sinon |'exploration continue. La figure 2.9 donne
un apercu de cette méthode sur le cas tres simple de 'exemple 9 (V. = {p}) . On crée deux

FIGURE 2.9 : exemple d’arbre de recherche de 'exemple 9. Chaque point noir représente
un G° et chaque carré un G;.

nouveaux graphes G et G, en ajoutant respectivement +p(v) et —p(v) a G. Ilya un homo-
morphisme de F dans G, on arréte donc de compléter G;. Il n'y a pas d’homomorphisme
de F dans G : on crée deux nouveaux graphes Gs et G4, en ajoutant respectivement + p(u)
et —p(u) a Gz. Il y a un homomorphisme de F dans G3 et de F dans G,4. Finalement, I'en-
semble prouvant que F se déduit de G est {G1, G3, G4} (alors qu’il existe quatre complétions
totales de G par rapport a p).

Aprés une étape de filtrage, notamment basée sur les sous-graphes purs (s’il n'y a pas
d’homomorphisme compatible d’'un sous-graphe pur de F dans G, on conclut immeédia-
tement que G ¥ F), I'algorithme finalement proposé est I'algorithme recCheck (cf. algo-
rithme 1).

Algorithme 1: recCheck(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: un graphe polarisé F, le vocabulaire de complétion V. de F et G
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon
début

si il y a un homomorphisme de F dans G alors
| retourner vrai;

si G est complet par rapport a'V . alors
| retourner faux;
Choisirre Vet 1y,..., ty dans G tel que +r(t,..., ) € Get —r(ty,..., 1) €G;
Soit G’ obtenu de G en ajoutant +r(ty,..., fx) ;
Soit G’ obtenu de G en ajoutant —r(ty,..., fx) ;
retourner recCheck(G') ETrecCheck(G") ;

fin







CHAPITRE

Méthodologie expérimentale

Préambule

Afin de pouvoir comparer différentes heuristiques de l'algorithme recCheck ainsi que
différents algorithmes de résolution du probleme Déduction, nous avons besoin de
disposer de jeux de données et d’'une méthodologie d’expérimentation. Nous décrivons
dans ce chapitre la démarche expérimentale que nous avons menée : apres avoir choisi
les parametres d’'une instance du probleme Déduction, nous proposons un algorithme
de génération aléatoire de graphes polarisés (sans sommets termes isolés, équivalents a
des formules de FOL{3, A, 4}) ; nous discutons ensuite des instances dites « difficiles »,
ainsi que du phénomene de seuil (aussi connu sous le nom de transition de phase)
associé. Finalement, nous analysons linfluence de chaque parametre sur la difficulté
de résolution d’'une instance et localisons des pics de difficulté « raisonnables », c'est-
a-dire des valeurs de parametres pour lesquelles les instances générées sont difficiles
tout en restant généralement solubles en un temps « raisonnable » (ne dépassant pas
une valeur prédéfinie). Ces valeurs de parametres nous serviront dans la suite afin de
tester expérimentalement nos propositions de raffinements et de comparer différents
algorithmes (voir chapitre 4).
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3.1 Lesjeuxde données

Afin de pouvoir mesurer les performances d'un mécanisme de résolution pour le com-
parer a d’autres, il est utile d’avoir acces a des jeux de tests standards appelés benchmarks.
Dans un premier temps nous avons donc essayé de récupérer un benchmark pour le pro-
bleme Déduction. Force est de constater que jusqu’a présent nous n’en avons identifié
aucun adapté a ce probléme. Nous nous sommes alors tournés vers la génération d’ins-
tances aléatoires, qui est notamment utilisée pour mesurer la difficulté théorique de réso-
lution d’'un probléme, et assure la possibilité de construire une infinité d’instances. A notre
connaissance, il n’existe actuellement aucun générateur aléatoire d’instances du probléme
Déduction (c’est-a-dire d'une paire de graphes polarisés ou de formules ou requétes équi-
valentes). La priorité était donc de construire un « bon » générateur d’instances aléatoires.
Par « bon » nous entendons que la génération ne doit pas étre biaisée, c’est-a-dire que
toutes les instances doivent avoir la méme probabilité d’apparition; on parle alors de gé-
nération équiprobable. Dans un premier temps, nous définissons les parametres de gé-
nération d'un graphe polarisé (deux graphes polarisés formant une instance du probleme
Déduction) et proposons un algorithme de génération aléatoire dont nous pensons qu'’il
vérifie cette propriété (ceci restant toutefois a prouver).

3.2 Parametres de génération

Les parametres de génération choisis pour un graphe polarisé G sont les suivants :

— nbT :le nombre de sommets termes de G;

- ¢ : le pourcentage de sommets constantes dans G : c’est-a-dire le pourcentage de
sommets constantes dans G par rapport a 'ensemble des sommets termes de G;

- nbE :le nombre de relations différentes dans G;

— k:larité de ces relations;

— d : la densité par relation : c’est-a-dire, pour toute relation r, le rapport entre le
nombre de sommets relations étiquetés ~r de G et le nombre de sommets relations
étiquetés ~r ou ~7 d'un graphe complet G° de G par rapportar;

— neg : le pourcentage de négation par relation : c’est-a-dire, pour toute relation r, le
pourcentage de sommets relations négatifs étiquetés —r dans G par rapport a I'en-
semble des sommets relations étiquetés ~r de G.

Nous nous sommes posés la question de définir la densité et le pourcentage de néga-

tion de maniere globale ou relative a chaque relation. Nous avons étudié les deux possibi-
lités et nous nous sommes rendus compte que les résultats expérimentaux obtenus pour
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des instances générées avec une densité globale (resp. un pourcentage de négation glo-
bal) n’étaient pas reproductibles, c’est-a-dire que deux résultats expérimentaux basés sur
les mémes valeurs de parametres pouvaient étre totalement différents. Ceci est dii au fait
qu'une densité globale (resp. un pourcentage de négation global) n’assure pas une répar-
tition équitable dans le graphe. Ainsi pour une densité globale amenant la création d'un
graphe Fle xemple composé de 12 sommets relations et construit a partir de 3 relation dif-
férentes (r, s et t), on peut par exemple avoir 2 sommets relations étiquetés r, 4 sommets
relations étiquetés s et 6 sommets relations étiquetés ¢ (cf. figure 3.1), ou toute autre distri-
bution. De méme pour le pourcentage de négation : prenons le graphe Fle remple o onstruit
et un pourcentage de négation de 50%, il est possible que les 2 sommets relations étique-
tés r et les 4 sommets relations étiquetés s soient négatifs et que les 6 sommets relations
étiquetés ¢ soient positifs. Comme nous I’avons vu au chapitre 2, le vocabulaire de com-
plétion de deux graphes F et G est composé de toutes les relations apparaissant a la fois
dans des sommets relations positifs et négatifs a la fois dans F et dans G. Dans Ff vemple

il n'y a aucune relation satisfaisant cette condition : quelque soit le graphe G associé, le
exemple

vocabulaire de F; et G sera vide, il n'y aura donc aucune complétion. Pour pallier ce
probléme, nous choisissons une densité et un pourcentage de négation par relation. En re-
prenant la construction du graphe, nous obtenons désormais le graphe Ff xemple composé
d’exactement 4 sommets relations pour chaque relation avec 2 de ces sommets relations
positifs et les 2 autres négatifs. Pour des mémes valeurs de parameétres, nous assurons donc
une forme de similarité entre les graphes générés, ce qui nous donne la possibilité de re-
produire nos expérimentations.

exemple exemple
F F

2

Fexemple
1

exemple

et F2

FIGURE 3.1 : deux graphes polarisés
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3.3 Algorithme de génération aléatoire

En nous basant sur les parametres de génération choisis, nous proposons un algo-
rithme de génération d’instances aléatoires du probleme Déduction, que nous appelons
générerGPaléat (cf. algorithme 2).

Algorithme 2: générerGPaléat(nbT,c,nbE,k,d,neg)
Données: le nombre de sommets termes nb T, le pourcentage de sommets
constantes ¢, le nombre de relations différentes nbE, 1'arité des relations
k, 1a densité par relation d et le pourcentage de négation par relation neg.

Résultat: un graphe polarisé aléatoire G.

début
Construire un graphe G a nbT sommets termes dont nbT * ¢ sommets

constantes (sans sommets relations) ;

0)) pour i =1...nbE faire
@ pour j =1...d * nbT* faire
t1,..., tx — choisir aléatoirement un k-tuple de termes de G tel que

+ri(t,..., ) €Get—r;(f,.... 1) €G;
| Ajouter +r;(t1,...,t) aG;
) pouri=1...neg * d* nbT* faire

Choisir aléatoirement dans G un sommet relation +r;(#1,..., ) ;
| Inverser le signe de +r;(fy,..., t&) ;

retourner G;
fin

L'algorithme générerGPaléat construit un graphe polarisé aléatoire standard de la
maniere suivante : il géneére un graphe G a nbT sommets termes dont nbT * ¢ sommets
termes sont des sommets constantes. Pour chaque relation r; (avec i = 1...nbE), il ajoute
aléatoirement d * nbT* sommets relations étiquetés +r a G et inverse aléatoirement le
signe de d * nbT* * neg d’entre eux. Il termine car le nombre de relations différentes est
fini. llesten O@2*nbT* «|nbE|) :il yaura |nbE| tours de la premiere boucle (1), nbTk tours
de la seconde boucle (2) et au plus nbT* tours de la troisieme boucle (3).

Notons que lors du tirage aléatoire d'un k-tuple de G, nous assurons que le k-tuple
choisi sera différent. Soit listeTuplesla liste des k-tuples de G. Lors du n’®" tirage aléatoire,
on choisit un nombre N tel que 0 < N < |listeTuples| — n. On inscrit le nombre choisi dans
une liste de nombres déja vus qui est triée par ordre croissant de la maniere suivante : on
parcourt la liste des nombres déja vus et on incrémente N de 1 pour chaque nombre in-
férieur ou égal a N. Si a l'indice i on trouve un nombre supérieur a N, on s’arréte et on
insere N a l'indice i, sinon on insere N a la fin de la liste. Le k-tuple fi,..., fx choisi sera
celui se trouvant a I'indice N de la liste des k-tuples de G (notons qu'’il vérifiera automati-
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quement la condition « +r;(ty,...,tx) € G et —r;(ty,..., tx) € G » puisqu’il n’aura jamais été
choisi auparavant). Ce procédé intuitif permet d’assurer que I’on ne visitera pas plusieurs
fois le méme k-tuple. Nous faisons de méme pour le choix d'un sommet relation dans G.

Dans le cas ou I'on souhaite se restreindre a des graphes polarisés possédant une ou
plusieurs caractéristiques particulieres (par exemple sans sommet terme isolé, connexe,
safe...), nous relancons 'algorithme jusqu’a ce que la ou les propriétés soient satisfaites
pour le graphe généré. Ainsi nous n'introduisons aucun biais lors de la génération aléa-
toire.

Notons finalement que le nombre de sommets relations d'un graphe F est donné par
la formule suivante : nbSomR = d * an}’S * nbE.

3.4 Instances difficiles et phénomene de seuil

Le principe général des expérimentations sur données aléatoires consiste a générer un
jeu de test en fixant certains parametres et en en faisant évoluer un (ou plusieurs) autre(s).
Pour chacune des valeurs du parametre variable, on génere un ensemble d’instances et
on lance la résolution de ces instances. On effectue alors des mesures sur les résultats ob-
tenus que l'on présente sur des courbes prenant en abscisse le parametre variable et en
ordonnée la mesure calculée. Pour obtenir une instance du probléme Déduction, nous
générons deux graphes polarisés aléatoires avec I'algorithme générerGPaléat, respecti-
vement le source, F, et le cible, G, et cherchons a savoir si F se déduit de G. Nous appelons
nbTS (resp. DS) et nbTC (resp. DC) le nombre de sommets termes (resp. la densité par re-
lation) respectivement du source et du cible. Les autres parametres seront identiques pour
le source et le cible pour les raisons suivantes : si une constante (resp. une relation, un
sommet relation positif ou négatif) apparait dans le source mais pas dans le cible alors il
n’y aura trivialement pas déduction, de méme si l’arité des sommets relations du source et
du cible est différente; si une constante (resp. une relation, un sommet relation positif ou
négatif) apparait dans le cible mais pas dans le source alors elle ne joue aucun role lors de
la déduction et peut étre supprimé du cible sans incidence sur la résolution du probleme.

Une notion importante est celle de la mesure de la difficulté des instances du pro-
bleme a résoudre. En effet, si’on souhaite comparer différentes techniques de résolution,
il semble préférable de le faire sur des instances « difficiles » du probleme plus a méme
de discriminer les heuristiques. Intuitivement une instance est dite difficile si sa résolution
nécessite un temps important quelque soit la méthode utilisée. Si de nombreux travaux
d’identification d’'un tel critére existent sur les problemes NP-complets autour de la no-
tion de transition de phase ([Sais, 2008] par exemple), trés peu a notre connaissance ont
été réalisés sur les problemes Hf -complets. La notion de transition de phase est utilisée
dans différents domaines. Généralement, elle représente une transformation du systéme
étudié provoquée par la variation d'un parametre extérieur particulier. Cette transition a
lieu lorsque le parametre atteint une valeur seuil. Par exemple en physique, pour un métal
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ferromagnétique (aimant...) une transition de phase apparait a une température critique,
le point de Curie. Au-dessus de cette température, le métal ferromagnétique n’a aucune
magnétisation. Si le métal ferromagnétique est refroidi, il devient brusquement magnétisé
a partir de la température de Curie. On appelle ce phénomene une transition de phase
(passage de I'état paramagnétique a I'état ferromagnétique a une valeur seuil de tempé-
rature). Dans notre cas le systeme étudié est la déduction; la figure 3.2 donne un apercu
d’une transition de phase de la phase déduction a la phase non-déduction.

Non-Deduction T l

Deduction @ ‘

Parametre variable

FIGURE 3.2 : illustration d'une transition de phase de la phase déduction a la phase non-
déduction.

L'existence d'une transition de phase est prouvée théoriquement et observée expéri-
mentalement pour divers probléemes NP-complets tels SAT, CSP... Par exemple, pour le
probleme 3-SAT il existe une valeur critique pour un parametre donné en-dessous de la-
quelle la quasi-totalité des formules sont satisfiables et au-dela de laquelle la quasi-totalité
des formules sont insatisfiables [Sais, 2008]. Ce brusque changement est une transition de
la phase SAT ala phase UNSAT.

A notre connaissance, il n’existe aucun résultat théorique sur I'existence d’'une tran-
sition de phase pour un probleme Hf -complet. Néanmoins a la fin des années 90, Gent
et Walsh [1999] prouvent de maniere empirique que le comportement de la transition de
phase pour le probleme QSAT se rapproche de celui constaté pour des problemes NP-
complets tels que SAT ([Sais, 2008] par exemple) ou CSP ([Tsang, 1993] par exemple).
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IIs conjecturent qu'un comportement similaire apparaitra également pour des problemes
PSPACE-complets tels que la planification de taches ou les jeux combinatoires.

3.5 Méthodologie de test

Pour essayer de caractériser I'influence des parametres sur la difficulté du probleme
Déduction et la transition de phase, nous avons dans un premier temps procédé par essais
successifs avec I'algorithme recCheck raffiné (voir le chapitre 4 pour les raffinements), en
fixant un timeout a 5 minutes. Pour chaque expérimentation, les mesures effectuées sont
les suivantes :

— le temps de calcul de la résolution (en millisecondes) ;

— la taille de 'arbre de recherche exploré;

— le nombre de tests d’homomorphisme;

- le pourcentage de déduction;

— le pourcentage de timeouts.

Pour chaque valeur du parametre variable, nous exécutons 1000 instances du probléeme
Déduction et retenons la moyenne de I’ensemble des résultats obtenus. Notons qu’en cas
de timeout, les résultats (temps de calcul, taille de 'arbre de recherche exploré...) de I'ins-
tance I'ayant provoqué sont ceux obtenus au moment du timeout (seul le champ corres-
pondant a la déduction reste vide et I'instance ne sera pas utilisée pour calculer le pour-
centage de déduction). Ainsi moins il y aura de timeouts plus les résultats seront précis.

Finalement, nos expérimentations ont été réalisées sous environnement Linux, sur un
serveur Sun Fire X4100 AMD Opteron 252, équipé d'un processeur 2.6 GHz Dual-Core et
de 4Go de mémoire vive.

3.6 Influence des différents parametres sur la difficulté

La difficulté d'une instance dépend des valeurs des parameétres choisies pour la géné-
ration des graphes. Dans cette partie, nous déterminons empiriquement I'influence des
parametres sur la difficulté de résolution. Notons que, pour une instance I, plus 'espace
de recherche exploré afin de résoudre I est grand plus le nombre d’homomorphismes cal-
culés est grand (puisqu’au moins un test d’homomorphisme est effectué a chaque noeud
de 'espace de recherche), et donc plus I'instance sera difficile. Intuitivement, on s’attend
a ce qu’'en moyenne plus la taille de 'espace de recherche menant de G a ses complé-
tions totales est grande (c’est-a-dire plus le nombre de complétions totales de G est grand),
plus I'arbre de recherche exploré a de chances d’étre grand. Rappelons qu’'un graphe G
a 2010 Vel complétions totales possibles, ce qui est équivalent avec nos parametres a
2(nbTg) xnbE (en supposant que la taille du vocabulaire de complétion associé soit égale
a nbE). Ainsi en augmentant la valeur des parameétres nb7g, k et nbE, le nombre de com-
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plétions totales possibles va croitre (de facon exponentielle), ce qui nous laisse supposer
que la difficulté de I'instance augmentera également.

D’un autre cOté, les parametres c et neg semblent indépendants des autres parametres :
pour ce qui est du pourcentage de négation, on s’attend a ce que les instances les plus diffi-
ciles (pour toute valeur des autres parametres) soient caractérisées par une valeur de 50%.
En effet dans le cas contraire, par exemple supposons une difficulté maximum pour neg =
40%, il suffirait d'inverser les signes des sommets relations de F et G afin de se retrouver
avec neg = 60% qui serait par hypothese plus facile a résoudre (cf. figure 3.3, nous obtenons
F, apres inversion des signes des sommets relations de F).

F F,

FIGURE 3.3 : illustration de 'inversion des signes d'un graphe.

Pour le pourcentage de sommets constantes, on s’attend a ce que les instances les plus
difficiles soient caractérisées par une valeur de 0%, car I’ajout de sommets constantes dans
le graphe source influence directement la résolution de l'instance : un sommet constante
étiqueté a dans le graphe source sera automatiquement « fixé » au sommet constante éti-
queté a dans le graphe cible s'il existe, sinon on pourra directement conclure qu’il n’y a pas
déduction.

Finalement, on s’attend a ce que le choix des valeurs caractérisant les instances diffi-
ciles pour les parametres de densité du source et de densité du cible soit dépendant des
valeurs des autres parametres. Prenons par exemple la densité du graphe cible : selon le
nombre de sommets termes du source et du cible, le nombre de relations différentes et
la densité du graphe source par exemple, la valeur de la densité du cible pour laquelle les
instances ne seront pas triviales sera totalement différente. Considérons par exemple un
graphe source F composé de 5 sommets variables et de 6 sommets relations de relation r
d’arité 2 dont 3 positifs et 3 négatifs, soit une densité de 24%. Supposons que nous ayons
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un graphe cible G composé de 5 sommets variables et un autre graphe cible G’ composé
de 25 sommets variables, avec pour les deux les valeurs suivantes : neg = 50%, nbE=1et k
= 2. Si nous choisissons une densité cible de 32%, le graphe G sera composé de 8 sommets
relations de relation r d’arité 2 (4 positifs et 4 négatifs) alors que le graphe G’ sera composé
de 200 sommets relations de relation r d’arité 2 (100 positifs et 100 négatifs). Le probleme
G F F sera difficilement solvable alors que le probleme G’ - F sera trivialement solvable (il
y aura généralement un homomorphisme de F dans G).

Dans la suite, nous commencons par caractériser I'influence des densités des graphes
source et cible, puis nous caractérisons I'influence des parametres dits « indépendants »,
soit c et neg, et enfin I'influence des parametres nbTg, k et nbE.

3.6.1 Influence des densités des graphes source et cible

Nous avons commencé par déterminer I'influence des densités des graphes source et
cible sur la difficulté du probléme car ces parameétres sont primordiaux dans le proces-
sus de résolution. En effet, si nous fixons tous les autres parametres pour F et G et que
nous considérons un graphe source trés dense et un graphe cible peu dense, l'instance
est friviale, nous concluons directement a un échec (nous pouvons par exemple utiliser
la propriété 2.2 sur les sous-graphes purs : comme dans ce cas un sous-graphe pur F’ de
F est grand, il n'y a généralement pas d’homomorphisme compatible de F’ dans G). De
meéme si nous considérons un graphe source peu dense et un graphe cible trés dense, nous
pouvons conclure a un succes sans compléter G (il y a généralement un homomorphisme
de F dans G). Nous avons alors étudié I'influence des densités des graphes source et cible
sur la difficulté en fixant nbTS = nbTC =8, c= 0%, nbE =1, k = 2 et neg = 50%. Dans la suite,
pour neg = 50%, nous considérons toujours les densités pour lesquelles le nombre de som-
mets relations par relation est pair, afin d’avoir le méme nombre de sommets relations
positifs et négatifs par relation. Les figures 3.4, 3.5 et 3.6 illustrent les résultats obtenus,
respectivement en mesurant le temps de calcul, la taille de I'arbre de recherche exploré
et le pourcentage de déduction pour les valeurs de densité du source DS = 9.375%, 12.5%,
15.625%, 18.75%, 21.875%, 25% et 28.125%, et en faisant varier en abscisse la densité du
graphe cible. Notons que le pourcentage de timeouts est proche de 0% pour toute valeur
de DS et DC.

Intuitivement, on s’attend a ce que le temps de résolution soit directement lié a la taille
de I'arbre de recherche exploré puisqu’au moins un test d’homomorphisme est effectué a
chaque nceud de I'arbre de recherche. Cette intuition est confirmée par les figures 3.4 et
3.5:les zones de difficulté pour les mesures du temps et de la taille de I'arbre de recherche
sont corrélées (par exemple pour DS = 18.75%, les trois pics de difficulté - DC = 31.25%,
34.375% et 37.5% - se retrouvent sur les deux figures). Par ailleurs la difficulté est obser-
vée maximale pour DS = 15.625%. Néanmoins quelques valeurs ne sont pas directement
corrélées (par exemple pour DS = 15.625%, le temps de résolution pour DC = 18.75% est
inférieur a celui pour DC =21.875% - respectivement 2189ms et 2531ms - alors que la taille
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FIGURE 3.4 : influence des densités sur le temps de calcul.
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FIGURE 3.6 : influence des densités sur le pourcentage de déduction.

de 'arbre de recherche pour DC = 18.75% est supérieure a celle pour DC = 21.875% - res-
pectivement 714 et 643 nceuds). Cela est dii d'une part au fait que le temps d’exécution
du test d’homomorphisme est variable d'une instance a ’autre (car il prend en compte la
structure des graphes et elle peut étre trés différente d’'une instance a 'autre) et d’autre
part a la présence de quelques instances tres difficiles. Ce phénomeéne d’instances excep-
tionnellement difficiles a déja été montré pour des probléemes NP-complets (voir [Hogg et
Williams, 1994] et [Smith et Grant, 1994] par exemple).

Nous observons également que pour une valeur v”° de DS, les instances les plus diffi-
ciles apparaissent généralement pour une valeur v°¢ de DC telle que v°¢ ~ 1.8 * v, soit
pour un graphe cible composé d’environ 1.8 fois plus de sommets relations que le source.
Cette distribution peut s’expliquer par le fait qu’elle permet d’obtenir des instances qui
vont nécessiter un grand nombre de complétions explorées; ces instances sont donc gé-
néralement non triviales.

On s’apercoit sur la figure 3.6 que pour une valeur de DS, il existe un certain intervalle
de valeurs de DC tel qu’au-dessous de cet intervalle la quasi-totalité des instances ne pré-
sentent pas de déduction alors qu’au-dela de cet intervalle la quasi-totalité des instances
présentent une déduction; cet intervalle représente une transition de phase de la phase
non-déductible a la phase déductible. Pour le probleme NP-complet SAT par exemple, il
a été montré que les instances les plus difficiles étaient corrélées a un pourcentage de sa-
tisfiabilité d’environ 50%. Dans notre cas, nous observons que les instances les plus cot-
teuses a résoudre (en temps et en espace, cf. les figures 3.4 et 3.5) se trouvent toutes au
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début de la transition de phase, soit pour un pourcentage de déduction quasiment tou-
jours inférieur a 20%. La figure 3.7 montre ce phénomeéne pour DS = 15.625%, en mesurant
respectivement le temps de calcul (courbe rouge) et le pourcentage de déduction (courbe
verte). La valeur de DC amenant le plus haut pic de difficulté est DC = 28.125% (cf. fleche
(1)) et la valeur du pourcentage de déduction pour DC = 28.125% est d’environ 14% (cf.
fleche (2)). Ce phénomene se répéte pour chaque valeur de DS et sa caractérisation reste
un probleme ouvert.
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FIGURE 3.7 : influence des densités sur le pourcentage de déduction.

3.6.2 Influence du pourcentage de négation

Les figures 3.8 et 3.9 illustrent les résultats obtenus pour nbTS =5, nbTC =10, k=2, nbE
=1 et DS = 40%, soit pour un graphe source composé d’exactement 10 sommets relations,
respectivement en mesurant le temps de calcul et la taille de I'arbre de recherche exploré.
Chaque courbe représente le résultat obtenu pour une valeur du pourcentage de négation,
soit neg = 10, 20, 30, 40 ou 50% (notons que par symétrie nous obtenons directement les
valeurs 60%, 70%...). Nous faisons varier en abscisse la densité du graphe cible et nous
montrons que pour la quasi-totalité des valeurs de DC, plus on se rapproche d'un pour-
centage de négation de 50%, plus la résolution de I'instance est difficile. Les figures 3.10 et
3.11 montrent les résultats sous une autre forme, la courbe étant obtenue en faisant varier
neg en abscisse et en choisissant pour chaque point la valeur de DC amenant le plus haut
pic de difficulté (voir la table 3.1 pour plus de précisions), respectivement en mesurant le
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Pourcentage de négation

10

20

30

40

50 | 60

70

80

90

DC (%)

34

32

44

46

50 | 46

44

34

34

TABLE 3.1 : valeur de DC choisie pour chaque valeur du pourcentage de négation.
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temps de calcul et la taille de I'arbre de recherche exploré. Dans la suite nous garderons
cette représentation qui est plus lisible.

600

500

400

300

200

Temps de resolution (ms)

100

FIGURE 3.8 : influence du pourcentage de négation sur le temps de calcul.
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Les figures 3.10 et 3.11 confirment notre intuition : les instances les plus difficiles sont
obtenues pour un pourcentage de négation de 50% ; au plus haut pic de difficulté elles sont

en moyenne résolus en 517ms pour un arbre de recherche de taille 569.

Dans la suite, nous choisirons toujours neg = 50%.

3.6.3 Influence du pourcentage de sommets constantes

Intuitivement, on s’attend a ce que les instances les plus difficiles soient caractérisées
par un pourcentage de sommets constantes de 0%, car les sommets constantes jouent un
role particulier : puisqu'un sommet constante ¢ étiqueté A dans F’ apparait une seule fois
dans G (soit ' étiqueté A), il limite les images possibles de ¢ au seul sommet ¢'. Ainsi les
sommets constantes contraignent les images des sommets termes de F et augmentent la
probabilité de trivialité de I'instance (il n'y aura plus aussi facilement d’homomorphisme
compatible d'un sous-graphe pur de F dans G par exemple).
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FIGURE 3.9 : influence du pourcentage de négation sur la taille de ’arbre de recherche
exploré.
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FIGURE 3.10 : influence du pourcentage de négation sur la difficulté de résolution (temps
de calcul).
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Taille de I'arbre de recherche explore
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neg

FIGURE 3.11 : influence du pourcentage de négation sur la difficulté de résolution (taille de
I'arbre de recherche exploré).

Les figures 3.12 et 3.13 montrent les résultats obtenus pour nbTS = 10, nbTC = 10, k
=2, nbE =1 et DS = 8%, soit pour un graphe source composé d’exactement 10 sommets
relations, respectivement en mesurant le temps de calcul et la taille de ’arbre de recherche
exploré. Chaque courbe représente le résultat obtenu en faisant varier ¢ en abscisse, soit ¢
=0, 20, 40, 60, 80 ou 100%, et en choisissant pour chaque point la valeur de DC amenant
le plus haut pic de difficulté, respectivement en mesurant le temps de calcul et la taille de
I’arbre de recherche exploré.

Notre intuition est a nouveau confirmée : plus le pourcentage de sommets constantes
est petit, plus larésolution de I'instance est difficile. Plus précisément, les instances les plus
difficiles sont obtenues pour un pourcentage de sommets constantes de 0% ; elles sont en
moyenne résolus en 13568ms pour un arbre de recherche de taille 106. Limportante diffé-
rence entre cette expérimentation est la précédente vient du nombre de sommets termes
des graphes source et cible. Ici le nombre de sommets termes du source et du cible est
plus important, ce qui rend le test d’homomorphisme beaucoup plus complexe (chaque
sommet variable du source a nbTC images possibles dans le cible - c’est-a-dire tous les
sommets termes du cible). De plus, nous constatons que la difficulté décroit rapidement
des que nous ajoutons des sommets constantes.

Dans la suite, nous choisirons ¢ = 0% pour nos tests.



50 CHAPITRE 3. METHODOLOGIE EXPERIMENTALE

14000 ]
12000 +
10000 r
8000
6000 r

4000

Temps de resolution (ms)

2000

60 80 100

FIGURE 3.12 : influence du pourcentage de sommets constantes sur le temps de calcul.
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FIGURE 3.13 : influence du pourcentage de sommets constantes sur la taille de I'arbre de
recherche exploré.
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NbTC | 5 | 10 | 15| 20 | 25
DC (%) | 32 20| 14| 13 | 11

TABLE 3.2 : valeur de DC choisie pour chaque valeur du nombre de sommets termes du
graphe cible.

3.6.4 Influence du nombre de sommets termes du graphe cible

Le nombre de sommets termes du graphe cible G étant un facteur du nombre de com-
plétions totales de G, on s’attend a ce que son augmentation accroisse la difficulté de réso-
lution des instances. Les figures 3.14 et 3.15 confirment notre intuition : les résultats sont
obtenus pour nbTS=5, k=2, nbE =1, DS = 24% (soit un graphe source composé de 6 som-
mets relations) et DC = x, ou x correspond (pour chaque point) a la valeur de DC telle que
la difficulté de résolution de I'instance soit maximale (voir table 3.2 pour plus de détails),
respectivement en mesurant le temps de calcul, la taille de I’arbre de recherche exploré et
le pourcentage de timeouts en faisant varier en abscisse le nombre de sommets termes du
graphe cible. On voit que 'augmentation du nombre de sommets termes du graphe cible
est corrélée avec un accroissement de la taille de I'arbre de recherche exploré et du temps
d’exécution.

18000
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B
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c
=]
3 10000 |
[=]
wy
o
S 8000 |
e
& 6000 |
=
@
F 4000 |
2000 |
0 1 1 1
5 10 15 20 25
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FIGURE 3.14 : influence du nombre de sommets termes du graphe cible sur le temps de
calcul.
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FIGURE 3.15 : influence du nombre de sommets termes du graphe cible sur la taille de
I’arbre de recherche exploré.

La figure 3.16 montre les résultats obtenus en mesurant le pourcentage de timeouts. On
s’apercoit que ce pourcentage augmente tres rapidement, avec plus de 10% de timeouts
pour nbTC = 15. Comme nous I’avons précisé en introduction de cette section, moins il y
a de timeouts et plus les résultats sont précis. Ainsi dans la suite, nous nous intéresserons
a des valeurs de parametres tels que le pourcentage de timeouts soit inférieur a 1% : nous
choisirons nbTS = nbTC.

3.6.5 Influence del’arité des relations

Comme le nombre de sommets termes du graphe cible, 'arité des relations est un fac-
teur du nombre de complétions totales de G. On s’attend donc a ce que son augmentation
accroisse la difficulté de résolution des instances. Notons que la densité du graphe consi-
déré dépend de I'arité des relations. En effet, prenons deux graphes F; et F, composés de
8 sommets termes et respectivement de sommets relations d’arité 2 et 3 (avec nbE = 1). Si
nous choisissons pour F) et F» une densité égale a 0.1875, F; sera composé de 12 sommets
relations d’arité 2 (d * anI’§1 * nbE s0it 0.1875%82 % 1) alors que F» sera composé de 96 som-
mets relations d’arité 3 (0.1875 83 x 1). Pour que F, soit composé de 12 sommets relations,

. . yel s " _ _nbSomR : _ 12
il faudrait qu'’il ait une densité de 2.34375% (avec la formule d = R ngz*nbE, soit d = 83*1).

Néanmoins nous nous sommes apercus que le nombre de sommets relations n’était pas
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FIGURE 3.16 : influence du nombre de sommets termes du graphe cible sur le pourcentage
de timeouts.

la bonne notion pour caractériser une densité commune entre les différentes valeurs de k.
En effet si un graphe F est composé de n sommets relations d’arité k, le nombre d’arétes
dans F est égal a n x k. Notons que chaque aréte améne une contrainte supplémentaire
dans le test d’homomorphisme, donc plus le graphe source a d’arétes plus il contraint la
recherche d’homomorphisme. Ainsi si nous avons choisi une densité de 18.75% pour Fj (il
sera alors composé de 12 sommets relations soit 12 x 2 = 24 arétes), nous choisirons une
densité de 15.625% pour F, (il sera alors composé de 8 sommets relations soit 8 x 3 = 24
arétes) et ainsi de suite.

Les figures 3.17 et 3.18 confirment notre intuition : les résultats sont obtenus pour nbTS
=8, nbTC =8, nbE =1, DS =x et DC =y, ou x correspond (pour chaque point) a la valeur
de DS telle que le graphe source est composé de 24 arétes et y correspond a la valeur de
DC telle que la difficulté de résolution de I'instance soit maximale, respectivement en me-
surant le temps de calcul, la taille de I’arbre de recherche exploré et le pourcentage de
timeouts en faisant varier en abscisse I'arité des relations. Notons que pour cette expé-
rimentation nous avons baissé le timeout a 1 minute car le temps d’exécution était trop
long.

Nous apercevons qu’il y a un grand écart entre k=2 (résolution en 2381ms - dont 0.26%
de timeouts - pour un arbre de recherche de taille 833) et k = 3 (résolution en 36533ms -
dont 60% de timeouts - pour un arbre de recherche de taille 9011). Ceci s’explique par I'im-
portant écart entre le nombre de complétions totales possibles dans chaque cas (pour k =
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FIGURE 3.17 : influence de 'arité des relations sur le temps de calcul.
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FIGURE 3.18 : influence de I'arité des relations sur la taille de I'arbre de recherche exploré.
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FIGURE 3.19 : influence de I'arité des relations sur le pourcentage de timeouts.
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2ilya - complétions totales possibles et pour k=3 ilya - complé-
tions totales possibles). Dans la suite, afin de minimiser I'influence des timeouts sur les
résultats, nous choisissons k = 2.

3.6.6 Influence du nombre de relations

On s’attend a ce que I'ajout de nouvelles relations dans les graphes améne une aug-
mentation du temps de calcul et de la taille de 'arbre de recherche exploré puisque le
nombre de relations est un facteur du nombre de complétions totales de G. Mais d'un
autre coté I'ajout de relations contraint le nombre d’images possibles des sommets rela-
tions du graphe source dans le cible. On peut donc s’attendre a ce que la difficulté de ré-
solution augmente jusqu’'a une valeur seuil du parametre nbE, puis diminue apres cette
valeur seuil (lorsque le graphe source sera tres contraint). Notons que nous avons opté
pour une densité par relation comme parametre, ce qui induit que DS et DC dépendent de
nbE. En effet, prenons deux graphes F; et F, composés de 8 sommets termes et de som-
mets relations de relation respectivement r et r ou s (avec k = 2). Si nous choisissons pour
F, et F, une densité égale a 0.1875, F; sera composé de 12 sommets relations (tous étique-
tés ~r) alors que F» sera composé de 24 sommets relations (12 étiquetés ~r et 12 étiquetés
~s). Pour que F, soit composé de 12 sommets relations, il faudrait qu’il ait une densité de
9.375% soit d = =+2-. Notons également que pour neg = 50%, nous forcons la densité d'un

82x2°
graphe construit a partir de n relations a ne pas étre inférieure a la densité assurant I’exis-
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tence, pour chaque relation r, d’au moins 2 sommets relations respectivement étiquetés
+r et —r. Nous avons alors : nbSomR;,;, = nbE * 2 (au minimum 2 sommets relations
pour chaque relation). Ainsi le nombre de sommets relations minimal augmentera avec le
nombre de relations. Prenons par exemple deux graphes F; et F, composés de 8 sommets
termes et de sommets relations étiquetés respectivement par 5 et par 10 relations diffé-
rentes (avec k = 2). Les nombres de sommets relations minimaux respectivement pour F;
et F», seront nbSomR i1 = 10 et nbSomR ;2 = 20. Nous imposons également que le
nombre de sommets relations par relation soit pair, afin qu’il y ait autant de sommets re-
lations positifs et négatifs dans le graphe. Ainsi pour un graphe F construit a partir de x
relations, les densités de F étudiés sont telles que le nombre de sommets relations de F
soit un multiple du nombre minimal de sommets relations de F. Prenons par exemple un
graphe F et supposons que nbT =8, k=2 et nbE =3. On a nbSomR,;,, = 6. Ainsi les den-
sités d = 3.125% ou d = 6.25% par exemple sont possibles (il y aura respectivement 6 et 12
sommets relations dans F, soit respectivement 2 et 4 sommets relations par relation) alors
que la densité d = 4.6875% par exemple est impossible (il y aura 9 sommets relations dans
F, soit 3 sommets relations par relation, ce qui contredit la parité par relation).

Nos intuitions sont validées par les expérimentations : prenons les figures 3.20 et 3.21
qui ont été obtenues pour nbTS=nbTC=8, k=2, DS=xet DC=Yy, ou x et y correspondent
(pour chaque point) a la valeur de DS et de DC telle que la difficulté de résolution de I'ins-
tance soit maximale, respectivement en mesurant le temps de calcul et la taille de 'arbre
de recherche exploré en faisant varier en abscisse le nombre de relations. Nous observons
que la difficulté augmente jusqu’a une valeur seuil du nombre de relations (2 ici, avec un
temps de résolution de 13308ms et une taille d’arbre de recherche égale a 6501) et qu’a
partir de cette valeur, elle diminue pratiquement continuellement. Cette diminution s’ex-
plique a partir de nbE = 7 puisque le nombre de sommets relations minimal ne cesse de
croitre (voir la table 3.3 pour plus de détails). Nous observons une augmentation de la dif-
ficulté pour nbE =5, qui peut étre di a une distribution du graphe source (qui est composé
de 10 sommets relations avec deux sommets relations par étiquette) « difficile », c’est-a-
dire qu’elle assure la construction de nombreuses complétions.

Protocole d’expérimentation

Au vu des résultats expérimentaux obtenus, nous effectuons les choix suivants pour les
expérimentations réalisées au chapitre 4 (sauf mention du contraire) :

— nbTS=nbTC=8;

- ¢=0%;

- nbE=2;

- k=2;

- DS§=9.375%;

— DC est le parametre variable;

- neg=50%;
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FIGURE 3.20 : influence du nombre de relations sur le temps de calcul.
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FIGURE 3.21 : influence du nombre de relations sur la taille de I'arbre de recherche exploré.
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nbE | nbSomR,in DS nbSomR
1 2 15.625 10
2 4 9.375 12
3 6 6.25 12
4 8 3.125 8
5 10 3.125 10
6 12 3.125 12
7 14 3.125 14
8 16 3.1258 16
9 18 3.125 18

TABLE 3.3 : influence du nombre de relations sur la densité du graphe source.

— Les mesures effectués seront : le temps d’exécution, la taille de I’arbre de recherche
exploré et le nombre de tests d’homomorphisme (seulement dans le cas ou ce
nombre difféere du nombre de noeuds de I’arbre de recherche).



CHAPITRE

Affinements et nouveaux algorithmes

Préambule

Dans ce chapitre, nous proposons trois raffinements a l'algorithme recCheck et nous
les analysons expérimentalement. Nous présentons alors un nouvel algorithme raf-
finé. Puis nous analysons la propriété de Wei et Lausen [2003] et mettons en évidence
la présence d’'une erreur dans l'algorithme qu'ils proposent. Nous proposons alors
deux nouveaux algorithmes, tous deux basés sur la propriété fondamentale du second
schéma d’'algorithme : ils corrigent l'erreur détectée mais utilisent des parcours diffé-
rents de l'espace de recherche. Puis nous proposons un nouvel algorithme basé sur une
approche différente de celles connues a ce jour, qui conduit a tester l'insatisfiabilité
d’'une forme clausale propositionnelle, ce qui permet d’utiliser un solveur SAT. Finale-
ment, nous comparons expérimentalement les quatre algorithmes entre eux.

Sommaire
4.1 Raffinements de l'algorithme recCheck . ................... 59
4.2 Analyse et reformulation de I'algorithme de Weiet Lausen . ... ... .. 69
4.3 Algorithme UNSATCheck . . ... ... ... ... ... .. . ..., 84
4.4 Comparaisondes algorithmes . . ........................ 92

4.1 Raffinements de 'algorithme recCheck

Comme mentionné dans le chapitre 2, section 2.4.4, 'espace de recherche menant de
G a ses complétions totales est partiellement ordonné par la relation d’inclusion « sous-

59
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graphe de ». L'algorithme recCheck I'explore par un parcours en profondeur, qui définit
une arborescence binaire de racine G (cf. figure 2.9 du chapitre 2, section 2.4.4).

Dans cette partie, nous proposons et testons expérimentalement trois affinements a
I'algorithme recCheck visant a élaguer ’arbre de recherche. Les deux premiers concernent
la facon d’explorer I'arbre de recherche alors que le troisieme porte sur la notion de filtrage.
Plus précisément, ils concernent les aspects suivants :

1. le choix du prochain littéral de complétion;
2. le choix du fils a explorer en priorité;
3. lamise en place d'un filtrage a chaque nceud de I'arbre de recherche.

Nous les indiquons dans un premier temps sur ’algorithme recCheck avant de les dé-
velopper en détail et de proposer en section 4.1.4 ’algorithme les prenant en compte.

Algorithme 3: recCheck(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: un graphe polarisé F, le vocabulaire de complétion V. de F et G
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon
début

si il y a un homomorphisme de F dans G alors
| retourner vrai;

si G est complet par rapport a'V . alors
| retourner faux;
) /* Mise en place d’un filtrage dynamique */
(1) Choix du littéral Choisirre Vet ty,..., ty dans G tel que +r(ty,..., () € Get —r(ty,..., 1) €G;
Soit G’ obtenu de G en ajoutant +r(ty,..., t) ;
Soit G” obtenu de G en ajoutant —r(fy,..., fx) ;

(2) Fils prioritaire retourner recCheck(G') ET recCheck(G") ;
fin

4.1.1 Choix du prochain littéral de complétion

Lexploration de I'’espace de recherche se faisant a 'aide d'un parcours en profondeur,
le choix du prochain sommet relation a ajouter, c’est-a-dire ~r(ty,..., tx) dans recCheck
(point 1), est primordial. Ceci est illustré par la figure 4.1 : en choisissant ~r(e, b)) comme
premier littéral de complétion, trois nceuds suffisent a prouver que G  F. En effet, il y
a un homomorphisme de F dans G' (h' = {w — e,x — b,y — e,z — b}) et un homomor-
phisme de F dans G” (W = {w — f,x — e,y — b,z — c}). Dans le pire des cas (c’est-
a-dire la construction de 'ensemble des complétions totales de G), plus de 2 milliards
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FIGURE 4.1 : un bon choix de littéral de complétion : ~r (e, b).

(26°-5) = 231) de complétions totales auraient été construites, soit le double de noeuds par-
courus (231 + (231 - 1)).

Plus précisément, nous choisissons une relation r € R d’arité k, ainsi qu’'une liste de k
sommets termes (non nécessairement distincts) f;,..., tx de G tels que +r(fy,..., ;) € G et
—r(ty,..., tx) € G. Les fils de G (c’est-a-dire G’ et G”) sont obtenus en lui ajoutant respec-
tivement +r(fy,..., ;) et —r(ty,..., tx). Une facon brutale de procéder consiste a faire un
choix aléatoire de r et de 13,..., f%.

Notre proposition est de guider ce choix par un homomorphisme compatible, soit £,
d'un F™%* (cf. chapitre 2, section 2.4.4) dans la complétion courante, soit G. Plus préci-
sément, les sommets relations frontieres de F par rapport au F™%* choisi peuvent étre
divisés en deux catégories. Dans la premiere, nous avons les sommets relations frontieres
~r(ey,...,ey) tels que ~r(h(ey),..., h(e,)) € G, qui peuvent étre utilisés pour étendre h; si
tous les sommets relations frontiéres appartiennent a cette catégorie, h peut étre étendu a
un homomorphisme de F dans G. Le choix du littéral de complétion est basé sur un som-
met relation frontiere ~r(ey,...,e,) appartenant a la seconde catégorie : r est sa relation
et ty,...,t, = h(ey),..., h(e,) ses voisins termes (il est a noter que ni ~r(h(ey),..., h(e,)) ni
~7(h(ey),..., h(ey)) Nappartiennent a G, puisque respectivement ~r(ey, ..., e,) appartient
ala seconde catégorie et h est compatible). Nous avons alors les définitions suivantes :
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Définition 4.1 (Sommet relation extensif, manquant) Soient F et G deux graphes polari-
sés et h un homomorphisme compatible de F' (un sous-graphe de F) dans G. Soit
~r(ty,...,tx) un sommet relation de F\ F'. Il est dit extensif a G par rapport a h s'il existe
~r(h(ty),..., h(ty)) dans G, sinon il est dit manquant a G par rapport a h.

Intuitivement, I'idée est de donner la priorité aux sommets relations potentiellement
capables de transformer 'homomorphisme compatible # en un homomorphisme de F
dans une complétion partielle de G, soit G'. Si c’est le cas, toutes les complétions qui in-
cluent G’ seront éliminées. Le sous-algorithme choixLittéralCompletion (algorithme 4)
s’appuie sur ce guidage. Cet algorithme prend en entrée un graphe polarisé G et retourne
un littéral qui servira a compléter G. Il a en acces F et F', un sous-graphe pur de F maxi-
mal pour l'inclusion, que I'on appelle par la suite sous-graphe de guidage. 11 recherche un
homomorphisme compatible de F’' dans G (par la fonction recHomComp(EF,G)), soit h,
que l'on appelle par la suite homomorphisme compatible de guidage. S’il n'y en a pas, il
retourne un échec. Sinon, il choisit un sommet relation ~r(#y,..., fx) € F\ F' manquant a G
par rapport a h et retourne le littéral de complétion ~r(h(ty),..., h(t;)). Notons que comme
ni~r(h(ty),..., h(t)) ni~7(h(ty),..., h(tx)) nappartiennent a G, on peut retourner au choix
I'un ou l'autre. Le signe de ce littéral de complétion sera utilisée par une autre heuristique
(voir section 4.1.2).

Algorithme 4: choixLittéral Completion(G)
Données: G un graphe polarisé consistant
Acces: F, F' un sous-graphe pur de F maximal pour l'inclusion
Résultat: un littéral de complétion de G s’il existe, échec sinon
début
h — recHomComp (EF’,G) ;
si h = échec alors retourner échec;
Choisir un sommet relation frontiére ~r(ty,..., fx) € F\ F' manquant a G par
rapporta h;
retourner ~r(h(ty),..., h(t) ;
fin

La figure 4.2 montre les résultats obtenus avec les choix suivants :

— choix aléatoire;

— choix aléatoire + filtrage : choix aléatoire et F* comme filtre (c’est-a-dire qu'a chaque
étape de complétion, un homomorphisme compatible de F* dans G est recherché :
s'il n’en existe pas, on retourne un échec) ;

— choix guidé par un homomorphisme compatible : F* est utilisé a la fois comme filtre
et comme guide.

Notons que le choix guidé produit un filtre implicite : en effet, quand un homomor-

phisme compatible de F* dans une complétion partielle de G (soit G') est recherché, un
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FIGURE 4.2 : influence du choix de complétion : nbTS = nbTC =8, c=0%, nbE =2, k=2, DS
=9.375%, neg = 50%.

échec est retourné s’il n’en existe pas (puisque G’ ¥ F). Afin de discriminer uniquement les
heuristiques de choix, nous considérons aussi un choix aléatoire avec un filtre identique
au choix guidé.

Comme on pouvait s’y attendre, le choix guidé est toujours meilleur que le choix aléa-
toire (avec ou sans filtre) : par exemple pour DC = 43.75%, le choix guidé est pratiquement
8 fois meilleur que le choix aléatoire (environ 13s contre 1min41). Notons que le temps de
calcul est quasiment identique pour le choix aléatoire avec ou sans filtre. Ceci s’explique
par le fait qu’avec le filtrage en moyenne moins de nceuds sont parcourus, mais parallele-
ment des tests d’homomorphisme compatible doivent étre effectués (un a chaque nceud).
Ici, la différence entre le temps gagné a ne pas parcourir certains nceuds et le temps perdu
arechercher des homomorphismes est quasiment nulle.

Dans la suite, nous considérons le choix guidé par un homomorphisme compatible.

4.1.2 Choix du fils a parcourir en priorité

Cet affinement est basé sur I'observation que I'ajout d'un littéral de complétion a
G a des incidences sur '’homomorphisme de guidage de G. Soit h 'homomorphisme
de guidage de G et ~r(ey,...,e,) le sommet relation de F\ F' définissant le littéral de
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complétion retourné par l'algorithme choixLitteralCompletion. Si nous ajoutons ~
r(h(ey),...,h(ey)) a G, soit un sommet relation de méme signe que ~r(ey,...,e,), alors
cet ajout étendra h, c’est-a-dire qu’il conservera h comme homomorphisme compa-
tible de F’ dans GuU {~r(h(ey),..., h(e,))}. Sil'ajout est ~r(h(ey),..., h(ey)), alors il contre-
dira h, c’est-a-dire que h ne sera plus un homomorphisme compatible de F’ dans Gu
{~r(h(ey),..., h(ey))}. Plus précisément, nous appelons h-extension (resp. h-contradiction)
la complétion obtenue de G en ajoutant ~ r(h(ey),..., h(e,)) (resp. ~r(h(ey),..., h(ey))).
L'exemple 11 illustre ces deux notions. Intuitivement, en contredisant ’homomorphisme
compatible de guidage on supprime pour le nceud fils un des homomorphismes compa-
tibles de son pere, ce qui revient a rechercher un échec plus rapidement.

Exemple 11. Considérons la figure 2.4 et F* = {+p(x), +s(x, y)} comme sous-graphe de gui-
dage. Le seul sommet relation frontiere de F* par rapport a F est —p(y). h = {(x, 1), (y, u)}
est le seul homomorphisme compatible de F* dans G. La h-extension G; (resp. h-
contradiction G) est obtenue en ajoutant —p(u) (resp. +p(u)).

La figure 4.3 montre les résultats obtenus avec les choix suivants :
— Extension : parcours des h-extensions en priorité ;
— Contradiction : parcours des h-contradictions en priorité.
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FIGURE 4.3 : influence de I'ordre d’exploration : nbTS = nbTC =8, ¢ = 0%, nbE = 2, k=2, DS
=9.375%, neg = 50%.
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Nous observons qu'il est toujours meilleur d’explorer en priorité les h-contradictions.
Dans la suite, nous donnons la priorité au parcours des h-contradictions.

Lors de I'’exploration d'une complétion correspondant a une h-extension, nous propo-
sons également deux améliorations :

1. Nous ne calculons pas un nouvel homomorphisme compatible de guidage pour une
h-extension G; h restant compatible pour G, il devient '’homomorphisme compa-
tible de guidage de G. (cf. exemple 11 : 'homomorphisme compatible de guidage de
G devient celui de G;). L'algorithme 5 prend en compte cette amélioration en ajou-
tant comme parametre de I'algorithme choixLittéralCompletion un homomor-
phisme compatible de F’ dans G.

2. Nous pouvons dans certains cas détecter un homomorphisme de F dans une h-
extension sans le calculer : lors du calcul d'un homomorphisme compatible /2 d'un
sous-graphe de F, soit F’, dans la complétion courante, soit G, nous associons a h le
nombre de sommets relations manquants a G’ afin que h soit un homomorphisme
de F dans G'. Sile nombre associé a h est égal a 1, alors nous ne parcourons pas la -
extension, soit G”, car le prochain ajout du littéral de complétion a G’ assurera que h
sera un homomorphisme de F dans G” (cf. exemple 11 : nous ne parcourons pas Gi).
L'algorithme 8 (proposé a la fin de cette section) prend en compte cette amélioration.

Algorithme 5: choixLittéral CompletionPlus(G, h)
Données: G un graphe polarisé consistant, # un homomorphisme compatible de F’
dans G ou @
Acces: F, F' un sous-graphe pur de F maximal pour 'inclusion
Résultat: un littéral de complétion de G s’il existe et 'homomorphisme compatible
de guidage associé, échec sinon

début
si h = ¢ alors
h — recHomComp (EF’,G) ;
L si h = échec alors retourner échec;
Choisir un sommet relation ~r(fy,..., tx) € F\ F' tel que ~r(h(ty),..., h(t;)) € G et
~r(h(n),..., A1) €G;
retourner ~r(h(ty),...,h(ty), h;

fin

4.1.3 Filtrage dynamique

Le dernier affinement consiste a exécuter un filtrage a chaque nceud de I'arbre de re-
cherche. Une fois de plus, le but est de détecter plus rapidement un échec. Plus précisé-
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ment, nous considérons un ensemble de F"%* et testons pour chaque élément de cet en-

semble, soit F’, s'il existe un homomorphisme compatible de F’ dans la complétion cou-
rante de G. Si le test échoue pour un F’, nous concluons que G¥ F.

Le sous-algorithme filtrageDynamique (algorithme 6) s’appuie sur ce filtrage. Cet al-
gorithme prend en entrée un graphe polarisé G et retourne le succes ou I’échec du filtrage.
Il a en accés un ensemble de F™4X E = {F", e F;;} ol F;, est appelé sous-graphe de filtrage.

Pour chaque F;, on recherche un homomorphisme compatible de F; dans G. S’iln'yen a
pas, on retourne 1'échec du filtrage.

Algorithme 6: filtrageDynamique(G)
Données: un graphe polarisé consistant G

Acces: un ensemble de F%* E={F ..., F,’;} ol Fl/./ est un sous-graphe de filtrage
Résultat: succes ou échec du filtrage
début

pour chaque F” € E faire
L si il n'existe pas d’homomorphisme compatible de F' dans G alors retourner
échec;
retourner succes ;
fin

Notons que, pour un sous-graphe de filtrage F’ et une complétion partielle G’ de pere
G, si nous avons calculé un homomorphisme compatible de F’ dans G, soit //, il n’est pas
nécessaire de relancer le test d’homomorphisme compatible de F’ dans G’ dans le cas ol
le dernier sommet relation ajouté a G’ étend h' (c’est-a-dire que G’ est une h'-extension).
L'algorithme 7 prend en compte cette amélioration en gardant en mémoire les homomor-
phismes compatibles calculés précédemment.

Les figures 4.4, 4.5 et 4.6 montrent, pour des mesures différentes, les résultats obtenus
avec les configurations suivantes :

— Sans filtrage dynamique : FM% comme sous-graphe de guidage et aucun sous-

graphe de filtrage;

— Avec filtrage dynamique : FM% comme sous-graphe de guidage et tous les autres

F™%* comme sous-graphes de filtrage.

La prise en compte du filtrage dynamique permet de diminuer la taille de I'arbre de
recherche exploré (figure 4.4), ce qui n’est pas surprenant puisque le filtrage dynamique
ajoute des contraintes pouvant provoquer un arrét a chaque nceud de 'arbre de recherche.
Le temps d’exécution est a peu pres le méme pour les deux configurations (figure 4.5) alors
qu’avec le filtrage dynamique beaucoup plus de tests d’homomorphisme sont effectués
(figure 4.6, en considérant la somme des tests d’homomorphisme et d’homomorphisme
compatible). La table 4.1 donne les résultats précis pour DC = 43.75%. Néanmoins, notre
actuel algorithme de test d’homomorphisme doit pouvoir étre amélioré en utilisant par
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Algorithme 7: filtrageDynamiquePlus(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Accés: un ensemble de couples E = {(Ff, h;’), ety (F,,;, h,,;)} ou F;, est un sous-graphe

de filtrage et h'l.' un homomorphisme compatible de F; dans le pere de G (vide

si G estlaracine)
Résultat: succes ou échec du filtrage
début
pour chaque (F", h") € E faire

si h' est vide ou G est une h"-contradiction alors
L h" — recHomComp (EF”,G) ;
si h'" = échec alors retourner échec;

retourner siucces ;
fin
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FIGURE 4.4 : influence du filtrage dynamique sur la taille de ’arbre de recherche exploré :
nbTS =nbTC =8, c=0%, nbE =2, k=2, DS=9.375%, neg = 50%.
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FIGURE 4.5 : influence du filtrage dynamique sur le temps d’exécution : nbTS = nbTC =8, ¢
=0%, nbE=2, k=2, DS=9.375%, neg = 50%.

Configuration Temps (ms) | Taille de 'arbre | Tests d’hom.
Sans filtrage dynamique 13495 5541 7874
Avec filtrage dynamique 13662 4098 13602

TABLE 4.1 : influence du filtrage dynamique : nbTS = nbTC =8, c=0%, nbE=2, k=2, DS =
9.375%, DC = 43.75%, neg = 50%.

exemple un solveur CSP ou le solveur Django ! ; ainsi nos résultats montrent que la prise
en compte du filtrage dynamique est le meilleur choix.

4.1.4 DLalgorithme recCheckPlus

L'algorithme finalement obtenu, qui prend en compte les trois affinements et les amé-
liorations secondaires discutées, est appelé recCheckPlus (cf. algorithme 8). Il introduit
deux sous-algorithmes : filtrageDynamiquePlus et choixLitteralCompletionPlus; il est
initialement appelé avec (G, @). Le second parametre est utilisé pour mémoriser I’homo-

1. http ://tao.Iri.fr/tiki-index.php ?page=Django
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FIGURE 4.6 : influence du filtrage dynamique sur le nombre de tests d’homomorphisme
effectués: nbTS=nbTC =8, c=0%, nbE =2, k=2, DS =9.375%, neg = 50%.

morphisme compatible trouvé pour le pére du nceud courant, soit i, pour le cas ou ce
nceud est une h-extension (soit G’ dans’algorithme) ; autrement, ’homomorphisme com-
patible i a été contredit et on doit en rechercher un nouveau, ce qui est réalisé dans le
sous-algorithme choixLitteral CompletionPlus (algorithme 5).

4.2 Analyse et reformulation de I’algorithme de Wei et
Lausen

Dans cette section, nous étudions le travail de Wei et Lausen [2003] et reformulons dans
notre cadre d’étude les propriétés sur lesquelles ils fondent la recherche d’inclusion de re-
quétes conjonctives avec négation. Dans un deuxieme temps, nous analysons 'algorithme
qu’ils proposent dans I’annexe de cet article et mettons en évidence une erreur qui le rend
incorrect 2. Nous proposons alors deux nouveaux algorithmes, breadthCheck et recAND-
check, tous deux basés sur les propriétés de Wei et Lausen [2003], qui corrigent I'erreur
détectée mais utilisent des parcours différents de I'’espace de recherche. Notons que ces

2. La preuve de correction d’'un algorithme apporte I’assurance que si I'algorithme termine en donnant
une proposition de solution, alors celle-ci est correcte, elle est effectivement une solution au probléeme posé.
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Algorithme 8: recCheckPlus(G,h)
Données: un graphe polarisé consistant G, un homomorphisme compatible / du
sous-graphe de guidage dans le pere de G (vide pour la racine)
Acces: un graphe polarisé F, un sous-graphe de guidage pur maximal pour
I'inclusion F’ de F, le vocabulaire de complétion V de F et G, un ensemble de
couples E = {(F,, h,),..., (F,, h,)}
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon

début
si il y a un homomorphisme de F dans G alors retourner vrai ;

si G complet par rapport a'V alors retourner faux ;

3) si filtrageDynamiquePlus(G) = échec alors retourner faux ;

0)) I, h — choixLitteralCompletionPlus(G,h) ;

si [ = échec alors retourner faux ;

Soit G’ obtenu de G en ajoutantf ;

Soit G” obtenu de G en ajoutant [ ;

Soit 7 le nombre de sommets relations manquants a G afin que / soit un
homomorphisme de F dans G;

@) retourner recCheckPlus(G’, ) ET (n =1 OU recCheckPlus(G", h)) ;
fin

résultats ont été obtenus a la fin de la durée de these et sont les moins développés (notam-
ment ceux qui touchent a I’algorithme recANDcheck).

4.2.1 Propriétés fondamentales

Dans la suite, nous situons les travaux de [Wei et Lausen, 2003] dans le cadre des
graphes polarisés, méme si a I'origine ils ne sont pas formulés de cette facon : ils s’inté-
ressent au probleme IRC" (« g1 & g» ? »). Pour faire ce changement de formalisme, nous
associons deux graphes polarisés F et G a deux RC™' g, et q; etle test « g = g2 ? » devient
« G+ F?».Dans [Wei et Lausen, 2003], toutes les requétes sont supposées safe. Néanmoins
nous pouvons considérer des graphes polarisés respectant ou non cette propriété sans in-
cidence sur la résolution du probleme.

L'algorithme proposé dans [Wei et Lausen, 2003] repose sur les deux théorémes sui-
vants (rappelons que F? représente la partie positive de F, c’est-a-dire tous les sommets
relations positifs de F) :

Théoreme 4.2 [Wei et Lausen, 2003] Soient F et G deux graphes polarisés. Supposons que
GP \- FP, et soient hy,..., h,, les homomorphismes de FP dans GP. Si, pour tout homomor-
phisme h; (i = 1...n), il existe au moins un sommet relation négatif —r(ty,..., ty) dans F tel
que +r(h;i(t1),..., hi(tx)) appartient a G, alors G¥ F.
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Théoreme 4.3 [Wei et Lausen, 2003] Soient F et G deux graphes polarisés. On a G & F si et
seulement si (1) il existe un homomorphisme h de FP dans G et (2) pour chaque sommet
relation négatif —r(t,...,tx) de F, on a G' - F, oit G’ est la complétion de G obtenue par
lajout de +r(h(ty),..., h(ty)).

Notons tout d’abord que le théoréme 4.2 peut étre reformulé en terme d’homomor-
phisme compatible. Nous obtenons alors la propriété suivante, qui est une spécialisation
de la propriété 2.2 (tirée de [Leclére et Mugnier, 2007]) introduite au chapitre 2, section
244:

Propriété 4.1 Soient F et G deux graphes polarisés. S'il n'y a pas d’homomorphisme com-
patible de FP dans G alors G¥ F.

Nous observons également que nous retrouvons implicitement, dans le théoréme
4.3, les notions d’homomorphisme compatible, de sommet relation manquant et de h-
contradiction. En effet, "lhomomorphisme de la premiére condition doit obligatoirement
étre un homomorphisme compatible de FP dans G, sinon il conduira a la construction d’au
moins une complétion G’ redondante et le processus sera alors infini. Soit # un homomor-
phisme incompatible de F” dans G, alors il existe —r(t, ..., tx) dans F et +r(h(ty),..., h(ty))
dans G. D’apres la condition 2 du théoréme 4.3, on va construire la complétion G’ de G ob-
tenue par I'ajout de +r(h(fy),..., h(f)). Or comme +r(h(fy),..., h(f;)) appartient déja a G,
G' sera redondante par rapport a G (cela revient a considérer G en boucle). D’autre part,
la condition 2 prend en compte tous les sommet relations négatifs de F alors qu'il suffit
de choisir les sommets relations manquants a G par rapport a ’homomorphisme / consi-
déré. En effet les sommets relations extensifs a G par rapport a & ne sont pas utiles : soit
—-r(f,..., tr) un tel sommet relation extensif, alors par définition —r (h(t,),..., h(t)) appar-
tient a G. D’apres la condition 2 du théoréme 4.3, on va construire la complétion G’ de G
obtenue par I'ajout de +r(h(ty),..., h(tx)). Or comme —r(h(ty),..., h(t;)) appartient déja
a G, G’ sera inconsistante, puisque la complétion G’ obtenue sera inconsistante (on aura
alors automatiquement G’ - F). Enfin, la notion de k-contradiction est immédiate. Nous
obtenons alors le théoreme de Wei et Lausen [2003] reformulé suivant :

Théoreme 4.4 [Wei et Lausen, 2003] reformulé. Soient F et G deux graphes polarisés. On a
G b F si et seulement si (1) il existe un homomorphisme compatible h de FP dans G et (2)
pour chaque sommet relation manquant —r(ty,..., ty) a G par rapporta h, ona G + F, oil
G' est la h-contradiction obtenue de G par U'ajout de +r(h(ty),..., h(ty)).

Remarquons que contrairement a 'approche de Leclere et Mugnier [2007] qui par-
court aussi bien les h-contradictions que les h-extensions, ici on explore seulement les
h-contradictions. Néanmoins nous verrons par la suite que certaines h-extensions sont
implicitement parcourues et que toutes les complétions totales sont couvertes.
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En nous basant sur le théoreme 4.4, nous donnons une premiére intuition du schéma
d’algorithme récursif qui pourrait en résulter (cf. algorithme 9). Notons que nous utilisons
I'instruction « choisir un homomorphisme compatible... » alors que le théoreme 4.4 sug-
gere plutdt une instruction de la forme « pour chaque homomorphisme compatible... ».
En effet, s'il existe une complétion G’ de G telle que G’ ¥ F, alors nous pouvons directe-
ment conclure que G ¥ F (G’ est un contre-exemple de la propriété 4.1). Cette condition
d’arrét est donc globale. Ainsi quels que soient les choix d’homomorphismes compatibles
effectués, nous conclurons toujours que G ¥ F. Et si G I F, alors nous aurons G’' - F pour
toute complétion G’ de G. Donc quels que soient les choix d’homomorphismes compa-
tibles effectués nous conclurons toujours que G + F.

Algorithme 9: schémaPropWL(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: un graphe polarisé F, la partie positive F” de F
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon
début

si il 'y a pas d’homomorphisme compatible de F” dans G alors
| retourner faux;

sinon
Choisir un homomorphisme compatible / de F” dans G ;

pour chaque sommet relation —r(ty, ..., ty) € F\ FP manquant a G par

rapport a h faire
| si NON(schémaPropWL(G U {+r1(t1,..., t;)})) alors retourner faux ;

retourner vrai ;

fin

La figure 4.7 présente un arbre de résolution qui pourrait étre construit a partir de ce
schéma d’algorithme : pour prouver que G + F nous devons prouver que (G; - F) A--- A
(G F F). Et pour prouver que G; - F nous devons prouver que (G411 = F)A---A (G F F)
et ainsi de suite.

La différence fondamentale entre ce schéma et recCheck est la facon de parcou-
rir 'espace de recherche. En effet, a chaque appel récursif, recCheck sépare 1'espace
de recherche en deux en construisant deux complétions « opposées » (respectivement
une h-extension et une h-contradiction), alors qu’avec ce schéma on construit n h-
contradictions, ol n est le nombre de sommets relations manquants a la complétion
courante par rapport a h. La couverture de '’ensemble des complétions totales est ga-
rantie d'une part par la construction de ces n h-contradictions, et d’autre part par la
complétion totale G"°¢ (obtenue de G en ajoutant toutes les images par h des som-
mets relations manquants a G par rapport a h) dans laquelle F se déduit implicitement.
Nous illustrons cette déduction implicite en considérant ’homomorphisme compatible
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FIGURE 4.7 : un exemple d’arbre de recherche.

hy de la figure 4.7 : pour prouver que G + F, nous avons a montrer que (G; - F) A--- A
(G, F F), mais ce qui n'est pas précisé c’est qu’'a ce niveau nous avons implicitement
(G"®8 + F), ou G"¢ est la complétion négative obtenue de G par I'ajout des sommets
relations négatifs —ry(cy,...,ck),...,~Tn(dy,...,d;j). En effet, comme h; est compatible et
que —r1(c1,...,Ck),...,—I'y(dy,...,d;) sont les images dans G de tous les sommets relations
manquants a G par rapport a hj, h; s’étend a un homomorphisme de F dans G"¢8.

Néanmoins le parcours effectué par le schéma d’algorithme schémaPropWL pose un
probleme majeur : comment étre stir de ne pas construire et donc parcourir plusieurs fois
les mémes complétions ? Par exemple les complétions G, et G,,+1 de la figure 4.7 peuvent
trés bien étre identiques.

4.2.2 Lalgorithme de Wei et Lausen

Dans cette partie, nous détaillons le fonctionnement de I'algorithme de Wei et Lausen
[2003], appelé WL dans la suite. Notons tout d’abord que la compréhension de cet algo-
rithme est assez subjective, notamment sur certaines notions-clés telles que les conditions
d’arrét par exemple. Plusieurs échanges avec les auteurs nous ont été nécessaires avant de
parvenir a bien les comprendre.

Lalgorithme WL n’est pas basé sur le schéma présenté précédemment; il utilise un
schéma itératif (cf. algorithme 10) avec un parcours en largeur de 'espace de recherche,
en calculant a chaque étape tous les homomorphismes compatibles de F” dans G au lieu
d’en considérer un seul.
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Algorithme 10: schémaWL(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: un graphe polarisé F, la partie positive F” de F
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon

début
Soit AExplorer— G laliste des complétions a explorer ;

Soit fin—indéterminé une variable d’arrét ;
tant que fin = indéterminé faire
AExplorer— Etendre toutes les complétions de la liste AExplorer ;
/* Tester les deux conditions d’arrét */
si il W'y a pas d’homomorphisme compatible de F” dans une complétion qui
était a explorer alors
| fin—faux;
si il existe une branche h; (a partir de G) valide, c’est-a-dire que pour toutes les

complétions G' se trouvant dans le sous-arbre de racine h; on a G' - F alors
| fin—vrai;

retourner fin ;
fin

Plus précisément, il développe un arbre de recherche ET/OU « particulier® ». Nous en
présentons l'intuition sur la figure 4.8 : lors de la premiere étape on calcule tous les ho-
momorphismes compatibles de F?P dans G, soit hy,..., h,. Pour chaque h;, on construit
un ensemble de complétions G; 1,...,G; , (pour plus de clarté nous faisons '’hypothese
que la valeur de m est la méme pour chaque h;, ce qui n’est pas le cas généralement car
m est par définition dépendant de h;). Pour prouver que (G - F) il faut alors prouver que
(GiiFFRAN-ANGmEF)V---vV({(Gu1 FF)A---AN(Gp,m F F)). Siaucune des deux condi-
tions d’arrét n’est vérifiée on passe a la prochaine étape en étendant toutes les nouvelles
complétions et ainsi de suite. Nous appelons étape d’expansion k le fait d’étendre toutes
les complétions a la k™" itération.

Concernant le probléme d’explorations multiples d'une méme complétion, la solution
proposée dans [Wei et Lausen, 2003] est de ne considérer que les nouveaux homomor-
phismes (compatibles) de FP dans la complétion courante. La définition de « nouveau »
homomorphisme est la suivante * :

3. Ce n’est pas exactement un arbre ET/OU car une des conditions d’arrét (celle qui est basée sur la pro-
priété 4.1) est globale, c’est-a-dire qu’elle permet de stopper complétement le processus.

4. Notons qu’elle ne figure pas dans [Wei et Lausen, 2003], ce sont les auteurs de l'article qui nous I'ont
fournie.
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G
h]_ h2 OU hn—l hn
+r//\_ B +I’m +r1 - _N
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/Gl,l Gl,m Gn,1 Gn m
hp OU hq

FIGURE 4.8 : un exemple d’arbre de recherche ET/OU.

G
/\
h1 h2
g &
G, G,
+I’2‘ ‘+r1
h2 hl
| |
G, G,

FIGURE 4.9 : parcours de la méme complétion (G3 = Gy).

Définition 4.5 [Nouveau homomorphisme] Soit G' une complétion obtenue par l'ajout de
+r(ey,...,ex). Un homomorphisme compatible h de FP dans G' est dit nouveau s'il existe
+r(ty,..., tg) dans FP tel que +r(h(ty),..., h(t)) € G et h(ty),..., h(ty) = ey, ..., ek.

Néanmoins cette définition n’est pas satisfaisante pour deux raisons principales :

1. Elle n’évite pas les parcours multiples d'une méme complétion. Prenons par exemple
I'arbre de recherche 4.8 : les complétions G ; et G,,; (par exemple) peuvent étre ob-
tenues par I’ajout du méme sommet relation (notons que ce cas trés simple a la pre-
miere itération peut étre généralisé pour des complétions de toutes tailles (cf. 'arbre
de recherche de la figure 4.9 o1 G3 = Gy)).

2. Elle rend l'algorithme WL incorrect, c’est-a-dire qu’il peut rater des solutions. Par
exemple si nous avons deux nceuds, issus de deux branches différentes, correspon-
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dant a deux complétions obtenues respectivement par I'ajout de +r(cy,...,ct) et
+r(dy,...,dy),ou(cy,...,cr) # (dy,...,dy), il est possible de ne pas étendre ces nceuds
dans le cas ou il n'y a pas de « nouveaux » homomorphismes. Néanmoins ils au-
raient pu étre étendus en réutilisant certains homomorphismes précédents, et nous
aurions alors par exemple le nceud obtenu par la combinaison de +r(cy,...,c) et
+r(dy,...,dy). Lexemple 12 illustre ce probléme, prouvant ainsi que cette notion de
« nouveau » homomorphisme est trop restrictive et peut empécher la résolution de
certaines instances; on en conclut que I'algorithme WL est incorrect.

Exemple 12. Nous considérons les graphes de la figure 4.10 et cherchons a savoir si G- F.
Nous allons voir que F se déduit de G alors que I'algorithme WL conduit a un échec.

La figure 4.11 montre un arbre de recherche en profondeur prouvant que F se déduit
de G (I'ensemble des complétions partielles couvrant toutes les complétions totales est
{G2, Gs, Gs, Gg}).

Nous montrons que 'algorithme WL conduit a un échec. La figure 4.12 montre I'arbre
de recherche généré par I'algorithme WL apres la premiere étape d’expansion : il y a trois
homomorphismes compatibles de F” dans G (cf. table 4.2). Il y a un seul sommet relation
manquant a G par rapport a chaque h; (respectivement —r(x, z) pour h; et h3 et —r(y, z)
pour hy). On construit alors les complétions Gy, G, et Gs3, obtenues de G respectivement
par I'ajout de +r(h;(x), h1(2)) (C'est-a-dire +r(a,c)), +r(h2(y), ho(2)) (C'est-a-dire +r(b, a))
et +r(hs(x), h3(z)) (c’est-a-dire +r(c, c)). Puis nous testons les conditions d’arrét : aucune
des deux conditions d’arrét n’est vérifiée. Nous passons donc a I'étape d’expansion sui-
vante, avec désormais les trois complétions Gj, Gz et G3 a étendre. Il n'y a pas de nouveaux
homomorphismes de FP respectivement dans G;, G, et Gz, nous ne construisons donc
aucune nouvelle complétion. Nous testons les conditions d’arrét : la premiére condition
d’arrét est vérifiée pour Gi, Gy et Gs ; I'algorithme WL conclut que F ne se déduit pas de G.

FIGURE 4.10 : deux graphes polarisés F et G.

Afin de résoudre 'erreur de WL, nous proposons trois solutions (en considérant fousles
homomorphismes compatibles de F” dans une complétion) :



4.2. ANALYSE ET REFORMULATION DE UALGORITHME DE WEI ET LAUSEN

FIGURE 4.11 : un arbre de recherche en profondeur prouvant que G+ F.

G
hy h, s
+r(a,c) ‘ +r(b,a) ‘ +r(c,c) ‘
G, G, Gs

X X X

FIGURE 4.12 : 'arbre de recherche généré par WL.

hy | x—ay—bz—rc
hy | x—c,y—bz—a
hs | x—c,y—bz—c

TABLE 4.2 : les homomorphismes de 'exemple 12.

77
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1. La premiere revient a permettre de parcourir plusieurs fois la méme complétion.
Dans le pire des cas, nous pouvons alors parcourir plus de complétions que la mé-
thode brutale de Ullman [1997].

2. La seconde consiste a interdire la construction de deux complétions identiques.
Ceci est rendu possible en mémorisant ]’ensemble des complétions explorées. Néan-
moins cette approche est exponentielle en espace.

3. La derniere consiste a « fusionner » les complétions identiques a la fin de chaque
étape d’expansion. Cette « fusion » est possible car toutes les complétions d'une
méme étape d’expansion ont exactement la méme taille. Néanmoins cette approche
demande de tester deux-a-deux toutes les complétions d'une méme étape (elle reste
également exponentielle en espace).

4.2.3 Nouveaux algorithmes basés sur la propriété de Wei et Lausen

Dans cette partie, nous proposons deux algorithmes basés sur la propriété de Wei
et Lausen [2003]. Le premier, appelé breadthCheck, est construit sur un schéma d’algo-
rithme proche de celui proposé pour WL : il effectue un parcours en largeur de I’espace de
recherche en calculant a chaque étape tous les homomorphismes compatibles (il corrige
et optimise WL). Le second, appelé recAndCheck, est construit sur le schéma d’algorithme
9 : il effectue un parcours en profondeur de ’espace de recherche.

Lalgorithme breadthCheck:

Les principales différences de breadthCheck par rapport a WL sont les suivantes :

1. Nous considérons un sous-graphe pur maximal pour I'inclusion F™%* au lieu de la
partie positive FP.

2. Nous considérons tous les homomorphismes compatibles de F* dans une complé-
tion et fusionnons les complétions identiques a la fin de chaque étape d’expansion.

3. Nous testons les conditions d’arrét « a la volée » (c’est-a-dire durant la phase d’ex-
pansion de chaque complétion) et propageons l'information a tout 'arbre de re-
cherche au lieu de tester les deux conditions d’arrét a la fin de I’étape d’expansion.

Avant de détailler I'algorithme breadthCheck, nous présentons certaines définitions
qui nous servirons par la suite :

Définition 4.6 (Graphe d’expansion, gp-nceud, h-nceud) Un graphe d’expansion A est un
graphe biparti orienté sans circuit et enraciné composé de deux types de noeuds : les gp-
nceuds et les h-nceuds. On appelle gp-noceud, noté Ng, (resp. h-nceud, noté H) de A tout
neeud de A auquel est associé un graphe polarisé G (resp. un homomorphisme). Tout nceud
est soit marqué succes soit non marqué. Un arc entre un gp-noeud Ng (resp. h-noeud H) et
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un h-neeud H (resp. gp-neeud Ng) est étiqueté par un homomorphisme compatible h de F*
dans G, soit 1(Ng, H) = h (resp. par le dernier sommet relation +r(ty,..., ty) ajouté a G, soit
I(H,Ng) = +r(ty,..., ty), oitl est une fonction d’étiquetage des arcs de A.

Nous rappelons également certaines notions classiques en théorie des graphes : soit A
un graphe d’expansion et N un nceud quelconque de A. On appelle fils de N un nceud N’
tel qu'il existe un arc (N, N') dans A et pére de N un nceud N’ tel qu'il existe un arc (N, N)
dans A (les fils d'un gp-nceud sont des h-nceuds et vice-versa). On appelle descendant de
N un nceud N,, de A tel qu'il existe une suite de nceuds N, Ny,..., N;,_; telle qu'il existe
les arcs (N, Ny) et (N;, N; +1) pour i = 1...m— 1. La descendance de N est 'ensemble des
descendants de N. N est une feuille s'il n’a aucun fils et la racine s’il n’a pas de peére.

Nous définissons la fusion, dans un graphe d’expansion A, de deux gp-noceuds Ng et
Ngr (c’est-a-dire les noeuds auxquels sont associés les complétions G’ et G”) de la maniere
suivante : si G’ et G" sont identiques, alors les peres de Ng» deviennent des peres de Ng et
Ngr est supprimé de A.

Nous définissons la propagation de la maniere suivante : soit N un gp-nceud de A. S'il
n’y a aucun homomorphisme compatible de F* dans G/, alors nous arrétons tout le pro-
cessus et nous retournons G ¥ F (G’ est un contre-exemple). S’il y a un homomorphisme
h de F dans G’ (en pratique il suffit de voir qu’il n'y a aucun sommet relation manquant
a G’ par rapport a un homomorphisme compatible), nous marquons Ng comme succes.
Si un nceud N est marqué comme succés, nous marquons toute sa descendance comme
succes. Si tous les fils d'un h-neeud H sont marqués comme succes alors nous marquons H
comme succes (nous vérifions la condition ET). Si un des fils d'un gp-nceud N est marqué
comme succes, alors nous marquons tous les peres de N comme succes (nous vérifions la
condition OU). Silaracine de A est marqué comme succes alors nous retournons G+ F. Le
sous-algorithme propagation (cf. algorithme 13) fait cette propagation.

Finalement, nous obtenons I'algorithme breadthCheck (cf. algorithme 11) qui fait ap-
pel aux sous-algorithmes expansion et propagation (cf. algorithmes 12 et 13).

L'algorithme breadthCheck termine puisque le nombre de fils de chaque nceud est
fini et qu’'a chaque étape d’expansion nous augmentons de 1 la taille des complétions de
I'étape précédente. Il y aura au plus (2@ V) - |G| étapes d’expansion, soit la taille d’une
complétion totale de G par rapport au vocabulaire de complétion de F et G moins la taille
initiale de G.

Nous illustrons le fonctionnement de I'algorithme breadthCheck et de ses deux sous-
algorithmes expansion et propagation sur I'exemple 13.

Exemple 13. Nous reprenons I’exemple de la figure 4.10. Nous montrons que F se déduit
de G. Soit A notre arbre de recherche avec G comme racine et comme seule feuille non
marqué a la premiere étape d’expansion (pour plus de clarté, dans cet exemple nous
donnons le méme nom a un gp-neeud et a la complétion qui lui est associée). Nous consi-
dérons le sous-graphe F* = r(x, y) A1(z, ).
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Algorithme 11: breadthCheck(F, G)
Données: les graphes F et G associés a deux formules de FOL{3,A,7,} f et gdela
forme: f = p1,...,pn,My,..., AL g =q1,...,q1,a1,..., Ak
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon
début
Soit fin—indéterminé une variable d’arrét ;
Soit A un graphe d’expansion de racine G ;
tant que fin = indéterminé faire
| fin— expansion(A) ;

si fin = succes alors

| retourner vrai;
sinon

| retourner faux;

fin

Etape 1.

(Expansion) Il y a trois homomorphismes compatibles hy,..., hs de F* dans G (cf.
table 4.3). On construit alors trois nceuds H;, H; et H; reliés a G respectivement par
un arc étiqueté hy, hy et hs (voir la figure 4.13). On construit alors les complétions
Gi=GuU{+r(a,0)}, Go=Gui{+r(b,a)l et Gs=GU{+r(c,c)}.

(Propagation) Rien.

(Fusion) Rien.

Etape 2.

(Expansion) Nous passons a I'étape d’expansion 2 avec les trois feuilles non mar-
quées Gi, G, et Gs. Il y a deux homomorphismes compatibles de F* dans G; (hy
et hs, qui avaient été calculés a I'étape précédente dans G). On construit alors
deux nceuds Hy et Hs reliés a G; respectivement par un arc étiqueté hy et hz. On
construit alors les gp-nceuds G, = Gy U{+r (b, a)} et G5 = Gy U{+7(c, c)}. Nous répé-
tons le méme processus pour G, et Gs.

(Propagation) Rien.

(Fusion) Nous comparons deux-a-deux les complétions obtenues et nous obser-
vons que G4 = Gg, G5 = Gg et G; = Gg. Nous fusionnons donc les complétions
équivalentes en Gy, Gs5 et G7, ce qui est illustré sur la figure 4.13 par des traits en
pointillés et les gp-nceuds Gg, Gg et Gg barrés (pour indiquer qu’ils sont supprimés
de I'arbre).
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Algorithme 12: expansion(A)

Données: un graphe d’expansion A de racine G

Acces: un graphe polarisé F, un sous-graphe pur F%* de F maximal pour
I'inclusion

Résultat: succes sile nceud racine est marquée comme succes, échec si un

contre-exemple est trouvé, indéterminé sinon
début
Soit FE I'ensemble des feuilles de A ;

Soit newF— @ un ensemble de nouvelles feuilles de A ;
pour chaque N € FE faire

dans G’ ;
si H = ¢ alors
/*G' est un contre-exemple */

retourner échec;
sinon

pour chaque h; € H faire
Ajouter un h-nceud N, H; comme fils de N¢ ;

rapporta h; ;
si RM = ¢ alors
/* h; est un homomorphisme de F dans G' */
Marquer Ny; comme succes ;
Soit N le pere de Ny, ;
propagation(A, N) ;
si G est marqué succes alors
| retourner succes ;
sinon
pour chaque ~r(fy,..., tx) € RM faire

Ajouter un gp-nceud Ngr comme fils de Ny, ;
newF—newFU{Ngn};

pour chaque N € newF faire
pour chaque Ng» € newF \ N faire
si G'= G" alors
fusionner Ny et Ngr ;
L Supprimer Ng» de newF et de A;

retourner indéterminé;
fin

Soit H = hy, ..., h, 'ensemble des homomorphismes compatibles de F™%*

Soit RM I'’ensemble des sommets relations manquants a G par

Soit G’ = G' U {~7(h;(ty),..., hi(t;))} la complétion obtenue de
G’ en ajoutant le sommet relation ~7(h;(t1),..., hi(tx)) ;
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Algorithme 13: propagation(A,N)

Données: un graphe d’expansion A, un gp-nceud N € A
Résultat: succes si le nceud racine est marquée comme succes, indéterminé sinon
début

fin

Marquer N comme succes ;
Soient Np,,..., N, les peres non marqués de N ;
pour chaque Ny, € Ny, ..., Ny, faire

si tous les fils de Ny, sont marqués succes alors
Marquer Ny, comme succes ;

Soit N, le pére de Ny; ;
propagation(A,Ny) ;

pour chaque fils Nj, de N non marqué faire

Marquer Nj comme succes ;

pour chaque fils Ng,, de N, non marqué faire
L propagation(A,Ng) ;

retourner indéterminé ;

Etape 3.

(Expansion) Puis nous passons a I’étape d’expansion 3 et nous étendons les feuilles

non marquées Gy, G5 et G7 (voir le détail sur la figure 4.13).

(Propagation) Il y a un homomorphisme compatible hy de F* dans G5 qui peut

étre étendu a un homomorphisme de F dans Gs car —r(hs(x),hs(z)) € G et
—1(h4(y), hy(2)) € G. Nous marquons alors Hy, comme succes (le détail de la pro-
pagation est illustré par la figure 4.14 (un nceud marqué comme succes est entouré
d'un ovale) ; cette étape correspond au point (0)) et nous propageons I'informa-
tion : nous marquons comme succes Gs car un de ses fils est marqué (1); nous
marquons Hs comme succes car tous ses fils sont marqués comme succes (2). Nous
répétons ce processus en marquant comme succes Gy (3), H; (4) et G (5). Comme
la racine G est marqué comme succes, nous concluons que F se déduit de G avec
{Gs, Gf 8, Gg °81 comme ensemble des complétions partielles de G couvrant les
complétions totales de G, ou Gfeg =Gu{-r(a,c)}et Ggeg = Gy U{-r(c, c)} corres-
pondent aux complétions des déductions implicites.

La figure 4.15 montre la comparaison entre un choix de recherche avec ou sans fusion,
pour nbTS = nbTC = 4, DS = 25%, ¢ = 0%, nbE =1, k = 2 et neg = 50%, en faisant varier
DC en abscisse et en mesurant le temps de résolution. Comme on pouvait s’y attendre, le
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hy | x—ay—bz—c
hy | x—c,y—bz—a
hs | x—c¢,y—bz—c
hy | x—c,y—cz—a

TABLE 4.3 : les homomorphismes de I'exemple 13.

G
L

Hy H, Hy
+(a,c) j +r(b,a)l +r(c,c)
G, Gz Gy
Ha Hs /’,,HG H7 7_‘,77H8 “/Hg
T I S +r(a,c) et +1(b.a)
.- T +(c,C e
e | i+r(c,c> ,ff(/a’—clj” I e - i ‘
o & = g e~ 5 =
. / N\ hy
Hio Hi Hiz His
+(c.c) l”(bva) +r(a,c)
Gy G, G

FIGURE 4.13 : le graphe d’expansion généré par breathCheck avant la propagation.

choix avec la fusion est toujours meilleur que le choix sans la fusion : par exemple pour DC
= 25%, le choix avec la fusion est 4 fois meilleur que le choix sans la fusion (environ 0.8s
contre 3s20).

Notons que pour une valeur de nbTS et nbTC supérieure a 4, I'utilisation de 1’algo-
rithme breadthCheck sans la fusion fait exploser I’espace mémoire.

Lalgorithme recAndCheck:

L'algorithme recAndCheck est directement tiré du schéma d’algorithme schémaPropWL
(cf. algorithme 9). Il parcours I'espace de recherche en profondeur, mais différemment de
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®)

hy h, hs
@ CH) H, H,
+1(a,0) +r(b,a)l +r(c,c)
U / - +r(b,
+(b.a) ] ‘+‘r(a,c) l -- j (crc? o a,C) { ‘ (b,a
G~ G G e o

hy

Hio @ (0) His

+r(c,c)

Guo

FIGURE 4.14 : le détail de la propagation sur le graphe d’expansion de la figure 4.13.

la méthode utilisée par recCheck (cf. discussion de la section 4.2.1). Notons que cet algo-
rithme en est encore a ses débuts, et plusieurs pistes pour I'optimiser sont envisageables :

1. Comment assurer de ne pas parcourir deux fois les mémes complétions ? A premiere
vue il nous faut mémoriser toutes les complétions déja explorées.

2. Quel homomorphisme compatible choisir en priorité ? Comment discriminer deux
homomorphismes compatibles ? Notons que ce point est également intéressant pour
recCheckPlus.

3. Quel sommet relation de F\ F’ manquant a G par rapport a h choisir en priorité 2
Comment discriminer de tels sommets relations ? Notons que ce point est également
intéressant pour recCheckPlus.

4.3 Algorithme UNSATCheck

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode, qui consiste en une ré-
écriture du probleme Déduction dans le probleme du test de la satisfiabilité d'une for-
mule propositionnelle sous forme normale conjonctive (c’est-a-dire une conjonction de
disjonctions de littéraux propositionnels), appelé le probleme UNSAT.
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FIGURE 4.15 : influence de la fusion sur le temps de calcul.

Algorithme 14: recAndCheck(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: un graphe polarisé F et un sous-graphe pur maximal pour I'inclusion F’ de F
Résultat: vrai si F se déduit de G, faux sinon

début
si il y a un homomorphisme de F dans G alors retourner vrai ;

h — recHomComp(EF’,G) ;
si i = échec alors

/* 1l n’y a pas d’homomorphisme compatible de F' dans G */
L retourner faux ;

pour chaque sommet relation ~r(ty,..., ty) € F\ F' manquant a G par rapport a h

faire
| si NON(recAndCheck(G u {~7(t1,..., t;)})) alors retourner faux ;

retourner vrai;

fin
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4.3.1 Laméthode

L'idée principale de cette méthode est la suivante : au lieu d’explorer 'espace des
complétions par un parcours en profondeur ou en largeur afin de trouver un ensemble
de complétions partielles couvrant I’ensemble des complétions totales, nous cherchons a
construire un ensemble couvrant candidat E en une seule fois. Larbre de recherche de la
figure 4.16 illustre I'intuition de cette méthode : nous construisons un ensemble couvrant
candidat E en une seule étape, soitici E = {Gy1,...,Gy,j,...,Gn1..., Gy k). Il restera alors a
vérifier que E est bien un ensemble couvrant toutes les complétions totales de G.

hy hn
ET ET
G]_’] Gn,l Gnk

Gl,l
FIGURE 4.16 : arbre de recherche de la méthode étudiée.

Pour construire E, nous prenons en compte tous les homomorphismes compatibles
d'un sous-graphe spécifique de F dans G. Puis nous construisons une formule f a partir de
E, en considérant, pour chaque homomorphisme compatible /;, 'ensemble des sommets
relations qui doivent étre ajoutés a G, soit SRM (pour « sommets relations manquants »),
afin que h; soit un homomorphisme de F dans G U SRM. Finalement, nous montrons que
E est un ensemble couvrant I’ensemble des complétions totales de G si et seulement si f
est une formule valide. Plus précisément, nous procédons en trois étapes :

1. Calculer tous les homomorphismes compatibles de F’ (le sous-graphe spécial de F)
dans G;

2. Construire une formule propositionnelle F);,), qui fait la disjonction de toutes les
conjonctions de sommets relations manquants a G par rapport a chaque homomor-
phisme compatible calculé a I'étape 1;

3. Tester si m (une instance du probléeme UNSAT) est insatisfiable : si elle est insa-
tisfiable, alors F),;,, est valide et G - F, sinon G ¥ F.

Etape 1 : calcul de Pensemble couvrant candidat.

Notre méthode est basé sur un sous-graphe spécifique de F, qui se projette nécessaire-
ment dans chaque complétion totale de G quand G - F. Nous verrons par la suite que ceci



4.3. ALGORITHME UNSATCHECK 87

n’est pas vrai pour tous les sous-graphes purs de F, mais vrai pour un graphe particulier
que nous appelons sous-graphe stable :

Définition 4.7 (Sous-graphe stable) Le sous-graphe stable de F, noté F*, contient tous les
sommets termes de F et tous les sommets relations de F dont la relation w'appartient pas au
vocabulaire de complétion de F et G (notons que F* est inclus dans tous les F"?*).

Puisque le sous-graphe stable ne contient pas de relations apparaissant dans les litté-
raux de complétion d'une complétion totale G¢, nous avons la propriété suivante (elle est
illustrée par la figure 4.17) :

Propriété 4.2 Soient deux graphes polarisés F et G. Si h est un homomorphisme de F dans
une complétion totale de G, alors h est un homomorphisme compatible de F* dans G.

Démonstration : i est un homomorphisme de F dans G°. h définit donc un homomor-
phisme de F* dans G. Comme G est consistant, pour chaque sommet relation ~r(ty, ..., )
de F qui n'appartient pas a F*, il n’existe pas ~7 (h(t),..., h(t;)) dans G, et G est consistant
par construction, donc il n’existe pas de paire de sommets relations opposés ~r(cy,..., Ci)
et ~7(d,,...,dy) de F\ F* tels que (h(cy),..., h(ck)) = (h(dy),..., h(dy)).

OJ

FIGURE 4.17 : illustration de la propriété 4.2
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Cette propriété n’est plus vraie si I'on utilise un sous-graphe plus grand que le stable,
comme le montre 'exemple 14 :

Exemple 14. Soient F et G les graphes de la figure 4.18. F$ = s(x, y). Soient F! = p(x) As(x, )
et F? = s(x, ¥) A —p(y) les deux sous-graphes purs de F incluant strictement F*. Soit Gf =
p(a) As(a,b) A p(b) As(b,c) Ap(c) As(c,d) A 1p(d) une complétion totale de G (obtenue
en ajoutant p(b) et =p(c)). Il y a un homomorphisme de F dans G, h = {x — b,y — ¢},
mais ce n’est pas un homomorphisme que ce soit de F! dans G ou de F? dans G.

Ainsi le sous-graphe stable est de taille maximale pour la propriété 4.2.

Notons que nous pouvons remplacer, sans incidence sur le probleme Déduction,
chaque variable de G par une nouvelle constante. Cette modification préserve tous les
homomorphismes dans G. Dans la suite, G contient uniquement des constantes. La figure
4.18 montre la formule g (et son graphe associé G) obtenue aprés la transformation de
chaque variable de la formule g = 3r3udv3iw (p(1) A s(t, u) A s(u, v) A s(v, w) A 7 p(w)) par
une nouvelle constante (t — a,u — b, v — ¢, w — d). Cette transformation est nécessaire
pour 'obtention d'une formule propositionnelle a I'étape 2.

Tn

P
G 1
a 1©2|T|1/\2:l7

f=3x3y (p(x) As(x, ) A=p(y)
g=pla)ns(a,b)As(b,c)As(c,d) AN p(d).

FIGURE 4.18 : les graphes polarisés associés a f et g.

Exemple 15. Nous considérons les graphes polarisés F et G de la figure 4.18. Il y a trois
homomorphismes compatibles de F° dans G : h; = {x — a,y — b}, hy = {x— b,y — c} et
hs={x—c,y—d}.

Ftape 2 : construction de la formule propositionnelle.

Pour chaque homomorphisme compatible £ calculé al’étape 1, nous construisons une
conjonction des sommets relations manquants a G par rapport a h. Chaque complétion
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de G obtenue en ajoutant ces sommets relations a G est alors un élément de 'ensemble
couvrant candidat.

Définition 4.8 (Conjonction minimale) La conjonction minimale de G par rapport a un
homomorphisme compatible h, notée C™, est la conjonction composée de I'atome B° et des
littéraux ~r (h(ty),..., h(ty)) tels que ~r(ty,..., ty) € (F\ F%) et ~r(h(t1),..., h(t)) € G.

Exemple 16. Pour h : C[" = 7p(b) ; pour hy : CJ* = p(b) A 7p(c) ; pour hz : CI"* = p(c).

Nous pouvons alors construire la formule entiere, qui est la disjonction de toutes les
conjonctions minimales :

Définition 4.9 (Disjonction des Conjonctions Minimales du Stable (DCMS)) On appelle
DCMS(F, G) la disjonction de l'atome O 6 et des conjonctions minimales de tous les homo-
morphismes compatibles de F° dans G (c'est-a-dire0dv C{" v ---v C}", noté \/ C™).

Exemple 17. DCMS(F, G) = ~p(b) v (p(b) A p(c)) V p(c).
Le théoreme validant cette approche est le suivant (avec G consistant) :

Théoreme 4.10 G+ F si et seulement si DCMS(F, G) est valide.
Les définitions et lemmes qui suivent sont utilisés pour prouver le théoréme.

Définition 4.11 (Conjonction totale) Soit G° une complétion totale de G. La conjonction
totale de G°, notée C, est la conjonction de tous les littéraux ~r (ty,..., tr) € (G°\ G).

Définition 4.12 (Disjonction des Conjonctions Totales (DCT)) On appelle DCT(G) la dis-
Jonction de toutes les conjonctions totales de G (c’est-a-dire C1 v --- v Cj pour j complétions
totales de G).

Lemme 4.3 DCT(G) est valide.

Démonstration : immédiate par construction de I'arborescence de complétion.
O]

Lemme 4.4 Si G+ F alors quelque soit C € DCT(G), il existe C" € DCMS(F, G) tel que C™ <
C (cest-a-dire que tous les sommets relations de C™ sont aussi dans C).

5. W représente la tautologie : il est nécessaire lorsque h est un homomorphisme de F dans G, sinon la
conjonction est vide.

6. O représente 'absurde : il est nécessaire lorsqu’il n'y a pas d’homomorphisme compatible de F* dans
G, sinon la disjonction est vide.
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Démonstration : soit C une conjonction totale apparaissant dans DCT(G). Comme G |- F,
il existe un homomorphisme /h de F dans G A C (cf. théoréme 2.19). D’apres la propriété
4.2, h est un homomorphisme compatible de F* dans G. Par définition d'une conjonc-
tion minimale, & est un homomorphisme de F dans la complétion G A C™ (ou C™ est la
conjonction minimale de G issue de h) et C'™ ne contient que des littéraux ~r(ty, ..., fx)
tels que ~r(ty,..., ty) =~r(h(ty),..., (tx)), donc ~r(ty,..., ty) est aussi un littéral de C.

O

Propriété 4.5 Soit C™ une conjonction minimale de G issue d’'un homomorphisme compa-
tiblede F* dans G.GAC™F F.

Démonstration : immédiate d’apres la définition d’'une conjonction minimale (cf. défini-
tion 4.8).
0J

Démonstration du théoréme 4.10: <= Puisque DCMS(F, G) est valide, G= GA\VC™ =
V (GAC™). D’apres la propriété 4.5,ona\/ (GAC"™) + F.Donc G+ F.

— Soit G + F. D’apres le lemme 4.4, quelque soit C € DCT(G), il existe C™" €
DCMS(F, G) tel que C = C™ A C' o1 C’ est une conjonction de littéraux. Par 'absurde : sup-
posons que DCMS(F, G) soit non valide. Alors il existe une interprétation J telle que pour
tout C™ € DCMS(F,G), J + =C™. Donc quelque soit C € DCT(G), J - =C. Donc DCT(G)
n’est pas valide, ce qui contredit le lemme 4.3. On en conclut que DCMS(F, G) est valide.

O

Etape 3 : passage 2 SAT/UNSAT.

La négation de DCMS(F, G) est une forme normale conjonctive propositionnelle, ce qui
nous permet d’utiliser un solveur SAT.
Exemple 18. FC = DCMS(F,G) = p(b) A (mp(b) Vv p(c)) A 7p(c). FC est insatisfiable, donc
DCMS(F, G) est valide,d’'ou G+ F.

Lalgorithme UNSATCheck

L'algorithme UNSATCheck (cf. algorithme 15) décrit cette méthode. Notons que notre
implémentation de cet algorithme effectue le test d’insatisfiabilité (appelé UNSAT) en fai-
sant appel au solveur Sat4]".

7. http ://www.sat4j.org/



4.3. ALGORITHME UNSATCHECK 91

Algorithme 15: UNSATCheck(G)
Données: un graphe polarisé consistant G
Acces: F, F*
Résultat: vrai si G - F, faux sinon
début
DCMS(F,G) — O;
hi,..., h, — tousHomomorphismesCompatibles(F, F*, G) ;
pour chaque h;,i =1...n faire
pour chaque sommet relation frontiére ~r(ty,..., t;) € F \ F* faire
C"—mn;
sil~r(hi(t1), ..., hi(tx) ¢ G alors
L Cl.m — Clm/\ ~r(h;(t),..., hi(te) ;

B DCMS(F, G) — DCMS(F, G) v sz ;
retourner UNSAT(DCMS(F, )

fin

4.3.2 Taille de la formule propositionnelle obtenue

Avec cette méthode, nous passons du probleme Déduction qui est Hf -complet au pro-
bleme UNSAT qui est co-NP-complet; toutefois ce deuxiéme probleme prend en entrée
une formule dont la taille peut étre exponentielle en la taille des données de départ. Nous
bornons plus précisément ci-dessous la taille de la formule propositionnelle obtenue.

Soit nby,, le nombre d’homomorphismes compatibles de F° dans G. Il représente le
nombre de conjonctions minimales obtenues dans la formule propositionnelle finale. Il est
borné par ngF , OU ng et nr sont respectivement le nombre de termes dans G et F. Néan-
moins en pratique, nous nous attendons a ce que plus la taille de F* soit grande, plus le
nombre d’homomorphismes compatibles de F* dans G soit faible, puisque chaque som-
met relation de F* représente potentiellement une contrainte en plus lors de la recherche
d’'un homomorphisme compatible de F* dans G.

La taille d'une conjonction minimale est quant a elle bornée par |F \ F*|.

La taille de la formule propositionnelle obtenue est donc bornée par nbj,p, * |F\ F°|.

D’une part, plus la taille de F* est grande, plus la taille d'une conjonction minimale est
petite, d’autre part on s’attend a ce que nby,,, diminue avec la croissance de F* : ces deux
points laissent penser que I'efficacité de cette méthode sera directement corrélée a la taille
du sous-graphe stable de F.

Il est également a noter que nby,,,, peut étre borné plus précisément : ce n’est pas le
nombre d’homomorphismes compatibles de F* dans G qui importe véritablement, mais
plutot le nombre de substitutions différentes sur les termes apparaissant dans L = F\ F*
que I'on obtient par ces homomorphismes compatibles. En effet, deux homomorphismes
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compatibles de F* dans G différents h; et h, mais tels que h;(L)) = hy(L) ameéneront la
création de la méme conjonction minimale.

4.4 Comparaison des algorithmes

Dans cette partie, nous comparons expérimentalement les différents algorithmes de
résolution du probleme Déduction, a savoir recCheckPlus, breadthCheck, recAndCheck
et UNSATCheck. Notons que nous avons implémenté tous les algorithmes puisque méme
'algorithme proposé par Wei et Lausen [2003] n’avait pas été implémenté.

La figure 4.19 montre les résultats de la comparaison des algorithmes recCheckPlus,
recAndCheck, breadthCheck et UNSATCheck pour nbTS = nbTC =5, ¢ = 0%, nbE =1, k =
2, DS = 24% et neg = 50%. Nous observons, pour ces faibles valeurs de parametres, que
I'algorithme breadthCheck est déja tres mauvais par rapport aux deux autres algorithmes.
Nous avons vu dans la section 4.2.3 que 'algorithme breadthCheck sans la fusion faisait
exploser I'espace mémoire. Néanmoins la fusion semble entrainer un surcotit en temps
trés important. Ainsi I'algorithme breadthCheck doit encore étre optimisé. Dans la suite
nous ne comparons que les algorithmes recCheckPlus, recAndCheck et UNSATCheck.

Nous comparons alors recCheckPlus et recAndCheck, qui utilisent tous deux un par-
cours en profondeur de I'espace de recherche mais de maniere différente (notons qu’ac-
tuellement recAndCheck peut parcourir plusieurs fois la méme complétion). La figure 4.20
illustre les résultats obtenus pour nb7S= nbTC=8, c=0%, nbE=2, k=2, DS=9.375% et neg
=50%. Nous nous apercevons que recCheckPlus est toujours meilleur que recAndCheck.

Nous comparons alors UNSATCheck et recCheckPlus. Nous avons utilisé la taille du vo-
cabulaire de complétion (directement corrélée avec la taille du sous-graphe stable) comme
parametre variable, notée ty = |'V|. En effet, ce parameétre est crucial pour I'algorithme UN-
SATCheck : plus le sous-graphe stable est grand, plus le nombre d’homomorphismes com-
patibles calculés est petit et donc plus la taille de la formule obtenue est petite. Notons
que ce parametre a aussi une influence sur I'algorithme recCheckPlus : plus la taille du
vocabulaire de complétion est petite, plus le sous-graphe pur de cardinalité maximale est
grand.

Nous construisons 1000 instances aléatoires pour chaque valeur de #y (pour chaque re-
lation, le pourcentage de négation est égal a 0%, 50% ou 100%) et comparons UNSATCheck
et recCheckPlus avec ces instances. Notons que nous choisissons nbE = 3 afin d’avoir
quatre valeurs possibles pour ty (0, 1, 2 et 3). La figure 4.21 montre les résultats obtenus et
la table 4.4 précise ces résultats®.

Nous observons que pour les deux algorithmes la difficulté maximale survient pour
|'V| = 3. Comme on pouvait s’y attendre, UNSATCheck est le plus mauvais des deux car le

8. Nous faisons remarquer que nbTS = nbTC = 8 est la valeur maximale avec laquelle I'algorithme UNSAT-
Check peut fonctionner (avec ty = 3 et notre implémentation) : au-dela de 8, I'’espace mémoire explose.



4.4. COMPARAISON DES ALGORITHMES

6000

5000

recCheckPlus ——
breadthCheck —Ji}—
recANDcheck —@—
UNSATCheck —dl—

2
— 4000
o
9
5
2
g 3000
@
=
8 2000
=
@
|_
1000
0
0 02 04 06 0.8 1
DC
FIGURE 4.19 : comparaison des quatre algorithmes.
VI | |F®| | Temps de recCheckPlus (ms) Temps de UNSATCheck (ms)
Total | Etape 1 | Etape 2 | Etape 3
3 0 6482 27038 | 10541 15378 1119
2 6 800 444 172 229 43
1 12 20 9 2 9
0 18 1 2 2 0 0
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TABLE 4.4 : comparaison détaillée des algorithmes recCheckPlus et UNSATCheck : nbTS =
nbTC =8, ¢c=0%, nbE =3, k=2, DS = 6%, DC = 51% et neg = 50%.
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FIGURE 4.20 : comparaison des algorithmes recCheckPlus et recAndCheck.

sous-graphe stable contient uniquement des sommets termes, ainsi le nombre d’homo-
morphismes compatibles et donc la taille de la formule obtenue seront exponentiels en la
taille des instances de départ. Laugmentation de la taille du sous-graphe stable rend 'al-
gorithme meilleur : pour |V| = 2, UNSATCheck est légerement meilleur que recCheckPlus,
et quand la taille du sous-graphe stable augmente, les deux algorithmes obtiennent des
résultats similaires. Ces premiers résultats montrent que le choix d’'un algorithme plutot
que l'autre va dépendre de la taille du sous-graphe stable.
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FIGURE 4.21 : comparaison des algorithmes UNSATCheck et recCheckPlus : nbTS = nbTC
=8,¢=0%, nbE=3, k=2, DS=6%, DC =51% et neg = 50%.






CHAPITRE

Extensions

Préambule

Dans ce chapitre, nous étudions trois extensions du cadre précédent qui concernent la
prise en compte des constantes, les réponses a une requéte non-booléenne et la prise en
compte d’'une ontologie légere. Pour chacune d’elles, nous détaillons les modifications
qu'elles induisent dans les algorithmes présentés au chapitre 4.
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5.1 Prise en compte des constantes

Nous avons vu au chapitre 3, section 3.6.3, que les instances les plus difficiles sont ca-
ractérisées par un pourcentage de sommets constantes de 0%. Néanmoins en pratique, les
requétes formulées par un utilisateur sont généralement composées de constantes. Le but
de cette section est de caractériser 'influence des sommets constantes sur la résolution du
probleme Déduction.

Les sommets constantes jouent un role particulier : comme un sommet constante ¢
étiqueté A dans F apparait une seule fois dans G (soit ¢’ étiqueté A), il contraint les homo-
morphismes de F dans G. Pour tout homomorphisme £ de F (ou d'un sous-graphe de F)
dans G, I'image de t sera toujours t'. De plus, un sommet relation ~r(fy,..., fy) de F tel que

97
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f,..., Iy sont des sommets constantes aura la méme image dans G pour tout homomor-
phisme de F dans G. Plus précisément, nous avons les définitions et propriétés suivantes :

Définition 5.1 [Sommet relation O0-libre, Sous-graphe O0-libre] Un sommet relation
~r(ty,..., tx) est dit 0-libre si quelque soiti =1...k, t; est un sommet constante. Un sous-
graphe de F est dit 0-libre, noté F°, s'il ne contient que des sommets relations 0-libres.

Propriété 5.1 Soient F et G deux graphes polarisés et ~r(ty,..., tx) un sommet relation 0-
libre dans F. Pour tous les homomorphismes hy,..., h, de F dans des complétions de G,
~r(hi(t),..., hi(tx)) correspond au méme sommet relation dans G.

Démonstration : ~r(fy,..., fx) est un sommet relation 0-libre dans F, donc par définition
t,..., [ sont des sommets constantes. Soit hy,..., h, 'ensemble des homomorphismes
de F dans les complétions de G. Comme un sommet constante #; étiqueté A; n'appa-
rait qu'une seule fois dans F et G, h;(f;) = --- = h;(f;) quelque soit i = 1...n, j =1...n,
I=1...keti# j.On en conclut que quelque soit i = 1...n, ~r(h;(t),..., hi(t;)) corres-
pond au méme sommet relation dans G.

O

Nous rappelons la définition de sommets relations échangeables introduite au chapitre 2 :

Définition 5.2 [Sommets relations échangeables] Deux sommets relations ~r(cy,...,Cx) et
~7(dy,...,dy) deF sontdits échangeables par rapport a G s'il existe deux complétions totales
de G, Gy et G, et deux homomorphismes h; et hy, respectivement de F dans G et de F dans
G tels que (hi(cy),..., hi(ck)) = (ha(dy), ..., ho(dy)).

Lemme 5.2 Un sommet relation 0-libre n'est pas échangeable.

Démonstration : soient ~r(cy,...,cy) et ~r(dy,...,d;) deux sommet relations opposés de F
tels que (cy,..., cx) sont des sommets constantes étiquetés A, ..., Ax. D’apres la propriété
5.1, tous les homomorphismes de F dans une complétion totale de G donnent la méme
image a ~r(cy,..., cx). Donc toute complétion totale de G contient ~7(cj,...,c;) tel que
(ci, e, c;c) sont des sommets constantes étiquetés Ay,..., Ax. Donc aucune complétion to-
tale ne peut contenir également ~7(c}, ..., c;c).

O]

Nous obtenons finalement le théoreme 5.3 :

Théoréme 5.3 Soient F et G deux graphes polarisés et F® un sous-graphe 0-libre de F. S'il
n'y a pas d’homomorphisme compatible de F° dans G alors G i F.
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Démonstration : d’apres le lemme 5.2, F® ne contient pas de sommets relations échan-
geables. Or d’apres le théoréme 2.24, s’il n'y a pas d’homomorphisme compatible d'un
sous-graphe sans sommets relations échangeables de F dans G alors G i/ F.
OJ
De plus, nous pouvons restreindre le vocabulaire de complétion de F et G en prenant
en compte les sommets relations 0-libres. Nous nous appuyons sur le théoreme suivant :

Théoreme 5.4 [Leclere et Mugnier, 2008] G \ F si et seulement s’il y a un homomorphisme
de F dans chaque complétion totale de G par rapport a un vocabulaire de complétion com-
posé des relations apparaissant dans des sommets relations échangeables de F par rapport
aG.

Ainsi le vocabulaire de complétion peut se limiter aux relations apparaissant dans des
sommets relations échangeables de F par rapport a G. Nous en déduisons la propriété 5.3 :

Propriété 5.3 Sir est une relation n'apparaissant pas dans des sommets relations opposés
non 0-libres de F, alors r nest pas nécessaire pour compléter G (c’est-a-dire G & F si et seule-
ment s'il y a un homomorphisme de F dans chaque complétion totale de G obtenue sans
considérerr).

Démonstration : nous concluons directement avec le lemme 5.2.
OJ
Nous affinons alors la définition 2.20 du vocabulaire de complétion en prenant en
compte les sommets relations 0-libres :

Définition 5.5 (Vocabulaire de complétion) Soient deux graphes polarisés F et G, le voca-
bulaire de complétion de F et G est composé de toutes les relations apparaissant dans des
sommets relations opposés et non 0-libres, a la fois dans F et dans G.

Dans les différents algorithmes présentés (recCheckPlus, breadthCheck et UNSAT-
Check), on peut prendre en compte les sommets relations 0-libres en les ajoutant respecti-
vement au sous-graphe de guidage pour le premier, au sous-graphe positif pour le second
et au sous-graphe stable pour le dernier.

Nous avons ensuite essayé d’étendre la propriété 5.1 a des sommets relations composés
d’un seul sommet terme voisin variable, que nous appelons sommets relations 1-libres :

Définition 5.6 (Sommet relation 1-libre, Sous-graphe 1-libre) Un  sommet relation
~r(ty,..., tg) est dit 1-libre si l'un de ses sommets termes voisins est variable (il peut appa-
raitre plusieurs fois dans ty, ..., ty) et les autres sont des sommets constantes. Un sous-graphe
est dit 1-libre, noté F', s'il ne contient que des sommets relations 1-libres ou 0-libres.
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Néanmoins la propriété 5.1 ne s’étend pas aux sommets relations 1-libres comme le
montre la figure 5.1 : soient F et G deux graphes polarisés et G’ et G’ les complétions par-
tielles obtenues de G en ajoutant respectivement +r(u, v) et —r(u, v). Il existe un homo-
morphisme de F dans G/, soit h; = {A— A,x — u,y — v,z — w}, et un homomorphisme
de F dans G, soit hy = {A— A,x— t,y— u,z— v}. Le sommet relation +s(A, x) est 1-libre
mais ses images par h; et hy, respectivement +s(A, u) et +s(A, 1), sont différentes.

F i@@%@

FIGURE 5.1 : non-extension de la propriété 5.1 a des sommets relations 1-libres.

Dans la suite, nous cherchons a définir des sous-graphes de F prenant en compte les
constantes tels que s’il n'y a pas d’homomorphisme d’un de ces sous-graphes dans G, alors
G I F. A premiére vue, il semblerait qu'un sous-graphe respectant cette condition soit
le sous-graphe 1-libre de F maximal pour l'inclusion. Néanmoins, I'’exemple 19 montre
qu’étre 1-libre n’est pas une condition suffisante :

Exemple 19. Soient F et G les graphes polarisés de la figure 5.2. F est 1-libre et il n'y a pas
d’homomorphisme de F dans G alors que G + F. Il suffit de compléter G par ~r (A, B) pour
s’en assurer : il y a un homomorphisme h; = {A— A, x — B,B— B} de F dans G’ (obtenu
de G par I'ajout de +r(A, B)) et un homomorphisme hy = {A— A,x— A, B— B} de F dans
G" (obtenu de G par I'ajout de —r(A, B)). Donc G+ F.

Nous définissons alors une notion plus forte qui est celle des sous-graphes cloués:

Définition 5.7 (Sous-graphe cloué) Un sous-graphe est dit cloué si :
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o Ao F-@{s]
X

+1(A,B) —1(A,B)

FIGURE 5.2 : non-extension de la propriété 5.3 a des sommets relations 1-libres.

1. Ilest I-libre.

2. Il ne contient pas deux sommets relations opposés, soient Iy = +r(ty,...,tx) et I =
AGTIE t,’c) avec k =2, tels que :

(@) L etl, ont comme voisin commun un sommet variable, soit x.

(b) Iy a comme voisin un sommet constante A (étiqueté A) et I, a comme voisin un
sommet constante B (étiqueté B) avec A # B.

(c) Pour chaquei=1...k, soit t; et tlf sont le méme sommet constante, soit t; = x et
alors tl’. = B, soit tlf =x etalors t; = A.

Le graphe F de la figure 5.2 n’est pas cloué car il ne satisfait pas la condition 2 de la
définition 5.7. En effet, +r(A, x) et —r(x, B) violent cette condition et on s’apercoit que ces
deux sommets relations sont échangeables par rapport a G. Notons que si I’on considé-
rait +r(x, A) au lieu de +r(A4, x), les sommets ne seraient plus échangeables. Nous allons
voir que les sommets relations opposés de la condition 2 sont le seul cas d’échangeabilité
possible pour un graphe 1-libre. Nous obtiendrons finalement le théoreme 5.8 :
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Théoréme 5.8 Soient F et G deux graphes polarisés (avec G consistant). Soit F9°"¢ un sous-
graphe cloué de F. S'il n'existe pas d’homomorphisme compatible de F9°" dans G, alors
GFF.

Les définitions et propriétés qui suivent sont utilisées pour prouver le théoréme (nous al-
lons montrer que F°“é ne posséde pas de sommets relations échangeables).

Définition 5.9 (Graphe éclaté) Soit F un graphe quelconque. On appelle graphe éclaté de
F, noté F¢, le graphe obtenu de F en éclatant chaque sommet constante ¢ étiqueté A de
F ayant n = 2 voisins ry,...,I, en n sommets, c'est-a-dire en remplagant ¢ par n sommets
constantes cy, ..., cy, étiquetés A et toute aréte (r;, j,c) par (r, j,¢;) pouri=1...n.

Notons que contrairement aux graphes considérés précédemment, on peut avoir plu-
sieurs sommets étiquetés par la méme constante. Autrement dit, F¢ n’est pas sous forme
normale. Cependant, pour la conservation des homomorphismes, I'important est que G
soit sous forme normale. La propriété suivante est immédiate :

Propriété 5.4 Soient F et G deux graphes et F¢ le graphe éclaté de F. S'il y a un homomor-
phisme h de F dans G alors il y a un homomorphisme l' de F¢ dans G qui s'obtient de la fa-
con suivante : h'(c;) = h(c) pour tout sommet c; résultant de l'éclatement de c et h'(c) = h(c)
pour tout autre sommet c. Et réciproquement, si G est sous forme normale, tout homomor-
phisme de F¢ dans G fournit un homomorphisme de F dans G.

Propriété 5.5 Soit F un graphe 1-libre et F¢ le graphe éclaté de F. Chaque composante
connexe de F® a au plus un sommet variable.

Démonstration : soit C une composante connexe de F¢. Par construction, les voisins
communs vy,..., V; de deux sommets relations de C sont nécessairement des variables.
Et comme C est 1-libre,ona v; =--- = vg.
OJ
Suite a ces deux propriétés et sans perte de généralité, nous considérons maintenant
des graphes cloués composés d'un seul sommet variable.

Définition 5.10 (Position d’échangeabilité, Irréalisable) Soient F et G deux graphes pola-
risés et I} =~r(cy,...,cx) et lp = ~r(dy,...,dy) deux sommets relations opposés de F. Une
position d’échangeabilité de [, et I, dans G est un k-tuple de termes (xy, ..., xx) de G tel que :

1. Il existe deux substitutions et n’ des termes de F dans les termes de G ;
2. Quelquesoiti=1...k, (c;) =n'(d;) = x;.

Cette position d’échangeabilité est dite irréalisable (pour [ et l,) si quelque soiti =1...k,
n(c;) = n(d;) (resp. w'(c;) = ' (d;).
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Intuitivement, une position irréalisable correspond au fait que 7 et 7’ ne peuvent pas
étre des homomorphismes de F dans des complétions de G, puisqu'’ils conduiraient a en-
voyer deux sommets relations opposés a la méme place.

Propriété 5.6 Soient F et G deux graphes polarisés et I, =~r(c1,...,cx) et lp =~r(dy, ..., dy)
deux sommets relations opposés de F. Si toutes les positions d'échangeabilité de [, et I, dans
G sont irréalisables, alors [ et I, ne sont pas échangeables par rapport a G.

Démonstration : par contradiction : supposons que [/; et I, sont échangeables par rap-
port a G. Donc il existe une position d’échangeabilité de [; et I, dans G, soit (x3,..., Xk),
deux complétions totales de G, G; et Gy, et deux homomorphismes h; et hy, respective-
ment de F dans G; et de F dans G, tels que quelque soit i = 1...k, h;(c;) = hy(d;). Par
hypothése (xi,..., xx) est irréalisable, donc quelque soit i = 1...k, hy(c;) = hi(d;) (resp.
hy(ci) = ho(d;)). Gy (resp. G2) serait donc inconsistant. Absurde.

O

Propriété 5.7 Soit F un graphe 1-libre ayant au plus un sommet variable, noté x, et

Iy =~r(cy,...,cx) et lp =~7(dy,...,di) deux sommets relations opposés de F. Si l'une des
conditions suivantes est satisfaite alors [ et I, ne sont pas échangeables (et ceci quelque soit
G):

(a) ilexistei telquec;=Aetd; =B avec A# B;

(b) ilexisteietj (aveci# j)telqueci=c;j=x,d;=Aetdj=B (avec A# B);

(c) ilexistei telquec;=d;=x;

(d) ilexistei telqueci=Aetd;=x,etj#itelquecj=xetd;=A.

Démonstration :

(a) D’apres la définition 5.10, il n’y a pas de position d’échangeabilité de /; et I, dans G car
n(c;) # 7'(d;).

(b) Nous montrons qu'’il n'y a pas de position d’échangeabilité de /; et [, dans G. On a
alors 71(x) = 7(c;) = n'(d;) = Aetn(x) = m(cj) = n'(d;) = B. Absurde.

(c) Nous montrons que les positions d’échangeabilité de /; et [, dans G sont irréalisables.
Par hypothese, il existe i tel que ¢; = d; = x eton a n(c;) = 7'(d;), donc 7w (x) = 7' (x) =
¥, ol y est un terme quelconque de G. On a forcément 7 (c;) = 7n(d;). Soit j # 1 : si
cj = x (resp. dj = x) avec j # i alors soit d; = x, soit dj = A et dans ce cas A et y
représentent la méme constante (resp. soit cj =X, soit cj = A). On a donc n(cj) =
TL'(dj).

(d) Nous montrons que les positions d’échangeabilité de [; et I, dans G sont irréalisables.
Il existe i tel que ¢; = Aetd; = xdonc 7'(x) = A, et j #itel que c; = xetd; = Adonc
nm(x) = A.Sic; =B (resp. d; = B) avec | # i et A# B alors d; = B (resp. ¢; = B), sinon
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nous sommes soit dans le cas (1) si d; = x soit dans le cas (2) si d; = C avec B # C, et
donc 7(c;) = 7(d;). Sic;=Aetd; = x (resp. ¢; = x et d; = A), alors n(¢c)) =7’ (x) = A
(resp. n(d;) = n(x) = A). Or par hypothese n(d;) = 7(x) = A (resp. n(c;) = 7' (x) = A)
donc n(c;)) = n(d)).

Propriété 5.8 Soit F un graphe 1-libre ayant au plus un sommet variable, noté x, et

Iy =~r(cy,...,cx) et lp =~r(dy,...,dy) deux sommets relations opposés de F. Si |, et I, ne
vérifient pas les conditions de non-échangeabilité de la propriété 5.7, alors pour tout i si
ci=Aalorsd; = A, sici=xalorsd; =B etsid; = x alorsc; = C avec B # C.

Démonstration : nous faisons une étude par cas:
— Si ¢; et d; sont des constantes alors ¢; = A et d; = A car [; et I, ne vérifient pas la
condition (a) de la propriété 5.7.
— Supposons que c; soit égal a x : alors d; est une constante B car /; et [, ne vérifient
pas la condition (c) de la propriété 5.7.

(@) Supposons qu'il existe j # i tel que ¢; = x : alors d; est la constante B car [; et I,
ne vérifient pas la condition (b) de la propriété 5.7.

(b) Supposons qu'il existe j # i tel que d; = x : alors ¢; est une constante C avec
B # C car [; et I, ne vérifient pas la condition (d) de la propriété 5.7.

— Supposons que d; soit égal a x : le raisonnement est similaire au précédent.
Donc quelque soit 7, si c; = Aalors d; = A, si¢c; = x alors d; = B et si d; = x alors ¢; = C avec
B#C.
OJ

Démonstration du théoréme 5.8 : soit F€4¢ Fégon graphe éclaté et F ¢ .., F,‘; les graphes
correspondant aux composantes connexes de F¢. Chaque Fle 0-libre est sans sommets re-
lations échangeables (cf. lemme 5.2). Soit Ff un graphe composé de sommets relations
1-libres ayant comme voisin commun le méme sommet variable, soit x. D’apres la pro-
priété 5.8, soit ces sommets relations ne sont pas échangeables, soient ils contredisent la
condition 2 de la définition 5.7 et Ff n’est pas cloué. Chaque Ff est donc sans sommets
relations échangeables. Si G - F, alors il existe un homomorphisme compatible de chaque
Fle dans G, et 'union de ces homomorphismes forme un homomorphisme compatible de
Feloué dans G (cf. propriété 5.4, la compatibilité étant immeédiate a vérifier).

OJ
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5.2 Réponse a une requéte non-booléenne

Dans cette section, nous nous intéressons plus spécifiquement au probleme de I'inter-
rogation d’'une base de connaissances, c’est-a-dire a la recherche de toutes les réponses a
une RC " dans une base de connaissances sous '’hypothése du monde ouvert. Dans la suite
nous représentons une RC ' par un graphe polarisé composé de sommets termes dits dis-
tingués (étiquetés par un point d’interrogation sur les dessins), appelé lambda-GP.

Définition 5.11 (Lambda-GP) Un lambda-GP Q = (ty,...,tx)F est un graphe polarisé F
pourvu d'un tuple de sommets termes distingués 13, ..., fy avec k = 0, que nous appelons
la partie réponse. Si k =0, Q représente une RC booléenne.

La figure 5.3 montre le lambda-GP associé a une RC ' non-booléenne q.

1
L
w

q=ans(x) <~ px),s(x,y),p)

FIGURE 5.3 : le lambda-GP Q associé a g et un graphe polarisé G.

Comme nous I'avons souligné au chapitre 2, section 2.2.3, la notion de réponse a une
RC™ g n'est plus « naturelle » dés lors que nous faisons 'hypothése du monde ouvert. Il
peut exister une « réponse » a g dans une base de connaissances B sans que nous puissions
la construire. Ce « probléeme » est dii au fait que si G+ Q, ot Q = (f3, ..., fx) F, il n’existe pas
forcément, pour chaque complétion totale G°, un homomorphisme £ de F dans G° tel que
(t1,...,Ix) se projette sur les mémes sommets termes de G. Ceci est illustré par I'exemple
20:

Exemple 20. Soient Q le lambda-GP et G le graphe polarisé de la figure 5.3. Nous allons
voir qu’il n'y a aucune réponse a Q dans G. Soient Gy, ..., G4 les quatre complétions totales
de G par rapport a la relation p (cf. figure 5.4). On observe que pour G la réponse est v,
pour G; la réponse est soit ¢ soit v, pour G5 la réponse est u et enfin pour G la réponse est
L.
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FIGURE 5.4 : les quatre complétions totales de G par rapport a p.

Dans [Mugnier et Leclere, 2006], une définition de réponse a une RC ' en monde ouvert
est proposée :

Définition 5.12 (Réponse) Soit Q = (ty,..., tx)F un lambda-GP et B une base de connais-
sances composée d'un ensemble de graphes polarisés, une réponse a Q dans B est un tuple
de termes (uy,...,ux) € B tel quil existe une substitution n de (ty,...,tx) dans B avec
(m(t),...,m(ty)) = (u,..., ux), et pour toute complétion totale B¢ de B, n s'étend a un ho-
momorphisme de Q dans B°.

Exemple 21. Soient Q le lambda-GP et G le graphe polarisé de la figure 5.5. Nous allons
voir qu’il y a une réponse a Q dans G. Soient Gy, ..., G4 les quatre complétions totales de G
par rapport a la relation r (cf. figure 5.6). Pour chaque complétion totale G¢ de G, il existe
un homomorphisme h; tel que h;(x) = v : pour G{ on a h; = {x — v,y — w,z — w}, pour
G;onah) ={x— v,y— w,z— w}, pour G;ona hy = {x— v,y— v,z— w} etpour Gy on a
hy = {x— v,y — v,z— w}. On en conclut que le tuple (v) est une réponse a Q dans G.

Une maniere de calculer toutes les réponses a Q dans G est donc de calculer 'ensemble
des substitutions de (11, ..., tx) dans G et de tester pour chaque substitution si elle s’étend
aun homomorphisme de Q dans chaque complétion totale de G.

Cette méthode « brutale » conduit a I'algorithme bruteForceAnswers (cf. algorithme
16) qui construit 'ensemble des complétions totales de G.
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Q 1@2 1@2
y y4
G 1' 2 1 2
\Y wW

FIGURE 5.5 : un lambda-GP Q et un graphe polarisé G.

FIGURE 5.6 : les quatre complétions totales de G par rapportar.
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Algorithme 16: bruteForceAnswers(Q,G)
Données: un lambda-GP Q = (#;,..., k) F et un graphe polarisé consistant G
Résultat: la liste des réponses a Q dans G

début
rep—Vrai;
Soit Réponses= @ I’ensemble des réponses a Q dans G ;
SoitIT = m4,...,m, I'ensemble des substitutions de (¢4, ..., f;) dans G;

Soit G€™P!e! I'ensemble des complétions totales de G ;
pour chaque r; € I faire
pour chaque G € G°oP!¢! fajre

si 7m; ne s'étend pas a un homomorphisme de Q dans G¢ alors
rep— Faux;
Sortie du Pour;

sirep = Vrai alors

| Réponses—RéponsesU{(h;(ty),..., hi(t;)};
sinon

| rep<—Vrai;

retourner listeRep ;
fin

Une autre maniere de résoudre le probleme est de réutiliser 'un des algorithmes pré-
cédents comme une « boite noire ». Plus précisément, nous calculons I’ensemble des sub-
stitutions de (fy,..., fx) dans G, et pour chaque substitution 7, nous fixons les images de
ty,..., ty avec m(ty),...,m(tx) puis nous appelons au choix recCheckPlus, breadthCheck,
recANDcheck ou UNSATCheck. Ceci permet de profiter des algorithmes précédents qui
visent autant que possible a éviter le calcul de '’ensemble des complétions totales de G.
Afin de fixer les images de 1, ..., tx avec 7 (ty),...,7m(t;) et pour éviter de modifier les algo-
rithmes existants, on peut instancier partiellement F et G, c’est-a-dire remplacer les 7;(#;)
qui ne sont pas des constantes par de nouvelles constantes (n’apparaissant ni dans F ni
dans G), puis de remplacer dans F chaque ¢; par 7;(¢;). Lalgorithme computeAnswers
réutilise recCheckPlus.

Intuitivement, comme nous appelons dans le pire des cas ngo fois recCheckPlus (dans
le cas d'un lambda-GP composé exclusivement de sommets termes distingués), ou ng et
no représentent respectivement le nombre de sommets termes dans G et dans Q, on peut
penser que les temps de résolution devraient s’accroitre de facon exponentielle avec le
pourcentage de sommets termes distingués. Néanmoins, comme nous fixons pour chaque
substitution les images de certains sommets termes, on s’attend également a ce que la
résolution de l'algorithme recCheckPlus soit simplifiée, puisque nous pouvons observer
que les sommets termes a image fixe se comportent exactement comme des constantes
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Algorithme 17: computeAnswers(F, G)
Données: un lambda-GP Q = (#;,..., k) F et un graphe polarisé consistant G

Résultat: la liste des réponses a Q dans G

début
SoitIT = 74,...,7m, I'’ensemble des substitutions de (fy,..., ;) dans G;

Soit Réponses= @ I'ensemble des réponses a Q dans G ;

pour chaque r; € I faire
Instancier partiellement F et G avec de nouvelles constantes (remplacer les

7;(f;) quine sont pas des constantes par de nouvelles constantes, puis
remplacer dans F chaque ¢; par 7;(#;).) ;
si recCheckPlus(G, @) = succes alors

| Réponses—RéponsesU{(hi(ty),..., hi(tK)};

return Réponses ;
fin

(ils ont une image unique), et nous avons vu au chapitre 3, section 3.6.3, que plus il y avait
de constantes dans le graphe source (ici Q) plus la résolution était rapide. En perspective,
il serait intéressant de faire des expérimentations avec comme parametre variable le pour-
centage de sommets termes distingués dans le graphe source, ce qui n’a pas encore pu étre
effectué faute de temps.

5.3 Prise en compte d'une ontologie l1égeére

Les résultats présentés dans ce mémoire ont été obtenus pour une ontologie triviale,
c’est-a-dire restreinte a un vocabulaire, ou tous les éléments sont deux-a-deux incompa-
rables (voir chapitre 2, section 2.2 pour plus de détails). Nous considérons maintenant
une ontologie « légere » composée de deux ensembles préordonnés respectivement de
concepts et de relations et d'un ensemble d’'individus (constantes). Précisons que seules
les relations de méme arité sont comparables. Dans cette ontologie les concepts et les re-
lations sont atomiques, c’est-a-dire qu’ils n'ont pas de définition, et le seul lien entre dif-
férents éléments d'un méme ensemble est le préordre (noté <). Par exemple soient c; et ¢,
deux concepts, c; < ¢ signifie que c; est une spécialisation de c».

Dans cette section, nous nous appuyons notamment sur [Leclere et Mugnier, 2008] et
[Mugnier et al., 2009] qui nous fournissent 'ensemble des définitions et nous montrons
que nos algorithmes peuvent s’étendre sans difficulté a une ontologie 1égere.

Traduisons maintenant une ontologie légére en un vocabulaire préordonné, c’est-a-
dire dans lequel les relations (prédicats) sont munies d'un préordre traduisant la rela-
tion de spécialisation. Sans perte de généralité, nous traduisons les concepts en relations
d’arité 1. Nous appelons alors Vg = (R, €), le vocabulaire préordonné associé a une on-
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tologie légere O, ou Ry représente les concepts et les relations de O et C I'ensemble de
ses constantes. Les étiquettes des sommets relations d'un graphe polarisé G sont donc
construites a partir des relations appartenant a R et comparées a ’aide du préordre sur
fRo .

Définition 5.13 (Ordre étendu sur les étiquettes des sommets relations) Soit le vocabu-
laire préordonné Vo = (Ro,C) et deux relations de méme arité ry et r» appartenant a Rg.
Siry < ryalors +r) < +ry et —rp < —ry (nous considérons l'ordre opposé a celui sur Rq pour
les étiquettes de sommets relations négatifs).

Nous modifions alors de fagon naturelle les définitions de sommets relations opposés,
d’homomorphisme, d’homomorphisme compatible et de graphe polarisé inconsistant en
prenant en compte cet ordre étendu :

Définition 5.14 (Sommets relations <-opposés, <-contradictoires) Soient deux relations
r et s appartenant a Ry et r < s. Les sommets relations —r(ty,..., tx) et +s(uy, ..., uy) sont
dits <-opposés, les sommets relations +r(ty,..., tx) et —s(uy,...,uy) sont dits <-fortement
opposés et les sommets relations +r(ty,..., tx) et —s(ty,..., tx) sont dits <-contradictoires.

Définition 5.15 (<-homomorphisme) Soient F = (Tr,Rr,Er,lp) et G = (T, Rg, Eg, lg)
deux graphes polarisés sur Vo = (Ro, C). Un <-homomorphisme h de F dans G est une ap-
plication des sommets de F dans les sommets de G telle que :

1. Y(r,i,t)eF, (h(n,i,h() eG;
2. VreRp lgh(r) <lp(r);

3. Vte Tg, sit est un sommet constante alors lg(t) = lg(h(1)).

Notons que cette définition de <-homomorphisme correspond a celle appelée « pro-
jection » sur les graphes conceptuels de base [Chein et Mugnier, 2009].

Définition 5.16 (<-homomorphisme compatible) Soient deux graphes polarisés F et G et
F' un sous-graphe de F. Un <-homomorphisme h de F' dans G est dit compatible par rap-
portaF si:
— pour chaque sommet relation ~r(ty,..., ty) de F\ F', il W'existe pas de sommet relation
contradictoire ~s(h(ty),..., h(ty)) dans G.
— pour chaque paire de sommets relations <-fortement opposés +r(cy,...,Cx) et
—s(dy,...,dy) deF\F', (h(cy),...,h(ck) # (h(dy),..., h(dy)).

Définition 5.17 (Graphe polarisé inconsistant) Un graphe polarisé sur Vo = (Ro,C) est
dit inconsistant s’il contient deux sommets relations <-contradictoires +r(ty,...,t;) et
—s(ty,..., tr). Sinon il est dit consistant.
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De méme, nous étendons les définitions de graphe complet et de complétion :

Définition 5.18 (Graphe <-complet) Un graphe G consistant sur Vo = (Ro,C) est dit <-
complet, noté G, par rapport a un ensemble de relations € € Ry si : pour chaque relation
r d’arité k de € et chaque k-tuple de termes (non nécessairement distincts) ti,..., tr de G, G
contient soit +s(ty,..., ty) avec s <r soit —s(ty,..., tx) avecr <s.

Définition 5.19 (<-Complétion, Littéral de complétion) Une <-complétion G’ dun
graphe G consistant sur Vg = (Rg,C) est un graphe obtenu de G par ajouts successifs de
nouveaux sommets relations non-redondants (étiquetés par des relations apparaissant déja
dans G ou plus spécifiques et portant sur des sommets termes déja dans G), appelés littéraux
de complétion, aussi longtemps qu'aucune inconsistance nwapparait (G < G'). Chaque ajout
représente une étape de complétion. Une <-complétion de G est dite totale par rapport a
un ensemble de relations € € Ry si c’est un graphe <-complet par rapport a &, sinon elle est
dite partielle.

Le théoreme 2.19 reste vrai a condition de modifier G+ F par Vg, G F et d’utiliser les
définitions étendues pour les autres notions :

Théoreme 5.20 [Leclere et Mugnier, 2008] Soient deux graphes polarisés F et G (avec G
consistant) surVy = (Ro, C). Vo, G | F si et seulement si quelque soit G¢, une <-complétion
totale de G par rapport a l'ensemble des relations apparaissant dans G, il existe un <-
homomorphisme de F dans G°.

Nous devons adapter les définitions de sommets relations échangeables et de vocabu-
laire de complétion :

Définition 5.21 (Sommets relations <-échangeables) Deux sommets relations
~r(cy,...,ck) et ~s(dy,...,dy) de F sont dits <-échangeables si (1) ils sont <-opposés, (2) il
existe deux <-complétions totales de G, G, et G, et deux <-homomorphismes h; et hy, res-
pectivement de F dans G, et de F dans G, tels que (hy(c1),..., hi(ck)) = (ho(dy),..., ho(dy)).

Nous définissons le graphe saturé de G, noté G°, comme le graphe obtenu 2 partir de G
en ajoutant tous les sommets relations déductibles a partir du préordre sur Ry. Autrement
dit, on rend explicite les effets du préordre sur les graphes.

Définition 5.22 (Graphe saturé) Soient un graphe polarisé G sur Vo = (Ro,C). On appelle
graphe saturé de G par rapport a Ry, noté G°, le graphe polarisé obtenu de G en ajoutant
chaque sommet relation ~s(ty, ..., ty) non présent dans G tel que ~r(ty,..., ty) appartient a
G et~r<~s.

On a alors la propriété suivante (implicite dans [Mugnier et al., 2009]) :
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Propriété 5.9 Soient F et G deux graphes polarisés sur Vo = (Rp, C) et GO le graphe saturé
de G par rapport aRg. OnaVy, G+ F si et seulement G° - F.

Définition 5.23 (Vocabulaire de complétion) Soient deux graphes polarisés F et G sur
Vo = (Ro, ), un symbole de complétion de F et G est une relation apparaissant dans des
sommets relations <-opposés —r(cy,...,cx) et +s(dy,...,d) telle qu'a la fois —r et +s ap-
paraissent dans F et G°. Le vocabulaire de complétion de F et G, noté V., est composé de
I'ensemble des symboles de complétion de F et G.

Prenons par exemple les graphes polarisés F, G et G° de la figure 5.7 avec p < q. Le
vocabulaire de complétion de F et G est 'ensemble V. = {p, g}. En effet, —p et +q appa-
raissent dans F et dans G° (notons qu'ils n’apparaissent pas dans G). On peut voir que
G |- F : il suffit de compléter G respectivement par + p(u) et —p(u) pour s’en assurer.

U Y
&

D@
U \'

FIGURE 5.7 : vocabulaire de complétion : V., = {p, q} avec p < g.

Etant données les définitions étendues des notions d’homomorphisme, homomor-
phisme compatible, graphe complet et vocabulaire de complétion, les algorithmes rec-
CheckPlus, recANDcheck et breadthCheck sont utilisables tels quels. Ladaptation de la
méthode menant a 'algorithme UNSATCheck est directe : en effet il suffit de voir que
O,GF Fsiet seulement G° - F, et donc de considérer G° au lieu de G lors des trois étapes
de résolution.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés a deux problemes équivalents concernant les requétes
conjonctives avec négation : le probléme de l'inclusion de requétes et celui de I’évaluation
d'une requéte booléenne sous I'’hypothése du monde ouvert. Nous avons reformulé ces
problémes sous la forme d'un probléme de déduction dans un fragment de la logique du
premier ordre.

Nous avons commencé par analyser les trois approches proposées antérieurement
pour le résoudre [Ullman, 1997][Wei et Lausen, 2003] [Leclere et Mugnier, 2007]. Nous nous
sommes focalisés sur les deux dernieres qui améliorent la premiere de facon différente.
Dans [Wei et Lausen, 2003] un schéma d’algorithme de parcours en largeur de I'espace
de recherche est proposé, mais nous montrons qu’il est incorrect. Nous proposons alors
'algorithme breadthCheck qui corrige |'erreur de 1'algorithme de [Wei et Lausen, 2003]
et améliore le processus. Nous proposons également 1'algorithme recANDcheck, basé sur
la propriété de Wei et Lausen [2003], qui effectue un parcours en profondeur de I'espace
de recherche. [Leclere et Mugnier, 2007] propose un schéma d’algorithme de parcours en
profondeur de I'espace de recherche (différent de celui utilisé pour recANDcheck), et nous
présentons trois propositions d’heuristique afin d’optimiser la résolution, qui conduisent a
'algorithme raffiné recCheckPlus. Nous proposons également |’algorithme UNSATCheck,
basé sur une approche différente de celles antérieures, qui conduit a tester I'insatisfiabilité
d’une forme clausale propositionnelle, ce qui permet d’utiliser un solveur SAT.

Un des buts de cette thése était de comparer expérimentalement différents algorithmes
de résolution du probleme de déduction. Comme nous n’avions pas de jeu de tests adap-
tés, nous avons mis en place un algorithme de génération aléatoire d’'instances du pro-
bleme de déduction. Nous avons alors analysé I'influence des différents parametres de gé-
nération sur la difficulté de résolution du probleme et mis en évidence des valeurs de pa-
rametre pour lesquelles les instances générées sont généralement difficiles. Ce protocole
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expérimental nous a alors permis d’estimer expérimentalement la pertinence de nos pro-
positions d’affinement et de comparer les différents algorithmes. Nous avons montré que
les heuristiques proposées étaient tres pertinentes; elles permettent de diminuer énormé-
ment le temps d’exécution de I'algorithme. Nous avons montré que l’algorithme breadth-
Check était tres mauvais par rapport aux deux autres, et que généralement recCheckPlus
donnait les meilleurs résultats.

Nous avons également proposé plusieurs extensions de notre cadre d’étude, et mon-
tré que nos algorithmes pouvaient tres facilement s’étendre pour les prendre en compte.
Néanmoins le « prix a payer » de ces extensions, notamment en terme de temps de réso-
lution, n’a pas encore été étudié.

Ce travail ouvre la voie a des perspectives de différente nature : algorithmiques, expéri-
mentales et théoriques.

Tout d’abord, I'algorithme recCheckPlus peut encore étre largement amélioré, en té-
moigne la figure 6.1 : elle montre les résultats obtenus, sur les mémes instances, par rec-
CheckPlus en prenant comme sous-graphe de guidage le meilleur choix ou le moins bon.
Plus précisément, pour chaque instance nous avons exécuté recCheckPlus avec chaque
sous-graphe de guidage maximal pour 'inclusion possible (8 pour cette expérimentation)
et gardé a chaque fois le meilleur et le moins bon résultat. Notons que nous n’avons actuel-
lement aucune heuristique pour choisir un sous-graphe de guidage maximal pour l'inclu-
sion parmi d’autres; il est choisi aléatoirement parmi tous les sous-graphes considérés.
Néanmoins, il semble difficile de discriminer deux sous-graphes maximaux pour I'inclu-
sion car cela touche a la structure méme des graphes. Y a-t-il des structures plus intéres-
santes que d’autres ? Des structures ou des motifs particuliers a éviter ? De méme, dans la
phase de choix du littéral de complétion, nous nous basons sur un sommet relation fron-
tiere pour déterminer le prochain sommet a ajouter. Or il en existe généralement plusieurs
possibles et nous n’avons actuellement aucune heuristique permettant de les discriminer.
La question est alors de savoir sur quels critéres se baser pour effectuer ce choix.

Une autre perspective serait de faire une comparaison de recCheckPlus (qui est ac-
tuellement le meilleur algorithme a notre disposition) avec des prouveurs logiques. Nous
avons commencé cette comparaison en utilisant le prouveur logique Prover9 (le succes-
seur du prouveur logique Otter [McCune, 2003b]), et son outil complémentaire Mace4 [Mc-
Cune, 2003a]. Prover9, qui est basé sur la méthode de résolution, recherche une preuve de
(G F) et Mace4 recherche une interprétation qui soit un contre-exemple pour (G F F) en
énumérant les interprétations par domaines de taille croissante. Pour comparer les deux
algorithmes, nous exécutons recCheckPlus et Prover9-Mace4 sur les mémes instances.
Pour chaque instance, Prover9 et Mace4 démarrent parallelement et sont arrétés lorsque le
plus rapide conclut (nous multiplions alors par deux le temps d’exécution obtenu). Notons
qu’on utilise la combinaison des deux algorithmes car les résultats qu’ils fournissent sépa-
rément sont trés mauvais, et que Prover9 et Mace4 sont utilisés comme des boites noires,
c’est-a-dire qu’on ne fait que les exécuter et qu'on récupere les résultats qu’ils fournissent.
Les premiers résultats (figure 6.2) montrent que recCheckP1lus est plus rapide que la com-
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FIGURE 6.1 : Comparaison entre le meilleur et le moins bon choix du sous-graphe de gui-
dage.

binaison de Prover9 et Mace4. Néanmoins, méme si ces deux outils ont 'avantage d’étre
gratuits et simples d’utilisation, ils ne sont a 'heure actuelle pas les plus performants. Il
serait donc intéressant d’étendre cette comparaison a d’autres prouveurs logiques. Une
autre perspective qui va dans le méme sens serait de comparer recCheckPlus, non plus
a un prouveur général de la logique du premier ordre, mais a un prouveur résolvant un
probléme qui est dans la méme classe de complexité (l'Ié9 -complet), tel que le probléeme 2-
QSAT (aussi appelé 2-QBF). QSAT, obtenu par généralisation du probleme SAT, est le pro-
bleme de décision de la satisfiabilité d'une formule propositionnelle sous forme clausale
pour laquelle les variables booléennes sont soit quantifiées existentiellement soit univer-
sellement. Il est PSPACE-complet! [Papadimitriou, 1994]. Le probléme 2-QSAT, pour lequel
il y a une alternance de deux quantificateurs avant les formules, I'un universel et 'autre
existentiel, est un sous-probleme de QSAT ; il est 1'[5 -complet [Papadimitriou, 1994][Schae-
fer et Umans, 2002]. Plus précisément, il prend en entrée une formule fermée de la forme

1. QSAT fait partie des problemes les plus durs de PSPACE, qui est la classe des problémes solubles par
une machine de Turing déterministe en utilisant un espace polynomial et en temps illimité.



116 CHAPITRE 6. CONCLUSION

f= V?H?(p(},?), ol X = {x1,...,xm,} et Y = {¥1,..., ¥n} sont des ensembles disjoints de
variables propositionnelles (c’est-a-dire interprétées par vrai ou faux) et (p(f, Y) est une
conjonction de clauses de taille 3 (c’est a dire que chaque clause est une disjonction de
trois variables de X U Y ou leur négation). Le probleme consiste a tester la satisfiabilité
de f. Néanmoins, pour pouvoir transformer nos instances en des instances de 2-QSAT (ou
inversement), nous avons besoin de réductions polynomiales entre ces problemes. Si théo-
riquement de telles réductions existent du fait de I'appartenance des deux problémes a la
méme classe de complexité, elle n’est pas directe a construire et nous n’en avons pas ac-
tuellement. Ainsi un futur travail serait de construire une telle réduction et de comparer
expérimentalement recCheckPlus aux prouveurs 2-QSAT.

QDDDD T T T T T

recCheckPlus +
18000 Prover9-Maced —J— |

16000
14000
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10000

8000

6000

Temps de resolution (ms)

4000

2000
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FIGURE 6.2 : Comparaison de recCheckPlus et de la combinaison Prover9-Mace4.

Dans ce travail, nous avons recherché expérimentalement des valeurs de parametre
pour lesquelles les instances générées étaient « difficiles » a résoudre (en terme de temps
d’exécution). Nous avons notamment montré que les instances les plus difficiles a ré-
soudre se trouvaient toujours au début de la transition de phase. Une perspective serait
de pouvoir déterminer de facon théorique la « difficulté » d’'une instance en fonction de la
valeur de certains de ses parametres. Pour cela il faudrait dans un premier temps étre ca-
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pable de déterminer '’emplacement de la transition de phase. De tels travaux existent pour
plusieurs problemes NP-complets, par exemple le probleme de satisfaction de contraintes
(CSP). Ils proposent des modeles de génération d’instances assurant I’existence d'une tran-
sition de phase, en identifiant I'’emplacement exact et par la méme assurant la génération
d’instances « difficiles ». Peut-on adapter ces résultats au probleme que nous étudions ?

Dans cette these nous avons considéré la négation classique. Néanmoins il existe plu-
sieurs types de négation, et ils sont tous utiles dans les applications. On pourrait donc en-
visager de combiner ces différents types dans les requétes et la base. Une approche inté-
ressante dans ce sens est celle de Wagner [1991, 2003] qui, aprés une analyse des différents
types de négation qui peuvent étre trouvés dans les systemes et langages existants, ainsi
que dans la langue naturelle, propose de distinguer plusieurs types de relation. Les re-
lations sont séparées en trois sous-ensembles : les relations sous '’hypothése du monde
clos et celles sous '’hypothése du monde ouvert, elles-mémes séparés en deux selon que
la loi du tiers exclu s’applique ou non (c’est-a-dire que pour une telle relation, la formule
YV (X1,..., Xp) T (X1,...,Xp) Vr(X1,..., X,) est soit valide soit non valide). Ainsi un type de né-
gation correspond a chaque type de relation. La logique proposée pour distinguer ces trois
types de relations est une logique avec trois valeurs de vérité (vrai, faux et indéfini). Dans
[Mugnier et Leclere, 2006], il est montré que chacun de ces différents types de négation
peut étre géré par des mécanismes basés sur 'homomorphisme. La question est comment
les combiner efficacement dans nos algorithmes ?

D’autre part, nous considérons une ontologie trés simple. Peut-on passer a une onto-
logie plus riche en gardant le méme type d’algorithmes? C’est une question totalement
ouverte.
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Abstract

In this thesis, we consider problems at the intersection of two areas: databases and
knowledge bases. We focus on two equivalent problems on conjunctive queries with nega-
tion : query containment and query answering with boolean queries while making the
open-world assumption. We reformulate these problems as a deduction problem in a first-
order logic fragment. Then we refine existing algorithm schemes and propose new algo-
rithms. To study and compare them experimentally, we propose a random generator and
we analyze the influence of parameters on problem instances difficulty. Finally, we ana-
lyze the improvements brought out by our refinements and we compare experimentally
the algorithms.

Keywords: Databases, Knowledge bases, Deduction, Negation, Conjunctive Queries with
Negation, Graphs, Homomorphism, Algorithm, Heuristics, Experiments

Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a des problemes a la croisée de deux domaines,
les bases de données et les bases de connaissances. Nous considérons deux problémes
équivalents concernant les requétes conjonctives avec négation : I'inclusion de requétes et
|’ évaluation d’'une requéte booléenne sous '’hypothese du monde ouvert. Nous reformulons
ces problémes sous la forme d'un probleme de déduction dans un fragment de la logique
du premier ordre. Puis nous raffinons des schémas d’algorithmes déja existants et propo-
sons de nouveaux algorithmes. Pour les étudier et les comparer expérimentalement, nous
proposons un générateur aléatoire et analysons l'influence des différents parameétres sur
la difficulté des instances du probleme étudié. Finalement, a ’aide de cette méthodologie
expérimentale, nous comparons les apports des différents raffinements et les algorithmes
entre eux.

Mots clefs : Bases de données, Bases de connaissances, Déduction, Négation, Requétes
conjonctives avec négation, Graphes, Homomorphisme, Algorithme, Heuristiques, Expéri-
mentations
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