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Introduction

Dans le milieu des années 90, les avancées en nano-technologies ont rendu possible
I’élaboration de matériaux artificiels dont le comportement vis-a-vis des ondes électro-
magnétiques est tout a fait surprenant et, pour cette raison, ils sont appelées parfois
métamatériaux. Depuis lors, ces matériaux intéressent beaucoup la communauté scien-
tifique, notamment dans le domaine de 'optique, en raison de leur capacité a “controler”
la propagation lumineuse.

Ces milieux sont en fait des matériaux composites (plus ou moins structurés) pour
lesquels une théorie effective peut parfois étre mise en ceuvre et fait apparaitre des ten-
seurs de permittivité ou de perméabilité qui difféerent complétement de ceux que l'on
peut rencontrer dans des milieuxr homogenes naturels. Dans le domaine de I'optique, des
avancées majeures ont été obtenues récemment par J. B. Pendry ainsi que M. Lassas,
G. Uhlmann et al. [27]. Notamment, Pendry a obtenu en 1996 [43] un milieu & per-
mittivité négative en dessous d’une fréquence de coupure et en 1999 [42] il obtient un
milieu & perméabilité négative dans certaines bandes de fréquences. Dans chacun de ces
cas, les structures envisagées sont formées de micro-composants métalliques de grande
conductivité formant différents motifs disposés périodiquement (fibres paralléles dans
le premier cas et anneaux fendus dans le second). L’association de ces deux structures
permet d’obtenir un milieu se comportant, & certaines fréquences, comme un milieu de
permittivité et de perméabilité simultanément négatives [38|. Il s’agit de I'un des mé-
tamatériaux les plus populaires du fait de ses propriétés de réfraction inverse. Notons
que, bien des années auparavant, quelques applications théoriques de tels matériaux a
indices négatifs (notamment les lentilles planes) avaient été découvertes par Veselago et
présentées dans son célébre article de 1968 [51].

Ces matériaux composites sont souvent formés d’une structure périodique dont les
composants sont métalliques ou diélectriques avec des paramétres constitutifs (permitti-
vité, conductivité) présentant de forts contrastes avec la matrice (ou le vide) les entou-
rant. Une telle structure est illuminée par une onde incidente dont la longueur d’onde est
grande devant la taille et [’espacement de ces inclusions. C’est pour cette raison que le
comportement macroscopique de telles structures peut parfois étre assimilé a celui d’un
milieu homogéne décrit par des paramétres effectifs : I’étude mathématique est ainsi
placée dans le cadre de I’homogénéisation.

Les objectif principaux de cette thése sont :

- Comprendre sous quelles conditions (géométrie des inclusions, ordre du contraste rela-
tivement a la période) la structure composite se comporte asymptotiquement comme un
obstacle homogéne caractérisé par des tenseurs effectifs de permittivité et de perméabi-
lité.



- Etudier la dépendance de ces tenseurs effectifs relativement a la fréquence de ’onde
incidente et plus particuliérement dans le cas ou ces tenseurs admettent des valeurs
propres de partie réelle négative.

Nous nous placerons essentiellement dans le domaine de 'optique (longueur d’onde
inférieure & 800 nm) o la permeéabilité des matériaux reste “proche” de celle du vide.
Les effets de contraste concerneront donc le coefficient de permittivité (qui peut étre
assez important notamment pour des métaux).

Dans chacune des structures étudiées, nous effectuerons une analyse asymptotique
relativement & un petit paramétre noté n en fonction duquel nous ferons varier la pé-
riode, la permittivité relative des inclusions ainsi que leur géométrie. Plus précisément,
la période de la structure sera dn (ou d est un paramétre de normalisation), les inclu-
sions occuperont un sous-ensemble 3, de l'obstacle diffractant B C R? et ¢, (x) décrira
localement la permittivité du milieu. La structure dépend ainsi du seul paramétre 7 et
reste contenue dans le domaine borné B. Nous considérons alors, pour tout n > 0, le
probléme de diffraction d’une onde incidente monochromatique (E™¢, H™) (représen-
tant les champs électriques et magnétiques “venant” de 'infini), indépendante de 7 et de
fréquence angulaire donnée w > 0. Le champ électromagnétique total (E,, H,) est alors
solution du systéeme de Maxwell

rot £, = iwuoH
n = WhoHn (0.1)
rot H, = —iwepe, B, .
Ici g9 et po sont les permittivité et perméabilité du vide (si bien que ¢, = 1 dans

R?\ 3,) et les équations dans (0.1) sont vérifiées au sens des distributions sur tout R3.
La résolution du systéme (0.1) couplé & des conditions d’ondes sortantes a l'infini pour le
champ diffracté (E, — E™, H, — H™) conduit & une solution unique (E,, H,). Notre
probléme mathématique principal est classique en théorie de I’lhomogénéisation : il s’agit
d’étudier le comportement asymptotique quand 7 tend vers 0 de (E,, H,) et d’identifier
le champ limite (E, H) en tant que solution d’un probléme de diffraction caractérisé par
des tenseurs effectifs homogénéisés. Dans les situations que nous allons rencontrer, cette
étude s’avére délicate pour différentes raisons :

e L’obstacle B est borné et tridimensionnel : cela exclut la possibilité de réduire I’étude
au cas de champs électriques ou magnétiques polarisés. Notons que cette hypotheése
simplificatrice est trés souvent utilisée par les physiciens et permet de ramener le systéme
(0.1) & une équation de type Helmoltz en dimension deux. Elle est légitime seulement
quand l'obstacle est invariant dans une direction (donc non borné).

e Le fait de choisir un facteur de contraste important (“milieux extrémes”) donne un
role crucial a la topologie des inclusions au sein de la cellule de périodicité.

e Dans certains cas, la recherche d’une loi homogénéisée décrite par des tenseurs de
permittivité et de permittivité s’avére infructueuse. L’analyse asymptotique peut en effet
conduire & des lois effectives non locales comme nous le verrons dans le chapitre 3.

e Due a la nature vectorielle du systéme de Maxwell et au fait que les estimations a
priori mettent en jeu uniquement le rotationnel des champs E,, et H,, il est trés délicat
d’établir une borne uniforme de ces champs dans L7 . Celle-ci se fera a posteriori en



utilisant 'unicité de la solution du probléme limite.

Nous considérerons essentiellement deux types de structures (parfois avec une variante
stochastique) :

Dans un premier cas, elles sont composées d’inclusions métalliques fortement conduc-
trices avec faible taux de remplissage (pour limiter la dissipation). C’est de cette fagon
que nous atteindrons des tenseurs de permittivité négatifs.

Dans le second cas, ces structures seront composées d’inclusions fortement diélec-
triques disposées avec une fraction volumique restant strictement positive. Il en résultera
du “magnétisme artificiel” et des tenseurs de perméabilité négatifs.

Dans les deux cas, la loi homogénéisée globale sera régie par un probléme spectral sur la
cellule de périodicité (“micro-résonateurs”) qui apparaitra lors de ’analyse asymptotique
double-échelle du champ (E,, H,). Les oscillations de ces champs a I’ordre de la période
1 sont en fait excitées par des résonances internes associées.

Le plan du manuscrit est le suivant :

Aprés quelques rappels sur les équations de Maxwell, nous présentons briévement
dans le premier chapitre les cristaux photoniques et métamatériaux ainsi que quelques
applications récentes.

Nous introduisons dans le second chapitre les différentes notations et notions mathé-
matiques qui seront utilisées tout au long de la thése. Nous y présenterons notamment
la méthode de convergence double-échelle avec quelques exemples illustratifs, quelques
éléments concernant les espaces de Sobolev périodiques ainsi que la théorie spectrale
d’opérateurs compacts.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons la construction d’un cristal photonique 3D
conduisant & un tenseur de permittivité effectif négatif. C’est a notre connaissance le
premier résultat mathématique rigoureux permettant d’obtenir de tels matériaux effec-
tifs dans le cadre de la diffraction d’onde électromagnétique par un obstacle borné 3D.
Notre métamatériau est construit en deux étapes :

- La premiére, inspirée des travaux de D. Felbacq et G. Bouchitté [12], consiste a consi-
dérer un composite formé de fibres métalliques paralléles trés fines, trés conductrices et
de longueur finie. Contrairement & I'idée communément admise, la loi constitutive qui
résulte de '’homogénéisation d’une telle structure est non locale (toutefois une permitti-
vité négative peut étre atteinte lorsque la longueur des fibres est infinie [25]).

- La seconde étape est entiérement nouvelle. Elle consiste a considérer une structure
formée de la reproduction périodique, & une petite échelle, du matériau composite précé-
dent. En appliquant une procédure d’homogénéisation réitérée, nous obtenons un milieu
effectif local tridimensionnel décrit par un tenseur de permittivité dépendant de la fré-
quence et faisant intervenir un probléme spectral sur la cellule unité.

Le tenseur effectif obtenu dépend en outre des différents paramétres physiques décri-
vant la structure (conductivité, taux de remplissage des fibres, coefficient capacitaire).
En faisant varier ces parameétres, nous montrons qu’il est possible d’atteindre tous les



tenseurs de permittivité décrits par une matrice réelle symétrique. Cela permet de ré-
pondre & des questions concernant les milieux “atteignables” par homogénéisation telles
que traitées dans l'article récent de G. Milton [34] (voir aussi le résultat de P. Seppecher
[15] dans le cas de Iélasticité linéaire).

Dans le quatriéme chapitre, nous proposons une extension 3D des résultats obtenus
dans un cadre bidimensionnel par J. Pendry [39] en 2002 puis démontrés rigoureusement,
par G. Bouchitté et D. Felbacq [20] en 2005. Rappelons que dans ces travaux, le cristal
photonique était constitué d’un réseau de fibres diélectriques paralléles de longueur infi-
nie et, pour un choix judicieux du contraste, faisait apparaitre une perméabilité négative
dans la direction des fibres.

La structure que nous étudions ici est formée d’inclusions simplement connexes (ty-
piquement des sphéres), fortement diélectriques, et disposées périodiquement au sein
d’un domaine borné de R3. En maintenant constant le diamétre optique des inclusions
(ce qui impose un contraste de I'ordre de 1/n?), 'analyse double-échelle fait apparaitre
une activité magnétique au niveau du systéme d’équations (vectorielles) sur la cellule de
périodicité. Ce systéme est résolu par méthodes spectrales et fait apparaitre des réso-
nances. Il est entiérement déterminé par le champ magnétique macroscopique qui résulte
d’une moyennisation géométrique particuliére liée au 1-formes différentielles sur le tore.

Notre résultat d’homogénéisation conduit & une loi de perméabilité locale décrite par
un tenseur effectif dont les valeurs propres sont de partie réelle changeant de signe avec
la fréquence. Ceci est une alternative a la célébre construction de Pendry [42] formée
d’anneaux fendus qui a été étudiée mathématiquement par R. V. Kohn et S. P. Shipman
[30] dans un cas 2D et par G. Bouchitté et B. Schweizer [9] dans le cas général 3D.

Dans le cinquiéme chapitre, nous nous intéressons a 1’extension des résultats du cha-
pitre 4 lorsque les inclusions sont disposées aléatoirement. Nous nous placons dans le cas
simplifié d’une structure infinie et invariante dans une direction afin de pouvoir consi-
dérer des champs polarisés et rendre ainsi le probléme bidimensionnel. Cette structure
est formée de fibres circulaires paralléles infinies dont les sections sont des disques qui
restent dans un domaine borné de R?. La disposition (centres, rayons) et la permitti-
vité de ces inclusions circulaires sont aléatoires et respectent une hypothese d’ergodicité
adéquate.

L’analyse asymptotique est effectuée en utilisant une variante stochastique de la
convergence double-échelle introduite par Zhikov et Piatnitski dans [53]. Nous mettons
en évidence un critére sur la loi de distribution des rayons et des permittivités per-
mettant de justifier 'analyse asymptotique. La loi homogénéisée est déterministe et fait
intervenir une perméabilité effective donnée explicitement en fonction de la fréquence et
de la loi de probalilité de la distribution initiale.

Le dernier chapitre de la thése est dédié a ’analyse numérique des tenseurs de permit-
tivité et perméabilité effectifs obtenus dans les chapitres 3 et 4. Dans chacun des cas, le
tenseur est caractérisé par les valeurs et vecteurs propres du probléme spectral décrivant
les résonances microscopiques de la structure et doit étre calculé numériquement. Nous
utiliserons pour cela la méthode de Galerkin dans le cadre de ’approximation spectrale



d’opérateurs compacts auto-adjoints. Notamment, dans le chapitre 4, le probléme spec-
tral sera décrit par un opérateur défini sur un espace de fonctions a divergence nulle.
La décomposition en éléments finis de ce dernier sera déduite des éléments d’arétes de
Nédelec [36].

Dans chacun des cas, 'opérateur discrétisé sera obtenu par I'intermédiaire d’un noyau
de Green périodique évalué a 'aide d’une formulation explicite [32] de laquelle nous
extrairons les singularités.

Enfin, nous donnerons quelques conclusions générales et perspectives a la fin du ma-
nuscrit,.
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1 Diffraction d'une onde électromagnétique

1.1 Equations de Maxwell

Le champ électromagnétique est représenté a 1’aide de quatre fonctions vectorielles
dépendant de la position € R? et du temps t € R* :

& : le champ électrique, ‘H : le champ magnétique,
D : le champ de déplacement électrique, B : I'induction magnétique.

Les équations de Maxwell lient ces champs aux termes sources
p : la densité de charge et J : la densité de courant,

au travers du systéme d’équations suivant :

roté':—% , rotH:j+a—Da

divD = p , divB=0.



Dans les situations usuelles, les champs £, H,D et B sont des fonctions de carré lo-
calement sommable qui peuvent admettre des singularités (discontinuités), notamment
lorsque le milieu dans lequel se propage ’onde est hétérogéne. Pour cette raison, les
équations apparaissant dans (1.1) doivent étre envisagées au sens des distributions (voir
chapitre 2). Ce point est fondamental et permet de mieux comprendre les conditions de
transmissions des champs a la traversée d’une interface.

1.2 Régime harmonique

On sait, grace a la transformée de Fourier, que toute fonction réelle f(x,t) peut étre
considérée comme superposition d’une infinité de fonctions sinusoidales en temps. Ces
régimes sinusoidaux, dits aussi régimes harmoniques, vont ainsi jouer un role essentiel
dans I'étude des équations de Maxwell.

Transformée de Fourier. Au lieu de nous intéresser aux fonctions &, H, D, B, p et 7,
nous allons considérer leur transformée de Fourier partielle par rapport a la variable
temporelle. Ce sont des distributions, notées E, H, D, B, J, p, de la variable (x,v) ou
v est la variable conjuguée de t.

Suivant les notations du livre de Schwartz [47], nous utiliserons la transformée de
Fourier qui, a toute fonction f € L!(R), associe la fonction f(v) définie par

— / f(t)e—Zim/t dt ’
R

et qui peut étre étendue aux distributions tempérées. D’un point de vue physique, la
variable v représente la fréquence des champs et nous utiliserons plutot la variable w :=
2mv qui désigne la fréquence angulaire ou pulsation.

Il est maintenant facile de déduire des équations (1.1) les relations vérifiées par les
transformées de Fourier pour chaque valeur w de la fréquence angulaire.

rot E — iwB =0 , rotﬂ+z’w1§=f],
(1.2)
divD = j , divB=0.

Les équations de Maxwell en régime harmonique. On se place dans le cas ou
les champs et les sources dépendent sinusoidalement du temps, c’est-a-dire si toutes
composantes de champs, toutes composantes de J ainsi que la densité de charge p,
s’écrivent sous la forme

U(z,t) = a(x) cos(wt + ¢(z)) . (1.3)

Bien entendu, nous pouvons choisir aussi la dépendance cos(—wt+ ¢(z)). Il est commode
de représenter les champs de cette forme a 'aide de la quantité complexe U(z) :=
a(z)e”®) (qui ne dépendent que de la variable d’espace) vérifiant la relation

U(z,t) = R(U(x)e ™) . (1.4)



Si nous avions choisi la dépendance cos(—wt + ¢(z)) pour U, la définition de U(z)
deviendrait U(x,t) = R(U(x)e™"). Dans toute la thése nous utiliserons une dépendance
temporelle en e =™,

A TPaide de I’équation (1.4), nous introduisons les fonctions de L? (R3; C?), E, H,

loc

D, B, J et p € L2, (R?C) (ne dépendant que de z € R?) associées aux champs réels

E,H, D, B et aux sources J, p.
Ces quantités complexes vérifient alors le systéme de Maxwell harmonique

rot E —wB=0 , rot H+iwD=J,

divD =p , divB=0.

1.3 Lois constitutives

Pour simplifier, placons nous en régime harmonique de pulsation w > 0. Le milieu
dans lequel I'onde électromagnétique se propage est décrit par les relations liant d’une
part D a E et d’autre part B & H.

Propagation dans le vide.
Dans le vide, ces relations sont simplement des relations de proportionnalité

D=¢cE et B=puH,

ol €y et po sont constantes de permittivité et de perméabilité du vide. Lorsque l'on
se place en l'absence de charge et de courant (p = 0 et J = 0), les équations (1.5)
deviennent

rot B =iwpugH , rotH = —iweoE . (1.6)

En prenant le rotationnel successivement dans les équations (1.6) et en exploitant le
fait que div H = div E = 0, on déduit que toutes les composantes de (E, H) satisfont
I’équation de Helmholtz

Au+kiu=0 dansR®, (1.7)

ou kg := 27” = gopow représente le nombre d’onde et A la longueur d’onde.

Ondes planes.
Ce sont les solutions de (1.7) de la forme

u(z) = Ak (1.8)

ol k € R3 vérifie |k| = ky. Cette solution particuliére u(z) représente une onde plane
d’amplitude A, venant de l'infini et se propageant dans la direction k.

Ce type d’onde a un role important dans les problémes de diffraction ot un obstacle
contenu dans le vide est illuminé par une onde incidente que 1’on décompose en la
superposition d’ondes planes (ce qui correspond & une transformée de Fourier en x de
I'onde incidente).



Onde sphérique.
Dans R3, on connait le noyau de ’équation de Helmholtz obtenu en résolvant, au sens
des distributions, I’équation

AG + kG = §(x) dans R?

ot ¢ est la distribution de Dirac en zéro. Cette équation a deux solutions particuliéres
radiales données par

1 ik|x
Gi<.f17) = —mei k| . (19)

Si une amplitude complexe est de la forme

1 )
U(SL’) _ me:l:zkhﬂ ’

la fonction réelle U (z,t) qui lui est associée est

U(x,t) = écos(wti klx|) = écos (w(t - M)) ’

w

ce qui correspond a une onde sphérique (les surfaces équiphases et équiamplitudes sont
des sphéres) avec le signe + suivant que 1'onde est entrante ou sortante.

Propagation en milieu hétérogéne. Loi locale. Dans les milieux usuels, les relations
constitutives sont données par

D=c¢ye.(z,w)E et B =pyp(r,w)H

ou g.(z,w) et u,.(xr,w) sont des tenseurs d’ordre deux qui représentent les permittivité
et perméabilité relatives en chaque point de l'espace. Les hétérogénéités du milieu se
traduisent par la dépendance de ces tenseurs par rapport a la variable z (qui est en
général discontinue). Les équations de Maxwell (1.5) prennent ainsi la forme

rot E = iwpg p(x,w) H | rot H = —iwege,(x,w) E+J

(1.10)
div(e,(z,w) E) = o

Il reste maintenant & préciser le courant J. Dans le cas de milieux diélectriques parfaits
(isolant électrique), on a J = 0 et de ce fait p = 0. Ainsi, les équations de Maxwell sont
données par

rot £ = iwpg p(x,w)H |, rot H = —iwege,(z,w) E . (1.11)
Dans les milieux métalliques, on se référe en général a la loi d’Ohm donnée par

J=0(z,w)E (1.12)
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ol o(z,w) est la conductivité du matériau au point z. Pour un milieu donné, la conduc-
tivité o dépend trés fortement de la fréquence et il s’avére qu’elle est trés difficilement,
mesurable dans le domaine de optique. Un métal qui satisfait la loi d’'Ohm (1.12) est
appelé métal ohmique.

Dans le cas de matériaux “infiniment conducteurs”, la situation devient plus complexe
dans la mesure ou le courant J obtenu dans I’analyse limite ¢ — +o0, devient une
distribution singuliére concentrée sur le bord du conducteur.

Formulation mizte métal-diélectrique.
Ecrivons cote a cote les relations constitutives données dans les diélectriques et dans
les métaux ohmiques :

dans le métal ohmique : dans le diélectrique :
rot E = wwpo p H | rot E = w1, H |
rot H = —iwege, E+ 0 E = —iweg(e, + Oj—gO)E , rot H = —iwegé, E .

(1.13)
Il apparait alors par simple comparaison que les équations du cas métallique sont iden-
tiques a celles du cas diélectrique des que

- - 10

[ = p, et sr:é?mtz . (1.14)
Ainsi, un métal ohmique homogeéne (g, i, o) par un diélectrique homogeéne (£, fi,.) peut
étre vu de la méme maniére qu'un diélectrique homogéne de permittivité relative &,
donnée par (1.14). De ce fait, la quantité J dans le systéme de Maxwell est incorporée
dans le second membre —iweyé, E de la seconde équation de la seconde équation de
Maxwell. La quantité d = ¢, E sera appelée courant de déplacement. Pour le physicien,

ce courant est une quantité macroscopique : elle se distingue du courant lié a la loi d’Ohm
que 'on observe a I’échelle de 1’électron.

Conditions de transmission.

Rappelons que les équations (1.11) sont a interpréter au sens des distributions dans
R3. De ce fait, elle contiennent intrinséquement des conditions de transmission dans des
zones de discontinuité des coefficients ¢,, u,.. Considérons une surface S séparant deux
milieux homogénes Bt et B~, ou méme plus généralement deux milieux pour lesquels
chacun des paramétres ., i, et o sont des fonctions continues. Chacun de ces coefficients
est décrit par les complexes (%, ) de la fagon suivante

() =M lp+(v) +e1p-(2) , pl@)=p"lp+(2) + p 1p-(2) -

De telles surfaces se rencontrent typiquement a l'interface entre deux milieux. Dans
chacun des domaines, les fonctions E, H sont réguliéres, au moins une fois différentiable
mais elles subissent éventuellement un saut a la traversée de S. Dans le cas ou p et
J sont des fonctions réguliéres, on peut déduire des équations (1.11) les conditions de
raccordement suivantes

EfAn=E An , H " An=H An,
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(eEBE)  n=(E)"n , (uH)" n=@uH) n,

avec m un vecteur unitaire normal a S et (E* H*) la restriction & B* de (E, H)
(voir chapitre 2 pour plus de détails sur la théorie des distributions). Ainsi, dés que les
fonctions p et J sont suffisamment réguliéres, on a continuité des composantes tangen-
tielles de E et H ainsi que la continuité de la composante normale de D := ¢gpe,. E et
B := /"LOI“’LT‘H'

1.4 Probléeme de diffraction, conditions de rayonnement

Supposons qu’un faisceau lumineux éclaire un objet opaque. Certain des rayons sont
donc bloqués par 'objet et il peut apparaitre derriére celui-ci une zone d’ombre. Ceci
n’est exact que si l'objet est grand devant la longueur d’onde incidente. Dans le cas
contraire, le phénomeéne est plus complexe et tout se passe comme si I'obstacle se com-
portait a son tour comme une source lumineuse émettant un champ, dit champ dif-
fracté, dans tout l'espace. Mathématiquement, cela revient a considérer un domaine
borné B C R? représentant 'obstacle diffractant et une onde incidente (E™¢, H™). On
se place en régime harmonique de fréquence angulaire w ou la dépendance en temps est
de la forme e~™!. Le champ électromagnétique total (E, H) est la somme du champ
incident et du champ diffracté. Il vérifie les équations de Maxwell

rot £ = wwpo H |
Ho (1.15)
rot H = —iwege, E |
ou &, = &.(r,w) est la permittivité relative en chaque point de ’espace et vérifie
e-(z,w) = 1 hors de B (ici on se place en fréquence optique ce qui justifie le choix

Hr = 1)'

Pour obtenir I’existence et 1'unicité de la solution de (1.15), il faut ajouter une condi-
tion aux limites & l'infini. Cette condition porte sur le comportement du champ diffracté
(E‘,H) := (E — E™ H — H™) qui doit se comporter a I'infini comme la superpo-
sition d’ondes sortantes. Plus précisément, il devra vérifier la condition de Silver-Miiller

suivante
(E‘,HY) =0 ( ! ) ., Weg (1 A Ed) —koH* =0 (i) : (1.16)

|z kd kd
De fagon équivalente, se référant a la solution sphérique sortante de I’équation de Helm-
holtz ¢ donnée par (1.9) i.e. ¢(x) = e;l;o‘;‘, cette condition peut étre réduite sous la
forme d’une équation intégrale. Cette relation due & Stratton et Chu est donnée par

Ef,(x) = /MR [Z’wuoqﬁ(:p —2) (é A Hﬁ) +Vo(zr—2) A (é A Eﬁ)] do
Hf,(x) = /|Z|:R [—iweoqﬁ(:p —2) (é A Eg) + Vo(r —2z) A (é A Hg)] do ,

ol do désigne la mesure de surface. Elle permet d’exprimer le champs (Ed, Hd) a l'ex-
térieur d’une boule By de rayon R (en dehors de laquelle on a du vide, &, = p,, = 1) en
fonction de sa trace sur la sphére {|z| = R}.
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Vecteur de Pointing. 1l s’agit du vecteur complexe défini par

P:%E/\ﬁ.

Ce vecteur permet de caractériser I’énergie électromagnétique Wiy dissipée par effet Joule
lors de la diffraction de I'onde incidente. On a la relation suivante

WB:§R</S77~nds),

ou S est une surface fermée délimitant un domaine € tel que B CC € (voir [44]).
A T'aide des équations (1.15) et d’une intégration par parties, on obtient

1
Wgz§§R<iw50/er|E‘|2d:€—iwu0/ \H\Qda:> (1.17)
0 Q

1
:—aweog(er)/ |E|*dx . (1.18)
Q

En particulier, si 'obstacle est un métal ohmique caractérisé par une conductivité o, on
déduit de (1.15) que I’énergie dissipée par le métal est donnée par

ng:—f/ \E|2da . (1.19)
2 Q

Les parameétres ¢, i dans le domaine de I'optique. Comme nous I'avons fait re-
marquer, les matériaux sont généralement dispersifs, c’est-a-dire décrits par des tenseurs
de permittivité et de perméabilité qui dépendent de la fréquence w de I'onde incidente.
Dans les problémes de diffraction que nous étudierons dans cette thése, la fréquence de
I’onde incidente sera toujours dans le domaine de 'optique. Ce domaine est formé des
ondes infrarouges, dont les fréquences sont comprises entre 300 GHz et 375 THz (lon-
gueur d’onde entre 0.8 ym et 1 mm), ainsi que de la lumiére visible dont les fréquences
sont comprises entre 375 THz et 750 THz (longueur d’onde entre 0.8 ym et 0.4 pum). On
précise que les matériaux composites que nous considérerons serons toujours constitués
de matériaux homogenes classiques (naturels). Or, dans ce domaine de fréquences, tous
les milieux naturels, métalliques ou diélectriques, ont une permeéabilité relative proche
de 1 (alors que la permittivité relative a sa partie réelle pouvant varier entre des valeurs
négatives dans le cas de métaux et de “grandes” valeurs pour des diélectriques. En pra-
tique, nous serons donc contraint de considérer des milieux décrits par une perméabilité
relative p, = 1 et le seul degré de liberté sur les paramétres constitutifs concernera la
permittivité relative e, (que nous choisirons a forts contrastes).

Donnons quelques exemples de permittivité que I’on rencontre dans le domaine visible
(voir [31] pour plus de détails).
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Matériau | Longueur d’onde (um) | Permittivité relative
Or 0.4 -2.4+6.41
0.83 -2.9+21
Argent 0.4 -3.77-+0.671
0.82 -30.2+4-1.591
Cuivre 0.41 3.5+5.21
0.83 -27.64+2.731
Silicium 0.4 -27.6-+2.731
0.8 13.6+0.041

Notons que dans le domaine des micro-ondes (de fréquence comprises entre 300 Mz et
300 Gz) on peut utiliser le modéle de Drude pour décrire précisément le comportement
des métaux ohmiques. La permittivité €, d’un tel métal vérifie alors ¢, = 1+ 2= ou o

Eow
est la conductivité donnée par

2
EoTwp

0= ————"",

1 —wr
avec w, et 7 des paramétres décrivant le métal (respectivement la fréquence plasma et
le temps de collision moyen). Pour les fréquences élevées (comme celle de 'optique) ce

modéle perd de sa précision et ne sera donc pas utilisé ici.

1.5 Meétal infiniment conducteur.

Pour étudier les phénoménes de diffraction par des obstacles métalliques, on utilise
parfois le modéle du métal infiniment conducteur. Il s’agit d’un milieu théorique obtenu
en passant a la limite quand la conductivité o tend vers I'infini dans un métal ohmique
décrit pare, =1+ Uj—;

Considérons un tel milieu occupant un volume B C R? de frontiére I'.

Le champ électromagnétique est nul a l'intérieur de B et il apparait de plus un courant
Jr et une densité de charge pr localisés sur la surface (voir [44]). En notant n la normale
orientée de I'intérieur vers 'extérieur de B, les conditions de transmission sont données
sur I par

nANE =0 y ’n/\H:Jpé[‘,
n-H=0 |, n-D=p,ir.

Notons que dans ce cas, bien que la conductivité converge vers l'infini dans la relation
(1.19), le métal ne dissipe plus d’énergie (nous renvoyons a [13] pour la démonstra-
tion). Euristiquement, I’énergie dissipée limite est caractérisée par le terme fr E-Jr qui
s’annule puisque E est normal a I' alors que Jp lui est tangentiel (voir (1.20)).

(1.20)

Les relations (1.20) ont lieu lorsque 1'épaisseur du métal reste fixée lors du passage a
la limite 0 — +o0. Il est crucial d’observer que la situation est différente lorsque 'on
autorise le métal a s’affiner. Dans ce cas, il peut apparaitre des conditions de transmis-
sion différentes. Par exemple, considérons la diffraction par un métal de conductivité 3

formant le cylindre Dy x {—2%, 4} ot Dy est un ensemble borné de R?.
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I est montré dans [10], que le champ limite (E, H) lorsque h — 0 vérifie

rot E =iwpg H  dans R?\ X ,
rot H = —iweg E  dans R?\ X |

ainsi que les conditions de transmissions a la traversée de la surface ¥y := Dy x {x3 = 0}
données par

EfAn=E An,
[esAn]=rkE" .

Ainsi, bien que la conductivité du métal considéré dans cet exemple converge vers
I'infini, les conditions de transmissions limites ne sont pas celles d’'un métal infiniment
conducteur mais sont caractérisées par la paramétre x (rapport entre la conductivité du
matériau et son épaisseur). Par ailleurs, dans ce cas la dissipation limite par effet joule
n’est pas nulle et dépend du parameétre .

Cet exemple met en évidence que 'ordre de grandeur du volume d’un obstacle relati-
vement & ses paramétres constitutifs intervient de facon crucial dans son comportement,
limite. En particulier, méme des matériaux de volume infinitésimal peuvent influer sur
la dispersion de I’onde incidente.

1.6 Les cas de polarisation £// et H//

Lorsque I’on considére un probléme de diffraction par une structure infinie et invariante
dans une direction (par exemple e3), il est intéressant de simplifier I’étude du probléme
en se ramenant a des champs orientés dans cette direction. On dit dans ce cas que le
champ est polarisé (magnétique si H//es et électrique si E//e3).

Il y a deux cas de polarisation rectiligne, notés E// et H//, qui correspondent respec-
tivement a des champs de la forme

E(z) = u(zy,29)e3 et H(x) = u(z,x9)es (1.21)

ol u est une fonction scalaire (complexe) indépendante de la variable x3 (ainsi, E et H
sont & divergence nulle).

En prenant successivement le rotationnel dans chacun des équations de (1.15), il est
facile de voir que la fonction u satisfait,

Au+ekiu=0 dansR*> : danslecas E//,
et 1
div(—Vu) + kiu=0 dans R* : danslecas H// .
Er

Si 'on considérait des matériaux de perméabilité variable différente de 1, il faudrait
naturellement remplacer Au par div(iu) dans le premier cas et ku par k2u,u dans le
second.
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Dans chacun des cas de polarisation, les conditions de rayonnement & I'infini de Silver-
Miiller (1.16) se simplifient et prennent la forme donné par Somerfield

uzO(%) , (%—ikoud>:0<\/l|?|>.

2 Meétamatériaux et cristaux photoniques

Les cristaux photoniques sont des matériaux structurés remarquables dans lesquels
la lumiére (ou plus généralement un champ électromagnétique) ne peut se propager
librement. Elle peut étre bloquée (réfléchie), autorisée uniquement dans certaines di-
rections ou méme localisée dans certaines zones. Ces matériaux offrent donc un moyen
de contréler la propagation de la lumiére. Ce sont des matériaux composites qui sont
généralement constitués d’un réseau périodique d’inclusions diélectriques ou métalliques
dont la taille caractéristique de la structuration est de 1’ordre de la longueur d’onde
incidente. La propriété principale des cristaux photoniques est l'existence de bandes de
fréquences interdites, c’est-a-dire que la propagation de la lumiére est interdite dans
certaines directions et pour certaines fréquences. Ce phénomeéne est connu sous le nom
de FElectromagnetic Band Gap. On retrouve comme application de cet effet plusieurs
dispositifs comme par exemple les miroirs de Bragg ou les filtres diélectriques de Fabry-
Perot qui ont des propriétés de réflection et de transmission remarquables (bien que trés
dépendantes de la fréquence de 1'onde incidente ainsi que de son angle d’illumination).

Notons que I’'on rencontre des cristaux photoniques dans la nature aussi bien dans
le monde organique que minéral. En effet, de nombreux animaux présentent des micro-
structures périodiques sur leurs écailles, leur carapace ou leurs plumes faisant apparaitre
des phénomeénes d’iridescence trés marqués (variations rapides de la couleur apparente
du matériau en fonction de I’angle d’illumination). Ce phénoméne est aussi présent dans
des structures minérales ; par exemple ’opale, qui est une roche constituée de micro-billes
de silice réparties selon un arrangement plus ou moins régulier.

D’un autre coté, il y a les métamatériaux qui sont des matériaux composites artificiels
présentant également des propriétés extraordinaires vis-a-vis des ondes électromagné-
tiques. L’échelle de leur structuration est a la fois grande devant ’échelle atomique
et petite devant la longueur d’onde (de l'ordre de dix fois). En physique, on appelle
cette échelle [’échelle mésoscopique. Par exemple, dans la gamme des micro-ondes, une
structure sera susceptible d’étre un métamatériau si son échelle est comprise entre le
nanométre et le centimétre environ. Cette condition sur I’échelle fera que ces milieux
hétérogénes pourront parfois étre décrits macroscopiquement par une loi effective (voir
paragraphe suivant). L’intérét principal de ces milieux artificiels est que cette loi effec-
tive pourra étre associée a des parameétres de permittivité et de perméabilité que 'on ne
rencontre pas dans les milieux naturels.

Les métamatériaux sont ainsi des matériaux composites structurés qui, vis a vis du
controle de la propagation d’ondes électromagnétiques, vont jouer un role similaire a
celui des cristaux photoniques (bien que les phénoménes physiques en jeu ne soit pas
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les mémes). De ce point de vue, et en raison de la différence d’échelle des structura-
tions, on pourra voir les métamatériaux comme des cristaux photoniques actifs & basses
fréquences.

Notion de paramétres effectifs. De la méme maniére qu'un milieu peut étre consi-
déré comme homogeéne a une échelle macroscopique (bien que trés hétérogéne au niveau
atomique), une structure a I’échelle mésoscopique aura un comportement pouvant étre
modélisé par une loi “moyennée” appelée loi effective ou loi homogénéisée. Notons que,
méme si la longueur d’onde est grande devant la taille caractéristique de la structure, la
loi effective ne sera pas toujours celle d’'un milieu homogéne, mais pourra au contraire
faire apparaitre des propriétés plus complexes telle que celles qu’on rencontre dans les
milieux non locaux (on renvoie pour cela au chapitre 3).

Dans cette thése, nous considérerons des structures de perméabilité effective égale a
1 illuminées par une onde monochromatique de longueur d’onde A grande devant I’écart
séparant les inclusions. Notre objectif sera de savoir si la structure peut étre remplacée
par un milieu homogéne décrit par des paramétres de permittivité et de perméabilité ef-
fectif (n’ayant donc pas un comportement non local). D’un point de vue mathématique,
I'identification de ce comportement effectif se place dans le cadre de la théorie de I'ho-
mogénéisation. Elle sera obtenue a 'issue d’une analyse asymptotique quand le nombre
d’inclusions tend vers 'infini. Cette analyse asymptotique peut étre traitée suivant deux
points de vue différents.

- Dans le premier, la taille des inclusions est fixée alors que I'obstacle contenant ces
inclusions augmente de fagon homothétique ainsi que la longueur d’onde. Ainsi, la lon-
gueur d’onde tend vers l'infini alors que I'obstacle remplit I'espace tout entier. Cette
approche, souvent utilisée par les physiciens, peut donner des intuitions correctes (no-
tamment par l'obtention de courbes de dispersion obtenues a 'aide de développements
en ondes de Bloch). Cependant elle n’apporte aucune information sur la transmission
des ondes au la traversée du bord de 'obstacle. Or ceci est le point essentiel lorsqu’il
s’agit d’un probléme de diffraction.

- Nous adopterons le second point de vue ot , dans ’analyse asymptotique, 1’obstacle
contenant les diffuseurs ainsi que la longueur d’onde incidente sont fixés, le petit para-
métre étant la taille des inclusions. On travaille ainsi a fréquence fixée et avec une onde
incidente donnée. En particulier la condition de rayonnement & I’infini est indépendante
des parameétres infinitésimaux intervenant dans I’analyse. La loi effective sera ainsi dé-
duite du comportement asymptotique de la structure lorsque la taille caractéristique
des inclusions, typiquement la période, converge vers zéro. Le probléme pratique dans
I’exploitation de ces résultats théoriques sera bien entendu lié a leur domaine de validité.
En effet, bien qu’il soit légitime de vouloir identifier le métamatériau a son équivalent
homogénéisé (puisque la période est petite devant la longueur d’onde), il est difficile
d’obtenir dans un cadre général la vitesse de convergence de I’écart entre les solutions
des problémes réels et la solution du probléme limite. Ainsi, méme si on saura démontrer
la convergence forte dans L? . de ces solutions dans chacun des cas étudiés, la pertinence

loc
pratique de nos résultats ne sera acquise qu’aprés une validation numeérique a l’aide
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FIGURE 1.1: Différence entre la réfraction dans un milieu classique (a gauche) et un
milieu & indice négatif (a droite)

de codes 3D qui restent & mettre en place (voir [24] pour ce type d’études dans le cas
bidimensionnel). En dépit de ces restrictions, I’analyse théorique de la convergence des
solutions dans les structures complexes fortement contrastées que nous allons considérer
est un challenge mathématique intéressant qui enrichit la théorie de I’homogénéisation.
De plus, comme on va le voir permettra d’élargir de fagcon importante la classe des lois at-
teignables. Un cadre théorique rigoureux est ainsi donné a certains modeéles de nouveaux
métamatériaux.

2.1 Indice de réfraction négatif

Les métamatériaux les plus célébres sont sans doute ceux présentant des paramétres
de permittivité et de perméabilité simultanément négatifs. Le premier & avoir étudié
le comportement de tels milieux fut Veselago en 1967 [51]. Evidemment il s’agissait de
spéculations théoriques puisque de tels matériaux n’existaient pas a cette époque. Il
remarqua que la propagation des ondes électromagnétiques dans de tels milieux pouvait
réserver quelques surprises notamment la possibilité d’une réfraction inverse telle que
représentée dans la figure 1.1.

Depuis les années 2000, ce phénoméne extraordinaire a pu étre vérifié expérimenta-
lement sur des métamatériaux élaborés en laboratoire. Ces structures constituées de
micro-résonateurs ont une réponse macroscopique négative a la fois pour la permittivité
et la perméabilité. Le premier prototype a été proposée par Pendry [38] ot est considérée
la superposition d'un réseau formé d’anneaux concentriques coupés, appelés “split-ring
resonators” (SRR), et d’un réseau de fils métalliques continus comme représenté dans
la figure 1.2. Dans deux articles successifs [42], [43], JP Pendry a prédit qu’un arran-
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FIGURE 1.2: Exemple de structure donnée par Pendry ayant un indice négatif. Les
anneaux coupés donne le p < 0 et les tiges le ¢ < 0.

gement périodique de fils métalliques continus paralléles présentait, en basse fréquence,
une permittivité négative (nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 3) , puis qu’un
réseau périodique de SRR présentait une perméabilité négative autour d’une fréquence
de résonance. Il était alors raisonnable de penser que la superposition de ces deux struc-
tures pourrait conduire & un indice de réfraction négatif au voisinage de la fréquence de
résonance des SRR.

2.2 Fréquences interdites

Comme nous ’avons déja indiqué, une des propriétés remarquables des cristaux pho-
toniques est la présence de zones de fréquences, dites interdites, dans lesquelles le champ
électromagnétique ne peut se propager. Ceci peut résulter de phénomeénes de diffraction
complexes qui font que les contributions des ondes sont destructives, empéchant ainsi la
propagation.

Dans le cas plus spécifique des métamatériaux, ces zones de fréquences interdites
peuvent également exister mais elles proviennent d’un phénomeéne différent : il suffit que
I’'un des parameétres effectifs permittivité ou perméabilité soit négatif sur un domaine de
fréquence alors que I'autre reste positif. [.’onde est alors exponentiellement amortie dans
le milieu. Deux situations apparaitrons :

— Les zones de fréquences interdites forment des intervalles disjoints (“ electroma-
gnetic band gap”) . Ceci apparaitra dans dans le cas des structures étudiées dans
les chapitres 3, 4 et 5. Chaque bande interdite sera associée a une fréquence de
résonance d’une micro-inclusion.

— La zone interdite est constituée d’un seul intervalle. Cet intervalle peut étre associé
a une fréquence de coupure en dessous de laquelle la permittivité devient négative.
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Ce phénomeéne se rencontre par exemple lorsque 1’on considére un réseau de fibres
métalliques paralléles trés conductrices et trés longues (cf. [25,43]). Dans le cas de
la structure en anneaux coupés de Pendry, c’est la perméabilité qui devient négative
dans un intervalle autour d’une unique fréquence de résonance.

2.3 Comment obtenir des résonances, milieux extrémes.

Les propriétés exotiques des métamatériaux sont généralement la conséquence de la
superposition de phénoménes électromagnétiques a I’échelle des micro-composants for-
mant la structure. Dans certains cas, ces phénomeénes peuvent s’ajouter les uns aux
autres et engendrer des effets perceptibles a I’échelle macroscopique. Ces phénomeénes
microscopiques sont souvent, provoqués par des effets de résonances : ¢’est-a-dire un mode
privilégié de fonctionnement qui a lieu & certaines fréquences.

On peut par exemple penser aux résonances de Mie qui apparaissent dans un vo-
lume diélectrique de géométrie simple : typiquement des sphéres (voir chapitre 4). En
illuminant une telle sphére par une onde plane, des modes résonants se développent a
des fréquences dépendant du rayon de la sphére et ses paramétres de permittivité et
perméabilité. Cependant lorsque ces sphéres deviennent les micro-inclusions d’'un méta-
matériau, la longueur d’onde incidente est trop grande pour que ces modes résonants
soient excités et c’est pour cette raison que les résultats classiques en homogénéisation
ne permettent pas d’'incorporer les phénomeénes intéressants qui pourraient en découler.

Pour y remédier, le point clé est d’obtenir ce type de résonances a un niveau microsco-
pique (ce qui revient a déplacer les modes résonants vers les basses fréquences). Pour cela
il est essentiel de disposer de matériaux de trés grande permittivité de telle facon que le
contraste entre les inclusions et la matrice les entourant puisse étre considéré comme un
paramétre trés grand dans ’analyse asymptotique. Plus précisément le diametre optique
des inclusions (qui est proportionnel & la racine carrée de la permittivité multiplié par le
diameétre réel) doit étre du méme ordre que la longeur d’onde incidente, ce qui impose un
contraste en permittivité de ordre de 72 (rappellons que la perméabilité relative reste
de l'ordre de I'unité). En résumé il est donc nécessaire a faire appel a des matériaux a
caractéristique “extrémes”.

3 Applications récentes

3.1 Super-lentille

Une application trés importante des métamatériaux en imagerie concerne 1’élaboration
d’une lentille plane. Celle-ci a été imaginée par V. Veselago en 1968 [51] en s’appuyant
simplement sur I'exploitation des régles de réfraction a l’'interface entre deux milieux
d’indices opposés, voir figure 1.3.

Le premier intérét de ce type de lentille est leur invariance par translation : la lentille
étant plane, elle n’a pas d’axe optique. De plus, J. B. Pendry a montré que les len-
tilles planes ont un comportement exceptionnel en terme de résolution maximale [40].
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FIGURE 1.3: Lentille plane formée d’un milieu & indice négatif.

C’est ce comportement qui est a 'origine de leur intérét applicatif et de l'utilisation
du qualificatif “super-lentille” pour les désigner. En effet, une importante limitation des
systémes d’imagerie usuels est leur limite de résolution, de 'ordre de la moitié de la lon-
gueur d’onde : si deux points sources ont une distance inférieure a cette limite, il n’est
pas possible de différencier leurs images dés que la distance entre 'image et la source
est de 'ordre de quelques longueurs d’onde. Ceci est dii aux ondes évanescentes qui ne
peuvent étre restituées au niveau de I'image en raison de leur décroissance exponentielle.
Dans une lentille plane, on a une situation trés différente : & 'intérieur de la lentille, les
composantes évanescentes sont exaltées. Au niveau du point image, elles retrouvent le
niveau qu’elles avaient au point source. En d’autres termes, de la méme facon que les
composantes propagatives, elles contribuent & la formation de I'image, qui devient ainsi
une image “parfaite”. Bien évidemment, ce phénoméne présente différentes limitations
(liées en particulier & la présence de pertes dans les métamatériaux a indice négatif) qui
font que la résolution accessible en pratique reste finie. Toutefois, des résultats expéri-
mentaux montrent des résolutions supérieures a la limite de diffraction avec des lentilles
planes, dans des gammes de fréquences allant des micro-ondes [26] a 'optique [22].

3.2 Cape d’invisibilité

Les milieux avec un indice de réfraction effectif négatif ne représentent qu’une partie
des domaines couverts par les métamatériaux. En effet, certaines applications mettent
a profit la capacité des métamatériaux a se comporter de maniére non homogéne et
exploitent en particulier leur gradient d’indice de réfraction pour controler la propagation
lumineuse. C’est le cas du dispositif de “cape d’invisibilité” introduit par J. B. Pendry
dans son célébre article de 2006 [41]. Tl s’agit d’'un milieu hétérogéne et isotrope de
forme annulaire qui va dévier I’onde incidente de facon a ce qu’elle contourne 1’objet.
Ce milieu a été obtenu expérimentalement pour les micro-ondes en 2006 [46] (cf. figure
1.4). Dans le cas d’une cape parfaite (sans perte), 'onde transmise reprend sa forme
initiale (comme si 'obstacle et la cape n’étaient pas présents) rendant ainsi le dispositif
invisible pour tout observateur extérieur (cf. figure 1.5). Les paramétres de permittivité
et de perméabilité de ce milieux sont obtenus théoriquement en exploitant 'invariance
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FIGURE 1.4: Exemple de cape d’invisibilité en dimension deux en régime micro-ondes.

FIGURE 1.5: Comparaison entre une onde se propageant dans le vide et une autre traversant
un milieu entouré d’une cape d’invisibilité (propagation de gauche a droite).
La forme des fronts d’ondes transmises est semblable dans les deux cas ce qui
fait qu'un observateur se trouvant a droite de 1’obstacle ne distingue que trés
faiblement 1’objet.

des équations de Maxwell par transformation d’espace et sont approchés en pratique par
I'intermédiaire de métamatériaux.

Ce concept est particuliérement prometteur en terme d’applications, notamment dans
le domaine de la défense. Dans ce contexte, ce “cloaking” se distingue de I'approche
classique de la furtivité. Un revétement de furtivité a pour but premier d’annuler le
coefficient de réflexion dans certaines directions spécifiques (typiquement celle d’une an-
tenne de détection). Pour ce faire, I'idée est d’absorber les ondes incidentes ou de les
réflechir dans une autre direction. A I'inverse, dans un dispositif de “cape d’invisibili-
té” parfait, on annule a la fois le coefficient de réflexion et I’absorption, et on rend le
coefficient de transmission égal a 1.
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2 Outils mathématiques
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Dans ce chapitre, nous présentons les notations et les résultats de base dont nous
aurons besoin tout au long de cette thése.

1 Eléments d’analyse fonctionnelle

Espaces fonctionnels. On se placera en général sur un ouvert connexe (domaine)
borné de RY ot N € {2,3}. Pour tout p € [1,+o0[, LP(B) désigne I'espace des fonctions
mesurables u : B — C (définies a I'équivalence prés) telles que [, |ul? dz < +oo avec

la norme ||ul|zos) = (4 |u|p)% . On note D(B) (ou C°(B)) 'ensemble des fonctions
infiniment différentiables a support compact dans B et D’(B) son dual topologique qui
n’est autre que l'espace des distributions.

Rappelons que les dérivées distributionelles de f sont données par

<aa—;£’90> - _/Bfg;i , Ve eD(B). (2.1)

A ce niveau, il est utile de rappeler les principes élémentaires concernant les dérivées
distributionelles de fonctions admettant des sauts.
Etant donnée une interface “réguliére” I' C B et une fonction u : B — C réguliére dans

B\ T, alors
gi = {88:{@} + [uln - e; or , (2.2)
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ou {%} est la dérivée sur B\ I' (définie presque partout), [u] le saut de u a la traversée
de I' orienté suivant la normale n et or la distribution vérifiant

(Or. ¢) = / o@)do(z) . VeeDB),

(do est la mesure de surface).
Bien entendu, la régularité de u doit étre suffisante pour définir les traces de u de chaque
coté de l'interface.

L’ensemble WP (B) est le sous-espace des fonctions u € LP(B) telles que 88—;; s’identifie
a un élément de LP(B), c’est-a-dire qu'il existe v; € LP(B) vérifiant

dp
Vi @ = — y Vo € D(B) .
Jue==[ 155 . veeD®)

Muni de la norme || f|lwre@) == || fllze) + |V fl o), WP (B) est un espace de Banach.
On notera W, ?(B) = D(B) I'adhérence de D(B) dans cet espace et W17 (B) (p' adjoint
de p) le dual topologique de W,”(B). Ce dernier s’identifie aux distributions 7' € D’'(B)
telles qu’il existe C' > 0 vérifiant

(T, o)l < Cllellwrri » YeeDB).

Toutes ces notations se transposent au cas de fonctions & valeurs dans R? ou C? et on
notera L*(B; C%), W12(B; C?) etc.

Espaces L' , WP,

loc?’ loc
Etant donné un ouvert Q C RV,
o L} () est I'espace de fonctions mesurables de Q — C telles que [, [ul’dz < 400

loc

pour tout compact K C .
o W.P(Q) est le sous-espace de L (Q) des fonctions u telles que 24 € LP (Q) (ie.

loc loc ox;

(2.1) a lieu avec v; € L (Q)).

loc

Analyse vectorielle élémentaire et intégration par parties.
Fixons (a,b,c) € (C?)? et (u,v) € (W'?(B))% Rappelons les relations classiques
suivantes :

aNb-c=cha-b , aN(bAc)=(a-c)b—(a-b)c,
rot(pu) =VpAu+protu , div(pu)=Vp-u-+pdivu,

div(u Av) =rotu-v—rotv-u , rot,(aNy)=2a.
D’autre part, on rappelle les formules d’intégration par parties suivantes.

Lemme 2.1 Soit (u,v) € WH(B; C*)? et w € WH2(B). On a les relations suivantes

/divuwdx:—/u-dex+/ n-uwdo ,
B B oB

/rotu-vdx:/u-rotfvder/ nAu-vdo .
B B B
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1.1 Espaces de Sobolev

Cas de I'electromagétisme.
On se place dans le cadre Hilbertien (p = 2) et on introduit les sous-espaces de L*(B)
suivants

L*(div,B) := {f € L*(B;C?) , div f € L*(B)},
L*(rot, B) := {f € L*(B;C?) , rot f € L*(B;C*)} ,
L*(div,rot, B) := {f € L*(B;C*) , div f € L*(B) , rot f € L*(B;C*)} ,

Il est clair que ce sont des espaces de Hilbert lorsqu’ils sont munis des produits scalaires

<f7g>L2(diV,B) :/fg+/d1Vf diV97
B

(f.9)12(rot,5) = / f-g+ /rotf -rotg ,
B

<fag>L2(div,rot7B) = /Bf-ng/divf divg +/rotf-rotg.

Remarque 2.2 Le fait que la divergence distributionelle de w soit une fonction de
L?(B; C?) entraine que le saut de la composante normale de w sur une interface T' doit
étre nulle. En effet, la formule de saut correspondant a la (2.2) est

divu = {divu} +n - [u]dr .
De la méme maniére, la formule de saut pour 'opérateur rotationnel est
rotu = {rotu} +n A [u]dr .

Il est a noter que 'inclusion des espaces de Hilbert W2(B) C L?(div,rot,B) est
stricte. Cependant, si le bord de B est régulier (C?) et si 'on controle la trace tangentielle
ou normale, les deux espaces deviennent équivalents. Plus précisément, on a le résultat
suivant (donné dans [19]).

Proposition 2.3 Soit B € RY un ouvert borné de classe C?, de bord OB. Alors, les
espaces de Sobolev

L2 (div,rot, B) := {u € L*(div,rot,B) , u-nlss € W%’Z(aB)} ,

L3(div,rot, B) := {u € L*(div,rot, B) , uAnlys € W22(0B)} |

s’identifient topologiquement avec l'espace de Hilbert W12(B;R3). En particulier, il existe
des constantes C et Cy telles que

Jeallwr(B) < Cu ([l eaqomsy + | div e + | rot o] o) + -l g )

leallr(B) < o aulzesy + 1| div awl sy + [ x0t wll sy + 1 Al o) -
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Corollaire 2.4 Siu € L?(div,rot, B), alors u € W *(B;C?).

loc

PREUVE. Soit K un compact de B et ¢ € D(B) tel que ¢ = 1 dans K. Il est alors évident
que la fonction gu soit élément de L2 (div,rot, B) d’ou il résulte d’aprés la proposition
2.3 que pu € W12(B; C3). Le fait que ¢ = 1 dans K implique que u € W12?(K;C3?).

O

Inégalité de Poincaré.
On considére B un domaine borné de R, N € {2,3}. On notera, pour toute fonction

[ intégrable, §, f dz = ‘—113‘ 5 [ d.
Proposition 2.5 Il existe C = C(B) > 0 tel que

2
/ ‘u—][u) drx < C/ Vul*> , Yue WY (B). (2.3)
B B B

On fixe n > 0 et on note Yn’l‘C pour k € NV le cube de coté i, centré en k, donné par

k _
Y =n +k). (2.4)
En notant J, 'ensemble d’indices défini par
Jy={keN" YFcCB}, (2.5)

on associe & u € W2(B) la fonction en escalier [u], donnée par

[ul, = Z <]£kuda:> lyr(z) . (2.6)

keJdy n
Corollaire 2.6 [l existe C = C(B) > 0 tel que

/\u— ), |2 de < n?c/ Vu , VueWY(B) . (2.7)
B B
PREUVE. On introduit la fonction v, définie par v,(y) = u(ny) pour tout u € W'(B).
On a,
[l thfde=3 [ ju- o 28)
B kedy Yy
2
—¥ S [ Juton) — f ut)dn)| dy (2.9
ke, Ytk vy

ATaide d’un changement de variable, on a immédiatement que f,., u(z) de = f,., u(nz) dz.
n
Ceci entraine par définition de v, que

u— [u],|?de =n™ / v —][ v
/B| | Z var ! Syan

ke,
Pour terminer la démonstration, on applique I'inégalité de Poincaré (2.3) dans le membre
de droite de I'équation précédente. Il suffit alors de remarquer que Vo, (y) = nVu(ny)
puis de faire le changement de variable inverse.

2

dy

O
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1.2 Fonctions périodiques

Introduisons les espaces fonctionnels suivants :
Li={ue L, (RY), f(y) = fly +k), VkeZ’},

I/Vﬁl’2 ={ueW2RY), ue L7}

loc

Il est évident qu’une fonction de Lé’ est complétement déterminée si ’on connait sa
restriction & un hypercube unité (un motif). Au cours de cette thése, on se référera en
général a la cellule élémentaire Y := [—1/2,1/2[V (la famille {k+Y , k € Z™} forme une
partition de RY). Les espaces Lé’ et Wﬁl’p pourront donc étre identifiés & des fonctions

sur le tore T := Y/Z" et pour cela nous utiliserons la notation L{(Y) et Wﬁl’p(Y). Il

est important de noter que 'espace Wﬁl’p(Y) s’identifie aux fonctions de W1P(Y") dont
les traces sur les faces opposées coincident presque partout (relativement a la mesure de
surface sur 9Y’)

On note que la périodicité des fonctions de Lﬁ2 (div, rot, Y") apporte un controle de leur
trace sur le bord de Y. Ainsi, de la méme facon que dans la proposition 2.3, les espaces
Wﬁl’Q(Y) et Lg(div, rot, Y) pourront étre identifiés. On a en fait le résultat plus précis
suivant.

Proposition 2.7 Soit u € L;(Y;C%). Si on a
rotu € L;(Y;C°) et divue L{(Y),
alors u € Wﬁl’Q(Y). De plus on a
||’U,||W1,2(y) = ||u||L2(Y;(C3) —+ || div u||L2(Y) + || rot u||L2(Y;C3) . (210)

PREUVE. Décomposons les champs u, rot u et div w en séries de Fourier. Il existe alors
{cF € C?: k € Z3} tel que
u(y) _ Z e2imk-y ok :

kez?
rotu(y) = Z 2ime* ™Y LA CE | divu(y) = Z 2ime* ™Y k. e
kez3 kez3
avec Y ycq € = Hu”%%y)a Dokens [k AP = ”I'Ot'“'”%?(y) et Dz |k - P =

- 2
| leU||L2(Y)-
Considérons a présent les matrices (B¥)czs dont les composantes sont données pour

(p,q) € {1,2,3}* par
(Bk)p#z = (Ck -ep) (k-eg) .

1l est facile de vérifier que on a |By|? = |k A k> + |k-c*|? Vk € Z pour tout k € Z3,
ce qui entraine en particulier que

Y 1B = [ rotufzagy) + [l divafay, - (2.11)

ke73
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I en résulte que la fonction tensorielle M (y) donnée par M (y) == >, s e¥ ™Y B* est
élément de LZ(Y). On en déduit alors que u € Wﬁm(Y) du fait que M (y) est exactement
Vu. La relation (2.10) est une conséquence immeédiate de (2.11).
O

Ce résultat peut étre localisé a des fonctions de Lg(Y) dont la divergence et le ro-
tationnel ne sont réguliers que sur 'ouvert complémentaire de 3. Plus précisément, en
notant Ky := Uyezs(k + X) le périodisé du compact ¥, on a le résultat suivant.
Corollaire 2.8 Soit u € L;(Y;C?) tel que rotw € L (Y;C?) et diva € Li (V).
Alors, pour tout ouvert X' tel que ¥ CC X/ CC Y il existe u € Wﬁw(Y) tel que & = u
dans Y \ X' tel que t =u dans Y \ X',

PREUVE. On fixe une fonction o € C{°(Y; [0, 1]) telle que o = 1 dans Y\ X' et a = 0
sur un voisinage V' de X tel que ¥ C V' C Y. Alors la fonction @& := au coincide avec u
sur Y\ ¥’ et vérifie les hypothéses de la proposition 2.7.

Remarque 2.9 Le corollaire 2.8, qui ne nécessite aucune régularité de 9%, sera utilisé
pour justifier les intégrations du champ électromagnétique microscopique sur le bord de
la cellule Y.

Champs irrotationnels, solénoidaux.

Dans les développement multi-échelles que nous utiliserons dans cette thése, le champ
électromagnétique microscopique sera souvent représenté par des fonctions vectorielles
périodiques & divergence ou a rotationnel nuls. Pour les identifier, le lemme de décom-
position suivant sera trés utile.

Lemme 2.10 Soit u € L(Y;C?). Alors :
o Sirotu=0dansY, il existe p € Wﬁl’z(Y) tel que

u:Vp+/'u, dans'Y .
Y
e Sidivu =0 dans Y, il existe ¢ € Wﬁl’z(Y; C3) tel que

uzrott/)+/u dans'Y .
Y

PREUVE.
Montrons le premier point.
Soit {c* : k € Z} les coefficients de Fourier de w. On a ainsi

u(y) = Z c ¥V avec Z |cF|> = HUH%%Y) < +o0 . (2.12)
kez3 kez3
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De plus, on déduit simplement de la relation rotw = 0 que kAc* =0 , Vk e Z5.
Posons
-k

0_ ¢ gk .—
Fr=0 et 5= ok

VkeZ\{0}.

Il résulte de (2.12) que 'on a

S OIBP <400 et Y [BE[ < 400

keZ3 keZ3

et donc que la fonction ¢(y) := >, 75 B €™ est élément de Wﬁl’Q(Y). Les coefficients
de Fourier de V1 sont de plus donnés par

(c* - k)k

QiWBkk:T = VkeZ\ {0},

oil la derniére égalité résulte du fait que (c* - k)k = |k|c* dés lors que k A ¢ = 0. Nous
venons donc de prouver que u = Vi) +c” qui n’est autre que le résultat attendu puisque
'~
= [, u.
Y

Le second point se démontre en utilisant les mémes types d’arguments ot fonction re-
cherchée 1 aura ces coefficients de Fourier donnés par

" NE
B'=0 et B":= 2in P VEkcZ*\ {0} .

(I

Le résultat précédent peut étre localisé a des fonctions u € Li(Y;C?) vérifiant la

condition de rotationnel nul seulement dans le complémentaire d’un ensemble > CC Y
tel que Y\ X soit simplement conneze. Plus précisément on a le résultat suivant.

Proposition 2.11 Soit ¥ un ouvert de Y tel que ¥ CC Y et Y \ X est simplement
connere. Soit w € LF(V;C?) tel que rot w = 0 dans Y\ X.

Alors, il existe p € Wﬁl’Q(Y \ X) et z € z tel que

u=Vp+z dansY \X.

PREUVE. Dans le cas de fonctions réguliéres, ce résultat est trés classique en géométrie
différentielle (cf. [6] p. 197). L’extension au cas de fonctions de L*(rot,Y,C?) va étre
obtenu par densité.

Considérons p, une suite régularisante et v, := p, * u. On vérifie simplement que le
produit de convolution conserve la périodicité et la conditions de rotationnel nul. On
peut alors appliquer le résultat classique a cette suite v, ce qui entraine I'existence de
Pn € Wﬁm(Y \ X)) et z, € C tel que fy\z pn=0et

v, =Vp,+2z, dans Y \X. (2.13)
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Comme nous le verrons dans I’équation (4.39), la suite (z,) est bornée dans C? et va de
plus converger vers un certain z € C3. Il s’en suit que (Vp,) est une suite bornée dans
L*(Y;C?). Ainsi, puisque fy\z pn = 0, la suite (p,) est bornée dans WH3(Y '\ 3). On en
déduit existence de p € WH(Y \ X) tel que p, — p fortement dans Wh2(Y \ ¥). Le
passage a la limite dans (2.13) termine la démonstration.

O

Inégalité de Poincaré dans le cas d’un domaine perforé. Nous donnons ici deux
variantes de l'inégalité (2.7) qui seront utilisées dans le chapitre 5 pour obtenir des
estimations amenant a une convergence forte double-échelle des solutions.

Lemme 2.12 Soit § € (0,1/2). Alors, il existe Cs > 0 tel que, pour tout u € WH(nY)
vérifiant
Au=0 dansnB(0,p), dist(0,0Y) > p+ 4 , (2.14)

on a
/ lu|* < 05/ (|u|2 + n2|Vu|2>. (2.15)
nB(6,p) n(Y\B(0,p))

PREUVE. Montrons l'assertion pour n = 1. Fixons § € (0,3). D’aprés l'inégalité de

Poincaré ainsi qu’un argument de contradiction, il existe Cs > 0 tel que

[ wpiscs | (1uf? + V6P do
B(0,1-4) Y\B(0,3—9))

pour tout u € Wﬁm(Y) satisfaisant Au = 0 dans B(0,  — §). Notons que B(0, 3 — 0) est
la plus grande boule de Y restant éloignée de 0Y d’au moins 4.

Maintenant, prenons u € Wﬁl’Q(Y), g Y etpe(0,3) tel que (2.14) est satisfaite avec
n = 1. Nous observons que les ensembles (6 + t25Y) \ B(0, p) et (Y \ B(0,3 — 9))

1 1
. 2, . 1 575 BN cz . rﬁié A
sont isométriques. Enfin, nous pouvons utiliser la derniére inégalité pour trouver, apreés

une mise a l'échelle de facteur 2, que
2

2

/ lu|?dx < 05/ <|u|2 + 1p72|Vu|2>d:p ,
B(0.0) 6+ 325V \BO.0) (3=9)

pour tout u € Wﬁl’z(Y) vérifiant Au = 0 dans B(6, p). Finalement, on déduit de p/(3 —
6) <let (04 5Y)\ B(0,p) C (Y \ B(0,p)), la relation (2.15) avec 7 = 1. On obtient
le résultat pour n > 0 par le méme type d’arguments de remise a 1’échelle que ceux

présentés dans la démonstration du corollaire 2.6.
([
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Lemme 2.13 Fizons § € (0,1/2), p > 0 et 6 € Y tels que dist(0,0Y) > p+ 6. Alors,
il existe Cs > 0 tel que pour tout n > 0, a € C et u € Wﬁl’Q(nY) vérifiant Au €
L*(nB(0,p)), on a

. 0o
dist (047 ?) ull 20,500, < €5 |:(|a‘2(”u”%Q(n(Y\B(G,p)))

+ 772HVU”%2(7;(Y\B(9,,;)))) + [|Au + O‘“”%?(nB(e,p))
ol g est le spectre de l'opérateur —A avec conditions de Dirichet sur le bord de la boule
unite.
PREUVE. Il est suffisant de montrer le résultat pour = 1, il sera étendu par une simple
remise a 1’échelle. On pose u = uy + vo, ol
Au; =0 on B(6,p), uy =u dans Y,
Uy = U — Uq.
Soit ¢, n € N, les vecteurs propres de I'opérateur —A dans le disque B(0,1) et soit
A les valeurs propres associées. 1 est clair que sur le disque B(6, p), les valeurs propres
sont p~2\,, n € N. Alors,
) _ . _
dist? (v, p~%00) Hu2”%2(B(0,p)) = 12f la—p 2)\n‘2Hu2”%2(B(0,p)) <
< N Auy + ausl|Z2p ) < 2lal?|[urllZa(p,) + 2I1AU + aullizz.,))

De plus grace au lemme 2.12 on a

Hul”%Q(B(G,p)) < ¢ (”U1H%2(Y\B(e,p)) + ”vul”%LQ(Y\B(&p)))?) :

On obtient alors le résultat puisque u; = u dans Y\ B(6, p).

1.3 Compacité par compensation : lemme “div-rot”

Lemme 2.14 [Lemme “div-rot”] Soit B un ouvert borné de R*. Soit (u,) et (v,) deuz
suites de L*(B;R3) qui convergent respectivement vers w et v faiblement dans L*(B;R3).
Si, de plus, on a
(divu,) est compacte dans W~"*(B) ,
(rotuw,) est compacte dans (W~*(B))? ,

alors la suite produit w, - v, converge vers w - v au sens des distributions dans B.
On référe a [35,50] pour la démonstration. En appliquant ce résultat au couple (u,, u,),

nous pourrons démontrer une convergence forte dans L*(B) lorsque la suite u,, aura un
bon comportement sur le bord de B.

Pour caractériser la forte compacité dans W~12(B), nous allons utiliserons parfois le
résultat suivant.
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Proposition 2.15 Soit (T},), € W~Y2(B) une suite bornée. Alors, la suite (T),) est
relativement compacte (pour la topologie de la norme) si et seulement si, pour toute
suite (©n)n telle que p, — 0 dans Wy*(B), on a

lm < T, 0 >=0 . (2.16)

n—-+o0o

PREUVE. L’implication (=) est évidente.

Montrons (<). On peut supposer, quitte & extraire une sous-suite, que la suite (7},)
converge faiblement vers 7' € W~="2(B) (i.e. (T,,, ) — (T, ) pour tout ¢ € W,>(B)).
Pour tout n € N, on peut choisir ¢, € W, *(B) tel que |l onllwrem =1 et

|75 = Tllw-128) = (T — T, on) -

Quitte & extraire une sous-suite, il existe ¢ € W,(B) tel que ¢, — — 0 dans W, *(B).
D’aprés ’hypotheése (2.16), on a donc que (T,, ¢, —¢) — 0. On termine la démonstration
a I’aide de I’égalité suivante
1T — THW*W(B) = (L, =T, 0n) = (Tn,on— ) =Ty on — ) + (T, =T, ) .
O

Théoréme 2.16 (Lax-Milgram) Soit a(u,v) : X x X — C une forme sesquilinéaire
continue. Si il existe z € C avec |z| =1 tel que

R(za(w,u)) = Clul? , YueX .
Alors pour tout f € X il existe un unique u € X vérifiant pour tout v € X

a(u,v) = (f,v)x . (2.17)

1.4 Eléments de théorie spectrale

Dans cette partie, X sera un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-)x. On
note By sa boule unité et £(X) I’espace des opérateurs linéaires continus de X dans X,
muni de la norme

1T\ eex) = sup || Tz|lx ,
zeX

flzfl=1

qui est un espace de Banach.

Définition 2.17 Soit un opérateur T € L(X).
e On note T™ Dopérateur adjoint de T, uniquement déterminé par la relation suivante

(T*z,y) = (x, Ty) V(x,y)eX?,

(on utilise ici le théoréme de représentation de Riesz).

e T est dit auto-adjoint si T =T

o T est dit positif si (Tz,z) >0 VreX.

o T est compact si T(Bx) est fortement relativement compact dans X .
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Proposition 2.18 (Hilbert-Schmidt) Soit K : X — X un opérateur compact auto-
adjoint positif. Alors, les valeurs propres de K (A,)n € N forment une suite qui converge
vers zéro. De plus, il existe {v, , n € N} une base Hibertienne de X telle que Tv,, = A\, v,
pour tout n € N. On a alors la décomposition

Tu := Z An (U, V)V

neN

ot la convergence de la série a lieu relativement a la topologie forte de X.

Alternative de Fredholm. Pour un opérateur compact K € L(x), f € X et a € C,
on s’intéresse au probléme suivant : trouver u € X tel que

Ku—au=f. (2.18)

Théoréme 2.19 On a l’alternative :

e ou bien Ku— au = f admet une unique solution,

e ou bien « est valeur propre de K et, dans ce cas, I’équation Ku—au = f est résoluble
si, et seulement si, [ est orthogonale au noyau de (K* —al).

Ceci est une conséquence du résultat suivant (cf. [17]) ou N(K) est le noyau de K et
R(K) son image :

Proposition 2.20 Soit K € L(X) un opérateur compact. Alors,

N(K — al) est de dimension finie ,
R(K —al) est fermé et donc R(K —al) = N(K* —al)* ,
N(K —al)={0} = R(K—al)=X .

Application a un cadre variationnel.

Soit a : X x X — C une forme sesquilinéaire continue et coercive dans le sens o il
existe z € C tel que

R(za(u,u)) > Cllullk% . YueX. (2.19)

On considére de plus une seconde fonction sesquilinéaire continue b : X x X — C et
f € X. Pour toute valeur du paramétre A € C, on s’intéresse au probléme variationnel
suivant : trouver u € X tel que

a(u,v) — Ab(u,v) = (f,v)xy , YweX. (2.20)
Pour A = 0, on retrouve le cadre de Lax-Milgram et on peut voir le terme A b(u, v) comme

une perturbation de (2.17). La question est de décrire I'influence de cette perturbation
sur Pexistence et 1'unicité de la solution de (2.20).
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Proposition 2.21 Supposons que b vérifie I’hypotheése suivante :

lim b(uy,,v,) =0, (2.21)

n—-+o0o
pour toute suite u, — u, v, — v faiblement dans X.
Alors on a lalternative :

e ou bien le probléme (2.20) admet une solution unique,
e ou bien il exviste u € X \ {0} tel que

a(u,v) = Ab(u,v) , YveX.

Dans ce cas, si on suppose de plus que a et b sont hermitiennes, il existe une solution
de (2.20) si et seulement si

fe {g € X :a(g,h) = Nb(g,h) , Vh € X}L . (2.22)

PREUVE. Notons A et B les deux opérateurs de £(X) représentant les formes sesquili-
néaires a et b respectivement. Le probléme (2.20) s’écrit donc sous la forme (A—B)u = f.
D’autre part, en appliquant Lax-Milgram, on déduit de (2.19) que 'opérateur auto-
adjoint A est inversible. En notant A~! son inverse, probléme (2.20) n’est autre que

(I;—ANA'B)u=A"'f .

Or, la condition (2.21) étant équivalente au fait que l'opérateur B est compact, on se
trouve dans le cadre d’application du théoréme 2.19 avec 'opérateur compact K :=
A A7!B. Ainsi, ou bien le probléme (2.20) admet une solution unique, ou bien 1 est
valeur propre de I'opérateur A A™' B ce qui est équivalent a dire que a(u,v) = \b(u,v)
pour tout v € X. De plus, le probléme (2.20) est résoluble si et seulement si A~!f est
orthogonal & N(I; — X (A~ B)*). Dans le cas ol a et b sont hermitiennes, les opérateurs

A et B sont auto-adjoint. Ainsi, un élément g est dans le noyau N(I; — X (A7'B)*) si et
seulement si g = A BA~!g, ce qui équivaut a dire que ¢ = Ah avec h vérifiant

Ah =\Bh . (2.23)

[’élément A~!f est orthogonal & un tel g si (A71f, g) = 0 c’est a dire (f, h) = 0 avec h
vérifiant (2.23). Par définition des opérateurs A et B on obtient (2.22).
a

Krein-Rutman.
Définition 2.22 On dit qu’un ensemble K C X est un cone de X si K est fermé et
vérifie

0e K,

rw2weK, apf>0 = ar+pyek,

reK et —rxeK = x=0.

1l sera dit reproduisant st
X=K-K.
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Théoréme 2.23 Soit K un cone reproduisant dans un espace de Banach X. Soit T un
opérateur linéaire positif sur K (i.e. T(K) C K). On suppose que T est compact de
rayon spectral r(B) # 0, alors, il existe x € K (x # 0) tel que

Tz =r(B)z .

Autrement dit, un des vecteurs propres associé€s a la valeur propre fondamentale appar-
tient au cone K.

On revoie a [19] pour la démonstration.

Approximation spectrale. dans lequel la convergence est parfois appelée “convergence
uniforme” au sens des opérateurs. La notion de “convergence forte des opérateurs” est
une version affaiblie de cette convergence uniforme.

Définition 2.24 On dira que T,, converge vers T fortement au sens des opérateurs, si

lirf | Twu—Tullx -0 Yue X, (2.24)
n——+0o0

et on notera T,, — T.

On introduit I’ensemble résolvant p(7T") C C formé des complexes A tels que I'opérateur
(A —=T) est inversible. On note de plus o(7T') := C\ p(T) le spectre de T'. En particulier,
on a que

{valeurs propres de T} C o(T).

Définition 2.25 On dira qu’une famille d’opérateurs {T,, € L(X) , n € N} est unifor-

mément compacte si l'ensemble |, o T,(Bx) est relativement compact dans X.

Lors des approximations numériques présentées dans le chapitre 6, nous aurons a ap-
procher les valeurs et vecteurs propres d’opérateurs compacts auto-adjoints. La méthode
utilisée sera de type Galerkin et reposera sur les résultats d’approximation spectrale qui
suivent.

Lemme 2.26 Soit T,T,, € L(X) tels que T,, — T fortement au sens des opérateurs (cf.
(2.24)) et tels que la famille {T,, — T} soit uniformément compacte. On fire A C p(T)
un fermé. Alors,

i) il existe N € N tel que A C p(T,) pour tout n > N,

i) L’ensemble {(\—T,)™t, € A ,n > N} est borné,

iwi) (A—T,)™' — (A= T)~! uniformément par rapport a \ € A.

On renvoie a [2, théoréme 5.3] pour la démonstration.

Remarque 2.27 En particulier, le point ¢) du lemme précédent entraine que pour tout
Q2 voisinage de o(T), il existe N € N tel que

o(T,)cQ VYn>N.
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On considére I' C p(T') une courbe de Jordan. On déduit du théoréme précédent que
I' C p(T,) a partir d’'un certain rang. Cela nous permet d’introduire les projections
suivantes

1
EF = ()\ — T)_l d)\ s
2 Jp
1
EV=— [ (AN=T,) td\.

Remarque 2.28 Il s’avére que les projections définies ci-dessus sont les projections
orthogonales sur la somme des espaces propres associés aux valeurs propres contenues
dans I'ensemble Br délimité par la courbe I'.

Proposition 2.29 Soient T,,, T € L(X) tels que T,, — T fortement au sens des opé-
rateurs et que la famille {T,, — T'} est uniformément compacte. On fize I' C p(T) une
courbe de Jordan délimitant une zone notée Br. Alors,

El' — EV  fortement au sens des opérateurs, (2.25)
{EL — E"}  est uniformément compacte , (2.26)
dim E!(X) = dim E"(X)  pour n assez grand . (2.27)

PREUVE.
La convergence (2.25) est déduite de la relation suivante (obtenue par définition de E et
E,) et al'aide du point #ii) du lemme 2.26
1
EX—E'=— [(A=-T)" ' —(\-T)"ad\.

2 Jp

Montrons 'assertion (2.26). On a

1
EFX—E'=— [(A=T) T, —T)(A\—T,) " d\ .
i Jr
Or, la famille {T" — T, } est uniformément compacte, opérateur (A — T')~! borné et
la suite (A — T;,)~! est uniformément bornée d’apreés le lemme 2.26. En conséquence, la
famille {A\—T)"(T,,—T)(A—T,) "'} est uniformément compacte ce qui entraine (2.26).

Montrons que dim EL X > dim E"X. On fixe m € Net {z; , j € {1,...,m}} C X tels

que la famille {EVz; , j =1,...,m} soit orthonormale dans E"(X). On considére
C = {chxj , max |¢;| = 1} .
j
j=1

Alors C et EY(C) sont des ensembles compacts ce qui entraine que E. — E' uniformé-
ment sur C' et que mingec || Ex|x > 0.

Finalement, on déduit de min,ec [|[Enz| > 0 que la famille {E,z; , j = 1...m} est
libre. Ceci prouve que dim EL(X) > dim EV(X).
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Montrons que dim EXX < dim E'X. On suppose, sans perte de généralité, que
dim EY'(X) := m < +00. On en déduit que E est un opérateur compact et que {E,} est
uniformément compact.

Par l'absurde, on suppose que dim ELX > m pour tout n > 1. Soit {a* 'k =
1,...,m} C EL(X) une famille orthonormale de EL(X). Puisque la famille {EL} est
uniformément compact, on a existence de 2* € X tel que

af = ab VEe{l,...,om+1},

oil la convergence a lieu & une sous-suite prés. Il en résulte que {z* , k= 1,...m} est
une famille orthonormale de X. Or, {EL} est étant uniformément compact, on a que
| E,|| uniformément borné par rapport a n et il en résulte que ELx* — EVzb = x.
Ainsi, pour tout k € {1,...m}, 2*¥ € E'(X). L’ensemble E'(X) contient donc une
famille orthonormale de cardinalité m + 1 > m := dim(E"(X)) ce qui est impossible.
L’inégalité dim EL X < dim E' X est donc démontrée.

O

1.5 Un peu de théorie des probabilités

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité. A toute variable aléatoire X (w) : 2 — R telle
que [|X|dP < +o0, on associe 'espérance mathématique de X définie par E(X) =
[ X(w) dP(w).

Lemme 2.30 Soit {X;}ien, une suite de variables aléatoires positives indépendantes et
identiquement distribuées dans L'(Q,P). Alors,

1
lim —E {sup XZ} =0.

n—oo N 1<i<n

PREUVE.
Soit g(r) = P(X; <r). Posons, pour tout n € N, Z,, := sup{X;,1 <i <n}. D’aprés
I'indépendance des variables X;, on a

LE(z,) = %/OOOIP’({Zn > o)) dr = /OOO 1=910) g,

n n

Puisque ¢(r) € [0,1], on a la majoration 2" < 1 — ¢(r) avec

n —

/Oooa () dr = /000 PU{X, > r}) dr = (X)) < +oo.

On peut donc conclure par convergence dominée.

Un résultat de théorie ergodique. Soit (€2, A, P) un espace de probabilité.
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Définition 2.31 On dit qu’une transformation T : Q — Q préserve la mesure si pour
tout A€ A ona

Elle sera dit ergodique st
{AceA et P(T(A)aA)=0} = {P(A)=0 ou PA) =1},
ot A désigne la différence symétrique.

Nous donnons dans le théoréme suivant une variante du théoréme de Birkhoff dont la
démonstration est donnée dans [18] (proposition 12.2.1I).

Théoréme 2.32 Soit (Q, A,P) un espace de probabilité et {T, : x € R} une famille
de transformations de (0, A,P) ergodiques et préservant la mesure. Alors, pour toute
variable aléatoire f sur (), A, P) telle que E(|f]) < 400 et presque tout w € €2, on a

1
lim ——— F(Tyw) dz = E(f) |

ot B(0, R) C R? est la boule de centre O et de rayon R.

1.6 Résultats classiques pour le probléme de diffraction

On considére B C R? un domaine borné. On étudie la diffraction par I'obstacle B d’une
onde incidente plane (E*, H') (dépendance harmonique en temps e~“* de fréquence w).
Le champ électromagnétique total (E, H) vérifie les équations de Maxwell dans R3

rot E = iwpopu(x)H |
rot H = —iweoe(z)E | (2.28)
(E — E™ H — H™) satisfait la condition (2.29) ,

ol Lo et £ sont les paramétres du vide et u(x) et e(x) sont les perméabilité et permittivité
relatives données pour &,, i, € C*, par

:u('r) = 1R3\B + /~LT1R3\B ’ 5(37) = 1R3\B + €T1R3\B .

La condition de rayonnement de Silver-Miiler s’écrit pour (E¢, HY) := (E — E™ H —
Hinc) par

(B4, HY) = O ( L ) C we <3 A Ed> —kHY =0 (i> . (2.29)

|z x| x|

Théoréme 2.33 Si S(g,) > 0 ou I(u,) > 0, alors il existe une unique solution (E, H)
du probleme (2.28).
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Ce résultat, donné dans [16], sera réguliérement utilisé au cours de cette thése. La pro-
priété d’unicité de la solution sera parfois redémontrée pour le probléme homogénéisé
faisant intervenir des paramétres de permittivité et de permeéabilité sous forme tenso-
rielle.

Tout au long de cette thése, nous allons nous intéresser a 'homogénéisation de pro-
blémes de diffraction par différentes structures périodiques mettant en ceuvre des ma-
tériaux a forts contrastes. Chaque structure sera caractérisée par un parameétre de per-
mittivité relative €, (x) égal a 1 hors de 'obstacle et oscillant périodiquement, de petite
période 7, dans le milieu noté B. Le probléme pré-homogénéisé est le suivant et ’objectif
sera d’étudier le comportement de sa solution (E,, H,) lorsque n — 0.

On considére une onde incidente (E™, H™) (de dépendance harmonique en temps
e~ ™" et la solution (E,, H,) vérifiant

rot B, = iwpop(x)H,, |
rot H, = —iweoe,(v)E, , (2.30)
(E, — E™ H,— H™) satisfait la condition (2.29) .

La difficulté dans le passage a la limite va étre liée aux oscillations rapides du champ
(E,, H,) dans l'obstacle. A I'inverse, la convergence de la suite loin de I'obstacle sera
trés forte. Plus précisément, on a le résultat suivant ot By désigne une boule vérifiant
B cC Bg.

Lemme 2.34 Soit (E,, H,) la solution du probléeme (2.30) associée a une onde inci-
dente (Einnc, Hinnc) qui converge uniformément vers (E™, H™).

Si (E,, H,) — (E,H) faiblement dans L*(Bgr) alors, la convergence de (E,, H,) a lieu
dans C*°(K) pour tout compact K C R*\ B. De plus, le champ limite (E, H) vérifie
léquation de Helmoltz Au + k2u = 0 dans R*\ B et le champ diffracté (E — E™, H —
H™) vérifie (2.29).

PREUVE. Puisque ¢, = 1 est constant hors de 'obstacle B, on déduit de (2.30) que
toutes les composantes des champs E, et H, satisfont I’équation de Helmoltz

Au+kju=0,

sur 'ouvert R*\ B. Grace aux propriétés des opérateurs hypoelliptiques (voir par exemple
[48]), la convergence faible de (E,, H,) vers (E, H) est uniforme, ainsi que pour toutes
ses dérivées, sur tout compact de Br \ B. On étend cette convergence a tout R\ B de
la fagon suivante : on considére une sphére Sg = {|x| = R'} de sorte que B cC {|z| <
R'} CC Bg. Alors, on applique au champ diffracté (Eﬁ, Hz) = (E, — EE‘C, H, - HLHC)
I'identité intégrale de Stratton-Chu suivante, qui est en fait équivalente a la condition
de rayonnement (2.29) (voir [16,49]) :

Ef](az) = /|| {iwu()(b(:c - z)(% A Hf,) + Vo(xr —2) A <% A Ez)} do |
o (2.31)
Hf,(a:) = /|er {—iwe()(b(:c — z)(% A Eg) +Vo(r—2z) A <é A Hﬁ)} do
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ou ¢(z) = j:m et do désigne la mesure de surface. En passant a la limite quand n — 0,
on étend la définition de (E, H) hors de B et on obtient la convergence de (E,, H,)
vers (E, H) dans C*(K) pour tout K compact de R3\ B. Il est clair que les relations
(2.31) seront satisfaites pour (E — E™, H — H™), et donc il vérifiera les conditions de
Silver-Miiller (2.29).

O

2 Homogénéisation

2.1 Notion de milieux effectifs

L’apparition de I'industrie de matériaux composites a fait émerger une nouvelle branche
des mathématiques appelée homogénéisation.

Ces matériaux sont complexes en raison de leur micro-structure interne, ce qui rend
difficile leur étude aussi bien théorique que numeérique. L’enjeu de la théorie de I’ho-
mogénéisation est, d’une part, de justifier que le comportement de telles structures est
assimilable & celui d’un nouveau milieu homogeéne (plus simple) et, d’autre part, d’iden-
tifier les lois de comportement de ce milieu qui sera appelé milieu effectif ou milieu
homogénéisé.

Considérons par exemple un matériau composite occupant un domaine borné B dont
I’hétérogénéité est caractérisée par une micro-structure que nous supposons périodique.
La période séparant ses micro-composants est décrite par un petit paramétre réel positif
noté 7.

Le comportement de ce matériau vis-a-vis des phénomeénes physiques que nous sou-
haitons étudier est modélisé a ’aide d'un opérateur aux dérivées partielles noté L,. Le
probléme réel (a ’échelle 7) est appelé pré-homogénéisé et prend la forme

Lyu,=f dans B, (2.32)

ou f est un terme source donné.

Le comportement effectif du milieu sera déduit du probléme (2.32) en passant a la
limite » — 0. En supposant que u, converge dans un certain sens vers une limite u, on
cherche & identifier le probléme homogénéisé que doit vérifier u. Le probléme est donc
d’identifier 'opérateur limite L de sorte que

Lu=f dans B. (2.33)

Passer du probléme (2.32) au probléme (2.33) est le processus d’homogénéisation. Notons
que ce processus comporte deux difficultés principales :

— Etablir la relative compacité de la suite u, dans un espace fonctionnel adéquat,

— Trouver 'opérateur effectif L.

Si les coefficients oscillants intervenant dans la définition des opérateurs L, sont uni-
formément majorés et minorés, on s’attend a ce que 'opérateur limite L soit de la méme
forme que les opérateurs L,. A I'inverse, lorsque ces conditions de bornes ne sont pas
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vérifiées, 'opérateur limite peut étre tout a fait différent. Par exemple, le processus d’ho-
mogénéisation peut engendrer 'apparition d’effets non locaux ou de mémoires [4,12].

Dans cette thése, nous allons entreprendre ’homogénéisation de problémes de diffrac-
tions par des cristaux photoniques. La méthode utilisée sera toujours la méthode de
convergence double-échelle que nous rappelons dans la section suivante.

2.2 Convergence double-échelle

Cette notion de convergence a été introduite par Ngutseng [37] et Allaire [1] et se
place a l'origine dans un cadre périodique. Elle a depuis été étendue par Piatninski [53]
dans un cas aléatoire (nous introduirons cette notion dans le chapitre 5). Dans le cas
périodique, elle permet de donner un cadre rigoureux a la technique de développement
asymptotique deux échelles. Cette derniére prend pour postulat la décomposition de la
solution w,, suivante :

uﬁ(l‘) = UO(I‘, %) + 77U1($a %) + 7’]2'&2(1', %) T (234)

ou les fonctions u;(x, y) sont périodiques par rapport a y. La substitution de (2.34) dans
(2.32) et 'identification des puissances de 1 conduisent & une cascade d’équations pour
chacune des fonctions u;. La résolution de ces problémes peut amener trouver la forme
de I'opérateur L déterminant le probléme limite.

La méthode de convergence double-échelle va permettre d’identifier le premier terme
de la décomposition (2.34) de maniére rigoureuse. En s’inspirant de [1], on présente cette
méthode dans le cas ou la micro-structure du matériau est périodique.

Commencons par quelques notations.
On se place dans un ouvert borné B C R3. On introduit Y C R? défini par

11]°
Y= |—,=| .
22
Cet ensemble est appelé cellule de base ou cellule unité et représente une période élémen-

taire de la structure. Les variables contenues dans Y sont notées y et appelées variables
rapides ou microscopiques.

La convergence double-échelle est une notion faible de convergence dans le sens ot
sa caractérisation passe par l'intermédiaire de fonctions test. Nous avons besoin d’une
certaine classe de fonctions que nous appellerons admissible dont nous donnons ici la
définition.

Définition 2.35 (Fonctions admissibles) On dira qu'une fonction ¢ € L*(B x Y)

est admissible lorsque la suite p,(x) = <p<a:, %) est bornée dans L*(B) et vérifie

=)

lim
n—0 B

2
dw:/ o(,y)|* de dy .
BxY
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Il est important de noter que les fonctions de L*(B; Lg(Y)) ne satisfont pas toujours
cette relation puisque I'on ne peut pas assurer que la fonction z — ¢(z, x/n) est mesu-
rable sur B. Il est par ailleurs prouvé dans [37] le résultat suivant.

Lemme 2.36 Les espaces L*(B; C4(Y)), C(B; C4(Y)) et L (Y; C(B)) sont des espaces
de fonctions admissibles qui s’identifient a des sous-ensembles denses de L*(B x Y).

Définition 2.37 (convergence double-échelle) On dit qu’une suite de fonctions u,,
de L*(B) converge double-échelle vers ug(x,y) € L*(B x Y) si pour tout o(z,y) €
C=(B; C2(Y)) on a,

lim | w,p (:c, E) dx = / wo(z, y)p(x,y) dedy . (2.35)
n BxY

n—0 B
Dans ce cas on notera Up — Up.

Exemples

(i) Pour une fonction réguliére a(z,y), périodique par rapport a y, la suite a,(z) :=
a(x,z/n) converge double-échelle vers a.

(ii) Une suite u, qui converge fortement vers u dans L*(B) converge double-échelle
vers la méme limite u.

(iii) Toutes les suites u,, qui satisfont le développement u,, = uo(z, z/n)+nui(z, z/n)+
. avec des fonctions u;(x,y) réguliéres et périodiques par rapport a y convergent
double-échelle vers le premier terme de I’extension.

Le point (iii) met en avant le principal intérét de la convergence double-échelle : méme
si le développement asymptotique (2.34) n’a pas lieu, on peut justifier rigoureusement
I'existence du premier terme .

Proposition 2.38 Soit u, € L*(B) et ug(z,y) € L*(B x Y) tels que u, — ug. Alors,
la relation (2.35) a lieu pour toutes fonctions ¢ admissibles dans le sens de la définition
2.55.

Le résultat fondamental lié & cette notion de convergence est la propriété de compacité
suivante.

Théoréme 2.39 Soit u, une suite bornée dans L*(B). Quitte & extraire une sous-suite,
il existe ug € L*(B X Y) telle que u, — uo.

PREUVE.
Soit u, une suite bornée dans L*(B). Pour toute fonction test ¢ € L*(B; C4(Y)) on a,
grace au lemme 2.36, que (x, z/n) appartient & L?(BxY). L’inégalité de Cauchy-Swartz

ameéne a
T
90 <l’, _>
n

/Bu,](:p)g0<x, %) dz

< Clle(, y)l2mo,0ry - (2:36)
12(B)

< g |l 228
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Donc pour 7 fixé, application ¢ — [, un(x)g0<x, %) dz est continue de L*(B;Cy(Y))

dans R. Par ailleurs, 'espace dual de L?(B;Cy(Y)) est donné par L*(B; My(Y)) ou
M, (Y') représente 'espace des mesures de radon Y-périodiques. A T’aide du théoréme
de représentation de Riez, on a l'existence d’une unique mesure yu, € L*(B; My(Y))
vérifiant

(o, ) = /un(:c)g0<a:, %) dr |

ot les crochets représentent le produit de dualité entre L?(B; My(Y)) et L*(B; C4(Y)). De
plus, puisque Pespace L*(B; M(Y))) est séparable, on peut extraire de toute suite bornée
une sous-suite qui converge *-faiblement. La suite u, étant bornée dans L?(B; My(Y))

d’apres (2.36), il existe pg € L*(B; My(Y)) tel que 1, = pio c’est-a-dire

(s 0) — (Ho, )

pour tout ¢ € L*(B; C4(Y')). Par définition de p,, on obtient alors, & une sous-suite prés,

lim un(x)go<:p, %) dzr = (g, p) - (2.37)

n—0

D’autre part, grace au lemme 2.36, on sait que

(=)

En passant a la limite dans les deux premiers membres de (2.36) et a 'aide de (2.37) et
(2.38), il vient

lim
n—0

= [lo(z, y)ll 22y - (2.38)
L*(B)

[(10, 9| < Cllpll2syy -

Grace a la densité de L?(B; Cy(Y)) dans L*(B x Y) et au théoréme de Riez, la mesure
to est identifie & une fonction ug de L*(B x Y). Il en résulte ainsi

{10, ¥) :/s YUo(af,y)sO(x,y) dx dy .

La relation précédente et I’équation (2.37) terminent la démonstration.

Interprétation a I'aide de I'analyse de Fourier.

[’existence d'une limite double-échelle est ainsi assurée par le théoréme 2.39 sous une
condition simple (suite bornée dans L?*(Bg)). Il est intéressant de se représenter plus
explicitement cette limite double-échelle, en particulier & 1’aide de ses coefficients de
Fourier.

On considére une suite (u,), C L*(B) qui converge double-échelle vers uy € L*(BxY).
On introduit u*(z), pour k € Z, les coefficients de Fourier de ug de sorte que

uo(x,y) == Zuk(x)e%”ky :

keZ
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On introduit d’autre part, pour tout k € Z, la suite (v’g)77 C L*(B) définie par

vs(x) = u,,(a:)eﬁ”k% :

qui est bornée dans L?(B). Ainsi, pour tout k € Z, il existe une sous-suite et v* € L*(B)
tels que I'on ait v} — v* faiblement dans L*(B). Chacune de ces sous-suites dépend a
priori de 'entier k. Cependant, a ’aide d’un principe de diagonalisation, on construit
une nouvelle sous-suite (encore notée 1) telle que

vlgévk VkeZ.

Lemme 2.40 Avec les notations précédentes, les fonctions v* € L?(B) sont exactement
les coefficients de Fourier de ug, c’est-a-dire :

ub = VkeZ.

PREUVE. On pose pour | € Z, la fonction test p(x,y) := p(x)e 2"¥ avec p € C=°(B).
Alors

| wleas ey =Y [ @)= dody
BxY kezZ BxY

:/ul(x)p(x) : (2.39)
B

D’autre part, on a

T
dr dy = li ~)d
/BWUo(ﬂ:,y)w(w,y) z dy ng%/gun(l’)w( : ) v,

et d’apres les définitions de ¢, v,l7 et v, il résulte que

| wleaededy =t [ @) = [ d@p) . a0
Bxy =0.JB B
On déduit alors des équations (2.39) et (2.40) que u* = v* pour tout k € Z.

O

Proposition 2.41 Soit u, une suite de L*(B) qui converge double-échelle vers uy €
L*(BxY).
Alors u, converge faiblement dans L*(B) vers u(z) := [, uo(z,y)dy . On a de plus

L o[l r2s) 2 lluollz2@xyy 2 llullc2s) - (2.41)

Remarque 2.42 La proposition précédente indique que la limite double-échelle wug
contient plus d’informations que wu, la limite faible dans L?(B). La limite uy contient
des informations sur les oscillations de la suite u, alors que u décrit uniquement son
comportement moyen. On insiste cependant sur le fait que la limite double-échelle ne
capture que les oscillations de la suite qui sont en résonance avec ¢(x,x/n), c’est-a-dire
a ’échelle 7.

44



PREUVE DE LA PROPOSITION 2.41. En prenant des fonctions tests ¢ € L*(B) in-
dépendantes de la variable y dans 'équation (2.35), on obtient que w, converge vers
u(z) :== [, uo(z,y) dy. Pour prouver (2.41), on observe que

/B (un(x) — @(37, %))2 dox = /Bun(:v)2 dx — Q/Bun<x>g0<x’ %) dx

+/<p<x,%>2d:c20. (2.42)
B

En passant a la limite n — 0, on déduit

lim [ wu,(z)*dz > 2/

uo(z, y)p(z,y) dwdy—/so(l“,y)?dxdy-
=0 /g B B

Par densité, on peut considérer une suite de fonctions réguliéres qui converge fortement
vers ug(z,y) dans L?(B x Y'). On obtient

lim [ wu,(z)*dz > / uo(z,y)? dr dy .
D’un autre coté, on déduit la seconde relation de (2.41) simplement de la relation u(x) :=

Jy uo(z, y) dy.
O

Définition 2.43 On dit qu’une suite u, de L*(B) converge fortement & deuz échelles
vers ug € L*(B xY) si

Uy = ug el 71712% gl L2y = |luoll L2xy) -
et on notera u, —» ug.

Propriété 2.44 Soient deuz suites u, et v, de L*(B) et deuzx éléments ug et vy de
L*(B xY) tels que u, — ug et v, = vy.
Alors

Uy Uy = Uy - (2.43)

Si, de plus, ug est admissible alors

lim
n—0 B

2
x

U —u0<x,—)‘ =0.
! U

Remarque 2.45 En considérant des fonctions tests indépendantes de y dans la défini-
tion (2.35), la propriété (2.43) implique en particulier que

Uy Uy — / upug dy au sens des distributions.
Y

45



Comportement par rapport aux opérateurs différentiels.

Proposition 2.46 Soit u, € L*(B) une suite qui converge double-échelle vers uy €
L*(B; W, (Y)).

e Sila suite (32-u,) est bornée dans L*(B), alors

0
8yiuo(:zc,y) =0. (2.44)

o Si(uy,) est une suite bornée dans WY2(B), alors il existe
uy € L*(B; Wﬁw(Y)) tel que
Vu, = Vu+Vyu; , (2.45)

ot u est la limite forte de la suite u, dans L*(B).

e Sila suite (rotu,) est bornée dans L*(B; C?), alors il existe

uy € LA(B; W, (Y C?)) tel que
rot u, — rot ug + rot, u; . (2.46)
o Sila suite (nVuy,) est bornée dans L*(B), alors
nVu, = Vyug . (2.47)
o Sila suite (n rotu,) (resp. (n divu,),) est bornée dans L*(B; C?), alors
nrotuw, — rot,uy, (resp. ndivu, — div,uo) . (2.48)

PREUVE. Montrons la relation (2.44).
Soit ¢ € CF(B; C4(Y)) une fonction test. On déduit d’une intégration par parties que

et ) [ e o
— /Bun(:c) aiyi@(x, %) dzr . (2.49)

Puisque les suites (u,) et (52u,) sont bornées dans L*(3), on peut passer a la limite et
obtenir

0
ug(x x,y)drdy =0,
/M o )8%@( y) dz dy

qui n’est autre que la relation (2.44).

Montrons la relation (2.45).

D’aprés la propriété (2.44), on sait que la limite ug est constante par rapport a la variable
y. On note alors u = ug. Quitte & extraire une sous-suite, on introduit vy € L*(BxY’; C?)
une limite double-échelle de Vu,,. Soit ¢ € C°(B; C4(Y')) une fonction test a divergence
nulle par rapport a la variable y. On déduit d’une intégration par parties que

/BVun(x) cp(x, %) dr = —/Bu,](x) div, go(:p, %) dx .
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En passant a la limite double-échelle, on obtient

/ vy pdrdy = —/ u div, pdrdy . (2.50)

BxY BxY

Il en résulte que la fonction vg — V,uq est orthogonale aux fonctions a divergence nulle

dans L*(B x Y). Ceci entraine I'existence de u; € L*(B, Wﬁl’z(Y)) et de z € C tels que
'Uo([L‘,’y) = VU(ZL‘) + Vyu1($a y) +z.

On termine la démonstration en remarquant que z = [, vo(z,y) — Vu(z) = 0 (résultant
de (2.50) avec ¢ constant par rapport a la variable y).

Les démonstrations de (2.46), (2.47) et (2.48) reprennent les mémes types d’arguments.
O

2.3 Exemples de limites double-échelle

Nous donnons dans cette partie quelques cas particuliers de calculs de limites double-
échelle. Ces exemples sont donnés sous forme de propositions.

On considére la partition Y, donnée dans (2.4), Uensemble J, défini dans (2.5) et la
fonction en escalier introduite dans (2.6).
[’inégalité de Poincaré (2.7) entraine aisément, pour tout u dans Wh2(B),

[u], = u dans L*(B), (2.51)

u = [uly est borné dans L*(B) . (2.52)
n

On cherche dans cet exemple & déterminer la limite double-échelle de % dont I'exis-

tence est assurée par le théoréme de compacité 2.39.

Proposition 2.47 Soient u € W2(B) et [u],, la fonction en escalier introduite en (2.6).
Alors on a la convergence suivante
u — [ul,
Ui
On précise que la fonction [yl;, dans la proposition précédente, est donnée par la dé-

finition (2.6) lorsque n vaut un. Il est facile de voir que [y]; = k dans chaque cellule
Y =Y + k. La fonction (y — [y];) est ainsi Y-périodique.

= Vu(z).(y — [yh) - (2.53)

PREUVE.
On commence par montrer que pour tout v € W4H2(B), on a

2

dz =0 . (2.54)

lim
n—0 B

) ) g, ) (2L
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Par densité, il suffit de vérifier la relation précédente pour des fonctions u réguliéres. On
fixe u € C*(B). Grace a une approximation de Taylor de u, on a, pour tout k € J, et
(x.2) en(Y +k) =Y/,

u(z) = u(x) + Vu(x).(z —x) + o(n) , (2.55)

N k < ..
oit o(n) est tel que o(n)/n — 0. On moyenne sur Y;* par rapport & z et on divise par 7

pour avoir
L _! u(x). | © — zdz @
p (u(m) _]{/nk u(z) dz) = nV (x). ( ]{/,;c d ) + ra

La relation précédente est vérifiée pour tout & € Ynk' Alinsi, en multipliant par la fonction
indicatrice de Ynk puis en prenant la somme sur k € J,, on justifie que

T — [w]n> o(n)

U U

u— [u]n
Ui

)

(x) — Vu(x). (

ce qui prouve la convergence (2.54).

Pour terminer la démonstration, on fixe une fonction test ¢ € C2°(B; C°(Y)). On a

[ () = [ (5 - v, (S5 ) (o)
+/8Vu(x). (m_T[m]") @z)(x%) . (2.56)

ou le premier terme du second membre converge vers zéro d’aprés la relation (2.54).
D’autre part, on peut passer a la limite dans le second terme pour obtenir

u — [u]

iy [ = (e, D) de = [ V(o) ) Ol dedy

n—0 B n

La relation précédente est exactement la convergence (2.53).
O

Proposition 2.48 Soient (u,) une suite faiblement convergente vers u dans WH2(B) et
[y, la fonction constante par morceaux introduite dans (2.6).

Alors, la suite (”"%u”]”) est bornée dans L*(B) et, quitte & extraire une sous-suite, il
existe une fonction u; € L*(B; Wﬁl’z(Y)) telle que

Vu, = Vou(z) + Vyui(z,y) , (2.57)
Uy — [uyly

U
ot [y], est le centre de la cellule Y contenant y.

= ui(2,y) + Veu(z).(y — [yh) - (2.58)
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Remarque 2.49 La limite double-échelle de % est discontinue a la traversée des
faces de Y dés que Vu(x) est différent de zéro.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.48.
La suite u, étant bornée dans W?(B), il résulte facilement de l'inégalité de Poincaré

(2.7) que (W) est bornée dans L?(B). Quitte a extraire une sous-suite, on note alors
vo € LA(B x V) la limite double-échelle de “2="2l,
On considére d’autre part une fonction définie & une constante pres u; € L*(B; Wﬁl’Q(Y))

vérifiant
Vun — vaz(x) -+ vyu1<x7y) )

dont I'existence est déduite de la proposition (2.45).
Le reste de la preuve consiste a mettre en relation les fonctions u; et vg.
On commence, dans une premiére étape, par considérer le cas ou la limite u = 0.

On fixe une fonction test @(z,y) := p()8(y) avec p € C*(B) et § € C°(Y;C?). On
déduit d’une intégration par parties que

/BVun(a:)p(:c) 0(%) dr = — /Bun(:c)Vp(:c) 0(%) dx
1

— ;/Bun(:p)p(x) div0<

On décompose le second terme du membre de droite pour avoir

%/un(x)p(:p) divO(%) dx:/(M) o(z) divO(%) do

+ /[un]n(az) (w) divH(%) dz + % /[un]n(x)[p]n div0<%> dx

T

J¢p(mm

_ 71 2 3
S N
L’intégrale I} est égale a zéro : en effet, les fonctions [uy], et [p], sont constantes sur
chaque cellule Ynk ou la moyenne de div @ est nulle.
On peut passer a la limite double-échelle dans I'intégrale Ig. En effet, la fonction [u,),

converge fortement dans L?(B) vers u = 0, la fonction % est bornée dans L*(B)

d’aprés l'inégalité de Poincaré (donc converge double-échelle) et la fonction divH(%)

est une fonction test pour la définition de la convergence double-échelle. Ainsi, puisque
u=0,onal}—0.

L’équation (2.59) devient alors

T

/Bp(x)Vun(:c) : 0(%) dr = /Bun(:c)Vp(:c) : 0(;) dx

+/(ﬁ@%@ﬁ%mmwd%mwdm,@w

49



ou g(n) — 0.
En passant a la limite dans ’équation précédente, on obtient, puisque u = 0 et par
définition de vy,

/ p(x)Vyui(z,y) - 0(y)de = / vo(z,y)p(x)divO(y)dx . (2.61)
BxY BxY

En effectuant une intégration par parties et en considérant des fonctions test @ a support
compact dans Y, on obtient

Vyui(z,y) = Vyve(z,y) dans BxY .

Les deux fonctions u; et vy sont donc égales a une constante prés. Ainsi, parmi les
fonctions wy vérifiant (2.57), il en existe une exactement égale & vg. Cela justifie la
relation (2.58) dans le cas ou u = 0.

On se place a présent dans le cas ou u # 0.
On fixe w,, := u,, — v et on déduit de 2.57 que

Vw, =V(u, —u) = Vu+Vyu, —Vu=Vyu . (2.62)
D’autre part, grace a la relation (2.53),

wn_[w"]"_un_[un]n_u_[u]n;sw T = oz — Vu.(y —
n 7 0 o(z,y) =wo(z,y) = Vu.(y — [yl1) . (2.63)

Puisque w,, converge faiblement vers 0 dans L?(58), on peut appliquer la proposition 2.48
a wy. On obtient alors

wo(:p,y) = Ul({L‘,y) )

qui entraine directement (2.58) du fait de la relation (2.63)
O

Remarque 2.50 La proposition se généralise a des fonctions vectorielles et la relation
(2.57) peut étre particularisée dans le cas des opérateurs divergence et rotationnel. On
obtient dans ce cadre 'existence de u; tel que les relations (2.57) et (2.58) ont lieu en
remplagant 'opérateur V par rot ou div (la fonction u; différe dans chacun des cas).
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3 Nanofibres métalliques et tenseurs

de permittivité réalisables
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Introduction

L’intérét de réaliser en pratique des structures diffractantes, dont la permittivité effec-
tive a des valeurs propres négatives, a été évoqué dans le chapitre 1. En fait, 'obtention
de cristaux photoniques & permittivité négative (en dessous d’une fréquence de coupure
controlée) a été un des premiers résultats spectaculaires concernant les métamatériaux

dans le domaine de loptique [43]. La permittivité effective était de la forme

2

We

w)=1——=

fF
e ( 3

ol w, est la fréquence de coupure.

(3.1)
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Ces résultats ont trouvé leurs premiéres justifications en 1997 [25] sous une hypothése
simplificatrice permettant une analyse purement bidimensionnelle : la structure envisagée
(fibres paralléles infinies dans une direction) est invariante dans la direction ez et le
champ électrique est supposé paralléle a es.

Dans la premiére partie de ce chapitre (section 1), nous montrons que la généralisation
de ces résultats au cas de fibres finies n’est pas possible en tant que telle. En effet, il
s’avére que la loi effective obtenue est non locale et de ce fait, ’affirmation communément
admise qu’un réseau de fibres métalliques finies permet ’obtention d’un métamatériau
de permittivité 3D donné par une loi effective de type (3.1) est erronée.

Dans la seconde partie du chapitre, nous proposons une structure nouvelle, obtenue
par homogénéisation réitérée, pour laquelle il est possible de justifier une loi effective
locale e°(w). Ce tenseur de permittivité peut avoir des valeurs propres négatives et de
grands modules sur des intervalles de fréquences appropriés. Les fibres métalliques sont
ici disposées dans une seule direction.

L’extension au cas de directions alternées est traitée de maniére similaire dans la
section 3. Nous en déduirons notamment que, a fréquence donnée, toutes les matrices
e réelles symétriques sont atteignables par homogénéisation.

Ce résultat a permi (cf Milton [34]) de répondre a une question dont le cadre dépasse
I’'ambition de ce chapitre : quels sont les couples de tenseurs e (w), uf(w) atteignables
par homogénéisation ?

On note cependant que ce modéle n’inclut pas le cas d’une activité magnétique ar-
tificielle comme c’est le cas dans [11,20,23,39] et comme nous le présenterons dans les
chapitre 4 et 5.

1 Homogeénéisation de nano-fibres métalliques (cas
capacitaire)

Nous décrivons dans cette section des résultats tirés de [12].

1.1 Description de la structure

On considére une structure formée de fibres paralléeles a la direction e et de longueurs
finies contenues dans un domaine borné de R3, que I'on représente dans la figure 3.1.
Ces fibres sont constituées d’un métal trés conducteur et sont disposées périodiquement
dans les direction ey, es. La période, notée 7, sera le petit paramétre de notre analyse
asymptotique.

Description géométrique On note B € R? I'obstacle diffractant borné contenant les
fibres. Cet obstacle est un cylindre pour lequel on note L € R* sa hauteur, D C R? sa
section verticale et Di ses bases. Il vient alors

L L L
—D }——,—[ . DE—D {i—}.
B X 55 i X 5
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FIGURE 3.1: Le réseau de nano-fibres.

On introduit 'ensemble T}, C B représentant la zone occupée par les fibres. Sa section
horizontale z3 = s pour |s| < L/2 consiste en un réseau périodique (de période n) de
disques de rayons 7).

On considére la cellule de base Y :=] — 1 1[3C R? qui servira de cube de référence et
I’ensemble S, représentant une fibre élémentaire dans Y donnée par

r
Sn = {(y17y27y3)€Y7 y%+y§§#} .
L’ensemble T;, s’écrit alors

T,=\Jni+5,) , Li={ieZ’, ni+5,)cB}. (3.2)

i€l

2
Le taux de remplissage des fibres est défini par le réel 6, := % Dans notre modéle,
il est important que ce taux tende vers zéro lorsque la période n — 0 (i.e. r, < n). Le
cylindre élémentaire S, se concentre alors lorsque n — 0 et devient le segment S, défini
par

Sy = {(o,o,yg) ys| < %} cy. (3.3)

Permittivité relative.

Bien que plusieurs variantes soient possibles, nous considérons ici que les fibres sont
plongées dans le vide. La permittivité des fibres est celle d’'un métal ohmique de grande
conductivité que 'on décrira par le parametre réel o,,.

Ainsi la permittivité en tout point de ’espace est entiérement décrite a I'aide de la
fonction ¢, définie par ,

1 d R3\ T,
g, = - dansROAT, (3.4)
1+1i0, dansT,

Dans notre modeéle, la conductivité o, tend vers 'infini lorsque 7 — 0.
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Probléme pré-homogénéisé.

La structure est illuminée par une onde incidente plane monochromatique (E™¢, H™®)

fixée, de fréquence w et indépendante de n (dépendance harmonique en temps (e~**) ).
Pour tout n > 0, le champ électromagnétique total (E,, H,) vérifie les équations de

Maxwell données au sens des distributions par

{ rot B, = wuoH, (3.5)

rot H, = —iwepe, B,

ol g9 et pip représentent respectivement les permittivité et perméabilité du vide.
Le champ diffracté (Eﬁ, Hz) = (E,—E™, H,— H") satisfait de plus les conditions
de rayonnement & l'infini de Silver-Miiller :

(B¢, HY) =0 ( ! ) , weg (i A Eg) — ko H! =0 (i) . (3.6)

|| || ||

Remarque 3.1 Le fait que  — 0 nous place dans le cas ou la longueur d’onde A := %’r
est grande devant la période n; on parle alors de régime quasi-statique. Il est essentiel
de pouvoir répondre a la question suivante :
A t-on le droit de remplacer la structure diffractante par un milieu homogéne occupant
le domaine B?

Nous allons voir que la réponse a cette question est négative.

Choix des facteurs d'échelles

Nous avons indiqué que la fraction volumique 0, = % tend vers zéro alors que la
conductivité des fibres o, tend vers l'infini. Il est maintenant nécessaire d’étre plus
précis :

Les vitesses de convergences sont régies par les deux conditions suivantes :

1
————— — vy avec 7 €]0,+o0], (3.7)
n?|logry|
0,0, =k avec Kk €]0,+o0] . (3.8)
La condition (3.7) correspond & ce que nous appellerons “taille capacitaire”. En se
référant a la capacité d’un disque de rayon r, dans R? qui est donné par “éﬁ (voir par

exemple [14]), il apparait en effet que la capacité de 'ensemble T;, dans R? est équivalente
a W’M\B\ Ainsi, vy représente la limite de la capacité moyenne des fibres 7, par unité
de volume.

Par ailleurs, la conductivité dans B\ 7, étant nulle (zone contenant du vide), le
parameétre x, représente simplement la conductivité moyenne par unité de volume sur
I’ensemble B.

Le cas Kk = +oo correspondra & priori & une modélisation dans laquelle les fibres
constituant la structure sont infiniment conductrices dés le départ.

Ce point présuppose évidemment un principe de commutativité des passages a la limite

04



sur lequel nous reviendrons.

Dans la suite de la section, nous allons étudier le comportement asymptotique des
champs E, et H, lorsque la période 1 tend vers zéro sous les conditions (3.7) et (3.8).

1.2 Analyse asymptotique

Afin de présenter 'analyse limite du systéme (3.5), il est nécessaire d’introduire le
champ de vecteur J, donné par

J,=o,E,lr, , (3.9)

de telle sorte que le vecteur déplacement D, := ¢,FE, soit décomposé en (E, + iJ,).
Ainsi, la seconde équation de (3.5) devient :

rot H, = —iwey(E, +iJ,) . (3.10)

On introduit Bg := {x € R? | ||z]| < R} une boule de référence telle que B CC Bg.
Il est montré dans [12] que les estimations suivantes sont satisfaites

[Enll2r) <C  [Hyllzee) <C et [[Jylloiz <O, (3.11)
ot C' > 0 ne dépend pas de 7.

Remarque 3.2 Les deux premiéres relations de (3.11) sont démontrées & posteriori (i.e.
en utilisant le probléme homogénéisé). En effet, si on les suppose vraies a priori, on est
capable de faire I’étude asymptotique qui conduit au probléme limite (3.17). Dans un
second temps, on peut montrer par l'absurde, en utilisant 1'unicité de la solution de
(3.17), que ces relations sont effectivement vérifiées.

Un raisonnement similaire sera utilisé dans la section 2 ainsi que dans les chapitres 4
et 5.

Les estimations (3.11) nous permettent d’introduire les champs (E, H) € (L2(BB))2 et
J € M,(Bg) tels que

E,—~E, H,—~ H dans L*(Bg) et J,—J dans My(Bg), (3.12)

ot My (Bg) représente 1’espace des mesures borelliennes bornées sur Bgr. On précise que
les convergences précédentes n’ont lieu qu’a une sous-suite prés que nous notons encore
n.
En passant a la limite dans le systéme (3.5), nous obtenons que (E, H, J) vérifie, au
sens des distributions,
t E = iwpugH
ro Whott » (3.13)
rot H = —iweo(E +1iJ) .
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Nous allons obtenir des précisions sur J en observant les oscillations rapides de J,
grace a des outils de convergence double-échelle (cf chapitre 2). Une étude précise, don-
née dans [12], permet de montrer Pexistence de Jg, limite double-échelle de J,, et se
décomposant sous la forme

R

']0 = ’U,o(ﬂf, y) +j0<x7y3)550(y) s

avec ug € L*(Bgr x Y), j, € L*(Br x Sp) et dg, la mesure unidimensionnelle restreinte
au segment Sp.

Remarque 3.3 Il n’est pas surprenant d’obtenir une limite double-échelle ayant une
partie mesure puisque la suite (J,) n’est pas bornée dans L?(Bp) mais seulement dans
L'(Bg).

Une étude plus fine de cette limite Jy, montre qu’elle est & support dans Sy et qu’elle
vérifie div, Jo(z,-) = 0 dans Br x Y. Ces deux points impliquent que J est vertical et
se réduit a

Jo=j(z)dgs, €3, (3.14)

on j € L*(B).
On peut lier J et J en utilisant la relation classique (cf chapitre 2) J = / Jody. Le
Y

systéme (3.13) devient alors

{ rot £ = wwuoH, (3.15)

rot H = —iweo(E + i jes)

Le champ macroscopique résultant j(z)es peut étre interprété comme étant une densité
volumique de courant de déplacement dans I'obstacle B. La possibilité que ce courant j
soit non nul montre que 'effet des fibres peut rester présent malgré leur faible taux de
remplissage.

Pour clore le systéme (3.15), nous avons besoin d’une relation décrivant précisément
comment le courant j(x) est induit par le champ macroscopique E. Cette étude délicate
est traitée dans [12] et conduit au probléme de Sturm-Liouville suivant

0?5

29y
ZJ k2
Ox3 * ( 0ot

5
S —0 s DYUD; . (3.16)

)j = 2iryFE3 dans B , =
81‘3

K
Notons que la condition de Neumann dans (3.16) est assez inattendue. En effet, si les
fibres infiniment fines sont assimilées & des antennes, la théorie classique conduirait a
adopter une condition de Dirichlet homogene sur D} U D; .

Remarque 3.4 Le fait que 'on obtienne un “courant de déplacement” non nul aux
extrémités des fibres a une conséquence : d’aprés la seconde équation de (3.15), on a
div(E + ijes) = 0 dans R? ce qui engendre un saut de la composante F3 du champ
électrique a la traversée de D} et D . Cela peut étre interprété comme des densités de
charges concentrées sur les bases du cylindre décrivant ’obstacle.
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1.3 Loi effective non locale

Les équations (3.15) et (3.16) déterminent la loi effective de la structure. On donne le
résultat d’homogénéisation, dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.5 Soit k et v donnés par (3.8) et (3.7) respectivement. Alors, la conver-
gence suivante a lieu lorsque n — 0 :

(E,,H,) — (E,H) dans L;

loc

(R?) Jn$j(a:)eg dans (L'(B))*,

ou E, H,j sont les uniques solutions (au sens des distributions) du systéme

( rot E = dwuoH dans R3
rot H = —iweo(E +ijls e3) dans R?
% + (k3 +20)j = 2imyE; dans B (3.17)
% =0 sur DY UD;,
| (E-EH—-H") vérifie les conditions (3.6)

On remarque que le systéme (3.17) ne se présente pas sous la forme classique des
équations de Maxwell du fait de la présence de la variable j. En introduisant le noyau
de Neumann associé au probléme (3.16), on peut mettre la deuxiéme équation de (3.17)
sous la forme rot H = —iwD ou

L
2

D(z) = ¢ (E(:c) — 2myes /2 g(xs, s)Es(x1, 29, 8) ds) :

avec g le noyau associé & (3.16) donné pour K := k2 + 22 par

g(t,s) = oS (K(min(t, s) + §)> Cos (K(max(t, s) — §)> .

1
Ksin(KL)
On remarque que le champ de déplacement D est induit en chaque point x € B par les
valeurs du champ électrique E sur le segment {(z1, x9, s) , |s| < L/2}. Cette dépendance
indique que la loi (3.17) est non locale et en conséquence que le milieu effectif ne peut
pas étre caractérisé par un tenseur de permittivité effectif.

Remarque 3.6 Le caractére non local de la loi (3.17) dépend a priori des valeurs de x
et 7. Il s’avére en réalité qu’aucun couple (k,7) € (RU{+00})? ne peut la rendre locale.

Cas limite lorsque L — oo. Dans le cas ou la longueur des fibres est infinie, une
simplification apparait : par transformé de Fourier par rapport a xs3, il est possible de
se ramener & une onde incidente ayant une dépendance multiplicative en e?##3. On peut
alors montrer que les solutions E, H et j de (3.17) ont la méme dépendance par rapport
a x3 et, en utilisant (3.16), que j et F3 sont explicitement liés par la relation

2imry

K
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FIGURE 3.2: Energie transmise a travers la structure réelle (courbe en pointillés) et a
travers la structure effective (courbe continue).

En écrivant Ei"(z) = u™(zy,29)e®™ et B3 = u(xy,29)e® et en substituant dans
(3.17), on obtient que u est solution du probléme bidimensionnel suivant

{Au + (k2e(z) — B)u=0 dans R?

: oud ; d\ —
lim, oo (%% — ikou) =0,

ol u? := u — u, e(z) 1= lga\p (1, 22) + € (B)1p(21, 72) et €(5) est donné par

207y k2 — B2
eff - 0

Le fait que 51 dépende de 3 montre que, malgré la simplification, le comportement
limite est encore non local. Cependant, on peut faire disparaitre cet effet en faisant
tendre x — oo (fibres de conductivité infinie) ce qui rend e de la forme (3.1) pour une

27
fréquence de coupure w, = 4/ —7.
oMo

Domaine de validité. La précision de la formule (3.18) a été vérifiée dans [12] ot un
réseau de fibres infinies dans la direction es a été considéré. Le réseau est infini dans
la direction e; et contient 10 périodes dans la direction e,. Dans ce test numérique, les
fibres sont infiniment conductrices (k = 4+00) et la période d est choisie égale dans les
deux directions e; et es. Le rayon des fibres est r = d/200 de sorte que le coefficient
théorique donné en (3.7) est v ~ 0,2. Le test numérique tracé dans la figure 3.2 a été
effectué pour v = 0, 25 et représente I’énergie transmise lorsque la structure est illuminée
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FIGURE 3.3: Schéma de la structure globale du métamatériaux.

par une onde plane de longueur d’onde A sous incidence normale (courbe en pointillés).
Elle est comparée avec I’énergie transmise a travers un obstacle homogeéne de permittivité
e°® (courbe continue). On constate que les deux courbes sont presque confondues pour
des longueurs d’ondes qui ne sont pas trés grandes \/d > 4.

Conclusion. Nous avons montré dans cette partie qu'un réseau de fils métalliques
finis n’est pas modélisé par les équations de Maxwell classiques. Il a un comportement,
non local et n’est donc pas caractérisé par des tenseurs de permittivité et perméabilité
effectifs. Une telle structure ne répond pas a notre problématique consistant a obtenir
des matériaux effectifs ayant une permittivité négative. Pour y répondre, nous allons
considérer dans la section suivante, une structure plus complexe utilisant ce milieu non
local comme micro-composant.

2 Loi effective obtenue par homogénéisation
réitérée

Dans cette seconde étape, nous allons étudier une structure périodique bornée dont
les micro-composants sont constitués du milieu effectif non local décrit par les équations
du systéme (3.17). En d’autres mots, grace a I’homogénéisation effectuée dans la section
précédente, nous avons a disposition le matériaux non local décrit par (3.17); nous
construisons la nouvelle structure en le reproduisant périodiquement avec une petite
période dans un domaine borné.

Les deux étapes pourraient étre effectuées simultanément en utilisant une structure
ayant double-échelle différentes comme celle représentée dans la figure 3.3. Le probléme
se place dans le cadre la théorie de ’homogénéisation réitérée [5].

2.1 Description de la structure

Dans cette étude, le petit paramétre 7 sera la période séparant les inclusions. Nous
allons démontrer qu’a la limite n — 0, la structure a un comportement local décrit par
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FIGURE 3.4: Schéma de la structure diffractante étudiée dans la procédure d’homogé-
néisation réitérée.

un tenseur de permittivité dépendant de la fréquence et que nous caractériserons a 'aide
d’un probléme spectral sur le tore.

L'obstacle diffractant B est un domaine borné de R?. On note X, C B la région de
B occupée par les inclusions cylindriques. X, est défini comme étant la périodisation
dans les trois directions de I’ensemble nX ou ¥ := Dx]| — é, é[ représente une inclusion
élémentaire dans la cellule de base Y :=] — 1/2,1/2[*. L’ensemble %, prend alors la
forme :

= nG+x%) . J,={ieZ’|ni+3)cB}. (3.19)
iel,
De plus, nous introduisons D* := D x {1} et D~ := D x {—1} les deux bases du cylindre
S et Dy := Uy, 1(i + DF) Punion des bases de toutes les inclusions.

Contrairement au cas précédent, le taux de remplissage des inclusions reste strictement

positif lors du passage a la limite 7 — 0 et converge vers |X|.

Probléme pré-homogénéisé.

La structure est illuminée par une onde incidente (E™, H™) dont on suppose une
dépendance harmonique en temps (e~™!) de fréquence w fixée. En remplacant dans le
systéme (3.17) B par X, et D par fo, on obtient un probléme de diffraction décrit par
un triplet (E,, H,, j,) dans L} (R?) vérifiant

loc

( rot E, = dwpoH, dans R?
rot H, = —iweo(E, + ij,es) dans R?
%?é’ + (K2 + 22 j, = 2iryE,.e;s dans ¥, (3.20)
g% =0 sur D UD,
| (E,—E' H,-H") satisfait les conditions (3.6)

ou la fonction scalaire 7, est étendue par 0 hors de J,.

On note que, dans cette structure, les fibres initiales sont toutes orientées dans la
direction e3. Cette hypothése a pour but de simplifier la présentation de I’étude et le cas
plus général sera traité dans la section 3 de ce chapitre.
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Remarque 3.7 On précise que nous nous plagons dans un cadre adimensionnel ou
toutes les distances ont été divisées par le paramétre d > 0 représentant ’écart séparant
les inclusions de la structure de départ (lorsque n = 1). De ce fait, la longueur d’onde
des champs que nous considérons est donnée par \/d. Pour simplifier les notations, nous
ne ferons plus intervenir ce coefficient dans les démonstrations mathématiques mais il
apparaitra dans les simulations numériques données dans la partie suivante.

2.2 Résultat principal et simulations numériques

Loi effective homogénéisée.
Introduisons quelques notations.

A tout ¢ € WL2(Y), on associe [¢]; la fonction de W2:2(D) définie par

[Sp]l(yl,?h) = % (w(yl,yg, é) - w(yl,yg, —é)) .

On introduit Popérateur R, qui associe & w € L?*(D) la fonction [¢™]; € L*(D) ou p* est
I'unique élément (& une constante prés) de Wﬁl’Q(Y) vérifiant au sens des distributions
I’égalité suivante

—Ang = U)(5D+ - (stf) .
L’opérateur R est compact auto-adjoint (cf. lemme 3.19). Notons {),, , n € N} les valeurs
propres distinctes de R rangées dans l'ordre décroissant. On a bien sir lim,, , . A, =0
(avec A, > 0 pour tout n € N d’aprés le lemme 3.19).

Pour tout A € {\, , n € N}, on note

e Py, le projecteur orthogonal sur I’espace propre V), de R associé a la valeur propre
A

o o ={\, Py, (1) #0}.
Notons que, d’apres I'égalité de Parseval

D= 11720y = D I1P4 (D720 +

AEoo

et en particulier
Tim [Py, (1)) = 0 (3.21)

On introduit la densité de courant de déplacement microscopique

ol ) = B ) o) ) = Y0 L)

7
AEOO 27y A+ K

ou Ej est la troisiéme composante du champ électrique macroscopique (limite faible de
E, - e;3). Le champ électrique microscopique Ey est donné par

Eo(z,y) == E(x) + E3(x)Vx(y)
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ol x € Wﬁm(Y) est I'unique solution (& une constante prés) du probléme
—AX = <<5D+ - 51)—) dans Y .

De plus, on considére

Py (12,
A(w,”}/, K’) ::/Dg(ylayZ) = Z Hkgviw .

o i
A€oy 21y )\ + K

Le tenseur de permittivité effectif est donné par

1 0 0
efw) =1 0 1 0 : (3.22)
0 0 1—-1Aw,nk,7)

Théoréme 3.8 (Homogénéisation)

Le champ (E,, H,, j,) solution de (3.20) converge vers (E, H , j) faiblement dans L3, .(R?;
C*)? x L7 .(R% C) ou j(x) := [, jo(z,y)dy et (E,H) est l'unique solution au sens des
distributions du probleme

rot £ = wug H |
rot H = —iwege(z,w) E | (3.23)
(E, H) satisfait les conditions (3.6) ,

avec
e(x) = I, lps\s(z) + € (w) 15(2)
et €(w) donné en (3.22).

Plus précisément, on a la convergence uniforme de (E,, H,) vers (E, H) (ainsi que de
toutes ses dérivées) sur tout compact K C R3*\ B. D’autre part, on a la convergence forte

double-échelle de (E,), j,) vers (Ey, jo) dans un voisinage borné de B et la convergence
forte dans L} (R®) de (H,) vers H.

loc
Résonances et permittivité négative.

Nous obtenons un milieu effectif homogéne de perméabilité relative ;. = 1 et de permit-
tivité e donnée dans (3.22). Il s’agit d'un tenseur diagonal dont la troisiéme composante
dépend de la fréquence w.

Les fréquences de résonances w, sont associées aux valeurs propres A € oy et sont

données par
21y A
wy = atiay (3.24)
€oMo

Lorsque k = +o0 (fibres de conductivité infinie), €5 (w) est une fonction réelle singuliaire
en chacun des w,. En effet,

lim el (w) = —oo et lim & (w) = +oo.
w%wi w%w;
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De plus, la fonction €S (w) étant monotone croissante par morceaux, I’ensemble {w >
0, ef(w) < 0} est constitué de bandes qui correspondent a des intervalles de fréquences
ou la propagation est interdite dans la direction ez (puisque u =1 > 0).

Dans le cas 0 < k < +00, €51 (w) est une fonction & valeurs dans C*. Introduisons

1
6)\(&)) = ]"3(2)7”2 s Ve [ (325)

2wy

que l'on décompose comme &, = R(Ey) + i (€)) avec

RE) = — 20 g = L
(ﬁ—)\> + 4 /{(ﬁ—An) +

2wy

(3.26)

=

On remarque alors que
(&) >0, maxS(Gw) =k et —minR(E&(w)) = maxR(E&(w)) = g . (3.27)

Ainsi, €51 oscille entre les valeurs 1 =+ l%HP,\(l)H%Q(D) dans un intervalle de fréquences
centré en w, (en négligeant les termes de la série (3.22) associés aux autres valeurs
propres). On en déduit que R(esh) devient négatif lorsque l/<||P,\(1)||%2(,D) est suffisam-

ment grand. A 'aide de (3.21), on a alors qu'il y aura seulement un nombre fini de
bandes de fréquences interdites.

D’autre part, le paramétre ~ intervient comme un facteur multiplicatif du nombre
d’onde kZ. En particulier, ce paramétre va permettre de déplacer les fréquences de réso-
nances wy (données dans (3.24)) sans faire varier les valeurs atteintes par €& (w).

Nous avons obtenu une structure dont le comportement effectif répond partiellement
a notre problématique : trouver des matériaux composites dont la loi macroscopique est
donnée par un tenseur de permittivité négatif 3D. De plus, pour toute fréquence w fixée,

il est méme possible d’amener le coefficient %(sgg(w)) a une valeur quelconque dans R

en faisant varier les parameétres x et . La limitation dans notre modéle provient du fait
que effet de résonance responsable du changement de signe dans la loi de permittivité
apparait dans une direction unique (e3 dans notre exemple). Dans la section 3 de ce cha-
pitre, deux variantes de la géométrie de la structure seront considérées. Le comportement,
macroscopique de chacune de ces structures fera apparaitre le méme type d’effet de réso-
nance dans les trois directions d’espace. En particulier, les paramétres caractérisant ces
résonances seront indépendants dans chacune des directions. La conséquence sera qu’une
grande catégorie de milieux effectifs est atteignable par homogénéisation, incluant ceux
décrits par un tenseur de permittivité symétrique, de partie réelle quelconque (cf. section
3.4).
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10-

FIGURE 3.5: Parties réelle et imaginaire de 5§ en fonction de A/d (longueur d’onde sur dis-
tance) avec les paramétres donnés dans (3.28).

Simulations numériques. Nous précisons le comportement du tenseur € (w) a I’aide
de son approximation numérique présentée dans le chapitre 6. Ce calcul numérique repose
sur une approximation spectrale de I'opérateur R déterminant €°*(w). Elle est obtenue
a laide d’une décomposition de Galerkin de I'espace vectoriel £2(D) (domaine de R).
On notera que tous les résultats numériques effectués sont en accord avec les conditions
nécessaires qui seront obtenues théoriquement dans la proposition 3.24.

On fixe D :=] — 4, l21[ x] — 2 2] On considére une partition de D formée de N2
rectangles DY de cotés &L x 2. La famille {u; , i € {1,...,N?}}, orthonormale dans
L?(D), est donnée par

1
U; ‘=

-1 ’
N

avec 1pn la fonction caractéristique de I'ensemble DX,

On représente, dans la figure 3.5, les parties réelle et imaginaire de €5 (w) en fonction
de la longueur d’onde normalisée \/d, dans le cas ou la structure est décrite par les
parameétres

N=50, k=100, v=1, l=1=10=0,5. (3.28)

On rappelle que d représente la distance réelle séparant les inclusions lorsque n = 1 (cf.
remarque 3.7).

Cette figure fait apparaitre la grande variation de €S, décrite théoriquement dans le
paragraphe précédent, et la bande de fréquences interdites (ou €5 (w) < 0). On remarque
que seule la résonance fondamentale est suffisamment importante pour rendre €51 (w)
négatif.
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FIGURE 3.6: Parties réelle et imaginaire de €51 en fonction de A/d (longueur d’onde
sur distance) ou les paramétres donnés dans 3.28 sont modifiés : & gauche
x = 1000 et & droite D =] — 0.35,0.35[2.

Dans la figure 3.6, on représente les parties réelle et imaginaire de €5 (w) dans deux
situations différentes :

a gauche, x=1000 , ~=1 , [=05 , [ =1=0,5, (3.29)
a droite, k=100 , =1 , [=05 , l1=10=0,35. ’

Dans la figure de gauche, on remarque que la bande de fréquences interdites associée a
la résonance fondamentale a trés peu variée. D’autre part, la zone ot la partie imaginaire
est non nulle s’est réduite ce qui aura pour conséquence la possibilité d’obtenir un milieu
a permittivité de grand module (positive ou non) associée a une faible dissipation. On
voit d’autre part apparaitre une nouvelle bande de fréquences interdites (beaucoup plus
étroite) associée a une autre valeur propre de 'opérateur R.

Dans la figure de droite, on met en évidence la dépendance de la taille de I'intervalle
de fréquences interdites associé & la résonance fondamentale. Cet intervalle c’est agrandi
par rapport au cas ou D = [—0,5,0,5]> en raison de la valeur ||Py,(1)|| qui est plus
grande pour tout A € oy.

Remarque 3.9 Une conséquence de cette derniére propriété est que, lorsque k est fixé,
plus le taux de remplissage des inclusions (donné par |3|) est grand, plus les intervalles
de fréquences interdites (s’ils existent) sont larges.

Il est & noter cependant que, en pratique, le domaine de validité de la loi homogénéisée
dépend du taux de remplissage. Par exemple, comme on le met en évidence dans un
cadre bidimensionnel dans [24], lorsque le taux de remplissage est trop grand (> 0,5
dans cet exemple), la loi homogénéisée n’est plus valable pour des fréquences proches
des résonances.
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2.3 Estimations et résultats préliminaires

Afin de justifier que la suite de champs (E,, H,) est bornée dans L7, .(R?), nous allons

loc
utiliser un raisonnement en deux temps :

e On commence par supposer que le champ (E,, H,) vérifie, pour une boule By véri-
fiant B CC Bp,
sup/ \E,|” + |H,|” < +o0o . (3.30)
n>0 JBgr
Nous étudions alors le comportement oscillant du champ sous cette hypothése dans le
but de caractériser les équations du probléme homogénéisé ainsi que la convergence des
solutions.

e Dans un second temps, on utilise I’unicité du probléme limite pour mettre en ceuvre
un raisonnement par contradiction justifiant I’hypothése.

Avec cela en téte, on fixe une boule Bpg telle que B CC Bp et on suppose que (3.30)
est satisfaite.

Comportement de I'onde loin de I'obstacle. L’hypothése (3.30) nous permet d’ap-
pliquer le lemme suivant qui a été rappelé dans le chapitre 2.

Lemme 3.10 Soit (E,, H,) la solution du probleme (3.20) associée & une onde inci-
dente (Einnc, Hinnc) qui converge uniformément vers (E™, H™).

Si (E,,H,) — (E, H) faiblement dans L*(Bg), alors, la convergence de (E,, H,) a lieu
dans C>(K) pour tout compact K C R3\ B. De plus, le champ limite (E, H) vérifie
’équation de Helmoltz Au + kiu = 0 dans R*\ B et est tel que (E — E™, H — H™)
vérifie (3.6).

Estimations. Dans le reste de la section nous allons étudier le comportement asympto-
tique du champ électromagnétique proche de ’obstacle, c’est-a-dire dans Bg. Dans cette
région, le champ présentera de fortes oscillations qui vont I’empécher de former une suite
fortement compacte de L?(Bg). Afin de décrire ces oscillations, nous utiliserons les outils
de convergence double-échelle qui ont été rappelés dans le chapitre 2.

Lemme 3.11 Sous I’hypothése (8.30), on a :
(i) les suites (jy), et (%lzn)n sont bornées dans L*(Bg),
(ii) la suite H, est bornée dans W?(Bg),
(iii) si E =0 dans Br alors E, — 0 fortement dans L*(Bg) (E la limite faible de

E,).

Preuve de (i)
On introduit P, et P les flux du vecteur de Poynting sur le bord de By définis par :

P, = E,NH,-ndo , P:= EANH ndo . (3.31)
O0BRr OBRr
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D’aprés le lemme 3.10, le champ (E,, H,) est régulier sur 0B ce qui nous permet
d’intégrer par parties dans (3.31) et d’obtenir

P, = / (rot E,-H, —rotH, - E,)dz
Br

= Zu)/ ([L0|Hn|2 — 50|En|2) — WE ann - €3 dx . (332)
Br

n

Par ailleurs, on multiplie par 3,7 la troisiéme équation de (3.20) et grace a la condition
de Neumann sur D,jf vérifiée par j,, on obtient

aZL'g

2T
+ (k2 +
L*(BR)

iy / EWEn~e3=—' WialZosn - (3:33)
R

En substituant 1’équation précédente dans (3.32), il résulte

we .
R(P,) = - ||j77||%2(BR) ) (3.34)

K

et

3(P,) = W(M0||Hn||%2(BR) Byl

2
Eo/{/'g

0j »
Pl il ) - (53)

aZL'g

€0
27y

L2(y)

D’aprés 'uniforme convergence de (E,, H,) donnée dans le lemme 3.10, on a que P,
est borné. L’équation (3.34) démontre alors la borne dans L?(Bpg) de j,. On en déduit
ensuite, a I’aide des équations (3.30) et (3.35), que la suite % est bornée dans L?(Bg).
Ceci termine la démonstration du point (7).

Preuwve de (ii) : La premiére équation du systéme (3.20) indique que le champ H, est
a divergence nulle. Par ailleurs, (E,) et (j,) étant bornés dans L?(Bpg), la deuxiéme
équation de (3.20) implique que rot H, reste borné dans L?(Bg). Pour finir, la trace de
(H,) sur 0Bp converge uniformément d’aprés le lemme 3.10. Ces trois bornes associées
a I’hypothése (3.30) impliquent que

<C,

[ div Hy[|12(55) + (| v0t Hyll 12z + (| Hyll 2z + 1=l 105, <

pour C' > 0 indépendant de 7. On en déduit, a I’aide de la propriété (2.3), que la suite
(H ) reste bornée dans Wh?(Bg).

Preuve de (iii) : Nous allons appliquer un raisonnement de compacité par compensation

a la suite (E,) (cf. lemme div-rot 2.14). Montrons alors que rot E, et div E, convergent
vers zéro fortement dans W~12(Bg).
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Puisque E = 0 dans Bg, on a lim,_,,P, = P = 0 et donc d’aprés (3.34), on obtient
que j, — 0 fortement dans L?*(Bg). De plus, Péquation (3.33) entraine que O

ox3
fortement dans L?(Bpg). En prenant la divergence dans la seconde équation de (3.20),
on obtient que divE, = —iwe()% converge fortement vers 0 dans L?*(B,) (donc dans

W~=2(Bg)).

Par ailleurs, puisque H, — 0 fortement dans L?*(Bg), on a, d’aprés la premiére
équation de (3.20), que rot E,, — 0 dans W~1%(Bg).

On applique alors le lemme div-rot au couple (E,, E,) pour obtenir que |E,[* — 0 au
sens des distributions dans Bp. Ainsi, pour tout ¢ € C°(Bg), on a lim,,_, fBR o|E,? =
0. En prenant ¢ = 1 sur une boule Br plus petite que By vérifiant B CC Br CC Bp,
on obtient la convergence forte de E, dans L?*(Bg;C?). On termine la preuve grace a
la convergence uniforme de E, dans By \ Brs démontrée dans le lemme 3.10.

([

Remarque 3.12 L’hypothése (3.30) indique que E, et H, sont bornés dans L*(Bg).
La premiére assertion du lemme 3.11 montre qu’il en est de méme pour la suite (j,),.
En notant E, H et j les limites faibles des suites (E,), (H,) et (j,), nous passons & la
limite faible dans les deux premiéres équations de (3.20) pour obtenir

(3.36)

rot £ =iwpg H
rot H = —iweo(E +ijeslp)

Le point fondamental de notre étude va étre de déterminer une relation locale entre F
et j. Pour cela, nous allons étudier le comportement oscillant des solutions (E,, H,, j,)
du probléme (3.20) en identifiant leurs limites double-échelle.

2.4 Analyse double-échelle

Comme nous I’avons rappelé dans le théoréme 2.39, une condition suffisante pour avoir
existence d’une limite double-échelle (& une sous-suite prés) est que la suite soit bornée
dans L?. Cette condition est vérifiée par les suites (E,), (H,) et (j,) d’aprés 'hypothése
(3.30) et le lemme 3.11. Nous allons alors fixer une sous-suite de 7, encore notée 7, telle
qu’il existe trois fonctions de L?(Q x Y') notées Eq, Hy et j, vérifiant

EnAEO ) HnAHO ) jWAjO'
L’unicité de la solution du probléme limite (3.23) impliquera & posteriori que ces champs
ne dépendent pas du choix de cette sous-suite. Ainsi nous choisissons, pour alléger les
notations, de ne pas faire apparaitre cette dépendance sur les champs Ey, Hq et j.

Remarque 3.13 D’aprés la deuxiéme assertion du lemme 3.11, la suite (H ) est bornée
dans W12(Bg). En utilisant la proposition 2.46, on a que sa limite double-échelle est in-
dépendante de y (H(z,y) = H(z)). Cette absence d’oscillation aura pour conséquence
que le milieu effectif n’a pas d’activité magnétique (u®® = 1). Tl est essentiel de noter
que cela ne sera pas le cas pour les suites (E,) et (j,).
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Proposition 3.14 Pour presque tout x € B, les fonctions Y -périodiques Ey(x,-) et
Jo(z, ) vérifient au sens des distributions dans Y les relations suivantes

rot, Eo(z, ) =0 , jo=0 dansY \X , % =0 dans X, (3.37)
Y3
diVy<E0 + ijg@glg) =0 5 (338)
. . 241y
jo(@,y) = jo(@, y1,y2) = W<Eo>h(l}y1,y2) dans 3, (3.39)
0T Tk

l
1 [2
ot (Eo)i(z,y1,y2) == 7/ Ey(x,y1,y2,s) - esds représente la circulation normalisée de
!
3
E, le long de chemins verticaux joignant les bases Dli de ['inclusion 3.

Preuve

On a E, — Ej et la suite rot E, = iwuoH, est bornée dans L?*(Bg). Tl est alors
classique (voir chapitre 2) de conclure que rot, Ey = 0. De la méme facon, on montre
(3.38) et g—ig = 0 dans X. Par ailleurs, le fait que joly\x(y) = 0 découle directement de
jnlBR\Eﬂ = 0.

Preuve de (3.39)
On fixe une fonction test p(x,y) := p(x)0(y1,y2) avec p € CX(B) et § € C°(D). On
multiplie la troisiéme équation de 3.20 par ¢(z, %) puis on integre sur X, pour avoir

%4, x o 20Ty , x » T
—go(:c, —) + (k‘ + >/ J <p<a:,—> = 227?7/ E, e <p<x, —) ) 3.40
=y 03 n ‘ K o ! n N (. n ( )

En utilisant (3.41), on peut passer a la limite dans I’équation précédente et obtenir,
puisque ni jo ni 6 ne dépendent de ys,

2w . )
h<k8 + 7)/8 Djo(xa?/layz)/)@)@(yl,yz) = 2’”7/ p(2)0(y1,y2)Ep.es .
X

K Bx%

A T'aide de 'égalité / Ej.e3 = l/(E())h, on obtient la relation (3.39).

> D
Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer la propriété suivante :
pour toute fonction test ¢ € C°(Bg; Cf°(Y)) ne dépendant pas de y3, on a

0?j x
it Jn ( —) —0. 3.41
nlg%/% oz P\ ) =0 (3.41)

Preuve de (3.41) :
A une fonction test ¢ indépendante de ys, on associe [¢], la fonction en escalier donnée

par
i) =3 ([

P
p X

©(2,9) dZ) Lyp ()
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o ¥ :=n(X +p).
On commence par remarquer que

[ 5 [ -we5)] o

est borné d’apreés la troisiéme équation de (3.20) et que ||go<x, %) -

2 |2
puisque / I
2"1

2
0z3

b () 205 = 0.
D’autre part, on a

%4,

02 x
<, 0:63[ Z/Zp 8;1:;7 ’;) ’

et en intégrant par parties le terme de droite dans I’équation précédente, on montre que

fzn Baz]n ( _) =0.

O

Opérateur capacitance.
A présent que nous avons obtenu les équations sur le tore, nous allons préciser la relation
entre les champs jg et Ey. Pour cela, nous introduisons 'opérateur défini ci-dessous.

Définition 3.15 On définit R 'opérateur de L?(D) dans L*(D) qui associe a w la fonc-
tion scalaire [p™], avec ©* unique solution de

v e Wﬁl’z(y)
{ —Agpw =w (57_)+ - 5D*) ’ (342)

et [ww]l(x’yl’yQ) = %(gow (yl’yQ’ é) - Sow (ylayZa _é)> .

Remarque 3.16 Dans la définition précédente, la fonction scalaire w peut étre vue
comme une densité surfacique de charges disposées sur les faces paralléles DT et D~ que
I’'on peut considérer comme étant les deux plaques d’un condensateur. La fonction %
est alors le potentiel engendré par ces charges et R associe la différence de potentiel au
niveau des deux plaques.

Cet opérateur que nous appellerons capacitance est de plus compact auto-adjoint
d’aprés le lemme 3.19 ci-apreés.

Lemme 3.17 Pour presque tout x € B le champ scalaire jo(x,.) vérifie

R(jo) — (k—g + 1) jo = —ils. (3.43)

2ty K
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PREUVE.
On a d’aprés (3.37) que rot, Eq = 0 dans B x Y. Il existe alors ¢ € L*(B; Wﬁl’Q(Y))
(unique & une constante prées) tel que

Eo(z,y) = E(z) + V,(z,y) . (3.44)

En substituant E, dans les équations (3.38) et (3.39), on obtient le systéme suivant

Ayw — ij0(5D+ - 5D*) =0 dans BxY
s i) Jo=Es+[¢]; dans Bx
qui n’est autre que (3.43) compte tenu de la définition de I'opérateur R.
O

2.5 Etude du probléme de micro- résonances

Dans cette section, nous allons établir I’existence et ’unicité de la solution du probléme
(3.37-3.39). La limite faible j = [, jo(x, y)dy de la suite (j,) pourra ainsi étre exprimeée
en fonction du champ électrique macroscopique E = [, Eo(x, y)dy via la résolution d’un
probléme spectral sur Y.

Proposition 3.18 Le systéeme d’équations (3.37-3.39) admet une solution unique (Ey, jo).
On a de plus les relations :

Jo(z,y) =1 E3(z) ((y1,y2) 1=(y) , (3.46)

Eo(z,y) = E(z) + E3(x) Vx(y) (3.47)

ot ¢ € L*(D) est l'unique solution de

B\,
R( — <%+;)¢_ 1, (3.48)

et x € Wﬁl’z(Y) est l'unique solution (& une constante prés) de l’équation

PREUVE. L’existence et 'unicité de la solution de (3.43) est obtenue en appliquant
Lax-Milgram & la forme sur L?(D) x L?*(D) définie par

Jore= (s i) o
a(u,v):= | Rut — | —— + — uv ,
Y 2ry k) Jy

Compte tenu du fait que R est un opérateur compact auto-adjoint (cf. lemme 3.19),
cette forme est évidemment sesquilinéaire et continue. Pour montrer la coercivité (cf.
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2.16), il suffit de remarquer que 3‘%(2 a(u,u)) > % Alinsi, jo est déterminé de maniére
unique.

Il est clair alors que la solution v € L*(B; Wﬁl’Q(Y)) de la premiére équation du systeme
(3.45), définie de facon unique a I’addition d’une constante additive prés, détermine
complétement E via la relation (3.44).

Les relations (3.46) et (3.47) résultent trivialement de la linéarité des équations.
O

On introduit le tenseur de permittivité effectif diagonal e°® dont les composantes sont
données par

e =1 L e =1 [ Cnmsl)dy (3.50)
Y
de sorte que la seconde équation dans (3.36) puisse étre réécrite sous la forme

rot H = —iweye'E .

Notons que la fonction ¢ dépend de la fréquence w en raison de I’équation (3.48)
(ko = wy/Zofio) et qu’il en est de ce fait de méme pour le tenseur e°F. Cette dépendance
est précisée dans la partie suivante.

Permittivité effective en fonction de la fréquence.

Lemme 3.19 L’opérateur R est un opérateur strictement positif, compact, auto-adjoint
et vérifie de plus
vwe L* (D), w>0pp, ona Rw>0. (3.51)

Remarque 3.20 La condition de positivité (3.51) nous permet d’appliquer le théoréme
de Krein-Rutmann (cf. théoréme 2.23) a I'opérateur R. On en déduit que la valeur propre
fondamentale \y est associée & un vecteur propre positif presque partout. Ceci entraine en
particulier que [wo > 0 et donc que Ay € 0. Il existe donc une fréquence de résonance
associée a la valeur propre fondamentale et I'effet de permittivité négative pourra étre
obtenu au moins a cette fréquence.

PREUVE DU THEOREME 3.19

Montrons que R est positif et auto-adjoint. Pour tout w, w’ de L?(D), on note ©“ la
solution de (3.42) associée & w et on a

<R'LU, w'>L2(D) = /

[ (Rupw - % /Y W (5pe — 3p )" . (3.52)

On note ¢ la solution de (3.42) associée & w’ et on obtient

1 1 /
(Rw,w'y = ——/ Y APY = —/ VeVt . (3.53)
Ly Ly
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[’équation précédente montre que R est auto-adjoint et positif. Si (Rw,w) = 0, on
déduit de (3.53) que ™ est constant dans Y ce qui entraine, d’aprés (3.42), que w = 0
dans D. L’opérateur R est donc strictement positif.

Compacité de R.

Soit (w,,) une suite bornée dans L?*(D). Puisque I'injection de W2(Y) dans L?(D*) est
compacte, il nous suffit de montrer que la suite (p*") est bornée dans WH2(Y') (avec
" la solution de 3.42 associée a wy,).

Puisque la suite (w,) est bornée dans L*(D), la suite (w,(dp+ — dp-)) est bornée dans
(Wﬁ1’2(Y))’. Pour finir, on utilise le fait que Popérateur (—A)~! est continu de (Wﬁ1’2(Y))’
dans WH2(Y') pour prouver que (¢“") est bornée dans W12(Y).

Preuve de (3.51).

Pour tout w € L*(D), il existe une unique solution p* € Wﬁl’z(Y) vérifiant —Ap" =
w(dp+ — op-) dans Y. Du fait de la symétrie du probléme, une telle solution est impaire
par rapport a la variable y3 ce qui entraine,

()" = (@) = (") + ()" =2(¢"¥)" dansD.

112 on a

On en déduit en particulier que pour tout 3’ € [—%, 5

1 1
¥ (y’, 5) =¥ (y’, —5) ="(y,0)=0.

On peut donc définir ¢ comme solution du probléme sur le demi-cube suivant :

—Ap" = wop+ ,
{ ity (3.54)

Ve {ue wP([- LA w(04])) L u.0) = w(y.i) = 0} . (355)

On remarque qu’une telle fonction est aussi solution de :

1
Y e argming = [ |Vv]* —wé 3.56
@ rg{}negl{Q/l vl wm} (3.56)
Or, si une fonction ¢ est solution de (3.56) pour un w > 0, on a que sa partie positive est
aussi solution. Cette solution étant unique, on a que ¢, est positive dans [0, %] X [—%, %]2
si w > 0. Le résultat désiré est alors déduit de la définition de R.
([

D’aprés la proposition 3.19, il existe une suite (\,,v,) € Rt x L?*(D) formée des
valeurs et vecteurs propres de R telle que {v,} forme une base hilbertienne de L*(D).
Décomposons ¢ dans cette base : il existe une suite de complexes (¢,) telle que

()= cavaly) . (3.57)

N
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On fixe m € N et on prend le produit scalaire par v, dans (3.48). Il vient

B
+ = ) (¢ Vm) 20y = —(1, Un) L2(D) -

RC, v r2py — | ——
(RC, Um) r2(D) (27W -

Puisque R est auto-adjoint et que v,, est vecteur propre de R associé a la valeur propre
Am, on déduit de ’équation précédente :

b (¢, vm) (1, 0m)
n - 5__ s Um = LUy .
o n 12(D) 12(D)
La décomposition (3.57) de ¢ améne a
1
Cm = —k% ; <17vn>L2(D) . (358)
2y Mt

En associant les équations (3.57) et (3.58), il vient

() = 3 O ). (3.59

neN 3 — At %
En conséquence, le tenseur e, définit en (3.50), prend la forme

< v, 1>2,
el =ef =1 et eff =k yw) =1-1) —p— (3.60)
A
La dépendance par rapport a la fréquence est ainsi donnée de maniére explicite. Pour
retrouver la formulation (3.22), il suffit de factoriser I'expression précédente en exploitant

la multiplicité des valeurs propres de 1’'opérateur R.

2.6 Démonstration du théoréme principal

La résolution du probléme sur le tore (3.43) a permis d’exprimer le champ microsco-
pique jo en fonction du champ macroscopique E (cf. proposition 3.18). Il reste a établir
la loi homogénéisée que devra satisfaire le champ éléctromagnétique (E, H).

Loi effective.

Lemme 3.21 Soit (E™, H™) une onde incidente et soit (E,, H,,j,) la solution de
(3.20) associée. On suppose que K,y > 0. Si Uhypothése (3.30) est satisfaite alors
(E,,H,) = (E,H) dans L (R*) ou (E,H) est lunique solution au sens des dis-
tributions du probléeme de diffraction suivant :

rot £ = wwpg H dans Bgr
rot H = —iweoe(z) E dans Bg (3.61)
(E—E' H-H" satisfait les conditions (5.6)
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PREUVE.

Les équations limites sont simplement obtenues en passant a la limite faible dans le
systéme (3.20) puis grace aux relations (3.46), (3.50) et (3.59).

Unicité de la solution de (3.61).
Par linéarité, il suffit de montrer que la solution (E, H) = (0, 0) lorsque I'onde incidente
est nulle. Dans ce cas il est facile de voir, grace a la condition de rayonnement (3.6), que

R <faBR<E ANH) - n) > 0. D’autre part on a

%(LBR(EAH)-n) = éR(/BRrotE-ﬁ—rotﬁ-E)
= w3 (—MO/BR|H|2+50/BR€(J;)E-E))

= —weoS(E) | Bl2ags, - (3.62)

On en déduit que E3 = 0 dans B. Il résulte alors, puisque €5 = €51 = 1, que le champ
(E, H) est solution des équations de Maxwell dans le vide. L’onde incidente étant nulle,
on a que (E, H) = (0,0) dans tout R3.

O

Convergence forte double-échelle.

Proposition 3.22 Soit (E,, H,,j,) la solution du probleme (3.20). Alors, on a les
convergences fortes double-échelles suivantes.

X T
(@) — jo(z, 2 ~0 . HE ~ By (2, %) ~0,
(@) jo(x 'rz> 12(5) o) = Bol @2 ) e
PREUVE.
Etape 1. On établit la convergence
. . x
Jn() = Jjo (x —) —0. (3.63)
N7 1 L2(Br)

Puisque j, converge double-échelle vers j, avec j, admissible, cela revient a montrer
(cf. proposition 2.44)

}71_% dnllz2Br) = lollL2(Brxy) - (3.64)

Nous allons établir (3.64) en étudiant le comportement asymptotique de 1’énergie
dissipée par la structure. Celle-ci est donnée par la partie réelle du flux du vecteur de
Pointing P,. La convergence uniforme de (E,,, H,) sur le compact 0Br nous permet de
déduire que P, converge vers P. On rappelle que ces quantités sont données par

P, = En/\ﬁn-nds , P:= EANH -nds .
O0BRr OBRr
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A Paide de (3.32) et (3.33), il est facile d’obtenir les égalités suivantes.

k2 1 "
L2(s —we Dimy + p HJWHL2(E,])7

P iw (/,LO/BR\HP—eSO/BRE(x)E~E) |

L weo H 9y ||

P, :iw/ H, |°— | E
n BR(/JO\ n| ol | o5

227?7

(3.65)
En prennant la partie réelle on a
WEp
R(P,) = — ||Jn||L 2(x,)
R(P) = wso/ Q3 (éeffE-E) = —wso/ (633)|E3|2
B B
ce qui entraine, grace a la convergence de P, vers P, que
lim nl 250 = £S(EI Bl F2(s) - (3.66)
Il reste & comparer le membre de droite dans (3.66) avec ||jo(z, y)||%2(BRXy).
D’aprés la décomposition (3.46) de jo, on a
|1l = Bl Ny - (367
BxY

Par ailleurs, on prend le produit scalaire par ¢ dans I'égalité (3.48) pour avoir

ko
2977y

(RED ~ (52 + ) ey = ~(1,D)

En prenant la partie imaginaire dans I’équation précédente et en multipliant par £ on
obtient

£ S(R(C), €)= lI¢ Nz = —KS(1,C) -
Or, on déduit de (3.53) que (R(¢),¢) € R. I résulte ainsi de I’équation précédente que
1€l Z2 () = £ (L, C) - (3.68)
D’autre part, a I'aide de la définition du tenseur €°® donnée dans (3.50), on a
3(1,¢) = S(ess) -
Cette derniére égalité associée aux relations (3.67) et (3.68) nous permet de montrer que
loll* = S(e5) 1 Bsll7s) - (3.69)

|?. Ceci termine la

Grace a la relation (3.66), on a montré que lim,_,, HjnH%Q(BR) = |l70
premiére étape.
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Etape 2. On établit la convergence

lim ’En(x) ~E, (a; %) o (3.70)

n—0 Br

Puisque E,, converge double-échelle vers E et que E; est admissible, il suffit de montrer
que ||E; |28, = [ Eo(2,y)||L2(8r)xy (cf. proposition 2.44).

En prenant la partie imaginaire dans (3.65), on obtient

3(P) = w(ull P =l Byl) =z [ SG,en B (371
Zn

I(P) = w (u0|]H|]2—50/B§R(E(x)E~E)) . (3.72)

On commence par remarquer qu’en raison de la convergence forte double-échelle de j,
Vers jg, on a

h_)r% Jnes - E, = Joes - Ey
m )M Bx%

=/ Foes - (E + V) (3.73)
BxX

On a exploité ici la décomposition de Eq donnée dans (3.44) qui résulte de la relation
rot, Ey = 0 dans Y. De plus, d’apres la définition du tenseur de permittivité e donnée
dans (3.50), on a

/szjoeg-E:i/BEgeg,-E/EC:i/lg(E(x)—[d)E.E_ (3.74)

D’autre part, a l'aide d’une intégration par parties on a

/ Joes - Vi = —/ divy(joesls) v
BxX

BxY

=—/ RO A
BxY

ot D* sont les bases du cylindre . A présent, a I’aide de la seconde équation de (3.45),
il vient

/ Joes Vi — i / AT (3.75)
BxX BxY
On associe les équations (3.73), (3.74) et (3.75) pour déduire
lim [ jes-E,=i (/(?(w) ~-I)E-E +/ AE@/}) : (3.76)
=0 Jy, B BxY
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D’autre part, en combinant les deux égalités (3.71) et (3.72) on peut obtenir
weol Byl = S(P) = S(P,) + wpio (1 HL I — | H?)

— weO/E 3(j,es - Ey) +weg RE@)E-E). (3.77)

n Br

Ainsi, d’aprés la convergence (3.76), la convergence forte dans L?(Bg) de H,, vers H

(cf. lemme 3.11) et la convergence de P, vers P on obtient
i |5, = ([ Re@E-B) - [ nete) - 108 B~ [ waTv))
n—=0 B BxY

= ([1Be+ [ 190R) = Il 379)
B BxY

ou la derniére égalité résulte de la décomposition (3.44) du champ Ej. Ceci termine
I’étape 2 ainsi que la démonstration de la proposition 3.22.

Br

O

Justification de I'hypothése d’énergie.
Proposition 3.23 Si k # +oo, alors, Uhypothése (3.30) est satisfaite.

PREUVE. On procéde par 'absurde. Supposons alors que la solution (E,, H,) ne soit
pas bornée dans L?*(Bg). On note alors

2 - E ~ H
- (/ B+ [ |Hn|2) Soo L By= et Hyi= =, (379)
Br Bgr

de telle sorte que

[ B [ =t (3.80)
Br Bgr

La suite (E,, H,) vérifie 'hypothése (3.30) et est solution de (3.20) avec (f—n, Ij—n) pour
onde incidente. Nous pouvons alors appliquer les lemmes 3.21 et 3.10 a cette suite. On
a alors la convergence faible de (E,, H,) vers (E, H) Punique solution de (3.61) avec
(Ei, HZ) = (0,0). Cette solution étant nulle, on peut appliquer la troisiéme assertion du
lemme 3.11 pour dire que la convergence de (E,, H,) vers (0,0) est forte dans L*(Bp).

Cette convergence forte est incompatible avec (3.80) ce qui entraine la contradiction.

([
2.7 Propriétés de la résonance fondamentale
Proposition 3.24 La plus grande valeur propre \o(l, |D|) de l'opérateur R vérifie
ID|(1-1) < X\o(1,]|D]) <1, (3.81)
de plus pour D fixé, on a
}iﬁrrg Mo(l,|D)) = 1. (3.82)
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PREUVE.
La valeur propre fondamentale est déterminée de maniére générale par :

Xo(l, |D]) = max {< Rw,w>: we L;(Y), ||lw|2p) =1} . (3.83)

Commencons par montrer que

< Rw,w >= max{ / l——/|Vg0| ; cpEWﬁl,z(Y)} (3.84)
:min{%/ o> : o€ L;(Y;R%), —diva:w(5p+—5p)} : (3.85)
g Y

ou [¢]; est introduit dans la définition 3.15.
Preuve de (3.84).

Comme nous ’avons montré dans la démonstration du théoréme 3.19, on a
1 2
< Rw,w >= 7 Vol (3.86)
Y

ol @, € Wﬁm(Y) vérifie —Ag,, = w(dp+ — dp-). Cette solution est déterminée de
maniére équivalente par le probléme d’optimisation suivant,

1 _ 1 _
3 [19e = [wtei-e= min {5 [1vel= [wier -0} @8
Y D <P€Wu (Y) Y D

Or, la valeur atteinte par le minimum est —% fY [Vpu|?. En effet, en notant que la
fonction

1
t>0 — t2§/\vwwl2—t/w(90$—sow)7
Y D

admet un minimum en ¢t = 1, on prouve que la solution ¢,, vérifie

/ IV ou|? I/w(sofv —05) -
Y D

A Tlaide de cette propriété, la solution ¢,, du probléme (3.87) vérifie

[ 19 =max{2 [ wer— o) - [ 902} (3.89)

ce qui, ajouté a I’équation (3.86), justifie la relation (3.84).

Preuve de (3.85).
On commence par remarquer de maniére évidente que

/ |Vu|* = min {/ Vo]? : o€ Wﬁm(Y), —Ap = w(dp+ — 517)} . (3.89)
Y ® Y
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Pour montrer que le minimum dans (3.85) coincide avec celui de ’équation précédente,
on considére une décomposition de Helmoltz de o € L (Y;R?) :

o=Vy+rotiy,

avec (p, ) € Wﬁl’Q(Y) X Wﬁm(Y x R3). Il est alors évident que, dans (3.85), la contrainte
sur o se répercute uniquement sur ¢ de maniére a retrouver celle du probléme (3.89).

De plus, on a
/\0\2:/|V¢\2+2/V<p-rott/)+/\rottp\?.
Y Y Y Y

La périodicité des champs fait disparaitre I'intégrale contenant les termes croisés dans
I’équation précédente. Il devient clair que le minimum proposé va étre atteint pour
1 = 0. Cela justifie la relation (3.85).

Montrons (3.81).
Pour tout w € L*(D), le champ o (y) := w(y1,y2)1lxes est admissible dans le probléme
(3.85) et conduit, a I'aide de 1'égalité (3.83), a

1
palt2) < max {7 [ ful? ol =1} =1, (3.90)
w D

qui n’est autre que la seconde inégalité de (3.81).
A Tinverse, on choisit w = 1 et ¢ = (y3) dans (3.84) avec ¢ une fonction impaire de
Wy?([—1/2,1/2]) pour obtenir :

DI\ > (R(1),1) > %mgx {4|D|go(é) _ 2/01/2(¢,)2 L p(0) = ¢(%) = 0} :

En choisissant dans 'équation précédente la fonction ¢ € Wy*([—1/2,1/2]) vérifiant

, ) IDI(1—1) dans [-1/2,1/2]
Y= —|DJi dans R\ [-1/2,1/2]

on obtient la premiére inégalité dans (3.81).

Preuve de (3.82) :
Grace aux équations (3.83) et (3.84) on a

1 _
alt[P1) = max {2l ~ o luawy - [ 198} (391)

D’autre part, en introduisant

a1 =win{ [ 16, e~ lam =1} (3.9
Y
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1
on obtient facilement la relation A\o(l, |D|) = ol ID]) En effet, on a
« Y

1 2
MGIPD = gmax mex t{%_/|v¢|}

= %maX{Qt —t2a(L,|D|)} = (3.93)

Of(la D)
On fixe ¢ > 0 et on choisi dans (3.92) une fonction p.(y) de la forme ¢.(y) =
X (Y1, Y2)1(y3) avec

pew? ([-3.4]) verifiant w(4) —w(-1)=1
1

et X ECOO([—%,%]V vérifiant  x.1p = D

1p .

B

1 L1

On suppose de plus que 1 affine dans [—1, L] et [—%, 51\ [=35, 5], et que x. satisfait

272

/ |Xs|2 <e.
[—35.5)2\D
On a alors

o1, |D]) < z( / w'<x3>xe<x1x2>\2+|¢<x3>vX€<x1x2>|2)
— l % 112 2 52 52
(/ v +/[_%é]\_é% ww)(/m /%%]Q\D\x\>
0 LS s

- z(i+o<z>)(1+e)+0(m|vx5||2 i
= 1+e+0(")(1+e)+ ()HVXsHLQ([

[N
(NI

35
L’inégalité précédente est vraie pour tout € > 0 donc en passant a la limite lorsque [ — 0
puis quand € — 0 on obtient finalement

lim la(l, |D]) <1
-0

ce qui combiné a 'inégalité (3.81) termine la démonstration de la proposition 3.24.
O

3 Cas de nano-fibres orientées dans les trois
directions

Dans la géométrie considérée dans la section 2, il apparait que seule la composante 51
du tenseur de permittivité effectif est affectée par le phénoméne de micro-résonances.
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FIGURE 3.7: Structure constituée de paquets de fibres paralléles de directions alternées.

Rappelons que ces résonances sont responsables du changement de signe caractéristique
des métamatériaux. Il est en fait possible d’envisager des variantes de la géométrie
des inclusions ou l'effet de changement de signe se produit dans les trois directions
simultanément.

Dans cette section, nous allons proposer deux variantes qui répondent & cet objectif :

Dans la premiére, nous adoptons une stratégie de directions alternées pour les inclu-
sions cylindriques dont le comportement est décrit par la loi non locale résultant du
processus d’homogénéisation étudié dans la section 1.

Dans la seconde variante, les inclusions apparaissant dans la derniére étape du pro-
cessus sont décrites par I’homogénéisation de réseaux fins de fibres métalliques croisées.
Un effet dispersif dans les trois directions est ainsi obtenu au niveau de la loi non locale
décrivant chacune de ces inclusions (généralisation du résultat présenté dans la section

1).

3.1 Variante avec les directions alternées

On considére la structure décrite dans la figure (3.7) ot chaque cellule de périodicité
fait apparaitre trois inclusions cylindriques disjointes orientées respectivement dans les

directions e;, e et es.

Description de la géométrie. On note B C R3 l'obstacle diffractant contenant la
structure et Ef] la région de B occupée par les inclusions cylindriques. Chacune d’entre
elles est composée du milieu effectif résultant de 'homogénéisation de fibres métalliques
orientées dans la direction e, (obtenu dans la section 1). L’ensemble Z’; est la périodi-
sation dans les trois directions de nX* ott ©* C Y est donné par

vk = {y cY , yp € [d",a" + 1% et g eDk} ,
oil la notation 7, € R? est donnée par

01 = (Y2,93) , Uo= (y1,u3) et Us= (y1,%2) - (3.94)
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Notant D¥ := {§, € R? | y € X*}, les faces de ¥* sont définies par

k

l
D’“i:{yeR?’,gkeDk, yk:ig}-

[’ensemble des micro-cylindres dans la direction e, est ainsi donné par

sho=Jni+54 , I,= {z e 73| n(i + %) C B, Vk € {1,2,3}} . (3.95)

i€l,

Enfin, on pose Dy* := ¢, 1(i + D) 'union des bases des inclusions de direction
€.

Probléme pré-homogénéisé. A
La structure diffractante X, = U%ZlZg est illuminée par une onde incidente (E*, H"). De
maniére similaire & (3.17), le probléme de diffraction est décrit par le triplet (E,, H,, J,)

solution dans L (R? C?) du systéme suivant

p

rot E, = iwueH, dans R3
rot H, = —iweo(E, +1iJ,) dans R?
2k .
% + (R +22) jb = 2imyE, - e dans ¥F (3.96)
k .
g%’z =0 sur DIt U D}~
(E,—E'.H,— H") satisfait les conditions (3.6)

\

ot les fonctions scalaires j,’; = J,, - e sont a support dans ES pour tout k € {1,2,3}.

Analyse limite. Comme dans la section 2, on aura la convergence faible de la suite
(E,,H,,J,) vers un triplet (E,H,J) ou J = (j(z),j*(z),j*(z)) est une fonction
vectorielle nulle en dehors de B qui représente le courant volumique de déplacement
obtenu par homogénéisation. D’aprés les deux premiéres équations dans (3.96), on aura

rot E = iwugH |, rotH = —iweo(E +iJ) . (3.97)

Le point crucial est de savoir s’il existe, comme c’était le cas dans la section 2, une
relation [ocale entre J et le champ électrique macroscopique E.

En premier lieu, 'opérateur capacitance R apparaissant dans la définition 3.15 doit
étre reformulé pour les trois cylindres. Cela donne naissance (cf la définition 3.31) a trois
opérateurs distincts R* chacun étant compact auto-adjoint strictement positif. Notons
{MF | n € N} les valeurs propres distinctes de R* rangées dans I'ordre décroissant et
telles que lim,,_, ;o A = 0. A toute valeur propre \ € {\F | n € N}, on associe

° PVA;c le projecteur orthogonal sur I'espace propre V¥ de R* associé a la valeur propre

o g :={N\;, Py (1) #0} .
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Ceci nous permet d’introduire les fonctions scalaires

1Py (D 2
AF(w, 4F, k) = B ( : )
I

Aeok  2mAk

(3.98)

Nous allons montrer le résultat suivant.

Proposition 3.25 Les composantes j', j%, 7> de J(x) sont identifiées sur B par les re-
lations

(@) = i 1" A¥(w,~*, &%) Ep(2) .
Il en résulte que le probléme de diffraction limite sera donné par le systéme

rot £ = wwpug H
rot H = —iwege(r,w) E (3.99)
(E, H) satisfait les conditions (3.6)

e(x) = I, lps\s(z) + € (w) 15(2)

et €°(w) donné par

1— AN w, kA1) 0 0
e = 0 1 — PA%(w, k2,7?) 0 : (3.100)
0 0 1 —BA3(w, k3, 7%)

Il est facile de voir que les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 3.8
s’appliquent & identique, en particulier I'unicité de (E, H), la convergence en dehors
de T'obstacle et Iestimation (3.30). Ainsi, nous pouvons conclure que le champ élec-
tromagnétique (E,, H,) converge faiblement dans L (R?) vers 'unique solution du
systéme (3.99). La convergence est uniforme (ainsi que pour toutes les dérivées) sur
toute partie compacte de R\ B. Enfin, alors que la convergence de H, est forte dans
L} (R3), on aura seulement pour (E,,J,) la convergence forte double-échelle vers un

couple (Eo(x, y), Jo(z, y)) dont la dépendance en y pour z € B est explicitée au cours
de la démonstration de la proposition 3.25 (section 3.3).

3.2 Variante avec les fibres croisées

Premiére étape. Dans I’homogénéisation décrite dans la section 1, on remplace le
réseau de fibres paralléles par un réseau de fibres croisées comme représenté dans la
figure 3.8.
Description géométrique.

On note B € R3? I'obstacle diffractant borné contenant les fibres. Cet obstacle est un
pavé de cotés L' x L? x L? donné par

L Bx)-L51)-28]

B::} 2779 279
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FIGURE 3.8: Structure constituée de fibres orientées dans les trois directions.

On note DF la section de B dans la direction e, donnée par
D*:={jxeR’, ye B},

ou la notation gy, est donnée dans (3.94). Les faces de B dans la direction k sont notées
DFE et définies par

Lk
,Dki:{yER37 ng'Dk’ yk:ig} .

L’ensemble T,’f C B représente la zone occupée par les fibres paralléles a la direction
er. Son intersection par le plan d’équation xj, = s pour |s| < L*/2 consiste en un réseau
périodique (de période 7) de disques de rayon 'r”,j.

On définit ’ensemble S,’;, représentant une fibre de direction e, dans la cellule de base

11

Y :=] — 3, 3[%, donné par

. r
Srl;: = {(y17y27y3) ey ) ‘yk‘ < #} :
L’ensemble occupé par les fibres périodiques T,f s’écrit alors

T = i+ 55 I’“:{iEZ3|n(z’+S§)CB,Vk€{1,2,3}}. (3.101)

n n
ielk

T kN2
Le taux de remplissage des fibres est donné par le réel 9’; = (:];’) et, comme dans la

section 1, nous le choisissons tel que lim, o 6% = 0 pour tout k € {1,2,3} (i.e. 1} < n).
Le cylindre élémentaire S’n‘C se concentre lorsque 7 — 0 et devient le segment S% défini
par

Ss={yeY, g.=0}. (3.102)

Permittivité relative.

La permittivité des fibres paralléles & e, est celle d'un métal ohmique de grande
conductivité décrite par le paramétre a,’j . La permittivité relative en tout point de I’espace
est alors donnée par

Ep =

1 dans R\ U;_, TF , (3.103)
1—1—2’0’; dans T,f , ke{l,2,3}.
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Comme dans la section 1, nous choisissons la conductivité a’; telle que 0,’; — +00.

Probléeme pré-homogénéisé.

La structure est illuminée par une onde incidente plane monochromatique (E™¢, H™)

de fréquence w fixée, indépendante de n (dépendance harmonique en temps (e=%?) ).
Pour tout n > 0, le champ électromagnétique total (E,, H,) vérifie les équations de

Maxwell données au sens des distributions par

rot B, = iwuoH, dans R3 |
rot H, = —iweoe, E, dans R? | (3.104)
(Ef,, Hf,) satisfait la condition (3.6) ,

ol €y et pp représentent respectivement les permittivité et perméabilité du vide.

Choiz des facteurs d’échelles.
™ k . . . .
On note 07’; = %, la fraction volumique des fibres de direction k. De la méme facon que

dans la section 1, on introduit les paramétres x* et 7* liés aux vitesses de convergences.
Ils sont donnés par

1 k k
0 3.105
21 S|—>7 avec " €10, 400, ( )
cr,’; 0,’; — k" avec K €]0,400] . (3.106)

Ainsi, le paramétre 7* représente la limite de la capacité moyenne des fibres T,f par unité
de volume et x* représente la conductivité moyenne de ces fibres par unité de volume
sur ’ensemble B.

Analyse double-échelle.
En reprenant le schéma de démonstration du théoréme 3.5, on introduit les champs
électriques J f, donnés par

Iy = oy Byl (3.107)

de telle sorte que le vecteur déplacement D, := ¢, E,, soit décomposé en (E, +i Zizl Jﬁ)
En réalité, cette décomposition n’est exacte que si les fibres ne se croisent pas. Dans le
cas contraire, il faut tenir compte de la contribution liée & I'intersection des fibres. Cet
intersection occupant un volume trés faible, il s’avére que sa contribution n’interviendra
pas lors du passage a la limite. Ainsi, la seconde équation de (3.104) devient

3
rot H,, = —iweo( By +iy_ J5) +o(1) . (3.108)
k=1

La borne (3.11) est aussi obtenue dans ce cas et devient
HEnHL2(BR) <C , HHnHLQ(BR) < C et ”Jf]”Ll(BR) <C Vke {1,2,3} , (3109)

ot C' > 0 ne dépend pas de 7.
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FIGURE 3.9: Structure globale dans le processus d’homogénéisation réitéré.

De la méme fagon que dans (3.14), la limite double-échelle de Jﬁ, notée JE, se décom-
pose sous la forme

Jo(x,y) = 7 (2)0se (y) |

avec j* € L*(B) et S§ défini dans (3.102).
Le passage a la limite faible dans le systéme (3.104) conduit alors a

{ rot E = iwpugH, (3.110)

rot H = —iweo(E +1i Zi:1 ]kek)

Ce systéme est de plus complété par trois équations liant la densité de courant j* au
champ électrique macroscopique E. Cette étude délicate peut étre reconduite en s’ins-
pirant de [12]| et conduit aux équations suivantes pour k € {1,2, 3}

aij
o

2imyk
/ik

9" _
0:ck_

+ (k2 + )j* = 2imy*E), dans B, 0 sur DFYUDM . (3.111)

Les équations (3.110) et (3.111) forment le systéme homogénéisé.

Remarque 3.26 Il est important de noter que le croisement des fibres ne crée pas
d’équation supplémentaire liant les densités de courant j!, 52 et j3. Cela est di au fait
que dans le modéle capacitaire, le taux de remplissage des fibres est infinitésimal et le
volume correspondant a leurs intersections est d’ordre encore plus petit.

Seconde étape. Comme cela a été expliqué dans la section 2, on reproduit de facon
périodique, et avec un facteur d’échelle 7, la structure non locale décrite par les équations
(3.110) et (3.111). Cette structure est représentée dans la figure 3.9.

On note B C R® l'obstacle diffractant contenant la structure et X, la région de B
occupée par les inclusions en forme de pavé. L’ensemble ¥, est la périodisation dans les
trois directions de nX ou X C Y est donné par

Y =la',a* + 1*[x]a?, a® + 12[x]a®, a® + 1P .
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L’ensemble ¥, prend alors la forme :
= ni+%) , L={ieZ|ni+%)cB}. (3.112)
i€l

De plus, nous introduisons D** les bases du pavé ¥ dans la direction ey et Dj* :=
Uier, n(i + D*) T'union des bases de ces inclusions de direction ey,.

En remplagant B par ¥, et D** par D+ dans les équations (3.110) et (3.111), le nouveau
systéme pré-homogénéisé devient

( rot E, = dwuoH, dans R3
rot H = —iweo(E, +iY 0, jrer) dans R®
025k - :
v + (k2 + 2 “/ )‘7,’7C = 227?7"“E,’7“ dans B (3.113)
giz = 0 sur D)=
(E—-E' H - H" vérifie les conditions (3.6)

ot les fonctions j,’; sont a support dans Eg.

Loi effective homogénéisée.
Le systéme pré-homogénéisé (3.113) a la méme formulation que le systéme (3.96) appa-
raissant dans le cas de la variante avec les directions alternées. Chacun de ces problémes
pré-homogénéisé met en ceuvre trois densités de courant de déplacement j* qui vont
avoir le méme comportement au cours de ’étude asymptotique (bien que leur support
différe dans chacune des variantes). Ainsi, les résultats obtenus dans le cas des fibres
alternées vont pouvoir étre retrouvés dans ce cadre.

Nous aurons donc la convergence faible de la suite (E,,, H,, J,) vers un triplet (E, H, J)
ou J = (j(z),j*(x),j3(x)) est une fonction vectorielle nulle en dehors de B. D’aprés
les deux premiéres équations dans (3.113), on aura, comme dans (3.97), les relations

rot E = iwpoH |, rot H = —iweo(E +iJ) . (3.114)

Il reste a faire apparaitre une relation explicite entre J et le champ électrique macrosco-
pique E.

Les trois opérateurs capacitances R* sont maintenant donnés de la méme facon que
dans la définition 3.31, ou il faut faire la substitution ¥* = 3 pour tout k € {1,2,3}.
L’opérateur R* étant compact auto-adjoint strictement positif, on note {\* | n € N} ses
valeurs propres distinctes rangées dans l'ordre décroissant et telles que lim,, )\’,2 =0.
A toute valeur propre \ € {\F | n € N}, on associe également

° PV/\k le projecteur orthogonal sur 'espace propre Vi¥ de R* associé a la valeur propre

o ob = (X, P (1) £0).

En reprenant la définition (3.98), on introduit les fonctions scalaires A* données par

Py 2
AF(w, 7", k) = Z | kv a )”L (F) (3.115)

)\Gok 27r'y —A +
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Les équations limites seront déduites du systéme (3.114) et du résultat suivant.

Proposition 3.27 Les composantes j', j2, 73 de J(z) sont identifiées sur B par les re-
lations

JE(@) = i 18 AR, ¥, ) By(a) |

En reprenant les arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 3.8 (unicité de
(E, H), la convergence en dehors de 'obstacle et I'estimation (3.30)), il est possible de
prouver que le probléme de diffraction homogénéisé est donné par (3.116). De plus, la
convergence du champ (E,, H,,J,) vers la solution limite aura lieu dans les mémes
conditions que celles données dans le théoréme 3.8.

rot £ =iwpg H
rot H = —iwege(z,w) B (3.116)
(E, H) satisfait les conditions (3.6)
avec
e(x) = Iy 1ga\s(2) + (W) 15(x)

et e°f(w) donné par

1— AN w, k1 Ah) 0 0
e = 0 1 —PA%(w, k2, ~%) 0 : (3.117)
0 0 1—BA3(w, k3, 79%)

Remarque 3.28 L’effet de résonance dans chacune des trois directions est induit dans
ce cadre par 'unique inclusion ¥ alors que dans la variante avec les directions alternées
(sous-section précédente), celui-ci était induit par chacune des trois inclusions cylin-
driques ¥*. Cette différence a une conséquence liée & la remarque 3.9. Celle-ci indique
que la taille des bandes de fréquences interdites dépend du taux de remplissage des
inclusions responsables de 'effet. Ainsi, dans chacune des directions e, les bandes de
fréquences interdites dépendent de |X|, dans la variante avec les fibres croisées, et de
|¥*| dans la variante avec les directions alternées. Or, puisque les cylindres élémentaires
¥* doivent étre disjoints, on a en général, |X| > |Z*| pour tout k € {1,2,3}. 1l va
en résulter qu’un effet de résonance plus important va étre engendré par la structure
constituée des paquets de fibres croisées, qui est par contre plus complexe & construire
expérimentalement.

3.3 Eléments de démonstration

Dans cette sous-section, nous allons établir les propositions 3.25 et 3.27 en nous basant
sur la preuve du théoréme 3.23 et en indiquant au fur et & mesure les points qu’il convient
de modifier.

On part de ’hypothése de borne d’énergie (3.30), qui est

/ \E,|”dx < +oo / |H,|* dx < +o0 (3.118)
Bgr Br
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ol Bg est une boule telle que B CC Bg. Le comportement du champ électromagnétique
(E,, H,) décrit dans le lemme 3.10 est encore valable dans notre cas puisque les fonctions
j,"; pour k € {1,2,3} sont nulles a I'extérieur de B. Nous nous concentrons donc sur
I'étude du comportement des champs (E,, H,,J,) a l'intérieur de la boule Bg.

O

Les estimations du lemme 3.11 deviennent

Lemme 3.29 Sous I’hypothése (3.118) on a :
%
(i) (jy) et (%125) sont bornés dans L*(Bg) pour tout k =1,2,3.
(it) H, est borné dans W?(Bg).

Ainsi, en notant (E,H,J) la limite faible dans L*(Bg) de (E,, H,,J,), on peut
passer & la limite dans les deux premiéres équations du systéme (3.96) pour obtenir

E — iwug H
{ rot b = 1wty (3.119)

rot H = —iweo(E+i3Y0_, j*ex)

Il reste & obtenir la relation liant les fonctions j* et E.

Analyse double-échelle. Nous fixons une sous-suite de 1 (encore notée 7) telle qu’il
existe trois fonctions de L?*(Q x Y'; C3) notées Eq, H et J, vérifiant

EnAEQ , HnAHQ s JUAJ().

On déduit de la deuxiéme assertion du lemme 3.29 que la limite double-échelle H|
est indépendante de la variable y et donc Hy(z,y) = H(x).
La proposition (3.14) devient

Proposition 3.30 Pour tout k € {1,2,3} et presque tout x € B, les fonctions Y -
périodiques Eo(z,-) et j&(x,-) sont uniquement déterminées par les relations suivantes
(données au sens des distributions dansY')

Ol

rot, Eo(z,) =0, je=0 dans Y\ SF B 0 dans X", (3.120)
Yk
3
div,(Bo+ i) _ jierls:) =0. (3.121)
k=1

En utilisant la notation 4y, donnée dans (3.94), on a pour tout k € {1,2,3}

2imyk

Jo(xy) = Jo (2, 96) = ——5—% (Bo)"(x,9x)  dans X, (3.122)
kg + =5
1 ak 41k
ot (Eo)*(x, i) = 7 /k Ey(z,y) - exdyy représente la circulation normalisée de

E, le long de chemins de direction ey, joignant les bases DF*.
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En suivant le plan de la preuve du théoréme (3.8) (section 2), nous introduisons les
opérateurs capacitances R* donnés dans la définition suivante.

Définition 3.31 On définit R* 'opérateur de L*(D*) dans L*(D*) qui associe ¢ w la
fonction scalaire [p¥]F avee p* P'unique solution de

pv e WA (Y)
{ —A(pw =W (5'Dk+ — (sDk—) ’ (3123)

Yy ]' w (5 w (A ~ .
et [o"]"(x, Gr) = l—k<s0 (g a” +1%) — ¢ (yk,ak)> avec Gy, donné dans (3.94).

Ces opérateurs permettent, comme dans le lemme 3.17, de reformuler le systéme (3.121),
(3.122) en ne faisant intervenir que les fonctions j& et le champ macroscopique E (=
[y Eody). Plus précisément, on a le résultat suivant

Lemme 3.32 Pour tout k € {1,2,3} et presque tout x € B, le champ scalaire j¥(x,.)
vérifie
k2 )

o2myk Kk

RF(j%) — ( )jg = —iE e . (3.124)

Par linéarité, il est alors naturel d’introduire pour k € {1,2, 3}, la fonction j* € L?(DF)
unique solution du probléme suivant (cf. proposition 3.18)

0 dans Y \ Xk

iEy(2)CF ()  dans X (8.125)

b (z,y) = {

En substituant la limite faible j*(z) = [, j&(2,y) dans la seconde équation du systéme
(3.119), nous obtenons

3
rot H = —iwe, (E - ( / g’f) Ekek> (3.126)
k=1 /=
= —iweoe™E | (3.127)

ot le tenseur diagonal e est défini par

se"fzzdiag<1— S e 1—/ g3>.
»1 »2 3

De la méme fagon que dans I’équation (3.57), nous pouvons utiliser les propriétés des
opérateurs R* (compacts, auto-adjoints et positifs) pour décomposer chacune des fonc-
tions ¥ dans une base de vecteurs propres de R*. Le fait que ¢* est solution de (3.124)
permet alors de calculer explicitement ses coefficients dans la base propre (cf. (3.58)) et
ainsi retrouver I’expression des fonctions A* données dans (3.98).
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3.4 Permittivités effectives atteignables par homogénéisation

Il résulte de I’étude réalisée dans la section 3.1, qu’'un milieu effectif caractérisé par
des tenseurs pf =1 et

1— Al(w, k1) 0 0
e (w) = 0 1— A%*(w, K%, 79?) 0 :
0 0 1— A3(w, r3,73)

est atteignable par homogénéisation (A* défini dans (3.98)). Il est clair que pour une
fréquence firée w, les coefficients ¢ (w) dépendent contintiment des paramétres v1, 72,
V3, Kk, K2, k3, DY, D2, D3 1Y, 12, I3 et que w peut étre rendu arbitrairement proche
des fréquences de résonances associées a ces paramétres (cf. équation (3.24)). Ainsi, en
considérant de grandes valeurs de x*, il va résulter de (3.27) que I'ensemble décrit par

{R(e @) R @), R @) ]

pour cette fréquence w, va recouvrir R? tout entier.

D’autre part, il est facile de montrer que pour tout w # wyr (wyx fréquence de résonance
associée a la valeur propre \* € o%), on a

0 siw#wy, VAV eok,

Kk —+o0 +00 sinon .

lim  S(ef(w)) = {

Par ailleurs, en effectuant une rotation ou une permutation sur les axes de coordonnées,
on peut, a partir d'une matrice diagonale e, engendrer tous les tenseurs Re“fR” o
R est une matrice orthogonale.

En résumé, nous avons obtenu le résultat suivant

Théoréme 3.33 Etant donnés une fréquence w > 0, un réel h > 0 et un tenseur symé-
trique réel arbitraire M, il est possible de construire une structure constituée de fibres
métalliques dont le comportement macroscopique est décrit par

P =1 R W) =M, [S(ETw)| < b
Remarque 3.34 Une conséquence du théoréme précédent est que la fermeture des ten-

seurs atteignables par homogénéisation contient tous les tenseurs réels symétriques. Pour
des applications de ce résultat, nous renvoyons a G. Milton [34].
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Conclusion

Nous avons établi mathématiquement la possibilité de réaliser, a partir de nanotubes
métalliques, des structures diffractantes dont la réponse effective est caractérisée par
un tenseur de permittivité dont les valeurs propres ont une partie réelle arbitrairement
grande, positive ou négative suivant la fréquence. Ces structures sont formées de la repro-
duction périodique de composants, de taille petite devant la longueur d’onde, eux-mémes
constitués de réseaux de nanofibres métalliques paralléles (figure 3.7). Le point essentiel
dans P'analyse limite est que le taux de remplissage de ces fibres trés conductrices est
infinitésimal (“taille capacitaire”) de sorte que la dissipation dans le métal reste finie ou
négligeable. Dans cette construction, il apparait deux petits paramétres d’échelle : la
distance a entre les fibres de chaque micro-composant et la distance 7 séparant les diffé-
rents composants qui sera supposée du méme ordre que la longueur des fibres. L’intérét
d’avoir choisi a < n est que les effets de dispersion spatiale, inévitables a 1’échelle des
paquets de fibres, deviennent négligeables dans le processus d’homogénéisation réitérée.

Il s’agit a notre connaissance, du premier résultat rigoureux permettant d’établir, dans
un cadre purement 3D, la réalisabilité de tels tenseurs effectifs pour la permittivité.
En particulier, pour une fréquence donnée, la construction que nous proposons permet
d’atteindre une trés large classe de tenseurs effectifs; notamment tous les tenseurs réels
Symeétriques.
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4 Inclusions diélectriques et
magnétisme artificiel
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Les résultats presentés dans ce chapitre on fait 'objet d’une note au CRAS [11] (2009).

Historique et description du modeéle 3D

Les structures composites (métamatériaux) présentant une activité magnétique ar-
tificielle ont été découvertes trés récemment. La premiére d’entre elles, imaginée par
Pendry [42], a été obtenue expérimentalement en considérant des anneaux métalliques
fendus, disposés périodiquement avec une période d relativement petite devant la lon-
gueur d’onde A (d/A < 1/5). Cette structure, connue sous le nom de "Split Ring Resona-
tor structure", fait apparaitre du magnétisme artificiel dans le domaine des micro-ondes.
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FIGURE 4.1: Schéma de la structure diffractante et de la cellule de base.

En particulier, le matériau résultant se comporte dans certaines bandes de fréquences,
comme un milieu dont la perméabilité est négative. La démonstration mathématique
rigoureuse de ce phénomeéne, dans le cas de boucles métalliques, a été obtenue trés ré-
cemment dans [30] pour le cas 2D et dans [9] pour le cas général 3D.

Dans ce chapitre, nous allons établir, dans un cadre purement tridimensionnel, que des
effets similaires peuvent étre obtenus en utilisant une géomeétrie moins complexe : I'obs-
tacle sera constitué d’inclusions diélectriques connexes (par exemple des sphéres) placées
périodiquement & l'intérieur d’'un domaine borné. L’ensemble formé par ces inclusions
sera non connexe (voir figure 4.1) et occupera volumique que ’on maintiendra constante
dans I’analyse limite. Ce type de structure est similaire au cas étudié expérimentalement
dans [52].

Ce type de structure a déja été trés étudié dans un cadre 2D lorsque les inclusions
sont remplacées par des cylindres paralléles de longueur infinie et que le champ incident
est polarisé avec un champ magnétique paralléle a la direction des cylindres [8,20]. Dans
ce cas, la loi homogénéisée pour la perméabilité uf(w) a pu étre identifiée. Elle met en
évidence des phénoménes de micro-résonances entrainant une dépendance par rapport a
la fréquence avec des changements de signe de sa partie réelle. L’extension de ces résultats
apparaitra dans un cadre aléatoire au chapitre 5 avec des compléments importants sur
la convergence (forte double-échelle) des solutions.

[’enjeu de ce chapitre est d’étendre ce type de résultat a un cadre 3D, en considérant
une structure finie telle que celle décrite dans la figure 4.1.

Dans cette étude, le petit paramétre 7 sera la période séparant les inclusions. Nous
allons démontrer qu’a la limite n — 0, la structure a un comportement local décrit par
un tenseur de permeéabilité dépendant de la fréquence et que nous caractériserons en
fonction du probléme spectral sur le tore.

Description géométrique de la structure.
L’obstacle diffractant B est un sous-ensemble borné de R3. On note ¥, C B l’ensemble
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occupé par les inclusions. Il est défini comme étant la périodisation dans les trois direc-
tions de I’ensemble 13 ott ¥ représente une inclusion remise a 1’échelle dans la cellule de

base Y := [—%, %]3 De cette facon, ¥, prend la forme :
Spi=Unk+Y) , L={ieZ|ni+%)cCB}. (4.1)

kel

Il est important de préciser que la topologie de I'inclusion X va jouer un role crucial
dans I’étude. Nous travaillerons sous ’hypothése suivante :

>) est un compact connexe tel que

YCCY, (4.2)
Y\ X est simplement connexe. '

Contrairement au cas de la structure étudiée dans le chapitre 3, le taux de remplissage
des inclusions reste strictement positif dans I'analyse limite n — 0 et converge vers la
valeur |X|.

Description des paramétres physiques.

Le comportement électromagnétique de la structure est décrit localement par les per-
mittivité et perméabilité relatives. Etant dans le domaine de Ioptique, la perméabilité
relative dans le diélectrique reste voisine de 1 (cf. chapitre 1) et, pour simplifier I’étude,
nous allons la supposer égale & 1 dans tout R3.

A Pinverse, nous allons modéliser une permittivité a fort contraste en choisissant
deux paramétres ¢, € Rt et ¢, € C de partie imaginaire positive. Ils sont associés
respectivement a la permittivité dans la matrice et dans les inclusions diélectriques et
nous faisons ’hypothése suivante qui va s’avérer essentielle dans la suite

X(e,) > 0. (4.3)
La permittivité en tout point de R? est donnée par :

1 dans R3\B,

ey(z) =S € dans B \Zy (4.4)
e dans X
n? !

Le contraste entre matrice et inclusions fait apparaitre le facteur d’échelle n% — 400
qui va jouer un role crucial dans I’étude. Du point de vue de la physique, (cf. [20]) ce
choix €, /n? dans le diélectrique correspond a imposer un diamétre optique constant pour
chaque inclusion : le temps mis par I’onde pour traverser une inclusion de diamétre 7,

de permittivité e, /n? et perméabilité p est en effet donné par 7, /50/,40;—’2".
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Probléme pré-homogénéisé.

La structure est illuminée par une onde incidente (E*, H") dont on suppose une dépen-
dance harmonique en temps (e~*“!) de fréquence w fixée. Le champ électromagnétique
total (E,, H,) vérifie les équations de Maxwell données au sens des distributions par

(4.5)

rot H, = —iwepe, B,

{ rot B, = wuoH, ,

ol g9 et pip représentent respectivement les permittivité et perméabilité du vide.
Le champ diffracté (E‘f], H‘f]) = (E, — E', H, — H") satisfait de plus les conditions
de rayonnement & l'infini de Silver-Miiller :

(B, HY) =0 ( L ) L weo (i A Eg) — koH? =0 (i) . (4.6)

|| || ||

Remarque 4.1 On précise que nous nous placons dans un cadre adimensionnel o
toutes les distances ont été divisées par le paramétre d > 0 représentant 1’écart séparant
les inclusions de la structure de départ (lorsque n = 1). De ce fait, la longueur d’onde
des champs que nous considérons est donnée par A/d. Pour simplifier les notations, nous
ne ferons plus intervenir ce coefficient dans les démonstrations mathématiques mais il
apparaitra dans les simulations numériques données dans la partie 1.2 de ce chapitre.

1 Résultat principal

1.1 Loi effective homogénéisée et convergence

Afin de donner la forme du probléme limite et le résultat principal d’homogénéisation,
nous définissons les tenseurs de permittivité et de perméabilité effectifs.

Le tenseur de permittivité effectif a ses composantes données pour (k,1) € {1,2,3}?
par

eif =z, [ (et Vawhter+ V) (@.7)
Y
avec xj € Wﬁl’z(Y; R) les uniques fonctions (4 une constante prés) vérifiant
Ayxy =0 dans Y\ X et Xk = —yr dans X .

Ce tenseur est réel positif (. € R) et caractérisé par la géométrie des inclusions. En
particulier, il ne dépend pas de la fréquence ni de la permittivité relative .. On introduit
de plus le champ électrique microscopique Ey € L*(Bg; L;(Y;C?)) défini par

3

Ey(z,y) = Z Ey(z)(ex + Vxi(y)) |

k=1

ou FEj est la k-iéme composante du champ limite E tel que (E, H) est la solution du
probléme (4.10).
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Le tenseur de perméabilité effectif a ses composantes données pour (k,1) € {1,2,3}?

C ey (feen) ([ee)

ou (A, w,) € RT x X, sont les valeurs et vecteurs propres du probléme spectral suivant
(on renvoie a la section 4.1 pour ’existence du spectre)

/rotwn-rotfv+/divwndivv:)\n/'wn-'v , YveX,. (4.9)
> % Y

[’ensemble X, est défini par
Xo={veW (), v=Vidans Y\, ¢ € W)}
et sera décrit plus précisément dans (4.40).
On introduit de plus Ho(x,y) € L*(Bg; Wﬁm(Y; C?)), le champ magnétique microsco-

pique donné par

3
k2
Ho(l’,y): E e + § ekawn )\ —;/{72 (y> ’
k=1 "

neN

ou Hj, est la k-iéme composante du champ limite H tel que (E, H) est la solution du
probléme (4.10).

Théoréme 4.2 (Homogénéisation)
Le champ électromagnétique (E,, H,) solution de (4.5) converge vers (E, uH) faible-

ment dans Li (R3; C?) ou (E,H) est l'unique solution (au sens des distributions) du

probléme
rot E = iwpo p(z,w) H
rot H = —iwege(x) E (4.10)
(E, H) satisfait les conditions (4.6)

avec

e(@) = Tlpos(a) + e 1n(r) palo,w) = T los(e) + 7 () 1(a)
et €, pu donnés respectivement en (4.7) et (4.8).

Plus précisément, on a d’une part, la convergence uniforme de (E,, H,) vers (E, H)
sur tout compact K C R3\ B et d’autre part, la convergence forte double-échelle de
(E,, H,) vers (Ey, Hy) dans un voisinage de B.

Remarque 4.3 Le champ H n’est pas la limite faible de H,, puisqu’on a la convergence
H, — pH avec p # Id. Par ailleurs, la convergence des champs hors de I'obstacle nous
permet d’interpréter le résultat physiquement : la structure diffractante se comporte, vue
de 'extérieur, comme un milieu homogéne caractérisé par les tenseurs effectifs e et p°f
Le comportement des champs a l'intérieur de 1'obstacle présente de fortes oscillations
décrites précisément par le champ (Eq, Hy).
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Résonances et perméabilité négative. Nous obtenons finalement un milieu effectif
homogéne (non isotrope & priori), de permittivité €°® et de perméabilité pu*® donnés en
(4.7) et (4.8). Contrairement a €°t, le tenseur u® dépend de la fréquence w et a des
valeurs propres de partie réelle négative sur certaines bandes de fréquences.

Plus précisément, on introduit V) I'espace propre associé a une valeur propre A du
probléme (4.9). On note Py, le projecteur orthogonal sur V) par rapport au produit
scalaire de L?(Y;R3). Le tenseur de perméabilité effectif prend la forme

Meﬁ(w) =14 Z )\8717]%2]\4)\ s (MA)kl = (PVA(Bk), PVA(el)) . (411)

AEog

Ici, og représente 'ensemble des valeurs propres telles que M) # 0. On note que la matrice
M, est de rang 1 si A est simple et que, pour avoir une matrice de rang maximal, il est
nécessaire d’avoir A au moins d’ordre 3.

Supposons pour simplifier que ¢, € R (diélectrique sans perte). On note p* la plus
grande (respectivement la plus petite) valeur propre du tenseur réel u°t. Les fréquences
de résonances sont données par wy := \/X(&?(]/,L()<>S,~)_1/2 pour tout A € gy. Elles localisent
les zones oil une des valeurs propres de pf présente de fortes variations. En effet,
on déduit simplement de I'égalité (4.11) que i, ™ (w) = —oo qui est également
valable pour u* lorsque M), est de rang maximal. Dans ce dernier cas, nous obtenons un
intervalle de fréquences dans lequel toutes les valeurs propres du tenseur de perméabilité
effectif sont négatives. Dans cette zone, le champ électromagnétique ne peut se propager,
puisque e est défini positif, ce qui correspond a une bande de fréquences interdites.

Dans le cas ou M, n’est pas de rang maximal, les vecteurs de son noyau forment les
directions selon lesquelles le champ électromagnétique reste propagatif. Une situation
similaire a été évoquée dans le contexte des ondes élastiques dans un composite [3].

1.2 Simulations numériques

Pour mieux décrire les intervalles de fréquences interdites du tenseur p°f(w), nous
avons effectué son approche numérique. Cette approximation est présentée dans le cha-
pitre 6 et repose sur une approximation spectrale de 'opérateur A (défini dans (4.81))
qui déterminera le comportement de pu®(w), comme nous le montrerons dans la section
6 de ce chapitre. La nouvelle formulation repose sur une décomposition de Galerkin de
I’espace vectoriel

Zy={f € L*(%;R?) / divf =0, f-n=0sur %},

le domaine de 'opérateur A.

On considére une inclusion de forme cubique ¥ := [—a/2,a/2]® avec a €]0;1/2[. Du
fait des symétries de I'inclusion, le tenseur puf est proportionnel a la matrice identité.
On introduit alors le complexe y = pu(w) tel que pf(w) = p(w)l,. Dans la figure 4.2,
on représente les parties réelle et imaginaire de pu(w) en fonction de la longueur d’onde
normalisée A/d (on rappelle que d représente la distance réelle séparant les inclusions
lorsque n = 1 cf. remarque 4.1).
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FIGURE 4.2: Parties réelle et imaginaire de p en fonction de la longueur d’onde A/d dans le
cas oit X est un cube de coté 0,5 : & gauche €, = 100+ 5¢ et & droite €, = 100+ ¢

Cette figure fait apparaitre la grande variation de pu(w) décrite théoriquement dans
le paragraphe précédent ainsi que la bande de fréquences interdites (ot pu(w) < 0). A
gauche, seule la résonance fondamentale est suffisamment importante pour rendre p(w)
négatif alors que dans le cas ou J(g,.) = 1 on voit apparaitre deux nouvelles bandes
de fréquences interdites (beaucoup plus étroites) associées a d’autres valeurs propres de
I'opérateur A.

De plus, la bande de fréquences interdites associée a la résonance fondamentale est
restée essentiellement identique alors que la zone ot () > 0 s’est réduite. Ceci a pour
conséquence la possibilité d’avoir un milieu & perméabilité de grand module (positive ou
non) associée a une faible dissipation.

1.3 Schéma de la démonstration

Dans un premier temps, nous allons travailler sous la borne (4.14) qui sera démontrée
a posteriori dans la derniére étape.

Pour passer a la limite dans le systéme (4.5) et obtenir le probléme limite (4.10), il
est nécessaire de connaitre de fagon trés précise, le comportement oscillant du champ
(E,, H,). Ces oscillations seront décrites en utilisant la notion de convergence double-
échelle introduite dans le chapitre 2.

Dans la section 2, nous obtiendrons les équations microscopiques vérifiées par la limite
double-échelle de (E,, H,) notée (E,, Hj). Pour formuler ces problémes, il s’averera
utile de considérer Jg la limite double-échelle du champ de déplacement électrique nor-
malisé J,, := ne, E,. Une borne dans L? pour J, sera prouvée pour justifier 'existence de
cette limite double-échelle. Deux systémes indépendants seront obtenus ; I’un concernant
E et l'autre couplant Hg et J.

Dans la section 3, nous caractérisons I’espace des solutions des problémes microscopiques.
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Le comportement du champ électrique E est purement électrostatique : il est décrit
par trois “fonctions de forme” E*(y) de moyenne égale a e; qui sont déterminées par
la topologie de P'inclusion ¥. Le champ macroscopique E(z) := [, Eo(x,y)dy, limite
faible de la suite (H,), caractérise la limite double-échelle E, de maniére unique par la
relation :

Eo(z,y) = ) Ex(x)E"(y) . (4.12)

]

k=1

On définit de plus le tenseur de permittivité effectif e & partir de ces fonctions E*.

D’autre part, nous montrons que le champ magnétique microscopique H vérifie en
fait une équation variationnelle plus forte que le systéme qui le couple a Jy. Cette équa-
tion fait intervenir de maniére essentielle la fréquence w ainsi que le caractére simplement,
connexe de Y \ . Cette derniére hypothése nous permet de définir une nouvelle notion
de normalisation appelée vecteur de circulation moyen. Il s’agit de la circulation le long
de chemins reliant des points opposées de 9Y et restant hors de X. On démontre que 1’en-
semble des solutions de I’équation variationnelle forme un espace vectoriel de dimension
trois, engendré par des champs notés H*, k {1,2,3}. Chacun d’eux a une circula-
tion égale a ey, et dépend de la fréquence w. Le champ magnétique macroscopique, noté
H(z) = (Hy(x)), est le vecteur circulation moyen de Hg (différent de la limite faible
de la suite (H,)) et détermine le champ microscopique H de maniére unique par la
relation :

H(x) HH(y) . (4.13)

NE

Ho(ﬂf,y) =
k=1

On définit le tenseur de perméabilité effectif p® a partir des fonctions H* qui va ainsi
dépendre de w.

Dans la section 4, nous introduisons un probléme aux valeurs propres associé a la
forme sesquilinéaire décrivant l’équation variationnelle. Nous caractérisons ensuite les
champs H” a I’aide de leur décomposition dans une base de vecteurs propres associée a
ce probléme. Cela nous permet de donner une formulation précise du tenseur p°® dans
laquelle la dépendance par rapport a la fréquence w est explicite (cf. équation (4.8)).

Dans la section 5, nous commencons par établir la loi homogénéisée et 1'unicité du
probléme associé que doivent vérifier les champs macroscopiques E et H. Ce systéme
limite est obtenu a ’aide des décompositions des champs microscopiques (4.12) et (4.13)
ainsi que de certaines fonctions tests appliquées aux équations du systéme (4.5).

Nous montrons pour finir la convergence forte double-échelle de (E,, H,) vers (Eq, H)
ainsi que Pestimation a priori (4.14).

2 Estimations et résultats préliminaires

2

2 (R3), nous allons

Afin de justifier que la suite de champs (E,, H,) est bornée dans L
utiliser un raisonnement en deux étapes.
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On commencera par supposer que le champ (E,, H,) vérifie

sup/ |E, >+ |H,|* < +o00o, (4.14)
Br

n>0

ou Bp est une boule fixée contenant B. Nous étudierons le comportement oscillant du
champ sous cette hypothése dans le but de caractériser les équations du probléme ho-
mogeénéisé.

Dans un second temps, on utilisera I'unicité du probléme limite pour mettre en ceuvre
un raisonnement par contradiction justifiant I'hypothése.

Avec cela en téte, on fixe une boule Bg telle que B CC Bpg et on suppose que (4.14)
est satisfaite.

Remarque 4.4 L’hypothése (4.14) entraine la convergence faible dans L*(Bg) de E,
et H, vers deux champs notés E et H. Il est alors possible de passer a la limite faible
dans la premiére équation de (4.5) pour obtenir

rot E = iw,uoI:I dans R? .

Cette relation montre que les limites faibles sont liées par la premiére équation de Max-
well qui ne fait pas intervenir de perméabilité effective.
On peut donc en conclure que :
— soit le probléme homogénéisé (s’il existe) ne fait pas apparaitre d’activité magné-
tique,
— soit il ne fait pas uniquement intervenir les limites faibles du champ électromagné-
tique (E,, H,).
Nous allons voir, dans la section 3, que c’est la deuxiéme interprétation qui va s’avérer
exacte puisque le champ magnétique macroscopique sera décrit par la circulation (cf.
définition 4.38) du champ microscopique.

2.1 Comportement du champ loin de I'obstacle et bornes L?

L’hypothése (4.14) nous permet d’appliquer le lemme suivant (démontré dans le cha-
pitre 2).

Lemme 4.5 Soit (E,, H,) la solution du probleme (4.5) associée a une onde incidente
(E,, H}) qui converge uniformément vers (E*, H'). Si (E,, H,) — (E, H) faiblement
dans L}, (Br), alors la convergence de (E,, H,) a lieu dans C*(K) pour tout compact

K C R?’\E_. De plus, le champ limite (E, H) vérifie I'équation de Helmoltz Au+kiu =0
dans R®\ B et est tel que (E — E', H — H") vérifie (4.6).

Dans le reste de la section, nous allons étudier le comportement asymptotique du
champ électromagnétique proche de I'obstacle, c’est-a-dire dans Bg. Ce champ présen-
tera de fortes oscillations qui vont I’empécher de former une suite fortement compacte

103



de L?(Bgr). Nous utiliserons, afin de décrire ces oscillations, les outils de convergence
double-échelle qui ont été rappelés dans le chapitre 2.

Comme nous l'avons vu dans le théoréme 2.39, une condition suffisante pour avoir
existence d’une limite double-échelle, a une sous-suite prés, est que la suite soit bornée
dans L*(Bg). Cette condition est vérifiée par E, et H, d’aprés 'hypothése (4.14). Nous
allons alors fixer une sous-suite de 7, encore notée 7, telle qu’il existe deux fonctions de
L*(2 x Y;C?) notées Ey et Hy, Y-périodiques, vérifiant

EUAEQ , HUAHQ.

L’unicité de la solution du probléme limite impliquera & posteriori que ces champs ne
dépendent pas du choix de cette sous-suite. Ainsi, nous choisissons pour alléger les
notations de ne pas faire apparaitre cette dépendance sur les variables E( et H.

Lemme 4.6 Le champ de déplacement électrique J,, défini par
J, =ne,E, (4.15)
vérifie la borne suivante
sup || J || 22(Bgic3) < +00 . (4.16)
n>0
En conséquence, il existe un champ J, € L*(Q x Y;C?) tel que J, — J, (& une

sous-suite prés, encore notée 7).

Preuve de (4.16)
On introduit P, et P, les flux du vecteur de Pointing sur le bord de By définis par :

P, = E,NH,-ndo , P:= ENH -ndo . (4.17)
OBR 9Br

D’aprés le Lemme 4.5, le champ (E,, H,) est régulier et converge uniformément sur
OBg. On a de ce fait P,, = P. A I'aide d’une intégration par parties on obtient

P, = / (rotEn~Fn—rotﬁn-En)d:c:iw/ (10| H )* — 208y | E,|?)
Br

Br

. &
= w (MO/ |H,,|2—eoge/ |En|2—50—2/ |E,7|2> : (4.18)
Bg Br\Z, nJs,

On prend la partie réelle dans I’équation précédente. On obtient alors, en raison de
I'hypothése J(e,) > 0 et de la convergence de P, vers P que

1
?/Z E,?<C, (4.19)
n

ou C' > 0 est indépendant de 7. La définition de J, (4.15) termine la démonstration.
a
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2.2 Analyse double-échelle

Proposition 4.7 (Probléme électrique sur le tore)
Pour presque tout © € Bgr, on a Ey(z,.) € L*(Y,C3) ﬂWﬁl’Q(Y\Z; C?) et vérifie au sens
des distributions dans B x Y les relations suivantes

rot, Bg =0, divy,E;=0 dans BxY\YX, E;=0 dans BxX. (4.20)
De plus, Eg = E dans Bg \ B x Y (E désigne la limite faible de E,).

PREUVE.

Pour montrer la premiére relation de (4.20), on multiplie la premiére équation de (4.5)
par une fonction test oscillante ne(x, z/n) avec ¢ un élément de C°(B; C¢°(Y;C?)). On
effectue ensuite une intégration par parties pour obtenir

n/En-rotmsO(x,f) +/En'1'0tys0(af,z> - —iwuon/Hn-SO(x,f)
Y n Y n Y n

On passe a la limite dans I’équation précédente et, puisque les suites (E,) et (H,,) sont
bornées dans L?(B), on obtient

E, -rot, ¢ (x, f) =0. (4.21)
BxY n

Aprés avoir intégré par parties, on peut conclure grace au caractére arbitraire de ¢ que
rot Eg =0 dans Y.

La deuxiéme relation de (4.20) s’obtient de la méme facon en considérant des fonctions
tests a support dans Y\ X appliquées a I’équation div(e, E,) = 0 ( résultant de la seconde
équation de (4.5)).

La derniére équation de (4.20) est une conséquence immeédiate de 1’équation (4.19).

Pour finir, la convergence forte de E, dans L*(Bg \ B) donnée dans le lemme 4.5
entraine que Ey = FE dans B \ B x Y.
O

Proposition 4.8 (Probléme magnétique sur le tore)
Pour presque tout x € Bg, on a Hy(x,.) € Wﬁl’z(Y, C3) et vérifie au sens des distribu-
tions :

rot, Jo = iwpoH dans BxYX , Jy=0 dans BxY \ X

I'Oty HO = —’iWEoJO dans BxY , diVy JO =0 dans BxY . (422)

De plus, on a Uégalité Hy(x,-) = H(z) presque partout dans Br \ B x Y avec H la
limite faible de la suite (H,).
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PREUVE.
La relation Jy = 0 dans B x Y \ ¥ est une conséquence immédiate de la définition de
J, et du fait que ||E,1p,\x, [|12(8yc?) est borné.

La relation div, Jo = 0 est déduite naturellement de rot, H, = —iweyJ.

Les deux autres équations sont prouvées en utilisant les mémes arguments que ceux
donnés dans la preuve de la proposition 4.7.

Pour finir, on obtient Hy = H dans Bp \ B x Y d’aprés le lemme 4.5 qui prouve la
convergence forte de H, dans L*(Bg \ B).
O

3 Solutions élémentaires sur le tore

Dans cette section, nous allons caractériser I’ensemble des solutions des problémes
microscopiques (4.20) et (4.22) et montrer que chacun d’eux forme un espace vectoriel
de dimension trois. De cette facon, nous pourrons exprimer les limites double-échelle
Eq(z,y) et Hy(x,y) sous la forme

En(z)E*(y) . Ho(z,y) =

Ey(z,y) = Hi(x)H"(y) |

NE
NE

ou les solutions élémentaires de base E* et H* vont étre choisies suivant une normali-
sation adéquate.

3.1 Description du champ électrique microscopique

Proposition 4.9 L’ensemble des solutions de (4.20) forme un espace vectoriel de di-
mension 3 engendré par les champs E¥ € L*(Y;R?) N Wﬁl’Q(Y \ Z;R3) définis pour
k=1,2,3 par :

EF =€, +V, Xk - (4.23)

Les fonctions xx dans (4.23) sont les uniques (& une constante pres) éléments de Wﬁm(Y; R)
vérifiant
Ayxp =0 dans Y\ X et Xt = —Yr dans X . (4.24)

En particulier, Eqy peut se décomposer sous la forme

Ey(z,y) =Y Ey(z)E*(y) (4.25)

B
Il w
—_

avec Ey(x) = /Eo(x, y) - e, dy.
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PREUVE. Il est évident que la décomposition (4.25) satisfait le systéme (4.20) et vérifie
bien la condition nécessaire [, Eo(xz,y)dz = E(x).
Il reste a montrer que la solution de (4.20) est unique. Considérant F' une solution
a moyenne nulle, on déduit facilement de 1’égalité rot F' = 0 dans Y qu’il existe ¢ €
Wﬁm(Y) tel que F' = Vi dans Y. Il résulte alors de (4.20) que Ay = 0 dans Y \ ¥ et
que ¥ = 0 sur 9%. Ceci entraine que 1) = 0 dans Y \ ¥ et ainsi que F' = 0 dans tout Y.
O
Les fonctions E*(y) dépendent uniquement de la géométrie de I'inclusion ¥ et seront
appelées fonctions de forme. Elles déterminent le comportement microscopique du champ
électrique et permettent de décrire le tenseur de permittivité effectif. Ce dernier, noté
e est défini en (4.7) par

st :zse/Ek-El,
Y
ol €. étant la permittivité dans la matrice B\ %,.

Il est facile de voir que ce tenseur est indépendant de la fréquence w et qu’il est
réel symétrique défini positif (puisque e, € R). Par conséquent, aucun effet spécifique
(résonance, dispersion) n’est attendu en ce qui concerne le champ électrique.

3.2 Description du champ magnétique microscopique

Contrairement au cas du champ électrique Ey(z,-), la résolution du systéme (4.22)
vérifié par le champ microscopique H(z,-) va faire intervenir de fagon cruciale la fré-
quence w. Une difficulté majeure pour la caractérisation des solutions du systéme (4.22)
est qu’il n’y a pas d’information & priori sur la composante tangentielle du champ Jo(z, -)
sur 0% (on sait seulement que sa composante normale est nulle du fait que divJ, = 0
dans Y et Jp =0 dans Y \ X).

Nous allons établir que Hg(x, -) vérifie en fait une équation variationnelle plus précise
que (4.22). Il en résultera, de maniére similaire au cas du champ électrique Eq(z-), que
H(z,-) appartient & un sous-espace vectoriel de dimension trois.

Formulation variationnelle sur le tore.

On remarque que la fonction Hg(x,-), étant (pour z € B fixé) une fonction périodique
(élément de Wﬁl’z(Y)) et a rotationnel nul sur Y\ 3, il est possible de 'écrire dans Y \ X
sous la forme

Ho(.'lf,') = Z‘i‘vy'l/} s

ot le vecteur z € C? est unique et ¢ € Wﬁl’Q(Y). Le vecteur z correspond a la “circulation”
de Hg(z, -) entre les faces du tore et sera caractérisé de fagon précise dans le lemme 4.14.

L’espace des “variations” est construit en considérant les champs v a rotationel nul
sur Y \ 3 pour lequel z est nul. Plus précisément, nous introduisons les sous-espaces de
Hilbert de Wﬁm(Y) définis par

X = {'v € Wﬁl’Q(Y) , rotv =0 dans Y \ Z} : (4.26)
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X = {v EWA(Y), v=Vydans Y\ 5, ¢ € Wﬁl’Q(Y)} : (4.27)

I1 est facile de vérifier que X est un sous-espace fermé de X. Notons que les fonctions
constantes non nulles n’appartiennent pas a X, (une fonction ¢ € Wﬁl’Q(Y) ne peut étre
affine sur Y \ ¥ sans y étre constante). Une caractérisation plus intuitive de X, sera
donnée un peu plus loin en utilisant une notion de “vecteur de circulation moyen”.

Introduisons le probléme variationnel suivant :

Trouver u € X tel que Vv € X,

/rotu-rot@der/divu div@dy:z—:rkg/u-ﬁdy. (4.28)
s Y

Y
Lemme 4.10
Pour presque tout x € B, le champ microscopique Hq vérifie (4.28).

PREUVE. Soit p(r) € C°(Bg) et v € Xo. On note ¢, (7) := p(z)v(z/n) et en testant
la seconde équation de (4.5) avec rot ¢, on obtient

1
/ —rot H,, - rot p, = —iwe E, roty, .
Br €n Br
On utilise la premiére équation de (4.5) et la définition de ¢, pour déduire
1 n? 2
—rot H, -rotyp, + —rot H, -rot p, = kj H, ¢,.
Bg\E, €e %, Er Br

Par définition de ¢, et en raison de rotv = 0 dans YV’ \ 3, il vient

_ 2
w2 Y Ny [ x

' - t H . el
i = Jops, E,(z) - Vp(z) A v(n) /27] - rot H,(z) - Vp(x) A v(n)

+ [ ota) vot Hy(o) - voto(2) = [ plo) Hyo) (%) . (420

R

On passe a la limite dans I’équation précédente en exploitant la convergence n rot H, —
— rot, H pour obtenir

— iweg /B s Eo(z,y) ANVp(z) - v(y) + /B lp(x) rot, Ho(z,y) - rot v(y)

RXX 87‘
i [ o) Hoe) oly) . (130
BRXY
Le premier terme du membre de gauche de ’équation précédente est nul. En effet, puisque

v € Xo, on a lexistence de ¢ € Wﬁl’Q(Y) tel que v = V¢ dans Y \ ¥. A P'aide d’une
intégration par parties et grace a la relation Ey = 0 dans X, on a

/B o Fola ) A Vpla) o) = / Bole.y) A Vola) - V)

= —/B Yroty Ey(z,y) - Vp(x)(y) =0,
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ot la derniére égalité a lieu puisque rot, Ey = 0 dans Y. L’équation (4.30) devient alors :

| pta)vot, Hae.y) rotoly) = ek [ plo) Holan) - 0(o)

BRXY

Le caractere arbitraire de p et la propriété div, Hy, = 0 terminent la démonstration.
O

Remarque 4.11 Tl est facile de voir qu’une solution u de ’équation variationnelle (4.28)
vérifie

divu=0dans Y , rotu=0dansY\Y |, Au+ekiu=0dansX .

En particulier, savoir que H(z, -) satisfait (4.28) entraine qu’il est solution de (4.22).

Résolution du probléme variationnel (4.28).
Tout élément uw € X se décompose de fagon unique sous la forme

u=z+w, (4.31)

avec w € Xy et z € C3. Si on fixe le vecteur z, alors la solution u = z +w de (4.28) est
telle que w vérifie

bo('w,v)—erkg/w-ﬁzarkg/z~ﬁ , Yve Xy, (4.32)
Y Y

avec

bo(w, v) ::/rotw-rotﬁJr/ divw divo . (4.33)
s Y

Lemme 4.12

(i) by est une forme hermitienne sur Xo et v — \/by(v,v) définit une norme équivalente
a la norme dans Wﬁl’z(Y; C?).

(ii) Pour tout z € C3, la solution w, de ({.32) existe et est unique.

PREUVE.
(i) Il suffit de monter I'existence d’une constante k > 0 telle que

YVwe Xy, , by(v,v) = /(|divv\2+\r0tv\2) > k;/ lv|* . (4.34)
Y Y

En effet, on aura alors que by(v,v) > %5 [i.(|divo|* + [rot v]* + |[v]?) qui d’apres la
proposition 2.7 est équivalent au carré de la norme de v dans Wﬁl’z(Y; R3). Or la non
existence de k > 0 dans (4.34) entrainerait 'existence d’une suite (v,) dans X telle
que ||v,|[zz = 1, divv, — 0 et rotv,, — 0 dans L*(Y). Cette suite serait alors bornée
dans Wﬁm(Y; R3) et convergerait (& une sous suite prés) vers v € Xy tel que ||v][z2 = 1,
divev = 0 et rotv = 0. Cette fonction v est alors une constante non nulle ce qui est
incompatible avec ’appartenance au sous espace X.
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(ii) I est clair que la forme sesquilinéaire

b(u,v) := by(u,v) — erkg/ u-v,

Y

est continue sur Xy x X,. De plus, en fixant un complexe o := a +ib (a,b € R) on a
%(ab(u, u)) = / <a| rotul® + a| divul’ + & (b3(e,) — aR(e,)) \u\Q) :
Y

Le membre de droite dans I’équation précédente forme une norme équivalente a H'U,”WuLQ (v:C?)
pour « tel que (b3(e,) —aR(e,)) > 0 (cf. proposition 2.7). L’existence et I'unicité de la
solution du probléme (4.32) résulte alors du théoréme de Lax-Milgram.
O
La linéarité du probléme (4.28), 'existence et 'unicité données dans le lemme 4.12
nous permettent de déduire le résultat suivant.

Proposition 4.13 L’ensemble des solutions de (4.28) forme un espace vectoriel de di-
mension trois, engendré par les champs H* € X définis pour k € {1,2,3} par

H"(y) == e; + u(y) , (4.35)

ot les champs u* € X sont les uniques solutions de (4.32) pour z = ey.
En particulier, le champ microscopique Ho(x,y) solution de équation (4.28) peut se
décomposer sous la forme

Ho(z,y) = Y  Hy(x)H"(y) . (4.36)

b
Il @
—

avec Hy, € L*(B).

Il est maintenant crucial de décrire précisément les fonctions scalaires Hy(x), Hy(x)
et Hs(x) intervenant dans (4.36). Un point essentiel est que le vecteur H = (Hy)y ne
coincide pas avec la limite faible de la suite (H,) mais corresponde & une moyennisa-
tion géométrique du champ magnétique microscopique que nous allons décrire dans le
paragraphe suivant.

Vecteur circulation associé a une fonction de X. Le champ microscopique H(z,-)
est a rotationnel nul dans le complémentaire de I'obstacle . Puisque Y'\ X est simplement
conneze, la circulation le long de courbes de Y \ ¥ joignant des points opposés de 9Y
est indépendant du chemin choisi et des points sur chaque face (dans une direction
k). 11 est donc naturel de définir le vecteur “circulation moyenne”, noté ¢ Hy, dont les
composantes sont données par :

(f Hyl(a, -)) e | Ho(z,") - epdi(z) (4.37)
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ou 'y, est une courbe contenue dans Y \ ¥ et joignant deux points opposés sur les faces
de Y orthogonales a e;.

Cette définition du vecteur circulation ne peut s’appliquer qu’a des fonctions réguliéres.
Dans notre cas plus général, ou les fonctions sont seulement dans Wﬁl’z(Y), on peut
étendre sa définition & 'aide du lemme suivant.

Lemme 4.14 Soit u € L;(Y;C?) tel que rotu = 0 dans Y \ X. Alors, il existe un
vecteur unique noté § w vérifiant les conditions équivalentes suivantes.

(i) VfeLi(Y) tel quedivf =0 et f=0 dans ¥

Ju-sdy=futy- [ say. (438)

(11) 1l existe ¢ € Wﬁl’Q(Y \ X) (unique a une constante pres) tel que
qui/th{u dans Y \ 2.

(ii1) Siw est régulier et k € {1,2,3}, alors

(fu)-e= | (3 ()(5) ds

pour tout v € CH([0,1]; Y \ ) tel que v*(1) — 7%(0) = ey.

Enfin, il existe une constante C' > 0 telle que
| fu) < Cllaflpayics) (4.39)

PREUVE. i) et ii) Puisque 'ouvert Y \ 3 est simplement connexe, le fait que rot u = 0
sur Y \ ¥ entraine 'existence d'un potentiel périodique ¥ et d’un vecteur unique z € C*
tel que u = Vi) + z sur Y \ . Le bord de X étant supposé assez régulier, 1) peut étre
prolongé a tout Y en un élément de Wﬁm(Y). Puisque f est nul sur X et périodique a
divergence nulle, on a donc

Juwtdy = [(voszfay == [ fay.

Le vecteur z ne dépend que de u et devient f’u [’appartenance a X, au sens de la
définition (4.27) se traduit donc par le fait que § u = 0.

iii) Si w est continu, le potentiel périodique 1) associé est Lipschitzien sur Y \ ¥ et on
obtient avec z := §u

/0 u(y(s)) - 7'(s)ds = /O (Vi +2)(7(s) -7/ (s)ds = (v(1)) =0 (7(0)) + = - e

d’ou la conclusion grace a la périodicité de .
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Pour établir I'estimation (4.39), qui aura en fait lieu pour tout w € LF(V;C?) avec
rotu = 0, on considére trois cylindres Cy C Y. Chacun d’eux traverse entiérement la
cellule de base Y, est orienté dans la direction e, et tel que XN Cy = (. On leur associe
les trois fonctions f, € L*(Y) donnée pour a; € C par

6773

fk(y) = ml(fk(y)ek )

qui sont naturellement nulle dans > et a divergence nulle dans tout Y. En testant
I'équation (4.38) avec f = f, on obtient que

ak%u~ek :/ fk'uSCHu”LQ(Y) .
Y

Le caractére aléatoire de oy, entraine (4.39).
O

D’apreés le point (ii) de la proposition 4.14, I'espace Xy donné dans (4.40) est caractérisé
par I’égalité suivante

onz{uex,fuzo}. (4.40)

Par ailleurs, le vecteur z intervenant dans la décomposition de u € X donné dans (4.31)
est exactement le vecteur circulation 55 u. Autrement dit les fonctions de forme H* ont
été normalisées de la facon suivante

fﬂ’f —e . (4.41)

Ce choix va s’avérer essentiel. En effet, si comme cela est souvent le cas, la condition de
normalisation était donnée par / H"(y) = ey ; alorsle champ H (z) = (H,(x), Hy(z), Hs(z))
Y

intervenant dans la décomposition (4.36) correspondrait a la limite faible de (H,). Ce
choix n’est pas pertinent et conduirait a un systéme limite sur ’obstacle du type

rot £ = wwpuoH |
rot(MH) = —iwegNE |

ou M est une matrice non proportionelle a I'identité. Il serait alors impossible d’inter-
préter le résultat en terme de permittivité et perméabilité effectives.

Le champ macroscopique H (z) = (H;(x), Hy(z), H3(z)) est caractérisé en terme du
champ microscopique H(z,y) par la relation

H(z) = fHo(fE, ). (4.42)
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Remarque 4.15 La définition (4.38) peut étre vue comme une extension de la propriété
classique liée au “lemme div-rot” :

/Yf-gdyz (/dey)-</ygdy) , V(f.g) € (L*(Y))?,

pourvu que rot f = 0 et divg = 0 dans Y. Notons de plus que si rot u = 0 dans Y tout

entier, alors
f u= / “.
Y

Remarque 4.16 La normalisation (4.41) que nous avons adoptée peut étre interprétée
d’un point de vue physique. La perméabilité d’'un milieu décrit la relation constitutive
entre les champs B (I'induction magnétique) et H (B = pH). Bien que cela n’apparaisse
pas directement dans cette relation, les quantités B et H n’ont pas les mémes dimensions
et ne sont pas mesurées de la méme facon. En terme de géométrie différentielle, le champ
H est une 1—forme et doit en principe étre évalué localement par sa circulation le long de
segments élémentaires dans R?. Par contre, le champ B (de divergence nulle) agit comme
une 2—forme et doit étre mesuré par son flux a travers les faces du cube élémentaire (ce
qui revient & calculer sa moyenne volumique, puisque div B = 0).

Remarque 4.17 On insiste sur le fait que la décomposition du champ magnétique
microscopique H (4.36) a lieu uniquement sous I’hypothése : Y \ X est simplement
connere. Par exemple si 2 est un tore, la décomposition u = V¢+§ u n’est plus valable
pour tous les champs u € X et il est montré dans [9] que P’espace vectoriel des solutions
du systéme (4.22) est de dimension quatre.

Perméabilité effective. On introduit le tenseur de permittivité effectif p°® dont les
composantes sont données par

pst ::/Hk-el . Kk le{1,2,3). (4.43)
Y

Tl résulte de cette définition que la limite faible H de la suite (H,) est donnée, pour
presque tout x € B, par

H(z) = /YHO(x,y) = pu"H(z) . (4.44)

Le tenseur " dépend de la fréquence w qui apparait dans (4.32) (par I'intermédiaire
du nombre d’onde kq := /Eouow). Cette dépendance est expliquée en détails dans la
section 4. On peut auparavant établir que le tenseur uf est symétrique (non auto-
adjoint), plus précisément on a le résultat suivant.

Lemme 4.18 Le tenseur pt(w) vérifie :
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(i) (symétrie) (k1) € {1,2,3}, il = piy; -

i) Pour tout z € C3, 2z #0 on a
(i1)
I(pulz-Z)>0.

PREUVE.

(i) Soit (k,1) € {1,2,3}2 tels que k # [. Les champs u' et u* vérifient (4.32) avec
z = e; et z = e, respectivement. En choisissant successivement v = u;, et v = u; dans
ces équations, on obtient

/rotul-rotﬂk—erkﬁ/ul-ﬂk:/el-ﬂk.
b Yy Yy
/rotuk-rotﬁl—erk:g/uk-ﬂl:/ek-ﬁl.
2 Y Y

On obtient donc l'égalité [, ey -u' = [, €;- u*. Il en résulte alors le point (i) a aide de
la définition de " ainsi que la décomposition H* = e;, + u”* (données dans (4.43) et
(4.35) respectivement).

(ii) Fixons z = (2;) € C3. D’apres (4.43) et (4.35), on a

Z= szzl/ H* . e = szzl/ (4.45)

k=1
Le champ u! est solution de (4.32) pour z = e; et vérifie alors

/rotul-rotﬁ—srk‘g/ul-izsrk‘g/el-ﬁ , YveXy.
> Y Y

Choisissant v = u* dans 1’égalité précédente et passant au conjugué, on peut ainsi récrire
(4.45) sous la forme

Zkzlek e +
k=1

z|2 = szzl/rot’u, -rot u® —szzl/u u®

0 ki1=1 k=1

En prenant la partie imaginaire, il vient

i S(er) : ! k
S(ptz-z) = o[22 szEl/rotﬁ -rotu
T 0 k=1 %
Cx 3 2
= J(irl sz rotu >0. (4.46)
|€7’| ko k=1 L2(%)

Il reste & montrer que le second membre de (4.46) est strictement positif pour z > 0.
Supposons que cela n’est pas le cas. Alors, il existe z # 0 tel que la solutionu, =), zpu®
est a rotationnel nul sur ¥ (donc sur Y tout entier). Ainsi, le champ u, est périodique,
a divergence et rotationnel nuls dans Y. Il est donc constant et identiquement nul du
fait de § uw = 0. Ceci contredit le fait que w, est solution de (4.32) pour z # 0.
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4 Perméabilité effective en fonction de la fréequence

Dans cette section, nous allons caractériser les solutions u* du probléme (4.32) a
I’aide de valeurs et vecteurs propres associés a la forme bilinéaire by. Cela nous permet-
tra de donner une formulation précise du tenseur de perméabilité puf dans laquelle la
dépendance par rapport a la fréquence w sera explicite.

4.1 Analyse spectrale sur le tore

En relation avec la formulation variationelle (4.32), on se propose d’étudier le probléme
spectral suivant.
Trouver (w,\) € Xo x RT  tels que

bo(w, v) = )\/ w.v, YveX. (4.47)
Y

Proposition 4.19 Il eziste une base orthonormale {w,} dans L?(Y;R3) et une suite
0 <X <...< A\, <...avee \, — oo telle que (wy, A\,) soit solution de (4.47). On
peut de plus choisir la suite {w,} de telle sorte que

divw, =0 ou bien / w, =0. (4.48)
Y

PREUVE. On associe a la forme variationnelle by 'opérateur Q : f € L*(Y;R?) —
uy € L*(Y;R3) ot uy est 'unique élément de Xo N L?(Y; R3) vérifiant 1'égalité

bo(uys,v) = /f.'v , VveXonL*(Y;RY), (4.49)
Y

Lexistence et 'unicité de la solution de (4.49) résulte du lemme de Lax-Milgram appliqué
sur Pespace de Hilbert Xy N L?(Y;R3). En effet, rappelant que d’aprés l'assertion i) du
Lemme 4.12, by(v, v) est équivalent au carré de la norme de v dans Wﬁl’z(Y; R3), la forme
bilinéaire positive symétrique by(uy, v) est continue, coercive relativement a la norme
de Wﬁl’Q(Y). Il en résulte de plus que 'opérateur (résolvent) @ est continu de L?(Y;R3)
dans Wﬁl’Q(Y), donc compact en tant qu'opérateur a valeurs dans L?(Y;R?). Il est par
ailleurs auto-adjoint strictement positif. L’existence de la suite (w,,, \,) vérifiant (4.47)
est alors une conséquence immédiate de 1’équivalence :

Qw = pw <= ('w,%) solution de (4.47) .

Enfin si w est un vecteur propre normalisé associé a la plus petite valeur propre \g, on
aura by(wg, wy) = Ag > 0 du fait que by est un produit scalaire hermitien (cf I'assertion
i) du Lemme 4.12).

Montrons maintenant la derniére partie de la Proposition. Pour satisfaire a la condi-
tion supplémentaire (4.48), on considére le sous-espace fermé W C X, engendré par
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{VB, keZ3\ {0} } avec Bu(y) = (27|k|)~! exp(2ink - y). 1l est constitué des fonc-
tions propres de (4.47) associées aux valeurs propres 47%|k|? et son orthogonal dans
L;(Y,R?) coincide avec les fonctions a divergence nulle. En effet, pour tout k € Z*\ {0}
et tout w € W+, on a (au sens des distributions périodiques)

w- VB = ——(divaw, A7) = 0
/ B >kl (divw , e )
d’ou résulte que divw = 0 (puisque (divw , 1) = 0). L’espace W étant invariant par Q
, il en est de méme de W+ et il est donc possible de compléter le systéme orthonormal
{VB: , k €7\ {0} } avec une base orthonormale de vecteurs propres dans W+. On
obtient ainsi une base othonormale de vecteurs propres dans L*(Y;R?) vérifiant (4.48).
O

4.2 Tenseur de permittivité effectif

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la relation de dispersion (4.8) o appa-
raissent les fréquences de résonances résultant du probléme spectral (4.47).

Soit A\ > Ay > -+ — +o0 les valeurs propres du probléme spectral (4.47) et considé-
rons une base (w,) de L?(Y,R3) formée de vecteurs propres associés. Dans cette base,

la solution u; se décompose sous la forme
ub =Y w, |, avecc cC. (4.50)
neN

Puisque bg(ug, w,) = A\, fY Uy -w,, en choisissant v = w,, (n fixé) dans ’équation (4.47)

on obtient
(A, — z—:rkg)/ ub - w, = &J{:S/ e - wy,
Y Y

On en déduit la valeur de c¥, ce qui améne & récrire (4.50) sous la forme

S (o)

Ainsi, en utilisant la décomposition H* = e, + u*, le tenseur pu°® donné par (4.43)
peut étre développé suivant la formule donnée dans (4.8) i.e. pour tout (k,1) € {1,2,3}?

e,k
Hkl 5kl+z)\ " (/ek'wn) (/Yel"wn) . (4.51)

Dans l'expression précédente la dépendance de p? vis-a-vis de la fréquence w apparait
de maniére explicite. Les effets de résonance vont apparaitre lorsque la fréquence est
telle que le dénominateur d'un des termes de la série de I’équation précédente est de
module proche de zéro. Une analyse plus précise a été présentée dans la section 1 avec
des simulations numériques s’appuyant sur une méthode d’approximation numeérique
développée dans le chapitre 6 et une reformulation de p® faisant intervenir un nouveau
probléme spectral que nous décrirons dans la section 6.
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Remarque 4.20 Les valeurs propres A, apparaissant dans le développement (4.51) sont
en général multiples (par exemple lorsque la géométrie des inclusions présente des sy-
meétries). Il est clair que la somme de la série est indépendante de la base orthonormale
choisie {w,}. La condition supplémentaire (4.48) permet de ne considérer que des fonc-
tions propres a divergence nulle.

5 Démonstration du résultat principal

La résolution des problémes sur le tore, obtenue dans les propositions 4.9 et 4.13,
a permis d’exprimer les champs microscopiques Eo(z,y) et Ho(z,y) en fonction des
champs macroscopiques E(x) et H(z). Il reste a établir la loi homogénéisée que devra
satisfaire le champ électromagnétique (E, H).

5.1 Obtention de la loi effective

Lemme 4.21
Sous Uhypothése (4.14), le champ électromagnétique (E,, H,) converge vers (E, pH)
faiblement dans L} (R3;C), ou (E, H) est l'unique solution du probléme

loc

rot E = iwpo p(r,w) H dans Br
rot H = —iwepe(z) E  dans Bp (4.52)
(E, H) satisfait les conditions (4.6)

avec
() = Tlang(e) + € 1sa) ,  pal,) o= T laos(e) + p7 () 15(a)
et € pt donnés respectivement en (4.7) et (4.8).

PREUVE. Commencons par prouver les relations suivantes.

/Ek/\H’ =e.Nep , Y(kI1)e{1,2,3}*, (4.53)
Y

3
Zdiv (Hi(z)erNe) =—(rot H)-e, , Vke{l1,2,3}. (4.54)
=1

Preuve de (4.53).
A T’aide de la proposition 4.13, on décompose le champ HP” sous la forme H"* = e, + uy,
ot u” est solution de (4.32) avec z = ej,. Pour tout d € C3, on a

/(El/\H’“)-d = /(El/\ek)-dJr/El/\uk-d
Y Y Y

= eNe,-d+ E'AuF-d.
Y\2
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Il reste & établir que fy\z E'Au¥ - d = 0 pour tout z € C3. D’aprés le lemme 4.14, il
existe ¢ € Wﬁm(Y) tel que u* = V¢ dans Y\ . Tl vient

E'Anuf-d :/ dAE'- Vo
Y\Z Y\Z

= —/ le(dAEl)¢k+/ d/\El.ngbk,
Y\X

ox

ou la derniére égalité est obtenue a ’aide d’une intégration par parties. L’intégrale sur
le bord de ¥ est nulle puisque E* est nul dans ¥ et que sa composante tangentielle est
continue a la traversée de 9% (rot E* € L*(Y)). D’autre part, on a div(d A E') ¢}, =
rot E* - d ¢, = 0 puisque rot E¥ = 0 dans Y.

Preuve de (4.54).
Il est facile de remarquer, par définition de I'opérateur rotationnel, que 1’on a pour tout

f

3

(rot f) = Z 3

ig=1 "1

(62 A\ 61) €L .

= —(rot H) - e

3 3
Zle (Hl( ek/\el = Z
=1 =1

O

Obtention des équations limites.
Le comportement du champ (E,,, H,) hors de I'obstacle B est donné dans le lemme 4.5.
Il reste & étudier son comportement dans Bp.

On passe a la limite faible dans la premiére équation de (4.5) pour avoir
rot E = iwpgH dans By , (4.55)

ou (E, H) est la limite faible de la suite (E,, H,). En utilisant 'égalité (4.44), on ob-
tient la premiére équation de (4.52).

Pour obtenir la seconde équation de (4.52), on multiplie la deuxiéme équation de (4.5)

par la fonction test ¢y () E"(z/n) avec ¢ == >, dre, € C2(B;R?). On intégre le pre-
mier membre par parties et puisque rot, E* =0, on obtient pour tout k € {1,2,3}

/BH,]. [ngk(:p)/\Ek (%)] - —iweose/ggbk(x)En-Ek (%) .

En passant a la limite dans 1’équation précédente, il vient

H(z,y).[Vér(z) A E*(y)] = —iweoe. de(x)E*(y) - Eo(x,y) -

BxY BxY
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A T’aide des décompositions (4.25) et (4.36) de Eq et Hy, on obtient

Hy(z)Vér(z).[EF (y) A H'(y)] (4.56)

=1 Y BxY

= —iweoce Y | dn(@)Ei(x)ENy) - B'(y) -

=1 Y BxY

On utilise la relation (4.53) ainsi qu’une intégration par parties dans le membre de gauche
et la définition de € dans le membre de droite. On déduit

-y /B ou() div, [Hi(@)(ex A e)] = —iwzy S & [ g4(x) Ei(a).

Grace a I'équation (4.54), il résulte

/B or(z) (rot, H) . ey = —iwgolieg;f /B or(2)Ey(z).

L’équation précédente est vraie pour tout k € {1,2,3} et tout ¢ € C°(B;R?) ce qui
prouve la deuxiéme équation de (4.52).
([

Unaicité de la solution du probléeme limite.
Par linéarité, il suffit de montrer que la solution (E, H) = (0,0) lorsque 1'onde incidente
est nulle. Dans ce cas, il est facile de voir, grace a la condition de rayonnement (4.6),

que R (faBR<E ANH) n) > 0. D’autre part, on a

%(/BBR(EAF)m) = éR(/BRrotE.ﬁ—rotﬁ.E)

= w3 (/BR(—,MO/J,(:E)H -H +epe(2)E - E))
- —w,uo/BS(p,effH-H> . (4.57)

%(ueffH . ﬁ) > 0, ce qui permet de montrer

que H = E = 0 dans B. Tl est alors classique de déduire que (E, H) = (0,0) dans R3.
O

On montre dans I’équation (4.61) que

5.2 Convergence forte double-échelle

Nous allons établir que les convergences double-échelles obtenues dans le lemme 4.21
sont, en fait vraies dans un sens beaucoup plus fort.
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Proposition 4.22 Soit (E,, H,) la solution du probléeme (4.5) et J, :=ne, E,. Alors,
on a les convergences suivantes

' Ty@) = To(2 2| =0 HHW(;U) ~Ho(z.2)|| =0,
71122 (B) 7112 (BR)
HE?7 _ E0<:c, f) 0.
171122 (Bg)
PREUVE.
La démonstration de la proposition s’effectue en trois étapes :
Etape 1. On établit la convergence suivante
x
HJ,](x) ~Jo (a; —) 50, (4.58)
7 1 L2(BR)
On introduit F',, défini par
1
Fn = EEnlzn .

D’apreés (4.16), on a que la suite (F,)) est bornée dans L?(Bp) et converge double-échelle
vers Fg := iJO' De plus, d’aprés (4.14) on a

H‘ETFn_JnH;(BR) :772/ |Ey[* = 0.
Br\Xy,

Ainsi, pour établir (4.58), il suffit de justifier la convergence

=0.
L2(Br)

lim
n—0

F,(x)— Fy (:c %)

Puisque F',, converge double-échelle vers F'y avec F'y admissible (cf. définition 2.35), cela
revient & montrer

lim 1 Fyl 280y = 1FollL2(rxy) - (4.59)

Nous allons établir (4.59) en étudiant le comportement asymptotique de 1’énergie
dissipée par la structure. Celle-ci est donnée par la partie réelle du flux du vecteur de
Pointing P,. La convergence uniforme de (E,, H,) sur le compact 0Br nous permet de
déduire que P, converge vers P. On rappelle que ces quantités sont données par

P, = E,ANH,-nds , P:= ENH - -nds.
O0BRr OBRr
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D’aprés (4.18) et (4.57), on a

) gy
P, = iw <Mo/ |Hn|2—€o€e/ |E,[? —c0— |En|2> :
Br Br\Z, nJs,

On prend la partie réelle pour obtenir

(4.60)

2
= —weoS(e) |1 Fyll2(my) »

R(P,) = —weo / S(e,)| Byf? = —weo / 36

Bpr %

E,
n

R(P) = —wuo/B% (w/'H-H) .

La convergence de P, vers P entraine alors que

. 2 _ Mo S Er I
tin 1 ) = =5 [ (uet/ a1 (161)

Il reste a comparer le membre de droite dans (4.61) avec ||Jo(z, z/n) H%Q(BR). Or, d’aprés
(4.22), on a rot, Hy = —iwegJy = —iwepe, Fo (cf. (4.22)). Il en résulte

1
\F0|2 = 7/ | rot HO\2 .
/BRxY W253‘5r‘2 BxY Y

En exploitant la décomposition (4.36) de H, on obtient

1 T
F 2 = —_—— H -
/Brxy' d w?aawem/' 0(3“”’7;)
3
1 _ JR—
- E Hk(x)Hl(x)dx/rotHk(y)-rotHl(y)dy.

2

(4.62)

On utilise maintenant la décomposition H* = u”* + e; donnée dans le lemme (4.35) et la
caractérisation des fonctions u* donnée dans (4.32). En tenant compte de la définition
de p°t donnée dans (4.8), on en déduit

/rotHk-rotﬁl = /rotuk-rotﬂlzerkS/Hk-ﬂl
Y Y Y
:a%/ﬂhﬁlaﬁ/ﬂhq
Y Y

= wleoertlo {/ H" H — peft ] (4.63)
Y
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Grace a cette identité, 1'égalité (4.62) devient

/ |[Fof? = L2 {/ |Ho\2—/ u(az)H~ﬁ} .
B,xY €ocr Br Br

En multipliant par €, puis en prenant la partie imaginaire, on obtient

—%(&)/ |Fo|? = o S (u(z)H -H) . (4.64)
BrxY €0 JBpg

Cette derniére relation associée a ’équation (4.61) entraine la convergence (4.59) ce qui
termine la démonstration de (4.58).

Etape 2. Nous allons établir la convergence forte double-échelle de H, vers H,, c’est-

a-dire
2

dz =0 . (4.65)

lim
n—0 Br

H,(z) - H, <x %)

Cette démonstration est basée sur un raisonnement de compacité par compensation. On
montre que les suites div[H,—Ho(z, z/n)] et rot[H,—H ((z, z/n)] convergent fortement
vers zéro dans W—12(Bg). Il en résultera que la suite de fonctions |H, — Ho(z,z/n)|?
converge vers zéro au sens des distributions sur Bg. La convergence uniforme a I’extérieur
d’un voisinage de I'obstacle B permettra alors de conclure (4.65).

e On commence par montrer que la suite (div [H,(z) — Ho(z,z/n)]) est fortement
compacte dans W,*(Bg). On introduit pour cela la fonction a, € W~12(Bg) définie
pour tout ¢ € W?(Bg) par

ay () = /BR div [Hn ~H, <x %)} 0.

Aprés une intégration par parties, on déduit des bornes L? de H, et de H, que la
suite (a,), est bornée dans W~12(Bg). Il résulte alors de la propriété 2.15 que montrer
la compacité de a, dans W~12(Bg) consiste & prouver que a,(p,) — 0 pour tout ¢,
vérifiant ¢, — 0 dans W,*(Bg).

On fixe une telle suite ¢, et on remarque, d’aprés la proposition 2.46, qu’il existe
1, € L*(Bg; Wﬁw(Y; C?)) tel que

Vo, =V, .

Grace a la relation div H, = 0, on obtient

ay(py) = /B diV[Ho<a:, %)](pn(:c) dx = /B H, (:c, %) -V, (x)dx .

On passe a la limite dans ’équation précédente afin d’obtenir

li = H, V )
Wg% an(%) BrXxY ‘ ywo
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Le terme de droite dans 1’équation précédente est nul en raison de la périodicité et de la
relation div, Hy, = 0 dans tout Y.

e La partie délicate consiste & montrer que la suite
rot [H,(z) — Ho(x,z/n)]  est compacte dans W~ "?(Bg; C?) . (4.66)

On introduit comme précédemment, la fonction b, € W~12(Bg; C?) définie pour ¢ €
Wol’Q(BR;C3) par

by () = /BR rot [H,,(x) - Ho(x, %)} pda .

Comme pour a,, la suite (b, ), est bornée dans W, "*(Bg; C?). Pour montrer sa compacité

dans W, " (Bg; C?), il suffit donc (d’aprés la proposition 2.15) de montrer que by(w,) —

0 pour toute suite (¢,), C Wy(Bg; C?) telle que ¢, — 0 faiblement dans W2(Bg; C?).
On commence par un développement suivi d’une intégration par parties. Il vient

x
bn(cpn):/ rotHn-Lpn—/ H0<x,—)-rotcpn.
BR BR T]

D’aprés la définition de J,, (cf. 4.15), on a

o1 x
by(p,) = —zweo—/ Iy, — / H, <x, —) ‘rot e, . (4.67)
N JBgr Br n

On introduit la fonction constante par morceaux

]£ ) %,) Lyx(z) -

[ln(2) = (

kel

On décompose le premier terme du membre de droite de I’équation (4.67) comme suit :

%/BR Ty @, = /BR(J" — 7). (Bt _n[%’]") + /BR T (Fr="Eu _n[san]”)

1
+ = Jn-[‘Pn]n
N JBg

_ 7l 72 73
— 4241
On justifie facilement que l'intégrale I,% converge vers zéro grace a la relation (4.58) et
puisque ”WHIP(BR) est borné (conséquence de I'inégalité de Poincaré).

Montrons que If;’ converge vers zéro.
On fixe pour tout k € {1,2,3}, une fonction 0, € C°(T) (T est le tore Y/Z3) telle que
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VO, = e, dans X. On a

. %Z / Loy ed(0), (@) -
_ EZ/B (0, - exly (@), (). [ek—V9k<%)}

+% ; /BR [Py - exln(@) Ty () - Vb <%> '

Par définition, on a J,, = ne, E,. De plus, puisque ex(x) — Vb <%> = 0 dans 3,, il vient

o= /BR\En [e, - exln(x) Ey(z). {ek - VH’“(%)}

3

D’une part, on peut passer a la limite double-échelle dans le premier terme du membre
de droite de Iéquation précédente. En effet, [, ], converge fortement dans L*(Bg), E,
converge double-échelle et [ek — Vb, (%)} converge fortement double-échelle. On obtient

une limite nulle puisque ||[®, ], z2(z) — 0 (cf. relation (2.51)).

D’autre part, a ’aide d’une intégration par parties, on montre que le second terme
est nul. En effet, [¢, - €], est constant dans chaque cellule, div(e,E,) = 0 et §; a son
support hors de la zone ot V[, - €], est singulier.

Dans I’équation (4.67), la contribution de %fBR Jy - g, se réduit a I'intégrale Ig. On

obtient alors
by(,) = —iwao/ JO.<L[¢”]"> — / Ho(az, E) -Tot p,, .
Br n Br n

Grace a la propriété 2.48 et a la remarque 2.50, on a l’existence de ¢, € Wﬁl’z(BR xY)
tel que
Lpn - [‘Pn]n

" —~ @, , rotyp, —~rot,p, .

La convergence double-échelle de J (x, %) vers J étant forte, il est possible de passer
a la limite dans 1’équation précédente et d’obtenir

lim b,(p,) = —iweo/ Jo - — H, - rot, ¢, .
n—0 BrxY BrxY

Une intégration par parties et la relation rot, Hy = —iwe(J suffisent & montrer que la
limite précédente est nulle. Ceci termine la démonstration de (4.66).
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Etape 3. On établit pour finir la convergence suivante

lim ’En(x) ~E, (a; %) o (4.68)

n—0 Br

Puisque E,, converge double-échelle vers E et que E est admissible, il suffit de montrer
que ||E, |25, — [ Eo(2, 2/1)|| 28, (cf. proposition 2.44).
Cette démonstration est basée sur la convergence du flux du vecteur de Pointing P,
vers P. En prenant la partie imaginaire dans (4.60), on obtient
2
) , (4.69)

s<7>n>:w<uo / HL? — eoe. / B, — aoR(e,) /
Br Br\Xy by

I(P) = w (uo /BR %(u(x)ﬂ : ﬁ) ~ 5 /BR e(z)E E) . (4.70)

D’aprés les convergences fortes double-échelle (4.61) et (4.65) et la convergence de P, vers
P, on peut affirmer que la suite ([ Ba\s, |E,|?) est convergente. En faisant la différence

E,

Ui

n

entre les deux égalités (4.69) et (4.70), on se raméne a 1’égalité suivante

o | €e lim/ |En|2_/ e(x)E-E
10 JBp\5, Br
= lim H2—/ 3%( a:H-ﬁ))—a?Rer lim =1
o (b [ 1rp = [ Rt e [ |
= o (/ |H|? —/ %(u(z)HF)) — 603‘%(@)/ \FO\Q )
BrxY Br BrxX
D’autre part, en prenant la partie réelle dans I’égalité (4.64), on obtient

Ho \H0|2:§R(8r)/ \F0\2+5—§/B %(u(a:)H'F) :

€0 JBg BrxY
Cette relation montre que le membre de droite de I’égalité (4.71) est nul ce qui nous
permet de déduire la convergence suivante

E,|’

(4.71)

1 —
lim |E,’=— | e@x)E -E. (4.72)
=0 JBR\s, €e JBR

Grace a la décomposition de E et a la définition de € données respectivement dans
(4.12) et (4.7), on vérifie facilement que

/ e(x)E-E:»se/ |Eol? .
BR BRXY

Par ailleurs, d’aprés (4.16), on sait que la suite <f2n |E,|?), converge vers zéro.

Ces deux remarques, associées a (4.72), permettent de justifier la convergence (4.68) ce
qui termine la démonstration de la proposition 4.22.
O
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5.3 Justification de I'hypothése d’énergie.
Proposition 4.23 L’hypothése (4.14) est satisfaite.

PREUVE.
Supposons par 'absurde que (E,, H,) soit solution de (4.5) sans étre bornée dans
L*(Bg; C?). On note alors

1
2 . E A H
by = (/ |E,7|2+/ |H,7|2) — +oo En::t—” et Hn::t—". (4.73)
Br Br

On a (E,, H,) qui vérifie Phypothése (4.14) et est solution de (4.5) avec (f—;, If—nz) pour
onde incidente. Nous pouvons alors appliquer les lemmes 4.21 et 4.5 & cette suite. On
a alors la convergence faible de (E,, H,) vers (E, H) Punique solution de (4.52) avec
(E',H") = (0,0). On en déduit que (E, H) = (0,0). Par ailleurs, on peut prouver que
lim,, o fBR |H,|* = e

En effet, on a

1

E' H . -
A = / (B, NH,) n
OBRr tn tn OBRr

= / —rotEn-EU+rotﬁn.En
Br
— / (—po | L, > + 202, | B, ) .
Br

On prend la partie réelle dans I’équation précédente et on remarque, grace a I'uniforme
convergence hors de l'obstacle, que son membre de gauche tend vers 0. Cela conduit
A fzn eg|Eyl> — 0. De plus, grace a (4.73), on a [, |E,[> = 1 — [, |H,|* et donc

i 1 H [ = 55200+ 0(1).
R . €0+“0 . .

On obtient alors la contradiction grace a la convergence forte double-échelle donnée
dans la proposition 4.22 qui équivaut dans ce cadre a || H,| ;25,) — 0 puisque H est
nul.

O

6 Reformulation du probléme spectral (4.47)

L’expression de pu® obtenue dans la section 4 peut paraitre explicite mais fait appel
a la résolution d’'un probléme spectral 3D sur le tore (cf formule (4.8). La résolution
effective de ce probléme spectral et son approche numérique sont d’autant plus com-
plexes que les fonctions propres cherchées sont vectorielles (et le couplage des équations
n’autorise pas a réduire & un probléme spectral scalaire).

Le but de cette section est de donner une formulation équivalente du probléme (4.47)
qui sera plus exploitable en vue des applications numériques. C’est cette formulation
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qui sera utlisée dans le chapitre 6 et sur laquelle s’appuient les simulations numériques
présentées dans la section 1.

L’idée est de déduire la recherche d’une solution w € X, pour le probléme (4.47) a
celle de f := rot w. Cette nouvelle inconnue f, nulle en dehors de ¥, sera identifiée en
tant qu’élément du sous espace (fermé) Z, C L?(X;R3) défini par

Zo = {f € LA(%R%) ¢ divf =0, f-n=0dans W*1/2’2(62)} . (4.74)

Nous allons réduire (4.47) & une équation du type Af = vf pour un opérateur A :
Zo — Zy compact auto-adjoint.

Construction de l'opérateur A. Tout d’abord nous remarquons que les fonctions de
Zy forment un sous espace fermé de ’espace de Hilbert

7 = {f € L2(Z;R?) : div f = 0} . (4.75)

Une fonction de Z appartient a Z si et seulement si son prolongement par zéro sur Y \ 2
est une fonction (périodique) a divergence nulle.

On introduit l'opérateur Py : Z — Zy de projection orthogonale sur Z,. Il est carac-
térisé par la résolution d’un probléme de Neumann non homogéne sur ¥ (n désigne la
normale extérieure sur 0).

Lemme 4.24 Pour tout f € Z, on a la relation Py f = f —Vp ot p est solution dans
Wh2(%) de

0
or _ f-n surodx .
on
PREUVE. Le fait que div f = 0 sur X entraine que la trace normale f -7 en tant
1
quéléement de W™2%(9%) est de moyenne nulle sur 9X. Le probléme (4.76) admet
donc une solution p € W'%(X) unique a I'addition d’une constante prés (elle mini-
mise % [ IVe]? = [ f - V). Par construction Pyf = f — Vp est a divergence nulle sur
Yet Pof -n =0 sur 9. De plus pour tout f € Zy, on a en intégrant par parties on a

[ f-Vp=01en résulte que f — Pyf = Vp appartient & Porthogonal de Z,.

Ap=0 dans 3. |
(4.76)

O

On introduit maintenant deux opérateurs de Z; a valeurs dans Z. Le premier = associe
a tout f € Zp la restriction 1|, de 'unique solution de

—AY; = fly dansY,
Ve WHAY) , (4.77)
fy Yy =0.

Remarquons que l'intégration par parties fY Vp,: Vi, = — fY P A1, combinée avec
(4.77) entraine

) = [ VoV, . Vg€ dx 2. (4.78)
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Le second opérateur I' : Zy — Z est 'opérateur de rang fini donné par :

I'f(y) = i (/Ez/\f(z) dz) ANY . (4.79)

La fonction linéaire I' f(y) est bien a divergence nulle et on a d’autre part

1
(Tf,g) = 1 (/z/\fdz) : (/z/\gdz) . Y(Ff,9) € Zyx Z . (4.80)
) )
On obtient finalement un opérateur A : Zy — Z, en posant
D’aprés (4.78) et (4.80) et puisque Py(g) = g pour tout g € Z, on a

(Af.q) — /wawg n i (/Ez/\fdz) - (/Ez/\gdz) | (4.82)

Lemme 4.25 L’opérateur A : Zy — Zy défini par (4.81) est compact auto-adjoint
strictement positif.

PREUVE. Le fait que A soit auto-adjoint résulte évidemment de (4.82) et la stricte
positivité de I'égalité

2
argy = [1voP s g |[2nse

dont le second membre ne peut s’annuler que si f est p.p. nulle sur .

Montrons que A est compact. D’aprés (4.81) et puisque Py est borné, il suffit de
vérifier que I'opérateur = est compact Soit (f,,) une suite bornée dans Z,. Alors puisque
1, est de moyenne nulle sur Y avec [, Voo, |* = [ |f,[%, la suite (¢}, ) est bornée
dans VVﬁ *(Y) donc relativement compacte dans L*(Y). La suite de ses restrictions a ¥
coincide avec (Ef,,) qui est donc relativement compacte dans Zj.

O

Principe d’'équivalence. L’espace Z; s’identifie au sous espace des fonctions de X a
divergence nulle (voir (4.27)). On a en effet

Proposition 4.26
(i) Pour tout f € Zy, il existe une fonction unique wy € Xy telle que divwy = 0 et
vérifiant rotwy = f sur X. On a de plus les relations :

/wf: /y/\f , wf:rotzbf—i—%/zy/\f, (4.83)

oty est donnée par (4.77).
(i) Pour tout f,g dans Zy X Zy, on a les relations

(Af.g) /’wf wy , bo(wy, wy) /f g (4.84)
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PREUVE. i) On obtient une fonction de f € Lﬁ2 (Y; C3) a divergence nulle en prolongeant
f par zéro sur Y \ X (et en périodisant). D’aprés le lemme 2.10 du chapitre 2, il existe
donc une fonction i) € (VVﬁl’Q(Y))3 a divergence nulle telle que rot ) = f. Cette fonction
1 est clairement définie & I'addition d’un vecteur constant prés. La fonction wy = U—§ 1
est bien un élément de I'espace X, répondant a la question. Il est I’'unique solution dans
X du fait qu’une fonction périodique & divergence et rotationnel nuls est constante.
Pour établir la premiére égalité dans (4.83), on fixe 2 € R? et on considére une
fonction périodique ® € Wﬁ1’2(Y;R3) telle que ®(y) := 1 z Ay sur T. Alors la fonction
X(y) := rot ®—z est une fonction de L(Y’; R®) a divergence nulle et qui, par construction
s’annule, sur ¥. En appliquant I'assertion (i) de la Proposition 4.14, on obtient, [, wy-x =
$w; [ x =0, en raison de Pappartenance de w; a Pespace Xy. En intégrant par parties,

on en déduit les égalités

1
z-/'wf = /rotCID~'wf = /CID-rot'wf = —/ (zAy)-f,
Y Y Y 2 Js

d’ou I’égalité cherchée en faisant varier z.
Pour établir la seconde égalité dans (4.83), rappelons que la fonction 1), donnée par

(4.78) est a divergence nulle et donc vérifie 'égalité —A; = f = rot wy. Il suffit alors
de remarquer que la fonction périodique

v::wf—(rott/Jf—i-%/Zy/\f)

vérifie divo =0, rotv =0 et fy v = 0 et donc est identiquement nulle.

ii) La seconde égalité dans (4.84) est une conséquence immédiate de la définition de wy
et w, et du fait qu’ils sont & divergence nulle. Pour la premiére égalité de (4.84), il suffit
d’utiliser (4.82) combiné avec (4.84). En effet puisque les fonctions rot 1), et rot 1, sont
de moyennes nulles et grace a (2.10), on obtient

/wa~'wg:/yrott/)frott/)g + i (/Zz/\f)-</zz/\g)
oo ([09) ([o00)

=(Af.g) . O
Une conséquence immédiate de (4.84) est que, pour tout o > 0, on a I’équivalence
Af=af << (wy, 1) vérifie (4.47) (4.85)

Le colloraire suivant permet de ramener la diagonalisation du probléme (4.47) a celle de
I'opérateur A. Rappelons que Bi(y) := (27|k|) ™! exp(2irk - y).

Corollaire 4.27 Soit {g,,,n € N} une base orthonormale de Z, telle que Ag,, = o, g,,.-
Posons w,, := \/%.angn. Alors la famille {u,, n € N} U {V, k € Z*} est une base
othonormale de vecteurs propres pour (4.47). En particulier on a by(t,, v) = a;' [ t,-

v pour tout v € X,.
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PREUVE. La derniére égalité est une conséquence de (4.85). D’aprés (4.84), on a pour
tout m,n :

/ U U = () ™2 / Wy, - Wy, = () Y2 (AG|G1m) = -
Y b

Les fonctions u, sont & divergence nulle et par conséquent orthogonales a la famille
{VB,k € Z3}. Tl reste & montrer que la famille {u,, n € N} U{Vf, k € Z3} est
totale dans Z,. Soit v € X, appartenant a I'orthogonal. La nullité des produits scalaires
fyfv - VB entraine que v est a divergence nulle Par conséquent, d’aprés 1'assertion (i)
de la proposition 4.26, on a la relation v = wy ou f € Zj est la restriction a ¥ du
rotationnel de v. On a donc pour tout entier n

0=

jy_n/zv-un: %a_n/zwf-wgn - %a_nmf,gn — Van(f.g,) -

Il en résulte donc que f =0 et ainsi v = wy = 0.
O

Nouvelle représentations de uf Nous sommes maintenant en mesure de donner
une nouvelle expression pour les coefficients du tenseur puf qui sera mieux adaptée en
pratique que celle donnée dans la formule (4.8)

Proposition 4.28 Soit {«,} les valeurs propres rangées en ordre décroissant de [’opé-
rateur positif compact auto-adjoint A défini par (4.81). Soit {g,,} une base orthonormale
dans Zy telle que Ag,, = v, g,,. Alors le tenseur de perméabilité effectif donné dans (4.8)
admet le développement en série suivant

1 k2
eff - 0

PREUVE. On applique la formule (4.8) en choisissant la base orthonormale {u,, n €
N} U{Vp, k € Z?} définie dans le Corollaire 4.27. La contribution des vecteurs propres
VB est nulle (puisque fY VBr = 0). Par ailleurs w,, est associé a la valeur propre
An = a,! pour (4.47) et d’aprés (4.83), on a [, u, = 3 [y A g,. La formule (4.86) en
résulte immédiatement.

([
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Conclusion

Nous avons démontré dans un cadre totalement tridimensionnel que des métamaté-
riaux présentant une activité magnétique pouvaient étre obtenus a l'aide de structures
formées de diélectriques. Plus précisément, nous avons obtenu un milieu homogénéisé
local décrit par des tenseurs de permittivité et perméabilité effectifs. Le tenseur de per-
méabilité dépend de la fréquence et la partie réelle de ses valeurs propres change de
signe sur certaines bandes de fréquences. Ce phénomeéne est dii & des résonances internes
microscopiques du champ magnétique faisant apparaitre une grande composante sur un
certain espace propre de (4.47). Celle-ci produit une boucle de courant qui induit un
moment magnétique microscopique dans chaque période de la structure. Ces moments
s’ajoutent pour produire un moment magnétique macroscopique qui engendre le magné-
tisme artificiel du milieu effectif.

Ce type de structure est donc une alternative a la célébre structure en anneaux coupés
imaginée par Pendry [42].
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5 Quelques résultats dans le cas
aléatoire
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[’étude présentée dans ce chapitre est le sujet d’un article en cours de rédaction en
collaboration avec Guy Bouchitté et Luigi Manca.

Description du modéle

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étendre les résultats obtenus dans le chapitre
précédent au cas de structures aléatoires.

La structure que nous étudions ici est formée de fibres circulaires paralléles, infinies
dans la direction e3 dont les sections horizontales (centres, rayons) sont réparties aléa-
toirement dans un ensemble borné B C R2?. Le caractére aléatoire des fibres intervient
comme une variante des réseaux périodiques considérés dans les chapitres 3 et 4 : chaque
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inclusion circulaire de B est contenue dans une “cellule de périodicité” et caractérisée par
des paramétres physiques et géométriques (centres, rayons, permittivités) donnés aléa-
toirement (cf. figure 5.1).

Nous avons choisi une structure invariante dans la direction es afin de simplifier le
modéle en rendant son étude bidimensionnelle (a I’aide d’une polarisation du champ
électromagnétique en H|). Ce type de structure a déja été étudié dans un cadre pério-
dique [8] et les résultats de convergences obtenus vont étre complétés par ceux donnés
dans ce chapitre : convergence forte double-échelle des solutions.

Description géométrique de la structure. Les propriétés géométriques et physiques
de la structure vont étre décrites par des variables aléatoires définies sur un espace de
probabilité (€2, G, P). Chaque configuration sera repérée par un événement w € ).

L’obstacle diffractant B est un sous-ensemble borné de R?. On note D, (w) C B 'ensemble
occupé par les inclusions circulaires. D, (w) est I'union d’ensembles de la forme D} (w) :=
nk — y(w) + B(0rx(w), pr.(w)) ot B(Or(w), pr(w)) est une boule dans la cellule unité
Y := [0,1)* de centre 8;(w) et de rayon p,(w) et y(w) € Y est une translation de la
“grille” repérant les inclusions. Pour des raisons techniques, nous supposons qu’il existe
§ > 0 tel que dist(0y,dY) > p, +6, pour k € Z? (cette hypothése servira pour appliquer
I’inégalité de type Poincaré donnée dans le lemme 2.12, en vue de montrer la convergence
forte double-échelle).

L’ensemble D,, prend la forme :

Dyw) = |J Dhw), Jyw)={keZ®|nk-yw) +Y)CB}. (5.1)

keJy(w)

On note que le taux de remplissage des inclusions reste strictement positif dans I’ana-
lyse limite n — 0 et converge vers une valeur qui dépendra des lois de distribution des
rayons et des centres.

Description des paramétres physiques.
Le comportement électromagnétique de la structure est décrit localement par les per-
mittivité et perméabilité relatives. Nous choisissons, comme dans le chapitre précédent,
de considérer des diélectriques ayant une perméabilité égale & 1 dans tout R? afin de
modéliser des matériaux naturels & fréquences optiques.

A Tinverse, nous allons modéliser une permittivité a fort contraste a 'aide de para-
métres €, € C* := R x i{R* pour k € Z%. Chacun d’eux caractérisera la permittivité
dans l'inclusion k. La permittivité en tout point de R? est donnée par :

1 dans R*\ D,(w) ,

dans Df(w) . (52)

Le contraste entre matrice et inclusion fait apparaitre le facteur d’échelle n% — 400
qui va jouer un role crucial dans I’étude. Du point de vue de la physique (cf. [20]), le
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FIGURE 5.1: Schéma de la structure diffractante

choix ¢, /n? dans le diélectrique correspond & imposer un diamétre optique constant pour
chaque inclusion.

Nous faisons de plus I'hypothése suivante qui va s’avérer essentielle pour que le pro-
bléme limite admette une solution unique

S(er(w)) > 0 presque partout dans €2 . (5.3)

Introduisons la fonction scalaire a,(z,w) représentant l'inverse de la permittivité en
chaque point de R? :

an(z,w) = 1p\p, W) () + Z

1 ) 5.4
ke, (w) (w) Dg(w)(x) (5:4)
n

Les variables aléatoires (0 (w), pr(w)), €x(w))x sont choisies indépendantes et identi-
quement distribuées en suivant la méme loi que des variables notées (6(w), p(w),e(w)).

Probléme pré-homogénéisé. La structure diffractante est illuminée par une onde
incidente plane (de dépendance harmonique en temps e~**), polarisée en mode H]|.
Ainsi, le champ magnétique prend la forme H(z,t) = u(zy, 22)e *tes et les équations
de Maxwell se réduisent a

div (a,(z, w)Vu,(z,w)) + kgu,(z,w) =0 z€R* weQ, (5.5)

ot le champ diffracté u? = u,, — u* vérifie la condition d’onde sortante de Somerfield

r—-+00 87‘

d
lim /r (8i - ikoud) ~0. (5.6)

Remarque 5.1 On précise que nous nous plagons dans un cadre adimensionnel ou
toutes les distances ont été divisées par le paramétre d > 0 représentant 1’écart carac-
téristique séparant les inclusions de la structure de départ (lorsque n = 1). De ce fait,
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la longueur d’onde des champs que nous considérons est donnée par \/d. Pour simpli-
fier les notations, nous ne ferons plus intervenir ce coefficient dans les démonstrations

mathématiques mais il apparaitra dans les simulations numériques de la sous-section
6.1.

1 Résultat principal

Définissons les paramétres effectifs. Pour alléger les notations, nous écrirons (6, p, €)
au lieu de (f(w), p(w), e(w)).

La permittivité effective est un scalaire réel indépendant de la fréquence. Sa valeur est
donnée par 'inverse du paramétre a°® défini par

@l = B[A"" ()],

ou E est ’espérance mathématique par rapport a la probabilité PP.
Afin de définir A™™(p), on considére la boule B(f,p) CC Y et la fonction wy ,
Y\ B(6,p) — R solution de

Ay?é,p =0 dans Y \ 3(07 p) )
ow
8;070 = —e;-n dans 0B(0,p) ,
n
w;’p périodique sur 9Y ,

oll e; est le premier vecteur de la base canonique de R?. Le réel A™™ est alors donné
par

fwwmz/ lex + Vi (y)[dy.
Y\B(6,0)

La périodicité de la fonction w;m entraine naturellement que A™™ ne dépend pas du
centre 6.

On introduit oy = {\,,n € N}, le spectre de 'opérateur (—A) dans le disque unité
avec conditions de Dirichlet et ¢, les vecteurs propres correspondants (formant une base
Hilbertienne de L?(By)).

La perméabilité effective 1°(kq) prend la forme

(k) = 1+ZE [A E_p?‘;ﬁ} (/B on(y) dy)2. (5.7)

On introduit de plus le champ magnétique microscopique ug(z,w) := u(x)A(w) ou A
sera défini dans (5.32) et vérifie E(A) := p°ff
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Théoréme 5.2 On suppose que ['hypotheése (5.3) est satisfaite et qu’il existe h > 0 tel
que
]E [

Alors, le champ magnétique u,(-,w) solution de (5.5) converge vers pu faiblement dans

L2 (R?) pour presque tout w ot u est ['unique solution du probléme

ep
dist(ep?k3, 09)

2+h] <00 . (5.8)

A (5.9)
u—u'  satisfait la condition (5.6) .

{div (a(x)Vu(:c)) + k2u(z, ko)u(z) = 0,

2

2 (R*\ B) et on a la convergence

De plus, u,(-,w) converge uniformément vers u dans L
suivante pour P-presque tout & dans €2,

iy [ (@) = E(/BR‘UO(:L’,M)‘?CIZ:U) (5.10)

n—0 Br

— [ @ ds B(AW)P)
Br
ot Br est un voisinage compact de B.

Remarque 5.3 Ce résultat généralise au cas aléatoire, les résultats démontrés dans [8|
ou un cadre périodique est considéré. Plus précisément, ce cas périodique est obtenu
quand la probabilité P est une masse de Dirac en un point fixé de €. Dans ce cadre, ’es-
pace de probabilité (€2, P) peut étre identifié a (Y, £?). La fonction ug coincide alors avec
la limite double-échelle classique de w,. On peut de plus déduire de (5.10) la convergence
forte double-échelle de u,, vers ug ce qui est une amélioration par rapport a la note [8].

Remarque 5.4 Nous avons besoin de 'hypothése (4.3) pour avoir I'unicité de la so-
lution du probléme limite (5.9) et ainsi démontrer le théoréme principal. Lorsque ce
n’est pas le cas, il est possible d’introduire un petit paramétre de dissipation permet-
tant I’application du résultat principal et conduisant ainsi au probléme homogénéisé. En
étudiant ensuite le comportement de la perméabilité effective quand ce paramétre tend
vers zéro, nous remarquons que, étonnamment, le milieu effectif peut rester dissipatif
(cf. proposition 5.32). Cela prouve qu'une homogénéisation directe partant d’une loi de
permittivité réelle ne peut étre effectuée.

Remarque 5.5 Il est a noter que la condition (5.8) concerne toutes les valeurs propres
de Popérateur de Laplace, méme si la formule (5.7) ne fait intervenir que celles pour
lesquelles [ ¢, = 0.
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2 Cadre mathématique stochastique

2.1 Description de I'ensemble des événements )

Afin de donner une description mathématique rigoureuse de la structure aléatoire,
construisons explicitement I’espace des événements ). Nous avons vu dans la définition
de I’ensemble D, (w) (voir (5.1), (5.4)), qu'un événement w € ) contient les informations
physiques et géométriques de toutes les inclusions D,’; (w) pour tout k € Z2.

Avec cela en téte, on introduit

n=J[M . M={0p¢) eV x[0,1/2] x C":dist(d,0Y) > p+ 6},
7,2

ot d >0 est fixe, Y =[0,1]* et C™ := R x iR™.

Remarque 5.6 Si (0,p,e) € M, alors la boule de centre # et de rayon p est contenue
dans Y et sa distance a la frontiére JY est au moins 0. Le paramétre § est utilisé dans
la preuve du lemme 2.12 afin d’obtenir une estimation de type Poincaré uniforme dans
L*(Y\ B(0y(w), py(w))) pour w € Q. Nous avons pu prouver ce résultat seulement quand
les inclusions sont assez loin de la frontiére JY. Cependant, malgré cette hypothése
technique, nous pensons que les résultats du chapitre restent suffisamment généraux.

Les propriétés physiques et géométriques de chaque inclusion sont données aléatoire-
ment, et elles sont distribuées dans I’ensemble M en suivant la loi de probabilité p sur
la tribu Z(M). On munit II de la tribu produit F et de la mesure 7 données par

.7::®%(M), 7T:®p.

Pour terminer la définition de €2, on ajoute a II la contribution y(w) apparaissant dans
(5.1) et qui représente une translation de l’origine de la grille caractérisant la position
des inclusions.

On définit enfin €2, son algébre G et sa mesure P par
Q:=IIxY , G=FBY) , P=1L*,

ot £? est la mesure de Lebesgue sur Y.

Un élément w de Q a donc la forme

w = ((Qk,pk,a?k)kez%y) = ((mk)kez2>y)) )

ol my € M, Vk € Z%. On introduit de plus, pour tout k € Z2, les projections suivantes :

0,:Q — Y P — [0,3]
w = O ’ w = Pk
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)

e,:Q — Ct y:Q = Y

w = £k ’ w =y

de telle sorte que dans I'équation (5.1) on ait D}(w) donné par Df(w) = n(k — y(w) +
B(0i(w), pi(w))). Les variables aléatoires (6, py., €k )rez2 sont indépendantes, identique-
ment distribuées et leurs distributions sont uniquement déterminées par la probabilité

D-

2.2 Systéme dynamique et résultats d’analyse stochastique

Dans le méme esprit que [53], nous allons construire un systéme dynamique qui va
permettre de décrire mathématiquement la structure aléatoire. On considére le groupe
de transformations 7}, : Q — Q, 2 € R? donné par

T, ((mk)keZQa y) = ((mk+[x+y])keZQa Tty — [90 + ?/])) )

qui vérifie les propriétés usuelles des systémes dynamiques
To=14 , TyoTl,="T,y, .

Ici, la notation [x], pour € R?, désigne le couple ([z1], [x2]) formé des parties entiéres
des composantes de x.

Il est facile de voir que T}, preserve la mesure P et que si pour A € G on a P(T,A A
A) =0, alors P(A) = 0 ou P(A) = 1 (A désigne la différence symétrique). En d’autres
mots, le systéme dynamique préserve la mesure et est ergodique.

Remarque 5.7 Le groupe de transformations 7}, agit sur un événement w € ) en mé-
langeant ses composantes. Cela nous permettra d’exprimer les propriétés d’une inclusion
D} (w) = n(k — y(w) + D(w)) en fonction de I'inclusion D) dans la configuration T:w.
Plus précisément, OO(T%w) = 02 y(w)) (w). On déduit alors naturellement que

€D, & {[5+y(w)] =k
y(T%w) € B(Ox(w), pp(w))
Maintenant, posons

Y={weQ:|jy—6|<p+0} , X=Q\X.

La remarque précédente entraine la formule suivante qui sera souvent utilisée dans la
suite du chapitre.

r € Dy(w) <~ {[% +y(w)] € Jyw) et Tiwe E} : (5.11)

On remarque que I’ensemble ¥ est ouvert dans Q2 et que siw € ¥, alorsy € B(6y(w), po(w)).
Il est facile de montrer que la frontiére 93 de X est formée de {w : |y — 6| = po + I}

139



et est de P-mesure nulle. De plus, P(X), P(X*) €]0, 1] et P(X) est le taux de remplissage
des inclusions.

Le groupe (T},),cre est associé au groupe de transformations U,, € R? agissant sur
les fonctions mesurables dans €2 de la fagon suivante : si f : 2 — R est G-mesurable,
alors

(U )W) = f(Tow), weQ , xR

Proposition 5.8 Pour tout p € [1, 00, le groupe U, est fortement continu dans LF(Q,P).
C’est a dire que

z—0

lim /Q |Uzg(w) — g(w)|PdP =0 .

PREUVE. Il est suffisant de montrer le résultat avec g continu. Pour y ¢ 9Y et pour z
assez petit pour que [z +y] =0, on a

ng(w) = g((mz)z€Z> T+ y)

Puisque g est continu, lim;_o U,g(w) = g(w), pour tout w € {w:y ¢ Y }.
On conclut en remarquant que

[ Wagt) —grar= [ jugte) - glo)rar
Q O\{w:ygoY'}
et en appliquant le théoréme de convergence dominé.
([

En conséquence de la proposition 5.8 pour ¢ = 1,2, le groupe d’opérateurs unidimen-
sionnels t — Uy, est fortement continu dans LP(2; P), p € [1, 00). Les notations suivantes
des dérivées et divergence stochastiques sont fortement inspirées de [53].

Définition 5.9 (dérivée partielle stochastique)

La dérivée partielle stochastique 0f (i—1,2) est le générateur infinitésimal du semi-groupe
fortement continu Uy, t > 0 dans lespace L*(Q,P). Pour i = 1,2, le domaine D(0;) C
L*(Q,P) de O est donné par

D(&?) = {f e L2(Q:P) : 3 lim

t—0

Utez’f_f 2(0).
el (Q,IP)}

et 07 est défini par

iy e () = 1)

0; f(w) lim . , we feD().

Définition 5.10 (Gradient et divergence stochastiques) On introduit le gradient
stochastique V : D(V,) — (L?(Q;P))? défini par

Vof:=(011,03f),  feD(V,):=D(@)ND©),
et la divergence stochastique div, : D(div, ) — L*(Q;P) définie par
divyg = 0jg1 + 0392 , 9= (91,92) € D(div,) := D(9]) x D(3) .
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L’espace D(V,) sera noté H!(£2;P) et c’est un espace de Banach relativement a la norme

1/1

2
m = | fllzzm + 105 fllraqe) -
i=1

De plus, on note que pour tout z € R, w € 2, f € D(9¢), on a

T (f(Tu) = (O2) (T (5.2
Proposition 5.11 On a
HY(Q;P) = L*(IL m; W, (Y). (5.13)
et pouri = 1,2
O = gi(w) V€ ILmWAY)) (5.14)

PREUVE. Comme on I’a constaté dans la preuve de la proposition 5.8, pour P-presque
tout w € Q et tout x € R? assez proche de 0, on a U, f(w) = f((m.).ez,z + y). Il en
résulte que, pour tout x assez petit, I'incrément U, f(w) — f(w) agit seulement sur la
variable y tout comme les dérivées directionelles. En conséquence, on a pour ¢ € 1,2,

O1(w@) = lim o [((ma)eczy+ te) — ((m2)cz.v)] =
= Y n)eery) = L)

On rappelle que ces relations sont vraies pour tout w tel que y ¢ 9Y. Cependant, puisque
cet ensemble est de P-mesure égale & 1, on peut supposer que la relation a lieu pour tout
w € Q. On déduit (5.13) du théoréme de Fubini.

O

Proposition 5.12 Prenons u € H(Q;P), v € D(div,). Alors, on a lintégration par
parties sutvante

/stu(w) co(w)dP = —/ﬂu(w)divsv(w)dIP’ . (5.15)

PREUVE. On a facilement que div, (uv) € L'(;P) et que [, div, (uv)dP = 0. Fina-
lement, l'identité divs (uv) = Vgu - v + udivgv (déduite de la définition du générateur
infinitésimal) compléte la preuve.

O

Définition 5.13 (Convergence double-échelle stochastique)
On dit qu’une suite f, € L*(Bg) converge double-échelle vers f € L*(Bg x Q, L2 @ P) si
pour tout @ € Q et (p,1) € CX(Bg) x CHQ), on a

i [ @p@pTiadde = [ faw)p@p@dbd) . (610

17*)0 RXQ
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Cette convergence sera notée f,(x) = fo(z,w).

La suite converge fortement double-échelle si on a

2
lim fo(@) = folz,T=@)| dx =0.
T]*)O_’_ B n

R

Comme pour la notion classique de convergence double-échelle, on rappelle (cf. [53])
qu'une condition suffisante pour qu’une suite f, admette une sous-suite convergeant
double-échelle (stochastique) est que 1'on ait,

limsup/ | fo(@)Pdx < 0o . (5.17)
n—0 Br

Remarque 5.14 Le choix de la fonction test dans la définition de la convergence double-
échelle peut étre étendue a toutes fonctions ¢ € L*(2), voir ([53] lemme 5.2).

2.3 Reformulation du probléme de diffraction

Le modéle que nous considérons est un cas particulier de milieu perforé aléatoire. Le
cadre général est le suivant.

Soit (2, F,P) un espace de probabilités, U C Q tel que P(U) €]0,1] et Q(w) := {x :
T,w € U}. Quand le complémentaire de Q(w) est I'union d’ensembles non connexes
(appelés grains ou inclusions), alors il est appelé milieu perforé et la quantité P(U)
correspond a son tauz de remplissage. Dans la suite, nous utiliserons le résultat général
suivant.

Lemme 5.15 On considére Y C Q, Q(w) :=={z: T,w e U} CR? et f € LY (U;P). Si
f est tel que f(T,w) = f(w) pour presque tout w € U et x € Q(w) alors, f est constant
surU.

PREUVE. On peut étendre f a tout Q en considérant f son prolongement nul hors de U.
Puisque le systéme est ergodique et que f € L'(f2), le théoréme d’érgodicité 2.32 améne
a

1 _
lim —/——— fTdea::/fd]P’ , P—pp..
T—00 ‘CQ(BT) Br ( ) u

D’un autre coté, encore a I’aide du théoréme d’érgodicité, pour P-presque tout w € U,

on a
' 1 - B . LB, NQW))
B, /B J(Tw)de = f(w) lim =553

Il en résulte que f est constant sur U, P-p.p.

= [(W)PU) .

O

Grace aux notations introduites dans la section précédente, on reformule le paramétre
a, (donné dans (5.4)) de la facon suivante

ay(z,w) = 1p(x) (ﬁiw)lg (T%w) + 1g- (Tyu)) + 1p2\g(2) | (5.18)
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ou
Y={weQ:ly—=6t <p} , E=0Q\%.

En effet, pour w € ) fixé, on doit montrer que pour = € D,’;(w), on a a,(r,w) =
" a Daide de la définition (5.18). De la formule (5.11), on déduit lg(Tzw) = 1 puis

ex(w)

ay(z,w) = 7- On utilise la remarque 5.7 pour conclure que EO(T%LU) = er(w) pour

Uj
EQ(T%M
tout z € D,’;(w). On en déduit que les deux définitions de a, concordent pour tout
z € R?*\ D,(w).

3 Estimations et résultats préliminaires

Afin de justifier que la suite de champs (u, (-, @)) est bornée dans L7, (R?), nous allons
utiliser le raisonnement en deux temps suivant.

e On commence par supposer qu’il existe @ € €2 tel que la suite (u,(-,@)) vérifie, pour
une boule By fixée contenant B

sup/ |, (2, ©)]* dr < +00 . (5.19)
n>0 JBg

Nous étudions ensuite le comportement oscillant du champ sous cette hypothése dans le
but de caractériser les équations du probléme homogénéisé.

e Dans un second temps, on utilise 'unicité du probléme limite pour mettre en ceuvre
un raisonnement par contradiction justifiant ’hypothése.

Avec cela en téte, on fixe une boule Bg telle que B CC Bpg et on suppose que (5.19)
est satisfaite.

On note que a priori, la limite uy dépend de la configuration initiale @ de I'obstacle
et du choix de la sous-suite. Comme nous le montrerons dans la proposition 5.23, cette
limite ne dépendra ni de @ (i.e. ug = up(z,w)) ni de la sous-suite.

Ainsi, pour simplifier les notations, nous noterons ug(z,w) la limite double-échelle
stochastique de u,, et nous ne rappellerons pas sa dépendance par rapport a w et a la
sous-suite.

3.1 Comportement loin de I'obstacle et borne L2

L’hypothése (5.19) nous permet d’appliquer le lemme suivant donné dans le chapitre
2 dans le cas 3D.

Lemme 5.16 Soit © € Q et u,(-,@) la solution du probleme (5.5) associée a une onde
incidente u; qui converge uniformément vers u'. Siu, converge faiblement dans L3, .(BR)
vers une limite u, alors la convergence de u, a lieu dans C®(K) pour tout compact
K C R®\ B. De plus, le champ limite u vérifie I’équation de Helmoltz Au + k2u = 0

dans R2\ B et est tel que (ug — u’) vérifie (5.6).
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Le reste de cette section est consacré a I’étude de la convergence prés des inclusions,
¢’est-a-dire dans Bp.

Lemme 5.17 Pour tout @ vérifiant la condition (5.19), les suites (u,(x,©)) (nVu,(z,))
et (1o, (2)Vu,(z,&)) sont bornées dans L*(Bg) et, quitte & extraire une sous-suite,
satisfont

up(z,0) = up(x,w) ,
nVu,(z,0) = Do(z,w) , (5.20)

15\0, (@) (2) Vg (2, &) = xo(z,w) |
ot ug € LA(Br x Q, L2QP), xo € (L2 (Brx Q, L20P))° et Dy € (LA(Brx Q, L2@P))”.

PREUVE. On multiplie I’équation (5.5) par 7, et on intégre par parties sur la boule By
pour obtenir

- /B (an(x,d;ﬂvxun(x,d)ﬂz + k53|un(:p,®)|2) dx
R

B o0uy,
= /E)BR uy(z, @) o (x,w)dx .

Grace au lemme 5.16, on a que le membre de droite est uniformément borné dans n > 0.
De plus I’hypothése 5.19 nous permet, d’obtenir

sup H an(v w)

A Taide de [53] Corollaire 5.1, il existe ug € L*(Bx Q, L2®P), xo, Do € (L*(Bx Q,dz®
IP’))2 tel que I'on a la convergence double-échelle (5.20).

< 400 .

L2(Br)

O

3.2 Analyse double-échelle stochastique

Proposition 5.18 Les fonctions ug, Dy et xo définies dans (5.20) satisfont pour dxQP-
presque tout (x,w) € B x Q, les conditions suivantes

Do(z,w) =0 dans B x ¥, (5.21)

divs xo(z,w) =0 dans B x § | (5.22)
Véug(z,w) = Do(z,w) dans B x ), (5.23)
Xo(z,w) =0 dans B x X . (5.24)

PREUVE.
On prend ¢ € (C'(Bg; H!(Q2;P)))? a support compact dans Br x $*. Alors, en vertu de
(5.11), le support de x +— @(z, T%d;) est contenu dans D, (@) et donc

n Vo, (z, @) - ¢(z, T%Q)dx = 77/ Vot (z, @) - p(z, T%cb)dx :

Br BR\Dn (J})
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On conclut en remarquant, a I'aide du lemme 5.17, que Vu,(z,0)1p\p, @) est borné dans
L*(Bg). La relation (5.21) est alors démontrée.

On prend ¢ € (C'(Bg; H}(;P)))? et on multiplie I'équation (5.5) par ny pour obtenir
/ 12*(T%&;)V8u,7(x, W) - Dp(x, T%(D)dx =o(l) .
B

On obtient la relation (5.22) en passant a la limite et grace a une intégration par parties
(formule (5.15)).

La démonstration de (5.23) reprend le méme type d’arguments et (5.24) résulte directe-
ment de la définition de yo donnée dans (5.20).

O
Proposition 5.19 Il eziste u € L2 _(R?) tel que P-presque sirement, on a
up(z, w) = u(x) (z,w) € (Bx T )U ((R*\B) x Q) . (5.25)
De plus, ug vérifie
Aug(r, w) + eo(w)kguo(r, w) = 0 dans B x % . (5.26)
PREUVE.

Montrons (5.25). D’apres le lemme 5.16, la suite (u,(-,@)) est bornée dans W?(K) pour
tout K compact de R?\ B. Tl en résulte que uo(x,w) = u(x) dans K.

Maintenant prenons (z,w) € B x ¥*. On commence par remarquer d’aprés les équa-
tions (5.21) et (5.23), que I'on a V,ug(x,w) = 0 dans B x ¥*, £?> ® P p.p. Maintenant,
prenons & € R? \ D;(w) (ici D;(w) n'est autre que D,(w) avec n = 1). Par la relation
(5.12), on a

Viuo(x, Thw) = Veug(z, Thw) =0 .
Ainsi, la fonction & +— ug(z, Thw) est de gradient nul sur ’ensemble connexe R?\ Dy (w).
Il s’en suit que I’on a ug(z, Thw) = ug(x,w) pour presque tout x € Br, w € ¥*, & € R?\
D; (w). Le résultat est alors déduit de la proposition 5.15 avec f = ug, Q(w) = R*\ Dy (w)
et U = ¥*. L'égalité (5.25) est démontrée.

Montrons (5.26). On fixe ¢ € C'(Bg; H1(;P)) a support dans B x ¥ et on multiplie
I'équation (5.5) par ¢(x, T%&;). En intégrant par parties sur Bg, on obtient (on rappelle

que pour tout ¢, 'application x — ¢(x, T%&;) a son support dans D, (©))
1
/ 0’V iy (2, @) - (—Vlmp(:c,Tch) — =Vp(z, Txd))) dx
Dy (@) ! n !

+/ eo(Te@)kgu, (v, 0)p(z, Te@)dr =0 .
Dy@) !
En conséquence, on a

- Dy(z,w) - Vyp(x,w)dr + / go(w)kguo(z,w)p(r, w)dr = 0.

BxX BxX

Une intégration par parties et I’équation (5.23) nous permettent alors d’obtenir (5.26).
O
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4 Solutions élémentaires sur la cellule unité

4.1 Caractérisation du tenseur de permittivité effectif

Dans cette section, on étudie la limite double-échelle .
Introduisons quelques notations. Pour tout m = (6,p,) € M, posons w : Y \
B(0,p) — R, i = 1,2 une solution (unique a une constante prés) de

Ayl =0 dans Y\ B(0, p),
ag:zm = —e;-n dans 0B(0,p), (5.27)
w!, périodique dans 9Y,

ol {e; : i = 1,2} est la base canonique de R%. Notons AM™ la matrice 2 x 2 donnée par
(@) = [ (et Vul(0) - (e + T ()dy (5.25)
Y\B(0,0)

oum = (0,p,e) e M.

Remarque 5.20 Par des arguments classiques (voir [28] pag. 90), on sait que A™™ est
symétrique, définie positive et donnée par

Ammgg = it [ e vyul)Pdy
weW (V) Jy\B(6.0)

ne dépendant pas de 6 et €, c’est-a-dire AM™(m) = Ahom(p).

Proposition 5.21 On a
/ xo(z,w)dP = AT Vu(z) (5.29)
Q

o
At — / AbOm () dp. (5.30)
M
De plus, A = a°1,.
PREUVE.

Etape 1. Soit ¢ € (C'(Bg; H1(;P)))? a support dans B x ©* et vérifiant div,p = 0
dans B x Q. D’apres la formule (5.15), on a

/ Xo(z,w) - p(x,w) dedP = lim Vo, (z,@) - p(x, T=0) dx
BxQ n1=0% JB\D, (w) K

=—lim [ w,(z,w)div, o(z,T=:0)dr = — / uo(z,w) div, p(z,w) dz dP.
=0t JB ! BxQ
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Alors, d’aprés (5.25), on déduit que pour tout g € D(95) x D(05) tel que supp(g) C X*
et divig = 0 dans €, on a

/QXO(%W) -g(w)dP = V,u(zx) - /ﬂg(w)dIP’, L%-p.p. dans B.

Etape 2. On teste Péquation précédente avec la fonction a divergence nulle

(ei + vwfn(!J)) 1Y\B(90(w),p0(w))<y) , avec i = 17 2.

Il en résulte que

/* Xo(z,w) - (ei + wan(y))dIP = V,u(z) - /Q (ei + wan(y))dIP )

On voit que le terme [i.. xo(z,w) - Vw!, (y) dans équation précédente est égal a zéro
puisque divy xo = 0, xo -1 = 0 sur B(6, p) et xo, w’, sont Y —périodiques. On obtient
(5.28) simplement en remarquant que I’on a

/Q (ei + V!, (y)) - e;dP = /Q (ei + Vu,(y)) - (e + Vwi,(y)) dP = Afjﬁv

du fait que e; + Vw! (y) est a divergence nulle dans tout Y.
Les symétries de la géométries entrainent finalement que le tenseur A™™ est propor-
tionnel a I'identité.
O

Remarque 5.22 Le tenseur effectif (5.30) peut aussi étre exprimé en fonction de la

mesure p par
1
At (1 _ w/ p2dp) I +/ / (Lw’;@)) dydp.
M M JY\B(9,p) Vwz, (y)

Notons que si p est une masse de Dirac concentrée au point m = (6, p,¢), alors la
formule précédente coincide avec celle obtenue dans [8] (équation (9)), qui a lieu dans le
cas déterministe.

4.2 Caractérisation de la perméabilité effective

On considére 0 < Ay < ... les valeurs propres du probléme de Dirichlet sur la boule
By := B(0,1)
—Ap =Xp in By, ¢=0 on dBy,

et on note ¢, les vecteurs propres associés formant une base orthonormale de L?(By).
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Proposition 5.23 On suppose que Uhypothése (5.19) est satisfaite. Soit ug la limite
double-échelle stochastique de u,, quitte a extraire une sous-suite.
Alors ug admet la représentation suivante

~Ju(z), sizeR*\ B
to(@,w) = {u(:p)A(w), sizeB (5:31)

kgeo(w)pg(w) y — 0o(w)
Aw)=1+ 0 0 </ @nydy)gon . 5.32

= 2y B U, ) o) 532
PREUVE. Le fait que ug(z,w) = u(x) dans B x ¥* a été démontré dans la proposition
5.19.

Maintenant, pour w € €, posons w = (m,y) € IIxY. En prenant en compte (5.13), on
déduit que ug € L*(B x I, £L* ® 7; H{ (Y, L?)). D’aprés la proposition 5.19 et a l'aide de
la formule (5.14), on déduit que pour tout (x,m) € B x II, la fonction y — ug(x, (m,y))
vérifie

Ayuo(, (m, ) + eo(w)kjuo(z, (m,-)) =0 dans B(Oy(w), py(w)) (5.33)

et
up(z, (m,y)) = u(z)  pour y € Y\ B(Bo(w), py(w)).

Notons que 6y(w), py(w) sont indépendants de y.

Il résulte de Péquation (5.23) que ug(x, (m,-)) € H(Y') ce qui entraine que la trace de
uo(x, (m,-)) est continu a la traversée d’interfaces dans Y. En conséquence, ug(z, (m, -))
est solution de (5.33) avec la condition uy(z, (m,y)) = u(z) sur 0B(0y(w), po(w)).

Du fait de la linéarité du probléme, on cherche une solution de la forme uy(z, (m,y)) =
u(z)(1+ vn(y)), ou v vérifie

(5.34)

Ayum(y) + eo(w)kdvn(y) = —eo(w)kE ,  y € B(Bp(w), pp(w)) ,
vm(y) =0, y € 0B(0o(w), py(w)) -

On considére (\,, p,) les valeurs et vecteurs propres de 'opérateur Laplacien dans B
y—0o(w)
Po(w)
que ¢, est une famille orthogonale de L?(B(0y(w), py(w)); L?) et que

avec condition de Dirichlet. En introduisant ¢,(y) = ¢, < >, on voit clairement

A
AP = —" 5, neN.
! Po(w)?

Le probléme (5.34) peut étre résolu par une méthode de décomposition spectrale condui-
sant a l'égalité (5.32). 0
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Remarque 5.24 A D'aide des propositions 5.19 et 5.23, on obtient que A € H(,P).

Il en résulte que
2
Ankep 2
d d .
/(Z)\ k%p) p(/BISOn?/) <00

nel

Notons qu’il s’agit d'une condition nécessaire sur la loi de probabilité p, puisque tous les
résultats de la proposition 5.23 proviennent de I’hypothése (5.19). Comme nous le ver-
rons, pour prouver (5.19) pour P-presque tout @ € €, nous devrons faire une hypothése
légérement plus forte (cf. (5.35)) sur la mesure de probabilité p.

5 Démonstration du résultat principal

La résolution des problémes sur le tore obtenue dans les propositions 5.21 et 5.23 a
permis d’exprimer les champs microscopiques xo et ug en fonction des champs macro-
scopiques Vu et u. Il reste a établir la loi homogénéisée que devra satisfaire le champ
magnétique u.

5.1 Loi effective homogénéisée

Lemme 5.25 On suppose que U’hypothése (5.3) est satisfaite et qu’il existe h > 0 tel

que
£p 2+h
- dp < 9.39
/1\4 (d0(5>;0> kO)) P > ( )

avec do(e, p, ko) = dist(cp®k3, 09) (09 le spectre de Uopérateur A).
Alors, pour P-presque tout @ € 2, les solutions u,(-,@) convergent faiblement dans
LQBR (R?) pour u(-, ko)u, ot u est l'unique solution du probléme homogénéisé suivant

div (A(z)Vu(x)) + p(z, ko)kgu(z) = 0, x € Bg, (5.36)

avec
a(zr) = lp2\g(r) + 1g(z)a™

et u(-, ko) est donné par
p(, ko) = Tpa\g (@) + p (ko) 1s() -

La démonstration consiste & passer a la limite faible dans (5.5) puis a utiliser les relations
(5.20), (5.29), (5.31) et (5.32).

D’autre part, on peut voir facilement que la partie imaginaire de u°%(kq) est stricte-
ment positive si, et seulement si, la condition p({(6,p,e) € M | Sm(e) > 0}) > 0 est
vérifiée. On en déduit alors I'unicité du probléme (5.36).
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5.2 Convergence forte double-échelle

Proposition 5.26 On suppose que Uhypothése (5.3) est satisfaite. Alors, pour P-presque
tout @ € Q, la solution u,(-,&) converge fortement double-échelle vers uy(z, ), c’est-a-
dire )

lim up(z, @) —up(x, T=w)| de=0. (5.37)
n—0+t Br ’7

Remarque 5.27 Ce résultat généralise donc au cadre aléatoire, les résultats de [8]
obtenus dans un cadre périodique. Plus précisément, le cas périodique est obtenu lorsque
la mesure p est une mesure de Dirac en un point m € M. Dans ce cas, I'espace de
probabilité (Q,P) peut étre identifie a (Y, £?) et le systéme dynamique se comporte
comme Tew = §+ 7 — [7+ ] On peut voir que, a la translation g preés, la formule (5.16)
recouvre la définition cla531que de la convergence double-échelle.

Ainsi, on déduit de la proposition 5.26 que la convergence forte double-échelle a éga-
lement lieu dans le cas déterministe.

Lemme 5.28 Fizons @ € Q et notons u,(-,@) la solution (5.5), associée a la suite
d’ondes incidentes (ui]), convergeant uniformément vers u’.

En décomposant & = ((Gk)k, (k) ks (Ek) ks y), on a

2

lim sup 277— =0,
n+0+kexxo)€i(5k,0k,ko)
lim sup n||A(T. 15 = 0,
ot | ( )”H( ) (5.38)
lim sup < 00,
n—0+ ke; g €k,,0k,k?o)

ot h >0 et A est défini dans (5.32).

PREUVE.
Il existe a > 0 tel que §.J,(w) < an~?; alors on peut appliquer la loi forte des grands
nombres pour obtenir la premiére borne dans (5.38) P-p.s.

D’un autre coté, la proposition 5.23 entraine que A € H(Q,P). La relation (5.12)
amene a A(T.©) € L*(B), VA(T:@) € (L*(B))2. Alors, d’aprés I'ergodicité du systéme
dynamique, on obtient

lim /|A 2dx—|15’|/|/\ )|?P(dw),

n—07+

lim /|VA o)[2dz = |B|/|VA (w)[?P(dw),

n—0+t

pour P-presque tout @ € (). En particulier, cela implique que pour un tel @, on a
n||A(T%cD) ||§{1(B) uniformément borné pour n € (0,1). En conséquence, la derniére condi-

tion de (5.38) est vérifice P-p.s.
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La troisiéme borne de (5.38) est vraie P-p.s. d’aprés le lemme 2.30.

([
PREUVE DE LA PROPOSITION 5.26.
La convergence double-échelle de u, vers ug entraine la borne
sup [[uy (-, @) || L2(Bg) < 00 -
n>0
En conséquence, grace au lemme 5.17, on a
sup ||un('aa})||H1(BR\Dn(w)) < o0. (5.39)

n>0

Puisque 'hypothése (5.19) est satisfaite, les résultats de la proposition 5.23 et du théo-
réme 5.25 sont applicables et on a ug(z,w) = u(z)A(w), ont u est solution de (5.36) et A
est donné dans (5.32). Posons

Y/wz:n(k_y+y)> Dk777:77(k:_y+B(0kapk)) )
Yk*,n = Yk,r] \ Dk,r]a ‘]77 = {Z € Z2 . Ykﬂ] C B} ,
D, = | Diy

iy

Pour alléger les notations, on préfére écrire Yy, a la place de Y}, (@) (et de méme pour
les autres termes).

Avec ces notations, on rappelle que ug(z, T=©) = u(z) pour x € R*\ D,. La démons-
tration est déduite des lemmes 5.29 et 5.30 qui suivent.

a
Lemme 5.29 On a
lim ||un(,cb) - UHLP(BR\Dn) = 0, ‘v’p S [1, OO[ . (540)
n—0+
PREUVE. Considérons les fonctions modifiées @, € H'(Bg) définies par
Uy () = uy(z, @), =€ Br\D,,
A, (x) =0, reD,.
A T'aide du lemme (2.12), on déduit
1Tl 5y = ln( @)l marpyy + D Nl oy
iy
< g (-, )17 +es ) iyl = (1+ c5)llug (-, )7
= [¥n\" HY(Br\Dy) 4 nl HL(Y,F\DE) 4 n\" HY(Br\D»)
i€y

qui est uniformément borné par rapport a 7 en raison de (5.39). Ainsi, & 'aide de
I'inclusion compacte de H'(Bgr) C LP(Bg), p € [1,00[, on peut extraire une sous-suite
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(encore notée w,) convergeant fortement dans LP(Bg), Vp € [1,00[. Montrons que sa
limite est w (cf. (5.31)). En effet, soit @ la limite forte de @,. En passant a la limite
double-échelle avec une fonction test de la forme ¢(z)1(w) ou 1 est a support dans >*,
on obtient

/B . w(z)p(z)(w) deP(dw) = /B . uo(z, w)e(x)(w) de P(dw).

Puisque ug(z,w) = u(z) dans ¥*, on obtient & = u dans Bpg. La relation (5.40) est alors
déduite de la convergence ||i, — u||r2(p,) — 0 et de la définition de a,,.
a

Lemme 5.30 Posons v,(x) = u,(x, &) — u0<SL’,T%(IJ). Sous Uhypothése (5.38), on a

ligl lonll 22,y = 0.

PREUVE. Onallvg|72p,) = 2iey, ||Un||%2(pg)- Pour tout ¢ € J,, on applique le lemme

k2 .
2.13 au terme |[vy||z2(py) avec o = 6’;720. On obtient

2
||vn||%2(pn) < bn/ |V, (z)’dz + b Zn / |Av, (x) + —20vn(x)|2d$
Bgr\Dj, n

i€Jy
+ v, (2)Pdz  (5.41
Zd €k,,0k,ko /y;c\p;;' o) (541)

2

ot b, := sup On montre en trois étapes que tous les termes dans (5.41)

ke, A€k Prs ko)
convergent vers zéro quand 7 — 0.

Etape 1. Montrons que b, fBR\Dn \Vu,(z)]2dz — 0.

On déduit de (5.11) et de (5.25) que UO<SL’,T%(IJ) = u(x) pour z € By \ D,. D’aprés
I'inégalité de Young, il vient alors

sup/ |V, (z)Pdz < QSup/ |V, (z,0)*dx + QHVUH%Q(BR) < 00.
Bgr\Dy Br\Dy

n>0 n>0

On termine alors I’étape 1 a 'aide de I’équation (5.38) qui montre que b, — 0.

Etape 2. Montrons que

kZ
lim b, Z 7]2/ |Av, (z) + ?7—201)77(3:)\2&5 =0. (5.42)
‘ Dy,
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De la méme maniére que dans I’étape précédente, on utilise le fait que T%(IJ cXsix €D,

ainsi que la représentation (5.25). Nous rappelons aussi que g = EO(T%(IJ) pour x € Dfi.
Alors

Buyfo) + R0y (0) = Auy(a) + e0(Ts) )
i 2u(e )(A Al %Q)Jrso(T%@)k:gA(T%a;))
—7 Vu(e) - VA(Te0) — Agu()A(T:0)
= ) 'Vu(e) - VA(Te0) — Agu(a)A(T:0)

Ici nous avons exploité le fait que w,, est solution de (5.5) et que & (T%(IJ)T)’2 = (a,(z,w))™*
pour € D,. Nous avons aussi utilisé la relation u(z)A(w) = ug(z,w) et le fait que u
est solution de (5.26). Il résulte alors

sk
nZ/ Ay () + R0, ()P <

i€Jy

< 77/ |Vu(z) - VSA(T3®)|2dx+n2/ |Apu(2)A(T=@)*dx.  (5.43)
Dy ! Dy !

Puisque u est solution du probléme elliptique (5.36), on a u € C*°(B) et donc que (5.43)
est borné par

DIVl s /B IV ATe)Pde + 72l Agul3e s /B A(T:)d.

Il résulte donc de (5.38) la convergence (5.42).

Etape 3. Montrons pour finir que

v (2)Pde — 0 .
Zd €k,Pk,ko /y,;c\p;;' o)l

Posons ¢ = (2 + h)/2, ott h est comme dans le lemme 5.28 et ¢* tel que ¢~! + ¢* ' = 1.
En appliquant deux fois I'inégalité de Holder, une fois sur 'intégrale et une autre sur la
somme par rapport a ¢ € J,, on obtient

2
2 Ui 2
Z dz (s pros Ko) / || < Z 2 anHLQlI*(BR\Dn) :

iGJn(w) 0 (Eknpk‘)k:o)

D’aprés (5.38), le premier terme du membre de droite est borné pour n — 0%. D’autre
part, a laide du lemme 5.29, le second terme converge vers zéro quand n — 07. Ceci
termine la derniére étape. Le lemme 5.30 est alors démontré.

O
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5.3 Justification de I'hypothése d’énergie

Théoréme 5.31 Sous la condition (5.35), la borne (5.19) a lieu P-presque sirement
dans toute boule Bg telle que B CC Bg.

PREUVE. Supposons par 'absurde que I’équation (5.35) est vraie pour un certain @& € 2
et que les solutions u,(-,w) ne sont pas uniformément bornées dans L?(Bpg) par rapport
a n. On suppose de plus que pour de tels @ et h > 0 donnés dans (5.35), la borne (5.38)
est vérifiée.

On suppose que pour une suite 7, \(0, n € N on a

tn = |[tn, (-, @)||L2(Bgr) /00 asn — oo,

Posons

'&/n — 7,“77”(.7 W) .
tn

Les fonctions u,, satisfont

div a,(x, w) Vi, (z) + kK, (z) =0, z€R?,
[tinl|2(Br) = 1 , (5.44)
U, — u'/t, vérifie la condition (5.6) .

Puisque la famille de solutions {u,, , n € N} vérifie (5.19), on déduit du lemme 5.16 et de
la proposition 5.23 que @, converge double-échelle vers g(z,w) := u(x)A(w) satisfaisant
(5.31) avec u la solution de (5.36) associée a une onde incidente nulle. Du fait que
Sm(u (ko)) > 0, la solution de (5.36) est unique et donc identiquement nulle tout
comme la limite double-échelle de @,,. D'un autre coté, a 'aide de ’hypothése (5.35), on
peut appliquer le théoréme 5.26 avec uy = 0 et déduire

Tim || 22(5) = 0.

Ceci est en contradiction avec (5.44) et nous permet de conclure que si p vérifie (5.35)
alors, la borne (5.19) est satisfaite P-presque stirement.
O

6 Loi de perméabilité effective dépendant de la
fréquence

Nous avons montré, dans un cadre aléatoire, que des métamatériaux présentant une
activité magnétique pouvaient étre obtenus a 'aide de structures diélectriques. A ce
niveau, il est important de préciser le comportement de la perméabilité effective g
en fonction de la fréquence et de la loi de distribution des permittivités et des rayons
décrivant la structure.

154



6.1 Simulations numériques

Commencgons avec le cas ol p est une masse de Dirac en un point fixé (pg, 0o, £9) € M.
Nous sommes donc dans le cas déterministe comme dans [8] et la perméabilité effective
est donnée par

copek?
/{30 =1+ Z A — o gk2|| V>\(1)||2 (545)

=1+ Zé WP -

A€Eog

On suppose pour simplifier que I(eg) = 0 (diélectrique sans perte). On associe, a chaque
valeur propre A € A, la fréquence fy qui rend la composante £(A) singuliére (k3 =
otto f?). Ces fréquences sont appelées fréquences de résonances. Elles localisent les zones
oit pu*(w) présente de fortes variations. Plus précisément, il est évident d’aprés (5.45)
que

lim p(f) = —oc0 et lim pf(f) = +oo.

e f=ry
Ceci montre en particulier que la perméabilité effective est négative dans autant de
bandes de fréquences qu’il y a de valeurs propres dans oy. Ces zones ou uf(f) < 0
constituent des bandes de fréquences interdites (le champ est non propagatif dans le
matériau) du fait que la permittivité reste positive (cf. chapitre 1).

Cet effet est représenté dans la partie gauche de la figure 5.2, ou les parties réelle
et imaginaire de p*® sont tracées pour gy = 100 + 5i et py = 0.375 en fonction de la
longueur d’onde normalisée % (A= i—g et d est la distance initiale séparant les inclusions
(cf. remarque 5.1)).

Précisons maintenant I'influence du caractére aléatoire de la structure sur le compor-
tement de la loi de perméabilité. On remarque facilement que intégrale dans (5.7) va
moyenner les effets des résonances. En effet, puisque (p,0,e) € M n’est pas fixé dans
ce cas, nous avons pour chacun d’eux une fréquence de résonance différente k,(e, p) =

%(a) . Ceci va amortir les variations de p®® comme nous le met en évidence dans la

partie droite de la figure 5.2.

Notons d’autre part que, dans le cas de déterministe, il a été étudié numériquement le
domaine de validité de la loi homogénéisée (cf. [24]). Il est montré en particulier que le
taux de remplissage doit rester en dessous de 0,5 pour que la loi limite décrive bien le
comportement de la structure réelle.

6.2 Le cas de diélectriques avec trés faibles pertes

Dans cette section, nous voulons discuter de la dépendance du probléme effectif par
rapport & la loi de permittivité : en particulier dans le cas ot cette loi a son support sur
l'axe des réels (milieux non dissipatifs) et peut violer la condition d’application de notre
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A A

FIGURE 5.2: Influence de la loi p sur la perméabilité . Sur la gauche, les rayons des inclu-
sions sont fixés a 0.375 et sur la droite les rayons suivent une loi uniforme entre
0.3 et 0.45. Dans les deux cas la loi de permittivité est une masse de Dirac au
point 100 + bs.

théoréme principal (5.35). Pour cela, on utilise la procédure d’approximation standard
dans laquelle la loi de distribution des centres, rayons et permittivités est donnée par

Dh = %p(@,p,a + z%) : (5.46)

ou h > 0 est un petit paramétre destiné a tendre vers zéro. Ici, on suppose pour simplifier
que p est donné par

p(0, p,a+1ib) = g(a)da @ v(0, p) @ ((b).

Pour tout A > 0, le théoréme 5.25 nous donne la loi de perméabilité suivante

2
IJ’ZH ::1+Z[h’n (/ (pn) s
n By

ou I, ,, est défini par

4
ep An
Iipi= | —5— pu(dfdpde), n = = 5.47
& [\4&n_p28ph( pde) “ ko (5.47)

Lorsque A — 0, la loi de permittivité se concentre sur I’axe des réels
pr == g(a)da®@v(dp) ,

ou 7 est la marginale de v. On suppose que la densité g satisfait la condition suivante
pour tout n € N,

li "N poo(ton _g an v(d . 4
tig [ ')z P(de) < o0 (5.45)
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Proposition 5.32 Sous ['hypothése (5.48), on a que pst — pt o
2
p (ko) = 14+ I (ko) (/ @n) , (5.49)
neN By

avec I, le nombre complexe dont les parties réelle et imaginaire sont données par

w(1, ) = [ oV ([ Loty wta)

An — ap

(L, (ko)) = % / g(%) o(dp)

La notation PV réfere a la valeur principale de Cauchy d’une intégrale singuliere définie
Y g g

par
1 ) 1
PV (/ ag(a)) = lg% R\}ie,e[ag(a) da ,

(voir [45, Vol 1 p. 136]).

Remarque 5.33 Si 3(u(ky)) > 0, on peut montrer un résultat légérement plus fort.
Considérant wuy la solution de (5.36) associée a la loi pp, on a que u, — u converge

fortement dans L? (R?) vers la solution u de

div (a(z)Vu(z)) + p(z, ko)kau(z) = 0, reR?,

u—u' vérifie la condition de radiation de Somerfield,
avec (1(z, ko) = lr2\g(z) + p (ko) 1p(z) et pu (ko) donné dans (5.49).
(La preuve de ce résultat utilise le méme type d’argument par contradiction que celui
utilisé dans la preuve du théoréme 5.31.)

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.32.
On prouve ici la convergence I, , — I,, pour tout n € N. En substituant les expressions
de pn, g, 7 et ¢ dans (5.47), on obtient

fin = [ 2 Uib@?ffb)ﬁ 9(a) daw(dp) C(db) = R(Tun) +iS(Tn),  (5.50)

ou

Rin) = — [ oo + [ Gt o) davtan) (a),

S = [ (an_a’;;“;ib(hbpz)zgm> da(dp) C(db).
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On fixe 3 > 0 et pour R(I;) on a, aprés le changement de variables (ap® — ;) — ap?,

400 2 2 +oo 4
pran (o, — ap?) apap p
22 2zg(a)da:— 212 mz9lat— ) da
—wo (an —ap?)? + (hbp?) o (ap®)? + (hbp?) p
anap? apap?

——/ <a+%) da—/ <a+%) da
T Japss @2+ (op?2 I\ 2 a<s (ap?)? + (hbp2)? I\" 2

Le dernier terme dans le membre de droite est borné par
anap?

/ (a + %) ‘ da =
aj<s | (ap?)? + (hbp?)? g p?

[ Ve (e )l )

da

B a ap4 +a
= “ a + )da da
/0 (ap) + (hbp? )2 |/, /(o4
B anapt
< 211¢' || roo(ron g an L
S A e v
< 2Ban||g'll 23 -2 +4)-
Alors, pour tout § > 0, on a
+oo 2
PP o ( an ap”)
d
'/ n — ap®)? + (hbp?)? g(a)da
2
np ,
< — P g(a)da + 2Bay||d || eecien g an
</ R L e

qui est indépendant de b et uniformément intégrable par rapport a p a 'aide de (5.48)
et de la remarque 5.24.
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominé pour avoir, pour tout 5 > 0,

k) = — [ oo - [ (/ oy %)da)adb)wdmw(m,

ou O(fB) — 0 quand 8 — 0. En passant a la limite 5 — 0 dans la relation précédente,
on obtient R(I,) — R(I,).

Pour calculer lim,_,o (/),), on définit la fonction f; ,,(a) par

oy, hbp?

frppla) = (n — ap?)? + (hbp?)?

On vérifie facilement que
+oo

Jrpp(a)da = aym .
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De plus, [, converge uniformément vers 0 sur (—oo, o, /p? — 8] U [a/p* + 8, 00), pour

tout 5 > 0. Puisque ¢ est continu, on a immédiatement que
+00 ay,
lim Jrpp(a)g(a) da = a,grg(;) )

h—0 J_
De plus, la fonction (p,b) — [ fn,b(a)g(a)da satisfait la borne
N

frppl@)g(a) da

< apml[g(a)|| =gy -

On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée pour obtenir (7,) —

S(1,).

O
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Introduction

Le comportement de cristaux photoniques fortement contrastés a été étudié théori-
quement dans deux situations différentes, dans les chapitres 3 et 4. La théorie de I’ho-
mogénéisation, conjuguée a une étude des micro-résonances, a permis d’identifier des
tenseurs de permittivité et de perméabilité effectifs dépendant de la fréquence w. Les
phénoménes de changements de signes, mis en évidence sur la partie réelle des valeurs
propres de ces tenseurs, ont des conséquences importantes en physique. Pour que ces
phénoménes soient observés dans la pratique, il est crucial de connaitre de facon précise,
les intervalles de fréquences ot les tenseurs € et p° présentent ces propriétés exotiques.
[’objet de ce chapitre est de mettre en ceuvre une méthode d’approximation numeérique
tridimensionnelle qui pourra étre testée sur des exemples types de géométries.

Ce chapitre est organisé en quatre sections.

Nous commencons par présenter une méthode générale de type Galerkin permettant
d’approcher les valeurs et vecteurs propres d’un opérateur compact, auto-adjoint et
strictement positif.

Dans la seconde section, nous mettrons en oeuvre cette méthode afin d’approcher le
spectre de I'opérateur R et de déduire approximation du tenseur de permittivité effectif
e obtenu dans le chapitre 3.
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Dans la troisiéme section, nous approcherons le spectre de I'opérateur A. La discréti-
sation de Zy := {f € L2(%;C?) , divf =0, f-n = 0sur 90X} sera obtenue a l'aide des
éléments d’arétes de Nédelec pour lesquels nous démontrerons un résultat de “densité”.
Il en résultera I'approximation des composantes du tenseur pf.

Pour finir, nous donnerons une formulation explicite et implémentable des opérateurs
discrétisés résultant de la méthode d’approximation spectrale.

1 Méthode de Galerkin pour |'approximation
spectrale

Introduisons quelques notations.

On considére X un espace de Hilbert complexe muni du produit scalaire noté (-, -)x
et B et (Bp)p>o des opérateurs linéaires compacts auto-adjoints de X dans X.

Notons £(X) I'ensemble des fonctions linéaires continues de X dans X et introduisons
|| - || 1a semi-norme de £(X) définie par

IC|ln == sup ||Cz|x VO e L(X).
aceXh
||l x=1

On considére A!' > A2 > ... > A" > ... >( les valeurs propres de 'opérateur B et
Vin le sous-espace propre associé & A" {n € N}. De méme, on notera A} > A2 > ... >
AN >0 les valeurs propres de By, et V/\’% le sous-espace propre associé a \}.

A un espace vectoriel V C X, on associe Py le projecteur orthogonal de X dans V.
De plus, on introduit la distance

d = inf [|u — .
(1w, V) = inf [lu o]l
On considére les deux conditions suivantes

|Brz — Bz||x -0 Vre X,

{B;, — B} uniformément compact ,
(voir définition 2.25 pour I'uniforme compacité).

Théoréme 6.1 On suppose que les conditions (6.1) et (6.2) sont satisfaites.

Alors, pour tout A valeur propre de B de multiplicité m € N, il existe des valeurs
propres (A} )ner, de By (In C N) telles que leur multiplicité totale soit exactement m et
que

lim A} = A Vnel,. (6.3)
n—0

De plus en notant W}‘A = EBneIAV)\Z, on a

lim [|Pyn x — Ppz||lx =0 Vee X . (6.4)
n—0 Iy
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Ce résultat fondamental est déduit du lemme 2.26 et de la proposition 2.29.
O

Introduisons (X},)x~0 une suite de sous-espaces vectoriels de X de dimension p, € N

finie.

Proposition 6.2 On suppose que la suite d’espaces (Xy)y, vérifie Uhypothése suivante
Ve X, ]llig(l)d(:c,Xh) =0. (6.5)

On définit pour B compact auto-adjoint, ['opérateur By, donné par
By, :=P,BP, . (6.6)

Alors, la famille { B, — B} est uniformément compacte.

PREUVE.

L’opérateur B étant compact, il suffit de montrer que la famille { B, } est uniformément
compacte. Montrons alors que Uy, By, (Bx) est relativement compact dans X (By est la
boule unité de X).

Soit (zx)r C UpBr(Bx). On peut supposer, sans perte de généralités, que pour tout
k € N, z, € By, ou By, est une sous-suite de Bj,. En effet, si tel n’était pas le cas,
alors il existerait N € N tel que x; C UY, B;(Bx) pour tout k suffisamment grand. Or,
cet ensemble est compact en tant que réunion finie de compacts, ce qui entrainerait le
résultat attendu.

Montrons que la suite (z5) admet une valeur d’adhérence. Par définition, pour tout £ € N
il existe y, € Bx tel que

T = Bhkyk .

On note alors y une limite faible de la suite bornée (y)x (quitte a extraire une sous-suite).
Montrons a présent que
lim |lxx — Byllx =0
k—+o0

On a par définition de B,
|z = Byl x = | Buye — Byllx = || Pa, BPuyr — Byl x -
En introduisant le terme B P}, y;, dans la norme précédente, on prouve que
|z — Byllx < [(Pn, — 1d)BPu,yxllx + | BPuyr — Byllx - (6.7)

On sait par hypothése que l'opérateur P,, — Id converge fortement vers zéro. La dé-
monstration consiste alors a prouver que

kEToo | BPy,yx — Byllx =0 . (6.8)
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On a ||Pyykll < |lyx]] < 1 puisque yx € Bx. Ainsi, puisque B est compact, il existe
z € X tel que
”BPhkyk — Z” —0,

au moins a une sous-suite prés. En ajoutant a cela que P, y;, — vy faiblement dans X,
on déduit que z = By et donc (6.8).

L’inégalité (6.7) et la convergence forte (6.8) montrent alors que ||zx — Byl|[x — 0.
Ceci prouve que By est une valeur d’adhérence de la suite (xj)r ce qui termine la
démonstration.

O

Formulation explicite du probléme spectral discrétisé.
On note py, := dim(X}) et on fixe {¥F}*  une base de X}, (& priori non orthonormée).
On introduit les matrices symétriques G, et D), dont les coefficients sont donnés par

(Gh)kl = <B¢/]§a¢§1> ) (Dh)kl = <’17Z);]2,77/)§1> V(k’, l) € {1’ "’ph}Q ) (69)

ainsi que le probléme aux valeurs propres suivant,

trouver (A, d) € RT x RP" tel que Gyd = )\D,d . (6.10)
Lemme 6.3 Pour tout h > 0 et d = (d*), € RP*, posons

Ph
vh =y dy
k=1
Alors, on a l’'équivalence suivante
(A, d) solution de (6.10) <  Bpv, = vy, .

PREUVE. En considérant le produit scalaire par les éléments z/J,ljk formant la base de
X, équation Bjv, = vy, est équivalente au systéme d’équations

S d (B ) =AY dE R ) L Le{l. . pa}
k=1 k=1

ot d* est la k-iéme coordonnée de v, dans la base {1F}.
D’aprés la définition (6.9) des matrices G, et Dy, ce systéme n’est autre que (6.10).
O

Remarque 6.4 En associant les résultats donnés dans le théoréme 6.1 et la proposition
6.2, on obtiendra I’approximation des spectres des opérateurs @ et R donnés dans (4.81)
et la définition 3.15. En pratique, nous effectuerons une décomposition en éléments finis
de leurs domaines qui vérifiera la condition de densité (6.5). De plus, afin de construire
explicitement les problémes aux valeurs propres approchés, donnés dans le lemme 6.3, il
sera nécessaire dans chacun des cas, de construire une base de ’espace discrétisé.

On précise que ces deux points (décomposition en éléments finis et construction d’une
base) seront délicats dans le cas de 'approximation de l'opérateur A, en raison de la
complexité de son domaine Z, := {f € L?*(X) , divf =0, f-n =0 sur 0%}.
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2 Approximation du tenseur &°f(w) obtenu dans le
chapitre 3

Rappel du tenseur effectif.

On considére YV := [—3,1]3 et ¥ := D x [-4, L] C Y représentant respectivement la
cellule de base et une inclusion de la structure (mise a I’échelle dans la cellule unité).
On note D* les deux bases du cylindre X.

L’opérateur R associe a w € L?(D), la fonction [¢,,] € L*(D) ou pour tout ¢ € Wh2(Y),

[@]:(y) == %(gb(y, —Ly—o(y, %)) et ¢y, est 'unique élément de Wﬁl’Q(Y) (2 une constante

prés) vérifiant la relation
—A¢y = w(dp+ —0p-) dans Y .

D’aprés le lemme 3.19, 'opérateur R est positif, compact et auto-adjoint. On considére
A > A2 > ..o >\ > ... >0 les valeurs propres de R et Vy» le sous-espace propre
associé a A" {n € N}.

Avec ces notations, le tenseur diagonal € est donné par

1
il i i 2
g1 =€n =1 et e55=1-1 E w2 — | Py |- (6.11)
neN ooy — AT+ %
Les coefficients scalaires 7y et k représentent respectivement la capacité et la conductivité

des fibres apparaissant dans le probléme initial (cf. (3.7), (3.8)) et ko est le nombre
(k’o = 50[10(,0).

Discrétisation du domaine D. Construisons un espace X, de dimension finie vérifiant
(6.5) (avec X = L*(D)) a l'aide d’une décomposition en éléments finis de L?(D).

On introduit K; une discrétisation du domaine D formée de rectangles notés D; pour
i€ {l,...,pn} de cotés hy dans la direction e,. On note h := sup{hy; ho}.

Pour plus de simplicité, nous choisissons des fonctions élémentaires constantes sur
chaque élément de la discrétisation. Ces fonctions, notées u; pour i € {1,..,py}, sont

définies par
1
u; := ——=1p, (6.12)

N

de fagon a ce que ||u;|| 2(py = 1 pour tout 7 € {1,.., p,}. Pour alléger les notations, nous
choisissons de ne pas faire apparaitre la dépendance en A sur les fonctions élémentaires
u; et sur les rectangles D; € ICj.

On note de plus &, := {u;}t",, X}, := vect(&,) et Py, la projection orthogonale de L*(D)
dans Xj,.

Lemme 6.5 Pour tout u € L*(D), on a
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PREUVE.
La base {u;}!", étant orthonormée, on a pour tout u € L*(D)

P = i(ui,u)ui = i (]{) u) 1p, .

k=1 i=1

Si u € WH2(D), on conclut aisément & 1'aide de 'inégalité de Poincaré (2.7) que

2
Pn
|l — Phul|%. :/ u— (][ u) 1p,
po = | 2; a

On étend la convergence & tout L?(D) par densité.

< Ch2||Vu||%2(D) .

En accord avec la définition (6.6), on introduit I'opérateur R;, donné par
Rh = Ph RPh y

qui est naturellement positif, compact et auto-adjoint. Notons A, > A2 > ... > AN > 0
ses valeurs propres et VA’% le sous-espace propre associé.

Pour tout n € N, on définit I" := {k € N, \¥ — A"} et i, un entier fixé dans I".
On note Wy 'espace vectoriel donné par

h
Wi = @keI"VAﬁ )

Remarque 6.6 La définition de ’ensemble d’indices I™ prend du sens en raison du
théoréme 6.1 (applicable ici) qui prouve que I"™ # () pour tout n € N et que U,I™ = N.

On introduit enfin le scalaire £}, donné pour tout p € N, par
a 1
— 2
ehi=1-) T o P Wl - (6.14)
n=1 % h P
Ici Py, désigne le projecteur orthogonal sur Wia.
Théoréme 6.7 Avec les notations précédentes, le tenseur € donné en (3.50) vérifie

e =l =1 et &= lim lime . (6.15)

p—+4o0o0 h—0

PREUVE.

On introduit, pour tout p € N le réel P, défini par

e —1—2 2 ||PvAn( )|

n= 127r'y
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Par définition, on a que lim, ,,, e” = €51. D’autre part, la convergence (6.13) entraine
que la famille d’espaces vectoriels X, vérifie la condition de densité (6.5). Il en résulte,
d’aprés la proposition 6.2, que {Bj, — B} est une famille uniformément compacte. Ainsi,
le théoréme 6.1 nous donne pour tout n € {1,...,p} la convergence

lim [Py, w — Prawl2my =0 Yw € L*(D) .

Il suffit alors de prendre w = 1 pour conclure que lim,_,oe} = ¢ et ainsi terminer la
démonstration.
O

Le théoréme 6.7 et la formule (6.14) nous donnent finalement une procédure d’ap-
proximation du tenseur de permittivité effectif. Pour que celle-ci puisse étre utilisable
en pratique, il est indispensable que les termes de la matrice de terme général

puissent étre calculés rapidement (cf. lemme 6.3). Nous montrerons dans la section 4 de ce
chapitre, qu’il est possible d’exprimer l'opérateur R de maniére intégrale en exploitant
le noyau de Green de 'opérateur —A avec conditions périodiques. Cette formulation
efficace permettra la construction, dans un temps raisonnable, de la matrice M.

3 Approximation du tenseur pf(w) obtenu dans le
chapitre 4

Dans cette section, nous allons approcher numériquement le spectre de 'opérateur A,
définit dans (4.81), qui caractérise le tenseur de perméabilité effectif p°f.

La section est organisée en trois parties.

Nous commencerons par construire une famille d’espaces vectoriels Z, voués a ap-
procher Zj, le domaine de 'opérateur A. Chacun de ces espaces Z; sera engendré par
les éléments d’arétes de Nédélec associés & un maillage en pavé de Y. Nous donnerons
également un moyen de se limiter & une famille formant une base de Zj,.

Dans une seconde partie, nous démontrerons que cet espace Z; vérifie la condition de
densité (6.5).

Dans la derniére partie, nous approcherons explicitement la perméabilité pcf.

3.1 Eléments d’arétes de Nédélec

On rappelle que 'espace Zj est défini par

ZO::{fELQ(Z),din:O, f-n:OsurﬁZ} .
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A la différence du cas précédent, nous ne pouvons pas utiliser une décomposition de
Galerkin simple puisque nous avons besoin de fonctions a divergence nulle. Nous allons
utiliser une décomposition en pavés du domaine X et considérer les éléments d’arétes
associés. Ces fonctions sont a divergence nulle et ont été introduites par Nédélec dans
[36]. Pour des raisons de simplicité, nous allons considérer les éléments d’arétes les moins
réguliers possible : c’est-a-dire affines sur chaque pavé de la discrétisation. Leur définition
explicite est donnée en (6.17) et nécessite les notations suivantes liées a la discrétisation
de .

Maillage de I'inclusion ¥. On discrétise X en pavés égaux de cotés h; dans la direction
e; (i € {1,2,3}). On note K I'’ensemble de tous les pavés de cette discrétisation, F
I’ensemble de leurs faces non incluses dans 0% et A I'ensemble des arétes des pavés de
K non incluses dans 9%. Ainsi, K, F et A sont des sous-ensembles de P(R?) et nous
considérons leurs éléments fermés dans R3.

On introduit h := sup,{h;} la taille caractéristique des pavés, p = p(h) le nombre
d’arétes de A et |K| := hyhyhs le volume de chaque pavé de K.

Définition 6.8 On adopte les notations suivantes ot a € A est firté. On pourra se
reporter a la figure 6.1 pour une représentation graphique.

o (KM}, € K sont les quatre pavés qui contiennent l'aréte a. On note de plus K =

K3 et on suppose qu’ils sont disposés autour de l'aréte a de fagon a ce que pour
i €{0,...,3}, K et K¢ aient une face en commun.

o ' € F estla face commune a K¢ et K\, pour i € {0,...,3}.

o nf € R® est le vecteur unitaire normal & F® orienté de K vers K¢, pour i €

{0,...,3).

o hi >0 estla taille d’'un pavé de K dans la direction nf.

Définition et propriétés générales des éléments d’arétes.
Définition 6.9 Pour tout a € A et x, € a fixé, I’'élément d’aréte ¥ est défini par
14
P(z) = & > [((w —x)-ni + h?) n;
i=1

(@ n, - h)n] lee(e) ) (6.17)

avec les conventions d’écriture ng := n§ et hi := hj.

Il est facile de voir que le champ )® est constant dans la direction de aréte (dans
U; K?) et est orthogonal a la direction de a. On le représente dans la figure 6.2.

Remarque 6.10 Pour tout a € A, la fonction 1 vérifie les propriétés suivantes

(i) * est affine sur tous les pavés de la discrétisation K.
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FIGURE 6.2: Représentation  graphique
d’un élément d’aréte )* dans

les quatre pavés { K8} ;.

FI1GURE 6.1: Convention du sens des nor-
males aux faces des pavés.

(i)  Y* a son support dans 'union des quatre éléments de K contenant [’aréte a.

(1ii)  Pour tout a € A, F € F et np un vecteur normal a la face F, on a
P nplp#0 & aCF.
(iv) divyp* =0 dansY et ¥*n=0surdX (i.e. p* € Zy).
(v) Vie{l,..., 4}, Q/J“nf:lF—lﬂl dans F}.
On note & la famille donnée pour tout C C A par

Ee:={Y"* :aeC}. (6.18)

Nous sommes alors en mesure de définir le sous-espace vectoriel qui va approcher Z.
On le note Zj, et il est défini par

Zp = vect(Ey) . (6.19)

On note de plus P}, la projection orthogonale de Zy sur Zj, (orthogonale par rapport au
produit scalaire de L?(3; R?)).

Lemme 6.11 On fize une fonction f, € Z,. Alors, pour tout K € K en notant F; et
Fii5 les deux faces de K orthogonales a e;, on a que f; est affine dans K et vérifie

ifh.ei:() , Vji#i dans K | (6.20)
8$j

ffh.ei:i—{meh(x).eida(x)—]éifh(x)-eida(x)} dans K. (6.21)
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En particulier, si f, € Z, vérifie

/fh-nF:0 , VFeF, (6.22)
F
ot np est un vecteur normal F' € F, alors f, est identiquement nul dans X.

PREUVE. L’égalité (6.20) est une conséquence immédiate de la définition 6.17 de )°.

L’égalité (6.21) résulte directement du fait que f, - e; est affine dans K et vaut la
constante £ f, - e; sur chacune des faces F; et Fj 3.

La derniére propriété est alors une conséquence immédiate de (6.20) et (6.21).

Base de l'espace d’'approximation Zj,.

Comme nous I’avons souligné dans la remarque 6.4, le calcul des valeurs et vecteurs
propres des opérateurs discrétisés sera effectué, en pratique, sur les matrices définies
dans (6.9) a ’aide d’une base de 'espace Z;. Le résultat suivant indique que cette base
n’est pas triviale.

Proposition 6.12 La famille £4 := {1 : a € A} n’est pas libre dans Iespace V},.

PREUVE.

On consideére six arétes {a;}$_; différentes deux a deux et ayant un point en commun.
Nous allons montrer que la famille g, 3 n’est pas libre : ¢’est-a-dire qu’il existe (ay)5_; €
RS non tous nuls tel que

6
> o™ =0. (6.23)
k=1

Gréace au dernier point du lemme 6.11, ’équation précédente est obtenue dés lors que

6
(Z ozm/f”“(x)) np=0 , YVFeF, zckF. (6.24)
k=1

La composante normale des éléments d’arétes 1¥® pour a € A est constante sur les faces
de F d’aprés le point (v) de la remarque 6.10 (constante nulle lorsque a ¢ F') . Comme on
le fait apparaitre dans la figure 6.3, il est possible de choisir le sens de rotation de chacun
des champs 1 de sorte que les flux normaux a travers chaque face se compensent deux
a deux (on utilise ici & nouveau la propriété (v) de la remarque 6.10). Ainsi, il existe
(a)8_, € RS vérifiant (6.24) avec pour k € {1,..,6}, ay = £1.

O
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(d) (e)

FIGURE 6.3: On s’intéresse aux six fonctions élémentaires (1)%)%_; pour des arétes (ay) ayant
un point en commun. Chacun des schémas est associé & une fonction g avec
aj = £1. On représente en gris les quatre faces F;™* ou le flux normal de ¢)® est
non nul et on repére par un vecteur le sens de rotation de la fonction apy® que
I'on a choisi. Ainsi, parmi les six schémas, chacune des faces apparait deux fois
et les vecteurs associés sont opposés. La somme de ces six fonctions va donc étre
a flux normal nul sur chacune des faces.

Base de 7;,. En pratique, le calcul des valeurs et vecteurs propres de A;, passe par la
résolution du probléme aux valeurs propres (6.10) formulé dans RP:. Il est donc crucial
de pouvoir construire les matrices G, et D}, (données en 6.9) et donc un sous-ensemble
Ay € A tel que E4, soit une base de Zj,.

D’aprés les arguments donnés dans la démonstration de la proposition 6.12, il est
nécessaire d’éviter le cas ou six arétes ont un point commun. Pour cela, on considére la
famille formée des arétes horizontales A; U Ay avec A; :={a € A, a| e;}. Il s’avére en
fait que £4,0u4, n’est pas une famille génératrice de Zj. Nous décrivons dans la suite les
arétes de A3 qu’il faut ajouter a A; U Ay pour compléter la famille.

On considére pour a € A, 'ensemble S défini par
S :=D(a)NX, (6.25)

ot D(a) est la droite de R3 contenant I'aréte a. Ainsi, S® contient les arétes de A
“alignées” avec a. Cet ensemble est un segment si 3 est convexe, et peut étre une réunion
de segments dans le cas contraire (cf figure 6.4).

[’idée, pour construire la famille Ag est d’ajouter a A; U Ay une unique aréte de As
contenue dans chacune des composantes connexes de S, pour a € As. On note pour
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FIGURE 6.4: Différences entre les arétes contenues dans A et Ay

cela C,(S5%) C R3, la composante connexe de S contenant a et on considére U C P(R?)
I’ensemble donné par

U= {Ca(5%) | a € Ay}, (6.26)

En d’autres termes, ’ensemble U est formé des segments paralléles & es, de longueur
maximale dans Y et contenant au moins une aréte de Az. On note ng le nombre de ces
segments et on fixe {ay , k=1,...,n9} C Az tel que

U={C0(S%), k=1,.,n0} .

De cette facon, chacun des éléments de U est un segment qui contient une unique aréte
ap € Ag.

Définition 6.13 On définit Ay C A par

Ao = Al U .AQ U <Cj{ak}> . (627)

On note que la dépendance de Ay en terme du choix des arétes a; € Az ne va pas
avoir d’influence sur les résultats qui suivent. Dans la pratique, ils seront choisis le plus
simplement possible, souvent en contact avec le bord de .

Théoréme 6.14 La famille &, = E4, = {Y" | a € Ay} forme une base de V}, (non-
orthogonale).

PREUVE.
Montrons que la famille £, est génératrice.

On fixe b € A et on doit montrer que b € vect(E4,). On est assuré, par définition de
Ao, que b € A3 et qu’il existe une unique aréte a € Ay N Az telle que b € C,(S,). Ainsi,
les arétes a et b sont alignées et I’ensemble co(a, b) (enveloppe convexe de a U b) est un
segment de direction es inclus dans Y. Il est recouvert par les arétes de As et il existe
donc n € N et (ag)p_; € As tels que

n
co(a,b) = U ay, .
k=0
On suppose de plus que
ap:=a , a,=0>b et akﬂakH #0 Vke{0,...,n—1}.
Nous allons terminer la preuve en montrant par récurrence la propriété suivante pour

tout k € {1,...,n}:
P € vect(E4,) - (6.28)
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On a ag := a € Ay qui entraine que la relation (6.28) est vérifiee pour k£ = 0. On suppose
a présent qu’elle est vraie pour k fixé dans {0,...,n — 1}.

On se trouve ici dans le méme cadre que celui de la démonstration de la proposition
6.12. En effet, puisque toutes les arétes de directions e; et e, sont éléments de A,
on est assuré de l'existence de (b)), € Ay telle que les six arétes formant 1’ensemble
L = {ag,ars1,b1,...,bs} soient différentes et partagent un point commun. D’aprés
I’argument présenté dans la figure 6.3, la famille £, est liée. Plus précisément, on a

vect(Er) = vect(Eay py,...bs}) -

Or, on a que vect(Eay py,...0a3) C vect(Ea,) (puisque b € Ay pour tout [ € {1,...,4} et
P € vect(E4,)) et ainsi on déduit Y™+ € vect(Ey,).

Montrons que la famille €4, est libre.
Fixons (f,)aca, C R une famille de réels vérifiant

> Bap* =0 dans I (6.29)

ac€Ag

et montrons que ’on a nécessairement 3, = 0 pour tout a € Aj.

Pour faciliter la démonstration, nous nous plagons dans le cas ou le domaine ¥ est un
cylindre dans la direction es dont les bases sont notées D*. On suppose de plus que
toutes les arétes de Ay N A2 touchent la base D~.

On peut voir les arétes de Ap \ A3 comme une multitude de “grilles” disposées les unes
au-dessus des autres. Nous allons utiliser un raisonnement itératif pour prouver que les
coefficients 3, sont tous nuls. Notre raisonnement va construire une suite d’ensembles
Cr C Ap formés des arétes de Ag pour lesquelles il reste a montrer que les coefficients [,
associés sont nuls. On fait naturellement I’initialisation Cy := Ajg et il faut montrer que
Cr = 0 pour k € N assez grand.

° Lorsque Ci \ A3 # 0, on considére 1’ensemble noté G constitué des arétes de Cy
formant la grille la plus éloignée de D~. Quelque soit @ € G fixé, il existe une face de
F rencontrant @ qui ne rencontre aucune autre aréte de G (on utilise ici ’hypothése
selon laquelle les arétes de Az touchent D). Autrement dit, en reprenant les notations
données dans la définition 6.8, il existe ¢ € {0, .., 3} tel que

FinlJa=a. (6.30)

acg

Cette relation ajoutée au point (iii) de la propriété 6.10 nous permet de dire que
1/)“~n?1Fia7éO & a=a.

En utilisant cette derniére relation dans ’équation (6.29), nous obtenons finalement

0= Z Barp” - n;'ilFf = BEQ/JE : nialFf )

a€EBy
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ce qui entraine que 7 = 0. Le choix de @ étant arbitraire dans G, on a 3, = 0 pour tout
a€g.
On fixe alors Cr11 := C; \ G et on réitére le raisonnement avec k = k + 1.

° Si C, \ A® = 0, alors il reste & prouver que 3, = 0 pour a € Asz. Ces arétes forment
un réseau de segments verticaux. En remarquant qu’une aréte a disposée au bord de ce
réseau veérifie (6.30) avec G = C pour un certain ¢ € {0,..,3}, on montre, grace aux
mémes arguments que ceux utilisés dans le cas précédent, que le coefficient 3; = 0. On
fixe alors Cx41 := By \ {@} et on recommence le raisonnement.

e SiC, =0 alors 8, = 0 pour tout a € A.

Puisque I’ensemble Cy = Ag est fini et que Cpy1 est strictement inclus dans Cy, le
procédé itératif se terminera obligatoirement par le cas Cj, = 0.

Dans le cas de géométries plus générales du domaine ¥, le méme type de démonstration
peut étre reconduit. [.’idée est toujours de raisonner par récurrence sur des arétes incluses
dans une face ne contenant aucune autre aréte a € A dont le coefficient associé [3, est
non nul.

([

3.2 Un résultat de densité

Dans cette partie, nous allons montrer que ’espace de dimension finie 7, défini dans
(6.19) satisfait la condition de densité (6.5) (pour X = Zy et X}, = 7). Le résultat sera
une conséquence immédiate de la proposition 6.15 dont la démonstration constitue le
reste de la section.

Proposition 6.15 Pour tout f dans Zy N W12(X,R3), il existe h > 0 et f, € Z, tels
que :

1 = Fullrzs) < CRIVFl) (6.31)
ot C' > 0 est indépendant de h.

PREUVE.
La démonstration de ce résultat va étre décomposée en deux étapes.

Nous allons commencer par montrer que pour tout f € Z, il existe une fonction
f1, € Z, vérifiant, pour tout F' € F et np un vecteur normal a F, la relation

/th-npz/Ff-nF. (6.32)

Nous montrerons dans une seconde étape qu’'une telle fonction satisfait (6.31) lorsque
feZynWhHi(L R3).
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FIGURE 6.5: Disposition des faces dans I’élément K.

Etape 1:
On numérote les pavés de K de sorte que pour tout k € {1,.., N}, on ait

k—1
EK.cx =3\ JK
=1

et qu’au moins trois des faces de K} soient incluses dans 0%;. On dira d’un tel pavé
qu’il est “dans un coin” de ¥j. Il est évident que (¥j)g forme une suite décroissante
d’ensembles telle que Xy = 0.

Nous allons montrer par récurrence que la proposition suivante est vraie pour tout
ke{l,.,N}.

Il existe une fonction g, € Zj, telle que :
k
/gk-npz/f-nF , VFeF, FCUKI
F F =1

La propriété (6.33) est trivialement vérifiée pour k = 0 avec g, = 0 puisque I’ensemble
des faces autorisées est vide.

(6.33)

Supposons que la propriété (6.33) est vraie au rang k. Il existe donc une fonction g, € 7,
qui vérifie
k
/(f—gk)“nF:O . VFcl K (6.34)
F =1

Grace a notre choix de numérotation, le pavé Ky, est “dans un coin” de ;. On note
C:={aC Kigy1, aZ 05} .

Puisqu’au moins trois des faces de K} 1 sont incluses dans 9%, on a que n¢ := 4C < 3.

On étudie pour commencer le cas ot n¢ = 3. On note {a; , j = 1,2,3} les arétes de C
et {F,, p=1,2,3} 'ensemble des faces de K} non incluses dans 03;. On numérote
ces faces de sorte que l'aréte a; soit telle que a; = F, N F,, pour {j,p,q} = {1,2,3}. Ces
notations sont reportées sur la figure 6.5.
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On se propose de trouver (a;)%_; € R™ tel que pour tout j € {1,...,3} on ait

al/th/;‘“-ej+oz2/szb“2~ej+oz3/th/J“3~ej=/Fj(f—gk)~ej. (6.35)

A Taide de la convention d’orientation des normales et du point (v) de la remarque
6.10, on a

P e+ [ YT e3=0,
P o8

’l,baQ -er + ’l,ba2 -e3 =10 , (636)
Fr F3

¢a3'€1+ ¢a3_62:0
F1 F2

En introduisant s; := fF2 P ey, Syi= fFl P -e; et s3:= fFl P® - ey, on déduit
des relations (6.35) et (6.36) que

0 So S3 Qaq fFl f C €1
S1 0 —S3 (e %) = ng f + €9 . (637)
—S81 —89 0 (0% ng f - €3

Il est clair que la matrice précédente n’est pas inversible. En faisant la somme des
équations du systéme (6.37), on montre que I'on a existence de (o), solution de 6.35 si,
et seulement si, la relation de compatibilité suivante est vérifiée

> [ (F=g0-e-0. (6:39)

Or, cette relation est une conséquence de div(f — g;,) = 0 qui conduit a

o= [ (Fa)n- Z [t-siees [ mg)ce) )

De plus 0Kj41 \ U;F; est formé des faces de K}y incluses dans UleKl, ce qui permet
grace a la relation (6.34), de prouver (6.38).

[’existence de (), solution de (6.35) est ainsi assurée et il en résulte que la fonction
gi.1, donnée par

i1 = 9Gr T Z e,
=1

vérifie (6.33).

Lorsque l'entier n := fC # 3, alors :
— soit n =1 :il n’y a donc que deux faces de K} i non-incluses dans 0%;. Dans ce
cas, les arguments employés dans le cas n = 3 sont encore valables ;
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— soit n = 0 : la fonction g, satisfait ainsi (6.33) pour tout F' € F, puisque 0K1 C
0Y. Le raisonnement par récurrence s’arréte ici avec l’existence d’une fonction
£, = g, vérifiant (6.32).
Le nombre de pavés dans IC étant fini, on est assuré que le procédé récursif se termine
dans le cas n = 0. Ceci conclut ’étape 1.

Etape 2:
Cette étape va consister a démontrer le lemme suivant, dont les relations (6.41) et
(6.42) entrainent directement I'inégalité (6.31).

Lemme 6.16 Pour tout K € K on a

1 2
o ' [ 5= 50| <OnIVS (6.40)
If - fh”%?(E) <n*C <Z /K IV(f = Fu)l*+ ||Vf||%2(z)> (6.41)
/K V(f — £l < CIVF e (6.42)

Preuve de (6.40).
On fixe K € K et on considére la fonction f, € Z, vérifiant la relation (6.32). On
introduit pour k € {1,2,3}, le réel I} défini par

it [ (F- 10 e
K
La démonstration consiste a montrer que |I¥| < h2VhC||V f].

En exploitant la relation div(f — f,) = 0 et grace a une intégration par parties, on
déduit de cette définition que

It = /BK(f _f) - na do(a)

ol n est la normale sortante a K. On note pour j € {1,2,3}, F; et Fj 3 les deux faces
de K orthogonales a e;. D’aprés 'égalité (6.32) et puisque xj, est constant dans chacune
des faces Fy et Fj.3, il vient

it | (f = f2) - may doa) (6.43)
OK\{F.UFy13)

D’autre part, il résulte de f;, € Z, et du point (v) de la remarque 6.10 que f - np est
constant sur chaque face F' € F (ng normale & F'). On déduit alors de (6.32) que

fh'nF:][f‘nF VF e F.
F
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En conséquence, on a pour tout j € {1,2,3} \ {k} que

[ v = () e ] 1)

J J

_ <]£ xk> [ /F s ndcr] (6.44)

La derniére égalité dans I’équation précédente est déduite du fait que x; ne dépend pas
de x; (j # k) entrainant ainsi que fFj 1y do = ‘fFj+3 x, do.
Les équations (6.43) et (6.44) conduisent a

IF = / fn:c—fx)da.
h ZFUFJ+3 . Fj .

On a la relation Fj,3 := F; & h;e;. D’autre part, la normale n change de sens entre les
faces F)j et Fi3 ce qui condu1t a prendre n = *e; et ainsi obtenir

Ih_iZ/ f(x+hje;)) - e (:Ek—][ijk> do(x) .

J#k

On utilise I'inégalité triangulaire puis l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour obtenir

k
I < DN F(@) = Flae £ hye))| o :L’k—]éxk (6.45)
Ak J L2(Fy)
On applique I'inégalité de Poincaré au terme ka — fF, Tk o) pour avoir
i L2(F,
2
/ .T}k—][ Tk do < ChQ/ \ka|2
Fj Fj Fj
< (6.46)
Par ailleurs, on a
xjth; af
+ - )
J1r@ = seenenr = [ ][5
< h2/ ][ ﬁ
< h/ V2 (6.47)
K

En conséquence des équations (6.45), (6.46) et (6.47), on a l'inégalité suivante

1] < BPVRC|V S
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qui termine la démonstration de (6.40).
Preuve de (6.41).

On commence par remarquer que
1f = Fullogy = 3 /K F—ful? (6.48)

On fait apparaitre le terme fK,(f — f,) dans l'inégalité précédente pour obtenir

—]{Q(f—fh) +/I(i]{<<f—fh>
—]éff—fh)z . (- £l

On a (f — f,) € WH(K;). L’inégalité de Pointcaré appliquée au premier terme du
membre de droite entraine alors que pour tout i, on a

/m —]iff—fh)Q

L’inégalité (6.41) est alors immédiatement déduite des relations (6.40),(6.49) et (6.50).

Preuve de (6.42).
On commence par décomposer la norme de la matrice V(f — g;) de la facon suivante

[V =g Z/ (Fes—fue)]

i,j=1
On a, grace a la relation (6.20), que %fh -e; = 0 pour tout ¢ # j. Il en résulte

JCETAED Sy MRS |2+2Z/|a £ ez|2+22/|a Fu-ed)

i#]

2 2

1f = FullZes) <

(6.49)

< Cn? /K 1907~ £ (6.50)

Pour terminer la démonstration de (6.42), il suffit alors de montrer pour tout i € {1, 2,3}

que
[1oas,-eop<c [ 1vee.

Or, a Iaide de la relation (6.21), on a

2 1 2

h2

7

1
< R /F Ufilohier) — @) doto

oz, I e ][E (f(z £ hie;) — F,(2)) - e;do(x)

Il suffit alors d’utiliser la majoration (6.47) pour terminer la démonstration.
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3.3 Approximation du tenseur p"

On rappelle que, grace a la proposition 4.28, le tenseur de perméabilité effectif obtenu
dans le chapitre 4 est donné pour (k,1) € {1,2,3}* par

k2 " n
I“l’k‘l 5kl+zl—gr§{nk2 |:/1;y/\g 'ek‘:| |:/1;y/\g -el:| )

ou (a",g") sont les valeurs et vecteurs propres de l'opérateur A défini de Z; dans 7,
dans 'équation (4.81).

On considére Zj, le sous-espace vectoriel de Zy donné dans (6.19) et 4, := {¢* , a €
Ao} une de ses bases. Les fonctions ¥ sont définies dans (6.17) et I'ensemble Ay est
décrit dans (6.27).

On note Py, la projection orthogonale de Z, sur Zj,.

En accord avec la définition (6.6), on introduit Aj; I'opérateur donné par
Ah = PhAPh s

qui est naturellement positif, compact et auto-adjoint. Notons —«af > a2 > -+ > of* >
h Y
0 ses valeurs propres et Vi le sous-espace propre associé.

Pour tout n € N, on définit I" := {k € N, af — a"} et i, un entier fixé dans I".
On note W}, lespace vectoriel donné par

Wlhn = @kean;ﬁ . (651)

Remarque 6.17 La définition de ’ensemble d’indices I™ prend du sens en raison du
théoréme 6.1 (applicable ici) qui prouve que I"™ # () pour tout n € N et que U,I™ = N.

On introduit enfin le tenseur p} dont les composantes sont données pour tout p € N
et (k,1) € {1,2,3}? par

p 2

ek

(h)is = " 0 (P, (ex A y)s P (er A ) (6:52)
n=0 — Erty, Ry

Ici Py, désigne le projecteur orthogonal sur Wix.

Théoréme 6.18 Avec les notations précédentes, on a pour tout (k,1) € {1,2,3}?,

lim i P = i 6.53
i Tim ()i = p (6.53)
PREUVE.

On commence par écrire pf sous une forme semblable a celle de uh en exploitant la
multiplicité des valeurs propres de A. En utilisant la notation W;» donnée dans (6.51),
on a

e,k
(u" kl—5k1+z (B, (ex Ny), Py, (er Ay)) -
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On introduit pour tout p € N le tenseur u? dont les composantes sont données pour
(k,1) € {1,2,3}* par

ek
(w” kl—5kz+zl_€ank2 Py, (ex Ny), Pv,.(et\y))

Par définition, on a que lim, o, (pP ) = () pour tout (k, 1) € {1,2, 3} D’autre part,
la convergence (6.31) entraine que la famille d’espaces vectoriels Z, vérifie la condition
de densité (6.5). Il en résulte, d’aprés la proposition 6.2, que {A;, — A} est une famille
uniformément compacte. Ainsi, le théoréme 6.1 nous donne pour tout k € {1,...,p} la
convergence

lim ||PWhnf — PVan.f||L2(E;C3) =0 VfelZ,.
h—0 I

On ne peut pas directement choisir f = e, A y, puisque celui-ci n’est pas élément
de Zy. Cependant, étant quand méme a divergence nulle, on conclut par densité, que

limh_m(p,p)kl = ([J,eﬁ)kl pour tout (k‘,l) € {1,2, 3}2
O

4 Calcul effectif des opérateurs discrétisés

Les tenseurs effectifs e et u°® sont maintenant approchés par les suites (eMhp et
(14} )np- Les termes de ces suites sont caractérisés respectivement par les valeurs et vec-
teurs propres des problémes spectraux suivant

Mydy, = Md, , Grep, = apDyey,
ou les matrices G, M, et D), sont définies par
(Mh)l'j =< Rui7uj> ) V(’l,j)E{l,,ph} 5

(Gh)ab =< A'(ba, Q/Jb > V<CL, b) € Ag s (654)
(Dh)ab =< ’¢a>’¢b >, ‘v’(a, b) € Ag :

Rappelons que les familles {u;}; et {1)"},, construites en (6.12) et (6.17), sont respecti-
vement les bases des espaces d’approximations X et Z, mis en ceuvre par la méthode
de Galerkin décrite dans la section 1 de ce chapitre.

Il reste a décrire précisément le moyen de calculer numériquement ces matrices.

4.1 Noyau de Green périodique.

Pour permettre le calcul numérique des matrices données dans (6.54), nous allons ex-
primer les opérateurs R et A sous forme intégrale a ’aide du noyau de Green périodique
de Vopérateur —A.
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On considére donc ®(y, z) vérifiant pour tout y € Y
—Ay®(y,y) =6,(y') —1 dansY
O(y, ) est Y — périodiquef

ou d, est la distribution de Dirac au point y. Comme il est montré dans [32], ce noyau
peut se mettre sous la forme explicite suivante

— erfc<||x—y+u,j,k>||)

2vB
o = — — 6.5
@9 = 7 2 graanl (6.55
e~ 487703 K] | |
+8 Z Visk 3T T I TR cos (2im(z1 — y1)) cos (2jm(z2 — y2)) cos (2km(x3 — y3))

1,7,k=0
avec v défini (7,7, k) € (N'\ {0})? par :
Yooo = 0, Yioo = Yoj0 = Yook = i )
Vijo = Yiok = Yojk = 3 » Vigk = 1 -
Le paramétre 8 € R n’influe pas sur le membre de droite de (6.55). Il est fixé dans le

but d’optimiser la convergence de la série : on le fixera a la valeur § = 0.072 comme
c’est le cas dans [32].

Calcul effectif de la matrice M.

Rappelons que D désigne la section horizontale du cylindre ¥ qui n’est autre que
I'inclusion élémentaire de la structure étudiée dans le chapitre 3. Pour w € L*(D), le
probléme

2 € Wﬁ1,2(Y> )

admet une unique solution donnée par

ply) = /Dw(z’) {@(y; z’,—é) — q><y;z/’ %)} ds

Ainsi, 'opérateur R donné dans la définition 3.15 se caractérise par

Rw(y') = %/Dw(z') {@(y',%;z',—é) — @(y’,é;z’,%)] dz' .

Or, puisque ®(y, z) ne dépend que de la différence y — z, on a

Ruw(y') = %/Dw(z') [<I> (y',l;z',O) — (ID(y',O; z',O)} dz" . (6.56)

{—Agp = w(dp+ — 6p-) |

La matrice d’approximation M, (définie dans (6.54)) a donc ses composantes données

par
2
(M), = ] // [<I> (y’,(); 2'0) — @(z', [ z',())] dz'dy' . (6.57)
DkXDp
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Calcul effectif de la matrice Gj,. A l’aide de la définition de 'opérateur A donnée
dans (4.81), on calcule pour tout couple d’arétes (a,b) € A2

M, — / At — /(E . S
b b
ou la famille {¢" : @ € A} forme une base de Z,, 'espace approchant Z, (le domaine
de A). L’opérateur de rang fini I" est connu explicitement (cf. 4.79) et nous allons nous

intéresser a l'opérateur =, défini dans (4.77). 1l est facile de voir que celui-ci peut étre
exprimé a 'aide du noyau de Green sous la forme

/ S = / B, y)*(z) - P(y) d dy .
» »2

Ainsi, par définition des éléments d’arétes ¥ , a € Ay (donnée dans (6.17)) et en consi-
dérant les notations données dans la définition (6.8), on déduit

/EE¢a,¢b — |]§|2 24: /ngJb P(x,y)

ij=1

9 [((w —a) om0t = (@ -0 mt -0 ) n] (6.59)
: [((y — ) nb+ h§> n? — ((y —ab) nb_ - hl;l) ng.l] da dy .

4.2 Extraction de la singularité du noyau.

En pratique, la série donnée dans (6.55) sera tronquée (seulement une dizaine de
termes seront conservés) et les intégrations dans (6.57) et (6.58) seront vues comme des
moyennes sur chaque élément de la discrétisation. Ces moyennes sont approchées par
la valeur au centre de chaque cellule. Il faut étre prudent en raison de la singularité du
noyau sur la droite y = z correspondant au terme (i = j = k = 0) dans (6.55). On
décompose alors & = ¢, + &, avec

1 1 ly — =
O,(y.2) = — f D, =D, .
v:2) 47r|y—z|e“(m>

Cas de la matrice M,,.
En notant 7, le centre de la cellule D* pour tout k& € {1,...,ps}, on a

(M)~ 22 [ (310:,0) — @ (123 0)

2
+ 7/ [(I)S (yk,O;z’,0> — ®, (yk,l;z’,Oﬂ dz', (6.59)
Dp
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ou seule l'intégration sur Dy de &, est approchée.

En pratique, nous allons fixer un petit paramétre § et nous dirons que deux cellules
D¥ et DP sont suffisamment éloignées lorsque |y, — yx| > . Dans ce cas, nous sommes
loin de la singularité de ®, et U'intégrale dans (6.59) sera approchée de la méme fagon
que pour la fonction ®@,. Il reste a calculer I'intégrale dans (6.59) lorsque |y, — yi| < 6.

A Tlaide du changement de variable v/ = 2/ — y;, et aprés passage en coordonnées
polaires, on obtient

1 1 /|
@s( ,;’,)d’:— = orf ' 6.60
,, 2o 0)a = o e (575) (6:60)

Dp—yg

<), ()
= — erfc | ——= | drdf ,
A /g, 2V

avec Ey, = {(r,0) , (rcos6@,rsinf) € D, — y}.

Cette intégrale est en fait unidimensionnelle puisque la fonction intégrée ne dépend
pas de 0. La description de I’ensemble Ej, , suffit donc a terminer le calcul de la matrice
M,

Cas de la matrice Gj,. On note x{ le centre de la cellule K pour tout a € Ay. On
déduit alors de (6.58) que

_—_a ¢T($g’$b) - a._.a a a
/2'=¢ = fj ”ZZI (hi n; + h¢—1ni—1) : (h?n? + h?—ml}—l)
4
1 /
T O, (i, y (h;’n?+h§‘ ny_ ) 6.61
2|K|§:1 K (@, y) 1M1 (6.61)

(R R N (PR h)n] iy

ou seule I'intégration par rapport a  de ®, est approchée.

On introduit comme précédemment, 6 > 0 le petit paramétre qui va déterminer si
nous sommes proche ou non de la singularité de ®,.

Si |xf — b > §, alors nous sommes loin de la singularité de ®, et l'intégrale dans
(6.59) sera approchée de la méme fagon que pour la fonction ®,.

Si & — x5 < §, on doit calculer I'intégrale dans (6.61) plus précisément. I’idée pour
traiter ce calcul est de se ramener a une intégrale de la forme (6.60) ne faisant intervenir

que la partie singuliére ®,. On éliminera ainsi les contributions de | (y — x°) n;’ + hl]’)
Pour tout (a,b) € Ag et (i,57) € {1,...,4}, on doit savoir calculer 'intégrale triple

suivante
[ et (= nnt) dy
Kb

J
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Notons k € {1,2,3} 'entier vérifiant nj = +e;. La moyenne par rapport a la variable xy,
va étre approchée par la valeur au point - e), qui est le centre de intervalle [a?, a’ 4 hY]

30 %
dans lequel varie x.
b qb

3 a; + h;’] on obtient aisément que

—b
Or, en notant y = (y',yx) et K! =K, X [a

1
(oo e)

En conséquence, on déduit

H?
O (xf,y)( (y— ") -ni+ 1} ) dy = ()" [ o (xfy, 2} en) dy
K? 2 i

J

Cette derniére intégrale bidimensionnelle est de méme type que (6.59) et sera traitée par
passage en polaire de la méme fagon que dans (6.60).
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Conclusions et perspectives

Au cours de cette thése, nous avons étudié rigoureusement le comportement macro-
scopique de trois structures composites formées d’inclusions diélectriques ou métalliques.
Dans chacun des cas, nous avons identifié et calculé numériquement des tenseurs de per-
mittivité et de perméabilité effectifs dépendant de la fréquence. La partie réelle de leurs
valeurs propres peut changer de signe et atteindre des valeurs élevées pour des longueurs
d’ondes qui sont grandes devant la taille caractéristique de la structure.

Dans le chapitre 3, nous avons établi mathématiquement la possibilité de réaliser, a
partir de nanotubes métalliques, des structures diffractantes dont la réponse effective est
caractérisée par un tenseur de permittivité dont les valeurs propres ont une partie réelle
arbitrairement grande, positive ou négative suivant la fréquence. Ces structures sont
formées de la reproduction périodique de composants, de taille petite devant la longueur
d’onde, eux-mémes constitués de réseaux de nano-fibres métalliques paralléles. Le point
essentiel dans I’analyse limite est que le taux de remplissage de ces fibres trés conductrices
est infinitésimal (“taille capacitaire”) de sorte que la dissipation dans le métal reste finie
ou négligeable. Dans cette construction, il apparait deux petits paramétres d’échelle : la
distance a entre les fibres de chaque micro-composant et la distance 7 séparant les diffé-
rents composants qui est supposée du méme ordre que la longueur des fibres. L’intérét
d’avoir choisi a < 7 est que les effets de dispersion spatiale, inévitables a 1’échelle des
paquets de fibres, deviennent négligeables dans le processus d’homogénéisation réitérée.

Il s’agit a notre connaissance, du premier résultat rigoureux permettant d’établir, dans
un cadre purement 3D, la réalisabilité de tels tenseurs effectifs pour la permittivité.
En particulier, pour une fréquence donnée, la construction que nous proposons permet
d’atteindre une trés large classe de tenseurs effectifs; notamment tous les tenseurs réels
SYMELTriques.

Dans le chapitre 4, nous avons démontré dans un cadre totalement tridimensionnel
que des métamatériaux présentant une activité magnétique pouvaient étre obtenus a
I’aide de structures formées de diélectriques. Plus précisément, nous considérons une
structure bornée composée d’inclusions diélectriques de géométrie simple. Ces inclusions
sont réparties périodiquement (de période n) et ont un coefficient de permittivité de
'ordre de 1/n%.

Le milieu homogénéisé est local et décrit par des tenseurs de permittivité et perméabi-
lité effectifs. Le tenseur de perméabilité dépend de la fréquence, et la partie réelle de ses
valeurs propres change de signe sur certaines bandes de fréquences. Ce phénoméne est dii
a des résonances internes du champ magnétique qui ont pu étre excitées a I’échelle mi-
croscopique en raison du fort contraste de permittivité. Celles-ci engendrent une boucle
de courant qui induit un moment magnétique microscopique dans chaque période de la
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structure. Ces moments s’ajoutent pour produire un moment magnétique macroscopique
responsable du magnétisme artificiel du milieu effectif.

Dans le chapitre 5, nous avons étudié une structure formée d’inclusions fortement
diélectriques disposées aléatoirement. Nous avons mis en évidence un critére sur la loi
de distribution des rayons et des permittivités de ces inclusions qui permet de justifier
I’analyse asymptotique. Il en résulte une loi homogénéisée déterministe qui fait intervenir
une permeéabilité effective donnée explicitement en fonction de la fréquence et de la loi
de probabilité de la distribution initiale. Cette étude a été effectuée sous une hypothése
simplificatrice d’invariance dans une direction et de polarisation des champs qui permet
de ramener le probléme a une équation scalaire en dimension 2. On demande de plus, que
I’espérance de la loi de permittivité soit de partie imaginaire non nulle afin de prouver
I'unicité du probléme limite. En étudiant le comportement de la loi limite lorsque le
support de cette distribution devient trés proche de 1’axe des réels, nous avons mis
en évidence une loi limite qui reste dissipative contrairement a ce qui aurait pu étre
attendu. Cela indique de facon claire qu’une théorie basée sur I’homogénéisation n’est
pas applicable dans le cas aléatoire lorsque les inclusions formant la structure sont des
diélectriques parfaits (sans dissipation).

Nous avons identifié plusieurs directions de recherche qui seraient en parfaite continuité
avec les résultats de la theése.

e Un premier développement de cette thése est d’étendre les résultats obtenus dans
les chapitres 4 et 5 en considérant une structure a la fois tridimensionnelle et formée
d’inclusions fortement diélectriques et disposées aléatoirement.

Il serait également intéressant et sans doute beaucoup plus difficile de comprendre
ce qui se passe dans le cas de structures aléatoires plus générales ou la répartition des
inclusions ne s’organise plus suivant une grille de périodicité donnée a priori. Le cas
envisagé au chapitre 5 n’étant en fait qu'une perturbation aléatoire du cas périodique.

e Un important défi numérique serait de comparer le comportement effectif des milieux
obtenus dans les chapitres 3, 4 et 5 avec celui de la structure réelle associée. En particulier
cela demande de pouvoir extraire les paramétres effectifs d’une telle structure a partir
de la connaissance numérique du champ diffracté (probléme inverse).

e Quelques questions théoriques liées a I’lhomogénéisation restent en suspend, notam-
ment dans des situations ot ’analyse double-échelle classique est insuffisante pour iden-
tifier les oscillations du champ électromagnétique. Mentionnons deux situations ou il ne
semble pas possible de se limiter a des fonctions périodiques pour décrire les oscillations
du champ électromagnétique (il serait peut étre nécessaire d’incorporer des développe-
ments de type onde de Bloch dans I’analyse multi-échelle sous une forme qui n’est pas
encore trés claire).

- Tamis a photons : 11 s’agit d’un dispositif dans lequel peut avoir lieu un phénomeéne de
transmission extraordinaire. La structure est une plaque métallique trés fine dans laquelle
sont percés une multitude de trous disposés périodiquement. [’épaisseur de la plaque
ainsi que la taille des trous sont inférieurs a la longueur d’onde incidente. T. Ebbesen
a montré dans son célébre article de 1998 [21] que le taux de transmission lumineuse
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a travers une telle structure était beaucoup plus élevé que ce que prévoyait la théorie
classique pour certaines fréquences. Physiquement, ce phénoméne peut s’expliquer par
I'excitation de champs localisés sur la surface de la plaque (“plasmons de surfaces”) qui
résulte de la présence des trous [7].

- Structure filet (“double Fishnet”) : Celle-ci est constituée de la superposition d’une
multitude de couches composites (paralléles) dont chacune est formée de deux plaques
métalliques paralléles trés proches et percées périodiquement. Comme le montre des
études physiques récentes [29,33] (2007,2008), l'intérét de cette structure est de pro-
duire, des activités électriques et magnétiques a I’échelle microscopique. Celles-ci inter-
viennent dans certains cas de polarisation et, expérimentalement, semblent donner lieu a
une perméabilité et une permittivité pouvant étre simultanément négatives. Les milieux
gauchers peuvent ainsi étre obtenus a 1’aide de ce type de composites qui se révelent
étre plus simple que les milieux formés de la superposition de deux réseaux distincts
(dont chacun est responsable d’un des effets recherchés). Une difficulté mathématique
majeure est qu’il n’est pas évident que 'indice de réfraction négatif observé peut étre
expliqué par une analyse asymptotique de type homogénéisation. Les arguments don-
nés par les physiciens (obtenus sous des hypothéses trés restrictives) portent plutot
sur ’étude des diagrammes de dispersion mais ne mentionnent pas de comportement,
asymptotique quand la période converge vers zéro. Cependant, il est trés intéressant
de spéculer sur la possibilité d'un éclaircissement de la physique du probléme via une
technique d’homogénéisation non classique.

Une premiére étape a franchir est de comprendre quel est le choix pertinent des dif-
férents parameétres et ordres de grandeurs pour lesquels la structure pourra exhiber
les effets recherchés. Eventuellement, ces choix peuvent étre hiérarchisés en effectuant
des homogénéisations réitérées : par exemple, la premiére structure, constituée d’une
unique couche (contenant les deux plaques), deviendrait infiniment mince et conduirait
ainsi a des conditions d’interfaces limites. La seconde étape se proposerait d’étudier une
superposition de telles interfaces séparées d’une distance asymptotiquement nulle puis
d’identifier une éventuelle loi volumique homogénéisée.

De plus, la structure étant invariante dans aucune direction (méme si supposée infinie),
I’hypothése de polarisation des champs est difficilement justifiable mathématiquement
et il serait préférable d’obtenir un résultat d’homogénéisation tridimensionnel.
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Résumé. Dans cette thése, on se propose d’étudier rigoureusement le comportement
macroscopique de matériaux composites fortement contrastés dans le cadre de 1’électro-
magnétisme. Nous considérons des structures constituées de micro-inclusions réparties
périodiquement (ou aléatoirement), au sein desquelles un matériau de trés grande per-
mittivité, ou de trés grande conductivité, sera disposé. En pratique, une telle structure
occupe un domaine borné 3D et est éclairée par une onde incidente monochromatique
(de fréquence fixée) venant de I'infini. Notre approche mathématique consiste a passer
a la limite dans le systéme de Maxwell décrivant le probléme de diffraction lorsque la
distance séparant les inclusions tend vers zéro, et que l'indice électromagnétique des
inclusions tend vers 'infini (‘fort contraste’).

Nous étudions deux types de structures diffractantes 3D qui permettent de réaliser
des matériaux de permittivité ou perméabilité négatives. L’étude asymptotique et basée
sur la méthode de convergence double-échelle (parfois dans une variante stochastique),
et les problémes sur la cellule de périodicité qui en résultent sont résolus par méthode
spectrale. Ceci permet d’obtenir explicitement les tenseurs effectifs en fonction de la
fréquence, mettant ainsi en évidence leurs grandes variations autour de fréquences de
résonances.

Title : Mathematical and numerical study of highly contrasted photonic cristals.

Abstract. This thesis is to develop the macroscopic behaviour of highly contrasted
composite materials in an electromagnetic framework. We consider structures made of
periodically (or randomly) distributed micro-inclusions made of high conductivity or high
permittivity medium. Actually, such a structure is to be found in a three-dimensional
bounded domain which is illuminated by an infinity-coming monochromatic incident
wave. Our mathematical approach consists in passing to the limit in the Maxwell system
describing the diffraction problem when the distance between inclusions goes to zero
while the electromagnetic constant of inclusions goes to infinity (“high contrast”).

We are studing two 3D diffracting structures which lead to negative permittivity or
permeability materials. The asymptotic study is based on the two-scale convergence
method (sometimes in a stochastic way), and the resulting unit cell problems are solved
by spectral method. This leads to an explicit formulation of the effective tensor according
to the frequency, which highlights their huge variations around the so-called resonant
frequencies.

Mots clés : Métamatériaux, cristaux photoniques, homogénéisation, convergence double-
échelle, équations de Maxwell, équations aux dérivés partielles.
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