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Introdu
tionDans le milieu des années 90, les avan
ées en nano-te
hnologies ont rendu possiblel'élaboration de matériaux arti�
iels dont le 
omportement vis-à-vis des ondes éle
tro-magnétiques est tout à fait surprenant et, pour 
ette raison, ils sont appelées parfoismétamatériaux. Depuis lors, 
es matériaux intéressent beau
oup la 
ommunauté s
ien-ti�que, notamment dans le domaine de l'optique, en raison de leur 
apa
ité à �
ontr�ler�la propagation lumineuse.Ces milieux sont en fait des matériaux 
omposites (plus ou moins stru
turés) pourlesquels une théorie e�e
tive peut parfois être mise en ÷uvre et fait apparaître des ten-seurs de permittivité ou de perméabilité qui di�èrent 
omplètement de 
eux que l'onpeut ren
ontrer dans des milieux homogènes naturels. Dans le domaine de l'optique, desavan
ées majeures ont été obtenues ré
emment par J. B. Pendry ainsi que M. Lassas,G. Uhlmann et al. [27℄. Notamment, Pendry a obtenu en 1996 [43℄ un milieu à per-mittivité négative en dessous d'une fréquen
e de 
oupure et en 1999 [42℄ il obtient unmilieu à perméabilité négative dans 
ertaines bandes de fréquen
es. Dans 
ha
un de 
es
as, les stru
tures envisagées sont formées de mi
ro-
omposants métalliques de grande
ondu
tivité formant di�érents motifs disposés périodiquement (�bres parallèles dansle premier 
as et anneaux fendus dans le se
ond). L'asso
iation de 
es deux stru
turespermet d'obtenir un milieu se 
omportant, à 
ertaines fréquen
es, 
omme un milieu depermittivité et de perméabilité simultanément négatives [38℄. Il s'agit de l'un des mé-tamatériaux les plus populaires du fait de ses propriétés de réfra
tion inverse. Notonsque, bien des années auparavant, quelques appli
ations théoriques de tels matériaux àindi
es négatifs (notamment les lentilles planes) avaient été dé
ouvertes par Veselago etprésentées dans son 
élèbre arti
le de 1968 [51℄.Ces matériaux 
omposites sont souvent formés d'une stru
ture périodique dont les
omposants sont métalliques ou diéle
triques ave
 des paramètres 
onstitutifs (permitti-vité, 
ondu
tivité) présentant de forts 
ontrastes ave
 la matri
e (ou le vide) les entou-rant. Une telle stru
ture est illuminée par une onde in
idente dont la longueur d'onde estgrande devant la taille et l'espa
ement de 
es in
lusions. C'est pour 
ette raison que le
omportement ma
ros
opique de telles stru
tures peut parfois être assimilé à 
elui d'unmilieu homogène dé
rit par des paramètres e�e
tifs : l'étude mathématique est ainsipla
ée dans le 
adre de l'homogénéisation.Les obje
tif prin
ipaux de 
ette thèse sont :- Comprendre sous quelles 
onditions (géométrie des in
lusions, ordre du 
ontraste rela-tivement à la période) la stru
ture 
omposite se 
omporte asymptotiquement 
omme unobsta
le homogène 
ara
térisé par des tenseurs e�e
tifs de permittivité et de perméabi-lité. 1



- Étudier la dépendan
e de 
es tenseurs e�e
tifs relativement à la fréquen
e de l'ondein
idente et plus parti
ulièrement dans le 
as où 
es tenseurs admettent des valeurspropres de partie réelle négative.Nous nous pla
erons essentiellement dans le domaine de l'optique (longueur d'ondeinférieure à 800 nm) où la perméabilité des matériaux reste �pro
he� de 
elle du vide.Les e�ets de 
ontraste 
on
erneront don
 le 
oe�
ient de permittivité (qui peut êtreassez important notamment pour des métaux).Dans 
ha
une des stru
tures étudiées, nous e�e
tuerons une analyse asymptotiquerelativement à un petit paramètre noté η en fon
tion duquel nous ferons varier la pé-riode, la permittivité relative des in
lusions ainsi que leur géométrie. Plus pré
isément,la période de la stru
ture sera dη (où d est un paramètre de normalisation), les in
lu-sions o

uperont un sous-ensemble Ση de l'obsta
le di�ra
tant B ⊂ R3 et εη(x) dé
riralo
alement la permittivité du milieu. La stru
ture dépend ainsi du seul paramètre η etreste 
ontenue dans le domaine borné B. Nous 
onsidérons alors, pour tout η > 0, leproblème de di�ra
tion d'une onde in
idente mono
hromatique (Einc,H inc) (représen-tant les 
hamps éle
triques et magnétiques �venant� de l'in�ni), indépendante de η et defréquen
e angulaire donnée ω > 0. Le 
hamp éle
tromagnétique total (Eη,Hη) est alorssolution du système de Maxwell
{

rotEη = iωµ0Hη ,

rotHη = −iωε0εηEη .
(0.1)I
i ε0 et µ0 sont les permittivité et perméabilité du vide (si bien que εη = 1 dans

R3 \ Ση) et les équations dans (0.1) sont véri�ées au sens des distributions sur tout R3.La résolution du système (0.1) 
ouplé à des 
onditions d'ondes sortantes à l'in�ni pour le
hamp di�ra
té (Eη −Einc,Hη −H inc) 
onduit à une solution unique (Eη,Hη). Notreproblème mathématique prin
ipal est 
lassique en théorie de l'homogénéisation : il s'agitd'étudier le 
omportement asymptotique quand η tend vers 0 de (Eη,Hη) et d'identi�erle 
hamp limite (E,H) en tant que solution d'un problème de di�ra
tion 
ara
térisé pardes tenseurs e�e
tifs homogénéisés. Dans les situations que nous allons ren
ontrer, 
etteétude s'avère déli
ate pour di�érentes raisons :� L'obsta
le B est borné et tridimensionnel : 
ela ex
lut la possibilité de réduire l'étudeau 
as de 
hamps éle
triques ou magnétiques polarisés. Notons que 
ette hypothèsesimpli�
atri
e est très souvent utilisée par les physi
iens et permet de ramener le système(0.1) à une équation de type Helmoltz en dimension deux. Elle est légitime seulementquand l'obsta
le est invariant dans une dire
tion (don
 non borné).� Le fait de 
hoisir un fa
teur de 
ontraste important (�milieux extrêmes�) donne unr�le 
ru
ial à la topologie des in
lusions au sein de la 
ellule de périodi
ité.� Dans 
ertains 
as, la re
her
he d'une loi homogénéisée dé
rite par des tenseurs depermittivité et de permittivité s'avère infru
tueuse. L'analyse asymptotique peut en e�et
onduire à des lois e�e
tives non lo
ales 
omme nous le verrons dans le 
hapitre 3.� Due à la nature ve
torielle du système de Maxwell et au fait que les estimations àpriori mettent en jeu uniquement le rotationnel des 
hamps Eη et Hη, il est très déli
atd'établir une borne uniforme de 
es 
hamps dans L2
loc. Celle-
i se fera à posteriori en2



utilisant l'uni
ité de la solution du problème limite.Nous 
onsidérerons essentiellement deux types de stru
tures (parfois ave
 une variantesto
hastique) :Dans un premier 
as, elles sont 
omposées d'in
lusions métalliques fortement 
ondu
-tri
es ave
 faible taux de remplissage (pour limiter la dissipation). C'est de 
ette façonque nous atteindrons des tenseurs de permittivité négatifs.Dans le se
ond 
as, 
es stru
tures seront 
omposées d'in
lusions fortement diéle
-triques disposées ave
 une fra
tion volumique restant stri
tement positive. Il en résulteradu �magnétisme arti�
iel� et des tenseurs de perméabilité négatifs.Dans les deux 
as, la loi homogénéisée globale sera régie par un problème spe
tral sur la
ellule de périodi
ité (�mi
ro-résonateurs�) qui apparaîtra lors de l'analyse asymptotiquedouble-é
helle du 
hamp (Eη,Hη). Les os
illations de 
es 
hamps à l'ordre de la période
η sont en fait ex
itées par des résonan
es internes asso
iées.Le plan du manus
rit est le suivant :Après quelques rappels sur les équations de Maxwell, nous présentons brièvementdans le premier 
hapitre les 
ristaux photoniques et métamatériaux ainsi que quelquesappli
ations ré
entes.Nous introduisons dans le se
ond 
hapitre les di�érentes notations et notions mathé-matiques qui seront utilisées tout au long de la thèse. Nous y présenterons notammentla méthode de 
onvergen
e double-é
helle ave
 quelques exemples illustratifs, quelqueséléments 
on
ernant les espa
es de Sobolev périodiques ainsi que la théorie spe
traled'opérateurs 
ompa
ts.Dans le troisième 
hapitre, nous proposons la 
onstru
tion d'un 
ristal photonique 3D
onduisant à un tenseur de permittivité e�e
tif négatif. C'est à notre 
onnaissan
e lepremier résultat mathématique rigoureux permettant d'obtenir de tels matériaux e�e
-tifs dans le 
adre de la di�ra
tion d'onde éle
tromagnétique par un obsta
le borné 3D.Notre métamatériau est 
onstruit en deux étapes :- La première, inspirée des travaux de D. Felba
q et G. Bou
hitté [12℄, 
onsiste à 
onsi-dérer un 
omposite formé de �bres métalliques parallèles très �nes, très 
ondu
tri
es etde longueur �nie. Contrairement à l'idée 
ommunément admise, la loi 
onstitutive quirésulte de l'homogénéisation d'une telle stru
ture est non lo
ale (toutefois une permitti-vité négative peut être atteinte lorsque la longueur des �bres est in�nie [25℄).- La se
onde étape est entièrement nouvelle. Elle 
onsiste à 
onsidérer une stru
tureformée de la reprodu
tion périodique, à une petite é
helle, du matériau 
omposite pré
é-dent. En appliquant une pro
édure d'homogénéisation réitérée, nous obtenons un milieue�e
tif lo
al tridimensionnel dé
rit par un tenseur de permittivité dépendant de la fré-quen
e et faisant intervenir un problème spe
tral sur la 
ellule unité.Le tenseur e�e
tif obtenu dépend en outre des di�érents paramètres physiques dé
ri-vant la stru
ture (
ondu
tivité, taux de remplissage des �bres, 
oe�
ient 
apa
itaire).En faisant varier 
es paramètres, nous montrons qu'il est possible d'atteindre tous les3



tenseurs de permittivité dé
rits par une matri
e réelle symétrique. Cela permet de ré-pondre à des questions 
on
ernant les milieux �atteignables� par homogénéisation tellesque traitées dans l'arti
le ré
ent de G. Milton [34℄ (voir aussi le résultat de P. Seppe
her[15℄ dans le 
as de l'élasti
ité linéaire).Dans le quatrième 
hapitre, nous proposons une extension 3D des résultats obtenusdans un 
adre bidimensionnel par J. Pendry [39℄ en 2002 puis démontrés rigoureusementpar G. Bou
hitté et D. Felba
q [20℄ en 2005. Rappelons que dans 
es travaux, le 
ristalphotonique était 
onstitué d'un réseau de �bres diéle
triques parallèles de longueur in�-nie et, pour un 
hoix judi
ieux du 
ontraste, faisait apparaître une perméabilité négativedans la dire
tion des �bres.La stru
ture que nous étudions i
i est formée d'in
lusions simplement 
onnexes (ty-piquement des sphères), fortement diéle
triques, et disposées périodiquement au seind'un domaine borné de R3. En maintenant 
onstant le diamètre optique des in
lusions(
e qui impose un 
ontraste de l'ordre de 1/η2), l'analyse double-é
helle fait apparaîtreune a
tivité magnétique au niveau du système d'équations (ve
torielles) sur la 
ellule depériodi
ité. Ce système est résolu par méthodes spe
trales et fait apparaître des réso-nan
es. Il est entièrement déterminé par le 
hamp magnétique ma
ros
opique qui résulted'une moyennisation géométrique parti
ulière liée au 1-formes di�érentielles sur le tore.Notre résultat d'homogénéisation 
onduit à une loi de perméabilité lo
ale dé
rite parun tenseur e�e
tif dont les valeurs propres sont de partie réelle 
hangeant de signe ave
la fréquen
e. Ce
i est une alternative à la 
élèbre 
onstru
tion de Pendry [42℄ forméed'anneaux fendus qui a été étudiée mathématiquement par R. V. Kohn et S. P. Shipman[30℄ dans un 
as 2D et par G. Bou
hitté et B. S
hweizer [9℄ dans le 
as général 3D.Dans le 
inquième 
hapitre, nous nous intéressons à l'extension des résultats du 
ha-pitre 4 lorsque les in
lusions sont disposées aléatoirement. Nous nous plaçons dans le 
assimpli�é d'une stru
ture in�nie et invariante dans une dire
tion a�n de pouvoir 
onsi-dérer des 
hamps polarisés et rendre ainsi le problème bidimensionnel. Cette stru
tureest formée de �bres 
ir
ulaires parallèles in�nies dont les se
tions sont des disques quirestent dans un domaine borné de R2. La disposition (
entres, rayons) et la permitti-vité de 
es in
lusions 
ir
ulaires sont aléatoires et respe
tent une hypothèse d'ergodi
itéadéquate.L'analyse asymptotique est e�e
tuée en utilisant une variante sto
hastique de la
onvergen
e double-é
helle introduite par Zhikov et Piatnitski dans [53℄. Nous mettonsen éviden
e un 
ritère sur la loi de distribution des rayons et des permittivités per-mettant de justi�er l'analyse asymptotique. La loi homogénéisée est déterministe et faitintervenir une perméabilité e�e
tive donnée expli
itement en fon
tion de la fréquen
e etde la loi de probalilité de la distribution initiale.Le dernier 
hapitre de la thèse est dédié à l'analyse numérique des tenseurs de permit-tivité et perméabilité e�e
tifs obtenus dans les 
hapitres 3 et 4. Dans 
ha
un des 
as, letenseur est 
ara
térisé par les valeurs et ve
teurs propres du problème spe
tral dé
rivantles résonan
es mi
ros
opiques de la stru
ture et doit être 
al
ulé numériquement. Nousutiliserons pour 
ela la méthode de Galerkin dans le 
adre de l'approximation spe
trale4



d'opérateurs 
ompa
ts auto-adjoints. Notamment, dans le 
hapitre 4, le problème spe
-tral sera dé
rit par un opérateur dé�ni sur un espa
e de fon
tions à divergen
e nulle.La dé
omposition en éléments �nis de 
e dernier sera déduite des éléments d'arêtes deNédele
 [36℄.Dans 
ha
un des 
as, l'opérateur dis
rétisé sera obtenu par l'intermédiaire d'un noyaude Green périodique évalué à l'aide d'une formulation expli
ite [32℄ de laquelle nousextrairons les singularités.En�n, nous donnerons quelques 
on
lusions générales et perspe
tives à la �n du ma-nus
rit.
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tion d'une onde éle
tromagnétique1.1 Équations de MaxwellLe 
hamp éle
tromagnétique est représenté à l'aide de quatre fon
tions ve
toriellesdépendant de la position x ∈ R3 et du temps t ∈ R+ :
E : le 
hamp éle
trique, H : le 
hamp magnétique,
D : le 
hamp de dépla
ement éle
trique, B : l'indu
tion magnétique.Les équations de Maxwell lient 
es 
hamps aux termes sour
es

ρ : la densité de 
harge et J : la densité de 
ourant,au travers du système d'équations suivant :
rot E = −∂B

∂t
, rotH = J +

∂D
∂t

,

divD = ρ , divB = 0 .

(1.1)
7



Dans les situations usuelles, les 
hamps E ,H,D et B sont des fon
tions de 
arré lo-
alement sommable qui peuvent admettre des singularités (dis
ontinuités), notammentlorsque le milieu dans lequel se propage l'onde est hétérogène. Pour 
ette raison, leséquations apparaissant dans (1.1) doivent être envisagées au sens des distributions (voir
hapitre 2). Ce point est fondamental et permet de mieux 
omprendre les 
onditions detransmissions des 
hamps à la traversée d'une interfa
e.1.2 Régime harmoniqueOn sait, grâ
e à la transformée de Fourier, que toute fon
tion réelle f(x, t) peut être
onsidérée 
omme superposition d'une in�nité de fon
tions sinusoïdales en temps. Cesrégimes sinusoïdaux, dits aussi régimes harmoniques, vont ainsi jouer un r�le essentieldans l'étude des équations de Maxwell.Transformée de Fourier. Au lieu de nous intéresser aux fon
tions E ,H,D,B, ρ et J ,nous allons 
onsidérer leur transformée de Fourier partielle par rapport à la variabletemporelle. Ce sont des distributions, notées Ê, Ĥ , D̂, B̂, Ĵ , ρ̂, de la variable (x, ν) où
ν est la variable 
onjuguée de t.Suivant les notations du livre de S
hwartz [47℄, nous utiliserons la transformée deFourier qui, à toute fon
tion f ∈ L1(R), asso
ie la fon
tion f̂(ν) dé�nie par

f̂(ν) :=

∫

R

f(t)e−2iπνt dt ,et qui peut être étendue aux distributions tempérées. D'un point de vue physique, lavariable ν représente la fréquen
e des 
hamps et nous utiliserons plut�t la variable ω :=
2πν qui désigne la fréquen
e angulaire ou pulsation.Il est maintenant fa
ile de déduire des équations (1.1) les relations véri�ées par lestransformées de Fourier pour 
haque valeur ω de la fréquen
e angulaire.

rot Ê − iωB̂ = 0 , rot Ĥ + iωD̂ = Ĵ ,

div D̂ = ρ̂ , div B̂ = 0 .

(1.2)Les équations de Maxwell en régime harmonique. On se pla
e dans le 
as oùles 
hamps et les sour
es dépendent sinusoïdalement du temps, 
'est-à-dire si toutes
omposantes de 
hamps, toutes 
omposantes de J ainsi que la densité de 
harge ρ,s'é
rivent sous la forme
U(x, t) = a(x) cos(ωt+ φ(x)) . (1.3)Bien entendu, nous pouvons 
hoisir aussi la dépendan
e cos(−ωt+φ(x)). Il est 
ommodede représenter les 
hamps de 
ette forme à l'aide de la quantité 
omplexe U(x) :=

a(x)e−iφ(x) (qui ne dépendent que de la variable d'espa
e) véri�ant la relation
U(x, t) = ℜ(U(x)e−iωt) . (1.4)8



Si nous avions 
hoisi la dépendan
e cos(−ωt + φ(x)) pour U , la dé�nition de U(x)deviendrait U(x, t) = ℜ(U(x)eiωt). Dans toute la thèse nous utiliserons une dépendan
etemporelle en e−iωt.À l'aide de l'équation (1.4), nous introduisons les fon
tions de L2
loc(R

3;C3), E, H ,
D, B, J et ρ ∈ L2

loc(R
3;C) (ne dépendant que de x ∈ R3) asso
iées aux 
hamps réels

E ,H,D,B et aux sour
es J , ρ.Ces quantités 
omplexes véri�ent alors le système de Maxwell harmonique
rotE − iωB = 0 , rotH + iωD = J ,

divD = ρ , divB = 0 .
(1.5)1.3 Lois 
onstitutivesPour simpli�er, plaçons nous en régime harmonique de pulsation ω > 0. Le milieudans lequel l'onde éle
tromagnétique se propage est dé
rit par les relations liant d'unepart D à E et d'autre part B à H .Propagation dans le vide.Dans le vide, 
es relations sont simplement des relations de proportionnalité

D = ε0E et B = µ0H ,où ε0 et µ0 sont 
onstantes de permittivité et de perméabilité du vide. Lorsque l'onse pla
e en l'absen
e de 
harge et de 
ourant (ρ = 0 et J = 0), les équations (1.5)deviennent
rotE = iωµ0H , rotH = −iωε0E . (1.6)En prenant le rotationnel su

essivement dans les équations (1.6) et en exploitant lefait que divH = divE = 0, on déduit que toutes les 
omposantes de (E,H) satisfontl'équation de Helmholtz

∆u+ k20u = 0 dans R3 , (1.7)où k0 := 2π
λ
= ε0µ0ω représente le nombre d'onde et λ la longueur d'onde.Ondes planes.Ce sont les solutions de (1.7) de la forme

u(x) = Aeik·x , (1.8)où k ∈ R3 véri�e |k| = k0. Cette solution parti
ulière u(x) représente une onde planed'amplitude A, venant de l'in�ni et se propageant dans la dire
tion k.Ce type d'onde a un r�le important dans les problèmes de di�ra
tion où un obsta
le
ontenu dans le vide est illuminé par une onde in
idente que l'on dé
ompose en lasuperposition d'ondes planes (
e qui 
orrespond à une transformée de Fourier en x del'onde in
idente). 9



Onde sphérique.Dans R3, on 
onnaît le noyau de l'équation de Helmholtz obtenu en résolvant, au sensdes distributions, l'équation
∆G+ k2G = δ(x) dans R3 ,où δ est la distribution de Dira
 en zéro. Cette équation a deux solutions parti
ulièresradiales données par
G±(x) := − 1

4π|x|e
±ik|x| . (1.9)Si une amplitude 
omplexe est de la forme

U(x) =
1

|x|e
±ik|x| ,la fon
tion réelle U(x, t) qui lui est asso
iée est

U(x, t) = 1

x
cos(ωt± k|x|) = 1

x
cos
(

ω
(

t± k|x|
ω

)

)

,
e qui 
orrespond à une onde sphérique (les surfa
es équiphases et équiamplitudes sontdes sphères) ave
 le signe ± suivant que l'onde est entrante ou sortante.Propagation en milieu hétérogène. Loi lo
ale. Dans les milieux usuels, les relations
onstitutives sont données par
D = ε0 εr(x, ω)E et B = µ0 µr(x, ω)H ,où εr(x, ω) et µr(x, ω) sont des tenseurs d'ordre deux qui représentent les permittivitéet perméabilité relatives en 
haque point de l'espa
e. Les hétérogénéités du milieu setraduisent par la dépendan
e de 
es tenseurs par rapport à la variable x (qui est engénéral dis
ontinue). Les équations de Maxwell (1.5) prennent ainsi la forme

rotE = iωµ0 µr(x, ω)H , rotH = −iωε0 εr(x, ω)E + J ,

div(εr(x, ω)E) =
ρ

ε0
.

(1.10)Il reste maintenant à pré
iser le 
ourant J . Dans le 
as de milieux diéle
triques parfaits(isolant éle
trique), on a J = 0 et de 
e fait ρ = 0. Ainsi, les équations de Maxwell sontdonnées par
rotE = iωµ0 µr(x, ω)H , rotH = −iωε0 εr(x, ω)E . (1.11)Dans les milieux métalliques, on se réfère en général à la loi d'Ohm donnée par

J = σ(x, ω)E , (1.12)10



où σ(x, ω) est la 
ondu
tivité du matériau au point x. Pour un milieu donné, la 
ondu
-tivité σ dépend très fortement de la fréquen
e et il s'avère qu'elle est très di�
ilementmesurable dans le domaine de l'optique. Un métal qui satisfait la loi d'Ohm (1.12) estappelé métal ohmique.Dans le 
as de matériaux �in�niment 
ondu
teurs�, la situation devient plus 
omplexedans la mesure où le 
ourant J obtenu dans l'analyse limite σ → +∞, devient unedistribution singulière 
on
entrée sur le bord du 
ondu
teur.Formulation mixte métal-diéle
trique.É
rivons 
�te à 
�te les relations 
onstitutives données dans les diéle
triques et dansles métaux ohmiques :dans le métal ohmique : dans le diéle
trique :
{

rotE = iωµ0 µrH ,

rotH = −iωε0 εrE + σE = −iωε0(εr + iσ
ωε0

)E ,

{

rotE = iωµ0 µ̃rH ,

rotH = −iωε0 ε̃rE .(1.13)Il apparaît alors par simple 
omparaison que les équations du 
as métallique sont iden-tiques à 
elles du 
as diéle
trique dès que
µ̃r = µr et ε̃r = εr +

iσ

ω
. (1.14)Ainsi, un métal ohmique homogène (εr, µr, σ) par un diéle
trique homogène (ε̃r, µ̃r) peutêtre vu de la même manière qu'un diéle
trique homogène de permittivité relative ε̃rdonnée par (1.14). De 
e fait, la quantité J dans le système de Maxwell est in
orporéedans le se
ond membre −iωε0ε̃rE de la se
onde équation de la se
onde équation deMaxwell. La quantité d = ε0ε̃rE sera appelée 
ourant de dépla
ement. Pour le physi
ien,
e 
ourant est une quantité ma
ros
opique : elle se distingue du 
ourant lié à la loi d'Ohmque l'on observe à l'é
helle de l'éle
tron.Conditions de transmission.Rappelons que les équations (1.11) sont à interpréter au sens des distributions dans

R3. De 
e fait, elle 
ontiennent intrinsèquement des 
onditions de transmission dans deszones de dis
ontinuité des 
oe�
ients εr, µr. Considérons une surfa
e S séparant deuxmilieux homogènes B+ et B−, ou même plus généralement deux milieux pour lesquels
ha
un des paramètres εr, µr et σ sont des fon
tions 
ontinues. Cha
un de 
es 
oe�
ientsest dé
rit par les 
omplexes (ε±, µ±) de la façon suivante
εr(x) = ε+1B+(x) + ε−1B−(x) , µ(x) = µ+1B+(x) + µ−1B−(x) .De telles surfa
es se ren
ontrent typiquement à l'interfa
e entre deux milieux. Dans
ha
un des domaines, les fon
tions E,H sont régulières, au moins une fois di�érentiablemais elles subissent éventuellement un saut à la traversée de S. Dans le 
as où ρ et

J sont des fon
tions régulières, on peut déduire des équations (1.11) les 
onditions dera

ordement suivantes
E+ ∧ n = E− ∧ n , H+ ∧ n =H− ∧ n , 11



(εrE)+ · n = (εrE)− · n , (µrH)+ · n = (µrH)− · n ,ave
 n un ve
teur unitaire normal à S et (E±,H±) la restri
tion à B± de (E,H)(voir 
hapitre 2 pour plus de détails sur la théorie des distributions). Ainsi, dès que lesfon
tions ρ et J sont su�samment régulières, on a 
ontinuité des 
omposantes tangen-tielles de E et H ainsi que la 
ontinuité de la 
omposante normale de D := ε0εrE et
B := µ0µrH .1.4 Problème de di�ra
tion, 
onditions de rayonnementSupposons qu'un fais
eau lumineux é
laire un objet opaque. Certain des rayons sontdon
 bloqués par l'objet et il peut apparaître derrière 
elui-
i une zone d'ombre. Ce
in'est exa
t que si l'objet est grand devant la longueur d'onde in
idente. Dans le 
as
ontraire, le phénomène est plus 
omplexe et tout se passe 
omme si l'obsta
le se 
om-portait à son tour 
omme une sour
e lumineuse émettant un 
hamp, dit 
hamp dif-fra
té, dans tout l'espa
e. Mathématiquement, 
ela revient à 
onsidérer un domaineborné B ⊂ R3 représentant l'obsta
le di�ra
tant et une onde in
idente (Einc,H inc). Onse pla
e en régime harmonique de fréquen
e angulaire ω où la dépendan
e en temps estde la forme e−iωt. Le 
hamp éle
tromagnétique total (E,H) est la somme du 
hampin
ident et du 
hamp di�ra
té. Il véri�e les équations de Maxwell

{

rotE = iωµ0H ,

rotH = −iωε0 εrE ,
(1.15)où εr = εr(x, ω) est la permittivité relative en 
haque point de l'espa
e et véri�e

εr(x, ω) = 1 hors de B (i
i on se pla
e en fréquen
e optique 
e qui justi�e le 
hoix
µr = 1).Pour obtenir l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (1.15), il faut ajouter une 
ondi-tion aux limites à l'in�ni. Cette 
ondition porte sur le 
omportement du 
hamp di�ra
té
(Ed,Hd) := (E − E inc,H −H inc) qui doit se 
omporter à l'in�ni 
omme la superpo-sition d'ondes sortantes. Plus pré
isément, il devra véri�er la 
ondition de Silver-Müllersuivante

(Ed,Hd) = O

(

1

|x|

)

, ωε0

(

x

|x| ∧E
d

)

− k0H
d = o

(

1

|x|

)

. (1.16)De façon équivalente, se référant à la solution sphérique sortante de l'équation de Helm-holtz φ donnée par (1.9) i.e. φ(x) = ei k0 |x|

4π|x| , 
ette 
ondition peut être réduite sous laforme d'une équation intégrale. Cette relation due à Stratton et Chu est donnée par
Ed

η(x) =

∫

|z|=R

[

iωµ0φ(x− z)
( z

|z| ∧H
d
η

)

+∇φ(x− z) ∧
( z

|z| ∧E
d
η

)

]

dσ ,

Hd
η(x) =

∫

|z|=R

[

−iωε0φ(x− z)
( z

|z| ∧E
d
η

)

+∇φ(x− z) ∧
( z

|z| ∧H
d
η

)

]

dσ ,où dσ désigne la mesure de surfa
e. Elle permet d'exprimer le 
hamps (Ed,Hd) à l'ex-térieur d'une boule BR de rayon R (en dehors de laquelle on a du vide, εr = µr = 1) enfon
tion de sa tra
e sur la sphère {|x| = R}.12



Ve
teur de Pointing. Il s'agit du ve
teur 
omplexe dé�ni par
P =

1

2
E ∧H .Ce ve
teur permet de 
ara
tériser l'énergie éle
tromagnétiqueWB dissipée par e�et Joulelors de la di�ra
tion de l'onde in
idente. On a la relation suivante

WB = ℜ
(

∫

S

P · n ds
)

,où S est une surfa
e fermée délimitant un domaine Ω tel que B ⊂⊂ Ω (voir [44℄).À l'aide des équations (1.15) et d'une intégration par parties, on obtient
WB =

1

2
ℜ
(

iωε0

∫

Ω

εr|E|2 dx− iωµ0

∫

Ω

|H|2 dx
) (1.17)

= −1

2
ω ε0ℑ(εr)

∫

Ω

|E|2 dx . (1.18)En parti
ulier, si l'obsta
le est un métal ohmique 
ara
térisé par une 
ondu
tivité σ, ondéduit de (1.15) que l'énergie dissipée par le métal est donnée par
WB = −σ

2

∫

Ω

|E|2 dx . (1.19)Les paramètres ε, µ dans le domaine de l'optique. Comme nous l'avons fait re-marquer, les matériaux sont généralement dispersifs, 
'est-à-dire dé
rits par des tenseursde permittivité et de perméabilité qui dépendent de la fréquen
e ω de l'onde in
idente.Dans les problèmes de di�ra
tion que nous étudierons dans 
ette thèse, la fréquen
e del'onde in
idente sera toujours dans le domaine de l'optique. Ce domaine est formé desondes infrarouges, dont les fréquen
es sont 
omprises entre 300 GHz et 375 THz (lon-gueur d'onde entre 0.8 µm et 1 mm), ainsi que de la lumière visible dont les fréquen
essont 
omprises entre 375 THz et 750 THz (longueur d'onde entre 0.8 µm et 0.4 µm). Onpré
ise que les matériaux 
omposites que nous 
onsidérerons serons toujours 
onstituésde matériaux homogènes 
lassiques (naturels). Or, dans 
e domaine de fréquen
es, tousles milieux naturels, métalliques ou diéle
triques, ont une perméabilité relative pro
hede 1 (alors que la permittivité relative a sa partie réelle pouvant varier entre des valeursnégatives dans le 
as de métaux et de �grandes� valeurs pour des diéle
triques. En pra-tique, nous serons don
 
ontraint de 
onsidérer des milieux dé
rits par une perméabilitérelative µr = 1 et le seul degré de liberté sur les paramètres 
onstitutifs 
on
ernera lapermittivité relative εr (que nous 
hoisirons à forts 
ontrastes).Donnons quelques exemples de permittivité que l'on ren
ontre dans le domaine visible(voir [31℄ pour plus de détails). 13



Matériau Longueur d'onde (µm) Permittivité relativeOr 0.4 -2.4+6.4i0.83 -2.9+2iArgent 0.4 -3.77+0.67i0.82 -30.2+1.59iCuivre 0.41 3.5+5.2i0.83 -27.6+2.73iSili
ium 0.4 -27.6+2.73i0.8 13.6+0.04iNotons que dans le domaine des mi
ro-ondes (de fréquen
e 
omprises entre 300 Mz et
300 Gz) on peut utiliser le modèle de Drude pour dé
rire pré
isément le 
omportementdes métaux ohmiques. La permittivité εr d'un tel métal véri�e alors εr = 1 + iσ

ε0ω
où σest la 
ondu
tivité donnée par

σ =
ε0τω

2
p

1− iωτ
,ave
 ωp et τ des paramètres dé
rivant le métal (respe
tivement la fréquen
e plasma etle temps de 
ollision moyen). Pour les fréquen
es élevées (
omme 
elle de l'optique) 
emodèle perd de sa pré
ision et ne sera don
 pas utilisé i
i.1.5 Métal in�niment 
ondu
teur.Pour étudier les phénomènes de di�ra
tion par des obsta
les métalliques, on utiliseparfois le modèle du métal in�niment 
ondu
teur. Il s'agit d'un milieu théorique obtenuen passant à la limite quand la 
ondu
tivité σ tend vers l'in�ni dans un métal ohmiquedé
rit par εr = 1 + iσ

ωε0
.Considérons un tel milieu o

upant un volume B ⊂ R3 de frontière Γ.Le 
hamp éle
tromagnétique est nul à l'intérieur de B et il apparaît de plus un 
ourant

JΓ et une densité de 
harge ρΓ lo
alisés sur la surfa
e (voir [44℄). En notant n la normaleorientée de l'intérieur vers l'extérieur de B, les 
onditions de transmission sont donnéessur Γ par
n ∧E = 0 , n ∧H = JΓ δΓ ,
n ·H = 0 , n ·D = ρs δΓ .

(1.20)Notons que dans 
e 
as, bien que la 
ondu
tivité 
onverge vers l'in�ni dans la relation(1.19), le métal ne dissipe plus d'énergie (nous renvoyons à [13℄ pour la démonstra-tion). Euristiquement, l'énergie dissipée limite est 
ara
térisée par le terme ∫
Γ
E ·JΓ quis'annule puisque E est normal à Γ alors que JΓ lui est tangentiel (voir (1.20)).Les relations (1.20) ont lieu lorsque l'épaisseur du métal reste �xée lors du passage àla limite σ → +∞. Il est 
ru
ial d'observer que la situation est di�érente lorsque l'onautorise le métal à s'a�ner. Dans 
e 
as, il peut apparaître des 
onditions de transmis-sion di�érentes. Par exemple, 
onsidérons la di�ra
tion par un métal de 
ondu
tivité κ

hformant le 
ylindre D0 × {−h
2
, h
2
} où D0 est un ensemble borné de R2.14



Il est montré dans [10℄, que le 
hamp limite (E,H) lorsque h→ 0 véri�e
{

rotE = iωµ0H dans R3 \ Σ0 ,

rotH = −iωε0E dans R3 \ Σ0 ,ainsi que les 
onditions de transmissions à la traversée de la surfa
e Σ0 := D0×{x3 = 0}données par
E+ ∧ n = E− ∧ n ,

[e3 ∧ n] = κE+ .Ainsi, bien que la 
ondu
tivité du métal 
onsidéré dans 
et exemple 
onverge versl'in�ni, les 
onditions de transmissions limites ne sont pas 
elles d'un métal in�niment
ondu
teur mais sont 
ara
térisées par la paramètre κ (rapport entre la 
ondu
tivité dumatériau et son épaisseur). Par ailleurs, dans 
e 
as la dissipation limite par e�et joulen'est pas nulle et dépend du paramètre κ.Cet exemple met en éviden
e que l'ordre de grandeur du volume d'un obsta
le relati-vement à ses paramètres 
onstitutifs intervient de façon 
ru
ial dans son 
omportementlimite. En parti
ulier, même des matériaux de volume in�nitésimal peuvent in�uer surla dispersion de l'onde in
idente.1.6 Les 
as de polarisation E// et H//Lorsque l'on 
onsidère un problème de di�ra
tion par une stru
ture in�nie et invariantedans une dire
tion (par exemple e3), il est intéressant de simpli�er l'étude du problèmeen se ramenant à des 
hamps orientés dans 
ette dire
tion. On dit dans 
e 
as que le
hamp est polarisé (magnétique si H//e3 et éle
trique si E//e3).Il y a deux 
as de polarisation re
tiligne, notés E// et H//, qui 
orrespondent respe
-tivement à des 
hamps de la forme
E(x) = u(x1, x2)e3 et H(x) = u(x1, x2)e3 , (1.21)où u est une fon
tion s
alaire (
omplexe) indépendante de la variable x3 (ainsi, E et Hsont à divergen
e nulle).En prenant su

essivement le rotationnel dans 
ha
un des équations de (1.15), il estfa
ile de voir que la fon
tion u satisfait

∆u+ εrk
2
0u = 0 dans R2 : dans le 
as E// ,et

div(
1

εr
∇u) + k20u = 0 dans R2 : dans le 
as H// .Si l'on 
onsidérait des matériaux de perméabilité variable di�érente de 1, il faudraitnaturellement rempla
er ∆u par div( 1

µr
u) dans le premier 
as et k20u par k20µru dans lese
ond. 15



Dans 
ha
un des 
as de polarisation, les 
onditions de rayonnement à l'in�ni de Silver-Müller (1.16) se simpli�ent et prennent la forme donné par Somer�eld
u = O

( 1

|x|
)

,
( ∂ud

∂|x| − ik0u
d
)

= o
( 1
√

|x|

)

.2 Métamatériaux et 
ristaux photoniquesLes 
ristaux photoniques sont des matériaux stru
turés remarquables dans lesquelsla lumière (ou plus généralement un 
hamp éle
tromagnétique) ne peut se propagerlibrement. Elle peut être bloquée (ré�é
hie), autorisée uniquement dans 
ertaines di-re
tions ou même lo
alisée dans 
ertaines zones. Ces matériaux o�rent don
 un moyende 
ontr�ler la propagation de la lumière. Ce sont des matériaux 
omposites qui sontgénéralement 
onstitués d'un réseau périodique d'in
lusions diéle
triques ou métalliquesdont la taille 
ara
téristique de la stru
turation est de l'ordre de la longueur d'ondein
idente. La propriété prin
ipale des 
ristaux photoniques est l'existen
e de bandes defréquen
es interdites, 
'est-à-dire que la propagation de la lumière est interdite dans
ertaines dire
tions et pour 
ertaines fréquen
es. Ce phénomène est 
onnu sous le nomde Ele
tromagneti
 Band Gap. On retrouve 
omme appli
ation de 
et e�et plusieursdispositifs 
omme par exemple les miroirs de Bragg ou les �ltres diéle
triques de Fabry-Perot qui ont des propriétés de ré�e
tion et de transmission remarquables (bien que trèsdépendantes de la fréquen
e de l'onde in
idente ainsi que de son angle d'illumination).Notons que l'on ren
ontre des 
ristaux photoniques dans la nature aussi bien dansle monde organique que minéral. En e�et, de nombreux animaux présentent des mi
ro-stru
tures périodiques sur leurs é
ailles, leur 
arapa
e ou leurs plumes faisant apparaîtredes phénomènes d'irides
en
e très marqués (variations rapides de la 
ouleur apparentedu matériau en fon
tion de l'angle d'illumination). Ce phénomène est aussi présent dansdes stru
tures minérales ; par exemple l'opale, qui est une ro
he 
onstituée de mi
ro-billesde sili
e réparties selon un arrangement plus ou moins régulier.D'un autre 
�té, il y a les métamatériaux qui sont des matériaux 
omposites arti�
ielsprésentant également des propriétés extraordinaires vis-à-vis des ondes éle
tromagné-tiques. L'é
helle de leur stru
turation est à la fois grande devant l'é
helle atomiqueet petite devant la longueur d'onde (de l'ordre de dix fois). En physique, on appelle
ette é
helle l'é
helle mésos
opique. Par exemple, dans la gamme des mi
ro-ondes, unestru
ture sera sus
eptible d'être un métamatériau si son é
helle est 
omprise entre lenanomètre et le 
entimètre environ. Cette 
ondition sur l'é
helle fera que 
es milieuxhétérogènes pourront parfois être dé
rits ma
ros
opiquement par une loi e�e
tive (voirparagraphe suivant). L'intérêt prin
ipal de 
es milieux arti�
iels est que 
ette loi e�e
-tive pourra être asso
iée à des paramètres de permittivité et de perméabilité que l'on neren
ontre pas dans les milieux naturels.Les métamatériaux sont ainsi des matériaux 
omposites stru
turés qui, vis à vis du
ontr�le de la propagation d'ondes éle
tromagnétiques, vont jouer un r�le similaire à
elui des 
ristaux photoniques (bien que les phénomènes physiques en jeu ne soit pas16



les mêmes). De 
e point de vue, et en raison de la di�éren
e d'é
helle des stru
tura-tions, on pourra voir les métamatériaux 
omme des 
ristaux photoniques a
tifs à bassesfréquen
es.Notion de paramètres e�e
tifs. De la même manière qu'un milieu peut être 
onsi-déré 
omme homogène à une é
helle ma
ros
opique (bien que très hétérogène au niveauatomique), une stru
ture à l'é
helle mésos
opique aura un 
omportement pouvant êtremodélisé par une loi �moyennée� appelée loi e�e
tive ou loi homogénéisée. Notons que,même si la longueur d'onde est grande devant la taille 
ara
téristique de la stru
ture, laloi e�e
tive ne sera pas toujours 
elle d'un milieu homogène, mais pourra au 
ontrairefaire apparaître des propriétés plus 
omplexes telle que 
elles qu'on ren
ontre dans lesmilieux non lo
aux (on renvoie pour 
ela au 
hapitre 3).Dans 
ette thèse, nous 
onsidérerons des stru
tures de perméabilité e�e
tive égale à
1 illuminées par une onde mono
hromatique de longueur d'onde λ grande devant l'é
artséparant les in
lusions. Notre obje
tif sera de savoir si la stru
ture peut être rempla
éepar un milieu homogène dé
rit par des paramètres de permittivité et de perméabilité ef-fe
tif (n'ayant don
 pas un 
omportement non lo
al). D'un point de vue mathématique,l'identi�
ation de 
e 
omportement e�e
tif se pla
e dans le 
adre de la théorie de l'ho-mogénéisation. Elle sera obtenue à l'issue d'une analyse asymptotique quand le nombred'in
lusions tend vers l'in�ni. Cette analyse asymptotique peut être traitée suivant deuxpoints de vue di�érents.- Dans le premier, la taille des in
lusions est �xée alors que l'obsta
le 
ontenant 
esin
lusions augmente de façon homothétique ainsi que la longueur d'onde. Ainsi, la lon-gueur d'onde tend vers l'in�ni alors que l'obsta
le remplit l'espa
e tout entier. Cetteappro
he, souvent utilisée par les physi
iens, peut donner des intuitions 
orre
tes (no-tamment par l'obtention de 
ourbes de dispersion obtenues à l'aide de développementsen ondes de Blo
h). Cependant elle n'apporte au
une information sur la transmissiondes ondes au la traversée du bord de l'obsta
le. Or 
e
i est le point essentiel lorsqu'ils'agit d'un problème de di�ra
tion.- Nous adopterons le se
ond point de vue où , dans l'analyse asymptotique, l'obsta
le
ontenant les di�useurs ainsi que la longueur d'onde in
idente sont �xés, le petit para-mètre étant la taille des in
lusions. On travaille ainsi à fréquen
e �xée et ave
 une ondein
idente donnée. En parti
ulier la 
ondition de rayonnement à l'in�ni est indépendantedes paramètres in�nitésimaux intervenant dans l'analyse. La loi e�e
tive sera ainsi dé-duite du 
omportement asymptotique de la stru
ture lorsque la taille 
ara
téristiquedes in
lusions, typiquement la période, 
onverge vers zéro. Le problème pratique dansl'exploitation de 
es résultats théoriques sera bien entendu lié à leur domaine de validité.En e�et, bien qu'il soit légitime de vouloir identi�er le métamatériau à son équivalenthomogénéisé (puisque la période est petite devant la longueur d'onde), il est di�
iled'obtenir dans un 
adre général la vitesse de 
onvergen
e de l'é
art entre les solutionsdes problèmes réels et la solution du problème limite. Ainsi, même si on saura démontrerla 
onvergen
e forte dans L2

loc de 
es solutions dans 
ha
un des 
as étudiés, la pertinen
epratique de nos résultats ne sera a
quise qu'après une validation numérique à l'aide17



Figure 1.1: Di�éren
e entre la réfra
tion dans un milieu 
lassique (à gau
he) et unmilieu à indi
e négatif (à droite)de 
odes 3D qui restent à mettre en pla
e (voir [24℄ pour 
e type d'études dans le 
asbidimensionnel). En dépit de 
es restri
tions, l'analyse théorique de la 
onvergen
e dessolutions dans les stru
tures 
omplexes fortement 
ontrastées que nous allons 
onsidérerest un 
hallenge mathématique intéressant qui enri
hit la théorie de l'homogénéisation.De plus, 
omme on va le voir permettra d'élargir de façon importante la 
lasse des lois at-teignables. Un 
adre théorique rigoureux est ainsi donné à 
ertains modèles de nouveauxmétamatériaux.2.1 Indi
e de réfra
tion négatifLes métamatériaux les plus 
élèbres sont sans doute 
eux présentant des paramètresde permittivité et de perméabilité simultanément négatifs. Le premier à avoir étudiéle 
omportement de tels milieux fut Veselago en 1967 [51℄. Évidemment il s'agissait despé
ulations théoriques puisque de tels matériaux n'existaient pas à 
ette époque. Ilremarqua que la propagation des ondes éle
tromagnétiques dans de tels milieux pouvaitréserver quelques surprises notamment la possibilité d'une réfra
tion inverse telle quereprésentée dans la �gure 1.1.Depuis les années 2000, 
e phénomène extraordinaire a pu être véri�é expérimenta-lement sur des métamatériaux élaborés en laboratoire. Ces stru
tures 
onstituées demi
ro-résonateurs ont une réponse ma
ros
opique négative à la fois pour la permittivitéet la perméabilité. Le premier prototype a été proposée par Pendry [38℄ où est 
onsidéréela superposition d'un réseau formé d'anneaux 
on
entriques 
oupés, appelés �split-ringresonators� (SRR), et d'un réseau de �ls métalliques 
ontinus 
omme représenté dansla �gure 1.2. Dans deux arti
les su

essifs [42℄, [43℄, JP Pendry a prédit qu'un arran-18



Figure 1.2: Exemple de stru
ture donnée par Pendry ayant un indi
e négatif. Lesanneaux 
oupés donne le µ < 0 et les tiges le ε < 0.gement périodique de �ls métalliques 
ontinus parallèles présentait, en basse fréquen
e,une permittivité négative (nous reviendrons sur 
e point dans le 
hapitre 3) , puis qu'unréseau périodique de SRR présentait une perméabilité négative autour d'une fréquen
ede résonan
e. Il était alors raisonnable de penser que la superposition de 
es deux stru
-tures pourrait 
onduire à un indi
e de réfra
tion négatif au voisinage de la fréquen
e derésonan
e des SRR.2.2 Fréquen
es interditesComme nous l'avons déjà indiqué, une des propriétés remarquables des 
ristaux pho-toniques est la présen
e de zones de fréquen
es, dites interdites, dans lesquelles le 
hampéle
tromagnétique ne peut se propager. Ce
i peut résulter de phénomènes de di�ra
tion
omplexes qui font que les 
ontributions des ondes sont destru
tives, empê
hant ainsi lapropagation.Dans le 
as plus spé
i�que des métamatériaux, 
es zones de fréquen
es interditespeuvent également exister mais elles proviennent d'un phénomène di�érent : il su�t quel'un des paramètres e�e
tifs permittivité ou perméabilité soit négatif sur un domaine defréquen
e alors que l'autre reste positif. L'onde est alors exponentiellement amortie dansle milieu. Deux situations apparaitrons :� Les zones de fréquen
es interdites forment des intervalles disjoints (� ele
troma-gneti
 band gap�) . Ce
i apparaitra dans dans le 
as des stru
tures étudiées dansles 
hapitres 3, 4 et 5. Chaque bande interdite sera asso
iée à une fréquen
e derésonan
e d'une mi
ro-in
lusion.� La zone interdite est 
onstituée d'un seul intervalle. Cet intervalle peut être asso
iéà une fréquen
e de 
oupure en dessous de laquelle la permittivité devient négative.19



Ce phénomène se ren
ontre par exemple lorsque l'on 
onsidère un réseau de �bresmétalliques parallèles très 
ondu
tri
es et très longues (
f. [25, 43℄). Dans le 
as dela stru
ture en anneaux 
oupés de Pendry, 
'est la perméabilité qui devient négativedans un intervalle autour d'une unique fréquen
e de résonan
e.2.3 Comment obtenir des résonan
es, milieux extrêmes.Les propriétés exotiques des métamatériaux sont généralement la 
onséquen
e de lasuperposition de phénomènes éle
tromagnétiques à l'é
helle des mi
ro-
omposants for-mant la stru
ture. Dans 
ertains 
as, 
es phénomènes peuvent s'ajouter les uns auxautres et engendrer des e�ets per
eptibles à l'é
helle ma
ros
opique. Ces phénomènesmi
ros
opiques sont souvent provoqués par des e�ets de résonan
es : 
'est-à-dire un modeprivilégié de fon
tionnement qui a lieu à 
ertaines fréquen
es.On peut par exemple penser aux résonan
es de Mie qui apparaissent dans un vo-lume diéle
trique de géométrie simple : typiquement des sphères (voir 
hapitre 4). Enilluminant une telle sphère par une onde plane, des modes résonants se développent àdes fréquen
es dépendant du rayon de la sphère et ses paramètres de permittivité etperméabilité. Cependant lorsque 
es sphères deviennent les mi
ro-in
lusions d'un méta-matériau, la longueur d'onde in
idente est trop grande pour que 
es modes résonantssoient ex
ités et 
'est pour 
ette raison que les résultats 
lassiques en homogénéisationne permettent pas d'in
orporer les phénomènes intéressants qui pourraient en dé
ouler.Pour y remédier, le point 
lé est d'obtenir 
e type de résonan
es à un niveau mi
ros
o-pique (
e qui revient à dépla
er les modes résonants vers les basses fréquen
es). Pour 
elail est essentiel de disposer de matériaux de trés grande permittivité de telle façon que le
ontraste entre les in
lusions et la matri
e les entourant puisse être 
onsidéré 
omme unparamètre trés grand dans l'analyse asymptotique. Plus pré
isément le diamètre optiquedes in
lusions (qui est proportionnel à la ra
ine 
arrée de la permittivité multiplié par lediamètre réel) doit être du même ordre que la longeur d'onde in
idente, 
e qui impose un
ontraste en permittivité de l'ordre de η−2 (rappellons que la perméabilité relative restede l'ordre de l'unité). En résumé il est don
 né
essaire à faire appel à des matériaux à
ara
téristique �extrèmes�.3 Appli
ations ré
entes3.1 Super-lentilleUne appli
ation très importante des métamatériaux en imagerie 
on
erne l'élaborationd'une lentille plane. Celle-
i a été imaginée par V. Veselago en 1968 [51℄ en s'appuyantsimplement sur l'exploitation des règles de réfra
tion à l'interfa
e entre deux milieuxd'indi
es opposés, voir �gure 1.3.Le premier intérêt de 
e type de lentille est leur invarian
e par translation : la lentilleétant plane, elle n'a pas d'axe optique. De plus, J. B. Pendry a montré que les len-tilles planes ont un 
omportement ex
eptionnel en terme de résolution maximale [40℄.20



Figure 1.3: Lentille plane formée d'un milieu à indi
e négatif.C'est 
e 
omportement qui est à l'origine de leur intérêt appli
atif et de l'utilisationdu quali�
atif �super-lentille� pour les désigner. En e�et, une importante limitation dessystèmes d'imagerie usuels est leur limite de résolution, de l'ordre de la moitié de la lon-gueur d'onde : si deux points sour
es ont une distan
e inférieure à 
ette limite, il n'estpas possible de di�éren
ier leurs images dès que la distan
e entre l'image et la sour
eest de l'ordre de quelques longueurs d'onde. Ce
i est dû aux ondes évanes
entes qui nepeuvent être restituées au niveau de l'image en raison de leur dé
roissan
e exponentielle.Dans une lentille plane, on a une situation très di�érente : à l'intérieur de la lentille, les
omposantes évanes
entes sont exaltées. Au niveau du point image, elles retrouvent leniveau qu'elles avaient au point sour
e. En d'autres termes, de la même façon que les
omposantes propagatives, elles 
ontribuent à la formation de l'image, qui devient ainsiune image �parfaite�. Bien évidemment, 
e phénomène présente di�érentes limitations(liées en parti
ulier à la présen
e de pertes dans les métamatériaux à indi
e négatif) quifont que la résolution a

essible en pratique reste �nie. Toutefois, des résultats expéri-mentaux montrent des résolutions supérieures à la limite de di�ra
tion ave
 des lentillesplanes, dans des gammes de fréquen
es allant des mi
ro-ondes [26℄ à l'optique [22℄.3.2 Cape d'invisibilitéLes milieux ave
 un indi
e de réfra
tion e�e
tif négatif ne représentent qu'une partiedes domaines 
ouverts par les métamatériaux. En e�et, 
ertaines appli
ations mettentà pro�t la 
apa
ité des métamatériaux à se 
omporter de manière non homogène etexploitent en parti
ulier leur gradient d'indi
e de réfra
tion pour 
ontr�ler la propagationlumineuse. C'est le 
as du dispositif de �
ape d'invisibilité� introduit par J. B. Pendrydans son 
élèbre arti
le de 2006 [41℄. Il s'agit d'un milieu hétérogène et isotrope deforme annulaire qui va dévier l'onde in
idente de façon à 
e qu'elle 
ontourne l'objet.Ce milieu a été obtenu expérimentalement pour les mi
ro-ondes en 2006 [46℄ (
f. �gure1.4). Dans le 
as d'une 
ape parfaite (sans perte), l'onde transmise reprend sa formeinitiale (
omme si l'obsta
le et la 
ape n'étaient pas présents) rendant ainsi le dispositifinvisible pour tout observateur extérieur (
f. �gure 1.5). Les paramètres de permittivitéet de perméabilité de 
e milieux sont obtenus théoriquement en exploitant l'invarian
e21



Figure 1.4: Exemple de 
ape d'invisibilité en dimension deux en régime mi
ro-ondes.

Figure 1.5: Comparaison entre une onde se propageant dans le vide et une autre traversantun milieu entouré d'une 
ape d'invisibilité (propagation de gau
he à droite).La forme des fronts d'ondes transmises est semblable dans les deux 
as 
e quifait qu'un observateur se trouvant à droite de l'obsta
le ne distingue que trèsfaiblement l'objet.des équations de Maxwell par transformation d'espa
e et sont appro
hés en pratique parl'intermédiaire de métamatériaux.Ce 
on
ept est parti
ulièrement prometteur en terme d'appli
ations, notamment dansle domaine de la défense. Dans 
e 
ontexte, 
e �
loaking� se distingue de l'appro
he
lassique de la furtivité. Un revêtement de furtivité a pour but premier d'annuler le
oe�
ient de ré�exion dans 
ertaines dire
tions spé
i�ques (typiquement 
elle d'une an-tenne de déte
tion). Pour 
e faire, l'idée est d'absorber les ondes in
identes ou de lesré�é
hir dans une autre dire
tion. À l'inverse, dans un dispositif de �
ape d'invisibili-té� parfait, on annule à la fois le 
oe�
ient de ré�exion et l'absorption, et on rend le
oe�
ient de transmission égal à 1.
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2 Outils mathématiquesSommaire1 Éléments d'analyse fon
tionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . 231.1 Espa
es de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.2 Fon
tions périodiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271.3 Compa
ité par 
ompensation : lemme �div-rot� . . . . . . . . . 311.4 Éléments de théorie spe
trale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321.5 Un peu de théorie des probabilités . . . . . . . . . . . . . . . . 371.6 Résultats 
lassiques pour le problème de di�ra
tion . . . . . . . 382 Homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.1 Notion de milieux e�e
tifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.2 Convergen
e double-é
helle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.3 Exemples de limites double-é
helle . . . . . . . . . . . . . . . . 47Dans 
e 
hapitre, nous présentons les notations et les résultats de base dont nousaurons besoin tout au long de 
ette thèse.1 Éléments d'analyse fon
tionnelleEspa
es fon
tionnels. On se pla
era en général sur un ouvert 
onnexe (domaine)borné de RN où N ∈ {2, 3}. Pour tout p ∈ [1,+∞[, Lp(B) désigne l'espa
e des fon
tionsmesurables u : B → C (dé�nies à l'équivalen
e près) telles que ∫B |u|p dx < +∞ ave
la norme ‖u‖Lp(B) :=
(∫

B |u|p
)

1

p . On note D(B) (ou C∞
c (B)) l'ensemble des fon
tionsin�niment di�érentiables à support 
ompa
t dans B et D′(B) son dual topologique quin'est autre que l'espa
e des distributions.Rappelons que les dérivées distributionelles de f sont données par

〈 ∂f

∂xi
, ϕ
〉

= −
∫

B
f
∂ϕ

∂xi
, ∀ϕ ∈ D(B) . (2.1)À 
e niveau, il est utile de rappeler les prin
ipes élémentaires 
on
ernant les dérivéesdistributionelles de fon
tions admettant des sauts.Étant donnée une interfa
e �régulière� Γ ⊂ B et une fon
tion u : B → C régulière dans

B \ Γ, alors
∂f

∂xi
=

{

∂f

∂xi

}

+ [u]n · ei δΓ , (2.2)23



où { ∂f
∂xi

} est la dérivée sur B \Γ (dé�nie presque partout), [u] le saut de u à la traverséede Γ orienté suivant la normale n et δΓ la distribution véri�ant
〈δΓ, ϕ〉 =

∫

Γ

ϕ(x) dσ(x) , ∀ϕ ∈ D(B) ,(dσ est la mesure de surfa
e).Bien entendu, la régularité de u doit être su�sante pour dé�nir les tra
es de u de 
haque
�té de l'interfa
e.L'ensembleW 1,p(B) est le sous-espa
e des fon
tions u ∈ Lp(B) telles que ∂f
∂xi

s'identi�eà un élément de Lp(B), 
'est-à-dire qu'il existe vi ∈ Lp(B) véri�ant
∫

B
vi ϕ = −

∫

B
f
∂ϕ

∂xi
, ∀ϕ ∈ D(B) .Muni de la norme ‖f‖W 1,p(B) := ‖f‖Lp(B)+‖∇f‖Lp(B),W 1,p(B) est un espa
e de Bana
h.On noteraW 1,p

0 (B) = D(B) l'adhéren
e de D(B) dans 
et espa
e etW−1,p′(B) (p′ adjointde p) le dual topologique de W 1,p
0 (B). Ce dernier s'identi�e aux distributions T ∈ D′(B)telles qu'il existe C > 0 véri�ant

|〈T, ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖W 1,p(B) , ∀ϕ ∈ D(B) .Toutes 
es notations se transposent au 
as de fon
tions à valeurs dans Rd ou C
d et onnotera L2(B;Cd), W 1,2(B;Cd) et
.Espa
es Lp

loc, W 1,p
loc .Étant donné un ouvert Ω ⊂ RN ,� Lp

loc(Ω) est l'espa
e de fon
tions mesurables de Ω → C telles que ∫
K
|u|p dx < +∞pour tout 
ompa
t K ⊂ Ω.� W 1,p

loc (Ω) est le sous-espa
e de Lp
loc(Ω) des fon
tions u telles que ∂u

∂xi
∈ Lp

loc(Ω) (ie.(2.1) à lieu ave
 vi ∈ Lp
loc(Ω)).Analyse ve
torielle élémentaire et intégration par parties.Fixons (a, b, c) ∈ (C3)3 et (u, v) ∈ (W 1,2(B))2. Rappelons les relations 
lassiquessuivantes :

a ∧ b · c = c ∧ a · b , a ∧ (b ∧ c) = (a · c) b− (a · b) c ,
rot(ρu) = ∇ρ ∧ u+ ρ rotu , div(ρu) = ∇ρ · u+ ρ divu ,

div(u ∧ v) = rotu · v − rotv · u , roty(a ∧ y) = 2a .D'autre part, on rappelle les formules d'intégration par parties suivantes.Lemme 2.1 Soit (u, v) ∈ W 1,2(B;C3)2 et w ∈ W 1,2(B). On a les relations suivantes
∫

B
divuw dx = −

∫

B
u · ∇w dx+

∫

∂B
n · uw dσ ,

∫

B
rotu · v dx =

∫

B
u · rotv dx+

∫

∂B
n ∧ u · v dσ .
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1.1 Espa
es de SobolevCas de l'ele
tromagétisme.On se pla
e dans le 
adre Hilbertien (p = 2) et on introduit les sous-espa
es de L2(B)suivants
L2(div,B) := {f ∈ L2(B;C3) , div f ∈ L2(B)} ,

L2(rot,B) := {f ∈ L2(B;C3) , rotf ∈ L2(B;C3)} ,
L2(div, rot,B) := {f ∈ L2(B;C3) , div f ∈ L2(B) , rotf ∈ L2(B;C3)} ,Il est 
lair que 
e sont des espa
es de Hilbert lorsqu'ils sont munis des produits s
alaires

〈f , g〉L2(div,B) :=

∫

B
f · g +

∫

div f div g ,

〈f , g〉L2(rot,B) :=

∫

B
f · g +

∫

rotf · rot g ,

〈f , g〉L2(div,rot,B) :=

∫

B
f · g +

∫

div f div g +

∫

rotf · rot g .Remarque 2.2 Le fait que la divergen
e distributionelle de u soit une fon
tion de
L2(B;C3) entraîne que le saut de la 
omposante normale de u sur une interfa
e Γ doitêtre nulle. En e�et, la formule de saut 
orrespondant à la (2.2) est

divu = {divu}+ n · [u] δΓ .De la même manière, la formule de saut pour l'opérateur rotationnel est
rotu = {rotu}+ n ∧ [u] δΓ .Il est à noter que l'in
lusion des espa
es de Hilbert W 1,2(B) ⊂ L2(div, rot,B) eststri
te. Cependant, si le bord de B est régulier (C2) et si l'on 
ontr�le la tra
e tangentielleou normale, les deux espa
es deviennent équivalents. Plus pré
isément, on a le résultatsuivant (donné dans [19℄).Proposition 2.3 Soit B ∈ RN un ouvert borné de 
lasse C2, de bord ∂B. Alors, lesespa
es de Sobolev

L2
n(div, rot,B) := {u ∈ L2(div, rot,B) , u · n|∂B ∈ W

1

2
,2(∂B)} ,

L2
t (div, rot,B) := {u ∈ L2(div, rot,B) , u ∧ n|∂B ∈ W

1

2
,2(∂B)} ,s'identi�ent topologiquement ave
 l'espa
e de HilbertW 1,2(B;R3). En parti
ulier, il existedes 
onstantes C1 et C2 telles que

‖u‖W 1,2(B) ≤ C1

(

‖u‖L2(B;R3) + ‖ divu‖L2(B) + ‖ rotu‖L2(B;R3) + ‖u · n‖
W

1
2
,2(∂B)

)

,

‖u‖W 1,2(B) ≤ C2

(

‖u‖L2(B;R3) + ‖ divu‖L2(B) + ‖ rotu‖L2(B;R3) + ‖u ∧ n‖
W

1
2
,2(∂B;R3)

)

.25



Corollaire 2.4 Si u ∈ L2(div, rot,B), alors u ∈ W 1,2
loc (B;C3).Preuve. SoitK un 
ompa
t de B et ϕ ∈ D(B) tel que ϕ = 1 dansK. Il est alors évidentque la fon
tion ϕu soit élément de L2

n(div, rot,B) d'où il résulte d'après la proposition2.3 que ϕu ∈ W 1,2(B;C3). Le fait que ϕ = 1 dans K implique que u ∈ W 1,2(K;C3).
2Inégalité de Poin
aré.On 
onsidère B un domaine borné de RN , N ∈ {2, 3}. On notera, pour toute fon
tion

f intégrable, −
∫

B f dx = 1
|B|
∫

B f dx.Proposition 2.5 Il existe C = C(B) > 0 tel que
∫

B

∣

∣

∣u−−
∫

B
u
∣

∣

∣

2

dx ≤ C

∫

B
|∇u|2 , ∀ u ∈ W 1,2(B) . (2.3)On �xe η > 0 et on note Y k

η pour k ∈ NN le 
ube de 
�té η, 
entré en k, donné par
Y k
η = η(Y + k) . (2.4)En notant Jη l'ensemble d'indi
es dé�ni par

Jη := {k ∈ N
N , Y k

η ⊂ B} , (2.5)on asso
ie à u ∈ W 1,2(B) la fon
tion en es
alier [u]η donnée par
[u]η :=

∑

k∈Jη

(

−
∫

Y k
η

u dx
)

1Y k
η
(x) . (2.6)Corollaire 2.6 Il existe C = C(B) > 0 tel que

∫

B
|u− [u]η|2 dx ≤ η2C

∫

B
|∇u|2 , ∀ u ∈ W 1,2(B) . (2.7)Preuve. On introduit la fon
tion vη dé�nie par vη(y) = u(η y) pour tout u ∈ W 1,2(B).On a,

∫

B
|u− [u]η|2 dx =

∑

k∈Jη

∫

Y k
η

|u− [u]η|2 dx (2.8)
= ηN

∑

k∈Jη

∫

Y+k

∣

∣

∣
u(η y)−−

∫

Y k
η

u(x) dx)
∣

∣

∣

2

dy (2.9)À l'aide d'un 
hangement de variable, on a immédiatement que −
∫

Y k
η
u(x) dx = −

∫

Y+k
u(ηz) dz.Ce
i entraîne par dé�nition de vη que

∫

B

|u− [u]η|2 dx = ηN
∑

k∈Jη

∫

Y+k

∣

∣

∣
vη −−

∫

Y+k

vη

∣

∣

∣

2

dyPour terminer la démonstration, on applique l'inégalité de Poin
aré (2.3) dans le membrede droite de l'équation pré
édente. Il su�t alors de remarquer que ∇vη(y) = η∇u(η y)puis de faire le 
hangement de variable inverse.
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1.2 Fon
tions périodiquesIntroduisons les espa
es fon
tionnels suivants :
L2
♯ := {u ∈ L2

loc(R
N ) , f(y) = f(y + k) , ∀k ∈ Z

3} ,

W 1,2
♯ := {u ∈ W 1,2

loc (R
N) , u ∈ L2

♯} .Il est évident qu'une fon
tion de Lp
♯ est 
omplètement déterminée si l'on 
onnaît sarestri
tion à un hyper
ube unité (un motif). Au 
ours de 
ette thèse, on se référera engénéral à la 
ellule élémentaire Y := [−1/2, 1/2[N (la famille {k+Y , k ∈ ZN} forme unepartition de RN). Les espa
es Lp

♯ et W 1,p
♯ pourront don
 être identi�és à des fon
tionssur le tore T := Y/ZN et pour 
ela nous utiliserons la notation Lp

♯ (Y ) et W 1,p
♯ (Y ). Ilest important de noter que l'espa
e W 1,p

♯ (Y ) s'identi�e aux fon
tions de W 1,p(Y ) dontles tra
es sur les fa
es opposées 
oïn
ident presque partout (relativement à la mesure desurfa
e sur ∂Y )On note que la périodi
ité des fon
tions de L2
♯ (div, rot, Y ) apporte un 
ontr�le de leurtra
e sur le bord de Y . Ainsi, de la même façon que dans la proposition 2.3, les espa
es

W 1,2
♯ (Y ) et L2

♯ (div, rot, Y ) pourront être identi�és. On a en fait le résultat plus pré
issuivant.Proposition 2.7 Soit u ∈ L2
♯ (Y ;C

3). Si on a
rotu ∈ L2

♯ (Y ;C
3) et divu ∈ L2

♯ (Y ) ,alors u ∈ W 1,2
♯ (Y ). De plus on a
‖u‖W 1,2(Y ) = ‖u‖L2(Y ;C3) + ‖ divu‖L2(Y ) + ‖ rotu‖L2(Y ;C3) . (2.10)Preuve. Dé
omposons les 
hamps u, rotu et divu en séries de Fourier. Il existe alors

{ck ∈ C3 : k ∈ Z3} tel que
u(y) =

∑

k∈Z3

e2iπk·yck ,

rotu(y) =
∑

k∈Z3

2iπe2iπk·y k ∧ ck , divu(y) =
∑

k∈Z3

2iπe2iπk·y k · ck .ave
 ∑k∈Z3 |ck|2 = ‖u‖2L2(Y ), ∑k∈Z3 |k ∧ ck|2 = ‖ rotu‖2L2(Y ) et ∑k∈Z3 |k · ck|2 =

‖ divu‖2L2(Y ).Considérons à présent les matri
es (Bk)k∈Z3 dont les 
omposantes sont données pour
(p, q) ∈ {1, 2, 3}2 par

(Bk)p,q = (ck · ep) (k · eq) .Il est fa
ile de véri�er que l'on a |Bk|2 = |k∧ck|2+ |k ·ck|2 ∀k ∈ Z3 pour tout k ∈ Z3,
e qui entraîne en parti
ulier que
∑

k∈Z3

|Bk|2 = ‖ rotu‖2L2(Y ) + ‖ divu‖2L2(Y ) . (2.11)
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Il en résulte que la fon
tion tensorielleM(y) donnée par M(y) :=
∑

k∈Z3 e2iπk·yB
k estélément de L2

♯ (Y ). On en déduit alors que u ∈ W 1,2
♯ (Y ) du fait queM(y) est exa
tement

∇u. La relation (2.10) est une 
onséquen
e immédiate de (2.11).
2Ce résultat peut être lo
alisé à des fon
tions de L2

♯ (Y ) dont la divergen
e et le ro-tationnel ne sont réguliers que sur l'ouvert 
omplémentaire de Σ. Plus pré
isément, ennotant K♯ := ∪k∈Z3(k + Σ) le périodisé du 
ompa
t Σ, on a le résultat suivant.Corollaire 2.8 Soit u ∈ L2
♯ (Y ;C

3) tel que rotu ∈ L2
loc(Y ;C

3) et divu ∈ L2
loc(Y ).Alors, pour tout ouvert Σ′ tel que Σ ⊂⊂ Σ′ ⊂⊂ Y il existe ũ ∈ W 1,2

♯ (Y ) tel que ũ = udans Y \ Σ′ tel que ũ = u dans Y \ Σ′.Preuve. On �xe une fon
tion α ∈ C∞
♯ (Y ; [0, 1]) telle que α = 1 dans Y \ Σ′ et α = 0sur un voisinage V de Σ tel que Σ ⊂ V ⊂ Σ′. Alors la fon
tion ũ := αu 
oïn
ide ave
 usur Y \ Σ′ et véri�e les hypothèses de la proposition 2.7.Remarque 2.9 Le 
orollaire 2.8, qui ne né
essite au
une régularité de ∂Σ, sera utilisépour justi�er les intégrations du 
hamp éle
tromagnétique mi
ros
opique sur le bord dela 
ellule Y .Champs irrotationnels, solénoïdaux.Dans les développement multi-é
helles que nous utiliserons dans 
ette thèse, le 
hampéle
tromagnétique mi
ros
opique sera souvent représenté par des fon
tions ve
toriellespériodiques à divergen
e ou à rotationnel nuls. Pour les identi�er, le lemme de dé
om-position suivant sera très utile.Lemme 2.10 Soit u ∈ L2

♯ (Y ;C
3). Alors :� Si rotu = 0 dans Y , il existe ρ ∈ W 1,2

♯ (Y ) tel que
u = ∇ρ+

∫

Y

u dans Y .� Si divu = 0 dans Y , il existe ψ ∈ W 1,2
♯ (Y ;C3) tel que

u = rotψ +

∫

Y

u dans Y .Preuve.Montrons le premier point.Soit {ck : k ∈ Z} les 
oe�
ients de Fourier de u. On a ainsi
u(y) =

∑

k∈Z3

ck e2iπk·y ave
 ∑

k∈Z3

|ck|2 = ‖u‖2L2(Y ) < +∞ . (2.12)
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De plus, on déduit simplement de la relation rotu = 0 que k ∧ ck = 0 , ∀k ∈ Z3.Posons
β0 = 0 et βk :=

ck · k
2iπ|k|2 ∀k ∈ Z

3 \ {0} .Il résulte de (2.12) que l'on a
∑

k∈Z3

|βk|2 < +∞ et ∑

k∈Z3

|βkk|2 < +∞et don
 que la fon
tion ψ(y) :=∑k∈Z3 βk e2iπk·y est élément de W 1,2
♯ (Y ). Les 
oe�
ientsde Fourier de ∇ψ sont de plus donnés par

2iπβkk =
(ck · k)k

|k|2 = ck ∀k ∈ Z
3 \ {0} ,où la dernière égalité résulte du fait que (ck · k)k = |k|ck dès lors que k ∧ ck = 0. Nousvenons don
 de prouver que u = ∇ψ+c0 qui n'est autre que le résultat attendu puisque

c0 =
∫

Y
u.Le se
ond point se démontre en utilisant les mêmes types d'arguments où fon
tion re-
her
hée ψ aura 
es 
oe�
ients de Fourier donnés par

β0 = 0 et βk :=
ck ∧ k
2iπ|k|2 ∀k ∈ Z

3 \ {0} .

2Le résultat pré
édent peut être lo
alisé à des fon
tions u ∈ L2
♯ (Y ;C

3) véri�ant la
ondition de rotationnel nul seulement dans le 
omplémentaire d'un ensemble Σ ⊂⊂ Ytel que Y \ Σ soit simplement 
onnexe. Plus pré
isément on a le résultat suivant.Proposition 2.11 Soit Σ un ouvert de Y tel que Σ ⊂⊂ Y et Y \ Σ est simplement
onnexe. Soit u ∈ L2
♯ (Y ;C

3) tel que rotu = 0 dans Y \ Σ.Alors, il existe ρ ∈ W 1,2
♯ (Y \ Σ) et z ∈ z tel que

u = ∇ρ+ z dans Y \ Σ .Preuve. Dans le 
as de fon
tions régulières, 
e résultat est très 
lassique en géométriedi�érentielle (
f. [6℄ p. 197). L'extension au 
as de fon
tions de L2(rot, Y,C3) va êtreobtenu par densité.Considérons ρn une suite régularisante et vn := ρn ∗ u. On véri�e simplement que leproduit de 
onvolution 
onserve la périodi
ité et la 
onditions de rotationnel nul. Onpeut alors appliquer le résultat 
lassique à 
ette suite vn 
e qui entraîne l'existen
e de
ρn ∈ W 1,2

♯ (Y \ Σ) et zn ∈ C tel que ∫
Y \Σ ρn = 0 et

vn = ∇ρn + zn dans Y \ Σ . (2.13)29



Comme nous le verrons dans l'équation (4.39), la suite (zn) est bornée dans C3 et va deplus 
onverger vers un 
ertain z ∈ C3. Il s'en suit que (∇ρn) est une suite bornée dans
L2(Y ;C3). Ainsi, puisque ∫

Y \Σ ρn = 0, la suite (ρn) est bornée dans W 1,2(Y \Σ). On endéduit l'existen
e de ρ ∈ W 1,2(Y \ Σ) tel que ρn → ρ fortement dans W 1,2(Y \ Σ). Lepassage à la limite dans (2.13) termine la démonstration.
2Inégalité de Poin
aré dans le 
as d'un domaine perforé. Nous donnons i
i deuxvariantes de l'inégalité (2.7) qui seront utilisées dans le 
hapitre 5 pour obtenir desestimations amenant à une 
onvergen
e forte double-é
helle des solutions.Lemme 2.12 Soit δ ∈ (0, 1/2). Alors, il existe Cδ > 0 tel que, pour tout u ∈ W 1,2(ηY )véri�ant

∆u = 0 dans ηB(θ, ρ), dist(θ, ∂Y ) ≥ ρ+ δ , (2.14)on a
∫

ηB(θ,ρ)

|u|2 ≤ Cδ

∫

η(Y \B(θ,ρ))

(

|u|2 + η2|∇u|2
)

. (2.15)Preuve. Montrons l'assertion pour η = 1. Fixons δ ∈ (0, 1
2
). D'après l'inégalité dePoin
aré ainsi qu'un argument de 
ontradi
tion, il existe Cδ > 0 tel que

∫

B(0, 1
2
−δ)

|u|2dx ≤ Cδ

∫

Y \B(0, 1
2
−δ))

(

|u|2 + |∇u|2
)

dx ,pour tout u ∈ W 1,2
♯ (Y ) satisfaisant ∆u = 0 dans B(0, 1

2
− δ). Notons que B(0, 1

2
− δ) estla plus grande boule de Y restant éloignée de ∂Y d'au moins δ.Maintenant, prenons u ∈ W 1,2

♯ (Y ), θ ∈ Y et ρ ∈ (0, 1
2
) tel que (2.14) est satisfaite ave


η = 1. Nous observons que les ensembles (θ + ρ
1

2
−δ
Y ) \ B(θ, ρ) et ρ

1

2
−δ
(Y \ B(0, 1

2
− δ))sont isométriques. En�n, nous pouvons utiliser la dernière inégalité pour trouver, aprèsune mise à l'é
helle de fa
teur ρ

1

2
−δ
, que

∫

B(θ,ρ)

|u|2dx ≤ Cδ

∫

(θ+ ρ
1
2
−δ

Y )\B(θ,ρ)

(

|u|2 + ρ2

(1
2
− δ)2

|∇u|2
)

dx ,pour tout u ∈ W 1,2
♯ (Y ) véri�ant ∆u = 0 dans B(θ, ρ). Finalement, on déduit de ρ/(1

2
−

δ) < 1 et (θ + ρ
1

2
−δ
Y ) \B(θ, ρ) ⊂ (Y \B(θ, ρ)), la relation (2.15) ave
 η = 1. On obtientle résultat pour η > 0 par le même type d'arguments de remise à l'é
helle que 
euxprésentés dans la démonstration du 
orollaire 2.6.

2
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Lemme 2.13 Fixons δ ∈ (0, 1/2), ρ > 0 et θ ∈ Y tels que dist(θ, ∂Y ) ≥ ρ + δ. Alors,il existe Cδ > 0 tel que pour tout η > 0, α ∈ C et u ∈ W 1,2
♯ (ηY ) véri�ant ∆u ∈

L2(ηB(θ, ρ)), on adist(α, σ0
ρ2

)

‖u‖2L2(ηB(θ,ρ)) ≤ cδ

[

(|α|2
(

‖u‖2L2(η(Y \B(θ,ρ)))

+ η2‖∇u‖2L2(η(Y \B(θ,ρ)))

)

+ ‖∆u+ αu‖2L2(ηB(θ,ρ))

]

.où σ0 est le spe
tre de l'opérateur −∆ ave
 
onditions de Diri
het sur le bord de la bouleunité.Preuve. Il est su�sant de montrer le résultat pour η = 1, il sera étendu par une simpleremise à l'é
helle. On pose u = u1 + v2, où
∆u1 = 0 on B(θ, ρ), u1 = u dans Y ∗;

u2 = u− u1.Soit ϕn, n ∈ N, les ve
teurs propres de l'opérateur −∆ dans le disque B(0, 1) et soit
λn les valeurs propres asso
iées. Il est 
lair que sur le disque B(θ, ρ), les valeurs propressont ρ−2λn, n ∈ N. Alors,dist2 (α, ρ−2σ0

)

‖u2‖2L2(B(θ,ρ)) = inf
n
|α− ρ−2λn|2‖u2‖2L2(B(θ,ρ)) ≤

≤ ‖∆u2 + αu2‖2L2(B(θ,ρ)) ≤ 2|α|2‖u1‖2L2(B(θ,ρ)) + 2‖∆u+ αu‖2L2(B(θ,ρ))De plus grâ
e au lemme 2.12 on a
‖u1‖2L2(B(θ,ρ)) ≤ cδ

(

‖u1‖2L2(Y \B(θ,ρ)) + ‖∇u1‖2(L2(Y \B(θ,ρ)))2

)

.On obtient alors le résultat puisque u1 = u dans Y \B(θ, ρ).
21.3 Compa
ité par 
ompensation : lemme �div-rot�Lemme 2.14 [Lemme �div-rot�℄ Soit B un ouvert borné de R3. Soit (uη) et (vη) deuxsuites de L2(B;R3) qui 
onvergent respe
tivement vers u et v faiblement dans L2(B;R3).Si, de plus, on a

(divuη) est 
ompa
te dans W−1,2(B) ,

(rotuη) est 
ompa
te dans (W−1,2(B))3 ,alors la suite produit uη · vη 
onverge vers u · v au sens des distributions dans B.On réfère à [35,50℄ pour la démonstration. En appliquant 
e résultat au 
ouple (uη, uη),nous pourrons démontrer une 
onvergen
e forte dans L2(B) lorsque la suite uη aura unbon 
omportement sur le bord de B.Pour 
ara
tériser la forte 
ompa
ité dans W−1,2(B), nous allons utiliserons parfois lerésultat suivant. 31



Proposition 2.15 Soit (Tn)n ⊂ W−1,2(B) une suite bornée. Alors, la suite (Tn) estrelativement 
ompa
te (pour la topologie de la norme) si et seulement si, pour toutesuite (ϕn)n telle que ϕn ⇀ 0 dans W 1,2
0 (B), on a

lim
n→+∞

< Tn, ϕn >= 0 . (2.16)Preuve. L'impli
ation (⇒) est évidente.Montrons (⇐). On peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que la suite (Tn)
onverge faiblement vers T ∈ W−1,2(B) (i.e. 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 pour tout ϕ ∈ W 1,2
0 (B)).Pour tout n ∈ N, on peut 
hoisir ϕn ∈ W 1,2

0 (B) tel que ‖ϕn‖W 1,2(B) = 1 et
‖Tn − T‖W−1,2(B) = 〈Tn − T, ϕn〉 .Quitte à extraire une sous-suite, il existe ϕ ∈ W 1,2

0 (B) tel que ϕn−ϕ ⇀ 0 dans W 1,2
0 (B).D'après l'hypothèse (2.16), on a don
 que 〈Tn, ϕn−ϕ〉 → 0. On termine la démonstrationà l'aide de l'égalité suivante

‖Tn − T‖W−1,2(B) = 〈Tn − T, ϕn〉 = 〈Tn, ϕn − ϕ〉 − 〈T, ϕn − ϕ〉+ 〈Tn − T, ϕ〉 .

2Théorème 2.16 (Lax-Milgram) Soit a(u, v) : X ×X → C une forme sesquilinéaire
ontinue. Si il existe z ∈ C ave
 |z| = 1 tel que
ℜ
(

z a(u, u)
)

≥ C‖u‖2 , ∀ u ∈ X .Alors pour tout f ∈ X il existe un unique u ∈ X véri�ant pour tout v ∈ X

a(u, v) = 〈f, v〉X . (2.17)1.4 Éléments de théorie spe
traleDans 
ette partie, X sera un espa
e de Hilbert muni du produit s
alaire 〈·, ·〉X. Onnote BX sa boule unité et L(X) l'espa
e des opérateurs linéaires 
ontinus de X dans X ,muni de la norme
‖T‖L(X) := sup

x∈X

‖x‖=1

‖Tx‖X ,qui est un espa
e de Bana
h.Dé�nition 2.17 Soit un opérateur T ∈ L(X).� On note T ∗ l'opérateur adjoint de T , uniquement déterminé par la relation suivante
〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉 ∀ (x, y) ∈ X2 ,(on utilise i
i le théorème de représentation de Riesz).� T est dit auto-adjoint si T = T ∗� T est dit positif si 〈Tx, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ X .� T est 
ompa
t si T (BX) est fortement relativement 
ompa
t dans X.32



Proposition 2.18 (Hilbert-S
hmidt) Soit K : X → X un opérateur 
ompa
t auto-adjoint positif. Alors, les valeurs propres de K (λn)n ∈ N forment une suite qui 
onvergevers zéro. De plus, il existe {vn , n ∈ N} une base Hibertienne de X telle que Tvn = λnvnpour tout n ∈ N. On a alors la dé
omposition
Tu :=

∑

n∈N
λn〈u, vn〉vn ,où la 
onvergen
e de la série a lieu relativement à la topologie forte de X.Alternative de Fredholm. Pour un opérateur 
ompa
t K ∈ L(x), f ∈ X et α ∈ C,on s'intéresse au problème suivant : trouver u ∈ X tel que

Ku− αu = f . (2.18)Théorème 2.19 On a l'alternative :� ou bien Ku− αu = f admet une unique solution,� ou bien α est valeur propre de K et, dans 
e 
as, l'équation Ku−αu = f est résolublesi, et seulement si, f est orthogonale au noyau de (K∗ − αI).Ce
i est une 
onséquen
e du résultat suivant (
f. [17℄) où N(K) est le noyau de K et
R(K) son image :Proposition 2.20 Soit K ∈ L(X) un opérateur 
ompa
t. Alors,

N(K − αI) est de dimension �nie ,
R(K − αI) est fermé et don
 R(K − αI) = N(K∗ − αI)⊥ ,

N(K − αI) = {0} ⇔ R(K − αI) = X .Appli
ation à un 
adre variationnel.Soit a : X × X → C une forme sesquilinéaire 
ontinue et 
oer
ive dans le sens où ilexiste z ∈ C tel que
ℜ
(

z a(u, u)
)

≥ C‖u‖2X , ∀ u ∈ X. (2.19)On 
onsidère de plus une se
onde fon
tion sesquilinéaire 
ontinue b : X × X → C et
f ∈ X . Pour toute valeur du paramètre λ ∈ C, on s'intéresse au problème variationnelsuivant : trouver u ∈ X tel que

a(u, v)− λ b(u, v) = 〈f, v〉X , ∀v ∈ X . (2.20)Pour λ = 0, on retrouve le 
adre de Lax-Milgram et on peut voir le terme λ b(u, v) 
ommeune perturbation de (2.17). La question est de dé
rire l'in�uen
e de 
ette perturbationsur l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (2.20). 33



Proposition 2.21 Supposons que b véri�e l'hypothèse suivante :
lim

n→+∞
b(un, vn) = 0 , (2.21)pour toute suite un ⇀ u, vn ⇀ v faiblement dans X.Alors on a l'alternative :� ou bien le problème (2.20) admet une solution unique,� ou bien il existe u ∈ X \ {0} tel que

a(u, v) = λ b(u, v) , ∀v ∈ X .Dans 
e 
as, si on suppose de plus que a et b sont hermitiennes, il existe une solutionde (2.20) si et seulement si
f ∈

{

g ∈ X : a(g, h) = λ b(g, h) , ∀h ∈ X
}⊥

. (2.22)Preuve. Notons A et B les deux opérateurs de L(X) représentant les formes sesquili-néaires a et b respe
tivement. Le problème (2.20) s'é
rit don
 sous la forme (A−B)u = f .D'autre part, en appliquant Lax-Milgram, on déduit de (2.19) que l'opérateur auto-adjoint A est inversible. En notant A−1 son inverse, problème (2.20) n'est autre que
(Id − λA−1B)u = A−1f .Or, la 
ondition (2.21) étant équivalente au fait que l'opérateur B est 
ompa
t, on setrouve dans le 
adre d'appli
ation du théorème 2.19 ave
 l'opérateur 
ompa
t K :=

λA−1B. Ainsi, ou bien le problème (2.20) admet une solution unique, ou bien 1 estvaleur propre de l'opérateur λA−1B 
e qui est équivalent à dire que a(u, v) = λb(u, v)pour tout v ∈ X . De plus, le problème (2.20) est résoluble si et seulement si A−1f estorthogonal à N(Id − λ (A−1B)∗). Dans le 
as où a et b sont hermitiennes, les opérateurs
A et B sont auto-adjoint. Ainsi, un élément g est dans le noyau N(Id −λ (A−1B)∗) si etseulement si g = λBA−1g, 
e qui équivaut à dire que g = Ah ave
 h véri�ant

Ah = λBh . (2.23)L'élément A−1f est orthogonal à un tel g si 〈A−1f, g〉 = 0 
'est à dire 〈f, h〉 = 0 ave
 hvéri�ant (2.23). Par dé�nition des opérateurs A et B on obtient (2.22).
2Krein-Rutman.Dé�nition 2.22 On dit qu'un ensemble K ⊂ X est un 
�ne de X si K est fermé etvéri�e

0 ∈ K ,

x, y ∈ K , α, β ≥ 0 ⇒ αx+ βy ∈ K ,

x ∈ K et − x ∈ K ⇒ x = 0 .Il sera dit reproduisant si
X = K −K .34



Théorème 2.23 Soit K un 
�ne reproduisant dans un espa
e de Bana
h X. Soit T unopérateur linéaire positif sur K (i.e. T (K) ⊂ K). On suppose que T est 
ompa
t derayon spe
tral r(B) 6= 0, alors, il existe x ∈ K (x 6= 0) tel que
Tx = r(B)x .Autrement dit, un des ve
teurs propres asso
iés à la valeur propre fondamentale appar-tient au 
�ne K.On revoie à [19℄ pour la démonstration.Approximation spe
trale. dans lequel la 
onvergen
e est parfois appelée �
onvergen
euniforme� au sens des opérateurs. La notion de �
onvergen
e forte des opérateurs� estune version a�aiblie de 
ette 
onvergen
e uniforme.Dé�nition 2.24 On dira que Tn 
onverge vers T fortement au sens des opérateurs, si

lim
n→+∞

‖Tnu− Tu‖X → 0 ∀u ∈ X , (2.24)et on notera Tn → T .On introduit l'ensemble résolvant ρ(T ) ⊂ C formé des 
omplexes λ tels que l'opérateur
(λ− T ) est inversible. On note de plus σ(T ) := C \ ρ(T ) le spe
tre de T . En parti
ulier,on a que {valeurs propres de T} ⊂ σ(T ).Dé�nition 2.25 On dira qu'une famille d'opérateurs {Tn ∈ L(X) , n ∈ N} est unifor-mément 
ompa
te si l'ensemble ⋃n∈N Tn(BX) est relativement 
ompa
t dans X.Lors des approximations numériques présentées dans le 
hapitre 6, nous aurons à ap-pro
her les valeurs et ve
teurs propres d'opérateurs 
ompa
ts auto-adjoints. La méthodeutilisée sera de type Galerkin et reposera sur les résultats d'approximation spe
trale quisuivent.Lemme 2.26 Soit T, Tn ∈ L(X) tels que Tn → T fortement au sens des opérateurs (
f.(2.24)) et tels que la famille {Tn − T} soit uniformément 
ompa
te. On �xe Λ ⊂ ρ(T )un fermé. Alors,i) il existe N ∈ N tel que Λ ⊂ ρ(Tn) pour tout n ≥ N ,ii) L'ensemble {(λ− Tn)

−1 , λ ∈ Λ , n ≥ N} est borné,iii) (λ− Tn)
−1 → (λ− T )−1 uniformément par rapport à λ ∈ Λ.On renvoie à [2, théorème 5.3℄ pour la démonstration.Remarque 2.27 En parti
ulier, le point i) du lemme pré
édent entraîne que pour tout

Ω voisinage de σ(T ), il existe N ∈ N tel que
σ(Tn) ⊂ Ω ∀n > N . 35



On 
onsidère Γ ⊂ ρ(T ) une 
ourbe de Jordan. On déduit du théorème pré
édent que
Γ ⊂ ρ(Tn) à partir d'un 
ertain rang. Cela nous permet d'introduire les proje
tionssuivantes

EΓ :=
1

2iπ

∫

Γ

(λ− T )−1 dλ ,

EΓ
n :=

1

2iπ

∫

Γ

(λ− Tn)
−1 dλ .Remarque 2.28 Il s'avère que les proje
tions dé�nies 
i-dessus sont les proje
tionsorthogonales sur la somme des espa
es propres asso
iés aux valeurs propres 
ontenuesdans l'ensemble BΓ délimité par la 
ourbe Γ.Proposition 2.29 Soient Tn, T ∈ L(X) tels que Tn → T fortement au sens des opé-rateurs et que la famille {Tn − T} est uniformément 
ompa
te. On �xe Γ ⊂ ρ(T ) une
ourbe de Jordan délimitant une zone notée BΓ. Alors,

EΓ
n → EΓ fortement au sens des opérateurs, (2.25)

{EΓ
n − EΓ} est uniformément 
ompa
te , (2.26)

dimEΓ
n(X) = dimEΓ(X) pour n assez grand . (2.27)Preuve.La 
onvergen
e (2.25) est déduite de la relation suivante (obtenue par dé�nition de E et

En) et à l'aide du point iii) du lemme 2.26
EΓ

n − EΓ =
1

2iπ

∫

Γ

(λ− Tn)
−1 − (λ− T )−1 dλ .Montrons l'assertion (2.26). On a

EΓ
n −EΓ =

1

2iπ

∫

Γ

(λ− T )−1(Tn − T )(λ− Tn)
−1 dλ .Or, la famille {T − Tn} est uniformément 
ompa
te, l'opérateur (λ − T )−1 borné etla suite (λ− Tn)

−1 est uniformément bornée d'après le lemme 2.26. En 
onséquen
e, lafamille {(λ−T )−1(Tn−T )(λ−Tn)−1} est uniformément 
ompa
te 
e qui entraîne (2.26).Montrons que dimEΓ
nX ≥ dimEΓX . On �xe m ∈ N et {xj , j ∈ {1, . . . , m}} ⊂ X telsque la famille {EΓxj , j = 1, . . . , m} soit orthonormale dans EΓ(X). On 
onsidère

C :=

{

m
∑

j=1

cjxj , max
j

|cj| = 1

}

.Alors C et EΓ(C) sont des ensembles 
ompa
ts 
e qui entraîne que EΓ
n → EΓ uniformé-ment sur C et que minx∈C ‖Ex‖X > 0.Finalement, on déduit de minx∈C ‖Enx‖ > 0 que la famille {Enxj , j = 1 . . .m} estlibre. Ce
i prouve que dimEΓ

n(X) ≥ dimEΓ(X).36



Montrons que dimEΓ
nX ≤ dimEΓX . On suppose, sans perte de généralité, que

dimEΓ(X) := m < +∞. On en déduit que E est un opérateur 
ompa
t et que {En} estuniformément 
ompa
t.Par l'absurde, on suppose que dimEΓ
nX > m pour tout n ≥ 1. Soit {xkn , k =

1, . . . , m} ⊂ EΓ
n(X) une famille orthonormale de EΓ

n(X). Puisque la famille {EΓ
n} estuniformément 
ompa
t, on a existen
e de xk ∈ X tel que

xkn → xk ∀k ∈ {1, . . . , m+ 1} ,où la 
onvergen
e a lieu à une sous-suite près. Il en résulte que {xk , k = 1, . . .m} estune famille orthonormale de X . Or, {EΓ
n} est étant uniformément 
ompa
t, on a que

‖En‖ uniformément borné par rapport à n et il en résulte que EΓ
nx

k
n → EΓxk = xk.Ainsi, pour tout k ∈ {1, . . .m}, xk ∈ EΓ(X). L'ensemble EΓ(X) 
ontient don
 unefamille orthonormale de 
ardinalité m + 1 > m := dim(EΓ(X)) 
e qui est impossible.L'inégalité dimEΓ

nX ≤ dimEΓX est don
 démontrée.
21.5 Un peu de théorie des probabilitésSoit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité. A toute variable aléatoire X(ω) : Ω → R telleque ∫ |X| dP < +∞, on asso
ie l'espéran
e mathématique de X dé�nie par E(X) =

∫

X(ω) dP(ω).Lemme 2.30 Soit {Xi}i∈N, une suite de variables aléatoires positives indépendantes etidentiquement distribuées dans L1(Ω,P). Alors,
lim
n→∞

1

n
E

[

sup
1≤i≤n

Xi

]

= 0 .Preuve.Soit g(r) = P(X1 ≤ r). Posons, pour tout n ∈ N, Zn := sup{Xi, 1 ≤ i ≤ n}. D'aprèsl'indépendan
e des variables Xi, on a
1

n
E(Zn) =

1

n

∫ ∞

0

P({Zn > r}) dr =
∫ ∞

0

1− gn(r)

n
dr .Puisque g(r) ∈ [0, 1], on a la majoration 1−gn(r)

n
≤ 1− g(r) ave


∫ ∞

0

(1− g(r)) dr =

∫ ∞

0

P({X1 > r}) dr = E(X1) < +∞.On peut don
 
on
lure par 
onvergen
e dominée.
2Un résultat de théorie ergodique. Soit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité. 37



Dé�nition 2.31 On dit qu'une transformation T : Ω → Ω préserve la mesure si pourtout A ∈ A on a
P(T−1(A)) = P(A) .Elle sera dit ergodique si

{

A ∈ A et P
(

T (A) △ A
)

= 0
}

⇒
{

P(A) = 0 ou P(A) = 1
}

,où △ désigne la di�éren
e symétrique.Nous donnons dans le théorème suivant une variante du théorème de Birkho� dont ladémonstration est donnée dans [18℄ (proposition 12.2.II).Théorème 2.32 Soit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité et {Tx : x ∈ Rd} une famillede transformations de (Ω,A,P) ergodiques et préservant la mesure. Alors, pour toutevariable aléatoire f sur (Ω,A,P) telle que E(|f |) < +∞ et presque tout ω ∈ Ω, on a
lim

R→+∞

1

|B(0, R)|

∫

B(0,R)

f(Txω) dx = E(f) ,où B(0, R) ⊂ R
d est la boule de 
entre 0 et de rayon R.1.6 Résultats 
lassiques pour le problème de di�ra
tionOn 
onsidère B ⊂ R

3 un domaine borné. On étudie la di�ra
tion par l'obsta
le B d'uneonde in
idente plane (Ei,H i) (dépendan
e harmonique en temps e−iωt de fréquen
e ω).Le 
hamp éle
tromagnétique total (E,H) véri�e les équations de Maxwell dans R3











rotE = iωµ0µ(x)H ,

rotH = −iωε0ε(x)E ,

(E −Einc,H −H inc) satisfait la 
ondition (2.29) , (2.28)où µ0 et ε0 sont les paramètres du vide et µ(x) et ε(x) sont les perméabilité et permittivitérelatives données pour εr, µr ∈ C+, par
µ(x) = 1R3\B + µr1R3\B , ε(x) = 1R3\B + εr1R3\B .La 
ondition de rayonnement de Silver-Müler s'é
rit pour (Ed,Hd) := (E −Einc,H −

H inc) par
(Ed,Hd) = O

(

1

|x|

)

, ωε0

(

x

|x| ∧E
d

)

− k0H
d = o

(

1

|x|

)

. (2.29)Théorème 2.33 Si ℑ(εr) > 0 ou ℑ(µr) > 0, alors il existe une unique solution (E,H)du problème (2.28).38



Ce résultat, donné dans [16℄, sera régulièrement utilisé au 
ours de 
ette thèse. La pro-priété d'uni
ité de la solution sera parfois redémontrée pour le problème homogénéiséfaisant intervenir des paramètres de permittivité et de perméabilité sous forme tenso-rielle.Tout au long de 
ette thèse, nous allons nous intéresser à l'homogénéisation de pro-blèmes de di�ra
tion par di�érentes stru
tures périodiques mettant en ÷uvre des ma-tériaux à forts 
ontrastes. Chaque stru
ture sera 
ara
térisée par un paramètre de per-mittivité relative εη(x) égal à 1 hors de l'obsta
le et os
illant périodiquement, de petitepériode η, dans le milieu noté B. Le problème pré-homogénéisé est le suivant et l'obje
tifsera d'étudier le 
omportement de sa solution (Eη,Hη) lorsque η → 0.On 
onsidère une onde in
idente (Einc,H inc) (de dépendan
e harmonique en temps
e−iωt) et la solution (Eη,Hη) véri�ant











rotEη = iωµ0µ(x)Hη ,

rotHη = −iωε0εη(x)Eη ,

(Eη −Einc,Hη −H inc) satisfait la 
ondition (2.29) . (2.30)La di�
ulté dans le passage à la limite va être liée aux os
illations rapides du 
hamp
(Eη,Hη) dans l'obsta
le. À l'inverse, la 
onvergen
e de la suite loin de l'obsta
le seratrès forte. Plus pré
isément, on a le résultat suivant où BR désigne une boule véri�ant
B ⊂⊂ BR.Lemme 2.34 Soit (Eη,Hη) la solution du problème (2.30) asso
iée à une onde in
i-dente (Einc

η ,H inc
η ) qui 
onverge uniformément vers (Einc,H inc).Si (Eη,Hη)⇀ (E,H) faiblement dans L2(BR) alors, la 
onvergen
e de (Eη,Hη) a lieudans C∞(K) pour tout 
ompa
t K ⊂ R

3 \ B. De plus, le 
hamp limite (E,H) véri�el'équation de Helmoltz ∆u+ k20u = 0 dans R3 \ B et le 
hamp di�ra
té (E −Einc,H −
H inc) véri�e (2.29).Preuve. Puisque εη = 1 est 
onstant hors de l'obsta
le B, on déduit de (2.30) quetoutes les 
omposantes des 
hamps Eη et Hη satisfont l'équation de Helmoltz

∆u+ k20u = 0 ,sur l'ouvert R3\B. Grâ
e aux propriétés des opérateurs hypoelliptiques (voir par exemple[48℄), la 
onvergen
e faible de (Eη,Hη) vers (E,H) est uniforme, ainsi que pour toutesses dérivées, sur tout 
ompa
t de BR \ B. On étend 
ette 
onvergen
e à tout R3 \ B dela façon suivante : on 
onsidère une sphère SR′ = {|x| = R′} de sorte que B ⊂⊂ {|x| ≤
R′} ⊂⊂ BR. Alors, on applique au 
hamp di�ra
té (Ed

η,H
d
η) := (Eη −E inc

η ,Hη −H inc
η )l'identité intégrale de Stratton-Chu suivante, qui est en fait équivalente à la 
onditionde rayonnement (2.29) (voir [16, 49℄) :

Ed
η(x) =

∫

|z|=r

[

iωµ0φ(x− z)
( z

|z| ∧H
d
η

)

+∇φ(x− z) ∧
( z

|z| ∧E
d
η

)

]

dσ ,

Hd
η(x) =

∫

|z|=r

[

−iωε0φ(x− z)
( z

|z| ∧E
d
η

)

+∇φ(x− z) ∧
( z

|z| ∧H
d
η

)

]

dσ ,

(2.31)
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où φ(x) = ei k0 x

4π|x| et dσ désigne la mesure de surfa
e. En passant à la limite quand η → 0,on étend la dé�nition de (E,H) hors de B et on obtient la 
onvergen
e de (Eη,Hη)vers (E,H) dans C∞(K) pour tout K 
ompa
t de R
3 \ B. Il est 
lair que les relations(2.31) seront satisfaites pour (E −Einc,H −H inc), et don
 il véri�era les 
onditions deSilver-Müller (2.29).

22 Homogénéisation2.1 Notion de milieux e�e
tifsL'apparition de l'industrie de matériaux 
omposites a fait émerger une nouvelle bran
hedes mathématiques appelée homogénéisation.Ces matériaux sont 
omplexes en raison de leur mi
ro-stru
ture interne, 
e qui renddi�
ile leur étude aussi bien théorique que numérique. L'enjeu de la théorie de l'ho-mogénéisation est, d'une part, de justi�er que le 
omportement de telles stru
tures estassimilable à 
elui d'un nouveau milieu homogène (plus simple) et, d'autre part, d'iden-ti�er les lois de 
omportement de 
e milieu qui sera appelé milieu e�e
tif ou milieuhomogénéisé.Considérons par exemple un matériau 
omposite o

upant un domaine borné B dontl'hétérogénéité est 
ara
térisée par une mi
ro-stru
ture que nous supposons périodique.La période séparant ses mi
ro-
omposants est dé
rite par un petit paramètre réel positifnoté η.Le 
omportement de 
e matériau vis-à-vis des phénomènes physiques que nous sou-haitons étudier est modélisé à l'aide d'un opérateur aux dérivées partielles noté Lη. Leproblème réel (à l'é
helle η) est appelé pré-homogénéisé et prend la forme
Lηuη = f dans B , (2.32)où f est un terme sour
e donné.Le 
omportement e�e
tif du milieu sera déduit du problème (2.32) en passant à lalimite η → 0. En supposant que uη 
onverge dans un 
ertain sens vers une limite u, on
her
he à identi�er le problème homogénéisé que doit véri�er u. Le problème est don
d'identi�er l'opérateur limite L de sorte que
Lu = f dans B . (2.33)Passer du problème (2.32) au problème (2.33) est le pro
essus d'homogénéisation. Notonsque 
e pro
essus 
omporte deux di�
ultés prin
ipales :� Établir la relative 
ompa
ité de la suite uη dans un espa
e fon
tionnel adéquat,� Trouver l'opérateur e�e
tif L.Si les 
oe�
ients os
illants intervenant dans la dé�nition des opérateurs Lη sont uni-formément majorés et minorés, on s'attend à 
e que l'opérateur limite L soit de la mêmeforme que les opérateurs Lη. À l'inverse, lorsque 
es 
onditions de bornes ne sont pas40



véri�ées, l'opérateur limite peut être tout à fait di�érent. Par exemple, le pro
essus d'ho-mogénéisation peut engendrer l'apparition d'e�ets non lo
aux ou de mémoires [4, 12℄.Dans 
ette thèse, nous allons entreprendre l'homogénéisation de problèmes de di�ra
-tions par des 
ristaux photoniques. La méthode utilisée sera toujours la méthode de
onvergen
e double-é
helle que nous rappelons dans la se
tion suivante.2.2 Convergen
e double-é
helleCette notion de 
onvergen
e à été introduite par Ngutseng [37℄ et Allaire [1℄ et sepla
e à l'origine dans un 
adre périodique. Elle a depuis été étendue par Piatninski [53℄dans un 
as aléatoire (nous introduirons 
ette notion dans le 
hapitre 5). Dans le 
aspériodique, elle permet de donner un 
adre rigoureux à la te
hnique de développementasymptotique deux é
helles. Cette dernière prend pour postulat la dé
omposition de lasolution uη suivante :
uη(x) := u0(x,

x
η
) + η u1(x,

x
η
) + η2u2(x,

x
η
) + · · · , (2.34)où les fon
tions ui(x, y) sont périodiques par rapport à y. La substitution de (2.34) dans(2.32) et l'identi�
ation des puissan
es de η 
onduisent à une 
as
ade d'équations pour
ha
une des fon
tions ui. La résolution de 
es problèmes peut amener trouver la formede l'opérateur L déterminant le problème limite.La méthode de 
onvergen
e double-é
helle va permettre d'identi�er le premier termede la dé
omposition (2.34) de manière rigoureuse. En s'inspirant de [1℄, on présente 
etteméthode dans le 
as où la mi
ro-stru
ture du matériau est périodique.Commençons par quelques notations.On se pla
e dans un ouvert borné B ⊂ R3. On introduit Y ⊂ R3 dé�ni par

Y :=

[

−1

2
,
1

2

]3

.Cet ensemble est appelé 
ellule de base ou 
ellule unité et représente une période élémen-taire de la stru
ture. Les variables 
ontenues dans Y sont notées y et appelées variablesrapides ou mi
ros
opiques.La 
onvergen
e double-é
helle est une notion faible de 
onvergen
e dans le sens oùsa 
ara
térisation passe par l'intermédiaire de fon
tions test. Nous avons besoin d'une
ertaine 
lasse de fon
tions que nous appellerons admissible dont nous donnons i
i ladé�nition.Dé�nition 2.35 (Fon
tions admissibles) On dira qu'une fon
tion ϕ ∈ L2(B × Y )est admissible lorsque la suite ϕn(x) := ϕ
(

x, x
η

) est bornée dans L2(B) et véri�e
lim
η→0

∫

B

∣

∣

∣

∣

ϕ
(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

dx =

∫

B×Y

|ϕ(x, y)|2 dx dy .
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Il est important de noter que les fon
tions de L2(B;L2
♯ (Y )) ne satisfont pas toujours
ette relation puisque l'on ne peut pas assurer que la fon
tion x → ϕ(x, x/η) est mesu-rable sur B. Il est par ailleurs prouvé dans [37℄ le résultat suivant.Lemme 2.36 Les espa
es L2(B;C♯(Y )), C(B;C♯(Y )) et L2

♯ (Y ;C(B)) sont des espa
esde fon
tions admissibles qui s'identi�ent à des sous-ensembles denses de L2(B × Y ).Dé�nition 2.37 (
onvergen
e double-é
helle) On dit qu'une suite de fon
tions uηde L2(B) 
onverge double-é
helle vers u0(x, y) ∈ L2(B × Y ) si pour tout ϕ(x, y) ∈
C∞(B;C∞

♯ (Y )) on a,
lim
η→0

∫

B
uηϕ

(

x,
x

η

)

dx =

∫

B×Y

u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy . (2.35)Dans 
e 
as on notera uη ⇀⇀ u0.Exemples(i) Pour une fon
tion régulière a(x, y), périodique par rapport à y, la suite aη(x) :=
a(x, x/η) 
onverge double-é
helle vers a.(ii) Une suite uη qui 
onverge fortement vers u dans L2(B) 
onverge double-é
hellevers la même limite u.(iii) Toutes les suites uη qui satisfont le développement uη = u0(x, x/η)+ηu1(x, x/η)+
. . . ave
 des fon
tions ui(x, y) régulières et périodiques par rapport à y 
onvergentdouble-é
helle vers le premier terme de l'extension.Le point (iii) met en avant le prin
ipal intérêt de la 
onvergen
e double-é
helle : mêmesi le développement asymptotique (2.34) n'a pas lieu, on peut justi�er rigoureusementl'existen
e du premier terme u0.Proposition 2.38 Soit uη ∈ L2(B) et u0(x, y) ∈ L2(B × Y ) tels que uη ⇀⇀ u0. Alors,la relation (2.35) a lieu pour toutes fon
tions ϕ admissibles dans le sens de la dé�nition2.35.Le résultat fondamental lié à 
ette notion de 
onvergen
e est la propriété de 
ompa
itésuivante.Théorème 2.39 Soit uη une suite bornée dans L2(B). Quitte à extraire une sous-suite,il existe u0 ∈ L2(B × Y ) telle que uη ⇀⇀ u0.Preuve.Soit uη une suite bornée dans L2(B). Pour toute fon
tion test ϕ ∈ L2(B;C♯(Y )) on a,grâ
e au lemme 2.36, que ϕ(x, x/η) appartient à L2(B×Y ). L'inégalité de Cau
hy-Swartzamène à
∣

∣

∣

∣

∫

B
uη(x)ϕ

(

x,
x

η

)

dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖uη‖L2(B)

∥

∥

∥

∥

ϕ
(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(B)
≤ C‖ϕ(x, y)‖L2(B;C♯(Y )) . (2.36)42



Don
 pour η �xé, l'appli
ation ϕ →
∫

B uη(x)ϕ
(

x, x
η

)

dx est 
ontinue de L2(B;C♯(Y ))dans R. Par ailleurs, l'espa
e dual de L2(B;C♯(Y )) est donné par L2(B;M♯(Y )) où
M♯(Y ) représente l'espa
e des mesures de radon Y -périodiques. À l'aide du théorèmede représentation de Riez, on a l'existen
e d'une unique mesure µη ∈ L2(B;M♯(Y ))véri�ant

〈µη, ϕ〉 =
∫

uη(x)ϕ
(

x,
x

η

)

dx ,où les 
ro
hets représentent le produit de dualité entre L2(B;M♯(Y )) et L2(B;C♯(Y )). Deplus, puisque l'espa
e L2(B;M♯(Y )) est séparable, on peut extraire de toute suite bornéeune sous-suite qui 
onverge ∗-faiblement. La suite µη étant bornée dans L2(B;M♯(Y ))d'après (2.36), il existe µ0 ∈ L2
(

B;M♯(Y )
) tel que µη

∗
⇀ µ0 
'est-à-dire

〈µη, ϕ〉 → 〈µ0, ϕ〉 ,pour tout ϕ ∈ L2(B;C♯(Y )). Par dé�nition de µη, on obtient alors, à une sous-suite près,
lim
η→0

∫

uη(x)ϕ
(

x,
x

η

)

dx = 〈µ0, ϕ〉 . (2.37)D'autre part, grâ
e au lemme 2.36, on sait que
lim
η→0

∥

∥

∥

∥

ϕ
(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(B)
= ‖ϕ(x, y)‖L2(B×Y ) . (2.38)En passant à la limite dans les deux premiers membres de (2.36) et à l'aide de (2.37) et(2.38), il vient

|〈µ0, ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖L2(B×Y ) .Grâ
e à la densité de L2(B;C♯(Y )) dans L2(B × Y ) et au théorème de Riez, la mesure
µ0 est identi�ée à une fon
tion u0 de L2(B × Y ). Il en résulte ainsi

〈µ0, ϕ〉 =
∫

B×Y

u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy .La relation pré
édente et l'équation (2.37) terminent la démonstration.
2Interprétation à l'aide de l'analyse de Fourier.L'existen
e d'une limite double-é
helle est ainsi assurée par le théorème 2.39 sous une
ondition simple (suite bornée dans L2(BR)). Il est intéressant de se représenter plusexpli
itement 
ette limite double-é
helle, en parti
ulier à l'aide de ses 
oe�
ients deFourier.On 
onsidère une suite (uη)η ⊂ L2(B) qui 
onverge double-é
helle vers u0 ∈ L2(B×Y ).On introduit uk(x), pour k ∈ Z, les 
oe�
ients de Fourier de u0 de sorte que

u0(x, y) :=
∑

k∈Z
uk(x)e2iπk y .
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On introduit d'autre part, pour tout k ∈ Z, la suite (vkη)η ⊂ L2(B) dé�nie par
vkη (x) := uη(x)e

−2iπk x
η ,qui est bornée dans L2(B). Ainsi, pour tout k ∈ Z, il existe une sous-suite et vk ∈ L2(B)tels que l'on ait vkη ⇀ vk faiblement dans L2(B). Cha
une de 
es sous-suites dépend àpriori de l'entier k. Cependant, à l'aide d'un prin
ipe de diagonalisation, on 
onstruitune nouvelle sous-suite (en
ore notée η) telle que

vkη ⇀ vk ∀ k ∈ Z .Lemme 2.40 Ave
 les notations pré
édentes, les fon
tions vk ∈ L2(B) sont exa
tementles 
oe�
ients de Fourier de u0, 
'est-à-dire :
uk = vk ∀ k ∈ Z .Preuve. On pose pour l ∈ Z, la fon
tion test ϕ(x, y) := ρ(x)e−2iπl y ave
 ρ ∈ C∞

c (B).Alors
∫

B×Y

u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy =
∑

k∈Z

∫

B×Y

uk(x)ρ(x)e2iπk ye−2iπl y , dx dy

=

∫

B
ul(x)ρ(x) . (2.39)D'autre part, on a

∫

B×Y

u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy = lim
η→0

∫

B
uη(x)ϕ

(

x,
x

η

)

dx ,et d'après les dé�nitions de ϕ, vlη et vl, il résulte que
∫

B×Y

u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy = lim
η→0

∫

B
vlη(x)ρ(x) =

∫

B
vl(x)ρ(x) . (2.40)On déduit alors des équations (2.39) et (2.40) que uk = vk pour tout k ∈ Z.

2Proposition 2.41 Soit uη une suite de L2(B) qui 
onverge double-é
helle vers u0 ∈
L2(B × Y ).Alors uη 
onverge faiblement dans L2(B) vers u(x) := ∫

Y
u0(x, y) dy . On a de plus

lim
η→0

‖uη‖L2(B) ≥ ‖u0‖L2(B×Y ) ≥ ‖u‖L2(B) . (2.41)Remarque 2.42 La proposition pré
édente indique que la limite double-é
helle u0
ontient plus d'informations que u, la limite faible dans L2(B). La limite u0 
ontientdes informations sur les os
illations de la suite uη alors que u dé
rit uniquement son
omportement moyen. On insiste 
ependant sur le fait que la limite double-é
helle ne
apture que les os
illations de la suite qui sont en résonan
e ave
 ϕ(x, x/η), 
'est-à-direà l'é
helle η.44



Preuve de la proposition 2.41. En prenant des fon
tions tests ϕ ∈ L2(B) in-dépendantes de la variable y dans l'équation (2.35), on obtient que uη 
onverge vers
u(x) :=

∫

Y
u0(x, y) dy. Pour prouver (2.41), on observe que

∫

B

(

uη(x)− ϕ
(

x,
x

η

)

)2

dx =

∫

B
uη(x)

2 dx− 2

∫

B
uη(x)ϕ

(

x,
x

η

)

dx

+

∫

B

ϕ
(

x,
x

η

)2

dx ≥ 0 . (2.42)En passant à la limite η → 0, on déduit
lim
η→0

∫

B
uη(x)

2 dx ≥ 2

∫

B
u0(x, y)ϕ(x, y) dx dy −

∫

B
ϕ(x, y)2 dx dy .Par densité, on peut 
onsidérer une suite de fon
tions régulières qui 
onverge fortementvers u0(x, y) dans L2(B × Y ). On obtient

lim
η→0

∫

B
uη(x)

2 dx ≥
∫

B
u0(x, y)

2 dx dy .D'un autre 
�té, on déduit la se
onde relation de (2.41) simplement de la relation u(x) :=
∫

Y
u0(x, y) dy.

2Dé�nition 2.43 On dit qu'une suite uη de L2(B) 
onverge fortement à deux é
hellesvers u0 ∈ L2(B × Y ) si
uη ⇀⇀ u0 et lim

η→0
‖uη‖L2(B) = ‖u0‖L2(B×Y ) .et on notera uη →→ u0.Propriété 2.44 Soient deux suites uη et vη de L2(B) et deux éléments u0 et v0 de

L2(B × Y ) tels que uη →→ u0 et vη ⇀⇀ v0.Alors
uη vη ⇀⇀ u0v0 . (2.43)Si, de plus, u0 est admissible alors

lim
η→0

∫

B

∣

∣

∣

∣

uη − u0

(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

= 0 .Remarque 2.45 En 
onsidérant des fon
tions tests indépendantes de y dans la dé�ni-tion (2.35), la propriété (2.43) implique en parti
ulier que
uη vη ⇀

∫

Y

u0v0 dy au sens des distributions.
45



Comportement par rapport aux opérateurs di�érentiels.Proposition 2.46 Soit uη ∈ L2(B) une suite qui 
onverge double-é
helle vers u0 ∈
L2(B;W 1,2

♯ (Y )).� Si la suite ( ∂
∂xi
uη) est bornée dans L2(B), alors

∂

∂yi
u0(x, y) := 0 . (2.44)� Si (uη) est une suite bornée dans W 1,2(B), alors il existe

u1 ∈ L2(B;W 1,2
♯ (Y )) tel que

∇uη ⇀⇀ ∇u+∇yu1 , (2.45)où u est la limite forte de la suite uη dans L2(B).� Si la suite (rotuη) est bornée dans L2(B;C3), alors il existe
u1 ∈ L2(B;W 1,2

♯ (Y ;C3)) tel que
rotuη ⇀⇀ rotu0 + roty u1 . (2.46)� Si la suite (η∇uη) est bornée dans L2(B), alors

η∇uη ⇀⇀ ∇yu0 . (2.47)� Si la suite (η rotuη) (resp. (η divuη)η) est bornée dans L2(B;C3), alors
η rotuη ⇀⇀ roty u0 (resp. η divuη ⇀⇀ divy u0) . (2.48)Preuve. Montrons la relation (2.44).Soit ϕ ∈ C∞

c (B;C♯(Y )) une fon
tion test. On déduit d'une intégration par parties que
η

∫

B

∂

∂xi
uη(x)ϕ

(

x,
x

η

)

dx = − η

∫

B
uη(x)

∂

∂xi
ϕ
(

x,
x

η

)

dx

−
∫

B
uη(x)

∂

∂yi
ϕ
(

x,
x

η

)

dx . (2.49)Puisque les suites (uη) et ( ∂
∂xi
uη) sont bornées dans L2(B), on peut passer à la limite etobtenir

∫

B×Y

u0(x)
∂

∂yi
ϕ(x, y) dx dy = 0 ,qui n'est autre que la relation (2.44).Montrons la relation (2.45).D'après la propriété (2.44), on sait que la limite u0 est 
onstante par rapport à la variable

y. On note alors u = u0. Quitte à extraire une sous-suite, on introduit v0 ∈ L2(B×Y ;C3)une limite double-é
helle de ∇uη. Soit ϕ ∈ C∞
c (B;C♯(Y )) une fon
tion test à divergen
enulle par rapport à la variable y. On déduit d'une intégration par parties que

∫

B
∇uη(x)ϕ

(

x,
x

η

)

dx = −
∫

B
uη(x) divxϕ

(

x,
x

η

)

dx .46



En passant à la limite double-é
helle, on obtient
∫

B×Y

v0 · ϕ dx dy = −
∫

B×Y

u divxϕ dx dy . (2.50)Il en résulte que la fon
tion v0 −∇xu0 est orthogonale aux fon
tions à divergen
e nulledans L2(B × Y ). Ce
i entraîne l'existen
e de u1 ∈ L2(B,W 1,2
♯ (Y )) et de z ∈ C tels que

v0(x, y) = ∇u(x) +∇yu1(x, y) + z .On termine la démonstration en remarquant que z =
∫

Y
v0(x, y)−∇u(x) = 0 (résultantde (2.50) ave
 ϕ 
onstant par rapport à la variable y).Les démonstrations de (2.46), (2.47) et (2.48) reprennent les mêmes types d'arguments.

22.3 Exemples de limites double-é
helleNous donnons dans 
ette partie quelques 
as parti
uliers de 
al
uls de limites double-é
helle. Ces exemples sont donnés sous forme de propositions.On 
onsidère la partition Y k
η donnée dans (2.4), l'ensemble Jη dé�ni dans (2.5) et lafon
tion en es
alier introduite dans (2.6).L'inégalité de Poin
aré (2.7) entraîne aisément, pour tout u dans W 1,2(B),

[u]η → u dans L2(B) , (2.51)
u− [u]η

η
est borné dans L2(B) . (2.52)On 
her
he dans 
et exemple à déterminer la limite double-é
helle de u−[u]η

η
dont l'exis-ten
e est assurée par le théorème de 
ompa
ité 2.39.Proposition 2.47 Soient u ∈ W 1,2(B) et [u]η la fon
tion en es
alier introduite en (2.6).Alors on a la 
onvergen
e suivante

u− [u]η
η

⇀⇀ ∇u(x).(y − [y]1) . (2.53)On pré
ise que la fon
tion [y]1, dans la proposition pré
édente, est donnée par la dé-�nition (2.6) lorsque η vaut un. Il est fa
ile de voir que [y]1 = k dans 
haque 
ellule
Y k
1 = Y + k. La fon
tion (y − [y]1) est ainsi Y -périodique.Preuve.On 
ommen
e par montrer que pour tout u ∈ W 1,2(B), on a

lim
η→0

∫

B

∣

∣

∣

∣

u(x)− [u]η(x)

η
−∇u(x).

(x− [x]η
η

)

∣

∣

∣

∣

2

dx = 0 . (2.54)47



Par densité, il su�t de véri�er la relation pré
édente pour des fon
tions u régulières. On�xe u ∈ C1(B). Grâ
e à une approximation de Taylor de u, on a, pour tout k ∈ Jη et
(x, z) ∈ η(Y + k) = Y k

η ,
u(z) = u(x) +∇u(x).(z − x) + o(η) , (2.55)où o(η) est tel que o(η)/η → 0. On moyenne sur Y k

η par rapport à z et on divise par ηpour avoir
1

η

(

u(x)−−
∫

Y k
η

u(z) dz

)

=
1

η
∇u(x).

(

x−−
∫

Y k
η

z dz

)

+
o(η)

η
.La relation pré
édente est véri�ée pour tout x ∈ Y k

η . Ainsi, en multipliant par la fon
tionindi
atri
e de Y k
η puis en prenant la somme sur k ∈ Jη, on justi�e que

u− [u]η
η

(x)−∇u(x).
(

x− [x]η
η

)

=
o(η)

η
,
e qui prouve la 
onvergen
e (2.54).Pour terminer la démonstration, on �xe une fon
tion test ψ ∈ C∞
c (B;C∞

♯ (Y )). On a
∫

B

u− [u]η
η

(x)ψ
(

x,
x

η

)

=

∫

B

(

u− [u]η
η

(x)−∇u(x).
(

x− [x]η
η

))

ψ
(

x,
x

η

)

+

∫

B
∇u(x).

(

x− [x]η
η

)

ψ
(

x,
x

η

)

, (2.56)où le premier terme du se
ond membre 
onverge vers zéro d'après la relation (2.54).D'autre part, on peut passer à la limite dans le se
ond terme pour obtenir
lim
η→0

∫

B

u− [u]η
η

ψ
(

x,
x

η

)

dx =

∫

B×Y

∇u(x).(y − [y]1)ψ(x, y) dx dy .La relation pré
édente est exa
tement la 
onvergen
e (2.53).
2Proposition 2.48 Soient (uη) une suite faiblement 
onvergente vers u dans W 1,2(B) et

[uη]η la fon
tion 
onstante par mor
eaux introduite dans (2.6).Alors, la suite (uη−[uη]η
η

) est bornée dans L2(B) et, quitte à extraire une sous-suite, ilexiste une fon
tion u1 ∈ L2(B;W 1,2
♯ (Y )) telle que

∇uη ⇀⇀ ∇xu(x) +∇yu1(x, y) , (2.57)
uη − [uη]η

η
⇀⇀ u1(x, y) +∇xu(x).(y − [y]1) . (2.58)où [y]1 est le 
entre de la 
ellule Y k
1 
ontenant y.48



Remarque 2.49 La limite double-é
helle de uη−[uη]η
η

est dis
ontinue à la traversée desfa
es de Y dès que ∇u(x) est di�érent de zéro.Preuve de la proposition 2.48.La suite uη étant bornée dans W 1,2(B), il résulte fa
ilement de l'inégalité de Poin
aré(2.7) que (uη−[uη ]η
η

) est bornée dans L2(B). Quitte à extraire une sous-suite, on note alors
v0 ∈ L2(B × Y ) la limite double-é
helle de uη−[uη]η

η
.On 
onsidère d'autre part une fon
tion dé�nie à une 
onstante près u1 ∈ L2(B;W 1,2

♯ (Y ))véri�ant
∇uη ⇀⇀ ∇xu(x) +∇yu1(x, y) ,dont l'existen
e est déduite de la proposition (2.45).Le reste de la preuve 
onsiste à mettre en relation les fon
tions u1 et v0.On 
ommen
e, dans une première étape, par 
onsidérer le 
as où la limite u = 0.On �xe une fon
tion test ϕ(x, y) := ρ(x)θ(y) ave
 ρ ∈ C∞

c (B) et θ ∈ C∞
♯ (Y ;C3). Ondéduit d'une intégration par parties que

∫

B
∇uη(x)ρ(x) · θ

(x

η

)

dx = −
∫

B
uη(x)∇ρ(x) · θ

(x

η

)

dx

− 1

η

∫

B
uη(x)ρ(x) div θ

(x

η

)

dx . (2.59)On dé
ompose le se
ond terme du membre de droite pour avoir
1

η

∫

uη(x)ρ(x) div θ
(x

η

)

dx =

∫
(

uη(x)− [uη]η
η

)

ρ(x) div θ
(x

η

)

dx

+

∫

[uη]η(x)

(

ρ(x)− [ρ]η
η

)

div θ
(x

η

)

dx+
1

η

∫

[uη]η(x)[ρ]η div θ
(x

η

)

dx

= I1η + I2η + I3η .L'intégrale I3η est égale à zéro : en e�et, les fon
tions [uη]η et [ρ]η sont 
onstantes sur
haque 
ellule Y k
η où la moyenne de div θ est nulle.On peut passer à la limite double-é
helle dans l'intégrale I2η . En e�et, la fon
tion [uη]η
onverge fortement dans L2(B) vers u = 0, la fon
tion ρ(x)−[ρ]η

η
est bornée dans L2(B)d'après l'inégalité de Poin
aré (don
 
onverge double-é
helle) et la fon
tion div θ

(

x
η

)est une fon
tion test pour la dé�nition de la 
onvergen
e double-é
helle. Ainsi, puisque
u = 0, on a I2η → 0.L'équation (2.59) devient alors
∫

B
ρ(x)∇uη(x) · θ

(x

η

)

dx =

∫

B
uη(x)∇ρ(x) · θ

(x

η

)

dx

+

∫ (

uη(x)− [uη]η
η

)

ρ(x) div θ
(x

η

)

dx+ ε(η) , (2.60)
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où ε(η) → 0.En passant à la limite dans l'équation pré
édente, on obtient, puisque u = 0 et pardé�nition de v0,
∫

B×Y

ρ(x)∇yu1(x, y) · θ(y) dx =

∫

B×Y

v0(x, y)ρ(x) div θ(y) dx . (2.61)En e�e
tuant une intégration par parties et en 
onsidérant des fon
tions test θ à support
ompa
t dans Y , on obtient
∇yu1(x, y) = ∇yv0(x, y) dans B × Y .Les deux fon
tions u1 et v0 sont don
 égales à une 
onstante près. Ainsi, parmi lesfon
tions u1 véri�ant (2.57), il en existe une exa
tement égale à v0. Cela justi�e larelation (2.58) dans le 
as où u = 0.On se pla
e à présent dans le 
as où u 6= 0.On �xe wη := uη − u et on déduit de 2.57 que

∇wη = ∇(uη − u)⇀⇀ ∇u+∇yu1 −∇u = ∇yu1 . (2.62)D'autre part, grâ
e à la relation (2.53),
wη − [wη]η

η
=
uη − [uη]η

η
− u− [u]η

η
⇀⇀ w0(x, y) := v0(x, y)−∇u.(y − [y]1) . (2.63)Puisque wη 
onverge faiblement vers 0 dans L2(B), on peut appliquer la proposition 2.48à wη. On obtient alors

w0(x, y) = u1(x, y) ,qui entraîne dire
tement (2.58) du fait de la relation (2.63)
2Remarque 2.50 La proposition se généralise à des fon
tions ve
torielles et la relation(2.57) peut être parti
ularisée dans le 
as des opérateurs divergen
e et rotationnel. Onobtient dans 
e 
adre l'existen
e de u1 tel que les relations (2.57) et (2.58) ont lieu enremplaçant l'opérateur ∇ par rot ou div (la fon
tion u1 di�ère dans 
ha
un des 
as).
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tionL'intérêt de réaliser en pratique des stru
tures di�ra
tantes, dont la permittivité e�e
-tive a des valeurs propres négatives, a été évoqué dans le 
hapitre 1. En fait, l'obtentionde 
ristaux photoniques à permittivité négative (en dessous d'une fréquen
e de 
oupure
ontr�lée) a été un des premiers résultats spe
ta
ulaires 
on
ernant les métamatériauxdans le domaine de l'optique [43℄. La permittivité e�e
tive était de la forme
εeff(ω) = 1− ω2

c

ω2
(3.1)où ωc est la fréquen
e de 
oupure. 51



Ces résultats ont trouvé leurs premières justi�
ations en 1997 [25℄ sous une hypothèsesimpli�
atri
e permettant une analyse purement bidimensionnelle : la stru
ture envisagée(�bres parallèles in�nies dans une dire
tion) est invariante dans la dire
tion e3 et le
hamp éle
trique est supposé parallèle à e3.Dans la première partie de 
e 
hapitre (se
tion 1), nous montrons que la généralisationde 
es résultats au 
as de �bres �nies n'est pas possible en tant que telle. En e�et, ils'avère que la loi e�e
tive obtenue est non lo
ale et de 
e fait, l'a�rmation 
ommunémentadmise qu'un réseau de �bres métalliques �nies permet l'obtention d'un métamatériaude permittivité 3D donné par une loi e�e
tive de type (3.1) est erronée.Dans la se
onde partie du 
hapitre, nous proposons une stru
ture nouvelle, obtenuepar homogénéisation réitérée, pour laquelle il est possible de justi�er une loi e�e
tivelo
ale εeff(ω). Ce tenseur de permittivité peut avoir des valeurs propres négatives et degrands modules sur des intervalles de fréquen
es appropriés. Les �bres métalliques sonti
i disposées dans une seule dire
tion.L'extension au 
as de dire
tions alternées est traitée de manière similaire dans lase
tion 3. Nous en déduirons notamment que, à fréquen
e donnée, toutes les matri
es
εeff réelles symétriques sont atteignables par homogénéisation.Ce résultat a permi (
f Milton [34℄) de répondre à une question dont le 
adre dépassel'ambition de 
e 
hapitre : quels sont les 
ouples de tenseurs εeff(ω), µeff(ω) atteignablespar homogénéisation ?On note 
ependant que 
e modèle n'in
lut pas le 
as d'une a
tivité magnétique ar-ti�
ielle 
omme 
'est le 
as dans [11, 20, 23, 39℄ et 
omme nous le présenterons dans les
hapitre 4 et 5.1 Homogénéisation de nano-�bres métalliques (
as
apa
itaire)Nous dé
rivons dans 
ette se
tion des résultats tirés de [12℄.1.1 Des
ription de la stru
tureOn 
onsidére une stru
ture formée de �bres parallèles à la dire
tion e3 et de longueurs�nies 
ontenues dans un domaine borné de R3, que l'on représente dans la �gure 3.1.Ces �bres sont 
onstituées d'un métal très 
ondu
teur et sont disposées périodiquementdans les dire
tion e1, e2. La période, notée η, sera le petit paramètre de notre analyseasymptotique.Des
ription géométrique On note B ∈ R3 l'obsta
le di�ra
tant borné 
ontenant les�bres. Cet obsta
le est un 
ylindre pour lequel on note L ∈ R

+ sa hauteur, D ⊂ R
2 sase
tion verti
ale et D±

L ses bases. Il vient alors
B := D ×

]

− L

2
,
L

2

[

, D±
L := D ×

{

± L

2

}

.52
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Ω

1

D
+
L

D
−
L Figure 3.1: Le réseau de nano-�bres.On introduit l'ensemble Tη ⊂ B représentant la zone o

upée par les �bres. Sa se
tionhorizontale x3 = s pour |s| < L/2 
onsiste en un réseau périodique (de période η) dedisques de rayons rη.On 
onsidère la 
ellule de base Y :=]− 1

2
, 1
2
[3⊂ R3 qui servira de 
ube de référen
e etl'ensemble Sη représentant une �bre élémentaire dans Y donnée par

Sη :=

{

(y1, y2, y3) ∈ Y ,
√

y21 + y22 ≤
rη
η

}

.L'ensemble Tη s'é
rit alors
Tη :=

⋃

i∈Iη
η(i+ Sη) , Iη =

{

i ∈ Z
3 , η(i+ Sη) ⊂ B

}

. (3.2)Le taux de remplissage des �bres est dé�ni par le réel θη :=
πr2η
η2
. Dans notre modèle,il est important que 
e taux tende vers zéro lorsque la période η → 0 (i.e. rη ≪ η). Le
ylindre élémentaire Sη se 
on
entre alors lorsque η → 0 et devient le segment S0 dé�nipar

S0 =
{

(0, 0, y3) : |y3| ≤
1

2

}

⊂ Y . (3.3)Permittivité relative.Bien que plusieurs variantes soient possibles, nous 
onsidérons i
i que les �bres sontplongées dans le vide. La permittivité des �bres est 
elle d'un métal ohmique de grande
ondu
tivité que l'on dé
rira par le paramètre réel ση.Ainsi la permittivité en tout point de l'espa
e est entièrement dé
rite à l'aide de lafon
tion εη dé�nie par ,
εη :=

{

1 dans R3 \ Tη
1 + iση dans Tη . (3.4)Dans notre modèle, la 
ondu
tivité ση tend vers l'in�ni lorsque η → 0. 53



Problème pré-homogénéisé.La stru
ture est illuminée par une onde in
idente plane mono
hromatique (Einc,H inc)�xée, de fréquen
e ω et indépendante de η (dépendan
e harmonique en temps (e−iωt) ).Pour tout η > 0, le 
hamp éle
tromagnétique total (Eη,Hη) véri�e les équations deMaxwell données au sens des distributions par
{

rotEη = iωµ0Hη

rotHη = −iωε0εηEη
, (3.5)où ε0 et µ0 représentent respe
tivement les permittivité et perméabilité du vide.Le 
hamp di�ra
té (Ed

η,H
d
η) := (Eη−E inc,Hη−H inc) satisfait de plus les 
onditionsde rayonnement à l'in�ni de Silver-Müller :

(Ed
η,H

d
η) = O

(

1

|x|

)

, ωε0

(

x

|x| ∧E
d
η

)

− k0H
d
η = o

(

1

|x|

)

. (3.6)Remarque 3.1 Le fait que η → 0 nous pla
e dans le 
as où la longueur d'onde λ := 2π
ωest grande devant la période η ; on parle alors de régime quasi-statique. Il est essentielde pouvoir répondre à la question suivante :A t-on le droit de rempla
er la stru
ture di�ra
tante par un milieu homogène o

upantle domaine B ?Nous allons voir que la réponse à 
ette question est négative.Choix des fa
teurs d'é
hellesNous avons indiqué que la fra
tion volumique θη = πrη

η2
tend vers zéro alors que la
ondu
tivité des �bres ση tend vers l'in�ni. Il est maintenant né
essaire d'être pluspré
is :Les vitesses de 
onvergen
es sont régies par les deux 
onditions suivantes :

1

η2 | log rη|
→ γ ave
 γ ∈]0,+∞] , (3.7)

ση θη → κ ave
 κ ∈]0,+∞] . (3.8)La 
ondition (3.7) 
orrespond à 
e que nous appellerons � taille 
apa
itaire �. En seréférant à la 
apa
ité d'un disque de rayon rη dans R2 qui est donné par 2π
| ln(rη)| (voir parexemple [14℄), il apparaît en e�et que la 
apa
ité de l'ensemble Tη dans R3 est équivalenteà 2π

η2| ln(rη)| |B|. Ainsi, γ représente la limite de la 
apa
ité moyenne des �bres Tη par unitéde volume.Par ailleurs, la 
ondu
tivité dans B \ Tη étant nulle (zone 
ontenant du vide), leparamètre κη représente simplement la 
ondu
tivité moyenne par unité de volume surl'ensemble B.Le 
as κ = +∞ 
orrespondra à priori à une modélisation dans laquelle les �bres
onstituant la stru
ture sont in�niment 
ondu
tri
es dès le départ.Ce point présuppose évidemment un prin
ipe de 
ommutativité des passages à la limite54



sur lequel nous reviendrons.Dans la suite de la se
tion, nous allons étudier le 
omportement asymptotique des
hamps Eη et Hη lorsque la période η tend vers zéro sous les 
onditions (3.7) et (3.8).1.2 Analyse asymptotiqueA�n de présenter l'analyse limite du système (3.5), il est né
essaire d'introduire le
hamp de ve
teur Jη donné par
Jη := σηEη1Tη , (3.9)de telle sorte que le ve
teur dépla
ement Dη := εηEη soit dé
omposé en (Eη + iJη).Ainsi, la se
onde équation de (3.5) devient :

rotHη = −iωε0(Eη + iJη) . (3.10)On introduit BR := {x ∈ R3 , ‖x‖ ≤ R} une boule de référen
e telle que B ⊂⊂ BR.Il est montré dans [12℄ que les estimations suivantes sont satisfaites
‖Eη‖L2(BR) < C , ‖Hη‖L2(BR) < C et ‖Jη‖L1(BR) < C , (3.11)où C > 0 ne dépend pas de η.Remarque 3.2 Les deux premières relations de (3.11) sont démontrées à posteriori (i.e.en utilisant le problème homogénéisé). En e�et, si on les suppose vraies à priori, on est
apable de faire l'étude asymptotique qui 
onduit au problème limite (3.17). Dans unse
ond temps, on peut montrer par l'absurde, en utilisant l'uni
ité de la solution de(3.17), que 
es relations sont e�e
tivement véri�ées.Un raisonnement similaire sera utilisé dans la se
tion 2 ainsi que dans les 
hapitres 4et 5.Les estimations (3.11) nous permettent d'introduire les 
hamps (E,H) ∈

(

L2(BR)
)2 et

J ∈ Mb(BR) tels que
Eη ⇀ E , Hη ⇀H dans L2(BR) et Jη

∗
⇀ J dans Mb(BR) , (3.12)où Mb(BR) représente l'espa
e des mesures borelliennes bornées sur BR. On pré
ise queles 
onvergen
es pré
édentes n'ont lieu qu'à une sous-suite près que nous notons en
ore

η. En passant à la limite dans le système (3.5), nous obtenons que (E,H ,J) véri�e, ausens des distributions,
{

rotE = iωµ0H ,
rotH = −iωε0(E + iJ) .

(3.13)55



Nous allons obtenir des pré
isions sur J en observant les os
illations rapides de Jηgrâ
e à des outils de 
onvergen
e double-é
helle (
f 
hapitre 2). Une étude pré
ise, don-née dans [12℄, permet de montrer l'existen
e de J0, limite double-é
helle de Jη, et sedé
omposant sous la forme
J0 = u0(x, y) + j0(x, y3)δS0

(y) ,ave
 u0 ∈ L2(BR × Y ), j0 ∈ L2(BR × S0) et δS0
la mesure unidimensionnelle restreinteau segment S0.Remarque 3.3 Il n'est pas surprenant d'obtenir une limite double-é
helle ayant unepartie mesure puisque la suite (Jη) n'est pas bornée dans L2(BR) mais seulement dans

L1(BR).Une étude plus �ne de 
ette limite J0, montre qu'elle est à support dans S0 et qu'ellevéri�e divy J0(x, ·) = 0 dans BR × Y . Ces deux points impliquent que J0 est verti
al etse réduit à
J0 = j(x) δS0

e3 , (3.14)où j ∈ L2(B).On peut lier J et J0 en utilisant la relation 
lassique (
f 
hapitre 2) J =

∫

Y

J0 dy. Lesystème (3.13) devient alors
{

rotE = iωµ0H ,
rotH = −iωε0(E + i je3)

. (3.15)Le 
hamp ma
ros
opique résultant j(x)e3 peut être interprété 
omme étant une densitévolumique de 
ourant de dépla
ement dans l'obsta
le B. La possibilité que 
e 
ourant jsoit non nul montre que l'e�et des �bres peut rester présent malgré leur faible taux deremplissage.Pour 
lore le système (3.15), nous avons besoin d'une relation dé
rivant pré
isément
omment le 
ourant j(x) est induit par le 
hamp ma
ros
opique E. Cette étude déli
ateest traitée dans [12℄ et 
onduit au problème de Sturm-Liouville suivant
∂2j

∂x23
+
(

k20 +
2iπγ

κ

)

j = 2iπγE3 dans B ,
∂j

∂x3
= 0 sur D+

L ∪ D−
L . (3.16)Notons que la 
ondition de Neumann dans (3.16) est assez inattendue. En e�et, si les�bres in�niment �nes sont assimilées à des antennes, la théorie 
lassique 
onduirait àadopter une 
ondition de Diri
hlet homogène sur D+

L ∪ D−
L .Remarque 3.4 Le fait que l'on obtienne un �
ourant de dépla
ement� non nul auxextrémités des �bres a une 
onséquen
e : d'après la se
onde équation de (3.15), on a

div(E + i je3) = 0 dans R
3 
e qui engendre un saut de la 
omposante E3 du 
hampéle
trique à la traversée de D+

L et D−
L . Cela peut être interprété 
omme des densités de
harges 
on
entrées sur les bases du 
ylindre dé
rivant l'obsta
le.56



1.3 Loi e�e
tive non lo
aleLes équations (3.15) et (3.16) déterminent la loi e�e
tive de la stru
ture. On donne lerésultat d'homogénéisation, dans le théorème suivant.Théorème 3.5 Soit κ et γ donnés par (3.8) et (3.7) respe
tivement. Alors, la 
onver-gen
e suivante a lieu lorsque η → 0 :
(Eη,Hη)⇀ (E,H) dans L2

loc(R
3) , Jη

∗
⇀ j(x)e3 dans (L1(B))3 ,où E,H , j sont les uniques solutions (au sens des distributions) du système



























rotE = iωµ0H dans R3

rotH = −iωε0(E + ij1B e3) dans R3

∂2j
∂x2

3

+ (k20 +
2iπγ
κ

)j = 2iπγE3 dans B
∂j
∂x3

= 0 sur D+
L ∪ D−

L

(E −Ei;H −H i) véri�e les 
onditions (3.6) (3.17)On remarque que le système (3.17) ne se présente pas sous la forme 
lassique deséquations de Maxwell du fait de la présen
e de la variable j. En introduisant le noyaude Neumann asso
ié au problème (3.16), on peut mettre la deuxième équation de (3.17)sous la forme rotH = −iωD où
D(x) = ε0

(

E(x)− 2πγe3

∫ L
2

−L
2

g(x3, s)E3(x1, x2, s) ds

)

.ave
 g le noyau asso
ié à (3.16) donné pour K := k20 +
2iπγ
κ

par
g(t, s) =

1

K sin(KL)
cos
(

K
(

min(t, s) +
L

2

)

)

cos
(

K
(

max(t, s)− L

2

)

)

.On remarque que le 
hamp de dépla
ement D est induit en 
haque point x ∈ B par lesvaleurs du 
hamp éle
trique E sur le segment {(x1, x2, s) , |s| ≤ L/2}. Cette dépendan
eindique que la loi (3.17) est non lo
ale et en 
onséquen
e que le milieu e�e
tif ne peutpas être 
ara
térisé par un tenseur de permittivité e�e
tif.Remarque 3.6 Le 
ara
tère non lo
al de la loi (3.17) dépend à priori des valeurs de κet γ. Il s'avère en réalité qu'au
un 
ouple (κ, γ) ∈ (R∪{+∞})2 ne peut la rendre lo
ale.Cas limite lorsque L → ∞. Dans le 
as où la longueur des �bres est in�nie, unesimpli�
ation apparaît : par transformé de Fourier par rapport à x3, il est possible dese ramener à une onde in
idente ayant une dépendan
e multipli
ative en eiβx3 . On peutalors montrer que les solutions E,H et j de (3.17) ont la même dépendan
e par rapportà x3 et, en utilisant (3.16), que j et E3 sont expli
itement liés par la relation
j =

2iπγ

k20 − β2 + 2iπγ
κ

E3 . 57
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Figure 3.2: Énergie transmise à travers la stru
ture réelle (
ourbe en pointillés) et àtravers la stru
ture e�e
tive (
ourbe 
ontinue).En é
rivant Einc
3 (x) = uinc(x1, x2)e

iβx3 et E3 = u(x1, x2)e
iβx3 et en substituant dans(3.17), on obtient que u est solution du problème bidimensionnel suivant

{

∆u+ (k20ε(x)− β2)u = 0 dans R2

limr→+∞
(

∂ud

∂r
− ik0u

d
)

= 0 ,où ud := u− uinc, ε(x) := 1R2\D(x1, x2) + ε
eff(β)1D(x1, x2) et εeff(β) est donné par

εeff(β) = 1− 2iπγ

k20

(

k20 − β2

k20 − β2 + 2iπγ
κ

) (3.18)Le fait que εeff33 dépende de β montre que, malgré la simpli�
ation, le 
omportementlimite est en
ore non lo
al. Cependant, on peut faire disparaître 
et e�et en faisanttendre κ→ ∞ (�bres de 
ondu
tivité in�nie) 
e qui rend εeff de la forme (3.1) pour unefréquen
e de 
oupure wc =

√

2πγ

ε0µ0

.Domaine de validité. La pré
ision de la formule (3.18) a été véri�ée dans [12℄ où unréseau de �bres in�nies dans la dire
tion e3 a été 
onsidéré. Le réseau est in�ni dansla dire
tion e1 et 
ontient 10 périodes dans la dire
tion e2. Dans 
e test numérique, les�bres sont in�niment 
ondu
tri
es (κ = +∞) et la période d est 
hoisie égale dans lesdeux dire
tions e1 et e2. Le rayon des �bres est r = d/200 de sorte que le 
oe�
ientthéorique donné en (3.7) est γ ∼ 0, 2. Le test numérique tra
é dans la �gure 3.2 a étée�e
tué pour γ = 0, 25 et représente l'énergie transmise lorsque la stru
ture est illuminée58



Ω

Figure 3.3: S
héma de la stru
ture globale du métamatériaux.par une onde plane de longueur d'onde λ sous in
iden
e normale (
ourbe en pointillés).Elle est 
omparée ave
 l'énergie transmise à travers un obsta
le homogène de permittivité
εeff (
ourbe 
ontinue). On 
onstate que les deux 
ourbes sont presque 
onfondues pourdes longueurs d'ondes qui ne sont pas très grandes λ/d > 4.Con
lusion. Nous avons montré dans 
ette partie qu'un réseau de �ls métalliques�nis n'est pas modélisé par les équations de Maxwell 
lassiques. Il a un 
omportementnon lo
al et n'est don
 pas 
ara
térisé par des tenseurs de permittivité et perméabilitée�e
tifs. Une telle stru
ture ne répond pas à notre problématique 
onsistant à obtenirdes matériaux e�e
tifs ayant une permittivité négative. Pour y répondre, nous allons
onsidérer dans la se
tion suivante, une stru
ture plus 
omplexe utilisant 
e milieu nonlo
al 
omme mi
ro-
omposant.2 Loi e�e
tive obtenue par homogénéisationréitéréeDans 
ette se
onde étape, nous allons étudier une stru
ture périodique bornée dontles mi
ro-
omposants sont 
onstitués du milieu e�e
tif non lo
al dé
rit par les équationsdu système (3.17). En d'autres mots, grâ
e à l'homogénéisation e�e
tuée dans la se
tionpré
édente, nous avons à disposition le matériaux non lo
al dé
rit par (3.17) ; nous
onstruisons la nouvelle stru
ture en le reproduisant périodiquement ave
 une petitepériode dans un domaine borné.Les deux étapes pourraient être e�e
tuées simultanément en utilisant une stru
tureayant double-é
helle di�érentes 
omme 
elle représentée dans la �gure 3.3. Le problèmese pla
e dans le 
adre la théorie de l'homogénéisation réitérée [5℄.2.1 Des
ription de la stru
tureDans 
ette étude, le petit paramètre η sera la période séparant les in
lusions. Nousallons démontrer qu'à la limite η → 0, la stru
ture a un 
omportement lo
al dé
rit par59
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Figure 3.4: S
héma de la stru
ture di�ra
tante étudiée dans la pro
édure d'homogé-néisation réitérée.un tenseur de permittivité dépendant de la fréquen
e et que nous 
ara
tériserons à l'aided'un problème spe
tral sur le tore.L'obsta
le di�ra
tant B est un domaine borné de R3. On note Ση ⊂ B la région de
B o

upée par les in
lusions 
ylindriques. Ση est dé�ni 
omme étant la périodisationdans les trois dire
tions de l'ensemble ηΣ où Σ := D×]− l

2
, l
2
[ représente une in
lusionélémentaire dans la 
ellule de base Y :=] − 1/2, 1/2[3. L'ensemble Ση prend alors laforme :

Ση :=
⋃

i∈Iη

η(i+ Σ) , Jη =
{

i ∈ Z
3 | η(i+ Σ) ⊂ B

}

. (3.19)De plus, nous introduisons D+ := D×{ l
2
} et D− := D×{− l

2
} les deux bases du 
ylindre

Σ et D±
η :=

⋃

i∈Iη η(i+D±) l'union des bases de toutes les in
lusions.Contrairement au 
as pré
édent, le taux de remplissage des in
lusions reste stri
tementpositif lors du passage à la limite η → 0 et 
onverge vers |Σ|.Problème pré-homogénéisé.La stru
ture est illuminée par une onde in
idente (Einc,H inc) dont on suppose unedépendan
e harmonique en temps (e−iωt) de fréquen
e ω �xée. En remplaçant dans lesystème (3.17) B par Ση et D±
L par D±

η , on obtient un problème de di�ra
tion dé
rit parun triplet (Eη,Hη, jη) dans L2
loc(R

3) véri�ant


























rotEη = iωµ0Hη dans R3

rotHη = −iωε0(Eη + ijηe3) dans R3

∂2jη
∂x2

3

+
(

k20 +
2iπγ
κ

)

jη = 2iπγEη.e3 dans Ση

∂jη
∂x3

= 0 sur D+
η ∪ D−

η

(Eη −Ei,Hη −H i) satisfait les 
onditions (3.6) (3.20)où la fon
tion s
alaire jη est étendue par 0 hors de Ση.On note que, dans 
ette stru
ture, les �bres initiales sont toutes orientées dans ladire
tion e3. Cette hypothèse a pour but de simpli�er la présentation de l'étude et le 
asplus général sera traité dans la se
tion 3 de 
e 
hapitre.60



Remarque 3.7 On pré
ise que nous nous plaçons dans un 
adre adimensionnel oùtoutes les distan
es ont été divisées par le paramètre d > 0 représentant l'é
art séparantles in
lusions de la stru
ture de départ (lorsque η = 1). De 
e fait, la longueur d'ondedes 
hamps que nous 
onsidérons est donnée par λ/d. Pour simpli�er les notations, nousne ferons plus intervenir 
e 
oe�
ient dans les démonstrations mathématiques mais ilapparaîtra dans les simulations numériques données dans la partie suivante.2.2 Résultat prin
ipal et simulations numériquesLoi e�e
tive homogénéisée.Introduisons quelques notations.À tout ϕ ∈ W 1,2(Y ), on asso
ie [ϕ]l la fon
tion de W 1

2
,2(D) dé�nie par

[ϕ]l(y1, y2) :=
1

l

(

ϕ
(

y1, y2,
l

2

)

− ϕ
(

y1, y2,−
l

2

)

)

.On introduit l'opérateur R, qui asso
ie à w ∈ L2(D) la fon
tion [ϕw]l ∈ L2(D) où ϕw estl'unique élément (à une 
onstante près) de W 1,2
♯ (Y ) véri�ant au sens des distributionsl'égalité suivante

−∆ϕw = w(δD+ − δD−) .L'opérateur R est 
ompa
t auto-adjoint (
f. lemme 3.19). Notons {λn , n ∈ N} les valeurspropres distin
tes de R rangées dans l'ordre dé
roissant. On a bien sûr limn→+∞ λn = 0(ave
 λn > 0 pour tout n ∈ N d'après le lemme 3.19).Pour tout λ ∈ {λn , n ∈ N}, on note
• PVλ

le proje
teur orthogonal sur l'espa
e propre Vλn de R asso
ié à la valeur propre
λn.

• σ0 := {λn , PVλn
(1) 6= 0} .Notons que, d'après l'égalité de Parseval

|D| = ‖1‖2L2(D) =
∑

λ∈σ0

‖PVλ
(1)‖2L2(D) ,et en parti
ulier

lim
n→∞

‖PVλn
(1)‖L2(D) = 0 . (3.21)On introduit la densité de 
ourant de dépla
ement mi
ros
opique

j0(x, y) = iE3(x)ζ(y1, y2)1Σ(y) , ζ(y1, y2) =
∑

λ∈σ0

PVλ
(1)(y1, y2)

k2
0

2πγ
− λ+ i

κ

,où E3 est la troisième 
omposante du 
hamp éle
trique ma
ros
opique (limite faible de
Eη · e3). Le 
hamp éle
trique mi
ros
opique E0 est donné par

E0(x, y) := E(x) + E3(x)∇χ(y) 61



où χ ∈ W 1,2
♯ (Y ) est l'unique solution (à une 
onstante près) du problème

−∆χ = ζ(δD+ − δD−) dans Y .De plus, on 
onsidère
Λ(ω, γ, κ) :=

∫

D
ζ(y1, y2) =

∑

λ∈σ0

‖PVλ
(1)‖2L2(D)

k2
0

2πγ
− λ+ i

κ

.Le tenseur de permittivité e�e
tif est donné par
εeff(ω) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1− l Λ(ω, κ, γ)



 . (3.22)Théorème 3.8 (Homogénéisation)Le 
hamp (Eη,Hη, jη) solution de (3.20) 
onverge vers (E,H , j) faiblement dans L2
loc(R

3;
C3)2 × L2

loc(R
3;C) où j(x) := ∫

Y
j0(x, y) dy et (E,H) est l'unique solution au sens desdistributions du problème







rotE = iωµ0H ,
rotH = −iωε0 ε(x, ω)E ,
(E,H) satisfait les 
onditions (3.6) , (3.23)ave

ε(x) := Id 1R3\B(x) + ε

eff(ω) 1B(x)et εeff(ω) donné en (3.22).Plus pré
isément, on a la 
onvergen
e uniforme de (Eη,Hη) vers (E,H) (ainsi que detoutes ses dérivées) sur tout 
ompa
t K ⊂ R3\B. D'autre part, on a la 
onvergen
e fortedouble-é
helle de (Eη, jη) vers (E0, j0) dans un voisinage borné de B et la 
onvergen
eforte dans L2
loc(R

3) de (Hη) vers H.Résonan
es et permittivité négative.Nous obtenons un milieu e�e
tif homogène de perméabilité relative µ = 1 et de permit-tivité εeff donnée dans (3.22). Il s'agit d'un tenseur diagonal dont la troisième 
omposantedépend de la fréquen
e ω.Les fréquen
es de résonan
es ωλ sont asso
iées aux valeurs propres λ ∈ σ0 et sontdonnées par
ωλ :=

√

2πγλ

ε0µ0
. (3.24)Lorsque κ = +∞ (�bres de 
ondu
tivité in�nie), εeff33 (ω) est une fon
tion réelle singuliaireen 
ha
un des ωλ. En e�et,

lim
ω→ω+

λ

εeff33 (ω) = −∞ et lim
ω→ω−

λ

εeff33 (ω) = +∞ .62



De plus, la fon
tion εeff33(ω) étant monotone 
roissante par mor
eaux, l'ensemble {ω >
0 , εeff(ω) < 0} est 
onstitué de bandes qui 
orrespondent à des intervalles de fréquen
esoù la propagation est interdite dans la dire
tion e3 (puisque µ = 1 > 0).Dans le 
as 0 < κ < +∞, εeff33(ω) est une fon
tion à valeurs dans C+. Introduisons

ξλ(ω) :=
1

k2
0

2πγ
− λ+ i

κ

, ∀λ ∈ σ0 , (3.25)que l'on dé
ompose 
omme ξλ = ℜ(ξλ) + iℑ(ξλ) ave

ℜ(ξλ) =

k2
0

2πγ
− λ

(

k2
0

2πγ
− λ
)2

+ 1
κ2

, ℑ(ξλ) =
1

κ
(

k2
0

2πγ
− λn

)2

+ 1
κ

. (3.26)On remarque alors que
ℑ(ξλ) > 0 , maxℑ(ξλ(ω)) = κ et −min

ω
ℜ(ξλ(ω)) = max

ω
ℜ(ξλ(ω)) =

κ

2
. (3.27)Ainsi, εeff33 os
ille entre les valeurs 1 ± lκ

2
‖Pλ(1)‖2L2(D) dans un intervalle de fréquen
es
entré en ωλ (en négligeant les termes de la série (3.22) asso
iés aux autres valeurspropres). On en déduit que ℜ(εeff33 ) devient négatif lorsque lκ‖Pλ(1)‖2L2(D) est su�sam-ment grand. À l'aide de (3.21), on a alors qu'il y aura seulement un nombre �ni debandes de fréquen
es interdites.D'autre part, le paramètre γ intervient 
omme un fa
teur multipli
atif du nombred'onde k20. En parti
ulier, 
e paramètre va permettre de dépla
er les fréquen
es de réso-nan
es ωλ (données dans (3.24)) sans faire varier les valeurs atteintes par εeff33 (ω).Nous avons obtenu une stru
ture dont le 
omportement e�e
tif répond partiellementà notre problématique : trouver des matériaux 
omposites dont la loi ma
ros
opique estdonnée par un tenseur de permittivité négatif 3D. De plus, pour toute fréquen
e ω �xée,il est même possible d'amener le 
oe�
ient ℜ(εeff33 (ω)) à une valeur quel
onque dans Ren faisant varier les paramètres κ et γ. La limitation dans notre modèle provient du faitque l'e�et de résonan
e responsable du 
hangement de signe dans la loi de permittivitéapparaît dans une dire
tion unique (e3 dans notre exemple). Dans la se
tion 3 de 
e 
ha-pitre, deux variantes de la géométrie de la stru
ture seront 
onsidérées. Le 
omportementma
ros
opique de 
ha
une de 
es stru
tures fera apparaître le même type d'e�et de réso-nan
e dans les trois dire
tions d'espa
e. En parti
ulier, les paramètres 
ara
térisant 
esrésonan
es seront indépendants dans 
ha
une des dire
tions. La 
onséquen
e sera qu'unegrande 
atégorie de milieux e�e
tifs est atteignable par homogénéisation, in
luant 
euxdé
rits par un tenseur de permittivité symétrique, de partie réelle quel
onque (
f. se
tion3.4). 63
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Figure 3.5: Parties réelle et imaginaire de εeff33 en fon
tion de λ/d (longueur d'onde sur dis-tan
e) ave
 les paramètres donnés dans (3.28).Simulations numériques. Nous pré
isons le 
omportement du tenseur εeff(ω) à l'aidede son approximation numérique présentée dans le 
hapitre 6. Ce 
al
ul numérique reposesur une approximation spe
trale de l'opérateur R déterminant εeff(ω). Elle est obtenueà l'aide d'une dé
omposition de Galerkin de l'espa
e ve
toriel L2(D) (domaine de R).On notera que tous les résultats numériques e�e
tués sont en a

ord ave
 les 
onditionsné
essaires qui seront obtenues théoriquement dans la proposition 3.24.On �xe D :=] − l1
2
, l1
2
[×] − l2

2
, l2
2
[. On 
onsidère une partition de D formée de N2re
tangles DN

i de 
�tés l1
N
× l2

N
. La famille {ui , i ∈ {1, . . . , N2}

}, orthonormale dans
L2(D), est donnée par

ui :=
1

√

|DN
i |

1DN
i
,ave
 1DN

i
la fon
tion 
ara
téristique de l'ensemble DN

i .On représente, dans la �gure 3.5, les parties réelle et imaginaire de εeff33 (ω) en fon
tionde la longueur d'onde normalisée λ/d, dans le 
as où la stru
ture est dé
rite par lesparamètres
N = 50 , κ = 100 , γ = 1 , l = l1 = l2 = 0, 5 . (3.28)On rappelle que d représente la distan
e réelle séparant les in
lusions lorsque η = 1 (
f.remarque 3.7).Cette �gure fait apparaître la grande variation de εeff33 , dé
rite théoriquement dans leparagraphe pré
édent, et la bande de fréquen
es interdites (où εeff33(ω) < 0). On remarqueque seule la résonan
e fondamentale est su�samment importante pour rendre εeff33 (ω)négatif.64
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Figure 3.6: Parties réelle et imaginaire de εeff33 en fon
tion de λ/d (longueur d'ondesur distan
e) où les paramètres donnés dans 3.28 sont modi�és : à gau
he
κ = 1000 et à droite D =]− 0.35, 0.35[2.Dans la �gure 3.6, on représente les parties réelle et imaginaire de εeff33 (ω) dans deuxsituations di�érentes :à gau
he, κ = 1000 , γ = 1 , l = 0.5 , l1 = l2 = 0, 5 ,à droite, κ = 100 , γ = 1 , l = 0.5 , l1 = l2 = 0, 35 .

(3.29)Dans la �gure de gau
he, on remarque que la bande de fréquen
es interdites asso
iée àla résonan
e fondamentale a très peu variée. D'autre part, la zone où la partie imaginaireest non nulle s'est réduite 
e qui aura pour 
onséquen
e la possibilité d'obtenir un milieuà permittivité de grand module (positive ou non) asso
iée à une faible dissipation. Onvoit d'autre part apparaître une nouvelle bande de fréquen
es interdites (beau
oup plusétroite) asso
iée à une autre valeur propre de l'opérateur R.Dans la �gure de droite, on met en éviden
e la dépendan
e de la taille de l'intervallede fréquen
es interdites asso
ié à la résonan
e fondamentale. Cet intervalle 
'est agrandipar rapport au 
as où D = [−0, 5, 0, 5]2 en raison de la valeur ‖PVλ
(1)‖ qui est plusgrande pour tout λ ∈ σ0.Remarque 3.9 Une 
onséquen
e de 
ette dernière propriété est que, lorsque κ est �xé,plus le taux de remplissage des in
lusions (donné par |Σ|) est grand, plus les intervallesde fréquen
es interdites (s'ils existent) sont larges.Il est à noter 
ependant que, en pratique, le domaine de validité de la loi homogénéiséedépend du taux de remplissage. Par exemple, 
omme on le met en éviden
e dans un
adre bidimensionnel dans [24℄, lorsque le taux de remplissage est trop grand (> 0, 5dans 
et exemple), la loi homogénéisée n'est plus valable pour des fréquen
es pro
hesdes résonan
es. 65



2.3 Estimations et résultats préliminairesA�n de justi�er que la suite de 
hamps (Eη,Hη) est bornée dans L2
loc(R

3), nous allonsutiliser un raisonnement en deux temps :� On 
ommen
e par supposer que le 
hamp (Eη,Hη) véri�e, pour une boule BR véri-�ant B ⊂⊂ BR,
sup
η>0

∫

BR

|Eη|2 + |Hη|2 < +∞ . (3.30)Nous étudions alors le 
omportement os
illant du 
hamp sous 
ette hypothèse dans lebut de 
ara
tériser les équations du problème homogénéisé ainsi que la 
onvergen
e dessolutions.� Dans un se
ond temps, on utilise l'uni
ité du problème limite pour mettre en ÷uvreun raisonnement par 
ontradi
tion justi�ant l'hypothèse.Ave
 
ela en tête, on �xe une boule BR telle que B ⊂⊂ BR et on suppose que (3.30)est satisfaite.Comportement de l'onde loin de l'obsta
le. L'hypothèse (3.30) nous permet d'ap-pliquer le lemme suivant qui a été rappelé dans le 
hapitre 2.Lemme 3.10 Soit (Eη,Hη) la solution du problème (3.20) asso
iée à une onde in
i-dente (Einc
η ,H inc

η ) qui 
onverge uniformément vers (Einc,H inc).Si (Eη,Hη)⇀ (E,H) faiblement dans L2(BR), alors, la 
onvergen
e de (Eη,Hη) a lieudans C∞(K) pour tout 
ompa
t K ⊂ R3 \ B. De plus, le 
hamp limite (E,H) véri�el'équation de Helmoltz ∆u + k20u = 0 dans R
3 \ B et est tel que (E −E inc,H −H inc)véri�e (3.6).Estimations. Dans le reste de la se
tion nous allons étudier le 
omportement asympto-tique du 
hamp éle
tromagnétique pro
he de l'obsta
le, 
'est-à-dire dans BR. Dans 
etterégion, le 
hamp présentera de fortes os
illations qui vont l'empê
her de former une suitefortement 
ompa
te de L2(BR). A�n de dé
rire 
es os
illations, nous utiliserons les outilsde 
onvergen
e double-é
helle qui ont été rappelés dans le 
hapitre 2.Lemme 3.11 Sous l'hypothèse (3.30), on a :(i) les suites (jη)η et ( ∂jη

∂x3
1Ση)η sont bornées dans L2(BR),(ii) la suite Hη est bornée dans W 1,2(BR),(iii) si E = 0 dans BR alors Eη → 0 fortement dans L2(BR) (E la limite faible de

Eη).Preuve de (i)On introduit Pη et P les �ux du ve
teur de Poynting sur le bord de BR dé�nis par :
Pη :=

∫

∂BR

Eη ∧Hη · n dσ , P :=

∫

∂BR

E ∧H · n dσ . (3.31)66



D'après le lemme 3.10, le 
hamp (Eη,Hη) est régulier sur ∂BR 
e qui nous permetd'intégrer par parties dans (3.31) et d'obtenir
Pη =

∫

BR

(rotEη ·Hη − rotHη ·Eη) dx

= iω

∫

BR

(µ0|Hη|2 − ε0|Eη|2)− ωε0

∫

Ση

jηEη · e3 dx . (3.32)Par ailleurs, on multiplie par jη la troisième équation de (3.20) et grâ
e à la 
onditionde Neumann sur D±
η véri�ée par jη, on obtient

2iπγ

∫

BR

jηEη · e3 = −
∥

∥

∥

∥

∂jη
∂x3

∥

∥

∥

∥

2

L2(BR)

+ (k20 +
2iπγ

κ
)‖jη‖2L2(BR) . (3.33)En substituant l'équation pré
édente dans (3.32), il résulte

ℜ(Pη) = −ωε0
κ

‖jη‖2L2(BR) , (3.34)et
ℑ(Pη) = ω

(

µ0‖Hη‖2L2(BR) − ε0‖Eη‖2L2(BR)

− ε0
2πγ

∥

∥

∥

∥

∂jη
∂x3

∥

∥

∥

∥

2

L2(Ση)

+
ε0k

2
0

2πγ
‖jη‖2L2(BR)

)

. (3.35)D'après l'uniforme 
onvergen
e de (Eη,Hη) donnée dans le lemme 3.10, on a que Pηest borné. L'équation (3.34) démontre alors la borne dans L2(BR) de jη. On en déduitensuite, à l'aide des équations (3.30) et (3.35), que la suite ∂jη
∂x3

est bornée dans L2(BR).Ce
i termine la démonstration du point (i).Preuve de (ii) : La première équation du système (3.20) indique que le 
hamp Hη està divergen
e nulle. Par ailleurs, (Eη) et (jη) étant bornés dans L2(BR), la deuxièmeéquation de (3.20) implique que rotHη reste borné dans L2(BR). Pour �nir, la tra
e de
(Hη) sur ∂BR 
onverge uniformément d'après le lemme 3.10. Ces trois bornes asso
iéesà l'hypothèse (3.30) impliquent que

‖ divHη‖L2(BR) + ‖ rotHη‖L2(BR) + ‖Hη‖L2(BR) + ‖Hη‖W 1
2
,2(∂BR)

≤ C ,pour C > 0 indépendant de η. On en déduit, à l'aide de la propriété (2.3), que la suite
(Hη) reste bornée dans W 1,2(BR).Preuve de (iii) : Nous allons appliquer un raisonnement de 
ompa
ité par 
ompensationà la suite (Eη) (
f. lemme div-rot 2.14). Montrons alors que rotEη et divEη 
onvergentvers zéro fortement dans W−1,2(BR). 67



Puisque E = 0 dans BR, on a limη→0Pη = P = 0 et don
 d'après (3.34), on obtientque jη → 0 fortement dans L2(BR). De plus, l'équation (3.33) entraîne que ∂jη
∂x3

→ 0fortement dans L2(BR). En prenant la divergen
e dans la se
onde équation de (3.20),on obtient que divEη = −iωε0 ∂jη
∂x3


onverge fortement vers 0 dans L2(Br) ( don
 dans
W−1,2(BR) ).Par ailleurs, puisque Hη → 0 fortement dans L2(BR), on a, d'après la premièreéquation de (3.20), que rotEη → 0 dans W−1,2(BR).On applique alors le lemme div-rot au 
ouple (Eη,Eη) pour obtenir que |Eη|2 → 0 ausens des distributions dans BR. Ainsi, pour tout ϕ ∈ C∞

c (BR), on a limη→0

∫

BR
ϕ|Eη|2 =

0. En prenant ϕ = 1 sur une boule BR′ plus petite que BR véri�ant B ⊂⊂ BR′ ⊂⊂ BR,on obtient la 
onvergen
e forte de Eη dans L2(BR′ ;C3). On termine la preuve grâ
e àla 
onvergen
e uniforme de Eη dans BR \BR′ démontrée dans le lemme 3.10.
2Remarque 3.12 L'hypothèse (3.30) indique que Eη et Hη sont bornés dans L2(BR).La première assertion du lemme 3.11 montre qu'il en est de même pour la suite (jη)η.En notant E, H et j les limites faibles des suites (Eη), (Hη) et (jη), nous passons à lalimite faible dans les deux premières équations de (3.20) pour obtenir

{

rotE = iωµ0H

rotH = −iωε0(E + i je31B)
. (3.36)Le point fondamental de notre étude va être de déterminer une relation lo
ale entre Eet j. Pour 
ela, nous allons étudier le 
omportement os
illant des solutions (Eη,Hη, jη)du problème (3.20) en identi�ant leurs limites double-é
helle.2.4 Analyse double-é
helleComme nous l'avons rappelé dans le théorème 2.39, une 
ondition su�sante pour avoirexisten
e d'une limite double-é
helle (à une sous-suite près) est que la suite soit bornéedans L2. Cette 
ondition est véri�ée par les suites (Eη), (Hη) et (jη) d'après l'hypothèse(3.30) et le lemme 3.11. Nous allons alors �xer une sous-suite de η, en
ore notée η, tellequ'il existe trois fon
tions de L2(Ω× Y ) notées E0,H0 et j0 véri�ant

Eη ⇀⇀ E0 , Hη ⇀⇀H0 , jη ⇀⇀ j0 .L'uni
ité de la solution du problème limite (3.23) impliquera à posteriori que 
es 
hampsne dépendent pas du 
hoix de 
ette sous-suite. Ainsi nous 
hoisissons, pour alléger lesnotations, de ne pas faire apparaître 
ette dépendan
e sur les 
hamps E0,H0 et j0.Remarque 3.13 D'après la deuxième assertion du lemme 3.11, la suite (Hη) est bornéedans W 1,2(BR). En utilisant la proposition 2.46, on a que sa limite double-é
helle est in-dépendante de y (H0(x, y) =H(x)). Cette absen
e d'os
illation aura pour 
onséquen
eque le milieu e�e
tif n'a pas d'a
tivité magnétique (µeff = 1). Il est essentiel de noterque 
ela ne sera pas le 
as pour les suites (Eη) et (jη).68



Proposition 3.14 Pour presque tout x ∈ B, les fon
tions Y -périodiques E0(x, ·) et
j0(x, ·) véri�ent au sens des distributions dans Y les relations suivantes

rotyE0(x, ·) = 0 , j0 = 0 dans Y \ Σ ,
∂j0
∂y3

= 0 dans Σ , (3.37)
divy(E0 + i j0e31Σ) = 0 , (3.38)

j0(x, y) = j0(x, y1, y2) =
2iπγ

k20 +
2iπγ
κ

〈E0〉h(x, y1, y2) dans Σ , (3.39)où 〈E0〉l(x, y1, y2) :=
1

l

∫ l
2

− l
2

E0(x, y1, y2, s) ·e3 ds représente la 
ir
ulation normalisée de
E0 le long de 
hemins verti
aux joignant les bases D±

l de l'in
lusion Σ.PreuveOn a Eη ⇀⇀ E0 et la suite rotEη = iωµ0Hη est bornée dans L2(BR). Il est alors
lassique (voir 
hapitre 2) de 
on
lure que rotyE0 = 0. De la même façon, on montre(3.38) et ∂j0
∂y3

= 0 dans Σ. Par ailleurs, le fait que j01Y \Σ(y) = 0 dé
oule dire
tement de
jη1BR\Ση = 0.Preuve de (3.39)On �xe une fon
tion test ϕ(x, y) := ρ(x)θ(y1, y2) ave
 ρ ∈ C∞

c (B) et θ ∈ C∞
c (D). Onmultiplie la troisième équation de 3.20 par ϕ(x, x

η
) puis on intègre sur Ση pour avoir

∫

Ση

∂2jη
∂x23

ϕ
(

x,
x

η

)

+
(

k20 +
2iπγ

κ

)

∫

Ση

jηϕ
(

x,
x

η

)

= 2iπγ

∫

Ση

Eη.e3ϕ
(

x,
x

η

)

. (3.40)En utilisant (3.41), on peut passer à la limite dans l'équation pré
édente et obtenir,puisque ni j0 ni θ ne dépendent de y3,
h
(

k20 +
2iπγ

κ

)

∫

B×D
j0(x, y1, y2)ρ(x)θ(y1, y2) = 2iπγ

∫

B×Σ

ρ(x)θ(y1, y2)E0.e3 .À l'aide de l'égalité ∫
Σ

E0.e3 = l

∫

D
〈E0〉h, on obtient la relation (3.39).Pour terminer la démonstration, il su�t de montrer la propriété suivante :pour toute fon
tion test ϕ ∈ C∞

c (BR;C
∞
♯ (Y )) ne dépendant pas de y3, on a

lim
η→0

∫

Ση

∂2jη
∂x23

ϕ
(

x,
x

η

)

= 0 . (3.41)Preuve de (3.41) :À une fon
tion test ϕ indépendante de y3, on asso
ie [ϕ]η la fon
tion en es
alier donnéepar
[ϕ]η(x, y) =

∑

p

(

∫

Σp
η

ϕ(z, y) dz
)

1Σp
η
(x)

69



où Σp
η := η(Σ + p).On 
ommen
e par remarquer que

∫

Ση

∂2jη
∂x23

[

ϕ
(

x,
x

η

)

− [ϕ]η

(

x,
x

η

)

]

→ 0puisque ∫
Ση

∣

∣

∣

∣

∂2jη
∂x23

∣

∣

∣

∣

2 est borné d'après la troisième équation de (3.20) et que ‖ϕ(x, x
η

)

−

[ϕ]η

(

x, x
η

)

‖L2(BR) → 0.D'autre part, on a
∫

Ση

∂2jη
∂x23

[ϕ]η

(

x,
x

η

)

=
∑

p

∫

Σp
η

∂2jη
∂x23

[ϕ]η

(

x,
x

η

)

,et en intégrant par parties le terme de droite dans l'équation pré
édente, on montre que
∫

Ση

∂2jη
∂x2

3

[ϕ]η

(

x, x
η

)

= 0.
2Opérateur 
apa
itan
e.A présent que nous avons obtenu les équations sur le tore, nous allons pré
iser la relationentre les 
hamps j0 et E0. Pour 
ela, nous introduisons l'opérateur dé�ni 
i-dessous.Dé�nition 3.15 On dé�nit R l'opérateur de L2(D) dans L2(D) qui asso
ie à w la fon
-tion s
alaire [ϕw]h ave
 ϕw l'unique solution de

{

ϕw ∈ W 1,2
♯ (Y )

−∆ϕw = w (δD+ − δD−)
, (3.42)et [ϕw]l(x, y1, y2) :=

1
l

(

ϕw
(

y1, y2,
l
2

)

− ϕw
(

y1, y2,− l
2

)

).Remarque 3.16 Dans la dé�nition pré
édente, la fon
tion s
alaire w peut être vue
omme une densité surfa
ique de 
harges disposées sur les fa
es parallèles D+ et D− quel'on peut 
onsidérer 
omme étant les deux plaques d'un 
ondensateur. La fon
tion ϕwest alors le potentiel engendré par 
es 
harges et R asso
ie la di�éren
e de potentiel auniveau des deux plaques.Cet opérateur que nous appellerons 
apa
itan
e est de plus 
ompa
t auto-adjointd'après le lemme 3.19 
i-après.Lemme 3.17 Pour presque tout x ∈ B le 
hamp s
alaire j0(x, .) véri�e
R(j0)−

(

k20
2πγ

+
i

κ

)

j0 = −iE3. (3.43)
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Preuve.On a d'après (3.37) que rotyE0 = 0 dans B × Y . Il existe alors ψ ∈ L2(B;W 1,2
♯ (Y ))(unique à une 
onstante près) tel que

E0(x, y) = E(x) +∇yψ(x, y) . (3.44)En substituant E0 dans les équations (3.38) et (3.39), on obtient le système suivant
{

∆yψ − ij0(δD+ − δD−) = 0 dans B × Y
(

k20
2iπγ

+ 1
κ

)

j0 = E3 + [ψ]l dans B ×D , (3.45)qui n'est autre que (3.43) 
ompte tenu de la dé�nition de l'opérateur R.
22.5 Etude du problème de mi
ro- résonan
esDans 
ette se
tion, nous allons établir l'existen
e et l'uni
ité de la solution du problème(3.37-3.39). La limite faible j = ∫

Y
j0(x, y)dy de la suite (jη) pourra ainsi être expriméeen fon
tion du 
hamp éle
trique ma
ros
opique E =

∫

Y
E0(x, y)dy via la résolution d'unproblème spe
tral sur Y .Proposition 3.18 Le système d'équations (3.37-3.39) admet une solution unique (E0, j0).On a de plus les relations :

j0(x, y) = i E3(x) ζ(y1, y2) 1Σ(y) , (3.46)
E0(x, y) = E(x) + E3(x)∇χ(y) , (3.47)où ζ ∈ L2(D) est l'unique solution de
R ζ −

(

k20
2πγ

+
i

κ

)

ζ = −1 , (3.48)et χ ∈ W 1,2
♯ (Y ) est l'unique solution (à une 
onstante près) de l'équation

−∆χ = ζ(δD+ − δD−) . (3.49)Preuve. L'existen
e et l'uni
ité de la solution de (3.43) est obtenue en appliquantLax-Milgram à la forme sur L2(D)× L2(D) dé�nie par
a(u, v) :=

∫

Y

Ru v −
(

k20
2πγ

+
i

κ

)∫

Y

u v ,Compte tenu du fait que R est un opérateur 
ompa
t auto-adjoint (
f. lemme 3.19),
ette forme est évidemment sesquilinéaire et 
ontinue. Pour montrer la 
oer
ivité (
f.71



2.16), il su�t de remarquer que ℜ
(

i a(u, u)
)

≥ 1
κ
. Ainsi, j0 est déterminé de manièreunique.Il est 
lair alors que la solution ψ ∈ L2(B;W 1,2

♯ (Y )) de la première équation du système(3.45), dé�nie de façon unique à l'addition d'une 
onstante additive près, détermine
omplètement E0 via la relation (3.44).Les relations (3.46) et (3.47) résultent trivialement de la linéarité des équations.
2On introduit le tenseur de permittivité e�e
tif diagonal εeff dont les 
omposantes sontdonnées par

εeff11 = εeff22 = 1 , εeff33 = 1−
∫

Y

ζ(y1, y2)1Σ(y) dy . (3.50)de sorte que la se
onde équation dans (3.36) puisse être réé
rite sous la forme
rotH = −iωε0 εeffE .Notons que la fon
tion ζ dépend de la fréquen
e ω en raison de l'équation (3.48)(k0 = ω

√
ε0µ0) et qu'il en est de 
e fait de même pour le tenseur εeff . Cette dépendan
eest pré
isée dans la partie suivante.Permittivité e�e
tive en fon
tion de la fréquen
e.Lemme 3.19 L'opérateur R est un opérateur stri
tement positif, 
ompa
t, auto-adjointet véri�e de plus

∀w ∈ L2(D) , w ≥ 0 pp, on a Rw ≥ 0 . (3.51)Remarque 3.20 La 
ondition de positivité (3.51) nous permet d'appliquer le théorèmede Krein-Rutmann (
f. théorème 2.23) à l'opérateur R. On en déduit que la valeur proprefondamentale λ0 est asso
iée à un ve
teur propre positif presque partout. Ce
i entraîne enparti
ulier que ∫ w0 > 0 et don
 que λ0 ∈ σ0. Il existe don
 une fréquen
e de résonan
easso
iée à la valeur propre fondamentale et l'e�et de permittivité négative pourra êtreobtenu au moins à 
ette fréquen
e.Preuve du théorème 3.19Montrons que R est positif et auto-adjoint. Pour tout w, w′ de L2(D), on note ϕw lasolution de (3.42) asso
iée à w et on a
〈Rw,w′〉L2(D) =

∫

D
(Rw)w′ =

1

l

∫

Y

w′(δD+ − δD−)ϕw . (3.52)On note ϕw′ la solution de (3.42) asso
iée à w′ et on obtient
〈Rw,w′〉 = −1

l

∫

Y

ϕw∆ϕw′

=
1

l

∫

Y

∇ϕw∇ϕw′

. (3.53)72



L'équation pré
édente montre que R est auto-adjoint et positif. Si 〈Rw,w〉 = 0, ondéduit de (3.53) que ϕw est 
onstant dans Y 
e qui entraîne, d'après (3.42), que w = 0dans D. L'opérateur R est don
 stri
tement positif.Compa
ité de R.Soit (wn) une suite bornée dans L2(D). Puisque l'inje
tion de W 1,2(Y ) dans L2(D±) est
ompa
te, il nous su�t de montrer que la suite (ϕwn) est bornée dans W 1,2(Y ) (ave

ϕwn la solution de 3.42 asso
iée à wn).Puisque la suite (wn) est bornée dans L2(D), la suite (wn(δD+ − δD−)

) est bornée dans
(W 1,2

♯ (Y ))′. Pour �nir, on utilise le fait que l'opérateur (−∆)−1 est 
ontinu de (W 1,2
♯ (Y ))′dans W 1,2(Y ) pour prouver que (ϕwn) est bornée dans W 1,2(Y ).Preuve de (3.51).Pour tout w ∈ L2(D), il existe une unique solution ϕw ∈ W 1,2

♯ (Y ) véri�ant −∆ϕw =
w(δD+ − δD−) dans Y . Du fait de la symétrie du problème, une telle solution est impairepar rapport à la variable y3 
e qui entraîne,

(ϕw)+ − (ϕw)− = (ϕw)+ + (ϕ−w)− = 2(ϕw)+ dans D .On en déduit en parti
ulier que pour tout y′ ∈ [−1
2
, 1
2
]2, on a

ϕw
(

y′,
1

2

)

= ϕw
(

y′,−1

2

)

= ϕw(y′, 0) = 0 .On peut don
 dé�nir ϕw 
omme solution du problème sur le demi-
ube suivant :
{

−∆ϕw = wδD+ ,
ϕw ∈ V ,

(3.54)où
V :=

{

u ∈ W 1,2
♯

(

[

− 1
2
, 1
2

]2
;W 1,2

([

0, 1
2

])

)

, u(y′, 0) = u
(

y′, 1
2

)

= 0
}

. (3.55)On remarque qu'une telle fon
tion est aussi solution de :
ϕw ∈ argmin

v∈V

{

1

2

∫

|∇v|2 − wδD+

} (3.56)Or, si une fon
tion ϕw est solution de (3.56) pour un w ≥ 0, on a que sa partie positive estaussi solution. Cette solution étant unique, on a que ϕw est positive dans [0, 1
2
]× [−1

2
, 1
2
]2si w ≥ 0. Le résultat désiré est alors déduit de la dé�nition de R.
2D'aprés la proposition 3.19, il existe une suite (λn, vn) ∈ R+ × L2(D) formée desvaleurs et ve
teurs propres de R telle que {vn} forme une base hilbertienne de L2(D).Dé
omposons ζ dans 
ette base : il existe une suite de 
omplexes (cn) telle que

ζ(y) =
∑

N

cn vn(y) . (3.57)73



On �xe m ∈ N et on prend le produit s
alaire par vm dans (3.48). Il vient
〈Rζ, vm〉L2(D) −

(

k20
2πγ

+
i

κ

)

〈ζ, vm〉L2(D) = −〈1, vn〉L2(D) .Puisque R est auto-adjoint et que vm est ve
teur propre de R asso
ié à la valeur propre
λm, on déduit de l'équation pré
édente :

(

λn −
k20
2πγ

− i

κ

)

〈ζ, vm〉L2(D) = −〈1, vm〉L2(D) .La dé
omposition (3.57) de ζ amène à
cm =

1
k2
0

2πγ
− λn +

i
κ

〈1, vn〉L2(D) . (3.58)En asso
iant les équations (3.57) et (3.58), il vient
ζ(y) =

∑

n∈N

〈1, vn〉L2(D)

k2
0

2πγ
− λn +

i
κ

vn(y) . (3.59)En 
onséquen
e, le tenseur εeff , dé�nit en (3.50), prend la forme
εeff11 = εeff22 := 1 et εeff33 = εeff33 (κ, γ, ω) := 1− l

∑

n

< vn, 1 >
2
L2(D)

k2
0

2πγ
− λn +

i
κ

. (3.60)La dépendan
e par rapport à la fréquen
e est ainsi donnée de manière expli
ite. Pourretrouver la formulation (3.22), il su�t de fa
toriser l'expression pré
édente en exploitantla multipli
ité des valeurs propres de l'opérateur R.2.6 Démonstration du théorème prin
ipalLa résolution du problème sur le tore (3.43) a permis d'exprimer le 
hamp mi
ros
o-pique j0 en fon
tion du 
hamp ma
ros
opique E (
f. proposition 3.18). Il reste à établirla loi homogénéisée que devra satisfaire le 
hamp élé
tromagnétique (E,H).Loi e�e
tive.Lemme 3.21 Soit (Einc,H inc) une onde in
idente et soit (Eη,Hη, jη) la solution de(3.20) asso
iée. On suppose que κ, γ > 0. Si l'hypothèse (3.30) est satisfaite alors
(Eη,Hη) ⇀ (E,H) dans L2

loc(R
3) où (E,H) est l'unique solution au sens des dis-tributions du problème de di�ra
tion suivant :







rotE = iωµ0H dans BR

rotH = −iωε0ε(x)E dans BR

(E −Ei,H −H i) satisfait les 
onditions (3.6) (3.61)
74



Preuve.Les équations limites sont simplement obtenues en passant à la limite faible dans lesystème (3.20) puis grâ
e aux relations (3.46), (3.50) et (3.59).Uni
ité de la solution de (3.61).Par linéarité, il su�t de montrer que la solution (E,H) = (0, 0) lorsque l'onde in
identeest nulle. Dans 
e 
as il est fa
ile de voir, grâ
e à la 
ondition de rayonnement (3.6), que
ℜ
(

∫

∂BR
(E ∧H) · n

)

≥ 0. D'autre part on a
ℜ
(∫

∂BR

(E ∧H) · n
)

= ℜ
(∫

BR

rotE ·H − rotH ·E
)

= ωℑ
(

−µ0

∫

BR

|H|2 + ε0

∫

BR

ε(x)E ·E)

)

= −ωε0ℑ(εeff33 )‖E3‖2L2(B) . (3.62)On en déduit que E3 = 0 dans B. Il résulte alors, puisque εeff11 = εeff22 = 1, que le 
hamp
(E,H) est solution des équations de Maxwell dans le vide. L'onde in
idente étant nulle,on a que (E,H) = (0, 0) dans tout R3.

2Convergen
e forte double-é
helle.Proposition 3.22 Soit (Eη,Hη, jη) la solution du problème (3.20). Alors, on a les
onvergen
es fortes double-é
helles suivantes.
∥

∥

∥
jη(x)− j0

(

x,
x

η

)∥

∥

∥

L2(B)
→ 0 ,

∥

∥

∥
Eη(x)−E0

(

x,
x

η

)∥

∥

∥

L2(B)
→ 0 ,Preuve.Étape 1. On établit la 
onvergen
e

∥

∥

∥

∥

jη(x)− j0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(BR)

→ 0 . (3.63)Puisque jη 
onverge double-é
helle vers j0 ave
 j0 admissible, 
ela revient à montrer(
f. proposition 2.44)
lim
η→0

‖jη‖L2(BR) = ‖j0‖L2(BR×Y ) . (3.64)Nous allons établir (3.64) en étudiant le 
omportement asymptotique de l'énergiedissipée par la stru
ture. Celle-
i est donnée par la partie réelle du �ux du ve
teur dePointing Pη. La 
onvergen
e uniforme de (Eη,Hη) sur le 
ompa
t ∂BR nous permet dedéduire que Pη 
onverge vers P. On rappelle que 
es quantités sont données par
Pη :=

∫

∂BR

Eη ∧Hη · n ds , P :=

∫

∂BR

E ∧H · n ds . 75



À l'aide de (3.32) et (3.33), il est fa
ile d'obtenir les égalités suivantes.
Pη = iω

∫

BR

(µ0|Hη|2 − ε0|Eη|2) +
ωε0
2iπγ

∥

∥

∥

∂jη
∂x3

∥

∥

∥

2

L2(Ση)
− ωε0

(

k20
2iπγ

+
1

κ

)

‖jη‖2L2(Ση)
,

P = iω

(

µ0

∫

BR

|H|2 − ε0

∫

BR

ε(x)E ·E
)

. (3.65)En prennant la partie réelle on a
ℜ(Pη) = −ωε0

κ
‖jη‖2L2(Ση)

,

ℜ(P) = ωε0

∫

B
ℑ
(

εeffE ·E
)

= −ωε0
∫

B
ℑ(εeff33 )|E3|2 ,
e qui entraîne, grâ
e à la 
onvergen
e de Pη vers P, que

lim
η→0

‖jη‖2L2(BR) = κℑ(εeff33 )‖E3‖2L2(B) . (3.66)Il reste à 
omparer le membre de droite dans (3.66) ave
 ‖j0(x, y)‖2L2(BR×Y ).D'après la dé
omposition (3.46) de j0, on a
∫

B×Y

|j0|2 = ‖E3‖2L2(B) ‖ζ‖2L2(Σ) . (3.67)Par ailleurs, on prend le produit s
alaire par ζ dans l'égalité (3.48) pour avoir
〈Rζ, ζ〉 −

( k20
2iπγ

+
i

κ

)

‖ζ‖2L2(Σ) = −〈1, ζ〉 .En prenant la partie imaginaire dans l'équation pré
édente et en multipliant par κ onobtient
κℑ〈R(ζ), ζ〉 − ‖ζ‖2L2(Σ) = −κℑ〈1, ζ〉 .Or, on déduit de (3.53) que 〈R(ζ), ζ〉 ∈ R. Il résulte ainsi de l'équation pré
édente que

‖ζ‖2L2(Σ) = κℑ〈1, ζ〉 . (3.68)D'autre part, à l'aide de la dé�nition du tenseur εeff donnée dans (3.50), on a
ℑ〈1, ζ〉 = ℑ(εeff33 ) .Cette dernière égalité asso
iée aux relations (3.67) et (3.68) nous permet de montrer que

‖j0‖2 = κℑ(εeff33)‖E3‖2L2(B) . (3.69)Grâ
e à la relation (3.66), on a montré que limη→0 ‖jη‖2L2(BR) = ‖j0‖2. Ce
i termine lapremière étape.76



Étape 2. On établit la 
onvergen
e
lim
η→0

∫

BR

∣

∣

∣

∣

Eη(x)−E0

(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

= 0 . (3.70)Puisque Eη 
onverge double-é
helle vers E0 et que E0 est admissible, il su�t de montrerque ‖Eη‖L2(BR) → ‖E0(x, y)‖L2(BR)×Y (
f. proposition 2.44).En prenant la partie imaginaire dans (3.65), on obtient
ℑ(Pη) = ω

(

µ0‖Hη‖2 − ε0‖Eη‖2
)

− ωε0

∫

Ση

ℑ(jηe3 ·Eη) (3.71)
ℑ(P) = ω

(

µ0‖H‖2 − ε0

∫

B
ℜ
(

ε(x)E ·E
)

)

. (3.72)On 
ommen
e par remarquer qu'en raison de la 
onvergen
e forte double-é
helle de jηvers j0, on a
lim
η→0

∫

Ση

jηe3 ·Eη =

∫

B×Σ

j0e3 ·E0

=

∫

B×Σ

j0e3 · (E +∇yψ) (3.73)On a exploité i
i la dé
omposition de E0 donnée dans (3.44) qui résulte de la relation
rotyE0 = 0 dans Y . De plus, d'après la dé�nition du tenseur de permittivité εeff donnéedans (3.50), on a

∫

B×Σ

j0e3 ·E = i

∫

B
E3e3 ·E

∫

Σ

ζ = i

∫

B
(ε(x)− Id)E ·E . (3.74)D'autre part, à l'aide d'une intégration par parties on a

∫

B×Σ

j0e3 · ∇yψ = −
∫

B×Y

divy(j0e31Σ)ψ

= −
∫

B×Y

j0(δD+ − δD−)ψ ,où D± sont les bases du 
ylindre Σ. A présent, à l'aide de la se
onde équation de (3.45),il vient
∫

B×Σ

j0e3 · ∇ψ = i

∫

B×Y

∆ψ ψ . (3.75)On asso
ie les équations (3.73), (3.74) et (3.75) pour déduire
lim
η→0

∫

Ση

jηe3 ·Eη = i

(
∫

B
(ε(x)− Id)E ·E +

∫

B×Y

∆ψ ψ

)

. (3.76)77



D'autre part, en 
ombinant les deux égalités (3.71) et (3.72) on peut obtenir
ωε0‖Eη‖2 = ℑ(P)− ℑ(Pη) + ωµ0

(

‖Hη‖2 − ‖H‖2
)

− ωε0

∫

Ση

ℑ(jηe3 ·Eη) + ωε0

∫

BR

ℜ(ε(x)E ·E) . (3.77)Ainsi, d'après la 
onvergen
e (3.76), la 
onvergen
e forte dans L2(BR) de Hη vers H(
f. lemme 3.11) et la 
onvergen
e de Pη vers P on obtient
lim
η→0

‖Eη‖2 =
(
∫

BR

ℜ(ε(x)E ·E)−
∫

B
ℜ(ε(x)− Id)E ·E −

∫

B×Y

ℜ(∆ψ ψ)
)

=

(∫

B
|E|2 +

∫

B×Y

|∇ψ|2
)

= ‖E0‖L2(B×Y ) , (3.78)où la dernière égalité résulte de la dé
omposition (3.44) du 
hamp E0. Ce
i terminel'étape 2 ainsi que la démonstration de la proposition 3.22.
2Justi�
ation de l'hypothèse d'énergie.Proposition 3.23 Si κ 6= +∞, alors, l'hypothèse (3.30) est satisfaite.Preuve. On pro
ède par l'absurde. Supposons alors que la solution (Eη,Hη) ne soitpas bornée dans L2(BR). On note alors

tη :=

(
∫

BR

|Eη|2 +
∫

BR

|Hη|2
)

1

2

→ +∞ , Ẽη :=
Eη

tη
et H̃η :=

Hη

tη
, (3.79)de telle sorte que

∫

BR

|Êη|2 +
∫

BR

|Ĥη|2 = 1 . (3.80)La suite (Ẽη, H̃η) véri�e l'hypothèse (3.30) et est solution de (3.20) ave
 (Ei

tη
, H

i

tη
) pouronde in
idente. Nous pouvons alors appliquer les lemmes 3.21 et 3.10 à 
ette suite. Ona alors la 
onvergen
e faible de (Ẽη, H̃η) vers (E,H) l'unique solution de (3.61) ave


(Ei,H i) = (0, 0). Cette solution étant nulle, on peut appliquer la troisième assertion dulemme 3.11 pour dire que la 
onvergen
e de (Ẽη, H̃η) vers (0, 0) est forte dans L2(BR).Cette 
onvergen
e forte est in
ompatible ave
 (3.80) 
e qui entraîne la 
ontradi
tion.
22.7 Propriétés de la résonan
e fondamentaleProposition 3.24 La plus grande valeur propre λ0(l, |D|) de l'opérateur R véri�e

|D|(1− l) ≤ λ0(l, |D|) ≤ 1, (3.81)de plus pour D �xé, on a
lim
l→0

λ0(l, |D|) = 1. (3.82)78



Preuve.La valeur propre fondamentale est déterminée de manière générale par :
λ0(l, |D|) = max

w

{

< Rw,w > : w ∈ L2
♯ (Y ) , ‖w‖L2(Y ) = 1

}

. (3.83)Commençons par montrer que
< Rw,w >= max

ϕ

{

2

∫

D
w[ϕ]l −

1

l

∫

Y

|∇ϕ|2 : ϕ ∈ W 1,2
♯ (Y )

} (3.84)
= min

σ

{

1

l

∫

Y

|σ|2 : σ ∈ L2
♯ (Y ;R

3), − divσ = w(δD+ − δD−)

}

. (3.85)où [ϕ]l est introduit dans la dé�nition 3.15.Preuve de (3.84).Comme nous l'avons montré dans la démonstration du théorème 3.19, on a
< Rw,w >=

1

l

∫

Y

|∇ϕw|2 , (3.86)où ϕw ∈ W 1,2
♯ (Y ) véri�e −∆ϕw = w(δD+ − δD−). Cette solution est déterminée demanière équivalente par le problème d'optimisation suivant,

1

2

∫

Y

|∇ϕw|2 −
∫

D
w(ϕ+

w − ϕ−
w) = min

ϕ∈W 1,2
♯ (Y )

{

1

2

∫

Y

|∇ϕ|2 −
∫

D
w(ϕ+ − ϕ−)

}

. (3.87)Or, la valeur atteinte par le minimum est −1
2

∫

Y
|∇ϕw|2. En e�et, en notant que lafon
tion

t > 0 → t2
1

2

∫

Y

|∇ϕw|2 − t

∫

D
w(ϕ+

w − ϕ−
w) ,admet un minimum en t = 1, on prouve que la solution ϕw véri�e

∫

Y

|∇ϕw|2 =
∫

D
w(ϕ+

w − ϕ−
w) .À l'aide de 
ette propriété, la solution ϕw du problème (3.87) véri�e

∫

Y

|∇ϕw|2 = max
ϕ♯

{

2

∫

D
w(ϕ+ − ϕ−)−

∫

Y

|∇ϕ|2
}

, (3.88)
e qui, ajouté à l'équation (3.86), justi�e la relation (3.84).Preuve de (3.85).On 
ommen
e par remarquer de manière évidente que
∫

Y

|∇ϕw|2 = min
ϕ

{
∫

Y

|∇ϕ|2 : ϕ ∈ W 1,2
♯ (Y ), −∆ϕ = w(δD+ − δD−)

}

. (3.89)79



Pour montrer que le minimum dans (3.85) 
oïn
ide ave
 
elui de l'équation pré
édente,on 
onsidère une dé
omposition de Helmoltz de σ ∈ L2
♯ (Y ;R3) :

σ = ∇ϕ+ rotψ ,ave
 (ϕ,ψ) ∈ W 1,2
♯ (Y )×W 1,2

♯ (Y ×R
3). Il est alors évident que, dans (3.85), la 
ontraintesur σ se réper
ute uniquement sur ϕ de manière à retrouver 
elle du problème (3.89).De plus, on a

∫

Y

|σ|2 =
∫

Y

|∇ϕ|2 + 2

∫

Y

∇ϕ · rotψ +

∫

Y

| rotψ|2 .La périodi
ité des 
hamps fait disparaître l'intégrale 
ontenant les termes 
roisés dansl'équation pré
édente. Il devient 
lair que le minimum proposé va être atteint pour
ψ = 0. Cela justi�e la relation (3.85).Montrons (3.81).Pour tout w ∈ L2(D), le 
hamp σ(y) := w(y1, y2)1Σe3 est admissible dans le problème(3.85) et 
onduit, à l'aide de l'égalité (3.83), à

λ0(h, |D|) ≤ max
w

{

1

l

∫

Σ

|w|2 : ‖w‖L2(D) = 1

}

= 1 , (3.90)qui n'est autre que la se
onde inégalité de (3.81).À l'inverse, on 
hoisit w = 1 et ϕ = ϕ(y3) dans (3.84) ave
 ϕ une fon
tion impaire de
W 1,2

0 ([−1/2, 1/2]) pour obtenir :
|D|λ0 ≥ (R(1), 1) ≥ 1

l
max

ϕ

{

4|D|ϕ
( l

2

)

− 2

∫ 1/2

0

(ϕ′)2 : ϕ(0) = ϕ
(1

2

)

= 0

}

.En 
hoisissant dans l'équation pré
édente la fon
tion ϕ ∈ W 1,2
0 ([−1/2, 1/2]) véri�ant

ϕ′ =

{

|D|(1− l) dans [−l/2, l/2]
−|D|l dans R \ [−l/2, l/2]on obtient la première inégalité dans (3.81).Preuve de (3.82) :Grâ
e aux équations (3.83) et (3.84) on a

λ0(l, |D|) = 1

l
max
ϕ♯

{

2‖ϕ+ − ϕ−‖L2(D) −
∫

Y

|∇ϕ|2
}

. (3.91)D'autre part, en introduisant
α(l, |D|) = min

ϕ ♯

{
∫

Y

|∇ϕ|2 , ‖ϕ+ − ϕ−‖L2(D) = 1

}

, (3.92)80



on obtient fa
ilement la relation λ0(l, |D|) = 1

l α(l, |D|) . En e�et, on a
λ0(l, |D|) =

1

l
max

t
max

φ♯ / ‖φ+−φ−‖=t

{

2t−
∫

Y

|∇φ|2
}

=
1

l
max

t
{2t− t2α(l, |D|)} =

1

l α(l, |D|) . (3.93)On �xe ε > 0 et on 
hoisi dans (3.92) une fon
tion ϕε(y) de la forme ϕε(y) :=
χε(y1, y2)ψ(y3) ave


ψ ∈ W 1,2
♯

([

−1
2
, 1
2

]) véri�ant ψ
(

l
2

)

− ψ
(

− l
2

)

= 1et χε ∈ C∞
c

([

−1
2
, 1
2

])2 véri�ant χε1D =
1

√

|D|
1D .On suppose de plus que ψ a�ne dans [− l

2
, l
2
] et [−1

2
, 1
2
] \ [− l

2
, l
2
], et que χε satisfait

∫

[− 1

2
, 1
2
]2\D

|χε|2 ≤ ε .On a alors
lα(l, |D|) ≤ l

(
∫

Y

|ψ′(x3)χε(x1x2)|2 + |ψ(x3)∇χε(x1x2)|2
)

= l

(

∫ l
2

− l
2

|ψ′|2 +
∫

[− 1

2
, 1
2 ]\[−

l
2
, l
2 ]
|ψ′|2

)(

∫

D
|χε|2 +

∫

[− 1

2
, 1
2 ]

2\D
|χε|2

)

+l

∫ 1

2

− 1

2

|ψ|2
∫

[− 1

2
, 1
2 ]

2
|∇χε|2

= l
(1

l
+O(l)

)

(1 + ε) +O(l)‖∇χε‖2
L2([− 1

2
, 1
2 ]

2
)

= 1 + ε+O(l2)(1 + ε) +O(l)‖∇χε‖2
L2([− 1

2
, 1
2 ]

2
)
.L'inégalité pré
édente est vraie pour tout ε > 0 don
 en passant à la limite lorsque l → 0puis quand ε→ 0 on obtient �nalement

lim
l→0

lα(l, |D|) ≤ 1 ,
e qui 
ombiné à l'inégalité (3.81) termine la démonstration de la proposition 3.24.
23 Cas de nano-�bres orientées dans les troisdire
tionsDans la géométrie 
onsidérée dans la se
tion 2, il apparaît que seule la 
omposante εeff33du tenseur de permittivité e�e
tif est a�e
tée par le phénomène de mi
ro-résonan
es.81



ΩFigure 3.7: Stru
ture 
onstituée de paquets de �bres parallèles de dire
tions alternées.
Rappelons que 
es résonan
es sont responsables du 
hangement de signe 
ara
téristiquedes métamatériaux. Il est en fait possible d'envisager des variantes de la géométriedes in
lusions où l'e�et de 
hangement de signe se produit dans les trois dire
tionssimultanément.Dans 
ette se
tion, nous allons proposer deux variantes qui répondent à 
et obje
tif :Dans la première, nous adoptons une stratégie de dire
tions alternées pour les in
lu-sions 
ylindriques dont le 
omportement est dé
rit par la loi non lo
ale résultant dupro
essus d'homogénéisation étudié dans la se
tion 1.Dans la se
onde variante, les in
lusions apparaissant dans la dernière étape du pro-
essus sont dé
rites par l'homogénéisation de réseaux �ns de �bres métalliques 
roisées.Un e�et dispersif dans les trois dire
tions est ainsi obtenu au niveau de la loi non lo
aledé
rivant 
ha
une de 
es in
lusions (généralisation du résultat présenté dans la se
tion1). 3.1 Variante ave
 les dire
tions alternéesOn 
onsidère la stru
ture dé
rite dans la �gure (3.7) où 
haque 
ellule de périodi
itéfait apparaître trois in
lusions 
ylindriques disjointes orientées respe
tivement dans lesdire
tions e1, e2 et e3.Des
ription de la géométrie. On note B ⊂ R3 l'obsta
le di�ra
tant 
ontenant lastru
ture et Σk

η la région de B o

upée par les in
lusions 
ylindriques. Cha
une d'entreelles est 
omposée du milieu e�e
tif résultant de l'homogénéisation de �bres métalliquesorientées dans la dire
tion ek (obtenu dans la se
tion 1). L'ensemble Σk
η est la périodi-sation dans les trois dire
tions de ηΣk où Σk ⊂ Y est donné par

Σk :=
{

y ∈ Y , yk ∈ [ak, ak + lk] et ŷk ∈ Dk
}

,où la notation ŷk ∈ R
2 est donnée par

ŷ1 = (y2, y3) , ŷ2 = (y1, y3) et ŷ3 = (y1, y2) . (3.94)82



Notant Dk := {ŷk ∈ R2 , y ∈ Σk}, les fa
es de Σk sont dé�nies par
Dk± =

{

y ∈ R
3 , ŷk ∈ Dk , yk = ± l

k

2

}

.L'ensemble des mi
ro-
ylindres dans la dire
tion ek est ainsi donné par
Σk

η :=
⋃

i∈Iη

η(i+ Σk) , Iη =
{

i ∈ Z
3 | η(i+ Σk) ⊂ B, ∀k ∈ {1, 2, 3}

}

. (3.95)En�n, on pose Dk±
η :=

⋃

i∈Iη η(i + Dk±) l'union des bases des in
lusions de dire
tion
ek.Problème pré-homogénéisé.La stru
ture di�ra
tante Ση = ∪3

k=1Σ
k
η est illuminée par une onde in
idente (Ei,Hi). Demanière similaire à (3.17), le problème de di�ra
tion est dé
rit par le triplet (Eη,Hη,Jη)solution dans L2

loc(R
3,C3) du système suivant































rotEη = iωµ0Hη dans R3

rotHη = −iωε0(Eη + iJη) dans R3

∂2jkη
∂x2

k

+
(

k20 +
2iπγ
κ

)

jkη = 2iπγEη · ek dans Σk
η

∂jkη
∂xk

= 0 sur Dk+
η ∪ Dk−

η

(Eη −Ei,Hη −H i) satisfait les 
onditions (3.6) (3.96)
où les fon
tions s
alaires jkη := Jη · ek sont à support dans Σk

η pour tout k ∈ {1, 2, 3}.Analyse limite. Comme dans la se
tion 2, on aura la 
onvergen
e faible de la suite
(Eη,Hη,Jη) vers un triplet (E,H ,J) où J =

(

j1(x), j2(x), j3(x)
) est une fon
tionve
torielle nulle en dehors de B qui représente le 
ourant volumique de dépla
ementobtenu par homogénéisation. D'après les deux premières équations dans (3.96), on aura

rotE = iωµ0H , rotH = −iωε0(E + iJ) . (3.97)Le point 
ru
ial est de savoir s'il existe, 
omme 
'était le 
as dans la se
tion 2, unerelation lo
ale entre J et le 
hamp éle
trique ma
ros
opique E.En premier lieu, l'opérateur 
apa
itan
e R apparaissant dans la dé�nition 3.15 doitêtre reformulé pour les trois 
ylindres. Cela donne naissan
e (
f la dé�nition 3.31) à troisopérateurs distin
ts Rk 
ha
un étant 
ompa
t auto-adjoint stri
tement positif. Notons
{λkn , n ∈ N} les valeurs propres distin
tes de Rk rangées dans l'ordre dé
roissant ettelles que limn→+∞ λkn = 0. À toute valeur propre λ ∈ {λkn , n ∈ N}, on asso
ie
• PV k

λ
le proje
teur orthogonal sur l'espa
e propre V k

λ de Rk asso
ié à la valeur propre
λ.

• σk
0 := {λkn , PV k

λkn

(1) 6= 0} . 83



Ce
i nous permet d'introduire les fon
tions s
alaires
Λk(ω, γk, κk) =

∑

λ∈σk
0

‖PV k
λ
(1)‖2

L2(Dk)

k2
0

2πγk − λ+ i
κk

. (3.98)Nous allons montrer le résultat suivant.Proposition 3.25 Les 
omposantes j1, j2, j3 de J(x) sont identi�ées sur B par les re-lations
jk(x) = i lk Λk(ω, γk, κk)Ek(x) .Il en résulte que le problème de di�ra
tion limite sera donné par le système







rotE = iωµ0H

rotH = −iωε0 ε(x, ω)E
(E,H) satisfait les 
onditions (3.6) (3.99)ave

ε(x) := Id 1R3\B(x) + ε

eff(ω) 1B(x)et εeff(ω) donné par
εeff=





1− l1Λ1(ω, κ1, γ1) 0 0
0 1− l2Λ2(ω, κ2, γ2) 0
0 0 1− l3Λ3(ω, κ3, γ3)



. (3.100)Il est fa
ile de voir que les arguments utilisés dans la démonstration du théorème 3.8s'appliquent à l'identique, en parti
ulier l'uni
ité de (E,H), la 
onvergen
e en dehorsde l'obsta
le et l'estimation (3.30). Ainsi, nous pouvons 
on
lure que le 
hamp éle
-tromagnétique (Eη,Hη) 
onverge faiblement dans L2
loc(R

3) vers l'unique solution dusystème (3.99). La 
onvergen
e est uniforme (ainsi que pour toutes les dérivées) surtoute partie 
ompa
te de R
3 \ B. En�n, alors que la 
onvergen
e de Hη est forte dans

L2
loc(R

3), on aura seulement pour (Eη,Jη) la 
onvergen
e forte double-é
helle vers un
ouple (E0(x, y),J0(x, y)
) dont la dépendan
e en y pour x ∈ B est expli
itée au 
oursde la démonstration de la proposition 3.25 (se
tion 3.3).3.2 Variante ave
 les �bres 
roiséesPremière étape. Dans l'homogénéisation dé
rite dans la se
tion 1, on rempla
e leréseau de �bres parallèles par un réseau de �bres 
roisées 
omme représenté dans la�gure 3.8.Des
ription géométrique.On note B ∈ R3 l'obsta
le di�ra
tant borné 
ontenant les �bres. Cet obsta
le est unpavé de 
�tés L1 × L2 × L3 donné par

B :=
]

− L1

2
,
L1

2

[

×
]

− L2

2
,
L2

2

[

×
]

− L3

2
,
L3

2

[

.84



Figure 3.8: Stru
ture 
onstituée de �bres orientées dans les trois dire
tions.On note Dk la se
tion de B dans la dire
tion ek donnée par
Dk := {ŷk ∈ R

2 , y ∈ B} ,où la notation ŷk est donnée dans (3.94). Les fa
es de B dans la dire
tion k sont notées
Dk± et dé�nies par

Dk± =
{

y ∈ R
3 , ŷk ∈ Dk , yk = ±L

k

2

}

.L'ensemble T k
η ⊂ B représente la zone o

upée par les �bres parallèles à la dire
tion

ek. Son interse
tion par le plan d'équation xk = s pour |s| < Lk/2 
onsiste en un réseaupériodique (de période η) de disques de rayon rkη .On dé�nit l'ensemble Sk
η , représentant une �bre de dire
tion ek dans la 
ellule de base

Y :=]− 1
2
, 1
2
[3, donné par

Sk
η :=

{

(y1, y2, y3) ∈ Y , |ŷk| ≤
rη
η

}

.L'ensemble o

upé par les �bres périodiques T k
η s'é
rit alors

T k
η :=

⋃

i∈Ikη

η(i+ Sk
η ) , Ikη =

{

i ∈ Z
3 | η(i+ Sk

η ) ⊂ B , ∀ k ∈ {1, 2, 3}
}

. (3.101)Le taux de remplissage des �bres est donné par le réel θkη :=
π(rkη)

2

η2
et, 
omme dans lase
tion 1, nous le 
hoisissons tel que limη→0 θ

k
η = 0 pour tout k ∈ {1, 2, 3} (i.e. rkη ≪ η).Le 
ylindre élémentaire Sk

η se 
on
entre lorsque η → 0 et devient le segment Sk
0 dé�nipar

Sk
0 =

{

y ∈ Y , ŷk = 0
}

. (3.102)Permittivité relative.La permittivité des �bres parallèles à ek est 
elle d'un métal ohmique de grande
ondu
tivité dé
rite par le paramètre σk
η . La permittivité relative en tout point de l'espa
eest alors donnée par

εη :=

{

1 dans R3 \⋃3
k=1 T

k
η ,

1 + iσk
η dans T k

η , k ∈ {1, 2, 3} . (3.103)85



Comme dans la se
tion 1, nous 
hoisissons la 
ondu
tivité σk
η telle que σk

η → +∞.Problème pré-homogénéisé.La stru
ture est illuminée par une onde in
idente plane mono
hromatique (Einc,H inc)de fréquen
e ω �xée, indépendante de η (dépendan
e harmonique en temps (e−iωt) ).Pour tout η > 0, le 
hamp éle
tromagnétique total (Eη,Hη) véri�e les équations deMaxwell données au sens des distributions par






rotEη = iωµ0Hη dans R3 ,
rotHη = −iωε0εηEη dans R3 ,
(Ed

η,H
d
η) satisfait la 
ondition (3.6) ,

(3.104)où ε0 et µ0 représentent respe
tivement les permittivité et perméabilité du vide.Choix des fa
teurs d'é
helles.On note θkη :=
πrkη
η2
, la fra
tion volumique des �bres de dire
tion k. De la même façon quedans la se
tion 1, on introduit les paramètres κk et γk liés aux vitesses de 
onvergen
es.Ils sont donnés par

1

η2 | log rkη |
→ γk ave
 γk ∈ ]0,+∞] , (3.105)

σk
η θ

k
η → κk ave
 κk ∈ ]0,+∞] . (3.106)Ainsi, le paramètre γk représente la limite de la 
apa
ité moyenne des �bres T k

η par unitéde volume et κk représente la 
ondu
tivité moyenne de 
es �bres par unité de volumesur l'ensemble B.Analyse double-é
helle.En reprenant le s
héma de démonstration du théorème 3.5, on introduit les 
hampséle
triques Jk
η donnés par

Jk
η := σk

ηEη1T k
η
, (3.107)de telle sorte que le ve
teur dépla
ementDη := εηEη soit dé
omposé en (Eη+i

∑3
k=1 J

k
η).En réalité, 
ette dé
omposition n'est exa
te que si les �bres ne se 
roisent pas. Dans le
as 
ontraire, il faut tenir 
ompte de la 
ontribution liée à l'interse
tion des �bres. Cetinterse
tion o

upant un volume très faible, il s'avère que sa 
ontribution n'interviendrapas lors du passage à la limite. Ainsi, la se
onde équation de (3.104) devient

rotHη = −iωε0
(

Eη + i
3
∑

k=1

Jk
η

)

+ o(1) . (3.108)La borne (3.11) est aussi obtenue dans 
e 
as et devient
‖Eη‖L2(BR) < C , ‖Hη‖L2(BR) < C et ‖Jk

η‖L1(BR) < C ∀ k ∈ {1, 2, 3} , (3.109)où C > 0 ne dépend pas de η.86



B

Figure 3.9: Stru
ture globale dans le pro
essus d'homogénéisation réitéré.De la même façon que dans (3.14), la limite double-é
helle de Jk
η, notée Jk

0, se dé
om-pose sous la forme
Jk

0(x, y) = jk(x)δSk
0
(y) ,ave
 jk ∈ L2(B) et Sk

0 dé�ni dans (3.102).Le passage à la limite faible dans le système (3.104) 
onduit alors à
{

rotE = iωµ0H ,

rotH = −iωε0(E + i
∑3

k=1 j
kek)

. (3.110)Ce système est de plus 
omplété par trois équations liant la densité de 
ourant jk au
hamp éle
trique ma
ros
opique E. Cette étude déli
ate peut être re
onduite en s'ins-pirant de [12℄ et 
onduit aux équations suivantes pour k ∈ {1, 2, 3}

∂2jk

∂x2k
+(k20 +

2iπγk

κk
)jk = 2iπγkEk dans B ,

∂jk

∂xk
= 0 sur Dk+∪Dk− . (3.111)Les équations (3.110) et (3.111) forment le système homogénéisé.Remarque 3.26 Il est important de noter que le 
roisement des �bres ne 
rée pasd'équation supplémentaire liant les densités de 
ourant j1, j2 et j3. Cela est dû au faitque dans le modèle 
apa
itaire, le taux de remplissage des �bres est in�nitésimal et levolume 
orrespondant à leurs interse
tions est d'ordre en
ore plus petit.Se
onde étape. Comme 
ela a été expliqué dans la se
tion 2, on reproduit de façonpériodique, et ave
 un fa
teur d'é
helle η, la stru
ture non lo
ale dé
rite par les équations(3.110) et (3.111). Cette stru
ture est représentée dans la �gure 3.9.On note B ⊂ R

3 l'obsta
le di�ra
tant 
ontenant la stru
ture et Ση la région de Bo

upée par les in
lusions en forme de pavé. L'ensemble Ση est la périodisation dans lestrois dire
tions de ηΣ où Σ ⊂ Y est donné par
Σ :=]a1, a1 + l1[×]a2, a2 + l2[×]a3, a3 + l3[ . 87



L'ensemble Ση prend alors la forme :
Ση :=

⋃

i∈Iη
η(i+ Σ) , Iη =

{

i ∈ Z
3 | η(i+ Σ) ⊂ B

}

. (3.112)De plus, nous introduisons Dk± les bases du pavé Σ dans la dire
tion ek et Dk±
η :=

⋃

i∈Iη η(i+Dk±) l'union des bases de 
es in
lusions de dire
tion ek.En remplaçant B par Ση et Dk± par Dk±
η dans les équations (3.110) et (3.111), le nouveausystème pré-homogénéisé devient































rotEη = iωµ0Hη dans R3

rotHη = −iωε0(Eη + i
∑3

k=1 j
k
ηek) dans R3

∂2jkη
∂x2

k

+ (k20 +
2iπγk

κk )jkη = 2iπγkEk
η dans B

∂jkη
∂xk

= 0 sur Dk±
η

(E −Ei,H −H i) véri�e les 
onditions (3.6) (3.113)où les fon
tions jkη sont à support dans Σk
η.Loi e�e
tive homogénéisée.Le système pré-homogénéisé (3.113) a la même formulation que le système (3.96) appa-raissant dans le 
as de la variante ave
 les dire
tions alternées. Cha
un de 
es problèmespré-homogénéisé met en ÷uvre trois densités de 
ourant de dépla
ement jk qui vontavoir le même 
omportement au 
ours de l'étude asymptotique (bien que leur supportdi�ère dans 
ha
une des variantes). Ainsi, les résultats obtenus dans le 
as des �bresalternées vont pouvoir être retrouvés dans 
e 
adre.Nous aurons don
 la 
onvergen
e faible de la suite (Eη,Hη,Jη) vers un triplet (E,H ,J)où J =

(

j1(x), j2(x), j3(x)
) est une fon
tion ve
torielle nulle en dehors de B. D'aprésles deux premières équations dans (3.113), on aura, 
omme dans (3.97), les relations

rotE = iωµ0H , rotH = −iωε0(E + iJ) . (3.114)Il reste à faire apparaître une relation expli
ite entre J et le 
hamp éle
trique ma
ros
o-pique E.Les trois opérateurs 
apa
itan
es Rk sont maintenant donnés de la même façon quedans la dé�nition 3.31, où il faut faire la substitution Σk = Σ pour tout k ∈ {1, 2, 3}.L'opérateur Rk étant 
ompa
t auto-adjoint stri
tement positif, on note {λkn , n ∈ N} sesvaleurs propres distin
tes rangées dans l'ordre dé
roissant et telles que limn→+∞ λkn = 0.À toute valeur propre λ ∈ {λkn , n ∈ N}, on asso
ie également
• PV k

λ
le proje
teur orthogonal sur l'espa
e propre V k

λ de Rk asso
ié à la valeur propre
λ.

• σk
0 := {λkn , PV k

λkn

(1) 6= 0} .En reprenant la dé�nition (3.98), on introduit les fon
tions s
alaires Λk données par
Λk(ω, γk, κk) =

∑

λ∈σk
0

‖PV k
λ
(1)‖2L2(Dk)

k2
0

2πγk − λ+ i
κk

. (3.115)
88



Les équations limites seront déduites du système (3.114) et du résultat suivant.Proposition 3.27 Les 
omposantes j1, j2, j3 de J(x) sont identi�ées sur B par les re-lations
jk(x) = i lk Λk(ω, γk, κk)Ek(x) .En reprenant les arguments utilisés dans la démonstration du théorème 3.8 (uni
ité de

(E,H), la 
onvergen
e en dehors de l'obsta
le et l'estimation (3.30)), il est possible deprouver que le problème de di�ra
tion homogénéisé est donné par (3.116). De plus, la
onvergen
e du 
hamp (Eη,Hη,Jη) vers la solution limite aura lieu dans les mêmes
onditions que 
elles données dans le théorème 3.8.






rotE = iωµ0H

rotH = −iωε0 ε(x, ω)E
(E,H) satisfait les 
onditions (3.6) (3.116)ave

ε(x) := Id 1R3\B(x) + ε

eff(ω) 1B(x)et εeff(ω) donné par
εeff=





1− l1Λ1(ω, κ1, γ1) 0 0
0 1− l2Λ2(ω, κ2, γ2) 0
0 0 1− l3Λ3(ω, κ3, γ3)



. (3.117)Remarque 3.28 L'e�et de résonan
e dans 
ha
une des trois dire
tions est induit dans
e 
adre par l'unique in
lusion Σ alors que dans la variante ave
 les dire
tions alternées(sous-se
tion pré
édente), 
elui-
i était induit par 
ha
une des trois in
lusions 
ylin-driques Σk. Cette di�éren
e a une 
onséquen
e liée à la remarque 3.9. Celle-
i indiqueque la taille des bandes de fréquen
es interdites dépend du taux de remplissage desin
lusions responsables de l'e�et. Ainsi, dans 
ha
une des dire
tions ek, les bandes defréquen
es interdites dépendent de |Σ|, dans la variante ave
 les �bres 
roisées, et de
|Σk| dans la variante ave
 les dire
tions alternées. Or, puisque les 
ylindres élémentaires
Σk doivent être disjoints, on a en général, |Σ| > |Σk| pour tout k ∈ {1, 2, 3}. Il vaen résulter qu'un e�et de résonan
e plus important va être engendré par la stru
ture
onstituée des paquets de �bres 
roisées, qui est par 
ontre plus 
omplexe à 
onstruireexpérimentalement.3.3 Éléments de démonstrationDans 
ette sous-se
tion, nous allons établir les propositions 3.25 et 3.27 en nous basantsur la preuve du théorème 3.23 et en indiquant au fur et à mesure les points qu'il 
onvientde modi�er.On part de l'hypothèse de borne d'énergie (3.30), qui est

∫

BR

|Eη|2 dx < +∞ ,

∫

BR

|Hη|2 dx < +∞ , (3.118)89



où BR est une boule telle que B ⊂⊂ BR. Le 
omportement du 
hamp éle
tromagnétique
(Eη,Hη) dé
rit dans le lemme 3.10 est en
ore valable dans notre 
as puisque les fon
tions
jkη pour k ∈ {1, 2, 3} sont nulles à l'extérieur de B. Nous nous 
on
entrons don
 surl'étude du 
omportement des 
hamps (Eη,Hη,Jη) à l'intérieur de la boule BR.

2Les estimations du lemme 3.11 deviennentLemme 3.29 Sous l'hypothèse (3.118) on a :(i) (jkη ) et ( ∂jkη∂xk
1Σk

η
) sont bornés dans L2(BR) pour tout k = 1, 2, 3.(ii) Hη est borné dans W 1,2(BR).Ainsi, en notant (E,H ,J) la limite faible dans L2(BR) de (Eη,Hη,Jη), on peutpasser à la limite dans les deux premières équations du système (3.96) pour obtenir
{

rotE = iωµ0H

rotH = −iωε0(E + i
∑3

k=1 j
kek)

. (3.119)Il reste à obtenir la relation liant les fon
tions jk et E.Analyse double-é
helle. Nous �xons une sous-suite de η (en
ore notée η) telle qu'ilexiste trois fon
tions de L2(Ω× Y ;C3) notées E0,H0 et J0 véri�ant
Eη ⇀⇀ E0 , Hη ⇀⇀H0 , Jη ⇀⇀ J0 .On déduit de la deuxième assertion du lemme 3.29 que la limite double-é
helle H0est indépendante de la variable y et don
 H0(x, y) =H(x).La proposition (3.14) devientProposition 3.30 Pour tout k ∈ {1, 2, 3} et presque tout x ∈ B, les fon
tions Y -périodiques E0(x, ·) et jk0 (x, ·) sont uniquement déterminées par les relations suivantes(données au sens des distributions dans Y )

rotyE0(x, ·) = 0 , jk0 = 0 dans Y \ Σk ,
∂jk0
∂yk

= 0 dans Σk , (3.120)
divy(E0 + i

3
∑

k=1

jk0ek1Σk) = 0 . (3.121)En utilisant la notation ŷk donnée dans (3.94), on a pour tout k ∈ {1, 2, 3}

jk0 (x, y) = jk0 (x, ŷk) =
2iπγk

k20 +
2iπγk

κk

〈E0〉k(x, ŷk) dans Σk , (3.122)où 〈E0〉k(x, ŷk) :=
1

lk

∫ ak+lk

ak
E0(x, y) · ek dyk représente la 
ir
ulation normalisée de

E0 le long de 
hemins de dire
tion ek joignant les bases Dk±.90



En suivant le plan de la preuve du théorème (3.8) (se
tion 2), nous introduisons lesopérateurs 
apa
itan
es Rk donnés dans la dé�nition suivante.Dé�nition 3.31 On dé�nit Rk l'opérateur de L2(Dk) dans L2(Dk) qui asso
ie à w lafon
tion s
alaire [ϕw]k ave
 ϕw l'unique solution de
{

ϕw ∈ W 1,2
♯ (Y )

−∆ϕw = w (δDk+ − δDk−)
, (3.123)et [ϕw]k(x, ŷk) :=

1

lk

(

ϕw
(

ŷk, a
k + lk

)

− ϕw
(

ŷk, a
k
)

) ave
 ŷk donné dans (3.94).Ces opérateurs permettent, 
omme dans le lemme 3.17, de reformuler le système (3.121),(3.122) en ne faisant intervenir que les fon
tions jk0 et le 
hamp ma
ros
opique E (=
∫

Y
E0 dy). Plus pré
isément, on a le résultat suivantLemme 3.32 Pour tout k ∈ {1, 2, 3} et presque tout x ∈ B, le 
hamp s
alaire jk0 (x, .)véri�e

Rk(jk0 )−
(

k20
2πγk

+
i

κk

)

jk0 = −iE · ek . (3.124)Par linéarité, il est alors naturel d'introduire pour k ∈ {1, 2, 3}, la fon
tion jk ∈ L2(Dk)unique solution du problème suivant (
f. proposition 3.18)
jk0 (x, y) =

{

0 dans Y \ Σk

iEk(x)ζ
k(ŷk) dans Σk

. (3.125)En substituant la limite faible jk(x) = ∫
Y
jk0 (x, y) dans la se
onde équation du système(3.119), nous obtenons

rotH = −iωε0
(

E −
3
∑

k=1

(∫

Σk

ζk
)

Ekek

) (3.126)
= −iωε0εeffE , (3.127)où le tenseur diagonal εeff est dé�ni par

εeff := diag(1− ∫
Σ1

ζ1 , 1−
∫

Σ2

ζ2 , 1−
∫

Σ3

ζ3
)

.De la même façon que dans l'équation (3.57), nous pouvons utiliser les propriétés desopérateurs Rk (
ompa
ts, auto-adjoints et positifs) pour dé
omposer 
ha
une des fon
-tions ζk dans une base de ve
teurs propres de Rk. Le fait que ζk est solution de (3.124)permet alors de 
al
uler expli
itement ses 
oe�
ients dans la base propre (
f. (3.58)) etainsi retrouver l'expression des fon
tions Λk données dans (3.98). 91



3.4 Permittivités e�e
tives atteignables par homogénéisationIl résulte de l'étude réalisée dans la se
tion 3.1, qu'un milieu e�e
tif 
ara
térisé pardes tenseurs µeff = 1 et
εeff(ω) =





1− Λ1(ω, κ1, γ1) 0 0
0 1− Λ2(ω, κ2, γ2) 0
0 0 1− Λ3(ω, κ3, γ3)



 ,est atteignable par homogénéisation (Λk dé�ni dans (3.98)). Il est 
lair que pour unefréquen
e �xée ω, les 
oe�
ients εeffkk(ω) dépendent 
ontinûment des paramètres γ1, γ2,
γ3, κ1, κ2, κ3, D1, D2, D3, l1, l2, l3 et que ω peut être rendu arbitrairement pro
hedes fréquen
es de résonan
es asso
iées à 
es paramètres (
f. équation (3.24)). Ainsi, en
onsidérant de grandes valeurs de κk, il va résulter de (3.27) que l'ensemble dé
rit par

{

ℜ
(

εeff11 (ω)
)

,ℜ
(

εeff22 (ω)
)

,ℜ
(

εeff33 (ω)
)

}

,pour 
ette fréquen
e ω, va re
ouvrir R3 tout entier.D'autre part, il est fa
ile de montrer que pour tout ω 6= ωλk (ωλk fréquen
e de résonan
easso
iée à la valeur propre λk ∈ σk
0 ), on a

lim
κk→+∞

ℑ
(

εeffkk(ω)
)

=

{

0 si ω 6= ωλk , ∀λk ∈ σk
0 ,

+∞ sinon .Par ailleurs, en e�e
tuant une rotation ou une permutation sur les axes de 
oordonnées,on peut, à partir d'une matri
e diagonale εeff , engendrer tous les tenseurs R εeffRT où
R est une matri
e orthogonale.En résumé, nous avons obtenu le résultat suivantThéorème 3.33 Étant donnés une fréquen
e ω > 0, un réel h > 0 et un tenseur symé-trique réel arbitraire M , il est possible de 
onstruire une stru
ture 
onstituée de �bresmétalliques dont le 
omportement ma
ros
opique est dé
rit par

µeff = 1 , ℜ
(

εeff(ω)
)

=M ,
∣

∣

∣
ℑ
(

εeff(ω)
)

∣

∣

∣
< h .Remarque 3.34 Une 
onséquen
e du théorème pré
édent est que la fermeture des ten-seurs atteignables par homogénéisation 
ontient tous les tenseurs réels symétriques. Pourdes appli
ations de 
e résultat, nous renvoyons à G. Milton [34℄.
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Con
lusionNous avons établi mathématiquement la possibilité de réaliser, à partir de nanotubesmétalliques, des stru
tures di�ra
tantes dont la réponse e�e
tive est 
ara
térisée parun tenseur de permittivité dont les valeurs propres ont une partie réelle arbitrairementgrande, positive ou négative suivant la fréquen
e. Ces stru
tures sont formées de la repro-du
tion périodique de 
omposants, de taille petite devant la longueur d'onde, eux-mêmes
onstitués de réseaux de nano�bres métalliques parallèles (�gure 3.7). Le point essentieldans l'analyse limite est que le taux de remplissage de 
es �bres trés 
ondu
tri
es estin�nitésimal (�taille 
apa
itaire�) de sorte que la dissipation dans le métal reste �nie ounégligeable. Dans 
ette 
onstru
tion, il apparaît deux petits paramètres d'é
helle : ladistan
e a entre les �bres de 
haque mi
ro-
omposant et la distan
e η séparant les di�é-rents 
omposants qui sera supposée du même ordre que la longueur des �bres. L'intérêtd'avoir 
hoisi a ≪ η est que les e�ets de dispersion spatiale, inévitables à l'é
helle despaquets de �bres, deviennent négligeables dans le pro
essus d'homogénéisation réitérée.Il s'agit à notre 
onnaissan
e, du premier résultat rigoureux permettant d'établir, dansun 
adre purement 3D, la réalisabilité de tels tenseurs e�e
tifs pour la permittivité.En parti
ulier, pour une fréquen
e donnée, la 
onstru
tion que nous proposons permetd'atteindre une trés large 
lasse de tenseurs e�e
tifs ; notamment tous les tenseurs réelssymétriques.
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tive en fon
tion de la fréquen
e . . . . . . 1154.1 Analyse spe
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tral (4.47) . . . . . . . . . . 126Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131Les résultats presentés dans 
e 
hapitre on fait l'objet d'une note au CRAS [11℄ (2009).Historique et des
ription du modèle 3DLes stru
tures 
omposites (métamatériaux) présentant une a
tivité magnétique ar-ti�
ielle ont été dé
ouvertes très ré
emment. La première d'entre elles, imaginée parPendry [42℄, a été obtenue expérimentalement en 
onsidérant des anneaux métalliquesfendus, disposés périodiquement ave
 une période d relativement petite devant la lon-gueur d'onde λ (d/λ < 1/5). Cette stru
ture, 
onnue sous le nom de "Split Ring Resona-tor stru
ture", fait apparaître du magnétisme arti�
iel dans le domaine des mi
ro-ondes.95
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Figure 4.1: S
héma de la stru
ture di�ra
tante et de la 
ellule de base.En parti
ulier, le matériau résultant se 
omporte dans 
ertaines bandes de fréquen
es,
omme un milieu dont la perméabilité est négative. La démonstration mathématiquerigoureuse de 
e phénomène, dans le 
as de bou
les métalliques, a été obtenue très ré-
emment dans [30℄ pour le 
as 2D et dans [9℄ pour le 
as général 3D.Dans 
e 
hapitre, nous allons établir, dans un 
adre purement tridimensionnel, que dese�ets similaires peuvent être obtenus en utilisant une géométrie moins 
omplexe : l'obs-ta
le sera 
onstitué d'in
lusions diéle
triques 
onnexes (par exemple des sphères) pla
éespériodiquement à l'intérieur d'un domaine borné. L'ensemble formé par 
es in
lusionssera non 
onnexe (voir �gure 4.1) et o

upera volumique que l'on maintiendra 
onstantedans l'analyse limite. Ce type de stru
ture est similaire au 
as étudié expérimentalementdans [52℄.Ce type de stru
ture a déjà été très étudié dans un 
adre 2D lorsque les in
lusionssont rempla
ées par des 
ylindres parallèles de longueur in�nie et que le 
hamp in
identest polarisé ave
 un 
hamp magnétique parallèle à la dire
tion des 
ylindres [8,20℄. Dans
e 
as, la loi homogénéisée pour la perméabilité µeff(ω) a pu être identi�ée. Elle met enéviden
e des phénomènes de mi
ro-résonan
es entraînant une dépendan
e par rapport àla fréquen
e ave
 des 
hangements de signe de sa partie réelle. L'extension de 
es résultatsapparaîtra dans un 
adre aléatoire au 
hapitre 5 ave
 des 
ompléments importants surla 
onvergen
e (forte double-é
helle) des solutions.L'enjeu de 
e 
hapitre est d'étendre 
e type de résultat à un 
adre 3D, en 
onsidérantune stru
ture �nie telle que 
elle dé
rite dans la �gure 4.1.Dans 
ette étude, le petit paramètre η sera la période séparant les in
lusions. Nousallons démontrer qu'à la limite η → 0, la stru
ture a un 
omportement lo
al dé
rit parun tenseur de perméabilité dépendant de la fréquen
e et que nous 
ara
tériserons enfon
tion du problème spe
tral sur le tore.Des
ription géométrique de la stru
ture.L'obsta
le di�ra
tant B est un sous-ensemble borné de R3. On note Ση ⊂ B l'ensemble96



o

upé par les in
lusions. Il est dé�ni 
omme étant la périodisation dans les trois dire
-tions de l'ensemble ηΣ où Σ représente une in
lusion remise à l'é
helle dans la 
ellule debase Y := [−1
2
, 1
2
]3. De 
ette façon, Ση prend la forme :
Ση :=

⋃

k∈Iη

η(k + Y ) , Iη =
{

i ∈ Z
3 | η(i+ Σ) ⊂ B

}

. (4.1)Il est important de pré
iser que la topologie de l'in
lusion Σ va jouer un r�le 
ru
ialdans l'étude. Nous travaillerons sous l'hypothèse suivante :
Σ est un 
ompa
t 
onnexe tel que

Σ ⊂⊂ Y ,
Y \ Σ est simplement 
onnexe. (4.2)Contrairement au 
as de la stru
ture étudiée dans le 
hapitre 3, le taux de remplissagedes in
lusions reste stri
tement positif dans l'analyse limite η → 0 et 
onverge vers lavaleur |Σ|.Des
ription des paramètres physiques.Le 
omportement éle
tromagnétique de la stru
ture est dé
rit lo
alement par les per-mittivité et perméabilité relatives. Étant dans le domaine de l'optique, la perméabilitérelative dans le diéle
trique reste voisine de 1 (
f. 
hapitre 1) et, pour simpli�er l'étude,nous allons la supposer égale à 1 dans tout R3.À l'inverse, nous allons modéliser une permittivité à fort 
ontraste en 
hoisissantdeux paramètres εe ∈ R+ et εr ∈ C de partie imaginaire positive. Ils sont asso
iésrespe
tivement à la permittivité dans la matri
e et dans les in
lusions diéle
triques etnous faisons l'hypothèse suivante qui va s'avérer essentielle dans la suite

ℑ(εr) > 0 . (4.3)La permittivité en tout point de R3 est donnée par :
εη(x) :=















1 dans R3 \ B ,

εe dans B \ Ση ,
εr
η2

dans Ση .

(4.4)Le 
ontraste entre matri
e et in
lusions fait apparaître le fa
teur d'é
helle 1
η2

→ +∞qui va jouer un r�le 
ru
ial dans l'étude. Du point de vue de la physique, (
f. [20℄) 
e
hoix εr/η2 dans le diéle
trique 
orrespond à imposer un diamètre optique 
onstant pour
haque in
lusion : le temps mis par l'onde pour traverser une in
lusion de diamètre η,de permittivité ε0εr/η2 et perméabilité µ0 est en e�et donné par η√ε0µ0
εr
η2
. 97



Problème pré-homogénéisé.La stru
ture est illuminée par une onde in
idente (Ei,H i) dont on suppose une dépen-dan
e harmonique en temps (e−iωt) de fréquen
e ω �xée. Le 
hamp éle
tromagnétiquetotal (Eη,Hη) véri�e les équations de Maxwell données au sens des distributions par
{

rotEη = iωµ0Hη ,
rotHη = −iωε0εηEη ,

(4.5)où ε0 et µ0 représentent respe
tivement les permittivité et perméabilité du vide.Le 
hamp di�ra
té (Ed
η,H

d
η) := (Eη −Ei, Hη −H i) satisfait de plus les 
onditionsde rayonnement à l'in�ni de Silver-Müller :

(Ed
η,H

d
η) = O

(

1

|x|

)

, ωε0

(

x

|x| ∧E
d
η

)

− k0H
d
η = o

(

1

|x|

)

. (4.6)Remarque 4.1 On pré
ise que nous nous plaçons dans un 
adre adimensionnel oùtoutes les distan
es ont été divisées par le paramètre d > 0 représentant l'é
art séparantles in
lusions de la stru
ture de départ (lorsque η = 1). De 
e fait, la longueur d'ondedes 
hamps que nous 
onsidérons est donnée par λ/d. Pour simpli�er les notations, nousne ferons plus intervenir 
e 
oe�
ient dans les démonstrations mathématiques mais ilapparaîtra dans les simulations numériques données dans la partie 1.2 de 
e 
hapitre.1 Résultat prin
ipal1.1 Loi e�e
tive homogénéisée et 
onvergen
eA�n de donner la forme du problème limite et le résultat prin
ipal d'homogénéisation,nous dé�nissons les tenseurs de permittivité et de perméabilité e�e
tifs.Le tenseur de permittivité e�e
tif a ses 
omposantes données pour (k, l) ∈ {1, 2, 3}2par
εeffkl := εe

∫

Y

(ek +∇χk).(el +∇χl) , (4.7)ave
 χk ∈ W 1,2
♯ (Y ;R) les uniques fon
tions (à une 
onstante près) véri�ant

∆yχk = 0 dans Y \ Σ et χk = −yk dans Σ .Ce tenseur est réel positif (εe ∈ R) et 
ara
térisé par la géométrie des in
lusions. Enparti
ulier, il ne dépend pas de la fréquen
e ni de la permittivité relative εr. On introduitde plus le 
hamp éle
trique mi
ros
opique E0 ∈ L2(BR;L
2
♯ (Y ;C3)) dé�ni par

E0(x, y) =

3
∑

k=1

Ek(x)
(

ek +∇χk(y)
)

,où Ek est la k-ième 
omposante du 
hamp limite E tel que (E,H) est la solution duproblème (4.10).98



Le tenseur de perméabilité e�e
tif a ses 
omposantes données pour (k, l) ∈ {1, 2, 3}2par
µeff

kl (ω) := 1 +
∑

n∈N

εrk
2
0

λn − εrk20

(
∫

Y

wn · ek
)(

∫

Y

wn · el
)

, (4.8)où (λn,wn) ∈ R+×X0 sont les valeurs et ve
teurs propres du problème spe
tral suivant(on renvoie à la se
tion 4.1 pour l'existen
e du spe
tre)
∫

Σ

rotwn · rotv +

∫

Y

divwn div v = λn

∫

Y

wn · v , ∀v ∈ X0 . (4.9)L'ensemble X0 est dé�ni par
X0 := {v ∈ W 1,2

♯ (Y ) , v = ∇ψ dans Y \ Σ , ψ ∈ W 1,2
♯ (Y )}et sera dé
rit plus pré
isément dans (4.40).On introduit de plus H0(x, y) ∈ L2(BR;W

1,2
♯ (Y ;C3)), le 
hamp magnétique mi
ros
o-pique donné par

H0(x, y) =

3
∑

k=1

Hk(x)

[

ek +
∑

n∈N
〈ek,wn〉

εrk
2
0

λn − εrk20
wn(y)

]

,où Hk est la k-ième 
omposante du 
hamp limite H tel que (E,H) est la solution duproblème (4.10).Théorème 4.2 (Homogénéisation)Le 
hamp éle
tromagnétique (Eη,Hη) solution de (4.5) 
onverge vers (E,µH) faible-ment dans L2
loc(R

3;C3) où (E,H) est l'unique solution (au sens des distributions) duproblème






rotE = iωµ0µ(x, ω)H
rotH = −iωε0 ε(x)E
(E,H) satisfait les 
onditions (4.6) (4.10)ave


ε(x) := I 1R3\B(x) + ε
eff 1B(x) , µ(x, ω) := I 1R3\B(x) + µ

eff(ω) 1B(x) ,et εeff , µeff donnés respe
tivement en (4.7) et (4.8).Plus pré
isément, on a d'une part, la 
onvergen
e uniforme de (Eη,Hη) vers (E,H)sur tout 
ompa
t K ⊂ R3 \ B et d'autre part, la 
onvergen
e forte double-é
helle de
(Eη,Hη) vers (E0,H0) dans un voisinage de B.Remarque 4.3 Le 
hampH n'est pas la limite faible deHη puisqu'on a la 
onvergen
e
Hη ⇀ µH ave
 µ 6= Id. Par ailleurs, la 
onvergen
e des 
hamps hors de l'obsta
le nouspermet d'interpréter le résultat physiquement : la stru
ture di�ra
tante se 
omporte, vuede l'extérieur, 
omme un milieu homogène 
ara
térisé par les tenseurs e�e
tifs εeff et µeff .Le 
omportement des 
hamps à l'intérieur de l'obsta
le présente de fortes os
illationsdé
rites pré
isément par le 
hamp (E0,H0).
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Résonan
es et perméabilité négative. Nous obtenons �nalement un milieu e�e
tifhomogène (non isotrope à priori), de permittivité εeff et de perméabilité µeff donnés en(4.7) et (4.8). Contrairement à εeff , le tenseur µeff dépend de la fréquen
e ω et a desvaleurs propres de partie réelle négative sur 
ertaines bandes de fréquen
es.Plus pré
isément, on introduit Vλ l'espa
e propre asso
ié à une valeur propre λ duproblème (4.9). On note PVλ
le proje
teur orthogonal sur Vλ par rapport au produits
alaire de L2(Y ;R3). Le tenseur de perméabilité e�e
tif prend la forme

µeff(ω) := 1 +
∑

λ∈σ0

εrk
2
0

λ− εrk20
Mλ , (Mλ)kl := (PVλ

(ek), PVλ
(el)) . (4.11)I
i, σ0 représente l'ensemble des valeurs propres telles queMλ 6= 0. On note que la matri
e

Mλ est de rang 1 si λ est simple et que, pour avoir une matri
e de rang maximal, il estné
essaire d'avoir λ au moins d'ordre 3.Supposons pour simpli�er que εr ∈ R (diéle
trique sans perte). On note µ± la plusgrande (respe
tivement la plus petite) valeur propre du tenseur réel µeff . Les fréquen
esde résonan
es sont données par ωλ :=
√
λ(ε0µ0εr)

−1/2 pour tout λ ∈ σ0. Elles lo
alisentles zones où une des valeurs propres de µeff présente de fortes variations. En e�et,on déduit simplement de l'égalité (4.11) que limω→ω+

λ
µ−(ω) = −∞ qui est égalementvalable pour µ+ lorsque Mλ est de rang maximal. Dans 
e dernier 
as, nous obtenons unintervalle de fréquen
es dans lequel toutes les valeurs propres du tenseur de perméabilitée�e
tif sont négatives. Dans 
ette zone, le 
hamp éle
tromagnétique ne peut se propager,puisque εeff est dé�ni positif, 
e qui 
orrespond à une bande de fréquen
es interdites.Dans le 
as où Mλ n'est pas de rang maximal, les ve
teurs de son noyau forment lesdire
tions selon lesquelles le 
hamp éle
tromagnétique reste propagatif. Une situationsimilaire a été évoquée dans le 
ontexte des ondes élastiques dans un 
omposite [3℄.1.2 Simulations numériquesPour mieux dé
rire les intervalles de fréquen
es interdites du tenseur µeff(ω), nousavons e�e
tué son appro
he numérique. Cette approximation est présentée dans le 
ha-pitre 6 et repose sur une approximation spe
trale de l'opérateur A (dé�ni dans (4.81))qui déterminera le 
omportement de µeff(ω), 
omme nous le montrerons dans la se
tion6 de 
e 
hapitre. La nouvelle formulation repose sur une dé
omposition de Galerkin del'espa
e ve
toriel

Z0 := {f ∈ L2(Σ;R3) / div f = 0, f · n = 0 sur ∂Σ} ,le domaine de l'opérateur A.On 
onsidère une in
lusion de forme 
ubique Σ := [−a/2, a/2]3 ave
 a ∈]0; 1/2[. Dufait des symétries de l'in
lusion, le tenseur µeff est proportionnel à la matri
e identité.On introduit alors le 
omplexe µ = µ(ω) tel que µeff(ω) = µ(ω)Id. Dans la �gure 4.2,on représente les parties réelle et imaginaire de µ(ω) en fon
tion de la longueur d'ondenormalisée λ/d (on rappelle que d représente la distan
e réelle séparant les in
lusionslorsque η = 1 
f. remarque 4.1).100
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Figure 4.2: Parties réelle et imaginaire de µ en fon
tion de la longueur d'onde λ/d dans le
as où Σ est un 
ube de 
�té 0, 5 : à gau
he εr = 100+5i et à droite εr = 100+ iCette �gure fait apparaître la grande variation de µ(ω) dé
rite théoriquement dansle paragraphe pré
édent ainsi que la bande de fréquen
es interdites (où µ(ω) < 0). Àgau
he, seule la résonan
e fondamentale est su�samment importante pour rendre µ(ω)négatif alors que dans le 
as où ℑ(εr) = 1 on voit apparaître deux nouvelles bandesde fréquen
es interdites (beau
oup plus étroites) asso
iées à d'autres valeurs propres del'opérateur A.De plus, la bande de fréquen
es interdites asso
iée à la résonan
e fondamentale estrestée essentiellement identique alors que la zone où ℑ(µ) > 0 s'est réduite. Ce
i a pour
onséquen
e la possibilité d'avoir un milieu à perméabilité de grand module (positive ounon) asso
iée à une faible dissipation.1.3 S
héma de la démonstrationDans un premier temps, nous allons travailler sous la borne (4.14) qui sera démontréeà posteriori dans la dernière étape.Pour passer à la limite dans le système (4.5) et obtenir le problème limite (4.10), ilest né
essaire de 
onnaître de façon très pré
ise, le 
omportement os
illant du 
hamp
(Eη,Hη). Ces os
illations seront dé
rites en utilisant la notion de 
onvergen
e double-é
helle introduite dans le 
hapitre 2.Dans la se
tion 2, nous obtiendrons les équations mi
ros
opiques véri�ées par la limitedouble-é
helle de (Eη,Hη) notée (E0,H0). Pour formuler 
es problèmes, il s'avèrerautile de 
onsidérer J0 la limite double-é
helle du 
hamp de dépla
ement éle
trique nor-malisé Jη := ηεηEη. Une borne dans L2 pour Jη sera prouvée pour justi�er l'existen
e de
ette limite double-é
helle. Deux systèmes indépendants seront obtenus ; l'un 
on
ernant
E0 et l'autre 
ouplant H0 et J0.Dans la se
tion 3, nous 
ara
térisons l'espa
e des solutions des problèmes mi
ros
opiques.101



Le 
omportement du 
hamp éle
trique E0 est purement éle
trostatique : il est dé
ritpar trois �fon
tions de forme� Ek(y) de moyenne égale à ek qui sont déterminées parla topologie de l'in
lusion Σ. Le 
hamp ma
ros
opique E(x) :=
∫

Y
E0(x, y) dy, limitefaible de la suite (Hη), 
ara
térise la limite double-é
helle E0 de manière unique par larelation :

E0(x, y) =
3
∑

k=1

Ek(x)E
k(y) . (4.12)On dé�nit de plus le tenseur de permittivité e�e
tif εeff à partir de 
es fon
tions Ek.D'autre part, nous montrons que le 
hamp magnétique mi
ros
opique H0 véri�e enfait une équation variationnelle plus forte que le système qui le 
ouple à J0. Cette équa-tion fait intervenir de manière essentielle la fréquen
e ω ainsi que le 
ara
tère simplement
onnexe de Y \ Σ. Cette dernière hypothèse nous permet de dé�nir une nouvelle notionde normalisation appelée ve
teur de 
ir
ulation moyen. Il s'agit de la 
ir
ulation le longde 
hemins reliant des points opposées de ∂Y et restant hors de Σ. On démontre que l'en-semble des solutions de l'équation variationnelle forme un espa
e ve
toriel de dimensiontrois, engendré par des 
hamps notés Hk, k ∈ {1, 2, 3}. Cha
un d'eux a une 
ir
ula-tion égale à ek et dépend de la fréquen
e ω. Le 
hamp magnétique ma
ros
opique, noté

H(x) = (Hk(x)), est le ve
teur 
ir
ulation moyen de H0 (di�érent de la limite faiblede la suite (Hη)) et détermine le 
hamp mi
ros
opique H0 de manière unique par larelation :
H0(x, y) =

3
∑

k=1

Hk(x)H
k(y) . (4.13)On dé�nit le tenseur de perméabilité e�e
tif µeff à partir des fon
tions Hk qui va ainsidépendre de ω.Dans la se
tion 4, nous introduisons un problème aux valeurs propres asso
ié à laforme sesquilinéaire dé
rivant l'équation variationnelle. Nous 
ara
térisons ensuite les
hamps Hk à l'aide de leur dé
omposition dans une base de ve
teurs propres asso
iée à
e problème. Cela nous permet de donner une formulation pré
ise du tenseur µeff danslaquelle la dépendan
e par rapport à la fréquen
e ω est expli
ite (
f. équation (4.8)).Dans la se
tion 5, nous 
ommençons par établir la loi homogénéisée et l'uni
ité duproblème asso
ié que doivent véri�er les 
hamps ma
ros
opiques E et H . Ce systèmelimite est obtenu à l'aide des dé
ompositions des 
hamps mi
ros
opiques (4.12) et (4.13)ainsi que de 
ertaines fon
tions tests appliquées aux équations du système (4.5).Nous montrons pour �nir la 
onvergen
e forte double-é
helle de (Eη,Hη) vers (E0,H0)ainsi que l'estimation à priori (4.14).2 Estimations et résultats préliminairesA�n de justi�er que la suite de 
hamps (Eη,Hη) est bornée dans L2

loc(R
3), nous allonsutiliser un raisonnement en deux étapes.102



On 
ommen
era par supposer que le 
hamp (Eη,Hη) véri�e
sup
η>0

∫

BR

|Eη|2 + |Hη|2 < +∞ , (4.14)où BR est une boule �xée 
ontenant B. Nous étudierons le 
omportement os
illant du
hamp sous 
ette hypothèse dans le but de 
ara
tériser les équations du problème ho-mogénéisé.Dans un se
ond temps, on utilisera l'uni
ité du problème limite pour mettre en ÷uvreun raisonnement par 
ontradi
tion justi�ant l'hypothèse.Ave
 
ela en tête, on �xe une boule BR telle que B ⊂⊂ BR et on suppose que (4.14)est satisfaite.Remarque 4.4 L'hypothèse (4.14) entraîne la 
onvergen
e faible dans L2(BR) de Eηet Hη vers deux 
hamps notés Ẽ et H̃ . Il est alors possible de passer à la limite faibledans la première équation de (4.5) pour obtenir
rot Ẽ = iωµ0H̃ dans R3 .Cette relation montre que les limites faibles sont liées par la première équation de Max-well qui ne fait pas intervenir de perméabilité e�e
tive.On peut don
 en 
on
lure que :� soit le problème homogénéisé (s'il existe) ne fait pas apparaître d'a
tivité magné-tique,� soit il ne fait pas uniquement intervenir les limites faibles du 
hamp éle
tromagné-tique (Eη,Hη).Nous allons voir, dans la se
tion 3, que 
'est la deuxième interprétation qui va s'avérerexa
te puisque le 
hamp magnétique ma
ros
opique sera dé
rit par la 
ir
ulation (
f.dé�nition 4.38) du 
hamp mi
ros
opique.2.1 Comportement du 
hamp loin de l'obsta
le et bornes L2L'hypothèse (4.14) nous permet d'appliquer le lemme suivant (démontré dans le 
ha-pitre 2).Lemme 4.5 Soit (Eη,Hη) la solution du problème (4.5) asso
iée à une onde in
idente

(Ei
η,H

i
η) qui 
onverge uniformément vers (Ei,Hi). Si (Eη,Hη) ⇀ (E,H) faiblementdans L2
loc(BR), alors la 
onvergen
e de (Eη,Hη) a lieu dans C∞(K) pour tout 
ompa
t

K ⊂ R3\B. De plus, le 
hamp limite (E,H) véri�e l'équation de Helmoltz ∆u+k20u = 0dans R3 \ B et est tel que (E −Ei,H −H i) véri�e (4.6).Dans le reste de la se
tion, nous allons étudier le 
omportement asymptotique du
hamp éle
tromagnétique pro
he de l'obsta
le, 
'est-à-dire dans BR. Ce 
hamp présen-tera de fortes os
illations qui vont l'empê
her de former une suite fortement 
ompa
te103



de L2(BR). Nous utiliserons, a�n de dé
rire 
es os
illations, les outils de 
onvergen
edouble-é
helle qui ont été rappelés dans le 
hapitre 2.Comme nous l'avons vu dans le théorème 2.39, une 
ondition su�sante pour avoirexisten
e d'une limite double-é
helle, à une sous-suite près, est que la suite soit bornéedans L2(BR). Cette 
ondition est véri�ée par Eη etHη d'après l'hypothèse (4.14). Nousallons alors �xer une sous-suite de η, en
ore notée η, telle qu'il existe deux fon
tions de
L2(Ω× Y ;C3) notées E0 et H0, Y -périodiques, véri�ant

Eη ⇀⇀ E0 , Hη ⇀⇀H0 .L'uni
ité de la solution du problème limite impliquera à posteriori que 
es 
hamps nedépendent pas du 
hoix de 
ette sous-suite. Ainsi, nous 
hoisissons pour alléger lesnotations de ne pas faire apparaître 
ette dépendan
e sur les variables E0 et H0.Lemme 4.6 Le 
hamp de dépla
ement éle
trique Jη dé�ni par
Jη := ηεηEη , (4.15)véri�e la borne suivante

sup
η>0

‖Jη‖L2(BR;C3) < +∞ . (4.16)En 
onséquen
e, il existe un 
hamp J0 ∈ L2(Ω × Y ;C3) tel que Jη ⇀⇀ J0 (à unesous-suite près, en
ore notée η).Preuve de (4.16)On introduit Pη et P, les �ux du ve
teur de Pointing sur le bord de BR dé�nis par :
Pη :=

∫

∂BR

Eη ∧Hη · n dσ , P :=

∫

∂BR

E ∧H · n dσ . (4.17)D'après le Lemme 4.5, le 
hamp (Eη,Hη) est régulier et 
onverge uniformément sur
∂BR. On a de 
e fait Pη → P. À l'aide d'une intégration par parties on obtient

Pη =

∫

BR

(rotEη ·Hη − rotHη ·Eη) dx = iω

∫

BR

(µ0|Hη|2 − ε0εη|Eη|2)

= iω

(

µ0

∫

BR

|Hη|2 − ε0εe

∫

BR\Ση

|Eη|2 − ε0
εr
η2

∫

Ση

|Eη|2
)

. (4.18)On prend la partie réelle dans l'équation pré
édente. On obtient alors, en raison del'hypothèse ℑ(εr) > 0 et de la 
onvergen
e de Pη vers P que
1

η2

∫

Ση

|Eη|2 ≤ C , (4.19)où C > 0 est indépendant de η. La dé�nition de Jη (4.15) termine la démonstration.
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2.2 Analyse double-é
helleProposition 4.7 (Problème éle
trique sur le tore)Pour presque tout x ∈ BR, on a E0(x, .) ∈ L2(Y,C3)∩W 1,2
♯ (Y \Σ;C3) et véri�e au sensdes distributions dans B × Y les relations suivantes

rotyE0 = 0 , divyE0 = 0 dans B × Y \ Σ , E0 = 0 dans B × Σ . (4.20)De plus, E0 = Ẽ dans BR \ B × Y (Ẽ désigne la limite faible de Eη).Preuve.Pour montrer la première relation de (4.20), on multiplie la première équation de (4.5)par une fon
tion test os
illante ηϕ(x, x/η) ave
 ϕ un élément de C∞
c (B;C∞

♯ (Y ;C3)). One�e
tue ensuite une intégration par parties pour obtenir
η

∫

Y

Eη · rotxϕ
(

x,
x

η

)

+

∫

Y

Eη · roty ϕ
(

x,
x

η

)

= −iωµ0η

∫

Y

Hη · ϕ
(

x,
x

η

)

.On passe à la limite dans l'équation pré
édente et, puisque les suites (Eη) et (Hη) sontbornées dans L2(B), on obtient
∫

B×Y

E0 · roty ϕ
(

x,
x

η

)

= 0 . (4.21)Après avoir intégré par parties, on peut 
on
lure grâ
e au 
ara
tère arbitraire de ϕ que
rotE0 = 0 dans Y .La deuxième relation de (4.20) s'obtient de la même façon en 
onsidérant des fon
tionstests à support dans Y \Σ appliquées à l'équation div(εηEη) = 0 ( résultant de la se
ondeéquation de (4.5)).La dernière équation de (4.20) est une 
onséquen
e immédiate de l'équation (4.19).Pour �nir, la 
onvergen
e forte de Eη dans L2(BR \ B) donnée dans le lemme 4.5entraîne que E0 = E dans BR \ B × Y .

2Proposition 4.8 (Problème magnétique sur le tore)Pour presque tout x ∈ BR, on a H0(x, .) ∈ W 1,2
♯ (Y,C3) et véri�e au sens des distribu-tions :

roty J0 = iωµ0H0 dans B × Σ , J0 = 0 dans B × Y \ Σ
rotyH0 = −iωε0J0 dans B × Y , divy J0 = 0 dans B × Y .

(4.22)De plus, on a l'égalité H0(x, ·) = H̃(x) presque partout dans BR \ B × Y ave
 H̃ lalimite faible de la suite (Hη). 105



Preuve.La relation J0 = 0 dans B × Y \ Σ est une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition de
Jη et du fait que ‖Eη1BR\Ση

‖L2(BR;C3) est borné.La relation divy J0 = 0 est déduite naturellement de rotyH0 = −iωε0J0.Les deux autres équations sont prouvées en utilisant les mêmes arguments que 
euxdonnés dans la preuve de la proposition 4.7.Pour �nir, on obtient H0 = H̃ dans BR \ B × Y d'après le lemme 4.5 qui prouve la
onvergen
e forte de Hη dans L2(BR \ B).
23 Solutions élémentaires sur le toreDans 
ette se
tion, nous allons 
ara
tériser l'ensemble des solutions des problèmesmi
ros
opiques (4.20) et (4.22) et montrer que 
ha
un d'eux forme un espa
e ve
torielde dimension trois. De 
ette façon, nous pourrons exprimer les limites double-é
helle

E0(x, y) et H0(x, y) sous la forme
E0(x, y) =

3
∑

k=1

Ek(x)E
k(y) , H0(x, y) =

3
∑

k=1

Hk(x)H
k(y) ,où les solutions élémentaires de base Ek et Hk vont être 
hoisies suivant une normali-sation adéquate.3.1 Des
ription du 
hamp éle
trique mi
ros
opiqueProposition 4.9 L'ensemble des solutions de (4.20) forme un espa
e ve
toriel de di-mension 3 engendré par les 
hamps Ek ∈ L2(Y ;R3) ∩ W 1,2

♯ (Y \ Σ;R3) dé�nis pour
k = 1, 2, 3 par :

Ek = ek +∇yχk . (4.23)Les fon
tions χk dans (4.23) sont les uniques (à une 
onstante près) éléments deW 1,2
♯ (Y ;R)véri�ant

∆yχk = 0 dans Y \ Σ et χk = −yk dans Σ . (4.24)En parti
ulier, E0 peut se dé
omposer sous la forme
E0(x, y) =

3
∑

k=1

Ek(x)E
k(y) (4.25)ave
 Ek(x) =

∫

E0(x, y) · ek dy.106



Preuve. Il est évident que la dé
omposition (4.25) satisfait le système (4.20) et véri�ebien la 
ondition né
essaire ∫
Y
E0(x, y) dx = E(x).Il reste à montrer que la solution de (4.20) est unique. Considérant F une solutionà moyenne nulle, on déduit fa
ilement de l'égalité rotF = 0 dans Y qu'il existe ψ ∈

W 1,2
♯ (Y ) tel que F = ∇ψ dans Y . Il résulte alors de (4.20) que ∆ψ = 0 dans Y \ Σ etque ψ = 0 sur ∂Σ. Ce
i entraîne que ψ = 0 dans Y \Σ et ainsi que F = 0 dans tout Y .

2Les fon
tions Ek(y) dépendent uniquement de la géométrie de l'in
lusion Σ et serontappelées fon
tions de forme. Elles déterminent le 
omportement mi
ros
opique du 
hampéle
trique et permettent de dé
rire le tenseur de permittivité e�e
tif. Ce dernier, noté
εeff , est dé�ni en (4.7) par

εeffkl := εe

∫

Y

Ek ·El ,où εe étant la permittivité dans la matri
e B \ Ση.Il est fa
ile de voir que 
e tenseur est indépendant de la fréquen
e ω et qu'il estréel symétrique dé�ni positif (puisque εe ∈ R). Par 
onséquent, au
un e�et spé
i�que(résonan
e, dispersion) n'est attendu en 
e qui 
on
erne le 
hamp éle
trique.3.2 Des
ription du 
hamp magnétique mi
ros
opiqueContrairement au 
as du 
hamp éle
trique E0(x, ·), la résolution du système (4.22)véri�é par le 
hamp mi
ros
opique H0(x, ·) va faire intervenir de façon 
ru
iale la fré-quen
e ω. Une di�
ulté majeure pour la 
ara
térisation des solutions du système (4.22)est qu'il n'y a pas d'information à priori sur la 
omposante tangentielle du 
hamp J0(x, ·)sur ∂Σ (on sait seulement que sa 
omposante normale est nulle du fait que divJ0 = 0dans Y et J0 = 0 dans Y \ Σ).Nous allons établir que H0(x, ·) véri�e en fait une équation variationnelle plus pré
iseque (4.22). Il en résultera, de manière similaire au 
as du 
hamp éle
trique E0(x·), que
H0(x, ·) appartient à un sous-espa
e ve
toriel de dimension trois.Formulation variationnelle sur le tore.On remarque que la fon
tion H0(x, ·), étant (pour x ∈ B �xé) une fon
tion périodique(élément de W 1,2

♯ (Y )) et a rotationnel nul sur Y \Σ, il est possible de l'é
rire dans Y \Σsous la forme
H0(x, ·) = z +∇yψ ,où le ve
teur z ∈ C3 est unique et ψ ∈ W 1,2

♯ (Y ). Le ve
teur z 
orrespond à la �
ir
ulation�deH0(x, ·) entre les fa
es du tore et sera 
ara
térisé de façon pré
ise dans le lemme 4.14.L'espa
e des �variations� est 
onstruit en 
onsidérant les 
hamps v à rotationel nulsur Y \Σ pour lequel z est nul. Plus pré
isément, nous introduisons les sous-espa
es deHilbert de W 1,2
♯ (Y ) dé�nis par

X :=
{

v ∈ W 1,2
♯ (Y ) , rotv = 0 dans Y \ Σ

}

, (4.26)107



X0 :=
{

v ∈ W 1,2
♯ (Y ) , v = ∇ψ dans Y \ Σ , ψ ∈ W 1,2

♯ (Y )
}

, (4.27)Il est fa
ile de véri�er que X0 est un sous-espa
e fermé de X . Notons que les fon
tions
onstantes non nulles n'appartiennent pas à X0 (une fon
tion ψ ∈ W 1,2
♯ (Y ) ne peut êtrea�ne sur Y \ Σ sans y être 
onstante). Une 
ara
térisation plus intuitive de X0 seradonnée un peu plus loin en utilisant une notion de �ve
teur de 
ir
ulation moyen�.Introduisons le problème variationnel suivant :Trouver u ∈ X tel que ∀v ∈ X0,

∫

Σ

rotu · rotv dy +
∫

Y

divu div v dy = εrk
2
0

∫

Y

u · v dy . (4.28)Lemme 4.10Pour presque tout x ∈ B, le 
hamp mi
ros
opique H0 véri�e (4.28).Preuve. Soit ρ(x) ∈ C∞
c (BR) et v ∈ X0. On note ϕη(x) := ρ(x)v(x/η) et en testantla se
onde équation de (4.5) ave
 rotϕη on obtient

∫

BR

1

εη
rotHη · rotϕη = −iωε0

∫

BR

Eη · rotϕη .On utilise la première équation de (4.5) et la dé�nition de εη pour déduire
∫

BR\Ση

1

εe
rotHη · rotϕη +

∫

Ση

η2

εr
rotHη · rotϕη = k20

∫

BR

Hη · ϕη .Par dé�nition de ϕη et en raison de rotv = 0 dans Y \ Σ, il vient
− iω

ε0
εe

∫

BR\Ση

Eη(x) · ∇ρ(x) ∧ v
(x

η

)

+

∫

Ση

η2

εr
rotHη(x) · ∇ρ(x) ∧ v

(x

η

)

+

∫

Ση

η

εr
ρ(x) rotHη(x) · rotv

(x

η

)

= k20

∫

BR

ρ(x)Hη(x) · v
(x

η

)

. (4.29)On passe à la limite dans l'équation pré
édente en exploitant la 
onvergen
e η rotHη ⇀
⇀ rotyH0 pour obtenir

− iωε0

∫

BR×Y \Σ
E0(x, y) ∧ ∇ρ(x) · v(y) +

∫

BR×Σ

1

εr
ρ(x) rotyH0(x, y) · rotv(y)

= k20

∫

BR×Y

ρ(x)H0(x, y) · v(y) . (4.30)Le premier terme du membre de gau
he de l'équation pré
édente est nul. En e�et, puisque
v ∈ X0, on a l'existen
e de ψ ∈ W 1,2

♯ (Y ) tel que v = ∇ψ dans Y \ Σ. À l'aide d'uneintégration par parties et grâ
e à la relation E0 = 0 dans Σ, on a
∫

BR×Y \Σ
E0(x, y) ∧∇ρ(x) · v(y) =

∫

BR×Y

E0(x, y) ∧ ∇ρ(x) · ∇ψ(y)

= −
∫

BR×Y

rotyE0(x, y) · ∇ρ(x)ψ(y) = 0 ,
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où la dernière égalité à lieu puisque rotyE0 = 0 dans Y . L'équation (4.30) devient alors :
∫

BR×Σ

ρ(x) rotyH0(x, y) · rotv(y) = εrk
2
0

∫

BR×Y

ρ(x)H0(x, y) · v(y) .Le 
ara
tère arbitraire de ρ et la propriété divyH0 = 0 terminent la démonstration.
2Remarque 4.11 Il est fa
ile de voir qu'une solutionu de l'équation variationnelle (4.28)véri�e

divu = 0 dans Y , rotu = 0 dans Y \ Σ , ∆u + εrk
2
0u = 0 dans Σ .En parti
ulier, savoir que H0(x, ·) satisfait (4.28) entraîne qu'il est solution de (4.22).Résolution du problème variationnel (4.28).Tout élément u ∈ X se dé
ompose de façon unique sous la forme

u = z +w , (4.31)ave
 w ∈ X0 et z ∈ C3. Si on �xe le ve
teur z, alors la solution u = z+w de (4.28) esttelle que w véri�e
b0(w, v)− εrk

2
0

∫

Y

w · v = εrk
2
0

∫

Y

z · v , ∀v ∈ X0 , (4.32)ave

b0(w, v) :=

∫

Σ

rotw · rotv +

∫

Y

divw div v . (4.33)Lemme 4.12(i) b0 est une forme hermitienne sur X0 et v →
√

b0(v, v) dé�nit une norme équivalenteà la norme dans W 1,2
♯ (Y ;C3).(ii) Pour tout z ∈ C3, la solution wz de (4.32) existe et est unique.Preuve.(i) Il su�t de monter l'existen
e d'une 
onstante k > 0 telle que

∀v ∈ X0 , b0(v, v) =

∫

Y

(| div v|2 + | rotv|2) ≥ k

∫

Y

|v|2 . (4.34)En e�et, on aura alors que b0(v, v) ≥ k
k+1

∫

Y
(| div v|2 + | rotv|2 + |v|2) qui d'après laproposition 2.7 est équivalent au 
arré de la norme de v dans W 1,2

♯ (Y ;R3). Or la nonexisten
e de k > 0 dans (4.34) entraînerait l'existen
e d'une suite (vn) dans X0 telleque ‖vn‖L2 = 1, div vn → 0 et rotvn → 0 dans L2(Y ). Cette suite serait alors bornéedans W 1,2
♯ (Y ;R3) et 
onvergerait (à une sous suite près) vers v ∈ X0 tel que ‖v‖L2 = 1,

div v = 0 et rotv = 0. Cette fon
tion v est alors une 
onstante non nulle 
e qui estin
ompatible ave
 l'appartenan
e au sous espa
e X0. 109



(ii) Il est 
lair que la forme sesquilinéaire
b(u, v) := b0(u, v)− εrk

2
0

∫

Y

u · v ,est 
ontinue sur X0 ×X0. De plus, en �xant un 
omplexe α := a+ ib (a, b ∈ R) on a
ℜ
(

αb(u,u)
)

=

∫

Y

(

a| rotu|2 + a| divu|2 + k20
(

bℑ(εr)− aℜ(εr)
)

|u|2
)

.Le membre de droite dans l'équation pré
édente forme une norme équivalente à ‖u‖W 1,2
♯

(Y ;C3)pour α tel que (bℑ(εr)− aℜ(εr)) > 0 (
f. proposition 2.7). L'existen
e et l'uni
ité de lasolution du problème (4.32) résulte alors du théorème de Lax-Milgram.
2La linéarité du problème (4.28), l'existen
e et l'uni
ité données dans le lemme 4.12nous permettent de déduire le résultat suivant.Proposition 4.13 L'ensemble des solutions de (4.28) forme un espa
e ve
toriel de di-mension trois, engendré par les 
hamps Hk ∈ X dé�nis pour k ∈ {1, 2, 3} par

Hk(y) := ek + u
k(y) , (4.35)où les 
hamps uk ∈ X0 sont les uniques solutions de (4.32) pour z = ek.En parti
ulier, le 
hamp mi
ros
opique H0(x, y) solution de l'équation (4.28) peut sedé
omposer sous la forme

H0(x, y) =

3
∑

k=1

Hk(x)H
k(y) . (4.36)ave
 Hk ∈ L2(B).Il est maintenant 
ru
ial de dé
rire pré
isément les fon
tions s
alaires H1(x), H2(x)et H3(x) intervenant dans (4.36). Un point essentiel est que le ve
teur H = (Hk)k ne
oïn
ide pas ave
 la limite faible de la suite (Hη) mais 
orresponde à une moyennisa-tion géométrique du 
hamp magnétique mi
ros
opique que nous allons dé
rire dans leparagraphe suivant.Ve
teur 
ir
ulation asso
ié à une fon
tion de X. Le 
hamp mi
ros
opiqueH0(x, ·)est à rotationnel nul dans le 
omplémentaire de l'obsta
le Σ. Puisque Y \Σ est simplement
onnexe, la 
ir
ulation le long de 
ourbes de Y \ Σ joignant des points opposés de ∂Yest indépendant du 
hemin 
hoisi et des points sur 
haque fa
e (dans une dire
tion

k). Il est don
 naturel de dé�nir le ve
teur �
ir
ulation moyenne�, noté ∮ H0, dont les
omposantes sont données par :
(
∮

H0(x, ·)
)

· ek :=
∫

Γk

H0(x, ·) · ek dl(x) , (4.37)110



où Γk est une 
ourbe 
ontenue dans Y \ Σ et joignant deux points opposés sur les fa
esde Y orthogonales à ek.Cette dé�nition du ve
teur 
ir
ulation ne peut s'appliquer qu'à des fon
tions régulières.Dans notre 
as plus général, où les fon
tions sont seulement dans W 1,2
♯ (Y ), on peutétendre sa dé�nition à l'aide du lemme suivant.Lemme 4.14 Soit u ∈ L2

♯ (Y ;C
3) tel que rotu = 0 dans Y \ Σ. Alors, il existe unve
teur unique noté ∮ u véri�ant les 
onditions équivalentes suivantes.(i) ∀f ∈ L2

♯ (Y ) tel que div f = 0 et f = 0 dans Σ
∫

u · f dy =
∮

u dy ·
∫

f dy . (4.38)(ii) Il existe ψ ∈ W 1,2
♯ (Y \ Σ) (unique à une 
onstante près) tel que

u = ∇ψ +

∮

u dans Y \ Σ .(iii) Si u est régulier et k ∈ {1, 2, 3}, alors
(∮

u

)

· ek =
∫ 1

0

u
(

γ(s)
)

γ′(s) ds ,pour tout γ ∈ C1([0, 1]; Y \ Σ) tel que γk(1)− γk(0) = ek.En�n, il existe une 
onstante C > 0 telle que
∣

∣

∣

∮

u
∣

∣

∣
≤ C‖u‖L2(Y ;C3) . (4.39)Preuve. i) et ii) Puisque l'ouvert Y \Σ est simplement 
onnexe, le fait que rotu = 0sur Y \Σ entraîne l'existen
e d'un potentiel périodique ψ et d'un ve
teur unique z ∈ C3tel que u = ∇ψ + z sur Y \ Σ. Le bord de Σ étant supposé assez régulier, ψ peut êtreprolongé à tout Y en un élément de W 1,2
♯ (Y ). Puisque f est nul sur Σ et périodique àdivergen
e nulle, on a don


∫

Y

u · f dy =

∫

Y

(∇ψ + z) · f dy = z ·
∫

Y

f dy .Le ve
teur z ne dépend que de u et devient ∮ u. L'appartenan
e à X0 au sens de ladé�nition (4.27) se traduit don
 par le fait que ∮ u = 0.iii) Si u est 
ontinu, le potentiel périodique ψ asso
ié est Lips
hitzien sur Y \ Σ et onobtient ave
 z :=
∮

u

∫ 1

0

u
(

γ(s)
)

· γ′(s) ds =
∫ 1

0

(∇ψ + z)
(

γ(s)
)

· γ′(s) ds = ψ
(

γ(1)
)

− ψ
(

γ(0)
)

+ z · ek ,d'où la 
on
lusion grâ
e à la périodi
ité de ψ. 111



Pour établir l'estimation (4.39), qui aura en fait lieu pour tout u ∈ L2
♯ (Y ;C

3) ave

rotu = 0, on 
onsidère trois 
ylindres Ck ⊂ Y . Cha
un d'eux traverse entièrement la
ellule de base Y , est orienté dans la dire
tion ek et tel que Σ∩Ck = ∅. On leur asso
ieles trois fon
tions fk ∈ L2(Y ) donnée pour αk ∈ C par

f k(y) =
αk

|Ck|
1Ck

(y)ek ,qui sont naturellement nulle dans Σ et à divergen
e nulle dans tout Y . En testantl'équation (4.38) ave
 f = fk on obtient que
αk

∮

u · ek =

∫

Y

f k · u ≤ C‖u‖L2(Y ) .Le 
ara
tère aléatoire de αk entraîne (4.39).
2D'après le point (ii) de la proposition 4.14, l'espa
eX0 donné dans (4.40) est 
ara
térisépar l'égalité suivante

X0 :=
{

u ∈ X ,

∮

u = 0
}

. (4.40)Par ailleurs, le ve
teur z intervenant dans la dé
omposition de u ∈ X donné dans (4.31)est exa
tement le ve
teur 
ir
ulation ∮ u. Autrement dit les fon
tions de forme Hk ontété normalisées de la façon suivante
∮

Hk = ek . (4.41)Ce 
hoix va s'avérer essentiel. En e�et, si 
omme 
ela est souvent le 
as, la 
ondition denormalisation était donnée par ∫
Y

Hk(y) = ek ; alors le 
hampH(x) = (H1(x), H2(x), H3(x))intervenant dans la dé
omposition (4.36) 
orrespondrait à la limite faible de (Hη). Ce
hoix n'est pas pertinent et 
onduirait à un système limite sur l'obsta
le du type
{

rotE = iωµ0H ,

rot(MH) = −iωε0NE ,où M est une matri
e non proportionelle à l'identité. Il serait alors impossible d'inter-préter le résultat en terme de permittivité et perméabilité e�e
tives.Le 
hamp ma
ros
opique H(x) = (H1(x), H2(x), H3(x)) est 
ara
térisé en terme du
hamp mi
ros
opique H0(x, y) par la relation
H(x) =

∮

H0(x, ·) . (4.42)
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Remarque 4.15 La dé�nition (4.38) peut être vue 
omme une extension de la propriété
lassique liée au �lemme div-rot� :
∫

Y

f · g dy =
(
∫

Y

f dy

)

.

(
∫

Y

g dy

)

, ∀(f , g) ∈ (L2(Y ))2 ,pourvu que rotf = 0 et div g = 0 dans Y . Notons de plus que si rotu = 0 dans Y toutentier, alors
∮

u =

∫

Y

u .Remarque 4.16 La normalisation (4.41) que nous avons adoptée peut être interprétéed'un point de vue physique. La perméabilité d'un milieu dé
rit la relation 
onstitutiveentre les 
hampsB (l'indu
tion magnétique) etH (B = µH). Bien que 
ela n'apparaissepas dire
tement dans 
ette relation, les quantitésB etH n'ont pas les mêmes dimensionset ne sont pas mesurées de la même façon. En terme de géométrie di�érentielle, le 
hamp
H est une 1−forme et doit en prin
ipe être évalué lo
alement par sa 
ir
ulation le long desegments élémentaires dans R3. Par 
ontre, le 
hampB (de divergen
e nulle) agit 
ommeune 2−forme et doit être mesuré par son �ux à travers les fa
es du 
ube élémentaire (
equi revient à 
al
uler sa moyenne volumique, puisque divB = 0).Remarque 4.17 On insiste sur le fait que la dé
omposition du 
hamp magnétiquemi
ros
opique H0 (4.36) a lieu uniquement sous l'hypothèse : Y \ Σ est simplement
onnexe. Par exemple si Σ est un tore, la dé
omposition u = ∇ψ+

∮

u n'est plus valablepour tous les 
hamps u ∈ X et il est montré dans [9℄ que l'espa
e ve
toriel des solutionsdu système (4.22) est de dimension quatre.Perméabilité e�e
tive. On introduit le tenseur de permittivité e�e
tif µeff dont les
omposantes sont données par
µeff

kl :=

∫

Y

Hk · el , k, l ∈ {1, 2, 3} . (4.43)Il résulte de 
ette dé�nition que la limite faible H̃ de la suite (Hη) est donnée, pourpresque tout x ∈ B, par
H̃(x) :=

∫

Y

H0(x, y) = µ
effH(x) . (4.44)Le tenseur µeff dépend de la fréquen
e ω qui apparaît dans (4.32) (par l'intermédiairedu nombre d'onde k0 :=

√
ε0µ0ω). Cette dépendan
e est expliquée en détails dans lase
tion 4. On peut auparavant établir que le tenseur µeff est symétrique (non auto-adjoint), plus pré
isément on a le résultat suivant.Lemme 4.18 Le tenseur µeff(ω) véri�e :
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(i) (symétrie) ∀(k, l) ∈ {1, 2, 3}2, µeff
kl = µeff

lk .(ii) Pour tout z ∈ C3, z 6= 0 on a
ℑ(µeffz · z) > 0 .Preuve.(i) Soit (k, l) ∈ {1, 2, 3}2 tels que k 6= l. Les 
hamps ul et uk véri�ent (4.32) ave


z = el et z = ek respe
tivement. En 
hoisissant su

essivement v = uk et v = ul dans
es équations, on obtient
∫

Σ

rotul · rotuk − εrk
2
0

∫

Y

ul · uk =

∫

Y

el · uk .

∫

Σ

rotuk · rotul − εrk
2
0

∫

Y

uk · ul =

∫

Y

ek · ul .On obtient don
 l'égalité ∫
Y
ek ·ul =

∫

Y
el ·uk. Il en résulte alors le point (i) à l'aide dela dé�nition de µeff ainsi que la dé
omposition Hk = ek + u

k (données dans (4.43) et(4.35) respe
tivement).(ii) Fixons z = (zk) ∈ C3. D'après (4.43) et (4.35), on a
µeffz · z =

3
∑

k,l=1

zkzl

∫

Y

Hk · el =
3
∑

k,l=1

zkzlek · el +
3
∑

k,l=1

zkzl

∫

Y

uk · el . (4.45)Le 
hamp ul est solution de (4.32) pour z = el et véri�e alors
∫

Σ

rotul · rotv − εrk
2
0

∫

Y

ul · v = εrk
2
0

∫

Y

el · v , ∀v ∈ X0 .Choisissant v = uk dans l'égalité pré
édente et passant au 
onjugué, on peut ainsi ré
rire(4.45) sous la forme
µeffz · z = |z|2 + 1

εrk20

3
∑

k,l=1

zkzl

∫

Σ

rotul · rotuk −
3
∑

k,l=1

zkzl

∫

Y

ul · uk .En prenant la partie imaginaire, il vient
ℑ(µeffz · z) =

ℑ(εr)
|εr|2k20

3
∑

k,l=1

zkzl

∫

Σ

rotul · rotuk

=
ℑ(εr)
|εr|2k20

∥

∥

∥

∥

∥

3
∑

k=1

zk rotu
k

∥

∥

∥

∥

∥

2

L2(Σ)

≥ 0 . (4.46)Il reste à montrer que le se
ond membre de (4.46) est stri
tement positif pour z > 0.Supposons que 
ela n'est pas le 
as. Alors, il existe z 6= 0 tel que la solutionuz =
∑

k zku
kest à rotationnel nul sur Σ (don
 sur Y tout entier). Ainsi, le 
hamp uz est périodique,à divergen
e et rotationnel nuls dans Y . Il est don
 
onstant et identiquement nul dufait de ∮ u = 0. Ce
i 
ontredit le fait que uz est solution de (4.32) pour z 6= 0.114



4 Perméabilité e�e
tive en fon
tion de la fréquen
eDans 
ette se
tion, nous allons 
ara
tériser les solutions uk du problème (4.32) àl'aide de valeurs et ve
teurs propres asso
iés à la forme bilinéaire b0. Cela nous permet-tra de donner une formulation pré
ise du tenseur de perméabilité µeff dans laquelle ladépendan
e par rapport à la fréquen
e ω sera expli
ite.4.1 Analyse spe
trale sur le toreEn relation ave
 la formulation variationelle (4.32), on se propose d'étudier le problèmespe
tral suivant.Trouver (w, λ) ∈ X0 × R+ tels que
b0(w, v) = λ

∫

Y

w.v, ∀v ∈ X0 . (4.47)Proposition 4.19 Il existe une base orthonormale {wn} dans L2(Y ;R3) et une suite
0 < λ0 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . ave
 λn → ∞ telle que (wn, λn) soit solution de (4.47). Onpeut de plus 
hoisir la suite {wn} de telle sorte que

divwn = 0 ou bien ∫

Y

wn = 0 . (4.48)Preuve. On asso
ie à la forme variationnelle b0 l'opérateur Q : f ∈ L2(Y ;R3) →
uf ∈ L2(Y ;R3) où uf est l'unique élément de X0 ∩ L2(Y ;R3) véri�ant l'égalité

b0(uf , v) =

∫

Y

f .v , ∀v ∈ X0 ∩ L2(Y ;R3) , (4.49)L'existen
e et l'uni
ité de la solution de (4.49) résulte du lemme de Lax-Milgram appliquésur l'espa
e de Hilbert X0 ∩ L2(Y ;R3). En e�et, rappelant que d'aprés l'assertion i) duLemme 4.12, b0(v, v) est équivalent au 
arré de la norme de v dansW 1,2
♯ (Y ;R3), la formebilinéaire positive symétrique b0(uf , v) est 
ontinue, 
oer
ive relativement à la normede W 1,2

♯ (Y ). Il en résulte de plus que l'opérateur (résolvent) Q est 
ontinu de L2(Y ;R3)dans W 1,2
♯ (Y ), don
 
ompa
t en tant qu'opérateur à valeurs dans L2(Y ;R3). Il est parailleurs auto-adjoint stri
tement positif. L'existen
e de la suite (wn, λn) véri�ant (4.47)est alors une 
onséquen
e immédiate de l'équivalen
e :

Qw = µw ⇐⇒ (w, 1
µ
) solution de (4.47) .En�n si w0 est un ve
teur propre normalisé asso
ié à la plus petite valeur propre λ0, onaura b0(w0,w0) = λ0 > 0 du fait que b0 est un produit s
alaire hermitien (
f l'assertioni) du Lemme 4.12).Montrons maintenant la dernière partie de la Proposition. Pour satisfaire à la 
ondi-tion supplémentaire (4.48), on 
onsidère le sous-espa
e fermé W ⊂ X0 engendré par115



{∇βk , k ∈ Z3 \ {0} } ave
 βk(y) = (2π|k|)−1 exp(2iπk · y). Il est 
onstitué des fon
-tions propres de (4.47) asso
iées aux valeurs propres 4π2|k|2 et son orthogonal dans
L2
♯ (Y,R

3) 
oïn
ide ave
 les fon
tions à divergen
e nulle. En e�et, pour tout k ∈ Z3 \ {0}et tout w ∈ W⊥, on a (au sens des distributions périodiques)
∫

Y

w · ∇βk = − 1

2π|k| 〈divw , e2iπk·y〉 = 0 ,d'où résulte que divw = 0 (puisque 〈divw , 1〉 = 0). L'espa
e W étant invariant par Q, il en est de même de W⊥ et il est don
 possible de 
ompléter le système orthonormal
{∇βk , k ∈ Z3 \ {0} } ave
 une base orthonormale de ve
teurs propres dans W⊥. Onobtient ainsi une base othonormale de ve
teurs propres dans L2(Y ;R3) véri�ant (4.48).
2 4.2 Tenseur de permittivité e�e
tifNous sommes maintenant en mesure d'établir la relation de dispersion (4.8) où appa-raissent les fréquen
es de résonan
es résultant du problème spe
tral (4.47).Soit λ1 ≥ λ2 ≥ · · · → +∞ les valeurs propres du problème spe
tral (4.47) et 
onsidé-rons une base (wn) de L2(Y,R3) formée de ve
teurs propres asso
iés. Dans 
ette base,la solution uk se dé
ompose sous la forme

uk =
∑

n∈N
cknwn , ave
 ckn ∈ C . (4.50)Puisque b0(uk,wn) = λn

∫

Y
uk ·wn, en 
hoisissant v = wn (n �xé) dans l'équation (4.47)on obtient

(λn − εrk
2
0)

∫

Y

uk ·wn = εrk
2
0

∫

Y

ek ·wn .On en déduit la valeur de ckn, 
e qui amène à ré
rire (4.50) sous la forme
uk(y) =

∑

n∈N

εrk
2
0

λn − εrk
2
0

(
∫

Y

ek ·wn

)

wn(y) .Ainsi, en utilisant la dé
omposition Hk = ek + u
k, le tenseur µeff donné par (4.43)peut être développé suivant la formule donnée dans (4.8) i.e. pour tout (k, l) ∈ {1, 2, 3}2

µeff
kl (ω) = δkl +

∑

n

εrk
2
0

λn − εrk20

(
∫

Y

ek ·wn

)(
∫

Y

el ·wn

)

. (4.51)Dans l'expression pré
édente la dépendan
e de µeff vis-à-vis de la fréquen
e ω apparaitde manière expli
ite. Les e�ets de résonan
e vont apparaître lorsque la fréquen
e esttelle que le dénominateur d'un des termes de la série de l'équation pré
édente est demodule pro
he de zéro. Une analyse plus pré
ise a été présentée dans la se
tion 1 ave
des simulations numériques s'appuyant sur une méthode d'approximation numériquedéveloppée dans le 
hapitre 6 et une reformulation de µeff faisant intervenir un nouveauproblème spe
tral que nous dé
rirons dans la se
tion 6.116



Remarque 4.20 Les valeurs propres λn apparaissant dans le développement (4.51) sonten général multiples (par exemple lorsque la géométrie des in
lusions présente des sy-métries). Il est 
lair que la somme de la série est indépendante de la base orthonormale
hoisie {wn}. La 
ondition supplémentaire (4.48) permet de ne 
onsidérer que des fon
-tions propres à divergen
e nulle.5 Démonstration du résultat prin
ipalLa résolution des problèmes sur le tore, obtenue dans les propositions 4.9 et 4.13,a permis d'exprimer les 
hamps mi
ros
opiques E0(x, y) et H0(x, y) en fon
tion des
hamps ma
ros
opiques E(x) et H(x). Il reste à établir la loi homogénéisée que devrasatisfaire le 
hamp éle
tromagnétique (E,H).5.1 Obtention de la loi e�e
tiveLemme 4.21Sous l'hypothèse (4.14), le 
hamp éle
tromagnétique (Eη,Hη) 
onverge vers (E,µH)faiblement dans L2
loc(R

3;C), où (E,H) est l'unique solution du problème






rotE = iωµ0µ(x, ω)H dans BR

rotH = −iωε0 ε(x)E dans BR

(E,H) satisfait les 
onditions (4.6) (4.52)ave

ε(x) := I 1R3\B(x) + ε

eff 1B(x) , µ(x, ω) := I 1R3\B(x) + µ
eff(ω) 1B(x) ,et εeff , µeff donnés respe
tivement en (4.7) et (4.8).Preuve. Commençons par prouver les relations suivantes.

∫

Y

Ek ∧H l = ek ∧ el , ∀ (k, l) ∈ {1, 2, 3}2 , (4.53)
3
∑

l=1

div
(

Hl(x) ek ∧ el
)

= −(rotH) · ek , ∀k ∈ {1, 2, 3} . (4.54)Preuve de (4.53).À l'aide de la proposition 4.13, on dé
ompose le 
hamp Hk sous la formeHk = ek +ukoù uk est solution de (4.32) ave
 z = ek. Pour tout d ∈ C3, on a
∫

Y

(El ∧Hk) · d =

∫

Y

(El ∧ ek) · d+

∫

Y

El ∧ uk · d

= el ∧ ek · d+

∫

Y \Σ
El ∧ uk · d . 117



Il reste à établir que ∫
Y \ΣE

l ∧ uk · d = 0 pour tout z ∈ C3. D'après le lemme 4.14, ilexiste φk ∈ W 1,2
♯ (Y ) tel que uk = ∇φk dans Y \ Σ. Il vient

∫

Y \Σ
El ∧ uk · d =

∫

Y \Σ
d ∧El · ∇φk

= −
∫

Y \Σ
div(d ∧El)φk +

∫

∂Σ

d ∧El · nφk ,où la dernière égalité est obtenue à l'aide d'une intégration par parties. L'intégrale surle bord de Σ est nulle puisque Ek est nul dans Σ et que sa 
omposante tangentielle est
ontinue à la traversée de ∂Σ (rotEk ∈ L2(Y )). D'autre part, on a div(d ∧ El)φk =
rotEk · dφk = 0 puisque rotEk = 0 dans Y .Preuve de (4.54).Il est fa
ile de remarquer, par dé�nition de l'opérateur rotationnel, que l'on a pour tout
f

(rotf)k :=

3
∑

i,l=1

∂fl
∂xi

(ei ∧ el) · ek .On a
3
∑

l=1

div
(

Hl(x) ek ∧ el
)

=

3
∑

i,l=1

∂Hl

∂xi

(

ek ∧ el
)

· ei = −(rotH) · ek

2Obtention des équations limites.Le 
omportement du 
hamp (Eη,Hη) hors de l'obsta
le B est donné dans le lemme 4.5.Il reste à étudier son 
omportement dans BR.On passe à la limite faible dans la première équation de (4.5) pour avoir
rotE = iωµ0H̃ dans BR , (4.55)où (E, H̃) est la limite faible de la suite (Eη,Hη). En utilisant l'égalité (4.44), on ob-tient la première équation de (4.52).Pour obtenir la se
onde équation de (4.52), on multiplie la deuxième équation de (4.5)par la fon
tion test φk(x)E

k(x/η) ave
 φ :=
∑

k φkek ∈ C∞
c (B;R3). On intègre le pre-mier membre par parties et puisque rotyE

k = 0, on obtient pour tout k ∈ {1, 2, 3}
∫

B
Hη.

[

∇φk(x) ∧Ek

(

x

η

)]

= −iωε0εe
∫

B
φk(x)Eη ·Ek

(

x

η

)

.En passant à la limite dans l'équation pré
édente, il vient
∫

B×Y

H0(x, y).[∇φk(x) ∧Ek(y)] = −iωε0εe
∫

B×Y

φk(x)E
k(y) ·E0(x, y) .118



À l'aide des dé
ompositions (4.25) et (4.36) de E0 et H0, on obtient
3
∑

l=1

∫

B×Y

Hl(x)∇φk(x).[E
k(y) ∧H l(y)] (4.56)
= −iωε0εe

3
∑

l=1

∫

B×Y

φk(x)El(x)E
k(y) ·El(y) .On utilise la relation (4.53) ainsi qu'une intégration par parties dans le membre de gau
heet la dé�nition de εeff dans le membre de droite. On déduit

−
3
∑

l=1

∫

B
φk(x) divx

[

Hl(x)(ek ∧ el)
]

= −iωε0
3
∑

l=1

εeffkl

∫

B
φk(x)El(x).Grâ
e à l'équation (4.54), il résulte

∫

B
φk(x) (rotxH) . ek = −iωε0

3
∑

l=1

εeffkl

∫

B
φk(x)El(x).L'équation pré
édente est vraie pour tout k ∈ {1, 2, 3} et tout φ ∈ C∞

c (B;R3) 
e quiprouve la deuxième équation de (4.52).
2Uni
ité de la solution du problème limite.Par linéarité, il su�t de montrer que la solution (E,H) = (0, 0) lorsque l'onde in
identeest nulle. Dans 
e 
as, il est fa
ile de voir, grâ
e à la 
ondition de rayonnement (4.6),que ℜ

(

∫

∂BR
(E ∧H) · n

)

≥ 0. D'autre part, on a
ℜ
(
∫

∂BR

(E ∧H) · n
)

= ℜ
(
∫

BR

rotE ·H − rotH ·E
)

= ωℑ
(
∫

BR

(−µ0µ(x)H ·H + ε0ε(x)E ·E)

)

= −ωµ0

∫

B
ℑ
(

µeffH ·H
)

. (4.57)On montre dans l'équation (4.61) que ℑ
(

µeffH ·H
)

≥ 0, 
e qui permet de montrerque H = E = 0 dans B. Il est alors 
lassique de déduire que (E,H) = (0, 0) dans R3.
25.2 Convergen
e forte double-é
helleNous allons établir que les 
onvergen
es double-é
helles obtenues dans le lemme 4.21sont en fait vraies dans un sens beau
oup plus fort. 119



Proposition 4.22 Soit (Eη,Hη) la solution du problème (4.5) et Jη := ηεηEη. Alors,on a les 
onvergen
es suivantes
∥

∥

∥

∥

Jη(x)− J0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(BR)

→ 0 ,

∥

∥

∥

∥

Hη(x)−H0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(BR)

→ 0 ,

∥

∥

∥

∥

Eη −E0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(BR)

→ 0 .Preuve.La démonstration de la proposition s'e�e
tue en trois étapes :Étape 1. On établit la 
onvergen
e suivante
∥

∥

∥

∥

Jη(x)− J0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(BR)

→ 0 . (4.58)On introduit F η dé�ni par
F η :=

1

η
Eη1Ση .D'après (4.16), on a que la suite (F η) est bornée dans L2(BR) et 
onverge double-é
hellevers F 0 :=

1
εr
J0. De plus, d'après (4.14) on a

∥

∥εrF η − Jη

∥

∥

2

L2(BR)
= η2

∫

BR\Ση

|Eη|2 → 0 .Ainsi, pour établir (4.58), il su�t de justi�er la 
onvergen
e
lim
η→0

∥

∥

∥

∥

F η(x)− F 0

(

x,
x

η

)

∥

∥

∥

∥

L2(Br)

= 0 .Puisque F η 
onverge double-é
helle vers F 0 ave
 F 0 admissible (
f. dé�nition 2.35), 
elarevient à montrer
lim
η→0

‖F η‖L2(BR) = ‖F 0‖L2(BR×Y ) . (4.59)Nous allons établir (4.59) en étudiant le 
omportement asymptotique de l'énergiedissipée par la stru
ture. Celle-
i est donnée par la partie réelle du �ux du ve
teur dePointing Pη. La 
onvergen
e uniforme de (Eη,Hη) sur le 
ompa
t ∂BR nous permet dedéduire que Pη 
onverge vers P. On rappelle que 
es quantités sont données par
Pη :=

∫

∂BR

Eη ∧Hη · n ds , P :=

∫

∂BR

E ∧H · n ds .120



D'après (4.18) et (4.57), on a
Pη = iω

(

µ0

∫

BR

|Hη|2 − ε0εe

∫

BR\Ση

|Eη|2 − ε0
εr
η2

∫

Ση

|Eη|2
)

,

P = iω

(

µ0

∫

BR

µ(x)H ·H − ε0

∫

BR

ε(x)E ·E
)

.

(4.60)On prend la partie réelle pour obtenir
ℜ(Pη) = −ωε0

∫

BR

ℑ(εη)|Eη|2 = −ωε0
∫

Ση

ℑ(εr)
∣

∣

∣

∣

Eη

η

∣

∣

∣

∣

2

= −ωε0ℑ(εr)‖F η‖2L2(BR) ,

ℜ(P) = −ωµ0

∫

B
ℑ
(

µeffH ·H
)

.La 
onvergen
e de Pη vers P entraîne alors que
lim
η→0

‖F η‖2L2(BR) =
µ0

ε0ℑ(εr)

∫

B
ℑ
(

µeffH ·H
)

. (4.61)Il reste à 
omparer le membre de droite dans (4.61) ave
 ‖J0(x, x/η)‖2L2(BR). Or, d'après(4.22), on a rotyH0 = −iωε0J0 = −iωε0εrF 0 (
f. (4.22)). Il en résulte
∫

BR×Y

|F 0|2 =
1

ω2ε20|εr|2
∫

B×Y

| rotyH0|2 .En exploitant la dé
omposition (4.36) de H0, on obtient
∫

Br×Y

|F 0|2 =
1

ω2ε20|εr|2
∫
∣

∣

∣

∣

H0

(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

=
1

ω2ε20|εr|2
3
∑

k,l=1

∫

BR

Hk(x)H l(x) dx

∫

Y

rotHk(y) · rotH l
(y) dy .(4.62)On utilise maintenant la dé
ompositionHk = uk+ek donnée dans le lemme (4.35) et la
ara
térisation des fon
tions uk donnée dans (4.32). En tenant 
ompte de la dé�nitionde µeff donnée dans (4.8), on en déduit

∫

Y

rotHk · rotH l
=

∫

Y

rotuk · rotul = εrk
2
0

∫

Y

Hk · ul

= εrk
2
0

∫

Y

Hk ·H l − εrk
2
0

∫

Y

Hk · el

= ω2ε0εrµ0

[
∫

Y

Hk ·H l − µeff
kl .

] (4.63)121



Grâ
e à 
ette identité, l'égalité (4.62) devient
∫

Br×Y

|F 0|2 =
µ0

ε0εr

[
∫

BR

|H0|2 −
∫

BR

µ(x)H ·H
]

.En multipliant par εr puis en prenant la partie imaginaire, on obtient
−ℑ(εr)

∫

Br×Y

|F 0|2 = −µ0

ε0

∫

BR

ℑ
(

µ(x)H ·H
)

. (4.64)Cette dernière relation asso
iée à l'équation (4.61) entraîne la 
onvergen
e (4.59) 
e quitermine la démonstration de (4.58).Étape 2. Nous allons établir la 
onvergen
e forte double-é
helle deHη vers H0, 
'est-à-dire
lim
η→0

∫

BR

∣

∣

∣

∣

Hη(x)−H0

(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

dx = 0 . (4.65)Cette démonstration est basée sur un raisonnement de 
ompa
ité par 
ompensation. Onmontre que les suites div[Hη−H0(x, x/η)] et rot[Hη−H0(x, x/η)] 
onvergent fortementvers zéro dans W−1,2(BR). Il en résultera que la suite de fon
tions |Hη −H0(x, x/η)|2
onverge vers zéro au sens des distributions sur BR. La 
onvergen
e uniforme à l'extérieurd'un voisinage de l'obsta
le B permettra alors de 
on
lure (4.65).� On 
ommen
e par montrer que la suite (div [Hη(x)−H0(x, x/η)]) est fortement
ompa
te dans W 1,2
0 (BR). On introduit pour 
ela la fon
tion aη ∈ W−1,2(BR) dé�niepour tout ϕ ∈ W 1,2(BR) par

aη(ϕ) :=

∫

BR

div

[

Hη −H0

(

x,
x

η

)

]

ϕ .Après une intégration par parties, on déduit des bornes L2 de Hη et de H0 que lasuite (aη)η est bornée dans W−1,2(BR). Il résulte alors de la propriété 2.15 que montrerla 
ompa
ité de aη dans W−1,2(BR) 
onsiste à prouver que aη(ϕη) → 0 pour tout ϕηvéri�ant ϕη ⇀ 0 dans W 1,2
0 (BR).On �xe une telle suite ϕη et on remarque, d'après la proposition 2.46, qu'il existe

ψ0 ∈ L2(BR;W
1,2
♯ (Y ;C3)) tel que

∇ϕη ⇀⇀ ∇yψ0 .Grâ
e à la relation divHη = 0, on obtient
aη(ϕη) =

∫

BR

div[H0

(

x,
x

η

)

]ϕη(x) dx =

∫

BR

H0

(

x,
x

η

)

· ∇ϕη(x) dx .On passe à la limite dans l'équation pré
édente a�n d'obtenir
lim
η→0

aη(ϕη) =

∫

BR×Y

H0 · ∇yψ0 .122



Le terme de droite dans l'équation pré
édente est nul en raison de la périodi
ité et de larelation divyH0 = 0 dans tout Y .� La partie déli
ate 
onsiste à montrer que la suite
rot [Hη(x)−H0(x, x/η)] est 
ompa
te dans W−1,2(BR;C

3) . (4.66)On introduit 
omme pré
édemment, la fon
tion bη ∈ W−1,2(BR;C
3) dé�nie pour ϕ ∈

W 1,2
0 (BR;C

3) par
bη(ϕ) :=

∫

BR

rot

[

Hη(x)−H0

(

x,
x

η

)

]

· ϕ dx .Comme pour aη, la suite (bη)η est bornée dansW−1,2
0 (BR;C

3). Pour montrer sa 
ompa
itédansW−1,2
0 (BR;C

3), il su�t don
 (d'après la proposition 2.15) de montrer que bη(ϕη) →
0 pour toute suite (ϕη)η ⊂W 1,2

0 (BR;C
3) telle que ϕη ⇀ 0 faiblement dansW 1,2(BR;C

3).On 
ommen
e par un développement suivi d'une intégration par parties. Il vient
bη(ϕη) =

∫

BR

rotHη · ϕη −
∫

BR

H0

(

x,
x

η

)

· rotϕη .D'après la dé�nition de Jη (
f. 4.15), on a
bη(ϕη) = −iωε0

1

η

∫

BR

Jη · ϕη −
∫

BR

H0

(

x,
x

η

)

· rotϕη . (4.67)On introduit la fon
tion 
onstante par mor
eaux
[ϕη]η(x) :=

∑

k∈Iη

(

−
∫

Y k
η

ϕη

)

1Y k
η
(x) .On dé
ompose le premier terme du membre de droite de l'équation (4.67) 
omme suit :

1

η

∫

BR

Jη · ϕη =

∫

BR

(Jη − J0).
(ϕη − [ϕη]η

η

)

+

∫

BR

J0.
(ϕη − [ϕη]η

η

)

+
1

η

∫

BR

Jη.[ϕη]η

= I1η + I2η + I3η .On justi�e fa
ilement que l'intégrale I1η 
onverge vers zéro grâ
e à la relation (4.58) etpuisque ‖ϕη−[ϕη ]η

η
‖L2(BR) est borné (
onséquen
e de l'inégalité de Poin
aré).Montrons que I3η 
onverge vers zéro.On �xe pour tout k ∈ {1, 2, 3}, une fon
tion θk ∈ C∞

c (T) (T est le tore Y/Z3) telle que123



∇θk = ek dans Σ. On a
I3η =

1

η

3
∑

k=1

∫

BR

[ϕη · ek]η(x)Jη(x) · ek

=
1

η

3
∑

k=1

∫

BR

[ϕη · ek]η(x)Jη(x).

[

ek −∇θk
(x

η

)

]

+
1

η

3
∑

k=1

∫

BR

[ϕη · ek]η(x)Jη(x) · ∇θk
(x

η

)

.Par dé�nition, on a Jη = ηεηEη. De plus, puisque ek(x)−∇θk
(

x
η

)

= 0 dans Ση, il vient
I3η =

∫

BR\Ση

[ϕη · ek]η(x)Eη(x).

[

ek −∇θk
(x

η

)

]

+
1

η

3
∑

k=1

∫

BR

εη[ϕη · ek]η(x)Eη(x) · ∇θk
(x

η

)

.D'une part, on peut passer à la limite double-é
helle dans le premier terme du membrede droite de l'équation pré
édente. En e�et, [ϕη]η 
onverge fortement dans L2(BR), Eη
onverge double-é
helle et [ek −∇θk
(

x
η

)] 
onverge fortement double-é
helle. On obtientune limite nulle puisque ‖[ϕη]η‖L2(BR) → 0 (
f. relation (2.51)).D'autre part, à l'aide d'une intégration par parties, on montre que le se
ond termeest nul. En e�et, [ϕη · ek]η est 
onstant dans 
haque 
ellule, div(εηEη) = 0 et θk a sonsupport hors de la zone où ∇[ϕη · ek]η est singulier.Dans l'équation (4.67), la 
ontribution de 1
η

∫

BR
Jη · ϕη se réduit à l'intégrale I2η . Onobtient alors

bη(ϕη) = −iωε0
∫

BR

J0.
(ϕη − [ϕη]η

η

)

−
∫

BR

H0

(

x,
x

η

)

· rotϕη .Grâ
e à la propriété 2.48 et à la remarque 2.50, on a l'existen
e de ϕ1 ∈ W 1,2
♯ (BR × Y )tel que

ϕη − [ϕη]η

η
⇀⇀ ϕ1 , roty ϕη ⇀⇀ roty ϕ1 .La 
onvergen
e double-é
helle de J0

(

x, x
η

) vers J0 étant forte, il est possible de passerà la limite dans l'équation pré
édente et d'obtenir
lim
η→0

bη(ϕη) = −iωε0
∫

BR×Y

J0 · ϕ1 −
∫

BR×Y

H0 · roty ϕ1 .Une intégration par parties et la relation rotyH0 = −iωε0J0 su�sent à montrer que lalimite pré
édente est nulle. Ce
i termine la démonstration de (4.66).124



Étape 3. On établit pour �nir la 
onvergen
e suivante
lim
η→0

∫

BR

∣

∣

∣

∣

Eη(x)−E0

(

x,
x

η

)

∣

∣

∣

∣

2

= 0 . (4.68)Puisque Eη 
onverge double-é
helle vers E0 et que E0 est admissible, il su�t de montrerque ‖Eη‖L2(BR) → ‖E0(x, x/η)‖L2(BR) (
f. proposition 2.44).Cette démonstration est basée sur la 
onvergen
e du �ux du ve
teur de Pointing Pηvers P. En prenant la partie imaginaire dans (4.60), on obtient
ℑ(Pη) = ω

(

µ0

∫

BR

|Hη|2 − ε0εe

∫

BR\Ση

|Eη|2 − ε0ℜ(εr)
∫

Ση

∣

∣

∣

∣

Eη

η

∣

∣

∣

∣

2
)

, (4.69)
ℑ(P) = ω

(

µ0

∫

BR

ℜ
(

µ(x)H ·H
)

− ε0

∫

BR

ε(x)E ·E
)

. (4.70)D'après les 
onvergen
es fortes double-é
helle (4.61) et (4.65) et la 
onvergen
e de Pη vers
P, on peut a�rmer que la suite (

∫

BR\Ση
|Eη|2) est 
onvergente. En faisant la di�éren
eentre les deux égalités (4.69) et (4.70), on se ramène à l'égalité suivante

ε0

(

εe lim
η→0

∫

BR\Ση

|Eη|2 −
∫

BR

ε(x)E ·E
)

= µ0

(

lim
η→0

∫

BR

|Hη|2 −
∫

BR

ℜ
(

µ(x)H ·H
)

)

− ε0ℜ(εr) lim
η→0

∫

Ση

∣

∣

∣

∣

Eη

η

∣

∣

∣

∣

2

= µ0

(
∫

BR×Y

|H0|2 −
∫

BR

ℜ
(

µ(x)H ·H
)

)

− ε0ℜ(εr)
∫

BR×Σ

|F 0|2 . (4.71)D'autre part, en prenant la partie réelle dans l'égalité (4.64), on obtient
µ0

ε0

∫

BR

|H0|2 = ℜ(εr)
∫

BR×Y

|F 0|2 +
µ0

ε0

∫

BR

ℜ
(

µ(x)H ·H
)

.Cette relation montre que le membre de droite de l'égalité (4.71) est nul 
e qui nouspermet de déduire la 
onvergen
e suivante
lim
η→0

∫

BR\Ση

|Eη|2 =
1

εe

∫

BR

ε(x)E ·E . (4.72)Grâ
e à la dé
omposition de E0 et à la dé�nition de εeff données respe
tivement dans(4.12) et (4.7), on véri�e fa
ilement que
∫

BR

ε(x)E ·E = εe

∫

BR×Y

|E0|2 .Par ailleurs, d'après (4.16), on sait que la suite (
∫

Ση
|Eη|2)η 
onverge vers zéro.Ces deux remarques, asso
iées à (4.72), permettent de justi�er la 
onvergen
e (4.68) 
equi termine la démonstration de la proposition 4.22.
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5.3 Justi�
ation de l'hypothèse d'énergie.Proposition 4.23 L'hypothèse (4.14) est satisfaite.Preuve.Supposons par l'absurde que (Eη,Hη) soit solution de (4.5) sans être bornée dans
L2(BR;C

3). On note alors
tη :=

(
∫

BR

|Eη|2 +
∫

BR

|Hη|2
)

1

2

→ +∞ , Êη :=
Eη

tη
et Ĥη :=

Hη

tη
. (4.73)On a (Êη, Ĥη) qui véri�e l'hypothèse (4.14) et est solution de (4.5) ave
 (E

i

tη
, H

i

tη
) pouronde in
idente. Nous pouvons alors appliquer les lemmes 4.21 et 4.5 à 
ette suite. Ona alors la 
onvergen
e faible de (Êη, Ĥη) vers (E,H) l'unique solution de (4.52) ave


(Ei,H i) = (0, 0). On en déduit que (E,H) = (0, 0). Par ailleurs, on peut prouver que
limη→0

∫

BR
|Ĥη|2 = ε0

ε0+µ0
.En e�et, on a

∫

∂BR

Ei

tη
∧ H

i

tη
· n =

∫

∂BR

(Êη ∧ Ĥη) · n

=

∫

BR

− rot Êη · Ĥη + rot Ĥη.Êη

= iω

∫

BR

(−µ0|Ĥη|2 + ε0εη|Êη|2) .On prend la partie réelle dans l'équation pré
édente et on remarque, grâ
e à l'uniforme
onvergen
e hors de l'obsta
le, que son membre de gau
he tend vers 0. Cela 
onduità ∫
Ση
εη|Êη|2 → 0. De plus, grâ
e à (4.73), on a ∫

BR
|Êη|2 = 1 −

∫

BR
|Ĥη|2 et don


∫

BR
|Ĥη|2 = ε0

ε0+µ0
+ o(1).On obtient alors la 
ontradi
tion grâ
e à la 
onvergen
e forte double-é
helle donnéedans la proposition 4.22 qui équivaut dans 
e 
adre à ‖Ĥη‖L2(BR) → 0 puisque Ĥ0 estnul.

26 Reformulation du problème spe
tral (4.47)L'expression de µeff obtenue dans la se
tion 4 peut paraitre expli
ite mais fait appelà la résolution d'un problème spe
tral 3D sur le tore (
f formule (4.8). La résolutione�e
tive de 
e problème spe
tral et son appro
he numérique sont d'autant plus 
om-plexes que les fon
tions propres 
her
hées sont ve
torielles (et le 
ouplage des équationsn'autorise pas à réduire à un problème spe
tral s
alaire).Le but de 
ette se
tion est de donner une formulation équivalente du problème (4.47)qui sera plus exploitable en vue des appli
ations numériques. C'est 
ette formulation126



qui sera utlisée dans le 
hapitre 6 et sur laquelle s'appuient les simulations numériquesprésentées dans la se
tion 1.L'idée est de déduire la re
her
he d'une solution w ∈ X0 pour le problème (4.47) à
elle de f := rotw. Cette nouvelle in
onnue f , nulle en dehors de Σ, sera identi�ée entant qu'élément du sous espa
e (fermé) Z0 ⊂ L2(Σ;R3) dé�ni par
Z0 :=

{

f ∈ L2(Σ;R3) : div f = 0, f · n = 0 dans W−1/2,2(∂Σ)
}

. (4.74)Nous allons réduire (4.47) à une équation du type Af = νf pour un opérateur A :
Z0 → Z0 
ompa
t auto-adjoint.Constru
tion de l'opérateur A. Tout d'abord nous remarquons que les fon
tions de
Z0 forment un sous espa
e fermé de l'espa
e de Hilbert

Z :=
{

f ∈ L2(Σ;R3) : div f = 0
}

. (4.75)Une fon
tion de Z appartient à Z0 si et seulement si son prolongement par zéro sur Y \Σest une fon
tion (périodique) à divergen
e nulle.On introduit l'opérateur P0 : Z → Z0 de proje
tion orthogonale sur Z0. Il est 
ara
-térisé par la résolution d'un problème de Neumann non homogène sur Σ (n désigne lanormale extérieure sur ∂Σ).Lemme 4.24 Pour tout f ∈ Z, on a la relation P0 f = f −∇ρ où ρ est solution dans
W 1,2(Σ) de

{

∆ρ = 0 dans Σ ,
∂ρ

∂n
= f · n sur ∂Σ .

(4.76)Preuve. Le fait que div f = 0 sur Σ entraîne que la tra
e normale f · n en tantqu'élément de W− 1

2
,2(∂Σ) est de moyenne nulle sur ∂Σ. Le problème (4.76) admetdon
 une solution ρ ∈ W 1,2(Σ) unique à l'addition d'une 
onstante prés (elle mini-mise 1

2

∫

Σ
|∇ϕ|2 −

∫

Σ
f · ∇ϕ). Par 
onstru
tion P0f = f −∇ρ est à divergen
e nulle sur

Σ et P0f · n = 0 sur ∂Σ. De plus pour tout f ∈ Z0, on a en intégrant par parties on a
∫

f · ∇ρ = 0 Il en résulte que f − P0f = ∇ρ appartient à l'orthogonal de Z0.
2On introduit maintenant deux opérateurs de Z0 à valeurs dans Z. Le premier Ξ asso
ieà tout f ∈ Z0 la restri
tion ψf |Σ de l'unique solution de







−∆ψf = f1Σ dans Y ,

ψf ∈ W 1,2
♯ (Y ) ,

∫

Y
ψf = 0 .

(4.77)Remarquons que l'intégration par parties ∫
Y
∇ψf : ∇ψg = −

∫

Y
ψf∆ψg 
ombinée ave
(4.77) entraîne

〈Ξf , g〉 =

∫

Y

∇ψf : ∇ψg , ∀(f , g) ∈ Z0 × Z0 . (4.78)127



Le se
ond opérateur Γ : Z0 → Z est l'opérateur de rang �ni donné par :
Γf (y) =

1

4

(
∫

Σ

z ∧ f (z) dz
)

∧ y . (4.79)La fon
tion linéaire Γf(y) est bien à divergen
e nulle et on a d'autre part
〈Γf , g〉 =

1

4

(
∫

Σ

z ∧ f dz
)

·
(
∫

Σ

z ∧ g dz
)

, ∀(f , g) ∈ Z0 × Z0 . (4.80)On obtient �nalement un opérateur A : Z0 → Z0 en posant
Af := P0(Ξf + Γf ), ∀ f ∈ Z0 , (4.81)D'après (4.78) et (4.80) et puisque P0(g) = g pour tout g ∈ Z0, on a

〈Af , g〉 =

∫

Y

∇ψf ∇ψg +
1

4

(
∫

Σ

z ∧ f dz
)

·
(
∫

Σ

z ∧ g dz
)

. (4.82)Lemme 4.25 L'opérateur A : Z0 → Z0 dé�ni par (4.81) est 
ompa
t auto-adjointstri
tement positif.Preuve. Le fait que A soit auto-adjoint résulte évidemment de (4.82) et la stri
tepositivité de l'égalité
〈Af , f〉 =

∫

Y

|∇ψf |2 +
1

4

∣

∣

∣

∣

∫

Σ

z ∧ f dz
∣

∣

∣

∣

2dont le se
ond membre ne peut s'annuler que si f est p.p. nulle sur Σ.Montrons que A est 
ompa
t. D'après (4.81) et puisque P0 est borné, il su�t devéri�er que l'opérateur Ξ est 
ompa
t Soit (fn) une suite bornée dans Z0. Alors puisque
ψfn est de moyenne nulle sur Y ave
 ∫

Y
|∇ψfn |2 =

∫

Σ
|fn|2, la suite (ψfn) est bornéedans W 1,2

♯ (Y ) don
 relativement 
ompa
te dans L2(Y ). La suite de ses restri
tions à Σ
oin
ide ave
 (Ξfn) qui est don
 relativement 
ompa
te dans Z0.
2Prin
ipe d'équivalen
e. L'espa
e Z0 s'identi�e au sous espa
e des fon
tions de X0 àdivergen
e nulle (voir (4.27)). On a en e�etProposition 4.26(i) Pour tout f ∈ Z0, il existe une fon
tion unique wf ∈ X0 telle que divwf = 0 etvéri�ant rotwf = f sur Σ. On a de plus les relations :

∫

Y

wf =
1

2

∫

Σ

y ∧ f , wf = rotψf +
1

2

∫

Σ

y ∧ f , (4.83)où ψf est donnée par (4.77).(ii) Pour tout f , g dans Z0 × Z0, on a les relations
〈Af , g〉 =

∫

Y

wf ·wg , b0(wf ,wg) =

∫

Y

f · g . (4.84)
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Preuve. i) On obtient une fon
tion de f̃ ∈ L2
♯ (Y ;C

3) à divergen
e nulle en prolongeant
f par zéro sur Y \ Σ (et en périodisant). D'après le lemme 2.10 du 
hapitre 2, il existedon
 une fon
tion ψ ∈ (W 1,2

♯ (Y ))3 à divergen
e nulle telle que rotψ = f̃ . Cette fon
tion
ψ est 
lairement dé�nie à l'addition d'un ve
teur 
onstant prés. La fon
tionwf = Ψ−

∮

ψest bien un élément de l'espa
e X0 répondant à la question. Il est l'unique solution dans
X0 du fait qu'une fon
tion périodique à divergen
e et rotationnel nuls est 
onstante.Pour établir la première égalité dans (4.83), on �xe z ∈ R3 et on 
onsidère unefon
tion périodique Φ ∈ W 1,2

♯ (Y ;R3) telle que Φ(y) := 1
2
z ∧ y sur Σ. Alors la fon
tion

χ(y) := rotΦ−z est une fon
tion de L2
♯ (Y ;R3) à divergen
e nulle et qui, par 
onstru
tions'annule, sur Σ. En appliquant l'assertion (i) de la Proposition 4.14, on obtient ∫

Y
wf ·χ =

∮

wf

∫

χ = 0, en raison de l'appartenan
e de wf à l'espa
e X0. En intégrant par parties,on en déduit les égalités
z ·
∫

Y

wf =

∫

Y

rotΦ ·wf =

∫

Y

Φ · rotwf =
1

2

∫

Σ

(z ∧ y) · f ,d'où l'égalité 
her
hée en faisant varier z.Pour établir la se
onde égalité dans (4.83), rappelons que la fon
tion ψf donnée par(4.78) est à divergen
e nulle et don
 véri�e l'égalité −∆ψf = f̃ = rotwf . Il su�t alorsde remarquer que la fon
tion périodique
v := wf −

(

rotψf +
1

2

∫

Σ

y ∧ f
)véri�e div v = 0, rotv = 0 et ∫

Y
v = 0 et don
 est identiquement nulle.ii) La se
onde égalité dans (4.84) est une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition de wfet wg et du fait qu'ils sont à divergen
e nulle. Pour la première égalité de (4.84), il su�td'utiliser (4.82) 
ombiné ave
 (4.84). En e�et puisque les fon
tions rotψf et rotψg sontde moyennes nulles et grâ
e à (2.10), on obtient

∫

Y

wf ·wg =

∫

Y

rotψf rotψg +
1

4

(
∫

Σ

z ∧ f
)

·
(
∫

Σ

z ∧ g
)

=

∫

Y

∇ψf ∇ψg +
1

4

(
∫

Σ

z ∧ f
)

·
(
∫

Σ

z ∧ g
)

= 〈Af , g〉 . 2Une 
onséquen
e immédiate de (4.84) est que, pour tout α > 0, on a l'équivalen
e
Af = α f ⇐⇒ (wf ,

1
α
) véri�e (4.47) (4.85)Le 
olloraire suivant permet de ramener la diagonalisation du problème (4.47) à 
elle del'opérateur A. Rappelons que βk(y) := (2π|k|)−1 exp(2iπk · y).Corollaire 4.27 Soit {gn, n ∈ N} une base orthonormale de Z0 telle que Agn = αn gn.Posons un := 1√

αn
wgn. Alors la famille {un, n ∈ N} ∪ {∇βk, k ∈ Z3} est une baseothonormale de ve
teurs propres pour (4.47). En parti
ulier on a b0(un, v) = α−1

n

∫

Y
un·

v pour tout v ∈ X0. 129



Preuve. La dernière égalité est une 
onséquen
e de (4.85). D'aprés (4.84), on a pourtout m,n :
∫

Y

un · um = (αnαm)
−1/2

∫

Σ

wgn ·wgm = (αnαm)
−1/2(Agn|gm) = δmn.Les fon
tions un sont à divergen
e nulle et par 
onséquent orthogonales à la famille

{∇βk, k ∈ Z3}. Il reste à montrer que la famille {un, n ∈ N} ∪ {∇βk, k ∈ Z3} esttotale dans Z0. Soit v ∈ X0 appartenant à l'orthogonal. La nullité des produits s
alaires
∫

Y
v · ∇βk entraîne que v est à divergen
e nulle Par 
onséquent, d'après l'assertion (i)de la proposition 4.26, on a la relation v = wf où f ∈ Z0 est la restri
tion à Σ durotationnel de v. On a don
 pour tout entier n

0 =
1√
αn

∫

Σ

v · un =
1√
αn

∫

Σ

wf ·wgn =
1√
αn

〈Af , gn〉 =
√
αn〈f , gn〉 .Il en résulte don
 que f = 0 et ainsi v = wf = 0.

2Nouvelle représentations de µeff Nous sommes maintenant en mesure de donnerune nouvelle expression pour les 
oe�
ients du tenseur µeff qui sera mieux adaptée enpratique que 
elle donnée dans la formule (4.8)Proposition 4.28 Soit {αn} les valeurs propres rangées en ordre dé
roissant de l'opé-rateur positif 
ompa
t auto-adjoint A dé�ni par (4.81). Soit {gn} une base orthonormaledans Z0 telle que Agn = αn gn. Alors le tenseur de perméabilité e�e
tif donné dans (4.8)admet le développement en série suivant
µeff

ij (k0) = δij +
1

4

∑

n

εrk
2
0

1− εrαnk20

[
∫

Σ

y ∧ gn · ei
] [
∫

Σ

y ∧ gn · ej
]

. (4.86)Preuve. On applique la formule (4.8) en 
hoisissant la base orthonormale {un, n ∈
N}∪ {∇βk, k ∈ Z

3} dé�nie dans le Corollaire 4.27. La 
ontribution des ve
teurs propres
∇βk est nulle (puisque ∫

Y
∇βk = 0). Par ailleurs un est asso
ié à la valeur propre

λn = α−1
n pour (4.47) et d'aprés (4.83), on a ∫

Y
un = 1

2

∫

Σ
y ∧ gn. La formule (4.86) enrésulte immédiatement.

2
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Con
lusionNous avons démontré dans un 
adre totalement tridimensionnel que des métamaté-riaux présentant une a
tivité magnétique pouvaient être obtenus à l'aide de stru
turesformées de diéle
triques. Plus pré
isément, nous avons obtenu un milieu homogénéisélo
al dé
rit par des tenseurs de permittivité et perméabilité e�e
tifs. Le tenseur de per-méabilité dépend de la fréquen
e et la partie réelle de ses valeurs propres 
hange designe sur 
ertaines bandes de fréquen
es. Ce phénomène est dû à des résonan
es internesmi
ros
opiques du 
hamp magnétique faisant apparaître une grande 
omposante sur un
ertain espa
e propre de (4.47). Celle-
i produit une bou
le de 
ourant qui induit unmoment magnétique mi
ros
opique dans 
haque période de la stru
ture. Ces momentss'ajoutent pour produire un moment magnétique ma
ros
opique qui engendre le magné-tisme arti�
iel du milieu e�e
tif.Ce type de stru
ture est don
 une alternative à la 
élèbre stru
ture en anneaux 
oupésimaginée par Pendry [42℄.

131





5 Quelques résultats dans le 
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tion . . . . . . . . . . . . 1423 Estimations et résultats préliminaires . . . . . . . . . . . . . 1433.1 Comportement loin de l'obsta
le et borne L2 . . . . . . . . . . 1433.2 Analyse double-é
helle sto
hastique . . . . . . . . . . . . . . . . 1444 Solutions élémentaires sur la 
ellule unité . . . . . . . . . . . 1464.1 Cara
térisation du tenseur de permittivité e�e
tif . . . . . . . . 1464.2 Cara
térisation de la perméabilité e�e
tive . . . . . . . . . . . . 1475 Démonstration du résultat prin
ipal . . . . . . . . . . . . . . 1495.1 Loi e�e
tive homogénéisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1495.2 Convergen
e forte double-é
helle . . . . . . . . . . . . . . . . . 1505.3 Justi�
ation de l'hypothèse d'énergie . . . . . . . . . . . . . . . 1546 Loi de perméabilité e�e
tive dépendant de la fréquen
e . . 1546.1 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556.2 Le 
as de diéle
triques ave
 très faibles pertes . . . . . . . . . . 155L'étude présentée dans 
e 
hapitre est le sujet d'un arti
le en 
ours de réda
tion en
ollaboration ave
 Guy Bou
hitté et Luigi Man
a.Des
ription du modèleDans 
e 
hapitre, nous nous proposons d'étendre les résultats obtenus dans le 
hapitrepré
édent au 
as de stru
tures aléatoires.La stru
ture que nous étudions i
i est formée de �bres 
ir
ulaires parallèles, in�niesdans la dire
tion e3 dont les se
tions horizontales (
entres, rayons) sont réparties aléa-toirement dans un ensemble borné B ⊂ R2. Le 
ara
tère aléatoire des �bres intervient
omme une variante des réseaux périodiques 
onsidérés dans les 
hapitres 3 et 4 : 
haque133



in
lusion 
ir
ulaire de B est 
ontenue dans une �
ellule de périodi
ité� et 
ara
térisée pardes paramètres physiques et géométriques (
entres, rayons, permittivités) donnés aléa-toirement (
f. �gure 5.1).Nous avons 
hoisi une stru
ture invariante dans la dire
tion e3 a�n de simpli�er lemodèle en rendant son étude bidimensionnelle (à l'aide d'une polarisation du 
hampéle
tromagnétique en H||). Ce type de stru
ture a déjà été étudié dans un 
adre pério-dique [8℄ et les résultats de 
onvergen
es obtenus vont être 
omplétés par 
eux donnésdans 
e 
hapitre : 
onvergen
e forte double-é
helle des solutions.Des
ription géométrique de la stru
ture. Les propriétés géométriques et physiquesde la stru
ture vont être dé
rites par des variables aléatoires dé�nies sur un espa
e deprobabilité (Ω,G,P). Chaque 
on�guration sera repérée par un événement ω ∈ Ω.L'obsta
le di�ra
tant B est un sous-ensemble borné de R2. On noteDη(ω) ⊂ B l'ensembleo

upé par les in
lusions 
ir
ulaires. Dη(ω) est l'union d'ensembles de la forme Dk
η(ω) :=

η(k − y(ω) + B(θk(ω),ρk(ω)) où B(θk(ω),ρk(ω)) est une boule dans la 
ellule unité
Y := [0, 1]2 de 
entre θk(ω) et de rayon ρk(ω) et y(ω) ∈ Y est une translation de la�grille� repérant les in
lusions. Pour des raisons te
hniques, nous supposons qu'il existe
δ > 0 tel que dist(θk, ∂Y ) > ρk+ δ, pour k ∈ Z

2 (
ette hypothèse servira pour appliquerl'inégalité de type Poin
aré donnée dans le lemme 2.12, en vue de montrer la 
onvergen
eforte double-é
helle).L'ensemble Dη prend la forme :
Dη(ω) :=

⋃

k∈Jη(ω)
Dk

η(ω), Jη(ω) = {k ∈ Z
2 | η(k − y(ω) + Y ) ⊂ B} . (5.1)On note que le taux de remplissage des in
lusions reste stri
tement positif dans l'ana-lyse limite η → 0 et 
onverge vers une valeur qui dépendra des lois de distribution desrayons et des 
entres.Des
ription des paramètres physiques.Le 
omportement éle
tromagnétique de la stru
ture est dé
rit lo
alement par les per-mittivité et perméabilité relatives. Nous 
hoisissons, 
omme dans le 
hapitre pré
édent,de 
onsidérer des diéle
triques ayant une perméabilité égale à 1 dans tout R2 a�n demodéliser des matériaux naturels à fréquen
es optiques.À l'inverse, nous allons modéliser une permittivité à fort 
ontraste à l'aide de para-mètres εk ∈ C

+ := R × iR+ pour k ∈ Z
2. Cha
un d'eux 
ara
térisera la permittivitédans l'in
lusion k. La permittivité en tout point de R3 est donnée par :

εη(x, ω) :=







1 dans R
3 \ Dη(ω) ,

εk(ω)

η2
dans Dk

η(ω) .
(5.2)Le 
ontraste entre matri
e et in
lusion fait apparaître le fa
teur d'é
helle 1

η2
→ +∞qui va jouer un r�le 
ru
ial dans l'étude. Du point de vue de la physique (
f. [20℄), le134



Dη(ω)

1

1

η

η

Y

θi(ω)

ρi(ω)

δFigure 5.1: S
héma de la stru
ture di�ra
tante
hoix εr/η2 dans le diéle
trique 
orrespond à imposer un diamètre optique 
onstant pour
haque in
lusion.Nous faisons de plus l'hypothèse suivante qui va s'avérer essentielle pour que le pro-blème limite admette une solution unique
ℑ(εk(ω)) > 0 presque partout dans Ω . (5.3)Introduisons la fon
tion s
alaire aη(x, ω) représentant l'inverse de la permittivité en
haque point de R2 :

aη(x, ω) = 1B\Dη(ω)(x) +
∑

k∈Jη(ω)

η2

εk(ω)
1Dk

η(ω)
(x) . (5.4)Les variables aléatoires (θk(ω),ρk(ω)), εk(ω))k sont 
hoisies indépendantes et identi-quement distribuées en suivant la même loi que des variables notées (θ(ω), ρ(ω), ε(ω)).Problème pré-homogénéisé. La stru
ture di�ra
tante est illuminée par une ondein
idente plane (de dépendan
e harmonique en temps e−ift), polarisée en mode H||.Ainsi, le 
hamp magnétique prend la forme H(x, t) = u(x1, x2)e

−ifte3 et les équationsde Maxwell se réduisent à
div (aη(x, ω)∇uη(x, ω)) + k20uη(x, ω) = 0 x ∈ R

2, ω ∈ Ω , (5.5)où le 
hamp di�ra
té ud = uη − ui véri�e la 
ondition d'onde sortante de Somer�eld
lim

r→+∞

√
r

(

∂ud

∂r
− ik0u

d

)

= 0 . (5.6)Remarque 5.1 On pré
ise que nous nous plaçons dans un 
adre adimensionnel oùtoutes les distan
es ont été divisées par le paramètre d > 0 représentant l'é
art 
ara
-téristique séparant les in
lusions de la stru
ture de départ (lorsque η = 1). De 
e fait,135



la longueur d'onde des 
hamps que nous 
onsidérons est donnée par λ/d. Pour simpli-�er les notations, nous ne ferons plus intervenir 
e 
oe�
ient dans les démonstrationsmathématiques mais il apparaîtra dans les simulations numériques de la sous-se
tion6.1.1 Résultat prin
ipalDé�nissons les paramètres e�e
tifs. Pour alléger les notations, nous é
rirons (θ, ρ, ε)au lieu de (θ(ω), ρ(ω), ε(ω)).La permittivité e�e
tive est un s
alaire réel indépendant de la fréquen
e. Sa valeur estdonnée par l'inverse du paramètre aeff dé�ni par
aeff = E[Ahom(ρ)],où E est l'espéran
e mathématique par rapport à la probabilité P.A�n de dé�nir Ahom(ρ), on 
onsidère la boule B(θ, ρ) ⊂⊂ Y et la fon
tion w1

θ,ρ :
Y \B(θ, ρ) → R solution de















∆yw
1
θ,ρ = 0 dans Y \B(θ, ρ) ,

∂w1
θ,ρ

∂n
= −e1 · n dans ∂B(θ, ρ) ,

w1
θ,ρ périodique sur ∂Y ,où e1 est le premier ve
teur de la base 
anonique de R2. Le réel Ahom est alors donnépar

Ahom(ρ) =

∫

Y \B(θ,ρ)

|e1 +∇w1
θ,ρ(y)|2dy.La périodi
ité de la fon
tion w1

θ,ρ entraîne naturellement que Ahom ne dépend pas du
entre θ.On introduit σ0 = {λn, n ∈ N}, le spe
tre de l'opérateur (−∆) dans le disque unitéave
 
onditions de Diri
hlet et ϕn les ve
teurs propres 
orrespondants (formant une baseHilbertienne de L2(B1)).La perméabilité e�e
tive µeff(k0) prend la forme
µeff(k0) = 1 +

∑

n

E

[

ερ4k20
λn − ερ2k20

](
∫

B1

ϕn(y) dy

)2

. (5.7)On introduit de plus le 
hamp magnétique mi
ros
opique u0(x, ω) := u(x)Λ(ω) où Λsera dé�ni dans (5.32) et véri�e E(Λ) := µeff .
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Théorème 5.2 On suppose que l'hypothèse (5.3) est satisfaite et qu'il existe h > 0 telque
E

[

∣

∣

∣

∣

ερ

dist(ερ2k20, σ0)

∣

∣

∣

∣

2+h
]

<∞ . (5.8)Alors, le 
hamp magnétique uη(·, ω) solution de (5.5) 
onverge vers µu faiblement dans
L2
loc(R

2) pour presque tout ω où u est l'unique solution du problème
{

div
(

a(x)∇u(x)
)

+ k20µ(x, k0)u(x) = 0,

u− ui satisfait la 
ondition (5.6) . (5.9)De plus, uη(·, ω) 
onverge uniformément vers u dans L2
loc(R

2 \B) et on a la 
onvergen
esuivante pour P-presque tout ω̃ dans Ω,
lim
η→0

∫

BR

|uη(x, ω̃)|2 dx = E

(
∫

BR

|u0(x, ω)|2 dx
) (5.10)

=

∫

BR

|u(x)|2 dx E(|Λ(ω)|2) ,où BR est un voisinage 
ompa
t de B.Remarque 5.3 Ce résultat généralise au 
as aléatoire, les résultats démontrés dans [8℄où un 
adre périodique est 
onsidéré. Plus pré
isément, 
e 
as périodique est obtenuquand la probabilité P est une masse de Dira
 en un point �xé de Ω. Dans 
e 
adre, l'es-pa
e de probabilité (Ω,P) peut être identi�é à (Y,L2). La fon
tion u0 
oïn
ide alors ave
la limite double-é
helle 
lassique de uη. On peut de plus déduire de (5.10) la 
onvergen
eforte double-é
helle de uη vers u0 
e qui est une amélioration par rapport à la note [8℄.Remarque 5.4 Nous avons besoin de l'hypothèse (4.3) pour avoir l'uni
ité de la so-lution du problème limite (5.9) et ainsi démontrer le théorème prin
ipal. Lorsque 
en'est pas le 
as, il est possible d'introduire un petit paramètre de dissipation permet-tant l'appli
ation du résultat prin
ipal et 
onduisant ainsi au problème homogénéisé. Enétudiant ensuite le 
omportement de la perméabilité e�e
tive quand 
e paramètre tendvers zéro, nous remarquons que, étonnamment, le milieu e�e
tif peut rester dissipatif(
f. proposition 5.32). Cela prouve qu'une homogénéisation dire
te partant d'une loi depermittivité réelle ne peut être e�e
tuée.Remarque 5.5 Il est à noter que la 
ondition (5.8) 
on
erne toutes les valeurs propresde l'opérateur de Lapla
e, même si la formule (5.7) ne fait intervenir que 
elles pourlesquelles ∫ ϕn = 0. 137



2 Cadre mathématique sto
hastique2.1 Des
ription de l'ensemble des évènements ΩA�n de donner une des
ription mathématique rigoureuse de la stru
ture aléatoire,
onstruisons expli
itement l'espa
e des événements Ω. Nous avons vu dans la dé�nitionde l'ensemble Dη(ω) (voir (5.1), (5.4)), qu'un événement ω ∈ Ω 
ontient les informationsphysiques et géométriques de toutes les in
lusions Dk
η(ω) pour tout k ∈ Z2.Ave
 
ela en tête, on introduit

Π =
∏

Z2

M , M = {(θ, ρ, ε) ∈ Y × [0, 1/2]× C
+ : dist(θ, ∂Y ) ≥ ρ+ δ} ,où δ > 0 est �xé, Y = [0, 1]2 et C+ := R× iR+.Remarque 5.6 Si (θ, ρ, ε) ∈ M , alors la boule de 
entre θ et de rayon ρ est 
ontenuedans Y et sa distan
e à la frontière ∂Y est au moins δ. Le paramètre δ est utilisé dansla preuve du lemme 2.12 a�n d'obtenir une estimation de type Poin
aré uniforme dans

L2(Y \B(θ0(ω),ρ0(ω))) pour ω ∈ Ω. Nous avons pu prouver 
e résultat seulement quandles in
lusions sont assez loin de la frontière ∂Y . Cependant, malgré 
ette hypothèsete
hnique, nous pensons que les résultats du 
hapitre restent su�samment généraux.Les propriétés physiques et géométriques de 
haque in
lusion sont données aléatoire-ment, et elles sont distribuées dans l'ensemble M en suivant la loi de probabilité p surla tribu B(M). On munit Π de la tribu produit F et de la mesure π données par
F =

⊗

Z2

B(M), π =
⊗

Z2

p.Pour terminer la dé�nition de Ω, on ajoute à Π la 
ontribution y(ω) apparaissant dans(5.1) et qui représente une translation de l'origine de la grille 
ara
térisant la positiondes in
lusions.On dé�nit en�n Ω, son algèbre G et sa mesure P par
Ω := Π× Y , G = F ⊗ B(Y ) , P = π ⊗L2 ,où L2 est la mesure de Lebesgue sur Y .Un élément ω de Ω a don
 la forme

ω =
(

(θk, ρk, εk)k∈Z2, y
)

=
(

(mk)k∈Z2, y)
)

,où mk ∈M , ∀k ∈ Z2. On introduit de plus, pour tout k ∈ Z2, les proje
tions suivantes :
{

θk : Ω → Y
ω 7→ θk

,

{

ρk : Ω → [0, 1
2
]

ω 7→ ρk
,138



{

εk : Ω → C+

ω 7→ εk
,

{

y : Ω → Y
ω 7→ y

,de telle sorte que dans l'équation (5.1) on ait Dk
η(ω) donné par Dk

η(ω) = η(k − y(ω) +
B(θk(ω),ρk(ω))). Les variables aléatoires (θk,ρk, εk)k∈Z2 sont indépendantes, identique-ment distribuées et leurs distributions sont uniquement déterminées par la probabilité
p. 2.2 Système dynamique et résultats d'analyse sto
hastiqueDans le même esprit que [53℄, nous allons 
onstruire un système dynamique qui vapermettre de dé
rire mathématiquement la stru
ture aléatoire. On 
onsidère le groupede transformations Tx : Ω → Ω, x ∈ R2 donné par

Tx ((mk)k∈Z2, y) =
(

(mk+[x+y])k∈Z2, x+ y − [x+ y])
)

,qui véri�e les propriétés usuelles des systèmes dynamiques
T0 = Id , Tx ◦ Ty = Tx+y .I
i, la notation [x], pour x ∈ R2, désigne le 
ouple ([x1], [x2]) formé des parties entièresdes 
omposantes de x.Il est fa
ile de voir que Tx preserve la mesure P et que si pour A ∈ G on a P(TxA △

A) = 0, alors P(A) = 0 ou P(A) = 1 (△ désigne la di�éren
e symétrique). En d'autresmots, le système dynamique préserve la mesure et est ergodique.Remarque 5.7 Le groupe de transformations Tx agit sur un événement ω ∈ Ω en mé-langeant ses 
omposantes. Cela nous permettra d'exprimer les propriétés d'une in
lusion
Dk

η(ω) = η(k − y(ω) + D(ω)) en fon
tion de l'in
lusion D0
η dans la 
on�guration Tx

η
ω.Plus pré
isément, θ0(Tx

η
ω) = θ[x

η
+y(ω)](ω). On déduit alors naturellement que

x ∈ Dk
η ⇔

{

[

x
η
+ y(ω)

]

= k

y(Tx
η
ω) ∈ B(θk(ω),ρk(ω))

.Maintenant, posons
Σ = {ω ∈ Ω : |y − θ0| < ρ0 + δ} , Σ∗ = Ω \ Σ .La remarque pré
édente entraîne la formule suivante qui sera souvent utilisée dans lasuite du 
hapitre.

x ∈ Dη(ω) ⇐⇒
{[

x

η
+ y(ω)

]

∈ Jη(ω) et Tx
η
ω ∈ Σ

}

. (5.11)On remarque que l'ensembleΣ est ouvert dans Ω et que si ω ∈ Σ, alors y ∈ B(θ0(ω), ρ0(ω)).Il est fa
ile de montrer que la frontière ∂Σ de Σ est formée de {ω : |y − θ0| = ρ0 + δ}139



et est de P-mesure nulle. De plus, P(Σ), P(Σ∗) ∈]0, 1[ et P(Σ) est le taux de remplissagedes in
lusions.Le groupe (Tx)x∈R2 est asso
ié au groupe de transformations Ux, x ∈ R
2 agissant surles fon
tions mesurables dans Ω de la façon suivante : si f : Ω → R est G-mesurable,alors

(Uxf)(ω) = f(Txω) , ω ∈ Ω , x ∈ R
2.Proposition 5.8 Pour tout p ∈ [1,∞[, le groupe Ux est fortement 
ontinu dans Lp(Ω,P).C'est à dire que

lim
x→0

∫

Ω

|Uxg(ω)− g(ω)|p dP = 0 .Preuve. Il est su�sant de montrer le résultat ave
 g 
ontinu. Pour y /∈ ∂Y et pour xassez petit pour que [x+ y] = 0, on a
Uxg(ω) = g

(

(mz)z∈Z, x+ y
)

.Puisque g est 
ontinu, lim|x|→0Uxg(ω) = g(ω), pour tout ω ∈ {ω : y /∈ ∂Y }.On 
on
lut en remarquant que
∫

Ω

|Uxg(ω)− g(ω)|pdP =

∫

Ω\{ω:y/∈∂Y }
|Uxg(ω)− g(ω)|pdPet en appliquant le théorème de 
onvergen
e dominé.

2En 
onséquen
e de la proposition 5.8 pour i = 1, 2, le groupe d'opérateurs unidimen-sionnels t→ Utei est fortement 
ontinu dans Lp(Ω;P), p ∈ [1,∞). Les notations suivantesdes dérivées et divergen
e sto
hastiques sont fortement inspirées de [53℄.Dé�nition 5.9 (dérivée partielle sto
hastique)La dérivée partielle sto
hastique ∂si (i=1,2) est le générateur in�nitésimal du semi-groupefortement 
ontinu Utei , t ≥ 0 dans l'espa
e L2(Ω,P). Pour i = 1, 2, le domaine D(∂si ) ⊂
L2(Ω,P) de ∂si est donné par

D(∂si ) =
{

f ∈ L2(Ω;P) : ∃ lim
t→0

Uteif − f

t
∈ L2(Ω;P)

}et ∂si est dé�ni par
∂si f(ω) = lim

t→0

Uteif(ω)− f(ω)

t
, ω ∈ Ω, f ∈ D(∂si ).Dé�nition 5.10 (Gradient et divergen
e sto
hastiques) On introduit le gradientsto
hastique ∇s : D(∇s) → (L2(Ω;P))2 dé�ni par

∇sf := (∂s1f, ∂
s
2f) , f ∈ D(∇s) := D(∂s1) ∩D(∂s2) ,et la divergen
e sto
hastique divs : D(divs ) → L2(Ω;P) dé�nie pardivs g := ∂s1g1 + ∂s2g2 , g = (g1, g2) ∈ D(divs ) := D(∂s1)×D(∂s2) .140



L'espa
e D(∇s) sera noté H1
s (Ω;P) et 
'est un espa
e de Bana
h relativement à la norme

‖f‖H1
s
= ‖f‖L2(Ω;P) +

2
∑

i=1

‖∂si f‖L2(Ω;P) .De plus, on note que pour tout x ∈ R2, ω ∈ Ω, f ∈ D(∂si ), on a
∂

∂xi

(

f(Txω)
)

= (∂si f) (Txω) . (5.12)Proposition 5.11 On a
H1

s (Ω;P) = L2(Π, π;W 1,2
♯ (Y )). (5.13)et pour i = 1, 2

∂si f(ω) =
∂f

∂yi
(ω) ∀f ∈ L2(Π, π;W 1,2

♯ (Y )) . (5.14)Preuve. Comme on l'a 
onstaté dans la preuve de la proposition 5.8, pour P-presquetout ω ∈ Ω et tout x ∈ R2 assez pro
he de 0, on a Uxf(ω) = f((mz)z∈Z, x + y). Il enrésulte que, pour tout x assez petit, l'in
rément Uxf(ω) − f(ω) agit seulement sur lavariable y tout 
omme les dérivées dire
tionelles. En 
onséquen
e, on a pour i ∈ 1, 2,
∂si f(ω) = lim

t→0

t≪1

1

t

[

f
(

(mz)z∈Z2, y + tei
)

− f
(

(mz)z∈Z, y
)

]

=

=
∂f

∂yi

(

(mz)z∈Z2, y
)

=
∂f

∂yi
(ω) .On rappelle que 
es relations sont vraies pour tout ω tel que y /∈ ∂Y . Cependant, puisque
et ensemble est de P-mesure égale à 1, on peut supposer que la relation a lieu pour tout

ω ∈ Ω. On déduit (5.13) du théorème de Fubini.
2Proposition 5.12 Prenons u ∈ H1

s (Ω;P), v ∈ D(divs ). Alors, on a l'intégration parparties suivante
∫

Ω

∇su(ω) · v(ω)dP = −
∫

Ω

u(ω)divs v(ω)dP . (5.15)Preuve. On a fa
ilement que divs (uv) ∈ L1(Ω;P) et que ∫
Ω
divs (uv)dP = 0. Fina-lement, l'identité divs (uv) = ∇su · v + u divs v (déduite de la dé�nition du générateurin�nitésimal) 
omplète la preuve.

2Dé�nition 5.13 (Convergen
e double-é
helle sto
hastique)On dit qu'une suite fη ∈ L2(BR) 
onverge double-é
helle vers f ∈ L2(BR ×Ω,L2 ⊗P) sipour tout ω̃ ∈ Ω et (ϕ, ψ) ∈ C∞
c (BR)× C1(Ω), on a

lim
η→0

∫

BR

fη(x)ϕ(x)ψ(Tx
η
ω̃)dx =

∫

BR×Ω

f0(x, ω)ϕ(x)ψ(ω)dxP(dω) . (5.16)141



Cette 
onvergen
e sera notée fη(x)⇀⇀ f0(x, ω).La suite 
onverge fortement double-é
helle si on a
lim
η→0+

∫

BR

∣

∣

∣
fη(x)− f0(x, Tx

η
ω̃)
∣

∣

∣

2

dx = 0.Comme pour la notion 
lassique de 
onvergen
e double-é
helle, on rappelle (
f. [53℄)qu'une 
ondition su�sante pour qu'une suite fη admette une sous-suite 
onvergeantdouble-é
helle (sto
hastique) est que l'on ait
lim sup

η→0

∫

BR

|fη(x)|2dx <∞ . (5.17)Remarque 5.14 Le 
hoix de la fon
tion test dans la dé�nition de la 
onvergen
e double-é
helle peut être étendue à toutes fon
tions ψ ∈ L2(Ω), voir ([53℄ lemme 5.2).2.3 Reformulation du problème de di�ra
tionLe modèle que nous 
onsidérons est un 
as parti
ulier de milieu perforé aléatoire. Le
adre général est le suivant.Soit (Ω,F ,P) un espa
e de probabilités, U ⊂ Ω tel que P(U) ∈]0, 1[ et Q(ω) := {x :
Txω ∈ U}. Quand le 
omplémentaire de Q(ω) est l'union d'ensembles non 
onnexes(appelés grains ou in
lusions), alors il est appelé milieu perforé et la quantité P(U)
orrespond à son taux de remplissage. Dans la suite, nous utiliserons le résultat généralsuivant.Lemme 5.15 On 
onsidère U ⊂ Ω, Q(ω) := {x : Txω ∈ U} ⊂ R

2 et f ∈ L1(U ;P). Si
f est tel que f(Txω) = f(ω) pour presque tout ω ∈ U et x ∈ Q(ω) alors, f est 
onstantsur U .Preuve. On peut étendre f à tout Ω en 
onsidérant f son prolongement nul hors de U .Puisque le système est ergodique et que f ∈ L1(Ω), le théorème d'érgodi
ité 2.32 amèneà

lim
r→∞

1

L2(Br)

∫

Br

f(Txω)dx =

∫

U
f dP , P− p.p. .D'un autre 
�té, en
ore à l'aide du théorème d'érgodi
ité, pour P-presque tout ω ∈ U ,on a

lim
r→∞

1

L2(Br)

∫

Br

f(Txω)dx = f(ω) lim
r→∞

L2(Br ∩Q(ω))
L2(Br)

= f(ω)P(U) .Il en résulte que f est 
onstant sur U , P-p.p.
2Grâ
e aux notations introduites dans la se
tion pré
édente, on reformule le paramètre

aη (donné dans (5.4)) de la façon suivante
aη(x, ω) = 1B(x)

(

η2

ε0(Tx
η
ω)

1Σ
(

Tx
η
ω
)

+ 1Σ∗

(

Tx
η
ω
)

)

+ 1R2\B(x) , (5.18)142



où
Σ = {ω ∈ Ω : |y − θ0| < ρ0} , Σ∗ = Ω \ Σ .En e�et, pour ω ∈ Ω �xé, on doit montrer que pour x ∈ Dk

η(ω), on a aη(x, ω) :=
η2

εk(ω)
, à l'aide de la dé�nition (5.18). De la formule (5.11), on déduit 1Σ(Tx

η
ω) = 1 puis

aη(x, ω) =
η2

ε0(Tx
η
ω)
. On utilise la remarque 5.7 pour 
on
lure que ε0(Tx

η
ω) = εk(ω) pourtout x ∈ Dk

η(ω). On en déduit que les deux dé�nitions de aη 
on
ordent pour tout
x ∈ R2 \ Dη(ω).3 Estimations et résultats préliminairesA�n de justi�er que la suite de 
hamps (uη(·, ω̃)) est bornée dans L2

loc(R
3), nous allonsutiliser le raisonnement en deux temps suivant.� On 
ommen
e par supposer qu'il existe ω̃ ∈ Ω tel que la suite (uη(·, ω̃)) véri�e, pourune boule BR �xée 
ontenant B

sup
η>0

∫

BR

|uη(x, ω̃)|2 dx < +∞ . (5.19)Nous étudions ensuite le 
omportement os
illant du 
hamp sous 
ette hypothèse dans lebut de 
ara
tériser les équations du problème homogénéisé.� Dans un se
ond temps, on utilise l'uni
ité du problème limite pour mettre en ÷uvreun raisonnement par 
ontradi
tion justi�ant l'hypothèse.Ave
 
ela en tête, on �xe une boule BR telle que B ⊂⊂ BR et on suppose que (5.19)est satisfaite.On note que à priori, la limite u0 dépend de la 
on�guration initiale ω̃ de l'obsta
leet du 
hoix de la sous-suite. Comme nous le montrerons dans la proposition 5.23, 
ettelimite ne dépendra ni de ω̃ (i.e. u0 = u0(x, ω)) ni de la sous-suite.Ainsi, pour simpli�er les notations, nous noterons u0(x, ω) la limite double-é
hellesto
hastique de uη, et nous ne rappellerons pas sa dépendan
e par rapport à ω̃ et à lasous-suite.3.1 Comportement loin de l'obsta
le et borne L2L'hypothèse (5.19) nous permet d'appliquer le lemme suivant donné dans le 
hapitre2 dans le 
as 3D.Lemme 5.16 Soit ω̃ ∈ Ω et uη(·, ω̃) la solution du problème (5.5) asso
iée à une ondein
idente uiη qui 
onverge uniformément vers ui. Si uη 
onverge faiblement dans L2
loc(BR)vers une limite u, alors la 
onvergen
e de uη a lieu dans C∞(K) pour tout 
ompa
t

K ⊂ R3 \ B. De plus, le 
hamp limite u véri�e l'équation de Helmoltz ∆u + k20u = 0dans R2 \ B et est tel que (u0 − ui) véri�e (5.6). 143



Le reste de 
ette se
tion est 
onsa
ré à l'étude de la 
onvergen
e près des in
lusions,
'est-à-dire dans BR.Lemme 5.17 Pour tout ω̃ véri�ant la 
ondition (5.19), les suites (uη(x, ω̃)) (η∇uη(x, ω̃))et (1BR\Dη(x)∇uη(x, ω̃)) sont bornées dans L2(BR) et, quitte à extraire une sous-suite,satisfont
uη(x, ω̃)⇀⇀ u0(x, ω) ,

η∇uη(x, ω̃)⇀⇀ D0(x, ω) ,

1BR\Dη(ω̃)(x)∇uη(x, ω̃)⇀⇀ χ0(x, ω) ,

(5.20)où u0 ∈ L2(BR×Ω,L2⊗P), χ0 ∈
(

L2(BR×Ω,L2⊗P)
)2 et D0 ∈

(

L2(BR×Ω,L2⊗P)
)2.Preuve. On multiplie l'équation (5.5) par uη et on intègre par parties sur la boule BRpour obtenir

−
∫

BR

(

aη(x, ω̃)|∇xuη(x, ω̃)|2 + k20|uη(x, ω̃)|2
)

dx

=

∫

∂BR

uη(x, ω̃)
∂uη
∂n

(x, ω̃)dx .Grâ
e au lemme 5.16, on a que le membre de droite est uniformément borné dans η > 0.De plus l'hypothèse 5.19 nous permet d'obtenir
sup
η

∥

∥

∥

∥

√

aη(·, ω̃)∇uη(·, ω̃)
∥

∥

∥

∥

L2(BR)

< +∞ .À l'aide de [53℄ Corollaire 5.1, il existe u0 ∈ L2(B×Ω,L2⊗P), χ0, D0 ∈
(

L2(B×Ω, dx⊗
P)
)2 tel que l'on a la 
onvergen
e double-é
helle (5.20).

23.2 Analyse double-é
helle sto
hastiqueProposition 5.18 Les fon
tions u0, D0 et χ0 dé�nies dans (5.20) satisfont pour dx⊗P-presque tout (x, ω) ∈ B × Ω, les 
onditions suivantes
D0(x, ω) = 0 dans B × Σ∗, (5.21)divs χ0(x, ω) = 0 dans B × Ω , (5.22)

∇su0(x, ω) = D0(x, ω) dans B × Ω , (5.23)
χ0(x, ω) = 0 dans B × Σ . (5.24)Preuve.On prend ϕ ∈ (C1(BR;H

1
s (Ω;P)))

2 à support 
ompa
t dans BR ×Σ∗. Alors, en vertu de(5.11), le support de x 7→ ϕ(x, Tx
η
ω̃) est 
ontenu dans Dη(ω̃) et don


η

∫

BR

∇xuη(x, ω̃) · ϕ(x, Tx
η
ω̃)dx = η

∫

BR\Dη(ω̃)

∇xuη(x, ω̃) · ϕ(x, Tx
η
ω̃)dx .144



On 
on
lut en remarquant, à l'aide du lemme 5.17, que ∇uη(x, ω̃)1B\Dη(ω̃) est borné dans
L2(BR). La relation (5.21) est alors démontrée.On prend ϕ ∈ (C1(BR;H

1
s (Ω;P)))

2 et on multiplie l'équation (5.5) par ηϕ pour obtenir
∫

B
1Σ∗(Tx

η
ω̃)∇suη(x, ω̃) ·Dsϕ(x, Tx

η
ω̃)dx = o(1) .On obtient la relation (5.22) en passant à la limite et grâ
e à une intégration par parties(formule (5.15)).La démonstration de (5.23) reprend le même type d'arguments et (5.24) résulte dire
te-ment de la dé�nition de χ0 donnée dans (5.20).

2Proposition 5.19 Il existe u ∈ L2
loc(R

2) tel que P-presque sûrement, on a
u0(x, ω) = u(x) (x, ω) ∈ (B × Σ∗) ∪

(

(R2 \ B)× Ω
)

. (5.25)De plus, u0 véri�e
∆su0(x, ω) + ε0(ω)k

2
0u0(x, ω) = 0 dans B × Σ . (5.26)Preuve.Montrons (5.25). D'après le lemme 5.16, la suite (uη(·, ω̃)) est bornée dansW 1,2(K) pourtout K 
ompa
t de R2 \ B. Il en résulte que u0(x, ω) = u(x) dans K.Maintenant prenons (x, ω) ∈ B × Σ∗. On 
ommen
e par remarquer d'après les équa-tions (5.21) et (5.23), que l'on a ∇su0(x, ω) = 0 dans B × Σ∗, L2 ⊗ P p.p. Maintenant,prenons x̂ ∈ R2 \ D1(ω) (i
i D1(ω) n'est autre que Dη(ω) ave
 η = 1). Par la relation(5.12), on a

∇x̂u0(x, Tx̂ω) = ∇su0(x, Tx̂ω) = 0 .Ainsi, la fon
tion x̂ 7→ u0(x, Tx̂ω) est de gradient nul sur l'ensemble 
onnexe R2 \D1(ω).Il s'en suit que l'on a u0(x, Tx̂ω) = u0(x, ω) pour presque tout x ∈ BR, ω ∈ Σ∗, x̂ ∈ R2 \
D1(ω). Le résultat est alors déduit de la proposition 5.15 ave
 f = u0, Q(ω) = R2\D1(ω)et U = Σ∗. L'égalité (5.25) est démontrée.Montrons (5.26). On �xe ϕ ∈ C1(BR;H

1
s (Ω;P)) à support dans B × Σ et on multipliel'équation (5.5) par ϕ(x, Tx

η
ω̃). En intégrant par parties sur BR, on obtient (on rappelleque pour tout ϕ, l'appli
ation x 7→ ϕ(x, Tx

η
ω̃) a son support dans Dη(ω̃))

∫

Dη(ω̃)

η2∇xuη(x, ω̃) ·
(

−∇xϕ(x, Tx
η
ω̃)− 1

η
∇sϕ(x, Tx

η
ω̃)

)

dx

+

∫

Dη(ω̃)

ε0(Tx
η
ω̃)k20uη(x, ω̃)ϕ(x, Tx

η
ω̃)dx = 0 .En 
onséquen
e, on a

−
∫

B×Σ

D0(x, ω) · ∇sϕ(x, ω)dx+

∫

B×Σ

ε0(ω)k
2
0u0(x, ω)ϕ(x, ω)dx = 0.Une intégration par parties et l'équation (5.23) nous permettent alors d'obtenir (5.26).
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4 Solutions élémentaires sur la 
ellule unité4.1 Cara
térisation du tenseur de permittivité e�e
tifDans 
ette se
tion, on étudie la limite double-é
helle χ0.Introduisons quelques notations. Pour tout m = (θ, ρ, ε) ∈ M , posons wi
m : Y \

B(θ, ρ) → R, i = 1, 2 une solution (unique à une 
onstante près) de














∆yw
i
m = 0 dans Y \B(θ, ρ),

∂wi
m

∂n
= −ei · n dans ∂B(θ, ρ),

wi
m périodique dans ∂Y, (5.27)où {ei : i = 1, 2} est la base 
anonique de R2. Notons Ahom la matri
e 2× 2 donnée par

(Ahom)ij =

∫

Y \B(θ,ρ)

(ei +∇wi
m(y)) · (ej +∇wj

m(y))dy. (5.28)où m = (θ, ρ, ε) ∈M .Remarque 5.20 Par des arguments 
lassiques (voir [28℄ pag. 90), on sait que Ahom estsymétrique, dé�nie positive et donnée par
Ahom(m)ξ · ξ = inf

u∈W 1,2
♯

(Y )

∫

Y \B(θ,ρ)

|ξ +∇yu(y)|2dy ,ne dépendant pas de θ et ε, 
'est-à-dire Ahom(m) = Ahom(ρ).Proposition 5.21 On a
∫

Ω

χ0(x, ω)dP = Aeff∇u(x) (5.29)où
Aeff =

∫

M

Ahom(m)dp. (5.30)De plus, Aeff = aeffId.Preuve.Étape 1. Soit ϕ ∈ (C1(BR;H
1
s (Ω;P)))

2 à support dans B × Σ∗ et véri�ant divs ϕ = 0dans B × Ω. D'après la formule (5.15), on a
∫

B×Ω

χ0(x, ω) · ϕ(x, ω) dx dP = lim
η→0+

∫

B\Dη(ω)

∇xuη(x, ω̃) · ϕ(x, Tx
η
ω̃) dx

= − lim
η→0+

∫

B
uη(x, ω) divx ϕ(x, Tx

η
ω̃) dx = −

∫

B×Ω

u0(x, ω) divx ϕ(x, ω) dx dP.146



Alors, d'après (5.25), on déduit que pour tout g ∈ D(∂s1)×D(∂s2) tel que supp(g) ⊂ Σ∗et divs g = 0 dans Ω, on a
∫

Ω

χ0(x, ω) · g(ω)dP = ∇xu(x) ·
∫

Ω

g(ω)dP, L2-p.p. dans B.Étape 2. On teste l'équation pré
édente ave
 la fon
tion à divergen
e nulle
(

ei +∇wi
m(y)

)

1Y \B(θ0(ω),ρ0(ω))(y) , ave
 i = 1, 2 .Il en résulte que
∫

Σ∗

χ0(x, ω) ·
(

ei +∇wi
m(y)

)

dP = ∇xu(x) ·
∫

Ω

(

ei +∇wi
m(y)

)

dP .On voit que le terme ∫
Σ∗ χ0(x, ω) · ∇wi

m(y) dans l'équation pré
édente est égal à zéropuisque divs χ0 = 0, χ0 · n = 0 sur ∂B(θ, ρ) et χ0, wi
m sont Y−périodiques. On obtient(5.28) simplement en remarquant que l'on a

∫

Ω

(

ei +∇wi
m(y)

)

· ej dP =

∫

Ω

(

ei +∇wi
m(y)

)

·
(

ej +∇wj
m(y)

)

dP = Aeff
ij ,du fait que ej +∇wj

m(y) est à divergen
e nulle dans tout Y .Les symétries de la géométries entraînent �nalement que le tenseur Ahom est propor-tionnel à l'identité.
2Remarque 5.22 Le tenseur e�e
tif (5.30) peut aussi être exprimé en fon
tion de lamesure p par

Aeff =

(

1− π

∫

M

ρ2dp

)

I +

∫

M

∫

Y \B(θ,ρ)

(∇w1
m(y)

∇w2
m(y)

)

dydp.Notons que si p est une masse de Dira
 
on
entrée au point m = (θ, ρ, ε), alors laformule pré
édente 
oïn
ide ave
 
elle obtenue dans [8℄ (équation (9)), qui a lieu dans le
as déterministe.4.2 Cara
térisation de la perméabilité e�e
tiveOn 
onsidère 0 < λ1 ≤ . . . les valeurs propres du problème de Diri
hlet sur la boule
B1 := B(0, 1)

−∆ϕ = λϕ in B1, ϕ = 0 on ∂B1,et on note ϕn les ve
teurs propres asso
iés formant une base orthonormale de L2(B1).147



Proposition 5.23 On suppose que l'hypothèse (5.19) est satisfaite. Soit u0 la limitedouble-é
helle sto
hastique de uη, quitte à extraire une sous-suite.Alors u0 admet la représentation suivante
u0(x, ω) =

{

u(x), si x ∈ R2 \ B
u(x)Λ(ω), si x ∈ B (5.31)où Λ(ω) = 1 dans Σ∗ et véri�e pour ω ∈ Σ

Λ(ω) = 1 +
∑

n∈N

k20ε0(ω)ρ
2
0(ω)

λn − k20ε0(ω)ρ
2
0(ω)

(

∫

B1

ϕn(y)dy
)

ϕn

(

y − θ0(ω)
ρ0(ω)

)

. (5.32)Preuve. Le fait que u0(x, ω) = u(x) dans B × Σ∗ a été démontré dans la proposition5.19.Maintenant, pour ω ∈ Ω, posons ω = (m, y) ∈ Π×Y . En prenant en 
ompte (5.13), ondéduit que u0 ∈ L2(B ×Π,L2 ⊗ π;H1
♯ (Y,L2)). D'après la proposition 5.19 et à l'aide dela formule (5.14), on déduit que pour tout (x,m) ∈ B×Π, la fon
tion y 7→ u0(x, (m, y))véri�e

∆yu0(x, (m, ·)) + ε0(ω)k20u0(x, (m, ·)) = 0 dans B(θ0(ω),ρ0(ω)) (5.33)et
u0(x, (m, y)) = u(x) pour y ∈ Y \B(θ0(ω),ρ0(ω)).Notons que θ0(ω),ρ0(ω) sont indépendants de y.Il résulte de l'équation (5.23) que u0(x, (m, ·)) ∈ H1(Y ) 
e qui entraîne que la tra
e de

u0(x, (m, ·)) est 
ontinu à la traversée d'interfa
es dans Y . En 
onséquen
e, u0(x, (m, ·))est solution de (5.33) ave
 la 
ondition u0(x, (m, y)) = u(x) sur ∂B(θ0(ω),ρ0(ω)).Du fait de la linéarité du problème, on 
her
he une solution de la forme u0(x, (m, y)) =
u(x)(1 + vm(y)), où v véri�e

{

∆yvm(y) + ε0(ω)k
2
0vm(y) = −ε0(ω)k20 , y ∈ B(θ0(ω),ρ0(ω)) ,

vm(y) = 0 , y ∈ ∂B(θ0(ω),ρ0(ω)) .
(5.34)On 
onsidère (λn, ϕn) les valeurs et ve
teurs propres de l'opérateur Lapla
ien dans B1ave
 
ondition de Diri
hlet. En introduisant ϕ̃n(y) = ϕn

(

y−θ0(ω)
ρ0(ω)

), on voit 
lairementque ϕ̃n est une famille orthogonale de L2(B(θ0(ω),ρ0(ω));L2) et que
−∆yϕ̃n =

λn
ρ0(ω)

2
ϕ̃n, n ∈ N .Le problème (5.34) peut être résolu par une méthode de dé
omposition spe
trale 
ondui-sant à l'égalité (5.32). 2148



Remarque 5.24 À l'aide des propositions 5.19 et 5.23, on obtient que Λ ∈ H1
s (Ω,P).Il en résulte que

∫

M

(

∑

n∈I0

λnk
2ερ2

λn − k2ερ2

)2

dp

(
∫

B1

ϕndy

)2

<∞.Notons qu'il s'agit d'une 
ondition né
essaire sur la loi de probabilité p, puisque tous lesrésultats de la proposition 5.23 proviennent de l'hypothèse (5.19). Comme nous le ver-rons, pour prouver (5.19) pour P-presque tout ω̃ ∈ Ω, nous devrons faire une hypothèselégèrement plus forte (
f. (5.35)) sur la mesure de probabilité p.5 Démonstration du résultat prin
ipalLa résolution des problèmes sur le tore obtenue dans les propositions 5.21 et 5.23 apermis d'exprimer les 
hamps mi
ros
opiques χ0 et u0 en fon
tion des 
hamps ma
ro-s
opiques ∇u et u. Il reste à établir la loi homogénéisée que devra satisfaire le 
hampmagnétique u.5.1 Loi e�e
tive homogénéiséeLemme 5.25 On suppose que l'hypothèse (5.3) est satisfaite et qu'il existe h > 0 telque
∫

M

(

ερ

d0(ε, ρ, k0)

)2+h

dp <∞ (5.35)ave
 d0(ε, ρ, k0) := dist(ερ2k20, σ0) (σ0 le spe
tre de l'opérateur ∆).Alors, pour P-presque tout ω̃ ∈ Ω, les solutions uη(·, ω̃) 
onvergent faiblement dans
L2
BR

(R2) pour µ(·, k0)u, où u est l'unique solution du problème homogénéisé suivant
div (A(x)∇u(x)) + µ(x, k0)k

2
0u(x) = 0, x ∈ BR , (5.36)ave


a(x) = 1R2\B(x) + 1B(x)a
eff ,et µ(·, k0) est donné par

µ(x, k0) = 1R2\B(x) + µeff(k0)1B(x) .La démonstration 
onsiste à passer à la limite faible dans (5.5) puis à utiliser les relations(5.20), (5.29), (5.31) et (5.32).D'autre part, on peut voir fa
ilement que la partie imaginaire de µeff(k0) est stri
te-ment positive si, et seulement si, la 
ondition p({(θ, ρ, ε) ∈ M | ℑm(ε) > 0}) > 0 estvéri�ée. On en déduit alors l'uni
ité du problème (5.36). 149



5.2 Convergen
e forte double-é
helleProposition 5.26 On suppose que l'hypothèse (5.3) est satisfaite. Alors, pour P-presquetout ω̃ ∈ Ω, la solution uη(·, ω̃) 
onverge fortement double-é
helle vers u0(x, ω̃), 
'est-à-dire
lim
η→0+

∫

BR

∣

∣

∣
uη(x, ω̃)− u0(x, Tx

η
ω̃)
∣

∣

∣

2

dx = 0 . (5.37)Remarque 5.27 Ce résultat généralise don
 au 
adre aléatoire, les résultats de [8℄obtenus dans un 
adre périodique. Plus pré
isément, le 
as périodique est obtenu lorsquela mesure p est une mesure de Dira
 en un point m ∈ M . Dans 
e 
as, l'espa
e deprobabilité (Ω,P) peut être identi�é à (Y,L2) et le système dynamique se 
omporte
omme Tx
η
ω̃ = ỹ+ x

η
− [ỹ+ x

η
]. On peut voir que, à la translation ỹ près, la formule (5.16)re
ouvre la dé�nition 
lassique de la 
onvergen
e double-é
helle.Ainsi, on déduit de la proposition 5.26 que la 
onvergen
e forte double-é
helle a éga-lement lieu dans le 
as déterministe.Lemme 5.28 Fixons ω̃ ∈ Ω et notons uη(·, ω̃) la solution (5.5), asso
iée à la suited'ondes in
identes (uiη), 
onvergeant uniformément vers ui.En dé
omposant ω̃ =

(

(θk)k, (ρk)k, (εk)k, y
), on a

lim
η→0+

sup
k∈Jη(ω̃)

η2

d20(εk, ρk, k0)
= 0,

lim sup
η→0+

η‖Λ(T ·
η
ω̃)‖H1(B) = 0,

lim sup
η→0+

∑

k∈Jη(ω̃)

η2

d2+h
0 (εk, ρk, k0)

<∞,

(5.38)
où h > 0 et Λ est dé�ni dans (5.32).Preuve.Il existe α > 0 tel que ♯Jη(ω̃) ≤ αη−2 ; alors on peut appliquer la loi forte des grandsnombres pour obtenir la première borne dans (5.38) P-p.s.D'un autre 
�té, la proposition 5.23 entraîne que Λ ∈ H1

s (Ω,P). La relation (5.12)amène à Λ(T ·
η
ω̃) ∈ L2(B), ∇Λ(T ·

η
ω̃) ∈ (L2(B))2. Alors, d'après l'ergodi
ité du systèmedynamique, on obtient

lim
η→0+

∫

B
|Λ(Tx

η
ω̃)|2dx = |B|

∫

Ω

|Λ(ω)|2P(dω),

lim
η→0+

∫

B
|∇sΛ(Tx

η
ω̃)|2dx = |B|

∫

Ω

|∇sΛ(ω)|2P(dω),pour P-presque tout ω̃ ∈ Ω. En parti
ulier, 
ela implique que pour un tel ω̃, on a
η‖Λ(Tx

η
ω̃)‖2H1(B) uniformément borné pour η ∈ (0, 1). En 
onséquen
e, la dernière 
ondi-tion de (5.38) est véri�ée P-p.s.150



La troisième borne de (5.38) est vraie P-p.s. d'après le lemme 2.30.
2Preuve de la proposition 5.26.La 
onvergen
e double-é
helle de uη vers u0 entraîne la borne

sup
η>0

‖uη(·, ω̃)‖L2(BR) <∞ .En 
onséquen
e, grâ
e au lemme 5.17, on a
sup
η>0

‖uη(·, ω̃)‖H1(BR\Dη(ω)) <∞. (5.39)Puisque l'hypothèse (5.19) est satisfaite, les résultats de la proposition 5.23 et du théo-rème 5.25 sont appli
ables et on a u0(x, ω) = u(x)Λ(ω), où u est solution de (5.36) et Λest donné dans (5.32). Posons
Yk,η = η(k − y + Y ), Dk,η = η(k − y +B(θk, ρk)) ,

Y ∗
k,η = Yk,η \ Dk,η, Jη =

{

i ∈ Z
2 : Yk,η ⊂ B

}

,

Dη =
⋃

i∈Jη

Dk,η.Pour alléger les notations, on préfère é
rire Yk,η à la pla
e de Yk,η(ω̃) (et de même pourles autres termes).Ave
 
es notations, on rappelle que u0(x, Tx
η
ω̃) = u(x) pour x ∈ R

2 \ Dη. La démons-tration est déduite des lemmes 5.29 et 5.30 qui suivent.
2Lemme 5.29 On a

lim
η→0+

‖uη(·, ω̃)− u‖Lp(BR\Dη) = 0, ∀p ∈ [1,∞[ . (5.40)Preuve. Considérons les fon
tions modi�ées ũη ∈ H1(BR) dé�nies par
{

ũη(x) = uη(x, ω̃) , x ∈ BR \ Dη ,

∆ũη(x) = 0 , x ∈ Dη .À l'aide du lemme (2.12), on déduit
‖ũη‖2H1(BR) = ‖uη(·, ω̃)‖2H1(BR\Dη)

+
∑

i∈Jη

‖ũη‖2H1(Dk
η)

≤ ‖uη(·, ω̃)‖2H1(BR\Dη)
+ cδ

∑

i∈Jη

‖ũη‖2H1(Y k
η \Dk

η )
= (1 + cδ)‖uη(·, ω̃)‖2H1(BR\Dη)qui est uniformément borné par rapport à η en raison de (5.39). Ainsi, à l'aide del'in
lusion 
ompa
te de H1(BR) ⊂ Lp(BR), p ∈ [1,∞[, on peut extraire une sous-suite151



(en
ore notée ũη) 
onvergeant fortement dans Lp(BR), ∀p ∈ [1,∞[. Montrons que salimite est u (
f. (5.31)). En e�et, soit ũ la limite forte de ũη. En passant à la limitedouble-é
helle ave
 une fon
tion test de la forme ϕ(x)ψ(ω) où ψ est à support dans Σ∗,on obtient
∫

BR×Σ∗

ũ(x)ϕ(x)ψ(ω) dxP(dω) =

∫

BR×Σ∗

u0(x, ω)ϕ(x)ψ(ω) dxP(dω).Puisque u0(x, ω) = u(x) dans Σ∗, on obtient ũ = u dans BR. La relation (5.40) est alorsdéduite de la 
onvergen
e ‖ũη − u‖L2(BR) → 0 et de la dé�nition de ũη.
2Lemme 5.30 Posons vη(x) = uη(x, ω̃)− u0(x, Tx

η
ω̃). Sous l'hypothèse (5.38), on a

lim
η→0+

‖vη‖L2(Dη) = 0.Preuve. On a ‖vη‖2L2(Dη)
=
∑

i∈Jη ‖vη‖2L2(Dk
η)
. Pour tout i ∈ Jη, on applique le lemme2.13 au terme ‖vη‖L2(Dk

η)
ave
 α =

εkk
2
0

η2
. On obtient

‖vη‖2L2(Dη)
≤ bη

∫

BR\Dη

|∇vη(x)|2dx+ bη
∑

i∈Jη

η2
∫

Dk
η

|∆vη(x) +
εkk

2
0

η2
vη(x)|2dx

+
∑

i∈Jη

C

d20(εk, ρk, k0)

∫

Y k
η \Dk

η

|vη(x)|2dx (5.41)où bη := sup
k∈Jη

η2

d20(εk, ρk, k0)
. On montre en trois étapes que tous les termes dans (5.41)
onvergent vers zéro quand η → 0.Étape 1. Montrons que bη ∫BR\Dη

|∇vη(x)|2dx→ 0.On déduit de (5.11) et de (5.25) que u0(x, Tx
η
ω̃) = u(x) pour x ∈ BR \ Dη. D'aprèsl'inégalité de Young, il vient alors

sup
η>0

∫

BR\Dη

|∇vη(x)|2dx ≤ 2 sup
η>0

∫

BR\Dη

|∇uη(x, ω̃)|2dx+ 2‖∇u‖2L2(BR) <∞.On termine alors l'étape 1 à l'aide de l'équation (5.38) qui montre que bη → 0.Étape 2. Montrons que
lim
η→0+

bη
∑

i∈Jη

η2
∫

Dk,η

|∆vη(x) +
εkk

2
0

η2
vη(x)|2dx = 0. (5.42)
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De la même manière que dans l'étape pré
édente, on utilise le fait que Tx
η
ω̃ ∈ Σ si x ∈ Dηainsi que la représentation (5.25). Nous rappelons aussi que εk = ε0(Tx

η
ω̃) pour x ∈ Dk

η .Alors
∆vη(x) +

εkk
2
0

η2
vη(x) = ∆uη(x) + ε0(Tx

η
ω̃)
k20
η2
uη(x)

−η−2u(x)
(

∆sΛ(Tx
η
ω̃) + ε0(Tx

η
ω̃)k20Λ(Tx

η
ω̃)
)

−η−1∇u(x) · ∇sΛ(Tx
η
ω̃)−∆xu(x)Λ(Tx

η
ω̃)

= −η−1∇u(x) · ∇sΛ(Tx
η
ω̃)−∆xu(x)Λ(Tx

η
ω̃).I
i nous avons exploité le fait que uη est solution de (5.5) et que ε0(Tx

η
ω̃)η−2 = (aη(x, ω̃))

−1pour x ∈ Dη. Nous avons aussi utilisé la relation u(x)Λ(ω) = u0(x, ω) et le fait que u0est solution de (5.26). Il résulte alors
η2
∑

i∈Jη

∫

Dk
η

|∆vη(x) +
εkk

2
0

η2
vη(x)|2dx ≤

≤ η

∫

Dη

|∇xu(x) · ∇sΛ(Tx
η
ω̃)|2dx+ η2

∫

Dη

|∆xu(x)Λ(Tx
η
ω̃)|2dx. (5.43)Puisque u est solution du problème elliptique (5.36), on a u ∈ C∞(B) et don
 que (5.43)est borné par

η‖∇xu‖2L∞(B)

∫

B
|∇sΛ(Tx

η
ω̃)|2dx+ η2‖∆xu‖2L∞(B)

∫

B
|Λ(Tx

η
ω̃)|2dx.Il résulte don
 de (5.38) la 
onvergen
e (5.42).Étape 3. Montrons pour �nir que

∑

i∈Jη

1

d20(εk, ρk, k0)

∫

Y k
η \Dk

η

|vη(x)|2dx→ 0 .Posons q = (2 + h)/2, où h est 
omme dans le lemme 5.28 et q∗ tel que q−1 + q∗−1 = 1.En appliquant deux fois l'inégalité de Hölder, une fois sur l'intégrale et une autre sur lasomme par rapport à i ∈ Jη, on obtient
∑

i∈Jη

1

d20(εk, ρk, k0)

∫

Y ∗
k,η(ω)

|vη|2 ≤





∑

i∈Jη(ω)

η2

d2q0 (εk, ρk, k0)





1

q

‖vη‖2L2q∗ (BR\Dη)
.D'après (5.38), le premier terme du membre de droite est borné pour η → 0+. D'autrepart, à l'aide du lemme 5.29, le se
ond terme 
onverge vers zéro quand η → 0+. Ce
itermine la dernière étape. Le lemme 5.30 est alors démontré.
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5.3 Justi�
ation de l'hypothèse d'énergieThéorème 5.31 Sous la 
ondition (5.35), la borne (5.19) a lieu P-presque sûrementdans toute boule BR telle que B ⊂⊂ BR.Preuve. Supposons par l'absurde que l'équation (5.35) est vraie pour un 
ertain ω̃ ∈ Ωet que les solutions uη(·, ω̃) ne sont pas uniformément bornées dans L2(BR) par rapportà η. On suppose de plus que pour de tels ω̃ et h > 0 donnés dans (5.35), la borne (5.38)est véri�ée.On suppose que pour une suite ηn ց 0, n ∈ N on a
tn = ‖uηn(·, ω̃)‖L2(BR) ր ∞ as n→ ∞.Posons

ũn =
uηn(·, ω̃)

tn
.Les fon
tions ũn satisfont











div aη(x, ω)∇ũn(x) + k20ũn(x) = 0 , x ∈ R
2 ,

‖ũn‖L2(BR) = 1 ,

ũn − ui/tn véri�e la 
ondition (5.6) . (5.44)Puisque la famille de solutions {ũn , n ∈ N} véri�e (5.19), on déduit du lemme 5.16 et dela proposition 5.23 que ũn 
onverge double-é
helle vers ũ0(x, ω) := u(x)Λ(ω) satisfaisant(5.31) ave
 u la solution de (5.36) asso
iée à une onde in
idente nulle. Du fait que
ℑm(µeff(k0)) > 0, la solution de (5.36) est unique et don
 identiquement nulle tout
omme la limite double-é
helle de ũn. D'un autre 
�té, à l'aide de l'hypothèse (5.35), onpeut appliquer le théorème 5.26 ave
 ũ0 = 0 et déduire

lim
n→∞

‖ũn‖L2(BR) = 0.Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 (5.44) et nous permet de 
on
lure que si p véri�e (5.35)alors, la borne (5.19) est satisfaite P-presque sûrement.
26 Loi de perméabilité e�e
tive dépendant de lafréquen
eNous avons montré, dans un 
adre aléatoire, que des métamatériaux présentant unea
tivité magnétique pouvaient être obtenus à l'aide de stru
tures diéle
triques. À 
eniveau, il est important de pré
iser le 
omportement de la perméabilité e�e
tive µeffen fon
tion de la fréquen
e et de la loi de distribution des permittivités et des rayonsdé
rivant la stru
ture.154



6.1 Simulations numériquesCommençons ave
 le 
as où p est une masse de Dira
 en un point �xé (ρ0, θ0, ε0) ∈M .Nous sommes don
 dans le 
as déterministe 
omme dans [8℄ et la perméabilité e�e
tiveest donnée par
µeff(k0) = 1 +

∑

λ∈σ0

ε0ρ
4
0k

2
0

λ− ε0ρ
2
0k

2
0

‖PVλ(1)‖2 (5.45)
= 1 +

∑

λ∈σ0

ξ(λ)‖PVλ(1)‖2 .On suppose pour simpli�er que ℑ(ε0) = 0 (diéle
trique sans perte). On asso
ie, à 
haquevaleur propre λ ∈ Λ, la fréquen
e fλ qui rend la 
omposante ξ(λ) singulière (k20 =
ε0µ0f

2). Ces fréquen
es sont appelées fréquen
es de résonan
es. Elles lo
alisent les zonesoù µeff(ω) présente de fortes variations. Plus pré
isément, il est évident d'après (5.45)que
lim

f→f+

λ

µeff(f) = −∞ et lim
f→f−

λ

µeff(f) = +∞ .Ce
i montre en parti
ulier que la perméabilité e�e
tive est négative dans autant debandes de fréquen
es qu'il y a de valeurs propres dans σ0. Ces zones où µeff(f) < 0
onstituent des bandes de fréquen
es interdites (le 
hamp est non propagatif dans lematériau) du fait que la permittivité reste positive (
f. 
hapitre 1).Cet e�et est représenté dans la partie gau
he de la �gure 5.2, où les parties réelleet imaginaire de µeff sont tra
ées pour ε0 = 100 + 5i et ρ0 = 0.375 en fon
tion de lalongueur d'onde normalisée λ
d
(λ = 2π

k0
et d est la distan
e initiale séparant les in
lusions(
f. remarque 5.1)).Pré
isons maintenant l'in�uen
e du 
ara
tère aléatoire de la stru
ture sur le 
ompor-tement de la loi de perméabilité. On remarque fa
ilement que l'intégrale dans (5.7) vamoyenner les e�ets des résonan
es. En e�et, puisque (ρ, θ, ε) ∈ M n'est pas �xé dans
e 
as, nous avons pour 
ha
un d'eux une fréquen
e de résonan
e di�érente kn(ε, ρ) =

√

λn

ℜ(ε)ρ2
. Ce
i va amortir les variations de µeff 
omme nous le met en éviden
e dans lapartie droite de la �gure 5.2.Notons d'autre part que, dans le 
as de déterministe, il à été étudié numériquement ledomaine de validité de la loi homogénéisée (
f. [24℄). Il est montré en parti
ulier que letaux de remplissage doit rester en dessous de 0, 5 pour que la loi limite dé
rive bien le
omportement de la stru
ture réelle.6.2 Le 
as de diéle
triques ave
 très faibles pertesDans 
ette se
tion, nous voulons dis
uter de la dépendan
e du problème e�e
tif parrapport à la loi de permittivité : en parti
ulier dans le 
as où 
ette loi a son support surl'axe des réels (milieux non dissipatifs) et peut violer la 
ondition d'appli
ation de notre155
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λFigure 5.2: In�uen
e de la loi p sur la perméabilité µeff . Sur la gau
he, les rayons des in
lu-sions sont �xés à 0.375 et sur la droite les rayons suivent une loi uniforme entre
0.3 et 0.45. Dans les deux 
as la loi de permittivité est une masse de Dira
 aupoint 100 + 5i.théorème prin
ipal (5.35). Pour 
ela, on utilise la pro
édure d'approximation standarddans laquelle la loi de distribution des 
entres, rayons et permittivités est donnée par

ph :=
1

h
p
(

θ, ρ, a + i
b

h

)

, (5.46)où h > 0 est un petit paramètre destiné à tendre vers zéro. I
i, on suppose pour simpli�erque p est donné par
p(θ, ρ, a+ ib) = g(a) da⊗ ν(θ, ρ)⊗ ζ(b).Pour tout h > 0, le théorème 5.25 nous donne la loi de perméabilité suivante

µeff
h := 1 +

∑

n

Ih,n

(
∫

B1

ϕn

)2

,où Ih,n est dé�ni par
Ih,n :=

∫

M

ερ4

αn − ρ2ε
ph(dθ dρ dε), αn :=

λn
k0
. (5.47)Lorsque h→ 0, la loi de permittivité se 
on
entre sur l'axe des réels

ph
∗
⇀ p̃ := g(a) da⊗ ν(dρ) ,où ν est la marginale de ν. On suppose que la densité g satisfait la 
ondition suivantepour tout n ∈ N,

lim
β→0

∫

‖g′‖L∞([αn
ρ2

−β,αn
ρ2

+β])ν(dρ) <∞ . (5.48)
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Proposition 5.32 Sous l'hypothèse (5.48), on a que µeff
h → µeff où

µeff(k0) = 1 +
∑

n∈N
In(k0)

(
∫

B1

ϕn

)2

, (5.49)ave
 In le nombre 
omplexe dont les parties réelle et imaginaire sont données par
ℜ(In(k0)) =

∫

PV

(
∫

aρ4

λn − aρ2
g(a) da

)

ν(dρ) ,

ℑ(In(k0)) =
πλn
k20

∫

g
( λn
k20ρ

2

)

ν(dρ) .La notation PV réfère à la valeur prin
ipale de Cau
hy d'une intégrale singulière dé�niepar
PV

(
∫

1

a
g(a)

)

:= lim
ε→0

∫

R\]−ε,ε[

1

a
g(a) da ,(voir [45, Vol 1 p. 136℄).Remarque 5.33 Si ℑ(µeff(k0)) > 0 , on peut montrer un résultat légèrement plus fort.Considérant uh la solution de (5.36) asso
iée à la loi ph, on a que uh → u 
onvergefortement dans L2

loc(R
2) vers la solution u de

{

div (a(x)∇u(x)) + µ(x, k0)k
2
0u(x) = 0 , x ∈ R2 ,

u− ui véri�e la 
ondition de radiation de Somer�eld,ave
 µ(x, k0) = 1R2\B(x) + µ
eff(k0)1B(x) et µeff(k0) donné dans (5.49).(La preuve de 
e résultat utilise le même type d'argument par 
ontradi
tion que 
eluiutilisé dans la preuve du théorème 5.31.)Preuve de la proposition 5.32.On prouve i
i la 
onvergen
e In,h → In pour tout n ∈ N. En substituant les expressionsde ph, g, ν et ζ dans (5.47), on obtient

Ih,n =

∫

ρ2
(a + ihb)ρ2

αn − (a+ ihb)ρ2
g(a) da ν(dρ) ζ(db) = ℜ(Ih,n) + iℑ(Ih,n), (5.50)où

ℜ(Ih,n) = −
∫

ρ2ν(dρ) +

∫

ρ2αn(αn − aρ2)

(αn − aρ2)2 + (hbρ2)2
g(a) da ν(dρ) ζ(db),

ℑ(Ih,n) =

∫

ρ4αnhb

(αn − aρ2)2 + (hbρ2)2
g(a) da ν(dρ) ζ(db). 157



On �xe β > 0 et pour ℜ(Ih) on a, après le 
hangement de variables (aρ2 − αn) → aρ2,
∫ +∞

−∞

ρ2αn(αn − aρ2)

(αn − aρ2)2 + (hbρ2)2
g(a)da = −

∫ +∞

−∞

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2
g
(

a+
αn

ρ2

)

da

= −
∫

|a|>β

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2
g
(

a+
αn

ρ2

)

da−
∫

|a|≤β

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2
g
(

a+
αn

ρ2

)

daLe dernier terme dans le membre de droite est borné par
∫

|a|≤β

∣

∣

∣

∣

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2
g
(

a +
αn

ρ2

)

∣

∣

∣

∣

da =

=

∫ β

0

∣

∣

∣

∣

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2

(

g
(

a+
αn

ρ2

)

− g
(

− a+
αn

ρ2

)

)∣

∣

∣

∣

da

=

∫ β

0

αnaρ
4

(aρ2)2 + (hbρ2)2

∣

∣

∣

∣

∫ +a

−a

g′
(

a′ +
αn

ρ2

)

da′
∣

∣

∣

∣

da

≤ 2‖g′‖L∞([αn
ρ2

−β,αn
ρ2

+β])

∫ β

0

αna
2ρ4

(aρ2)2 + (hbρ2)2
da

≤ 2βαn‖g′‖L∞([αn
ρ2

−β,αn
ρ2

+β]).Alors, pour tout β > 0, on a
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞

ρ2αn(αn − aρ2)

(αn − aρ2)2 + (hbρ2)2
g(a)da

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|a−αn
ρ2

|>β

αnρ
2

|aρ2 − αn|
g (a) da+ 2βαn‖g′‖L∞([αn

ρ2
−β,αn

ρ2
+β])qui est indépendant de b et uniformément intégrable par rapport à ρ à l'aide de (5.48)et de la remarque 5.24.On peut alors appliquer le théorème de 
onvergen
e dominé pour avoir, pour tout β > 0,

lim
h→0

ℜ(Ih) = −
∫

ρ2ν(dρ)−
∫∫

(
∫

|a|>β

αn

a
g
(

a +
αn

ρ2

)

da

)

ζ(db)ν(dρ) +O(β) ,où O(β) → 0 quand β → 0. En passant à la limite β → 0 dans la relation pré
édente,on obtient ℜ(Ihn) → ℜ(In).Pour 
al
uler limh→0ℑ(Ih), on dé�nit la fon
tion fh,ρ,b(a) par
fh,ρ,b(a) =

αnhbρ
4

(αn − aρ2)2 + (hbρ2)2
.On véri�e fa
ilement que

∫ +∞

−∞
fh,ρ,b(a) da = αnπ .158



De plus, fh,ρ,b 
onverge uniformément vers 0 sur (−∞, αn/ρ
2−β]∪ [αn/ρ

2+β,∞), pourtout β > 0. Puisque g est 
ontinu, on a immédiatement que
lim
h→0

∫ +∞

−∞
fh,ρ,b(a)g(a) da = αnπg

(αn

ρ2

)

.De plus, la fon
tion (ρ, b) 7→
∫

fh,ρ,b(a)g(a)da satisfait la borne
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

−∞
fh,ρ,b(a)g(a) da

∣

∣

∣

∣

≤ αnπ‖g(a)‖L∞(R) .On peut alors appliquer le théorème de 
onvergen
e dominée pour obtenir ℑ(Ih,n) →
ℑ(In).

2
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6 Approximation numérique destenseurs e�e
tifsSommaireIntrodu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1611 Méthode de Galerkin pour l'approximation spe
trale . . . . 1622 Approximation du tenseur εeff(ω) obtenu dans le 
hapitre 3 1653 Approximation du tenseur µeff(ω) obtenu dans le 
hapitre 4 1673.1 Éléments d'arêtes de Nédéle
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1673.2 Un résultat de densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1743.3 Approximation du tenseur µeff . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1804 Cal
ul e�e
tif des opérateurs dis
rétisés . . . . . . . . . . . . 1814.1 Noyau de Green périodique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1814.2 Extra
tion de la singularité du noyau. . . . . . . . . . . . . . . 183Introdu
tionLe 
omportement de 
ristaux photoniques fortement 
ontrastés a été étudié théori-quement dans deux situations di�érentes, dans les 
hapitres 3 et 4. La théorie de l'ho-mogénéisation, 
onjuguée à une étude des mi
ro-résonan
es, a permis d'identi�er destenseurs de permittivité et de perméabilité e�e
tifs dépendant de la fréquen
e ω. Lesphénomènes de 
hangements de signes, mis en éviden
e sur la partie réelle des valeurspropres de 
es tenseurs, ont des 
onséquen
es importantes en physique. Pour que 
esphénomènes soient observés dans la pratique, il est 
ru
ial de 
onnaître de façon pré
ise,les intervalles de fréquen
es où les tenseurs εeff et µeff présentent 
es propriétés exotiques.L'objet de 
e 
hapitre est de mettre en ÷uvre une méthode d'approximation numériquetridimensionnelle qui pourra être testée sur des exemples types de géométries.Ce 
hapitre est organisé en quatre se
tions.Nous 
ommençons par présenter une méthode générale de type Galerkin permettantd'appro
her les valeurs et ve
teurs propres d'un opérateur 
ompa
t, auto-adjoint etstri
tement positif.Dans la se
onde se
tion, nous mettrons en oeuvre 
ette méthode a�n d'appro
her lespe
tre de l'opérateur R et de déduire l'approximation du tenseur de permittivité e�e
tif
εeff obtenu dans le 
hapitre 3. 161



Dans la troisième se
tion, nous appro
herons le spe
tre de l'opérateur A. La dis
réti-sation de Z0 := {f ∈ L2(Σ;C3) , div f = 0 , f ·n = 0 sur ∂Σ} sera obtenue à l'aide deséléments d'arêtes de Nédele
 pour lesquels nous démontrerons un résultat de �densité�.Il en résultera l'approximation des 
omposantes du tenseur µeff .Pour �nir, nous donnerons une formulation expli
ite et implémentable des opérateursdis
rétisés résultant de la méthode d'approximation spe
trale.1 Méthode de Galerkin pour l'approximationspe
traleIntroduisons quelques notations.On 
onsidère X un espa
e de Hilbert 
omplexe muni du produit s
alaire noté 〈·, ·〉Xet B et (Bh)h>0 des opérateurs linéaires 
ompa
ts auto-adjoints de X dans X .Notons L(X) l'ensemble des fon
tions linéaires 
ontinues de X dans X et introduisons
‖ · ‖h la semi-norme de L(X) dé�nie par

‖C‖h := sup
x∈Xh

‖x‖X=1

‖Cx‖X ∀C ∈ L(X) .On 
onsidère λ1 > λ2 > · · · > λn > · · · ≥ 0 les valeurs propres de l'opérateur B et
Vλn le sous-espa
e propre asso
ié à λn {n ∈ N}. De même, on notera λ1h > λ2h > · · · >
λNh > 0 les valeurs propres de Bh et V n

λn
h
le sous-espa
e propre asso
ié à λnh.À un espa
e ve
toriel V ⊂ X , on asso
ie PV le proje
teur orthogonal de X dans V .De plus, on introduit la distan
e

d(u, V ) = inf
v∈V

‖u− v‖X .On 
onsidère les deux 
onditions suivantes
‖Bhx− Bx‖X → 0 ∀x ∈ X , (6.1)

{Bh − B} uniformément 
ompa
t , (6.2)(voir dé�nition 2.25 pour l'uniforme 
ompa
ité).Théorème 6.1 On suppose que les 
onditions (6.1) et (6.2) sont satisfaites.Alors, pour tout λ valeur propre de B de multipli
ité m ∈ N, il existe des valeurspropres (λnh)n∈Iλ de Bh (Iλ ⊂ N) telles que leur multipli
ité totale soit exa
tement m etque
lim
η→0

λnh = λ ∀n ∈ Ih . (6.3)De plus en notant W h
Iλ

:= ⊕n∈IλVλn
h
, on a

lim
η→0

‖PWh
Iλ

x− PVλ
x‖X = 0 ∀x ∈ X . (6.4)
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Ce résultat fondamental est déduit du lemme 2.26 et de la proposition 2.29.
2Introduisons (Xh)h>0 une suite de sous-espa
es ve
toriels de X de dimension ph ∈ N�nie.Proposition 6.2 On suppose que la suite d'espa
es (Xh)h véri�e l'hypothèse suivante

∀ x ∈ X, lim
h→0

d(x,Xh) = 0 . (6.5)On dé�nit pour B 
ompa
t auto-adjoint, l'opérateur Bh donné par
Bh := PhB Ph . (6.6)Alors, la famille {Bh −B} est uniformément 
ompa
te.Preuve.L'opérateur B étant 
ompa
t, il su�t de montrer que la famille {Bn} est uniformément
ompa
te. Montrons alors que ∪hBh(BX) est relativement 
ompa
t dans X (BX est laboule unité de X).Soit (xk)k ⊂ ∪hBh(BX). On peut supposer, sans perte de généralités, que pour tout

k ∈ N, xk ∈ Bhk
où Bhk

est une sous-suite de Bh. En e�et, si tel n'était pas le 
as,alors il existerait N ∈ N tel que xk ⊂ ∪N
i=1Bi(BX) pour tout k su�samment grand. Or,
et ensemble est 
ompa
t en tant que réunion �nie de 
ompa
ts, 
e qui entraînerait lerésultat attendu.Montrons que la suite (xk) admet une valeur d'adhéren
e. Par dé�nition, pour tout k ∈ Nil existe yk ∈ BX tel que

xk = Bhk
yk .On note alors y une limite faible de la suite bornée (yk)k (quitte à extraire une sous-suite).Montrons à présent que

lim
k→+∞

‖xk − By‖X = 0 .On a par dé�nition de Bh

‖xk − By‖X = ‖Bhk
yk − By‖X = ‖Phk

BPhk
yk −By‖X .En introduisant le terme BPhk

yk dans la norme pré
édente, on prouve que
‖xk − By‖X ≤ ‖(Phk

− Id)BPhk
yk‖X + ‖BPhk

yk − By‖X . (6.7)On sait par hypothèse que l'opérateur Phk
− Id 
onverge fortement vers zéro. La dé-monstration 
onsiste alors à prouver que

lim
k→+∞

‖BPhk
yk − By‖X = 0 . (6.8)163



On a ‖Phk
yk‖ ≤ ‖yk‖ ≤ 1 puisque yk ∈ BX . Ainsi, puisque B est 
ompa
t, il existe

z ∈ X tel que
‖BPhk

yk − z‖ → 0 ,au moins à une sous-suite près. En ajoutant à 
ela que Phk
yk ⇀ y faiblement dans X ,on déduit que z = By et don
 (6.8).L'inégalité (6.7) et la 
onvergen
e forte (6.8) montrent alors que ‖xk − By‖X → 0.Ce
i prouve que By est une valeur d'adhéren
e de la suite (xk)k 
e qui termine ladémonstration.

2Formulation expli
ite du problème spe
tral dis
rétisé.On note ph := dim(Xh) et on �xe {ψk
h}phk=1 une base de Xh (à priori non orthonormée).On introduit les matri
es symétriques Gh et Dh dont les 
oe�
ients sont donnés par

(Gh)kl := 〈Bψk
h, ψ

l
h〉 , (Dh)kl := 〈ψk

h, ψ
l
h〉 ∀ (k, l) ∈ {1, .., ph}2 , (6.9)ainsi que le problème aux valeurs propres suivanttrouver (λ,d) ∈ R

+ × R
ph tel que Ghd = λDhd . (6.10)Lemme 6.3 Pour tout h > 0 et d = (dk)k ∈ R

ph, posons
vh :=

ph
∑

k=1

dkψk
h .Alors, on a l'équivalen
e suivante

(λ,d) solution de (6.10) ⇔ Bhvh = λvh .Preuve. En 
onsidérant le produit s
alaire par les éléments ψk
hk formant la base de

Xh, l'équation Bhvh = λvh est équivalente au système d'équations
ph
∑

k=1

dk 〈Bhψ
k
h, ψ

l
h〉 = λ

ph
∑

k=1

dk 〈ψk
h, ψ

l
h〉 , l ∈ {1, . . . , ph} ,où dk est la k-ième 
oordonnée de vh dans la base {ψk

h}.D'après la dé�nition (6.9) des matri
es Gh et Dh, 
e système n'est autre que (6.10).
2Remarque 6.4 En asso
iant les résultats donnés dans le théorème 6.1 et la proposition6.2, on obtiendra l'approximation des spe
tres des opérateurs Q et R donnés dans (4.81)et la dé�nition 3.15. En pratique, nous e�e
tuerons une dé
omposition en éléments �nisde leurs domaines qui véri�era la 
ondition de densité (6.5). De plus, a�n de 
onstruireexpli
itement les problèmes aux valeurs propres appro
hés, donnés dans le lemme 6.3, ilsera né
essaire dans 
ha
un des 
as, de 
onstruire une base de l'espa
e dis
rétisé.On pré
ise que 
es deux points (dé
omposition en éléments �nis et 
onstru
tion d'unebase) seront déli
ats dans le 
as de l'approximation de l'opérateur A, en raison de la
omplexité de son domaine Z0 := {f ∈ L2(Σ) , div f = 0 , f · n = 0 sur ∂Σ}.164



2 Approximation du tenseur εeff(ω) obtenu dans le
hapitre 3Rappel du tenseur e�e
tif.On 
onsidère Y := [−1
2
, 1
2
]3 et Σ := D × [− l

2
, l
2
] ⊂ Y représentant respe
tivement la
ellule de base et une in
lusion de la stru
ture (mise à l'é
helle dans la 
ellule unité).On note D± les deux bases du 
ylindre Σ.L'opérateur R asso
ie à w ∈ L2(D), la fon
tion [φw] ∈ L2(D) où pour tout φ ∈ W 1,2(Y ),

[φ]l(y) :=
1
l

(

φ(y,− l
2
)−φ(y, l

2
)
) et φw est l'unique élément de W 1,2

♯ (Y ) (à une 
onstanteprès) véri�ant la relation
−∆φw = w(δD+ − δD−) dans Y .D'après le lemme 3.19, l'opérateur R est positif, 
ompa
t et auto-adjoint. On 
onsidère

λ1 > λ2 > · · · > λn > · · · ≥ 0 les valeurs propres de R et Vλn le sous-espa
e propreasso
ié à λn {n ∈ N}.Ave
 
es notations, le tenseur diagonal εeff est donné par
εeff11 = εeff22 = 1 et εeff33 = 1− l

∑

n∈N

1
k2
0

2πγ
− λn + i

κ

‖PVλn
‖2 . (6.11)Les 
oe�
ients s
alaires γ et κ représentent respe
tivement la 
apa
ité et la 
ondu
tivitédes �bres apparaissant dans le problème initial (
f. (3.7), (3.8)) et k0 est le nombre(k0 = √

ε0µ0ω).Dis
rétisation du domaine D. Construisons un espa
e Xh de dimension �nie véri�ant(6.5) (ave
 X = L2(D)) à l'aide d'une dé
omposition en éléments �nis de L2(D).On introduit Kh une dis
rétisation du domaine D formée de re
tangles notés Di pour
i ∈ {1, . . . , ph} de 
�tés hk dans la dire
tion ek. On note h := sup{h1; h2}.Pour plus de simpli
ité, nous 
hoisissons des fon
tions élémentaires 
onstantes sur
haque élément de la dis
rétisation. Ces fon
tions, notées ui pour i ∈ {1, .., ph}, sontdé�nies par

ui :=
1

√

|Ki|
1Di

, (6.12)de façon à 
e que ‖ui‖L2(D) = 1 pour tout i ∈ {1, .., ph}. Pour alléger les notations, nous
hoisissons de ne pas faire apparaître la dépendan
e en h sur les fon
tions élémentaires
ui et sur les re
tangles Di ∈ Kh.On note de plus Eh := {ui}phi=1, Xh := vect(Eh) et Ph la proje
tion orthogonale de L2(D)dans Xh.Lemme 6.5 Pour tout u ∈ L2(D), on a

lim
h→0

‖u− Phu‖L2(D) = 0 . (6.13)165



Preuve.La base {ui}phi=1 étant orthonormée, on a pour tout u ∈ L2(D)

Phu =

ph
∑

k=1

〈ui, u〉ui =
ph
∑

i=1

(

−
∫

Di

u

)

1Di
.Si u ∈ W 1,2(D), on 
on
lut aisément à l'aide de l'inégalité de Poin
aré (2.7) que

‖u− Phu‖2L2(D) =

∫

D

∣

∣

∣

∣

∣

u−
ph
∑

i=1

(

−
∫

Di

u

)

1Di

∣

∣

∣

∣

∣

2

≤ Ch2‖∇u‖2L2(D) .On étend la 
onvergen
e à tout L2(D) par densité.
2En a

ord ave
 la dé�nition (6.6), on introduit l'opérateur Rh donné par

Rh := PhRPh ,qui est naturellement positif, 
ompa
t et auto-adjoint. Notons λ1h > λ2h > · · · > λNh > 0ses valeurs propres et V h
λn
h
le sous-espa
e propre asso
ié.Pour tout n ∈ N, on dé�nit In := {k ∈ N , λkh → λn} et in un entier �xé dans In.On note WIn l'espa
e ve
toriel donné par

WIn := ⊕k∈InV
h
λk
h
.Remarque 6.6 La dé�nition de l'ensemble d'indi
es In prend du sens en raison duthéorème 6.1 (appli
able i
i) qui prouve que In 6= ∅ pour tout n ∈ N et que ∪nI

n = N.On introduit en�n le s
alaire εph, donné pour tout p ∈ N, par
εph := 1−

p
∑

n=1

1
k2
0

2πγ
− λinh + i

κ

‖PWh
In
(1)‖2L2(D) . (6.14)I
i PWIn

désigne le proje
teur orthogonal sur WIn .Théorème 6.7 Ave
 les notations pré
édentes, le tenseur εeff donné en (3.50) véri�e
εeff11 = εeff22 = 1 et εeff33 = lim

p→+∞
lim
h→0

εph . (6.15)Preuve.On introduit, pour tout p ∈ N le réel εp, dé�ni par
εp := 1−

p
∑

n=1

1
k2
0

2πγ
− λn + i

κ

‖PVλn
(1)‖2 .
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Par dé�nition, on a que limp→∞ εp = εeff33 . D'autre part, la 
onvergen
e (6.13) entraîneque la famille d'espa
es ve
toriels Xh véri�e la 
ondition de densité (6.5). Il en résulte,d'après la proposition 6.2, que {Bh−B} est une famille uniformément 
ompa
te. Ainsi,le théorème 6.1 nous donne pour tout n ∈ {1, . . . , p} la 
onvergen
e
lim
h→0

‖PWh
In
w − PVλn

w‖L2(D) = 0 ∀w ∈ L2(D) .Il su�t alors de prendre w = 1 pour 
on
lure que limh→0 ε
p
h = εp et ainsi terminer ladémonstration.

2Le théorème 6.7 et la formule (6.14) nous donnent �nalement une pro
édure d'ap-proximation du tenseur de permittivité e�e
tif. Pour que 
elle-
i puisse être utilisableen pratique, il est indispensable que les termes de la matri
e de terme général
(Mh)ij = 〈Rui, uj〉 (6.16)puissent être 
al
ulés rapidement (
f. lemme 6.3). Nous montrerons dans la se
tion 4 de 
e
hapitre, qu'il est possible d'exprimer l'opérateur R de manière intégrale en exploitantle noyau de Green de l'opérateur −∆ ave
 
onditions périodiques. Cette formulatione�
a
e permettra la 
onstru
tion, dans un temps raisonnable, de la matri
eMh.3 Approximation du tenseur µeff(ω) obtenu dans le
hapitre 4Dans 
ette se
tion, nous allons appro
her numériquement le spe
tre de l'opérateur A,dé�nit dans (4.81), qui 
ara
térise le tenseur de perméabilité e�e
tif µeff .La se
tion est organisée en trois parties.Nous 
ommen
erons par 
onstruire une famille d'espa
es ve
toriels Zh voués à ap-pro
her Z0, le domaine de l'opérateur A. Cha
un de 
es espa
es Zh sera engendré parles éléments d'arêtes de Nédéle
 asso
iés à un maillage en pavé de Σ. Nous donneronségalement un moyen de se limiter à une famille formant une base de Zh.Dans une se
onde partie, nous démontrerons que 
et espa
e Zh véri�e la 
ondition dedensité (6.5).Dans la dernière partie, nous appro
herons expli
itement la perméabilité µeff .3.1 Éléments d'arêtes de Nédéle
On rappelle que l'espa
e Z0 est dé�ni par

Z0 :=
{

f ∈ L2(Σ) , div f = 0 , f · n = 0 sur ∂Σ} . 167



À la di�éren
e du 
as pré
édent, nous ne pouvons pas utiliser une dé
omposition deGalerkin simple puisque nous avons besoin de fon
tions à divergen
e nulle. Nous allonsutiliser une dé
omposition en pavés du domaine Σ et 
onsidérer les éléments d'arêtesasso
iés. Ces fon
tions sont à divergen
e nulle et ont été introduites par Nédéle
 dans[36℄. Pour des raisons de simpli
ité, nous allons 
onsidérer les éléments d'arêtes les moinsréguliers possible : 
'est-à-dire a�nes sur 
haque pavé de la dis
rétisation. Leur dé�nitionexpli
ite est donnée en (6.17) et né
essite les notations suivantes liées à la dis
rétisationde Σ.Maillage de l'in
lusion Σ. On dis
rétise Σ en pavés égaux de 
�tés hi dans la dire
tion
ei (i ∈ {1, 2, 3}). On note K l'ensemble de tous les pavés de 
ette dis
rétisation, Fl'ensemble de leurs fa
es non in
luses dans ∂Σ et A l'ensemble des arêtes des pavés de
K non in
luses dans ∂Σ. Ainsi, K, F et A sont des sous-ensembles de P(R3) et nous
onsidérons leurs éléments fermés dans R3.On introduit h := supi{hi} la taille 
ara
téristique des pavés, p = p(h) le nombred'arêtes de A et |K| := h1h2h3 le volume de 
haque pavé de K.Dé�nition 6.8 On adopte les notations suivantes où a ∈ A est �xé. On pourra sereporter à la �gure 6.1 pour une représentation graphique.
• (Ka

i )
4
i=1 ∈ K sont les quatre pavés qui 
ontiennent l'arête a. On note de plus Ka

0 :=
Ka

4 et on suppose qu'ils sont disposés autour de l'arête a de façon à 
e que pour
i ∈ {0, . . . , 3}, Ka

i et Ka
i+1 aient une fa
e en 
ommun.

• F a
i ∈ F est la fa
e 
ommune à Ka

i et Ka
i+1 pour i ∈ {0, . . . , 3}.

• na
i ∈ R3 est le ve
teur unitaire normal à F a

i orienté de Ka
i vers Ka

i+1 pour i ∈
{0, . . . , 3}.

• hai > 0 est la taille d'un pavé de K dans la dire
tion na
i .Dé�nition et propriétés générales des éléments d'arêtes.Dé�nition 6.9 Pour tout a ∈ A et xa ∈ a �xé, l'élément d'arête ψa est dé�ni par

ψa(x) =
1

|K|

4
∑

i=1

[

(

(x− xa) · na
i + hai

)

na
i

−
(

(x− xa) · na
i−1 − hai−1

)

na
i−1

]

1Ka
i
(x) , (6.17)ave
 les 
onventions d'é
riture na

0 := n
a
4 et ha0 := ha4.Il est fa
ile de voir que le 
hamp ψa est 
onstant dans la dire
tion de l'arête (dans

∪iK
a
i ) et est orthogonal à la dire
tion de a. On le représente dans la �gure 6.2.Remarque 6.10 Pour tout a ∈ A, la fon
tion ψa véri�e les propriétés suivantes(i) ψa est a�ne sur tous les pavés de la dis
rétisation K.168
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Figure 6.1: Convention du sens des nor-males aux fa
es des pavés. Figure 6.2: Représentation graphiqued'un élément d'arête ψa dansles quatre pavés {Ka
i }4i=1.(ii) ψa a son support dans l'union des quatre éléments de K 
ontenant l'arête a.(iii) Pour tout a ∈ A, F ∈ F et nF un ve
teur normal à la fa
e F , on a

ψa · nF 1F 6= 0 ⇔ a ⊂ F .(iv) divψa = 0 dans Y et ψa.n = 0 sur ∂Σ (i.e. ψa ∈ Z0).(v) ∀i ∈ {1, . . . , 4}, ψa · na
i =

1

|F a
i |

dans F a
i .On note EC la famille donnée pour tout C ⊂ A par

EC := {ψa : a ∈ C} . (6.18)Nous sommes alors en mesure de dé�nir le sous-espa
e ve
toriel qui va appro
her Z0.On le note Zh et il est dé�ni par
Zh := vect(EA) . (6.19)On note de plus P h la proje
tion orthogonale de Z0 sur Zh (orthogonale par rapport auproduit s
alaire de L2(Σ;R3)).Lemme 6.11 On �xe une fon
tion fh ∈ Zh. Alors, pour tout K ∈ K en notant Fi et

Fi+3 les deux fa
es de K orthogonales à ei, on a que fh est a�ne dans K et véri�e
∂

∂xj
fh · ei = 0 , ∀ j 6= i dans K , (6.20)

∂

∂xi
fh · ei = ± 1

hi

[

−
∫

Fi+3

fh(x) · ei dσ(x)−−
∫

Fi

fh(x) · ei dσ(x)
] dans K . (6.21)169



En parti
ulier, si fh ∈ Zh véri�e
∫

F

fh · nF = 0 , ∀F ∈ F , (6.22)où nF est un ve
teur normal F ∈ F , alors fh est identiquement nul dans Σ.Preuve. L'égalité (6.20) est une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition 6.17 de ψa.L'égalité (6.21) résulte dire
tement du fait que fh · ei est a�ne dans K et vaut la
onstante ±f h · ei sur 
ha
une des fa
es Fi et Fi+3.La dernière propriété est alors une 
onséquen
e immédiate de (6.20) et (6.21).
2Base de l'espa
e d'approximation Zh.Comme nous l'avons souligné dans la remarque 6.4, le 
al
ul des valeurs et ve
teurspropres des opérateurs dis
rétisés sera e�e
tué, en pratique, sur les matri
es dé�niesdans (6.9) à l'aide d'une base de l'espa
e Zh. Le résultat suivant indique que 
ette basen'est pas triviale.Proposition 6.12 La famille EA := {ψa : a ∈ A} n'est pas libre dans l'espa
e Vh.Preuve.On 
onsidère six arêtes {ak}6k=1 di�érentes deux à deux et ayant un point en 
ommun.Nous allons montrer que la famille E{ak} n'est pas libre : 
'est-à-dire qu'il existe (αk)

6
k=1 ∈

R6 non tous nuls tel que
6
∑

k=1

αkψ
ak = 0 . (6.23)Grâ
e au dernier point du lemme 6.11, l'équation pré
édente est obtenue dès lors que

(

6
∑

k=1

αkψ
ak(x)

)

· nF = 0 , ∀F ∈ F , x ∈ F . (6.24)La 
omposante normale des éléments d'arêtes ψa pour a ∈ A est 
onstante sur les fa
esde F d'après le point (v) de la remarque 6.10 (
onstante nulle lorsque a 6⊂ F ) . Comme onle fait apparaître dans la �gure 6.3, il est possible de 
hoisir le sens de rotation de 
ha
undes 
hamps ψak de sorte que les �ux normaux à travers 
haque fa
e se 
ompensent deuxà deux (on utilise i
i à nouveau la propriété (v) de la remarque 6.10). Ainsi, il existe
(αk)

6
k=1 ∈ R6 véri�ant (6.24) ave
 pour k ∈ {1, .., 6}, αk = ±1.
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(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figure 6.3: On s'intéresse aux six fon
tions élémentaires (ψak )6k=1 pour des arêtes (ak) ayantun point en 
ommun. Cha
un des s
hémas est asso
ié à une fon
tion αkψ

ak ave

αk = ±1. On représente en gris les quatre fa
es F ak

i où le �ux normal de ψak estnon nul et on repère par un ve
teur le sens de rotation de la fon
tion αkψ
ak quel'on a 
hoisi. Ainsi, parmi les six s
hémas, 
ha
une des fa
es apparaît deux foiset les ve
teurs asso
iés sont opposés. La somme de 
es six fon
tions va don
 êtreà �ux normal nul sur 
ha
une des fa
es.Base de Zh. En pratique, le 
al
ul des valeurs et ve
teurs propres de Ah passe par larésolution du problème aux valeurs propres (6.10) formulé dans Rph. Il est don
 
ru
ialde pouvoir 
onstruire les matri
es Gh et Dh (données en 6.9) et don
 un sous-ensemble

A0 ∈ A tel que EA0
soit une base de Zh.D'après les arguments donnés dans la démonstration de la proposition 6.12, il estné
essaire d'éviter le 
as où six arêtes ont un point 
ommun. Pour 
ela, on 
onsidère lafamille formée des arêtes horizontales A1 ∪A2 ave
 Ai := {a ∈ A , a ‖ ei}. Il s'avère enfait que EA1∪A2

n'est pas une famille génératri
e de Zh. Nous dé
rivons dans la suite lesarêtes de A3 qu'il faut ajouter à A1 ∪A2 pour 
ompléter la famille.On 
onsidère pour a ∈ A, l'ensemble Sa dé�ni par
Sa := D(a) ∩ Σ , (6.25)où D(a) est la droite de R3 
ontenant l'arête a. Ainsi, Sa 
ontient les arêtes de A�alignées� ave
 a. Cet ensemble est un segment si Σ est 
onvexe, et peut être une réunionde segments dans le 
as 
ontraire (
f �gure 6.4).L'idée, pour 
onstruire la famille A0 est d'ajouter à A1 ∪ A2 une unique arête de A3
ontenue dans 
ha
une des 
omposantes 
onnexes de Sa pour a ∈ A3. On note pour171



Figure 6.4: Di�éren
es entre les arêtes 
ontenues dans A et A0
ela Ca(Sa) ⊂ R3, la 
omposante 
onnexe de Sa 
ontenant a et on 
onsidère U ⊂ P(R3)l'ensemble donné par
U := {Ca(Sa) | a ∈ A3}. (6.26)En d'autres termes, l'ensemble U est formé des segments parallèles à e3, de longueurmaximale dans Σ et 
ontenant au moins une arête de A3. On note n0 le nombre de 
essegments et on �xe {ak , k = 1, . . . , n0} ⊂ A3 tel que

U = {Cak(Sak) , k = 1, .., n0} .De 
ette façon, 
ha
un des éléments de U est un segment qui 
ontient une unique arête
ak ∈ A3.Dé�nition 6.13 On dé�nit A0 ⊂ A par

A0 := A1 ∪A2 ∪
(

n0
⋃

k=1

{ak}
)

. (6.27)On note que la dépendan
e de A0 en terme du 
hoix des arêtes ak ∈ A3 ne va pasavoir d'in�uen
e sur les résultats qui suivent. Dans la pratique, ils seront 
hoisis le plussimplement possible, souvent en 
onta
t ave
 le bord de Σ.Théorème 6.14 La famille Eh = EA0
= {ψa | a ∈ A0} forme une base de Vh (non-orthogonale).Preuve.Montrons que la famille Eh est génératri
e.On �xe b 6∈ A0 et on doit montrer que b ∈ vect(EA0

). On est assuré, par dé�nition de
A0, que b ∈ A3 et qu'il existe une unique arête a ∈ A0 ∩ A3 telle que b ∈ Ca(Sa). Ainsi,les arêtes a et b sont alignées et l'ensemble co(a, b) (enveloppe 
onvexe de a ∪ b) est unsegment de dire
tion e3 in
lus dans Σ. Il est re
ouvert par les arêtes de A3 et il existedon
 n ∈ N et (ak)nk=1 ∈ A3 tels que

co(a, b) =
n
⋃

k=0

ak .On suppose de plus que
a0 := a , an = b et ak

⋂

ak+1 6= ∅ ∀ k ∈ {0, . . . , n− 1} .Nous allons terminer la preuve en montrant par ré
urren
e la propriété suivante pourtout k ∈ {1, . . . , n} :
ψak ∈ vect(EA0

) . (6.28)172



On a a0 := a ∈ A0 qui entraîne que la relation (6.28) est véri�ée pour k = 0. On supposeà présent qu'elle est vraie pour k �xé dans {0, . . . , n− 1}.On se trouve i
i dans le même 
adre que 
elui de la démonstration de la proposition6.12. En e�et, puisque toutes les arêtes de dire
tions e1 et e2 sont éléments de A0,on est assuré de l'existen
e de (bl)
4
l=1 ∈ A0 telle que les six arêtes formant l'ensemble

L := {ak, ak+1, b1, . . . , b4} soient di�érentes et partagent un point 
ommun. D'aprèsl'argument présenté dans la �gure 6.3, la famille EL est liée. Plus pré
isément, on a
vect(EL) = vect(E{ak ,b1,...,b4}) .Or, on a que vect(E{ak,b1,...,b4}) ⊂ vect(EA0

) (puisque bl ∈ A0 pour tout l ∈ {1, . . . , 4} et
ψak ∈ vect(EA0

)) et ainsi on déduit ψak+1 ∈ vect(EA0
).Montrons que la famille EA0

est libre.Fixons (βa)a∈A0
⊂ R une famille de réels véri�ant

∑

a∈A0

βaψ
a = 0 dans Σ (6.29)et montrons que l'on a né
essairement βa = 0 pour tout a ∈ A0.Pour fa
iliter la démonstration, nous nous plaçons dans le 
as où le domaine Σ est un
ylindre dans la dire
tion e3 dont les bases sont notées D±. On suppose de plus quetoutes les arêtes de A0 ∩ A3 tou
hent la base D−.On peut voir les arêtes de A0 \ A3 
omme une multitude de �grilles� disposées les unesau-dessus des autres. Nous allons utiliser un raisonnement itératif pour prouver que les
oe�
ients βa sont tous nuls. Notre raisonnement va 
onstruire une suite d'ensembles

Ck ⊂ A0 formés des arêtes de A0 pour lesquelles il reste à montrer que les 
oe�
ients βaasso
iés sont nuls. On fait naturellement l'initialisation C0 := A0 et il faut montrer que
Ck = ∅ pour k ∈ N assez grand.� Lorsque Ck \ A3 6= ∅, on 
onsidère l'ensemble noté G 
onstitué des arêtes de Ckformant la grille la plus éloignée de D−. Quelque soit a ∈ G �xé, il existe une fa
e de
F ren
ontrant a qui ne ren
ontre au
une autre arête de G (on utilise i
i l'hypothèseselon laquelle les arêtes de A3 tou
hent D−). Autrement dit, en reprenant les notationsdonnées dans la dé�nition 6.8, il existe i ∈ {0, .., 3} tel que

F a
i ∩

⋃

a∈G
a = a . (6.30)Cette relation ajoutée au point (iii) de la propriété 6.10 nous permet de dire que

ψa · na
i 1F a

i
6= 0 ⇔ a = a .En utilisant 
ette dernière relation dans l'équation (6.29), nous obtenons �nalement

0 =
∑

a∈Bk

βaψ
a · na

i 1F a
i
= βaψ

a · na
i 1F a

i
,
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e qui entraîne que βa = 0. Le 
hoix de a étant arbitraire dans G, on a βa = 0 pour tout
a ∈ G.On �xe alors Ck+1 := Ck \ G et on réitère le raisonnement ave
 k = k + 1.� Si Ck \A3 = ∅, alors il reste à prouver que βa = 0 pour a ∈ A3. Ces arêtes formentun réseau de segments verti
aux. En remarquant qu'une arête a disposée au bord de 
eréseau véri�e (6.30) ave
 G = Ck pour un 
ertain i ∈ {0, .., 3}, on montre, grâ
e auxmêmes arguments que 
eux utilisés dans le 
as pré
édent, que le 
oe�
ient βa = 0. On�xe alors Ck+1 := Bk \ {a} et on re
ommen
e le raisonnement.� Si Ck = ∅ alors βa = 0 pour tout a ∈ A0.Puisque l'ensemble C0 = A0 est �ni et que Ck+1 est stri
tement in
lus dans Ck, lepro
édé itératif se terminera obligatoirement par le 
as Ck = ∅.Dans le 
as de géométries plus générales du domaineΣ, le même type de démonstrationpeut être re
onduit. L'idée est toujours de raisonner par ré
urren
e sur des arêtes in
lusesdans une fa
e ne 
ontenant au
une autre arête a ∈ A dont le 
oe�
ient asso
ié βa estnon nul.

23.2 Un résultat de densitéDans 
ette partie, nous allons montrer que l'espa
e de dimension �nie Zh dé�ni dans(6.19) satisfait la 
ondition de densité (6.5) (pour X = Z0 et Xh = Zh). Le résultat seraune 
onséquen
e immédiate de la proposition 6.15 dont la démonstration 
onstitue lereste de la se
tion.Proposition 6.15 Pour tout f dans Z0 ∩W 1,2(Σ,R3), il existe h > 0 et fh ∈ Zh telsque :
‖f − fh‖L2(Σ) ≤ Ch‖∇f‖L2(Σ) , (6.31)où C > 0 est indépendant de h.Preuve.La démonstration de 
e résultat va être dé
omposée en deux étapes.Nous allons 
ommen
er par montrer que pour tout f ∈ Z0, il existe une fon
tion

fh ∈ Zh véri�ant, pour tout F ∈ F et nF un ve
teur normal à F , la relation
∫

F

fh · nF =

∫

F

f · nF . (6.32)Nous montrerons dans une se
onde étape qu'une telle fon
tion satisfait (6.31) lorsque
f ∈ Z0 ∩W 1,2(Σ,R3).174



a2
F2

a1

e1

e3

e2

K0
F3

F1
a3Figure 6.5: Disposition des fa
es dans l'élément K0.Étape 1 :On numérote les pavés de K de sorte que pour tout k ∈ {1, .., N}, on ait

Kk ⊂ Σk := Σ \
k−1
⋃

l=1

Klet qu'au moins trois des fa
es de Kk soient in
luses dans ∂Σk. On dira d'un tel pavéqu'il est �dans un 
oin� de Σk. Il est évident que (Σk)k forme une suite dé
roissanted'ensembles telle que ΣN+1 = ∅.Nous allons montrer par ré
urren
e que la proposition suivante est vraie pour tout
k ∈ {1, .., N}. Il existe une fon
tion gk ∈ Zh telle que :

∫

F

gk · nF =

∫

F

f · nF , ∀F ∈ F , F ⊂
k
⋃

l=1

Kl
(6.33)La propriété (6.33) est trivialement véri�ée pour k = 0 ave
 g0 = 0 puisque l'ensembledes fa
es autorisées est vide.Supposons que la propriété (6.33) est vraie au rang k. Il existe don
 une fon
tion gk ∈ Zhqui véri�e

∫

F

(f − gk) · nF = 0 , ∀F ⊂
k
⋃

l=1

Kl . (6.34)Grâ
e à notre 
hoix de numérotation, le pavé Kk+1 est �dans un 
oin� de Σk. On note
C := {a ⊂ Kk+1 , a 6⊂ ∂Σk} .Puisqu'au moins trois des fa
es de Kk+1 sont in
luses dans ∂Σk, on a que nC := ♯C ≤ 3.On étudie pour 
ommen
er le 
as où nC = 3. On note {aj , j = 1, 2, 3} les arêtes de Cet {Fp , p = 1, 2, 3} l'ensemble des fa
es de Kk+1 non in
luses dans ∂Σk. On numérote
es fa
es de sorte que l'arête aj soit telle que aj = Fp ∩ Fq pour {j, p, q} = {1, 2, 3}. Cesnotations sont reportées sur la �gure 6.5. 175



On se propose de trouver (αj)
3
j=1 ∈ Rn tel que pour tout j ∈ {1, . . . , 3} on ait

α1

∫

Fj

ψa1 · ej + α2

∫

Fj

ψa2 · ej + α3

∫

Fj

ψa3 · ej =
∫

Fj

(f − gk) · ej . (6.35)À l'aide de la 
onvention d'orientation des normales et du point (v) de la remarque6.10, on a
∫

F2

ψa1 · e2 +
∫

F3

ψa1 · e3 = 0 ,

∫

F1

ψa2 · e1 +
∫

F3

ψa2 · e3 = 0 , (6.36)
∫

F1

ψa3 · e1 +
∫

F2

ψa3 · e2 = 0 .En introduisant s1 := ∫F2
ψa1 · e2 , s2 :=

∫

F1
ψa2 · e1 et s3 :=

∫

F1
ψa3 · e1, on déduitdes relations (6.35) et (6.36) que





0 s2 s3
s1 0 −s3
−s1 −s2 0









α1

α2

α3



 =





∫

F1
f · e1

∫

F2
f · e2

∫

F3
f · e3



 . (6.37)Il est 
lair que la matri
e pré
édente n'est pas inversible. En faisant la somme deséquations du système (6.37), on montre que l'on a existen
e de (αa)a solution de 6.35 si,et seulement si, la relation de 
ompatibilité suivante est véri�ée
3
∑

j=1

∫

Fj

(f − gk) · ej = 0 . (6.38)Or, 
ette relation est une 
onséquen
e de div(f − gh) = 0 qui 
onduit à
0 =

∫

∂Kk+1

(f − gk) · n =

n
∑

j=1

∫

Fj

(f − gk) · ej +
∫

∂Kk+1\∪jFj

(f − gk) · (−ej) . (6.39)De plus ∂Kk+1 \ ∪jFj est formé des fa
es de Kk+1 in
luses dans ∪k
l=1Kl, 
e qui permetgrâ
e à la relation (6.34), de prouver (6.38).L'existen
e de (αa)a solution de (6.35) est ainsi assurée et il en résulte que la fon
tion

gk+1, donnée par
gk+1 = gk +

n
∑

j=1

αjψ
aj ,véri�e (6.33).Lorsque l'entier n := ♯C 6= 3, alors :� soit n = 1 : il n'y a don
 que deux fa
es de Kk+1 non-in
luses dans ∂Σk. Dans 
e
as, les arguments employés dans le 
as n = 3 sont en
ore valables ;176



� soit n = 0 : la fon
tion gk satisfait ainsi (6.33) pour tout F ∈ F , puisque ∂Kk+1 ⊂
∂Σk. Le raisonnement par ré
urren
e s'arrête i
i ave
 l'existen
e d'une fon
tion
fh := gk véri�ant (6.32).Le nombre de pavés dans K étant �ni, on est assuré que le pro
édé ré
ursif se terminedans le 
as n = 0. Ce
i 
on
lut l'étape 1.Étape 2 :Cette étape va 
onsister à démontrer le lemme suivant, dont les relations (6.41) et(6.42) entraînent dire
tement l'inégalité (6.31).Lemme 6.16 Pour tout K ∈ K on a

1

|K|

∣

∣

∣

∣

∫

K

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

≤ Ch2‖∇f‖2L2(K) (6.40)
‖f − fh‖2L2(Σ) ≤ h2C

(

∑

i

∫

Ki

|∇(f − fh)|2 + ‖∇f‖2L2(Σ)

) (6.41)
∫

K

|∇(f − fh)|2 ≤ C‖∇f‖2L2(K) (6.42)Preuve de (6.40).On �xe K ∈ K et on 
onsidère la fon
tion fh ∈ Zh véri�ant la relation (6.32). Onintroduit pour k ∈ {1, 2, 3}, le réel Ikh dé�ni par
Ikh :=

∫

K

(f − fh) · ek .La démonstration 
onsiste à montrer que |Ikh | ≤ h2
√
hC‖∇f‖.En exploitant la relation div(f − fh) = 0 et grâ
e à une intégration par parties, ondéduit de 
ette dé�nition que

Ikh =

∫

∂K

(f − fh) · nxk dσ(x) ,où n est la normale sortante à K. On note pour j ∈ {1, 2, 3}, Fj et Fj+3 les deux fa
esde K orthogonales à ej . D'après l'égalité (6.32) et puisque xk est 
onstant dans 
ha
unedes fa
es Fk et Fk+3, il vient
Ikh =

∫

∂K\{Fk∪Fk+3}
(f − fh) · n xk dσ(x) . (6.43)D'autre part, il résulte de fh ∈ Zh et du point (v) de la remarque 6.10 que f · nF est
onstant sur 
haque fa
e F ∈ F (nF normale à F ). On déduit alors de (6.32) que

fh · nF = −
∫

F

f · nF ∀F ∈ F . 177



En 
onséquen
e, on a pour tout j ∈ {1, 2, 3} \ {k} que
∫

Fj∪Fj+3

fh · nxk dσ =

(

−
∫

Fj

f · n
)

∫

Fj

xk dσ +

(

−
∫

Fj+3

f · n
)

∫

Fj+3

xk dσ

=

(

−
∫

Fj

xk

)[

∫

Fj∪Fj+3

f · n dσ
] (6.44)La dernière égalité dans l'équation pré
édente est déduite du fait que xk ne dépend pasde xj (j 6= k) entraînant ainsi que ∫

Fj
xk dσ =

∫

Fj+3
xk dσ.Les équations (6.43) et (6.44) 
onduisent à

Ikh =
∑

i 6=k

∫

Fj∪Fj+3

f · n
(

xk −−
∫

Fj

xk

)

dσ .On a la relation Fj+3 := Fj ± hjej. D'autre part, la normale n 
hange de sens entre lesfa
es Fj et Fj+3 
e qui 
onduit à prendre n = ±ej et ainsi obtenir
Ikh = ±

∑

j 6=k

∫

Fj

(

f(x)− f (x+ hjej)
)

· ej
(

xk −−
∫

Fj

xk

)

dσ(x) .On utilise l'inégalité triangulaire puis l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz pour obtenir
|Ikh | ≤

∑

j 6=k

∥

∥f (x)− f(x± hjej)
∥

∥

L2(Fj)

∥

∥

∥

∥

∥

xk −−
∫

Fj

xk

∥

∥

∥

∥

∥

L2(Fj)

. (6.45)On applique l'inégalité de Poin
aré au terme ∥∥
∥
xk − −

∫

Fj
xk

∥

∥

∥

L2(Fj)
pour avoir

∫

Fj

∣

∣

∣

∣

∣

xk −−
∫

Fj

xk

∣

∣

∣

∣

∣

2

dσ ≤ Ch2
∫

Fj

|∇xk|2

≤ Ch4 . (6.46)Par ailleurs, on a
∫

Fj

|f(x)− f (x± hjej)|2 =

∫

Fj

∣

∣

∣

∫ xj±hj

xj

∂f

∂xj

∣

∣

∣

2

≤ h2
∫

Fj

∣

∣

∣
−
∫ xj±hj

xj

∂f

∂xj

∣

∣

∣

2

≤ h

∫

K

|∇f |2 . (6.47)En 
onséquen
e des équations (6.45), (6.46) et (6.47), on a l'inégalité suivante
|Ikh | ≤ h2

√
hC‖∇f‖ ,178



qui termine la démonstration de (6.40).Preuve de (6.41).On 
ommen
e par remarquer que
‖f − fh‖2L2(Σ) =

∑

i

∫

Ki

|f − fh|2 . (6.48)On fait apparaître le terme −
∫

Ki
(f − fh) dans l'inégalité pré
édente pour obtenir

‖f − fh‖2L2(Σ) ≤ 2
∑

i

∫

Ki

∣

∣

∣

∣

f − fh −−
∫

Ki

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

+

∫

Ki

∣

∣

∣

∣

−
∫

Ki

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

≤ 2
∑

i

∫

Ki

∣

∣

∣

∣

f − fh −−
∫

Ki

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

+
1

|K|

∣

∣

∣

∣

∫

Ki

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

. (6.49)On a (f − fh) ∈ W 1,2(Ki). L'inégalité de Point
aré appliquée au premier terme dumembre de droite entraîne alors que pour tout i, on a
∫

Ki

∣

∣

∣

∣

f − fh −−
∫

Ki

(f − fh)

∣

∣

∣

∣

2

≤ Ch2
∫

Ki

|∇(f − fh)|2 . (6.50)L'inégalité (6.41) est alors immédiatement déduite des relations (6.40),(6.49) et (6.50).Preuve de (6.42).On 
ommen
e par dé
omposer la norme de la matri
e ∇(f − gh) de la façon suivante
∫

K

|∇(f − fh)|2 =
3
∑

i,j=1

∫

K

[

∂i(f · ej − fh · ej)
]2

.On a, grâ
e à la relation (6.20), que ∂
∂xi
fh · ej = 0 pour tout i 6= j. Il en résulte

∫

K

|∇(f − gh)|2 ≤
∑

i 6=j

∫

K

|∂i(f · ej)|2 + 2
3
∑

i=1

∫

K

|∂i(f · ei)|2 + 2
3
∑

i=1

∫

K

|∂i(fh · ei)|2 .Pour terminer la démonstration de (6.42), il su�t alors de montrer pour tout i ∈ {1, 2, 3}que
∫

K

|∂i(fh · ei)|2 ≤ C

∫

K

|∇f |2 .Or, à l'aide de la relation (6.21), on a
∣

∣

∣

∂

∂xi
fh · ei

∣

∣

∣

2

=
1

h2i

∣

∣

∣

∣

−
∫

Fi

(fh(x± hiei)− fh(x)) · ei dσ(x)
∣

∣

∣

∣

2

≤ 1

hi|K|

∫

Fi

|fh(x± hiei)− fh(x)|2 dσ(x)Il su�t alors d'utiliser la majoration (6.47) pour terminer la démonstration.
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3.3 Approximation du tenseur µeffOn rappelle que, grâ
e à la proposition 4.28, le tenseur de perméabilité e�e
tif obtenudans le 
hapitre 4 est donné pour (k, l) ∈ {1, 2, 3}2 par
µeff

kl (k0) = δkl +
∑

n

εrk
2
0

1− εrαnk20

[
∫

Y

y ∧ gn · ek
] [
∫

Y

y ∧ gn · el
]

,où (αn, gn) sont les valeurs et ve
teurs propres de l'opérateur A dé�ni de Z0 dans Z0dans l'équation (4.81).On 
onsidère Zh le sous-espa
e ve
toriel de Z0 donné dans (6.19) et EA0
:= {ψa , a ∈

A0} une de ses bases. Les fon
tions ψa sont dé�nies dans (6.17) et l'ensemble A0 estdé
rit dans (6.27).On note P h la proje
tion orthogonale de Z0 sur Zh.En a

ord ave
 la dé�nition (6.6), on introduit Ah l'opérateur donné par
Ah := P hAP h ,qui est naturellement positif, 
ompa
t et auto-adjoint. Notons α1

h > α2
h > · · · > αph

h >
0 ses valeurs propres et V h

αn
h
le sous-espa
e propre asso
ié.Pour tout n ∈ N, on dé�nit In := {k ∈ N , αk

h → αn} et in un entier �xé dans In.On note W h
In l'espa
e ve
toriel donné par

W h
In := ⊕k∈InV

h
αk
h
. (6.51)Remarque 6.17 La dé�nition de l'ensemble d'indi
es In prend du sens en raison duthéorème 6.1 (appli
able i
i) qui prouve que In 6= ∅ pour tout n ∈ N et que ∪nI

n = N.On introduit en�n le tenseur µp
h dont les 
omposantes sont données pour tout p ∈ Net (k, l) ∈ {1, 2, 3}2 par

(µp
h)kl =

p
∑

n=0

εrk
2
0

1− εrα
in
h k

2
0

〈PWh
In
(ek ∧ y), PWh

In
(el ∧ y)〉 . (6.52)I
i PWIn

désigne le proje
teur orthogonal sur WIn .Théorème 6.18 Ave
 les notations pré
édentes, on a pour tout (k, l) ∈ {1, 2, 3}2,
lim

p→+∞
lim
h→0

(µp
h)kl = µ

eff
kl . (6.53)Preuve.On 
ommen
e par é
rire µeff sous une forme semblable à 
elle de µp

h en exploitant lamultipli
ité des valeurs propres de A. En utilisant la notation WIn donnée dans (6.51),on a
(µeff)kl = δkl +

∑

n

εrk
2
0

1− εrαnk20
〈PWh

In
(ek ∧ y), PWh

In
(el ∧ y)〉 .180



On introduit pour tout p ∈ N le tenseur µp dont les 
omposantes sont données pour
(k, l) ∈ {1, 2, 3}2 par

(µp)kl = δkl +

p
∑

n=1

εrk
2
0

1− εrαnk20
〈PVαn (ek ∧ y), PVαn (el ∧ y)〉 .Par dé�nition, on a que limp→∞(µp)kl = (µeff)kl pour tout (k, l) ∈ {1, 2, 3}2. D'autre part,la 
onvergen
e (6.31) entraîne que la famille d'espa
es ve
toriels Zh véri�e la 
onditionde densité (6.5). Il en résulte, d'après la proposition 6.2, que {Ah −A} est une familleuniformément 
ompa
te. Ainsi, le théorème 6.1 nous donne pour tout k ∈ {1, . . . , p} la
onvergen
e

lim
h→0

‖PWh
In
f − PVαnf‖L2(Σ;C3) = 0 ∀f ∈ Z0 .On ne peut pas dire
tement 
hoisir f = ek ∧ y, puisque 
elui-
i n'est pas élémentde Z0. Cependant, étant quand même à divergen
e nulle, on 
on
lut par densité, que

limh→0(µ
p)kl = (µeff)kl pour tout (k, l) ∈ {1, 2, 3}2.

24 Cal
ul e�e
tif des opérateurs dis
rétisésLes tenseurs e�e
tifs εeff et µeff sont maintenant appro
hés par les suites (εph)h,p et
(µp

h)h,p. Les termes de 
es suites sont 
ara
térisés respe
tivement par les valeurs et ve
-teurs propres des problèmes spe
traux suivant
Mhdh = λhdh , Ghch = αhDhch ,où les matri
es Gh, Mh et Dh sont dé�nies par

(Mh)ij :=< Rui, uj > , ∀ (i, j) ∈ {1, . . . , ph} ,
(Gh)ab :=< Aψ

a,ψb > , ∀ (a, b) ∈ A2
0 , (6.54)

(Dh)ab :=< ψ
a,ψb > , ∀ (a, b) ∈ A2

0 .Rappelons que les familles {ui}i et {ψa}a, 
onstruites en (6.12) et (6.17), sont respe
ti-vement les bases des espa
es d'approximations Xh et Zh mis en ÷uvre par la méthodede Galerkin dé
rite dans la se
tion 1 de 
e 
hapitre.Il reste à dé
rire pré
isément le moyen de 
al
uler numériquement 
es matri
es.4.1 Noyau de Green périodique.Pour permettre le 
al
ul numérique des matri
es données dans (6.54), nous allons ex-primer les opérateurs R et A sous forme intégrale à l'aide du noyau de Green périodiquede l'opérateur −∆. 181



On 
onsidère don
 Φ(y, z) véri�ant pour tout y ∈ Y
{

−∆y′Φ(y, y
′) = δy(y

′)− 1 dans Y
Φ(y, y′) est Y − périodique♯où δy est la distribution de Dira
 au point y. Comme il est montré dans [32℄, 
e noyaupeut se mettre sous la forme expli
ite suivante

Φ(x, y) =
1

4π

+∞
∑

i,j,k=−∞

erf
(‖x−y+(i,j,k)‖
2
√
β

)

‖x− y + (i, j, k)‖ − β (6.55)
+8

+∞
∑

i,j,k=0

γijk
e−4βπ2‖(i,j,k‖2

4π2‖(i, j, k)‖2 cos (2iπ(x1 − y1)) cos (2jπ(x2 − y2)) cos (2kπ(x3 − y3))ave
 γijk dé�ni ∀(i, j, k) ∈ (N \ {0})3 par :
γ000 = 0 , γi00 = γ0j0 = γ00k =

1
4
,

γij0 = γi0k = γ0jk =
1
2
, γijk = 1 .Le paramètre β ∈ R

+ n'in�ue pas sur le membre de droite de (6.55). Il est �xé dans lebut d'optimiser la 
onvergen
e de la série : on le �xera à la valeur β = 0.072 
omme
'est le 
as dans [32℄.Cal
ul e�e
tif de la matri
e Mh.Rappelons que D désigne la se
tion horizontale du 
ylindre Σ qui n'est autre quel'in
lusion élémentaire de la stru
ture étudiée dans le 
hapitre 3. Pour w ∈ L2(D), leproblème
{

−∆ϕ = w(δD+ − δD−) ,

ϕ ∈ W 1,2
♯ (Y ) ,admet une unique solution donnée par

ϕ(y) =

∫

D
w(z′)

[

Φ
(

y; z′,− l

2

)

− Φ
(

y; z′,
l

2

)

]

dz′ .Ainsi, l'opérateur R donné dans la dé�nition 3.15 se 
ara
térise par
Rw(y′) =

2

l

∫

D
w(z′)

[

Φ
(

y′,
l

2
; z′,− l

2

)

− Φ
(

y′,
l

2
; z′,

l

2

)

]

dz′ .Or, puisque Φ(y, z) ne dépend que de la di�éren
e y − z, on a
Rw(y′) =

2

l

∫

D
w(z′)

[

Φ
(

y′, l; z′, 0)− Φ
(

y′, 0; z′, 0
)]

dz′ . (6.56)La matri
e d'approximation Mh (dé�nie dans (6.54)) a don
 ses 
omposantes donnéespar
(Mh)kp =

2

l|D|

∫∫

Dk×Dp

[

Φ
(

y′, 0; z′, 0)− Φ
(

z′, l; z′, 0
)]

dz′ dy′ . (6.57)
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Cal
ul e�e
tif de la matri
e Gh. À l'aide de la dé�nition de l'opérateur A donnéedans (4.81), on 
al
ule pour tout 
ouple d'arêtes (a, b) ∈ A2
0

M ab =

∫

Σ

Aψa.ψb =

∫

Σ

(Ξ+ Γ)ψa.ψb ,où la famille {ψa : a ∈ A0} forme une base de Zh, l'espa
e appro
hant Z0 (le domainede A). L'opérateur de rang �ni Γ est 
onnu expli
itement (
f. 4.79) et nous allons nousintéresser à l'opérateur Ξ, dé�ni dans (4.77). Il est fa
ile de voir que 
elui-
i peut êtreexprimé à l'aide du noyau de Green sous la forme
∫

Σ

Ξψa ·ψb =

∫

Σ2

Φ(x, y)ψa(x) ·ψb(y) dx dy .Ainsi, par dé�nition des éléments d'arêtes ψa , a ∈ A0 (donnée dans (6.17)) et en 
onsi-dérant les notations données dans la dé�nition (6.8), on déduit
∫

Σ

Ξψa ·ψb =
1

|K|2
4
∑

i,j=1

∫

Ka
i ×Kb

j

Φ(x,y)

×
[

(

(x− xa) · na
i + hai

)

na
i −

(

(x− xa) · na
i−1 − hai−1

)

na
i−1

] (6.58)
·
[

(

(y − xb) · nb
j + hbj

)

nb
j −

(

(y − xb) · nb
j−1 − hbj−1

)

nb
j−1

]

dx dy .4.2 Extra
tion de la singularité du noyau.En pratique, la série donnée dans (6.55) sera tronquée (seulement une dizaine determes seront 
onservés) et les intégrations dans (6.57) et (6.58) seront vues 
omme desmoyennes sur 
haque élément de la dis
rétisation. Ces moyennes sont appro
hées parla valeur au 
entre de 
haque 
ellule. Il faut être prudent en raison de la singularité dunoyau sur la droite y = z 
orrespondant au terme (i = j = k = 0) dans (6.55). Ondé
ompose alors Φ = Φr + Φs ave

Φs(y, z) :=

1

4π

1

|y − z| erf
( |y − z|
2
√
β

)

, Φr = Φ− Φs .Cas de la matri
e Mh.En notant yk le 
entre de la 
ellule Dk pour tout k ∈ {1, . . . , ph}, on a
(Mh)kp ≃

2|D|
l

[

Φr

(

yk, 0; yp, 0)− Φr

(

yk, l; yp, 0
)]

+
2

l

∫

Dp

[

Φs

(

yk, 0; z
′, 0
)

− Φs

(

yk, l; z
′, 0
)]

dz′ , (6.59)
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où seule l'intégration sur Dk de Φs est appro
hée.En pratique, nous allons �xer un petit paramètre δ et nous dirons que deux 
ellules
Dk et Dp sont su�samment éloignées lorsque |yp − yk| > δ. Dans 
e 
as, nous sommesloin de la singularité de Φs et l'intégrale dans (6.59) sera appro
hée de la même façonque pour la fon
tion Φr. Il reste à 
al
uler l'intégrale dans (6.59) lorsque |yp − yk| ≤ δ.À l'aide du 
hangement de variable u′ = z′ − yk et après passage en 
oordonnéespolaires, on obtient

∫

Dp

Φs

(

yk, 0; z
′, 0
)

dz′ =
1

4π

∫

Dp−yk

1

|u′| erf
( |u′|
2
√
β

)

du′ (6.60)
=

1

4π

∫

Ek,p

erf
( r

2
√
β

)

dr dθ ,ave
 Ek,p := {(r, θ) , (r cos θ, r sin θ) ∈ Dp − yk}.Cette intégrale est en fait unidimensionnelle puisque la fon
tion intégrée ne dépendpas de θ. La des
ription de l'ensemble Ek,p su�t don
 à terminer le 
al
ul de la matri
e
Mh.Cas de la matri
e Gh. On note xa

i le 
entre de la 
ellule Ka
i pour tout a ∈ A0. Ondéduit alors de (6.58) que

∫

Σ

Ξψa ·ψb =
Φr(x

a
i ,x

b
j)

4

4
∑

i,j=1

(

hain
a
i + hai−1n

a
i−1

)

·
(

hbjn
b
j + hbj−1n

b
j−1

)

+
1

2|K|

4
∑

i,j=1

∫

Kb
j

Φs(x
a
i ,y)

(

hain
a
i + hai−1n

a
i−1

) (6.61)
.

[

(

(y − xb) · nb
j + hbj

)

nb
j −

(

(y − xb) · nb
j−1 − hbj−1

)

nb
j−1

]

dy ,où seule l'intégration par rapport à x de Φs est appro
hée.On introduit 
omme pré
édemment, δ > 0 le petit paramètre qui va déterminer sinous sommes pro
he ou non de la singularité de Φs.Si |xa
i − xb

j| > δ, alors nous sommes loin de la singularité de Φs et l'intégrale dans(6.59) sera appro
hée de la même façon que pour la fon
tion Φr.Si |xa
i −xb

j | ≤ δ, on doit 
al
uler l'intégrale dans (6.61) plus pré
isément. L'idée pourtraiter 
e 
al
ul est de se ramener à une intégrale de la forme (6.60) ne faisant intervenirque la partie singulière Φs. On éliminera ainsi les 
ontributions de ((y−xb) ·nb
j + hbj

).Pour tout (a, b) ∈ A0 et (i, j) ∈ {1, . . . , 4}, on doit savoir 
al
uler l'intégrale triplesuivante
∫

Kb
j

Φs(x
a
i ,y)

(

(y − xb) · nb
j + hbj

)

dy .184



Notons k ∈ {1, 2, 3} l'entier véri�ant na
j = ±ek. La moyenne par rapport à la variable xkva être appro
hée par la valeur au point xb

j ·ek qui est le 
entre de l'intervalle [abj , abj+hbj]dans lequel varie xk.Or, en notant y = (y′, yk) et Kb
j = K

b

j × [abj, a
b
j + hbj ] on obtient aisément que

(

[

(y′,xb
j · ek)− xb

]

· nb
j + hbj

)

=
1

2
hbj .En 
onséquen
e, on déduit

∫

Kb
j

Φs(x
a
i ,y)

(

(y − xb) · nb
j + hbj

)

dy =
(hbj)

2

2

∫

K
b
j

Φs(x
a
i ;y

′,xb
j · ek) dy′ .Cette dernière intégrale bidimensionnelle est de même type que (6.59) et sera traitée parpassage en polaire de la même façon que dans (6.60).
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Con
lusions et perspe
tivesAu 
ours de 
ette thèse, nous avons étudié rigoureusement le 
omportement ma
ro-s
opique de trois stru
tures 
omposites formées d'in
lusions diéle
triques ou métalliques.Dans 
ha
un des 
as, nous avons identi�é et 
al
ulé numériquement des tenseurs de per-mittivité et de perméabilité e�e
tifs dépendant de la fréquen
e. La partie réelle de leursvaleurs propres peut 
hanger de signe et atteindre des valeurs élevées pour des longueursd'ondes qui sont grandes devant la taille 
ara
téristique de la stru
ture.Dans le 
hapitre 3, nous avons établi mathématiquement la possibilité de réaliser, àpartir de nanotubes métalliques, des stru
tures di�ra
tantes dont la réponse e�e
tive est
ara
térisée par un tenseur de permittivité dont les valeurs propres ont une partie réellearbitrairement grande, positive ou négative suivant la fréquen
e. Ces stru
tures sontformées de la reprodu
tion périodique de 
omposants, de taille petite devant la longueurd'onde, eux-mêmes 
onstitués de réseaux de nano-�bres métalliques parallèles. Le pointessentiel dans l'analyse limite est que le taux de remplissage de 
es �bres très 
ondu
tri
esest in�nitésimal (�taille 
apa
itaire�) de sorte que la dissipation dans le métal reste �nieou négligeable. Dans 
ette 
onstru
tion, il apparaît deux petits paramètres d'é
helle : ladistan
e a entre les �bres de 
haque mi
ro-
omposant et la distan
e η séparant les di�é-rents 
omposants qui est supposée du même ordre que la longueur des �bres. L'intérêtd'avoir 
hoisi a ≪ η est que les e�ets de dispersion spatiale, inévitables à l'é
helle despaquets de �bres, deviennent négligeables dans le pro
essus d'homogénéisation réitérée.Il s'agit à notre 
onnaissan
e, du premier résultat rigoureux permettant d'établir, dansun 
adre purement 3D, la réalisabilité de tels tenseurs e�e
tifs pour la permittivité.En parti
ulier, pour une fréquen
e donnée, la 
onstru
tion que nous proposons permetd'atteindre une très large 
lasse de tenseurs e�e
tifs ; notamment tous les tenseurs réelssymétriques.Dans le 
hapitre 4, nous avons démontré dans un 
adre totalement tridimensionnelque des métamatériaux présentant une a
tivité magnétique pouvaient être obtenus àl'aide de stru
tures formées de diéle
triques. Plus pré
isément, nous 
onsidérons unestru
ture bornée 
omposée d'in
lusions diéle
triques de géométrie simple. Ces in
lusionssont réparties périodiquement (de période η) et ont un 
oe�
ient de permittivité del'ordre de 1/η2.Le milieu homogénéisé est lo
al et dé
rit par des tenseurs de permittivité et perméabi-lité e�e
tifs. Le tenseur de perméabilité dépend de la fréquen
e, et la partie réelle de sesvaleurs propres 
hange de signe sur 
ertaines bandes de fréquen
es. Ce phénomène est dûà des résonan
es internes du 
hamp magnétique qui ont pu être ex
itées à l'é
helle mi-
ros
opique en raison du fort 
ontraste de permittivité. Celles-
i engendrent une bou
lede 
ourant qui induit un moment magnétique mi
ros
opique dans 
haque période de la187



stru
ture. Ces moments s'ajoutent pour produire un moment magnétique ma
ros
opiqueresponsable du magnétisme arti�
iel du milieu e�e
tif.Dans le 
hapitre 5, nous avons étudié une stru
ture formée d'in
lusions fortementdiéle
triques disposées aléatoirement. Nous avons mis en éviden
e un 
ritère sur la loide distribution des rayons et des permittivités de 
es in
lusions qui permet de justi�erl'analyse asymptotique. Il en résulte une loi homogénéisée déterministe qui fait intervenirune perméabilité e�e
tive donnée expli
itement en fon
tion de la fréquen
e et de la loide probabilité de la distribution initiale. Cette étude à été e�e
tuée sous une hypothèsesimpli�
atri
e d'invarian
e dans une dire
tion et de polarisation des 
hamps qui permetde ramener le problème à une équation s
alaire en dimension 2. On demande de plus, quel'espéran
e de la loi de permittivité soit de partie imaginaire non nulle a�n de prouverl'uni
ité du problème limite. En étudiant le 
omportement de la loi limite lorsque lesupport de 
ette distribution devient très pro
he de l'axe des réels, nous avons misen éviden
e une loi limite qui reste dissipative 
ontrairement à 
e qui aurait pu êtreattendu. Cela indique de façon 
laire qu'une théorie basée sur l'homogénéisation n'estpas appli
able dans le 
as aléatoire lorsque les in
lusions formant la stru
ture sont desdiéle
triques parfaits (sans dissipation).Nous avons identi�é plusieurs dire
tions de re
her
he qui seraient en parfaite 
ontinuitéave
 les résultats de la thèse.� Un premier développement de 
ette thèse est d'étendre les résultats obtenus dansles 
hapitres 4 et 5 en 
onsidérant une stru
ture à la fois tridimensionnelle et forméed'in
lusions fortement diéle
triques et disposées aléatoirement.Il serait également intéressant et sans doute beau
oup plus di�
ile de 
omprendre
e qui se passe dans le 
as de stru
tures aléatoires plus générales où la répartition desin
lusions ne s'organise plus suivant une grille de périodi
ité donnée à priori. Le 
asenvisagé au 
hapitre 5 n'étant en fait qu'une perturbation aléatoire du 
as périodique.� Un important dé� numérique serait de 
omparer le 
omportement e�e
tif des milieuxobtenus dans les 
hapitres 3, 4 et 5 ave
 
elui de la stru
ture réelle asso
iée. En parti
ulier
ela demande de pouvoir extraire les paramètres e�e
tifs d'une telle stru
ture à partirde la 
onnaissan
e numérique du 
hamp di�ra
té (problème inverse).� Quelques questions théoriques liées à l'homogénéisation restent en suspend, notam-ment dans des situations où l'analyse double-é
helle 
lassique est insu�sante pour iden-ti�er les os
illations du 
hamp éle
tromagnétique. Mentionnons deux situations où il nesemble pas possible de se limiter à des fon
tions périodiques pour dé
rire les os
illationsdu 
hamp éle
tromagnétique (il serait peut être né
essaire d'in
orporer des développe-ments de type onde de Blo
h dans l'analyse multi-é
helle sous une forme qui n'est pasen
ore très 
laire).- Tamis à photons : Il s'agit d'un dispositif dans lequel peut avoir lieu un phénomène detransmission extraordinaire. La stru
ture est une plaque métallique très �ne dans laquellesont per
és une multitude de trous disposés périodiquement. L'épaisseur de la plaqueainsi que la taille des trous sont inférieurs à la longueur d'onde in
idente. T. Ebbesena montré dans son 
élèbre arti
le de 1998 [21℄ que le taux de transmission lumineuse188



à travers une telle stru
ture était beau
oup plus élevé que 
e que prévoyait la théorie
lassique pour 
ertaines fréquen
es. Physiquement, 
e phénomène peut s'expliquer parl'ex
itation de 
hamps lo
alisés sur la surfa
e de la plaque (�plasmons de surfa
es�) quirésulte de la présen
e des trous [7℄.- Stru
ture �let (�double Fishnet�) : Celle-
i est 
onstituée de la superposition d'unemultitude de 
ou
hes 
omposites (parallèles) dont 
ha
une est formée de deux plaquesmétalliques parallèles très pro
hes et per
ées périodiquement. Comme le montre desétudes physiques ré
entes [29, 33℄ (2007,2008), l'intérêt de 
ette stru
ture est de pro-duire, des a
tivités éle
triques et magnétiques à l'é
helle mi
ros
opique. Celles-
i inter-viennent dans 
ertains 
as de polarisation et, expérimentalement, semblent donner lieu àune perméabilité et une permittivité pouvant être simultanément négatives. Les milieuxgau
hers peuvent ainsi être obtenus à l'aide de 
e type de 
omposites qui se révèlentêtre plus simple que les milieux formés de la superposition de deux réseaux distin
ts(dont 
ha
un est responsable d'un des e�ets re
her
hés). Une di�
ulté mathématiquemajeure est qu'il n'est pas évident que l'indi
e de réfra
tion négatif observé peut êtreexpliqué par une analyse asymptotique de type homogénéisation. Les arguments don-nés par les physi
iens (obtenus sous des hypothèses très restri
tives) portent plut�tsur l'étude des diagrammes de dispersion mais ne mentionnent pas de 
omportementasymptotique quand la période 
onverge vers zéro. Cependant, il est très intéressantde spé
uler sur la possibilité d'un é
lair
issement de la physique du problème via unete
hnique d'homogénéisation non 
lassique.Une première étape à fran
hir est de 
omprendre quel est le 
hoix pertinent des dif-férents paramètres et ordres de grandeurs pour lesquels la stru
ture pourra exhiberles e�ets re
her
hés. Éventuellement, 
es 
hoix peuvent être hiérar
hisés en e�e
tuantdes homogénéisations réitérées : par exemple, la première stru
ture, 
onstituée d'uneunique 
ou
he (
ontenant les deux plaques), deviendrait in�niment min
e et 
onduiraitainsi à des 
onditions d'interfa
es limites. La se
onde étape se proposerait d'étudier unesuperposition de telles interfa
es séparées d'une distan
e asymptotiquement nulle puisd'identi�er une éventuelle loi volumique homogénéisée.De plus, la stru
ture étant invariante dans au
une dire
tion (même si supposée in�nie),l'hypothèse de polarisation des 
hamps est di�
ilement justi�able mathématiquementet il serait préférable d'obtenir un résultat d'homogénéisation tridimensionnel.
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Résumé. Dans 
ette thèse, on se propose d'étudier rigoureusement le 
omportementma
ros
opique de matériaux 
omposites fortement 
ontrastés dans le 
adre de l'éle
tro-magnétisme. Nous 
onsidérons des stru
tures 
onstituées de mi
ro-in
lusions répartiespériodiquement (ou aléatoirement), au sein desquelles un matériau de très grande per-mittivité, ou de très grande 
ondu
tivité, sera disposé. En pratique, une telle stru
tureo

upe un domaine borné 3D et est é
lairée par une onde in
idente mono
hromatique(de fréquen
e �xée) venant de l'in�ni. Notre appro
he mathématique 
onsiste à passerà la limite dans le système de Maxwell dé
rivant le problème de di�ra
tion lorsque ladistan
e séparant les in
lusions tend vers zéro, et que l'indi
e éle
tromagnétique desin
lusions tend vers l'in�ni (`fort 
ontraste').Nous étudions deux types de stru
tures di�ra
tantes 3D qui permettent de réaliserdes matériaux de permittivité ou perméabilité négatives. L'étude asymptotique et baséesur la méthode de 
onvergen
e double-é
helle (parfois dans une variante sto
hastique),et les problèmes sur la 
ellule de périodi
ité qui en résultent sont résolus par méthodespe
trale. Ce
i permet d'obtenir expli
itement les tenseurs e�e
tifs en fon
tion de lafréquen
e, mettant ainsi en éviden
e leurs grandes variations autour de fréquen
es derésonan
es.Title : Mathemati
al and numeri
al study of highly 
ontrasted photoni
 
ristals.Abstra
t. This thesis is to develop the ma
ros
opi
 behaviour of highly 
ontrasted
omposite materials in an ele
tromagneti
 framework. We 
onsider stru
tures made ofperiodi
ally (or randomly) distributed mi
ro-in
lusionsmade of high 
ondu
tivity or highpermittivity medium. A
tually, su
h a stru
ture is to be found in a three-dimensionalbounded domain whi
h is illuminated by an in�nity-
oming mono
hromati
 in
identwave. Our mathemati
al approa
h 
onsists in passing to the limit in the Maxwell systemdes
ribing the di�ra
tion problem when the distan
e between in
lusions goes to zerowhile the ele
tromagneti
 
onstant of in
lusions goes to in�nity (�high 
ontrast�).We are studing two 3D di�ra
ting stru
tures whi
h lead to negative permittivity orpermeability materials. The asymptoti
 study is based on the two-s
ale 
onvergen
emethod (sometimes in a sto
hasti
 way), and the resulting unit 
ell problems are solvedby spe
tral method. This leads to an expli
it formulation of the e�e
tive tensor a

ordingto the frequen
y, whi
h highlights their huge variations around the so-
alled resonantfrequen
ies.Mots 
lés : Métamatériaux, 
ristaux photoniques, homogénéisation, 
onvergen
e double-é
helle, équations de Maxwell, équations aux dérivés partielles.Institut de mathématiques, Imath, Université du Sud Toulon-Var,BP 132, 83957 La Garde Cedex (Fran
e).
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