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Résumé

Avec la miniaturisation toujours plus poussée @ebrologies CMOS, il devient de plus en plus
difficile de maitriser les variations des parametechnologiques lors de la fabrication des ciscuit
intégrés. A cause de ces variations, les perforagdes circuits peuvent varier de fagcon considé-
rable. Par conséquent, des méthodes d’analyse whibilité et de conception robuste sont plus
gue jamais nécessaires pour garantir un rendenegiabdcation des circuits élevé.

Les techniques classiques d’analyse de la vari@lsié révelent soit pessimistes conduisant alors
a un surdimensionnement (analyse « pire-cas »),tre@ couteuses en temps de calcul (analyse
Monte Carlo). Quant aux méthodes de conceptiomaatisée robuste, elles sont généralement ba-
sées sur des algorithmes d’optimisation locauxagquéliorent la robustesse des circuits localement,
mais risquent de ne pas converger vers le dimensiant globalement robuste.

Dans ce travail de these, une nouvelle méthodeatyam de la variabilité ainsi qu’une nouvelle
approche pour concevoir des circuits analogiqudmigies ont été développées. La méthode
d’analyse de la variabilité consiste a approxinesrperformances des circuits par des modéles po-
lynomiaux a partir des plans d’expériences, puastaner les variations extrémes grace au dévelop-
pement limité de Cornish-Fisher. Cette méthodeesaussi précise que I'analyse de Monte Carlo,
mais présente un codt calculatoire bien plus faibidin, 'approche de conception robuste met en
ceuvre la méthode précédente d’'analyse de la viitéadbdns un algorithme d’optimisation par in-
tervalles afin d’assurer un dimensionnement glohat# robuste.






Summary

With the continuous downscaling of CMOS technolgggcise control over process parameters
has become a highly challenging task. Due to thetdhtions in the manufacturing process, the
performance of integrated circuits (ICs) will vagseatly between chips. Therefore, efficient meth-
ods to analyze such variability are essential @rgutee that fabricated ICs will meet the desigh an

yield specifications.

The classical methods for variability analysis aither pessimistic, thus leading to overdesign
(worst-case analysis), or computing time expengitente Carlo analysis). As for robust design
methods, they are generally based on local optimizalgorithms that locally improve the yield,

but may not guarantee that the globally robushgiz found.

In this work, a new method for variability analysisd a new approach to design robust analog
circuits are developed. The method dedicated t@abiity analysis consists of building polynomial
models of the circuit performance metrics with Besign of Experiments theory, and then estimat-
ing the extreme variations by means of the Corkisher expansion. Compared to Monte Carlo
analysis, this method shows a good accuracy withimitshortcoming of a large computing cost.
Finally, the robust design approach applies theipus variability analysis method in an interval-
based optimization algorithm to obtain a globatipuist sizing.
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Chapitre 1 : Introduction

1.1 Le contexte

La miniaturisation des composants microélectrorsqgeeheurte a des phénomeénes physiques de
plus en plus contraignants a I'approche de I'éehelinométrique. Parmi ces phénomeénes, les dis-
persions paramétriques tiennent une place sigtiifecale par leur impact sur les performances des
circuits intégrés. En effet, ces dispersions deamatres technologiques, qui résultent des fluctua-
tions lors du processus de fabrication, engenduest certaine variabilité au niveau des perfor-
mances des circuits. Or, si les performances soptdispersées, une certaine proportion des cir-
cuits fabriqués ne respectent pas les spécificafi®@es par le cahier des charges, ce qui coaduit
une dégradation du rendement de fabrication et dmecaugmentation des colts de production
pour les fabricants de semi-conducteurs. Des méthdtnalyse de la variabilité et de conception
robuste des circuits sont donc indispensablesd&fiproposer des solutions a ces problemes de dis-
persions.

Les méthodes d’analyse de la variabilité consisgéneralement a évaluer une grandeur statis-
tique qui caractérise cette variabilité (valeursréaxes, distribution des performances, etc.). Les
deux méthodes classiques sont I'analyse pire-cBaneilyse de Monte Carlo. L'analyse pire-cas a
pour objectif de déterminer les valeurs extrémes peErformances en combinant les valeurs ex-
trémes des parametres technologiques. Bien queaéte, cette méthode est cependant imprécise
dans le cas des circuits analogiques, conduisameaestimation pessimiste des performances et
donc un surdimensionnement. A I'opposé, I'analyeeMbnte Carlo est d’'une grande précision
mais nécessite la simulation de milliers d’échéorig afin d’approximer la distribution des perfor-
mances avec exactitude. De nouvelles méthodes|g&nede variabilité, a la fois précises et effi-
caces en termes de codt calculatoire, sont doreseares.

Les méthodes de conception robuste visent a déterrnteés parametres de conception (dimen-
sions des composants, tension de polarisatior),qicpermettent aux circuits d’atteindre les spéci
fications quelles que soient les dispersions patraomiés. Ces méthodes sont basées sur des mé-
thodes d’'analyse de la variabilité et des algorghmd’optimisation. Cependant, elles présentent en
général un co(t de calcul élevé ; I'approche trawlitelle consiste donc a effectuer d’abord une
conception nominale, puis a appliquer ensuite egsniques d’amélioration de la robustesse afin de
rendre les circuits robustes localement. Cetteagbyer risque alors de ne pas converger vers un di-
mensionnement globalement robuste. Il est doncssage de mettre en place des méthodes de
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conception robuste qui traitent la variabilité deslébut du flot de conception en associant des al-
gorithmes d’optimisation globale avec des techrsqigeréduction du colt calculatoire.

1.2 Plan du mémoire

Le Chapitre 2 présente les motivations et les &tiahs de la miniaturisation dans les technolo-
gies CMOS. Les sources, le classement, la modélisainsi que I'évolution des phénoménes de
variabilité y sont traités en détail.

Dans le Chapitre 3 un état de I'art des méthodasalyse de variabilité et de conception robuste
des circuits analogiques est propose.

Le Chapitre 4 présente une nouvelle méthode d’aratie la variabilité fondée sur les plans
d’expériences pour approximer les performancesidesits et le développement limité de Cornish-
Fisher pour estimer leurs valeurs extrémes.

Le Chapitre 5 est consacré a une meéthode de mati@his par morceaux qui permet
d’approximer les performances des circuits surdigsaines relativement larges.

Dans le Chapitre 6 nous présenterons une méthoamrumeption robuste basée sur un algo-
rithme d’optimisation globale par intervalles qaitfappel a la modélisation par morceaux présen-
tée dans le Chapitre 5, ainsi qu’a I'approximatienCornish-Fisher pour estimer les performances
pire-cas.

Enfin, le Chapitre 7 constitue la conclusion géleda mémoire et présente les perspectives de
recherches qui apparaissent a 'issue de cette.thes



Chapitre 2 : Les limites des technolo-
gies CMOS nanomeétriques

La formidable croissance qu’a connue l'industrie demi-conducteurs depuis plus de cinquante
ans repose sur un principe fondamental : la mingstion. Cependant, alors que les dimensions des
composants actuels se rapprochent de celles dailie mristalline, de plus en plus de limitations a
la poursuite de la miniaturisation voient le jopgrmi lesquelles les phénomeénes de variabilite.
Dans la premiére partie de ce chapitre, les loiggdaction d’échelle, qui ont régi I'évolution de |
microélectronique, sont rappelées. Les limites polarsuite de la miniaturisation sont ensuite pas-
sées en revue. Enfin, les phénomenes de variatiéité les circuits intégrés, qui sont au cceur de la
problématique de cette thése, sont détaillés.

2.1 La miniaturisation des technologies CMOS

2.1.1 Historique du transistor MOS

A la fin des années 1920, J. E. Lilienfeld fut ferpier a poser les bases théoriques des transis-
tors a effet de champ en brevetant plusieurs disfsogermettant de moduler un courant par une
tension. Cependant, il fallut attendre la fin dasées 1950 pour que de tels dispositifs voient le
jour : le premier transistor MOSFET fut concu e®3@ar J. Atalla et D. Kahng (laboratoires Bell),
quatre ans plus tard, C. T. Sah et F. Wanlasschiltly réalisérent le premier circuit intégré CMOS
(un inverseur comportant deux transistors). Ergregs, le transistor bipolaire, dont le principe est
plus complexe, mais qui était plus facilement s&dile, fut mis au point en 1947 par J. Bardeen, W.
Brattain et W. Shockley au sein des laboratoirdé Bepuis lors, la technologie CMOS s’est im-
posée devant les autres technologies semi-condaajeice notamment a sa faible consommation
statique ; plus de 85 % des circuits intégrés aajdurd’hui issus d’une filiere CMOS.

2.1.2 Loi de Moore

En cinquante ans, les progrés de la microélectoenant permis de passer d’un circuit intégré a
seulement deux transistors a des circuits CMOS)laxs de plusieurs centaines de millions de tran-
sistors. Cet accroissement exponentiel du nombmagosants par puce a été prédit dés 1965 par
G. Moore (cofondateur d’Intel). En 1962, on pouvatégrer huit transistors sur le méme circuit,
seize en 1963, trente-deux en 1964 et soixanteejeat 1965. A partir de ces observations, G.
Moore proposa une formule empirique qui prédigsaddublement du nombre de transistors sur une

3
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méme surface de circuit intégré tous les ans darngemier temps [1], puis tous les deux ans [2],
pour un codt de fabrication constant (cf. FigurE).2Un corollaire important de cette prévision est
la baisse du codt d’un transistor du fait de laiaturisation. Cette célébre « loi de Moore », gai n
jamais été mise en défaut jusqu’'a maintenant, @ sler fil directeur pour l'industrie des semi-
conducteurs en permettant la planification de ¢heeche technologique par des groupes de travail
comme I'ITRS [3].
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Figure 2.1 : Loi de Moore (source Intel)

2.1.3 Reégles de réduction d’échelle de Dennard

La loi de Moore montre I'intérét de la miniaturiset en termes de colts de production, cepen-
dant ce n’est qu’en 1974 que R. H. Dennard (IBMjosa une théorie sur la réduction d’échelle des
transistors MOS [4] qui révéla tout I'intérét deraniaturisation en termes de performances. En
effet, d’aprés la théorie de Dennard, lorsquedesibns et les dimensions d’un transistor MOS sont
diminuées d’'un facteusr et que les densités de dopage sont augmentéesripropellement a ce
méme facteur, alors la configuration des champstrédeies a l'intérieur du transistor reste inchan-
geée. Ces relations de réduction d’échelle ainsilgummportement d’autres parametres physiques
du transistor MOS sont repris dans le TableauEnltermes de performances, ces regles de réduc-
tion d’échelle & champ électrique constant aboenitsa des gains considérables :

— augmentation de la densité d’intégration,

— augmentation de la vitesse de fonctionnement,

4
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— réduction de la puissance dissipée.

Pour l'industrie de la microélectronique, ces apralions techniques induites par la miniaturisa-
tion, présentent trois intéréts forts qui sontaidjine de la formidable croissance qu’a connue le

marché des semi-conducteurs :

- la diminution des dimensions des transistors perraet premier lieu de réduire
'encombrement des systéemes électroniques, fadilignsi leur utilisation dans différents

secteurs d’activités.

— Ensuite, 'augmentation de la densité d’intégratil@s circuits, et donc de leur complexité,
ainsi que 'augmentation de leur vitesse de fometeonent contribuent & améliorer leur puis-
sance de calcul, ce qui se traduit par le dévelogpe de nouvelles fonctionnalités et donc de

nouveaux débouchés.

— Enfin, la réduction d'échelle des transistors, eha des dimensions des circuits, permet
d’augmenter le nombre de puces fabriquées sur w@menplaquette de silicium, réduisant

ainsi le co(t unitaire d’un circuit.

Tableau 2.1 : Regles de réduction d'échelle du tsestor MOS proposées par R. H. Dennard

Facteur de réduction a

Parametre physique champ électrigue constant

Dimension physique (lon-
gueur du canal, épaisseur de la
I'oxyde de grille, etc.)

Dopage a
Tension la
Champ électrique 1
Surface 1/a?

Vitesse de fonctionnement a
Délai de p;%r?{aegatlon d’une 1a
Puissance par circuit 1/a?

Pendant pres de quarante ans, les régles de Desmaht appliquées avec succes aux généra-
tions successives de transistors MOS ; les dimessminimum des transistors basculant de
guelques dizaines de micromeétres dans les ann@&&sal§uelques dizaines de nanometres au mi-
lieu des années 2000. Cependant, au fur et a mgeaeries dimensions des transistors se rappro-
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chent de celles de la maille cristalline, les regle réduction d’échelle commencent a présenter
certaines limitations ; 'amélioration des performas des circuits et la réduction des colts de fa-
brication, qui jusqu’alors ont justifié la courséaaminiaturisation, sont de plus en plus délicates
obtenir.

2.2 Les limites de la miniaturisation

La poursuite de la loi de Moore comme fil directdurdéveloppement des circuits CMOS n’est
pas sans poser un certain nombre de difficultédreOles limites physiques qui surgissent a
I'échelle du nanometre, la complexité croissantedecuits et les investissements colossaux néces-
saires a la poursuite de la miniaturisation sotdraud’obstacles a surmonter.

2.2.1 Limites physiques : la barriere de I'atome

L’application des régles de miniaturisation de Damdnaux technologies CMOS a conduit a des
dimensions de transistors qui se rapprochent de @tuplus de I'échelle atomique (I'épaisseur
d’'oxyde de grille d'un transistor MOS submicronigest de I'ordre du nanométre, soit quelques
couches d’atomes). Réaliser des motifs aussi fiusge les techniques de lithographie classiques
dans leurs retranchements. De plus, a ces dimenkipdes effets physiques secondaires, qui aupa-
ravant étaient négligeables, deviennent préponteraffets de « canaux courts », courants de fuite
dans la grille ou le substrat, saturation de lasgé des porteurs dans le canal, etc. De ces effets
résultent un certain nombre de limitations au nivées performances des circuits intégrés. Dans la
suite de cette section, les principales limitatidas technologies CMOS nanométriques et les solu-
tions envisagées sont passées en revue : lithdgragurants de fuite, puissance dissipée, inter-
connexions, fiabilité. Les dispersions paramétrigs@nt quant a elles traitées plus amplement dans
la partie §2.3.

a) Lithographie

Une étape critique dans la réalisation des cird¢oiégrés est la photolithographie. Il s’agit d’'une
technique consistant a projeter sur une résineophaosible I'image d’'un masque, correspondant
aux motifs du circuit, a I'aide d'un laser. Un paesre est de grande importance, il s’agit de la-rés
lution qui correspond au plus petit motif (dimemsicritique « CD ») qui peut étre projeté. Afin
d’augmenter la résolution, les techniques utilispessju’ici ont consisté a réduire la longueur
d’'onde du rayonnement utilisé. Ainsi depuis 19&3 longueurs d’'onde ont évolué de 436 nm
jusqu'a 193 nm, permettant d’atteindre des résmhstiinférieures a 45 nm. Depuis le milieu des
années 1990, la lithographie est entrée dans umeaaurégime ou les dimensions critiques sont
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plus petites que les longueurs d'onde utilisées. déé de taille a pu étre relevé grace a
I'amélioration des résines photosensibles et déisjugs, mais également par la mise en place de
techniques d’amélioration de la résolution qui rfiedi soit la forme de la source lumineuse
(« Off-axis illumination ») ou les dessins des maesy(« Optical Proximity Correction », « Phase-
Shifting Mask ») [5]. Cependant, il devient probkiique de diminuer la résolution en continuant
de réduire la longueur d’onde du systeme : la lengu’onde 157 nm qui devait succéder au 193
nm a été abandonnée face a la difficulté de ré@dkseoptiques spécifiques. L’alternative qui a été
retenue est la lithographie par immersion qui pémtegteindre une résolution de 32 nm en conti-
nuant a utiliser une longueur d’'onde de 193 nm peudaser. Par la suite, la photolithographie a
ultraviolet extréme et la lithographie sans madop®te sur un faisceau d'électrons sont des candi-
dats potentiels pour la poursuite de la miniattiosa

b) Courants de fuite

Avec la réduction d’échelle du transistor MOS, desirants de fuite deviennent de plus en plus
significatifs. Il en résulte une dissipation d’égieralors méme que le transistor est a I'état doqu
Ces courants de fuite ont essentiellement dewinaesg le courant de grille et le courant sous le
seuil. En effet, la réduction de I'épaisseur deyae de grille s'accompagne d’'une augmentation du
champ électrique a travers celui-ci, provoquanpdssage de porteurs électriqgues au travers de
'oxyde par effet tunnel et donc la génération dagurant parasite de grille. L'utilisation d’isotan
dits « high-k » pour I'oxyde de grille, ayant unleigpforte permittivité que I'oxyde de silicium et
permettant d’obtenir la méme capacité de grillecawe oxyde plus épais, constitue une solution
pour réduire le courant de grille [6]. En ce quncerne le courant sous le seuil, il s’agit d'un-cou
rant trés faible qui apparait lorsque la tensiomgdée est inférieure a la tension de seuil (trsios
a l'état blogué), mais qui augmente lorsque laitensle seuil diminue et peut devenir non-
négligeable. La réduction des dimensions du treorsalant de pair avec la diminution de la ten-
sion de seuil, ce courant de fuite tend & augmetdns les technologies nanométriques. A cela
s’ajoutent les effets dits de « canaux courts »pguticipent a 'augmentation du courant sous le
seuil : pour des transistors & canaux courts epdestiels élevés sur le drain, la région de déplé
tion du drain interagit avec celle de la sourcergbminuer sa barriere de potentiel, diminuantiains
la tension de seuil et aboutissant finalement@ghaentation du courant sous le seuil. Ces effets de
« canaux courts » peuvent étre en partie compeasegustant le profil de dopage du transistor
MOS [7].

c) Puissance dissipée

Paradoxalement, la faible consommation, qui a peéma technologie CMOS de s’imposer face
aux technologies bipolaires, est aujourd’hui saqpiale limitation (les processeurs actuels con-
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sommant plusieurs centaines de Watts). La puissatale consommée par un circuit intégré peut
se décomposer en une composante active et une sanpgassive. La composante active corres-
pond a la puissance dissipée lors de la charge dddharge des capacités du circuit, tandis que la
composante passive est due aux courants de ftrae@exs chaque transistor comme expliqué précé-
demment. Ces deux composantes peuvent s’exprimgr: ai

I::’active = p ' f Cvdi ' P

passive —

| ot Vaa (2.1)

oup est l'activité de commutatiomJa fréquence de fonctionneme@t]a capacité totale chargée
et déchargée en un cycle d’horlo§fg la tension d’alimentation dts le courant de fuite global.
D’aprés ces equations, il est clair que 'augmémtatie la frequence de fonctionnement pour ac-
croitre la vitesse de calcul et 'augmentationadedrface des puces, donc de la capacité totale, co
tribuent a augmenter la puissance active dissipaeconséquent, le moyen le plus efficace de ré-
duire la puissance active est de diminuer la tendialimentation. Cependant réduire la tension
d’alimentation impose de réduire également la tensie seuil des transistors MOS, ce qui aug-
mente les courants de fuite (cf. paragraphe prétgdepar la-méme la puissance passive dissipée.
Pour améliorer la puissance de calcul sans augmienfe2quence, une solution qui a été retenue
consiste a multiplier les coeurs de processeurs atghitecture paralléle permettant d’augmenter le
nombre d'opérations effectuées simultanément eayale d'horloge. La puissance dissipée peut,
qguant a elle, étre réduite en adaptant la tensiomfe a chaque bloc du circuit intégré en fonction
de son activité (techniques de « dynamic voltagérsg » [8, 9]).

d) Interconnexions

Alors que la miniaturisation des dispositifs MO%yates les regles de Dennard a permis la ré-
duction des délais dans les transistors, elle slestontraire accompagnée d’'une augmentation des
délais dans les interconnexions. Cette limitatientps’expliquer, d’'une part par 'augmentation de
la taille des circuits pour augmenter leurs forrot@lités (ce qui accroit la longueur des intercon-
nexions), et d'autre part par 'augmentation degkistivité des lignes métalliques avec la réductio
de leur épaisseur [6]. De plus, le systeme d’imt@nexions mis en ceuvre pour relier des milliards
de transistors se complexifiant, les capacitésstasadues au croisement des lignes augmentent
également, et avec elles, les pertes capacitivef,Ha taille des circuits augmentant, délivrer u
signal sur toute la puce en un cycle d’horloge @eivile plus en plus difficile. Par le passe, ldég-so
tions mises en place pour améliorer les performmdes interconnexions ont consisté a remplacer
'aluminium dans les lignes métalliques par du oeligiont la résistivité est moindre et a utilises de
diélectriques a faible permittivité pour isoler l@dférentes couches d’interconnexions, réduisant
ainsi les capacités parasites [6]. Malgré celapteblémes de consommation et de retard dans les
lignes demeurent. Dans I'avenir, les techniquestéjration 3D, permettant d’empiler les puces les
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unes sur les autres, réduisant ainsi la taillecdtesits, semblent donc prometteuses [10]. Deg-inte
connexions a base de guides d’onde optique oumiatutzes de carbone sont également envisagées
[11].

e) Fiabilité des transistors MOS

Avec la miniaturisation toujours plus pousséejdaifité des composants CMOS devient de plus
en plus difficile a assurer. Parmi les sources égratlation, on peut citer les champs électriques
intenses qui, d'une part dégradent lentement lditqude I'oxyde de grille conduisant a son cla-
guage (« Time Dependent Destructive Breakdown djaettre part alterent les caractéristiques des
transistors tels que le gain de transconductanda &nsion de seuil par I'injection de porteurs
chauds. Un autre phénoméne appelé « Negative Riagpdrature Instability », qui apparait a des
températures élevées et sous certaines condit®moldrisation des transistors PMOS, provoque
également un décalage de la tension de seuil. @wmenes de dégradation constituent donc des
limitations critiques, notamment pour les circuatsalogiques qui requierent des tensions de seuil
stables.

f) Evolution des limites physiques dans les futures téhnologies CMOS

L'ITRS [3], un groupe de travail composé d’expdrternationaux dans le domaine de la mi-
croélectronique, met annuellement a jour une fewié route identifiant les objectifs et les verrous
technologiques des futures technologies CMOS. barEi2.2, réalisée a partir de I'édition 2009 de
cette feuille de route, illustre I'effet de la rétion d’échelle sur différentes caractéristiquehite-
logiques pour les années a venir (2010, 2013 e6)2Qks caractéristiques considérées sont : la
longueur physique de la grille des transistogs [lépaisseur d’oxyde de grilleck, les tensions de
seuil Viry et d’alimentation ¥p, le délait d’'un dispositif NMOS, les puissances activg:R et
passive Bissived'un circuit numérique a haute performance. L'étutes courbes fait clairement
apparaitre que les regles de réduction d’échetipge€es par R. H. Dennard ne sont plus valables :
I'épaisseur de I'oxyde de grille et les tensiongravent pas diminuer aussi rapidement que la lon-
gueur de grille afin de limiter les courants deguMalgré cela, la puissance passive dissipéea-cont
nue d’augmenter.
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Figure 2.2 : Evolution de différentes caractéristigs des technologies CMOS sur substrat d’apresale-r
port « Process Integration, Devices & Structuresie I''TRS 2009

2.2.2 Méthodologies de conception : la maitrise de la com-
plexité

La miniaturisation, en permettant d’intégrer toupplus de transistors sur une méme puce, a
ouvert la voie a des circuits sans cesse plus aap) favorisant ainsi I'ajout de nouvelles fonc-
tionnalités ; on parle alors de véritables systesespuce (« System on Chip »). Cependant, cet
accroissement de la complexité des circuits poseedéables défis aux méthodes de conception.
Les outils de CAO actuels, dont I'objectif est d&mrer les performances des circuits et réduire
les temps de conception pour des codts toujouradnes, présentent de sérieuses lacunes pour gé-
rer la complexité grandissante des futurs circldtane part, les phénomeéenes physiques survenant
avec la réduction d’échelle nécessitent des modkdgsdus en plus complexes, et d’autre part, mal-
gré 'augmentation de la puissance de calcul démateurs, les temps de calcul des outils de con-
ception continuent d’augmenter avec I'intégratiomndnombre toujours plus grand de transistors
dans les circuits. Ainsi, les difficultés rencoesépar les méthodes de conception face a
'augmentation de la complexité constituent unatition majeure a I'accroissement de la densité
d’intégration des circuits. L'écart tend méme ammuser entre la complexité des circuits qui aug-
mente de 60 % par an d’aprés la loi de Moore etdauctivité des outils de CAO qui croit seule-
ment de 20 % par an [3]. Cet écart est d’autard plitique que la consommation de biens électro-
niques ne cesse de croitre et impose des cyclegedrix produits de plus en plus courts, ce qui
nécessite une forte réactivité de la part des tniéispour étre les premiers sur le marché (« Time
to Market »). Pour accélérer la conception desugsdntégrés, les fabricants de semi-conducteurs
ont donc recours a la réutilisation des modulesciels ou matériels déja développés et testés
(« IP »). A I'avenir, des innovations au niveauitdg, ainsi qu’au niveau matériel sont nécessaires
pour lever les limitations de la miniaturisationr saiflot de conception, mais également pour assu-
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rer la robustesse des circuits face aux nouvetiag@intes physiques des technologies CMOS évo-
guées ci-dessus (dissipation d’énergie, variatpi@amétrique, etc.).

a) Innovation des architectures et des composants

La poursuite de la miniaturisation des technolo@®&¥OS (voie « More Moore » [3]) atteignant
ses limites a I'échelle atomique, seule l'intégmatide nouveaux matériaux (voie « More than
Moore » [3]) permettra d’améliorer les performandes circuits intégrés. Les architectures du futur
seront donc des systemes hétérogenes (« Systeackad® », intégration 3D), combinant des tech-
nologies diverses afin de tirer le meilleur padiahacune d’elle en fonction de I'application visée
architectures logiques basées sur des transistoe@tubes de carbone [12], mémoires molécu-
laires [13], bus d’interconnexions optiques [11dpteurs MEMS/NEMS [14], etc. La prochaine
génération de circuits devra également étre capbbadapter en temps réel aux changements de
leur état interne ou de leur environnement, pamgte pour assurer une gestion efficace de leur
consommation énergétiqgue. Une voie prometteuseellstdes architectures reconfigurables dyna-
miquement qui combinent un réseau de blocs éléemesntailoté par du logiciel embarqué [15]. Ces
structures présentent une grande flexibilité audantiveau matériel que logiciel qui leur permet a
la fois de s’adapter a plusieurs applications, rdgeement de minimiser la consommation du cir-
cuit ou encore de palier a un disfonctionnemerneemplagant un bloc défectueux par un autre.

b) Innovation des outils de CAO

Les outils de CAO, déja confrontés a la compled#s circuits en termes de nombre de transis-
tors, devront également proposer des solutions géar I'hétérogénéité grandissante des architec-
tures et les problemes d'interface sous-jacentstéfiefflogiciel, analogique/numérique). Cette
complexité supplémentaire rend la vérification disuits encore plus problématique, d’'ou la né-
cessité de développer des méthodes structuréesndeption en vue du test (« Design for Test »).
De la méme maniére, les contraintes physiqueseatdmologies CMOS nanomeétriques (lithogra-
phie, variabilité paramétrique, etc.) doivent grises en compte au plus tot dans le flot de concep
tion pour garantir la robustesse des circuits aanations de la technologie ou de leur environne-
ment et améliorer le rendement de fabrication, antepalors de « Design for Manufacturing » et de
« Design for Yield » [16].

2.2.3 Colut des investissements R&D

Autre obstacle a la réduction d’échelle des traos le colt de développement des futures
technologies CMOS qui ne cesse d’augmenter. Em, effas que la mise au point des technologies
90 nm et 45 nm a codté respectivement 500 milldendollars et 750 millions de dollars, le cot de
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développement de la technologie 32 nm est estirhérdlliard de dollars [17]. La valeur d'une
usine de production de circuits intégrés est deltmde la dizaine de milliards d’euros, tandis que
le colt d'un masque de gravure peut atteindre fiomitle dollars. Il y a principalement trois rai-
sons a cette hausse des colts de développement’'@bard, la fabrication de dispositifs toujours
plus petits nécessite des environnements de piodutciujours plus propres afin d’éviter que des
particules microscopiques contaminent les circeiities rendent défectueux. Ensuite, la miniaturi-
sation exige des machines de production de plydwenprécises et fiables dont la mise au point et
I'entretien s’aveérent par conséquent plus colté&nfin, I'intégration de nouveaux matériaux dans
les circuits intégrés pour améliorer leurs perfaroes se traduit par des étapes de production plus
nombreuses et plus complexes qui alourdissentdedm fabrication. Afin de réduire les colts uni-
taires de production, I'industrie de la microéleaigue cherche a tirer profit au maximum de la
fabrication collective en augmentant le diamétrs plaquettes de silicium (300 mm de diamétre,
voire 450 mm pour les mémoires) sur lesquelles fadriquées les puces. Face a cette augmenta-
tion des codts, différents modéles industriels geebbppent parmi les fabricants de semi-
conducteurs. Ces modeles s’articulent autour dasgshde conception et de fabrication des circuits
intégrés. La conception comprend les différentapad de développement réalisées a partir d’'une
suite d’outils de CAO. Elle débute avec le cahies dharges du circuit intégré et aboutit a la géené-
ration d'un fichier informatique qui décrit le dassles masques de la puce. Quant a la phase de
fabrication, elle a lieu immédiatement apres lasghde conception. Elle est effectuée dans une fon-
derie et consiste a concevoir matériellement lagupartir du fichier de dessin des masques. Parmi
les fabricants de semi-conducteurs, on distingure do

- les fondeurs qui se spécialisent dans la phasattecdtion des circuits intégrés (exemple :
TSMC),

— les « fabless » qui sous-traitent la fabricatior fmndeurs et concentrent leurs efforts de deé-
veloppement sur la phase de conception (exemplalcQmm),

— et les entreprises intégrées qui investissentfaisadans la conception et la fabrication des
circuits intégrés, de plus en plus au sein d’atién pour partager les colts de R&D
(exemple : alliance IBM).

2.3 Les phénomenes de variabilité

Parmi les limitations physiques des technologiesO8vhanométriques évoquées dans la partie
82.2.1, les phénoménes de variabilité, qui affédies performances des circuits intégrés, devien-
nent de plus en plus critigues, notamment ceuxsigdss procédés de fabrication. En effet, avec la

12



Les limites des technologies CMOS nanométriques

réduction d’échelle des technologies CMOS, ladaiks composants diminue, mais les variations
dues au processus de fabrication conservent le méine de grandeur. L'impact relatif des varia-
tions tend donc a augmenter [18].

2.3.1 Sources des variations

Les circuits intégrés sont affectés par une grarmiegté de variations. Ces variations se diffé-
rencient tout d’abord par leur origine. On peusadistinguer [19] :

- les variations paramétriquesqui résultent du processus de fabrication et tdfeédes valeurs
nominales des parametres technologiques commadaédarr du canal, I'épaisseur de I'oxyde
de grille, la concentration des dopants ou enaselimensions des interconnexions,

— les variations desconditions environnementaledors du fonctionnement du circuit comme
la température et la tension d’alimentation,

- les variations causées par les phénoménes de viedementqui altérent la fiabilité des
composants comme l'injection de porteurs chauédtromigration ou la dégradation NBTI
(cf. 82.2.1).

Par la suite, nous nous intéresserons plus paétieaient aux variations parameétriques et a leur
impact sur les circuits intégres.

2.3.2 Classification des variations paramétriques

Il est intéressant de classer les variations deanpetres technologiques suivant leur nature et
leur répartition spatiale. On distingue ainsi :

— les variations systématiquesjqui sont causées par des phénoménes physiquesnaai
identifiés lors du processus de fabrication et desitendances de variations en fonction de la
position de la puce sur la plaquette de siliciumveat étre modélisées.

— Les variations aléatoiresqui caractérisent des phénomenes non-déterministpgévisibles,
et qui peuvent étre modélisées par une certairgelprobabilité.

Concernant leur répartition spatiale, on distinigsevariations globales et les variations locales.

— les variations globalesfont référence aux fluctuations d’'un parametretdanvaleur reste
constante au niveau d’'une méme puce mais varie dptrx puces d’'une méme plaquette de
silicium, de plaquettes difféerentes ou méme d’'uside fabrication différentes. Les disper-
sions globales résultent des variations des pracddé&abrication comme la non-uniformité
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des températures de recuit, la variation de focusydtéme optique, un calibrage de machines
légerement différent entre deux usines de fabdpatetc. Elles présentent en général un ca-
ractéere systématique, souvent modélisable spatgiesur la plaguette de silicium. Cepen-
dant, comme le concepteur ne connait pas le futyriaEement de sa puce sur la plaquette,
les variations globales sont souvent modéliséessderla conception par des variables aléa-
toires [19].

- Les variations localescorrespondent aux fluctuations qui affectent dgoradifférente les
composants d’'une méme puce et qui contribuentpar@ d’appariement entre des structures
identiques (« mismatch »). Avec la miniaturisaté@s composants, les variations locales ont
un impact de plus en plus grand sur le comportemesitircuits [20]. Comme pour les varia-
tions globales, certaines des variations locales sausées par des fluctuations lors du pro-
cessus de fabrication qui engendrent, a la surdi@cehaque puce, des variations systéma-
tigues selon des formes ou des directions prédisssyariations de ce type peuvent étre en
partie minimisées lors du dessin des masques ksantides topologies spécifiques pour les
composants, comme les structures « common cenirg@dur les paires différentielles
d’amplificateurs [21]. Une autre source de variadicsystématiques est due aux effets de
proximité qui dépendent directement du dessin dasqoes et qui aboutissent a l'altération
des dimensions des composants lors des étapewhaogrdiphie ou de planarisation mécano-
chimique. Des techniques de correction optique ptemt de corriger ces effets de proximité
en modifiant la forme du dessin des masques afirédigire les distorsions dues aux diffrac-
tions optiques [6]. Enfin, le point critique potavenir concerne les variations locales causées
par des phénomeénes purement aléatoires, au preamggedesquels figure la fluctuation statis-
tigue du nombre d’atomes de dopage et de leuripogians le canal. En effet, étant donné
gue le nombre d’atomes de dopage diminue avedlat®n des dimensions, leur impact sur
le comportement du transistor augmente ; la tendeseuil des transistors est particuliere-
ment affectée par ce type de fluctuations aléaqit8, 22]. Parmi les autres dispersions aléa-
toires, on peut citer les variations de rugosité les cb6tés des structures (« line-edge
roughness ») [22, 23] ou les variations de I'épaissi’'oxyde de grille dont les dimensions
avoisinent désormais quelques couches atomiqués@22 variations sont critiques pour les
futures technologies CMOS dans la mesure ou leactéxre aléatoire ne permet pas de les
compenser.

La Figure 2.3illustre la répartition spatiale des variationssaigue la part approximative de
chaque type de variations dans la variabilité ¢othes données sont issues d’'une technologie SOI
65nm d’'IBM et publiées dans [24].
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Figure 2.3 : Répartition spatiale des variations n@nétriques et pourcentage de la variabilité totale

2.3.3 Modélisation des variations parameétriques

a) Modele général

Afin d’évaluer l'influence des variations technoigges sur les performances des circuits, le
concepteur a besoin de modéles caractérisant tedioas des parametres technologiques en fonc-
tion des fluctuations du processus de fabricaticepproche généralement retenue pour modéliser
les variations parameétriques consiste a les déceenpmn variations globales et locales. La valeur
d’'un paramétre technologique s’écrit alors :

P=P

nom

+AP

globale

+AP

locale

(2.2)

ou Phom est la valeur nominale du paramen®gonale Sa variation globale etPicqe Sa variation
locale. Pour un circuit donné, la valeur &y onaie S€ra la méme pour tous les composants du cir-
cuit. En revanche, la valeur dd® 4 Sera propre a chaque composant : le nombre datioas
locales a prendre en compte dans un circuit augaamnc proportionnellement avec le nombre de
composants.
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b) Modélisation des variations globales

Comme nous l'avons vu, les variations globales $englus souvent représentées par des va-
riables aléatoires. Ces derniéres sont caractériggéeleur distribution et leurs moments. En pra-
tique, une loi normale de moyenne nulle est géedraht retenue pour modéliser les variations
technologiques. Des mesures sont donc effectu@eplissieurs puces d’'une méme plaquette de
silicium et appartenant a des plaquettes difféseafan d’en extraire des données statistiques (va-
riance, corrélations, etc.) qui permettront de ci@réser les variations globales de chaque para-
metre. Le nombre de variations paramétriques atéaiser dépend du modeéle des dispositifs rete-
nu (BSIM [25], PSP [26], EKV [27], etc.). Or, certa modéles comportent plusieurs centaines de
parameétres souvent corrélés entre eux. Des tedmidlanalyse des données sont donc mises en
place pour transformer un jeu deparametres technologiques en un nouveau jem garametres
avecm < n. Ces technigues ont pour objectif la réductiomideension : soit en réduisant la redon-
dance d’informations comme I'analyse en composagmtiesipales [28, 29] ou I'analyse en compo-
santes indépendantes [30] qui génerent un noueeads parametres décorrélés, soit en appliquant
une régression semi-parameétrigue comme la régressierse par tranche (SIR) [31].

c) Modélisation des variations locales

Concernant les variations locales, qui provoquarmidrte d’appariement entre deux composants
identiques, il a été montré gu’elles dépendaiertefoent des dimensions [23, 32]. Le modéle le
plus couramment utilisé pour caractériser les tiaria locales des transistors est le modéle de Pel-
grom [32]. Avec ce modele, la variation locale djperameétre technologique est exprimée sous la
forme d’'une variable aléatoire distribuée selon loienormale de moyenne nulle et de variance
donnée par :

a*(ar

ocale)

A2
:W—"L+s;D2 (2.3)

ou W etL sont respectivement la largeur et la longueurtdessistors appariéb, la distance qui
les sépare, enfil, et S, sont des parameétres qui dépendent de la techeoldiisée. Ces deux
derniers parameétres sont estimeés a partir de nestabsées sur des paires de transistors NMOS et
PMOS, de dimensions et d’espacements difféerentqrémier terme du modele représente les va-
riations aléatoires, tandis que le deuxieme tersrenpt de tenir compte des variations systéma-
tiques. Un corollaire immédiat de ce modele corediimpact des dimensions : plus les dimen-
sions des composants sont grandes, plus la vartasceariations aléatoires est faible. C’est la rai
son pour laquelle les dimensions des dispositilHogques d’un circuit sont souvent largement
supérieures aux dimensions minimales de la techilatilisée. Le modéle de Pelgrom est bien
adapté pour les transistors a canal long, cepentaettient pas compte des effets de « canaux
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courts » qui surviennent dans les technologies CMa@®meétriques. D’autres modéles plus précis
ont donc été proposeés pour tenir compte de cets diffs a la miniaturisation [33] et assurer la-con
tinuité entre les différentes zones de fonctionngndes transistors [34-36].

2.3.4 Evolution de la variabilité avec la miniaturisation

Etant donné le caractere confidentiel des inforomatitechniques sur les performances des fu-
tures technologies CMOS, peu de données sont didpsrconcernant I'évolution de la variabilité
avec la miniaturisation. Néanmoins, I'édition 2@®la feuille de route de I'l'TRS donne un certain
nombre d’informations concernant la variabilité pgrameétres technologiques clés pour les pro-
chaines années (cf. Figure 2.4). Ces parameétrasle®rdimensions minimales CD, la tension
d’alimentation \4p, la variabilité de la tension de seuil totalg, Vot €t celle due uniqguement aux
dopants W, dopants l€S délais et la puissance dissipée. D’apresldemees de I''TRS, qui ne sont
gue des recommandations mais qui donnent néannesimggandes tendances d’évolution, les inno-
vations technologiques futures permettront de isaiftta variabilité sur les dimensions minimales
et la tension d’alimentation. Cependant, la valigbsur la tension de seuil continuera a augmenter
les phénomenes de fluctuations aléatoires jouanblerde plus en plus prédominant.

BES: 100 ¢
+ \Y oo 7””777‘
9\?’ B VTH total B . e\?’
=3 — X VTH d ¢ - ) 3 *
~ 60 | ,aopants o : y '
No) g
s 408 = 40; -
2 2 ~— 4 Puissance
K S 20
! . ‘
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
2010 2013 2016 2010 2013 "

Année Année

Figure 2.4 : Evolution de la variabilité de différds paramétres dans les futures technologies CMOS

d’'aprés I'I'TRS. La variabilité d’un paramétre estéfinie par 36/4 ol u est sa valeur moyenne et son

écart-type.

2.4 Conclusion

Depuis les années 1960, la loi de Moore et leesedé miniaturisation de Dennard ont été les
principaux vecteurs de la croissance de la micot@erique. Cependant, I'approche de I'échelle
atomique pour les dimensions des composants sodveuvelles difficultés liées aux limites de
la technologie, a la complexité croissante de kaception des circuits et aux colts des investisse-
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ments R&D. Les avantages historiques de la mingsdtion (réduction de I'encombrement, aug-
mentation des fonctionnalités et diminution du caditaire des puces) sont plus que jamais contre-
balancés par les phénoménes nouveaux qui appautadsbéchelle nanomeétrique (augmentation de
la puissance dissipée, baisse de la fiabilité, pim&mes de variabilité). Concernant les dispersions
paramétriques, un certain nombre de techniquesataniveau de la conception que de la fabrica-
tion, permettent de maitriser les variations syatéques. Cependant, les variations aléatoires, im-
prévisibles par nature, restent hors de controfel'i@®pact de ces variations tend a augmenter avec
la miniaturisation, posant ainsi un véritable @éfa microélectronique.
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Chapitre 3: Etat de Il'art des meé-
thodes d’analyse de la variabilité et de
conception robuste des circuits analo-
giques

Nous avons vu dans le chapitre précédent que lmtmiisation des dispositifs CMOS présentait
certes de nombreux avantages mais devait égalefaiemtface a de nouvelles difficultés, parmi
lesquelles les phénoménes de variabilité. A caaseette variabilité, a I'issue de la fabrication, u
certain nombre de circuits ne respectent pas lésifgmations définies par le cahier des charges.
Cela se traduit par un colt supplémentaire pourfdbsgcants de semi-conducteurs et donc une
baisse de leur compétitivité. Des méthodes de prissompte de la variabilité, au plus tét lorsale |
conception des circuits, sont donc plus que jaméigssaires pour anticiper les effets de ces varia-
tions qui ne font qu’empirer. Dans ce chapitre xdfamilles de méthodes dédiées aux circuits ana-
logiques sont passées en revue : les méthodedydarde la variabilité et les méthodes de concep-
tion robuste.

3.1 Définitions

3.1.1 Simulation des circuits analogiques

La simulation électrique est une étape incontouendb la conception des circuits analogiques.
Son réle est de prédire les performances des tdrafin de vérifier leurs fonctionnalités. Elle met
en ceuvre plusieurs éléments qu’il est nécessaiteetiedistinguer. Ces €léments sont illustrés sur
la Figure 3.1.

Un schéma électrique il détaille les connexions entre les différectgposants (transistors, re-
sistances, condensateurs, sources de tensiondet@rcuit analogique.

Des modéles mathématiquesils décrivent le comportement électrique de cleagomposant
sous forme d’équations. Ces équations font interfiérents types de parametres qui sont détail-
lés ci-dessous. Parmi les modeles de transistorS Btfdramment utilisés, on peut citer les modéles
BSIM [25], EKV [27] ou PSP [26].
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Les parametres de conceptiorC : ils correspondent aux parametres des composgmde
concepteur peut ajuster pour modifier le comportgnde circuit. Il s’agit par exemple des dimen-
sions des transistors, des résistances, des @gpaaides tensions/courants de polarisation.

Les parametres technologiqued : ils caractérisent la filiere CMOS utilisée pdandre le cir-
cuit : épaisseur d’oxyde de grille, tension de psédion, dopage, etc. Les fluctuations qui survien
nent lors du processus de fabrication affecterctidment les parametres technologiques. Ces der-
niers peuvent donc s’exprimer sous la forme sua/ant

T =T, +4T (3.1)

ou To représente leur valeur nominale, tandis glienodélise leurs variations dues aux fluctua-
tions technologiques. Ces variations peuvent serdposer en variations locales et globales
comme nous l'avons vu dans le Chapitre 2. Dansraeit de these, elles seront modélisées,
comme c’est souvent le cas en pratique, par déables aléatoires normaled T~ N(O,Z) oux

est la matrice de covariance. A noter que danadeades variations locales, la matrice de covariance
(et donc la forme de la distribution) dépend ddswa des parametres de conception (cf. modele de
Pelgrom).

Les parametres environnementaweE : ils symbolisent les variations environnementajesse
produisent durant le fonctionnement du circuit canles fluctuations de la température ou de la
tension d’alimentation.

Les performances du circuitY : comme la consommation, le gain ou la bande ptsshan
amplificateur, elles dépendent des paramétres neeptionC, des parameétres technologiqUest
des parametres environnementdtixLa relation qui unit les performances aux diffésepara-
metres est généralement complexe ; les performaucggionc évaluées au moyen d’'un simulateur
électrique.

Un simulateur électrique: il génére les équations qui régissent le congpaent électrique du
circuit (lois de Kirchhoff), puis résout numériquem ces équations afin d'évaluer les perfor-
mances. Pour cela, le simulateur a besoin en edimédichier de description appelé « netlist » qui
fusionne toutes les informations concernant le mehéu circuit, les modeles des composants ainsi
gue les valeurs des différents parametres. De plusnoins trois types d’analyses sont générale-
ment proposés dans les simulateurs pour évaluatiffésentes sortes de performances : une ana-
lyse statique, une analyse transitoire et une aaakpetit signal ». Parmi les simulateurs couram-
ment utilisés, on peut citer Spice [37], Eldo [88] Spectre [39].
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Schéma Modeéles des
électrique composants

|
!

Paramétres de

: —
conception C
Parameétres Netlist > %Ilmlilgteur Performances Y
technologiques T electrique

Parameétres

. —
environnementaux E \/

Figure 3.1 : Représentation de la simulation éleéque des circuits analogiques

3.1.2 Domaine de conception et régions de tolérance

Les ensembles de valeurs possibles pour les paesrdt conceptio@ et environnementauk
forment respectivement le domaine de conceiicgt la région de tolérance des parameétres envi-
ronnementauwRTe. Ces deux types de paramétres sont des varigdses définies sur des inter-
valles fixés par le concepteur. Par exemple, lésuva possibles pour la longueur de grille d’'un
transistor pourront étre comprises entre une biriéeieure imposeée par la taille minimale de gra-
vure et une borne supérieure qui dépendra dedaséatdu circuit. Les ensembl@st RT: forment
donc des hypercubes, également appelés pavéstené&tiques des intervalles (cf. Annexe C).

De la méme maniére, on peut définir une régionotirance noté®T,r pour les variations des
parametres technologiques qui sont modélisées, ates these, par des variables aléatoires nor-
males de moyenne nulle. Le support d’'une varialdlataire normale de moyenne nulle est infini.
Dans la pratique, on considéere cependant que belleedes valeurs les plus probables sont com-
prises dans lintervalle-30, +30] oU ¢ est I'écart type. En effet, cet intervalle perrd&tnglober
99.73% des valeurs d’'une variable normale centrést-a-dire la quasi-totalité des valeurs pos-
sibles. Comme les ensemb@®tRTe, la région de tolérand® T, est aussi un pave (Figure 3.2).
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AT, 4
: Ry
/
+30, /
-30, +30,| a1,
_30-2

Figure 3.2 : Région toléranceRT,; définie pour deux variations technologiquesT, et AT,

3.1.3 Régions d’acceptabilité

L’'un des objectifs de ce travail de these est derdéner la relation qui unit les performances
d’un circuit avec les parametres de conceptionydmtions technologiques et environnementales.
Soit un circuit comportan variations de parametres technologiqugs grformances. La relation
entre les performancéset les différents parametres peut se formulei ains

Y, f,(C,4T,E)

Y, | | f,(C,4T,E)

Y=f(CAT,E) - | *|= (3.2)

Y f,(C,4T,E)

p

ou COD, AT ORT,; et EORT..

Lors de la conception d’un circuit, les fonctioritéd de ce dernier sont exprimées sous la forme
de contraintes imposées a ses performances. Caaintes sont également appelées les spécifica-
tions du circuit. Pour chaque performance, elled généralement spécifiées par deux bornes qui
définissent un intervalle de valeurs acceptablastégion d’acceptabilité dans I'espace des perfor-

mances est définie alors par :
A(:{YDD"‘ESY, <B, 10{L...p}} (3.3)
Il s’agit donc d’un pavé qui est facilement carastble.

Etant donné I'impact des variations technologigsisles performances, il est également inté-
ressant de définir la région d’acceptabilité daespace des variations technologiques. Cette nou-

velle région d’acceptabilité est donnée par :

AslC.E)={4TORT, |B -
‘ .

- A.lc, E)={AT ORT,
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La région d'acceptabilitéA,; [C,E) contient toutes les combinaisons possibles deisticars
technologiques qui, pour des valeurs données desngfres de conception et environnementaux,
conduisent a des performances acceptables. Elespond donc a I'image inverse Aleparf dans
I'espace des parameétres technologiques et dépandhtiurs des paramétres de conception et envi-
ronnementaux. Les performandese sont généralement pas définies de facon etgbtinécessi-
tent le recours a un simulateur électrique, cerguod difficile la caractérisation dé,; (C, E). La
Figure 3.3 illustre la relation entre ces deux espal’acceptabilité pour un circuit comportant deux
performances et deux variations technologiques.

A
Y2

[P
—h
N
>
H_| v

B B
Figure 3.3 : Régions d'acceptabilité, et A ; (C,E) pour deux performances et deux variations techno-

logiques

3.1.4 Rendement paramétrique

L’'impact des variations des parametres technolagicaur le comportement d’un circuit est sou-
vent analysé grace au rendement de fabrication :

_ nombredecircuitsrespectaniesspécificatons
nombredecircuitsfabriqués

(3.5)

f

Cependant, deux types de défaillance peuvent cdeiseon-respect des spécifications par les
circuits : les défaillances catastrophiques etdi&fmillances paramétriques. Les défaillances catas-
trophiques résultent d’'un dysfonctionnement grawes Ide la fabrication (contaminations chi-
miques, erreur de manipulation, etc.) ; le compoeet du circuit est alors totalement aberrant.
Quant aux défaillances paramétriques, elles saeg dux seules fluctuations du processus de fabri-
cation. Par la suite, nous nous intéresserons amguat aux défaillances paramétriques qui seront
caractériseées par un rendement dit paramétrique :

n= nombredecircuitsrespectaniesspécificatons

—— : (3.6)
nombre¢de circuits fonctionnds
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ou un circuit est dit fonctionnel s’il n’a pas suale défaillances catastrophiques. L’histogramme
de la Figure 3.4 illustre la notion de circuit ftinanel, de défaillance paramétrique et catastro-
phique pour une performance donnée.

»

Nombre de 4
circuits
fabriqués [ Défaillance paramétrique

[ Circuit respectant les spécifications

Il Défaillance catastrophique

il

E Performance

Figure 3.4 : Histogramme de la distribution d'unegpformance pour plusieurs circuits fabriqués

D’un point de vue mathématique, le rendement pairéooé correspond a la probabilité qu’'un
circuit respecte toutes les spécifications sumpsermances. Il peut donc s’exprimer a partirale |
région d’acceptabilitdy :

n= P(YDA()zj'Ay o (Y,....Y, JY,..dv, 3.7)

oufy est la densité de probabilité conjointe des perémrces. Or, comme nous I'avons vu dans la
partie 83.1.1, les performances sont évaluées gracesimulateur électrique ; leur densité de pro-
babilité n’est donc pas définie de facon explicilee autre alternative consiste alors a exprimer le
rendement paramétrique a partir de la région dj@tetdité des variations technologiques

A (C E):

n=P4T0A;(C,E))= j f - (AT,,...AT )dAT,..dAT, (3.8)

Ay (C.E)

ou fsr est la densité de probabilité conjointe des vianatdes parametres technologiques qui,
elle, est connue. Cependant, dans ce cas, lautifficéside dans la caractérisation de la région
d'acceptabilité A,; (c,E) dont la forme peut s’avérer complexe (cf. Figur@).3Les deux expres-

sions (3.7) et (3.8) du rendement paramétriquesptéat donc chacune leur inconvénient.
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3.2 Etat de l'art - Analyse de la variabilité

3.2.1 Problématique

Comme nous l'avons vu dans le Chapitre 1, la rédnades dimensions dans les technologies
CMOS s’accompagne d’'une augmentation de la vait@hies parametres technologiques. Au ni-
veau des circuits, cette variabilité paramétrigaese traduire par une variabilité des performances.
On peut alors définir I'analyse de variabilité ains

Définition 1. L'analyse de variabilité a pour objectif d’évalli@mpact des variations technolo-
giquedT sur les performanceépour un jeu de parameétres de conception d@gné

Nous avons vu que les variations des paramatobsidlogiques étaient modeélisées par des va-
riables aléatoires normales. D’un point de vue ératique, les performances peuvent donc étre
également représentées par des variables aléatboete la difficulté réside dans le fait que leur
distribution est généralement inconnue. En effeintédonné la complexité des modéles de compo-
sants utilisés par le simulateur, il est diffiaile déterminer la distribution des performancesrérpa
de celles des variations technologiques : les padaces extraites avec le simulateur présentant un
comportement non-linéaire, leur distribution neraggproche d’aucune distribution connue (cf. Fi-
gure 3.5).

Parametres de
conception C,

Variations
l Performances Y

technologiques AT

S,lmulz.;\teur
électrique

Figure 3.5 : Variabilité des performances causée fies variations paramétriques

Les méthodes d’'analyse de la variabilité mettemiccen ceuvre des mesures statistiques permet-
tant de caractériser la distribution des perforrmancomme par exemple ses moments, sa densité
de probabilité, ses valeurs extrémes ou encorereatiement parameétrique. Les principales ap-
proches d’analyse de la variabilité sont représsntgur la Figure 3.6. Dans la suite, seule
'influence des variations paramétriques est érideEs parametres environnementaux sont considé-
rés constants.
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Méthodes
d’analyse de
la variabilité
|
|
Estimation de la
Analyse Analyse Analyse de A
pire-cas analytique Monte Carlo distribution des

performances

Figure 3.6 : Méthodes d'analyse de la variabilitéslcircuits analogiques

3.2.2 Analyse pire-cas

L’analyse pire-cas (« worst-case analysis » enaagigtonsiste a déterminer les valeurs extrémes
des performances a partir de modéles dits « pge»>dd0]. Ces modeéles pire-cas sont construits en
combinant les valeurs extrémes des parametresdiegiques. Il suffit ensuite de simuler le circuit
avec ces modeles pire-cas pour évaluer les vagetir8mes des performances. Cette approche pré-
sente essentiellement deux avantages :

— il n'est pas nécessaire de connaitre la distributies parametres technologiques, seule leur
région de tolérancRT,r doit étre connue pour définir les pire-cas,

— peu de simulations sont effectuées, le temps aeilloagt donc faible.
Cependant, I'analyse pire-cas comporte un ceriambme d’inconvénients.

— Les modéles pire-cas, développés par les fabricintsemi-conducteurs et mis a la disposi-
tion des concepteurs, sont principalement dédigscaauits numériques. En effet, ces der-
niers ont des topologies semblables, sont congess lag plus petites dimensions permises par
la technologie et présentent essentiellement dethonances d’intérét : la vitesse et la con-
sommation, ce qui facilite la mise en ceuvre de nesd@ire-cas génériques comme les
« slow/fast corners ». Ces modeles pire-cas numésiqqui ne tiennent pas compte de la to-
pologie des circuits analogiques, ni de leurs parémces, se révelent de fait mal adaptés a la
conception analogique : comment choisir le pireqoamerique qui sera le plus adapté pour
représenter le pire gain ou la pire fréquence d@we d’'un amplificateur ?

— Les corrélations entre les parametres technologigaesont souvent pas prises en compte, ce
qui peut conduire a des prédictions trés pessim(sir Figure 3.7). Des approches amélio-
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rées ont néanmoins été proposeées afin de constlesrénodeles pire-cas moins pessimistes
[41, 42].

— Les modeles pire-cas ne tiennent pas compte nendeisi variations locales dont I'impact est
pourtant de plus en plus grand dans les techn@agirométriques.

— Enfin, 'augmentation du nombre de variations tetbgiques avec la miniaturisation accroit
le nombre de combinaisons possiblé8d@ m est le nombre de variations technologiques) et
augmente donc le nombre de pire-cas a simuler.

AT, % Densité de probabilité
Pire-cas  + 30, des performances

1

1

. L
Surestimation

—30’15 / \+30, A'Fl

Figure 3.7 : lllustration de la surestimation causépar les modeles pire-cas

3.2.3 Analyse analytique

L’'analyse analytique repose sur une analyse delsktéset la propagation des moments afin de
caractériser la distribution des performances [83-les performances sont d’abord approximées

par un modele linéair¥ en utilisant par exemple un développement de Taylordre 1 :

Y=Y, +i{a—Y} AT, (3.9)

ou Yo est la valeur nominale de la performanGeaandis que ledT; représentent les variations

paramétriques qui suivent une loi normaléO,Z‘) avec X comme matrice de covariance. La dis-
tribution deY suit donc également une loi normale dont la mogean et la varianceJY? peuvent

alors étre calculées a partir du modéle linéair@) (3

78 =Y, (3.10)
2
L dY & | oY oY
o; = —— | g} +2 ——— | | == | COVAT,,AT, 3.11
Y ;|:6ATi j|o o ;q;iaATi }o|:aATq:|0 V( | q) ( )
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L’avantage majeur de cette approche est son fadilede calcul pour caractériser la distribution
des performances. Cependant, des que les perfoetaredent a étre non-linéaires et les variations
de moins en moins faibles, I'approximation linéairest plus adaptée et conduit a des erreurs
d’estimation. Néanmoins, cette approche peut fowmné premiere indication sur la variabilité des
performances.

3.2.4 Analyse de Monte Carlo

La plupart des méthodes fondées sur I'analyse detéiBarlo furent développées pour les cir-
cuits discrets au début des années 1980 ; il sthgit de I'approche classique d’analyse de la va-
riabilité. Elle est basée sur I'échantillonnagdalecgion de tolérance des variations technologique
RT;r en respectant leur distribution grace a un géeératle variables aléatoires. Elle permet
d’évaluer deux mesures statistiques importantesdgfinissent les variations des performances :
I'histogramme de leur distribution et le rendemeatamétrique.

a) Histogramme des performances

L’histogramme est un estimateur relativement singaer approximer la forme de la densité de
probabilité d’'une variable aléatoire. Dans notrs, ¢ghest construit a partir des valeurs de perfor-
mances obtenues en chaque point échantillonné d&gian de toléranc®T,r : plus le nombre
d’échantillons est grand, plus I'histogramme terdsMa forme de la densité de probabilité des per-
formances. Les performances peuvent étre évaluv@esua simulateur électrique (Spice, Eldo, etc.)
ou a partir d’'un méta-modele.

— L’analyse de Monte Carlo avec un simulateur egipfache la plus précise et sert souvent de
méthode de référence. Cependant, pour obtenir umsmpn suffisante, plusieurs milliers
d’échantillons sont nécessaires, ce qui requiderawe simulations électriques ; le temps de
calcul devient donc rapidement prohibitif.

- L’analyse de Monte Carlo avec un méta-modele pewmteetéduire le colt calculatoire et
constitue une alternative plus efficace. L'idéedapproximer les performances par des mé-
ta-modeles (moins précis que le simulateur, mais @pides a simuler), puis d’'utiliser ceux-
ci a la place du simulateur pour évaluer les paréorces. Plusieurs types de méta-modeéles
sont envisageables : polynémes [28, 30], modélesbslques [46], krigeage [47, 48], ré-
seaux de neurones [49, 50]. La construction de-mételes polynomiaux a partir des plans
d’expériences est expliquée dans le Chapitre 4.
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b) Rendement paramétrique

Le rendement paramétrique (3.7) est défini par integrale. Une solution envisageable pour
calculer cette intégrale serait d’avoir recoursea théthodes de quadrature numérique. Cependant,
le colt calculatoire de ces méthodes augmentegda faxponentielle avec le nombre de variations
technologiques. L'analyse de Monte Carlo est, auraoe, peu sensible au nombre de variables en
jeu [19], c’est pourquoi elle est traditionnellerhetilisée pour calculer le rendement paramétrique
des circuits.

Fonctions indicatrices

L’'analyse de Monte Carlo permet d’estimer le reneleihparamétrique au moyen des fonctions
indicatrices suivantes :

1 siYOA,

IY(Y):IY(Yl,...,Yp):{O Gy OA (3.12)

1 sidTOA(C)

0 sidTOA,(C) (313)

| (AT) =1 (ATl,...,ATm)={

Ces fonctions décrivent I'appartenance d’un cirauit régions d’acceptabilité et traduisent ainsi
le fait qu’un circuit respecte ou pas les spédiiices. La premiére s’appuie sur la région
d’acceptabilité dans I'espace des performamsest la seconde sur la région d’acceptabilité dans
'espace des variations technologiquis [c). Avec ces fonctions indicatrices, les expressiuns

rendement paramétrique (3.7) et (3.8) s’écriventsal
7=, A, Yy,
n= TIY(Yl,...,Yp)fY(Yl,...,Yp)le...de (3.14)
n=E(,(v))
n= IAT(C,E) f . (AT,,...,.AT, )dAT,..dAT,

7= [y (BT, AT, )f 1 (AT,,... AT, )dAT, . dAT,, (3.15)

7 =E(l (47))

Les fonctions indicatrices permettent donc d’édtireégrale du rendement sous la forme d’une
valeur moyenne qui peut ensuite étre estimée #& puhe analyse de Monte Carlo. En effet, en

disposant deN échantillons aléatoires des performanééé,...,Y”) ou des variations technolo-
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giques (ATl,...,ATN), les expressions (3.14) et (3.15) peuvent étreogpges en calculant la

moyenne empirique sur cBséchantillons :
13 i A
”:E(IY(Y)):NE :IY(Y ):W (3.16)

Aur (C)
— 3.17
N (3.17)

ou n, estle nombre d’échantillons des performancesppartiennent &vetn, . le nombre

déchantillons des variations technologiques qupaapennent aA,, [c). on retrouve alors

'expression (3.6) du rendement paramétrique. Liiamae de I'estimateur de Monte Carlo est pro-
portionnelle &2 [19] ; le nombre d'échantillons doit donc étre suffisamment élevé pour garan-
tir une précision correcte.

Ainsi, deux approches sont possibles pour évakieehdement paramétriqgue avec une analyse
de Monte Carlo : raisonner dans I'espace des préncesAy ou dans la région d’acceptabilité de
I'espace des variations technologiqugs (C).

Calcul du rendement par évaluation des performances

La premiére approche consiste a génBréchantillons des variations technologiques eneesp
tant leur distribution, puis a évaluer les perfoneces pour chacun d’eux, de fagon a obtéhir
échantillons des performanceé(l,...,YN). L'appartenance des performances a la région
d’acceptabilitéAy est ensuite testée afin de calculer le rendeméatega I'expression (3.16). La
région Ay étant définie par un pavé (cf. Figure 3.3), il @&s€ de tester I'appartenance des perfor-
mances &y. Avec cette approche, I'effort de calcul se comeedonc dans I'évaluation des per-
formances. La encore, le recours a des méta-moddkeplace d’'un simulateur permet de réduire
les temps de calcul.

Calcul du rendement par approximation de la réoddmcceptabilité

La seconde approche consiste a construire une apyaton AAT c) de Ia région
d’'acceptabilité A,; ), puis a généreN échantillons des variations technologiques enespt
leur distribution et enfin a tester leur apparte@am AAT (c) pour évaluer le rendement avec

I'expression (3.17). Ici, toute la difficulté résidlans I'approximation deé\,; (c) dont la forme

peut-étre complexe (cf. Figure 3.3). Des méthodappidoximation polyédrique [51, 52] et ellip-
soidale [53, 54] faisant appel a des algorithmesgtthisation ont donc été développées (cf. Figure
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3.8). Cependant, ces methodes présentent plusisosvénients : tout d’abord elles se révélent
mal adaptées lorsque la région d’acceptabilitétnpes convexe, de plus elles ne donnent pas
d’'informations sur la précision de I'approximatiobtenue.

AT, a AT, .
Aq(C.E) A:(C.E)

T sl
L 5 AT, g g AT,

(a) (b)
Figure 3.8 : Approximations polyédrique (a) et gdBoidale (b) de la région d'acceptabilité

Signalons enfin pour étre complet, I'existence d’autres méthodes hpuessid’estimation du
rendement comme |'exploration orthogonale [55] et radiale [56]alaitient mises au point pour
les circuits discrets, ou encore la méthode d’intégrale de surface [57].

c) Bilan
Les principaux avantages de I'analyse de Monte Carlo sont :

— la simplicité de mise en ceuvre (aucune restriction sur la forme des perdesr@anla facon
de les évaluer),

— la distribution des variations technologiques ne doit pas néamssait étre normale,
— la précision obtenue qui ne dépend pas du nombre de parametres en jeu.

Cependant, l'inconvénient majeur reste le nombre élevé d’échantillorssgnécessaire pour
garantir la précision de I'approche. Pour palier cela, des métlidédsantillonnages appropriées
peuvent étre mises en place pour réduire le nombre d’échantillons (éohaatje d’'importance,
échantillonnage stratifié).

3.2.5 Estimation de la distribution des performances

Les méthodes d’estimation d’'une distribution n’ont été appligggesécemment a I'analyse de
variabilité des circuits analogiques (années 2000). D’'une maniéreaggnéur but est d’estimer la
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distribution des performances a partir d’'un nonmesdreint d’évaluations, c’est-a-dire pour un codt
de calcul nettement inférieur a celui d’'une analysévionte Carlo classique.

a) ldentification par les moments

L'approche APEX proposée par X. Li dans [59] permiieipproximer la densité de probabilité
d’'une performance. Le point fondamental de cetfg@ghe consiste a modéliser la densité de pro-
babilité comme étant la réponse impulsionnelle dysteme linéaire et invariant dans le temps. La
fonction de transfert d’'un tel systeme a I'oréifedans le domaine de Laplace et sa réponse impul-
sionnelle s’écrivent respectivement ainsi :

(p)=>-2
Hp)= -2 (3.18)
P ;p_bi
M b _
h(t) = iZ:l:a\e sit=0 (3.19)
0 sit<O0

La méthode APEX se déroule en trois étapes :
- la performance est d’abord approximée par un magigderatique,

- les moments statistiques de la performance sonfitensalculés a partir des coefficients du
modeéle quadratique,

- la résolution du systeme d’équations non-linéagktenu en identifiant les moments He
avec les valeurs obtenues précédemment permetrfiealt de calculer les coefficiersiset b;

de la réponse impulsionnelh{t), et donc d’approximer la densité de probabilité lp(a)

Grace a l'approximation de la densité de probahilies valeurs pire-cas de la performance
(quantiles extrémes de sa distribution) sont céksil D’aprés les résultats obtenus sur des circuits
analogiques [59], la méthode APEX se révele aytestise que I'analyse de Monte Carlo pour un
colt de calcul divisé par 10. Cependant cette niétime reste efficace que si les variations techno-
logiques sont modélisées par des variables aléatoormales.

b) Approximation des queues de distribution

Une autre approche particulierement intéressante estimer les valeurs pire-cas des perfor-
mances consiste a approximer non pas la totalité destribution, mais uniqguement les queues de
distribution ; cette approche est basée sur laitéles valeurs extrémes dont le but est d’estlener
probabilité d’événements rares [60, 61]. Elle repssr I'extrapolation de la queue d’une distribu-
tion a partir des valeurs extrémes des donnéesmldps. De nombreux domaines s’intéressent a
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ce type d’analyse afin d’anticiper des événemetastant plus catastrophiques qu’ils sont excep-
tionnels : hydrologie (crues), climatologie (récfiament climatique), finance (crises boursiéres),
etc. La théorie des valeurs extrémes a égalememtp@liquée récemment a I'analyse de variabilité
des circuits, en particulier pour estimer la proligbde défaillance des mémoires SRAM [62-64].
La probabilité de défaillance est illustrée suFigure 3.9. A la différence des phénomenes naturels
ou le nombre d’observations disponibles est impasd environnement et n’est pas maitrisable, les
simulateurs électriques permettent d’évaluer lesopmances d’'un circuit pour n'importe quelle
combinaison des variations technologiques. Il esicdntéressant d’utiliser cette souplesse afin de
choisir les combinaisons de variations technologgqgui vont conduire aux valeurs extrémes des
performances et a partir desquelles la queue dgbdison va pouvoir étre estimée. L'approche
proposée dans [64] consiste ainsi a :

— geénérer des échantillons aléatoires des variattenbnologiques selon leur distribution
(Monte Carlo),

— puis identifier ceux qui appartiennent a la queeeligtribution grace a une technique de clas-
sification de type SVM (Machine a vecteurs de suppat les simuler,

- enfin approximer la queue de la distribution aipaks échantillons simulés en appliquant la
théorie des valeurs extrémes et ainsi calculerdbgbilité de défaillance.

L’approximation des queues de performances présdgmtaombreux avantages : pas de con-
traintes sur la forme des distributions des vamaitechnologiques, une trés bonne estimation de la
probabilité de défaillance calculée pour des qlesextrémes, voire méme trés éloignés @)/-6
enfin un codt de calcul relativement faible (unatage de simulations dans [63]) par rapport a une
analyse de Monte Carlo classique.

A
fy

Probabilité de Queue de
défaillance distribution

B Y

Figure 3.9 : lllustration de la probabilité de déidance étant donné une spécificatioE sur une perfor-
manceY
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3.2.6 Bilan

Les différentes méthodes d’analyse de la varigbditt été comparées dans le Tableau 3.1. Les
principaux criteres de comparaison sont l'indicatgatistique de la variabilité, la précision, it
calculatoire et les éventuelles conditions suris&ridution des variations technologiques. Il resso
de cette étude que les méthodes historiques (@npises-cas, analyse de Monte Carlo) montrent de
sérieuses limites en termes de co(t de calcul oprégsion avec I'avenement des technologies
nanometriques. Les méthodes les plus récenteadiatit donc a maintenir une grande preécision en
réduisant autant que possible les temps de cadl@approche qui apparait comme la plus efficace
est 'approximation des queues de distributionde: @socie precision et efficacité en n'imposant
aucune contrainte sur le type de distribution degtions technologiques.
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Tableau 3.1 : Méthodes d'analyse de la variabilité

1

, Mesure de L.
Méthodes e Avantages Inconvénients
variabilité
- pas de contraintes surlg 1 c0 2ux circuits
forme de la distribution gnalo : Fijes
R des variations technolo- _ 9 q o
Pire-cas - :j/aleursfextremes giques - estimation pessimiste
€S PENOTMAnCes _ ¢oat de calcul faible - ne tient pas compte des
. . corrélations et des varia-
- disponible dans la plupaft tions locales
des outils de CAO
Analytique | - Distribution des - pas adaptée aux perfor-
R performances " . . mances fortement non-
(modéle - colt de calcul tres faible| . ° |
lingai - Rendement pa- Il_ne_alres et aux larges v4
ineaire) ramétrique rations
- trés bonne précision in-
dépendamment du - co(t de calcul considé-
_ Distribution des | nPmore de parametres | rable (améliorations pos
performances - pas de contraintes sur lg sibles avec un échantil-
Monte Carlo Rend ) forme de la distribution lonnage adapté et
i en,te_men pa- des variations technolo-| I'approximation des per-
rametrique giques formances par des métal
- disponible dans la plupaft modeles)
des outils de CAO
P - Distribution des
Identification . L - istributi ia-
performances - trés bonne précision I‘f’l distribution d_es vara-
par les moments Rend ¢ at d lcul faibl tions technologiques doi
(APEX) - Rendement pa- | - cot de calcul faible atre normale
ramétrique

Approximation
des queues de
distributions

- Probabilité de
défaillance

- trés bonne précision
- coult de calcul faible

- pas de contraintes sur la
distribution des variation
technologiques
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3.3 Etat de l'art - Méthodes de conception ro-
buste

3.3.1 Problématique

A cause de la variation des performances, duevarlabilité des parametres technologiques, les
spécifications des circuits risquent de ne pas régpectées, entrainant ainsi une baisse du rende-
ment paramétrique. Il est donc important de comeidi@ variabilité des performances le plus t6t
possible dans le cycle de conception afin de falerigles circuits qui soient robustes aux varia-
tions : c’est I'objectif de la conception robuste.

Définition 2. La conception robuste a pour objectif d’ajusésr parameétres de conceptiorde
telle sorte que les spécifications sur les perfoiceaY soient respectées quelles que soient les
fluctuations paramétriquesl appartenant a la région de toléraRdgr.

Dans le flot de conception analogique, la robustess généralement prise en compte apres une
premiere étape de conception nominale. Cette étapsiste a dimensionner le circuit pour qu'il
respecte les spécifications sans tenir compte deatins paramétriques ; elle peut étre manuelle
ou automatisée. Depuis le début des années 198@nalereux outils de dimensionnement automa-
tisé ont vu le jour afin de réduire le colt de tamaeption nominale et d’améliorer la qualité des
circuits analogiques [65]. Comme la conception n@id, la conception robuste est également fon-
dée sur des méthodes d’automatisation qui consiateptimiser une mesure caractéristique de la
variabilité : les méthodes de conception robusta® slonc souvent basées sur les méthodes
d’analyse de la variabilité présentées dans lagoprécédente. La mesure statistique la plus sauven
optimisée dans les méthodes de conception robusstée @endement paramétrique. Cependant,
d’autres mesures existent comme les performancescas ou les indices de capabilité. La Figure
3.10 propose un classement des différentes méthiedesnception robuste.
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Ve R
Méthodes de
conception
robuste
\_ S
[ |
7~ N\
Optimisation Optimisation %%tllrrinr:?jiac“eosn
du rendement robuste de capabilité
\_ J
|
Méthodes Design
statistiques Centering

Figure 3.10 : Méthodes de conception robuste desuits analogiques

3.3.2 Circuits discrets

Historiquement, les premiéres méthodes de conceptiouste ont été développées pour des cir-
cuits discrets. Pour ces circuits, la notion dewpeatres technologiques n’existe pas ; la seul@avari
bilité prise en compte est celle des paramétremdeeption :

C=C, +4C (3.20)

ou Cp est la valeur nominale d’un parameétre de concetiésistance par exemple)#L sa va-
riation modélisée par une variable aléatoire (#iée). Pour les circuits discrets, on peut done déf
nir une région d’'acceptabilitd: directement dans I'espace des parametres de dmrcépoir Fi-
gure 3.11).

Y, 4 C,4
A A
B, -[---- 4
B oo | f
E E 1 G

Figure 3.11 : Régions d'acceptabilitéd,, et A, pour deux performances et deux parametres de e&mc

tion dans le cas des circuits discrets
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3.3.3 Optimisation du rendement

Le probleme de la conception robuste est souveitéten optimisant le rendement paramé-
trique. Les méthodes d’optimisation du rendemerttpmur but de déterminer les parametres de
conceptionC qui maximisent le rendement paramétrique. Ces adéths’articulent autour de deux
étapes fondamentales : I'évaluation du rendemersopt optimisation. On peut distinguer deux
grandes classes de méthodes d’'optimisation du mesmte les méthodes statistiques et les mé-
thodes déterministes.

a) Meéthodes statistiques

Dans les méthodes statistiques, le rendement pargueéest la fonction de colt du probléeme
d’optimisation, c’est pourquoi ces méthodes soralaggent appelées méthodes directes dans la
littérature. Elles ont en commun 'évaluation dadement qui est effectuée par un échantillonnage
de Monte Carlo. Les raisons qui motivent le chaxl'dnalyse de Monte Carlo ont été expliquées
dans la partie 83.2.4 : il s’agit de la possibitigtraiter indifferemment n’importe quel type ds-d
tribution et de la relative indépendance de la derifé vis-a-vis du nombre de parametres en jeu.
Les méthodes statistiques se distinguent entre sllvant la procédure qui est mise en place pour
obtenir le meilleur rendement possible.

Algorithmes d’optimisation

L’approche la plus simple consiste a avoir rec@aurs algorithme déterministe d’optimisation
non-linéaire pour maximiser le rendement. Bien éwithent, effectuer une analyse de Monte Carlo
avec un simulateur a chaque itération de I'algoréghalourdit considérablement le codt calculatoire
et rend cette approche impraticable. Les méthaddgionnelles pour réduire le colt d’une analyse
de Monte Carlo peuvent étre appliguées comme l&dlemnage d’importance [66] ou
I'approximation des performances par des modelémpmiaux [67, 68] ou des réseaux de neu-
rones [49]. Une autre solution pour réduire lespeme calcul est d’évaluer le gradient du rende-
ment [57, 69] afin d’appliquer des algorithmes diopsation plus efficaces qui convergent rapi-
dement. Néanmoins, I'estimation du rendement edastegradient par une analyse de Monte Carlo
est entachée de bruit numérique, ce qui ralentibfevergence de I'algorithme et peut méme le faire
diverger. Pour remédier a cela, des méthodes dtghas permettent de tenir compte de
I'incertitude sur I'estimation du rendement [70].7Rar ailleurs, excepté I'approche présentée dans
[49] qui fait appel a un algorithme génétique, aggorithmes utilisés sont généralement des algo-
rithmes d’optimisation locaux qui conduisent pafird&on & un rendement maximum local.

38



Etat de I'art des méthodes d'analyse de la variélgt de conception robuste des circuits anal@giqu

Algorithmes heuristiques

D’autres méthodes d’optimisation du rendement net guas basées sur des algorithmes
d’optimisation, mais ont une approche heuristiquepbbleme. Ces méthodes ont initialement été
mises au point pour des circuits discrets (cf. £3.32armi celles-ci, on peut citer la méthode pro-
posée par [58, 72] qui consiste a échantillonnegdgon de tolérance des paramétres de conception
selon la distribution de leurs variations, puisaidceler les centres de gravité des points acceptés
(qui appartiennent a la région d’acceptabilitégalti des points rejetés (qui n’appartiennent pas a
la région d’acceptabilité). La proportion de poiateptés par rapport au nombre total de points
générés fournit une approximation du rendementairveau jeu de valeurs pour les paramétres de
conception est alors choisi dans la direction défpar les deux centres de gravité afin de déplacer
la région de tolérance dans la région d’acceptalsli ainsi augmenter le rendement. Le principe de
I'algorithme des centres de gravité est illustré lauFigure 3.12. Une autre méthode heuristique
introduite par [56] consiste également a déplacerrégion de tolérance dans la région
d’acceptabilité, mais est basée sur I'estimatiorrehdement par I'exploration radiale. Le dimen-
sionnement qui sert de point de départ a ces méshoel doit pas présenter un rendement nul, sinon
l'algorithme risque de ne pas converger ; ces nuhdeuristiques sont donc plutét considérées
comme des méthodes d’amélioration du rendemend’gpéimisation.

e Echantillons rejetés (centre de gravité Gg)
e Echantillons acceptés (centre de gravité G,)

v

Figure 3.12 : Déplacement de la région de toléranBe avec la méthode des centres de gravité

b) Méthodes déterministes dites de « design centering

Comme nous venons de le voir, I'optimisation dieedti rendement paramétrique s’avere tres
lourde en termes de temps de calcul. Des méthoétesntinistes ont donc été développées afin
d’optimiser le rendement de facon indirecte enaraignt sur le positionnement des distributions
par rapport aux régions d’acceptabilité. En efietendement paramétrique est égal par définition a
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l'intégrale d’'une densité de probabilité sur ungaiae région d’acceptabilité. Ainsi, maximiser le
rendement revient a maximiser le volume délimité Penveloppe de la densité et la région
d’acceptabilité. Cet objectif peut étre atteintiredtement en centrant la densité de probabilité su
la région d’acceptabilité (cf. Figure 3.13), d’c@imom de ces méthodes dites de « design cente-
ring » [73].

006 .. s .

004 T ... Région - oo .

IR . REQIDI'I
L d'acceptabilite d‘acceptabilité
002 - 002 ]
i,
0. 0.
(a) (b)

Figure 3.13 : Maximisation du rendement (volume hbileen centrant la densité de probabilité sur la iég
d'acceptabilité (rectangle rouge)

Deux approches sont envisageables comme l'illlatféigure 3.14 : centrer la distribution des
performances sur la région d’acceptabiftéou bien centrer la distribution des variationsteso-
giques sur la région d’acceptabilifg,, [c). Dans le premier cas de figure, la région d’acaifité
Ay est facilement caractérisable mais la distributie@s performances n’est pas connue. Dans le
second cas de figure, la distribution des variati@ehnologiques est connue mais cette fois-ct c’es
la région d’acceptabilité,, (C) qui est inconnue.
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'

LN
| -]

(a) (b)
Figure 3.14 : Centrage de la distribution des perfiecances sur la région d’acceptabilité\, (a) et cen-

trage de la distribution des variations technologep sur la region d’acceptabilité (C) (b)

Une premiére famille de méthodes, destinée awuitsraliscrets, consiste a réaliser une ap-
proximation polyédrique [51, 52, 74] ou ellipsoieldb3, 54] de la région d’acceptabilite des
parametres de conception. Parmi ces méthodesjnesrtehoisissent simplement le centre de ces
approximations comme point de conception robusse $8]. D’autres tiennent compte de la forme
de la distribution. Dans le cas d’une loi norméds, courbes d’isodensité de la densité de probabili
té forment des ellipses qui sont de plus en plaadgs au fur et a mesure qu’on s’éloigne de la va-
leur moyenne. Le rendement maximal sera donc ol#annscrivant la plus grande de ces ellipses
dans l'approximation de la région d’acceptabilité centre de I'ellipse correspond alors au poet d
conception le plus robuste [51, 52, 74]. Cependzed,méthodes ne sont pas adaptées si la région
d’acceptabilité n’est pas convexe. De plus, dartatede I'approximation polyédrique [51] appelée
aussi « simplicial approximation », le colt caltoille augmente rapidement avec le nombre de
parametres. Enfin, ces méthodes ne sont applicghblaax circuits discrets.

Une deuxieme famille de méthodes, adaptée auxitsrouégrés, consiste a rechercher un di-
mensionnement robuste en maximisant les distanoegs entre le centre de la distribution et la
frontiere de la région d’acceptabilité (cf. Figudd5). Le nombre de distances pire-cas dépend du
nombre de contraintes ; elles peuvent étre calsid@eayant recours a un algorithme d’optimisation
[75] ou en linéarisant les contraintes [76, 77]s Maleurs des parametres de conception qui maxi-
misent les distances pire-cas sont ensuite obtesruessolvant un probleme d’optimisation multi-
objectif. En termes de complexité, I'approche pnéSe dans [75] présente un codt de calcul qui
n'augmente que linéairement avec le nombre de paramde conception mais fait appel a des si-
mulations électriques a chaque itération pour @rdks distances pire-cas et leur gradient. Les mé-
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thodes [76, 77] ont recours quant a elles a desoappations linéaires des performances afin

d’alléger le colt calculatoire.

AT, 4

.

Figure 3.15 : lllustration des distances pire-caeches en vert)

En termes de précision, les méthodes de « desigrrogg » sont basées sur une approximation
plus ou moins précise de la région d’acceptahilébes ne conduisent donc qu’a une solution ap-
prochée du rendement maximum. Cependant, en foninldgprobléme d’optimisation du rende-
ment sous forme déterministe, les méthodes deigrdesntering » convergent plus rapidement que

les méthodes statistiques.

3.3.4 Optimisation robuste - Optimisation des perfor-
mances pire-cas

Le probleme de conception robuste, tel que nowsitia défini plus haut, peut s’exprimer sous la
forme d’'un probleme d’optimisation dont la résadaticonduit a un jeu de valeurs pour les para-
metres de conception qui minimise une certainetfonale colf et qui garantit que les spécifica-
tions sur des performancgssont respectées pour toutes les dispersions parques appartenant
a la région de tolérand®T,r. Le probléme de conception robuste peut doncig®@sous la forme
générale suivante :

minimiser f(C,AT)

C
tel que g,/(C.AT)<0, 10{1....p} (3.21)
coD
OAT ORT,,

ou
C est le vecteur des paramétres de conception appattau domaine de conceptdn

AT est le vecteur des variations technologiques agpant a la région de toléranké,
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f est la fonction de colt a minimiser,
g sont les performances qui doivent respecter lésifipations définies par des inégalités.

La difficulté majeure dans ce probleme d’'optimigatest liée a la contrainte JAT ORT,; »,
c’est-a-dire le « quelles que soient les fluctuatiparamétriquesT appartenant a la région de tolé-
ranceRT,r » dans la formulation du probleme de conceptidouste. La région de toléran&d,r
étant un ensemble infini, la contrainte AT [1RT,; » peut donc étre vue comme une infinité de
contraintes qui doivent étre vérifiees. Une solutpmur s’affranchir de cette difficulté consiste a
reformuler les contraintes en faisant intervenibdane supérieure des performances. En effet, si la
borne supérieure des performancesRshi veérifie les contraintes, alors ces dernieres gérifiees
guelles que soient les valeurs R&r. Le probléme (3.21) peut alors se reformuler dausrme
suivante, également appelée optimisation robusie: [7

minimiser sup f(C,AT)

C ATORTy

tel que sup g,(C,AT)<0, 10{1...,p} (3.22)
ATORT,
cub

Grace a cette reformulation, I'ensemble infini destraintes a été remplacé par une seule con-
trainte « pire-cas » sur les performances (a nepafondre avec I'analyse pire-cas vue précédem-
ment), facilitant ainsi la résolution du probléneabnception robuste.

Difféerentes méthodes ont été proposées pour résaelprobleme d’optimisation robuste. La
meéthode présentée dans [79] résout directemenbldgme (3.21) grace a des techniques de pro-
grammation infinie combinées a l'algorithme du iiesimulé. Dans [80], les auteurs représentent
la région de tolérand@T,r sous forme elliptique et approximent les perforogsnpar des modeles
posynomiaux ; le probleme (3.22) est alors résalum algorithme de programmation géométrique
robuste [81]. Une autre approche consiste a résdedprobleme (3.22) en optimisant les perfor-
mances pire-cas : a chaque itération, les borme&isures des performances sont approximées par
les performances pire-cas extraites avec APEX f&R2line analyse de Monte Carlo [83]. Enfin,
dans [84], les auteurs ont recours a l'arithmétigffi@e, qui est une extension de 'arithmétique de
intervalles présentée dans I'’Annexe C, afin d’estites performances pire-cas et mettent en ceuvre
un algorithme d’optimisation par intervalles deey Branch and Bound » (cf. 86.3.2b) pour ré-
soudre le probleme (3.22).

A la différence des méthodes d’optimisation du eendnt ou la seule grandeur optimisée est le
rendement, les méthodes d’optimisation robuste egemt d’optimiser une ou plusieurs perfor-
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mances et en plus de garantir un rendement élevérdiant que les variations extrémes sont res-
pectées. Les méthodes d’optimisation robuste dfftenc une plus grande flexibilité.

3.3.5 Optimisation par les indices de capabilité

Une derniére approche indirecte pour traiter laception robuste est dérivée de la méthode
d’amélioration de la qualité mise au point par @gichi. Cette approche est fondée sur deux cri-
teres de mesure de la variabilité appelés indieesagabilité [85] :

B-B
C = — 3.23
» = 60, (3.23)
Cp = min{B_’uY ,'uY _B} (3.24)
30, 3oy

ol B etB représentent respectivement les spécificatior&ieire et supérieure d’'une perfor-
manceY, tandis ques, et g, sont respectivement sa moyenne et son écart bypelice C |

guantifie la variabilité de la performance : ples mdice est grand, moins la performance varie (cf

Figure 3.16(a)). Quant a I'indic€ , (cf. Figure 3.16(b)), il permet de caractérisecdatrage de la

performance : si la performance est correctemenité@e, alorsy, = (5 +§)/2 etC, =C,.

f, 4 —C = f, 4

v

v

los]
BN
W -

(a) (b)
Figure 3.16 : lllustration des indice<C ; (a) etC , (b)

En combinant ces deux indices, on peut définir phaque performandeune mesure de la ro-
bustesse
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4 =cC, A(Bz)‘# .25
Y
@ =C, + 1T ETEIL _3(5; )2 (3.26)

Y

ou 0< 1 <1 est un parameétre qui peut étre modifié au cdensoptimisation. La conception ro-
buste par les indices de capabilité consiste dodétérminer les parametres de concep@oqui
maximisent la fonction de co(t suivante :

max( min {quqf}j (3.27)

COD\ 1=t.p

ou D est le domaine de conceptiorpde nombre de performances.iSt 0, alors la fonction de

codt représente l'indic€ , c’est donc la variabilité des performances qoa Eherche a minimi-

ser. Il s’agit de la premiere étape de I'approchd dguchi. A 'opposé, di= 1, la fonction de co(t

correspond a l'indiceC , , on cherche donc a centrer les performances pporaa leurs spécifica-

pk ?
tions. Il s’agit de la seconde étape de I'appratddaguchi. L'intérét principal de cette méthode es

de pouvoir controler indépendamment la variabdiéé performances et leur centrage [85, 86]. Ce-
pendant, I'utilisation des indices de capabilité femdée sur I'hypothése de normalité des perfor-
mances, qui est loin d’étre vérifiée en pratique.

3.3.6 Bilan

Les caractéristiques des méthodes de conceptiarstolgue nous avons présentées sont résu-
meées dans le Tableau 3.2. Elles se différencientiepa précision, leur complexité et les conditions
gu’elles imposent sur la distribution des variasiohes méthodes statistiques d’optimisation du
rendement sont précises mais tres lourdes en tadmesalcul. Les méthodes de « Design Cente-
ring » convergent plus rapidement, mais le réswultaenu dépend de I'approximation de la région
d’acceptabilité. Les méthodes d’optimisation robusffrent plus de flexibilité en permettant
d’optimiser les performances tout en assurant ndement paramétrique élevé. Cependant, elles
requierent des techniques efficaces pour évalsgrdeformances pire-cas. Enfin, I'optimisation par
indices de capabilité réalise un dimensionnemdniste en se concentrant sur le centrage des per-
formances et la réduction de la variabilité, maigpose une distribution normale des performances.
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Tableau 3.2 : Méthodes de conception robuste

Méthodes Avantages Inconvénients

- pas de contraintes sur la forme de
la distribution des variations
technologiques

). estimation précise du rendemer

Optimisation du
rendement
(méthodes statistiqued

- colit calculatoire tres élevé

—

Optimisation du | - formulation indirecte du pro- | - la précision de I'optimum dépend
rendement bleme d’optimisation pour assu{ de I'approximation de la région
(« Design Centering ») rer une meilleure convergence | d'acceptabilité

- optimisation des performances

o : . - estimation des performances pire-
Optimisation robuste | pire-cas en garantissant un ren-

o cas
dement élevé

Indices de - centrage des performances et | - hypothése de normalité des per-

capabilité réduction de leur variabilité formances

3.4 Problématique de la these

La prise en compte de la variabilité dans le fletabnception augmente considérablement le
codt calculatoire. Pour réduire ce colt, les métsatke conception robuste que nous avons présen-
tées reposent donc sur des algorithmes d’optimisatipides mais locaux. L’optimum global est
alors généralement atteint en deux étapes. La prerdiape consiste a réaliser une conception no-
minale a partir d’algorithmes d’optimisation gloaues performances des circuits sont optimisées
sans tenir compte des variations. De nombreux illgicommerciaux ou académiques sont a pre-
sent disponibles [65] pour réaliser la conceptiomimale. Aprés cette premiéere étape, les méthodes
de conception robuste basées sur des algorithropirdisation locaux sont appliquées : 'optimum
de la conception nominale sert alors de point dqedéux méthodes de conception robuste. Le
point faible de cette approche est que I'optimummimal se trouve souvent a la limite des spécifica-
tions : la moindre variation paramétrique provogi@s la violation des spécifications, ce qui dé-
grade le rendement paramétrique. L’'optimum de laception nominale constitue donc un maxi-
mum local en termes de rendement ; les méthodesrtption robuste qui font appel a des algo-
rithmes d’optimisation locaux et utilisent I'optimude la conception nominale pour s’initialiser
restent alors bloguées sur ce maximum local duemmedt. Afin d’identifier I'optimum global ro-
buste, il est donc important de prendre en congptatiabilité des le début du flot de conception et
non uniqguement a la fin [79, 86, 87].
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Par conséquent, le développement de méthodes dept@mn robuste efficaces nécessite la mise
en place des points suivants :

— une méthode d’analyse de la variabilité afin d’'@wender I'impact des dispersions paramé-
triques sur les performances du circuit,

— un algorithme d’optimisation globale mis en pla@s de début du flot de conception et qui
aboutit a un dimensionnement automatise, optimaki @ue robuste en appliquant la me-
thode d’analyse de la variabilité,

— déterminer les approches permettant d’atteindnedileur compromis précision/complexité a
chaque étape de I'implémentation de la méthodeodeeption robuste afin d’accélérer sa
convergence.

Dans ce travail de these, une nouvelle méthodeneeption robuste a été développée en tenant
compte des considérations précédentes. Cette neetbstdbasée sur I'optimisation des perfor-
mances pire-cas présentée dans la partie 83.34rideipales caractéristiques sont les suivantes :

— les performances pire-cas sont estimées en ayamireea une modélisation polynomiale des
performances et au développement limité de Corfrisher,

— l'optimisation est réalisée en utilisant un aldgamie par intervalles qui garantit que I'optimum
global sera atteint.

Une attention particuliere a été portée sur la cdn du colt calculatoire. Ainsi, la modélisa-
tion polynomiale des performances fait appel ahiotie des plans d’expériences pour limiter le
nombre de simulations a réaliser, tandis que ddsiigues de réduction d’intervalles sont utilisées
dans l'algorithme par intervalles pour accélérec@avergence. Ces différents points sont expliqués
dans les chapitres suivants.
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Chapitre 4 : Analyse de la variabilité a
partir des modeles polynomiaux et de
I'approximation de Cornish-Fisher

Ce chapitre présente une nouvelle méthode permeftamlyser la dispersion des performances
de circuits analogiques en fonction des variatides paramétres technologiques, pour des para-
metres de conception fixés. Aprés une présentgimérale de la méthode, les deux points clés de
cette derniere, a savoir I'approximation des pentomces a partir des plans d’expériences et
I'estimation des bornes de variation avec le dgysdonent limité de Cornish-Fisher, seront ensuite
détaillés. D’apres les résultats obtenus sur desits analogiques, la méthode proposée se révele
aussi précise que l'analyse de Monte Carlo, toudtant plus rapide.

4.1 Présentation de la méthode d’'analyse de
la variabilité

Dans le Chapitre 3, nous avons passé en revuepiagnéthodes d’analyse de la variabilité dé-
diées aux circuits analogiques. Leur objectif estcdractériser les variations des performances a
partir de mesures statistigues comme leur densitgrababilité ou le rendement paramétrique. La
meéthode d’analyse de variabilité que nous allogsegmter a pour objectif d’estimer les valeurs pire-
cas des performances, c’est-a-dire les quantileérags de sa distribution comme par exemple les
1°" et 99™ centiles. Cette méthode est destinée a étre appethaque itération d’un algorithme
d’optimisation robuste ; son codt calculatoire dimhc étre faible tout en préservant une précision
suffisante. Elle consiste dans un premier tempgpaoximer les performances des circuits par des
modeles plus simples appelés méta-modeéles. Cesmuoélales permettent de décrire la relation qui
existe entre les variations des parametres tecbioples et la performance étudiée, pour des valeurs
de parameétres de conception données. Ensuite, oise cBs méta-modeles construits, en
'occurrence des polyndmes, les cumulants des pedioces sont calculés a partir des variations
des parametres technologiques et des coefficiagsretta-modeles. Enfin les valeurs pire-cas des
performances peuvent étre estimées en appliquatéveloppement limité de Cornish-Fisher. Les
différentes étapes de la méthode sont illustréedgtigure 4.1.
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Plans d’expériences

¢

Approximation des
performances par des méta-
modeles polynomiaux

-

Variations des

parameétres |::> Calcul des cumulants
technologiques

e

Développement limité de
Cornish-Fisher

U

Valeurs pire-cas des
performances

Figure 4.1 : Méthode d'analyse de la variabilité ggosée

4.2 Construction d’un modele polynomial des
performances avec les plans d’expérien-
ces

Dans cette partie, nous allons présenter la prenditape de notre méthode d’analyse de la va-
riabilité, a savoir 'approximation des performasa®s circuits analogiques par des modeéles poly-
nomiaux en utilisant les plans d’expériences. Lascpes de base de I'approximation par des me-
ta-modeles seront d’abord introduits, avant d’expmr plus en détail la construction des modéles
polynomiaux et les plans d’expériences associés.

4.2.1 Intérét des méta-modeles

Grace aux progres de l'informatique, de plus ers pla phénomenes physiques qui nécessite-
raient de lourdes expérimentations pour étre aéajysont étudiés via des modéles numeériques. Un
modeéle numérique peut étre vu comme un programfoematique générant une réponse en sortie
qui dépend de plusieurs parametres en entréei@eite=4.2). Cependant, malgré 'augmentation de
la puissance de calcul des ordinateurs, la contgleld certains simulateurs informatiques est telle
gue I'impact des différents parametres en jeu rdifeile a appréhender. De plus, les temps de
simulation restent trés longs, rendant impossikbeploration complete du domaine de valeurs des
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parametres d’entrée et leur emploi dans des ahgoes d’optimisation qui requierent plusieurs ité-
rations de simulations. Pour réduire les tempsatlieut; une approche couramment utilisée consiste
a approximer la réponse du simulateur par un maaléke simple, moins précis que le simulateur,
mais moins long a simuler. Ces méta-modeles, a@alite « modeéles de modéles » [88], peuvent
ainsi efficacement remplacer les simulateurs corgga@lans plusieurs cas de figure. Tout d’abord,
ces méta-modeles donnent une meilleure compréhedsida relation qui unit la réponse du simu-
lateur avec ses parametres d’entrée, permettagitdidentifier les parametres d’entrée qui ont une
réelle influence sur la réponse du simulateur. Ds,pls permettent de prédire a moindre co(t la
forme globale de la réponse du simulateur sur #iesples valeurs des parametres d’entrée. Enfin,
leur faible colt de calcul rend possible leur inédign dans des algorithmes d’optimisation.

—p N
M I X
Parameétres —»| odele —» Réponse

— | numérique

Figure 4.2 : Représentation d'un modéle numérique

Les simulateurs utilisés pour la conception deudiscanalogiques sont des simulateurs élec-
triques comme Spice [37], Eldo [38] ou Spectre [§9i s’appuient sur des modéles de transistors
d’autant plus complexes que les dimensions de eegats diminuent. Les variables d’entrée de ces
simulateurs sont généralement les parametres deegtion du circuit, les paramétres technolo-
giques et les parametres environnementaux, tandisleurs réponses correspondent aux perfor-
mances du circuit (cf. 83.1.1). Dans I'approchespnéée, les performances extraites d’'un simula-
teur électrique sont approximeées par des méta-rapgdlis simples qui vont permettre de caractéri-
ser les relations entre les paramétres d’entréesgberformances du circuit. A partir de ce méta-
modele, il sera alors possible d’analyser I'impdes$ variations des parametres technologiques sur
les performances, pour un jeu de valeurs donn@aesnetres de conception et des paramétres en-
vironnementaux.

4.2.2 Les plans d’'expériences

Les méta-modéles doivent étre aussi précis quebp@smour prédire au mieux la réponse du si-
mulateur. Cependant, augmenter la précision des-métieles se traduit généralement par une
augmentation du codt calculatoire. La constructiea méta-modeles est donc réalisée en conciliant
deux contraintes : obtenir des méta-modeles suiffisant précis, tout en limitant le colt des calculs
pour les construire. Pour atteindre ce compronmis,approche possible consiste a utiliser la théorie
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des plans d’expériences associée a des méethodamsieuction de surface de réponses. Cette ap-
proche se déroule en cing étapes :

choisir un type de méta-modele,

— déterminer le plan d’expériences conduisant au -mét@ele le plus précis pour un codt cal-
culatoire minimum,

— évaluer les valeurs de la réponse aux points fiaéde plan d’expériences en faisant appel au
simulateur,

— estimer les coefficients du méta-modele a parsrageurs de la réponse extraites des simula-
tions (maximum de vraisemblance, régression lie¢aic.),

valider le méta-modele en testant sa précision.

a) Expériences physiques et numériques

Les plans d’expériences ont été développés a if@igour I'étude de phénomenes physiques.
Ce n’est que plus tard qu’ils ont été appliqués dbdélisation de simulateurs informatiques. Avant
de détailler chacune des étapes ci-dessus, ilogst idhportant de préciser les différences entre les
expériences physiques et les expériences numeérnigunssia mesure ou ces différences conduisent a
des choix de méthodes distincts lors de la consbrucd’'un méta-modele. Dans le cas
d’expériences physiques, chaque expérimentatiorrgathée d’une incertitude appelée erreur ex-
périmentale. En effet, si on réalise plusieurs faisnéme expérience physique, on n’obtient pas
exactement le méme résultat, du fait de I'instabiies instruments, des fluctuations des conditions
expérimentales ou des erreurs de lecture. Danadedwin simulateur informatique, les réponses
sont déterministes, il n'y a pas d’erreur expéritaEn: deux simulations avec les mémes para-
metres d’entrée donnent la méme réponse. De gisipdrametres d’entrée d’'un modéle numérique
sont en général plus nombreux, tandis que sa caitiplend sa réponse souvent discontinue [89].

b) Les méta-modeles
Propriétés

Le choix du type de méta-modéle dépend essentiefiede deux propriétés importantes du mo-
dele numérique a approximer : sa dimension (nordérgarameétres en entrée) et son degré de non-
linéarité. De plus, pour déterminer le méta-modejgdus adapté, il est nécessaire d’avoir en t&te |
principaux critéres permettant de les compareeasix, a savoir [90] :

— la précision de leur prédiction,
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le colt calculatoire pour les construire,

la généralité, c’est-a-dire la faculté de pouvegipr@ximer tout type de réponses,

la lisibilité (la forme du méta-modele permet-edl@xtraire aisément les contributions des
différents parametres ?),

la simplicité de la méthode d’'implémentation poénérer ces méta-modeles.

Modélisation

La relation entre une répondeet un vecteur de parametres d’entkdegeut s’exprimer par

I'intermédiaire d’'un méta-modelé

Y=f(X)+e (4.1)

ou ¢ est un terme d’erreur, généralement modélisé parvariable aléatoire d’espérance nulle et
d’écart types. Dans le cas d’expériences physiques, ce termieedieenglobe a la fois I'erreur ex-
périmentale dont la nature est purement aléatainsj que le manque d’ajustement entre le méta-
modeéle et le modéle réel du phénomeéne étudié. Besirexpériences numériques, il n'y a pas
d’erreur expérimentale comme nous l'avons vu. kkeéed’erreurs représente alors uniquement le
manque d’ajustement. La modélisation du manqueustainent par une variable aléatoire reste
cependant valide dans la mesure ou « I'objet dad& n’est pas la réponse du simulateur, mais le
phénomeéne simulé, qui peut étre considéré comméplanse du simulateur plus une erreur aléa-
toire due aux simplifications du modéle mathématigy89].

Types de méta-modeles

Parmi les différents types de méta-modéles possitde modeles basés sur des polynébmes font
partie des méta-modéles les plus utilisés. D’urre parce qu’ils sont facilement interprétables et
gue leur co(t de construction est faible. D’autnet,parce qu'’ils permettent de réaliser une amalys
de sensibilité permettant entre autres d’identigsrparamétres influents. Cependant, en cas de ré-
ponses extrémement non-linéaires a approximermiedeles polynomiaux d’ordre trois ou plus
peuvent se révéler instables (incertitude élevéel'sstimation des coefficients), et de plus, le
nombre d’expériences a réaliser pour construireeldemodeéles croit rapidement avec le nombre de
parametres. Malgré tout, méme si la réponse a lgloteat un comportement complexe, un simple
modéle linéaire ou quadratique peut fournir locaetrune approximation satisfaisante. Pour des
réponses non-linéaires, I'approche par krigeag¢ d@hne de meilleurs résultats que les modeles
polynomiaux. Il s'agit d'une méthode d’interpolatigui consiste a approximer la réponse par un
processus gaussien dont la moyenne représentenie fpénérale de la réponse et la covariance sa
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régularité. En tant qu’interpolateur, le krigeagé marticulierement intéressant pour les expérgnce
numériques puisqu’il passe par tous les points IgisniCependant, I'estimation de ses parametres
nécessite de résoudre un probléme d’optimisatiohale non-linéaire, ce qui alourdit le temps de
calcul. De plus, la construction des modeles dgelge fait appel a une fonction de corrélation
fixée a priori, mais rien ne permet d’aider I''gdteur dans le choix de cette fonction [89]. Pdesi
autres méta-modeles non-linéaires, les fonctidmssa radiale constituent également une alternative
intéressante puisqu’il s’agit de méthodes d’int&afpon comme le krigeage, mais moins codteuses
en calcul [92]. D’autres types de méta-modeles lim@aires sont envisageables comme les réseaux
de neurones [93], les modeles posynomiaux [94,185]machines a vecteurs de support [96] ou la
régression par splines multiples et adaptives (MARB(fin, lorsque le nombre de paramétres est
éleve, des méthodes combinant modélisation et tiétudu colt calculatoire ont été développées.
On peut citer par exemple les modeles de poursigitprojection [97, 98] qui approximent la ré-
ponse par une somme de fonctions unidimensionnédedéveloppement en polyndme de chaos
[99, 100] si les paramétres sont des variablestatéa ou encore les techniques de réduction
d’ordre des modéles [101, 102]. Dans [90], diffésemodéeles ont été comparés suivant les critéres
énoncés plus haut et ont été repris dans le Taldldaul ressort de cette étude que les modeles po-
lynomiaux sont bien adaptés pour les modeles ngunési qui ont peu de parametres en entrée et
sont faiblement non-linéaires. Nous avons donmrete type de méta-modele pour approximer
localement les performances de circuits analogitpasgjues (moins de vingt transistors, fonction-
nement continu).

Tableau 4.1 : Comparaison de différents types dg¢arm@odeles en fonction de la dimension (nombre de
paramétres) et du degré de non-linéarité du modalenérique a approximer d’'aprés [90]

Non-linéarité du
modele numérique

Faible Elevée

Dimension du Faible | Polyndbmes Fonctions a base radiale

modele numérique| Elevée| Krigeage | Fonctions a base radiale

c) Les plans d’expériences classiques et numériques
Définitions

La méthode dite des plans d’expériences peut éfiriel au sens large comme la mise en place
d’'une campagne d’essais afin d’extraire un maxindenrenseignements a partir d’'un minimum
d’expérimentations pour répondre a un probleme édh63, 104]. Un plan d’expériences se com-
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pose donc d’'un certain nombre d’essais, chaque essaspondant a une combinaison particuliere
de valeurs des paramétres d’entrée. Dans la thdesi@lans d’expériences, les paramétres d’entrée
et la grandeur étudiée sont respectivement appeigsteurs » et « réponse », tandis que le terme
« niveau » est utilisé pour désigner les valeuxgjaelles ces facteurs sont fixés. Lors de la mise e
place d’'un plan d’expériences, on limite I'étudecti@que facteur a un intervalle de valeurs appelé
domaine de variation ; le produit cartésien des aloes de variation de chaque facteur forme le
domaine d’étude. Par la suite, ce domaine d'étunteespondra au domaine de validité du méta-
modele créé a partir du plan d’expériences. De, @fis d’avoir des représentations matricielles
plus générales, mais également pouvoir comparectdiment I'effet des facteurs, une transforma-
tion est appliquée aux facteurs d’origine de tslbiete que le domaine de variation des nouveaux
facteurs corresponde a l'intervalle normalisé f1]. Cette transformation revient a effectuer le

changement d’origine et d’unité suivant :

[Ai,ii] S [-1+1] (4.2)

X, + X 1
X .
2 j Xi =X,
2

X - X :(Xi -

ol X, est le facteur d'origineX, et X; les bornes de son domaine de variationXgtle nou-

veau facteur normalisé. Enfin, il est possible é&nit un plan d’expériences sous forme matricielle
par un tableau appelé matrice des essais donmsanivieaux des facteurs (cf. Figure 4.3(a)). Sal y

au plus trois facteurs, une représentation graghitps essais (cf. Figure 4.3(b)) est également pos-
sible en représentant chaque facteur sur un axi@ret orienté dans I'espace, et en représentant
chaque essai par un point dont les coordonnéesistintes par la matrice des essais.

X2
Domaine
X1 | X d'étude +1 ®
Essain®l +1 | +1 \
Essain°2 -0.5| -0.5 e 1
-1

(@)
(b)

Figure 4.3 : Représentations matricielle (a) et giaique (b) d'un plan d’expériences comportant deux

facteurs et deux essais

55



Chapitre 4

Plans d'expériences classiques

Historiquement les plans d’expériences furent ohiits dans les années 1920 par R.A. Fisher et
d’abord appligués a I'agronomie [105]. Dans lesém®1950, ils furent étendus au domaine médi-
cal, ainsi qu'au secteur industriel afin d’étabiire relation entre une grandeur physique et plusieu
facteurs permettant ainsi de déterminer I'influerespective de ces facteurs ou d’optimiser un pro-
cédé (méthodologie de « Response Surface Model[a@6], approche qualité de Taguchi [107]
par exemple). Lorsque la grandeur étudiée conaammEhénomeéne physique (rendement d’une par-
celle agricole, efficacité d’'un médicament, robasee d’'un produit manufacturier), on parle de
plans d’expériences classiques. Dans le cas das dlaxpériences classiques, la relation entre la
grandeur d’intérét et les parametres d’entrée @sélement représentée par un modele linéaire ou
guadratique. L'intérét des plans d’expérienceskst de définir, pour un type de modeéle donné, le
nombre minimum et 'emplacement des essais damnoieaine d’étude permettant d’estimer les
coefficients du modele avec la meilleure précigioasible. Les points expérimentaux de ce type de
plan sont donc généralement situés sur le bordochathe expérimental afin de minimiser I'erreur
sur les coefficients du modele obtenus par régradgiéaire. Dans le cas des plans d’expériences
physiques, chaque essai est entaché d’'une errpérigrentale. La régression linéaire basée sur le
critére des moindres carrés a donc pour résulthsskr cette erreur expérimentale.

Plans d’'expériences numériqgues

Dans le cas d’'un modele numérique, les réponsdsdgberministes, il n'y a pas d’erreur expé-
rimentale. C’est pour cette raison que le modél&rggage, basé sur une méthode d’interpolation,
et qui passe donc par tous les points simulégartitulierement bien adapté aux expériences nu-
meériques. Les plans d’expériences numériques mie@vre pour ce type de modéle (hypercubes
latins, tableaux orthogonaux, etc.) sont constitigépoints de simulation répartis de fagon uniforme
dans le domaine d’étude afin de détecter d’évelesierégularités a I'intérieur du domaine.

Comme nous l'avons vu, les méta-modéles envisagésgpproximer les performances de cir-
cuits analogiques sont des modéles polynomiauxy@®= de méta-modele est généralement cons-
truit & partir des plans d’expériences classiquéssgnt traditionnellement appliqués a des expé-
riences physiques. Dans le cadre de cette théas,allons donc appliquer ces plans d’expériences
classiques a des simulations numériques.

d) L’évaluation des valeurs de la réponse

Une simulation est réalisée pour chaque essaiatugéexpériences afin de calculer la valeur de
la réponse correspondante. Il y a donc autant melaiions réalisées que d’essais dans le plan
d’expériences. Dans certains cas, il peut étrerdagant d’appliquer une transformation (log(),
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exp(), etc.) sur les valeurs de la réponse du siteut afin d’améliorer la qualité de
I'approximation.

e) L’estimation des parametres du méta-modele

Une fois que tous les essais du plan d’expérieontsété simulés et les valeurs de la réponse ex-
traites, les parametres du méta-modele peuverd atog estimés. Suivant le type de méta-modele,
différentes méthodes d’estimation existent :

la régression multilinéaire basée sur I'estimat#@s moindres carrés (méta-modeles polyno-
miaux)

I'estimateur du maximum de vraisemblance (modeéetekrijeage)

la rétropropagation (réseaux de neurones)

I'entropie (arbres de décision)

f) La validation du méta-modele

Méthodes statistiques

La derniére étape dans la construction d’'un métdabeoconsiste a tester sa précision par rap-
port au modele numérique qu’il approxime. Dansale des expériences physiques, la mise en place
de procédures, comme la répétition d’essais auecentdomaine d’étude pour estimer I'erreur ex-
périmentale, associées a des tests statistiqual/g¢ande la variance) permet d’obtenir un certain
nombre d’informations pour valider le modéle. Ceagsent, pour des expériences numeriques, il n'y
a pas d'erreur expérimentale et la répétition @dissen un point est sans intérét puisque ceux-Ci
donnent le méme résultat.

Validation croisée

Dans le cas des expériences numériques, les métdedealidation croisée semblent bien adap-
tées. Elles consistent a construire des méta-modeie des sous-ensembles disjoints d’essais du
plan d’expériences, puis a estimer la précisiorlticun des méta-modeéles a partir des essais qui
n'ont pas été utilisés pour sa construction. Ungasiculier de validation croisée est le « leave-
one-out » ou les sous-ensembles utilisés corregmbradl plan d’expériences initial privé d'un essai
qui est différent a chaque fois. L’algorithme dieave-one-out » est illustré sur la Figure 4.4sPlu
la variance de validation crois&®/C est faible, plus I'erreur de prédiction du métaedle sera
faible.
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E est 'ensemble des essais du plan d’expérienEss{e,, ..., e}

f est le modele numérique a approximer

VVC=0

Pouridelan
Construire un méta—modéfe tla partir de 'ensemble des essais privég d&\{ e}
we=we+(1(e)-f (g)f

Fin Pour

Figure 4.4 : Algorithme de validation croisée « le@one-out »

Criteres proposés

Cependant, lorsqu’il s’agit des plans d’expériencésssiques pour approximer des méta-
modeles polynomiaux, le fait de retirer un essapldun détruit sa structure, il ne possede alors plu
les propriétés nécessaires pour fournir une boppeaimation des coefficients du modeéle [89]. Il
faut donc avoir recours a des essais supplémestaiiféérents de ceux utilisés pour construire le
modele. La précision du méta-modéle est ainsidestgartir d’autres criteres de validation comme
'erreur quadratique moyenn@MSE (« Root Mean Square Error » en anglais), I'erralosolue
maximumMAX ou encore le coefficiefR?2[92] :

(4.3)

(4.4)

(4.5)

ou y. est la valeur prédite par le méta-modglda valeur simulée (réellely la moyenne des

valeurs réelles @il le nombre d’essais supplémentaires. Les crilRMSEet R2 permettent de ju-
ger de la précision globale du méta-modéle, taqdesle criterdMAX caractérise sa précision lo-
cale. Dans la suite de cette thése, nous utiliseces criteres pour valider les méta-modéles poly-
nomiaux générés a partir des plans d’expériences.
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4.2.3 Modeles polynomiaux d’ordre 1 et 2

Etant donné leur construction aisée et la quaktdedrs prédictions locales, les méta-modéles
polynomiaux ont été retenus pour approximer lefopmances des circuits analogiques ou une di-
zaine de parametres peuvent étre en jeu. Noussatlonc maintenant détailler la construction de
ces méta-modeles et les plans d’expériences associé

a) Modeles linéaires — Plans factoriels

Les plans factoriels sont couramment utilisés poonstruire des méta-modeéles linéaires.
Comme nous l'avons vu, la force des plans d’expégs réside dans le choix optimal des essais
permettant d’estimer au mieux les coefficients dadéte. Pour les plans factoriels, le critere
d’optimalité recherché est celui d’orthogonalitér R suite, nous traiterons trois types de modeles
linéaires ainsi que les plans associés : les med&léaires complets, les modeles linéaires avec
interactions d’ordre un et les modeles linéairess sateractions.

Critere d'optimalité des plans factoriels : I'orthonalité

Pour introduire le principe d’orthogonalité, on smere un plan d’expériences qui comparte
essais. La simulation de tous les essais permbtetio n valeurs de la réponse. Cette réponse est
ensuite approximeée par un polyndme comportpovefficients qui sont les inconnues du systeme
suivant :

Y =XA+e (4.6)

ouY est le vecteur des réponsEda matrice du modéle qui dépend du plan d’expégsret du
type de modeéleA le vecteur des coefficients polynomiauxedé vecteur des écarts modélisés par
des variables aléatoires non-corrélées, de moyeulhe et d’écart type. Il s’agit donc d’'un sys-
teme den équations & inconnues, ce qui impose au plan d’expériencegod’au moins autant
d’'essais qu'il y a de coefficients dans le modébeirprésoudre ce systeme par la méthode des
moindres carrés. Cette méthode d’estimation cansisiéterminer les valeurs des coefficients qui
minimisent la somme des carrés des écarts. Lesirgatkes coefficients qui satisfont a ce critére
sont données par I'estimateur des moindres carres :

A=(X"x)*XxTY (4.7)

La matrice de variance-covariance associfeeat, quant a elle, définie par [104] :

Var(4) = a?(XTX)* (4.8)
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Cette matrice symétrique donne l'erreur sur ledfapents du modele : les termes diagonaux
correspondent a la variance des coefficients deleses non-diagonaux a leur covariance. Il appa-
rait donc que I'erreur sur les coefficients dépdimdctement de la matrice du mod&let donc des
essais du plan d’expériences. C’est la le pointidomental de la théorie des plans d’expériences :
identifier les essais a réaliser qui vont minimi&enreur sur les coefficients. Ainsi, on peut démo
trer que si la matricX est une matrice d’'Hadamard, I'erreur sur les coiefits est minimale. Les
matrices d’Hadamard, du nom du mathématicien fiant@cques Hadamard (1865-1963), sont des
matrices carrées orthogonales dont les termessant 1. L'expression (4.8) devient alors :

var(A)=o’nl, (4.9)

oul, est la matrice identité atle nombre d’essais du plan d’expériences. Ains{, ast une ma-
trice d’Hadamard, la matrice de variance-covariaggteune matrice diagonale ; les termes de cova-
riance sont nuls. Les coefficients sont donc estioh® facon indépendante et I'on peut démontrer
gue leur variance est minimale [108].

Les modéeles linéaires sont donc construits a pdetiplans d’expériences qui satisfont a deux
criteres :

— le nombre d’essais est au moins égal au nombreeféaents du modéle,

— leur structure est basée sur des matrices d’Hadbduant I'orthogonalité permet d’estimer les
coefficients du modele avec la meilleure précigiosasible.

Modeéle linéaire complet — Plans factoriels compl2ts

Le modeéle linéaire complet est un polynéme du peemegré. Pour trois facteurs, il a la forme
suivante :

YA = a‘O +blxl +b2x2 +b3x3 +ClZXlX2 +ClBXlX3 +C23X2X3 +C123X1X2X3 (410)

ou ap est le terme constarit;, b, et bs sont les coefficients des termes linéaigs, Ci3 et Cx3
sont les coefficients des interactions d’ordrerifinec;,; est le coefficient de I'interaction d‘ordre 2.
S'il y a k facteurs a étudier, le modele linéaire complet morte donc 1 terme constaktcoeffi-
cients pour les termes linéaires@t + C> +...+ C coefficients pour toutes les interactions. Ainsi,

d’aprés la formule du bindme de Newton, le nombtaltde coefficients & estimer est égafa_es
plans d’expériences requis pour construire un neotldéaire complet comportent donc au mini-
mum 2X essais ; ces plans sont appelés plans factodeiplet2*. Chaque facteur pouvant prendre
2 niveauy, ils se construisent en étudiant toutescbmbinaisons de niveaux possibles. Pour trois
facteurs, un plan factorie® Zomportera 8 essais ; sa matrice des essais mséelpar le Tableau
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4.2. Avant d’estimer les coefficients du modele pEgression linéaire, il faut construire la matrice
du modeéle, noté¥ dans I'expression (4.7) : la colonagest associée au terme constant du modéle,
les colonne,, Xz, X3 correspondent a la matrice des essais, tandifegumlonnes suivantes sont
obtenues en multipliant ligne a ligne les colondeda matrices des essais pour représenter toutes
les interactions du modele. La matrice du modeéiel@snée par le Tableau 4.3. On peut démontrer
gu'’il s’agit d’'une matrice d’'Hadamard. Les coeffiois du modéle peuvent ensuite étre calculés
avec l'estimateur des moindres carrés (4.7) arpdetia matrice du modele et des valeurs de la ré-
ponse aux points du plan d’expériences.

Tableau 4.2 : Matrice des essais d’un plan factériemplet 2

Xi| X | X3
Essain°l -1 | -1| -1
Essain°2 +1| -1 | -1
Essain°3 -1 | +1| -1
Essain°4 +1 | +1| -1
Essain°y -1 | -1| +1
Essain°g +1 | -1 | +1
Essain®°7 -1 | +1| +1

Essain®°g +1 | +1 | +1

Tableau 4.3 : Matrice du modéle linéaire complet

N X1 X2 X3 | XeXo | XXz | XoXz | XoXoXs
Essain°l +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1
Essain°2 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 +1
Essain°3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1
Essain°4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1
Essain°y +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
Essain°g +1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 -1
Essain°7] +1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 -1
Essain°g +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

En plus d’étre orthogonaux, les plans factorielnglets présentent I'avantage d’étre faciles a
construire. Cependant le nombre d’essais augmentagdn exponentielle avec le nombre de fac-
teurs (cf. Figure 4.5).
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Modeéle linéaire avec interactions d'ordre 1 — Pldastoriels fractionnaires de

résolution V

Un plan factoriel complet permet d’estimer, & pat&2® essais, les effets des facteurs, mais éga-
lement les interactions d’ordre 1, les interactiditwdre 2 et toutes les interactions d'ordre supé-
rieur. Or les interactions d'ordre 2, et plus, s@oiuvent négligeables ; les essais du plan
d’expériences permettant d’'estimer ces interactipmgrraient donc étre épargnés. Une solution
consiste donc a mettre en place des plans fractiem: ce sont des plans factoriels dont le nombre
d’essais a été divisé par 2, 4par rapport a un plan complet.

L’idée de ces plans est d'utiliser la matrice dudéle d’'un plan factoriel complet et de regrou-
per (on dit aussi « aliaser ») les facteurs suppidaires a étudier avec des interactions dont on
peut supposer que plus leur ordre est élevé ples sbnt négligeables. Ces groupes sont appelés
« contrastes » ou « alias ». La notion de résalutiermet de classer les plans fractionnaires en
fonction des alias qui sont réalisés. Dans un glanésolution 1ll, I'effet d’'un facteur est aliasé
avec une ou plusieurs interactions d’ordre 1. @e fye plan permet d’estimer les facteurs princi-
paux, mais ne donne aucune information sur I'eféet interactions. Dans un plan de résolution IV,
I'effet d’'un facteur est aliasé avec une interactitordre 2 et les interactions d’ordre 1 sonts#is
entre elles. Ce type de plan permet d’obtenir ueédlenre estimation des facteurs, mais ne permet
pas toujours de conclure sur les interactions défd Enfin, dans les plans de résolution V, l'effe
d’'un facteur est aliasé avec une interaction d@@jrtandis que les interactions d’ordre 1 somt ali
sées avec des interactions d’ordre 2. Les planestdution V permettent d’estimer tous les fac-
teurs, ainsi que les interactions d’'ordre 1. Pasélsolution d'un plan est élevée, meilleure est la
guantification des facteurs et des interactionssplais d’essais sont nécessaires.

En supposant que les interactions d’ordre supénautgal a 2 sont négligeables, le modéle Ii-
néaire avec les interactions d’ordre 1 est le suiva

\?:a()+zk“t)|xi +ki Zk:ciqxixq (4.11)
i=1 i=1 q=i+1

ouk est le nombre de facteues,le terme constank; sont les coefficients des termes linéaires et
cq les coefficients des interactions d’'ordre 1. Cedéle comportel + k + C coefficients ; le plan
fractionnaire associé doit donc comporter au mairtant d’essais. La construction de ces plans fait
appel a la théorie des alias [103, 104] qui ne pasadéveloppée ici. De nombreux logiciels comme
Matlab [109] ou Design Expert [110] permettent étirbde tels plans. La structure des plans frac-
tionnaires reste basée sur des matrices d’Hadaetasatisfait donc au critere d’orthogonalité. Les
plans factoriels fractionnaires sont notés plaffs= 2/2° ot 2* correspond au plan complet pour
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étudierk facteurs qui a été réduit @8 essais. Pour I'étude de cing facteurs, un platofiet com-

plet nécessiterait®2 32 essais. Avec un plan factoriel fractionn&ité de résolution V, les effets

de tous les facteurs et des interactions d’ordpeuvent étre estimés avec 16 essais seulement ; le
nombre d’essais a donc été divisé par deux paworappcelui d'un plan factoriel complet. La ma-
trice des essais du plan fractionnaire est donaé&eprableau 4.4. La matrice du modele nécessaire
pour estimer les coefficients par régression lireééd.7) se batit de la méme facon que pour les
plans complets : reprendre la matrice des essdis ajoutant les colonnes correspondant aux inte-

ractions (cf. Tableau 4.5).

Tableau 4.4 : Matrice des essais d'un plan factofiectionnaire 2°*

Xe | Xo | X3 | X | Xs
Essain°l| -1 -1 -1 -1 +1
Essain°2| +1 -1 | -1| -1| -1
Essain°3| -1 +1-1|-1| -1
Essain°4| +1+1|-1|-1| +1
Essain°5| -1 -1 +1-1/| -1
Essain°6| +1 -1 | +1| -1 | +1
Essain°7| -1 +1+1|-1| +1
Essain°@| +1+1|+1|-1| -1
Essain°9| -1 -1 -1 +1-1
Essain°1Q +1| -1 | -1 | +1| +1
Essain®°l1l -1 | +1| -1 | +1| +1
Essain°1Z2 +1 | +1| -1 | +1| -1
Essain°13 -1 | -1 | +1| +1| +1
Essain®14 +1| -1 | +1| +1| -1
Essain°ly -1 | +1|+1 | +1| -1
Essain®°lg +1 | +1 | +1| +1| +1
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Tableau 4.5 : Matrice du modéle linéaire avec indetions d’'ordre 1

ao | Xu | Xo | Xg | Xg | Xg | XaXz | XaXz | XaXg | XaXs | XoXz | XoXg | XoXs | XaXs | XaXs | XaXs
Ensoslai +1)-1) -1} -1| -1} +#1) +1 | +1 | +#1| -1 | +1| +1| -1, +1} -1 -1
Ensoszai s e T T O e o o S 5
Ensosgai +1] -1 +1|-1|-1| -1| -1 | +1| +1| +1 -1 -1| -1 +1 +1 +1
Ensos4ai +1| 41|+ -1 | -1 +1| +1 | -1 | -1 | +1| -1| -1| +1| +1] -1] -1
Ensossai +1 -1 -1 41| -1 | -1 41 -1 41| +1 -1 41} +1 -1 -1 +1
Ensosaai S I e e I A I A O A O e L s A
Ensos7ai +1] -1 | +1|+1|-1|+1| -1 1 +1 | 1| +1| -1 +1| -1 +1 -1
Ens;ai +1|+1|+1|+1|-1|-1|] +1 | +1| -1 -1 41 -1 -1 -1 1+
Ensosgai +1) -1 -1 -1 +10 -1 +1 | +1| 1| 41| +1| 1| +1 -1} +1 -1
ﬁffé” #1+1[-1| -1 +1{+1] -1 | -1 | #1 | +1| 41| 1| 1| -1 -1f 4]
ﬁfﬁi +1)-1 |+ 1|+ /+1| -1 |+ -1 -1} -1} +1} +1} -1} -1} +]
iffgi nl I e B B e B T e e B |
ﬁff? +10-1) 1) #1410 +1) 1 ) 1| 1) 1) 1) 1) 1) 41 4L 4]
'ﬁffii +1) 41 -1 +1|+1/-1| -1 | +1| +1| -1| -1} -1| +1] +1 -1 -1
ﬁff?i T T ST ST T N T e e e [ 1 R | I | R |
iffgi +1 |41 41| +1 |+ 41| 41 | 41| +1 | 41| +1] +1| +1] 41 +1 41

Un modéle linéaire avec les interactions d’ordgelit donc étre construit a partir d’'un plan fac-
toriel fractionnaire de résolution V. Ces plansspréent I'avantage de nécessiter moins d’essais
gue les plans factoriels complets (cf. Figure 4d)t en conservant la propriété d’orthogonalite.
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Modeéle linéaire sans interactions — Plans de PléieBe&irman

Le dernier type de modeéle linéaire présenté estddele purement additif qui ne comporte au-
cune interaction :

\?:ao+iqxi (4.12)
i=1

ouk est le nombre de facteues,le terme constant &t sont les coefficients des termes linéaires.
Le modele linéaire sans interactions se compose defi+k coefficients. Les plans mis en place
pour construire ce type de modéle sont des plamésadution Il ; les plus connus d’entre eux sont
les plans de Plackett-Burman [111]. Le principaraage de ces plans est d’étre tres économiques
en termes d’essais puisqu’ils ne requiérent au maxi que quatre essais de plus que le nombre de
facteurs a étudier (leur nombre d’essais est uripheillde quatre). De plus, la matrice du modele
associée a ces plans est basée sur une matricdaditded ; Les plans de Plackett-Burman respec-
tent donc le critere d’orthogonalité. La constractde ces plans est relativement simple : elle est
basée sur la permutation circulaire d’'un motifialif104]. Pour étudier sept facteurs, la matries d
essais et la matrice du modéle sont données reésgaeint par le Tableau 4.6 et le Tableau 4.7.

Tableau 4.6 : Matrice des essais d'un plan de PlattkBurman avec sept facteurs

Xe | Xo| X3 | Xq | Xs | Xe | X7
Essain°l +1|+1|+1|-1|+1|-1] -1
Essain®2 -1 | +1|+1|+1| -1 | +1]| -1
Essain°3 -1 | -1 | +1|(+1|+1| -1 | +1
Essain®4 +1| -1 | -1 | +1|+1|+1]| -1
Essain°y -1 | +1| -1 | -1| +1|+1|+1
Essain°g +1| -1 | +1|-1| -1| +1|+1
Essain°7 +1 | +1|-1|+1|-1|-1]| +1
Essain°g -1 | -1 | -1 -1| -1| -1] -1
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Tableau 4.7 : Matrice du modele linéaire sans inetions avec sept facteurs

a | X | Xo | X3 | Xa | X5 | X | X7
Essain°l +1 | +1|+1|+1|-1|+1 -1] -1
Essain°2 +1| -1 | +1|+1|+1|-1| +1]| -1
Essain®3 +1| -1 | -1 | +1|+1|+1| -1 | +1
Essain°4g +1|+1| -1 | -1| +1|+1|+1]| -1
Essain°y +1| -1 | +1|-1|-1| +1|+1|+1
Essain°g +1 | +1| -1 | +1|-1|-1| +1|+1
Essain°7 +1 | +1 | +1|-1|+1|-1| -1| +1
Essain°g +1|-1| -1| -1| -1, -1] -1 -1

Le principal intérét des plans de Plackett-Burmstnde quantifier en peu d’essais l'influence de
chaque facteur, l'influence d’'un facteur étant dospar la valeur de son coefficient dans le mo-
dele. Ces plans sont généralement mis en placélaut de la démarche de modélisation pour ré-
duire le nombre de facteurs en supprimant les diestdont I'influence est négligeable sur la ré-
ponse. On parle alors de plans « de criblage sréering » en anglais).

Colt calculatoire des différents plans factoriels

Le codt calculatoire pour construire un méta-mod&eend du colt pour réaliser la simulation
des plans d’expériences et du colt de la régredisiéaire pour calculer les coefficients du méta-
modéle. Lorsque le nombre de facteurs est faibleplt de la régression linéaire est généralement
négligeable devant le colt des essais du plan éfeeqres a simuler. Le Tableau 4.8 donne le
nombre d’essais a réaliser pour les trois plan®ifets qui ont été présentés en fonction du nombre
de facteurs étudiés. Le colt calculatoire des miffs plans est également illustré par la Figuse 4.
D’un c6té, les plans de Plackett-Burman nécessjtentd’essais mais ne permettent d’analyser que
les effets des facteurs principaux. De I'autre,disss factoriels complets permettent de construire
des modéles linéaires avec toutes les interacdan®ix d’un trés grand nombre de simulations. ||
ressort donc que les plans factoriels fractionsaile résolution V constituent un bon compromis :
ils permettent de construire des modeles linéaives les interactions d’ordre 1 & partir de moins
d’essais que les plans complets. Cependant, le lmotthématique associé a ce type de plan est
un polynéme du premier degré ; pour approximerrdpsnses plus complexes il faut avoir recours
a un polynéme du second degré.
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Tableau 4.8 : Co(t calculatoire des plans factogedn termes d'essais

Plans
Nombre de Plackett- . .
Fractionnaires Complets
facteurs Burman
1 2 2
2 4
3 4 8 8
4 8 16 16
5 8 16 32
6 8 32 64
7 8 64 128
8 12 64 256
9 12 128 512
600
500 | M
8 400 1
g O Plackett-Burman
'8 300 H | m Fractionnaire
8 O Complet
€ 200 1
2
100 -
0 . —ET] . ||

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nombre de facteurs

Figure 4.5 : Nombre d'essais des plans de Placlgitman, des plans fractionnaires et des plans cosaipl
en fonction du nombre de facteurs étudiés.

b) Modele quadratique — Plans composites centrés

Si le modele linéaire avec interactions n’est pdBsant pour approximer la réponse du simula-
teur, un modele quadratique peut se révéler plaptadLes plans composites centrés sont couram-
ment utilisés pour construire de tels modéles &eale leur approche séquentielle, comme nous
allons I'expliquer.
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Modeéle quadratigue avec interactions d’ordre 1

Un modele quadratique avec les interactions d’oldpeut s’exprimer sous la forme générale
suivante :

\?=a(,+zk“qxi +ki zk:ciqxixq+zk:qxi2 (4.13)
i=1 i=1 g=i+1 i=1

ouk est le nombre de facteuss, le terme constanb; sont les coefficients des termes linéaires,
Cq les coefficients des interactions d’ordre kides coefficients des termes quadratiques. Ce mo-

déle comporte dont+ 2k + C? coefficients a estimer.

Plans composites centrés

Pour estimer la courbure du modeéle quadratiqueedsais a mener doivent étre répartis sur au
moins trois niveaux. Parmi les plans de trois nixeau plus, les plans composites centrés [112]
sont souvent utilisés a cause de leur construséguentielle. Ces plans se composent :

— d’'un plan factoriel complet ou fractionnaire (p@imbuges sur la Figure 4.6) pour estimer les
coefficients des termes linéaires et des interastio

— de points en étoile augmentés d’'un point au cdpats bleus sur la Figure 4.6) pour esti-
mer les coefficients des termes quadratiques. dl deux points en étoile par facteur ; ces
points ont pour valeursx et+a.

Le nombre total d’essais a réaliser est donc éddl &1+ 2k ou N; est le nombre d’essais du

plan factoriel. Le plan composite centré implémepuar I'étude de deux facteurs est illustré par la
Figure 4.6. Sa matrice des essais est représeatde Ppableau 4.9 et sa matrice du modele par le
Tableau 4.10.

Figure 4.6 : Plan composite centré avec deux fagteu
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Tableau 4.9 : Matrice des essais d'un plan compesientré a deux facteurs

X1 | X2
Essain°l -1 | -1
Essain°2 +1 | -1
Essain°3 -1 | +1
Essain°4 +1| +1
Essain°y 0

Essai n°g —«

Essain°7 +a | O

Essain®°8 0 | —u

Essain°9 0 | +a

Tableau 4.10 : Matrice du modeéle quadratique avesud facteurs

a | X | Xo | XXz | X{ | XJ

Essain°l +1|-1| -1| +1 | +1| +1
Essain°2 +1|+1|-1| -1 | +1| +1
Essain°3 +1| -1 | +1| -1 | +1 | +1
Essain°4 +1 | +1 | +1| +1 | +1 | +1

Essain°y +1| O 0 0 0
Essai n°@l +1 | — 0 | #| O
Essain°7+1|+a| O | O | #*| O
Essain°’g+1| 0 |-« | O 0 | #°
Essain°gd +1| 0 [+a| O 0 | #°

Critére d’optimalité

Dans le cas des plans composites, la matrice delmodest plus une matrice d’'Hadamard, le
critéere d’orthogonalité n’est donc pas vérifié fsdans certains cas trés particuliers). Un autire cr
tere d’optimalité est donc recherché pour ces plans’agit en général de I'isovariance par rota-
tion. Ce critére consiste a assurer que la varideseréponses prédites par le modéle est identique
pour les points situés a la méme distance du celntrdomaine d’étude. L’isovariance est atteinte

lorsque le paramétredes points en étoile vérifie [104] :

a=(N,)s (4.14)
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ou Nt est le nombre d’essais du plan factoriel. Lesefarst d’'un tel plan composite sont donc ré-
partis sur cing niveaux, ce qui les rend plus cexgsd a mettre en ceuvre. Des plans plus simples
peuvent étre obtenus en fixant la valeur du pan&wné&t 1 ; il n’y a alors que trois niveaux par fac-
teurs, mais la propriété d’isovariance n’est plésfiée (cf. Figure 4.7).

Figure 4.7 : Plan composite centré avec= 1

Construction séquentielle des plans compositesrésnt

Le principal intérét des plans composites centédgde dans leur construction progressive. En
effet, un plan factoriel complet ou fractionnaireup étre tout d’abord mis en place pour construire
un modele linéaire. Si ce modeéle linéaire n'est gesez précis pour prédire la réponse du simula-
teur, les essais du plan factoriel peuvent étrélisgs dans un plan composite pour construire un
modele quadratique ; seuls les points en étoile gbint au centre doivent alors étre simulés.

c) Validation des modeles

La précision des modeles linéaires ou quadratigaemesurée a partir des grandeurs présentées
plus haut RMSE MAX et R?. Le calcul de ces grandeurs nécessite la simulatiessais supplé-
mentaires en plus des essais simulés pour comsteumodele. Plusieurs choix sont possibles pour
'emplacement des essais supplémentaires. Une @rempossibilité peut consister a les prendre au
hasard dans le domaine d’étude. Une seconde paésipius efficace, consiste a placer ces points
supplémentaires de telle maniere qu’ils permettEntmesurer la précision du modéle loin des
points ayant servi a sa construction. Dans le aas whodéle linéaire, les points supplémentaires
peuvent correspondre aux points en étoile plusiet@u centre (voir Figure 4.8(a)). Ainsi, en cas
de non-validité du modele linéaire, la constructitun modéle quadratique par la suite ne deman-
dera pas d’autres simulations. Dans le cas d’'unémoduadratique, les points supplémentaires
peuvent se répartir a équidistance des pointsvimt@nt dans la construction du modele comme
indiqué sur la Figure 4.8(b). En pratique, dansclexuits étudiés, un nombre d’essais supplémen-
taires égal a environ 10% du nombre d’'essais du gllexpériences est suffisant pour estimer cor-
rectement les différents critéres de validation.
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(a) (b)
Figure 4.8 : Emplacement des points supplémentaifes vert) pour tester un modéle linéaire (a) ouaju
dratique (b)

d) Comparaison des modeles polynomiaux

Les caractéristiques des différents modéles qus awans abordés sont résumées dans le Ta-
bleau 4.11. En termes de modélisation, les modiedaslus intéressants sont le modéle linéaire avec
les interactions d’ordre 1 et le modéle quadratidue effet, la prise en compte des interactions
d’ordre 1 apporte plus de flexibilité pour approgindes réponses non-linéaires. De plus, en consi-
dérant comme négligeables les interactions d’osdprieur ou égal a 2, le modele linéaire avec
interactions d’'ordre 1 possede moins de coeffisienestimer que le modeéle linéaire complet ; le
plan d’expériences mis en place pour le consteoraporte donc moins d’essais. Quant au modele
guadratique, sa construction a partir d'un plan posite centré permet de réutiliser les simulations
réalisées pour batir un modele linéaire, diminwansi le cot calculatoire. Il faut cependant rappe
ler que les modéles polynomiaux restent intéresgant que le nombre de facteurs n’excede pas la
dizaine. En effet, au-dela de 21 facteurs il fdusmle 1000 simulations pour construire un modele
guadratique ; d’autres types de méta-modéles noaitteux en calcul sont alors plus adaptés (kri-
geage, fonctions a base radiale).
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Tableau 4.11 : Comparaison des caractéristiques aesléles linéaires et quadratiques

Modéle linéaire Modéle quadra-

Modeéle linéaire Modeéle linéaire

sans interactions avec interactions comolet tique avec interac-
d'ordre 1 P tions d’ordre 1
Nombre de
k k k K
facteurs
Nombre de
ici 1+k 1rk+C 2" 1+ 2k +C?
coefficients
Plan Factoriel frac-

Dy

Plackett-Burman | tionnaire de réso+ Factoriel complet = Composite centr

d’expériences lution V

Nombre

dossais | AT Entlk/4))x4 2 2 2k +1+ 2k

Bon compromis
P Le nombre

Recherche des L . .
s ) entre la précision , . Construction sé-
Propriétés | facteurs influents R d’essais est pro- !

du modele et le guentielle

en peu d’essais nombre d’essais hibitif

" Ent() représente la fonction partie entiére

4.2.4 Approximation des performances par des polynomes

Dans ce travail de thése, les méta-modeles utilieés approximer les performances des circuits
analogiques seront des polyndmes d’ordre un ou deux

Y = f(C, 4T, E) (4.15)

ou Y est l'approximation d’'une performancd, correspond a un méta-modéle polynomial

d’ordre un ou deux, tandis q@ AT et E correspondent respectivement au vecteur des paesne
de conception, au vecteur des variations des paresrtechnologiques et au vecteur des parametres
environnementaux. Cette approche de modélisatisrpdgormances par des polynémes est iden-
tique a celle mise en place dans [28, 113].

Comme nous l'avons vu au 84.2.2b), les polyndmesddée un ou deux sont bien adaptés pour
réaliser des approximations locales : sur des dugsad’étude trop larges, leurs prédictions peuvent
étre de moins bonne qualité en cas de non-linédgité@ réponse. Il se peut donc que le domaine de
conceptionD et la région de tolérance des parametres enviren&uxRTe doivent étre réduits
pour construire une approximation polynomiale \aliin ce qui concerne la région de tolérance
des variations des parametres technologi@is (définie par les intervalles3o, +30] de chaque
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variation), elle ne peut en aucun cas étre rétrd@onede toujours tenir compte de toutes les varia-
tions possibles. Sur les circuits testés, les nesd@ladratiques se sont avérés suffisants pour ap-
proximer les performances sur la région de tolé@ates variations technologiques;r.

Une autre contrainte des polyndmes est le nombrénmaan de parameétres qui peuvent étre con-
sidérés : au plus 20 (cf. 84.2.3), alors que lesuits analogiques peuvent dépendre de plusieurs
centaines de parametres. Cependant, raremene®paidameétres ont une influence significative sur
chaque performance. En effet, pour une performdnoaée, seule une poignée d’entre eux ont un
impact non-négligeable. Ces parametres influenisqurg étre facilement identifiés grace a un plan
de criblage peu colteux en simulations de typekBte@urman et une analyse de sensibilité. Cette
approche permet alors de réduire le nombre de mdaresna considérer dans la construction des
méta-modeles polynomiaux des performances.

4.3 Estimation des bornes de variation des
performances

Dans la partie précédente, nous avons vu commembxmer les performances d’'un circuit
analogique par des modeles linéaires ou quadratiqd@ns cette partie, nous nous intéressons a
impact des variations paramétriqua$ sur les performances, pour des valeurs de paresnéé
conceptionC et environnementauk données. Les méta-modeles des performances sonddda

forme : Y = f_. (4T). De plus, nous considérons que les variationsntdogiquesaT sont dis-

tribuées selon des lois normales de moyenne nullie enatrice de covariange A présent, nous
allons expliquer les méthodes mises en place pgiimer les bornes de variation des performances
(valeurs « pire-cas »), d’'une part pour des modé&lésires sans interactions, d’autre part pour des
modeles linéaires avec interactions ou des modgiadratiques.

4.3.1 Bornes de variation des performances - Valeurs pire-
cas

La méthode proposée dans cette thése pour casactkrivariabilité d’'une performance consiste
a définir son domaine de variation. En effet, erdétisant une performance par une variable aléa-
toire Y de densité de probabilifg(y), on peut alors calculer la probabilppéqueY appartienne a
lintervalle [a, b[ :
b

p:P(as Y<b):J'

a

f, (y)dy (4.16)
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En se basant sur cette définition, on peut considérdomaine de variation d’une performance
comme un intervalleg, b[ qui a une probabilit¢ de contenir les valeurs de la performance. Pour
'analyse de variabilité des circuits, toutes ledeurs possibles d’'une performance, en particulier
les valeurs extrémes, doivent étre prises en comiptgervalle considéré doit donc englober la
quasi-totalité des valeurs. Ainsi en prenant B=tL99™ centiles de la distribution de la perfor-
mance comme bornes du domaine de variation, laapiliié de contenir les valeurs de la perfor-
mance sera égale a 0.98 (cf. Figure 4.9). Ces bam appelées valeurs « pire-cas » de la perfor-

mance : la borne inférieure est no¥e et la borne supérieuﬁénax. L’objectif de la méthode pro-

posée pour analyser la variabilité des circuitslamiques est d’estimer directement ces valeurs
pire-cas.

Densité de
probabilité

A

»

Performance

qer QQéme
centile centile

Figure 4.9 : Bornes de variation d’'une performance

4.3.2 Modele linéaire sans interactions

Nous allons tout d’abord nous intéresser a I'egibnades valeurs pire-cas dans le cas d’'un mo-
dele linéaire sans interactions. Soit une perfomadmpproximée par un modele linéaire sans inte-

ractionsY :

\?=a0+zk:q X, (4.17)

ou lesX; sont des variables aléatoires (qui représentsntdeations des parametres technolo-
giques). Si ces variables aléatoires sont distebselon des lois normales de moyenne nulle et de

matrice de covariancg, alors I’approximatiom? est également une loi normale. En écrivant
I'expression (4.17) sous forme matricielle :

Y =a, +B"X (4.18)

ou B est le vecteur des coefficients linéaires du mmdéX le vecteur des variables aléatoires, la

moyennez, et la variance?Y? deY sont alors données par les expressions (4.19)2€)(4
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My =8, (4.19)
2 T
o2=B"B (4.20)
Les £ et 99™ centiles deY peuvent alors se calculer & partir des expres¢ibag) et (4.22) :

Yo

n =Yoo = Hy + Zo0n0, (4.21)

A

= YA099 = Uyt ZLog0y (4.22)

max

ol Zoo1 €t Zoee SONt respectivement les" et 9™ centiles d’une loi normale centrée réduite
N(0,1). L'estimation des valeurs pire-cas pour urdéte linéaire sans interactions est donc relati-
vement simple : seules la moyenne et la varianoersecessaires pour caractéeriser une loi normale
et ainsi calculer les centiles correspondant alewvsa pire-cas.

4.3.3 Modele linéaire avec interactions et modéle quadra-
tique — Développement limité de Cornish-Fisher

Dans le cas d’un modele linéaire avec interactmnsl’'un modele quadratique, il n’y a plus de
linéarité entre I'approximation de la performaﬁf&eet les parametres technologiques. La distribu-

tion deY ne suit donc pas une loi normale. La moyenne gat@ance seules ne permettent alors
pas d’estimer les valeurs pire-cas. Cependant, abboiss montrer dans cette partie qu’il est pos-
sible d’estimer ces valeurs extrémes a partir desutants deY et du développement limité de
Cornish-Fisher.

a) Forme quadratique — loi duy?

Le calcul des cumulants d’'une forme quadratiqustrpas immeédiat. Il faut au préalable appli-
guer une transformation afin d’exprimer le modaladratique sous la forme d’'une somme de va-
riables aléatoires indépendantes qui suivent deslig [114, 115].

Soit une performanc¥ approximée par un modeéle linéaire avec les intenas d’ordre 1 (4.23)
ou par un modeéle quadratique (4.24) :

\?=a0+zk:blxi +ki Zk:ciqxixq (4.23)
i=1 i=1 g=i+1
R k k-1 k k
Y=a,+> X +> D, XX, +> ¢ X2 (4.24)
i=1 i=1 g=i+1 i=1
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ou lesX; sont des variables aléatoires qui suivent desnloimales de moyenne nulle et de ma-
trice de covarianc&. Les expressions (4.23) et (4.24) peuvent s’épius généralement sous la
forme matricielle suivante :

Y =a, +B"X +%xTcx (4.25)

ou B est le vecteur des coefficients linéair€syine matrice carrée représentant les coefficients
guadratiques (termes diagonaux) ainsi que lesadtiens (termes non-diagonaux)>ete vecteur
des variables aléatoires normales.

SoitZ une matrice qui vérifie :

22" =X (4.26)

Cette matriceZ peut étre obtenue en appliquant la factorisat®rCHolesky. On diagonalise la
matriceZ'CZ en déterminant une matrice de passage orthogbhadémt les vecteurs colonnes sont
les vecteurs propres @&CZ. On a alors la relation suivante :

u'z'czu=cC (4.27)
ou C est une matrice diagonale. On définit alors lengeaent de variables suivant [114] :
X =U"Z7"X (4.28)
ol X est un vecteur de variables aléatoires de moyeuife :
E(x)=elUTz*x)
E(X)=uTzE(X) (4.29)
E(X)=0

et de matrice de covariance :

(4.30)
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Ainsi la nouvelle variablX est un vecteur de variables aléatoires indépeadanti suivent des
lois normales centrées reduifé€),1). En appliquant le changement de variables tlarpression
(4.25), on obtient :

v =a, +BTZUX +%(zu>‘<)T CZUX
7 T T7TRY L LT (ToT ;
V=a,+(X'UTz"B) +2XTUTZTCZUX (4.31)

V=a,+B"X +%>‘<Tcx

avecB=UTZ"B. Avec ce changement de variables, la forme quqdltah? ne contient plus

de termes d’interactions puisque la mati@eest diagonale. On peut donc écifsous la forme :

~ k . . .
Y =a, +Z(b, X +%C| Xizj

i=1
. 2 o
1q(g+ x] _b_.]
2 (¢ 2¢,

ou lesh sont les composantes du vectdiret les¢ les termes diagonaux de la matrice

(4.32)

Puisque X; est une variable normale centrée réduite, chaaemmet(lf)i e + Xi)2 suit une loi du
Khi-2 non-centrée)(z(], (bi /¢, )2) (cf. Annexe A). Grace a cette loi, dont on conteitonction ca-
ractéristique, on va pouvoir calculer les cumulahisie forme quadratique.

b) Cumulants d’'une forme quadratique

Les cumulantsk, d’'une variable aléatoirX sont obtenus a partir du logarithme de sa fonction

caractéristiquep, (t) (voir Annexe A) :

In(g, (t)) = In(E([e™)) (4.33)
lls correspondent aux coefficients du développeraargérie de MacLaurin de (4.33) :
(g ()= 3k, ) (430
n=1 -
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Grace au changement de variables (4.28), la forlmdrqtique\? (4.32) peut désormais

s’exprimer a partir des variables aléatoi(l'q#q + Xi)2 qui suivent une loi du Khi-2 non-centree

)(2(],(6, /c‘:i )2) La fonction caractéristique de cette loi s’éaittsi (cf. Annexe A) :

it (b)Y
ex —|
1-2jt\ ¢
J1-2jt

Avec (4.35), on peut donc calculer la fonction ctgdstique de chaque ternbeX, +%C, X?Z de

P(t) = (4.35)

la forme quadratique (4.32) :

o NENCIA
itl BX +=6 X; A :
(l? | 1q lzj _ ]t[zci[q+xv] 26,] _ 1 bZ(J)
E{e 2 =Ele = Tci n d-c ) (4.36)

d’ou I'on tire la fonction caractéristique de larfee quadratique? :

¢,(t) = E(e‘“?): e’m"lfl|(\/l_1W ZE(J;)H)N (4.37)

puis son logarithme :

In(g, (t) = aojt+z[2(1( )2) %In(l—cijt)j (4.38)

¢ jt

En introduisant les développements de MacLaurifielex)™ et In(1- x) dans (4.38), on obtient

finalement les cumulants, deY [114]. Poum=1:

k

K, =a, +52q
293

(4.39)
K, =a, +%tr(C2)

outr() est la trace d’une matrice. Pone  2:
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k

Ky = %Z[(n —1)e" + ribfci“-Z]

i=1

(4.40)
K, = %(n — 1)t ((CZ)”)+%n! B x(Cx)"*B

Ainsi tous les cumulants d’'une forme quadratiquevpet se calculer a partir de son terme cons-
tantap, de ses coefficient8 et C dans I'expression (4.25), et de la matrice de GameeX des va-
riables aléatoires normales. Le calcul de ces camtsilva nous permettre a présent d’estimer les
bornes de variation des performances en utilisadéleloppement limité de Cornish-Fisher.

c) Développement limité de Cornish-Fisher

L’approximation de Cornish-Fisher est un développeniimité qui permet d’approcher le cen-
tile d’'une distribution a partir de ses cumularitsle centile d’'une loi normale. Historiquement, il
fut développé en 1937 par E. A. Cornish (1909-13t3R. A. Fisher (1890-1962) [116]. De nos
jours, il est utilisé en mathématiques financigpesir évaluer les risques dans les portefeuilles
d’actions en présence de distributions non-gaussi&fil17]. Le développement de Cornish-Fisher
se révele en effet particulierement bien adapté gtudier les queues de telles distributions.

SoitY une variable aléatoire normalisée (moyenne nuildance égale a 1) ¥} son centile que
I'on cherche a approximer et qui est associé adbgbilitéa. SoitZ une variable aléatoire normale
centrée réduitdl(0,1) etZ, son centile associé a cette méme probalail{tg. Figure 4.10).

f,(y) 1 f,(2) 4

v

v

(@ (b)

Figure 4.10 : Densité de probabilité d¢ (a) et d’une loi normale centrée réduite (b)

L’approximation de Cornish-Fisher vise a détermiaeraleur deY, qui vérifie [118] :

[t (ay=["t,(Jdz=a

e FY(Ya): FZ(ZG)=a'

(4.41)

ou fy et Fy sont respectivement la densité de probabilité ébmction de répartition d¥, tandis
quef; et Fz celles deZ. Le développement de Cornish-Fisher s’obtient @irpde (4.41) en ap-
proximant tout d’abord la fonction de répartitibn par le développement limité de Gram-Charlier
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[118], puis en l'inversant pour déterminErl(a) =Y, . Le développement limité de Cornish-Fisher

avec les cing premiers cumulams s’écrit alors [118] :

Y, =2, +%(z§ 1k, +2—14(z§ -37, )k, —3%(223 52, k2
+ﬁ)(z; ~622 +3)k, —2—14(2;1 ~522 + 2k, (4.42)
+$(1zz; ~5322 +17)K3 +...

Le développement limité de Cornish-Fisher permetcddiapprocher le centil¥, deY a partir
de ses cumulants, et du centil&Z, de la loi normale centrée réduli€0,1).

Dans la suite cette these, nous utiliserons leldgpement de Cornish-Fisher pour estimer les

valeurs pire-cas d’'une performance approximée parfarme quadratiqu¥ qui n’est en général
pas normalisée. Or le développement limité de GbrRisher ne s’applique qu’a des variables

normalisées. On normalise doMcen effectuant le changement de variables suivant :

Y= Y (4.43)

ou 4, est la moyenne d¥ et o, son écart type. Les cumulants normalixén§ deY' se cal-

culent avec les cumulanlsnYA dey :

. Ky
K . =-" (4.44)

Les F' et 99™ centiles deY peuvent alors s’exprimer & partir des centiles rdigés Y,,, et

\?599 deY" obtenus avec I'approximation de Cornish-FishetZ}.en appliquant le changement de

variables inverse de (4.43) :

Yoin = Yoor = My +nga\? (4.45)

Y,

max

Yooo = My + Ygggo-\f (4.46)

Pour résumer, I'estimation des valeurs pire-cag poumodele linéaire avec interactions (4.23)
ou quadratique (4.24) s’effectue donc en quatneesta
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les cumulantsc ; des modeles sont d’abord calculés avec les expnasgl.39) et (4.40),

* les cumulants normalisés;YA sont ensuite déterminés a partir de I'expressiofvy,

« les T et 99™ centiles normalisés sont alors obtenus avec lappration de Cornish-Fisher
(4.42),

« enfin, les valeurs pire-cas des modéle sont tidéssexpressions (4.45) et (4.46) a partir des 1

et 99™ centiles normalisés. On peut remarquer que daoadeparticulier o¥" suit une loi
normale centrée réduite, les cumulants d’ordre rseypeéa 3 sont nuls, les expressions (4.45) et
(4.46) sont alors identiques aux expressions (£2(.22) obtenues pour le modeéle linéaire.

Grace au développement limité de Cornish-Fishemporte quel centile d’une variable aléa-
toire dont la distribution est inconnue peut éppraximé a partir de ses cumulants et du centile
correspondant d’'une loi normale. Néanmoins, legatra réalisés dans [114] ont montré que la qua-
lité de I'estimation de Cornish-Fisher se dégragaiir les centiles trés extrémes—+{ 0 eta — 1)
et que l'incorporation de cumulants d’ordre de @agplus élevé n'améliorait pas nécessairement la
précision. Par ailleurs, les expressions (4.39}.d0) des cumulants d’'un modele linéaire avec inte
ractions ou quadratiqgue ne sont valables que sidgables du modéle sont normales. Concernant
le colt calculatoire pour estimer les centiles d'fiorme quadratique, il dépend principalement du
colt pour calculer ses cumulants.kS#st le nombre de paramétres du modele, alorsldelaies

cumulants avec les expressions (4.39) et (4.4@epté une complexité e(D(ks).

4.4 Application de I'analyse de variabilité aux
circuits analogiques

Dans les parties précédentes, nous avons détsllddux points principaux de la méthode pro-
posée pour analyser la variabilité des circuitdanques : la modélisation des performances avec
les plans d’expériences et I'approximation de Caritisher pour estimer leurs bornes de variation.
Nous allons maintenant présenter les résultatshabtsur des circuits analogiques.

4.4.1 Comparaison de méthodes

Afin de tester notre méthode, nous I'avons comparteis autres approches qui permettent elles
aussi d’estimer les bornes de variation des pedoo®s. Les quatre approches testées sont donc les
suivantes :
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» l'approche traditionnelle notégEldo, MC} ou une analyse de Monte Carlo est appliquée au
simulateur électrique Eldo,

* l'approche notégdmodéle linéaire, p+/-36} qui consiste a approximer les performances des
circuits par un modele linéaire sans interactigrlan( de Plackett-Burman) et a estimer leurs
bornes de variation directement & partir des espyes (4.21) et (4.22),

» l'approche notédmodele quadratique, MC} ou les performances des circuits sont approxi-
mées par un modeéle quadratique (plan composite&ezitleurs bornes de variation estimées en
ayant recours a une analyse de Monte Carlo,

* notre approche notéenodele quadratique, CF}dans laquelle les performances des circuits
sont également approximées par un modéle quadeaffiian composite centré), mais ou leurs
bornes de variation sont estimées avec les expres§l.45) et (4.46) issues de I'approximation
de Cornish-Fisher établie avec les cing premiensutants.

Dans cette étude, les parameétres de conceptias giarametres environnementaux sont cons-
tants, seules les variations globales des parasnédehnologiques influents ont été prises en
compte. Ces variations sont modélisées par deablasi aléatoires normalégO, ). Le domaine
d’étude choisi pour la construction des modéled’ies¢rvalle [-3o, +30] oU ¢ est I'écart type de
chaque variation. Les variations locales pourraggdlement étre prises en compte. Cependant,
étant donné que le nombre de variations localemante proportionnellement avec le nombre de
composants dans le circuit (cf. 82.3.3), nous rsmmsmes dans un premier temps limités aux varia-
tions globales. Néanmoins, I'étude des variatiagsles serait tout a fait envisageable avec la mise
en place de techniques de sélection des variapi@mondérantes (plans d’expériences de criblage
par exemple) afin de limiter le nombre de variagitotales a prendre en compte.

Les criteres utilisés pour comparer ces difféereajgsroches sont la précision sur I'estimation
des bornes et le temps de calcul. La précisiomadstiiée a partir de I'erreur relative entre les va
leurs obtenues avec les trois dernieres méthodes ealeurs de I'approcH&ldo, MC} qui sert de
référence pour la précision. Quant au temps deilcatal, il peut se décomposer selon le temps de
construction du modéle et le temps d’estimationtaeses. Les colts de calcul des trois approches
sont résumeés dans le Tableau 4.12 pour des manetgsortank parameétres. La construction d’'un
modele linéaire avec un plan de Plackett-Burmaruieztj un nombre de simulations égal a

N,eare = (L+ Ent(k/4))x 4(ou Ent() est la fonction partie entiére), tandie da construction d’un

lineaire

modele quadratique avec un plan composite nécebgjig =2“P +1+ 2k simulations (cf.

ratiqe

84.2.3d). L’estimation des bornes avec I'approfimedéle linéaire, p+/-36} en utilisant les ex-

pressions (4.21) et (4.22) présente une complexité)(kz). L’approximation de Cornish-Fisher
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permet d’estimer les bornes avec une complexit@@:ﬁ). Enfin, I'évaluation du modele quadra-
tique (4.24) requiert un codt de l'ordre dlékz). Ainsi, si N,,. simulations Monte Carlo sont réa-
lisées pour estimer les bornes, la complexité dppfoche{modele quadratique, MC} est en

O(NMC ><k2). Il ressort que I'approchgmodéle linéaire, p+/-36} est celle qui présente la plus

faible complexité. Concernant les deux autres apm® basées sur un modéle quadratique, le
nombre de simulations pour construire le modeladesitique, la différence porte donc sur le colt
de calcul pour estimer les bornes. Pour que I'agmrémodeéle quadratique, MC} soit précise, le
nombre de simulations Monte Carlo doit étre élg@néralement tres supérieur au nombre de pa-
ramétres(N we>> k). Comparé a I'approche précédente, le colt catmudatie 'approche proposée

{modele quadratique, CF}est donc bien plus faible, d’ou son intérét.

Tableau 4.12 : Codt calculatoire des trois approshe

Nombre de simulations Codt du calcul
Approche pour la construction du d’estimation des
modéle bornes
{modele linéairep+/-36} | Nyeure = L+ Ent(k/4))x 4 olk?)
{modéle quadratique, MC}| N agratiqe = 2KP +1+2k o(NMC x kz)
{modele quadratique, CF}| N ggaiqe = 2 ° +1+2K O(ks)

Les circuits testés ont tous été simulés a pauntidesign kit d’'une technologie CMOS 65nm dé-
veloppée par STMicroelectronics [119]. Les plansxdériences mis en place pour construire les
modéles polynomiaux des performances sont réadiggs le simulateur électrique Eldo [38] tandis
gue le calcul des coefficients de chaque modela gire le calcul des cumulants et I'estimation des
bornes avec le développement de Cornish-Fishereftattués avec Matlab [109]. Une station de
travail SUN cadencée a 2.8 GHz et équipée de 2eGmémoire vive a été utilisée pour tester les
trois approches.

4.4.2 Porte OU exclusif

Une porte logique OU exclusif, qui présente un antide fuite dont la distribution est typique-
ment non-gaussienne, constitue un circuit intéréssa tester pour montrer I'efficacité de
'approximation de Cornish-Fisher. La variabilité dourant de fuite est étudiée en fonction des
variations globales de cinq parametres technol@gigles caractéristiques de I'étude sont résumées
dans le Tableau 4.13.
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Tableau 4.13 : Etude d'une porte OU exclusif

Performance Courant de fuite

Dimensions de la grille
Variations globales | Dimensions de la zone actiye
des paramétres Epaisseur d’oxyde de grillg
technologiques Tension de seuil NMOS
Tension de seuil PMOS

Plan de Plackett-Burman
(8 simulations)

Modeéle linéaire

Plan composite centré

Modeél drati i i
odele quadratique (27 simulations)

Sur la Figure 4.11 sont illustrés les histogramohesourant de fuite obtenus a partir des simula-
tions Monte Carlo avec le simulateur Eldo (500 @@8antillons), le modele linéaire et le modele
quadratique. La borne supérieure des variation§"{a@ntile) est estimée avec les quatre ap-
proches. L’histogramme obtenu avec Eldo indiqueeni@ent que la distribution du courant de fuite
est asymétrique et ne suit pas une gaussienne.odelenquadratique fournit ainsi une meilleure
approximation de la distribution que le modele diin¢. L’approchgmodele linéaire, p+/-36} su-
restime donc la borne supérieure du courant de,faibrs que les approchi@sodele quadratique,
MC} et{modele quadratique, CF}donnent une meilleure estimation.

w10 1 Simulateur Eldo
127 B Modeéle linéaire
[ Modéle quadratique
Estimation de la borne supérieure :
{Eldo, MC}
H =« = {Modéle linéaire, p+/-30}
------ {Modeéle quadratique, MC}
= = {Modéle quadratique, CF}

Nombre d’échantillons
(=]

-1 0 1 2 3 4 5 4] 7
Courant de fuite (nA)

Figure 4.11 : Histogramme du courant de fuite
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4.4.3 Amplificateur opérationnel a transconductance

Le deuxieme circuit testé est un amplificateur apénnel a transconductance (cf. Figure 4.12).
Les bornes de variation de deux performances stimé&es : le gain différentiel et la frequence de
coupure. Les caractéristiques de I'étude sont desxdéns le Tableau 4.14.

Yo I T
4

H—

Figure 4.12 : Amplificateur opérationnel a transcatuctance
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Tableau 4.14 : Etude d’un amplificateur opérationha transconductance

Fréquence de coupure

Performances C o reces )
Gain différentiel

Dimensions de la grille
Variations globales | Dimensions de la zone actiye
des paramétres Epaisseur d’oxyde de grillg
technologiques Tension de seuil NMOS
Tension de seuil PMOS

Plan de Plackett-Burman
(8 simulations)

Modeéle linéaire

Plan composite centré

Model drati i i
odele quadratique (27 simulations)

Les histogrammes de la fréquence de coupure etnudifférentiel obtenus avec I'approche
{Eldo, MC} (10 000 échantillons) sont illustrés sur la FiglrE3. L'erreur relative sur I'estimation
des bornes de variation est donnée par la Figur. 4 estimation des centiles avec I'approche
{modele linéaire, n+/-36} est la moins précise des trois approches. En cbeafapprochgmo-

dele quadratique, CF} donne des résultats aussi précis que l'apprdofmele quadratique,
MC}.
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Figure 4.13 : Histogrammes de la fréquence de cotpia) et du gain différentiel (b)
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15! I {Modéle quadratique, MC} 15! I {Modéle quadratique, MC}
— I {Modeéle quadratique, CF} < I (Modéle quadratique, CF}
g g
g - 1
3
o ]
0.5¢ 051
ot —— — . ot . | - —
ler percentile 99eme percentile ler percentile 99eme percentile
Fréquence de coupure Gain différentiel
(@) (b)

Figure 4.14 : Erreur relative sur I'estimation delsornes (£ et 99™ centiles) de la fréquence de coupure
et du gain différentiel

Tableau 4.15 : Temps de calcul pour construire laedéles et estimer les bornes de variation de
I'amplificateur opérationnel a transconductance

{modele linéaire, {modele quadra- {modele quadra-
p+/-3o} tiqgue, MC} tique, CF}
Construcflon du 145 5 s 5 s
modeéle
Estimation des b
stmation . e.s ornes 0.25 ms 10 ms 0.7 ms
de variation
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4.4.4 Amplificateur opérationnel de Miller

Le troisieme circuit testé est un amplificateur rgiénnel de Miller (cf. Figure 4.15). La varia-
bilité de quatre performances est étudiée : lauedge de coupure, le gain différentiel, la marge de
phase et la consommation en courant. Le Table&urdslime les caractéristiques de I'étude.
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Figure 4.15 : Amplificateur opérationnel de Miller

Tableau 4.16 : Etude d’un amplificateur opérationhde Miller

Fréquence de coupure
Gain différentiel
Marge de phase

Consommation en courant

Performances

Dimensions de la grille
Dimensions de la zone active
Epaisseur d’oxyde de grille
Tension de seuil NMOS
Tension de seuil PMOS
Dimensions de capacité Poly-Poly

Variations globales
des paramétres
technologiques

Plan de Plackett-Burman
(8 simulations)

Modeéle linéaire

Plan composite centré

Model drati i i
odele quadratique (45 simulations)

Les histogrammes des quatre performances obtemgd’'approchdEldo, MC} (10 000 échan-
tillons) sont illustrés sur la Figure 4.16 et lagtie 4.17. L'erreur relative sur I'estimation des
bornes de variation est donnée par la Figure 4.18igure 4.19. La forme des distributions de la
fréequence de coupure et du gain est asymétrigne s¢ rapproche pas d’une gaussienne. Ces deux
performances sont donc clairement non-linéairegjutexplique que I'estimation des bornes avec
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'approche{modéele linéaire, n+/-36} est tres imprecise (20% d’erreur). En revanclestifmation
des bornes avec le modeéle quadratique permet dexrapréhender la non-linéarité de ces deux
performances et aboutit a des résultats bien plgpcomme le montrent les approcfreedele
guadratique, MC} et {modeéle quadratique, CF} A l'opposé, les distributions de la marge de
phase et de la consommation en courant se rappriophes d’une gaussienne et I'estimation des
bornes avec le modéle linéaire semble suffisante.

1500 1500

1000 1000

[
e
e

Nombre d’échantillons
g

Nombre d’échantillons

0
22 2.6 3 3.4 2200 2600 3000 3400
Fréquence de coupure (kHz) Gain différentiel

(a) (b)
Figure 4.16 : Histogrammes de la fréquence de cotp(@) et du gain différentiel (b)
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1000 -
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Nombre d'échantillons
[5]
=]

Nombre d’échantillons

66.5° 67.5° 68.5° 69.5° 60 61 62
Marge de phase Consommation en courant (LA)

(a) (b)

Figure 4.17 : Histogrammes de la marge de phased®jle la consommation de courant (b)
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Figure 4.18 : Erreur relative sur I'estimation desornes (" et 99™ centiles) de la fréquence de coupure

et du gain différentiel

1 -
I (Vodele inéaire, p+-3a}
075 | I (Modéle quadratique, MC}
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Figure 4.19 : Erreur relative sur |'estimation desornes (£ et 99™ centiles) de la marge de phase et de la

consommation en courant

Tableau 4.17 : Temps de calcul pour construire laedéles et estimer les bornes de variation de

I'amplificateur opérationnel de Miller

{modéele linéaire, {modele quadra- {modele quadra-
n+/-3o} tique, MC} tique, CF}
Construcflon du 2ds 135 s 135 s
modeéle
Estimation rn
stimatio .de_s bornes 0.25 ms 10 ms 0.7 ms
de variation
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4.4.5 Bilan

Les résultats sur les circuits testés montrentigueodéle linéaire sans interactions peut se réve-
ler insuffisant pour estimer les bornes de vanaiiles performances ; le modele quadratique est
alors nécessaire. En effet, les deux approé¢hmexsiele quadratique, MC} et {modele quadra-
tique, CF} basées sur le modéle quadratique fournissent ienenfieilleure estimation des bornes.
Les résultats obtenus avec ces deux approchegigasiment identiques en matiere de précision,
cependant elles se différencient par leur tempsatdieul. Les temps de construction des modeles
polynomiaux et d’estimation des bornes de variatieec chaque approche sont donnés dans le Ta-
bleau 4.15 pour 'amplificateur opérationnel a seonductance et dans le Tableau 4.17 pour
'amplificateur opérationnel de Miller. Deux poinitsportants sont a noter. D’une part, le temps
d’estimation des bornes est tres faible devargrigs de construction des modeéles. Ceci s’explique
par le temps de calcul des simulations Eldo lorsed&cution du plan d’expériences. D’autre part,
'approche {modele quadratique, CF} est dix fois plus rapide pour estimer les bornes qu
'approche{modele quadratique, MC} pour un niveau de précision équivalent. Méme sieeps
sont tres faibles devant les temps de construcliomodele, le facteur 10 entre les deux méthodes
peut devenir significatif si I'estimation des bosnest réitérée plusieurs fois dans un algorithme
d’optimisation par exemple.

4.5 Conclusion

Une nouvelle méthode pour analyser la variabilgé dircuits analogiques a été présentée. Son
but est d’estimer les valeurs extrémes des perfocesadues aux variations des parametres techno-
logiques. Elle se déroule en deux étapes : leopeainces sont d’abord approximées par des mo-
deles linéaires avec interactions ou des modeladrgtiques grace aux plans d’expériences, puis
les valeurs pire-cas sont estimées avec le dévetoppt limité de Cornish-Fisher. Le choix des
modeles polynomiaux s’explique pour plusieurs nagsoils sont faciles a construire et aisément
interprétables, de plus ils se révelent suffisaotsr des approximations locales. Pour construise ce
meéta-modeles, les plans d’expériences ont été&eésilafin d’obtenir la meilleure précision possible
avec un nombre de simulations minimum. Cependaat, ¢dolt de construction devient prohibitif
au-dela de vingt facteurs en jeu, ce qui limite goplication a des circuits analogiques faiblement
complexes. Enfin I'approximation de Cornish-Fisli@urnit une expression analytique précise et
efficace pour estimer les bornes de variation. l&dhade a été testée sur des circuits analogiques
basiques. Les résultats montrent, premiérement|eguenodéles quadratiques permettent de bien
approximer les non-linéarités des performancesieakiemement, que le développement de Cor-
nish-Fisher permet de réduire le temps d’estimaties bornes d’un facteur dix par rapport a une
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analyse de Monte Carlo pour une précision aussnéoRlus généralement, comparée a I'analyse
pire-cas et I'analyse analytique présentées da@Gsdpitre 3, la méthode basée sur I'approximation
de Cornish-Fisher offre une bien meilleure précisiandis qu’elle requiert un codt de calcul trés
inférieur a celui de I'approche Monte Carlo. Cepartdcomme pour la méthode APEX, la méthode
proposée nécessite que les variations paramétrgpiest modeélisées par des variables aléatoires
normales. Grace a ses tres bonnes caractéristigigesbien en termes de précision que de codt de
calcul, cette approche convient parfaitement &itiegtion des performances pire-cas au sein d’'un
algorithme d’optimisation robuste.
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Chapitre 5 : Modélisation par mor-
ceaux des performances des circuits
analogiques

Dans le Chapitre 4, nous avons présenté une meéthadproximation des performances basée
sur les plans d’expériences. Grace a cette métimades, avons pu construire un modele des perfor-
mances en fonction des variations des parameirkadigiques et estimer les valeurs pire-cas des
performances. Dans le présent chapitre, nous afitamgire cette méthode d’approximation des per-
formances aux parametres de conception et aux p&iesrenvironnementaux en mettant en place
une modélisation par morceaux. Cette méthode va petmettre d’approximer les performances
des circuits en fonction des différents types deupatres, sur des domaines relativement larges
pour lesquels les modéles quadratiques se révielsuffisants. Les aspects importants de la mé-
thode seront tout d’abord passés en revue, puigekgtats obtenus sur des circuits analogiques
seront présentés. La méthode de modélisation pereauax présentée s’avere particulierement effi-
cace pour approcher la forme générale des perfa@sgrour un colt de calcul réduit.

5.1 Introduction

La réduction des dimensions dans les technolog®® a un double impact sur la variabilité
des circuits. D’'une part, le nombre de sourcesat@tion augmente, avec notamment I'émergence
des fluctuations aléatoires liées au dopage (chp@ie 2). D'autre part, 'amplitude des variations
tend a s’accroitre, ce qui accentue leur influesuweles performances. De plus, le comportement
des circuits dépend considérablement des zonesnméidnnement des transistors et est extréme-
ment non-linéaire entre ces zones. L'approximatiesa performances avec un modele quadratique
peut alors se révéler insuffisante pour modélisatets ces non-linéarités. Le recours a des poly-
noémes de degré plus élevé peut sembler étre lti@olCependant, augmenter le degré des poly-
ndémes conduit & augmenter le nombre de coefficetnd®nc le nombre de simulations dans le plan
d’expériences : un modéle linéaire akeparamétres comporte+ k coefficients, un modéle qua-
dratique 1+ 2k + k(k —1)/2 et un modéle cubique complét- 3k +3k(k —1)/2 + k(k -1)(k - 2)/6.

La méthode de modélisation la plus appropriée dimitc a la fois fournir une bonne approximation
de la non-linéarité des performances et avoir isidaolt de construction. Les différents modeles
de polynémes ainsi que cette modélisation « ideadent représentés schématiquement sur la Fi-
gure 5.1.
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Erreurde 4 Modéle
Modélisation linéaire

Modele
guadratique

Modele

’ « idéal »

Modeéle
d’ordre élevé

»

»

Colt de calcul

Figure 5.1 : Comparaison des modeéles polynomiauxfenction de la précision et du colt de calcul

Pour atteindre ce compromis entre précision et de(talcul, nous avons donc développé une
méthode d’approximation des performances par dedeles linéaires ou quadratiques par mor-
ceaux : le domaine d’étude est divisé en plusisaus-domaines sur lesquels un polynéme d’ordre
un ou deux approxime localement la performanceiéud.a Figure 5.2 illustre le principe de la
modélisation par morceaux. Cette approche présentouble intérét en termes de modélisation
globale et locale : le découpage en sous-domaieesigd de couvrir I'ensemble du domaine
d’étude, tandis que les modéeles linéaires ou qtigdes approximent localement les non-linéarités
avec précision. La modélisation par morceaux vasrpmrmettre de construire des modeles de per-
formances en fonction des paramétres de conceptesparametres technologiques et des para-

metres environnementaux.

Modélisation
par morceaux

Figure 5.2 : Principe de la modélisation par moraea

94



Modélisation par morceaux des performances desitsranalogiques

5.2 Meéthode de modélisation par morceaux
des performances

Dans cette partie, nous allons tout d’abord présdiaigorithme de la méthode, puis ses points
importants, a savoir : la construction séquentidéds modeles, leur validation, la stratégie de bis-
section et la sauvegarde des simulations.

5.2.1 Algorithme de modélisation par morceaux

L’algorithme de la méthode est représenté surdarei5.3. L'objectif est de diviser le domaine
d’étude en sous-domaines (aussi appelés sous-mdvAsnexe C) de taille variable sur lesquels la
performance a modéliser va étre localement appré@xipar un modele linéaire avec interactions ou
un modéle quadratique. Une lidteest utilisée pour sauvegarder les différents stmmsaines géné-
rés ; au départ, cette liste contient uniquemerddmaine d'étude initial. A chaque itération de
I'algorithme, un sous-domaine est retiré de laletun modele linéaire ou quadratique est construi
sur ce sous-domaine. La précision du modeéle cahststitestée ; si elle est suffisante, le couple
(sous-domaine, modele) est déplacé dans une éstdtaitR. Dans le cas contraire, le sous-domaine
est divisé en deux nouveaux sous-domaines quipacés dans la liste pour étre traités ultérieu-
rement. L'algorithme se termine lorsque la listest vide ; le domaine d’étude a alors été divisé e
plusieurs sous-domaines sauvegardés dans |aRlidteensemble des modéles générés sur chaque
sous-domaine de la liske forme un modele par morceaux des performancesphiess clés de la
méthode sont détaillés dans les parties qui suivent
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liste L de sous-domaines

\ 4

L est vide ?

Stop

oui

Retirer un sous-domaine [X] de L

v

Plan factoriel fractionnaire sur [X]
Modéle linéaire avec interactions

Ajouter ([X], modele)

N ) - Modele valide ?
alaliste R oui

Plan composite centré sur [X]
Modéle quadratique

Ajouter ([X], modele)
alaliste R oui

Modeéle valide ?

Découper [X] en 2 sous-domaines
(X et [X;]

v

Ajouter [X;] et[X,] alL

Figure 5.3 : Algorithme de modélisation par morceades performances

5.2.2 Modélisation séquentielle

Sur chaque sous-domaine, les modéles sont cosstielifacon séquentielle. Un plan factoriel
fractionnaire de résolution V est, dans un prertearps, mis en place pour approximer la perfor-
mance par un modéle linéaire avec les interactitosire 1. Si la précision de ce modéle est suffi-
sante pour prédire les valeurs de la performamcenddele est sauvegardé et un nouveau sous-
domaine est retiré de la liste Sinon, dans le cas ou le modéle linéaire avexrantions n’est pas
valide, le plan factoriel est alors complété pas deints en étoile augmentés d’'un point au centre
pour obtenir un plan composite centré avec legnehadele quadratique va pouvoir étre construit.
Ainsi, avec cette approche séquentielle, le nonderesimulations nécessaires a chaque étape est
minimum et fonction du type de méta-modéle. Le atditcalcul est donc adapté au plus juste au
degré de non-linéarité de la performance : si @gtaiere est faiblement non-linéaire sur le sous-
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domaine, un modele linéaire avec interactions sefftssant, sinon un modele quadratique sera bati
a moindre co(t en réutilisant les points simulésrge modeéle linéaire et en simulant uniquement
les points en étoile plus un point au centre.

5.2.3 Validation du modeéle

Comme nous I'avons vu au Chapitre 4, la précisies mhodéles est testée en calculant I'erreur
guadratique moyenneMSEa partir d’essais supplémentaires qui sont diffireles essais du plan
d’expériences. L’emplacement de ces points darmagded’'un modele linéaire avec interactions ou
guadratique a été vu au 84.2.3c) du Chapitre 4.fbisd’erreur quadratique moyenne calculée, sa
valeur est comparée avec une valeur BMISE, .« fixée par l'utilisateur. Si la valeur de I'erreur
guadratique moyenne est inférieurBMSE,a, le modéle est considéré suffisamment précistet es
validé, sinon il est rejeté. Ainsi, la précision ldemodélisation par morceaux et le colt de calcul
peuvent étre ajustés en modifiant la valeuRMSE, .« : la précision du modéle sera d’autant meil-
leure que la valeur d@MSE,.x sera faible, en contrepartie le nombre de bissesth effectuer sera
plus grand et le codt calculatoire plus élevé.

5.2.4 Stratégie de bissection

Dans l'algorithme de modélisation propose, si led&éle quadratique n’est pas valide, le sous-
domaine est alors divisé en deux. Plusieurs pdisgthsont envisageables pour déterminer la direc-
tion de bissection : au hasard ou encore en sétent la direction pour laquelle I'intervalle de
valeurs est le plus grand. Cependant, il est jadicde choisir la direction qui va permettre de-lim
ter le nombre de bissections et ainsi réduire (& de calcul. Le critere de bissection qui a été-re
nu est donc basé sur le gradient du modele quqdeatiil a été emprunté aux algorithmes
d’optimisation par intervalles [120].

Soitf une fonction quadratique définie sur un domane [ X, Xi] x[X,, X:] X...X[LK,YK].

La bissection est alors réalisée perpendiculairé@déadirection qui maximise :

[Yi —Li][max(gi(x))—min(gi(x)) , i=L1l.k (5.1)
XD XOD
ou g; est lai-eme composante du gradientfde

0,

0f =| 92 (5.2)

Ok
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Etant donné queest une fonction quadratique, alorsdesont des fonctions linéaires facilement
calculables. La direction qui est choisie est doelte pour laquelle la variation du gradient est
maximale. En effet plus la variation du gradiertgande, plus la fonction tend a étre non-linéaire
Ainsi, découper le domaine perpendiculairement the cgirection permet d’obtenir deux sous-
domaines sur lesquels la fonction est moins nagelie et plus facilement approximable par un
modéele linéaire ou quadratique.

Nous allons considérer I'exemple suivant afin dslrer cette stratégie de bissection. Soit la
fonction h représentée sur la Figure 5.4(a). Cette fonctgirapproximée par un modele quadra-
tique f obtenu avec un plan composite centré et représemtia Figure 5.4(b). Manifestement, le
modele quadratique ne fournit pas une bonne appedion de la fonctioi ; le domaine doit alors
étre divisé en deux sous-domaines. La directiohisiection qui est retenue dépend de la variation
des composantag etg, du gradient dé qui sont tracées sur la Figure 5.5. Il apparairenent
gueg; varie beaucoup plus que. D'apres le critére de bissection (5.1), le doraaloit donc étre
découpé perpendiculairement a la directioiXdd_e modéle par morceaux Heconstruit en décou-
pant le domaine perpendiculairement a la direatieix; est illustré sur la Figure 5.6(a) : il donne
une bien meilleure approximation de la fonctiogue le modele quadratique initialLa Figure
5.6(b) représente le modele par morceauk dela direction perpendiculaireXg avait été choisie
pour diviser le domaine : il est identigue au medgladratiqué. Ainsi, méme en découpant indé-
finiment le domaine dans cette direction, la piéaisilu modele par morceaux ne s’améliorerait
pas.

Le critére de bissection (5.1) basé sur les vanatdu gradient permet donc a la fois :

— d’améliorer la précision en déterminant efficacetrsaon quelle direction découper les sous-
domaines,

— de réduire le colt de calcul en limitant le nomdeebissections.
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h(X1, Xg) = 100X +5X Xy -60X; +X F(X1, Xg) = -67.5 +89.25X; +100°Xg +5X Xz +31.75%

(@) (b)

Figure 5.4 : Représentation graphique de la fonatid (a) et de son approximation quadratiqué (b)

g%y, ¥ = 89.25 +63.5%, +5% ga(¥, Xg) = 100 +5%,

(a) (b)
Figure 5.5 : Représentation graphique des composang, (a) etg, (b) du gradient de I'approximation

guadratique f

Modéle par morceaux Modéle par morceaux

goan

N
1‘\\.\
it et

R

3000

T e ) 3
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10

(a) (b)

Figure 5.6 : Modeles par morceaux de h en découpbntiomaine initial perpendiculairement a la direc-

tion de X, (a) et perpendiculairement & la direction d€, (b)
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5.2.5 Sauvegarde des points

Tous les points de simulation et les valeurs aéssadile la performance sont sauvegardés de fa-
con a pouvoir étre réutilisés par la suite. Ente8ele modele quadratique n’est pas valide, le do
maine est divisé en deux, et sur chaque sous-demamcertain nombre de points appartenant au
domaine initial peuvent étre réutilisés : les sgavder permet d’économiser autant de simulations
et donc de réduire le colt de calcul. Les pointsulgs pour construire un modéle quadratique qui
dépend de trois facteurs sont illustrés sur larfeigu7(a) : les points du plan composite centré son
en rouge, tandis que les points pour tester le faadt en bleu. Sur la Figure 5.7(b) sont représen
tés les points qui appartiennent au sous-domainegiiche » et qui peuvent étre réutilisés apres
avoir découpé le domaine initial perpendiculairet#ela direction dé&;. Les points en vert corres-
pondent aux points qui vont pouvoir étre réutilidéas un plan factoriel complet pour construire un
modele linéaire avec interactions sur le sous-doenails représentent la moitié des points du plan
factoriel. L’autre moitié du plan est représentée lps points en jaune sur la Figure 5.7(b). Ainsi,
en sauvegardant le résultat des points de simalat&ule la moitié des points du plan factoriel de-
vra étre simulé ; le temps de simulation est davisél par deux par rapport a une modélisation sans
sauvegarde. Enfin, les points en violet clair etverlet foncé sont respectivement les points en
étoile et les points de test du modéle quadratsgude domaine initial et qui appartiennent au sous
domaine de « gauche ». Ces points vont égalementéitilisés afin d’enrichir le plan factoriel. En
effet, avec plus de points dans le plan d’expéasntestimation des coefficients du modele sera
meilleure. L’exemple présenté est basé sur unfaletoriel complet, cependant les avantages obte-
nus avec la sauvegarde des points restent valpdlesun plan factoriel fractionnaire. Ainsi, la sau
vegarde des points dans I'approche de modélispaomorceaux permet a la fois de réduire le colt
calculatoire et d’améliorer la précision du modele.

(a) (b)
Figure 5.7 : Points du plan composite centré simsiléur le domaine initial (a) et réutilisés sur l®ss-
domaine de « gauche » (b).
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5.2.6 Exemple numérique

Pour illustrer I'algorithme de modélisation par meEsux, nous avons repris I'exemple traité au
85.2.4. La fonctiorh & approximer est représentée sur la Figure 5.Bés).modeles construits a
chaque itération de l'algorithme sont résumeés dafableau 5.1 et illustrés sur les Figure 5.8(b) a
5.8(h). Le domaine initial a été divisé en quatressdomaines : deux modeéles quadratiques et deux
modeles linéaires ont été construits pour approxpae morceaux la fonctiam

Tableau 5.1 : Modéle construit & chaque itératior talgorithme de modélisation par morceaux

Sous-domaine

[tération Modéle Figure
Xl X2
Modeél drati
1 odele qua. ratique -9 10] [-10 10] Figure 5.8(b
non-valide
Modeél ti
) odéle qua_dra Ique [-9 0.5] [-10 10] Figure 5.8(c
non-valide
Modeél drati
3 odele quadrauque [-9 -4.25] [-10 10] Figure 5.8(d

valide

Modeéle linéaire avec .
4 . . . [-4.25 0.5] [-10 10] Figure 5.8(¢€
interactions valide

p—

Modéle quadratique

non-valide [0.510] [1010] | Figure 5.8(f

Modeéle linéaire avec .
6 . . . [0.5 5.25] [-10 10] Figure 5.8(g
interactions valide

N—r

Modéle quadratique

valide [5.25 10] [-10 10] Figure 5.8(h

N
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2 4 &
¥ = 1005 -60X; +5% Xy +X; Modéle par morceaux
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Figure 5.8 : Modeles construits a chaque itératiole I'algorithme de modélisation par morceaux
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5.3 Application a la modélisation des perfor-
mances d’'un amplificateur opérationnel a
transconductance

La modélisation par morceaux a été mise en ceuwreguproximer les performances d’'un am-
plificateur opérationnel a transconductance ilistur la Figure 5.9 ou (W/Ljeprésente le ratio
entre la largeur \Wet la longueur Ldu canal pour chaque transistor. Les deux perfoces ap-
proximées sont le gain différentiel et la fréequedeeoupure.

N\ (W/L)3 I——l (W/L)3
Ibias
(W/L)1_| hN/L)l

| |
r] I wis I (W/L)5

Figure 5.9 : Amplificateur opérationnel a transcondtance

N
\

== Cout

5.3.1 Comparaison de méthodes

Pour chaque performance, nous avons comparé lalisaids par morceaux avec une modéli-
sation quadratique et une modélisation cubique nolete grace a des plans d’expériences D-
Optimaux [103]. L'intérét de ces plans est d’éee plus économes en termes d’essais pour un mo-
dele donné puisqu’il y a autant d’essais que déficaants dans le modeéle. Il faut cependant souli-
gner que la construction d’un plan D-Optimal néiteda résolution d’'un probléme d’optimisation,
ce qui peut prendre un certain temps, notammerd anas du modéle cubique ou le nombre de
coefficients est élevé. Les plans D-Optimaux peumbdéle quadratique et le modéle cubique sont
géneérés grace au logiciel Design-Expert [110]. e&vgzressions du modeéle quadratique et du modéle
cubigue sont respectivement données par les foam(Bl8) et (5.4) ok est le nombre de para-

metres.
“ k k-1 k k )
Yquadratiqua :aO +qui +z zciqxixq +zclxi (53)
i=1 i=1 q=i+1 i=1
“ N k-2 k-1 Kk k-1 k ) k-1 k ) k 3
Ycubique = quadratiqle + z diqrxi qur +z zeiqxi Xq +z z fiqxi Xq +zgi Xi (54)
i=1 q=i+1r=q+1 i=1 g=i+1 i=1 q=i+1 i=1
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Les critéres de comparaison sont la précision agud modeéle et le colt calculatoire (nombre
de simulations) pour le construire. Le nombre aeusitions tient compte a la fois des simulations
pour construire le modéle, mais également des atibnk supplémentaires pour tester sa validité.
La précision de chaque modele, quant a elle, ¢shéss a partir du coefficieriR? calculé sur un
échantillon de 1000 points répartis aléatoiremantesdomaine initial et différents des points ayan
servi a la construction du modéle :

(5.5)

ou y, est la valeur prédite par le modéjela valeur simulée (réelle)y la moyenne des valeurs

réelles elN le nombre d’essais de I'échantillon, c’est-a-die®0. Plus le coefficierR2tend vers 1,
meilleure est la précision du modele.

5.3.2 Variables abstraites

Les parametres du circuit pris en compte dans ldétigation ainsi que leur domaine de varia-
tion sont resumés dans le Tableau 5.2.

Tableau 5.2 : Parametres de I'amplificateur opématinel a transconductance

Type de paramétres Nom Domaine de variation

W, [1um, 5SQum]

L1 [1um, Sum]

W3 [1pm, 5Qum]

Parametres de conception L3 [1pm, 5um]

Ws [1pum, 5SQum]

Ls [1pum, Sum]

lbias [10pA, 30uA]
Dimensions de la grille [-30, 3]
Variations des parametres| Dimensions de la zone actiye [-30, 3]
technologiques Epaisseur d’oxyde de grillg [-30, 3]
(variations globales) Tension de seuil NMOS [-30, 3]
Tension de seuil PMOS [-30, 30]

Paramatres environnementax Tension d’alimentation [2.25V, 2.75V]
a‘ Température [0°C, 40°C]
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Cependant les performances ne sont pas exprimésagennent en fonction des largeurs &V
des longueurs Ldes transistors, mais en fonction des variabletrates définies dans le Tableau
5.3. En effet, les performances des circuits dépeingénéralement de l'intensité du courant qui
traverse les transistors qui lui-méme dépend dio rantre leur largeur et leur longueur.
L’expression du courant de saturation dans lesistors NMOS a canal long illustre cette dépen-
dance :

1. W

| 4 :EKn T(VGS -V; )2(1+/1VDS) (5.6)

ouW etL sont respectivement la largeur et la longueurahakcpour un transistor NMOSgsla
tension entre la grille et la sourdés la tension entre le drain et la sourcé/eta tension de seuil,
tandis queK,, et A sont des parametres technologiques. Ainsi, apmraxies performances des cir-
cuits en fonction des variables abstraiteet® permet d’améliorer la qualité de la modélisatian e
construisant un modele qui ajustera mieux la fode® performances.

Tableau 5.3 : Variables abstraites

Variable abstraite | Domaine de variation
W
A =— [1, 10]
Ll
Bi=L: [1um, ﬁ,lm]
W.
A3 = [11 10]
L3
Bs=1Ls [1um, ﬁ,lm]
W
Ag=—=> [1, 10]
I‘5
Bs= Ls [1},Lm, 5pm]
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5.3.3 Résultats

La méthode de modélisation par morceaux a été mgnéée en Java. Une station de travalil
SUN équipée d'un processeur a 2.8 GHz et de 2 QGuélroire vive a été utilisée pour tester les
trois approches. Les temps de simulation pour coinstles modeles sont donnés dans le Tableau
5.4. La Figure 5.10 et la Figure 5.11 comparentrigis modélisations en termes de précision et de

co(t calculatoire.

Tableau 5.4 : Temps de simulation pour construiesimodéles

Fréquence de coupure

Gain différentiel
RMSEqax= 7.5 kHz| RMSE\2x= 5 kHz
Modele quadratique 25s 25s 25s
Modéle cubique 2min12s 2min12s 2min12s
Modele par morceaux 1 min57s 1 min57s 7min43s

Gain différentiel

|
095F---—--—-—---"-""“"“""—""———— -
09F--———--"-"""—"—— -

R2

0.85 - —- g -——--—--——--——--———-—————-

o8l | A Vodéle quadratique

Bl Modéle cubique
0.75 -~~~ Modéle par morceaux
07— [ Lo a4 4
0 200 400 600 800

Nombre de simulations

Figure 5.10 : Comparaison des trois modélisatiorgpéiquées au gain différentiel
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Fréquence de coupure Fréquence de coupure
Ip - Ip
095 - ——————— - 095 - ——————— -
0.9F---------————————— - ---- 0OF------——— -

[ | [ |
2 2
Rlogsl - Roesl
ogL_ | A Modéle quadratique 08— - - __| A Modéle quadratique
Bl Modéle cubique Bl Modele cubique
0.75F--- A Modele par morceaux 0.75 A ] Modele par morceaux
07— [ Lo a4 4 0.7 ———— T S DU
0 200 400 600 800 0 50 1000 1500 2000 2500 3000
Nombre de simulations Nombre de simulations
(@) (b)

Figure 5.11 : Comparaison des trois modélisationgpéiquées a la fréquence de coupure pour deux va-
leurs différentes de RMSEy: 7.5 kHz (a) et 5 kHz (b)

Comme prévu, le modele quadratique est le modédleequiert le moins de simulations, mais
qui est également le moins précis. La modélisatidrnique permet, quant a elle, d’améliorer la pré-
cision par rapport au modele quadratique au pnisa diombre plus élevé de simulations. Par ail-
leurs, la création d’'un plan D-Optimal pour le miedéubique avec le logiciel Design-Expert né-
cessite presque une 1h de calcul en plus des siomdalectriques pour construire le modele ; le
co(t calculatoire de la modélisation cubique damsensemble est donc relativement élevé.

Contrairement aux deux approches précédentesydgjppation par morceaux offre la possibili-
té de pouvoir ajuster le couple précision/colt alewd grace a la valeur selIMSE,,x comme le
montrent les résultats obtenus sur la fréquenamdpure. Pour une valeur B\ SE,.x€gale a 7.5
kHz (cf. Figure 5.11(a)), la modélisation par mance permet d’obtenir une précision meilleure
gue celle du modele cubique pour un colt de cédgdrement plus faible ; le domaine initial a été
découpé en 2 sous-domaines. En abaissant la \dd&®IVISE,.xa 5 kHz (cf. Figure 5.11(b)), nous
obtenons un modeéle encore plus précis, mais le r@ad simulations pour le construire est plus
grand ; le domaine initial a été découpé cettedoen 8 sous-domaines.

Parmi les trois approches, la modélisation par gaug est donc celle qui permet d’obtenir le
modele le plus précis. De plus, grace a la valeuil RMSkE,x la modélisation par morceaux offre
une flexibilité supplémentaire, que n’ont pas lesxdautres approches, pour maitriser la précision
et le colt de calcul associé. Enfin, la valeur ISBMSE,.x garantit une précision constante sur
'ensemble du domaine d’étude, et ce, quelle quessolargeur. Cependant, la modélisation par
morceaux proposée conduit a des discontinuitédrankeres des sous-domaines. Ces discontinui-
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tés rendent impossible [l'utilisation de ces modelgm morceaux dans les algorithmes
d’optimisation qui nécessitent des fonctions cardgs

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une métleodeodélisation par morceaux des perfor-
mances basée sur des modeles linéaires ou quadstid’'objectif de cette méthode est
d’approximer les non-linéarités des performancesdes domaines d’étude relativement larges en
prenant en compte les différents types de paraméue peuvent influencer les performances, a
savoir les parameétres de conception, technologiguesnvironnementaux. Le but recherché n’est
pas tant de modéliser extrémement finement le®paances des circuits au prix d’un codt calcula-
toire excessif, mais plutdt de saisir leur formedgéle sur 'ensemble du domaine pour un colt de
calcul réduit. Dans cette optique, les points fdega méthode mise en place sont :

— la modélisation par morceaux qui permet de couwrit le domaine d’étude en le découpant
de facon judicieuse en sous-domaines sur lesgeelgdrformances sont moins non-linéaires
et donc plus facilement approximables par des @ohgs de degré peu éleve,

— la limitation du codt de calcul grace a une modéiis locale séquentielle, au critere de bis-
section basé sur le gradient, a la réutilisation simulations et a la valeur seRMSEax qui
permet d’ajuster le colt calculatoire en fonctiomiveau de précision demandé.

La contrainte principale que cherchent a satisflEseméthodes de modélisation est générale-
ment celle de la précision. Malheureusement, lasttoation d’un modeéle infiniment précis
s’accompagne invariablement d’un codt calculattong aussi infini, lié aux irrégularités du phé-
nomene a modéliser, a la complexité du modele uebenencore au nombre de parametres en jeu.
Une solution souvent proposée consiste a mettrplame une modélisation en plusieurs étapes :
I'idée est de construire a chaque étape un mod@ield colt est minimum, mais dont la précision
est suffisante pour apporter un certain nombrefalimations qui vont permettre de réduire consi-
dérablement la complexité du probleme (en supprinesrparametres non-influents ou en réduisant
le domaine d’étude par exemple). Ainsi, a I'étapwante, le probléme étant moins complexe, un
modéle plus précis pourra étre construit pour uiit cie calcul plus faible que celui obtenu sans
avoir simplifié le probleme.

Dans un tel processus de modélisation, I'approcremmprceaux peut donc constituer une pre-
miere étape destinée a apporter rapidement desgre=ninformations utiles pour la suite : compor-
tement global du circuit sur 'ensemble des valedgs parametres, identification des parametres
influents, recherche des zones ou les performarsted optimales. Une fois cette étape
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d’exploration spatiale effectuée, une modélisapitus fine et plus complexe peut alors étre realisée
sur les régions d'intérét.
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Chapitre 6 : Conception robuste des
circuits analogiques

Dans ce chapitre, nous allons présenter une méthmutde but est de garantir la robustesse des
circuits analogiques vis-a-vis des dispersionsrpataques. Cette méthode met en ceuvre, dans un
algorithme d’optimisation par intervalles, les nmaths de modélisation et d’estimation des perfor-
mances pire-cas présentées dans les chapitredenéséNous traiterons d’abord la modélisation
des performances pire-cas et la conception rolesteircuits analogiques, puis nous détaillerons
I'algorithme d’optimisation par intervalles mis ptace. Enfin, les résultats obtenus sur des cgcuit
analogiques seront présentés dans la derniere plidissociation de I'approximation de Cornish-
Fisher et des algorithmes d’optimisation par ireéles se révele efficace pour concevoir de fagon
automatisée et optimale des circuits analogiquiegstes.

6.1 Présentation de la méthode de conception
robuste

Dans le Chapitre 4, nous avons présenté une méthudeermet d’analyser les variations des
performances grace aux plans d’expériences et\alappement limité de Cornish-Fisher. Grace a
cette méthode, les valeurs pire-cas des perforrsgpeavent étre estimées pour un circuit donné,
c’est-a-dire un jeu donné de valeurs pour les pana® de conception. Ces valeurs extrémes des
performances permettent de juger de la robustass@rclit par rapport aux spécifications sur les
performances assignées par le concepteur. Danlsadgit: 5, nous avons proposé une méthode de
modélisation par morceaux des performances. Danbagtre, nous allons appliquer ces méthodes
a la conception robuste des circuits analogiquasdnception robuste va plus loin que I'analyse de
variabilité puisqu’il s’agit de réutiliser les rdsais de I'analyse de variabilité dans un processus
d’optimisation dont I'objectif est de détermines lealeurs des parameétres de conception pour les-
guelles le circuit sera robuste aux dispersionarpatriques. Comme nous I'avons vu dans le Cha-
pitre 3, pour qu’une méthode de conception robsgikeefficace, elle doit mettre en place une mé-
thode d’analyse de la variabilité ainsi qu’un aitfone d’optimisation globale dont les codts calcu-
latoires sont aussi faibles que possible. La méthimiconception robuste que nous avons dévelop-
pée s’articule donc autour de deux points clésmdaélisation des performances pire-cas en fonc-
tion des paramétres de conception, puis I'optirosatle ces performances pire-cas pour rendre le
circuit robuste (cf. Figure 6.1). La modélisatiasgerformances pire-cas est réalisée en appliquant
la méthode des plans d’expériences et I'approxonatie Cornish-Fisher, tandis que I'optimisation
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globale est effectuée avec un algorithme d’optitirosgpar intervalles qui integre des techniques de
réduction d’intervalles afin de réduire le coltoedhtoire. Plusieurs travaux ont montré I'intérét d
arithmétique par intervalles (cf. Annexe C) pdarconception de circuits analogiques. En effet,
elle peut étre appliquée afin de déterminer le doende faisabilité correspondant a des spécifica-
tions données, permettant ainsi de réduire le duende conception [121, 122] ou encore de choisir
parmi plusieurs topologies de circuits celle quilagplus adaptée [121]. Par ailleurs, I'arithmééq
affine, qui est une extension de l'arithmétique uhésrvalles permettant de prendre en compte les
corrélations entre les parameétres, est utilisés (4] afin de réaliser des circuits analogiques ro
bustes aux variations. Dans cette derniére appyéehi@erformances pire-cas sont estimées a partir
des bornes de la région de tolérance des varigharanétriques, sans tenir compte de leur distribu-
tion, ce qui ne permet pas de définir le renderpanamétrique associé aux performances pire-cas
calculées. Dans son principe, I'approche [84] staippte donc aux analyses pire-cas (cf. 83.2.2) et
souffre des mémes problemes de surestimation.difierence de [84], dans la méthode présentée
ci-dessous, la distribution des variations paraioéis est prise en compte dans I'estimation des
performances pire-cas, permettant ainsi de définirendement paramétrique pour la conception
robuste réalisée et éviter un surdimensionnement.

Variations des
parametres
technologiques

|

Intervalles des Modélisation berformances
parametres de —» ) a > :
conception (plans d’expériences) pire-cas

| Optimisation

(algorithme par intervalles)

Figure 6.1 : Principe de la méthode de conceptiambuste

6.2 Conception robuste des circuits analo-
giques

Dans cette partie, nous allons présenter la métdedrodélisation des performances pire-cas en
fonction des paramétres de conception, puis nousnatons la formulation du probléme
d’optimisation dont la solution conduit a un dimemmement robuste.
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Conception robuste des circuits analogiques

6.2.1 Robustesse d'un circuit

Un circuit est robuste aux dispersions paramétdacgieson rendement de fabrication tend vers
100%. Le rendement est défini par les spécificatiqne le concepteur impose au circuit ; elles
peuvent s’exprimer de facon simple sous la formeédalités. Soit un circuit ayant une seule per-
formance d’intéréY dont la densité de probabilité et la fonction éeartition sont respectivement

définies parfy etFy. Si la contrainte sur cette performance est défiair 'inégalitéY < B, le ren-
dement de fabrication vis-a-vis de cette perforreasiécrit alors :

B
—00

n=ply<B)=[" 1, (Ydy=F,(8) (6.1)

En pratique un rendement de 100% ne sera jamaigrable, on peut cependant se fixer un ren-
dement minimuna suffisamment éleve, par exemple 99%. Le circui s¢ors considéré robuste si
son rendement est supérieut,&e qui équivaut a :

(6.2)
ol F,*(a) est lea-ieme centile deé¥, autrement dit la valeur pire-cas Wecorrespondant & un
rendementa. Par conséquent, pour garantir que le circuit sebaste aux dispersions paramé-

triques, il suffit de comparer pour chaque perfarogases valeurs pire-cas avec les spécifications
(cf. Figure 6.2).

fo(y)

) B

Figure 6.2 : Comparaison d’'une spécificatior% et de la performance pire-ca§Y’l(a) pour un rende-

ment minimuma donné

6.2.2 Modélisation des performances pire-cas

Nous avons vu dans le Chapitre 4 que les quamidgémes d’une distribution pouvaient étre es-
timés a partir de I'approximation de Cornish-Fisher
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001 = I:Y_:L ( 00 1)

6.3
oo = F4(099) ©

>

Cependant, les valeurs pire-Cég, et Y,o, ainsi obtenues sont définies pour un jeu de valeur

données des parametres de concegli@nL’objectif maintenant est donc de pouvoir prédies
valeurs extrémes pour différentes valeurs des petrasxde conception. Pour cela, nous avons mis
en place une méthode de modélisation des perfoesapice-cas en fonction des parametres de

A

conceptionC qui aboutit au modéle suivanty,,, = fextr(C) ol Y,

extr

représente indifferemment la

borne inférieureY,,, ou la borne supérieur,, des variations des performances.

Notre méthode de modélisation des performancescpseest basée sur les plans d’expériences
et fait appel a la construction séquentielle deslétes polynomiaux que nous avons déja vue au
Chapitre 5. Cette approche séquentielle consigiesayer d’approximer la grandeur a modéliser
d’abord par un modéle linéaire avec interactioré&cgra un plan factoriel fractionnaire, puis si ce
modeéle n'est pas suffisant, par un modéle gquadratiyec un plan composite centré. Les avantages
de la modélisation séquentielle, notamment en terdeeréutilisation des essais du plan factoriel,
ont été détaillés dans la partie 85.2.2 du Chapitre

La construction du modele des performances pireena®nction des parametres de conception
s’effectue en 2 étapes. La modélisation séqueatpl plans d’expériences est d’abord appliquée
pour approximer les performances en fonction deanp@tres de conceptidd et des variations
technologiques\T. A chaque essai du plan d’expériences, une simaolaircuit est réalisée avec
un simulateur électrique comme Spice ou Eldo patmaie les valeurs des performances. Le mo-

dele obtenu, linéaire avec interactions ou quaglrati est notéf(C,AT). Si ce modéle n’est pas

valide, le domaine d’étude est divisé en deux etdghode de modélisation des performances pire-
cas est appliquée aux deux sous-pavés. La modatisséquentielle est ensuite appliquée une se-
conde fois pour approximer les performances piserafonction des paramétres de concepfion

A chaque essai du plan d’expériences, ce sont foestei les valeurs pire-cas des performances qui
sont estimées a partir de la méthode que nous guésentée au Chapitre 4 et qui est basée sur le
modele polynomial obtenu a I'étape précédenteagipfoximation de Cornish-Fisher. Le flot de
modélisation des performances pire-cas est illmirda Figure 6.3. Le modeéle des performances

pire-cas fextr(C) est donc construit en appliquant deux fois la riisaton séquentielle. Cependant,

le colt calculatoire de la deuxieme modeélisatiaqusétielle qui fait intervenir 'approximation de
Cornish-Fisher est négligeable devant le colt dadaniere qui fait intervenir un simulateur élec-
trique. Ce modéle des performances pire-cas va gwoudtre utilisé dans un algorithme
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d’optimisation pour déterminer les valeurs des pataes de conceptio@ qui assurent un dimen-

sionnement robuste.

Domaine d’étude D

A

y

Modélisation séquentielle

Plan d’expériences

Performances

Cl e Ck ATl--- ATm
| ] [ ] _ .
Simulations R
R e électriques "
v
Modele des performances  f (C,AT)

Découper D en deux
sous-domaines

Modeéle valide ?

oui

Modélisation séquentielle

Valeurs pire-cas

Plan d'expériences des performances

C,...Cy Yextr
e Estimation des valeurs pire-cas : |
—» - —>
e f (C,AT) + Cornish-Fisher |
v
Modéle des performances pire-cas ~ f . (C)

Figure 6.3 : Principe de la modélisation des penftances pire-cas

6.2.3 Formulation sous 1Ila forme d'un probléeme

d’optimisation robuste

Grace au modeéle des performances pire-f:g§(C), il est possible d’évaluer les valeurs ex-

trémes d’'une performance, les comparer avec sa spécification et ainsi détdanivaleurs des
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parameétres de conception pour lesquelles la spatidn est respectée. La conception robuste peut
alors s’exprimer sous la forme d’'un probléeme d’'mpsiation robuste tel que nous I'avons défini au
Chapitre 3 (voir §3.3.4) :

minimiser fmaX(C)

C
telque  §,,.(C)<0, 10{L...,p} (6.4)
cub

ou

C est le vecteur des paramétres de conception gartgnt au domaine d’étudi

A

fmax(C) est le modeéle pire-cas de la performance a mieimis

g, max(C) est le modeéle pire-cas des contraintes.

6.3 Algorithmes d’optimisation globale par in-
tervalles

Dans la partie précédente, le probleme de conaeptibuste a été formulé sous la forme d’'un
probléeme d’optimisation. Pour résoudre ce problepiasieurs algorithmes d’optimisation sont
envisageables. Nous allons, dans un premier teexpéiquer pourquoi notre choix s’est porté sur
les algorithmes par intervalles, puis nous présengetrois algorithmes d’optimisation par inter-
valles.

6.3.1 Optimisation globale avec contraintes

a) Formulation du probleme

Dans la partie précédente, nous avons vu que leeption robuste des circuits analogiques
passe par la résolution du probleme d’optimisaf@d). Il s’agit d’'un probleme d’optimisation
globale avec contraintes. Dans la suite de cettéepae probleme est exprimé sous la forme géné-
rale suivante :

minimiser f(X)

X
telque g, (X)<0, 10{1..,p} (6.5)

Xob

ot D O O%, tandis qué etg sont des fonctions scalaires dé dans( .
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c={x0D]|g(x)<010{L..p} (6.6)

est le domaine de faisabilité de (6.5). La diffieutles problemes d’optimisation globale avec
contraintes se situe a deux niveaux : détermirsepdénts qui appartiennent au domaine de faisabi-
lité du probleme et identifier leur minimum global.

b) Algorithmes de résolution

Les problemes d’optimisation sont I'objet de nomixréravaux de recherche et les méthodes
numériques permettant de les résoudre ne mangasnip choix de la méthode de résolution la
plus adaptée dépend de la nature du probleme dbwesons en jeu (cf. Annexe B). Dans le cadre
de la conception robuste, les fonctions en jeu lesnperformances pire-cas des circuits qui, comme
nous l'avons vu, peuvent s’approximer par des nmesipblynomiaux par morceaux. Il s’agit donc
d’'un probleme d’optimisation avec contraintes, tiagaire et non convexe : plusieurs optima lo-
caux peuvent exister. Deux grandes familles de odéth existent pour résoudre ce type de pro-
bleme : les méthodes stochastiques (recuit-sinald@rithme génétique, etc.) et les méthodes dé-
terministes parmi lesquelles les algorithmes drogation par intervalles. L'inconvénient majeur
de toutes ces méthodes est leur colt en termemngestde calcul et de ressources mémoires. Ce-
pendant, les algorithmes d’optimisation par intbegaprésentent dans notre cas plusieurs avan-
tages :

— la garantie d’obtenir I'optimum global du problerfopie le domaine de faisabilité soit con-
nexe ou non),

— les conditions sur la fonction de codt et les aintes sont minimales (le calcul des dérivées
n'est pas nécessaire),

— et surtout le raisonnement sur des intervallesjapent un role clé dans ces algorithmes, se
préte bien a la modélisation par morceaux des pe#ices que nous avons développée dans
le Chapitre 5.

6.3.2 Algorithme par intervalles de base

Les algorithmes d’optimisation que nous allons &ud’'appuient sur 'arithmétique des inter-
valles. Aprés avoir présenté succinctement lec@s de cette arithmétique, nous détaillerons les
différentes étapes des algorithmes d’optimisatianiptervalles, puis nous donnerons leurs princi-
pales caractéristiques.
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a) Arithmeétique des intervalles

Les bases de l'arithmétique des intervalles onttéblies par R. Moore [123] dans les années
1960. Le principe de cette arithmétique est depasimanipuler des nombres, mais des intervalles
qui les contiennent afin de garantir I'exactitudss désultats numériques. Elle fut donc initialement
mise au point pour contrdler les erreurs de quaatibn causées par la représentation des nombres
réels en nombres flottants. Plus récemment, l'awdtique des intervalles fut étendue a
I'optimisation et a la résolution de systemes riagdires afin de fournir des résultats garanti®[12
124]. Les éléments de base de I'arithmétique desvialles sont détaillés dans I’Annexe C.

b) Algorithmes par séparation et évaluation

Les algorithmes d’optimisation par intervalles apipanent a la famille plus générale des algo-
rithmes par séparation et évaluation ou « BranchBound » en anglais. En effet, ces algorithmes
permettent de déterminer le minimum global gradewx étapes fondamentales :

— la séparation qui consiste a découper récursivelagmbbléme en sous-problemes,

— I'évaluation dont le but est d’éliminer les sousiglemes en démontrant qu’ils ne satisfont
pas toutes les contraintes du probléme ou qu'ilsor@uisent pas a une solution meilleure
gue celle obtenue jusqu’a présent.

Les algorithmes par intervalles du type « Branath BRaund » font appel a I'arithmétique des in-
tervalles, notamment aux fonctions d’inclusion fitextions de codt et des contraintes.

c) Principe

Un algorithme par intervalles élémentaire pour uése le probleme d’optimisation (6.5) est il-
lustré sur la Figure 6.6. A chaque itération dbdacle principale, les sous-pavés contenant le mi-
nimum recherché sont décomposeés en sous-pavesngiiétape de séparation) tandis que les sous-
paveés ne contenant pas le minimum global ou nefaetant pas les contraintes sont éliminés (étape
d’évaluation). L'exécution de cet algorithme fourane liste de pavés qui encadrent précisément le
vecteurX solution du probléme d’optimisation (6.5). Lesféliéntes étapes de I'algorithme illustré
sur la Figure 6.6 sont expliquées ci-dessous.

Initialisation

L’algorithme s’articule autour d’une liste de couples([X],E) ou [X] est un pavé efF la
borne inférieure de I'image desur [X] ; cette borne inférieure est donc calculée aaemhction
d’inclusion naturellé= def. Initialement, cette liste ne contient qu’un sealiple :(D, E) ouD est
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le domaine d'étude des variables du probleme digpttion (6.5) etF la borne inférieure de
'image deF surD. Une autre list®R permet de sauvegarder les sous-pavés qui sosllesons du
probleme d’optimisation (6.5) ; elle est initialemheride. Une variable réell®l est utilisée pour
borner le minimum dé; elle est initialisée a e . Par ailleurs, une constantgermet de fixer la
largeur maximale des sous-paveés solutions contgans la listeR ; elle détermine la précision de
'encadrement du minimum. Enfin, une variable bealgetoutes_les_contraintes_satisfaitest
utilisée pour étudier la satisfaction des contesint

Recherche du minimum

Afin de converger rapidement vers une solutionsdas-pavé X] qui est retiré de la liste a
chaque itération pour étre traité en priorité estiocqui a la borne inférieur€ la plus petite et qui
est donc susceptible de contenir le minimum deotection de colf sans tenir compte des con-
traintes (cf. Figure 6.4). Si la borne infériedfeest plus grande que la borne supérieure acthklle
sur le minimumf’, alors le sous-pavéX] ne contient pas le minimum recherché ; le sows [j4]
est donc supprimé et un nouveau sous-pavé est detila listd..

f(X)

A

Bl

|
|
)
|
|

v

X 0] 1%
N D

Figure 6.4 : Le sous-pavé qui est extrait de ladid. en priorité est celui qui présente la plus petiterne

inférieure F . Dans I'exemple ci-dessus, c’est donc le souséoEaX[l] qui est extrait del .

Etude de la satisfaction des contraintes

Les contraintes du probléme d’optimisation (6.5)tstéfinies par les inégalités :

a/(X)<o,  10{L...p} (6.7)
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La satisfaction de chaque contrainte est vérifigardir des borne§, et G de limage deG

sur [X] ou G, est la fonction d’inclusion naturelle de chaquectong,. En effet, d’aprés la défini-
tion de la fonction d’inclusion (cf. Annexe C), ara propriété suivante :

OX0O[X],  g(X)0[G,.Gi] (6.8)

Ainsi, pour chaque contrainte, en comparant leswaldeG, et Gi par rapport a 0, trois cas de

figure sont possibles :

- sSi G, 20 alors aucun point du sous-pav€ he satisfait la contrainte (cf. Figure 6.5(ag), |

sous-pavé est donc éliminé et un autre sous-pavétes de la listé.,

- si G <Oalors tous les points du sous-pa¥@ $atisfont la contrainte (cf. Figure 6.5(b)), le
sous-pavé est donc conservé et la variable boatéenres les_contraintes_satisfaitest
instanciée avec la valeurtto(tes les contraintes_satisfaiteés Vrai) ou & représente
I'opération booléenne ET logique,

- sSiG, <0 et G =0 alors certains points du sous-pa¥¢ $atisfont la contrainte et d’autres

non (cf. Figure 6.5), la contrainte est dite ind@ieée, le sous-pavé est donc conservé et la
variabletoutes_les_contraintes_satisfaitest instanciée avec la valeur Faux.

Ces trois cas sont testés pour toutes les cordggatu probleme d’optimisation. A l'issue de ces
tests, si la variabliooutes_les_contraintes_satisfaitest toujours égale a Vrai, alors le paX§ ¢st
inclus dans le domaine de faisabilité du problénogtimisation (toutes les contraintes sont satis-
faites sur X]). Dans le cas contraire, il existe des pointgXlequi ne vérifient pas au moins une
contrainte. L’objectif est donc de découpXt £n sous-paves plus fins jusqu’a ce qu’il n'ygits
de contraintes indéterminées.

g,(X) 9|£X) g,(X)
ol | v
/™ Y /

(a) (b) (c)
Figure 6.5 : Cas de figures possibles lors de lé¢ude la satisfaction des contraintes a partir desnes de
I'image de G, sur[X]

(x]

Xy
_G)|
XV
Xv
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Mise a jour de la borne supérieure sur le minimum

Si toutes les contraintes sont satisfaites suols-pave X] qui a été extrait de la listg alors la
borne supérieur® sur le minimum global est mise & jour en lui assignant la plus petiteura

entre sa valeur actuelle et la borne supéri€ureeF sur [X].

Test de la largeur du sous-pavé

La largeur du sous-pav&] est ensuite testée afin de décider de sa bissecti non. Si sa lar-
geur est inférieure a la constamtet que toutes les contraintes sont satisfaitess K] encadre
finement la solution du probléme (6.5). Si la langdu sous-pavéX] est inférieure &, mais que
toutes les contraintes ne sont pas satisfaites pdpest supprimé de la liste

Bissection du sous-pavé

Dans le cas ou la largeur du sous-paXg€gst supérieure & il est décomposé en deux sous-
paves Ki] et [X;] sur lesquels la borne inférieure de I'imageFdest calculée. Ces deux sous-paves
sont ensuite ajoutés a la lidteet une nouvelle itération de I'algorithme est efifeée. La facon se-
lon laquelle la bissection est réalisée joue ue Giportant dans la rapidité de convergence de
I'algorithme [125]. Plusieurs méthodes de biss@ctiont envisageables :

- la décomposition la plus utilisée consiste a bigsdintervalle le plus large deX], c’est-a-
dire la direction qui maximise :
(Xi-x,), =1k 6.9)

La décomposition est donc réalisée de facon undorm

— Si les variables d’optimisation présentent des ewdie grandeur trés différents, mais sont
toutes positives (ce qui est généralement le casggoendeurs physiques), la décomposition
peut alors s’effectuer perpendiculairement a ladfioni qui maximise :

Xi =X, .
L=l j=1.k (6.10)
(Yi + X )/2

— Enfin, le critere de bissection, exposé dans leplteab et qui consiste a bissecter la direction
pour laquelle la variation du gradient est maximp&ut également étre appliqué (cf. §85.2.4).
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Mise a jour de la liste de résultat

Enfin, lorsqu’il N’y a plus de sous-paveés a trafferlisteL est vide) et si une solution existe, la
liste R est non vide et contient les sous-pavés qui salotisns du probleme d’optimisation (6.5).
Les sous-pavés dont la borne inférielireest supérieure B sont éliminés de la listR. Lorsque
I'algorithme se termine, la list@ contient donc des sous-pavés dont I'union encaidreisément le
vecteurX™ solution de (6.5).

1) Initialisation

1. L= {(D I?)} R=0,M =+, ¢, toutes_les_contraintes_satisfaitesVrai

II) Recherche du minimum

2. Tant que la listeL n’est pas vidéaire

3 Retirer dé. le sous-pavéX] qui a la plus petite borne inférieufre
4. Si F >M Alors

5 SupprimerX] deL

6 Aller a I'étape 2

7 Fin Si

[Il) Etude de la satisfaction des contraintes

8. Pour | allant de 1 3 Faire

9. Calculer I'image d&, sur [X] avec l'arithmétique des intervalle$G, , 5.] =G ([X])
10. Si G, 20 Alors

11. Supprimer{] deL

12. Aller a I'étape 2

13. Sinon Si G, <0 Alors

14. toutes_les_contraintes_satisfaitetoutes les_contraintes_satisfaitd/rai
15. Sinon

16. toutes_les_contraintes_satisfaites-aux

17. Fin si

18. Fin Si

19. Fin Pour

IV) Mise a jour de la borne supérieure sur le minmnum

20. Sitoutes_les_contraintes_satisfaited/rai Alors

21. Calculer la borne supérieufe deF sur [X]
22, M = min(M, F)
23. Fin Si

V) Test de la largeur du sous-pavé
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24.  Siw([X])<e Alors

25. Sitoutes_les_contraintes_satisfaited/rai Alors
26. Ajouter K] a la listeR

27. Sinon

28. Supprimer{] deL

29. Fin Si

VI) Bissection du sous-pavé

30. Sinon

31. Décomposeiq] en deux sous-paveX{] et [X2]

32. Calculer les bornes inférieurEs et F, deF sur [X;] et [XJ]
33. Ajouter((X,], F,) et([X,], F,) aL

34. FinSi

35.Fin Tant que

VII) Mise a jour de la liste de résultat

36.Si la listeR n’est pas vidélors
37.  Supprimer de la list les sous-pavés pour lesquéls> M

38.Fin Si
39. Retourner la list®

Figure 6.6 : Algorithme d'optimisation par intervéts

d) Convergence de l'algorithme

La terminaison de I'algorithme est assurée. En diiedécomposition du domaine d’étude initial
lors de I'exécution de I'algorithme conduit a desispaves de plus en plus fins qui, a partir d’'un
certain seuil de précision fixé par la constantseront ajoutés a la liste (s'ils satisfont les con-
traintes et améliorent le minimum déja trouvé) anlsupprimés dans le cas contraire. Ainsi, sui-
vant la valeur de la constantda convergence de I'algorithme sera plus ou mapsgle.

e) Conclusion

Le principal avantage de l'algorithme par intergallprésenté ci-dessus est de fournir le mini-
mum global du probleme d’optimisation (6.5). A cslajoute le fait que les conditions sur les fonc-
tions du probléme d’optimisation ne sont pas cagrwientes : le gradient des fonctions n’est pas
nécessaire et leur fonction d’inclusion naturelleutp étre utilisée pour les calculs avec
'arithmétique des intervalles.

Cependant, I'inconvénient majeur de cet algoritéside dans la procédure récursive de bissec-
tion : a chaque itération, les sous-pavés sontugEen deux ce qui conduit a une augmentation
exponentielle de la complexité du probleme avendmbre de parameétres. Ainsi, le nombre de
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sous-paves en attente de traitement dans la listeit rapidement lorsque le nombre de parametres
est élevé et que le seuibur la largeur des sous-pavés de IBest faible. Afin d’accélérer la con-
vergence de l'algorithme par intervalles, des madisode réduction des sous-pavés ont donc été
développées.

6.3.3 Algorithmes par intervalles avec contracteurs

Nous venons de voir que chaque bissection ralémtitonvergence de l'algorithme. Afin
d’accélérer la recherche de I'optimum, la bissecties pavés ne doit donc étre utilisée qu’en der-
nier recours. Une technique classique d’accélérates algorithmes par intervalles consiste ainsi a
réduire autant que possible la taille des pavéatadales découper. En effet, a partir de I'analyse
par intervalles, il est possible de répercuterdasipavés un certain nombre d’informations extsaite
des contraintes. Grace a ces informations, desvaites de points qui n’appartiennent pas au do-
maine de faisabilité du probléme peuvent alors @iminés. Les algorithmes qui réduisent la taille
des pavés sont appelés des contracteurs. L'inpérétipal des contracteurs réside dans leur com-
plexité polynomiale a comparer avec la complexitpomentielle de la procédure de bissection.
Apres avoir donné une définition plus précise dmgracteurs, nous présenterons deux d’entre eux.
Leur intégration dans un algorithme d’optimisatsmmna ensuite détaillée.

a) Probleme de satisfaction de contraintes

Formulation du probléme

La réduction des pavés (« pruning » en anglaisgliemnant les points qui ne satisfont pas aux
contraintes du probleme d’optimisation (6.5), ravidonc a déterminer le domaine de faisabilité
(6.6) de ce dernier. Le domaine de faisabilité éexprimer sous la forme d’'un probléme de satis-
faction de contraintes (CSP - « Constraint Satigfad®roblem » en anglais). Un probleme de satis-
faction de contraintes se compose :

— d'un vecteur de variableX = (X, X,,..., X, )" OO et d'un vecteur contenant les valeurs

des contrainte¥ = (Y,,Y,,...Y, ] 0O°,

- des pavés correspondarjtx ] :[ll,Yl]X[LZ,Yz]X...X[Lk,Yk] qui définit le domaine

d'étude deX et [Y] =[Y,, Y1]x[Y,, Y2]1x..x[Y ,, Y »] qui définit le domaine d¥,
— d'un ensemble de contraintes exprimées par lesartag, (X)=Y;, 1 O{L...,p}.

Le probleme de satisfaction de contraintes peuipsimer sous la forme vectorielle suivante :
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cspP:(g(X) =Y, x O[X],Y O[Y]) (6.11)

ot g(x) = (g, (x), gz(x),...,gp(x))T . L'ensemble des solutions de (6.11) s’écrit :

s={x o[x]| g(x)orv]} (6.12)

Les contraintes d’'un problen@SP peuvent aussi bien s’exprimer sous la forme digabue
d’'inégalités. Par exemple, le systeme de contrainte

X, +X,<0
X, - X, =4 (6.13)
X, 00, X, 00

peut se formuler sous la forme d’'un problé@®P en introduisant deux variables supplémen-
tairesY; etY, afin d’obtenir le systéeme suivant :

X, +X, =Y,

X, =X, =Y,

X, 00, X, 00,
Y,0]-,0],Y,0[4 4]

(6.14)

On retrouve alors la forme d’un problé@SP (6.11) en posang(X )= (X, + X,, X, = X, )",
[X]=]=00, + 0o x] =00, + o[ et[Y]=]—00,0]x [4, 4]

Ainsi, déterminer le domaine de faisabilité (6.8)rdprobléme d’optimisation revient a détermi-
ner 'ensemblé&s des solutions du problen@SP(6.11).

Contracteurs

Une méthode efficace pour résoudre le probl&8& (6.11) consiste a déterminer le plus petit
sous-pavé qui contient I'ensemiffedes solutions : c’'est le rdle des contracteurs.cbintracteur
pour le probleme de satisfaction de contraintekl{ese définit donc comme un opérat@depr qui

génere, a partir d'un pav&], un pave[ X' ] = CCSP([X]) vérifiant les propriétés suivantes [120] :
O[X]OIRY, [X']10[X] (6.15)

O[X]OIRY, [X]nSO[X'] (6.16)

La propriété (6.15) signifie que le nouveau ppXé esfinclus dans le paveé initiaf][ (contrac-
tance), tandis que d’apres la propriété (6.16)s tes points qui appartiennent a I'ensentbides
solutions sont contenus dans le pavé contiaté (augun point solution n’a été écarte).
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Plusieurs contracteurs ont été développés en éieada intervalles les algorithmes classiques
de résolution des systémes d’équations linéairesootiinéaires comme les contracteurs de Gauss,
de Newton ou de Krawczyk [120, 126]. Cependant,coedracteurs ne sont applicables que si le
nombre de contraintes est égal au nombre de vasiablans la suite, nous allons donc présenter
deux contracteurs qui s’appliquent quel que sdientombre de contraintes et le nombre de va-
riables. Le premier est basé sur des techniquesagmgation de contraintes, tandis que le second
repose sur la résolution de problémes d’optimisatigadratique avec contraintes.

b) Contracteur par propagation — rétropropagation

Ce contracteur est issu de I'adaptation aux inteevales techniques de propagation de con-
traintes utilisées en programmation logique [128/]1Le cceur de cet algorithme repose sur une
procédure de propagation-rétropropagation appligé@arément a chaque contrainte du probleme
CSPafin de contracter le domaine de chaque vari&xtte procédure est réitérée jusqu’a ce que la
contraction ne soit plus efficace.

Arbre binaire de représentation des contraintes

Les fonctionsy, des contraintes du probleme (6.11) sont d’abombmigposées en une séquence
d’opérations et de fonctions élémentaires (additemustraction, multiplication, division, sinus,
cosinus, logarithme, etc...) dont la fonction récgue est connue. Elles sont ensuite représentées
sous la forme d’un arbre binaire :

— chaque feuille représente une variable de la comgrat son domaine associé ou bien une
constante,

— chaque nceud correspond a la fonction d’inclusiemel’opération ou d’'une fonction élémen-
taire.

Procédure de propagation-rétropropagation

Etant donnée une contraing(X)=Y,, la contraction du domaine&] des variables de cette

contrainte est effectuée en deux phases successives

1. Une phase dite de propagation ou I'arbre est tsgvdepuis ses feuilles jusqu’a sa racine. A
chaque nceud, la fonction d’inclusion de I'opérattmnrespondante est appliquée sur les inter-
valles des nceuds fils afin de calculer le résplatiel au niveau du noeud étudié. Les domaines
des variables sont ainsi propagés a travers lest@es elémentaires de l'arbre jusqu’a la ra-
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cine ; le résultat obtenu au niveau de la racimeespond a l'intervalle imagé, ([X]) de la

fonction d’inclusionG, deg sur le paveé initialX] des variables.

2. Une phase dite de rétropropagation ou I'arbre esé dois-ci traversé depuis sa racine jusqu’a
ses feuilles. L'intervalle image de la racine éabdrd mis & jour en le remplacant par son inter-
section avec l'intervalle d¥. Au cours de la traversée de I'arbre, on essaeaitnde réduire
I'intervalle partiel de chaque nceud (obtenu lorsadeghase de propagation) en lui appliquant un
opérateur de projection. L'objectif de la projeatiest de déterminer le plus petit intervalle en-
cadrant I'ensemble solution ; la construction deapgérateur est expliguée dans la partie sui-
vante. En procédant ainsi de nceud en nceud, onepairéduire jusqu’aux intervalles des
feuilles de I'arbre qui représentent les domairess\ariables.

A l'issue de ces deux phases, le paveé initial degmbles a été réduit dans le meilleur des cas ou
reste inchangé dans le pire des cas. Lors de Eeptarétropropagation, si l'intervalle obtenu pour
un nceud donné est vide, alors le probl&s&n’a pas de solution.

Projection de contraintes

Le cas simple d’'une contrainkg * X3 = y qui ne fait intervenir que deux variables va npas
mettre d’expliquer la construction des opératearprjection (elle se généralise pour chaque nceud

de l'arbre). Les intervalles initiaux des variabigset x4 sont respectivement notés, ], et [x;],,

tandis que celui de la contrainte est fofk, . La contrainte étudiée n'implique qu’une seulerapé
tion élémentaire * dont la fonction d’inclusion estéee. Les fonctions réciproques a gauche et a

droite de * sont respectivement notég’set .;'. Par exemple, i est I'addition, alors™ est la

soustraction. L’ensemble des points qui verifientdntrainteg * x; = y est défini par :

S, ={ (% %) DIX1X[%g1| X, - %, DL} (6.17)

La projection deS, sur le domainey (respectivemenky) est alors définie par I'expression

(6.18) (respectivement (6.19)). Le principe demegections est illustré sur la Figure 6.7.
n, :{xg O[x,1| Oxg O[X41, X, + Xg D[y]} (6.18)

M, :{Xd D[Xd]\ Ox, O[X, 15 X4« %y D[y]} (6.19)
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v

o

My

[%]

Figure 6.7 : Projections de I'ensemble solutioB, sur les domaines dex, et X,

Les projections de la contrainte sur les domairegy et x4 permettent donc de déterminer le
plus petit pavé contenar® . La construction des opérateurs permettant dése¢ales projections
necessite de reformuler la contrainte de facoolarises variablegg etxy :

Xg‘Xd Ty e xg :y.;lxd

(6.20)
o Xy =X, .;1 y

A partir des expressions précédentes et en raisbsoades intervalles, on en déduit les expres-
sions des opérateurs de projection :

X, =y % = % 00x]o 0 (yl5 [%]) 621
X =X oty = %0 x]o 0 [x]5vl) |

Les domaines des variabbgsetxs sont donc contractés en appliquant respectivefesripéra-
teurs de projectiorix,], n ([y] o [xd]) et[Xy], N ([xg] -;[y]). L’algorithme de la procédure de

propagation-rétropropagation appliquée a la comieaj » x; = y est représenté sur la Figure 6.8.
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I) Propagation

1. [y] =[Xg]0 *[X41o

II) Rétropropagation

Si[y] = @ Alors
le probléemé&SPn’a pas de solution
Sinon

[%g1=[%1o 0 [ Y1+ 22 [%,])
(%] =[%Jo 0 (%] 5 [¥)
Fin Si
Retournefx, kt[x, ]

©N O kN

Figure 6.8 : Procédure de propagation-rétropropagat appliquée a la contraintex, * X, =y

Exemple de procédure de propagation-rétropropagatio

Afin d’illustrer graphiquement la procédure de cantion, les modifications apportées sur

I'arbre binaire associé a la contraintex, +2x, =y sont représentées sur la Figure 6.9 (phase de

propagation) et la Figure 6.10 (phase de rétrogatian). Les intervalles initiaux des variables
sont[x]=[5], [X]=[L5], [X,]=[-7 —10] et celui de la contrainte epy] = [O.5prés la

contraction, les intervalles obtenus spxf = [28, 5], [X,] = [28,5] et[x,] =[-7, —10].

| / +<
/* [1,25] /*<14]
X X, 2 X
[.5] [15] [-10,-7]

Figure 6.9 : Phase de propagation appliquée a lantrainte X,.X, +2X; =y
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+ [05] [ 1911

([0,5]-[-20,-14]) n ([0,5]-[1,25]) n [- 20, -14]

% [1,25] x
/\ = [14, 20| /\—[ 20, -14]
2

([1420] 11 5] [15] (14 20] 11,5])n [15] ([-20 -14] /{2}) n[-10,-7]
v  =[289] =[2.8,5] =[-10-7]

Figure 6.10 : Phase de rétropropagation appliquéé&iontrainte X,.X, +2X, =y

Algorithme du contracteur par propagation-rétropagption

La procédure de propagation-rétropropagation que menons de voir ne s’applique que sur une
seule contrainte. Le contracteur par propagatitnepéopagation consiste donc a appliquer cette
procédure sur chaque contrainte tant qu’une réaluotist apportée au domaine des variables.
L’algorithme de ce contracteur est illustré suiFlgure 6.11. L'ordre dans lequel les contraintes
sont traitées n'a pas d’importance sur le pavérmbéela fin de la contraction. Par ailleurs, audur
a mesure des itérations de la boucle principalapleseau pavgX'] est de moins en moins réduit

par rapport au pavéx]. Aussi, une procédure (qui n'apparait pas sufitare 6.11) est mise en
place pour arréter I'algorithme dés que la contvaaties pavés n’est plus significative. Les contrac
teurs basés sur la propagation de contraintespsotitulierement efficaces lorsque les domaines
des variables sont larges [120]. Le logiciel librinterval Peeler » [128] implémente un contracteur
de ce type et permet ainsi de tester la réductintedvalles. Par la suite, le contracteur par prop
gation-rétropropagation sera n@g-.
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1) Initialisation

1. Pavé initial K], E = ensemble de contraintgg, (X)=Y,,9,(X) = Y,,....9,(X) =Y, }

II) Contraction du pavé

2. Tant que E n’est pas vidéaire
3. Choisir une contraintg, (X )=, deE

4 [X'] < procédure de propagation-rétropropagation appdigufx1, g,(X)=,)

5. Si[X'] =dAlors

6. Fin de l'algorithme (le problen@SPn’a pas de solution)

7 Fin Si

8. Si[X] #[X"] Alors

9. X] — [X']

10. Ajouter & toutes les contraintes impliquant des variableg Bbdomaine a été réduit
11. Sinon

12. Supprimer dE la contrainteg, (X )=,

13. Fin Si

10.Fin Tant que
11. RetournerX]

Figure 6.11 : Algorithme du contracteur de propagan-rétropropagation

c) Contracteur par programmation quadratique

Dans [120], un contracteur s’appuyant sur un allgoré de programmation linéaire est présenté.
Ce contracteur s’appligue dans le cas particulieles contraintes du problenxSPsont des fonc-
tions linéaires. Dans la méthode de conceptiongt@gue nous avons proposee, les performances
des circuits sont approximées par des modéles gliquaes (les modéles linéaires avec interactions
sont des cas particuliers des modéles quadratiquegrobleme de satisfaction des contraintes qui
intervient dans le probléme d’optimisation est donc

CSPyug i ( Gquas(X) =Y, X O[X], Y D[Y]) (6.22)

quad *

Ol Gyuae(X) = (gqu{m(x),gquadvz(x),...,gqu‘,ﬂd’p(x))T est un vecteur de fonctions quadratiques.

Nous avons donc développé un contracteur qui siesfu contracteur par programmation linéaire
de [120], mais qui S’appuie sur un algorithme dimpdation quadratique afin d’étre compatible
avec les fonctions quadratiques du probl&s&, a4

L’ensemble des solutions de (6.22) est défini par :

131



Chapitre 6

Squad :{X D[X]‘ gquad(x)D[Y]}

_ (6.23)
< Squad:{XD[x]‘ gquad(x)zietgquad(x)SY}

o [Y] =Yy, YalX[Y,, Yol %ox[Y,, Yo, Y =(Y,,Y,,..Y,) et ¥ =(¥1,¥2,..Y,). Le plus
petit pavé encadrant I'ensemble solution (6.23esstruit en traitant les variabl¥sdu vecteuiX
une par une. Pour chaque variable, I'objectif estddterminer le plus petit intervalle de valeurs

pour lesquelles les contraintes du probleme (6s®R} respectées. Les bornes d’'un tel intervalle
peuvent donc étre obtenues en résolvant les delntgones d’optimisation suivants :

minimiser X, maximiser X
X X
INE J telue gquad(x)Z\:( sup /| tebue gquad(x)Z\:( (6.24)
gquad (X ) <Y gquad(x ) <Y
X O[X] X O[X]

La valeur minimum dex; obtenue en résolvant le problénF donne la borne inférieure de
l'intervalle, tandis que la valeur maximum Heobtenue en résolvant le problei@EP donne sa
borne supérieure. Le plus petit pavé encadranséeble solution (6.23) est construit en effectuant
ces deux optimisations pour chaque variabldu vecteuX pouri allant de 1 &. Les fonctions qui
interviennent dans les contraintes sont des fonstiguadratiques, il s'agit donc de problemes
d’optimisation avec contraintes quadratiques. (e tge probléme, généralement non-convexe,
peut étre efficacement résolu en ayant recoursearelaxation lagrangienne ou semidéfinie [129,
130]. Par la suite, le contracteur par programmeagieadratique sera noBq.

d) Comparaison des contracteurs

Il est intéressant de comparer les deux contraxtentermes de temps de calcul et de contrac-
tion. A premiere vue, le contracteur par prograniomatjuadratiquéCpg, qui nécessite de résoudre
2k problémes d’optimisations dkiest le nombre de variables, semble plus lent gumhtracteur
par propagation-rétropropagati@r. Cependant, ce dernier fait appel a I'arithmétiges inter-
valles dont I'inconvénient majeur est la surestioratles encadrements fournis (cf. Annexe C), ce
qui se traduit par des pavés moins contractés eue abtenus avec le contracteur par programma-

tion quadratique. L’exemple suivant va permettilustrer ces deux remarques. Soit le probleme
CSP:

4< X, -12X, + 02X, X,

X7+ X2 <80
X, 0[0,10], X, 0 [0,10]
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X, — 12X, + 02X, X, =Y,
L IXEXEY, (6.25)
X, 0[0,10], X, 0[0,10], '

Y, O[4, +[,Y, 0] - ,80]

Les contraintesX, —12X, + 02X, X, =Y, et X+ XZ =Y, sont représentées graphiquement sur

la Figure 6.12(a) et la Figure 6.12(b). Les deuntiaxteurs ont été codés sous Matlab : le contrac-
teur Cpr implémente la toolbox INTLAB [131] pour effectukers calculs sur les intervalles, tandis
que le contracteuCpq utilise la fonction Matlab #&mincon » pour résoudre les problemes
d’optimisation. Les plus petits pavés, qui encatifemsemble solution du probléme (6.25) et qui
sont géeneérés avec chacun des contracteurs, sonésliaians le Tableau 6.1 et représentés sur la
Figure 6.13. Les résultats obtenus confirment reas<cypothéses : la contraction réalisée avec le
contracteuiCpq est bien meilleure que celle effectuée avec leéraoteurCpr, mais son codt calcu-
latoire est plus élevé.

PR
4 X128 +0.2X X Xy+Xa< 80

(a) (b)
Figure 6.12 : Représentation graphigque des contr@is du probleme CSP (6.25). L'ensemble solution de
chaque contrainte est représenté en bleu clair.
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Contracteur Cpp Contracteur Cpg
10 - - - - 10
g [ Ll g [ )
X, G [Pl X, [ it e oW [
alb L .............. L S IO
sl .............. sl
] ; ]
0 2 4 E ] 10 0 2 4 E ] 10
Xz X3
(a) (b)

Figure 6.13 : Les pavés obtenus avec le contractear propagation-rétropropagation (a) et le contrtacr
par programmation quadratique (b) sont modélisés pes rectangles en bleu foncé. L’ensemble solution
du probleme CSP (6.25) est représenté en bleu clair

Tableau 6.1 : Comparaison des contracte@sr etCpqg

Contracteur Cpr | Contracteur Cpq
Paveé initial [0, 10][0, 10]
Pavé contracté [0, 8.944][0, 8.944] [4, 8.944][0, 7.287]
Temps de calcul moyen 0.3s 18s

e) Algorithmes d’optimisation par intervalles avec corracteur

Les techniques de contraction que nous avons géesesont mises en ceuvre dans de nombreux
algorithmes par intervalles [120, 124, 132], afie désoudre efficacement le probleme
d’optimisation globale (6.5). En effet, les conteags vont permettre d’isoler dans chaque pavé
traité le plus petit sous-pavé qui contient le domale faisabilité du probléme (6.5) ; la bissettio
est donc effectuée ensuite sur des paveés plus,patitélérant ainsi la convergence de I'algorithme.
L’intérét de I'ajout d’'un contracteur dans les altfomes d’optimisation par intervalles est donc le
suivant : augmenter le temps de traitement de e&pqué afin de réduire le temps total de résolu-
tion du probléme (6.5).

Un modeéle d’algorithme par intervalles avec corigacest illustré sur la Figure 6.14. Il est si-
milaire a I'algorithme de base représenté sur dpifei 6.6 : les étapes principales sont les mémes a
I'exception du test de satisfaction des contraigigisest remplacé par un contracteur. L'apport du
contracteur est double : non seulement il permée¢ster la faisabilité du pave traité (réle deutkt

134



Conception robuste des circuits analogiques

de la satisfaction des contraintes dans l'algoréhde la Figure 6.6), mais en plus il le réduiteu |
supprime le cas échéant. Différents algorithmespttitisation par intervalles sont comparés dans la
partie suivante.

1) Initialisation

1. L={D.F},R=@,M=+,¢

II) Recherche du minimum

2. Tant que la listeL n’est pas vidéaire

3. Retirer dd. le sous-pavéX] qui a la plus petite borne inférieufe
4 Si F >M Alors

5. SupprimerX] deL

6 Aller a I'étape 2

7 Fin Si

l1I) Contraction du pavé

8.  [X'] = Contracteuff X], g,(X)<0,10{1...,p})
9. Si[X'] =dAlors
10. SupprimerX] deL

IV)Test de la largeur du sous-pavé

11. Sinon
12. Si w([X])< ¢ Alors
13. Ajouter K] a la listeR

V) Mise a jour de la borne supérieure sur le minimm

14. Calculer la borne supérieufedeF sur [X]
15, M =min(M, F)

VI) Bissection du sous-paveé

16. Sinon

17. DécomposelX] en deux sous-pavéXx{] et [X;]

18. Calculer les bornes inférieurEs et F, deF sur [X4] et [X2]
19. Ajouter((X,1, F,) et (X,], F,) aL

20. Fin Si

21. FinSi

22.Fin Tant que

VII) Mise a jour de la liste de résultat
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23.Sila listeR n’est pas vidélors
24.  Supprimer de la lisi les sous-paves pour lesquéls> M

25.Fin Si
26. Retourner la listB®

Figure 6.14 : Algorithme d'optimisation par interdkes avec contracteur

6.3.4 Comparaison des algorithmes d’optimisation par in-
tervalles

La résolution du probleme d’optimisation suivanij it intervenir la fonction de Rosenbrock
comme fonction de codt, va permettre de compasepéeformances des différents algorithmes par
intervalles :

minimiser 100X, - X2)’ +(1- X,)*
telque 2<-07X,+12X,-02X,X,
(X,-05)+7(X,-4) <6
X, 0[-3,4], X, O[2, 6]

(6.26)

La fonction de codt et le domaine de faisabilitatgeprésentés sur la Figure 6.15. Le probleme
d’optimisation (6.26) présente un minimum globaifp A) et un minimum local (point B).

Figure 6.15 : Représentation graphique de la forartide codt et du domaine de faisabilité (en bleaidl
du probleme d’optimisation (6.26). Les points ABteprésentent les minima du probleme.

L’algorithme par intervalles de base, lalgorithnevec le contracteur par propagation-
rétropropagatiorCer et I'algorithme avec le contracteur par programoratjuadratiqu€pg ont été
implémentés sous Matlab et appliqués a la résoludioprobleme d’optimisation (6.26). Pour tous
les algorithmes, le critére de terminaisonui fixe la taille du plus petit sous-pavé a été £ 10°.
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Le minimummin, la valeur de la fonction de colt en ce péiptainsi que le nombre d'itérations de
la boucle principale et le temps de calcul de ckajgorithme sont résumés dans le Tableau 6.2.

Tableau 6.2 : Performances des algorithmes par mtdles pour résoudre le probleme (6.26)

: : _ Nombre Temps de
Algorithme min fmin d’itérations calcul
Algorithme

g [2.115, 4.486]  1.254 695 51s
de base
Algorithme
g [2.114, 4.476] 1.248 389 19s
avecCpr
Algorithme
gor [2.114, 4.479]  1.251 349 23s
avecCpq

Le premier point important a noter est la convecgedes trois algorithmes vers le minimum
global, c’est-a-dire le poinA sur la Figure 6.15. Pour comparaison, la résaluta probléme
(6.26), en utilisant la fonction fmiincon »de Matlab avec [-1, 4] comme point de départ, éonn
comme solution le minimum local représenté pardatpB, ce qui illustre bien l'intérét d’outils
numériques efficaces pour résoudre les problenm#tidiisation globale. Concernant la vitesse de
convergence, l'algorithme de base est sans suigriges lent des trois et celui qui nécessitdls p
d’itérations. Sur ce point, I'apport des contracsteest indéniable : avec le contract€iyk, le
nombre d’itérations est divisé par 1.79 et le tenp<alcul par 2.68, tandis qu'avec le contracteur
Cro, le nombre d'itérations est divisé quasiment pat & temps de calcul par 2.22. Il est intéres-
sant de remarquer que l'algorithme avec le corduacCpq Nécessite moins d'itérations que
I'algorithme avec le contracte@pg, mais que son temps de calcul est supérieur :explique
par le colt calculatoire du contractéliso qui est plus éleve (cf. §6.3.3d)). Enfin, la Figré6
permet de visualiser I'évolution de la largeur gasés traités a chaque itération et ainsi de mieux
se rendre compte de l'intérét d’inclure des coménas dans les algorithmes d’optimisation par in-
tervalles. L'évolution de la largeur des pavés @nés deux phases distinctes : une premiére phase
ou les pavés sont réduits jusqu’a ce que le miniglaipal soit atteint et une deuxiéme phase ou les
pavés restants dans la listesont éliminés. La Figure 6.16 montre ainsi la dissance rapide de la
largeur des paveés lors de la premiere phase graceamtracteurs, ce qui permet d’isoler rapide-
ment le pavé qui contient le minimum.
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10"

Algorithme de base
Algorithme avec CPR

If
0 .
10 Algorithme avec CF,Q

=
© .

Largeur des pavés

=
Ou

10°

-4
10 ! ! ! ! ! !
0 100 200 300 400 500 600 700

Itérations

Figure 6.16 : Largeur des pavés traités a chaquadtion des algorithmes par intervalles

6.4 Algorithmes par intervalles adaptés a la
conception robuste des circuits analo-
giques

Les algorithmes d’optimisation par intervalles quais avons présentés dans la partie précé-
dente ont été adaptés afin qu’ils puissent s’applica la conception robuste des circuits analo-
giques. Le probleme d’optimisation (6.4), qui défia conception robuste, est rappelé ci-dessous :

minimiser fAmax(C)
C
telque  §,,.(C)<0, 10{L....p} (6.27)

cab
ol C est le vecteur des paramétres de conception stapeif,,(C) et §, ,...(C) sont les mo-

deles de performances pire-cas. Les modificatianonqt été apportées aux algorithmes par inter-
valles classiques portent donc sur la mise en plagee procédure de modélisation de ces perfor-
mances pire-cas au cours de I'exécution de I'aligore.
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6.4.1 Conception robuste inspirée des algorithmes par in-
tervalles

a) Principe général

La méthode qui a été développée afin d’assuresraaption robuste des circuits analogiques est
illustrée sur la Figure 6.17. Cette méthode repteadrincipales étapes des algorithmes par inter-
valles classiques. Deux étapes supplémentairest®@ajoutées : I'évaluation des valeurs pire-cas de
la fonction de codt et des contraintes. Ces étaptent en ceuvre la méthode de modélisation par
morceaux vue au Chapitre 5 et la méthode de madiélisdes performances pire-cas expliquée
dans la partie 86.2.2, qui fait appel a I'approxiorade Cornish-Fisher et aux plans d’expériences.

Evaluation des valeurs pire-cas de la fonction détc

Cette premiére étape consiste a construire un raquil morceaux des valeurs pire-cas de la

fonction de coﬂtfmaX(C), puis a déterminer sur chaque sous-pavé sa valeximumF,__ :

- la fonction de codf est d’abord approximée par un modéle par morceﬁ(@g AT) sur le

domaine d’étude,

— puis un modele pire-caémax(C) est construit sur chaque sous-pavé en appligaanéthode

de modélisation des performances pire-cas vue geéudent (cf. 6.2.2),

— enfin la valeur maximunf,__, de la fonction de colt sur chaque sous-pavé tstées

Deux méthodes sont possibles pour évalggy : I'arithmétique des intervalles ou la résolution

C),

larithmétique des intervalles permet d’estimeridament la borne supérieure de I'image de

max (

d’'un probléme d’optimisation. En utilisant la formt d’inclusion naturelleF, (C) de f

F...(C) sur le sous-pavé. Cependant, le modflg(C) est un modéle linéaire avec interactions

ou quadratique ; chaque variable apparait donc gilluse fois dans le modéle ce qui, d’apres le
théoreme de Moore (voir Annexe C), conduit a umrestimation du maximum. L'autre alternative
consiste donc a déterminer précisément le maximumésolvant le probleme d’optimisation sui-
vant :

A

F = maximiser f

max C)
cU[C]

max (

(6.28)

139



Chapitre 6

Evaluation des valeurs pire-cas des contraintes

De la méme facon, il est nécessaire d’évaluer &suvs extrémes de chaque contrainte sur le

sous-pave] qui est traité. Pour cela, le modele pire-cascdnﬁraintes@,’max(c) doit étre cons-

truit a partir de la méthode de modélisation degopmances pire-cas que nous avons vue au
§6.2.2. Si le modele polynomial des contraindefC, 4T) n’existe pas sur le sous-pa\@ [il doit

alors étre construit avec I'approche séquentiede glans d’expériences, ce qui nécessite des simu-
lations électriques. Cependant, il est importanhoer qu’une fois qu’'un modéle polynomial des
contraintes valide a été obtenu sur un sous-pajé&¢ modele reste valide pour tous les sous-pavés
issus de la bissection d€][ Par la suite, il ne sera donc pas nécessaite @gonstruire a partir de
simulations électriques supplémentaires, ce qunpede réduire le colt en calcul. Enfin, comme

pour la fonction de colt, les extrer ., et G, ., du modele pire-caé,’max(c) sont évalués, en

| max
ayant recours a l'arithmétique des intervalles augptimisation. Cependant, comme nous 'avons

vu, l'arithmétique des intervalles conduit & uneestimation des valeurs extrémes gle,,,(C) et

ainsi a un dimensionnement « sur-robuste ». C'est ghar optimisation que les extrer@a, ., et

G, ,..Seront évalués en résolvant les problemes suivants

| max

G| ex = Minimiser g, max(C) (6.29)
C O[C] |

G pax = Maximiser §, ,..,(C) (6.30)
cro[c] |

1) Initialisation

L = @,¢, toutes_les_contraintes_satisfaited/rai

II) Evaluation des valeurs pire-cas de la fonctiome co(t

1. Construire un modele polynomial par morceeﬁ(@,AT) de la fonction de codt
— ListeL de sous-pavés

2. Construire un modele polynomizﬁjnax(C) de la valeur pire-cas dé(C,AT) sur chaque sous
pave dd. a partir de I'approximation de Cornish-Fisher e$ glans d’expériences

3. Calculer la valeur maximurk_ . de la performance pire-cafAs,gqax(C) sur chaque sous-pavé de
L

\"{4
1

[Il) Recherche du minimum
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4. Tant que la listeL n’est pas vidéaire
5. Retirer dé le sous-pavé(] qui a la plus petite valeuF,

I\VV) Evaluation des valeurs pire-cas des contraintes

6. Pour | allant de 1 3 Faire

7. Sila contraintey n'a pas de modéle polynomig| (C,AT) valide sur ] Alors

8. Construire un modéle polynomig|(C,4T) de la contrainte sur [C]

9. Sile modéleg, (C,4T) n'est pas validélors

10. Décomposef] en deux sous-pavé€]] et [C;]

11. Calculer les valeurs maximufy,,, et F,.., de f,_(C) sur [C et [CJ]

12. Ajouter(C,], F,..,) et ([C,], F....) AL et retourner a I'étape 4

13. Fin Si

14. Fin Si

15. Construire un modéle polynomig|,,(C) de la valeur pire-cas dg (C,4T) sur [C] &
partir de I'approximation de Cornish-Fisher et gdans d’expériences

16. Evaluation des extren@ ., et G, ., de §, ...(C) sur [C]

17. Fin Pour

Vbis) Contraction du sous-pavé

18. [C'] = ContracteufC], §, . (C) < 0,1 O{L....p})
19. Si[C'] =QAlors

20. Supprimer(] delL
21. Aller a I'étape 4
22. Fin Si

V) Etude de la satisfaction des contraintes

23. Pourl allant de 1 § Faire

24. SiG, .20 Alors

25. Supprimerd] deL

26. Aller a I'étape 4

27. Sinon Si G, ., <0 Alors

28. toutes_les_contraintes_satisfaitetoutes les_contraintes_satisfaitd/rai
29. Sinon

30. toutes_les_contraintes_satisfaitegaux

31. Fin si

32. Fin Si

33. Fin Pour

VI) Test de la largeur du sous-pavé
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34.  Siw(C])<e Alors

35. Sitoutes_les_contraintes_satisfaited/rai Alors
36. [C] contient la solution

37. Fin de l'algorithme

38. Sinon

39. Supprimerd] deL

40. Fin Si

VII) Bissection du sous-pave

41. Sinon

42. Décomposed] en deux sous-pave€f] et [Cy

43, Calculer les valeurs maximuy,,, et F,., de f,(C) sur [Cy] et [C]
44, Ajouter([Cl], Ifmaxl) et ([Cz], 'Emaxz) aL

45,  Fin Si

46.Fin Tant que
47. Le probleme d’optimisation n’a pas de solution

Figure 6.17 : Conception robuste basée sur I'algbrne par intervalles de base

b) Implémentation des méthodes

Deux méthodes de conception robuste ont été impitee en Java. Les grandes lignes de
limplémentation sont reportées dans ’Annexe D.pgramiere méthode est basée sur 'algorithme
par intervalles de base : elle reprend toutestiyses illustrées sur la Figure 6.17 a I'exceptien d
I'étape Vbis) de contraction. La deuxieme utilisecbntracteur par programmation quadratiGhg
et implémente I'étape Vbis).

6.4.2 Bilan

Les algorithmes par intervalles classiques ontradifiés en intégrant la modélisation par mor-
ceaux des performances et I'évaluation des valgivescas basée sur I'approximation de Cornish-
Fisher et les plans d’expériences. lIs se révelad tout a fait adaptés a la conception robu&te.
effet, ils présentent I'avantage de fournir 'optim global du probléme d’optimisation. Ainsi, la
meilleure solution est obtenue que les modélepddsrmances soient convexes ou non sur le do-
maine d’étude considéré. D’autre part, a chaguatith, un sous-pavé et son modele de perfor-
mance sont traités, ce qui se révele tout a faipeda la modélisation par morceaux de la fonction
de codt : cette derniére est donc étudiée morcaamprceau. Enfin, il n’est pas nécessaire de mo-
déliser par morceaux les performances qui défintskes contraintes sur I'ensemble du domaine
d’étude. En effet, les contraintes ne sont modétispie sur les sous-paves susceptibles de contenir
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la solution du probléme d’optimisation, c’est-aedoeux sur lesquels la fonction de codt est mini-
mum. Ainsi, le colt calculatoire de la méthodeiptervalles est allégé.

6.5 Application aux circuits analogiques

En appliquant les algorithmes d’optimisation paeiaalles a la conception robuste, I'objectif
visé est le suivant : déterminer le dimensionnemamiiste optimal en prenant en compte la varia-
bilité dés le début, c’est-a-dire sur un domainecaleception relativement large. Les algorithmes
par intervalles ont été appliqués a la conceptifruste de deux circuits analogiques : un amplifica-
teur opérationnel a transconductance (OTA) et uplificateur opérationnel de Miller. Les circuits
ont été simulés a partir du design kit ST CMOS 6%léveloppé par STMicroelectronics et du si-
mulateur électrique Eldo. Une station de travailNStadencée a 2.8 GHz et équipée de 2 Go de
mémoire vive a été utilisée pour les simulations.

6.5.1 Conception robuste d’'un amplificateur opérationnel a
transconductance

L’amplificateur opérationnel a transconductancelksitré sur la Figure 6.18. Les parametres de
conception ainsi que les variations technologige@ssidérés sont résumeés dans le Tableau 6.3,
tandis que les variables d’optimisation sont dosrdans le Tableau 6.4. Afin d’améliorer la modé-
lisation des performances par des modeles polynomias largeurs Wet les longueursildes
transistors ne sont pas directement les variabtgstichisation : elles sont remplacées par les va-
riables A, =W, /L, et B, =L, qui ont déja été évoquées dans le Chapitre 5. Detthodes de
conception robustes basées sur l'algorithme dedar& 6.17 sont comparées : la premiere repose
sur I'algorithme par intervalles de base, tandie tpudeuxiéme fait appel au contracteur par pro-
grammation quadratiqu@pro. Les £ et 9™ centiles sont utilisés pour définir les valeunegias
des performances. Les spécifications de I'OTA slmmnées dans le Tableau 6.6.
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ya

(W/L)3 I——l (W/L)3
Y A Ibias
(W/L)1_| h/V/L)l

| |
r] I wins I (W/L)5

Figure 6.18 : Amplificateur opérationnel & transcaluctance

<

==Cout

Tableau 6.3 : Parametres de I'amplificateur opératinel a transconductance

Type de paramétres Nom Domaine de variation
W, [Ipm, 20pum]
L1 [1pum, Spm]
W3 [1pum, 20um]
Parametres de conception L3 [1um, S5pum]
Ws [1pum, 20pum]
Ls [1pum, Spm]
Ibias [15uA, 20pA]
Dimensions de la grille [ 3]
Variations des paramétre®imensions de la zone actiye [-30, 30]
technologiques Epaisseur d’oxyde de grillg [6330]
(variations globales) Tension de seuil NMOS [63 3]
Tension de seuil PMOS [6330]
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Conception robuste des circuits analogiques

Tableau 6.4 : Variables d'optimisation

Domaine de variation

d’optimisation

Type de parametres| Nom
W
A =—1
Ll
B]_: Ll
W
A, =—2
Variables L,
Bg= L3
W
A, =—2
I‘5
B5: L5
Ibias

[1,4]
[1pum, Spm]
[1, 4]
[1pm, Sum]
[1,4]

[1pum, Spm]
[15pA, 20uA]

Colt calculatoire

Le codt calculatoire de chaque méthode est inditfués le Tableau 6.5. La premiere étape des
deux méthodes consiste a construire des modelgagmilaux de la fonction de codlt et des con-
traintes a partir des simulations Eldo ; cette @@re un peu moins de 10 min. Une fois qu’'un mo-
dele valide existe sur chaque sous-pavé traiteediaerche de I'optimum commence. L’algorithme
par intervalles avec le contracteur quadratiquegele alors bien plus efficace que I'algorithme de

base : le temps de calcul est quasiment diviséuoatre.

Tableau 6.5 : Comparaison du codt calculatoire d#esux méthodes

avec contracteutpq

Nombre de Nombre
Méthode . . o Temps de calcul
simulations Eldo d’itérations
Algorith
_Aigorthme par 1035 32222 115 min
intervalles de base
Algorithme par intervalles .
gorithme par interv 1035 1806 31 min

Robustesse

Les deux méthodes convergent vers le méme optilMimde vérifier la robustesse du circuit,
une analyse de Monte Carlo (1000 simulations étpms) est effectuée a cet optimum. Les distri-
butions des performances sont illustrées sur larEi¢.19(a)-(f) et les valeurs pire-cas estimées
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avec l'analyse de Monte Carlo sont resumées dahabkeau 6.6. Les résultats obtenus confirment

la robustesse du dimensionnement vis-a-vis degidigms paramétriques.
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Figure 6.19 : Distributions des performances de T@ au point de conception robuste
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Consommation (UW)
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47.45

15.9

16
Vitesse de balayage (V/ps)

(f)

16.1 16.2 16.3

Tableau 6.6 : Résultats de la conception robustd’@d A

. Fréquence| Marge de | Consom- | Tension de| Vitesse de
Performances Gain : .
de coupure| phase mation décalage | balayage
Spécifications| Maximisef > 10kHZz > 67° <50uW <1mVy > 15V/us
Performance | 4, 31kHz 68.4° 47.4uW|  0.72mV]  15.9V/u
pire-cas
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a) Réduction du domaine de conception : méthode de diemsionnement
gm/lp

L’'exemple précédent a permis de mettre en avardléeimportant des contracteurs pour dimi-
nuer le colt calculatoire. Ce colt pourrait endre considérablement diminué s’il était possible
de réduire rapidement la taille du domaine de cotime initial. Cela peut étre réalisé en intégrant
des contraintes implicites en plus des spécifiaatiu circuit.

b) Reéduction du domaine de conception

Une premiere approche consiste a appliquer dessétg pré-dimensionnement portant sur la
polarisation des transistors ainsi que leur zonédetionnement et basées uniguement sur des si-
mulations statiques DC [133]. Afin de réduire Iditoalculatoire, une alternative peut consister a
remplacer les simulations électriques par des @ansanalytiques. Le principe est alors d’'intégrer
dans le probléme d’optimisation robuste des camigaisupplémentaires inspirées de la conception
manuelle afin d’identifier grossiérement mais fagient le domaine de faisabilité. Les équations
analytiques peuvent étre des modéles simplifiéstrdesistors (Spice Level 1 par exemple [134])
qui permettent d’approximer les performances ediabtenir une estimation grossiere du domaine
de faisabilité. Cependant, ces modeles simplifédseddent fortement de la zone de fonctionnement
des transistors. De plus, ils ne permettent paeme compte des dispersions paramétriques. Nous
avons donc mis en place dans notre méthode de mtimrteobuste une approche qui est fondée sur
le rapportgm/1, ougmest le gain de transconductance d’'un transistiey ®n courant de drain.

c) Méthode de dimensionnemengm/lp

La méthode de dimensionnemenin/| , a été proposée par [135] pour concevoir des tércui
analogiques de faible consommation et intégrée ddes outils de synthese automatique
d’amplificateurs [136]. Cette méthode repose suelation particuliere qui unit le rappogm/I
au courant normaliséD/(W/L) ou W et L représentent respectivement la largeur et la lemgu

d’'un transistor. En effet, le principal intérét dette relation est qu’elle caractérise de facomwuei
tous les transistors du méme type (NMOS ou PMO$amenant a la méme technologie CMOS
guelles que soient leurs dimensions. De plus, celi@ion permet de représenter toutes les zones de
fonctionnement des transistors (inversion faibledérée ou forte). Enfin, la plupart des perfor-
mances des circuits analogiques peuvent s’exp@msément en fonction du rappaytn/| , .

La courbe qui représente la relation entre le reppgoy|, et le courant normaliséD/(W/L)

peut étre obtenue par simulation électriqgue ampditin modéle de transistor continu entre les zones
de fonctionnement et qui caractérise la technologBMOS utilisée. La courbe
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gny/l, =f(1,/(W/L)) caractéristique d’'une technologie CMOS 65nm dépmée par STMicroe-

lectronics est illustrée sur la Figure 6.20. Dansds des transistors NMOg,= Ips et dans le cas
des transistors PMO$, = |Ipg]. La différence entre les courbes des transiddOS et PMOS
s’explique par leur mobilité respective qui esfétiénte.

357 NMOS
30— Inversion PMOS
T | modérée
5
20} . \ .
Inversion \ Inversion
gm/l o @/V) faible \ forte
15+ \
****************** >
10/
| AN
5 | N
| \\\\
0 ‘ v —
10" 10° 10° 10"
I, /(W/L)(A)

Figure 6.20 : Caractéristiquegm/1, =f (1, /(W/L)) d'une technologie CMOS 65nm

Grace a cette relation qui caractérise de facogugnune technologie CMOS, les circuits analo-
giques peuvent étre dimensionnés de facon rapipieeise :

- en exprimant d’abord les performances en fonctionagpportgny| , des transistors,

— puis en ajustant la valeur du rappagry/| , des transistors pour que les spécifications soient

satisfaites,

— enfin en utilisant la courbgny/I, =f (I, /(W/L)) pour déterminer les dimensions des tran-

sistors a partir de leur rappaghy| , et de leur courant de drdin.

d) Amplificateur opérationnel de Miller

L’exemple suivant va permettre d’illustrer cettetho@le en I'appliquant au dimensionnement
d’'un amplificateur opérationnel de Miller (cf. Figu6.21). Le dimensionnement est réalisé a partir
des spécifications sur le gain différentiel, le carid gain-bande passante, la marge de phase et la
vitesse de balayage respectivement nofgs GBWipes MPspec €t SRpee Les etapes de dimen-
sionnement sont décrites ci-dessous. Elles visatét@miner le rapporgm/l, et le courantp

pour chaque transistor.
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Figure 6.21 : Amplificateur opérationnel de Miller

1. La valeur de la capacité de Mill&, est d’abord choisie de fagon a satisfaire une endey
phase supérieure a 67° [134] :
3

C.>>C

6.31
1 Cou (631)

2. Le courant de polarisatidii,s est ensuite fixé afin que la spécification suvitasse de ba-
layage soit respectée :

I yias = SRpecCrn (6.32)
3. Les transistors T3 et T4, qui forment un miroirad@irant, doivent opérer en régime de forte
inversion (cf. Figure 6.20) pour garantir un bopajement :

"
9™ 6 avec | s = ";S (6.33)

D3

4. Afin que les transistors T3, T4 fonctionnent bienreiroir de courant, le transistor T4 doit
étre en régime de saturation, ce qui peut étreureodsible en imposaNtcs~Vsp~Vsgp Le
transistor Tp vérifie alors :

gm, _ gm,
|

(6.34)

Dp I D3

5. De plus, les conditions sur les pbles pour avo# nrarge de phase supérieure a 67° condui-
sent a [134] :

10GBW,,..27n.C,,
2 (6.35)

gm, /15,

gm, 210GBW,,..27C,, = |, 2

spec*

6. Pour que la spécification sur la bande passanteesgectée, il est nécessaire que [134] :
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gm = GBW,,.27C, avec I, = *g"s (6.36)

7. Enfin, les conditions pour obtenir un bon appariet@ntre les transistors du miroir de cou-
rant T5 et Tn imposent (régime de forte inversion)

9m _ 9m,

<8 avec |y =1
ID5 IDn

etly, =1p, (6.37)

bias

A présent que les rapportgnyl, sont fixés pour chaque transistor, la courbe
gnyl, =f(1,/(W/L)) permet de déterminer les valeurs/(W/L) correspondantes. Les valeurs
des courantdp étant fixées également, on en déduit alors learptes dimension®V//L pour

chaque transistor. Les régles de dimensionnemeB1)(66.37) garantissent que le circuit opere
dans une zone de fonctionnement stable lui pernteattatteindre les spécifications. Elles peuvent
donc étre rajoutées au probléme de conception tlsasis la forme de contraintes implicites afin
de réduire le domaine de conception.

6.5.2 Conception robuste d’'un amplificateur opérationnel
de Miller

La méthode de dimensionnememty |, a été intégrée dans I'algorithme de conceptionste

par intervalles afin d’accélérer sa convergenceptiecipe, illustré sur la Figure 6.22, consiste a

utiliser :
- les rapportsgm/1 , comme variables d’optimisation,
— les régles de dimensionnement (6.31)-(6.37) paluiré le domaine de conception,

— enfin la courbegmy1, =f (1, /(W/L)) pour faire le lien avec les dimensions des tramsist

ainsi réaliser des simulations électriques permetia prendre en compte les dispersions pa-
ramétriques pour construire les modeles des pediocas pire-cas.
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Variations des

parameétres
technologiques AT
'gm/ID:f(ID/(W/L)) i
Variables Parametres Simulateur
d’optimisation —» —» de conception —» dlectrique
OM/Ip); , lhias (WIL) , lpias i
* « Régles de dimensionnement
Plan d’expériences

+
Cornish-Fisher

v

Performances pire-cas
Optimisation <« Voo = F((@MV15), . 1hias)

Figure 6.22 : Intégration de la méthode de dimensi@ment gm/I, au sein de I'algorithme de concep-

tion robuste par intervalles

Les variations paramétriques prises en comptemeéstntées dans le Tableau 6.7, tandis que les
variables d’optimisation sont données dans le Bab&8. Les domaines de variation de la capacité
de Miller C, et du courant de polarisatidgas sont issus des régles de dimensionnement (6.31) et
(6.32) sur la stabilité et la vitesse de balayagedis que ceux des rapporgm,/l,, et

gm/1 s permettent de garantir un fonctionnement des ts#orsi en forte inversion. A partir de ces
variables d’'optimisation et des regles de dimermsoment (6.31)-(6.37), les rapportgr/I, de
tous les transistors peuvent étre calculés, puistisant la courbegm/I, = (I, /(W/L)), les va-

leurs des parametres de conception peuvent étraitestcomme illustré sur la Figure 6.23. Les

valeurs Iy et lp, qui correspondent aux courants normalislé;.;‘,/(W/L)i lus sur la courbe
gn/l, =f(1,/(W/L)) pour chaque transistoi, permettent de calculer les dimensions
(W/L), =1,/1, dans le cas d'un transistor NMOS(@t/L). = I /1, dans le cas d'un transistor
PMOS.
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Tableau 6.7 : Variations des paramétres technolageg de I'amplificateur opérationnel de Miller

Type de paramétres Nom Domaine de variation
Dimensions de la grille [ 3]
Dimensions de la zone active ¢>3o]
Variations des .parametres Epaisseur d’'oxyde de grille b33

technologiques on d "

(variations globales) Tension de seuil NMOS [63 3]
Tension de seuil PMOS [6330]
Dimensions de capacité Poly-Poly [-30, 3]

Tableau 6.8 : Variables d'optimisation

Type de paramétres Nom Domaine de variation
3

Cm [10C0ut’ Cmax}

Ibias [SRecCons 1]

Variables d’optimisatior

o 10, 6]
I D3

m, 10, 8]

I D5

Paramétres de conception

(Wj — Ibias
L), 2,

Rapports gm/Ip
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gl;mp - ?n‘g gm/ Di ( D|/( / )|) [Wj 1OGBVVSpeCZ7?C
op o3 b gn‘%/' D3)
gm GBW,.2nC, - W
- g ’ — blas
l D1 bias/2 (Tj -
gm, _gm
IDn - ID5 Ipi Ini (Wj = blas

( j 1OGBVVSpec2nC
L), (omy/1ps)l,,

Figure 6.23 : Extraction des valeurs des parameétosconception a partir des rapporgm/l b
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Conception robuste des circuits analogiques

L’algorithme par intervalles avec le contracteuadpatique est utilisé pour la conception robuste
de I'amplificateur de Miller. Le co(t calculatoiest donné dans le Tableau 6.9. Grace aux regles de
dimensionnemengm/bp, le temps de calcul pour dimensionner I'amplifezatde Miller reste rai-
sonnable. Concernant la robustesse, une analystdie Carlo (1000 simulations électriques) est
effectuée afin d’estimer les valeurs pire-cas Tebleau 6.10). Les résultats obtenus indiquent que
les valeurs pire-cas respectent les spécificatitasobustesse du circuit est donc garantie sans p
autant nécessiter un surdimensionnement.

Tableau 6.9 : Co(t calculatoire de la conceptiorbuste de I'amplificateur de Miller

3 Nombre de Nombre
Méthode . . gy Temps de calcul
simulations Eldo d’itérations

Algorithme par
intervalles avec 773 999 22 min
le contracteuCpq

Tableau 6.10 : Résultats de la conception robustd’dmplificateur de Miller

Consom- . F_’rodun Marge de | Tension de| Vitesse de
Performances . Gain gain-bande .
mation phase décalage | balayage
passante
Spécifications | Minimiser > 10 > 10MHz > 67° <1lmV > 10V/us
Peg{ferfgggce 457TuW | 1.4x18 | 12.2MHz | 68.3° 0.05mV | 11.8V/u$

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouwétleode de conception robuste basée sur des
algorithmes d’optimisation par intervalles. Ellgpaur objectif de déterminer les valeurs des para-
metres de conception pour lesquelles le circud sabuste aux dispersions paramétriques et respec-
tera les spécifications. Cette approche integngpfaximation de Cornish-Fisher pour estimer les
performances pire-cas qui sont comparées aux gp@mhs pour tester la robustesse du circuit de
facon précise et efficace. Grace a I'approximatierCornish-Fisher, les performances pire-cas sont
définies pour un rendement paramétrique donné,ucgeymet d’éviter un surdimensionnement
(comme c’est le cas avec les analyses pire-casgilfaurs, les algorithmes par intervalles garsanti
sent une optimisation globale et se révelent tdattadaptés pour traiter les modéles par morceaux
des performances. Le colt de calcul de la méthésldte du colt de calcul de la modélisation des
performances et du colt de calcul de I'algorithrae iptervalles. Comme nous 'avons vu dans le
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Chapitre 6

Chapitre 4, le colt de construction des modelegnpohiaux a partir des plans d’expériences de-
vient prohibitif au-dela de vingt facteurs, ce gquinstitue la principale limitation en termes de
nombre de parametres pouvant étre pris en compteldanéthode. Concernant le colt de calcul de
l'algorithme par intervalles, il peut étre réduit mettant en ceuvre, d’'une part des techniques ma-
thématiques de réduction d’intervalles afin d’aéoél la convergence de I'algorithme, et d’autre
part des regles de dimensionnement issues de tzpton manuelle permettant de diminuer la
taille du domaine de conception. Les regles de dsim@anemengm/lp s’averent particulierement
intéressantes dans la mesure ou elles permetterdrdBiner le savoir-faire du concepteur de cir-
cuits analogiques avec la précision du simulatiatiggque qui rend possible la prise en compte des
variations paramétriques. De plus, le découpageatuaine initial offre la possibilité de traiter en
priorité les sous-pavés les plus probables de ooriteptimum et donc de n’approximer les con-
traintes que sur ces sous-pavés, ce qui éconormised® nombreuses simulations électriques.
Grace a ces méthodes de réduction du codt caloelafalgorithme par intervalles peut étre appli-
gué sur des domaines relativement larges, pernetitasi de tenir compte des dispersions paramé-
triques des le début du flot de conception. Lesltd@s obtenus sur des circuits analogiques mon-
trent I'efficacité de la méthode pour dimensionderfagon automatisée des circuits robustes sans
surdimensionnement.
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Chapitre 7 : Conclusion et perspec-
tives

Dans ce travail de thése, nous avons étudié lasopEnes de dispersions paramétriques dans
les technologies CMOS, ainsi que les méthodes pgEmele tenir compte de I'impact de ces dis-
persions lors de la conception des circuits anglagg. Deux familles de méthodes peuvent étre
distinguées : les méthodes d’'analyse de la vaiti@aket les méthodes de conception robuste. Les
premiéeres visent a caractériser les dispersionspdesrmances a partir de mesures statistiques
comme le rendement de fabrication ou les valeuesgas, tandis que les deuxiémes vont plus loin
en intégrant ces méthodes d’'analyse de la vat@kdians un processus d’optimisation afin de
rendre les circuits robustes aux dispersions parajués.

7.1 Analyse de la variabilité par les plans
d’expériences et le développement limité
de Cornish-Fisher

Les méthodes d’analyse de la variabilité classigaegvelent soit imprécises (analyse pire-cas),
soit lourdes en termes de codt calculatoire (aeatlesMonte Carlo). Dans le Chapitre 4, une nou-
velle méthode d’analyse a été proposeée : elle &isstimer les valeurs pire-cas des performances.
Les performances sont d’abord approximées par deleles linéaires avec interactions ou des mo-
deles quadratiques en faisant appel aux plans éieqres. Ces modeles polynomiaux présentent
plusieurs avantages : ils sont facilement integinés et peuvent étre construits a moindre co(t
grace aux plans d’expériences tant que le nombrgadeEmetres en jeu reste faible. Enfin, les va-
leurs pire-cas sont estimées avec le développelimeitd de Cornish-Fisher et les moments des
performances calculés a partir des modeles polysmmiLes résultats obtenus sur des circuits ana-
logiques de base montrent que cette approche peésarbon compromis précision/colt calcula-
toire et peut donc parfaitement s’intégrer dansriéghodes de conception robuste.

7.2 Modélisation par morceaux des perfor-
mances

Avec la miniaturisation, le nombre et 'amplitudesddispersions paramétriques augmentent. Les
modeéles quadratiques peuvent alors se révélerfisesufs pour approximer les performances des
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Chapitre 7

circuits. Dans le Chapitre 5, une méthode de msaéhin par morceaux a été présentée. Son objec-
tif est d’approximer les non-linéarités des perfances sur un domaine d’étude relativement large
en le découpant de facon judicieuse en sous-domainelesquels les performances tendent a étre
moins non-linéaires. L'approximation obtenue peraidéfinir le comportement global du circuit
et ainsi identifier les domaines d’intérét poucdaception.

7.3 Optimisation robuste par intervalles

Les méthodes de modeélisation par les plans d’esipées et d’estimation des valeurs pire-cas
avec I'approximation de Cornish-Fisher ont étégréés dans un algorithme d’optimisation globale
par intervalles afin d’automatiser la conceptioncteuits analogiques robustes. Les algorithmes
par intervalles, en optimisant les performances-pas, garantissent de trouver le meilleur dimen-
sionnement robuste sur le domaine d’étude consid¥eéplus, en raisonnant sur des intervalles
plutét que sur des valeurs ponctuelles, ils seleé@vg@arfaitement adaptés pour traiter les modeles
par morceaux des performances. Cependant, la mipéaee de cette approche de conception ro-
buste des le début du flot de conception augmemisidérablement le temps de calcul. Des tech-
niques basées sur des contracteurs ou des regtiimdesionnement analogique sont donc appli-
guées pour identifier rapidement le domaine deafalisé des circuits.

7.4 Perspectives

Dans ce travail de thése, seules les variationbatgs ont été prises en compte dans
I'optimisation robuste par intervalles ; les vapnas environnementales et locales doivent égale-
ment étre considérées. Concernant les variatioacaladitions environnementales comme la tem-
pérature ou la tension d’alimentation, elles petnétre prises en compte en les modélisant sous la
forme d'intervalles de tolérance sur lesquels ledgpmances pire-cas sont calculées de la méme
facon que pour les variations paramétriques. Qaartvariations locales, la principale difficulté
réside dans leur nombre qui augmente proportioemelht avec le nombre de composants. Des
meéthodes d’identification des variations locales plus significatives sont donc nécessaires. En ce
qgui concerne le développement limité de Cornisthétisqui s’est révélé efficace pour estimer les
performances pire-cas, deux points nécessitented&profondis : I'impact de l'ordre des cumu-
lants sur la précision du développement et la tudk I'estimation des centiles extrémes. La mé-
thode de conception robuste que nous avons dévdopgt destinée aux circuits analogiques élé-
mentaires. Par la suite, il semble donc importamtl’étendre a des systemes plus complexes.
L’intérét des techniques de propagation d’inteeslipour répartir les spécifications entre dessbloc
de niveaux hiérarchiques différents, a déja étéomdrd dans [121] ; cette approche pourrait étre
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Conclusion et perspectives

complétée par les méthodes d’analyse de la vat@ljlie nous avons proposées dans cette thése
afin de réaliser une conception hiérarchique rahush ce qui concerne les plans d’expériences, ils
ont été appliqués pour construire des méta-modglesont utilisés lors de la conception des cir-
cuits. Ces mémes méta-modeles, établis entre désmpances mesurables et les variations para-
meétriques, pourraient permettre également d’analgseariabilité lors du fonctionnement des cir-
cuits. On pourrait alors envisager, par exemplesygteme de compensation de la variabilité a base
de capteurs et de correcteurs, ces derniers da@ohéés a partir des modéles établis avec les mé-
thodes présentées dans cette thése.

Les innovations des outils de CAO visent généralgraeatteindre le meilleur compromis préci-
sion/temps de calcul. Une premiére approche paluing le colt calculatoire consiste a réduire le
nombre de variables en jeu. Le développement dadmitpues de réduction de dimension et leur
incorporation dans les outils de CAO est donc pjus jamais nécessaire. Il est également impor-
tant d’ajuster la précision et le colt de constomcties méta-modeéles en fonction du probléme trai-
té. Dans cette optique, les méthodes dites « Matalimsed Design Optimization » [137] qui in-
tegrent le processus de modélisation au cceur dgamithme d’optimisation sont particulierement
intéressantes : elles ont pour but de concenterplEnts des plans d’expériences autour de
'optimum permettant ainsi d’accroitre la précisidn méta-modeéle seulement la ou c’est néces-
saire. Enfin, la réduction du colt calculatoirest’@as un probleme auquel seules les mathéma-
tiques appliguées peuvent apporter une soluti@mnee nous lI'avons démontré, I'incorporation
dans les outils de CAO du savoir-faire du conceptieucircuits analogiques permet également de
raccourcir efficacement les temps de calcul. Il Islenait donc intéressant d’approfondir ces ap-
proches qui combinent a la fois des techniques énadtiques innovantes et des méthodes de di-
mensionnement inspirées de la conception manuelle.
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Annexe A : Eléments de probabilité

1. Variable aléatoire

Variable aléatoire réelle. De maniére informelle, une variable aléatoire leépkeut étre vue
comme une quantité réelle qui prend des valeufagi® impreévisible mais néanmoins quantifiable
sous la forme d'une probabilité ; elle permet dedétiser le résultat d’'un phénoméne non-
déterministe. Une variable aléatoire peut étreatérisée de facon équivalente par sa densité de
probabilité, sa fonction de répartition, ses mormment sa fonction caractéristique.

Densité de probabilité.La densité de probabilite d’'une variable aléatoir® est une fonction
positive qui vérifie :
J'_m f. (Xdx=1 (A1)
Elle permet de définir la probabilité que la valeahbléatoireX prenne une valeur appartenant a
l'intervalle [a, b[ :
Plas< X <b)= J': f. (X)dx (A.2)

Fonction de répartition. La fonction de répartitiofrx d’une variable aléatoir® est une fonc-
tion de 0 dans[0,1] qui vérifie :

F, (x) = P(X < x) (A.3)
Fx est la primitive déx qui vaut O en- . Elle posséde les propriétés suivantes :
F. &)estcroissante  lim F, (x)=0,  lim F,(x)=1 (A.4)

X — oo

Quantile, centile (ou percentile).SoitFx la fonction de répartition d’'une variable aléedo{ et
a un nombre compris entre 0 et 1. Le quantile derdmotéq,, de la distribution d& est le point
qui vérifie (cf. Figure 7.1) :

Fla,)=a = q,=Fa) (A5)
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v

P X

Figure 7.1 : Quantile d'ordrea de la distribution deX

Lorsqueq, est exprimé en pourcents, on parle alors de eentilde percentile.

Moyenne, espéranceSoit X une variable aléatoire dont la densité de prohalakt notédy. La
moyenne, également appelée espéranck,edt définie par :

u=E(X)= fwxfx (X)dx (A.6)
La moyenne est un indicateur de la tendance cerdeala distribution dx.

SoientX etY deux variables aléatoires aet10], les regles de calcul pour la moyenne sont les
suivantes :

(A7)

X
+
<

)
)= E(X)+E(Y)

(

E(aX) = aE(X
(
(XY)=E(X)E(Y) siX etY sontindépendares

Moments. La généralisation de la moyenne conduit a la naoti®e moment. Le moment d’ordre
n= 0 d'une variable aléatoir¥ est donné par :

E(x")= J'_mx“ f. (X)dx (A.8)
Le moment d’ordre 1 correspond donc a la moyenn¢ de

Il est parfois plus aisé d'utiliser les momentstoesn d’'une variable aléatoié. Son moment
centré d’ordren est défini par :

= Bl = )= [ lx= ) (e )
ol u est la moyenne d€.

Variance, écart type.Le moment centré d’ordre 2 d’'une variable aléatXirest appelée va-
riance :
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V(X)= g, = E[(X - )] = E(x?)- 12 (A.10)

La racine carrée de la varianceXlest son écart type :
o =V(X (A.11)
La variance et I'écart type renseignent sur laelisipn des valeurs déautour de la moyenne.

SoientX et Y deux variables aléatoires at 1. Les régles de calcul pour la variance sont les
suivantes :

V(ax)=a?v(X) (A.12)
V(X +Y) =V(X)+V(Y)+ 200\/(X,Y)

ot co(X,Y) est la covariance déet deY qui est égale E[(X -E(X))Y - E(Y))]

Variable centrée réduite.Si X une variable aléatoire de moyennet d’écart types, on appelle
alors variable centrée réduite la variable défpae:

y=2"F (A.13)

La moyenne et I'écart type devalent respectivement 0 et 1.

Fonction caractéristique. La fonction caractéristique d’'une variable alé&td est la transfor-
mée de Fourier de sa densité de probalfyité

6, (t)= J'j:ejtx f, (XYdx = E(e™) (A.14)

L’intérét de la fonction caractéristique est denpettre un calcul aisé des momentsXdén ef-
fet, le développement de la fonction caractérigtideX en série de MacLaurin donne :

oy (t) = i E(X ”)(jt)n (A.15)

ot nl

ou E(X”) sont les moments d'ordrede X. Les moments peuvent donc étre obtenus a partir de

la formule :

E(x")=(- j)”{%ﬁ(ﬂ _ (A.16)
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Cumulants. Les cumulants d’'ordra d’'une variable aléatoirX sont obtenus a partir du déve-
loppement en série de MacLaurin du logarithme deriation caractéristique :

in(@, (1) = 5, U’ AL7)

n=1 n!
ou «, est le cumulant d’ordne. La formule des cumulants est donc la suivante :
| d"INn@, (t
ko= (=) d"ing,(t) (A.18)
dt” =

Dans la mesure ou les cumulants sont généreés ia garta fonction caractéristique comme les
moments, ils sont conceptuellement similaires adegsiers. Une relation existe donc entre les cu-
mulants et les moments centrgsd’'une variable aléatoire :

K, =

K, = H;

Ky = Uy (A.19)
Ky = Hy =34

Ks = Us _10/'12/'13

Les deux premiers cumulants correspondent resgectint a la moyenne et a la variance.

2. Vecteur de variables aléatoires

Vecteur aléatoire. Un vecteur aléatoire est un vecteur composd gariables aléatoireX;,
Xoyuuny X

X = (A.20)

Fonction de répartition conjointe, densité de probailité conjointe. La fonction de répartition
Fx et la densité de probabilitg d’'un vecteur aléatoir¥ sont respectivement définies par :

Fy (X, X500 X% ) = P[(X1 < xl) N (X2 < x2) Nn..Nn (Xk < xk)] (A.21)
o O0F A.22
fX(Xl’XZ""’Xk)_0x10x2..ﬁxk (X, Xy 11X, ) (A.22)

176



Eléments de probabilité

Densité de probabilité marginale.La densité de probabilité marginale selrest obtenue en
considérant la variable aléatoXeindépendamment des autres composantes du vecteur

+00

fy (%)= I T T ...fo(xi,...,xi,...,xk)d)g...d)g_ldxﬂ...dxk (A.23)
N

X == X _TT0 X, =m0

Moyenne. Soit X est un vecteur aléatoire de dimengkoha moyenne dX est un vecteur dont
les composantes sont les moyennes de chaque eaXjatibttenues avec les densités de probabilité
marginales selok; :

E(x)=| (A.24)

Matrice de covariance.La matrice de covariance d’'un vecteur aléatdiest une matrice carrée
définie par :

r =[x - @)X - )] (A.25)

ou u est la moyenne du vectedr Les termes diagonaux dg& correspondent aux variances des
composanteX;, tandis que les termes hors de la diagonale rept&st leurs covariances.

Forme linéaire. SoitY une variable aléatoire définie pir=B" X +a ot BOOY, adO etX

est un vecteur aléatoire de dimengtoha moyenne et la variance ¥esont données par :

{E(Y) =B'E(X)+a (A.26)

v(Y)=B"zB

3. Loi normale

Densité de probabilité.La densité de probabilité d’'une variable aléat¥imdistribuée selon une
loi normale est donnée par :

_ 1 _(x=pf
fx(x)—amex;{ 25 j (A.27)

ol u eto représentent respectivement la moyenne et I'égaet deX. Une loi normale est entié-
rement définie par sa moyenne et son écart typle sera noté&l(u, o). La loi N(O, 1) est appelée
loi normale centrée réduite.
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Somme de variables normales indépendanteSi X;~N(u, ¢) est une suite de variables aléa-

n
toires normales indépendantes, alors la vari%ro#ez X, est également une variable normale de
i=1

n n
moyenney ="y et de variancer” =) o .
i=1 i=1

4. Loi du Khi-2 non centrée

Soit Xi~N(ui, ai) une suite den variables aléatoires normales indépendantes, &ovsriable

n

2
Y :Z(—'j est distribuée selon une loi du Khi-2 non centiBeux paramétres caractérisent

2
n
cette loi : le nombre de degrés de libartét le parametre de non-centralité Z(ﬁ] . Une loi

i=1 i

du Khi-2 non centrée sera donc nopggn, A).

La fonction caractéristique d’une loi Khi-2 non té&e est donnée par :

#(t) = (L-2jt) 2 exp{l _‘t;jtj (A.28)
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Annexe B : Probleme d’optimisation

Tout probléme d’optimisation peut se formuler esdat intervenir trois éléments distincts :
- la fonction de co(t qui modélise la grandeur goa Eherche a minimiser,

— les variables de décision sur lesquelles il essiptesd’agir afin de minimiser la fonction de
codt,

— les contraintes qui définissent les valeurs quedesmbles de décision peuvent prendre, c’'est-
a-dire le domaine de faisabilité.

Un probléme d’optimisation peut donc s’écrire slauforme générale suivante :

minimiser f (X)
X
telque g, (X)<0, 10{L....p} (B.1)
XOD
ol X est le vecteur des variables de décisfanJ* - O est la fonction de codt, tandis que
g, : 0%~ O pourl allant de 1 et D 0 O* représentent les contraintes. Le domaine de fdiisabi

té du probléme d’optimisation (B.1) est défini par

c={x0D]|g(x)<010{L..p} (B.2)

hY

Ainsi, résoudre le probléeme d’optimisation (B.1)nsiste a trouver unX OC tel que
f(X* )s f(X) pour toutX OC. S’il n’y a pas de contraintes, on parle de protgeal’optimisation
sans contraintes. Par ailleurs, suivant la nateréadonction de codlt et des contraintes (linéaire,
guadratique, convexe, etc.), les méthodes numéridaerésolution des problemes d’optimisation
sont appelées programmation linéaire, quadratigoleyexe, etc. La non-convexité signifie que le
probleme peut avoir plusieurs optima locaux ; tol#tedifficulté consiste donc a déterminer
I'optimum global (s'il existe), on parle alors diimisation globale par opposition a I'optimisation
locale.
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Arithmétique par intervalles

Annexe C : Arithmeétique par inter-
valles

1. Definitions
Intervalle. Un intervalle réel compact, nof&], est un sous-ensemble connexe_dell est ca-

ractérisé par sa borne inférieuxel1] et sa borne supérieu% ad :

[X] =[x, X]={x00| x < x< X} (1)
L’ensemble des intervalles compacts réels est Hoté
La largeur d’un intervalle est définie par :
wiX])=X-Xx (C.2)

Vecteur d’intervalles ou pavés.Un vecteur d’'intervalles, notexX , gst un sous-ensemble con-

nexe del. Il est défini par le produit cartésien kismtervalles :

[ X=X X[ X5 x[X, ] (C.3)

La largeur d’'un vecteur d’intervalles est donnée:pa

w([ X1) = maxw( X ]) (C.4)

I<i<k

Les vecteurs d’intervalles sont communément apppeless.

Opérations usuelleslLes opérations arithmétiques usuelles peuvenéébredues aux intervalles
en raisonnant sur leurs bornes :
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(X, XT+IY, Y] =[x +Y, X +V],

[X. X]-1¥, Y] =[x -¥, X -¥]

[X. X]* Y, Y] = min{X * Y, X *¥, X* Y, X*¥), maX *Y, X*¥, X*Y, X)),

[X, X1/ 1Y, Y] =|min(X /Y, X /¥, X 1Y, X 1Y) max{X 1Y, X 1Y, X 1Y, X 1Y )| aveco Y, Y]
Yz,y] siX <0, (©9)
[X, X]? = O,max(lz,yz)

52,7] siX >0,

siod[X, X],

[X, X] = /X, VX ] aved X, X] 0 [0, +ed,

Fonction d’inclusion. Soit une fonctionf : 0% — O. L'image d’un vecteur d'intervallepX]

par la fonctiorf est définie par :
f([x1)={f(x). x O[x1} (C6)
Une fonctionF : IR* - IR est appelée fonction d’inclusion pdsi et seulement si :

O[X]OIR, f([X])OF({[X]) (C.7)

Les fonctions d’inclusion traitent des intervaljeslles permettent d’obtenir un encadrement
F([X]) de I'mage f([X]). Ainsi, si une valeur n’appartient pasFé([X]), alors elle ne peut pas
appartenir af ([X]) en vertu de la propriété d’'inclusion (C.7). Ceqttepriété est mise a profit dans
les algorithmes d’optimisation pour tester I'appagnce du minimum dans un paveé. Les fonctions
d’inclusion les plus simples sont obtenues en raggpit les variables réelles par les intervalles cor

respondants. Les fonctions d’inclusion construdassi sont appelées fonctions d’inclusion natu-
relles.

Exemple. Soit la fonctionf de [X]=[13]x [1 3] dans [0 définie par (xl, x2)|—> X, +2X,.

L’'image de[ X ]par la fonction d’inclusion naturelle dest donnée par :

FOX1)=13]+2*[13]=[3 9] (C.8)
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Arithmétique par intervalles

2. Surestimation

Le principal inconvénient de l'arithmétique pareintalles est la surestimation. Cette surestima-
tion est causée par deux phénomeénes distinctifetlenveloppant (« wrapping effect ») et la dé-
corrélation des données.

Effet enveloppant.L'image d’'un pavd X] par une fonctiori de 0™ dans" est un ensemble
de forme quelconque. Or I’encadremdﬁ(l[X]) proposé par la fonction d’inclusida def est un

pavé qui contientf([X]) dont le volume peut étre beaucoup plus grand e de f([X])

comme illustré sur la Figure 7.2.

F(X1)

(X))

Figure 7.2 : lllustration de I'effet enveloppant

Décorrélation des donnéed_orsqu’une variable apparait plusieurs fois dams expression, la
dépendance entre les intervalles n’est pas prisempte.

Exemple. Soient deux fonctionfs etf, définies parf, : x— (x-1)° et f, : x> x* - 2x+ 1. Ces
deux fonctions sont équivalentes en arithmétigedleaécependant elles ne le sont pas en arithmé-
tique par intervalles. Effet, si on calcule l'imagk lintervalle [-1 + 1] par les fonctions

d’inclusionF; etF,, on obtient :

F(-1+1)=(-1 +1-1* =[0,4]

(C.9)
Fo (-1 +10) =[-1, +1)7 2% [-1 +1] +1=[-1 +4]

L’encadrement fourni par la fonction d’inclusiéia est donc plus large que celui fourni par la
fonction d’inclusionF; (cf. Figure 7.3(a)-(b)).
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Théoréme de Moore Sif est une fonction d&* dansO définie par une expression ol chaque
variablex, apparait au plus une fois, alors pour tout ppX¢ O 0%, I'évaluation par intervalles

obtenue en remplacaxtpar I'intervalle correspondant est exactementetgdi ([X]).

£.(x) 4 f,(x) 4
3+ 3+
Fl([_l’ +1]) Fz ([_:L +1])
2=T 2=t
1 1 X |1 1 X
1T 1
@ (b)

Figure 7.3 : lllustration de I'effet de la décorrétion des données
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Annexe D : Implémentation en Java

Les algorithmes de conception robuste par integabint été implémentés en Java afin de
s’intégrer a la plateforme de synthése multi-domd@RUNE [138, 139] déja développée en Java.
L'implémentation s’articule autour des élémentvants.

Les parametres. Les différents types de parameétres, a savoir sanmpetres de conception,
technologiques et environnementaux, sont représenpartir de la classe m@tarameteret de ses
classes dérivées (cf. Figure 7.4).

<4— Relation d’héritage

Parameter

| * |

DesignParameter StatisticalParameter RangeParameter

\

Figure 7.4 : Représentation UML simplifiée de laadse mére Parameter et des classes dérivées

Les fonctions. A partir de la classe méfeunction, les différentes représentations possibles
d’'une fonction sont traitées (cf. Figure 7.5) : hegdeles analytiques exprimés au moyen des opéra-
teurs et des fonctions de base (+, -, x, +, esf]), etc...) , les modéles décrits sous forme dkeco
Java (exemple : estimation d’un quantile a pasis dumulants et du développement de Cornish-
Fisher) ou d'un autre langage (exemple : extradties valeurs des performances analogiques avec
un simulateur électrique) et enfin les méta-modé&aemple : approximation polynomiale cons-
truite avec les plans d’expériences).
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<— Relation d’héritage

\

Metamodel

Function
J
A
| |
{ N 4 N 4
AnalyticalModel CodedModel
\ ) \ ) \
A
| I
o N 4 N (
JavaModel EldoModel
\, ) \ J \

MatlabModel

v

Figure 7.5 : Représentation UML simplifiée de laadse mere Function et des classes dérivées

La construction des méta-modelesLa construction des modeles polynomiaux est eftst

grace a la classkletamodelingFactory Cette classe met donc en ceuvre les plans d'expé&s

décrits par la clasdeOE et se charge entre autres de réaliser les simongaélectriques (cf. Figure

7.6). Par ailleurs, la clasddetamodelingFactoryprend en charge la sauvegarde des résultats des

simulations en vue d’'une réutilisation ultérieurei( 85.2.5).

MetamodelingFactory

v,

Function

DOE

<4— Relation d’héritage
<— Relation d'utilisation

PlackettBurmanDoe

\,

ResVDoe

J

CCD

Figure 7.6 : Représentation UML simplifiée de laadse MetamodelingFactory et de ses interactionscave

les autres classes

Les algorithmes d’optimisation par intervallessont codés par l'intermédiaire de deux classes :

la premiére décrit I'algorithme de base tandis lauseconde incorpore en plus les contracteurs.
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Les plans de conceptionEnfin, une classBesignPlanpermet l'initialisation et le lancement de
I'algorithme d’optimisation par intervalles qui {méme appelle la clasddetamodelingFactory
pour construire les méta-modeles. Le flot de laho@¢ de conception robuste est illustré sur la
Figure 7.7.

Plan de conception Algorithme par MetamodelingFactory
intervalles
- Initialisation
- Lancement de Boucle d’optimisation Construction des
l'algorithme ¢ c € 3 méta-modeles
d’optimisation

Figure 7.7 : Flot de la conception robuste
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