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Résumé 

Avec la miniaturisation toujours plus poussée des technologies CMOS, il devient de plus en plus 

difficile de maîtriser les variations des paramètres technologiques lors de la fabrication des circuits 

intégrés. A cause de ces variations, les performances des circuits peuvent varier de façon considé-

rable. Par conséquent, des méthodes d’analyse de la variabilité et de conception robuste sont plus 

que jamais nécessaires pour garantir un rendement de fabrication des circuits élevé. 

Les techniques classiques d’analyse de la variabilité se révèlent soit pessimistes conduisant alors 

à un surdimensionnement (analyse « pire-cas »), soit très couteuses en temps de calcul (analyse 

Monte Carlo). Quant aux méthodes de conception automatisée robuste, elles sont généralement ba-

sées sur des algorithmes d’optimisation locaux qui améliorent la robustesse des circuits localement, 

mais risquent de ne pas converger vers le dimensionnement globalement robuste. 

Dans ce travail de thèse, une nouvelle méthode d’analyse de la variabilité ainsi qu’une nouvelle 

approche pour concevoir des circuits analogiques robustes ont été développées. La méthode 

d’analyse de la variabilité consiste à approximer les performances des circuits par des modèles po-

lynomiaux à partir des plans d’expériences, puis à estimer les variations extrêmes grâce au dévelop-

pement limité de Cornish-Fisher. Cette méthode s’avère aussi précise que l’analyse de Monte Carlo, 

mais présente un coût calculatoire bien plus faible. Enfin, l’approche de conception robuste met en 

œuvre la méthode précédente d’analyse de la variabilité dans un algorithme d’optimisation par in-

tervalles afin d’assurer un dimensionnement globalement robuste. 
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Summary 

With the continuous downscaling of CMOS technology, precise control over process parameters 

has become a highly challenging task. Due to the fluctuations in the manufacturing process, the 

performance of integrated circuits (ICs) will vary greatly between chips. Therefore, efficient meth-

ods to analyze such variability are essential to guarantee that fabricated ICs will meet the design and 

yield specifications. 

The classical methods for variability analysis are either pessimistic, thus leading to overdesign 

(worst-case analysis), or computing time expensive (Monte Carlo analysis). As for robust design 

methods, they are generally based on local optimization algorithms that locally improve the yield, 

but may not guarantee that the globally robust sizing is found. 

In this work, a new method for variability analysis and a new approach to design robust analog 

circuits are developed. The method dedicated to variability analysis consists of building polynomial 

models of the circuit performance metrics with the Design of Experiments theory, and then estimat-

ing the extreme variations by means of the Cornish-Fisher expansion. Compared to Monte Carlo 

analysis, this method shows a good accuracy without the shortcoming of a large computing cost. 

Finally, the robust design approach applies the previous variability analysis method in an interval-

based optimization algorithm to obtain a globally robust sizing. 
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Notations 

X  Variable 

X  Vecteur ou matrice de variables 

tr(X) Trace de la matrice X 

XT  Transposée de la matrice X 

[X]  Vecteur d’intervalles ou pavé 

 j  Nombre imaginaire 

k
nC   Combinaison de k éléments parmi n 

( )bXP >  Probabilité que la variable aléatoire X soit supérieure à b 

( )XE  Espérance d’une variable aléatoire X 

( )XV  Variance d’une variable aléatoire X 

( )YX ,cov  Covariance de deux variables aléatoires X et Y 

fX(X) Densité de probabilité d’une variable aléatoire X 

FX(X) Fonction de répartition d’une variable aléatoire X 

N(µ, σ) Loi normale de moyenne µ et variance σ 

Ŷ   Méta-modèle approximant une grandeur Y 
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Chapitre 1 : Introduction 

1.1 Le contexte 

La miniaturisation des composants microélectroniques se heurte à des phénomènes physiques de 

plus en plus contraignants à l’approche de l’échelle nanométrique. Parmi ces phénomènes, les dis-

persions paramétriques tiennent une place significative de par leur impact sur les performances des 

circuits intégrés. En effet, ces dispersions des paramètres technologiques, qui résultent des fluctua-

tions lors du processus de fabrication, engendrent une certaine variabilité au niveau des perfor-

mances des circuits. Or, si les performances sont trop dispersées, une certaine proportion des cir-

cuits fabriqués ne respectent pas les spécifications fixées par le cahier des charges, ce qui conduit à 

une dégradation du rendement de fabrication et donc une augmentation des coûts de production 

pour les fabricants de semi-conducteurs. Des méthodes d’analyse de la variabilité et de conception 

robuste des circuits sont donc indispensables afin de proposer des solutions à ces problèmes de dis-

persions. 

Les méthodes d’analyse de la variabilité consistent généralement à évaluer une grandeur statis-

tique qui caractérise cette variabilité (valeurs extrêmes, distribution des performances, etc.). Les 

deux méthodes classiques sont l’analyse pire-cas et l’analyse de Monte Carlo. L’analyse pire-cas a 

pour objectif de déterminer les valeurs extrêmes des performances en combinant les valeurs ex-

trêmes des paramètres technologiques. Bien que très rapide, cette méthode est cependant imprécise 

dans le cas des circuits analogiques, conduisant à une estimation pessimiste des performances et 

donc un surdimensionnement. A l’opposé, l’analyse de Monte Carlo est d’une grande précision 

mais nécessite la simulation de milliers d’échantillons afin d’approximer la distribution des perfor-

mances avec exactitude. De nouvelles méthodes d’analyse de variabilité, à la fois précises et effi-

caces en termes de coût calculatoire, sont donc nécessaires. 

Les méthodes de conception robuste visent à déterminer les paramètres de conception (dimen-

sions des composants, tension de polarisation, etc.) qui permettent aux circuits d’atteindre les spéci-

fications quelles que soient les dispersions paramétriques. Ces méthodes sont basées sur des mé-

thodes d’analyse de la variabilité et des algorithmes d’optimisation. Cependant, elles présentent en 

général un coût de calcul élevé ; l’approche traditionnelle consiste donc à effectuer d’abord une 

conception nominale, puis à appliquer ensuite ces techniques d’amélioration de la robustesse afin de 

rendre les circuits robustes localement. Cette approche risque alors de ne pas converger vers un di-

mensionnement globalement robuste. Il est donc nécessaire de mettre en place des méthodes de 
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conception robuste qui traitent la variabilité dès le début du flot de conception en associant des al-

gorithmes d’optimisation globale avec des techniques de réduction du coût calculatoire. 

1.2 Plan du mémoire 

Le Chapitre 2 présente les motivations et les limitations de la miniaturisation dans les technolo-

gies CMOS. Les sources, le classement, la modélisation, ainsi que l’évolution des phénomènes de 

variabilité y sont traités en détail. 

Dans le Chapitre 3 un état de l’art des méthodes d’analyse de variabilité et de conception robuste 

des circuits analogiques est proposé. 

Le Chapitre 4 présente une nouvelle méthode d’analyse de la variabilité fondée sur les plans 

d’expériences pour approximer les performances des circuits et le développement limité de Cornish-

Fisher pour estimer leurs valeurs extrêmes. 

Le Chapitre 5 est consacré à une méthode de modélisation par morceaux qui permet 

d’approximer les performances des circuits sur des domaines relativement larges. 

Dans le Chapitre 6 nous présenterons une méthode de conception robuste basée sur un algo-

rithme d’optimisation globale par intervalles qui fait appel à la modélisation par morceaux présen-

tée dans le Chapitre 5, ainsi qu’à l’approximation de Cornish-Fisher pour estimer les performances 

pire-cas. 

Enfin, le Chapitre 7 constitue la conclusion générale du mémoire et présente les perspectives de 

recherches qui apparaissent à l’issue de cette thèse. 
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Chapitre 2 : Les limites des technolo-
gies CMOS nanométriques 

La formidable croissance qu’a connue l’industrie des semi-conducteurs depuis plus de cinquante 

ans repose sur un principe fondamental : la miniaturisation. Cependant, alors que les dimensions des 

composants actuels se rapprochent de celles de la maille cristalline, de plus en plus de limitations à 

la poursuite de la miniaturisation voient le jour, parmi lesquelles les phénomènes de variabilité. 

Dans la première partie de ce chapitre, les lois de réduction d’échelle, qui ont régi l’évolution de la 

microélectronique, sont rappelées. Les limites à la poursuite de la miniaturisation sont ensuite pas-

sées en revue. Enfin, les phénomènes de variabilité dans les circuits intégrés, qui sont au cœur de la 

problématique de cette thèse, sont détaillés. 

2.1 La miniaturisation des technologies CMOS 

2.1.1 Historique du transistor MOS 

A la fin des années 1920, J. E. Lilienfeld fut le premier à poser les bases théoriques des transis-

tors à effet de champ en brevetant plusieurs dispositifs permettant de moduler un courant par une 

tension. Cependant, il fallut attendre la fin des années 1950 pour que de tels dispositifs voient le 

jour : le premier transistor MOSFET fut conçu en 1959 par J. Atalla et D. Kahng (laboratoires Bell), 

quatre ans plus tard, C. T. Sah et F. Wanlass (Fairchild) réalisèrent le premier circuit intégré CMOS 

(un inverseur comportant deux transistors). Entre-temps, le transistor bipolaire, dont le principe est 

plus complexe, mais qui était plus facilement réalisable, fut mis au point en 1947 par J. Bardeen, W. 

Brattain et W. Shockley au sein des laboratoires Bell. Depuis lors, la technologie CMOS s’est im-

posée devant les autres technologies semi-conducteurs grâce notamment à sa faible consommation 

statique ; plus de 85 % des circuits intégrés sont aujourd’hui issus d’une filière CMOS. 

2.1.2 Loi de Moore 

En cinquante ans, les progrès de la microélectronique ont permis de passer d’un circuit intégré à 

seulement deux transistors à des circuits CMOS logiques de plusieurs centaines de millions de tran-

sistors. Cet accroissement exponentiel du nombre de composants par puce a été prédit dès 1965 par 

G. Moore (cofondateur d’Intel). En 1962, on pouvait intégrer huit transistors sur le même circuit, 

seize en 1963, trente-deux en 1964 et soixante-quatre en 1965. A partir de ces observations, G. 

Moore proposa une formule empirique qui prédisait le doublement du nombre de transistors sur une 
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même surface de circuit intégré tous les ans dans un premier temps [1], puis tous les deux ans [2], 

pour un coût de fabrication constant (cf. Figure 2.1). Un corollaire important de cette prévision est 

la baisse du coût d’un transistor du fait de la miniaturisation. Cette célèbre « loi de Moore », qui n’a 

jamais été mise en défaut jusqu’à maintenant, a servi de fil directeur pour l’industrie des semi-

conducteurs en permettant la planification de la recherche technologique par des groupes de travail 

comme l’ITRS [3]. 
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Figure 2.1 : Loi de Moore (source Intel) 

2.1.3 Règles de réduction d’échelle de Dennard 

La loi de Moore montre l’intérêt de la miniaturisation en termes de coûts de production, cepen-

dant ce n’est qu’en 1974 que R. H. Dennard (IBM) exposa une théorie sur la réduction d’échelle des 

transistors MOS [4] qui révéla tout l’intérêt de la miniaturisation en termes de performances. En 

effet, d’après la théorie de Dennard, lorsque les tensions et les dimensions d’un transistor MOS sont 

diminuées d’un facteur α et que les densités de dopage sont augmentées proportionnellement à ce 

même facteur, alors la configuration des champs électriques à l’intérieur du transistor reste inchan-

gée. Ces relations de réduction d’échelle ainsi que le comportement d’autres paramètres physiques 

du transistor MOS sont repris dans le Tableau 2.1. En termes de performances, ces règles de réduc-

tion d’échelle à champ électrique constant aboutissent à des gains considérables : 

− augmentation de la densité d’intégration, 

− augmentation de la vitesse de fonctionnement, 
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− réduction de la puissance dissipée. 

Pour l’industrie de la microélectronique, ces améliorations techniques induites par la miniaturisa-

tion, présentent trois intérêts forts qui sont à l’origine de la formidable croissance qu’a connue le 

marché des semi-conducteurs : 

− la diminution des dimensions des transistors permet en premier lieu de réduire 

l’encombrement des systèmes électroniques, facilitant ainsi leur utilisation dans différents 

secteurs d’activités. 

− Ensuite, l’augmentation de la densité d’intégration des circuits, et donc de leur complexité, 

ainsi que l’augmentation de leur vitesse de fonctionnement contribuent à améliorer leur puis-

sance de calcul, ce qui se traduit par le développement de nouvelles fonctionnalités et donc de 

nouveaux débouchés. 

− Enfin, la réduction d’échelle des transistors, et donc des dimensions des circuits, permet 

d’augmenter le nombre de puces fabriquées sur une même plaquette de silicium, réduisant 

ainsi le coût unitaire d’un circuit. 

Tableau 2.1 : Règles de réduction d'échelle du transistor MOS proposées par R. H. Dennard 

Paramètre physique 
Facteur de réduction à 

champ électrique constant 

Dimension physique (lon-
gueur du canal, épaisseur de 

l’oxyde de grille, etc.) 
1/α 

Dopage α 

Tension 1/α 

Champ électrique 1 

Surface 1/α² 

Vitesse de fonctionnement α 

Délai de propagation d’une 
porte 1/α 

Puissance par circuit 1/α² 

 

Pendant près de quarante ans, les règles de Dennard se sont appliquées avec succès aux généra-

tions successives de transistors MOS ; les dimensions minimum des transistors basculant de 

quelques dizaines de micromètres dans les années 1960 à quelques dizaines de nanomètres au mi-

lieu des années 2000. Cependant, au fur et à mesure que les dimensions des transistors se rappro-
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chent de celles de la maille cristalline, les règles de réduction d’échelle commencent à présenter 

certaines limitations ; l’amélioration des performances des circuits et la réduction des coûts de fa-

brication, qui jusqu’alors ont justifié la course à la miniaturisation, sont de plus en plus délicates à 

obtenir. 

2.2 Les limites de la miniaturisation 

La poursuite de la loi de Moore comme fil directeur du développement des circuits CMOS n’est 

pas sans poser un certain nombre de difficultés. Outre les limites physiques qui surgissent à 

l’échelle du nanomètre, la complexité croissante des circuits et les investissements colossaux néces-

saires à la poursuite de la miniaturisation sont autant d’obstacles à surmonter. 

2.2.1 Limites physiques : la barrière de l’atome 

L’application des règles de miniaturisation de Dennard aux technologies CMOS a conduit à des 

dimensions de transistors qui se rapprochent de plus en plus de l’échelle atomique (l’épaisseur 

d’oxyde de grille d’un transistor MOS submicronique est de l’ordre du nanomètre, soit quelques 

couches d’atomes). Réaliser des motifs aussi fins pousse les techniques de lithographie classiques 

dans leurs retranchements. De plus, à ces dimensions-là, des effets physiques secondaires, qui aupa-

ravant étaient négligeables, deviennent prépondérants : effets de « canaux courts », courants de fuite 

dans la grille ou le substrat, saturation de la vitesse des porteurs dans le canal, etc. De ces effets 

résultent un certain nombre de limitations au niveau des performances des circuits intégrés. Dans la 

suite de cette section, les principales limitations des technologies CMOS nanométriques et les solu-

tions envisagées sont passées en revue : lithographie, courants de fuite, puissance dissipée, inter-

connexions, fiabilité. Les dispersions paramétriques sont quant à elles traitées plus amplement dans 

la partie §2.3. 

a) Lithographie 

Une étape critique dans la réalisation des circuits intégrés est la photolithographie. Il s’agit d’une 

technique consistant à projeter sur une résine photosensible l’image d’un masque, correspondant 

aux motifs du circuit, à l'aide d'un laser. Un paramètre est de grande importance, il s’agit de la réso-

lution qui correspond au plus petit motif (dimension critique « CD ») qui peut être projeté. Afin 

d’augmenter la résolution, les techniques utilisées jusqu’ici ont consisté à réduire la longueur 

d’onde du rayonnement utilisé. Ainsi depuis 1980, les longueurs d’onde ont évolué de 436 nm 

jusqu’à 193 nm, permettant d’atteindre des résolutions inférieures à 45 nm. Depuis le milieu des 

années 1990, la lithographie est entrée dans un nouveau régime où les dimensions critiques sont 
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plus petites que les longueurs d’onde utilisées. Ce défi de taille a pu être relevé grâce à 

l’amélioration des résines photosensibles et des optiques, mais également par la mise en place de 

techniques d’amélioration de la résolution qui modifient soit la forme de la source lumineuse 

(« Off-axis illumination ») ou les dessins des masques (« Optical Proximity Correction », « Phase-

Shifting Mask ») [5]. Cependant, il devient problématique de diminuer la résolution en continuant 

de réduire la longueur d’onde du système : la longueur d’onde 157 nm qui devait succéder au 193 

nm a été abandonnée face à la difficulté de réaliser les optiques spécifiques. L’alternative qui a été 

retenue est la lithographie par immersion qui permet d’atteindre une résolution de 32 nm en conti-

nuant à utiliser une longueur d’onde de 193 nm pour le laser. Par la suite, la photolithographie à 

ultraviolet extrême et la lithographie sans masque basée sur un faisceau d'électrons sont des candi-

dats potentiels pour la poursuite de la miniaturisation. 

b)  Courants de fuite 

Avec la réduction d’échelle du transistor MOS, les courants de fuite deviennent de plus en plus 

significatifs. Il en résulte une dissipation d’énergie alors même que le transistor est à l’état bloqué. 

Ces courants de fuite ont essentiellement deux origines : le courant de grille et le courant sous le 

seuil. En effet, la réduction de l’épaisseur de l’oxyde de grille s’accompagne d’une augmentation du 

champ électrique à travers celui-ci, provoquant le passage de porteurs électriques au travers de 

l’oxyde par effet tunnel et donc la génération d’un courant parasite de grille. L’utilisation d’isolants 

dits « high-k » pour l’oxyde de grille, ayant une plus forte permittivité que l’oxyde de silicium et 

permettant d’obtenir la même capacité de grille avec un oxyde plus épais, constitue une solution 

pour réduire le courant de grille [6]. En ce qui concerne le courant sous le seuil, il s’agit d’un cou-

rant très faible qui apparaît lorsque la tension de grille est inférieure à la tension de seuil (transistor 

à l’état bloqué), mais qui augmente lorsque la tension de seuil diminue et peut devenir non-

négligeable. La réduction des dimensions du transistor allant de pair avec la diminution de la ten-

sion de seuil, ce courant de fuite tend à augmenter dans les technologies nanométriques. A cela 

s’ajoutent les effets dits de « canaux courts » qui participent à l’augmentation du courant sous le 

seuil : pour des transistors à canaux courts et des potentiels élevés sur le drain, la région de déplé-

tion du drain interagit avec celle de la source pour diminuer sa barrière de potentiel, diminuant ainsi 

la tension de seuil et aboutissant finalement à l’augmentation du courant sous le seuil. Ces effets de 

« canaux courts » peuvent être en partie compensés en ajustant le profil de dopage du transistor 

MOS [7]. 

c) Puissance dissipée 

Paradoxalement, la faible consommation, qui a permis à la technologie CMOS de s’imposer face 

aux technologies bipolaires, est aujourd’hui sa principale limitation (les processeurs actuels con-
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sommant plusieurs centaines de Watts). La puissance totale consommée par un circuit intégré peut 

se décomposer en une composante active et une composante passive. La composante active corres-

pond à la puissance dissipée lors de la charge et la décharge des capacités du circuit, tandis que la 

composante passive est due aux courants de fuite à travers chaque transistor comme expliqué précé-

demment. Ces deux composantes peuvent s’exprimer ainsi : 

 ddoffpassiveddactive VIPVCfP .,... 2 == ρ  (2.1) 

où ρ est l’activité de commutation, f la fréquence de fonctionnement, C la capacité totale chargée 

et déchargée en un cycle d’horloge, Vdd la tension d’alimentation et Ioff le courant de fuite global. 

D’après ces équations, il est clair que l’augmentation de la fréquence de fonctionnement pour ac-

croître la vitesse de calcul et l’augmentation de la surface des puces, donc de la capacité totale, con-

tribuent à augmenter la puissance active dissipée. Par conséquent, le moyen le plus efficace de ré-

duire la puissance active est de diminuer la tension d’alimentation. Cependant réduire la tension 

d’alimentation impose de réduire également la tension de seuil des transistors MOS, ce qui aug-

mente les courants de fuite (cf. paragraphe précédent) et par là-même la puissance passive dissipée. 

Pour améliorer la puissance de calcul sans augmenter la fréquence, une solution qui a été retenue 

consiste à multiplier les cœurs de processeurs ; une architecture parallèle permettant d’augmenter le 

nombre d'opérations effectuées simultanément en un cycle d'horloge. La puissance dissipée peut, 

quant à elle, être réduite en adaptant la tension fournie à chaque bloc du circuit intégré en fonction 

de son activité (techniques de « dynamic voltage scaling » [8, 9]). 

d)  Interconnexions 

Alors que la miniaturisation des dispositifs MOS d’après les règles de Dennard a permis la ré-

duction des délais dans les transistors, elle s’est au contraire accompagnée d’une augmentation des 

délais dans les interconnexions. Cette limitation peut s’expliquer, d’une part par l’augmentation de 

la taille des circuits pour augmenter leurs fonctionnalités (ce qui accroît la longueur des intercon-

nexions), et d’autre part par l’augmentation de la résistivité des lignes métalliques avec la réduction 

de leur épaisseur [6]. De plus, le système d’interconnexions mis en œuvre pour relier des milliards 

de transistors se complexifiant, les capacités parasites dues au croisement des lignes augmentent 

également, et avec elles, les pertes capacitives. Enfin, la taille des circuits augmentant, délivrer un 

signal sur toute la puce en un cycle d’horloge devient de plus en plus difficile. Par le passé, les solu-

tions mises en place pour améliorer les performances des interconnexions ont consisté à remplacer 

l’aluminium dans les lignes métalliques par du cuivre dont la résistivité est moindre et à utiliser des 

diélectriques à faible permittivité pour isoler les différentes couches d’interconnexions, réduisant 

ainsi les capacités parasites [6]. Malgré cela, les problèmes de consommation et de retard dans les 

lignes demeurent. Dans l’avenir, les techniques d’intégration 3D, permettant d’empiler les puces les 
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unes sur les autres, réduisant ainsi la taille des circuits, semblent donc prometteuses [10]. Des inter-

connexions à base de guides d’onde optique ou de nanotubes de carbone sont également envisagées 

[11]. 

e) Fiabili té des transistors MOS 

Avec la miniaturisation toujours plus poussée, la fiabilité des composants CMOS devient de plus 

en plus difficile à assurer. Parmi les sources de dégradation, on peut citer les champs électriques 

intenses qui, d’une part dégradent lentement la qualité de l’oxyde de grille conduisant à son cla-

quage (« Time Dependent Destructive Breakdown ») et d’autre part altèrent les caractéristiques des 

transistors tels que le gain de transconductance et la tension de seuil par l’injection de porteurs 

chauds. Un autre phénomène appelé « Negative Bias Temperature Instability », qui apparaît à des 

températures élevées et sous certaines conditions de polarisation des transistors PMOS, provoque 

également un décalage de la tension de seuil. Ces phénomènes de dégradation constituent donc des 

limitations critiques, notamment pour les circuits analogiques qui requièrent des tensions de seuil 

stables. 

f)  Evolution des l imites physiques dans les futures technologies CMOS 

L’ITRS [3], un groupe de travail composé d’experts internationaux dans le domaine de la mi-

croélectronique, met annuellement à jour une feuille de route identifiant les objectifs et les verrous 

technologiques des futures technologies CMOS. La Figure 2.2, réalisée à partir de l’édition 2009 de 

cette feuille de route, illustre l’effet de la réduction d’échelle sur différentes caractéristiques techno-

logiques pour les années à venir (2010, 2013 et 2016). Les caractéristiques considérées sont : la 

longueur physique de la grille des transistors LG, l’épaisseur d’oxyde de grille TOX, les tensions de 

seuil VTH et d’alimentation VDD, le délai τ d’un dispositif NMOS, les puissances active Pactive et 

passive Ppassive d’un circuit numérique à haute performance. L’étude des courbes fait clairement 

apparaître que les règles de réduction d’échelle proposées par R. H. Dennard ne sont plus valables : 

l’épaisseur de l’oxyde de grille et les tensions ne peuvent pas diminuer aussi rapidement que la lon-

gueur de grille afin de limiter les courants de fuite. Malgré cela, la puissance passive dissipée conti-

nue d’augmenter. 
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Figure 2.2 : Evolution de différentes caractéristiques des technologies CMOS sur substrat d’après le rap-

port « Process Integration, Devices & Structures » de l’ITRS 2009 

2.2.2 Méthodologies de conception : la maîtrise de la com-

plexité  

La miniaturisation, en permettant d’intégrer toujours plus de transistors sur une même puce, a 

ouvert la voie à des circuits sans cesse plus complexes, favorisant ainsi l’ajout de nouvelles fonc-

tionnalités ; on parle alors de véritables systèmes sur puce (« System on Chip »). Cependant, cet 

accroissement de la complexité des circuits pose de véritables défis aux méthodes de conception. 

Les outils de CAO actuels, dont l’objectif est d’améliorer les performances des circuits et réduire 

les temps de conception pour des coûts toujours moindres, présentent de sérieuses lacunes pour gé-

rer la complexité grandissante des futurs circuits. D’une part, les phénomènes physiques survenant 

avec la réduction d’échelle nécessitent des modèles de plus en plus complexes, et d’autre part, mal-

gré l’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs, les temps de calcul des outils de con-

ception continuent d’augmenter avec l’intégration d’un nombre toujours plus grand de transistors 

dans les circuits. Ainsi, les difficultés rencontrées par les méthodes de conception face à 

l’augmentation de la complexité constituent une limitation majeure à l’accroissement de la densité 

d’intégration des circuits. L’écart tend même à se creuser entre la complexité des circuits qui aug-

mente de 60 % par an d’après la loi de Moore et la productivité des outils de CAO qui croît seule-

ment de 20 % par an [3]. Cet écart est d’autant plus critique que la consommation de biens électro-

niques ne cesse de croître et impose des cycles de vie aux produits de plus en plus courts, ce qui 

nécessite une forte réactivité de la part des industriels pour être les premiers sur le marché (« Time 

to Market »). Pour accélérer la conception des circuits intégrés, les fabricants de semi-conducteurs 

ont donc recours à la réutilisation des modules logiciels ou matériels déjà développés et testés 

(« IP »). A l’avenir, des innovations au niveau logiciel, ainsi qu’au niveau matériel sont nécessaires 

pour lever les limitations de la miniaturisation sur le flot de conception, mais également pour assu-
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rer la robustesse des circuits face aux nouvelles contraintes physiques des technologies CMOS évo-

quées ci-dessus (dissipation d’énergie, variabilité paramétrique, etc.). 

a) Innovation des architectures et des composants 

La poursuite de la miniaturisation des technologies CMOS (voie « More Moore » [3]) atteignant 

ses limites à l’échelle atomique, seule l’intégration de nouveaux matériaux (voie « More than 

Moore » [3]) permettra d’améliorer les performances des circuits intégrés. Les architectures du futur 

seront donc des systèmes hétérogènes (« System in Package », intégration 3D), combinant des tech-

nologies diverses afin de tirer le meilleur parti de chacune d’elle en fonction de l’application visée : 

architectures logiques basées sur des transistors à nanotubes de carbone [12], mémoires molécu-

laires [13], bus d’interconnexions optiques [11], capteurs MEMS/NEMS [14], etc. La prochaine 

génération de circuits devra également être capable de s’adapter en temps réel aux changements de 

leur état interne ou de leur environnement, par exemple pour assurer une gestion efficace de leur 

consommation énergétique. Une voie prometteuse est celle des architectures reconfigurables dyna-

miquement qui combinent un réseau de blocs élémentaires piloté par du logiciel embarqué [15]. Ces 

structures présentent une grande flexibilité autant au niveau matériel que logiciel qui leur permet à 

la fois de s’adapter à plusieurs applications, mais également de minimiser la consommation du cir-

cuit ou encore de palier à un disfonctionnement en remplaçant un bloc défectueux par un autre. 

b)  Innovation des outils de CAO 

Les outils de CAO, déjà confrontés à la complexité des circuits en termes de nombre de transis-

tors, devront également proposer des solutions pour gérer l’hétérogénéité grandissante des architec-

tures et les problèmes d’interface sous-jacents (matériel/logiciel, analogique/numérique). Cette 

complexité supplémentaire rend la vérification des circuits encore plus problématique, d’où la né-

cessité de développer des méthodes structurées de conception en vue du test (« Design for Test »). 

De la même manière, les contraintes physiques des technologies CMOS nanométriques (lithogra-

phie, variabilité paramétrique, etc.) doivent être prises en compte au plus tôt dans le flot de concep-

tion pour garantir la robustesse des circuits aux variations de la technologie ou de leur environne-

ment et améliorer le rendement de fabrication, on parle alors de « Design for Manufacturing » et de 

« Design for Yield » [16]. 

2.2.3 Coût des investissements R&D 

Autre obstacle à la réduction d’échelle des transistors : le coût de développement des futures 

technologies CMOS qui ne cesse d’augmenter. En effet, alors que la mise au point des technologies 

90 nm et 45 nm a coûté respectivement 500 millions de dollars et 750 millions de dollars, le coût de 
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développement de la technologie 32 nm est estimé à 1 milliard de dollars [17]. La valeur d’une 

usine de production de circuits intégrés est de l’ordre de la dizaine de milliards d’euros, tandis que 

le coût d’un masque de gravure peut atteindre 1 million de dollars. Il y a principalement trois rai-

sons à cette hausse des coûts de développement. Tout d’abord, la fabrication de dispositifs toujours 

plus petits nécessite des environnements de production toujours plus propres afin d’éviter que des 

particules microscopiques contaminent les circuits et les rendent défectueux. Ensuite, la miniaturi-

sation exige des machines de production de plus en plus précises et fiables dont la mise au point et 

l’entretien s’avèrent par conséquent plus coûteux. Enfin, l’intégration de nouveaux matériaux dans 

les circuits intégrés pour améliorer leurs performances se traduit par des étapes de production plus 

nombreuses et plus complexes qui alourdissent le coût de fabrication. Afin de réduire les coûts uni-

taires de production, l’industrie de la microélectronique cherche à tirer profit au maximum de la 

fabrication collective en augmentant le diamètre des plaquettes de silicium (300 mm de diamètre, 

voire 450 mm pour les mémoires) sur lesquelles sont fabriquées les puces. Face à cette augmenta-

tion des coûts, différents modèles industriels se développent parmi les fabricants de semi-

conducteurs. Ces modèles s’articulent autour des phases de conception et de fabrication des circuits 

intégrés. La conception comprend les différentes étapes de développement réalisées à partir d’une 

suite d’outils de CAO. Elle débute avec le cahier des charges du circuit intégré et aboutit à la géné-

ration d’un fichier informatique qui décrit le dessin des masques de la puce. Quant à la phase de 

fabrication, elle a lieu immédiatement après la phase de conception. Elle est effectuée dans une fon-

derie et consiste à concevoir matériellement la puce à partir du fichier de dessin des masques. Parmi 

les fabricants de semi-conducteurs, on distingue donc : 

− les fondeurs qui se spécialisent dans la phase de fabrication des circuits intégrés (exemple : 

TSMC), 

− les « fabless » qui sous-traitent la fabrication aux fondeurs et concentrent leurs efforts de dé-

veloppement sur la phase de conception (exemple : Qualcomm), 

− et les entreprises intégrées qui investissent à la fois dans la conception et la fabrication des 

circuits intégrés, de plus en plus au sein d’alliances pour partager les coûts de R&D 

(exemple : alliance IBM). 

2.3 Les phénomènes de variabilité 

Parmi les limitations physiques des technologies CMOS nanométriques évoquées dans la partie 

§2.2.1, les phénomènes de variabilité, qui affectent les performances des circuits intégrés, devien-

nent de plus en plus critiques, notamment ceux issus des procédés de fabrication. En effet, avec la 
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réduction d’échelle des technologies CMOS, la taille des composants diminue, mais les variations 

dues au processus de fabrication conservent le même ordre de grandeur. L’impact relatif des varia-

tions tend donc à augmenter [18]. 

2.3.1 Sources des variations 

Les circuits intégrés sont affectés par une grande variété de variations. Ces variations se diffé-

rencient tout d’abord par leur origine. On peut ainsi distinguer [19] : 

− les variations paramétriques qui résultent du processus de fabrication et affectent les valeurs 

nominales des paramètres technologiques comme la longueur du canal, l’épaisseur de l’oxyde 

de grille, la concentration des dopants ou encore les dimensions des interconnexions, 

− les variations des conditions environnementales lors du fonctionnement du circuit comme 

la température et la tension d’alimentation, 

− les variations causées par les phénomènes de vieillissement qui altèrent la fiabilité des 

composants comme l’injection de porteurs chauds, l’électromigration ou la dégradation NBTI 

(cf. §2.2.1). 

Par la suite, nous nous intéresserons plus particulièrement aux variations paramétriques et à leur 

impact sur les circuits intégrés. 

2.3.2 Classification des variations paramétriques 

 Il est intéressant de classer les variations des paramètres technologiques suivant leur nature et 

leur répartition spatiale. On distingue ainsi : 

− les variations systématiques qui sont causées par des phénomènes physiques clairement 

identifiés lors du processus de fabrication et dont les tendances de variations en fonction de la 

position de la puce sur la plaquette de silicium peuvent être modélisées. 

− Les variations aléatoires qui caractérisent des phénomènes non-déterministes, imprévisibles, 

et qui peuvent être modélisées par une certaine loi de probabilité. 

Concernant leur répartition spatiale, on distingue les variations globales et les variations locales. 

− les variations globales font référence aux fluctuations d’un paramètre dont la valeur reste 

constante au niveau d’une même puce mais varie entre deux puces d’une même plaquette de 

silicium, de plaquettes différentes ou même d’usines de fabrication différentes. Les disper-

sions globales résultent des variations des procédés de fabrication comme la non-uniformité 
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des températures de recuit, la variation de focus du système optique, un calibrage de machines 

légèrement différent entre deux usines de fabrication, etc. Elles présentent en général un ca-

ractère systématique, souvent modélisable spatialement sur la plaquette de silicium. Cepen-

dant, comme le concepteur ne connaît pas le futur emplacement de sa puce sur la plaquette, 

les variations globales sont souvent modélisées lors de la conception par des variables aléa-

toires [19]. 

− Les variations locales correspondent aux fluctuations qui affectent de façon différente les 

composants d’une même puce et qui contribuent à la perte d’appariement entre des structures 

identiques (« mismatch »). Avec la miniaturisation des composants, les variations locales ont 

un impact de plus en plus grand sur le comportement des circuits [20]. Comme pour les varia-

tions globales, certaines des variations locales sont causées par des fluctuations lors du pro-

cessus de fabrication qui engendrent, à la surface de chaque puce, des variations systéma-

tiques selon des formes ou des directions précises. Les variations de ce type peuvent être en 

partie minimisées lors du dessin des masques en utilisant des topologies spécifiques pour les 

composants, comme les structures « common centroid » pour les paires différentielles 

d’amplificateurs [21]. Une autre source de variations systématiques est due aux effets de 

proximité qui dépendent directement du dessin des masques et qui aboutissent à l’altération 

des dimensions des composants lors des étapes de lithographie ou de planarisation mécano-

chimique. Des techniques de correction optique permettent de corriger ces effets de proximité 

en modifiant la forme du dessin des masques afin de réduire les distorsions dues aux diffrac-

tions optiques [6]. Enfin, le point critique pour l’avenir concerne les variations locales causées 

par des phénomènes purement aléatoires, au premier rang desquels figure la fluctuation statis-

tique du nombre d’atomes de dopage et de leur position dans le canal. En effet, étant donné 

que le nombre d’atomes de dopage diminue avec la réduction des dimensions, leur impact sur 

le comportement du transistor augmente ; la tension de seuil des transistors est particulière-

ment affectée par ce type de fluctuations aléatoires [18, 22]. Parmi les autres dispersions aléa-

toires, on peut citer les variations de rugosité sur les côtés des structures (« line-edge 

roughness ») [22, 23] ou les variations de l’épaisseur d’oxyde de grille dont les dimensions 

avoisinent désormais quelques couches atomiques [22]. Ces variations sont critiques pour les 

futures technologies CMOS dans la mesure où leur caractère aléatoire ne permet pas de les 

compenser. 

La Figure 2.3 illustre la répartition spatiale des variations ainsi que la part approximative de 

chaque type de variations dans la variabilité totale. Les données sont issues d’une technologie SOI 

65nm d’IBM et publiées dans [24]. 
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Figure 2.3 : Répartition spatiale des variations paramétriques et pourcentage de la variabilité totale 

2.3.3 Modélisation des variations paramétriques 

a) Modèle général 

Afin d’évaluer l’influence des variations technologiques sur les performances des circuits, le 

concepteur a besoin de modèles caractérisant les variations des paramètres technologiques en fonc-

tion des fluctuations du processus de fabrication. L’approche généralement retenue pour modéliser 

les variations paramétriques consiste à les décomposer en variations globales et locales. La valeur 

d’un paramètre technologique s’écrit alors : 

 localeglobalenom PPPP ∆+∆+=  (2.2) 

où Pnom est la valeur nominale du paramètre, ∆Pglobale sa variation globale et ∆Plocale sa variation 

locale. Pour un circuit donné, la valeur de ∆Pglobale sera la même pour tous les composants du cir-

cuit. En revanche, la valeur de ∆Plocale sera propre à chaque composant : le nombre de variations 

locales à prendre en compte dans un circuit augmente donc proportionnellement avec le nombre de 

composants. 



Chapitre 2 

16 

b)  Modélisation des variations globales 

Comme nous l’avons vu, les variations globales sont le plus souvent représentées par des va-

riables aléatoires. Ces dernières sont caractérisées par leur distribution et leurs moments. En pra-

tique, une loi normale de moyenne nulle est généralement retenue pour modéliser les variations 

technologiques. Des mesures sont donc effectuées sur plusieurs puces d’une même plaquette de 

silicium et appartenant à des plaquettes différentes afin d’en extraire des données statistiques (va-

riance, corrélations, etc.) qui permettront de caractériser les variations globales de chaque para-

mètre. Le nombre de variations paramétriques à caractériser dépend du modèle des dispositifs rete-

nu (BSIM [25], PSP [26], EKV [27], etc.). Or, certains modèles comportent plusieurs centaines de 

paramètres souvent corrélés entre eux. Des techniques d’analyse des données sont donc mises en 

place pour transformer un jeu de n paramètres technologiques en un nouveau jeu de m paramètres 

avec m < n. Ces techniques ont pour objectif la réduction de dimension : soit en réduisant la redon-

dance d’informations comme l’analyse en composantes principales [28, 29] ou l’analyse en compo-

santes indépendantes [30] qui génèrent un nouveau jeu de paramètres décorrélés, soit en appliquant 

une régression semi-paramétrique comme la régression inverse par tranche (SIR) [31]. 

c) Modélisation des variations locales 

Concernant les variations locales, qui provoquent la perte d’appariement entre deux composants 

identiques, il a été montré qu’elles dépendaient fortement des dimensions [23, 32]. Le modèle le 

plus couramment utilisé pour caractériser les variations locales des transistors est le modèle de Pel-

grom [32]. Avec ce modèle, la variation locale d’un paramètre technologique est exprimée sous la 

forme d’une variable aléatoire distribuée selon une loi normale de moyenne nulle et de variance 

donnée par : 

 ( ) 22
2

2 DS
WL

A
P p

p
locale +=∆σ  (2.3) 

où W et L sont respectivement la largeur et la longueur des transistors appariés, D la distance qui 

les sépare, enfin Ap et Sp sont des paramètres qui dépendent de la technologie utilisée. Ces deux 

derniers paramètres sont estimés à partir de mesures réalisées sur des paires de transistors NMOS et 

PMOS, de dimensions et d’espacements différents. Le premier terme du modèle représente les va-

riations aléatoires, tandis que le deuxième terme permet de tenir compte des variations systéma-

tiques. Un corollaire immédiat de ce modèle concerne l’impact des dimensions : plus les dimen-

sions des composants sont grandes, plus la variance des variations aléatoires est faible. C’est la rai-

son pour laquelle les dimensions des dispositifs analogiques d’un circuit sont souvent largement 

supérieures aux dimensions minimales de la technologie utilisée. Le modèle de Pelgrom est bien 

adapté pour les transistors à canal long, cependant il ne tient pas compte des effets de « canaux 



Les limites des technologies CMOS nanométriques 

17 

courts » qui surviennent dans les technologies CMOS nanométriques. D’autres modèles plus précis 

ont donc été proposés pour tenir compte de ces effets liés à la miniaturisation [33] et assurer la con-

tinuité entre les différentes zones de fonctionnement des transistors [34-36]. 

2.3.4 Evolution de la variabilité avec la miniaturisation 

Etant donné le caractère confidentiel des informations techniques sur les performances des fu-

tures technologies CMOS, peu de données sont disponibles concernant l’évolution de la variabilité 

avec la miniaturisation. Néanmoins, l’édition 2009 de la feuille de route de l’ITRS donne un certain 

nombre d’informations concernant la variabilité de paramètres technologiques clés pour les pro-

chaines années (cf. Figure 2.4). Ces paramètres sont les dimensions minimales CD, la tension 

d’alimentation VDD, la variabilité de la tension de seuil totale VTh, total et celle due uniquement aux 

dopants VTh, dopants, les délais et la puissance dissipée. D’après les données de l’ITRS, qui ne sont 

que des recommandations mais qui donnent néanmoins les grandes tendances d’évolution, les inno-

vations technologiques futures permettront de maîtriser la variabilité sur les dimensions minimales 

et la tension d’alimentation. Cependant, la variabilité sur la tension de seuil continuera à augmenter, 

les phénomènes de fluctuations aléatoires jouant un rôle de plus en plus prédominant. 
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Figure 2.4 : Evolution de la variabilité de différents paramètres dans les futures technologies CMOS 

d’après l’ITRS. La variabilité d’un paramètre est définie par µ3σ  où µ  est sa valeur moyenne et σ  son 

écart-type. 

2.4 Conclusion 

Depuis les années 1960, la loi de Moore et les règles de miniaturisation de Dennard ont été les 

principaux vecteurs de la croissance de la microélectronique. Cependant, l’approche de l’échelle 

atomique pour les dimensions des composants soulève de nouvelles difficultés liées aux limites de 

la technologie, à la complexité croissante de la conception des circuits et aux coûts des investisse-
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ments R&D. Les avantages historiques de la miniaturisation (réduction de l’encombrement, aug-

mentation des fonctionnalités et diminution du coût unitaire des puces) sont plus que jamais contre-

balancés par les phénomènes nouveaux qui apparaissent à l’échelle nanométrique (augmentation de 

la puissance dissipée, baisse de la fiabilité, phénomènes de variabilité). Concernant les dispersions 

paramétriques, un certain nombre de techniques, tant au niveau de la conception que de la fabrica-

tion, permettent de maîtriser les variations systématiques. Cependant, les variations aléatoires, im-

prévisibles par nature, restent hors de contrôle. Or, l’impact de ces variations tend à augmenter avec 

la miniaturisation, posant ainsi un véritable défi à la microélectronique. 
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Chapitre 3 : Etat de l’art des mé-

thodes d’analyse de la variabilité et de 

conception robuste des circuits analo-

giques 

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la miniaturisation des dispositifs CMOS présentait 

certes de nombreux avantages mais devait également faire face à de nouvelles difficultés, parmi 

lesquelles les phénomènes de variabilité. A cause de cette variabilité, à l’issue de la fabrication, un 

certain nombre de circuits ne respectent pas les spécifications définies par le cahier des charges. 

Cela se traduit par un coût supplémentaire pour les fabricants de semi-conducteurs et donc une 

baisse de leur compétitivité. Des méthodes de prise en compte de la variabilité, au plus tôt lors de la 

conception des circuits, sont donc plus que jamais nécessaires pour anticiper les effets de ces varia-

tions qui ne font qu’empirer. Dans ce chapitre, deux familles de méthodes dédiées aux circuits ana-

logiques sont passées en revue : les méthodes d’analyse de la variabilité et les méthodes de concep-

tion robuste. 

3.1 Définitions 

3.1.1 Simulation des circuits analogiques 

La simulation électrique est une étape incontournable de la conception des circuits analogiques. 

Son rôle est de prédire les performances des circuits afin de vérifier leurs fonctionnalités. Elle met 

en œuvre plusieurs éléments qu’il est nécessaire de bien distinguer. Ces éléments sont illustrés sur 

la Figure 3.1. 

Un schéma électrique : il détaille les connexions entre les différents composants (transistors, ré-

sistances, condensateurs, sources de tension, etc.) du circuit analogique. 

Des modèles mathématiques : ils décrivent le comportement électrique de chaque composant 

sous forme d’équations. Ces équations font intervenir différents types de paramètres qui sont détail-

lés ci-dessous. Parmi les modèles de transistors MOS couramment utilisés, on peut citer les modèles 

BSIM [25], EKV [27] ou PSP [26]. 
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Les paramètres de conception C : ils correspondent aux paramètres des composants que le 

concepteur peut ajuster pour modifier le comportement du circuit. Il s’agit par exemple des dimen-

sions des transistors, des résistances, des capacités ou des tensions/courants de polarisation. 

Les paramètres technologiques T : ils caractérisent la filière CMOS utilisée pour fondre le cir-

cuit : épaisseur d’oxyde de grille, tension de polarisation, dopage, etc. Les fluctuations qui survien-

nent lors du processus de fabrication affectent directement les paramètres technologiques. Ces der-

niers peuvent donc s’exprimer sous la forme suivante : 

 ∆TTT 0 +=  (3.1) 

où T0 représente leur valeur nominale, tandis que ∆T modélise leurs variations dues aux fluctua-

tions technologiques. Ces variations peuvent se décomposer en variations locales et globales 

comme nous l’avons vu dans le Chapitre 2. Dans ce travail de thèse, elles seront modélisées, 

comme c’est souvent le cas en pratique, par des variables aléatoires normales : ∆T~ ( )Σ,0N  où Σ  

est la matrice de covariance. A noter que dans le cas des variations locales, la matrice de covariance 

(et donc la forme de la distribution) dépend des valeurs des paramètres de conception (cf. modèle de 

Pelgrom). 

Les paramètres environnementaux E : ils symbolisent les variations environnementales qui se 

produisent durant le fonctionnement du circuit comme les fluctuations de la température ou de la 

tension d’alimentation. 

Les performances du circuit Y : comme la consommation, le gain ou la bande passante d’un 

amplificateur, elles dépendent des paramètres de conception C, des paramètres technologiques T et 

des paramètres environnementaux E. La relation qui unit les performances aux différents para-

mètres est généralement complexe ; les performances sont donc évaluées au moyen d’un simulateur 

électrique. 

Un simulateur électrique : il génère les équations qui régissent le comportement électrique du 

circuit (lois de Kirchhoff), puis résout numériquement ces équations afin d’évaluer les perfor-

mances. Pour cela, le simulateur a besoin en entrée d’un fichier de description appelé « netlist » qui 

fusionne toutes les informations concernant le schéma du circuit, les modèles des composants ainsi 

que les valeurs des différents paramètres. De plus, au moins trois types d’analyses sont générale-

ment proposés dans les simulateurs pour évaluer les différentes sortes de performances : une ana-

lyse statique, une analyse transitoire et une analyse « petit signal ». Parmi les simulateurs couram-

ment utilisés, on peut citer Spice [37], Eldo [38] ou Spectre [39]. 
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Figure 3.1 : Représentation de la simulation électrique des circuits analogiques 

3.1.2 Domaine de conception et régions de tolérance 

Les ensembles de valeurs possibles pour les paramètres de conception C et environnementaux E 

forment respectivement le domaine de conception D et la région de tolérance des paramètres envi-

ronnementaux RTE. Ces deux types de paramètres sont des variables réelles définies sur des inter-

valles fixés par le concepteur. Par exemple, les valeurs possibles pour la longueur de grille d’un 

transistor pourront être comprises entre une borne inférieure imposée par la taille minimale de gra-

vure et une borne supérieure qui dépendra de la vitesse du circuit. Les ensembles D et RTE forment 

donc des hypercubes, également appelés pavés en arithmétiques des intervalles (cf. Annexe C). 

De la même manière, on peut définir une région de tolérance notée RT∆T pour les variations des 

paramètres technologiques qui sont modélisées, dans cette thèse, par des variables aléatoires nor-

males de moyenne nulle. Le support d’une variable aléatoire normale de moyenne nulle est infini. 

Dans la pratique, on considère cependant que l’ensemble des valeurs les plus probables sont com-

prises dans l’intervalle [-3σ, +3σ] où σ est l’écart type. En effet, cet intervalle permet d’englober 

99.73% des valeurs d’une variable normale centrée, c’est-à-dire la quasi-totalité des valeurs pos-

sibles. Comme les ensembles D et RTE, la région de tolérance RT∆T est aussi un pavé (Figure 3.2). 
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Figure 3.2 : Région tolérance TRT∆  définie pour deux variations technologiques 1T∆  et 2T∆   

3.1.3 Régions d’acceptabilité 

L’un des objectifs de ce travail de thèse est de déterminer la relation qui unit les performances 

d’un circuit avec les paramètres de conception, les variations technologiques et environnementales. 

Soit un circuit comportant m variations de paramètres technologiques et p performances. La relation 

entre les performances Y et les différents paramètres peut se formuler ainsi : 
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où D∈C , TRT∆∈∆T  et ERT∈E . 

Lors de la conception d’un circuit, les fonctionnalités de ce dernier sont exprimées sous la forme 

de contraintes imposées à ses performances. Ces contraintes sont également appelées les spécifica-

tions du circuit. Pour chaque performance, elles sont généralement spécifiées par deux bornes qui 

définissent un intervalle de valeurs acceptables. La région d’acceptabilité dans l’espace des perfor-

mances est définie alors par : 

 { }{ }plBYBA lll
p

Y ,...,1, ∈≤≤ℜ∈= Y  (3.3) 

Il s’agit donc d’un pavé qui est facilement caractérisable. 

Etant donné l’impact des variations technologiques sur les performances, il est également inté-

ressant de définir la région d’acceptabilité dans l’espace des variations technologiques. Cette nou-

velle région d’acceptabilité est donnée par :  
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La région d’acceptabilité ( )EC,TA∆  contient toutes les combinaisons possibles des variations 

technologiques qui, pour des valeurs données des paramètres de conception et environnementaux, 

conduisent à des performances acceptables. Elle correspond donc à l’image inverse de AY par f dans 

l’espace des paramètres technologiques et dépend des valeurs des paramètres de conception et envi-

ronnementaux. Les performances f ne sont généralement pas définies de façon explicite et nécessi-

tent le recours à un simulateur électrique, ce qui rend difficile la caractérisation de ( )EC,TA∆ . La 

Figure 3.3 illustre la relation entre ces deux espaces d’acceptabilité pour un circuit comportant deux 

performances et deux variations technologiques. 

1Y

2Y

1B1B

2B

2B

1T∆

2T∆
YA ( )ECA T ,∆

1−f

 

Figure 3.3 : Régions d'acceptabilité YA  et ( )EC,A∆T  pour deux performances et deux variations techno-

logiques  

3.1.4 Rendement paramétrique 

L’impact des variations des paramètres technologiques sur le comportement d’un circuit est sou-

vent analysé grâce au rendement de fabrication : 

 
fabriqués circuits de nombre

ionsspécificat les respectant circuits de nombre=fη  (3.5) 

Cependant, deux types de défaillance peuvent causer le non-respect des spécifications par les 

circuits : les défaillances catastrophiques et les défaillances paramétriques. Les défaillances catas-

trophiques résultent d’un dysfonctionnement grave lors de la fabrication (contaminations chi-

miques, erreur de manipulation, etc.) ; le comportement du circuit est alors totalement aberrant. 

Quant aux défaillances paramétriques, elles sont dues aux seules fluctuations du processus de fabri-

cation. Par la suite, nous nous intéresserons uniquement aux défaillances paramétriques qui seront 

caractérisées par un rendement dit paramétrique : 

 
lsfonctionne circuits de nombre

ionsspécificat les respectant circuits de nombre=η  (3.6) 
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 où un circuit est dit fonctionnel s’il n’a pas subi de défaillances catastrophiques. L’histogramme 

de la Figure 3.4 illustre la notion de circuit fonctionnel, de défaillance paramétrique et catastro-

phique pour une performance donnée. 

Nombre de 
circuits 

fabriqués 

Performance 

Circuit respectant les spécifications 

Défaillance paramétrique 

Défaillance catastrophique 

B B  

Figure 3.4 : Histogramme de la distribution d'une performance pour plusieurs circuits fabriqués 

D’un point de vue mathématique, le rendement paramétrique correspond à la probabilité qu’un 

circuit respecte toutes les spécifications sur ses performances. Il peut donc s’exprimer à partir de la 

région d’acceptabilité AY : 

 ( ) ( )∫=∈=
YA ppYY dYdYYYfAYP ...,..., 11η  (3.7) 

où fY est la densité de probabilité conjointe des performances. Or, comme nous l’avons vu dans la 

partie §3.1.1, les performances sont évaluées grâce à un simulateur électrique ; leur densité de pro-

babilité n’est donc pas définie de façon explicite. Une autre alternative consiste alors à exprimer le 

rendement paramétrique à partir de la région d’acceptabilité des variations technologiques 

( )EC,TA∆  : 

 ( )( ) ( )
( )∫

∆

∆∆∆∆=∈= ∆ EC ∆TEC∆T
, 11 ...,...,,

TA mmT TdTdTTfAPη  (3.8) 

où f∆T est la densité de probabilité conjointe des variations des paramètres technologiques qui, 

elle, est connue. Cependant, dans ce cas, la difficulté réside dans la caractérisation de la région 

d’acceptabilité ( )EC,TA∆  dont la forme peut s’avérer complexe (cf. Figure 3.3). Les deux expres-

sions (3.7) et (3.8) du rendement paramétrique présentent donc chacune leur inconvénient. 
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3.2 Etat de l’art - Analyse de la variabilité 

3.2.1 Problématique 

Comme nous l’avons vu dans le Chapitre 1, la réduction des dimensions dans les technologies 

CMOS s’accompagne d’une augmentation de la variabilité des paramètres technologiques. Au ni-

veau des circuits, cette variabilité paramétrique va se traduire par une variabilité des performances. 

On peut alors définir l’analyse de variabilité ainsi : 

Définition 1. L’analyse de variabilité a pour objectif d’évaluer l’impact des variations technolo-

giques ∆T sur les performances Y pour un jeu de paramètres de conception donné C0. 

  Nous avons vu que les variations des paramètres technologiques étaient modélisées par des va-

riables aléatoires normales. D’un point de vue mathématique, les performances peuvent donc être 

également représentées par des variables aléatoires. Toute la difficulté réside dans le fait que leur 

distribution est généralement inconnue. En effet, étant donné la complexité des modèles de compo-

sants utilisés par le simulateur, il est difficile de déterminer la distribution des performances à partir 

de celles des variations technologiques : les performances extraites avec le simulateur présentant un 

comportement non-linéaire, leur distribution ne se rapproche d’aucune distribution connue (cf. Fi-

gure 3.5). 

Simulateur 
électrique

Paramètres de 
conception C0

Variations 
technologiques ∆T Performances Y

 

Figure 3.5 : Variabilité des performances causée par les variations paramétriques 

Les méthodes d’analyse de la variabilité mettent donc en œuvre des mesures statistiques permet-

tant de caractériser la distribution des performances, comme par exemple ses moments, sa densité 

de probabilité, ses valeurs extrêmes ou encore son rendement paramétrique. Les principales ap-

proches d’analyse de la variabilité sont représentées sur la Figure 3.6. Dans la suite, seule 

l’influence des variations paramétriques est étudiée, les paramètres environnementaux sont considé-

rés constants. 
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Figure 3.6 : Méthodes d'analyse de la variabilité des circuits analogiques 

3.2.2 Analyse pire-cas 

L’analyse pire-cas (« worst-case analysis » en anglais) consiste à déterminer les valeurs extrêmes 

des performances à partir de modèles dits « pire-cas » [40]. Ces modèles pire-cas sont construits en 

combinant les valeurs extrêmes des paramètres technologiques. Il suffit ensuite de simuler le circuit 

avec ces modèles pire-cas pour évaluer les valeurs extrêmes des performances. Cette approche pré-

sente essentiellement deux avantages : 

− il n’est pas nécessaire de connaître la distribution des paramètres technologiques, seule leur 

région de tolérance RT∆T doit être connue pour définir les pire-cas, 

− peu de simulations sont effectuées, le temps de calcul est donc faible. 

Cependant, l’analyse pire-cas comporte un certain nombre d’inconvénients. 

− Les modèles pire-cas, développés par les fabricants de semi-conducteurs et mis à la disposi-

tion des concepteurs, sont principalement dédiés aux circuits numériques. En effet, ces der-

niers ont des topologies semblables, sont conçus avec les plus petites dimensions permises par 

la technologie et présentent essentiellement deux performances d’intérêt : la vitesse et la con-

sommation, ce qui facilite la mise en œuvre de modèles pire-cas génériques comme les 

« slow/fast corners ». Ces modèles pire-cas numériques, qui ne tiennent pas compte de la to-

pologie des circuits analogiques, ni de leurs performances, se révèlent de fait mal adaptés à la 

conception analogique : comment choisir le pire-cas numérique qui sera le plus adapté pour 

représenter le pire gain ou la pire fréquence de coupure d’un amplificateur ? 

− Les corrélations entre les paramètres technologiques ne sont souvent pas prises en compte, ce 

qui peut conduire à des prédictions très pessimistes (voir Figure 3.7). Des approches amélio-
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rées ont néanmoins été proposées afin de construire des modèles pire-cas moins pessimistes 

[41, 42]. 

− Les modèles pire-cas ne tiennent pas compte non plus des variations locales dont l’impact est 

pourtant de plus en plus grand dans les technologies nanométriques. 

− Enfin, l’augmentation du nombre de variations technologiques avec la miniaturisation accroît 

le nombre de combinaisons possibles (2m où m est le nombre de variations technologiques) et 

augmente donc le nombre de pire-cas à simuler. 

1T∆

2T∆ Densité de probabilité 
des performancesPire-cas

13σ+13σ−

23σ−

23σ+

Surestimation

 

Figure 3.7 : Illustration de la surestimation causée par les modèles pire-cas 

3.2.3 Analyse analytique 

L’analyse analytique repose sur une analyse de sensibilité et la propagation des moments afin de 

caractériser la distribution des performances [43-45]. Les performances sont d’abord approximées 

par un modèle linéaire Ŷ  en utilisant par exemple un développement de Taylor à l’ordre 1 : 
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où Y0 est la valeur nominale de la performance Y, tandis que les ∆Ti représentent les variations 

paramétriques qui suivent une loi normale ( )Σ,0N  avec Σ  comme matrice de covariance. La dis-

tribution de Ŷ  suit donc également une loi normale dont la moyenne 
Ŷ

µ  et la variance 2
Ŷ

σ  peuvent 

alors être calculées à partir du modèle linéaire (3.9) : 
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L’avantage majeur de cette approche est son faible coût de calcul pour caractériser la distribution 

des performances. Cependant, dès que les performances tendent à être non-linéaires et les variations 

de moins en moins faibles, l’approximation linéaire n’est plus adaptée et conduit à des erreurs 

d’estimation. Néanmoins, cette approche peut fournir une première indication sur la variabilité des 

performances. 

3.2.4 Analyse de Monte Carlo 

La plupart des méthodes fondées sur l’analyse de Monte Carlo furent développées pour les cir-

cuits discrets au début des années 1980 ; il s’agit donc de l’approche classique d’analyse de la va-

riabilité. Elle est basée sur l’échantillonnage de la région de tolérance des variations technologiques 

RT∆T en respectant leur distribution grâce à un générateur de variables aléatoires. Elle permet 

d’évaluer deux mesures statistiques importantes qui définissent les variations des performances : 

l’histogramme de leur distribution et le rendement paramétrique. 

a) Histogramme des performances 

L’histogramme est un estimateur relativement simple pour approximer la forme de la densité de 

probabilité d’une variable aléatoire. Dans notre cas, il est construit à partir des valeurs de perfor-

mances obtenues en chaque point échantillonné de la région de tolérance RT∆T : plus le nombre 

d’échantillons est grand, plus l’histogramme tend vers la forme de la densité de probabilité des per-

formances. Les performances peuvent être évaluées avec un simulateur électrique (Spice, Eldo, etc.) 

ou à partir d’un méta-modèle. 

− L’analyse de Monte Carlo avec un simulateur est l’approche la plus précise et sert souvent de 

méthode de référence. Cependant, pour obtenir une précision suffisante, plusieurs milliers 

d’échantillons sont nécessaires, ce qui requiert autant de simulations électriques ; le temps de 

calcul devient donc rapidement prohibitif. 

− L’analyse de Monte Carlo avec un méta-modèle permet de réduire le coût calculatoire et 

constitue une alternative plus efficace. L’idée est d’approximer les performances par des mé-

ta-modèles (moins précis que le simulateur, mais plus rapides à simuler), puis d’utiliser ceux-

ci à la place du simulateur pour évaluer les performances. Plusieurs types de méta-modèles 

sont envisageables : polynômes [28, 30], modèles symboliques [46], krigeage [47, 48], ré-

seaux de neurones [49, 50]. La construction de méta-modèles polynomiaux à partir des plans 

d’expériences est expliquée dans le Chapitre 4. 
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b)  Rendement paramétrique 

Le rendement paramétrique (3.7) est défini par une intégrale. Une solution envisageable pour 

calculer cette intégrale serait d’avoir recours à des méthodes de quadrature numérique. Cependant, 

le coût calculatoire de ces méthodes augmente de façon exponentielle avec le nombre de variations 

technologiques. L’analyse de Monte Carlo est, au contraire, peu sensible au nombre de variables en 

jeu [19], c’est pourquoi elle est traditionnellement utilisée pour calculer le rendement paramétrique 

des circuits. 

Fonctions indicatrices 

L’analyse de Monte Carlo permet d’estimer le rendement paramétrique au moyen des fonctions 

indicatrices suivantes : 
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Ces fonctions décrivent l’appartenance d’un circuit aux régions d’acceptabilité et traduisent ainsi 

le fait qu’un circuit respecte ou pas les spécifications. La première s’appuie sur la région 

d’acceptabilité dans l’espace des performances AY et la seconde sur la région d’acceptabilité dans 

l’espace des variations technologiques ( )CTA∆ . Avec ces fonctions indicatrices, les expressions du 

rendement paramétrique (3.7) et (3.8) s’écrivent alors : 
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Les fonctions indicatrices permettent donc d’écrire l’intégrale du rendement sous la forme d’une 

valeur moyenne qui peut ensuite être estimée à partir d’une analyse de Monte Carlo. En effet, en 

disposant de N échantillons aléatoires des performances ( )NYY ,...,1  ou des variations technolo-
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giques ( )N∆T∆T ,...,1 , les expressions (3.14) et (3.15) peuvent être approchées en calculant la 

moyenne empirique sur ces N échantillons : 
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où 
YAn  est le nombre d’échantillons des performances qui appartiennent à AY et ( )CTAn

∆
 le nombre 

d’échantillons des variations technologiques qui appartiennent à ( )CTA∆ . On retrouve alors 

l’expression (3.6) du rendement paramétrique. La variance de l’estimateur de Monte Carlo est pro-

portionnelle à N-1/2 [19] ; le nombre d’échantillons N doit donc être suffisamment élevé pour garan-

tir une précision correcte. 

Ainsi, deux approches sont possibles pour évaluer le rendement paramétrique avec une analyse 

de Monte Carlo : raisonner dans l’espace des performances AY ou dans la région d’acceptabilité de 

l’espace des variations technologiques ( )CTA∆ . 

Calcul du rendement par évaluation des performances 

La première approche consiste à générer N échantillons des variations technologiques en respec-

tant leur distribution, puis à évaluer les performances pour chacun d’eux, de façon à obtenir N 

échantillons des performances ( )NYY ,...,1 . L’appartenance des performances à la région 

d’acceptabilité AY est ensuite testée afin de calculer le rendement grâce à l’expression (3.16). La 

région AY étant définie par un pavé (cf. Figure 3.3), il est aisé de tester l’appartenance des perfor-

mances à AY. Avec cette approche, l’effort de calcul se concentre donc dans l’évaluation des per-

formances. Là encore, le recours à des méta-modèles à la place d’un simulateur permet de réduire 

les temps de calcul. 

Calcul du rendement par approximation de la région d’acceptabil i té 

La seconde approche consiste à construire une approximation ( )CTA∆
ˆ  de la région 

d’acceptabilité ( )CTA∆ , puis à générer N échantillons des variations technologiques en respectant 

leur distribution et enfin à tester leur appartenance à ( )CTA∆
ˆ  pour évaluer le rendement avec 

l’expression (3.17). Ici, toute la difficulté réside dans l’approximation de ( )CTA∆  dont la forme 

peut-être complexe (cf. Figure 3.3). Des méthodes d’approximation polyédrique [51, 52] et ellip-

soïdale [53, 54] faisant appel à des algorithmes d’optimisation ont donc été développées (cf. Figure 
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3.8). Cependant, ces méthodes présentent plusieurs inconvénients : tout d’abord elles se révèlent 

mal adaptées lorsque la région d’acceptabilité n’est pas convexe, de plus elles ne donnent pas 

d’informations sur la précision de l’approximation obtenue. 

1T∆

2T∆
( )ECA T ,ˆ

∆

 

(a) 

1T∆

2T∆
( )ECA T ,ˆ

∆

 

(b) 

Figure 3.8 : Approximations polyédrique (a) et ellipsoïdale (b) de la région d'acceptabilité 

Signalons enfin pour être complet, l’existence d’autres méthodes heuristiques d’estimation du 

rendement comme l’exploration orthogonale [55] et radiale [56], initialement mises au point pour 

les circuits discrets, ou encore la méthode d’intégrale de surface [57]. 

c) Bilan 

Les principaux avantages de l’analyse de Monte Carlo sont : 

− la simplicité de mise en œuvre (aucune restriction sur la forme des performances ou la façon 

de les évaluer), 

− la distribution des variations technologiques ne doit pas nécessairement être normale, 

− la précision obtenue qui ne dépend pas du nombre de paramètres en jeu. 

Cependant, l’inconvénient majeur reste le nombre élevé d’échantillons qui est nécessaire pour 

garantir la précision de l’approche. Pour palier cela, des méthodes d’échantillonnages appropriées 

peuvent être mises en place pour réduire le nombre d’échantillons (échantillonnage d’importance, 

échantillonnage stratifié). 

3.2.5 Estimation de la distribution des performances 

Les méthodes d’estimation d’une distribution n’ont été appliquées que récemment à l’analyse de 

variabilité des circuits analogiques (années 2000). D’une manière générale, leur but est d’estimer la 
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distribution des performances à partir d’un nombre restreint d’évaluations, c’est-à-dire pour un coût 

de calcul nettement inférieur à celui d’une analyse de Monte Carlo classique. 

a) Identif ication par les moments 

L’approche APEX proposée par X. Li dans [59] permet d’approximer la densité de probabilité 

d’une performance. Le point fondamental de cette approche consiste à modéliser la densité de pro-

babilité comme étant la réponse impulsionnelle d’un système linéaire et invariant dans le temps. La 

fonction de transfert d’un tel système à l’ordre M dans le domaine de Laplace et sa réponse impul-

sionnelle s’écrivent respectivement ainsi : 
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La méthode APEX se déroule en trois étapes : 

− la performance est d’abord approximée par un modèle quadratique, 

− les moments statistiques de la performance sont ensuite calculés à partir des coefficients du 

modèle quadratique, 

− la résolution du système d’équations non-linéaires obtenu en identifiant les moments de H 

avec les valeurs obtenues précédemment permet finalement de calculer les coefficients ai et bi 

de la réponse impulsionnelle ( )th , et donc d’approximer la densité de probabilité par ( )th . 

Grâce à l’approximation de la densité de probabilité, les valeurs pire-cas de la performance 

(quantiles extrêmes de sa distribution) sont calculées. D’après les résultats obtenus sur des circuits 

analogiques [59], la méthode APEX se révèle autant précise que l’analyse de Monte Carlo pour un 

coût de calcul divisé par 10. Cependant cette méthode ne reste efficace que si les variations techno-

logiques sont modélisées par des variables aléatoires normales. 

b)  Approximation des queues de distribution 

Une autre approche particulièrement intéressante pour estimer les valeurs pire-cas des perfor-

mances consiste à approximer non pas la totalité de la distribution, mais uniquement les queues de 

distribution ; cette approche est basée sur la théorie des valeurs extrêmes dont le but est d’estimer la 

probabilité d’événements rares [60, 61]. Elle repose sur l’extrapolation de la queue d’une distribu-

tion à partir des valeurs extrêmes des données disponibles. De nombreux domaines s’intéressent à 
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ce type d’analyse afin d’anticiper des événements d’autant plus catastrophiques qu’ils sont excep-

tionnels : hydrologie (crues), climatologie (réchauffement climatique), finance (crises boursières), 

etc. La théorie des valeurs extrêmes a également été appliquée récemment à l’analyse de variabilité 

des circuits, en particulier pour estimer la probabilité de défaillance des mémoires SRAM [62-64]. 

La probabilité de défaillance est illustrée sur la Figure 3.9. A la différence des phénomènes naturels, 

où le nombre d’observations disponibles est imposé par l’environnement et n’est pas maîtrisable, les 

simulateurs électriques permettent d’évaluer les performances d’un circuit pour n’importe quelle 

combinaison des variations technologiques. Il est donc intéressant d’utiliser cette souplesse afin de 

choisir les combinaisons de variations technologiques qui vont conduire aux valeurs extrêmes des 

performances et à partir desquelles la queue de distribution va pouvoir être estimée. L’approche 

proposée dans [64] consiste ainsi à : 

− générer des échantillons aléatoires des variations technologiques selon leur distribution 

(Monte Carlo), 

− puis identifier ceux qui appartiennent à la queue de distribution grâce à une technique de clas-

sification de type SVM (Machine à vecteurs de support) et les simuler, 

− enfin approximer la queue de la distribution à partir des échantillons simulés en appliquant la 

théorie des valeurs extrêmes et ainsi calculer la probabilité de défaillance. 

L’approximation des queues de performances présente de nombreux avantages : pas de con-

traintes sur la forme des distributions des variations technologiques, une très bonne estimation de la 

probabilité de défaillance calculée pour des quantiles extrêmes, voire même très éloignés (+/-6σ), 

enfin un coût de calcul relativement faible (une centaine de simulations dans [63]) par rapport à une 

analyse de Monte Carlo classique. 

Y

Yf

Queue de 
distribution

B

Probabilité de 
défaillance

 

Figure 3.9 : Illustration de la probabilité de défaillance étant donné une spécification B  sur une perfor-

mance Y  
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3.2.6 Bilan 

Les différentes méthodes d’analyse de la variabilité ont été comparées dans le Tableau 3.1. Les 

principaux critères de comparaison sont l’indicateur statistique de la variabilité, la précision, le coût 

calculatoire et les éventuelles conditions sur la distribution des variations technologiques. Il ressort 

de cette étude que les méthodes historiques (analyse pire-cas, analyse de Monte Carlo) montrent de 

sérieuses limites en termes de coût de calcul ou de précision avec l’avènement des technologies 

nanométriques. Les méthodes les plus récentes s’attachent donc à maintenir une grande précision en 

réduisant autant que possible les temps de calcul. L’approche qui apparaît comme la plus efficace 

est l’approximation des queues de distributions : elle associe précision et efficacité en n’imposant 

aucune contrainte sur le type de distribution des variations technologiques. 
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Tableau 3.1 : Méthodes d'analyse de la variabilité 

Méthodes 
Mesure de  
variabilité  

Avantages Inconvénients 

Pire-cas 
- Valeurs extrêmes 

des performances 

- pas de contraintes sur la 
forme de la distribution 
des variations technolo-
giques 

- coût de calcul faible 

- disponible dans la plupart 
des outils de CAO 

- pas adaptée aux circuits 
analogiques 

- estimation pessimiste 

- ne tient pas compte des 
corrélations et des varia-
tions locales 

Analytique 

(modèle  

linéaire) 

- Distribution des 
performances 

- Rendement pa-
ramétrique 

- coût de calcul très faible 

- pas adaptée aux perfor-
mances fortement non-
linéaires et aux larges va-
riations 

Monte Carlo 

- Distribution des 
performances 

- Rendement pa-
ramétrique 

- très bonne précision in-
dépendamment du 
nombre de paramètres 

- pas de contraintes sur la 
forme de la distribution 
des variations technolo-
giques 

- disponible dans la plupart 
des outils de CAO 

- coût de calcul considé-
rable (améliorations pos-
sibles avec un échantil-
lonnage adapté et 
l’approximation des per-
formances par des méta-
modèles) 

Identification 

par les moments 

(APEX) 

- Distribution des 
performances 

- Rendement pa-
ramétrique 

- très bonne précision 

- coût de calcul faible 

- la distribution des varia-
tions technologiques doit 
être normale 

Approximation 

des queues de 

distributions 

- Probabilité de 
défaillance 

- très bonne précision 

- coût de calcul faible 

- pas de contraintes sur la 
distribution des variations 
technologiques 
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3.3 Etat de l’art - Méthodes de conception ro-

buste 

3.3.1 Problématique 

A cause de la variation des performances, due à la variabilité des paramètres technologiques, les 

spécifications des circuits risquent de ne pas être respectées, entrainant ainsi une baisse du rende-

ment paramétrique. Il est donc important de considérer la variabilité des performances le plus tôt 

possible dans le cycle de conception afin de fabriquer des circuits qui soient robustes aux varia-

tions : c’est l’objectif de la conception robuste. 

Définition 2. La conception robuste a pour objectif d’ajuster les paramètres de conception C de 

telle sorte que les spécifications sur les performances Y soient respectées quelles que soient les 

fluctuations paramétriques ∆T appartenant à la région de tolérance RT∆T. 

Dans le flot de conception analogique, la robustesse est généralement prise en compte après une 

première étape de conception nominale. Cette étape consiste à dimensionner le circuit pour qu’il 

respecte les spécifications sans tenir compte des variations paramétriques ; elle peut être manuelle 

ou automatisée. Depuis le début des années 1980, de nombreux outils de dimensionnement automa-

tisé ont vu le jour afin de réduire le coût de la conception nominale et d’améliorer la qualité des 

circuits analogiques [65]. Comme la conception nominale, la conception robuste est également fon-

dée sur des méthodes d’automatisation qui consistent à optimiser une mesure caractéristique de la 

variabilité : les méthodes de conception robustes sont donc souvent basées sur les méthodes 

d’analyse de la variabilité présentées dans la partie précédente. La mesure statistique la plus souvent 

optimisée dans les méthodes de conception robuste est le rendement paramétrique. Cependant, 

d’autres mesures existent comme les performances pire-cas ou les indices de capabilité. La Figure 

3.10 propose un classement des différentes méthodes de conception robuste. 
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Méthodes de 
conception 

robuste 

Optimisation 
du rendement 

Méthodes 
statistiques 

Design 
Centering 

Optimisation 
robuste 

Optimisation 
par indices 

de capabilité 

 

Figure 3.10 : Méthodes de conception robuste des circuits analogiques 

3.3.2 Circuits discrets 

Historiquement, les premières méthodes de conception robuste ont été développées pour des cir-

cuits discrets. Pour ces circuits, la notion de paramètres technologiques n’existe pas ; la seule varia-

bilité prise en compte est celle des paramètres de conception : 

 CCC ∆0 +=  (3.20) 

où C0 est la valeur nominale d’un paramètre de conception (résistance par exemple) et ∆C sa va-

riation modélisée par une variable aléatoire (tolérance). Pour les circuits discrets, on peut donc défi-

nir une région d’acceptabilité AC directement dans l’espace des paramètres de conception (voir Fi-

gure 3.11). 

1Y

2Y

1B1B

2B

2B

YA
CA

1−f

1C

2C

 

Figure 3.11 : Régions d'acceptabilité YA  et CA  pour deux performances et deux paramètres de concep-

tion dans le cas des circuits discrets 
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3.3.3 Optimisation du rendement 

Le problème de la conception robuste est souvent traité en optimisant le rendement paramé-

trique. Les méthodes d’optimisation du rendement ont pour but de déterminer les paramètres de 

conception C qui maximisent le rendement paramétrique. Ces méthodes s’articulent autour de deux 

étapes fondamentales : l’évaluation du rendement et son optimisation. On peut distinguer deux 

grandes classes de méthodes d’optimisation du rendement : les méthodes statistiques et les mé-

thodes déterministes. 

a) Méthodes statistiques 

Dans les méthodes statistiques, le rendement paramétrique est la fonction de coût du problème 

d’optimisation, c’est pourquoi ces méthodes sont également appelées méthodes directes dans la 

littérature. Elles ont en commun l’évaluation du rendement qui est effectuée par un échantillonnage 

de Monte Carlo. Les raisons qui motivent le choix de l’analyse de Monte Carlo ont été expliquées 

dans la partie §3.2.4 : il s’agit de la possibilité de traiter indifféremment n’importe quel type de dis-

tribution et de la relative indépendance de la complexité vis-à-vis du nombre de paramètres en jeu. 

Les méthodes statistiques se distinguent entre elles suivant la procédure qui est mise en place pour 

obtenir le meilleur rendement possible. 

Algorithmes d’optimisation 

L’approche la plus simple consiste à avoir recours à un algorithme déterministe d’optimisation 

non-linéaire pour maximiser le rendement. Bien évidemment, effectuer une analyse de Monte Carlo 

avec un simulateur à chaque itération de l’algorithme alourdit considérablement le coût calculatoire 

et rend cette approche impraticable. Les méthodes traditionnelles pour réduire le coût d’une analyse 

de Monte Carlo peuvent être appliquées comme l’échantillonnage d’importance [66] ou 

l’approximation des performances par des modèles polynomiaux [67, 68] ou des réseaux de neu-

rones [49]. Une autre solution pour réduire les temps de calcul est d’évaluer le gradient du rende-

ment [57, 69] afin d’appliquer des algorithmes d’optimisation plus efficaces qui convergent rapi-

dement. Néanmoins, l’estimation du rendement et de son gradient par une analyse de Monte Carlo 

est entachée de bruit numérique, ce qui ralentit la convergence de l’algorithme et peut même le faire 

diverger. Pour remédier à cela, des méthodes stochastiques permettent de tenir compte de 

l’incertitude sur l’estimation du rendement [70, 71]. Par ailleurs, excepté l’approche présentée dans 

[49] qui fait appel à un algorithme génétique, les algorithmes utilisés sont généralement des algo-

rithmes d’optimisation locaux qui conduisent par définition à un rendement maximum local. 
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Algorithmes heuristiques 

D’autres méthodes d’optimisation du rendement ne sont pas basées sur des algorithmes 

d’optimisation, mais ont une approche heuristique du problème. Ces méthodes ont initialement été 

mises au point pour des circuits discrets (cf. §3.3.2). Parmi celles-ci, on peut citer la méthode pro-

posée par [58, 72] qui consiste à échantillonner la région de tolérance des paramètres de conception 

selon la distribution de leurs variations, puis à calculer les centres de gravité des points acceptés 

(qui appartiennent à la région d’acceptabilité) et celui des points rejetés (qui n’appartiennent pas à 

la région d’acceptabilité). La proportion de points acceptés par rapport au nombre total de points 

générés fournit une approximation du rendement. Un nouveau jeu de valeurs pour les paramètres de 

conception est alors choisi dans la direction définie par les deux centres de gravité afin de déplacer 

la région de tolérance dans la région d’acceptabilité et ainsi augmenter le rendement. Le principe de 

l’algorithme des centres de gravité est illustré sur la Figure 3.12. Une autre méthode heuristique 

introduite par [56] consiste également à déplacer la région de tolérance dans la région 

d’acceptabilité, mais est basée sur l’estimation du rendement par l’exploration radiale. Le dimen-

sionnement qui sert de point de départ à ces méthodes ne doit pas présenter un rendement nul, sinon 

l’algorithme risque de ne pas converger ; ces méthodes heuristiques sont donc plutôt considérées 

comme des méthodes d’amélioration du rendement que d’optimisation. 

Echantillons rejetés (centre de gravité GR)

CA

1C

2C

TR
RG

AG

Echantillons acceptés (centre de gravité GA)

 

Figure 3.12 : Déplacement de la région de tolérance TR  avec la méthode des centres de gravité 

b)  Méthodes déterministes dites de « design centering » 

Comme nous venons de le voir, l’optimisation directe du rendement paramétrique s’avère très 

lourde en termes de temps de calcul. Des méthodes déterministes ont donc été développées afin 

d’optimiser le rendement de façon indirecte en raisonnant sur le positionnement des distributions 

par rapport aux régions d’acceptabilité. En effet, le rendement paramétrique est égal par définition à 
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l’intégrale d’une densité de probabilité sur une certaine région d’acceptabilité. Ainsi, maximiser le 

rendement revient à maximiser le volume délimité par l’enveloppe de la densité et la région 

d’acceptabilité. Cet objectif peut être atteint indirectement en centrant la densité de probabilité sur 

la région d’acceptabilité (cf. Figure 3.13), d’où le nom de ces méthodes dites de « design cente-

ring » [73]. 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 3.13 : Maximisation du rendement (volume bleu) en centrant la densité de probabilité sur la région 

d'acceptabilité (rectangle rouge) 

Deux approches sont envisageables comme l’illustre la Figure 3.14 : centrer la distribution des 

performances sur la région d’acceptabilité AY ou bien centrer la distribution des variations technolo-

giques sur la région d’acceptabilité ( )CTA∆ . Dans le premier cas de figure, la région d’acceptabilité 

AY est facilement caractérisable mais la distribution des performances n’est pas connue. Dans le 

second cas de figure, la distribution des variations technologiques est connue mais cette fois-ci c’est 

la région d’acceptabilité ( )CTA∆  qui est inconnue. 
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(a) 

( )CA T∆

1T∆

2T∆

 

(b) 

Figure 3.14 : Centrage de la distribution des performances sur la région d’acceptabilité YA  (a) et cen-

trage de la distribution des variations technologiques sur la région d’acceptabilité ( )CA∆T  (b) 

Une première famille de méthodes, destinée aux circuits discrets, consiste à réaliser une ap-

proximation polyédrique [51, 52, 74] ou ellipsoïdale [53, 54] de la région d’acceptabilité AC des 

paramètres de conception. Parmi ces méthodes, certaines choisissent simplement le centre de ces 

approximations comme point de conception robuste [53, 54]. D’autres tiennent compte de la forme 

de la distribution. Dans le cas d’une loi normale, les courbes d’isodensité de la densité de probabili-

té forment des ellipses qui sont de plus en plus grandes au fur et à mesure qu’on s’éloigne de la va-

leur moyenne. Le rendement maximal sera donc obtenu en inscrivant la plus grande de ces ellipses 

dans l’approximation de la région d’acceptabilité ; le centre de l’ellipse correspond alors au point de 

conception le plus robuste [51, 52, 74]. Cependant, ces méthodes ne sont pas adaptées si la région 

d’acceptabilité n’est pas convexe. De plus, dans le cas de l’approximation polyédrique [51] appelée 

aussi « simplicial approximation », le coût calculatoire augmente rapidement avec le nombre de 

paramètres. Enfin, ces méthodes ne sont applicables qu’aux circuits discrets. 

Une deuxième famille de méthodes, adaptée aux circuits intégrés, consiste à rechercher un di-

mensionnement robuste en maximisant les distances pire-cas entre le centre de la distribution et la 

frontière de la région d’acceptabilité (cf. Figure 3.15). Le nombre de distances pire-cas dépend du 

nombre de contraintes ; elles peuvent être calculées en ayant recours à un algorithme d’optimisation 

[75] ou en linéarisant les contraintes [76, 77]. Les valeurs des paramètres de conception qui maxi-

misent les distances pire-cas sont ensuite obtenues en résolvant un problème d’optimisation multi-

objectif. En termes de complexité, l’approche présentée dans [75] présente un coût de calcul qui 

n’augmente que linéairement avec le nombre de paramètres de conception mais fait appel à des si-

mulations électriques à chaque itération pour évaluer les distances pire-cas et leur gradient. Les mé-
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thodes [76, 77] ont recours quant à elles à des approximations linéaires des performances afin 

d’alléger le coût calculatoire. 

( )CA T∆

1T∆

2T∆

 

Figure 3.15 : Illustration des distances pire-cas (flèches en vert) 

En termes de précision, les méthodes de « design centering » sont basées sur une approximation 

plus ou moins précise de la région d’acceptabilité ; elles ne conduisent donc qu’à une solution ap-

prochée du rendement maximum. Cependant, en formulant le problème d’optimisation du rende-

ment sous forme déterministe, les méthodes de « design centering » convergent plus rapidement que 

les méthodes statistiques. 

3.3.4 Optimisation robuste - Optimisation des perfor-

mances pire-cas 

Le problème de conception robuste, tel que nous l’avons défini plus haut, peut s’exprimer sous la 

forme d’un problème d’optimisation dont la résolution conduit à un jeu de valeurs pour les para-

mètres de conception qui minimise une certaine fonction de coût f et qui garantit que les spécifica-

tions sur des performances gl sont respectées pour toutes les dispersions paramétriques appartenant 

à la région de tolérance RT∆T. Le problème de conception robuste peut donc s’écrire sous la forme 

générale suivante : 
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 (3.21) 

où   

C est le vecteur des paramètres de conception appartenant au domaine de conception D, 

∆T est le vecteur des variations technologiques appartenant à la région de tolérance RT∆T, 
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f est la fonction de coût à minimiser, 

gl sont les performances qui doivent respecter les spécifications définies par des inégalités. 

La difficulté majeure dans ce problème d’optimisation est liée à la contrainte « TRT∆∈∆∀ T  », 

c’est-à-dire le « quelles que soient les fluctuations paramétriques ∆T appartenant à la région de tolé-

rance RT∆T » dans la formulation du problème de conception robuste. La région de tolérance RT∆T 

étant un ensemble infini, la contrainte « TRT∆∈∆∀ T  » peut donc être vue comme une infinité de 

contraintes qui doivent être vérifiées. Une solution pour s’affranchir de cette difficulté consiste à 

reformuler les contraintes en faisant intervenir la borne supérieure des performances. En effet, si la 

borne supérieure des performances sur RT∆T vérifie les contraintes, alors ces dernières sont vérifiées 

quelles que soient les valeurs de RT∆T. Le problème (3.21) peut alors se reformuler sous la forme 

suivante, également appelée optimisation robuste [78] : 
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 (3.22) 

Grâce à cette reformulation, l’ensemble infini des contraintes a été remplacé par une seule con-

trainte « pire-cas » sur les performances (à ne pas confondre avec l’analyse pire-cas vue précédem-

ment), facilitant ainsi la résolution du problème de conception robuste. 

Différentes méthodes ont été proposées pour résoudre ce problème d’optimisation robuste. La 

méthode présentée dans [79] résout directement le problème (3.21) grâce à des techniques de pro-

grammation infinie combinées à l’algorithme du recuit-simulé. Dans [80], les auteurs représentent 

la région de tolérance RT∆T sous forme elliptique et approximent les performances par des modèles 

posynomiaux ; le problème (3.22) est alors résolu par un algorithme de programmation géométrique 

robuste [81]. Une autre approche consiste à résoudre le problème (3.22) en optimisant les perfor-

mances pire-cas : à chaque itération, les bornes supérieures des performances sont approximées par 

les performances pire-cas extraites avec APEX [82] ou une analyse de Monte Carlo [83]. Enfin, 

dans [84], les auteurs ont recours à l’arithmétique affine, qui est une extension de l’arithmétique des 

intervalles présentée dans l’Annexe C, afin d’estimer les performances pire-cas et mettent en œuvre 

un algorithme d’optimisation par intervalles de type « Branch and Bound » (cf. §6.3.2b) pour ré-

soudre le problème (3.22). 

A la différence des méthodes d’optimisation du rendement où la seule grandeur optimisée est le 

rendement, les méthodes d’optimisation robuste permettent d’optimiser une ou plusieurs perfor-
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mances et en plus de garantir un rendement élevé en vérifiant que les variations extrêmes sont res-

pectées. Les méthodes d’optimisation robuste offrent donc une plus grande flexibilité. 

3.3.5 Optimisation par les indices de capabilité 

Une dernière approche indirecte pour traiter la conception robuste est dérivée de la méthode 

d’amélioration de la qualité mise au point par G. Taguchi. Cette approche est fondée sur deux cri-

tères de mesure de la variabilité appelés indices de capabilité [85] : 
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où B  et B  représentent respectivement les spécifications inférieure et supérieure d’une perfor-

mance Y, tandis que Yµ  et Yσ  sont respectivement sa moyenne et son écart type. L’indice pC  

quantifie la variabilité de la performance : plus cet indice est grand, moins la performance varie (cf. 

Figure 3.16(a)). Quant à l’indice pkC  (cf. Figure 3.16(b)), il permet de caractériser le centrage de la 

performance : si la performance est correctement centrée, alors ( ) 2BBY +=µ  et ppk CC = . 

Y

Yf

BB

1=pC

2=pC

 

(a) 

Y

Yf

BB

2

BB +
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(b) 

Figure 3.16 : Illustration des indices pC  (a) et pkC  (b) 

En combinant ces deux indices, on peut définir pour chaque performance l une mesure de la ro-

bustesse : 
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où 0 ≤ λ ≤ 1 est un paramètre qui peut être modifié au cours de l’optimisation. La conception ro-

buste par les indices de capabilité consiste donc à déterminer les paramètres de conception C qui 

maximisent la fonction de coût suivante : 
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où D est le domaine de conception et p le nombre de performances. Si λ = 0, alors la fonction de 

coût représente l’indice pC , c’est donc la variabilité des performances que l’on cherche à minimi-

ser. Il s’agit de la première étape de l’approche de Taguchi. A l’opposé, si λ = 1, la fonction de coût 

correspond à l’indice pkC , on cherche donc à centrer les performances par rapport à leurs spécifica-

tions. Il s’agit de la seconde étape de l’approche de Taguchi. L’intérêt principal de cette méthode est 

de pouvoir contrôler indépendamment la variabilité des performances et leur centrage [85, 86]. Ce-

pendant, l’utilisation des indices de capabilité est fondée sur l’hypothèse de normalité des perfor-

mances, qui est loin d’être vérifiée en pratique. 

3.3.6 Bilan 

Les caractéristiques des méthodes de conception robuste que nous avons présentées sont résu-

mées dans le Tableau 3.2. Elles se différencient par leur précision, leur complexité et les conditions 

qu’elles imposent sur la distribution des variations. Les méthodes statistiques d’optimisation du 

rendement sont précises mais très lourdes en termes de calcul. Les méthodes de « Design Cente-

ring » convergent plus rapidement, mais le résultat obtenu dépend de l’approximation de la région 

d’acceptabilité. Les méthodes d’optimisation robuste offrent plus de flexibilité en permettant 

d’optimiser les performances tout en assurant un rendement paramétrique élevé. Cependant, elles 

requièrent des techniques efficaces pour évaluer les performances pire-cas. Enfin, l’optimisation par 

indices de capabilité réalise un dimensionnement robuste en se concentrant sur le centrage des per-

formances et la réduction de la variabilité, mais suppose une distribution normale des performances.
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Tableau 3.2 : Méthodes de conception robuste 

Méthodes Avantages Inconvénients 

Optimisation du 

rendement 

(méthodes statistiques) 

- pas de contraintes sur la forme de 
la distribution des variations 
technologiques 

- estimation précise du rendement 

- coût calculatoire très élevé 

Optimisation du 

rendement 

(« Design Centering ») 

- formulation indirecte du pro-
blème d’optimisation pour assu-
rer une meilleure convergence 

- la précision de l’optimum dépend 
de l’approximation de la région 
d’acceptabilité  

Optimisation robuste 
- optimisation des performances 

pire-cas en garantissant un ren-
dement élevé 

- estimation des performances pire-
cas 

Indices de  

capabilité 
- centrage des performances et 

réduction de leur variabilité 
- hypothèse de normalité des per-

formances 

 

3.4 Problématique de la thèse 

La prise en compte de la variabilité dans le flot de conception augmente considérablement le 

coût calculatoire. Pour réduire ce coût, les méthodes de conception robuste que nous avons présen-

tées reposent donc sur des algorithmes d’optimisation rapides mais locaux. L’optimum global est 

alors généralement atteint en deux étapes. La première étape consiste à réaliser une conception no-

minale à partir d’algorithmes d’optimisation globaux : les performances des circuits sont optimisées 

sans tenir compte des variations. De nombreux logiciels commerciaux ou académiques sont à pré-

sent disponibles [65] pour réaliser la conception nominale. Après cette première étape, les méthodes 

de conception robuste basées sur des algorithmes d’optimisation locaux sont appliquées : l’optimum 

de la conception nominale sert alors de point de départ aux méthodes de conception robuste. Le 

point faible de cette approche est que l’optimum nominal se trouve souvent à la limite des spécifica-

tions : la moindre variation paramétrique provoque alors la violation des spécifications, ce qui dé-

grade le rendement paramétrique. L’optimum de la conception nominale constitue donc un maxi-

mum local en termes de rendement ; les méthodes de conception robuste qui font appel à des algo-

rithmes d’optimisation locaux et utilisent l’optimum de la conception nominale pour s’initialiser 

restent alors bloquées sur ce maximum local du rendement. Afin d’identifier l’optimum global ro-

buste, il est donc important de prendre en compte la variabilité dès le début du flot de conception et 

non uniquement à la fin [79, 86, 87]. 
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Par conséquent, le développement de méthodes de conception robuste efficaces nécessite la mise 

en place des points suivants : 

− une méthode d’analyse de la variabilité afin d’appréhender l’impact des dispersions paramé-

triques sur les performances du circuit, 

− un algorithme d’optimisation globale mis en place dès le début du flot de conception et qui 

aboutit à un dimensionnement automatisé, optimal, ainsi que robuste en appliquant la mé-

thode d’analyse de la variabilité, 

− déterminer les approches permettant d’atteindre le meilleur compromis précision/complexité à 

chaque étape de l’implémentation de la méthode de conception robuste afin d’accélérer sa 

convergence. 

Dans ce travail de thèse, une nouvelle méthode de conception robuste a été développée en tenant 

compte des considérations précédentes. Cette méthode est basée sur l’optimisation des perfor-

mances pire-cas présentée dans la partie §3.3.4. Ses principales caractéristiques sont les suivantes : 

− les performances pire-cas sont estimées en ayant recours à une modélisation polynomiale des 

performances et au développement limité de Cornish-Fisher, 

− l’optimisation est réalisée en utilisant un algorithme par intervalles qui garantit que l’optimum 

global sera atteint. 

Une attention particulière a été portée sur la réduction du coût calculatoire. Ainsi, la modélisa-

tion polynomiale des performances fait appel à la théorie des plans d’expériences pour limiter le 

nombre de simulations à réaliser, tandis que des techniques de réduction d’intervalles sont utilisées 

dans l’algorithme par intervalles pour accélérer sa convergence. Ces différents points sont expliqués 

dans les chapitres suivants. 
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Chapitre 4 : Analyse de la variabilité à 
partir des modèles polynomiaux et de 

l’approximation de Cornish-Fisher 

Ce chapitre présente une nouvelle méthode permettant d’analyser la dispersion des performances 

de circuits analogiques en fonction des variations des paramètres technologiques, pour des para-

mètres de conception fixés. Après une présentation générale de la méthode, les deux points clés de 

cette dernière, à savoir l’approximation des performances à partir des plans d’expériences et 

l’estimation des bornes de variation avec le développement limité de Cornish-Fisher, seront ensuite 

détaillés. D’après les résultats obtenus sur des circuits analogiques, la méthode proposée se révèle 

aussi précise que l’analyse de Monte Carlo, tout en étant plus rapide. 

4.1 Présentation de la méthode d’analyse de 

la variabilité 

Dans le Chapitre 3, nous avons passé en revue plusieurs méthodes d’analyse de la variabilité dé-

diées aux circuits analogiques. Leur objectif est de caractériser les variations des performances à 

partir de mesures statistiques comme leur densité de probabilité ou le rendement paramétrique. La 

méthode d’analyse de variabilité que nous allons présenter a pour objectif d’estimer les valeurs pire-

cas des performances, c’est-à-dire les quantiles extrêmes de sa distribution comme par exemple les 

1er et 99ème centiles. Cette méthode est destinée à être appelée à chaque itération d’un algorithme 

d’optimisation robuste ; son coût calculatoire doit donc être faible tout en préservant une précision 

suffisante. Elle consiste dans un premier temps à approximer les performances des circuits par des 

modèles plus simples appelés méta-modèles. Ces méta-modèles permettent de décrire la relation qui 

existe entre les variations des paramètres technologiques et la performance étudiée, pour des valeurs 

de paramètres de conception données. Ensuite, une fois ces méta-modèles construits, en 

l’occurrence des polynômes, les cumulants des performances sont calculés à partir des variations 

des paramètres technologiques et des coefficients des méta-modèles. Enfin les valeurs pire-cas des 

performances peuvent être estimées en appliquant le développement limité de Cornish-Fisher. Les 

différentes étapes de la méthode sont illustrées sur la Figure 4.1. 
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Approximation des 
performances par des méta-

modèles polynomiaux

Plans d’expériences

Calcul des cumulants

Développement limité de 
Cornish-Fisher

Valeurs pire-cas des 
performances

Variations des 
paramètres 

technologiques

 

Figure 4.1 : Méthode d'analyse de la variabilité proposée 

4.2 Construction d’un modèle polynomial des 

performances avec les plans d’expérien-

ces 

Dans cette partie, nous allons présenter la première étape de notre méthode d’analyse de la va-

riabilité, à savoir l’approximation des performances des circuits analogiques par des modèles poly-

nomiaux en utilisant les plans d’expériences. Les principes de base de l’approximation par des mé-

ta-modèles seront d’abord introduits, avant d’expliquer plus en détail la construction des modèles 

polynomiaux et les plans d’expériences associés. 

4.2.1 Intérêt des méta-modèles 

Grâce aux progrès de l’informatique, de plus en plus de phénomènes physiques qui nécessite-

raient de lourdes expérimentations pour être analysés, sont étudiés via des modèles numériques. Un 

modèle numérique peut être vu comme un programme informatique générant une réponse en sortie 

qui dépend de plusieurs paramètres en entrée (cf. Figure 4.2). Cependant, malgré l’augmentation de 

la puissance de calcul des ordinateurs, la complexité de certains simulateurs informatiques est telle 

que l’impact des différents paramètres en jeu reste difficile à appréhender. De plus, les temps de 

simulation restent très longs, rendant impossible l’exploration complète du domaine de valeurs des 
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paramètres d’entrée et leur emploi dans des algorithmes d’optimisation qui requièrent plusieurs ité-

rations de simulations. Pour réduire les temps de calcul, une approche couramment utilisée consiste 

à approximer la réponse du simulateur par un modèle plus simple, moins précis que le simulateur, 

mais moins long à simuler. Ces méta-modèles, c’est-à-dire « modèles de modèles » [88], peuvent 

ainsi efficacement remplacer les simulateurs complexes dans plusieurs cas de figure. Tout d’abord, 

ces méta-modèles donnent une meilleure compréhension de la relation qui unit la réponse du simu-

lateur avec ses paramètres d’entrée, permettant ainsi d’identifier les paramètres d’entrée qui ont une 

réelle influence sur la réponse du simulateur. De plus, ils permettent de prédire à moindre coût la 

forme globale de la réponse du simulateur sur l’espace des valeurs des paramètres d’entrée. Enfin, 

leur faible coût de calcul rend possible leur intégration dans des algorithmes d’optimisation. 

Modèle 
numérique

Paramètres Réponse

 

Figure 4.2 : Représentation d'un modèle numérique 

Les simulateurs utilisés pour la conception de circuits analogiques sont des simulateurs élec-

triques comme Spice [37], Eldo [38] ou Spectre [39] qui s’appuient sur des modèles de transistors 

d’autant plus complexes que les dimensions de ces derniers diminuent. Les variables d’entrée de ces 

simulateurs sont généralement les paramètres de conception du circuit, les paramètres technolo-

giques et les paramètres environnementaux, tandis que leurs réponses correspondent aux perfor-

mances du circuit (cf. §3.1.1). Dans l’approche présentée, les performances extraites d’un simula-

teur électrique sont approximées par des méta-modèles plus simples qui vont permettre de caractéri-

ser les relations entre les paramètres d’entrée et les performances du circuit. A partir de ce méta-

modèle, il sera alors possible d’analyser l’impact des variations des paramètres technologiques sur 

les performances, pour un jeu de valeurs donné des paramètres de conception et des paramètres en-

vironnementaux. 

4.2.2 Les plans d’expériences 

Les méta-modèles doivent être aussi précis que possible pour prédire au mieux la réponse du si-

mulateur. Cependant, augmenter la précision des méta-modèles se traduit généralement par une 

augmentation du coût calculatoire. La construction des méta-modèles est donc réalisée en conciliant 

deux contraintes : obtenir des méta-modèles suffisamment précis, tout en limitant le coût des calculs 

pour les construire. Pour atteindre ce compromis, une approche possible consiste à utiliser la théorie 



Chapitre 4 

52 

des plans d’expériences associée à des méthodes de construction de surface de réponses. Cette ap-

proche se déroule en cinq étapes : 

− choisir un type de méta-modèle, 

− déterminer le plan d’expériences conduisant au méta-modèle le plus précis pour un coût cal-

culatoire minimum, 

− évaluer les valeurs de la réponse aux points fixés par le plan d’expériences en faisant appel au 

simulateur, 

− estimer les coefficients du méta-modèle à partir des valeurs de la réponse extraites des simula-

tions (maximum de vraisemblance, régression linéaire, etc.), 

− valider le méta-modèle en testant sa précision. 

a) Expériences physiques et numériques 

Les plans d’expériences ont été développés à l’origine pour l’étude de phénomènes physiques. 

Ce n’est que plus tard qu’ils ont été appliqués à la modélisation de simulateurs informatiques. Avant 

de détailler chacune des étapes ci-dessus, il est donc important de préciser les différences entre les 

expériences physiques et les expériences numériques dans la mesure où ces différences conduisent à 

des choix de méthodes distincts lors de la construction d’un méta-modèle. Dans le cas 

d’expériences physiques, chaque expérimentation est entachée d’une incertitude appelée erreur ex-

périmentale. En effet, si on réalise plusieurs fois la même expérience physique, on n’obtient pas 

exactement le même résultat, du fait de l’instabilité des instruments, des fluctuations des conditions 

expérimentales ou des erreurs de lecture. Dans le cas d’un simulateur informatique, les réponses 

sont déterministes, il n’y a pas d’erreur expérimentale : deux simulations avec les mêmes para-

mètres d’entrée donnent la même réponse. De plus, les paramètres d’entrée d’un modèle numérique 

sont en général plus nombreux, tandis que sa complexité rend sa réponse souvent discontinue [89]. 

b)  Les méta-modèles 

Propriétés 

Le choix du type de méta-modèle dépend essentiellement de deux propriétés importantes du mo-

dèle numérique à approximer : sa dimension (nombre de paramètres en entrée) et son degré de non-

linéarité. De plus, pour déterminer le méta-modèle le plus adapté, il est nécessaire d’avoir en tête les 

principaux critères permettant de les comparer entre eux, à savoir [90] : 

− la précision de leur prédiction, 
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− le coût calculatoire pour les construire, 

− la généralité, c’est-à-dire la faculté de pouvoir approximer tout type de réponses, 

− la lisibilité (la forme du méta-modèle permet-elle d’extraire aisément les contributions des 

différents paramètres ?), 

− la simplicité de la méthode d’implémentation pour générer ces méta-modèles. 

Modélisation 

La relation entre une réponse Y et un vecteur de paramètres d’entrée X peut s’exprimer par 

l’intermédiaire d’un méta-modèle f̂  : 

 ( ) ε+= XfY ˆ  (4.1) 

où ε est un terme d’erreur, généralement modélisé par une variable aléatoire d’espérance nulle et 

d’écart type σ. Dans le cas d’expériences physiques, ce terme d’erreur englobe à la fois l’erreur ex-

périmentale dont la nature est purement aléatoire, ainsi que le manque d’ajustement entre le méta-

modèle et le modèle réel du phénomène étudié. Pour des expériences numériques, il n’y a pas 

d’erreur expérimentale comme nous l’avons vu. Le terme d’erreur ε représente alors uniquement le 

manque d’ajustement. La modélisation du manque d’ajustement par une variable aléatoire reste 

cependant valide dans la mesure où « l’objet de l’étude n’est pas la réponse du simulateur, mais le 

phénomène simulé, qui peut être considéré comme la réponse du simulateur plus une erreur aléa-

toire due aux simplifications du modèle mathématique » [89]. 

Types de méta-modèles 

Parmi les différents types de méta-modèles possibles, les modèles basés sur des polynômes font 

partie des méta-modèles les plus utilisés. D’une part, parce qu’ils sont facilement interprétables et 

que leur coût de construction est faible. D’autre part, parce qu’ils permettent de réaliser une analyse 

de sensibilité permettant entre autres d’identifier les paramètres influents. Cependant, en cas de ré-

ponses extrêmement non-linéaires à approximer, les modèles polynomiaux d’ordre trois ou plus 

peuvent se révéler instables (incertitude élevée sur l’estimation des coefficients), et de plus, le 

nombre d’expériences à réaliser pour construire de tels modèles croît rapidement avec le nombre de 

paramètres. Malgré tout, même si la réponse a globalement un comportement complexe, un simple 

modèle linéaire ou quadratique peut fournir localement une approximation satisfaisante. Pour des 

réponses non-linéaires, l’approche par krigeage [91] donne de meilleurs résultats que les modèles 

polynomiaux. Il s’agit d’une méthode d’interpolation qui consiste à approximer la réponse par un 

processus gaussien dont la moyenne représente la forme générale de la réponse et la covariance sa 
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régularité. En tant qu’interpolateur, le krigeage est particulièrement intéressant pour les expériences 

numériques puisqu’il passe par tous les points simulés. Cependant, l’estimation de ses paramètres 

nécessite de résoudre un problème d’optimisation globale non-linéaire, ce qui alourdit le temps de 

calcul. De plus, la construction des modèles de krigeage fait appel à une fonction de corrélation 

fixée à priori, mais rien ne permet d’aider l’utilisateur dans le choix de cette fonction [89]. Parmi les 

autres méta-modèles non-linéaires, les fonctions à base radiale constituent également une alternative 

intéressante puisqu’il s’agit de méthodes d’interpolation comme le krigeage, mais moins coûteuses 

en calcul [92]. D’autres types de méta-modèles non-linéaires sont envisageables comme les réseaux 

de neurones [93], les modèles posynomiaux [94, 95], les machines à vecteurs de support [96] ou la 

régression par splines multiples et adaptives (MARS). Enfin, lorsque le nombre de paramètres est 

élevé, des méthodes combinant modélisation et réduction du coût calculatoire ont été développées. 

On peut citer par exemple les modèles de poursuite de projection [97, 98] qui approximent la ré-

ponse par une somme de fonctions unidimensionnelles, le développement en polynôme de chaos 

[99, 100] si les paramètres sont des variables aléatoires ou encore les techniques de réduction 

d’ordre des modèles [101, 102]. Dans [90], différents modèles ont été comparés suivant les critères 

énoncés plus haut et ont été repris dans le Tableau 4.1. Il ressort de cette étude que les modèles po-

lynomiaux sont bien adaptés pour les modèles numériques qui ont peu de paramètres en entrée et 

sont faiblement non-linéaires. Nous avons donc retenu ce type de méta-modèle pour approximer 

localement les performances de circuits analogiques basiques (moins de vingt transistors, fonction-

nement continu). 

Tableau 4.1 : Comparaison de différents types de méta-modèles en fonction de la dimension (nombre de 

paramètres) et du degré de non-linéarité du modèle numérique à approximer d’après [90] 

 

Non-linéarité du 
modèle numérique 

Faible Elevée 

Dimension du 
modèle numérique 

Faible Polynômes Fonctions à base radiale 

Elevée Krigeage Fonctions à base radiale 

 

c) Les plans d’expériences classiques et numériques 

Défini t ions 

La méthode dite des plans d’expériences peut être définie au sens large comme la mise en place 

d’une campagne d’essais afin d’extraire un maximum de renseignements à partir d’un minimum 

d’expérimentations pour répondre à un problème donné [103, 104]. Un plan d’expériences se com-
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pose donc d’un certain nombre d’essais, chaque essai correspondant à une combinaison particulière 

de valeurs des paramètres d’entrée. Dans la théorie des plans d’expériences, les paramètres d’entrée 

et la grandeur étudiée sont respectivement appelés « facteurs » et « réponse », tandis que le terme 

« niveau » est utilisé pour désigner les valeurs auxquelles ces facteurs sont fixés. Lors de la mise en 

place d’un plan d’expériences, on limite l’étude de chaque facteur à un intervalle de valeurs appelé 

domaine de variation ; le produit cartésien des domaines de variation de chaque facteur forme le 

domaine d’étude. Par la suite, ce domaine d’étude correspondra au domaine de validité du méta-

modèle créé à partir du plan d’expériences. De plus, afin d’avoir des représentations matricielles 

plus générales, mais également pouvoir comparer directement l’effet des facteurs, une transforma-

tion est appliquée aux facteurs d’origine de telle sorte que le domaine de variation des nouveaux 

facteurs corresponde à l’intervalle normalisé [-1, +1]. Cette transformation revient à effectuer le 

changement d’origine et d’unité suivant : 

 [ ] [ ]
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 +−=→

+−→  (4.2) 

où iX  est le facteur d’origine, iX  et iX  les bornes de son domaine de variation, et inX  le nou-

veau facteur normalisé. Enfin, il est possible de définir un plan d’expériences sous forme matricielle 

par un tableau appelé matrice des essais donnant les niveaux des facteurs (cf. Figure 4.3(a)). S’il y a 

au plus trois facteurs, une représentation graphique des essais (cf. Figure 4.3(b)) est également pos-

sible en représentant chaque facteur sur un axe gradué et orienté dans l’espace, et en représentant 

chaque essai par un point dont les coordonnées sont définies par la matrice des essais. 

 

 X1 X2 

Essai n°1 +1 +1 

Essai n°2 -0.5 -0.5 

 

(a) 

X1 +1 

+1 

0 

X2 

Domaine 
d’étude 

-1 

-1 

 

(b) 

Figure 4.3 : Représentations matricielle (a) et graphique (b) d’un plan d’expériences comportant deux 

facteurs et deux essais 
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Plans d’expériences classiques 

Historiquement les plans d’expériences furent introduits dans les années 1920 par R.A. Fisher et 

d’abord appliqués à l’agronomie [105]. Dans les années 1950, ils furent étendus au domaine médi-

cal, ainsi qu’au secteur industriel afin d’établir une relation entre une grandeur physique et plusieurs 

facteurs permettant ainsi de déterminer l’influence respective de ces facteurs ou d’optimiser un pro-

cédé (méthodologie de « Response Surface Modeling » [106], approche qualité de Taguchi [107] 

par exemple). Lorsque la grandeur étudiée concerne un phénomène physique (rendement d’une par-

celle agricole, efficacité d’un médicament, robustesse d’un produit manufacturier), on parle de 

plans d’expériences classiques. Dans le cas des plans d’expériences classiques, la relation entre la 

grandeur d’intérêt et les paramètres d’entrée est généralement représentée par un modèle linéaire ou 

quadratique. L’intérêt des plans d’expériences est alors de définir, pour un type de modèle donné, le 

nombre minimum et l’emplacement des essais dans le domaine d’étude permettant d’estimer les 

coefficients du modèle avec la meilleure précision possible. Les points expérimentaux de ce type de 

plan sont donc généralement situés sur le bord du domaine expérimental afin de minimiser l’erreur 

sur les coefficients du modèle obtenus par régression linéaire. Dans le cas des plans d’expériences 

physiques, chaque essai est entaché d’une erreur expérimentale. La régression linéaire basée sur le 

critère des moindres carrés a donc pour résultat de lisser cette erreur expérimentale. 

Plans d’expériences numériques 

Dans le cas d’un modèle numérique, les réponses sont déterministes, il n’y a pas d’erreur expé-

rimentale. C’est pour cette raison que le modèle de krigeage, basé sur une méthode d’interpolation, 

et qui passe donc par tous les points simulés, est particulièrement bien adapté aux expériences nu-

mériques. Les plans d’expériences numériques mis en œuvre pour ce type de modèle (hypercubes 

latins, tableaux orthogonaux, etc.) sont constitués de points de simulation répartis de façon uniforme 

dans le domaine d’étude afin de détecter d’éventuelles irrégularités à l’intérieur du domaine. 

Comme nous l’avons vu, les méta-modèles envisagés pour approximer les performances de cir-

cuits analogiques sont des modèles polynomiaux. Ce type de méta-modèle est généralement cons-

truit à partir des plans d’expériences classiques qui sont traditionnellement appliqués à des expé-

riences physiques. Dans le cadre de cette thèse, nous allons donc appliquer ces plans d’expériences 

classiques à des simulations numériques. 

d)  L’évaluation des valeurs de la réponse 

Une simulation est réalisée pour chaque essai du plan d’expériences afin de calculer la valeur de 

la réponse correspondante. Il y a donc autant de simulations réalisées que d’essais dans le plan 

d’expériences. Dans certains cas, il peut être intéressant d’appliquer une transformation (log(), 
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exp(), etc.) sur les valeurs de la réponse du simulateur afin d’améliorer la qualité de 

l’approximation. 

e) L’estimation des paramètres du méta-modèle 

Une fois que tous les essais du plan d’expériences ont été simulés et les valeurs de la réponse ex-

traites, les paramètres du méta-modèle peuvent alors être estimés. Suivant le type de méta-modèle, 

différentes méthodes d’estimation existent : 

− la régression multilinéaire basée sur l’estimateur des moindres carrés (méta-modèles polyno-

miaux) 

− l’estimateur du maximum de vraisemblance (modèles de krigeage) 

− la rétropropagation (réseaux de neurones) 

− l’entropie (arbres de décision) 

f)  La validation du méta-modèle 

Méthodes statistiques 

La dernière étape dans la construction d’un méta-modèle consiste à tester sa précision par rap-

port au modèle numérique qu’il approxime. Dans le cas des expériences physiques, la mise en place 

de procédures, comme la répétition d’essais au centre du domaine d’étude pour estimer l’erreur ex-

périmentale, associées à des tests statistiques (analyse de la variance) permet d’obtenir un certain 

nombre d’informations pour valider le modèle. Cependant, pour des expériences numériques, il n’y 

a pas d’erreur expérimentale et la répétition d’essais en un point est sans intérêt puisque ceux-ci 

donnent le même résultat. 

Val idation croisée 

Dans le cas des expériences numériques, les méthodes de validation croisée semblent bien adap-

tées. Elles consistent à construire des méta-modèles sur des sous-ensembles disjoints d’essais du 

plan d’expériences, puis à estimer la précision de chacun des méta-modèles à partir des essais qui 

n’ont pas été utilisés pour sa construction. Un cas particulier de validation croisée est le « leave-

one-out » où les sous-ensembles utilisés correspondent au plan d’expériences initial privé d’un essai 

qui est différent à chaque fois. L’algorithme du « leave-one-out » est illustré sur la Figure 4.4. Plus 

la variance de validation croisée VVC est faible, plus l’erreur de prédiction du méta-modèle sera 

faible. 
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E est l’ensemble des essais du plan d’expériences : E = {e1, …, en} 
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Figure 4.4 : Algorithme de validation croisée « leave-one-out » 

Critères proposés 

Cependant, lorsqu’il s’agit des plans d’expériences classiques pour approximer des méta-

modèles polynomiaux, le fait de retirer un essai du plan détruit sa structure, il ne possède alors plus 

les propriétés nécessaires pour fournir une bonne approximation des coefficients du modèle [89]. Il 

faut donc avoir recours à des essais supplémentaires, différents de ceux utilisés pour construire le 

modèle. La précision du méta-modèle est ainsi testée à partir d’autres critères de validation comme 

l’erreur quadratique moyenne RMSE (« Root Mean Square Error » en anglais), l’erreur absolue 

maximum MAX ou encore le coefficient R² [92] : 
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où iŷ  est la valeur prédite par le méta-modèle, yi la valeur simulée (réelle), y  la moyenne des 

valeurs réelles et N le nombre d’essais supplémentaires. Les critères RMSE et R² permettent de ju-

ger de la précision globale du méta-modèle, tandis que le critère MAX caractérise sa précision lo-

cale. Dans la suite de cette thèse, nous utiliserons ces critères pour valider les méta-modèles poly-

nomiaux générés à partir des plans d’expériences. 
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4.2.3 Modèles polynomiaux d’ordre 1 et 2 

Etant donné leur construction aisée et la qualité de leurs prédictions locales, les méta-modèles 

polynomiaux ont été retenus pour approximer les performances des circuits analogiques où une di-

zaine de paramètres peuvent être en jeu. Nous allons donc maintenant détailler la construction de 

ces méta-modèles et les plans d’expériences associés. 

a) Modèles l inéaires – Plans factoriels 

Les plans factoriels sont couramment utilisés pour construire des méta-modèles linéaires. 

Comme nous l’avons vu, la force des plans d’expériences réside dans le choix optimal des essais 

permettant d’estimer au mieux les coefficients du modèle. Pour les plans factoriels, le critère 

d’optimalité recherché est celui d’orthogonalité. Par la suite, nous traiterons trois types de modèles 

linéaires ainsi que les plans associés : les modèles linéaires complets, les modèles linéaires avec 

interactions d’ordre un et les modèles linéaires sans interactions. 

Critère d’optimalité des plans factoriels :  l ’orthogonalité 

Pour introduire le principe d’orthogonalité, on considère un plan d’expériences qui comporte n 

essais. La simulation de tous les essais permet d’obtenir n valeurs de la réponse. Cette réponse est 

ensuite approximée par un polynôme comportant q coefficients qui sont les inconnues du système 

suivant : 

 εXAY +=  (4.6) 

où Y est le vecteur des réponses, X la matrice du modèle qui dépend du plan d’expériences et du 

type de modèle, A le vecteur des coefficients polynomiaux et ε le vecteur des écarts modélisés par 

des variables aléatoires non-corrélées, de moyenne nulle et d’écart type σ. Il s’agit donc d’un sys-

tème de n équations à q inconnues, ce qui impose au plan d’expériences d’avoir au moins autant 

d’essais qu’il y a de coefficients dans le modèle pour résoudre ce système par la méthode des 

moindres carrés. Cette méthode d’estimation consiste à déterminer les valeurs des coefficients qui 

minimisent la somme des carrés des écarts. Les valeurs des coefficients qui satisfont à ce critère 

sont données par l’estimateur des moindres carrés : 

 ( ) YXXXA
1 TT −=  (4.7) 

La matrice de variance-covariance associée à A est, quant à elle, définie par [104] : 

 ( ) ( ) 12 −= XXΑ TVar σ  (4.8) 
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Cette matrice symétrique donne l’erreur sur les coefficients du modèle : les termes diagonaux 

correspondent à la variance des coefficients et les termes non-diagonaux à leur covariance. Il appa-

raît donc que l’erreur sur les coefficients dépend directement de la matrice du modèle X et donc des 

essais du plan d’expériences. C’est là le point fondamental de la théorie des plans d’expériences : 

identifier les essais à réaliser qui vont minimiser l’erreur sur les coefficients. Ainsi, on peut démon-

trer que si la matrice X est une matrice d’Hadamard, l’erreur sur les coefficients est minimale. Les 

matrices d’Hadamard, du nom du mathématicien français Jacques Hadamard (1865-1963), sont des 

matrices carrées orthogonales dont les termes sont -1 ou 1. L’expression (4.8) devient alors : 

 ( ) nIA nVar 2σ=  (4.9) 

où I n est la matrice identité et n le nombre d’essais du plan d’expériences. Ainsi, si X est une ma-

trice d’Hadamard, la matrice de variance-covariance est une matrice diagonale ; les termes de cova-

riance sont nuls. Les coefficients sont donc estimés de façon indépendante et l’on peut démontrer 

que leur variance est minimale [108]. 

Les modèles linéaires sont donc construits à partir de plans d’expériences qui satisfont à deux 

critères : 

− le nombre d’essais est au moins égal au nombre de coefficients du modèle, 

− leur structure est basée sur des matrices d’Hadamard dont l’orthogonalité permet d’estimer les 

coefficients du modèle avec la meilleure précision possible. 

Modèle l inéaire complet – Plans factoriels complets 2k 

Le modèle linéaire complet est un polynôme du premier degré. Pour trois facteurs, il a la forme 

suivante : 

 3211233223311321123322110
ˆ XXXcXXcXXcXXcXbXbXbaY +++++++=  (4.10) 

où a0 est le terme constant, b1, b2 et b3 sont les coefficients des termes linéaires, c12, c13 et c23 

sont les coefficients des interactions d’ordre 1, enfin c123 est le coefficient de l’interaction d‘ordre 2. 

S’il y a k facteurs à étudier, le modèle linéaire complet comporte donc 1 terme constant, k coeffi-

cients pour les termes linéaires et k
kkk CCC +++ ...32  coefficients pour toutes les interactions. Ainsi, 

d’après la formule du binôme de Newton, le nombre total de coefficients à estimer est égal à 2k. Les 

plans d’expériences requis pour construire un modèle linéaire complet comportent donc au mini-

mum 2k essais ; ces plans sont appelés plans factoriels complet 2k. Chaque facteur pouvant prendre 

2 niveaux, ils se construisent en étudiant toutes les combinaisons de niveaux possibles. Pour trois 

facteurs, un plan factoriel 23 comportera 8 essais ; sa matrice des essais est donnée par le Tableau 
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4.2. Avant d’estimer les coefficients du modèle par régression linéaire, il faut construire la matrice 

du modèle, notée X dans l’expression (4.7) : la colonne a0 est associée au terme constant du modèle, 

les colonnes X1, X2, X3 correspondent à la matrice des essais, tandis que les colonnes suivantes sont 

obtenues en multipliant ligne à ligne les colonnes de la matrices des essais pour représenter toutes 

les interactions du modèle. La matrice du modèle est donnée par le Tableau 4.3. On peut démontrer 

qu’il s’agit d’une matrice d’Hadamard. Les coefficients du modèle peuvent ensuite être calculés 

avec l’estimateur des moindres carrés (4.7) à partir de la matrice du modèle et des valeurs de la ré-

ponse aux points du plan d’expériences. 

Tableau 4.2 : Matrice des essais d’un plan factoriel complet 23 

 X1 X2 X3 

Essai n°1 -1 -1 -1 

Essai n°2 +1 -1 -1 

Essai n°3 -1 +1 -1 

Essai n°4 +1 +1 -1 

Essai n°5 -1 -1 +1 

Essai n°6 +1 -1 +1 

Essai n°7 -1 +1 +1 

Essai n°8 +1 +1 +1 

 

Tableau 4.3 : Matrice du modèle linéaire complet 

 a0 X1 X2 X3 X1X2 X1X3 X2X3 X1X2X3 

Essai n°1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 

Essai n°2 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 

Essai n°3 +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai n°4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 

Essai n°5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

Essai n°6 +1 +1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 

Essai n°7 +1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 

Essai n°8 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

 

En plus d’être orthogonaux, les plans factoriels complets présentent l’avantage d’être faciles à 

construire. Cependant le nombre d’essais augmente de façon exponentielle avec le nombre de fac-

teurs (cf. Figure 4.5). 
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Modèle l inéaire avec interactions d’ordre 1 – Plans factoriels fractionnaires de 

résolution V 

Un plan factoriel complet permet d’estimer, à partir de 2k essais, les effets des facteurs, mais éga-

lement les interactions d’ordre 1, les interactions d’ordre 2 et toutes les interactions d’ordre supé-

rieur. Or les interactions d’ordre 2, et plus, sont souvent négligeables ; les essais du plan 

d’expériences permettant d’estimer ces interactions pourraient donc être épargnés. Une solution 

consiste donc à mettre en place des plans fractionnaires : ce sont des plans factoriels dont le nombre 

d’essais a été divisé par 2, 4 ou 2p par rapport à un plan complet. 

L’idée de ces plans est d’utiliser la matrice du modèle d’un plan factoriel complet et de regrou-

per (on dit aussi « aliaser ») les facteurs supplémentaires à étudier avec des interactions dont on 

peut supposer que plus leur ordre est élevé plus elles sont négligeables. Ces groupes sont appelés 

« contrastes » ou « alias ». La notion de résolution permet de classer les plans fractionnaires en 

fonction des alias qui sont réalisés. Dans un plan de résolution III, l’effet d’un facteur est aliasé 

avec une ou plusieurs interactions d’ordre 1. Ce type de plan permet d’estimer les facteurs princi-

paux, mais ne donne aucune information sur l’effet des interactions. Dans un plan de résolution IV, 

l’effet d’un facteur est aliasé avec une interaction d’ordre 2 et les interactions d’ordre 1 sont aliasées 

entre elles. Ce type de plan permet d’obtenir une meilleure estimation des facteurs, mais ne permet 

pas toujours de conclure sur les interactions d’ordre 1. Enfin, dans les plans de résolution V, l’effet 

d’un facteur est aliasé avec une interaction d’ordre 3, tandis que les interactions d’ordre 1 sont alia-

sées avec des interactions d’ordre 2. Les plans de résolution V permettent d’estimer tous les fac-

teurs, ainsi que les interactions d’ordre 1. Plus la résolution d’un plan est élevée, meilleure est la 

quantification des facteurs et des interactions, mais plus d’essais sont nécessaires. 

En supposant que les interactions d’ordre supérieur ou égal à 2 sont négligeables, le modèle li-

néaire avec les interactions d’ordre 1 est le suivant : 

 ∑∑∑
−

= +==

++=
1

1 11
0

ˆ
k

i

k

iq
qiiq

k

i
ii XXcXbaY  (4.11) 

où k est le nombre de facteurs, a0 le terme constant, bi sont les coefficients des termes linéaires et 

ciq les coefficients des interactions d’ordre 1. Ce modèle comporte 21 kCk ++  coefficients ; le plan 

fractionnaire associé doit donc comporter au moins autant d’essais. La construction de ces plans fait 

appel à la théorie des alias [103, 104] qui ne sera pas développée ici. De nombreux logiciels comme 

Matlab [109] ou Design Expert [110] permettent de bâtir de tels plans. La structure des plans frac-

tionnaires reste basée sur des matrices d’Hadamard et satisfait donc au critère d’orthogonalité. Les 

plans factoriels fractionnaires sont notés plans 2k-p = 2k/2p où 2k correspond au plan complet pour 
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étudier k facteurs qui a été réduit de 2p essais. Pour l’étude de cinq facteurs, un plan factoriel com-

plet nécessiterait 25 = 32 essais. Avec un plan factoriel fractionnaire 25-1 de résolution V, les effets 

de tous les facteurs et des interactions d’ordre 1 peuvent être estimés avec 16 essais seulement ; le 

nombre d’essais a donc été divisé par deux par rapport à celui d’un plan factoriel complet. La ma-

trice des essais du plan fractionnaire est donnée par le Tableau 4.4. La matrice du modèle nécessaire 

pour estimer les coefficients par régression linéaire (4.7) se bâtit de la même façon que pour les 

plans complets : reprendre la matrice des essais en lui ajoutant les colonnes correspondant aux inte-

ractions (cf. Tableau 4.5). 

Tableau 4.4 : Matrice des essais d'un plan factoriel fractionnaire 25-1 

 X1 X2 X3 X4 X5 

Essai n°1 -1 -1 -1 -1 +1 

Essai n°2 +1 -1 -1 -1 -1 

Essai n°3 -1 +1 -1 -1 -1 

Essai n°4 +1 +1 -1 -1 +1 

Essai n°5 -1 -1 +1 -1 -1 

Essai n°6 +1 -1 +1 -1 +1 

Essai n°7 -1 +1 +1 -1 +1 

Essai n°8 +1 +1 +1 -1 -1 

Essai n°9 -1 -1 -1 +1 -1 

Essai n°10 +1 -1 -1 +1 +1 

Essai n°11 -1 +1 -1 +1 +1 

Essai n°12 +1 +1 -1 +1 -1 

Essai n°13 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai n°14 +1 -1 +1 +1 -1 

Essai n°15 -1 +1 +1 +1 -1 

Essai n°16 +1 +1 +1 +1 +1 
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Tableau 4.5 : Matrice du modèle linéaire avec interactions d’ordre 1 

 a0 X1 X2 X3 X4 X5 X1X2 X1X3 X1X4 X1X5 X2X3 X2X4 X2X5 X3X4 X3X5 X4X5 

Essai 
n°1 

+1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 

Essai 
n°2 

+1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

Essai 
n°3 

+1 -1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai 
n°4 

+1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 

Essai 
n°5 

+1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

Essai 
n°6 

+1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 

Essai 
n°7 

+1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 

Essai 
n°8 

+1 +1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 

Essai 
n°9 

+1 -1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 

Essai 
n°10 

+1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 

Essai 
n°11 

+1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 

Essai 
n°12 

+1 +1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 

Essai 
n°13 

+1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai 
n°14 

+1 +1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 

Essai 
n°15 

+1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 

Essai 
n°16 

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

 

Un modèle linéaire avec les interactions d’ordre 1 peut donc être construit à partir d’un plan fac-

toriel fractionnaire de résolution V. Ces plans présentent l’avantage de nécessiter moins d’essais 

que les plans factoriels complets (cf. Figure 4.5), tout en conservant la propriété d’orthogonalité. 
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Modèle l inéaire sans interactions – Plans de Plackett-Burman 

Le dernier type de modèle linéaire présenté est le modèle purement additif qui ne comporte au-

cune interaction : 

 ∑
=

+=
k

i
ii XbaY
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ˆ  (4.12) 

où k est le nombre de facteurs, a0 le terme constant et bi sont les coefficients des termes linéaires. 

Le modèle linéaire sans interactions se compose donc de k+1  coefficients. Les plans mis en place 

pour construire ce type de modèle sont des plans de résolution III ; les plus connus d’entre eux sont 

les plans de Plackett-Burman [111]. Le principal avantage de ces plans est d’être très économiques 

en termes d’essais puisqu’ils ne requièrent au maximum que quatre essais de plus que le nombre de 

facteurs à étudier (leur nombre d’essais est un multiple de quatre). De plus, la matrice du modèle 

associée à ces plans est basée sur une matrice d’Hadamard ; Les plans de Plackett-Burman respec-

tent donc le critère d’orthogonalité. La construction de ces plans est relativement simple : elle est 

basée sur la permutation circulaire d’un motif initial [104]. Pour étudier sept facteurs, la matrice des 

essais et la matrice du modèle sont données respectivement par le Tableau 4.6 et le Tableau 4.7. 

Tableau 4.6 : Matrice des essais d'un plan de Plackett-Burman avec sept facteurs 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

Essai n°1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 

Essai n°2 -1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 

Essai n°3 -1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 

Essai n°4 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 

Essai n°5 -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai n°6 +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 

Essai n°7 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 

Essai n°8 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 
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Tableau 4.7 : Matrice du modèle linéaire sans interactions avec sept facteurs 

 a0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

Essai n°1 +1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 

Essai n°2 +1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 

Essai n°3 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 

Essai n°4 +1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 

Essai n°5 +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai n°6 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 

Essai n°7 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 

Essai n°8 +1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

 

Le principal intérêt des plans de Plackett-Burman est de quantifier en peu d’essais l’influence de 

chaque facteur, l’influence d’un facteur étant donnée par la valeur de son coefficient dans le mo-

dèle. Ces plans sont généralement mis en place au début de la démarche de modélisation pour ré-

duire le nombre de facteurs en supprimant les facteurs dont l’influence est négligeable sur la ré-

ponse. On parle alors de plans « de criblage » (« screening » en anglais). 

Coût calculatoire des différents plans factoriels 

Le coût calculatoire pour construire un méta-modèle dépend du coût pour réaliser la simulation 

des plans d’expériences et du coût de la régression linéaire pour calculer les coefficients du méta-

modèle. Lorsque le nombre de facteurs est faible, le coût de la régression linéaire est généralement 

négligeable devant le coût des essais du plan d’expériences à simuler. Le Tableau 4.8 donne le 

nombre d’essais à réaliser pour les trois plans factoriels qui ont été présentés en fonction du nombre 

de facteurs étudiés. Le coût calculatoire des différents plans est également illustré par la Figure 4.5. 

D’un côté, les plans de Plackett-Burman nécessitent peu d’essais mais ne permettent d’analyser que 

les effets des facteurs principaux. De l’autre, les plans factoriels complets permettent de construire 

des modèles linéaires avec toutes les interactions au prix d’un très grand nombre de simulations. Il 

ressort donc que les plans factoriels fractionnaires de résolution V constituent un bon compromis : 

ils permettent de construire des modèles linéaires avec les interactions d’ordre 1 à partir de moins 

d’essais que les plans complets. Cependant, le modèle mathématique associé à ce type de plan est 

un polynôme du premier degré ; pour approximer des réponses plus complexes il faut avoir recours 

à un polynôme du second degré. 
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Tableau 4.8 : Coût calculatoire des plans factoriels en termes d'essais 

 Plans 

Nombre de 
facteurs 

Plackett-
Burman 

Fractionnaires Complets 

1 2 2 2 

2 4 4 4 

3 4 8 8 

4 8 16 16 

5 8 16 32 

6 8 32 64 

7 8 64 128 

8 12 64 256 

9 12 128 512 

0
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Figure 4.5 : Nombre d'essais des plans de Plackett-Burman, des plans fractionnaires et des plans complets 

en fonction du nombre de facteurs étudiés. 

b)  Modèle quadratique – Plans composites centrés 

Si le modèle linéaire avec interactions n’est pas suffisant pour approximer la réponse du simula-

teur, un modèle quadratique peut se révéler plus adapté. Les plans composites centrés sont couram-

ment utilisés pour construire de tels modèles à cause de leur approche séquentielle, comme nous 

allons l’expliquer. 
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Modèle quadratique avec interactions d’ordre 1 

Un modèle quadratique avec les interactions d’ordre 1 peut s’exprimer sous la forme générale 

suivante : 

 ∑∑∑∑
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= +==

+++=
k

i
ii

k
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k

iq
qiiq

k

i
ii XcXXcXbaY
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1 11
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ˆ  (4.13) 

où k est le nombre de facteurs, a0 le terme constant, bi sont les coefficients des termes linéaires, 

ciq les coefficients des interactions d’ordre 1 et ci les coefficients des termes quadratiques. Ce mo-

dèle comporte donc 221 kCk ++  coefficients à estimer. 

Plans composites centrés 

Pour estimer la courbure du modèle quadratique, les essais à mener doivent être répartis sur au 

moins trois niveaux. Parmi les plans de trois niveaux ou plus, les plans composites centrés [112] 

sont souvent utilisés à cause de leur construction séquentielle. Ces plans se composent : 

− d’un plan factoriel complet ou fractionnaire (points rouges sur la Figure 4.6) pour estimer les 

coefficients des termes linéaires et des interactions, 

− de points en étoile augmentés d’un point au centre (points bleus sur la Figure 4.6) pour esti-

mer les coefficients des termes quadratiques. Il y a deux points en étoile par facteur ; ces 

points ont pour valeurs –α et +α. 

Le nombre total d’essais à réaliser est donc égal à kN f 21++  où Nf est le nombre d’essais du 

plan factoriel. Le plan composite centré implémenté pour l’étude de deux facteurs est illustré par la 

Figure 4.6. Sa matrice des essais est représentée par le Tableau 4.9 et sa matrice du modèle par le 

Tableau 4.10. 
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+1

-α +1
X1

X2

-α
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Figure 4.6 : Plan composite centré avec deux facteurs. 
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Tableau 4.9 : Matrice des essais d'un plan composite centré à deux facteurs 

 X1 X2 

Essai n°1 -1 -1 

Essai n°2 +1 -1 

Essai n°3 -1 +1 

Essai n°4 +1 +1 

Essai n°5 0 0 

Essai n°6 –α 0 

Essai n°7 +α 0 

Essai n°8 0 –α 

Essai n°9 0 +α 

Tableau 4.10 : Matrice du modèle quadratique avec deux facteurs 

 a0 X1 X2 X1X2 
2
1X  2

2X  

Essai n°1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 

Essai n°2 +1 +1 -1 -1 +1 +1 

Essai n°3 +1 -1 +1 -1 +1 +1 

Essai n°4 +1 +1 +1 +1 +1 +1 

Essai n°5 +1 0 0 0 0 0 

Essai n°6 +1 –α 0 0 +α2 0 

Essai n°7 +1 +α 0 0 +α2 0 

Essai n°8 +1 0 –α 0 0 +α2 

Essai n°9 +1 0 +α 0 0 +α2 

 

Critère d’optimalité 

Dans le cas des plans composites, la matrice du modèle n’est plus une matrice d’Hadamard, le 

critère d’orthogonalité n’est donc pas vérifié (sauf dans certains cas très particuliers). Un autre cri-

tère d’optimalité est donc recherché pour ces plans : il s’agit en général de l’isovariance par rota-

tion. Ce critère consiste à assurer que la variance des réponses prédites par le modèle est identique 

pour les points situés à la même distance du centre du domaine d’étude. L’isovariance est atteinte 

lorsque le paramètre α des points en étoile vérifie [104] : 

 ( )4

1

fN=α  (4.14) 
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où Nf est le nombre d’essais du plan factoriel. Les facteurs d’un tel plan composite sont donc ré-

partis sur cinq niveaux, ce qui les rend plus complexes à mettre en œuvre. Des plans plus simples 

peuvent être obtenus en fixant la valeur du paramètre α à 1 ; il n’y a alors que trois niveaux par fac-

teurs, mais la propriété d’isovariance n’est plus vérifiée (cf. Figure 4.7). 
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+1

+1
X1

X2

 

Figure 4.7 : Plan composite centré avec α  = 1  

Construction séquentielle des plans composites centrés 

Le principal intérêt des plans composites centrés réside dans leur construction progressive. En 

effet, un plan factoriel complet ou fractionnaire peut être tout d’abord mis en place pour construire 

un modèle linéaire. Si ce modèle linéaire n’est pas assez précis pour prédire la réponse du simula-

teur, les essais du plan factoriel peuvent être réutilisés dans un plan composite pour construire un 

modèle quadratique ; seuls les points en étoile et le point au centre doivent alors être simulés. 

c) Validation des modèles 

La précision des modèles linéaires ou quadratiques est mesurée à partir des grandeurs présentées 

plus haut (RMSE, MAX et R²). Le calcul de ces grandeurs nécessite la simulation d’essais supplé-

mentaires en plus des essais simulés pour construire le modèle. Plusieurs choix sont possibles pour 

l’emplacement des essais supplémentaires. Une première possibilité peut consister à les prendre au 

hasard dans le domaine d’étude. Une seconde possibilité, plus efficace, consiste à placer ces points 

supplémentaires de telle manière qu’ils permettent de mesurer la précision du modèle loin des 

points ayant servi à sa construction. Dans le cas d’un modèle linéaire, les points supplémentaires 

peuvent correspondre aux points en étoile plus le point au centre (voir Figure 4.8(a)). Ainsi, en cas 

de non-validité du modèle linéaire, la construction d’un modèle quadratique par la suite ne deman-

dera pas d’autres simulations. Dans le cas d’un modèle quadratique, les points supplémentaires 

peuvent se répartir à équidistance des points intervenant dans la construction du modèle comme 

indiqué sur la Figure 4.8(b). En pratique, dans les circuits étudiés, un nombre d’essais supplémen-

taires égal à environ 10% du nombre d’essais du plan d’expériences est suffisant pour estimer cor-

rectement les différents critères de validation. 
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(b) 

Figure 4.8 : Emplacement des points supplémentaires (en vert) pour tester un modèle linéaire (a) ou qua-

dratique (b) 

d)  Comparaison des modèles polynomiaux 

Les caractéristiques des différents modèles que nous avons abordés sont résumées dans le Ta-

bleau 4.11. En termes de modélisation, les modèles les plus intéressants sont le modèle linéaire avec 

les interactions d’ordre 1 et le modèle quadratique. En effet, la prise en compte des interactions 

d’ordre 1 apporte plus de flexibilité pour approximer des réponses non-linéaires. De plus, en consi-

dérant comme négligeables les interactions d’ordre supérieur ou égal à 2, le modèle linéaire avec 

interactions d’ordre 1 possède moins de coefficients à estimer que le modèle linéaire complet ; le 

plan d’expériences mis en place pour le construire comporte donc moins d’essais. Quant au modèle 

quadratique, sa construction à partir d’un plan composite centré permet de réutiliser les simulations 

réalisées pour bâtir un modèle linéaire, diminuant ainsi le coût calculatoire. Il faut cependant rappe-

ler que les modèles polynomiaux restent intéressants tant que le nombre de facteurs n’excède pas la 

dizaine. En effet, au-delà de 21 facteurs il faut plus de 1000 simulations pour construire un modèle 

quadratique ; d’autres types de méta-modèles moins coûteux en calcul sont alors plus adaptés (kri-

geage, fonctions à base radiale). 
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Tableau 4.11 : Comparaison des caractéristiques des modèles linéaires et quadratiques 

 
Modèle linéaire 
sans interactions 

Modèle linéaire 
avec interactions 

d’ordre 1 

Modèle linéaire 
complet 

Modèle quadra-
tique avec interac-

tions d’ordre 1 

Nombre de  

facteurs 
k k k k 

Nombre de 

coefficients 
k+1  21 kCk ++  2k 221 kCk ++  

Plan 

d’expériences 
Plackett-Burman 

Factoriel frac-
tionnaire de réso-

lution V 
Factoriel complet Composite centré  

Nombre 

d’essais 
( )( ) 44Ent1 ×+ k  2k-p 2k kpk 212 ++−  

Propriétés 
Recherche des 

facteurs influents 
en peu d’essais 

Bon compromis 
entre la précision 
du modèle et le 
nombre d’essais 

Le nombre 
d’essais est pro-

hibitif 

Construction sé-
quentielle 

* Ent( ) représente la fonction partie entière 

 

4.2.4 Approximation des performances par des polynômes 

Dans ce travail de thèse, les méta-modèles utilisés pour approximer les performances des circuits 

analogiques seront des polynômes d’ordre un ou deux : 

 ( )Ε∆TC ,,ˆˆ fY =  (4.15) 

où Ŷ  est l’approximation d’une performance, f̂  correspond à un méta-modèle polynomial 

d’ordre un ou deux, tandis que C, ∆T et E correspondent respectivement au vecteur des paramètres 

de conception, au vecteur des variations des paramètres technologiques et au vecteur des paramètres 

environnementaux. Cette approche de modélisation des performances par des polynômes est iden-

tique à celle mise en place dans [28, 113]. 

Comme nous l’avons vu au §4.2.2b), les polynômes d’ordre un ou deux sont bien adaptés pour 

réaliser des approximations locales : sur des domaines d’étude trop larges, leurs prédictions peuvent 

être de moins bonne qualité en cas de non-linéarité de la réponse. Il se peut donc que le domaine de 

conception D et la région de tolérance des paramètres environnementaux RTE doivent être réduits 

pour construire une approximation polynomiale valide. En ce qui concerne la région de tolérance 

des variations des paramètres technologiques RT∆T (définie par les intervalles [-3σ, +3σ] de chaque 
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variation), elle ne peut en aucun cas être rétrécie afin de toujours tenir compte de toutes les varia-

tions possibles. Sur les circuits testés, les modèles quadratiques se sont avérés suffisants pour ap-

proximer les performances sur la région de tolérance des variations technologiques RT∆T. 

Une autre contrainte des polynômes est le nombre maximum de paramètres qui peuvent être con-

sidérés : au plus 20 (cf. §4.2.3), alors que les circuits analogiques peuvent dépendre de plusieurs 

centaines de paramètres. Cependant, rarement tous les paramètres ont une influence significative sur 

chaque performance. En effet, pour une performance donnée, seule une poignée d’entre eux ont un 

impact non-négligeable. Ces paramètres influents peuvent être facilement identifiés grâce à un plan 

de criblage peu coûteux en simulations de type Plackett-Burman et une analyse de sensibilité. Cette 

approche permet alors de réduire le nombre de paramètres à considérer dans la construction des 

méta-modèles polynomiaux des performances. 

4.3 Estimation des bornes de variation des 

performances 

Dans la partie précédente, nous avons vu comment approximer les performances d’un circuit 

analogique par des modèles linéaires ou quadratiques. Dans cette partie, nous nous intéressons à 

l’impact des variations paramétriques ∆T sur les performances, pour des valeurs de paramètres de 

conception C et environnementaux E données. Les méta-modèles des performances sont donc de la 

forme : ( )∆T
00 T,CfY ˆˆ = . De plus, nous considérons que les variations technologiques ∆T sont dis-

tribuées selon des lois normales de moyenne nulle et de matrice de covariance Σ. A présent, nous 

allons expliquer les méthodes mises en place pour estimer les bornes de variation des performances 

(valeurs « pire-cas »), d’une part pour des modèles linéaires sans interactions, d’autre part pour des 

modèles linéaires avec interactions ou des modèles quadratiques. 

4.3.1 Bornes de variation des performances – Valeurs pire-

cas 

La méthode proposée dans cette thèse pour caractériser la variabilité d’une performance consiste 

à définir son domaine de variation. En effet, en modélisant une performance par une variable aléa-

toire Y de densité de probabilité fY(y), on peut alors calculer la probabilité p que Y appartienne à 

l’intervalle [a, b[ : 

 ( ) ( )∫=<≤=
b

a Y dyyfbYaPp  (4.16) 
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En se basant sur cette définition, on peut considérer le domaine de variation d’une performance 

comme un intervalle [a, b[ qui a une probabilité p de contenir les valeurs de la performance. Pour 

l’analyse de variabilité des circuits, toutes les valeurs possibles d’une performance, en particulier 

les valeurs extrêmes, doivent être prises en compte ; l’intervalle considéré doit donc englober la 

quasi-totalité des valeurs. Ainsi en prenant les 1er et 99ème centiles de la distribution de la perfor-

mance comme bornes du domaine de variation, la probabilité de contenir les valeurs de la perfor-

mance sera égale à 0.98 (cf. Figure 4.9). Ces bornes sont appelées valeurs « pire-cas » de la perfor-

mance : la borne inférieure est notée minŶ  et la borne supérieure maxŶ . L’objectif de la méthode pro-

posée pour analyser la variabilité des circuits analogiques est d’estimer directement ces valeurs 

pire-cas. 

 

Densité de 
probabilité  

Performance  1er 
centile 

P = 0.98 

99ème 
centile 

 

Figure 4.9 : Bornes de variation d’une performance 

4.3.2 Modèle linéaire sans interactions 

Nous allons tout d’abord nous intéresser à l’estimation des valeurs pire-cas dans le cas d’un mo-

dèle linéaire sans interactions. Soit une performance Y approximée par un modèle linéaire sans inte-

ractions Ŷ : 

 ∑
=

+=
k

i
ii XbaY

1
0

ˆ  (4.17) 

où les Xi sont des variables aléatoires (qui représentent les variations des paramètres technolo-

giques). Si ces variables aléatoires sont distribuées selon des lois normales de moyenne nulle et de 

matrice de covariance Σ, alors l’approximation Ŷ  est également une loi normale. En écrivant 

l’expression (4.17) sous forme matricielle : 

 XBTaY += 0
ˆ  (4.18) 

où B est le vecteur des coefficients linéaires du modèle et X le vecteur des variables aléatoires, la 

moyenne 
Ŷ

µ  et la variance 2
Ŷ

σ  de Ŷ sont alors données par les expressions (4.19) et (4.20). 
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  0ˆ a
Y

=µ  (4.19) 

 ΣBBT

Y
=2

ˆσ  (4.20) 

Les 1er et 99ème centiles de Ŷ  peuvent alors se calculer à partir des expressions (4.21) et (4.22) : 

 
YY

ZYY ˆ01.0ˆ01.0min
ˆˆ σµ +==  (4.21) 

 
YY

ZYY ˆ99.0ˆ99.0max
ˆˆ σµ +==  (4.22) 

où Z0.01 et Z0.99 sont respectivement les 1er et 99ème centiles d’une loi normale centrée réduite 

N(0,1). L’estimation des valeurs pire-cas pour un modèle linéaire sans interactions est donc relati-

vement simple : seules la moyenne et la variance sont nécessaires pour caractériser une loi normale 

et ainsi calculer les centiles correspondant aux valeurs pire-cas. 

4.3.3 Modèle linéaire avec interactions et modèle quadra-

tique – Développement limité de Cornish-Fisher 

Dans le cas d’un modèle linéaire avec interactions ou d’un modèle quadratique, il n’y a plus de 

linéarité entre l’approximation de la performance Ŷ  et les paramètres technologiques. La distribu-

tion de Ŷ  ne suit donc pas une loi normale. La moyenne et la variance seules ne permettent alors 

pas d’estimer les valeurs pire-cas. Cependant, nous allons montrer dans cette partie qu’il est pos-

sible d’estimer ces valeurs extrêmes à partir des cumulants de Ŷ  et du développement limité de 

Cornish-Fisher. 

a) Forme quadratique – loi du χ² 

Le calcul des cumulants d’une forme quadratique n’est pas immédiat. Il faut au préalable appli-

quer une transformation afin d’exprimer le modèle quadratique sous la forme d’une somme de va-

riables aléatoires indépendantes qui suivent des lois du χ² [114, 115]. 

Soit une performance Y approximée par un modèle linéaire avec les interactions d’ordre 1 (4.23) 

ou par un modèle quadratique (4.24) : 
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où les Xi sont des variables aléatoires qui suivent des lois normales de moyenne nulle et de ma-

trice de covariance Σ. Les expressions (4.23) et (4.24) peuvent s’écrire plus généralement sous la 

forme matricielle suivante : 

 CXXXB TTaY
2

1ˆ
0 ++=  (4.25) 

où B est le vecteur des coefficients linéaires, C une matrice carrée représentant les coefficients 

quadratiques (termes diagonaux) ainsi que les interactions (termes non-diagonaux) et X le vecteur 

des variables aléatoires normales. 

Soit Z une matrice qui vérifie : 

 ΣZZ =T  (4.26) 

Cette matrice Z peut être obtenue en appliquant la factorisation de Cholesky. On diagonalise la 

matrice ZTCZ en déterminant une matrice de passage orthogonale U dont les vecteurs colonnes sont 

les vecteurs propres de ZTCZ. On a alors la relation suivante : 

 CCZUZU TT &=  (4.27) 

où C&  est une matrice diagonale. On définit alors le changement de variables suivant [114] : 

 XZUX 1T −=&  (4.28) 

où X&  est un vecteur de variables aléatoires de moyenne nulle : 
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et de matrice de covariance Σ&  : 
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 (4.30)  
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Ainsi la nouvelle variableX&  est un vecteur de variables aléatoires indépendantes qui suivent des 

lois normales centrées réduites N(0,1). En appliquant le changement de variables dans l’expression 

(4.25), on obtient : 
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 (4.31) 

avec BZUB TT=& . Avec ce changement de variables, la forme quadratique Ŷ  ne contient plus 

de termes d’interactions puisque la matrice C&  est diagonale. On peut donc écrire Ŷ sous la forme : 
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où les ib&  sont les composantes du vecteur B&  et les ic&  les termes diagonaux de la matrice C& . 

Puisque iX&  est une variable normale centrée réduite, chaque terme ( )2

iii Xcb &&& +  suit une loi du 

Khi-2 non-centrée ( )( )22 ,1 ii cb &&χ  (cf. Annexe A). Grâce à cette loi, dont on connaît la fonction ca-

ractéristique, on va pouvoir calculer les cumulants d’une forme quadratique. 

b)  Cumulants d’une forme quadratique 

Les cumulants nκ d’une variable aléatoire X sont obtenus à partir du logarithme de sa fonction 

caractéristique ( )tXϕ  (voir Annexe A) : 

  ( )( ) ( )( )jtX
X eEt lnln =ϕ  (4.33) 

Ils correspondent aux coefficients du développement en série de MacLaurin de (4.33) : 

 ( )( ) ( )
∑
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1 !
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Grâce au changement de variables (4.28), la forme quadratique Ŷ  (4.32) peut désormais 

s’exprimer à partir des variables aléatoires ( )2

iii Xcb &&& +  qui suivent une loi du Khi-2 non-centrée 

( )( )22 ,1 ii cb &&χ . La fonction caractéristique de cette loi s’écrit ainsi (cf. Annexe A) : 
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Avec (4.35), on peut donc calculer la fonction caractéristique de chaque terme 2

2

1
iiii XcXb &&&& +  de 

la forme quadratique (4.32) : 
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d’où l’on tire la fonction caractéristique de la forme quadratique Ŷ  : 
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puis son logarithme : 
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En introduisant les développements de MacLaurin de ( ) 11 −− x  et ( )x−1ln  dans (4.38), on obtient 

finalement les cumulants nκ  de Ŷ  [114]. Pour n = 1 : 
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où tr() est la trace d’une matrice. Pour :2≥n  
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Ainsi tous les cumulants d’une forme quadratique peuvent se calculer à partir de son terme cons-

tant a0, de ses coefficients B et C dans l’expression (4.25), et de la matrice de covariance Σ des va-

riables aléatoires normales. Le calcul de ces cumulants va nous permettre à présent d’estimer les 

bornes de variation des performances en utilisant le développement limité de Cornish-Fisher. 

c) Développement l imité de Cornish-Fisher 

L’approximation de Cornish-Fisher est un développement limité qui permet d’approcher le cen-

tile d’une distribution à partir de ses cumulants et du centile d’une loi normale. Historiquement, il 

fut développé en 1937 par E. A. Cornish (1909-1973) et R. A. Fisher (1890-1962) [116]. De nos 

jours, il est utilisé en mathématiques financières pour évaluer les risques dans les portefeuilles 

d’actions en présence de distributions non-gaussiennes [117]. Le développement de Cornish-Fisher 

se révèle en effet particulièrement bien adapté pour étudier les queues de telles distributions. 

Soit Y une variable aléatoire normalisée (moyenne nulle, variance égale à 1) et Yα son centile que 

l’on cherche à approximer et qui est associé à la probabilité α. Soit Z une variable aléatoire normale 

centrée réduite N(0,1) et Zα son centile associé à cette même probabilité α (cf. Figure 4.10). 

)(yfY

yαY

( ) αα =YFY

 
(a) 

)(zfZ

zαZ

( ) αα =ZFZ

 
(b) 

Figure 4.10 : Densité de probabilité de Y  (a) et d’une loi normale centrée réduite (b) 

L’approximation de Cornish-Fisher vise à déterminer la valeur de Yα qui vérifie [118] : 
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où fY et FY sont respectivement la densité de probabilité et la fonction de répartition de Y, tandis 

que fZ et FZ celles de Z. Le développement de Cornish-Fisher s’obtient à partir de (4.41) en ap-

proximant tout d’abord la fonction de répartition FY par le développement limité de Gram-Charlier 
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[118], puis en l’inversant pour déterminer ( ) αα YFY =−1 . Le développement limité de Cornish-Fisher 

avec les cinq premiers cumulants nκ  s’écrit alors [118] : 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ...175312
324

1

25
24

1
36

120

1

52
36

1
3

24

1
1

6

1

3
3

24

43
24

5
24

2
3

3
4

3
3

2

++−+

+−−+−+

−−−+−+=

κ

κκκ

κκκ

αα

αααα

ααααααα

ZZ

ZZZZ

ZZZZZZY

 (4.42) 

Le développement limité de Cornish-Fisher permet donc d’approcher le centile Yα de Y à partir 

de ses cumulants nκ  et du centile Zα de la loi normale centrée réduite N(0,1). 

Dans la suite cette thèse, nous utiliserons le développement de Cornish-Fisher pour estimer les 

valeurs pire-cas d’une performance approximée par une forme quadratique Ŷ  qui n’est en général 

pas normalisée. Or le développement limité de Cornish-Fisher ne s’applique qu’à des variables 

normalisées. On normalise donc Ŷ  en effectuant le changement de variables suivant : 
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où 
Ŷ

µ  est la moyenne de Ŷ  et 
Ŷ

σ  son écart type. Les cumulants normalisés *
ˆ,Yn

κ  de *Ŷ  se cal-

culent avec les cumulants 
Yn ˆ,

κ  de Ŷ  : 
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κ =  (4.44) 

Les 1er et 99ème centiles de Ŷ peuvent alors s’exprimer à partir des centiles normalisés *
01.0Ŷ  et 

*
99.0Ŷ  de *Ŷ  obtenus avec l’approximation de Cornish-Fisher (4.42), en appliquant le changement de 

variables inverse de (4.43) : 

 
YY

YYY ˆ
*
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ˆˆˆ σµ +==  (4.45) 

 
YY

YYY ˆ
*
99.0ˆ99.0max

ˆˆˆ σµ +==  (4.46) 

Pour résumer, l’estimation des valeurs pire-cas pour un modèle linéaire avec interactions (4.23) 

ou quadratique (4.24) s’effectue donc en quatre étapes : 
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• les cumulants 
Yn ˆ,

κ  des modèles sont d’abord calculés avec les expressions (4.39) et (4.40), 

• les cumulants normalisés * ˆ,Yn
κ  sont ensuite déterminés à partir de l’expression (4.44), 

• les 1er et 99ème centiles normalisés sont alors obtenus avec l’approximation de Cornish-Fisher 

(4.42), 

• enfin, les valeurs pire-cas des modèle sont tirées des expressions (4.45) et (4.46) à partir des 1er 

et 99ème centiles normalisés. On peut remarquer que dans le cas particulier où *Ŷ  suit une loi 

normale centrée réduite, les cumulants d’ordre supérieur à 3 sont nuls, les expressions (4.45) et 

(4.46) sont alors identiques aux expressions (4.21) et (4.22) obtenues pour le modèle linéaire. 

Grâce au développement limité de Cornish-Fisher, n’importe quel centile d’une variable aléa-

toire dont la distribution est inconnue peut être approximé à partir de ses cumulants et du centile 

correspondant d’une loi normale. Néanmoins, les travaux réalisés dans [114] ont montré que la qua-

lité de l’estimation de Cornish-Fisher se dégradait pour les centiles très extrêmes (α → 0 et α → 1) 

et que l’incorporation de cumulants d’ordre de plus en plus élevé n’améliorait pas nécessairement la 

précision. Par ailleurs, les expressions (4.39) et (4.40) des cumulants d’un modèle linéaire avec inte-

ractions ou quadratique ne sont valables que si les variables du modèle sont normales. Concernant 

le coût calculatoire pour estimer les centiles d’une forme quadratique, il dépend principalement du 

coût pour calculer ses cumulants. Si k est le nombre de paramètres du modèle, alors le calcul des 

cumulants avec les expressions (4.39) et (4.40) présente une complexité en ( )3kO . 

4.4 Application de l’analyse de variabilité aux 

circuits analogiques 

Dans les parties précédentes, nous avons détaillé les deux points principaux de la méthode pro-

posée pour analyser la variabilité des circuits analogiques : la modélisation des performances avec 

les plans d’expériences et l’approximation de Cornish-Fisher pour estimer leurs bornes de variation. 

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus sur des circuits analogiques. 

4.4.1 Comparaison de méthodes 

Afin de tester notre méthode, nous l’avons comparée à trois autres approches qui permettent elles 

aussi d’estimer les bornes de variation des performances. Les quatre approches testées sont donc les 

suivantes : 
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• l’approche traditionnelle notée {Eldo, MC}  où une analyse de Monte Carlo est appliquée au 

simulateur électrique Eldo, 

• l’approche notée {modèle linéaire, µ+/-3σ} qui consiste à approximer les performances des 

circuits par un modèle linéaire sans interactions (plan de Plackett-Burman) et à estimer leurs 

bornes de variation directement à partir des expressions (4.21) et (4.22), 

• l’approche notée {modèle quadratique, MC} où les performances des circuits sont approxi-

mées par un modèle quadratique (plan composite centré) et leurs bornes de variation estimées en 

ayant recours à une analyse de Monte Carlo, 

• notre approche notée {modèle quadratique, CF} dans laquelle les performances des circuits 

sont également approximées par un modèle quadratique (plan composite centré), mais où leurs 

bornes de variation sont estimées avec les expressions (4.45) et (4.46) issues de l’approximation 

de Cornish-Fisher établie avec les cinq premiers cumulants. 

Dans cette étude, les paramètres de conception et les paramètres environnementaux sont cons-

tants, seules les variations globales des paramètres technologiques influents ont été prises en 

compte. Ces variations sont modélisées par des variables aléatoires normales N(0, σ). Le domaine 

d’étude choisi pour la construction des modèles est l’intervalle [-3σ, +3σ] où σ est l’écart type de 

chaque variation. Les variations locales pourraient également être prises en compte. Cependant, 

étant donné que le nombre de variations locales augmente proportionnellement avec le nombre de 

composants dans le circuit (cf. §2.3.3), nous nous sommes dans un premier temps limités aux varia-

tions globales. Néanmoins, l’étude des variations locales serait tout à fait envisageable avec la mise 

en place de techniques de sélection des variations prépondérantes (plans d’expériences de criblage 

par exemple) afin de limiter le nombre de variations locales à prendre en compte. 

Les critères utilisés pour comparer ces différentes approches sont la précision sur l’estimation 

des bornes et le temps de calcul. La précision est calculée à partir de l’erreur relative entre les va-

leurs obtenues avec les trois dernières méthodes et les valeurs de l’approche {Eldo, MC} qui sert de 

référence pour la précision. Quant au temps de calcul total, il peut se décomposer selon le temps de 

construction du modèle et le temps d’estimation des bornes. Les coûts de calcul des trois approches 

sont résumés dans le Tableau 4.12 pour des modèles comportant k paramètres. La construction d’un 

modèle linéaire avec un plan de Plackett-Burman requiert un nombre de simulations égal à 

( )( ) 44Ent1 ×+= kNlineaire (où Ent() est la fonction partie entière), tandis que la construction d’un 

modèle quadratique avec un plan composite nécessite kN pk
equadratiqu 212 ++= −  simulations (cf. 

§4.2.3d). L’estimation des bornes avec l’approche {modèle linéaire, µ+/-3σ} en utilisant les ex-

pressions (4.21) et (4.22) présente une complexité en ( )2kO . L’approximation de Cornish-Fisher 
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permet d’estimer les bornes avec une complexité en ( )3kO . Enfin, l’évaluation du modèle quadra-

tique (4.24) requiert un coût de l’ordre de ( )2kO . Ainsi, si MCN  simulations Monte Carlo sont réa-

lisées pour estimer les bornes, la complexité de l’approche {modèle quadratique, MC} est en 

( )2kNO MC × . Il ressort que l’approche {modèle linéaire, µ+/-3σ} est celle qui présente la plus 

faible complexité. Concernant les deux autres approches basées sur un modèle quadratique, le 

nombre de simulations pour construire le modèle est identique, la différence porte donc sur le coût 

de calcul pour estimer les bornes. Pour que l’approche {modèle quadratique, MC} soit précise, le 

nombre de simulations Monte Carlo doit être élevé, généralement très supérieur au nombre de pa-

ramètres ( )kN MC>> . Comparé à l’approche précédente, le coût calculatoire de l’approche proposée 

{modèle quadratique, CF} est donc bien plus faible, d’où son intérêt. 

Tableau 4.12 : Coût calculatoire des trois approches 

Approche 
Nombre de simulations 
pour la construction du 

modèle 

Coût du calcul 
d’estimation des 

bornes 

{modèle linéaire, µ+/-3σ} ( )( ) 44Ent1 ×+= kNlineaire  ( )2kO  

{modèle quadratique, MC} kN pk
equadratiqu 212 ++= −  ( )2kNO MC ×  

{modèle quadratique, CF} kN pk
equadratiqu 212 ++= −  ( )3kO  

 

Les circuits testés ont tous été simulés à partir du design kit d’une technologie CMOS 65nm dé-

veloppée par STMicroelectronics [119]. Les plans d’expériences mis en place pour construire les 

modèles polynomiaux des performances sont réalisés avec le simulateur électrique Eldo [38] tandis 

que le calcul des coefficients de chaque modèle ainsi que le calcul des cumulants et l’estimation des 

bornes avec le développement de Cornish-Fisher sont effectués avec Matlab [109]. Une station de 

travail SUN cadencée à 2.8 GHz et équipée de 2 Go de mémoire vive a été utilisée pour tester les 

trois approches. 

4.4.2 Porte OU exclusif 

Une porte logique OU exclusif, qui présente un courant de fuite dont la distribution est typique-

ment non-gaussienne, constitue un circuit intéressant à tester pour montrer l’efficacité de 

l’approximation de Cornish-Fisher. La variabilité du courant de fuite est étudiée en fonction des 

variations globales de cinq paramètres technologiques. Les caractéristiques de l’étude sont résumées 

dans le Tableau 4.13. 
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Tableau 4.13 : Etude d'une porte OU exclusif 

Performance Courant de fuite 

Variations globales 
des paramètres  
technologiques 

Dimensions de la grille 

Dimensions de la zone active 

Epaisseur d’oxyde de grille 

Tension de seuil NMOS 

Tension de seuil PMOS 

Modèle linéaire 
Plan de Plackett-Burman 

(8 simulations) 

Modèle quadratique 
Plan composite centré 

(27 simulations) 

 

Sur la Figure 4.11 sont illustrés les histogrammes du courant de fuite obtenus à partir des simula-

tions Monte Carlo avec le simulateur Eldo (500 000 échantillons), le modèle linéaire et le modèle 

quadratique. La borne supérieure des variations (99ème centile) est estimée avec les quatre ap-

proches. L’histogramme obtenu avec Eldo indique clairement que la distribution du courant de fuite 

est asymétrique et ne suit pas une gaussienne. Le modèle quadratique fournit ainsi une meilleure 

approximation de la distribution que le modèle linéaire. L’approche {modèle linéaire, µ+/-3σ} su-

restime donc la borne supérieure du courant de fuite, alors que les approches {modèle quadratique, 

MC}  et {modèle quadratique, CF} donnent une meilleure estimation. 

Modèle linéaire
Simulateur Eldo

Estimation de la borne supérieure :

{Eldo, MC}
{Modèle linéaire, µ+/-3σ}
{Modèle quadratique, MC}
{Modèle quadratique, CF}
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Figure 4.11 : Histogramme du courant de fuite 
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4.4.3 Amplificateur opérationnel à transconductance 

Le deuxième circuit testé est un amplificateur opérationnel à transconductance (cf. Figure 4.12). 

Les bornes de variation de deux performances sont estimées : le gain différentiel et la fréquence de 

coupure. Les caractéristiques de l’étude sont données dans le Tableau 4.14. 

Cout

Ibias

 

Figure 4.12 : Amplificateur opérationnel à transconductance 

Tableau 4.14 : Etude d’un amplificateur opérationnel à transconductance 

Performances 
Fréquence de coupure 

Gain différentiel 

Variations globales 
des paramètres  
technologiques 

Dimensions de la grille 

Dimensions de la zone active 

Epaisseur d’oxyde de grille 

Tension de seuil NMOS 

Tension de seuil PMOS 

Modèle linéaire 
Plan de Plackett-Burman 

(8 simulations) 

Modèle quadratique 
Plan composite centré 

(27 simulations) 

 

Les histogrammes de la fréquence de coupure et du gain différentiel obtenus avec l’approche 

{Eldo, MC}  (10 000 échantillons) sont illustrés sur la Figure 4.13. L’erreur relative sur l’estimation 

des bornes de variation est donnée par la Figure 4.14. L’estimation des centiles avec l’approche 

{modèle linéaire, µ+/-3σ} est la moins précise des trois approches. En revanche, l’approche {mo-

dèle quadratique, CF} donne des résultats aussi précis que l’approche {modèle quadratique, 

MC} . 
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Figure 4.13 : Histogrammes de la fréquence de coupure (a) et du gain différentiel (b) 
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Figure 4.14 : Erreur relative sur l'estimation des bornes (1er et 99ème centiles) de la fréquence de coupure 

et du gain différentiel 

Tableau 4.15 : Temps de calcul pour construire les modèles et estimer les bornes de variation de 

l’amplificateur opérationnel à transconductance 

 
{modèle linéaire, 

µ+/-3σ} 
{modèle quadra-

tique, MC} 
{modèle quadra-

tique, CF} 

Construction du  
modèle 

1.4 s 5 s 5 s 

Estimation des bornes 
de variation 

0.25 ms 10 ms 0.7 ms 
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4.4.4 Amplificateur opérationnel de Miller 

Le troisième circuit testé est un amplificateur opérationnel de Miller (cf. Figure 4.15). La varia-

bilité de quatre performances est étudiée : la fréquence de coupure, le gain différentiel, la marge de 

phase et la consommation en courant. Le Tableau 4.16 résume les caractéristiques de l’étude. 

Ibias
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Figure 4.15 : Amplificateur opérationnel de Miller 

Tableau 4.16 : Etude d’un amplificateur opérationnel de Miller 

Performances 

Fréquence de coupure 

Gain différentiel 

Marge de phase 

Consommation en courant 

Variations globales 
des paramètres  
technologiques 

Dimensions de la grille 

Dimensions de la zone active 

Epaisseur d’oxyde de grille 

Tension de seuil NMOS 

Tension de seuil PMOS 

Dimensions de capacité Poly-Poly 

Modèle linéaire 
Plan de Plackett-Burman 

(8 simulations) 

Modèle quadratique 
Plan composite centré 

(45 simulations) 

 

Les histogrammes des quatre performances obtenus avec l’approche {Eldo, MC}  (10 000 échan-

tillons) sont illustrés sur la Figure 4.16 et la Figure 4.17. L’erreur relative sur l’estimation des 

bornes de variation est donnée par la Figure 4.18 et la Figure 4.19. La forme des distributions de la 

fréquence de coupure et du gain est asymétrique et ne se rapproche pas d’une gaussienne. Ces deux 

performances sont donc clairement non-linéaires, ce qui explique que l’estimation des bornes avec 
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l’approche {modèle linéaire, µ+/-3σ} est très imprécise (20% d’erreur). En revanche, l’estimation 

des bornes avec le modèle quadratique permet de mieux appréhender la non-linéarité de ces deux 

performances et aboutit à des résultats bien plus précis comme le montrent les approches {modèle 

quadratique, MC} et {modèle quadratique, CF}. A l’opposé, les distributions de la marge de 

phase et de la consommation en courant se rapprochent plus d’une gaussienne et l’estimation des 

bornes avec le modèle linéaire semble suffisante. 
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Figure 4.16 : Histogrammes de la fréquence de coupure (a) et du gain différentiel (b) 
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Figure 4.17 : Histogrammes de la marge de phase (a) et de la consommation de courant (b) 
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Figure 4.18 : Erreur relative sur l'estimation des bornes (1er et 99ème centiles) de la fréquence de coupure 

et du gain différentiel 
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Figure 4.19 : Erreur relative sur l'estimation des bornes (1er et 99ème centiles) de la marge de phase et de la 

consommation en courant 

Tableau 4.17 : Temps de calcul pour construire les modèles et estimer les bornes de variation de 

l’amplificateur opérationnel de Miller 

 
{modèle linéaire, 

µ+/-3σ} 
{modèle quadra-

tique, MC} 
{modèle quadra-

tique, CF} 

Construction du  
modèle 

2.4 s 13.5 s 13.5 s 

Estimation des bornes 
de variation 

0.25 ms 10 ms 0.7 ms 
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4.4.5 Bilan 

Les résultats sur les circuits testés montrent que le modèle linéaire sans interactions peut se révé-

ler insuffisant pour estimer les bornes de variation des performances ; le modèle quadratique est 

alors nécessaire. En effet, les deux approches {modèle quadratique, MC} et {modèle quadra-

tique, CF} basées sur le modèle quadratique fournissent une bien meilleure estimation des bornes. 

Les résultats obtenus avec ces deux approches sont quasiment identiques en matière de précision, 

cependant elles se différencient par leur temps de calcul. Les temps de construction des modèles 

polynomiaux et d’estimation des bornes de variation avec chaque approche sont donnés dans le Ta-

bleau 4.15 pour l’amplificateur opérationnel à transconductance et dans le Tableau 4.17 pour 

l’amplificateur opérationnel de Miller. Deux points importants sont à noter. D’une part, le temps 

d’estimation des bornes est très faible devant le temps de construction des modèles. Ceci s’explique 

par le temps de calcul des simulations Eldo lors de l’exécution du plan d’expériences. D’autre part, 

l’approche {modèle quadratique, CF} est dix fois plus rapide pour estimer les bornes que 

l’approche {modèle quadratique, MC} pour un niveau de précision équivalent. Même si ces temps 

sont très faibles devant les temps de construction du modèle, le facteur 10 entre les deux méthodes 

peut devenir significatif si l’estimation des bornes est réitérée plusieurs fois dans un algorithme 

d’optimisation par exemple. 

4.5 Conclusion 

Une nouvelle méthode pour analyser la variabilité des circuits analogiques a été présentée. Son 

but est d’estimer les valeurs extrêmes des performances dues aux variations des paramètres techno-

logiques. Elle se déroule en deux étapes : les performances sont d’abord approximées par des mo-

dèles linéaires avec interactions ou des modèles quadratiques grâce aux plans d’expériences, puis 

les valeurs pire-cas sont estimées avec le développement limité de Cornish-Fisher. Le choix des 

modèles polynomiaux s’explique pour plusieurs raisons : ils sont faciles à construire et aisément 

interprétables, de plus ils se révèlent suffisants pour des approximations locales. Pour construire ces 

méta-modèles, les plans d’expériences ont été utilisés afin d’obtenir la meilleure précision possible 

avec un nombre de simulations minimum. Cependant, leur coût de construction devient prohibitif 

au-delà de vingt facteurs en jeu, ce qui limite leur application à des circuits analogiques faiblement 

complexes. Enfin l’approximation de Cornish-Fisher fournit une expression analytique précise et 

efficace pour estimer les bornes de variation. La méthode a été testée sur des circuits analogiques 

basiques. Les résultats montrent, premièrement, que les modèles quadratiques permettent de bien 

approximer les non-linéarités des performances, et deuxièmement, que le développement de Cor-

nish-Fisher permet de réduire le temps d’estimation des bornes d’un facteur dix par rapport à une 
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analyse de Monte Carlo pour une précision aussi bonne. Plus généralement, comparée à l’analyse 

pire-cas et l’analyse analytique présentées dans le Chapitre 3, la méthode basée sur l’approximation 

de Cornish-Fisher offre une bien meilleure précision, tandis qu’elle requiert un coût de calcul très 

inférieur à celui de l’approche Monte Carlo. Cependant, comme pour la méthode APEX, la méthode 

proposée nécessite que les variations paramétriques soient modélisées par des variables aléatoires 

normales. Grâce à ses très bonnes caractéristiques aussi bien en termes de précision que de coût de 

calcul, cette approche convient parfaitement à l’estimation des performances pire-cas au sein d’un 

algorithme d’optimisation robuste. 
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Chapitre 5 : Modélisation par mor-

ceaux des performances des circuits 

analogiques 

Dans le Chapitre 4, nous avons présenté une méthode d’approximation des performances basée 

sur les plans d’expériences. Grâce à cette méthode, nous avons pu construire un modèle des perfor-

mances en fonction des variations des paramètres technologiques et estimer les valeurs pire-cas des 

performances. Dans le présent chapitre, nous allons étendre cette méthode d’approximation des per-

formances aux paramètres de conception et aux paramètres environnementaux en mettant en place 

une modélisation par morceaux. Cette méthode va nous permettre d’approximer les performances 

des circuits en fonction des différents types de paramètres, sur des domaines relativement larges 

pour lesquels les modèles quadratiques se révèlent insuffisants. Les aspects importants de la mé-

thode seront tout d’abord passés en revue, puis les résultats obtenus sur des circuits analogiques 

seront présentés. La méthode de modélisation par morceaux présentée s’avère particulièrement effi-

cace pour approcher la forme générale des performances pour un coût de calcul réduit. 

5.1 Introduction 

La réduction des dimensions dans les technologies CMOS a un double impact sur la variabilité 

des circuits. D’une part, le nombre de sources de variation augmente, avec notamment l’émergence 

des fluctuations aléatoires liées au dopage (cf. Chapitre 2). D’autre part, l’amplitude des variations 

tend à s’accroître, ce qui accentue leur influence sur les performances. De plus, le comportement 

des circuits dépend considérablement des zones de fonctionnement des transistors et est extrême-

ment non-linéaire entre ces zones. L’approximation des performances avec un modèle quadratique 

peut alors se révéler insuffisante pour modéliser toutes ces non-linéarités. Le recours à des poly-

nômes de degré plus élevé peut sembler être la solution. Cependant, augmenter le degré des poly-

nômes conduit à augmenter le nombre de coefficients et donc le nombre de simulations dans le plan 

d’expériences : un modèle linéaire avec k paramètres comporte k+1  coefficients, un modèle qua-

dratique ( ) 2121 −++ kkk  et un modèle cubique complet ( ) ( )( ) 62121331 −−+−++ kkkkkk . 

La méthode de modélisation la plus appropriée doit donc à la fois fournir une bonne approximation 

de la non-linéarité des performances et avoir un faible coût de construction. Les différents modèles 

de polynômes ainsi que cette modélisation « idéale » sont représentés schématiquement sur la Fi-

gure 5.1. 
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Erreur de 
Modélisation

Coût de calcul

Modèle 
linéaire

Modèle 
quadratique

Modèle 
« idéal » Modèle 

d’ordre élevé

 

Figure 5.1 : Comparaison des modèles polynomiaux en fonction de la précision et du coût de calcul 

Pour atteindre ce compromis entre précision et coût de calcul, nous avons donc développé une 

méthode d’approximation des performances par des modèles linéaires ou quadratiques par mor-

ceaux : le domaine d’étude est divisé en plusieurs sous-domaines sur lesquels un polynôme d’ordre 

un ou deux approxime localement la performance étudiée. La Figure 5.2 illustre le principe de la 

modélisation par morceaux. Cette approche présente un double intérêt en termes de modélisation 

globale et locale : le découpage en sous-domaines permet de couvrir l’ensemble du domaine 

d’étude, tandis que les modèles linéaires ou quadratiques approximent localement les non-linéarités 

avec précision. La modélisation par morceaux va nous permettre de construire des modèles de per-

formances en fonction des paramètres de conception, des paramètres technologiques et des para-

mètres environnementaux. 

Modélisation
par morceaux

 

Figure 5.2 : Principe de la modélisation par morceaux 
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5.2 Méthode de modélisation par morceaux 

des performances 

Dans cette partie, nous allons tout d’abord présenter l’algorithme de la méthode, puis ses points 

importants, à savoir : la construction séquentielle des modèles, leur validation, la stratégie de bis-

section et la sauvegarde des simulations. 

5.2.1 Algorithme de modélisation par morceaux 

L’algorithme de la méthode est représenté sur la Figure 5.3. L’objectif est de diviser le domaine 

d’étude en sous-domaines (aussi appelés sous-pavés, cf. Annexe C) de taille variable sur lesquels la 

performance à modéliser va être localement approximée par un modèle linéaire avec interactions ou 

un modèle quadratique. Une liste L est utilisée pour sauvegarder les différents sous-domaines géné-

rés ; au départ, cette liste contient uniquement le domaine d’étude initial. A chaque itération de 

l’algorithme, un sous-domaine est retiré de la liste et un modèle linéaire ou quadratique est construit 

sur ce sous-domaine. La précision du modèle construit est testée ; si elle est suffisante, le couple 

(sous-domaine, modèle) est déplacé dans une liste résultat R. Dans le cas contraire, le sous-domaine 

est divisé en deux nouveaux sous-domaines qui sont placés dans la liste L pour être traités ultérieu-

rement. L’algorithme se termine lorsque la liste L est vide ; le domaine d’étude a alors été divisé en 

plusieurs sous-domaines sauvegardés dans la liste R. L’ensemble des modèles générés sur chaque 

sous-domaine de la liste R forme un modèle par morceaux des performances. Les points clés de la 

méthode sont détaillés dans les parties qui suivent. 
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liste L de sous-domaines 

L est vide ? 

Plan factoriel fractionnaire sur [X] 
Modèle linéaire avec interactions 

Modèle valide ? 

Plan composite centré sur [X] 
Modèle quadratique 

Découper [X] en 2 sous-domaines 
[X1] et [X2]  

Retirer un sous-domaine [X] de L 

Ajouter [X1] et [X2] à L  

Stop 
oui 

non 

oui 

oui 

non 

non 

Ajouter ([X], modèle) 
à la liste R 

Ajouter ([X], modèle) 
à la liste R 

Modèle valide ? 

 

Figure 5.3 : Algorithme de modélisation par morceaux des performances 

5.2.2 Modélisation séquentielle 

Sur chaque sous-domaine, les modèles sont construits de façon séquentielle. Un plan factoriel 

fractionnaire de résolution V est, dans un premier temps, mis en place pour approximer la perfor-

mance par un modèle linéaire avec les interactions d’ordre 1. Si la précision de ce modèle est suffi-

sante pour prédire les valeurs de la performance, le modèle est sauvegardé et un nouveau sous-

domaine est retiré de la liste L. Sinon, dans le cas où le modèle linéaire avec interactions n’est pas 

valide, le plan factoriel est alors complété par des points en étoile augmentés d’un point au centre 

pour obtenir un plan composite centré avec lequel un modèle quadratique va pouvoir être construit. 

Ainsi, avec cette approche séquentielle, le nombre de simulations nécessaires à chaque étape est 

minimum et fonction du type de méta-modèle. Le coût de calcul est donc adapté au plus juste au 

degré de non-linéarité de la performance : si cette dernière est faiblement non-linéaire sur le sous-
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domaine, un modèle linéaire avec interactions sera suffisant, sinon un modèle quadratique sera bâti 

à moindre coût en réutilisant les points simulés pour le modèle linéaire et en simulant uniquement 

les points en étoile plus un point au centre. 

5.2.3 Validation du modèle 

Comme nous l’avons vu au Chapitre 4, la précision des modèles est testée en calculant l’erreur 

quadratique moyenne RMSE à partir d’essais supplémentaires qui sont différents des essais du plan 

d’expériences. L’emplacement de ces points dans le cas d’un modèle linéaire avec interactions ou 

quadratique a été vu au §4.2.3c) du Chapitre 4. Une fois l’erreur quadratique moyenne calculée, sa 

valeur est comparée avec une valeur seuil RMSEmax fixée par l’utilisateur. Si la valeur de l’erreur 

quadratique moyenne est inférieure à RMSEmax, le modèle est considéré suffisamment précis et est 

validé, sinon il est rejeté. Ainsi, la précision de la modélisation par morceaux et le coût de calcul 

peuvent être ajustés en modifiant la valeur de RMSEmax : la précision du modèle sera d’autant meil-

leure que la valeur de RMSEmax sera faible, en contrepartie le nombre de bissections à effectuer sera 

plus grand et le coût calculatoire plus élevé. 

5.2.4 Stratégie de bissection 

Dans l’algorithme de modélisation proposé, si le modèle quadratique n’est pas valide, le sous-

domaine est alors divisé en deux. Plusieurs possibilités sont envisageables pour déterminer la direc-

tion de bissection : au hasard ou encore en sélectionnant la direction pour laquelle l’intervalle de 

valeurs est le plus grand. Cependant, il est judicieux de choisir la direction qui va permettre de limi-

ter le nombre de bissections et ainsi réduire le coût de calcul. Le critère de bissection qui a été rete-

nu est donc basé sur le gradient du modèle quadratique ; il a été emprunté aux algorithmes 

d’optimisation par intervalles [120]. 

Soit f une fonction quadratique définie sur un domaine ],[...],[],[ 2211 kk XXXXXXD ×××= . 

La bissection est alors réalisée perpendiculairement à la direction i qui maximise : 

 [ ] ( )( ) ( )( ) kiggXX iiii
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Etant donné que f est une fonction quadratique, alors les gi sont des fonctions linéaires facilement 

calculables. La direction qui est choisie est donc celle pour laquelle la variation du gradient est 

maximale. En effet plus la variation du gradient est grande, plus la fonction tend à être non-linéaire. 

Ainsi, découper le domaine perpendiculairement à cette direction permet d’obtenir deux sous-

domaines sur lesquels la fonction est moins non-linéaire et plus facilement approximable par un 

modèle linéaire ou quadratique. 

Nous allons considérer l’exemple suivant afin d’illustrer cette stratégie de bissection. Soit la 

fonction h représentée sur la Figure 5.4(a). Cette fonction est approximée par un modèle quadra-

tique f obtenu avec un plan composite centré et représenté sur la Figure 5.4(b). Manifestement, le 

modèle quadratique ne fournit pas une bonne approximation de la fonction h ; le domaine doit alors 

être divisé en deux sous-domaines. La direction de bissection qui est retenue dépend de la variation 

des composantes g1 et g2 du gradient de f qui sont tracées sur la Figure 5.5. Il apparaît clairement 

que g1 varie beaucoup plus que g2. D’après le critère de bissection (5.1), le domaine doit donc être 

découpé perpendiculairement à la direction de X1. Le modèle par morceaux de h construit en décou-

pant le domaine perpendiculairement à la direction de X1 est illustré sur la Figure 5.6(a) : il donne 

une bien meilleure approximation de la fonction h que le modèle quadratique initial f. La Figure 

5.6(b) représente le modèle par morceaux de h si la direction perpendiculaire à X2 avait été choisie 

pour diviser le domaine : il est identique au modèle quadratique f. Ainsi, même en découpant indé-

finiment le domaine dans cette direction, la précision du modèle par morceaux ne s’améliorerait 

pas. 

Le critère de bissection (5.1) basé sur les variations du gradient permet donc à la fois : 

− d’améliorer la précision en déterminant efficacement selon quelle direction découper les sous-

domaines, 

− de réduire le coût de calcul en limitant le nombre de bissections. 
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(a) 

 

(b) 

Figure 5.4 : Représentation graphique de la fonction h  (a) et de son approximation quadratique f  (b) 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 5.5 : Représentation graphique des composantes 1g  (a) et 2g  (b) du gradient de l’approximation 

quadratique f  

 

(a) 

 

(b) 

Figure 5.6 : Modèles par morceaux de h  en découpant le domaine initial perpendiculairement à la direc-

tion de 1X  (a) et perpendiculairement à la direction de 2X  (b) 
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5.2.5 Sauvegarde des points 

Tous les points de simulation et les valeurs associées de la performance sont sauvegardés de fa-

çon à pouvoir être réutilisés par la suite. En effet, si le modèle quadratique n’est pas valide, le do-

maine est divisé en deux, et sur chaque sous-domaine, un certain nombre de points appartenant au 

domaine initial peuvent être réutilisés : les sauvegarder permet d’économiser autant de simulations 

et donc de réduire le coût de calcul. Les points simulés pour construire un modèle quadratique qui 

dépend de trois facteurs sont illustrés sur la Figure 5.7(a) : les points du plan composite centré sont 

en rouge, tandis que les points pour tester le modèle sont en bleu. Sur la Figure 5.7(b) sont représen-

tés les points qui appartiennent au sous-domaine de « gauche » et qui peuvent être réutilisés après 

avoir découpé le domaine initial perpendiculairement à la direction de X1. Les points en vert corres-

pondent aux points qui vont pouvoir être réutilisés dans un plan factoriel complet pour construire un 

modèle linéaire avec interactions sur le sous-domaine : ils représentent la moitié des points du plan 

factoriel. L’autre moitié du plan est représentée par les points en jaune sur la Figure 5.7(b). Ainsi, 

en sauvegardant le résultat des points de simulation, seule la moitié des points du plan factoriel de-

vra être simulé ; le temps de simulation est donc divisé par deux par rapport à une modélisation sans 

sauvegarde. Enfin, les points en violet clair et en violet foncé sont respectivement les points en 

étoile et les points de test du modèle quadratique sur le domaine initial et qui appartiennent au sous-

domaine de « gauche ». Ces points vont également être réutilisés afin d’enrichir le plan factoriel. En 

effet, avec plus de points dans le plan d’expériences, l’estimation des coefficients du modèle sera 

meilleure. L’exemple présenté est basé sur un plan factoriel complet, cependant les avantages obte-

nus avec la sauvegarde des points restent valables pour un plan factoriel fractionnaire. Ainsi, la sau-

vegarde des points dans l’approche de modélisation par morceaux permet à la fois de réduire le coût 

calculatoire et d’améliorer la précision du modèle. 

+1

+1

+1 X1

X2

0

X3

 

(a) 

0

+1
X2

X1

+1

X3

 

(b) 

Figure 5.7 : Points du plan composite centré simulés sur le domaine initial (a) et réutilisés sur le sous-

domaine de « gauche » (b). 
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5.2.6 Exemple numérique 

Pour illustrer l’algorithme de modélisation par morceaux, nous avons repris l’exemple traité au 

§5.2.4. La fonction h à approximer est représentée sur la Figure 5.8(a). Les modèles construits à 

chaque itération de l’algorithme sont résumés dans le Tableau 5.1 et illustrés sur les Figure 5.8(b) à 

5.8(h). Le domaine initial a été divisé en quatre sous-domaines : deux modèles quadratiques et deux 

modèles linéaires ont été construits pour approximer par morceaux la fonction h. 

Tableau 5.1 : Modèle construit à chaque itération de l'algorithme de modélisation par morceaux 

Itération Modèle 
Sous-domaine 

Figure 
X1 X2 

1 
Modèle quadratique 

non-valide 
[-9 10] [-10 10] Figure 5.8(b) 

2 
Modèle quadratique 

non-valide 
[-9 0.5] [-10 10] Figure 5.8(c) 

3 
Modèle quadratique 

valide 
[-9 -4.25] [-10 10] Figure 5.8(d) 

4 
Modèle linéaire avec  

interactions valide 
[-4.25 0.5] [-10 10] Figure 5.8(e) 

5 
Modèle quadratique 

non-valide 
[0.5 10] [-10 10] Figure 5.8(f) 

6 
Modèle linéaire avec  

interactions valide 
[0.5 5.25] [-10 10] Figure 5.8(g) 

7 
Modèle quadratique 

valide 
[5.25 10] [-10 10] Figure 5.8(h) 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

 

(f) 

 

(g) 

 

(h) 

Figure 5.8 : Modèles construits à chaque itération de l’algorithme de modélisation par morceaux 
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5.3 Application à la modélisation des perfor-

mances d’un amplificateur opérationnel à 

transconductance 

La modélisation par morceaux a été mise en œuvre pour approximer les performances d’un am-

plificateur opérationnel à transconductance illustré sur la Figure 5.9 où (W/L)i représente le ratio 

entre la largeur Wi et la longueur Li du canal pour chaque transistor. Les deux performances ap-

proximées sont le gain différentiel et la fréquence de coupure. 

Cout

(W/L)3

(W/L)1 (W/L)1

(W/L)5(W/L)5

Ibias
(W/L)3

 

Figure 5.9 : Amplificateur opérationnel à transconductance 

5.3.1 Comparaison de méthodes 

Pour chaque performance, nous avons comparé la modélisation par morceaux avec une modéli-

sation quadratique et une modélisation cubique obtenues grâce à des plans d’expériences D-

Optimaux [103]. L’intérêt de ces plans est d’être les plus économes en termes d’essais pour un mo-

dèle donné puisqu’il y a autant d’essais que de coefficients dans le modèle. Il faut cependant souli-

gner que la construction d’un plan D-Optimal nécessite la résolution d’un problème d’optimisation, 

ce qui peut prendre un certain temps, notamment dans le cas du modèle cubique où le nombre de 

coefficients est élevé. Les plans D-Optimaux pour le modèle quadratique et le modèle cubique sont 

générés grâce au logiciel Design-Expert [110]. Les expressions du modèle quadratique et du modèle 

cubique sont respectivement données par les formules (5.3) et (5.4) où k est le nombre de para-

mètres. 
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Les critères de comparaison sont la précision de chaque modèle et le coût calculatoire (nombre 

de simulations) pour le construire. Le nombre de simulations tient compte à la fois des simulations 

pour construire le modèle, mais également des simulations supplémentaires pour tester sa validité. 

La précision de chaque modèle, quant à elle, est estimée à partir du coefficient R² calculé sur un 

échantillon de 1000 points répartis aléatoirement sur le domaine initial et différents des points ayant 

servi à la construction du modèle : 
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où iŷ  est la valeur prédite par le modèle, yi la valeur simulée (réelle), y  la moyenne des valeurs 

réelles et N le nombre d’essais de l’échantillon, c’est-à-dire 1000. Plus le coefficient R² tend vers 1, 

meilleure est la précision du modèle. 

5.3.2 Variables abstraites  

Les paramètres du circuit pris en compte dans la modélisation ainsi que leur domaine de varia-

tion sont résumés dans le Tableau 5.2. 

Tableau 5.2 : Paramètres de l’amplificateur opérationnel à transconductance 

Type de paramètres Nom Domaine de variation 

Paramètres de conception 

W1 

L1 

W3 

L3 

W5 

L5 

Ibias 

[1µm, 50µm] 

[1µm, 5µm] 

[1µm, 50µm] 

[1µm, 5µm] 

[1µm, 50µm] 

[1µm, 5µm] 

[10µA, 30µA] 

Variations des paramètres 

technologiques 

(variations globales) 

Dimensions de la grille 

Dimensions de la zone active 

Epaisseur d’oxyde de grille 

Tension de seuil NMOS 

Tension de seuil PMOS 

[-3σ, 3σ] 

[-3σ, 3σ] 

[-3σ, 3σ] 

[-3σ, 3σ] 

[-3σ, 3σ]  

Paramètres environnementaux 
Tension d’alimentation 

Température 

[2.25V, 2.75V] 

[0°C, 40°C] 
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Cependant les performances ne sont pas exprimées directement en fonction des largeurs Wi et 

des longueurs Li des transistors, mais en fonction des variables abstraites définies dans le Tableau 

5.3. En effet, les performances des circuits dépendent généralement de l’intensité du courant qui 

traverse les transistors qui lui-même dépend du ratio entre leur largeur et leur longueur. 

L’expression du courant de saturation dans les transistors NMOS à canal long illustre cette dépen-

dance : 

 ( ) ( )DSTGSnds VVV
L

W
KI λ+−= 1

2

1 2
 (5.6) 

où W et L sont respectivement la largeur et la longueur du canal pour un transistor NMOS, VGS la 

tension entre la grille et la source, VDS la tension entre le drain et la source et VT la tension de seuil, 

tandis que Kn et λ sont des paramètres technologiques. Ainsi, approximer les performances des cir-

cuits en fonction des variables abstraites Ai et Bi permet d’améliorer la qualité de la modélisation en 

construisant un modèle qui ajustera mieux la forme des performances. 

Tableau 5.3 : Variables abstraites 

Variable abstraite Domaine de variation 

1

1
1 L

W
A =  [1, 10] 

B1 = L1 [1µm, 5µm] 

3

3
3 L

W
A =  [1, 10] 

B3 = L3 [1µm, 5µm] 

5

5
5 L

W
A =  [1, 10] 

B5 = L5 [1µm, 5µm] 
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5.3.3 Résultats 

La méthode de modélisation par morceaux a été implémentée en Java. Une station de travail 

SUN équipée d’un processeur à 2.8 GHz et de 2 Go de mémoire vive a été utilisée pour tester les 

trois approches. Les temps de simulation pour construire les modèles sont donnés dans le Tableau 

5.4. La Figure 5.10 et la Figure 5.11 comparent les trois modélisations en termes de précision et de 

coût calculatoire. 

Tableau 5.4 : Temps de simulation pour construire les modèles 

 Gain différentiel 
Fréquence de coupure 

RMSEmax = 7.5 kHz RMSEmax = 5 kHz 

Modèle quadratique 25 s 25 s 25 s 

Modèle cubique 2 min 12 s 2 min 12 s 2 min 12 s 

Modèle par morceaux 1 min 57 s 1 min 57 s 7 min 43 s 
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Figure 5.10 : Comparaison des trois modélisations appliquées au gain différentiel 
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(b) 

Figure 5.11 : Comparaison des trois modélisations appliquées à la fréquence de coupure pour deux va-

leurs différentes de RMSEmax : 7.5 kHz (a) et 5 kHz (b) 

Comme prévu, le modèle quadratique est le modèle qui requiert le moins de simulations, mais 

qui est également le moins précis. La modélisation cubique permet, quant à elle, d’améliorer la pré-

cision par rapport au modèle quadratique au prix d’un nombre plus élevé de simulations. Par ail-

leurs, la création d’un plan D-Optimal pour le modèle cubique avec le logiciel Design-Expert né-

cessite presque une 1h de calcul en plus des simulations électriques pour construire le modèle ; le 

coût calculatoire de la modélisation cubique dans son ensemble est donc relativement élevé. 

Contrairement aux deux approches précédentes, l’approximation par morceaux offre la possibili-

té de pouvoir ajuster le couple précision/coût de calcul grâce à la valeur seuil RMSEmax, comme le 

montrent les résultats obtenus sur la fréquence de coupure. Pour une valeur de RMSEmax égale à 7.5 

kHz (cf. Figure 5.11(a)), la modélisation par morceaux permet d’obtenir une précision meilleure 

que celle du modèle cubique pour un coût de calcul légèrement plus faible ; le domaine initial a été 

découpé en 2 sous-domaines. En abaissant la valeur de RMSEmax à 5 kHz (cf. Figure 5.11(b)), nous 

obtenons un modèle encore plus précis, mais le nombre de simulations pour le construire est plus 

grand ; le domaine initial a été découpé cette fois-ci en 8 sous-domaines. 

Parmi les trois approches, la modélisation par morceaux est donc celle qui permet d’obtenir le 

modèle le plus précis. De plus, grâce à la valeur seuil RMSEmax, la modélisation par morceaux offre 

une flexibilité supplémentaire, que n’ont pas les deux autres approches, pour maîtriser la précision 

et le coût de calcul associé. Enfin, la valeur seuil RMSEmax garantit une précision constante sur 

l’ensemble du domaine d’étude, et ce, quelle que soit sa largeur. Cependant, la modélisation par 

morceaux proposée conduit à des discontinuités aux frontières des sous-domaines. Ces discontinui-
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tés rendent impossible l’utilisation de ces modèles par morceaux dans les algorithmes 

d’optimisation qui nécessitent des fonctions continues. 

5.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de modélisation par morceaux des perfor-

mances basée sur des modèles linéaires ou quadratiques. L’objectif de cette méthode est 

d’approximer les non-linéarités des performances sur des domaines d’étude relativement larges en 

prenant en compte les différents types de paramètres qui peuvent influencer les performances, à 

savoir les paramètres de conception, technologiques et environnementaux. Le but recherché n’est 

pas tant de modéliser extrêmement finement les performances des circuits au prix d’un coût calcula-

toire excessif, mais plutôt de saisir leur forme générale sur l’ensemble du domaine pour un coût de 

calcul réduit. Dans cette optique, les points forts de la méthode mise en place sont : 

− la modélisation par morceaux qui permet de couvrir tout le domaine d’étude en le découpant 

de façon judicieuse en sous-domaines sur lesquels les performances sont moins non-linéaires 

et donc plus facilement approximables par des polynômes de degré peu élevé, 

− la limitation du coût de calcul grâce à une modélisation locale séquentielle, au critère de bis-

section basé sur le gradient, à la réutilisation des simulations et à la valeur seuil RMSEmax qui 

permet d’ajuster le coût calculatoire en fonction du niveau de précision demandé. 

La contrainte principale que cherchent à satisfaire les méthodes de modélisation est générale-

ment celle de la précision. Malheureusement, la construction d’un modèle infiniment précis 

s’accompagne invariablement d’un coût calculatoire tout aussi infini, lié aux irrégularités du phé-

nomène à modéliser, à la complexité du modèle retenu ou encore au nombre de paramètres en jeu. 

Une solution souvent proposée consiste à mettre en place une modélisation en plusieurs étapes : 

l’idée est de construire à chaque étape un modèle dont le coût est minimum, mais dont la précision 

est suffisante pour apporter un certain nombre d’informations qui vont permettre de réduire consi-

dérablement la complexité du problème (en supprimant les paramètres non-influents ou en réduisant 

le domaine d’étude par exemple). Ainsi, à l’étape suivante, le problème étant moins complexe, un 

modèle plus précis pourra être construit pour un coût de calcul plus faible que celui obtenu sans 

avoir simplifié le problème. 

Dans un tel processus de modélisation, l’approche par morceaux peut donc constituer une pre-

mière étape destinée à apporter rapidement des premières informations utiles pour la suite : compor-

tement global du circuit sur l’ensemble des valeurs des paramètres, identification des paramètres 

influents, recherche des zones où les performances sont optimales. Une fois cette étape 
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d’exploration spatiale effectuée, une modélisation plus fine et plus complexe peut alors être réalisée 

sur les régions d’intérêt. 
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Chapitre 6 : Conception robuste des 
circuits analogiques 

Dans ce chapitre, nous allons présenter une méthode dont le but est de garantir la robustesse des 

circuits analogiques vis-à-vis des dispersions paramétriques. Cette méthode met en œuvre, dans un 

algorithme d’optimisation par intervalles, les méthodes de modélisation et d’estimation des perfor-

mances pire-cas présentées dans les chapitres précédents. Nous traiterons d’abord la modélisation 

des performances pire-cas et la conception robuste de circuits analogiques, puis nous détaillerons 

l’algorithme d’optimisation par intervalles mis en place. Enfin, les résultats obtenus sur des circuits 

analogiques seront présentés dans la dernière partie. L’association de l’approximation de Cornish-

Fisher et des algorithmes d’optimisation par intervalles se révèle efficace pour concevoir de façon 

automatisée et optimale des circuits analogiques robustes. 

6.1 Présentation de la méthode de conception 

robuste 

Dans le Chapitre 4, nous avons présenté une méthode qui permet d’analyser les variations des 

performances grâce aux plans d’expériences et au développement limité de Cornish-Fisher. Grâce à 

cette méthode, les valeurs pire-cas des performances peuvent être estimées pour un circuit donné, 

c’est-à-dire un jeu donné de valeurs pour les paramètres de conception. Ces valeurs extrêmes des 

performances permettent de juger de la robustesse du circuit par rapport aux spécifications sur les 

performances assignées par le concepteur. Dans le Chapitre 5, nous avons proposé une méthode de 

modélisation par morceaux des performances. Dans ce chapitre, nous allons appliquer ces méthodes 

à la conception robuste des circuits analogiques. La conception robuste va plus loin que l’analyse de 

variabilité puisqu’il s’agit de réutiliser les résultats de l’analyse de variabilité dans un processus 

d’optimisation dont l’objectif est de déterminer les valeurs des paramètres de conception pour les-

quelles le circuit sera robuste aux dispersions paramétriques. Comme nous l’avons vu dans le Cha-

pitre 3, pour qu’une méthode de conception robuste soit efficace, elle doit mettre en place une mé-

thode d’analyse de la variabilité ainsi qu’un algorithme d’optimisation globale dont les coûts calcu-

latoires sont aussi faibles que possible. La méthode de conception robuste que nous avons dévelop-

pée s’articule donc autour de deux points clés : la modélisation des performances pire-cas en fonc-

tion des paramètres de conception, puis l’optimisation de ces performances pire-cas pour rendre le 

circuit robuste (cf. Figure 6.1). La modélisation des performances pire-cas est réalisée en appliquant 

la méthode des plans d’expériences et l’approximation de Cornish-Fisher, tandis que l’optimisation 
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globale est effectuée avec un algorithme d’optimisation par intervalles qui intègre des techniques de 

réduction d’intervalles afin de réduire le coût calculatoire. Plusieurs travaux ont montré l’intérêt de 

l’arithmétique par intervalles (cf. Annexe C) pour la conception de circuits analogiques. En effet, 

elle peut être appliquée afin de déterminer le domaine de faisabilité correspondant à des spécifica-

tions données, permettant ainsi de réduire le domaine de conception [121, 122] ou encore de choisir 

parmi plusieurs topologies de circuits celle qui est la plus adaptée [121]. Par ailleurs, l’arithmétique 

affine, qui est une extension de l’arithmétique des intervalles permettant de prendre en compte les 

corrélations entre les paramètres, est utilisée dans [84] afin de réaliser des circuits analogiques ro-

bustes aux variations. Dans cette dernière approche, les performances pire-cas sont estimées à partir 

des bornes de la région de tolérance des variations paramétriques, sans tenir compte de leur distribu-

tion, ce qui ne permet pas de définir le rendement paramétrique associé aux performances pire-cas 

calculées. Dans son principe, l’approche [84] s’apparente donc aux analyses pire-cas (cf. §3.2.2) et 

souffre des mêmes problèmes de surestimation. A la différence de [84], dans la méthode présentée 

ci-dessous, la distribution des variations paramétriques est prise en compte dans l’estimation des 

performances pire-cas, permettant ainsi de définir un rendement paramétrique pour la conception 

robuste réalisée et éviter un surdimensionnement. 

Modélisation
(plans d’expériences)

Variations des 
paramètres 

technologiques

Intervalles des 
paramètres de 

conception

Performances 
pire-cas

Optimisation
(algorithme par intervalles)

 

Figure 6.1 : Principe de la méthode de conception robuste 

6.2 Conception robuste des circuits analo-

giques 

Dans cette partie, nous allons présenter la méthode de modélisation des performances pire-cas en 

fonction des paramètres de conception, puis nous donnerons la formulation du problème 

d’optimisation dont la solution conduit à un dimensionnement robuste. 
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6.2.1 Robustesse d’un circuit 

Un circuit est robuste aux dispersions paramétriques si son rendement de fabrication tend vers 

100%. Le rendement est défini par les spécifications que le concepteur impose au circuit ; elles 

peuvent s’exprimer de façon simple sous la forme d’inégalités. Soit un circuit ayant une seule per-

formance d’intérêt Y dont la densité de probabilité et la fonction de répartition sont respectivement 

définies par fY et FY. Si la contrainte sur cette performance est définie par l’inégalité BY < , le ren-

dement de fabrication vis-à-vis de cette performance s’écrit alors : 

  ( ) ( ) ( )BFdyyfBYP Y

B

Y ==<= ∫ ∞−
η  (6.1) 

En pratique un rendement de 100% ne sera jamais atteignable, on peut cependant se fixer un ren-

dement minimum α suffisamment élevé, par exemple 99%. Le circuit sera alors considéré robuste si 

son rendement est supérieur à α, ce qui équivaut à : 

  
( )

( )α
ααη

1−>⇔

>⇔>

Y

Y

FB

BF
 (6.2) 

où ( )α1−
YF  est le α-ième centile de Y, autrement dit la valeur pire-cas de Y correspondant à un 

rendement α. Par conséquent, pour garantir que le circuit sera robuste aux dispersions paramé-

triques, il suffit de comparer pour chaque performance ses valeurs pire-cas avec les spécifications 

(cf. Figure 6.2). 

)(yfY

y

α

( )α1−
YF B  

Figure 6.2 : Comparaison d’une spécification B  et de la performance pire-cas ( )αF 1
Y
−  pour un rende-

ment minimum α  donné 

6.2.2 Modélisation des performances pire-cas 

Nous avons vu dans le Chapitre 4 que les quantiles extrêmes d’une distribution pouvaient être es-

timés à partir de l’approximation de Cornish-Fisher : 
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Cependant, les valeurs pire-cas 01.0Ŷ  et 99.0Ŷ  ainsi obtenues sont définies pour un jeu de valeurs 

données des paramètres de conception C0. L’objectif maintenant est donc de pouvoir prédire ces 

valeurs extrêmes pour différentes valeurs des paramètres de conception. Pour cela, nous avons mis 

en place une méthode de modélisation des performances pire-cas en fonction des paramètres de 

conception C qui aboutit au modèle suivant : ( )Cextrextr fY ˆˆ =  où extrŶ  représente indifféremment la 

borne inférieure 01.0Ŷ  ou la borne supérieure 99.0Ŷ  des variations des performances. 

Notre méthode de modélisation des performances pire-cas est basée sur les plans d’expériences 

et fait appel à la construction séquentielle des modèles polynomiaux que nous avons déjà vue au 

Chapitre 5. Cette approche séquentielle consiste à essayer d’approximer la grandeur à modéliser 

d’abord par un modèle linéaire avec interactions grâce à un plan factoriel fractionnaire, puis si ce 

modèle n’est pas suffisant, par un modèle quadratique avec un plan composite centré. Les avantages 

de la modélisation séquentielle, notamment en termes de réutilisation des essais du plan factoriel, 

ont été détaillés dans la partie §5.2.2 du Chapitre 5. 

La construction du modèle des performances pire-cas en fonction des paramètres de conception 

s’effectue en 2 étapes. La modélisation séquentielle par plans d’expériences est d’abord appliquée 

pour approximer les performances en fonction des paramètres de conception C et des variations 

technologiques ∆T. A chaque essai du plan d’expériences, une simulation circuit est réalisée avec 

un simulateur électrique comme Spice ou Eldo pour extraire les valeurs des performances. Le mo-

dèle obtenu, linéaire avec interactions ou quadratique, est noté ( )TC ∆,f̂ . Si ce modèle n’est pas 

valide, le domaine d’étude est divisé en deux et la méthode de modélisation des performances pire-

cas est appliquée aux deux sous-pavés. La modélisation séquentielle est ensuite appliquée une se-

conde fois pour approximer les performances pire-cas en fonction des paramètres de conception C. 

A chaque essai du plan d’expériences, ce sont cette fois-ci les valeurs pire-cas des performances qui 

sont estimées à partir de la méthode que nous avons présentée au Chapitre 4 et qui est basée sur le 

modèle polynomial obtenu à l’étape précédente et l’approximation de Cornish-Fisher. Le flot de 

modélisation des performances pire-cas est illustré sur la Figure 6.3. Le modèle des performances 

pire-cas ( )Cextrf̂  est donc construit en appliquant deux fois la modélisation séquentielle. Cependant, 

le coût calculatoire de la deuxième modélisation séquentielle qui fait intervenir l’approximation de 

Cornish-Fisher est négligeable devant le coût de la première qui fait intervenir un simulateur élec-

trique. Ce modèle des performances pire-cas va pouvoir être utilisé dans un algorithme 
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d’optimisation pour déterminer les valeurs des paramètres de conception C qui assurent un dimen-

sionnement robuste. 
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 Figure 6.3 : Principe de la modélisation des performances pire-cas 

6.2.3 Formulation sous la forme d’un problème 

d’optimisation robuste 

Grâce au modèle des performances pire-cas ( )Cextrf̂ , il est possible d’évaluer les valeurs ex-

trêmes d’une performance, les comparer avec sa spécification et ainsi déterminer les valeurs des 
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paramètres de conception pour lesquelles la spécification est respectée. La conception robuste peut 

alors s’exprimer sous la forme d’un problème d’optimisation robuste tel que nous l’avons défini au 

Chapitre 3 (voir §3.3.4) : 

 

( )
( ) { }

D

plg

f

l

∈
∈<

C

C

C
C

,...,1,0ˆquetel

ˆminimiser

max,

max

 (6.4) 

où 

C est le vecteur des paramètres de conception qui appartient au domaine d’étude D, 

( )Cmaxf̂  est le modèle pire-cas de la performance à minimiser, 

( )Cmax,ˆ lg  est le modèle pire-cas des contraintes. 

6.3 Algorithmes d’optimisation globale par in-

tervalles 

Dans la partie précédente, le problème de conception robuste a été formulé sous la forme d’un 

problème d’optimisation. Pour résoudre ce problème, plusieurs algorithmes d’optimisation sont 

envisageables. Nous allons, dans un premier temps, expliquer pourquoi notre choix s’est porté sur 

les algorithmes par intervalles, puis nous présenterons trois algorithmes d’optimisation par inter-

valles. 

6.3.1 Optimisation globale avec contraintes 

a) Formulation du problème 

Dans la partie précédente, nous avons vu que la conception robuste des circuits analogiques 

passe par la résolution du problème d’optimisation (6.4). Il s’agit d’un problème d’optimisation 

globale avec contraintes. Dans la suite de cette partie, ce problème est exprimé sous la forme géné-

rale suivante : 

 { }
D

plg

f

l

∈
∈<

X

X

X
X

,...,1,0)(quetel

)(minimiser

 (6.5) 

où kD ℜ⊂ , tandis que f et gl sont des fonctions scalaires de kℜ  dans ℜ . 
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 ( ) { }{ }plgDC l ,...,1,0 ∈<∈= XX  (6.6) 

est le domaine de faisabilité de (6.5). La difficulté des problèmes d’optimisation globale avec 

contraintes se situe à deux niveaux : déterminer les points qui appartiennent au domaine de faisabi-

lité du problème et identifier leur minimum global. 

b)  Algorithmes de résolution  

Les problèmes d’optimisation sont l’objet de nombreux travaux de recherche et les méthodes 

numériques permettant de les résoudre ne manquent pas. Le choix de la méthode de résolution la 

plus adaptée dépend de la nature du problème et des fonctions en jeu (cf. Annexe B). Dans le cadre 

de la conception robuste, les fonctions en jeu sont les performances pire-cas des circuits qui, comme 

nous l’avons vu, peuvent s’approximer par des modèles polynomiaux par morceaux. Il s’agit donc 

d’un problème d’optimisation avec contraintes, non-linéaire et non convexe : plusieurs optima lo-

caux peuvent exister. Deux grandes familles de méthodes existent pour résoudre ce type de pro-

blème : les méthodes stochastiques (recuit-simulé, algorithme génétique, etc.) et les méthodes dé-

terministes parmi lesquelles les algorithmes d’optimisation par intervalles. L’inconvénient majeur 

de toutes ces méthodes est leur coût en termes de temps de calcul et de ressources mémoires. Ce-

pendant, les algorithmes d’optimisation par intervalles présentent dans notre cas plusieurs avan-

tages : 

− la garantie d’obtenir l’optimum global du probleme (que le domaine de faisabilité soit con-

nexe ou non), 

− les conditions sur la fonction de coût et les contraintes sont minimales (le calcul des dérivées 

n’est pas nécessaire), 

− et surtout le raisonnement sur des intervalles, qui jouent un rôle clé dans ces algorithmes, se 

prête bien à la modélisation par morceaux des performances que nous avons développée dans 

le Chapitre 5. 

6.3.2 Algorithme par intervalles de base 

Les algorithmes d’optimisation que nous allons étudier s’appuient sur l’arithmétique des inter-

valles. Après avoir présenté succinctement les principes de cette arithmétique, nous détaillerons les 

différentes étapes des algorithmes d’optimisation par intervalles, puis nous donnerons leurs princi-

pales caractéristiques. 
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a) Arithmétique des intervalles 

Les bases de l’arithmétique des intervalles ont été établies par R. Moore [123] dans les années 

1960. Le principe de cette arithmétique est de non pas manipuler des nombres, mais des intervalles 

qui les contiennent afin de garantir l’exactitude des résultats numériques. Elle fut donc initialement 

mise au point pour contrôler les erreurs de quantification causées par la représentation des nombres 

réels en nombres flottants. Plus récemment, l’arithmétique des intervalles fut étendue à 

l’optimisation et à la résolution de systèmes non-linéaires afin de fournir des résultats garantis [120, 

124]. Les éléments de base de l’arithmétique des intervalles sont détaillés dans l’Annexe C. 

b)  Algorithmes par séparation et évaluation 

Les algorithmes d’optimisation par intervalles appartiennent à la famille plus générale des algo-

rithmes par séparation et évaluation ou « Branch and Bound » en anglais. En effet, ces algorithmes 

permettent de déterminer le minimum global grâce à deux étapes fondamentales : 

− la séparation qui consiste à découper récursivement le problème en sous-problèmes, 

− l’évaluation dont le but est d’éliminer les sous-problèmes en démontrant qu’ils ne satisfont 

pas toutes les contraintes du problème ou qu’ils ne conduisent pas à une solution meilleure 

que celle obtenue jusqu’à présent. 

Les algorithmes par intervalles du type « Branch and Bound » font appel à l’arithmétique des in-

tervalles, notamment aux fonctions d’inclusion des fonctions de coût et des contraintes. 

c) Principe 

Un algorithme par intervalles élémentaire pour résoudre le problème d’optimisation (6.5) est il-

lustré sur la Figure 6.6. A chaque itération de la boucle principale, les sous-pavés contenant le mi-

nimum recherché sont décomposés en sous-pavés plus fins (étape de séparation) tandis que les sous-

pavés ne contenant pas le minimum global ou ne satisfaisant pas les contraintes sont éliminés (étape 

d’évaluation). L’exécution de cet algorithme fournit une liste de pavés qui encadrent précisément le 

vecteur X* solution du problème d’optimisation (6.5). Les différentes étapes de l’algorithme illustré 

sur la Figure 6.6 sont expliquées ci-dessous. 

Init ial isat ion 

L’algorithme s’articule autour d’une liste L de couples ( )F,][ X  où [X] est un pavé et F  la 

borne inférieure de l’image de F sur [X] ; cette borne inférieure est donc calculée avec la fonction 

d’inclusion naturelle F de f. Initialement, cette liste ne contient qu’un seul couple : ( )FD,  où D est 
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le domaine d’étude des variables du problème d’optimisation (6.5) et F  la borne inférieure de 

l’image de F sur D. Une autre liste R permet de sauvegarder les sous-pavés qui sont les solutions du 

problème d’optimisation (6.5) ; elle est initialement vide. Une variable réelle M est utilisée pour 

borner le minimum de f ; elle est initialisée à +∞ . Par ailleurs, une constante ε permet de fixer la 

largeur maximale des sous-pavés solutions contenus dans la liste R ; elle détermine la précision de 

l’encadrement du minimum. Enfin, une variable booléenne toutes_les_contraintes_satisfaites est 

utilisée pour étudier la satisfaction des contraintes. 

Recherche du minimum 

Afin de converger rapidement vers une solution, le sous-pavé [X] qui est retiré de la liste L à 

chaque itération pour être traité en priorité est celui qui a la borne inférieure F  la plus petite et qui 

est donc susceptible de contenir le minimum de la fonction de coût f sans tenir compte des con-

traintes (cf. Figure 6.4). Si la borne inférieure F  est plus grande que la borne supérieure actuelle M 

sur le minimum f*, alors le sous-pavé [X] ne contient pas le minimum recherché ; le sous-pavé [X] 

est donc supprimé et un nouveau sous-pavé est retiré de la liste L. 

)(Xf

X][ 1X0

D

][ 2X ][ 3X

1F

3F
2F

*f

 

Figure 6.4 : Le sous-pavé qui est extrait de la liste L  en priorité est celui qui présente la plus petite borne 

inférieure F . Dans l’exemple ci-dessus, c’est donc le sous-pavé [ ]1X  qui est extrait de L . 

Etude de la satisfaction des contraintes 

Les contraintes du problème d’optimisation (6.5) sont définies par les inégalités : 

 ( ) { }plgl ,...,1,0 ∈<X  (6.7) 
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La satisfaction de chaque contrainte est vérifiée à partir des bornes lG  et lG  de l’image de Gl 

sur [X] où Gl est la fonction d’inclusion naturelle de chaque fonction gl. En effet, d’après la défini-

tion de la fonction d’inclusion (cf. Annexe C), on a la propriété suivante : 

 ( ) ],[],[ lll GGg ∈∈∀ XXX  (6.8) 

Ainsi, pour chaque contrainte, en comparant les valeurs de lG  et lG  par rapport à 0, trois cas de 

figure sont possibles : 

− si 0≥lG  alors aucun point du sous-pavé [X] ne satisfait la contrainte (cf. Figure 6.5(a)), le 

sous-pavé est donc éliminé et un autre sous-pavé est retiré de la liste L, 

− si 0<lG alors tous les points du sous-pavé [X] satisfont la contrainte (cf. Figure 6.5(b)), le 

sous-pavé est donc conservé et la variable booléenne toutes_les_contraintes_satisfaites est 

instanciée avec la valeur (toutes_les_contraintes_satisfaites & Vrai) où & représente 

l’opération booléenne ET logique, 

−  si 0<lG  et 0≥lG  alors certains points du sous-pavé [X] satisfont la contrainte et d’autres 

non (cf. Figure 6.5), la contrainte est dite indéterminée, le sous-pavé est donc conservé et la 

variable toutes_les_contraintes_satisfaites est instanciée avec la valeur Faux. 

Ces trois cas sont testés pour toutes les contraintes du problème d’optimisation. A l’issue de ces 

tests, si la variable toutes_les_contraintes_satisfaites est toujours égale à Vrai, alors le pavé [X] est 

inclus dans le domaine de faisabilité du problème d’optimisation (toutes les contraintes sont satis-

faites sur [X]). Dans le cas contraire, il existe des points de [X] qui ne vérifient pas au moins une 

contrainte. L’objectif est donc de découper [X] en sous-pavés plus fins jusqu’à ce qu’il n’y ait plus 

de contraintes indéterminées. 

][ X

( )Xlg

X

lG

0

lG

 

(a) 

X

0

( )Xlg

][ X

lG

lG
 

(b) 

X][ X
0

( )Xlg

lG

lG

 

(c) 

Figure 6.5 : Cas de figures possibles lors de l'étude de la satisfaction des contraintes à partir des bornes de 

l’image de 1G  sur ][ X  
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Mise à jour de la borne supérieure sur le minimum 

Si toutes les contraintes sont satisfaites sur le sous-pavé [X] qui a été extrait de la liste L, alors la 

borne supérieure M sur le minimum global f* est mise à jour en lui assignant la plus petite valeur 

entre sa valeur actuelle et la borne supérieure F  de F sur [X]. 

Test de la largeur du sous-pavé 

La largeur du sous-pavé [X] est ensuite testée afin de décider de sa bissection ou non. Si sa lar-

geur est inférieure à la constante ε et que toutes les contraintes sont satisfaites, alors [X] encadre 

finement la solution du problème (6.5). Si la largeur du sous-pavé [X] est inférieure à ε, mais que 

toutes les contraintes ne sont pas satisfaites, alors [X] est supprimé de la liste L. 

Bissection du sous-pavé 

Dans le cas où la largeur du sous-pavé [X] est supérieure à ε, il est décomposé en deux sous-

pavés [X1] et [X2] sur lesquels la borne inférieure de l’image de F est calculée. Ces deux sous-pavés 

sont ensuite ajoutés à la liste L et une nouvelle itération de l’algorithme est effectuée. La façon se-

lon laquelle la bissection est réalisée joue un rôle important dans la rapidité de convergence de 

l’algorithme [125]. Plusieurs méthodes de bissection sont envisageables : 

− la décomposition la plus utilisée consiste à bissecter l’intervalle le plus large de [X], c’est-à-

dire la direction i qui maximise : 

 ( ) kiXX ii ...1, =−  (6.9) 

La décomposition est donc réalisée de façon uniforme. 

− Si les variables d’optimisation présentent des ordres de grandeur très différents, mais sont 

toutes positives (ce qui est généralement le cas des grandeurs physiques), la décomposition 

peut alors s’effectuer perpendiculairement à la direction i qui maximise : 

 
( )

( )
ki

XX

XX

ii

ii
...1,

2

=
+

−
 (6.10) 

− Enfin, le critère de bissection, exposé dans le Chapitre 5 et qui consiste à bissecter la direction 

pour laquelle la variation du gradient est maximale, peut également être appliqué (cf. §5.2.4). 
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Mise à jour de la l iste de résultat 

Enfin, lorsqu’il n’y a plus de sous-pavés à traiter (la liste L est vide) et si une solution existe, la 

liste R est non vide et contient les sous-pavés qui sont solutions du problème d’optimisation (6.5). 

Les sous-pavés dont la borne inférieure F  est supérieure à M sont éliminés de la liste R. Lorsque 

l’algorithme se termine, la liste R contient donc des sous-pavés dont l’union encadre précisément le 

vecteur X* solution de (6.5). 

 

I) Initialisation 

1. L = ( ){ }FD, , R = Ø, M = +∞ , ε, toutes_les_contraintes_satisfaites  = Vrai 

II) Recherche du minimum 

2. Tant que la liste L n’est pas vide Faire 
3.   Retirer de L le sous-pavé [X] qui a la plus petite borne inférieure F  

4.   Si MF > Alors 
5.    Supprimer [X] de L 
6.    Aller à l’étape 2 
7.   Fin Si 

III) Etude de la satisfaction des contraintes 

8.   Pour l allant de 1 à p Faire 

9.    Calculer l’image de Gl sur [X] avec l’arithmétique des intervalles : ( )][],[ Xlll GGG =  

10.    Si 0≥lG  Alors 

11.     Supprimer [X] de L 
12.     Aller à l’étape 2 

13.    Sinon  Si 0<lG  Alors 
14.      toutes_les_contraintes_satisfaites = toutes_les_contraintes_satisfaites & Vrai 
15.     Sinon 
16.      toutes_les_contraintes_satisfaites = Faux 
17.     Fin si 
18.    Fin Si 
19.   Fin Pour 

IV)  Mise à jour de la borne supérieure sur le minimum 

20.   Si toutes_les_contraintes_satisfaites = Vrai Alors 
21.    Calculer la borne supérieure F  de F sur [X]  
22.    ( )FMM ,min=  
23.   Fin Si 

V) Test de la largeur du sous-pavé 
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24.   Si ( ) ε<][ Xw  Alors 
25.    Si toutes_les_contraintes_satisfaites = Vrai Alors 
26.     Ajouter [X] à la liste R 
27.    Sinon 
28.     Supprimer [X] de L 
29.    Fin Si 

VI) Bissection du sous-pavé 

30.   Sinon 
31.    Décomposer [X] en deux sous-pavés [X1] et [X2] 
32.    Calculer les bornes inférieures 1F  et 2F  de F sur [X1] et [X2] 

33.    Ajouter ( )1,][ F1X  et ( )22 ,][ FX  à L 
34.   Fin Si 
35. Fin Tant que 

VII) Mise à jour de la liste de résultat 

36. Si la liste R n’est pas vide Alors  
37.   Supprimer de la liste R les sous-pavés pour lesquels MF >  
38. Fin Si 
39. Retourner la liste R 

Figure 6.6 : Algorithme d'optimisation par intervalles 

d)  Convergence de l’algorithme 

La terminaison de l’algorithme est assurée. En effet, la décomposition du domaine d’étude initial 

lors de l’exécution de l’algorithme conduit à des sous-pavés de plus en plus fins qui, à partir d’un 

certain seuil de précision fixé par la constante ε, seront ajoutés à la liste R (s’ils satisfont les con-

traintes et améliorent le minimum déjà trouvé) ou bien supprimés dans le cas contraire. Ainsi, sui-

vant la valeur de la constante ε, la convergence de l’algorithme sera plus ou moins rapide. 

e) Conclusion 

Le principal avantage de l’algorithme par intervalles présenté ci-dessus est de fournir le mini-

mum global du problème d’optimisation (6.5). A cela s’ajoute le fait que les conditions sur les fonc-

tions du problème d’optimisation ne sont pas contraignantes : le gradient des fonctions n’est pas 

nécessaire et leur fonction d’inclusion naturelle peut être utilisée pour les calculs avec 

l’arithmétique des intervalles. 

Cependant, l’inconvénient majeur de cet algorithme réside dans la procédure récursive de bissec-

tion : à chaque itération, les sous-pavés sont découpés en deux ce qui conduit à une augmentation 

exponentielle de la complexité du problème avec le nombre de paramètres. Ainsi, le nombre de 
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sous-pavés en attente de traitement dans la liste L croît rapidement lorsque le nombre de paramètres 

est élevé et que le seuil ε sur la largeur des sous-pavés de liste R est faible. Afin d’accélérer la con-

vergence de l’algorithme par intervalles, des méthodes de réduction des sous-pavés ont donc été 

développées. 

6.3.3 Algorithmes par intervalles avec contracteurs 

Nous venons de voir que chaque bissection ralentit la convergence de l’algorithme. Afin 

d’accélérer la recherche de l’optimum, la bissection des pavés ne doit donc être utilisée qu’en der-

nier recours. Une technique classique d’accélération des algorithmes par intervalles consiste ainsi à 

réduire autant que possible la taille des pavés avant de les découper. En effet, à partir de l’analyse 

par intervalles, il est possible de répercuter sur les pavés un certain nombre d’informations extraites 

des contraintes. Grâce à ces informations, des intervalles de points qui n’appartiennent pas au do-

maine de faisabilité du problème peuvent alors être éliminés. Les algorithmes qui réduisent la taille 

des pavés sont appelés des contracteurs. L’intérêt principal des contracteurs réside dans leur com-

plexité polynomiale à comparer avec la complexité exponentielle de la procédure de bissection. 

Après avoir donné une définition plus précise des contracteurs, nous présenterons deux d’entre eux. 

Leur intégration dans un algorithme d’optimisation sera ensuite détaillée. 

a) Problème de satisfaction de contraintes 

Formulation du problème 

La réduction des pavés (« pruning » en anglais), en éliminant les points qui ne satisfont pas aux 

contraintes du problème d’optimisation (6.5), revient donc à déterminer le domaine de faisabilité 

(6.6) de ce dernier. Le domaine de faisabilité peut s’exprimer sous la forme d’un problème de satis-

faction de contraintes (CSP - « Constraint Satisfaction Problem » en anglais). Un problème de satis-

faction de contraintes se compose : 

− d’un vecteur de variables ( ) kT
kXXX ℜ∈= ,...,, 21X  et d’un vecteur contenant les valeurs 

des contraintes ( ) pT
pYYY ℜ∈= ,...,, 21Y , 

− des pavés correspondants ],[...],[],[][ 2211 kk XXXXXX ×××=X  qui définit le domaine 

d’étude de X et ],[...],[],[][ 2211 pp YYYYYY ×××=Y  qui définit le domaine de Y, 

− d’un ensemble de contraintes exprimées par les relations ( ) { }plYg ll ,...,1, ∈=X . 

Le problème de satisfaction de contraintes peut s’exprimer sous la forme vectorielle suivante : 
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 ( )( )][],[,: YYXXYXg ∈∈=CSP  (6.11) 

où ( ) ( ) ( ) ( )( )Tpggg XXXXg ,...,, 21= . L’ensemble des solutions de (6.11) s’écrit : 

 ( ){ }][][ YXgXX ∈∈=S  (6.12) 

Les contraintes d’un problème CSP peuvent aussi bien s’exprimer sous la forme d’égalités que 

d’inégalités. Par exemple, le système de contraintes 

 








ℜ∈ℜ∈
=−
≤+

21

21

21

,

4

0

XX

XX

XX

 (6.13) 

peut se formuler sous la forme d’un problème CSP en introduisant deux variables supplémen-

taires Y1 et Y2 afin d’obtenir le système suivant : 

 

] ] [ ]
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121

YY

XX
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YXX

 (6.14) 

On retrouve alors la forme d’un problème CSP (6.11) en posant ( ) ( )TXXXX 2121 , −+=Xg , 

[,][,]][ ∞+∞−×∞+∞−=X  et ]4,4[]0,]][ ×∞−=Y . 

Ainsi, déterminer le domaine de faisabilité (6.6) d’un problème d’optimisation revient à détermi-

ner l’ensemble S des solutions du problème CSP (6.11). 

Contracteurs 

Une méthode efficace pour résoudre le problème CSP (6.11) consiste à déterminer le plus petit 

sous-pavé qui contient l’ensemble S des solutions : c’est le rôle des contracteurs. Un contracteur 

pour le problème de satisfaction de contraintes (6.11) se définit donc comme un opérateur CCSP qui 

génère, à partir d’un pavé [X], un pavé ( )][][ XX' CSPC=  vérifiant les propriétés suivantes [120] : 

 ][][,][ XX'X ⊂∈∀ kIR  (6.15) 

 ][][,][ X'XX ⊂∩∈∀ SIRk  (6.16) 

La propriété (6.15) signifie que le nouveau pavé ][ X'  est inclus dans le pavé initial [X] (contrac-

tance), tandis que d’après la propriété (6.16), tous les points qui appartiennent à l’ensemble S des 

solutions sont contenus dans le pavé contracté ][ X'  (aucun point solution n’a été écarté). 
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Plusieurs contracteurs ont été développés en étendant aux intervalles les algorithmes classiques 

de résolution des systèmes d’équations linéaires ou non-linéaires comme les contracteurs de Gauss, 

de Newton ou de Krawczyk [120, 126]. Cependant, ces contracteurs ne sont applicables que si le 

nombre de contraintes est égal au nombre de variables. Dans la suite, nous allons donc présenter 

deux contracteurs qui s’appliquent quel que soient le nombre de contraintes et le nombre de va-

riables. Le premier est basé sur des techniques de propagation de contraintes, tandis que le second 

repose sur la résolution de problèmes d’optimisation quadratique avec contraintes. 

b)  Contracteur par propagation – rétropropagation 

Ce contracteur est issu de l’adaptation aux intervalles des techniques de propagation de con-

traintes utilisées en programmation logique [120, 127]. Le cœur de cet algorithme repose sur une 

procédure de propagation-rétropropagation appliquée séparément à chaque contrainte du problème 

CSP afin de contracter le domaine de chaque variable. Cette procédure est réitérée jusqu’à ce que la 

contraction ne soit plus efficace. 

Arbre binaire de représentation des contraintes 

Les fonctions gl des contraintes du problème (6.11) sont d’abord décomposées en une séquence 

d’opérations et de fonctions élémentaires (addition, soustraction, multiplication, division, sinus, 

cosinus, logarithme, etc…) dont la fonction réciproque est connue. Elles sont ensuite représentées 

sous la forme d’un arbre binaire : 

− chaque feuille représente une variable de la contrainte et son domaine associé ou bien une 

constante, 

− chaque nœud correspond à la fonction d’inclusion d’une opération ou d’une fonction élémen-

taire. 

Procédure de propagation-rétropropagation 

Etant donnée une contrainte ( ) ll Yg =X , la contraction du domaine [X] des variables de cette 

contrainte est effectuée en deux phases successives : 

1. Une phase dite de propagation où l’arbre est traversé depuis ses feuilles jusqu’à sa racine. A 

chaque nœud, la fonction d’inclusion de l’opération correspondante est appliquée sur les inter-

valles des nœuds fils afin de calculer le résultat partiel au niveau du nœud étudié. Les domaines 

des variables sont ainsi propagés à travers les opérations élémentaires de l’arbre jusqu’à la ra-
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cine ; le résultat obtenu au niveau de la racine correspond à l’intervalle image ( )][ XlG  de la 

fonction d’inclusion Gl de gl sur le pavé initial [X] des variables. 

2. Une phase dite de rétropropagation où l’arbre est cette fois-ci traversé depuis sa racine jusqu’à 

ses feuilles. L’intervalle image de la racine est d’abord mis à jour en le remplaçant par son inter-

section avec l’intervalle de Yl. Au cours de la traversée de l’arbre, on essaie ensuite de réduire 

l’intervalle partiel de chaque nœud (obtenu lors de la phase de propagation) en lui appliquant un 

opérateur de projection. L’objectif de la projection est de déterminer le plus petit intervalle en-

cadrant l’ensemble solution ; la construction de cet opérateur est expliquée dans la partie sui-

vante. En procédant ainsi de nœud en nœud, on parvient à réduire jusqu’aux intervalles des 

feuilles de l’arbre qui représentent les domaines des variables. 

A l’issue de ces deux phases, le pavé initial des variables a été réduit dans le meilleur des cas ou 

reste inchangé dans le pire des cas. Lors de la phase de rétropropagation, si l’intervalle obtenu pour 

un nœud donné est vide, alors le problème CSP n’a pas de solution. 

Projection de contraintes 

Le cas simple d’une contrainte xg • xd = y qui ne fait intervenir que deux variables va nous per-

mettre d’expliquer la construction des opérateurs de projection (elle se généralise pour chaque nœud 

de l’arbre). Les intervalles initiaux des variables xg et xd sont respectivement notés 0][ gx  et 0][ dx , 

tandis que celui de la contrainte est noté 0][ y . La contrainte étudiée n’implique qu’une seule opéra-

tion élémentaire • dont la fonction d’inclusion est notée ●. Les fonctions réciproques à gauche et à 

droite de • sont respectivement notées 1−
• g  et 1−

•d . Par exemple, si • est l’addition, alors 1−
•  est la 

soustraction. L’ensemble des points qui vérifient la contrainte xg • xd = y est défini par : 

 { }][][][),( yxxxxxxS dgdgdg ∈×∈= ••  (6.17) 

La projection de •S  sur le domaine xg (respectivement xd) est alors définie par l’expression 

(6.18) (respectivement (6.19)). Le principe de ces projections est illustré sur la Figure 6.7. 

 { }][,][][ yxxxxxx dgddggg ∈∈∃∈=Π •  (6.18) 

 { }][,][][ yxxxxxx dgggddd ∈∈∃∈=Π •  (6.19) 
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gx

dxdΠ0

][ gx

][ dx

•S

gΠ

 

Figure 6.7 : Projections de l'ensemble solution •S  sur les domaines de gx  et dx  

Les projections de la contrainte sur les domaines de xg et xd permettent donc de déterminer le 

plus petit pavé contenant •S . La construction des opérateurs permettant de réaliser ces projections 

nécessite de reformuler la contrainte de façon à isoler les variables xg et xd : 

 
yxx

xyxyxx

ggd

ddgdg

1

1

−

−

•

••

=⇔

=⇔=
 (6.20) 

A partir des expressions précédentes et en raisonnant sur des intervalles, on en déduit les expres-

sions des opérateurs de projection : 

 
( )
( )][][][

][][][
1

0
1

1
0

1

yxxxyxx

xyxxxyx

ggddggd

ddggddg

−−

−−

•∩∈⇒=

•∩∈⇒=

•

•
 (6.21) 

Les domaines des variables xg et xd sont donc contractés en appliquant respectivement les opéra-

teurs de projection ( )][][][ 1
0 ddg xyx −•∩  et ( )][][][ 1

0 yxx ggd
−•∩ . L’algorithme de la procédure de 

propagation-rétropropagation appliquée à la contrainte xg • xd = y est représenté sur la Figure 6.8. 
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I) Propagation 

1. 00 ][ ][  ][ dg xxy •=  

II) Rétropropagation 

2. Si =][ y  Ø Alors 
3.   le problème CSP n’a pas de solution 
4. Sinon 
5.   ( )][][][  ][ 1

0 ddgg xyxx −•∩=  

6.   ( )][][][  ][ 1
0 yxxx ggdd

−•∩=  

7. Fin Si 
8. Retourner ][ gx  et ][ dx  

Figure 6.8 : Procédure de propagation-rétropropagation appliquée à la contrainte yxx dg =•  

Exemple de procédure de propagation-rétropropagation 

Afin d’illustrer graphiquement la procédure de contraction, les modifications apportées sur 

l’arbre binaire associé à la contrainte yxxx =+ 321 2.  sont représentées sur la Figure 6.9 (phase de 

propagation) et la Figure 6.10 (phase de rétropropagation). Les intervalles initiaux des variables 

sont ]5,1[][ 1 =x , ]5,1[][ 2 =x , ]10,7[][ 3 −−=x  et celui de la contrainte est ]5,0[][ =y . Après la 

contraction, les intervalles obtenus sont ]5,8.2[][ 1 =x , ]5,8.2[][ 2 =x  et ]10,7[][ 3 −−=x . 

1x 2x

[ ]25,1*

[ ]11,19−+

2 3x

[ ]5,1 [ ]5,1 [ ]7,10 −−

[ ]14,20* −−

 

Figure 6.9 : Phase de propagation appliquée à la contrainte yxxx =+ 321 2.  
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1x 2x

[ ] [ ]( ) [ ]
[ ]0214,

25,114,205,0*

=
∩−−−

[ ] [ ]
[ ]5,0

11,195,0

=
−∩+

[ ] [ ]( ) [ ]
[ ]14,20

14,2025,15,0*

−−=
−−∩−

2 3x

[ ] [ ]( ) [ ]
[ ]52.8,

5,15,1/20,14

=
∩ [ ] [ ]( ) [ ]

[ ]52.8,

5,15,1/20,14

=
∩ [ ] { }( ) [ ]

[ ]7,10

7,102/14,20

−−=
−−∩−−

 

Figure 6.10 : Phase de rétropropagation appliquée à la contrainte yxxx =+ 321 2.  

Algorithme du contracteur par propagation-rétropropagation 

La procédure de propagation-rétropropagation que nous venons de voir ne s’applique que sur une 

seule contrainte. Le contracteur par propagation-rétropropagation consiste donc à appliquer cette 

procédure sur chaque contrainte tant qu’une réduction est apportée au domaine des variables. 

L’algorithme de ce contracteur est illustré sur la Figure 6.11. L’ordre dans lequel les contraintes 

sont traitées n’a pas d’importance sur le pavé obtenu à la fin de la contraction. Par ailleurs, au fur et 

à mesure des itérations de la boucle principale, le nouveau pavé ][ X'  est de moins en moins réduit 

par rapport au pavé [X]. Aussi, une procédure (qui n’apparaît pas sur la Figure 6.11) est mise en 

place pour arrêter l’algorithme dès que la contraction des pavés n’est plus significative. Les contrac-

teurs basés sur la propagation de contraintes sont particulièrement efficaces lorsque les domaines 

des variables sont larges [120]. Le logiciel libre « Interval Peeler » [128] implémente un contracteur 

de ce type et permet ainsi de tester la réduction d’intervalles. Par la suite, le contracteur par propa-

gation-rétropropagation sera noté CPR. 
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I) Initialisation 

1. Pavé initial [X], E = ensemble de contraintes ( ) ( ) ( ){ }pp YgYgYg === XXX ,...,, 2211  

II) Contraction du pavé 

2. Tant que E n’est pas vide Faire 
3.   Choisir une contrainte ( ) ll Yg =X  de E 

4.   ][ X'  ← procédure de propagation-rétropropagation appliquée à ( )( )ll Yg =XX ],[  

5.   Si ][ X'  = Ø Alors 
6.    Fin de l’algorithme (le problème CSP n’a pas de solution) 
7.   Fin Si 
8.   Si [X] ≠ ][ X'  Alors 
9.    [X] ← ][ X'  
10.    Ajouter à E toutes les contraintes impliquant des variables dont le domaine a été réduit 
11.   Sinon 
12.    Supprimer de E la contrainte ( ) ll Yg =X  

13.   Fin Si 
10. Fin Tant que 
11. Retourner [X] 

Figure 6.11 : Algorithme du contracteur de propagation-rétropropagation 

c) Contracteur par programmation quadratique 

Dans [120], un contracteur s’appuyant sur un algorithme de programmation linéaire est présenté. 

Ce contracteur s’applique dans le cas particulier où les contraintes du problème CSP sont des fonc-

tions linéaires. Dans la méthode de conception robuste que nous avons proposée, les performances 

des circuits sont approximées par des modèles quadratiques (les modèles linéaires avec interactions 

sont des cas particuliers des modèles quadratiques). Le problème de satisfaction des contraintes qui 

intervient dans le problème d’optimisation est donc : 

 ( )( )][,][,: YYXXYXg ∈∈=quadquadCSP  (6.22) 

où ( ) ( ) ( ) ( )( )Tpquadquadquadquad ggg XXXXg ,2,1, ,...,,=  est un vecteur de fonctions quadratiques. 

Nous avons donc développé un contracteur qui s’inspire du contracteur par programmation linéaire 

de [120], mais qui s’appuie sur un algorithme d’optimisation quadratique afin d’être compatible 

avec les fonctions quadratiques du problème CSPquad. 

L’ensemble des solutions de (6.22) est défini par : 
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][][
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où ],[...],[],[][ 2211 pp YYYYYY ×××=Y , ( )pYYY ,...,, 21=Y  et ( )pYYY ,...,, 21=Y . Le plus 

petit pavé encadrant l’ensemble solution (6.23) est construit en traitant les variables Xi du vecteur X 

une par une. Pour chaque variable, l’objectif est de déterminer le plus petit intervalle de valeurs 

pour lesquelles les contraintes du problème (6.22) sont respectées. Les bornes d’un tel intervalle 

peuvent donc être obtenues en résolvant les deux problèmes d’optimisation suivants : 
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La valeur minimum de Xi obtenue en résolvant le problème INF donne la borne inférieure de 

l’intervalle, tandis que la valeur maximum de Xi obtenue en résolvant le problème SUP donne sa 

borne supérieure. Le plus petit pavé encadrant l’ensemble solution (6.23) est construit en effectuant 

ces deux optimisations pour chaque variable Xi du vecteur X pour i allant de 1 à k. Les fonctions qui 

interviennent dans les contraintes sont des fonctions quadratiques, il s’agit donc de problèmes 

d’optimisation avec contraintes quadratiques. Ce type de problème, généralement non-convexe, 

peut être efficacement résolu en ayant recours à une relaxation lagrangienne ou semidéfinie [129, 

130]. Par la suite, le contracteur par programmation quadratique sera noté CPQ. 

d)  Comparaison des contracteurs 

Il est intéressant de comparer les deux contracteurs en termes de temps de calcul et de contrac-

tion. A première vue, le contracteur par programmation quadratique CPQ, qui nécessite de résoudre 

2k problèmes d’optimisations où k est le nombre de variables, semble plus lent que le contracteur 

par propagation-rétropropagation CPR. Cependant, ce dernier fait appel à l’arithmétique des inter-

valles dont l’inconvénient majeur est la surestimation des encadrements fournis (cf. Annexe C), ce 

qui se traduit par des pavés moins contractés que ceux obtenus avec le contracteur par programma-

tion quadratique. L’exemple suivant va permettre d’illustrer ces deux remarques. Soit le problème 

CSP : 
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 (6.25) 

Les contraintes 12121 2.02.1 YXXXX =+−  et 2
2
2

2
1 YXX =+  sont représentées graphiquement sur 

la Figure 6.12(a) et la Figure 6.12(b). Les deux contracteurs ont été codés sous Matlab : le contrac-

teur CPR implémente la toolbox INTLAB [131] pour effectuer les calculs sur les intervalles, tandis 

que le contracteur CPQ utilise la fonction Matlab « fmincon » pour résoudre les problèmes 

d’optimisation. Les plus petits pavés, qui encadrent l’ensemble solution du problème (6.25) et qui 

sont générés avec chacun des contracteurs, sont donnés dans le Tableau 6.1 et représentés sur la 

Figure 6.13. Les résultats obtenus confirment nos deux hypothèses : la contraction réalisée avec le 

contracteur CPQ est bien meilleure que celle effectuée avec le contracteur CPR, mais son coût calcu-

latoire est plus élevé. 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 6.12 : Représentation graphique des contraintes du problème CSP (6.25). L’ensemble solution de 

chaque contrainte est représenté en bleu clair. 
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(a) 

 

(b) 

Figure 6.13 : Les pavés obtenus avec le contracteur par propagation-rétropropagation (a) et le contracteur 

par programmation quadratique (b) sont modélisés par les rectangles en bleu foncé. L’ensemble solution 

du problème CSP (6.25) est représenté en bleu clair. 

Tableau 6.1 : Comparaison des contracteurs CPR et CPQ 

 Contracteur CPR Contracteur CPQ 

Pavé initial [0, 10][0, 10] 

Pavé contracté [0, 8.944][0, 8.944] [4, 8.944][0, 7.287] 

Temps de calcul moyen 0.3 s 1.8 s 

 

e) Algorithmes d’optimisation par intervalles avec contracteur 

Les techniques de contraction que nous avons présentées sont mises en œuvre dans de nombreux 

algorithmes par intervalles [120, 124, 132], afin de résoudre efficacement le problème 

d’optimisation globale (6.5). En effet, les contracteurs vont permettre d’isoler dans chaque pavé 

traité le plus petit sous-pavé qui contient le domaine de faisabilité du problème (6.5) ; la bissection 

est donc effectuée ensuite sur des pavés plus petits, accélérant ainsi la convergence de l’algorithme. 

L’intérêt de l’ajout d’un contracteur dans les algorithmes d’optimisation par intervalles est donc le 

suivant : augmenter le temps de traitement de chaque pavé afin de réduire le temps total de résolu-

tion du problème (6.5). 

Un modèle d’algorithme par intervalles avec contracteur est illustré sur la Figure 6.14. Il est si-

milaire à l’algorithme de base représenté sur la Figure 6.6 : les étapes principales sont les mêmes à 

l’exception du test de satisfaction des contraintes qui est remplacé par un contracteur. L’apport du 

contracteur est double : non seulement il permet de tester la faisabilité du pavé traité (rôle de l’étude 
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de la satisfaction des contraintes dans l’algorithme de la Figure 6.6), mais en plus il le réduit ou le 

supprime le cas échéant. Différents algorithmes d’optimisation par intervalles sont comparés dans la 

partie suivante. 

 

I) Initialisation 

1. L = ( ){ }FD, , R = Ø, M = +∞ , ε 

II) Recherche du minimum 

2. Tant que la liste L n’est pas vide Faire 
3.   Retirer de L le sous-pavé [X] qui a la plus petite borne inférieure F  

4.   Si MF > Alors 
5.    Supprimer [X] de L 
6.    Aller à l’étape 2 
7.   Fin Si 

III) Contraction du pavé 

8.   ][ X'  = Contracteur ( ) { }( )plgl ,...,1,0],[ ∈<XX  

9.   Si ][ X'  = Ø Alors 
10.    Supprimer [X] de L 

IV) Test de la largeur du sous-pavé 

11.   Sinon 
12.    Si ( ) ε<][ Xw  Alors 
13.     Ajouter [X] à la liste R 

V) Mise à jour de la borne supérieure sur le minimum 

14.     Calculer la borne supérieure F  de F sur [X] 
15.     ( )FMM ,min=  

VI) Bissection du sous-pavé 

16.    Sinon 
17.     Décomposer [X] en deux sous-pavés [X1] et [X2] 
18.     Calculer les bornes inférieures 1F  et 2F  de F sur [X1] et [X2] 

19.     Ajouter ( )1,][ F1X  et ( )22 ,][ FX  à L 
20.    Fin Si 
21.   Fin Si 
22. Fin Tant que 

VII) Mise à jour de la liste de résultat 
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23. Si la liste R n’est pas vide Alors 
24.   Supprimer de la liste R les sous-pavés pour lesquels MF >  
25. Fin Si 
26. Retourner la liste R 

Figure 6.14 : Algorithme d'optimisation par intervalles avec contracteur 

6.3.4 Comparaison des algorithmes d’optimisation par in-

tervalles 

La résolution du problème d’optimisation suivant, qui fait intervenir la fonction de Rosenbrock 

comme fonction de coût, va permettre de comparer les performances des différents algorithmes par 

intervalles : 
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 (6.26) 

La fonction de coût et le domaine de faisabilité sont représentés sur la Figure 6.15. Le problème 

d’optimisation (6.26) présente un minimum global (point A) et un minimum local (point B). 

  

Figure 6.15 : Représentation graphique de la fonction de coût et du domaine de faisabilité (en bleu clair) 

du problème d’optimisation (6.26). Les points A et B représentent les minima du problème. 

L’algorithme par intervalles de base, l’algorithme avec le contracteur par propagation-

rétropropagation CPR et l’algorithme avec le contracteur par programmation quadratique CPQ ont été 

implémentés sous Matlab et appliqués à la résolution du problème d’optimisation (6.26). Pour tous 

les algorithmes, le critère de terminaison ε qui fixe la taille du plus petit sous-pavé a été fixé à 10-3. 
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Le minimum min, la valeur de la fonction de coût en ce point fmin ainsi que le nombre d’itérations de 

la boucle principale et le temps de calcul de chaque algorithme sont résumés dans le Tableau 6.2. 

Tableau 6.2 : Performances des algorithmes par intervalles pour résoudre le problème (6.26) 

Algorithme min fmin 
Nombre 

d’itérations 
Temps de 

calcul 

Algorithme  

de base 
[2.115, 4.486] 1.254 695 51 s 

Algorithme  

avec CPR 
[2.114, 4.476] 1.248 389 19 s 

Algorithme  

avec CPQ 
[2.114, 4.479] 1.251 349 23 s 

 

Le premier point important à noter est la convergence des trois algorithmes vers le minimum 

global, c’est-à-dire le point A sur la Figure 6.15. Pour comparaison, la résolution du problème 

(6.26), en utilisant la fonction « fmincon » de Matlab avec [-1, 4] comme point de départ, donne 

comme solution le minimum local représenté par le point B, ce qui illustre bien l’intérêt d’outils 

numériques efficaces pour résoudre les problèmes d’optimisation globale. Concernant la vitesse de 

convergence, l’algorithme de base est sans surprise le plus lent des trois et celui qui nécessite le plus 

d’itérations. Sur ce point, l’apport des contracteurs est indéniable : avec le contracteur CPR, le 

nombre d’itérations est divisé par 1.79 et le temps de calcul par 2.68, tandis qu’avec le contracteur 

CPQ, le nombre d’itérations est divisé quasiment par 2 et le temps de calcul par 2.22. Il est intéres-

sant de remarquer que l’algorithme avec le contracteur CPQ nécessite moins d’itérations que 

l’algorithme avec le contracteur CPR, mais que son temps de calcul est supérieur : ceci s’explique 

par le coût calculatoire du contracteur CPQ qui est plus élevé (cf. §6.3.3d)). Enfin, la Figure 6.16 

permet de visualiser l’évolution de la largeur des pavés traités à chaque itération et ainsi de mieux 

se rendre compte de l’intérêt d’inclure des contracteurs dans les algorithmes d’optimisation par in-

tervalles. L’évolution de la largeur des pavés présente deux phases distinctes : une première phase 

où les pavés sont réduits jusqu’à ce que le minimum global soit atteint et une deuxième phase où les 

pavés restants dans la liste L sont éliminés. La Figure 6.16 montre ainsi la décroissance rapide de la 

largeur des pavés lors de la première phase grâce aux contracteurs, ce qui permet d’isoler rapide-

ment le pavé qui contient le minimum. 
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Figure 6.16 : Largeur des pavés traités à chaque itération des algorithmes par intervalles 

6.4 Algorithmes par intervalles adaptés à la 

conception robuste des circuits analo-

giques 

Les algorithmes d’optimisation par intervalles que nous avons présentés dans la partie précé-

dente ont été adaptés afin qu’ils puissent s’appliquer à la conception robuste des circuits analo-

giques. Le problème d’optimisation (6.4), qui définit la conception robuste, est rappelé ci-dessous : 

 

( )
( ) { }

D

plg

f

l

∈
∈<

C

C

C
C

,...,1,0ˆquetel

ˆminimiser

max,

max

 (6.27) 

où C est le vecteur des paramètres de conception, tandis que ( )Cmaxf̂  et ( )Cmax,ˆ lg  sont les mo-

dèles de performances pire-cas. Les modifications qui ont été apportées aux algorithmes par inter-

valles classiques portent donc sur la mise en place d’une procédure de modélisation de ces perfor-

mances pire-cas au cours de l’exécution de l’algorithme. 
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6.4.1 Conception robuste inspirée des algorithmes par in-

tervalles 

a) Principe général 

La méthode qui a été développée afin d’assurer la conception robuste des circuits analogiques est 

illustrée sur la Figure 6.17. Cette méthode reprend les principales étapes des algorithmes par inter-

valles classiques. Deux étapes supplémentaires ont été ajoutées : l’évaluation des valeurs pire-cas de 

la fonction de coût et des contraintes. Ces étapes mettent en œuvre la méthode de modélisation par 

morceaux vue au Chapitre 5 et la méthode de modélisation des performances pire-cas expliquée 

dans la partie §6.2.2, qui fait appel à l’approximation de Cornish-Fisher et aux plans d’expériences. 

Evaluation des valeurs pire-cas de la fonction de coût 

Cette première étape consiste à construire un modèle par morceaux des valeurs pire-cas de la 

fonction de coût ( )Cmaxf̂ , puis à déterminer sur chaque sous-pavé sa valeur maximum maxF  : 

− la fonction de coût f est d’abord approximée par un modèle par morceaux ( )∆TC,f̂  sur le 

domaine d’étude, 

− puis un modèle pire-cas ( )Cmaxf̂  est construit sur chaque sous-pavé en appliquant la méthode 

de modélisation des performances pire-cas vue précédemment (cf. 6.2.2), 

− enfin la valeur maximum maxF  de la fonction de coût sur chaque sous-pavé est estimée. 

Deux méthodes sont possibles pour évaluer maxF  : l’arithmétique des intervalles ou la résolution 

d’un problème d’optimisation. En utilisant la fonction d’inclusion naturelle ( )CmaxF  de ( )Cmaxf̂ , 

l’arithmétique des intervalles permet d’estimer rapidement la borne supérieure de l’image de 

( )CmaxF  sur le sous-pavé. Cependant, le modèle ( )Cmaxf̂  est un modèle linéaire avec interactions 

ou quadratique ; chaque variable apparaît donc plus d’une fois dans le modèle ce qui, d’après le 

théorème de Moore (voir Annexe C), conduit à une surestimation du maximum. L’autre alternative 

consiste donc à déterminer précisément le maximum en résolvant le problème d’optimisation sui-

vant : 

 
( )

][

ˆmaximiser maxmax

CC

C

∈
= fF

 (6.28) 
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Evaluation des valeurs pire-cas des contraintes 

De la même façon, il est nécessaire d’évaluer les valeurs extrêmes de chaque contrainte sur le 

sous-pavé [C] qui est traité. Pour cela, le modèle pire-cas des contraintes ( )Cmaxˆ l,g  doit être cons-

truit à partir de la méthode de modélisation des performances pire-cas que nous avons vue au 

§6.2.2. Si le modèle polynomial des contraintes ( )∆TC,ˆ lg  n’existe pas sur le sous-pavé [C], il doit 

alors être construit avec l’approche séquentielle des plans d’expériences, ce qui nécessite des simu-

lations électriques. Cependant, il est important de noter qu’une fois qu’un modèle polynomial des 

contraintes valide a été obtenu sur un sous-pavé [C], ce modèle reste valide pour tous les sous-pavés 

issus de la bissection de [C]. Par la suite, il ne sera donc pas nécessaire de le reconstruire à partir de 

simulations électriques supplémentaires, ce qui permet de réduire le coût en calcul. Enfin, comme 

pour la fonction de coût, les extrema max,lG  et max,lG  du modèle pire-cas ( )Cmaxˆ l,g  sont évalués, en 

ayant recours à l’arithmétique des intervalles ou par optimisation. Cependant, comme nous l’avons 

vu, l’arithmétique des intervalles conduit à une surestimation des valeurs extrêmes de ( )Cmaxˆ l,g  et 

ainsi à un dimensionnement « sur-robuste ». C’est donc par optimisation que les extrema max,lG  et 

max,lG seront évalués en résolvant les problèmes suivants : 
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 (6.29) 

 
( )
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 (6.30) 

 

 

I) Initialisation 

 L = Ø, ε, toutes_les_contraintes_satisfaites = Vrai 

II)  Evaluation des valeurs pire-cas de la fonction de coût 

1. Construire un modèle polynomial par morceaux ( )∆TC,f̂  de la fonction de coût f  
 → Liste L de sous-pavés 

2. Construire un modèle polynomial ( )Cmaxf̂  de la valeur pire-cas de ( )∆TC,f̂  sur chaque sous-

pavé de L à partir de l’approximation de Cornish-Fisher et des plans d’expériences 

3. Calculer la valeur maximum maxF  de la performance pire-cas ( )Cmaxf̂  sur chaque sous-pavé de 

L 

III) Recherche du minimum 
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4. Tant que la liste L n’est pas vide Faire 
5.   Retirer de L le sous-pavé [C] qui a la plus petite valeur maxF  

IV) Evaluation des valeurs pire-cas des contraintes 

6.   Pour l allant de 1 à p Faire 
7.    Si la contrainte gl n’a pas de modèle polynomial ( )∆TC,ˆ lg  valide sur [C] Alors 

8.     Construire un modèle polynomial ( )∆TC,ˆ lg  de la contrainte gl sur [C] 

9.     Si le modèle ( )∆TC,ˆ lg  n’est pas valide Alors 

10.      Décomposer [C] en deux sous-pavés [C1] et [C2] 

11.      Calculer les valeurs maximum 1max,F  et 2max,F  de ( )Cmaxf̂  sur [C1] et [C2] 

12.      Ajouter [ ]( )1max,1 , FC  et [ ]( )2max,2 , FC  à L et retourner à l’étape 4 

13.     Fin Si 
14.    Fin Si 
15.    Construire un modèle polynomial ( )Cmaxˆ l,g  de la valeur pire-cas de ( )∆TC,ˆ lg  sur [C] à 

  partir de l’approximation de Cornish-Fisher et des plans d’expériences 
16.    Evaluation des extrema max,lG  et max,lG  de ( )Cmaxˆ l,g  sur [C] 

17.   Fin Pour 

Vbis) Contraction du sous-pavé 

18.   ][C'  = Contracteur ( ) { }( )plgl, ,...,1,0ˆ],[ max ∈<CC  

19.   Si ][C'  = Ø Alors 
20.    Supprimer [C] de L 
21.    Aller à l’étape 4 
22.   Fin Si 

V) Etude de la satisfaction des contraintes 

23.   Pour l allant de 1 à p Faire 
24.    Si 0max, ≥lG  Alors 

25.     Supprimer [C] de L 
26.     Aller à l’étape 4 
27.    Sinon  Si 0max, <lG  Alors 

28.      toutes_les_contraintes_satisfaites = toutes_les_contraintes_satisfaites & Vrai 
29.     Sinon 
30.      toutes_les_contraintes_satisfaites = Faux 
31.     Fin si 
32.    Fin Si 
33.   Fin Pour 

VI) Test de la largeur du sous-pavé 
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34.   Si ( ) ε<][Cw  Alors 
35.    Si toutes_les_contraintes_satisfaites = Vrai Alors 
36.     [C] contient la solution 
37.     Fin de l’algorithme 
38.    Sinon 
39.     Supprimer [C] de L 
40.    Fin Si 

VII) Bissection du sous-pavé 

41.   Sinon 
42.    Décomposer [C] en deux sous-pavés [C1] et [C2] 

43.    Calculer les valeurs maximum 1max,F  et 2max,F  de ( )Cmaxf̂  sur [C1] et [C2] 

44.    Ajouter [ ]( )1max,1 , FC  et [ ]( )2max,2 , FC  à L 

45.   Fin Si 
46. Fin Tant que 
47. Le problème d’optimisation n’a pas de solution 

Figure 6.17 : Conception robuste basée sur l’algorithme par intervalles de base 

b)  Implémentation des méthodes 

Deux méthodes de conception robuste ont été implémentées en Java. Les grandes lignes de 

l’implémentation sont reportées dans l’Annexe D. La première méthode est basée sur l’algorithme 

par intervalles de base : elle reprend toutes les étapes illustrées sur la Figure 6.17 à l’exception de 

l’étape Vbis) de contraction. La deuxième utilise le contracteur par programmation quadratique CPQ 

et implémente l’étape Vbis). 

6.4.2 Bilan 

Les algorithmes par intervalles classiques ont été modifiés en intégrant la modélisation par mor-

ceaux des performances et l’évaluation des valeurs pire-cas basée sur l’approximation de Cornish-

Fisher et les plans d’expériences. Ils se révèlent ainsi tout à fait adaptés à la conception robuste. En 

effet, ils présentent l’avantage de fournir l’optimum global du problème d’optimisation. Ainsi, la 

meilleure solution est obtenue que les modèles des performances soient convexes ou non sur le do-

maine d’étude considéré. D’autre part, à chaque itération, un sous-pavé et son modèle de perfor-

mance sont traités, ce qui se révèle tout à fait adapté à la modélisation par morceaux de la fonction 

de coût : cette dernière est donc étudiée morceau par morceau. Enfin, il n’est pas nécessaire de mo-

déliser par morceaux les performances qui définissent les contraintes sur l’ensemble du domaine 

d’étude. En effet, les contraintes ne sont modélisées que sur les sous-pavés susceptibles de contenir 
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la solution du problème d’optimisation, c’est-à-dire ceux sur lesquels la fonction de coût est mini-

mum. Ainsi, le coût calculatoire de la méthode par intervalles est allégé. 

6.5 Application aux circuits analogiques 

En appliquant les algorithmes d’optimisation par intervalles à la conception robuste, l’objectif 

visé est le suivant : déterminer le dimensionnement robuste optimal en prenant en compte la varia-

bilité dès le début, c’est-à-dire sur un domaine de conception relativement large. Les algorithmes 

par intervalles ont été appliqués à la conception robuste de deux circuits analogiques : un amplifica-

teur opérationnel à transconductance (OTA) et un amplificateur opérationnel de Miller. Les circuits 

ont été simulés à partir du design kit ST CMOS 65nm développé par STMicroelectronics et du si-

mulateur électrique Eldo. Une station de travail SUN cadencée à 2.8 GHz et équipée de 2 Go de 

mémoire vive a été utilisée pour les simulations. 

6.5.1 Conception robuste d’un amplificateur opérationnel à 

transconductance 

L’amplificateur opérationnel à transconductance est illustré sur la Figure 6.18. Les paramètres de 

conception ainsi que les variations technologiques considérés sont résumés dans le Tableau 6.3, 

tandis que les variables d’optimisation sont données dans le Tableau 6.4. Afin d’améliorer la modé-

lisation des performances par des modèles polynomiaux, les largeurs Wi et les longueurs Li des 

transistors ne sont pas directement les variables d’optimisation : elles sont remplacées par les va-

riables iii LWA =  et ii LB =  qui ont déjà été évoquées dans le Chapitre 5. Deux méthodes de 

conception robustes basées sur l’algorithme de la Figure 6.17 sont comparées : la première repose 

sur l’algorithme par intervalles de base, tandis que la deuxième fait appel au contracteur par pro-

grammation quadratique CPQ. Les 1er et 99ème centiles sont utilisés pour définir les valeurs pire-cas 

des performances. Les spécifications de l’OTA sont données dans le Tableau 6.6. 
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Figure 6.18 : Amplificateur opérationnel à transconductance 

Tableau 6.3 : Paramètres de l’amplificateur opérationnel à transconductance 

Type de paramètres Nom Domaine de variation 

Paramètres de conception 

W1 [1µm, 20µm]  

L1 [1µm, 5µm] 

W3 [1µm, 20µm] 

L3 [1µm, 5µm] 

W5 [1µm, 20µm] 

L5 [1µm, 5µm] 

Ibias [15µA, 20µA]  

Variations des paramètres 

technologiques 

(variations globales) 

Dimensions de la grille [-3σ, 3σ] 

Dimensions de la zone active [-3σ, 3σ] 

Epaisseur d’oxyde de grille [-3σ, 3σ] 

Tension de seuil NMOS [-3σ, 3σ] 

Tension de seuil PMOS [-3σ, 3σ] 
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Tableau 6.4 : Variables d'optimisation 

Type de paramètres Nom Domaine de variation 

Variables 

d’optimisation 

1

1
1 L

W
A =  [1, 4] 

B1 = L1 [1µm, 5µm] 

3

3
3 L

W
A =  [1, 4] 

B3 = L3 [1µm, 5µm] 

5

5
5 L

W
A =  [1, 4]  

B5 = L5 [1µm, 5µm] 

Ibias [15µA, 20µA]  

Coût calculatoire 

Le coût calculatoire de chaque méthode est indiqué dans le Tableau 6.5. La première étape des 

deux méthodes consiste à construire des modèles polynomiaux de la fonction de coût et des con-

traintes à partir des simulations Eldo ; cette étape dure un peu moins de 10 min. Une fois qu’un mo-

dèle valide existe sur chaque sous-pavé traité, la recherche de l’optimum commence. L’algorithme 

par intervalles avec le contracteur quadratique se révèle alors bien plus efficace que l’algorithme de 

base : le temps de calcul est quasiment divisé par quatre. 

Tableau 6.5 : Comparaison du coût calculatoire des deux méthodes 

Méthode 
Nombre de 

simulations Eldo 
Nombre 

d’itérations 
Temps de calcul 

Algorithme par 

intervalles de base 
1035 32222 115 min 

Algorithme par intervalles 

avec contracteur CPQ 
1035 1806 31 min 

 

Robustesse 

Les deux méthodes convergent vers le même optimum. Afin de vérifier la robustesse du circuit, 

une analyse de Monte Carlo (1000 simulations électriques) est effectuée à cet optimum. Les distri-

butions des performances sont illustrées sur la Figure 6.19(a)-(f) et les valeurs pire-cas estimées 
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avec l’analyse de Monte Carlo sont résumées dans le Tableau 6.6. Les résultats obtenus confirment 

la robustesse du dimensionnement vis-à-vis des dispersions paramétriques. 
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Figure 6.19 : Distributions des performances de l'OTA au point de conception robuste 

Tableau 6.6 : Résultats de la conception robuste de l’OTA 

Performances Gain 
Fréquence 
de coupure 

Marge de 
phase 

Consom-
mation 

Tension de 
décalage 

Vitesse de 
balayage 

Spécifications Maximiser > 10kHz > 67° < 50µW < 1mV > 15V/µs 

Performance 
pire-cas 

392 31kHz 68.4° 47.4µW 0.72mV 15.9V/µS 
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a) Réduction du domaine de conception : méthode de dimensionnement 
gm/I D 

L’exemple précédent a permis de mettre en avant le rôle important des contracteurs pour dimi-

nuer le coût calculatoire. Ce coût pourrait encore être considérablement diminué s’il était possible 

de réduire rapidement la taille du domaine de conception initial. Cela peut être réalisé en intégrant 

des contraintes implicites en plus des spécifications du circuit. 

b)  Réduction du domaine de conception 

Une première approche consiste à appliquer des règles de pré-dimensionnement portant sur la 

polarisation des transistors ainsi que leur zone de fonctionnement et basées uniquement sur des si-

mulations statiques DC [133]. Afin de réduire le coût calculatoire, une alternative peut consister à 

remplacer les simulations électriques par des équations analytiques. Le principe est alors d’intégrer 

dans le problème d’optimisation robuste des contraintes supplémentaires inspirées de la conception 

manuelle afin d’identifier grossièrement mais facilement le domaine de faisabilité. Les équations 

analytiques peuvent être des modèles simplifiés des transistors (Spice Level 1 par exemple [134]) 

qui permettent d’approximer les performances et ainsi obtenir une estimation grossière du domaine 

de faisabilité. Cependant, ces modèles simplifiés dépendent fortement de la zone de fonctionnement 

des transistors. De plus, ils ne permettent pas de tenir compte des dispersions paramétriques. Nous 

avons donc mis en place dans notre méthode de conception robuste une approche qui est fondée sur 

le rapport DIgm  où gm est le gain de transconductance d’un transistor et ID son courant de drain. 

c) Méthode de dimensionnement gm/ID 

La méthode de dimensionnement DIgm  a été proposée par [135] pour concevoir des circuits 

analogiques de faible consommation et intégrée dans des outils de synthèse automatique 

d’amplificateurs [136]. Cette méthode repose sur la relation particulière qui unit le rapport DIgm  

au courant normalisé ( )LWI D  où W et L représentent respectivement la largeur et la longueur 

d’un transistor. En effet, le principal intérêt de cette relation est qu’elle caractérise de façon unique 

tous les transistors du même type (NMOS ou PMOS) appartenant à la même technologie CMOS 

quelles que soient leurs dimensions. De plus, cette relation permet de représenter toutes les zones de 

fonctionnement des transistors (inversion faible, modérée ou forte). Enfin, la plupart des perfor-

mances des circuits analogiques peuvent s’exprimer aisément en fonction du rapport DIgm . 

La courbe qui représente la relation entre le rapport DIgm  et le courant normalisé ( )LWI D  

peut être obtenue par simulation électrique à partir d’un modèle de transistor continu entre les zones 

de fonctionnement et qui caractérise la technologie CMOS utilisée. La courbe 
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( )( )LWIfIgm DD =  caractéristique d’une technologie CMOS 65nm développée par STMicroe-

lectronics est illustrée sur la Figure 6.20. Dans le cas des transistors NMOS, ID = IDS et dans le cas 

des transistors PMOS, ID = |IDS|. La différence entre les courbes des transistors NMOS et PMOS 

s’explique par leur mobilité respective qui est différente. 
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Figure 6.20 : Caractéristique ( )( )LWIfIgm DD =  d'une technologie CMOS 65nm 

Grâce à cette relation qui caractérise de façon unique une technologie CMOS, les circuits analo-

giques peuvent être dimensionnés de façon rapide et précise : 

− en exprimant d’abord les performances en fonction du rapport DIgm  des transistors, 

− puis en ajustant la valeur du rapport DIgm  des transistors pour que les spécifications soient 

satisfaites, 

− enfin en utilisant la courbe ( )( )LWIfIgm DD =  pour déterminer les dimensions des tran-

sistors à partir de leur rapport DIgm  et de leur courant de drain ID. 

d)  Amplificateur opérationnel de Miller 

L’exemple suivant va permettre d’illustrer cette méthode en l’appliquant au dimensionnement 

d’un amplificateur opérationnel de Miller (cf. Figure 6.21). Le dimensionnement est réalisé à partir 

des spécifications sur le gain différentiel, le produit gain-bande passante, la marge de phase et la 

vitesse de balayage respectivement notées Aspec, GBWspec, MPspec et SRspec. Les étapes de dimen-

sionnement sont décrites ci-dessous. Elles visent à déterminer le rapport DIgm  et le courant ID 

pour chaque transistor. 
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Figure 6.21 : Amplificateur opérationnel de Miller 

1. La valeur de la capacité de Miller Cm est d’abord choisie de façon à satisfaire une marge de 

phase supérieure à 67° [134] : 

 outm CC
10

3≥  (6.31) 

2. Le courant de polarisation Ibias est ensuite fixé afin que la spécification sur la vitesse de ba-

layage soit respectée : 

 mspecbias CSRI .≥  (6.32) 

3. Les transistors T3 et T4, qui forment un miroir de courant, doivent opérer en régime de forte 

inversion (cf. Figure 6.20) pour garantir un bon appariement : 

 
2

avec6 3
3

3 bias
D

D

I
I

I

gm
=<  (6.33) 

4. Afin que les transistors T3, T4 fonctionnent bien en miroir de courant, le transistor T4 doit 

être en régime de saturation, ce qui peut être rendu possible en imposant VSG4=VSD4=VSGp. Le 

transistor Tp vérifie alors : 

  
3

3

DDp

p

I

gm

I

gm
=  (6.34) 

5. De plus, les conditions sur les pôles pour avoir une marge de phase supérieure à 67° condui-

sent à [134] : 

 
33

.2..10
.2..10

D

mspec
Dpmspecp Igm

CGBW
ICGBWgm

π
π ≥⇒≥  (6.35) 

6. Pour que la spécification sur la bande passante soit respectée, il est nécessaire que [134] : 
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2

avec.2. 11
bias

Dmspec

I
ICGBWgm =≥ π  (6.36) 

7. Enfin, les conditions pour obtenir un bon appariement entre les transistors du miroir de cou-

rant T5 et Tn imposent (régime de forte inversion) : 

 DpDnbiasD
Dn

n

D

IIII
I

gm

I

gm
==<= etavec8 5

5

5  (6.37) 

A présent que les rapports DIgm  sont fixés pour chaque transistor, la courbe 

( )( )LWIfIgm DD =  permet de déterminer les valeurs ( )LWI D  correspondantes. Les valeurs 

des courants ID étant fixées également, on en déduit alors le rapport des dimensions LW  pour 

chaque transistor. Les règles de dimensionnement (6.31)-(6.37) garantissent que le circuit opère 

dans une zone de fonctionnement stable lui permettant d’atteindre les spécifications. Elles peuvent 

donc être rajoutées au problème de conception robuste sous la forme de contraintes implicites afin 

de réduire le domaine de conception. 

6.5.2 Conception robuste d’un amplificateur opérationnel 

de Miller 

La méthode de dimensionnement DIgm  a été intégrée dans l’algorithme de conception robuste 

par intervalles afin d’accélérer sa convergence. Le principe, illustré sur la Figure 6.22, consiste à 

utiliser : 

− les rapports DIgm  comme variables d’optimisation, 

− les règles de dimensionnement (6.31)-(6.37) pour réduire le domaine de conception, 

− enfin la courbe ( )( )LWIfIgm DD =  pour faire le lien avec les dimensions des transistors et 

ainsi réaliser des simulations électriques permettant de prendre en compte les dispersions pa-

ramétriques pour construire les modèles des performances pire-cas. 
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Figure 6.22 : Intégration de la méthode de dimensionnement DIgm  au sein de l'algorithme de concep-

tion robuste par intervalles 

Les variations paramétriques prises en compte sont présentées dans le Tableau 6.7, tandis que les 

variables d’optimisation sont données dans le Tableau 6.8. Les domaines de variation de la capacité 

de Miller Cm et du courant de polarisation Ibias sont issus des règles de dimensionnement (6.31) et 

(6.32) sur la stabilité et la vitesse de balayage, tandis que ceux des rapports 33 DIgm  et 

55 DIgm permettent de garantir un fonctionnement des transistors en forte inversion. A partir de ces 

variables d’optimisation et des règles de dimensionnement (6.31)-(6.37), les rapports DIgm  de 

tous les transistors peuvent être calculés, puis en utilisant la courbe ( )( )LWIfIgm DD = , les va-

leurs des paramètres de conception peuvent être extraites comme illustré sur la Figure 6.23. Les 

valeurs Ini et Ipi, qui correspondent aux courants normalisés ( )iDi LWI  lus sur la courbe 

( )( )LWIfIgm DD =  pour chaque transistor i, permettent de calculer les dimensions 

( ) niDii IILW =  dans le cas d’un transistor NMOS et ( ) piDii IILW =  dans le cas d’un transistor 

PMOS. 
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Tableau 6.7 : Variations des paramètres technologiques de l’amplificateur opérationnel de Miller 

Type de paramètres Nom Domaine de variation 

Variations des paramètres  

technologiques 

(variations globales) 

Dimensions de la grille [-3σ, 3σ] 

Dimensions de la zone active [-3σ, 3σ] 

Epaisseur d’oxyde de grille [-3σ, 3σ] 

Tension de seuil NMOS [-3σ, 3σ] 

Tension de seuil PMOS [-3σ, 3σ] 

Dimensions de capacité Poly-Poly [-3σ, 3σ] 

Tableau 6.8 : Variables d'optimisation 

Type de paramètres Nom Domaine de variation 

Variables d’optimisation 

Cm 
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Figure 6.23 : Extraction des valeurs des paramètres de conception à partir des rapports DIgm   
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L’algorithme par intervalles avec le contracteur quadratique est utilisé pour la conception robuste 

de l’amplificateur de Miller. Le coût calculatoire est donné dans le Tableau 6.9. Grâce aux règles de 

dimensionnement gm/ID, le temps de calcul pour dimensionner l’amplificateur de Miller reste rai-

sonnable. Concernant la robustesse, une analyse de Monte Carlo (1000 simulations électriques) est 

effectuée afin d’estimer les valeurs pire-cas (cf. Tableau 6.10). Les résultats obtenus indiquent que 

les valeurs pire-cas respectent les spécifications ; la robustesse du circuit est donc garantie sans pour 

autant nécessiter un surdimensionnement. 

Tableau 6.9 : Coût calculatoire de la conception robuste de l’amplificateur de Miller 

Méthode 
Nombre de 

simulations Eldo 
Nombre 

d’itérations 
Temps de calcul 

Algorithme par 

intervalles avec  

le contracteur CPQ 

773 999 22 min 

 

Tableau 6.10 : Résultats de la conception robuste de l’amplificateur de Miller 

Performances Consom-
mation 

Gain 
Produit 

gain-bande 
passante 

Marge de 
phase 

Tension de 
décalage 

Vitesse de 
balayage 

Spécifications Minimiser > 104 > 10MHz > 67° < 1mV > 10V/µs 

Performance 
pire-cas 

457µW 1.4×104 12.2MHz 68.3° 0.05mV 11.8V/µS 

6.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode de conception robuste basée sur des 

algorithmes d’optimisation par intervalles. Elle a pour objectif de déterminer les valeurs des para-

mètres de conception pour lesquelles le circuit sera robuste aux dispersions paramétriques et respec-

tera les spécifications. Cette approche intègre l’approximation de Cornish-Fisher pour estimer les 

performances pire-cas qui sont comparées aux spécifications pour tester la robustesse du circuit de 

façon précise et efficace. Grâce à l’approximation de Cornish-Fisher, les performances pire-cas sont 

définies pour un rendement paramétrique donné, ce qui permet d’éviter un surdimensionnement 

(comme c’est le cas avec les analyses pire-cas). Par ailleurs, les algorithmes par intervalles garantis-

sent une optimisation globale et se révèlent tout à fait adaptés pour traiter les modèles par morceaux 

des performances. Le coût de calcul de la méthode résulte du coût de calcul de la modélisation des 

performances et du coût de calcul de l’algorithme par intervalles. Comme nous l’avons vu dans le 
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Chapitre 4, le coût de construction des modèles polynomiaux à partir des plans d’expériences de-

vient prohibitif au-delà de vingt facteurs, ce qui constitue la principale limitation en termes de 

nombre de paramètres pouvant être pris en compte dans la méthode. Concernant le coût de calcul de 

l’algorithme par intervalles, il peut être réduit en mettant en œuvre, d’une part des techniques ma-

thématiques de réduction d’intervalles afin d’accélérer la convergence de l’algorithme, et d’autre 

part des règles de dimensionnement issues de la conception manuelle permettant de diminuer la 

taille du domaine de conception. Les règles de dimensionnement gm/ID s’avèrent particulièrement 

intéressantes dans la mesure où elles permettent de combiner le savoir-faire du concepteur de cir-

cuits analogiques avec la précision du simulateur électrique qui rend possible la prise en compte des 

variations paramétriques. De plus, le découpage du domaine initial offre la possibilité de traiter en 

priorité les sous-pavés les plus probables de contenir l’optimum et donc de n’approximer les con-

traintes que sur ces sous-pavés, ce qui économise ainsi de nombreuses simulations électriques. 

Grâce à ces méthodes de réduction du coût calculatoire, l’algorithme par intervalles peut être appli-

qué sur des domaines relativement larges, permettant ainsi de tenir compte des dispersions paramé-

triques dès le début du flot de conception. Les résultats obtenus sur des circuits analogiques mon-

trent l’efficacité de la méthode pour dimensionner de façon automatisée des circuits robustes sans 

surdimensionnement. 
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Chapitre 7 : Conclusion et perspec-

tives 

Dans ce travail de thèse, nous avons étudié les phénomènes de dispersions paramétriques dans 

les technologies CMOS, ainsi que les méthodes permettant de tenir compte de l’impact de ces dis-

persions lors de la conception des circuits analogiques. Deux familles de méthodes peuvent être 

distinguées : les méthodes d’analyse de la variabilité et les méthodes de conception robuste. Les 

premières visent à caractériser les dispersions des performances à partir de mesures statistiques 

comme le rendement de fabrication ou les valeurs pire-cas, tandis que les deuxièmes vont plus loin 

en intégrant ces méthodes d’analyse de la variabilité dans un processus d’optimisation afin de 

rendre les circuits robustes aux dispersions paramétriques. 

7.1 Analyse de la variabilité par les plans 

d’expériences et le développement limité 

de Cornish-Fisher 

Les méthodes d’analyse de la variabilité classiques se révèlent soit imprécises (analyse pire-cas), 

soit lourdes en termes de coût calculatoire (analyse de Monte Carlo). Dans le Chapitre 4, une nou-

velle méthode d’analyse a été proposée : elle vise à estimer les valeurs pire-cas des performances. 

Les performances sont d’abord approximées par des modèles linéaires avec interactions ou des mo-

dèles quadratiques en faisant appel aux plans d’expériences. Ces modèles polynomiaux présentent 

plusieurs avantages : ils sont facilement interprétables et peuvent être construits à moindre coût 

grâce aux plans d’expériences tant que le nombre de paramètres en jeu reste faible. Enfin, les va-

leurs pire-cas sont estimées avec le développement limité de Cornish-Fisher et les moments des 

performances calculés à partir des modèles polynomiaux. Les résultats obtenus sur des circuits ana-

logiques de base montrent que cette approche présente un bon compromis précision/coût calcula-

toire et peut donc parfaitement s’intégrer dans les méthodes de conception robuste. 

7.2 Modélisation par morceaux des perfor-

mances 

Avec la miniaturisation, le nombre et l’amplitude des dispersions paramétriques augmentent. Les 

modèles quadratiques peuvent alors se révéler insuffisants pour approximer les performances des 
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circuits. Dans le Chapitre 5, une méthode de modélisation par morceaux a été présentée. Son objec-

tif est d’approximer les non-linéarités des performances sur un domaine d’étude relativement large 

en le découpant de façon judicieuse en sous-domaines sur lesquels les performances tendent à être 

moins non-linéaires. L’approximation obtenue permet de définir le comportement global du circuit 

et ainsi identifier les domaines d’intérêt pour la conception. 

7.3 Optimisation robuste par intervalles 

Les méthodes de modélisation par les plans d’expériences et d’estimation des valeurs pire-cas 

avec l’approximation de Cornish-Fisher ont été intégrées dans un algorithme d’optimisation globale 

par intervalles afin d’automatiser la conception de circuits analogiques robustes. Les algorithmes 

par intervalles, en optimisant les performances pire-cas, garantissent de trouver le meilleur dimen-

sionnement robuste sur le domaine d’étude considéré. De plus, en raisonnant sur des intervalles 

plutôt que sur des valeurs ponctuelles, ils se révèlent parfaitement adaptés pour traiter les modèles 

par morceaux des performances. Cependant, la mise en place de cette approche de conception ro-

buste dès le début du flot de conception augmente considérablement le temps de calcul. Des tech-

niques basées sur des contracteurs ou des règles de dimensionnement analogique sont donc appli-

quées pour identifier rapidement le domaine de faisabilité des circuits. 

7.4 Perspectives 

Dans ce travail de thèse, seules les variations globales ont été prises en compte dans 

l’optimisation robuste par intervalles ; les variations environnementales et locales doivent égale-

ment être considérées. Concernant les variations des conditions environnementales comme la tem-

pérature ou la tension d’alimentation, elles peuvent être prises en compte en les modélisant sous la 

forme d’intervalles de tolérance sur lesquels les performances pire-cas sont calculées de la même 

façon que pour les variations paramétriques. Quant aux variations locales, la principale difficulté 

réside dans leur nombre qui augmente proportionnellement avec le nombre de composants. Des 

méthodes d’identification des variations locales les plus significatives sont donc nécessaires. En ce 

qui concerne le développement limité de Cornish-Fisher, qui s’est révélé efficace pour estimer les 

performances pire-cas, deux points nécessitent d’être approfondis : l’impact de l’ordre des cumu-

lants sur la précision du développement et la qualité de l’estimation des centiles extrêmes. La mé-

thode de conception robuste que nous avons développée est destinée aux circuits analogiques élé-

mentaires. Par la suite, il semble donc important de l’étendre à des systèmes plus complexes. 

L’intérêt des techniques de propagation d’intervalles, pour répartir les spécifications entre des blocs 

de niveaux hiérarchiques différents, a déjà été démontré dans [121] ; cette approche pourrait être 



Conclusion et perspectives 

157 

complétée par les méthodes d’analyse de la variabilité que nous avons proposées dans cette thèse 

afin de réaliser une conception hiérarchique robuste. En ce qui concerne les plans d’expériences, ils 

ont été appliqués pour construire des méta-modèles qui sont utilisés lors de la conception des cir-

cuits. Ces mêmes méta-modèles, établis entre des performances mesurables et les variations para-

métriques, pourraient permettre également d’analyser la variabilité lors du fonctionnement des cir-

cuits. On pourrait alors envisager, par exemple, un système de compensation de la variabilité à base 

de capteurs et de correcteurs, ces derniers étant étalonnés à partir des modèles établis avec les mé-

thodes présentées dans cette thèse. 

Les innovations des outils de CAO visent généralement à atteindre le meilleur compromis préci-

sion/temps de calcul. Une première approche pour réduire le coût calculatoire consiste à réduire le 

nombre de variables en jeu. Le développement des techniques de réduction de dimension et leur 

incorporation dans les outils de CAO est donc plus que jamais nécessaire. Il est également impor-

tant d’ajuster la précision et le coût de construction des méta-modèles en fonction du problème trai-

té. Dans cette optique, les méthodes dites « Metamodel-based Design Optimization » [137] qui in-

tègrent le processus de modélisation au cœur d’un algorithme d’optimisation sont particulièrement 

intéressantes : elles ont pour but de concentrer les points des plans d’expériences autour de 

l’optimum permettant ainsi d’accroitre la précision du méta-modèle seulement là où c’est néces-

saire. Enfin, la réduction du coût calculatoire n’est pas un problème auquel seules les mathéma-

tiques appliquées peuvent apporter une solution : comme nous l’avons démontré, l’incorporation 

dans les outils de CAO du savoir-faire du concepteur de circuits analogiques permet également de 

raccourcir efficacement les temps de calcul. Il semblerait donc intéressant d’approfondir ces ap-

proches qui combinent à la fois des techniques mathématiques innovantes et des méthodes de di-

mensionnement inspirées de la conception manuelle. 
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Annexe A :  Eléments de probabilité 

1. Variable aléatoire 

Variable aléatoire réelle. De manière informelle, une variable aléatoire réelle peut être vue 

comme une quantité réelle qui prend des valeurs de façon imprévisible mais néanmoins quantifiable 

sous la forme d’une probabilité ; elle permet de modéliser le résultat d’un phénomène non-

déterministe. Une variable aléatoire peut être caractérisée de façon équivalente par sa densité de 

probabilité, sa fonction de répartition, ses moments ou sa fonction caractéristique. 

Densité de probabilité. La densité de probabilité fX d’une variable aléatoire X est une fonction 

positive qui vérifie : 

 ( )∫
+∞

∞−
= 1dxxf X  (A.1) 

Elle permet de définir la probabilité que la variable aléatoire X prenne une valeur appartenant à 

l’intervalle [ [ba,  : 

 ( ) ( )∫=<≤
b

a X dxxfbXaP  (A.2) 

Fonction de répartition. La fonction de répartition FX d’une variable aléatoire X est une fonc-

tion de ℜ  dans [ ]1,0  qui vérifie : 

  ( ) ( )xXPxFX <=  (A.3) 

FX est la primitive de fX qui vaut 0 en ∞− . Elle possède les propriétés suivantes : 

 ( ) ( ) 1lim,0lim,croissanteest  )( ==
+∞→−∞→

xFxFxF X
x

X
x

X  (A.4) 

 

Quantile, centile (ou percentile). Soit FX  la fonction de répartition d’une variable aléatoire X et 

α un nombre compris entre 0 et 1. Le quantile d’ordre α, noté qα, de la distribution de X est le point 

qui vérifie (cf. Figure 7.1) : 

 ( ) ( )αα αα
1−=⇔= XX FqqF  (A.5) 
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)(xf X

xαq

( ) αα =qFX

 

Figure 7.1 : Quantile d'ordre α  de la distribution de X  

Lorsque qα est exprimé en pourcents, on parle alors de centile ou de percentile. 

Moyenne, espérance. Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité est notée fX. La 

moyenne, également appelée espérance, de X est définie par : 

 ( ) ( )∫
+∞

∞−
== dxxxfXE Xµ  (A.6) 

La moyenne est un indicateur de la tendance centrale de la distribution de X. 

Soient X et Y deux variables aléatoires et ℜ∈a , les règles de calcul pour la moyenne sont les 

suivantes : 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )












=
+=+

=
=

tesindépendansont  et   si  YXYEXEXYE

YEXEYXE

XaEaXE

aaE

 (A.7) 

Moments. La généralisation de la moyenne conduit à la notion de moment. Le moment d’ordre 

0≥n  d’une variable aléatoire X est donné par : 

 ( ) ( )∫
+∞

∞−
= dxxfxXE X

nn  (A.8) 

Le moment d’ordre 1 correspond donc à la moyenne de X. 

Il est parfois plus aisé d’utiliser les moments centrés d’une variable aléatoire X. Son moment 

centré d’ordre n est défini par : 

 ( )[ ] ( ) ( )∫
+∞

∞−
−=−= dxxfxXE X

nn
n µµµ  (A.9) 

où µ est la moyenne de X.  

Variance, écart type. Le moment centré d’ordre 2 d’une variable aléatoire X est appelée va-

riance : 
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 ( ) ( )[ ] ( ) 222
2 µµµ −=−== XEXEXV  (A.10) 

La racine carrée de la variance de X est son écart type : 

 ( )XV=σ  (A.11) 

La variance et l’écart type renseignent sur la dispersion des valeurs de X autour de la moyenne. 

Soient X et Y deux variables aléatoires et ℜ∈a . Les règles de calcul pour la variance sont les 

suivantes : 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )








++=+
=

=

X,YYVXVYXV

XVaaXV

aV

cov2 

0
2  (A.12) 

où ( )X,Ycov  est la covariance de X et de Y qui est égale à ( )( ) ( )( )[ ]YEYXEXE −− . 

Variable centrée réduite. Si X une variable aléatoire de moyenne µ et d’écart type σ, on appelle 

alors variable centrée réduite la variable définie par : 

 
σ

µ−= X
Y  (A.13) 

La moyenne et l’écart type de Y valent respectivement 0 et 1. 

Fonction caractéristique. La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X est la transfor-

mée de Fourier de sa densité de probabilité fX : 

 ( ) ( ) ( )jtx
X

jtx
X eEdxxfet == ∫

+∞

∞−
ϕ  (A.14) 

L’intérêt de la fonction caractéristique est de permettre un calcul aisé des moments de X. En ef-

fet, le développement de la fonction caractéristique de X en série de MacLaurin donne : 

 ( ) ( )( )
∑

∞

=

=
0 !n

n
n

X n

jt
XEtϕ  (A.15) 

où ( )nXE  sont les moments d’ordre n de X. Les moments peuvent donc être obtenus à partir de 

la formule : 

 ( ) ( ) ( )
0=









−=

t

n
X

n
nn

dt

td
jXE

ϕ
 (A.16) 
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Cumulants. Les cumulants d’ordre n d’une variable aléatoire X sont obtenus à partir du déve-

loppement en série de MacLaurin du logarithme de la fonction caractéristique : 

 ( )( ) ( )
∑

∞

=

=
1 !

ln
n

n

nX n

jt
t κϕ  (A.17) 

où nκ  est le cumulant d’ordre n. La formule des cumulants est donc la suivante : 

  ( ) ( )
0

ln

=








−=

t

n
X

n
n

n
dt

td
j

ϕκ  (A.18) 

Dans la mesure où les cumulants sont générés à partir de la fonction caractéristique comme les 

moments, ils sont conceptuellement similaires à ces derniers. Une relation existe donc entre les cu-

mulants et les moments centrés µn d’une variable aléatoire : 

 

3255

2
244

33

22

1

10

3

µµµκ
µµκ

µκ
µκ
µκ

−=
−=

=
=
=

 (A.19) 

Les deux premiers cumulants correspondent respectivement à la moyenne et à la variance. 

2. Vecteur de variables aléatoires 

Vecteur aléatoire. Un vecteur aléatoire est un vecteur composé de k variables aléatoires X1, 

X2,…, Xk : 

 





















=

kX

X

X

M

2

1

X  (A.20) 

Fonction de répartition conjointe, densité de probabilité conjointe. La fonction de répartition 

FX et la densité de probabilité fX d’un vecteur aléatoire X sont respectivement définies par : 

 ( ) ( ) ( )[ ]kkk xXxXxXPxxxF ≤∩∩≤∩≤= ...),...,,( 221121X  (A.21) 

 ( ) ( )k
k

k

k xxx
xxx

F
xxxf ,...,,

...
,...,, 21

21
21 ∂∂∂

∂
= X

X
 (A.22) 
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Densité de probabilité marginale. La densité de probabilité marginale selon Xi est obtenue en 

considérant la variable aléatoire Xi indépendamment des autres composantes du vecteur X : 

 ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫
+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=

+∞

−∞=
+−

− +

=
1 1 1

......,...,,...,...... 1111

x x x x

kiikiXiX

i i k

i
dxdxdxdxxxxfxf  (A.23) 

Moyenne. Soit X est un vecteur aléatoire de dimension k. La moyenne de X est un vecteur dont 

les composantes sont les moyennes de chaque variable Xi obtenues avec les densités de probabilité 

marginales selon Xi : 

 ( )

( )
( )

( )



















=

kXE

XE

XE

E
M

2

1

X  (A.24) 

Matrice de covariance. La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X est une matrice carrée 

définie par : 

 ( )( )[ ]TE µµ −−= XXΣ  (A.25) 

où µ est la moyenne du vecteur X. Les termes diagonaux de Σ  correspondent aux variances des 

composantes Xi, tandis que les termes hors de la diagonale représentent leurs covariances. 

Forme linéaire. Soit Y une variable aléatoire définie par aY T += XB  où kℜ∈B , ℜ∈a  et X 

est un vecteur aléatoire de dimension k. La moyenne et la variance de Y sont données par : 

 
( ) ( )
( )




=
+=

ΣBB

XB
T

T

YV

aEYE
 (A.26) 

3. Loi normale 

Densité de probabilité. La densité de probabilité d’une variable aléatoire X distribuée selon une 

loi normale est donnée par : 

 
( )










 −−=
2

2

2
exp

2

1
)(

σ
µ

πσ
x

xf X  (A.27) 

où µ et σ représentent respectivement la moyenne et l’écart type de X. Une loi normale est entiè-

rement définie par sa moyenne et son écart type ; elle sera notée N(µ, σ). La loi N(0, 1) est appelée 

loi normale centrée réduite. 
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Somme de variables normales indépendantes. Si Xi~N(µi, σi) est une suite de n variables aléa-

toires normales indépendantes, alors la variable ∑
=

=
n

i
iXY

1

 est également une variable normale de 

moyenne ∑
=

=
n

i
i

1

µµ  et de variance ∑
=

=
n

i
i

1

22 σσ . 

4. Loi du Khi-2 non centrée 

Soit Xi~N(µi, σi) une suite de n variables aléatoires normales indépendantes, alors la variable 

∑
=









=

n

i i

iX
Y

1

2

σ
 est distribuée selon une loi du Khi-2 non centrée. Deux paramètres caractérisent 

cette loi : le nombre de degrés de liberté n, et le paramètre de non-centralité ∑
=









=

n

i i

i

1

2

σ
µλ . Une loi 

du Khi-2 non centrée sera donc notée ( )λχ ,2 n . 

La fonction caractéristique d’une loi Khi-2 non centrée est donnée par : 

 ( ) 
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−= −
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jtt
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21
exp21)( 2

λϕ  (A.28) 
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Annexe B :  Problème d’optimisation 

Tout problème d’optimisation peut se formuler en faisant intervenir trois éléments distincts : 

− la fonction de coût qui modélise la grandeur que l’on cherche à minimiser, 

− les variables de décision sur lesquelles il est possible d’agir afin de minimiser la fonction de 

coût, 

− les contraintes qui définissent les valeurs que les variables de décision peuvent prendre, c’est-

à-dire le domaine de faisabilité. 

Un problème d’optimisation peut donc s’écrire sous la forme générale suivante : 

 { }
D

plg

f

l

∈
∈<

X

X

X
X

,...,1,0)(quetel

)(minimiser

 (B.1) 

où X est le vecteur des variables de décision, f : ℜℜ a
k  est la fonction de coût, tandis que 

ℜℜ a
k

lg :  pour l allant de 1 à p et kD ℜ⊂ représentent les contraintes. Le domaine de faisabili-

té du problème d’optimisation (B.1) est défini par : 

 ( ) { }{ }plgDC l ,...,1,0 ∈<∈= XX  (B.2) 

Ainsi, résoudre le problème d’optimisation (B.1) consiste à trouver un C∈*X  tel que 

( ) )(XX * ff ≤  pour tout C∈X . S’il n’y a pas de contraintes, on parle de problème d’optimisation 

sans contraintes. Par ailleurs, suivant la nature de la fonction de coût et des contraintes (linéaire, 

quadratique, convexe, etc.), les méthodes numériques de résolution des problèmes d’optimisation 

sont appelées programmation linéaire, quadratique, convexe, etc. La non-convexité signifie que le 

problème peut avoir plusieurs optima locaux ; toute la difficulté consiste donc à déterminer 

l’optimum global (s’il existe), on parle alors d’optimisation globale par opposition à l’optimisation 

locale. 
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Annexe C :  Arithmétique par inter-

valles 

1. Définitions  

Intervalle. Un intervalle réel compact, noté ][ X , est un sous-ensemble connexe de ℜ . Il est ca-

ractérisé par sa borne inférieure ℜ∈X  et sa borne supérieure ℜ∈X  : 

 { }XxXxXXX ≤≤ℜ∈== ],[][  (C.1) 

L’ensemble des intervalles compacts réels est noté IR . 

La largeur d’un intervalle est définie par : 

 ( ) XXXw −=][  (C.2) 

Vecteur d’intervalles ou pavés. Un vecteur d’intervalles, noté ][ X , est un sous-ensemble con-

nexe de kℜ . Il est défini par le produit cartésien de k intervalles : 

 ][...][][][ 21 kXXX ×××=X  (C.3) 

La largeur d’un vecteur d’intervalles est donnée par :  

 ( ) ( )][max][
1

i
ki

Xww
≤≤

=X  (C.4) 

Les vecteurs d’intervalles sont communément appelés pavés. 

Opérations usuelles. Les opérations arithmétiques usuelles peuvent être étendues aux intervalles 

en raisonnant sur leurs bornes : 
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(C.5) 

Fonction d’inclusion. Soit une fonction ℜ→ℜkf : . L’image d’un vecteur d’intervalles ][ X  

par la fonction f est définie par : 

 ( ) ( ){ }][,][ XXXX ∈= ff  (C.6) 

Une fonction IRIRF k →:  est appelée fonction d’inclusion pour f si et seulement si : 

 ( ) ( )][][,][ XXX FfIR ⊆∈∀  (C.7) 

Les fonctions d’inclusion traitent des intervalles ; elles permettent d’obtenir un encadrement 

( )][ XF  de l’image ( )][ Xf . Ainsi, si une valeur n’appartient pas à ( )][ XF , alors elle ne peut pas 

appartenir à ( )][ Xf  en vertu de la propriété d’inclusion (C.7). Cette propriété est mise à profit dans 

les algorithmes d’optimisation pour tester l’appartenance du minimum dans un pavé. Les fonctions 

d’inclusion les plus simples sont obtenues en remplaçant les variables réelles par les intervalles cor-

respondants. Les fonctions d’inclusion construites ainsi sont appelées fonctions d’inclusion natu-

relles. 

Exemple. Soit la fonction f de ]3,1[]3,1[][ ×=X  dans ℜ  définie par ( ) 2121 2, xxxx +a . 

L’image de ][ X  par la fonction d’inclusion naturelle de f est donnée par : 

 ( ) ]9,3[]3,1[*2]3,1[][ =+=XF  (C.8) 
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2. Surestimation  

Le principal inconvénient de l’arithmétique par intervalles est la surestimation. Cette surestima-

tion est causée par deux phénomènes distincts : l’effet enveloppant (« wrapping effect ») et la dé-

corrélation des données. 

Effet enveloppant. L’image d’un pavé ][ X  par une fonction f de mℜ  dans nℜ  est un ensemble 

de forme quelconque. Or l’encadrement ( )][ XF  proposé par la fonction d’inclusion F de f est un 

pavé qui contient ( )][ Xf  dont le volume peut être beaucoup plus grand que celui de ( )][ Xf  

comme illustré sur la Figure 7.2. 

( )][ Xf

( )][ XF

 

Figure 7.2 : Illustration de l'effet enveloppant 

Décorrélation des données. Lorsqu’une variable apparaît plusieurs fois dans une expression, la 

dépendance entre les intervalles n’est pas prise en compte. 

Exemple. Soient deux fonctions f1 et f2 définies par ( )2
1 1: −xxf a  et 12: 2

2 +− xxxf a . Ces 

deux fonctions sont équivalentes en arithmétique réelle, cependant elles ne le sont pas en arithmé-

tique par intervalles. Effet, si on calcule l’image de l’intervalle ]1,1[ +−  par les fonctions 

d’inclusion F1 et F2, on obtient : 

 
( ) ( )
( ) ]4,1[1]1,1[*2]1,1[]1,1[

]4,0[1]1,1[]1,1[

2
2

2
1

+−=++−−+−=+−

=−+−=+−

F

F
 (C.9) 

L’encadrement fourni par la fonction d’inclusion F2 est donc plus large que celui fourni par la 

fonction d’inclusion F1 (cf. Figure 7.3(a)-(b)). 
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Théorème de Moore. Si f est une fonction de kℜ  dans ℜ  définie par une expression où chaque 

variable xi apparaît au plus une fois, alors pour tout pavé kℜ⊂][ X , l’évaluation par intervalles 

obtenue en remplaçant xi par l’intervalle correspondant est exactement égale à ( )][ Xf . 

-1 1

-1

1

2

3

4

( )xf1

x

[ ]( )1,11 +−F

 

(a) 

-1 1

-1

1

2

3

4

( )xf2

x

[ ]( )1,12 +−F

 

(b) 

Figure 7.3 : Illustration de l'effet de la décorrélation des données 
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Annexe D :  Implémentation en Java 

Les algorithmes de conception robuste par intervalles ont été implémentés en Java afin de 

s’intégrer à la plateforme de synthèse multi-domaine RUNE [138, 139] déjà développée en Java. 

L’implémentation s’articule autour des éléments suivants. 

Les paramètres. Les différents types de paramètres, à savoir les paramètres de conception, 

technologiques et environnementaux, sont représentés à partir de la classe mère Parameter et de ses 

classes dérivées (cf. Figure 7.4). 

Parameter 

DesignParameter StatisticalParameter RangeParameter 

Relation d’héritage 

 

Figure 7.4 : Représentation UML simplifiée de la classe mère  Parameter et des classes dérivées 

Les fonctions. A partir de la classe mère Function, les différentes représentations possibles 

d’une fonction sont traitées (cf. Figure 7.5) : les modèles analytiques exprimés au moyen des opéra-

teurs et des fonctions de base (+, -, ×, ÷, exp(), sin(), etc…) , les modèles décrits sous forme de code 

Java (exemple : estimation d’un quantile à partir des cumulants et du développement de Cornish-

Fisher) ou d’un autre langage (exemple : extraction des valeurs des performances analogiques avec 

un simulateur électrique) et enfin les méta-modèles (exemple : approximation polynomiale cons-

truite avec les plans d’expériences). 
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Function 

AnalyticalModel CodedModel 

JavaModel EldoModel MatlabModel 

Metamodel 

Relation d’héritage 

 

Figure 7.5 : Représentation UML simplifiée de la classe mère Function et des classes dérivées 

La construction des méta-modèles. La construction des modèles polynomiaux est effectuée 

grâce à la classe MetamodelingFactory. Cette classe met donc en œuvre les plans d’expériences 

décrits par la classe DOE et se charge entre autres de réaliser les simulations électriques (cf. Figure 

7.6). Par ailleurs, la classe MetamodelingFactory prend en charge la sauvegarde des résultats des 

simulations en vue d’une réutilisation ultérieure (voir §5.2.5). 

DOE 

PlackettBurmanDoe ResVDoe CCD 

Relation d’héritage 

MetamodelingFactory 

Function 

Relation d’utilisation 

 

Figure 7.6 : Représentation UML simplifiée de la classe MetamodelingFactory et de ses interactions avec 

les autres classes 

Les algorithmes d’optimisation par intervalles sont codés par l’intermédiaire de deux classes : 

la première décrit l’algorithme de base tandis que la seconde incorpore en plus les contracteurs. 
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Les plans de conception. Enfin, une classe DesignPlan permet l’initialisation et le lancement de 

l’algorithme d’optimisation par intervalles qui lui-même appelle la classe MetamodelingFactory 

pour construire les méta-modèles. Le flot de la méthode de conception robuste est illustré sur la 

Figure 7.7. 

 

Plan de conception Algorithme par 
intervalles 

Boucle d’optimisation 

MetamodelingFactory 

Construction des 
méta-modèles 

- Initialisation 
- Lancement de 

l’algorithme 
d’optimisation 

 

Figure 7.7 : Flot de la conception robuste 


