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Introduction

Le codage de Bowen-Series est un object classique de 1’étude du flot géodésique sur des
surfaces de courbure négative constante. Il permet de remplacer en grande partie 1’étude des
propriétés dynamiques de celui-ci par une simple transformation du cercle a I’infini dans lui-
méme qui respecte une partition de Markov. Cette transformation est de plus connue pour avoir
des liens profonds avec la théorie spectrale du laplacien sur la surface.

Dans cette these, nous étudierons les objets reliés au codage de Bowen-Series dans le cas
de surfaces hyperboliques H /I" de volume fini et ayant éventuellement des points elliptiques.
Les raisonnements exposés y sont en grande majorité de nature combinatoire dans 1’espoir de
pouvoir les généraliser au cas de la courbure variable ; en particulier, nous prendrons soin de
construire des transformations "finies" au sens ou elles ne nécessitent qu’un découpage fini de
leur espace de base pour pouvoir étre définies par morceaux.

Le premier chapitre contient un certain nombre de généralités sur la géométrie hyperbolique.
En particulier, on y pose les notations qui seront utilisées tout au cours de cette these, et on
explicite quelles seront les hypotheses a faire sur le domaine fondamental et comment elles se
traduisent en termes du groupe fuchsien sous-jacent.

Le procédé de codage du flot géodésique est décrit dans le second chapitre. On construit
d’abord le billard géodésique a partir d’un domaine fondamental fixé en considérant toutes les
géodésiques qui coupent I'intérieur du domaine, plus celles qui passent par un des sommets du
domaine en le laissant a leur gauche. On y définit alors un systeme dynamique 7’5 en envoyant
une géodésique sur son image par I’'isométrie associée au coté par lequel la géodésique sort du
domaine. Ce systeme dynamique admet une suspension qui est conjuguée au flot géodésique
sur la surface modulo, dans le cas volume fini, un ensemble de mesure nulle de géodésiques.

Etant donnée une géodésique dans le billard, 1’isométrie qui nous permet de passer a son
image dépend a la fois de ses extrémités passées et futures. Ce comportement rend 1’étude du
billard difficile, et on préférerait que cette isométrie ne dépende que de I’extrémité future de la
géodésique. C’est ce qui nous amene a définir le codage rectifié 7~ sur une réunion finie de rec-
tangles de ’ensemble des géodésiques de 1’espace hyperbolique, a la maniere de ce qu’avaient
initié Adler et Flatto dans [AF91] pour des groupes cocompacts ; mais sans choix de domaine
fondamental particulier et pour I' de covolume fini. On prouvera qu’il est conjugué au billard
géodésique, et que cette conjugaison peut étre construite en découpant le billard en un nombre
fini de morceaux et en définissant la conjugaison comme agissant par un méme €élément du
groupe sur chacun d’entre eux. Notre approche est purement géométrique et ne se base pas du
tout sur le graphe de Cayley de I tel que cela a pu étre développé dans [Ser81].

Puisque la transformation du codage étendu ne dépend que d’une des composantes, elle
induit en restriction a cette composante une transformation du bord a ’'infini dans lui-méme.
Cette nouvelle transformation préserve par construction une partition de Markov finie du bord,
et elle est définie sur chaque intervalle de la partition comme agissant par une isométrie du
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groupe. Elle ressemble tres fortement a la transformation de Bowen-Series tel que défini dans
[BS79], mais a la différence de celle-ci elle ne nécessite pas de partition de Markov dénombrable
lorsque le domaine fondamental possede des sommets a I’infini. Cette propriété de finitude sera
utilisée de maniere cruciale dans nombre de démonstrations.

Le troisieme chapitre est entierement consacré a I’étude de cette transformation 7" du bord,
identifié au cercle unité S'. La propriété phare de [BS79] était que T est orbite-€quivalent avec
le groupe I, c’est-a-dire que

Vo,y e SY,(Fy el y(z) =y) < (Fp,q > 0,T7(z) = T(y)) .

La preuve de cette propriété repose sur le transport de la dynamique combinatoire des intervalles
de la partition de Markov aux points de S'. Nous la généraliserons dans un contexte plus large
ou la cible du transport peut étre librement définie comme un ensemble X sur lequel I" agit, sous
réserve d’avoir des conditions qui lient I’action de I' sur X et sur les intervalles du bord. Cette
meta-proposition nous redonnera la propriété d’orbite-équivalence, mais aussi une propriété
plus forte d’orbite-équivalence des mots du codage :

Vo € SY,Vy € T, 3p,q > 0,77[z] = vI[y(2)]y

ol P[] représente le mot du groupe qui permet de définir 77 (z). Elle s’appliquera aussi dans
le dernier chapitre pour étendre le théoréme de Pollicott sur les distributions de Helgason a une
classe plus large de distributions et pour un groupe ' de covolume fini.

La suite du troiseme chapitre présente un certain nombre de résultats dynamiques concer-
nant cette transformation. On montrera en particulier que les points 7-périodiques sont exacte-
ment les points fixes d’éléménts non triviaux de I', et qu’il existe une bijection entre les points 7'-
périodiques hyperboliques et les classes de conjugaison d’hyperboliques primitifs de I'. Enfin, la
propriété d’orbite-équivalence implique naturellement que les préimages de points périodiques
sont denses dans 1’ensemble limite, qui est dans notre cas S* tout entier. On montrera que cette
propriété est en fait vérifiée pour tout point de S! (non nécessairement périodique) si et seule-
ment si les points 7-périodiques sont denses, et si et seulement si il existe au moins un point
périodique dans chaque intervalle de la partition de Markov. Ces propriétés ne pourront étre
effectivement montrées qu’au chapitre suivant car prouver la densité des points 7-périodiques
nécessite de considérer le codage étendu.

Dans le quatrieme chapitre, on passe de I’étude du facteur 7" du codage rectifié a 1’étude de la
transformation complete 7-. On commencera par décrire a quelle condition une géodésique qui
borde le domaine est un point périodique du codage étendu, puis on appliquera ce résultat pour
obtenir que I’on a bijection entre les points périodiques de 7' et de 7. Couplé a une description
des T--orbites a I’aide de la propriété d’ orbite-équivalence forte, cette bijection nous permettra
de prouver que les points T-périodiques sont denses, et donc que les conditions équivalentes du
chapitre précédent ont bien lieu.

Le résultat le plus intéressant du chapitre reste a venir. Au biais d’arguments similaires a
ceux utilisés au chapitre précédent pour prouver 1’équivalence entre densité des préimages de
tout point et densité des points périodiques, on peut construire une conjugaison entre 7 et un
sous-shift de type fini dont les transitions sont données par la propriété de Markov de 7T, et
ce modulo un nombre dénombrable de mots infinis dans le sous-shift. C’est un autre codage
qui s’assimile au procédé classique de codage de géodésiques par les séquences coupantes tel
qu’explicité par exemple dans [Ser86] ou dans [Ser91], mais notre approche le lie moins étroi-
tement a la géométrie de 1’espace hyperbolique.
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Le cinquieme et dernier chapitre aborde un tout autre aspect du codage de Bowen-Series :
I’étude des éléments propres de son opérateur de Ruelle £;. Depuis les travaux d’Helgason avec
[Hel81], on sait que toute solution de I’équation Af = —s(1 — s) f dans H a croissance au plus
exponentielle en le rayon hyperbolique peut étre vue comme le test d’une distribution sur S*,
dite de Helgason et notée Dy ,, contre le noyau de Poisson de parametre s. Cette distribution
était classiquement vue comme agissant sur des espaces de fonctions analytiques sur le bord, et
Pollicott a montré dans [Pol91] que lorsque I' est cocompact, Dy ; est distribution propre pour
la valeur propre 1 de L; si et seulement si f est [-invariante.

Mais Otal a prouvé beaucoup plus tard que la distribution de Helgason pouvait étre repré-
sentée comme une forme linéaire continue sur les fonctions de classe C! sur le bord et agissant
comme la dérivée faible d’une fonction Holder d’ordre R(s). L’opérateur de Ruelle étant natu-
rellement défini sur des espaces de fonctions de classe C! sur chaque intervalle de la partition
de Markov, Lopes et Thieullen ont prolongé dans [LTOS8] la distribution de Helgason au sens
d’Otal a cette classe de fonctions. Le premier résultat que nous démontrerons dans ce chapitre
est donc la version "théorie d’Otal" du théoreme de Pollicott, et ce de plus pour un groupe
I' de covolume fini a quelques exceptions pres. Cette preuve repose sur la méta-proposition
d’orbite-équivalente établie au chapitre 3.

Une fois le cas des distributions propres de L traité, on souhaiterait pouvoir déterminer
les fonctions propres de cet opérateur. Lopes et Thieullen, toujours dans [LTOS8], ont réussi a
construire une fonction propre ¢ de L, a partir de toute distribution de Helgason Dy en tes-
tant celle-ci contre un noyau a base de distance de Gromov sur le bord dont le rdle est d’échan-
ger les coordonnées passées et futures aux yeux de L. Ils ont surtout montré que I’application
Dy — 14 €tait injective. Notre second résultat est ’extension de ce théoréme au cas I' de
covolume fini. De plus, on construira un inverse partiel a cette application sur son image, mais
uniquement pour I cocompact et () grand.

13






Chapitre 1

Préliminaires de géométrie hyperbolique

Ce chapitre rassemble un certain nombre de notations classiques et d’outils qui seront ex-
ploités au cours des chapitres suivants.

La premiere section énonce juste quelques généralités sur I’espace hyperbolique. On décrit
ensuite les isométries hyperboliques dans la seconde section. En particulier, on énonce quelques
formules qui décrivent comment des quantités a base de cocyle de Busemann telles que la
distance de Gromov se comportent vis-a-vis de 1’action des isométries. De plus, on y détermine
a quelles condition une isométrie et son inverse sont conjuguées dans un groupe fuchsien, ce
qui mettra en lumiere les résultats du chapitre 3 sur la correspondance entre orbites périodiques
hyperboliques du codage et classes de conjugaisons d’isométries hyperboliques primitives du
groupe.

La seconde section traite de domaines fondamentaux. On y donnera en particulier toutes les
notations sur les extrémités de géodésiques qui seront utilisées tout au long de cette these. Nous
énoncerons aussi les hypotheses sur le domaine que nous serons amenées a faire pour prouver
nos résultats, et nous verrons comment ils se traduisent en termes de groupe.

Enfin, la derniere section est entierement consacrée aux tubes géodésiques. Il s’agit d’une
notion qui englobe tous les sous-ensemble du tore T? qui joueront le rdle de briques de base
dans le billard et le codage géodésiques définis au chapitre 2. En particulier, on décrit avec la
méme notation des produits d’intervalles, i.e. toutes les géodésiques qui partent d’un intervalle
et qui finissent dans un autre, et les "coins", ces ensembles de géodésiques partant d’un inter-
valle et traversant un segment ou une demi-géodésique donné. On énoncera plusieurs lemmes
techniques qui nous permettront d’identifier les intersections et complémentaires de tubes géo-
désiques qui appararaitront au cours de la preuve de la conjugaison entre billard et codage au
chapitre 2.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

1.1 L’espace hyperbolique

L’ espace hyperbolique est le nom générique pour le revétement universel de toutes les varié-
tés a courbure constante égale a —1. On le modelera essentiellement par le disque de Poincaré

D={zeC]||z| <1}
muni de la métrique f_“sz. On rappelle que les géodésiques géométriques maximales de ce
modele sont les droites passant par I’origine et les arcs de cercles orthogonaux au cercle unité
S = {z € C | |z| = 1}. Ce modele possede les avantages d’étre conforme et de ne privilégier
aucun point. Le modele du demi-plan de Poincaré

H={weC|¥w)>0}

muni de % sera parfois utilisé pour certains calculs. On notera H un modele de I’espace
hyperbolique, et d la distance qui lui est associée.

‘H étant une variété riemannienne, on peut définir son fibré tangent 7"H et son fibré unitaire
tangent T'H = {(z,v) € TH | ||v||. = 1}. Dans le domaine du disque, ils s’identifient respec-
tivement aux fibré triviaux ID x C et D x S*. Etant donné un point-vecteur unitaire (z,v) € T H,
il existe une unique géodésique passant par x et tangente en x a v. Réciproquement, étant donné
une géodésique géométrique passant par un point x € H, il existe une unique paire de vecteurs
tangents unités v, ,v_ € TH qui engendrent la géodésique géométrique ; et on a de plus que
v_ = —v4. Une géodésique €tant difféomorphe a R, un choix de v ou de v_ en un point x de
la géodésique en induit un naturel pour tous les autres points. Ce choix définit une orientation
de la géodésique.

On peut définir une relation d’équivalence entre géodésiques orientées en identifiant celles
qui restent a distance bornée dans le passé ou dans le futur. L’ensemble des classes d’équiva-
lence pour cette relation s’appelle le bord a ’infini de ’espace hyperbolique, et il est noté OH.
Chaque fibre du fibré unitaire tangent s’identifie alors canoniquement avec 0. Dans le modele
du disque, il est incarné par le cercle S' qui est alors nommé cercle a I’infini. Dans le modele
du demi-plan, on reconnait la droite projective P!(R) = R U {oc}. De plus, on peut munir
H = H LIOH d’une topologie (par exemple dans le modele du disque de la trace de la topologie
de C) qui rend les inclusions de H et de OH continues.

Chaque géodésique orientée peut alors étre paramétrée de maniere unique par un couple de
points distincts du bord a I’infini, le premier donné par la classe de I’inverse de la géodésique
(I’ extrémité passée), le second par la classe de la géodésique elle-méme (I’ extrémité future). On
représentera donc 1’ensemble des géodésiques par T? \ A ol A est la diagonale du tore.

Puisque le bord est difféomorphe au cercle, on peut définir des intervalles a l’infini ouverts
ou fermés |a; b, |a; b], [a; b], [a; b] en transportant ceux de la droite réelle. Toutes les opérations
habituelles sur les intervalles (telles que 1’appartenance, la réunion ou I’intersection) restent
valides tant que tous les intervalles concernés sont inclus dans un méme intervalle du bord
différent de OH tout entier.

Etant donné ¢ € 9H et v € H \ {¢}, il existe une unique géodésique géométrique passant
par v et £. On note v * & € OH 'extrémité de cette géodésique qui n’est pas €. On prend de plus
pour convention que = * { = £. Lorsque v € H, cette application est une involution du bord a
I’infini ; mais si v € OH v x £ = v est constante pour tout &.
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1.1. L’ESPACE HYPERBOLIQUE

Soient z, w deux points de 1’espace hyperbolique, et £ un point du bord a I’infini. On définit
le cocycle de Busemann de z et w en £ par

be(z,w) =limd(z,t) — d(w,t)
t—&

pour ¢ un point de I’espace hyperbolique se rapprochant de £ en restant a distance bornée d’une
géodésique orientée se terminant en &. Il vérifie une propriété d’additivité :

VE € OH, Vi, y, 2 € H, be(x, 2) = be(w,y) + be(y, 2).

Pour tout p € #, la ligne de niveau {z € H | be(p, z) = 0} est appelée horocercle, et son
intérieur {z € H | be(p, z) > 0} est nommée horoboule. Dans le modele du disque, ces horo-
cercles et horoboules sont les cercles et disques euclidiens tangents au disque a I’infini en £ et
passant par p.

Enfin, pour s complexe, le noyau de Poisson est la fonction définie par

Vz € H,vf € 8H7P5<2,€) = €Sb§(p,z).
Quant a la distance de Gromov (basée en p), elle est donnée par
Vn # &€ 0H,dy(n, &) = e_%(bn(P»Zn,s)ers(p,zn,g))

pour tout 2, ¢ sur la géodésique géométrique reliant 7 et &, et cette définition est indépendante
du choix de z,¢. C’est bien une distance sur H, et pour p = 0 dans le modele du disque de
Poincaré on a la formule supplémentaire

In— ¢
5

vn# € €S do(n,§) =

17



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

1.2 Isométries

On note Isom () le groupe des isométries de I’espace hyperbolique préservant I’ orientation.
Elles peuvent étre classées en trois types :

— les hyperboliques fixent deux points du bord a I’infini, et laissent la géodésique qui relie ces
deux points (que I’on nomme I’axe de I’isométrie) invariante ;

— les paraboliques fixent un unique point du bord a I’infini ;

— les elliptiques fixent un point a I'intérieur de 1’espace hyperbolique ;

En considérant le modele du demi-plan de Poincaré, on peut constater que Isom(7) est iso-
morphe au groupe PSL(2, R).

L’action des isométries de ‘H peut s’étendre naturellement a 7TH. Comme les isométries
envoient dans chaque fibre un vecteur de norme 1 sur un vecteur de méme norme, cette action
en induit une sur 7' H. Enfin, puisqu’elles envoient une géodésique sur une géodésique, elles
agissent aussi sur le bord a I’infini OH.

Puisque les isométries conservent les angles, elles préservent les positions respectives des
points a I’infini :

Va,b,c,d € OM,Vy € Isom(H), Ja; 0] C Jes d < Jy(a); y(0)[ C Jy(e); ()]
Ceci implique que I’involution x définie précedemment préserve 1’ordre des points a I’infini :
Lemme 1.2.1. Soit v € H. Si ]a; b[ C ]c; d[, alors Jv x a;v *b[ C Jv*c;v *d].

PREUVE : Siv € 9H, alors Jv x a; v x b] = Jvx ;v x d] = Jv; v = 0.

Siv € H,’application x — vz est la symétrie de centre v et agit ainsi sur 0+ comme une
isométrie hyperbolique. Il existe donc une isométrie hyperbolique v qui fixe v et pour laquelle
v*x = ~y(x) pour tout x € JH. Puisque 7 conserve les angles, y € [v x a; v * b = ]y(a);y(b)[
implique que v~ !(y) € Ja; b C ]c;d[ et donc y € |y(c);y(d)[ = Jv x ¢; v * d]. |

En particulier, siv € Hetx € |a;b[, alors v x x € Jv* a; v+ b|.
Par ailleurs, les isométries préservent aussi la distance donc elles laissent invariant le cocycle
de Busemann :

Vy € Isom(H), Vz,w € H,VE € OH, bye)(v(2), v(w)) = be(2,w).

Si p est un point de H fixé et v est une isométrie de H, on définit sa dérivée basée en p
comme une fonction définie sur le bord a I’infini par

VE € OH, |7 ()], = e

Cette notion de dérivée se comporte de maniere intuitive avec la composition d’isométries :

V1,72 € Isom(H),VE € OH, [(71 0 72) (E)lp = |71 (72(£))[p75(E) |-

On a aussi une intéressante formule d’invariance pour le carré de la distance de Gromov :

vy € Isom(H),Vn, & € OH, d2(v(n),7(€)) = |7/ () |17 () pda(n, €)-

Toujours a p fixé, une isométrie -y ne fixant pas p est caractérisée par la médiatrice du seg-
ment [p; 7! (p)], encore appelée cercle isométrique :

IL={zeH]|dpz) =dy"(p),2)}.
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En effet, v est hyperbolique, parabolique ou elliptique si et seulement si I, et I,-1 sont respec-
tivement disjoints (ne s’intersectent pas dans 7{), paralléles (s’intersectent en un unique point
de OH) ou sécants (dans ). De plus, I, délimite I’ensemble des points du bord a I’infini ol la
dérivée basée en p est plus grande que 1 :

V(@) 21 ez ef{zeH|dzp)>dzr"(p)}NoH.
Il nous sera souvent nécessaire d’exprimer la dérivée du conjugué d’une isométrie.
Lemme 1.2.2. Soient v, g € Isom(H) et 7 = g~ vg. Si v fixe g(x), alors |7 (x)| = |7'(g(x))|-

PREUVE : Il vient simplement

7' (@)l = (g™ v9) ()| = 1g' ()17 (9(x))

|
= [y (g(x))l. ]

On appelle groupe fuchsien tout sous-groupe discret d’isométries de H préservant I’orienta-
tion. Dans toute la suite [' dénotera toujours un groupe fuchsien.

I" agit naturellement sur H et M = H /I" est une surface de Riemann possédant une structure
de variété ou d’orbifold selon que I' contient des elliptiques ou non. Il sera dit cocompact si
M est compacte, et cofini si M est de volume fini pour la forme volume provenant de H. H
s’identifie alors au revétement universel de M.

Si z € H, on note A(z) C OH I’ensemble des points du bord a I’infini qui sont atteints
comme limite (dans ) de 7, (z) pour v, € I'. C’est par construction un fermé du bord ; et
on peut montrer (cf [Bea83], théoreme 5.3.9) que si le groupe I' n’est pas élémentaire, alors
A(z) est indépendant du choix de z € H. Par conséquent, on peut poser A(I') = A(z) pour un
z quelconque ; ensemble que 1’on appelle ensemble limite de I'. A(T") est aussi I’adhérence de
I’ensemble des points fixes des éléments hyperboliques de I, et on a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3 ([Bea83], 8.1.2). A(T") est le plus petit fermé non vide T-invariant de OH. 1
est de plus parfait et donc non dénombrable.

Un groupe fuchsien est dit du premier type lorsque son ensemble limite est S! tout entier.
C’est le cas des groupes fuchsiens cofinis.

Le fait que I soit discret impose une condition trés forte sur les stabilisateurs de points a
I’infini :

Théoreme 1.2.4 ([Bea83], 8.1.2). Si I' est un groupe fuchsien, le stabilisateur dans I de tout
point x € St est cyclique.

Ceci nous permet maintenant de déterminer a quelle condition une isométrie hyperbolique
d’un groupe fuchsien est conjuguée dans le groupe a son inverse.

Proposition 1.2.5. Soit v € T hyperbolique primitif. de points fixes x et y dans S'. g € T

conjugue v et v~ si et seulement si y = g(x); et dans ce cas g doit étre un elliptique d’ordre
deux dont le centre est sur la géodésique (x,y).
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PREUVE : Supposons que vy~ ! = gyg™*

qu’ils vérifient :

avec g € I'. Quitte a échanger x et y, on peut supposer

7 g(x)) = gy(z) = g(x) et v (g(y)) = g7(y) = g(y) donc g préserve {z, y}. Mais si on
suppose que g(x) = x, le lemme sur la dérivée d’un conjugué nous dit que :

1> (v @) =W @) =1()>1

ce qui est absurde. Donc g(z) =y et g(y) = x.

Réciproquement, si g(z) = y, on note ¥ = g 'yg. ¥(z) = ¢ 'v(y) = ¢ '(y) = =, donc
7 est dans le stabilisteur de = qui, par le théoreme 1.2.4, est cyclique et donc engendré par y
puisque celui-ci est primitif. Il existe donc n € Z tel que v = 7". Mais 7 est un conjugué de y
primitif, donc il est lui aussi primitif et n ne peut donc étre égal qu’a 1 ou —1. Or on a vu que
17 (z)| = |7/ (g(x))| = |7/ (y)| < 1. Donc x est un point fixe attracteur pour 7, ce qui implique
nécessairement que y = 1.

Dans ces conditions, g2 fixe z et 3. Puisque ~y est primitif, g> = 4" pour un certain entier n.
Mais alors si n > 0,

1< |(v") (2)] = |(¢*) (2)] = l¢'(@)|lg'(9(x))] = |g'(x)|lg' ()|
L> (") W) = 1) W) =19 W (9wl =19 W)lg ()]

ce qui est impossible. De la méme maniére, n ne peut étre strictement négatif, et g doit étre égal
al’identité. g est donc un elliptique d’ordre 2 ; comme il préserve {x, y }, il préserve globalement
la géodésique géométrique reliant = a y, et son centre doit donc étre sur cette géodésique. M

Le cas parabolique est plus simple :

Proposition 1.2.6. Si v € Isom(H) est parabolique, alors y et v~' ne sont pas conjugués dans
Isom(H).

PREUVE : Supposons que 7~ = gyg~! avec g € Isom(#H ). Notons x 'unique point fixe de 7.
v YHg(x)) = gy(x) = g(x) donc nécessairement g(x) = x.
Quitte a conjuguer -y, on peut supposer que z est le point a I’infini dans le modele du demi-

. .. (1 b 3 , A X : .
plan. Alors ~y s’écrit 0 1) 9 est représenté par 0 A1) et la relation de conjugaison
devient :

I AN 4 (A =z L b) (A1 —z\ (1 bA?
o 1)-7 =99 TlorJlo1)\o Ar)T\o 1)
Donc b = 0 et v = id, ce qui est absurde. ]
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1.3. DOMAINES FONDAMENTAUX

1.3 Domaines fondamentaux

1.3.1 Définitions et notations

Soit D un domaine fondamental de volume fini dans D d’un groupe fuchsien I'. On notera
E I’ensemble de ses cotés, et V celui de ses sommets dans D = D U 9. On pose aussi V'*
I’ensemble V' M D des sommets qui ne sont pas des cusps.

On supposera dans toute la suite que :

(i) D est un polygone géodésique convexe ;

(i1) n = card F est fini ;

(iii) pour tout e € F, il existe un unique f € E etun v, € I tels que v.(e) = f;
(iv) pour tout e € F tel que f = 7.(e), v; = 7, " etalors y¢(f) = e;

(V) {7. | e € E} engendre I'.

Un cOté e est autorisé a étre envoyé sur lui-méme, auquel cas le générateur associé v, est
une isométrie elliptique d’ordre 2 dont le centre est sur e. Si I' contient des éléments elliptiques,
alors les centres de ceux-ci doivent se trouver sur la frontiere du domaine fondamental :

— soit le centre est a I'intérieur d’un c6té, et I’elliptique doit nécessairement étre d’ordre 2 ;
— soit le centre est un sommet de V*, et I’elliptique peut étre de tout ordre entier.

Soit v € V. Pour tout p € DU D distinct de v, on définit g,(p) € D comme la géodésique
orientée allant de v vers p. Elle découpe naturellement le disque I en deux demi-espaces gauche
et droite.

Il n’y a que deux coOtés ey, e; € E qui peuvent passer par le sommet v, et par convexité le
domaine fondamental est inclus dans I’intersection des demi-espaces qui sont bordés par e et
e1. On note vy, v; € V les sommets du domaine sur respectivement e et e; qui ne sont pas v,
et on nomme géodésique droite passant par v le e; tel que g,(v;) voit le domaine fondamental
dans son demi-espace gauche ; I’autre coté €tant alors la géodésique gauche passant par v. On
les note respectivement r,, et [,,.

v, Sera communément raccourci en 7y,. On note aussi r(v) et [(v) le sommet de respective-
ment 7, et [, qui n’est pas v, ce qui définit deux applications r : V. — Vet : V — V. Avec
ces notations, on a aussi que v, = V., = Vr(v) €L QUE V1, = Vi(v)- On posera communément
w=r(v)etu=1Iv).

Comme le demi-espace gauche de g, (r(v)) est le demi-espace droit de g,(,)(v), gr(w)(v) est
la géodésique gauche passant par r(v), et ainsi l,(,y = 7, et [(r(v)) = v. Ceci démontre que r
et [ sont deux permutations de V' telles que [~! = 7.

Puisque v, envoie 7, sur un autre co6té du domaine fondamental, 1’application

v

c:V — V
v 7%(v)

est elle aussi bien définie.
Proposition 1.3.1. Pour toutv € V, v,(1y) = ly(w).

PREUVE : Puisque 7, est le générateur associé au coté allant de v vers r(v), 7, (r,) doit &tre un
c6té du domaine fondamental et, comme il passe par o(v), doit &tre ou bien To(v)> OU bien [g(y).

Supposons que 7,(7y) = T (»). Si nous prenons p € r, distinct de v et de r(v), alors
Yo(p) € Y0(10) = Tov) et est distinct a la fois de o (v) et de ,(r(v)). Soit 1, € T, D le vecteur
normal a 7, en p, dirigé vers la gauche (relativement a r,) de sorte qu’il rentre dans le domaine
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fondamental. Alors 7,(v,) € T Wl(p)]D) est le vecteur normal a 7,(,) en 7,(p) et est aussi dirigé
vers la gauche relativement a 7., ce qui signifie que 7, (v,) = v, (). On peut ainsi trouver ¢
suffisamment petit pour qu’on ait a la fois 2 = exp, (tv;,) € D ety,(2) = exp,, ) (tV, ) € D.
Ceci contredit le fait que D est un domaine fondamental.

Ce résultat peut aussi se traduire par le fait que 7, '(D) est I'unique copie distincte du
domaine fondamental original ayant v pour sommet (puisque 7, (v) = o(v) est un sommet de
D) et r, comme c6té (puisque v, (1) = lo(v) est un coté de D).

Comme ~, envoie 7, Sur l,(,), le quatricme point des conditions sur D €noncées ci-dessus
assure que :

Corollaire 1.3.2. Pour tout v € V, 7,1 = Y(5()).

De la méme maniere,
T:V =V

v Y (v)

est bien définie, et nous avons une proposition qui est le reflet des deux précédentes :
Proposition 1.3.3. Pour tout v € V, vy)(ly) = 7-(v) €t 71?5) = Yr(v)-
Ces deux propositions peuvent aussi se traduire en termes de sommets :
Proposition 1.3.4. Pour toutv € V, ,(r(v)) = l(c(v)) et viw)(l(v)) = r(7(v)).
Ceci nous permet finalement de décrire comment o, 7, [ et r interagissent :

Proposition 1.3.5. o et T sont deux permutations de V, et T = o~ 1. De plus, lo = 7.

B T D

(_______________________

FIGURE 1.1 — Les permutations o, 7, [ et r
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PREUVE : Soitv € V.

70(0) = M) (0 (V) = Vo) Ve (V) = v

Un calcul similaire montrerait que o7(v) = v, prouvant ainsi le premier point. Pour ce qui est
de la relation, il suffit de vérifier que

lo(v) = Iy (v) = Iy (lr(v) = lrr(r(v)) = r(v). [ |

Puisque o est une permutation, on peut noter p, 1’ordre d’un sommet v € V' sous son action.
Si maintenant v € V'*, on note ¢, I’ordre du stabilisateur de v dans I'. ¢, > 1 si et seulement si
il existe dans I' un elliptique primitif de centre v et d’ordre g,. Les g, parametrent les relations
du groupe, et on peut lire celles-ci en suivant les o-orbites :

Proposition 1.3.6. Pour tout v € V'*,

(%prl(v) .. .%)q” = id.

PREUVE : Sionnote y = Y,pu-1(y) - - - Yo, alors y(v) = oP*(v) = v. y est donc dans le stabili-
sateur de v, et il existe ainsi ¢ > 1, ¢|q, tel que y? = id.

Si g, = 1, c’est déja fini. Sinon, montrons que -y est primitif, ce qui assurera nécessairement
que ¢ = ¢,. Supposons donc que 7 = & avec k > 2 et 7 elliptique primitif fixant v (et donc
d’ordre ¢,). Alors y~'(D) et 7, ' (D) sont deux copies distinctes du domaine fondamental D
qui le rencontrent en v. Mais, puisque 7, () = ly(v), 1€8 (Y51-1(,) - - . 7) " (D) sont exactement
les copies de D situées autour de v, et que 1’ont lit pour [ croissant en partant de D et en
tournant autour de v dans le sens horaire. En procédant de cette maniére, I’hypothese v = &
implique qu’on tombe sur v, (D) avant de trouver v~ (D), et il existe ainsi 1 < [ < p, tel que
%' (D) = (Yoi-1(0) - - - Y0) " H(D), ie. que Yo = Ypi-1(y) - - - Yo Comme g fixe v, o' (v) = v avec
[ < p,. Cela contredit la minimalité de p,. |

1.3.2 Propriété d’even corners

Pour tout groupe fuchsien cofini I', un exemple de domaine fondamental vérifiant les pro-
priétés de la sous-section précédente est donné par son domaine de Dirichlet basé en p € D :

Dr(p)= () {zeD|dp,w) <dy ' (p),w)}.
Jen\{id}

Pour peu que p ne soit pas un point fixe d’un elliptique de I', chaque c6té de ce domaine est
clairement le cercle isométrique d’un élément non trivial de I'. On associe donc a ce c6té I’élé-
ment du groupe dont il est le cercle isométrique, et le domaine ainsi constitué vérifie toutes les
hypotheses formulées. De plus, le théoreme 9.4.5 de [Bea83] nous assure que, quitte a prendre
p hors d’un ensemble de mesure nulle de D, on peut supposer que :

— siun sommet v € V* est tel que Yoro-1(y) - - - 7 = 1d (i.€. v n’est pas fix€ par un elliptique du
groupe), alors p, = 3;

— siun sommet v € V* est centre d’un elliptique primitif du groupe, alors les deux c6tés qui se
rencontrent en ce point sont associés par cet elliptique ;

— les cotés successifs du domaine de Dirichlet se rejoignant a I’infini sont associés par un
parabolique fixant ledit point.
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Pour toutv € V*, posons N,, = {g géodésiques géométriques | v € get Iy € I',y(g) € E}
ainsi que n, = card N, et m, = 2n,. Puisque g € N, — 7,(g9) € Ny, est une bijection,
v — n, est constante sur les orbites de o.

Intervient alors une hypothese cruciale que I’on fera sur tous les domaine fondamentaux
que I’on sera amené a étudier : on suppose qu’aucune géodésique de NV, ne coupe I’intérieur du
domaine fondamental. Cette hypothese s’appelle hypothése d’even corners et a été introduite
pour la premiere fois dans [BS79].

Avant de pouvoir les utiliser, il faut déja se demander si de tels domaines existent. Un do-
maine D n’est pas even corners lorsqu’il possede un sommet v qui n’est fixé par aucun elliptique
d’ordre pair et pour lequel sa o-orbite est de longueur p, impaire. Les remarques qui précedent
sur les domaines de Dirichlet montrent alors qu’ils sont génériquement non even corners des que
le groupe contient un elliptique d’ordre impair ou aucun elliptique d’ordre pair. Ils ne consti-
tuent donc pas de bons exemples en général. Toutefois, étant donnée une signature de groupe
fuchsien, on peut construire un groupe ayant cette signature ainsi qu’un domaine fondamen-
tal pour ce groupe qui soit even corners et dont les cotés soient les cercles isométriques des
générateurs qui leurs sont associés. Cette construction est explicitée en appendice de [BS79].

On note (a?,...,a™ 1) les extrémités des éléments de N,,. Elles sont numérotées dans le
sens trigonométrique, en partant par ’extrémité de [, dirigée vers [(v). Cette notation peut étre
étendue a a® pour tout k € Z en réduisant k modulo m,,.

Pour tout k, (a%, v x a¥) € N,. De plus, si a) € |aF;vxal[, vxal € Juxal;ak], donc

I’application = +— v x z induit une bijection des a/ 6 ak; v+ ak| vers ceux de v * aﬁ, akl.

Ainsi, il doit exister n, — 1 de ces a/, dans |af;vxa¥| et n, — 1 dans Jvxa¥;al|; et ceci

prouve que v * a¥ = aFtm,
o1
Graceal’ hypothese d’even corners, on sait de plus que le triangle (a” ,a™) est opposé
par le sommet au domaine fondamental, ce qui nous assure donc que a;*~ " = ao( ) et que
ny _ M@ ~1

1 my—2
v a:}“*lag" "

FIGURE 1.2 — Position des extrémités a® autour d’un sommet v intérieur au disque
Comme 7, conserve les angles, son action sur les a* doit préserver leur ordre, i.e.

Vk € Z,7,(ay) = aily et 1u(ar) = a0,

ce qui implique naturellement que 7, (] al; al[) = } a’ J(rvl)7 ak?l [ pour tous 7, k.
Lorsque v est un cusp, on pose artificiellement n,, = 3, de sorte que a! = a2 = a3 = a? = v.
Il est important de noter que dans ce cas la relation ,(a*) = kzrl) n’est pas vérifiée, mais les

positions relatives des a* sont toujours compatibles avec ce que I’on a pour les v € V*,
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1.3.3 Nombre de cotés

On peut minorer le nombre de c6tés d’un domaine fondamental en fonction des parametres
de la signature du groupe fuchsien associé.

Proposition 1.3.7. Soit I" un groupe fuchsien du premier type de signature (g; m1, ..., m,; s;0).
On note e le nombre d’elliptiques d’ordre 2 a conjugaison prés, i.e. le nombre de 1 tels que
m; = 2. Alors le nombre N de cotés d’un domaine fondamental convexe pour I vérifie

N> max(8,4g) sir+s=0
T |max(4,49+2(r+s—1))—e sir+s>1
PREUVE : D’apres le théoreme 10.4.2 de [Bea83],

: 1
0<zg—2+s+0+z<1—g) <29 —24 s+
i=1 i

Ainsi, 7 + s > 2 —2g,1.e.7+ 5 > 3 — 2g.

Prenons maintenant un domaine fondamental convexe pour I, et notons /N son nombre de
cotés. Le théoreme 10.5.1 du méme ouvrage assure que si le domaine ne possede pas de coté
associé avec lui-méme :

—sir+s=0,alors N > 4g. Mais dans ce cas 2¢g > 3 et donc g > 2. Par conséquent, N > 8.
On a aussi que e = (0 puisque r = 0.
—sir+s>0,N>4g+2(r+s)—2;etonaalors

N>4g+2(r+s)—2>4g+6—4g—2 = 4.

Finalement, chaque c6té associé a lui-méme est le fruit d’un elliptique d’ordre 2. On peut
toutefois appliquer le théoreme 1’on vient de citer en considérant que de tels cotés sont divisés
en deux par le centre de I’elliptique, auquel cas les deux moitiés ne sont bien pas envoyées 1’une
sur ’autre. Il suffit alors de constater que ces deux moitiés correspondent en fait a un unique
coOté dans le sens qu’on lui a donné dans notre étude. |

En particulier, le domaine fondamental d’un groupe sans hyperboliques ou paraboliques
possede au moins 8 cOtés, et au moins 4 cotés s’il ne contient juste pas d’elliptiques d’ordre 2.
Rappelons un lemme de géométrie du triangle hyperbolique démontré dans [BS79] :

Lemme 1.3.8 ([BS79], 2.2). Soit D un domaine fondamental convexe d’un groupe fuchsien
du premier type. Si les géodésiques supportant deux cotés de D s’intersectent dans D, ils sont
nécessairement consécutifs.

Il est possible de reformuler le lemme de cette maniere en notant que deux cotés quelconques
d’un domaine fondamental triangulaire sont toujours consécutifs. D’autre part, on peut aussi au-
toriser les cOtés a s’intersecter a I’infini car I’argument principal est qu’un triangle hyperbolique
est d’aire finie, ce qui est encore vrai si un de ses sommets est sur le bord.

On peut déduire de ces deux résultats les conditions pour lesquelles le domaine fondamental
est triangulaire.
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Proposition 1.3.9. Soit I' un groupe fuchsien du premier type. Si I' posséde un domaine fonda-
mental triangulaire, alors il a I’une des signatures suivantes

(0;2,3,m3;0) avec7 <mg < 0o et ses trois sommets sont dans D
(0;2,m9,m3;0) avecd < mo <mgeth <mg < oo etses trois sommets sont dans D
(0;2,mq; 1) avec 3 < mgy < 00 et il a un ou deux sommets a l’infini
(0;2;2) et ses trois sommets sont a l'infini

PREUVE : On note (g;myq, ..., m,;s;0) la signature de I". La proposition 1.3.7 nous dit que le
nombre de cotés du domaine fondamental doit vérifier

max(4,4g +2(r+s—1)) —e=3

avec nécessairement 7 + s > 1 (sinon on a toujours au moins 8 cotés). La seule possibilité
pour obtenir un nombre impair de cotés est d’en avoir un nombre impair de fixés par des el-
liptiques d’ordre 2, c’est-a-dire de prendre e impair (en particulier e > 1). Mais dans ce cas
la permutation o transpose les deux sommets aux extrémités d’au moins un des c6tés, et doit
par conséquent fixer le troisiéme sommet. Ainsi e ne peut qu’étre égal a 1, et le générateur qui
associe les deux co6tés non fixés par I’elliptique d’ordre 2 laisse le troisieme sommet invariant.
Cela doit donc étre un parabolique ou un elliptique, impliquant g = 0 et 7 + s > 2. On est alors
amenés a résoudre le systeme d’inégalités suivant :

042 +25-92_1 <3
e s =% ho<r4s<3
r+s > 2

En particulier, 7 > e = 1 impose que s < 2. On distingue alors trois cas :
— Si s = 0, les trois sommets sont nécessairement dans 1D, et on doit soit avoir r = 2, soit
= 3. Sir = 2, I'inégalité de contrainte sur la signature s’écrit

1 1 1 1
0<0-240+1-z+1-—-+—<0
2 Mo 2 me
ce qui est impossible. Donc r = 3 et
1 1 1 1 1 1
0<0-— 2+O+1——+1——+1——<:>—+— -
2 ma mg Mo 2

ce qui impose a mo et mg d’étre finis (s = 0) et supérieurs ou égaux a 3. Si my = 3, on voit
aisément qu’il faut avoir m3 > 7 pour que la condition soit vérifiée ; tandis que pour my > 4
on doit prendre mg > 9.

— Sis =1, ondoit soit avoir r = 1, soitr = 2. Sir = 1,

1
O>O—2—|—1—|—1—§

et I'inégalité de contrainte n’est pas vérifiée. Donc r = 2 et

1 1 1 1
0<0-241+1-z+1-—& —< - me >3
2 mo mo 2
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— Si s = 2, on doit forcément avoir 7 = 1. On vérifie alors qu’on a bien

1
O<O—2+2+1—§.

Dans cette situation, on a au moins deux cusps non congruents, mais les deux extrémités du
coté fixé par I’hyperbolique d’ordre 2 sont nécessairement de méme type. Par conséquent, les
trois sommets du domaine fondamental sont repoussés a I’infini. |

On dira qu’un domaine fondamental triangulaire est de classe 0, 1 ou 2 suivant que la signa-
ture du groupe qui lui est associé tombe dans les deux premicres, la troisieme ou la quatrieme
catégorie ; ou encore lorsque ses sommets sont tous dans I, a la fois dans ID et dans 9D, ou tous
sur le bord.

Dans la suite, nous serons amenés a écarter les domaines triangulaires de classe 0.

1.3.4 Ordre des points a ’infini

Rappelons que w = 7(v). On a déja remarqué que a., € |al;a™] = Ja™~'; a™~!]. Mais

v
plus précisément, et sauf cas exceptionnels, al € Ja™ =2; g™ 1.

Proposition 1.3.10. [l existe v € V tel que ai(v) € a1, a2 si et seulement si le domaine

fondamental est triangulaire et possede au moins deux sommets intérieurs a .

PREUVE : Supposons que al, € Ja™~1; a™~2]. Si v (respectivement w) est un cusp, et en parti-
culier si le domaine est triangulaire de classe 2, alors a?* ! = ™2 = v = a2 (respectivement
al =w = a™ ') ce qui contredit I’hypothése. Par conséquent, v, w € D.

Les géodésiques (al,w) et (a2 v) s’intersectent en z € . Mais puisque ni v ni w ne
sont des cusps,

Ylay ™% v) = (agp) " o(v) = (ro(v),0(v))

Yoy w) = (2 (), T(w)) = (a0, Lo (v)) = (Po(v),lo(v))

s’intersectent en 7, (z) € D. D’aprés la proposition 1.3.9, ceci signifie qu’ils sont consécutifs
et donc que ro(v) = [?c(v) (toute autre relation impliquerait que le domaine a deux cotés ou
moins). Le domaine fondamental est ainsi un triangle dont au moins deux des trois sommets
sont intérieurs a D.

Réciproquement, si I’on se donne un domaine fondamental triangulaire avec deux cotés
intérieurs, on constate que 1’on a bien a) € Jal»~!;a 2] dans tous les cas décrits par la

v

discussion de la proposition 1.3.9. |

On en déduit un résultat qui nous dit que les extrémités des réseaux de géodésiques passants
par deux points voisins sont "séparés”, et qui sera fondamental pour la preuve de la conjugaison
entre le billard géodésique et le codage étendu.

Proposition 1.3.11. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :

YVoeV, [am“_Q' al} C [am“_Q; am Tl = a:f}w} C [a;‘“_l =ad;a™ ! = az)w} .

v Y w v v w?
De plus, a2 = al si et seulement si le domaine est triangulaire de classe 1 et que ni v ni w
v w

ne sont des cusps.

27



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

Si le domaine n’est pas triangulaire ou que soit v soit w est un cusp, il ne peut étre triangu-
laire de classe 0 et les deux parties combinées donnent que

my—2. 1 my—2. ,My—1 __ n
[av” ,Clw} - [av” 7av“ —&ww]

On en déduit aussi un ingrédient de la preuve de conjugaison entre le billard et le codage
étendu.

Proposition 1.3.12. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :
Vo eV, [apthap?] C [a» ™t = alrsal ! =ay] .

w ) v w v w
PREUVE : Si v est un cusp, il est clair que

nw+1l., _ nNy—2 Nw., — No—l
[aw ;U = a, ] C [aw ;U = a, }
Il en va de méme lorsque w est un cusp. On peut donc supposer que v et w sont intérieurs a .
On sait déja que a™ ™' = w % al et a™™? = v x a2 sont situés dans I'intervalle

w
my—1 _ nw. no—1 _ 0
mo—l — glws gl = o ]. Supposons que

v
[aﬂv_z; aZ”“} C [af”_l =a";a ! = a?U] :

[a

Alors les géodésiques (v, a™~2) et (w, a™=*+') se coupent en un point z € D. Puisque le triangle
(v, z,w) est convexe, les géodésiques (v,a’) = (v,1(v)) et (v,a™ ') = (w,r(w)) se coupent
elles aussi en un point 2’ et, d’apres la proposition 1.3.10, le domaine fondamental doit étre
triangulaire, de classe 1 ou 2 par hypothese. Il possede donc au moins un cusp, qui n’est ni v ni

w. Alors (v,al) N (w, a™ 1) = 2’ € JD, ce qui impose que

d=add =" =z =a""=a"
On a donc tout aussi bien que {2’} = [a™ ;0™ 2] C [a™1;dl). |

On en déduit enfin un résultat qui conditionnera notre démonstration de la proprété d’ orbite-
équivalence du codage de Bowen-Series.

Proposition 1.3.13. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :
Yo e V,a™ ! e ]am“’Q; a”w} .

v w

PREUVE : On remarque tout d’abord que la proposition 1.3.11 donne toujours que

a:fj“_l € [a}u;azw] - [a;”“_g;agw}

Si w est un cusp, alors a™ ™' = w # a™~%; et si v est un cusp, a™ 1 # v = ™2 On peut

donc supposer qu’aucun des deux n’est un cusp.

Distinguons maintenant deux cas :
— soit le domaine n’est pas triangulaire, auquel cas al # a” 2 par le second point de la
proposition 1.3.11 et donc

al e [a

1. n my—2, N .
w aww} C}CL v Na w}y

w? v w

— soit le domaine est triangulaire et a exactement un cusp qui n’est ni v ni w. Dans ce cas,
" est de signature (0;2,mo; 1) avec ms > 3. Mais puisque ni v ni w ne sont des cusps, leur
stabilisateur est engendré par un elliptique d’ordre msy. Ainsi n, = n,, = my > 3 et

atel e }al : a:fﬂ C }am”_Q; a”“f} . [ |

w w? v w
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1.4 Tubes géodésiques

Pour a,b € D et v, w € D, les tubes géodésiques |a; b] @ [w; v] et Jv; w] @ [a; b] sont définis
par :

Jast] @ [wiv] = | | (o} x [wrzsosa] et Jow]@lab[= || Joxyiwey) x {y}.

xz€la;b] y€[asb]

IIs représentent 1’ensemble de toutes les géodésiques qui partent de ]a; b] (respectivement ar-
rivent dans [a; b]) et traversent le segment [w;v] (respectivement |v;w]). Si v,w € ID, on
retrouve ]a; b] ® [w;v[ = Ja; b] x [w;v[, ensemble que I’on nommera rectangle géodésique.

On supposera dans la suite que v # w, de sorte que 1’on peut noter 7, £ € JD les extrémités
de la géodésique passant par v puis w.

FIGURE 1.3 — Un exemple de tube ]a; b] ® [w; v]

Puisque |v x ;v x &[ = 0 ou |¢; n, le lemme 1.2.1 implique immédiatement que :
Lemme 1.4.1. Soit v € D. Si |a; b[ C |n; €[, alors Jv * a;v *b[ C €.

* échange aussi 1’ordre des points intérieurs :
Lemme 1.4.2. Vz € [n; ], Jwxx;v* [ C |&;1].

PREUVE : Prenons = € [n;¢]. Si v et w sont tous les deux a I'infini, alors v = n, w = £ et
Jw* x;v* x[ = |€; n[. Si seul v est a I'infini, le lemme 1.2.1 nous donne que

wxx € JwknwxE[ =& =& vr ]

De méme, si seul w € ID, v x x € Jw x x;7].
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Maintenant supposons v, w € D, et posons

Yo gml = (En) :
y — (z,y)N(n)

1) est une bijection continue qui envoie v x = et w x  sur respectivement v et w. (n,§) \ {w}
est constitué de deux composantes connexes W, et W, qui contiennent respectivement 7 et §
dans leur frontiere. Comme |§; w + x| est connexe et ¢ continue, ¥ (]§; w x x[) est aussi connexe
donc inclus dans W, puisque 1)(y) tend vers & lorsque y tend vers . Mais 1’orientation de
(n,€) impose a v d’étre dans W, donc v x = ne peut étre dans |&; w x x|, ce qui signifie qu’il
doit étre dans |¢;n[ \ |§; w x| qui se trouve &tre exactement [w x ;7. Ceci démontre que
Jw*z;vxx[ C )& |

On peut toujours majorer un tube par un rectangle géodésique :
Proposition 1.4.3. Soit |a; b] C |n; &[. Alors Jw *a;vxb] C |&;n| et
la; b] & [w;v] CJa;b] x [w*a;v*b| et Jw;v] @ [a; b] C Jw * a;v*b] x [a;b].

PREUVE : On sait déja que |w x a; v x a] (par le lemme 1.4.2) et |v x a;v * b (par le lemme
1.4.1) sont inclus dans |&; n[. Donc |w * a; v * b[ = Jw * a; v x a] U v * a; v b C |&;n].

Sia = b, les tubes géodesiques sont vides et le résultat est trivialement vérifié. Prenons
maitenant = € |a; b], ce qui signifie que |x; b C |a; b] et  # a (qui ne nous servira pas ici). Les
deux intervalles |w * z; v % x| (par le lemme 1.4.2) et v x x; v * b] C |v * a; v * b] (par le lemme
1.2.1) sont inclus dans |¢; n[, donc on peut les recoller de sorte a obtenir :

[wH ;v *x[ Clwrxz;vxz[U[vkx;vxb] = [w*z;v*b.

Mais le lemme 1.2.1 donne aussi que |w x x; w x b[ C |w x a; w x b], donc on en conclut que
[w* z;v % x[ C [w*a;wxbl.
Le second résultat se prouve d’une maniere similaire. |

On remarquera que I’ouverture ou la fermeture des bornes de 1’intervalle gauche du tube n’a
aucune incidence sur les bornes de I’intervalle droit du tube majorant.
Sous réserve que le tube n’est pas trop étroit, on peut aussi le minorer par un rectangle :

Proposition 1.4.4. Soit |a; b] C |n; [ tel que Jw * b;v x a| C |&;n[. Alors
Ja;b] x [w*b;v*al C la;b] @ [w;v] et Jw* b;v*a] x [a;b] C Jw;v] ® [a; b].

PREUVE : Si a = b, les tubes géodesiques sont vides et le résultat est trivialement vérifié.
Prenons maintenant = € |a; b]. Comme ceci implique que |z; b[ C ]a; b], on a d’apres le lemme
1.2.1 que Jwx x;wxb[ C Jw*a;w=b[ C & n[; et de méme Jv x a;v *x[ C ]&; n[. Puisque
’on a supposé que |w x b; v x a| C ]&; 7], il vient

[wxb;v*xa]l Clwxz;wxb[U[wxbvralUvxa;v*z]=[w*xz;vxx][ C[En].
Le second résultat se prouve d’une maniere similaire. ]

Lorsque 1’on prend I'intersection d’un tube et d’un rectangle de méme section, on peut
échanger les composantes de la représentation du tube :
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Proposition 1.4.5. Soient |a; b[ C |n; & et |c;d| C |&;n[. Alors
Jo;w] @ [e;d[ N ]a; 0] x [e;d] = Ja; 0] @ [w;v[ N]a; 0] x [c;d] .
PREUVE :

Ju;w] ® [e;d[N]a; 0] x [e;d] = || (vryswy] Nasb]) x {y}

y€[esd]
Ja; b] @ [wiv[N]a;b] x [e;d[ = | | {2} x ([ww;vx [N ]e;d])

z€]a;b)

Soit (z,y) € Jv;w] & [¢;d[ N ]a;b] x [¢;d[. On sait que y € [¢;d[ et x € ]a;b]. D’apres la
proposition 1.4.3, on doit avoir = € Ju*y;w x y] C Ju* c;w xd] C |n; €], ce qui implique que
vky € [vxca[ C mp€[etwy € [x;wHd] C [n;€[. En tirant ces inclusions en arriére, on
obtient que y € [c; v+ x[ N [w * z; d[ ol ces deux intervalles sont inclus dans [¢; n[. Puisqu’on a
de méme [w * z;v * z[ C [§; 7], il vient :

yElguxz[Njwxz;d=[wxz;vxz[Ned C[&n].
La preuve pour I'inclusion réciproque est symétrique. ]

Dans le cas ot le rectangle est ajusté au tube, on obtient une nouvelle représentation du tube,
dite en coin, ou trois des quatre parametres sont sur le bord a I’infini et le quatrieme est situé
sur la géodésique qui en relie deux d’entre eux :

Proposition 1.4.6. On suppose que pour tout y € [a;b[,v *y ¢ Jw x a;w % b]. Alors

Jw; v] @ [a; b] N w * a;w xb] X [a;b] = Jw; w * b] @ [a;b].

b

FIGURE 1.4 — Les géodésiques dans I’intersection de |w; v] ® [a; b[ (gris) et de |w x a; w x b] X
[a; b] (points) traversent Jw; w * b]
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PREUVE :

Jw; v] @ [a; b N Jw * a;w % b] X [a;b] = |_| (Jw* y; v *y] N ]wx a;wb]) x {y}

yefasb
= |_| Jw *y;w*b] x {y}
y€lasb]
= Jw; w * b] ® [a; b]. [

L’intersection du complémentaire d’un tube et d’un rectangle ajusté peut lui aussi s’exprimer
comme un coin :

Proposition 1.4.7. On suppose que pour tout y € [a;b[,w *y & |vx a;v x b|. Alors
(w; v] & [a;b]) N v a;v*b] x [a;b] = |v;v*b] @ [a; b .

FIGURE 1.5 — Les géodésiques aboutissant dans [a; b[ sans étre dans |w; v] ® [a; b] (gris) mais
qui sont dans |v * a; v % b] X [a; b (points) traversent Jv; v x b]

PREUVE : Tout d’abord, vérifions que
vl @ [asb)) = || (Jwry;vxy] x {y}) LoD x (9D \ [a; b]).
y€lazb]

Quand on développe I’expression de |w; v] ® [a; b], il vient

c

Cul@ o) = | | lwxygoxglx{yh ] = | [) Quryoxyl x{y})

y€[asb| y€[a;b]

= ﬂ (0D x (0D \ {y}) U qwry;vxy| x {y})

y€lasb]
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En distribuant les intersections sur les unions disjointes, on obtient une union de termes dont
chacun est d’un des types suivants :
— 9D x (0D \ {y}) NID x (ID\ {y'}) = D x (D \ {y;y'})
. X b — /
C Jusgioxy] x (g} 0 Twsyioxy] x {5} = Jw *y; v y] x {y} siy=y
0 sinon
0 siy =1y

Jw*y;v*xy] x {y} sinon

— Juwxyioxy] x {y} NID x (OD\ {y'}) = {
Ainsi, les seuls termes restant sont
vl @ fasb)) = || (Jwry;vxyl x {y}) LoD x (9D \ [a; b]).
y€asb|
On peut maintenant établir la formule attendue :

Vwsv] @ fa; b)) NJoxa;ox 8] x [a;0] = | | (Twxy;vxy) NJoxa;vxb]) x {y}
y€[asd]

= | Joxysoxt] x {y}

y€lasb]

= |v;v * b] ® [a; b]. |

I1 est aussi possible de faire pivoter une représentation en coin d’un tube par rapport au point
interne :

Proposition 1.4.8. Jw; w * b] ® [a; b] = Jw * a; w * b] @ [a; w].

b

FIGURE 1.6 — Les coins Jw; w * b| ® [a; b[ (gris) et |w x a; w x b] @ [a; w[ (points) sont identiques
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PREUVE :

Jw;w b & [a;b] = |_| Jwxy; wxb] x {y}
ye(ab]
Jw * a;w * b] @ [a; w] = |_| {z} x [a;w * x|

€ wxa;wkb]

Siw € 0D ou a = b, les deux tubes géodesiques sont vides et 1’égalité est vérifiée. Sinon,
prenons y € [a;b][ et x € Jwxy;w*b. Comme w *y € [w*a;w*b|, cela signifie que
[w*y; ] C [w*a;w«b[. Tirée en arriere, cette inclusion donne que [y; w * x| C [a; b], donc
y € [a; w x | puisque y # a.

La preuve pour I’inclusion réciproque est symétrique. ]

Enfin, un tube géodésique peut étre découpé en se donnant un point dans le demi-espace
opposé a la géodésique traversée par le tube.

Proposition 1.4.9. Soit z € D dans le demi-espace droit délimité par la géodésique (1, €). On
note a et b les origines respectives des géodésiques (v, z) et (w, z). Alors |a; b C |n; & et :

In; €]l @ [w; o] C 0y b] @ [w; 2[ U ]a; €] @ [25 0]

FIGURE 1.7 — |n; b] ® [w; [ (points) et |a; £] @ [z; v[ (gris) recouvrent |n; &] @ [w; v]

PREUVE : Prenons x € |n;&| ety € [w* z;v % [ C [&; n[. Puisque z et z sont de part et d’autre
de la géodésique (7, &), nécessairement z x x € |&; 7).

Supposons d’abord que x € |n;a] C |z xa = v % a;al. Comme |v * a; a] ® [v; 2] est inclus
dans |v x a;a] X [a; v * al, il vient :

[Vxz;zxx[ C[a;vxal Cla;n|.
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Or on sait que [w x x; v * x| C [£; 1], donc on en déduit que z x x € [v * ;] et donc que
yEwrzvrx][ Clwrxx;vrxx[Uvrz; zxx][=[w*x;z*x[.

Ainsi, n; a] ® [w;v[ C |n;a] @ [w; 2[.

Avec un raisonnement symétrique pour x € |b; £], on peut alors montrer de la méme maniére

que Jb;§] @ [w; o[ C ;€] @ [2;0].
Finalement, on suppose que = € Ja;b] = Jw x b; b] N ]a; v * a]. Comme

Jwb;b] @ [w; z[ Clwb;b] X [bywxb] et Ja;vxal ® [z;0] Cla;v*al X [vxa;al,
il vient que
[w* ;2 xx[ C [byw0b] C [b;a] et [zxx;vxx] C [vxa;al C [b;al.
Par conséquent, z x z € [w * x;v * x] C [£; 7] et donc
y € wrx;zxx[U[z*x;0* 2],

prouvant bien que Ja; b] ® [w;v[ C Ja; b] ® [w; z[ U ]a; b] @ [z; v].
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Chapitre 2

Du flot géodésique au codage de
Bowen-Series

Soit, dans toute cette section, un domaine fondamental D d’un groupe cofini I qui satisfait la
propriété d’even corners et qui n’est pas triangulaire de classe 0. On reprend toutes les notations
du chapitre précédent qui lui sont associées.

Nous allons établir dans cette section des liens entre le flot géodésique sur une surface a
courbure négative constante (possédant éventuellement des singularités) et une transformation
définie sur une partie du tore 2-dimensionnel et possédant une dynamique de type "transforma-
tion du boulanger", dont I’action est déterminée par une seule des coordonnées.

Il est possible de construire a partir du flot géodésique un premier systeéme dynamique sur le
tore, appelé billard géodésique et noté (B, Tg). Ce billard est défini sur une partie de I’ensemble
des géodésiques qui coupent I’adhérence de D dans D, et agit par le générateur associé au coté
du domaine par lequel la géodésique sort. Essentiellement, il envoie une géodésique coupant D
sur le représentant ramené dans D de la portion de cette méme géodésique qui coupe le domaine
suivant quand on la parcourt du passé vers le futur. Pour que cette construction ait un sens, il
faut se donner une convention pour traiter de maniere cohérente les géodésiques qui sortent du
domaine par un sommet. Ce billard peut €tre essentiellement obtenu a partir du flot géodésique
au moyen d’une section de Poincaré, et réciproquement on peut construire une suspension du
billard qui est conjuguée au flot géodésique.

Le billard est défini par morceaux comme agissant par un générateur du groupe - le méme
sur chaque composante - mais ce générateur dépend lui-méme des deux composantes, c’est-a-
dire que

Tp(z,y) = (v[z, y)(2), v[z, y](y))-

On souhaiterait avoir un systeéme dynamique similaire, mais ou le générateur appliqué ne dépend
que d’une composante, comme avec

To(x,y) = (v[z](z), v[*](y)) ou To(r,y) = (v[yl(x), v[yl(y))-

C’est ce qui nous amenera a définir le codage rectifié (C, T¢), d’'une maniére semblable a ce
qui est fait dans [AF84] pour la surface modulaire ou dans [AF91] pour I' cocompact. C' est
constitué d’une réunion finie de rectangles du tore T?, et I'image de chacun de ces rectangles
par T donne un rectangle dans la direction opposé, une maniere de dire qu’il est dilatant en
une coordonnée et contractant en 1’autre. En le restreignant a la coordonnée qui le définit (la
premiere ou la seconde, suivant le choix des conventions d’orientation et que 1’on regarde 7
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ouTs 1), on obtient la transformation de Bowen-Series, mais a la différence que notre version
n’a besoin d’étre définie que sur une partition de Markov finie.

La preuve de la conjugaison entre le billard et le codage occupera la plus grande part de
ce chapitre. Elle s’appuiera sur la notion de tubes géodésiques définie au premier chapitre, qui
nous permettra de décrire de la méme maniere des sous-parties du billard et du codage. Le
point remarquable de cette conjugaison est qu’elle est intrinsequement de la méme nature que
le codage et le billard, i.e. elle agit par des éléments du groupe et de la méme maniere sur chaque
composante, et que de plus il n’est nécessaire de découper B qu’en un nombre fini de morceaux
pour pouvoir la définir convenablement.

Cette section comporte un certain nombre de dessins. Les zones a pois correspondent aux
points qui sont recouverts par les géodésiques du billard, tandis que les zones grisées sont celles
traversées par les géodésiques du codage.
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2.1 Billard géodésique

Nous commencons par définir le billard en termes abstraits a 1’aide des tubes géodésiques.
On montrera d’abord qu’il s’agit bien d’une bijection de B en exhibant son inverse, puis on en
donnera une interprétation géométrique. Enfin, on en construira une suspension que I’on reliera
au flot géodésique.

2.1.1 Billard et billard inverse

Soit v € V. Dans toute la suite, on notera v = [(v) et w = r(v).
Le billard (géodésique) est constitué de la donnée des ensembles B{f et de I’application T'g
définis par :

FIGURE 2.1 — De haut en bas : B¥~™+2 B9 Bk

Il est clair de par leur définition que les (B*) sont disjoints deux a deux et que B, est
1’union disjointe de tous les B¥ pour k& € [-n,, + 1; n,, — 1]. Nous verrons que B, représente
les géodésiques qui quittent le domaine fondamental par le segment [v; w].

La premiere chose a vérifier est que les B, soient eux-mémes disjoints deux a deux :
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Lemme 2.1.1. Siv # 2, B, N B, = 0.

PREUVE : Pour que [a™ 1 a™ [N [a2~1; a1 # 0, nécessairement z = [(v) = u ou bien

z = r(v) = w. Nous traiterons le premier cas, le second étant symétrique.

Prenons donc y € [ap* ' a '[N a5 ey~ = [agv~'; ajv[. Alors on a a la fois que
Jurysuxyl C Jaysay ] etque  Jwxy;vxyl ClalialT! .

En particulier,
v s o] = i

u w v w ) u
Alinsi,

nufl}

uxy € [vryal et wxy € [a;v*y]

ce qui prouve bien que

Jwxy;vxy] N]oxy;u*yl = 0. |

__ De fagon similaire, le billard (géodésique) inverse est constitué de la donnée des ensembles
BF et de Iapplication T définis par :

Vk € [n, — 1; my, — 3], BF ™2 = lak;alt'] @ [w;o]

v

Les (Ef) sont eux aussi deux a deux disjoints, et B, est I'union disjointe de tous les (R’f) On
pourrait aussi montrer avec un lemme similaire au 2.1.1 que les EU sont eux-mémes disjoints
deux a deux. Nous verrons que LA?U représente les géodésiques qui rentrent dans le domaine
fondamental par le segment |v; w].

Nous allons maintenant prouver que les B et les Ef définissent le méme billard, i.e. que
L], By =L, B, et que Tz =Tg".

Proposition 2.1.2. I_l B, = I_I §U.

PREUVE : Fixons v € V. En appliquant la proposition 1.4.9 successivement pour chaque som-
met z du domaine fondamental différent de v et w, on obtient :

B, =lay har ] @wlc | Jahal ] @ [zr(2)]
zeV\{v}

Mais, par la propostion 1.4.8, chacun de ces tubes peut s’écrire

Ja="hal T @ () [ =]r(2); 2] ® [al a7 [ = B.

z z z z

Par conséquent, on a bien que B, C | |, B., ce qui nous donne une des inclusions de la propo-
sition. L’inclusion réciproque se montre de maniere symétrique. |
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FIGURE 2.2 — De haut en bas : B¥~m+2 B0 Bk

On notera dorénavant B = |_| |_| BF = |_| B, = |_| EU = I_I |_| R’f
v k v v vk
L’image par Tz d’un des B, est en fait naturellement un B, :
Lemme 2.1.3. Pour tout v € V, Tg(B,) = Biow) et Tg(B,) = Big(w).

PREUVE : Lorsque v € V,

Ts(B,) = v (Jw;v] @ [a Y a)

ne __  Mrw)—1 Nyl
=lr(w);o0(v)] ® [ao(v) = aT(uf)) 7@2@) = amﬁ,)) [
=1]zr(2)] @ [al a7 avec z = 7(w) = lo(v)
=Ja2 a1 @ [r(2); 2| = B. d’apres la proposition 1.4.5
L autre égalité se montre encore de maniere symétrique. |

Puisque | |, B, = ||, EU, que Tp/p, = Vo : By = Ela(v) est une bijection et que ~y,_ %v) = Yos
on en déduit immédiatement que :

Proposition 2.1.4. T5(B) C B, T3(B) C B, et T et T sont des bijections réciproques.
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2.1.2 Exemples

Nous allons décrire le billard sur trois exemples qui couvrent un large éventail de situations.
IIs seront développés dans les section suivantes pour illustrer le codage et sa conjugaison avec
le billard.

Le premier domaine que 1’on considere est celui d’une surface compacte de genre 2 sans
points coniques :

FIGURE 2.3 — Domaine fondamental régulier d’une surface de genre 2

C’est un octogone hyperbolique régulier dont les huit sommets appartiennent a la méme
o-orbite. Ils supportent chacun huit secteurs, ce qui induit une partition du cercle a I’infini en
48 intervalles. Le billard est ainsi constitué de 48 tubes.

Les figures 2.6 et 2.7 représentent respectivement le billard et le billard inverse vus comme
sous-parties du tore T?2. Les lignes pleines sont incluses dans le billard, tandis que les tirets
délimitent les bords non inclus. L origine du repere est située en un des points a”* .

Le second domaine considéré est le domaine de Dirichlet de la surface modulaire centré en
un pointt € |—1;0[de D :

FIGURE 2.4 — Domaine fondamental de la surface modulaire
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Il ne possede que trois sommets géométriques car le centre de 1’elliptique d’ordre 2 est au
milieu d’une des arétes. Ces trois sommets ont tous un nombre n, = n, = Ny, = 3 Mais
pour des raisons différentes : pour les sommets internes, cela correspond au fait qu’ils sont
centre d’un elliptique d’ordre 3 ; tandis que pour le cusp oo cela résulte simplement de notre
convention. Vis-a-vis de nos descriptions, le cas de ce domaine fondamental peut étre qualifié
d’extréme, car il comporte a la fois un sommet a ’infini, des éléments elliptiques qui ont pour
centre un sommet du domaine et le milieu d’une aréte, ainsi qu’un intervalle central vide (car

a = al). C’est le domaine le plus petit sur lequel notre théorie est applicable.

d =
La figure 2.8 représente dans T? le billard et le billard inverse ainsi que leurs images respec-
tives, avec pour origine le sommet a I’infini co. A noter que B touche la diagonale en (0o, 00).
Le dernier domaine illustré est le domaine de Dirichlet de centre 0 associé au groupe de

congruence ['(2) de niveau 2, ou :

['(2) ~ {(Z Z) € PSL(2,7Z)| a, d impairs et b, cpairs} :

FIGURE 2.5 — Domaine fondamental pour I'(2)

Tous ses sommets sont a I'infini. Alors que 1 et —1 sont des points fixes de o, ¢ et —2 sont
tous deux sur la méme o-orbite, ce qui traduit le fait qu’ils soient congruents sous 1’action du
groupe.

La figure 2.9 représente dans T? le billard et le billard inverse ainsi que leurs images respec-
tives, avec pour origine le sommet a ’infini —1. B touche la diagonale en (—1, —1), (—i, —1),
(1,1) et (i,1).
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FIGURE 2.6 — Les tubes du billard B et leurs images par Tz pour la surface de genre 2
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FIGURE 2.7 — Les tubes du billard inverse B = B et leurs images par Tz = Tg ! pour la surface
de genre 2
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FIGURE 2.8 — Le billard et son image par 7’z (en haut), ainsi que le billard inverse et son image
par T5" (en bas) pour la surface modulaire
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FIGURE 2.9 — Le billard et son image par 7’5 (en haut), ainsi que le billard inverse et son image
par T5" (en bas) pour D/T"(2)
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2.1.3 Relations avec le flot géodésique

Décrivons en termes géométriques quelles géodésiques sont représentées par notre construc-
tion abstraite du billard :

Proposition 2.1.5. Soit v € V. B, représente I’ensemble des géodésiques orientées :

— qui coupent l’intérieur du domaine fondamental et en ressortent transverses au segment
[v; wl;

— dont Uintersection avec I’adhérence dans D du domaine fondamental est réduite a v, et qui
contiennent le domaine fondamental dans le demi-espace gauche qu’elles délimitent ;

— (a%,v), qui borde le domaine fondamental en le contenant dans le demi-espace gauche
qu’elle délimite ;

— (v, v), uniquement lorsque v est un sommet a ’infini.

PREUVE : On découpe tout d’abord B, en trois parties :

B, =w;v] @ [ap Y ane |

=Jw;v] ® |y~ aye [U]wiv] @ {ay '}
=Jw;o[@ Jay hay [U{(wxy,y) |y €Jayhaye [} Ulwiv] @ {ay '}
Prenons (z,y) € B, pour un certain sommet v. Si

(z,y) € Jw;v[® al " ale [ C Jaleal ™ [ x Jar— s ale |,

v w w v v w

alors (x,y) coupe la géodésique (v, w) quelque part a I'intérieur du segment ouvert |v; w|
puisque = € |w * y;v * y[. Comme le domaine fondamental est complétement contenu dans
le demi-espace gauche délimité par la géodésique orientée (v, w), (z,y) correspond a une géo-
désique qui coupe I’intérieur du domaine fondamental et qui sort par le segment [v; w|.
Supposons maintenant que (x,y) € {(v*y', ') | v € Ja™~;a™[}. (x,y) doit alors passer

par le sommet v. Si v n’est pas un cusp, on peut encore subdiviser cet ensemble en

{wxy' y) [y € ayhap [Fu{(ay,ap)} U{(wxy,y) |y €lay;an [}

(x,y) est alors respectivement :

— une géodésique qui coupe I'intérieur du domaine et en sort par le sommet v ;

— la géodésique de bord (a¥, a™);

— une géodésique qui coupe 1’adhérence du domaine fondamental uniquement au sommet v, et
laisse le domaine a sa gauche.

Si par contre v est un cusp,

(z,y) € {(vxy ) |y € Jayhay [} = {(v.y) | ¥ € Jay Y ap [}
et (z,y) ne peut qu’étre une géodésique qui coupe 1’adhérence du domaine fondamental uni-
quement au cusp v et laisse le domaine a sa gauche.
Si v n’est pas un cusp, alors v x a™ 1 = w x a™ ! et Jw;v] @ {a™ '} = ). On suppose
donc que v est un cusp et que
(z,y) € Jwsv] @ {ay ™'} = Jwiv] ® {v}
= lay 0] x {v}

a7t ad[ x (o} U {(a%, )} U]ad; ] x {o} L {(v,0))

(x,y) est alors respectivement :
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2.1. BILLARD GEODESIQUE

— une géodésique qui coupe I’'intérieur du domaine fondamental et a pour extrémité futur le
sommet a I'infini v ;
— la géodésique de bord (a?, v) ;
— une géodésique qui coupe 1’adhérence du domaine fondamental uniquement au sommet a
I’infini v, et laisse le domaine a sa gauche.
— le couple (v, v).

Réciproquement, la discussion que I’on vient de faire prouve que les quatres catégories
citées sont completement couvertes par 5. |

En rassemblant les descriptions obtenues pour tous les B,, on obtient la description com-
plete de B :

Corollaire 2.1.6. B représente I’ensemble des géodésiques orientées :

— qui coupent l’intérieur du domaine fondamental ;

— dont Uintersection avec ’adhérence dans D du domaine fondamental est réduite & un som-
met, et qui contiennent le domaine fondamental dans le demi-espace gauche qu’elles déli-
mitent ;

— qui bordent le domaine fondamental en le contenant dans le demi-espace gauche qu’elles
délimitent ;

— (v,v) ot v est un sommet a l'infini du domaine fondamental.

Remarquons que le support B du billard n’est pas symétrique, puisque I’inverse d’une géo-
désique passant par un sommet du domaine et le laissant a sa gauche passe toujours par ce méme
sommet en le laissant a sa droite. Il est toutefois tres proche de 1’€tre car son intérieur B (pour
la topologie de T?) est constitué des géodésiques coupant I’intérieur du domaine fondamental,
propriété indépendante du sens de parcours. De plus, Tz stabilise B et induit en restriction 2
cet ensemble une bijection (toujours notée 7z) qui est conjuguée a son inverse par I’involution
d’inversion du temps ¢(z,y) = (y, x).

On note @ le flot géodésique sur 7D, et 7 la projection canonique de 7DD sur ID. Si une
géodésique orientée (,y) passe par z € D, il existe un unique v, € T D qui dirige (z,y) en
2. Comme D est convexe, D I’est aussi et toute géodésique qui coupe 1’adhérence du domaine
fondamental y entre en un point p et en ressort en un point q :

Définition 2.1.7. Si une géodésique géométrique orientée (z,y) coupe 1’adhérence dans D du
domaine fondamental D en au moins un point z, on pose

p(z,y) = 7®(z,v,,t ) out” =inf {t <0 | 7®(z,v.,t) € D}
q(z,y) = 7®(z, v, t") ottt =sup {t > 0| 7®(z,v.,t) € D}
Ces définitions sont indépendantes du choix du point z dans I’intersection de la géodésique

et du domaine.
On peut donner une interprétation plus géométrique de ces points :

Lemme 2.1.8. Soit (z,y) € B\ A.
(i) Si (x,y) € By, alors q(x,y) = (x,y) Nry;
(i) Si (x,y) € By, alors p(x,y) = (z,y) N1y
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PREUVE : Supposons que (x,y) € B,. On remarque tout d’abord que r, = (v, w) ¢ B,, bien
que (x,y) € Ja™ 1;a™ 1 x [a™ ;™. Par conséquent, r, et (z,y) sont transverses et
leur intersection est bien définie.
Or, d’apres la proposition 2.1.5, (z,y) :
— soit coupe I’intérieur du domaine fondamental et en sort par |v; w| ou par v ;
— soit ne coupe I’adhérence du domaine fondamental qu’au point v ;
— soit (z,y) = (a2, a"™).
Dans les trois cas, ¢(x, y) tel qu’on 1’a défini est exactement (z,y) N 7,.
Le second point se traite de maniere symétrique. |

L’image du point de sortie du domaine d’une géodésique est le point d’entrée de son image
par T'g, et vice-versa.

Lemme 2.1.9. Soit (z,y) € B\ A.
(i) Si (2,5) € By, alors w(a(z,9)) = p(To(x,9))
(ii) Si (z,y) € By, alors v, (p(x,y)) = q(T5" (x,y)).

PREUVE : D’apres le premier point du lemme 2.1.8, ¢(z,y) = (z,y) N r,. Alors :
1o(a(@,y)) = (7 (2), () N Y(r) = Ta(2,y) N 7iw)-

Or, d’apres le lemme 2.1.3, Tp(z,y) € B\la(y) donc en appliquant maintenant le second point
du lemme 2.1.8 on obtient bien que v, (¢(z,v)) = p(Ts(z,y)).
Le second point se démontre de maniere symétrique. |

Soit
B*={(z,y) € B|VneZ, (2, y)=Th(x,y) =2 ¢Vety ¢V}

I’ensemble des éléments de B dont la Tz-orbite ne contient aucune géodésique qui ne com-
mence ou ne finit en un sommet a 1’infini du domaine fondamental. B* C T? est de mesure de

Lebesgue nulle, B* N A = (), et pour tout (x,y) € B* p(z,y) et ¢(x,y) sont dans D et on peut
donc parler de la longueur du segment qui les relie.

Définition 2.1.10. On définit le temps de retour par

T B* — Ry U{+o0}
(z,y) — longueur([p(z,y); ¢(z,y)])

ainsi que le temps de retour d’ordre n pour n € Z par

T, © B* — R(Jr U {+o0}
nZiT(Té(x,y)) sin>0
=0
@y) = — ZT(Té(x,y)) sin <0
L0 o sin=0
de sorte que 7y = T et que 7_,,(z,y) = —7,(T5" (x,y)).
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On note P(z,y) = (P(2,Y), Vpay) €t Q(z,y) = (q(2,Y), Vg(zy))- De par les définitions de
p, q et 7, 1l est clair que :

Lemme 2.1.11. Soit (z,y) € B*.
(i) Q(z,y) = (P(x,y), 7(x,y));
(it) P(z,y) = ®(Q(z,y), —7(z,y)).

Soit (z,y) € B. Pour tout ¢, on note v; 1’'unique sommet de V' pour lequel T;(z,y) € B,,.
On pose alors pour tout n € Z :

Vo1 -+ Yoo sin >0
— -1 -1 .
G(%Q)— Yo -+ Yoy sin<0.

id sin =20

En particulier, G, (2, y) = G, (Th(x,y))Gp(z,y) et G_p(z,y) = Gp(T5" (z,y))
Cette isométrie va nous permettre de relier 77(x, y) au parcours du flot géodésique depuis
(x,y) et pendant un temps 7, (z, y).

Lemme 2.1.12. Soient (x,y) € B* et n € Z. Alors :
(i) P(T5(x,y)) = Gu(z,y)2(P (2, y), Tu(2,y)) ;
(it) Q(T5(x, y)) = Gu(z, y)2(Q(2,y), Ta(2,y)).

PREUVE : On va d’abord montrer la premiere relation par récurrence sur n > 0. Sin = 0, on
abien P(z,y) = id®(P(x,y),0). Supposons maintenant le premier point vérifié au rang n, et
prenons v tel que (z,y) € B,. Alors :

P(Tg (z,y)) = Gu(Ts(2,9)2 (P(Th(z,y)), 7T (2, y)))

par hypothese de récurrence pour Tg(x, y)
Gn(TB<x7 y))CI) (VU(QQT? y))7 Tn (TB (l’, y))) d,aprés le lemme 2.1.9
G (T, ) 3® (Q(, ), 7a(Tp(,y))  car T commute avee ®
Gn

(Tp(z,))G1(z, y)® (P(z,y), n(Ts(z,y)) + 7(2,y))
d’apres le lemme 2.1.11

= Gpi1(z,9)P(P(2,y), Tni1 (2, y))

La preuve que la seconde relation est vérifiée pour n > 0 est symétrique.

Quant aux preuves pour n. < 0, elles sont dies aux faits que 7_,,(z,y) = —7,(T5" (z,y)) et
Gon(z,y) = Gu(T" (z,y)) " u

On définit I’espace quotient X = (B* x R),. ot (z,y,s) ~ (z',/, s') si et seulement si il
existe n € Z tel que :

(xla Y, 3/) = (Tg(l’, y)a S — Tn(l', y))
Par exemple,

(I,y,T(l’,y)) ~ (TB(ny)70)
(x>y’0) ~ (Tgl(l’,y), _T—l(TB_1<x7y))) = (TB_1($7y),T(T§1(:E,y)))
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On peut alors définir la suspension du billard par le temps de retour T par

T XxR — X .
(z,y,5),t) = (7,y,8+1)

Il s’agit d’un flot sur X. On va montrer qu’il est conjugué au flot géodésique sur M = D/T.

On définit ainsi
o : B*xR — T'D .
(z,y,8) = ®(P(x,y),5)

Le lemme 2.1.12 nous donne immédiatement que ( est compatible avec ~, i.e.
(z,y,8) ~ (2",y,8) = Iy € T, p(z,y,5) = yp(a', ¢, §).

¢ induit donc une application p : X — T*M ou T*M = T'D/T, et p(X) s’identifie au fibré
unitaire tangent de la surface auquel on retire dans chaque fibre les directions qui engendrent
une géodésique débutant ou finissant en un cusp de M.

D’autre part, le flot géodésique ® sur 7' D commute avec I’action de I' donc induit un flot
®:T'M x R — T M. Ce flot est semi-conjugué par % a ¥ sur $(X) :

Proposition 2.1.13. Vx € X, Vt € R, p(V(z,t)) = ®(3(x), ).

On montrera au chapitre 4 que  est une bijection, et donc que ¥ et i sont conjugués.

52



2.2. CODAGE RECTIFIE

2.2 Codage rectifié

Comme le billard, le codage rectifié (ou étendu) est défini a I’aide de tubes géodésiques qui
sont ici de vrais rectangles du tore. On démontrera qu’il s’agit bien d’une bijection de C' en
exhibant son inverse. La preuve de la conjugaison avec le billard est explicitée dans la section
suivante.

Le codage (rectifié) droit est constitué de la donnée des ensembles (C*) et de I’application
T définis par :

Vk € [n, — 15 m, — 3], C5 ™" = Japet ab 7 x [al; el
00 =] [l

w Y w

Yo(x)

w?r w

Vk € [1; ny —2],CF = Jal™ ™ ad] x [ab;al™ |

Vo € CF T (x)

FIGURE 2.10 — De haut en bas : CF~m+2 0 C*

Les (C*) étant clairement disjoints deux a deux, on peut poser
c=|]l]ck
v k

On constate que Te(x,y) = (Yr[y](x), vr[y](y)) ol le générateur yg[y| est bien uniquement
déterminé par la position de y sur 9D. On note aussi T¢(z,y) = (Sp(x,y), Tr(y)).
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__ De fagon similaire, le codage (rectifié) gauche est constitué de la donnée des ensembles
(CF) et de I'application Ty définis par :

Vk € [ny; my — 3], CFm 12 =

FIGURE 2.11 — De haut en bas : Ck—m+2 (0 Ck

De la méme maniere que pour (C, T¢), les (aff ) sont disjoints deux a deux et on peut poser
a=| ||
v k

De plus, T5(x,y) = (yolz](x), vo[z](y)) ol le générateur v, [x] est bien déterminé uniquement
par la position de x sur 9. On note aussi T5(x,y) = (Tr.(x), Sr(z,y)).

Nous allons maintenant prouver que les C* et les @’f définissent le méme codage, i.e. que
C=Cet que Tz =T, !, Une fois ce point vérifié, nous nous restreindrons essentiellement 2
I’étude du codage a droite. L’étape délicate est de montrer qu’ils définissent le méme ensemble
de géodésiques.
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Proposition 2.2.1. C = C.

PREUVE : Au lieu de montrer directement ce résultat, nous allons prouver que les complémen-
taires dans le tore a deux dimensions de ces deux unions sont égaux. Pour cela, nous allons
découper ces complémentaires en une partie presque symétrique, c’est-a-dire dont I’intérieur
est invariant par ¢ : T? — T? I’involution d’inversion du temps (¢(x,y) = (y, x)), et une partie
exceptionnelle qui sera simple a identifier dans les deux cas.

Commengons par calculer le complémentaire de C dans T? :

C=| || |(cns'xIf) = || |(CEns' x 1I})
v k v k

my—3
= |_| ( |_| }aﬁ—mﬂ;agﬁl} y [aﬁ; gk+l (U]t a1 x [am™ 2l |
v

=Ny —

Ny —2

T |_| Jam=t = a0 aktmetl] x [ak.ak+1[>

wr w wr w

Afin de faire apparaitre le coeur symétrique du codage, on isole I’extrémité droite de chacun de
ces rectangles :

-3

C= |_|( |_| ay " e ] x fagag T [U]ag T agr] < [ar 7 a |

k=n.,

Nw —2
L }aﬁ”_l a?u;aﬁfr"w} X [aﬁ};aﬁfl[)
k=1
My —3
|_||_|< |_| }ag“’;ag“ﬁl] X [af;aﬁ“[u}a’i’”;azwﬂ] X [avm”_z;a}u[
v k=n,—1
Nw —2
|_| }a5}+nw;aqu}+nw+l] % [aﬁﬁafyﬂ[)
k=1

On note X1, Y5 ces deux termes. Notre but va €tre de montrer que >J; est symétrique, mais
commengons par rassembler les morceaux de s :

Ny —2
Y, = U }a’Z]w;aZw-&-l} % [azv—l _ ag;a;[u |_| }afu—l—nw;afu-&-nw-i-l} < [afu;aﬁ}-&-l[
v k=1

Ny —2

_ U |_| k—l—nw {Lcu+nw+1] « [a k:+1 |_| |_| k+nv 5+nv+1] « [a’;;aﬁ“[
v v

Faisons maintenant apparaitre les symétries de >;. On remarque tout d’abord que I’intervalle

gauche de chacun des rectangles contient Ja™ ~'; a™], donc on peut le factoriser :

Y, = U}agv—l;a?vw} x [am =t ame |
v
Ty —2

|_||_|< |_| ok nv+1’av 71] % [ a*:a k+1 ] |_| k+nw} % [aﬁﬁaiﬂ[)

v k=n,—1
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Les rectangles correspondant a k = n, — 1 sont les Ja™ ! = a2; a™ 1] x [a™~1; a™[. On forme

K en les extrayant de la premiére union et en les réincorporant au premier rectangle :
n n No—1., nyp—1 Nu—1. ny—1 ny—1., n
K = |_| v ““] x[avv ;A [I_I|_Hau“ ;ay” } x[av” 7av“[
v

= |_| an” ;aﬁw] X [a””’l;an“”l[I_I]a"”’l;a”wfl} X [a”w’l;a”’“[

v w v w w w

en remplacant v par v et par invariance de 1’union

— U}agv_l;agﬂ x [apr =l am ! car Ja™ 1 a™] x [a™ Y e[ C K
On a alors
my—3 Ny —2
¥, = Kl_ll_l |_| }aﬁ‘"”“;aﬁ”‘l] X [ a,; ]f'l L |_| k+"”} X [afv;affl[
v k=n,

Mais en remarquant que

nvgkgmv_?’ PN nv§k§]+nv_1

on voit que I’on peut réécrire ces unions en

My —3 My —3 Ny —2
I_l }af}—m}—l-l;a:)lv—l} « [al;;aﬁﬂ[ _ |_| |_| ]ag ag+1} « [aﬁ;alz—kl[
k=n., k=n, j=k—n,+1
ny—2 J+n,—1
=] L] Jalsal™] x [af;al™
j:l k=n,
— |_| a3+1 % [azv;&imv[
N —2 my—3
etdeméme | | Jaiesalme] x [abiaft [ = | ] Jadiadt] x [ad e
k=1 Jj=ny

Par un calcul similaire, on montrerait aussi que C' = ¥; LI 335 ou

my—3 Ty —2
il = Kl_||_| |_| ]aﬁ;aﬁ“} X [aﬁ‘"““;aﬁ”_l[u |_| }afu;aﬁ)“} X [afvw;aff"w[ =3
v k=ny k=1
d’une part, et
My —3
o= (L Jabsak ] x [aksab e [u]ar 2l ] x [an % ale |
v k=n.
Ny —1
0 L Jebsal ) x fa s )
Ny —2
_ I_l |_| k+1 > [af*””; aﬁfnﬁl [ — |_| |_| ]aﬁ‘i’nv; a5+nv+1i| > [aﬁ; aﬁﬂ [ =,
v k=n. v k=0
d’autre part, ce qui prouve bien que C' = C. |
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T est contractante sur sa premiere coordonnée et dilatante sur sa seconde. De fait, lorsque
I’on prend I’image d’une géodésique d’un certain C*, on arrive naturellement dans un C’lja(v).

Ny —2 Ny—1
Lemme 2.2.2. T¢ |_| Ch | c |_| Clow):
k=—n,+1 j=—nw+2

PREUVE : Tout d’abord, on rappelle que [o(v) = 7(w), de sorte que 1, = Nyo(y)-
Si v est un cusp, alors les C* pour k& < 0 sont vides. Sinon, supposons d’abord que w n’est
pas un cusp (et donc 7(w) non plus). L’image de C*~™*2 pour k € [n, — 1; m, — 3] vaut :
To(C8 ™) = 5,(C5™#2) =, (Jaly 0k~ +] x [ab;ab)
_ Nw . k_nu+2 k+1. k42
= ]af(w)’ Ao (v) } X [“a(vw Ao (v) [
k—n,+1
Ny . k—ny+2 k+1. my—1 ~J
C ]“r(w)? Uy () } X [“a(vw Uy [ c | %
J=—nw+2

car [ak+1. mv—l[ c |:ak+1, 0

o) T () o)) Or(w) [ puisque le domaine fondamental n’est pas un triangle dont

les trois sommets sont dans ID. Si maintenant w est un cusp, on constate que a™* 1 = w et

Nw

alt,y = 7(w) = 7,(w) donc la premiere partie du calcul reste vraie. Par ailleurs, la derniére

inclusion est justifiée par le fait qu’on a dans ce cas [a(’jz:}); aT(“U)_l [ C [afral); 7(w) [

Suivons le méme schéma pour les C* avec k > 0. Si w est un cusp, alors ces ensembles
sont vides. Sinon, supposons d’abord que v n’est pas un cusp (et donc o(v) non plus). L’image
de C* pour k € [1; n,, — 2] vaut:

To(C)) = %(Cy) = 7o (Jau™ ap ™' x [ag;ai™)
o k+nw. Ny k—1. k
- ]ar(w) ) aa(v)] x [aT(w)7 A7 (w) [
ny—1
k+nw. Ny 0 .k A]
C ]aT(w) v%(w] X [aT(W A (w) ks |_| Crw)
j:k_nw"v‘2

car [ag(w); af(w) [ C [agrl(j);l; aﬁ(w) [ par I’hypothese sur le domaine. Le cas v cuspidal se traite
de la mé&me fagon que précédemment.

Reste 2 étudier le cas de C?. Son image par T est

Te(C)) = 7 (C) = v (Jaie a1 x [al* 2 a,])

= Jaztyiaziy] x Dolarmal)|

et ce que v et w soient des cusps ou non. Par ailleurs,
— vp(a™~?) est égal 2 o(v) si v est un cusp, et & a;"(g)_l
— Yu(ay,) est égal a 7(w) si w est un cusp, et a al,,) sinon.

Dans tous les cas, on constate par des arguments usuels que

sinon ;

Ny—1
() c || n

j:*nw+2
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On pourrait montrer de maniere completement symétrique le méme résultat pour les a’f :
Ny —1 Ny—2
~ .
Lemme 2.2.3. T ( |_| Cv> C |_| Clo o)
k=—n,+2 j:*nw‘i’l

Comme on a vu que C' = C, on en conclut en particulier que :
Proposition 2.2.4. To(C) C C et Tg(C) C C.

Ceci nous permet finalement de prouver que T est une bijection de C' de réciproque 1.
Proposition 2.2.5. T et T sont des bijections réciproques.

PREUVE : Prenons (z,y) € C. 1l existe un unique v tel que y € [a™~'; a™~1[. Alors, d’apres
le lemme 2.2.2, on a

(1‘/, y,) = T(j(fE, y) = (71)(1;)7 Vv(y)) < |_| C’\l{r(v)

dont I’'image par T vaut
T@(TC(I7:U)) - T@(l’/, y/) - (’WU(U) (x/)77la(v)(y/)) = (%a(v)%(ﬁ),%o(v)%(y)) = (x,y)

Car Vig(v) = ’7171
De la méme maniere, To(T4 (2, y)) = (2, y). [

Dans les pages qui suivent, nous décrivons les codage a gauche et a droite (ainsi que leurs
images par respectivement T¢ et T, ') pour les domaines fondamentaux introduits 4 la sous-
section 2.1.2. Les figures 2.12 et 2.13 représentent respectivement les codages a droite et a
gauche vus comme sous-parties du tore T?, avec la méme origine que précédemment. La figure
2.14 illustre ces mémes codages pour la surface modulaire, tandis que la figure 2.15 décrit elle
le cas de D/T'(2).
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_____

_____

_____

_____

_____

-

_____

T

FIGURE 2.12 — Les tubes du codage droit C' et leurs images par T pour la surface de genre 2
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FIGURE 2.13 — Les tubes du codage gauche C'

surface de genre 2
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___________________

FIGURE 2.14 — Le codage droit et son image par 7 (en haut), ainsi que le codage gauche et
son image par 1, ! (en bas) pour la surface modulaire
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.“
N N
N

FIGURE 2.15 — Le codage droit et son image par 7~ (en haut), ainsi que le codage gauche et
son image par 7}, (en bas) pour D/T'(2)
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2.3 Conjugaison entre le billard et le codage droit

Le fil directeur que 1’on suivra pour construire la conjugaison entre ces deux systemes dy-
namiques sera de la définir comme 1’identité sur I’intersection de leurs domaines respectifs, et
d’envoyer les parties qui sont dans le billard mais pas dans le codage vers celles qui sont dans
le codage mais pas dans le billard.

Pour v € V, on définit les parties spécifiques du billard (X*) et du codage (Y;*) par :

0

xo= | B
J=—nu+1
Vke[l;n,—2], Xt =Bk\Ck

Xn”_l — an—l \ C_n“+1
v u v
}/v*?%rl*l — qu:nuﬂ \ (B;nv+1 L] 33”71)

Vke[-n,+2; 1], YF =Ck\ B!
Ny —2
vy = || c\B

Les ensembles X” correspondent aux géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le
codage droit, et qui se terminent dans I’intervalle [aff, aktt [ Réciproquement, les ensembles
Y¥ correspondent aux géodésiques qui sont dans le codage droit mais pas dans le billard, et qui
se terminent dans intervalle [k =2; ghtm=1],

Comme on a une et une seule paire d’ensembles X* et Y;* pour chaque B* et chaque C*

qui composent B et C', on a clairement que :

Proposition 2.3.1.
Nny—2
B=@Bnoul|||]xt e Cc=3BnOU|] |_| vk,
veV k=0 VEV k=—ny+2

On donnera d’abord une description plus précise de ces X* et Y,* en termes de tubes géodé-
siques. A partir de 13, on sera en mesure de calculer exactement ’image de ces ensembles par
les générateurs du groupe. L’'identification de ces ensembles est le cceur de notre preuve de la
conjugaison.

Dans les pages qui suivent, on a représenté sur le méme diagramme le billard (la zone a
pois) et le codage droit (la zone grisée). Les zones qui ne sont recouvertes que par les pois sont
les X*, tandis que les zones qui sont uniquement grisées sont les Y*. Les figures 2.16 et 2.17
illustrent respectivement les cas de la surface de genre 2 et de la surface modulaire. Pour ce qui
est de D/I'(2), tous les sommets de son domaine fondamental sont repoussés a 1’infini donc le
billard et le codage sont identiques.

63



CHAPITRE 2. DU FLOT GEODESIQUE AU CODAGE DE BOWEN-SERIES

FIGURE 2.16 — Superposition du billard B (pois) et le codage droit C' (gris) pour la surface de
genre 2
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FIGURE 2.17 — Superposition du billard B (pois) et le codage droit C' (gris) pour la surface
modulaire
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2.3.1 Descriptionde B\ C

Concentrons-nous tout d’abord sur la description des ensembles X* génériques, ¢’est-a-dire
pour lesquels 0 < k < n, — 1.

Proposition 2.3.2.

Vk € [1;n, — 2], X} = |v;al™ ] @ [af;ai ™[

v v

Ce résultat signifie que les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et

qui aboutissent dans [af; af*!

vy v

[ doivent traverser la demie géodésique allant de v a a* ™™ +1,

FIGURE 2.18 — Pour un k générique, B \ C* (haut) est décrit par X* (bas)

PREUVE : Soitk € [1; n, — 2].

B =v;u] @ [al;al™ [ C Joxal;uxal™] x [al;alt .
Puisque af*! € [a™~% a7, ceci implique que u x aft! € [a 7% a1 C [ab s af) et
donc :

b7 v v v r v vy v

Alors, d’apres la proposition 1.4.6 :

Xk = BF\ OF = u;u] @ [ak. okl [N ]a1/f+nv. ak-l—nv—&-l} % [ak.ak—f—l[

v v ) v v
= }v;aﬁ*”vﬂ} ® [af;aﬁ“[. n

Ensuite, nous traitons le cas de X? qui est 1égerement plus compliqué a gérer puisque cet
ensemble est défini a partir de plusieurs B \ C7.

Proposition 2.3.3.

66



2.3. CONJUGAISON ENTRE LE BILLARD ET LE CODAGE DROIT

FIGURE 2.19 — L’union de B, ™\ C;;™="! (haut), des B/ \ C génériques (milieu haut) et de
B2\ C? (milieu bas) donne X! (bas)

Cela signifie que les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et qui se
terminent dans [a%; al[ doivent commencer dans ]a”"; a™*1] et traverser le segment [u; v/.

v v

PREUVE: Sij € [n, —1; m, — 3],

Bl7™? = o] @ [al;al ™ C Joxaluxal™] x [al;al™]

C lapsal ™t x [al;al
= ]&Zv;a;bv'i‘l] % [ai;affl[l—' C«Z—mu+2
mais on a aussi que
B =v;u] @ [ a,[ C Juxal Huxay] x [a]* "% ay]
C }a %aﬁ“_l} X am“_Q;a})[
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Ainsi
Moy —2
xo= ] ey o
Jj=ny—1
My —3
= |_| (Bi~ mu+2 ﬂ} Zu—i-l} % [aﬂ ait! D I_IBgﬂ]aZ ;agv—i—l] % [agu—27a1[
J=ny—1
My —3
|_| (Josul @ [al;al [N ]al;al ™) x [al; el ])
Jj=ny—1
Ulv;u] @ [am2al[ N ]al; a™ ] x [a™ =2 al
=lv;u] @ [ap ar [N ]ak;al ] x [ ay]
—Ta™: a™ ] @ [u: o[ O @™ a™ ] x [a™ ol par la proposition 1.4.5
v v v v u v
— :|a:}l ’anv+1:| ® [U,’U[
car Jay” = ay* i ay ™ @ [us o] C layr et @ [af ok a[ W

Avant de passer a la description de X™ !, nous devons d’abord montrer un lemme technique
dont le schéma de la preuve pourra étre réutilisé dans la section suivante.

Lemme 2.3.4.

Bt nlagesaptt] x [ar el [ = Jaleal ™ @ [al o]

PREUVE : Notons R = Ja™; a™ '] x [a™~!; a™[. Nous commengons par montrer que

Jo;u] @ [a Y al [NR=]v;a)] @ [al 5 al [N R.
1 suffit de vérifier que Ju; a™ ' = a%]® [a™~!; a™ [N R est vide. Lorsque I'on prend un y €
lal =t a [ C [am 2 a™  uxy € [a % a1 done [u* y;a ] C [a~2 a7 . On
conclut en notant que [a™~2; a™ [ et Ja™; a™ 1] ne peuvent s’intersecter que si le domaine
est triangulaire et que n,, = 2 ou n,, = 2, ce qui est impossible puisqu’il n’est pas triangulaire
de classe 0.
Alors, d’apres la proposition 1.4.8,
. 0 1)_1- v JR— U_l — w « U_l JR— 0 1)_1-
]U,CLJ@[GZ aaﬁ [_]CLZ@ —CLZ,CLZ _av]®[an ,U[,

et ainsi
Jviag] @ [ap Y al [N R =Jalr;a0] @ [af 0[N R.

v

Puisque a™* "1 € Ja™; a°], on peut restreindre la premiére composante :

}anw,GO} ® [anv—l [m R = ] nw.anw—l—l] ® [anv—l [m R.

w v v ’LU ? w v
Mais a"» ! € [a™ = a™~!; a¥] implique aussi que v x a™* ™! € [a™ ! a™] et donc :
N . N+l ny—1, Nw. ,Nw+1 ny—1, ne+l _  ny [
}aw,aw }@[av ,U[C]aw,aw }X[av JUKa, T = ay, [—R. n

Nous pouvons maintenant décrire X”*~! comme un tube géodésique.

68



2.3. CONJUGAISON ENTRE LE BILLARD ET LE CODAGE DROIT

FIGURE 2.20 — B™ =1\ C; ™! (haut) est décrit par X"~ (bas)

Proposition 2.3.5.
X:v_l — }anw. anw—I—l} ® [anu—l; U[.

w ) w v

En particulier, les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et qui abou-

tissent dans [a™~'; a™[ doivent commencer de |a”*; a™ ] et traverser la demie géodésique

allant de v & a1,
PREUVE : Puisque

Bl =Tuu] @ [apr i al ]

il vient
Xl = B\ Oy
=Joiu] @ [ayNay [N ]agesan T x [ag el

= lae;apt @ e o] parlelemme 2.3.4 W

w ) w v
Lorsque I’on combine les descriptions de X! et de X1, elles forment un tube géodésique
de structure similaire a ceux obtenus pour les X* génériques.

Proposition 2.3.6.
XuXpt=losal ] @ [ad;ay [

v

PREUVE : On peut calculer ’'union de ces deux descriptions :

Xy U Xyt =Jagmay ™ @ [us o[ Uay; ap ™ @ ag~hul

v v v v u i
o Ny. Ny+1 ny—1 _ 0.
_}av”,av” }®[au“ —av,v[.

Mais la proposition 1.4.8 donne alors :

]a”“' a”““] ® [ag;v[

v v

}v; a"““} ® [ao'v*aﬁvﬂ =al [ |

v v v
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On peut en particulier déduire de ces descriptions quelles sont les conditions que doivent
vérifier v et k pour que X* soit non vide.

Proposition 2.3.7.

X =0sve¢V*
Fkel;n,— 2], Xi=0e=vegV*
X l=0svgViouwd¢V*

2.3.2 Descriptionde C' \ B

Nous allons maintenant décrire les ensembles Y.*. Les preuves sont similaires a celles de la
section 2.3.1, mais il y a toutefois quelques différences car les lemmes sur les tubes géodésiques
que nous devons utiliser ici doivent s’appliquer a des complémentaires de tubes.

Nous commengons par décrire les ensembles Y* génériques, ¢’est-a-dire pour lesquels
—n,+1<k<O.

Proposition 2.3.8.

Vk € [-n, +2; —1], Y} = Jvsal ™ @ [af el

aﬁ#»’rm, 72/’13 Mgy —

FIGURE 2.21 — Pour un k générique, C* \ B (haut) est décrit par Y;* (bas)

PREUVE : Soit k € [n,; m, — 3] et notons k' = k — m,, + 2. Alors

BY =w;v] @ [af;al ™ [ D Jwxay™ o xaf] x [af;al™ ]

k+1 0. ,1 k+1 Nw. 4Nw+1 ot k' nw+1l. Jk—ny k. k+1
Comme af*! € [a0;al], w*al™™ € [a; ale ] etainsi BY O Jalethal=] x [ak;alft![.
Par conséquent,

v v v

B{f/ B Cll)cfmv+2 \ ]aqlffnu; akfnv+1:| % [ak. ak’Jrl[
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qui, par la proposition 1.4.7, se traduit par :

Yk’ _ Cf—mv+2 \ Bf—mv+2 _ C(Bq/}c—mv-i—Q) N }ak‘—nu. ak—nv—i-l} % [ak‘_ ak—i—l[

v v PV v v

= (w;v] @ [ag;ay™ ) N ]ab ™ ay ™™ x [ak;ab ™
ot @ [obs |
— }v;aﬁlm“_l} ® [af/+m“’_2;a'§/+m“_l[. [

Nous décrivons ensuite Y,? qui, tout comme X?, est constitué de plusieurs C7 \ BJ.

Proposition 2.3.9.

FIGURE 2.22 — L'union de C? \ B? (haut), des C? \ BJ génériques (milieu haut) et de C"» 2\
B™~2 (milieu bas) donne Y,? (bas)

PREUVE : Sij € [1; n, — 2], &, € Ja™ % a™ '] donc v x al, € Ja™ % a™ et :

v ? v v v

Bl = w;v] ® [a?w; a{fl[ ) }a{f”wﬂ;v*aﬂ X [afv;a{jl[
D }a””w“;ag”_ﬂ X [ai};affl[

w
=CI\ Jap % ad] x [al;al|
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mais on a aussi que

BS — ]w;v] ® I:am'u_2; al [ ») ]anw—kl.anu—ﬂ « [amv—z al [

v w w Y v v I w
= O\ Ja P ] <
Ainsi,
Nw —2
)= || c\B
=0
Ty —2
= et ol 1 LB e x sl
€ ngy—2
= (U BZ)) Nar = ap = x [a 2 al
=0
= (o] ® [a7 a7 ) N ]ay a7 x [al "% age |
= Quinl @ [a % D 0 Ja %] x [ e |
NJag =2 a1 x fag =% age '
=lvial 7 @ [al a7 N a3 al ] x [al e
par la proposition 1.4.7
=Jva ) @ [a % ale T
car Jv;ap ™' @ [a % ar T C o xay T = apr ey T x [y age Tl u

Pour décrire Y, ™!, nous avons aussi besoin d’un lemme technique qui est I’analogue du
lemme 2.3.4 et qui pourrait étre prouvé de maniere similaire.

Lemme 2.3.10.

By—m,—i—l N ]anu—Q, anu—l] % [anv—l; CLZU[

u ) v

I
S
g3

5
|
\‘l\')
<
g3
g
Ca
X
<
<
<3
<

Y, ™! §’écrit ainsi comme un tube géodésique :

Proposition 2.3.11.

v )

Y—m,-&-l — ]u (ln“_l] ® [anv—l; a;tu [ )
PREUVE : On a

v ) v

B U Bl =wiu] @ [al T al [ D Jwraluxal ] x [apr T al |

ot u*xa™ ' € Ja™ 2 a™ ! et wxa™ € [am;a ], Ceci implique nécessairement que

Jame Ly qme=2] C Jw * a™; u a™ 1] etil vient :
Bfanrl L an 1 C Ny+1 \:| Nu—2. anufl] % [anvfl, anv [
v u °

> v o v

Notons R = |a™~2; a™~1] x [a™~; a™[, de sorte que I’inclusion précédente se réécrive

Bty Bt o Oyt N R
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FIGURE 2.23 — C;;™ 1\ (B ™+ ) B™~1) (haut) est décrit par Y, "1 (bas)

ou R C C;™ %1, Quelques manipulations simples sur les ensembles montrent que si R C C' et
CN°R C B,alors ‘BN C = “BN R. Par conséquent,

anerl — Cv ny+1 \ ( —Nny+1 L an 1) (B Ny+1 L an 1) N R

v

Puisque | ”“_2, a1 C Jamt = a;a™ ! = a?] et que u et v sont sur la géodésique

u
reliant a1

=alaa™ ! = qa™, on peut decouper R en trois parties :

R=(Jal*;v]® [al Sal ) N RU (usu] © [al ™' al [mR)

v ) v

U(Jusap '] @ [a”” Lal[NR).

u v

Le second terme est égal 2 B~ N R, tandis que le troisiéme est celui qui nous intéresse. C’est
pourquoi notre but est de prouver que le premier terme est B, ™! N R. Et, précisément,

Japrsv] @ [ap Yal [N R =]al % a ] @ [vial’ [N R par la proposition 1.4.5

v ) v u

=B ™" NR grace au lemme 2.3.10
De ceci on déduit la description de Y, ™1 :

Y, =B UB TN R
=usa ' @ [a el [NR
Jusal ' @ [t al |
car lorsque y € [a™ 1 a™[ C [a™ % a™ [, u x y vit dans [a"%; a™ ] et dans ce cas

Juxy; a1 C Jam2; a1, |

On peut aussi combiner les descriptions de Y et de Y, ™! pour former un tube géodésique
de structure similaire & ceux obtenus pour les Y,* génériques.

Proposition 2.3.12.

Yvo L Yw—nw+1 _ ]v; a”“_l] ® [amu—2; amv—l[.

v
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On peut en particulier déduire de ces descriptions quelles sont les conditions que doivent
vérifier v et k pour que Y,* soit non vide.

Proposition 2.3.13.

Yi=0sv¢V*
Fke[-n,+2; -1, Y =0cv¢V*
Y" U =0eovdViouugV*

2.3.3 Descriptionde BN C

Puisque Tz et Tz ne sont pas égales sur B N C' tout entier, nous avons aussi besoin de
définir quelques sous-ensembles de I’intersection qui vont jouer un rdle dans la preuve de la
conjugaison.

Le premier type d’ensembles spécifiques inclus dans B N C' sont les K, :

Vo € V, K, = |al " al] @ [w;v[NOD x [al™ "5 ai 2.
Ky recouvre toutes les geodesiques qui sont a la fois dans le billard, dans le codage, et qui
commencent dans |a"*~!; a™]. Nous verrons qu’ils jouent le rdle de "points de rentrée" dans
B N C pour la dynamique de la conjugaison.
Il est aisé de vérifier que K, C B N C. En effet,
K, Clapal] @ [wyv] = B,

v )

donc K, C B. Mais comme on a aussi

Nny—1 __ . . Ny—1. nv} [ w o my—1. 0 __ nu—l[
]av“ —aw,av}@)[w,v[c]av sant| X lap = al " a, = an ,

FIGURE 2.24 — K, (haut) et L, (bas)
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Le second type d’ensembles specifiques inclus dans B N C sont les L, :
Yo e V,L,=B"1tnC, ™t
S=(Bno)\ || L

veV*
Nous verrons qu’ils jouent le role de "points de sortie" de B N C pour la dynamique de la
conjugaison.
Les ensembles L, ont été choisis de telle maniere que nous sommes assurés qu’ils re-
couvrent toutes les géodésiques qui ont des images différentes par 1z et T :

Lemme 2.3.14. ¥ C {xr € BNC | Tp(z) = Te(2)}.

PREUVE : Prenons z € BN C*. Si k = —n, + 1, nécessairement x € B™~* LI B, ™! mais
puisque x ¢ L, x ne peut étre que dans B, "1, Dans ce cas, Tg(z) = v,(x) = Te(z). Sinon,
x doit étre dans B avec k > —n,, + 1 eton a aussi Tg(x) = Tp(x). |

Ces ensembles sont vides si et seulement si ils sont basés en un cusp :

Proposition 2.3.15.

K,=0&vegV”*
Ly=0sv¢V*

En particulier, T’z et T sont égales dans un voisinage de tout cusp v puisque L, y est vide.

2.3.4 Action des générateurs

Nous avons besoin d’une description plus fine de X2 car il peut a la fois étre atteint par
B\ C et par BNC. C’est la raison pour laquelle on introduit les ensembles X, o 2ALRCY Gefinis
par :

Xy = X772 0 e ()] < om

ro(v)

m,—2,R_] . mv—l] [nv—2, m,—l[ Ny —2
X, = |w;a, ® la,"" % a, c X,

X,Z;Lv_2yc — X/;lv_2 \ (X'Z)’Lv—z,L l_l X’Z}’Lv—2,R)

X2 et bien un sous-ensemble de X2 car, w étant sur la géodésique allant de v vers

me=l — g™ ona:

ay

Xy =loia 7 @ [ay a7 = usw] @ [ay ey T LA

Il est facile de déduire de ces définitions quelles sont les conditions pour lesquelles ces
ensembles sont vides.

Proposition 2.3.16.
X2k —(svd Viouro(v) ¢ V*
X 2R esvd Viouwg V*
X2l =0evg vV
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Pour les ensembles X, le générateur "naturel” est celui donné par T i.e. le générateur
associé au coté par lequel la géodésique quitte le domaine fondamental. 11 s’agit ici de ~,,.

Proposition 2.3.17.
WX = X7t
Vk €25 n, —2], (XK = Xf(;;
1 _ YO Mr(v)~1
VU(XU) - XT(’U) U Xl;l-(v) oR
W(XD) = K UX

PREUVE : Si v est un cusp, il en va de méme pour 7(v) donc les deux cdtés des quatre égalités
sont vides et elles sont toutes vérifiées. On supposera donc dorénavant que v € V'*, de sorte que
mu(ay) = @l pour tout k.

(1) :

(i7) : Pour k € [2; n, — 2],
Ny . — . k+n7 v —1. — -
W(XE) = v a1 @ [abs k) = [r)ale) ™ | @ (ki b | = X2
(idi) -
Ny . o . Nr(v +1 . o Nyr(v -1
(Xy) = u(Jv;ay*?] @ [ay;al]) = }T(U%%(i)) } ® [}y ) [ = Xo U X,

Ny. Mo . — Nr(v 71. Nr(v — .
W(X) = wllapap ] @ use) = |y ™ al | @ o) = rr()ir()]
C ]af&f;’)_l; a:&fz)”} X [T’T(U) * a:&i;’)_l = a%})_l; 7(v) * a:(:f)’) = a2, [
On peut ainsi restreindre cette description par I’intervalle a droite :
nT’U_]‘ Nr (v Npr(v m‘rv_l n‘rv_2
PYU(X:))) = (] aT(’L<))> ;a7(5)>:| ® [TT<U); T(U)[ N oD x [arr(f))> = a‘r(v() : ;alfl(f))) |:)
n‘rvfl Nr(v n‘rv72 nﬂ'v*l
L Q a,yy ;aT(f}))] ® [rr(v); 7(v)[ N ID x [al;(é)) Jadey = ay D
_ Nr(w) =1, Nr() nr(v),
— Br(v) U <i|a’r(v) 7aT(v) ] ® |:a7'(v) ’T(U)[
N ] a:a;)fl; a:a";)} X [aﬁ&g)ﬂ; aﬁa’;)fl D par le lemme 2.3.10
_ O Mr(v)=2, M) ~1
= Kr@) U (}T(U)vam)) ] ® |:al7l(v) 7‘11;(11) [
mi| nf(v)fl‘ nT(U)] X |: nl‘r(v)72‘ nl‘r(v)f1

) Oy Ur(yy 5 Wiy D par la proposition 1.4.5

_ ) Mr(v) =2, Mir(v)—1
- KT(U) U :| 7'(’0)7 a‘r(v) :| ® |:al7'(v) 7al7’(v) [
‘r(v)_27R

= Ko@) U Xl'rl(v)
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FIGURE 2.25 — De haut en bas : X™~!, X* X! XU (a gauche) et leurs images respectives par
Yy (a droite)
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A N _ oA < < . . —no+2{L,R,.C} 1 i -
De la méme maniére, Y, "2 doit étre découpé en trois sous-parties Y, 2.4 } définies
par :

Y;;nv+2’L — Y;;nv+2 m}anufl; anu} % aD

u u

anv+2,R — }VT(U)(ZT(U)); al} ® [anv. anv+1[ C Y;]fnv+2

v v v v

anerQ,C — Y;;nv+2 \ (Y;;anrQ,L L Y;;anrQ,R)

v

Vérifions tout d’abord que I’on a bien Y, 2% C Y ~"*+2 Comme I7(v) est sur la géodé-
sique allant de 7(v) vers ag(v), Yooy (IT(v)) est sur la géodésique allant de v vers aj, et ainsi :

Y2 = Josal] @ [am; et

v v v

103 9@ (7 (0)] @ [alv;ale LY, ™ r2E,

v o

Quant 2 Y, ™ 2L il posséde une description plus succinte comme tube géodésique :

Lemme 2.3.18.
Vot =) @ o
PREUVE :
Ytk = Jusa,| @ [apsap ™[0 ey~ ap] < (o) e
=]ad;ay] ® [a)v;v[N]al " ale] x [al;alv™ | grice a la proposition 1.4.8
= Jap Y al] @ [afrs o[ N ]al ] x [alsap
= a " al] @ [a); v

O all,v*a™ € [a™;a T et ainsi :

1 n
car puisque al* € [ay); "

ny—1, Ny Ny . ny—1. ny Nuv. Uz ny—1. ny Ny. ,Ny+1
Jap=al] @ [as ol € Jai Y are] x [alsvxaj[ C Ja Y al] x [ay; et A

Ici encore, il est aisé d’établir quelles sont les conditions pour lesquelles ces ensembles sont
non vides.

Proposition 2.3.19.

Y, — e vd Viouu ¢ V*

v

YR — sy ¢ VFoulr(v) ¢ V*

v

anv+2,6’ — @ PR ¢ V*

v

Pour les ensembles Y,*, le générateur "naturel" est celui donné par T¢, qui est ici 7.

Proposition 2.3.20.
—ny+1 _ _nv+27R
Y (Y, ) = Yo’(v)
N R R SR
WYY = YUY
—MNro(v +27L
7 (Yy) = Ko UY, 7"
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FIGURE 2.26 — De haut en bas : Y71 Y* Y =1 Y0 (a gauche) et leurs images respectives

vvvvv

par 7, (a droite)
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PREUVE : Si v est un cusp, il en va de méme pour o (v) donc les deux cdtés des quatre égalités

sont vides et elles sont toutes vérifiées. On supposera donc dorénavant que v € V'*, de sorte que

Yo(ak) = kzrl) pour tout k.

OF
(V) = gu(usal] @ [l ) = Jw(u)ag] © |agsan! | = Yo"

(1) : Pour k € [—n, +2; —2],

YY) = w(vagy ™™ @ [ayt™ a1 )
k+ng(v) k+m (v)— 1 k+m0<v> k+1
} (0); g ) ] [ o) () [ Yo

%Y, = r(Jviay ] @ [ay T ar )
— ]a(v); a:‘(’gﬂ} ® [a%()”?; aZl(‘;()”H[ Y U YTU(J”(”)H
(7v) : En remarquant que r7(w) = o(v), on obtient :
oY) = s ] @ a2 a1
= ]a(v); CLZ’(’U)] ® [a;”(j})_l; afz”w—f[ C }a?@l; agzv)] X [azl(’j))_l; ag(v) [

et ce que w soit un cusp ou non (s’il en est un, 7(w) est aussi un cusp, n,, = 3, aﬁ;ﬂ_l = w et

a:E"w_)Q = 7(w) = 7,(w)). On peut ainsi encadrer cette description par ce dernier rectangle :

(VD) = Jotw)sasyy| @ [ s an? [ 0 asitsaiiy | < [t ab |
= Jorazy] @ [ari oo [ 0 sz, | x [azi e
= Jazi s o] @ larey o) 0 Jang an, | < gt ar?|
grace a la proposition 1.4.8
= (] aZ’(JIBl;aZ’(JU)] ® [ra(v);a(v)[I_I}a’;’(qj)l;agfv)} ® [a?(”;)_l;ra(v) D

ﬂ}a”” Lo g } X [a v l'a"w_Q[

(v) > Yo (v) a(v)  Lr(w)

_ Ko.(v) ] <Y—nra(u)+2,L N ] anv—l. a™ )] % [a:;?ét)z)’ a:?}w—)? [)

ro(v) o(v) ? To(v
ra(v)+2L

:KU()UY v)

’I‘d(’U)+27L v—1, v Nro(v) . w—2
puisque Y (v) C ]aZ(U) ,a’;(v)] X [a a’ [ |

ro(v) ? r(w)
Lemme 2.3.21. |v;a] @ [a» Y a [ = L, U Xt Uy, ™+,
PREUVE : Comme u est sur la géodésique qui va de v vers a’, on en déduit que :

Jviag] @ [aphal [ =]vu] @ [af el [U]usay] @ [af ' al ]
— BZU—I L }/;)—nu—i—l
= (B NG U (B Gy LY

=L, u Xt yy; ™t u
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Au cours de la preuve de la conjugaison, on aura besoin de prendre I’image de X2 et de
Y, ™ *2 par le générateur qui n’est pas donné par respectivement 7 et T¢.

Lemme 2.3.22.

Ny—2\ __ Ny—1 —ny+1
’)/v()(qJ ) = LU(U) L XU(U) L YU(U)

—ny+2\ ny—1 —ny+1
'Vu(Y;) * ) - LT('U) 8 XT(’U) 8 YT(’U) i

FIGURE 2.27 — En haut, X2 et son image par ,. En bas, Y, et son image par -,,.

PREUVE : Si v est un cusp, o(v) et 7(v) le sont aussi donc tous les ensembles concernés sont
vides et les égalités sont trivialement vérifiées. On supposera donc dorénavant que v € V'*.

(i) :

V(X% =y (Juial ™ @ [af a7t )
o

. 0 ny—1. ny _ ny—1 —ny+1
(U)7 aa(v)} ® |:ao-(v) ) CLcr(v) |: - LU('U) L Xo'('v) 8 Ya(v) ’

7Y, ) = (v 4] @ [ag; a )
= }T(U)Q ag(v)] ® [a:(uisl; G:LEJU) [ - LT(”) U X:'L(Uvgl U Y;(Zl)ﬁl' u

Nous aurons aussi besoin du méme type de renseignement sur X! et sur Y, "+,
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Lemme 2.3.23.

ny—1\ __ _nv+27L
,YU (X’U ) - Yo’(v)

FIGURE 2.28 — En haut, X" ~! et son image par ,. En bas, Y, ™! et son image par -,,.

PREUVE : Comme au lemme 2.3.22, les égalités sont vérifiées lorsque v est un cusp. On sup-
posera donc dorénavant que v € V'*.

() : Siw est un cusp, il en va de méme pour lo(v) = 7r(v) = 7(w) et les deux ensembles sont
vides. Sinon,

V(X)) = y(Japsaie ] @ [ap o))
ny—1 _ To(v 71. Mo (v Ny _ —ny+2,L
= }CLT(UJ) = az;(qﬁ)) vaz;(é))} ® [ao(v)7a(v) [ = Ya(v) .

(77) : Si w est un cusp, il en va de méme pour r7(v) = ol(v) = o(u) et les deux ensembles sont
vides. Sinon,

WYy ) =y (Jus 0] @ [l o )
= Jotw) = rr)aly | © [t anst | = X" o

) rr(v)

En rassemblant ces deux lemmes, on en déduit ’image de L, par les deux générateurs qui
lui sont associés.
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Proposition 2.3.24.

o ny—2,C
(L) = XI0

IYU(L’U) — YU_(:)U+2,C
. Ty —2 _ ny—1 —ny+1 -1 _ —
PREUVE : Comme 7, (XT(U) ) = L, U X] Uy, et que Y ) = Yior(v) = Yus ON
obtient que
X202 = (L) Uy (X7 W (YY),

7(v) v

- - —2,L - ~2,R o : :
Mais v, (X" 1) = X et v, (Y, ™) = X" 75" donc on doit nécessairement avoir

)= A v ()
Yu(Ly) = XT(U) .

Le second point se montre de maniere similaire. |

2.3.5 Conjugaison

Nous sommes maintenant en possession de tous les outils nécessaires a la construction de
la conjugaison. Elle sera définie sur B N C comme sur I’identité, et sur chaque (X*) comme le
produit des générateurs qui apparaissent le long de la 7-orbite de v. Ainsi, elle est completement
déterminée par sa donnée sur une partition finie.

Pourtousv € Vetp € N, onnote ¢ = vio-1(y) - - - Vir(v)Vi(v)- COmmengons par rassembler
quelques propriétés sur ces produits de générateurs.

Lemme 2.3.25. Vp € N, ¢2(v) = 72(v) ; et siv € V* alors Vk € N, @2 (aF) = a7

TP(v)*

k

v

PREUVE : Montrons ceci par récurrence sur p. Si p = 0, alors ©2(v) = v et ©2(a¥) = a

Supposons maintenant que ¢?(v) = 7P(v) et P (ak) = afp_(z; - Alors

PYH(©) = Yo () (T7(v) = T(77(v)) = 77 (v)

et puisque 7P (v) € V*

p+1

k— k—p—
Pu (aﬁ) = Tirr(v) (CLTP(Z;)) = a"rPfl (i) o

En notant que n, = n,»(,), ce lemme nous permet de calculer la ¢! -image des tubes gé€odé-
siques apparaissant comme des X* ou des Y, *.

Lemme 2.3.26. Siv € V*, alors

» G vi G Qo) o (v)} Gro(v)

o (]U.ak-i-nu-&-l} 2 [akz.ak—i-l D _ ]Tp(v).a’f—pﬂrp(v)ﬂ} 2 [ak—p g

Par ailleurs, le fait que les relations du groupe apparaissent comme mots du codage le long
des o-orbites implique que :

Lemme 2.3.27.
(i) oy’ =id;
(ii) 03" 7P = Yor-1(0) - - - Yor
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PREUVE : (i) : Comme Yymy-1(y) - - . ¥, = id pour tout v,
moy—1 _ . —1 ~1 _ -1 —1
(Spv ) - fyl(v) te Flemv—l(v) = Yigmo (v) - 'ﬁyl‘rmv—lo'mv (v)

1 ] )
= ’710'(0'7”’071(1))) e ryla(v) = ’yomv—l(v) ... ’yv = ld_

(17) : D’apres le premier point,

My 1 _

= Yor—1(v) -+ Yv- |

mMmy—p __

—1 -1 -1 —
Po - ’717_"“,7;)(1)) Tt ’YIva*l(v)SOv - ’Ylo'P(v) e "yla(v)

Apparait alors un des éléments clés de la preuve de la conjugaison : ¢? et ¢” &2) conjuguent

les actions de 7y,»(y) €t de ().

-2

Lemme 2.3.28. Si p > 2, Yro(0) P} = @) N(w)-

PREUVE :
Ve (v) ()05 = fVTP(v)’lep_l(v) fyl‘rp—2(v) <oV (v) V()
N————
id
= Ver=3(r(v)) + - - Vir(v) Vi(w) = 801;@2)%(11)~ u
Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le théoreme principal de conjugaison.

Théoreme 2.3.29. L’application

v B —C
reBNC X
v € X5k € [1sny — 2] = 92 (2) € Yk,
-n 1
T e X,uXp = @) € Vi WY,

est bien définie et induit une bijection de B dans C' telle que le diagramme

B-2-pB

Ik

c-te,
soit commutatif.

Nous prouverons ce théoreme via une succession de lemmes. Commencons par montrer que
 est bien définie.

Lemme 2.3.30. ¢ : B — C est bien définie et bijective.

PREUVE : Nous devons tout d’abord montrer que ¢ est bien définie. Si v est un cusp, tous les
Xk Ny(v)y—1 . g . ) N

, et X 1) sont vides donc il n’y a rien a montrer. Supposons maintenant que v € V™.
Puisque 77(v) € V* pour tout p € Z, on obtient pour k € [1; n, — 2] = [1; n2x42(,) — 2] que

v H(XY) = o) P (Jusay T @ [ayiagt )

:}72k+2< ); ’f*(2’f+2>+m2k+2<v>+1} 2 [ k—(2k+2) k7(2k+2)+1[

3 @ r2kt2(y) r2h+2(y) > Dr2kt2(y)
—k4n_opp2 1
o 2k+2 . 72k+2 () —k—2 . —k—1
= i|7_ (v); @ 2642y ] ® |:a7_2k+2(v); @ 2k+2(y) |:

= Y;_Elﬁﬂ(v)-
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Et pour £ = 0, on constate que

(XO L) X~ 1) %(] Zu+1] ® [ao.al D

l(v) CRY

k+n‘r v -1 —_ —_ N2y +1
- ]TQ(U>; aTZ(”)z( ) } © [a‘r;(”); aTQl(v) [ - YT (v) U YrT"’ v2( :

Comme ¢ est bijective sur chaque X" et que les Y,* sont disjoints, ¢ est globalement in-
. . N s . . - —Np ()1
jective. Reste & montrer qu’elle est surjective. Lorsque v est un cusp, tous les Y, 7% et Y;(vr; @
sont vides, donc ils n’ont pas a étre pris en compte. Supposons maintenant que v € V*. D’apres

les calculs qui précedent, les Y% sont completement atteints par les X k%ﬁ(y), et les Y0 et
“lr(v +1 ) . . o2 (v . .

YT(UT; 7" s’ obtiennent exactement comme image des X%, et des X, " (<)) . Ceci prouve bien

que ( est surjective. |

Montrons maintenant que ¢ conjugue les X* et Y,~* génériques.

Lemme 2.3.31. Sik € [2;n, —2], XF X

ls& )

—k Tc k+1
Y;_2k+2( ) > Y;_2k+1 (v)

PREUVE : On sait déja que o(X*) = Y 3F a2y € go(Xk(v;) KQ(IZJ[%)(T@)) = YTQ,’f*ll( - Puisque

Tp = v, sur XF et que T = v,2142(, Sur Y72k+2(u)’ on a bien que Tp(X*) = Xf(U; et que
To(Y ok w) = Y5 W) = YTE,fjll(v). Finalement, le lemme 2.3.28 nous dit que sur X*

PTp = g 2 = ranra 0?2 = Top. n

Traitons ensuite le cas de X! etde Y, .

Lemme 2.3.32. X! T, XT(U) U XZZ(TU(U

! ]

- T rT v +1
Yy —= Vi U Y,y

PREUVE : On sait déja que o(X}) =Y (1 et que (X7, )I_IX”l(T(;) Y= Y0 UKTg(TJ)S(U)+1

Puisque T =, sur X, etque T = ~y,a(,) Sur YT4( > onabien que T(X}) = XO( )quZl(:f;’) !

1 1
et que TC(YTZ(lv)) =Y, U Y;MZ‘(’;) fot Yo (0 U }/;73{;)3<”>+ . Finalement, le lemme 2.3.28
nous dit que sur X
Th = Oy Yu = Yriw)Py = Tow. L
Nous devons maintenant prouver que o conjugue les X0 LI X ””)_ et les You Y( KARAR |

s’agit du cas le plus compliqué a étudier car, en partant de ces ensembles, 1’action de TB et de
Tc peut a la fois faire rester dans les parties spécifiques du billard ou du codage, ou bien faire
rentrer dans B N C.
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Lemme 2.3.33.
0 T an(v)_QvR
Xv K‘r(v) U XlT(v)
LJ
nl(v)—l TB nTl(’U)_21L
Xl(v) XTl(v)
)
¥ ® ¥
0 Tc 7nTT<U>+27L
YTQ(v) Koy U Y;T(v)
L
N2yt Tc TNyr2() T2 0
r72(v) or72(v)

PREUVE : Supposons d’abord que v € V*.
On sait déja décrire les images des ensembles concernés par Tz et T :

Nyr(v)— -2,R

T(X)) = N (X)) = K-y U Xir (o)
n v -1 n v 1 Tl(v _2L
Tr(X, l( ) = V2 (v ( 1(;()> ) = X‘rl(i;())
U— +2 r7(v +27L
TC(Y 2( ) KO’TQ (v) U -}/;’O'TQ(’U)( ) = Br(v) U Y;'T(U) “
7‘7-2 v +1 7‘7'2 v +1 _nT‘TQ v +2 R
TC( 7ﬂ.,.2(v © ) = Vrr2(v) <Y;72(v)( : ) = 0'7“7'2(11)( )

Etudions maintenant leurs images par la conjugaison ¢ :

nyp)—1 N, 2,1
—SO(XSUXI(;()> )ZYO()UY;‘TQ(U)() ;

— gO(KT(U)) =K r(v) car KT(U) CcBNnC;

— On traite maintenant le cas de X n”(;” . Remarquons tout d’abord que

72("”<”)_2)+2l7( ) =120 (I1(v)) = 77217 (v)) = o?lr(v) = o(ol)T(v)

= or7(v).

Ceci assure que 77%(v) est un cusp si et seulement si or7%(v) est un cusp, si et seulement si
IT(v) en est un; auquel cas les trois ensembles concernés dans le diagramme sont vides, et le
diagramme commute trivialement. On suppose maintenant que ces trois sommets sont dans V'*.
Nir(v) = Ngr2(y) dONC :

nl‘r(”)_2 _ _nlr(v)+2 _ nm—Q(U)JFQ
QO(X!T(,U) ) o }/7-2(’”7‘(11)_2)4'2[7—(”) - 0’7"7‘2(’0)
De plus, ¢ = golTl(T()” = Yotr(w) Vir(w) = Yrr2(v)Yir(v) donc comme r7%(v) € V* il vient :

© G T(v); aﬁgv)]) = Yrr2(0) Vir(v) G T(v); a’T"(”U)D = Yrr2(v) (] 2 (v); afg(_vi = GETZ’(U)D
_ ]W(U)(mﬁ(v)x ala, )] .

. : an(u)_27R . _nr‘rQ(v)Jrz’R
Ainsi, (X, () )=

ort2(v)
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. . (v -2 9
— Finalement, nous traitons le cas de X:l (’U()) . Remarquons tout d’abord que

72w =220 (y) = 77 (1) = 77 (v) = ol(v) = r7(v).

Ceci assure que [(v) est un cusp si et seulement si 71(v) est un cusp, si et seulement si 7 (v) en
est un ; auquel cas les trois ensembles concernés dans le diagramme sont vides, et le diagramme
commute trivialement. On suppose maintenant que ces trois sommets sont dans V*. Puisque

Nri(v) = Nrr(v)s

nr ('u)72 . —Nnr (v +2 _ 7"7‘7’(1} +2
P(Xoy )= 72(":1@))*2”271(«1) =Yoo
De plus, ¢ = SOZZZJ()U)_Q = Yi(v)Vri(v) donc comme [(v) € V* il vient :
amfl(vfz. ( nv+1) _ Mriw)~1, p,41 I B
P\ i) Norl(w) Gy = M) \ | %) 3 Uy = | Goi(v)s Ar(y)

0 73] ny—1., ny

. . nﬂ'l(v)fer _ 7”7‘7’(1})“”27[/
Ainsi, (X, ) =Y, ) .

Nous avons encore a vérifier que le diagramme commute. Pour XS — K (), nous avons :
©oITp =y, = (’772(11)’7[07'2(11))%1 = Yr2(v) (’le(v)%(v)) = Tce.

Pour X! — X ; l(:f; )_Q’R, nous avons déja €tabli que ¢ = v,72(,)Vir(v) SUr ce dernier ensemble,
donc :

()OTB = (fYT’TQ(’L))fle(U))fyU = 71"7'2('0)903 = TCQO
Pour X ;(L;()“’*l — XZT(’U(;”*Q’L, nous avons aussi déja vérifié que ¢ = () Vi) SUr ce dernier
ensemble, donc :

QOTB = (fYZ(v)’YTl(U))’YlQ(v) = V(v) (’)/Tl(v)’le(Tl(v)))

= N(w) = Vrr(r() Vir@)) Vi) = Yr2(0)Ps = Top.
Finalement, supposons que v est un cusp. On a vu que dans ce cas X;L‘)’rl = (. De

. () +2,L : .

plus, 7(v) et 7%(v) sont aussi des cusps donc K, et YTTZJ) @2 sont donc vides eux aussi.

1 _2=L . . N N 7”7'7’ v +2’R .

X ) est lui vide car ro(7l(v)) = v est un cusp. Quant a X etay 2 , 1ls
Tl(v) p Ir(v) or7?(v)

sont tous les deux vides car r(I7(v)) = 7(v) = IT(or7*(v)) est un cusp. |

Nyr(v) -2,R

1 faut noter que /(v) et r72(v) peuvent tres bien étre cusps indépendemment I’un de I’ autre.
Le cas de Y est par construction tres simple a vérifier :

Lemme 23.34. ¥ —2- %
P b
IR 5
PREUVE : C’estclaircar ¢ =1d et T = T sur 2. |

On termine en prouvant que ¢ conjugue bien les L,. Alors que ces ensembles sont dans
B N C, leur image respective par Tg et T est ramenée dans les parties spécifiques.
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Lemme 2.3.35. L, —>= X" 2 .

\w |

TC Y*’I’L»U+2,C

Ly ——=Y,

PREUVE : On sait déja que gp(X:LlT(i)(;)—Q,L) _ }/;;Z}'r)r(v)-’_zl’ ot @(X;l(:f)v)—?ﬂ) _ U;Z;zz)@)“ﬂ.
En remplagant v par respectivement r(v) et or7(v), on obtient que o( X:L(vU;ZL) _ YU—(:)v-i-Q,L, ot
aussi que (X7, > ") = ¥, 5" Mais puisque o(X7%) = Y50t o)) = Yo on
en déduit que (X7 ) = Y 1>

D’autre part, T5(L,) = vu(Ly) = X:(UJZ,C et To(Ly) = vo(Ly) = Ygz:)”+2’c-

Finalement, le diagramme commute car ‘PT(Z)_2’VU = Yrmo () Py’ = Vo [ |

Ce dernier point acheve la preuve de la conjugaison.

2.3.6 L’exemple de la surface modulaire

Nous allons expliciter la conjugaison dans le cas du domaine fondamental de la surface
modulaire introduit a la sous-section 2.1.2. Rappelons que les trois sommets du domaine sont
nommés 0o, v et w lorsque 1’on parcourt V' dans le sens direct en partant du sommet a I’infini.
Le nombre de secteurs en chaque sommet vaut n,, = n, = n,, = 3. Les générateurs a droite
sont donnés par Vo, = T, 7, = S et 7, = T~ *. De plus, la permutation o est simplement la
transposition qui échange v et w, et est ainsi égale a son inverse 7.

Commencons par calculer les ensembles spécifiques au billard et au codage :

Xk =V ¥ =0pourtoutk € [0; ne, — 1 =2]
X =]al;ay] @ [oo; v

v v

X, =]vad] @ [a2;ad[ = X0 U X9 UX)R ou XM = et XPF = |w;ad] ® [a%; al
X2 =]al;ay] @ [ad;v]

v: al] ® [afﬂ. a4[ — Yv—l,L L Y;)—l,C L] qu_l’R
ol Y;)_LL = (et YU_I’R _ ]T_I(U)‘ al] R [QS. &4[

» v v

= oo} ® [afu; af’u[ =XLru Xﬁ;c LX)
ou X5l = X1 Nlat:T(at)] x Stet XLE =0

1] ® [a?’ g [ _ Yw—l,L L Yw—l,C L Yw—l,R
on Y, M =Y 1N]a%ad] x Stet Y, 1 =)

v v
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Calculons ensuite les ensembles spécifiques dans I’intersection :

Ko =10 Lo =10
Ky = ]ag; ay] @ [w;v[ NS x [a3; 00 = Ju;00] @ [ag; @[ N ]ag,; 00] X [ay; ay[
Kw ]awvai}] ® [oo,w[ﬂ Sl [OO, av[ Lw = ]’UJ,U] [awva?)w[m ]OO,CLOW] X [a?m a?u{

Puis les isométries définissant la conjugaison (en rappelant que (S7)3 = id) :

SO = Nr()Nw) = ST

90 = Yird (o) Yir2(0) Yir (o) V() = STST = (ST) ' =T7'S

90 = Vir(w) Ni(w) = T'S

90 = ’)/17.3(11,)’}/17.2(10)’}/[7_( Y Vi(w =TSTS = TSTS(TST) (TST)il = T(TST)il = STil

Alors, d’apres le théoreme 2.3.29, I’application

¢ B —C
reBNC w—ux
re X = @2 (x) = ST(z) e YUY, 2
r € X} = oi(z) =T71S(z) e V!
€ XOUX2 p2(x) =TS(z) €Y
re X} — ol () = ST Y(z) e Y, !

commute.

Vérifions maintenant que les diagrammes individuels commutent eux aussi. Les fleches ver-
ticales représentent ¢, tandis que les fleches horizontales marquent 1’action de Tz ou de T
selon que la source est un ensemble X ou Y. Les ensembles en gras sont vides.

Tout d’abord,

XL X0 X2
LTls lTs
VYUY

commute car (T'S)T = (S*)TST(ST)(ST)™' = S(ST)~' = ST~'S. Par ailleurs,

XL 2. x0Xx2

o e

Yy I youy;e
en prenant I’inverse de la relation précédente.
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Passons aux trois gros diagrammes. Pour oo,

T71
X0 Koo U XLR
L
X2 S Xl,L
W A%
ST—1
T2 id T-15
71 _
Y2 K, U Y,LE
L
v -2 S Yfl,R
v w

ou tous les ensembles sont bien vides. Pour v,

0 T 1,R
X, K, LJ X,
L
X2 T-! Xl,L

o0 oo

T-18

ST id T4

0 S —1,L
Y, K, U Y,

L
2 -1 ~1,R
Y, Y,

et les branches non triviales commutent. Enfin, pour w,

0 S 1R
X K, U X
L
2 T 1,L
X X,
T—4
TS id ST-1
-1
Y90 a K, U Yy L
(]
Y72 T Yfl,R
oo o0

qui est aussi commutatif.
Enfin, les deux derniers diagrammes

T

L,— > XL0 Ly —2= X1€

Lid lST_l Lid LT—ls
S _ T ,_

Lv o Yw 1,C Lw . Y'U 1,C

commutent eux aussi.

90









Chapitre 3

Autour de la propriété
d’orbite-équivalence

Nous allons maintenant étudier en détail la transformation du codage de Bowen-Series.
Il s’agit de la restriction a sa composante directrice du codage rectifié introduit au chapitre
précédent. Suivant que 1’on regarde 7> ou 7., on obtient une transformation 7 ou T}, qui
respecte une partition du cercle a I’infini D en intervalles semi-ouverts a gauche ou a droite.
Cette partition satisfait a une propriété de Markov qui encode une partie de la dynamique du flot
géodésique et donc du groupe. A la différence de la définition classique du codage de Bowen-
Series, notre partition de Markov est finie, et ce méme si le domaine fondamental possede des
sommets a I’infini.

L’une des propriétés remarquables de ce codage est qu’il est orbite-équivalent avec le groupe
I'. Cette propriété assure que deux points du cercle a I’infini sont I'-équivalents si et seulement
st ils sont tous les deux préimages d’un méme point par le codage. Elle permet de transporter
une partie de la structure du groupe et les propriétés de 1’ensemble limite aux ensembles de
préimages de points. Ce théoréme a ét€ montré pour la premiere fois dans [BS79].

Nous allons démontrer dans la premiere section un théoreme plus général qui capture 1’es-
sence de la propriété d’orbite-équivalence, mais qui peut s’appliquer dans des contextes beau-
coup plus larges. En le spécialisant, on redémontrera le théoréme de Series, mais aussi une
remarque plus forte utilisée de maniere cruciale dans [Mor97]. Enfin, elle pourra s’appliquer
aux distributions s’écrivant comme dérivées faibles de fonctions Holder, ce qui nous permettra
d’étendre le théoreme de Pollicott a cette classe d’opérateurs dans le chapitre 5.

La deuxieme section liste une série de résultats sur le codage lui-méme. Outre le théoreme de
Series, on montrera aussi que 1’ensemble des préimages de tout point est dense si et seulement
si les points périodiques sont eux-mémes denses. Par ailleurs, on mettra en bijection les orbites
périodiques hyperboliques du codage et les classes de conjugaison d’éléments hyperboliques
primitifs de I'. Ceci nous permettra enfin de réécrire la fonction ( de Selberg comme 1I’évaluation
en 1 de la fonction ¢ de Ruelle de poids |T”"|~*.

Les conséquences de I’existence d’une extension sous-jacente a 77, et a T’z seront étudiées
au chapitre suivant. En particulier, on y trouvera les outils nécessaires pour démontrer que les
points périodiques de 77, et T’z sont denses, et donc que les préimages de tout point sont denses.

La propriété d’orbite-équivalence est de nature combinatoire ; on se basera donc dans tout
ce chapitre, et sauf mention contraire, sur un domaine fondamental D d’un groupe fuchsien co-
fini I' (donc du premier type) qui vérifie la propriété d’even corners et qui n’est pas triangulaire
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de classe 0. L’identification des orbites périodiques hyperboliques et des classes de conjugai-
son d’hyperboliques nécessitera toutefois de supposer que D est tel qu’il existe un point p pour
lequel |7”|, > 1, afin de pouvoir différencier dans le codage les deux points fixes d’un hyper-
bolique.

Toutes les preuves seront établies pour T, celles pour 77, étant parfaitement symétriques.
On posera donc 7' = Tg. Sa partition de Markov est donnée par les intervalles

[aﬁ*m“”; aff*mv*l[ sik € [-n,+1;—1]

IV = Qa2 al | sik=0
[ak:ak™] sik e [1;n, —1]
de sorte que I, = Zi:ivﬂ IF = lap»~t a1t Lorsque x € I, yrlz] = v =Ty,
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3.1 Invariance de familles de relations sur le bord

Notons I I’ensemble des intervalles de S' semi-ouverts a droite, c’est-a-dire 1’image des
intervalles semi-ouverts 2 droite de [0; 27| par ¢ — exp(it). S* € I puisque S! = exp(i [0; 27[).
Soit X un ensemble sur lequel I' agit a gauche. I' agit aussi naturellement a gauche sur [ par

v(la; b]) = [y(a); v(b)[.

Définition 3.1.1. Soit / € Tety € I'. Ondit que F' : I x X — C vérifie la proprité Z(I,~)
lorsque :
Ve e X, F(I,x) = F(~v(I),v(x)).

Dans toute cette section, on prend F': T x X — C telle que :
— Pour tout (7,7) tel que F vérifie Z(1,+), F vérifie aussi Z(J,~) pour tout J € I,J C [
(inclusion) ;
—VI,JelLIuJ el=Vee X,F(IUJz) = F(Il,x)+ F(J,z) (additivité¢ pour des
intervalles contigus) ;
— Si (b,,) est une suite croissante de points de |a; b qui converge vers b, alors : Vo € X,
lim F([a;b,],2) = F([a; ], z) (continuité).

n—-+o0o
On dira de (F'(.,x))zex qu’il s’agit d’une famille de relations. Ces conditions n’imposent pas

que (F'(., x))zex soit une famille de mesures car elles ne doivent vérifier la propriété d’additivité
que pour des intervalles contigus et non disjoints.

Notre but va étre de montrer que la connaissance parcellaire de Z(1, ) pour une collection
finie de couples (7, ~y) bien particuliere détermine Z(/,~y) pour tout (1, 7). Cette collection finie
est donnée par le codage de Bowen-Series (ici supposé a droite) et s’écrit {(I,,7,) | v € V'}
avec V' I’ensemble des sommets du domaine fondamental a I’origine du codage.

Théoréme 3.1.2. Si I vérifie Z(1,,,) pour tout v, alors elle vérifie Z(1,~y) pour tout (I1,~).

Rappelons que [, = [aﬁ”_l; af&ﬁ;)fl [ pour le codage a droite. On notera A, = [a™~!; a™ |

et B, = [al»~?; al» [, de sorte que 7,y (Ay) = By (). Ces intervalles A, et B, sont vides si et

seulement si v est un cusp.

Lemme 3.1.3. Si F' vérifie I(1,,,) pour tout v, alors elle vérifie T(A,, yi)) pour tout v :
Yv e V.V € X, F(AU, :L‘) = F(BT(W),’}/I(H)(ZL‘)).

PREUVE : Soit v(v) = ro™~!(v). C’est une permutation de V : si ra™ ' (v) = ro™ 1 (w),
alors v = o™ ~1=(m= (). v, w sont donc sur la méme o-orbite, d’olt n,, = n,, et donc v = w.
Posons alors g, = Ypnu—2(y) - - - T, de sorte que g,(v) = lv(v). On remarque que v € V™,

(a™) =a™ L =a W et de méme (a,) = a
Go\ly onv—1(y) v(v) Go\y v(v)*

On note k, le plus petit entier (éventuellement oo s’il n’en existe pas) tel que v (v) soit un
sommet a I’infini du domaine fondamental.

Pour tout v, on définit une suite de points (z2),cy par récurrence croisée :

0 _ ny—1.
Ty =y >
— Si v est un cusp, alors Vp, 2P = v

; 1 —1(,p
— Siv € V¥, alors Vp, 2™ = g, (z7,,))-
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Etape 1. Sip > k,, alors 27 = a™.

Soit p = g + £, avec ¢ > 0. Pour simplifier les calculs, on note k = x, et v; = 1/ (v) pour
tout entier j. Puisque v, vq,...,v,_1 € V* par minimalité de ~, la définition par récurrence
s’applique x fois a 2% et

p__ gtk __ =1/ qtr—1\ __ -1 -1 q N g My, Tw(vg_1)
b=l =g, (@) = =g, ...g, (z) ourl = v, = Gy, (1)
-1 —1 M1 N Mo, 1 _ n”(”r{72)

= g’U P g'U;q—Q (av’{71 ) ou CLUK71 — (IV(UK72)

=...=a"! O

Etape 2. Si 1 < p < k,, alors 2 € |22~ ™™ |.

Montrons ceci par récurrence sur p > 1 :
— Puisque k, > 1, v et v(v) sont tous deux dans V*. Alors, d’apres le lemme 1.3.13,

1 -1 Ny (v)—1 -1 my—2. Tw(v My —1 ny—1 _ 0. ny
Ly = Gy (ay(;)) > € 9y G A1 () ’au(é)> = Qi) D = Jay ™ =aliayr .

— Soit maintenant p tel que 2 < p + 1 < k,. Comme 1 < p < K, — 1 = K,(y), 'hypothese de

récurrence donne que 2! w € ]xfi E}), a:&i? [ Mais v € V* donc

- - S PNLUC my— .
=g, l(xlzj(u)) €g," G z, v)? %(5)) = alll(v)l D = |ab;ay” [ L]

Etape 3. lim 2f = a™.

P p—+00 v v

Si Kk, < o0, alors 2P est stationnaire a a;* des que p > k,. On a donc bien convergence
vers a)*. Supposons maintenant que ., = oo, ¢’est-a-dire que v’ (v) € V* pour tout j. Le point
précédent montre alors que (z%),>o est une suite monotone bornée qui converge donc vers un

2, € Ja™ ™ a™]. 1l reste 2 montrer que 2z, = a™™.
Comme v est une permutation de V/, il existe r, > 0 minimal tel que " (v) = v. Notons
nl/ v
alors Gy = Gyro-1 ... Gu(v)9s- On a vu que g,(ay’) = ay(;)>, donc G,(al*) = al™. Par un
calcul similaire, on peut voir que G,(al) = al. Et puisque g,(z£™') = 2 (v» 1 vient par

passage a la limite que ¢,(2,) = 2y(v), donc Gy(2y) = z,. Si 2, # al)’, G, fixe trois points
distincts de S' donc est égal a I’identité. Dans ce cas, G, (29) = 20 = @™~ mais par ailleurs

G,(20) = 27 € JaT~'; a™ [ qui ne contient pas a*~!. C’est une contradiction. O

De méme, (yf(v))peN = () (@7))p = ('YT_(};) (7)), vérifie :

0 v—2 .
— Y, = CLZ ’
—Vp >k yh =y
—Vp < ko, b €y a1

v
— lim =qaq™
p——+oo Yo v

Pour tout p, on note AP = [a™~1; 2P et Bl ) = nw)(4}) = [QZ(vu_)25 Y w) [

v

Etaped. Vo € V,Vz € X,Vp > 0, F(A,x) = F(BY,, ) (@))-
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FIGURE 3.1 — Schéma du cceur de la récurrence

Commencgons par remarquer que la propriété d’additivité par rapport a des intervalles dis-
joints implique que

Vee X, F(0,z) = FOUd,z)=F(,z)+ F(0,z)

et donc que F((), ) = 0 pour tout € X. Ainsi, si v est un cusp, alors 7(v) aussi, et on a alors
Ap = B? ) = () pour tout p, ce qui prouve I’égalité.

On prend maintenant v € V*. Démontrons 1’égalité par récurrence sur p > 0.
—Sip=0, B}, = 0 = nw)(4y) et I'égalité est vérifiée puisque (0, v) = 0.

— Supposons que la propriété soit vérifiée au rang p > O pourtoutx € X etv € V.
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CHAPITRE 3. AUTOUR DE LA PROPRIETE D’ ORBITE-EQUIVALENCE

Soit 2 € X fixé. Comme V,i(y) - - - Yo (ALT!) C Iyi+1(,) pour tout 0 < j < n, — 2,

F(A€+1,£L') = F(PYU(A]Z+1)7PYU(‘%)) = F(Vo(v)ﬁYv(A€+1>a70(v)7v<x))

= F(gv(Ag;H_l)v gv(x))'

Or
1 ny—1, 1 — My —2 _ my—2 v U)il
gu(ATT) = qu jay D = |:a’lu(v) 7x€(v) [ = |:all/(v) 7%(1(;) U Aﬁ(v)

Notons L;,(,) ce premier intervalle ; comme lui et Ai ) sont contigus, il vient :
F(AY, 2) = F(Liw), 90(7)) + F(A]), 90(2)).
Mais puisque Lj, () C I, (») d’une part, et par hypothese de récurrence d’autre part,
F(AY™ 2) = F (Vo) (Liv))s Yiv@) 90(2)) + F (Vi) (AD())> Yiv(w) 9o ()
On peut alors rassembler ces deux intervalles contigus
Vo) L)) U Yiw() (Av@)) = Y go([apr ™ 207 ]) = [ ;"&,(1) Vi) Go (22T [,

de sorte que
F(A]ZJFl’{L') =F <|: Znﬁv(i) ’)/Unv—1( )gv(gjf}brl) [,Vg"v—l(v)gv(x)> .
Par ailleurs, ;) - - .fle(v)(BT(v)) C Ij7i+1() pour tout 0 < j < n,, — 2, donc :

F(BY ) () = F(ir (i) (BE ) V() i) (%))

= F(Yirmo1(w) - Yir(w) (B Yirmoiw) - - Vi) ()
Mais comme i, () = 7, '

-1 -1

Virnv=1(v) - - - N(w) = Vowtl(w) - - - Vo™ (v) = Vgno (v) " "+ ’ngUfl(v) = (707”“*1(11) <o o (U))_l

et la relation du groupe codée dans la o-orbite de v donne que

(’yl,rnv—1(v) .. .")/l(v))_l(’ygnv_1gv) = Yomv=1(v) - - - Vonv (v) Yorw—1(v) Yorv—2(v) - - - Yo = 1,

c’est-a-dire que Yirno -1 - - - Vi(v)

F(Bfaiavl(v)(x)) - F(Va"v (v )gv’Yl( )(BTEZ;) ’70"”*1(11)91)(1'))

:F(Vo"v 1( gv(Ap+> Yomv- 1(v)gv( ))
= F(AV™ 1) u

Yonu—1Gy. Par conséquent,

. : »_ m
Puisque lim 2? = ap"

p—>+oo
intervalles montre alors que pour tous v € Vetx € X,

et que lim y? W = aT(U)1 la continuité de F' par rapport aux
p—+00

F(A,,z)= lim F(AY )= lim F(BT(U) V) (@) = F(Brw), M) (T))- [

p—+o0 p—+00
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Lemme 3.1.4. Si I vérifie I(1,,~,) pour tout v, alors elle vérifie Z(S',~,) pour tout v :
Yo € V.V € X, F(SY,x) = F(S', 7,(2)).

PREUVE : Soient z € X etv € V fixés. On rappelle que 7o) = 7, .
On peut décomposer S' = I,, U “I,,, avec I, = v, ' (Ljo(v)) U By U A1, d’0lr :

F(SI,I) = F(Iv,l') + F(VJI(Ila(v))7$> + F(BU,ZL‘) + F(Ar(v)wr)
Dautre part, S' = Ijp(u) U Lio(w), avec Lip(w) = Yo(ly) U Bio() U Ag(y), sOit :

F(Sl77v($)) = F(Ilo(v)>7v(x)) + F(’Yv(]v)vlyv(x)) + F(Bla(v)yfyv(‘r)) + F(Aa(v)a 71)(1'))
= F(7, (Liow), ) + F(1u, @) + F(Bio(w), 7()) + F(Ag(w), 70(2))-

Or, d’apres le lemme 3.1.3,

F(BZU(U)77U<I>> - F(Aala(v)ax) - F(Ar(v)a ]})
F(Ao(v)a 7v<x)> = F(BTo(v)a ’Yla(v)ﬁ)/v(*%)) = F(Bv? x)

Par conséquent, F'(S*, z) = F (S, v,()). |

On peut maintenant achever la démonstration du théoreme. D’apres le lemme 3.1.4, [ vé-
rifie Z(S!, v, ) pour tout v Elle vérifie donc Z(S!,~) pour tout v € T" puisque les (7, )vey €n-
gendrent I'. La propriété d’inclusion termine la preuve.
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CHAPITRE 3. AUTOUR DE LA PROPRIETE D’ ORBITE-EQUIVALENCE

3.2 Dynamique du codage de Bowen-Series

Nous allons appliquer le théoreme 3.1.2 de la section précédente a la transformation de
Bowen-Series pour en déduire ses propriétés dynamiques. Elles peuvent principalement se clas-
ser en deux catégories :

— celles directement imputées a la propriété d orbite-équivalence qui sont de natures plutot
algébriques et combinatoires ;

— celles qui nécessitent un argument de contraction-dilatation.

Dans le cas de ces dernieres, on devra supposer que les cotés du domaine fondamental sont les
cercles isométriques par rapport a un certain point de I’espace hyperbolique des générateurs du
groupe qui leurs sont associés.

3.2.1 Orbite-équivalence

Notre premier objectif est démontrer le théoréme énoncé par Series dans [BS79]. On consta-
tera au passage qu’il n’y a pas de paires exceptionneles a considérer, comme 1’avait remarqué
Morita dans [Mor97].

Le moyen d’y parvenir est d’appliquer le théoreme 3.1.2 en faisant le choix le plus simple
possible de X et I : S! et la propriété d’orbite-équivalence restreinte a un intervalle.

Lemme 3.2.1.
V(z,y) €' xSL, ¥y €T, (Ip,q > 0,T7(x) = T"(y)) < (3p,q = 0,77 (v(x)) = T"(y))
PREUVE : Fixons y € S'. Pour x € S' et I € T posons

1 sizeletdp,q>0,TP(x) =Ty)

0 sinon.

F(I,:B):{

F satisfait clairement aux propriétés d’inclusion et d’additivité pour des intervalles contigus.
Quant a la propriété de continuité, elle est vérifiée car lorsque (b,) tend vers b en croissant,
x € [a; b[ si et seulement si il existe N tel que = € [a; b, [ pour tout n > N.

Reste a prouver que F(7,(1,),v(x)) = F(I,,x) pour tout v. Soit donc = € I, tel que
T?(x) = T(y). Alors v,(x) € 7,(1,) et, puisque v, (z) = T'(x),

TP (,(x)) = T (x) = T7(y).
D’autre part, si y,(x) € v,(I,) vérifie T?(~,(z)) = T(y), alors = € I, et
T (2) = TPy (2) = T(y).
On peut alors appliquer le théoreme 3.1.2, et il vient :
Vo e St vy eI, F(S', v(z)) = F(S', )
ce que I’on traduit par

Va,y €S,y €T, (3p,q 2 0,T7(z) = T(y)) < (3p, ¢ = 0,T7(v(x)) = T(y)). u
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3.2. DYNAMIQUE DU CODAGE DE BOWEN-SERIES
Puisque 7" est donnée sur chaque I, par un générateur de I, on peut s’intéresser a 7*[z]
I’élément de I" qui définit 7% en z :
Définition 3.2.2. Si z € S! et k£ > 0, on définit récursivement v*[z] € T par :

7] = id;
L AT ()], siz € T,

77 ]

On voit aisément que *[z] vérifie ces propriétés :

Proposition 3.2.3. Six € St et p,q > 0,
(i) y*z)(z) = T*(z) ;
(ii) /P [x] = AP [y[x] ()] [z].

En spécialisant ce lemme, on peut maintenant démontrer I’orbite-équivalence de 7' et du
groupe [ :

Théoreme 3.2.4 (Series). 1T est orbite-équivalent avec le groupe T, i.e.
V(z,y) € S'xS", (FyeT,y=~(z)) & (Fp,q¢>0,TP(z) = T(y)).

PREUVE : Si T?(x) = T%(y), alors y?[x](x) = ~v![y](y) donc y = () avec v = ~I[y| 1+P[z]
un élément du groupe I'.

Réciproquement, s’il existe 7 tel que y = v(z), T°(v(z)) = T°(y) et le lemme 3.2.1 donne
alors I’existence de p, ¢ > 0 tels que 77(z) = T(y). [

Le théoréme de Series est en fait équivalent au lemme 3.2.1. En effet, prenons z, y dans S*,
v € I et supposons qu’il existe p,q > 0 tels que 7P(xz) = T(y). Si ' = ~(z), le théoreme
nous dit qu’il existe p’, ¢’ > 0 tels que 7% (z) = T7 (2'). Quitte 4 augmenter p et ¢ ou p’ et ¢/,
on peut supposer que p = p’. Alors 7% (y(z)) = T (z') = TV (x) = TP(x) = T9(y).

3.2.2 Points pré-périodiques

Les points pré-périodiques sont les points qui sont préimages d’un point périodique de 7.
On va montrer que les préimages d’un unique point périodique sont denses dans S, et que les
points pré-périodiques pris tous ensembles sont exactement les points fixes des éléments de
'\ {id}. Pour ce second point, on aura d’abord besoin de démontrer une version plus forte du
théoreme de Series.

Donnons-nous un certain nombre de notations pour les ensembles que nous serons amenés
a manipuler :

—Fix(T') = {z € S' | 3y € T'\ {id} ,7(x) = x} est 'ensemble des points fixes des éléments
non triviaux de I'. C’est un ensemble I'-invariant et donc dense pour un groupe de premier type.
—Per(T) = {z € S' | 3k > 1,T%(z) = x} est 'ensemble des points périodiques pour 7.
—Per,(T) = {z €S"|T"(z) =z et T*(z) # x pour 0 < k < n} est 'ensemble des points
T'-périodiques de période exactement n.

—T(y) ={z €S'|3In>0,T"(x) = y} est 'ensemble de toutes les préimages de y par 7T
—{x e S'"|3Ip>0,T?(x) € Per(T)} est alors ’ensemble de tous les points pré-périodiques
deT.
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CHAPITRE 3. AUTOUR DE LA PROPRIETE D’ ORBITE-EQUIVALENCE

La propriété d’orbite-équivalence nous permet de décrire parfaitement les préimages d’un
point périodique :

Théoréme 3.2.5. Si y € Per(T), alors T (y) = Ty et est donc dense dans S*.

PREUVE : On suppose qu’il existe k > 0 tel que T%(y) = .

Soit v € I'. D’apres le théoreme de Series, il existe p,q > 0 tels que 77(y(y)) = T(y).
Quitte a augmenter p et g, on peut supposer que k divise ¢, de sorte que 7%(y) = y. Donc
Tr(v(y)) = yety(y) € T(y).

Réciproquement, si 77(x) = y pour un certain p > 0, alors y?[z|(z) = y i.e. x = y(y) pour
y="z]" €T,

Finalement, I’adhérence de 7 (y) = 'y dans S’ est un fermé non vide T-invariant. Par
conséquent, elle contient I’ensemble limite de I, ¢’est-a-dire S* tout entier pour un groupe du
premier type. Donc 7 (y) = S*. |

A noter que ce théoreme posséde une réciproque partielle : si T (y) =Ty, alors y € Per(T).
En effet, T(y) € T'y = T (y) donc il existe p > 0 tel que 77 (y) = T?(T(y)) = y. Par contre,
et comme on le verra plus loin, 7 (y) peut étre dense dans S! sans que y soit périodique.

Le fait que les préimages d’un point périodique soient denses impose qu’elles puissent re-
venir arbitrairement pres du point de départ. Ceci a pour conséquence d’interdire aux mots du
codage de revenir en I’identité.

Proposition 3.2.6. Vx € S',Vk > 1,7%[x] # id.

PREUVE : SiT*(x) # x, alors nécessairement v*[x] # id. Soit maintenant z tel que T%(x) = x
avec k > 1 minimal, et supposons que v*[z] = id.

Comme les [, sont tous semi-ouverts (a droite), il existe un demi-voisinage a droite U de x
(i.e. de la forme [z; x + €]) tel que pour tout j € [1; k], TV iy = +?[x].

Or, d’apres le théoréme 3.2.5, les préimages du point 7-périodique z sont denses dans S*.
Il existe donc une suite (x,,) de points de U tous distincts de x, convergeant vers x et telle que :

VYn > 0,3p, > 0,7 (z,) = x.

Comme z,, € U et v¥[z] = id, T*(x,) = ¥*[z](z,) = x,. On peut donc supposer que
pn < k — 1 pour tout n. D’autre part, z,, # x donc 1 < p,,. Quitte a extraire une sous-suite on
peut supposer que p,, est constant et égal a p € [1; k — 1]. Mais puisque (z,,) converge vers z,

P — AP — 1 p — 1 P — 3 —
T(@) = 7lel(a) = Jim_le](@,) = lim T°(r,) = lm o =a
avec 1 < p < k. Cela contredit I’hypothese de minimalité de k. |

Une manigre de reformuler ce résultat est de dire que pour tout x € S!, I’application qui a
p € Nassocie 7*[z] € T est injective.

Corollaire 3.2.7. Pour tout v € S, vP[x] = v?[z] si et seulement si p = q.
PREUVE : Quitte a les échanger, on peut supposer p > g. Il vient alors
Y (@) x] = AP la] = 7]

donc vP~9[~?[x](x)] = id. Mais ceci ne peut se produire que si p = q. |
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Tous les mots du codage de longueur non nulle ont au plus deux points fixes, ce qui interdit
d’avoir beaucoup de points périodiques.

Proposition 3.2.8.
(i) Pour tout n > 1, Per,(T) est fini et inclus dans Fix(T").
(ii) Per(T') C Fix(I") et est dénombrable.

PREUVE : Siz € Per,(T), alors v"[z](z) = T"(xz) = x oun > 1 impose que 7" [x] # id par
la proposition 3.2.6. Donc x est fixé par un élément non trivial de I', ce qui est bien la définition
de x € Fix(I").

Tout x € Per, (T') est ainsi point fixe d’un mot du codage non trivial de longueur exactement
n. Comme la partition de Markov définissant le codage est finie, il n’existe qu’un nombre fini
de tels mots. Or les isométries non triviales possedent au plus 2 points fixes a I’infini, donc
Per, (T") doit étre fini.

Per(T") est alors inclus dans Fix(I") et dénombrable comme union dénombrable d’ensemble
finis eux-mémes sous-ensembles de Fix(T"). |

Ceci nous permet de montrer la premiere implication du résultat visé par cette section, i.e.
que les points pré-périodiques sont des points fixes d’éléments de I'.

Lemme 3.2.9. {x € S' | 9p > 0,T?(x) € Per(T)} C Fix(T).

PREUVE : {z € S' | 3p > 0,TP(z) € Per(T)} peut aussi se voir comme la réunion des 7 (y)
pour y parcourant Per(7"). Siy € Per(T"), y € Fix(I") par la proposition 3.2.8. Mais Fix(I") est
I'-invariant donc 7 (y) = I'y C Fix(I'). |

La propriété d’orbite-équivalence est insuffisante pour prouver I’inclusion réciproque, car
si v fixe x alors T°(x) = T°(y(z)). On ne peut donc pas dire a priori que p # ¢ et donc que
T?(x) ou TY(x) est périodique. Il va nous falloir une propriété d’orbite-équivalence plus forte
qui porte sur les mots du codage eux-mémes et non seulement sur les images de points. On peut
trouver cette propriété évoquée dans la remarque 2.2 de [Mor97].

Tout comme dans notre preuve du théoreme de Series, il faut trouver le bon espace X soumis
a I’action de I et la bonne relation F' pour pouvoir appliquer judicieusement le théoreme 3.1.2.
Si on avait fait précédemment le plus simple des choix en prenant X = S!, il faut ici étre
un peu plus subtil pour préserver I’information accumulée en appliquant successivement les
générateurs du codage. Le bon espace est X = S! x T..

Lemme 3.2.10. Vo € S',Vg € T,

vy €T, (3p.q 2 0,9"[z] = 7[g(2)lg) & (3p.q = 0,77 [v(2)] = 1"[g(x)]g77") .
PREUVE : Onmunit X = S'xT de I’action a gauche de " donnée par yx(z, g) = (y(x), gy™').
Pour (z,9) € X et [ € Z, on pose

1 sizelTet3p,qg>0,7"[x] =~g(z)lg
0 sinon.

F(L(%Q))Z{

F vérifie clairement les propriétés d’inclusion, d’additivité pour des intervalles contigus et
de continuité pour les mémes raisons qu’au lemme 3.2.1. Pour appliquer le théoreme 3.1.2, il
reste a prouver que :

Yo e V, F(v(Ly), (v(x), 97, ")) = F(1y, (2, 9)).
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Supposons d’abord que F(I,, (z,g)) = 1, c’est-a-dire que = € I, et qu’il existe p,q > 0 tels
que ¥7[z] = %[g(x)]g. On note y = y,(z) = ¥'[z](x) € Yu(Ly) et § =y *g = g7, . Alors :

Yyl = A (@)] 77, vp“[ !
Y P[] ()P (2],
Y g()]g (@) g (x)]gv,
]

q“[ (@)]gv ' =" 3w)]g.

Donc on a bien que F(7,(L,), 7 * (2,9)) = F(7 (L), (4. 9)) = L.

Réciproquement, on suppose que F'(v,(1,), Vo * (2,9)) = F(v (1), (y,g)) = 1, c’est-a-
dire que y € 7, (I,,) et qu’il existe p, g > 0 tels que v*[y] = v4[g(y)]g. Alors x = ~, *(y) € I,
9= 9% 9() = g7, (w(x)) = g(z) et

-1

Y] = Py 2] ()7 2] = Y[yl = Y3 W)]gr = v g(x)]g.

Donc F(I,,(x,g)) = 1.
On conclut en appliquant le théoreme 3.1.2, tout en remarquant que

(v 9)(7(2)) = g7~ () = g(2). u
On est alors en mesure d’énoncer le théoréme d’orbite-équivalence forte.

Théoréme 3.2.11. Pour tous v € S' et v € T, il existe p, q > 0 tels que 7*|x] = yi[y(x)]y.

PREUVE : On a toujours 7°[z] = id = [ d(x)]id. Le lemme 3.2.10 montre alors qu’il existe
p,q > 0 tels que VP[y(z)] = y4[id(z )]1d7 = ~%[z]y~*. 1l suffit alors de faire passer le 7! de
I’autre c6té et d’échanger p et q. |

Nous avons maintenant 1’outil nécessaire pour voir que les points pré-périodiques (ou encore
de T-orbite finie) sont exactement les points fixes d’éléments non triviaux de I'.

Théoréme 3.2.12. {z € S' | Ip > 0,T?(z) € Per(T)} = Fix(T).
PREUVE : Une inclusion a déja été prouvée, il reste 2 montrer I’ autre. Soit donc € S! tel qu’il
existe v € '\ {id} pour lequel y(x) = x. D’apres le théoreme 3.2.11, il existe p, ¢ > 0 tels que

yPlx] = ~9[z]y. Puisque v # id, p # ¢; et quitte & remplacer  par v~ ' on peut supposer que
p>q.Notons k =p—q>0ety=Tz) =~z|(x). 1l vient alors :

T(y) = vl (y) = "~ [y 2] (2)]([z](2)) = 7"[z](x) = 7[2]y(x) = 7[z](x) = y.
Donc y est T-périodique et z € T (y). |

A chaque point pré-périodique, on peut naturellement associer ’orbite périodique sur la-
quelle il finit par cycler. On démontrera plus loin que les orbites périodiques hyperboliques sont
en bijection avec les classes de conjugaison d’isométries hyperboliques primitives de I'.
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3.2.3 Densité des préimages et densité des points périodiques

On vient de démontrer par un argument essentiellement algébrique que les préimages d’un
point 7-périodiques sont denses dans le cercle. Nous allons déterminer a quelle condition cela
est aussi le cas pour tous les autres points de S'. Dans le cas d’un groupe I' cocompact, il est
élémentaire de vérifier que les préimages de tout point sont denses car 72 est alors strictement
dilatante en tout point, donc les images inverses d’intervalles se contractent rapidement et uni-
formément. Nous avons cependant choisi de considérer I' cofini (2 quelques exceptions pres),
donc cette argument n’est plus applicable. On le remplacera par le lemme 3.2.13.

On supposera dans cette sous-section que le domaine fondamental est tel qu’il existe un
point p, nécessairement a I’intérieur de D, fixé par aucune isométrie de I', et pour lequel |77|, >
1. Pour toute signature de groupe fuchsien, on a vu qu’il existait un groupe et un domaine qui
vérifiaient ces propriétés. On munit S! de d la distance de Gromov basée en p, et on notera

Y (@) = 1)

Lemme 3.2.13. Soit U un sous-ensemble d’un intervalle I* de la partition de Markov respectée
par T. Soient v € U et (,,)n>0 une suite de points de S' tels que vy = x et T(x,) = Tp_1.
Posons 7y, = v [z,], Uy = U et U,, = v, (U,_1). Alors :

(i) Pour toutn > 0, x,, € U, et U, C Ifu [’unique intervalle de la partition contenant x,, ;

(i1) ¥y € Uy, ¥k € [0 n],7*[y] = +¥[an] et THy) € Uyt

(iii) (diam(U,,))n>o décroit vers 0.

PREUVE : (i) : On sait déja par hypothese que Uy = U C I¥ avec 7y = x € Uy N I*.
Supposons donc la propriété vérifiée au rang n, c’est-a-dire que z,, € U, C I'. Tout d’abord,
Trs1 = Y Tnp1] (@) = v () € 95 (Up) = Upyr. Si gy € 1Y, alors :
Tn = Ynt1(Tnt1) € ’Yn+1(Izl:;’) = VI[ZEn—&-l](Ii:’) = T([f;,).
Donc T(I%,) N I, # . Par propriété de Markov, I!, C T(I%,) = ~v,,1(I%,) et il vient :
Unt1 = Yot1(Un) C by (1) C I

(77) : Le deuxieme point est une conséquence immédiate du premier.
(¢44) : Notons d,, = diam(U,)?, et I’ I'intervalle de la partition qui contient U,,. Lorsque
u € Up41, le second point assure que

Y1 (1) = 7 [nga] () = 7' [u)(w) = T(u),

donc |7}, (u)| = |T'(u)| > 1. Ainsi on a pour tout couple de points u, v € Uy :

dn 2 & (Y1 (), a1 (V) = [V (W 17041 (V) (u, 0) = d(u, 0).

On en déduit par passage a la borne supérieure que d,, > d,y1 > 0. La suite (d,),>o est
décroissante minorée par 0 : elle converge vers o > 0.

Supposons par 1’absurde que 6 > 0, et restreignons-nous d’abord au cas ou U est un
intervalle semi-ouvert (a droite) [ug; vg[. Si on construit (u,), (v,) par récurrence en posant
Unt1 = Y (Un) €C V1 = ;11 (vy), il est clair que U, = [u,,; v, [. D’autre part, comme p € D
est dans le demi-espace gauche délimité par les extrémités de I}, diam(U,) = d(un,v,,) et :

d2(’7n<un)a'7n(vn)) _ dZ(Un—lvvn—l) _ dn—l
d?(ty, vy) d?(tp, vy) d,

1< |y ()l |7 (vn)| =
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Soit ¢ > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n > NN,

1
Ainsi 1 < |y (u,)| < te

< /—‘ <l+4+ecetdemémel < |y, (v,)| <1+e.

On pose o(y) = {z € S' | |/(x)| = 1}. Comme 7, ne peut étre un elliptique centré en p,
o(7,) possede exactement deux éléments. De plus, v, ne peut prendre qu’un nombre fini de
valeurs car il est donné par un des générateurs du groupe associé a un des c6tés du domaine
fondamental. Par continuité des |7, | pour v € V/, il existe donc a(e) > 0 tel que :

(i) Vn,Vs € o(v,),Vx € B(s,a(e)),l —e < |y, (z)| < 1+¢;

(ii) lir% ae) =0.

Donc pour n > N, u,,v, € It N Y
N), on peut supposer que :

(i) 2a(e) < V4

(ii) Vn > N, B(s1,a(e)) N B(sz, a(e)) = D avec 51,55 € 0(7n) 3

(iii) Vn > N, B(s,a(e)) N1k # () & s € Ik avec s € o(7,) (il suffit de prendre () plus
petit que min{d(s, ﬁ) |n>N,s€oa(y,)N m} qui se trouve &tre un ensemble fini puisque
la partition de Markov est finie).

Pour tout n > N, u,, et v, ne peuvent étre dans la méme B(s, a(¢)) (s € o(7,)) puisque

A(tn, vn) = VV/dy > V6 > 2a(e) = diam(B(s, a(e))).

seo(rm) B(s;a(e)). Quitte a diminuer € (ce qui augmente

Mais u,,, v,, € U’fz donc nécessairement les deux éléments de o(+, ) doivent étre dans @ Par
construction du codage, ils doivent méme étre les extrémités de cet intervalle, qui doit alors
relier deux cusps du domaine fondamental. Comme de tels intervalles sont en nombre fini, on
peut supposer, quitte  extraire une sous-suite, que I}» = I9 = [w;r(w)[ pour tout n > N,
avec (uy,) et (v,) convergeant respectivement vers w et r(w).

Notons a = diam(72) — d. Si a > 0, alors par décroissance de d,, on a qu’a partir d’un
certain rang soit d(uy,,w) > §, soit d(v,,r(w)) > §, ce qui en contredit la convergence. Donc
a = 0et (u,,v,) = (w,r(w)) pour tout n. En particulier, ceci implique I’existence d’un mot
non trivial du codage tel que y(w) = w et y(r(w)) = r(w). C’est une contradiction.

Si maintenant U C I* est quelconque, il est inclus dans son enveloppe convexe qui est elle
méme incluse dans un intervalle de la forme [ug; vo[ C I*. Alors U, est inclus dans [u,,; v,[; et
la suite (diam(U,,)),>o est majorée par (d(u,, v,))n>o qui tend vers 0. |

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer a quelle conditions les préimages de tout
point de S! sont denses.

Théoreme 3.2.14. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout y, T (y) est dense dans S'.

(ii) Per(T) est dense dans S'.

(iii) Pour tout v € V et k € [—n, + 1; n, — 1], il existe un point T-périodique dans I*.

PREUVE : (i) = (ii) : Prenons U un ouvert d’un certain intervalle /¥ de la partition de Markov,
et fixons y € U. Soit ¢ > 0 suffisamment petit pour que 1’on puisse trouver un ouvert V_ inclus
dans U, contenant y, et tel que 0 < diam(V;) < diam(U) — ¢ (on peut prendre ¢ < d(y, U) et
pour V la boule centrée en y et de rayon d(y, U)—e¢). Puisqu’on a supposé les préimages de tout
point de S' denses, on peut construire par récurrence une suite (,,) de points qui vérifient :
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—Zo =Y

— Pourtoutn >0, z,, € V_;

— Pour tout n > 0, il existe p,, > 0 tel que 77" (x,,) = ;1.

Posons v, = v [z,], Uy = U, U, = v, (U,_1) et d,, = diam(U,,). D apres le lemme 3.2.13,
(dp)n>0 décroit vers 0. Or dy = diam(U) donc il existe N > 0 tel que diam(Uy) = dy < €. On
note vy =~ ... 4N = P[zy] € T\ {id} ot P = 31, pr, de sorte que Uy = v~ (U). Mais

’yil(U) =Uy C B(xN,dN) C B(Q?N,(i) cU

puisque xny € Uy N V.. Ceci nous indique que U contient un point fixe x de . Mais x est
aussi dans v~ (U) = Uy, donc T (z) = v"[z](z) = vP[zn](z) = 7(x) = x et z est un point
périodique de 7.

(ii) = (44i) : Evident.

(iii) = (i) : Soient y € I* et U un ouvert de S*. Par hypothése, on sait qu’il existe yo € I*
tel que 7™ (yo) = yo, m > 0. Notons 79 = 7™[yo|. Le lemme 3.2.13 nous dit que 2 ¢ > 0
fixé, il existe n > 0 tel que diam(y, "(I*)) < e. Sionnote y/ = v, "(y) € I¥, T"™(y') = y et
d(yo,y’) < e. Soit V un ouvert inclus dans U tel que diam(V.) < diam(U) — ¢. Puisque y est
périodique, 7 (yo) est dense et il existe zy € V. et p > 0 tels que T7(xy) = 7o. Notons encore
vy = ~P[xo] etz =y (y'); il vient

e > d(yo, ') = d(v(wo),7(x)) = [ (wo)l|Y (2)|d(wo, ¥) = d(xo, x)

puisque le lemme 3.2.13 assure aussi que 7?[zo] = 7?[z] = 7. Donc d(zg, x) < € et, puisque
xo € V., onen conclut que z € U ou T™" 1P () = T (y') = y. [

Ainsi, il suffit de trouver un point périodique dans chaque intervalle de la partition de Mar-
kov pour obtenir la densité des points périodiques et des préimages de tout point. Il n’est ce-
pendant pas facile de les exhiber, les candidats naturels (les extrémités des intervalles) n’étant
généralement pas des points 7T'-périodiques et ce méme si I’ est cocompact. On montrera au
prochain chapitre que la densité des points périodiques (et donc des deux autres conditions) est
cependant vérifiée grace a la conjugaison entre Tz et T¢.

Un argument classique nous permet finalement de prouver que si ces conditions sont véri-
fiées et que les préimages de tout point sont denses, alors le systéeme dynamique est transitif.

Théoréme 3.2.15. On suppose que pour tout y € S, T (y) est dense. Alors :
(i) Pour tous couples U, V d’ouverts de S', il existe n > 0 tel que T*(U) NV # (.
(i) Il existe un Gs-dense de points de S* dont la T-orbite est dense.

PREUVE : (i) : Il suffit de prendre y € V' quelconque. Comme 7 (y) est dense, il existe x € U
etn > 0tels que T"(z) = y. Alors T"(U) NV # (.

(i) : Cette preuve est inspirée de la proposition 2.2.1 de [BS02]. Prenons V' un ouvert de
S* inclus dans un des I*. Puisque 7" est Markov et que chaque branche inverse (elles sont en
nombre fini) est un homéomorphisme, 7—1(V) est ouvert, et par suite 7-"(V') est ouvert pour
tout n. Alors [J,~,7"(V) est un ouvert, dense car il rencontre tous les ouverts U de S' par
le point (7). Soit maintenant (V, 1.i): une base dénombrable d’ouverts pour la topologie sur IF.
G =NyrNiU,s0 T7"(V;) est une intersection dénombrable d’ouverts denses de S' donc est
dense pa} le théoréme de Baire. Si maintenant x € G, alors pour tout v, k, i il existe n tel que
T™(x) € V, 1. Ainsi 'orbite de tout point de G rencontre tout ouvert de S'. |
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3.2.4 Orbites périodiques et classes de conjugaison d’hyperboliques pri-
mitifs

Nous allons maintenant montrer que les orbites périodiques hyperboliques de 7" sont en bi-
jection avec les classes de conjugaison d’hyperboliques primitifs de I'. La encore, la propriété
d’orbite-équivalence simple est insuffisante pour obtenir ce résultat, et on aura besoin de sa ver-
sion renforcée du théoreme 3.2.11 pour montrer la primitivité des mots du codages engendrés
par un point périodique. De plus, méme si ce premier point est vrai avec un domaine fondamen-
tal convexe quelconque, il sera nécessaire d’en prendre un qui assure que |7”| > 1 pour prouver
que I’on a effectivement la bijection souhaitée.

Rappelons que gyg ™' est primitif si et seulement si 7 est.

Lemme 3.2.16. Soit x € Per(T) de période k > 0. Alors ~*[z] est primitif.

PREUVE : Supposons que T%(z) = x avec k > 0 minimal, et que v*[z] = 7" avec n > 0.
Puisque +*[z] fixe z, nécessairement - aussi, et d’apres le théoréme 3.2.11 il existe p, ¢ > 0 tels
que ?[x] = v9[z]y. Comme k > 0, v*[z] # id donc v # id et p # q.

Sip < g, alors y[z] = yP[z]y~!. Soitr = g — p > O ety = TP(x) = 7P[z](z). Alors

VY Ple] = v P[] (2)V P[] = A z] = APy,

d’olt "[y] = 7 avec 7 = AP[x]y 4P [2]'. Une récurrence immédiate montre que 777 (y) = y
ety [y] =" [y} = 4 pour tout 7 > 0. Mais alors

rn[ -1

=37 =]y P la]
= 7 [z]y*[2]7"[2]

e I L
1 k[

= la)(@) e [2] T =y

y]

y]

donc vk [y] = A*[T™(y)]y™[y] = id et ainsi rn + k = 0. C’est impossible car r > 0, n > 0
etk > 0.
Donc p > q. Soitr =p —q > 0ety = T(x) = 79[x](x). Alors

Yyl e] = "y el ()] 2] = A [x] = e,
d’ou y"[y] = 7 avec ¥ = yI[z]|yy1 [x]l_l primitif et fixant y. Par une récurrence immédiate, on
voit que 777 (y) = y et v’ [y] = 7" [y}’ = 49 pour tout j > 0. On a alors

"

yl =" = z]y"y 2]
= Y]y [2]y[2]
= 7" a]yfa]

1 kj[

=7y 2] (@)Y [2]y 2] T =

y
-1

et ceci impose par injectivité que nr = k. Mais puisque y est une image de x, c’est aussi un
point périodique de 7" de période k. Or on a vu que 7" (y) = y. Pour que r > £, il est donc
nécessaire d’avoir n = 1. |
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On note P(I") I’ensemble des éléments primitifs de I, et on pose :

¢ : Per(T) — P(I) :
x — ~*[z] ol k > 0 est la période de x

D’apres le lemme 3.2.16, ® est bien définie.
On peut définir deux relations d’équivalence sur Per(7") et P(T") :
V(z,y) €Per(T) , z ~y e Iyel,y(z)=y
V(g,h) e P(T)?, g~ h< Iy el gy ' =h

® est compatible avec ces relations :
Lemme 3.2.17. Soient x,y € Per(T). Si x ~ y, alors &(x) ~ O(y).

PREUVE : Supposons que z et y soient périodiques et qu’il existe v € T tel que vy(z) = v.
Comme y est périodique, v = v !(y) € Ty = T(y) et il existe donc un p > 0 tel que
T?(x) = y. y est ainsi une image en avant de = périodique, donc y a méme période que z. On
note g = ®(x) = v*[z] et h = ®(y) = ¥*[y]. Il vient alors :

—

=y
—
B,
Il
)

Plalg = Y[ (2] ()] [2] = A7) = V[ [2] (=

Donc g et h sont conjugués par 17[x] € T |

Soient Per(T") et P(I") les ensembles des classes d’équivalences pour les relations ~ dans
respectivement Per(7") et P(I"). En particulier, Per(7") s’interpréte comme 1’ensemble des or-
bites périodiques de 7. D’apres le lemme 3.2.17, ® passe au quotient et induit une application :

— P[) .
= O(x)

® : Per(T

~—

S|

On souhaite maintenant montrer que ® est injective, puis surjective. C’est & ce moment
qu’on doit faire ’hypothese que le domaine fondamental est tel que |1”| = |1”|, > 1 pour un
certain p € . Ceci interdit a deux points périodiques de 1" d’étre les points fixes d’'une méme
isométrie de I'.

Lemme 3.2.18. On suppose que |T'| > 1. Alors ® est injective.

PREUVE : Notons que I’hypothése implique par une récurrence immédiate que |y*[x]'(x)| > 1
pour tous x € S* et k > 0. Si de plus *[z] est hyperbolique et fixe x, alors |y*[z]'(x)| > 1.
Soient x, y périodiques tels que ®(x) = P(y). Par définition, il existe £,/ > 0 ety € I tels

que v*[z] = v7"'[y]y. Alors

Yylv(z) = 17" [2)(z) = y(z)

donc +![y] fixe non seulement y mais aussi v(z). Si 7![y] est parabolique (et donc +*[z] puis-
qu’ils sont conjugués), alors nécessairement ~y(z) = y. Sinon, ils sont tous les deux hyperbo-
liques. L’hypothése |T"| > 1 nous assure alors que |[v*[z]'(z)] > 1 et |4'[y]'(y)] > 1, mais
comme d’autre part v*[z] = v~ 19![y]y le lemme 1.2.2 montre que [v*[z]'(z)| = [/'[y]' (7(x))].
Par conséquent, on doit aussi avoir y(z) = y. |
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Telle quelle, ® n’est pas surjective, et son image n’est aisément calculable que sur un sous-
ensemble de Per(7"). On est donc amenés a définir I’ensemble des points périodiques hyperbo-
liques de T par

Per(T)* = {z € Per(T) | 3k > 0, |7*[z]'(z)| > 1} .

Il est stable pour la relation ~ dans Per(7T").

Lemme 3.2.19. On suppose que |T"| > 1. Soient x,y € Per(T) tels que x ~ y. x € Per(T)" si
et seulement si y € Per(T)*.

PREUVE : Supposons que x et y sont périodiques, que x ~ y et qu’il existe £ > 0 minimal
tel que |y*[z]'(xz)| > 1. Si on note alors z = v*~1[z](x), on a v*[z] = y![z]y*~[x]. Comme

k est minimal, |[y*~![z](z)| = 1 donc |y![2]/(2)| > 1. Or z est aussi périodique (de période
k) etz ~ x ~ y. z et y sont donc sur la méme orbite périodique et existe 0 < r < k tel que
V' l(y) = 2. Alors vy = v'[z]7"[y] et donc [y [y)' (y)| = [7'[2]'(2)] > 1. u

Cette stabilité nous assure que Per(7")* est bien défini.

On note H(I") I’ensemble des éléments hyperboliques primitifs de I". 1l est lui aussi natu-
rellement stable par ~ dans I, et on peut donc parler de #(T"). L’image de Per(7')* par ® se
trouve €tre exactement cet ensemble.

Lemme 3.2.20. On suppose que |T'| > 1. Alors ®(Per(T)+) = H(T).

PREUVE : Soit z € Per(T)". On sait déja que ®(x) = ~v*[x] est primitif. Si [y*[z)'(z)| = 1,
I’hypothese |T"| > 1 impose |[y?[z]) (x)| = 1 pour tout j < k et donc aussi pour tout j € N, ce
qui est absurde. Donc [v*[z]' ()| > 1 et v*[x] est hyperbolique, prouvant que ® (%) € H(T).

Réciproquement, soit v € H(T'). Puisque ~y est hyperbolique, il existe z € S' pour le-
quel y(z) = z et |7/ (z)| > 1. La propriété d’orbite-équivalence avec le groupe [' nous donne
alors I’existence de p,q > 0 tels que +*[z] = ~9[z]y. Comme ~ est primitif, v # id et donc
nécessairement p et ¢ sont différents.

On va montrer que p > ¢ : sinon, v%[z] = «?[x]y~! avec ¢ > p. Comme d’habitude, on note
r=q—p>0ety=~P[z](x). 1l vient alors

VYA [x] = P[] (2) |y 2] = yx] = AP [a]y

donc 7"[y] = 7 ot 7 = YPla]y~'4P[x] . Mais d’une part |3/(y)| = [v"(2)| = iz < Loet
d’autre part |v*[y]'(y)| > 1. C’est impossible.

Donc p > ¢.Sionposer = p—q > O ety = v9[x](z), le méme calcul montre que 7" [y] =
avec 7 = yi[x]yyi[x] ' € 7. T"(y) = ¥(y) = y et r est la période de y puisque 7"[y] = 7 es

]
primitif. Comme |7"[y)'(y)| = [¥'(y)| = [7/(2)] > Ly € Per(T) " et B(y) ="[y] =7. W

4 =

La conclusion de ces deux lemmes est que, si |7'| > 1, alors les T-orbites périodiques
hyperboliques sont en bijection avec les classes d’équivalence d’hyperboliques primitifs de I'.

Théoréeme 3.2.21.

O Per(T)*

—
—>

8|

est une bijection.
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PREUVE : & restreinte & Per(7)" est toujours injective, et d’autre part on vient de voir que
I’image de Per(7T")* par ® est exactement H(I). [

Dans le cas de nos codages a gauche et a droite, Per(7")™ a une expression simple : il suffit
pour I’obtenir de retirer les points périodiques de 7" donnés par les points fixes d’éléments
paraboliques de " apparaissant dans la description du domaine fondamental.

Proposition 3.2.22. Pour T =Ty ouT = Ty, Per(T)" = Per(T) \ (V NS!).

PREUVE : Examinons le cas 7' = Ty, ’autre étant symétrique. Prenons = périodique et tel que

|T"(x)] = 1. La structure du codage impose alors z = a™~! pour un certain v. Supposons
que x n’est pas un cusp. Alors v € Deta’ = T(zx) = ay,, vérifie [T"(2)] > 1. Donc
x € Per(T)". |

Notons qu’il n’y a pas de bijection entre Per(7") tout entier et les classes de conjugaison
d’isométries non elliptiques primitives de I'. Cela provient du fait que chaque sommet a I’infini
du domaine fondamental est fixé a la fois par un parabolique et son inverse, et que ces deux
isométries ne sont jamais conjuguées.

3.2.5 Fonction zeta dynamique de Ruelle et fonction zeta de Selberg

Pour tout g : X — C, on définit suivant [Rue89] la fonction zeta de Ruelle de T' pondérée
par g comme la série entiere

Gl =ep Y5 S Lo @)

n>0 z€Fix(T™) k=0

ou Fix(7™) est I’ensemble des points fixes de 7™. Il est donc constitué des points m périodiques
de T' pour tout m divisant n, et a ce titre est fini pour tout 7.
Siz € Fix(T") et g(z) = |T"(z)|, alors :

T[o(T" (@) = [T (=) ... T'(@)] = |(T") (@)
k=0

En particulier, si x est un cusp, alors il est p-périodique pour un certain p > 0 minimal, et 7% (x)
est un cusp pour tout k. x est alors dans tous les Fix(7™) pour n > 0, et

np—1

|(T™)'( |—H|T'T’f )| = 1.

Afin d’ignorer les cusps, on pose Fix(7T™)" I’ensemble des points fixes hyperboliques de 7.
On déduit facilement de la proposition 3.2.22 que Fix(7T™)* = Fix(T") \ (V N'S'), et on note
alors pour s € C n(s) I’évaluation en z = 1 de la fonction zeta de Ruelle pour 7" = T, ou Tk

et g(x) = |T"(x)|* Lix(rny+ ()

n(s) = CrllT'”°]( —expz Yo @@l

n>0 z€Fix(Tn)+

Si ’on n’avait pas éliminé les cusps en se restreignant a Fix(7™)", cette série serait divergente.
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On va montrer que cette fonction 7 est reliée a la fonction zeta de Selberg du groupe fuchsien
I" et qui est définie pour s € C tel que R(s) > 1 par

Gs(s) =11 11 @ —exp(=(s +E)()

k>0 5 eq(T)

ou [(7y) est la longueur de la géodésique fermée de la surface déterminée par 1’axe de I’hy-
perbolique primitif . A 1’aide de la formule des traces de Selberg, on peut prouver qu’elle se
prolonge méromorphiquement au plan complexe tout entier. Ses zéros déterminent le spectre
du laplacien sur la surface.

De maniére générale, la quantité [(y) s’exprime comme le logarithme de la dérivée (au sens
Busemann) de ~y en son point fixe répulsif.

Lemme 3.2.23. Soit v € T hyperbolique primitif d’axe (z,y) ot y est le point fixe attractif de
v. Alors
Vz € D,U(v) =In|y'(y)l.-

PREUVE : Soit z € D fixé. Considérons H,(z) et H,(y(z)) les horocercles basés en y et passant
respectivement par z et y(z). IIs intersectent la géodésique (z,y) de DD en exactement un point
chacun, que I’on notera p et q respectivement. Alors

|y (y)]= = by(2,771(2)) = by (7(2), 2) = by (¥(2), q) + by(q, ) + by(p, 2) = by(q, p)

puisque b, (v(2),q) = b,(p, 2) = 0.
D’autre part, comme p est sur I’axe de v, I(y) = d((p), p). Cependant,

V(p) = v(Hy(2) N (2,9) = Hy)(1(2)) N (v(2),1(y)) = Hy(v(2)) N (2, y) = ¢
Ainsi,
[(7) = d(v(p),p) = Iby(g, p)| = I |7 (y)]:.
Mais puisque y est le point fixe répulsif de v, |7/(y)|, > 1 et donc I(y) = In |/ (y)].. [

Notons Per(7'),, (respectivement Per(T');") I’ensemble des points périodiques (respective-
ment périodiques hyperboliques) pour la transformation 7" ayant exactement m > 0 pour pé-
riode. Cet ensemble est stable par la relation d’équivalence induite par I', au sens ou

Va,y € Per(T) ",z ~y = (z € Per(T);, & y € Per(T)})

ce qui traduit simplement le fait que deux points sur la méme orbite périodique ont méme
période. On peut donc parler de Per(7');.

Si x € Per(T)}, la quantité |(T™) (x)| = [[r=, |T"(T*(x))| ne dépend en fait que de
I’orbite périodique T € Per(7');.. On peut donc poser

VT € Per(T);: [(T™) (Z)] = |[(T™)'(x)| ot x est un représentant quelconque de 7.

De méme, si -y est une isométrie hyperbolique, alors /(+y) ne dépend clairement que de la classe
de conjugaison 7. On peut donc définir

V7 € H(T),1(7) = [(y) ol v est un représentant quelconque de 7.
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3.2. DYNAMIQUE DU CODAGE DE BOWEN-SERIES

Rappelons que le théoreme 3.2.21 assure que

® : Per(T)t — H(D)
T — P(z)

est une bijection de I’ensemble des orbites périodiques hyperboliques de 7' vers celui des classes
de conjugaison d’hyperboliques primitifs de I'.

Lemme 3.2.24. Soit z € D quelconque.
vz € Per(T),;,,1(®()) = W [(T™)(T)]..
PREUVE : Soit x € Per(7T'); un représentant de =. Alors
(D(T)) = UP(2)) = UP(x)) = I(Y"[z]) = In[y"[z]'(2) |- = W |(T™)(T)] u

On peut alors relier 7 au prmier terme de (g.

Proposition 3.2.25. Soit s € C tel que R(s) > 1. Alors

Cs(s)

n(s) = GG+

PREUVE :

s):epo% Z

n>0 " zeFix(T)}

S ONEDMDY

n>0 " mln gePer(T)

—epY w3 (T @)
n>0 min mEPer(T)+
car il y a m points périodiques dans chaque orbite de longueur m

= exp Z Z % Z \(T™) ()| " en posant k = 2

m>0 k>0 zePer(T)
—expz Z —In (1 —[(T™)(z)|™*) puisque — In(1 — 2) = Z—
m>0 EEPer(T)Jr k>0
= JI (—exp(-sh \(Tp@)’(f)]))_l ol p(Z) est la longueur de 1’orbite T
TePer(T)+
= H (1 —exp(—=sl(®)))~" d’apres le théoreme 3.2.21 et le lemme 3.2.24
FEH(T)
_Gs(s) |
Cs(s + 1)
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CHAPITRE 3. AUTOUR DE LA PROPRIETE D’ ORBITE-EQUIVALENCE

Puisque (s(0) = 1, on en déduit immédiatement que :

Proposition 3.2.26. Soit s € C tel que R(s) > 1. Alors

1
Gs(s)=1] a0

>0

La fonction zeta de Selberg a été écrite comme déterminant de Fredholm de I’opérateur de
transfert pour I' cocompact par Pollicott ([Pol91]). L’idée consiste a construire des ensembles
de fonctions analytiques sur des ouverts de C judicieusement choisis autour de chaque intervalle
de la partition de Markov. L’étude de 1’opérateur se réduit alors a celle d’une collection d’opé-
rateurs de composition par une transformation de Mobius. Il a alors pu montrer que 1’opérateur
de transfert est nucléaire, ce qui permet de calculer son déterminant a partir de ses traces. Cet
argument ne s’applique pas au cas d’un groupe de covolume fini car il est impossible de trouver
des ouverts appropriés contenant les intervalles bordant les cusps.

Mayer a démontré un résultat similaire pour la surface modulaire ([May76] puis [May90],
[May91a] et [May91b]), puis en collaboration avec Chang pour des groupes de congruence
([CMO00]). Cependant, le cas non compact y est traité en induisant la transformation de Bowen-
Series sur un certain intervalle, ce qui donne un opérateur de transfert a priori différent de
celui provenant du codage naturel. En particulier, on ne peut pas le relier aussi facilement a la
géométrie du groupe, ce que fait I’objet de notre chapitre 5.
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Chapitre 4

Propriétés dynamiques du codage étendu

Apres avoir étudié individuellement 77, et Tz dans le chapitre précédent, nous allons nous
intéresser a la dynamique couplée du codage rectifié¢ étendu.

Dans la premiere section, nous établirons un critere sur la combinatoire des sommets pour
qu’'une géodésique qui borde le domaine fondamental soit un point périodique de 7. Si une
géodésique vérifie ce critere, son extrémité passée est un point périodique de 77, mais pas de
T'r, et vice-versa pour son extrémité future.

Ce critere nous servira ensuite pour démontrer que les points périodiques de 7~ sont en
parfaite bijection avec ceux de 77, et de Tr. On déterminera alors les T-orbites grace a la
propriété d’orbite-équivalence pour les mots du codage, puis on en déduira une description des
T'z-orbites par la conjugaison établie au chapitre 2. Il sera ainsi possible de prouver que les
points périodiques sont denses pour 77, et T, ce qui nous permettra de valider les conditions
du théoreme 3.2.14.

Le résultat le plus intéressant est cependant exposé dans la troisieme section. On y construit
une conjugaison entre (C, T(>) et un sous-shift de type fini modulo un nombre dénombrable de
points qui peuvent étre codés de deux manieres différentes, avec toutefois un des deux mots co-
dants plus naturel que 1’autre. C’est un résultat simple lorsque I" est cocompact, car dans ce cas
les applications coordonnées de 7~ sont respectivement strictement dilatantes et contractantes.
Dans le cas d’un groupe qui n’est que cofini, la dérivée de 17, et T; vaut 1 aux cusps du domaine
fondamental, et cet argument ne tient plus. On le remplacera par un argument de décroissance
monotone d’intervalles, couplé a une localisation précise des endroits ou la dérivée s’approche
de 1.

A noter qu’a partir de ce chapitre on échange T, et T}, de sorte que pour tout (x,y) € C,

(Tr(x), Sr(z,y)) = (vplz)(x), 7
Te (2, y) = (Sp(z,y), Tr(y)) = (Velyl (@), &Y (v)

Ce changement n’a aucune incidence sur les résultats eux-mémes, les deux conventions étant

parfaitement symétriques. Il peut étre motivé par 1I’idée que si I’ancienne convention était plus

naturelle (on décide d’ou est envoyée une géodésique suivant son extrémité future), la nouvelle

est plus simple a manipuler dans les calculs. Pour rester cohérents, on doit aussi échanger T et
—1

Tg .

X
—
8
NP
I
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CHAPITRE 4. PROPRIETES DYNAMIQUES DU CODAGE ETENDU

4.1 Périodicité des géodésiques de bord

Nous allons d’abord déterminer a quelle condition une géodésique qui borde le domaine
fondamental D est un point périodique de 7~. La preuve n’utilise que la propriété d’orbite-
équivalence de 7' et du groupe, c’est-a-dire juste la combinatoire des intervalles. Il suffira donc
de supposer que le domaine fondamental D satisfait a la propriété d’even corners et n’est pas
triangulaire de classe 0, I' étant toujours supposé de volume fini.

C ne contient que les géodésiques de bord orientées qui laissent le domaine a leur gauche.
Les seules géodésiques qui sont dans C' et qui bordent le domaine sont celles paramétrées par
(a1 = al a™ = a™ ) pour v € V (et w = r(v)). Rappelons que T}, est définie par

Tr(x) = v,(x) pour tout z € IX = Ja"; a™], tandis que T}y est définie par Tr(y) = v, (y) pour
touty € IR = [a™~ ! a1

v ? T w

Lemme 4.1.1. Siv e VNDetk € [0; n, — 1], alors :
(i) T ) = v la (a2 1) = altg
(ii) Th(ay) = yglay](ay) = il

ny—1—k ]L

X ‘ k(,nv—1\ _
PREUVE : Montrons par récurrence sur k < n, — 1 que T/ (al*~') = Ak () 17k (0)"

~ Sik =0, 0nabien TH(am ") = ! € |aysam | = If.
nv 1-k ]L

— Supposons la propri€té vérifi€e pour & < n,, — 2. Puisque a”' k() 17k ()

TE—H(GZU—I) TL( nu( ; ) = VlTk(v)(a:z(_J_k) = a:z+11( )k ! € a}_k+1(v); a:z+1(v)

N 1 . 4N n17k+1("’) . A4
ou [aTHl(v)’aTHl(v)] C ]am+1(v) $ Ok (y)

la proposition 1.3.13.

=1 lLT k+1(y) PAr un résultat symétrique a celui de

De méme, Vk € [0; n, — 1], TE(a™) = a”zz:)];” €I, |
Un point important est que ¥ [a" =] et 7% [a"] agissent de la méme maniére sur respecti-
vement v x @™ ! = @™ Letvxa™ = a?:
Lemme 4.1.2. Siv € VNDerk € [0; n, — 1], alors :
(D) yplay = (ai=t) =l 7F s
(ii) vglay)(ay) = al;k(v)-
PREUVE : On a vu que pour tout k € [0; n, — 2], TF(a™~ 1) = y¥[a™(a™"1) € IZLTk( )-
Par conséquent, v+ [a™ 1] = Yirk(oyYE @i 1] et une récurrence immédiate prouve que
Vk € [0; n, — 1]]77E[a2v](avmv_l) = amv(v)l "
L’ autre point se démontre de maniere similaire. |

Puisque (a™ !, a™ 1) et (a2, a™) sont dans C' par construction, il s’ensuit que :

) v

Lemme 4.1.3. Siv e VNDerk € [0; n, — 1], alors :

(i) T&(ap =" ay) = ()~ ali) ™)

(ii) T, " (ab, av) = (afrk( ) a"};?’v];)

v v
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4.1. PERIODICITE DES GEODESIQUES DE BORD

PREUVE : On applique le lemme 4.1.2 en se rappelant que T (z, y) = (v¢[z](x), 75 [x](y)) et
T (@) = (VR (@) R () n

On pose alors :

weV o=V et v:V = V
v o~ It (v) v o~ ro™l(v)

Le lemme 4.1.3 spécialisé pour k = n,, — 1 donne immédiatement :

Lemme 4.14. Sive VND, alorsl.' )
() Tge M ai = ap ) = (apety ™ ayes” ™)

(ii) T, ™ (), ) = (a0, anisy).

Pour montrer qu’il s’agit de points 7--périodiques, on aimerait pouvoir dire qu’une certaine
itérée de v par p ou v revient en v. C’est possible par le lemme qui suit :

Lemme 4.1.5. ;o : V = Vetv : V — V sont des permutations de V', et vri, = r.

PREUVE : 1l suffit de prouver que y et v sont injectives. Si u(v) = p(w), 71 (v) = 7™~ (w)
et donc v = 7w 1= () = 7™ (). v et w sont ainsi sur la méme o-orbite et donc
nécessairement n,, = n,, et v = w. La preuve pour v est similaire.

Quant a la relation, il suffit de vérifier que

vrp(v) = vr™ o) = TU"T”U‘I(v)_lT””_l(v) =ra™ 1" v) = r(v)

Ol Nrnu—1(y) = 1, Puisque 71 (v) est sur la méme o-orbite que v. |

Comme 4 est une permutation de V, pour tout v il existe p, > 0 minimal tel que p*> (v) = v.
La relation vru = r impliquant que j et v~ soient conjugués, p, est aussi la v-période de v.

Théoréme 4.1.6. Soit c = (al*~ ', a ') € C. On est face a I’alternative suivante :

(i) soit pi? (v) € D pour tout j, et TL (¢) = c oi q, = Zigl Nk — 15
(ii) soit a~* et ™~ sont chacun dans la T'-orbite d’un cusp.
PREUVE : Supposons que pour tout j, 4’(v) n’est pas un cusp. On peut alors appliquer le

Puk(o) L k(o)1

lemme 4.1.4 en chaque (a“k W k) ), et une récurrence immédiate prouve alors que :

_ -1 —1
q ne—1 _me—1\ _ mtuPv—1(v) M (v) No—1/7 ny—1 my—1\ _ [ ny—1 _my—1
TCU (avv y ! ) - TC co TC TC (avv y ! ) - (av1 y oy ! )

Sinon, il existe un cusp dans la p-orbite de v. Soient ¢ > 0 et s > 0 minimaux tels

que p?(v), u~*(v) € S’ On note aussi g, = 77 '[a? ] et h, = " '[a™], de sorte que

golam™1) = CLZ‘(‘S)_l et hy(a™) = a:j(”fg) lorsque v € V. Puisque p/(v) € D pour tout

je[-s+1;q—1],il vient:

Ny — n v -1
Gua—1(v) - - - gv(av 1) = aﬂg(qz())) = :uq(v) < s!

my—1 T () Mys—1p(v)

h,js—2r(y) - hr(v)(av ) = hys—zr(v) - hr(v)(ar(v) ) = ety = 1/5_17“(1}) e st

car v*r(v) = rp T (v) = rupS(v) = 7@ 7% (v) est un cusp puisqu’il est sur la

méme o-orbite que p*(v). Donc a1 et a1 sont I'-équivalents a un cusp. |
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CHAPITRE 4. PROPRIETES DYNAMIQUES DU CODAGE ETENDU

Corollaire 4.1.7. Soit ¢ = (a? 7% a™~1"%F) € C avec k € [0; n, — 2]. On est face a
l’alternative suivante :

(i) soit 117 (o* (v )) € D pour tout j, et TX (¢c) = ¢;

(ii) soit a”“_l et ™= ¥ sont chacun dans la T-orbite d’un cusp.

PREUVE : Si k = 0, il s’agit du théoréme 4.1.6. Supposons donc k € [1; n, — 2], de sorte
quen,—1—ke[l;n,—2]etm,—1—-k € [n, +1; m, — 2]. Si v est un cusp, alors

am 17k = gmv=1=F — 4 et le résultat est montré. Sinon, notons v’ = ¥ (v). D’apres le lemme
4.1.3, . )
N1 — myr—=1\ ik ony—1  _my—1\ __ ny—1l—k _my—1—k\ __
Télay' ™ ayt' ™) = Telagiyy, apiy) = (@ F e 7h) = e

Alors, par le théoreme 4.1.6 :
(i) soit ¢ (v') € D pour tout j, et ¢ est dans I’orbite du point périodique (a:,”'_l, aﬁ“’_l) ;

(i) soit ' ", a;'}“’*l sont dans la T'-orbite 1d’un cusp, et par suite aj* ' F = y(ay ) et
o U N Ny —
am 1—k 7( ) aussi (ou y = vf[%f” J€D). "

En remplacant £ par n, — 1 — &, on obtient une nouvelle formulation :

Corollaire 4.1.8. Soit ¢ = (a*, a**") € C avec k € [1; n, — 1]. On est face a alternative
suivante :

(i) soit Vj< *(v)) € D pour tout j, et T¥ (c) = ¢;

(ii) soit a et a™** sont chacun dans la T-orbite d’un cusp.

PREUVE : La seule chose a vérifier est que

™K w) = o ) = i (17 )
= lruj_l(lTk(v))
= [y (7F (v)) car rpdl = v
= lro™ I (7%(v)) ot v = v (77(v))
)

— g™~ 1 _J(Tk(v>

donc /(0™ ~17*(v)) est un cusp si et seulement si =7 (7%(v)) en est un. |
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4.2. POINTS PERIODIQUES DE 1Ig, T, T, ET Tg

4.2 Points périodiques de 1z, T, 17, et T's

Dans cette section, on va mettre en relation les points périodiques de toutes les transforma-
tions que 1’on a été amené a étudier. On utilisera d’abord le résultat de la section précédente
pour prouver que les points périodiques de T, 17, et Tz sont en bijection, puis on montrera
qu’ils sont denses en se ramenant au billard géodésique.

Rappelons que C' peut étre décrit comme une réunion de rectangles

K
C=| | = J8
k=1

c’est-a-dire que si z € I}, alors {y € S' | (z,y) € C} est un intervalle [aff; bf[ = JF. Pour
x € IF, on notera alors [a®(z); b®(z)[ = [af; bff[. Les fonctions a” et b” sont constantes sur
chaque intervalle I} de la partition de Markov. On omettra les exposants L et R lorsqu’il n’y
aura pas de confusion possible.

4.2.1 Bijection entre les points périodiques de 7-, 1 et T

Tout point périodique de 7¢ induit naturellement un point périodique de 77, et un de T’z. Pour
montrer la réciproque il faut trouver, en partant de x 7 -périodique, la seconde composante a
lui accoler pour former un point de C' T-périodique Le seul candidat possible est, dans le cas
d’un point périodique hyperbolique, I’autre point fixe de I’hyperbolique primitif qui fixe z. Il
faut cependant montrer qu’il est bien situé en face de x dans le codage.

Lorsque x € Per(T)", on pose & 1'autre point fixe de I’hyperbolique ~¥[x] o & est la
période de x. La bonne hypothese sur le domaine fondamental pour manipuler les points pério-
diques de T, est de supposer qu’il existe p pour lequel |1”| = |T”|, > 1.

Lemme 4.2.1. Si x € Per(T;)" N I}, alors @ € [a®(z); b7 (z)[.

PREUVE : On pose v = ¥ [x] ol k est la période de . Puisque = € Per(Ty)™, |7/ (z)] > 1et:

Prenons y € [a®(z); b®(z)][, de sorte que (z,y) € C. Comme z est un point périodique hyper-
bolique, il n’est pas un cusp de D et donc (z,x) ¢ C. Ceci impose donc nécessairement que
y # x, et on a que pour tout n € N,

Ti*(z,y) = (vi*[)(2), 72 =] (y) = (Y (2),7"(y)) = (z,7"(y)) € C,

d’ot 7" (y) € [a®(z); b"(z)[ pour tout n. Ainsi, T = hr}rq v (y) € [a"(z); b"(2)].
n—-+0oo

Supposons maintenant que & = b%(z) ol x € Ja;al = '] Lorsque = € |ak; aft!]
(avec k € [n,; my, — 2]), b%(x) = a®~™. Or on a vu que :
— soit af ™ est un point T} -périodique, et dans ce cas x = & = ak~" = al ¢ |ak; af*!];
— soit ak~™ est dans la I'-orbite d’un cusp, auquel cas son stabilisateur est engendré par un
parabolique.

Dans les deux cas on débouche sur une contradiction, et donc & € [a”(z); b%(z)]. |
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CHAPITRE 4. PROPRIETES DYNAMIQUES DU CODAGE ETENDU

Ce lemme est I’ingrédient principal pour prouver que tout point périodique de 77, ou T se
releve donc en exactement un point périodique de 7.

Théoreme 4.2.2. On suppose que |T}| > 1 et |Ty| > 1. Alors

&, . Per(Te) — Per(Ty) et Or : Per(Tc) — Per(Tg)
(z,y) = @ (z,y) =y

sont bien définies et bijectives.

PREUVE : Si (z,y) € Per(1), alors il existe n > 0 tel que :

(T7 (z), Sg(x,y)) = T¢(z,y) = (2, y).

Donc 17" (x) = x et x € Per(T}). Pour ce méme n, (S7(x,v),Th(y)) = To"(x,y) = (x,y)
donc Tj(y) = y ety € Per(Tg).

Supposons maintenant que ¢y (z,y) = & (2',y'). Alors x = 2/, et si n > 0 est un multiple
commun aux 7¢-périodes de (x,y) et (x,y’) il vient (v} [x](x), v} [z](v)) = T&(z,y) = (x,y)
et (V7 [x](x), v} z](v)) = TE(x,y') = (x,y'). Par conséquent, 7}[x] fixe x, y et y/'. On a alors
deux possibilités :

— soit x € Per(T})*, auquel cas il n’est pas un cusp du domaine fondamental et nécessairement
r # yetx # y.Siy # y, yt[z] fixerait trois points distincts de S' et serait donc égal a
I’identité, ce qui est impossible lorsque 7 > 0. Donc y = ¢/'.

— soit x = v est un cusp, et alors 7}[x], qui fixe le cusp v, est nécessairement parabolique et ne
peut donc avoir d’autre point fixe. Ainsi y = v = /.

Reste & montrer que @, est surjective. Si « € Per(T)*, notons y = . D’apres le lemme
4.2.1, on sait que (z,y) € C. On a donc bien ®;(z,y) = x. Si par contre x est un cusp, alors
(z,x) € C et on aencore O (z,y) = x.

Les preuves de I’injectivité et de la surjectivité de ® i sont symétriques. |

Les points périodiques hyperboliques de 7, 717, et Tz sont donc en bijection, et ce par les
plus simples des applications : les projections canoniques de T? sur ses composantes.

4.2.2 Description des orbites et densité des points périodiques

Nos résultats d’orbite-équivalence entre les transformations de Bowen-Series et le groupe
nous permettent de décrire précisement les orbites de 1’extension naturelle dont elles sont les
facteurs. Nous pouvons ici revenir a supposer que D est de volume fini, even corners et pas
triangulaire de classe 0, sans hypothese sur la dérivée de 7'

Théoreme 4.2.3. Soit (x,y) € C. Alors
{T6(x,y) [ neZy ={(v(x),7(y) |y e T\ {id}; nC

et en particulier
{T¢(z,y) [n € Z} ={(7(2),7(y)) [y €T} NC.

La T-orbite d’un point de C' est donc I’intersection de son orbite sous 1’action diagonale de
I" avec C, et le point original est atteint par cette action si et seulement si il est 7(--périodique.
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4.2. POINTS PERIODIQUES DE 1Ig, T, T, ET Tg

PREUVE : Si (2/,y') = T4(x, y) pour un certain n € Z*, alors (z',y’) € C puisque T¢ est une

bijection de C, et :

—sin >0, («.y') = (T7(2), Sh(.)) = (4(x).7(9)) avee 7 = 17[a] # id:

—sin <0, (2,y) = (5 "(z,y), T"(y) = (v(2),(y)) avec v = v5"[y] # id.
Remproquement supposons que (a: y') = (v(x),7(y)) € C avecy € I' \ {id}. Il existe

p,q > 0 tels que v/ [x] = ~vi[y(x)]y. Or, comme (2',3) € C, on peut prendre son image par

Tl et:

To(',y) = (@) (v(@)), v (@)](v() = (vl (@), L[zl (w) = TE(z, y).

Donc (2',y") = TH(x,y) avecn = p — q.
Supposons maintenant que n = 0, 1.e. que p = q. Alors
(v(2),7(v) = (@,y) = Te(w,y) = (,y).
En particulier, la relation d’orbite-équivalence pour les mots du codage devient

p

vlz] = vilv(@)ly = Llzly
Donc v = id, ce qui contredit notre hypothese. |

Ainsi, une géodésique (x,y) € C' est To-périodique si et seulement si I'-orbite ne rencontre
C' qu’un nombre fini de fois, et si et seulement si (z,y) € {(v(x),v(y)) | v € '\ {id}}. C’est
12 toute la puissance de la propriété d’orbite-équivalence pour les mots du codage.

A T’aide de la conjugaison ¢ : B — C entre T et T¢ construite au chapitre 2, on peut
facilement retrouver le méme résultat pour 7.

Corollaire 4.2.4. Soit (z,y) € B. Alors

{Tp(x,y) [ n e 2} = {(h(x),7(y) [y e T\ {id}} N B

et en particulier
{T5(z,y) | n€Z} ={(v(2),7(y)) |y€T}INB.

PREUVE : Si (2/,y') = T3(z,y), alors il est bien clair par la définition de la bijection Tz que
(«',y') € Betque (2/,y") = (y(x),7(y)) avec la méme isométrie v € I".

Réciproquement, supposons que (z',y") = (v(z),v(y)) € B pour un certain v € I' \ {id}.
Puisque ¢ a été construite pour agir comme la méme isométrie sur les deux composantes, il

existe g, g' € I tels que ¢(z,y) = (9(), 9(y)) et p(2',y') = (¢'(2'), ¢'(y')) Mais alors
o' y) = ('), dW") = (gv(x), d (W) = dvg (9(x),9(y)) = g'vg ez, y) € C

avec p(z,y) € C.
Montrons alors que ¢’yg~! # id. Sinon, ¢’y = g donc

o(z,y) = (9(x),9(y)) = (¢7(x),9"v(¥) = (¢ (@), ¢'(¥)) = (', y).

Or ¢ est une bijection, donc ceci implique que (z,y) = (2/,y’) et ainsi que g = ¢'. Il vient alors
v = ¢ g = id, ce qui est absurde.
Alors, d’apres le théoreme 4.2.3, il existe n € Z* tel que p(2',y') = TH(¢(x,y)). Ainsi,

(2, y) = ¢ ' Tep(z,y) = Th(z,y). |
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De la méme maniere que pour le théoréme 4.2.3, une géodésique (z,y) € B est Tp-
périodique si et seulement si sa ['-orbite ne rencontre B qu’un nombre fini de fois, et si et
seulement si (z,y) € {(y(z),v(y)) | v € I'\ {id}}. En particulier, on ne revient pas en I’iden-
tité par un mot du billard.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que I’application © de la proposition 2.1.13
est injective, et donc qu’elle conjugue bien le flot géodésique P sur la surface M et la suspension
W du billard géodésique. En effet, s’il existe v € I' tel que

O(P(x,y),5) = p(x,y,s) =vo(a',y,s") = y@(P(2',y),s) = @(v(P(2',y)),s),

alors P(z,y) = ®(y(P(2',y)),s'—s). Ory(P(z’,y)) est un point-vecteur du fibré unitaire tan-
gent qui engendre la géodésique (y(z'),v(y')), donc P(x,y) engendre aussi cette géodésique.
Mais comme il doit engendrer par définition la géodésique (z,y), on a nécessairement que
(v(2"),v(y")) = (x,y). Puisque (x,y) et (2’,y’) sont dans B, le corollaire 4.2.4 s’applique et il
existe n € Z tel que (x,y) = TH(2',y'). Le lemme 2.1.12 conclut alors que s = s + 7,,(z, y),
eton abien (z,y,s) ~ (¢/,y, ).

Ce corollaire 4.2.4 pouvait aussi se montrer de maniere élémentaire en étudiant en détail la
constitution de I’ensemble B, mais la preuve que I’on vient de faire est plus élégante, et on aura
de toutes facons aussi besoin de la conjugaison pour prouver que les points périodiques de 7T
(et donc de 17, et de T’r) sont denses :

Théoreme 4.2.5.

(i) Les points périodiques de T sont denses dans B.

(ii) Les points périodiques de T sont denses dans C.

(iii) Les points périodiques de T}, et Ty sont denses dans S*.

PREUVE : Prenons U un ouvert de B. Il contient un rectangle ouvert I x J C U et, quitte a le
réduire, on peut supposer que I N J = () puisque 'intérieur de B ne recontre pas la diagonale
du tore T?. Or, d’apres le théoreme 5.3.8 de [Bea83], et puisque I' a pour ensemble limite
S! tout entier, il existe v € I' hyperbolique (donc non trivial) dont les points fixes x,y sont
respectivement dans I et J. Alors (y(x),v(y)) = (z,y) € B et, d’apres le corollaire 4.2.4, il
existe n € Z* tel que T"(x,y) = (x,y). Donc (z,y) est bien T-périodique.

Soit maintenant U un ouvert de C'. Puisque la conjugaison ¢! : C' — B est définie sur une
partition finie de C' ou elle est continue (et méme lisse) sur chaque morceau, on peut supposer
que U est inclus dans un de ces morceaux. Alors ¢! (U) est un ouvert de B qui contient un
point (z,y) Tg-périodique d’apres le premier point, et p(z,y) € U C C est Ti-périodique.

Enfin, les points périodiques de 717, et T sont denses car ils sont I’image des points pério-
diques de T par respectivement la premiere et la seconde projection. ]

Par conséquent, les hypotheses du théoreme 3.2.14 sont vérifiées, et on obtient le théoreme
synthétique suivant :

Théoreme 4.2.6. Soit I' un groupe fuchsien du premier. On note T' = Ty, ou'Tr le codage
de Bowen-Series associé a un domaine fondamental even corners, qui n’est pas triangulaire de
classe 0, et pour lequel |T"|, > 1 pour un certain point p a l'intérieur du domaine. Alors :

(i) Pour tout y, I’ensemble T (y) des préimages de T est dense dans S'.

(ii) Per(T) est dense dans S'.

(iii) Pour tous couples U, V d’ouverts de S*, il existe n > 0 tel que T"(U) NV # ).

(iv) Il existe un G-dense de points de S* dont la T-orbite est dense.
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4.3 Codage symbolique

Finalement, nous allons montrer que le systéme dynamique (C, T¢) est conjugué - modulo
un nombre dénombrable de géodésiques - a un sous-shift de type fini ayant pour alphabet les
intervalles de la partition de Markov de 77, et de transitions celles de 7. L’idée est que le
futur du mot détermine parfaitement le début = d’une géodésique, et qu'une fois x fixé le passé
du mot définit la fin y de la géodésique. Une partie des idées dévelopées ici serviront dans le
dernier chapitre pour construire une réciproque partielle a I’application qui associe une fonction
propre de 1’opérateur de transfert a une distribution de Helgason.

Les idées des preuves exposées ici sont similaires a celles de la preuve du lemme 3.2.13.
Par conséquent, on est naturellement amenés a faire les mémes hypotheses que pour ce lemme,
i.e. a supposer que le domaine fondamental est de volume fini, even corners, non triangulaire
de classe 0 et tel qu’il existe p pour lequel |17 = |1"|, > 1.

4.3.1 Partitions opposées

On rappelle que 775 et T,;" peuvent s’écrire

Te(x,y) = (vplal(@),7zlz](y) et T6"(@,y) = (vely)(2), 7RlYI(Y))

On note ST, la seconde composante de 77 qui vérifie naturellement S%(z,y) =y, S), = Sget:

St (a,y) =m0 TE (2, y) = (mp 0 Te) 0 T (x,y) = Sr(TE(x,y)) = Sr(T(x), Sh(z,y))
= (m 0 T¢) o Te(z,y) = Sgp(Te(z,y)) = Sg(Tu(z), Sr(7,v))

De méme, on note S} la premiere composante de 7, qui vérifie des relations similaires.

Siz € S', onnote [a(z); b(z)[ = [a”(x); b%(x) [ I'ensemble des y tels que (z,y) € C. a et
b sont des fonctions de S dans S! constantes par morceaux.

A z fixé, y — Sg(z,y) agit par y;[z] et induit donc une bijection de [a(z);b(z)[ dans
[velz](a(x)) = Sgr(z,a(x)); vL[z](b(x))]. Une récurrence immédiate montre que y — Si(x,y)
induit une bijection de [a(x); b(z)[ dans [y} [z](a(x)) = SE(x, a(z)); v} [x](b(x))].

On notera C' = | |, _¢: [a(2); b(x)] & C. T se prolonge a C' en posant :

Te(x,b(x)) = (To(x), Sr(x,b(x))) = (e[z](x), volz](b(2))).

y — Sg(z,y) induit alors une bijection de [a(z); b(x)] dans [Sg(z, a(x)); Sr(x, b(x))]. De plus,

Si(w,b(z)) = v [e(b(@) = lim lel(y) = lim Sp(r,y) € [a(Ty(2)); BTy (x))

y—b(z) y—b(x)

puisque Sg(x,y) € [a(Ty(x));b(TL(z))]. Par conséquent, Te(z, b(z)) € C et on peut définir
par récurrence Sp(z, b(x)) de sorte que I’on ait toujours S%(x, b(z)) = ~}[z](b(z)).

La remarque-clé qui conditionne toute cette section est qu’un intervalle [a(x); b(z)[ est
découpé par les images des intervalles [a(z); b(x)[ par Sg pour = T, -préimage de «’. Elle traduit
le fait que 7 soit une bijection.

Lemme 4.3.1.
Vn € N,Va' € S [a(2); b(a)| = |_| [SE(x,a(x)); SE(x, b(x))].
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PREUVE : Soientn € Neta’ € S* fixés.
Prenons ¢’ € [a(2'); b(z")[. Comme T¢ est une bijection, il existe (z,y) € C tel que

Te(x,y) = (@, y') = (T7(x), Sp(z,y))
Or (2,) € C implique que y € [o(x);b(x)[, done y' = S}(, ) € [Sh(z, a(x)); Sz, b(z)).
Réciproquement, supposons que y' € [SE(x,a(x)); Si(z,b(x))[ ou T} (z) = z’. Puisque
S%(z,.) est une bijection de [a(z);b(x)[ dans [SE(z,a(x)); SE(z,b(z))[, il existe un unique
y € [a(z); b(x)[ tel que S (z,y) = y'. Mais alors (z,y) € C et donc :

(«,y) = (T¢ (x), Sg(z,y)) = Té(z,y) € C.
y' doit donc étre dans [a(x); b(z')].
Enfin, supposons que y' € [SE(x1, a(z1)); SE(x1, b(x1))[ N [SE(xa, a(xe)); SE(z2, b(xa))[.

De méme que précédemment, on peut trouver un unique y; € [a(xy);b(z1)| (respectivement
Yo € [a(xq); b(xa)]) tel que v/ = SE(z1,y1) (respectivement y' = SE(z2,y2)). Or

Té(zr, ) = (TL(21), Sp(z1,m1)) = (@, y) = (TL (x2), Sg(x2,92)) = TE (22, y2),
donc xy = x5 puisque T est une bijection de C'. |

Lorsque ¢ est fixé dans [a(2');b(2")[, la préimage de 2’ qui détermine dans quel sous-
intervalle de cette partition vit 3/ est donnée par S} (z',y') :

Proposition 4.3.2. Pour tout (x,y) € C,
y € [Sr(Si(2,y), a(S1(x,y))); Sk(SL(2,y), 0(ST (2, y)))[-

PREUVE : Notons z,, = S}(z,y). Il est clair que 77 (z,,) = mTET,"(x, y) = x. D autre part,
To"(x,y) = (St(x,y), Ti(y)) € C donc Th(y) € [a(zy,); b(xy,)| et:

y =mTeTe " (x,y) = Sp(SL(x,y), Tr(y))
= SI%(ITH Tlg(y)) € [Slg(xm a(xn))? Sjn%(znv b(xn))[

Donc z,, est I'unique w tel que 77 (w) = z ety € [SE(w, a(w)); SE(w, b(w))]. |
Si z € S' est fixé, il existe donc pour tout n > 0 un unique z,, tel que 77 (z,) = = et
S%(x,,,b(z,)) = b(z). On prolonge ainsi T,;' a C en posant Sp,(z, b(z)) = 1.
Deux images d’intervalles [a(z);b(x)] sont incluses I’'une dans I’autre si et seulement si
elles sont sur la méme branche remontant a 2’ dans 1’arbre de ses préimages.
Lemme 4.3.3. Soient 2’ € S', n, k >0, et x,,, i r € S! tels que TP (x,,) = TEM(@LM) =q.
[S?_k (xn-&-k’a a(xn+k))§ SEJ’]C (In-&-k‘a b(‘%n-i-k)) [ C [S]%(SIJ”, a(wn)); Sﬁ(znv b(xn))[

si et seulement si TF (T, 11) = Tp.

Ce résultat est vrai avec des intervalles ouverts, semi-ouverts a gauche, a droite, ou fermés.
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PREUVE: Ona:
[Slg(mm a(zn)); S}@z(xm b(xn))[ = S]%<xnv [a(xn)Q b($n)[)

= Sp w |] [Shima(@); Shiz, b))

Tf (z)=an
= [ [SuTE@), Shiz, a(@)); SHTE), Skiw, b)) |
Tf(z)=an
= || S5 al@); SE (b))
T (x)=an

Si TF(Znik) = Tn. il est donc clair que [Sp (24, a(@nik)); ST Ttk b(2pr)) [ est inclus
dans [S(zn, a(xy,)); SE(xn, b(z,))[. Réciproquement, si I’inclusion est vérifiée, il existe un x
tel que TF(x) = x,, et:

(S (@t 0(nes))s S (s bznen) | = [S5™ (. ala)); S5 (. b)) [

Comme ces intervalles sont soit confondus soit disjoints, on doit forcément avoir =, = .
Dot TF(zpin) = Tp. [ |

Deux images d’intervalles [a(x); b(z)| s’intersectent si et seulement si la plus lointaine du
point de base z’ est incluse dans la plus proche.

Lemme 4.3.4. Soient 2’ € S, n, k > 0, et 2, Ty € S tels que T} (x,) = T) ™ (2n14) = .
(S (s 6(s); S (e, D) [ 0[S, a(0)): Sl b)) [ # 0
si et seulement si
[SE s ()3 S (i b)) [ (S, 0ln)s S b))

Ce résultat est vrai avec des intervalles ouverts, semi-ouverts a gauche ou a droite ; mais il
est faux avec des intervalles fermés.

PREUVE : La condition suffisante €tant évidente, montrons la condition nécessaire. Soit

y € [Sh(en, aea)): Splan b)) = | ] [SE™ (2, a(2)); SE™(z,0(2)) [

TF(z)=zn
Il existe un unique z tel que Tf(z) = z, ety € [Sp(z, a(z)); Sp™* (2, b(z))[. Mais alors

[S}z+k($n+ka Cl(fl?n-f—k)); Sﬁ+k($n+k, b(:vn+k)) [ N [S?k(% a(:z:)); S}?—k(xv b(x)) [ 7 @’

ce qui ne peut se produire que lorsque ,,,; = . Donc T (x,.,) = TF(x) = x, et on a
I’inclusion demandée. |
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4.3.2 Densité des partitions opposées

On va s’intéresser plus particulierement aux extrémités de ces images d’intervalles opposés.
Notre but dans cette sous-section va étre de montrer qu’elles sont denses dans I’intervalle de
base [a(z’); b(z)]. C’est un résultat élémentaire pour I' cocompact car on a alors contraction
stricte de la taille de ces images d’intervalles. Dans notre cas, et de méme qu’au chapitre 3 pour
prouver le lemme 3.2.13, on devra remplacer ce raisonnement par un argument de monotonie
puis utiliser un peu de combinatoire du codage. On en déduira que pour tout (x,y) € C, la suite
| T (S (x,y))| diverge vers +o0.

Définition 4.3.5. Pour 2’ € S*, on note A"(2') = {a(2)} U {St(x,b(z)) | TP (x) = x'}.
Les A" (z) forment une suite croissante de sous-ensembles de [a(z'); b(z')].

Proposition 4.3.6. Pour toutn > 0 et 2’ € S,

(i) A™(2') est fini ;

(ii) A™(2') C [a(2'); b(a")];

(iii) A™(2') = {Sk(z, a(x)) | T (x) = 2"} U {b(z')};
(iv) A"(z) © A (a),

PREUVE : (i) provient du fait que le nombre de préimages par 77, est fini et uniformément
borné sur S!. Les points (i7) et (i74) sont clairs par le lemme 4.3.1. Reste a prouver (iv).
Soity’ = S}(x,b(z)) € A™(a'), avec donc T} (z) = 2. Comme d’apres le lemme 4.3.1

[a(2);b(@)[= || [Sk(F a(@)); Sk(Z,b())[,
TL(Z)=x

b(x) est réalisé par une et exactement une extrémité droite des sous-intervalles de la partition,
i.e. il existe un unique 7 tel que 77, (%) = = et Sg(Z,b(7)) = b(x). Alors T; (%) = Tp(z) = o
et:

SEHH(E, () = SH(TL(E), SR(i’ b(T))) = 51’%(96 b(r)) =1y u
Définition 4.3.7. Pour tout z’ € S', on note Az U A"(z
n>0

Dans toute la suite on supposera qu’il existe p € D tel que |77 |, > 1 et qui ne soit le centre
d’aucun elliptique de I'. Pour alléger les notations, on posera |y'(x)| = |7'(z)|,.

Proposition 4.3.8. Pour tout ' € S', A(2') est dense dans [a(z'); b(2)].

PREUVE : Sinon, il existe |u; v[ N [a(2’); b(x")] ouvert de [a(z’); b(x")] qui ne coupe pas A(z).
Puisque a(z’), b(z") € A(x), on peut supposer que Ju; v[ C Ja(z'); b(z')].
Notons zg = ', ug = u, v9 = v, ag = a(xg) et by = b(xg). On rappelle que

lagibo[ = || [Sr(x,a(x)); Sa(z,bx))[.
Tp(z)=z0

Comme A'(zq) N Jug; vo[ = 0, il existe (un unique) z; € S' tel que T, (1) = x; et pour lequel
Jug; vo| C |Skr(x1,a(x )) r(71,b(z1))]. On pose alors a; = a(xy), by = b(xy1), 1 = Vi [z,
uy = 5 H(ug) et vy = 7 (vg). Puisque
C

[Sr(x1, a1); Sr(@1, b1)[ = Jyi(a1); y (b)),
on en déduit que Jur; v1[ = |77 H(uo); 7y (o) [ C Ja; b

]Uo;Uo[

128



4.3. CODAGE SYMBOLIQUE

Mais on sait de plus que A(x1)N]uq; v1[ = (). En effet, sinon il existe un y € A(x1)N]ug; 1.
Comme Juy;v1[ C Jay; by, y # a; et ’écrit donc ST (w, b(w)) pour un certain w € S' vérifiant
TP (w) = x;. Mais alors :

TEH_I(’LU) = TL(ZL‘l) = X9
Sp'(w, b(w)) = Sr(TE (w), Si(w, b(w))) = Sk(x1,y) = 71(y) € Juo; bo

Donc A(xg) N Jug; vo[ # 0. C’est absurde.

On peut ainsi construire par récurrence des suites (z,,), (u,), (v,) de points de Sy, et (,,) de
générateurs de I, tels que pour tout n :
@) Y41 (Tnr1) = Ty Vo1 (Unt1) = Un €8 Vg1 (Vng1) = Uns
(ii) |un; vn| C Jan; by ol a, = a(x,,) et b, = b(x,,) ;
(iii) A(xy) N ]uy; v, = 0.
De plus, comme u,, et v,, sont dans |a,; b,[ qui, par construction de C, se situe a I’extérieur du
cercle isométrique de +,,, on a aussi que |7/, (u,)| < 1et |7, (v,)] < 1.

On note d*(z,y) = exp(—b(p,z) — by(p,2)) (ou z € (z,y)) le carré de la distance de
Gromov basée en p. d(z, y) est équivalente a |z — y/, et on rappelle la relation :

va,y € SL,Vy € T, d*(y(2),7(y)) = W' @)1V ()| d* (=, y).
Posons d,, = d*(uy,,v,). dy = d*(u,v) > 0 par hypothese. De plus, pour tout n,
n = d2(um Up) = dQ(Vn—&-l (Un41); Yns1(Vny1))
= ”Yylzﬂ(unﬂ)’”Y:z+1(vn+1)|d2(un+17Un+1) < A (tns1; Ung1) = dnga.

Donc (d,,) est croissante, majorée par max {d?(ag, b) | k € [1; K]} : elle converge donc vers

n

un certain § > dy > 0, et = V41 (Ung1) || V541 (Vn41)| converge ainsi vers 1.

n+1
Fixons € > 0. Il existe donc N tel que :

n

vnz N+ 11 —e <= |y () [[7 (0ne) < 1

n+1

Sin > N, on obtient donc que

>1—c¢
177, (vn)]

12> |y (un)| >

puisque 0 < |7/ (v,)| < 1. De méme, 1 > |7/ (v,)| > 1 —e.

On pose o(y) = {x € S' | |7/(z)| = 1}. Comme ~,, ne peut pas étre un elliptique centré
en p, o(7,) possede exactement deux éléments. Or ~,, ne peut prendre qu’un nombre fini de
valeurs car il est donné par un des générateurs du groupe associé€ a un des cotés du domaine
fondamental. Donc par continuité des |7, | pour v € V, il existe a(g) > 0 tel que :

(i) Vn,Vs € o(,), Vo € B(s,a(e)), 1 —e < |y ()] < 1+¢;
(i1) £1_1>r(1) a(e) =0.

Donc, pour tout n > N, on a

Up, Up, € Jap; by N U B(s, a(e)).

s€a(n)

Quitte a diminuer € (ce qui augmente ), on peut supposer que :
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(i) 2a(2) < Vo ;
(i) Vn > N, B(s1,a(e)) N B(sg, a(e)) = 0 avec s1, s9 € (Vn) ;
(iii) Yn > N, B(s, a(e)) N [an; bn] # 0 < s € [an; by] avec s € o(7,) (il suffit de prendre a(e)
plus petit que min {d(s, [a,;b,]) | n > N, s € o(v,) N a,; b,]} qui se trouve étre un ensemble
fini puisque les [a,; b,] sont en nombre fini).

Pour tout n > N, u,, et v, ne peuvent étre dans la méme B(s, a(¢c)) (s € o(7,)) puisque

d(tn, vn) = \V/dy > V/do > 2a(c) = diam(B(s, a(e))).

Mais uy,,v, € Jan;b,[ donc nécessairement les deux éléments de o(+,) doivent étre dans
[a,,; b,]. Ceci ne peut se produire que si x,, est toujours dans I’intervalle immédiatement a droite
d’un cusp, auquel cas o (7,) = {a,; b, }.

Si le groupe est cocompact, on a déja une contradiction et la preuve est terminée.

Sinon, puisque le domaine fondamental n’admet qu’un nombre fini de cusps, au moins 1’un
d’entre eux - notons le v - est visité un nombre infini de fois. Quitte a extraire une sous-suite,
on peut donc supposer que z,, € I? pour tout n > N. Notons a = a,, b = b, qui sont
maintenant constants pour n > N. Comme |u,;v,[ C ]a;b[, nécessairement u,, € B(a, a(c))
etv, € B(b,a(e)). Or lorsque ¢ tend vers 0, a(e) tend vers 0. Donc (u,) converge vers a, (vy,)
vers b, et donc d,, converge (en croissant) vers d?(a, b).

Or, lorsque v est un cusp, il existe & > 0 tel que tout z € I° admette au moins deux
préimages par 7. En effet, supposons qu’il n’en ait qu’une pour tout k. La propriété de Markov
assurant que le nombre de préimages est constant sur chaque intervalle, il suffit de le montrer
pour z,. Apres extraction, x, 1 est aussi dans IS, et il existe £ > 0 tel que Tf(a:n“) =z, et
[a; b] = [SE(znt1,a); SE(@ns1,b) [ 7 = 75 [2n11] est alors un hyperbolique non trivial de I qui
fixe le sommet a I'infini v = a. C’est absurde.

Si x admet au moins deux préimages a la profondeur , alors il existe un z € a; b[N A*(z).
Notons p = min{d(a, z),d(z,b)} > 0 et ug = min{y, @} Comme d(a,u,) et d(v,,b)
tendent vers 0, il existe N’ > N tel que pour n > N’, d(a,u,) < po et d(v,,b) < po.
L’intervalle |u,;v,| étant d’intersection vide avec A(x), z € |a;u,[ U Jv,; b[. Si par exemple
z € |a; u,][, alors on a pour n > N’

p = min{d(a, z),d(z,b)} < d(a,z) < d(a,u,) < po < p.
C’est une contradiction. [
Définition 4.3.9. Si 2’ € S!, on pose
On(w) = max {d(Sg(z, a(x)), Sg(z, b(x))) | Tf () = 2"}
C’est aussi la distance maximale entre deux éléments successifs de A™(z).
Corollaire 4.3.10. (5,,(2")),>0 décroit vers 0.

PREUVE : Comme A"(z') C A" (z), 6,1 (2) < 6,(2).
Soit & > 0. Il existe (uy)rep1; k7 tel que [a(z’); b(2')[ = |_|£:11 [ug; 1| et d(ug, ugs1) < €.
Or A(z') est dense, donc dans chaque ]uy; u41| on peut trouver un Sp*(xy, b(zg)). Posons
N =max{n; | k € [1; K]}. Pour tout k,
S (wx, b(xx)) = Sg (. (@) = Sk (T, a(7k)) € AY(2')

et la distance entre deux de ces éléments successifs est inférieure a 2¢. Donc oy (2') < 2c et la
décroissance acheve la preuve. |
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Corollaire 4.3.11. Soit (,,),,>0 une suite d’éléments de S* tels que pour tout n, T, (x,41) = .
Alors :

— soit il existe un cusp v tel que x,, = v pour tout n, auquel cas |(T}") (z,)| = 1;

— soit nl_l)r_{loo (T7) (z)] = +o00.

PREUVE : On pose a, = a(x,) et b, = b(x,). Il existe A > 0 tel que : Vn,d(a,,b,) > A.
Alors :

0n(2)? = d*(Sk(@n, an), Sp(Tn, b)) = WE[wn] (@n) VL[] (bu)|d* (an, bn)
> |7z [@n] (an)|[VE[za] (b2) A
Comme (6,,(z')) converge vers 0, n1—1>I—QI-loo Ve [2n) (an) || [2n) (b)) = 0. Or |y} x,) (an)] < 1et
|77 [zn) (by)| < 1, donc ces deux suites ne peuvent étre simultanément minorées par un nombre
strictement positif. Supposons par exemple que inf,, |y} [x,] (a,)| = 0. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que ngrfoo |7 [2n) (ay)] = 0. Alors
d*(a', S (2, an)) = d*(T} (20), Sh(Tn, an))

= Elzal (@a)IIVE 0] (an)|d* (20, an)

< Elzal (@a) VL [20] (an) | diam*(ST)
S’il existe NV tel que ' ne soit pas un cusp, alors pour tout n > N,

0 < d*(2', SH (vy,an)) < d*(2, S(xn, an))

puisque S%(zn, a,) € [SN (zn,an); SK (xn,by) | C Ja(a’); b(z')].
Comme lirf IV [2n] (an)] = 0, 1a suite (|7} [2n] ()] n>0 est nécessairement non bornée.
n—-+0oo -

Puisqu’elle est croissante (|77 | > 1), elle diverge vers +-oo. |

4.3.3 Projection sur A" (z')

Puisque A(z') est dense dans [a(2”); b(z')], on peut construire des applications de projection
des points de cet intervalle sur les raffinement successifs A" (z'). Ces approximations vont nous
servir au prochain chapitre.

Définition 4.3.12. Pour tout 2/ € S! et n > 0, on construit o, (2, .) : [a(z'); b(2")] — A™(2') :
vy € [a(2');b(@) [, an(2’, y) = SR(ST(«",4), a(SE(2', y)));
a, (2, b(2") = b(2).
A noter que v, (2, b(2')) # SE(SH(z',b(2)), a( S} (', b(2'))) puisque le premier vaut b(z')
tandis que le second est un S%(x, a(x)).
Lemme 4.3.13. Pour tout (2',y') € C etn >0, a1 (2, y) € [on(2',9); /).

PREUVE : Pour abréger les notations, on omettra les (z', y').
Siy = b(2'), alors o, = v, 1 = b(a') et le résultat est vrai. Sinon, on note =, = S} (2, /).
Alors

Y €[Sk (@ns1, a(@n41)): SR (T, b(zain)) [ C [S(@n, al@n)); Sh(xa, ban))]

puisque T (zn+1) = @ Done [ani15 9] C [am; ], ce qui implique que cvppy € [o3y/]. W
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Proposition 4.3.14. Pour tout (z',y') € C, lim ay(2',y) =y.
n—

—+00

PREUVE : D’apres le lemme 4.3.13, on sait que (), est monotone. D’autre part, la densité
de A(z') assure que 1’on peut trouver des éléments de la suite aussi proches que I’on veut de ¥/
Par conséquent elle converge vers ¢/'. |

4.3.4 Le codage étendu comme sous-shift de type fini

Notons Z = {I; ... Ik } la partition de Markov associée a Ty, et M L sa matrice de transition,
i.e. la matrice de taille K a les coefficients dans {0; 1} vérifiant :

Vi k, M5 =1 I, C Ti(I)).

Par abus de notation, on notera 7y, [k] = v, [z] indépendant du choix de = € ;. Chaque point de
S! est situé dans un unique intervalle de la partition, ce qui nous ameéne a poser

k: St = [1; K]
x + D'unique k tel que x € I,

Fixons 0 < 6 < 1. On définit les espaces de mots M *-admissibles suivants :

X = {(kn)nzo | Vn 2 0, My, . = 1} munide dy((ky), (I,,)) = g=0in=0lrsnhi=i
X7 (ko] = {(kn)nzo | Vn < 0, M[ =1} munide dg((ky), (1)) = g°Pin=0Wisnk=l=i
X = {(kn)nez | ¥n € Z, M . . =1} munide do((ky), (1)) = 7Ptn=0lFlilsnk=li}

kn+1

qui sont compacts. De plus, ils naturellement reliés par les projections canoniques

+ X — Xt
r = (kn)nez = xt = (kn)nzo

= (kp)nez — = = (kn)n<o € X~ [ko]

On peut alors définir les opérateurs de décalage unilatéral et bilatéral

ot Xt = Xt o X — X
(kn)ns0 = (knt1)n>0 (kn)nez = (Fng1)nez

ainsi que 1’opérateur d’injection de &’ a droite

o [K] : || a7k — X[k
k|M}ik,:1
kn+1 sin <0
kp)n<o € X k] —
(FaJrso % {k sin =0

On va montrer que (C, T) est conjugué a une sous-partie de (X', o).

Lemme 4.3.15. Soit (k,)n>0 € X*. Onnote y, = i [k,). Alors (75" .. ',YT:—ll(Kn))n>0 est une

suite décroissante de sous-intervalles de I, dont le diametre tend vers 0.
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PREUVE : Pour tout n, on note g, = y,_1...7% € I' et U, = g '(I},). Montrons tout d’abord
que (U,) est une suite décroissante d’intervalles fermés. En effet,

Unit =0 (Teu) =% V1Y Tkwe) €% - Yata (k) = Un
car M
sante de sous-intervalles fermés de Iy, .

Supposons par I’absurde que la suite des diametres des (U,) ne décroisse pas vers 0. Alors
U = Musovzlko] ™" - yLlkn1]"(It,) est un intervalle fermé non réduit a un point, donc

= 1 implique que 7'(Iy,) = vn(Ix,) D I, ,,. Ainsi (U,,) forme une suite décrois-

n+1°

contient un intervalle ouvert Ju; v| avec u # v. Posons Ij,, = [x,;v,] ainsi que u, = g, (u) et
Un = gn(v), de sorte que U, 11 = Y (uy) et V11 = Y, (v,) pour tout n. Alors

dQ(un-l—lavn-l—l) = |7:z(un)||7;z(vn)|d2<umvn) >1

car [t,; v,] = gn([u;v]) C g,(U) C Iy, . Par conséquent, la suite (d?(u,, vy ))n>0 €St croissante,
majorée par le carré du diametre de S* : elle converge vers § > d?(u,v) > 0. Ainsi,

d2(“n+17 Un+1)

— 1 lorsque n —
P (1, 00) que n — +0o0

[ () |1 (vn) | =
Soit € > 0. Il existe alors N > 0 tel que :
Vn > N, 1< [y, (un)l[7,(va)] <1+e.
Puisque |7/ (u,,)| et |7/ (v,)| sont tous deux supérieurs ou égaux a 1, on en déduit que
Vn > N,1<|v (u,)| <1l+4+eetl <|y (v,) <1+e.

Avec le méme raisonnement qu’a la proposition 4.3.8, on en déduit qu’en faisant tendre € vers
0 on peut avoir u,, aussi proche que souhaité de z,, et v,, de y,, et que |7, (x,)| et |7, (y,)| sont
arbitrairement proches de 1. Par la structure de la partition de Markov, il doit alors exister un
rang n tel que |7, (x,)| = |7, (yn)| = 1; et cette situation ne peut se produire que si z,, et y,, sont
des sommets a I’infini du domaine fondamental. Comme +,, ne peut pas étre un hyperbolique
d’axe (x,,y,) qui est un co6té du domaine, il ne peut fixer a la fois x,, et y,,. Mais pour peu que
uy, et v, soient suffisamment proches de x,, et y,,, v, (u,) et v,(v,) seront aussi respectivement
proches de v, (z,,) et de v, (yn) ; et [tni1; Vni1] = Yn([un; v,]) devra dans les deux cas couper
au moins deux intervalles de la partition. Ceci contredit le fait que chaque intervalle [u,,; v,] doit
étre inclus dans un intervalle de la partition. Le diametre des (U,,) décroit donc vers 0. |

On peut donc voir la dynamique en avant de 77, comme un sous-shift de type fini unilatéral.

Proposition 4.3.16. L’application

Qo : Xt — st
(kn)nzo = () velkol ™ - velbn-a]) ™ (Tk,)

n>0

est bien définie, uniformémement continue, envoie la suite (k(T}(x)))n>0 € X sur x (donc est
surjective), et :
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(i) si il existe n > 0 tel que T}'(x) € {al | v € V,j € [1; m, — 2]}, alors x admet exactement
deux préimages par ¢ ;

(ii) sinon, x admet une unique préimage par .

De plus, si Xt = X1\ {(k,) | k(TP (¢(k))) # k} alors Uapplication

P X = st
ko= (k)

est une bijection de réciproque © — (K(T](x)))n>0, €t
Vk € X", TL(@(k)) = 2(0" ().

PREUVE : D’apres le lemme 4.3.15, on peut appliquer le théoreme des fermés emboités a
MN,s0 VLlko] ™+ - vL[kn—1]"' (I1,) qui est donc réduit & un unique point.  est ainsi bien définie.
Si z € S!, alors pour tout n > 0 TP (z) € Ity () par définition de x. Comme I"intersection
est réduite a un élément, on a donc bien que ¢((k(1}7(x)))n>0) = .

Soient k € X*, x = (k) et ¢ > 0. Toujours par le lemme 4.3.15, il existe N > 0 tel que
pour tout n > N, diam(vp[ko] ™ ... yzl[kn_1]"'(Ix,)) < €. Alors, pour tout [ € X+ tel que
do(k,l) <07, k, =1, pour tout n < N et

) vello]™ - e llna] () € valkol ™ - vlhna] ™ (Te) € Bla,e)

n>0

ce qui prouve la continuité de . Comme (X', dy) est compact, le théoreme de Heine démontre
méme qu’elle est uniformément continue.

Supposons maintenant que ¢((k,)n>0) = = @((ln)n>0) pour deux suites k,l € X7
distinctes. Soit n le plus petit indice tel que k,, # [,,. Alors

v € yplkol - ynlkaa) ™ (T NVyello] - yzlle] T (L)

ot yrlkol™ . vrlkna]™t = yrllo] ™t o yzllaoa] ™t = 47! par minimalité de n. Par consé-
quent, y(z) € I, NI, etainsi I, et I;, sont contigus. Quitte 2 échanger k et [, on peut supposer
que I}, est situé juste 4 gauche de I;_ ; et puisque I}, et I; sont disjoints, leurs adhérences s’in-
tersectent en exactement un point qui doit étre de la forme a/ pour v € Vetj € [1; m, — 2].
On a alors y(z) = a.

Dans la situation ot n. > 0, on a des transitions M, = M | =1aveckn_1 = l,1,

donc Iy, U I;, C Tr(Iy,_,)- En particulier, le point a/ ou ces deux intervalles se touchent est

-1

dans I'intérieur de T;, (I, ) = vo[kn-1](Ix,_,), et ainsi v [kn_1]"(al) € I, _,. Siun point est
dans I’intérieur d’un des intervalles de la partition de Markov, alors ses préimages le sont aussi ;
on prouve donc ainsi par une récurrence immédiate que 77 (x) € I, ;p pour tout p € [0; n — 1]
etque TP (z) = v(z) = al.

Reste a montrer qu’une fois la branche de %, [,, franchie, il n’y a qu’un seul choix possible
pour pouvoir obtenir z. Remarquons que 77 (x) = v(x) = vr[kn_1] - . . 7r[ko] (z) est extrémité
droite de Iy, . Alors vy [k,]v(z) est nécessairement 1’ extrémité droite de [k, ] (I, ). Il ne peut
donc exister qu’un seul k4 tel que M, = 1 et que I, , contienne v[k,]y(z) dans
son adhérence. Comme vy, [k,]y(x) est alors encore 1’extrémité droite de m, une récurrence
immédiate montre que les (k,,1,),>1 sont uniquement déterminés. Un raisonnement symétrique
s’applique aussi a (1,4, ),>1. Il y a donc dans ce cas exactement deux préimages par ¢ a x.
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La suite en découle naturellement. Si x = (k) est tel que x(T}(x)) # k, alors il existe
forcément un p tel que 77 (x) = a’ pour un certain couple (v, 5). X, est donc exactement
I’ensemble des suites (x (77 (x)))n>0 pour x variant dans S*. La fonction @, qui est ¢ restreinte a
cet ensemble, est donc par construction injective, et elle reste surjective. Finalement, on obtient
la conjugaison en constatant que si z = (k) pour k € X", alors k& = x(T7(x)) et donc
ot (k) = w(T7 " (2)) = K(TL(Tp(2)). u

Passons maintenant a I’autre composante. On pose
Pzl ={(xn)n>0 | o =z etVn > 0,T(xps1) = T}

que I’on munit de la distance dy((x,,), (y,)) = G5 P{n=0Visnen=yn} et de I’opérateur d’injection
de 2’ a gauche

o, |_| Plx] — P[]

x
Tr (z)=x'

En particulier, o,y : P~ [z] = P~ [Ty ()] est injective.
Proposition 4.3.17. Soit x € S! fixé. L’application

Yo = Pz] = fa(x); b(x)]
(wa) = () [SE(@n: a(za)); SE(Ta: b(xa))]

n>0

est bien définie, uniformément continue, envoie la suite (k(S7(x,y)))n>0 sur y (donc est sur-
Jjective) et :

(i) tout y € [a(x);b(x)] \ (A(x) \ {a(x);b(x)}) admet une unique préimage ;

(ii) tout y € A(z) \ {a(x);b(x)} a exactement deux préimages.

De plus, si Py [x] = P~ [z] \ {(z,) | 3n, S} (z, ¥ () # xn} alors Uapplication

Ve o Pylx] — St

est une bijection de réciproque y — (S7(x,Y))n>0, €t
V(zn) € Py [z], Sr(z, Pu(wn)) = ¢TL(x)(U;L(x)(xn))'

PREUVE : Montrons d’abord que 1, est bien définie. Si 77 (z,,41) = x,, alors par le lemme
43.3:

[SEH(J?nH,a(:CnH));Sg:H(an,b(xnﬂ)ﬂ C [Sk(zn, a(zn)); Sk(Tn, b(24))] .

On a ainsi une intersection décroissante de fermés dont le diametre
d(Sg(Tn, a(xn)), Sg(Tn, b(24))) < n(z)

tend vers 0 par le corollaire 4.3.10. D’apres le théoreme des fermés emboités, I’intersection
contient un unique point.
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Soit £ > 0. Choisissons N tel que 6y < . Il existe alors o > 0 tel que o < 6% Si mainte-
nant dy((,), (z),)) < a < 6V, alors x,, = x/, pour tout n < N. Si on note y = ¥, ((,)n>0) €t
y' = U ((2],)n>0), alors par définition de 1, ona y,y’ € [SN (n, a(wy)); SR (T, b(z,))]. Par
conséquent, d(v,((x,)), Y ((x)))) = d(y,y") < on < €. Ceci prouve que 1, est uniformément
continue.

Montrons maintenant qu’elle est surjective. Soity € [a(x); b(x)], et notons z,, = S} (z,y). 1l
est clair que T, (z,41) = T1(SPH (2, ) = SP(x,y) = z, et que 79 = SV (z,y) = . Lorsque
Y = (o) y = Splrn,b(@n) € 1Sh(@a, a(ra)); Splwa, b(za))]. Lorsque y € [a(x); b(a)l,
y € [Sk(xn,alz,)); SE(zn, b(x,))]. Dans tous les cas, y est dans ’intersection des intervalles
[SE(Tn, a(zy)); SE(xn, b(x,))] qui contient au plus un élément : on doit donc nécessairement
avoir ¥, ((SZ(2,4))nz0) = v.

Soity € [a(x); b(x)]\ (A(z) \{a(x); b(z)}), et supposons que tu((xn)n) = ¥ = Ya((27,)n)-

Soit k le plus petit indice tel que xj, # z). Par définition de 1), on a

y € [Sk(ar, alzr)); Sk(@r, b(zr))] N [Sk(ay, alx})); Sk, bzt)]

avec TF(xy,) = x = T¥(z},), et donc

siy & Az),y € | Sz, alar)); Sglaw, b(z)) [ N ]Sk (a), alx), s 0(}
siy = a(z),y € [Sk(ze, alzr)); Sk(an, b(zr)) [ N [Sh(al, a(x})); Sh(xh, blay)) [
siy =b(x),y € | Sk, a(z)); Sklak, b(zr))] N ] Sk(ay, alx), o (),

ce qui est toujours impossible puisque zj # ..
Finalement, soit y € A(z) \ {a(z);b(z)}. Cherchons les suites (z,,) telles que

Yy € ﬂ (T, a(xy,)); Sk, b(x,))] .

n>0

Il existe k minimal tel que y € A¥(x).
—Lorsque n < k, y ¢ A"(z) donc il existe un unique z,, € S' tel que T7(x,) = = et
y € 1Sh(xn, a(r,)); SB(2n, b(x,))[. On pose alors z), = 22 = z,.
—Pourn > k,y € AF(zx) C A"(z) donc y € [SP(x,,a(z,)); S
siy = Si(zn, a(z,)) ouy = Si(z,, b(z,)). Comme y 7é a(x), b(x), il existe exactement deux
points =} # x2 tels que T7(z)) = T (22) = x et Si(z} (xil)) St(x2 a(z?)) = y.On a
alors y € |S(rh, alwh)); Sp(eh, b(zl)] ety € [Sh(a2, a(e2): Sz, blad))|.

Par construction,

(2, b(x,))] si et seulement
xr

€ | Sk, alwn)); Splan, b@n))] N]SE (@41, a(25,11)); SE (04, b(zp10))]

pour tout n. Donc Ty (z},,) = z); et de méme Ty (z2 ;) = z2. Les deux sultes (z )n>0 et
(22),>0 sont alors les deux préimages possible de y par v, et elles different car z}, # 3.

Puisqu’on enléve la préimage non canonique de chaque point de A(x), il est clair que 1,
est une bijection de réciproque y — (S} (x,¥y))n>0. Supposons maintenant que

y = Va(n) € () [Sk(xn: a(za)); SE(n: b(xa))] -

n>0
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Alors
Sr(x,y) €[a(Tp(x)); b(Tu(@)] N () [Sa(x, Si(en, a(xn))); Sa(x, Sp(xn, b(z,)))]
= [a(Ty(2)); b(To(2)] N () [SET (n, alan)); Si (n, blzn))]
= () [Sh(x S”(ﬂf ,0(23,))] = Y7y ) (77,)

n>0

ou (z,) = 0, (,(x). On a donc bien que

Sr(,vs(2n)) = Sr(2,Y) = V1) (07, (1) (70)). u

Méme si on fait un choix d’une préimage pour les y € A(x), 1, n’est jamais un homéomor-
phisme. En effet, pour tout N fixé, on peut trouver des points y, v’ € [a(x); b(z)] arbitrairement
proches pour la distance de Gromov, mais qui se trouvent de part et d’autre d’un point de AN (),
imposant que dy (1, 1(y), ¥ | (y/)) > 0%,

On peut associer a toute suite (z,,) de P~ [z] une suite de X'~ [k(x)] en prenant I'intervalle
de la partition dans lequel chacun des z,, est localisé.

Lemme 4.3.18. Pour tout v € S', I’application

o X[k@)] o Pl
(kn)n<o = (b=l ovnlkoa] 71 (@) nxo

est une isométrie de (X~ [k(x)], dy) dans (P~ [z], dp).

Comme [SE(zp, a(xy,)); SE(x,, b(z,))] ne dépend en fait que de x(x,), on en déduit que
pour tout couple x, " € Iy, 1, 0 T, = 1 0 T,. Ainsi 1, ne dépend en fait que de x(x), et on
peut donc définir I’application

¢k0 : Xf[k‘o} — J_k:o
(kn)n<o > g om.(k) pour z € Iy, quelconque

qui est bien définie, uniformément continue, envoie la suite (x(S;"(x,y)))n<o Sur y pour un
x € I, quelconque (donc est surjective) et :

(i) tout y € Jiy \ (Agy \ {@o; bro }) admet une unique préimage ;

(ii) tout y € Ay, \ {ako, b, } @ exactement deux préimages.

De plus, si Xy [ko] = X~ [ko] \ {(kn) | In, k(SL" (2, ¢, (k))) # kn pour € I, quelconque }
alors I’application

Z/}_koi Xoi[ko] — Jko
ko wko(k)

est une bijection de réciproque y — (k(S."(x,y)))n>o0, €t

Vk € Xy ko], Sr(w, Yo (k) = r(r ) (O iy () (K))-

On peut alors rassembler les deux bouts de la preuve pour traiter 7> dans son entier :
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Théoreme 4.3.19. L’application

est bien définie, uniformément continue, envoie la suite k(x,y) définie par

ko (2. 7)) = k(17 (x)) sin>0
o) {H(Sg(x,y)) sin<0

sur (z,y) (donc est surjective), et :

(i)siy € A(x) \ {a(z); b(z)} er qu’il existe p tel que TV (z) = al, v € Vet j € [1; m, — 2],
alors (x,y) posséde 4 préimages par n;

(i) siy & A(z) \ {a(z);b(x)} et que pour tout p T¥ (x) # al, v € Vet j € [1; m, — 2], alors
(x,y) posséde une unique préimages par n;

(iii) sinon, (x,y) a 2 préimages par 1.

De plus, si Xo = {k € X | kT € X;" et k= € X; [ko)}, alors

ﬁ:X—>é
k- — n(k)

3

est une bijection de réciproque (v,y) — k(z,y), et

Vk € X, Te(7(k))

(o (k).

PREUVE : Le seul point qu’on a réellement & monter est la conjugaison elle-méme, les autres
provenant immédiatement des deux propositions précédentes. Prenons donc £ € A). On note
x = p(k™). Remarquons d’abord que

Alors

et ainsi

138









Chapitre 5

Fonctions et distributions propres de
I’opérateur de transfert

L’ opérateur de transfert associé a 77, (ou symétriquement a 7r) est un opérateur de Ruelle
avec poids. Il prend la moyenne pondérée sur les T -préimages d’une fonction de classe C! par
morceaux sur S', avec comme poids I’inverse du jacobien de 77, élevé a la puissance s :

L, : ClPm(SY) — Clem(St)

@\

$ = y— —,( )5

TZ( < [T
L(T)=Y

Lorsque s est réel, il s’agit d’un opérateur de type Perron-Frobenius qui a été largement étudié
dans [PP90] ou plus tard dans [NauO4]. Notre situation est cependant celle de s complexe, cas
ou les références sont rares.

Le fait remarquable est que les éléments propres de cet opérateur de transfert sont en étroite
relation avec les fonctions propres du laplacien sur la surface. Etant donné une fonction propre
du laplacien du disque hyperbolique a croissance au plus exponentielle, Helgason a le premier
construit dans [Hel81] une distribution qui lui est associée et qui agit sur des espaces de fonc-
tions analytiques sur le bord. En la testant contre le noyau de Poisson, on réobtient la fonction
initiale. Pollicott a montré dans [Pol91] pour un groupe cocompact que la distribution de Hel-
gason est distribution propre de 1’opérateur de transfert pour la valeur propre 1 si et seulement
si la fonction propre du laplacien sur D qui lui est naturellement associée est ['-invariante.

Toutefois, Otal dans [Ota98] a étendu les distributions de Helgason a I’espace des fonctions
de classe C! par morceaux sur le bord, espace qui est plus naturellement associé a la dynamique
de la transformation de Bowen-Series, en montrant qu’elles s’écrivent comme dérivée faible
d’un fonction holder. Ses travaux ne faisaient pas intervenir la notion d’automorphie par rapport
a un groupe d’isométries, mais avec [LTO8] Lopes et Thieullen ont montré que si une fonction
propre du laplacien est I'-invariante alors sa distribution de Helgason, considérée au sens d’Otal,
est distribution propre de 1’opérateur de transfert pour la valeur propre 1. Bien que ceci ne
constitue que le sens facile du théoreme de Pollicott, il était nécessaire de définir proprement
comment 1’opérateur de transfert était censé agir sur de telles classes d’opérateurs.

Nous allons donc tout d’abord généraliser dans la premiere section le théoreme de Pollicott
a nos groupes cofinis et pour des distributions de Helgason prises au sens d’Otal. L’ingrédient
principal sera le théoréme 3.1.2 dont I’hypothese d’inclusion prendra alors tout son sens.
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Une fois étudié les distributions propres de 1’opérateur de transfert, on est tout naturelle-
ment amenés a se questionner sur ses fonctions propres. C’est 1a une question beaucoup plus
délicate. Toujours dans [LTO08], Lopes et Thieullen ont réussi a construire dans le cas [' cocom-
pact une injection W, de I’ensemble des distributions propres de 1’opérateur de transfert dans
son espace propre (pour la méme valeur propre) en testant une distribution de Helgason contre
un noyau a base de distance de Gromov. Bien que I’opérateur de transfert soit compact et donc
que ses espaces propres soient de dimension finie, on ne sait toujours pas si cette injection est
un isomorphisme ou non.

Dans un cadre 1égerement différent, Lewis et Zagier ont aussi montré dans [LZ01] que,
dans le cas de la surface modulaire, les fonctions propres de 1’opérateur de transfert induit (a la
Mayer) étaient solution d’une équation fonctionnelle qui contenait I’information arithmétique
du groupe. De plus, on peut décrire ces solutions a partir des fonctions propres du laplacien sur
la surface via des séries L.

A l’aide des résultats du chapitre précédent sur le codage symbolique, on montrera dans
la seconde section que W, est encore une injection pour I' cofini. De plus, on en exhibera une
réciproque sur son image pour I' cocompact et J(s) grand.

Pour pouvoir utiliser tous les résultats des chapitres précédents, on suppose que le domaine
fondamental est de volume fini, even corners, non triangulaire de classe 0 et tel qu’il existe p
pour lequel |7"| = |T"|, > 1.
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5.1 Transformée de Poisson-Helgason et opérateur de trans-
fert

Placons-nous tout d’abord dans I’espace hyperbolique, sans considérer de groupe fuchsien.
On note :

— &) I'espace des fonctions propres du laplacien hyperbolique pour la valeur propre A ;
— &5 celles qui sont a croissance au plus exponentielle en le rayon hyperbolique ;
— D'(S") I’espace des distributions sur S! ;

A toute f € £, avec A\ = —s(1 — s), [Hel81] nous dit que ’on peut associer les deux
distributions de Helgason Dy s et Dy ,_. 11 y a deux procédés pour les construire : I’approche
classique décompose f en harmoniques sphériques et définit Dy, comme la série de Fourier
ayant ces coefficients, mais Otal a aussi remarqué que cette distribution pouvait s’écrire comme
limite de I’intégrale du crochet de Poisson { f, P*} sur des cercles tendant vers le bord a I’infini.

Théoreme 5.1.1 (Helgason).
s . /(Q1 e
P DI(SY) — &y
T — z= (T, Pz,.)
est un isomorphisme d’espaces de Banach, de réciproque f — Dy.
Corollaire 5.1.2. {z — P*(z,z) | z € D} est dense dans les fonctions C* sur S*.

PREUVE : Soit 7 une forme linéaire continue sur C*(S') (i.e. une distribution puisque S est
compact) telle que
Vze D, (T,z — P°(z,x)) = 0.

Donc P*(T) = 0 mais, comme c’est un isomorphisme, 7" = 0. Une forme géométrique du
théoreme de Hahn-Banach conclut la preuve. |

Donnons-nous maintenant d’autres notations :

— &% I’espace des fonctions de €y qui sont bornées.

— A, I’espace des fonctions a-holder sur [0; 27| valant 0 en 0 ;

— Al T’espace des dérivées au sens des distributions des fonctions de A,,.
Otal a montré dans [Ota98] le résultat suivant :

Théoréme 5.1.3 (Otal). Supposons que 0 < R(s) < 1. Alors

s . 1 b
,P . AéR(S) % 878(178)
T — zw—(T,P%z,.)

est un isomorphisme d’espaces de Banach, de réciproque f — Dy.
Plus précisément, si T est la dérivée de D € A\, avec R(s) < a < letsi f = P*(T), alors

Vz e D, |f(2)] < C(s)||D||qe @ RN,

On supposera dorénavant que 0 < #(s) < 1. Notons Dy ; la fonction R(s)-holder associée
a Dy, Sip € CH(S), et en identifiant ¢ a son relevé dans [0; 27, on peut écrire

(Ds.9) = ¢2m)Dy(27) = 0D, (0) ~ [ FE@Ds (o)
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Si I = [a;b], cette formule nous permet de prolonger D, a C(I) en posant

Vo € CH(I), (Dys, 11) = ¢(b)Dy.s(b) — p(a)Dys(a) — [ 5=(2)Dy,s(x)da.

Cette nouvelle définition est compatible avec I’union disjointe d’intervalle contigus :

Proposition 5.1.4. Sic € I = [a;b] et ¢ € C'(I), alors
<Df7s> 90]1[> = <Df,sa Qpﬂ[a;c[> + <Df7s> Sp]l[c;b[>-

Ceci nous permet de prolonger Dy ; aux fonctions C* par morceaux sur S'.

On considere maintenant I un groupe fuchsien cofini muni d’un domaine fondamental D
qui n’est pas de classe 0, et on note encore :
— &(T") I’espace des fonctions de £} qui sont invariantes par I’action de I';
— CP™(SY) Iespace des fonctions C* sur T,, pour tout v € V.

L’estimation du théoreme d’Otal implique que la distribution de Helgason associée a une
fonction propre I'-invariante du laplacien hyperbolique pour la valeur propre —s(1 — s) ne peut
étre plus réguliere que R(s)-holder.

Corollaire 5.1.5. Si P*(T) € 5ﬁ5(1_5)(F) avecT € AL on 5 < a <1, alorsT = 0.

PREUVE : D’apres le théoreme d’Otal, f = P*(T") tend uniformément vers O lorsque z tend
vers le bord. Supposons qu’il existe w € D tel que f(w) # 0. Puisque I" est un groupe fuchsien
du premier type, il contient au moins un hyperbolique non trivial 7. Alors f(7"(w)) = f(w) #
0 pour tout n, avec nl_l)I_POO d(y"(w), w) = 4o00. C’est une contradiction. |

En relisant la preuve de [LTO8] en considérant que 1’on n’a pas nécessairement f oy = f,
on peut traduire la y-invariance de f en termes de sa distribution de Helgason :

Proposition 5.1.6. Si f € £, alors

poqy”!

\VII c ]I, \V/’y € Isom(H),VgO € CI(T), <Df75, m (1)

> = <Dfo%sa <P]11>

D’autre part, dire que Dy ; est distribution propre de Lp s pour la valeur propre 1 équivaut
a demander que la propriété énoncée a la proposition précédente soit vérifiée, mais uniquement
pour les couples (7,, I,,).

Proposition 5.1.7. Soit [ € Sﬁs(l_s)(F). Alors

Vo € Cll’pm(Sl)a <,Df757 E’R,890> = <Df,37 90>

si, et seulement si

pory,

VU S ‘/’VSD € CI(I_U>7 <Df757 |,y/ 0,71|S:H"Yv([v)> = <Df757S01]‘1v>'
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-1
(0]
PREUVE : Puisque Lp(pl;,) = MH%( 1,)» 1a condition nécessaire s’obtient facile-

el
ment en évaluant (Dy s, L ) = (Dy.s, @) pour ¢ = @1, Quant a la condition suffisante, elle
s’écrit :
-1

¥ O Yy
(Dysp) => (Dpals,) =Y (Dys, ,—_1|Sﬂw(1v)>

veV veV |7” T
= Dy, Lrslels,)) = (Dpa Lrs(p)). u
veV

En combinant les propositions 5.1.6 et 5.1.7, on obtient le résultat de [LTO8] qu’une dis-
tribution de Helgason associée a une fonction propre bornée du laplacien sur la surface est
nécessairement une distribution propre de 1’opérateur de transfert pour la valeur propre 1.

Théoréme 5.1.8 (Lopes-Thieullen). Soit f € 538(1_8) (D). Si {(Iy,7) | v € V} est le codage
de Bowen-Series a droite associé a I', alors :

Vi € CyP™(SY), (Dys, L) = (Dy.s, ).

Pour en démontrer la réciproque, nous allons appliquer le théoréme d’orbite-équivalence
pour des familles de relations. La seule hypothese non triviale a vérifier est celle d’inclusion :

Lemme 5.1.9. Soit v € D'(S') dérivée au sens des distributions d’une fonction continue q.
Soient I € 1Lintervalle de S* et v € T'. Supposons que
-1

— QOO'Y
v € 0. (n 2 ) = s

Alors pour tout J € 1, J C 1,

_ o -1
Yo € CH(T), <u %ﬂw)> = (v, p1,).

[y oy!
PREUVE : Notons I = [a;b[. Pour tout p € C*(I) etc,d € I, c < d,
d
0
(v, PLiea) = 2 (d)g(d) = p(A)g(c) = [ FE(@)g(w)da
-1
pory 9(v(d)) 9(v(c))
v, g ) = p(d) = — )=
(7 o ) = A5 o058

vy e
- [ (Z25E) et
90 (@d) 90 [P0 (@) N
L0 — o229 [ (28 ) @t
g6) _ o) [*Pp, glrl)
~AD @ 5@ ) a
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Notons 0(x) = gﬁg:y((;;z) —g(x)et A(z) = (% (ﬁ) (x)g(~(x)). On peut alors écrire :

-1
poy
<V7 Wﬂw[c;d[> = (v, olca)

Pour ¢ = a et d = b, on obtient que :

"0p

p(b)d(b) — p(a)d(a) — ax(fvﬁ(x)dxz/ p(x)A(x)dz.

a

Soient ¢ € Ja; b[ et ¢ > 0 On construit une fonction ¢, € C*(I) telle que :
— . est croissante ;
— . =0sur [a;c—¢];
— . = 1 sur [¢; b].
En spécialisant la relation qui précede pour ce ¢., on obtient pour € suffisamment petit que :

[

o(b) —

02 (1)6(2)da — / () (2)d.

ce O
Pour tout = € [a; b] ,hH(l) @e(x) = 1 (x) donc, par théoréme de convergence dominée de
e—

b b
Lebesgue, lir%/ ()N (z)dr = / A(z)dz.
E— a c
D’autre part, si > 0, alors puisque J est continue (car g I’est) il existe ¢y > 0 tel que pour
tout = vérifiant |z — ¢| < g¢, |0(z) — d(c)| < . Mais alors pour € < &y :

c

0y

(x)d(z)dz — (c)

C a(p&-
| @i - sy

c—¢& ax
car [ 2P (0)dn = pu(0) — (e —e) = 1—0 =1
c,gﬁxx T =.(c)— p(c—¢e) = =
¢ Oy, 0p.
< — >
_/C5 5 (x)|6(x) — d(c)|dx car e () >0
c a(pa

< =
<a - 8:17( Ydr = «

[

: dpe _
Donc ll_r% rr (x)d(z)dx = d(c).

En passant a la limite dans la relation spécialisée, on obtient finalement que :

b
d(b) —d(c) = / A(z)dz.
Donc §est Ctsur I et: Vo € 1,8 (x) = \(z).
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Reprenons alors notre calcul précédent pour ¢ < d :

1
Yoy
< —SI]-'y[c;d[> - <V7 Qpl[c;d[>

Yoy
— (@)~ 9(6e) — [ SE@i)de— [ ola) o (@)do
— P(D6d) 2500~ [ 5 (00) (2)dx =0
ce qui prouve la propriété demandée. |

On peut maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Pollicott dans le cas cofini.

Théoréme 5.1.10 (Pollicott). On suppose ' cofini et D un domaine fondamental de D/T" qui
n’est pas triangulaire de classe 0. Soit L s [’opérateur de transfert de paramétre s associé a
la transformation de Bowen-Series a droite naturellement définie par ce domaine.

Siv € Ay, est telle que Vip € CIP™(SY), (v, L) = (v, ), alors P*(v) € E gD

PREUVE : Notons f = P*(v). On sait déja que f € 533(173)’ reste donc a montrer qu’elle est
[-invariante. Posons F' : ITxD — C .
(I,z) — (v, P*(z,.)1))

F vérifie les hypotheses du théoreme d’orbite-équivalence :
— Ici, X = D avec I’action canonique de I'.
— F est continue et additive pour des intervalles contigus car v s’écrit comme dérivée d’une
fonction continue.
— La condition Z(/, ) se traduit par

VzeD, (v, P*(2,.)1;) = (v, P*(v(2), ) Ly1)).

P*(z,y ! (x))

Mais P*(y(z),z) = donc on peut la réécrire

C orTt@)l
P(z,77'()
VzeD, (v, PP(z, . )1;) = (v, ———=-1 ,
< ( ) I> < |’7/O’7_1(-)|S W(I)>
soit 1)
pzo07 (.
VzeD, (v, ———1 = (v, p. 1) pour ¢, = P*(z,.).
( I oy 1()]° ’Y(I)> ( 1> ()

— Le lemme 5.1.9 assure alors que si F' vérifie Z(/,y) alors elle vérifie Z(.J,y) pour tout .J

intervalle inclus dans I.

— Enfin, I’hypothése du théoréme est suffisante pour avoir Z(/,, 7, ) vérifiée pour tout v € V.
Par conséquent, le théoréme s’applique et assure que Z(S!, ) est vraie pour tout y € T, i.e.

Vyel,Vz e ]D),f(Z) = <V7 PS(Zv >> = <V7 PS<7<Z>>‘)> = fO'Y(Z)'

f est donc bien ['-invariante. ]
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5.2 Fonctions propres et distributions propres

On rappelle que les distributions de Helgason (de parametre s) de fonctions propres du
laplacien sur la surface ID/T" pour la valeur propre —s(1 — s) sont exactement les distributions
propres de Lp s pour la valeur propre 1 quand on définit cet opérateur comme agissant sur
Iespace A

5.2.1 D’une distribution propre a une fonction propre

Soit p € H. Pour (z,y) € T? \ A, le noyau de Gromov basé en p et de paramétre s € C est

donné par :
ky(z,y) = m = 5Pty (P2) pour 2 € (1) quelconque.

C’est un noyau symétrique, et y € S'\ {z} — k;(z,y) est de classe C*. Dans toute la suite,
on le notera k;(x,y) = k*(x,y) lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, en sous-entendant
que p est le méme point que celui qui définit les dérivées apparaissant dans la définition des
opérateurs de transfert.

Lopes et Thieullen ont montré dans [LTO8] qu’on peut associer naturellement a chaque
distribution propre de L s une fonction propre de L, ; grace au noyau de Gromov.

Proposition 5.2.1. Soit f € 553(1_5) (I'). On note Dy 4 la distribution de Helgason de paramétre
s qui lui est associée. Alors

'Lﬁf’si St - C
r — (Dig, k*(x,.)1c(x,.))

est une fonction propre de L, s pour la valeur propre 1.

A noter que si I est cofini, ¢ +s N’est pas bornée au voisinage des cusps, mais cela ne I’em-
péche pas d’étre une fonction propre de L, ; car, comme cet opérateur agit comme une somme
pondérée sur les préimages par 7, (qui sont en nombre fini), il n’aggrave pas les singularités.
De plus, si z € S' n’est pas un cusp, alors aucune de ses préimages n’en est un. £, , agit donc
naturellement sur les fonctions C' sur I’adhérence de chaque intervalle de la partition et non
bornées aux cusps.

On définit alors W, : Dy, — 1y qui a une distribution de Helgason (c’est-a-dire a une
distribution propre de Lp, 5) associe une fonction propre de £, ; pour la méme valeur propre, et
qui est a priori éventuellement nulle. Lopes et Thieullen ont aussi montré dans [LT08] que ce
n’était pas le cas lorsque I' est cocompact.

Théoreme 5.2.2 (Lopes-Thieullen 2). Supposons I cocompact. Alors ¥, est injective.

Notre premier objectif va étre d’étendre ce résultat au cas [' cofini.

5.2.2 Injectivité de VU,

Dans cette section, on prendra iy s = W (Dy ) ot Dy, est la dérivée au sens des distributions
d’une fonction D : R — C vérifiant D(0) = 0.
Traduisons tout d’abord les hypothéses sur Dy ; en terme de 9, :
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Lemme 5.2.3.

¥y € e € 8% Ll = 1302 (e)) DO (o) = k(). 7lao)) Dr(a(e)

/V(b(x” o (@)D
- YNZ), Y y)ay.
(ata)) OY

PREUVE : Tout d’abord, on rappelle que puisque L% Dy s = Dy ,, cette distribution est méme
~-invariante pour tout v € I', i.e. :

-1
_ SOO’}/
Vy € I,VI,Yp € C'(I),(Dys, pl1) = <Df,57 Wﬂw>> :

Ainsi, pour z € S! et v € T fixés, et en identifiant les quantités a leurs relevés dans R, on a :

Vps(@) = (Dys, K (2, ) Lo(w, .))
= (D5, k* (7, ) La(aypa)((-))
k*(x,v7(.)

= (P fpagtre g o)
ko (z,b(x)) . ks(x a(x )
- —Mb(x))\sD”(b( 0 - M S2D(3a(e))

ks
(a(:p)) 8 LV 07_1 }D(y)dy
= |7 (2)|"k* (v(2), 7(b(2))) D(v(b(2))) — |7/ (z)[* ks( (), v(a(z)))D(v(a(z)))

~(b(x )aks
x),y)D(y)d
— [ (@)° ) ay( v(x), y)D(y)dy

puisque £*(u, v) = [/ (w)[*[7/ (v)[*K* (y(u), 7 (v)). u

La preuve de I'injectivité, que ce soit dans le cas cocompact ou cofini, nécessite de savoir
que 'ensemble A(z) défini au chapitre 4 est dense dans [a(x);b(x)] pour tout = € S. Si cela
est assuré pour I' cocompact par I’expansivité stricte de 72, on a besoin pour I' cofini de la
proposition 4.3.14 (elle méme découlant de la proposition 4.3.8).

Théoreme 5.2.4. Supposons I cofini. L’application VU est injective.

PREUVE : Supposons que ¢ s(z) = 0 pour tout z € S*. On fixe (2/,y') € C. Que v = a(2’),
auquel cas v, = (2, y') = a(a’); ou que y' # a(z’), de sorte que o, = SE(xp, b(x,)) pour
un certain z,, vérifiant 77'(z,,) = 2’, on dans les deux cas grice au lemme 5.2.3 :

¢f s( )
0= s Lateian (S(@, (@)
o @ )

ST (x,b(x)) Ok
S7(x,a(z)) dy

(T7 (), ) D(y)dy)

149



CHAPITRE 5. FONCTIONS ET DISTRIBUTIONS PROPRES DE L’OPERATEUR DE TRANSFERT

Or lim a,(2',y") =y donc par continuité de D on obtient lorsque n tend vers I’infini que :
n——+oo

)

k(2 y")D(y') = k*(«', a(2')) D(a(z")) + / (', y) D(y)dy.

Puisque %* ne s’annule pas sur C et que ' € Ja(z'); b(2')[ — k*(2’,y') est C!, D est C! sur la
réunion des intervalles |a(z'); b(z')[ pour 2’ dans S', qui se trouve étre S! tout entier. Mais alors
on obtient par une intégration par parties que :

/

W'y € C0 = K y)DY) — K ale)Dlale)) — [ () Dlwhdy
y a(z’) Y
= / » k* (2, y) D' (y)dy,
soit en dérivant par rapport a 3/ :
V(z,y) € C,k*(z,y)D'(y) = 0.
On en déduit que D est constante et donc que Dy, = 0. |

5.2.3 Extension naturelle d’une fonction propre de £ .

Maintenant que 1’on a démontré I’injectivité dans le cas cofini, on souhaiterait pouvoir re-
construire la distribution propre a partir d’'une fonction propre de I’opérateur de transfert. Pour
cela, on va étendre la fonction propre a I’aide de la dynamique du codage étendu en construisant
une suite de fonctions a partir de sommes partielles de 1’opérateur de transfert itéré. Ce procédé
est valide pour un groupe cofini quelconque, mais la convergence de cette suite de fonctions
dépend de la somme de la série

ZIT"S”SCZ/)\

n>0

qui n’est estimable efficacement que lorsque I' est cocompact.
Dans toute cette partie, ¢ sera une fonction de S' dans C vérifiant £, ) = ).

Définition 5.2.5.

V(' y) € C, gz, y) = Z ﬂﬂ]a 2 (SR(2, b(1))).

On constate qu’a 2’ fixé la fonction ¢’ € [a(2);b(2")] — g,(2,') est constante par mor-
ceaux, et ses discontinuités sont exactement les points de A"(2’) \ {a(z’)}. Elle est de plus
continue a droite en tout point.

Proposition 5.2.6.
(i)Vn > 0,2’ € S, g, (2, a(x’)) = 0;
(ii) Vn > 0,Y2" € S, g, (2", b(2")) = ¢(2')

(iii) Soit (x',y) € C. Alors go(z,y) =
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PREUVE : Siy' = a(2'), Ja(2');y'] = 0 et donc g,(2', a(z’)) = 0. Si maintenant y' = b(z’),
la(z); y'] contient tous les S%(x, b(x)) pour z tel que T} (x) = ', et :

gn(a', b(x)) = = L] (') = ().

o T
Pour le troisi¢éme point, il suffit de constater que go(z', y') = ¥(2') Lja(ar) (b(2)). [
On a choisi cette suite de fonctions (g,,) de sorte qu’elle stationne lorsque y € A™(z') :

Proposition 5.2.7. Vn > 0,Va2' € SY,Vy' € A™(2'), g (2", ') = gns1(2', 7).

PREUVE : Prenonsn > Oetz’ € S'. Siy' = a(2’), g,(2/,a(z’)) = 0 = g1 (2, a(2’)). Sinon,
soit y' € A™(2') \ {a(2')}.Ona:

@)= 3 %ﬂ]aw(sﬁ(wyb(xm

Tn+l(x)_x, | (TE+1>,<:C

= > > T%T o L1 (SR(TL 1), Sz, b))

TP (w)=z' Tr(z)=w

_ 1 )
- ;WZ 77 o Mt (Sh(w: Sl b))

Or le lemme 4.3.1 nous dit que

On peut supposer que I’ensemble {w | 77" (w) = 2’} = {(w,)} des n-préimages de 2" par 17,
est ordonné de sorte que S%(w;, b(w;)) = Si(wjt1,a(wjy1)). Comme y' € A™(2') \ {a(2’)},
il existe & tel que y' = ST (wy, b(wy)), et alors :

Ja(x'); ') = || 1Sk (w;, aw;)); Sh(wy, bw;))]

Jj<k
Regardons maintenant a w fixé : {Sg(z,b(z)) | Tr(x) = w} C Ja(w);b(w)]. Il 'y a donc

deux possibilités :
— Soit w = w; avec j < k, et pour tout x tel que 77, (z) = w,

S(w, Sr(z,b(x))) € 1Sk (w;), a(w;)); Sg(w;, b(w;))] C Ja(x");y'];
— Soit w = w; avec j > k, et pour tout x tel que 77, (z) = w,

Sp(w, Sr(x,b(x))) € |Sg(w), a(w;)); Sg(w;, b(w;))] C Jy'; b(z')]

d’intersection vide avec [a(z'); ¥/].
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En conclusion, pour tout z tel que 77 (z) = w, SE(w, Sg(z,b(x))) € Ja(z');y'] si et seulement
siw = w; avec j < k, si et seulement si S7(w, b(w)) € Ja(z'); y'].
Par conséquent,

e ! U() .
sl )= 3 T |, 2 T ) e Sk )

_ U(w) \

= 2 TG e St

= gu(@,Y/). [ ]

En découpant 77! d’une autre manieére, on obtient que la suite des (g,,) vérifie une relation
L g
de récurrence.

Proposition 5.2.8.

¥ > 0,¥(2,y) € C., gus1(Te(,y)) = 17 + g1(Te(x, alz))).

PREUVE : Soient (z/,y') € C'etn € N.
Siy' = a(z'), gu(2',a(x")) = 0 mais puisque Sg(z',a(z’)) € AY(TL(z')), on a bien
g1(Te(2', a(a"))) = gna (Te(a', a(a’))).

Supposons maintenant i’ € Ja(z'); b(z')].
gnr1t(Te(@',y") = gnna(T(2'), Sr(@’, y))

Y(z)
- Z WR]G(TL( z'));Sr(x’ y)](S +1(Qj b( )))
TP (2)=TL (2')

1
> T3 (w)]?

Ty (w)=Ty (a') '~ F
¥(z)
> T < La(ry @))i5m@ )] (Sr(w, ST, 0(2))))
T (z)=w
Rappelons que si {wy . .. w,_1} sont les T,-préimages de 77, (x'),

p—1

Ja(Ty (2));0(Te(2))] = || 1SR (ws, a(wi)); Sr(w;, b(w;))]

1=0

et on peut les supposer ordonnées de sorte que Sg(w;, b(w;)) = Sr(wis1,a(w;;1)). De plus, il
existe un unique k tel que 2’ = wy. Comme ' € Ja(z’); b(z')],

Sr(e',y') € 1Sr(a’, a(x)); Sr(z’, b(z"))] = |Sr(wk, a(w)); Sk(w, b(we))] .

Par conséquent,

k-1

Ja(Tp(2')); Sr(',y)] = | | 1SR (wi; a(ws); Sr(ws, b(w:))] U]Sk(a’,a(x')); Sp(a’, y')] -

=0
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Si maintenant 7} (x) = w; pour un certain i, alors S%(x, b(x)) € Ja(w;); b(w;)] donc
Sr(wi, Sp(x, b(x))) € [Sr(wi, a(wi)); Sg(wi, b(w:))] .

Ainsi Sg(w, SE(x,b(x))) € Ja(TL(z")); Sp(z’,y')] si et seulement si :
— soit w = w; avec j < k, et dans ce cas on a nécessairement

Sr(w, Sg(z,b(x))) € 1Sr(w;, alw;)); Sr(w;, b(w;))] C Ja(Tr(z")); Sr(a',y)];
— soit w = wy, = 2/, auquel cas z doit &tre tel que
Sr(a', Sp(x,b(x))) € [Sr(z', a(x); Sr(2', )] & Sk(z,b(z)) € Ja(2');y].

Alors comme L, ;1 = 1, il vient :

5o e ) = i T Ty G e S )
*Z rml P ; |<T1§>(Z>|s
- ) *Z T
Mais w = w; avec j < k si et seulement si
1S(w, a(w)); Salw, b(w))] C ]D:1SR<wi,a<wi>>; Sl b))

si et seulement si

Sr(w,b(w)) € |Sr(wo, a(wy)); Sp(wi—1,b(wi-1))] = Ja(TL(2")); Sr(z', a(2"))].
Par conséquent,

1

Inr1(Te(a',y') = Wﬂn($'7 y')

Y(w)
Y E Loy (21)):8r (" a(a)] (SR (W, b(w)))

T/
e )

_ |Ti(%)‘sgn(:zc’,y') + g1 (Te(2', a(2)) u

En itérant cette relation de récurrence, on obtient :

Corollaire 5.2.9.

k—1

ik 0.(a,0) € Cunan(Tha, ) = )y 5> 0EGUD L))
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PREUVE : Par récurrence sur k > 0 :

— Si k=0, onabien g,(x,y) = gn(z,y).

— Si k = 1, c’est exactement la proposition 5.2.8.

— Supposons la formule vérifiée au rang k pour tout n, et montrons-la au rang k£ + 1 :

Gkt (TET(2,9)) = g en(TE(Te (), SR(:C v)

~ Gnyal TC (x y g (Te(Ti (@), (T (2))))
(T Z (T (T () |°
_ gTL(:C?Z/) + ( C(xa ( )))

(TE) (Tp(x) | T () [(TF) (Te(2))|®

Z

Zk:gl (T} (), a(T}(x))))
Tk

iz V(I ()
_ 9n(®y) 91 (Te(Ty (x), a(T (x))))
T @)l +ZZ; (T~ (T (@) "

Ainsi, (g,) s’écrit comme somme d’une série dont la convergence est bien tributaire de celle

de la série
2 T T

Corollaire 5.2.10. Vn > 0, V(z,y) € C,

. e (Te(Ti(x), a(Ti(2))))
e ) = 2 Sy @

PREUVE : Il suffit d’appliquer le corollaire 5.2.9 pourn =letk=n—1:

9 (TE(2,y)) = gran (T3 (To(z,y))) = |(Tg;—(1T)C’((;;?)§)|S

91(Te(Tp (2), (T (2))))
Z (T )(TL ()]s

ni 91(Te(Ti(x),a(T} (x))))

[ T” (I

Comme le terme complémentaire est indépendant de y, on peut soustraire deux relations de
ce type pour deux valeurs de y et ainsi obtenir :

Corollaire 5.2.11. Vn,k > 0, ¥(z,y), (z,y') € C,

9ot (TE(@, ) = G (TE(z,y)) = m (gn(2,) = gnlz,y)) -

Ces estimations vont nous permettre de déterminer a quelle conditions et a quelle vitesse la
suite des (g,,) converge.

Cette suite de fonctions a aussi été construite de telle sorte que la projection «, sur A" (z)
permette de les déterminer completement :
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Lemme 5.2.12. )
V(' y') € C,gn(a’,y) = gn(2', an(a’, y)).

PREUVE : Siy' = b(a2’), c’est clair pulsque dans ce cas a,,(2',y') = y'. Autrement, il existe
un unique xg tel que 77 (z) = 2’ ety € [Sk(xo, a(xo)); Si(xo, b(xg))[. Alors par définition
an (2, y") = SE(xg, a(z)) et pour tout x tel que 77 (z) = o,

Da(e)| (SR (@, 0(2))) = Lagaysan @) (S(E; 0(2))) + Loy @y (Sr(2; b(2))).

Mais puisque |, (2, y'); y'] C |SE(xo, a(zo)); SE(xo, b(xp))], il ne peut contenir de point de la
forme S7(z,b(z)). Ainsi le second terme est nul. |

On peut alors utiliser ce renseignement pour simplifier I’expression de la série :

Lemme 5.2.13. Soit (z,y) € C. Alors

& 91 (S}/(xa y)7 SR(‘SiJrl (:L‘, y)7 CL(SZ+1 (*Ta y))))
2 (T (SL(z, 9))I*

PREUVE : Prenons n, k > 0. Puisque y # b(z), o; = St (x5, a(x;)) avec x; = S% (). Alors
(z,0;) = (T](x;), Sg(xj, alz;))) = Te(x;, alx;)), Tp (x;) =z etil vient :

\V/n, k 2 07gn+k‘(x7y) - gn($7y) =

=n

gn+k(x7 y) - gn<x7 y) = gn+k(x7 anJrk) - gn(x, Oén>

= gn+k(Tn+k (xn—i—k» a(Tnik))) = g (TG (20, a(wy)))
n+k—1

91(Te (T (wnsk), (T (Tn11))))
Z T"”“ B z) (T (zn4r))I*

91 (T (T (2n), a(Ty(20))))
Z T” 1 Z) (T3, (wn))I?

Z 91 TC Tptk—i, @ xn—i—k z 291 TC Tp—i, @ (xn z)))
(Xt (xn+k (T (@) 2

G (Te(wipr, al(zizr)) g1 ( TC $z+1, a(rit1)))
2 1) ()] Z (zi)[*

(
(T,
Z 91(TC((951+17 ($z+1)))_ ]

La convergence de cette série n’est pas simple a étudier lorsque I" est cofini. Une estimation
de (|(T%) (x;)])i>0 pour (x;) une suite de préimages qui s’accumulent au vosinage d’un cusp
(ce qui constitue la pire des situations) donne que cette suite croit en n?, mais puisque la partie
réelle de s est généralement % on est dans I’incapacité de conclure.

On se restreindra donc dorénavant uniquement au cas cocompact, pour lequel on a alors
convergence uniforme de la série.

Proposition 5.2.14. Supposons I' cocompact et R(s) > 0. Il existe A > 0 et A\ > 1 tels que :

/A 2 /A A
V(:U,y)GC,Vn,k20,|gn+k(9§,y) dn (9;' y)| )\_
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PREUVE : Puisque I est cocompact, T7 est strictement dilatante, i.e. il existe M > 1 tel que :
Vo € S |(T?) (z)| > M. Alors :

|9k (2 Y) — gu(@,y)| = Z nllel; (Q)C (g)(x(g%ﬂ(f/’y/))))

n+k—1
< T
< suploTela)) Y s
Or
iNIQE (o s 12015 -0, 1eQi—2( 1 I 1oQE ot s
(T (S, )P > (12 (S0 ) (T2 (S, ) (T2 (Si (!, o)) R

> MLEIRG) > prG-DRE)

donc en posant A = M2%® > 1 il vient :

n+k—1
(2 . < Te(
| gni (2, y") — gn(2', )] 52813\91( c(z,a(z)))| z; Az(l 1)

A2
< sup |g1(To (v, a(z |>\2Z — = sup |g1(Te(z, a(z))) Y1
zeS! zeS! -

Ceci nous assure que la suite (g,(z',y’)), converge uniformément sur C'. On peut donc
librement donner un sens a sa limite.

Définition 5.2.15. Pour (/,y') € C, on pose g(a',y/) = lirf gn(2' ).
n—-—+00

En particulier, g(z’, a(z’)) = 0 et g(2’,b(z’)) = ¢(2’) ; et on a Iestimation suivante :

. A
Corollaire 5.2.16. ¥(2',y') € C,¥Yn > 0,|g(2",y') — gn(2',¥)| < ’XE

g peut aussi s’écrire comme somme d’une série convergente :

Proposition 5.2.17.

< g1(Sk(z,y), S St (z,y), a(S;H (x,
Y(z,y) € C,g(z,y) :;g( (z,9) |(§2)’(S§(x?;))|<s (z,9))))

PREUVE : On a vu que dans ce cas

91(Sh (2, ), Sr(S" (@), a(S" (x,9))))
) = ly) Z (T Sy (@)l |

Or puisque y # b(z), go(x,y) = 0 donc on obtient le résultat en faisant tendre n vers 1’infini.
|
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Etudions maintenant la régularité de ¢, toujours pour I" cocompact. Pour remonter 2 la dis-
tribution de Helgason, nous aurons besoin d’intégrabilité par rapport aux deux variables, ainsi
que de continuité par rapport a la seconde.

La premiere de ces exigences est simple a satisfaire :

Proposition 5.2.18. g : C — C € L>(C).

PREUVE : C’est clair car les g,, sont bornées, convergent uniformément vers g, et LOO(C' ) est
complet. |

La seconde s’appuie sur la convergence uniforme de la suite (g,,), et ce bien que les g, ne
soit elle-méme pas continue :

Proposition 5.2.19. Pour tout ' € S*, ' € [a(2'); b(2)] — g(a’,y') est continue.

PREUVE : Soient (z/,y/) € C ete > 0. Distinguons deux cas.

Supposons ¢’ ¢ A(z'). On peut choisir n tel que /\An < e. Puisque ¢’ ¢ A™(z'), la fonction
y — gn(2',y) est continue (car constante) dans un voisinage de ¢/, ¢’est-a-dire qu’il existe
d > 0 tel que |g, (2, y) — gn(2',y')| < € pour touty € |y’ — ;9" + J[. Alors, pour un y de cet
intervalle,

lg(2" ) —g(2", 9| < lg(a’,y) = gn(2", )|+ |gn (2", y) = gn (2", ¥) |+ gn (2, ) —g (', )| < 3e.

Sinon, y' € A"(z) pour un certain n > 0. Alors pour tout k& > 0, ¥/ = a,x(2',y) et
9", y) = gnk(@,y). Ory — gnik(2',y) est localement constante a droite au voisinage de
Yy, etpoury <y = Si*(xy, b(xy)) suffisamment petit :

Y(zy)

[ ()]
Ty ()| =

= Ll

|gn+k($,7 y) - gn-‘rk(x/a y/)’ = ’

Il existe donc k > Oetd = d > 0 tels que |gnk(2',y) — gnix(2',y')| < € pour tout y
dans I’intervalle |y’ — ;3 + d[. Alors, pour ces mémes y, et quitte a augmenter k de sorte que

9 = G| <e:
(2" y) — g(2', 1) < 192", y) = Guir(@ s 9)| + |gnsn(@sy) — guin(@', )| < 2¢. u
On s’apercevra a posteriori que ¥ € [a(z’); b(2')] — g(2',y’) doit en fait &tre R(s)-holder

pour tout 2’ € St.

5.24 Formule d’inversion de v,

On reprend ¢y, = ¥(Dy ) ou Dy, = D'. Nous voila maintenant en mesure de reconstituer
explicitement Dy ; a partir de 14 ;. On suppose toujours I' cocompact.

Proposition 5.2.20.

o) € Cogle! ) = K o)D)~ K ale)Dla) = [ Ghat ) Dy
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PREUVE : Soientn > Oet (z/,y') € C. Si a, = a,(2',y), alors le lemme 5.2.3 donne :
gn(x/v y/) = gn(xly an)
brs(2) 0
Z I( 7{ < (@ yian] (SR(2, 0(2)))

- /
7 (z)=a' TL ) (:C) ‘

TP (x)=2

— K(TE (2), Sg(z, a(x))) D(Sk(z, a(x))) — /

S% (z,a(z)) dy

= K& ) Dlon) ~ K a)Dle@) ~ [ G nDGy

On obtient alors le résultat attendu en faisant tendre n vers +oo. [ |

ST (x,b(x)) oks

Notons, pour 3y € S!,
G(y):/ 1g(:v,y)llo(:v,y)olﬂc et Ks(y):/ 1k8(x,y)ﬂc(x,y)d$-
zeS zeS

Ces deux fonctions sont bien définies sur S* car g et k* sont intégrables puisque bornées sur un
compact, C restant a une distance non nulle de la diagonale du tore lorsque I' est cocompact.
De plus, G est continue et K° est C*> par morceaux.

En intégrant la relation de la proposition 5.2.20 par rapport a 2/, il vient :

Proposition 5.2.21.

/

Vy.y € R,G(y) — Gly) = K*(4/)D(y/) — K*(4)D(y) - / " KD (1)t

Y

Moralement, on a donc que G = K*D’, sauf que ni G ni D ne sont dérivables. On voudrait

toutefois pouvoir encore en déduire que D' = LG, ce qui est possible grace au lemme qui

. KS
suit :

Lemme 5.2.22. Soient f, g : I — C continues et ¢ : I — C de classe C' telles que :

/

Vy,y' € Lg(y') —g(y) = (W) f(Y) — o) fly) — /y ©'(t) f(t)dt.

Si © ne s’annule pas, alors :

Yy, € I f(y) — fly) = i(él,)) - % - /yy % <ﬁ> g(t)dt.

PREUVE : Fixons y,y’ € I et développons

st/ = 2090 [0 (Y o

o) ey o(t)
= @ (g(y) +oW) ) — o) fly) — /y w’(t)f(t)dt>
20 [T 2 () (st + w050 = s - [ ) a
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t
En posant \(t) = / ¢’ (u) f (u)du qui est une fonction de classe C' sur I, il vient :
y

') = L L a1
5(y,y)f(y)+9(y)\<gp(y,) =) /yat<g0<t>>dt>1

[ 2 () etoroa =20 [ 2 () o

Or, par intégration par parties, et puisque A\(y) = 0, le dernier terme se réécrit :

YO L AW A TN, M) 1
RGOS | Zam=Sn - sme s

oly)  ely) ot) oY) pl(t
Alors :
5(.) = 1 / "o (k) esa~ [ s
Yo 1
= fly / a(m )) f(t)dt
T
= f) = fly). u

Pour I’appliquer, il nous faut cependant vérifier que K * ne s’annule pas. On n’est malheu-
reusement capable d’établir ce résultat technique que lorsque la partie imagine de s est grande.

Lemme 5.2.23. 1 existe wy > 0 tel que pour tout s = % + iw avec |w| > wy, K* ne s’annule
pas sur R.

PREUVE : Puisque la partition de Markov du codage de Bowen-Series est finie, on peut sup-
poser, quitte A prendre le maximum des wy obtenus 2 la fin, que y est dans un intervalle ¥ du
codage a droite.

Cherchons un point p € D tel que (p * y,y) € C pour tout y € I*. Lorsque p est dans
I'intérieur du domaine fondamental, (p * y, y) traverse nécessairement I’intérieur du domaine
donc est une géodésique du billard qui aboutit dans I* : autrement dit, (p x y,y) € B¥. Ainsi,
(pxy,y) € C sietseulementsi (pxy,y) &€ X*. Si A C T?\ A est un ensemble de géodésiques,
notons 7(A) I’ensemble des points de DD atteints par les géodésiques de A. On constate alors
que 7(X¥) ne peut pas contenir D tout entier : en effet, cela impliquerait que la géodésique qui
borde le tube X" est un bord du domaine et donc qu’un certain a! avec i € [n, ; m,— 2] pourrait
aussi s’ écrire ™~ (w = r(v)), ce qui est impossible. Il suffit donc de prendre p € D\ 7(XF).

Fixons y € I¥ et prenons une isométrie v telle que y(y) = y et y(0) = p. Pour tout x € Sl,

S S s z z s(0z (0, —1(z s -1 z _ 1.8
kp(fy(x),y) — k:p('y(x),”y(y)) — 5(03(@) (P:2)Fby () (P2)) — 3(0 (0777 (2))+by (0777 (2))) — ks(z,y).
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Il vient ainsi :

b(y)
K*(y) = //{;(x,y)]lc(m,y)d:v = /( | ky(z,y)dx

aly
y~1(b(y)) )

= [ RO @)
v~ Ha(y))
y~1(b(y)) ,

[ k) @)
v~ 1(a(y))

De plus, puisque pxy € |a(y); b(y)[, 0xy = v 1 (pxy) € [y (a(y)); v (b(y))][. Par invariance
par rotation, on est donc ramené a monter que

la:b] € SU1 € Jasbl, —1 ¢ [a: )], ab_/ K (z, — 1) (2)|dz £ 0

ol 7 est une isométrie fixant —1 et envoyant 0 sur p, et s = 5 + iw avec |w| > wy indépendant
de a et b.

Transférons-nous maintenant dans le modele du demi-plan de Poincaré :
— —1,0,p, 1, a, b sont envoyés respectivement sur oo, i, P,0, A, B par p(z) = th ;
— I’image de la mesure de Lebesgue sur le cercle est dy = 7 f; 5
— v est transportée en une isométrie fixant oo, envoyant ¢ sur P, et dont le jacobien basé en
par rapport 2 la mesure de Lebesgue sur R vaut |/ ()] = /(z) 2

T+ (@7
— k§(z,—1) est remplacé par kf(z,00) = (1 + x?)°%.

Alors :
B 1+ a2 B v ()
S, = 1+ 2% (1) ————d x:/ 1+ 22— dz.
b= [ e @ ) = [0sa
Siy(z) = Zjis v(00) = oo impose que ¢ = 0. Alors ad = 1 et ¥(z) = a®z + ab. Par ailleurs,

v(i1) = a*i + ab = P donc ab = R(P) et a* = I(P). En posant P = u + iv, il vient :

B /
s U/ (1 + a? / 1422 ezwln(1+12)dx.

ab l—i-(u—i-vx 1+ (u+vz)?

Rappelons le développement asymptotique de la phase stationnaire Si f, g sont de classe C?
sur R, que ¢'(z) = 0 si et seulement si © = zg, et que ¢"(zg) # 0, alors il existe C' > 0 ne
dépendant que de f et g telle que pour tout a < zy < b,

_ 2T isen(e" (o))
19" (o) |w

zwg dZC _ f( ) iwg(zo) <

5 @

Ici, f(x) = UH—m et g(x) = In(1+ 2?). ¢'(z) = 2% s’annule uniquement en zo = 0

qui est bien dans |A; B] par hypotheése. D’autre part, g”(x) = ﬁ donc ¢"(0) =2 > 0. Par

conséquent,
v o C
=17\ <
Yoo l4urV ow w2
Puisque C ne dépend pas de a et b, le résultat est montré. |
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On peut alors appliquer la formule d’inversion pour f = D, g = G et p = K?, etil vient :

Proposition 5.2.24. Si s = § + iw avec |w| > wy, alors :

!

vy € R, D(y) - D(y) = 2 _ Gy)) -/ ( ! ) (G(1)d.

CKs(y)  Ke(y K
Quitte a normaliser D de sorte que D(0) = gs(?g) , on obtient finalement :

Théoreme 5.2.25. Soit I' cocompact. 1l existe wy > 0 tel que pour tout s = % + 1w,
et pour toute Vs s = V(Dy ), alors Dy = D' avec :

Wy € R, D(y) = lfs(é)) _ /0 ’ ( ;) ()Gt dt

w| > wo,

on K*(y) = /k:s(x,y)]lc(x,y)dx, G(y) = /g(x,y)ﬂc(x,y)dx et:

V(' y) € Cgle'y) = lm Y M—Wﬂ}amyq(s}w,b<x>>>.

On peut noter que cette construction de D a un sens méme si ¢y, ne provient pas a priori
d’une distribution de Helgason. Cependant, il faut alors montrer que la dérivée faible de D est
bien une distribution propre de L, ; pour la valeur propre 1.

Pour généraliser ce résultat a I' cofini, il faudrait :

— démontrer la convergence des (g,) sans I’hypothése d’expansivité uniforme de 7. Dans

I’état actuel des choses, on sait uniquement dans ce cas que la série Z T (ST (x,y))|° qui
n>0

domine les (g, ) ne diverge pas grossieérement.

— prouver la continuité de y' — g(2’,y’) si la convergence des (g,,) n’est pas uniforme.
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Résumé

Cette these traite de I’étude des objets reliés au codage de Bowen-Series du flot géodésique
pour des surfaces hyperboliques de volume fini. On démontre d’abord que le billard géodé-
sique associé¢ a domaine fondamental even corners d’un groupe fuchsien cofini est conjugué
a une bijection du tore, appelée codage étendu, dont I'un des facteurs est la transformation
de Bowen-Series. L’intérét principal de cette conjugaison est qu’elle ne fait toujours interve-
nir qu’un nombre fini d’objets. On retrouve ensuite des résultats classiques sur le codage de
Bowen-Series : il est orbite-équivalent au groupe, ses points périodiques sont denses, et ses or-
bites périodiques sont en bijection avec les classes d’équivalence d’hyperboliques primitifs du
groupe ; ce qui permet finalement de relier sa fonction zeta de Ruelle a la fonction zeta de Sel-
berg. Les preuves de ces résultats s’appuient sur un lemme combinatoire qui abstrait la propriété
d’orbite-équivalence a des familles de relations qui peuvent €tre définies sur tout ensemble sur
lequel agit le groupe. Il est aussi possible de conjuguer le codage étendu a un sous-shift de
type fini, sauf pour un ensemble dénombrable de points. Enfin, on prouve que les distributions
propres pour la valeur propre 1 de I’opérateur de transfert sont les distributions de Helgason de
fonctions propres du laplacien sur la surface, puis que I’on peut associer a toute telle distribution
propre une fonction propre non triviale de I’opérateur de transfert et que ce procédé admet un
inverse dans certains cas.

MOTS-CLES : Géométrie hyperbolique, flot géodésique, billard, codage de Bowen-Series,
orbite-équivalence, sous-shift de type fini, fonction zeta de Selberg, opérateur de transfert, la-
placien hyperbolique, distribution de Helgason.

Abstract

This thesis focuses on the study of the objects linked to the Bowen-Series coding of the geo-
desic flow for hyperbolic surfaces of finite volume. It is first proved that the geodesic billiard
associated with an even corners fundamental domain for a cofinite fuchsian group is conjugated
with a bijection of the torus, called extended coding, one factor of which is the Bowen-Series
transform. The sharpest property of that conjugacy is that it always only involves a finite num-
ber of objects. Some classical results about the Bowen-Series coding are then rediscovered : it
is orbit-equivalent with the group, its periodic points are dense, and its periodic orbits are in
bijection with conjugacy classes of primitive hyperbolic isometries ; which eventually links its
Ruelle zeta function to the Selberg zeta function. The proofs of those results use a combinatorial
lemma that abstracts the orbit-equivalence property to families of relations that can be defined
on every set on which the group acts. The extended coding is also proved to be conjugated with
a subshift of finite type, except for a countable set of points. Finally, it is shown that eigen-
distributions of the transfer operator for the eigenvalue 1 are the Helgason boundary values of
eigenfunction of laplacian on the surface, plus that one can associate to each such eigendistri-
bution a non-trivial eigenfunction of the transfer operator and that this process has a reciprocal
in some cases.

KEYWORDS : Hyperbolic geometry, geodesic flow, billiard, Bowen-Series coding, orbit-
equivalence, subshift of finite type, Selberg zeta function, transfer operator, hyperbolic lapla-
cian, Helgason boundary value.



