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Introduction

Le codage de Bowen-Series est un object classique de l’étude du flot géodésique sur des
surfaces de courbure négative constante. Il permet de remplacer en grande partie l’étude des
propriétés dynamiques de celui-ci par une simple transformation du cercle à l’infini dans lui-
même qui respecte une partition de Markov. Cette transformation est de plus connue pour avoir
des liens profonds avec la théorie spectrale du laplacien sur la surface.

Dans cette thèse, nous étudierons les objets reliés au codage de Bowen-Series dans le cas
de surfaces hyperboliques H/Γ de volume fini et ayant éventuellement des points elliptiques.
Les raisonnements exposés y sont en grande majorité de nature combinatoire dans l’espoir de
pouvoir les généraliser au cas de la courbure variable ; en particulier, nous prendrons soin de
construire des transformations "finies" au sens où elles ne nécessitent qu’un découpage fini de
leur espace de base pour pouvoir être définies par morceaux.

Le premier chapitre contient un certain nombre de généralités sur la géométrie hyperbolique.
En particulier, on y pose les notations qui seront utilisées tout au cours de cette thèse, et on
explicite quelles seront les hypothèses à faire sur le domaine fondamental et comment elles se
traduisent en termes du groupe fuchsien sous-jacent.

Le procédé de codage du flot géodésique est décrit dans le second chapitre. On construit
d’abord le billard géodésique à partir d’un domaine fondamental fixé en considérant toutes les
géodésiques qui coupent l’intérieur du domaine, plus celles qui passent par un des sommets du
domaine en le laissant à leur gauche. On y définit alors un système dynamique TB en envoyant
une géodésique sur son image par l’isométrie associée au côté par lequel la géodésique sort du
domaine. Ce système dynamique admet une suspension qui est conjuguée au flot géodésique
sur la surface modulo, dans le cas volume fini, un ensemble de mesure nulle de géodésiques.

Étant donnée une géodésique dans le billard, l’isométrie qui nous permet de passer à son
image dépend à la fois de ses extrémités passées et futures. Ce comportement rend l’étude du
billard difficile, et on préférerait que cette isométrie ne dépende que de l’extrémité future de la
géodésique. C’est ce qui nous amène à définir le codage rectifié TC sur une réunion finie de rec-
tangles de l’ensemble des géodésiques de l’espace hyperbolique, à la manière de ce qu’avaient
initié Adler et Flatto dans [AF91] pour des groupes cocompacts ; mais sans choix de domaine
fondamental particulier et pour Γ de covolume fini. On prouvera qu’il est conjugué au billard
géodésique, et que cette conjugaison peut être construite en découpant le billard en un nombre
fini de morceaux et en définissant la conjugaison comme agissant par un même élément du
groupe sur chacun d’entre eux. Notre approche est purement géométrique et ne se base pas du
tout sur le graphe de Cayley de Γ tel que cela a pu être développé dans [Ser81].

Puisque la transformation du codage étendu ne dépend que d’une des composantes, elle
induit en restriction à cette composante une transformation du bord à l’infini dans lui-même.
Cette nouvelle transformation préserve par construction une partition de Markov finie du bord,
et elle est définie sur chaque intervalle de la partition comme agissant par une isométrie du
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groupe. Elle ressemble très fortement à la transformation de Bowen-Series tel que défini dans
[BS79], mais à la différence de celle-ci elle ne nécessite pas de partition de Markov dénombrable
lorsque le domaine fondamental possède des sommets à l’infini. Cette propriété de finitude sera
utilisée de manière cruciale dans nombre de démonstrations.

Le troisième chapitre est entièrement consacré à l’étude de cette transformation T du bord,
identifié au cercle unité S1. La propriété phare de [BS79] était que T est orbite-équivalent avec
le groupe Γ, c’est-à-dire que

∀x, y ∈ S1, (∃γ ∈ Γ, γ(x) = y)⇔ (∃p, q ≥ 0, T p(x) = T q(y)) .

La preuve de cette propriété repose sur le transport de la dynamique combinatoire des intervalles
de la partition de Markov aux points de S1. Nous la généraliserons dans un contexte plus large
où la cible du transport peut être librement définie comme un ensembleX sur lequel Γ agit, sous
réserve d’avoir des conditions qui lient l’action de Γ sur X et sur les intervalles du bord. Cette
meta-proposition nous redonnera la propriété d’orbite-équivalence, mais aussi une propriété
plus forte d’orbite-équivalence des mots du codage :

∀x ∈ S1,∀γ ∈ Γ,∃p, q ≥ 0, γp[x] = γq[γ(x)]γ

où γp[x] représente le mot du groupe qui permet de définir T p(x). Elle s’appliquera aussi dans
le dernier chapitre pour étendre le théorème de Pollicott sur les distributions de Helgason à une
classe plus large de distributions et pour un groupe Γ de covolume fini.

La suite du troisème chapitre présente un certain nombre de résultats dynamiques concer-
nant cette transformation. On montrera en particulier que les points T -périodiques sont exacte-
ment les points fixes d’éléménts non triviaux de Γ, et qu’il existe une bijection entre les points T -
périodiques hyperboliques et les classes de conjugaison d’hyperboliques primitifs de Γ. Enfin, la
propriété d’orbite-équivalence implique naturellement que les préimages de points périodiques
sont denses dans l’ensemble limite, qui est dans notre cas S1 tout entier. On montrera que cette
propriété est en fait vérifiée pour tout point de S1 (non nécessairement périodique) si et seule-
ment si les points T -périodiques sont denses, et si et seulement si il existe au moins un point
périodique dans chaque intervalle de la partition de Markov. Ces propriétés ne pourront être
effectivement montrées qu’au chapitre suivant car prouver la densité des points T -périodiques
nécessite de considérer le codage étendu.

Dans le quatrième chapitre, on passe de l’étude du facteur T du codage rectifié à l’étude de la
transformation complète TC . On commencera par décrire à quelle condition une géodésique qui
borde le domaine est un point périodique du codage étendu, puis on appliquera ce résultat pour
obtenir que l’on a bijection entre les points périodiques de T et de TC . Couplé à une description
des TC-orbites à l’aide de la propriété d’orbite-équivalence forte, cette bijection nous permettra
de prouver que les points T -périodiques sont denses, et donc que les conditions équivalentes du
chapitre précédent ont bien lieu.

Le résultat le plus intéressant du chapitre reste à venir. Au biais d’arguments similaires à
ceux utilisés au chapitre précédent pour prouver l’équivalence entre densité des préimages de
tout point et densité des points périodiques, on peut construire une conjugaison entre TC et un
sous-shift de type fini dont les transitions sont données par la propriété de Markov de T , et
ce modulo un nombre dénombrable de mots infinis dans le sous-shift. C’est un autre codage
qui s’assimile au procédé classique de codage de géodésiques par les séquences coupantes tel
qu’explicité par exemple dans [Ser86] ou dans [Ser91], mais notre approche le lie moins étroi-
tement à la géométrie de l’espace hyperbolique.
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Le cinquième et dernier chapitre aborde un tout autre aspect du codage de Bowen-Series :
l’étude des éléments propres de son opérateur de Ruelle Ls. Depuis les travaux d’Helgason avec
[Hel81], on sait que toute solution de l’équation ∆f = −s(1− s)f dansH à croissance au plus
exponentielle en le rayon hyperbolique peut être vue comme le test d’une distribution sur S1,
dite de Helgason et notée Df,s, contre le noyau de Poisson de paramètre s. Cette distribution
était classiquement vue comme agissant sur des espaces de fonctions analytiques sur le bord, et
Pollicott a montré dans [Pol91] que lorsque Γ est cocompact, Df,s est distribution propre pour
la valeur propre 1 de Ls si et seulement si f est Γ-invariante.

Mais Otal a prouvé beaucoup plus tard que la distribution de Helgason pouvait être repré-
sentée comme une forme linéaire continue sur les fonctions de classe C1 sur le bord et agissant
comme la dérivée faible d’une fonction Hölder d’ordre <(s). L’opérateur de Ruelle étant natu-
rellement défini sur des espaces de fonctions de classe C1 sur chaque intervalle de la partition
de Markov, Lopes et Thieullen ont prolongé dans [LT08] la distribution de Helgason au sens
d’Otal à cette classe de fonctions. Le premier résultat que nous démontrerons dans ce chapitre
est donc la version "théorie d’Otal" du théorème de Pollicott, et ce de plus pour un groupe
Γ de covolume fini à quelques exceptions près. Cette preuve repose sur la méta-proposition
d’orbite-équivalente établie au chapitre 3.

Une fois le cas des distributions propres de Ls traité, on souhaiterait pouvoir déterminer
les fonctions propres de cet opérateur. Lopes et Thieullen, toujours dans [LT08], ont réussi à
construire une fonction propre ψf,s de Ls à partir de toute distribution de Helgason Df,s en tes-
tant celle-ci contre un noyau à base de distance de Gromov sur le bord dont le rôle est d’échan-
ger les coordonnées passées et futures aux yeux de Ls. Ils ont surtout montré que l’application
Df,s → ψf,s était injective. Notre second résultat est l’extension de ce théorème au cas Γ de
covolume fini. De plus, on construira un inverse partiel à cette application sur son image, mais
uniquement pour Γ cocompact et =(s) grand.
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Chapitre 1

Préliminaires de géométrie hyperbolique

Ce chapitre rassemble un certain nombre de notations classiques et d’outils qui seront ex-
ploités au cours des chapitres suivants.

La première section énonce juste quelques généralités sur l’espace hyperbolique. On décrit
ensuite les isométries hyperboliques dans la seconde section. En particulier, on énonce quelques
formules qui décrivent comment des quantités à base de cocyle de Busemann telles que la
distance de Gromov se comportent vis-à-vis de l’action des isométries. De plus, on y détermine
à quelles condition une isométrie et son inverse sont conjuguées dans un groupe fuchsien, ce
qui mettra en lumière les résultats du chapitre 3 sur la correspondance entre orbites périodiques
hyperboliques du codage et classes de conjugaisons d’isométries hyperboliques primitives du
groupe.

La seconde section traite de domaines fondamentaux. On y donnera en particulier toutes les
notations sur les extrémités de géodésiques qui seront utilisées tout au long de cette thèse. Nous
énoncerons aussi les hypothèses sur le domaine que nous serons amenées à faire pour prouver
nos résultats, et nous verrons comment ils se traduisent en termes de groupe.

Enfin, la dernière section est entièrement consacrée aux tubes géodésiques. Il s’agit d’une
notion qui englobe tous les sous-ensemble du tore T2 qui joueront le rôle de briques de base
dans le billard et le codage géodésiques définis au chapitre 2. En particulier, on décrit avec la
même notation des produits d’intervalles, i.e. toutes les géodésiques qui partent d’un intervalle
et qui finissent dans un autre, et les "coins", ces ensembles de géodésiques partant d’un inter-
valle et traversant un segment ou une demi-géodésique donné. On énoncera plusieurs lemmes
techniques qui nous permettront d’identifier les intersections et complémentaires de tubes géo-
désiques qui appararaitront au cours de la preuve de la conjugaison entre billard et codage au
chapitre 2.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES DE GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

1.1 L’espace hyperbolique

L’espace hyperbolique est le nom générique pour le revêtement universel de toutes les varié-
tés à courbure constante égale à −1. On le modèlera essentiellement par le disque de Poincaré

D = {z ∈ C | |z| < 1}

muni de la métrique 2|dz|
1−|z|2 . On rappelle que les géodésiques géométriques maximales de ce

modèle sont les droites passant par l’origine et les arcs de cercles orthogonaux au cercle unité
S1 = {z ∈ C | |z| = 1}. Ce modèle possède les avantages d’être conforme et de ne privilégier
aucun point. Le modèle du demi-plan de Poincaré

H = {w ∈ C | =(w) > 0}

muni de |dw|
=(w)

sera parfois utilisé pour certains calculs. On notera H un modèle de l’espace
hyperbolique, et d la distance qui lui est associée.
H étant une variété riemannienne, on peut définir son fibré tangent TH et son fibré unitaire

tangent T 1H = {(x, v) ∈ TH | ‖v‖x = 1}. Dans le domaine du disque, ils s’identifient respec-
tivement aux fibré triviauxD×C etD×S1. Étant donné un point-vecteur unitaire (x, v) ∈ T 1H,
il existe une unique géodésique passant par x et tangente en x à v. Réciproquement, étant donné
une géodésique géométrique passant par un point x ∈ H, il existe une unique paire de vecteurs
tangents unités v+, v− ∈ T 1

xH qui engendrent la géodésique géométrique ; et on a de plus que
v− = −v+. Une géodésique étant difféomorphe à R, un choix de v+ ou de v− en un point x de
la géodésique en induit un naturel pour tous les autres points. Ce choix définit une orientation
de la géodésique.

On peut définir une relation d’équivalence entre géodésiques orientées en identifiant celles
qui restent à distance bornée dans le passé ou dans le futur. L’ensemble des classes d’équiva-
lence pour cette relation s’appelle le bord à l’infini de l’espace hyperbolique, et il est noté ∂H.
Chaque fibre du fibré unitaire tangent s’identifie alors canoniquement avec ∂H. Dans le modèle
du disque, il est incarné par le cercle S1 qui est alors nommé cercle à l’infini. Dans le modèle
du demi-plan, on reconnait la droite projective P1(R) = R ∪ {∞}. De plus, on peut munir
H = Ht∂H d’une topologie (par exemple dans le modèle du disque de la trace de la topologie
de C) qui rend les inclusions deH et de ∂H continues.

Chaque géodésique orientée peut alors être paramétrée de manière unique par un couple de
points distincts du bord à l’infini, le premier donné par la classe de l’inverse de la géodésique
(l’extrémité passée), le second par la classe de la géodésique elle-même (l’extrémité future). On
représentera donc l’ensemble des géodésiques par T2 \∆ où ∆ est la diagonale du tore.

Puisque le bord est difféomorphe au cercle, on peut définir des intervalles à l’infini ouverts
ou fermés ]a; b[, ]a; b], [a; b[, [a; b] en transportant ceux de la droite réelle. Toutes les opérations
habituelles sur les intervalles (telles que l’appartenance, la réunion ou l’intersection) restent
valides tant que tous les intervalles concernés sont inclus dans un même intervalle du bord
différent de ∂H tout entier.

Étant donné ξ ∈ ∂H et v ∈ H \ {ξ}, il existe une unique géodésique géométrique passant
par v et ξ. On note v ? ξ ∈ ∂H l’extrémité de cette géodésique qui n’est pas ξ. On prend de plus
pour convention que x ? ξ = ξ. Lorsque v ∈ H, cette application est une involution du bord à
l’infini ; mais si v ∈ ∂H v ? ξ = v est constante pour tout ξ.
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Soient z, w deux points de l’espace hyperbolique, et ξ un point du bord à l’infini. On définit
le cocycle de Busemann de z et w en ξ par

bξ(z, w) = lim
t→ξ

d(z, t)− d(w, t)

pour t un point de l’espace hyperbolique se rapprochant de ξ en restant à distance bornée d’une
géodésique orientée se terminant en ξ. Il vérifie une propriété d’additivité :

∀ξ ∈ ∂H,∀x, y, z ∈ H, bξ(x, z) = bξ(x, y) + bξ(y, z).

Pour tout p ∈ H, la ligne de niveau {z ∈ H | bξ(p, z) = 0} est appelée horocercle, et son
intérieur {z ∈ H | bξ(p, z) ≥ 0} est nommée horoboule. Dans le modèle du disque, ces horo-
cercles et horoboules sont les cercles et disques euclidiens tangents au disque à l’infini en ξ et
passant par p.

Enfin, pour s complexe, le noyau de Poisson est la fonction définie par

∀z ∈ H, ∀ξ ∈ ∂H, P s(z, ξ) = esbξ(p,z).

Quant à la distance de Gromov (basée en p), elle est donnée par

∀η 6= ξ ∈ ∂H, dp(η, ξ) = e−
1
2(bη(p,zη,ξ)+bξ(p,zη,ξ))

pour tout zη,ξ sur la géodésique géométrique reliant η et ξ, et cette définition est indépendante
du choix de zη,ξ. C’est bien une distance sur H, et pour p = 0 dans le modèle du disque de
Poincaré on a la formule supplémentaire

∀η 6= ξ ∈ S1, d0(η, ξ) =
|η − ξ|

2
.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES DE GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

1.2 Isométries
On note Isom(H) le groupe des isométries de l’espace hyperbolique préservant l’orientation.

Elles peuvent être classées en trois types :
− les hyperboliques fixent deux points du bord à l’infini, et laissent la géodésique qui relie ces
deux points (que l’on nomme l’axe de l’isométrie) invariante ;
− les paraboliques fixent un unique point du bord à l’infini ;
− les elliptiques fixent un point à l’intérieur de l’espace hyperbolique ;
En considérant le modèle du demi-plan de Poincaré, on peut constater que Isom(H) est iso-
morphe au groupe PSL(2,R).

L’action des isométries de H peut s’étendre naturellement à TH. Comme les isométries
envoient dans chaque fibre un vecteur de norme 1 sur un vecteur de même norme, cette action
en induit une sur T 1H. Enfin, puisqu’elles envoient une géodésique sur une géodésique, elles
agissent aussi sur le bord à l’infini ∂H.

Puisque les isométries conservent les angles, elles préservent les positions respectives des
points à l’infini :

∀a, b, c, d ∈ ∂H,∀γ ∈ Isom(H), ]a; b[ ⊂ ]c; d[⇔ ]γ(a); γ(b)[ ⊂ ]γ(c); γ(d)[ .

Ceci implique que l’involution ? définie précedemment préserve l’ordre des points à l’infini :

Lemme 1.2.1. Soit v ∈ H. Si ]a; b[ ⊂ ]c; d[, alors ]v ? a; v ? b[ ⊂ ]v ? c; v ? d[.

PREUVE : Si v ∈ ∂H, alors ]v ? a; v ? b[ = ]v ? c; v ? d[ = ]v; v[ = ∅.
Si v ∈ H, l’application x 7→ v ?x est la symétrie de centre v et agit ainsi sur ∂H comme une

isométrie hyperbolique. Il existe donc une isométrie hyperbolique γ qui fixe v et pour laquelle
v ? x = γ(x) pour tout x ∈ ∂H. Puisque γ conserve les angles, y ∈ ]v ? a; v ? b[ = ]γ(a); γ(b)[
implique que γ−1(y) ∈ ]a; b[ ⊂ ]c; d[ et donc y ∈ ]γ(c); γ(d)[ = ]v ? c; v ? d[. �

En particulier, si v ∈ H et x ∈ ]a; b[, alors v ? x ∈ ]v ? a; v ? b[.
Par ailleurs, les isométries préservent aussi la distance donc elles laissent invariant le cocycle

de Busemann :

∀γ ∈ Isom(H),∀z, w ∈ H,∀ξ ∈ ∂H, bγ(ξ)(γ(z), γ(w)) = bξ(z, w).

Si p est un point de H fixé et γ est une isométrie de H, on définit sa dérivée basée en p
comme une fonction définie sur le bord à l’infini par

∀ξ ∈ ∂H, |γ′(ξ)|p = ebξ(p,γ
−1(p))

Cette notion de dérivée se comporte de manière intuitive avec la composition d’isométries :

∀γ1, γ2 ∈ Isom(H),∀ξ ∈ ∂H, |(γ1 ◦ γ2)′(ξ)|p = |γ′1(γ2(ξ))|p|γ′2(ξ)|p.

On a aussi une intéressante formule d’invariance pour le carré de la distance de Gromov :

∀γ ∈ Isom(H),∀η, ξ ∈ ∂H, d2
p(γ(η), γ(ξ)) = |γ′(η)|p|γ′(ξ)|pd2

p(η, ξ).

Toujours à p fixé, une isométrie γ ne fixant pas p est caractérisée par la médiatrice du seg-
ment [p; γ−1(p)], encore appelée cercle isométrique :

Iγ =
{
z ∈ H | d(p, z) = d(γ−1(p), z)

}
.
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En effet, γ est hyperbolique, parabolique ou elliptique si et seulement si Iγ et Iγ−1 sont respec-
tivement disjoints (ne s’intersectent pas dans H), parallèles (s’intersectent en un unique point
de ∂H) ou sécants (dans H). De plus, Iγ délimite l’ensemble des points du bord à l’infini où la
dérivée basée en p est plus grande que 1 :

|γ′(x)|p ≥ 1⇔ x ∈ {z ∈ H | d(z, p) > d(z, γ−1(p))} ∩ ∂H.

Il nous sera souvent nécessaire d’exprimer la dérivée du conjugué d’une isométrie.

Lemme 1.2.2. Soient γ, g ∈ Isom(H) et γ̃ = g−1γg. Si γ fixe g(x), alors |γ̃′(x)| = |γ′(g(x))|.

PREUVE : Il vient simplement

|γ̃′(x)| = |(g−1γg)′(x)| = |g′(x)||γ′(g(x))||(g−1)′(γg(x))|
= |g′(x)||γ′(g(x))||(g−1)′(g(x))| puisque γ fixe g(x)

= |γ′(g(x))||(g−1 ◦ g)′(x)| = |γ′(g(x))|. �

On appelle groupe fuchsien tout sous-groupe discret d’isométries deH préservant l’orienta-
tion. Dans toute la suite Γ dénotera toujours un groupe fuchsien.

Γ agit naturellement surH etM = H/Γ est une surface de Riemann possédant une structure
de variété ou d’orbifold selon que Γ contient des elliptiques ou non. Il sera dit cocompact si
M est compacte, et cofini si M est de volume fini pour la forme volume provenant de H. H
s’identifie alors au revêtement universel de M .

Si z ∈ H, on note Λ(z) ⊂ ∂H l’ensemble des points du bord à l’infini qui sont atteints
comme limite (dans H) de γn(z) pour γn ∈ Γ. C’est par construction un fermé du bord ; et
on peut montrer (cf [Bea83], théorème 5.3.9) que si le groupe Γ n’est pas élémentaire, alors
Λ(z) est indépendant du choix de z ∈ H. Par conséquent, on peut poser Λ(Γ) = Λ(z) pour un
z quelconque ; ensemble que l’on appelle ensemble limite de Γ. Λ(Γ) est aussi l’adhérence de
l’ensemble des points fixes des éléments hyperboliques de Γ, et on a le résultat suivant :

Théorème 1.2.3 ([Bea83], 8.1.2). Λ(Γ) est le plus petit fermé non vide Γ-invariant de ∂H. Il
est de plus parfait et donc non dénombrable.

Un groupe fuchsien est dit du premier type lorsque son ensemble limite est S1 tout entier.
C’est le cas des groupes fuchsiens cofinis.

Le fait que Γ soit discret impose une condition très forte sur les stabilisateurs de points à
l’infini :

Théorème 1.2.4 ([Bea83], 8.1.2). Si Γ est un groupe fuchsien, le stabilisateur dans Γ de tout
point x ∈ S1 est cyclique.

Ceci nous permet maintenant de déterminer à quelle condition une isométrie hyperbolique
d’un groupe fuchsien est conjuguée dans le groupe à son inverse.

Proposition 1.2.5. Soit γ ∈ Γ hyperbolique primitif, de points fixes x et y dans S1. g ∈ Γ
conjugue γ et γ−1 si et seulement si y = g(x) ; et dans ce cas g doit être un elliptique d’ordre
deux dont le centre est sur la géodésique (x, y).
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PREUVE : Supposons que γ−1 = gγg−1 avec g ∈ Γ. Quitte à échanger x et y, on peut supposer
qu’ils vérifient :

γ(x) = x = γ−1(x) γ(y) = y = γ−1(y)
|γ′(x)| = |(γ−1)′(y)| > 1 |γ′(y)| = |(γ−1)′(x)| < 1

γ−1(g(x)) = gγ(x) = g(x) et γ−1(g(y)) = gγ(y) = g(y) donc g préserve {x, y}. Mais si on
suppose que g(x) = x, le lemme sur la dérivée d’un conjugué nous dit que :

1 > |(γ−1)′(x)| = |γ′(g−1(x))| = |γ′(x)| > 1

ce qui est absurde. Donc g(x) = y et g(y) = x.
Réciproquement, si g(x) = y, on note γ̃ = g−1γg. γ̃(x) = g−1γ(y) = g−1(y) = x, donc

γ̃ est dans le stabilisteur de x qui, par le théorème 1.2.4, est cyclique et donc engendré par γ
puisque celui-ci est primitif. Il existe donc n ∈ Z tel que γ̃ = γn. Mais γ̃ est un conjugué de γ
primitif, donc il est lui aussi primitif et n ne peut donc être égal qu’à 1 ou −1. Or on a vu que
|γ̃′(x)| = |γ′(g(x))| = |γ′(y)| < 1. Donc x est un point fixe attracteur pour γ̃, ce qui implique
nécessairement que γ̃ = γ−1.

Dans ces conditions, g2 fixe x et y. Puisque γ est primitif, g2 = γn pour un certain entier n.
Mais alors si n > 0,

1 < |(γn)′(x)| = |(g2)′(x)| = |g′(x)||g′(g(x))| = |g′(x)||g′(y)|
1 > |(γn)′(y)| = |(g2)′(y)| = |g′(y)||g′(g(y))| = |g′(y)||g′(x)|

ce qui est impossible. De la même manière, n ne peut être strictement négatif, et g2 doit être égal
à l’identité. g est donc un elliptique d’ordre 2 ; comme il préserve {x, y}, il préserve globalement
la géodésique géométrique reliant x à y, et son centre doit donc être sur cette géodésique. �

Le cas parabolique est plus simple :

Proposition 1.2.6. Si γ ∈ Isom(H) est parabolique, alors γ et γ−1 ne sont pas conjugués dans
Isom(H).

PREUVE : Supposons que γ−1 = gγg−1 avec g ∈ Isom(H). Notons x l’unique point fixe de γ.
γ−1(g(x)) = gγ(x) = g(x) donc nécessairement g(x) = x.

Quitte à conjuguer γ, on peut supposer que x est le point à l’infini dans le modèle du demi-

plan. Alors γ s’écrit
(

1 b
0 1

)
, g est représenté par

(
λ x
0 λ−1

)
, et la relation de conjugaison

devient :
(

1 −b
0 1

)
= γ−1 = gγg−1 =

(
λ x
0 λ−1

)(
1 b
0 1

)(
λ−1 −x
0 λ

)
=

(
1 bλ2

0 1

)
.

Donc b = 0 et γ = id, ce qui est absurde. �
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1.3. DOMAINES FONDAMENTAUX

1.3 Domaines fondamentaux

1.3.1 Définitions et notations
Soit D un domaine fondamental de volume fini dans D d’un groupe fuchsien Γ. On notera

E l’ensemble de ses côtés, et V celui de ses sommets dans D = D ∪ ∂D. On pose aussi V ?

l’ensemble V ∩ D des sommets qui ne sont pas des cusps.
On supposera dans toute la suite que :

(i)D est un polygone géodésique convexe ;
(ii) n = card E est fini ;
(iii) pour tout e ∈ E, il existe un unique f ∈ E et un γe ∈ Γ tels que γe(e) = f ;
(iv) pour tout e ∈ E tel que f = γe(e), γf = γ−1

e et alors γf (f) = e ;
(v) {γe | e ∈ E} engendre Γ.

Un côté e est autorisé à être envoyé sur lui-même, auquel cas le générateur associé γe est
une isométrie elliptique d’ordre 2 dont le centre est sur e. Si Γ contient des éléments elliptiques,
alors les centres de ceux-ci doivent se trouver sur la frontière du domaine fondamental :
− soit le centre est à l’intérieur d’un côté, et l’elliptique doit nécessairement être d’ordre 2 ;
− soit le centre est un sommet de V ?, et l’elliptique peut être de tout ordre entier.

Soit v ∈ V . Pour tout p ∈ D∪∂D distinct de v, on définit gv(p) ∈ ∂D comme la géodésique
orientée allant de v vers p. Elle découpe naturellement le disqueD en deux demi-espaces gauche
et droite.

Il n’y a que deux côtés e0, e1 ∈ E qui peuvent passer par le sommet v, et par convexité le
domaine fondamental est inclus dans l’intersection des demi-espaces qui sont bordés par e0 et
e1. On note v0, v1 ∈ V les sommets du domaine sur respectivement e0 et e1 qui ne sont pas v,
et on nomme géodésique droite passant par v le ei tel que gv(vi) voit le domaine fondamental
dans son demi-espace gauche ; l’autre côté étant alors la géodésique gauche passant par v. On
les note respectivement rv et lv.

γrv sera communément raccourci en γv. On note aussi r(v) et l(v) le sommet de respective-
ment rv et lv qui n’est pas v, ce qui définit deux applications r : V → V et l : V → V . Avec
ces notations, on a aussi que γv = γrv = γr(v) et que γlv = γl(v). On posera communément
w = r(v) et u = l(v).

Comme le demi-espace gauche de gv(r(v)) est le demi-espace droit de gr(v)(v), gr(v)(v) est
la géodésique gauche passant par r(v), et ainsi lr(v) = rv et l(r(v)) = v. Ceci démontre que r
et l sont deux permutations de V telles que l−1 = r.

Puisque γv envoie rv sur un autre côté du domaine fondamental, l’application

σ : V → V
v 7→ γv(v)

est elle aussi bien définie.

Proposition 1.3.1. Pour tout v ∈ V , γv(rv) = lσ(v).

PREUVE : Puisque γv est le générateur associé au côté allant de v vers r(v), γv(rv) doit être un
côté du domaine fondamental et, comme il passe par σ(v), doit être ou bien rσ(v), ou bien lσ(v).

Supposons que γv(rv) = rσ(v). Si nous prenons p ∈ rv distinct de v et de r(v), alors
γv(p) ∈ γv(rv) = rσ(v) et est distinct à la fois de σ(v) et de γv(r(v)). Soit νp ∈ T 1

pD le vecteur
normal à rv en p, dirigé vers la gauche (relativement à rv) de sorte qu’il rentre dans le domaine
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fondamental. Alors γv(νp) ∈ T 1
γ(p)D est le vecteur normal à rσ(v) en γv(p) et est aussi dirigé

vers la gauche relativement à rσ(v), ce qui signifie que γv(νp) = νγv(p). On peut ainsi trouver t
suffisamment petit pour qu’on ait à la fois z = expp(tνp) ∈ D et γv(z) = expγv(p)(tνγv(p)) ∈ D.
Ceci contredit le fait que D est un domaine fondamental. �

Ce résultat peut aussi se traduire par le fait que γ−1
v (D) est l’unique copie distincte du

domaine fondamental original ayant v pour sommet (puisque γv(v) = σ(v) est un sommet de
D) et rv comme côté (puisque γv(rv) = lσ(v) est un côté de D).

Comme γv envoie rv sur lσ(v), le quatrième point des conditions sur D énoncées ci-dessus
assure que :

Corollaire 1.3.2. Pour tout v ∈ V , γ−1
v = γl(σ(v)).

De la même manière,
τ : V → V

v 7→ γl(v)(v)

est bien définie, et nous avons une proposition qui est le reflet des deux précédentes :

Proposition 1.3.3. Pour tout v ∈ V , γl(v)(lv) = rτ(v) et γ−1
l(v) = γτ(v).

Ces deux propositions peuvent aussi se traduire en termes de sommets :

Proposition 1.3.4. Pour tout v ∈ V , γv(r(v)) = l(σ(v)) et γl(v)(l(v)) = r(τ(v)).

Ceci nous permet finalement de décrire comment σ, τ , l et r interagissent :

Proposition 1.3.5. σ et τ sont deux permutations de V , et τ = σ−1. De plus, lσ = τr.

σ τγv γlσ(v)

r

l

r

l

v r(v)

lσ(v) = τr(v)σ(v)

FIGURE 1.1 – Les permutations σ, τ , l et r
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PREUVE : Soit v ∈ V .

τσ(v) = γl(σ(v))(σ(v)) = γl(σ(v))γv(v) = v

Un calcul similaire montrerait que στ(v) = v, prouvant ainsi le premier point. Pour ce qui est
de la relation, il suffit de vérifier que

lσ(v) = lγv(v) = lγlr(v)(lr(v)) = lrτ(r(v)) = τr(v). �

Puisque σ est une permutation, on peut noter pv l’ordre d’un sommet v ∈ V sous son action.
Si maintenant v ∈ V ?, on note qv l’ordre du stabilisateur de v dans Γ. qv > 1 si et seulement si
il existe dans Γ un elliptique primitif de centre v et d’ordre qv. Les qv paramètrent les relations
du groupe, et on peut lire celles-ci en suivant les σ-orbites :

Proposition 1.3.6. Pour tout v ∈ V ?,
(
γσpv−1(v) . . . γv

)qv
= id.

PREUVE : Si on note γ = γσpv−1(v) . . . γv, alors γ(v) = σpv(v) = v. γ est donc dans le stabili-
sateur de v, et il existe ainsi q ≥ 1, q|qv tel que γq = id.

Si qv = 1, c’est déjà fini. Sinon, montrons que γ est primitif, ce qui assurera nécessairement
que q = qv. Supposons donc que γ = γk0 avec k ≥ 2 et γ0 elliptique primitif fixant v (et donc
d’ordre qv). Alors γ−1(D) et γ−1

0 (D) sont deux copies distinctes du domaine fondamental D
qui le rencontrent en v. Mais, puisque γv(rv) = lσ(v), les (γσl−1(v) . . . γv)

−1(D) sont exactement
les copies de D situées autour de v, et que l’ont lit pour l croissant en partant de D et en
tournant autour de v dans le sens horaire. En procédant de cette manière, l’hypothèse γ = γk0
implique qu’on tombe sur γ−1

0 (D) avant de trouver γ−1(D), et il existe ainsi 1 ≤ l < pv tel que
γ−1

0 (D) = (γσl−1(v) . . . γv)
−1(D), i.e. que γ0 = γσl−1(v) . . . γv. Comme γ0 fixe v, σl(v) = v avec

l < pv. Cela contredit la minimalité de pv. �

1.3.2 Propriété d’even corners

Pour tout groupe fuchsien cofini Γ, un exemple de domaine fondamental vérifiant les pro-
priétés de la sous-section précédente est donné par son domaine de Dirichlet basé en p ∈ D :

DΓ(p) =
⋂

γ∈Γ\{id}

{
z ∈ D | d(p, w) < d(γ−1(p), w)

}
.

Pour peu que p ne soit pas un point fixe d’un elliptique de Γ, chaque côté de ce domaine est
clairement le cercle isométrique d’un élément non trivial de Γ. On associe donc à ce côté l’élé-
ment du groupe dont il est le cercle isométrique, et le domaine ainsi constitué vérifie toutes les
hypothèses formulées. De plus, le théorème 9.4.5 de [Bea83] nous assure que, quitte à prendre
p hors d’un ensemble de mesure nulle de D, on peut supposer que :
− si un sommet v ∈ V ? est tel que γσpv−1(v) . . . γv = id (i.e. v n’est pas fixé par un elliptique du
groupe), alors pv = 3 ;
− si un sommet v ∈ V ? est centre d’un elliptique primitif du groupe, alors les deux côtés qui se
rencontrent en ce point sont associés par cet elliptique ;
− les côtés successifs du domaine de Dirichlet se rejoignant à l’infini sont associés par un
parabolique fixant ledit point.
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Pour tout v ∈ V ?, posonsNv = {g géodésiques géométriques | v ∈ g et ∃γ ∈ Γ, γ(g) ∈ E}
ainsi que nv = card Nv et mv = 2nv. Puisque g ∈ Nv 7→ γv(g) ∈ Nσ(v) est une bijection,
v 7→ nv est constante sur les orbites de σ.

Intervient alors une hypothèse cruciale que l’on fera sur tous les domaine fondamentaux
que l’on sera amené à étudier : on suppose qu’aucune géodésique de Nv ne coupe l’intérieur du
domaine fondamental. Cette hypothèse s’appelle hypothèse d’even corners et a été introduite
pour la première fois dans [BS79].

Avant de pouvoir les utiliser, il faut déjà se demander si de tels domaines existent. Un do-
maineD n’est pas even corners lorsqu’il possède un sommet v qui n’est fixé par aucun elliptique
d’ordre pair et pour lequel sa σ-orbite est de longueur pv impaire. Les remarques qui précèdent
sur les domaines de Dirichlet montrent alors qu’ils sont génériquement non even corners dès que
le groupe contient un elliptique d’ordre impair ou aucun elliptique d’ordre pair. Ils ne consti-
tuent donc pas de bons exemples en général. Toutefois, étant donnée une signature de groupe
fuchsien, on peut construire un groupe ayant cette signature ainsi qu’un domaine fondamen-
tal pour ce groupe qui soit even corners et dont les côtés soient les cercles isométriques des
générateurs qui leurs sont associés. Cette construction est explicitée en appendice de [BS79].

On note (a0
v, . . . , a

mv−1
v ) les extrémités des éléments de Nv. Elles sont numérotées dans le

sens trigonométrique, en partant par l’extrémité de lv dirigée vers l(v). Cette notation peut être
étendue à akv pour tout k ∈ Z en réduisant k modulo mv.

Pour tout k, (akv , v ? a
k
v) ∈ Nv. De plus, si ajv ∈

]
akv ; v ? a

k
v

[
, v ? ajv ∈

]
v ? akv ; a

k
v

[
, donc

l’application x 7→ v ? x induit une bijection des ajv ∈
]
akv ; v ? a

k
v

[
vers ceux de

]
v ? akv ; a

k
v

[
.

Ainsi, il doit exister nv − 1 de ces ajv dans
]
akv ; v ? a

k
v

[
et nv − 1 dans

]
v ? akv ; a

k
v

[
; et ceci

prouve que v ? akv = ak+nv
v .

Grâce à l’hypothèse d’even corners, on sait de plus que le triangle (anv−1
v , v, anvv ) est opposé

par le sommet au domaine fondamental, ce qui nous assure donc que anv−1
v = a0

r(v) et que

anvv = a
ml(v)−1

l(v) .

u

v

w

anu−1
u = a0v

a1v anv−1
v

anv
v

amv−2
v

amv−1
v = anw

w

FIGURE 1.2 – Position des extrémités akv autour d’un sommet v intérieur au disque

Comme γv conserve les angles, son action sur les akv doit préserver leur ordre, i.e.

∀k ∈ Z, γv(akv) = ak+1
σ(v) et γv(akr(v)) = ak−1

l(σ(v)),

ce qui implique naturellement que γv(
]
ajv; a

k
v

[
) =

]
aj+1
σ(v); a

k+1
σ(v)

[
pour tous j, k.

Lorsque v est un cusp, on pose artificiellement nv = 3, de sorte que a1
v = a2

v = a3
v = a4

v = v.
Il est important de noter que dans ce cas la relation γv(akv) = ak+1

σ(v) n’est pas vérifiée, mais les
positions relatives des akv sont toujours compatibles avec ce que l’on a pour les v ∈ V ?.
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1.3.3 Nombre de côtés

On peut minorer le nombre de côtés d’un domaine fondamental en fonction des paramètres
de la signature du groupe fuchsien associé.

Proposition 1.3.7. Soit Γ un groupe fuchsien du premier type de signature (g;m1, . . . ,mr; s; 0).
On note e le nombre d’elliptiques d’ordre 2 à conjugaison près, i.e. le nombre de i tels que
mi = 2. Alors le nombre N de côtés d’un domaine fondamental convexe pour Γ vérifie

N ≥
{

max(8, 4g) si r + s = 0

max(4, 4g + 2(r + s− 1))− e si r + s ≥ 1

PREUVE : D’après le théorème 10.4.2 de [Bea83],

0 < 2g − 2 + s+ 0 +
r∑

i=1

(
1− 1

mi

)
≤ 2g − 2 + s+ r.

Ainsi, r + s > 2− 2g, i.e. r + s ≥ 3− 2g.
Prenons maintenant un domaine fondamental convexe pour Γ, et notons N son nombre de

côtés. Le théorème 10.5.1 du même ouvrage assure que si le domaine ne possède pas de côté
associé avec lui-même :
− si r + s = 0, alors N ≥ 4g. Mais dans ce cas 2g ≥ 3 et donc g ≥ 2. Par conséquent, N ≥ 8.
On a aussi que e = 0 puisque r = 0.
− si r + s > 0, N ≥ 4g + 2(r + s)− 2 ; et on a alors

N ≥ 4g + 2(r + s)− 2 ≥ 4g + 6− 4g − 2 = 4.

Finalement, chaque côté associé à lui-même est le fruit d’un elliptique d’ordre 2. On peut
toutefois appliquer le théorème l’on vient de citer en considérant que de tels côtés sont divisés
en deux par le centre de l’elliptique, auquel cas les deux moitiés ne sont bien pas envoyées l’une
sur l’autre. Il suffit alors de constater que ces deux moitiés correspondent en fait à un unique
côté dans le sens qu’on lui a donné dans notre étude. �

En particulier, le domaine fondamental d’un groupe sans hyperboliques ou paraboliques
possède au moins 8 côtés, et au moins 4 côtés s’il ne contient juste pas d’elliptiques d’ordre 2.

Rappelons un lemme de géométrie du triangle hyperbolique démontré dans [BS79] :

Lemme 1.3.8 ([BS79], 2.2). Soit D un domaine fondamental convexe d’un groupe fuchsien
du premier type. Si les géodésiques supportant deux côtés de D s’intersectent dans D, ils sont
nécessairement consécutifs.

Il est possible de reformuler le lemme de cette manière en notant que deux côtés quelconques
d’un domaine fondamental triangulaire sont toujours consécutifs. D’autre part, on peut aussi au-
toriser les côtés à s’intersecter à l’infini car l’argument principal est qu’un triangle hyperbolique
est d’aire finie, ce qui est encore vrai si un de ses sommets est sur le bord.

On peut déduire de ces deux résultats les conditions pour lesquelles le domaine fondamental
est triangulaire.
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Proposition 1.3.9. Soit Γ un groupe fuchsien du premier type. Si Γ possède un domaine fonda-
mental triangulaire, alors il a l’une des signatures suivantes

(0; 2, 3,m3; 0) avec 7 ≤ m3 <∞ et ses trois sommets sont dans D
(0; 2,m2,m3; 0) avec 4 ≤ m2 ≤ m3 et 5 ≤ m3 <∞ et ses trois sommets sont dans D
(0; 2,m2; 1) avec 3 ≤ m2 <∞ et il a un ou deux sommets à l’infini
(0; 2; 2) et ses trois sommets sont à l’infini

PREUVE : On note (g;m1, . . . ,mr; s; 0) la signature de Γ. La proposition 1.3.7 nous dit que le
nombre de côtés du domaine fondamental doit vérifier

max(4, 4g + 2(r + s− 1))− e = 3

avec nécessairement r + s ≥ 1 (sinon on a toujours au moins 8 côtés). La seule possibilité
pour obtenir un nombre impair de côtés est d’en avoir un nombre impair de fixés par des el-
liptiques d’ordre 2, c’est-à-dire de prendre e impair (en particulier e ≥ 1). Mais dans ce cas
la permutation σ transpose les deux sommets aux extrémités d’au moins un des côtés, et doit
par conséquent fixer le troisième sommet. Ainsi e ne peut qu’être égal à 1, et le générateur qui
associe les deux côtés non fixés par l’elliptique d’ordre 2 laisse le troisième sommet invariant.
Cela doit donc être un parabolique ou un elliptique, impliquant g = 0 et r+ s ≥ 2. On est alors
amenés à résoudre le système d’inégalités suivant :

{
0 + 2r + 2s− 2− 1 ≤ 3

r + s ≥ 2
⇔ 2 ≤ r + s ≤ 3

En particulier, r ≥ e = 1 impose que s ≤ 2. On distingue alors trois cas :
− Si s = 0, les trois sommets sont nécessairement dans D, et on doit soit avoir r = 2, soit
r = 3. Si r = 2, l’inégalité de contrainte sur la signature s’écrit

0 < 0− 2 + 0 + 1− 1

2
+ 1− 1

m2

⇔ 1

2
+

1

m2

< 0

ce qui est impossible. Donc r = 3 et

0 < 0− 2 + 0 + 1− 1

2
+ 1− 1

m2

+ 1− 1

m3

⇔ 1

m2

+
1

m3

<
1

2

ce qui impose à m2 et m3 d’être finis (s = 0) et supérieurs ou égaux à 3. Si m2 = 3, on voit
aisément qu’il faut avoir m3 ≥ 7 pour que la condition soit vérifiée ; tandis que pour m2 ≥ 4
on doit prendre m3 ≥ 5.
− Si s = 1, on doit soit avoir r = 1, soit r = 2. Si r = 1,

0 > 0− 2 + 1 + 1− 1

2

et l’inégalité de contrainte n’est pas vérifiée. Donc r = 2 et

0 < 0− 2 + 1 + 1− 1

2
+ 1− 1

m2

⇔ 1

m2

<
1

2
⇔ m2 ≥ 3.
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− Si s = 2, on doit forcément avoir r = 1. On vérifie alors qu’on a bien

0 < 0− 2 + 2 + 1− 1

2
.

Dans cette situation, on a au moins deux cusps non congruents, mais les deux extrémités du
côté fixé par l’hyperbolique d’ordre 2 sont nécessairement de même type. Par conséquent, les
trois sommets du domaine fondamental sont repoussés à l’infini. �

On dira qu’un domaine fondamental triangulaire est de classe 0, 1 ou 2 suivant que la signa-
ture du groupe qui lui est associé tombe dans les deux premières, la troisième ou la quatrième
catégorie ; ou encore lorsque ses sommets sont tous dans D, à la fois dans D et dans ∂D, ou tous
sur le bord.

Dans la suite, nous serons amenés à écarter les domaines triangulaires de classe 0.

1.3.4 Ordre des points à l’infini
Rappelons que w = r(v). On a déjà remarqué que a1

w ∈ ]a0
w; anww ] = ]anv−1

v ; amv−1
v ]. Mais

plus précisément, et sauf cas exceptionnels, a1
w ∈ ]amv−2

v ; amv−1
v ].

Proposition 1.3.10. Il existe v ∈ V tel que a1
r(v) ∈ ]anv−1

v ; amv−2
v ] si et seulement si le domaine

fondamental est triangulaire et possède au moins deux sommets intérieurs à D.

PREUVE : Supposons que a1
w ∈ ]anv−1

v ; amv−2
v ]. Si v (respectivement w) est un cusp, et en parti-

culier si le domaine est triangulaire de classe 2, alors anv−1
v = amv−2

v = v = a0
w (respectivement

a1
w = w = amv−1

v ) ce qui contredit l’hypothèse. Par conséquent, v, w ∈ D.
Les géodésiques (a1

w, w) et (amv−2
v , v) s’intersectent en z ∈ D. Mais puisque ni v ni w ne

sont des cusps,

γv(a
mv−2
v , v) = (amv−1

σ(v) , σ(v)) = (rσ(v), σ(v))

γv(a
1
w, w) = (a0

τ(w), τ(w)) = (a0
lσ(v), lσ(v)) = (l2σ(v), lσ(v))

s’intersectent en γv(z) ∈ D. D’après la proposition 1.3.9, ceci signifie qu’ils sont consécutifs
et donc que rσ(v) = l2σ(v) (toute autre relation impliquerait que le domaine a deux côtés ou
moins). Le domaine fondamental est ainsi un triangle dont au moins deux des trois sommets
sont intérieurs à D.

Réciproquement, si l’on se donne un domaine fondamental triangulaire avec deux côtés
intérieurs, on constate que l’on a bien a1

w ∈ ]anv−1
v ; amv−2

v ] dans tous les cas décrits par la
discussion de la proposition 1.3.9. �

On en déduit un résultat qui nous dit que les extrémités des réseaux de géodésiques passants
par deux points voisins sont "séparés", et qui sera fondamental pour la preuve de la conjugaison
entre le billard géodésique et le codage étendu.

Proposition 1.3.11. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :

∀v ∈ V,
[
amv−2
v ; a1

w

]
⊂
[
amv−2
v ; amv−1

v = anww
]
⊂
[
anv−1
v = a0

w; amv−1
v = anww

]
.

De plus, amv−2
v = a1

w si et seulement si le domaine est triangulaire de classe 1 et que ni v ni w
ne sont des cusps.
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Si le domaine n’est pas triangulaire ou que soit v soit w est un cusp, il ne peut être triangu-
laire de classe 0 et les deux parties combinées donnent que

[
amv−2
v ; a1

w

]
⊂
[
amv−2
v ; amv−1

v = anww
]

On en déduit aussi un ingrédient de la preuve de conjugaison entre le billard et le codage
étendu.

Proposition 1.3.12. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :

∀v ∈ V,
[
anw+1
w ; anv−2

v

]
⊂
[
amv−1
v = anww ; anv−1

v = a0
w

]
.

PREUVE : Si v est un cusp, il est clair que
[
anw+1
w ; v = anv−2

v

]
⊂
[
anww ; v = anv−1

v

]
.

Il en va de même lorsque w est un cusp. On peut donc supposer que v et w sont intérieurs à D.
On sait déjà que anw+1

w = w ? a1
w et anv−2

v = v ? amv−2
v sont situés dans l’intervalle

[amv−1
v = anww ; anv−1

v = a0
w]. Supposons que
[
anv−2
v ; anw+1

w

]
⊂
[
amv−1
v = anww ; anv−1

v = a0
w

]
.

Alors les géodésiques (v, anv−2
v ) et (w, anw+1

w ) se coupent en un point z ∈ D. Puisque le triangle
(v, z, w) est convexe, les géodésiques (v, a0

v) = (v, l(v)) et (v, amw−1
w ) = (w, r(w)) se coupent

elles aussi en un point z′ et, d’après la proposition 1.3.10, le domaine fondamental doit être
triangulaire, de classe 1 ou 2 par hypothèse. Il possède donc au moins un cusp, qui n’est ni v ni
w. Alors (v, a0

v) ∩ (w, amw−1
w ) = z′ ∈ ∂D, ce qui impose que

z′ = a0
v = amw−1

w = z = anv−2
v = anw+1

w .

On a donc tout aussi bien que {z′} = [anw+1
w ; anv−2

v ] ⊂ [amv−1
v ; a0

w]. �
On en déduit enfin un résultat qui conditionnera notre démonstration de la proprété d’orbite-

équivalence du codage de Bowen-Series.

Proposition 1.3.13. Supposons que le domaine fondamental ne soit pas triangulaire de classe
0. Alors :

∀v ∈ V, anw−1
w ∈

]
amv−2
v ; anww

]
.

PREUVE : On remarque tout d’abord que la proposition 1.3.11 donne toujours que

anw−1
w ∈

[
a1
w; anww

]
⊂
[
amv−2
v ; anww

]

Si w est un cusp, alors anw−1
w = w 6= anv−2

v ; et si v est un cusp, anw−1
w 6= v = amv−2

v . On peut
donc supposer qu’aucun des deux n’est un cusp.

Distinguons maintenant deux cas :
− soit le domaine n’est pas triangulaire, auquel cas a1

w 6= amv−2
v par le second point de la

proposition 1.3.11 et donc

anw−1
w ∈

[
a1
w; anww

]
⊂
]
amv−2
v ; anww

]
;

− soit le domaine est triangulaire et a exactement un cusp qui n’est ni v ni w. Dans ce cas,
Γ est de signature (0; 2,m2; 1) avec m2 ≥ 3. Mais puisque ni v ni w ne sont des cusps, leur
stabilisateur est engendré par un elliptique d’ordre m2. Ainsi nv = nw = m2 ≥ 3 et

anw−1
w ∈

]
a1
w; anww

]
⊂
]
amv−2
v ; anww

]
. �
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1.4 Tubes géodésiques
Pour a, b ∈ ∂D et v, w ∈ D, les tubes géodésiques ]a; b]⊗ [w; v[ et ]v;w]⊗ [a; b[ sont définis

par :

]a; b]⊗ [w; v[ =
⊔

x∈]a;b]

{x} × [w ? x; v ? x[ et ]v;w]⊗ [a; b[ =
⊔

y∈[a;b[

]v ? y;w ? y]× {y} .

Ils représentent l’ensemble de toutes les géodésiques qui partent de ]a; b] (respectivement ar-
rivent dans [a; b[) et traversent le segment [w; v[ (respectivement ]v;w]). Si v, w ∈ ∂D, on
retrouve ]a; b]⊗ [w; v[ = ]a; b]× [w; v[, ensemble que l’on nommera rectangle géodésique.

On supposera dans la suite que v 6= w, de sorte que l’on peut noter η, ξ ∈ ∂D les extrémités
de la géodésique passant par v puis w.

a

b

w

vη

ξ

a

v ? a

x

v ? x

b

v ? b

a
w ? a

x

w ? x

b

w ? b

FIGURE 1.3 – Un exemple de tube ]a; b]⊗ [w; v[

Puisque ]v ? η; v ? ξ[ = ∅ ou ]ξ; η[, le lemme 1.2.1 implique immédiatement que :

Lemme 1.4.1. Soit v ∈ D. Si ]a; b[ ⊂ ]η; ξ[, alors ]v ? a; v ? b[ ⊂ ]ξ; η[.

? échange aussi l’ordre des points intérieurs :

Lemme 1.4.2. ∀x ∈ [η; ξ] , ]w ? x; v ? x[ ⊂ ]ξ; η[.

PREUVE : Prenons x ∈ [η; ξ]. Si v et w sont tous les deux à l’infini, alors v = η, w = ξ et
]w ? x; v ? x[ = ]ξ; η[. Si seul v est à l’infini, le lemme 1.2.1 nous donne que

w ? x ∈ ]w ? η;w ? ξ[ = ]ξ; η[ = ]ξ; v ? x[ .

De même, si seul w ∈ ∂D, v ? x ∈ ]w ? x; η[.
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Maintenant supposons v, w ∈ D, et posons

ψ : ]ξ; η[ → (ξ, η)
y 7→ (x, y) ∩ (ξ, η)

.

ψ est une bijection continue qui envoie v ? x et w ? x sur respectivement v et w. (η, ξ) \ {w}
est constitué de deux composantes connexes Wη et Wξ qui contiennent respectivement η et ξ
dans leur frontière. Comme ]ξ;w ? x[ est connexe et ψ continue, ψ(]ξ;w ? x[) est aussi connexe
donc inclus dans Wξ, puisque ψ(y) tend vers ξ lorsque y tend vers ξ. Mais l’orientation de
(η, ξ) impose à v d’être dans Wη donc v ? x ne peut être dans ]ξ;w ? x[, ce qui signifie qu’il
doit être dans ]ξ; η[ \ ]ξ;w ? x[ qui se trouve être exactement [w ? x; η[. Ceci démontre que
]w ? x; v ? x[ ⊂ ]ξ; η[. �

On peut toujours majorer un tube par un rectangle géodésique :

Proposition 1.4.3. Soit ]a; b[ ⊂ ]η; ξ[. Alors ]w ? a; v ? b[ ⊂ ]ξ; η[ et

]a; b]⊗ [w; v[ ⊂ ]a; b]× [w ? a; v ? b[ et ]w; v]⊗ [a; b[ ⊂ ]w ? a; v ? b]× [a; b[ .

PREUVE : On sait déjà que ]w ? a; v ? a[ (par le lemme 1.4.2) et ]v ? a; v ? b[ (par le lemme
1.4.1) sont inclus dans ]ξ; η[. Donc ]w ? a; v ? b[ = ]w ? a; v ? a] t ]v ? a; v ? b[ ⊂ ]ξ; η[.

Si a = b, les tubes géodesiques sont vides et le résultat est trivialement vérifié. Prenons
maitenant x ∈ ]a; b], ce qui signifie que ]x; b[ ⊂ ]a; b[ et x 6= a (qui ne nous servira pas ici). Les
deux intervalles ]w ? x; v ? x[ (par le lemme 1.4.2) et ]v ? x; v ? b[ ⊂ ]v ? a; v ? b[ (par le lemme
1.2.1) sont inclus dans ]ξ; η[, donc on peut les recoller de sorte à obtenir :

[w ? x; v ? x[ ⊂ [w ? x; v ? x[ t [v ? x; v ? b[ = [w ? x; v ? b[ .

Mais le lemme 1.2.1 donne aussi que ]w ? x;w ? b[ ⊂ ]w ? a;w ? b[, donc on en conclut que
[w ? x; v ? x[ ⊂ [w ? a;w ? b[.

Le second résultat se prouve d’une manière similaire. �

On remarquera que l’ouverture ou la fermeture des bornes de l’intervalle gauche du tube n’a
aucune incidence sur les bornes de l’intervalle droit du tube majorant.

Sous réserve que le tube n’est pas trop étroit, on peut aussi le minorer par un rectangle :

Proposition 1.4.4. Soit ]a; b[ ⊂ ]η; ξ[ tel que ]w ? b; v ? a[ ⊂ ]ξ; η[. Alors

]a; b]× [w ? b; v ? a[ ⊂ ]a; b]⊗ [w; v[ et ]w ? b; v ? a]× [a; b[ ⊂ ]w; v]⊗ [a; b[ .

PREUVE : Si a = b, les tubes géodesiques sont vides et le résultat est trivialement vérifié.
Prenons maintenant x ∈ ]a; b]. Comme ceci implique que ]x; b[ ⊂ ]a; b[, on a d’après le lemme
1.2.1 que ]w ? x;w ? b[ ⊂ ]w ? a;w ? b[ ⊂ ]ξ; η[ ; et de même ]v ? a; v ? x[ ⊂ ]ξ; η[. Puisque
l’on a supposé que ]w ? b; v ? a[ ⊂ ]ξ; η[, il vient

[w ? b; v ? a[ ⊂ [w ? x;w ? b[ t [w ? b; v ? a[ t [v ? a; v ? x[ = [w ? x; v ? x[ ⊂ [ξ; η[ .

Le second résultat se prouve d’une manière similaire. �

Lorsque l’on prend l’intersection d’un tube et d’un rectangle de même section, on peut
échanger les composantes de la représentation du tube :

30



1.4. TUBES GÉODÉSIQUES

Proposition 1.4.5. Soient ]a; b[ ⊂ ]η; ξ[ et ]c; d[ ⊂ ]ξ; η[. Alors

]v;w]⊗ [c; d[ ∩ ]a; b]× [c; d[ = ]a; b]⊗ [w; v[ ∩ ]a; b]× [c; d[ .

PREUVE :

]v;w]⊗ [c; d[ ∩ ]a; b]× [c; d[ =
⊔

y∈[c;d[

(]v ? y;w ? y] ∩ ]a; b])× {y}

]a; b]⊗ [w; v[ ∩ ]a; b]× [c; d[ =
⊔

x∈]a;b]

{x} × ([w ? x; v ? x[ ∩ [c; d[)

Soit (x, y) ∈ ]v;w] ⊗ [c; d[ ∩ ]a; b] × [c; d[. On sait que y ∈ [c; d[ et x ∈ ]a; b]. D’après la
proposition 1.4.3, on doit avoir x ∈ ]v ? y;w ? y] ⊂ ]v ? c;w ? d] ⊂ ]η; ξ], ce qui implique que
v ? y ∈ [v ? c;x[ ⊂ [η; ξ[ et w ? y ∈ [x;w ? d[ ⊂ [η; ξ[. En tirant ces inclusions en arrière, on
obtient que y ∈ [c; v ? x[∩ [w ? x; d[ où ces deux intervalles sont inclus dans [ξ; η[. Puisqu’on a
de même [w ? x; v ? x[ ⊂ [ξ; η[, il vient :

y ∈ [c; v ? x[ ∩ [w ? x; d[ = [w ? x; v ? x[ ∩ [c; d[ ⊂ [ξ; η[ .

La preuve pour l’inclusion réciproque est symétrique. �

Dans le cas où le rectangle est ajusté au tube, on obtient une nouvelle représentation du tube,
dite en coin, où trois des quatre paramètres sont sur le bord à l’infini et le quatrième est situé
sur la géodésique qui en relie deux d’entre eux :

Proposition 1.4.6. On suppose que pour tout y ∈ [a; b[ , v ? y /∈ ]w ? a;w ? b]. Alors

]w; v]⊗ [a; b[ ∩ ]w ? a;w ? b]× [a; b[ = ]w;w ? b]⊗ [a; b[ .

w

v

a

b

w ? a

w ? b

a

b

η

ξ

a

v ? a

b

v ? b

a
w ? a

b

w ? b

FIGURE 1.4 – Les géodésiques dans l’intersection de ]w; v]⊗ [a; b[ (gris) et de ]w ? a;w ? b]×
[a; b[ (points) traversent ]w;w ? b]
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PREUVE :

]w; v]⊗ [a; b[ ∩ ]w ? a;w ? b]× [a; b[ =
⊔

y∈[a;b[

(]w ? y; v ? y] ∩ ]w ? a;w ? b])× {y}

=
⊔

y∈]a;b]

]w ? y;w ? b]× {y}

= ]w;w ? b]⊗ [a; b[ . �
L’intersection du complémentaire d’un tube et d’un rectangle ajusté peut lui aussi s’exprimer

comme un coin :

Proposition 1.4.7. On suppose que pour tout y ∈ [a; b[ , w ? y /∈ ]v ? a; v ? b]. Alors
c(]w; v]⊗ [a; b[) ∩ ]v ? a; v ? b]× [a; b[ = ]v; v ? b]⊗ [a; b[ .

vη

a

b

ξ

w

a

b

v ? a

v ? b

a

b

η

ξ

a

v ? a

b

v ? b

a
w ? a

b

w ? b

FIGURE 1.5 – Les géodésiques aboutissant dans [a; b[ sans être dans ]w; v] ⊗ [a; b[ (gris) mais
qui sont dans ]v ? a; v ? b]× [a; b[ (points) traversent ]v; v ? b]

PREUVE : Tout d’abord, vérifions que
c(]w; v]⊗ [a; b[) =

⊔

y∈[a;b[

(c]w ? y; v ? y]× {y}) t ∂D× (∂D \ [a; b[).

Quand on développe l’expression de ]w; v]⊗ [a; b[, il vient

c(]w; v]⊗ [a; b[) =

c
 ⊔

y∈[a;b[

]w ? y; v ? y]× {y}


 =


 ⋂

y∈[a;b[

c(]w ? y; v ? y]× {y})




=


 ⋂

y∈[a;b[

(∂D× (∂D \ {y}) t c]w ? y; v ? y]× {y})


 .
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En distribuant les intersections sur les unions disjointes, on obtient une union de termes dont
chacun est d’un des types suivants :
− ∂D× (∂D \ {y}) ∩ ∂D× (∂D \ {y′}) = ∂D× (∂D \ {y; y′})

− c]w ? y; v ? y]× {y} ∩ c]w ? y′; v ? y′]× {y′} =

{
c]w ? y; v ? y]× {y} si y = y′

∅ sinon

− c]w ? y; v ? y]× {y} ∩ ∂D× (∂D \ {y′}) =

{
∅ si y = y′

c]w ? y; v ? y]× {y} sinon
.

Ainsi, les seuls termes restant sont

c(]w; v]⊗ [a; b[) =
⊔

y∈[a;b[

(c]w ? y; v ? y]× {y}) t ∂D× (∂D \ [a; b[).

On peut maintenant établir la formule attendue :

c(]w; v]⊗ [a; b[) ∩ ]v ? a; v ? b]× [a; b[ =
⊔

y∈[a;b[

(c]w ? y; v ? y] ∩ ]v ? a; v ? b])× {y}

=
⊔

y∈[a;b[

]v ? y; v ? b]× {y}

= ]v; v ? b]⊗ [a; b[ . �

Il est aussi possible de faire pivoter une représentation en coin d’un tube par rapport au point
interne :

Proposition 1.4.8. ]w;w ? b]⊗ [a; b[ = ]w ? a;w ? b]⊗ [a;w[.

w

w ? b

a

b

w ? a

w ? b

a

w

η

ξ

a

v ? a

b

v ? b

a
w ? a

b

w ? b

FIGURE 1.6 – Les coins ]w;w ? b]⊗ [a; b[ (gris) et ]w ? a;w ? b]⊗ [a;w[ (points) sont identiques

33



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES DE GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

PREUVE :

]w;w ? b]⊗ [a; b[ =
⊔

y∈[a;b[

]w ? y;w ? b]× {y}

]w ? a;w ? b]⊗ [a;w[ =
⊔

x∈]w?a;w?b]

{x} × [a;w ? x[

Si w ∈ ∂D ou a = b, les deux tubes géodesiques sont vides et l’égalité est vérifiée. Sinon,
prenons y ∈ [a; b[ et x ∈ ]w ? y;w ? b]. Comme w ? y ∈ [w ? a;w ? b[, cela signifie que
[w ? y;x[ ⊂ [w ? a;w ? b[. Tirée en arrière, cette inclusion donne que [y;w ? x[ ⊂ [a; b[, donc
y ∈ [a;w ? x[ puisque y 6= a.

La preuve pour l’inclusion réciproque est symétrique. �

Enfin, un tube géodésique peut être découpé en se donnant un point dans le demi-espace
opposé à la géodésique traversée par le tube.

Proposition 1.4.9. Soit z ∈ D dans le demi-espace droit délimité par la géodésique (η, ξ). On
note a et b les origines respectives des géodésiques (v, z) et (w, z). Alors ]a; b[ ⊂ ]η; ξ[ et :

]η; ξ]⊗ [w; v[ ⊂ ]η; b]⊗ [w; z[ t ]a; ξ]⊗ [z; v[ .

η
b

w

z

a ξ

z

v

η ξa

v ? a

b

w ? b

z

FIGURE 1.7 – ]η; b]⊗ [w; z[ (points) et ]a; ξ]⊗ [z; v[ (gris) recouvrent ]η; ξ]⊗ [w; v[

PREUVE : Prenons x ∈ ]η; ξ] et y ∈ [w ? x; v ? x[ ⊂ [ξ; η[. Puisque z et x sont de part et d’autre
de la géodésique (η, ξ), nécessairement z ? x ∈ ]ξ; η[.

Supposons d’abord que x ∈ ]η; a] ⊂ ]z ? a = v ? a; a]. Comme ]v ? a; a] ⊗ [v; z[ est inclus
dans ]v ? a; a]× [a; v ? a[, il vient :

[v ? x; z ? x[ ⊂ [a; v ? a[ ⊂ [a; η[ .
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Or on sait que [w ? x; v ? x[ ⊂ [ξ; η[, donc on en déduit que z ? x ∈ [v ? x; ξ[ et donc que

y ∈ [w ? x; v ? x[ ⊂ [w ? x; v ? x[ t [v ? x; z ? x[ = [w ? x; z ? x[ .

Ainsi, ]η; a]⊗ [w; v[ ⊂ ]η; a]⊗ [w; z[.
Avec un raisonnement symétrique pour x ∈ ]b; ξ], on peut alors montrer de la même manière

que ]b; ξ]⊗ [w; v[ ⊂ ]b; ξ]⊗ [z; v[.
Finalement, on suppose que x ∈ ]a; b] = ]w ? b; b] ∩ ]a; v ? a]. Comme

]w ? b; b]⊗ [w; z[ ⊂ ]w ? b; b]× [b;w ? b[ et ]a; v ? a]⊗ [z; v[ ⊂ ]a; v ? a]× [v ? a; a[ ,

il vient que

[w ? x; z ? x[ ⊂ [b;w ? b[ ⊂ [b; a[ et [z ? x; v ? x[ ⊂ [v ? a; a[ ⊂ [b; a[ .

Par conséquent, z ? x ∈ [w ? x; v ? x] ⊂ [ξ; η] et donc

y ∈ [w ? x; z ? x[ t [z ? x; v ? x[ ,

prouvant bien que ]a; b]⊗ [w; v[ ⊂ ]a; b]⊗ [w; z[ t ]a; b]⊗ [z; v[. �
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Chapitre 2

Du flot géodésique au codage de
Bowen-Series

Soit, dans toute cette section, un domaine fondamentalD d’un groupe cofini Γ qui satisfait la
propriété d’even corners et qui n’est pas triangulaire de classe 0. On reprend toutes les notations
du chapitre précédent qui lui sont associées.

Nous allons établir dans cette section des liens entre le flot géodésique sur une surface à
courbure négative constante (possédant éventuellement des singularités) et une transformation
définie sur une partie du tore 2-dimensionnel et possédant une dynamique de type "transforma-
tion du boulanger", dont l’action est déterminée par une seule des coordonnées.

Il est possible de construire à partir du flot géodésique un premier système dynamique sur le
tore, appelé billard géodésique et noté (B, TB). Ce billard est défini sur une partie de l’ensemble
des géodésiques qui coupent l’adhérence de D dans D, et agit par le générateur associé au côté
du domaine par lequel la géodésique sort. Essentiellement, il envoie une géodésique coupant D
sur le représentant ramené dansD de la portion de cette même géodésique qui coupe le domaine
suivant quand on la parcourt du passé vers le futur. Pour que cette construction ait un sens, il
faut se donner une convention pour traiter de manière cohérente les géodésiques qui sortent du
domaine par un sommet. Ce billard peut être essentiellement obtenu à partir du flot géodésique
au moyen d’une section de Poincaré, et réciproquement on peut construire une suspension du
billard qui est conjuguée au flot géodésique.

Le billard est défini par morceaux comme agissant par un générateur du groupe - le même
sur chaque composante - mais ce générateur dépend lui-même des deux composantes, c’est-à-
dire que

TB(x, y) = (γ[x, y](x), γ[x, y](y)).

On souhaiterait avoir un système dynamique similaire, mais où le générateur appliqué ne dépend
que d’une composante, comme avec

TC(x, y) = (γ[x](x), γ[x](y)) ou TC(x, y) = (γ[y](x), γ[y](y)).

C’est ce qui nous amènera à définir le codage rectifié (C, TC), d’une manière semblable à ce
qui est fait dans [AF84] pour la surface modulaire ou dans [AF91] pour Γ cocompact. C est
constitué d’une réunion finie de rectangles du tore T2, et l’image de chacun de ces rectangles
par TC donne un rectangle dans la direction opposé, une manière de dire qu’il est dilatant en
une coordonnée et contractant en l’autre. En le restreignant à la coordonnée qui le définit (la
première ou la seconde, suivant le choix des conventions d’orientation et que l’on regarde TC

37



CHAPITRE 2. DU FLOT GÉODÉSIQUE AU CODAGE DE BOWEN-SERIES

ou T−1
C ), on obtient la transformation de Bowen-Series, mais à la différence que notre version

n’a besoin d’être définie que sur une partition de Markov finie.
La preuve de la conjugaison entre le billard et le codage occupera la plus grande part de

ce chapitre. Elle s’appuiera sur la notion de tubes géodésiques définie au premier chapitre, qui
nous permettra de décrire de la même manière des sous-parties du billard et du codage. Le
point remarquable de cette conjugaison est qu’elle est intrinsèquement de la même nature que
le codage et le billard, i.e. elle agit par des éléments du groupe et de la même manière sur chaque
composante, et que de plus il n’est nécessaire de découper B qu’en un nombre fini de morceaux
pour pouvoir la définir convenablement.

Cette section comporte un certain nombre de dessins. Les zones à pois correspondent aux
points qui sont recouverts par les géodésiques du billard, tandis que les zones grisées sont celles
traversées par les géodésiques du codage.
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2.1 Billard géodésique
Nous commençons par définir le billard en termes abstraits à l’aide des tubes géodésiques.

On montrera d’abord qu’il s’agit bien d’une bijection de B en exhibant son inverse, puis on en
donnera une interprétation géométrique. Enfin, on en construira une suspension que l’on reliera
au flot géodésique.

2.1.1 Billard et billard inverse
Soit v ∈ V . Dans toute la suite, on notera u = l(v) et w = r(v).
Le billard (géodésique) est constitué de la donnée des ensembles Bk

v et de l’application TB
définis par :

∀k ∈ [[nv − 1 ; mv − 3]], Bk−mv+2
v = ]w; v]⊗

[
akv ; a

k+1
v

[

B0
v = ]w; v]⊗

[
amv−2
v ; a1

w

[

∀k ∈ [[1 ; nw − 1]], Bk
v = ]w; v]⊗

[
akw; ak+1

w

[

Bv = ]w; v]⊗
[
anv−1
v ; amv−1

v

[

∀x ∈ Bv, TB(x) = γv(x)

u

v wwv

akv ak+1
v

u

v wwv

amv−2
v a1w

u

v wwv

akw
ak+1
w

FIGURE 2.1 – De haut en bas : Bk−mv+2
v , B0

v , B
k
v

Il est clair de par leur définition que les (Bk
v ) sont disjoints deux à deux et que Bv est

l’union disjointe de tous les Bk
v pour k ∈ [[−nv + 1 ; nw − 1]]. Nous verrons que Bv représente

les géodésiques qui quittent le domaine fondamental par le segment [v;w[.
La première chose à vérifier est que les Bv soient eux-mêmes disjoints deux à deux :
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Lemme 2.1.1. Si v 6= z, Bv ∩Bz = ∅.

PREUVE : Pour que [anv−1
v ; amv−1

v [∩ [anz−1
z ; amz−1

z [ 6= ∅, nécessairement z = l(v) = u ou bien
z = r(v) = w. Nous traiterons le premier cas, le second étant symétrique.

Prenons donc y ∈ [anu−1
u ; amu−1

u [ ∩ [anv−1
v ; amv−1

v [ = [anv−1
v ; anvv [. Alors on a à la fois que

]v ? y;u ? y] ⊂
]
anvv ; anu−1

u

]
et que ]w ? y; v ? y] ⊂

]
anww ; anv−1

v

]
.

En particulier,
v ? y ∈

[
anvv ; anu−1

u

]
∩
[
anww ; anv−1

v

]
=
[
anww ; anu−1

u

]
.

Ainsi,
u ? y ∈

[
v ? y; anu−1

u

]
et w ? y ∈ [anww ; v ? y]

ce qui prouve bien que
]w ? y; v ? y] ∩ ]v ? y;u ? y] = ∅. �

De façon similaire, le billard (géodésique) inverse est constitué de la donnée des ensembles
B̂k
v et de l’application TB̂ définis par :

∀k ∈ [[nv − 1 ; mv − 3]], B̂k−mv+2
v =

]
akv ; a

k+1
v

]
⊗ [w; v[

B̂0
v =

]
amv−2
v ; a1

w

]
⊗ [w; v[

∀k ∈ [[1 ; nw − 1]], B̂k
v =

]
akw; ak+1

w

]
⊗ [w; v[

B̂v =
]
anv−1
v ; amv−1

v

]
⊗ [w; v[

∀x ∈ B̂v, TB̂(x) = γv(x)

Les (B̂k
v ) sont eux aussi deux à deux disjoints, et B̂v est l’union disjointe de tous les (B̂k

v ). On
pourrait aussi montrer avec un lemme similaire au 2.1.1 que les B̂v sont eux-mêmes disjoints
deux à deux. Nous verrons que B̂v représente les géodésiques qui rentrent dans le domaine
fondamental par le segment ]v;w].

Nous allons maintenant prouver que les Bk
v et les B̂k

v définissent le même billard, i.e. que⊔
v Bv =

⊔
v B̂v et que TB̂ = T−1

B .

Proposition 2.1.2.
⊔

v

Bv =
⊔

v

B̂v.

PREUVE : Fixons v ∈ V . En appliquant la proposition 1.4.9 successivement pour chaque som-
met z du domaine fondamental différent de v et w, on obtient :

B̂v =
]
anv−1
v ; amv−1

v

]
⊗ [w; v[ ⊂

⋃

z∈V \{v}

]
amz−1
z ; anz−1

z

]
⊗ [z; r(z)[ .

Mais, par la propostion 1.4.8, chacun de ces tubes peut s’écrire
]
amz−1
z ; anz−1

z

]
⊗ [z; r(z)[ = ]r(z); z]⊗

[
anz−1
z ; amz−1

z

[
= Bz

Par conséquent, on a bien que B̂v ⊂
⊔
z Bz, ce qui nous donne une des inclusions de la propo-

sition. L’inclusion réciproque se montre de manière symétrique. �
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u

v w

akv ak+1
v

wv

u

v w

amv−2
v a1w

wv

u

v w

akw
ak+1
w

wv

FIGURE 2.2 – De haut en bas : B̂k−mv+2
v , B̂0

v , B̂
k
v

On notera dorénavant B =
⊔

v

⊔

k

Bk
v =

⊔

v

Bv =
⊔

v

B̂v =
⊔

v

⊔

k

B̂k
v .

L’image par TB d’un des Bv est en fait naturellement un B̂v′ :

Lemme 2.1.3. Pour tout v ∈ V , TB(Bv) = B̂lσ(v) et TB̂(B̂v) = Blσ(v).

PREUVE : Lorsque v ∈ V ,

TB(Bv) = γv
(
]w; v]⊗

[
anv−1
v ; amv−1

v

[)

= ]τ(w);σ(v)]⊗
[
anvσ(v) = a

mτ(w)−1

τ(w) ; a0
σ(v) = a

nτ(w)−1

τ(w)

[

= ]z; r(z)]⊗
[
amz−1
z ; anz−1

z

[
avec z = τ(w) = lσ(v)

=
]
anz−1
z ; amz−1

z

]
⊗ [r(z); z[ = B̂z d’après la proposition 1.4.5

L’autre égalité se montre encore de manière symétrique. �

Puisque
⊔
v Bv =

⊔
v B̂v, que TB/Bv = γv : Bv → B̂lσ(v) est une bijection et que γ−1

lσ(v) = γv,
on en déduit immédiatement que :

Proposition 2.1.4. TB(B) ⊂ B, TB̂(B) ⊂ B, et TB et TB̂ sont des bijections réciproques.
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2.1.2 Exemples
Nous allons décrire le billard sur trois exemples qui couvrent un large éventail de situations.

Ils seront développés dans les section suivantes pour illustrer le codage et sa conjugaison avec
le billard.

Le premier domaine que l’on considère est celui d’une surface compacte de genre 2 sans
points coniques :

u

v w

a3u = a0v

a1v
a2v

a3v = a0w a4v

a5v a6v
a7v = a3w

FIGURE 2.3 – Domaine fondamental régulier d’une surface de genre 2

C’est un octogone hyperbolique régulier dont les huit sommets appartiennent à la même
σ-orbite. Ils supportent chacun huit secteurs, ce qui induit une partition du cercle à l’infini en
48 intervalles. Le billard est ainsi constitué de 48 tubes.

Les figures 2.6 et 2.7 représentent respectivement le billard et le billard inverse vus comme
sous-parties du tore T2. Les lignes pleines sont incluses dans le billard, tandis que les tirets
délimitent les bords non inclus. L’origine du repère est située en un des points anv−1

v .
Le second domaine considéré est le domaine de Dirichlet de la surface modulaire centré en

un point t ∈ ]−1; 0[ de D :

∞ = a{1,2,3,4}∞

v

w

0
= a0v = a5w

a1v

a2v = a0w
a3v = a5∞

a4v = a1w

a2w = a0∞
a3w = a5v

a4w

FIGURE 2.4 – Domaine fondamental de la surface modulaire
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Il ne possède que trois sommets géométriques car le centre de l’elliptique d’ordre 2 est au
milieu d’une des arêtes. Ces trois sommets ont tous un nombre nv = nw = n∞ = 3 mais
pour des raisons différentes : pour les sommets internes, cela correspond au fait qu’ils sont
centre d’un elliptique d’ordre 3 ; tandis que pour le cusp ∞ cela résulte simplement de notre
convention. Vis-à-vis de nos descriptions, le cas de ce domaine fondamental peut être qualifié
d’extrême, car il comporte à la fois un sommet à l’infini, des éléments elliptiques qui ont pour
centre un sommet du domaine et le milieu d’une arête, ainsi qu’un intervalle central vide (car
a4
v = a1

w). C’est le domaine le plus petit sur lequel notre théorie est applicable.
La figure 2.8 représente dans T2 le billard et le billard inverse ainsi que leurs images respec-

tives, avec pour origine le sommet à l’infini∞. À noter que B touche la diagonale en (∞,∞).
Le dernier domaine illustré est le domaine de Dirichlet de centre 0 associé au groupe de

congruence Γ(2) de niveau 2, où :

Γ(2) '
{(

a b
c d

)
∈ PSL(2,Z)

∣∣∣ a, d impairs et b, c pairs
}
.

−1

−i

1

i

FIGURE 2.5 – Domaine fondamental pour Γ(2)

Tous ses sommets sont à l’infini. Alors que 1 et −1 sont des points fixes de σ, i et −i sont
tous deux sur la même σ-orbite, ce qui traduit le fait qu’ils soient congruents sous l’action du
groupe.

La figure 2.9 représente dans T2 le billard et le billard inverse ainsi que leurs images respec-
tives, avec pour origine le sommet à l’infini −1. B touche la diagonale en (−1,−1), (−i,−i),
(1, 1) et (i, i).
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FIGURE 2.6 – Les tubes du billard B et leurs images par TB pour la surface de genre 2
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FIGURE 2.7 – Les tubes du billard inverse B̂ = B et leurs images par TB̂ = T−1
B pour la surface

de genre 2
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FIGURE 2.8 – Le billard et son image par TB (en haut), ainsi que le billard inverse et son image
par T−1

B (en bas) pour la surface modulaire
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FIGURE 2.9 – Le billard et son image par TB (en haut), ainsi que le billard inverse et son image
par T−1

B (en bas) pour D/Γ(2)
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2.1.3 Relations avec le flot géodésique
Décrivons en termes géométriques quelles géodésiques sont représentées par notre construc-

tion abstraite du billard :

Proposition 2.1.5. Soit v ∈ V . Bv représente l’ensemble des géodésiques orientées :
− qui coupent l’intérieur du domaine fondamental et en ressortent transverses au segment
[v;w[ ;
− dont l’intersection avec l’adhérence dans D du domaine fondamental est réduite à v, et qui
contiennent le domaine fondamental dans le demi-espace gauche qu’elles délimitent ;
− (a0

v, v), qui borde le domaine fondamental en le contenant dans le demi-espace gauche
qu’elle délimite ;
− (v, v), uniquement lorsque v est un sommet à l’infini.

PREUVE : On découpe tout d’abord Bv en trois parties :

Bv = ]w; v]⊗
[
anv−1
v ; anww

[

= ]w; v]⊗
]
anv−1
v ; anww

[
t ]w; v]⊗

{
anv−1
v

}

= ]w; v[⊗
]
anv−1
v ; anww

[
t
{

(v ? y, y) | y ∈
]
anv−1
v ; anww

[}
t ]w; v]⊗

{
anv−1
v

}

Prenons (x, y) ∈ Bv pour un certain sommet v. Si

(x, y) ∈ ]w; v[⊗
]
anv−1
v ; anww

[
⊂
]
anww ; anv−1

v

[
×
]
anv−1
v ; anww

[
,

alors (x, y) coupe la géodésique (v, w) quelque part à l’intérieur du segment ouvert ]v;w[
puisque x ∈ ]w ? y; v ? y[. Comme le domaine fondamental est complètement contenu dans
le demi-espace gauche délimité par la géodésique orientée (v, w), (x, y) correspond à une géo-
désique qui coupe l’intérieur du domaine fondamental et qui sort par le segment [v;w[.

Supposons maintenant que (x, y) ∈ {(v ? y′, y′) | y′ ∈ ]anv−1
v ; anww [}. (x, y) doit alors passer

par le sommet v. Si v n’est pas un cusp, on peut encore subdiviser cet ensemble en
{

(v ? y′, y′) | y′ ∈
]
anv−1
v ; anvv

[}
t
{

(a0
v, a

nv
v )
}
t {(v ? y′, y′) | y′ ∈ ]anvv ; anww [} .

(x, y) est alors respectivement :
− une géodésique qui coupe l’intérieur du domaine et en sort par le sommet v ;
− la géodésique de bord (a0

v, a
nv
v ) ;

− une géodésique qui coupe l’adhérence du domaine fondamental uniquement au sommet v, et
laisse le domaine à sa gauche.
Si par contre v est un cusp,

(x, y) ∈
{

(v ? y′, y′) | y′ ∈
]
anv−1
v ; anww

[}
=
{

(v, y′) | y′ ∈
]
anv−1
v ; anww

[}

et (x, y) ne peut qu’être une géodésique qui coupe l’adhérence du domaine fondamental uni-
quement au cusp v et laisse le domaine à sa gauche.

Si v n’est pas un cusp, alors v ? anv−1
v = w ? anv−1

v et ]w; v] ⊗ {anv−1
v } = ∅. On suppose

donc que v est un cusp et que

(x, y) ∈ ]w; v]⊗
{
anv−1
v

}
= ]w; v]⊗ {v}
=
]
amv−1
v ; v

]
× {v}

=
]
amv−1
v ; a0

v

[
× {v} t

{
(a0
v, v)

}
t
]
a0
v; v
[
× {v} t {(v, v)}

(x, y) est alors respectivement :
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− une géodésique qui coupe l’intérieur du domaine fondamental et a pour extrémité futur le
sommet à l’infini v ;
− la géodésique de bord (a0

v, v) ;
− une géodésique qui coupe l’adhérence du domaine fondamental uniquement au sommet à
l’infini v, et laisse le domaine à sa gauche.
− le couple (v, v).

Réciproquement, la discussion que l’on vient de faire prouve que les quatres catégories
citées sont complètement couvertes par B. �

En rassemblant les descriptions obtenues pour tous les Bv, on obtient la description com-
plète de B :

Corollaire 2.1.6. B représente l’ensemble des géodésiques orientées :
− qui coupent l’intérieur du domaine fondamental ;
− dont l’intersection avec l’adhérence dans D du domaine fondamental est réduite à un som-
met, et qui contiennent le domaine fondamental dans le demi-espace gauche qu’elles déli-
mitent ;
− qui bordent le domaine fondamental en le contenant dans le demi-espace gauche qu’elles
délimitent ;
− (v, v) où v est un sommet à l’infini du domaine fondamental.

Remarquons que le support B du billard n’est pas symétrique, puisque l’inverse d’une géo-
désique passant par un sommet du domaine et le laissant à sa gauche passe toujours par ce même
sommet en le laissant à sa droite. Il est toutefois très proche de l’être car son intérieur B̊ (pour
la topologie de T2) est constitué des géodésiques coupant l’intérieur du domaine fondamental,
propriété indépendante du sens de parcours. De plus, TB stabilise B̊ et induit en restriction à
cet ensemble une bijection (toujours notée TB) qui est conjuguée à son inverse par l’involution
d’inversion du temps ι(x, y) = (y, x).

On note Φ le flot géodésique sur T 1D, et π la projection canonique de T 1D sur D. Si une
géodésique orientée (x, y) passe par z ∈ D, il existe un unique νz ∈ T 1

zD qui dirige (x, y) en
z. Comme D est convexe, D l’est aussi et toute géodésique qui coupe l’adhérence du domaine
fondamental y entre en un point p et en ressort en un point q :

Définition 2.1.7. Si une géodésique géométrique orientée (x, y) coupe l’adhérence dans D du
domaine fondamental D en au moins un point z, on pose

p(x, y) = πΦ(z, νz, t
−) où t− = inf

{
t ≤ 0 | πΦ(z, νz, t) ∈ D

}

q(x, y) = πΦ(z, νz, t
+) où t+ = sup

{
t ≥ 0 | πΦ(z, νz, t) ∈ D

}

Ces définitions sont indépendantes du choix du point z dans l’intersection de la géodésique
et du domaine.

On peut donner une interprétation plus géométrique de ces points :

Lemme 2.1.8. Soit (x, y) ∈ B \∆.
(i) Si (x, y) ∈ Bv, alors q(x, y) = (x, y) ∩ rv ;
(ii) Si (x, y) ∈ B̂v, alors p(x, y) = (x, y) ∩ rv.
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PREUVE : Supposons que (x, y) ∈ Bv. On remarque tout d’abord que rv = (v, w) 6∈ Bv, bien
que (x, y) ∈ ]amv−1

v ; anv−1
v ] × [anv−1

v ; amv−1
v [. Par conséquent, rv et (x, y) sont transverses et

leur intersection est bien définie.
Or, d’après la proposition 2.1.5, (x, y) :

− soit coupe l’intérieur du domaine fondamental et en sort par ]v;w[ ou par v ;
− soit ne coupe l’adhérence du domaine fondamental qu’au point v ;
− soit (x, y) = (a0

v, a
nv
v ).

Dans les trois cas, q(x, y) tel qu’on l’a défini est exactement (x, y) ∩ rv.
Le second point se traite de manière symétrique. �

L’image du point de sortie du domaine d’une géodésique est le point d’entrée de son image
par TB, et vice-versa.

Lemme 2.1.9. Soit (x, y) ∈ B \∆.
(i) Si (x, y) ∈ Bv, alors γv(q(x, y)) = p(TB(x, y)) ;
(ii) Si (x, y) ∈ B̂v, alors γv(p(x, y)) = q(T−1

B (x, y)).

PREUVE : D’après le premier point du lemme 2.1.8, q(x, y) = (x, y) ∩ rv. Alors :

γv(q(x, y)) = (γv(x), γv(y)) ∩ γv(rv) = TB(x, y) ∩ rlσ(v).

Or, d’après le lemme 2.1.3, TB(x, y) ∈ B̂lσ(v) donc en appliquant maintenant le second point
du lemme 2.1.8 on obtient bien que γv(q(x, y)) = p(TB(x, y)).

Le second point se démontre de manière symétrique. �

Soit

B∗ = {(x, y) ∈ B | ∀n ∈ Z, (x′, y′) = T nB(x, y)⇒ x′ 6∈ V et y′ 6∈ V }

l’ensemble des éléments de B dont la TB-orbite ne contient aucune géodésique qui ne com-
mence ou ne finit en un sommet à l’infini du domaine fondamental. B∗ ⊂ T2 est de mesure de
Lebesgue nulle, B∗ ∩∆ = ∅, et pour tout (x, y) ∈ B∗ p(x, y) et q(x, y) sont dans D et on peut
donc parler de la longueur du segment qui les relie.

Définition 2.1.10. On définit le temps de retour par

τ : B∗ → R+ ∪ {+∞}
(x, y) 7→ longueur([p(x, y); q(x, y)])

ainsi que le temps de retour d’ordre n pour n ∈ Z par

τn : B∗ → R+ ∪ {+∞}

(x, y) 7→





n−1∑

j=0

τ(T jB(x, y)) si n > 0

−
−1∑

j=n

τ(T jB(x, y)) si n < 0

0 si n = 0

de sorte que τ1 = τ et que τ−n(x, y) = −τn(T−nB (x, y)).
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On note P (x, y) = (p(x, y), νp(x,y)) et Q(x, y) = (q(x, y), νq(x,y)). De par les définitions de
p, q et τ , il est clair que :

Lemme 2.1.11. Soit (x, y) ∈ B∗.
(i) Q(x, y) = Φ(P (x, y), τ(x, y)) ;
(ii) P (x, y) = Φ(Q(x, y),−τ(x, y)).

Soit (x, y) ∈ B. Pour tout i, on note vi l’unique sommet de V pour lequel T iB(x, y) ∈ Bvi .
On pose alors pour tout n ∈ Z :

G(x, y) =





γvn−1 . . . γv0 si n > 0

γ−1
vn . . . γ

−1
v−1

si n < 0

id si n = 0

.

En particulier, Gn+p(x, y) = Gn(T pB(x, y))Gp(x, y) et G−n(x, y) = Gn(T−nB (x, y))−1.
Cette isométrie va nous permettre de relier T nB(x, y) au parcours du flot géodésique depuis

(x, y) et pendant un temps τn(x, y).

Lemme 2.1.12. Soient (x, y) ∈ B∗ et n ∈ Z. Alors :
(i) P (T nB(x, y)) = Gn(x, y)Φ(P (x, y), τn(x, y)) ;
(ii) Q(T nB(x, y)) = Gn(x, y)Φ(Q(x, y), τn(x, y)).

PREUVE : On va d’abord montrer la première relation par récurrence sur n ≥ 0. Si n = 0, on
a bien P (x, y) = idΦ(P (x, y), 0). Supposons maintenant le premier point vérifié au rang n, et
prenons v tel que (x, y) ∈ Bv. Alors :

P (T n+1
B (x, y)) = Gn(TB(x, y))Φ (P (TB(x, y)), τn(TB(x, y)))

par hypothèse de récurrence pour TB(x, y)

= Gn(TB(x, y))Φ (γv(Q(x, y)), τn(TB(x, y))) d’après le lemme 2.1.9
= Gn(TB(x, y))γvΦ (Q(x, y), τn(TB(x, y))) car Γ commute avec Φ

= Gn(TB(x, y))G1(x, y)Φ (P (x, y), τn(TB(x, y)) + τ(x, y))
d’après le lemme 2.1.11

= Gn+1(x, y)Φ(P (x, y), τn+1(x, y))

La preuve que la seconde relation est vérifiée pour n ≥ 0 est symétrique.
Quant aux preuves pour n < 0, elles sont dûes aux faits que τ−n(x, y) = −τn(T−nB (x, y)) et

G−n(x, y) = Gn(T−nB (x, y))−1. �

On définit l’espace quotient X = (B∗ × R)/∼ où (x, y, s) ∼ (x′, y′, s′) si et seulement si il
existe n ∈ Z tel que :

(x′, y′, s′) = (T nB(x, y), s− τn(x, y))

Par exemple,

(x, y, τ(x, y)) ∼ (TB(x, y), 0)

(x, y, 0) ∼ (T−1
B (x, y),−τ−1(T−1

B (x, y))) = (T−1
B (x, y), τ(T−1

B (x, y)))
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On peut alors définir la suspension du billard par le temps de retour τ par

Ψ : X × R → X

((x, y, s), t) 7→ (x, y, s+ t)

.

Il s’agit d’un flot sur X . On va montrer qu’il est conjugué au flot géodésique sur M = D/Γ.
On définit ainsi

ϕ : B∗ × R → T 1D
(x, y, s) 7→ Φ(P (x, y), s)

.

Le lemme 2.1.12 nous donne immédiatement que ϕ est compatible avec ∼, i.e.

(x, y, s) ∼ (x′, y′, s′)⇒ ∃γ ∈ Γ, ϕ(x, y, s) = γϕ(x′, y′, s′).

ϕ induit donc une application ϕ : X → T 1M où T 1M = T 1D/Γ, et ϕ(X) s’identifie au fibré
unitaire tangent de la surface auquel on retire dans chaque fibre les directions qui engendrent
une géodésique débutant ou finissant en un cusp de M .

D’autre part, le flot géodésique Φ sur T 1D commute avec l’action de Γ donc induit un flot
Φ : T 1M × R→ T 1M . Ce flot est semi-conjugué par ϕ à Ψ sur ϕ(X) :

Proposition 2.1.13. ∀x ∈ X, ∀t ∈ R, ϕ(Ψ(x, t)) = Φ(ϕ(x), t).

On montrera au chapitre 4 que ϕ est une bijection, et donc que Ψ et ϕ sont conjugués.
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2.2 Codage rectifié
Comme le billard, le codage rectifié (ou étendu) est défini à l’aide de tubes géodésiques qui

sont ici de vrais rectangles du tore. On démontrera qu’il s’agit bien d’une bijection de C en
exhibant son inverse. La preuve de la conjugaison avec le billard est explicitée dans la section
suivante.

Le codage (rectifié) droit est constitué de la donnée des ensembles (Ck
v ) et de l’application

TC définis par :

∀k ∈ [[nv − 1 ; mv − 3]], Ck−mv+2
v =

]
anw+1
w ; ak−nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

C0
v =

]
anw+1
w ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[

∀k ∈ [[1 ; nw − 2]], Ck
v =

]
ak+nw+1
w ; a0

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[

∀x ∈ Ck
v , TC(x) = γv(x)

u

v w

anw+1
w

ak−nv+1
v

akv ak+1
v

u

v w

anw+1
wanv−1

v
amv−2
v a1w

u

v w

ak+nw+1
w

a0w akw
ak+1
w

FIGURE 2.10 – De haut en bas : Ck−mv+2
v , C0

v , C
k
v

Les (Ck
v ) étant clairement disjoints deux à deux, on peut poser

C =
⊔

v

⊔

k

Ck
v .

On constate que TC(x, y) = (γR[y](x), γR[y](y)) où le générateur γR[y] est bien uniquement
déterminé par la position de y sur ∂D. On note aussi TC(x, y) = (SL(x, y), TR(y)).
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De façon similaire, le codage (rectifié) gauche est constitué de la donnée des ensembles
(Ĉk

v ) et de l’application TĈ définis par :

∀k ∈ [[nv ; mv − 3]], Ĉk−mv+2
v =

]
akv ; a

k+1
v

]
×
[
amv−1
v ; ak−nvv

[

Ĉ0
v =

]
amv−2
v ; a1

w

]
×
[
amv−1
v ; anv−2

v

[

∀k ∈ [[1 ; nw − 1]], Ĉk
v =

]
akw; ak+1

w

]
×
[
ak+nw
w ; anv−2

v

[

∀x ∈ Ĉk
v , TĈ(x) = γv(x)

u

v w

akv ak+1
v

amv−1
v

ak−nv
v

u

v w

amv−2
v a1w

amv−1
v

anv−2
v

u

v w

akw
ak+1
w

ak+nw
w

anv−2
v

FIGURE 2.11 – De haut en bas : Ĉk−mv+2
v , Ĉ0

v , Ĉ
k
v

De la même manière que pour (C, TC), les (Ĉk
v ) sont disjoints deux à deux et on peut poser

Ĉ =
⊔

v

⊔

k

Ĉk
v .

De plus, TĈ(x, y) = (γL[x](x), γL[x](y)) où le générateur γL[x] est bien déterminé uniquement
par la position de x sur ∂D. On note aussi TĈ(x, y) = (TL(x), SR(x, y)).

Nous allons maintenant prouver que les Ck
v et les Ĉk

v définissent le même codage, i.e. que
C = Ĉ et que TĈ = T−1

C . Une fois ce point vérifié, nous nous restreindrons essentiellement à
l’étude du codage à droite. L’étape délicate est de montrer qu’ils définissent le même ensemble
de géodésiques.
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Proposition 2.2.1. C = Ĉ.

PREUVE : Au lieu de montrer directement ce résultat, nous allons prouver que les complémen-
taires dans le tore à deux dimensions de ces deux unions sont égaux. Pour cela, nous allons
découper ces complémentaires en une partie presque symétrique, c’est-à-dire dont l’intérieur
est invariant par ι : T2 → T2 l’involution d’inversion du temps (ι(x, y) = (y, x)), et une partie
exceptionnelle qui sera simple à identifier dans les deux cas.

Commençons par calculer le complémentaire de C dans T2 :

cC =
⊔

v

⊔

k

(
cC ∩ S1 × Ikv

)
=
⊔

v

⊔

k

(c
Ck
v ∩ S1 × Ikv

)

=
⊔

v

( mv−3⊔

k=nv−1

]
ak−nv+1
v ; anw+1

w

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t
]
anv−1
v ; anw+1

w

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[

t
nw−2⊔

k=1

]
anv−1
v = a0

w; ak+nw+1
w

]
×
[
akw; ak+1

w

[ )

Afin de faire apparaitre le cœur symétrique du codage, on isole l’extrémité droite de chacun de
ces rectangles :

cC =
⊔

v

( mv−3⊔

k=nv−1

]
ak−nv+1
v ; anww

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t
]
anv−1
v ; anww

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[

t
nw−2⊔

k=1

]
anv−1
v = a0

w; ak+nw
w

]
×
[
akw; ak+1

w

[ )

t
⊔

v

( mv−3⊔

k=nv−1

]
anww ; anw+1

w

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t
]
anww ; anw+1

w

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[

t
nw−2⊔

k=1

]
ak+nw
w ; ak+nw+1

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[ )

On note Σ1, Σ2 ces deux termes. Notre but va être de montrer que Σ1 est symétrique, mais
commençons par rassembler les morceaux de Σ2 :

Σ2 =
⊔

v

(
]
anww ; anw+1

w

]
×
[
anv−1
v = a0

w; a1
w

[
t
nw−2⊔

k=1

]
ak+nw
w ; ak+nw+1

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[
)

=
⊔

v

nw−2⊔

k=0

]
ak+nw
w ; ak+nw+1

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[
=
⊔

v

nv−2⊔

k=0

]
ak+nv
v ; ak+nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

Faisons maintenant apparaître les symétries de Σ1. On remarque tout d’abord que l’intervalle
gauche de chacun des rectangles contient ]anv−1

v ; anww ], donc on peut le factoriser :

Σ1 =
⊔

v

]
anv−1
v ; anww

]
×
[
anv−1
v ; anw−1

w

[

t
⊔

v

( mv−3⊔

k=nv−1

]
ak−nv+1
v ; anv−1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t
nw−2⊔

k=1

]
anww ; ak+nw

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[ )
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Les rectangles correspondant à k = nv−1 sont les ]anu−1
u = a0

v; a
nv−1
v ]× [anv−1

v ; anvv [. On forme
K en les extrayant de la première union et en les réincorporant au premier rectangle :

K =
⊔

v

]
anv−1
v ; anww

]
×
[
anv−1
v ; anw−1

w

[
t
⊔

v

]
anu−1
u ; anv−1

v

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[

=
⊔

v

]
anv−1
v ; anww

]
×
[
anv−1
v ; anw−1

w

[
t
]
anv−1
v ; anw−1

w

]
×
[
anw−1
w ; anww

[

en remplaçant u par v et par invariance de l’union

=
⋃

v

]
anv−1
v ; anww

]
×
[
anv−1
v ; anw−1

w

[
car ]anw−1

w ; anww ]× [anw−1
w ; anww [ ⊂ K

On a alors

Σ1 = K t
⊔

v

(
mv−3⊔

k=nv

]
ak−nv+1
v ; anv−1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t
nw−2⊔

k=1

]
anww ; ak+nw

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[
)

Mais en remarquant que
{
nv ≤ k ≤ mv − 3

k − nv + 1 ≤ j ≤ nv − 2
⇔
{
nv ≤ k ≤ j + nv − 1

1 ≤ j ≤ nv − 2

on voit que l’on peut réécrire ces unions en
mv−3⊔

k=nv

]
ak−nv+1
v ; anv−1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
=

mv−3⊔

k=nv

nv−2⊔

j=k−nv+1

]
ajv; a

j+1
v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

=
nv−2⊔

j=1

j+nv−1⊔

k=nv

]
ajv; a

j+1
v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

=
nv−2⊔

j=1

]
ajv; a

j+1
v

]
×
[
anvv ; aj+nvv

[

et de même
nw−2⊔

k=1

]
anww ; ak+nw

w

]
×
[
akw; ak+1

w

[
=

mv−3⊔

j=nv

]
ajv; a

j+1
v

]
×
[
aj−nv+1
v ; anv−1

v

[
.

Par un calcul similaire, on montrerait aussi que Ĉ = Σ̂1 t Σ̂2 où

Σ̂1 = K t
⊔

v

(
mv−3⊔

k=nv

]
akv ; a

k+1
v

]
×
[
ak−nv+1
v ; anv−1

v

[
t
nw−2⊔

k=1

]
akw; ak+1

w

]
×
[
anww ; ak+nw

w

[
)

= Σ1

d’une part, et

Σ̂2 =
⊔

v

(mv−3⊔

k=nv

]
akv ; a

k+1
v

]
×
[
ak−nvv ; ak−nv+1

v

[
t
]
amv−2
v ; a1

w

]
×
[
anv−2
v ; anv−1

v

[

t
nw−1⊔

k=1

]
akw; ak+1

w

]
×
[
anv−2
v ; anv−1

v

[ )

=
⊔

v

mv−2⊔

k=nv

]
akv ; a

k+1
v

]
×
[
ak−nvv ; ak−nv+1

v

[
=
⊔

v

nv−2⊔

k=0

]
ak+nv
v ; ak+nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
= Σ2

d’autre part, ce qui prouve bien que cC =
c
Ĉ. �
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TC est contractante sur sa première coordonnée et dilatante sur sa seconde. De fait, lorsque
l’on prend l’image d’une géodésique d’un certain Ck

v , on arrive naturellement dans un Ĉj
lσ(v).

Lemme 2.2.2. TC

(
nw−2⊔

k=−nv+1

Ck
v

)
⊂

nv−1⊔

j=−nw+2

Ĉj
lσ(v).

PREUVE : Tout d’abord, on rappelle que lσ(v) = τ(w), de sorte que nw = nlσ(v).
Si v est un cusp, alors les Ck

v pour k < 0 sont vides. Sinon, supposons d’abord que w n’est
pas un cusp (et donc τ(w) non plus). L’image de Ck−mv+2

v pour k ∈ [[nv − 1 ; mv − 3]] vaut :

TC(Ck−mv+2
v ) = γv(C

k−mv+2
v ) = γv

(]
anw+1
w ; ak−nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[)

=
]
anwτ(w); a

k−nv+2
σ(v)

]
×
[
ak+1
σ(v); a

k+2
σ(v)

[

⊂
]
anwτ(w); a

k−nv+2
σ(v)

]
×
[
ak+1
σ(v); a

mv−1
σ(v)

[
⊂

k−nv+1⊔

j=−nw+2

Ĉj
τ(w)

car
[
ak+1
σ(v); a

mv−1
σ(v)

[
⊂
[
ak+1
σ(v); a

0
τ(w)

[
puisque le domaine fondamental n’est pas un triangle dont

les trois sommets sont dans D. Si maintenant w est un cusp, on constate que anw+1
w = w et

anwτ(w) = τ(w) = γv(w) donc la première partie du calcul reste vraie. Par ailleurs, la dernière

inclusion est justifiée par le fait qu’on a dans ce cas
[
ak+1
σ(v); a

mv−1
σ(v)

[
⊂
[
ak+1
σ(v); τ(w)

[
.

Suivons le même schéma pour les Ck
v avec k > 0. Si w est un cusp, alors ces ensembles

sont vides. Sinon, supposons d’abord que v n’est pas un cusp (et donc σ(v) non plus). L’image
de Ck

v pour k ∈ [[1 ; nw − 2]] vaut :

TC(Ck
v ) = γv(C

k
v ) = γv

(]
ak+nw+1
w ; anv−1

v

]
×
[
akw; ak+1

w

[)

=
]
ak+nw
τ(w) ; anvσ(v)

]
×
[
ak−1
τ(w); a

k
τ(w)

[

⊂
]
ak+nw
τ(w) ; anvσ(v)

]
×
[
a0
τ(w); a

k
τ(w)

[
⊂

nv−1⊔

j=k−nw+2

Ĉj
τ(w)

car
[
a0
τ(w); a

k
τ(w)

[
⊂
[
amv−1
σ(v) ; akτ(w)

[
par l’hypothèse sur le domaine. Le cas v cuspidal se traite

de la même façon que précédemment.
Reste à étudier le cas de C0

v . Son image par TC est

TC(C0
v ) = γv(C

0
v ) = γv

(]
anw+1
w ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[)

=
]
anwτ(w); a

nv
σ(v)

]
×
[
γv(a

mv−2
v ); γv(a

1
w)
[

et ce que v et w soient des cusps ou non. Par ailleurs,
− γv(amv−2

v ) est égal à σ(v) si v est un cusp, et à amv−1
σ(v) sinon ;

− γv(a1
w) est égal à τ(w) si w est un cusp, et à a0

τ(w) sinon.
Dans tous les cas, on constate par des arguments usuels que

TC(C0
v ) ⊂

nv−1⊔

j=−nw+2

Ĉj
τ(w). �
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On pourrait montrer de manière complètement symétrique le même résultat pour les Ĉk
v :

Lemme 2.2.3. TĈ

(
nw−1⊔

k=−nv+2

Ĉk
v

)
⊂

nv−2⊔

j=−nw+1

Cj
lσ(v).

Comme on a vu que C = Ĉ, on en conclut en particulier que :

Proposition 2.2.4. TC(C) ⊂ C et TĈ(C) ⊂ C.

Ceci nous permet finalement de prouver que TC est une bijection de C de réciproque TĈ .

Proposition 2.2.5. TC et TĈ sont des bijections réciproques.

PREUVE : Prenons (x, y) ∈ C. Il existe un unique v tel que y ∈ [anv−1
v ; anw−1

w [. Alors, d’après
le lemme 2.2.2, on a

(x′, y′) = TC(x, y) = (γv(x), γv(y)) ∈
⊔

j

Ĉj
lσ(v)

dont l’image par TĈ vaut

TĈ(TC(x, y)) = TĈ(x′, y′) = (γlσ(v)(x
′), γlσ(v)(y

′)) = (γlσ(v)γv(x), γlσ(v)γv(y)) = (x, y)

car γlσ(v) = γ−1
v .

De la même manière, TC(TĈ(x, y)) = (x, y). �

Dans les pages qui suivent, nous décrivons les codage à gauche et à droite (ainsi que leurs
images par respectivement TC et T−1

C ) pour les domaines fondamentaux introduits à la sous-
section 2.1.2. Les figures 2.12 et 2.13 représentent respectivement les codages à droite et à
gauche vus comme sous-parties du tore T2, avec la même origine que précédemment. La figure
2.14 illustre ces mêmes codages pour la surface modulaire, tandis que la figure 2.15 décrit elle
le cas de D/Γ(2).
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2.2. CODAGE RECTIFIÉ

FIGURE 2.12 – Les tubes du codage droit C et leurs images par TC pour la surface de genre 2
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FIGURE 2.13 – Les tubes du codage gauche Ĉ = C et leurs images par TĈ = T−1
C pour la

surface de genre 2
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2.2. CODAGE RECTIFIÉ

FIGURE 2.14 – Le codage droit et son image par TC (en haut), ainsi que le codage gauche et
son image par T−1

C (en bas) pour la surface modulaire

61



CHAPITRE 2. DU FLOT GÉODÉSIQUE AU CODAGE DE BOWEN-SERIES

FIGURE 2.15 – Le codage droit et son image par TC (en haut), ainsi que le codage gauche et
son image par T−1

C (en bas) pour D/Γ(2)
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2.3 Conjugaison entre le billard et le codage droit
Le fil directeur que l’on suivra pour construire la conjugaison entre ces deux systèmes dy-

namiques sera de la définir comme l’identité sur l’intersection de leurs domaines respectifs, et
d’envoyer les parties qui sont dans le billard mais pas dans le codage vers celles qui sont dans
le codage mais pas dans le billard.

Pour v ∈ V , on définit les parties spécifiques du billard (Xk
v ) et du codage (Y k

v ) par :

X0
v =

0⊔

j=−nu+1

Bj
u \ Cj

u

∀k ∈ [[1 ; nv − 2]], Xk
v = Bk

u \ Ck
u

Xnv−1
v = Bnv−1

u \ C−nv+1
v

Y −nv+1
v = C−nv+1

v \ (B−nv+1
v tBnv−1

u )
∀k ∈ [[−nv + 2 ; −1]], Y k

v = Ck
v \Bk

v

Y 0
v =

nw−2⊔

j=0

Cj
v \Bj

v

Les ensembles Xk
v correspondent aux géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le

codage droit, et qui se terminent dans l’intervalle
[
akv ; a

k+1
v

[
. Réciproquement, les ensembles

Y k
v correspondent aux géodésiques qui sont dans le codage droit mais pas dans le billard, et qui

se terminent dans l’intervalle
[
ak+mv−2
v ; ak+mv−1

v

[
.

Comme on a une et une seule paire d’ensembles Xk
v et Y k

v pour chaque Bk
v et chaque Ck

v

qui composent B et C, on a clairement que :

Proposition 2.3.1.

B = (B ∩ C) t
⊔

v∈V

nv−2⊔

k=0

Xk
v et C = (B ∩ C) t

⊔

v∈V

0⊔

k=−nv+2

Y k
v .

On donnera d’abord une description plus précise de ces Xk
v et Y k

v en termes de tubes géodé-
siques. À partir de là, on sera en mesure de calculer exactement l’image de ces ensembles par
les générateurs du groupe. L’identification de ces ensembles est le cœur de notre preuve de la
conjugaison.

Dans les pages qui suivent, on a représenté sur le même diagramme le billard (la zone à
pois) et le codage droit (la zone grisée). Les zones qui ne sont recouvertes que par les pois sont
les Xk

v , tandis que les zones qui sont uniquement grisées sont les Y k
v . Les figures 2.16 et 2.17

illustrent respectivement les cas de la surface de genre 2 et de la surface modulaire. Pour ce qui
est de D/Γ(2), tous les sommets de son domaine fondamental sont repoussés à l’infini donc le
billard et le codage sont identiques.
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FIGURE 2.16 – Superposition du billard B (pois) et le codage droit C (gris) pour la surface de
genre 2
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FIGURE 2.17 – Superposition du billard B (pois) et le codage droit C (gris) pour la surface
modulaire
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2.3.1 Description de B \ C
Concentrons-nous tout d’abord sur la description des ensemblesXk

v génériques, c’est-à-dire
pour lesquels 0 < k < nv − 1.

Proposition 2.3.2.

∀k ∈ [[1 ; nv − 2]], Xk
v =

]
v; ak+nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[
.

Ce résultat signifie que les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et
qui aboutissent dans

[
akv ; a

k+1
v

[
doivent traverser la demie géodésique allant de v à ak+nv+1

v .

u

v wv

u

akv
ak+1
v

ak+nv+1
v

a0v

akv
ak+1
v

u

v wv

ak+nv+1
v

akv
ak+1
v

FIGURE 2.18 – Pour un k générique, Bk
u \ Ck

u (haut) est décrit par Xk
v (bas)

PREUVE : Soit k ∈ [[1 ; nv − 2]].

Bk
u = ]v;u]⊗

[
akv ; a

k+1
v

[
⊂
]
v ? akv ;u ? a

k+1
v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
.

Puisque ak+1
v ∈ [amu−2

u ; amu−1
u ], ceci implique que u ? ak+1

v ∈ [anu−2
u ; anu−1

u ] ⊂
[
ak+nv
v ; a0

v

]
et

donc :
Bk
u ⊂

]
ak+nv
v ; a0

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
=
]
ak+nv
v ; ak+nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
t Ck

u .

Alors, d’après la proposition 1.4.6 :

Xk
v = Bk

u \ Ck
u = ]v;u]⊗

[
akv ; a

k+1
v

[
∩
]
ak+nv
v ; ak+nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

=
]
v; ak+nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[
. �

Ensuite, nous traitons le cas de X0
v qui est légèrement plus compliqué à gérer puisque cet

ensemble est défini à partir de plusieurs Bj
u \ Cj

u.

Proposition 2.3.3.
X0
v =

]
anvv ; anv+1

v

]
⊗ [u; v[ .
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u

v
w

v

u
anu−1
u

anu
u

anv+1
v

a0u

anu−1
u

anu
u

u

v
w

v

u

aku
ak+1
u

anv+1
v

ak−nu+1
u

aku
ak+1
u

u

v
w

v

u

amu−2
u

a1v

anv+1
v

anu−1
u

amu−2
u

a1v

u

v
w

anv
v anv+1

v

u

v

FIGURE 2.19 – L’union de B−nu+1
u \C−nu+1

u (haut), des Bj
u \Cj

u génériques (milieu haut) et de
B0
u \ C0

u (milieu bas) donne X0
v (bas)

Cela signifie que les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et qui se
terminent dans [a0

v; a
1
v[ doivent commencer dans ]anvv ; anv+1

v ] et traverser le segment [u; v[.

PREUVE : Si j ∈ [[nu − 1 ; mu − 3]],

Bj−mu+2
u = ]v;u]⊗

[
aju; a

j+1
u

[
⊂
]
v ? aju;u ? a

j+1
u

]
×
[
aju; a

j+1
u

[

⊂
]
anvv ; aj−nu+1

u

]
×
[
aju; a

j+1
u

[

=
]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
aju; a

j+1
u

[
t Cj−mu+2

u

mais on a aussi que

B0
u = ]v;u]⊗

[
amu−2
u ; a1

v

[
⊂
]
v ? amu−2

u ;u ? a1
v

]
×
[
amu−2
u ; a1

v

[

⊂
]
anvv ; anu−1

u

]
×
[
amu−2
u ; a1

v

[

=
]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
amu−2
u ; a1

v

[
t C0

u.
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Ainsi,

X0
v =

mu−2⊔

j=nu−1

Bj−mu+2
u \ Cj−mu+2

u

=
mu−3⊔

j=nu−1

(
Bj−mu+2
u ∩

]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
aju; a

j+1
u

[)
tB0

u ∩
]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
amu−2
u ; a1

v

[

=
mu−3⊔

j=nu−1

(
]v;u]⊗

[
aju; a

j+1
u

[
∩
]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
aju; a

j+1
u

[)

t ]v;u]⊗ [amu−2
u ; a1

v[ ∩ ]anvv ; anv+1
v ]× [amu−2

u ; a1
v[

= ]v;u]⊗
[
anu−1
u ; a1

v

[
∩
]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
anu−1
u ; a1

v

[

=
]
anvv ; anv+1

v

]
⊗ [u; v[ ∩

]
anvv ; anv+1

v

]
×
[
anu−1
u ; a1

v

[
par la proposition 1.4.5

=
]
anvv ; anv+1

v

]
⊗ [u; v[
car ]anvv = amu−1

u ; anv+1
v ]⊗ [u; v[ ⊂ ]anvv ; anv+1

v ]⊗ [anu−1
u ; v ? a1

v[. �

Avant de passer à la description deXnv−1
v , nous devons d’abord montrer un lemme technique

dont le schéma de la preuve pourra être réutilisé dans la section suivante.

Lemme 2.3.4.

Bnv−1
u ∩

]
anww ; anw+1

w

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[
=
]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
.

PREUVE : Notons R = ]anww ; anw+1
w ]× [anv−1

v ; anvv [. Nous commençons par montrer que

]v;u]⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R =

]
v; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R.

Il suffit de vérifier que ]u; anu−1
u = a0

v]⊗ [anv−1
v ; anvv [∩R est vide. Lorsque l’on prend un y ∈

[anv−1
v ; anvv [ ⊂ [amu−2

u ; amu−1
u [, u ? y ∈ [anu−2

u ; anu−1
u [ donc [u ? y; anu−1

u [ ⊂ [anu−2
u ; anu−1

u [. On
conclut en notant que [anu−2

u ; anu−1
u [ et ]anww ; anw+1

w ] ne peuvent s’intersecter que si le domaine
est triangulaire et que nu = 2 ou nw = 2, ce qui est impossible puisqu’il n’est pas triangulaire
de classe 0.

Alors, d’après la proposition 1.4.8,
]
v; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
=
]
amv−1
v = anww ; anu−1

u = a0
v

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
,

et ainsi ]
v; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R =

]
anww ; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
∩R.

Puisque anw+1
w ∈ ]anww ; a0

v], on peut restreindre la première composante :
]
anww ; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
∩R =

]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
∩R.

Mais anw+1
w ∈ [anww = amv−1

v ; a0
v] implique aussi que v ? anw+1

w ∈ [anv−1
v ; anvv ] et donc :

]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
⊂
]
anww ; anw+1

w

]
×
[
anv−1
v ; v ? anw+1

w = anvv
[

= R. �

Nous pouvons maintenant décrire Xnv−1
v comme un tube géodésique.

68



2.3. CONJUGAISON ENTRE LE BILLARD ET LE CODAGE DROIT

u

v wv

u

anv−1
v anv

v

anw+1
w

a0v

anv−1
v anv

v

u

v w

anw
w

anw+1
wanv−1

v

v

FIGURE 2.20 – Bnv−1
u \ C−nv+1

v (haut) est décrit par Xnv−1
v (bas)

Proposition 2.3.5.
Xnv−1
v =

]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
.

En particulier, les géodésiques qui sont dans le billard mais pas dans le codage et qui abou-
tissent dans [anv−1

v ; anvv [ doivent commencer de ]anww ; anw+1
w ] et traverser la demie géodésique

allant de v à anv−1
v .

PREUVE : Puisque

Bnu−1
u = ]v;u]⊗

[
anv−1
v ; anvv

[
⊂
]
v ? anv−1

v ;u ? anvv
]
×
[
anv−1
v ; anvv

[

⊂
]
anww ; a0

v

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[

=
]
anww ; anw+1

w

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[
t C−nv+1

v ,

il vient

Xnv−1
v = Bnu−1

u \ C−nv+1
v

= ]v;u]⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩
]
anww ; anw+1

w

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[

=
]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
par le lemme 2.3.4 �

Lorsque l’on combine les descriptions de X0
v et de Xnu−1

u , elles forment un tube géodésique
de structure similaire à ceux obtenus pour les Xk

v génériques.

Proposition 2.3.6.
X0
v tXnu−1

u =
]
v; anv+1

v

]
⊗
[
a0
v; a

1
v

[
.

PREUVE : On peut calculer l’union de ces deux descriptions :

X0
v tXnu−1

u =
]
anvv ; anv+1

v

]
⊗ [u; v[ t

]
anvv ; anv+1

v

]
⊗
[
anu−1
u ;u

[

=
]
anvv ; anv+1

v

]
⊗
[
anu−1
u = a0

v; v
[
.

Mais la proposition 1.4.8 donne alors :
]
anvv ; anv+1

v

]
⊗
[
a0
v; v
[

=
]
v; anv+1

v

]
⊗
[
a0
v; v ? a

nv+1
v = a1

v

[
. �
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On peut en particulier déduire de ces descriptions quelles sont les conditions que doivent
vérifier v et k pour que Xk

v soit non vide.

Proposition 2.3.7.

X0
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?

∃k ∈ [[1 ; nv − 2]], Xk
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?

Xnv−1
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou w /∈ V ?

2.3.2 Description de C \B
Nous allons maintenant décrire les ensembles Y k

v . Les preuves sont similaires à celles de la
section 2.3.1, mais il y a toutefois quelques différences car les lemmes sur les tubes géodésiques
que nous devons utiliser ici doivent s’appliquer à des complémentaires de tubes.

Nous commençons par décrire les ensembles Y k
v génériques, c’est-à-dire pour lesquels

−nv + 1 < k < 0.

Proposition 2.3.8.

∀k ∈ [[−nv + 2 ; −1]], Y k
v =

]
v; ak+nv−1

v

]
⊗
[
ak+mv−2
v ; ak+mv−1

v

[
.

u

v w

anw+1
w

ak+nv−1
v

ak+mv−2
v ak+mv−1

v

wv

ak+mv−2
v ak+mv−1

v

u

v wv

ak+nv−1
v

ak+mv−2
v ak+mv−1

v

FIGURE 2.21 – Pour un k générique, Ck
v \Bk

v (haut) est décrit par Y k
v (bas)

PREUVE : Soit k ∈ [[nv ; mv − 3]] et notons k′ = k −mv + 2. Alors

Bk′
v = ]w; v]⊗

[
akv ; a

k+1
v

[
⊃
]
w ? ak+1

v ; v ? akv
]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
.

Comme ak+1
v ∈ [a0

w; a1
w], w ? ak+1

v ∈ [anww ; anw+1
w ] et ainsi Bk′

v ⊃
]
anw+1
w ; ak−nvv

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
.

Par conséquent,
Bk′
v ⊃ Ck−mv+2

v \
]
ak−nvv ; ak−nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[
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qui, par la proposition 1.4.7, se traduit par :

Y k′
v = Ck−mv+2

v \Bk−mv+2
v =

c
(Bk−mv+2

v ) ∩
]
ak−nvv ; ak−nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

=
c
(]w; v]⊗

[
akv ; a

k+1
v

[
) ∩
]
ak−nvv ; ak−nv+1

v

]
×
[
akv ; a

k+1
v

[

=
]
v; ak−nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[

=
]
v; ak

′+nv−1
v

]
⊗
[
ak
′+mv−2
v ; ak

′+mv−1
v

[
. �

Nous décrivons ensuite Y 0
v qui, tout comme X0

v , est constitué de plusieurs Cj
v \Bj

v.

Proposition 2.3.9.
Y 0
v =

]
v; anv−1

v

]
⊗
[
amv−2
v ; anw−1

w

[
.

u

v w

anw+1
wanv−1

v
amv−2
v a1w

wv

amv−2
v a1w

u

v w

ak+nw+1
w

anv−1
v

akw
ak+1
w

wv

akw
ak+1
w

u

v w

amw−1
w

anv−1
v anw−2

w
anw−1
w

wv

anw−2
w

anw−1
w

u

v wv

anv−1
v

amv−2
v

anw−1
w

FIGURE 2.22 – L’union de C0
v \B0

v (haut), des Cj
v \Bj

v génériques (milieu haut) et de Cnw−2
v \

Bnw−2
v (milieu bas) donne Y 0

v (bas)

PREUVE : Si j ∈ [[1 ; nw − 2]], ajw ∈ ]amv−2
v ; amv−1

v ] donc v ? ajw ∈ ]anv−2
v ; anv−1

v ] et :

Bj
v = ]w; v]⊗

[
ajw; aj+1

w

[
⊃
]
aj+nw+1
w ; v ? ajw

]
×
[
ajw; aj+1

w

[

⊃
]
aj+nw+1
w ; anv−2

v

]
×
[
ajw; aj+1

w

[

= Cj
v \
]
anv−2
v ; a0

w

]
×
[
ajw; aj+1

w

[
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mais on a aussi que

B0
v = ]w; v]⊗

[
amv−2
v ; a1

w

[
⊃
]
anw+1
w ; anv−2

v

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[

= C0
v \
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[
.

Ainsi,

Y 0
v =

nw−2⊔

j=0

Cj
v \Bj

v

=
c
(B0

v) ∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; a1

w

[
t
nw−2⊔

j=1

c
(Bj

v) ∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
ajw; aj+1

w

[

=

c(nw−2⊔

j=0

Bj
v

)
∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; anw−1

w

[

=
c
(]w; v]⊗

[
amv−2
v ; amv−1

v

[
) ∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; anw−1

w

[

=
c
(]w; v]⊗

[
amv−2
v ; amv−1

v

[
) ∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; amv−1

v

[

∩ ]anv−2
v ; anv−1

v ]× [amv−2
v ; anw−1

w [

=
]
v; anv−1

v

]
⊗
[
amv−2
v ; amv−1

v

[
∩
]
anv−2
v ; anv−1

v

]
×
[
amv−2
v ; anw−1

w

[

par la proposition 1.4.7

=
]
v; anv−1

v

]
⊗
[
amv−2
v ; anw−1

w

[

car ]v; anv−1
v ]⊗ [amv−2

v ; anw−1
w [ ⊂ ]v ? amv−2

v = anv−2
v ; anv−1

v ]× [amv−2
v ; anw−1

w [. �

Pour décrire Y −nv+1
v , nous avons aussi besoin d’un lemme technique qui est l’analogue du

lemme 2.3.4 et qui pourrait être prouvé de manière similaire.

Lemme 2.3.10.

B−nv+1
v ∩

]
anu−2
u ; anu−1

u

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[
=
]
anu−2
u ; anu−1

u

]
⊗ [v; anvv [ .

Y −nv+1
v s’écrit ainsi comme un tube géodésique :

Proposition 2.3.11.
Y −nv+1
v =

]
u; anu−1

u

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
.

PREUVE : On a

B−nv+1
v tBnv−1

u = ]w;u]⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
⊃
]
w ? anvv ;u ? anv−1

v

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[

où u ? anv−1
v ∈ ]anu−2

u ; anu−1
u ] et w ? anvv ∈ [anww ; anw+1

w [. Ceci implique nécessairement que
]anw+1
w ; anu−2

u ] ⊂ ]w ? anvv ;u ? anv−1
v ] et il vient :

B−nv+1
v tBnv−1

u ⊃ C−nv+1
v \

]
anu−2
u ; anu−1

u

]
×
[
anv−1
v ; anvv

[
.

Notons R = ]anu−2
u ; anu−1

u ]× [anv−1
v ; anvv [, de sorte que l’inclusion précédente se réécrive

B−nv+1
v tBnv−1

u ⊃ C−nv+1
v ∩ cR
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u

v w

anw+1
w

a0v

anv−1
v anv

v

v

u

anv−1
v anv

v

wv

anv−1
v anv

v

u

v w

u

a0v

anv−1
v anv

v

FIGURE 2.23 – C−nv+1
v \ (B−nv+1

v tBnv−1
u ) (haut) est décrit par Y −nv+1

v (bas)

où R ⊂ C−nv+1
v . Quelques manipulations simples sur les ensembles montrent que si R ⊂ C et

C ∩ cR ⊂ B, alors cB ∩ C = cB ∩R. Par conséquent,

Y −nv+1
v = C−nv+1

v \ (B−nv+1
v tBnv−1

u ) =
c
(B−nv+1

v tBnv−1
u ) ∩R.

Puisque ]anu−2
u ; anu−1

u ] ⊂ ]amu−1
u = anvv ; anu−1

u = a0
v] et que u et v sont sur la géodésique

reliant anu−1
u = a0

v à amu−1
u = anvv , on peut découper R en trois parties :

R = (]anvv ; v]⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
) ∩R t (]v;u]⊗

[
anv−1
v ; anvv

[
∩R)

t (
]
u; anu−1

u

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R).

Le second terme est égal à Bnv−1
u ∩R, tandis que le troisième est celui qui nous intéresse. C’est

pourquoi notre but est de prouver que le premier terme est B−nv+1
v ∩R. Et, précisément,

]anvv ; v]⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R =

]
anu−2
u ; anu−1

u

]
⊗ [v; anvv [ ∩R par la proposition 1.4.5

= B−nv+1
v ∩R grâce au lemme 2.3.10

De ceci on déduit la description de Y −nv+1
v :

Y −nv+1
v =

c
(B−nv+1

v tBnv−1
u ) ∩R

=
]
u; anu−1

u

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
∩R

=
]
u; anu−1

u

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[

car lorsque y ∈ [anv−1
v ; anvv [ ⊂ [amu−2

u ; amu−1
u [, u ? y vit dans [anu−2

u ; anu−1
u [ et dans ce cas

]u ? y; anu−1
u ] ⊂ ]anu−2

u ; anu−1
u ]. �

On peut aussi combiner les descriptions de Y 0
v et de Y −nw+1

w pour former un tube géodésique
de structure similaire à ceux obtenus pour les Y k

v génériques.

Proposition 2.3.12.

Y 0
v t Y −nw+1

w =
]
v; anv−1

v

]
⊗
[
amv−2
v ; amv−1

v

[
.
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On peut en particulier déduire de ces descriptions quelles sont les conditions que doivent
vérifier v et k pour que Y k

v soit non vide.

Proposition 2.3.13.

Y 0
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?

∃k ∈ [[−nv + 2 ; −1]], Y k
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?

Y −nv+1
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou u /∈ V ?

2.3.3 Description de B ∩ C
Puisque TB et TC ne sont pas égales sur B ∩ C tout entier, nous avons aussi besoin de

définir quelques sous-ensembles de l’intersection qui vont jouer un rôle dans la preuve de la
conjugaison.

Le premier type d’ensembles spécifiques inclus dans B ∩ C sont les Kv :

∀v ∈ V,Kv =
]
anv−1
v ; anvv

]
⊗ [w; v[ ∩ ∂D×

[
amv−1
v ; anu−2

u

[
.

KV recouvre toutes les geodesiques qui sont à la fois dans le billard, dans le codage, et qui
commencent dans ]anv−1

v ; anvv ]. Nous verrons qu’ils jouent le rôle de "points de rentrée" dans
B ∩ C pour la dynamique de la conjugaison.

Il est aisé de vérifier que Kv ⊂ B ∩ C. En effet,

Kv ⊂
]
anv−1
v ; anvv

]
⊗ [w; v[ = B̂v

donc Kv ⊂ B. Mais comme on a aussi
]
anv−1
v = a0

w; anvv
]
⊗ [w; v[ ⊂

]
anv−1
v ; anvv

]
×
[
anww = amv−1

v ; a0
v = anu−1

u

[
,

on obtient, lorsque l’on restreint la seconde composante, que Kv ⊂ Ĉnv−1
u ⊂ C.

u

v w

anv−1
v anv

v

wv

amv−1
v

anu−2
u

u

v wv

u

anv−1
v anv

v

anw+1
w

a0v

anv−1
v anv

v

FIGURE 2.24 – Kv (haut) et Lv (bas)
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Le second type d’ensembles specifiques inclus dans B ∩ C sont les Lv :

∀v ∈ V, Lv = Bnv−1
u ∩ C−nv+1

v

Σ = (B ∩ C) \
⊔

v∈V ?
Lv

Nous verrons qu’ils jouent le rôle de "points de sortie" de B ∩ C pour la dynamique de la
conjugaison.

Les ensembles Lv ont été choisis de telle manière que nous sommes assurés qu’ils re-
couvrent toutes les géodésiques qui ont des images différentes par TB et TC :

Lemme 2.3.14. Σ ⊂ {x ∈ B ∩ C | TB(x) = TC(x)}.
PREUVE : Prenons x ∈ B ∩ Ck

v . Si k = −nv + 1, nécessairement x ∈ Bnv−1
u t B−nv+1

v mais
puisque x /∈ Lv, x ne peut être que dans B−nv+1

v . Dans ce cas, TB(x) = γv(x) = TC(x). Sinon,
x doit être dans Bk

v avec k > −nv + 1 et on a aussi TB(x) = TC(x). �

Ces ensembles sont vides si et seulement si ils sont basés en un cusp :

Proposition 2.3.15.

Kv = ∅ ⇔ v /∈ V ?

Lv = ∅ ⇔ v /∈ V ?

En particulier, TB et TC sont égales dans un voisinage de tout cusp v puisque Lv y est vide.

2.3.4 Action des générateurs
Nous avons besoin d’une description plus fine de Xnv−2

v car il peut à la fois être atteint par
B\C et parB∩C. C’est la raison pour laquelle on introduit les ensemblesXnv−2,{L,R,C}

v définis
par :

Xnv−2,L
v = Xnv−2

v ∩
]
amv−2
v ; γlσ(v)(a

nrσ(v)+1

rσ(v) )
]
× ∂D

Xnv−2,R
v =

]
w; amv−1

v

]
⊗
[
anv−2
v ; anv−1

v

[
⊂ Xnv−2

v

Xnv−2,C
v = Xnv−2

v \
(
Xnv−2,L
v tXnv−2,R

v

)

Xnv−2,R
v est bien un sous-ensemble de Xnv−2

v car, w étant sur la géodésique allant de v vers
amv−1
v = anww , on a :

Xnv−2
v =

]
v; amv−1

v

]
⊗
[
anv−2
v ; anv−1

v

[
= ]v;w]⊗

[
anv−2
v ; anv−1

v

[
tXnv−2,R

v .

Il est facile de déduire de ces définitions quelles sont les conditions pour lesquelles ces
ensembles sont vides.

Proposition 2.3.16.

Xnv−2,L
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou rσ(v) /∈ V ?

Xnv−2,R
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou w /∈ V ?

Xnv−2,C
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?
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Pour les ensembles Xk
v , le générateur "naturel" est celui donné par TB i.e. le générateur

associé au côté par lequel la géodésique quitte le domaine fondamental. Il s’agit ici de γu.

Proposition 2.3.17.

γu(X
nv−1
v ) = Xnv−2,L

τ(v)

∀k ∈ [[2 ; nv − 2]], γu(X
k
v ) = Xk−1

τ(v)

γu(X
1
v ) = X0

τ(v) tX
nlτ(v)−1

lτ(v)

γu(X
0
v ) = Kτ(v) tXnlτ(v)−2,R

lτ(v)

PREUVE : Si v est un cusp, il en va de même pour τ(v) donc les deux côtés des quatre égalités
sont vides et elles sont toutes vérifiées. On supposera donc dorénavant que v ∈ V ?, de sorte que
γu(a

k
v) = ak−1

τ(v) pour tout k.
(i) :

γu(X
nv−1
v ) = γu(

]
anww = amv−1

v ; anw+1
w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
)

=
]
amv−2
τ(v) ; γu(a

nw+1
w )

]
⊗
[
anv−2
τ(v) ; τ(v)

[

=
]
amv−2
τ(v) ; amv−1

τ(v)

]
⊗
[
anv−2
τ(v) ; τ(v)

[
∩
]
amv−2
τ(v) ; γu(a

nw+1
w )

]
× ∂D

= Xnv−2
τ(v) ∩

]
amv−2
τ(v) ; γu(a

nw+1
w )

]
× ∂D.

(ii) : Pour k ∈ [[2 ; nv − 2]],

γu(X
k
v ) = γu(

]
v; ak+nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[
) =

]
τ(v); a

k+nτ(v)
τ(v)

]
⊗
[
ak−1
τ(v); a

k
τ(v)

[
= Xk−1

τ(v) .

(iii) :

γu(X
1
v ) = γu(

]
v; anv+2

v

]
⊗
[
a1
v; a

2
v

[
) =

]
τ(v); a

nτ(v)+1

τ(v)

]
⊗
[
a0
τ(v); a

1
τ(v)

[
= X0

τ(v) tX
nlτ(v)−1

lτ(v) .

(iv) :

γu(X
0
v ) = γu(

]
anvv ; anv+1

v

]
⊗ [u; v[) =

]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
⊗ [σ(u) = rτ(v); τ(v)[

⊂
]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
×
[
rτ(v) ? a

nτ(v)−1

τ(v) = amv−1
τ(v) ; τ(v) ? a

nτ(v)
τ(v) = a0

τ(v)

[
.

On peut ainsi restreindre cette description par l’intervalle à droite :

γu(X
0
v ) =

(]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
⊗ [rτ(v); τ(v)[ ∩ ∂D×

[
a
nrτ(v)
rτ(v) = a

mτ(v)−1

τ(v) ; a
nlτ(v)−2

lτ(v)

[)

t
(]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
⊗ [rτ(v); τ(v)[ ∩ ∂D×

[
a
nlτ(v)−2

lτ(v) ; a0
τ(v) = a

nlτ(v)−1

lτ(v)

[)

= Kτ(v) t
( ]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
⊗
[
a
nτ(v)
τ(v) ; τ(v)

[

∩
]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
×
[
a
nlτ(v)−2

lτ(v) ; a
nlτ(v)−1

lτ(v)

[ )
par le lemme 2.3.10

= Kτ(v) t
( ]
τ(v); a

nτ(v)
τ(v)

]
⊗
[
a
nlτ(v)−2

lτ(v) ; a
nlτ(v)−1

lτ(v)

[

∩
]
a
nτ(v)−1

τ(v) ; a
nτ(v)
τ(v)

]
×
[
a
nlτ(v)−2

lτ(v) ; a
nlτ(v)−1

lτ(v)

[ )
par la proposition 1.4.5

= Kτ(v) t
]
τ(v); a

nτ(v)
τ(v)

]
⊗
[
a
nlτ(v)−2

lτ(v) ; a
nlτ(v)−1

lτ(v)

[

= Kτ(v) tXnlτ(v)−2,R

lτ(v) . �
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FIGURE 2.25 – De haut en bas : Xnv−1
v , Xk

v , X1
v , X0

v (à gauche) et leurs images respectives par
γu (à droite)
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De la même manière, Y −nv+2
v doit être découpé en trois sous-parties Y −nv+2,{L,R,C}

v définies
par :

Y −nv+2,L
v = Y −nv+2

v ∩
]
anu−1
u ; anuu

]
× ∂D

Y −nv+2,R
v =

]
γτ(v)(lτ(v)); a1

v

]
⊗
[
anvv ; anv+1

v

[
⊂ Y −nv+2

v

Y −nv+2,C
v = Y −nv+2

v \
(
Y −nv+2,L
v t Y −nv+2,R

v

)

Vérifions tout d’abord que l’on a bien Y −nv+2,R
v ⊂ Y −nv+2

v . Comme lτ(v) est sur la géodé-
sique allant de τ(v) vers a0

τ(v), γτ(v)(lτ(v)) est sur la géodésique allant de v vers a1
v, et ainsi :

Y −nv+2
v =

]
v; a1

v

]
⊗
[
anvv ; anv+1

v

[
=
]
v; γτ(v)(lτ(v))

]
⊗
[
anvv ; anv+1

v

[
t Y −nv+2,R

v .

Quant à Y −nv+2,L
v , il possède une description plus succinte comme tube géodésique :

Lemme 2.3.18.
Y −nv+2,L
v =

]
anu−1
u ; anuu

]
⊗ [anvv ; v[ .

PREUVE :

Y −nv+2,L
v =

]
v; a1

v

]
⊗
[
anvv ; anv+1

v

[
∩
]
anu−1
u ; anuu

]
×
[
anvv ; anv+1

v

[

=
]
a0
v; a

1
v

]
⊗ [anvv ; v[ ∩

]
anu−1
u ; anuu

]
×
[
anvv ; anv+1

v

[
grâce à la proposition 1.4.8

=
]
anu−1
u ; anuu

]
⊗ [anvv ; v[ ∩

]
anu−1
u ; anuu

]
×
[
anvv ; anv+1

v

[

=
]
anu−1
u ; anuu

]
⊗ [anvv ; v[

car puisque anuu ∈ [a0
v; a

1
v[, v ? a

nu
u ∈ [anvv ; anv+1

v [ et ainsi :
]
anu−1
u ; anuu

]
⊗ [anvv ; v[ ⊂

]
anu−1
u ; anuu

]
× [anvv ; v ? anuu [ ⊂

]
anu−1
u ; anuu

]
×
[
anvv ; anv+1

v

[
. �

Ici encore, il est aisé d’établir quelles sont les conditions pour lesquelles ces ensembles sont
non vides.

Proposition 2.3.19.

Y −nv+2,L
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou u /∈ V ?

Y −nv+2,R
v = ∅ ⇔ v /∈ V ? ou lτ(v) /∈ V ?

Y −nv+2,C
v = ∅ ⇔ v /∈ V ?

Pour les ensembles Y k
v , le générateur "naturel" est celui donné par TC , qui est ici γv.

Proposition 2.3.20.

γv(Y
−nv+1
v ) = Y −nv+2,R

σ(v)

∀k ∈ [[−nv + 2 ; −2]], γv(Y
k
v ) = Y k+1

σ(v)

γv(Y
−1
v ) = Y 0

σ(v) t Y
−nrσ(v)+1

rσ(v)

γv(Y
0
v ) = Kσ(v) t Y −nrσ(v)+2,L

rσ(v)
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FIGURE 2.26 – De haut en bas : Y −nv+1
v , Y k

v , Y −1
v , Y 0

v (à gauche) et leurs images respectives
par γv (à droite)
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PREUVE : Si v est un cusp, il en va de même pour σ(v) donc les deux côtés des quatre égalités
sont vides et elles sont toutes vérifiées. On supposera donc dorénavant que v ∈ V ?, de sorte que
γv(a

k
v) = ak+1

σ(v) pour tout k.
(i) :

γv(Y
−nv+1
v ) = γv(

]
u; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
) =

]
γv(u); a1

σ(v)

]
⊗
[
anvσ(v); a

nv+1
σ(v)

[
= Y −nv+2,R

σ(v) .

(ii) : Pour k ∈ [[−nv + 2 ; −2]],

γv(Y
k
v ) = γv(

]
v; ak+nv−1

v

]
⊗
[
ak+mv−2
v ; ak+mv−1

v

[
)

=
]
σ(v); a

k+nσ(v)
σ(v)

]
⊗
[
a
k+mσ(v)−1

σ(v) ; a
k+mσ(v)
σ(v)

[
= Y k+1

σ(v) .

(iii) :

γv(Y
−1
v ) = γv(

]
v; anv−2

v

]
⊗
[
amv−3
v ; amv−2

v

[
)

=
]
σ(v); a

nσ(v)−1

σ(v)

]
⊗
[
a
mσ(v)−2

σ(v) ; a
mσ(v)−1

σ(v)

[
= Y 0

σ(v) t Y
−nrσ(v)+1

rσ(v) .

(iv) : En remarquant que rτ(w) = σ(v), on obtient :

γv(Y
0
v ) = γv(

]
v; anv−1

v

]
⊗
[
amv−2
v ; anw−1

w

[
)

=
]
σ(v); anvσ(v)

]
⊗
[
amv−1
σ(v) ; anw−2

τ(w)

[
⊂
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
amv−1
σ(v) ; a0

σ(v)

[
.

et ce que w soit un cusp ou non (s’il en est un, τ(w) est aussi un cusp, nw = 3, anw−1
w = w et

anw−2
τ(w) = τ(w) = γv(w)). On peut ainsi encadrer cette description par ce dernier rectangle :

γv(Y
0
v ) =

]
σ(v); anvσ(v)

]
⊗
[
amv−1
σ(v) ; anw−2

τ(w)

[
∩
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
amv−1
σ(v) ; a0

σ(v)

[

=
]
σ(v); anvσ(v)

]
⊗
[
amv−1
σ(v) ; a0

σ(v)

[
∩
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
amv−1
σ(v) ; anw−2

τ(w)

[

=
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
⊗
[
amv−1
σ(v) ;σ(v)

[
∩
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
amv−1
σ(v) ; anw−2

τ(w)

[

grâce à la proposition 1.4.8

=
(]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
⊗ [rσ(v);σ(v)[ t

]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
⊗
[
amv−1
σ(v) ; rσ(v)

[)

∩
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
amv−1
σ(v) ; anw−2

τ(w)

[

= Kσ(v) t
(
Y
−nrσ(v)+2,L

rσ(v) ∩
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
a
nrσ(v)
rσ(v) ; anw−2

τ(w)

[)

= Kσ(v) t Y −nrσ(v)+2,L

rσ(v)

puisque Y
−nrσ(v)+2,L

rσ(v) ⊂
]
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

]
×
[
a
nrσ(v)
rσ(v) ; anw−2

τ(w)

[
. �

Lemme 2.3.21. ]v; a0
v]⊗ [anv−1

v ; anvv [ = Lv tXnv−1
v t Y −nv+1

v .

PREUVE : Comme u est sur la géodésique qui va de v vers a0
v, on en déduit que :

]
v; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
= ]v;u]⊗

[
anv−1
v ; anvv

[
t
]
u; a0

v

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[

= Bnv−1
u t Y −nv+1

v

= (Bnv−1
u ∩ C−nv+1

v ) t (Bnv−1
u \ C−nv+1

v ) t Y −nv+1
v

= Lv tXnv−1
v t Y −nv+1

v . �
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Au cours de la preuve de la conjugaison, on aura besoin de prendre l’image de Xnv−2
v et de

Y −nv+2
v par le générateur qui n’est pas donné par respectivement TB et TC .

Lemme 2.3.22.

γv(X
nv−2
v ) = Lσ(v) tXnv−1

σ(v) t Y −nv+1
σ(v)

γu(Y
−nv+2
v ) = Lτ(v) tXnv−1

τ(v) t Y −nv+1
τ(v)

u
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v
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FIGURE 2.27 – En haut, Xnv−2
v et son image par γv. En bas, Y −nv+2

v et son image par γu.

PREUVE : Si v est un cusp, σ(v) et τ(v) le sont aussi donc tous les ensembles concernés sont
vides et les égalités sont trivialement vérifiées. On supposera donc dorénavant que v ∈ V ?.
(i) :

γv(X
nv−2
v ) = γv(

]
v; amv−1

v

]
⊗
[
anv−2
v ; anv−1

v

[
)

=
]
σ(v); a0

σ(v)

]
⊗
[
anv−1
σ(v) ; anvσ(v)

[
= Lσ(v) tXnv−1

σ(v) t Y −nv+1
σ(v) .

(ii) :

γu(Y
−nv+2
v ) = γu(

]
v; a1

v

]
⊗
[
anvv ; anv+1

v

[
)

=
]
τ(v); a0

τ(v)

]
⊗
[
anv−1
τ(v) ; anvτ(v)

[
= Lτ(v) tXnv−1

τ(v) t Y −nv+1
τ(v) . �

Nous aurons aussi besoin du même type de renseignement sur Xnv−1
v et sur Y −nv+1

v .

81



CHAPITRE 2. DU FLOT GÉODÉSIQUE AU CODAGE DE BOWEN-SERIES

Lemme 2.3.23.

γv(X
nv−1
v ) = Y −nv+2,L

σ(v)

γu(Y
−nv+1
v ) = Xnv−2,R

τ(v)

u

v
w

anww
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a
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FIGURE 2.28 – En haut, Xnv−1
v et son image par γv. En bas, Y −nv+1

v et son image par γu.

PREUVE : Comme au lemme 2.3.22, les égalités sont vérifiées lorsque v est un cusp. On sup-
posera donc dorénavant que v ∈ V ?.
(i) : Si w est un cusp, il en va de même pour lσ(v) = τr(v) = τ(w) et les deux ensembles sont
vides. Sinon,

γv(X
nv−1
v ) = γv(

]
anww ; anw+1

w

]
⊗
[
anv−1
v ; v

[
)

=
]
anw−1
τ(w) = a

nlσ(v)−1

lσ(v) ; a
nlσ(v)
lσ(v)

]
⊗
[
anvσ(v);σ(v)

[
= Y −nv+2,L

σ(v) .

(ii) : Si u est un cusp, il en va de même pour rτ(v) = σl(v) = σ(u) et les deux ensembles sont
vides. Sinon,

γu(Y
−nv+1
v ) = γu(

]
u; anu−1

u

]
⊗
[
anv−1
v ; anvv

[
)

=
]
σ(u) = rτ(v); a

nrτ(v)
rτ(v)

]
⊗
[
anv−2
τ(v) ; anv−1

τ(v)

[
= Xnv−2,R

τ(v) . �

En rassemblant ces deux lemmes, on en déduit l’image de Lv par les deux générateurs qui
lui sont associés.
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Proposition 2.3.24.

γu(Lv) = Xnv−2,C
τ(v)

γv(Lv) = Y −nv+2,C
σ(v)

PREUVE : Comme γτ(v)(X
nv−2
τ(v) ) = Lv t Xnv−1

v t Y −nv+1
v et que γ−1

τ(v) = γlστ(v) = γu, on
obtient que

Xnv−2
τ(v) = γu(Lv) t γu(Xnv−1

v ) t γu(Y −nv+1
v ).

Mais γu(Xnv−1
v ) = Xnv−2,L

τ(v) et γu(Y −nv+1
v ) = Xnv−2,R

τ(v) , donc on doit nécessairement avoir
γu(Lv) = Xnv−2,C

τ(v) .
Le second point se montre de manière similaire. �

2.3.5 Conjugaison

Nous sommes maintenant en possession de tous les outils nécessaires à la construction de
la conjugaison. Elle sera définie sur B ∩ C comme sur l’identité, et sur chaque (Xk

v ) comme le
produit des générateurs qui apparaissent le long de la τ -orbite de v. Ainsi, elle est complètement
déterminée par sa donnée sur une partition finie.

Pour tous v ∈ V et p ∈ N, on note ϕpv = γlτp−1(v) . . . γlτ(v)γl(v). Commençons par rassembler
quelques propriétés sur ces produits de générateurs.

Lemme 2.3.25. ∀p ∈ N, ϕpv(v) = τ p(v) ; et si v ∈ V ? alors ∀k ∈ N, ϕpv(akv) = ak−pτp(v).

PREUVE : Montrons ceci par récurrence sur p. Si p = 0, alors ϕ0
v(v) = v et ϕ0

v(a
k
v) = akv .

Supposons maintenant que ϕpv(v) = τ p(v) et ϕpv(a
k
v) = ak−pτp(v). Alors

ϕp+1
v (v) = γlτp(v)(τ

p(v)) = τ(τ p(v)) = τ p+1(v)

et puisque τ p(v) ∈ V ?

ϕp+1
v (akv) = γlτp(v)(a

k−p
τp(v)) = ak−p−1

τp+1(v). �

En notant que nv = nτp(v), ce lemme nous permet de calculer la ϕpv-image des tubes géodé-
siques apparaissant comme des Xk

v ou des Y −kv .

Lemme 2.3.26. Si v ∈ V ?, alors

ϕpv
(]
v; ak+nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[)
=
]
τ p(v); a

k−p+nτp(v)+1

τp(v)

]
⊗
[
ak−pτp(v); a

k−p+1
τp(v)

[
.

Par ailleurs, le fait que les relations du groupe apparaissent comme mots du codage le long
des σ-orbites implique que :

Lemme 2.3.27.
(i) ϕmvv = id ;
(ii) ϕmv−pv = γσp−1(v) . . . γv.
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PREUVE : (i) : Comme γσmv−1(v) . . . γv = id pour tout v,

(ϕmvv )−1 = γ−1
l(v) . . . γ

−1
lτmv−1(v) = γ−1

lσmv (v) . . . γ
−1
lτmv−1σmv (v)

= γ−1
lσ(σmv−1(v)) . . . γ

−1
lσ(v) = γσmv−1(v) . . . γv = id.

(ii) : D’après le premier point,

ϕmv−pv = γ−1
lτmv−p(v) . . . γ

−1
lτmv−1(v)ϕ

mv
v = γ−1

lσp(v) . . . γ
−1
lσ(v) = γσp−1(v) . . . γv. �

Apparaît alors un des éléments clés de la preuve de la conjugaison : ϕpv et ϕp−2
τ(v) conjuguent

les actions de γτp(v) et de γl(v).

Lemme 2.3.28. Si p ≥ 2, γτp(v)ϕ
p
v = ϕp−2

τ(v)γl(v).

PREUVE :

γτp(v)ϕ
p
v = γτp(v)γlτp−1(v)︸ ︷︷ ︸

id

γlτp−2(v) . . . γlτ(v)γl(v)

= γlτp−3(τ(v)) . . . γlτ(v)γl(v) = ϕp−2
τ(v)γl(v). �

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le théorème principal de conjugaison.

Théorème 2.3.29. L’application

ϕ :B → C
x ∈ B ∩ C 7→ x
x ∈ Xk

v , k ∈ [[1 ; nv − 2]] 7→ ϕ2k+2
v (x) ∈ Y −k

τ2k+2(v)

x ∈ X0
v tXnu−1

u 7→ ϕ2
v(x) ∈ Y 0

τ2(v) t Y
−nrτ2(v)+1

rτ2(v)

est bien définie et induit une bijection de B dans C telle que le diagramme

B
TB //

ϕ
��

B

ϕ
��

C
TC // C

soit commutatif.

Nous prouverons ce théorème via une succession de lemmes. Commençons par montrer que
ϕ est bien définie.

Lemme 2.3.30. ϕ : B → C est bien définie et bijective.

PREUVE : Nous devons tout d’abord montrer que ϕ est bien définie. Si v est un cusp, tous les
Xk
v et X

nl(v)−1

l(v) sont vides donc il n’y a rien à montrer. Supposons maintenant que v ∈ V ?.
Puisque τ p(v) ∈ V ? pour tout p ∈ Z, on obtient pour k ∈ [[1 ; nv − 2]] = [[1 ; nτ2k+2(v) − 2]] que

ϕ2k+2
v (Xk

v ) = ϕ2k+2
v (

]
v; ak+nv+1

v

]
⊗
[
akv ; a

k+1
v

[
)

=
]
τ 2k+2(v); a

k−(2k+2)+n
τ2k+2(v)

+1

τ2k+2(v)

]
⊗
[
a
k−(2k+2)

τ2k+2(v)
; a

k−(2k+2)+1

τ2k+2(v)

[

=
]
τ 2k+2(v); a

−k+n
τ2k+2(v)

−1

τ2k+2(v)

]
⊗
[
a−k−2
τ2k+2(v)

; a−k−1
τ2k+2(v)

[

= Y −k
τ2k+2(v)

.
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Et pour k = 0, on constate que

ϕ2
v(X

0
v tX

nl(v)−1

l(v) ) = ϕ2
v(
]
v; anv+1

v

]
⊗
[
a0
v; a

1
v

[
)

=
]
τ 2(v); a

k+nτ2(v)−1

τ2(v)

]
⊗
[
a−2
τ2(v); a

−1
τ2(v)

[
= Y 0

τ2(v) t Y
−nrτ2(v)+1

rτ2(v) .

Comme ϕ est bijective sur chaque Xk
v et que les Y k

v sont disjoints, ϕ est globalement in-
jective. Reste à montrer qu’elle est surjective. Lorsque v est un cusp, tous les Y −kv et Y

−nr(v)+1

r(v)

sont vides, donc ils n’ont pas à être pris en compte. Supposons maintenant que v ∈ V ?. D’après
les calculs qui précèdent, les Y −kv sont complètement atteints par les Xk

σ2k+2(v)
, et les Y 0

v et

Y
−nr(v)+1

r(v) s’obtiennent exactement comme image desX0
σ2(v) et desX

nlσ2(v)−1

lσ2(v) . Ceci prouve bien
que ϕ est surjective. �

Montrons maintenant que ϕ conjugue les Xk
v et Y −kv génériques.

Lemme 2.3.31. Si k ∈ [[2 ; nv − 2]], Xk
v

ϕ

��

TB // Xk−1
τ(v)

ϕ

��
Y −k
τ2k+2(v)

TC // Y −k+1
τ2k+1(v)

.

PREUVE : On sait déjà que ϕ(Xk
v ) = Y −k

τ2k+2(v)
et ϕ(Xk−1

τ(v)) = Y −k+1
τ2(k−1)(τ(v))

= Y −k+1
τ2k−1(v)

. Puisque

TB = γu sur Xk
v et que TC = γτ2k+2(v) sur Y −k

τ2k+2(v)
, on a bien que TB(Xk

v ) = Xk−1
τ(v) et que

TC(Y −k
τ2k+2(v)

) = Y −k+1
στ2k+2(v)

= Y −k+1
τ2k+1(v)

. Finalement, le lemme 2.3.28 nous dit que sur Xk
v

ϕTB = ϕ
2(k−1)+2
τ(v) γu = γτ2k+2(v)ϕ

2k+2
v = TCϕ. �

Traitons ensuite le cas de X1
v et de Y −1

v .

Lemme 2.3.32. X1
v

ϕ

��

TB // X0
τ(v) tX

nlτ(v)−1

lτ(v)

ϕ
��

Y −1
τ4(v)

TC // Y 0
τ3(v) t Y

−nrτ3(v)+1

rτ3(v)

.

PREUVE : On sait déjà que ϕ(X1
v ) = Y −1

τ4(v) et que ϕ(X0
τ(v)tX

nlτ(v)−1

lτ(v) ) = Y 0
τ3(v)tY

−nrτ3(v)+1

rτ3(v) .

Puisque TB = γu surX1
v et que TC = γτ4(v) sur Y −1

τ4(v), on a bien que TB(X1
v ) = X0

τ(v)tX
nlτ(v)−1

lτ(v)

et que TC(Y −1
τ4(v)) = Y 0

στ4(v) t Y
−nrστ4(v)+1

rστ4(v) = Y 0
τ3(v) t Y

−nrτ3(v)+1

rτ3(v) . Finalement, le lemme 2.3.28
nous dit que sur X1

v

ϕTB = ϕ2
τ(v)γu = γτ4(v)ϕ

4
v = TCϕ. �

Nous devons maintenant prouver que ϕ conjugue les X0
v tXnv−1

l(v) et les Y 0
v t Y

−nr(v)+1

r(v) . Il
s’agit du cas le plus compliqué à étudier car, en partant de ces ensembles, l’action de TB et de
TC peut à la fois faire rester dans les parties spécifiques du billard ou du codage, ou bien faire
rentrer dans B ∩ C.
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Lemme 2.3.33.

X0
v

TB // Kτ(v) t X
nlτ(v)−2,R

lτ(v)

ϕ

��

t
X
nl(v)−1

l(v)

ϕ

��

TB //

ϕ

��

X
nτl(v)−2,L

τl(v)

ϕ

��

Y 0
τ2(v)

TC // Kτ(v) t Y
−nrτ(v)+2,L

rτ(v)

t
Y
−nrτ2(v)+1

rτ2(v)

TC // Y
−nrτ2(v)+2,R

σrτ2(v)

.

PREUVE : Supposons d’abord que v ∈ V ?.
On sait déjà décrire les images des ensembles concernés par TB et TC :

TB(X0
v ) = γl(v)(X

0
v ) = Kτ(v) tXnlτ(v)−2,R

lτ(v)

TB(X
nl(v)−1

l(v) ) = γl2(v)(X
nl(v)−1

l(v) ) = X
nτl(v)−2,L

τl(v)

TC(Y 0
τ2(v)) = Kστ2(v) t Y

−nrστ2(v)+2

rστ2(v) = Kτ(v) t Y −nrτ(v)+2,L

rτ(v)

TC(Y
−nrτ2(v)+1

rτ2(v) ) = γrτ2(v)(Y
−nrτ2(v)+1

rτ2(v) ) = Y
−nrτ2(v)+2,R

σrτ2(v)

Étudions maintenant leurs images par la conjugaison ϕ :
− ϕ(X0

v tX
nl(v)−1

l(v) ) = Y 0
τ2(v) t Y

−nrτ2(v)+1

rτ2(v) ;
− ϕ(Kτ(v)) = Kτ(v) car Kτ(v) ⊂ B ∩ C ;
− On traite maintenant le cas de X

nlτ(v)−2

lτ(v) . Remarquons tout d’abord que

τ 2(nlτ(v)−2)+2lτ(v) = τ−2τmlτ(v)(lτ(v)) = τ−2(lτ(v)) = σ2lτ(v) = σ(σl)τ(v)

= σrτ 2(v).

Ceci assure que rτ 2(v) est un cusp si et seulement si σrτ 2(v) est un cusp, si et seulement si
lτ(v) en est un ; auquel cas les trois ensembles concernés dans le diagramme sont vides, et le
diagramme commute trivialement. On suppose maintenant que ces trois sommets sont dans V ?.
nlτ(v) = nστ2(v) donc :

ϕ(X
nlτ(v)−2

lτ(v) ) = Y
−nlτ(v)+2

τ
2(nlτ(v)−2)+2

lτ(v)
= Y

−nrτ2(v)+2

σrτ2(v) .

De plus, ϕ = ϕ
mlτ(v)−2

lτ(v) = γσlτ(v)γlτ(v) = γrτ2(v)γlτ(v) donc comme rτ 2(v) ∈ V ? il vient :

ϕ
(]
τ(v); anvτ(v)

])
= γrτ2(v)γlτ(v)

(]
τ(v); anvτ(v)

])
= γrτ2(v)

(]
τ 2(v); anv−1

τ2(v) = a0
rτ2(v)

])

=
]
γrτ2(v)(lrτ

2(v)); a1
rτ2(v)

]
.

Ainsi, ϕ(X
nlτ(v)−2,R

lτ(v) ) = Y
−nrτ2(v)+2,R

σrτ2(v) .
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− Finalement, nous traitons le cas de X
nτl(v)−2

τl(v) . Remarquons tout d’abord que

τ 2(nτl(v)−2)+2τ l(v) = τ−1τml(v)(l(v)) = τ−1l(v) = σl(v) = rτ(v).

Ceci assure que l(v) est un cusp si et seulement si τ l(v) est un cusp, si et seulement si rτ(v) en
est un ; auquel cas les trois ensembles concernés dans le diagramme sont vides, et le diagramme
commute trivialement. On suppose maintenant que ces trois sommets sont dans V ?. Puisque
nτl(v) = nrτ(v),

ϕ(X
nτl(v)−2

τl(v) ) = Y
−nτl(v)+2

τ
2(nτl(v)−2)+2

τl(v)
= Y

−nrτ(v)+2

rτ(v) .

De plus, ϕ = ϕ
mτl(v)−2

τl(v) = γl(v)γτl(v) donc comme l(v) ∈ V ? il vient :

ϕ
(]
a
mτl(v)−2

τl(v) ; γlστl(v)(a
nv+1
v )

])
= γl(v)

(]
a
mτl(v)−1

l(v) ; anv+1
v

])
=
]
a0
σl(v); a

nv
τ(v)

]

=
]
a0
rτ(v); a

nv
τ(v)

]
=
]
anv−1
τ(v) ; anvτ(v)

]
.

Ainsi, ϕ(X
nτl(v)−2,L

τl(v) ) = Y
−nrτ(v)+2,L

rτ(v) .
Nous avons encore à vérifier que le diagramme commute. Pour X0

v → Kτ(v), nous avons :

ϕTB = γu = (γτ2(v)γlστ2(v))γu = γτ2(v)(γlτ(v)γl(v)) = TCϕ.

Pour X0
v → X

nlτ(v)−2,R

lτ(v) , nous avons déjà établi que ϕ = γrτ2(v)γlτ(v) sur ce dernier ensemble,
donc :

ϕTB = (γrτ2(v)γlτ(v))γu = γrτ2(v)ϕ
2
v = TCϕ.

Pour X
nl(v)−1

l(v) → X
nτl(v)−2,L

τl(v) , nous avons aussi déjà vérifié que ϕ = γl(v)γτl(v) sur ce dernier
ensemble, donc :

ϕTB = (γl(v)γτl(v))γl2(v) = γl(v)(γτl(v)γlσ(τl(v)))

= γl(v) = (γτr(lτ(v))γlτ(v))γl(v) = γτ2(v)ϕ
2
v = TCϕ.

Finalement, supposons que v est un cusp. On a vu que dans ce cas X
nl(v)−1

l(v) = ∅. De

plus, τ(v) et τ 2(v) sont aussi des cusps donc Kτ(v) et Y
−nrτ(v)+2,L

rτ(v) sont donc vides eux aussi.

X
nτl(v)−2,L

τl(v) est lui vide car rσ(τ l(v)) = v est un cusp. Quant à X
nlτ(v)−2,R

lτ(v) et à Y
−nrτ2(v)+2,R

σrτ2(v) , ils
sont tous les deux vides car r(lτ(v)) = τ(v) = lτ(σrτ 2(v)) est un cusp. �

Il faut noter que l(v) et rτ 2(v) peuvent très bien être cusps indépendemment l’un de l’autre.
Le cas de Σ est par construction très simple à vérifier :

Lemme 2.3.34. Σ

ϕ
��

TB // Σ

ϕ
��

Σ
TC // Σ

.

PREUVE : C’est clair car ϕ = id et TB = TC sur Σ. �

On termine en prouvant que ϕ conjugue bien les Lv. Alors que ces ensembles sont dans
B ∩ C, leur image respective par TB et TC est ramenée dans les parties spécifiques.
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Lemme 2.3.35. Lv

ϕ

��

TB // Xnv−2,C
τ(v)

ϕ

��

Lv
TC // Y −nv+2,C

σ(v)

.

PREUVE : On sait déjà que ϕ(X
nτl(v)−2,L

τl(v) ) = Y
−nrτ(v)+2,L

rτ(v) et ϕ(X
nlτ(v)−2,R

lτ(v) ) = Y
−nrτ2(v)+2,R

σrτ2(v) .

En remplaçant v par respectivement r(v) et σrτ(v), on obtient que ϕ(Xnv−2,L
τ(v) ) = Y −nv+2,L

σ(v) , et
aussi que ϕ(Xnv−2,R

τ(v) ) = Y −nv+2,R
σ(v) . Mais puisque ϕ(Xnv−2

τ(v) ) = Y −nv+2
τ2(nv−2)+2(τ(v))

= Y −nv+2
σ(v) , on

en déduit que ϕ(Xnv−2,C
τ(v) ) = Y −nv+2,C

σ(v) .

D’autre part, TB(Lv) = γu(Lv) = Xnv−2,C
τ(v) et TC(Lv) = γv(Lv) = Y −nv+2,C

σ(v) .
Finalement, le diagramme commute car ϕmv−2

τ(v) γu = γτmv (v)ϕ
mv
v = γv. �

Ce dernier point achève la preuve de la conjugaison.

2.3.6 L’exemple de la surface modulaire

Nous allons expliciter la conjugaison dans le cas du domaine fondamental de la surface
modulaire introduit à la sous-section 2.1.2. Rappelons que les trois sommets du domaine sont
nommés∞, v et w lorsque l’on parcourt V dans le sens direct en partant du sommet à l’infini.
Le nombre de secteurs en chaque sommet vaut n∞ = nv = nw = 3. Les générateurs à droite
sont donnés par γ∞ = T , γv = S et γw = T−1. De plus, la permutation σ est simplement la
transposition qui échange v et w, et est ainsi égale à son inverse τ .

Commençons par calculer les ensembles spécifiques au billard et au codage :

Xk
∞ = Y −k∞ = ∅ pour tout k ∈ [[0 ; n∞ − 1 = 2]]

X0
v =

]
a3
v; a

4
v

]
⊗ [∞; v[

X1
v =

]
v; a5

v

]
⊗
[
a2
v; a

3
v

[
= X1,L

v tX1,C
v tX1,R

v où X1,L
v = ∅ et X1,R

v = ]w; a5
v]⊗ [a2

v; a
3
v[

X2
v =

]
a3
w; a4

w

]
⊗
[
a2
v; v
[

Y 0
v =

]
v; a2

v

]
⊗
[
a4
v; a

2
w

[

Y −1
v =

]
v; a1

v

]
⊗
[
a3
v; a

4
v

[
= Y −1,L

v t Y −1,C
v t Y −1,R

v

où Y −1,L
v = ∅ et Y −1,R

v = ]T−1(v); a1
v]⊗ [a3

v; a
4
v[

Y −2
v = ∅
X0
w =

]
a3
w; a4

w

]
⊗ [v;w[

X1
w =

]
w; a5

w =∞
]
⊗
[
a2
w; a3

w

[
= X1,L

w tX1,C
w tX1,R

w

où X1,L
w = X1

w ∩ ]a4
w;T (a4

w)]× S1 et X1,R
w = ∅

X2
w = ∅
Y 0
w =

]
w; a2

w

]
⊗
[
a4
w;∞

[

Y −1
w =

]
w; a1

w

]
⊗
[
a3
w; a4

w

[
= Y −1,L

w t Y −1,C
w t Y −1,R

w

où Y −1,L
w = Y −1

w ∩ ]a2
v; a

3
v]× S1 et Y −1,R

w = ∅
Y −2
w =

]
v; a2

v

]
⊗
[
a2
w; a3

w

[
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Calculons ensuite les ensembles spécifiques dans l’intersection :

K∞ = ∅ L∞ = ∅
Kv = ]a2

v; a
3
v]⊗ [w; v[ ∩ S1 × [a5

v;∞[ Lv = ]v;∞]⊗ [a2
v; a

3
v[ ∩ ]a4

w;∞]× [a2
v; a

3
v[

Kw = ]a2
w; a3

w]⊗ [∞;w[ ∩ S1 × [∞; a1
v[ Lw = ]w; v]⊗ [a2

w; a3
w[ ∩ ]∞; a0

w]× [a2
w; a3

w[

Puis les isométries définissant la conjugaison (en rappelant que (ST )3 = id) :

ϕ2
v = γlτ(v)γl(v) = ST

ϕ4
v = γlτ3(v)γlτ2(v)γlτ(v)γl(v) = STST = (ST )−1 = T−1S

ϕ2
w = γlτ(w)γl(w) = TS

ϕ4
w = γlτ3(w)γlτ2(w)γlτ(w)γl(w) = TSTS = TSTS(TST )(TST )−1 = T (TST )−1 = ST−1

Alors, d’après le théorème 2.3.29, l’application

ϕ :B → C
x ∈ B ∩ C 7→ x
x ∈ X0

v 7→ ϕ2
v(x) = ST (x) ∈ Y 0

v t Y −2
w

x ∈ X1
v 7→ ϕ4

v(x) = T−1S(x) ∈ Y −1
v

x ∈ X0
w tX2

v 7→ ϕ2
w(x) = TS(x) ∈ Y 0

w

x ∈ X1
w 7→ ϕ4

w(x) = ST−1(x) ∈ Y −1
w

est bien définie et induit une bijection de B dans C telle que le diagramme

B
TB //

ϕ
��

B

ϕ
��

C
TC // C

commute.
Vérifions maintenant que les diagrammes individuels commutent eux aussi. Les flèches ver-

ticales représentent ϕ, tandis que les flèches horizontales marquent l’action de TB ou de TC
selon que la source est un ensemble X ou Y . Les ensembles en gras sont vides.

Tout d’abord,

X1
v

T−1S
��

T // X0
w tX2

v

TS
��

Y −1
v

S // Y 0
w tY−2∞

commute car (TS)T = (S2)TST (ST )(ST )−1 = S(ST )−1 = ST−1S. Par ailleurs,

X1
w

ST−1

��

S // X0
v tX2

∞

ST
��

Y −1
w

T−1
// Y 0
v t Y −2

w

en prenant l’inverse de la relation précédente.
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Passons aux trois gros diagrammes. Pour∞,

X0
∞

T−1
//K∞ t X1,R

w

ST−1

��

t
X2

w

T−2

��

S //

id

��

X1,L
v

T−1S

��
Y0
∞

T−1
//K∞ t Y−1,Lv

t
Y−2v

S //Y−1,Rw

où tous les ensembles sont bien vides. Pour v,

X0
v

T // Kw t X1,R
v

T−1S

��

t
X2
∞

ST

��

T−1
//

id

��

X1,L
∞

T−4

��
Y 0
v

S // Kw t Y−1,L∞
t
Y −2
w

T−1
// Y −1,R
v

et les branches non triviales commutent. Enfin, pour w,

X0
w

S // Kv t X1,R
∞

T−4

��

t
X2
v

TS

��

T //

id

��

X1,L
w

ST−1

��
Y 0
w

T−1
// Kv t Y −1,L

w

t
Y−2∞

T //Y−1,R∞

qui est aussi commutatif.
Enfin, les deux derniers diagrammes

Lv

id
��

T // X1,C
w

ST−1

��
Lv

S // Y −1,C
w

Lw

id
��

S // X1,C
v

T−1S
��

Lw
T−1

// Y −1,C
v

commutent eux aussi.
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Chapitre 3

Autour de la propriété
d’orbite-équivalence

Nous allons maintenant étudier en détail la transformation du codage de Bowen-Series.
Il s’agit de la restriction à sa composante directrice du codage rectifié introduit au chapitre
précédent. Suivant que l’on regarde TC ou T−1

C , on obtient une transformation TR ou TL qui
respecte une partition du cercle à l’infini ∂D en intervalles semi-ouverts à gauche ou à droite.
Cette partition satisfait à une propriété de Markov qui encode une partie de la dynamique du flot
géodésique et donc du groupe. À la différence de la définition classique du codage de Bowen-
Series, notre partition de Markov est finie, et ce même si le domaine fondamental possède des
sommets à l’infini.

L’une des propriétés remarquables de ce codage est qu’il est orbite-équivalent avec le groupe
Γ. Cette propriété assure que deux points du cercle à l’infini sont Γ-équivalents si et seulement
si ils sont tous les deux préimages d’un même point par le codage. Elle permet de transporter
une partie de la structure du groupe et les propriétés de l’ensemble limite aux ensembles de
préimages de points. Ce théorème a été montré pour la première fois dans [BS79].

Nous allons démontrer dans la première section un théorème plus général qui capture l’es-
sence de la propriété d’orbite-équivalence, mais qui peut s’appliquer dans des contextes beau-
coup plus larges. En le spécialisant, on redémontrera le théorème de Series, mais aussi une
remarque plus forte utilisée de manière cruciale dans [Mor97]. Enfin, elle pourra s’appliquer
aux distributions s’écrivant comme dérivées faibles de fonctions Hölder, ce qui nous permettra
d’étendre le théorème de Pollicott à cette classe d’opérateurs dans le chapitre 5.

La deuxième section liste une série de résultats sur le codage lui-même. Outre le théorème de
Series, on montrera aussi que l’ensemble des préimages de tout point est dense si et seulement
si les points périodiques sont eux-mêmes denses. Par ailleurs, on mettra en bijection les orbites
périodiques hyperboliques du codage et les classes de conjugaison d’éléments hyperboliques
primitifs de Γ. Ceci nous permettra enfin de réécrire la fonction ζ de Selberg comme l’évaluation
en 1 de la fonction ζ de Ruelle de poids |T ′|−s.

Les conséquences de l’existence d’une extension sous-jacente à TL et à TR seront étudiées
au chapitre suivant. En particulier, on y trouvera les outils nécessaires pour démontrer que les
points périodiques de TL et TR sont denses, et donc que les préimages de tout point sont denses.

La propriété d’orbite-équivalence est de nature combinatoire ; on se basera donc dans tout
ce chapitre, et sauf mention contraire, sur un domaine fondamental D d’un groupe fuchsien co-
fini Γ (donc du premier type) qui vérifie la propriété d’even corners et qui n’est pas triangulaire
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de classe 0. L’identification des orbites périodiques hyperboliques et des classes de conjugai-
son d’hyperboliques nécessitera toutefois de supposer que D est tel qu’il existe un point p pour
lequel |T ′|p ≥ 1, afin de pouvoir différencier dans le codage les deux points fixes d’un hyper-
bolique.

Toutes les preuves seront établies pour TR, celles pour TL étant parfaitement symétriques.
On posera donc T = TR. Sa partition de Markov est donnée par les intervalles

Ikv =





[
ak+mv−2
v ; ak+mv−1

v

[
si k ∈ [[−nv + 1 ; −1]]

[amv−2
v ; a1

w[ si k = 0[
akw; ak+1

w

[
si k ∈ [[1 ; nw − 1]]

de sorte que Iv =
⊔nw−2
k=−nv+1 I

k
v = [anv−1

v ; anw−1
w [. Lorsque x ∈ Iv, γR[x] = γv = T/Iv .
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3.1 Invariance de familles de relations sur le bord
Notons I l’ensemble des intervalles de S1 semi-ouverts à droite, c’est-à-dire l’image des

intervalles semi-ouverts à droite de [0; 2π[ par t 7→ exp(it). S1 ∈ I puisque S1 = exp(i [0; 2π[).
Soit X un ensemble sur lequel Γ agit à gauche. Γ agit aussi naturellement à gauche sur I par

γ([a; b[) = [γ(a); γ(b)[.

Définition 3.1.1. Soit I ∈ I et γ ∈ Γ. On dit que F : I × X → C vérifie la proprité I(I, γ)
lorsque :

∀x ∈ X,F (I, x) = F (γ(I), γ(x)).

Dans toute cette section, on prend F : I×X → C telle que :
− Pour tout (I, γ) tel que F vérifie I(I, γ), F vérifie aussi I(J, γ) pour tout J ∈ I, J ⊂ I
(inclusion) ;
− ∀I, J ∈ I, I t J ∈ I ⇒ ∀x ∈ X,F (I t J, x) = F (I, x) + F (J, x) (additivité pour des
intervalles contigus) ;
− Si (bn) est une suite croissante de points de ]a; b[ qui converge vers b, alors : ∀x ∈ X ,
lim

n→+∞
F ([a; bn[ , x) = F ([a; b[ , x) (continuité).

On dira de (F (., x))x∈X qu’il s’agit d’une famille de relations. Ces conditions n’imposent pas
que (F (., x))x∈X soit une famille de mesures car elles ne doivent vérifier la propriété d’additivité
que pour des intervalles contigus et non disjoints.

Notre but va être de montrer que la connaissance parcellaire de I(I, γ) pour une collection
finie de couples (I, γ) bien particulière détermine I(I, γ) pour tout (I, γ). Cette collection finie
est donnée par le codage de Bowen-Series (ici supposé à droite) et s’écrit {(Iv, γv) | v ∈ V }
avec V l’ensemble des sommets du domaine fondamental à l’origine du codage.

Théorème 3.1.2. Si F vérifie I(Iv, γv) pour tout v, alors elle vérifie I(I, γ) pour tout (I, γ).

Rappelons que Iv =
[
anv−1
v ; a

nr(v)−1

r(v)

[
pour le codage à droite. On notera Av = [anv−1

v ; anvv [

et Bv = [anv−2
v ; anv−1

v [, de sorte que γl(v)(Av) = Bτ(v). Ces intervalles Av et Bv sont vides si et
seulement si v est un cusp.

Lemme 3.1.3. Si F vérifie I(Iv, γv) pour tout v, alors elle vérifie I(Av, γl(v)) pour tout v :

∀v ∈ V, ∀x ∈ X,F (Av, x) = F (Bτ(v), γl(v)(x)).

PREUVE : Soit ν(v) = rσnv−1(v). C’est une permutation de V : si rσnv−1(v) = rσnw−1(w),
alors v = σnw−1−(nv−1)(w). v, w sont donc sur la même σ-orbite, d’où nv = nw et donc v = w.

Posons alors gv = γσnv−2(v) . . . γv, de sorte que gv(v) = lν(v). On remarque que v ∈ V ?,

gv(a
nv
v ) = amv−1

σnv−1(v) = a
nν(v)
ν(v) et de même gv(a

0
v) = a0

ν(v).

On note κv le plus petit entier (éventuellement ∞ s’il n’en existe pas) tel que νκv(v) soit un
sommet à l’infini du domaine fondamental.

Pour tout v, on définit une suite de points (xpv)p∈N par récurrence croisée :
− x0

v = anv−1
v ;

− Si v est un cusp, alors ∀p, xpv = v ;
− Si v ∈ V ?, alors ∀p, xp+1

v = g−1
v (xpν(v)).
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Étape 1. Si p ≥ κv, alors xpv = anvv .

Soit p = q + κv avec q ≥ 0. Pour simplifier les calculs, on note κ = κv et vj = νj(v) pour
tout entier j. Puisque v, v1, . . . , vκ−1 ∈ V ? par minimalité de κ, la définition par récurrence
s’applique κ fois à xpv et

xpv = xq+κv = g−1
v (xq+κ−1

v1
) = . . . = g−1

v . . . g−1
vκ−1

(xqvκ) où xqvκ = vκ = a
nvκ
vκ = a

nν(vκ−1)

ν(vκ−1)

= g−1
v . . . g−1

vκ−2
(a
nvκ−1
vκ−1 ) où a

nvκ−1
vκ−1 = a

nν(vκ−2)

ν(vκ−2)

= . . . = anv−1
v

Étape 2. Si 1 ≤ p < κv, alors xpv ∈ ]xp−1
v ; anvv [.

Montrons ceci par récurrence sur p ≥ 1 :
− Puisque κv > 1, v et ν(v) sont tous deux dans V ?. Alors, d’après le lemme 1.3.13,

x1
v = g−1

v

(
a
nν(v)−1

ν(v)

)
∈ g−1

v

(]
amv−2
lν(v) ; a

nν(v)
ν(v) = amv−1

lν(v)

[)
=
]
anv−1
v = x0

v; a
nv
v

[
.

− Soit maintenant p tel que 2 ≤ p + 1 < κv. Comme 1 ≤ p < κv − 1 = κν(v), l’hypothèse de

récurrence donne que xpν(v) ∈
]
xp−1
ν(v); a

nν(v)
ν(v)

[
. Mais v ∈ V ? donc

xp+1
v = g−1

v (xpν(v)) ∈ g−1
v

(]
xp−1
ν(v); a

nν(v)
ν(v) = amv−1

lν(v)

[)
= ]xpv; a

nv
v [ .

Étape 3. lim
p→+∞

xpv = anvv .

Si κv < ∞, alors xpv est stationnaire à anvv dès que p ≥ κv. On a donc bien convergence
vers anvv . Supposons maintenant que κv =∞, c’est-à-dire que νj(v) ∈ V ? pour tout j. Le point
précédent montre alors que (xpv)p≥0 est une suite monotone bornée qui converge donc vers un
zv ∈ ]anv−1

v ; anvv ]. Il reste à montrer que zv = anvv .
Comme ν est une permutation de V , il existe rv > 0 minimal tel que νrv(v) = v. Notons

alors Gv = gνrv−1 . . . gν(v)gv. On a vu que gv(anvv ) = a
nν(v)
ν(v) , donc Gv(a

nv
v ) = anvv . Par un

calcul similaire, on peut voir que Gv(a
0
v) = a0

v. Et puisque gv(xp+1
v ) = xpν(v), il vient par

passage à la limite que gv(zv) = zν(v), donc Gv(zv) = zv. Si zv 6= anvv , Gv fixe trois points
distincts de S1 donc est égal à l’identité. Dans ce cas, Gv(x

0
v) = x0

v = anv−1
v mais par ailleurs

Gv(x
0
v) = xrvv ∈ ]xrv−1

v ; anvv [ qui ne contient pas anv−1
v . C’est une contradiction.

De même, (ypτ(v))p∈N = (γl(v)(x
p
v))p = (γ−1

τ(v)(x
p
v))p vérifie :

− y0
v = anv−2

v ;
− ∀p ≥ κv, y

p
v = anv−1

v ;
− ∀p < κv, y

p
v ∈ ]yp−1

v ; anv−1
v [ ;

− lim
p→+∞

ypv = anv−1
v .

Pour tout p, on note Apv = [anv−1
v ;xpv[ et Bp

τ(v) = γl(v)(A
p
v) =

[
anv−2
τ(v) ; ypτ(v)

[
.

Étape 4. ∀v ∈ V, ∀x ∈ X, ∀p ≥ 0, F (Apv, x) = F (Bp
τ(v), γl(v)(x)).
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v

I(Iv, γv) γv

anv−1
v anvv

γl(v)

à prouver

σ(v)

I(Iσ(v), γσ(v)) γσ(v)

anvσ(v) anv+1
σ(v)

σnv−1(v) = lν(v) ν(v)

amv−2
lν(v)

a
nν(v)−1

ν(v)

amv−1
lν(v)

τ(v)

γlτ(v) I(Ilτ(v), γlτ(v))

anv−2
τ(v)

anv−1
τ(v)

lτ(v)

τ 2(v)

γlτ2(v) I(Ilτ2(v), γlτ2(v))

anv−3
τ2(v)

anv−2
τ2(v)

lτ 2(v)

τnv−1(v)

a0τnv−1(v)
a1τnv−1(v)

lτnv−1(v)

lσnv(v) = τν(v)

σnv(v) = τnv(v)

HR + I(Iσnv−1(v), γσnv−1(v)) γσnv−1(v) γlτnv−1(v) I(Ilτnv−1(v), γlτnv−1(v))
amv−1
σnv (v)

a
nτν(v)−2

τν(v)

a0σnv (v) = a
nτν(v)−1

τν(v)

FIGURE 3.1 – Schéma du cœur de la récurrence

Commençons par remarquer que la propriété d’additivité par rapport à des intervalles dis-
joints implique que

∀x ∈ X,F (∅, x) = F (∅ t ∅, x) = F (∅, x) + F (∅, x)

et donc que F (∅, x) = 0 pour tout x ∈ X . Ainsi, si v est un cusp, alors τ(v) aussi, et on a alors
Apv = Bp

τ(v) = ∅ pour tout p, ce qui prouve l’égalité.
On prend maintenant v ∈ V ?. Démontrons l’égalité par récurrence sur p ≥ 0.

− Si p = 0, B0
τ(v) = ∅ = γl(v)(A

0
v) et l’égalité est vérifiée puisque F (∅, x) = 0.

− Supposons que la propriété soit vérifiée au rang p ≥ 0 pour tout x ∈ X et v ∈ V .
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Soit x ∈ X fixé. Comme γσj(v) . . . γv(A
p+1
v ) ⊂ Iσj+1(v) pour tout 0 ≤ j < nv − 2,

F (Ap+1
v , x) = F (γv(A

p+1
v ), γv(x)) = F (γσ(v)γv(A

p+1
v ), γσ(v)γv(x))

= . . .

= F (gv(A
p+1
v ), gv(x)).

Or
gv(A

p+1
v ) = gv(

[
anv−1
v ;xp+1

v

[
) =

[
amv−2
lν(v) ;xpν(v)

[
=
[
amv−2
lν(v) ; a

nν(v)−1

ν(v)

[
t Apν(v).

Notons Llν(v) ce premier intervalle ; comme lui et Apν(v) sont contigus, il vient :

F (Ap+1
v , x) = F (Llν(v), gv(x)) + F (Apν(v), gv(x)).

Mais puisque Llν(v) ⊂ Ilν(v) d’une part, et par hypothèse de récurrence d’autre part,

F (Ap+1
v , x) = F (γlν(v)(Llν(v)), γlν(v)gv(x)) + F (γlν(v)(A

p
ν(v)), γlν(v)gv(x)).

On peut alors rassembler ces deux intervalles contigus

γlν(v)(Llν(v)) t γlν(v)(Aν(v)) = γlν(v)gv(
[
anv−1
v ;xp+1

v

[
) =

[
amv−1
σnv (v); γlν(v)gv(x

p+1
v )

[
,

de sorte que

F (Ap+1
v , x) = F

([
amv−1
σnv (v); γσnv−1(v)gv(x

p+1
v )

[
, γσnv−1(v)gv(x)

)
.

Par ailleurs, γlτ j(v) . . . γlτ(v)(B
p+1
τ(v)) ⊂ Ilτ j+1(v) pour tout 0 ≤ j < nv − 2, donc :

F (Bp+1
τ(v), γl(v)(x)) = F (γlτ(v)γl(v)(B

p+1
τ(v)), γlτ(v)γl(v)(x))

= . . .

= F (γlτnv−1(v) . . . γlτ(v)(B
p+1
τ(v)), γlτnv−1(v) . . . γl(v)(x))

Mais comme γlσ(v) = γ−1
v ,

γlτnv−1(v) . . . γl(v) = γlσnv+1(v) . . . γlσmv (v) = γ−1
σnv (v) . . . γ

−1
σmv−1(v) = (γσmv−1(v) . . . γσnv (v))

−1

et la relation du groupe codée dans la σ-orbite de v donne que

(γlτnv−1(v) . . . γl(v))
−1(γσnv−1gv) = γσmv−1(v) . . . γσnv (v)γσnv−1(v)γσnv−2(v) . . . γv = 1,

c’est-à-dire que γlτnv−1(v) . . . γl(v) = γσnv−1gv. Par conséquent,

F (Bp+1
τ(v), γl(v)(x)) = F (γσnv−1(v)gvγ

−1
l(v)(B

p+1
τ(v)), γσnv−1(v)gv(x))

= F (γσnv−1(v)gv(A
p+1
v ), γσnv−1(v)gv(x))

= F (Ap+1
v , x)

Puisque lim
p→+∞

xpv = anvv et que lim
p→+∞

ypτ(v) = anv−1
τ(v) , la continuité de F par rapport aux

intervalles montre alors que pour tous v ∈ V et x ∈ X ,

F (Av, x) = lim
p→+∞

F (Apv, x) = lim
p→+∞

F (Bp
τ(v), γl(v)(x)) = F (Bτ(v), γl(v)(x)). �
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Lemme 3.1.4. Si F vérifie I(Iv, γv) pour tout v, alors elle vérifie I(S1, γv) pour tout v :

∀v ∈ V, ∀x ∈ X,F (S1, x) = F (S1, γv(x)).

PREUVE : Soient x ∈ X et v ∈ V fixés. On rappelle que γlσ(v) = γ−1
v .

On peut décomposer S1 = Iv t cIv, avec cIv = γ−1
v (Ilσ(v)) tBv t Ar(v), d’où :

F (S1, x) = F (Iv, x) + F (γ−1
v (Ilσ(v)), x) + F (Bv, x) + F (Ar(v), x).

D’autre part, S1 = Ilσ(v) t cIlσ(v), avec cIlσ(v) = γv(Iv) tBlσ(v) t Aσ(v), soit :

F (S1, γv(x)) = F (Ilσ(v), γv(x)) + F (γv(Iv), γv(x)) + F (Blσ(v), γv(x)) + F (Aσ(v), γv(x))

= F (γ−1
v (Ilσ(v)), x) + F (Iv, x) + F (Blσ(v), γv(x)) + F (Aσ(v), γv(x)).

Or, d’après le lemme 3.1.3,

F (Blσ(v), γv(x)) = F (Aσlσ(v), x) = F (Ar(v), x)

F (Aσ(v), γv(x)) = F (Bτσ(v), γlσ(v)γv(x)) = F (Bv, x)

Par conséquent, F (S1, x) = F (S1, γv(x)). �

On peut maintenant achever la démonstration du théorème. D’après le lemme 3.1.4, F vé-
rifie I(S1, γv) pour tout v Elle vérifie donc I(S1, γ) pour tout γ ∈ Γ puisque les (γv)v∈V en-
gendrent Γ. La propriété d’inclusion termine la preuve.
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3.2 Dynamique du codage de Bowen-Series
Nous allons appliquer le théorème 3.1.2 de la section précédente à la transformation de

Bowen-Series pour en déduire ses propriétés dynamiques. Elles peuvent principalement se clas-
ser en deux catégories :
− celles directement imputées à la propriété d’orbite-équivalence qui sont de natures plutôt
algébriques et combinatoires ;
− celles qui nécessitent un argument de contraction-dilatation.
Dans le cas de ces dernières, on devra supposer que les côtés du domaine fondamental sont les
cercles isométriques par rapport à un certain point de l’espace hyperbolique des générateurs du
groupe qui leurs sont associés.

3.2.1 Orbite-équivalence
Notre premier objectif est démontrer le théorème énoncé par Series dans [BS79]. On consta-

tera au passage qu’il n’y a pas de paires exceptionneles à considérer, comme l’avait remarqué
Morita dans [Mor97].

Le moyen d’y parvenir est d’appliquer le théorème 3.1.2 en faisant le choix le plus simple
possible de X et F : S1 et la propriété d’orbite-équivalence restreinte à un intervalle.

Lemme 3.2.1.

∀(x, y) ∈ S1 × S1,∀γ ∈ Γ, (∃p, q ≥ 0, T p(x) = T q(y))⇔ (∃p, q ≥ 0, T p(γ(x)) = T q(y)) .

PREUVE : Fixons y ∈ S1. Pour x ∈ S1 et I ∈ I posons

F (I, x) =

{
1 si x ∈ I et ∃p, q ≥ 0, T p(x) = T q(y)

0 sinon.

F satisfait clairement aux propriétés d’inclusion et d’additivité pour des intervalles contigus.
Quant à la propriété de continuité, elle est vérifiée car lorsque (bn) tend vers b en croissant,
x ∈ [a; b[ si et seulement si il existe N tel que x ∈ [a; bn[ pour tout n ≥ N .

Reste à prouver que F (γv(Iv), γv(x)) = F (Iv, x) pour tout v. Soit donc x ∈ Iv tel que
T p(x) = T q(y). Alors γv(x) ∈ γv(Iv) et, puisque γv(x) = T (x),

T p(γv(x)) = T p+1(x) = T q+1(y).

D’autre part, si γv(x) ∈ γv(Iv) vérifie T p(γv(x)) = T q(y), alors x ∈ Iv et

T p+1(x) = T pγv(x) = T q(y).

On peut alors appliquer le théorème 3.1.2, et il vient :

∀x ∈ S1, ∀γ ∈ Γ, F (S1, γ(x)) = F (S1, x)

ce que l’on traduit par

∀x, y ∈ S1,∀γ ∈ Γ, (∃p, q ≥ 0, T p(x) = T q(y))⇔ (∃p, q ≥ 0, T p(γ(x)) = T q(y)) . �
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Puisque T est donnée sur chaque Iv par un générateur de Γ, on peut s’intéresser à γk[x]
l’élément de Γ qui définit T k en x :

Définition 3.2.2. Si x ∈ S1 et k ≥ 0, on définit récursivement γk[x] ∈ Γ par :

γ0[x] = id;

γk+1[x] = γk[T (x)]γv si x ∈ Iv.

On voit aisément que γk[x] vérifie ces propriétés :

Proposition 3.2.3. Si x ∈ S1 et p, q ≥ 0,
(i) γk[x](x) = T k(x) ;
(ii) γp+q[x] = γp[γq[x](x)]γq[x].

En spécialisant ce lemme, on peut maintenant démontrer l’orbite-équivalence de T et du
groupe Γ :

Théorème 3.2.4 (Series). T est orbite-équivalent avec le groupe Γ, i.e.

∀(x, y) ∈ S1 × S1, (∃γ ∈ Γ, y = γ(x))⇔ (∃p, q ≥ 0, T p(x) = T q(y)) .

PREUVE : Si T p(x) = T q(y), alors γp[x](x) = γq[y](y) donc y = γ(x) avec γ = γq[y]−1γp[x]
un élément du groupe Γ.

Réciproquement, s’il existe γ tel que y = γ(x), T 0(γ(x)) = T 0(y) et le lemme 3.2.1 donne
alors l’existence de p, q ≥ 0 tels que T p(x) = T q(y). �

Le théorème de Series est en fait équivalent au lemme 3.2.1. En effet, prenons x, y dans S1,
γ ∈ Γ et supposons qu’il existe p, q ≥ 0 tels que T p(x) = T q(y). Si x′ = γ(x), le théorème
nous dit qu’il existe p′, q′ ≥ 0 tels que T p′(x) = T q

′
(x′). Quitte à augmenter p et q ou p′ et q′,

on peut supposer que p = p′. Alors T q′(γ(x)) = T q
′
(x′) = T p

′
(x) = T p(x) = T q(y).

3.2.2 Points pré-périodiques
Les points pré-périodiques sont les points qui sont préimages d’un point périodique de T .

On va montrer que les préimages d’un unique point périodique sont denses dans S1, et que les
points pré-périodiques pris tous ensembles sont exactement les points fixes des éléments de
Γ \ {id}. Pour ce second point, on aura d’abord besoin de démontrer une version plus forte du
théorème de Series.

Donnons-nous un certain nombre de notations pour les ensembles que nous serons amenés
à manipuler :
− Fix(Γ) = {x ∈ S1 | ∃γ ∈ Γ \ {id} , γ(x) = x} est l’ensemble des points fixes des éléments
non triviaux de Γ. C’est un ensemble Γ-invariant et donc dense pour un groupe de premier type.
− Per(T ) =

{
x ∈ S1 | ∃k ≥ 1, T k(x) = x

}
est l’ensemble des points périodiques pour T .

− Pern(T ) =
{
x ∈ S1 | T n(x) = x et T k(x) 6= x pour 0 < k < n

}
est l’ensemble des points

T -périodiques de période exactement n.
− T (y) = {x ∈ S1 | ∃n ≥ 0, T n(x) = y} est l’ensemble de toutes les préimages de y par T .
− {x ∈ S1 | ∃p ≥ 0, T p(x) ∈ Per(T )} est alors l’ensemble de tous les points pré-périodiques
de T .
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La propriété d’orbite-équivalence nous permet de décrire parfaitement les préimages d’un
point périodique :

Théorème 3.2.5. Si y ∈ Per(T ), alors T (y) = Γy et est donc dense dans S1.

PREUVE : On suppose qu’il existe k > 0 tel que T k(y) = y.
Soit γ ∈ Γ. D’après le théorème de Series, il existe p, q ≥ 0 tels que T p(γ(y)) = T q(y).

Quitte à augmenter p et q, on peut supposer que k divise q, de sorte que T q(y) = y. Donc
T p(γ(y)) = y et γ(y) ∈ T (y).

Réciproquement, si T p(x) = y pour un certain p ≥ 0, alors γp[x](x) = y i.e. x = γ(y) pour
γ = γp[x]−1 ∈ Γ.

Finalement, l’adhérence de T (y) = Γy dans S1 est un fermé non vide Γ-invariant. Par
conséquent, elle contient l’ensemble limite de Γ, c’est-à-dire S1 tout entier pour un groupe du
premier type. Donc T (y) = S1. �

À noter que ce théorème possède une réciproque partielle : si T (y) = Γy, alors y ∈ Per(T ).
En effet, T (y) ∈ Γy = T (y) donc il existe p ≥ 0 tel que T p+1(y) = T p(T (y)) = y. Par contre,
et comme on le verra plus loin, T (y) peut être dense dans S1 sans que y soit périodique.

Le fait que les préimages d’un point périodique soient denses impose qu’elles puissent re-
venir arbitrairement près du point de départ. Ceci a pour conséquence d’interdire aux mots du
codage de revenir en l’identité.

Proposition 3.2.6. ∀x ∈ S1,∀k ≥ 1, γk[x] 6= id.

PREUVE : Si T k(x) 6= x, alors nécessairement γk[x] 6= id. Soit maintenant x tel que T k(x) = x
avec k ≥ 1 minimal, et supposons que γk[x] = id.

Comme les Iv sont tous semi-ouverts (à droite), il existe un demi-voisinage à droite U de x
(i.e. de la forme [x;x+ ε[) tel que pour tout j ∈ [[1 ; k]], T j/U = γj[x].

Or, d’après le théorème 3.2.5, les préimages du point T -périodique x sont denses dans S1.
Il existe donc une suite (xn) de points de U tous distincts de x, convergeant vers x et telle que :

∀n ≥ 0,∃pn ≥ 0, T pn(xn) = x.

Comme xn ∈ U et γk[x] = id, T k(xn) = γk[x](xn) = xn. On peut donc supposer que
pn ≤ k − 1 pour tout n. D’autre part, xn 6= x donc 1 ≤ pn. Quitte à extraire une sous-suite on
peut supposer que pn est constant et égal à p ∈ [[1 ; k − 1]]. Mais puisque (xn) converge vers x,

T p(x) = γp[x](x) = lim
n→+∞

γp[x](xn) = lim
n→+∞

T p(xn) = lim
n→+∞

x = x

avec 1 ≤ p < k. Cela contredit l’hypothèse de minimalité de k. �

Une manière de reformuler ce résultat est de dire que pour tout x ∈ S1, l’application qui à
p ∈ N associe γp[x] ∈ Γ est injective.

Corollaire 3.2.7. Pour tout x ∈ S1, γp[x] = γq[x] si et seulement si p = q.

PREUVE : Quitte à les échanger, on peut supposer p ≥ q. Il vient alors

γp−q[γq[x](x)]γq[x] = γp[x] = γq[x]

donc γp−q[γq[x](x)] = id. Mais ceci ne peut se produire que si p = q. �
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Tous les mots du codage de longueur non nulle ont au plus deux points fixes, ce qui interdit
d’avoir beaucoup de points périodiques.

Proposition 3.2.8.
(i) Pour tout n ≥ 1, Pern(T ) est fini et inclus dans Fix(Γ).
(ii) Per(T ) ⊂ Fix(Γ) et est dénombrable.

PREUVE : Si x ∈ Pern(T ), alors γn[x](x) = T n(x) = x où n ≥ 1 impose que γn[x] 6= id par
la proposition 3.2.6. Donc x est fixé par un élément non trivial de Γ, ce qui est bien la définition
de x ∈ Fix(Γ).

Tout x ∈ Pern(T ) est ainsi point fixe d’un mot du codage non trivial de longueur exactement
n. Comme la partition de Markov définissant le codage est finie, il n’existe qu’un nombre fini
de tels mots. Or les isométries non triviales possèdent au plus 2 points fixes à l’infini, donc
Pern(T ) doit être fini.

Per(T ) est alors inclus dans Fix(Γ) et dénombrable comme union dénombrable d’ensemble
finis eux-mêmes sous-ensembles de Fix(Γ). �

Ceci nous permet de montrer la première implication du résultat visé par cette section, i.e.
que les points pré-périodiques sont des points fixes d’éléments de Γ.

Lemme 3.2.9. {x ∈ S1 | ∃p ≥ 0, T p(x) ∈ Per(T )} ⊂ Fix(Γ).

PREUVE : {x ∈ S1 | ∃p ≥ 0, T p(x) ∈ Per(T )} peut aussi se voir comme la réunion des T (y)
pour y parcourant Per(T ). Si y ∈ Per(T ), y ∈ Fix(Γ) par la proposition 3.2.8. Mais Fix(Γ) est
Γ-invariant donc T (y) = Γy ⊂ Fix(Γ). �

La propriété d’orbite-équivalence est insuffisante pour prouver l’inclusion réciproque, car
si γ fixe x alors T 0(x) = T 0(γ(x)). On ne peut donc pas dire a priori que p 6= q et donc que
T p(x) ou T q(x) est périodique. Il va nous falloir une propriété d’orbite-équivalence plus forte
qui porte sur les mots du codage eux-mêmes et non seulement sur les images de points. On peut
trouver cette propriété évoquée dans la remarque 2.2 de [Mor97].

Tout comme dans notre preuve du théorème de Series, il faut trouver le bon espaceX soumis
à l’action de Γ et la bonne relation F pour pouvoir appliquer judicieusement le théorème 3.1.2.
Si on avait fait précédemment le plus simple des choix en prenant X = S1, il faut ici être
un peu plus subtil pour préserver l’information accumulée en appliquant successivement les
générateurs du codage. Le bon espace est X = S1 × Γ.

Lemme 3.2.10. ∀x ∈ S1,∀g ∈ Γ,

∀γ ∈ Γ, (∃p, q ≥ 0, γp[x] = γq[g(x)]g)⇔
(
∃p, q ≥ 0, γp[γ(x)] = γq[g(x)]gγ−1

)
.

PREUVE : On munitX = S1×Γ de l’action à gauche de Γ donnée par γ?(x, g) = (γ(x), gγ−1).
Pour (x, g) ∈ X et I ∈ I, on pose

F (I, (x, g)) =

{
1 si x ∈ I et ∃p, q ≥ 0, γp[x] = γq[g(x)]g

0 sinon.

F vérifie clairement les propriétés d’inclusion, d’additivité pour des intervalles contigus et
de continuité pour les mêmes raisons qu’au lemme 3.2.1. Pour appliquer le théorème 3.1.2, il
reste à prouver que :

∀v ∈ V, F (γv(Iv), (γv(x), gγ−1
v )) = F (Iv, (x, g)).
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Supposons d’abord que F (Iv, (x, g)) = 1, c’est-à-dire que x ∈ Iv et qu’il existe p, q ≥ 0 tels
que γp[x] = γq[g(x)]g. On note y = γv(x) = γ1[x](x) ∈ γv(Iv) et g̃ = γv ? g = gγ−1

v . Alors :

γp[y] = γp[γv(x)]γvγ
−1
v = γp+1[x]γ−1

v

= γ1[γp[x](x)]γp[x]γ−1
v

= γ1[γq[g(x)]g(x)]γq[g(x)]gγ−1
v

= γq+1[g(x)]gγ−1
v = γq+1[g̃(y)]g̃.

Donc on a bien que F (γv(Iv), γv ? (x, g)) = F (γv(Iv), (y, g̃)) = 1.
Réciproquement, on suppose que F (γv(Iv), γv ? (x, g)) = F (γv(Iv), (y, g̃)) = 1, c’est-à-

dire que y ∈ γv(Iv) et qu’il existe p, q ≥ 0 tels que γp[y] = γq[g̃(y)]g̃. Alors x = γ−1
v (y) ∈ Iv,

g = g̃γv, g̃(y) = gγ−1
v (γv(x)) = g(x) et :

γp+1[x] = γp[γ1[x](x)]γ1[x] = γp[y]γv = γq[g̃(y)]g̃γv = γq[g(x)]g.

Donc F (Iv, (x, g)) = 1.
On conclut en appliquant le théorème 3.1.2, tout en remarquant que

(γ ? g)(γ(x)) = gγ−1γ(x) = g(x). �

On est alors en mesure d’énoncer le théorème d’orbite-équivalence forte.

Théorème 3.2.11. Pour tous x ∈ S1 et γ ∈ Γ, il existe p, q ≥ 0 tels que γp[x] = γq[γ(x)]γ.

PREUVE : On a toujours γ0[x] = id = γ0[id(x)]id. Le lemme 3.2.10 montre alors qu’il existe
p, q ≥ 0 tels que γp[γ(x)] = γq[id(x)]idγ−1 = γq[x]γ−1. Il suffit alors de faire passer le γ−1 de
l’autre côté et d’échanger p et q. �

Nous avons maintenant l’outil nécessaire pour voir que les points pré-périodiques (ou encore
de T -orbite finie) sont exactement les points fixes d’éléments non triviaux de Γ.

Théorème 3.2.12. {x ∈ S1 | ∃p ≥ 0, T p(x) ∈ Per(T )} = Fix(Γ).

PREUVE : Une inclusion a déjà été prouvée, il reste à montrer l’autre. Soit donc x ∈ S1 tel qu’il
existe γ ∈ Γ \ {id} pour lequel γ(x) = x. D’après le théorème 3.2.11, il existe p, q ≥ 0 tels que
γp[x] = γq[x]γ. Puisque γ 6= id, p 6= q ; et quitte à remplacer γ par γ−1 on peut supposer que
p > q. Notons k = p− q > 0 et y = T q(x) = γq[x](x). Il vient alors :

T k(y) = γk[y](y) = γp−q[γq[x](x)](γq[x](x)) = γp[x](x) = γq[x]γ(x) = γq[x](x) = y.

Donc y est T -périodique et x ∈ T (y). �

À chaque point pré-périodique, on peut naturellement associer l’orbite périodique sur la-
quelle il finit par cycler. On démontrera plus loin que les orbites périodiques hyperboliques sont
en bijection avec les classes de conjugaison d’isométries hyperboliques primitives de Γ.
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3.2.3 Densité des préimages et densité des points périodiques
On vient de démontrer par un argument essentiellement algébrique que les préimages d’un

point T -périodiques sont denses dans le cercle. Nous allons déterminer à quelle condition cela
est aussi le cas pour tous les autres points de S1. Dans le cas d’un groupe Γ cocompact, il est
élémentaire de vérifier que les préimages de tout point sont denses car T 2 est alors strictement
dilatante en tout point, donc les images inverses d’intervalles se contractent rapidement et uni-
formément. Nous avons cependant choisi de considérer Γ cofini (à quelques exceptions près),
donc cette argument n’est plus applicable. On le remplacera par le lemme 3.2.13.

On supposera dans cette sous-section que le domaine fondamental est tel qu’il existe un
point p, nécessairement à l’intérieur deD, fixé par aucune isométrie de Γ, et pour lequel |T ′|p ≥
1. Pour toute signature de groupe fuchsien, on a vu qu’il existait un groupe et un domaine qui
vérifiaient ces propriétés. On munit S1 de d la distance de Gromov basée en p, et on notera
|γ′(x)| = |γ′(x)|p.
Lemme 3.2.13. Soit U un sous-ensemble d’un intervalle Ikv de la partition de Markov respectée
par T . Soient x ∈ U et (xn)n≥0 une suite de points de S1 tels que x0 = x et T (xn) = xn−1.
Posons γn = γ1[xn], U0 = U et Un = γ−1

n (Un−1). Alors :
(i) Pour tout n ≥ 0, xn ∈ Un et Un ⊂ I lw l’unique intervalle de la partition contenant xn ;
(ii) ∀y ∈ Un,∀k ∈ [[0 ; n]], γk[y] = γk[xn] et T k(y) ∈ Un−k ;
(iii) (diam(Un))n≥0 décroit vers 0.

PREUVE : (i) : On sait déjà par hypothèse que U0 = U ⊂ Ikv avec x0 = x ∈ U0 ∩ Ikv .
Supposons donc la propriété vérifiée au rang n, c’est-à-dire que xn ∈ Un ⊂ I lw. Tout d’abord,
xn+1 = γ1[xn+1]−1(xn) = γ−1

n (xn) ∈ γ−1
n (Un) = Un+1. Si xn+1 ∈ I l′w′ , alors :

xn = γn+1(xn+1) ∈ γn+1(I l
′
w′) = γ1[xn+1](I l

′
w′) = T (I l

′
w′).

Donc T (I l
′
w′) ∩ I lw 6= ∅. Par propriété de Markov, I lw ⊂ T (I l

′
w′) = γn+1(I l

′
w′) et il vient :

Un+1 = γ−1
n+1(Un) ⊂ γ−1

n+1(I lw) ⊂ I l
′
w′ .

(ii) : Le deuxième point est une conséquence immédiate du premier.
(iii) : Notons dn = diam(Un)2, et Iknwn l’intervalle de la partition qui contient Un. Lorsque

u ∈ Un+1, le second point assure que

γn+1(u) = γ1[xn+1](u) = γ1[u](u) = T (u),

donc |γ′n+1(u)| = |T ′(u)| ≥ 1. Ainsi on a pour tout couple de points u, v ∈ Un+1 :

dn ≥ d2(γn+1(u), γn+1(v)) = |γ′n+1(u)||γ′n+1(v)|d2(u, v) ≥ d2(u, v).

On en déduit par passage à la borne supérieure que dn ≥ dn+1 ≥ 0. La suite (dn)n≥0 est
décroissante minorée par 0 : elle converge vers δ ≥ 0.

Supposons par l’absurde que δ > 0, et restreignons-nous d’abord au cas où U est un
intervalle semi-ouvert (à droite) [u0; v0[. Si on construit (un), (vn) par récurrence en posant
un+1 = γ−1

n+1(un) et vn+1 = γ−1
n+1(vn), il est clair que Un = [un; vn[. D’autre part, comme p ∈ D

est dans le demi-espace gauche délimité par les extrémités de Iknwn , diam(Un) = d(un, vn) et :

1 ≤ |γ′n(un)||γ′n(vn)| = d2(γn(un), γn(vn))

d2(un, vn)
=
d2(un−1, vn−1)

d2(un, vn)
=
dn−1

dn
→ 1
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Soit ε > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n ≥ N ,

1 ≤ |γ′n(un)||γ′n(vn)| ≤ 1 + ε.

Ainsi 1 ≤ |γ′n(un)| ≤ 1 + ε

|γ′n(vn)| ≤ 1 + ε et de même 1 ≤ |γ′n(vn)| ≤ 1 + ε.

On pose σ(γ) = {x ∈ S1 | |γ′(x)| = 1}. Comme γn ne peut être un elliptique centré en p,
σ(γn) possède exactement deux éléments. De plus, γn ne peut prendre qu’un nombre fini de
valeurs car il est donné par un des générateurs du groupe associé à un des côtés du domaine
fondamental. Par continuité des |γ′v| pour v ∈ V , il existe donc α(ε) > 0 tel que :
(i) ∀n,∀s ∈ σ(γn), ∀x ∈ B(s, α(ε)), 1− ε ≤ |γ′n(x)| ≤ 1 + ε ;
(ii) lim

ε→0
α(ε) = 0.

Donc pour n ≥ N , un, vn ∈ Iknwn ∩
⋃
s∈σ(γn) B(s, α(ε)). Quitte à diminuer ε (ce qui augmente

N ), on peut supposer que :
(i) 2α(ε) <

√
δ ;

(ii) ∀n ≥ N,B(s1, α(ε)) ∩B(s2, α(ε)) = ∅ avec s1, s2 ∈ σ(γn) ;
(iii) ∀n ≥ N,B(s, α(ε)) ∩ Iknwn 6= ∅ ⇔ s ∈ Iknwn avec s ∈ σ(γn) (il suffit de prendre α(ε) plus
petit que min{d(s, Iknwn) | n ≥ N, s ∈ σ(γn)∩ c

Iknwn} qui se trouve être un ensemble fini puisque
la partition de Markov est finie).

Pour tout n ≥ N , un et vn ne peuvent être dans la même B(s, α(ε)) (s ∈ σ(γn)) puisque

d(un, vn) =
√
dn ≥

√
δ > 2α(ε) = diam(B(s, α(ε))).

Mais un, vn ∈ Iknwn donc nécessairement les deux éléments de σ(γn) doivent être dans Iknwn . Par
construction du codage, ils doivent même être les extrémités de cet intervalle, qui doit alors
relier deux cusps du domaine fondamental. Comme de tels intervalles sont en nombre fini, on
peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que Iknwn = I0

ŵ = [ŵ; r(ŵ)[ pour tout n ≥ N ,
avec (un) et (vn) convergeant respectivement vers ŵ et r(ŵ).

Notons α = diam(I0
ŵ) − δ. Si α > 0, alors par décroissance de dn on a qu’à partir d’un

certain rang soit d(un, ŵ) > α
2

, soit d(vn, r(ŵ)) > α
2

, ce qui en contredit la convergence. Donc
α = 0 et (un, vn) = (ŵ, r(ŵ)) pour tout n. En particulier, ceci implique l’existence d’un mot
non trivial du codage γ tel que γ(ŵ) = ŵ et γ(r(ŵ)) = r(ŵ). C’est une contradiction.

Si maintenant U ⊂ Ikv est quelconque, il est inclus dans son enveloppe convexe qui est elle
même incluse dans un intervalle de la forme [u0; v0[ ⊂ Ikv . Alors Un est inclus dans [un; vn[ ; et
la suite (diam(Un))n≥0 est majorée par (d(un, vn))n≥0 qui tend vers 0. �

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer à quelle conditions les préimages de tout
point de S1 sont denses.

Théorème 3.2.14. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tout y, T (y) est dense dans S1.
(ii) Per(T ) est dense dans S1.
(iii) Pour tout v ∈ V et k ∈ [[−nv + 1 ; nv − 1]], il existe un point T -périodique dans Ikv .

PREUVE : (i)⇒ (ii) : Prenons U un ouvert d’un certain intervalle Ikv de la partition de Markov,
et fixons y ∈ U . Soit ε > 0 suffisamment petit pour que l’on puisse trouver un ouvert Vε inclus
dans U , contenant y, et tel que 0 < diam(Vε) ≤ diam(U)− ε (on peut prendre ε < d(y, cU) et
pour Vε la boule centrée en y et de rayon d(y, cU)−ε). Puisqu’on a supposé les préimages de tout
point de S1 denses, on peut construire par récurrence une suite (xn) de points qui vérifient :
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− x0 = y ;
− Pour tout n ≥ 0, xn ∈ Vε ;
− Pour tout n > 0, il existe pn > 0 tel que T pn(xn) = xn−1.
Posons γn = γpn [xn], U0 = U , Un = γ−1

n (Un−1) et dn = diam(Un). D’après le lemme 3.2.13,
(dn)n≥0 décroit vers 0. Or d0 = diam(U) donc il existe N > 0 tel que diam(UN) = dN < ε. On
note γ = γ1 . . . γN = γP [xN ] ∈ Γ \ {id} où P =

∑N
k=1 pk, de sorte que UN = γ−1(U). Mais

γ−1(U) = UN ⊂ B(xN , δN) ⊂ B(xN , ε) ⊂ U

puisque xN ∈ UN ∩ Vε. Ceci nous indique que U contient un point fixe x de γ. Mais x est
aussi dans γ−1(U) = UN , donc T P (x) = γP [x](x) = γP [xN ](x) = γ(x) = x et x est un point
périodique de T .

(ii)⇒ (iii) : Évident.
(iii)⇒ (i) : Soient y ∈ Ikv et U un ouvert de S1. Par hypothèse, on sait qu’il existe y0 ∈ Ikv

tel que Tm(y0) = y0, m > 0. Notons γ0 = γm[y0]. Le lemme 3.2.13 nous dit que à ε > 0
fixé, il existe n ≥ 0 tel que diam(γ−n0 (Ikv )) < ε. Si on note y′ = γ−n0 (y) ∈ Ikv , T nm(y′) = y et
d(y0, y

′) < ε. Soit Vε un ouvert inclus dans U tel que diam(Vε) ≤ diam(U)− ε. Puisque y0 est
périodique, T (y0) est dense et il existe x0 ∈ Vε et p ≥ 0 tels que T p(x0) = y0. Notons encore
γ = γp[x0] et x = γ−1(y′) ; il vient

ε > d(y0, y
′) = d(γ(x0), γ(x)) = |γ′(x0)||γ′(x)|d(x0, x) = d(x0, x)

puisque le lemme 3.2.13 assure aussi que γp[x0] = γp[x] = γ. Donc d(x0, x) < ε et, puisque
x0 ∈ Vε, on en conclut que x ∈ U où Tmn+p(x) = Tmn(y′) = y. �

Ainsi, il suffit de trouver un point périodique dans chaque intervalle de la partition de Mar-
kov pour obtenir la densité des points périodiques et des préimages de tout point. Il n’est ce-
pendant pas facile de les exhiber, les candidats naturels (les extrémités des intervalles) n’étant
généralement pas des points T -périodiques et ce même si Γ est cocompact. On montrera au
prochain chapitre que la densité des points périodiques (et donc des deux autres conditions) est
cependant vérifiée grâce à la conjugaison entre TB et TC .

Un argument classique nous permet finalement de prouver que si ces conditions sont véri-
fiées et que les préimages de tout point sont denses, alors le système dynamique est transitif.

Théorème 3.2.15. On suppose que pour tout y ∈ S1, T (y) est dense. Alors :
(i) Pour tous couples U , V d’ouverts de S1, il existe n ≥ 0 tel que T n(U) ∩ V 6= ∅.
(ii) Il existe un Gδ-dense de points de S1 dont la T -orbite est dense.

PREUVE : (i) : Il suffit de prendre y ∈ V quelconque. Comme T (y) est dense, il existe x ∈ U
et n ≥ 0 tels que T n(x) = y. Alors T n(U) ∩ V 6= ∅.

(ii) : Cette preuve est inspirée de la proposition 2.2.1 de [BS02]. Prenons V un ouvert de
S1 inclus dans un des Ikv . Puisque T est Markov et que chaque branche inverse (elles sont en
nombre fini) est un homéomorphisme, T−1(V ) est ouvert, et par suite T−n(V ) est ouvert pour
tout n. Alors

⋃
n≥0 T

−n(V ) est un ouvert, dense car il rencontre tous les ouverts U de S1 par
le point (i). Soit maintenant (Vv,k,i)i une base dénombrable d’ouverts pour la topologie sur Ikv .
G =

⋂
v,k

⋂
i

⋃
n≥0 T

−n(Vi) est une intersection dénombrable d’ouverts denses de S1 donc est
dense par le théorème de Baire. Si maintenant x ∈ G, alors pour tout v, k, i il existe n tel que
T n(x) ∈ Vv,k,i. Ainsi l’orbite de tout point de G rencontre tout ouvert de S1. �
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3.2.4 Orbites périodiques et classes de conjugaison d’hyperboliques pri-
mitifs

Nous allons maintenant montrer que les orbites périodiques hyperboliques de T sont en bi-
jection avec les classes de conjugaison d’hyperboliques primitifs de Γ. Là encore, la propriété
d’orbite-équivalence simple est insuffisante pour obtenir ce résultat, et on aura besoin de sa ver-
sion renforcée du théorème 3.2.11 pour montrer la primitivité des mots du codages engendrés
par un point périodique. De plus, même si ce premier point est vrai avec un domaine fondamen-
tal convexe quelconque, il sera nécessaire d’en prendre un qui assure que |T ′| ≥ 1 pour prouver
que l’on a effectivement la bijection souhaitée.

Rappelons que gγg−1 est primitif si et seulement si γ l’est.

Lemme 3.2.16. Soit x ∈ Per(T ) de période k > 0. Alors γk[x] est primitif.

PREUVE : Supposons que T k(x) = x avec k > 0 minimal, et que γk[x] = γn avec n ≥ 0.
Puisque γk[x] fixe x, nécessairement γ aussi, et d’après le théorème 3.2.11 il existe p, q ≥ 0 tels
que γp[x] = γq[x]γ. Comme k > 0, γk[x] 6= id donc γ 6= id et p 6= q.

Si p < q, alors γq[x] = γp[x]γ−1. Soit r = q − p > 0 et y = T p(x) = γp[x](x). Alors

γr[y]γp[x] = γq−p[γp[x](x)]γp[x] = γq[x] = γp[x]γ−1,

d’où γr[y] = γ̃ avec γ̃ = γp[x]γ−1γp[x]−1. Une récurrence immédiate montre que T rj(y) = y
et γrj[y] = γr[y]j = γ̃j pour tout j ≥ 0. Mais alors

γrn[y]−1 = γ̃−n = γp[x]γnγp[x]−1

= γp[x]γk[x]γp[x]−1

= γp+k[x]γp[x]−1

= γk[γp[x](x)]γp[x]γp[x]−1 = γk[y]

donc γrn+k[y] = γk[T rn(y)]γrn[y] = id et ainsi rn+ k = 0. C’est impossible car r > 0, n ≥ 0
et k > 0.

Donc p > q. Soit r = p− q > 0 et y = T q(x) = γq[x](x). Alors

γr[y]γq[x] = γp−q[γq[x](x)]γq[x] = γp[x] = γq[x]γ,

d’où γr[y] = γ̃ avec γ̃ = γq[x]γγq[x]−1 primitif et fixant y. Par une récurrence immédiate, on
voit que T rj(y) = y et γrj[y] = γr[y]j = γ̃j pour tout j ≥ 0. On a alors

γrn[y] = γ̃n = γq[x]γnγq[x]−1

= γq[x]γk[x]γq[x]−1

= γq+k[x]γq[x]−1

= γk[γq[x](x)]γq[x]γq[x]−1 = γk[y]

et ceci impose par injectivité que nr = k. Mais puisque y est une image de x, c’est aussi un
point périodique de T de période k. Or on a vu que T r(y) = y. Pour que r ≥ k, il est donc
nécessaire d’avoir n = 1. �
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On note P(Γ) l’ensemble des éléments primitifs de Γ, et on pose :

Φ : Per(T ) → P(Γ)
x 7→ γk[x] où k > 0 est la période de x

.

D’après le lemme 3.2.16, Φ est bien définie.
On peut définir deux relations d’équivalence sur Per(T ) et P(Γ) :

∀(x, y) ∈ Per(T )2, x ∼ y ⇔ ∃γ ∈ Γ, γ(x) = y

∀(g, h) ∈ P(Γ)2, g ∼ h⇔ ∃γ ∈ Γ, γgγ−1 = h

Φ est compatible avec ces relations :

Lemme 3.2.17. Soient x, y ∈ Per(T ). Si x ∼ y, alors Φ(x) ∼ Φ(y).

PREUVE : Supposons que x et y soient périodiques et qu’il existe γ ∈ Γ tel que γ(x) = y.
Comme y est périodique, x = γ−1(y) ∈ Γy = T (y) et il existe donc un p ≥ 0 tel que
T p(x) = y. y est ainsi une image en avant de x périodique, donc y a même période que x. On
note g = Φ(x) = γk[x] et h = Φ(y) = γk[y]. Il vient alors :

γp[x]g = γp[γk[x](x)]γk[x] = γp+k[x] = γk[γp[x](x)]γp[x] = γk[y]γp[x] = hγp[x].

Donc g et h sont conjugués par γp[x] ∈ Γ. �

Soient Per(T ) et P(Γ) les ensembles des classes d’équivalences pour les relations ∼ dans
respectivement Per(T ) et P(Γ). En particulier, Per(T ) s’interprète comme l’ensemble des or-
bites périodiques de T . D’après le lemme 3.2.17, Φ passe au quotient et induit une application :

Φ : Per(T ) → P(Γ)

x 7→ Φ(x)

.

On souhaite maintenant montrer que Φ est injective, puis surjective. C’est à ce moment
qu’on doit faire l’hypothèse que le domaine fondamental est tel que |T ′| = |T ′|p ≥ 1 pour un
certain p ∈ D. Ceci interdit à deux points périodiques de T d’être les points fixes d’une même
isométrie de Γ.

Lemme 3.2.18. On suppose que |T ′| ≥ 1. Alors Φ est injective.

PREUVE : Notons que l’hypothèse implique par une récurrence immédiate que |γk[x]′(x)| ≥ 1
pour tous x ∈ S1 et k > 0. Si de plus γk[x] est hyperbolique et fixe x, alors |γk[x]′(x)| > 1.

Soient x, y périodiques tels que Φ(x) = Φ(y). Par définition, il existe k, l ≥ 0 et γ ∈ Γ tels
que γk[x] = γ−1γl[y]γ. Alors

γl[y]γ(x) = γγk[x](x) = γ(x)

donc γl[y] fixe non seulement y mais aussi γ(x). Si γl[y] est parabolique (et donc γk[x] puis-
qu’ils sont conjugués), alors nécessairement γ(x) = y. Sinon, ils sont tous les deux hyperbo-
liques. L’hypothèse |T ′| ≥ 1 nous assure alors que |γk[x]′(x)| > 1 et |γl[y]′(y)| > 1, mais
comme d’autre part γk[x] = γ−1γl[y]γ le lemme 1.2.2 montre que |γk[x]′(x)| = |γl[y]′(γ(x))|.
Par conséquent, on doit aussi avoir γ(x) = y. �
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Telle quelle, Φ n’est pas surjective, et son image n’est aisément calculable que sur un sous-
ensemble de Per(T ). On est donc amenés à définir l’ensemble des points périodiques hyperbo-
liques de T par

Per(T )+ =
{
x ∈ Per(T ) | ∃k > 0, |γk[x]′(x)| > 1

}
.

Il est stable pour la relation ∼ dans Per(T ).

Lemme 3.2.19. On suppose que |T ′| ≥ 1. Soient x, y ∈ Per(T ) tels que x ∼ y. x ∈ Per(T )+ si
et seulement si y ∈ Per(T )+.

PREUVE : Supposons que x et y sont périodiques, que x ∼ y et qu’il existe k > 0 minimal
tel que |γk[x]′(x)| > 1. Si on note alors z = γk−1[x](x), on a γk[x] = γ1[z]γk−1[x]. Comme
k est minimal, |γk−1[x]′(x)| = 1 donc |γ1[z]′(z)| > 1. Or z est aussi périodique (de période
k) et z ∼ x ∼ y. z et y sont donc sur la même orbite périodique et existe 0 ≤ r < k tel que
γr[y](y) = z. Alors γr+1[y] = γ1[z]γr[y] et donc |γr+1[y]′(y)| ≥ |γ1[z]′(z)| > 1. �

Cette stabilité nous assure que Per(T )+ est bien défini.
On note H(Γ) l’ensemble des éléments hyperboliques primitifs de Γ. Il est lui aussi natu-

rellement stable par ∼ dans Γ, et on peut donc parler de H(Γ). L’image de Per(T )+ par Φ se
trouve être exactement cet ensemble.

Lemme 3.2.20. On suppose que |T ′| ≥ 1. Alors Φ(Per(T )+) = H(Γ).

PREUVE : Soit x ∈ Per(T )+. On sait déjà que Φ(x) = γk[x] est primitif. Si |γk[x]′(x)| = 1,
l’hypothèse |T ′| ≥ 1 impose |γj[x]′(x)| = 1 pour tout j ≤ k et donc aussi pour tout j ∈ N, ce
qui est absurde. Donc |γk[x]′(x)| > 1 et γk[x] est hyperbolique, prouvant que Φ(x) ∈ H(Γ).

Réciproquement, soit γ ∈ H(Γ). Puisque γ est hyperbolique, il existe x ∈ S1 pour le-
quel γ(x) = x et |γ′(x)| > 1. La propriété d’orbite-équivalence avec le groupe Γ nous donne
alors l’existence de p, q ≥ 0 tels que γp[x] = γq[x]γ. Comme γ est primitif, γ 6= id et donc
nécessairement p et q sont différents.

On va montrer que p > q : sinon, γq[x] = γp[x]γ−1 avec q > p. Comme d’habitude, on note
r = q − p > 0 et y = γp[x](x). Il vient alors

γr[y]γp[x] = γq−p[γp[x](x)]γp[x] = γq[x] = γp[x]γ−1

donc γr[y] = γ̃ où γ̃ = γp[x]γ−1γp[x]−1. Mais d’une part |γ̃′(y)| = |γ−1′(x)| = 1
|γ′(x)| < 1, et

d’autre part |γk[y]′(y)| ≥ 1. C’est impossible.
Donc p > q. Si on pose r = p−q > 0 et y = γq[x](x), le même calcul montre que γr[y] = γ̃

avec γ̃ = γq[x]γγq[x]−1 ∈ γ. T r(y) = γ̃(y) = y et r est la période de y puisque γr[y] = γ̃ est
primitif. Comme |γr[y]′(y)| = |γ̃′(y)| = |γ′(x)| > 1, y ∈ Per(T )+ et Φ(y) = γr[y] = γ. �

La conclusion de ces deux lemmes est que, si |T ′| ≥ 1, alors les T -orbites périodiques
hyperboliques sont en bijection avec les classes d’équivalence d’hyperboliques primitifs de Γ.

Théorème 3.2.21.
Φ : Per(T )+ → H(Γ)

x 7→ Φ(x)

est une bijection.
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PREUVE : Φ restreinte à Per(T )+ est toujours injective, et d’autre part on vient de voir que
l’image de Per(T )+ par Φ est exactementH(Γ). �

Dans le cas de nos codages à gauche et à droite, Per(T )+ a une expression simple : il suffit
pour l’obtenir de retirer les points périodiques de T donnés par les points fixes d’éléments
paraboliques de Γ apparaissant dans la description du domaine fondamental.

Proposition 3.2.22. Pour T = TL ou T = TR, Per(T )+ = Per(T ) \ (V ∩ S1).

PREUVE : Examinons le cas T = TR, l’autre étant symétrique. Prenons x périodique et tel que
|T ′(x)| = 1. La structure du codage impose alors x = anv−1

v pour un certain v. Supposons
que x n’est pas un cusp. Alors v ∈ D et x′ = T (x) = anvσ(v) vérifie |T ′(x′)| > 1. Donc
x ∈ Per(T )+. �

Notons qu’il n’y a pas de bijection entre Per(T ) tout entier et les classes de conjugaison
d’isométries non elliptiques primitives de Γ. Cela provient du fait que chaque sommet à l’infini
du domaine fondamental est fixé à la fois par un parabolique et son inverse, et que ces deux
isométries ne sont jamais conjuguées.

3.2.5 Fonction zeta dynamique de Ruelle et fonction zeta de Selberg
Pour tout g : X → C, on définit suivant [Rue89] la fonction zeta de Ruelle de T pondérée

par g comme la série entière

ζR[g](z) = exp
∑

n>0

zn

n

∑

x∈Fix(Tn)

n−1∏

k=0

g(T k(x))

où Fix(T n) est l’ensemble des points fixes de T n. Il est donc constitué des points m périodiques
de T pour tout m divisant n, et à ce titre est fini pour tout n.

Si x ∈ Fix(T n) et g(x) = |T ′(x)|, alors :

n−1∏

k=0

g(T k(x)) = |T ′(T n−1(x)) . . . T ′(x)| = |(T n)′(x)|.

En particulier, si x est un cusp, alors il est p-périodique pour un certain p > 0 minimal, et T k(x)
est un cusp pour tout k. x est alors dans tous les Fix(T np) pour n > 0, et

|(T np)′(x)| =
np−1∏

k=0

|T ′(T k(x))| = 1.

Afin d’ignorer les cusps, on pose Fix(T n)+ l’ensemble des points fixes hyperboliques de T n.
On déduit facilement de la proposition 3.2.22 que Fix(T n)+ = Fix(T n) \ (V ∩ S1), et on note
alors pour s ∈ C η(s) l’évaluation en z = 1 de la fonction zeta de Ruelle pour T = TL ou TR
et g(x) = |T ′(x)|−s1Fix(Tn)+(x) :

η(s) = ζR[|T ′|−s](1) = exp
∑

n>0

1

n

∑

x∈Fix(Tn)+

|(T n)′(x)|−s

Si l’on n’avait pas éliminé les cusps en se restreignant à Fix(T n)+, cette série serait divergente.
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On va montrer que cette fonction η est reliée à la fonction zeta de Selberg du groupe fuchsien
Γ et qui est définie pour s ∈ C tel que <(s) > 1 par

ζS(s) =
∏

k≥0

∏

γ∈H(Γ)

(1− exp(−(s+ k)l(γ)))

où l(γ) est la longueur de la géodésique fermée de la surface déterminée par l’axe de l’hy-
perbolique primitif γ. À l’aide de la formule des traces de Selberg, on peut prouver qu’elle se
prolonge méromorphiquement au plan complexe tout entier. Ses zéros déterminent le spectre
du laplacien sur la surface.

De manière générale, la quantité l(γ) s’exprime comme le logarithme de la dérivée (au sens
Busemann) de γ en son point fixe répulsif.

Lemme 3.2.23. Soit γ ∈ Γ hyperbolique primitif d’axe (x, y) où y est le point fixe attractif de
γ. Alors

∀z ∈ D, l(γ) = ln |γ′(y)|z.

PREUVE : Soit z ∈ D fixé. ConsidéronsHy(z) etHy(γ(z)) les horocercles basés en y et passant
respectivement par z et γ(z). Ils intersectent la géodésique (x, y) de D en exactement un point
chacun, que l’on notera p et q respectivement. Alors

ln |γ′(y)|z = by(z, γ
−1(z)) = bγ(y)(γ(z), z) = by(γ(z), q) + by(q, p) + by(p, z) = by(q, p)

puisque by(γ(z), q) = by(p, z) = 0.
D’autre part, comme p est sur l’axe de γ, l(γ) = d(γ(p), p). Cependant,

γ(p) = γ(Hy(z) ∩ (x, y)) = Hγ(y)(γ(z)) ∩ (γ(x), γ(y)) = Hy(γ(z)) ∩ (x, y) = q.

Ainsi,
l(γ) = d(γ(p), p) = |by(q, p)| = | ln |γ′(y)|z|.

Mais puisque y est le point fixe répulsif de γ, |γ′(y)|z > 1 et donc l(γ) = ln |γ′(y)|z. �

Notons Per(T )m (respectivement Per(T )+
m) l’ensemble des points périodiques (respective-

ment périodiques hyperboliques) pour la transformation T ayant exactement m > 0 pour pé-
riode. Cet ensemble est stable par la relation d’équivalence induite par Γ, au sens où

∀x, y ∈ Per(T )+, x ∼ y ⇒
(
x ∈ Per(T )+

m ⇔ y ∈ Per(T )+
m

)

ce qui traduit simplement le fait que deux points sur la même orbite périodique ont même
période. On peut donc parler de Per(T )+

m.
Si x ∈ Per(T )+

m, la quantité |(Tm)′(x)| =
∏m−1

k=0 |T ′(T k(x))| ne dépend en fait que de
l’orbite périodique x ∈ Per(T )+

m. On peut donc poser

∀x ∈ Per(T )+
m, |(Tm)′(x)| = |(Tm)′(x)| où x est un représentant quelconque de x.

De même, si γ est une isométrie hyperbolique, alors l(γ) ne dépend clairement que de la classe
de conjugaison γ. On peut donc définir

∀γ ∈ H(Γ), l(γ) = l(γ) où γ est un représentant quelconque de γ.
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Rappelons que le théorème 3.2.21 assure que

Φ : Per(T )+ → H(Γ)

x 7→ Φ(x)

est une bijection de l’ensemble des orbites périodiques hyperboliques de T vers celui des classes
de conjugaison d’hyperboliques primitifs de Γ.

Lemme 3.2.24. Soit z ∈ D quelconque.

∀x ∈ Per(T )+
m, l(Φ(x)) = ln |(Tm)′(x)|z.

PREUVE : Soit x ∈ Per(T )+
m un représentant de x. Alors

l(Φ(x)) = l(Φ(x)) = l(Φ(x)) = l(γm[x]) = ln |γm[x]′(x)|z = ln |(Tm)′(x)|z. �

On peut alors relier η au prmier terme de ζS .

Proposition 3.2.25. Soit s ∈ C tel que <(s) > 1. Alors

η(s) =
ζS(s)

ζS(s+ 1)
.

PREUVE :

η(s) = exp
∑

n>0

1

n

∑

x∈Fix(T )+n

|(T n)′(x)|−s

= exp
∑

n>0

1

n

∑

m|n

∑

x∈Per(T )+m

|(T n)′(x)|−s

= exp
∑

n>0

1

n

∑

m|n
m

∑

x∈Per(T )+m

|(Tm)′(x)|− n
m
s

car il y a m points périodiques dans chaque orbite de longueur m

= exp
∑

m>0

∑

k>0

1

k

∑

x∈Per(T )+m

|(Tm)′(x)|−ks en posant k = n
m

= exp
∑

m>0

∑

x∈Per(T )+m

− ln
(
1− |(Tm)′(x)|−s

)
puisque − ln(1− z) =

∑

k>0

zk

k

=
∏

x∈Per(T )+

(
1− exp

(
−s ln |(T p(x))′(x)|

))−1
où p(x) est la longueur de l’orbite x

=
∏

γ∈H(Γ)

(1− exp(−sl(γ)))−1 d’après le théorème 3.2.21 et le lemme 3.2.24

=
ζS(s)

ζS(s+ 1)
. �
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Puisque ζS(0) = 1, on en déduit immédiatement que :

Proposition 3.2.26. Soit s ∈ C tel que <(s) > 1. Alors

ζS(s) =
∏

l≥0

1

η(s+ l)

La fonction zeta de Selberg a été écrite comme déterminant de Fredholm de l’opérateur de
transfert pour Γ cocompact par Pollicott ([Pol91]). L’idée consiste à construire des ensembles
de fonctions analytiques sur des ouverts deC judicieusement choisis autour de chaque intervalle
de la partition de Markov. L’étude de l’opérateur se réduit alors à celle d’une collection d’opé-
rateurs de composition par une transformation de Möbius. Il a alors pu montrer que l’opérateur
de transfert est nucléaire, ce qui permet de calculer son déterminant à partir de ses traces. Cet
argument ne s’applique pas au cas d’un groupe de covolume fini car il est impossible de trouver
des ouverts appropriés contenant les intervalles bordant les cusps.

Mayer a démontré un résultat similaire pour la surface modulaire ([May76] puis [May90],
[May91a] et [May91b]), puis en collaboration avec Chang pour des groupes de congruence
([CM00]). Cependant, le cas non compact y est traité en induisant la transformation de Bowen-
Series sur un certain intervalle, ce qui donne un opérateur de transfert à priori différent de
celui provenant du codage naturel. En particulier, on ne peut pas le relier aussi facilement à la
géométrie du groupe, ce que fait l’objet de notre chapitre 5.
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Chapitre 4

Propriétés dynamiques du codage étendu

Après avoir étudié individuellement TL et TR dans le chapitre précédent, nous allons nous
intéresser à la dynamique couplée du codage rectifié étendu.

Dans la première section, nous établirons un critère sur la combinatoire des sommets pour
qu’une géodésique qui borde le domaine fondamental soit un point périodique de TC . Si une
géodésique vérifie ce critère, son extrémité passée est un point périodique de TL mais pas de
TR, et vice-versa pour son extrémité future.

Ce critère nous servira ensuite pour démontrer que les points périodiques de TC sont en
parfaite bijection avec ceux de TL et de TR. On déterminera alors les TC-orbites grâce à la
propriété d’orbite-équivalence pour les mots du codage, puis on en déduira une description des
TB-orbites par la conjugaison établie au chapitre 2. Il sera ainsi possible de prouver que les
points périodiques sont denses pour TL et TR, ce qui nous permettra de valider les conditions
du théorème 3.2.14.

Le résultat le plus intéressant est cependant exposé dans la troisième section. On y construit
une conjugaison entre (C, TC) et un sous-shift de type fini modulo un nombre dénombrable de
points qui peuvent être codés de deux manières différentes, avec toutefois un des deux mots co-
dants plus naturel que l’autre. C’est un résultat simple lorsque Γ est cocompact, car dans ce cas
les applications coordonnées de TC sont respectivement strictement dilatantes et contractantes.
Dans le cas d’un groupe qui n’est que cofini, la dérivée de TL et TR vaut 1 aux cusps du domaine
fondamental, et cet argument ne tient plus. On le remplacera par un argument de décroissance
monotone d’intervalles, couplé à une localisation précise des endroits où la dérivée s’approche
de 1.

À noter qu’à partir de ce chapitre on échange TC et T−1
C , de sorte que pour tout (x, y) ∈ C,

TC(x, y) = (TL(x), SR(x, y)) = (γ1
L[x](x), γ1

L[x](y))

T−1
C (x, y) = (SL(x, y), TR(y)) = (γ1

R[y](x), γ1
R[y](y))

Ce changement n’a aucune incidence sur les résultats eux-mêmes, les deux conventions étant
parfaitement symétriques. Il peut être motivé par l’idée que si l’ancienne convention était plus
naturelle (on décide d’où est envoyée une géodésique suivant son extrémité future), la nouvelle
est plus simple à manipuler dans les calculs. Pour rester cohérents, on doit aussi échanger TB et
T−1
B .
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4.1 Périodicité des géodésiques de bord
Nous allons d’abord déterminer à quelle condition une géodésique qui borde le domaine

fondamental D est un point périodique de TC . La preuve n’utilise que la propriété d’orbite-
équivalence de T et du groupe, c’est-à-dire juste la combinatoire des intervalles. Il suffira donc
de supposer que le domaine fondamental D satisfait à la propriété d’even corners et n’est pas
triangulaire de classe 0, Γ étant toujours supposé de volume fini.

C ne contient que les géodésiques de bord orientées qui laissent le domaine à leur gauche.
Les seules géodésiques qui sont dans C et qui bordent le domaine sont celles paramétrées par
(anv−1
v = a0

w, a
nw
w = amv−1

v ) pour v ∈ V (et w = r(v)). Rappelons que TL est définie par
TL(x) = γv(x) pour tout x ∈ ILv = ]anvv ; anww ], tandis que TR est définie par TR(y) = γv(y) pour
tout y ∈ IRv = [anv−1

v ; anw−1
w [.

Lemme 4.1.1. Si v ∈ V ∩ D et k ∈ [[0 ; nv − 1]], alors :
(i) T kL(anv−1

v ) = γkL[anv−1
v ](anv−1

v ) = anv−1−k
τk(v)

;

(ii) T kR(anvv ) = γkR[anvv ](anvv ) = anv+k
σk(v)

.

PREUVE : Montrons par récurrence sur k ≤ nv − 1 que T kL(anv−1
v ) = anv−1−k

τk(v)
∈ IL

lτk(v)
.

− Si k = 0, on a bien T 0
L(anv−1

v ) = anv−1
v ∈

]
a
nl(v)
l(v) ; anvv

]
= ILl(v).

− Supposons la propriété vérifiée pour k ≤ nv − 2. Puisque anv−1−k
τk(v)

∈ IL
lτk(v)

,

T k+1
L (anv−1

v ) = TL(anv−1−k
τk(v)

) = γlτk(v)(a
nv−1−k
τk(v)

) = anv−1−k−1
τk+1(v)

∈
[
a1
τk+1(v); a

nv
τk+1(v)

]

où
[
a1
τk+1(v)

; anv
τk+1(v)

]
⊂
]
a
n
lτk+1(v)

lτk+1(v)
; anv

τk+1(v)

]
= IL

lτk+1(v)
par un résultat symétrique à celui de

la proposition 1.3.13.
De même, ∀k ∈ [[0 ; nv − 1]], T kR(anvv ) = anv+k

σk(v)
∈ IR

σk(v)
. �

Un point important est que γkL[anv−1
v ] et γkR[anvv ] agissent de la même manière sur respecti-

vement v ? anv−1
v = amv−1

v et v ? anvv = a0
v :

Lemme 4.1.2. Si v ∈ V ∩ D et k ∈ [[0 ; nv − 1]], alors :
(i) γkL[anv−1

v ](amv−1
v ) = amv−1−k

τk(v)
;

(ii) γkR[anvv ](a0
v) = ak

σk(v)
.

PREUVE : On a vu que pour tout k ∈ [[0 ; nv − 2]], T kL(anv−1
v ) = γkL[anv−1

v ](anv−1
v ) ∈ IL

lτk(v)
.

Par conséquent, γk+1
L [anv−1

v ] = γlτk(v)γ
k
L[anv−1

v ] et une récurrence immédiate prouve que

∀k ∈ [[0 ; nv − 1]], γkL[anvv ](amv−1
v ) = amv−1−k

τk(v)
.

L’autre point se démontre de manière similaire. �

Puisque (anv−1
v , amv−1

v ) et (a0
v, a

nv
v ) sont dans C par construction, il s’ensuit que :

Lemme 4.1.3. Si v ∈ V ∩ D et k ∈ [[0 ; nv − 1]], alors :
(i) T kC(anv−1

v , amv−1
v ) = (anv−1−k

τk(v)
, amv−1−k

τk(v)
) ;

(ii) T−kC (a0
v, a

nv
v ) = (ak

σk(v)
, anv+k

σk(v)
).
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PREUVE : On applique le lemme 4.1.2 en se rappelant que T kC(x, y) = (γkL[x](x), γkL[x](y)) et
T−kC (x, y) = (γkR[y](x), γkR[y](y)). �

On pose alors :

µ : V → V
v 7→ lτnv−1(v)

et ν : V → V
v 7→ rσnv−1(v)

.

Le lemme 4.1.3 spécialisé pour k = nv − 1 donne immédiatement :

Lemme 4.1.4. Si v ∈ V ∩ D, alors :
(i) T nv−1

C (anv−1
v , amv−1

v ) = (a
nµ(v)−1

µ(v) , a
mµ(v)−1

ν(v) ) ;
(ii) T−nv+1

C (a0
v, a

nv
v ) = (a0

ν(v), a
nν(v)
ν(v) ).

Pour montrer qu’il s’agit de points TC-périodiques, on aimerait pouvoir dire qu’une certaine
itérée de v par µ ou ν revient en v. C’est possible par le lemme qui suit :

Lemme 4.1.5. µ : V → V et ν : V → V sont des permutations de V , et νrµ = r.

PREUVE : Il suffit de prouver que µ et ν sont injectives. Si µ(v) = µ(w), τnv−1(v) = τnw−1(w)
et donc v = τnw−1−(nv−1)(w) = τnw−nv(w). v et w sont ainsi sur la même σ-orbite et donc
nécessairement nv = nw et v = w. La preuve pour ν est similaire.

Quant à la relation, il suffit de vérifier que

νrµ(v) = ντnv−1(v) = rσnτnv−1(v)−1τnv−1(v) = rσnv−1τnv−1(v) = r(v)

où nτnv−1(v) = nv puisque τnv−1(v) est sur la même σ-orbite que v. �

Comme µ est une permutation de V , pour tout v il existe pv > 0 minimal tel que µpv(v) = v.
La relation νrµ = r impliquant que µ et ν−1 soient conjugués, pv est aussi la ν-période de v.

Théorème 4.1.6. Soit c = (anv−1
v , amv−1

v ) ∈ C. On est face à l’alternative suivante :
(i) soit µj(v) ∈ D pour tout j, et T qvC (c) = c où qv =

∑pv−1
k=0 nµk(v) − 1 ;

(ii) soit anv−1
v et amv−1

v sont chacun dans la Γ-orbite d’un cusp.

PREUVE : Supposons que pour tout j, µj(v) n’est pas un cusp. On peut alors appliquer le
lemme 4.1.4 en chaque (a

n
µk(v)

−1

µk(v)
, a

m
µk(v)

−1

µk(v)
), et une récurrence immédiate prouve alors que :

T qvC (anv−1
v , amv−1

v ) = T
nµpv−1(v)−1

C . . . T
nµ(v)−1

C T nv−1
C (anv−1

v , amv−1
v ) = (anv−1

v , amv−1
v ).

Sinon, il existe un cusp dans la µ-orbite de v. Soient q ≥ 0 et s > 0 minimaux tels
que µq(v), µ−s(v) ∈ S1. On note aussi gv = γnv−1

L [anv−1
v ] et hv = γnv−1

R [anvv ], de sorte que
gv(a

nv−1
v ) = a

nµ(v)−1

µ(v) et hv(anvv ) = a
nν(v)
ν(v) lorsque v ∈ V . Puisque µj(v) ∈ D pour tout

j ∈ [[−s+ 1 ; q − 1]], il vient :

gµq−1(v) . . . gv(a
nv−1
v ) = a

nµq(v)−1

µq(v) = µq(v) ∈ S1

hνs−2r(v) . . . hr(v)(a
mv−1
v ) = hνs−2r(v) . . . hr(v)(a

nr(v)
r(v) ) = a

nνs−1r(v)

νs−1r(v) = νs−1r(v) ∈ S1

car νs−1r(v) = rµ−s+1(v) = rµµ−s(v) = τnµ−s(v)−1µ−s(v) est un cusp puisqu’il est sur la
même σ-orbite que µs(v). Donc anv−1

v et amv−1
v sont Γ-équivalents à un cusp. �
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Corollaire 4.1.7. Soit c = (anv−1−k
v , amv−1−k

v ) ∈ C avec k ∈ [[0 ; nv − 2]]. On est face à
l’alternative suivante :
(i) soit µj(σk(v)) ∈ D pour tout j, et T qvC (c) = c ;
(ii) soit anv−1−k

v et amv−1−k
v sont chacun dans la Γ-orbite d’un cusp.

PREUVE : Si k = 0, il s’agit du théorème 4.1.6. Supposons donc k ∈ [[1 ; nv − 2]], de sorte
que nv − 1 − k ∈ [[1 ; nv − 2]] et mv − 1 − k ∈ [[nv + 1 ; mv − 2]]. Si v est un cusp, alors
anv−1−k
v = amv−1−k

v = v et le résultat est montré. Sinon, notons v′ = σk(v). D’après le lemme
4.1.3,

T kC(a
nv′−1
v′ , a

mv′−1
v′ ) = T kC(anv−1

σk(v)
, amv−1

σk(v)
) = (anv−1−k

v , amv−1−k
v ) = c.

Alors, par le théorème 4.1.6 :
(i) soit µj(v′) ∈ D pour tout j, et c est dans l’orbite du point périodique (a

nv′−1
v′ , a

mv′−1
v′ ) ;

(ii) soit anv′−1
v′ , a

mv′−1
v′ sont dans la Γ-orbite d’un cusp, et par suite anv−1−k

v = γ(a
nv′−1
v′ ) et

amv−1−k
v = γ(a

mv′−1
v′ ) aussi (où γ = γkL[a

nv′−1
v′ ] ∈ Γ). �

En remplaçant k par nv − 1− k, on obtient une nouvelle formulation :

Corollaire 4.1.8. Soit c = (akv , a
k+nv
v ) ∈ C avec k ∈ [[1 ; nv − 1]]. On est face à l’alternative

suivante :
(i) soit νj(τ k(v)) ∈ D pour tout j, et T qvC (c) = c ;
(ii) soit akv et anv+k

v sont chacun dans la Γ-orbite d’un cusp.

PREUVE : La seule chose à vérifier est que

µj(σnv−1−k(v)) = µj−1lτnv−1σnv−1−k(v) = µj−1(lτ k(v))

= lrµj−1(lτ k(v))

= lν−j+1(τ k(v)) car rµjl = ν−j

= lrσnv′−1ν−j(τ k(v)) où v′ = ν−j(τ k(v))

= σnv′−1ν−j(τ k(v))

donc µj(σnv−1−k(v)) est un cusp si et seulement si ν−j(τ k(v)) en est un. �
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4.2 Points périodiques de TB, TC , TL et TR
Dans cette section, on va mettre en relation les points périodiques de toutes les transforma-

tions que l’on a été amené à étudier. On utilisera d’abord le résultat de la section précédente
pour prouver que les points périodiques de TC , TL et TR sont en bijection, puis on montrera
qu’ils sont denses en se ramenant au billard géodésique.

Rappelons que C peut être décrit comme une réunion de rectangles

C =
K⊔

k=1

ILk × JRk ,

c’est-à-dire que si x ∈ ILk , alors {y ∈ S1 | (x, y) ∈ C} est un intervalle
[
aRk ; bRk

[
= JRk . Pour

x ∈ ILk , on notera alors
[
aR(x); bR(x)

[
=
[
aRk ; bRk

[
. Les fonctions aR et bR sont constantes sur

chaque intervalle ILk de la partition de Markov. On omettra les exposants L et R lorsqu’il n’y
aura pas de confusion possible.

4.2.1 Bijection entre les points périodiques de TC , TL et TR
Tout point périodique de TC induit naturellement un point périodique de TL et un de TR. Pour

montrer la réciproque il faut trouver, en partant de x TL-périodique, la seconde composante à
lui accoler pour former un point de C TC-périodique Le seul candidat possible est, dans le cas
d’un point périodique hyperbolique, l’autre point fixe de l’hyperbolique primitif qui fixe x. Il
faut cependant montrer qu’il est bien situé en face de x dans le codage.

Lorsque x ∈ Per(TL)+, on pose x̃ l’autre point fixe de l’hyperbolique γkL[x] où k est la
période de x. La bonne hypothèse sur le domaine fondamental pour manipuler les points pério-
diques de TL est de supposer qu’il existe p pour lequel |T ′| = |T ′|p ≥ 1.

Lemme 4.2.1. Si x ∈ Per(TL)+ ∩ ILk , alors x̃ ∈
[
aR(x); bR(x)

[
.

PREUVE : On pose γ = γkL[x] où k est la période de x. Puisque x ∈ Per(TL)+, |γ′(x)| > 1 et :

∀y 6= x, lim
n→+∞

γn(y) = x̃.

Prenons y ∈
[
aR(x); bR(x)

[
, de sorte que (x, y) ∈ C. Comme x est un point périodique hyper-

bolique, il n’est pas un cusp de D et donc (x, x) /∈ C. Ceci impose donc nécessairement que
y 6= x, et on a que pour tout n ∈ N,

T nkL (x, y) = (γnkL [x](x), γnkL [x](y)) = (γn(x), γn(y)) = (x, γn(y)) ∈ C,

d’où γn(y) ∈
[
aR(x); bR(x)

[
pour tout n. Ainsi, x̃ = lim

n→+∞
γn(y) ∈

[
aR(x); bR(x)

]
.

Supposons maintenant que x̃ = bR(x) où x ∈ ]anvv ; anww = amv−1
v ]. Lorsque x ∈

]
akv ; a

k+1
v

]

(avec k ∈ [[nv ; mv − 2]]), bR(x) = ak−nvv . Or on a vu que :
− soit ak−nvv est un point TL-périodique, et dans ce cas x = ˜̃x = ˜ak−nvv = akv /∈

]
akv ; a

k+1
v

]
;

− soit ak−nvv est dans la Γ-orbite d’un cusp, auquel cas son stabilisateur est engendré par un
parabolique.
Dans les deux cas on débouche sur une contradiction, et donc x̃ ∈

[
aR(x); bR(x)

[
. �
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Ce lemme est l’ingrédient principal pour prouver que tout point périodique de TL ou TR se
relève donc en exactement un point périodique de TC .

Théorème 4.2.2. On suppose que |T ′L| ≥ 1 et |T ′R| ≥ 1. Alors

ΦL : Per(TC) → Per(TL)
(x, y) 7→ x

et ΦR : Per(TC) → Per(TR)
(x, y) 7→ y

sont bien définies et bijectives.

PREUVE : Si (x, y) ∈ Per(TC), alors il existe n > 0 tel que :

(T nL (x), SnR(x, y)) = T nC(x, y) = (x, y).

Donc T nL (x) = x et x ∈ Per(TL). Pour ce même n, (SnL(x, y), T nR(y)) = T−nC (x, y) = (x, y)
donc T nR(y) = y et y ∈ Per(TR).

Supposons maintenant que ΦL(x, y) = ΦL(x′, y′). Alors x = x′, et si n > 0 est un multiple
commun aux TC-périodes de (x, y) et (x, y′) il vient (γnL[x](x), γnL[x](y)) = T nC(x, y) = (x, y)
et (γnL[x](x), γnL[x](y′)) = T nC(x, y′) = (x, y′). Par conséquent, γnL[x] fixe x, y et y′. On a alors
deux possibilités :
− soit x ∈ Per(TL)+, auquel cas il n’est pas un cusp du domaine fondamental et nécessairement
x 6= y et x 6= y′. Si y 6= y′, γnL[x] fixerait trois points distincts de S1 et serait donc égal à
l’identité, ce qui est impossible lorsque n > 0. Donc y = y′.
− soit x = v est un cusp, et alors γnL[x], qui fixe le cusp v, est nécessairement parabolique et ne
peut donc avoir d’autre point fixe. Ainsi y = v = y′.

Reste à montrer que ΦL est surjective. Si x ∈ Per(T )+, notons y = x̃. D’après le lemme
4.2.1, on sait que (x, y) ∈ C. On a donc bien ΦL(x, y) = x. Si par contre x est un cusp, alors
(x, x) ∈ C et on a encore ΦL(x, y) = x.

Les preuves de l’injectivité et de la surjectivité de ΦR sont symétriques. �

Les points périodiques hyperboliques de TC , TL et TR sont donc en bijection, et ce par les
plus simples des applications : les projections canoniques de T2 sur ses composantes.

4.2.2 Description des orbites et densité des points périodiques
Nos résultats d’orbite-équivalence entre les transformations de Bowen-Series et le groupe

nous permettent de décrire précisement les orbites de l’extension naturelle dont elles sont les
facteurs. Nous pouvons ici revenir à supposer que D est de volume fini, even corners et pas
triangulaire de classe 0, sans hypothèse sur la dérivée de T .

Théorème 4.2.3. Soit (x, y) ∈ C. Alors

{T nC(x, y) | n ∈ Z∗} = {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ \ {id}} ∩ C

et en particulier
{T nC(x, y) | n ∈ Z} = {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ} ∩ C.

La TC-orbite d’un point de C est donc l’intersection de son orbite sous l’action diagonale de
Γ avec C, et le point original est atteint par cette action si et seulement si il est TC-périodique.
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PREUVE : Si (x′, y′) = T nC(x, y) pour un certain n ∈ Z∗, alors (x′, y′) ∈ C puisque TC est une
bijection de C, et :
− si n > 0, (x′, y′) = (T nL (x), SnR(x, y)) = (γ(x), γ(y)) avec γ = γnL[x] 6= id ;
− si n < 0, (x′, y′) = (S−nL (x, y), T−nR (y)) = (γ(x), γ(y)) avec γ = γ−nR [y] 6= id.

Réciproquement, supposons que (x′, y′) = (γ(x), γ(y)) ∈ C avec γ ∈ Γ \ {id}. Il existe
p, q ≥ 0 tels que γpL[x] = γqL[γ(x)]γ. Or, comme (x′, y′) ∈ C, on peut prendre son image par
T qC et :

T qC(x′, y′) = (γqL[γ(x)](γ(x)), γqL[γ(x)](γ(y))) = (γpL[x](x), γpL[x](y)) = T pC(x, y).

Donc (x′, y′) = T nC(x, y) avec n = p− q.
Supposons maintenant que n = 0, i.e. que p = q. Alors

(γ(x), γ(y)) = (x′, y′) = T 0
C(x, y) = (x, y).

En particulier, la relation d’orbite-équivalence pour les mots du codage devient

γpL[x] = γqL[γ(x)]γ = γpL[x]γ

Donc γ = id, ce qui contredit notre hypothèse. �

Ainsi, une géodésique (x, y) ∈ C est TC-périodique si et seulement si Γ-orbite ne rencontre
C qu’un nombre fini de fois, et si et seulement si (x, y) ∈ {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ \ {id}}. C’est
là toute la puissance de la propriété d’orbite-équivalence pour les mots du codage.

À l’aide de la conjugaison ϕ : B → C entre TB et TC construite au chapitre 2, on peut
facilement retrouver le même résultat pour TB.

Corollaire 4.2.4. Soit (x, y) ∈ B. Alors

{T nB(x, y) | n ∈ Z∗} = {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ \ {id}} ∩B

et en particulier
{T nB(x, y) | n ∈ Z} = {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ} ∩B.

PREUVE : Si (x′, y′) = T nB(x, y), alors il est bien clair par la définition de la bijection TB que
(x′, y′) ∈ B et que (x′, y′) = (γ(x), γ(y)) avec la même isométrie γ ∈ Γ.

Réciproquement, supposons que (x′, y′) = (γ(x), γ(y)) ∈ B pour un certain γ ∈ Γ \ {id}.
Puisque ϕ a été construite pour agir comme la même isométrie sur les deux composantes, il
existe g, g′ ∈ Γ tels que ϕ(x, y) = (g(x), g(y)) et ϕ(x′, y′) = (g′(x′), g′(y′)) Mais alors

ϕ(x′, y′) = (g′(x′), g′(y′)) = (g′γ(x), g′γ(y)) = g′γg−1(g(x), g(y)) = g′γg−1ϕ(x, y) ∈ C

avec ϕ(x, y) ∈ C.
Montrons alors que g′γg−1 6= id. Sinon, g′γ = g donc

ϕ(x, y) = (g(x), g(y)) = (g′γ(x), g′γ(y)) = (g′(x′), g′(y′)) = ϕ(x′, y′).

Or ϕ est une bijection, donc ceci implique que (x, y) = (x′, y′) et ainsi que g = g′. Il vient alors
γ = g′−1g = id, ce qui est absurde.

Alors, d’après le théorème 4.2.3, il existe n ∈ Z? tel que ϕ(x′, y′) = T nC(ϕ(x, y)). Ainsi,

(x′, y′) = ϕ−1T nCϕ(x, y) = T nB(x, y). �
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De la même manière que pour le théorème 4.2.3, une géodésique (x, y) ∈ B est TB-
périodique si et seulement si sa Γ-orbite ne rencontre B qu’un nombre fini de fois, et si et
seulement si (x, y) ∈ {(γ(x), γ(y)) | γ ∈ Γ \ {id}}. En particulier, on ne revient pas en l’iden-
tité par un mot du billard.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que l’application ϕ de la proposition 2.1.13
est injective, et donc qu’elle conjugue bien le flot géodésique Φ sur la surfaceM et la suspension
Ψ du billard géodésique. En effet, s’il existe γ ∈ Γ tel que

Φ(P (x, y), s) = ϕ(x, y, s) = γϕ(x′, y′, s′) = γΦ(P (x′, y′), s′) = Φ(γ(P (x′, y′)), s′),

alors P (x, y) = Φ(γ(P (x′, y′)), s′−s). Or γ(P (x′, y′)) est un point-vecteur du fibré unitaire tan-
gent qui engendre la géodésique (γ(x′), γ(y′)), donc P (x, y) engendre aussi cette géodésique.
Mais comme il doit engendrer par définition la géodésique (x, y), on a nécessairement que
(γ(x′), γ(y′)) = (x, y). Puisque (x, y) et (x′, y′) sont dans B, le corollaire 4.2.4 s’applique et il
existe n ∈ Z tel que (x, y) = T nB(x′, y′). Le lemme 2.1.12 conclut alors que s = s′ + τn(x, y),
et on a bien (x, y, s) ∼ (x′, y′, s′).

Ce corollaire 4.2.4 pouvait aussi se montrer de manière élémentaire en étudiant en détail la
constitution de l’ensemble B, mais la preuve que l’on vient de faire est plus élégante, et on aura
de toutes façons aussi besoin de la conjugaison pour prouver que les points périodiques de TC
(et donc de TL et de TR) sont denses :

Théorème 4.2.5.
(i) Les points périodiques de TB sont denses dans B.
(ii) Les points périodiques de TC sont denses dans C.
(iii) Les points périodiques de TL et TR sont denses dans S1.

PREUVE : Prenons U un ouvert de B. Il contient un rectangle ouvert I × J ⊂ U et, quitte à le
réduire, on peut supposer que I ∩ J = ∅ puisque l’intérieur de B ne recontre pas la diagonale
du tore T2. Or, d’après le théorème 5.3.8 de [Bea83], et puisque Γ a pour ensemble limite
S1 tout entier, il existe γ ∈ Γ hyperbolique (donc non trivial) dont les points fixes x, y sont
respectivement dans I et J . Alors (γ(x), γ(y)) = (x, y) ∈ B et, d’après le corollaire 4.2.4, il
existe n ∈ Z∗ tel que T n(x, y) = (x, y). Donc (x, y) est bien TB-périodique.

Soit maintenant U un ouvert de C. Puisque la conjugaison ϕ−1 : C → B est définie sur une
partition finie de C où elle est continue (et même lisse) sur chaque morceau, on peut supposer
que U est inclus dans un de ces morceaux. Alors ϕ−1(U) est un ouvert de B qui contient un
point (x, y) TB-périodique d’après le premier point, et ϕ(x, y) ∈ U ⊂ C est TC-périodique.

Enfin, les points périodiques de TL et TR sont denses car ils sont l’image des points pério-
diques de TC par respectivement la première et la seconde projection. �

Par conséquent, les hypothèses du théorème 3.2.14 sont vérifiées, et on obtient le théorème
synthétique suivant :

Théorème 4.2.6. Soit Γ un groupe fuchsien du premier. On note T = TL ou TR le codage
de Bowen-Series associé à un domaine fondamental even corners, qui n’est pas triangulaire de
classe 0, et pour lequel |T ′|p ≥ 1 pour un certain point p à l’intérieur du domaine. Alors :
(i) Pour tout y, l’ensemble T (y) des préimages de T est dense dans S1.
(ii) Per(T ) est dense dans S1.
(iii) Pour tous couples U , V d’ouverts de S1, il existe n ≥ 0 tel que T n(U) ∩ V 6= ∅.
(iv) Il existe un Gδ-dense de points de S1 dont la T -orbite est dense.
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4.3 Codage symbolique
Finalement, nous allons montrer que le système dynamique (C, TC) est conjugué - modulo

un nombre dénombrable de géodésiques - à un sous-shift de type fini ayant pour alphabet les
intervalles de la partition de Markov de TL, et de transitions celles de TL. L’idée est que le
futur du mot détermine parfaitement le début x d’une géodésique, et qu’une fois x fixé le passé
du mot définit la fin y de la géodésique. Une partie des idées dévelopées ici serviront dans le
dernier chapitre pour construire une réciproque partielle à l’application qui associe une fonction
propre de l’opérateur de transfert à une distribution de Helgason.

Les idées des preuves exposées ici sont similaires à celles de la preuve du lemme 3.2.13.
Par conséquent, on est naturellement amenés à faire les mêmes hypothèses que pour ce lemme,
i.e. à supposer que le domaine fondamental est de volume fini, even corners, non triangulaire
de classe 0 et tel qu’il existe p pour lequel |T ′| = |T ′|p ≥ 1.

4.3.1 Partitions opposées
On rappelle que T nC et T−nC peuvent s’écrire

T nC(x, y) = (γnL[x](x), γnL[x](y)) et T−nC (x, y) = (γnR[y](x), γnR[y](y))

On note SnR la seconde composante de T nC qui vérifie naturellement S0
R(x, y) = y, S1

R = SR et :

Sn+1
R (x, y) = π2 ◦ T n+1

C (x, y) = (π2 ◦ TC) ◦ T nC(x, y) = SR(T nC(x, y)) = SR(T nL (x), SnR(x, y))

= (π2 ◦ T nC) ◦ TC(x, y) = SnR(TC(x, y)) = SnR(TL(x), SR(x, y))

De même, on note SnL la première composante de T−nC qui vérifie des relations similaires.
Si x ∈ S1, on note [a(x); b(x)[ =

[
aR(x); bR(x)

[
l’ensemble des y tels que (x, y) ∈ C. a et

b sont des fonctions de S1 dans S1 constantes par morceaux.
À x fixé, y 7→ SR(x, y) agit par γL[x] et induit donc une bijection de [a(x); b(x)[ dans

[γL[x](a(x)) = SR(x, a(x)); γL[x](b(x))[. Une récurrence immédiate montre que y 7→ SnR(x, y)
induit une bijection de [a(x); b(x)[ dans [γnL[x](a(x)) = SnR(x, a(x)); γnL[x](b(x))[.

On notera C̃ =
⊔
x∈S1 [a(x); b(x)]  C̄. TC se prolonge à C̃ en posant :

TC(x, b(x)) = (TL(x), SR(x, b(x))) = (γL[x](x), γL[x](b(x))).

y 7→ SR(x, y) induit alors une bijection de [a(x); b(x)] dans [SR(x, a(x));SR(x, b(x))]. De plus,

SR(x, b(x)) = γL[x](b(x)) = lim
y→b(x)

γL[x](y) = lim
y→b(x)

SR(x, y) ∈ [a(TL(x)); b(TL(x))]

puisque SR(x, y) ∈ [a(TL(x)); b(TL(x))[. Par conséquent, TC(x, b(x)) ∈ C̃ et on peut définir
par récurrence SnR(x, b(x)) de sorte que l’on ait toujours SnR(x, b(x)) = γnL[x](b(x)).

La remarque-clé qui conditionne toute cette section est qu’un intervalle [a(x′); b(x′)[ est
découpé par les images des intervalles [a(x); b(x)[ par SR pour x TL-préimage de x′. Elle traduit
le fait que TC soit une bijection.

Lemme 4.3.1.

∀n ∈ N,∀x′ ∈ S1, [a(x′); b(x′)[ =
⊔

TnL (x)=x′

[SnR(x, a(x));SnR(x, b(x))[ .
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PREUVE : Soient n ∈ N et x′ ∈ S1 fixés.
Prenons y′ ∈ [a(x′); b(x′)[. Comme TC est une bijection, il existe (x, y) ∈ C tel que

T nC(x, y) = (x′, y′) = (T nL (x), SnR(x, y))

Or (x, y) ∈ C implique que y ∈ [a(x); b(x)[, donc y′ = SnR(x, y) ∈ [SnR(x, a(x));SnR(x, b(x))[.
Réciproquement, supposons que y′ ∈ [SnR(x, a(x));SnR(x, b(x))[ où T nL (x) = x′. Puisque

SnR(x, .) est une bijection de [a(x); b(x)[ dans [SnR(x, a(x));SnR(x, b(x))[, il existe un unique
y ∈ [a(x); b(x)[ tel que SnR(x, y) = y′. Mais alors (x, y) ∈ C et donc :

(x′, y′) = (T nL (x), SnR(x, y)) = T nC(x, y) ∈ C.

y′ doit donc être dans [a(x′); b(x′)[.
Enfin, supposons que y′ ∈ [SnR(x1, a(x1));SnR(x1, b(x1))[ ∩ [SnR(x2, a(x2));SnR(x2, b(x2))[.

De même que précédemment, on peut trouver un unique y1 ∈ [a(x1); b(x1)[ (respectivement
y2 ∈ [a(x2); b(x2)[) tel que y′ = SnR(x1, y1) (respectivement y′ = SnR(x2, y2)). Or

T nC(x1, y1) = (T nL (x1), SnR(x1, y1)) = (x′, y′) = (T nL (x2), SnR(x2, y2)) = T nC(x2, y2),

donc x1 = x2 puisque TC est une bijection de C. �

Lorsque y′ est fixé dans [a(x′); b(x′)[, la préimage de x′ qui détermine dans quel sous-
intervalle de cette partition vit y′ est donnée par SnL(x′, y′) :

Proposition 4.3.2. Pour tout (x, y) ∈ C,

y ∈ [SnR(SnL(x, y), a(SnL(x, y)));SnR(SnL(x, y), b(SnL(x, y)))[ .

PREUVE : Notons xn = SnL(x, y). Il est clair que T nL (xn) = π1T
n
CT
−n
C (x, y) = x. D’autre part,

T−nC (x, y) = (SnL(x, y), T nR(y)) ∈ C donc T nR(y) ∈ [a(xn); b(xn)[ et :

y = π2T
n
CT
−n
C (x, y) = SnR(SnL(x, y), T nR(y))

= SnR(xn, T
n
R(y)) ∈ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[ .

Donc xn est l’unique w tel que T nL (w) = x et y ∈ [SnR(w, a(w));SnR(w, b(w))[. �

Si x ∈ S1 est fixé, il existe donc pour tout n ≥ 0 un unique xn tel que T nL (xn) = x et
SnR(xn, b(xn)) = b(x). On prolonge ainsi T−1

C à C̃ en posant SL(x, b(x)) = x1.
Deux images d’intervalles [a(x); b(x)[ sont incluses l’une dans l’autre si et seulement si

elles sont sur la même branche remontant à x′ dans l’arbre de ses préimages.

Lemme 4.3.3. Soient x′ ∈ S1, n, k ≥ 0, et xn, xn+k ∈ S1 tels que T nL (xn) = T n+k
L (xn+k) = x′.

[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
⊂ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[

si et seulement si T kL(xn+k) = xn.

Ce résultat est vrai avec des intervalles ouverts, semi-ouverts à gauche, à droite, ou fermés.
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PREUVE : On a :

[SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[ = SnR(xn, [a(xn); b(xn)[)

= SnR


xn,

⊔

TkL(x)=xn

[
SkR(x, a(x));SkR(x, b(x))

[



=
⊔

TkL(x)=xn

[
SnR(T kL(x), SkR(x, a(x)));SnR(T kL(x), SkR(x, b(x)))

[

=
⊔

TkL(x)=xn

[
Sn+k
R (x, a(x));Sn+k

R (x, b(x))
[
.

Si T kL(xn+k) = xn, il est donc clair que
[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
est inclus

dans [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[. Réciproquement, si l’inclusion est vérifiée, il existe un x
tel que T kL(x) = xn et :

[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
=
[
Sn+k
R (x, a(x));Sn+k

R (x, b(x))
[
.

Comme ces intervalles sont soit confondus soit disjoints, on doit forcément avoir xn+k = x.
D’où T kL(xn+k) = xn. �

Deux images d’intervalles [a(x); b(x)[ s’intersectent si et seulement si la plus lointaine du
point de base x′ est incluse dans la plus proche.

Lemme 4.3.4. Soient x′ ∈ S1, n, k ≥ 0, et xn, xn+k ∈ S1 tels que T nL (xn) = T n+k
L (xn+k) = x′.

[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
∩ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[ 6= ∅

si et seulement si

[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
⊂ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[ .

Ce résultat est vrai avec des intervalles ouverts, semi-ouverts à gauche ou à droite ; mais il
est faux avec des intervalles fermés.

PREUVE : La condition suffisante étant évidente, montrons la condition nécessaire. Soit

y ∈ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[ =
⊔

TkL(x)=xn

[
Sn+k
R (x, a(x));Sn+k

R (x, b(x))
[
.

Il existe un unique x tel que T kL(x) = xn et y ∈
[
Sn+k
R (x, a(x));Sn+k

R (x, b(x))
[
. Mais alors

[
Sn+k
R (xn+k, a(xn+k));S

n+k
R (xn+k, b(xn+k))

[
∩
[
Sn+k
R (x, a(x));Sn+k

R (x, b(x))
[
6= ∅,

ce qui ne peut se produire que lorsque xn+k = x. Donc T kL(xn+k) = T kL(x) = xn et on a
l’inclusion demandée. �
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4.3.2 Densité des partitions opposées
On va s’intéresser plus particulièrement aux extrémités de ces images d’intervalles opposés.

Notre but dans cette sous-section va être de montrer qu’elles sont denses dans l’intervalle de
base [a(x′); b(x′)]. C’est un résultat élémentaire pour Γ cocompact car on a alors contraction
stricte de la taille de ces images d’intervalles. Dans notre cas, et de même qu’au chapitre 3 pour
prouver le lemme 3.2.13, on devra remplacer ce raisonnement par un argument de monotonie
puis utiliser un peu de combinatoire du codage. On en déduira que pour tout (x, y) ∈ C, la suite
|T nL ′(SnL(x, y))| diverge vers +∞.

Définition 4.3.5. Pour x′ ∈ S1, on note ∆n(x′) = {a(x′)} ∪ {SnR(x, b(x)) | T nL (x) = x′}.
Les ∆n(x′) forment une suite croissante de sous-ensembles de [a(x′); b(x′)].

Proposition 4.3.6. Pour tout n ≥ 0 et x′ ∈ S1,
(i) ∆n(x′) est fini ;
(ii) ∆n(x′) ⊂ [a(x′); b(x′)] ;
(iii) ∆n(x′) = {SnR(x, a(x)) | T nL (x) = x′} ∪ {b(x′)} ;
(iv) ∆n(x′) ⊂ ∆n+1(x′).

PREUVE : (i) provient du fait que le nombre de préimages par TL est fini et uniformément
borné sur S1. Les points (ii) et (iii) sont clairs par le lemme 4.3.1. Reste à prouver (iv).

Soit y′ = SnR(x, b(x)) ∈ ∆n(x′), avec donc T nL (x) = x′. Comme d’après le lemme 4.3.1

[a(x); b(x)[ =
⊔

TL(x̃)=x

[SR(x̃, a(x̃));SR(x̃, b(x̃))[ ,

b(x) est réalisé par une et exactement une extrémité droite des sous-intervalles de la partition,
i.e. il existe un unique x̃ tel que TL(x̃) = x et SR(x̃, b(x̃)) = b(x). Alors T n+1

L (x̃) = T nL (x) = x′

et :
Sn+1
R (x̃, b(x̃)) = SnR(TL(x̃), SR(x̃, b(x̃))) = SnR(x, b(x)) = y′. �

Définition 4.3.7. Pour tout x′ ∈ S1, on note ∆(x′) =
⋃

n≥0

∆n(x′).

Dans toute la suite on supposera qu’il existe p ∈ D tel que |T ′L|p ≥ 1 et qui ne soit le centre
d’aucun elliptique de Γ. Pour alléger les notations, on posera |γ′(x)| = |γ′(x)|p.
Proposition 4.3.8. Pour tout x′ ∈ S1, ∆(x′) est dense dans [a(x′); b(x′)].

PREUVE : Sinon, il existe ]u; v[ ∩ [a(x′); b(x′)] ouvert de [a(x′); b(x′)] qui ne coupe pas ∆(x′).
Puisque a(x′), b(x′) ∈ ∆(x), on peut supposer que ]u; v[ ⊂ ]a(x′); b(x′)[.

Notons x0 = x′, u0 = u, v0 = v, a0 = a(x0) et b0 = b(x0). On rappelle que

[a0; b0[ =
⊔

TL(x)=x0

[SR(x, a(x));SR(x, b(x))[ .

Comme ∆1(x0) ∩ ]u0; v0[ = ∅, il existe (un unique) x1 ∈ S1 tel que TL(x1) = x0 et pour lequel
]u0; v0[ ⊂ ]SR(x1, a(x1));SR(x1, b(x1))[. On pose alors a1 = a(x1), b1 = b(x1), γ1 = γ1

L[x1],
u1 = γ−1

1 (u0) et v1 = γ−1
1 (v0). Puisque

]u0; v0[ ⊂ ]SR(x1, a1);SR(x1, b1)[ = ]γ1(a1); γ1(b1)[ ,

on en déduit que ]u1; v1[ =
]
γ−1

1 (u0); γ−1
1 (v0)

[
⊂ ]a1; b1[.
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Mais on sait de plus que ∆(x1)∩]u1; v1[ = ∅. En effet, sinon il existe un y ∈ ∆(x1)∩]u1; v1[.
Comme ]u1; v1[ ⊂ ]a1; b1[, y 6= a1 et s’écrit donc SnR(w, b(w)) pour un certain w ∈ S1 vérifiant
T nL (w) = x1. Mais alors :

T n+1
L (w) = TL(x1) = x0

Sn+1
R (w, b(w)) = SR(T nL (w), SnR(w, b(w))) = SR(x1, y) = γ1(y) ∈ ]u0; b0[

Donc ∆(x0) ∩ ]u0; v0[ 6= ∅. C’est absurde.
On peut ainsi construire par récurrence des suites (xn), (un), (vn) de points de S1, et (γn) de

générateurs de Γ, tels que pour tout n :
(i) γn+1(xn+1) = xn, γn+1(un+1) = un et γn+1(vn+1) = vn ;
(ii) ]un; vn[ ⊂ ]an; bn[ où an = a(xn) et bn = b(xn) ;
(iii) ∆(xn) ∩ ]un; vn[ = ∅.
De plus, comme un et vn sont dans ]an; bn[ qui, par construction de C, se situe à l’extérieur du
cercle isométrique de γn, on a aussi que |γ′n(un)| ≤ 1 et |γ′n(vn)| ≤ 1.

On note d2(x, y) = exp(−bx(p, z) − by(p, z)) (où z ∈ (x, y)) le carré de la distance de
Gromov basée en p. d(x, y) est équivalente à |x− y|, et on rappelle la relation :

∀x, y ∈ S1,∀γ ∈ Γ, d2(γ(x), γ(y)) = |γ′(x)||γ′(y)|d2(x, y).

Posons dn = d2(un, vn). d0 = d2(u, v) > 0 par hypothèse. De plus, pour tout n,

dn = d2(un, vn) = d2(γn+1(un+1), γn+1(vn+1))

= |γ′n+1(un+1)||γ′n+1(vn+1)|d2(un+1, vn+1) ≤ d2(un+1, vn+1) = dn+1.

Donc (dn) est croissante, majorée par max {d2(ak, bk) | k ∈ [[1 ; K]]} : elle converge donc vers

un certain δ ≥ d0 > 0, et
dn
dn+1

= |γ′n+1(un+1)||γ′n+1(vn+1)| converge ainsi vers 1.

Fixons ε > 0. Il existe donc N tel que :

∀n ≥ N + 1, 1− ε ≤ dn
dn+1

= |γ′n+1(un+1)||γ′n+1(vn+1)| ≤ 1.

Si n ≥ N , on obtient donc que

1 ≥ |γ′n(un)| ≥ 1− ε
|γ′n(vn)| ≥ 1− ε

puisque 0 < |γ′n(vn)| ≤ 1. De même, 1 ≥ |γ′n(vn)| ≥ 1− ε.
On pose σ(γ) = {x ∈ S1 | |γ′(x)| = 1}. Comme γn ne peut pas être un elliptique centré

en p, σ(γn) possède exactement deux éléments. Or γn ne peut prendre qu’un nombre fini de
valeurs car il est donné par un des générateurs du groupe associé à un des côtés du domaine
fondamental. Donc par continuité des |γ′v| pour v ∈ V , il existe α(ε) > 0 tel que :
(i) ∀n,∀s ∈ σ(γn),∀x ∈ B(s, α(ε)), 1− ε ≤ |γ′n(x)| ≤ 1 + ε ;
(ii) lim

ε→0
α(ε) = 0.

Donc, pour tout n ≥ N , on a

un, vn ∈ ]an; bn[ ∩
⋃

s∈σ(γn)

B(s, α(ε)).

Quitte à diminuer ε (ce qui augmente N ), on peut supposer que :
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(i) 2α(ε) <
√
d0 ;

(ii) ∀n ≥ N,B(s1, α(ε)) ∩B(s2, α(ε)) = ∅ avec s1, s2 ∈ σ(γn) ;
(iii) ∀n ≥ N,B(s, α(ε)) ∩ [an; bn] 6= ∅ ⇔ s ∈ [an; bn] avec s ∈ σ(γn) (il suffit de prendre α(ε)
plus petit que min {d(s, [an; bn]) | n ≥ N, s ∈ σ(γn) ∩ c[an; bn]} qui se trouve être un ensemble
fini puisque les [an; bn] sont en nombre fini).

Pour tout n ≥ N , un et vn ne peuvent être dans la même B(s, α(ε)) (s ∈ σ(γn)) puisque

d(un, vn) =
√
dn ≥

√
d0 > 2α(ε) = diam(B(s, α(ε))).

Mais un, vn ∈ ]an; bn[ donc nécessairement les deux éléments de σ(γn) doivent être dans
[an; bn]. Ceci ne peut se produire que si xn est toujours dans l’intervalle immédiatement à droite
d’un cusp, auquel cas σ(γn) = {an; bn}.

Si le groupe est cocompact, on a déjà une contradiction et la preuve est terminée.
Sinon, puisque le domaine fondamental n’admet qu’un nombre fini de cusps, au moins l’un

d’entre eux - notons le v - est visité un nombre infini de fois. Quitte à extraire une sous-suite,
on peut donc supposer que xn ∈ I0

v pour tout n ≥ N . Notons a = an, b = bn qui sont
maintenant constants pour n ≥ N . Comme ]un; vn[ ⊂ ]a; b[, nécessairement un ∈ B(a, α(ε))
et vn ∈ B(b, α(ε)). Or lorsque ε tend vers 0, α(ε) tend vers 0. Donc (un) converge vers a, (vn)
vers b, et donc dn converge (en croissant) vers d2(a, b).

Or, lorsque v est un cusp, il existe k > 0 tel que tout x ∈ I0
v admette au moins deux

préimages par T kL . En effet, supposons qu’il n’en ait qu’une pour tout k. La propriété de Markov
assurant que le nombre de préimages est constant sur chaque intervalle, il suffit de le montrer
pour xn. Après extraction, xn+1 est aussi dans I0

v , et il existe k > 0 tel que T kL(xn+1) = xn et
[a; b[ =

[
SkR(xn+1, a);SkR(xn+1, b)

[
. γ = γkL[xn+1] est alors un hyperbolique non trivial de Γ qui

fixe le sommet à l’infini v = a. C’est absurde.
Si x admet au moins deux préimages à la profondeur k, alors il existe un z ∈ ]a; b[∩∆k(x).

Notons µ = min{d(a, z), d(z, b)} > 0 et µ0 = min{µ, d(a,b)
3
}. Comme d(a, un) et d(vn, b)

tendent vers 0, il existe N ′ > N tel que pour n ≥ N ′, d(a, un) < µ0 et d(vn, b) < µ0.
L’intervalle ]un; vn[ étant d’intersection vide avec ∆(x), z ∈ ]a;un[ t ]vn; b[. Si par exemple
z ∈ ]a;un[, alors on a pour n ≥ N ′

µ = min{d(a, z), d(z, b)} ≤ d(a, z) ≤ d(a, un) < µ0 ≤ µ.

C’est une contradiction. �
Définition 4.3.9. Si x′ ∈ S1, on pose

δn(x) = max {d(SnR(x, a(x)), SnR(x, b(x))) | T nL (x) = x′} .
C’est aussi la distance maximale entre deux éléments successifs de ∆n(x′).

Corollaire 4.3.10. (δn(x′))n≥0 décroit vers 0.

PREUVE : Comme ∆n(x′) ⊂ ∆n+1(x′), δn+1(x′) ≤ δn(x′).
Soit ε > 0. Il existe (uk)k∈[[1 ;K]] tel que [a(x′); b(x′)[ =

⊔K−1
k=1 [uk;uk+1[ et d(uk, uk+1) < ε.

Or ∆(x′) est dense, donc dans chaque ]uk;uk+1[ on peut trouver un SnkR (xk, b(xk)). Posons
N = max {nk | k ∈ [[1 ; K]]}. Pour tout k,

SnkR (xk, b(xk)) = SNR (x̃k, b(x̃k)) = SNR (x̄k, a(x̄k)) ∈ ∆N(x′)

et la distance entre deux de ces éléments successifs est inférieure à 2ε. Donc δN(x′) < 2ε et la
décroissance achève la preuve. �
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Corollaire 4.3.11. Soit (xn)n≥0 une suite d’éléments de S1 tels que pour tout n, TL(xn+1) = xn.
Alors :
− soit il existe un cusp v tel que xn = v pour tout n, auquel cas |(T nL )′(xn)| = 1 ;
− soit lim

n→+∞
|(T nL )′(xn)| = +∞.

PREUVE : On pose an = a(xn) et bn = b(xn). Il existe A > 0 tel que : ∀n, d(an, bn) ≥ A.
Alors :

δn(x′)2 ≥ d2(SnR(xn, an), SnR(xn, bn)) = |γnL[xn]′(an)||γnL[xn]′(bn)|d2(an, bn)

≥ |γnL[xn]′(an)||γnL[xn]′(bn)|A
Comme (δn(x′)) converge vers 0, lim

n→+∞
|γnL[xn]′(an)||γnL[xn]′(bn)| = 0. Or |γnL[xn]′(an)| ≤ 1 et

|γnL[xn]′(bn)| ≤ 1, donc ces deux suites ne peuvent être simultanément minorées par un nombre
strictement positif. Supposons par exemple que infn |γnL[xn]′(an)| = 0. Quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que lim

n→+∞
|γnL[xn]′(an)| = 0. Alors

d2(x′, SnR(xn, an)) = d2(T nL (xn), SnR(xn, an))

= |γnL[xn]′(xn)||γnL[xn]′(an)|d2(xn, an)

≤ |γnL[xn]′(xn)||γnL[xn]′(an)|diam2(S1)

S’il existe N tel que xN ne soit pas un cusp, alors pour tout n ≥ N ,

0 < d2(x′, SNR (xN , aN)) ≤ d2(x′, SnR(xn, an))

puisque SnR(xn, an) ∈
[
SNR (xN , aN);SNR (xN , bN)

[
⊂ ]a(x′); b(x′)[.

Comme lim
n→+∞

|γnL[xn]′(an)| = 0, la suite (|γnL[xn]′(xn)|)n≥0 est nécessairement non bornée.

Puisqu’elle est croissante (|T ′L| ≥ 1), elle diverge vers +∞. �

4.3.3 Projection sur ∆n(x′)

Puisque ∆(x′) est dense dans [a(x′); b(x′)], on peut construire des applications de projection
des points de cet intervalle sur les raffinement successifs ∆n(x′). Ces approximations vont nous
servir au prochain chapitre.

Définition 4.3.12. Pour tout x′ ∈ S1 et n ≥ 0, on construit αn(x′, .) : [a(x′); b(x′)]→ ∆n(x′) :

∀y′ ∈ [a(x′); b(x′)[ , αn(x′, y′) = SnR(SnL(x′, y′), a(SnL(x′, y′)));

αn(x′, b(x′)) = b(x′).

À noter que αn(x′, b(x′)) 6= SnR(SnL(x′, b(x′)), a(SnL(x′, b(x′))) puisque le premier vaut b(x′)
tandis que le second est un SnR(x, a(x)).

Lemme 4.3.13. Pour tout (x′, y′) ∈ C̃ et n ≥ 0, αn+1(x′, y′) ∈ [αn(x′, y′); y′].

PREUVE : Pour abréger les notations, on omettra les (x′, y′).
Si y′ = b(x′), alors αn = αn+1 = b(x′) et le résultat est vrai. Sinon, on note xn = SnL(x′, y′).

Alors

y′ ∈
[
Sn+1
R (xn+1, a(xn+1));Sn+1

R (xn+1, b(xn+1))
[
⊂ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[

puisque TL(xn+1) = xn. Donc [αn+1; y′] ⊂ [αn; y′], ce qui implique que αn+1 ∈ [αn; y′]. �
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Proposition 4.3.14. Pour tout (x′, y′) ∈ C̃, lim
n→+∞

αn(x′, y′) = y′.

PREUVE : D’après le lemme 4.3.13, on sait que (αn)n est monotone. D’autre part, la densité
de ∆(x′) assure que l’on peut trouver des éléments de la suite aussi proches que l’on veut de y′.
Par conséquent elle converge vers y′. �

4.3.4 Le codage étendu comme sous-shift de type fini
Notons I = {I1 . . . IK} la partition de Markov associée à TL, etML sa matrice de transition,

i.e. la matrice de taille K à les coefficients dans {0; 1} vérifiant :

∀j, k,ML
j,k = 1⇔ Ik ⊂ TL(Ij).

Par abus de notation, on notera γL[k] = γL[x] indépendant du choix de x ∈ Ik. Chaque point de
S1 est situé dans un unique intervalle de la partition, ce qui nous amène à poser

κ : S1 → [[1 ; K]]
x 7→ l’unique k tel que x ∈ Ik

.

Fixons 0 < θ < 1. On définit les espaces de mots ML-admissibles suivants :

X+ =
{

(kn)n≥0 | ∀n ≥ 0,ML
kn,kn+1

= 1
}

muni de dθ((kn), (ln)) = θsup{n≥0|∀i≤n,ki=li}

X−[k0] =
{

(kn)n≤0 | ∀n < 0,ML
kn,kn+1

= 1
}

muni de dθ((kn), (ln)) = θsup{n≥0|∀i≤n,k−i=l−i}

X =
{

(kn)n∈Z | ∀n ∈ Z,ML
kn,kn+1

= 1
}

muni de dθ((kn), (ln)) = θsup{n≥0|∀|i|≤n,ki=li}

qui sont compacts. De plus, ils naturellement reliés par les projections canoniques

+ : X → X+

x = (kn)n∈Z 7→ x+ = (kn)n≥0

− : X → tkX−[k]
x = (kn)n∈Z 7→ x− = (kn)n≤0 ∈ X−[k0]

.

On peut alors définir les opérateurs de décalage unilatéral et bilatéral

σ+ : X+ → X+

(kn)n≥0 7→ (kn+1)n≥0

σ : X → X
(kn)n∈Z 7→ (kn+1)n∈Z

ainsi que l’opérateur d’injection de k′ à droite

σ−[k′] :
⊔

k|ML
k,k′=1

X−[k] → X−[k′]

(kn)n≤0 ∈ X−[k] 7→
{
kn+1 si n < 0

k′ si n = 0

.

On va montrer que (C, TC) est conjugué à une sous-partie de (X , σ).

Lemme 4.3.15. Soit (kn)n≥0 ∈ X+. On note γn = γL[kn]. Alors
(
γ−1

0 . . . γ−1
n−1(Ikn)

)
n≥0

est une
suite décroissante de sous-intervalles de Ik0 dont le diamètre tend vers 0.
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PREUVE : Pour tout n, on note gn = γn−1 . . . γ0 ∈ Γ et Un = g−1
n (Ikn). Montrons tout d’abord

que (Un) est une suite décroissante d’intervalles fermés. En effet,

Un+1 = g−1
n (Ikn+1) = γ−1

0 . . . γ−1
n−1γ

−1
n (Ikn+1) ⊂ γ−1

0 . . . γ−1
n−1(Ikn) = Un

car ML
kn,kn+1

= 1 implique que T (Ikn) = γn(Ikn) ⊃ Ikn+1 . Ainsi (Un) forme une suite décrois-
sante de sous-intervalles fermés de Ik0 .

Supposons par l’absurde que la suite des diamètres des (Un) ne décroisse pas vers 0. Alors
U =

⋂
n≥0 γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn) est un intervalle fermé non réduit à un point, donc

contient un intervalle ouvert ]u; v[ avec u 6= v. Posons Ikn = [xn; yn] ainsi que un = gn(u) et
vn = gn(v), de sorte que un+1 = γn(un) et vn+1 = γn(vn) pour tout n. Alors

d2(un+1, vn+1) = |γ′n(un)||γ′n(vn)|d2(un, vn) ≥ 1

car [un; vn] = gn([u; v]) ⊂ gn(U) ⊂ Ikn . Par conséquent, la suite (d2(un, vn))n≥0 est croissante,
majorée par le carré du diamètre de S1 : elle converge vers δ ≥ d2(u, v) > 0. Ainsi,

|γ′n(un)||γ′n(vn)| = d2(un+1, vn+1)

d2(un, vn)
→ 1 lorsque n→ +∞

Soit ε > 0. Il existe alors N ≥ 0 tel que :

∀n ≥ N, 1 ≤ |γ′n(un)||γ′n(vn)| < 1 + ε.

Puisque |γ′n(un)| et |γ′n(vn)| sont tous deux supérieurs ou égaux à 1, on en déduit que

∀n ≥ N, 1 ≤ |γ′n(un)| < 1 + ε et 1 ≤ |γ′n(vn)| < 1 + ε.

Avec le même raisonnement qu’à la proposition 4.3.8, on en déduit qu’en faisant tendre ε vers
0 on peut avoir un aussi proche que souhaité de xn et vn de yn, et que |γ′n(xn)| et |γ′n(yn)| sont
arbitrairement proches de 1. Par la structure de la partition de Markov, il doit alors exister un
rang n tel que |γ′n(xn)| = |γ′n(yn)| = 1 ; et cette situation ne peut se produire que si xn et yn sont
des sommets à l’infini du domaine fondamental. Comme γn ne peut pas être un hyperbolique
d’axe (xn, yn) qui est un côté du domaine, il ne peut fixer à la fois xn et yn. Mais pour peu que
un et vn soient suffisamment proches de xn et yn, γn(un) et γn(vn) seront aussi respectivement
proches de γn(xn) et de γn(yn) ; et [un+1; vn+1] = γn([un; vn]) devra dans les deux cas couper
au moins deux intervalles de la partition. Ceci contredit le fait que chaque intervalle [un; vn] doit
être inclus dans un intervalle de la partition. Le diamètre des (Un) décroit donc vers 0. �

On peut donc voir la dynamique en avant de TL comme un sous-shift de type fini unilatéral.

Proposition 4.3.16. L’application

ϕ : X+ → S1

(kn)n≥0 7→
⋂

n≥0

γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn)

est bien définie, uniformémement continue, envoie la suite (κ(T nL (x)))n≥0 ∈ X+ sur x (donc est
surjective), et :
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(i) si il existe n ≥ 0 tel que T nL (x) ∈ {ajv | v ∈ V, j ∈ [[1 ; mv − 2]]}, alors x admet exactement
deux préimages par ϕ ;
(ii) sinon, x admet une unique préimage par ϕ.
De plus, si X+

0 = X+ \ {(kn) | κ(T nL (ϕ(k))) 6= k} alors l’application

ϕ : X+
0 → S1

k 7→ ϕ(k)

est une bijection de réciproque x→ (κ(T nL (x)))n≥0, et

∀k ∈ X+
0 , TL(ϕ(k)) = ϕ(σ+(k)).

PREUVE : D’après le lemme 4.3.15, on peut appliquer le théorème des fermés emboités à⋂
n≥0 γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn) qui est donc réduit à un unique point. ϕ est ainsi bien définie.

Si x ∈ S1, alors pour tout n ≥ 0 T nL (x) ∈ Iκ(TnL (x)) par définition de κ. Comme l’intersection
est réduite à un élément, on a donc bien que ϕ((κ(T nL (x)))n≥0) = x.

Soient k ∈ X+, x = ϕ(k) et ε > 0. Toujours par le lemme 4.3.15, il existe N > 0 tel que
pour tout n ≥ N , diam(γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn)) < ε. Alors, pour tout l ∈ X+ tel que
dθ(k, l) < θ−N , kn = ln pour tout n ≤ N et

⋂

n≥0

γL[l0]−1 . . . γL[ln−1]−1(Iln) ⊂ γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn) ⊂ B(x, ε)

ce qui prouve la continuité de ϕ. Comme (X+, dθ) est compact, le théorème de Heine démontre
même qu’elle est uniformément continue.

Supposons maintenant que ϕ((kn)n≥0) = x = ϕ((ln)n≥0) pour deux suites k, l ∈ X+

distinctes. Soit n le plus petit indice tel que kn 6= ln. Alors

x ∈ γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1(Ikn) ∩ γL[l0]−1 . . . γL[ln−1]−1(Iln)

où γL[k0]−1 . . . γL[kn−1]−1 = γL[l0]−1 . . . γL[ln−1]−1 = γ−1 par minimalité de n. Par consé-
quent, γ(x) ∈ Ikn∩Iln et ainsi Ikn et Iln sont contigus. Quitte à échanger k et l, on peut supposer
que Ikn est situé juste à gauche de Iln ; et puisque Ikn et Iln sont disjoints, leurs adhérences s’in-
tersectent en exactement un point qui doit être de la forme ajv pour v ∈ V et j ∈ [[1 ; mv − 2]].
On a alors γ(x) = ajv.

Dans la situation où n > 0, on a des transitions ML
kn−1,kn

= ML
ln−1,ln

= 1 avec kn−1 = ln−1,
donc Ikn t Iln ⊂ TL(Ikn−1). En particulier, le point ajv où ces deux intervalles se touchent est
dans l’intérieur de TL(Ikn−1) = γL[kn−1](Ikn−1), et ainsi γL[kn−1]−1(ajv) ∈ ˚Ikn−1 . Si un point est
dans l’intérieur d’un des intervalles de la partition de Markov, alors ses préimages le sont aussi ;
on prouve donc ainsi par une récurrence immédiate que T pL(x) ∈ I̊kp pour tout p ∈ [[0 ; n − 1]]
et que T nL (x) = γ(x) = ajv.

Reste à montrer qu’une fois la branche de kn, ln franchie, il n’y a qu’un seul choix possible
pour pouvoir obtenir x. Remarquons que T nL (x) = γ(x) = γL[kn−1] . . . γL[k0](x) est l’extrémité
droite de Ikn . Alors γL[kn]γ(x) est nécessairement l’extrémité droite de γL[kn](Ikn). Il ne peut
donc exister qu’un seul kn+1 tel que ML

kn,kn+1
= 1 et que Ikn+1 contienne γL[kn]γ(x) dans

son adhérence. Comme γL[kn]γ(x) est alors encore l’extrémité droite de Ikn+1 , une récurrence
immédiate montre que les (kn+p)p≥1 sont uniquement déterminés. Un raisonnement symétrique
s’applique aussi à (ln+p)p≥1. Il y a donc dans ce cas exactement deux préimages par ϕ à x.
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La suite en découle naturellement. Si x = ϕ(k) est tel que κ(T nL (x)) 6= k, alors il existe
forcément un p tel que T pL(x) = ajv pour un certain couple (v, j). X+

0 est donc exactement
l’ensemble des suites (κ(T nL (x)))n≥0 pour x variant dans S1. La fonction ϕ, qui est ϕ restreinte à
cet ensemble, est donc par construction injective, et elle reste surjective. Finalement, on obtient
la conjugaison en constatant que si x = ϕ(k) pour k ∈ X+

0 , alors k = κ(T nL (x)) et donc
σ+(k) = κ(T n+1

L (x)) = κ(T nL (TL(x))). �

Passons maintenant à l’autre composante. On pose

P−[x] = {(xn)n≥0 | x0 = x et ∀n ≥ 0, TL(xn+1) = xn}

que l’on munit de la distance dθ((xn), (yn)) = θsup{n≥0|∀i≤n,xn=yn} et de l’opérateur d’injection
de x′ à gauche

σ−x′ :
⊔

TL(x)=x′

P−[x] → P−[x′]

(xn) 7→
{
xn−1 si n > 0

x′ si n = 0

.

En particulier, σ−TL(x) : P−[x]→ P−[TL(x)] est injective.

Proposition 4.3.17. Soit x ∈ S1 fixé. L’application

ψx : P−[x] → [a(x); b(x)]

(xn) 7→
⋂

n≥0

[SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))]

est bien définie, uniformément continue, envoie la suite (κ(SnL(x, y)))n≥0 sur y (donc est sur-
jective) et :
(i) tout y ∈ [a(x); b(x)] \ (∆(x) \ {a(x); b(x)}) admet une unique préimage ;
(ii) tout y ∈ ∆(x) \ {a(x); b(x)} a exactement deux préimages.
De plus, si P−0 [x] = P−[x] \ {(xn) | ∃n, SnL(x, ψx(xn)) 6= xn} alors l’application

ψx : P−0 [x] → S1

(xn) 7→ ψx(xn)

est une bijection de réciproque y → (SnL(x, y))n≥0, et

∀(xn) ∈ P−0 [x], SR(x, ψx(xn)) = ψTL(x)(σ
−
TL(x)(xn)).

PREUVE : Montrons d’abord que ψx est bien définie. Si TL(xn+1) = xn, alors par le lemme
4.3.3 :

[
Sn+1
R (xn+1, a(xn+1));Sn+1

R (xn+1, b(xn+1))
]
⊂ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] .

On a ainsi une intersection décroissante de fermés dont le diamètre

d(SnR(xn, a(xn)), SnR(xn, b(xn))) ≤ δn(x)

tend vers 0 par le corollaire 4.3.10. D’après le théorème des fermés emboités, l’intersection
contient un unique point.
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Soit ε > 0. Choisissons N tel que δN < ε. Il existe alors α > 0 tel que α < θN . Si mainte-
nant dθ((xn), (x′n)) < α < θN , alors xn = x′n pour tout n ≤ N . Si on note y = ψx((xn)n≥0) et
y′ = ψx((x

′
n)n≥0), alors par définition de ψx on a y, y′ ∈

[
SNR (xn, a(xn));SNR (xn, b(xn))

]
. Par

conséquent, d(ψx((xn)), ψx((x
′
n))) = d(y, y′) ≤ δN < ε. Ceci prouve que ψx est uniformément

continue.
Montrons maintenant qu’elle est surjective. Soit y ∈ [a(x); b(x)], et notons xn = SnL(x, y). Il

est clair que TL(xn+1) = TL(Sn+1
L (x, y)) = SnL(x, y) = xn et que x0 = S0

L(x, y) = x. Lorsque
y = b(x), y = SnR(xn, b(xn)) ∈ ]SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))]. Lorsque y ∈ [a(x); b(x)[,
y ∈ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[. Dans tous les cas, y est dans l’intersection des intervalles
[SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] qui contient au plus un élément : on doit donc nécessairement
avoir ψx((SnL(x, y))n≥0) = y.

Soit y ∈ [a(x); b(x)]\(∆(x)\{a(x); b(x)}), et supposons que ψx((xn)n) = y = ψx((x
′
n)n).

Soit k le plus petit indice tel que xk 6= x′k. Par définition de ψx, on a

y ∈
[
SkR(xk, a(xk));S

k
R(xk, b(xk))

]
∩
[
SkR(x′k, a(x′k));S

k
R(x′k, b(x

′
k))
]

avec T kL(xk) = x = T kL(x′k), et donc

si y /∈ ∆(x), y ∈
]
SkR(xk, a(xk));S

k
R(xk, b(xk))

[
∩
]
SkR(x′k, a(x′k));S

k
R(x′k, b(x

′
k))
[

si y = a(x), y ∈
[
SkR(xk, a(xk));S

k
R(xk, b(xk))

[
∩
[
SkR(x′k, a(x′k));S

k
R(x′k, b(x

′
k))
[

si y = b(x), y ∈
]
SkR(xk, a(xk));S

k
R(xk, b(xk))

]
∩
]
SkR(x′k, a(x′k));S

k
R(x′k, b(x

′
k))
]

ce qui est toujours impossible puisque xk 6= x′k.
Finalement, soit y ∈ ∆(x) \ {a(x); b(x)}. Cherchons les suites (xn) telles que

y ∈
⋂

n≥0

[SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] .

Il existe k minimal tel que y ∈ ∆k(x).
− Lorsque n < k, y /∈ ∆n(x) donc il existe un unique xn ∈ S1 tel que T nL (xn) = x et
y ∈ ]SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))[. On pose alors x1

n = x2
n = xn.

− Pour n ≥ k, y ∈ ∆k(x) ⊂ ∆n(x) donc y ∈ [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] si et seulement
si y = SnR(xn, a(xn)) ou y = SnR(xn, b(xn)). Comme y 6= a(x), b(x), il existe exactement deux
points x1

n 6= x2
n tels que T nL (x1

n) = T nL (x2
n) = x et SnR(x1

n, b(x
1
n)) = SnR(x2

n, a(x2
n)) = y. On a

alors y ∈ ]SnR(x1
n, a(x1

n));SnR(x1
n, b(x

1
n))] et y ∈ [SnR(x2

n, a(x2
n));SnR(x2

n, b(x
2
n))[.

Par construction,

y ∈
]
SnR(x1

n, a(x1
n));SnR(x1

n, b(x
1
n))
]
∩
]
Sn+1
R (x1

n+1, a(x1
n+1));Sn+1

R (x1
n+1, b(x

1
n+1))

]

pour tout n. Donc TL(x1
n+1) = x1

n ; et de même TL(x2
n+1) = x2

n. Les deux suites (x1
n)n≥0 et

(x2
n)n≥0 sont alors les deux préimages possible de y par ψx, et elles diffèrent car x1

k 6= x2
k.

Puisqu’on enlève la préimage non canonique de chaque point de ∆(x), il est clair que ψx
est une bijection de réciproque y → (SnL(x, y))n≥0. Supposons maintenant que

y = ψx(xn) ∈
⋂

n≥0

[SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] .
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Alors

SR(x, y) ∈ [a(TL(x)); b(TL(x))] ∩
⋂

n≥0

[SR(x, SnR(xn, a(xn)));SR(x, SnR(xn, b(xn)))]

= [a(TL(x)); b(TL(x))] ∩
⋂

n≥0

[
Sn+1
R (xn, a(xn));Sn+1

R (xn, b(xn))
]

=
⋂

n≥0

[SnR(x′n, a(x′n));SnR(x′n, b(x
′
n))] = ψTL(x)(x

′
n)

où (x′n) = σ−TL(x)(xn). On a donc bien que

SR(x, ψx(xn)) = SR(x, y) = ψTL(x)(σ
−
TL(x)(xn)). �

Même si on fait un choix d’une préimage pour les y ∈ ∆(x), ψx n’est jamais un homéomor-
phisme. En effet, pour tout N fixé, on peut trouver des points y, y′ ∈ [a(x); b(x)] arbitrairement
proches pour la distance de Gromov, mais qui se trouvent de part et d’autre d’un point de ∆N(x),
imposant que dθ(ψ−1

x (y), ψ−1
x (y′)) ≥ θN .

On peut associer à toute suite (xn) de P−[x] une suite de X−[κ(x)] en prenant l’intervalle
de la partition dans lequel chacun des xn est localisé.

Lemme 4.3.18. Pour tout x ∈ S1, l’application

πx : X−[κ(x)] → P−[x]
(kn)n≤0 7→ (γL[k−n]−1 . . . γL[k−1]−1(x))n≥0

est une isométrie de (X−[κ(x)], dθ) dans (P−[x], dθ).

Comme [SnR(xn, a(xn));SnR(xn, b(xn))] ne dépend en fait que de κ(xn), on en déduit que
pour tout couple x, x′ ∈ Ik0 , ψx ◦ πx = ψx′ ◦ πx′ . Ainsi ψx ne dépend en fait que de κ(x), et on
peut donc définir l’application

ψk0 : X−[k0] → Jk0
(kn)n≤0 7→ ψx ◦ πx(k) pour x ∈ Ik0 quelconque

qui est bien définie, uniformément continue, envoie la suite (κ(S−nL (x, y)))n≤0 sur y pour un
x ∈ Ik0 quelconque (donc est surjective) et :
(i) tout y ∈ Jk0 \ (∆k0 \ {ak0 ; bk0}) admet une unique préimage ;
(ii) tout y ∈ ∆k0 \ {ak0 ; bk0} a exactement deux préimages.
De plus, si X−0 [k0] = X−[k0] \

{
(kn) | ∃n, κ(S−nL (x, ψk0(k))) 6= kn pour x ∈ Ik0 quelconque

}

alors l’application
ψk0 : X−0 [k0] → Jk0

k 7→ ψk0(k)

est une bijection de réciproque y → (κ(S−nL (x, y)))n≥0, et

∀k ∈ X−0 [k0], SR(x, ψk0(k)) = ψκ(TL(x))(σ
−
κ(TL(x))(k)).

On peut alors rassembler les deux bouts de la preuve pour traiter TC dans son entier :
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Théorème 4.3.19. L’application

η : X → C̃
k 7→ (ϕ(k+), ψk0(k

−))

est bien définie, uniformément continue, envoie la suite κ(x, y) définie par

κn(x, y) =

{
κ(T nL (x)) si n ≥ 0

κ(SnL(x, y)) si n < 0

sur (x, y) (donc est surjective), et :
(i) si y ∈ ∆(x) \ {a(x); b(x)} et qu’il existe p tel que T pL(x) = ajv, v ∈ V et j ∈ [[1 ; mv − 2]],
alors (x, y) possède 4 préimages par η ;
(ii) si y 6∈ ∆(x) \ {a(x); b(x)} et que pour tout p T pL(x) 6= ajv, v ∈ V et j ∈ [[1 ; mv − 2]], alors
(x, y) possède une unique préimages par η ;
(iii) sinon, (x, y) a 2 préimages par η.
De plus, si X0 =

{
k ∈ X | k+ ∈ X+

0 et k− ∈ X−0 [k0]
}

, alors

η : X → C̃
k 7→ η(k)

est une bijection de réciproque (x, y)→ κ(x, y), et

∀k ∈ X0, TC(η(k)) = η(σ(k)).

PREUVE : Le seul point qu’on a réellement à monter est la conjugaison elle-même, les autres
provenant immédiatement des deux propositions précédentes. Prenons donc k ∈ X0. On note
x = ϕ(k+). Remarquons d’abord que

[σ(k)]+ = [(kn+1)n∈Z]+ = (k1, k2, k3, . . .) = σ+(k+)

[σ(k)]− = [(kn+1)n∈Z]− = (. . . , k−1, k0, k1) = σ−k1(k
−)

κ(TL(x)) = k1 = [σ(k)]+0 = [σ(k)]−0

Alors
TL(x) = TL(ϕ(k+)) = ϕ(σ+(k+)) = ϕ([σ(k)]+)

et ainsi

TC(η(k)) = (TL(ϕ(k+)), SR(x, ψκ(x)(k
−)))

= (ϕ(σ+(k+)), ψκ(TL(x))(σ
−
κ(TL(x))(k

−)))

= (ϕ([σ(k)]+), ψk1([σ(k)]−))

= η(σ(k)). �
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Chapitre 5

Fonctions et distributions propres de
l’opérateur de transfert

L’opérateur de transfert associé à TL (ou symétriquement à TR) est un opérateur de Ruelle
avec poids. Il prend la moyenne pondérée sur les TL-préimages d’une fonction de classe C1 par
morceaux sur S1, avec comme poids l’inverse du jacobien de TL élevé à la puissance s :

LL,s : C1,pm(S1) → C1,pm(S1)

ϕ 7→ y →
∑

TL(x)=y

ϕ(x)

|T ′L(x)|s

.

Lorsque s est réel, il s’agit d’un opérateur de type Perron-Frobenius qui a été largement étudié
dans [PP90] ou plus tard dans [Nau04]. Notre situation est cependant celle de s complexe, cas
où les références sont rares.

Le fait remarquable est que les éléments propres de cet opérateur de transfert sont en étroite
relation avec les fonctions propres du laplacien sur la surface. Étant donné une fonction propre
du laplacien du disque hyperbolique à croissance au plus exponentielle, Helgason a le premier
construit dans [Hel81] une distribution qui lui est associée et qui agit sur des espaces de fonc-
tions analytiques sur le bord. En la testant contre le noyau de Poisson, on réobtient la fonction
initiale. Pollicott a montré dans [Pol91] pour un groupe cocompact que la distribution de Hel-
gason est distribution propre de l’opérateur de transfert pour la valeur propre 1 si et seulement
si la fonction propre du laplacien sur D qui lui est naturellement associée est Γ-invariante.

Toutefois, Otal dans [Ota98] a étendu les distributions de Helgason à l’espace des fonctions
de classe C1 par morceaux sur le bord, espace qui est plus naturellement associé à la dynamique
de la transformation de Bowen-Series, en montrant qu’elles s’écrivent comme dérivée faible
d’un fonction hölder. Ses travaux ne faisaient pas intervenir la notion d’automorphie par rapport
à un groupe d’isométries, mais avec [LT08] Lopes et Thieullen ont montré que si une fonction
propre du laplacien est Γ-invariante alors sa distribution de Helgason, considérée au sens d’Otal,
est distribution propre de l’opérateur de transfert pour la valeur propre 1. Bien que ceci ne
constitue que le sens facile du théorème de Pollicott, il était nécessaire de définir proprement
comment l’opérateur de transfert était censé agir sur de telles classes d’opérateurs.

Nous allons donc tout d’abord généraliser dans la première section le théorème de Pollicott
à nos groupes cofinis et pour des distributions de Helgason prises au sens d’Otal. L’ingrédient
principal sera le théorème 3.1.2 dont l’hypothèse d’inclusion prendra alors tout son sens.
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Une fois étudié les distributions propres de l’opérateur de transfert, on est tout naturelle-
ment amenés à se questionner sur ses fonctions propres. C’est là une question beaucoup plus
délicate. Toujours dans [LT08], Lopes et Thieullen ont réussi à construire dans le cas Γ cocom-
pact une injection Ψs de l’ensemble des distributions propres de l’opérateur de transfert dans
son espace propre (pour la même valeur propre) en testant une distribution de Helgason contre
un noyau à base de distance de Gromov. Bien que l’opérateur de transfert soit compact et donc
que ses espaces propres soient de dimension finie, on ne sait toujours pas si cette injection est
un isomorphisme ou non.

Dans un cadre légèrement différent, Lewis et Zagier ont aussi montré dans [LZ01] que,
dans le cas de la surface modulaire, les fonctions propres de l’opérateur de transfert induit (à la
Mayer) étaient solution d’une équation fonctionnelle qui contenait l’information arithmétique
du groupe. De plus, on peut décrire ces solutions à partir des fonctions propres du laplacien sur
la surface via des séries L.

À l’aide des résultats du chapitre précédent sur le codage symbolique, on montrera dans
la seconde section que Ψs est encore une injection pour Γ cofini. De plus, on en exhibera une
réciproque sur son image pour Γ cocompact et =(s) grand.

Pour pouvoir utiliser tous les résultats des chapitres précédents, on suppose que le domaine
fondamental est de volume fini, even corners, non triangulaire de classe 0 et tel qu’il existe p
pour lequel |T ′| = |T ′|p ≥ 1.
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5.1 Transformée de Poisson-Helgason et opérateur de trans-
fert

Plaçons-nous tout d’abord dans l’espace hyperbolique, sans considérer de groupe fuchsien.
On note :
− Eλ l’espace des fonctions propres du laplacien hyperbolique pour la valeur propre λ ;
− Eeλ celles qui sont à croissance au plus exponentielle en le rayon hyperbolique ;
−D′(S1) l’espace des distributions sur S1 ;

À toute f ∈ Eλ avec λ = −s(1 − s), [Hel81] nous dit que l’on peut associer les deux
distributions de Helgason Df,s et Df,1−s. Il y a deux procédés pour les construire : l’approche
classique décompose f en harmoniques sphériques et définit Df,s comme la série de Fourier
ayant ces coefficients, mais Otal a aussi remarqué que cette distribution pouvait s’écrire comme
limite de l’intégrale du crochet de Poisson {f, P s} sur des cercles tendant vers le bord à l’infini.

Théorème 5.1.1 (Helgason).

Ps : D′(S1) → Ee−s(1−s)
T 7→ z 7→ 〈T, P s(z, .)〉

est un isomorphisme d’espaces de Banach, de réciproque f 7→ Df .

Corollaire 5.1.2. {x 7→ P s(z, x) | z ∈ D} est dense dans les fonctions C∞ sur S1.

PREUVE : Soit T une forme linéaire continue sur C∞(S1) (i.e. une distribution puisque S1 est
compact) telle que

∀z ∈ D, 〈T, x 7→ P s(z, x)〉 = 0.

Donc Ps(T ) = 0 mais, comme c’est un isomorphisme, T = 0. Une forme géométrique du
théorème de Hahn-Banach conclut la preuve. �

Donnons-nous maintenant d’autres notations :
− Ebλ l’espace des fonctions de Eλ qui sont bornées.
− Λα l’espace des fonctions α-hölder sur [0; 2π[ valant 0 en 0 ;
− Λ1

α l’espace des dérivées au sens des distributions des fonctions de Λα.
Otal a montré dans [Ota98] le résultat suivant :

Théorème 5.1.3 (Otal). Supposons que 0 < <(s) ≤ 1. Alors

Ps : Λ1
<(s) → Eb−s(1−s)
T 7→ z 7→ 〈T, P s(z, .)〉

est un isomorphisme d’espaces de Banach, de réciproque f 7→ Df .
Plus précisément, si T est la dérivée de D ∈ Λα avec <(s) ≤ α ≤ 1 et si f = Ps(T ), alors

∀z ∈ D, |f(z)| ≤ C(s)‖D‖αe−(α−<(s))d(0,z).

On supposera dorénavant que 0 < <(s) ≤ 1. Notons Df,s la fonction <(s)-hölder associée
à Df,s. Si ϕ ∈ C1(S1), et en identifiant ϕ à son relevé dans [0; 2π[, on peut écrire

〈Df,s, ϕ〉 = ϕ(2π)Df,s(2π)− ϕ(0)Df,s(0)−
∫ 2π

0

∂ϕ

∂x
(x)Df,s(x)dx.
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Si I = [a; b[, cette formule nous permet de prolonger Df,s à C1(I) en posant

∀ϕ ∈ C1(I), 〈Df,s, ϕ1I〉 = ϕ(b)Df,s(b)− ϕ(a)Df,s(a)−
∫ b

a

∂ϕ

∂x
(x)Df,s(x)dx.

Cette nouvelle définition est compatible avec l’union disjointe d’intervalle contigus :

Proposition 5.1.4. Si c ∈ I = [a; b[ et ϕ ∈ C1(I), alors

〈Df,s, ϕ1I〉 = 〈Df,s, ϕ1[a;c[〉+ 〈Df,s, ϕ1[c;b[〉.

Ceci nous permet de prolonger Df,s aux fonctions C1 par morceaux sur S1.
On considère maintenant Γ un groupe fuchsien cofini muni d’un domaine fondamental D

qui n’est pas de classe 0, et on note encore :
− Ebλ(Γ) l’espace des fonctions de Ebλ qui sont invariantes par l’action de Γ ;
− C1,pm

1 (S1) l’espace des fonctions C1 sur Iv pour tout v ∈ V .
L’estimation du théorème d’Otal implique que la distribution de Helgason associée à une

fonction propre Γ-invariante du laplacien hyperbolique pour la valeur propre −s(1− s) ne peut
être plus régulière que <(s)-hölder.

Corollaire 5.1.5. Si Ps(T ) ∈ Eb−s(1−s)(Γ) avec T ∈ Λ1
α où 1

2
< α ≤ 1, alors T = 0.

PREUVE : D’après le théorème d’Otal, f = Ps(T ) tend uniformément vers 0 lorsque z tend
vers le bord. Supposons qu’il existe w ∈ D tel que f(w) 6= 0. Puisque Γ est un groupe fuchsien
du premier type, il contient au moins un hyperbolique non trivial γ. Alors f(γn(w)) = f(w) 6=
0 pour tout n, avec lim

n→+∞
d(γn(w), w) = +∞. C’est une contradiction. �

En relisant la preuve de [LT08] en considérant que l’on n’a pas nécessairement f ◦ γ = f ,
on peut traduire la γ-invariance de f en termes de sa distribution de Helgason :

Proposition 5.1.6. Si f ∈ Eb−s(1−s), alors

∀I ∈ I,∀γ ∈ Isom(H),∀ϕ ∈ C1(I),

〈
Df,s,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ(I)

〉
= 〈Df◦γ,s, ϕ1I〉.

D’autre part, dire que Df,s est distribution propre de LR,s pour la valeur propre 1 équivaut
à demander que la propriété énoncée à la proposition précédente soit vérifiée, mais uniquement
pour les couples (γv, Iv).

Proposition 5.1.7. Soit f ∈ Eb−s(1−s)(Γ). Alors

∀ϕ ∈ C1,pm
1 (S1), 〈Df,s,LR,sϕ〉 = 〈Df,s, ϕ〉

si, et seulement si

∀v ∈ V, ∀ϕ ∈ C1(Iv),

〈
Df,s,

ϕ ◦ γ−1
v

|γ′v ◦ γ−1
v |s

1γv(Iv)

〉
= 〈Df,s, ϕ1Iv〉.
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PREUVE : Puisque LR,s(ϕ1Iv) =
ϕ ◦ γ−1

v

|γ′v ◦ γ−1
v |s

1γv(Iv), la condition nécessaire s’obtient facile-

ment en évaluant 〈Df,s,LR,sϕ〉 = 〈Df,s, ϕ〉 pour ϕ = ϕ̃1Il . Quant à la condition suffisante, elle
s’écrit :

〈Df,s, ϕ〉 =
∑

v∈V
〈Df,s, ϕ1Iv〉 =

∑

v∈V
〈Df,s,

ϕ ◦ γ−1
v

|γ′v ◦ γ−1
v |s

1γv(Iv)〉

=
∑

v∈V
〈Df,s,LR,s(ϕ1Iv)〉 = 〈Df,s,LR,s(ϕ)〉. �

En combinant les propositions 5.1.6 et 5.1.7, on obtient le résultat de [LT08] qu’une dis-
tribution de Helgason associée à une fonction propre bornée du laplacien sur la surface est
nécessairement une distribution propre de l’opérateur de transfert pour la valeur propre 1.

Théorème 5.1.8 (Lopes-Thieullen). Soit f ∈ Eb−s(1−s)(Γ). Si {(Iv, γv) | v ∈ V } est le codage
de Bowen-Series à droite associé à Γ, alors :

∀ϕ ∈ C1,pm
1 (S1), 〈Df,s,LR,sϕ〉 = 〈Df,s, ϕ〉.

Pour en démontrer la réciproque, nous allons appliquer le théorème d’orbite-équivalence
pour des familles de relations. La seule hypothèse non triviale à vérifier est celle d’inclusion :

Lemme 5.1.9. Soit ν ∈ D′(S1) dérivée au sens des distributions d’une fonction continue g.
Soient I ∈ I intervalle de S1 et γ ∈ Γ. Supposons que

∀ϕ ∈ C1(I),

〈
ν,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ(I)

〉
= 〈ν, ϕ1I〉.

Alors pour tout J ∈ I, J ⊂ I ,

∀ϕ ∈ C1(J),

〈
ν,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ(J)

〉
= 〈ν, ϕ1J〉.

PREUVE : Notons I = [a; b[. Pour tout ϕ ∈ C1(I) et c, d ∈ I , c < d,

〈ν, ϕ1[c;d[〉 = ϕ(d)g(d)− ϕ(c)g(c)−
∫ d

c

∂ϕ

∂x
(x)g(x)dx

〈
ν,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ[c;d[

〉
= ϕ(d)

g(γ(d))

γ′(d)s
− ϕ(c)

g(γ(c))

γ′(c)s

−
∫ γ(d)

γ(c)

∂

∂x

(
ϕ ◦ γ−1(x)

(γ′ ◦ γ−1(x))s

)
(x)g(x)dx

= ϕ(d)
g(γ(d))

γ′(d)s
− ϕ(c)

g(γ(c))

γ′(c)s

−
∫ d

c

γ′(x)
∂

∂x

(
ϕ ◦ γ−1(x)

(γ′ ◦ γ−1(x))s

)
(γ(x))g(γ(x))dx

= ϕ(d)
g(γ(d))

γ′(d)s
− ϕ(c)

g(γ(c))

γ′(c)s
−
∫ d

c

∂

∂x

(
ϕ(x)

γ′(x)s

)
(x)g(γ(x))dx

= ϕ(d)
g(γ(d))

γ′(d)s
− ϕ(c)

g(γ(c))

γ′(c)s
−
∫ d

c

∂ϕ

∂x
(x)

g(γ(x))

γ′(x)s
dx

−
∫ d

c

ϕ(x)
∂

∂x

(
1

γ′(x)s

)
(x)g(γ(x))dx.
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Notons δ(x) =
g(γ(x))

γ′(x)s
− g(x) et λ(x) =

∂

∂x

(
1

γ′(x)s

)
(x)g(γ(x)). On peut alors écrire :

〈
ν,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ[c;d[

〉
− 〈ν, ϕ1[c;d[〉

= ϕ(d)δ(d)− ϕ(c)δ(c)−
∫ d

c

∂ϕ

∂x
(x)δ(x)dx−

∫ d

c

ϕ(x)λ(x)dx.

Pour c = a et d = b, on obtient que :

ϕ(b)δ(b)− ϕ(a)δ(a)−
∫ b

a

∂ϕ

∂x
(x)δ(x)dx =

∫ b

a

ϕ(x)λ(x)dx.

Soient c ∈ ]a; b[ et ε > 0 On construit une fonction ϕε ∈ C1(I) telle que :
− ϕε est croissante ;
− ϕε = 0 sur [a; c− ε] ;
− ϕε = 1 sur [c; b].
En spécialisant la relation qui précède pour ce ϕε, on obtient pour ε suffisamment petit que :

δ(b)−
∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)δ(x)dx =

∫ b

a

ϕε(x)λ(x)dx.

Pour tout x ∈ [a; b] , lim
ε→0

ϕε(x) = 1[c;b](x) donc, par théorème de convergence dominée de

Lebesgue, lim
ε→0

∫ b

a

ϕε(x)λ(x)dx =

∫ b

c

λ(x)dx.

D’autre part, si α > 0, alors puisque δ est continue (car g l’est) il existe ε0 > 0 tel que pour
tout x vérifiant |x− c| < ε0, |δ(x)− δ(c)| < α. Mais alors pour ε < ε0 :

∣∣∣∣
∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)δ(x)dx− δ(c)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)(δ(x)− δ(c))dx
∣∣∣∣

car
∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)dx = ϕε(c)− ϕε(c− ε) = 1− 0 = 1

≤
∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)|δ(x)− δ(c)|dx car
∂ϕε
∂x

(x) ≥ 0

≤ α

∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)dx = α.

Donc lim
ε→0

∫ c

c−ε

∂ϕε
∂x

(x)δ(x)dx = δ(c).

En passant à la limite dans la relation spécialisée, on obtient finalement que :

δ(b)− δ(c) =

∫ b

c

λ(x)dx.

Donc δ est C1 sur I et : ∀x ∈ I, δ′(x) = λ(x).

146



5.1. TRANSFORMÉE DE POISSON-HELGASON ET OPÉRATEUR DE TRANSFERT

Reprenons alors notre calcul précédent pour c < d :
〈
ν,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ[c;d[

〉
− 〈ν, ϕ1[c;d[〉

= ϕ(d)δ(d)− ϕ(c)δ(c)−
∫ d

c

∂ϕ

∂x
(x)δ(x)dx−

∫ d

c

ϕ(x)
∂δ

∂x
(x)dx

= ϕ(d)δ(d)− ϕ(c)δ(c)−
∫ d

c

∂

∂x
(ϕδ) (x)dx = 0.

ce qui prouve la propriété demandée. �

On peut maintenant énoncer et démontrer le théorème de Pollicott dans le cas cofini.

Théorème 5.1.10 (Pollicott). On suppose Γ cofini et D un domaine fondamental de D/Γ qui
n’est pas triangulaire de classe 0. Soit LR,s l’opérateur de transfert de paramètre s associé à
la transformation de Bowen-Series à droite naturellement définie par ce domaine.

Si ν ∈ Λ1
<(s) est telle que ∀ϕ ∈ C1,pm

1 (S1), 〈ν,LR,sϕ〉 = 〈ν, ϕ〉, alors Ps(ν) ∈ Eb−s(1−s)(Γ).

PREUVE : Notons f = Ps(ν). On sait déjà que f ∈ Eb−s(1−s), reste donc à montrer qu’elle est
Γ-invariante. Posons F : I× D → C

(I, z) 7→ 〈ν, P s(z, .)1I〉
.

F vérifie les hypothèses du théorème d’orbite-équivalence :
− Ici, X = D avec l’action canonique de Γ.
− F est continue et additive pour des intervalles contigus car ν s’écrit comme dérivée d’une
fonction continue.
− La condition I(I, γ) se traduit par

∀z ∈ D, 〈ν, P s(z, .)1I〉 = 〈ν, P s(γ(z), .)1γ(I)〉.

Mais P s(γ(z), x) =
P s(z, γ−1(x))

|γ′ ◦ γ−1(x)|s , donc on peut la réécrire

∀z ∈ D, 〈ν, P s(z, .)1I〉 = 〈ν, P
s(z, γ−1(.))

|γ′ ◦ γ−1(.)|s 1γ(I)〉,

soit

∀z ∈ D, 〈ν, ϕz ◦ γ
−1(.)

|γ′ ◦ γ−1(.)|s1γ(I)〉 = 〈ν, ϕz1I〉 pour ϕz = P s(z, .).

− Le lemme 5.1.9 assure alors que si F vérifie I(I, γ) alors elle vérifie I(J, γ) pour tout J
intervalle inclus dans I .
− Enfin, l’hypothèse du théorème est suffisante pour avoir I(Iv, γv) vérifiée pour tout v ∈ V .

Par conséquent, le théorème s’applique et assure que I(S1, γ) est vraie pour tout γ ∈ Γ, i.e.

∀γ ∈ Γ,∀z ∈ D, f(z) = 〈ν, P s(z, .)〉 = 〈ν, P s(γ(z), .)〉 = f ◦ γ(z).

f est donc bien Γ-invariante. �
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5.2 Fonctions propres et distributions propres
On rappelle que les distributions de Helgason (de paramètre s) de fonctions propres du

laplacien sur la surface D/Γ pour la valeur propre −s(1 − s) sont exactement les distributions
propres de LR,s pour la valeur propre 1 quand on définit cet opérateur comme agissant sur
l’espace Λ1

<(s).

5.2.1 D’une distribution propre à une fonction propre
Soit p ∈ H. Pour (x, y) ∈ T2 \∆, le noyau de Gromov basé en p et de paramètre s ∈ C est

donné par :

ksp(x, y) =
1

d2s
p (x, y)

= es(bx(p,z)+by(p,z)) pour z ∈ (x, y) quelconque.

C’est un noyau symétrique, et y ∈ S1 \ {x} → ksp(x, y) est de classe C∞. Dans toute la suite,
on le notera ksp(x, y) = ks(x, y) lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, en sous-entendant
que p est le même point que celui qui définit les dérivées apparaissant dans la définition des
opérateurs de transfert.

Lopes et Thieullen ont montré dans [LT08] qu’on peut associer naturellement à chaque
distribution propre de LR,s une fonction propre de LL,s grâce au noyau de Gromov.

Proposition 5.2.1. Soit f ∈ Eb−s(1−s)(Γ). On noteDf,s la distribution de Helgason de paramètre
s qui lui est associée. Alors

ψf,s : S1 → C
x 7→ 〈Df,s, ks(x, .)1C(x, .)〉

est une fonction propre de LL,s pour la valeur propre 1.

À noter que si Γ est cofini, ψf,s n’est pas bornée au voisinage des cusps, mais cela ne l’em-
pêche pas d’être une fonction propre de LL,s car, comme cet opérateur agit comme une somme
pondérée sur les préimages par TL (qui sont en nombre fini), il n’aggrave pas les singularités.
De plus, si x ∈ S1 n’est pas un cusp, alors aucune de ses préimages n’en est un. LL,s agit donc
naturellement sur les fonctions C1 sur l’adhérence de chaque intervalle de la partition et non
bornées aux cusps.

On définit alors Ψs : Df,s → ψf,s qui à une distribution de Helgason (c’est-à-dire à une
distribution propre de LR,s) associe une fonction propre de LL,s pour la même valeur propre, et
qui est à priori éventuellement nulle. Lopes et Thieullen ont aussi montré dans [LT08] que ce
n’était pas le cas lorsque Γ est cocompact.

Théorème 5.2.2 (Lopes-Thieullen 2). Supposons Γ cocompact. Alors Ψs est injective.

Notre premier objectif va être d’étendre ce résultat au cas Γ cofini.

5.2.2 Injectivité de Ψs

Dans cette section, on prendra ψf,s = Ψ(Df,s) oùDf,s est la dérivée au sens des distributions
d’une fonction D : R→ C vérifiant D(0) = 0.

Traduisons tout d’abord les hypothèses sur Df,s en terme de ψf,s :
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Lemme 5.2.3.

∀γ ∈ Γ, ∀x ∈ S1,
ψf,s(x)

|γ′(x)|s = ks(γ(x), γ(b(x)))D(γ(b(x)))− ks(γ(x), γ(a(x)))D(γ(a(x)))

−
∫ γ(b(x))

γ(a(x))

∂ks

∂y
(γ(x), y)D(y)dy.

PREUVE : Tout d’abord, on rappelle que puisque L?R,sDf,s = Df,s, cette distribution est même
γ-invariante pour tout γ ∈ Γ, i.e. :

∀γ ∈ Γ,∀I,∀ϕ ∈ C1(Ī), 〈Df,s, ϕ1I〉 =

〈
Df,s,

ϕ ◦ γ−1

|γ′ ◦ γ−1|s1γ(I)

〉
.

Ainsi, pour x ∈ S1 et γ ∈ Γ fixés, et en identifiant les quantités à leurs relevés dans R, on a :

ψf,s(x) = 〈Df,s, ks(x, .)1C(x, .)〉
= 〈Df,s, ks(x, .)1[a(x);b(x)[(.)〉

=

〈
Df,s,

ks(x, γ−1(.))

|γ′ ◦ γ−1(.)|s1[γ(a(x));γ(b(x))[(.)

〉

=
ks(x, b(x))

|γ′(b(x))|sD(γ(b(x)))− ks(x, a(x))

|γ′(a(x))|sD(γ(a(x)))

−
∫ γ(b(x))

γ(a(x))

∂

∂y

[
ks(x, γ−1(y))

|γ′ ◦ γ−1(y)|s
]
D(y)dy

= |γ′(x)|sks(γ(x), γ(b(x)))D(γ(b(x)))− |γ′(x)|sks(γ(x), γ(a(x)))D(γ(a(x)))

− |γ′(x)|s
∫ γ(b(x))

γ(a(x))

∂ks

∂y
(γ(x), y)D(y)dy

puisque ks(u, v) = |γ′(u)|s|γ′(v)|sks(γ(u), γ(v)). �

La preuve de l’injectivité, que ce soit dans le cas cocompact ou cofini, nécessite de savoir
que l’ensemble ∆(x) défini au chapitre 4 est dense dans [a(x); b(x)] pour tout x ∈ S1. Si cela
est assuré pour Γ cocompact par l’expansivité stricte de T 2

L, on a besoin pour Γ cofini de la
proposition 4.3.14 (elle même découlant de la proposition 4.3.8).

Théorème 5.2.4. Supposons Γ cofini. L’application Ψs est injective.

PREUVE : Supposons que ψf,s(x) = 0 pour tout x ∈ S1. On fixe (x′, y′) ∈ C. Que y′ = a(x′),
auquel cas αn = αn(x′, y′) = a(x′) ; ou que y′ 6= a(x′), de sorte que αn = SnR(xn, b(xn)) pour
un certain xn vérifiant T nL (xn) = x′, on dans les deux cas grâce au lemme 5.2.3 :

0 =
∑

TnL (x)=x′

ψf,s(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(x′);αn](S
n
R(x, b(x)))

=
∑

TnL (x)=x′

1]a(x′);αn](S
n
R(x, b(x)))

(
ks(T nL (x), SnR(x, b(x)))D(SnR(x, b(x)))

− ks(T nL (x), SnR(x, a(x)))D(SnR(x, a(x)))−
∫ SnR(x,b(x))

SnR(x,a(x))

∂ks

∂y
(T nL (x), y)D(y)dy

)

= ks(x′, αn)D(αn)− ks(x′, a(x′))D(a(x′))−
∫ αn

a(x′)

∂ks

∂y
(x′, y)D(y)dy
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Or lim
n→+∞

αn(x′, y′) = y′ donc par continuité de D on obtient lorsque n tend vers l’infini que :

ks(x′, y′)D(y′) = ks(x′, a(x′))D(a(x′)) +

∫ y′

a(x′)

∂ks

∂y
(x′, y)D(y)dy.

Puisque ks ne s’annule pas sur C et que y′ ∈ ]a(x′); b(x′)[ 7→ ks(x′, y′) est C1, D est C1 sur la
réunion des intervalles ]a(x′); b(x′)[ pour x′ dans S1, qui se trouve être S1 tout entier. Mais alors
on obtient par une intégration par parties que :

∀(x′, y′) ∈ C, 0 = ks(x′, y′)D(y′)− ks(x′, a(x′))D(a(x′))−
∫ y′

a(x′)

∂ks

∂y
(x′, y)D(y)dy

=

∫ y′

a(x′)
ks(x′, y)D′(y)dy,

soit en dérivant par rapport à y′ :

∀(x, y) ∈ C, ks(x, y)D′(y) = 0.

On en déduit que D est constante et donc que Df,s = 0. �

5.2.3 Extension naturelle d’une fonction propre de LL,s

Maintenant que l’on a démontré l’injectivité dans le cas cofini, on souhaiterait pouvoir re-
construire la distribution propre à partir d’une fonction propre de l’opérateur de transfert. Pour
cela, on va étendre la fonction propre à l’aide de la dynamique du codage étendu en construisant
une suite de fonctions à partir de sommes partielles de l’opérateur de transfert itéré. Ce procédé
est valide pour un groupe cofini quelconque, mais la convergence de cette suite de fonctions
dépend de la somme de la série ∑

n≥0

1

|T nL (SnL(x, y))|s

qui n’est estimable efficacement que lorsque Γ est cocompact.
Dans toute cette partie, ψ sera une fonction de S1 dans C vérifiant LL,sψ = ψ.

Définition 5.2.5.

∀(x′, y′) ∈ C̃, gn(x′, y′) =
∑

TnL (x)=x′

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(x′);y′](S
n
R(x, b(x))).

On constate qu’à x′ fixé la fonction y′ ∈ [a(x′); b(x′)] 7→ gn(x′, y′) est constante par mor-
ceaux, et ses discontinuités sont exactement les points de ∆n(x′) \ {a(x′)}. Elle est de plus
continue à droite en tout point.

Proposition 5.2.6.
(i) ∀n ≥ 0,∀x′ ∈ S1, gn(x′, a(x′)) = 0 ;
(ii) ∀n ≥ 0,∀x′ ∈ S1, gn(x′, b(x′)) = ψ(x′) ;

(iii) Soit (x′, y′) ∈ C̃. Alors g0(x′, y′) =

{
ψ(x′) si y′ = b(x′)

0 si y′ 6= b(x′)
.
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PREUVE : Si y′ = a(x′), ]a(x′); y′] = ∅ et donc gn(x′, a(x′)) = 0. Si maintenant y′ = b(x′),
]a(x′); y′] contient tous les SnR(x, b(x)) pour x tel que T nL (x) = x′, et :

gn(x′, b(x′)) =
∑

TnL (x)=x′

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s = LnL,sψ(x′) = ψ(x′).

Pour le troisième point, il suffit de constater que g0(x′, y′) = ψ(x′)1]a(x′);y′](b(x
′)). �

On a choisi cette suite de fonctions (gn) de sorte qu’elle stationne lorsque y ∈ ∆n(x′) :

Proposition 5.2.7. ∀n ≥ 0,∀x′ ∈ S1,∀y′ ∈ ∆n(x′), gn(x′, y′) = gn+1(x′, y′).

PREUVE : Prenons n ≥ 0 et x′ ∈ S1. Si y′ = a(x′), gn(x′, a(x′)) = 0 = gn+1(x′, a(x′)). Sinon,
soit y′ ∈ ∆n(x′) \ {a(x′)}. On a :

gn+1(x′, y′) =
∑

Tn+1
L (x)=x′

ψ(x)

|(T n+1
L )′(x)|s1]a(x′);y′](S

n+1
R (x, b(x)))

=
∑

TnL (w)=x′

∑

TL(x)=w

ψ(x)

|(T nL ◦ TL)′(x)|s1]a(x′);y′](S
n
R(TL(x), SR(x, b(x))))

=
∑

TnL (w)=x′

1

|(T nL )′(w)|s
∑

TL(x)=w

ψ(x)

|T ′L(x)|s1]a(x′);y′](S
n
R(w, SR(x, b(x))))

Or le lemme 4.3.1 nous dit que

]a(x′); b(x′)] =
⊔

TnL (w)=x′

]SnR(w, a(w));SnR(w, b(w))] .

On peut supposer que l’ensemble {w | T nL (w) = x′} = {(wj)} des n-préimages de x′ par TL
est ordonné de sorte que SnR(wj, b(wj)) = SnR(wj+1, a(wj+1)). Comme y′ ∈ ∆n(x′) \ {a(x′)},
il existe k tel que y′ = SnR(wk, b(wk)), et alors :

]a(x′); y′] =
⊔

j≤k
]SnR(wj, a(wj));S

n
R(wj, b(wj))] .

Regardons maintenant à w fixé : {SR(x, b(x)) | TL(x) = w} ⊂ ]a(w); b(w)]. Il y a donc
deux possibilités :
− Soit w = wj avec j ≤ k, et pour tout x tel que TL(x) = w,

SnR(w, SR(x, b(x))) ∈ ]SnR(wj, a(wj));S
n
R(wj, b(wj))] ⊂ ]a(x′); y′] ;

− Soit w = wj avec j > k, et pour tout x tel que TL(x) = w,

SnR(w, SR(x, b(x))) ∈ ]SnR(wj, a(wj));S
n
R(wj, b(wj))] ⊂ ]y′; b(x′)]

d’intersection vide avec [a(x′); y′].
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En conclusion, pour tout x tel que TL(x) = w, SnR(w, SR(x, b(x))) ∈ ]a(x′); y′] si et seulement
si w = wj avec j ≤ k, si et seulement si SnR(w, b(w)) ∈ ]a(x′); y′].

Par conséquent,

gn+1(x′, y′) =
∑

TnL (w)=x′

1

|(T nL )′(w)|s


 ∑

TL(x)=w

ψ(x)

|T ′L(x)|s


1]a(x′);y′](S

n
R(w, b(w)))

=
∑

TnL (w)=x′

ψ(w)

|(T nL )′(w)|s1]a(x′);y′](S
n
R(w, b(w)))

= gn(x′, y′). �

En découpant T n+1
L d’une autre manière, on obtient que la suite des (gn) vérifie une relation

de récurrence.

Proposition 5.2.8.

∀n ≥ 0,∀(x, y) ∈ C̃, gn+1(TC(x, y)) =
gn(x, y)

|T ′L(x)|s + g1(TC(x, a(x))).

PREUVE : Soient (x′, y′) ∈ C̃ et n ∈ N.
Si y′ = a(x′), gn(x′, a(x′)) = 0 mais puisque SR(x′, a(x′)) ∈ ∆1(TL(x′)), on a bien

g1(TC(x′, a(x′))) = gn+1(TC(x′, a(x′))).

Supposons maintenant y′ ∈ ]a(x′); b(x′)].

gn+1(TC(x′, y′)) = gn+1(TL(x′), SR(x′, y′))

=
∑

Tn+1
L (x)=TL(x′)

ψ(x)

|(T n+1
L )′(x)|s1]a(TL(x′));SR(x′,y′)](S

n+1
R (x, b(x)))

=
∑

TL(w)=TL(x′)

1

|T ′L(w)|s
∑

TnL (x)=w

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(TL(x′));SR(x′,y′)](SR(w, SnR(x, b(x))))

Rappelons que si {w0 . . . wp−1} sont les TL-préimages de TL(x′),

]a(TL(x′)); b(TL(x′))] =

p−1⊔

i=0

]SR(wi, a(wi));SR(wi, b(wi))]

et on peut les supposer ordonnées de sorte que SR(wi, b(wi)) = SR(wi+1, a(wi+1)). De plus, il
existe un unique k tel que x′ = wk. Comme y′ ∈ ]a(x′); b(x′)],

SR(x′, y′) ∈ ]SR(x′, a(x′));SR(x′, b(x′))] = ]SR(wk, a(wk));SR(wk, b(wk))] .

Par conséquent,

]a(TL(x′));SR(x′, y′)] =
k−1⊔

i=0

]SR(wi, a(wi);SR(wi, b(wi))] t ]SR(x′, a(x′));SR(x′, y′)] .
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Si maintenant T nL (x) = wi pour un certain i, alors SnR(x, b(x)) ∈ ]a(wi); b(wi)] donc

SR(wi, S
n
R(x, b(x))) ∈ ]SR(wi, a(wi));SR(wi, b(wi))] .

Ainsi SR(w, SnR(x, b(x))) ∈ ]a(TL(x′));SR(x′, y′)] si et seulement si :
− soit w = wj avec j < k, et dans ce cas on a nécessairement

SR(w, SnR(x, b(x))) ∈ ]SR(wj, a(wj));SR(wj, b(wj))] ⊂ ]a(TL(x′));SR(x′, y′)] ;

− soit w = wk = x′, auquel cas x doit être tel que

SR(x′, SnR(x, b(x))) ∈ ]SR(x′, a(x′));SR(x′, y′)]⇔ SnR(x, b(x)) ∈ ]a(x′); y′] .

Alors comme LL,sψ = ψ, il vient :

gn+1(TC(x′, y′)) =
1

|T ′L(x′)|s
∑

TnL (x)=x′

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(x′);y′](S
n
R(x, b(x)))

+
k−1∑

i=0

1

|T ′L(wi)|s
∑

TnL (x)=wi

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s

=
1

|T ′L(x′)|s gn(x′, y′) +
k−1∑

i=0

ψ(wi)

|T ′L(wi)|s

Mais w = wj avec j < k si et seulement si

]SR(w, a(w));SR(w, b(w))] ⊂
k−1⊔

i=0

]SR(wi, a(wi));SR(wi, b(wi))]

si et seulement si

SR(w, b(w)) ∈ ]SR(w0, a(w0));SR(wk−1, b(wk−1))] = ]a(TL(x′));SR(x′, a(x′))] .

Par conséquent,

gn+1(TC(x′, y′)) =
1

|T ′L(x′)|s gn(x′, y′)

+
∑

TL(w)=TL(x′)

ψ(w)

|T ′L(w)|s1]a(TL(x′));SR(x′,a(x′))](SR(w, b(w)))

=
1

|T ′L(x′)|s gn(x′, y′) + g1(TC(x′, a(x′))) �

En itérant cette relation de récurrence, on obtient :

Corollaire 5.2.9.

∀n, k ≥ 0,∀(x, y) ∈ C̃, gn+k(T
k
C(x, y)) =

gn(x, y)

|(T kL)′(x)|s +
k−1∑

i=0

g1(TC(T iL(x), a(T iL(x))))

|(T k−1−i
L )′(T i+1

L (x))|s .

153



CHAPITRE 5. FONCTIONS ET DISTRIBUTIONS PROPRES DE L’OPÉRATEUR DE TRANSFERT

PREUVE : Par récurrence sur k ≥ 0 :
− Si k = 0, on a bien gn(x, y) = gn(x, y).
− Si k = 1, c’est exactement la proposition 5.2.8.
− Supposons la formule vérifiée au rang k pour tout n, et montrons-la au rang k + 1 :

gn+k+1(T k+1
C (x, y)) = g(n+1)+k(T

k
C(TL(x), SR(x, y)))

=
gn+1(TC(x, y))

|(T kL)′(TL(x))|s +
k−1∑

i=0

g1(TC(T i+1
L (x), a(T i+1

L (x))))

|(T k−1−i
L )′(T i+2

L (x))|s

=
gn(x, y)

|(T kL)′(TL(x))|s|T ′L(x)|s +
g1(TC(x, a(x)))

|(T kL)′(TL(x))|s

+
k∑

i=1

g1(TC(T iL(x), a(T iL(x))))

|(T k−iL )′(T i+1
L (x))|s

=
gn(x, y)

|(T k+1
L )′(x)|s +

k∑

i=0

g1(TC(T iL(x), a(T iL(x))))

|(T k−iL )′(T i+1
L (x))|s �

Ainsi, (gn) s’écrit comme somme d’une série dont la convergence est bien tributaire de celle

de la série
∑

n≥0

1

|T nL (SnL(x, y))|s :

Corollaire 5.2.10. ∀n ≥ 0, ∀(x, y) ∈ C̃,

gn(T nC(x, y)) =
n−1∑

i=0

g1(TC(T iL(x), a(T iL(x))))

|(T n−1−i
L )′(T iL(x))|s .

PREUVE : Il suffit d’appliquer le corollaire 5.2.9 pour n = 1 et k = n− 1 :

gn(T nC(x, y)) = g1+n−1(T n−1
C (TC(x, y))) =

g1(TC(x, y))

|(T n−1
L )′(TL(x))|s

+
n−2∑

i=0

g1(TC(T i+1
L (x), a(T i+1

L (x))))

|(T n−2−i
L )′(T i+2

L (x))|s

=
n−1∑

i=0

g1(TC(T iL(x), a(T iL(x))))

|(T n−1−i
L )′(T i+1

L (x))|s �

Comme le terme complémentaire est indépendant de y, on peut soustraire deux relations de
ce type pour deux valeurs de y et ainsi obtenir :

Corollaire 5.2.11. ∀n, k ≥ 0, ∀(x, y), (x, y′) ∈ C̃,

gn+k(T
k
C(x, y′))− gn+k(T

k
C(x, y)) =

1

|(T kL)′(x)|s (gn(x, y′)− gn(x, y)) .

Ces estimations vont nous permettre de déterminer à quelle conditions et à quelle vitesse la
suite des (gn) converge.

Cette suite de fonctions a aussi été construite de telle sorte que la projection αn sur ∆n(x)
permette de les déterminer complètement :

154



5.2. FONCTIONS PROPRES ET DISTRIBUTIONS PROPRES

Lemme 5.2.12.
∀(x′, y′) ∈ C̃, gn(x′, y′) = gn(x′, αn(x′, y′)).

PREUVE : Si y′ = b(x′), c’est clair puisque dans ce cas αn(x′, y′) = y′. Autrement, il existe
un unique x0 tel que T nL (x0) = x′ et y′ ∈ [SnR(x0, a(x0));SnR(x0, b(x0))[. Alors par définition
αn(x′, y′) = SnR(x0, a(x0)) et pour tout x tel que T nL (x) = x′,

1]a(x′);y′](S
n
R(x, b(x))) = 1]a(x′);αn(x′,y′)](S

n
R(x, b(x))) + 1]αn(x′,y′);y′](S

n
R(x, b(x))).

Mais puisque ]αn(x′, y′); y′] ⊂ ]SnR(x0, a(x0));SnR(x0, b(x0))[, il ne peut contenir de point de la
forme SnR(x, b(x)). Ainsi le second terme est nul. �

On peut alors utiliser ce renseignement pour simplifier l’expression de la série :

Lemme 5.2.13. Soit (x, y) ∈ C. Alors

∀n, k ≥ 0, gn+k(x, y)− gn(x, y) =
n+k−1∑

i=n

g1(SiL(x, y), SR(Si+1
L (x, y), a(Si+1

L (x, y))))

|(T iL)′(SiL(x, y))|s

PREUVE : Prenons n, k ≥ 0. Puisque y 6= b(x), αj = SjR(xj, a(xj)) avec xj = SjL(x, y). Alors
(x, αj) = (T jL(xj), S

j
R(xj, a(xj))) = T jC(xj, a(xj)), T iL(xj) = xj−i et il vient :

gn+k(x, y)− gn(x, y) = gn+k(x, αn+k)− gn(x, αn)

= gn+k(T
n+k
C (xn+k, a(xn+k)))− gn(T nC(xn, a(xn)))

=
n+k−1∑

i=0

g1(TC(T iL(xn+k), a(T iL(xn+k))))

|(T n+k−1−i
L )′(T iL(xn+k))|s

−
n−1∑

i=0

g1(TC(T iL(xn), a(T iL(xn))))

|(T n−1−i
L )′(T iL(xn))|s

=
n+k−1∑

i=0

g1(TC(xn+k−i, a(xn+k−i)))

|(T n+k−1−i
L )′(xn+k−i)|s

−
n−1∑

i=0

g1(TC(xn−i, a(xn−i)))

|(T n−1−i
L )′(xn−i)|s

=
n+k−1∑

i=0

g1(TC(xi+1, a(xi+1)))

|(T iL)′(xi)|s
−

n−1∑

i=0

g1(TC(xi+1, a(xi+1)))

|(T iL)′(xi)|s

=
n+k−1∑

i=n

g1(TC(xi+1, a(xi+1)))

|(T iL)′(xi)|s
. �

La convergence de cette série n’est pas simple à étudier lorsque Γ est cofini. Une estimation
de (|(T iL)′(xi)|)i≥0 pour (xi) une suite de préimages qui s’accumulent au vosinage d’un cusp
(ce qui constitue la pire des situations) donne que cette suite croit en n2, mais puisque la partie
réelle de s est généralement 1

2
on est dans l’incapacité de conclure.

On se restreindra donc dorénavant uniquement au cas cocompact, pour lequel on a alors
convergence uniforme de la série.

Proposition 5.2.14. Supposons Γ cocompact et <(s) > 0. Il existe A > 0 et λ > 1 tels que :

∀(x′, y′) ∈ C̃,∀n, k ≥ 0, |gn+k(x
′, y′)− gn(x′, y′)| ≤ A

λn
.
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PREUVE : Puisque Γ est cocompact, T 2
L est strictement dilatante, i.e. il existe M > 1 tel que :

∀x ∈ S1, |(T 2
L)′(x)| > M . Alors :

|gn+k(x
′, y′)− gn(x′, y′)| =

∣∣∣∣∣
n+k−1∑

i=n

g1(TC(Si+1
L (x′, y′), a(Si+1

L (x′, y′))))

|(T iL)′(SiL(x′, y′))|s

∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈S1
|g1(TC(x, a(x)))|

n+k−1∑

i=n

1

|(T iL)′(SiL(x′, y′))|<(s)

Or

|(T iL)′(SiL(x′, y′))|<(s) ≥ |(T 2
L)′(S

i−2(b i
2
c−1)

L (x′, y′)) . . . (T 2
L)′(Si−2

L (x′, y′))(T 2
L)′(SiL(x′, y′))|<(s)

≥M b i
2
c<(s) ≥M ( i

2
−1)<(s)

donc en posant λ = M
1
2
<(s) > 1 il vient :

|gn+k(x
′, y′)− gn(x′, y′)| ≤ sup

x∈S1
|g1(TC(x, a(x)))|

n+k−1∑

i=n

1

λ2( i
2
−1)

≤ sup
x∈S1
|g1(TC(x, a(x)))|λ2

+∞∑

i=n

1

λi
= sup

x∈S1
|g1(TC(x, a(x)))|λ

2

λn
λ

λ− 1

�

Ceci nous assure que la suite (gn(x′, y′))n converge uniformément sur C̃. On peut donc
librement donner un sens à sa limite.

Définition 5.2.15. Pour (x′, y′) ∈ C̃, on pose g(x′, y′) = lim
n→+∞

gn(x′, y′).

En particulier, g(x′, a(x′)) = 0 et g(x′, b(x′)) = ψ(x′) ; et on a l’estimation suivante :

Corollaire 5.2.16. ∀(x′, y′) ∈ C̃,∀n ≥ 0, |g(x′, y′)− gn(x′, y′)| ≤ A

λn
.

g peut aussi s’écrire comme somme d’une série convergente :

Proposition 5.2.17.

∀(x, y) ∈ C, g(x, y) =
+∞∑

i=0

g1(SiL(x, y), SR(Si+1
L (x, y), a(Si+1

L (x, y))))

|(T iL)′(SiL(x, y))|s .

PREUVE : On a vu que dans ce cas

gn(x, y)− g0(x, y) =
n−1∑

i=0

g1(SiL(x, y), SR(Si+1
L (x, y), a(Si+1

L (x, y))))

|(T iL)′(SiL(x, y))|s .

Or puisque y 6= b(x), g0(x, y) = 0 donc on obtient le résultat en faisant tendre n vers l’infini.
�
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Étudions maintenant la régularité de g, toujours pour Γ cocompact. Pour remonter à la dis-
tribution de Helgason, nous aurons besoin d’intégrabilité par rapport aux deux variables, ainsi
que de continuité par rapport à la seconde.

La première de ces exigences est simple à satisfaire :

Proposition 5.2.18. g : C̃ → C ∈ L∞(C̃).

PREUVE : C’est clair car les gn sont bornées, convergent uniformément vers g, et L∞(C̃) est
complet. �

La seconde s’appuie sur la convergence uniforme de la suite (gn), et ce bien que les gn ne
soit elle-même pas continue :

Proposition 5.2.19. Pour tout x′ ∈ S1, y′ ∈ [a(x′); b(x′)] 7→ g(x′, y′) est continue.

PREUVE : Soient (x′, y′) ∈ C̃ et ε > 0. Distinguons deux cas.
Supposons y′ /∈ ∆(x′). On peut choisir n tel que A

λn
< ε. Puisque y′ /∈ ∆n(x′), la fonction

y 7→ gn(x′, y) est continue (car constante) dans un voisinage de y′, c’est-à-dire qu’il existe
δ > 0 tel que |gn(x′, y) − gn(x′, y′)| < ε pour tout y ∈ ]y′ − δ; y′ + δ[. Alors, pour un y de cet
intervalle,

|g(x′, y)−g(x′, y′)| ≤ |g(x′, y)−gn(x′, y)|+|gn(x′, y)−gn(x′, y′)|+|gn(x′, y′)−g(x′, y′)| < 3ε.

Sinon, y′ ∈ ∆n(x′) pour un certain n ≥ 0. Alors pour tout k ≥ 0, y′ = αn+k(x
′, y′) et

g(x′, y′) = gn+k(x
′, y′). Or y 7→ gn+k(x

′, y) est localement constante à droite au voisinage de
y′, et pour y < y′ = Sn+k

R (xk, b(xk)) suffisamment petit :

|gn+k(x
′, y)− gn+k(x

′, y′)| =
∣∣∣∣

ψ(xk)

(T n+k
L )′(xk)

∣∣∣∣ ≤
|ψ(xk)|
M bn+k

2
c .

Il existe donc k ≥ 0 et δ = δk > 0 tels que |gn+k(x
′, y) − gn+k(x

′, y′)| < ε pour tout y
dans l’intervalle ]y′ − δ; y′ + δ[. Alors, pour ces mêmes y, et quitte à augmenter k de sorte que
|g − gn+k| < ε :

|g(x′, y)− g(x′, y′)| ≤ |g(x′, y)− gn+k(x
′, y)|+ |gn+k(x

′, y)− gn+k(x
′, y′)| < 2ε. �

On s’apercevra a posteriori que y′ ∈ [a(x′); b(x′)] → g(x′, y′) doit en fait être <(s)-hölder
pour tout x′ ∈ S1.

5.2.4 Formule d’inversion de ψf,s

On reprend ψf,s = Ψ(Df,s) où Df,s = D′. Nous voilà maintenant en mesure de reconstituer
explicitement Df,s à partir de ψf,s. On suppose toujours Γ cocompact.

Proposition 5.2.20.

∀(x′, y′) ∈ C̃, g(x′, y′) = ks(x′, y′)D(y′)− ks(x′, a(x′))D(a(x′))−
∫ y′

a(x′)

∂ks

∂y
(x′, y)D(y)dy.
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PREUVE : Soient n ≥ 0 et (x′, y′) ∈ C̃. Si αn = αn(x′, y′), alors le lemme 5.2.3 donne :

gn(x′, y′) = gn(x′, αn)

=
∑

TnL (x)=x′

ψf,s(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(x′);αn](S
n
R(x, b(x)))

=
∑

TnL (x)=x′

1]a(x′);αn](S
n
R(x, b(x)))

(
ks(T nL (x), SnR(x, b(x)))D(SnR(x, b(x)))

− ks(T nL (x), SnR(x, a(x)))D(SnR(x, a(x)))−
∫ SnR(x,b(x))

SnR(x,a(x))

∂ks

∂y
(T nL (x), y)D(y)dy

)

= ks(x′, αn)D(αn)− ks(x′, a(x′))D(a(x′))−
∫ αn

a(x′)

∂ks

∂y
(x′, y)D(y)dy

On obtient alors le résultat attendu en faisant tendre n vers +∞. �
Notons, pour y ∈ S1,

G(y) =

∫

x∈S1
g(x, y)1C(x, y)dx et Ks(y) =

∫

x∈S1
ks(x, y)1C(x, y)dx.

Ces deux fonctions sont bien définies sur S1 car g et ks sont intégrables puisque bornées sur un
compact, C restant à une distance non nulle de la diagonale du tore lorsque Γ est cocompact.
De plus, G est continue et Ks est C∞ par morceaux.

En intégrant la relation de la proposition 5.2.20 par rapport à x′, il vient :

Proposition 5.2.21.

∀y, y′ ∈ R, G(y′)−G(y) = Ks(y′)D(y′)−Ks(y)D(y)−
∫ y′

y

Ks′(t)D(t)dt.

Moralement, on a donc que G′ = KsD′, sauf que ni G ni D ne sont dérivables. On voudrait
toutefois pouvoir encore en déduire que D′ = 1

KsG
′, ce qui est possible grâce au lemme qui

suit :

Lemme 5.2.22. Soient f, g : I → C continues et ϕ : I → C de classe C1 telles que :

∀y, y′ ∈ I, g(y′)− g(y) = ϕ(y′)f(y′)− ϕ(y)f(y)−
∫ y′

y

ϕ′(t)f(t)dt.

Si ϕ ne s’annule pas, alors :

∀y, y′ ∈ I, f(y′)− f(y) =
g(y′)

ϕ(y′)
− g(y)

ϕ(y)
−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
g(t)dt.

PREUVE : Fixons y, y′ ∈ I et développons

δ(y′, y) =
g(y′)

ϕ(y′)
− g(y)

ϕ(y)
−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
g(t)dt

=
1

ϕ(y′)

(
g(y) + ϕ(y′)f(y′)− ϕ(y)f(y)−

∫ y′

y

ϕ′(t)f(t)dt

)

− g(y)

ϕ(y)
−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)(
g(y) + ϕ(t)f(t)− ϕ(y)f(y)−

∫ t

y

ϕ′(u)f(u)du

)
dt.

158



5.2. FONCTIONS PROPRES ET DISTRIBUTIONS PROPRES

En posant λ(t) =

∫ t

y

ϕ′(u)f(u)du qui est une fonction de classe C1 sur I , il vient :

δ(y′, y) = f(y′) + g(y)

(
1

ϕ(y′)
− 1

ϕ(y)
−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
dt

)

︸ ︷︷ ︸
=0

+ f(y)ϕ(y)

(∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
dt− 1

ϕ(y′)

)

︸ ︷︷ ︸
=− 1

ϕ(y)

−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
ϕ(t)f(t)dt− λ(y′)

ϕ(y′)
+

∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
λ(t)dt.

Or, par intégration par parties, et puisque λ(y) = 0, le dernier terme se réécrit :
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
λ(t)dt =

λ(y′)

ϕ(y′)
− λ(y)

ϕ(y)
−
∫ y′

y

λ′(t)

ϕ(t)
dt =

λ(y′)

ϕ(y′)
−
∫ y′

y

1

ϕ(t)
ϕ′(t)f(t)dt.

Alors :

δ(y′, y) = f(y′)− f(y)−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)

)
ϕ(t)f(t)dt−

∫ y′

y

1

ϕ(t)
ϕ′(t)f(t)dt

= f(y′)− f(y)−
∫ y′

y

∂

∂t

(
1

ϕ(t)
ϕ(t)

)

︸ ︷︷ ︸
=1

f(t)dt

= f(y′)− f(y). �

Pour l’appliquer, il nous faut cependant vérifier que Ks ne s’annule pas. On n’est malheu-
reusement capable d’établir ce résultat technique que lorsque la partie imagine de s est grande.

Lemme 5.2.23. Il existe ω0 > 0 tel que pour tout s = 1
2

+ iω avec |ω| ≥ ω0, Ks ne s’annule
pas sur R.

PREUVE : Puisque la partition de Markov du codage de Bowen-Series est finie, on peut sup-
poser, quitte à prendre le maximum des ω0 obtenus à la fin, que y est dans un intervalle Ikv du
codage à droite.

Cherchons un point p ∈ D tel que (p ? y, y) ∈ C̊ pour tout y ∈ Ikv . Lorsque p est dans
l’intérieur du domaine fondamental, (p ? y, y) traverse nécessairement l’intérieur du domaine
donc est une géodésique du billard qui aboutit dans Ikv : autrement dit, (p ? y, y) ∈ Bk

v . Ainsi,
(p?y, y) ∈ C si et seulement si (p?y, y) 6∈ Xk

v . Si A ⊂ T2 \∆ est un ensemble de géodésiques,
notons π(A) l’ensemble des points de D atteints par les géodésiques de A. On constate alors
que π(Xk

v ) ne peut pas contenir D tout entier : en effet, cela impliquerait que la géodésique qui
borde le tubeXk

v est un bord du domaine et donc qu’un certain aiv avec i ∈ [[nv ; mv−2]] pourrait
aussi s’écrire anw−1

w (w = r(v)), ce qui est impossible. Il suffit donc de prendre p ∈ D̊ \ π(Xk
v ).

Fixons y ∈ Ikv et prenons une isométrie γ telle que γ(y) = y et γ(0) = p. Pour tout x ∈ S1,

ksp(γ(x), y) = ksp(γ(x), γ(y)) = es(bγ(x)(p,z)+bγ(y)(p,z)) = es(bx(0,γ−1(z))+by(0,γ−1(z))) = ks0(x, y).
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Il vient ainsi :

Ks(y) =

∫
ksp(x, y)1C(x, y)dx =

∫ b(y)

a(y)

ksp(x, y)dx

=

∫ γ−1(b(y))

γ−1(a(y))

ksp(γ(x), y)|γ′(x)|dx

=

∫ γ−1(b(y))

γ−1(a(y))

ks0(x, y)|γ′(x)|dx.

De plus, puisque p?y ∈ ]a(y); b(y)[, 0?y = γ−1(p?y) ∈ ]γ−1(a(y)); γ−1(b(y))[. Par invariance
par rotation, on est donc ramené à monter que

∀ [a; b] ⊂ S1, 1 ∈ ]a; b[ ,−1 /∈ [a; b] , Isa,b =

∫ b

a

ks0(x,−1)|γ′(x)|dx 6= 0

où γ est une isométrie fixant −1 et envoyant 0 sur p, et s = 1
2

+ iω avec |ω| > ω0 indépendant
de a et b.

Transférons-nous maintenant dans le modèle du demi-plan de Poincaré :
−−1, 0, p, 1, a, b sont envoyés respectivement sur∞, i, P, 0, A,B par ϕ(z) = i1−z

1+z
;

− l’image de la mesure de Lebesgue sur le cercle est dµ = dx
1+x2

;
− γ est transportée en une isométrie fixant∞, envoyant i sur P , et dont le jacobien basé en i
par rapport à la mesure de Lebesgue sur R vaut |γ′(x)| = γ′(x) 1+x2

1+γ(x)2
;

− ks0(x,−1) est remplacé par ksi (x,∞) = (1 + x2)s.
Alors :

Isa,b =

∫ B

A

(1 + x2)sγ′(x)
1 + x2

1 + γ(x)2
dµ(x) =

∫ B

A

(1 + x2)s
γ′(x)

1 + γ(x)2
dx.

Si γ(z) = az+b
cz+d

, γ(∞) = ∞ impose que c = 0. Alors ad = 1 et γ(z) = a2z + ab. Par ailleurs,
γ(i) = a2i+ ab = P donc ab = <(P ) et a2 = =(P ). En posant P = u+ iv, il vient :

Isa,b = v

∫ B

A

(1 + x2)s

1 + (u+ vx)2
dx = v

∫ B

A

√
1 + x2

1 + (u+ vx)2
eiω ln(1+x2)dx.

Rappelons le développement asymptotique de la phase stationnaire Si f, g sont de classe C3

sur R, que g′(x) = 0 si et seulement si x = x0, et que g′′(x0) 6= 0, alors il existe C > 0 ne
dépendant que de f et g telle que pour tout a < x0 < b,

∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)eiωg(x)dx− f(x0)eiωg(x0)

√
2π

|g′′(x0)|ωe
isgn(g′′(x0))π

4

∣∣∣∣∣ ≤
C

ω
3
2

.

Ici, f(x) = v
√

1+x2

1+(u+vx)2
et g(x) = ln(1 + x2). g′(x) = 2x

1+x2
s’annule uniquement en x0 = 0

qui est bien dans ]A;B[ par hypothèse. D’autre part, g′′(x) = 2
(1+x2)2

donc g′′(0) = 2 > 0. Par
conséquent, ∣∣∣∣∣I

s
a,b −

v

1 + u2

√
iπ

ω

∣∣∣∣∣ ≤
C

ω
3
2

.

Puisque C ne dépend pas de a et b, le résultat est montré. �
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On peut alors appliquer la formule d’inversion pour f = D, g = G et ϕ = Ks, et il vient :

Proposition 5.2.24. Si s = 1
2

+ iω avec |ω| > ω0, alors :

∀y, y′ ∈ R, D(y′)−D(y) =
G(y′)

Ks(y′)
− G(y)

Ks(y)
−
∫ y′

y

(
1

Ks

)′
(t)G(t)dt.

Quitte à normaliser D de sorte que D(0) = G(0)
Ks(0)

, on obtient finalement :

Théorème 5.2.25. Soit Γ cocompact. Il existe ω0 > 0 tel que pour tout s = 1
2

+ iω, |ω| > ω0,
et pour toute ψf,s = Ψ(Df,s), alors Df,s = D′ avec :

∀y ∈ R, D(y) =
G(y)

Ks(y)
−
∫ y

0

(
1

Ks

)′
(t)G(t)dt

où Ks(y) =

∫
ks(x, y)1C(x, y)dx, G(y) =

∫
g(x, y)1C(x, y)dx et :

∀(x′, y′) ∈ C, g(x′, y′) = lim
n→+∞

∑

TnL (x)=x′

ψ(x)

|(T nL )′(x)|s1]a(x′);y′](S
n
R(x, b(x))).

On peut noter que cette construction de D a un sens même si ψf,s ne provient pas a priori
d’une distribution de Helgason. Cependant, il faut alors montrer que la dérivée faible de D est
bien une distribution propre de LL,s pour la valeur propre 1.

Pour généraliser ce résultat à Γ cofini, il faudrait :
− démontrer la convergence des (gn) sans l’hypothèse d’expansivité uniforme de TL. Dans
l’état actuel des choses, on sait uniquement dans ce cas que la série

∑

n≥0

|T nL (SnL(x, y))|−s qui

domine les (gn) ne diverge pas grossièrement.
− prouver la continuité de y′ → g(x′, y′) si la convergence des (gn) n’est pas uniforme.
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Résumé
Cette thèse traite de l’étude des objets reliés au codage de Bowen-Series du flot géodésique

pour des surfaces hyperboliques de volume fini. On démontre d’abord que le billard géodé-
sique associé à domaine fondamental even corners d’un groupe fuchsien cofini est conjugué
à une bijection du tore, appelée codage étendu, dont l’un des facteurs est la transformation
de Bowen-Series. L’intérêt principal de cette conjugaison est qu’elle ne fait toujours interve-
nir qu’un nombre fini d’objets. On retrouve ensuite des résultats classiques sur le codage de
Bowen-Series : il est orbite-équivalent au groupe, ses points périodiques sont denses, et ses or-
bites périodiques sont en bijection avec les classes d’équivalence d’hyperboliques primitifs du
groupe ; ce qui permet finalement de relier sa fonction zeta de Ruelle à la fonction zeta de Sel-
berg. Les preuves de ces résultats s’appuient sur un lemme combinatoire qui abstrait la propriété
d’orbite-équivalence à des familles de relations qui peuvent être définies sur tout ensemble sur
lequel agit le groupe. Il est aussi possible de conjuguer le codage étendu à un sous-shift de
type fini, sauf pour un ensemble dénombrable de points. Enfin, on prouve que les distributions
propres pour la valeur propre 1 de l’opérateur de transfert sont les distributions de Helgason de
fonctions propres du laplacien sur la surface, puis que l’on peut associer à toute telle distribution
propre une fonction propre non triviale de l’opérateur de transfert et que ce procédé admet un
inverse dans certains cas.

MOTS-CLÉS : Géométrie hyperbolique, flot géodésique, billard, codage de Bowen-Series,
orbite-équivalence, sous-shift de type fini, fonction zeta de Selberg, opérateur de transfert, la-
placien hyperbolique, distribution de Helgason.

Abstract
This thesis focuses on the study of the objects linked to the Bowen-Series coding of the geo-

desic flow for hyperbolic surfaces of finite volume. It is first proved that the geodesic billiard
associated with an even corners fundamental domain for a cofinite fuchsian group is conjugated
with a bijection of the torus, called extended coding, one factor of which is the Bowen-Series
transform. The sharpest property of that conjugacy is that it always only involves a finite num-
ber of objects. Some classical results about the Bowen-Series coding are then rediscovered : it
is orbit-equivalent with the group, its periodic points are dense, and its periodic orbits are in
bijection with conjugacy classes of primitive hyperbolic isometries ; which eventually links its
Ruelle zeta function to the Selberg zeta function. The proofs of those results use a combinatorial
lemma that abstracts the orbit-equivalence property to families of relations that can be defined
on every set on which the group acts. The extended coding is also proved to be conjugated with
a subshift of finite type, except for a countable set of points. Finally, it is shown that eigen-
distributions of the transfer operator for the eigenvalue 1 are the Helgason boundary values of
eigenfunction of laplacian on the surface, plus that one can associate to each such eigendistri-
bution a non-trivial eigenfunction of the transfer operator and that this process has a reciprocal
in some cases.

KEYWORDS : Hyperbolic geometry, geodesic flow, billiard, Bowen-Series coding, orbit-
equivalence, subshift of finite type, Selberg zeta function, transfer operator, hyperbolic lapla-
cian, Helgason boundary value.


