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Notations

Typographie

Minuscule ordinaire

Minuscule grasse

Majuscule grasse
Majuscule relief
a;

myj

M—l

M7 et m?
-]

-]

-]

scalaire

vecteur colonne - les vecteurs ligne s’écriront comme des vecteurs
colonne transposés

matrice

ensemble (par exemple P, R, T, U)

i-eme composante du vecteur a

élément situé a ’intersection de la i-eme ligne et de la j-eme colonne
de la matrice M

inverse de la matrice M

transposée de la matrice M et du vecteur m

norme

norme euclidienne

concentration d’un espece (exprimée en M ou mM)

Abréviations et acronymes

ERO
Hp
HpD
HDMR
iid.
IDL
PDT
PS
u.a
v.a.
VTP
U7

espece réactive de I’oxygene
hématoporphyrine

hématoporphyrin dérivée

High Dimensional Model Representation
indépendantes et identiquement distribuées
intervalle drogue — lumiere

PhotoDynamic Therapy
photosensibilisateur, agent photosensibilisant
unité arbitraire.

variable aléatoire

Vasculat Targeted Photodynamic Therapy

lignée tumorale (glioblastome multiforme humain).



Notations

Symboles et fonctions

Qg et g,

Qq

O

argmax .J (0)
arg min J ()
cond ()
det(-)

de

estimation de I’aire d’une gaussienne ;

coefficient d’absorption

coefficient de diffusion

coefficient total d’attenuation (co; = o + vg)

valeur (ou ensemble des valeurs) de @ qui maximise J ( -)

valeur (ou ensemble des valeurs) de € qui minimise J ( - )
conditionnement d’une matrice

determinant d’une matrice

écart entre @ et 0°, 6 = 0 — 0°

coefficient d’extinction

erreur de sortie

matrice d’information de Fisher

spectre de fluorescence

constante de Planck (6.623-10734 J - s)

intensité de fluorescence (u.a.)

longueur d’onde (nm)

la plus petite valeur propre de la matrice M

la plus grande valeur propre de la matrice M

structure de modeles

modele de structure M ( -) et de parametres 0

fréquence d’onde (v = ¢/)\)

nombre de parametres

nombre d’entrées (dimension de u)

nombre de variables d’état

nombre de sorties

distribution d’une variable aléatoire normale (ou gaussienne) de
moyenne m et de variance v

nombre de temps de mesure

nombre de points utilisés pour échantillonner I’espace (paramétrique)
vecteur des parametres a estimer (de dimension 7))

vecteur des parametres normalisés (de dimension n,,) et appartenant
alf0,1]™

ensemble paramétrique admissible a priori

vraie valeur des parametres

estimée des parametres associée a un optimum globale de J ( -)
valeur nominale des parametres

vecteur d’hyperparametres (par exemple termes de pondération a

choisir par I’utilisateur
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Notations

Xi

Sy.0; (L, 0°, 1)

)

Sy,0;

0; (tk’a u)
Syg (k,GO u)
5y.0, (tk,H u)
Sy (OO,u)

U (a,b)
uo

up

V(6%

matrice de pondération (diagonale)

coefficient de détermination entre les spectres mesurés et estimés (a
I’instant £;,)

systeme

la fonction de sensibilité de la sortie y (¢, @, u) par rapport au para-
metre 6; et dans le voisinage de 6°, pour u donnée et i I’instant ¢.
Correspondant a un élément de la matrice de sensibilité, S, (k, )

colonne de la matrice de sensibilit¢ S,, sy, =
0 0 T
[8%91 (tk7 0 ,U) y ey Sy0; (tNa 0 ,U)}

. o iqee s c o dy(ty.,0
fonction de sensibilité normalisé, 5,9, = M 09
sUi 00; 9—0° 2
. [ . . ~ Olny(tx,0,u)
fonction de sensibilité logarithmique, s, 9. = —5 22—
Y,Yi Bln@- ") .90
Sy,0;

fonction de sensibilité logarithmique normalisée, 5, , ||—

matrice de sensibilité de la sortie y par rapport aux parametres, éva-
luée en °, aux instants de mesure {t, ..., ¢y} et pour (u,x,) don-
nées

Fonction de sensibilité (globale) de la sortie par rapport a I’effet di-
rect du parametre p;

Fonction de sensibilité (globale) totale de la sortie par rapport au pa-
rametre p;

estimation de la largeur d’une gaussienne

durées de vie moyennes du PS a I’état singulet excité, respectivement
triplet excité

variable indépendante (généralement le temps), prenant éventuelle-
ment des valeurs discretes.

tolerance (MATLAB®) pour le calcul du rang d’une matrice

période du signal d’entrée

période d’échantillonnage d’un systeme a temps continu

ensemble des instants de mesure, {¢,...,tx}

somme des éléments diagonaux de la matrice carrée M

temps d’exposition a la lumiere

demi-périodes ou le laser est éteint (protocole PDT)

éclairement énergétique (‘“fluence rate”, souvent traduite par irra-
diance et correspondant a une densité de puissance lumineuse par
unité de surface) (W/cm?)

loi uniforme entre a et b

vitesse d’incorporation de 1’oxygene (mM - s~ 1)

vitesse d’incorporation du PS (mM - s71)

un voisinage de 6*
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Notations

VA

Vit
Vi(t
Vi (t)

v.a.l.

Ym (tk)
y(t,0)
Dors

vitesse d’absorption des photons

variance totale de la sortie y par rapport au parametres

variance “‘de premier ordre” de la sortie y par rapport au parametre p;
variance “totale” de la sortie y par rapport au parametre p;

variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s

vecteur d’état (de dimension n)

vecteur de mesure des variables de sortie du systeme

vecteur des sorties modele correspondant a y ()

rendement quantique de la conversion intersystéme

rendement quantique de production de I’oxygene singulet
rendements quantique de fluorescence

rendement quantique de phosphorescence

efficacité du transfert d’énergie

fonction représentant I’effet total sur la sortie y vis-a-vis du para-
metre p;

regroupe les effets conjugués des bruits de mesure, des perturbations

environnantes et des erreurs numériques de simulation

Principales variables de la phase photocytotoxique

Symb. | Description Unité
VA Vitesse d’absorption des photons mM -s~1
up | Vitesse d’incorporation du PS mM -s~1
Uo Vitesse d’incorporation d’oxygene mM - st
u; | Irradiance mW -em™2

Y Intensité de fluorescence u.a
[So] | PS. intracellulaire a I’état repos mM
[S1] | PS. intracellulaire a I’état singulet excité mM
[T1] | PS. intracellulaire a I’état triplet excité mM

[Oy] | Oxygene a 1’état triplet repos mM
['Oy] | Oxygene a I’état singulet excité mM
[M] | Substrat organique intracellulaire mM




Notations

Photoréactions de la PDT :

No. | Type de réaction Réaction photochimique Vitesse

1 Absorption (A) So+hvy — S ka-ur - [Sol
2 Conversion Interne (CI) S1 A So kcr [S1]

3 Fuorescence (F) S1 — Sy + hvp kr [S1]

4 Conversion Intersysteme (CIS) S, <Is T, kors [S1]

5 Phosphorescence (P) Ty — So + hvp kp [T1]

6 Conversion Intersysteme 2 (TS) T = So krs [T1]

7 Luminescence (L) 10y =3 Oy + hvy, kr [1O,]

8 Transfert d’énergie (T) T, +3 0y — Sy +1 Oy kr [T1] [2Os]
9 | Photoblanchiment (Pb) 1Oy + Sy =2 Oy + P(O) | kpy O3] [So]
10 | Oxydation (0x) 1Oy + M =3 Oy + M (O) | kow [*Os] [M]
11 | Réaction entre S, et M (SM) S1 4+ M — Photoproduits | kgys [S1] [M]
12 | Réaction entre T} et M (TM) T, + M — Photoproduits | krys [11] [M]
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Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire ont été développés au Centre de Recherche en Automatique
de Nancy (Nancy-Université, CNRS UMR 7039) au sein du groupe thématique “Identification,
Restauration, Images et Signaux” et en collaboration avec le groupe thématique “Ingénierie pour
la Santé”. Ils s’inscrivent dans le cadre de la Biologie Intégrative, domaine de recherche interdisci-
plinaire né au début des années 2000. Cette discipline a pour but d’étudier le fonctionnement d’un
organisme vivant en recueillant des données biologiques quantitatives utilisées ensuite pour éla-

borer des modeles mathématiques, explicatifs et prédictifs pouvant servir a des fins thérapeutiques.

Le cancer est un terme général appliqué a un grand groupe de maladies qui peuvent toucher n’im-
porte quelle partie de 1I’organisme. L'une de ses caractéristiques est la prolifération rapide de cel-
lules anormales qui peuvent essaimer dans d’autres organes, formant ce qu’on appelle des mé-
tastases. Le cancer est une des principales causes de déces dans le monde et le nombre de cas
augmente. Ainsi, I’organisation mondiale de la santé (OMS) prévoit une augmentation de 45% du
nombre de déces par cancer dans le monde entre 2007 et 2030 (de 7.9 a 11.5 millions), en partie a
cause de I’accroissement et du vieillissement de la population. De plus, il est estimé que le nombre
de nouveaux cas passera de 11.3 millions en 2007 a 15.5 millions en 2030. Malgré les avancées
scientifiques dues notamment au génie chimique, au génie génétique et au génie biomédical, cette

maladie reste encore un verrou scientifique majeur.

Le sujet de these traite de la modélisation de la phase photocytotoxique de la thérapie photody-
namique (PhotoDynamic Therapy, PDT), utilisée et développée au Centre Alexis Vautrin (Centre
de Lutte Contre le Cancer de Nancy) pour traiter certains cancers. La thérapie photodynamique
utilise un agent photosensibilisant (photosensibilisateur, PS), injecté aux patients, qui se concentre
dans les tissus pathologiques. Cet agent est ensuite activé par une lumiere d’une longueur d’onde
précise produisant, apres une cascade de réactions, des especes réactives de I’oxygene dont 1’oxy-
gene singulet (I’espece cytotoxique) qui endommagent les cellules cancéreuses. L'efficacité et la
reproductibilité des réponses de cette thérapie reposent principalement sur les propriétés chimiques
et photobiologiques du photosensibilisateur, les conditions d’illumination, la disponibilité en oxy-
gene et la sensibilité intrinseque de la cible. La contribution relative de chacun de ces facteurs a

des conséquences sur I’efficacité du traitement.



2 INTRODUCTION

La complexité de cette thérapie est liée au fait que les especes cytotoxiques sont générées in situ.
Plusieurs autres facteurs viennent s’ajouter, comme I’hétérogénéité spatiale dans la tumeur du pho-
tosensibilisateur et de I’oxygene (due a la vascularisation inhomogene des différentes zones de la
tumeur) et de la lumiere (hétérogénéité des propriétés optiques des tissus, absorption lumineuse
par les fluorophores endogenes et par le PS qui limite la pénétration de la lumiere). En outre, dif-
férents facteurs qui influencent le traitement, comme la disponibilité en oxygene, la concentration

et localisation du photosensibilisant et les propriétés optiques des tissus, varient au cours du temps.

Un des axes de développement de la PDT est la mise au point de nouveaux agents photosensibili-
sants. Il existe plusieurs fagons d’évaluer leur efficacité, dont une concerne leur capacité a produire
des especes cytotoxiques. La comparaison de I’activité cytotoxique des agents photosensibilisants
repose usuellement sur celle d’indicateurs photophysiques comme les rendements quantiques de
I’oxygene singulet, les temps de vie moyens des différentes especes et le coefficient d’absorption
du photosensibilisateur dans la région spectrale de la lumiere d’excitation. Ces indicateurs sont
généralement estimés a partir d’expériences in vitro, mais ils ne peuvent pas toujours prévoir 1’ac-
tion cytotoxique in vivo. Jusqu’a présent, il n’existe aucune approche permettant de mesurer ces
coefficients dans le contexte in vivo. Nous proposons ici de reformuler cette question comme un
probleme d’estimation des parametres d’un modele dynamique de la phase photocytotoxique de
la PDT. Mais pour résoudre ce probleéme, il est préalablement nécessaire d’étudier I’identifiabilité

des parametres et en particulier dans un cadre expérimental réaliste.

Le premier point abordé pendant la these fut la construction d’'un modele mathématique associé
a la phase photocytotoxique du traitement. Ce modele comporte six équations différentielles non
linéaires, six variables d’état, dix parametres photophysiques, deux variables d’entrée, une variable
de perturbation et une variable de mesure. Ce modele a pour finalité I’évaluation de I’efficacité in

vivo de nouveaux photosensibilisateurs sur une lignée cellulaire de cancer donnée.

Deuxiemement, afin d’analyser la faisabilité de I’estimation des parametres du modele, des études
d’identifiabilité ont ét€ menées. Devant la richesse des travaux portant sur le concept d’identifia-
bilité et ses différentes définitions, nous proposons la classification en quatre concepts d’identi-
fiabilité. L’identifiabilité a priori [WALTER et PRONZATO (1994)] étudie I’existence, 1’unicité et
la continuité (les trois conditions de Hadamard d’un probleme bien posé, [HADAMARD (1902)])
d’une solution a I’estimation des parametres d’une structure de modele dans un cadre idéal (indé-
pendamment des données). Une fois I’identifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors
important de vérifier que 1’unicité de la solution du probleme inverse est également garantie a pos-
teriori dans le cadre expérimental (les signaux entrée—sortie sont non-bruités, le signal d’entrée et
les instants de mesure sont fixés) : il s’agit alors de I’identifiabilité a posteriori. Dans [DOBRE et al.
(2007, 2008a,b)], nous avons montré que tous les parametres du modele considéré étaient a poste-
riori localement identifiables. Une troisieme classe vient se rajouter : I’identifiabilité pratique, qui
prend en plus en compte le bruit sur les données [DOCHAIN et VANROLLEGHEM (2001)]. Dans ce
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cadre, notre contribution fut de proposer une méthode de classification des parametres identifiables

localement en pratique, en deux étapes :

* une premicre classification des parametres selon des mesures de sensibilité (principalement
selon les normes 1 et 2 des fonctions de sensibilité) ;

* une deuxieme classification des parametres selon des indices de multicolinéarité : une dis-
tance E-modifié d’une matrice proportionnelle a la matrice d’information de Fisher. Les ré-
sultats de cette classification sont comparés avec deux autres distances : une proposée dans
[BRUN et al. (2001)] et I’autre dans [BELSLEY et al. (2004)].

* une troisieme classification est proposée seulement a titre informatif, portant sur une distance
D-optimale.

En particulier, a la seconde étape, la distance proposée dans [BRUN ez al. (2001)] peut s’avérer trop
optimiste. C’est notamment le cas dans notre application. Nous expliquons les raisons de ce défaut
par I'utilisation d’une matrice normalisée, ce qui consiste a multiplier la matrice de sensibilité S,
par une matrice diagonale qui pourrait €tre mal conditionnée. Pour résoudre ce probleme, nous
proposons d’utiliser deux autres distances.

Dans notre application, nous mettons en évidence I’écart tres important entre les résultats de I’iden-
tifiabilité locale a priori (dix parametres identifiables) et ceux de 1’identifiabilité locale pratique
(un seul parametre identifiable). Ceci souligne le fait que si les identifiabilités locales a priori et
a posteriori sont des conditions nécessaires, elles ne sont pour autant pas du tout suffisantes dans
un cadre expérimental ou le choix du signal d’excitation, celui de la période d’échantillonnage et
celui des capteurs sont fortement limités.

Un quatrieme point de vue sur I’identifiabilité est celui relatif a 1’étude de la convergence en pro-

babilité de I’estimateur des parametres, que nous ne considérons pas dans ce travail.

La large variabilité des parametres photophysiques et photochimiques en PDT nécessite d’étendre
notre étude d’identifiabilité a tout I’espace paramétrique et non seulement au voisinage de valeurs
nominales des parametres. Une méthode d’identifiabilité a posteriori globale applicable a des mo-
deles non linéaires est donc nécessaire. Il existe plusieurs approches permettant d’évaluer I’iden-
tifiabilité a priori globale de tels modeles [AUDOLY et al. (2001) ; DENIS-VIDAL et al. (1999)].
Avec I’aide de Liliane Denis-Vidal, la méthode de similarités a permis de conclure a 1’identifia-
bilité a priori globale du modele de photocytotoxicité avec une seule variable de sortie (le signal
d’intensité de fluorescence associé a la concentration en PS) [DOBRE ef al. (2008a)] . Mais qu’en
est-il dans un cadre expérimental réaliste ? Le manque de méthode visant a tester les identifiabi-
lités globales a posteriori et pratique nous a orienté vers d’autres approches comme 1’analyse de
sensibilité.

Nous avons appliqué une méthode d’analyse de sensibilité globale fondée sur I’étude de la variance

au cas des systemes dynamiques, afin d’estimer les fonctions de sensibilité globale de I’intensité
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de fluorescence du photosensibilisateur. L’étude a montré seulement quatre parametres suffisam-
ment sensibilisants [DOBRE et al. (2009, 2010a)]. Toutefois on a observé que deux des fonctions
de sensibilité significatives étaient tres proches 1’une de 1’autre. Cette proximité pose la question
de I’identifiabilit¢ mutuelle des parametres correspondants dans les conditions expérimentales de
I’étude. Cette interrogation en souleve une autre : que peut-on conclure réellement des résultats
d’une analyse de sensibilité globale en matiere d’identifiabilité ? En effet, on constate régulicre-
ment dans la littérature, et en particulier dans les problemes de biologie intégrative, que les ap-
proches d’analyse de sensibilité globale sont utilisées pour étudier 1’identifiabilité des parametres

sans pour autant justifier rigoureusement du lien entre les deux problemes.

Il nous a donc paru opportun d’examiner les liens entre les analyses globales de sensibilité et
d’identifiabilité. Nous avons constaté que dans la littérature ces liens se résument a des résultats
locaux. Nous avons abordé ce probleme (des liens entre les analyses globales) en employant une
décomposition particuliere du signal de sortie sur une base de fonctions appropriée a cette analyse.
A partir de cette décomposition, nous avons construit des fonctions, appelées fonctions W;, repré-

sentant 1’effet total sur la sortie du parameétre 6;.

Nous avons montré que plusieurs liens existent, et nous les avons séparés en trois classes [DOBRE
et al. (2010b)] :

* une fonction ¥; nulle implique des fonctions de sensibilité (du premier ordre et totales)
nulles et la non-identifiabilité du parametre 6; (plus précisément la non-observabilité du pa-
rametre en question). Le lien entre la nullité des fonctions de sensibilité et la nullité des
fonctions composantes de la décomposition HDMR dépendantes en 6; a été déja illustré
dans [SOBOL (1993)];

* des fonctions ¥; et ¥; dépendantes linéairement par rapport au temps, impliquant la corré-
lation des fonctions de sensibilité totales, St et STj, ainsi que la non-identifiabilité de I’'un

des deux parametres ;

* une fonction ¥; non-injective par rapport au parametre ¢; peut aussi entrainer la non-identifiabilité

du parametre en question.

Ce mémoire revendique trois contributions scientifiques : la premiere est d’ordre théorique (cha-
pitre 4) et les deux autres sont méthodologiques (chapitres 2 et 3). En outre, nous présentons un

travail d’application des méthodes proposées au cas de la thérapie photodynamique.

Le mémoire de these est structuré en quatre chapitres et trois annexes.

Dans le premier chapitre, nous présentons les généralités de la thérapie photodynamique, en se
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concentrant sur la phase d’activation du médicament. Cette phase suppose une s€quence de photo-
réactions ayant comme finalité la production d’especes réactives de I’oxygene comme 1’oxygene
singulet. Un modele de photoréactions de type II, constitué¢ de six équations différentielles non
linéaires et dix parametres, est développé avant de décrire les conditions et données expérimen-
tales. Nous montrons que les indicateurs photophysiques, employés pour analyser I’efficacité cy-

totoxique des photosensibilisateurs peuvent étre exprimés en fonction des parametres du modele.

Le second chapitre est dédié au probleme de I’identifiabilité pratique locale des systemes dyna-
miques. Nous commencons par présenter et classer les différentes définitions de I'identifiabilité
selon quatre catégories : identifiabilité a priori, identifiabilité a posteriori, identifiabilité pratique
et I’identifiabilité orientée convergence en probabilité. Nous proposons ensuite une nouvelle mé-
thode de sélection des parametres localement identifiables en pratique fondée sur la classification
hiérarchique des fonctions de sensibilité (en tenant compte d’une part de leur norme L2 et d’autre
part de leur colinéarité). Ce chapitre se termine par la présentation des résultats de la méthode ap-
pliquée au modele de la phase phototoxique de la thérapie photodynamique, présenté au chapitre
précédent.

Le manque de méthode visant a tester les identifiabilités globales a posteriori ou pratique, nous a
orienté vers d’autres approches comme 1’analyse de sensibilité. Le troisieme chapitre est consacré
a la présentation des méthodes d’analyse de sensibilité. Ces méthodes peuvent étre groupées en
trois classes : les méthodes locales, les méthodes de criblage et les méthodes globales. Nous ne
nous intéressons ici qu’a cette derniere classe et parmi les méthodes existantes, aux méthodes fon-
dées sur 1’étude de la variance (connues aussi dans la littérature comme les méthodes de Sobol’).
Dans la deuxieme partie du chapitre, cette méthode est appliquée au cas des systemes dynamiques.
Les résultats d’application de cette approche au probleme de la thérapie photodynamique sont pré-

sentés en fin de chapitre.

Le dernier chapitre de ce manuscrit est consacré aux relations entre identifiabilité et analyse de
sensibilité a I’échelle globale du domaine des parametres. Dans ce contexte, nous proposons une
contribution théorique originale dans laquelle nous établissons de nouveaux ponts entre les deux

notions en utilisant la décomposition HDMR de Sobol’.
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Chapitre 1
La thérapie photodynamique

Depuis 1988, le CRAN travaille en partenariat étroit avec les médecins et les biologistes sur la
thérapie photodynamique, conjointement avec le Centre Alexis Vautrin (Centre de Lutte contre le
Cancer de Nancy). Cette thérapie implique I’action combinée de trois composantes : un agent

photosensibilisant, [’oxygene et de la lumiere.

Ce chapitre commence par décrire les généralités sur la thérapie photodynamique : historique,
étude des facteurs régissant lefficacité du traitement, mécanismes d’éradication tumorale, ainsi
qu’une description du cadre expérimental. Ensuite nous nous concentrons sur la phase d’activation
de I’agent photosensibilisant. Cette phase suppose une séquence de réactions ayant comme finalité
la production d’especes réactives de I’oxygene. Un modele des photoréactions, constitué de six

équations différentielles non linéaires, est développé a la fin du chapitre.

1.1 Introduction a la thérapie photodynamique

La thérapie photodynamique ou PDT (PhotoDynamic Therapy) est préconisée dans le traitement
de certaines maladies dermatologiques, ophtalmologiques et en oncologie. Celle-ci associe 1’ac-
tion conjuguée d’une molécule photoactivable (agent photosensibilisant ou photosensibilisateur,
PS), de la lumiere et de I’oxygene. Les premieres applications cancérologiques datent de 1975
(Dougherthy aux Etats-Unis et Hayata au Japon). Cette thérapie se distingue de la photochimio-
thérapie qui n’implique pas I’oxygene et de la photothérapie utilisant les propriétés intrinseques de

la lumiere.

Dans cette premiere partie nous présentons une synthese bibliographique, issue en majeur partie
des mémoires de thése de Lorraine Tirand [TIRAND (2007)] et Noémie Thomas [THOMAS (2009)].
Nous commengons par un bref historique de cette thérapie. Ensuite, les propriétés « idéales » d’un
agent photosensibilisant sont détaillées, suivies par les différents mécanismes d’éradication tumo-

rale et la description du cadre expérimental.
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Chapitre 1

1.1.1 Historique

[Raab (1900)] [Von Tappeiner et [Meyer-Betz ~ [Lipson et [Dougherty et [Dougherty et
Joldlbauer(1907)]. (1913)] Baldes (1960)] al. (1975)]. al. (1978)].
Lipson et Baldes
Oscar Raab décrivent
Boaﬁa _.mm mzmﬁw z_m_.m Finsen — . I’accumulation Thomas
ﬁ%%owmw%MMoM Prix chm_ von ._.m%m_:mq et Friedrich du HPD dans la Thomas Dougherty
o bbcﬂ es . A ,umm._o:mx _<_~m<.m_.-WmﬁN Emzmcq et son Dougherty traite effectue un
e resultats introduisent le réalise une role dans la avec succés le || premiére étude
umiere su obtenus en terme premiére étude || photodétection cancer de la clinique
I’infusoria photothérapie || photodynamique sur laPDT des tumeurs peau controlée
1900 1901 1903 1907 1911 1913 1955 1960 1972 1975 1978
Niels Finsen Herman von W. Haussman Samuel Schwartz I. Diamond J. F. Kelly
utilise la Tappeiner et A. || décrit les PS et || développe un autre PS montre la analyse les effets
lumiére pour Jesionek les effets (HpD) phototoxicité du ] du HpD (deux
traiter la utilisent eosin || phototoxiques Hp invivo et in fois plus
variole et la et la lumiére de Hp sur la vitro cytotoxiques que
tuberculose pour traiter les || peau des souris Hp)
cutanée tumeurs de la
peau
[Finsen (1901)] [Von Tappeiner et [Hausmann [Schwartz et al. [Diamond et al. [Kelly et al.
Joldlbauer(1903)]. (1911)]. (1955)] (1972)] (1975)]

Légende:

PS — Photosensibilisateur
Hp - Hématoporphyrine

HpD - Hématoporphyrine Dérivée

FIGURE 1.1 — Historique de la PDT, modifié de [DOLMANS et DAT FUKUMURA (2003)]. Réfé-

[RAAB (1900) ; FINSEN (1901) ; VON TAP-

PEINER et JESIONEK (1903) ; VON TAPPEINER et JODLBAUER (1907) ; HAUSMANN (1911) ;
MEYER-BETZ (1913) ; SCHWARTZ et al. (1955) ; LIPSON et BALDES (1960) ; DIAMOND et al.

(1972) ; DOUGHERTY et al. (1975) ; KELLY et al. (1975) ; DOUGHERTY et al. (1978)]

rences bibliographiques employées dans la figure :
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Les effets thérapeutiques de la lumiere sont connus depuis 1’ Antiquité. Les égyptiens utilisaient
déja la lumiere combinée a des substances naturelles pour traiter des maladies de peau. Ce n’est
qu’a la fin du XIXeme siecle que le concept de photosensibilisation apparait lorsque Oscar Raab
décrit pour la premiere fois le phénomene phototoxique en associant un colorant (I’acridine) a la
lumiere [RAAB (1900)]. En 1903, Jesionek et von Tappeiner (alors professeur de Raab) traitent
un cancer cutané par application topique d’éosine suivie d’une exposition a la lumiere blanche.
En 1904, Tappeiner suppose que I’oxygene est essentiel pour le processus et introduit le terme
«d’action photodynamique » [VON TAPPEINER et JOLDLBAUER (1904)]. Cette supposition sera
confirmée en 1909 par Hasselbach qui rédigera le premier rapport sur le caractere phototoxique
de I’hématoporphyrine (Hp), un dérivé de I’heme [HAUSMANN (1911)]. En 1924, Policard met
en évidence la fluorescence spontanée de tumeurs exposées a la lumiere ultraviolette, phénomene
interprété comme étant dii a I’accumulation de I’Hp endogene (biosynthétisée par le corps) dans les
cellules tumorales [POLICARD (1924)]. En 1948, Figge confirme I’ affinité de cette substance pour
les tissus tumoraux et suggere la possibilité d’utiliser I’Hp pour localiser les zones tumorales chez
I’homme [FIGGE et al. (1948)]. En 1955, une série d’expériences réalisées par Schwartz prouve
que I’hématoporphyrine commerciale n’est pas un produit pur. Il constate que le produit pur qu’il
a isolé est moins sélectif au niveau tumoral que le produit commercial [SCHWARTZ et al. (1955)].
En 1961, Lipson propose de purifier I’'Hp par action d’un mélange d’acide acétique et d’acide
sulfurique. Le produit obtenu, appelé HpD pour « Hematoporphyrin Derivative » sera utilisé pour
traiter des patients atteints de tumeurs cancéreuses du poumon [LIPSON et BALDES (1960)]. Il est
constitué d’un mélange complexe de porphyrines.

Ce n’est qu’au cours des années 1970, avec les expérimentations de Dougherty, que la PDT
connait un véritable essor. Des traitements a base d’hématoporphyrine dérivée (HpD) et de lu-
miere rouge ont montré de tres bons résultats lors d’études précliniques et cliniques [DOUGHERTY
et al. (1978)]. L HpD a notamment donné naissance a une fraction enrichie en composés actifs, le
porfimer sodium ou Photofrin®, constitué d’un mélange de porphyrines présentes dans différents
états (monomeres, dimeres et oligomeres) ou des liaisons chimiques différentes (éthers et esters)
[BROWN et al. (2004)].

La figure 1.1 représente la chronologie des avancées en PDT.

Le principe de cette thérapie, illustré aussi a la figure 1.2, est le suivant :

e on injecte d’abord dans le milieu! un agent photosensibilisant (PS) (principalement par voie
intra-veineuse ou topique) non toxique a 1I’obscurité. Le PS va ensuite s’accumuler préféren-
tiellement dans les tissus tumoraux plutot que dans les tissus sains adjacents. Cette phase est

connue sous le nom de « phase d’incorporation » (ou phase I) ;

* apres un certain intervalle de temps (correspondant a la durée nécessaire a I’incorporation
du PS dans les cellules cancéreuses), appelé intervalle drogue-lumiere (drug-light interval),

ce médicament est activé par une lumiere de longueur d’onde et d’irradiance appropriées.

'Le milieu désigne soit une culture, soit un organisme vivant selon le contexte in vitro/in vivo de 1’étude
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PHOTOSENSIBILISATEUR

Intervalle Drogue-Lumiere

Irradiation

Réactions de photo-oxydation

OXYGENE

Direct Indirect
Destruction des Destruction des vaisseaux
cellules tumorales Effets inflammatoires et
immunitaires

FIGURE 1.2 — Principe de la thérapie photodynamique

Cette deuxieme phase est appelé « phase photocytotoxique » (ou phase II). Cette phase d’ac-
tivation du médicament photoactivable implique une cascade de réactions conduisant a la
production d’especes réactives de I’oxygene dont I’oxygene singulet?, principal responsable

de la destruction des cellules cancéreuses.

» Les dégats causés par les especes réactives de 1’oxygene peuvent conduire ultérieurement a

deux issues possibles : la survie ou I’éradication du tissu tumoral (phase III).

La figure 1.2 est une bonne illustration des facteurs régissant I’efficacité du traitement : le médica-
ment (ses caractéristiques chimiques, photophysiques et biologiques), I’intervalle drogue-lumiere
(IDL), les caractéristiques du signal lumineux (longueur d’onde, temps d’illumination, intensité lu-
mineuse) , les propriétés de I’interaction tissus-lumiere et la disponibilité en oxygene moléculaire.

Ces facteurs vont étre analysés dans la partie suivante dans un cadre d’étude assez général.

La figure 1.3 représente ces trois phases du traitement au sein d’un schéma-bloc dans lequel seules
les principales variables ont été indiquées. Mon sujet de these s’est concentré sur la phase II du
traitement.

1.1.2 Facteurs régissant I’efficacité du traitement

1.1.2.1 Le photosensibilisateur idéal

Comme nous I’avons déja précisé, la PDT repose sur 1’action conjuguée des trois agents : la lu-

micere, la disponibilité en molécules d’oxygene et les propriétés photophysiques des PS.

Les PS de premiere génération ont été synthétisés dans les années 70. Ils sont des dérivés de

I’'HpD, Photofrin®I et II) se caractérisant par une faible sélectivité pour les tissus cibles, associée

20xygene singulet — oxygene moléculaire dans son état excité particulierement réactif.
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Lumiere

Milieu

Transport
Diffusion
oxygéene

Incorporation

ExtraC PS
(phase Ib)

Agent

sibilisant

photosen-

Transport du

PS

uc(t)

Uo(t)

Modeéle in vivo

Cellules cancéreuses

>

Incorporation up(t)

> IntraC PS —»O—»
(phase la)

Phase

photocytotoxique

(phase Il)

Réponse
tumorale
(phase Ill)

v(t

A

Modeéle in vitro

Y

FIGURE 1.3 — Schéma-bloc de la PDT : up(t) désigne I’apport du PS ; uy () le signal d’illumina-

tion de la zone tumorale, u () I’apport en oxygene moléculaire et v(t) le volume de la tumeur.

a une faible clairance [DOUGHERTY et MANG (1987)]. L utilisation de PS de premiere génération

présente de nombreux inconvénients qui ont conduit a la définition du PS idéal, devant posséder

les caractéristiques chimiques, photophysiques et biologiques répertoriées ci-dessous :

* pureté chimique, composition constante, facilité de synthese ;

¢ toxicité a I’obscurité faible, voire nulle ;

* caractéristiques photophysiques spécifiques (celles-ci sont détaillées dans la section 1.2.3) :

— coefficient d’extinction molaire élevé, a des longueurs d’onde situées dans la « fenétre

thérapeutique », c’est—a—dire dans la région rouge du spectre de la lumiere visible,

voire dans le proche infrarouge (600-850 nm) (voir figure 1.7), afin de permettre une

pénétration tissulaire et une absorption optimale de la lumiere par le PS ;

— bon rendement quantique en oxygene singulet. Pour ce faire, le rendement quantique

de formation de I’état triplet du PS doit étre élevé ; la durée de vie du PS a I’état singulet

excité doit étre grande, et son énergie suffisante pour permettre le transfert d’énergie a

I’oxygene ;

* solubilité en milieu aqueux, afin de faciliter I’administration systémique ;

¢ clairance €élevée ;

* sélectivité pour le tissu tumoral.
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Afin de se rapprocher des caractéristiques de ce PS idéal, de nouveaux PS, dits de 2°™ génération,
ont été élaborés. Ces PS sont principalement des dérivés de chlorine, bactériochlorine ou phthalo-
cyanine. Ce sont des composés purs avec notamment une bande d’absorption se situant entre 650
et 800 nm.

Le plus souvent, le développement d’agents photosensibilisants consiste a élaborer des composés
qui vont naturellement créer des dommages sélectifs vis-a-vis des cellules tumorales. Bien que
la majorité des PS ne s’accumule pas dans les cellules cancéreuses de facon sélective, la plupart
des études précliniques démontre que les PS sont présents dans les tissus tumoraux en quantité
beaucoup plus importante que dans les muscles et la peau [BOYLE et DOLPHIN (1996)], ce qui
semble étre di a la prolifération rapide des tumeurs et leur physiologie anormale [BROWN er al.
(2004)]. Contrairement aux vaisseaux sanguins normaux, les néo-vaisseaux tumoraux sont plus
perméables ce qui facilite I’épanchement des molécules a travers 1’espace interstitiel des tumeurs.
Grace a 'augmentation de perméabilité et de rétention (Enhanced Permeability and Retention,
EPR), les agents thérapeutiques sont capables de s’accumuler dans les tissus tumoraux [MAEDA
(2001)]. Bien que la plupart des PS soient des petites molécules, ils se fixent généralement aux
protéines plasmatiques et se comportent ainsi comme des macromolécules. Une fois que les PS
sont passés a travers la membrane interstitielle tumorale, il leur est nécessaire de s’associer aux
membranes ou d’étre internalisés dans les cellules cancéreuses pour générer une phototoxicité.
Les propriétés photophysiques des PS et leur capacité a se fixer aux protéines plasmatiques jouent
un réle important pour déterminer de quelle facon et avec quelle intensité les PS s’incorporent dans
le tissu tumoral [JORI et REDDI (1993) ; BONNEAU et al. (2007, 2004)].

Bien que les PS de deuxieme génération présentent de nombreuses qualités photodynamiques par
rapport aux PS de premiere génération, des progres restent a faire pour améliorer leur sélectivité
vis-a-vis des tissus tumoraux. Ceci a conduit a I’élaboration de PS de 3°™ génération, PS de 2°™®
génération modifiés de maniere a cibler de facon passive (vectorisation) ou active (adressage) les

cellules tumorales.

1.1.2.2 Interaction tissus — lumiere

Les ouvrages, traitant de I’interaction tissus-lumiere, [MORDON (2006) ; NIEMZ (2003) ; KES-
SEL (1990)] mettent en évidence la complexité des phénomenes impliqués et I’'impossibilité de

connaitre avec précision le nombre des photons absorbés par les molécules photosensibilisantes.

L’irradiation d’un tissu biologique par un laser génere une grande variété de mécanismes d’interac-

tion, due principalement au grand nombre de parametres mis en jeu lors de ce type d’interaction :

* les parametres optiques du tissu (réflexion, absorption, diffusion) et sa structure hétérogene

et multicouches®, qui conditionnent la pénétration de la lumiére dans la peau ;

3La peau est schématiquement constituée d’une superposition de trois couches d’épaisseurs variables (épiderme,
derme, hypoderme) et ayant chacune une composition trés hétérogene. L’ atteinte sélective d’une cible située en pro-
fondeur de cet organe est donc complexe et dépend de nombreux facteurs : la longueur d’onde, la puissance, la dose
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* les parametres physiques (thermique et mécanique) de la cible et du tissu environnant ;

* les parametres liés a la source laser (longueur d’onde, durée d’émission, énergie appliquée,

taille du spot, fluence et irradiance) qui influencent les mécanismes d’interaction.

En effet, nous pouvons distinguer, sur la figure 1.4, quatre catégories d’action de la lumiere : effet

photochimique?, effet photothermique’, effet photomécanique® et effet photoablatif.

Nous nous intéressons ici seulement aux effets photochimiques de 1’interaction tissus-lumiere.
Ainsi, la connaissance des propriétés de réflexion, d’absorption et de diffusion d’un tissu choisi est

essentielle pour prédire la réussite du traitement (voir aussi figure 1.5).

Réflexion et réfraction

La réflexion et la réfraction sont régies par les lois de Fresnel [HECHT (2002)]. Lorsqu’un faisceau
de lumiere passe d’un milieu a un autre, d’indice différent (comme I’air et la peau), une partie de
ce faisceau est réfléchie au niveau de la frontiere entre les deux milieux (phénomene de réflexion)
alors qu’une seconde partie traverse cette frontiere et pénétre 1’autre milieu (phénomene de réfrac-
tion) (voir figure 1.6). Dans les milieux opaques, comme la peau, la réfraction est négligée face
aux phénomenes d’absorption et de diffusion. La connaissance précise de la réflexion de la lumiere
par les tissus est une nécessité afin d’évaluer la quantité exacte d’énergie qui sera soit absorbée,

soit diffusée dans le tissu.

Absorbance et diffusion

Lorsqu’une onde électromagnétique incidente traverse un matériau non diffusif, son atténuation

est seulement due au phénomene d’absorption. Lors de ce processus, 1’énergie lumineuse est, soit

d’énergie et le temps d’illumination.
4L’ action photochimique est obtenue avec des durées d’illuminations s’étalant de la dizaine de secondes 2 la dizaine

de minutes avec des irradiances tres faibles. Cet effet est plus souvent nommé photothérapie dynamique.
Le mécanisme photothermique est obtenu avec des durées d’émission allant de quelques centaines de microse-

condes 2 quelques secondes et des irradiances de I’ordre de 10 W/em? a 10° W/em?2. Lintérét principal du processus
d’interaction du flux laser avec les tissus réside, dans le cas des effets photothermiques, en un processus complexe
résultant de trois phénomenes successifs : une conversion de la lumiere laser en chaleur, un transfert de chaleur dans
le tissu et une réaction tissulaire dépendante de la température. Cette interaction conduit a la dénaturation ou a la

destruction d’un volume tissulaire.
®La génération d’impulsions laser submicrosecondes, associée au fait de pouvoir focaliser quasi ponctuellement le

faisceau grace a la cohérence spatiale des lasers, permet d’obtenir des densités surfaciques de puissance de créte tres
supérieure au GW/cm? qui sont a 1origine des effets photomécaniques. Les interactions de ce type de laser avec les
tissus biologiques sont particulieres puisque le temps d’interaction est trés court par rapport au temps de relaxation
thermique du tissu. Ceci permet d’obtenir de hautes températures sans carbonisation notable des tissus adjacents.
Ainsi, les effets radiatifs du champ électrique induit par une impulsion laser tres bréve se manifestent dans un volume

extrémement restreint.
L effet photoablatif, appelé aussi photodécomposition ablative, est basé sur 1’ utilisation de photons présentant une

énergie supérieure a 1’énergie de liaisons des molécules biologiques. Le processus photoablatif consiste ainsi en une

dissociation ou une rupture de la matiere et de 1’expulsion des fragments a une vitesse supersonique.
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FIGURE 1.4 — Carte des interactions lumiere-tissus (la puissance d’une source laser en fonction du
temps d’exposition). Les cercles ne donnent qu’une estimation approximative des parametres laser
associés, extrait de [NIEMZ (2003)]. Plusieurs effets peuvent étre soulignés : effet photochimique,
effet photothermique, effet photoablatif et effet photothermique.
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FIGURE 1.5 — Principaux phénomenes de 1’interaction lumiere — tissus : réflexion, réfraction, dif-

fusion et absorption

convertie en chaleur, soit entraine la photodisruption des molécules.

Alors que I’absorption dans la région infrarouge (IR) est principalement attribuée a 1’eau, les pro-
téines absorbent plus dans la région ultraviolet (UV). En ce qui concerne la mélanine et 1'hé-
moglobine, leur absorption se fait principalement dans le spectre visible avec toutefois de fortes
variations. L’hémoglobine, constituant principal des tissus vascularisés (comme la peau), présente
plusieurs pics d’absorption a 280 nm, 420 nm, 540 nm et 580 nm alors que 1’absorption de la mé-

lanine (présente dans 1’épiderme) décroit de facon quasi exponentielle en fonction de la longueur
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FIGURE 1.6 — Réflexion et réfraction : a) Représentation graphique des deux phénomenes, b)
Réflexion de la peau humaine (extrait de [MORDON (2006)]). La courbe de réflectance est définie
par le rapport de I’énergie réémise sur la quantité d’énergie regue et cela pour toutes les longueurs

d’onde couvrant le spectre visible, voire le proche infrarouge et I’ultraviolet.

d’onde. Etant donné que ni les macromolécules ni I’eau n’absorbent fortement dans 1’infrarouge
proche, la « fenétre thérapeutique » est délimitée entre environ 600 nm et 1200 nm (pour la PDT
entre 600 et 800 nm). Dans cette gamme spectrale, le rayonnement pénetre dans les tissus biolo-

giques a une perte inférieure, permettant ainsi le traitement des tissus plus profonds.

La figure 1.7 représente les spectres d’absorption de molécules biologiques élémentaires : la mé-

lanine, ’hémoglobine, les protéines.

Cependant, la peau n’étant pas un milieu optique idéal, la lumiere est soumise d’abord a un phé-
nomene de diffusion optique qui conduit a de multiples modifications de trajectoires liées aux
réflexions, réfractions et diffractions présentes dans tout milieu hétérogene comme les tissus vi-

vants.

Dans le rouge et proche infrarouge, ou 1’absorption de la peau est relativement faible, la diffusion
est le mécanisme optique dominant. Ce phénomene conduit a plus forte pénétration de la lumiere
en profondeur et par conséquent a des volumes illuminés plus importants. La pénétration de la
lumiere dans la peau dépend donc : du coefficient d’absorption, «, et du coefficient de diffusion,

0.
La perte d’intensité de lumiere, due a I’absorption et la diffusion, suit une loi de Beer-Lambert
I = Iyexp (—ayp1-¢1-2) (1.1

ou [, représente I’intensité de la lumiere incidente, /; I’intensité apres passage a travers le milieu 1
(peau) de longueur z, tandis que oy ; est le coefficient total d’atténuation du milieu 1, tandis que ¢;

est sa concentration en especes absorbantes. A la figure 1.5, la zone tumorale correspond au milieu
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FIGURE 1.7 — Spectres d’absorption des principales molécules biologiques (extrait de [MORDON
(2006)]). En optique, le coefficient d’absorption est défini par le rapport entre 1’absorbance et la
longueur du chemin parcourue par le rayon lumineux.

2. L’intensité de la lumiere qui traverse ce milieu s’écrit :

I, = Lexp(—ata-co-dz)
= Ipexp(—az1-c1-2)exp (—aua-co-dz) (1.2)
avec ¢y la concentration en especes absorbantes du milieu 2 (voir figure 1.5). Le coefficient total
d’atténuation peut ainsi €tre exprimé comme la somme des deux coefficients, d’absorption («) et
de diffusion (ay) :
= o+ oy (1.3)

Pour des valeurs a5 - ¢ - dz < 1 (especes absorbantes faiblement concentrées), 1’équation précé-
dente peut €tre approchée par :

Iy =Iyexp(—az1-c1-2) - (1 —apa-co-dz)

L’intensité de la lumiere absorbée par les molécules de 1’agent photosensibilisant s’écrit comme la
différence entre I5 (la lumicre transmise) et I; la lumicre incidente :

Iabs - ]2 - Il

= Ipexp(—ay1-c1-2) - (1 —apo-co-dz) — lpexp (—ayy-c1-2)
ce qui revient a écrire :
Tops = Ipexp (—apy-c1-2) ~oua-co-dz. (1.4)

Ce résultat est utile pour décrire la vitesse d’absorption des photons dans le modele de la phase
photocytotoxique.
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Profondeur de pénétration de la lumiere dans la peau

La figure 1.8 décrit la variation de la profondeur de pénétration de la lumiere dans la peau en fonc-
tion de sa longueur d’onde. Comme la profondeur de pénétration d’un faisceau lumineux dans un
tissu est directement liée a I’absorption, I’atteinte d’un chromophore situé en profondeur ne pourra
étre envisageable qu’avec des longueurs d’onde peu absorbées. Ceci justifie la fenétre thérapeu-
tique située entre 600 et 1200 nm. Mais le choix de la longueur d’onde de la lumiere dépend aussi
du spectre d’absorption de I’agent photosensibilisant. On cherche en effet une absorption minimale
(H/\lin I (Aa)/Io (Aa)) par le milieu (profondeur de pénétration importante de la lumiére) mais une

absorption maximale par le PS (H}\&X I (Aa)/Io (Aa)).
A

En premiere approximation, 1’atténuation de la lumiere suit une loi exponentielle (voir éq. (1.4)).
Ainsi, a 755 nm pour 100 % de la lumiere incidente a la surface de la peau, théoriquement, 37 %
pénetre jusqu’a 3,13 mm (voir aussi figure 1.8). Cette valeur constitue la valeur maximale pouvant

étre atteinte a cette longueur d’onde.
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FIGURE 1.8 — Profondeur de pénétration de la lumiere dans la peau pour différentes longueurs
d’onde (extrait de [MORDON (2006)])

Diameétre du spot

La figure 1.9 illustre le lien entre la profondeur de pénétration de la lumiere en fonction du diametre
du spot. Elle montre que pour une longueur d’onde donnée, 1’augmentation du diametre du spot ne

permet pas d’obtenir une action en profondeur significativement accrue [MORDON (2006)].
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FIGURE 1.9 — Cette figure illustre le fait que pour une profondeur de pénétration donnée (dépen-
dante de la longueur d’onde), I’augmentation méme considérable du diametre du spot ne permet
pas d’obtenir une action en profondeur significativement différente (extrait de [MORDON (2006)])

1.1.2.3 Oxygene

Les tumeurs requierent pour leur croissance un approvisionnement en nutriments et en oxygene.
Les metabolites toxiques qu’elles produisent doivent quant a eux €tre éliminés rapidement. Or,
pour des tailles tumorales supérieures a quelques mm?, les processus de diffusion de I’oxygéne
depuis les vaisseaux sanguins jusqu’aux cellules tumorales deviennent insuffisants. Sachant que,
dans les tissus, on estime que la limite de diffusion de 1’oxygene correspond a une distance de
100-150 pm entre le capillaire et les cellules, ce qui correspond a environ 3-5 couches de cellules

autour d’un vaisseau.

1.1.3 Mécanismes d’éradication tumorale apres PDT

Plusieurs mécanismes contribuent a I’éradication tumorale (voir figure 1.10) :

* Un effet direct de destruction des cellules tumorales par nécrose, apoptose ou autophagie ;

* Un effet indirect par destruction de la vascularisation tumorale provoquant une privation de
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la tumeur en nutriments et oxygene et par conséquent, la destruction tumorale ;

* Un effet indirect dii a une réponse inflammatoire et immunitaire de 1’hote.

Accumulation des PSs dans le tissu tumoral
Excitation photonique
Production d’oxygeéene singulet et de ERO

| T

Dommages: Modification de la Inflammation:
Cellules endothéliales signalisation cellulaire en - Activation des protéines
Leucocytes calcium et du métabolisme | | de choc thermique
Capillaires lipidique - Sécrétion de cytokines
Toxicité cellulaire -Activation du complément

Afflux de neutrophiles
Activation des
macrophages et des cellules
dendritique présentatrices
d’antigénes

Synthése de prostaglandine
Thromboses
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Eradication et cure
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FIGURE 1.10 — Mécanismes de destruction tumorale apres PDT, extrait de [THOMAS (2009)], avec
ERO - especes réactives de I’oxygene

La prépondérance de I’un ou I’autre de ces effets dépend du type de tumeur, du PS (caractéristiques
pharmacocinétiques, localisation intratissulaire et intracellulaire, etc.) et des modalités utilisées de
la PDT [PIETTE et al. (2003)]. Ces trois mécanismes peuvent étre combinés et interagirent entre
eux, mais I'importance de chacun d’eux pour 1’éradication tumorale reste encore a définir. En
revanche, il a ét€ démontré que la combinaison de ces trois phénomenes est indispensable pour
une éradication tumorale optimale a long terme [DOUGHERTY et al. (1998)].

Effets directs

Suivant le protocole utilisé, une fraction plus ou moins importante de PS peut étre présente dans
les cellules tumorales au moment de I’illumination. Les especes cytotoxiques produites vont alors
causer des dommages cellulaires, conséquences de 1’altération des fonctions des organites cellu-

laires et des systemes membranaires. Les dommages se traduisent par deux effets principaux : la
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nécrose et ’apoptose. La concentration, les propriétés physicochimiques, la localisation subcellu-
laire du PS, la concentration en oxygene, I’intensité de la lumiere absorbée, et le type cellulaire
peuvent influencer le mode de mortalité cellulaire [PTIETTE ef al. (2003) ; CASTANO et al. (2005)].

La nécrose est une forme rapide et violente de dégénération. C’est une mort non programmée et
accidentelle causée par des dommages physiques ou chimiques séveres. Elle se manifeste par le
gonflement du cytoplasme, une destruction des organites et une peroxydation lipidique provoquant
la désorganisation de la membrane plasmique. Les enzymes cytoplasmiques et lysosomales ainsi

libérées sont a I’origine de réactions inflammatoires.

L’apoptose, ou mort cellulaire programmée, est le processus par lequel des cellules déclenchent
leur autodestruction en réponse a des signaux intra- et extra-cellulaires. C’est une mort cellulaire
physiologique, génétiquement programmée, nécessaire a la survie des organismes pluricellulaires.
Elle est en équilibre constant avec la prolifération cellulaire. Contrairement a la nécrose, elle ne
provoque pas d’inflammation : les membranes plasmiques ne sont pas détruites, et la cellule émet

des signaux qui permettront sa phagocytose par des globules blancs, notamment des macrophages.

De récentes études ont montré 1’implication d’un autre type de mort cellulaire programmée suite
ala PDT : I’autophagie [AGOSTINIS et al. (2004) ; KESSEL et al. (2006)]. Cette autodigestion se
fait par I’entremise des lysosomes, qui contiennent un grand nombre d’enzymes qui dégradent la

plupart des macromolécules biologiques.

Effets indirects : réactions immunitaires et inflammatoires et effets anti-vasculaires

Les effets de 1a PDT anticancéreuse sur la réponse immunitaire se présentent sous deux aspects :
I’activité antitumorale de la PDT induit, soit I’inflammation des cellules, soit une réponse immuni-
taire antitumorale a long terme. Ces effets peuvent étre provoqués par des dommages cytotoxiques
qui ne sont pas nécessairement 1étaux pour toutes les cellules tumorales et qui peuvent étre a I’ ori-
gine d’un stimulus inflammatoire. La PDT induit des modifications de la membrane plasmique et
des membranes des organites cellulaires en activant les phospholipases membranaires [AGARWAL
et al. (1993)]. Ainsi, les phospholipides sont rapidement dégradés et les médiateurs de I’inflamma-
tion sont déversés massivement dans le milieu extracellulaire [ YAMAMOTO et al. (1991)].

Leffet anti-vasculaire de la PDT consiste en des dommages vasculaires survenant apres PDT et
contribuant a long terme a 1’éradication tumorale [ABELS (2004)]. Le degré de réponse vasculaire
est fortement dépendant des conditions de PDT utilisées, en terme de quantité de PS administrée,
d’intervalle drogue-lumiere et de dose de lumiere [FINGAR er al. (1992, 2000) ; WIEMAN et al.
(1988)].

Le collapsus vasculaire peut étre rapidement observé apres PDT et peut provoquer une hypoxie tu-
morale post-PDT persistante et sévere [DOUGHERTY et al. (1998)]. La PDT peut aussi provoquer
une vasoconstriction, une fuite des macromolécules depuis les vaisseaux, I’adhésion de leucocytes
et la formation de thrombi, ces éveénements étant tous liés a 1’activation plaquettaire et a la libé-

ration de thromboxane. Ces effets sont dus aux dommages directs des cellules endothéliales. La
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PDT peut également provoquer une vasoconstriction par inhibition ou relarguage d’oxyde nitrique
(NO) par I’endothélium [GILISSEN ef al. (1993)]. Ces deux événements initiateurs potentiels de
I’effet anti-vasculaire (dommages aux cellules endothéliales et vasoconstriction) conduisent a une
destruction tumorale par collapsus vasculaire, arrét du flux sanguin ou hémorragie [KRAMMER
(2001)].

Plusieurs stratégies peuvent étre utilisées pour potentialiser I’effet anti-vasculaire de la PDT, soit en

agissant sur le protocole de traitement, soit en utilisant des PS ayant un mode d’action vasculaire.

Ces stratégies de Vascular Targeted Photodynamic Therapy (VTP) ont des applications pour le
traitement de la dégénérescence liée a I’age [SCHMIDT-ERFURTH et PRUENTE (2007)], les an-
giomes plans [MORDON (2007)] et le traitement du cancer de la prostate [EGGENER et COLEMAN
(2008)].

Dans notre étude de modélisation de la thérapie photodynamique, nous avons pris en considération

comme mécanisme d’€radication tumorale seulement les effets directs.

1.1.4 Condition expérimentale : étude in vivo

Nous avons utilisé un modele de gliome malin humain, xénogreffé en ectopique chez la souris
nude. Ce modele de tumeur induit par la lignée tumorale U87 est décrit dans la littérature comme
étant résistant a la radiothérapie [PINEL (2004)], d’ou I’'intérét d’évaluer sa réponse a la PDT.

1.1.4.1 Détails sur le modele animal

Nous avons utilis€ pour nos expérimentations des souris nude Fox femelles, pesant 20 a 25 g,
provenant de chez Harlan (Gannat, France). A leur arrivée a I’animalerie centrale de la Faculté de
Médecine de Nancy a I’4ge de 6 semaines, les animaux sont placés dans des cages contenant de la
litiere, par groupes de 5 ou 6, et recoivent de I’eau et une alimentation non stériles ad libitum. Les

premieres manipulations sur les animaux ne débutent que 7 a 10 jours apres leur arrivée.

La lignée U87 (glioblastome multiforme humain, The American Type Culture Collection, ATCC
HTB-14) est conservée a —80 °C. Apres décongélation, les cellules sont cultivées en monocouche
dans des flacons de culture de 75 cm? (Falcon, Dutscher, Brumath,France), comme décrit dans
[TIRAND (2007)]. Au début de notre série d’expérimentations, des souris ont été injectées, avec 10°
cellules U87 dans 100 uL de glucose 5% (Sigma, Saint-Quentin Fallavier, France), au niveau de la

face externe des pattes postérieures droite et gauche, et ont servi de premieres souris donneuses.

Par la suite, les souris sont greffées avec des fragments tumoraux directement issus de souris don-
neuses. Lorsque la tumeur d’une souris donneuse atteint un volume d’environ 1000 mm?, elle est
sacrifiée par dislocation cervicale, apres anesthésie de I’animal. Le tissu tumoral est prélevé, rincé
dans du sérum physiologique (NaCl 0, 9%), et utilisé immédiatement. Il est alors coupé finement,
a I’aide d’un scalpel, de facon a obtenir des fragments d’environ 1 a 2 mm. Les parties blanches,

d’apparence nécrosée, sont éliminées, alors que les fragments roses, vascularisés, sont utilisés pour
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les greffes.

Les souris receveuses sont anesthésiées par une injection intrapéritonéale (0.01 mL/g de poids
corporel) de 60 mg/kg de kétamine (Kétalar, Panpharma, Fougere, France) et 8 mg/kg de xy-
lazine (Rompun, Bayer Pharma, Puteaux, France), qui sont un anesthésique et un myorelaxant,
respectivement. L’ anesthésie survient dans les 5 a 10 min suivant I’injection pour une durée d’au
moins 30 min. L’animal est alors fixé sur une planchette en polystyréne par ses quatre membres,
en décubitus dorsal, au moyen de ruban adhésif de type Micropore, 3 M. Les greffons U87 sont
implantés en sous-cutané au niveau du pli inguinal gauche de la souris, pres de 1’artere fémorale.
A ce niveau, la peau et le tissu conjonctif sont incisés, et les fragments déposés. Les points de
suture cutanée sont réalisés avec du fil de suture Prolene 5/0 stérile (Ethicon, Issy-les-Moulineaux,
France). A I’issue de I’intervention, les animaux sont marqués au niveau des oreilles, au moyen

d’un systeme de tatouage (Micro-Tattoo System, Harvard Apparatus, Les Ulis, France).

1.1.4.2 Protocole PDT

Lorsque le diametre des tumeurs atteint 5 = 1 mm (15 a 20 jours apres la greffe), la dose de
photosensibilisant TPC-Ahx-ATWLPPR est injectée aux souris (200 uL/25g de poids corporel)
par voie i.v., dans une veine latérale de la queue. La solution stock de PS, solubilisé dans le DMSO,
est diluée dans un mélange de PEG 400 : éthanol : eau (3 : 2 : 5). Au bout de 24 heures (IDL),
la souris est anesthésiée et la tumeur irradiée a I’aide d’un laser a colorant (SpectraPhysics 375B,
Les Ulis, France), pompé par un laser argon (Spectra-Physics 2020), a une longueur d’onde de 652
nm, avec un spot de 1 cm (afin de laisser une « marge de sécurité » d’environ 2 mm autour de la

tumeur).

Dose photodynamique

La thérapie photodynamique reste encore peu développée dans les applications cliniques actuelles.
Elle est essentiellement utilisée sur la base de doses prescrites de PS et de lumiere et d’un intervalle
drogue-lumiere fixé a priori. Ces doses sont déterminées a partir d’un modele physique simplifié
[PATTERSON et al. (1990) ; HETZEL et al. (2005) ; DYSART et al. (2005)], défini par la formule
suivante :

Dose photodynamique = [S] - up, -t - [*Os] - ®a- f (1.5)

ou [S,] est la concentration d’agent photosensibilisant présente dans le tissu (en mol/L ou M). uy,
désigne I’irradiance (correspondant a une densité de puissance lumineuse par unité de surface, en
W /cm?) regue par la surface du tissu 2 traiter. ¢, est le temps d’exposition a la lumiere et [20,] est
la concentration d’oxygene moléculaire présent dans le tissus (en M). € est le coefficient d’extinc-
tion molaire de 1’agent photosensibilisant a la longueur d’onde d’irradiation (en mol-L~!-cm™!,
ou bien M /cm) et 5 est un rendement quantique en oxygene singulet du PS. f désigne la fraction
des radicaux oxydants génerés attaquant les cibles sensibles des cellules, tandis que I’autre fraction

(1 — f) ne cause que des effets mineurs. En dépit de son utilisation actuelle dans les applications
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cliniques, ce modele est sujet a plusieurs controverses [BASTOGNE (2008)].

La puissance en sortie de fibre a été précédemment mesurée a 1’aide d’un puissancemetre
P(mW) = uz(mW/cm?) x 0.79 cm?
et le temps d’irradiation adapté de facon a avoir la fluence requise

t.(s) = fluence (J/cm?) /uz, (mW /cm?) x 1000.

Lors de nos expériences, I’irradiance, uy, (t) a été choisie comme un signal carré, d’amplitude

95mW /cm? et de période T = 1 min (voir aussi figure 1.11).

L’intensité de la fluorescence y(t) est recueillie seulement pendant les demi-périodes (t,s7) ou
le laser est éteint et avec une période d’échantillonnage de temps égale a T, = 7 s, soit trois
échantillons pour chaque demi-cycle (limite technique du systeme d’acquisition de données). La

durée totale de I’expérience est limitée a environ 42 min.

Remarque 1.1 Suivant l’intervalle drogue-lumiere (IDL), différents mécanismes d’éradication tu-
morale sont visés : (1) si IDL est de [’ordre 4 heures, alors nous nous intéressons a la destruction
de la vascularisation tumorale (effet indirect), (2) si IDL est de [’ordre 24 heures, alors [’effet

direct va étre prépondérant. Bien siir ces valeurs sont spécifiques au PS TPC-Ahx-ATWLPPR.
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FIGURE 1.11 — Représentation schématique d’une expérience in vivo : u, représente la densité de
puissance lumineuse générée par la source laser (un signal carré, avec période 1 min) et y est la

mesure d’intensit€ de fluorescence recuelli pendant le ¢, ; du laser.

La variable observée est I'intensité de fluorescence émise par le PS, elle est mesurée a 1’aide d’un
spectrofluorimetre fibré dont la source de lumiere d’excitation est une diode laser a \p = 415
nm. Le principe de fonctionnement d’un spectrofluorimetre conventionnel peut étre trouvé dans

[VALEUR (2004)] et nous indiquerons ici que les grandes lignes.
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En spéctrofluriométrie stationnaire, 1’intensité de fluorescence [ (A r) [VALEUR (2004) ; BAS-
TOGNE et al. (2007)] est définie par

It (Ap) = k- Fx(\p) I (Ag) - (1 — e 23l By | (1.6)

ol Ag et A\p désignent les longueurs d’onde d’excitation et de fluorescence. F) (Ar) est le spectre
de fluorescence du PS et I; (A\g) est I'intensité lumineuse du faisceau incident. € (Ag) désigne
le coefficient d’absorption molaire et [ I’épaisseur du milieu absorbant. Pour des solutions tres

diluées, un développement limité de cette équation a I’ordre 1 donne :

o
3

0.4

Intensité de fluorescence (u.a)

600 620 640 660 680 700 720
A (nm)

FIGURE 1.12 — Spectres de fluorescence recueillis lors des expériences in vivo, pour des lon-
gueurs d’onde situées entre 600 nm et 730 nm et pour tous les instants de mesure t;, avec
ke{l,...,126}.

Les spectres recueillis lors des expériences in vivo sont représentées a la figure 1.12 (une courbe
représentant les spectres a I’instant ¢;). A partir de ces spectres, nous devons retrouver I’intensité
de fluorescence associée a 1’agent photosensibilisant. Pour identifier les composants biologiques
au sein de la tumeur a partir du signal de fluorescence émis, nous utilisons un modele de mélange

gaussien de la forme suivante

- ag 2
Iy (N) = —-exp(— (A=A 1.8
;) Z(Mz p(—( m)) (1.8)
oll ¢ est le nombre de composantes gaussiennes, \; est la longueur d’onde de la k*™ gaussienne,
0y, caractérise sa largeur et a; son aire. Ce dernier parametre constitue une estimation de I’inten-
sité de fluorescence associée a la k™ composante. Nous avons utilisé un algorithme développé au
laboratoire par Vincent Mazet [MAZET (2005)]. Cet algorithme repose sur une méthode de sépa-

ration de sources pour des mélanges gaussiens. Il est fondé sur une approche bayésienne couplée a
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une méthode de Monte Carlo par chaines de Markov qui consiste a considérer le probleme comme
une décomposition en motifs élémentaires (dans ce cas, des fonctions gaussiennes). Il a permis
d’isoler cinq composantes (¢ = 5) situées a 600, 634, 661 (celle du PS), 698 et 728 nm. Une fois
la composante gaussienne du PS (voir figure 1.13) retrouvée, son aire (a3) fournit une estimation
de I'intensité de fluorescence du PS émise autour de 661 nm. Pour compenser les variabilités des
spectres dues notamment a un mauvais replacement de la fibre du spectrofluorimetre a chaque
phase d’extinction du laser, nous utilisons le pic des flavines comme référence stable dans le temps
entre tous les spectres.

A la figure 1.13, nous avons illustré la procédure de calcul de I'intensité de fluorescence a un
instant donné. Les résultats ainsi obtenus pour tout instant de mesure ¢, avec k € {1,...,126}
ont été représentés a la figure 1.14.

R?=98.6554%

0.4

o©
w
a

=37s
o o
o = o ) I
= o N o w

Intensité de fluorescence a 1%

©
o
a1

o

600 650 661 700 750
A (nm)

FIGURE 1.13 — Représentation graphique de la procedure de calcul de I’intensité de fluorescence
a 'instant T, = 37s. La courbe en bleu représente le spectre mesuré, tandis que celle en vert
(tirets) correspond aux spectre estimé (2 partir de 1’éq. 1.8 avec ¢ = 5). La courbe en bleu ciel
(pointillé) correspond au spectre sans la 3¢me composante (la fluorescence du PS), tandis que
celle en rouge représente la composante gaussienne située a 661 nm, d’aire ag = 0.3724 et de
largeur 63 = 13.4525. R? désigne les coefficients de détermination entre les spectres mesurés et

estimés.

1.2 Phase phototoxique du traitement in vivo

Les équations présentées dans cette section décrivent plusieurs comportements dynamiques 2
I’échelle d’une seule cellule. Toutefois, la modélisation de la PDT implique d’étudier le com-
portement d’une population de cellules cancéreuses correspondant, soit a une culture in vitro, soit
a une tumeur dans le cas d’une étude in vivo. La variabilité des caractéristiques d’une cellule a une
autre peut étre appréhendée en considérant les parametres des modeles comme des variables aléa-

toires. La plupart des variables utilisées dans cette theése correspondent donc a des moyennes sur
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FIGURE 1.14 — Intensité de fluorescence (gauche, x) correspondant au parametre a3 du modele
de mélange gaussien (1.8) pour tous les instants de mesure ¢, avec £k = 1,...,126 (durée to-
tale de I’expérience : 42 min = 2520 s), et signal d’illumination (droite, en vert)(un signal carré,
d’amplitude 95 mW /cm? et de période T = 1 min).

I’ensemble de la population cellulaire. De plus, certains phénomenes biologiques, comme 1’agré-
gation des molécules du photosensibilisateur ou le processus de désexcitation de 1’oxygene par
phénomene de quenching® ne seront pas considérés pour simplifier le travail de modélisation de
la thérapie. Les erreurs induites par ces simplifications sont représentées par une erreur aléatoire
ajoutée en sortie du modele.

Les principales variables utilisées dans cette these, en dehors des notations standards des éléments
chimiques, sont répertoriées dans le tableau 1.1.

1.2.1 Réactions photochimiques

Les réactions photochimiques induites par I’illumination de la tumeur apres incorporation du pho-
tosensibilisant sont généralement décrites sur un plan énergétique par un diagramme de Jablonski
représenté a la figure 1.15.

Les diagrammes de Jablonski (ou Perrin-Jablonski) sont utiles pour visualiser les divers transi-
tions (radiatives et non-radiatives) entre états électroniques : absorption d’un photon, conversion

interne, fluorescence, conversion (ou passage) intersysteme, phosphorescence, transfert d’énergie,

8Quenching ou phénomene de désexcitation de 1’oxygene - transfert d’énergie vers une molécule sans altérer la
nature chimique de celle-ci.
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Symb.

Description

Unité

VA

Vitesse d’absorption des photons

mM -s™1

up

Vitesse d’incorporation du PS

mM -s7!

Uo

Vitesse d’incorporation d’oxygene

mM -s7!

ur,

Irradiance

mW /cm ™2

Intensité de fluorescence

u.a

SI=

PS. intracellulaire a I’état repos

mM

[y

PS. intracellulaire a 1’état singulet excité

mM

PS. intracellulaire a 1’état triplet excité

mM

Oxygene a I’état triplet repos

mM

3(3

Oxygene a I’état singulet excité

mM

Substrat organique intracellulaire

mM

TABLE 1.1 — Principales variables de la phase cytotoxique

(Photoréactions:
Sy —S, (Absorption)

S$1—S, (Fluorescence & Conversion Interne)
S$,—T4 (Conversion Inter-systéme, CIS)
kT1—>Su (Phosphorescence & Conversion Inter-systéme))

SZ; |}

(So : PS. intraC. a I’état singulet repos
S, : PS. intraC. a I’état singulet excité
T4: PS. intraC. a I’état triplet repos
%0,: Oxygéne a I’état triplet repos
\102 : Oxygéne a I’état singulet excité

~

CIS

Niveau d’énergie

| Fluorescence |

Conversion Interne

g

[ Phosphorescence |

eme

(CIS)

ohversion inter-syst

—
/]

radicaux

302

Produits oxydés,
ion superoxyde

Photoproduits
oxydés, réactions
spécifiques a I'O,

FIGURE 1.15 — Diagramme de Jablonski des photoréactions induites durant la phase cytotoxique

en PDT
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luminescence etc.

Absorption : 10715 s

Relaxation vibrationnelle : 10712 — 10719 s
Durée de vie a I’état excité S, : 10710 — 107" s
Conversion intersysteme : 10710 — 1078 5

Conversion interne : 10711 — 1079 s

Durée de vie a I'état excité S; : 1076 — 1's

TABLE 1.2 — Temps caractéristiques moyens

Absorption (A)

Le PS est initialement dans son état fondamental, qui est un état singulet (S,). L’absorption (A)
d’un photon, émis a une longueur d’onde appropriée (A4 € [630nm, 690nm|), le fait passer a un
état électronique excité :

So+ hva — S, 1€ {1,2}, (1.9)

ol h représente la constante de Planck (h = 6.626-1073* J-s). v4 = c¢/A\4 correspond a la
fréquence de 1’onde incidente et A 4 désigne la longueur d’onde d’excitation. Les états S, et S, - PS
intracellulaire a état singulet excité - sont a courte durée de vie (voir tab. 1.2) et il existe plusieurs
possibilités de retour a un état basal (voir figure 1.15) : par conversion interne ou fluorescence, ou

bien conversion intersystéme suivie de désexcitations radiatives ou non radiatives.

Conversion interne (CI)

La conversion interne (CI) est une transition non radiative (ce surplus d’énergie est converti en
énergie cinétique — vibrations moléculaires — communiquée aux molécules environnantes) décrite

par les équations suivantes :

Sy — Sy, (1.10)
Sy — Sp, (1.11)

La conversion interne de S, vers S, est possible, mais moins efficace que de S; vers S; en raison
d’écart important d’énergie entre S, et S,. Par conséquent, elle peut entrer en compétition avec la
fluorescence et la conversion intersysteme.

Fluorescence (F)
L’émission d’un photon accompagnant la transition

S, — Sy + hvr, (1.12)
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est appelée fluorescence. L'émission de fluorescence se produit a partir de 1’état S,. Le spectre de
fluorescence est situé a des longueurs d’onde plus grandes (ce qui correspond a des énergies plus
basses) que le spectre d’absorption en raison de perte d’énergie par relaxation vibrationnelle dans
I’état excité.

Conversion intersysteme (CIS)

Une troisieme voie possible de désexcitation a partir de S, est la conversion (ou passage ou croi-

sement) intersysteme (CIS)(intersystem crossing), ¢’ est—a—dire le passage a I’ état triplet :
S, — Ty, (1.13)

Ceci est une transition non radiative entre deux niveaux vibrationnels appartenant a des états élec-

troniques de multiplicités différentes.

Remarque 1.2 Le passage entre des états de multiplicité différente est un principe interdit, mais le

couplage spin-orbite peut étre suffisamment important pour le rendre possible [VALEUR (2004)].

Passage T, a S,

A ce stade, le retour a I’état fondamental correspond a une transition radiante (phosphorescence,

P) ou non radiante (conversion intersysteme 2, notée TS) :

Phosphorescence (P): T; — S, + hvp, (1.14)

Conversion intersysteme 2 (TS) : T, — S, (1.15)

L état triplet, T, a un niveau d’énergie plus bas que celui de 1’état singulet excité, S; mais sa
durée de vie est plus longue (typiquement > 500 ns pour la plupart des photosensibilisants). Cette
caractéristique augmente la probabilité de transfert d’énergie (T) vers d’autres molécules comme
I’oxygene, 30,. Ce transfert s’effectue selon deux mécanismes distincts. Les réactions de type [
(voir fig. 1.16 pour une représentation schématique des réactions de type [ et /[ faisant intervenir
le PS a I’état triplet) sont caractérisées par un arrachement d’électron ou d’atome d’hydrogene au
substrat [BONNETT (2000) ; MACDONALD et DOUGHERTY (2001)]. Dans notre étude, pour les
PS étudiés, ces réactions sont supposées minoritaires par rapport aux réactions de type I ; elles

ne seront donc pas prises en compte dans la suite de cette modélisation.

Réactions de type II

Les réactions de type II correspondent a I’interaction directe de 1’état excité triplet du photosensi-

bilisant avec une molécule d’oxygene, au repos a 1’état triplet. Cette interaction provoque le retour
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a I’état singulet du photosensibilisant et la formation de I’oxygene singulet comme indiqué par

I’équation suivante
T, + 30, — S, + '0,, (1.16)

hVA

Typell Type Il

Radicaux & @ I - @

Dommages
oxydatifs

— . MM

FIGURE 1.16 — Les réactions photochimiques de type I et II faisant intervenir le PS a 1’état triplet

suite a son activation par la lumiere

Cette réaction n’est possible que si le PS possede une différence d’énergie entre T, et S, supérieure
a la différence d’énergie entre 'O, et 2O,, soit 94 kJ -mol~! [WILSON et VAN LIER (1989)].
L oxygene singulet, 'O, posséde une durée de vie trés courte (quelques ps dans ’eau et 25 a 100
us dans les milieux organiques non polaires) mais est tres réactif et susceptible de réagir avec des
substrats cellulaires M situés dans son environnement proche (distance comprise entre 10 et 45
nm) [FOOTE ef al. (1984)]. :

M +1'0, —* Oy + M(O) (1.17)

ou M (O) désigne un substrat oxydé.

De facon similaire, les molécules d’oxygene peuvent réagir et dégrader les molécules du photo-
sensibilisant, phénomene connu sous le nom de photoblanchiment (PB) ou photomodification. Ce
phénomene est a I’origine de la baisse en concentration du PS au cours du temps. Le phénomene

de photoblanchiment est généralement décrit comme suit :
Sy + 10, — 20, + P (0), (1.18)
ou P (O) désigne un photoproduit du PS.

L oxygene singulet 'O, peut également revenir a son état fondamental par émission de lumines-

cence (1270 nm) :
'0, — 30, + h-vg (1.19)

Une liste de toutes les réactions considérées dans cette étude de modélisation est donnée dans le ta-
bleau 1.3. [WILKINSON ef al. (1993)] contient une liste complete de toutes les réactions possibles.
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No. | Type de réaction Réaction photochimique Vitesse

1 Absorption (A) So+hva—S; ka-up- [S
2 Conversion Interne (CI) S, Y So ker [S4]

3 Fuorescence (F) S, — Sy + hvp ke [S;]

4 Conversion Intersysteme (CIS) S, ap T, kcrs [S4]

5 Phosphorescence (P) T, = S, + hvp kp [Ty]

6 Conversion Intersysteme 2 (TS) T, i So krs [T4]

7 Luminescence (L) 10, 23 Oy + huyg ky [*O,]

8 | Transfert d’énergie (T) T, 420y — Sy + 10y | kr [Ty] 2O,
9 | Photoblanchiment (Pb) 10y + Sy =3 02+ S(0) | kpy [TOy) [Sy]
10 | Oxydation (0x) 10, + M =2 Oy + M (O) | kow ['O,] [M]
11 | Réaction entre S, et M (SM) S, + M — Photoproduits | kgsas [S;] [M]
12 | Réaction entre T, et M (TM) T, + M — Photoproduits | kry [T,] [M]

TABLE 1.3 — Photoréactions de la PDT

1.2.2 Construction d’un modele
Généralités sur la cinétique chimique

Considérons la réaction entre deux entités réactives, A et B, conduisant a un produit C.

k1

ko
Les objets appelés « entités réactives » peuvent €tre des molécules, des macromolécules de type
protéines, ou encore des particules. La vitesse, ou cinétique, de cette réaction dépend du nombre de
collisions entre les différentes entités. La fréquence des collisions dépend directement des concen-
trations en A et B. Méme si chaque collision n’aboutit pas forcément a une réaction, la vitesse de
réaction dépend, d’un point de vue macroscopique, des concentrations en chacune des entités A, B

et C (notées ici avec [A], [B], respectivement [C]). L’écriture la plus simple de la vitesse de réaction

vest:
_ die] _ _di4] _ _ d[B]
V= T T T T T @
= k- [A] - [B] — Ky [C]

Construction d’un modele associé a la PDT (phase II)

Le comportement cinétique et dynamique des réactions 1 a 7 dans le tableau 1.3 est généralement
défini par des équations différentielles linéaires du premier ordre établies en partant des vitesses de
réactions définies en cinétique chimique. En revanche, les réactions de type II, notées 8 a 12, sont

représentées par des équations différentielles non-linéaires. En regroupant ces équations différen-
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tielles, on obtient une représentation d’état non linéaire définie comme suit :

( d[So]

ol — g () + (ke + k) [Ty + ke [T,] POs] — ks [105) [So] —
—ka[Solur (t) + (kr + kcr) [S]
d[dstl] = ka[Solur (t) — (kr + kcr + kers) [S1] — ks [S1) [M]
U]~ ks [S)) = (kp + ko) [Ty] — kr [Ty] PO — kpar [Ty) [M] (1.20)
PO i (1) + R [M] O] + ki [104) [S] + Fa ['0,] — ki [T,] PO,]
O g [T, O] — bow [M)[10,] = it [10] — ki [10,] [3,)
B = ko [M]['O5] — Esar [8y] [M] — ks [Ty] [M]

ot x = ([Sy],[8,].[T,], [BO4] , [*O,] , IM])" désigne le vecteur d’état ; v4 est la vitesse d’absorp-
tion des photons [FOSTER et al. (1991)] définie par

. Oéso UL,

VA =

p 8o = ks 18] (1.21)

avec asg le coefficient d”absorption du PS° et uy, 1a densité de puissance lumineuse générée par la
source laser. up désigne la vitesse d’incorporation de nouvelles molécules du PS dans les cellules
cancéreuses et up est la vitesse d’incorporation des molécules d’oxygene dans les cellules (plus
difficilement manipulable que up et uy ), cette variable peut €tre considérée soit comme une entrée
soit comme une perturbation. up et u; correspondent aux deux variables d’entrée de la phase
photocytotoxique.

Le vecteur des parametres est donné par :
0" =| ka ky keis Ky kr koo kpy ki krar ksu (1.22)

avec ky = kp + kcr et k, = kp + kpg. Les définitions de ces différents parametres sont données
dans le tableau 1.3.

Remarque 1.3 Compte tenu de la valeur de I’intervalle drogue-lumiére (IDL = 24 heures) choisie
lors de nos expériences, up peut étre considéré comme nul, c’est—a—dire plus d’incorporation de

PS dans les cellules. o

Mesure des concentrations — lien avec I’intensité de fluorescence

Dans [STERENBORG et al. (2004)] la mesure du rapport d’intensité de phosphorescence — fluo-
rescence est utiliser pour observer 1’évolution du niveau d’oxygene durant la PDT. Les résultats
présentés n’ont toutefois €té obtenus que dans un cadre expérimental in vitro. Le niveau faible
d’intensité de phosphorescence limite 1’applicabilité de cette approche dans le cas in vivo. Il existe
d’autres techniques de mesure de 1I’oxygene comme celle fondée sur les sondes polarographiques
[TIRAND (2007)], technique électrochimique de mesure de la pression partielle d’oxygene (pO-).

9Le coefficient d’absorption du PS, as,, est aussi utilisé pour comparer I’efficacité des PS
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Toutefois, la durée d’analyse associée a cette technique implique une période d’échantillonnage
trop grande par rapport aux caractéristiques du signal utilisé dans le protocole expérimental de la

figure 1.11.

Plusieurs travaux [NIEDRE ef al. (2002, 2003, 2005)] ont démontré la faisabilité de mesurer I’in-
tensité de luminescence de 1’oxygene singulet en condition in vivo, mais ils nécessitent une tech-
nologie appropriée encore en phase de développement. Finalement, dans le cadre expérimental
actuel, nous ne pouvons mesurer que I’intensité de fluorescence I (Ap) émise par le PS et qui

constitue notre unique variable de sortie.
Ip (Ar) =7 [So]

Cette relation montre la proportionnalité entre I’intensité de fluorescence et la concentration [S,]
(suffisamment faible) du PS. I; (A\r) est considérée comme variable de sortie de la phase photo-
cytotoxique et I’équation (1.7) devient une équation de sortie venant compléter la représentation

d’état définie précédemment.

1.2.3 Comparaison de D’efficacité des photosensibilisants

Un des axes de développement de la PDT est la mise au point de nouveaux PS. Il existe plusieurs
facons d’évaluer leur efficacité, dont une concerne leur activité photodynamique, c’est—a—dire leur
capacité a produire de I’oxygene singulet. Plusieurs macroparametres peuvent étre employés pour
comparer les caractéristiques des PS, par exemple : le coefficient d’absorption ag du PS dans la ré-
gion spectrale de la lumiere d’excitation ; des durées de vie moyennes du PS a I’état singulet excité,
Tg et triplet, 77 ; les rendements quantiques (de fluorescence, @, de la conversion intersysteme,

®¢15, de phosphorescence, ¢ p et de production de 1’oxygene singulet, P ).

Le coefficient d’absorption ag, s’écrit comme
OéSO :h'VA-kA (123)

dépendant ainsi des deux constantes h et 4 et d’un parametre, k4, du modele PDT (phase II).

Les durées de vie moyennes, de 1’état excité S, et de I’état triplet excité T, sont données par :

1 1
s = — (1.24)
5 krp+kcr + kers  ky + kers
1 1
_ -~ 1.25
TT kp + krs K (1.25)

Le rendement quantique de fluorescence, @, est la fraction de molécules excitées qui retournent a
I’état fondamental S, avec émission de photons de fluorescence. Il s’exprime a I’aide des constantes
de vitesse de la fagcon suivante :

B kp  kp
kp +kcr +kers  ky+ kers

Oy = kp - Tg (1.26)
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Le rendement quantique de la conversion intersysteme (P¢;g) et le rendement quantique de phos-

phorescence (P p) sont donnés respectivement par :

kcrs kcrs
@ — e fry l{j . 1.27
ars kp +ker +kers Ky + kers LSS (1.27)
kp
bp = ———. P 1.28
P fp kg PO (1.28)

La relation liant le rendement quantique de production de I’oxygene singulet, A, et les parametres

du modele 1.20 est donnée par

kcrs kr - [2Os]

Dr = Bpys - doy = -
a = ®ors- Gu kers + ky ky + k- PO,

(1.29)

avec ¢ I’efficacité du transfert d’énergie.

Par conséquent, en déterminant les valeurs des parametres de @ a partir de données in vivo, nous
pourrions comparer les caractéristiques photodynamiques de différents photosensibilisants. Par
exemple, k4 pourrait nous donner des indications sur la capacité du PS d’absorption des photons,

kcrs et kg sur la durée de vie du PS a I’état triplet et le rendement du passage intersystéme.

1.3 Conclusions

Dans le cas de la PDT, il existe une complexité accrue, du fait que les especes cytotoxiques sont
générées in situ, suite a I’interaction entre un PS, de la lumiere, et I’oxygene. Par ailleurs il existe
une hétérogénéité spatiale dans la tumeur du PS et de I’oxygene (du fait des différents degrés de
vascularisation des différentes zones de la tumeur), ainsi que de la lumiere (hétérogénéité des pro-
priétés optiques des tissus, absorption lumineuse par les fluorophores endogenes et par le PS qui
limite la pénétration de la lumiere). Outre ces variations spatiales, il existe également des variations
temporelles des différents facteurs durant le traitement. Les especes réactives de 1’oxygene (ERO)
générées peuvent détruire le PS (photoblanchiment) ; les dommages causés aux tissus peuvent in-
duire des variations de leurs propriétés optiques ; la concentration en oxygene peut diminuer, du
fait de sa consommation photochimique ou de la destruction des vaisseaux sanguins , au cours de
la PDT, ou au contraire augmenter (ce phénomene a en effet été rapporté dans la littérature comme
résultant d’'une diminution de la consommation métabolique en oxygene des cellules tumorales
suite aux dommages photoinduits). Le modele développé dans ce chapitre prend en compte les
aspects dynamiques du traitement mais pas la dimension spatiale. 11 suppose donc implicitement
I’homogénéité des réactions dans la tumeur. La motivation biomédicale de cette these est de pou-
voir comparer 1’efficacité des PS dans un cadre in vivo sachant que les techniques actuelles sont
limitées au cadre in vitro et que I’extrapolation in vitro—in vivo des conclusions est trés incertaine
en raison de la complexité du milieu biologique du vivant. Nous avons montré que les parametres
phisicochimiques utilisés classiquement pour des telles comparaisons dépendent explicitement des
parametres (constantes de réaction) du modele dynamique, contenus dans le vecteur 6. En consé-

quence, connaissant u et ¥ nous souhaitons répondre aux questions suivantes :
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* peut-on estimer 6 (existence et unicité d’une solution au probléeme inverse) ?

* Si oui, quelle est la meilleure expérience a réaliser (choix de u) pour estimer le plus précisé-

ment ces parametres (conditionnement du probleme) ?

* Sinon, quels parametres peuvent étre estimés (réduction du modele, sélection des parametres

a estimer) ?

Les principales difficultés du probleme d’estimation des parametres photophysiques du modele de

photoréaction sont les suivantes :

* le modele est non linéaire, plus précisément quadratique et bilinéaire ;

* une large incertitude sur les valeurs initiales des parametres, d’ou un probleme d’identifiabi-

lité globale a posteriori a résoudre ;
* une seule variable mesurée pour six variables d’état ;
* des contraintes sur la forme du signal d’entrée ;

* I’échantillonnage irrégulier des mesures (pas de mesure possible pendant les phases d’illu-

mination) ;

* une valeur minimale de la période d’échantillonnage limitée a environ 5 s.

Pour répondre a ces questions, il est nécessaire d’étudier I’identifiabilité des parametres et en par-

ticulier dans un cadre expérimental réaliste. Ce point constitue le sujet central de ma these.
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Chapitre 2
Identifiabilité des parametres

Ce chapitre commence par une classification des terminologies et définitions sur [’identifiabilité
des systemes, ce qui représente la suite des travaux menés par Magalie Thomassin [THOMASSIN
(2005) ; BASTOGNE et al. (2007)]. Quatre catégories sont proposées : l’identifiabilité a priori,
a posteriori, pratique et orientée convergence en probabilité. Une premiére contribution de cette
these est ensuite présentée. 1l s’agit d’'une méthode locale de classification des parametres iden-
tifiables en pratique. Cette méthode est fondée sur I’examen d’au moins trois criteres, tous liés
aux fonctions de sensibilité. Ce chapitre se termine par [’application de cette méthode au cas du
modéle de phototoxicité de la PDT.

2.1 Probleme inverse - notions générales

Quand une grandeur physique d’intérét, notée ici 0, n’est pas directement accessible a la mesure, il
est courant de procéder a I’observation d’autres variables y qui lui sont liées par des lois physiques,
y = f(0). La notion de probléme inverse correspond a I’idée d’inverser ces lois physiques pour

accéder indirectement a la variable d’intérét @, connaissant y [IDIER (2001)].

Lorsqu’ils sont abordés sans précaution particuliere, les problemes d’inversion rencontrés en pra-

tique présentent la caractéristique désagréable d’€tre « naturellement instables ».

Au début du XX siecle, Hadamard a caractérisé mathématiquement ces problémes « instables »
et les a qualifiés de mal posés, au sens ou ils ne se prétent pas a une résolution mathématique (et
physique) parfaite [HADAMARD (1902)]. Ainsi, Hadamard a défini trois conditions pour que ce
probleme mathématique, y = f (@) soit bien—posé :

* existence : pour chaque donnée y € Y, il existe une solution 8 € P;
* unicité : la solution est unique dans P;

* continuité : la dépendance de @ par rapport a y est continue, ¢’est-a—dire que lorsque I’er-

reur dy sur la donnée y tends vers zéro, I’erreur d@ induite sur la solution @ tend aussi vers
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z€ro.

Ainsi, la premiere condition exprime la consistance du modele mathématique ; la seconde le fait
que la situation réelle est bien définie, elle garantit qu’il n’existe qu’une solution au probleme
inverse, c’est—a—dire qu’une seule combinaison de valeur des parametres correspond aux obser-
vations. Par ailleurs, un probléme bien-posé peut &tre mal-conditionné [DEMOMENT (2002)]. En
effet, la continuité est une condition nécessaire, mais pas suffisante, de stabilité de la solution. Par
conséquent, bien que le probleme soit bien-posé, si son conditionnement est mauvais, alors sa solu-
tion sera toujours sensible aux incertitudes des observations. Par conséquent, il faut non seulement

veiller a ce que le probleme d’estimation soit bien-posé, mais aussi bien—conditionné.

2.2 Identification des systemes

Soit S un systeme dynamique a états continus que 1’on cherche a décrire par une structure de

modele M (6, x (0)) représentée par la forme d’état suivante

% (t,0,u(t) = f(x (1,0, u(t)),6,u (1))
M(0,x(0):4 y(t,0) =h x(t,e,u(t)),e) 2.1)
(

avec t € T C R* la variable indépendante du temps, x C R™ le vecteur des variables d’état, u €
U C R™ le vecteur d’entrée, y € R™ le vecteur des sorties observées et @ € P C R™ le vecteur
des parametres supposé inconnu. f, h, X, correspondent aux équations d’état, aux équations de

sortie et aux conditions initiales.

L’identification de S consiste généralement a choisir une structure de modele M, estimer 60 et
caractériser I’incertitude sur I’estimé a partir des mesures sur y, u et x(0). Les criteres de sélection
de structure et d’estimation des parametres sont a choisir par 1’identifieur. Ces choix peuvent aussi
le cas échéant inclure celui de u et des instants de mesure ¢; (planification d’expériences). Si x(0)
est partiellement ou completement inconnu, il peut alors étre intégré dans le vecteur de parametres

a estimer.

Soit y,,(t;) le vecteur de mesure des variables de sortie du systeme. La modélisation et plus pré-
cisément la caractérisation du systeme, c’est—a—dire le choix d’une structure de modele émane
souvent d’une interprétation raisonnée du phénomene étudié. L hypothese courante d’homogé-
néité systeme-modele ne doit pas étre percue comme 1’existence théorique d’une loi naturelle mais
une analogie subjective. Cette hypothese d’équivalence entre le systeme et la structure de modele

choisie, conduit alors a I’équation suivante :

Ym (te) =y (tr, 07) + v (L) (2.2)

ou {tx |k =1,---, N} correspond a I’ensemble des instants de mesure, 8" est le vecteur des pa-

rametres « vrais » du systéme et v(t;) est une variable aléatoire regroupant les effets conjugués



2.2 ldentification des systémes 39

des bruits de mesure, des perturbations environnantes et des erreurs numériques de simulation.
v(ty) est inconnu et y (¢, ") est inaccessible. En revanche, connaissant y,, (%), il est possible de

calculer ey (4, @), I’erreur de sortie entre le systéme et le modele, définie par

ey (tk, 0) = ym (tr) =y (., 0) (2.3)

ol y (t, 0) est la réponse numérique du modele pour une valeur libre des paramétres 6, avec
ey (tr, 0%) = v(tx). Une estimée de @ peut alors étre obtenue en minimisant le critére d’estimation

suivant

[wu )

= arg mein J (0,2, ey, 1) 2.4)

ou J est une fonction de colt et = un vecteur d’hyperparametres, par exemple des termes de

pondération, a choisir par I’ utilisateur.

L’identification de S consiste généralement a résoudre au moins deux problemes : (1) choisir une
structure M du modele mathématique et (2) estimer les parametres de la structure choisie a par-
tir des observations sur y, u et x(0) [LIUNG et GLAD (1994) ; WALTER et PRONZATO (1997) ;
LIUNG (1999)]. Dans les deux cas, il s’agit d’un probleme inverse qui, en raison de la complexité
de certains systemes (taille, non-linéarités, etc.) et du manque de données disponibles, peut étre
soit impossible a résoudre s’il est mal-posé, soit tres difficile a résoudre s’il est mal-conditionné.
Ces deux problemes - choix de la structure et estimation des parametres - conduisent alors respec-

tivement a deux concepts : la discernabilité et I’identifiabilité.

2.2.1 Discernabilité des structures

La discernabilité permet de décider si on peut faire la distinction (ou non) entre plusieurs structures
candidates a la représentation du systeme S. Considérons maintenant deux structures de modele
M, (0) et My (¢), supposées étre pertinentes pour décrire le systeme S et associées respective-
ment aux vecteurs de parametres 6 € P et ¢ € Q.

Définition 2.1 On dira que M, est structurellement discernable de M, si pour presque toute
valeur de @ € P, il n’existe aucune valeur ¢ € Q satisfaisant I’égalité des comportements entrée-

sortie des deux modeles. .

Notons que contrairement a I’identifiabilité, cette définition n’est pas symétrique : la proposition
« My est structurellement discernable de M » n’entraine pas nécessairement « M est structu-
rellement discernable de M, ». Lorsque les deux propositions sont vérifiées, on dira que M; et

M, sont structurellement discernables.

Walter et Ponzato en [WALTER et PRONZATO (1994)] ont montré que ’identifiabilité d’une struc-
ture n’est ni nécessaire ni suffisante pour sa discernabilité. Il suffit de mettre en évidence des
structures qui sont discernables alors qu’aucune n’est identifiable et des structures identifiables qui

ne sont pas discernables.

Dans le reste de ce manuscrit, nous n’aborderons que 1’étude de I’identifiabilité des parametres.
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2.2.2 Identifiabilité des parametres

La pléthore de définitions et notations d’identifiabilité existantes dans la littérature est parfois dé-
concertante. Nous analysons ici une série de notations et de définitions afin de les classer en espé-

rant une meilleure compréhension de cette notion.

Par rapport a la formulation explicite du modele définie en (2.1), I’estimation des parametres du
modele 0 est un probleme inverse et les facteurs pouvant influencer la qualité de cette inversion

sont :

* la complexité de la structure M ;

* les signaux d’entrée u, les conditions initiales x, et les instants de mesure ¢, (conditions

expérimentales) ;

e Destimateur (J,=);

le bruit de sortie v.

Des 1970 plusieurs définitions de 1’identifiabilité ont été¢ formulées, en fonction de ces différents

facteurs d’impact :

e dans [GLOVER et WILLEMS (1974)], I'identifiabilité est présentée comme un probléme
d’unicité de solution dans un cadre idéalisé dépendant seulement de la structure du modele

(signaux non-bruités, signal d’entrée et période d’échantillonnage librement choisis) ;

* dans [GREWAL et GLOVER (1975, 1976)] le signal d’entrée n’est plus idéal et I’identifiabilité

est présenté comme la discernabilité des variables de sortie ;

e dans [BELLMAN et ASTROM (1970) ; MARTENSSON (1973)] I’identifiabilité inclut le choix

de I’estimateur et se définit par I’existence d’un optimum global ou local ;

* enfin dans [TSE et ANTON (1972) ; LJUNG (1976)], I’identifiabilité prend en compte les

erreurs sur les données et devient 1’étude de la convergence en probabilité de I’estimateur.

A ces notions s’ajoute le type d’analyse qui peut €tre soit qualitative, « le modele est ou n’est
pas identifiable », soit quantitative via un degré d’identifiabilité. Enfin, il faut ajouter le carac-
tere local ou globale de I’analyse. Nous retiendrons ici quatre classes d’identifiabilité : 1’identi-
fiabilité a priori, I’identifiabilité a posteriori, I’'identifiabilité pratique et 1’identifiabilité orientée-
convergence en probabilité. Le qualificatif a priorila posteriori précise si 1’analyse est effectuée

avant ou aprés expérience.

Comme le montre le tableau 2.1 [THOMASSIN (2005)], on trouve dans la littérature un certain
nombre de terminologies associées a 1’identifiabilité avec parfois des définitions équivalentes por-

tant des noms différents et, inversement, des définitions différentes portant le méme nom.
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Terminologie extraite des
références

Atrticle(s)

Terminologie
utilisée dans

la theése
[BELLMAN et ASTROM (1970) ; REID
(1977) ; DISTEFANO-III et COBELLI
identifiabilité structurelle (1980) ; LECOURTIER et WALTER (1981) ;
WALTER et PRONZATO (1990) ; XIA et
Moo0G (2003)]
identifiabilité de la fonction de [GLOVER et WILLEMS (1974)]
transfert
discernabilité structurelle de la
sortie [WALTER et al. (1984)] identifiabilité
a priori
identifiabilité des Moindres Carrés [GREWAL et GLOVER (1976) ; CHAVENT (étude de la
(1987)] structure)
identifiabilité déterministe [REID (1977) ; NORTON (1986)]
identifiabilité théorique [JULIEN et al. (2000)]
. e et . [GODFREY et DISTEFANO-III (1987) ;
identifiabilité a priori BRAEMS e al. (2002)]
. el .. [WALTER et PRONZATO (1987) ; NOIRET
identifiabilité qualitative (2000)]
discernabilité de la sortie [GREWAL et GLOVER (1976)] identifiabilité
a posteriori
identifiabilité a posteriori [GODFREY et DISTEFANO-III (1987)] (étude des
identifiabilité en sensibilité [REID (1977)] données
disponibles)

identifiabilité quantitative

[WALTER et PRONZATO (1987)]

identifiabilité pratique

[VAIDA (1987) ; VANROLLEGHEM et al.
(1995) ; BRUN et al. (2001) ; DOCHAIN et
VANROLLEGHEM (2001)]

}

identifiabilité
pratique

identifiabilité en terme de
convergence de I’estimateur

identifiabilité numérique
identifiabilité stochastique

identifiabilité robuste

[TSE et ANTON (1972) ; LJUNG (1976)]

[GODFREY et DISTEFANO-III (1987)]
[DISTEFANO-III et COBELLI (1980)]

[LIUNG et al. (1993)]

\

identifiabilité
en probabi-
lité

TABLE 2.1 — Différentes terminologies d’identifiabilité trouvées dans la littérature (modifié de

[THOMASSIN (2005)])
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2.3 Identifiabilité a priori

Dans un premier temps, on s’intéresse a I’identifiabilité a priori vis—a—vis de la structure, indé-
pendamment de toute expérience. Pour cela, nous allons étudier, dans un cadre idéal, la structure
de modele afin de s’assurer qu’il existe une solution unique (identifiabilité globale) ou un nombre
fini de solutions (identifiabilité locale) a I’estimation des parametres. Par conséquent, 1’étude de
I’identifiabilité a priori revient a tester 1’existence et ’'unicité du vecteur des parametres, c’est—
a—dire les deux premieres conditions pour que le probleme d’estimation soit bien—posé au sens
de HADAMARD. Notons que cette notion est voisine de 1’observabilité qui exprime I’existence et
I’unicité du vecteur d’état correspondant a un comportement entrée—sortie donné [DIOP et FLIESS
(1991)].

L’objectif de I’identifiabilité a priori est de vérifier que deux vecteurs de parametres différents

n’entrainent pas le méme comportement entrée—sortie, ce qui se traduit par :

F(u,x0) e UxR™tqym(t,u,0) = yum(t,u,0%) VteT, (2.5)

0 = 6, (2.6)

ol 0 et @ appartiennent a P, I’ensemble des parametres admissibles a priori.

2.3.1 Cadre d’étude de I’identifiabilité a priori

Cette étude se réalise dans le cadre théorique (idéal) suivant [WALTER et PRONZATO (1994)] :

e le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;
e les signaux d’entrée—sortie sont non bruités ;

e I’entrée a appliquer et les instants de mesure peuvent étre choisis librement (ce qui sous—

entend qu’ils sont indépendants des parametres et des autres variables).

Le schéma de la figure 2.1 est une représentation de ces conditions idéales.

2.3.2 Définitions de I’identifiabilité a priori

Le concept d’identifiabilité a priori a été traité des le début des années 1970 selon différentes
définitions [BELLMAN et ASTROM (1970) ; GLOVER et WILLEMS (1974) ; GREWAL et GLOVER
(1976)]. Ces définitions et d’autres plus récentes, ainsi que des comparaisons, peuvent étre trouvées
dans I’état de I’art de NGUYEN [NGUYEN et WOOD (1982)], le livre édité par WALTER [WALTER
(1987)] et la these de NOIRET [NOIRET (2000)]. Les définitions suivantes, données par WALTER
[WALTER et PRONZATO (1994)], sont fondées sur des notions d’analyse. Il existe également des
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systéme

| £,

(6) ya(t,0 ,u)
A A
. : : e,(t)=0
u(t) libre Structures; i Xo a = 0=0
identiquesi  { libre

v Vv

—— M(8) VoALo.u
modéle

FIGURE 2.1 — Schéma de principe de I'identifiabilité a priori.

définitions basées sur des notions d’algebre, données par [D10P et FLIESS (1991)] ou [LIUNG et

GLAD (1994)] que nous ne formulerons pas ici.

Définition 2.2 Le parametre 6; est a priori globalement identifiable en 8* € P si 3(u,xq) €
U x R™ tel que :

VO € PetVt € T, ym(t,u,x0,0) =ym(t,u,x0,0") = 0, =0;. 2.7

L’identifiabilité globale n’est pas toujours facile a démontrer. C’est pourquoi, il existe une défini-
tion d’identifiabilité locale qui est souvent plus facile a tester.

Définition 2.3 Le paramétre 0; est a priori localement identifiable en 8* € P si 3 (u,xq) € U x
R™ tel que :
VO e V(0 )etVt €T, ym(t,u,xg,0) =ym(t,u,x0,0") — 0;,=20;. (2.8)

)

ou V(6") est un voisinage de 6*. *

Définition 2.4 La structure est a priori globalement (resp. localement) identifiable si tous ses pa-

rametres sont a priori globalement (resp. localement) identifiables. N

Puisqu’aucune donnée expérimentale n’a encore été recueillie, aucune valeur numérique ne peut
étre attribuée au vecteur des parametres 8™ de la structure. L’étude d’identifiabilité doit donc étre
effectuée pour toutes les valeurs de 8" admissibles. C’est pourquoi, 1’identifiabilité est souvent
traitée en tant que propriété structurelle ou générique, c’est—a—dire qu’elle est étudiée pour presque
toutes les valeurs des parametres de [P, et éventuellement fausse sur un sous—espace de mesure nulle
(espace contenant des valeurs atypiques des parametres) [WALTER et PRONZATO (1994)].
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Définition 2.5 Un parametre 6; est a priori structurellement ou génériquement globalement (resp.

localement) identifiable s’il est globalement (resp. localement) identifiable VO™ € PP. N

Si pour presque tout 8%, il existe une solution unique pour 6, la structure est a priori structu-
rellement globalement identifiable. Si pour presque tout 8*, I’ensemble des solutions est dénom-
brable, la structure est a priori structurellement localement identifiable. Si pour presque tout 8™,
I’ensemble des solutions n’est pas dénombrable, la structure est a priori structurellement non—
identifiable.

2.3.3 Méthodes d’identifiabilité a priori

Il existe de nombreuses méthodes pour tester I’identifiabilité a priori d’une structure de modele
linéaire ou non, fondées soit sur une approche analytique, soit sur une approche algébrique. Les
descriptions détaillées de ces méthodes, peuvent étre trouvées dans [WALTER (1982, 1987) ; CHA-
PELL et al. (1990) ; OLLIVIER (1990) ; NOIRET (2000) ; JAUBERTHIE (2002)].

Dans le cas de structures linéaires, I'identifiabilité a priori est un concept bien cerné. Il existe
ainsi plusieurs méthodes simples a mettre en ceuvre, utilisant différents résumés du comportement
(comme par exemple les parametres de Markov, la matrice de transfert ou la réalisation minimale

de la forme d’état).

Le cas des structures non linéaires est bien plus complexe. En effet, il est parfois impossible de
mettre en évidence les conditions nécessaires et/ou suffisantes d’identifiabilité globale. La liste

ci—dessous renvoie a quelques méthodes disponibles :

e ’approche par linéarisation autour d’un point d’équilibre [GODFREY et DISTEFANO-III
(1987)];

e ’approche par développement en séries (série de Taylor [GODFREY et DISTEFANO-III
(1987)] ou séries génératrices [WALTER (1982)]);

e la méthode des similarités (similarity transform approach)[VAIDA et ET H. RABITZ (1989)];

e I’approche par algebre différentielle [OLLIVIER (1990) ; LIUNG et GLAD (1994) ; DENIS-
VIDAL et al. (1999) ; FLIESS et SIRA-RAMIREZ (2003)].

Cette derniere s’avere tres efficace dans les cas complexes. Elle est devenue accessible grace aux
travaux récents de A. SEDOGLAVIC qui a mis au point un algorithme testant I’observabilité et
I’identifiabilité locale des systemes et 1’a implanté sous MAPLE (logiciel de calcul symbolique)
[SEDOGLAVIC (2002)]. Les récents travaux de [XIA et MOOG (2003)] et [MARGARIA ef al.
(2004)] permettent de faire le point sur I’identifiabilité de structures non-linéaires et présentent

des applications.
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2.4 Identifiabilité a posteriori

Une fois I’identifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors important de vérifier que la
condition d’unicité de la solution du probleme inverse (estimation) est toujours vérifiée a poste-

riori, c.a.d. avec les données entrée—sortie disponibles.

24.1 Cadre d’étude de I’identifiabilité a posteriori

La différence entre les cadres d’étude des identifiabilités a priori et a posteriori concerne les
entrées, les conditions initiales et les instants de mesure : ils ne sont plus libres mais imposés. Cette
situation se produit lorsque les expériences ne sont pas possibles ou pas autorisées, ou lorsqu’on
utilise des informations archivées dans des bases de données [GODFREY (1993) ; SCHOUKENS et
PINTELON (1991) ; WALTER et PRONZATO (1994)]. Ce fut notamment le cas dans [THOMASSIN
et al. (2009)] ou I’objectif €tait d’identifier des biefs de rivieres a partir de données de production
archivées par un systeme de supervision. Le cadre de I’identifiabilité a posteriori (voir figure 2.2)

est donc le suivant :

e le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;
e les signaux d’entrée—sortie sont non bruités ;

e les entrées, les conditions initiales et les instants de mesure {¢;},_, , sontimposés (condi-

tions expérimentales).

systeme
— ey — —f Ll
[

u(t) fixee Structuresi | Xo P ftg _ 0"
. . . . z . 7 0 - 0
identiques: i donné idonnees

vy
. M) )
modéle

FIGURE 2.2 — Schéma de principe de I’identifiabilité a posteriori.

Cette étude est donc toujours réalisée dans un cadre théorique, méme si celui—ci n’est plus idéal.
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2.4.2 Définitions de I’identifiabilité a posteriori

Définition 2.6 La structure est a posteriori globalement identifiable en ™ € P si :

pour u(t) et xo donnés, VO € P, Vi, ke {l,...,N} ona
YM(tka u, Xq, 0) = YM(tlm u, Xo, 0*) = 0=0"

¢
Définition 2.7 La structure est a posteriori localement identifiable en 8" € P si :
pour u(t) et xo donnés, 3V (0) tel que VO € V(0*), Vi, ke {l,...,N}, ona
y_/\/[(tk,u,X(],e) ZYM(tk7u7X070*) = 0= 0*7
ou V(0") représente un voisinage de 6*. N

2.4.3 Meéthode d’identifiabilité a posteriori locale

Pour commencer, nous allons présenter le cas d’un modele possédant une seule sortie et une seule
entrée. Néanmoins, les idées principales de la généralisation au cas de plusieurs entrées et sorties
seront aussi abordées a la page 48.

Soit M une structure de modele a une seule entrée et une seule sortie, a priori identifiable. Soit
0° € P c R™ le vecteur des parametres du modele nominal, n, étant le nombre de parametres
de la structure a estimer (a priori identifiables). Soit 6 le vecteur des parameétres au voisinage des
valeurs nominales 6°,i.e. 0 € V (00) et notons 1’écart d@ = 0 — 6°. Alors, le développement en
série de Taylor du premier ordre de y(t;, 8° + d@,w) (pour raison de simplification de 1’écriture
I’indice M faisant référence a la structure considérée et le terme x, pour les conditions initiales

sont omis) donne

Ay(ty, 0,
y(ty, 0° + d6,u) = y(ty, 0%, u) Z y(tx. 6,u) i DI a9, + 0(6?). (2.9)
90
ou

6,

0 ~ Oy(tr,0,u) oy(tr,0,u) Oy(tr,0,u) d92
dy (14, 0%, u) 2= | 2| ol pou| ]| (2.10)

df,,

do

avec dy (tk, 0°, u) = y(ty, 0° + dO,u) — y(t, 0°,u). D’apres la condition de continuité d’un
probléme inverse, une variation locale de la valeur des parametres est censée induire une variation
locale de la sortie y. Par conséquent, la condition d’identifiabilité a posteriori locale de la structure
(2.7) est quasi—€quivalente (a I’approximation pres) a

Vte, k€ {1,... N}, Zayt’“g” 46, =0 —> dg=0, @2.11)

00
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N

ou
oy(tx, 0
Oyt 0, u) | _ $y0,(te, 0%, 1) (2.12)
00; 0 o
est la fonction de sensibilité de la sortie y(t;, 8°, u) par rapport au paramétre 0 dans le voisinage
de V (0") pour I’entrée u donnée et a I’instant 5, avec k € {1,..., N}. L’équation précédente se
réécrit "
Vi, k€ {1,... N}, Y sp0,(tr, 0% u)dt; =0 = dO =0, (2.13)
i=1
ou encore
Sy,0, (tla 907 LI) to Sy,an (tla 007 U)
: d0 =0 = dO@=0, (2.14)
Sy,0, (tNa 907 U) T Sy,an (tNa 007 u)
Sy(zg,u)

ou Sy(OO, u) € RY*™ est la matrice de sensibilité de la sortie y par rapport aux parametres,
évaluée en 0°, aux instants {¢,,... tx} et pour (u,x) donnés. Cette écriture permet de voir que
la condition d’identifiabilité exprimée a 1’éq. (2.7) est vraie si et seulement si les colonnes de la

matrice S, (6", u) sont linéairement indépendantes.

La linéarisation de la réponse y autour de 8° a permis de transformer le probleme d’injectivité de

I’identifiabilité en un probleme de test de colinéarité des fonctions de sensibilité.

Remarque 2.1 Pour simplifier [’écriture, les colonnes de la matrice de sensibilité seront a présent
notées avec sy g, avect = 1, ..., ny,, en sous-entendant que celle-ci est évaluée en 6°, aux instants

{t1,...,tn} et pour (u,xq) donnés. o

En algebre linéaire, I’indépendance linéaire des vecteurs s, o, € RY est définie comme suit :

Définition 2.8 Les vecteurs s, 4, avec i = 1, ..., n,, sont dits linéairement indépendants si
V(e .o en,) ER™, crosy9, +... 0y, ‘Syp,, =0=c1=cr=...=¢c,, =0 (2.15)
¢
Autrement dit, on doit vérifier si
0 0
Sy,01 (th 0 7u) Syﬁnp (tla 0 ,LI)
cy e : +...+cCn, : =0=ca=c=...=¢, =0
0 0
Sy,01 (tN, 0 ,ll) Syﬁnp (tN, 0 7Ll)
ou bien
0 0
Sy,91 (tl, 0 s 11) Ce Syﬁnp (tl, 0 s ll) C1

=0=ca=c=...=¢,=0

Sy.0, (tN, 0°, u) oo Sybn, (tN, 00,u) Cn,
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Cette équation matricielle admet une solution non triviale ssi les colonnes de la matrice en question
S, sont linéairement dépendantes. Ainsi, les trois conditions suivantes sont équivalentes [GRAY
(1997)] -

* les n, vecteurs s, g, sont linéairement dépendants ;
* le rang de la matrice de sensibilité S, € RV*"» est inférieur a n,, ;

e det (Sg-Sy) =0.

En conclusion, s’il existe une fonction de sensibilité s, g, (c.a.d. une colonne de la matrice de
sensibilité) nulle ou colinéaire a une autre, alors la condition d’identifiabilité a posteriori locale

n’est pas respectée.

Remarque 2.2 Une attention particuliere doit étre prétée au fait que ces criteres sont théoriques
(ne tenant pas compte du bruit). Ils détectent seulement une multi-colinéarité parfaite entre les
colonnes de la matrice de sensibilité, c’est-a—dire I’existence de coefficients ci, ¢, ..., Cp, NOR
nuls, tel que

C1* Sy.0, + ...+ Cnp 'Syﬁnp =0

Dans le sous-chapitre 2.5 (identifiabilité pratique), on prendra en compte des colinéarités dites
‘imparfaites’ [GUIARATI et BERNIER (2004)], c’est—a—dire que les n, vecteurs s, g, sont inter-

corrélés mais pas parfaitement. Cette colinéarité imparfaite peut étre formulée ainsi
C1 Sy, T ...+ CpySyp, TV = 0

ou v; est une erreur aléatoire. o

Remarque 2.3 Le choix des instants de mesure {t, ..., tx} est important. Il faudra s’assurer que
I’échantillonnage temporel des mesures est adapté, c’est—a—dire qu’il n’entraine pas une chute du

rang de la matrice de sensibilité. o

Remarque 2.4 Ce lien entre les notions d’identifiabilité et de sensibilité de la sortie n’est pas nou-
veau. J. G. REID a déja donné une définition de structure « identifiable en sensibilité » (sensitivity
identifiable) dans [REID (1977)] mais sans donner de définition de [’identifiabilité. Le chapitre [R1-
CHALET et al. (1971)] introduit aussi le concept de sensibilité et montre son importance dans le

développement des méthodes d’identification. o

Remarque 2.5 Généralisation au cas multi-entrées/multi-sorties :

Nous avons précédemment considéré le cas d’une seule sortie, mais cette méthode est générali-
sable au cas de n, sorties en considérant la matrice de sensibilité globale (composée des fonctions
de sensibilité de chaque sortie par rapport a chaque paramétre de la structure 6 pour le vecteur
d’entrées u donné) de dimension N -n, X n, :

Sy(ao,u):(sgl(eo,u) ST (6°u) - sT(eo,u))T, (2.16)

Yr
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N

oll :
Syj(eo, u) = (syj791 Sy 0, syiﬂnp) Li=1,..,my. (2.17)

On peut alors montrer que la structure est a posteriori localement identifiable en 0° si et seulement
si Rang (Sy(6°,u)) = n,, 0

La principale difficulté de cette méthode reste I’évaluation des fonctions de sensibilité. Plusieurs
approches de différentiation (numérique, analytique, automatique) sont alors utilisables [GRIE-
WANK et WALTHER (2008)] et il existe des outils logiciels de différentiation associés a ces mé-
thodes. Par exemple, le logiciel DIFFEDGE! permet de résoudre des problémes de différentiation

de modeles décrits sous forme de schémas—blocs.

Fonctions de sensibilité — Approche analytique

En supposant que nous disposons d’un modele tel que celui défini a I’éq. (2.1), une premiere fagon

de calculer les fonctions de sensibilité est de dériver analytiquement le modele

ox% __ 0f(x.0,u) e
oo" — oxT |go 067
dy _ oh(x0)| . ox
0o —  oxT |go 067

0
Sxﬂ =F (X, 00, u) : Sx,g
S, =M (x,0") -Sxe
Sx0(0) = 834 (0)

sous I’hypothese que f (-, 0, u) et h (-, 6) soient dérivables par rapport a x. Les matrices, F (x, 0°,
R mexne e et H (x, 00) e R mXn="m peuvent &tre obtenues par calcul formel en utilisant

des outils comme Maple®.

Comme on peut le constater les fonctions de sensibilité contenues dans Sy ¢ dépendent des condi-
tions initiales S?c,@’ des caractéristiques de F (x, 6°, u) et du choix du solveur d’équation différen-

tielle pour la simulation numérique.

Fonctions de sensibilité — Approche numérique

Pour la détermination des fonctions de sensibilité, on peut aussi recourir aux calculs numériques
sur base des méthodes des différences finies autour des valeurs nominales des parametres. Prati-
quement, si I’on considere une différence finie Af; pour le parameétre 6;, 1a sensibilité de la variable

de sortie y; a 0; est alors approchée par

9y; i b+ A0) —y; (6)
00; Ab;

(2.18)

'DIFFEDGE, copyright APPEDGE, http://www.appedge.com
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Ces calculs peuvent étre réalisés en utilisant I’ outil Diffedge® pour des modeles écrits en schéma-
bloc et implantés sous Simulink® [MASSE (2001)].

Lien avec la condition de continuité d’un probleme inverse

La condition de continuité signifie que la dépendance de la solution @ par rapport a la sortie y est
continue, c.a.d. que lorsque I’erreur dy (t, 0°, u) = y(t,0° +d@,u) — y(t,6°, u) sur la sortie tend
vers zéro, ’erreur dO tend aussi vers z€ro :

dy -0 =— d@ — 0. (2.19)

Nous avons vu au paragraphe précédent que si les parametres sont a posteriori localement identi-

fiables alors la matrice de sensibilité Sy(OO, u) est de rang n,, alors
dy -0 = dg=S,(6%u)'dy— 0, (2.20)

ou (- )T représente I’inverse généralisée d’une matrice. Par conséquent, I’identifiabilité a posteriori
locale des parametres implique la continuité (locale) de la solution (troisieme condition pour qu’un
probleéme soit bien—posé au sens de HADAMARD) : le probleme de 1’identification est bien—posé.
Toutefois, le probleme peut étre mal—-conditionné. Nous reviendrons sur le conditionnement du

probléme aux paragraphes suivants.

L’inconvénient majeur de I’identifiabilité a posteriori est qu’elle ne tient pas compte des erreurs
sur la sortie (bruit, incertitudes, perturbations). En conséquence méme si la matrice de sensibilité
Sy (00, u) n’est pas singuliere, certains parametres risquent de ne pas étre identifiables en pratique

car leur influence sur la sortie est négligeable comparativement a celle de 1’erreur.

2.5 Identifiabilité pratique

L’identifiabilité pratique est complémentaire a I’identifiabilité a priori et proche de I’identifiabilité
a posteriori, avec pour seule différence la présence d’incertitude sur les sorties mesurées y,, (t)
décrite par un aléa v(t;) ajouté a la réponse du modele, y (¢, 0, u),

Ym (tx) =y (tr, 0,0) + v (t)

2.5.1 Cadre d’étude de I’identifiabilité pratique
Le cadre d’étude de I'identifiabilité pratique est le suivant :

e le systeme et le modele ont des structures identiques (pas d’erreur de caractérisation) ;

e les données disponibles sont bruitées et le terme d’erreur vérifie I’hypothese d’homoscédas-
. j.i.d.
ticité suivante {v (t;)}, ~ N (0,02) ;
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e les entrées, les conditions initiales et les instants de mesure sont imposées (conditions expé-

rimentales).

Tenant compte du cadre stochastique du probleme, la définition 2.2 de I’identifiabilité n’est plus
valable. Pour remédier a ceci, une approche fondée sur I’estimateur des moindres carrés est géné-

ralement employ¢ée.

2.5.2 Approche fondée sur I’estimateur des moindres carrés

L’estimateur des moindres carrés repose sur le critere d’estimation suivant :
0 = arg mgn J(0) (2.21)

ou J (@) est une fonction de coiit quadratique de ’erreur de sortie définie par

N

J(0) = (y(tr0,u) =y (tx))" @i (y (t1, 0,1) =y (11)) (2.22)
k=1
ou gr € R est un coefficient de pondération pour un modele a une seule variable de sortie. La

forme matricielle de I’équation précédente s’écrit :

T
y(tbe’u) — Ym (tl) q - 0 y<t1707U> — Ym (tl)

J(0) = : o N I : (2.23)
y(tn, 0,u) — ym (tN) 0 ... gn y(tn, 0,u) — ym (tN)

-~

Q

La matrice de pondération QQ est souvent choisie comme 1’inverse de la matrice de covariance des
erreurs de mesure. Alors, sous I’hypothése de homoscédasticité elle s’écrit Q = o=2 - Iy, avec Iy

la matrice identit€ de dimension N X N.

La covariance de tout estimateur non biais€ vérifie I’inégalité de Cramér et Rao suivante
—~ ~ T
V;=E <(9 - 0*) : (0 - 9*) ) <F (6 (2.24)

ou F est la matrice d’information de Fisher, exprimant le contenu informatif des données expéri-
mentales [LIUNG (1987)] et qui, sous les hypotheéses énoncées précédemment, s’exprime sous la
forme
F— 873 2.25
=S, Sy (2.25)

Pour plus de détails et de rigueur concernant les conditions d’utilisation du théoréme Cramér -
Rao, il est conseillé de consulter les ouvrages spécialisés [FOURGEAUD et FUCHS (1967) ; WAL-
TER et PRONZATO (1994)]. D’une facon générale, la borne de Cramér-Rao permet de fixer une
limite inférieure a la précision qu’il est possible d’atteindre dans I’estimation d’un ou de plusieurs
parametres. Cette borne est intéressante car en pratique elle est souvent plus simple a calculer que
la variance de I’estimateur [KOPP et THUBERT (1986)].
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En identifiabilité pratique, une application de la borne de Cramér - Rao est de s’assurer que la
variance asymptotique sur chaque parametre ne dépasse pas une limite raisonnable, généralement

fixée de maniere empirique. Une estimation de cette borne est donnée par

A~

J(6

S -1

V= N(fgp - (S]-8,) (2.26)
N——

6'2

La formule (2.26) est a ’origine des ellipsoides de confiance sur les parametres. Ces ellipses de
confiance peuvent étre utilisées pour détecter des parametres peu identifiables en pratique. C’est
I’incertitude sur les parametres qui va caractériser leur identifiabilité pratique et non plus I’injecti-
vité du modele. Il y a plusieurs facon de caractériser cette incertitude, voir section 2.5.3. Toutefois
la relation (2.26) montre qu’elle dépend toujours des fonctions de sensibilité, de I’inversibilité de
SZ -S, (comme I'identifiabilité a posteriori), ou de la non singularité de la matrice d’information
de Fisher. En ce sens I’identifiabilité a posteriori est une condition nécessaire mais non suffisante

pour I’identifiabilité pratique.

2.5.3 Lien avec les plans d’expériences optimaux

L’approche de I’identifiabilité pratique présentée précédemment repose sur les mémes bases que
les techniques de planifications d’expériences optimales. La seule différence est la liberté de pou-
voir modifier les signaux d’entrée dans le cas des plans d’expériences. Ces derniers visent a re-
chercher les conditions expérimentales £ (regroupant les entrées u et les instants de mesure {t;})
permettant d’obtenir la meilleure précision possible (par exemple en minimisant la borne Cramér-
Rao) sur les estimés des parametres [WALTER (1982) ; JAUBERTHIE (2002) ; PRONZATO (2008)],
c’est-a—dire a2 maximiser ou minimiser une distance J (£, 0) caractéristique des ellipsoides de

confiances :
* distance A : mginé (£,0) avec § (€,0) = tr(F (8,u) ),
* distance A modifié : mfaxé (£,0) avec 6 (€,0) = tr(F (0,u)
e distance D : m£ax5 (€,0) avec 6 (£,0) = det(F (,u))Y/™

e distance E : mgaxé (£,0) avec 6 (£,0) = Anin(F (0, 1))

Amax (F(0,u))

* distance E modifié (orienté conditionnement) : mgn d(&,0)avecd (£,0) = = (F(0a)]

* distance M : mgaxd (£,0) avec 6 (£,0) = max /F (0,u) (i,1)

ol Apin(F (0,1)) et A\pa(F (0, 1)) sont respectivement la plus petite et la plus grande valeurs

propres de la matrice d’information de Fisher.
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A E modifié = E/E

‘s unod o(0-1)001
B 90UBlUO0D Bp d||eAlaju|
D

intervalle de confiance a 100(1-a)%

A
\ 4

pour 6;

FIGURE 2.3 — Ellipse de confiance a 100 (1 — «) % sur les parametres et principaux criteres d’op-
timalité de plans d’expériences (C est un cercle de surface identique a celle de I’ellipse), o étant le

risque choisi par I’expérimentateur.

La figure 2.3 fournit une interprétation géométrique des principaux criteres d’optimalité utilisés en
planification d’expériences. L’ellipse grisée représente le domaine d’incertitude sur les parametres

estimés.

Une approche pragmatique de I’identifiabilité pratique locale consiste a utiliser ces mémes criteres
pour classer et sélectionner les parametres identifiables. Dans [BASTOGNE et al. (2007) ; DOBRE
et al. (2007, 2008a,b)], nous avons utilisé les criteres D, E et E-modifié pour proposer une classi-
fication hiérarchique optimale de parametres identifiables (au sens a posteriori) d’un modele dans

un cadre expérimental fixé (voir section suivante).

2.5.4 Classification hiérarchique des parametres identifiables en pratique

Dans cette section nous allons établir plusieurs classifications des parametres identifiables en pra-
tique. Toutes reposent sur I'utilisation des fonctions de sensibilité, ou plus exactement des fonc-

tions de sensibilité normalisées, S, ¢, (t, 8", u), ou logarithmiques, 5, ¢, (¢, 0", u) avec

i 0=6*
et
_ 0y (tg, 0, u) 7 Oln (y (tx, 0,u))
S0 (1, 0% u) = T B (2.28)
wos (1, 67, 0) 90 |g_p u(ts,0,u) O (0;) oy

De maniére équivalente, nous notons respectivement s, 9, et S, la fonction de sensibilité normalisée
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de la sortie du modele par rapport au parametre 6;, et la matrice de sensibilité normalisée de la

sortie.

Plusieurs méthodes de classification des parametres identifiables en pratique fondées sur une ana-
lyse de §y ont été développées [BRUN et al. (2001) ; OMLIN et al. (2001)]. Nous proposons de les

décomposer en trois catégories :

a) classifications selon des normes de §y ;
b) classifications selon des indices de multicolinéarité de gy ;

¢) classifications hybrides.

2.5.4.1 Classification selon des mesures de sensibilité

Dans I’hypothese ou V est une matrice quasi-diagonale (parametres indépendants) la variance sur

le 1™ parametre se résume a

Py a1 7O

T 2
N — Np Sy, Sy N — np ‘Syﬁi 2

On s’apercoit donc que plus la norme 2 (énergie) de la fonction de sensibilité associée a 6; est
grande, plus la variance sur 6; sera faible. Cette remarque reste valable méme si V nest pas dia-
gonale, sous la condition de fixer les autres parametres. Dans la littérature [BRUN ez al. (2001) ;
OMLIN et al. (2001)], plusieurs distances peuvent étre employées comme par exemple :

1

1

msqr ~T =~ o ~

6" = N Su0:Su6 = N 1Sy,0: 15 (2.29)
1 & 1

mabs ~ i~

o; = N; 8y (te 0, 1) = =+ Byl (2.30)
1 N

grean = Nzgy (tx, 0i, ) (2.31)

k=1
e = mgxéy (t, 0;,u) (2.32)
s = min 3, (tg, 0:,u) (2.33)

Une différence significative entre 4, *"" et 7' pour le méme parametre 6;, indique une grande
variabilité de la sensibilité ou des valeurs aberrantes dans S, y,, détectables en employant 0;* et
Smin [BRUN et al. (2001)]. La comparaison de 6" et 6°*" donne des informations sur le signe

de la sensibilité.

2.5.4.2 Classification selon des indices de multicolinéarité

La matrice de variance empirique V' des parametres estimés est rarement diagonale. La covariance

entre les parametres est due a une multicolinéarité entre les fonctions de sensibilité. Cette dernicre
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peut causer un mauvais conditionnement de la matrice gg . gy. Dans tous les cas, les parametres du
modele seront estimés avec imprécision et les prédictions pourront étre entachées d’erreurs consi-
dérables. Il est donc important de mesurer 1’effet de la colinéarité entre les fonctions de sensibilité
5y.6,- Dans ce but nous proposons une nouvelle classification ascendante des parametres fondée sur

la minimisation du critere Jg (dit aussi E-modifi¢) défini par

Amax (F (6, 1))

Je(k) = cond (F (6,u)) = Amin (F (0, 1))

(2.34)

ol Amin (F (6,1)) et Apax (F (0,1)) sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur
propre de la matrice d’information de Fisher F (6, u) (ou une matrice proportionnelle a la ma-
trice d’information de Fisher). Ce critere garantit la maximisation de la distance vis-a-vis du cas
singulier et elle doit étre interprétée sur la base de la forme de la distance choisie. Le rapport de
la plus grande valeur propre sur la plus petite est un indicateur de cette forme (comme 1’illustre
aussi la figure 2.3). Comme 1’objectif est d’avoir des valeurs propres aussi proches que possible
les unes des autres, cela revient a avoir des ellipses de confiance qui se rapprochent d’une forme
circulaire. Si A, est égale a zéro, ce rapport est infini (la matrice F (6", u) est singuliere). Dans
ce cas, il existe une infinité de combinaisons de parametres qui permettent de décrire les données

expérimentales.

Remarque 2.6 Le critere E-modifié ne concerne pas le volume de ’intervalle de confiance, mais
la forme de ’ellipse. Autrement dit, optimiser ce critére peut aboutir a un intervalle de confiance

plus rond, mais plus large. 0

L’algorithme de classification est présenté au Tab 2.2. Cet algorithme peut €tre initialisé en sé-

lectionnant le premier parametre 65, obtenu a partir de la classification précédente (selon les

normes, plus précisément la norme ¢;"**"), mais cette classification peut étre différente de celle

sans initialisation a priori.

Dans [GUJARATI et BERNIER (2004)], les auteurs indiquent des seuils de colinéarité :

Jg < 100 colinéarité faible
100 < Jg < 1000 colinéarité modérée a forte
Jg > 1000 colinéarité tres forte

Remarque 2.7 Ce critere est équivalent a celui proposé dans [BELSLEY et al. (2004)] et qui est

fondé sur le conditionnement de la matrice de sensibilité S,,

5 < cond(S,) <10  colinéarité faible
30 < cond (S,) < 100 colinéarité modérée a forte
cond (S,) > 100 colinéarité tres forte

Un autre critere visant a analyser la colinéarité entre les fonctions de sensibilité est celui proposé
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et X, = Sy (95

Pas 1. Initialisation: k = 1, p;, = 0 RN>1L,

0s,... = argmaxg, 0, 1"
ie{l,---,ny}.

Pas2. k=k+1.
Constituer les vecteurs de k& parametres py,
Pr = [pkflaej] 0, ¢ Pr-1
Construire 3y = [S, (pr)] € RV**
Calculer cond(X733;)

Pas 3. Choisir parmi les (n, — k + 1) vecteurs pj, possibles

6maz ’ max )

celui qui minimise Jg(k)
Pas 5. Sik < n,— 1 aller au Pas 2.

Sinon fin.

TABLE 2.2 — Algorithme de classification de parametres identifiables selon le critere E-modifié

optimal

dans [BRUN et al. (2001)], et qui emploie des fonctions de sensibilité g; normalisée :

Su.0:
= _ Y,Uq
Sy,0; =

Ceci revient a analyser une fonction de sensibilité S, définie par

S,=8,-D

de sensibilité S,. La distance utilisée est

(2.35)

Le seuil de signification employé correspond a des valeurs du critere entre 5 et 20 (colinéarité
faible). Cette distance est équivalente a celle proposée dans [BELSLEY et al. (2004)], a la diffe-

rence que nous ne nous intéressons pas a la plus grande valeur propre de la matrice S Sy. o

2.5.4.3 Classifications hybrides

Les classifications selon les normes tiennent compte seulement de I’importance d’une fonction
de sensibilité indépendamment des autres au sens d’une norme a définir. Les classifications en
fonction des indices de multicolinéarité mesurent seulement la colinéarité entre les fonctions de

sensibilité, sans tenir compte de I’amplitude des fonctions de sensibilité.

Les criteres de classification hybrides prennent en compte aussi bien la norme que la colinéarité
des fonctions de sensibilité. Une classification ascendante selon une distance D-optimale semble

étre un bon compromis entre ces deux mesures.
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Tenant compte de I’éq. (2.26), la variance d’un parametre 6; s’écrit
V(6;) =62 (ST-S,) 7 (i) (2.36)

Le i°™ élément de la diagonale de la matrice (SZ . Sy) ! dépend d’une part du déterminant de la

matrice SZ - S, et d’autre part du cofacteur associé (voir la remarque suivante ).

Remarque 2.8 Bref rappel pour le calcul des éléments diagonaux d’une matrice inverse :

ome 274 . . -1 S
Le i élément diagonal de la matrice (Sg . Sy) peut s écrire comme

f171 B f17z'—1 fl,i-‘,—l o flm,p
1 i v fic1a— P14 R
~ . det fz 1,1 fz 1,i—1 fz 1,441 fz 1,np (237)
det (Sy : Sy) firtr oo firvier finier oo fivim,
| fnp,l s fnp,ifl fnp,iJrl s fnp,np |

Y — I 1515 114 eme J; eme H T
ol fri = Sy g, " Syo, U'élément situé sur la k" ligne et I colonne de la matrice S, -S,, avec

{k,i} e{1,...;i—1,i+1,...,n,}. L'équation précédente est équivalente a

T
Sy.,01

1 5591'—1
m - det STG . Sy, -+ Sybi_1 Syl - Syﬂnp ] (238)
y =Y Y01

T
L Syvenp .

On constate que la variance du parametre 6; est proportionnelle au déterminant de Sgow- “Sy.0.;-

La méthode de classification hybride consiste a ordonner les parametres selon leur influence sur

un critere D-optimal défini par
Jp(k) = det(XT%}), (2.39)

ou Xy = [Sy (Ok)] est une matrice dont les colonnes correspondent a &k fonctions de sensibilité
sélectionnées, associées aux k parametres contenus dans 6y, avec k& < n,. Autrement dit, X
est une sous-matrice de la matrice de sensibilité normalisée S, et X} ;. est un estimé 2 un gain
pres d’une matrice d’information de Fisher de dimension k. & correspond a I’indice d’itération de

I’algorithme de sélection.

Pour chaque valeur de k, seule la valeur maximale de Jp(k) est retenue pour la classification
finale. Le résultat de 1’algorithme est contenu dans v, vecteur des parametres rangés dans un ordre
optimal au sens de la maximisation de .Jp. Une autre alternative a I’algorithme proposé ici, est de

construire le sous-vecteur 8, (correspondant au Pas 2 du Tab. 2.3) de la manieére suivante

0 = [Ok—lv 91]
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avec #; un parametre qui n’est pas inclus dans 8;_;. Dans notre cas, cette alternative a été testée et
a donné le méme résultat.

Pas 1: Initialisation k = 1,0, =[], X =[] etv = [].
Pas 2 : Trouver toutes les combinaisons de sous-vecteurs
de k parametres : 0.
Calculer les matrices ¥, = S, (0;) associées.
Calculer le déterminant Jp (k) = det (E;{ . Zk).
Pas 3 : Choisir le sous-vecteur 8;, qui maximise Jp.
Pas4: Sik =1, oninitialise v(k) = 0.
Si k > 2, le k-eme élément du vecteur v (k) est obtenu
en comparant les sous-vecteurs 0;_; et 6.
Pas5: k=k+1
Pas 6: Sik < n, aller au Pas 2.
Pas7: Sinon fin.

TABLE 2.3 — Algorithme de classification ascendante des parametres identifiables en pratique selon
le critere D-optimal

Remarque 2.9 Un avantage de I’algorithme de classification D-optimale par rapport a celui de

la classification E-modifiée est d’étre indépendant du choix initial du vecteur 0.

Un inconvénient des approches optimales classiques est qu’elles reposent sur des propriétés asymp-
totiques de ’estimateur de moindres carrés, qui sont loin d’étre vérifiées pour un faible nombre

d’observations. o

Malheureusement, pour cette classification, nous n’avons pas trouvé de seuil de signification pour
décider du nombre des parametres localement identifiables en pratique. Néanmoins, des décisions

peuvent €tre prises en tenant compte des trois classifications faites.

2.6 Identifiabilité orientée convergence en probabilité

Comme précédemment avec I’identifiabilité pratique, le cadre de 1’étude est toujours stochastique.
Les hypotheses sur {v (#;) } sont moins restrictives. Ainsi la loi de distribution n’est pas forcément
normale. on dit alors qu’un parametre 6; est identifiable en probabilité si son estimateur 9\1 converge
en probabilité vers la valeur vraie ;.

Remarque 2.10 La polémique existe sur la question de savoir si cette catégorie constitue oui
ou non une classe d’identifiabilité. En effet, ce probleme n’est rien d’autre que celui de I’éva-
luation des propriétés d’un estimateur dans le cadre de la théorie de I’estimation [ GODFREY et
DISTEFANO-III (1987)], probleme qui a déja été longuement étudié. o
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2.7 Analyse d’identifiabilité du modele des réactions de type I1

en photodynamique

Dans le chapitre 1, nous avons montré que les équations d’état correspondant aux photoréactions
de type II de la phase d’illumination étaient

(5ol = wp (1) 4 ey (4] + Ky (T3] + ke [T1] [PO2] — kpy [*O2] [So] —
—]{TA {So] ur, (t)

UL = ka[Solur (t) — (ks + kers) [S1] — ksar [S1] [M]
” = ks [S1] = kyp [T1] — kr (T3] O3] — krar [T1] [M] 0.0
PO (1) + koo [M] ['0s] + ki [0 [S0] + ki ['0s] — ki [T3] O] |
LI b [T PO — koo [M] 0] — ki ['05] — ey [103] [S0]
I = ki, [M] ['0s] — ksar [S1] [M] — kras [Th] [M]

L Y = [So]

ot x = [[So],[S1],[T1], [FOs], [FOs] , [M]]" désigne le vecteur d’état, u = [ur, up| le vecteur

d’entrée, et y la variable de sortie. La variable u;, correspond a la densité de puissance lumineuse
générée par la source laser, tandis que up représente la vitesse d’incorporation du PS. La variable
de sortie y désigne I’intensité de fluorescence mesurée par un spectrofluorimetre fibré. Les para-

metres du modele sont recueillis dans 6

0" = | keis kpy ki ky ky ka kr ke kra ksum

La figure 2.4 représente le schéma bloc équivalent a I’équation (2.40), implanté dans I’environne-
ment de simulation Simulink. Les valeurs initiales des états sont tirées de [FOSTER et al. (1991)].
uy, est un signal carré (d’une période 1 min, de rapport cyclique 1/2 et de longueur 40 min, voir
chapitre 1, page 23), up = 0 mM - s}, et up = 1.66-107° mM - s, Les valeurs nominales des
paramétres physiques dans 8° correspondent aux valeurs in vitro obtenues dans [FOSTER et al.
(1991) ; BONNETT ef al. (1999)]. Dans notre cas, I’échantillonnage de y est irrégulier (pas de
mesure possible pendant les phases d’illumination, la mesure étant réalisée uniquement pendant
la phase d’extinction du laser). Pendant cette phase, trois mesures d’intensité de fluorescence sont

réalisées, avec une période d’échantillonnage d’environ 5 s.

Nous allons maintenant étudier I’identifiabilité pratique locale de cette structure en 6°, en utilisant
les méthodes présentées au paragraphe 2.5. Pour cela, nous devons calculer les fonctions de sen-
sibilité de la sortie y vis-a-vis des parametres @ du modele pour les entrées et instants de mesure

fixés.
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FIGURE 2.4 — Schéma-bloc du modele des photoréactions de type Il en PDT implanté sous Simu-

link©
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2.7.1 Fonctions de sensibilité
2.7.1.1 Approche analytique

Pour le modele de la PDT (phase II) — modele a six variables d’état et 10 parametres - la détermi-
nation des fonctions de sensibilité par des approches analytiques, revient a résoudre un systeme a
10-6 + 6 = 66 variables d’état. Les détails sur la détermination des fonctions de sensibilité par
calcul symbolique pour cette application sont décrits en annexe A.

2.7.1.2 Approche numérique (Diffedge©)

A la figure 2.5 nous avons illustré les fonctions de sensibilité, s, ¢, obtenues par une approche
analytique (en rouge) et par une approche numérique (en bleu). On constate que méme avec un
découpage fin (environ 10° valeurs distinctes distinctes de chaque paramétre 6;) dans 'intervalle
[0.85-67,1.15- 0], il subsiste des écarts significatifs avec les résultats analytiques. Les principaux
écarts relatifs concernent les sensibilités les plus faibles, en particulier vis-a-vis a kg, et k;. Il fau-

dra donc rester prudent quant aux futures conclusions sur 1’identifiabilité de ces deux parametres.

x 10° x 10
0 0 4 0.03
» -0.01 o -1 _ 0.02
x° N = 3 =
> -, (%]
7002 = 2 2 0.01
-003V4————— -3 0
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s) . Temps (s) Temps (s)
x 10
02— 0 3 0
0.15 -0.05 N -0.05
a < 5 < fp—— z
w—; 0.1 S w—; -0.1 u)i . U;. -0.1
0.05 -0.15 -0.15
0 -0.2 0 -0.2
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
. Temps (s) . Temps (s) Temps (s) Temps (s)
x 10° x 10"
3888 2
2 1
= -
~? x
2 1 s 0
QM= e o e i e - -1
A -2
0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s)

FIGURE 2.5 — Fonctions de sensibilité de la sortie par rapport aux parametres @, obtenus par une

approche analytique (en rouge pointillé) et par calcul numérique (en bleu).

2.7.2 Identifiabilité a posteriori locale

Comme nous I’avons précisé€ au paragraphe 2.4.3, le rang de la matrice de sensibilit€¢ S, nous donne

théoretiquement le nombre de parametres identifiables a posteriori. Ici, le rang numérique de la
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matrice S, (00, u) vaut 10, ce qui semble indiquer que tous les parametres dans @ sont localement
a posteriori identifiables en 6°. Mais ce type d’identifiabilité ne prend pas en compte le niveau de

précision acceptable sur chacun des parametres.

Remarque 2.11 Pour le rang numérique d’une matrice, Matlab® compte les valeurs singuliéres

supérieures a une tolérance. Sa valeur par défaut est égale a
tol = max (size (SZ . Sy)) -eps (norm (Sg . Sy)) =3.55-10"1

avec eps la précision de la virgule flottante. Ainsi, on pourrait avoir des valeurs singulieres de

I’ordre 10~ (inférieures a tol) et que le rang numérique indique une matrice inversible.

Ce n’est pas étonnant que nous avons trouvé que det (SZ . Sy) = 1.0026 - 1072, o
Influence de k , Influence de k _,¢ Influence de k. Influence de kg,
0.4 0.4 0.4 0.4
> 0.3 > 0.3 > 0.3 > 03
0.2 0.2 0.2 02
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s) Temps (s) Temps (s)
Influence de kT Influence de kTM Influence de kf Influence de kI
0.4 0.4 0.4 0.4
> 0.3 > 0.3 > 0.3 > 0.3
0.2 0.2 0.2 0.2
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (5) Temps (S) Temps (S)
Influence de kOX Influence de k
0.45 0.4 °
0.4
> 035 > 0.3
0.3
0.25 0.2
0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps ()

FIGURE 2.6 — Variations de la réponse du modele pour des valeurs de paramétres 8° ¢
[0 1in, Omaz ). Les courbes en noir représentent les enveloppes des variations maximales par rapport

a sa réponse moyenne (la courbe au milieu, en rouge).

La figure 2.6 illustre I’'influence des parametres sur la sortie en faisant varier un parametre 6;
a la fois dans intervalle [0/, !"**]. Ainsi, une variation significative de la sortie indique un
parametre sensibilisant, et inversement une variation peu significative indique des parametres peu
sensibilisants, comme par exemple kpy, ksas, k7, ki et k... On peut donc se poser la question de

leur identifiabilité en pratique.

Les fonctions de sensibilité normalisées sont présentées a la figure 2.7. Notons la forte similarité

des parametres k4 et k7jy;. Ce résultat pose également le probleme de I’identifiabilité de ces deux
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parametres conjointement.
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FIGURE 2.7 — Fonctions de sensibilité normalisées locales, S, g, .

2.7.3 Idéntifiabilité pratique locale

Trois méthodes de classifications ont été employées : une premiere pour classer les parametres
selon des mesures de sensibilité (voir section 2.5.4.1), la seconde selon un indice de colinearité
entre les fonctions de sensibilité (voir section 2.5.4.2) et une derniere a partir d’un critére hybride

(voir section 2.5.4.3).

2.7.3.1 Classifications selon des mesures de sensibilité

Les résultats, obtenus avec les cinq distances présentées dans 2.5.4.1, sont illustrés a la figure
2.8. La différence entre les deux premieres classifications est peu significative indiquant 1’absence
de valeurs aberrantes. Ces classifications indiquent que, indépendamment du signe de I’effet du
parametre sur la sortie, les parametres les plus influents sont k4, krar, kp, €t @ moindre mesure

kcrs et ky. Cette conclusion est conforme a nos premicres remarques sur les figures 2.6 et 2.7.

2.7.3.2 Classification selon des indices de multicolinéarité

Nous avons constaté précédemment que le rang numérique de la matrice de sensibilité (tant S, que

Sy) était égal a 10 indiquant que tous les parametres étaient a posteriori identifiables.

. 4 2 < . QT & <
Mais au paragraphe précédent, nous avons pu remarquer que le déterminant de S, - S, est égal
2 10725, Ceci signifie une matrice mal conditionnée, due a des dépendances linéaires entre les

colonnes de la matrice de sensibilité normalisée.
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FIGURE 2.8 — Classifications des parametres selon les mesures de sensibilité, éq. (2.29) a (2.33)

La figure 2.9 montre les résultats obtenus avec les trois criteres de classification selon les indices de
colinéarité présentés au paragraphe 2.5.4.2. Dans les trois cas, la classification a été initialisée en
utilisant la fonction de sensibilité de k 4 (le parametre le plus sensibilisant au plan énergétique selon
les résultats de la premiere classification) comme premiere colonne de la matrice >J;. Les lignes
horizontales bleues (en pointillé) délimitent les valeurs des criteres correspondant a un niveau de
colinéarité modérée a forte. Les deux premieres distances de multicolinéarité (E-modifié€ et celle
proposée dans [BELSLEY et al. (2004)]) sont cohérentes : seulement un parametre (k 4) satisfait ces
distances. Le troisieme critére conclut a un nombre maximal de quatre parametres suffisamment
décorrélés. On constate que ce dernier critere est plus optimiste que les deux autres, dii au fait qu’il
ne tient pas compte du conditionnement de la matrice D (voir section 2.5.4.2) qui peut étre assez

important, et de la plus grande valeur propre de la matrice >j.

2.7.3.3 Classification hybride

Une derniére classification utilise le déterminant des matrices Z;‘C - Xk, avec X;, une sous-matrice
de la matrice de sensibilité S, (voir section 2.5.4.3). Les résultats en employant cette méthode de

classification hiérarchique sont illustrés a la figure 2.10.

Remarque 2.12 Comment peut-on expliquer que dans une telle étude, k., et kp, semblent étre

plus influents que ky et kcrs (tandis que nos observations préliminaires indiquaient le contraire) ?

L’explication vient du fait que les criteres (2.29)-(2.33) ne tiennent compte que d’une seule fonction

de sensibilité s, o, tandis que le deuxieme critere (D-optimal) est une méthode de classification
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FIGURE 2.9 — Etude de colinéarité entre les k& fonctions de sensibilité regroupées dans la matrice
Y. Les k parametres sont choisis parmi les n, existantes. Les seuils de colinéarité modérée a
forte sont indiqués par deux traits en pointillés : la premiere figure utilise une distance E : (Jg) =
cond(X7 - %), la deuxieme figure utilise la distance cond(X}), et la derniere ligne emploie la
distance proposée dans [BRUN ez al. (2001)], Jg(k) = Amin (Zk)_l/ 2 Les valeurs obtenues pour
les différentes combinaisons sont représentées par des cercles. La plus faible valeur du critere est
indiquée en vert.

hiérarchique, considérant toutes les combinaisons possibles de parametres. Donc ces résultats
indiquent que les fonctions de sensibilité des parametres ky et kcrs sont dépendantes (colinéarité

‘imparfaite’) de celles des parametres k , ky, kru. o

2.7.4 Analyse critique des résultats

Les résultats de trois classifications ( figures 2.8, 2.9 et 2.10) sont résumés ainsi :

Distance 67" : ka kru k‘p kf kors kow kpp kr ks K
Distance E modifié : k‘A ]Cl ks]\,[ kT ]{Zpb kom ]Cp kc[s /{Zf kTM
Distance D : ka k‘p krar ko kpb k; kcrs k‘f kr ks
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FIGURE 2.10 — Valeurs du critere D-optimal, avec k la dimension de sous-vecteurs de parametres
0. (gauche) et classification D-optimale (droite)

La distance 7" nous a permis de conclure que seulement cinq parametres peuvent étre considérés
comme sensibilisants et plus principalement : k4, k7 et k,. La comparaison des distances 9"
et E modifié montre seulement un parametre commun (k4) ce qui oriente notre conclusion vers
un seul parametre identifiable localement en pratique : k4. La distance hybride (D) propose un
classement tenant compte de I’importance de chaque fonction de sensibilité (en norme) mais aussi
de sa colinéarité avec les autres fonctions de sensibilité. Toutefois, il n’existe pas de seuil, méme

empirique, nous permettant d’isoler les parametres identifiables en pratique.

On constate malgré tout une différence trés importante entre les résultats d’identifiabilité a poste-

riori (10 parametres identifiables) et ceux de I’identifiabilité pratique (seulement un).

Remarque 2.13 En somme, pour juger de [’identifiabilité pratique des parametres, on cherche
d’une part les parametres dont les fonctions de sensibilité sont suffisamment importantes en norme
pour étre détectées par rapport au bruit de sortie, et d’autre part les parametres dont les fonctions
de sensibilité sont suffisamment décorrélées par rapport aux temps pour pouvoir distinguer leurs
influences respectives. Dans ce but, nous utilisons trois techniques de classification. La premiere
étudie principalement les normes 1 et 2 des fonctions de sensibilité pour répondre a la premiéere
question. La seconde technique étudie la colinéarité des fonctions de sensibilité et la derniere

classification étudie conjointement ces deux caracteres. 0

2.8 Conclusions

Ce chapitre est consacré aux concepts d’identifiabilité. Devant la pléthore des travaux portant sur
le concept d’identifiabilité et les différentes définitions, il nous a paru nécessaire d’apporter une
clarification. Nous avons alors proposé la classification suivante :

* I’identifiabilité a priori;



2.8 Conclusions 67

* I’identifiabilité a posteriori;
* I'identifiabilité pratique ;
* I’identifiabilité orientée convergence en probabilité.

Ce chapitre a été principalement dédi€ aux trois premieres notions. L’identifiabilité orientée conver-
gence en probabilité, relative a I’étude des propriétés de I’estimateur des parametres, et donc déja

longuement étudiée, n’est pas considérée dans ce travail.

L’identifiabilité a priori consiste a étudier 1’unicité d’une solution a I’estimation des parametres
d’une structure de modele dans un cadre idéal (indépendamment des données : les signaux entrée—
sortie sont non-bruités, 1’entrée et les instants de mesure peuvent étre choisis librement). Une fois
I’identifiabilité a priori de la structure démontrée, il est alors important de vérifier que I’unicité de
la solution du probléme inverse est également garantie a posteriori dans le cadre expérimental (les
signaux entrée—sortie sont non-bruités, le signal d’entrée et les instants de mesure sont fixés) : il
s’agit alors de I’identifiabilité a posteriori. Une troisieme classe vient se rajouter : I’identifiabilité
pratique, qui prend en compte le bruit sur les données [DOCHAIN et VANROLLEGHEM (2001)].
Dans ce cadre, notre contribution a été de proposer une méthode de classification des parametres

identifiables localement en pratique, en deux étapes :

* une premicre classification des parametres selon des mesures de sensibilité (principalement

selon les normes 1 et 2 des fonctions de sensibilité) ;

* une deuxieme classification des parametres selon des indices de multicolinéarité : une dis-
tance E-modifié d’une matrice proportionnelle a la matrice d’information de Fisher. Les ré-
sultats de cette classification sont comparés avec deux autres distances : une proposée dans
[BRUN ef al. (2001)] et I’autre dans [BELSLEY et al. (2004)].

* une troisieme classification est proposée seulement a titre informatif, portant sur une distance

D-optimale.

En particulier, a la seconde étape, la distance proposée dans [BRUN ez al. (2001)] peut s’avérer trop
optimiste. C’est notamment le cas dans notre application. Nous expliquons les raisons de ce défaut
par I'utilisation d’une matrice normalisée, ce qui consiste a multiplier la matrice de sensibilité
S, par une matrice diagonale qui pourrait étre mal conditionnée. Pour pallier ce probleme, nous

proposons d’utiliser deux autres distances.

Dans notre application, nous mettons en évidence I’écart tres important entre les résultats de I’iden-
tifiabilité locale a priori (dix parametres identifiables) et ceux de 1’identifiabilité locale pratique (un
seul parametre identifiable : k4). Ceci souligne le fait que si les identifiabilités locales a priori et
a posteriori sont des conditions nécessaires, elles ne sont pour autant pas du tout suffisantes dans
un cadre expérimental ou le choix du signal d’excitation, celui de la période d’échantillonnage et

celui des capteurs sont fortement limités.
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Perspectives

Nous avons a faire a un probleme bien posé, et pourtant mal-conditionné. Ceci peut étre dii notam-
ment au choix du signal d’entrée et des instants de mesure. Nous avons analysé le conditionnement
de la matrice de sensibilité pour différentes périodes d’échantillonnage (entre 1 sec et 10s pour les
toff), mais nous n’avons constat€ aucune amélioration du conditionnement. Ainsi, la planification
d’expériences peut €tre envisagée pour étudier I’amélioration des résultats pour un signal lumineux
différent. Une autre piste plus prometteuse est de pouvoir mesurer d’autres variables d’état comme
la concentration en oxygene (triplet a 1’état repos) et celle en oxygene singulet.



Chapitre 3
Analyse de sensibilité globale

La large variabilité des parametres photophysiques et photochimiques en PDT nécessite d’étendre
notre étude a tout I’espace paramétrique et non seulement au voisinage de valeurs nominales des

parameétres.

Une méthode d’identifiabilité a posteriori globale applicable a des modéles non linéaires est donc
nécessaire. Il existe plusieurs approches permettant d’évaluer l’identifiabilité a priori globale de
tels modeles [AUDOLY et al. (2001) ; DENIS-VIDAL et al. (1999)]. Avec I’aide de Liliane Denis-
Vidal, la méthode de similarités a permis de conclure a l’identifiabilité a priori globale du modele
de photocytotoxicité avec une seule variable de sortie (le signal d’intensité de fluorescence associé
a la concentration en PS) [DOBRE et al. (2008a)] . Mais qu’en est-il dans un cadre expérimental
réaliste ? Le manque de méthode visant a tester les identifiabilités globales a posteriori et pratique

nous a orienté vers d’autres approches comme 1’analyse de sensibilité.

Ce chapitre commence par décrire la notion de sensibilité et d’analyse de sensibilité, en soulignant
les différentes sources de variation de la réponse et la différence avec I’analyse d’incertitude dans
un processus de modélisation. Ensuite, une description générale des méthodes d’analyse de sensi-
bilité est présentée, en se focalisant sur les méthodes fondées sur ’analyse de la variance, et plus
précisément les méthodes dites de Sobol’. Enfin, ces méthodes sont mises en ceuvre pour analyser
la sensibilité globale de la réponse du modele de phototoxicité en PDT vis-a-vis des paramétres

photophysiques et photochimiques.

3.1 Introduction a I’analyse de sensibilité

Avant d’introduire la notion d’analyse de sensibilité, nous devons rappeler la nature des modeles
étudiés. Nous avons choisi volontairement de garder la méme définition de modele que celle don-
née dans le chapitre 2, pour faciliter la comparaison entre les analyses d’identifiabilité et de sensi-
bilité. Contrairement a la littérature consacrée a 1’analyse de sensibilité qui se focalise principale-

ment sur des systemes statiques, nous nous intéressons a la sensibilité de la réponse d’un modele
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dynamique par rapport a ses parametres.

Considérons un systeme dynamique S que 1’on cherche a décrire par une structure de modele

M (08,x (0)) représentée par la forme d’état suivante

X (tv 0, u(t)) =f (X (tv 0, u(t)) ,0,u (t))
M(8,%x(0)): 4 y(t,8)=h(x(t0,u(t),6) 3.1)
x(0) =% (6)

avec t € T C R la variable indépendante du temps, x C R"* le vecteur des variables d’état,
u € U C R™ le vecteur d’entrée, y € R™ le vecteur des sorties observées, 8 € P C R™
le vecteur des parametres supposé inconnu, et f, h, Xo correspondent aux équations d’état, aux

équations de sortie et aux conditions initiales.

Remarque 3.1 En analyse de sensibilité, on cherche a mesurer 'influence d’un facteur sur une
réponse. Dans notre cas la réponse correspond a la variable de sortie du modele. Les facteurs
peuvent correspondre aux parametres (inconnus) du modele (pour lesquels nous connaissons au
moins les domaines de variation), aux variables d’entrée, aux algorithmes de simulation (méthodes
de résolution numériques d’équations différentielles), aux instants de mesure, etc. Il existe des
estimateurs statistiques de la sensibilité, qui consistent a représenter les facteurs par des variables

aléatoires.

Tous ces facteurs sont illustrés a la figure 3.1. Ici, nous allons considérer comme facteurs seulement
les parametres @ du modele. Comme ces derniers sont décrits par des variables aléatoires, on
parlera aussi de variables ou facteurs paramétriques. Ceci implique que les autres facteurs seront
considérés comme déterministes (signal d’entrée, algorithmes de simulation du modele, périodes

d’échantillonnage, instants de mesure) et seront inchangés durant [’analyse. o

3.1.1 Analyse de sensibilité vs analyse d’incertitude

Les analyses de sensibilité et d’incertitude sont souvent associées. Elles interviennent respective-
ment dans les premieres et les dernieres étapes du cycle de modélisation d’un systeme, comme
I’illustre la figure 3.2. La premiere approche sert surtout a déterminer les parametres influents du
modele, ceux qui correspondent aux valeurs significativement grandes des fonctions de sensibilité.
Les informations issues de cette analyse sont notamment importantes pour la planification d’expé-
riences. La seconde approche étudie comment I’incertitude sur les parametres estimés se propage
sur la sortie du modele. Elle peut servir a caractériser la « robustesse » du modele et dans ce cas, on
cherche plut6t a minimiser les fonctions de sensibilité. Mais, elle peut étre aussi utilisée a I’envers

pour caractériser 1’incertitude sur les parametres estimés.
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L

uncertainty analysis

resolution levels model structures

errors

Simulation
Model

o L
parameters \ﬂL

| feedbacks on input data and model factors HJ

FIGURE 3.1 — Démarche d’analyse de sensibilité. Plusieurs sources d’incertitudes ou de variations

model
output sensitivity analysis

peuvent étre considérées : sur les données (“data”), les parametres du modele (“parameters”), les
solveurs et leurs parametres (“resolution levels™) et la caractérisation du modele (“model struc-
tures”). Une analyse d’incertitude permet d’analyser la propagation des incertitudes dans le cadre
du modele (numérique) étudié, tandis que 1’analyse de sensibilité cherche a comparer par ordre
d’importance les influences sur la réponse des différentes sources de variation. Figure extraite de
[SALTELLI (2006)]

3.2 Meéthodes d’analyse de sensibilité

Plusieurs classifications des méthodes d’analyse de sensibilité existent [SALTELLI et al. (2008)].

Une premiere regroupe ces méthodes en trois classes :

* méthodes locales (autour d’un point nominal des parametres),
* méthodes de criblage (méthodes globales mais approximatives),

* méthodes globales (tout I’espace paramétrique est considéré).

La deuxiéme classification [SAISANA et TARANTOLA (2002) ; SAISANA et al. (2005)] concerne
les méthodes utilisées pour calculer la sensibilité

» méthodes statistiques — comme par exemple, les techniques fondées sur 1’analyse de la va-
riance, 1’analyse de regression, etc. Elles correspondent a une partie des méthodes globales
présentées dans la classification précédente ;

* méthodes mathématiques — qui sont fondées principalement sur 1’étude de la dérivée de la

sortie par rapport aux parametres (méthodes locales et de criblage) ;

* méthodes graphiques — méthodes globales, comme par exemple les nuages de points ;

Nous nous référons ici seulement a la premiere classification (méthodes locales, de criblage et

globales), la deuxieme étant seulement présentée a titre indicatif.
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P Proposer un modele |
Identifiabilit¢ apriori| [ |
(locale et/ou globale)
Identifiabilité a
posteriori locale | T
A \
Analyse de sensibilité |, Chapitre. Identifiabilité
globale 4 pratique globale
Planification \ /
d’expériences .
Sélection de
4 paramétres a estimer/
Réduction du modele
Expérience
A
Estimation des
parametres
Y
Analyse
d’incertitude
Non Modele
atisfaisant?
Oui

Modéle retenu

Cadre d’étude:

- pas d’erreur de caractérisation;

- les signaux entrée-sortie sont non-bruités;

- le signal d’entrée et les instants de

mesure sont choisis librement;

Définition:

Une structure est dite identifiable, au sens

de la discernabilité de la sortie, s’il existe

au moins upe entrge u(t) tel que

y(t,0,u)= y(:,e*,u)w =0=0",v(0,0")c PxP

Cadre d’étude:

- le signal d’entrée et les instants de mesure
sont imposés;

Définition:

Une structure est dite a posteriori
localement identifiable, au sens de la
discernabilité de la sortie, si pour u(t) fixé
et 0°EV(0)

y(t,@,u) = y(t,e*,u) Vt=0=0"

Cadre d’étude:

- les signaux de sortie sont bruités

V(t)i-id N (0,02 )

FIGURE 3.2 — Procédure de modélisation : I’analyse de sensibilité peut intervenir avant 1’estima-

tion des parametres (afin de réduire la complexité du modele etc.) ou en tandem avec 1’analyse

d’incertitude apres I’estimation des parametres
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3.2.1 Meéthodes de criblage

Les méthodes de criblage permettent de repérer parmi un ensemble de parametres potentielle-
ment influents, ceux qui le sont dans un domaine de variation fixé. Il existe plusieurs méthodes
de criblage adaptées au probleme de simulation numérique, comme les matrices d’expériences
de Plackett et Burman, les matrices d’expériences supersaturées, le criblage par groupe ou la bi-
furcation séquentielle [JOURDAN (2002, 2005) ; JOURDAN et FRANCO (2009) ; SERGENT et al.
(2009)] . Dans ce type d’approche, les parametres sont per¢cus comme des facteurs qualitatifs a
deux modalités. On choisit généralement pour ces dernieres les bornes du domaine expérimental
de chaque parametre. La limite de ces techniques est qu’elles ne permettent pas de dire ce qu’il se
passe lorsque le parametre prend une valeur intermédiaire. Elles servent typiquement en premiere
approche, a détecter les parametres les plus influents du modele pour pouvoir ensuite les étudier
plus précisément par d’autres méthodes.

3.2.2 Analyse de sensibilité locale

Les méthodes d’analyse de sensibilité locale reposent sur le calcul des variations en sortie du mo-
dele suite & une faible variation des paramétres 6 autour d’une valeur nominale 8° = (69, ..., 6Y )T €

[P. Une fonction de sensibilité de la sortie y par rapport au parametre 6; est définie par

dy (t,0)

0 )

Sy0, (8,0°7) = ———=

Y ( ’ ) 897/ 9:00

avec ¢ = 1,...,n, et en fixant tous les autres parametres a leur valeur nominale. L’analyse de

sensibilité s’effectue en faisant varier la valeur d’un parametre 6; autour sa valeur 9. Cette maniére
de procéder — varier seulement un parametre a la fois, méthode OAT (“One-At-a-Time”) — ne
permet que de couvrir une partie de I’espace paramétrique, en excluant toute interaction entre

parametres.

Les analyses de sensibilité locales sont souvent fondées sur des variations de 5%, +£10%... (de
la plage totale de variation) autour de la valeur nominale des parametres, 8°. Les fonctions de
sensibilité ne refletent pas nécessairement la complexité du modele, puisqu’on ne prend en compte
ni toute la plage de variation des parametres, ni les effets d’interaction entre parametres. Ces mé-
thodes sont simples et rapides, mais s’averent insuffisantes pour caractériser la sensibilité globale
de modeles complexes [CACUCT (1981) ; TURANYI (1990) ; TURANYI et RABITZ (2000)].

3.2.3 Analyse de la sensibilité globale

L’analyse de sensibilité globale permet de quantifier I’influence des différents parametres sur la
variabilité de la réponse d’un modele numérique. Elle permet de déterminer les parametres qui
contribuent le plus a la variabilité de la réponse du modele, les parametres les moins influents et
ceux qui interagissent entre-eux. Ces méthodes ont I’avantage d’étudier la sensibilité d’un para-

metre en faisant varier tous les autres parametres simultanément. [SALTELLI ef al. (2008)] pré-
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sentent I’ensemble des méthodes existantes, qui regroupent les méthodes fiabilistes de type FORM
et SORM utilisées pour 1’analyse de risques, les méthodes bayésiennes, les méthodes graphiques
et les méthodes fondées sur 1’analyse de la variance.

Nous nous intéressons plus précisément aux méthodes fondées sur 1’analyse de la variance qui
calculent des mesures de sensibilité globale. Elles consistent a déterminer quelle part de la variance
de la réponse est due a la variance de chaque parametre (ou groupe de parametres). Pour le calcul de
ces mesures, des méthodes spécifiques pour les modeles linéaires et/ou monotones existent, ainsi
que des méthodes plus générales, qui ne font aucune hypothese sur le modele. Ce dernier type de

techniques comprend les méthodes dites de Sobol’, que nous allons détailler dans ce chapitre.

3.3 Méthodes fondées sur I’analyse de la variance

3.3.1 Notions générales

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux méthodes fondées sur 1’analyse de la variance, qui
consistent a déterminer quelle part de la variance de la réponse est due a la variation de chaque

variable paramétrique (ou groupe de variables).

Nous constatons plusieurs types de contributions d’un facteur a la variation de la sortie :

* une contribution marginale, appelée aussi effet principal et correspondant a I’influence d’un

seul parametre sur la variation de la sortie ;
* une contribution collective due a des interactions entre plusieurs facteurs ;

¢ la somme de ces deux contributions nommeée effet total d’un facteur.

Cette partie se consacre d’abord aux méthodes d’analyse de la variance valables pour les sys-
témes linéaires et/ou monotones par rapport aux parametres (comme le coefficient de régression
standard, ou le coefficient de corrélation ...) puis aborde des méthodes applicables a des modeles

non-linéaires.
3.3.2 Fonctions de sensibilité

3.3.2.1 Maesures de sensibilité pour les modéles linéaires en les parametres

Plusieurs mesures de sensibilité, fondées sur des analyses statistiques d’échantillons, existent dans
la littérature [SAPORTA (2006)] :

a) coefficients de régression, coefficients de corrélation de Pearson ;

b) coefficients de régression sur les rangs, coefficients de corrélation de Spearman sur les rangs

sous I’hypothese de monotonie ;
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c) tests statistiques sur les classes : ANOVA, test de Kruskal-Wallis.

3.3.2.2 Maesures de sensibilité pour les modeles non-linéaires

Les méthodes fondées sur 1’analyse de la variance reposent sur une décomposition HDMR! de la
réponse y du modele en une somme finie de fonctions de dimensions croissantes [RABITZ e al.
(1999)]. Avant de décrire les mesures de sensibilité existantes nous allons décrire la décomposition
HDMR.

Décomposition HDMR - définitions et appellations

Dans la littérature, la décomposition HDMR (ou bien décomposition HDMR-ANOVA [RABITZ
et ALIS (1999)] ou décomposition ANOVA[EFRON et STEIN (1981)]) est décrite essentiellement
pour des systemes statiques. Nous avons appliqué cette méthode aux systemes dynamiques, en

modifiant ainsi la terminologie de « indices de sensibilité » en « fonctions de sensibilité ».

Plusieurs hypotheses sont nécessaires pour réaliser la décomposition ANOVA-HDMR :

(H1) les parametres sont modélisés par des variables aléatoires indépendantes et uniformément

distribuées entre [0, 1], avec n,, le nombre de parametres du modele ;

(Hs) laréponse y, dans I’éq. (3.1) est une fonction carré intégrable par rapport 4 ses parametres.

Dans la suite, on notera avec p les parametres @ du modele, normalisés afin de satisfaire 1’hypo-
these (H,).

Remarque 3.2 Décomposition HDMR pour des systemes dynamiques :

La fonction y, intégrable sur [0, 1]"", admet une décomposition unique :

Tip
y (6o ny) =90 O+ v Gp)+ Y vy (60 p) - AYi2m, (6012, Dry)
i=1 1<i<j<n,

(3.2)
ouL yo (t) est une fonction constante par rapport aux parametres et ou les fonctions de la décompo-

sition vérifient les deux conditions suivantes :

Yo (1) = / y(t,p)dp (33)
[0,1]"»
1
/yh,...,is (tﬂpiw'"?pis)dpik :O Vk: 1,...,5, V{il,...,is} g {1,...,Tlp} (34)
0 ¢

'"HDMR - High Dimensional Model Representation
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La condition associée a I’éq. (3.4) signifie que I'intégrale des toutes les fonctions y;, ... ;, par rap-
port a une de ces variables paramétrique est nulle. On peut en déduire que ces fonctions compo-

santes sont orthogonales entre elles :

/ Yiryesis (tvpiw s >pis) “Yi1,eds (t>pj17 s 7pjr) dp =0
[0,1]"»

avec 1 <1 < ... <ig<nyetl <j; <...<j. < ny,acondition que ces deux sous-ensembles

des paramétres ne soient pas identiques, ¢’est-a—dire que [i1, . .., 5] # [J1,-- -, Jr]-

Décomposition HDMR - description des fonctions composantes

Tenant compte des propriétés de la décomposition (3.2) et en I’intégrant par rapport a différentes

combinaisons de parametres, on obtient :

* intégration par rapport aux parametres p :

np—1 ny
y(t,p) = o (t) + Zyz (tpi) + 20 2%y (E.pip) + -+ Y1, (£ P)
=1 j>1
Jytp)dp = fyo dp+nyk (tpe)dp+...+ [ Y1, (£, P)dp
D D k= D
P
Jylt = o (t) - /dp+Z Yi (t,pi)dp+~-+/y1,...,np (t,p)dp
P D D D
—— —_—— N -~ _
=1 =0 =0
— [ytprdp=u 0 (35)
D
ouD =10,1]"";
* intégration par rapport au sous-vecteur de parametres, px = (pl, C  Dk—1, D1yt pnp),

représentant le vecteur composé de tous les parametres du modele sauf le k°™® parametre :

np—1 np

y (t,p) = o (t)+ Zyz (t,pi)+ > >yij (tpipi) + -+ Y1, (6.D)

1=1 i=1 i<j
Jy(t,p)dp = fyo Ydper + [ Zyz (t,p))dPek + ..+ [ Y1,.., (£, P) APk
Dy Dy =1 D1

P

Jytp)dpu = wo(t) - /dpwk i (t, ) - /dp~k+ > [ wi(t,pi) dprt
P Dy D1 2721191)1

T T —

.t /yl,...,np (ta p) dpwk

Dy
N

J/

-~
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— / y (D) AP = 0 (£) + i (£, 1) (3.6)

D1

ouD; =[0,1]" "etk=1,...,n

D>

* intégration par rapport a P~k = (ph ©t 5y Pk—1,Pk+15 "0 5 Pi—-1, P41, 0 7pnp)s avec 1 <
kE<l<n,,
/y (P) AP~k = o (1) +yr (£, 01) + v (8, 1) + Yra (8, Prs 1) (3.7)
Do

o Dy = [0,1]" 2.

et ainsi de suite.

A partir des équations précédentes, on décrit les composantes de la décomposition (3.2) :

o (t) =fy(p)d
y; (t,p;) —fy )dp~i — o (1)

vij (6, pi,p;) = fy )dP~i; — Yi (t, i) — y; (8, pj) — o (1)

Yipoomy (B01, i Dny) =Y (6D) — 0 (8) — Zyz(t pi) = > s (tpipi)—

1<i<j<n,

N > Yijk (tapi,pj,pk) - .. =

1<i<j<k<n,

- z Yityrsing 1 (pil’ s 7pinp71>

1<i1 <. <y 1<y

Tenant compte des hypotheses (#;) et (#2) et en adoptant une nouvelle notation dans laquelle P;
désigne la variable aléatoire associée au paramétre normalisé p; et p? est une réalisation de P, les
fonctions composantes de la décomposition (3.2) peuvent s’écrire

w(t) = EY(,P)]
yi(p) = EY (P)|P=p]] —yo(t)
yig (600,0)) = E[Y(&P)|P=p), Py =p] —yo(t) — i (t.07) — 5 (¢, 1))

Yooy (D) = y (6, D) —yo (t) — Zyz(t ) — > oy (6ol p))—

1<i<j<ny

— > Yijk (t,pi,pj,pk) — .=

1<i<j<k<n,

- Z yi17---,inp—1 <pi1a cee 7pinp—1>

1<i1<...<lny —1 <1y

ou E [-] désigne I’espérance mathématique.
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Décomposition de la variance

Sous les hypotheses (#H;) et (Hs) et les propriétés de la décomposition (3.2), la variance de la

réponse du modele, notée ici V' (t), s écrit

V(t) = Var[Y (t,P)]
= E[(Y(t,P) = E[Y (t,P)])’]
= E[Y2(t,P)]—E[Y (t,P))
_ gy@PfdP—yMﬂQ

,,,,,

i=1D D

IS /y ..... (P P) s, (6 P ) AP
1<iy<..<is<n,
1<1<..<jr<np D

ou [7;17 s 7is] 7& [jl? s 7jr]~
1
Comme E [Y; (t, P;)] = [ y; (t, ;) dP; = 0, nous pouvons écrire

0

V) =Y Vi) + > Vi) A Vi, (1) (3.8)

i=1 1<i<j<n,
avec
Vi(t) = Varp [Ep [V (t,P)[F]]
Vij () = Varpp [Ep,, [V (t,P) [P, B]] = Vi (t) = V; (1)
Vi, () = V() =2 Vi) = > Vi () — 2 Vit eing—1 (t)
i=1 1<i<j<ny 1<i1 <. <iny—1<np

etou P.; = [Pl, ey P Py, ,Pnp]T représente I’ensemble de tous les parametre sauf le

i*m parametre.

Définition 3.1 On appelle fonctions de sensibilité du premier ordre de la réponse Y vis-a-vis du

parametre P; la fonction
Vi (t) _ VaI‘pl. [EPNi [Y|PZH
V(t) Var [Y (¢, P)]

exprimant la part relative de la variance de la sortie due seulement au parametre P;. N

S; = 3.9

La fonction de sensibilité du premier ordre, S; (), représente I’influence « directe » de la variation

du parametre P; sur Y, sans interaction avec les autres parametres.

Définition 3.2 Les fonctions de sensibilité du second ordre, S; ; (¢) :

Vij () _ Varpp (Bp, [Y (,P)| P, Pj]) = Vi(t) = V; ()

Sij(t) = 20 Var (Y (t,P))

(3.10)
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expriment la sensibilité de la variance de la sortie Y a I’interaction des parametres ; et P; , c’est—
a—dire la sensibilité de Y aux variations conjuguées des parametres I; et /2; qui n’est pas prise en
compte dans S; (t) et .S; (). N

De maniere équivalente, on peut établir les définitions des fonctions de sensibilité d’ordre supérieur

a deux.

L’interprétation de ces fonctions de sensibilité est assez simple puisque leur somme est égale a 1
pour tout instant de mesure ¢, € {t1,...,tx} et leurs valeurs sont toujours positives. Par consé-

quent, plus une fonction est proche de 1, plus le parametre est influent.
Par exemple, pour un modele a trois paramétres, nous pouvons construire un maximum de (2% —
1) = 7 fonctions de sensibilité :

* trois fonctions de sensibilité d’ordre 1 : Sy (), Sa (t), S5 (1) ;

* trois fonctions de sensibilité d’ordre 2 : S5 (¢), S13 (1), Sa3 (1) ;

* une fonction de sensibilité d’ordre 3 : S} 2 5 (¢).

La somme de toutes ces fonctions de sensibilité est égale a 1 :

S1(t) 4+ 52 (t) + S5 (t) + S12(t) + S1.5(t) + Sa3 () + S123(t) =1

Le nombre de fonctions de sensibilité ainsi construites, de I’ordre 1 a I’ordre n,, est égal a 2"» — 1.
Lorsque le nombre de parametres n, est trop important, le nombre de fonctions de sensibilité
explose. L’estimation et I’interprétation de tous ces fonctions deviennent vite impossibles a realiser.
Homma et Saltelli en [HOMMA et SALTELLI (1996)] ont alors introduit des indices (fonctions) de
sensibilité totaux, qui expriment la sensibilité totale de la sortie vis-a-vis d’un parametre, c’est-a-
dire la sensibilité a cette variable sous toutes ses formes (sensibilité au parametre seul et sensibilité

aux interactions entre les parametres).

Définition 3.3 La fonction de sensibilité totale Sz, (¢) de la sortie par rapport a un parametre P;

est définie comme la somme de toutes les fonctions de sensibilité relatives au parametre P, :

St (t) =) Sk (t)

ki

ou #1 représente tous les ensembles d’indices contenant 1’indice :. .

Donc, pour n, parametres, nous pouvons construire 7, fonctions de sensibilité totales. Par exemple,

pour un modele a trois parametres, nous avons :

° ST1 (t) = Sl (t) + 51’2 (t) -+ 51,3 (t) -+ 51,273 (t)
b ST2 (t) = Sg (t) —+ 51,2 (t) -+ 52,3 (t) -+ 51,273 (t)

b ST3 (t) = Sg (t) —+ 51’3 (t) -+ 52,3 (t) -+ 51,273 (t)
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3.3.3 Calcul des fonctions de sensibilité

Les fonctions de sensibilité globale peuvent parfois étre calculées formellement lorsque la forme
analytique de la réponse du modele et les densités de probabilité des parametres d’entrée sont
connues et relativement simples. Le plus souvent, le modele étant trées complexe ou la forme ana-
lytique de la réponse (sortie) étant inconnue (comme c’est le cas en PDT avec le modele de photo-
réactions de type II), nous ne pouvons pas calculer I’expression des fonctions de sensibilité, ainsi
leur estimation devient obligatoire. L’estimation de ces fonctions est faite par des méthodes statis-
tiques telles que FAST ou ANOVA-HDMR (Sobol’). Ces deux méthodes sont fondées sur le méme

principe de décomposition de la variance.

Dans mes travaux de these, j’ai employée I’estimation des fonctions de sensibilité (de premier

ordre et totales) par la méthode de Sobol’.

Nous supposons aussi que les hypotheses (H;) et (#2), définies au paragraphe précédent, sont
vérifiées.

Estimation des fonctions de sensibilité par la méthode de Sobol’

Cette méthode (proposée dans [SOBOL (1993)]) est fondée sur 1’évaluation des intégrales multi-
dimensionnelles pour estimer la décomposition de la fonction y. La méthode de Monte Carlo avec
échantillonnage aléatoire des parametres P est la méthode de base pour approcher ces intégrales.
Il existe diverses méthodes d’échantillonnage permettant d’améliorer la vitesse de convergence
comme les échantillonnages Quasi-Monte Carlo et les méthodes pseudo-probabilistes (échantillon-
nage stratifié ou par hypercube latin (LHS)).

L’échantillonnage stratifié consiste a découper I’espace des parametres en petits espaces disjoints,
puis a échantillonner aléatoirement au sein de chacun de ces sous-espaces. L’ échantillonnage LHS
est basé sur le méme principe, en s’assurant que le découpage a défini des espaces équiprobables,
et que chaque espace est bien échantillonné. Le quadrillage se fait dans le cube unité, pour un
tirage aléatoire d’échantillon uniforme, puis ces échantillons sont transformés via la fonction de

répartition inverse.

Les méthodes de Quasi-Monte Carlo sont des versions déterministes des méthodes de Monte Carlo.
Ces méthodes définissent des séquences d’échantillons déterministes (par exemple la séquence
LP7 de Sobol’, connue aussi sous le nom de suite de Sobol’) qui ont une répartition uniforme dans

I’espace paramétrique.

Homma et Saltelli dans [HOMMA et SALTELLI (1996)] ont comparé la méthode d’échantillonnage
par hypercube latin et la méthode de Quasi-Monte Carlo basée sur les séquences LP7 aux méthodes
classiques de Monte-Carlo (échantillonnage aléatoire), pour I’estimation d’indices de sensibilité.
La Figure 3.3 illustre ces trois méthodes d’échantillonnage. Homma et Saltelli ont montré que
I’utilisation des séquences LP7 de Sobol’ permettait une convergence plus rapide que les deux

autres méthodes.
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FIGURE 3.3 — Echantillonnage (1000 points) du domaine paramétrique (py,ps) dans [0, 1]2,
(gauche) par échantillonnage aléatoire, (milieu) par hypercube latin (LHS), (droite) par quasi-
Monte Carlo (séquence LP7 de Sobol’)

3.3.3.1 Algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité

Avant de passer a 1’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité d’ordre 1, respectivement

totales, rappelons les définitions de ces fonctions de sensibilité.

Fonctions de sensibilité d’ordre 1

Les fonctions de sensibilité d’ordre 1, définies a 1’éq. (3.9), dépendent de la la variance totale,
V (t),
Vi) = [y(ePRap - (o)
D

et de la variance V;(¢) s’écrivant

V;(t> = Varpi [EP~i [Y ‘PZH
= Ep [Be., [Y|P]"] - Ep [Ep_, [V [P

-~

=yo(t)?

= Ep [Ep. [Y|B]] —yo (t)°

Considérons deux points dans I’espace paramétrique [0, 1]"%, p® et p°. La variance de la sortie due
a I'influence directe du paramétre p;, V; (t), s’écrit alors [SOBOL’ (2001)]

1

mt):/ / y (t,p¢,p%,;) dp2,; - / y (t,p%,p%;) dpl; | dp? — yo (t)°

0 071}7”,—1 [071}np—1

ou bien
Vi(t) = / / y (t,p") y (t,p’) dpdp®,; — vo (t)?

[0’1]"19 [0,1]71?71
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L’intégrale dans I’équation précédente peut €tre approchée par une méthode de Monte Carlo :

N .
R 1 stm u
o (1) = — > v (t,p™?) (3.11)
stm k’:1
1 Nsim 9
v T (1) = (k,a)
VO +5 0 = 5— ;y(t,p ) (3.12)
NS’L’VTL
V0400 (1 = o D (1, p5 )y (1.0 ) (3.13)
sim k=1
ou pgk ) pgi, a), pgk’b), pn,, ] est la k™ réalisation d’un N,;,,,—échantillon de réalisations
des variables paramétriques [Pf‘, . ,ng, PP, Pfl’p}. Les équations (3.11) a (3.13) vont étre

employées dans 1’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité d’ordre 1.

Fonctions de sensibilité totale

Les fonctions de sensibilité totale sont définies comme

STi <t> - ( ) + Z SZ] ( ) . Sl,.--,np (t)
Vi(t)+> %J(t)+ AV (1)
_ J#i
- V(t)

et sachant que la somme de toutes les fonctions de sensibilité est égale a 1, nous écrivons

St =1~— g Sy — . = S0, ity
J#i

Par exemple, pour un modele a trois parametres, la fonction de sensibilité totale Sy, peut s’écrire :

ST1 (t)

Sl (t) -+ 51,2 (t) -+ 5173 (t) + 5172’3 (t) (314)

=

S (t) = 1—=25(t) = S3(t) — S23(t) (3.15)

Pour ce modele a trois parametres, la formulation (3.14) nécessite deux fonctions de sensibilité
d’ordre 2 et une d’ordre 3, tandis que la formulation (3.15) suppose la connaissance de deux fonc-
tions d’ordre 1 et une fonction d’ordre 2.

Pour I’estimation des fonctions de sensibilité totales, cette deuxieme formulation est utilisée, mais

sous une forme plus générale (qui est donnée par la suite) :
St (t) =1—5.;(t)

ou S.; (t) représente la sensibilité de la sortie par rapport aux parametres p..; sous toutes les formes

(directe ou collective), c’est—a—dire que

t) = Z Si(t) 4+ S i1t 1,m, (1)

J#i
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De maniere équivalente, la variance V. ; s’écrit

/ / 7p t p'wpwz) dpzdp — Yo (t)

[0,1]™
qui est approchée par
N%m
e kb ka
Vei(t) + 70 (1) = y ( (t,pﬁ ),p(Ni )>-
szm k‘zl

Ainsi, pour estimer les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales, nous avons besoin d’un Ny;,,—

échantillon de réalisations des variables paramétriques [Pf, o PR, PP, P}Zp} , et pour chaque
réalisation trois simulations du modele sont nécessaires :
a k,a k,a k,b
y (t.p*™"), y (t,pﬁ " p )> Y (t p, pl )) : (3.16)

Algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité

Dans cette partie, nous allons détailler I’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité d’ordre

1 et totales, a partir de lignes données dans le paragraphe précédent.

1. Considérer un échantillon de N;,, réalisations de variables aléatoires [Pla, ,PoL Py Pnbp]

uniformément distribuées dans [0, 1]° ™ :

k,a k,b k,b
<p:(l )7"'7p7('),p)7p(1 )7"'7p/)(’1,p))k:1 N

Nous allons diviser cet échantillon en deux matrices, A et B, comme suit :

B l,a l,a 1,a l,a T
I RN N
2.a 2,a 2,a 2,a
pe? p P i
(Nsim_lya) (Nsim_lya) (Nsim_lya) (Nsim_lya)
1 p2 P npfl My
(Nsimva) (Nsimaa) (Nsimva) (Nsimaa)
| D1 %) e np—1 np ]
B 1,b 1,b 1,b 1,b 7]
i o
2,b 2,b 2,b 2,b
Y s S T ©
Nsim_lyb Nsim_lab Nsim_Lb Nsim_lab
Pl " pb Do T et
Nsi'm7b Nsimyb NSZ’!TH szmyb
| piNem ) pfem ) (e (e )]
2. Définir une matrice C; composée par toutes les colonnes de B sauf la i*™ qui appartient 2 la
matrice A :
r 1,b 1,b 1,b Lb ]
pg ) pé ) pz( : pglp)
2,b 2,b 2,b 2,b
pi*” S PP
Nsim_lyb Nsim_lvb Nsim_Lb Nsim_lyb
pg ) ) pé ) Ce pl( ) Ce pgp )
Nsi'rmb NSi’"Hb N.snna Nsi'rmb
| piNem e pem b))
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3. Calculer la sortie du modele pour toutes les séries de valeurs (2 X N, pour A et B, et
n, X Ngim pour les n, matrices C;) mémorisées en A, B et C;, notées ya € RNsimxN

yB € RYVsim*N ety € RV*L,

4. Estimer les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales, en tenant compte des eq. (3.11)-

(3.16) :
k ~
~ =y 0y () — 0 (1)
Silt) = - (3.17)
1 sim (k) 9 R 9
k=1
n & N
~ = e () () = 5o (1)
Sr(h)=1- —=5 (3.18)
= > un ()7 =T ()’
k=1
ou

2
1 Nsim
o (1)* = <N — >y (t)> (3.19)

Remarque 3.3 En utilisant une taille d’échantillon de Monte Carlo de Ny;,,, le nombre réel de
simulations des variables paramétriques nécessaires a l’estimation des fonctions de sensibilité est
2 X Ngim, puisque cette estimation nécessite deux jeux de simulations. Le nombre d’appels a la
fonction du modéle est alors Ny, X (n,+1), out n, est le nombre d’indices estimés. Pour un modéle
a ny, parametres, I’estimation de tous les indices de sensibilité nécessite Ny, X (2"7) appels a la
fonction. En revanche, n’estimer que les indices de premier ordre et les indices totaux ne demande
que Ny, X (2n, + 1) appels. Le nombre d’appels a la fonction est le méme pour les systémes

dynamiques que pour les systemes statiques. 0

3.4 Application au modele des réactions de type II en PDT

Nous avons proposé, dans le chapitre précédent, une méthode permettant d’analyser 1’identifiabi-
lité pratique locale des parametres du modele associé a la phase photocytotoxique de la PDT. Ce
modele comporte une entrée - signal d’illumination - un signal peu excitant (signal carré de période
1 min et rapport cyclique 50%), une sortie - une estimation de I’intensité de fluorescence-, et dix
parametres correspondant pour la plupart a des constantes de réaction. Nous avons constaté ainsi
que seulement un parametre (k) est identifiable localement en pratique. Mais ces résultats sont

dépendants de la valeur nominale des parametres 6°.

Lors de I’analyse d’identifiabilité locale, nous avons choisi comme valeur nominale, des valeurs
de parametres obtenus dans la littérature a partir des expériences in vitro. Néanmoins les valeurs

in vivo peuvent étre différentes de celles obtenues in vitro et peuvent varier de plusieurs décades
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d’un PS a un autre. Compte tenu de cette variabilité entre les valeurs in vitro et in vivo et des plages

larges de variation, il est clair qu’une analyse locale demeure insuffisante.

Tenant compte du cadre expérimental, la question que nous nous sommes posée est la suivante :
"Est-il possible d’estimer la valeur de tous les parameétres a partir d’une seule expérience in

vivo ?”

Etant donnée les résultats locaux (chapitre 2), la réponse est a priori négative. De plus, pour pré-
dire I’efficacité d’un photosensibilisant en se basant sur les rendements quantiques, nous nous ren-
dons compte que nous pouvons nous limiter a I’estimation de quatre parametres et d’une variable
d’état” :

kcrs kr [2Os]
Dp = Dogg- o = -
s = Ders-bu ( e kf) < o

Ainsi nous aimerions déterminer quels sont les parametres que nous pouvons estimer avec une
précision acceptable. L’identifiabilité pratique (voir chapitre précédent) fondée sur 1’étude de la
borne de Cramér-Rao nous avait permis de scinder le probleme en deux : étude de I’amplitude, au

sens des normes 1 et 2 notamment, des fonctions de sensibilité et celle de leur multicolinéarité.

Bien sir, du fait de la globalité de 1I’étude de sensibilité dans le domaine paramétrique, nous ne
pouvons plus établir rigoureusement un lien de correspondance entre identifiabilité et sensibilité.
Ce point sera étudié au chapitre suivant. Toutefois, nous allons examiner ici deux aspects (étude
des parametres sensibilisants et de leurs colinéarités) de maniere a vérifier si les conclusions du

chapitre 2 sont généralisables a I’ensemble du domaine paramétrique étudié.

3.4.1 Analyse de sensibilité globale

L’analyse de sensibilité globale réalisée dans cette étude repose sur des méthodes fondées sur
I’analyse de la variance, adaptée au cas des systemes dynamiques. Ceci nous permet d’écrire la
sortie y comme une somme finie de fonctions multidimensionnelles, sous les hypotheses H; et Ho.

Afin de satisfaire ces hypotheses, nous avons normalisé les parametres de la maniere suivante :

f; — Gmin
g = ——————— 3.20
p ezmax _ ezmln ( )
pourtouti =1,...,n,etou; € [Q?in, szax] représente la plage de variation du parametre 6.

3.4.2 Estimation des fonctions de sensibilité

Nous avons employé 1’algorithme d’estimation de fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales pré-

senté dans la section 3.3.3.1.

211 est tenu compte ici seulement du rendement quantique de production de I’oxygene singulet, ® o qui inclut aussi
le rendement quantique de conversion intersysteme, ®crg. Pour avoir une estimée du coefficient d’absorption, ag, du
PS dans la région spectrale de la lumiere d’excitation, nous devons déterminer aussi k 4.
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3.4.2.1 Echantillonnage de ’espace paramétrique

Plusieurs articles existent dans la littérature et qui traitent de la comparaison des différents types
d’échantillonnage de 1’espace de facteurs (ici espace paramétrique). Il est montré [SOBOL (1998)]
que pour une dimension inférieure a 12 parametres, 1I’échantillonnage quasi-Monte Carlo reste une
bonne solution. De plus, Sobol conseille de choisir un nombre de points égal a Ng;,, = 2", ou n,
est un nombre positif entier.

Pour la génération des nombres aléatoires uniformément dans [0, 1]" (plus précisément dans
[0,1]*"" pour la matrice AB, voir section 3.3.3.1) nous avons utilisé le générateur SobolSeq®2006 BRODA

(www.broda.co.uk).

3.4.3 Parallélisation du calcul

Afin de trouver les fonctions de sensibilité de premier ordre et totales, un nombre total Ny, - (n, + 2)
d’appels a la fonction du modele est nécessaire. Sachant qu’une simulation du modele prend 0.12

s environ, le temps total de simulation peut varier de 24 minutes (pour N, = 20 = 1024) a 52
heures (pour N,;,, = 27 = 131072).

Une étude de convergence s’impose. Ainsi nous avons estimé les fonctions de sensibilité (de pre-
mier ordre et totales) pour différentes valeurs de Ng;,, entre 210 et 216, Afin d’améliorer le temps

de calcul, plusieurs solutions ont été prévues :

* parallélisation du calcul sur une machine — qui prend en compte, le calcul multithread (qui,
seul, ne semble pas améliorer le temps de calcul), et I’architecture multi-coeur de la machine
de calcul. Ainsi, I’estimation des fonctions de sensibilité pour Ny, = 32768 (qui sans
parallélisation prend environ 13 heures) a été réalisée en 3 heures et 46 minutes sur un Dell
Precision T5500 avec 2 processors Xeon E5520 (2.26 GHz) (chacun avec quatre cceurs).

* Dissocier le probleme en plusieurs sous-problemes et chaque sous-probleéme est traité par
une machine de calcul distincte, illustré a la figure 3.4 (grappe d’ordinateurs). Le temps de

simulation devient ainsi égal a
max (tempsg;,, (Machine; (sous-probleme;)))
(2

avec tempss;,,, (Machine; (sous-probleéme;)) le temps nécessaire a la i machine pour ré-

soudre le sous-probleme <.

A part le probleme de temps de simulation, nous avons rencontré des problemes de mémoire, pour
I’estimation des fonctions de sensibilité a partir de N;,, = 32768. Ces problemes peuvent étre
résolus avec des sauvegardes régulieres, par une parallélisation distribuée (grappe d’ordinateurs)
qui permet de traiter des sous-problemes de dimensions moins importantes, ou sous une machine

spécialement congue pour le calcul.
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FIGURE 3.4 — Représentation schématique de la distribution des taches avec une grappe d’ordina-

teurs

3.4.4 Résultats d’analyse de sensibilité

Nous avons estimé les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales pour différentes valeurs de
Ngimn = {1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536} (correspondant pour chacune de ces va-
leurs & 2%, avec i = 10, ..., 16), ce qui revient & Ny, - (n, + 2) appels 2 la fonction du modele.

A la figure 3.5 nous avons illustré les estimations des variances, V; (t;) et V7, (), pour tout f;
avec k = {1,..., N} et pour un échantillonnage de I’espace paramétrique avec Ng;,, = 65536
points. La figure 3.6 montre les estimations des fonctions de sensibilité d’ordre 1, S; (t), et totales,
St (tr).

Afin de sélectionner les parametres les plus influents, nous avons choisi un seuil de significa-
tion égal a 0.1 (choix empirique régulierement utilisé dans la littérature spécialisée en analyse de
sensibilité). Au total, quatre parametres (k,, ka, k7as et k,;) peuvent étre considérés comme sensi-
bilisants. Ce résultat est cohérent avec celui observé lors de I’étude locale® (voir chapitre 2, section
2.7.3.1) ou nous avons trouvé cinq parametres sensibilisants : k4, k7as, kp, k¢ et kors. On constate
que les trois premiers parametres de ces deux classifications sont les mémes, seul I’ordre differe.

10
On constate également que la somme des fonctions de sensibilité d’ordre 1, > S; (fx) varie de

=1
facon monotone entre 0.63 (pour les premiers instants de mesure) et 0.9 (a la fin de I’expérience),
signifiant que les actions collectives de parametres comptent entre 10 % et 30 % de la variation
totale de la sortie. Cela signifie que la réponse du modele est quasi-linéaire par rapport aux para-

metres.

Mais on constate aussi que deux parametres, k4 et krys, ont des fonctions de sensibilité (du pre-
mier ordre et totales) trés similaires. Que doit-on conclure en terme d’identifiabilité de ces deux

parametres ? C’est la question qui a motivé le chapitre suivant.

Analyse de convergence des estimations

Pour I’analyse de convergence, nous avons préféré comparer les résultats en termes de variances,

V; et V., obtenues pour différentes valeurs de N, entre 2'0 et 216, Ainsi, nous employons les

3Les résultats de I’analyse de sensibilité globale sont comparés avec la classification des paramétres (identifiables
en pratique) selon la norme 2 des fonctions de sensibilité locales. Ces deux classifications (globale et locale) tiennent
compte seulement de la norme 2 de la fonction de sensibilité en question, sans considérer la colinéarité avec les autres
fonctions de sensibilité.
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Analyse de sensibilité de la sortie y(t,p) par rapport aux parametres p
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FIGURE 3.5 — Variances estimées, Vz(tk) et VTZ. (tx), pour Ny, = 65536.
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parametres dans I’espace paramétrique.
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termes d’erreur suivants

g: < (tr) — VYo tk)) (‘7 t) — V;Neim (%))
S =\ = (3.21)

N
Z (VT (tk Nsim tk (VT tk ]szzm (tk)>
5]7\1;sim = =l (3 .22)

\_/

ol V; et Vi, correspondent a ;85536 et V£5536 (estimations des variances V; et V7. pour Ny, =
65536) et N = 126 (correspondant au nombre total d’instants de mesure considéré dans le cadre
d’une expérience in vivo). (55\,5“” et 5%}5”” correspondent aux valeurs efficaces des erreurs d’estima-
tion sur les variances.

A la figure 3.7, nous avons illustré les différentes valeurs prises par 5§V5im. On constate que 5§V5im
prend des valeurs entre 0.1527 (07yy,) et 0.0137 (d59765). Pour Ny, = 32768, 07y se trouve
entre 0.0137 et 0.0232, alors que (5]:@51,771 reste compris entre 0.02 — 0.03. Ces valeurs semblent

suffisamment petites pour une variance totale qui varie entre 0 et 6.62.

|
1024 2048 4096 8192 16384 32768

FIGURE 3.7 — Etude des valeurs 51 pouri = 1,...,10, obtenues pour des valeurs de Ng;,, €
{1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768}

3.4.5 Analyse critique des résultats

Pour un seuil de signification égal a 0.1, nous avons constaté que les parametres les plus sensibi-
lisants sont k,, k4, kras et ko, (seulement en début d’expérience). Une autre remarque extraite de

I’analyse de la figure 3.6 porte sur la colinéarité entre les fonctions de sensibilité d’ordre 1 et totales
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FIGURE 3.8 — Etude des valeurs 6%1'32,”1 pour 7 = 1,...,10, obtenues pour des valeurs de N, €

{1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768}

des parametres k4 et krjps. On peut donc raisonnablement mettre en doute 1’identifiabilité de I'un
vis-a-vis de I'autre. Il est clair que 1’analyse de sensibilité globale demeure insuffisante sans des
études complémentaires de colinéarité. Il s’avere que cette corrélation entre les fonctions de sensi-
bilité indique aussi la non-identifiabilité des parametres. Dans cette application, cela revient a dire
qu’il y aurait au plus trois parameétres identifiables globalement en pratique : soit {k,, ka, ko }, soit
{kp, krar, kox }- La question du lien entre sensibilité et identifiabilité globales est traitée au chapitre
sulvant.



Chapitre 4

Contributions aux équivalences d’analyses
globales d’identifiabilité et de sensibilité

Dans cette partie, la question posée concerne la détermination des liens entre les analyses glo-
bales de sensibilité et d’identifiabilité, ainsi que l’interprétation des résultats d’analyse de sensi-
bilité en termes d’identifiabilité des parameétres. Ces questions ont déja été longuement étudiées.
La plupart des résultats répondent a la question dans un cadre local, c’est—a—dire au voisinage
d’un point dans ’espace des parametres. Par ailleurs, il existe des solutions pour résoudre le pro-
bleme d’identifiabilité a priori globale. Toutefois, la question de [’identifiabilité a posteriori glo-
bale reste un probleme ouvert. Dans ce chapitre, nous réexaminons la question du lien sensibilité-

identifiabilité a I’échelle globale pour apporter de nouveaux éléments de réponse a cette question.

Ce travail a vu le jour en cherchant a interpréter les résultats obtenus en analyse de sensibilité glo-
bale d’un modele de la phase d’irradiation de la thérapie photodynamique. Nous avons constaté
que deux des fonctions de sensibilité (du premier ordre et totales) étaient quasi-égales. Afin d’in-
terpréter cette corrélation, nous nous sommes investis dans une étude plus approfondie pour tenter
de mettre en évidence les relations d’implication entre les deux domaines en question. Dans ce but,
nous proposons d’utiliser la décomposition HDMR (High Dimensional Model Representation) de

la réponse de notre systeme.

Ce chapitre commence par une étude bibliographique au sujet des implications existantes entre
I’analyse de sensibilité et de l’identifiabilité. On continue ensuite par une analyse originale per-
mettant d’établir de nouveaux ponts entre ces deux domaines, en les illustrant par des exemples

simples.

4.1 Etude bibliographique

Analyser I'identifiabilité a priori des parametres d’un modele revient a examiner I’existence, 1’ uni-
cité et la continuité (les trois conditions d’un probléme bien posé au sens de Hadamard) de la
solution d’un probleme d’estimation des parametres [WALTER et PRONZATO (1997)]. Alors que
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I’identifiabilité a priori est étudiée dans un cadre idéal — ou le systeme et le modele ont des struc-
tures identiques, les données sont sans bruit et ou I’entrée et les instants de mesure peuvent étre
choisis librement — les identifiabilités a posteriori et pratique prennent en compte aussi la quantité
et la qualité des données expérimentales [VANROLLEGHEM ef al. (1995) ; GHIDAOUI et PRASAD
(2000)]. L’analyse de sensibilité de la sortie de modele par rapport aux variations des parametres
du modele est une autre technique largement utilisée dans la modélisation des systemes afin de
discriminer les parametres influents du modele [SALTELLI et al. (2008) ; STREIF et al. (2009)].
L’analyse de sensibilité “dynamique” (appliquée aux systemes dynamiques) a déja été appliquée
aux réseaux biologiques a des fins diverses telles que la planification d’expériences [SCHLOSSER
(1994)], I’estimation des parametres [MILLER et FRENKLACH (2004)] ou I’analyse des systemes
oscillatoires [ZAKA et al. (2005) ; RAND (2008)].

A titre indicatif, en biologie intégrative, lors de la conférence FOSBE 2007!, environ 29 % (25/86)
des communications traitaient d’analyse de sensibilité et / ou d’identifiabilité. Les méthodes utili-
sées pour I’analyse de sensibilité étaient principalement des méthodes locales (généralement des
méthodes OAT, Once-At-a-Time), (8/15), tandis que les méthodes globales sont rarement appli-
quées (2/15). Le lien entre 1’identifiabilité et la sensibilité de la sortie du modele n’a été étudié que

dans cinq communications (5/15), mais seulement d’un point de vue local.

Plusieurs études se sont intéressées aux liens entre les analyses dynamiques de sensibilité et d’iden-
tifiabilité des parametres [STELLING et GILLES (2001) ; BRUN et al. (2002) ; YUE et al. (2006)].
Malheureusement, en génomique, protéomique ou métabolomique, les parametres biologiques
peuvent varier sur plusieurs décades. En conséquence, 1’identifiabilité a posteriori globale doit
étre abordée. Il existe plusieurs méthodes pour tester 1’identifiabilité a priori globale comme par
exemple 1I’approche en série de Taylor et la méthode de similarités. Malheureusement, il n’existe
pas de méthode en mesure d’évaluer I’identifiabilité globale dans un contexte expérimental donné.
En conséquence, la plupart des chercheurs préferent généralement appliquer des techniques d’ana-
lyse de sensibilité sans justification approfondie liée a 1’identifiabilité. En effet, si la relation entre
la sensibilité locale et I’analyse d’identifiabilité, a travers les matrices de sensibilité et d’informa-
tion de Fisher est clairement établie, le lien entre les études globales sont moins évidentes. Seuls
les parametres sensibilisants sont généralement considérés comme étant identifiables. Cela n’est
pas surprenant étant donné que les mesures de sensibilité globale servent généralement a la ré-
duction de modele (avant I’estimation des parametres) ou en tandem avec 1’analyse d’incertitude
pour I’analyse de la robustesse des modeles [SALTELLI ef al. (2008)] (voir aussi figure 3.2 dans le

chapitre 3). Néanmoins, certains parametres sensibles pourraient également étre non-identifiables.

Par conséquent, 1’objectif de cette étude est de préciser les liens entre les analyses globales d’iden-
tifiabilité a posteriori et de sensibilité. Notre étude est structurée autour de la représentation HDMR
(connue dans la littérature aussi sous le nom de décomposition Anova-HDMR ou décomposition
de Sobol’). Des fonctions particulieres, intitulées fonctions W, sont construites a partir de cette
représentation. La dépendance linéaire des fonctions W par rapport aux temps et leur injectivité par

rapport aux parametres sont examinées afin de conclure sur la non-identifiabilité des parametres

'www. fosbe.org — International Conference on Foundations of Systems Biology in Engineering
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en question.

4.2 Correspondances des résultats d’analyse de sensibilité et
d’identifiabilité

Comme 1’étude des équivalences entre les parametres sensibilisants et les parametres identifiables
est assez complexe, nous avons préféré nous focaliser sur la question suivante :
« quelles conclusions sur la non-identifiabilité des parametres pouvons-nous tirer des résultats

d’analyse de sensibilité globale ? ».

Dans ce but, nous allons utiliser des fonctions, appelées W et (2, issues d’une décomposition HDMR

de la sortie y (vue a la section 3.3.2.2 chapitre 3).

4.2.1 Définitions des fonctions V;, (2; et €, ;

Soit ¥,? la fonction représentant 1’effet total sur la sortie 7 du modeéle du paramétre p; et définie

par
Tip

Ui (te, ) = wi (tk, pi) + Zyw (te, i 5) + -+ Y1omy (b D1 - Py 4.1)
J#

ol t;, correspond aux instants de mesure, avec k € {1,..., N}. L’équation précédente peut étre

décomposée de la maniere suivante :

U, (tg, P) = Qi (tk, P~j) + Qij (t, P) 4.2)

ou ©; représente 'influence sur la sortie y du parametre p;, indépendamment du paramétre p;°,
tandis que €; ; est son effet complémentaire sur y. p.; représente I’ensemble de tous les parametres

sauf p;. Par conséquent, la variance totale de la sortie y par rapport au parametre p;, s’ €crit

- fD Q (tk,pwj)dpwj +2 [ (te, P~y) - (B, P) dp+
+ Jp % (tr, p) dp
= f'D Q (tk7p~])dp~] +fD tlmp) dp

(4.3)

ou D = [0,1]" et D; = [0,1]™ ", sachant que les fonctions ; et €; ; sont orthogonales (due a la
propriété (3.4) de la décomposition (3.2)).
Les correspondances entre les résultats d’analyse de sensibilité et la non-identifiabilité des para-

metres sont réparties en trois classes :

En d’autres termes, la fonction ¥; (¢, p) contient tous les termes de la décomposition qui dépendent du paramétre

pi.-
3La fonction ); représente 1’effet total sur la sortie y du paramétre p; et en considérant 1’ensemble des paramétres

P~j = [pla'~'7pi*17pi+17""pnp] :
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* la premiere classe contient les paramétres avec une fonction de sensibilité totale St, (¢) nulle,
aveci € [1,n,|etVt € T;

* la deuxieme classe correspond aux parametres qui présentent des fonctions de sensibilité

corrélées par rapport aux temps ;

* la troisieme classe correspond a une sortie ¥y du modele non-injective par rapport a un ou

plusieurs parametres.

4.2.2 Fonctions de sensibilité totale nulles

Cette classe correspond a un parameétre p;, avec ¢ € {1,...,n,}, qui présente une fonction de

sensibilité nulle
St, (t) =0, Vi, aveck € {1,...,ty}

avec St (tx) = Vi, (tx)/V (L) la fonction de sensibilité totale de la sortie y par rapport au
parametre p; et a ’instant ¢;. Intuitivement, on associe cette nullité¢ de la sensibilité a la non-

identifiabilité du parametre p;. Nous proposons d’analyser plus en détail ce lien.

La question posée ici concerne la non-identifiabilité d’un parametre p; qui présente une fonction

de sensibilité totale* nulle.

Cadre théorique Outils
Non- Fonction de
-~
identifiabilité a Réciproque Réciproque sensibilité nulle -- f\:n(IDVaI ':DMRI
priori Proposition 2 Proposition 1 Sri(t)=0 alcul torme
N
A
Proposition 2 Proposition 1 5
]
Foncti Sobol HDMR
onction | e o ccccccccccedecccccaad eed High Dimensional

Wi(t,p)= . .
(tp)=0 Model Représentation

\ 4
Non- Fonctions de Anova HDMR
identifiabilité a ~sensibilité 1==1  Simulations
posteriori inférieures a un Monte-Carlo

seuil empirique

Cadre expérimental
L CTTTTY calcul € implication

FIGURE 4.1 — Représentation schématique des liaisons entre une fonctions de sensibilité totale

nulle et la non-identifiabilité des parametres.

Ecrivons la proposition suivante, représentant le lien entre une fonction de sensibilité totale, St,,

nulle et la nullité de la fonction W; (représentée a la figure 4.1) :

4Nous analysons le cas d’une fonction de sensibilité totale nulle, St,(t) = 0, V¢, € T, et non de la fonction
d’ordre 1 nulle, S;(t;) = 0 (parce que on peut avoir une fonction d’ordre 1 nulle, mais une fonction de sensibilité
totale non-nulle)
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Proposition 1 Une fonction de sensibilité totale, St,, de la sortie y par rapport au parametre p;
est nulle ssi toutes les fonctions composantes de la décomposition HDMR (éq. (3.2)) dépendantes

en p; sont nulles, impliquant ainsi une fonction V; (t, p) nulle.

Démonstration 1
I. M. Sobol’ dans [SOBOL (1993)] a montré qu’une fonction de sensibilité nulle, St, () = 0 implique
aussi que toutes les fonctions dans 1’éq. (3.2) dépendantes en p; sont nulles (dii au fait que les fonctions de

sensibilité sont définies positives), c’est—a—dire que :

Yi (tkapl) = Yij (tk’7p2>pj) = ... =Y, (tkvp) = Oa V] ?é iettk aveck = {17 R aN}>

ce qui signifie que la fonction ¥; est également nulle

Tp
U (ty,p) = vil(tr,pi) + ; Yij (bs Dis D) + -+ Y1,y (tks P15 -+, Dny)
Ve
- 0 .
Remarque 4.1 La réciproque de la proposition 1 s’écrivant
v, (tk,H) =0 = ST,~<tk> =0, Vi, aveck € {1,,N} 4.4)
est aussi vraie, sachant que
Jo Vi (t.p)dp
St (ty) = “2——- =0
T, (k) 0
avec D = [0,1]". o

Le lien entre une fonction ¥; nulle et la non-identifiabilit€ du parametre p; est donné par la suite

(représentation schématique a la figure 4.1) :

Proposition 2 Si une fonction de sensibilité totale, St, (t), de la sortie y par rapport au para-
metre p;, est nulle pour tout ty, avec k € {1,..., N}, ceci implique aussi la non-identifiabilité du

parametre p;.

Démonstration 2

D’apres la proposition précédente, la nullité de la fonction de sensibilité totale St, (t5), pour tout ¢, im-
plique aussi que la fonction ¥; (¢, p) est nulle. En d’autres termes, p; disparait de 1’éq. (??) de la décomposi-
tion HDMR de la réponse y (voir figure 4.1). Par conséquent, nous ne pouvons plus identifier le parametre p;
a partir des mesures de la réponse y considérée (y est une fonctions dépendante du temps ¢ et des parametres

P~i) n

Néanmoins, la réciproque du théoréme précédent n’est pas vraie car la non-identifiabilité des pa-

rametres a d’autres causes que la non-observabilité des parametres.
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Exemple 1

Considérons maintenant le modele suivant :

éitx_[_(pl'i_pQ) 0 ]X ,X(O)_[:L]

D2 —P3
Yy (ta p) =1

avec X = [z1,x2]” la variable d’état et p = [p1, pa, pg}T. Cet exemple illustre 1’insensibilité de la sortie y
par rapport au parametre ps, ¢’est-a—dire que St (t) = 0, V¢ € T, ce qui implique aussi la non-identifiabilité

du parametre en question. ™

Ainsi, une fonction de sensibilité totale, S, nulle, implique la non-identifiabilité du parametre p;.
Ce parametre est couramment appelé parametre “non-observable” puisque la sortie y ne dépend pas
de p;. Dans [JACQUEZ et GREIF (1985)], les auteurs proposent une classification des parametres
en fonction de leur identifiabilité a posteriori locale, et la premicre classe s’intitule “classe des
parametres non-observables et non-identifiables”. Nous reprenons cette qualification dans I’étude

globale.

En pratique, des fonctions de sensibilité totales inférieures a un seuil empirique (pour tout instant
de mesure t;, avec k € {1,..., N}) vont indiquer des parametres peu sensibilisants et sont gé-
néralement assimilés comme a posteriori globalement non identifiables [SALTELLI et al. (2008) ;
SoBoOL’ (2001) ; KONTORAVDI ef al. (2005)] (voir aussi figure 4.1).

4.2.3 Conséquences de la colinéarité des fonctions V; et V;

Nous analysons cette liaison en trois sous-étapes :

1) premierement, nous nous intéressons a la dépendance, par rapport aux temps, des fonctions
VU, et U;. Celle-ci implique la colinéarité, deux a deux, de fonctions : €2;, €2, ; et €2;. Dans

cette partie, nous analysons les conséquences de cette colinéarité ;

2) ensuite, le lien entre la dépendance des trois fonctions 2 et la colinéarité des fonctions de
sensibilit€ totales St et St, est décrit;

3) enfin on explique la non-identifiabilit¢ mutuelle des parametres p; ou p;.

4.2.3.1 Etude de la colinéarité des fonctions V; et V;

Considérons deux fonctions, W, (¢, p) et U, (¢, p), représentant 1’effet total sur la sortie y des pa-

rametres p; et p;. Ces deux fonctions s’écrivent comme la somme de deux fonctions €2 :

U, (t,p) = Qi (t,pay) + Qi (t, P)
\Ijj <t7 p) = Qj <t7 pNz) + Qiyj (ta p)
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ou les fonctions €;, 2; ; et {2; sont deux a deux orthogonales par rapport aux parametres (voir

propriétés de la décomposition HDMR 3.2). Ces fonctions ont été définies a la section 4.2.1.

Ces deux fonctions, ¥; et ¥;, ont une fonction en commun, §2; ;. Ses complémentaires, €2; et €2},
sont dépendantes en temps et en p.;, respectivement p.; (les fonctions {2 sont aussi orthogonales
par rapport aux parametres). Ainsi, pour avoir deux fonctions W colinéaires, nous allons étudier le

cas des fonctions €2 deux a deux dépendantes par rapport aux temps.

Proposition 3 La dépendance linéaire des fonctions §);, Q; ; et C); par rapport au temps implique

Qi (t,p~y) = hi(pi) -9t Prig)
Qi (t,p~i) = hi(p;) -9 (t,Priy)
Qij(t,p) = hij(Pipj) -9t Priy) -

Démonstration 3
Afin de simplifier la lecture, nous considérons un modele a deux parametres y (¢, p), avec p = [p1, p2]”
[0,1]. Sa décomposition HDMR s’écrit

S

y (t,p) = o (t) +y1 (t,p1) +y2 (t,p2) + y1,2 (£, p1,p2)

Ici, les fonctions €2;, €2; et £); ; sont définies par

U (t,pr2) = 1 (L, 1)
Qo (t,p~1) = y2 (8, p2)
Mpa(t,p)=y12(t,p).

Considérons maintenant la dépendance linéaire, par rapport aux temps, des fonctions €2 et {21 o, 25 et €24 2
et respectivement 21 et {29

a1 (p) (t,p2) +a12(P)2(t,p) = 0 4.5)
B2 (p) Q2 (t,p1) + Br2(p) 12 (t,p) = 0 (4.6)
7 (P) U (L, p2) +72 (P) Q2 (L, Po1) = O 4.7

ol a1, 12, B2, B1,2, V1 et 2 sont des coefficients non-nuls (fonctions paramétriques) avec aq (p) #

a12 (p), B2 (P) # P12 (p) (sous I'hypothese que les fonctions Wy et ¥y soient non-nulles).

Puisque 2 et 25 sont des fonctions dépendantes du temps et d’un parametre distinct, on peut déduire de
I’éq. (4.7) que pour étre dépendantes linéairement par rapport au temps, {21 et 2o doivent pouvoir étre

factorisées comme suit
Q1 (t,p~2) = hi(pr) -9 (t)

Qo (t,pr1) = ha(p2) -g(t).
Alors 1’éq. (4.6) devient
ar (p)h1(p1) g (t) +ai2(p) a2 (t,p) =0 4.8)

ce qui nous permet d’affirmer que la dépendance linéaire entre €2 et €2y o par rapport au temps est assurée

ssi (21 2 (¢, p) peut étre factorisée sous la forme hy 2 (p1,p2) - g (t). -
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Ici nous avons analysé seulement 1’implication :

U, (t,p) et ¥; (¢, p) colinéaires par rapport au temps

)

Qi (t,p~j), Q; (t,pei) et ©; ; (¢, p) deux a deux colinéaires par rapport au temps
méme si la colinéarité des fonctions W; et V; peut €tre due aussi a une dépendance non-lin€aire
des fonctions €.

Exemple 2
Considérons un exemple simple afin d’illustrer la corrélation entre les fonctions de sensibilité totale, due a

une dépendance non-linéaire entre les fonctions ¥y et U5 :

y(t,p) = exp (— (p1 +p2) - 1)

La non-identifiabilité des parametres p; et po est simple a vérifier avec la méthode par développement en

série de Taylor (voir I’annexe C pour plus de détails sur cette méthode).

La décomposition HDMR du modele en question s’écrit

y(t,p) = yo (t) +y1 (t,p1) +y2 (t,p2) + y1,2 (t, p1,p2)

avec
we) = (e’
y1 (t,p1) = LoRClptlrep(th . () exp (—t))
1 (t,p1) t exp(—t'pig—HeXp(—t) (1 — exp (—t))
Y1,2 (t’p17p2) =Y <t7 p) — Y% (t) - (t7p1) — Y2 (t,pg)
= exp(—(p1+p2)t) — (texp(—tp1)+t expt(;tpz)flJrexp(*t)) (1 —exp (—t))

Comme le modele a deux parametres, 2 (¢, p~,) = y1 (t,p1), Qa2 (t, P~1) = y2 (t,p2) et Q12 (¢, p) =
Y12 (t,p1,p2)-
Un étude de colinéarité, deux a deux, des fonctions €2 révele qu’il n’existe aucunes fonctions c1, c2, ¢ 2 et
c tel que

c1(p) - (6, pr2) + 2 (P) - Q2 (t, prr) = 0

¢ (P) - (t,p2) +c12(pP) Q2 (t,p) =0
ce qui signifie que les fonctions {2 sont deux a deux indépendantes linéairement par rapport au temps.

Etudions maintenant les variances V7, V5 et V7 2. Nous nous rendons compte que les variances V5 et V2 sont

égales pour tous les instants de temps t; € T (voir figure 4.2)

Sachant que les variances totales par rapport aux parametres p;, respectivement po s’ écrivent

Vi (1) =Vi(t) + Vig (1)
Vi, (t) = Va () + Vi2 (t).

On constante que les variances totales V, et Vr,, ainsi que les fonctions de sensibilité totales St et St,,

sont égales, bien que les fonctions €21, {22, {21 2 ne soient pas colinéaires deux a deux. n
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FIGURE 4.2 — Variances Vi (t), Va(t), V3(t) pour I’exemple 2

4.2.3.2 Conséquences de la colinéarité des fonctions (2;, (2, ; et 2, sur la corrélation des
fonctions de sensibilité totale, St, et S,

Proposition 4 La dépendance linéaire, deux par deux, des fonctions Q;(t, p~;), i ;(t, p) et Q;(t, p~;),

par rapport aux temps, implique la corrélation des fonctions de sensibilité totale St,(t) et St,(t).

Démonstration 4
Tenant compte de la proposition 3 et de la définition des fonctions ¥y et Wy pour un modele a deux para-
metres, on peut écrire

Vi(t,p) = (ha(p1)+hi2(p)) -g(t)

Uy (t,p) = (ha(p2) +h12(P)) -9 (t)

En outre, les fonctions de variance totale peuvent s’écrire

Ve, (1) = | [iR2(m)dpi+ [ B2, (p)dp | g2 (t)
[0,1)

Vr,(t) = ([ h3p2)dp2+ [ K3, (p)dp | -g?(t)
[0,1)

ol on observe clairement la dépendance linéaire des fonctions Vr, (t) et Vi, (). Comme V (t) est une fonc-
tion non-nulle, alors la dépendance linéaire de V7, (¢) et Vi, (¢) impliquera aussi la colinéarité des fonctions
de sensibilité totale St (t) et St (t). n

4.2.3.3 Conséquence de la colinéarité des fonctions (2;, €, ; et ); sur la non-identifiabilité
mutuelle des parameétres p; et p;

La conséquence de cette dépendance linéaire (deux a deux) sur la non-identification des parametres

est développée ci-dessous :
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Proposition 5 La dépendance linéaire, par rapport aux temps, des fonctions €;(t, p~;), Qi ;(t,p)

et Q;(t, p~i) implique la non-identifiabilité mutuelle des parametres p; et p;.

Démonstration 5

Tenant compte de la proposition 3, on peux écrire y (¢, p) comme
y(t,p) =yo(t) +h(p) -9 (t)

ouh (p) = hl (pl) + h2 (p2) + h1,2 (p)

Nous appliquons ici la méthode d’identifiabilité globale a priori fondée sur un développement en série de
Taylor (voir aussi I’annexe C pour une description complete de cette méthode). La condition d’identifiabilité

est
y(t,p)=y(t,p"), Vi € T = p=0p"
qui implique que
ag (p) =ar (p*), k=0,1... = p=p" (4.9)

. k
avec ay, (p) = 1tl_lf(l)fgr 2%y (t,p).

Dans notre cas, nous obtenons

k
a; (p) = thi% yo (t) +h(p) - tlin{t gy (t)
et donc
a, (p) = ax (p*) = h(p) =h(p") Vk (4.10)

En d’autres termes, le systeme d’équations (4.10) se compose uniquement d’une équation a deux parametres

inconnus. Puisque Wy et W9 sont censées €tre non-nulles, il est alors impossible d’identifier a la fois p; et

D2- |

4.2.4 Exemples académiques

4.2.4.1 Exemple illustrant la non-identifiabilité a priori

Considérons un modele a quatre parametres défini par

y (t,p) = paps (1 — exp (—t)) + pipa (1 — exp (—tp2)) (4.11)

utilisé pour illustrer les propositions 3, 4 et 5. Il apparait clairement que les parametres p; et p, ne

sont pas mutuellement identifiables.

La décomposition HDMR du modele défini précédemment est

4

y(t,p) = v @)+ > vlt,p)+ > vij(t,pip)+
i=1 1<i<j<4

+ Z yi,j,k <t7plvp]7pk)
1<i<j<k<4

+11,2,34 (, D1, D2, D3, Da)
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qui est composée de quatre fonctions d’ordre 1, six fonctions d’ordre 2, quatre fonctions d’ordre 3
et une fonction d’ordre 4 (en tenant compte aussi de ¢, on compte 2* fonctions composantes). Ces

16 fonctions ont été déterminées, par calcul analytique (en employant Maple®).

Nous nous intéressons ici seulement a €2y, {24 et €2; 4 (et donc implicitement a ¥, et W), puisque
nous savons que les parametres po et ps sont a priori globalement identifiables. Définissons W, et
\114 .

Uy (t,p) = v (t.p1) +yi2(t,p1,p2) +v1s (Ep1,p3) +yia (E,p1, pa)+
+y103 (t, 1, 2. 03) + Y124 (t, P1, P2, Da) + Y134 (t, P1, D3, Da)+
+y1,2.3.4 (£, D1, D2, D3, Pa)

Uy (t,p) = + 14 (t, p1,pa) + + +
+y124 (t, 1,2, 04) + Y134 (£, P1, 3, Da) + +
+y123.4 (£, D1, D2, 3, Pa)

les termes en bleu appartenant a la fonctions (2, 4, alors que les autres appartiennent soit a {2, (en

rouge), soit a {2, (en vert). Les trois fonctions €2, calculées avec Maple, sont définies par

Q1 (t,pes) = w1 (t,p1) 12 (t, 01, p2) + Y13 (E,p1,03) + Y123 (01, P2, P3)
= 0.25(2p1 — 1) (1 —exp (—t-p2))
hi (p1) g (t, Pria)
Qu(t,pr1) = ya(t,pa) +yoa (6,02, 1) + Y34 (8,03, P1) + Y234 (L, D2, D3, Da)
= 0.25(2ps — 1) (1 —exp (—t-p2))
= ha(ps) -g(t, Pora)
Da(t,p1) = Y14 (tp1,0a) + Y124 (601, D2, Pa) + Y134 (8, 1, D3, Pa) + Y1,2,34 (8, P1, P2, P3, Pa)
= 0252ps—1)(2p1 — 1) (1 —exp(—t-p2))
= h1a(p1,p4) -9 (t;Para)

ol hy (p1) = (2p1 — 1), ha(ps) = (2ps—1) et hya(p1,ps) = (2p1 — 1) - (2ps — 1). Ce 1é-
sultat est conforme a la description des fonctions €2 dans la proposition 3, avec g(t,p.14) =
0.25 (1 —exp (—t-p2)) (les fonctions 24, €24 et §2; 4 étant - deux a deux - dépendantes linéaire-
ment par rapport aux temps). Enfin, les fonctions de la variance totale associées aux parametres py,
respectivement p4 sont :

Vr, (t) = [,Vi(t,p)dp
= fpl Q% (t,Pos) AP + fD Q%A (t,p) dp
1

= /h% (p1) dp1 - f[0,1]2 G (t,Po14) APt + /[01]2 hi4 (p1,pa) dprdps - f[0,1]2 9? (t, Pr1.4) APt s

0 (. ~ /
v =1/9
=1/3 /
2t+4 exp(—t)—3—exp(—2t)
T2t
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et

Vr, (t) = fD \Iji (ta p) dp
= fpl QF (t,p1) dpar + fD Qi4 (t,p) dp
1

hi4 (p1,p4) dprdpy - f[m]z 9 (t,Pr14) dP~14

o\

hzzl (pa) dpy - f[0,1]2 g (t,Pr1,4) dPara + /

(0,12
— —1/9
—1/3 /
2t+4 exp(—t)—3—exp(—2t)
72t
\ 4 3 c o o
ot D = [0,1]" et D; = [0,1]". Ce résultat montre la colinéarité de Vi, et Vr,, ainsi que des
fonctions de sensibilité¢ S7, and St,, comme indiqué a la figure 4.3.
0.06
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FIGURE 4.3 — Fonctions de variance totale de la sortie par rapport aux parametres py, ps2, P3, P4

pour le modele défini a I’éq. (4.11). On constate que V7, et V7, sont colinéaires.

4.2.4.2 Exemple illustrant la non-identifiabilité a posteriori

Prenons un autre exemple simple avec
y (t,0) = (61 + Oasin (27t)) - exp(—0.1t) + exp (—63t7)

ol @ = [01,0,,05]" sont les parametres du modele, 0; € [0,2], 6, € [0,4] et 63 € [0,1]. Cet
exemple sert a illustrer la différence entre 1’identifiabilité globale a priori et I’identifiabilité globale

a posteriori.

Afin de décomposer y, les hypotheses H; et Ho doivent étre satisfaites, c’est—a—dire que nous

considérons un ensemble de parameétres normalisés p définis par

6; — oy

bi = max min
;e —0;
ou: = 1,2 3. Ainsi y peut s’écrire

y (t,p) = (2p1 + 4py sin (27t)) - exp(—0.1¢) + exp (—p3t2)



4.2 Correspondances des résultats d’analyse de sensibilité et d’identifiabilité 103

Ses composantes HDMR sont :

yi(t,p1) = (2p1—1) - exp(—0.1¢)
yva (t,p2) = 2(2py — 1) - sin(2nt) - exp(—0.1¢)

y3(t,p3) = eXp(—pstz)Jr‘”‘p(;#

Ici, tous les autres termes de la décomposition HDMR (3.2) sont nuls.

L’analyse d’identifiabilité a priori (par une méthode en développement en série de Taylor) permet

de conclure a I’identifiabilité globale de ses trois parametres.
Les fonctions de variance totale, V7, obtenues par calcul analytique, s’écrivent
Vi, (t) = 0.33- exp(—0.2t)

Vi, (t) = 1.33- sin(2mt)?- exp(—0.2t) 2 2

<

e

=
Il

FIGURE 4.4 — Fonctions de variance totale du deuxieéme exemple, pour trois périodes d’échan-
tillonnage différentes

Ces fonctions ont été illustrées a la figure 4.4 pour trois périodes d’échantillonnage différentes
pour des instants de mesure ¢, € [0, 10]. A la premiere figure (en haut), pour les trois fonctions
de variance totale, nous avons employé une période d’échantillonnage 7" = 0.01. On constate que
méme pour une période d’échantillonnage adéquate, le parametre ps3 est peu sensibilisant. Dans la
deuxieme figure (au milieu) nous avons choisi des instants de mesure afin d’obtenir des fonctions
de variance totale, Vi, (t) et Vi, (t), colinéaires. Pour de tels instants de mesure sin (2-7 - t;,)* =

1/4, nous pouvons écrire y comme

y (t,p) = (2p1 % 2ps) - exp(—0.1t) + exp (—pst?) (4.12)

en indiquant explicitement la non-identifiabilité des parametres. La troisieme figure exploite la

fonction de la variance totale pour des instants de mesure ¢, = 0.5-k. Dans ce cas, la variance
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totale V7, (x) est nulle, et on peut conclure a I’identifiabilité d’un seul parametres p; (p; étant peu

sensibilisant).

4.2.5 Etude sur I’injectivité de la réponse

Nous avons vu dans le paragraphe 4.2.1 que la fonction W; représente I’effet total du parametre
p; sur la sortie y du modele. Ceci étant dit, on peut écrire y comme la somme de deux fonctions

complémentaires, V; et U _;,

y(t,p) =Y (t,p) + Ve (£, Pi) (4.13)

ou U.; (t, p~;) contient toutes les fonctions composantes de la décomposition HDMR (??) sauf

celles faisant intervenir le parametre p;.

Supposons maintenant que la fonction W; (¢, p) soit non-injective par rapport a p;. Alors il existe

deux vecteurs distincts p* et p dans [0, 1] tel que
U, (t,p") = ¥, (t,P) 4.14)

avec p; # p; et pf, = p~;. En remplacant p; successivement par les valeurs p* et p, I’éq. (4.13)
devient

) (t’ p*) =\ (t’ p*) + V. (tv piz)

y(,D) =", (t,p) + Vui (, Pi)
Tenant compte des conditions imposées sur les valeurs de p* et p, on peut en conclure que
U (t,p-;) = Vo, (t,p~;) (dl & p*, = p~;), tandis que V; (¢, p*) et U, (¢, p) sont égales pour

deux valeurs distinctes du parametre p; (due a 1’éq. 4.14). Ceci étant dit, on obtient donc

y(t,p)=y(tD)

pour p # p; et p’, = P~;. Par conséquent le parametre p; n’est pas identifiable en raison de la

non-injectivité de la fonction W, par rapport a p;.

Remarque 4.2 Quel est le lien avec les fonctions de sensibilité (totale) ? La variance totale du
parametre p; s écrit Vi, (t) = f[m]np U2 (¢, p) dp ce qui signifie que la non-injectivité des fonctions
U ne peut pas étre détectée en examinant seulement les fonctions de sensibilité ou les variances
totales.

En somme, on ne peut pas vérifier la non-identifiabilité des parametres due a des fonctions V

non-injectives vis-a-vis des parametres. o

4.3 Discussion et Conclusion

Dressons un bref résumé des résultats concernant les ponts établis entre I’identifiabilité des pa-

rametres et la sensibilité de sortie vis-a-vis des parametres. La premiere relation entre les deux
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analyses correspond a un lien généralement connu : I’association parametres insensibles — fonc-
tions de sensibilité totale nulles — parametres non identifiables. Le deuxieme pont est un lien moins
évident qui est pris en charge ici par les propositions 3 et 4. La dépendance linéaire, par rapport aux
temps, des fonctions €2 induit a la fois la non-identifiabilité de certains parametres et la corrélation
temporelle de leurs fonctions de sensibilité totales. En outre, il a été montré que la non-injectivité
des fonctions ¥ (fonctions dérivées a partir de functions €2) aussi conduit a la non-identifiabilité

des parametres.

La figure 4.5 illustre le rdle central joué par le fonctions €2 dans les relations entre I’identifiabilité
et la sensibilité. Malheureusement les réciproques des propositions 3 et 4 ne sont pas vraies. Ce
résultat est important car il empéche 1’analyse de sensibilité de conclure sans aucun doute sur la
non-identifiabilité des parametres.

Cadre théorique Outils
Non- Fonctions de
identifiabilité a sensibilité -- AC\nova fHDMR
priori colinéaires alcul formel
li"éar/t LA é
non-injectivité colinéarité :
Sobol HDMR
.................... ==« High Dimensional
Model Représentation
'
non-injectivité . colinéarité H
colinéarité v
Non- Colincarite Anova HDMR
identifiabilité a empirique des \glosd  Simulations
! teriori fonctions de
posteriori sensibilité Monte-Carlo
Cadre expérimental

====- calcul 4= implication

FIGURE 4.5 — Représentation schématique des liens entre les résultats d’analyse de sensibilité et

la non-identifiabilité des parametres.

L’absence de méthodes disponibles pour tester I’identifiabilité a posteriori globale des parametres
des modeles nonlinéaires explique probablement le succes des méthodes de sensibilité globale
dans les systemes biologiques. Néanmoins, les liens entre ces deux analyses ne sont pas encore
pleinement explorés. Ce chapitre jette une lumiere nouvelle sur les relations entre elles. Il est tout
d’abord souligné que les conclusions sur 1’identifiabilité globale tirées de 1’analyse des fonctions
de sensibilité globale doivent étre soigneusement analysées. En effet, méme si les fonctions de
sensibilité globale ne sont pas colinéaires par rapport aux temps, certains parametres peuvent en-
core €tre non identifiables en raison des propriétés d’injectivité de la réponse du modele vis-a-vis
des parametres. Deuxiemement, cette étude met en évidence le role central des fonctions nou-
velles, intitulés fonctions €2, dans les deux analyses de sensibilité et identifiabilité. Les fonctions

Q2 sont issues de la représentation HDMR de la sortie du modele. Elles pourraient étre considérées
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comme une perspective prometteuse pour résoudre le probleme d’identifiabilité globale dans des

cas pratiques, mais leur détermination dans un cadre expérimental donné est un autre défi a relever.



Conclusions

Les travaux présentés dans ce mémoire s’inscrivent dans le cadre de la biologie intégrative. Ce do-
maine de recherche interdisciplinaire a pour objectif de mieux comprendre les différentes fonctions
biologiques depuis la cellule jusqu’a 1’organisme entier. Il repose sur la production et la collecte
des données quantitatives utilisées ensuite pour élaborer des modeles mathématiques, explicatifs

et prédictifs pouvant servir a des fins thérapeutiques.

Le sujet de these traite de la modélisation de la phase phototoxique de la thérapie photodynamique.
Cette thérapie, utilisée et développée pour traiter certains cancers, est fondée sur 1’action combinée
de trois agents : le photosensibilisateur, la lumiere et 1’oxygene disponible au niveau de la cible
a traiter. L’efficacité et la reproductibilité des réponses de cette thérapie reposent principalement
sur les propriétés chimiques et photobiologiques du photosensibilisateur, les conditions d’illumi-
nation, la disponibilité en oxygene et la sensibilité intrinseque de la cible. La phase cytotoxique
du traitement est un processus dynamique que 1’on peut caractériser par un modele mathématique.
Les parametres de ce dernier sont autant d’indicateurs permettant de quantifier la capacité du pho-
tosensibilisateur a absorber la lumiere et a produire des especes réactives de 1’oxygeéne comme
I’oxygene singulet, espece supposée majoritairement responsable de 1’effet cytotoxique. Le co-
efficient d’absorption et le rendement quantique en oxygene singulet sont mesurés en condition
in vitro et non in vivo. En revanche, il est possible d’accéder a certaines mesures in vivo comme
I’intensité de fluorescence du photosensibilisateur. La question au centre de cette these est donc
de savoir s’il est possible d’estimer les parametres du modele dynamique de la phase photocyto-

toxique a partir de ces mesures.

Les points abordés concernent essentiellement 1’identifiabilité de parametres photophysiques et

I’analyse de sensibilité de la sortie vis-a-vis des parametres.

Le chapitre 1 présente d’abord les aspects fondamentaux de la thérapie photodynamique, puis se
focalise sur la phase phototoxique. Le modele développé dans ce chapitre prend en compte les
aspects dynamiques du traitement mais pas la dimension spatiale. Il suppose donc implicitement
I’homogénéité des réactions dans la tumeur. La motivation biomédicale de cette these est de pou-
voir comparer 1’efficacité des PSs dans un cadre in vivo sachant que les techniques actuelles sont

limitées au cadre in vitro et que I’extrapolation in vitro—in vivo des conclusions est trés incertaine en
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raison de la complexité du milieu biologique du vivant. Nous avons montré dans ce chapitre que les
parametres physicochimiques utilisés classiquement pour de telles comparaisons dépendent expli-

citement des parametres (constantes de réaction) du modele dynamique, contenus dans le vecteur

0.

Au chapitre 2, il est proposé de classer les différents concepts de I’identifiabilité en quatre classes :

* I’identifiabilité a priori : elle consiste a étudier I’existence, I'unicité et la continuité (les
trois conditions de Hadamard d’un probléme bien posé) d’une solution a I’estimation des

parametres d’une structure de modele dans un cadre idéal (indépendamment des données) ;

* I'identifiabilité a posteriori : elle vérifie que la continuité de la solution est toujours garantie
a posteriori dans un cadre expérimental donné (avec les entrées et les instants de mesure

fixés) ;

* I'identifiabilité pratique est complémentaire a I’identifiabilité a priori et proche de 1’iden-
tifiabilité€ a posteriori, avec pour seule différence la présence d’incertitude sur les sorties
mesurées. En identifiabilité pratique, la borne de Cramer — Rao est souvent utilisée comme
critere de précision permettant d’éliminer certains parametres jugés non identifiables pour

cause de bornes trop larges méme en condition asymptotique ;

* I'identifiabilité orientée convergence en probabilité : elle est relative a 1I’étude des propriétés

de convergence de I’estimateur des parametres.

Cette derniere est déja longuement étudiée dans la littérature. Elle n’est donc pas considérée dans
ce travail. En revanche, une nouvelle méthode de classification des parametres identifiables loca-
lement en pratique a été proposée. C’est une classification en deux étapes. A la premiere, nous
classons les parametres selon leur impact énergétique sur la sortie (étude des normes L2 des fonc-
tions de sensibilité logarithmiques). La seconde étape étudie leur colinéarité. Trois distances sont
proposées : deux d’entre elles trouvent leur origine dans le calcul numérique [BELSLEY et al.
(2004) ; GUJARATI et BERNIER (2004)], tandis que la troisieme est un critere déja utilisé dans
la littérature pour répondre a des questions d’identifiabilité pratique des parametres [BRUN et al.
(2001) ; OMLIN et al. (2001)]. Cette derniere distance peut s’avérer trop optimiste. C’est notam-
ment le cas dans notre application. Nous expliquons les raisons de ce défaut par la multiplication

de la matrice de sensibilité S, par une matrice déja mal conditionnée.

Dans notre application, nous mettons en évidence I’ écart tres important entre les résultats de I’iden-
tifiabilité locale a posteriori (dix parametres identifiables) et ceux de 1’identifiabilité locale pratique
(un seul parametre identifiable : k4). Ceci souligne le fait que si les identifiabilités locales a priori
et a posteriori sont des conditions nécessaires, elles ne sont pour autant pas du tout suffisantes dans

un cadre expérimental ou le choix du signal d’excitation, celui de la période d’échantillonnage et
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celui des capteurs sont fortement limités.

Néanmoins, la large variabilité des valeurs des parametres photophysiques du modele (de réac-
tions de type Il en PDT) nous a encouragés a étendre notre étude a tout I’espace paramétrique et
plus seulement autour des valeurs in vitro des parametres (comme précédemment). Il existe plu-
sieurs méthodes pour tester 1’identifiabilité a priori globale, comme par exemple 1’approche par
développement en série de Taylor et la méthode de similarités. Malheureusement, il n’existe pas
de méthode en mesure d’évaluer I’identifiabilité globale dans un contexte expérimental donné. En
conséquence, la plupart des chercheurs préferent généralement s’orienter vers d’autres approches

comme I’analyse de sensibilité.

Dans le chapitre 3, nous présentons la méthode d’analyse de sensibilité de Sobol fondée sur I’étude
de la variance. Nous avons appliqué cette méthode au cas des systemes dynamiques pour estimer
les fonctions de sensibilité globale de I’intensité de fluorescence du photosensibilisateur. L’étude a
montré quatre parametres suffisamment sensibilisants : k,, k4, k7as, kop. Toutefois on a observé
que deux des fonctions de sensibilité significatives étaient tres proches 1’une de I’autre. Cette proxi-
mité pose la question de 1’identifiabilité mutuelle des parametres correspondants : k4 et kry, dans
les conditions expérimentales de 1’étude. Cette interrogation en souléve une autre : que peut-on
conclure réellement des résultats d’une analyse de sensibilité globale ? En effet, on constate ré-
gulierement dans la littérature, et en particulier dans les problemes de biologie intégrative, que
les approches d’analyse de sensibilité globale sont utilisées pour étudier 1’identifiabilité des para-

metres sans pour autant justifier rigoureusement du lien entre les deux problemes.

L’objectif du quatrieme chapitre fut donc d’examiner les liens entre les analyses globales de sen-
sibilité et d’identifiabilité. Nous avons souligné que dans la littérature ces liens se résument a
des résultats locaux. Nous avons abordé ce probleme en employant une décomposition HDMR
(High Dimensional Model Representation) de la sortie. A partir de cette décomposition, nous avons
construit des fonctions, appelées fonctions V;, représentant 1’effet total sur la sortie du parametre
0;.

Nous avons montré que plusieurs liens existent, et nous les avons séparés en trois classes :

* une fonction ¥; nulle implique des fonctions de sensibilité (de premier ordre et totales) nulles
et la non-identifiabilité du parametre 6; (plus précisément la non-observabilité du parametre
en question). Le lien entre la nullité des fonctions de sensibilité et la nullité des fonctions
composantes de la décomposition HDMR dépendantes en 6; a été déja illustré dans [SOBOL
(1993)];

* des fonctions ¥; et ¥; dépendantes linéairement par rapport aux temps, impliquant la corré-
lation des fonctions de sensibilité totales, Sy, et STj, ainsi que la non-identifiabilité de I'un

des deux parametres ;
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* une fonction ¥; non-injective par rapport au parametre ¢; peut aussi entrainer la non-identifiabilité

du parametre en question.

Ce chapitre jette une lumiere nouvelle sur les relations entre les analyses globales de sensibilité
et d’identifiabilité. Il est tout d’abord souligné qu’il convient de rester prudent sur les conclusions
de I’étude en sensibilité a propos de la non-identifiabilité de certains parametres. En effet, méme
si les fonctions de sensibilité globale ne sont pas colinéaires par rapport aux temps, certains pa-
rametres peuvent encore étre non-identifiables en raison des propriétés d’injectivité de la réponse
du modele vis-a-vis des parametres. Cette injectivité ne peut pas étre observée sur les fonctions
de sensibilité globale. Ces derniers ne permettent donc pas de conclure sur tous les parametres
non-identifiables. En somme, la détection des parametres non identifiables globalement dans un
cadre expérimental donné et bruité a partir des résultats de 1’analyse de sensibilité globale ne peut
étre que partielle. Elle permet en effet d’observer deux (sensibilité negligeable par rapport au bruit
et sensibilités corrélées) des trois causes de la non identifiabilité, mais pas la derniere. Deuxie-
mement, cette étude met en évidence le role central des fonctions W et €2, dans les deux analyses
de sensibilité et d’identifiabilité. Elles pourraient &tre considérées comme une perspective pour
résoudre le probleme d’identifiabilité globale dans des cas pratiques, mais leur détermination dans

un cadre expérimental donné reste encore un défi.

Ce mémoire revendique trois contributions scientifiques : la premiere est d’ordre théorique (cha-
pitre 4) et les deux autres sont méthodologiques (chapitres 2 et 3). En outre, nous présentons un

travail d’application approfondi des méthodes proposées au cas de la thérapie photodynamique.

Perspectives

Quant a I’application a I’estimation des parametres du modele de la phase photocytotoxique de la
thérapie photodynamique, il sera tout d’abord intéressant d’améliorer les résultats d’identifiabilité
en envisageant une étude de planification d’expériences pour déterminer un meilleur signal d’ex-
citation en lumiere. Une plateforme expérimentale en cours de développement permettra, si les
tests sont concluants, de multiplier par cinq la période d’échantillonnage pendant la phase OFF du
laser. Une autre piste plus prometteuse est de pouvoir mesurer d’autres variables d’état comme la

concentration en oxygene (triplet a I’état repos) et celle de 1’oxygene singulet.

D’autre part, il sera également intéressant de considérer 1’hétérogénéité spatiale du phénomene
dans la tumeur. Une solution serait d’utiliser des simulations de modeles multi-agents. Entre fé-
vrier et juillet 2009, Andreea Orosanu a élaboré et implanté un modele multi-agent permettant de
simuler la croissance in vitro d’un sphéroide, dans le cadre d’un stage de fin d’étude ERASMUS.

Ce modele pourrait €tre utilisé pour prendre en compte le traitement PDT sur la tumeur.
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Annexe A

Fonctions de sensibilité : approche
analytique

Dans le chapitre 1, nous avons montré que les équations d’état correspondant aux photoréactions
de type II induites pendant la phase d’illumination, sont

Mol = up (£) + ky [S1] + ky [Th] + kr [T1] PO2] — ke [102] [So] —
—k’A [S()] ur, (t)
D0 = ka[So)ur (8) — (ky + kers) [S1] — ksar [S1] [M]
AL = kers [Si] = ky [T] — kr (T3] PO2) — krar (T3] [M] N
oL _ g (8) 4 ko [M1P05] + ke 03] [S0] + Wi [105] — k(1] PO P
LI _ o T POs] — kon [M] O] — ki ['0s] — ki [104][S0]
W = ko [M]['0s) — kisar [S1] [M] — ks [T1] [M]
L Y = [SO]
ou x = [[So],[S1],[T1], [POs], [FO,], [M]]" désigne le vecteur d’état, u = [uy, up] le vecteur

d’entrée, et y la variable de sortie. La variable u;, correspond a la densité de puissance lumineuse
générée par la source laser. La variable de sortie y désigne I’intensité de fluorescence mesurée par

un spectrofluorimetre fibré. Les parametres du modele sont recueillis dans 6
T
0" = | kers ke ki kf ky ka kr kow krm ksu
Pour simplifier I’écriture des 60 fonctions de sensibilité, nous allons noter avec z1 = [Sp|, 22 =

[S1], x3 = [T1], x4 = [2Os), x5 = ['Os] et x5 = [M]. Le systeme précédent devient :

.

Ty = up+krro+ kyxs + krwsry — kppsxy — kaziug
Ty = kaziug — (kg + kers) T2 — ksmZate
3 = kcrswa — kprs — krwsry — krawsze
Ty = U0 + ko5 + kpyr175 + kixs — kprsry
Ts = kpw3vy — kopTste — kppr175 — ki
Te = —koa¥sTe — ksnraTe — krarraze
Y = I
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En utilisant le méme principe que dans le chapitre 2, nous allons noter la sensibilité de z; par

rapport au parametre 0; avec Sy, g,,0u i =1,...,6etj=1,...,10.

A.1 Calcul des fonctions de sensibilité S, ¢,

La fonctions de sensibilité de x; par rapport a un parametre kcjg est décrite par 1’équation sui-

vante :

Szhkms = kf ) Szz,kms + kp : Sﬂﬁs,kcw + kr- Sﬂcs,kms Ty + kr-xs- Sm4,k015
_ka : Swl,kcjs * U5 — ka * Xy S:E5,kC[S - kA ' SI1,I€C[S U
ou bien
thkczs = = (kA ur, + kpp- :(75) .lekaIS + kf ’ SJ»‘2JCCIS + (kp + k- 1}4) ’ 5133,/6015""
_I_kT c X3 SCE4,]€C]S - ka *&Xy - Sx5,k015

En généralisant, pour j = 1, ..., 10, on obtient :

595179]. = — (k‘A ~ur + kpy- 1‘5) . thgj + k‘f . Sx279j + (kp + k7 - 5174) -Sx379j+

+kT RN S:E4,9j - k"Pb * Lyt Sx5,9]' + bl,j

‘éme

avec by ; le j°™ élément du vecteur by :

T
blz[O —ziw5 0 29 23 —xqur x314 0 0O 0} e RY

A.2 Calcul des fonctions de sensibilité 8562,9].

Les fonctions de sensibilité de x par rapport a un parametre ¢; s’écrivent :

Sm,ej = kaupSy 0, — (kf + kois) Sza0;, — ksarSes 0,76 — ksnaSae9; + b2
= kaupSe 0, — (kg + kors + ksams) Sea0; — ksmt2S6,0, + baj

avec by ; le j°me élément du vecteur b :

T
bgz —X9 00 —XT9 0 Triuy, 0 0 O —]IQZE(;}

A.3 Calcul des fonctions de sensibilité S, .

Les fonctions de sensibilité de 3 par rapport a un parametre ¢; s’écrivent :

S:Eg,@j = kCISSwg,G)j - kpr3,@j - kTsl‘g,@jxll - ka3Sx4,@j_
—kraSes,0;%6 — kram3Sese; + 03
= kcrsSuae, — (kp + krva + krnae) Ses 0, — kr23Se,0, — krarsSuge; + bsj

avec
T

bgz[l’g 0 0 0 —x3 0 —X3T4 0 —X3T¢g 0
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A.4 Calcul des fonctions de sensibilité S, .

Les fonctions de sensibilité de x4 par rapport a un parametre 6; s’écrivent :

Sw4,6j = koxsxsﬁj Te + komeSxG,Oj + kale,ijS + kawISwg)ﬁj + klsmsﬂj
—k1Ses0,Ta — k13540,
= kax5Sx1,9j - ka4Sx3,9j - ka3S$4,9j + (koxxt’) + kal'l + kl) 315,9]' + kome)ng,Gj + b4,j

avec by ; le j*me élément du vecteur by :

T
b4:[() rixs x5 0 0 0 —x3x4 5206 O 0}

A.5 Calcul des fonctions de sensibilité SxSﬁj

Les fonctions de sensibilité de x5 par rapport a un parametre ¢; s’écrivent :

ng,,@ = kTSx3,9j$4 + ka?)S.Z’4,9j - kosz&Gjl‘G - kox$55z6,9j - kaSJ:thIS

J

_ka$1SI5,9j - klsx5,9j
= —/be%le,ej + kTI4Sx3,ej + kT$35x4,ej — (kowe + kppr1 + ki) Sy 0, — kom%SxG,ej —bs ;

J

avec b5 ; le j*me élément du vecteur by :

T
b5:[0 —T1xy —Ts 0 00 T3y —T5xg 0 O]

A.6 Calcul des fonctions de sensibilité S b;

Les fonctions de sensibilité de x¢ par rapport a un parametre ¢; s’écrivent :
Sx’(j,@j = _koxSx5,9jx6 - kox$55x6,9j - kSM‘T6Sx2,9j - kSNIxQst,Oj
_kTMxGng,Gj - kSMx?)SIG,Qj

= _kSMI(SS:BQ,@]- - kTMJCGSzg,ej - kom$65x5,ej — (kows + kspxo + krares) S%,@]. + bs ;

avec bg ; le j*™ élément du vecteur by :

be=]0 0 0 0 0 0 0 —x506 —T3T6 —ToLg

Le calcul des fonctions de sensibilité a été réalisé en employant Maple®.



116 Annexe A : Fonctions de sensibilité : approche analytique

A.7 Conclusions

Pour résumer, le calcul analytique des fonctions de sensibilité revient a résoudre le systeme d’état

suivant : )
Sxﬂ =F (X, 90, u) -Sx’g

S, =H (x,0°) -Sxe
Sx6 (0) = Sk ()
ol Sy o € R%*! est un vecteur colonne avec 60 éléments (6 variables d’état x 10 paramétres 0).
F (x,0°, u) est une matrice de dimension 60 x 60, tandis que H (x, 8”) est une matrice 10 x 60.

S, représente la sensibilité de la sortie par rapport aux parametres 6.

Ce systéme a été implanté sous Simulink®, et les résultats ont été comparé avec ceux obtenus avec
Diffedge® par calcul numérique. Nous reprenons ici seulement a titre indicatif la figure illustrant

cette comparaison.

x 10"
0 0 0.03
» -0.01 o -1 . 0.02
x(_) ‘\ X—ﬂ. i
> ~ > 0
©70.02 = 2 2 0.01
-0.03 -3 0
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s) Temps (s) Temps (s)
x10°
0.2 0 3 0
0.15 -0.05 2 e e e -0.05
o < 5 ©f— z
x XL x -
S0l _e== 5 01 e i 0.1
1
0.05 -0.15 -0.15
0 -0.2 0 -0.2
0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s) Temps (s) Temps (s)
x10° x10*
3 2
1
xI—
U)>: o
-1
-1 -2
0 1000 2000 0 1000 2000
Temps (s) Temps (s)

FIGURE A.1 — Fonctions de sensibilité de la sortie par rapport aux parametres €, obtenus par une

approche analytique (en rouge pointillé) et par calcul numérique (en bleu).

On constate que les différences entre les fonctions de sensibilité sont de 1’ordre 1073 — 1075,
Elles ne sont donc pas négligeables et peuvent influencer les résultats de 1’analyse d’identifiabilité.
Toutefois, on remarque aussi que ces erreurs se produisent essentiellement au niveau de parametres
les moins sensibilisants, ¢’est—a—dire ceux dont les fonctions de sensibilité sont les plus faibles. I1

faudra donc examiner avec attention les résultats d’analyse associés a ces parametres.



L S O

Annexe B

Estimation des fonctions de sensibilité -
Astuces

L’estimation des fonctions de sensibilité (de premier ordre et totales) a été réalisée en deux étapes :

 échantillonnage de I’espace paramétrique (génération d’une matrice AB de dimension N, X
2-n,) et la décomposition de cet échantillon en deux matrices A et B. Ceci correspond au

pas 1 de I’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité, présenté a la page 83 ;

* réaliser Ny, - (n, + 2) appels a la fonction du modele (correspondant aux valeurs des pa-
rametres contenus dans les matrices A, B, et les n, matrice C; — composées par toutes les
eéme

colonnes de B, sauf la i*™ qui appartient a la matrice A). Cette partie de I’algorithme est la

plus gourmande en temps de calcul et c’est celle-ci que nous allons paralléliser.

B.1 Echantillonnage de ’espace paramétrique

Pour la génération des nombres aléatoires uniformément dans [0, 1]" (plus précisément dans
[0,1]* ™ pour la matrice AB, voir section 3.3.3.1) nous avons utilisé le générateur SobolSeq®2006 BRODA

(www.broda.co.uk).

Le code Matlab® utilisé pour générer la matrice AB est le suivant :
Nsim = 2710; np = 10;
for i = 1:1:Nsim

AB(i,1:2xnp) =sobolseq51(i,n);
end

B.2 Parallélisation du calcul

Plusieurs implémentations de programmation de haut niveau peuvent étre employées afin de conver-

tir le code Matlab série en code exécuté en parallele sur plusieurs workers (moteurs de calcul Mat-


http://www.broda.co.uk
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lab exécutés indépendamment des clients Matlab). Ces workers sont exécutés sur le bureau (la
boite a outils peut exécuter jusqu’a huit agents localement sur votre bureau) ou sur un cluster (a
I’aide de Matlab Distributed Computing Server ). Ces constructions simplifient le développement
du code parallele en éliminant par 1’analyse la complexité inhérente a la gestion de la coordina-
tion et de la distribution des calculs et des données entre un client Matlab et les workers, ainsi
qu’entre les workers. En annotant le code Matlab avec des mots-clés tels que les instructions “par-
Jor” (boucles For paralleles), nous avons exploité le parallélisme de taches et de données proposé
par I’algorithme d’estimation des fonctions de sensibilité.

Mise en ceuvre des algorithmes paralleles de taches

Ainsi, les Ny, - (n, + 2) appels a la fonctions du modele peut étre réalisé de maniere parallele
puisque chaque appel est une tiche indépendante. Les boucles “parfor” permettent de distribuer
les taches entre plusieurs workers Matlab. La construction “parfor” gere le transfert de données et
de code entre la session client Matlab et les workers. Elle détecte automatiquement la présence des

workers et rétablit le comportement série si elle n’en détecte aucun.

Voici le code Matlab série :

filenameO >’Domaine . mat’;% Fichier contenant les valeurs pmin et pmax
filenamel ’DonneesAB .mat’; %’ Fichier contenant la matrice AB;
load (filenameO ); load(filenamel );

A = AB(:,1:np); B = AB(:,np+1l:end);

Nsim = size(A,1); % nb de simulations;
modele = *PDT_Phase2.mdl’;
Delta = diag(pmax — pmin); % pmin et pmax du fichier Domaine.mat
for i = 1:1:Nsim=*(np+2)
p = actualiser (A,B,i); % fonction qui actualise la valeur des parametre

% trouver les vrais parameters
theta = pxDelta + pmin’;

kCIS = theta(1);
kPb = theta (2);
kl = theta (3);
kf = theta (4);
kp = theta (5);
kA = theta (6);
kox = theta(7);
kKTM = theta (8);
kSM = theta (9);
kT = theta (10);
[time ,x,y] = sim(modele,timespan);

Sortie{i} = vy;
end

Mais, les fonctions “parfor” et “sim” ne sont pas compatibles. Nous avons résolu ce probleme
en créant une autre fonction, qu’on appelle “parsim”. Le code Matlab employant “parfor” est le

suivant :
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filenameO >’Domaine . mat’;% Fichier contenant les valeurs pmin et pmax
filenamel = ’DonneesAB.mat’; % Fichier contenant la matrice AB;
load (filenameO ); load(filenamel );

A = AB(:,1:np); B = AB(:,np+1l:end);

Nsim = size(A,1); % nb de simulations;
modele = *PDT_Phase2.mdl’;
Delta = diag(pmax — pmin); % pmin et pmax du fichier Domaine.mat

parfor i = 1:1:Nsim*(np+2)
p = actualiser (A,B,i); % fonction qui actualise la valeur des parameétre

% trouver les vrais parameters

theta = pxDelta + pmin’;

[time ,x,y] = parsim(modele,timespan ,theta);
Sortie{i} = y;

end

Comme nous I’avons constaté aussi dans le chapitre 3, une boucle “parfor” seule ne permet pas
I’amélioration du temps de calcul. Ainsi, nous avons exploité ensuite I’architecture de la machine

de calcul avec la fonction “matlabpool” :

filenameO = ’Domaine.mat’;% Fichier contenant les valeurs pmin et pmax
filenamel = ’DonneesAB.mat’; %’ Fichier contenant la matrice AB;

load (filenameO ); load(filenamel );

A = AB(:,1:np); B = AB(:,np+1:end);

Nsim = size(A,1); % nb de simulations;

modele = PDT_Phase2.mdl’;

Delta = diag(pmax — pmin); % pmin et pmax du fichier Domaine.mat

matlabpool local 8

parfor i = 1:1:Nsim*(np+2)
p = actualiser (A,B,i); % fonction qui actualise la valeur des parametre

% trouver les vrais parameters
theta = pxDelta + pmin’;
[time ,x,y] = parsim(modele,timespan ,theta);

Sortie{i} = y;
end

matlabpool close;

Ainsi, les Ny, - (n, + 2) appels a la fonction du modele pour Ny;,,, = 32768 (qui, version série ou
avec parfor, prend environ 13 heures) a été réalisée en 3 heures et 46 minutes sur un Dell Precision
T5500 avec 2 processors Xeon E5520 (2.26 GHz) (chacun avec quatre cceurs) (version avec parfor

et matlabpool).

Avant de finir, voici un exemple de fonction parsim :

function y = parsim(modele,timespan ,theta)
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load_system (modele)

set_param (’PDT_ASG_2010Parrallel/pl1’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(l)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p2’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(2)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p3°, *Gain’, sprintf("%f’, theta(3)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p4°’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(4)));
set_param (' PDT_ASG_2010Parrallel/p5’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(5)));
set_param (’PDT_ASG_2010Parrallel/p6°, *Gain’, sprintf("%f’, theta(6)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p7’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(7)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p8°’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(8)));
set_param (’PDT_ASG_2010Parrallel/p9°’, *Gain’, sprintf("%f’, theta(9)));
set_param (°PDT_ASG_2010Parrallel/p10’, ’Gain’, sprintf("%f’, theta(10)));
[t,x,y] = sim(modele,timespan);

end

Pour I'interprétation des résultats, a partir de la structure Sortie, on retrouve les matrices y4, yp
et les n, matrices yc, (chacune de dimension N, x N, ou N correspond au nombre total des
instances de mesure) et on procede a I’estimation des fonctions de sensibilité (voir section 3.3.3.1).



Annexe C

Méthode d’identifiabilité par série Taylor

Cette annexe est extraite de [ WALTER et PRONZATO (1994)].

Considérons la structure de modéles :
4x(t) = (2 (),u(t),8),x(0) =x0 (6)
y(t,0)=nh(x(t),0)

ou f et h sont supposés infiniment continiment différentiable. Posons

M(G):{

k

ap () = lim

S50t %y (t7 0)

Le fait que M (5) = M (6") implique

ay (§> =ap(0"), k=0,1,...
Une condition suffisante pour que M ( -) soit globalement a priori identifiable est donc que
ay (5) =a,(0), k=0,1,..., knax, — 0 =20
ol kpax €st un entier positif quelconque (suffisamment petit pour que les calculs restent faibles)

Exemple 3

Considérons le modele suivant

M (0) : dt 92 (1 — 93:62) xr1 — 94.1‘2
y(t,0) =21

iX: [ —(91.%'1—92(1—93.%2).%1 ] ’X(()): [ 1 ]7

Les dérivées successives de la réponse du modele évaluées en t = 0" sont données par

ap (0) =1

a1 (0) = — (61 + 62)

az (8) = (01 + 02)* + 6303

az (0) = —603603 — 46303 (61 + 62) — 636030, — (01 + 69)°
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Il est facile de montrer que
ag (5) —a, (%), k=0,1,...,5, — 0= 6"

M (+) est donc a priori globalement identifiable. =
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Resumé

La thérapie photodynamique (PDT) est un traitement médical destiné a certains types de cancer. Elle utilise un agent
photosensibilisant qui se concentre dans les tissus pathologiques est qui sera. Cet agent est ensuite activé par une lu-
miere d’une longueur d’onde précise produisant, apres une cascade de réactions, des especes réactives de I’oxygene qui
endommagent les cellules cancéreuses. Cette these aborde les analyses d’identifiabilité et de sensibilité des parametres
du modele dynamique non linéaire retenu.

Apres avoir précisé différents cadres d’analyse d’identifiabilité, nous nous intéressons plus particulierement a I’identifi-
abilité a posteriori, pour des conditions expérimentales fixées, puis a 1’identifiabilité pratique, prenant en plus en
compte les bruits de mesure. Pour ce dernier cadre, nous proposons une méthodologie d’analyse locale autour de
valeurs particulieres des parametres. En ce qui concerne 1’identifiabilité des parametres du modele dynamique de la
phase photocytotoxique de la PDT, nous montrons que parmi les dix parametres localement identifiables a posteriori,
seulement 1’un d’entre eux 1’est en pratique. Néanmoins, ces résultats locaux demeurent insuffisants en raison des
larges plages de variation possibles des parametres du modele et nécessitent d’€tre complétés par une analyse globale.
Le manque de méthode visant a tester I’identifiabilité globale a posteriori ou pratique, nous a orientés vers I’analyse de
sensibilité globale de la sortie du modele par rapport a ses parametres. Une méthode d’analyse de sensibilité globale
fondée sur I’étude de la variance a permis de mettre en évidence trois parametres sensibilisants.

Nous abordons ensuite les liens entre les analyses globales d’identifiabilité et de sensibilité des parametres, en employ-
ant une décomposition de Sobol’. Nous montrons alors que les liens suivants existent : une fonction de sensibilité totale
nulle implique un parametre non-identifiable; deux fonctions de sensibilité colinéaires impliquent la non-identifiabilité
mutuelle des parametres en question ; la non-injectivité de la sortie par rapport a un de ses parametres peut aussi en-
trainer la non-identifiabilité du parametre en question mais ce dernier point ne peut étre détecté en analysant les
fonctions de sensibilité uniquement. En somme, la détection des parametres non globalement identifiables dans un
cadre expérimental donné a partir de résultats d’analyse de sensibilité globale ne peut étre que partielle. Elle permet
d’observer deux (sensibilité nulle ou négligeable et sensibilités corrélées) des trois causes de la non-identifiabilité.

Mots-clés : modélisation, identifiabilité des parametres, analyse globale de sensibilité, systtme dynamique, cancer,
thérapie photodynamique.

Abstract

Photodynamic therapy (PDT) is a treatment of dysplastic tissues such as cancers. Mainly, it involves the selective
uptake and retention of the photosensitizing drug (photosensitizer, PS) in the tumor, followed by its illumination with
light of appropriate wavelength. The PS activation is thought to produce, after multiple intermediate reactions, singlet
oxygen at high doses (in the presence of molecular oxygen) and thereby to initiate apoptotic and necrotic death of
tumor. The PDT efficiency stems from the optimal interaction between these three factors: photosensitizing agent
(its chemical and photobiological properties), light (illumination conditions) and oxygen (its availability in the target
tissue). The relative contribution of each of these factors has an impact on the effectiveness of treatment. It is a
dynamic process and the objective of the thesis is to characterize it by a mathematical model.

The points raised relate primarily to the determination of a dynamic model of the photodynamic phase (production
of singulet oxygen), to the global analyses of identifiability and sensitivity of the parameters of the model thus built.
The main difficulties of this work are the nonlinearity structure of the photophysical model, the large range of possible
values (up to four decades) of the unknown parameters, the lack of information (only one measured variable over six
state variables), the limited degrees-of-freedom for the choice of the laser light stimulus (input variable).

Another issue concerns the links between the non-identifiability of parameters and the properties of global sensitivity
functions. Two relationships between these two concepts are presented. We stress the need to remain cautious about
the parameter identifiability conclusions based on the sensitivity study. In perspective, these results could lead to the

development of new approaches to test the non-identifiability of parameters in an experimental framework.

Keywords : modeling, parameter identifiability, global sensitivity analysis, dynamical system, cancer, photodynamic

therapy.
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