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Avant-propos

Ce mémoire est un exposé synthétique d’une partie des iana)j'ai accomplis
apres la fin de ma theése. Au cours des derniéres annéesgj@ain&né a m'intéresser a
la discrétisation de problemes provenant d&déntes applications en mécanique des
fluides. L'élément commun a tous ces problémes est la préstamdcermes dliusifs
du second ordre. Pour des raisonfiéentes, j'ai considéré des discrétisations non
conformes, c’est-a-dire, basées sur des espaces disoretsontenus dans I'espace
continu naturellement associé a la formulation faible dabfgme. Plus précisément,
dans les travaux présentés dans ce mémoire on retrouveielserent deux grandes
familles de méthodes : les méthodes dites de Galerkinertisces et les méthodes
volumes finis.

Ce document s’organise comme suit. Les Chapliires 1-3 fegent les renseigne-
ments administratifs relatifs au dossier de demande ditethtin, dont uncurriculum
vitee une description succincte de I'ensemble de mes travaux leté compléte des
publications. Les Chapitré$[4-5 relatent |&es entrepris au sujet de la discrétisa-
tion de problemes avecftlision par des méthodes non conformes. Plus précisément,
le Chapitrd #1 est consacré aux méthodes de Galerkine diisaest tandis que le Cha-
pitre[d traite des méthodes volumes finis. Méme si l'accargéséralement mis sur les
motivations des travaux et sur le développement de la ligneethsée, des détails sont
fournis quand cela s’avére nécessaire pour apporter unléamept d’information par
rapport aux publications, ou bien pour indiquer des pistadherche futures. Le rap-
port contient aussi une annexe contenant les résumés des thétuellement en cours.
Dans la derniére partie de ce mémoire on peut trouver le itebégral des publications.

Pour faciliter la lecture, mes publications sont citéessdariexte avec un numéro
progressif, tandis que les articles de la bibliographiedgéle sont cités avec les ini-
tiales des auteurs.
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Chapitre 1

Curriculum vitee

Daniele Antonio Di Pietro
né le ¥ janvier 1979 a Messine (ltalie)
nationalité italienne

IFP Energies nouvelles

1 & 4 avenue Bois Préau

92852 Rueil-Malmaison Cedex
0147525240
dipietrd@ifpenergiesnouvelles.fr

1.1 Etudes et formation

2006-2007 Chercheur postdoctoral & 'Ecole des PontsTeahsENPC)

2002-2006 Université de Bergame et Ecole Polytechniquéréside Lausanne,
theése sur I'application des méthodes de Galerkine distoesi aux
écoulements incompressibl&igcontinuous Galerkin methods for in-
compressible flowsdirecteur Francesco Bassi

1997-2002 Université de Bergame, Ingénieur industriemoiée sur le design et
la simulation numérique d’'un systeme de refroidissemeat fgopro-
jet BTeMi, (Raffreddamento di componenti elettronici per mezzo di
microcanali : applicazione al rilevatore di particelle pBrTe\E) direc-
teur Gianpietro Cossali (moyenne de 111D et félicitations du jurﬁ)

1992-1997 Lycée Filippo Lussana, baccalauréat sciergifioquoyenne de §60)

1. L'expérience concue dans le projet BTeV se proposait dfarda violation CP découverte par James
Cronin et Val Fitch pour les quarksttomet charm Le projet a été suspendu en 2005 suite a une réduction
budgétaire. Pour plus d’informations, vaittp://www-btev.fnal.gov/

2. Refroidissement de composants électroniques par rétangeurs calorifiques : application au cap-
teur de particules pour I'expérience BTeV

3. Les félicitations du jury sont traditionnellement ages en Italidode (éloge) oubacio accademico
(baiser académique)


mailto:dipietrd@ifpenergiesnouvelles.fr
http://www-btev.fnal.gov/
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1.2 Expérience professionnelle

2007-présent Ingénieur chercheur a IFP Energies nouvBigmrtement de Mathé-

matiques Appliquées

2006-2007 Chercheur postdoctoral & I'Ecole des PontsTeatifENPC), labora-

2005

toire CERMICH]

Assistant doctorant & 'Ecole Polytechnique Fédémleausanne (EPFL),
laboratoire CMC8

1.3 Themes de recherche

2007—-présent Ecoulements polyphasiques en milieux pore(ix discrétisation des

opérateurs de ffusion par méthodes non conformes sur des maillages
polyédriques généraux ; (i) modele compositionnel thgumei; (i) adap-
tation de maillage appliquée aux procédés de récupérdhaielavan-

cés

2002—présent Ecoulements monophasique§) discrétisation en espace des équa-

tions de Navier—Stokes a grand nombre de Reynolds;; (iijélisation
en temps par des méthodes couplées ou découplées

2005—présent Programmation générative appliquée au calcul scientifig{g ap-

plication aux méthodes de Galerkigments finis conformes et non-
conformes; (ii) application aux méthodes volumes finis ppes pro-
blemes d’ingénierie pétroliere

1.4 Responsabilités d’encadrement

2009—présent Carole Widmerdoctorante sous la direction de Vivette Girﬁm\dap-

tation de maillage basée sur des estimatiansosterioriappliquée a
I'injection de CO, et aux procedés de récupération d’huile assistée
Cette these est basée a IFP Energies nouvelles, et c’estuinan @s-
sure I'encadrement quotidien

2009—présent Jean-Marc Gratien ingénieur-doctorant sous la direction de Chris-

tophe Prud’homnié Programmation générative pour le prototypage
d’applications paralleéles performantes pour I'approxititan volumes
finis de systémes physiques complegistte thése est basée a IFP
Energies nouvelles, et c’'est moi qui en assure I'encadrequatidien

2009—présent Soleiman Yousgfloctorant sous la direction de Vivette Giradldap-

tation de maillage basée sur des estimatianmsteriorappliquée aux
procédés de récupération d’huile assistBans ce cas, il est agrée que
le doctorant passe un période de deux ans a I’étr@@mc des sé-
jours de deux mois a IFP Energies nouvelles, puis qu'il saindniere

co~NO O A

. Centre pour 'Ensegneiment et la Recherche en Mathéueatimdustrielles et Calcul Scientifique

. Chair de Modélisation et de Calcul Scientifique

. Université Pierre et Marie Curie, Laboratoire Jacquesi4. Lions (Paris)

. Université Joseph Fourier, Laboratoire Jean-Kuntznf@manoble)

. Cetaccord a été accepté pour que Soleiman puisse hoesrarditions d’une bourse pour compléter

les études supérieures en France.
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stable a IFP Energies nouvelles pendant deux ans consedddhs
les deux cas, c’est moi qui en assure I'encadrement quotjber le
travail sur un code commun

2009 Soleiman Yousgstagiaire de fin d'étude§chémas volumes finis hy-
brides appliqués a la modélisation des bassins pétroliers

2008-2009  Lorenzo Bottidoctorant en visite sous la direction de Francesco Bassi
Développement et mise en ceuvre d’'une méthode de Galerkaoat
nue pour le probléme de Navier—Stokes incompressibletiostaire
J'ai assuré I'encadrement quotidien de Lorenzo pendanséjour a
IFP Energies nouvelles

2008-2009 Ivan Kapyrin post-docEtude numérique et mise en ceuvre des mé-
thodes de volumes finis centrés aux mailles dans la plated@trcane

2007 Sissel Mundaldoctorante en visite sous la direction de lvar Aavats-
markd, Evaluation de la méthode MPFA L parbbenchmarkle FVCAS
J'ai assuré I'encadrement quotidien de Sissel pendantsgoursa IFP
Energies nouvelles.

2005 Nicoletta Franchina stagiaire de fin d’études co-encadrée par Fran-
cesco BassMise en ceuvre dans Matlab d’'un DSEL pour la discrétisa-
tion éléments finis d’équations aux dérivées partielles application
au probléme de Navier—Stokes incompressible

2004 Pietro Gabbiadinj stagiaire de fin d’études co-encadré par Alessandro
Veneziani] en collaboration avec Freni Brembdise en ceuvre d'un
code éléments finis pour le prototypage de freines a diStue

1.5 Projets

2009-présent  Co-responsable avec Martin Vohralik d’ufepEERT en collaboration
avec le Laboratoire Jacques-Louis Lions (LJLL) de I'Unsitf Pierre
et Marie Curie (UPMC)Récupération d’huile assistée et séquestra-
tion géologique diCO, : adaptation de maillage, contréle d'errewr
posterioriet autres techniques avancées

2009-présent  Participant au projet ANR VFSitCafolumes Finis en Situations Com-
plexe

2007-présent Participant au projet ANR SHPCG#Rnulation Haute Performance
du Stockage Géologique d?é)z

9. Université de Bergame

10. Centre for Integrated Petroleum Research, Bergen @gejv

11. Implementazione in Matlab di un DSEL per la discretitzae agli elementi finiti di equazioni alle
derivate parziali con applicazione al problema di Naviéok&s incomprimibile

12. Emory University (Atlanta)

13. Implementazione di un codice agli elementi finiti perdatptipazione di dischi freno auto

14. Voirhttp://ens.math.univ-montp2. fr/droniou/vfsitcon

15. Voirhttp://wikiserver.ifp.fr/SHPCO2/spip


http://ens.math.univ-montp2.fr/droniou/vfsitcom
http://wikiserver.ifp.fr/SHPCO2/spip
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1.6 Activité d’enseignement

Au fil des années, j'ai eu I'occasion d’enseigner darfiedentes institutions euro-
péennes. La Table1.1 contient un résumé complet de cegtéxtivenseignement. A
présent je suis co-responsable de deux cours. Le colvtiedes de Galerkine dis-
continues et applicatio se propose de fournir une introduction a I'analyse des mé-
thodes de Galerkine discontinues. Ce cours a fourni I'aonaécrire avec Alexandre
Ern la monographi®athematical aspects of discontinuous Galerkin mettafgjui
apparaitra dans la collectioviaths & Applicationsde Springer—Verlag. Le cours de
Calcul scientifiqu@ est une introduction au calcul scientifique pour les éléngg-
nieurs de I'Ecole des Ponts comprenant des notions de tistién d’équations aux
dérivées partielles et des éléments d’optimisation nugoéti

16. Université Pierre et Marie Curie (Paris 6), M2 Mathéoads et Applications, op-
tion Analyse Numérique & Equations aux Dérivées Partiell@our plus dinformations, voir
http://www.ann. jussieu. fr/ANEDP/cours/ern.php

17. Ecole des Ponts, ParisTech


http://www.ann.jussieu.fr/ANEDP/cours/ern.php

Tasre 1.1 — Résumé de I'activité d’enseignement

Cours Années Institutidh cursu§ Typeld Niveau Nr. d'éleves Durée (h)
Méthodes de Galerkine UPMC ANEDP cM M2 - 12
discontinues et application
Calcul scientifique a1 ENPC Génie civil CM L1 - 27
Methodes de Galerkine o, UPMC ANEDP cMm M2 13 12
discontinues et application
Calcul scientifique 040 ENPC Génie civil TD L1 25 27
Calcul scientifique 07/08 ENPC Génie civil CM L1 25 27
Méthodes de Galerkine g qq UPMC ANEDP cM M2 15 10
discontinues et applications
Calcul scientifique 07/08 ENPC Génie civil CM L1 25 27
Programmation avancee PoliMI Génie mathématique ™ M1-M2 45 45

pour le calcul scientifique
Génie mécanique, civil

Analyse numérique 04/05 EPFL . : TD L2 40 15
et informatique

Analyse numérique 064 UniBG Génie mécanique TD L3 80 30

Analyse numérique 03/04 PoliMI Génie aéronaval TD L1 80 30

Thermodynamique 064 UniBG Génie industriel TD L2 150 30

Thermodynamique 02/03 UniBG Génie textile TD L2 60 30
Transmission de chaleur 5 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6
Transmission de chaleur  03/04 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6
Transmission de chaleur a3 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6

a. UPMC : Université Pierre et Marie Curie ; ENPC : Ecole destB&arisTech ; PoliMI : Ecole Polytechnique Milan ; EPFL : EEcBolytechnique Lausanne ; UniBG : Université de
Bergame

b. ANEDP : Analyse Numérique & Equations aux dérivées paetiel

c. CM: cours magistral ; TD : travaux dirigés.

JuswWaublasua,p 9IANOY "9'T
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Chapitre 2

Résumeé des travaux

Ce chapitre contient un résumé succinct de I'ensemble deaux que j'ai réalisé
depuis la thése. Il est organisé en trois sections : dansj@prEsente brievement la
monographie [1] ;[&2]2 contient un résumé succinct dedestimour revue a comité de
lecture présentés dans ce mémoire ; pour conclure, mes agvaux sont synthétisés
dans EZB.

2.1 Livres

Le projet de monographie [1] a été congu dans le cadre d'umsadel M2 dont
je suis co-responsable avec Alexandre Ern a I'Universigériet Marie Curig. Son
but est de fournir les outils mathématiques de base poumieegdion et I'analyse des
méthodes de Galerkine discontinues (dG). Contrairementéckente monographie de
Hesthaven et Warburton [HWO08], I'ouvrage se concentreiggement sur les aspects
théoriques. Le public auquel il s’adresse comprend desatitedde troisieme cycle
aussi bien que des chercheurs en mathématiques appliqiésggénéralement, on
suppose que le lecteur soit familier avec les méthodesrd&sés finis (EF) standard,
et qu'il ait une connaissance basique des EDPs que I'on ntrecdans l'ingénierie et
dans les sciences appliquées.

La monographie est organisée en trois parties corresptegjaespectivement, aux
problémes d’advection-réaction, défdsion, et aux systéemes d’EDPs. A c6té de I'ana-
lyse des problémes modeles, cet ouvrage propose un ceotaiore de sujets avancés
issus de travaux (trés) récentes des auteurs. Pour chaogbiérmpe on considere la
version stationnaire et on propose au moins une discriétisah temps pour la ver-
sion instationnaire. Le lien avec les méthodes VF est pdidéiement soigné a la fois
dans le cadre des EDPs du premier ordre (stationnairesdatiomaires) et du second
ordre. Quelques aspects liés a la mise en ceuvre sont altes, théen qu’ils restent a
un niveau de détail inférieur par rapport aux sujets thémrsq

Dans ce manuscrit on traite, en particulier, les chapitrds & et 6.

1. Voir Tabld 1.
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2.2 Articles dans des revues a comité de lecture

Mon activité de recherche porte essentiellement sur leldgpement et I'analyse
de méthodes éléments finis et volumes finis (VF) pour des @nodd issus de la méca-
nigue des fluides. Par la suite je présenterai un résumé ihefpates contributions en
suivant dans la plus part des cas I'ordre chronologique seve

Travaux présentés dans ce mémoire Dans [16] on étudie la convergence vers des
solutions peu réguliéres de la méthode SWIP de [9] pour ubl@nee de diusion
hétérogene. L'idée est ici d'exploiter les résultats deulggté prouvés par Nicaise et
Sandig [NS94] afin d’obtenir une estimation du taux de cogerce pour des solutions
qui ont la régularité minimale en dimension 2, i.e., qui starisH*<(Q) avece > 0.
Cette analyse compléte celle de [9] (qui est valide lorsqusplution exacte est dans
HY2t€(Q)). En dimension supérieure, 'analyse de convergenceisgeaiin argument
de compacité inspiré par [7]; voir plus loin dans cette secti

Dans [2] on introduit une méthode de correction de pressaur fes équations
de Navier—Stokes incompressibles (NSI). La discrétigatio espace est basée sur des
éléments discontinus pour la vitesse et continus pour lasm®. L'intérét des mé-
thodes dG appliquées aux écoulements incompressibleg estd bonnes propriétés
de stabilité et a la précision accrue a grand nombre de RégnGependant, a cause de
'augmentation du nombre de degrés de libertés, les savaanolithiques demandent
un dfort computationnel souvent trop important dans les aptidica réelles. Lidée
de [2] consiste a réduire le colt de la marche en temps epautilune méthode de
correction de pression inspirée par [GQ98]. Le choix dea@sp garantit la stabilité
de la méthode au sens de la condition LBB ; I'absence de tatmssbilisation pour la
pression réduit ultérieurement le couplage entre I'éguate conservation de la quan-
tité de mouvement et celle de conservation de la masse ppontap.g., au schéma
de [7]. La méthode est appliquée a des hombreux cas testgelas, ou elle se montre
robuste par rapport au nombre de Reynolds. Une variatiokelmag une formule BDF2
est aussi proposée. Dans ce cas, les expériences numénigaent une convergence
au second ordre en temps pour la vitesse, tandis que I'oedo@vergence en temps
de la pression s’améliore avec le nombre de Reynolds enmiadssan a presque deux.

Dans [3, 6, 15] on introduit et analyse une nouvelle famikerdéthodes dites
de Galerkine centrées aux mailléscG) qui combinent des idées des méthodes dG
et VF. Contrairement aux schémas VF classiques [ABBM94, KBB, ABBM98a,
ABBM98b, ER94, ER98] et variationnelles [DE06, EGH09], le€thodes ccG se
basent sur une formulation discréte qui peut s’étendreatireo L'idée de base consiste
a fixer un degré de liberté par maille et a reconstruire uncaspalyndmial par mor-
ceaux incomplet a partir de ce dernier. Dans le cadre dedémnels linéaires, la vi-
sion fonctionnelle permet d’obtenir des estimations @errdans I'esprit du Lemme
de Céa; I'élément clé pour estimer |le taux de convergenedastl'étude des proprié-
tés d’approximation de I'espace discret considéré. Lesiqatlons [3, 6, 15] montrent
I'application des méthodes ccG a deffé@lientes probléemes linéaires et non linéaires.
Plus précisément, dans [6] on introduit la méthode ccG poarEDP modeéle de dif-
fusion hétérogéne et anisotrope et on propose une extepsignles problémes de
diffusion-advection. Dans [3] on propose une variation a stexcnpact. Comme
pour les méthodes EF, le stencil est strictement lié au stipgles fonctions de base.
L'idée est donc de réduire ce dernier en utilisant une recoctton de gradient sur

2. De l'anglaiscell-centered Galerkin
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un sous-maillage. Dans [15] on analyse en détail la métho@epour une EDP mo-
dele et on montre I'application au probléme de NSI. Dans &mper cas on obtient
des estimations du taux de convergence pour des solutignbé¥es et on prouve la
convergence vers les solutions a régularité minimale. Deassgcond cas, on montre
la convergence de la méthode par un argument de compacitgvdiage important
des méthodes ccG est qu’elles s’appliquent potentiellémeaut probléme diusif
pour lequel une discrétisation dG a été envisagée. Cetfigté rend naturelle leur
utilisation dans le contexte des plates-formes génégalistmme reeFEM [DHPO3]
ouFeel/Life [Pru06].

Dans le travail de thése de Jean-Marc Gratien, les méthafe®ont apporté le
cadre mathématique unifié a la base d'un langage embabmqumdin-Specific Embed-
ded Languageen G++ orienté aux EDPs et inspiré par celuiBee1/Life. Ce projet
est développé sous la plate-forme propriétaireane dont IFP Energies nouvelles est
copropriétaire avec le CEHR et il vise a devenir le cadre commun des applications de
calcul scientifique a IFP Energies nouvelles. Le travaippige, en particulier, sur [8]
et sur [Pru06], ou on introduit un langage embarqué er @our les méthodes d’élé-
ments finis continues et discontinues. L'intérét des lapgagentés a la discrétisation
d’EDPs est de fournir une fagon expressive et rapide dé&des codes numériques. La
spécificité de la mise en ceuvre proposée dans [8] est liédiliséition de techniques
de programmation avancées, qui permettent d'éviter lesaiits du paradigme orienté
objets classique.

Dans [7] on introduit deux outils d’analyse fonctionnellsaiéte pour les espaces
polynémiaux par morceaux : les injections de Sobolev et sult& de compacité pour
les suites de fonctions polyndmiales par morceaux unifarer® bornées dans une
normeH? discréte opportune. Ces outils sont ensuite appliquésmalyae d’'une nou-
velle méthode dG pour les équations de NSI. Un des intéréts travail reste dans la
nouvelle technique de démonstration pour les résultatsatiae fonctionnelle, qui est
basée sur les propriétés de la norme BV. Cette approchelésitgypothéses de régu-
larité elliptique et elle s’applique a des maillages géngr®ans la nouvelle méthode
pour les équations de NSI le couplage vitesse-pressiodassigquement stabilisé par
la pénalisation des sauts de la pression aux interfacesp@euet d'approcher la pres-
sion avec le méme degré polyndmial que la vitesse. Pourrteeteonvectif on propose
deux formes trilinéaires non dissipatives. Le fait que larfe trilinéaire ne contribue
pas a la diusion numérique est un ingrédient clé pour prouver I'eristed’'une so-
lution discréte par un argument de degré topologique. lieeade convergence de la
méthode pour les équations de NSI se fait par un argumentdpagiteé inspiré par les
techniques de Eymard, Gallouét et Herbin et collaborafgi®$100, EHLO7] dans le
contexte des méthodes VF.

Dans [5] on propose un cadre d'analyse unifié pour les méthd@eet VF ap-
pliguées a un probléme modéle defasion hétérogene. Le but de ce travail est de
préciser les analogies souvent évoquées entre méthoddsvilans le contexte des
problémes elliptiques, et de proposer une approche compuaurd’analyse. Disposer
de méthodes robustes par rapport a I’hétérogénéité duuedseaditusion est fonda-
mental dans la simulation des écoulements en milieux pogeeX’on retrouve dans
la modélisation des gisements de pétrole [21]. Le point gedélu cadre unifié est
une forme bilinéaire discréte constituée par un terme stardi et par un terme de
pénalisation éventuellement nul. Le terme consistantgsiraé en fonction de deux
gradients, dont un fortement convergent pour les suitesuigtibns tests réguliéres et

3. Commissariat & 'Energie Atomique
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un faiblement convergent pour les suites fonctions dissréhiformément bornées en
une normeH? discréte opportune. L'analyse s’applique aussi bien authates sy-
métriques et non symétriques. Parmi les exemples de métterdieant dans le cadre,
on compte celles de [9, 23] aussi bien qu’un grand nombre dkeadés dG. De plus,
un nouveau schéma VF est aussi proposé. Ce travail est |éqagskur de [3, 6, 15],
car c’est ici que l'interprétation fonctionnelle des méthe de VF variationnelles a été
introduite.

Comme on a vu, le cadre de [5] s’adresse aux méthodes en ftfaruVvariation-
nelle. Dans [4] on considére une approchadente basée sur la formulation flux, plus
classique dans le contexte des VF. Cet article contientadicplier, la premiere ana-
lyse rigoureuse de la méthode diée L [AEMNO8], assez populaire dans I'industrie
pétroliere. Plus précisément, la méthode en L est obtermeneocas particulier de la
nouvelle famille de méthodes VF qui est introduite danditt. L'idée de base est
ici d’exprimer le flux numérique comme une moyenne pondéesefldx obtenus par
les constructions en L autour des nceuds d’'une face. Seldrolg des poids, on ob-
tient des méthodes avec des caractéristiques tfi&satites. Dans l'article on propose
une formule pour le calcul des poids visant & améliorer laciaiéé de la méthode sur
des maillages quelconques (qui, comme pour les autres dehoulti-points, n'est
pas toujours garantie). La nouvelle famille de méthodesaatm plus robuste et pré-
cise que les méthodes VF multi-points classiques [ABBM9BBM96, ABBM98a,
ABBM98b, ER94, ER98] tout en gardant un stencil aussi compaette derniere
propriété est fondamentale & la fois pour réduire le rersplje de la matrice et les
échanges de données dans le cas paralléle. Un autre pomtamiest I'introduction
d’'une espace test de fonctions localement réguliéres awediffusifs continus dense
dansHj(€Q). Cet espace est aussi utilisé dans I'analyse des méthoGe8c6, 15].

Dans [9] on analyse un probléme d’advection-réactidfugion dégénéré, et on
propose une famille de méthodes dG robustes par rapporé@itthgénéité et a I'ani-
sotropie du tenseur deftlision. Afin d’obtenir des estimations indépendantes des pa-
rametres du probléme on utilise la norme d’énergie natmetht associée a la forme
bilinéaire, et on modifier les termes de bord d’'une maniéreespondante. A ce pro-
pos, les ingrédients clé sont des opérateurs de moyennaagepgondérés par les va-
leurs de la dtusion et la stabilisation par décentrage en amont du teramvdttion.
L'analyse est basée sur une condition de stabilité inf-quppermet d’estimer la dé-
rivée advective en plus de cellefilisive (qui s’annule en cas de dégénérescence de la
diffusion). Dans le régime d’advection dominante, on retroaegesktimations d’erreur
classiques [JP86]. Parmi les intéréts principaux de cailram citera aussi I'analyse ri-
goureuse du probléme continu amenant a des conditiongdace qui en garantissent
la bonne position. Ces dernieres sont satisfaites autquaatient par la méthode pro-
posée.

Dans [10] on propose une famille de méthodes de marche ersteropolithiques
pour les équations de NSI discrétisées en espace par la aeédleo[12, 30]. La dis-
crétisation en temps des équations de NSI est compliqué&apaence de la dérivée
en temps dans I'équation de conservation de la masse, qtilsi & une contrainte de
divergence nulle. Dans cet article, inspiré principaletpam les travaux de Cockburn,
Shu et collaborateurs [CS91, CHS90, CLS89, CS98b] dansrtexte des écoule-
ments compressibles, on introduit une famille de méthodewarche en temps basée
sur les schémas de Runge—Kutta de type Rosenbrock. Léacticitient une validation
numeérique extensive sur de nombreux cas test classiques.
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Travail de thése Pendant ma thése [30]j'ai proposé et analysé une méthode-de G
lerkine discontinue pour les équations de NSI. Le principdadméthode consiste a
modifier localement les équations de NSI aux interfaces pbtanir un flux conserva-

tif & partir de la solution d’un probléme de Riemann. La mdthprésente un parameétre
libre qui correspond physiquement a la vitesse du son.

Une validation numérique de la méthode est présentée daph&[drdre de conver-
gence et la robustesse par rapport au nombre de Reynoldsvaedudés numériquement
sur un ensemble de cas test classiques.

La méthode de compressibilité artificielle a été analysés flel] pour le probléme
de Stokes. On montre, en particulier, que le parametre dibiteétre proportionnel au
diamétre de la face pour que la méthode converge a I'ordimalg.

Dans [13] on propose une comparaison de solviawed-setpour le suivi de front
dans le contexte des simulations des écoulements a sulfeeeHlus précisément, on
compare une version dG adaptative avec une méthode d’élgfireis continue avec
stabilisation des sauts du gradient. La validation nunuériest basée sur un ensemble
de cas test avec fiiérentes diicultés (grandes déformations de l'interface, présence
d’'angles, etc).

Dans [14] on propose des modéles VF réduits pour la simaldganicro-échangeurs
calorifiques. Ce travail, issu de mon stage de fin d’étudei,rébtivé par I'application
au refroidissement des capteurs de particules de I'expegiBTeV.

2.3 Autres travaux

Travaux en préparation Dans [17] on vise a étendre I'analyse de la méthode de [2]
appliquée au probléme de Stokes proposée dans [1, §6.3phiépre de NSI complet.
En particulier, on souhaite expliquer 'amélioration depkrformance de la méthode
de correction de pression a grand nombre de Reynolds.

Le langage embarqué orienté aux méthodes VF développé elaosniexte de la
thése de Jean-Marc Gratien fait I'objet de [18]. Dans ceaitaan montre d’autres
exemples d’application des méthodes ccG de [3, 6, 15] erorgmm particulier, avec
la mécanique du sol.

Dans [19] on propose des estimatearposterioriavec borne supérieure garan-
tie pour le probléeme de Darcy diphasique. Le probléme estdlisé par la méthode
classique avec décentrage par phase de [EHMO03] coupléelasditix ditusifs multi-
points pour tenir compte de la non-conformité du maillagdestanisotropie du ten-
seur de perméabilité. Les estimateurs sont utilisé & lapois guider I'adaptation de
maillage et pour définir des critéres d’arrét pour les salvdinéaires et non linéaires.

Polycopiés et documentation La collection [32] contient le matériel du cours de
Programmation Avancée pour le Calcul Scientifiéudaontj’ai été co-responsable avec
Luca Formaggia en 2005 a I'Ecole Polytechnique de Milan. itee\geb contient les
transparents du cours et une série de problémes pratiqeesahation.

Pendant mon post-doc a I'Ecole des Ponts ParisTech jaioligpé la librairie pro-
priétaire dgC++ (voir [31]). Il s'agit d'une librairie G+ orientée aux méthodes de
Galerkine discontinues avec ordre arbitraire sur maiag@éraux. Elle a été utilisée
dans plusieurs publications [ES08, 1, 7, 9, 25] avec apica des problemes de

4. Programmazione Avanzata per il Calcolo Scientifico
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diffusion-advection, aux équations de NSI, et aux lois de ceasen hyperboliques
(shallow water equations
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Chapitre 4

Méthodes de Galerkine
discontinues

Ce chapitre relate les travaux [1, 2, 7, 9—12] concernanhithodes de Galerkine
discontinues et, en marge, les travaux [3, 5, 6], reliantegsiéres avec les méthodes
volumes finis pour des problémes aveffubion. La structure du chapitre est la sui-
vante : dans[&4l1 on trace un bref cadre historique des methd@ puis dand§4.2
on présente les idées générales de 'analyse des méthodappiiGuées a un pro-
bléme de diusion pure ; dand&4.3 on résume les résultats de [9] pouralolgone de
diffusion-advection-réaction dégénéré ; ddnsl84.5 on intréehithéorémes d’analyse
fonctionnelle discréte prouvés dans [7]. Ces résultatstitoent la base de I'analyse
de convergence vers des solutions a régularité minimalé,dg présentée dang &4.5.
La sectio 4.6 de ce chapitre présente les travaux sur |eétisation dG du probléme
de Navier—Stokes incompressible. Plus précisément, da@sl8on examine la dis-
crétisation en espace, et on présente a la fois la méthodanaeressibilité artificielle
de [11, 12] et celle basée sur un terme de convection nomdiffsie [7]. La discrétisa-
tion en temps est ensuite considérée dans §4.6.2, ou dnellasnéthode monolithique
de [10] et le schéma de correction de pression de [2].

4.1 Introduction

Les méthodes de Galerkine discontinues (dG) sont connues@anes diérentes
depuis la fin des années 70. Cependant, |etuision s’est essentiellement accrue a par-
tir de la fin des années 90, comme le montre le nombre de ré&sattaespondants au
mot clédiscontinuous Galerkidans la base de données MathSciNet ; voir Figure 4.1.
Dans la suite on cherchera a reconstruire I'historique déss principales pour les
Equations aux Dérivées Partielles (EDPs) du premier puigdand ordre.

EDPs du premierordre La méthode dG futintroduite en 1973 par Reed et Hill [RH73],
avec application a un modéle stationnaire du transport diares. L'idée de base était
d’'améliorer les méthode des Volumes Finis (VF) classiquestiéisant une représen-
tation polyndmiale d’ordre élevé dans chague maille. Larnpéee analyse pour les
EDPs du premier ordre a ét€ectuée par Lesaint et Raviart [Les74, Les75, LR74], et
ensuite améliorée par Johnson et Pitkaranta en 1986 [JE8§]derniers ont prouvé,


http://www.ams.org/mathscinet/search.html
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Ficure 4.1 — Nombre de résultats correspondants au modlisi&ntinuous Galerkin
dans la base MathSciNet par an.

en particulier, que I'ordre de convergenge+ %) est atteint en norme? pour une
approximation polynémiale de degkésous hypothéses de régularité de la solution
exacte. Quelques années plus tard, Caussignac et TouZEB0§CCT9I0b] utilisaient
une méthode dG pour approcher des équations tridimendiesde la couche limite
dans le cadre des écoulements incompressibles statieanBitresque simultanément,
Chavent et Cockburn [CC89] essayaient d’étendre la métaod@roblemes de trans-
port instationnaires en couplant une discrétisation dGspaee avec la méthode d’Eu-
ler explicite pour marcher en temps. L'approximation ereespetait limitée au degré 1,
et la stabilité obtenue par I'introduction de limiteurs dsfe. En &et, on ne prouvera
de maniére rigoureuse que beaucoup plus tard que la ristrézt pas de temps pour
les approximations d’ordre élevé est tres stricte, ce qud ta méthode d’Euler expli-
cite une option raisonnable uniqguement pour les disctéisaen espace de type VF;
voir Despres [Des04b, Des04a] et Merlet et Vovelle [MVO7hassi [1, Chapitre 3].
La solution & ce probléme proposée par Cockburn et Shu [CRB8dE remplacer la
méthode d’Euler explicite par des méthodes de Runge—Kfitand de bien meilleurs
propriétés de stabilité, et d’utiliser une version améédes limiteurs de pente assu-
rant la précision formelle souhaitée dans les régions oolldisn exacte est réguliere.
Des extensions importantes furent en outre présentéeg@EE90, CLS89, CS98b].
Bien que ces méthodes aient connu un succes remarquabhemetd dans les appli-
cations a la mécanique des fluides, leur analyse est loirecé&complie. On renvoie
a [1, Chapitre 3] et & Burman, Ern et Fernandez [BEF09] poer diacussion plus
approfondie.

EDPs avec dffusion En ce qui concerne les EDPs aveffasion, les origines mathé-
matiques des méthodes dG sont & chercher dans les travautsdee\Nit71, Nit72]
sur I'imposition faible des conditions aux limites, et daesix de Babuska [Bab73b],
Babuska et Zlamal [BZ73], Douglas et Dupont [DJD76], BalBaK77], Wheeler [Whe78],
et Arnold [Arn82] sur I'imposition faible de conditions demtinuité a l'interface. Ce-
pendant, ce ne fut pas par cette ligne de pensée que les ragti@darrivérent au
grand public. En ffet, I'extension a des problémes comportant des termesffie di
sion devint incontournable dans la deuxiéme moitié deses 88 suite aux avancée
de Cockburn, Shu et collaborateurs dans le contexte deddoi®nservation. Ce fut,
en particulier, dans les travaux de Bassi et Rebay [BR97]assB Rebay, Mariotti,
Pedinotti et Savini [BRM97] que I'on vit pour la premiére fois une approximation



4.2. Un probléme modéle 19

complétement discontinue du probleme de Navier—Stokegpssible. Une année
plus tard, Cockburn et Shu [CS98a] introduisaient la métHastal Discontinuous
Galerkin (LDG) pour une équation d'advectionfflision scalaire. Dans les deux cas,
le point de départ était la réécriture du terme d&udion sous la forme d'un systéme
d’EDPs du premier ordre. Il est intéressant de noter que m$ RR97, BRM 97],
ni dans [CS984a] I'on cite Arnold [Arn82], ce qui montre ques séées n'avaient pas
trouvé un terrain fertile au moment de leur sortie. Hieteles avantages d’'une discré-
tisation dG sont plus évidents dans le contexte des lois dsetwation non linéaires,
car c’estici qu’on s’attend a avoir des solutions discards) qui pourraient étre mieux
approchées par des espaces discrets moins contraintsnttébation des travaux cités
au début de ce paragraphe (et, en particulier, de [Arn82jintide plus en plus évi-
dente lorsque I'on avancgait dans la compréhension de laguétte Bassi et Rebay. La
premiere analyse de la méthode de [BR®T] due a Brezzi, Manzini, Marini, Pietra et
Russo [BMM"00] fut ensuite élaborée et généralisée par Arnold, Br&€zikburn et
Marini [ABCMO02], qui proposérent une présentation unifiés dhéthodes dG pour les
opérateurs de tfusion du second ordre. En 2000, Schwab, Siili et Houston [SEHO
étendirent I'analyse au cag pour des probléemes comportant aussi un terme d’advec-
tion. Un cadre unifié comprenant a la fois les EDPs du prenbigu esecond ordre a été
proposeé plus récemment par Ern et Guermond [EG06a, EGOBBBIEQI on utilise
le formalisme originairement introduit par Friedrichsif8]. Dans tous les cas ci-
tés, on considére des problemes d&udion homogénes et isotropes. L'extension aux
problémes d'advection-flusion-réaction hétérogénes, anisotropes et localement dé
générés a été considérée dans [9], ou on propose des cordjtibassurent la bonne
position du probleme continu et on obtient des estimatioasalirs pour une famille
de méthodes dG. Ce travail reprend I'idée des moyennes pégslpar le cdéicient
de difusion originairement proposée par Burman et Zunino [BZG8ixdle contexte
des méthodes de décomposition de domaines.

A partir du début des années 2000 le nombre d’'applicatiosswithodes dG a
connu une véritable explosion. Dans ce chapitre on coraidéen particulier, les tra-
vaux de I'auteur dans le contexte de la mécanique des fluides.

4.2 Un probléeme modéle

Dans cette section on utilise le probléeme de Poisson pawdaire la discrétisation
dG des termes defilision aussi bien que la notation dont on aura besoin danstke re
du chapitre. Cette introduction permettra aussi de miemprendre les résumés des
travaux présentés dans les sections suivantes; pour unessiisn plus compléete des
sujets ici traités voir [1, Chapitre 4]. Sait = RY, d > 1, un ouvert polygonal borné et
soit f € L2(Q). On considére le probléme suivant :

—au=f dansQ, (4.1a)
u=0 suroQ. (4.1b)

La formulation faible de[{4]1) consiste a

Trouverue V t.g.a(uy,v) = f fvpourtoutve V, 4.2)
Q

aveca(u,v) &' | vu-vvetv £ HL(Q).
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Ficure 4.2 — Notation pour une interfadee 7.

4.2.1 Discrétisation

La premiére étape pour discrétiser le probléime (4.2) cmnaidéfinir un maillage
convenable, c’est-a-dire, une partitioh = {T} du domaine&2 enélément®umailles
Afin d'étudier la convergence de la méthode de discrétisgtiar rapport au pas de
maillageh, on doit aussi préciser le conceptsléte admissible de maillag€$h}nev,
H étant 'ensemble (dénombrable) des pas de maillages éasid

Nécessité de maillages générauxLa définition du maillage doit tenir compte des
contraintes liées aux applications cibles et a la méthods-gxente. Par exemple,
dans les applications IFP Energies nouvelles en modélisdi bassins et de réser-
Voirs pétroliéres, on affaire a des maillages issus de la modélisation géomécanique,
qui peuvent présenter dedfitiultés du point de vue numérique. En particulier, dans le
cas des bassins, le maillage integre Iffste des phénoménes de déposition et d’éro-
sion, qui peuvent a leur tour entrainer la présence de mallkeforme complexe et
d’interfaces non-coincidantes. Le plus souvant, on regdoute dégénérescence de
I’hexahédre et des variétés correspondant aux failles.ddilimiter le colt des simu-
lations, ces aspects doivent étre gérés par la méthodeatétdiation sans remaillage.
En ce qui concerne les méthodes dG, I&iclilté principale consiste a préciser un
ensemble d’hypothéses assez générales dans un cadrenpdual gér rapport aux mé-
thodes d’éléments finis (EF) classiques. Dans la suite oremelpa les idées de [7]
et [1, Chapitre 1]. En particulier, on se concentrera suréfinition et les propriétés
des espaces polynémiaux par morceaux qui sont a la base desdeg dG sur des
maillages généraux.

Quelques notations Les méthodes dG sont basées sur des espaces discrets discon-
tinus, et des termes de bord apparaissent pour relier ldi@oldiscrete dans deux
éléments voisins. On introduit donc 'ensemble deerfacesf,, partagées par deux
mailles, et degaces de bordﬁfhb, appartenant I'intersection d’'une maille avec la fron-
tiere du domainegQ. Pour chaque interfacé on choisit une orientation arbitraire
mais fixée de la normale-net on noteT; et T, les éléments tels que c 0T, N JTo.

Par convention, la numérotation est telle qeecnincide avec la normale sortante de

Ty, nr,. Pour les faces de bord; miénote la normale sortante e Il est aussi utile de
définir 'ensemble des faces d'un élém@niFr, et 'ensemble des éléments partageant
une faceF, T :

VT eTh Fr & (Fes|FcaT)
VFeFn Tr E{TeTn|FcaTlh

Le diametre d’'un élémefit € 71, est notéhy, celui d'une facd= e 7y, est notéhg. Il est
d’'usage d’exprimer les termes de bord en fonction d'opératde trace représentant,



4.2. Un probléme modéle 21

respectivement, la moyenne et le saut d'une fonction asdveSoitv une fonction
admettant une trace (éventuellement a deux valeurs) suf;. On pose, pour presque
toutx e F,

M) €2 Wi (0 +vine0), M) Evin ) Vi), (@43)

Lorsquev est a valeurs vectoriels, les opérateurs de trace agiss@piosante par com-
posante. Par simplicité, on écrit simpleméwt et [Vv] si la faceF peut se déduire sans
ambiguité du contexte. Afin d’obtenir des notations plus pactes, on peut étendre
la définition des opérateurs de trace sur le bord en posant,tpotF e “th tel que

F c 0T n 0Q et presque tout € F,

(Ve (%) = [VIE() € vir ().

Cette définition n’est cependant pas la seule possibletré'apouvant étre envisagées
afin de prendre en compte lesférentes types de conditions aux limites.

Espaces polyndmiaux par morceaux Une définition systématique des espaces poly-
ndémiaux par morceaux sur des maillages généraux a été grmpésemment dans [1,
§1.2.3]. L'idée de base consiste a abandonner le point delassique basé sur I'élé-
ment de référence, et de définir les espaces discrets direstelans I'espace physique.

Le premier pas consiste eff@ a reconnaitre que I'espace de base dans chaque maille
est celui des polyndmes devariables de degré total inférieur ou égale a

PKE L piRI s x> p(X) ER | Yo aeas € REA) s.t.p(x) = Y yeX b

aEAk

avec la convention que, poMr= (xg, ..., Xq) € RY, x* def ]_[id:l X" et

k def
AZE fa e N | |a|x <K}, |a|€1—2a/.

On définit I'espace polyndmial par morceaux

PK(7h) €' {ve LAQ) | VT € T, vir € BY(T)}, (4.4)
aveck > 0 etPX(T) engendré par la restriction a I'éléméhides polyndmes appar-
tenant alP" Une conséquence importante de cette remarque est qu'orapdgiliser
ce meme espace quelque soit la forme géométrique des mhaikes pourvu que
des propriétés d’approximation opportunes soit vérifieese étude approfondie des
propriétés de ces espaces en relation avec la régularitéadlage a été #ectuée
dans [1, Chapitre 1]. En particulier, les propriétés clé slates de maillages admis-
sibles(7Th)nexs SONt examinées dans [1, 81.4], ou on identifie deux paraméeeé-
gularité fondamentaux exprimant, respectivemerétplarité de formestde contact
Des théorémes d’analyse fonctionnelle discréte sur Im‘g(ﬂ) ont été prouvés
dans [7, 86], et ils seront détaillés dans §4.5.

Les espaceB(7h) font partie de la famille plus générale des espaces de Sobole
par morceaux,

H™(7h) £ {ve LAQ) | YT € Th, Vit € H™(T)},

wmp( ) L' ve LP(Q) | YT € Th, Vit € W™P(T)},
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avecm > O etp € (1, +o0). Ces espaces sont utiles pour préciser la régularité dont
on a besoin pour étendre les formes bilinéaires discretpswat déduire le taux de
convergence a partir d’'une estimation d'erreur. Une pédprremarquable est que
Pk(Th) c HY(7%) (voir [1, Lemme 1. 22]) ce qw nous amene a définir un opérateu
gradient par morceal%, : HX(71) — [L?(Q)]¢ tel que, pour touv € H(7%),

VT eTh Vvt £ v(vlr).

4.2.2 Laméthode SIP

Afin de dériver une discrétisation mathématiquement sasishte de[(4]1) basée
sur les espaces discr@tgi(‘Th), on examine trois propriétés fondamentales pour I'ana-
lyse : laconsistancgla stabilité au sens de ercivitéet lacontinuité Ceci permet,
par étapes successives, de montrer le réle de chaque tepaeegsant dans la forme
bilinéaire discréete. Les trois propriétés ci-dessus sdatliase de I'analyse abstraite
dans I'esprit du Lemme de Céa de [1, §1.3]. Cette approchssicjue en EF, se base
sur la possibilité d'étendre les formes bilinéaires diss& un espace contenant la
solution continue. Dans le cadre des méthodes dG, cettastates’éfectue au prix
d’hypothéses de régularité locale additionnelles sur liztism exacte, qui garantissent
la bonne définition des termes de bord. Une approche altegmst demandant pas ces
hypothéses de régularité et basée sur les techniquestiitesdans [5, 7] est présentée
dans E4b.

Consistance Posons, pouk > 1

Vi L' BK(77). (4.5)

Pour commencer, on remplace les gradients globaux dansnefbilinéairea par le
gradients par morceaux, ainsi définissant, pourvpuiv, € Vj,

aﬁo) (Vh,Wh) =e j ViVh- VW, = Z j VVh:- VW,
TeTh

On dira qu'une forme bilinéaire discrétg est consistante si, pour tou, € Vj,
an(u,wh) = {, fwy. Intégrant par parties dans chaque élément du maillagetimob

aﬁ)vh,wh Zf AVhWh—i-Zf (VVh-n7)W

TeTh TeTh

Le deuxiéme terme au second membre peut étre reformulé lesantiles opérateurs
de saut et de moyenne aux faces comme suit :

> f (VWhenr)Wh = . f{Vth} Ne[wl + ] f[[thh]] N {Wh}.

TeTh FeFn Fe7:l
On a donc
6\1(1 ) (Vs Wh) Z J AVh)Wh + Z J {VnVn}-ne[wn] + Z J [VhVnll-NE {Wh }.

TeTh FEFn FeF!
(4.6)
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Afin d'utiliser la solution exacte comme premier argumentdaa}g) il suffit d’ajouter
une hypotheése de régularité qui garantisse que la compsarhale du gradient de
soit a carré intégrable sur chaque f&ce Fy ; voir §4.2.2. Ceci est vrai, par exemple,
siue V; avec

vy &

H3(Q) n H3(Th). (4.7)
On définit I'espace contenant a la fois la solution continugom approximation dis-
crete

f
Vih e Vi + Vh,

et on observe qu'il est possible d’étendre la forme biIirtéajf)) aVin x Vin (pour
'analyse en norme d’énergie il §ira en dfet d’étendraﬁo) aVin x V).

Remarqué.1 (Solutions & régularité minimalél)' analyse de convergence vers des so-
lutions a régularité minimale ne demande pas d'étendrertaddilinéaire au continu.
Ce cas a été considéré par I'auteur dans [5, 7], ou on adaptedeniques originai-
rement développées pour I'analyse des méthodes VF par By@aHouét et Herbin;
voir, p.e., [EGH00, EGHO09]. On renvoie & &1.5 pour une disitursplus approfondie.

On peut maintenant posex = u dans [4.6). En intégrant par parties on trouve,
pour toutwy, € Vp,

(0) — | f )
a.” (u,wh) L Wh + Z L{Vu} Nne [Wh]-

Fesh

Afin d’obtenir une forme bilinéaire consistante, on est danwené a modifieaﬁo)
comme suit : pour tout, w € Vi,

af(]l)(v, w) dzefj VhV-Vhw — Z J{th}-np[[w]].
Q F

FEeFn

Remarquet.2 (Le cak = 0). Le raisonnement ci-dessus n’est plus valide lorsque on
poseV; = Pg(‘fh). On peut cependant retenir unensistance asymptotiquoeur la

forme bilinéairea’” définie par[[Z.10) en ajoutant des restrictions sur les aggl et
en choisissant de maniére opportune ; voif §4.8.1.

Une ultérieure propriété qui est souhaitable retenir aganidiscret est la symétrie
du probléme original. Enfet, la symétrie peut simplifier la résolution du systeme
linéaire résultant du probléme discret et permettre diubties estimations en norme
L2 par la méthode d’Aubin—Nitsche [Aub87]; voir [1, §4.1.3Jals cette optique, on
pose, pour tout, w € Vi,

ass(v, w) = L Vv-Vaw — > | ({Vvhnelwl + IVI{Vaw}ng) . (4.8)

FeFn F

La consistance est retenue puisque la solution exacterggtge a travers les interfaces
et elle s’annule sur le bord de. Par la suite, on utilisera I'appellation derme de
consistancetterme de symétriezspectivement pour le premier et le deuxiéme terme
de bord au second membre de I'équatfonl(4.8).
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Coercivité La coercivité sulv, x V;, est exprimée en fonction de la norme suivante :

def def _
Mo & Vvl + V. MEE S WIS, (49)
Fefn

Le signe des termes de consistance et de symétrie dahs @ahtrpas défini, on
introduit une derniere modification d&° visant a les controler. Plus précisément, on
pose

(v, w) L' al(v, w) + (v, w), (4.10)
avec |
$Pvw) £ Y L f [vITwI, (4.11)
FeFn FJF

etn > 0 est un paramétre de réglage a préciser. Grace a la coétaiia solution
exacte a travers les interfaces, ce dernier terme préseoankistance et la symétrie
dea’®. La forme bilinéaire[(4.10) correspond a la méthode SIP dokir[Arn82].

Continuité  L'analyse dans I'esprit du Lemme de Céa demande de prouventé
nuité deaﬁ'p dansVin x Vih. A tel propos, il est opportun d’introduire une version
augmentée de la nornj€|qc afin de traiter proprement le terme de consistance,

def
IVIZes = IMlEe + D hrllVvirnr 2 ar)-
TeTh

Cette norme est uniformément équivalente a la ndfiiag surVi ; voir [1, Lemme 4.17].
Les propriétés de la forme bilinéaire finaifép sont résumées dans le Lemme suivant

Lemme 4.3(Propriétés de la forme biIinéaiaﬁip). La forme bilinéaire ﬁip satisfait
les propriétés suivantes :

() ConsistanceSoit ue V solution degf4.2) et supposons, de plus, que ;. On a
YVh € Vh, aiip(u, Vh) = f th.
Q

(i) Coercivité.ll existegﬁ] et Cita > O indépendants du pas de maillage h tels que,
pour touty > n,

YVh € Vh, aiip(Vh, Vh) = Cstd|Vh| 36
(iii) Continuité.ll existe Gnqg indépendant du pas de maillage h tel que

Y(W,Vh) € Vih X Vh, aP(W, Vh) < Cond|W|dg.t[V|dc-
Convergence Le probléeme discret associé a la forme bilinéaﬂjﬁconsiste a
Trouveruy € Vi t.q. aﬁip(uh, Vh) = f fvi, pour toutv, € V. (4.12)
Q

A partir des propriétés de la forme biIinéa'E[féP énoncées dans le Leminel4.3 on peut
prouver I'estimation d’erreur suivante ; voir [1, §1.3].

1. Pour une estimation dgevoir [1, Lemme 4.10].
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Théoréme 4.4(Estimation d’erreur) Soit ue V la solution def@.2) et supposons, de
plus, que e V;. On a I'estimation d’erreur suivante :

WhEVH

Cond \ .
|u— Unllac < <l+ C” ) inf flu—Wh|dc+-
Sta

Corollaire 4.5 (Estimation du taux de convergenceSi, en plus, ue H<+1(73), il
existe C indépendant du pas de maillage h tel que

|u—unfac < Chk”UHHkH(frh).

Remarquet.6 (Convergence en normggact et |-[2q)). Du fait de I'équivalence
des norme$: 4G et||- |4 + dansVi, on peut également analyser la méthode en utilisant
uniguement cette derniére norme. Dans ce cas, on obtierdanstante de coercivité
plus petite (et, par conséquent, une constéhidus grande dans le Corollaire #.5).
Une estimation d’erreur en nornfiqg + st cependant nécessaire pour estimer le taux
de convergence en normé; voir [1, §4.2.1-4.1.3] pour plus de détails.

4.3 Diffusion-advection-réaction dégénérée

Le probleme modélé (4.1) nous a permis d'illustrer les ig#exipales de la mé-
thodes dG appliquée aux problemes déudion. Dans cette section on examine deux
difficultés que I'on retrouve dans les applications IFP Energeselles, et qui ont été
traitées par I'auteur dans [9] ; voir aussi [1, §4.3—4.4isRprécisément, on considére
d’abord un probleme de filusion hétérogéne et anisotrope, pour lequel on propose
une méthode dG robuste par rapport aufitoent de difusion puis on étend les outils
développées dans ce contexte a un probleme d’advectifursidin-réaction dégénérée.

4.3.1 Dffusion hétérogéne

Le modele de Darcy monophasique Le probléme[(4]1) constitue I'archétype du mo-
dele de Darcy monophasique qui décrit I'écoulement d’'urdéidans un milieux po-
reux. Dans sa forme plus simple, ce probleme s’écrit

oc+«Vu=0 dans, (4.13a)
V.o=f dansQ, (4.13b)
u=0 suroQ, (4.13c)

olk € [L*(Q)]%9 est un champs tensoriel symétrique uniformément défintiposi
présentant le rapport entre perméabilité et viscosité mhyoae o~ représente laitesse
de Darcy etu la pression. Ce modeéle peut s'étendre au cas de multipleeplians
lesquelles diérents composants sont présents (un exemple est consiadéréadhese
de Carole Widmer ; voir AnneXelA). Dans la pratique, le champst issu de mesu-
rages qui fournissent une valeur moyenne pour une régioowkstsol correspondant
a un élément du maillage dit géologique, qui constitue 4w du fini dans la mo-
délisation de bassins et de réservoirs pétroliers. Du &ltetérogénéité du sol et du
caractere discret des mesuragepgeut varier de maniére importante et présenter des
discontinuités trés contrastées. Il est donc importantisigoder de méthodes de dis-
crétisation de[(4.13) qui soient robustes par rapport ddilogenéité du tenseur En
outre, les propriétés du solftBrent selon la direction (vertical ou horizontal), ce qui
nécessite de méthodes robustes par rapport a I'anisottepie
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Position du probléme modele Pour fixer les idées, on suppose dorénavantae
[P9(7h)]4¢ (ranalyse s'étend sansfiiculté au cas ow est régulier par morceaux sur

T1). Soientd et A des réels positifs tels que, pour presque toatQ, le spectre d&

est compris entrg et A. En éliminanto- du systéme{4.13), on se raméne au probléme
suivant

—V-(¥Vu) = f dansQ, (4.14a)
u=0 suroQ. (4.14b)

La formulation faible consiste &
Trouveru e V t.q.a(u,v) = f fv pour toutv e V, (4.15)
Q

ou on a posé&/ o H3(Q) eta(u,v) gef {o «Vu-Vv. Une maniére simple d’étendre la

méthode SIP au problénie (4114) consiste a considérer laefbiliméaire suivante :

algo)(uh, Vh) = f kVhun-Vavh — Z j [{KVUh}-nF [vall + [[Uh]]{KVVh}-nF]
Q F

) Fern (4.16)
+ > f [unlvh].
Fefn he Jr
Le probléeme discret devient donc
Trouveruy, € Vi t.q. af(]o)(uh,vh) = J fvh pour toutvy, € V. (4.17)
Q

On prouve sans peine I'estimation d’erreur suivante :

Théoréme 4.7 (Estimation d’erreur pour la méthode (4.175oit u € V solution
de (4.15) et supposons, de plus, quesuV; avec \f défini par(@.17). Alors, il existe
deux constantesg; et G,ng indépendantes du pas de maillage h et du tensdalles
que

Wh EVh

A1C .
lu—unllae < [ 1+ 5222 inf fu—whlac;- (4.18)
A Csta

Les constantesd et Gong sonttelles que (i) pour touf\e Vy, algo) (Vh, Vh) = 4C31ath||§G

et (ii) pour tout w vk € Vin x Vi, 8 (W, Vi) < ACond|W|dc 1 |Va|dc-

Le défaut de I'estimatioi (4.18) est lié a la présence dugepgfp dans la constante
multiplicative au second membre, qui explose si le charagt fortement hétérogene.

Norme d’énergie et moyennes pondérées [9]Le reméde proposé dans [9] est basé
sur deux idées fondamentales : I'introduction d’une norriémergie incorporant le
tenseur et I'utilisation de moyennes pondérées dans les termes mistance et de
symétrie. Bien que dans [9] on présente une famille de méthath se concentrera
ici par simplicité sur le schéma obtenu a partir de la métroide(4.12). Du fait de
l'utilisation de moyennes pondérées, la méthode qui enteéauété baptisée SWIP
(Symmetric Weighted Interior PengltfPour alléger la notation, on introduit le symbole
suivant pour la dtusion en direction normale & une face :

VF € Fn, VT € TE, ATF d=efl<|TnF'nF- (4.19)
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La norme d’énergie pour la coercivité est
2 def ) 1 2 Y.F 2
Mo = Iz o + 3 IV e,
FeFn
ol v, r est la moyenne harmonique deffa$ions normales d’'un c6té et d’autre de la
faceF,

At F AT,
/1T,F SiF c 0T noQ.

Afin d’obtenir une constante de coercivité indépendanteedsdurk, on est amené a
modifier 'opérateur de moyenre (#.3) en pesant les cotinibside chague c6té d’'une
interface de maniére inversement proportionnelle a lawale la difusion en direc-
tion normale. Ceci permet de retrouver la moyenne harmeniopsque on applique
l'inégalité de Cauchy—Schwarz pour estimer les termes dsistance et de symétrie.
Plus précisément, soit, pour toukes “Fg telle queF < 0T1 N 0To,

de {ZLWZF SiF c 0Ty 0To,
Y,F =

def  AT,F def  AT,F

a)Tl,F = ’ sz,F - .
AT F + AT, F AT F + AT, F

L'opérateur de moyenne pondérée est défini pour tute#, et presque tout € F
par

def
Vo (X) = w1, e V[T, (X) + 0T,e V7, (X).

On est maintenant prét a introduire la forme bilinéaﬂ”iﬂ'p € L(Vihx Vin, R) suivante :

a>"P(v, w) d=9ff KVRV-ViW — Z f ({kVnV} o NEIW] + {kViW},-Ne[V])
o Fer OF

B L[[V]][[W]].

FeFn

(4.20)

Le codficient de stabilisation aux interfaces est donné par le prddla moyenne har-
moniquey,r par un réel positif, dépendant uniquement de la régularité du maillage.
La norme naturelle pour exprimer la continuitéaig'p est

def
Hngwip,T = ”V”§wip+ Z hTHkl/ZVV'nTHﬁZ(PT)‘
TeTh
Le probleme discret associé s’écrit
Trouveru, € Vi t.q. aﬁWip(uh, Vh) = J fvi pour toutvy, € V. (4.21)
Q

En procédant comme dar{s §4.2, on preuve I'estimation diesvante.

Théoréme 4.8(Estimation d’erreur pour la méthode (4.218oit ue V la solution
de(4.15)et supposons, de plus, que ;. Alors, il existe deux constantesi®t Gong
indépendantes du pas de maillage h et du tenseelies que

WhEVH

Cond\ .
o=t < (14 22) it 0= Wl
sta
Les constantes & et Gy sont telles que (i) pour toutpve Vi, aﬁ""ip
SWip

CstalVh 2, €t (ii) pour tout w vy, € Vi x Vi, @,

swip

(Vh, Vh) =
(W, Vh) < CondlWlswip.t Vil swip-
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Corollaire 4.9 (Estimation du taux de convergence pour la méthadel(4.2i))en
plus, ue H*1(73), il existe C indépendant du pas de maillage h et du tenseer
que

HU — Uhstip < C/lhk”UHHkH(q-h). (4.22)

Grace a I'utilisation des moyennes pondérées, I'estimatierreur dans la norme
d’énergie||-||swip €St robuste par rapport a I'nétérogénéité (et a I'anisg)aiu tenseur
de difusionk, car le rapport/a n’apparait pas au second membre. La constante multi-
plicative au second membre de(4.22) reste robuste par riggppoar on peut toujours
normaliser le problémé&(4.114) de maniére a ce guel.

Lien avec la méthode VF a deux points L'utilisation des moyennes pondérées est
classique dans le contexte des méthodes VF. On introduéffiaition suivante.

Définition 4.10 (Maillage x-orthogonal) Soit, pour tout Fe Fp, Xk %er §e X/|Fla—1.
On dit que le maillage, estx-orthogonal si, pour tout Te 77, il existe x € T tel
que, pour tout Fc JT, le vecteuiXs — xr est colinéaire &|tng.

La définition precédénte s'étend au casxogst variable a l'interieur des mailles
en considerant la moyenne sur la maille. 1l est possibleviager une modification
de la méthode SWIP qui reste asymptotiquement consistame lé cak = 0 sur
des maillagex-orthogonaux. Plus précisément, la méthode SWIP coinaide &
méthode VF a deux point a condition de modifier le terme de |Eati@n de [4.20)
comme suit

2pt def f AT FAT,F f ATE
V,W) = viiwl + —— VW,
WS ) F ATy, ) Fdre

, oy, F + A1, Fd
Feri FOT,F + AT, FOT,F Ferb

ou, pour toutr € Fy et toutT € T¢, on a posér r o dist(xr, F), xr étant le centre

de I'élémenfT . Tous les autres termes sont nuls pour des fonctions disccéhstantes

par morceaux. Il est intéressant de noter que, dans ce dasyla biIinéaireﬁﬁpt induit

une norme suvy = Pg(‘fh) et non pas uniquement une seminorme. Pour plus de détails
sur la notion de consistance faible s’appliquant a la métleodeux points voirl&5. 1.

4.3.2 Solutions peu régulieres

Pour simplifier, on suppose dans cette section que Ifficieat de difusionx est
scalaire et constant par morceaux,

K € BY(Th).

Cela est vrai, par exemple, lorsque le fméent de difusion est constant par régions
dansQ et que le maillag&, suit les frontieres des régions. Pour plus de détails sur
le cas anisotrope, voir [9]. L'analyse d’erreur de &4.3steevalide lorsque la solution
exacte de[(4.14) est daht/>+<(7,) avece > 0. Toutefois, cette régularité n’est pas
toujours disponible. Enfet, d’aprés Nicaise et Sandig, la solutiode [4.14) est dans

u e W2P(Q) avecp € (1,2]. Dans [16] on propose une analyse qui couvre le cas le
plus général ed = 2 en fournissant une estimation d’erreur optimale. feted’apres

les injections de Sobolev, le fait ques W2P(Q) avecp € (1, 2] implique

ue H*(Q) aveca > 0, (4.23)
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ce qui sifit & obtenir une estimation du taux de convergence. Plusgémdent, on
prouve le résultat suivant.

Théoréme 4.11(Taux de convergence de la méthode (¥.21) pour solutionséuau
lieres) Soitd = 2 ety > 5 dans I'expression de la forme bilinéai(@.20) avecrn
dépendant uniqguement des paramétres de régularité duagailAlorsf@.23)est véri-
fiée et il existe C indépendant du pas de maillage at@¢que

Ju— Unlswp < Cl@h** 4% ¥ [ujyesa). (4.24)

La situation est plus compliquée €n= 3, car on ne peut pas conclure que&
H*2(Q) aveca > 0 lorsquep € (1,8/5]. On peut donc prouver une estimation d’erreur
analogue & (4.24) lorsquee (6/5, 2] et faire appel aux techniques de 84.5 pour prouver
la convergence de la méthofe (4.21) lorsgue(1, &/5].

4.3.3 Advection, réaction et dégénérescence du ¢heent de diffu-
sion

Position du probleme modele On peut ultérieurement compliquer le modéle (4#.14)
en ajoutant des termes d’advection et de réaction.SeifW-* (Q)]¢ un champs de
vitesse et sojtt € L™ (Q) le codficient de réaction. On considere le probléme suivant :

V-(=kVu+pu) +pu = dansQ,
u=0 suroQ.

La formulation faible s’écrit

Trouveru e V t.g.a(uy,v) = J fv pour toutv e V, (4.25)
Q
ou on a posé encore une fais= HJ(Q) et la forme bilinéaire est donnée par

f kVu-Vv — J us-vv + f HUV.
Q Q Q

Afin d’assurer la bonne position de_(4125), on suppose gxifite un réelg > 0 tel
que

a(u,v) et

A d=8fy + %V-ﬁ > po p-p. dang.
L'objectif est maintenant de dériver des estimations éers qui soient robustes par
rapport a I'nétérogénéité et a I'anisotropie duffieeent de dffusion et aussi au nombre
de Péclehs./1. Ce dernier point nous permettra, dans la section suivaeteglaxer
I'hypothése de positivité du céicient de dffusion.

La méthode proposée dans [9] combine une discrétisatiogrthetde diusion par
la forme bilinéairea; " avec une discrétisation du terme advectif décentrée entamon
Soit, pour tout(V, W) € Vin x Vin,

a (v, w) = J (VW + Vi (BV)W] + f (8:n)®vw
- fF(ﬁ-nF)I[V]l{W} + ZL@MHW}],

FeF! Fef,

(4.26)
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N , ~ def e s s . , N .
ou, pour tout réek, on a posé&® = 3 (|| — x). La forme bilinéaire intégrant a la fois
les termes de €lusion et d’advection-réaction est donc

dar )d_Ef swip upw

a(v,w) = a " (v,w) + a,

On introduit le temps et la vitesse de référence du probléeme
def - def
e S {max(ulliz ). L) Be S 1Bl e

ouLg def MaxXi<ij<d |0iBj|L» ) estle module de Lipschitz gg&= (B1,...,Bq). Afin
d’obtenir une estimation d’erreur robuste par rapport aanxges, 3 etu, on introduit
sur Vi une norme de stabilité et une de continuité. Dans le cadneedéunalyse de
convergence basée sur la coercijties deux normes sont données par

(v, w).

def _
V12 = IV 3wip + IVIs + 7¢ HIVIE 0

def
IVIZ, SIVIE + ) BelVIFaary + D) el Ovne |2 o,
TE'Th TE'Th

avec|v|3 %er Srer Ie ‘ﬁ'QF' [vl?. On a le résultat suivant.
Théoreme 4.12Estimation d’erreur en normg|||,). Soit ue V solution def4.25)et
supposons, de plus, queswV;. Alors, il existe C indépendant du pas de maillage h et

des données, 3, etu tel que
llu—un[l, < Cmax(2, 75 g™, C ) flu = znullly 1, (4.27)
7, étant la projection B-orthogonale sur V.

Lorsque on admet la dégénérescence dificient de dffusionk, il est toutefois
souhaitable de disposer d’'une estimation de la dérivéectidgeOn modifie alors les
normes précédentes comme suit :

def
IvIEar = VIS + IvIE,

def -1
2y 2 D e (W VIEs 7, + Vi) + PP 2 o ).
TETH

avec|||v|||§ o Ten %”ﬂ‘VV”Ez(T)- Du fait de la présence de la norme de la dérivée

advective dang-||qas, il faut exprimer la stabilité en termes d’une condition-suf.
Pour le probléme discret

Trouveruy, € Vi t.q. aﬂar(uh,vh) = J fvy pour toutvy, € Vi, (4.28)
Q

on prouve I'estimation d’erreur suivante :

Lemme 4.13(Estimation d’erreur pour la méthode (4.288oit u € V solution de
(4.28) et supposons, de plus, queeuV;. Alors, il existe C indépendant du pas de
maillage h et des donnéesg etu tel que

sta

llu = tnllaar < CMaxX(L, 7 g ", Cga) inf (U — Whllaacs
WhGVh

avec G, constante de coercivité dévﬂ’ par rapport & la norme- | swip-

2. Voir [1, §4.4.3]. L'analyse de [9, 8§84.1] est équivalenteais, du fait de la formulation mixte, on a
besoin de prouver une condition inf-sup pour estimer lavéérditusive.
3. Voir [9, 84.2] et aussi [1, pag. 143]
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K=T
B
J Loa
: /
IO,Q
B
k=0
=M
(a) Description du cas test (b) Solution exacte

Ficure 4.3 — Probléme de ffusion-advection-réaction dégénéré

Corollaire 4.14 (Estimation du taux de convergence pour la méthbdel(4.Z8)ppo-
sons, de plus, quea H<t1(77). Alors,

Jlu = nflear < Cumax(1, 75 ey %, Cd) (1< + b2 4 r73HT) - (4.20)

On peut simplifier I'estimatiori{4.29) en négligeant le derterme lorsqué < Bcte,
c’'est-a-dire, le pas de maillage est inférieur a la longeanactéristique du probléme.
De plus, en observant qug./7. représente un nombre de Péclet global, et rappelant
que

1/2
llu = unll, = (o= Ul + Ju = 3 + 75 |u = Ul g )

on peut conclure, notamment que (i) dans le régime d’achedbminante, le taux de
convergence dgl — Un|g + 75 U — Un||i2(q) esth<F72; (||) dans le régime de @usion
dominante, le taux de convergence|de- un|swip €Sth¥. Ces résultats sont cohérents
avec les estimations du taux de convergence obtenus pourobieme d’advection
pure [1, 82.3.2] et pour un probléme défdsion pure [1, §4.3.3].

Dégénérescence du cficient de diffusion On prouve dans [9] que la méthode ci-
dessus s’applique également au cas ouflasion est localement dégénérée, c’'est-a-
dire, sid = 0. Les conditions assurant la bonne position du problémérzodans

ce cas sont détaillées dans [9, §2]. En particulier, on necquie la continuité de la
solution exacte est perdue aux interfaces entre une régffursige et une purement
advective lorsque le champsest entrant dans la premiére. Considérons I'exemple
de Figurd 4.3(@), qui admet une solution exacte en cooraémrydindriques; voir [9,
86.1] pour plus de détails. Dans ce cas, le domaine est ué @aec un trou au milieu,

le codficient de difusion s’annule dans la moitié inférieure du domaine, et Engbs

de vitesse est circulaire. On a donc deux interfaces ingerig,,, ou le champs de

vitesse rentre dans le sous-domainugif, etIgQ, ou le champs de vitesse sorte du
sous-domaine diusif. Comme on le montre dans la Figlire 4.B(b), la soluticacex

est discontinue a traverg, ,. En ce qui concerne l'analyse, |ofdirence principale par
rapport au cas ol > 0 est dans la preuve de consistance, ou les moyennes posidérée
et le décentrage en amont jouent un réle criftidlans la TablgZ]1 on montre des

résultats de convergence pour la méthgde {4.28).

4. Voir [1, Lemma 4.54] pour une discussion a ce sujet. Quardifiusion est dégénérée il estimportant
de stabiliser 'advection avec un décentrage en amont pamangjr la consistance.
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TasLE 4.1 — Convergence de la méthode (%.28).

P§(Th) P3(Th) P3(7h) Pg(Th)
erreur ordre erreur ordre erreur ordre erreur ordre
llu— unlls
1/2 315+ 0 727 -1 174 -1 39% -2

1/4 163e+0 095 20%—-1 183 26% -2 270 351e—-3 351
1/8 81% -1 099 532—-2 194 35% -3 291 25le—4 381
1/16 408 —1 100 134e—2 199 454e—4 298 163e—5 395
1/32 204e—1 100 336e—3 200

llu = unllls

1/2 197e—-0 450e—1 113e-1 265 —2

1/4 746e—1 140 987e—2 218 140e—2 301 192—-3 379
1/8 273x—1 145 190e—2 238 144e—3 329 106e—4 418
1/16 982%e—2 148 344e—3 246 134e—4 343 503—-6 440
1/32 350e—2 149 608 -4 250

[u—un]2(0

1/2 292 -1 330e—-2 57% -3 117 -3

1/4 74%—2 196 475%—3 280 462—4 365 550e—5 441
1/8 19le—2 197 60% -4 296 326e—5 383 20le—6 477
1/16 486e—3 197 776e—5 297 210e—6 396 632—-8 499
1/32 123z—3 198 982 -6 298
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4.4 Analyse fonctionnelle discrete

Dans cette section on présente deux résultats d’analysédonelle discréte dé-
rivés dans [7] : les injections de Sobolev pour les espacgsm@miaux par mor-
ceaux et d'un résultat de compacité pour les suites uniforemé bornées en norme
|-lac. Ces résultats forment un outil indispensable pour prolaveonvergence des
méthodes dG sans hypothéses additionnelles de régularité solution exacte. Les
techniques de démonstration ont été inspirées par leauttal@ Eymard, Gallouét et
Herbin [EGH00, EGHO09] dans les contextes des méthodes \¢Esatsultats sont a la
base du cadre unifié VF-dG de [5] ; voIr §5.3.

Des cas particuliers des injections de Sobolev avaienté&éjaonsidérés par dif-
férents auteurs [Arn82, KJ98, LS03, GRWO04] en utilisant @ehniques basées sur
des hypothéses de régularité elliptique ou bien sur degiviteurs non conformes.
Une diférence importante est que la preuve fournie dans [7] perioletashir le résul-
tat le plus général tout en réduisant les hypothéses deardtgudur le domaine et sur
le maillage. L'autre intérét majeur de [7] est qu'il contida premiére application du
paradigme de démonstration par compacité aux méthodes dG.

4.4.1 Injections de Sobolev discrétes

Le premier résultat est I'équivalent discret des injectide Sobolev pour les es-
pacesP'é(‘Th) sur un domaine polygonal bor@g Linjection de ce type la plus connue
est I'inégalité de Poincaré discréte, qufieme que la norme.? est uniformément
contr6lée par la normg||qc; voir, par exemple, [Arn82, Bre03]. Un point important
est que, contrairement aux preuves fournies dans [Arn80)3mour l'inégalité de
Poincaré discréte, la démonstration de [7] ne repose patesurypotheses de régula-
rité elliptique ni sur des interpolateurs EF non conforn@eci permet, en particulier,
de relacher les hypothéses de régularité du domaine aipgigtraiter des éléments
de forme générale. Afin d’énoncer le théoréme, on définitafdiiéquivalent discret
des norme¥V-P : Pour toutv e WP(77) et toutp > 1,

def 1
Ve, &S j W= j v, (4.30)

TETh Fefn ''F
ou |-|,» dénote la seminorme de I'espace vectoffel

Théoreme 4.15Injections de Sobolev discretedour tout g tel que
H1<g<pEEsit<p<d;
(i) 1 <g<+oosid< p< +w0;

il existeoqp indépendant du pas de maillage h tel que

Vv € P§(Th), [Vh[|La@) < opglVhllde.p- (4.31)
La constantery , dépend déQ|q, k, et des constantes de régularité du maillage.

L'inégalité de Poincaré discréte est obtenue comme caspiat pourq = p = 2.
Le cas Hilbertien p = 2) a été aussi traité par Lasis et Suli [LS03] avec des tech-
niques dfférentes; voir aussi Karakashian et Jureidini [KJ98] et @irRiviére, et
Wheeler [GRWO04] pour des cas particuliers. Un résultatlasingi a été obtenu indé-
pendemment et presque simultanément pdfeBet Ortner [BO09].
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4.4.2 Un résultat de compacité

Le deuxieme théoreme d’analyse fonctionnelle de cettéosecontient un résultat
de compacité pour les suites de fonctions discrétes unéoremt bornées en norme
|-lde p- La preuve consiste en une application du critére de cortépaeikolmogorold
basée sur des estimations uniformes des translations aoessur le Théorenie 4115,
et sur un opérateur de gradient qui satisfait une propriggodsistance asymptotique
faible. Plus précisément, soif < R% un ensemble dénombrable ayant 0 comme
unique point d’accumulation. On considére une suite delaggas admissibles ) nex
au sens de [1, Définition 1.44].

Théoréme 4.16(Compacité) Soit k> 1 et soit(Vh)ness Une suite dangPk(7r))nes
bornée uniformément en nornjélacp, 1 < p < +oo. Alors, pour tout g tel que
l1<g<p*sil< p<doul<qg<+4owsid<p< 4o, (Vhhen €St relativement
compacte dans4(Q) (et aussi dans %RY) en prolongeant les fonctions pérdans
RN\Q).

Le résultat de compacité du Théoréine #.16 permet de déduiree sous-suite
prés, I'existence d’une limite € L?(Q) pour toute suitevi)ney bornée en norme
|-ldae. Cependant, la régularité de la limite n’est paffisante pour I'application aux
problémes elliptiques du second ordre tel que le problemeaieson[(4]1), ou I'es-
pace naturel pour la solution exacte (). La régularité nécessaire peut étre ce-
pendant prouvée a l'aide d'une suit&n(vh))her de gradients discrets faiblement
convergents. Le gradient discret s’exprime en fonctiorréddsvements de trace défi-
nis dans [BMM"00] : Pourl > 0,

VF € Fp, re: L2(F) — [PS(Tn)]% (4.32)

solutions du probléme suivant : Pour tqugé L2(F),

f L (¢)zn = J olmine  Vane [By(T)]
Q F
Soit, pour tout, € Vy,,

Gh(vh) ' Vivh — RE (W), Rh(ve) D7tk ([wal). (4.33)
Fen

La forme bilinéairea’ peut étre reformulée en utilisant le gradient dis€kt | e
{k — 1,k}, comme suit :

aﬁip(uh, Vh) = J;) G'h(uh)-G'h(vh) + §h(uh,vh), (4.34)

avecs;(Un, Vh) = — § Rn(Un)- Rn(Vh) + sfqip(uh, Vh) ; voir [1, 84.2.3] et aussi [5] pour
une généralisation a d’autres méthodes dG. De plus, egautille Théorénie 4,116, on
preuve sans peine le résultat suivant.

Lemme 4.17(Régularité de la limite) Soit (Vh)he Une suite dan&PX(7h))ness bornée
uniformément en normig||qc. Alors, il existe ve H3(Q) tel que, lorsque h— O et a
une sous-suite pres,

vy — v fortement dansi(Q),

5. Voir, par exemple, [Bré83, Theorem IV.25].
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et, pour tout > 0,
G},(Wn) — Vv faiblement dangL?(Q)].
En outre, en posantv= 0 danst\Q,

G},(Vn) — Vv faiblement danfL?(R%)].

4.5 Convergence vers des solutions a régularité mini-
male

L'analyse de convergence dans I'esprit du Lemme de Céa d#smdidtendre la
forme bilinéaire discréte a un espace contenant la sol@i@tte. Dans le cas des
méthodes dG, ceci nécessite d'introduire des hypothésesgdéarité ultérieures afin
d’assurer la bonne définition des termes de bord. Ces hygpeigeuvent ne pas étre
vérifiées lorsque, par exemple, le domaine présente dessamgitrants ou le tenseur de
diffusion est hétérogéne. Ce dernier cas est courant dans lesatipps IFP Energies
nouvelles concernant les écoulements souterrains, diotéiét d’étudier la conver-
gence vers des solutions a régularité minimale.

Dans cette section on examine I'approche proposée paeliadans [5, 7] et basée
sur un argument de compacité ne demandant pas d’hypoth&ségudarité ultérieure
sur la solution exacte. Cette approche, inspirée par lésigages de [EGH09], est par-
ticulierement adaptée aux problémes non linéaires, commie erra dans la section
suivante. Les étapes principales de I'analyse sont leastés :

(i) on considere une suite de maillages admissibles au sefik, définition 1.44]
et on dérive une estimatice priori uniforme en normd-|qc pour la suite des
solution discrétes;;

(i) a l'aide du Théoremg& 4.16 et du Lemrie 4.17 on déduit laveagence forte
en normel? d’une sous-suite vers une fonctione H3(Q) aussi bien que la
convergence faible d@!. (Un))ness Versvu;

(iii) oninfére la convergence de la méthode (a une soug-puéts) en utilisant comme
fonction test la projection d’une fonction réguliére agpaant a un sous-espace
dense, par exemples” (Q) ;

(iv) on déduit la convergence forte de la suite des gradidistsets(G},(un))ness Vers
Vu en utilisant la structure dissipative du probléme.

Lorsque la solution exacte est unique, on peut déduire laezgence de toute la suite

des solutions discretes en raisonnant par I'absurde.

A titre d’exemple, considérons le problérhe (4.1) discéipiar la méthode SIP. Soit
(Th)new Une suite de maillages admissibles et, pour bositH, soitV;, I'espace discret
donné par[(4]5). En utilisant la coercivité de la forme léiﬁheaﬁ'p dansVy x Vj et
I'inégalité de Poincaré discréte on infére que

CaunlZ < 857t th) = | T < 722 e o
Q
d’ou I'estimationa priori uniforme
022
Junlae < =2 [ flz(a)-
sta

En utilisant les résultats de la section précédente pooriadlation [4.34) de la forme

bilinéairea;", on prouve le théoréme suivant.
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Théoréme 4.18 Convergence de la méthode (4.12) vers des solutions aamiguhi-
nimale) Soit(un)ness 1a suite de solutions discréte obtenues en résolvant lel@noe
discret(@.12)sur la suite admissible de maillagésy,)neys. Lorsque h— 0,

Uy — U fortement dansi(Q),
Vhun — Vu  fortement danfL?(Q)]°,
|Un[s — O,

avec u unique solution dg.2) et |-|; définie par(@.9).

Il est important d’observer que le Théoréime fafflBmel’existence d’une solution
du probleme[{4]2) et la convergence de la méthbde](4.12)cetis solution, mais il
ne fournit pas une estimation du taux de convergence (qail)elirs, pourrait ne pas
exister dans le cas de solution a régularité minimale).

4.6 Ecoulements incompressibles

On considére ici les écoulements incompressibles de fliNgagoniens a densité
constante, régis par les équations de Navier—Stokes Irmassiples (NSI). Les équa-
tions de Navier—Stokes expriment les principes physigeasodservation de la quan-
tité de mouvement et de la masse. Dans le cas incompredsilgenservation de la
masse se réduit a une contrainte de divergence nulle poitetse dont la pression est
le multiplicateur de Lagrange. Au niveau discret leficliltés principales sont liées, en
particulier, au couplage vitesse-pression et au termemeection dans la conservation
de la quantité de mouvement. Dans le contexte des apphsdfid® Energies nouvelles,
les équations de NSI sont utilisées, entre autres, pourlisedéécoulement du pétrole
dans les conduitepipelines.

Les travaux de cette section traitent de discrétisatioa®daations de NSI basées
sur des approximations discontinues de la vitesse et deetsipn. Dans ce contexte,
les méthodes dG ont plusieurs intéréts :

(i) & grand nombre de Reynolds, on bénéficie des meilleungrigtés de stabilité
par rapport aux discrétisations EF conformes, et d’'uneigioftaccrue par rap-
port aux méthodes VF. C’est essentiellement grace a cestéastiques que les
méthodes dG ont recu une attention croissante a partir ceead0 ;

(i) il s’agit de méthodes adaptées a des maillages tréesrgéréCeci permet d’'une
part de gérer de maniére naturelle I'adaptivité non conéoemh, d'autre part
de mieux adapter la forme des éléments et le degré de la espagisn géomé-
trigue aux caractéristiques du probléme. Un exemple gassést fourni par les
couches limites, souvent discrétisées par des élémenghéénques allongés
avec approximation géométrique d’ordre élevé;

(iii) 'adaptation de I'ordre polynémiale est simplifiée it d’utiliser des fonctions
discontinues aux interfaces. Ce sujet n'est pas traité ldarnsavaux de ce cha-
pitre. Pour une introduction et une bibliographie voir, paemple, Baumann et
Oden [BO99], Houston, Schoétzau et Wihler [HSWO07] ou LasiSidt [LS07];

(iv) il est possible d’envisager des couples d’espacesestalvec des propriétés d’ap-
proximation optimales [Tos02, GRWO04, 2] aussi bien que dawnfilations stabi-
lisées avec approximations du méme ordre pour la pressiarigésse [CKSS02,
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CGS03b, CKS05, 7, 11, 12]. A c6té des approximations compiént disconti-
nues on peut aussi considérer des approximation mixtesvitesse discontinue
et pression continue ; voir, p.e., [2].

Cette section relate les travaux [2, 7, 10-12] et aussi [ap@te 6]. Dans[&4.611 on
traite de la discrétisation en espace en se concentrardrd'aoir le couplage vitesse-
pression et ensuite sur la discrétisation du terme corfv&ni considére ici des ap-
proximation complétement discontinues ou chaque compesiaria vitesse et la pres-
sion sont approchées avec le méme ordre polyndmial. Das28dn présente des
travaux récentes concernant la discrétisation en temps.fgPécisément, on présente
une méthode monolithique basée sur des méthodes Runge-e€utype Rosenbrock
puis une méthode de correction de pression inspirée par$Q9

4.6.1 Discrétisation en espace

SoitQ < RY, d € {2, 3}, un domaine conneffe On considére les équations de NSI
stationnaires,

—vAU; + dj(uiuj) + dip=fi dansQ,ie{1,...,d}, (4.35a)
ou =0 dan, (4.35b)

u=0 suroQ, (4.35c)

{(pa =0, (4.35d)

olv > 0 dénote la viscosité dynamiquefet [L?(Q)]¢ la force volumique. Posons

ULEHi@. PEL.(@. xTuxe
ou L,(Q) et {ve L2(Q) | {v)q = 0} est I'espace des fonctions a carré intégrable et
moyenne nulle su®. La formulation faible du systemg (4135) s’écrit : Trouyerp) €
X tel que

va(u,v) +t(u,u,v) + b(v, p) = J fv  VWvel, (4.36a)
Q
—b(u,q) =0 Yge P, (4.36b)
aveca(u, V) def o VuiVvi, b(v,q) def _ SQ gv-vet
t(w,u,v) difj (W-VUuj)vi. (4.37)
Q

Dans [7, 11, 12] on présente des méthodes basées sur degiaggtian de la vitesse
et de la pression avec le méme degré polynémial. Raur, les espaces discrets sont
définis par

def def

Up Z 5T PaEB(Tn)/R. Xa E'U, x P (4.38)

Il est également possible de discrétiser la pression avepagndmes de degré infé-
rieur d’une unité tout en gardant un taux de convergencenghitiUne méthode avec
vitesse discontinue et pression continue est considénée §&6.2 dans le contexte
d’'un schéma de correction de pression.

6. Dans I'analyse de convergence pour les méthodes traitéesles paragraphes suivantes on a besoin
de l'injection de Sobolev poup = 2 etq = 4, qui n’est valide que pout < 3 ; voir Théoréem@4.15.
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La méthode de compressibilité artificielle de [11, 12] On rappelle brievement les
idées principales de la méthode présentée dans [12] puigsaradans [11]. Quand
ces travaux ont démarré, I'application des méthodes dG mbigmes de Stokes et de
Oseen en formulation vitesse-pression venait d'étre dénée par Toselli [Tos02] et
par Cockburn, Kanschat, Schétzau et Schwab [CKSS02, CGS08imment abordre

les équations de NSI restait une question essentiellenueetie.

Dans le but d’étendre le code compressible développé gesklpnées auparavant
par Bassi et Rebay [BR97, BRM7], dans [12] on explorait I'idée d’obtenir les flux
non visqueux par un solveur de Riemann pour les équationsSiiéoalement modi-
fiées au sens de la compressibilité artificielle. Dans [11hoalyse la méthode avec
application au probléme de Stokes incompressible

—AU +oip=fi dansQ,ie{l,...,d}, (4.39a)
oy =0 dans, (4.39b)

u=0 suroQ, (4.39¢)
{(pa=0. (4.39d)

Les équations de Stokds (41.39) constituent une approxamdts équations de NSI
modélisant les écoulements dominés par les forces visgaeliest utile d’examiner
ce cas de prés afin de comprendre les mécanismes du coupieggepression, qui
est géré de maniére similaire dans [7, 10-12]. La formuidadble du systémé (4.89)
consiste a

Trouver(u, p) € Xt.q.a(u,v) + b(v, p) —b(u,q) = J f-v pour tout(v,q) € X.
Q

(4.40)
Afin d'assurer la bonne définition de tous les termes dansdes€s bilinéaires
discrétes lorsqu’on utilise la solution exacte comme pegraigument, on est amené
comme dans[84.2.2 a formuler des hypothéses de régulagétgéeute. Plus précisé-
ment, on pose

Us €U R0 PrEPARYQ), X EUrxP,  (4.41)
et on suppose qu@l, p) € X;. Ces hypothéses peuvent étre relachées dans le cadre
d’'une analyse de convergence par compacité ; voir [7] etgpapde suivant. La régu-
larité ultérieure pour la pression se justifie comme suitcheix (4.38) ne garantit pas
la surjectivité de I'opérateur de divergence discret, delgmande de stabiliser le cou-
plage vitesse-pression. L'hypothgse H!(Q) sert donc a garantir la consistance d’'un
terme de stabilisation basé sur la pénalisation des sadssptession aux interfaces.
Les espaces contenant a la fois la solution exacte et sonxapyation sont définis par

UTh def UT + Uy, PTh def PT + Py, XTh def XT + Xh.

La discrétisation du terme defflision est basée sur la méthode de [BRM]. On
définit la forme bilinéaire, € L(Xin x Xin, R) suivante :

d
defZ [ (Vi, W) + St:rmps(VnWi)] ’ (4.42)
i=1

avecaf® donnée pai (418),

Srt:rmpSV|,W| = Z _[ re(Dvil)- re (Twill),

Fefn
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et opérateurs de relévement définis par(4.32). La formedailres) ™ a I'avantage

de fournir une borne inférieure calculable pour le paraenggrarantissant la coercivité
deay; voir [1, 85.3.2]. Le couplage vitesse-pression est réglar la forme bilinéaire
bh € L(U+n x Py, R) définie par

ba(v.q) € — quh-w 3 L[[V]]-nF{q}= Lv-vhq— > f {(V}nelal. (4.43)

Fefn Fer

La méthode de compressibilité artificielle fait aussi apfiee des termes de pénalisa-
tion des sauts de la composante normale de la vitesse sackes du maillage et des
sauts de la pression aux interfaces,

sV (v, w) def Z L %([[v]]-np)([[w]]-np) (4.44a)
FeF
res, def 1
) = F; JF 2c 1AL, (4.44b)

olce > 0 estun paramétre libre correspondant a la vitesse du seiataécoulements
compressibles, dont la valeur peut changer sur chaquelfageobléme discret s'écrit

Trouver(un, pn) € Xn t.9. cn((Un, Pn)s (Vh, On)) = J f-vp pour tout(vh, gn) € Xn,
Q

(4.45)
avec

def

Ch((Un, Pn)s (Vh, Gh)) = @n(Un, Vi) + S (Un, Vi) + Bn(Vh, Pn) — B(Un, oh) + S °X(Pn, Gh).-

L'analyse de [11] montre que le paramétgesur une facé € ﬂ doit étre de I'ordre de

h: ' afin de garantir la convergence optimale de la méthode. Onitléfinorme]- | 4e

pour des fonctions vectoriellase U+, comme|v||3, aef Z?:l [vi[|3s- La seminorme

associée aux sauts de la pression est donnée par

def
Fer,

En utilisant le résultat de [N¥$2], on prouve le lemme suivant.

Lemme 4.19(Stabilité) Soit, pour tout Fe T,: Cr = h;l. Alors, poury syfisamment
grand,

(i) il existea > 0 indépendant du pas de maillage h tel &ue
¥(Vh.Gh) € Xn,  Cl((Vh, Gh)s (Vi Gh)) = @|[Vh[36 + [anl3;

(ii) il existe 3 > 0 indépendant du pas de maillage h tel que

bn(Wh,
Vah € Ph.  Blth|iz) < sup Bn(Wh. Gn)

+ |G| p-
wheun\(0}  [Whlde P

7. Ce résultat se base sur la coercivité de la forme biliaégidéfinie par[{4.4R) en normp|ys, qui
demande une estimation de la nortrfedes opérateurs de relévement en termes de la semirjdgrdéfinie
par [49). Pour tous les détails techniques voir [1, §5.3.2]



40 Chapitre 4. Méthodes de Galerkine discontinues

Les normes pour I'analyse de convergence sont définies canitie

def
v, @)z = V136 + lalfzq) + lalf

def
[ @)t € 1% )36 + 5 hrlalzr
TeTh

3 (T2 2 gD IV 2 e PO 2 2 )

TeTh
A l'aide du Lemmé4.19 on prouve classiquement I'estimati@mreur suivante :

Théoreme 4.20(Estimation d’erreur pour la méthode (4.4550it(u, p) € X la solu-
tion de(4.40) et supposons, de plus, que p) € X;. Alors il existe C indépendant du
pas de maillage h tel que

ll(u—tn, p—pn)lso < C inf
(V.0 ) EXn

[ (U= Vh, p = 0h) st
Corollaire 4.21 (Estimation du taux de convergencé), en plus(u, p) € [H*1(74)]%x
HX(7h), il existe C indépendant du pas de maillage h tel que

(U= tn, p = Pn)lllsto < CH (U pacsrerigs + [Pl -

Si la régularité de Cattabriga [Cat61, AG91] est vérifiéelpaolution exacte, on
peut aussi estimer le taux de convergence de la vitesse arehdr, voir [1, §6.1.3].

Théoréme 4.22(Taux de convergence de la vitesse en notfe Soit(u, p) € X la
solution de(@.40), et supposons, de plus, q@e p) € [H3(Q)]¢ x HY(Q). Alors il
existe C indépendant du pas de maillage h tel que

|u—un|z@e < chitt (||UH[Hk+1(frh)]d + ”pHHk(Th)) .

La méthode avec terme de convection non dissipatif de [7]On examine ici la dis-
crétisation du terme convectif non linéaire. L'analysealméthode de compressibilité
artificielle de [12] pour les équations de NSI n’est pas anggirelle que pour les ver-
sions linéarisées (Stokes et Oseen). Dans [7] on proposelasse de méthodes ou la
discrétisation du terme non linéaire est obtenue suivaprimcipe diférent. Le terme
de difusion et le couplage vitesse-pression sont a nouveau tisgs@ar les formes
bilinéairesa;, et by, définies, respectivement, par (4.42)[ef (4.43). La forniedaire

th € L(Un x Up x Uy, R) associée au terme de convection satisfait les propriéiés su
vantes :

(i) Non dissipativitéOn a
YWh€Un,  th(Vh, Vh,Vn) = 0.

Cette propriété est utilisée pour obtenir une estimagig@miori uniforme pour la
suite des solutions discrétes en norfpfisi. De plus, elle permet de réduire la
dissipation numérique sans compromettre la stabilité adgaombres de Rey-
nolds (voir les expériences numériques de [2]);

8. Comme dans le section précédentes, la norme étendséerfidour prouver la continuité est marquée
par un astérisque.
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(ii) Continuité.ll existeC indépendant du pas de maillalgéel que
YWh, Un, Vh € Up, th(Wh, U, Vh) < C||Wh||dcUnl|dc/Vh de.

Cette propriété est utilisée pour prouver I'existence d’solution au probleme
discret par un argument de degré topologique ; voir Leinm&;4.2

(iii) Consistance asymptotique pour les fonctions test ré@di&oit (Vi)neq UNe
suite de(Up)neyy uniformément bornée en nornielgs, et soitv € [H(Q)]¢ la
limite fournie par le LemmEZ.17. Pour todte [C ()], lorsqueh — O et a
une sous-suite pres,

th(Vh, Vh, Th®@) — t* (v, v, D),

t* étant une forme trilinéaire consistante avec (4.37) & projection_?-orthogonale
sur I'espac&Jy. En particulier, dans [1, Chapitre 6] on considere la versie Te-
mam [Tem79] contenant un terme proportionnel a la divergeleda vitesse,

t*(w, u,v) = t®™(w, u, V) difj (W-Vu)v; — %J (V-w) (u-v).

On vérifie sans peine que, pour taut U tel queV-w = 0, on at®™(w, u,v) =
t(w, u,Vv) pour toutu, v € U, avect donnée par(4.37). Pour un choix alternatif
voir [7, 85.1];

(iv) Consistance pour les fonctions test discrefgsus les hypothéses du point pré-
cédent, supposons ultérieurement @jév), | € {k — 1,k} converge fortement
versVv dans[L?(Q)]%9, et soit{wh}ness Une deuxiéme suite dari§l)hes UNi-
formément bornée en nornjdyc. Alors, lorsqueh — 0 et & une sous-sulite pres,

th(Vh, Vi, Wh) — t* (v, v, W),

avecv, w € [H3(Q)]% issues du Lemm Z1L7. Cette propriété ne peut pas, en
général, étre déduite a partir de la précédente, et elldiksée uniquement pour
prouver la convergence forte de la suite des pressionstiscvers la pression
exacte dans?.

La forme trilinéaire discréte inspirée par la méthode dedmrs’écrit

th(Wh, Un, Vh) d=9fj (Wh:VUn;i) Vi — Z J {Wh}-nelunl-{vn}
Q F

Fer

1 1 (4.46)
+5 f (VhWh) (Unh) — S ] j [Wh 1N {Un-Vh }.
2Ja 2 Fesy F
Le probleme discret revient donc a : Trouyas, pr) € X tel que
van(Un, Vh) + th(Un, Un, Vh) + Br(Vh, pn) = f f-vh  VVhe Un, (4.47a)
Q
—bn(unh, gn) + ires( Pr.0h) =0 Yah € P, (4.47b)

Les principaux résultats d’analyse sont résumés ci-dessou

Lemme 4.23(Existence d’une solution discretell existe au moins uriup, pr) € Xn

solution de(4.47)
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Le Lemmd4.2B résulte d’'un argument de degré topologiqusa @reuve suit de
pres celle de [EHLO7].

Théoreme 4.24(Convergence de la méthode (4.47§oit ((Un, Prn))ness la suite des
solutions discretes obtenues en résolv@nd{) sur la suite de maillages admissibles
(Th)new- Alors, lorsque h— 0 et a une sous-suite pres,

Up — U, dans[L?(Q)]¢,
Vhunh — Vu,  dans[L%(Q)]%9,
|Un|3 — O,

Ph— P, dans 12(Q),
|Pnlp — 0.

Si, de plus(u, p) est unique, la convergence s’étend a toute la suite.

4.6.2 Marche en temps

Dans cette section on relate les travaux [2, 10] conceraatistrétisation en temps
des équations de NSl instationnaires,

Oou—vAU + 0j(uiuj) + dip = fi  dansQ x (0,tg),i € {1,...,d}, (4.48a)

oy =0 dans x (0,tF), (4.48b)

u=0 surdQ x (0,tg), (4.48c¢)

u(x,t =0) =up; dansQ (4.48d)
{p)o =0 dang(0,tF), (4.48¢)

ou encore une foid € {2,3}, v > 0 dénote la viscosité dynamique etfe¢ [L?(Q)]¢
la force volumique.

Le schéma monolithique de [10] Une premiére famille de schémas de discrétisation
en temps couplée avec la discrétisation en espace de [18] @@posée dans [10].
On considére ici un schéma monolithique ou le bilan de la tjigade mouvement

et la contrainte de divergence nulle sont résolus en mémpsteBomme la dérivée
temporelle de la pression n'apparait pas dans I'équaticcpdservation de la masse
(4.48D), la matrice de masse du systeme est singulieree @igitculté est contournée
dans [10] en utilisant des schémas de Runge—Kutta sémieitsple type Rosenbrock.
La méthode résultante est appliquée dans [10] a une vaeégbéablemes modéle, et
la robustesse par rapport a la convection est montrée elvaéste probleme d’Euler
incompressible dans les configurations test de Liu et Sh@(L8t Bell, Colella et
Glaz [BCG89]. Les avantages principaux de cette familledemas sont essentiel-
lement liés & la possibilité d’obtenir une discrétisationemps d’ordre élevé, et aux
bonnes propriétés de stabilité des schémas de type Runtia-&ependant la solution
monolithique du systeme issu de la discrétisation ressentalivais conditionnement
de ce dernier. Comme remarqué par Hesthaven et Warburtol®@1%1.1], le déve-
loppement de solveurstieaces pour les systemes discrets issus de I'approche dG est
moins avanceé que pour d'autres méthodes, ce qui demandasdigar des schémas de
marche en temps plugfieaces.
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Le schéma de correction de pression de [2] Afin de réduire le co(t de la marche en
temps, dans [2] on propose un schéma de correction de praasigiré par [GQ98].
Pour réduire le couplage entre la conservation de la qéaigimouvement et la conser-
vation de la masse, on considére une formulation non stébilivec vitesse discontinue
et pression continue. L'analyse de la méthode appliquéeahléme de Stokes insta-
tionnaire est ffectuée dans [1, §6.3], et son extension aux équations demnN&tokes
complétes est en cours [17].

Le principe des méthodes de correction de pression corssigtsoudre les équa-
tions de conservation de la quantité de mouvement et de laardes maniére indé-
pendante, et ensuite corriger la vitesse par une projestiofiespace des fonctions
a divergence (discréte) nulle. Cette derniere étape peuf@mulée comme un pro-
bleme de Poisson pour I'incrément de pression avec unetimméctive de Neumann
homogéne au bord; voir [2, eq. (8)] et [1, §6.3.2] pour plusléils. Ce n'est que sur
la premiére approximation de la vitesse que les conditionscad sont imposées (de
maniére faible), tandis que la deuxieme prend en chargentaainte d’'incompressibi-
lité.

La méthode de correction de pression originale est due arCj@ito68] et Temam
[Tem68]. Une forme incrémentale a été ensuite proposée pda @50d79], et une
variante du second ordre par Van Kan [VK86]. Comme remargué<arniadakis et
Sherwin [KS04], les méthodes de correction de pressionmaondn intérét particulier
a grand nombre de Reynolds. Dans ce cas, les solveurs migpelytsont souvent
mis en échec par le mauvais conditionnement du problémeetligt leur applicabilité
aux simulations tridimensionnelles a large échelle esitdien En outre, I'&fet de la
condition au bord fictive sur la pression diminue & grand nende Reynolds; voir,
p.e., [2, Figure 2].

Soit 7n un maillage simplicial conforme [1, Définition 1.29] et caiérons, par
simplicité, une partition de l'interval tempor€, tr) enN pas de tempét. Pourk > 1
on définit les espaces discrets suivants :

def

def
Up =

LT P EPNT/R X E UL x P,

ol PX(Th) oef {Vh € C%Th) | Vu|r € PK(T) VT € Tn} est I'espace des polynémes de
degré total inférieur ou égalekdet globalement continus dafts Le terme dffusif est
discrétisé a I'aide de la forme bilinéaiag € L(U; x U4, R) suivante :

d
an(w, v) &' DlaP(wivi),

Pour le couplage vitesse-pression on utilise encore ladditiméaireo;, définie par((4.43),
en remarquant que le terme d’interface comportant les saudguxiéme argument de
bn est nul cai?, < P (voir (4.41)) et les éléments d& sont continus presque par-
tout aux interfacd$ Pour le terme de convection non linéaire, on retiendra faéo
trilinéairet, (4.48). La méthode de correction de pression consiste adéssucces-
sivement les deux problémes suivants poar{0,...,N — 1} :
(i) Trouverd’* e Uy, tel que, pour tout, € Up,
6t‘1(0ﬂ+1 — uﬂ,vh)Lz(Q) + Vah(fJE-H, Vh) + th(ljﬂ+l, DE+1,Vh) + bh(Vh, pﬂ) = fr:H'l;
(4.49a)

9. Voir, p.e., [1, Lemme 4.2].
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(i) Trouveru?™ e Uy etpl** e Py tels que

5t71r(hL£+l — Uﬂ+l,vh)L2(Q) + bh(Vh, p2+l — pﬂ) =0 VYvw,e Uy, (4.49b)
bh(uh s qh) =0 th € Ph.

Le problemel(4.49b) peut étre classiquement découplé emlinfge de Poisson avec
conditions de flux nul au bord pour I'incrément de presspﬁhl — pp plus une expres-
sion explicite pour la vitessm{}*l.

Dans [1, §6.3] on prouve la convergence de I'algorithmeigpplau probléme de
Stokes instationnaire,

ou—aui+op="fi dansQ x (0,tr),i e {1,...,d}, (4.50a)
oy =0 dan¥ x (O,tF), (4.50b)

u=0 suroQ x (0,tg), (4.50c¢)

u(x,t =0) =up dansQ (4.50d)
{(p)o =0 dang(0,tF), (4.50e)

Pour une fonction du tempf(t) on notef" = f(t") pour toutn € {0,...,N — 1}.
Pourtoutn € {0,...,N — 1}, on introduit la projection de Stokes de la solution exacte
(u", p") obtenue en résolvant le probléeme suivant : Trogwglrry) € Xh t.q.

an(Wh, Vh) + bn(vh, 1f}) = (—au” 4+ Vp", Vh)r2(q)e - ¥Vh € Up,
—bh(V\Ph, qh) =0 th € Ph.
Théoreme 4.25(Estimation du taux de convergence pour la vites&it (u, p) la
solution def4.50) et supposons, de plus, qu
() ue C*([0,t]; [LA()]Y) A CH([O, te]; [H*H(Th)])
(i) pe C*([0,te]; L2(2)) n CH([O,te]; H(Th)) ;
(iii) les choix initiaux §, T et (f sont tels que

Jul —Wollz e + 89 — Wolljzqaype < C(hE* +6t), (4.51a)
180 — wWl|la < Cot=2(hk+L 4 6t), (4.51b)
IV(ph = r)llie(@ie < C (4.51c)

ol C dénote une constante indépendante a la fois du pas diageait et du pas de
tempsst. Alors, pourst < 1, il existe G, , dépendent de normes bornées de u et p mais
indépendant a la fois du pas de maillage h et du pas de téirtpsque

Ju=Unlleo(poregitzcae) + U= Tnlleo(rosegfzi@ne) < Cup(h“ +06t).  (4.52a)
N 2
(Z st|u" — uﬂ§G> < Cyp(hk 4 6t). (4.52b)
n=0

Théoreme 4.26(Estimation du taux de convergence pour la pressidmmettons les
hypothéses du Théoreme 4.25, et supposons, de plus que

() ue C3([0.te]; [LP()]Y) n CH([O, te]; [H¥H(Th)]) ;
(i) pe C3([0.te]; LA(€2)) n C([0.te]; HX(Th))
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u=(10)
—
A N =
(a) Description du probleme (b) Lignes de courant pour Re 2-10*

Ficure 4.4 — Le probleme de la cavité entrainée.

(i) les choix initiaux sont tels que

185 — Wolliz (e + Uf — Wolljeaype < Cot(h¥ + 6t), (4.53a)
180 — W lae < Cot¥*(hk + ot), (4.53b)
V(P — ) lpzcaye < C(K + ot), (4.53¢)

ou C dénote une constante indépendante a la fois du pas diageali et du pas de
tempsst. Alors, il existe G, dépendent de normes bornées de u et p mais indépendant
a la fois du pas de maillage h et du pas de tedigel que

IP = Pnlliz(oteyize)) < Cup(h + 6t).

4.6.3 Exemples numériques

Dans cette section on montre quelques exemples numériquedgs méthodes
décrites aux sections précédentes.

Le probléme de la cavité entrainée résolu avec la méthode d&(]] On considére
I'application de la méthode de compressibilité artifi@gtiour les équations de NSI
au probleme de la cavité entrainéeckn= 2, qui modélise I'écoulement dans une
cavité avec paroi supérieure glissante ; voir Fiduré 4.4p@bléme est un cas test
assez classique en hydrodynamique car, malgré la sinépticitdomaine, il présente
des configurations compliquées avec des tourbillons diEshtees contrastées lorsque
le nombre de Reynolds augmente. En outre, la pression pieedes singularités aux
angles supérieures de la cavité, ce qui peut mettre en défamtéthodes numériques.
Dans la Figur€4]5 on montre les résultats obtenus avec lzodéte compressibilité
artificielle pour nombres de Reynolds allant de 1000 & 208i@8j qu’'une comparaison
avec des résultats de référence. Ce test permet d'applaatbilité de la méthode
dans le cas de convection dominante, ainsi que la bonnespméddrsqu’on utilise un
degré polyndmial élevé pour les espatipset Py,.
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Ficure 4.5 — Validation des résultats obtenus avec la méthode dpressibilité ar-
tificielle de [12] pour le probléme de la cavité entrainédgues des composantes de
vitesse et pression aux médiatrices du domaine).
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YAYAYAVAYAVAVAVAVAVAVANAVAVAVAVANANAVAVAN
NN VAVAVA
A vavAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN 4
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

p: -1.00 -0.71 -0.42 -0.13 0.16 0.45 0.74 1.03 1.32 1.61 1.90

Ficure 4.6 — Maillage pour le cas test de Schafer—Turek [Sw96]sseect pression
pour la méthode de [10] avdc= 3.

TasLe 4.2 — Validation de résultats pour le cas test de SchafeeK8w96] obtenus
avec la méthode de [10Ylotation. G max = maximum du cofficient de pouss&p max
= maximum du cofficient de trainée, Stt nombre de Strouhal.
k=1 k=2 k=3 Ref. [Sw96]
CLmax 09519 09897 (09907 10000+ 0.0100

Comax 3.2166 32269 32274 32300+ 0.0100
St 02976 02976 02980 03000+ 0.0050

Le probléme du cylindre de Schafer—Turek résolu avec la méthde de [12] La
méthode de marche en temps de [10] est ici validée avec leesagi¢ Schafer—
Turek [Sw96] qui représente I'écoulement laminaire autbun cylindre. Le domaine
est un rectangle avec un trou circulaire Iégerement désaxeapport a la médiatrice
horizontale. Le nombre de Reynolds est 100, et on imposeatetitons de paroi sur
les cbtés horizontaux, une vitesse d’entrée horizontaléescoté de gauche, et une
pression sur le c6té de droite. On renvoie a [Sw96] pour usergeion précise ainsi
gue pour une collection compléte de résultats numériquess 2 FigurE416 on montre
le maillage ainsi que la solution & un instant donné. Dangarel4.7 on montre I'évo-
lution en temps des cfiicients de trainée et de poussée estimés lave¢l, 2, 3}, et
dans la Tablé4]2 on montre une comparaison des valeurs @B88bH max €t Ci max
avec les valeurs de référence.

Le probleme de Kovasznay résolu avec la méthode de [1]On vérifie les proprié-
tés numériques de la méthode de [1] en utilisant la solutr@lyéique calculée par
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Ficure 4.7 — Codficients de poussée et de trainée estimés par la méthode qm[ir0]
le cas test de [Sw96].
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TasLe 4.3 — Convergence de la méthode de [1] pour le probléme destaeg.Nota-

. def
tion. & = (Enu, €np) = (U — Un, P — Pn).

h lewlz@s ordre [enlizq ordre  [leflss  ordre

500e—1 887e—-01 - 162e+ 00 - 11%+01 -

250e—1 23%-01 189 61lle—01 141 726e+00 Q71
125%—1 594 —-02 201 201e—01 160 368+00 098
625 —2 15%—-02 190 740e—02 144 185%+00 099
312e—-2 417e—03 193 314e—02 123 925%-01 100

(a) Module de la vitesse (b) Lignes de courant

Ficure 4.8 — Solution du probléme de Kovasznay approchée par laouiétte [7] avec
k=1eth=312e—2.

Kovasznay [Kov48] sur le domair®e = (—0.5, 1.5) x (0, 2),
1 . 1
up=1-—e™2coq2rx), Up= —Eeﬂxl sin(2rxp), p= —Eeﬂxl cog2n%;) — P,

oup = L |, —le™ cog2nx,) ~ —0.920735694y = £ et f = 0. Dans la Fi-
gurel4.8 on montre une solution numérique plow¥ 1, et dans la Table4.3 on étudie
la convergence de la méthode sur une famille de maillagasguilaires uniformément

raffinés pouk = 1.

Le cas test de Couzy résolu avec la méthode de [2JAfin d’évaluer la précision
en temps du schéma de correction de pression introduit @ne utilise le cas test
proposé par Couzy [Cou95]. Dans ce cas, le domaine est fedegl2 x (0, 0.75), avec
domaine spatia® = (0,1)?\(0.4,0.6)? constitué par un carré avec un trou au milieu.
On considére la solution exacte

U; = — cog™/2) sin(wy/2) sin(xt)
Up = sin(m/2) cogm/2) sin(nt)
p = —n sin(7%/2) sin(7/2) sin(xt).

Le terme source et la valeur de la vitesse au bord sont déalyitetir des expres-
sions précédentes. Dans la Figlird 4.9 on étudie la conveggentemps du schéma.
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Ficure 4.9 — Précision en temps du schéma de [2] pour le cas test dgy@0au95].
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Afin d’assurer que I'erreur en espace est negligéable paoraa I'erreur en temps, la
discrétisation en espace est basée sur un maillage comp@a0 éléments quadri-
latéraux, et les espackly = [P3(7n)]? et P, = P3(7h)/R sont utilisés pour la vitesse
et la pression respectivement. Dans ce cas, la méthodeat'lByplicite a été rempla-
cée par une méthode BDF2 dans (4149a), et (4.49b) a été adagdod les indications
fournies dans [2].
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Chapitre 5

Méthodes volumes finis

Ce chapitre relate les travaux [3-6, 23, 24, 26] concerremtiéthodes de Vo-
lumes Finis (VF) pour des problemedfdsifs. On se concentrera, en particulier, sur
les méthodes avec degrés de liberté centrées aux maillesiuciure est la suivante :
dans on trace un bilan des méthodes VF utilisés danpjisations IFP Ener-
gies nouvelles, et on propose une classification qui folerfil conducteur de I'ex-
position ; dans[85]2 on traite des méthodes VF en formuldition Plus précisément,
on se concentre sur la famille de méthodes analysées damgi[4jouvre comme cas
particulier le schéma dign L de [AEMNO8]; dans [E5]3 on considére une deuxiéme
catégorie de méthodes VF pour EDPs du second ordre insgiegde probléme en
formulation faible. Cette section traite, en particulige, [5], ol on propose un cadre
d’analyse unifié qui s’applique aussi aux méthodes de Gakediscontinues; la sec-
tion[5.4 est consacrée a une troisieme famille de méthodémsi®rdre récemment
introduite par I'auteur, leméthodes de Galerkine centrées aux mail&ss méthodes
se basent sur des espaces polyndémiaux par morceaux obt&ds é’'une reconstruc-
tion inspirée par [AEMNO8, EGHO09]. Les idées principaleststiabord introduites en
utilisant un probléme modele deflilision hétérogeéne. Ensuite, on étudie plus en détalil
les propriétés de I'espace discret dans le cas homogénemdiscute I'application de
la méthode au probleme de Navier—Stokes incompressiblia, Bans E5.5, on discute
brievement des aspects liés & la mise en ceuvre des méthd@atedene centrées aux
mailles en relation avec une des théses en cours.

5.1 Introduction

Gréce a leurs propriétés de robustesse et a leur colt dé cdait, les méthodes
VF sont aujourd’hui utilisées par de nombreux simulatendustriels en mécanique
des fluides. Le principe a la base de ces méthodes dans lews foiginaire consiste
a intégrer 'EDP a discrétiser sur deslumes de contrdlepuis d'appliquer le Théo-
reme de Gauss pour récrire les intégrales de volume conmpdatalivergence d’un
flux comme des intégrales de bord. Les flux exacts a travefades du volume de
contrdle sont ensuite remplacés par une approximatioristange et conservative (le
flux numeériqui Historiguement, c’est avant tout dans le contexte daesdeiconserva-
tion hyperboliques que les propriétés de stabilité et dast@sse des méthodes VF ont
joué un réle important pour leur succes. Il existe aujoundime vaste littérature sur
le sujet, ainsi que des nombreuse approches pour le calsdlukenumériques; voir,
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p.e., [1, 83.2] pour une introduction.

Dans le cadre des EDPs du second ordre, ces avantages @gtiemins clairs, car
les propriétés de consistance et de stabilité des flux ngoesine sont pas évidentes
a obtenir sur des maillages quelconques, dont I'importdacs le cadre des applica-
tions IFP Energies nouvelles a été discutée dans §4.2.1o0sidere, par la suite, le
probléme modéld (4.14) rappelé ci-dessous :

—V-(¥Vu) = f dansQ, (5.1a)
u=0 suroQ. (5.1b)

ou x est un champs tensoriel symétrique, défini positif et caotigtar morceaux, et
f € L2(Q). En formulation faible, il s’agit de

Trouveru e V t.q.a(u,v) = f fv pourtoutve V, (5.2)
Q

avecV %' H3(Q) eta(u,v) def §o kVu-Vv. Le probleme[(5.Ja) constitue I'archétype

du modele de Darcy pour les écoulement en milieux poreux 84B.1), etil estala
base du schéma universellement utilisé dans I'industrigédiole pour le probleme de
Darcy compositionnel [24]; voir aussi [MicO1, Chapitre &][EHMO03]. Idéalement,
une discrétisation VF dé_(8.1) devrait (i) étre consistaaitetable sur des maillages
polyédriques généraux, et se montrer robuste par rapptré@iogénéité et a I'ani-
sotropie du tenseur deftlision; (i) donner lieu a des probléemes algébriques bien
conditionnés;; (iii) avoir un stencil compact a la fois poéduire I'occupation de mé-
moire et pour minimiser les échanges dans le cadre des afpiptis paralléles. Ce
point est souvent mis en avant dans les applications iridlist;, ou la robustesse et
la vitesse d’exécution sont considérées des impératifslabs(iv) dans le cas des
plates-formes multi-physique, il est souhaitable que st puisse s'étendre na-
turellement a d’autres problémes comportant des ternfssis. A ce jour, on n'a
gue des réponses partielles a ces questions, et il n'existel® schéma VF univer-
sel. Dans la bréve introduction suivante on considére feoislles de schémas VF
pour les problémes flusifs. Le schéma deux-points est 'ancétre des méthodes VF,
et il satisfait toutes les propriétés énoncées ci-dessussmaillages-orthogonaux;
voir Définition[4.10. Malheureusement, il est pratiquemniargossible d'assurer le
orthogonalité dans le cadre des applications IFP Energiegalles a cause des fortes
hétérogénéités du tenseur déukion et de l'incorporation dedgfets d’érosion dans
le maillage de calcul; voir[84.2.1. Une extension possibleschéma a deux points a
des maillages généraux consiste a utiliser des constnsdibzales pour le calcul des
flux. De ce fait, les schémas qui en résultent sontrdifti-points Le défaut principal
des schémas multi-point est le potentiel manque de stakilit des maillages géné-
raux et en présence de perméabilité hétérogéne. Il est emdifficile de trouver des
criteres stfisants de stabilité a la fois calculables et précis. Une plesgéponse a ce
probléme est fournie par les schémas VF variationnels, éfient une propriété de
coercivité inconditionnelle. En contrepartie, il n’onus@nt pas un stencil compact, et
leur extension a d’autres problemes comportant un termeffissin est moins natu-
relle que dans le cas des méthodes d’éléments finis (EF). &iaé®n présente un cas
particulier de méthodes variationnelles introduites fgarteéur dans [3, 6, 15]. Il s’agit
d’'une famille de méthodes inspirées par les EF non confoguiesfre des meilleures
perspectives en termes d'intégration dans une plate-faroig-physique.
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ur, ur,

Ficure 5.1 — Inconnues intervenant dans le calcul du flux en deux$oin

La méthode deux-points Classiquement, I'approximation VF du problérhe]5.1) est
basée sur un flux numérigaeleux pointsComme on le verra, ce choix n’est consistent
que sous I'hypothése de maillagesrthogonaux (voir Définition 4.10), souvent im-
possible a satisfaire en pratique. Soitun maillage du domain@ c RY formé d’élé-
ments polygonaux (polyédriques dr= 3) et aligné avec les discontinuités du tenseur
k. Intégrant I'équatior{5.1a) sur un élémang 71, on trouve

= fFKvU.nT,F = (P, (5.3)

FcoT

ou on a noté fr la normale & sortante dd et{f)r def + T/IT|a. Soit

def
T, E

R7

'ensemble des degrés de liberté, que I'on pourra integpréelon le besoin, comme
des valeurs ponctuelles aux centres des mailles ou bien eaiemvaleurs moyennes
sur les mailles, et soii,, € Ty, la solution discrete aveg, = (ur)ter,. Afin d’obte-
nir une approximation du flux de a traversF, on introduit les inconnues auxiliaires
(UF )ress, € R (voir Figure[5.1), et on pose

Ug — U
VT eTh VFeFr,  Ore(un) £ [Flo_strr FclrF -
avecit r donné par[(4.19) et
VT € Th, VF e Fr,  dre & dist(xr, F). (5.4)

Dans la formule[(5]4) on a noté p&f le point deT qui garantit la condition de-
orthogonalité. Tout maill& € 71, est supposée étoilée par rapport & son cegtrees
inconnues auxiliaires aux faces de bord sont éliminéesiksant la condition[(5.1b),
ainsi obtenant, pour toute c 0T n 0Q,

A
O (Un) £ O ¢ (un) = —ﬁup (5.5)

Les inconnues aux interfaces sont éliminées en imposawintnaité du flux numé-
rique,

F F—Ur,

Ur — Ut u
VF c 0Ty n 0T, [Fla_1dtr,r——= + |Fla_14T,F =0.
or,r dr, r
On en tire facilement
] ar
VF c 0Ty n 0Ty, Ur = ur, + ur,,
! 2 F a1 +az T1 a1 + as T2
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aveca; & iuf pouri € {1,2}. Le flux numérique pour toute interfaec 0T, N 0T,

— dne

est dond

def
®r (Un) = Dr.e(Un) = —Dr, e (Un)

a1a2 At AT, F (5.6)
= Ur, — Ut,) = Ur, — U, ).
a1 +a (ur, 2 At pdr, F + A, Fdr, F (ur, 2
Le probléme discret s’écrit donc :
Trouveruy, € Ty tel que, pour touT € 7h, — Z Ore(up) = (fHr. (5.7)
FcoT

Remarqueb.1 (Lien avec la méthode SWIP)La méthode[(5]7) est équivalente a la
méthode SWIP modifiée comme décrit dans le dernier paragidpha E4.3]1 lorsque
Vy = Pg(‘fh). Pour s’en convaincre, on définit 'opérateur bijejf: T — Pg(‘fh)
tel que

Th 3 Vh — Vi € V avecvy|t = vr pour toutT € 7. (5.8)

Le probleme[(5]7) admet alors la forme équivalente

Trouveruy, € Vj tel queaﬁpl(uh, V) = J fvh pour toutv, € Vp,
Q

avec
aﬁp‘(uh, Vi) def _ Z d)F(Srjl(uh))[[vh]] = ars]WIp(Uh, Vh).
Fen
La convergence de la méthode (5.7) est obtenue comme caziparide I'analyse

de [4] lorsque on considére des maillagesrthogonaux. Cette hypothése est néces-
saire a prouver la consistance du flux numérique au sens €eg.[.8)]. Pour conclure,

il est utile d’observer que la méthode a deux points est iditmmnellement coercive,

et elle donne lieu & une matrice M, ce qui garantit un prindipenaximum discret.

Flux numériques multi-points Dans le contexte de la simulation de réservoir, une
facon d'étendre les méthodes VF sous la folmé (5.7) a detaged non orthogonaux a
été proposée indépendamment par Aavatsmark, Barkve, Béargtseth [ABBM94,
ABBM96, ABBM98a, ABBM98b] et Edwards et Rogers [ER94, ER9B]Jdée de
base consiste a remplacer le flux numérique a deux pointsyeararsiormulti-points
pouvant dépendre des valeurs de la solution discréte dangrés mailles que celles
qui partagent la face. Plus précisément, §oé Fy, et soit®g(up) le flux a traversd-
orienté selon la normalefa Pour un ensemble de maill&s c 7 & préciser selon la
méthode (voir Figure5l2 pour un exemple), on pose

O (Up) = ) Trur, (5.9)
TeSe

avecﬁ € R pour toutT € Sg. En définissant I'orientation des faces comme suit :

def
VF € Fn, VT € T, €T = Nt-NE,

1. Comme dans le chapitre précédent, on fixe une orientationghaque face interrie ?‘,l qui induit
une numérotation sur les mailles partageamelle queF < 0Ty N 0T, etrg = nr .
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Figure 5.2 — Un exemple d’ensembi- pour la méthode multi-point de [AEMNO8]

la générique méthode multi-points s’écrit

Trouveruy, € Ty tel que, pour touT € 74, — Z err @k (up) = (). (5.10)
FceT

Par la suite, on dira qu'une méthode de la forine 5.10) estireée enformulation
flux Dans le cas des méthodes multi-points, lesfiotients{r’ }tcs, dans[(5.P) sont
en général déterminés a I'aide d’'une reconstruction lodala potentie[E affine par
morceaux, comme on verra plus en détail dans la sectionrgeivai, d’'un coté, I'in-
troduction d’un flux multi-points résout le probléme de lasistance sur des maillages
x-orthogonauR, elle ne garantit pas la stabilité de la méthode résult&mteutre, les
conditions théoriques flisantes a garantir la stabilité demeurent souvent excessive
ment restrictives par rapport a ce que I'on observe en pratians Klausen and Win-
ther [KWO06], I'analyse de convergence de la méthode en O 88]A96] est basée sur
I'équivalence avec un schéma d’EF mixtes, et elle ne s’gpplgu’au cas de maillages
de quadrilatéres en dimension 2. Une analyse générale émsatiit en O [ABBM96]

a été &ectuée par Agélas et Masson [AM08a, AM08b], qui proposestadaditions
suffisantes pour des maillages polyédriques et des champfuasiatix € [L* (Q)]%.
Plus récemment, le lien entre la méthode en O et une procddwendensation pour
le schéma d’EF mixtes a été étudie par Vohralik et WohimuW\@]. L'analyse du
schéma dit en L de [AEMNOS8] sur des maillages généraux aftgétaée par I'auteur
dans [4, 83.3]; voir[85]2. Dans ce cas, on fournit un critéfsant calculable pour
vérifier la coercivité du schéma pour un couple maillageséen de diusion donné.
Un point important a noter est que le choix du centre de mpéigt avoir un impact
significatif sur les propriétés des méthodes multi-poiotsnme on le montre, p.e.,
dans [VW10]. Pour des problémes défdsion pure, le choix du centre de maille de-
vrait étre guidé par des considérations sur le stencil dedithode et sur le condition-
nement du systéme linéaire. Lorsque des termes d’ordréopkisont aussi présents, il
faut aussi tenir compte des propriétés d'intégration deibdeature associée au centre
de maille. Dans ce cas, le barycerfe= (X)t occupe une position privilégiée.

Méthodes variationnelles Une possible solution aux problémes de stabilité des sché-

mas multi-points est fournie par les méthodes dédbénces Finies Mimétiques (DFM) [BLS05b,
BLS05a, BadVLM10] par les méthodes Volumes Finis Mixtggrides (VFMH) [DEOS,

EGHO09, DEGH10]. Dans les deux cas, I'idée de base consigmiteades inconnues

de faces, ainsi utilisarik”» x R"" comme espace des degrés de liberté, et a conce-

voir la méthode en se basant sur la formulation variatiden@1%) plutét que sur

2. Voir [1, Définition 4.31].
3. Sous hypothéese que la reconstruction sur laquelle eétlbasalcul des cdicients de I'expansion
linéaire [5.9) soit bien définie.
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le bilan [5.3). En ce qui concerne les méthodes VFMH, lesrinces aux faces sont
utilisées dans le cadre d’'un opérateur de reconstructiograéient qui est asymp-
totiguement consistent pour les fonctions réguliéresibtdment consistent pour les
suites de fonctions discrétes bornées en une néthi@) discréte opporturfk L'ana-
lyse se fait alors par un argument de compacité similairdia décrit dans g415 dans
le contexte des méthodes dG et inspirée par [EGH09]. Laagalantre méthodes de
DFM et VFMH a été récemment explorée par Droniou, Eymard)dét et Her-
bin [DEGH10], qui ont montré I'équivalence algébrique palas versions générali-
sées. Toutes ces méthodes sont inconditionnellementicegret elles s’appliquent &
des couples maillages-tenseur dédiion assez généraux. Le désavantage principal est
lié a I'accroissement du nombre d’inconnues par rapportraéthodes multi—poiné
Une modification du schéma VFMH permettant d’éliminer lesomnues aux faces
a été récemment proposée par Eymard, Gallouét et Herbin (BGHidée princi-
pale est d’exprimer la valeur de I'inconnue de face en famct’'un nombre limité
d’'inconnues de mailles a 'aide d’une construction lochke méthode qui en résulte
a l'avantage de s’exprimer uniquement en fonction des inaes de mailles, mais
elle présente un stencil élargi. Effet, & cause de la construction locale, I'interaction
s’étend entre mailles qui ne sont pas des voisins. L'élsegient du stencil induit a la
fois un remplissage plus important des matrices et un éehdeglonnées accru dans
le cas parallele. Ce dernier point est particulieremetiticie dans les applications in-
dustrielles.

5.2 Flux numérigues multi-points

Bien que les méthodes multi-points soient connues depugsquimzaine d'an-
née, leur analyse est beaucoup plus récente. On traite iefjdet on introduit un
cadre d'analyse abstrait pour les méthodes FV en formulditia et on I'utilise pour
prouver la convergence d'une famille de schémas comprdaanéthode dite en L
de [AEMNO8]. L'ingrédient clé pour I'analyse est un espaesfdnctions dense dans
H3(Q) et dont les éléments satisfont une condition de raccord degifffusifs aux
interfaces. Les schémas multi-points ont un intérét paitic dans la simulation nu-
mérigue des bassins sédimentaires, car ils permettentrde@r la consistance sur
des maillages nor-orthogonaux tout en gardant un stencil compact.

5.2.1 Un cadre d’analyse abstrait

Le premier résultat [4] est une formalisation des outilsdigise pour les schémas
VF en formulation flux donnant lieu a un cadre clair et réséible. Une opération
similaire a été entreprise dans [5] pour les méthodes enulation variationnelle ;
voir §5.3. Par la suite on suppose, par simplicité, que lsgende diusion« est
constant par morceaux s@f. La généralisation au cas etest régulier par morceaux
est immédiate : il sfiit, en dfet, de le remplacer par sa projectibhsurPg(‘Th) dans
la formulation de la méthode. Au contraire, il n’est pas toug possible de relacher

4. |l s’agit pour la précision d’une seminorri. Puisque, par simplicité, dans la suite on ne considérera
que le cas de conditions au bord de Dirichlet homogenesgles cbncepts sont équivalents moyennant une
inégalité de Poincaré.

5. Une réduction du nombre d’inconnues dans les systemesdsda méthode peut souvent étre obtenue
par condensation aux faces.
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cette hypothed® Soit T, & LR, Pourf e L?(Q) on considére le probléme{5]10).
On rappelle que, pour tolk € 71, O est une applicationfine deT}, dansR dite flux
numériqgue Une formulation équivalente de(5]10) est la suivante :

Trouveruy, € Ty tel quean(un, Vh) = Z {f>rvr pour toutvy € Th, (5.11)
TeTh
avec
an(Un, Vi) € — 37 3 er @k (Un)v
TeTh FeFr

Les hypothéses garantissant la convergence de la méthodessuivantes :

(i) Existence d’un espace test continu dense dgi{€2H Un élément clé dans I'ar-
gument de densité est la possibilité d'utiliser la projaginterpolation de fonc-
tions régulieres (dans un sens a préciser) comme fonceéshslans la méthode
discrete ; voir B4)5. Cet espace entre en jeu égalementaanssistance asymp-
totique de la méthode. On suppose, donc, qu'il exi3tdense danBlé(Q) et tel
que

D c C%Q) N C3(Th),

oUCZ(‘Th) {ve C3(T), VT € Th}.
(i) Coercivité.On définit, pour tout, € Th,

dr F+dr,F

e (vh) & W ME  SiF C 9Ty A 0T,
0 SiF € 0T n 0Q,

avecdr, r, i € {1,2}, donnés par{5l4). Au niveau discret, le role de la norme
H3(Q) est joué par la norme suivante Siy:

def Fla—
WheTh w2, S D) D] |d|—l|7F(Vh) —vrf% (5.12)
TeThFerr —1F

On suppose que la méthode est stable au sens de la coeccastéa-dire, qu'il
existeCsa > 0 indépendant du pas de mailldgeel que

¥he Th,  an(Vn,Vh) = CstalVall2p,

(iii) Consistance asymptotique faiblex derniére condition exprime le fait que le flux
numeériquedg est une approximation du flux a travérsPlus précisément, pour
touty € D soitgy, € Ty tel queg, = ({¢)1)T1eT;,- La condition de consistance
demande que

d 2
VoeD, lim {Z > = <<DF (#n) — |F|d—1<KV‘P>T'nF> } =0.
TeTh Fefr | |-
(5.13)

La condition [5.1B) exprime une consistance asymptotiqilde car on consi-
deére la limite d'une somme. En pratique, le flux numériquefieésouvent un
condition plus forte ; voir [4, eq. (2.9)].

6. Autrement dit, toutes les méthodes n'ont pas les mémemigtés d’homogénéisation. Un exemple
de méthode pour laguelle on peut prouver la convergence gpauflL™ (©)]%9 est la méthode dite en O;
voir [AMO08Db].
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<

WV

(a) Construction en L (b) Sous-maillage pyramida,

Ficure 5.3 — Notation pour la construction en L

Sous les trois hypothéses précédentes on prouve le résuiltant :

Théoreme 5.Convergence pour la méthodle (3.113pit(7h)nesr Une suite de maillages
admissibles au sens de [4, Définition 2.1], et $ajf)ness la suite obtenue en résolvant
le probléme(G.11) sur (7h)ner. On définit, pour tout he H, u, € P§(7h) tel que
Un|T = Ut pour tout Te 7. Alors, la suite(un)reqr cONverge vers I'unique solution du
probleme(5.d)dans [2(Q).

Dans [4, 8§2.3], on identifie, en outre, une reconstructiorgdaient fortement
convergente verSu dans[L?(Q)]¢ sous une ultérieure hypothése de stabilité du flux
numeérique.

5.2.2 Laméthodeen G

La construction en L La construction dite en L de [AEMNO8] est a la base de la
méthode en G. Par simplicité, on traite ici uniquement lelddBnensionnel; pour le
cas général voir [4, 83.1]. On définit préalablement, pout Toe 7 et touteF € 77,

la pyramide de base et sommei; par

Pre & {xeT|IyeF\OF, 30e (0,1), X = Oxr + (1 — O)y}. (5.14)

SoientF,, Fz € ﬂ deux faces d’'une maill& € 7 (dite maille primairg partageant
un nceud, et soieflt, T, € Ty, les deux mailles telles qug < dTi n dT, i € {1,2};
voir Figure[5.3(d). L'idée de base est de construire, pauntpe Ty, une fonctiorg,,
affine par morceaux sur les pyramid@r r }re(r, ), Ter (VOIr Figure[5.3(D)), telle
que : ()&, (Xe) = Ve pour toutE € {T, Ty, T2} ; (ii) &, estcontinue a travers les faces
F1 etFy; (iii) le flux diffusif de&,, est continu a travers les faceg et F», c’est-a-dire,
puisque le gradient d&, est constant par morceaux,

(vavh”T'nFi,T + (Kvé‘:vh)|Ti-nFi,Ti =0, Vie {1’ 2}'
On prouve aisément que la fonctigp ne dépend que des valewss vr,, etvr,. Le

gradient de cette fonction dans chaque pyrartge, est utilisé pour la construction
du flux numeérique a travefs selon la procédure décrite ci-dessous.
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Ficure 5.4 — L-groupes contenant la faBe La maille primaireT, telle queg c F+ est
en gris.

L-groupes et flux numérique On commence par noter que, pour une fagdixée,

il existe en générale plusieurs choix pour la f&geainsi que pour la maille primaire
T ; voir Figure[5.4. On est donc amené a introduire I’enser@odesL-groupeE de
d faces appartenant a une maille donnée et partageant un remadtel maille. Plus
précisément, soitVy I'ensemble des sommets du maillage, et notonsfarc Fy,
I'ensemble des faces partageant un ndadN;, du maillage. On définit

G (T o T T Pe My | carda) — b,

Pour chaque L-groupee G on sélectionne une maillg, € 7, telle queg aTgﬁ qui
joue le role de la maille primaire, et, pour tout € Ty, on note&y, la reconstruction

en L associée au L-groupelLes groupes susceptibles de contribuer a la définition du
flux numérique a travers une face donnée sont regroupésetaandembles

VFeFn  GrE{geG|Feq) (5.15)

Le principe de la méthode en G consiste a exprimer le flux &tsawne facé& comme
une moyenne pondérée des contributions des L-groupgs.delus précisément, pour
touteF € Fp, soit {w! },cg. un ensemble de poids tels que, pour tBut Fr,

ng >0 Vo€ Gr
SEGF
On pose alors
O (un) €Y Wf (kY ), 1. (5.17)
9EGF

Selon le choix des poids on obtient des méthodes avec dexéd@stques diérentes.
Dans [4, §3.3—-3.4] on propose deux stratégid&intes visant a améliorer, respecti-
vement, les propriétés de monotonicité et de coerciviténéthode en L de [AEMNO8]
est obtenue a partir de la construction ci-dessus pour Ur phadiculier des poid$(5.16) ;
voir [4, §3.3].

7. D'ou le nom de la méthode
8. Une telle maille peut ne pas étre unique car on ne demarsda panvexité des éléments @g
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Résultats principaux Dans [4] on propose une analyse de la méthode en G sur des
maillages généraux en utilisant un argument de compaaitémigortant résultat pré-
liminaire est le suivant.

Théoréme 5.3(Espace tep,,). SoitPo = {Qi}1<i<n, UNne partition deQ formée
d’ouverts polygonaux, et soite [P§(Pq)]%? un champs tensoriel symétrique unifor-

mément défini positif. Salp, , I'espace des fonctions: Q — R telles que :

() Régularité locale et globale.est continue et localement réguliere,
¢ € Co(Q) n C*(Pq),

ou C3(Pq) est 'ensemble des fonctions qui soR’{Q;) pour toutie {1,...,d};

(i) Continuité des dérivées tangentiellees dérivées tangentielles gesont conti-
nue alinterface entre deux sous-domaifgsQj € Pq tels queod N 9Qj|q—1 > O;

(iii) Continuité du flux difusif. Le flux deVy est continu entre deux sous-domaines
Qi, Qj € Pq tels que o N 0Qj|g—1 > 0,

(vVo)lg-ni + (thp)|Qi-nj =0,

avecn; etn; normales sortantes d@; etQ; respectivement.

Alors,Qp, , est dense dans Q).

En dfet, lorsque on applique le cadre d’analyse abstraitlde B%2a méthode
en G, il est nécessaire d'utiliser 'espa@e, , au points (i) et (iii). Pour un L-groupe
g € G, la construction en L peut étre formulée comme un probléroal Idemandant
linversion d’'une matriceA, € R%Y; voir [4, Lemme 3.1]. Afin d’assurer qu'un flux
numérique puisse étre construit pour chaque face, on sages

Pour touteF € Fy, il existe au moins up € Gr tel queA, estinversible.  (5.18)

Cette condition ne dfit cependant pas a garantir la convergence de la méthodescar |
matrices locales pourrait demeurer inversibles, maisrauoiconditionnement qui se
dégrade lorsque onfine le maillage. On ajoute donc I'hypothése suivante.

Hypothése 5.4Borne uniforme sur les normes des inverses des matricaeg)cOn
suppose qu'il existg(j) indépendant du pas de maillage h tel que, pour tpatGr,

Vhe H, VF € F, > wFIAT e < o (5.19)

9EGF
avec poids définis paf.18)

Théoreme 5.5Convergence de la méthode en Gpit(7H)nex Une suite de maillages
admissible selon [4, Définitions 2.1 et 3.1] et S@if )hes la suite de(Th)neqw Obtenue
en résolvan{s.11) avec®r (up) donné par(G.17)sur la suite de maillage§yh)nes -
On définit, pour tout ke H, u, € Pg(‘fh) tel que w|t = ur pour tout Te 7p. Alors, la
suite (un)pey cONverge vers l'unique solution du probléifel) dans 12(Q).
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Ficure 5.5 — Maillage d'un bassin sédimentaire. La figure est aggptér en améliorer
la lisibilité : le rapport réel entre les dimensions esty = 10 : 1.

Exemple numérique On montre un exemple numérique pour illustrer les propsiété
de la méthode en G dans le contexte des applications IFPiEseauvelles en simula-
tion de bassin. Les flicultés principales sont liées a la présence de mailles éégén
modélisant les phénoménes d’érosion (voir Figuré 5.5) &téadrogénéité du tenseur
de difusionk. La solution exacte est donnée par

sin(Brx) sin(yny) six <4,
sin(Bné) sin(yny) + 77,8% cogBnd) sin(yxy)(x — §) sinon
2

avec

diaga1,B81) six <,
diag(az,B2) sinon,

oluf =15,y =191 = 1,8 = 10,22 = 5,8, = 1, ands = 0.5. On considére les
indicateurs d’erreurs suivants : (i) I'erreur sur le poteirdéfini par
&L Z ITla (ur — u(xr))?;
TETH
(ii) I'erreur sur les flux défini en accord avec la formule (8,1
2.

DYDY ST’Fl(QF(Uh)—IFId—1<KVU>T'nF) ;

tor Fer |Fla

(iii) le nombre d'itération de GMRes avec préconditionn@MG nécessaires a re-
soudre le probleme discré¥l; ; (iv) le nombre d’entrées non nulles dans la matrice
Nnz; (V) le minimum et le maximum de la solution discréte respeatent définis par

def . def
UT,min = MINUT, Ut max = Maxur.
TeTh TeTh

Le nombre de degrés de liberté est rititécj:ef card7h). Dans la Figure516 la méthode
en G est comparée avec les méthodes suivantes : (i) la méleqB&HO09, §2.2] avec
inconnues de faces éliminées par la construction en L (gpete les hétérogénéités),
ici libellée Success (i) la méthodeen O de [ABBM96] modifiée selon [AMO08a];
(iii) la méthode en L de [AEMNO8]. La méthode en G et Successtnent des résultats
similaires en termes de potentiel, mais Success est plospoésqu’on considére les
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1 10
L Scheme —+—
O Scheme ¢
% G Scheme %
0.1 Success
+—
1
. x
001 L Scheme H—« &
O Scheme - W, 'z}
G Scheme % a
Success -8 8
0.001 0.1
10 100 1000 10000 10 100 1000 10000
(a) Erreur sur le potentied, (b) Erreur sur les fluxeg
10000 100000
L Scheme —+—
O Scheme -
1000 G SScheme §
uccess 10000
100
10 1000 Rz L Scheme —+—
3/ O Scheme -
G Scheme %
Success -
1 100
10 100 1000 10000 10 100 1000 10000
(c) Nombre d'itérations de GMRe&MR N; (d) Nombre d’entrées non nullé,,
0 2.4
[ x
L Scheme —+—
-0.2 \“‘ 2.2 O Scheme -
0.4 : 2 K G Scheme %
06 Success &
: 1.8
0.8
1 Lo X
; "‘.‘ 14 \ e
12 ) L Scheme —+g— 12
-14 O Scheme - '
/ D
16 G Scheme - 1 & 2 =
N Success &
-1.8 0.8
10 100 1000 10000 10 100 1000 10000

(e) Minimum discret. Valeur attendue0.3013243 (f) Maximum discret. Valeur attenduel1.4539

Ficure 5.6 — Résultats sur une famille de maillages de bassin fétes.
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flux. Cette précision a un prix, car le stencil élargi de Sesémplique un remplissage
plus important de la matrice associée au probleme discoét discussion a la section
suivante. La méthode en G montre une précision supérieurmathodes (ii) et (iii),
qui ont un stencil comparable.

5.3 Méthodes de volumes finis variationnelles

Une deuxieme classe de méthodes VF avec des meilleuresgiéspde stabilité
sur des maillages généraux est celle des méthodes vanalies: Ces méthodes sont
inspirées par la formulation faible_(%.2), ou les opératale gradient continus appli-
gués a I'inconnue et a la fonction test sont remplacés paopiésateurs discrets avec
des propriétés de consistance opportunes. Dans [5] on gtabhdre d’analyse assez
général s’appliquant aux méthodes non conformes pourieqmation de [(5.11), et
on introduit une nouvelle méthode VF ayant un stencil rédaitrapport a la méthode
SUSHI de [EGHO09]. Ce travail est le pendant de [4], ou on psepm cadre pour les
méthodes VF en formulation flux ; voif &5.2.

5.3.1 Cadre unifié

Formulation variationnelle abstraite Soit 7 un maillage du domaing€ apparte-
nant a une suite de maillages admissibles selon [5, Définitjpet soientk, > 0 et

0 < k, < kg les degrés polyndmiaux utilisés, respectivement, dappitaimation
du potentiel et du flux diusif; voir [7, Définition 4.31]. Dans le cas des méthodes
non conformes, il est nécessaire de définir un opérateur attiegt discret rempla-
cant I'opérateur continu dans la formulation discréte. kKeneple important de recons-
truction de gradient pour les méthodes dG & 1) est présenté dang_84.5. Pour les
méthodes VFK, = 0) cette reconstruction de gradient est, en général, auespar
morceauxk, = 0) sur un sous-maillage d&,, que I'on noteS;. Pour fixer les idées,
on considere ici deux cas :

Sh=Tn ou Sh={Prrlren. Fer>

avecPr g donné par(5.14); voir la Figurd5.8. Les espaces discrets sont alors définis

par
Vo EBS (T, = TP (ST

La forme générale des méthodes variationnelles consisléstéa suivante :

Trouveruy, € Vi, t.q.an(up, Vn) = J fvh.
Q

La forme bilinéairea, est exprimée en fonction de deux opérateurs de gradient dis-
cretdld G, 1 L(Vh, Zh) et Gy 1 £(Vh, Zh), et d’'une forme bilinéaire symétrique sémi-
définie positivej, € L(Vh x Vi, R) contenant des éventuels termes de stabilisation,

an(un, vi) & L «Gn(Un)-Gn(Vh) + jn(Un, Vi) (5.20)

9. Comme dans la section précédente, on suppose que, pouectmailleT € 7, il existe un pointr
par rapport auquel la maille est étoilée.

10. On introduit deux opérateurs de gradient discrets pociuie dans I'analyse les méthodes non-
symétriqgues. Des méthodes dG non symétriques ont été éodsg] par exemple, dans [OBB98, LN04,
RWG99, RWGO01]; voir [1, §5.3.1] pour une discussion. Dansdetexte des méthodes VF variationnelles,
l'intérét des formulations non symétriques est esseatieht li¢ a la réduction du stencil (et, donc, du rem-
plissage de la matrice).
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Par simplicité on appelle le premier terme au second men@f&20)terme de consis-
tanceet le deuxiemderme de pénalisatiarL’espaceV;, est équipé avec la norme
II-lln, par rapport a laquelle on exprime la coercivité ale Afin d'utiliser les ré-
sultats de [EGHQ9, Lemme 5.6] dans le contexte des méthoBest\de [7, Théo-
reme 6.2] dans le contexte des méthodes de Galerkine disgest on introduit une
normeHZ(Q) discréte sul,. Posons, avec un petit abus de notation,

def |~ —
Wh e BG(Th),  [Vallyn = 135 (V)

avec||-||,n sur Ty définie par[(5.12) ¥, donné parl(518). Le réle de la normi(Q)
est alors joué p

[Vh[l1.2h def ”Vth,h SiVy € Pg(Th),
2L ||VthG Si Vh € Pld((Th), K > 1

La norme|- |12 Vérifie une inégalité de Poincaré discréte de la fdtne
YVh € Vi, IVhl[2(q) < 02| Vh]|1.2.ns

aveco, indépendant du pas de maillaigeDans le cadre d’'une preuve de convergence
par compacité, I'inégalité de Poincaré ci-dessus estétliavec la coercivité dm,
pour prouver une estimatianpriori uniforme sur la solution discréte ; voir &#.5, point
(i). A partir de cette estimation uniforme, des propriétésdnvergence sont déduites.
A ce propos, il est importante que la norme de coercilfit§, contréle uniformément

la norme|- |12 (les deux normes coincident dans la plus part des cas).

Convergence Soit (7h)nes UNe suite de maillages admissible au sens de [5, Défini-
tion 1]. Les hypothéses sous lesquelles on prouve la coemeegde la méthode abs-
traite [5.20) sont les suivantes :

(i) Stabilité de . Comme on a déja anticipé, on suppose que la forme bilinégire
est uniformément coercive par rapport a la nofifr,. Bien que la coercivité ne
soit pas la seule forme de stabilité possible, le cas plugrgénorrespondant &
une condition inf-su@, elle parait la plus naturelle dans le cadre d'un probleme
de difusion pure. La stabilité da, joue un réle crucial dans I'obtention d’'une
estimatiora priori uniforme pour la suite des solutions discrétes et dans lajpre
de la convergence forte de la su{t®(un))nesr VErs une limite opportune; voir
point (iv). La propriété de coercivité est plus simple a obteans le cadre des
méthodes VF variationnelles car la formulation se prétenelement a fournir
des méthodes symétriques.

(i) Stabilité de G et G,. Une deuxiéme hypothése qui correspond & la continuité
du terme de consistance dahs (5.20) consiste a supposqrayueputvy € Vj,
Gn(vn) et Gn(v) soient bornés palfivs||n. Cette hypothése est assez naturelle
dans la mesure offi-|| est I'équivalent discret de la nornié} ().

11. Afin de simplifier I'exposition, on a considérée une notéggrement diérente de [EGHO09, eq. (43)]
dans le cak = 0. Il est cependant simple de vérifier que les deux normeasifisrmément équivalentes, et
que le résultat de compacité énoncé dans [EGHO09, Lemmees®] vrai pour des suites bornées en norme
[-ly,n. En outre, il nest pas nécessaire de distinguer le«kca® etk > 1 a condition de modifier la norme
|- ldc dans 'esprit du dernier paragraphe de[[ag2.3.1.

12. Il s’agit d'un cas particulier des injections de Sobglesuvées dans [EGHO09, §5.1] pour le &as 0,
et dans [7, Théoréme 6.1] et [1, Théoréme 5.4] pour lekcasl.

13. Voir [1, §1.3] pour plus de détails dans le cadre d’'undyaeade convergence dans I'esprit du Lemme
de Céa.
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(i) Consistance asymptotique de la stabilisatignLe termejy, regroupe les termes
qui sont censés s’annuler a la limite, et son propos n’estitassurer la stabilité
discréte dex,. Soite une fonction siisamment réguliefd, et notons papy, sa
projection sulV, pour touth € H. On suppose qui (¢h, ¢n) tend vers 0 lorsque
h — 0. Il faudra, en outre, supposer gjjeest uniformément continu dakg x Vy,
par rapport & la normg-|| .

(iv) Consistance asymptotique faible@get forte de G. Pour que la forme bilinéaire
discréteay, constitue une bonne approximation de la forme bilinéairginaea,
il est nécessaire qud et G, approchent I'opérateur de gradient continu dans
un sens & préciser. Si on suppose Gyest faiblement convergent éh2(R9)]¢
pour toute suite bornée en norrfi€|,, on peut prouver un résultat de régularité
de la limite analogue a celui de [EGHO09, Lemme 5.7] et [7, TBéw 6.3]; voir
aussi Lemmg&4.17. D’autre part, comme la suite des solutmtsétes satisfait
une estimatiora priori uniforme, on peut conclure qu’elle tend vers une limite
U € H}(Q). Cette hypothése implique aussi que, si on utilise commetitmm
test la projection su¥;, d’une fonctiony sufisamment réguliére, 'opérateGs,
appliqué a cette derniére converge faiblement Wessdans[L?(Q)]9. Afin de
prouver la convergence @g versa, il ne reste donc qu’a prouver la convergence
forte de la suite{Gnp(un))ness Vers Vu. Une condition sffisante est alors que,
pour toute fonctiony sufisamment réguliére, la suitSn(¢n))nes M converge
fortement ver&y dans[L?(Q)]¢, comme on le prouve dans [5, Lemme 2.3].

Sous les hypothéses précédentes on prouve les résultaatsui

Lemme 5.6(Convergence faible d@Gn(Un) )hesr)- SOit (Un)nesr 1a suite des solutions

discréte obtenues en résolvant le probl§&B&0)sur la suite admissible de maillages
(Th)nes- Alors, il existeli € H}(Q) tel que, lorsque h— 0, (i) & une sous-suite prés
up — T dans 2(Q) et (i) Gn(u,) — V faiblement dangl?(Q)]¢.

Théoreme 5.7(Convergence dé {5.20)5oit (Up)nesr la suite de solutions discréetes
obtenues en résolvant le problei@e20)sur la suite admissible de maillagés ) ey -
Lorsque h— 0,

Up — U fortement dans1(Q),

Gn(up) — Vu  fortement dangL2(Q)]¢,
avec u unique solution dg.2)
Les roles d&y, etGy, peuvent étre échangés tout en obtenant une méthode duale qui

est aussi convergente; voir [5, 82.6]. Le désavantage, clanas, est que le gradient
discret appliqué ay n’est plus fortement convergent.

5.3.2 Exemples

Dans [5] on considére trois classes de méthodes qui rerdesrd le cadre ci-
dessus:

(i) Méthodes dG avec pondération dépendant du tenseurffissidn.Un premier
résultat consiste a appliquer le cadre d’analyse a la farddl méthodes dG in-
troduite dans [9]; voir auss[&4.3. L'analyse de convergearars des solutions a

14. Pour fixer les idées, on peut supposer gue C2°(Q), quoiqu'il soit parfois utile de considérer
d’autres espaces test denses daguén). Voir §5.2 pour un exemple.
15. On a notépy, I'interpolé deg surVy
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régularité minimale est particulierement intéressantesde cas, car, méme pour
un domaine régulier, la régularité globale de la soluticacés peut étre dégradée
par le manque de régularité du ¢deent de difusion.

(i) Méthodes VF hybridedJne deuxieme famille de méthodes VF auxquels I'ana-
lyse s’applique est celle des VF hybrides introduits darts(6]. Le principe de
ces méthodes est d’ajouter des inconnues tenant lieu délicalteurs de La-
grange pour la contrainte de continuité des flux.

(i) Une nouvelle méthode VF non-symétriguetroisieme exemple proposé dans [5]
est une variation non-symétrique de la méthode SUSHI de [laEHDans la mé-
thode SUSHI on a quéy, = Gy, et le schéma résultant est symétrique. Si, d’'une
part, le fait de préserver la symétrie au niveau discfieeaes avantages dans la
résolution du systéme linéaire correspondahia{5.20)tgart elle comporte
un élargissement du stencil. L'idée principale considta ifenoncer a la symétrie
en utilisant un gradier®, # Gp pour la fonction test de maniére a réduire le
stencil. Une deuxiéme amélioration par rapport & [EGHO®@kie & remplacer
l'interpolateur barycentrique (qui ne respecte pas lesrbgenéités) par un inter-
polateur basé sur la construction en L e §5.2.2 ; voir [AEMN{] pour plus de
détails.

5.4 Méthodes de Galerkine centrées aux mailles

La derniere classe de schémas de bas ordre examinée danapiteechst celle
des méthodes dites de Galerkine centrées aux mailles (ot@yluites par I'auteur
dans [3, 6, 15]. Ces méthodes utilisent des idées propregk@sur obtenir des es-
paces polynémiaux incomplets qui remplacent les espacdk ddns le cadre d’'une
discrétisation dG.

On a montré dans[§4.2.2 qu'il n'est pas possible de garamtiohsistance de
la méthode SIP sur des maillages généraux en prénaat Pg(‘rh) dans
Dans [6, 15] on montre qu’il est possible d’obtenir des médsode type S(W)IP avec
une seule inconnue par maille sur des maillages générauxditiom d’utiliser un
sous-espace de}(77) obtenu par une reconstruction opportune. Léédence prin-
cipale par rapport aux méthodes VF variationnelles estdiée possibilité d’étendre
la forme bilinéaire & un espace contenant la solution exaetgui permet d’obtenir
une estimation d’erreur dans I'esprit du Lemme de Céa. Eneni@mps, il est tou-
jours possible de prouver la convergence vers des soluigégularité minimale car
les résultats d’analyse fonctionnelle discréte [del84 gpdiquenta fortiori. L'intérét
majeur de cette approche est qu’elle s’étend virtuelleragotit probléme pour lequel
une méthode dG a été proposée, et elle fournit donc un cadptéasux plates-formes
généralistes a IBreeFEM++ ouLife/Feel.

L'inconvénient principal de la méthode de [6, 15] résidesdlarstencil élargi, com-
parable a celui de [EGHO09, §2.2]. L'élargissement du stgrazirapport aux méthodes
dG basées sur des espaces discrets conventionnels esslipgart des fonctions de
base, qui s’étend sur plusieurs éléments a cause de la tewdion. Une diférente
construction permettant de réduire le stencil est propdsés [3]. Dans ce cas, les

16. Voir, en particulier, la Remarqlie #.2 et le dernier paplge de la[84.3 1. Il existe cependant des
méthodes dG mixtes qui demeurent consistantes lorsquédatied et le flux difusif sont approchés par des
fonctions constantes par morceaux [1, §7.3.5] ; voir al&Sid6b, §5.3]. Du fait d'étre des méthodes mixtes,
mémes dans le cks= 0 elles ont plus d'inconnues qu’'une méthode VF centrée aubiesyecar il n'y a pas
de maniere @icace d’éliminer les inconnues de flux.
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fonctions de base sontfames par morceaux sur le sous-maillage pyramidal de Fi-

gure[5.3(H).

5.4.1 La meéthode ccG pour un probleme de dfusion hétérogene

L'espace ccG Soit Ty & R I'espace algébrique des degrés de liberté. L'idée de

base des méthodes ccG consiste & construire un opédfféur T, — P(77) et &
utiliser I'espace polynémial incomplet

Ve LIRED(Ty) = PL(Th) (5.21)

dans le cadre d’'une méthode dG. Linjectivité de I’opéraﬁéﬁﬁg garantit qu'il existe
un bijection entrely, etvﬁcg, de facon telle qu’on puisse associer a chague Ty, une
unique fonctiorRp(vp) deVIfcg et vice versa. La diiculté principale est d’assurer que
I’espacevrfCg ait des propriétés d’approximationfisantes a garantir la convergence
de la méthode. Dans cette section on considere le problérdéfdsion hétérogene
(5.1) et on examine la méthode proposée dans [6, 15], quseepar la construction
en L de §5.2ZP. Plus précisément, sous I'hypotHgsel(5.b8), toute face € 7 soit

ar € Gr un L-groupe donnant lieu & une matridg. inversible et posons, pour tout
g€ Gr,wf =1sig=gretw] =0 sinoritl. Soit, pour touts, € T, et touteF e Fo,

v la fonction obtenue par la construction en L sur I'uniqueugrene. Par brévité de
notation, on définit aussi pour toukee 7> avecF < dT n 0Q la fonction& telle
quedyt|r = 0 et&) (xr) = vr. On introduit 'opérateur de reconstruction de trace

Th : Th— Fp def g7 qui réalise I'applicatiofTy 3 vi — (9 (Vh))res, € Fn avec
def _
9 (vn) S EF = &5 (%),
def

etxg = SF x/|F|a—1. Selon le besoin, on pourra interpréter soit comme une valeur
ponctuelle erxg soit comme une valeur moyenne $urles deux concepts étant équi-
valents pour les fonctiongfines. La reconstruction du gradient dans chaque maille est
alors fournie par I'opérateuy, : T — X oef [P4(77)]¢ inspiré [DEO6] qui associe &
toutvy € Ty la fonction®p(vh) € I, telle que

1
VT € Th, On(Vn)|t = = Z |Fla—1 (9 (Vn) — vr) N1, (5.22)
| |d Fefr
La formule [5.2R) se justifie sur la base du théoréme de Gté@plérateumacg défi-

nissantV, Y est alors celui qui associe a tout e Ty la fonction®; “%(vp) € V,“ telle
que

VT € Th, VXe T, ReVh) [T (X) = Vr + Gn(vh)-(X — Xr).
Linjectivité de Ry, suit de I'hypothése d'inversibilité des matrices,, }Feﬁi. De plus,
I'espaceV, “? défini par [5.21L) a la propriété d’approximation suivanteir Y15, §2.3].
Lemme 5.8(Approximation de fonctions d&r, . dansV,°, cas hétérogéne)Pour
touty € Qr, «, il existe G, dépendant déy|c2 (), deo(; et des parametres de régula-
rité du maillage mais indépendant de h telle que

lo — R (pn) [swint < Coh, (5.23)

oUgh = (¢(x1))Ters € Th.

17. On définit les poidef car 'Hypotheés§¢ 51 est utilisée dans la suite. Dans le adesenéthodes ccG,
un seul groupe est choisi pour chaque face afin de réduirgposides fonctions de base et, par conséquent,
le stencil de la méthode.
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La méthode SWIP-ccG On considére la discrétisation suivante[de](5.1) :
Trouveruy € V, 9 t.q. aﬁ‘”ip(uh,vh) = f fvi, pour toutv, € Vp . (5.24)
Q

L'estimation d’erreur du ThéoréemE_(4.8) reste vraie lolsguemplace I'espace po-
lyndmial completV, par Vy“%. En dfet, commeV,® « P}(7h) S Vi, &' esta for-

. . . . def
tiori consistante, coercive s x V. et continue suVy x V9 avecVy, =

H3(Q) N H3(Th).

Théoréme 5.9(Estimation d’erreur pour la méthode (5.248oit ue V la solution
de (G.1) et supposons, de plus, que ;. Alors,

Wh GVh

Cond) -
Ju = Unflswip < <1+ C: ) inf U — Wh|swin-
Sta

Les constantes & et Gyg sont telles que (i) pour toutpve Vp, aﬁWip(vh,vh) >

Cstd[Vh |2, €t (ii) pour tout W Vi, € Vi x Vi, aﬁwm(W, Vh) < Condl|W|swipt Vi | swip-

swip

Corollaire 5.10 (Taux de convergence, cas hétérogersi) de plus, & Q7 «,

C
U — Unswip < (1 + C““’) C.h,

Sta
C, étant la constante de l'inégalit®.23)

Le résultat suivant, prouvé dans [15, §2.4], établit la evgence de la méthode
vers des solutions a régularité minimale. La preuve repasies propriétés de consis-
tance d’un gradient inspiré par (4133) mais tenant compterd®/ennes pondérées aux
interfaces. L'espac@r, . est utilisé comme espace test.

Théoréme 5.11(Convergence de la méthode (5.24) vers des solutions aarigul
minimale) Soit (un)negs 1a suite de solutions discréte obtenues en résolvant le pro-
bléme(5.24)sur la suite admissible de maillagésh )nesr. LOrsque h— 0,

Uy — U fortement dansi(Q),
Vhlh — Vu  fortement danfL?(Q)]¢,
|Un[s — O,

avec u unique solution d&.7).

Le cas homogene Dans le cas homogene il est possiblefiifeer I'estimation du taux
de convergence en nornié. Soit7}, un maillage appartenant a une suite admissible
au sens de [1, Définition 1.44], et définissons le sous-ngalfayramidalS, comme
suit (voir Figurd 5.J7) :

def
Sh = {PrF}rer, Fer -

On définit 'ensemblé&, des mailles associé & un L-grogipomme suit :

VaeG T, {TeTn|IFeq TeTe}.

Les centres des mailles @g définissent un simplexe qu’on note3g; voir Figurd5.7.
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Ficure 5.7 — Sous-maillage pyramid&h, £r (en gris) et simplex§,

Comme dans la section précédente, on choisit pour ch‘acw@‘,i un L-groupen tel

que la matricéA,. est inversible. Sous I'nypothése (5.25), I'inversibilite la matrice

A, équivaut a la non dégénérescence du simplgxeléfini par les centres des mailles
de 7,.. Soit, maintenantPr la patch gris dans la Figute’s.7. Plus précisément, pour
les interface$ € 7, on pose

Pr & U PrF,

Feg, TETE

tandis que pour les faces de badtd ?hb avecF c 0T n 0Q, on posePe def PrE.

Hypothése 5.1ZPropriété d’approximation pour les constructions en@Qn suppose
que les constructions en L sont telles que, pour @ogtl < 1avec I> d2—1, il existe
C indépendant du pas de maillage h tel que, pour bstm < | + 1 et tout Fe Fy,

Ve HI+1(7)F)7 |V— ‘f\%;f |H"‘(7)F) < Ch;"':l—m|v|Hl+1(PF)7

avecvy = (V(x7))ter;- De plus, il existe ;) indépendant du pas de maillage h tel que,
pour tout Fe Fp ettout Te T, hp. < ggiihr.

Une condition sfisante pour que 'HypotheBe 5] 12 soit vérifiée est QUERRS} her, Fer,
forment une familldinitely shaped voir [1, Lemme 1.47]. Ceci est vrai, par exemple,
dans le cas de maillages simpliciaux uniformémefiirrés ot dans le cas de maillages
Cartesien avec flnement sémiconforme etffiirence de niveau maximale entre deux
mailles voisines fixée. Erfiet, dans les deux exemples fournis on a une borne uniforme
pour la constante du Lemme de Deny-Lions utilisé dans layerfeG04, Example 1.106],
qui s’applique donc a notre cas; pour plus de détails voiidaussion de [15, §2.3].

On a le résultat suivant.

Lemme 5.13(Approximation de fonctions del?(Q) dansV,“%, cas homogéne)Sous
I'Hypothésd 5.1 et pour ek 6, il existe C indépendant du pas de maillage h tel que

WeHXQ),  v—R(vh)le < ChiVza),

def
avecvy = (V(%7))7er;, € Th.

Lemme 5.14(Taux de convergence de la méthode (b.24), cas homog&oé) u e
H2(Q) solution exacte d¢5.1) aveck = vIg ety > 0, et soit 4 € V,°? solution du
probléme discre(c.23) Alors, il existe C indépendant du pas de maillage h tel que

lu— Unllae < Chlju]nz(q)-
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De plus, sous hypotheses de régularité elliptique,

u-— uh”LZ(Q) < CH.

5.4.2 Application au probléme de Navier—Stokes incompregse

On examine dans cette section I'application de la métho@eaiex équations de
NSI. Dans ce cas, les termes déusion sont homogénes,

Kk = Vg, (5.25)

avecy réel positif. Sous I'hypothés€ (5125), pour toyt € T, et touteF € 7, la
fonction &) obtenue par la reconstruction en L est de cla@ssur 'ensemble des
pyramides{Pr r }req, Te7:, €t €lle coincide avec l'interpolée de Lagrange sur le sim-
plexe formé par les centres des mailles intervenant dansggi®lpe. Cette remarque
permet d’'obtenir des estimation d’interpolation en wifisun argument classique basé
sur le Lemme de Deny-Lio. A l'aide de ces estimations on étudie I'application de
la méthode ccG au probleme de Navier-Stokes incompressible

Le probleme de Navier—Stokes incompressible On considére les équations de NSI
stationnaired(4.35), ici rappelées par commodité :

—vAauU + 0j(uiuj) + dp=fi dansQ,ie {1,...,d}, (5.26a)
oy =0 dans, (5.26b)

u=0 suroQ, (5.26¢)

{(P)a =0, (5.26d)

oud e {2,3},v > 0 dénote la viscosité dynamiquefet [L?(Q)]¢ la force de volume.
Une discrétisation avec une seule inconnue par maille geubbtenue en choisissant
les espaces discrets suivants :

d

UrP Ve P B(Th/R. X0 U x Py

h

Soientay, by et sy les formes bilinéaires définies, respectivement, [par §4 @243),
(4.44D), et soity, la forme trilinéaire non dissipative définie par(4.46). @nsidére le
probléme discret : Trouveti, pn) € X ° tel que

ccg

an(Un, Vh) + t(Un, Un, Vh) + bn(Vh, pn) = f fvh  Yvhe U™, (5.27a)
Q

—bh(uh, qh) + Sp,h(ph, qh) =0 Yah € Pp, (5.27b)
Par brévité de notation on pose

Ch((Un, Pn)» (Vi ) " @n(Un, Vi) + bn(Vh, Ph) — bh(Un, Gh) + Spn(Phs Gh)-
La méthode[(5.27) utilise une seule inconnue par maille pbague composante de la
vitesse dans I'esprit des méthodes ccG, et la pression pai@pe dans I'espace des
fonctions constantes par morceaux. Avec ces choix, I'dpars : L(Uﬁcg, Pn) tel que
(BVh, Ohy = bin(Vh, gn) pour tout(vi, gn) € X: 2 n'est pas surjectif, et il est nécessaire
de stabiliser le couplage vitesse-pression par la fornmedaiires, . Le résultat suivant
est I'exacte pendant du Lemme4.19.

18. Voir, par exemple, Ern et Guermond [EG04, Lemme B.67].



5.4. Méthodes de Galerkine centrées aux mailles

73

TasLe 5.1 — Convergence de la méthode (5.27) pour le probléme dadtoay [Kov48].

card7n)  |u—uUn|pz@ye ordre  |p— pnfize) ordre [[(u—un, p— pn)lsc oOrdre
224 1.5288e-01 - 2.5693e-01 - 4.5730e-01 -
896 4.1691e-02 1.87 1.0847e-01 1.24 2.1185e-01 1.11
3584 1.1115e-02 1.91 4.0251e-02 1.43 2.1185e-01 1.11
14336 2.9261e-03 1.93 1.7487e-02 1.20 1.0319e-01 1.04
57344 7.6622e-04 1.93 8.7005e-03 1.01 2.6540e-02 0.96

Lemme 5.15(Stabilit¢ H de la reconstruction en L)Sous I'Hypothése 5.4, il existe
C indépendant du pas de maillage h tel que, pour toaiti (Q),

19:(vh) lae < CIVnz(q),

def
avecvh = ((Wr)T1er, € Th.

Lemme 5.16(Stabilité de la méthod& (5.27)Pn admet I'Hypothesg.12) Soit, pour
toutFe 7, cr = h;l. Alors, pourn syfisamment grand,

(i) il existea > 0 indépendant du pas de maillage h tel que
Y(Vh, On) € Xn, Ch((Vh, ) (Vhs Gh)) = @|Va3g + |Qh|,2);

(ii) il existe 3 > 0 indépendant du pas de maillage h tel que

b (Wh,
Yah € Ph, Bllth|lz@@) < sup M

+ |G| p-
wheun\(0}  [Whlde P

La preuve du LemmEe5.16 suit de prés celle de [1, Lemme 6.9]estitilise le
Lemme[5.1b. L'existence d’une solution discréte aussi bjiea la convergence de la
méthode[(5.27) peuvent alors étre prouvées comme dans [dfilant le fait que,
pour touty € CX(Q),

lim [R:%(y) — plac — O,
avecy = (¢o(X1))Ter ; VOIr [1, Lemme 5.22]. Les résultats de convergence pouda m
thode [5.21) appliquée au probléme de Kovasznay [Kov48]m@sentés en Taldle b.1.

La Figurd5.8 montre une comparaison entre les méthdeg) &t 24.47) appliquées
au probléme de la cavité entrainée ; vair 84.6.3.

5.4.3 Une variation a stencil compact

Dans [3] on considére un espace alternatif encore une feis & la construction
en L. Pour touF € Fp, soitge un L-groupe donnant lieu & une matridg. inversible.
On définit I’opérateuERﬁ3g : Th — P4(Sh) qui associe a tout, € Ty, la fonction
R-9(vn) € PL(Sh) telle que

VT e Th, VF e Fr,  REI(Vh)|pr, = &F.

L'espace discret est alors
V39 L RO ()
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(a) Re= 1000
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Ficure 5.8 — Composantes de la vitesse aux médiatrices du domaing&aison avec
la méthode[{4.47)k(= 1) et avec [ECGO5]..

L'avantage de cet espace est que les fonctions de base oopparsplus compact,
ce qui réduit le stencil de la méthode ; voir Figlire 3.4.3. Hirey les fonctions de
Vﬁsg sont continues aux interfaces @g, mais discontinues a travers Issus-faces
c’est-a-dire les faces latérales des pyramidesSgleontenues a l'intérieur des élé-
ments def. Dans le cadre de I'imposition faible des conditions de icwité dans
I'esprit de [Arn82], il faut donc pénaliser les sauts a travies sous-faces. Dans [3]
on propose une méthode avec stabilisation de sous-facdepprobléme de diusion
hétérogend (5l 1), on montre ses propriétés de convergetinme propose une compa-

raison avec la méthode ccG origindle (5.23).

5.5 Programmation générative

Un des avantages des méthodes ccG est de fournir un cadxtorarel proche de
celui des méthodes dG s’appliquant potentiellement a tmklpme pour lequel une
discrétisation dG a été envisagée. Dans la these de Jean@datien (voir EA) on
développe un DSEH inspiré par [Pru06, 8] et permettant d’obtenir rapidemesd d
prototypes en utilisant le langage mathématique. lE&dince principale par rapport
aux méthodes d’EF est dans la définition de I'espace distdetsedegrés de liberté. Le
concept clé dans la mise en ceuvre est celaiebinaison linéair¢LinearCombination).
Une combinaison linéaire réalise informatiquement undieguon linéaire del}, dans
'espace des tenseurs a valeurs réels de rang0, 1, 2}. Dans le cadre des méthodes

19. Domain Specific Embedded Language
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(a) Méthode c3g de [3] (b) Méthode ccg de [6]

Ficure 5.9 — Comparaison entre le support minimal (gris foncé) etimal (gris clair)
d’une fonction de baser.

ccG, les termes bilinéaires peuvent étre souvent calculégilesant un seul nceud de
guadrature (coincidant avec le barycentre de maille oud® fsans compromettre les
propriétés d’approximation du schéB{aPrenons, par exemple, le terme

> L VUp-Vvh, (5.28)

TeTh

avecun, Vi € V; % La restriction du gradient des fonctions discrétes a cha@tgment
est une combinaison linéaire des inconnues de maille argalegtoriels,

Vun = Z T/ U/, Vv = Z TTNT, (5-29)
T’eS T7eS

ouS dénote un sous-ensemble opportuffgeDans I'assemblage, le terme linéalire (5.28)
est associé a la matrice locale

AT = [a¥/T//] = [|T|dTT"TT"9]

c’est-a-dire, au produit interne des combinaisons liesa@xpriman¥uy, et Vv,. A
cause de la dépendance des constructions locales des daﬂmémblém@, les de-
grés de liberté intervenant dans les combinaisons lirefx&9) sont embarqués dans
leur équivalent informatique. Il n’existe donc pas de tabléles degrés de liberté au
sens des EF, mais chaque terme connait sa dépendance desigedel,,. Les com-
binaisons linéaires correspondantes aux fonctions de ézdaées aux centres des
mailles et des faces sont précalculées et stockées damnsvéémnt informatique de
Vi, I'espace discreDiscreteSpace). Cette conception informatique est présentée
dans le travail [18] en cours de rédaction.

20. Par exemple, tous les termes de la forme bilin@j’l@ sont calculés de maniere exacte en utilisant le
barycentre de I'entité sur laquelle on integre sauf le tede@énalité. Pour ce dernier, I'approximation est
toutefois stfisante a garantir la convergence de la méthode.

21. Par exemple, la construction en L dépend du tenseinsi que des conditions aux limites.
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Chapitre 5. Méthodes volumes finis




Annexe A

Résumés des theses en cours

Cet annexe contient les propositions originaires pouriésds dont je suis actuel-
lement co-responsable.

Carole Widmer

Le but de cette thése est I'étude de I'approximation nunoéride phénoménes
multiphasiques, en particulier I'extraction thermiqubuwile ou I'injection de CQ, qui
présentent des fronts raides hyglau, huilghuile ou CQ/eau. La simulation des pro-
cédés thermiques pour I'amélioration de la récupératitwite (SADG, combustion
in situ, par injection d’air) exige une localisation précise degifaces entre I'huile
rendue mobile par les fluides injectés et I'apport de chadtgelle qui n'est pas en-
core entrée en contact avec ces derniers. Les estimatigrediection et la régulation
(monitoring) du site sont fortement influencées par la g@ale I'approximation nu-
mérique au voisinage de l'interface. Dans le cas du stocitageQ, dans un réservoir
souterrain, les réactions chimiques sont trés actives sinage du front entre le CO
injecté et I'eau. Une bonne approximation de ce front estdladispensable pour I'es-
timation de l'injectivité des puits et de I'intégrité du esitEn outre, dans ce cas, |l
est important de pouvoir certifier la solution numérique mlaugestion des risques.
Dans ces deux applications, les fronts se déplacent au fiémdpg et leur épaisseur
est de plusieurs ordres de grandeur plus faible que le pasdiscdrétisation (quelques
meétres contre des centaines de métres). Le colt de calcermefiant pas de fizner
uniformément le maillage, il est indispensableftéetuer les simulations numériques
avec des stratégies d’adaptation locale dynamique duagaillL’adaptation guidée
par des estimateurs a posteriori permet, a précision fibe@esdlire jusqu’a 5-10 fois
le nombre de mailles nécessaires sur des problemes maddésadificultés réels.
Cette thématique est considérée de pointe dans la comnéus@entifique étudiant le
probleme du stockage du GOLa these poursuivra le cadre d’adaptation dynamique
de maillage proposé dans [MECH10] en utilisant les techesallestimatiora poste-
riori les plus avancées appliquées aux schémas volumes finispuints. Le travail
consistera a étendre a des écoulements multiphasiques dinéaires les méthodes
développées pour la discrétisation d’opérateurs flagion hétérogénes et anisotropes
sur des maillages généraux. De facon a traiter séparémpluisedfficacement les dif-
ficultés du systéme, on évaluera la possibilité de le déeoygrtiellement dans le
schéma d'intégration en temps. Le but final est d’obtenirdes problémes réels, des
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gains comparables & ceux observés sur les problémes medéeiesne de réduction
du nombre de mailles nécessaires pour atteindre une pmédisée. Les axes de re-
cherche principaux seront (i) la conception d’estimateupesterioriadaptés aux pro-
blémes physiques; (ii) la définition d’'une stratégie pouicier le déplacement du
front et, donc, de la zone affaner; (iii) I'étude de schémas découplés en temps se-
lon les phases; (iv) I'évaluation duffaaement anisotrope pour réduire le nombre de
mailles ; (v) la conception d’estimateurs d’erreur globpoxr qualifier la solution nu-
mérique. Les applications visées étant tridimensionsglés stratégies développées
dans la these seront mises en ceuvre sous la plate-formijgafatane. Ceci deman-
dera aussi une étude de stratégies d’équilibrage dynardigebarge qui s'avéreront
nécessaires pour optimiser les performances sur araligsgparalléles.

Jean-Marc Gratien

La spécificité des logiciels scientifiques développés p& BErergies nouvelles
tient avant tout a l'originalité des modeles représentastsituations physiques ex-
primés sous forme de systémes d’EDPs assortis de lois detierencomplexes. Le
développement de ces logiciels, concus pour étre exécutdesssuper calculateurs
paralléles modernes, nécessite de combiner des méthddesesfinis robustes et ef-
ficaces avec des technologies informatiques qui permedtetiter au mieux parti de
ces calculateurs (parallélisme, gestion de la mémoireatésd’interconnexion, etc).
Ces technologies de plus en plus sophistiquées ne peuvsriitpé maitrisées dans leur
ensemble par les chercheurs métiers chargés d'implénaggerouveaux modeles. A
ce propos, IFP Energies nouvelles a signé un accord de aiap®avec le CEA pour
développer et utiliser la plateforme Arcane. Ce choix néegtendant qu’une reponse
partielle au probléme posé par le développement, la mantanou encore la pérenni-
sation des codes de calcul a IFP Energies nouvelles.

Le but de cette these est de compléter 'apport de la plateféwrcane en proposant
des nouveaux outils qui (i) permettront de simplifier le pagsdu modele physique a
sa résolution numeérique en s’appuyant a la fois sur desonfdrmatiques et un cadre
mathématique robuste ; (ii) seront intégrés eux-mémeslatefprme. Tout d’abord, la
programmation générative, I'ingénierie des composanesdangages spécifiques aux
domaines d’applications (DSL ou DSEL) sont des technokgié pour automatiser
le développement de programmes. Ces paradigmes pernditerite des codes a la
fois lisibles, dficaces et facilement modifiables. Leur application au calcientifique
était jusqu’a maintenant restreinte aux méthodes de t@meatits finis, pour lesquelles
un formalisme mathématique unifié existe depuis plus longte L'émergence d’'une
vision unifiée des méthodes volumes finis et éléments fini6][Bermet désormais
d’'éteindre ces technologies aux approches volumes finis.

Cette these se propose donc de développer un langage spécifig méthodes
de discrétisation Volumes Finis permettant le prototypagéde de codes industriels
ou de recherche. Ce langage sera ensuite intégré a la ptate-Arcane. Les axes de
recherche principaux de ce projet sont (i) 'adaptation adre mathématique aux ap-
plications d’intérét pour IFP Energies nouvelles; (ii) ievdloppement d'un langage
spécifique permettant de décrire de maniére exhaustiveppdisations; (iii) le déve-
loppement d’un interpréteur sous la plateforme Arcane.haixcentre DSL et DSEL
sera évalué pour assurerffieacité des applications générées; (iv) finalement, la vali-
dation des travaux se fera sur des problemes académiqusgsgple prototypage d’'une
application industrielle dans le cadre de I'axe “O@aitrisé”.
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Soleiman Yousef

La simulation des procédés thermiques pour I'amélioratmla récupération d’huile
(SADG, in situcombustion, par injection d'air) exige une localisatioagse des inter-
faces entre I'huile rendue mobile et celle qui n’est pas emnét mobilisée par I'apport
de chaleur extérieur. Les estimations de production egiala¢ion (monitoring) du site
sont fortementinfluencées par la qualité de I'approxinmatiomérique au voisinage de
l'interface. Toutefois, en pratique, il est souvenfidile d’obtenir la précision numé-
rique souhaitée & cause des temps de calcul élevés destsimsilelassiques. Le but
de cette thése est I'étude et la mise en ceuvre de techniqueiidement adaptatif
de maillage, qui permettent d’adapter la résolution du lagél aux caractéristiques
de la solution. Les sujets abordés au cours de la thése sopi@mentaires par rap-
port a ceux de la these de Mme Carole Widmer démarrant OcRilr@, et le plan de
travail est adapté pour répondre a la fois aux exigences@dHergies nouvelles et
aux besoins du candidat, M Soleiman Yousef. Ce dernier d@asser deux ans dans
son pays natal a partir du mois d’Octobre 2009, le plan €£&al quatre ans, dont
deux en Syrie (avec possibilité d'un séjours trimestriel gg@en France) et deux en
France. Le financement IFP est limité aux deux dernieresemnitiéest prévu pendant
la premiére période essentiellement théorique, (i) ditenes estimateurs d'erreur
développés dans [19] pour un modéle d’écoulement diphasigumodéle SADG en
garantissant la borne supérieure et (ii)ftBetuer une étude théorique exhaustive dans
le cadre d’un probléme parabolique non-linéaire de typelproe de Stefan. En méme
temps, Carole Widmer développera un simulateur SAGD suase ld'un prototype
AMR existant bidimensionnel. Les estimateurs développés ¢ cadre de cette these
seront ensuite étudiés numériquement par Mme Carole Widarerle cadre de la stra-
tégie d'adaptation qu’elle aura entre temps développé.dixi@me période de cette
thése sera consacrée a la mise en ceuvre sous la plate-focareefavec les adapta-
tions nécessaires a un simulateur tridimensionnel etlpdmodification éventuelle
des estimateurs pour réduire le colt du post-processirgtaiibn des schémas VF
aux non conformités et a I'AMR en 3D, équilibrage de charg®, e
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