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Avant-propos

Ce mémoire est un exposé synthétique d’une partie des travaux que j’ai accomplis
après la fin de ma thèse. Au cours des dernières années, j’ai été amené à m’intéresser à
la discrétisation de problèmes provenant de différentes applications en mécanique des
fluides. L’élément commun à tous ces problèmes est la présence de termes diffusifs
du second ordre. Pour des raisons différentes, j’ai considéré des discrétisations non
conformes, c’est-à-dire, basées sur des espaces discrets non contenus dans l’espace
continu naturellement associé à la formulation faible du problème. Plus précisément,
dans les travaux présentés dans ce mémoire on retrouve essentiellement deux grandes
familles de méthodes : les méthodes dites de Galerkine discontinues et les méthodes
volumes finis.

Ce document s’organise comme suit. Les Chapitres 1–3 fournissent les renseigne-
ments administratifs relatifs au dossier de demande d’habilitation, dont uncurriculum
vitæ, une description succincte de l’ensemble de mes travaux et la liste complète des
publications. Les Chapitres 4–5 relatent les efforts entrepris au sujet de la discrétisa-
tion de problèmes avec diffusion par des méthodes non conformes. Plus précisément,
le Chapitre 4 est consacré aux méthodes de Galerkine discontinues, tandis que le Cha-
pitre 5 traite des méthodes volumes finis. Même si l’accent est généralement mis sur les
motivations des travaux et sur le développement de la ligne de pensée, des détails sont
fournis quand cela s’avère nécessaire pour apporter un complément d’information par
rapport aux publications, ou bien pour indiquer des pistes de recherche futures. Le rap-
port contient aussi une annexe contenant les résumés des thèses actuellement en cours.
Dans la dernière partie de ce mémoire on peut trouver le texteintégral des publications.

Pour faciliter la lecture, mes publications sont citées dans le texte avec un numéro
progressif, tandis que les articles de la bibliographie générale sont cités avec les ini-
tiales des auteurs.
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Chapitre 1

Curriculum vitæ

Daniele Antonio Di Pietro
né le 1er janvier 1979 à Messine (Italie)
nationalité italienne

IFP Energies nouvelles
1 & 4 avenue Bois Préau
92852 Rueil-Malmaison Cedex
01 47 52 52 40
dipietrd@ifpenergiesnouvelles.fr

1.1 Études et formation

2006–2007 Chercheur postdoctoral à l’École des Ponts ParisTech (ENPC)

2002–2006 Université de Bergame et École Polytechnique Fédérale de Lausanne,
thèse sur l’application des méthodes de Galerkine discontinues aux
écoulements incompressibles (Discontinuous Galerkin methods for in-
compressible flows), directeur Francesco Bassi

1997–2002 Université de Bergame, Ingénieur industriel, mémoire sur le design et
la simulation numérique d’un système de refroidissement pour le pro-
jet BTeV1, (Raffreddamento di componenti elettronici per mezzo di
microcanali : applicazione al rilevatore di particelle perBTeV2) direc-
teur Gianpietro Cossali (moyenne de 110/110 et félicitations du jury3)

1992–1997 Lycée Filippo Lussana, baccalauréat scientifique (moyenne de 60/60)

1. L’expérience conçue dans le projet BTeV se proposait de vérifier la violation CP découverte par James
Cronin et Val Fitch pour les quarksbottomet charm. Le projet a été suspendu en 2005 suite à une réduction
budgétaire. Pour plus d’informations, voirhttp://www-btev.fnal.gov/

2. Refroidissement de composants électroniques par micro-échangeurs calorifiques : application au cap-
teur de particules pour l’expérience BTeV

3. Les félicitations du jury sont traditionnellement appelées en Italielode (éloge) oubacio accademico
(baiser académique)

mailto:dipietrd@ifpenergiesnouvelles.fr
http://www-btev.fnal.gov/
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1.2 Expérience professionnelle

2007–présent Ingénieur chercheur à IFP Energies nouvelles, Département de Mathé-
matiques Appliquées

2006–2007 Chercheur postdoctoral à l’École des Ponts ParisTech (ENPC), labora-
toire CERMICS4

2005 Assistant doctorant à l’École Polytechnique Fédéralede Lausanne (EPFL),
laboratoire CMCS5

1.3 Thèmes de recherche

2007–présent Écoulements polyphasiques en milieux poreux: (i) discrétisation des
opérateurs de diffusion par méthodes non conformes sur des maillages
polyédriques généraux ; (ii) modèle compositionnel thermique ; (iii) adap-
tation de maillage appliquée aux procédés de récupération d’huile avan-
cés

2002–présent Écoulements monophasiques: (i) discrétisation en espace des équa-
tions de Navier–Stokes à grand nombre de Reynolds ; (ii) discrétisation
en temps par des méthodes couplées ou découplées

2005–présent Programmation générative appliquée au calcul scientifique: (i) ap-
plication aux méthodes de Galerkine/éléments finis conformes et non-
conformes ; (ii) application aux méthodes volumes finis pourdes pro-
blèmes d’ingénierie pétrolière

1.4 Responsabilités d’encadrement

2009–présent Carole Widmer, doctorante sous la direction de Vivette Girault6, Adap-
tation de maillage basée sur des estimationsa posterioriappliquée à
l’injection de CO2 et aux procédés de récupération d’huile assistée.
Cette thèse est basée à IFP Energies nouvelles, et c’est moi qui en as-
sure l’encadrement quotidien

2009–présent Jean-Marc Gratien, ingénieur-doctorant sous la direction de Chris-
tophe Prud’homme7, Programmation générative pour le prototypage
d’applications parallèles performantes pour l’approximation volumes
finis de systèmes physiques complexes. Cette thèse est basée à IFP
Energies nouvelles, et c’est moi qui en assure l’encadrement quotidien

2009–présent Soleiman Yousef, doctorant sous la direction de Vivette Girault,Adap-
tation de maillage basée sur des estimationsa posterioriappliquée aux
procédés de récupération d’huile assistée. Dans ce cas, il est agrée que
le doctorant passe un période de deux ans à l’étranger8 avec des sé-
jours de deux mois à IFP Energies nouvelles, puis qu’il soit de manière

4. Centre pour l’Ensegneiment et la Recherche en Mathématiques Industrielles et Calcul Scientifique
5. Chair de Modélisation et de Calcul Scientifique
6. Université Pierre et Marie Curie, Laboratoire Jacques-Louis Lions (Paris)
7. Université Joseph Fourier, Laboratoire Jean-Kuntzmann(Grenoble)
8. Cet accord a été accepté pour que Soleiman puisse honorer les conditions d’une bourse pour compléter

les études supérieures en France.
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stable à IFP Energies nouvelles pendant deux ans consécutifs. Dans
les deux cas, c’est moi qui en assure l’encadrement quotidien pour le
travail sur un code commun

2009 Soleiman Yousef, stagiaire de fin d’études,Schémas volumes finis hy-
brides appliqués à la modélisation des bassins pétroliers

2008–2009 Lorenzo Botti, doctorant en visite sous la direction de Francesco Bassi9,
Développement et mise en œuvre d’une méthode de Galerkine disconti-
nue pour le problème de Navier–Stokes incompressible instationnaire.
J’ai assuré l’encadrement quotidien de Lorenzo pendant sonséjour à
IFP Energies nouvelles

2008–2009 Ivan Kapyrin, post-doc,Étude numérique et mise en œuvre des mé-
thodes de volumes finis centrés aux mailles dans la plate-forme Arcane

2007 Sissel Mundal, doctorante en visite sous la direction de Ivar Aavats-
mark10, Évaluation de la méthode MPFA L par lebenchmarkde FVCA5.
J’ai assuré l’encadrement quotidien de Sissel pendant son séjour à IFP
Energies nouvelles.

2005 Nicoletta Franchina, stagiaire de fin d’études co-encadrée par Fran-
cesco Bassi,Mise en œuvre dans Matlab d’un DSEL pour la discrétisa-
tion éléments finis d’équations aux dérivées partielles avec application
au problème de Navier–Stokes incompressible11

2004 Pietro Gabbiadini, stagiaire de fin d’études co-encadré par Alessandro
Veneziani12 en collaboration avec Freni Brembo,Mise en œuvre d’un
code éléments finis pour le prototypage de freines à disque13

1.5 Projets

2009-présent Co-responsable avec Martin Vohralík d’un projet ERT en collaboration
avec le Laboratoire Jacques-Louis Lions (LJLL) de l’Université Pierre
et Marie Curie (UPMC),Récupération d’huile assistée et séquestra-
tion géologique duCO2 : adaptation de maillage, contrôle d’erreura
posterioriet autres techniques avancées

2009-présent Participant au projet ANR VFSitCom,Volumes Finis en Situations Com-
plexes14

2007-présent Participant au projet ANR SHPCO2,Simulation Haute Performance
du Stockage Géologique deCO2

15

9. Université de Bergame
10. Centre for Integrated Petroleum Research, Bergen (Norvège)
11. Implementazione in Matlab di un DSEL per la discretizzazione agli elementi finiti di equazioni alle

derivate parziali con applicazione al problema di Navier–Stokes incomprimibile
12. Emory University (Atlanta)
13. Implementazione di un codice agli elementi finiti per la prototipazione di dischi freno auto
14. Voir http://ens.math.univ-montp2.fr/droniou/vfsitcom
15. Voir http://wikiserver.ifp.fr/SHPCO2/spip

http://ens.math.univ-montp2.fr/droniou/vfsitcom
http://wikiserver.ifp.fr/SHPCO2/spip
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1.6 Activité d’enseignement

Au fil des années, j’ai eu l’occasion d’enseigner dans différentes institutions euro-
péennes. La Table 1.1 contient un résumé complet de ces activités d’enseignement. A
présent je suis co-responsable de deux cours. Le cours deMéthodes de Galerkine dis-
continues et applications16 se propose de fournir une introduction à l’analyse des mé-
thodes de Galerkine discontinues. Ce cours a fourni l’occasion d’écrire avec Alexandre
Ern la monographieMathematical aspects of discontinuous Galerkin methods[1], qui
apparaîtra dans la collectionMaths& Applicationsde Springer–Verlag. Le cours de
Calcul scientifique17 est une introduction au calcul scientifique pour les élèves ingé-
nieurs de l’École des Ponts comprenant des notions de discrétisation d’équations aux
dérivées partielles et des éléments d’optimisation numérique.

16. Université Pierre et Marie Curie (Paris 6), M2 Mathématiques et Applications, op-
tion Analyse Numérique & Équations aux Dérivées Partielles. Pour plus d’informations, voir
http://www.ann.jussieu.fr/ANEDP/cours/ern.php

17. École des Ponts, ParisTech

http://www.ann.jussieu.fr/ANEDP/cours/ern.php
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Table 1.1 – Résumé de l’activité d’enseignement

Cours Années Institutiona Cursusb Typec Niveau Nr. d’élèves Durée (h)

Méthodes de Galerkine
discontinues et applications

10/11 UPMC ANEDP CM M2 – 12

Calcul scientifique 10/11 ENPC Génie civil CM L1 – 27
Méthodes de Galerkine

discontinues et applications
09/10 UPMC ANEDP CM M2 13 12

Calcul scientifique 09/10 ENPC Génie civil TD L1 25 27
Calcul scientifique 07/08 ENPC Génie civil CM L1 25 27

Méthodes de Galerkine
discontinues et applications

08/09 UPMC ANEDP CM M2 15 10

Calcul scientifique 07/08 ENPC Génie civil CM L1 25 27
Programmation avancée

pour le calcul scientifique
05/06 PoliMI Génie mathématique TD M1–M2 45 45

Analyse numérique 04/05 EPFL
Génie mécanique, civil

et informatique
TD L2 40 15

Analyse numérique 03/04 UniBG Génie mécanique TD L3 80 30
Analyse numérique 03/04 PoliMI Génie aéronaval TD L1 80 30
Thermodynamique 03/04 UniBG Génie industriel TD L2 150 30
Thermodynamique 02/03 UniBG Génie textile TD L2 60 30

Transmission de chaleur 04/05 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6
Transmission de chaleur 03/04 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6
Transmission de chaleur 02/03 UniBG Génie mécanique Séminaires M2 15 6

a. UPMC : Université Pierre et Marie Curie ; ENPC : École des Ponts ParisTech ; PoliMI : École Polytechnique Milan ; EPFL : École Polytechnique Lausanne ; UniBG : Université de
Bergame

b. ANEDP : Analyse Numérique & Équations aux dérivées partielles
c. CM : cours magistral ; TD : travaux dirigés.
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Chapitre 2

Résumé des travaux

Ce chapitre contient un résumé succinct de l’ensemble des travaux que j’ai réalisé
depuis la thèse. Il est organisé en trois sections : dans §2.1je présente brièvement la
monographie [1] ; §2.2 contient un résumé succinct des articles pour revue à comité de
lecture présentés dans ce mémoire ; pour conclure, mes autres travaux sont synthétisés
dans §2.3.

2.1 Livres

Le projet de monographie [1] a été conçu dans le cadre d’un cours de M2 dont
je suis co-responsable avec Alexandre Ern à l’Université Pierre et Marie Curie1. Son
but est de fournir les outils mathématiques de base pour la conception et l’analyse des
méthodes de Galerkine discontinues (dG). Contrairement à la récente monographie de
Hesthaven et Warburton [HW08], l’ouvrage se concentre spécifiquement sur les aspects
théoriques. Le public auquel il s’adresse comprend des étudiants de troisième cycle
aussi bien que des chercheurs en mathématiques appliquées.Plus généralement, on
suppose que le lecteur soit familier avec les méthodes d’éléments finis (EF) standard,
et qu’il ait une connaissance basique des EDPs que l’on rencontre dans l’ingénierie et
dans les sciences appliquées.

La monographie est organisée en trois parties correspondantes, respectivement, aux
problèmes d’advection-réaction,de diffusion, et aux systèmes d’EDPs. A côté de l’ana-
lyse des problèmes modèles, cet ouvrage propose un certain nombre de sujets avancés
issus de travaux (très) récentes des auteurs. Pour chaque problème on considère la
version stationnaire et on propose au moins une discrétisation en temps pour la ver-
sion instationnaire. Le lien avec les méthodes VF est particulièrement soigné à la fois
dans le cadre des EDPs du premier ordre (stationnaires et instationnaires) et du second
ordre. Quelques aspects liés à la mise en œuvre sont aussi traités, bien qu’ils restent à
un niveau de détail inférieur par rapport aux sujets théoriques.

Dans ce manuscrit on traite, en particulier, les chapitres 1, 4, 5 et 6.

1. Voir Table 1.1.
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2.2 Articles dans des revues à comité de lecture

Mon activité de recherche porte essentiellement sur le développement et l’analyse
de méthodes éléments finis et volumes finis (VF) pour des problèmes issus de la méca-
nique des fluides. Par la suite je présenterai un résumé des principales contributions en
suivant dans la plus part des cas l’ordre chronologique inverse.

Travaux présentés dans ce mémoire Dans [16] on étudie la convergence vers des
solutions peu régulières de la méthode SWIP de [9] pour un problème de diffusion
hétérogène. L’idée est ici d’exploiter les résultats de régularité prouvés par Nicaise et
Sändig [NS94] afin d’obtenir une estimation du taux de convergence pour des solutions
qui ont la régularité minimale en dimension 2, i.e., qui sontdansH1�ǫpΩq avecǫ ¡ 0.
Cette analyse complète celle de [9] (qui est valide lorsque la solution exacte est dans
H3{2�ǫpΩq). En dimension supérieure, l’analyse de convergence se fait par un argument
de compacité inspiré par [7] ; voir plus loin dans cette section.

Dans [2] on introduit une méthode de correction de pression pour les équations
de Navier–Stokes incompressibles (NSI). La discrétisation en espace est basée sur des
éléments discontinus pour la vitesse et continus pour la pression. L’intérêt des mé-
thodes dG appliquées aux écoulements incompressibles est lié aux bonnes propriétés
de stabilité et à la précision accrue à grand nombre de Reynolds. Cependant, à cause de
l’augmentation du nombre de degrés de libertés, les solveurs monolithiques demandent
un effort computationnel souvent trop important dans les applications réelles. L’idée
de [2] consiste à réduire le coût de la marche en temps en utilisant une méthode de
correction de pression inspirée par [GQ98]. Le choix des espaces garantit la stabilité
de la méthode au sens de la condition LBB ; l’absence de termesde stabilisation pour la
pression réduit ultérieurement le couplage entre l’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement et celle de conservation de la masse par rapport, e.g., au schéma
de [7]. La méthode est appliquée à des nombreux cas tests classiques, où elle se montre
robuste par rapport au nombre de Reynolds. Une variation basée sur une formule BDF2
est aussi proposée. Dans ce cas, les expériences numériquesmontrent une convergence
au second ordre en temps pour la vitesse, tandis que l’ordre de convergence en temps
de la pression s’améliore avec le nombre de Reynolds en passant de un à presque deux.

Dans [3, 6, 15] on introduit et analyse une nouvelle famille de méthodes dites
de Galerkine centrées aux mailles(ccG2) qui combinent des idées des méthodes dG
et VF. Contrairement aux schémas VF classiques [ABBM94, ABBM96, ABBM98a,
ABBM98b, ER94, ER98] et variationnelles [DE06, EGH09], lesméthodes ccG se
basent sur une formulation discrète qui peut s’étendre au continu. L’idée de base consiste
à fixer un degré de liberté par maille et à reconstruire un espace polynômial par mor-
ceaux incomplet à partir de ce dernier. Dans le cadre des problèmes linéaires, la vi-
sion fonctionnelle permet d’obtenir des estimations d’erreur dans l’esprit du Lemme
de Céa ; l’élément clé pour estimer le taux de convergence estalors l’étude des proprié-
tés d’approximation de l’espace discret considéré. Les publications [3, 6, 15] montrent
l’application des méthodes ccG à des différentes problèmes linéaires et non linéaires.
Plus précisément, dans [6] on introduit la méthode ccG pour une EDP modèle de dif-
fusion hétérogène et anisotrope et on propose une extensionpour les problèmes de
diffusion-advection. Dans [3] on propose une variation à stencil compact. Comme
pour les méthodes EF, le stencil est strictement lié au support des fonctions de base.
L’idée est donc de réduire ce dernier en utilisant une reconstruction de gradient sur

2. De l’anglaiscell-centered Galerkin
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un sous-maillage. Dans [15] on analyse en détail la méthode ccG pour une EDP mo-
dèle et on montre l’application au problème de NSI. Dans le premier cas on obtient
des estimations du taux de convergence pour des solutions régulières et on prouve la
convergence vers les solutions à régularité minimale. Dansle second cas, on montre
la convergence de la méthode par un argument de compacité. Unavantage important
des méthodes ccG est qu’elles s’appliquent potentiellement à tout problème diffusif
pour lequel une discrétisation dG a été envisagée. Cette propriété rend naturelle leur
utilisation dans le contexte des plates-formes généralistes commeFreeFEM [DHP03]
ouFeel/Life [Pru06].

Dans le travail de thèse de Jean-Marc Gratien, les méthodes ccG ont apporté le
cadre mathématique unifié à la base d’un langage embarqué (Domain-Specific Embed-
ded Language) en C++ orienté aux EDPs et inspiré par celui deFeel/Life. Ce projet
est développé sous la plate-forme propriétaireArcane dont IFP Energies nouvelles est
copropriétaire avec le CEA3, et il vise à devenir le cadre commun des applications de
calcul scientifique à IFP Energies nouvelles. Le travail s’appuie, en particulier, sur [8]
et sur [Pru06], où on introduit un langage embarqué en C++ pour les méthodes d’élé-
ments finis continues et discontinues. L’intérêt des langage orientés à la discrétisation
d’EDPs est de fournir une façon expressive et rapide d’écrire des codes numériques. La
spécificité de la mise en œuvre proposée dans [8] est liée à l’utilisation de techniques
de programmation avancées, qui permettent d’éviter les sur-coûts du paradigme orienté
objets classique.

Dans [7] on introduit deux outils d’analyse fonctionnelle discrète pour les espaces
polynômiaux par morceaux : les injections de Sobolev et un résultat de compacité pour
les suites de fonctions polynômiales par morceaux uniformément bornées dans une
normeH1 discrète opportune. Ces outils sont ensuite appliquée à l’analyse d’une nou-
velle méthode dG pour les équations de NSI. Un des intérêts dece travail reste dans la
nouvelle technique de démonstration pour les résultats d’analyse fonctionnelle, qui est
basée sur les propriétés de la norme BV. Cette approche éviteles hypothèses de régu-
larité elliptique et elle s’applique à des maillages généraux. Dans la nouvelle méthode
pour les équations de NSI le couplage vitesse-pression est classiquement stabilisé par
la pénalisation des sauts de la pression aux interfaces. Ceci permet d’approcher la pres-
sion avec le même degré polynômial que la vitesse. Pour le terme convectif on propose
deux formes trilinéaires non dissipatives. Le fait que la forme trilinéaire ne contribue
pas à la diffusion numérique est un ingrédient clé pour prouver l’existence d’une so-
lution discrète par un argument de degré topologique. L’analyse de convergence de la
méthode pour les équations de NSI se fait par un argument de compacité inspiré par les
techniques de Eymard, Gallouët et Herbin et collaborateurs[EGH00, EHL07] dans le
contexte des méthodes VF.

Dans [5] on propose un cadre d’analyse unifié pour les méthodes dG et VF ap-
pliquées à un problème modèle de diffusion hétérogène. Le but de ce travail est de
préciser les analogies souvent évoquées entre méthodes dG et VF dans le contexte des
problèmes elliptiques, et de proposer une approche communepour l’analyse. Disposer
de méthodes robustes par rapport à l’hétérogénéité du tenseur de diffusion est fonda-
mental dans la simulation des écoulements en milieux poreuxque l’on retrouve dans
la modélisation des gisements de pétrole [21]. Le point de départ du cadre unifié est
une forme bilinéaire discrète constituée par un terme consistant et par un terme de
pénalisation éventuellement nul. Le terme consistant est exprimé en fonction de deux
gradients, dont un fortement convergent pour les suites de fonctions tests régulières et

3. Commissariat à l’Énergie Atomique
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un faiblement convergent pour les suites fonctions discrètes uniformément bornées en
une normeH1 discrète opportune. L’analyse s’applique aussi bien aux méthodes sy-
métriques et non symétriques. Parmi les exemples de méthodes entrant dans le cadre,
on compte celles de [9, 23] aussi bien qu’un grand nombre de méthodes dG. De plus,
un nouveau schéma VF est aussi proposé. Ce travail est le prédécesseur de [3, 6, 15],
car c’est ici que l’interprétation fonctionnelle des méthodes de VF variationnelles a été
introduite.

Comme on a vu, le cadre de [5] s’adresse aux méthodes en formulation variation-
nelle. Dans [4] on considère une approche différente basée sur la formulation flux, plus
classique dans le contexte des VF. Cet article contient, en particulier, la première ana-
lyse rigoureuse de la méthode diteen L [AEMN08], assez populaire dans l’industrie
pétrolière. Plus précisément, la méthode en L est obtenue comme cas particulier de la
nouvelle famille de méthodes VF qui est introduite dans l’article. L’idée de base est
ici d’exprimer le flux numérique comme une moyenne pondérée des flux obtenus par
les constructions en L autour des nœuds d’une face. Selon le choix des poids, on ob-
tient des méthodes avec des caractéristiques très différentes. Dans l’article on propose
une formule pour le calcul des poids visant à améliorer la coercivité de la méthode sur
des maillages quelconques (qui, comme pour les autres méthodes multi-points, n’est
pas toujours garantie). La nouvelle famille de méthodes se montre plus robuste et pré-
cise que les méthodes VF multi-points classiques [ABBM94, ABBM96, ABBM98a,
ABBM98b, ER94, ER98] tout en gardant un stencil aussi compact. Cette dernière
propriété est fondamentale à la fois pour réduire le remplissage de la matrice et les
échanges de données dans le cas parallèle. Un autre point important est l’introduction
d’une espace test de fonctions localement régulières avec flux diffusifs continus dense
dansH1

0pΩq. Cet espace est aussi utilisé dans l’analyse des méthodes ccG [3, 6, 15].

Dans [9] on analyse un problème d’advection-réaction-diffusion dégénéré, et on
propose une famille de méthodes dG robustes par rapport à l’hétérogénéité et à l’ani-
sotropie du tenseur de diffusion. Afin d’obtenir des estimations indépendantes des pa-
ramètres du problème on utilise la norme d’énergie naturellement associée à la forme
bilinéaire, et on modifier les termes de bord d’une manière correspondante. À ce pro-
pos, les ingrédients clé sont des opérateurs de moyenne de trace pondérés par les va-
leurs de la diffusion et la stabilisation par décentrage en amont du terme d’advection.
L’analyse est basée sur une condition de stabilité inf-sup,qui permet d’estimer la dé-
rivée advective en plus de celle diffusive (qui s’annule en cas de dégénérescence de la
diffusion). Dans le régime d’advection dominante, on retrouve les estimations d’erreur
classiques [JP86]. Parmi les intérêts principaux de ce travail on citera aussi l’analyse ri-
goureuse du problème continu amenant à des conditions d’interface qui en garantissent
la bonne position. Ces dernières sont satisfaites automatiquement par la méthode pro-
posée.

Dans [10] on propose une famille de méthodes de marche en temps monolithiques
pour les équations de NSI discrétisées en espace par la méthode de [12, 30]. La dis-
crétisation en temps des équations de NSI est compliquée parl’absence de la dérivée
en temps dans l’équation de conservation de la masse, qui se réduit à une contrainte de
divergence nulle. Dans cet article, inspiré principalement par les travaux de Cockburn,
Shu et collaborateurs [CS91, CHS90, CLS89, CS98b] dans le contexte des écoule-
ments compressibles, on introduit une famille de méthodes de marche en temps basée
sur les schémas de Runge–Kutta de type Rosenbrock. L’article contient une validation
numérique extensive sur de nombreux cas test classiques.
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Travail de thèse Pendant ma thèse [30] j’ai proposé et analysé une méthode de Ga-
lerkine discontinue pour les équations de NSI. Le principe de la méthode consiste à
modifier localement les équations de NSI aux interfaces pourobtenir un flux conserva-
tif à partir de la solution d’un problème de Riemann. La méthode présente un paramètre
libre qui correspond physiquement à la vitesse du son.

Une validation numérique de la méthode est présentée dans [12]. L’ordre de conver-
gence et la robustesse par rapport au nombre de Reynolds sontévalués numériquement
sur un ensemble de cas test classiques.

La méthode de compressibilité artificielle a été analysée dans [11] pour le problème
de Stokes. On montre, en particulier, que le paramètre libredoit être proportionnel au
diamètre de la face pour que la méthode converge à l’ordre optimale.

Dans [13] on propose une comparaison de solveurslevel-setpour le suivi de front
dans le contexte des simulations des écoulements à surface libre. Plus précisément, on
compare une version dG adaptative avec une méthode d’éléments finis continue avec
stabilisation des sauts du gradient. La validation numérique est basée sur un ensemble
de cas test avec différentes difficultés (grandes déformations de l’interface, présence
d’angles, etc).

Dans [14] on propose des modèles VF réduits pour la simulation de micro-échangeurs
calorifiques. Ce travail, issu de mon stage de fin d’études, était motivé par l’application
au refroidissement des capteurs de particules de l’expérience BTeV.

2.3 Autres travaux

Travaux en préparation Dans [17] on vise à étendre l’analyse de la méthode de [2]
appliquée au problème de Stokes proposée dans [1, §6.3] au problème de NSI complet.
En particulier, on souhaite expliquer l’amélioration de laperformance de la méthode
de correction de pression à grand nombre de Reynolds.

Le langage embarqué orienté aux méthodes VF développé dans le contexte de la
thèse de Jean-Marc Gratien fait l’objet de [18]. Dans ce travail on montre d’autres
exemples d’application des méthodes ccG de [3, 6, 15] en rapport, en particulier, avec
la mécanique du sol.

Dans [19] on propose des estimateursa posterioriavec borne supérieure garan-
tie pour le problème de Darcy diphasique. Le problème est discrétisé par la méthode
classique avec décentrage par phase de [EHM03] couplée avecdes flux diffusifs multi-
points pour tenir compte de la non-conformité du maillage etde l’anisotropie du ten-
seur de perméabilité. Les estimateurs sont utilisé à la foispour guider l’adaptation de
maillage et pour définir des critères d’arrêt pour les solveurs linéaires et non linéaires.

Polycopiés et documentation La collection [32] contient le matériel du cours de
Programmation Avancée pour le Calcul Scientifique4, dont j’ai été co-responsable avec
Luca Formaggia en 2005 à l’École Polytechnique de Milan. Le site web contient les
transparents du cours et une série de problèmes pratiques avec solution.

Pendant mon post-doc à l’École des Ponts ParisTech j’ai développé la librairie pro-
priétairedgC++ (voir [31]). Il s’agit d’une librairie C++ orientée aux méthodes de
Galerkine discontinues avec ordre arbitraire sur maillages généraux. Elle a été utilisée
dans plusieurs publications [ES08, 1, 7, 9, 25] avec application à des problèmes de

4. Programmazione Avanzata per il Calcolo Scientifico
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diffusion-advection, aux équations de NSI, et aux lois de conservation hyperboliques
(shallow water equations).
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Chapitre 4

Méthodes de Galerkine
discontinues

Ce chapitre relate les travaux [1, 2, 7, 9–12] concernant lesméthodes de Galerkine
discontinues et, en marge, les travaux [3, 5, 6], reliant cesdernières avec les méthodes
volumes finis pour des problèmes avec diffusion. La structure du chapitre est la sui-
vante : dans §4.1 on trace un bref cadre historique des méthodes dG puis dans §4.2
on présente les idées générales de l’analyse des méthodes dGappliquées à un pro-
blème de diffusion pure ; dans §4.3 on résume les résultats de [9] pour un problème de
diffusion-advection-réaction dégénéré ; dans §4.5 on introduit les théorèmes d’analyse
fonctionnelle discrète prouvés dans [7]. Ces résultats constituent la base de l’analyse
de convergence vers des solutions à régularité minimale de [5, 7] présentée dans §4.5.
La section 4.6 de ce chapitre présente les travaux sur la discrétisation dG du problème
de Navier–Stokes incompressible. Plus précisément, dans §4.6.1 on examine la dis-
crétisation en espace, et on présente à la fois la méthode de compressibilité artificielle
de [11, 12] et celle basée sur un terme de convection non dissipatif de [7]. La discrétisa-
tion en temps est ensuite considérée dans §4.6.2, où on illustre la méthode monolithique
de [10] et le schéma de correction de pression de [2].

4.1 Introduction

Les méthodes de Galerkine discontinues (dG) sont connues sous formes différentes
depuis la fin des années 70. Cependant, leur diffusion s’est essentiellement accrue à par-
tir de la fin des années 90, comme le montre le nombre de résultats correspondants au
mot clédiscontinuous Galerkindans la base de données MathSciNet ; voir Figure 4.1.
Dans la suite on cherchera à reconstruire l’historique des idées principales pour les
Équations aux Dérivées Partielles (EDPs) du premier puis dusecond ordre.

EDPs du premier ordre La méthode dG fut introduite en 1973 par Reed et Hill [RH73],
avec application à un modèle stationnaire du transport de neutrons. L’idée de base était
d’améliorer les méthode des Volumes Finis (VF) classiques en utilisant une représen-
tation polynômiale d’ordre élevé dans chaque maille. La première analyse pour les
EDPs du premier ordre a été effectuée par Lesaint et Raviart [Les74, Les75, LR74], et
ensuite améliorée par Johnson et Pitkäranta en 1986 [JP86].Ces derniers ont prouvé,

http://www.ams.org/mathscinet/search.html
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Figure 4.1 – Nombre de résultats correspondants au mot clédiscontinuous Galerkin
dans la base MathSciNet par an.

en particulier, que l’ordre de convergencepk � 1
2q est atteint en normeL2 pour une

approximation polynômiale de degrék sous hypothèses de régularité de la solution
exacte. Quelques années plus tard, Caussignac et Touzani [CT90a, CT90b] utilisaient
une méthode dG pour approcher des équations tridimensionnelles de la couche limite
dans le cadre des écoulements incompressibles stationnaires. Presque simultanément,
Chavent et Cockburn [CC89] essayaient d’étendre la méthodeaux problèmes de trans-
port instationnaires en couplant une discrétisation dG en espace avec la méthode d’Eu-
ler explicite pour marcher en temps. L’approximation en espace était limitée au degré 1,
et la stabilité obtenue par l’introduction de limiteurs de pente. En effet, on ne prouvera
de manière rigoureuse que beaucoup plus tard que la restriction du pas de temps pour
les approximations d’ordre élevé est très stricte, ce qui rend la méthode d’Euler expli-
cite une option raisonnable uniquement pour les discrétisations en espace de type VF ;
voir Desprès [Des04b, Des04a] et Merlet et Vovelle [MV07] etaussi [1, Chapitre 3].
La solution à ce problème proposée par Cockburn et Shu [CS91]fut de remplacer la
méthode d’Euler explicite par des méthodes de Runge–Kutta offrant de bien meilleurs
propriétés de stabilité, et d’utiliser une version améliorée des limiteurs de pente assu-
rant la précision formelle souhaitée dans les régions où la solution exacte est régulière.
Des extensions importantes furent en outre présentées dans[CHS90, CLS89, CS98b].
Bien que ces méthodes aient connu un succès remarquable notamment dans les appli-
cations à la mécanique des fluides, leur analyse est loin d’être accomplie. On renvoie
à [1, Chapitre 3] et à Burman, Ern et Fernàndez [BEF09] pour une discussion plus
approfondie.

EDPs avec diffusion En ce qui concerne les EDPs avec diffusion, les origines mathé-
matiques des méthodes dG sont à chercher dans les travaux de Nitsche [Nit71, Nit72]
sur l’imposition faible des conditions aux limites, et dansceux de Babuška [Bab73b],
Babuška et Zlàmal [BZ73], Douglas et Dupont [DJD76], Baker [Bak77], Wheeler [Whe78],
et Arnold [Arn82] sur l’imposition faible de conditions de continuité à l’interface. Ce-
pendant, ce ne fut pas par cette ligne de pensée que les méthodes dG arrivèrent au
grand public. En effet, l’extension à des problèmes comportant des termes de diffu-
sion devint incontournable dans la deuxième moitié des années 90 suite aux avancée
de Cockburn, Shu et collaborateurs dans le contexte des loisde conservation. Ce fut,
en particulier, dans les travaux de Bassi et Rebay [BR97] et Bassi, Rebay, Mariotti,
Pedinotti et Savini [BRM�97] que l’on vit pour la première fois une approximation
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complètement discontinue du problème de Navier–Stokes compressible. Une année
plus tard, Cockburn et Shu [CS98a] introduisaient la méthode Local Discontinuous
Galerkin (LDG) pour une équation d’advection-diffusion scalaire. Dans les deux cas,
le point de départ était la réécriture du terme de diffusion sous la forme d’un système
d’EDPs du premier ordre. Il est intéressant de noter que ni dans [BR97, BRM�97],
ni dans [CS98a] l’on cite Arnold [Arn82], ce qui montre que ses idées n’avaient pas
trouvé un terrain fertile au moment de leur sortie. En effet, les avantages d’une discré-
tisation dG sont plus évidents dans le contexte des lois de conservation non linéaires,
car c’est ici qu’on s’attend à avoir des solutions discontinues, qui pourraient être mieux
approchées par des espaces discrets moins contraints. La contribution des travaux cités
au début de ce paragraphe (et, en particulier, de [Arn82]) devint de plus en plus évi-
dente lorsque l’on avançait dans la compréhension de la méthode de Bassi et Rebay. La
première analyse de la méthode de [BRM�97] due à Brezzi, Manzini, Marini, Pietra et
Russo [BMM�00] fut ensuite élaborée et généralisée par Arnold, Brezzi,Cockburn et
Marini [ABCM02], qui proposèrent une présentation unifiée des méthodes dG pour les
opérateurs de diffusion du second ordre. En 2000, Schwab, Süli et Houston [SSH00]
étendirent l’analyse au cashppour des problèmes comportant aussi un terme d’advec-
tion. Un cadre unifié comprenant à la fois les EDPs du premier et du second ordre a été
proposé plus récemment par Ern et Guermond [EG06a, EG06b, EG08], où on utilise
le formalisme originairement introduit par Friedrichs [Fri58]. Dans tous les cas ci-
tés, on considère des problèmes de diffusion homogènes et isotropes. L’extension aux
problèmes d’advection-diffusion-réaction hétérogènes, anisotropes et localement dé-
générés a été considérée dans [9], où on propose des conditions qui assurent la bonne
position du problème continu et on obtient des estimations d’erreurs pour une famille
de méthodes dG. Ce travail reprend l’idée des moyennes pondérées par le coefficient
de diffusion originairement proposée par Burman et Zunino [BZ06] dans le contexte
des méthodes de décomposition de domaines.

A partir du début des années 2000 le nombre d’applications des méthodes dG a
connu une véritable explosion. Dans ce chapitre on considérera, en particulier, les tra-
vaux de l’auteur dans le contexte de la mécanique des fluides.

4.2 Un problème modèle

Dans cette section on utilise le problème de Poisson pour introduire la discrétisation
dG des termes de diffusion aussi bien que la notation dont on aura besoin dans le reste
du chapitre. Cette introduction permettra aussi de mieux comprendre les résumés des
travaux présentés dans les sections suivantes ; pour une discussion plus complète des
sujets ici traités voir [1, Chapitre 4]. SoitΩ � Rd, d ¥ 1, un ouvert polygonal borné et
soit f P L2pΩq. On considère le problème suivant :�△u� f dansΩ, (4.1a)

u � 0 surBΩ. (4.1b)

La formulation faible de (4.1) consiste à

Trouveru P V t.q.apu, vq � »
Ω

f v pour toutv P V, (4.2)

avecapu, vq def� ³
Ω
∇u�∇v etV def� H1

0pΩq.
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T1 T2

F

nF

Figure 4.2 – Notation pour une interfaceF P F i
h.

4.2.1 Discrétisation

La première étape pour discrétiser le problème (4.2) consiste à définir un maillage
convenable, c’est-à-dire, une partitionTh � tTu du domaineΩ enélémentsoumailles.
Afin d’étudier la convergence de la méthode de discrétisation par rapport au pas de
maillageh, on doit aussi préciser le concept desuite admissible de maillagestThuhPH ,
H étant l’ensemble (dénombrable) des pas de maillages considérés.

Nécessité de maillages générauxLa définition du maillage doit tenir compte des
contraintes liées aux applications cibles et à la méthode sous-jacente. Par exemple,
dans les applications IFP Energies nouvelles en modélisation de bassins et de réser-
voirs pétrolières, on a affaire à des maillages issus de la modélisation géomécanique,
qui peuvent présenter des difficultés du point de vue numérique. En particulier, dans le
cas des bassins, le maillage intègre les effets des phénomènes de déposition et d’éro-
sion, qui peuvent à leur tour entraîner la présence de mailles de forme complexe et
d’interfaces non-coïncidantes. Le plus souvant, on retrouve toute dégénérescence de
l’hexahédre et des variétés correspondant aux failles. Afinde limiter le coût des simu-
lations, ces aspects doivent être gérés par la méthode de discrétisation sans remaillage.
En ce qui concerne les méthodes dG, la difficulté principale consiste à préciser un
ensemble d’hypothèses assez générales dans un cadre plus général par rapport aux mé-
thodes d’éléments finis (EF) classiques. Dans la suite on reprendra les idées de [7]
et [1, Chapitre 1]. En particulier, on se concentrera sur la définition et les propriétés
des espaces polynômiaux par morceaux qui sont à la base des méthodes dG sur des
maillages généraux.

Quelques notations Les méthodes dG sont basées sur des espaces discrets discon-
tinus, et des termes de bord apparaissent pour relier la solution discrète dans deux
éléments voisins. On introduit donc l’ensemble desinterfacesF i

h, partagées par deux
mailles, et desfaces de bordsF b

h , appartenant l’intersection d’une maille avec la fron-
tière du domaine,BΩ. Pour chaque interfaceF on choisit une orientation arbitraire
mais fixée de la normale nF , et on noteT1 et T2 les éléments tels queF � BT1 X BT2.
Par convention, la numérotation est telle que nF coïncide avec la normale sortante de
T1, nT1. Pour les faces de bord, nF dénote la normale sortante deΩ. Il est aussi utile de
définir l’ensemble des faces d’un élémentT,FT , et l’ensemble des éléments partageant
une faceF, TF : �T P Th, FT

def� tF P Fh | F � BTu,�F P Fh, TF
def� tT P Th | F � BTu.

Le diamètre d’un élémentT P Th est notéhT, celui d’une faceF P Fh est notéhF . Il est
d’usage d’exprimer les termes de bord en fonction d’opérateurs de trace représentant,
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respectivement, la moyenne et le saut d’une fonction à travers F. Soit v une fonction
admettant une trace (éventuellement à deux valeurs) surF P F i

h. On pose, pour presque
tout x P F,tvuFpxq def� 1

2
pv|T1pxq � v|T2pxqq , ~v�Fpxq def� v|T1pxq � v|T2pxq. (4.3)

Lorsquev est à valeurs vectoriels, les opérateurs de trace agissent composante par com-
posante. Par simplicité, on écrit simplementtvu et~v� si la faceF peut se déduire sans
ambiguïté du contexte. Afin d’obtenir des notations plus compactes, on peut étendre
la définition des opérateurs de trace sur le bord en posant, pour tout F P F b

h tel que
F � BT X BΩ et presque toutx P F,tvuFpxq � ~v�Fpxq def� v|Tpxq.
Cette définition n’est cependant pas la seule possible, d’autres pouvant être envisagées
afin de prendre en compte les différentes types de conditions aux limites.

Espaces polynômiaux par morceaux Une définition systématique des espaces poly-
nômiaux par morceaux sur des maillages généraux a été proposée récemment dans [1,
§1.2.3]. L’idée de base consiste à abandonner le point de vueclassique basé sur l’élé-
ment de référence, et de définir les espaces discrets directement dans l’espace physique.
Le premier pas consiste en effet à reconnaître que l’espace de base dans chaque maille
est celui des polynômes ded variables de degré total inférieur ou égale àk,

P
k
d

def� $&%p : Rd Q x ÞÑ ppxq P R | DtγαuαPAk
d
P RcardpAk

dq s.t. ppxq �
α̧PAk

d

γαx
α

,.- ,
avec la convention que, pourx � px1, . . . , xdq P Rd, xα def� ±d

i�1 xαi
i et

Ak
d

def�  
α P Nd | |α|ℓ1 ¤ k

(
, |α|ℓ1 def� ḑ

i�1

αi .

On définit l’espace polynômial par morceaux

P
k
dpThq def�  

v P L2pΩq | �T P Th, v|T P Pk
dpTq( , (4.4)

aveck ¥ 0 etPk
dpTq engendré par la restriction à l’élémentT des polynômes appar-

tenant àPk
d. Une conséquence importante de cette remarque est qu’on pourra utiliser

ce même espace quelque soit la forme géométrique des maillesT P Th pourvu que
des propriétés d’approximation opportunes soit vérifiées.Une étude approfondie des
propriétés de ces espaces en relation avec la régularité du maillage a été effectuée
dans [1, Chapitre 1]. En particulier, les propriétés clé dessuites de maillages admis-
siblespThqhPH sont examinées dans [1, §1.4], où on identifie deux paramètres de ré-
gularité fondamentaux exprimant, respectivement, larégularité de formeetde contact.
Des théorèmes d’analyse fonctionnelle discrète sur les espacesPk

dpThq ont été prouvés
dans [7, §6], et ils seront détaillés dans §4.5.

Les espacesPk
dpThq font partie de la famille plus générale des espaces de Sobolev

par morceaux,

HmpThq def�  
v P L2pΩq | �T P Th, v|T P HmpTq( ,

Wm,ppThq def� tv P LppΩq | �T P Th, v|T P Wm,ppTqu ,
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avecm ¥ 0 et p P p1,�8q. Ces espaces sont utiles pour préciser la régularité dont
on a besoin pour étendre les formes bilinéaires discrètes etpour déduire le taux de
convergence à partir d’une estimation d’erreur. Une propriété remarquable est que
P

k
dpThq � H1pThq (voir [1, Lemme 1.22]), ce qui nous amène à définir un opérateur de

gradient par morceaux∇h : H1pThq Ñ rL2pΩqsd tel que, pour toutv P H1pThq,�T P Th, ∇hv|T def� ∇pv|Tq.
4.2.2 La méthode SIP

Afin de dériver une discrétisation mathématiquement satisfaisante de (4.1) basée
sur les espaces discretsPk

dpThq, on examine trois propriétés fondamentales pour l’ana-
lyse : laconsistance, la stabilité au sens de lacoercivitéet lacontinuité. Ceci permet,
par étapes successives, de montrer le rôle de chaque terme apparaissant dans la forme
bilinéaire discrète. Les trois propriétés ci-dessus sont àla base de l’analyse abstraite
dans l’esprit du Lemme de Céa de [1, §1.3]. Cette approche, classique en EF, se base
sur la possibilité d’étendre les formes bilinéaires discrètes à un espace contenant la
solution continue. Dans le cadre des méthodes dG, cette extension s’effectue au prix
d’hypothèses de régularité locale additionnelles sur la solution exacte, qui garantissent
la bonne définition des termes de bord. Une approche alternative ne demandant pas ces
hypothèses de régularité et basée sur les techniques introduites dans [5, 7] est présentée
dans §4.5.

Consistance Posons, pourk ¥ 1,

Vh
def� Pk

dpThq. (4.5)

Pour commencer, on remplace les gradients globaux dans la forme bilinéairea par le
gradients par morceaux, ainsi définissant, pour toutvh, wh P Vh,

ap0qh pvh,whq def� »
Ω

∇hvh�∇hwh �
ŢPTh

»
T
∇vh�∇wh.

On dira qu’une forme bilinéaire discrèteah est consistante si, pour toutwh P Vh,
ahpu,whq � ³

Ω
f wh. Intégrant par parties dans chaque élément du maillage on obtient

ap0qh pvh,whq � �
ŢPTh

»
T
p△vhqwh �

ŢPTh

»BT
p∇vh�nTqwh.

Le deuxième terme au second membre peut être reformulé en utilisant les opérateurs
de saut et de moyenne aux faces comme suit :

ŢPTh

»BT
p∇vh�nTqwh �

F̧PFh

»
F
t∇hvhu�nF~wh��

F̧PF i
h

»
F
~∇hvh��nFtwhu.

On a donc

ap0qh pvh,whq � �
ŢPTh

»
T
p△vhqwh �

F̧PFh

»
F
t∇hvhu�nF~wh��

F̧PF i
h

»
F
~∇hvh��nFtwhu.

(4.6)
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Afin d’utiliser la solution exacteu comme premier argument dansap0qh il suffit d’ajouter
une hypothèse de régularité qui garantisse que la composante normale du gradient deu
soit à carré intégrable sur chaque faceF P Fh ; voir §4.2.2. Ceci est vrai, par exemple,
si u P V: avec

V: def� H1
0pΩq X H2pThq. (4.7)

On définit l’espace contenant à la fois la solution continue et son approximation dis-
crète

V:h
def� V: � Vh,

et on observe qu’il est possible d’étendre la forme bilinéaire ap0qh à V:h � V:h (pour

l’analyse en norme d’énergie il suffira en effet d’étendreap0qh à V:h � Vh).

Remarque4.1 (Solutions à régularité minimale). L’analyse de convergence vers des so-
lutions à régularité minimale ne demande pas d’étendre la forme bilinéaire au continu.
Ce cas a été considéré par l’auteur dans [5, 7], où on adapte des techniques originai-
rement développées pour l’analyse des méthodes VF par Eymard, Gallouët et Herbin ;
voir, p.e., [EGH00, EGH09]. On renvoie à §4.5 pour une discussion plus approfondie.

On peut maintenant poservh � u dans (4.6). En intégrant par parties on trouve,
pour toutwh P Vh,

ap0qh pu,whq � »
Ω

f wh �
F̧PFh

»
F
t∇uu�nF~wh�.

Afin d’obtenir une forme bilinéaire consistante, on est doncamené à modifierap0qh
comme suit : pour toutv, w P V:h,

ap1qh pv,wq def� »
Ω

∇hv�∇hw�
F̧PFh

»
F
t∇hvu�nF~w�.

Remarque4.2 (Le cask � 0). Le raisonnement ci-dessus n’est plus valide lorsque on
poseVh � P0

dpThq. On peut cependant retenir uneconsistance asymptotiquepour la

forme bilinéaireasip
h définie par (4.10) en ajoutant des restrictions sur les maillages et

en choisissantη de manière opportune ; voir §4.3.1.

Une ultérieure propriété qui est souhaitable retenir au niveau discret est la symétrie
du problème original. En effet, la symétrie peut simplifier la résolution du système
linéaire résultant du problème discret et permettre d’obtenir des estimations en norme
L2 par la méthode d’Aubin–Nitsche [Aub87] ; voir [1, §4.1.3]. Dans cette optique, on
pose, pour toutv, w P V:h,

acs
h pv,wq def� »

Ω

∇hv�∇hw�
F̧PFh

»
F
pt∇hvu�nF~w�� ~v�t∇hwu�nFq . (4.8)

La consistance est retenue puisque la solution exacte est continue à travers les interfaces
et elle s’annule sur le bord deΩ. Par la suite, on utilisera l’appellation determe de
consistanceet terme de symétrierespectivement pour le premier et le deuxième terme
de bord au second membre de l’équation (4.8).
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Coercivité La coercivité surVh�Vh est exprimée en fonction de la norme suivante :}v}2
dG

def� }∇hv}2rL2pΩqsd � |v|2J, |v|2J def�
F̧PFh

h�1
F }~v�}2

L2pFq. (4.9)

Le signe des termes de consistance et de symétrie dans (4.8) n’étant pas défini, on
introduit une dernière modification deacs

h visant à les contrôler. Plus précisément, on
pose

asip
h pv,wq def� acs

h pv,wq � ssip
h pv,wq, (4.10)

avec

ssip
h pv,wq def�

F̧PFh

η

hF

»
F
~v�~w�, (4.11)

et η ¡ 0 est un paramètre de réglage à préciser. Grâce à la continuité de la solution
exacte à travers les interfaces, ce dernier terme préserve la consistance et la symétrie
deacs

h . La forme bilinéaire (4.10) correspond à la méthode SIP de Arnold [Arn82].

Continuité L’analyse dans l’esprit du Lemme de Céa demande de prouver laconti-
nuité deasip

h dansV:h � Vh. A tel propos, il est opportun d’introduire une version
augmentée de la norme}�}dG afin de traiter proprement le terme de consistance,}v}2

dG,: def� }v}2
dG�

ŢPTh

hT}∇v|T�nT}2
L2pBTq.

Cette norme est uniformément équivalente à la norme}�}dG surVh ; voir [1, Lemme 4.17].
Les propriétés de la forme bilinéaire finaleasip

h sont résumées dans le Lemme suivant

Lemme 4.3(Propriétés de la forme bilinéaireasip
h ). La forme bilinéaire asip

h satisfait
les propriétés suivantes :

(i) Consistance.Soit uP V solution de(4.2)et supposons, de plus, que uP V:. On a�vh P Vh, asip
h pu, vhq � »

Ω

f vh.

(ii) Coercivité.Il existeη 1 et Csta ¡ 0 indépendants du pas de maillage h tels que,
pour toutη ¡ η, �vh P Vh, asip

h pvh, vhq ¥ Csta}vh}2
dG.

(iii) Continuité.Il existe Cbnd indépendant du pas de maillage h tel que�pw, vhq P V:h � Vh, asip
h pw, vhq ¤ Cbnd}w}dG,:}vh}dG.

Convergence Le problème discret associé à la forme bilinéaireasip
h consiste à

Trouveruh P Vh t.q.asip
h puh, vhq � »

Ω

f vh pour toutvh P Vh. (4.12)

A partir des propriétés de la forme bilinéaireasip
h énoncées dans le Lemme 4.3 on peut

prouver l’estimation d’erreur suivante ; voir [1, §1.3].

1. Pour une estimation deη voir [1, Lemme 4.10].
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Théorème 4.4(Estimation d’erreur). Soit uP V la solution de(4.2) et supposons, de
plus, que uP V:. On a l’estimation d’erreur suivante :}u� uh}dG ¤ �

1� Cbnd

Csta



inf

whPVh

}u� wh}dG,:.
Corollaire 4.5 (Estimation du taux de convergence). Si, en plus, uP Hk�1pThq, il
existe C indépendant du pas de maillage h tel que}u� uh}dG ¤ Chk}u}Hk�1pThq.
Remarque4.6 (Convergence en normes}�}dG,: et }�}L2pΩq). Du fait de l’équivalence
des normes}�}dG et}�}dG,: dansVh, on peut également analyser la méthode en utilisant
uniquement cette dernière norme. Dans ce cas, on obtient uneconstante de coercivité
plus petite (et, par conséquent, une constanteC plus grande dans le Corollaire 4.5).
Une estimation d’erreur en norme}�}dG,: est cependant nécessaire pour estimer le taux
de convergence en normeL2 ; voir [1, §4.2.1–4.1.3] pour plus de détails.

4.3 Diffusion-advection-réaction dégénérée

Le problème modèle (4.1) nous a permis d’illustrer les idéesprincipales de la mé-
thodes dG appliquée aux problèmes de diffusion. Dans cette section on examine deux
difficultés que l’on retrouve dans les applications IFP Energiesnouvelles, et qui ont été
traitées par l’auteur dans [9] ; voir aussi [1, §4.3–4.4]. Plus précisément, on considère
d’abord un problème de diffusion hétérogène et anisotrope, pour lequel on propose
une méthode dG robuste par rapport au coefficient de diffusion puis on étend les outils
développées dans ce contexte à un problème d’advection-diffusion-réaction dégénérée.

4.3.1 Diffusion hétérogène

Le modèle de Darcy monophasique Le problème (4.1) constitue l’archétype du mo-
dèle de Darcy monophasique qui décrit l’écoulement d’un fluide dans un milieux po-
reux. Dans sa forme plus simple, ce problème s’écrit

σ� κ∇u � 0 dansΩ, (4.13a)

∇�σ � f dansΩ, (4.13b)

u� 0 surBΩ, (4.13c)

où κ P rL8pΩqsd,d est un champs tensoriel symétrique uniformément défini positif re-
présentant le rapport entre perméabilité et viscosité dynamique,σ représente lavitesse
de Darcy, et u la pression. Ce modèle peut s’étendre au cas de multiples phases dans
lesquelles différents composants sont présents (un exemple est considéré dans la thèse
de Carole Widmer ; voir Annexe A). Dans la pratique, le champsκ est issu de mesu-
rages qui fournissent une valeur moyenne pour une région du sous-sol correspondant
à un élément du maillage dit géologique, qui constitue l’horizon du fini dans la mo-
délisation de bassins et de réservoirs pétroliers. Du fait de l’hétérogénéité du sol et du
caractère discret des mesurages,κ peut varier de manière importante et présenter des
discontinuités très contrastées. Il est donc important de disposer de méthodes de dis-
crétisation de (4.13) qui soient robustes par rapport à l’hétérogenéité du tenseurκ. En
outre, les propriétés du sol diffèrent selon la direction (vertical ou horizontal), ce qui
nécessite de méthodes robustes par rapport à l’anisotropiedeκ.
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Position du problème modèle Pour fixer les idées, on suppose dorénavant queκ PrP0
dpThqsd,d (l’analyse s’étend sans difficulté au cas oùκ est régulier par morceaux sur
Th). Soientλ et λ des réels positifs tels que, pour presque toutx P Ω, le spectre deκ
est compris entreλ etλ. En éliminantσ du système (4.13), on se ramène au problème
suivant �∇�pκ∇uq � f dansΩ, (4.14a)

u� 0 surBΩ. (4.14b)

La formulation faible consiste à

Trouveru P V t.q.apu, vq � »
Ω

f v pour toutv P V, (4.15)

où on a poséV def� H1
0pΩq et apu, vq def� ³

Ω
κ∇u�∇v. Une manière simple d’étendre la

méthode SIP au problème (4.14) consiste à considérer la forme bilinéaire suivante :

ap0qh puh, vhq � »
Ω

κ∇huh�∇hvh �
F̧PFh

»
F
rtκ∇uhu�nF~vh�� ~uh�tκ∇vhu�nFs�

F̧PFh

η

hF

»
F
~uh�~vh�.

(4.16)

Le problème discret devient donc

Trouveruh P Vh t.q.ap0qh puh, vhq � »
Ω

f vh pour toutvh P Vh. (4.17)

On prouve sans peine l’estimation d’erreur suivante :

Théorème 4.7(Estimation d’erreur pour la méthode (4.17)). Soit u P V solution
de (4.15)et supposons, de plus, que uP V: avec V: défini par(4.7). Alors, il existe
deux constantes Csta et Cbnd indépendantes du pas de maillage h et du tenseurκ telles
que }u� uh}dG ¤ �

1� λ
λ

Cbnd

Csta

�
inf

whPVh

}u� wh}dG,:. (4.18)

Les constantes Cstaet Cbnd sont telles que (i) pour tout vh P Vh, ap0qh pvh, vhq ¥ λCsta}vh}2
dG

et (ii) pour tout w, vh P V:h � Vh, ap0qh pw, vhq ¤ λCbnd}w}dG,:}vh}dG.

Le défaut de l’estimation (4.18) est lié à la présence du rapport λ{λ dans la constante
multiplicative au second membre, qui explose si le champκ est fortement hétérogène.

Norme d’énergie et moyennes pondérées [9]Le remède proposé dans [9] est basé
sur deux idées fondamentales : l’introduction d’une norme d’énergie incorporant le
tenseurκ et l’utilisation de moyennes pondérées dans les termes de consistance et de
symétrie. Bien que dans [9] on présente une famille de méthodes, on se concentrera
ici par simplicité sur le schéma obtenu à partir de la méthodeSIP (4.12). Du fait de
l’utilisation de moyennes pondérées, la méthode qui en résulte a été baptisée SWIP
(Symmetric Weighted Interior Penalty). Pour alléger la notation, on introduit le symbole
suivant pour la diffusion en direction normale à une face :�F P Fh, �T P TF , λT,F

def� κ|TnF �nF . (4.19)
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La norme d’énergie pour la coercivité est}v}2
swip

def� }κ1{2∇hv}2rL2pΩqsd �
F̧PFh

γκ,F

hF
}~v�}2

L2pFq,
où γκ,F est la moyenne harmonique des diffusions normales d’un côté et d’autre de la
faceF,

γκ,F
def� #

2
λT1,FλT2,F

λT1,F�λT2,F
si F � BT1 X BT2,

λT,F si F � BT X BΩ.
Afin d’obtenir une constante de coercivité indépendante du tenseurκ, on est amené à
modifier l’opérateur de moyenne (4.3) en pesant les contributions de chaque côté d’une
interface de manière inversement proportionnelle à la valeur de la diffusion en direc-
tion normale. Ceci permet de retrouver la moyenne harmonique lorsque on applique
l’inégalité de Cauchy–Schwarz pour estimer les termes de consistance et de symétrie.
Plus précisément, soit, pour touteF P F i

h telle queF � BT1 X BT2,

ωT1,F
def� λT2,F

λT1,F � λT2,F
, ωT2,F

def� λT1,F

λT1,F � λT2,F
.

L’opérateur de moyenne pondérée est défini pour touteF P F i
h et presque toutx P F

par tvuω,Fpxq def� ωT1,Fv|T1pxq � ωT2,Fv|T2pxq.
On est maintenant prêt à introduire la forme bilinéaireaswip

h P LpV:h�V:h,Rq suivante :

aswip
h pv,wq def� »

Ω

κ∇hv�∇hw�
F̧PFh

»
F
ptκ∇hvuω�nF~w�� tκ∇hwuω�nF~v�q�

F̧PFh

γκ,F

hF
η

»
F
~v�~w�.

(4.20)

Le coefficient de stabilisation aux interfaces est donné par le produit de la moyenne har-
moniqueγκ,F par un réel positifη dépendant uniquement de la régularité du maillage.
La norme naturelle pour exprimer la continuité deaswip

h est}v}2
swip,: def� }v}2

swip�
ŢPTh

hT}κ1{2∇v�nT}2
L2pBTq.

Le problème discret associé s’écrit

Trouveruh P Vh t.q.aswip
h puh, vhq � »

Ω

f vh pour toutvh P Vh. (4.21)

En procédant comme dans §4.2, on preuve l’estimation d’erreur suivante.

Théorème 4.8(Estimation d’erreur pour la méthode (4.21)). Soit u P V la solution
de(4.15)et supposons, de plus, que uP V:. Alors, il existe deux constantes Csta et Cbnd

indépendantes du pas de maillage h et du tenseurκ telles que}u� uh}swip ¤ �
1� Cbnd

Csta



inf

whPVh

}u� wh}swip,:.
Les constantes Csta et Cbnd sont telles que (i) pour tout vh P Vh, aswip

h pvh, vhq ¥
Csta}vh}2

swip et (ii) pour tout w, vh P V:h � Vh, aswip
h pw, vhq ¤ Cbnd}w}swip,:}vh}swip.
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Corollaire 4.9 (Estimation du taux de convergence pour la méthode (4.21)). Si, en
plus, uP Hk�1pThq, il existe C indépendant du pas de maillage h et du tenseurκ tel
que }u� uh}swip ¤ Cλhk}u}Hk�1pThq. (4.22)

Grâce à l’utilisation des moyennes pondérées, l’estimation d’erreur dans la norme
d’énergie}�}swip est robuste par rapport à l’hétérogénéité (et à l’anisotropie) du tenseur
de diffusionκ, car le rapportλ{λ n’apparaît pas au second membre. La constante multi-
plicative au second membre de (4.22) reste robuste par rapport à κ car on peut toujours
normaliser le problème (4.14) de manière à ce queλ � 1.

Lien avec la méthode VF à deux points L’utilisation des moyennes pondérées est
classique dans le contexte des méthodes VF. On introduit la définition suivante.

Définition 4.10 (Maillage κ-orthogonal). Soit, pour tout FP Fh, xF
def� ³

F x{|F|d�1.
On dit que le maillageTh estκ-orthogonal si, pour tout TP Th, il existe xT P T tel
que, pour tout F� BT, le vecteurxF � xT est colinéaire àκ|TnF .

La définition precédénte s’étend au cas oùκ est variable à l’interieur des mailles
en considerant la moyenne sur la maille. Il est possible d’envisager une modification
de la méthode SWIP qui reste asymptotiquement consistante dans le cask � 0 sur
des maillagesκ-orthogonaux. Plus précisément, la méthode SWIP coïncide avec la
méthode VF à deux point à condition de modifier le terme de pénalisation de (4.20)
comme suit

s2pt
h pv,wq def�

F̧PF i
h

»
F

λT1,FλT2,F

λT1,FdT2,F � λT2,FdT1,F
~v�~w��

F̧PF b
h

»
F

λT,F

dT,F
vw,

ou, pour toutF P Fh et toutT P TF , on a posédT,F
def� distpxT , Fq, xT étant le centre

de l’élémentT. Tous les autres termes sont nuls pour des fonctions discrètes constantes
par morceaux. Il est intéressant de noter que, dans ce cas, laforme bilinéaires2pt

h induit
une norme surVh � P0

dpThq et non pas uniquement une seminorme. Pour plus de détails
sur la notion de consistance faible s’appliquant à la méthode à deux points voir §5.1.

4.3.2 Solutions peu régulières

Pour simplifier, on suppose dans cette section que le coefficient de diffusionκ est
scalaire et constant par morceaux,

κ P P0
dpThq.

Cela est vrai, par exemple, lorsque le coefficient de diffusion est constant par régions
dansΩ et que le maillageTh suit les frontières des régions. Pour plus de détails sur
le cas anisotrope, voir [9]. L’analyse d’erreur de §4.3.1 reste valide lorsque la solution
exacte de (4.14) est dansH3{2�ǫpThq avecǫ ¡ 0. Toutefois, cette régularité n’est pas
toujours disponible. En effet, d’après Nicaise et Sändig, la solutionu de (4.14) est dans
u P W2,ppΩq avecp P p1, 2s. Dans [16] on propose une analyse qui couvre le cas le
plus général end � 2 en fournissant une estimation d’erreur optimale. En effet, d’après
les injections de Sobolev, le fait queu P W2,ppΩq avecp P p1, 2s implique

u P H1�αpΩq avecα ¡ 0, (4.23)
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ce qui suffit à obtenir une estimation du taux de convergence. Plus précisément, on
prouve le résultat suivant.

Théorème 4.11(Taux de convergence de la méthode (4.21) pour solutions peurégu-
lières). Soit d � 2 et η ¡ η dans l’expression de la forme bilinéaire(4.20) avecη
dépendant uniquement des paramètres de régularité du maillage. Alors(4.23)est véri-
fiée et il existe C indépendant du pas de maillage et deκ tel que}u� uh}swip ¤ C}κ}L8pΩqh1�dp1{2�1{pq}u}W2,ppΩq. (4.24)

La situation est plus compliquée end � 3, car on ne peut pas conclure queu P
H1�αpΩq avecα ¡ 0 lorsquep P p1, 6{5s. On peut donc prouver une estimation d’erreur
analogue à (4.24) lorsquep P p6{5, 2s et faire appel aux techniques de §4.5 pour prouver
la convergence de la méthode (4.21) lorsquep P p1, 6{5s.
4.3.3 Advection, réaction et dégénérescence du coefficient de diffu-

sion

Position du problème modèle On peut ultérieurement compliquer le modèle (4.14)
en ajoutant des termes d’advection et de réaction. Soitβ P rW1,8pΩqsd un champs de
vitesse et soitµ P L8pΩq le coefficient de réaction. On considère le problème suivant :

∇�p�κ∇u� βuq � µu � f dansΩ,

u � 0 surBΩ.
La formulation faible s’écrit

Trouveru P V t.q.apu, vq � »
Ω

f v pour toutv P V, (4.25)

où on a posé encore une foisV � H1
0pΩq et la forme bilinéairea est donnée par

apu, vq def� »
Ω

κ∇u�∇v� »
Ω

uβ�∇v� »
Ω

µuv.

Afin d’assurer la bonne position de (4.25), on suppose qu’il existe un réelµ0 ¡ 0 tel
que

Λ
def� µ� 1

2
∇�β ¥ µ0 p.p. dansΩ.

L’objectif est maintenant de dériver des estimations d’erreurs qui soient robustes par
rapport à l’hétérogénéité et à l’anisotropie du coefficient de diffusion et aussi au nombre
de Péclethβc{λ. Ce dernier point nous permettra, dans la section suivante,de relaxer
l’hypothèse de positivité du coefficient de diffusion.

La méthode proposée dans [9] combine une discrétisation du terme de diffusion par
la forme bilinéaireaswip

h avec une discrétisation du terme advectif décentrée en amont.
Soit, pour toutpv,wq P V:h � V:h,

aupw
h pv,wq � »

Ω

rµvw� ∇h�pβvqws � »BΩpβ�nqavw�
F̧PF i

h

»
F
pβ�nFq~v�twu �

F̧PF i
h

»
F

|β�nF |
2
~v�~w�,

(4.26)
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où, pour tout réelx, on a poséxa def� 1
2 p|x| � xq. La forme bilinéaire intégrant à la fois

les termes de diffusion et d’advection-réaction est donc

adar
h pv,wq def� aswip

h pv,wq � aupw
h pv,wq.

On introduit le temps et la vitesse de référence du problème

τc
def� tmaxp}µ}L8pΩq, Lβqu�1, βc

def� }β}rL8pΩqsd ,
où Lβ

def� max1¤i, j¤d }Biβ j}L8pΩq est le module de Lipschitz deβ � pβ1, . . . , βdq. Afin
d’obtenir une estimation d’erreur robuste par rapport aux donnéesκ, β etµ, on introduit
sur V:h une norme de stabilité et une de continuité. Dans le cadre d’une analyse de
convergence basée sur la coercivité2, les deux normes sont données par~v~25 def� }v}2

swip� |v|β � τ�1
c }v}2

L2pΩq~v~25,: def� ~v~25 �
ŢPTh

βc}v}2
L2pBTq �

ŢPTh

hT}κ1{2∇v�nT}2
L2pBTq.

avec|v|2
β

def� °
FPFh

³
F
|β�nF |

2 ~v�
2. On a le résultat suivant.

Théorème 4.12(Estimation d’erreur en norme~�~5). Soit uP V solution de(4.25)et
supposons, de plus, que uP V:. Alors, il existe C indépendant du pas de maillage h et
des donnéesκ, β, etµ tel que~u� uh~5 ¤ C maxp1, τ�1

c µ
�1
0 ,C

�1
η q~u� πhu~5,:, (4.27)

πh étant la projection L2-orthogonale sur Vh.

Lorsque on admet la dégénérescence du coefficient de diffusionκ, il est toutefois
souhaitable de disposer d’une estimation de la dérivée advective. On modifie alors les
normes précédentes comme suit :~v~2

dar
def� ~v~25 � ~v~2

β,~v~2
dar,: def� ~v~2

dar�
ŢPTh

βc

�
h�1

T }v}2
L2pTq � }v}2

L2pBTq � hT}κ1{2∇v�nT}2
L2pBTq	 ,

avec~v~2
β

def� °
TPTh

hT
βc
}β�∇v}2

L2pTq. Du fait de la présence de la norme de la dérivée

advective dans~�~dar, il faut exprimer la stabilité en termes d’une condition inf-sup3.
Pour le problème discret

Trouveruh P Vh t.q.adar
h puh, vhq � »

Ω

f vh pour toutvh P Vh, (4.28)

on prouve l’estimation d’erreur suivante :

Lemme 4.13(Estimation d’erreur pour la méthode (4.28)). Soit u P V solution de
(4.28) et supposons, de plus, que uP V:. Alors, il existe C indépendant du pas de
maillage h et des donnéesκ, β etµ tel que~u� uh~dar ¤ C maxp1, τ�1

c µ
�1
0 ,C

�1
staq inf

whPVh

~u� wh~dar,:,
avec Csta constante de coercivité de aswip

h par rapport à la norme}�}swip.

2. Voir [1, §4.4.3]. L’analyse de [9, §4.1] est équivalente,mais, du fait de la formulation mixte, on a
besoin de prouver une condition inf-sup pour estimer la dérivée diffusive.

3. Voir [9, §4.2] et aussi [1, pag. 143]
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I�0,Ωβ I�0,Ω
β

κ � π
κ � 0

(a) Description du cas test (b) Solution exacte

Figure 4.3 – Problème de diffusion-advection-réaction dégénéré.

Corollaire 4.14 (Estimation du taux de convergence pour la méthode (4.28)). Suppo-
sons, de plus, que uP Hk�1pThq. Alors,~u� uh~dar ¤ Cu maxp1, τ�1

c µ
�1
0 ,C

�1
staq�λ1{2

hk � βch
k�1{2 � τ�1

c hk�1
	
. (4.29)

On peut simplifier l’estimation (4.29) en négligeant le dernier terme lorsqueh ¤ βcτc,
c’est-à-dire, le pas de maillage est inférieur à la longueurcaractéristique du problème.
De plus, en observant quehβc{τc représente un nombre de Péclet global, et rappelant
que ~u� uh~5 � �}u� uh}2

swip� |u� uh|2β � τ�1
c }u� uh}2

L2pΩq	1{2
on peut conclure, notamment, que (i) dans le régime d’advection dominante, le taux de
convergence de|u� uh|β� τ�1

c }u� uh}L2pΩq esthk�1{2 ; (ii) dans le régime de diffusion
dominante, le taux de convergence de}u� uh}swip esthk. Ces résultats sont cohérents
avec les estimations du taux de convergence obtenus pour un problème d’advection
pure [1, §2.3.2] et pour un problème de diffusion pure [1, §4.3.3].

Dégénérescence du coefficient de diffusion On prouve dans [9] que la méthode ci-
dessus s’applique également au cas où la diffusion est localement dégénérée, c’est-à-
dire, siλ � 0. Les conditions assurant la bonne position du problème continu dans
ce cas sont détaillées dans [9, §2]. En particulier, on montre que la continuité de la
solution exacte est perdue aux interfaces entre une région diffusive et une purement
advective lorsque le champsβ est entrant dans la première. Considérons l’exemple
de Figure 4.3(a), qui admet une solution exacte en coordonnées cylindriques ; voir [9,
§6.1] pour plus de détails. Dans ce cas, le domaine est un carré avec un trou au milieu,
le coefficient de diffusion s’annule dans la moitié inférieure du domaine, et le champs
de vitesse est circulaire. On a donc deux interfaces internes : I�0,Ω, où le champs de

vitesse rentre dans le sous-domaine diffusif, etI�0,Ω, où le champs de vitesse sorte du
sous-domaine diffusif. Comme on le montre dans la Figure 4.3(b), la solution exacte
est discontinue à traversI�0,Ω. En ce qui concerne l’analyse, la différence principale par
rapport au cas oùλ ¡ 0 est dans la preuve de consistance, où les moyennes pondérées
et le décentrage en amont jouent un rôle crucial4. Dans la Table 4.1 on montre des
résultats de convergence pour la méthode (4.28).

4. Voir [1, Lemma 4.54] pour une discussion à ce sujet. Quand la diffusion est dégénérée il est important
de stabiliser l’advection avec un décentrage en amont pour garantir la consistance.



32 Chapitre 4. Méthodes de Galerkine discontinues

Table 4.1 – Convergence de la méthode (4.28).

h
P

1
dpThq P

2
dpThq P

3
dpThq P

4
dpThq

erreur ordre erreur ordre erreur ordre erreur ordre~u� uh~5
1{2 3.15e� 0 7.27e� 1 1.74e� 1 3.99e� 2
1{4 1.63e� 0 0.95 2.05e� 1 1.83 2.69e� 2 2.70 3.51e� 3 3.51
1{8 8.19e� 1 0.99 5.32e� 2 1.94 3.59e� 3 2.91 2.51e� 4 3.81
1{16 4.08e� 1 1.00 1.34e� 2 1.99 4.54e� 4 2.98 1.63e� 5 3.95
1{32 2.04e� 1 1.00 3.36e� 3 2.00~u� uh~β
1{2 1.97e� 0 4.50e� 1 1.13e� 1 2.65e� 2
1{4 7.46e� 1 1.40 9.87e� 2 2.18 1.40e� 2 3.01 1.92e� 3 3.79
1{8 2.73e� 1 1.45 1.90e� 2 2.38 1.44e� 3 3.29 1.06e� 4 4.18
1{16 9.82e� 2 1.48 3.44e� 3 2.46 1.34e� 4 3.43 5.03e� 6 4.40
1{32 3.50e� 2 1.49 6.08e� 4 2.50}u� uh}L2pΩq
1{2 2.92e� 1 3.30e� 2 5.79e� 3 1.17e� 3
1{4 7.49e� 2 1.96 4.75e� 3 2.80 4.62e� 4 3.65 5.50e� 5 4.41
1{8 1.91e� 2 1.97 6.09e� 4 2.96 3.26e� 5 3.83 2.01e� 6 4.77
1{16 4.86e� 3 1.97 7.76e� 5 2.97 2.10e� 6 3.96 6.32e� 8 4.99
1{32 1.23e� 3 1.98 9.82e� 6 2.98
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4.4 Analyse fonctionnelle discrète

Dans cette section on présente deux résultats d’analyse fonctionnelle discrète dé-
rivés dans [7] : les injections de Sobolev pour les espaces polynômiaux par mor-
ceaux et d’un résultat de compacité pour les suites uniformément bornées en norme}�}dG. Ces résultats forment un outil indispensable pour prouverla convergence des
méthodes dG sans hypothèses additionnelles de régularité sur la solution exacte. Les
techniques de démonstration ont été inspirées par les travaux de Eymard, Gallouët et
Herbin [EGH00, EGH09] dans les contextes des méthodes VF, etces résultats sont à la
base du cadre unifié VF-dG de [5] ; voir §5.3.

Des cas particuliers des injections de Sobolev avaient déjàété considérés par dif-
férents auteurs [Arn82, KJ98, LS03, GRW04] en utilisant destechniques basées sur
des hypothèses de régularité elliptique ou bien sur des interpolateurs non conformes.
Une différence importante est que la preuve fournie dans [7] permet d’obtenir le résul-
tat le plus général tout en réduisant les hypothèses de régularité sur le domaine et sur
le maillage. L’autre intérêt majeur de [7] est qu’il contient la première application du
paradigme de démonstration par compacité aux méthodes dG.

4.4.1 Injections de Sobolev discrètes

Le premier résultat est l’équivalent discret des injections de Sobolev pour les es-
pacesPk

dpThq sur un domaine polygonal bornéΩ. L’injection de ce type la plus connue
est l’inégalité de Poincaré discrète, qui affirme que la normeL2 est uniformément
contrôlée par la norme}�}dG ; voir, par exemple, [Arn82, Bre03]. Un point important
est que, contrairement aux preuves fournies dans [Arn82, Bre03] pour l’inégalité de
Poincaré discrète, la démonstration de [7] ne repose pas surdes hypothèses de régula-
rité elliptique ni sur des interpolateurs EF non conformes.Ceci permet, en particulier,
de relâcher les hypothèses de régularité du domaine ainsi que de traiter des éléments
de forme générale. Afin d’énoncer le théorème, on définit d’abord l’équivalent discret
des normesW1,p : Pour toutv P W1,ppThq et toutp ¥ 1,}v}p

dG,p
def�

ŢPTh

»
T
|∇v|p

ℓp
�

F̧PFh

1

hp�1
F

»
F
|~v�|p, (4.30)

ou |�|ℓp dénote la seminorme de l’espace vectorielℓp.

Théorème 4.15(Injections de Sobolev discrètes). Pour tout q tel que

(i) 1 ¤ q ¤ p� def� pd
d�p si 1¤ p   d ;

(ii) 1 ¤ q   �8 si d¤ p   �8 ;

il existeσq,p indépendant du pas de maillage h tel que�vh P Pk
dpThq, }vh}LqpΩq ¤ σp,q}vh}dG,p. (4.31)

La constanteσq,p dépend de|Ω|d, k, et des constantes de régularité du maillage.

L’inégalité de Poincaré discrète est obtenue comme cas particulier pourq� p � 2.
Le cas Hilbertien (p � 2) a été aussi traité par Lasis et Süli [LS03] avec des tech-
niques différentes ; voir aussi Karakashian et Jureidini [KJ98] et Girault, Rivière, et
Wheeler [GRW04] pour des cas particuliers. Un résultat similaire a été obtenu indé-
pendemment et presque simultanément par Buffa et Ortner [BO09].
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4.4.2 Un résultat de compacité

Le deuxième théorème d’analyse fonctionnelle de cette section contient un résultat
de compacité pour les suites de fonctions discrètes uniformément bornées en norme}�}dG,p. La preuve consiste en une application du critère de compacité de Kolmogorov5

basée sur des estimations uniformes des translations en espace, sur le Théorème 4.15,
et sur un opérateur de gradient qui satisfait une propriété de consistance asymptotique
faible. Plus précisément, soitH � R�� un ensemble dénombrable ayant 0 comme
unique point d’accumulation. On considère une suite de maillages admissiblespThqhPH
au sens de [1, Définition 1.44].

Théorème 4.16(Compacité). Soit k¥ 1 et soitpvhqhPH une suite danspPk
dpThqqhPH

bornée uniformément en norme}�}dG,p, 1 ¤ p   �8. Alors, pour tout q tel que
1¤ q   p� si 1 ¤ p ¤ d ou1 ¤ q  �8 si d ¤ p   �8, pvhqhPH est relativement
compacte dans LqpΩq (et aussi dans LqpRdq en prolongeant les fonctions par0 dans
R

dzΩ).

Le résultat de compacité du Théorème 4.16 permet de déduire,à une sous-suite
près, l’existence d’une limitev P L2pΩq pour toute suitepvhqhPH bornée en norme}�}dG. Cependant, la régularité de la limite n’est pas suffisante pour l’application aux
problèmes elliptiques du second ordre tel que le problème dePoisson (4.1), où l’es-
pace naturel pour la solution exacte estH1

0pΩq. La régularité nécessaire peut être ce-
pendant prouvée à l’aide d’une suitepGhpvhqqhPH de gradients discrets faiblement
convergents. Le gradient discret s’exprime en fonction lesrelèvements de trace défi-
nis dans [BMM�00] : Pourl ¥ 0,�F P Fh, rl

F : L2pFq Ñ rPk
dpThqsd, (4.32)

solutions du problème suivant : Pour toutϕ P L2pFq,»
Ω

rl
Fpϕq�τh � »

F
ϕtτhu�nF �τh P rPl

dpThqsd.
Soit, pour toutvh P Vh,

Gl
hpvhq def� ∇hvh � Rl

hpvhq, Rl
hpvhq def�

F̧PFh

rl
Fp~vh�q. (4.33)

La forme bilinéaireasip
h peut être reformulée en utilisant le gradient discretGl

h, l Ptk� 1, ku, comme suit :

asip
h puh, vhq � »

Ω

Gl
hpuhq�Gl

hpvhq � s̃hpuh, vhq, (4.34)

avecs̃hpuh, vhq � � ³
Ω

Rhpuhq�Rhpvhq � ssip
h puh, vhq ; voir [1, §4.2.3] et aussi [5] pour

une généralisation à d’autres méthodes dG. De plus, en utilisant le Théorème 4.16, on
preuve sans peine le résultat suivant.

Lemme 4.17(Régularité de la limite). SoitpvhqhPH une suite danspPk
dpThqqhPH bornée

uniformément en norme}�}dG. Alors, il existe vP H1
0pΩq tel que, lorsque hÑ 0 et à

une sous-suite près,
vh Ñ v fortement dans L2pΩq,

5. Voir, par exemple, [Bré83, Theorem IV.25].
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et, pour tout l¥ 0,

Gl
hpvhq á ∇v faiblement dansrL2pΩqsd.

En outre, en posant vh � 0 dansRdzΩ,

Gl
hpvhq á ∇v faiblement dansrL2pRdqsd.

4.5 Convergence vers des solutions à régularité mini-
male

L’analyse de convergence dans l’esprit du Lemme de Céa demande d’étendre la
forme bilinéaire discrète à un espace contenant la solutionexacte. Dans le cas des
méthodes dG, ceci nécessite d’introduire des hypothèses derégularité ultérieures afin
d’assurer la bonne définition des termes de bord. Ces hypothèses peuvent ne pas être
vérifiées lorsque, par exemple, le domaine présente des angles rentrants ou le tenseur de
diffusion est hétérogène. Ce dernier cas est courant dans les applications IFP Energies
nouvelles concernant les écoulements souterrains, d’où l’intérêt d’étudier la conver-
gence vers des solutions à régularité minimale.

Dans cette section on examine l’approche proposée par l’auteur dans [5, 7] et basée
sur un argument de compacité ne demandant pas d’hypothèses de régularité ultérieure
sur la solution exacte. Cette approche, inspirée par les techniques de [EGH09], est par-
ticulièrement adaptée aux problèmes non linéaires, comme on le verra dans la section
suivante. Les étapes principales de l’analyse sont les suivantes :

(i) on considère une suite de maillages admissibles au sens de [1, Définition 1.44]
et on dérive une estimationa priori uniforme en norme}�}dG pour la suite des
solution discrètes ;

(ii) à l’aide du Théorème 4.16 et du Lemme 4.17 on déduit la convergence forte
en normeL2 d’une sous-suite vers une fonctionu P H1

0pΩq aussi bien que la
convergence faible depGl

hpuhqqhPH vers∇u ;

(iii) on infère la convergence de la méthode (à une sous-suite près) en utilisant comme
fonction test la projection d’une fonction régulière appartenant à un sous-espace
dense, par exempleC8

0 pΩq ;

(iv) on déduit la convergence forte de la suite des gradientsdiscretspGl
hpuhqqhPH vers

∇u en utilisant la structure dissipative du problème.

Lorsque la solution exacte est unique, on peut déduire la convergence de toute la suite
des solutions discrètes en raisonnant par l’absurde.

A titre d’exemple, considérons le problème (4.1) discrétisé par la méthode SIP. SoitpThqhPH une suite de maillages admissibles et, pour touth P H , soitVh l’espace discret
donné par (4.5). En utilisant la coercivité de la forme bilinéaireasip

h dansVh � Vh et
l’inégalité de Poincaré discrète on infère que

Csta}uh}2
dG ¤ asip

h puh, uhq � »
Ω

f uh ¤ σ2,2} f }L2pΩq}uh}dG,

d’où l’estimationa priori uniforme}uh}dG ¤ σ2,2

Csta
} f }L2pΩq.

En utilisant les résultats de la section précédente pour la formulation (4.34) de la forme
bilinéaireasip

h , on prouve le théorème suivant.
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Théorème 4.18(Convergence de la méthode (4.12) vers des solutions à régularité mi-
nimale). SoitpuhqhPH la suite de solutions discrète obtenues en résolvant le problème
discret(4.12)sur la suite admissible de maillagespThqhPH . Lorsque hÑ 0,

uh Ñ u fortement dans L2pΩq,
∇huh Ñ ∇u fortement dansrL2pΩqsd,|uh|J Ñ 0,

avec u unique solution de(4.2)et |�|J définie par(4.9).

Il est important d’observer que le Théorème 4.18affirmel’existence d’une solution
du problème (4.2) et la convergence de la méthode (4.12) verscette solution, mais il
ne fournit pas une estimation du taux de convergence (qui, d’ailleurs, pourrait ne pas
exister dans le cas de solution à régularité minimale).

4.6 Écoulements incompressibles

On considère ici les écoulements incompressibles de fluidesNewtoniens à densité
constante, régis par les équations de Navier–Stokes Incompressibles (NSI). Les équa-
tions de Navier–Stokes expriment les principes physiques de conservation de la quan-
tité de mouvement et de la masse. Dans le cas incompressible,la conservation de la
masse se réduit à une contrainte de divergence nulle pour la vitesse dont la pression est
le multiplicateur de Lagrange. Au niveau discret les difficultés principales sont liées, en
particulier, au couplage vitesse-pression et au terme de convection dans la conservation
de la quantité de mouvement. Dans le contexte des applications IFP Energies nouvelles,
les équations de NSI sont utilisées, entre autres, pour modéliser l’écoulement du pétrole
dans les conduites (pipelines).

Les travaux de cette section traitent de discrétisations des équations de NSI basées
sur des approximations discontinues de la vitesse et de la pression. Dans ce contexte,
les méthodes dG ont plusieurs intérêts :

(i) à grand nombre de Reynolds, on bénéficie des meilleurs propriétés de stabilité
par rapport aux discrétisations EF conformes, et d’une précision accrue par rap-
port aux méthodes VF. C’est essentiellement grâce à ces caractéristiques que les
méthodes dG ont reçu une attention croissante à partir des années 90 ;

(ii) il s’agit de méthodes adaptées à des maillages très généraux. Ceci permet d’une
part de gérer de manière naturelle l’adaptivité non conforme enh, d’autre part
de mieux adapter la forme des éléments et le degré de la représentation géomé-
trique aux caractéristiques du problème. Un exemple classique est fourni par les
couches limites, souvent discrétisées par des éléments hexahédriques allongés
avec approximation géométrique d’ordre élevé ;

(iii) l’adaptation de l’ordre polynômiale est simplifiée dufait d’utiliser des fonctions
discontinues aux interfaces. Ce sujet n’est pas traité dansles travaux de ce cha-
pitre. Pour une introduction et une bibliographie voir, parexemple, Baumann et
Oden [BO99], Houston, Schötzau et Wihler [HSW07] ou Lasis etSüli [LS07] ;

(iv) il est possible d’envisager des couples d’espaces stables avec des propriétés d’ap-
proximation optimales [Tos02, GRW04, 2] aussi bien que des formulations stabi-
lisées avec approximations du même ordre pour la pression etla vitesse [CKSS02,
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CGS03b, CKS05, 7, 11, 12]. À côté des approximations complètement disconti-
nues on peut aussi considérer des approximation mixtes avecvitesse discontinue
et pression continue ; voir, p.e., [2].

Cette section relate les travaux [2, 7, 10–12] et aussi [1, Chapitre 6]. Dans §4.6.1 on
traite de la discrétisation en espace en se concentrant d’abord sur le couplage vitesse-
pression et ensuite sur la discrétisation du terme convectif. On considère ici des ap-
proximation complètement discontinues où chaque composante de la vitesse et la pres-
sion sont approchées avec le même ordre polynômial. Dans §4.6.2 on présente des
travaux récentes concernant la discrétisation en temps. Plus précisément, on présente
une méthode monolithique basée sur des méthodes Runge–Kutta de type Rosenbrock
puis une méthode de correction de pression inspirée par [GQ98].

4.6.1 Discrétisation en espace

SoitΩ � Rd, d P t2, 3u, un domaine connexe6. On considère les équations de NSI
stationnaires, �ν△ui � B jpuiu jq � Bi p� fi dansΩ, i P t1, . . . , du, (4.35a)Biui � 0 dansΩ, (4.35b)

u� 0 surBΩ, (4.35c)xpyΩ � 0, (4.35d)

oùν ¡ 0 dénote la viscosité dynamique etf P rL2pΩqsd la force volumique. Posons

U
def� rH1

0pΩqsd, P
def� L�pΩq, X

def� U � P,

où L�pΩq def�  
v P L2pΩq | xvyΩ � 0

(
est l’espace des fonctions à carré intégrable et

moyenne nulle surΩ. La formulation faible du système (4.35) s’écrit : Trouverpu, pq P
X tel que

νapu, vq � tpu, u, vq � bpv, pq � »
Ω

f �v �v P U, (4.36a)�bpu, qq � 0 �q P P, (4.36b)

avecapu, vq def� ³
Ω
∇ui∇vi , bpv, qq def� � ³

Ω
q∇�v et

tpw, u, vq def� »
Ω

pw�∇uiqvi . (4.37)

Dans [7, 11, 12] on présente des méthodes basées sur des approximation de la vitesse
et de la pression avec le même degré polynômial. Pourk ¥ 1, les espaces discrets sont
définis par

Uh
def� rPk

dpThqsd, Ph
def� Pk

dpThq{R, Xh
def� Uh � Ph. (4.38)

Il est également possible de discrétiser la pression avec des polynômes de degré infé-
rieur d’une unité tout en gardant un taux de convergence optimal. Une méthode avec
vitesse discontinue et pression continue est considérée dans §4.6.2 dans le contexte
d’un schéma de correction de pression.

6. Dans l’analyse de convergence pour les méthodes traitéesdans les paragraphes suivantes on a besoin
de l’injection de Sobolev pourp� 2 etq � 4, qui n’est valide que pourd ¤ 3 ; voir Théorème 4.15.
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La méthode de compressibilité artificielle de [11, 12] On rappelle brièvement les
idées principales de la méthode présentée dans [12] puis analysée dans [11]. Quand
ces travaux ont démarré, l’application des méthodes dG aux problèmes de Stokes et de
Oseen en formulation vitesse-pression venait d’être considérée par Toselli [Tos02] et
par Cockburn, Kanschat, Schötzau et Schwab [CKSS02, CGS03b]. Comment abordre
les équations de NSI restait une question essentiellement ouverte.

Dans le but d’étendre le code compressible développé quelques années auparavant
par Bassi et Rebay [BR97, BRM�97], dans [12] on explorait l’idée d’obtenir les flux
non visqueux par un solveur de Riemann pour les équations de NSI localement modi-
fiées au sens de la compressibilité artificielle. Dans [11] onanalyse la méthode avec
application au problème de Stokes incompressible�△ui � Bi p � fi dansΩ, i P t1, . . . , du, (4.39a)Biui � 0 dansΩ, (4.39b)

u � 0 surBΩ, (4.39c)xpyΩ � 0. (4.39d)

Les équations de Stokes (4.39) constituent une approximation des équations de NSI
modélisant les écoulements dominés par les forces visqueuses. Il est utile d’examiner
ce cas de près afin de comprendre les mécanismes du couplage vitesse-pression, qui
est géré de manière similaire dans [7, 10–12]. La formulation faible du système (4.39)
consiste à

Trouverpu, pq P X t.q.apu, vq � bpv, pq � bpu, qq � »
Ω

f �v pour toutpv, qq P X.

(4.40)
Afin d’assurer la bonne définition de tous les termes dans les formes bilinéaires

discrètes lorsqu’on utilise la solution exacte comme premier argument, on est amené
comme dans §4.2.2 à formuler des hypothèses de régularité ultérieure. Plus précisé-
ment, on pose

U: def� U X rH2pThqsd, P: def� PX H1pΩq, X: def� U: � P:, (4.41)

et on suppose quepu, pq P X:. Ces hypothèses peuvent être relâchées dans le cadre
d’une analyse de convergence par compacité ; voir [7] et paragraphe suivant. La régu-
larité ultérieure pour la pression se justifie comme suit. Lechoix (4.38) ne garantit pas
la surjectivité de l’opérateur de divergence discret, ce qui demande de stabiliser le cou-
plage vitesse-pression. L’hypothèsep P H1pΩq sert donc à garantir la consistance d’un
terme de stabilisation basé sur la pénalisation des sauts dela pression aux interfaces.
Les espaces contenant à la fois la solution exacte et son approximation sont définis par

U:h
def� U: � Uh, P:h

def� P: � Ph, X:h
def� X: � Xh.

La discrétisation du terme de diffusion est basée sur la méthode de [BRM�97]. On
définit la forme bilinéaireah P LpX:h � X:h,Rq suivante :

ahpv,wq def� ḑ

i�1

�
acs

h pvi ,wiq � sbrmps
h pvi ,wiq� , (4.42)

avecacs
h donnée par (4.8),

sbrmps
h pvi ,wiq def� η

F̧PFh

»
Ω

rFp~vi�q� rFp~wi�q,
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et opérateurs de relèvement définis par (4.32). La forme bilinéairesbrmps
h a l’avantage

de fournir une borne inférieure calculable pour le paramètreη garantissant la coercivité
deah ; voir [1, §5.3.2]. Le couplage vitesse-pression est réalisé par la forme bilinéaire
bh P LpU:h � P:h,Rq définie par

bhpv, qq def� � »
Ω

q∇h�v�
F̧PFh

»
F
~v��nFtqu � »

Ω

v�∇hq�
F̧PF i

h

»
F
tvu�nF~q�. (4.43)

La méthode de compressibilité artificielle fait aussi apparaître des termes de pénalisa-
tion des sauts de la composante normale de la vitesse sur les faces du maillage et des
sauts de la pression aux interfaces,

sdiv
h pv,wq def�

F̧PF i
h

»
F

cF

2
p~v��nFqp~w��nFq (4.44a)

spres
h pq, rq def�

F̧PF i
h

»
F

1
2cF
~q�~r�, (4.44b)

oùcF ¡ 0 est un paramètre libre correspondant à la vitesse du son dans les écoulements
compressibles, dont la valeur peut changer sur chaque face.Le problème discret s’écrit

Trouverpuh, phq P Xh t.q.chppuh, phq, pvh, qhqq � »
Ω

f �vh pour toutpvh, qhq P Xh,

(4.45)
avec

chppuh, phq, pvh, qhqq def� ahpuh, vhq� sdiv
h puh, vhq�bhpvh, phq�bhpuh, qhq� spres

h pph, qhq.
L’analyse de [11] montre que le paramètrecF sur une faceF P F i

h doit être de l’ordre de
h�1

F afin de garantir la convergence optimale de la méthode. On définit la norme}�}dG

pour des fonctions vectoriellesv P U:h comme}v}2
dG

def� °d
i�1 }vi}2

dG. La seminorme
associée aux sauts de la pression est donnée par|q|2p def�

F̧PF i
h

hF}~q�}2
L2pFq.

En utilisant le résultat de [Neč62], on prouve le lemme suivant.

Lemme 4.19(Stabilité). Soit, pour tout FP F i
h, cF � h�1

F . Alors, pourη suffisamment
grand,

(i) il existeα ¡ 0 indépendant du pas de maillage h tel que7�pvh, qhq P Xh, chppvh, qhq, pvh, qhqq ¥ α}vh}2
dG� |qh|2p;

(ii) il existeβ ¡ 0 indépendant du pas de maillage h tel que�qh P Ph, β}qh}L2pΩq ¤ sup
whPUhzt0u bhpwh, qhq}wh}dG

� |qh|p.
7. Ce résultat se base sur la coercivité de la forme bilinéaire ah définie par (4.42) en norme}�}dG, qui

demande une estimation de la normeL2 des opérateurs de relèvement en termes de la seminorme|�|J définie
par (4.9). Pour tous les détails techniques voir [1, §5.3.2].
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Les normes pour l’analyse de convergence sont définies commesuit8 :~pv, qq~2
sto

def� }v}2
dG� }q}2

L2pΩq � |q|2p,}pv, qq}2
sto,: def� }pv, qq}2

dG�
ŢPTh

hT}q}2
L2pBTq�

ŢPTh

�
h�2

T }v}2rL2pTqsd�h�1
T }v}2rL2pBTqsd�hT}B jvnT, j}2rL2pBTqsd	 .

A l’aide du Lemme 4.19 on prouve classiquement l’estimationd’erreur suivante :

Théorème 4.20(Estimation d’erreur pour la méthode (4.45)). Soitpu, pq P X la solu-
tion de(4.40), et supposons, de plus, quepu, pq P X:. Alors il existe C indépendant du
pas de maillage h tel que~pu� uh, p� phq~sto ¤ C infpvh,qhqPXh

}pu� vh, p� qhq}sto,:.
Corollaire 4.21(Estimation du taux de convergence). Si, en plus,pu, pq P rHk�1pThqsd�
HkpThq, il existe C indépendant du pas de maillage h tel que~pu� uh, p� phq~sto ¤ Chk

�}u}rHk�1pThqsd � }p}HkpThq� .
Si la régularité de Cattabriga [Cat61, AG91] est vérifiée parla solution exacte, on

peut aussi estimer le taux de convergence de la vitesse en normeL2 ; voir [1, §6.1.3].

Théorème 4.22(Taux de convergence de la vitesse en normeL2). Soit pu, pq P X la
solution de(4.40), et supposons, de plus, quepu, pq P rH2pΩqsd � H1pΩq. Alors il
existe C indépendant du pas de maillage h tel que}u� uh}rL2pΩqsd ¤ Chk�1

�}u}rHk�1pThqsd � }p}HkpThq� .
La méthode avec terme de convection non dissipatif de [7]On examine ici la dis-
crétisation du terme convectif non linéaire. L’analyse de la méthode de compressibilité
artificielle de [12] pour les équations de NSI n’est pas aussinaturelle que pour les ver-
sions linéarisées (Stokes et Oseen). Dans [7] on propose uneclasse de méthodes où la
discrétisation du terme non linéaire est obtenue suivant unprincipe différent. Le terme
de diffusion et le couplage vitesse-pression sont à nouveau discrétisés par les formes
bilinéairesah et bh définies, respectivement, par (4.42) et (4.43). La forme trilinéaire
th P LpUh � Uh � Uh,Rq associée au terme de convection satisfait les propriétés sui-
vantes :

(i) Non dissipativité.On a �vh P Uh, thpvh, vh, vhq � 0.

Cette propriété est utilisée pour obtenir une estimationa priori uniforme pour la
suite des solutions discrètes en norme~�~sto. De plus, elle permet de réduire la
dissipation numérique sans compromettre la stabilité à grands nombres de Rey-
nolds (voir les expériences numériques de [2]) ;

8. Comme dans le section précédentes, la norme étendue utilisée pour prouver la continuité est marquée
par un astérisque.
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(ii) Continuité.Il existeC indépendant du pas de maillageh tel que�wh, uh, vh P Uh, thpwh, uh, vhq ¤ C}wh}dG}uh}dG}vh}dG.

Cette propriété est utilisée pour prouver l’existence d’une solution au problème
discret par un argument de degré topologique ; voir Lemme 4.23 ;

(iii) Consistance asymptotique pour les fonctions test régulières.Soit pvhqhPH une
suite depUhqhPH uniformément bornée en norme}�}dG, et soitv P rH1

0pΩqsd la
limite fournie par le Lemme 4.17. Pour toutΦ P rC8

0 pΩqsd, lorsqueh Ñ 0 et à
une sous-suite près,

thpvh, vh, πhΦq Ñ t�pv, v,Φq,
t� étant une forme trilinéaire consistante avec (4.37) etπh la projectionL2-orthogonale
sur l’espaceUh. En particulier, dans [1, Chapitre 6] on considère la version de Te-
mam [Tem79] contenant un terme proportionnel à la divergence de la vitesse,

t�pw, u, vq � ttempw, u, vq def� »
Ω

pw�∇uiqvi � 1
2

»
Ω

p∇�wqpu�vq.
On vérifie sans peine que, pour toutw P U tel que∇�w � 0, on attem

h pw, u, vq �
tpw, u, vq pour toutu, v P U, avect donnée par (4.37). Pour un choix alternatif
voir [7, §5.1] ;

(iv) Consistance pour les fonctions test discrètes.Sous les hypothèses du point pré-
cédent, supposons ultérieurement queGl

hpvhq, l P tk� 1, ku converge fortement
vers∇v dansrL2pΩqsd,d, et soittwhuhPH une deuxième suite danspUhqhPH uni-
formément bornée en norme}�}dG. Alors, lorsqueh Ñ 0 et à une sous-suite près,

thpvh, vh,whq Ñ t�pv, v,wq,
avecv, w P rH1

0pΩqsd issues du Lemme 4.17. Cette propriété ne peut pas, en
général, être déduite à partir de la précédente, et elle est utilisée uniquement pour
prouver la convergence forte de la suite des pressions discrètes vers la pression
exacte dansL2.

La forme trilinéaire discrète inspirée par la méthode de Temam s’écrit

thpwh, uh, vhq def� »
Ω

pwh�∇uh,iq vh,i �
F̧PF i

h

»
F
twhu�nF~uh��tvhu� 1

2

»
Ω

p∇h�whq puh�vhq � 1
2

F̧PFh

»
F
~wh��nFtuh�vhu. (4.46)

Le problème discret revient donc à : Trouverpuh, phq P Xh tel que

νahpuh, vhq � thpuh, uh, vhq � bhpvh, phq � »
Ω

f �vh �vh P Uh, (4.47a)�bhpuh, qhq � spres
h pph, qhq � 0 �qh P Ph, (4.47b)

Les principaux résultats d’analyse sont résumés ci-dessous.

Lemme 4.23(Existence d’une solution discrète). Il existe au moins unpuh, phq P Xh

solution de(4.47).
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Le Lemme 4.23 résulte d’un argument de degré topologique, etsa preuve suit de
près celle de [EHL07].

Théorème 4.24(Convergence de la méthode (4.47)). Soit ppuh, phqqhPH la suite des
solutions discrètes obtenues en résolvant(4.47)sur la suite de maillages admissiblespThqhPH . Alors, lorsque hÑ 0 et à une sous-suite près,

uh Ñ u, dansrL2pΩqsd,
∇huh Ñ ∇u, dansrL2pΩqsd,d,|uh|J Ñ 0,

ph Ñ p, dans L2pΩq,|ph|p Ñ 0.

Si, de plus,pu, pq est unique, la convergence s’étend à toute la suite.

4.6.2 Marche en temps

Dans cette section on relate les travaux [2, 10] concernant la discrétisation en temps
des équations de NSI instationnaires,Btu� ν△ui � B jpuiu jq � Bi p � fi dansΩ� p0, tFq, i P t1, . . . , du, (4.48a)Biui � 0 dansΩ� p0, tFq, (4.48b)

u� 0 surBΩ� p0, tFq, (4.48c)

upx, t � 0q � u0 dansΩ (4.48d)xpyΩ � 0 dansp0, tFq, (4.48e)

où encore une foisd P t2, 3u, ν ¡ 0 dénote la viscosité dynamique et etf P rL2pΩqsd
la force volumique.

Le schéma monolithique de [10] Une première famille de schémas de discrétisation
en temps couplée avec la discrétisation en espace de [12] a été proposée dans [10].
On considère ici un schéma monolithique où le bilan de la quantité de mouvement
et la contrainte de divergence nulle sont résolus en même temps. Comme la dérivée
temporelle de la pression n’apparaît pas dans l’équation deconservation de la masse
(4.48b), la matrice de masse du système est singulière. Cette difficulté est contournée
dans [10] en utilisant des schémas de Runge–Kutta sémi-implicits de type Rosenbrock.
La méthode résultante est appliquée dans [10] à une variété de problèmes modèle, et
la robustesse par rapport à la convection est montrée en résolvant le problème d’Euler
incompressible dans les configurations test de Liu et Shu [LS00] et Bell, Colella et
Glaz [BCG89]. Les avantages principaux de cette famille de schémas sont essentiel-
lement liés à la possibilité d’obtenir une discrétisation en temps d’ordre élevé, et aux
bonnes propriétés de stabilité des schémas de type Runge–Kutta. Cependant la solution
monolithique du système issu de la discrétisation ressent du mauvais conditionnement
de ce dernier. Comme remarqué par Hesthaven et Warburton [HW08, §1.1], le déve-
loppement de solveurs efficaces pour les systèmes discrets issus de l’approche dG est
moins avancé que pour d’autres méthodes, ce qui demande d’envisager des schémas de
marche en temps plus efficaces.
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Le schéma de correction de pression de [2]Afin de réduire le coût de la marche en
temps, dans [2] on propose un schéma de correction de pression inspiré par [GQ98].
Pour réduire le couplage entre la conservation de la quantité de mouvement et la conser-
vation de la masse, on considère une formulation non stabilisée avec vitesse discontinue
et pression continue. L’analyse de la méthode appliquée au problème de Stokes insta-
tionnaire est effectuée dans [1, §6.3], et son extension aux équations de Navier–Stokes
complètes est en cours [17].

Le principe des méthodes de correction de pression consisteà résoudre les équa-
tions de conservation de la quantité de mouvement et de la masse de manière indé-
pendante, et ensuite corriger la vitesse par une projectionsur l’espace des fonctions
à divergence (discrète) nulle. Cette dernière étape peut être formulée comme un pro-
blème de Poisson pour l’incrément de pression avec une condition fictive de Neumann
homogène au bord ; voir [2, eq. (8)] et [1, §6.3.2] pour plus dedétails. Ce n’est que sur
la première approximation de la vitesse que les conditions au bord sont imposées (de
manière faible), tandis que la deuxième prend en charge la contrainte d’incompressibi-
lité.

La méthode de correction de pression originale est due à Chorin [Cho68] et Temam
[Tem68]. Une forme incrémentale a été ensuite proposée par Goda [God79], et une
variante du second ordre par Van Kan [VK86]. Comme remarqué par Karniadakis et
Sherwin [KS04], les méthodes de correction de pression montrent un intérêt particulier
à grand nombre de Reynolds. Dans ce cas, les solveurs monolytiques sont souvent
mis en échec par le mauvais conditionnement du problème discret, et leur applicabilité
aux simulations tridimensionnelles à large échelle est limitée. En outre, l’effet de la
condition au bord fictive sur la pression diminue à grand nombre de Reynolds ; voir,
p.e., [2, Figure 2].

Soit Th un maillage simplicial conforme [1, Définition 1.29] et considérons, par
simplicité, une partition de l’interval temporelp0, tFq enN pas de tempsδt. Pourk ¥ 1
on définit les espaces discrets suivants :

Uh
def� rPk

dpThqsd, Ph
def� Pk

dpThq{R, Xh
def� Uh � Ph,

où Pk
dpThq def�  

vh P C0pThq | vh|T P Pk
dpTq �T P Th

(
est l’espace des polynômes de

degré total inférieur ou égale àk et globalement continus dansΩ. Le terme diffusif est
discrétisé à l’aide de la forme bilinéaireah P LpU: � U:,Rq suivante :

ahpw, vq def� ḑ

i�1

asip
h pwi , viq,

Pour le couplage vitesse-pression on utilise encore la forme bilinéairebh définie par (4.43),
en remarquant que le terme d’interface comportant les sautsdu deuxième argument de
bh est nul carPh � P: (voir (4.41)) et les éléments deP: sont continus presque par-
tout aux interfaces9. Pour le terme de convection non linéaire, on retiendra la forme
trilinéaire th (4.46). La méthode de correction de pression consiste à résoudre succes-
sivement les deux problèmes suivants pourn P t0, . . . ,N � 1u :

(i) Trouverũn�1
h P Uh tel que, pour toutvh P Uh,

δt�1pũn�1
h � un

h, vhqL2pΩq � νahpũn�1
h , vhq � thpũn�1

h , ũn�1
h , vhq � bhpvh, p

n
hq � f n�1

h ;
(4.49a)

9. Voir, p.e., [1, Lemme 4.2].
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(ii) Trouverun�1
h P Uh et pn�1

h P Ph tels que#
δt�1pun�1

h � ũn�1
h , vhqL2pΩq � bhpvh, p

n�1
h � pn

hq � 0 �vh P Uh,

bhpun�1
h , qhq � 0 �qh P Ph.

(4.49b)

Le problème (4.49b) peut être classiquement découplé en un problème de Poisson avec
conditions de flux nul au bord pour l’incrément de pressionpn�1

h � pn
h plus une expres-

sion explicite pour la vitesseun�1
h .

Dans [1, §6.3] on prouve la convergence de l’algorithme appliqué au problème de
Stokes instationnaire,Btu� △ui � Bi p � fi dansΩ� p0, tFq, i P t1, . . . , du, (4.50a)Biui � 0 dansΩ� p0, tFq, (4.50b)

u � 0 surBΩ� p0, tFq, (4.50c)

upx, t � 0q � u0 dansΩ (4.50d)xpyΩ � 0 dansp0, tFq, (4.50e)

Pour une fonction du tempsf ptq on note f n � f ptnq pour toutn P t0, . . . ,N � 1u.
Pour toutn P t0, . . . ,N � 1u, on introduit la projection de Stokes de la solution exactepun, pnq obtenue en résolvant le problème suivant : Trouverpwn

h, r
n
hq P Xh t.q.

ahpwn
h, vhq � bhpvh, r

n
hq � p�△un � ∇pn, vhqrL2pΩqsd �vh P Uh,�bhpwn

h, qhq � 0 �qh P Ph.

Théorème 4.25(Estimation du taux de convergence pour la vitesse). Soit pu, pq la
solution de(4.50)et supposons, de plus, qu

(i) u P C2pr0, tFs; rL2pΩqsdq XC1pr0, tFs; rHk�1pThqsdq ;

(ii) p P C2pr0, tFs; L2pΩqq XC1pr0, tFs; HkpThqq ;

(iii) les choix initiaux u0h, ũ0
h et p0

h sont tels que}u0
h � w0

h}rL2pΩqsd � }ũ0
h � w0

h}rL2pΩqsd ¤ Cphk�1 � δtq, (4.51a)}ũ0
h � w0

h}dG ¤ Cδt�1{2phk�1 � δtq, (4.51b)}∇pp0
h � r0

hq}rL2pΩqsd ¤ C, (4.51c)

où C dénote une constante indépendante à la fois du pas de maillage h et du pas de
tempsδt. Alors, pourδt   1, il existe Cu,p dépendent de normes bornées de u et p mais
indépendant à la fois du pas de maillage h et du pas de tempsδt tel que}u� uh}C0pr0,tFs;rL2pΩqsdq � }u� ũh}C0pr0,tFs;rL2pΩqsdq ¤ Cu,pphk�1 � δtq, (4.52a)�

Ņ

n�0

δt}un � ũn
h}2

dG

�1{2 ¤ Cu,pphk � δtq. (4.52b)

Théorème 4.26(Estimation du taux de convergence pour la pression). Admettons les
hypothèses du Théorème 4.25, et supposons, de plus que

(i) u P C3pr0, tFs; rL2pΩqsdq XC2pr0, tFs; rHk�1pThqsdq ;

(ii) p P C3pr0, tFs; L2pΩqq XC2pr0, tFs; HkpThqq ;
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u � p1, 0q
(a) Description du problème (b) Lignes de courant pour Re� 2�104

Figure 4.4 – Le problème de la cavité entraînée.

(iii) les choix initiaux sont tels que}ũ0
h � w0

h}rL2pΩqsd � }u0
h � w0

h}rL2pΩqsd ¤ Cδtphk � δtq, (4.53a)}ũ0
h � w0

h}dG ¤ Cδt
1{2phk � δtq, (4.53b)}∇pp0

h � r0
hq}rL2pΩqsd ¤ Cphk � δtq, (4.53c)

où C dénote une constante indépendante à la fois du pas de maillage h et du pas de
tempsδt. Alors, il existe Cu,p dépendent de normes bornées de u et p mais indépendant
à la fois du pas de maillage h et du pas de tempsδt tel que}p� ph}L2pp0,tFq;L2pΩqq ¤ Cu,pphk � δtq.
4.6.3 Exemples numériques

Dans cette section on montre quelques exemples numériques pour les méthodes
décrites aux sections précédentes.

Le problème de la cavité entraînée résolu avec la méthode de [10] On considère
l’application de la méthode de compressibilité artificielle pour les équations de NSI
au problème de la cavité entraînée end � 2, qui modélise l’écoulement dans une
cavité avec paroi supérieure glissante ; voir Figure 4.4. Ceproblème est un cas test
assez classique en hydrodynamique car, malgré la simplicité du domaine, il présente
des configurations compliquées avec des tourbillons d’échelles très contrastées lorsque
le nombre de Reynolds augmente. En outre, la pression présente des singularités aux
angles supérieures de la cavité, ce qui peut mettre en défautles méthodes numériques.
Dans la Figure 4.5 on montre les résultats obtenus avec la méthode de compressibilité
artificielle pour nombres de Reynolds allant de 1000 à 20000,ainsi qu’une comparaison
avec des résultats de référence. Ce test permet d’apprecierla stabilité de la méthode
dans le cas de convection dominante, ainsi que la bonne précision lorsqu’on utilise un
degré polynômial élevé pour les espacesUh et Ph.
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(c) Vitesse, Re� 104
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Figure 4.5 – Validation des résultats obtenus avec la méthode de compressibilité ar-
tificielle de [12] pour le problème de la cavité entraînée (valeurs des composantes de
vitesse et pression aux médiatrices du domaine).
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Figure 4.6 – Maillage pour le cas test de Schäfer–Turek [Sw96], vitesse et pression
pour la méthode de [10] aveck � 3.

Table 4.2 – Validation de résultats pour le cas test de Schäfer–Turek [Sw96] obtenus
avec la méthode de [10].Notation. CL,max=maximum du coefficient de poussé,CD,max

= maximum du coefficient de traînée, Str= nombre de Strouhal.
k � 1 k � 2 k � 3 Ref. [Sw96]

CL,max 0.9519 0.9897 0.9907 1.0000� 0.0100
CD,max 3.2166 3.2269 3.2274 3.2300� 0.0100

St 0.2976 0.2976 0.2980 0.3000� 0.0050

Le problème du cylindre de Schäfer–Turek résolu avec la méthode de [12] La
méthode de marche en temps de [10] est ici validée avec le cas test de Schäfer–
Turek [Sw96] qui représente l’écoulement laminaire autourd’un cylindre. Le domaine
est un rectangle avec un trou circulaire légèrement désaxé par rapport à la médiatrice
horizontale. Le nombre de Reynolds est 100, et on impose des conditions de paroi sur
les côtés horizontaux, une vitesse d’entrée horizontale sur le côté de gauche, et une
pression sur le côté de droite. On renvoie à [Sw96] pour une description précise ainsi
que pour une collection complète de résultats numériques. Dans la Figure 4.6 on montre
le maillage ainsi que la solution à un instant donné. Dans la Figure 4.7 on montre l’évo-
lution en temps des coefficients de traînée et de poussée estimés aveck P t1, 2, 3u, et
dans la Table 4.2 on montre une comparaison des valeurs maximalesCD,max et CL,max

avec les valeurs de référence.

Le problème de Kovasznay résolu avec la méthode de [1]On vérifie les proprié-
tés numériques de la méthode de [1] en utilisant la solution analytique calculée par
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(a) Historique du coefficient de traînée (b) Détail des résultats pour le coefficient
de traînée

(c) Historique du coefficient de poussée(d) Détail des résultats pour le coefficient
de poussée

Figure 4.7 – Coefficients de poussée et de traînée estimés par la méthode de [10]pour
le cas test de [Sw96].
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Table 4.3 – Convergence de la méthode de [1] pour le problème de Kovasznay.Nota-

tion. eh � peh,u, eh,pq def� pu� uh, p� phq.
h }eh,u}L2pΩqd ordre }eh,p}L2pΩq ordre ~eh~sto ordre

5.00e� 1 8.87e� 01 – 1.62e� 00 – 1.19e� 01 –
2.50e� 1 2.39e� 01 1.89 6.11e� 01 1.41 7.26e� 00 0.71
1.25e� 1 5.94e� 02 2.01 2.01e� 01 1.60 3.68e� 00 0.98
6.25e� 2 1.59e� 02 1.90 7.40e� 02 1.44 1.85e� 00 0.99
3.12e� 2 4.17e� 03 1.93 3.14e� 02 1.23 9.25e� 01 1.00
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Figure 4.8 – Solution du problème de Kovasznay approchée par la méthode de [7] avec
k � 1 eth � 3.12e� 2.

Kovasznay [Kov48] sur le domaineΩ � p�0.5, 1.5q � p0, 2q,
u1 � 1� e�πx2 cosp2πx2q, u2 � �1

2
eπx1 sinp2πx2q, p � �1

2
eπx1 cosp2πx2q � p,

où p def� 1|Ω|d ³Ω� 1
2eπx1 cosp2πx2q � �0.920735694,ν � 1

3π et f � 0. Dans la Fi-
gure 4.8 on montre une solution numérique pourk � 1, et dans la Table 4.3 on étudie
la convergence de la méthode sur une famille de maillages triangulaires uniformément
raffinés pourk � 1.

Le cas test de Couzy résolu avec la méthode de [2]Afin d’évaluer la précision
en temps du schéma de correction de pression introduit dans [2], on utilise le cas test
proposé par Couzy [Cou95]. Dans ce cas, le domaine est le cylindreΩ�p0, 0.75q, avec
domaine spatialΩ � p0, 1q2zp0.4, 0.6q2 constitué par un carré avec un trou au milieu.
On considère la solution exacte

u1 � � cospπx{2q sinpπy{2q sinpπtq
u2 � sinpπx{2q cospπy{2q sinpπtq
p � �π sinpπx{2q sinpπy{2q sinpπtq.

Le terme source et la valeur de la vitesse au bord sont déduitsà partir des expres-
sions précédentes. Dans la Figure 4.9 on étudie la convergence en temps du schéma.
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(a) Erreur en normeL2pp0, tFq; rL2pΩqsdq pour la vitesse(b) Erreur en normeL2pp0, tFq; L2pΩqq pour la
pression

(c) Erreur en normeL8pp0, tFq; L2pΩqq pour
la pression

Figure 4.9 – Précision en temps du schéma de [2] pour le cas test de Couzy [Cou95].
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Afin d’assurer que l’erreur en espace est negligéable par rapport à l’erreur en temps, la
discrétisation en espace est basée sur un maillage composé de 24400 éléments quadri-
latéraux, et les espacesUh � rP2

dpThqsd et Ph � P2
dpThq{R sont utilisés pour la vitesse

et la pression respectivement. Dans ce cas, la méthode d’Euler implicite a été rempla-
cée par une méthode BDF2 dans (4.49a), et (4.49b) a été adaptée selon les indications
fournies dans [2].
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Chapitre 5

Méthodes volumes finis

Ce chapitre relate les travaux [3–6, 23, 24, 26] concernant les méthodes de Vo-
lumes Finis (VF) pour des problèmes diffusifs. On se concentrera, en particulier, sur
les méthodes avec degrés de liberté centrées aux mailles. Lastructure est la suivante :
dans §5.1 on trace un bilan des méthodes VF utilisés dans les applications IFP Ener-
gies nouvelles, et on propose une classification qui fournitle fil conducteur de l’ex-
position ; dans §5.2 on traite des méthodes VF en formulationflux. Plus précisément,
on se concentre sur la famille de méthodes analysées dans [4], qui couvre comme cas
particulier le schéma diten L de [AEMN08] ; dans §5.3 on considère une deuxième
catégorie de méthodes VF pour EDPs du second ordre inspiréespar le problème en
formulation faible. Cette section traite, en particulier,de [5], où on propose un cadre
d’analyse unifié qui s’applique aussi aux méthodes de Galerkine discontinues ; la sec-
tion 5.4 est consacrée à une troisième famille de méthodes debas ordre récemment
introduite par l’auteur, lesméthodes de Galerkine centrées aux mailles. Ces méthodes
se basent sur des espaces polynômiaux par morceaux obtenus àl’aide d’une reconstruc-
tion inspirée par [AEMN08, EGH09]. Les idées principales sont d’abord introduites en
utilisant un problème modèle de diffusion hétérogène. Ensuite, on étudie plus en détail
les propriétés de l’espace discret dans le cas homogène puison discute l’application de
la méthode au problème de Navier–Stokes incompressible. Enfin, dans §5.5, on discute
brièvement des aspects liés à la mise en œuvre des méthodes deGalerkine centrées aux
mailles en relation avec une des thèses en cours.

5.1 Introduction

Grâce à leurs propriétés de robustesse et à leur coût de calcul réduit, les méthodes
VF sont aujourd’hui utilisées par de nombreux simulateurs industriels en mécanique
des fluides. Le principe à la base de ces méthodes dans leur forme originaire consiste
à intégrer l’EDP à discrétiser sur desvolumes de contrôle, puis d’appliquer le Théo-
rème de Gauss pour récrire les intégrales de volume comportant la divergence d’un
flux comme des intégrales de bord. Les flux exacts à travers lesfaces du volume de
contrôle sont ensuite remplacés par une approximation consistante et conservative (le
flux numérique). Historiquement, c’est avant tout dans le contexte des lois de conserva-
tion hyperboliques que les propriétés de stabilité et de robustesse des méthodes VF ont
joué un rôle important pour leur succès. Il existe aujourd’hui une vaste littérature sur
le sujet, ainsi que des nombreuse approches pour le calcul des flux numériques ; voir,
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p.e., [1, §3.2] pour une introduction.
Dans le cadre des EDPs du second ordre, ces avantages deviennent moins clairs, car

les propriétés de consistance et de stabilité des flux numériques ne sont pas évidentes
à obtenir sur des maillages quelconques, dont l’importancedans le cadre des applica-
tions IFP Energies nouvelles a été discutée dans §4.2.1. On considère, par la suite, le
problème modèle (4.14) rappelé ci-dessous :�∇�pκ∇uq � f dansΩ, (5.1a)

u� 0 surBΩ. (5.1b)

où κ est un champs tensoriel symétrique, défini positif et constant par morceaux, et
f P L2pΩq. En formulation faible, il s’agit de

Trouveru P V t.q.apu, vq � »
Ω

f v pour toutv P V, (5.2)

avecV def� H1
0pΩq et apu, vq def� ³

Ω
κ∇u�∇v. Le problème (5.1a) constitue l’archétype

du modèle de Darcy pour les écoulement en milieux poreux (voir §4.3.1), et il est à la
base du schéma universellement utilisé dans l’industrie dupétrole pour le problème de
Darcy compositionnel [24] ; voir aussi [Mic01, Chapitre 6] et [EHM03]. Idéalement,
une discrétisation VF de (5.1) devrait (i) être consistanteet stable sur des maillages
polyédriques généraux, et se montrer robuste par rapport à l’hétérogénéité et à l’ani-
sotropie du tenseur de diffusionκ ; (ii) donner lieu à des problèmes algébriques bien
conditionnés ; (iii) avoir un stencil compact à la fois pour réduire l’occupation de mé-
moire et pour minimiser les échanges dans le cadre des applications parallèles. Ce
point est souvent mis en avant dans les applications industrielles, où la robustesse et
la vitesse d’exécution sont considérées des impératifs absolus ; (iv) dans le cas des
plates-formes multi-physique, il est souhaitable que le schéma puisse s’étendre na-
turellement à d’autres problèmes comportant des termes diffusifs. A ce jour, on n’a
que des réponses partielles à ces questions, et il n’existe pas de schéma VF univer-
sel. Dans la brève introduction suivante on considère troisfamilles de schémas VF
pour les problèmes diffusifs. Le schéma deux-points est l’ancêtre des méthodes VF,
et il satisfait toutes les propriétés énoncées ci-dessus sur les maillagesκ-orthogonaux;
voir Définition 4.10. Malheureusement, il est pratiquementimpossible d’assurer laκ-
orthogonalité dans le cadre des applications IFP Energies nouvelles à cause des fortes
hétérogénéités du tenseur de diffusion et de l’incorporation des effets d’érosion dans
le maillage de calcul ; voir §4.2.1. Une extension possible du schéma à deux points à
des maillages généraux consiste à utiliser des constructions locales pour le calcul des
flux. De ce fait, les schémas qui en résultent sont ditsmulti-points. Le défaut principal
des schémas multi-point est le potentiel manque de stabilité sur des maillages géné-
raux et en présence de perméabilité hétérogène. Il est en outre difficile de trouver des
critères suffisants de stabilité à la fois calculables et précis. Une possible réponse à ce
problème est fournie par les schémas VF variationnels, qui vérifient une propriété de
coercivité inconditionnelle. En contrepartie, il n’ont souvent pas un stencil compact, et
leur extension à d’autres problèmes comportant un terme de diffusion est moins natu-
relle que dans le cas des méthodes d’éléments finis (EF). Dans§5.4 on présente un cas
particulier de méthodes variationnelles introduites par l’auteur dans [3, 6, 15]. Il s’agit
d’une famille de méthodes inspirées par les EF non conformesqui offre des meilleures
perspectives en termes d’intégration dans une plate-formemulti-physique.
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uT1 uT2
uF

Figure 5.1 – Inconnues intervenant dans le calcul du flux en deux points

La méthode deux-points Classiquement, l’approximation VF du problème (5.1) est
basée sur un flux numériqueà deux points. Comme on le verra, ce choix n’est consistent
que sous l’hypothèse de maillagesκ-orthogonaux (voir Définition 4.10), souvent im-
possible à satisfaire en pratique. SoitTh un maillage du domaineΩ � Rd formé d’élé-
ments polygonaux (polyédriques end � 3) et aligné avec les discontinuités du tenseur
κ. Intégrant l’équation (5.1a) sur un élémentT P Th on trouve� ¸

F�BT

»
F
κ∇u�nT,F � x f yT , (5.3)

où on a noté nT,F la normale àF sortante deT et x f yT
def� ³

T f {|T|d. Soit

Th
def� RTh

l’ensemble des degrés de liberté, que l’on pourra interpréter, selon le besoin, comme
des valeurs ponctuelles aux centres des mailles ou bien comme des valeurs moyennes
sur les mailles, et soituh P Th la solution discrète avecuh � puTqTPTh. Afin d’obte-
nir une approximation du flux deu à traversF, on introduit les inconnues auxiliairespuFqFPFh P RFh (voir Figure 5.1), et on pose�T P Th, �F P FT , ΦT,Fpuhq def� |F|d�1λT,F

uF � uT

dT,F
,

avecλT,F donné par (4.19) et�T P Th, �F P FT , dT,F
def� distpxT , Fq. (5.4)

Dans la formule (5.4) on a noté parxT le point deT qui garantit la condition deκ-
orthogonalité. Tout mailleT P Th est supposée étoilée par rapport à son centrexT . Les
inconnues auxiliaires aux faces de bord sont éliminées en utilisant la condition (5.1b),
ainsi obtenant, pour touteF � BT X BΩ,

ΦFpuhq def� ΦT,Fpuhq � �λT,F

dT,F
uT . (5.5)

Les inconnues aux interfaces sont éliminées en imposant la continuité du flux numé-
rique,�F � BT1 X BT2, |F|d�1λT1,F

uF � uT1

dT1,F
� |F|d�1λT2,F

uF � uT2

dT2,F
� 0.

On en tire facilement�F � BT1 X BT2, uF � α1

α1 � α2
uT1 � α2

α1 � α2
uT2,
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avecαi
def� λTi ,F

dTi ,F
pouri P t1, 2u. Le flux numérique pour toute interfaceF � BT1 X BT2

est donc1

ΦFpuhq def� ΦT1,Fpuhq � �ΦT2,Fpuhq� α1α2

α1 � α2
puT2 � uT1q � λT1,FλT2,F

λT1,FdT2,F � λT2,FdT1,F
puT2 � uT1q . (5.6)

Le problème discret s’écrit donc :

Trouveruh P Th tel que, pour toutT P Th, � ¸
F�BT

ΦT,Fpuhq � x f yT . (5.7)

Remarque5.1 (Lien avec la méthode SWIP). La méthode (5.7) est équivalente à la
méthode SWIP modifiée comme décrit dans le dernier paragraphe de la §4.3.1 lorsque
Vh � P0

dpThq. Pour s’en convaincre, on définit l’opérateur bijectifIh : Th Ñ P0
dpThq

tel que
Th Q vh ÞÑ vh P Vh avecvh|T � vT pour toutT P Th. (5.8)

Le problème (5.7) admet alors la forme équivalente

Trouveruh P Vh tel quea2pt
h puh, vhq � »

Ω

f vh pour toutvh P Vh,

avec
a2pt

h puh, vhq def� �
F̧PFh

ΦFpI�1
h puhqq~vh� � aswip

h puh, vhq.
La convergence de la méthode (5.7) est obtenue comme cas particulier de l’analyse

de [4] lorsque on considère des maillagesκ-orthogonaux. Cette hypothèse est néces-
saire à prouver la consistance du flux numérique au sens de [4,eq. (2.8)]. Pour conclure,
il est utile d’observer que la méthode à deux points est inconditionnellement coercive,
et elle donne lieu à une matrice M, ce qui garantit un principedu maximum discret.

Flux numériques multi-points Dans le contexte de la simulation de réservoir, une
façon d’étendre les méthodes VF sous la forme (5.7) à des maillages non orthogonaux a
été proposée indépendamment par Aavatsmark, Barkve, Bøe etMannseth [ABBM94,
ABBM96, ABBM98a, ABBM98b] et Edwards et Rogers [ER94, ER98]. L’idée de
base consiste à remplacer le flux numérique à deux points par une versionmulti-points
pouvant dépendre des valeurs de la solution discrète dans d’autres mailles que celles
qui partagent la face. Plus précisément, soitF P Fh et soitΦFpuhq le flux à traversF
orienté selon la normale àF. Pour un ensemble de maillesSF � Th à préciser selon la
méthode (voir Figure 5.2 pour un exemple), on pose

ΦFpuhq �
ŢPSF

τFTuT , (5.9)

avecτFT P R pour toutT P SF . En définissant l’orientation des faces comme suit :�F P Fh, �T P TF , ǫT,F
def� nT �nF ,

1. Comme dans le chapitre précédent, on fixe une orientation pour chaque face interneF P F i
h qui induit

une numérotation sur les mailles partageantF telle queF � BT1 X BT2 et nF � nT1,F .
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F

Figure 5.2 – Un exemple d’ensembleSF pour la méthode multi-point de [AEMN08]

la générique méthode multi-points s’écrit

Trouveruh P Th tel que, pour toutT P Th,� ¸
F�BT

ǫT,FΦFpuhq � x f yT . (5.10)

Par la suite, on dira qu’une méthode de la forme (5.10) est exprimée enformulation
flux. Dans le cas des méthodes multi-points, les coefficientstτFTuTPSF dans (5.9) sont
en général déterminés à l’aide d’une reconstruction localed’un potentiel2 affine par
morceaux, comme on verra plus en détail dans la section suivante. Si, d’un côté, l’in-
troduction d’un flux multi-points résout le problème de la consistance sur des maillages
κ-orthogonaux3, elle ne garantit pas la stabilité de la méthode résultante.En outre, les
conditions théoriques suffisantes à garantir la stabilité demeurent souvent excessive-
ment restrictives par rapport à ce que l’on observe en pratique. Dans Klausen and Win-
ther [KW06], l’analyse de convergence de la méthode en O de [ABBM96] est basée sur
l’équivalence avec un schéma d’EF mixtes, et elle ne s’applique qu’au cas de maillages
de quadrilatères en dimension 2. Une analyse générale du schéma dit en O [ABBM96]
a été effectuée par Agélas et Masson [AM08a, AM08b], qui proposent des conditions
suffisantes pour des maillages polyédriques et des champs de diffusionκ P rL8pΩqsd,d.
Plus récemment, le lien entre la méthode en O et une procédurede condensation pour
le schéma d’EF mixtes a été étudie par Vohralík et Wohlmuth [VW10]. L’analyse du
schéma dit en L de [AEMN08] sur des maillages généraux a été effectuée par l’auteur
dans [4, §3.3] ; voir §5.2. Dans ce cas, on fournit un critère suffisant calculable pour
vérifier la coercivité du schéma pour un couple maillage-tenseur de diffusion donné.
Un point important à noter est que le choix du centre de maillepeut avoir un impact
significatif sur les propriétés des méthodes multi-points,comme on le montre, p.e.,
dans [VW10]. Pour des problèmes de diffusion pure, le choix du centre de maille de-
vrait être guidé par des considérations sur le stencil de la méthode et sur le condition-
nement du système linéaire. Lorsque des termes d’ordre plusbas sont aussi présents, il
faut aussi tenir compte des propriétés d’intégration de la quadrature associée au centre
de maille. Dans ce cas, le barycentrexT � xxyT occupe une position privilégiée.

Méthodes variationnelles Une possible solution aux problèmes de stabilité des sché-
mas multi-points est fournie par les méthodes de Différences Finies Mimétiques (DFM) [BLS05b,
BLS05a, BadVLM10] par les méthodes Volumes Finis Mixtes/Hybrides (VFMH) [DE06,
EGH09, DEGH10]. Dans les deux cas, l’idée de base consiste à ajouter des inconnues
de faces, ainsi utilisantRTh � RFh comme espace des degrés de liberté, et à conce-
voir la méthode en se basant sur la formulation variationnelle (4.15) plutôt que sur

2. Voir [1, Définition 4.31].
3. Sous hypothèse que la reconstruction sur laquelle est basé le calcul des coefficients de l’expansion

linéaire (5.9) soit bien définie.
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le bilan (5.3). En ce qui concerne les méthodes VFMH, les inconnues aux faces sont
utilisées dans le cadre d’un opérateur de reconstruction degradient qui est asymp-
totiquement consistent pour les fonctions régulières et faiblement consistent pour les
suites de fonctions discrètes bornées en une normeH1

0pΩq discrète opportune4. L’ana-
lyse se fait alors par un argument de compacité similaire à celui décrit dans §4.5 dans
le contexte des méthodes dG et inspirée par [EGH09]. La relation entre méthodes de
DFM et VFMH a été récemment explorée par Droniou, Eymard, Gallouët et Her-
bin [DEGH10], qui ont montré l’équivalence algébrique pourdes versions générali-
sées. Toutes ces méthodes sont inconditionnellement coercives, et elles s’appliquent à
des couples maillages-tenseur de diffusion assez généraux. Le désavantage principal est
lié à l’accroissement du nombre d’inconnues par rapport auxméthodes multi-points5

Une modification du schéma VFMH permettant d’éliminer les inconnues aux faces
a été récemment proposée par Eymard, Gallouët et Herbin [EGH09]. L’idée princi-
pale est d’exprimer la valeur de l’inconnue de face en fonction d’un nombre limité
d’inconnues de mailles à l’aide d’une construction locale.La méthode qui en résulte
a l’avantage de s’exprimer uniquement en fonction des inconnues de mailles, mais
elle présente un stencil élargi. En effet, à cause de la construction locale, l’interaction
s’étend entre mailles qui ne sont pas des voisins. L’élargissement du stencil induit à la
fois un remplissage plus important des matrices et un échange de données accru dans
le cas parallèle. Ce dernier point est particulièrement critique dans les applications in-
dustrielles.

5.2 Flux numériques multi-points

Bien que les méthodes multi-points soient connues depuis une quinzaine d’an-
née, leur analyse est beaucoup plus récente. On traite ici de[4], où on introduit un
cadre d’analyse abstrait pour les méthodes FV en formulation flux et on l’utilise pour
prouver la convergence d’une famille de schémas comprenantla méthode dite en L
de [AEMN08]. L’ingrédient clé pour l’analyse est un espace de fonctions dense dans
H1

0pΩq et dont les éléments satisfont une condition de raccord des flux diffusifs aux
interfaces. Les schémas multi-points ont un intérêt particulier dans la simulation nu-
mérique des bassins sédimentaires, car ils permettent de conserver la consistance sur
des maillages nonκ-orthogonaux tout en gardant un stencil compact.

5.2.1 Un cadre d’analyse abstrait

Le premier résultat [4] est une formalisation des outils d’analyse pour les schémas
VF en formulation flux donnant lieu à un cadre clair et réutilisable. Une opération
similaire a été entreprise dans [5] pour les méthodes en formulation variationnelle ;
voir §5.3. Par la suite on suppose, par simplicité, que le tenseur de diffusion κ est
constant par morceaux surTh. La généralisation au cas oùκ est régulier par morceaux
est immédiate : il suffit, en effet, de le remplacer par sa projectionL2 surP0

dpThq dans
la formulation de la méthode. Au contraire, il n’est pas toujours possible de relâcher

4. Il s’agit pour la précision d’une seminormeH1. Puisque, par simplicité, dans la suite on ne considérera
que le cas de conditions au bord de Dirichlet homogènes, les deux concepts sont équivalents moyennant une
inégalité de Poincaré.

5. Une réduction du nombre d’inconnues dans les systèmes issus de la méthode peut souvent être obtenue
par condensation aux faces.
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cette hypothèse6. Soit Th
def� RTh. Pour f P L2pΩq on considère le problème (5.10).

On rappelle que, pour toutF P Fh, ΦF est une application affine deTh dansR diteflux
numérique. Une formulation équivalente de (5.10) est la suivante :

Trouveruh P Th tel queahpuh, vhq �
ŢPTh

x f yTvT pour toutvh P Th, (5.11)

avec
ahpuh, vhq def� �

ŢPTh F̧PFT

ǫT,FΦFpuhqvT .

Les hypothèses garantissant la convergence de la méthode sont les suivantes :

(i) Existence d’un espace test continu dense dans H1
0pΩq. Un élément clé dans l’ar-

gument de densité est la possibilité d’utiliser la projection/interpolation de fonc-
tions régulières (dans un sens à préciser) comme fonctions test dans la méthode
discrète ; voir §4.5. Cet espace entre en jeu également dans la consistance asymp-
totique de la méthode. On suppose, donc, qu’il existeD dense dansH1

0pΩq et tel
que

D � C0pΩq XC2pThq,
oùC2pThq def� tv P C2pTq, �T P Thu.

(ii) Coercivité.On définit, pour toutvh P Th,

γFpvhq def� # vT1dT2,F�vT2dT1,F

dT1,F�dT2,F
si F � BT1 X BT2,

0 si F P BT X BΩ,
avecdTi ,F , i P t1, 2u, donnés par (5.4). Au niveau discret, le rôle de la norme
H1

0pΩq est joué par la norme suivante surTh :�vh P Th, }vh}2
γ,h

def�
ŢPTh F̧PFT

|F|d�1

dT,F
|γFpvhq � vT |2. (5.12)

On suppose que la méthode est stable au sens de la coercivité,c’est-à-dire, qu’il
existeCsta¡ 0 indépendant du pas de maillageh tel que�vh P Th, ahpvh, vhq ¥ Csta}vh}2

γ,h.

(iii) Consistance asymptotique faible.La dernière condition exprime le fait que le flux
numériqueΦF est une approximation du flux à traversF. Plus précisément, pour
tout ϕ P D soit ϕh P Th tel queϕh � pxϕyTqTPTh. La condition de consistance
demande que�ϕ P D, lim

hÑ0

#
ŢPTh F̧PFT

dT,F|F|d�1

�
ΦFpϕhq � |F|d�1xκ∇ϕyT �nF


2
+ � 0.

(5.13)
La condition (5.13) exprime une consistance asymptotique faible car on consi-
dère la limite d’une somme. En pratique, le flux numérique vérifie souvent un
condition plus forte ; voir [4, eq. (2.9)].

6. Autrement dit, toutes les méthodes n’ont pas les mêmes propriétés d’homogénéisation. Un exemple
de méthode pour laquelle on peut prouver la convergence pourκ P rL8pΩqsd,d est la méthode dite en O ;
voir [AM08b].
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xT
xT2

xT1

F1

F2

(a) Construction en L

ST

PT1,F1

PT,F1

PT2,F2PT,F2

(b) Sous-maillage pyramidalSh

Figure 5.3 – Notation pour la construction en L

Sous les trois hypothèses précédentes on prouve le résultatsuivant :

Théorème 5.2(Convergencepour la méthode (5.11)). SoitpThqhPH une suite de maillages
admissibles au sens de [4, Définition 2.1], et soitpuhqhPH la suite obtenue en résolvant
le problème(5.11) sur pThqhPH . On définit, pour tout hP H , uh P P0

dpThq tel que
uh|T � uT pour tout TP Th. Alors, la suitepuhqhPH converge vers l’unique solution du
problème(5.1)dans L2pΩq.

Dans [4, §2.3], on identifie, en outre, une reconstruction degradient fortement
convergente vers∇u dansrL2pΩqsd sous une ultérieure hypothèse de stabilité du flux
numérique.

5.2.2 La méthode en G

La construction en L La construction dite en L de [AEMN08] est à la base de la
méthode en G. Par simplicité, on traite ici uniquement le casbidimensionnel ; pour le
cas général voir [4, §3.1]. On définit préalablement, pour tout T P Th et touteF P FT,
la pyramide de baseF et sommetxT par

PT,F
def� tx P T | Dy P FzBF, Dθ P p0, 1q, x � θxT � p1� θqyu . (5.14)

SoientF1, F2 P F i
h deux faces d’une mailleT P Th (dite maille primaire) partageant

un nœud, et soientT1, T2 P Th les deux mailles telles queFi � BTi X BT, i P t1, 2u ;
voir Figure 5.3(a). L’idée de base est de construire, pour tout vh P Th, une fonctionξvh

affine par morceaux sur les pyramidestPT,FuFPtF1,F2u,TPTF
(voir Figure 5.3(b)), telle

que : (i)ξvhpxEq � vE pour toutE P tT,T1,T2u ; (ii) ξvh est continue à travers les faces
F1 et F2 ; (iii) le flux diffusif deξvh est continu à travers les facesF1 et F2, c’est-à-dire,
puisque le gradient deξvh est constant par morceaux,pκ∇ξvhq|T �nFi ,T � pκ∇ξvhq|Ti �nFi ,Ti � 0, �i P t1, 2u.
On prouve aisément que la fonctionξvh ne dépend que des valeursvT , vT1, et vT2. Le
gradient de cette fonction dans chaque pyramidePT,Fi est utilisé pour la construction
du flux numérique à traversFi selon la procédure décrite ci-dessous.
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F F

F F

Figure 5.4 – L-groupes contenant la faceF. La maille primaireTg telle queg � FT est
en gris.

L-groupes et flux numérique On commence par noter que, pour une faceF1 fixée,
il existe en générale plusieurs choix pour la faceF2 ainsi que pour la maille primaire
T ; voir Figure 5.4. On est donc amené à introduire l’ensembleG desL-groupes7 de
d faces appartenant à une maille donnée et partageant un nœud de cette maille. Plus
précisément, soitNh l’ensemble des sommets du maillage, et notons parFP � Fh

l’ensemble des faces partageant un nœudP P Nh du maillage. On définit

G
def� tg � FT X FP, T P Th, P P Nh | cardpgq � du.

Pour chaque L-groupeg P G on sélectionne une mailleTg P Th telle queg � BTg 8 qui
joue le rôle de la maille primaire, et, pour toutvh P Th, on noteξgvh

la reconstruction
en L associée au L-groupeg. Les groupes susceptibles de contribuer à la définition du
flux numérique à travers une face donnée sont regroupés dans les ensembles�F P Fh, GF

def� tg P G | F P gu. (5.15)

Le principe de la méthode en G consiste à exprimer le flux à travers une faceF comme
une moyenne pondérée des contributions des L-groupes deGF . Plus précisément, pour
touteF P Fh, soittωF

g ugPGF un ensemble de poids tels que, pour toutF P Fh,

ωF
g ¥ 0 �g P GF

ģPGF

ωF
g � 1. (5.16)

On pose alors

ΦFpuhq def�
ģPGF

ωF
g pκ∇ξguh

q|Tg �nF . (5.17)

Selon le choix des poids on obtient des méthodes avec des caractéristiques différentes.
Dans [4, §3.3–3.4] on propose deux stratégies différentes visant à améliorer, respecti-
vement, les propriétés de monotonicité et de coercivité. Laméthode en L de [AEMN08]
est obtenue à partir de la construction ci-dessus pour un choix particulier des poids (5.16) ;
voir [4, §3.3].

7. D’où le nom de la méthode
8. Une telle maille peut ne pas être unique car on ne demande pas la convexité des éléments deTh
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Résultats principaux Dans [4] on propose une analyse de la méthode en G sur des
maillages généraux en utilisant un argument de compacité. Un important résultat pré-
liminaire est le suivant.

Théorème 5.3(Espace testQPΩ ,ν). SoitPΩ � tΩiu1¤i¤NΩ une partition deΩ formée
d’ouverts polygonaux, et soitν P rP0

dpPΩqsd,d un champs tensoriel symétrique unifor-

mément défini positif. SoitQPΩ,ν l’espace des fonctionsϕ : ΩÑ R telles que :

(i) Régularité locale et globale.ϕ est continue et localement régulière,

ϕ P C0pΩq XC2pPΩq,
où C2pPΩq est l’ensemble des fonctions qui sont C2pΩiq pour tout iP t1, . . . , du ;

(ii) Continuité des dérivées tangentielles.Les dérivées tangentielles deϕ sont conti-
nue à l’interface entre deux sous-domainesΩi , Ω j P PΩ tels que|BΩi X BΩ j|d�1 ¡ 0 ;

(iii) Continuité du flux diffusif. Le flux de∇ϕ est continu entre deux sous-domaines
Ωi , Ω j P PΩ tels que|BΩi X BΩ j|d�1 ¡ 0,pν∇ϕq|Ωi �ni � pν∇ϕq|Ω j �n j � 0,

avecni et n j normales sortantes deΩi etΩ j respectivement.

Alors,QPΩ ,ν est dense dans H10pΩq.
En effet, lorsque on applique le cadre d’analyse abstrait de §5.2.1 à la méthode

en G, il est nécessaire d’utiliser l’espaceQTh,κ au points (i) et (iii). Pour un L-groupe
g P G, la construction en L peut être formulée comme un problème local demandant
l’inversion d’une matriceAg P Rd,d ; voir [4, Lemme 3.1]. Afin d’assurer qu’un flux
numérique puisse être construit pour chaque face, on suppose que

Pour touteF P Fh, il existe au moins ung P GF tel queAg est inversible. (5.18)

Cette condition ne suffit cependant pas à garantir la convergence de la méthode, car les
matrices locales pourrait demeurer inversibles, mais avoir un conditionnement qui se
dégrade lorsque on raffine le maillage. On ajoute donc l’hypothèse suivante.

Hypothèse 5.4(Borne uniforme sur les normes des inverses des matrices locales). On
suppose qu’il existe̺piq indépendant du pas de maillage h tel que, pour toutg P GF ,�h P H , �F P Fh,

ģPGF

ωF
g |A�1

g |ℓ2 ¤ ̺piq, (5.19)

avec poids définis par(5.16).

Théorème 5.5(Convergence de la méthode en G). SoitpThqhPH une suite de maillages
admissible selon [4, Définitions 2.1 et 3.1] et soitpuhqhPH la suite depThqhPH obtenue
en résolvant(5.11)avecΦFpuhq donné par(5.17)sur la suite de maillagespThqhPH .
On définit, pour tout hP H , uh P P0

dpThq tel que uh|T � uT pour tout TP Th. Alors, la
suitepuhqhPH converge vers l’unique solution du problème(5.1)dans L2pΩq.
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Figure 5.5 – Maillage d’un bassin sédimentaire. La figure est adaptée pour en améliorer
la lisibilité : le rapport réel entre les dimensions estx : y� 10 : 1.

Exemple numérique On montre un exemple numérique pour illustrer les propriétés
de la méthode en G dans le contexte des applications IFP Energies nouvelles en simula-
tion de bassin. Les difficultés principales sont liées à la présence de mailles dégénérées
modélisant les phénomènes d’érosion (voir Figure 5.5) et à l’hétérogénéité du tenseur
de diffusionκ. La solution exacte est donnée par

u � $&%sinpβπxq sinpγπyq si x ¤ δ,
sinpβπδq sinpγπyq � πβα1

α2
cospβπδq sinpγπyqpx� δq sinon

avec

κ � #
diagpα1, β1q si x ¤ δ,
diagpα2, β2q sinon,

où β � 1
1.7, γ � 1.9,α1 � 1, β1 � 10,α2 � 5, β2 � 1, andδ � 0.5. On considère les

indicateurs d’erreurs suivants : (i) l’erreur sur le potentiel défini par

e2
u

def�
ŢPTh

|T|d puT � upxTqq2 ;

(ii) l’erreur sur les flux défini en accord avec la formule (5.13),

e2
Φ

def�
ŢPTh F̧PFT

dT,F|F|d�1
pΦFpuhq � |F|d�1xκ∇uyT�nFq2 ;

(iii) le nombre d’itération de GMRes avec préconditionneurAMG nécessaires à ré-
soudre le problème discret,Nit ; (iv) le nombre d’entrées non nulles dans la matrice
Nnz ; (v) le minimum et le maximum de la solution discrète respectivement définis par

uT,min
def� min

TPTh

uT , uT,max
def� max

TPTh

uT .

Le nombre de degrés de liberté est notéNT
def� cardpThq. Dans la Figure 5.6 la méthode

en G est comparée avec les méthodes suivantes : (i) la méthodede [EGH09, §2.2] avec
inconnues de faces éliminées par la construction en L (qui respecte les hétérogénéités),
ici libellée Success; (ii) la méthodeen O de [ABBM96] modifiée selon [AM08a] ;
(iii) la méthode en L de [AEMN08]. La méthode en G et Success montrent des résultats
similaires en termes de potentiel, mais Success est plus précis lorsqu’on considère les
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Figure 5.6 – Résultats sur une famille de maillages de bassin pétrolifères.
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flux. Cette précision a un prix, car le stencil élargi de Success implique un remplissage
plus important de la matrice associée au problème discret ; voir discussion à la section
suivante. La méthode en G montre une précision supérieure aux méthodes (ii) et (iii),
qui ont un stencil comparable.

5.3 Méthodes de volumes finis variationnelles

Une deuxième classe de méthodes VF avec des meilleures propriétés de stabilité
sur des maillages généraux est celle des méthodes variationnelles. Ces méthodes sont
inspirées par la formulation faible (5.2), où les opérateurs de gradient continus appli-
qués à l’inconnue et à la fonction test sont remplacés par desopérateurs discrets avec
des propriétés de consistance opportunes. Dans [5] on établi un cadre d’analyse assez
général s’appliquant aux méthodes non conformes pour l’approximation de (5.1), et
on introduit une nouvelle méthode VF ayant un stencil réduitpar rapport à la méthode
SUSHI de [EGH09]. Ce travail est le pendant de [4], où on propose un cadre pour les
méthodes VF en formulation flux ; voir §5.2.

5.3.1 Cadre unifié

Formulation variationnelle abstraite SoitTh un maillage du domaineΩ apparte-
nant à une suite de maillages admissibles selon [5, Définition 1], et soientku ¥ 0 et
0 ¤ kσ ¤ ku les degrés polynômiaux utilisés, respectivement, dans l’approximation
du potentiel et du flux diffusif ; voir [7, Définition 4.31]. Dans le cas des méthodes
non conformes, il est nécessaire de définir un opérateur de gradient discret rempla-
çant l’opérateur continu dans la formulation discrète. Un exemple important de recons-
truction de gradient pour les méthodes dG (ku ¥ 1) est présenté dans §4.5. Pour les
méthodes VF (ku � 0) cette reconstruction de gradient est, en général, constante par
morceaux (kσ � 0) sur un sous-maillage deTh, que l’on noteSh. Pour fixer les idées,
on considère ici deux cas :

Sh � Th ou Sh � tPT,FuTPTh, FPFT ,

avecPT,F donné par (5.14)9 ; voir la Figure 5.3. Les espaces discrets sont alors définis
par

Vh
def� Pku

d pThq, Σh
def� rPkσ

d pShqsd.
La forme générale des méthodes variationnelles considérées est la suivante :

Trouveruh P Vh t.q.ahpuh, vhq � »
Ω

f vh.

La forme bilinéaireah est exprimée en fonction de deux opérateurs de gradient dis-
crets10 Gh : LpVh,Σhq et rGh : LpVh,Σhq, et d’une forme bilinéaire symétrique sémi-
définie positivejh P LpVh � Vh,Rq contenant des éventuels termes de stabilisation,

ahpuh, vhq def� »
Ω

κGhpuhq� rGhpvhq � jhpuh, vhq. (5.20)

9. Comme dans la section précédente, on suppose que, pour chaque mailleT P Th, il existe un pointxT

par rapport auquel la maille est étoilée.
10. On introduit deux opérateurs de gradient discrets pour inclure dans l’analyse les méthodes non-

symétriques. Des méthodes dG non symétriques ont été considérées, par exemple, dans [OBB98, LN04,
RWG99, RWG01] ; voir [1, §5.3.1] pour une discussion. Dans lecontexte des méthodes VF variationnelles,
l’intérêt des formulations non symétriques est essentiellement lié à la réduction du stencil (et, donc, du rem-
plissage de la matrice).
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Par simplicité on appelle le premier terme au second membre de (5.20)terme de consis-
tanceet le deuxièmeterme de pénalisation. L’espaceVh est équipé avec la norme~�~h, par rapport à laquelle on exprime la coercivité deah. Afin d’utiliser les ré-
sultats de [EGH09, Lemme 5.6] dans le contexte des méthodes VF et de [7, Théo-
rème 6.2] dans le contexte des méthodes de Galerkine discontinues, on introduit une
normeH1

0pΩq discrète surVh. Posons, avec un petit abus de notation,�vh P P0
dpThq, }vh}γ,h def� }I�1

h pvhq}γ,h
avec}�}γ,h surTh définie par (5.12) etIh donné par (5.8). Le rôle de la normeH1

0pΩq
est alors joué par11 }vh}1,2,h

def� #}vh}γ,h si vh P P0
dpThq,}vh}dG si vh P Pk
dpThq, k ¥ 1.

La norme}�}1,2,h vérifie une inégalité de Poincaré discrète de la forme12�vh P Vh, }vh}L2pΩq ¤ σ2}vh}1,2,h,

avecσ2 indépendant du pas de maillageh. Dans le cadre d’une preuve de convergence
par compacité, l’inégalité de Poincaré ci-dessus est utilisée avec la coercivité deah

pour prouver une estimationa priori uniforme sur la solution discrète ; voir §4.5, point
(i). A partir de cette estimation uniforme, des propriétés de convergence sont déduites.
A ce propos, il est importante que la norme de coercivité~�~h contrôle uniformément
la norme}�}1,2,h (les deux normes coïncident dans la plus part des cas).

Convergence Soit pThqhPH une suite de maillages admissible au sens de [5, Défini-
tion 1]. Les hypothèses sous lesquelles on prouve la convergence de la méthode abs-
traite (5.20) sont les suivantes :

(i) Stabilité de ah. Comme on a déjà anticipé, on suppose que la forme bilinéaireah

est uniformément coercive par rapport à la norme~�~h. Bien que la coercivité ne
soit pas la seule forme de stabilité possible, le cas plus général correspondant à
une condition inf-sup13, elle parait la plus naturelle dans le cadre d’un problème
de diffusion pure. La stabilité deah joue un rôle crucial dans l’obtention d’une
estimationa priori uniforme pour la suite des solutions discrètes et dans la preuve
de la convergence forte de la suitepGhpuhqqhPH vers une limite opportune ; voir
point (iv). La propriété de coercivité est plus simple à obtenir dans le cadre des
méthodes VF variationnelles car la formulation se prête naturellement à fournir
des méthodes symétriques.

(ii) Stabilité de Gh et rGh. Une deuxième hypothèse qui correspond à la continuité
du terme de consistance dans (5.20) consiste à supposer que,pour toutvh P Vh,
Ghpvhq et rGhpvhq soient bornés par~vh~h. Cette hypothèse est assez naturelle
dans la mesure ou~�~h est l’équivalent discret de la normeH1

0pΩq.
11. Afin de simplifier l’exposition, on a considérée une normelégèrement différente de [EGH09, eq. (43)]

dans le cask � 0. Il est cependant simple de vérifier que les deux normes sontuniformément équivalentes, et
que le résultat de compacité énoncé dans [EGH09, Lemme 5.6] reste vrai pour des suites bornées en norme}�}γ,h. En outre, il n’est pas nécessaire de distinguer les cask � 0 etk ¥ 1 à condition de modifier la norme}�}dG dans l’esprit du dernier paragraphe de la §4.3.1.

12. Il s’agit d’un cas particulier des injections de Sobolevprouvées dans [EGH09, §5.1] pour le cask � 0,
et dans [7, Théorème 6.1] et [1, Théorème 5.4] pour le cask ¥ 1.

13. Voir [1, §1.3] pour plus de détails dans le cadre d’une analyse de convergence dans l’esprit du Lemme
de Céa.
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(iii) Consistance asymptotique de la stabilisation jh. Le termejh regroupe les termes
qui sont censés s’annuler à la limite, et son propos n’est qued’assurer la stabilité
discrète deah. Soitϕ une fonction suffisamment régulière14, et notons parϕh sa
projection surVh pour touth P H . On suppose quejhpϕh, ϕhq tend vers 0 lorsque
h Ñ 0. Il faudra, en outre, supposer quejh est uniformément continu dansVh�Vh

par rapport à la norme~�~h.

(iv) Consistance asymptotique faible derGh et forte de Gh. Pour que la forme bilinéaire
discrèteah constitue une bonne approximation de la forme bilinéaire continuea,
il est nécessaire querGh et Gh approchent l’opérateur de gradient continu dans
un sens à préciser. Si on suppose querGh est faiblement convergent enrL2pRdqsd
pour toute suite bornée en norme~�~h, on peut prouver un résultat de régularité
de la limite analogue à celui de [EGH09, Lemme 5.7] et [7, Théorème 6.3] ; voir
aussi Lemme 4.17. D’autre part, comme la suite des solutionsdiscrètes satisfait
une estimationa priori uniforme, on peut conclure qu’elle tend vers une limite
u P H1

0pΩq. Cette hypothèse implique aussi que, si on utilise comme fonction
test la projection surVh d’une fonctionϕ suffisamment régulière, l’opérateurrGh

appliqué à cette dernière converge faiblement vers∇ϕ dansrL2pΩqsd. Afin de
prouver la convergence deah versa, il ne reste donc qu’à prouver la convergence
forte de la suitepGhpuhqqhPH vers∇u. Une condition suffisante est alors que,
pour toute fonctionϕ suffisamment régulière, la suitepGhpϕhqqhPH 15 converge
fortement vers∇ϕ dansrL2pΩqsd, comme on le prouve dans [5, Lemme 2.3].

Sous les hypothèses précédentes on prouve les résultats suivants.

Lemme 5.6(Convergence faible depGhpuhqqhPH ). SoitpuhqhPH la suite des solutions
discrète obtenues en résolvant le problème(5.20)sur la suite admissible de maillagespThqhPH . Alors, il existeu P H1

0pΩq tel que, lorsque hÑ 0, (i) à une sous-suite près
uh Ñ u dans L2pΩq et (ii) Ghpuhq á ∇u faiblement dansrL2pΩqsd.

Théorème 5.7(Convergence de (5.20)). Soit puhqhPH la suite de solutions discrètes
obtenues en résolvant le problème(5.20)sur la suite admissible de maillagespThqhPH .
Lorsque hÑ 0,

uh Ñ u fortement dans L2pΩq,
Ghpuhq Ñ ∇u fortement dansrL2pΩqsd,

avec u unique solution de(4.2)

Les rôles deGh et rGh peuvent être échangés tout en obtenant une méthode duale qui
est aussi convergente ; voir [5, §2.6]. Le désavantage, dansce cas, est que le gradient
discret appliqué àuh n’est plus fortement convergent.

5.3.2 Exemples

Dans [5] on considère trois classes de méthodes qui rentrentdans le cadre ci-
dessus :

(i) Méthodes dG avec pondération dépendant du tenseur de diffusion.Un premier
résultat consiste à appliquer le cadre d’analyse à la famille de méthodes dG in-
troduite dans [9] ; voir aussi §4.3. L’analyse de convergence vers des solutions à

14. Pour fixer les idées, on peut supposer queϕ P C8
c pΩq, quoiqu’il soit parfois utile de considérer

d’autres espaces test denses dansH1
0pΩq. Voir §5.2 pour un exemple.

15. On a notéϕh l’interpolé deϕ surVh
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régularité minimale est particulièrement intéressante dans ce cas, car, même pour
un domaine régulier, la régularité globale de la solution exacte peut être dégradée
par le manque de régularité du coefficient de diffusion.

(ii) Méthodes VF hybrides.Une deuxième famille de méthodes VF auxquels l’ana-
lyse s’applique est celle des VF hybrides introduits dans [DE06]. Le principe de
ces méthodes est d’ajouter des inconnues tenant lieu de multiplicateurs de La-
grange pour la contrainte de continuité des flux.

(iii) Une nouvelle méthode VF non-symétrique.Le troisième exemple proposé dans [5]
est une variation non-symétrique de la méthode SUSHI de [EGH09]. Dans la mé-
thode SUSHI on a queGh � rGh, et le schéma résultant est symétrique. Si, d’une
part, le fait de préserver la symétrie au niveau discret offre des avantages dans la
résolution du système linéaire correspondant à (5.20), d’autre part elle comporte
un élargissement du stencil. L’idée principale consiste ici à renoncer à la symétrie
en utilisant un gradientrGh , Gh pour la fonction test de manière à réduire le
stencil. Une deuxième amélioration par rapport à [EGH09] consiste à remplacer
l’interpolateur barycentrique (qui ne respecte pas les hétérogénéités) par un inter-
polateur basé sur la construction en L de §5.2.2 ; voir [AEMN08, 4] pour plus de
détails.

5.4 Méthodes de Galerkine centrées aux mailles

La dernière classe de schémas de bas ordre examinée dans ce chapitre est celle
des méthodes dites de Galerkine centrées aux mailles (ccG) introduites par l’auteur
dans [3, 6, 15]. Ces méthodes utilisent des idées propres desVF pour obtenir des es-
paces polynômiaux incomplets qui remplacent les espaces (4.4) dans le cadre d’une
discrétisation dG.

On a montré dans §4.2.2 qu’il n’est pas possible de garantir la consistance de
la méthode SIP sur des maillages généraux en prenantVh � P0

dpThq dans (4.12)16.
Dans [6, 15] on montre qu’il est possible d’obtenir des méthodes de type S(W)IP avec
une seule inconnue par maille sur des maillages généraux à condition d’utiliser un
sous-espace deP1

dpThq obtenu par une reconstruction opportune. La différence prin-
cipale par rapport aux méthodes VF variationnelles est liéeà la possibilité d’étendre
la forme bilinéaire à un espace contenant la solution exacte, ce qui permet d’obtenir
une estimation d’erreur dans l’esprit du Lemme de Céa. En même temps, il est tou-
jours possible de prouver la convergence vers des solutionsà régularité minimale car
les résultats d’analyse fonctionnelle discrète de §4.4 s’appliquenta fortiori. L’intérêt
majeur de cette approche est qu’elle s’étend virtuellementà tout problème pour lequel
une méthode dG a été proposée, et elle fournit donc un cadre adapté aux plates-formes
généralistes à laFreeFEM++ ouLife/Feel.

L’inconvénient principal de la méthode de [6, 15] réside dans le stencil élargi, com-
parable à celui de [EGH09, §2.2]. L’élargissement du stencil par rapport aux méthodes
dG basées sur des espaces discrets conventionnels est lié ausupport des fonctions de
base, qui s’étend sur plusieurs éléments à cause de la reconstruction. Une différente
construction permettant de réduire le stencil est proposéedans [3]. Dans ce cas, les

16. Voir, en particulier, la Remarque 4.2 et le dernier paragraphe de la §4.3.1. Il existe cependant des
méthodes dG mixtes qui demeurent consistantes lorsque le potentiel et le flux diffusif sont approchés par des
fonctions constantes par morceaux [1, §7.3.5] ; voir aussi [EG06b, §5.3]. Du fait d’être des méthodes mixtes,
mêmes dans le cask � 0 elles ont plus d’inconnues qu’une méthode VF centrée aux mailles, car il n’y a pas
de manière efficace d’éliminer les inconnues de flux.
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fonctions de base sont affines par morceaux sur le sous-maillage pyramidal de Fi-
gure 5.3(b).

5.4.1 La méthode ccG pour un problème de diffusion hétérogène

L’espace ccG Soit Th
def� RTh l’espace algébrique des degrés de liberté. L’idée de

base des méthodes ccG consiste à construire un opérateurR
ccg
h : Th Ñ P

1
dpThq et à

utiliser l’espace polynômial incomplet

Vccg
h

def� Rccg
h pThq � P1

dpThq (5.21)

dans le cadre d’une méthode dG. L’injectivité de l’opérateur Rccg
h garantit qu’il existe

un bijection entreTh etVccg
h , de façon telle qu’on puisse associer à chaquevh P Th une

unique fonctionRhpvhq deVccg
h et vice versa. La difficulté principale est d’assurer que

l’espaceVccg
h ait des propriétés d’approximation suffisantes à garantir la convergence

de la méthode. Dans cette section on considère le problème dediffusion hétérogène
(5.1) et on examine la méthode proposée dans [6, 15], qui repose sur la construction
en L de §5.2.2. Plus précisément, sous l’hypothèse (5.18), pour toute faceF P F i

h soit
gF P GF un L-groupe donnant lieu à une matriceAgF inversible et posons, pour tout
g P GF , ωF

g � 1 si g � gF etωF
g � 0 sinon17. Soit, pour toutvh P Th et touteF P F i

h,
ξ
gF
vh

la fonction obtenue par la construction en L sur l’unique groupegF . Par brévité de
notation, on définit aussi pour touteF P F b

h avecF � BT X BΩ la fonctionξgFvh
telle

queξgFvh
|F � 0 et ξgFvh

pxTq � vT . On introduit l’opérateur de reconstruction de trace

Th : Th ÞÑ Fh
def� RFh qui réalise l’applicationTh Q vh ÞÑ pϑFpvhqqFPFh P Fh avec

ϑFpvhq def� xξgFvh
yF � ξgFvh

pxFq,
et xF

def� ³
F x{|F|d�1. Selon le besoin, on pourra interpréterϑF soit comme une valeur

ponctuelle enxF soit comme une valeur moyenne surF, les deux concepts étant équi-
valents pour les fonctions affines. La reconstruction du gradient dans chaque maille est

alors fournie par l’opérateurGh : Th Ñ Σh
def� rP0

dpThqsd inspiré [DE06] qui associe à
toutvh P Th la fonctionGhpvhq P Σh telle que�T P Th, Ghpvhq|T � 1|T|d F̧PFT

|F|d�1 pϑFpvhq � vTq nT,F . (5.22)

La formule (5.22) se justifie sur la base du théorème de Green.L’opérateurRccg
h défi-

nissantVccg
h est alors celui qui associe à toutvh P Th la fonctionRccg

h pvhq P Vccg
h telle

que �T P Th, �x P T, R
ccg
h pvhq|Tpxq � vT �Ghpvhq�px� xTq.

L’injectivité deRh suit de l’hypothèse d’inversibilité des matricestAgF uFPF i
h
. De plus,

l’espaceVccg
h défini par (5.21) a la propriété d’approximation suivante ; voir [15, §2.3].

Lemme 5.8(Approximation de fonctions deQTh,κ dansVccg
h , cas hétérogène). Pour

toutϕ P QTh,κ, il existe Cϕ dépendant de}ϕ}C2pThq, de̺piq et des paramètres de régula-
rité du maillage mais indépendant de h telle que}ϕ� Rccg

h pϕhq}swip,: ¤ Cϕh, (5.23)

oùϕh � pϕpxTqqTPTh P Th.

17. On définit les poidsωF
g car l’Hypothèse 5.4 est utilisée dans la suite. Dans le cadredes méthodes ccG,

un seul groupe est choisi pour chaque face afin de réduire le support des fonctions de base et, par conséquent,
le stencil de la méthode.
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La méthode SWIP-ccG On considère la discrétisation suivante de (5.1) :

Trouveruh P Vccg
h t.q.aswip

h puh, vhq � »
Ω

f vh pour toutvh P Vccg
h . (5.24)

L’estimation d’erreur du Théorème (4.8) reste vraie lorsqu’on remplace l’espace po-
lynômial completVh par Vccg

h . En effet, commeVccg
h � P1

dpThq � Vh, aswip
h esta for-

tiori consistante, coercive surVccg
h � Vccg

h et continue surV:h � Vccg
h avecV:h

def�
H1

0pΩq X H2pThq.
Théorème 5.9(Estimation d’erreur pour la méthode (5.24)). Soit u P V la solution
de(5.1)et supposons, de plus, que uP V:. Alors,}u� uh}swip ¤ �

1� Cbnd

Csta



inf

whPVh

}u� wh}swip,:.
Les constantes Csta et Cbnd sont telles que (i) pour tout vh P Vh, aswip

h pvh, vhq ¥
Csta}vh}2

swip et (ii) pour tout w, vh P V:h � Vh, aswip
h pw, vhq ¤ Cbnd}w}swip,:}vh}swip.

Corollaire 5.10 (Taux de convergence, cas hétérogène). Si, de plus, uP QTh,κ,}u� uh}swip ¤ �
1� Cbnd

Csta



Cuh,

Cu étant la constante de l’inégalité(5.23).

Le résultat suivant, prouvé dans [15, §2.4], établit la convergence de la méthode
vers des solutions à régularité minimale. La preuve repose sur les propriétés de consis-
tance d’un gradient inspiré par (4.33) mais tenant compte des moyennes pondérées aux
interfaces. L’espaceQTh,κ est utilisé comme espace test.

Théorème 5.11(Convergence de la méthode (5.24) vers des solutions à régularité
minimale). Soit puhqhPH la suite de solutions discrète obtenues en résolvant le pro-
blème(5.24)sur la suite admissible de maillagespThqhPH . Lorsque hÑ 0,

uh Ñ u fortement dans L2pΩq,
∇huh Ñ ∇u fortement dansrL2pΩqsd,|uh|J Ñ 0,

avec u unique solution de(5.1).

Le cas homogène Dans le cas homogène il est possible d’affiner l’estimation du taux
de convergence en normeL2. SoitTh un maillage appartenant à une suite admissible
au sens de [1, Définition 1.44], et définissons le sous-maillage pyramidalSh comme
suit (voir Figure 5.7) :

Sh
def� tPT,FuTPTh,FPFT

.

On définit l’ensembleTg des mailles associé à un L-groupg comme suit :�g P G, Tg
def� tT P Th | DF P g, T P TFu .

Les centres des mailles deTg définissent un simplexe qu’on noteraSg ; voir Figure 5.7.
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Sg

xT
xT2

xT1

Figure 5.7 – Sous-maillage pyramidalSh, PF (en gris) et simplexeSg

Comme dans la section précédente, on choisit pour chaqueF P F i
h un L-groupegF tel

que la matriceAgF est inversible. Sous l’hypothèse (5.25), l’inversibilitéde la matrice
Ag équivaut à la non dégénérescence du simplexeSgF défini par les centres des mailles
deTgF . Soit, maintenant,PF la patch gris dans la Figure 5.7. Plus précisément, pour
les interfacesF P F i

h, on pose

PF
def� ¤

FPg, TPTF

PT,F ,

tandis que pour les faces de bordF P F b
h avecF � BT X BΩ, on posePF

def� PT,F .

Hypothèse 5.12(Propriété d’approximation pour les constructions en L). On suppose
que les constructions en L sont telles que, pour tout0 ¤ l ¤ 1 avec l¡ d{2�1, il existe
C indépendant du pas de maillage h tel que, pour tout0 ¤ m¤ l � 1 et tout FP Fh�v P H l�1pPFq, |v� ξgFvh

|HmpPFq ¤ Chl�1�m
PF

|v|H l�1pPFq,
avecvh � pvpxTqqTPTh. De plus, il existe̺ piiq indépendant du pas de maillage h tel que,
pour tout FP Fh et tout TP TF , hPF ¤ ̺piiqhT .

Une condition suffisante pour que l’Hypothèse 5.12 soit vérifiée est que lestPgFuhPH ,FPFh

forment une famillefinitely shaped; voir [1, Lemme 1.47]. Ceci est vrai, par exemple,
dans le cas de maillages simpliciaux uniformément raffinés où dans le cas de maillages
Cartesien avec raffinement sémiconforme et différence de niveau maximale entre deux
mailles voisines fixée. En effet, dans les deux exemples fournis on a une borne uniforme
pour la constante du Lemme de Deny-Lions utilisé dans la preuve [EG04, Example 1.106],
qui s’applique donc à notre cas ; pour plus de détails voir la discussion de [15, §2.3].
On a le résultat suivant.

Lemme 5.13(Approximation de fonctions deH2pΩq dansVccg
h , cas homogène). Sous

l’Hypothèse 5.12 et pour d  6, il existe C indépendant du pas de maillage h tel que�v P H2pΩq, }v� Rccg
h pvhq}dG ¤ Ch}v}H2pΩq,

avecvh
def� pvpxTqqTPTh P Th.

Lemme 5.14(Taux de convergence de la méthode (5.24), cas homogène). Soit u P
H2pΩq solution exacte de(5.1) avecκ � νId et ν ¡ 0, et soit uh P Vccg

h solution du
problème discret(5.23). Alors, il existe C indépendant du pas de maillage h tel que}u� uh}dG ¤ Ch}u}H2pΩq.
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De plus, sous hypothèses de régularité elliptique,}u� uh}L2pΩq ¤ Ch2.

5.4.2 Application au problème de Navier–Stokes incompressible

On examine dans cette section l’application de la méthode ccG aux équations de
NSI. Dans ce cas, les termes de diffusion sont homogènes,

κ � νId, (5.25)

avecν réel positif. Sous l’hypothèse (5.25), pour toutvh P Th et touteF P F i
h, la

fonction ξgFvh
obtenue par la reconstruction en L est de classeC1 sur l’ensemble des

pyramidestPT,FuFPg, TPTF , et elle coïncide avec l’interpolée de Lagrange sur le sim-
plexe formé par les centres des mailles intervenant dans le L-groupe. Cette remarque
permet d’obtenir des estimation d’interpolation en utilisant un argument classique basé
sur le Lemme de Deny-Lions18. A l’aide de ces estimations on étudie l’application de
la méthode ccG au problème de Navier-Stokes incompressible.

Le problème de Navier–Stokes incompressible On considère les équations de NSI
stationnaires (4.35), ici rappelées par commodité :�ν△ui � B jpuiu jq � Bi p � fi dansΩ, i P t1, . . . , du, (5.26a)Biui � 0 dansΩ, (5.26b)

u � 0 surBΩ, (5.26c)xpyΩ � 0, (5.26d)

oùd P t2, 3u, ν ¡ 0 dénote la viscosité dynamique etf P rL2pΩqsd la force de volume.
Une discrétisation avec une seule inconnue par maille peut être obtenue en choisissant
les espaces discrets suivants :

Uccg
h

def� rVccg
h sd, Ph

def� P0
dpThq{R, Xccg

h
def� Uh � Ph.

Soientah, bh et sp,h les formes bilinéaires définies, respectivement, par (4.42), (4.43),
(4.44b), et soitth la forme trilinéaire non dissipative définie par (4.46). On considère le
problème discret : Trouverpuh, phq P Xccg

h tel que

ahpuh, vhq � tpuh, uh, vhq � bhpvh, phq � »
Ω

f �vh �vh P Uccg
h , (5.27a)�bhpuh, qhq � sp,hpph, qhq � 0 �qh P Ph, (5.27b)

Par brévité de notation on pose

chppuh, phq, pvh, qhqq def� ahpuh, vhq � bhpvh, phq � bhpuh, qhq � sp,hpph, qhq.
La méthode (5.27) utilise une seule inconnue par maille pourchaque composante de la
vitesse dans l’esprit des méthodes ccG, et la pression est approchée dans l’espace des
fonctions constantes par morceaux. Avec ces choix, l’opérateurB : LpUccg

h ,Phq tel quexBvh, qhy � bhpvh, qhq pour toutpvh, qhq P Xccg
h n’est pas surjectif, et il est nécessaire

de stabiliser le couplage vitesse-pression par la forme bilinéairesp,h. Le résultat suivant
est l’exacte pendant du Lemme 4.19.

18. Voir, par exemple, Ern et Guermond [EG04, Lemme B.67].
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Table 5.1 – Convergence de la méthode (5.27) pour le problème de Kovasznay [Kov48].

cardpThq }u� uh}rL2pΩqsd ordre }p� ph}L2pΩq ordre ~pu� uh, p� phq~sto ordre

224 1.5288e-01 – 2.5693e-01 – 4.5730e-01 –
896 4.1691e-02 1.87 1.0847e-01 1.24 2.1185e-01 1.11
3584 1.1115e-02 1.91 4.0251e-02 1.43 2.1185e-01 1.11
14336 2.9261e-03 1.93 1.7487e-02 1.20 1.0319e-01 1.04
57344 7.6622e-04 1.93 8.7005e-03 1.01 2.6540e-02 0.96

Lemme 5.15(StabilitéH1 de la reconstruction en L). Sous l’Hypothèse 5.4, il existe
C indépendant du pas de maillage h tel que, pour tout vP H1

0pΩq,}Rccg
h pvhq}dG ¤ C}v}H1pΩq,

avecvh
def� pxvyTqTPTh P Th.

Lemme 5.16(Stabilité de la méthode (5.27)). On admet l’Hypothèse(5.12). Soit, pour
tout F P F i

h, cF � h�1
F . Alors, pourη suffisamment grand,

(i) il existeα ¡ 0 indépendant du pas de maillage h tel que�pvh, qhq P Xh, chppvh, qhq, pvh, qhqq ¥ α}vh}2
dG� |qh|2p;

(ii) il existeβ ¡ 0 indépendant du pas de maillage h tel que�qh P Ph, β}qh}L2pΩq ¤ sup
whPUhzt0u bhpwh, qhq}wh}dG

� |qh|p.
La preuve du Lemme 5.16 suit de près celle de [1, Lemme 6.9] et elle utilise le

Lemme 5.15. L’existence d’une solution discrète aussi bienque la convergence de la
méthode (5.27) peuvent alors être prouvées comme dans [7] enutilisant le fait que,
pour toutϕ P C8

c pΩq,
lim
hÑ0

}Rccg
h pϕhq � ϕ}dG Ñ 0,

avecϕ � pϕpxTqqTPTh ; voir [1, Lemme 5.22]. Les résultats de convergence pour la mé-
thode (5.27) appliquée au problème de Kovasznay [Kov48] sont présentés en Table 5.1.
La Figure 5.8 montre une comparaison entre les méthodes (5.27) et (4.47) appliquées
au problème de la cavité entrainée ; voir §4.6.3.

5.4.3 Une variation à stencil compact

Dans [3] on considère un espace alternatif encore une fois basé sur la construction
en L. Pour toutF P Fh, soitgF un L-groupe donnant lieu à une matriceAgF inversible.
On définit l’opérateurRc3g

h : Th Ñ P
1
dpShq qui associe à toutvh P Th la fonction

R
c3g
h pvhq P P1

dpShq telle que�T P Th, �F P FT , R
c3g
h pvhq|PT,F � ξgFvh

.

L’espace discret est alors

Vc3g
h

def� Rc3g
h pThq.
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Figure 5.8 – Composantes de la vitesse aux médiatrices du domaine. Comparaison avec
la méthode (4.47) (k � 1) et avec [ECG05]..

L’avantage de cet espace est que les fonctions de base ont un support plus compact,
ce qui réduit le stencil de la méthode ; voir Figure 5.4.3. En outre, les fonctions de
Vc3g

h sont continues aux interfaces deTh, mais discontinues à travers lessous-faces,
c’est-à-dire les faces latérales des pyramides deSh contenues à l’intérieur des élé-
ments deTh. Dans le cadre de l’imposition faible des conditions de continuité dans
l’esprit de [Arn82], il faut donc pénaliser les sauts à travers les sous-faces. Dans [3]
on propose une méthode avec stabilisation de sous-face pourle problème de diffusion
hétérogène (5.1), on montre ses propriétés de convergence,et on propose une compa-
raison avec la méthode ccG originale (5.23).

5.5 Programmation générative

Un des avantages des méthodes ccG est de fournir un cadre variationnel proche de
celui des méthodes dG s’appliquant potentiellement à tout problème pour lequel une
discrétisation dG a été envisagée. Dans la thèse de Jean-Marc Gratien (voir §A) on
développe un DSEL19 inspiré par [Pru06, 8] et permettant d’obtenir rapidement des
prototypes en utilisant le langage mathématique. La différence principale par rapport
aux méthodes d’EF est dans la définition de l’espace discret et des degrés de liberté. Le
concept clé dans la mise en œuvre est celui decombinaison linéaire(LinearCombination).
Une combinaison linéaire réalise informatiquement une application linéaire deTh dans
l’espace des tenseurs à valeurs réels de rangr P t0, 1, 2u. Dans le cadre des méthodes

19. Domain Specific Embedded Language
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T

(a) Méthode c3g de [3]

T

(b) Méthode ccg de [6]

Figure 5.9 – Comparaison entre le support minimal (gris foncé) et maximal (gris clair)
d’une fonction de baseϕT .

ccG, les termes bilinéaires peuvent être souvent calculés en utilisant un seul nœud de
quadrature (coïncidant avec le barycentre de maille ou de face) sans compromettre les
propriétés d’approximation du schéma20. Prenons, par exemple, le terme

ŢPTh

»
T
∇uh�∇vh, (5.28)

avecuh, vh P Vccg
h . La restriction du gradient des fonctions discrètes à chaque élément

est une combinaison linéaire des inconnues de maille à valeurs vectoriels,

∇uh �
Ţ1PS τT1uT1 , ∇vh �

Ţ2PS τT2vT2 , (5.29)

oùS dénote un sous-ensemble opportun deTh. Dans l’assemblage, le terme linéaire (5.28)
est associé à la matrice locale

AT � raT
T1T2s � �|T|dτT1 �τT2 ,�

c’est-à-dire, au produit interne des combinaisons linéaires exprimant∇uh et ∇vh. A
cause de la dépendance des constructions locales des données du problème21, les de-
grés de liberté intervenant dans les combinaisons linéaires (5.29) sont embarqués dans
leur équivalent informatique. Il n’existe donc pas de tableau des degrés de liberté au
sens des EF, mais chaque terme connaît sa dépendance des inconnues deTh. Les com-
binaisons linéaires correspondantes aux fonctions de baseévaluées aux centres des
mailles et des faces sont précalculées et stockées dans l’équivalent informatique de
Vccg

h , l’ espace discret(DiscreteSpace). Cette conception informatique est présentée
dans le travail [18] en cours de rédaction.

20. Par exemple, tous les termes de la forme bilinéaireaswip
h sont calculés de manière exacte en utilisant le

barycentre de l’entité sur laquelle on intègre sauf le termede pénalité. Pour ce dernier, l’approximation est
toutefois suffisante à garantir la convergence de la méthode.

21. Par exemple, la construction en L dépend du tenseurκ ainsi que des conditions aux limites.



76 Chapitre 5. Méthodes volumes finis



Annexe A

Résumés des thèses en cours

Cet annexe contient les propositions originaires pour les thèses dont je suis actuel-
lement co-responsable.

Carole Widmer

Le but de cette thèse est l’étude de l’approximation numérique de phénomènes
multiphasiques, en particulier l’extraction thermique d’huile ou l’injection de CO2, qui
présentent des fronts raides huile/eau, huile/huile ou CO2/eau. La simulation des pro-
cédés thermiques pour l’amélioration de la récupération d’huile (SADG, combustion
in situ, par injection d’air) exige une localisation précise des interfaces entre l’huile
rendue mobile par les fluides injectés et l’apport de chaleuret celle qui n’est pas en-
core entrée en contact avec ces derniers. Les estimations deproduction et la régulation
(monitoring) du site sont fortement influencées par la qualité de l’approximation nu-
mérique au voisinage de l’interface. Dans le cas du stockagede CO2 dans un réservoir
souterrain, les réactions chimiques sont très actives au voisinage du front entre le CO2
injecté et l’eau. Une bonne approximation de ce front est donc indispensable pour l’es-
timation de l’injectivité des puits et de l’intégrité du site. En outre, dans ce cas, il
est important de pouvoir certifier la solution numérique pour la gestion des risques.
Dans ces deux applications, les fronts se déplacent au fil du temps et leur épaisseur
est de plusieurs ordres de grandeur plus faible que le pas de la discrétisation (quelques
mètres contre des centaines de mètres). Le coût de calcul ne permettant pas de raffiner
uniformément le maillage, il est indispensable d’effectuer les simulations numériques
avec des stratégies d’adaptation locale dynamique du maillage. L’adaptation guidée
par des estimateurs a posteriori permet, à précision fixée, de réduire jusqu’à 5-10 fois
le nombre de mailles nécessaires sur des problèmes modélisant les difficultés réels.
Cette thématique est considérée de pointe dans la communauté scientifique étudiant le
problème du stockage du CO2. La thèse poursuivra le cadre d’adaptation dynamique
de maillage proposé dans [MECH10] en utilisant les techniques d’estimationa poste-
riori les plus avancées appliquées aux schémas volumes finis multi-points. Le travail
consistera à étendre à des écoulements multiphasiques et non linéaires les méthodes
développées pour la discrétisation d’opérateurs de diffusion hétérogènes et anisotropes
sur des maillages généraux. De façon à traiter séparément etplus efficacement les dif-
ficultés du système, on évaluera la possibilité de le découpler partiellement dans le
schéma d’intégration en temps. Le but final est d’obtenir, sur des problèmes réels, des
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gains comparables à ceux observés sur les problèmes modèlesen terme de réduction
du nombre de mailles nécessaires pour atteindre une précision fixée. Les axes de re-
cherche principaux seront (i) la conception d’estimateursa posterioriadaptés aux pro-
blèmes physiques ; (ii) la définition d’une stratégie pour anticiper le déplacement du
front et, donc, de la zone à raffiner ; (iii) l’étude de schémas découplés en temps se-
lon les phases ; (iv) l’évaluation du raffinement anisotrope pour réduire le nombre de
mailles ; (v) la conception d’estimateurs d’erreur globauxpour qualifier la solution nu-
mérique. Les applications visées étant tridimensionnelles, les stratégies développées
dans la thèse seront mises en œuvre sous la plate-forme parallèle Arcane. Ceci deman-
dera aussi une étude de stratégies d’équilibrage dynamiquede charge qui s’avéreront
nécessaires pour optimiser les performances sur architectures parallèles.

Jean-Marc Gratien

La spécificité des logiciels scientifiques développés par IFP Energies nouvelles
tient avant tout à l’originalité des modèles représentant les situations physiques ex-
primés sous forme de systèmes d’EDPs assortis de lois de fermeture complexes. Le
développement de ces logiciels, conçus pour être exécutés sur les super calculateurs
parallèles modernes, nécessite de combiner des méthodes volumes finis robustes et ef-
ficaces avec des technologies informatiques qui permettentde tirer au mieux parti de
ces calculateurs (parallélisme, gestion de la mémoire, réseaux d’interconnexion, etc).
Ces technologies de plus en plus sophistiquées ne peuvent plus être maîtrisées dans leur
ensemble par les chercheurs métiers chargés d’implémenterdes nouveaux modèles. A
ce propos, IFP Energies nouvelles a signé un accord de coopération avec le CEA pour
développer et utiliser la plateforme Arcane. Ce choix n’estcependant qu’une reponse
partielle au problème posé par le développement, la maintenance ou encore la pérenni-
sation des codes de calcul à IFP Energies nouvelles.

Le but de cette thèse est de compléter l’apport de la plateforme Arcane en proposant
des nouveaux outils qui (i) permettront de simplifier le passage du modèle physique à
sa résolution numérique en s’appuyant à la fois sur des outils informatiques et un cadre
mathématique robuste ; (ii) seront intégrés eux-mêmes à la plateforme. Tout d’abord, la
programmation générative, l’ingénierie des composants etles langages spécifiques aux
domaines d’applications (DSL ou DSEL) sont des technologies clé pour automatiser
le développement de programmes. Ces paradigmes permettentd’écrire des codes à la
fois lisibles, efficaces et facilement modifiables. Leur application au calculscientifique
était jusqu’à maintenant restreinte aux méthodes de type éléments finis, pour lesquelles
un formalisme mathématique unifié existe depuis plus longtemps. L’émergence d’une
vision unifiée des méthodes volumes finis et éléments finis [3–6] permet désormais
d’éteindre ces technologies aux approches volumes finis.

Cette thèse se propose donc de développer un langage spécifique aux méthodes
de discrétisation Volumes Finis permettant le prototypagerapide de codes industriels
ou de recherche. Ce langage sera ensuite intégré à la plate-forme Arcane. Les axes de
recherche principaux de ce projet sont (i) l’adaptation du cadre mathématique aux ap-
plications d’intérêt pour IFP Energies nouvelles ; (ii) le développement d’un langage
spécifique permettant de décrire de manière exhaustive ces applications ; (iii) le déve-
loppement d’un interpréteur sous la plateforme Arcane. Le choix entre DSL et DSEL
sera évalué pour assurer l’efficacité des applications générées ; (iv) finalement, la vali-
dation des travaux se fera sur des problèmes académiques puis par le prototypage d’une
application industrielle dans le cadre de l’axe “CO2 maîtrisé”.
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La simulation des procédés thermiques pour l’améliorationde la récupération d’huile
(SADG, in situcombustion, par injection d’air) exige une localisation précise des inter-
faces entre l’huile rendue mobile et celle qui n’est pas encore été mobilisée par l’apport
de chaleur extérieur. Les estimations de production et la régulation (monitoring) du site
sont fortement influencées par la qualité de l’approximation numérique au voisinage de
l’interface. Toutefois, en pratique, il est souvent difficile d’obtenir la précision numé-
rique souhaitée à cause des temps de calcul élevés des simulateurs classiques. Le but
de cette thèse est l’étude et la mise en œuvre de techniques deraffinement adaptatif
de maillage, qui permettent d’adapter la résolution du maillage aux caractéristiques
de la solution. Les sujets abordés au cours de la thèse sont complémentaires par rap-
port à ceux de la thèse de Mme Carole Widmer démarrant Octobre2009, et le plan de
travail est adapté pour répondre à la fois aux exigences de IFP Energies nouvelles et
aux besoins du candidat, M Soleiman Yousef. Ce dernier devant passer deux ans dans
son pays natal à partir du mois d’Octobre 2009, le plan s’étale sur quatre ans, dont
deux en Syrie (avec possibilité d’un séjours trimestriel par an en France) et deux en
France. Le financement IFP est limité aux deux dernières années. Il est prévu pendant
la première période essentiellement théorique, (i) d’étendre les estimateurs d’erreur
développés dans [19] pour un modèle d’écoulement diphasique au modèle SADG en
garantissant la borne supérieure et (ii) d’effectuer une étude théorique exhaustive dans
le cadre d’un problème parabolique non-linéaire de type problème de Stefan. En même
temps, Carole Widmer développera un simulateur SAGD sur la base d’un prototype
AMR existant bidimensionnel. Les estimateurs développés dans le cadre de cette thèse
seront ensuite étudiés numériquement par Mme Carole Widmerdans le cadre de la stra-
tégie d’adaptation qu’elle aura entre temps développé. La deuxième période de cette
thèse sera consacrée à la mise en œuvre sous la plate-forme Arcane avec les adapta-
tions nécessaires à un simulateur tridimensionnel et parallèle (modification éventuelle
des estimateurs pour réduire le coût du post-processing, adaptation des schémas VF
aux non conformités et à l’AMR en 3D, équilibrage de charge, etc).
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