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❚❤ès❡
✭✈❡rs✐♦♥ ❡♥✈♦②é❡ ❛✉① r❛♣♣♦rt❡✉rs✮

❞❡

▲✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✕❙✉❞

♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉
❉♦❝t♦r❛t ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✕❙✉❞

❙♣é❝✐❛❧✐té ✿ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

P❛r
❘♦♠❛r✐❝ ●❛✉❞❡❧

➱q✉✐♣❡ ❆✫❖✱ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭▲❘■✮✱ ❯✳▼✳❘✳ ❈◆❘❙ ✽✻✷✸
❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞✱ ✾✶✹✵✺ ❖rs❛② ❈❡❞❡①✱ ❋r❛♥❝❡

❡t
➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❈❛❝❤❛♥✱ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❇r❡t❛❣♥❡
❈❛♠♣✉s ❞❡ ❑❡r ▲❛♥♥✱ ❆✈❡♥✉❡ ❘♦❜❡rt ❙❝❤✉♠❛♥✱ ✸✺✶✼✵ ❇r✉③

P❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿

❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✐❝❤è❧❡ ❙❡❜❛❣ ❡t ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✶✹ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❛♠❡♥ ✿

▼✳ ❙té♣❤❛♥ ❈❧é♠❡♥ç♦♥ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❊①❛♠✐♥❛t❡✉r
▼✳ ❆♥t♦✐♥❡ ❈♦r♥✉é❥♦❧s Pr♦❢❡ss❡✉r ❈♦✲❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡
▼✳ ▲✉❝ ❉❡ ❘❛❡❞t Pr♦❢❡ss❡✉r ❘❛♣♣♦rt❡✉r
▼✳ ❋r❛♥ç♦✐s ▲❛✈✐♦❧❡tt❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ❘❛♣♣♦rt❡✉r
▼♠❡ ▼✐❝❤è❧❡ ❙❡❜❛❣ ❉✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❉✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡
▼✳ ❋r❛♥ç♦✐s ❨✈♦♥ Pr♦❢❡ss❡✉r Prés✐❞❡♥t
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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡r❝✐ à t♦✉s✳
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▼♦ts ❝❧és

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥❡❧✱ ❉♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ▼ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉✱ ◆♦②❛✉✲s♦♠♠❡✱ ❚r❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❯❈❇ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❛r❜r❡s ✭❯❈❚✮

❘és✉♠é

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ s♦✉s ❞❡✉① ❛♥❣❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s à ♥♦②❛✉
♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❡t ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ ❢♦ssé ❡♥tr❡
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✱ ✉t✐❧✐sé s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s
ét✉❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ t❡❧s q✉❡ ♣rés❡♥tés ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ét❛♥t ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱
❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥✲❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳
❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❥❡✉ à ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❯❈❚ ✭❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s✮✱ q✉✐ ❛ été
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❝s✐s ❡t ❙③❡♣❡s✈ár✐ ✭✷✵✵✻✮✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❯❙❊ ✭❋❡❛t✉r❡ ❯❝t ❙❊❧❡❝t✐♦♥✮ ét❡♥❞ ❯❈❚
♣♦✉r ❣ér❡r ✭✶✮ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✜♥✐ ♠❛✐s ✐♥❝♦♥♥✉✱ ❡t ✭✷✮ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t é❧❡✈é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ r❡✢ét❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❢r✉❣❛❧❡
❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ♠❛✐s ♥♦♥✲❜✐❛✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❋❯❙❊ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
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❚✐t❧❡

❖r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✿ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡
s❡❧❡❝t✐♦♥

❑❡②✇♦r❞s

❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥st❛♥❝❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❑❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧✱ P❤❛s❡ ❚r❛♥✲
s✐t✐♦♥✱ ❋❡❛t✉r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❯❈❇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ tr❡❡s ✭❯❈❚✮

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳
❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❑❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ❤♦♣❡ t♦ ♦✈❡r✲

❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❡①❛♠✐♥❡s t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✿ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱
✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛❧✲
❧♦✇s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t❛r❣❡t ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤✐s st✉❞② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
st✉❞✐❡s ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ t❡st t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❦❡r♥❡❧✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❡❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❋❡❛t✉r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦✈❛❜❧②
♦♣t✐♠❛❧ t❤♦✉❣❤ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♦♥❡✲
♣❧❛②❡r ❣❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ❯❈❚ ✭❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑♦❝s✐s ❛♥❞ ❙③❡♣❡s✈ár✐ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❋❡❛t✉r❡ ❯❝t ❙❊❧❡❝t✐♦♥ ✭❋❯❙❊✮
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①t❡♥❞s ❯❈❚ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐✮ ❛ ✜♥✐t❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❤♦r✐③♦♥ ✭t❤❡ t❛r❣❡t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❢❡❛t✉r❡s✮ ❀ ✐✐✮ t❤❡ ❤✉❣❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢r✉❣❛❧ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ r♦✉❣❤ ❜✉t ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❛
❢❡❛t✉r❡ s✉❜s❡t✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❋❯❙❊ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛ s❡ts✳
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❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✐①

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

■ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡s ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥s✲
t❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✸

✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✼
✷✳✶ P❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✶✳✹ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸✳✶ ◆♦②❛✉① ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s t❡①t✉❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✸✳✷ ◆♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✹ ❘és✉♠é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ✷✶
✸✳✶ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✶✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✸✳✶✳✷ ➱t✉❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷✳✶ ■▲P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✸✳✷✳✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
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✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ✷✾
✹✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✹✳✸ ▲✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
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✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✾✾

✶✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✶✵✶

▲✐st❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✵✸

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✵✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✶
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▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠✲
♣♦rt❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥érés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❞✉r❡té ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬♦r❞r❡✮✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❬❈❤❡❡s❡♠❛♥ ✾✶❪ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s
❬❙❡❧♠❛♥ ✾✹✱ ❍♦❣❣ ✾✻✱ ▼é③❛r❞ ✵✺❪ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛②❛♥t ✉♥❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ✭tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡♥
❡①✐st❡ ♣❛s✮ ✈❛r✐❡♥t ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳ ▲❛ ré❣✐♦♥
♦ù ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜r✉t❛❧❡ ❡st ♦❜s❡r✈é❡✱ ❡t ♦ù s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛✐♥s✐
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡ss❡♥t✐❡❧✱ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✭❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣✮ ❡t ♣♦✉r
❡st✐♠❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✳

❯♥❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s t♦✉❝❤é❡ ♣❛r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵✱ ❘ü❝❦❡rt ✵✷✱ ❇♦tt❛ ✵✸✱ P❡r♥♦t ✵✺❪ ✐✳❡✳
❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝❛r❛❝tér✐sés ♥♦♥ ♣❛s ♣❛r ✉♥ ♥✲✉♣❧❡t ❞❡
ré❡❧s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✮✱ ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st t♦✉❝❤é ♣❛r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st q✉❡ ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ✭❡st✲❝❡ q✉✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
❝♦✉✈r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢❛✐t ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✮ ❣râ❝❡ ❛✉①
♥♦②❛✉①✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ♥♦②❛✉ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✐❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦♣r✐é❡ ❡♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ s❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ t♦✉t❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡rs✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛r ♥♦②❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ■♥st❛♥❝❡s ▼✉❧✲
t✐♣❧❡s ✭■▼✮ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ✿ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ■▼ ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✼❪✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ t❛❜❧❡ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦②❛✉① ■▼ ❝♦♥s✐❞érés ❬●ärt♥❡r ✵✷✱ ▼❛❤é ✵✻✱ ❑✇♦❦ ✵✼❪
❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ♥♦②❛✉① ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ✉♥❡ s✐♠✐❧❛r✐té



✷ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ s❡ ✜①❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❞❡s ♥♦②❛✉① ■▼ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬♦r❞r❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❝❡s ♥♦②❛✉① s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱
❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ s♦✉❧è✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❬●✉②♦♥ ✵✻❪ ✿ ✐❧ ❢❛✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❛rt✐❡s q✉✐ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❬❑✐r❛ ✾✷✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✾✹✱ ❇r❛❞❧❡② ✾✽✱ ❋✉♥❣ ✵✵✱ ●✉②♦♥ ✵✷✱ ❲❡st♦♥ ✵✸✱ ❊❢r♦♥ ✵✹✱ ❇♦✉❧❧é ✵✼✱ ❈❤❛♥ ✵✼✱
❇❛❝❤ ✵✽✱ ❙❤❡♥ ✵✽✱ ❩❤❛♥❣ ✵✽❜✱ ❩❤❛♥❣ ✵✽❛✱ ❍❡❧❧❡♣✉tt❡ ✵✾✱ ▼❛r❣❛r✐t✐s ✵✾✱ ❱❛r♠❛ ✵✾❪✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts ✈✐s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r tr♦✐s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ✭✶✮ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s❡
❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❀ ✭✷✮ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r✐s ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts à tr❛✐t❡r ❀ ✭✸✮ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✓ ✐♥t❡❧❧✐❣✐❜✐❧✐té ✔
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r✐s ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st
❛❧♦rs ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① à ✉♥ ❥♦✉❡✉r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡
s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✭▼❈❚❙ ♣♦✉r
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤✮ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❛✈❛♥❝é❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ●♦ ❬●❡❧❧② ✵✼❪✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼❈❚❙ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❥❡✉ à ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ♣❛ss❡ ✭✶✮ ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ♥♦♥✲❜✐❛✐sé ❡t r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐✲
❜✉ts ❀ ✭✷✮ ♣❛r ✉♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✭♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✮ ♣✉✐sq✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡st ✜♥✐ ♠❛✐s ♥♦♥ ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❀ ✭✸✮ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦♥♥❡ ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts s✉r ❞✐✈❡rs❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❡t s✉r ❧❡s ❜❛s❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ♦r❣❛♥✐sé à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸ ❡t ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡s

❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s





✺

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ r❡ç♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ❛ ❣é♥éré
❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐t ♣❛r♠✐ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝❡❧❧❡ q✉✐ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ❞♦♥❝
❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❡t s✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡
❝♦♥s✐❞éré✳

❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
✈❡❝t❡✉rs✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t st♦❝❦é❡s
❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧
s✬é❝r✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ P♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ✿

✕ t❡st❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❀
✕ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ✐♥❞é✲
❝✐❞❛❜❧❡ ✭❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥
❬P❧♦t❦✐♥ ✼✵❪✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❝♦♥t♦✉r♥é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
à t❡st❡r✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s
♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❡❧❧❡ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
❞❡ ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❬●ärt♥❡r ✵✷✱ ▼❛❤é ✵✺✱ ▼❛❤é ✵✾✱ ▼❛❤é ✵✻✱ ❈❤❡♥ ✵✹✱ ❈❤❡♥ ✵✻❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛✉ss✐ r✐❝❤❡s q✉✬❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡ r❡♥❞
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲✬ét✉❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s q✉✐ ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❬❈❤❡❡s❡♠❛♥ ✾✶✱ ❍♦❣❣ ✾✻✱
❙❡❧♠❛♥ ✾✹✱ ❇r❛✉♥st❡✐♥ ✵✺✱ ▼♦♥❛ss♦♥ ✾✾✱ ▼é③❛r❞ ✵✺❪ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❜✉t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r ♥♦②❛✉① ❡t ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ P✉✐s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❀ ❡t ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
t❤é♦r✐q✉❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳



✻



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✷

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❆✈❡❝ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❝❧✐❡♥ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦♥♥✉s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ✿ ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛s❡s ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❞❡ ❧❡s ♣❛r❝♦✉r✐r
❞❛♥s ❧❡✉r t♦t❛❧✐té ❄

P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❢♦✉r♥✐s ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ♦✉ ❢♦✉r♥✐s ✉♥ ♣❛r ✉♥ ✭❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝❤♦✐s✐s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❧✉✐ ♠ê♠❡ ✭❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❢♦✉r♥✐s ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té
s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts tr❛✐tés ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐és ❡♥
❧❡s r❛♠❡♥❛♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P✉✐s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r
✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés✳

✷✳✶ P❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞é♣❡♥❞❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✐t✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❀ ♣r❡❝✐s❡ ❧❡✉rs ❡♥❥❡✉① ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳



✽ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

✷✳✶✳✶ ❈❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧

❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t Y ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : X → Y ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ A ❡st ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ h à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés
E = {(x1, y1 = C(x1)), . . . , (xn, yn = C(xn))}✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞❡ C ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❀ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ĥ r❡t♦✉r♥é❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ C✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲
❝✐❜❧❡ ❡t ĥ ❡st ♠❡s✉ré ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

IEx

[

L
(

ĥ(x), C(x)
)]

♦ù L : Y × Y → IR ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t♦✉✈❡r ✿

h⋆ = argmin
ĥ∈X→Y

IEx

[

L
(

ĥ(x), C(x)
)]

✭✷✳✶✮

▼❛✐s ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❡r ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡

IEx∈E

[

L
(

ĥ(x), C(x)
)]

=
1

n

n
∑

i=1

L
(

ĥ(xi), yi

)

▲✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ s♦✉s✲❡st✐♠❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❞♦♣té❡s
♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐s❡ à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ✿ ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ H ⊆ X → Y✮✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣❡✉✈❡♥t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

ĥA = argmin
ĥ∈H

1

n

n
∑

i=1

L
(

ĥ(xi), yi

)

+ régularité
(

ĥ
)

✭✷✳✷✮

❉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭X ✱
Y✱ H✱ L✱ régularité✱ ✳ ✳ ✳✮✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ĥA ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦✉ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♥❞r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞❡ ĥA✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤♦✐① à ❧❛ ❢♦✐s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❛♣♣r♦♣r✐é ✭H ❡t régularité✮ ❡t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✷✳✷ ♦✉ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞é♣❡♥❞ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
X ✳

✷✳✶✳✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡
✈❛❧❡✉rs✳

▲♦rsq✉❡ X = IRd✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✓ s✐♠♣❧❡s ✔ s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❬❇✐s❤♦♣ ✾✺❪ ♦✉ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭s❡❝t✐♦♥



✷✳✷✳✶ P❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✾

✷✳✷✮✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡s ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ s❡ ❢❛✐t ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❡✉ ❝♦ût❡✉① ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s✬❛rrêt❛♥t ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❡❛r❧②
st♦♣♣✐♥❣✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à r❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

▲♦rsq✉❡ X = {vrai, faux}d✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s X = IRd ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t vrai
à ✶ ❡t faux à ✵✳ ▼❛✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦✐t ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞é❞✐és t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳

▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥
❡✛❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t✱ ♣❛r s✉✐t❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✷ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

✷✳✶✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡ à t♦✉t t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿
✕ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠♦ts ❞✬✉♥
t❡①t❡ ♦✉ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♥✉❝❧é♦t✐❞❡s ❞✬✉♥ ❣è♥❡ ❀

✕ ❞❡s ❛r❜r❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❳▼▲ ❀
✕ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡s ❞♦♥♥é❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱
♦ù ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❀

✕ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ❡st
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ✇❡❜✱ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♣❛❣❡s ✐♥t❡r♥❡t ❡t ❞❡s ❤②♣❡r✲❧✐❡♥s ❧❡s r❡❧✐❛♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❀

✕ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs t❛❜❧❡s ✿ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦✲
❞✉✐ts✱ ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs✱ ♦✉ ❝❧✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✲
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❝❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣❛s à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳
❈❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✬❡①♣r✐♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s ❞❛♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♦✉ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♦✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♦✉ ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥❡❧ ✿ ▼✉t❛❣❡♥❡s✐s ▼✉t❛❣❡♥❡s✐s ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❉❡❜♥❛t❤ ✾✶❪✱ ♦ù ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❡st ♠✉t❛❣è♥❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P♦✉r s❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✷❉ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❡t ❞❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❛t♦♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧✐❡♥s
s♦♥t ét✐q✉❡tés ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❧❡ t②♣❡
❞❡ ❧✐❡♥ ✭❧✐❛✐s♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❧✐❛✐s♦♥ ❞♦✉❜❧❡✱ ✳✳✳✮✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ s✉r ❞❡ t❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✭P▲■✮ ❬❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ✾✹❪✳ ❊♥ P▲■✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛t♦♠❡s ❡t ❧✐❡♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts t❡❧s q✉❡ ✿

✕ ❧✐❡♥✭❛t♦♠❡✶✱ ❛t♦♠❡✷✱ t②♣❡✮ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ t②♣❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛t♦♠❡ ❛t♦♠❡✶
❡t ❧✬❛t♦♠❡ ❛t♦♠❡✷ ❀

✕ ❛t♠✭♠♦❧✱ ❛t♦♠❡✱ é❧é♠❡♥t✱ t②♣❡✱ ❝❤❛r❣❡✮ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♠♦❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛t♦♠❡
❛t♦♠❡ ❡t q✉❡ ❝❡t ❛t♦♠❡ ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ é❧é♠❡♥t ✭❝❛r❜♦♥❡✱ ♦①②❣è♥❡✱ ❛③♦t❡✱ ✳✳✳✮✱ ❞❡ t②♣❡ t②♣❡
❡t ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❝❤❛r❣❡✳



✶✵ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ♠♦é❝✉❧❡s ♠✉t❛❣è♥❡s ♦✉ ❧❡s
♠♦❧è❝✉❧❡s ♥♦♥✲♠✉t❛❣è♥❡s✳

✷✳✶✳✹ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

■♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❉✐❡tt❡r✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✼❪✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧✳

❈♦♥❝❡♣t ❡①✐st❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ❖r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛❞r❡ à ✐♥st❛♥❝❡s
♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ❡st ♣♦s✐t✐❢
s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✈ér✐✜❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ✿

positif(x)⇔ ∃I ∈ x, P (I)

❈❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐sq✉✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✮ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s r❡✈✐❡♥t à
❛♣♣r❡♥❞r❡ P ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✮ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st t♦✉t
❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛s st❛♥❞❛r❞✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✿ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s P ✱ ♠❛✐s ♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢✱ s❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ✈ér✐✜❡♥t P ✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✼❪ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❛②❛♥t ✉♥❡ ♦❞❡✉r ♠✉sq✉é❡✳ ❯♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✐♥st❛♥❝❡s✮ ❡t
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❯♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❛ ✉♥❡ ♦❞❡✉r ♠✉sq✉é❡
✭✐✳❡✳ ❡❧❧❡ ❡st ét✐q✉❡té❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♦❞❡✉r✳

❊①t❡♥s✐♦♥s ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣ré❞✐❝❛t ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❬❲❡✐❞♠❛♥♥ ✵✸❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és✳ ❚r♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ♣r♦♣♦sés ✿

✶✳ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ✿ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ét❡♥❞❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✼❪
❛✉ ❝❛s ♦ù ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré❞✐❝❛ts P1, . . . , Pm ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐❢ ✿

positif(x)⇔ ∃I1, . . . , Im ∈ x,

m
∧

i=1

Pi(Ii)

✷✳ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞és s✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ✿ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t✱ ♠❛✐s r❡❣❛r❞❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ x ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ∆(Ci, x)
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ x ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t Pi ✿

positif(x)⇔ ∀Pi,∆(Pi, x) ≥ si

✸✳ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞és s✉r ✉♥ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ✿ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✈♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♠❛❥♦r❡r ❡t ♠✐✲
♥♦r❡r ∆(Pi, x) ♣♦✉r t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ x ✿

positif(x)⇔ ∀Pi, si ≤ ∆(Pi, x) ≤ ti



✷✳✷✳✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✶✶

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❯♥ ✐♥térêt ❞✉ ❝❛❞r❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❝❡
❝❛❞r❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t✳ ❊♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❬●ärt♥❡r ✵✸❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❬▼❛❤é ✵✾❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❛ ❛❝❝ès à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
③♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛②❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr✐♣❧❡ts ❞❡ t❡❧❧❡s ③♦♥❡s ❛❝t✐✈❡s ❬▼❛❤é ✵✻❪✳

▲❡ ❝❛❞r❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ✈♦❧♦♥t✐❡rs à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ③♦♥❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❬❈❤❡♥ ✵✹❪✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s❦✐ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥❡ ③♦♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧❛ ♥❡✐❣❡ ❡t ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ③♦♥❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s❦✐❡r✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ré❣✐♦♥s s❛✐❧❧❛♥t❡s✱ ✐✳❡✳ q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s s❛✐❧❧❛♥t❡s
❬❈❤❡♥ ✵✻❪✳

✷✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❧✉s ✈❛r✐é❡s q✉❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ✈❛r✐été à❛ ✉♥ ❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦rs ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❡st ❞❡ ♣❛ss❡r à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❬❑r❛♠❡r ✵✵❪✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉❡
s♦♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❡st ❞❡ ❧❡s réé❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❬●ärt♥❡r ✵✸✱ ▼❛❤é ✵✾✱ ▼❛❤é ✵✻❪✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

✷✳✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt

▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛ ♥♦②❛✉①✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭❙❱▼✮✱
✐♥tér❡ss❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❉é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ❇♦s❡r ❡t ❛❧✳ ❬❇♦s❡r ✾✷❪✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s à ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡s ✈❛r✐é❡s✳ ❈❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s❡ s♦♥t ♠♦♥✲
tré❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ré❡❧s t❡❧s q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡
❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✾✺❪✱ ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ t❡①t❡ ❬❏♦❛❝❤✐♠s ✵✷❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✵✹❪✳

P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✿ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❡t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❞❛♥s Y = {−1,+1}✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ X ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥
♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♥♦té 〈·, ·〉✳ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt r❡t♦✉r♥❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ĥ : X → Y
❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦ù ĥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ĥ(x) = signe (〈w, x〉+ b)

= signe (fw,b(x))



✶✷ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

〈w, x〉+ b = 0
〈w, x〉+ b < 0

〈w, x〉+ b > 0

γ

γ

w

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ 〈w, x〉+ b = 0 q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧❛ ♠❛r❣❡ γ = 1

‖w‖ ✳ ❈❡tt❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r♦♥❞s ♥♦✐rs✮ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
✭r♦♥❞s ❜❧❛♥❝s✮✳

❛✈❡❝ w ∈ X ❡t b ∈ IR✳
P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à r❡t♦✉r♥❡r✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ♦ù (xi, yi) ∈ X × Y✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (w, b) ∈ X × IR ♣♦ss✐❜❧❡s ❝❡❧✉✐ sé♣❛r❛♥t ✓ ❛✉ ♠✐❡✉① ✔ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s✳

❙é♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t s♦♥t ❞✐t❡s
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (w, b) ∈ X × IR t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fw,b ❛ss♦❝✐é❡
s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♥é❣❛t✐❢s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s fw,b

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❀ ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ s✉♣♣♦rt ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ γ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
Hw,b = {x ∈ X , fw,b(x) = 0} ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♠❛r❣❡ γ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❛②❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❬❱❛♣♥✐❦ ✾✽❪✳

❙♦✐t Hw,b ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
(xi, yi)✱ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ à Hw,b ✈❛✉t

|〈w, xi〉+ b|
‖w‖

♦ù ‖·‖ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ 〈·, ·〉✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❧❛ssé ♣❛r
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡ réé❝r✐t

yi (〈w, xi〉+ b)

‖w‖
γ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡

♠✉❧t✐♣❧✐❡r w ❡t b ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ Hw,b✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉①



✷✳✷✳✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✶✸

〈w, x〉+ b = 0

0 < ξi < 1

ξi > 1

ξi = 0

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜❧❡ ✿ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
é❧❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ξi > 1 s♦♥t ♠❛❧ ❝❧❛ssés ❀ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s 0 < ξ < 1
s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛r❣❡ ❀ ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ξ = 0 s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé ❡t ❡♥
❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡✳

❤②♣❡r♣❧❛♥s t❡❧s q✉❡
min

(xi,yi)∈E
yi (〈w, xi〉+ b) = 1

❖♥ ❛ ❛❧♦rs

γ =
1

‖w‖
❆✐♥s✐ ♠❛①✐♠✐s❡r γ r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ‖w‖✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt r❡t♦✉r♥❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿

argmin
w∈X ,
b∈IR

1

2
‖w‖2 ✭✷✳✸❛✮

t✳q✳ yi (〈w, xi〉+ b) ≥ 1, i = 1, . . . , n ✭✷✳✸❜✮

❉♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✷✳✸ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉t♦r✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷✳✸❜ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s r❡s♣❡❝té❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î✲
♥❡♠❡♥t xi ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❧❛st✐q✉❡ ξi ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧❛①❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷✳✸❜ ❡♥ ✭✜❣✉r❡
✷✳✷✮ ✿

{

yi (〈w, xi〉+ b) ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , n

ξi ≥ 0 i = 1, . . . , n

ξi ♠❡s✉r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ xi ✿ ξi ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❜✐❡♥
❝❧❛ssé ❡t ξi ✈❛✉t ③ér♦ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛
♠❛r❣❡✳ P♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ξi✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡



✶✹ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❝♦♥trô❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ξi ✿

argmin
w∈X ,
b∈IR,
ξ∈IRn

1

2
‖w‖2 + C

n
∑

i=1

ξi ✭✷✳✹❛✮

t✳q✳

{

yi (〈w, xi〉+ b) ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , n

ξi ≥ 0 i = 1, . . . , n
✭✷✳✹❜✮

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C s❡rt à ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ P❧✉s C ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱
❧♦rsq✉❡ C t❡♥❞ ✈❡rs ♣❧✉s ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✹ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✸✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✹ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ s♦♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ α ∈ IRn ❡t β ∈ IRn✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛tt❡✐♥t
♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✹ ❡st é❣❛❧ à

min
w∈X ,
b∈IR,
ξ∈IRn

max
α∈IRn,α≥0,
β∈IRn,β≥0

L (w, b, ξ, α, β) ✭✷✳✺✮

♦ù L (w, b, ξ, α, β) ❡st ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

1

2
‖w‖2 + C

n
∑

i=1

ξi −
n
∑

i=1

αi (yi (〈w, xi〉+ b)− 1 + ξi)−
n
∑

i=1

βiξi

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✺ ❡st ❛✉ss✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t à

max
α∈IRn,α≥0,
β∈IRn,β≥0

min
w∈X ,
b∈IR,
ξ∈IRn

L (w, b, ξ, α, β) ✭✷✳✻✮

❝❛r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✷✳✹✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✷✳✹❛ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✷✳✹❜ s♦♥t
❛✣♥❡s✳

▲❡ ♠✐♥✐♠✉♠ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✻ ❡st ❛tt❡✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉
❧❛♣❧❛❝✐❡♥ L s❡❧♦♥ w✱ b✱ ❡t ξ s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

w =

n
∑

i=1

αiyixi ✭✷✳✼❛✮

n
∑

i=1

αiyi = 0 ✭✷✳✼❜✮

αi = C − βi, i = 1, . . . , n ✭✷✳✼❝✮

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❝❡s é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ✷✳✻ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ s✉♣♣♦rt

argmin
α∈IRn

n
∑

i=1

αi −
1

2

n
∑

i=1

αiαjyiyj〈xi, xj〉 ✭✷✳✽❛✮

t✳q✳

{

∑n
i=1 αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , n
✭✷✳✽❜✮



✷✳✷✳✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✶✺

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡

ĥ(x) = signe

(

n
∑

i=1

α⋆
i yi〈xi, x〉+ b⋆

)

✭✷✳✾✮

❛✈❡❝ α⋆ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✽ ❡t b⋆ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ✿

α⋆
i (yi (〈w⋆, xi〉+ b⋆)− 1 + ξ⋆

i ) = 0, i = 1, . . . , n ✭✷✳✶✵❛✮

β⋆
i ξi = 0, i = 1, . . . , n ✭✷✳✶✵❜✮

P♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ (xi, yi) t❡❧ q✉❡ α⋆
i ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t C✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t

q✉❡ b⋆ ✈❛✉t
yi − 〈w⋆, xi〉

▲✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✳✽ ♦✉ ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ❥❛♠❛✐s ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ❙❡✉❧s ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦②❛✉✱ ✐✳❡✳ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ k : X × X → IR ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
▼❡r❝❡r ✿

✶✳ k ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❀

✷✳ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts x1, . . . , xn✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é❡ K✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Ki,j =
k(xi, xj)✱ ❡st s❡♠✐✲❞❡✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ▼❡r❝❡r ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ k ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r Z✱ ✐✳❡✳ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ : X → Z t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s (x, x′)✱

k(x, x′) = 〈Φ(x),Φ(x′)〉Z

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ré❡❧s ✭X = IRd✮✱ ✉♥ ✐♥térêt ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡st ❞❡
♣♦✉✈♦✐r r❡♥❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ❞❛♥s Z ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s IRd ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭k(x, x′) = (〈x, x′〉+ 1)a✮ ♦✉ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✭k(x, x′) =

exp
(

−‖x−x′‖2

2σ2

)

✮✳
▼❛✐s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs

❞❡ s✉♣♣♦rt s✉r t♦✉t❡ s♦rt❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞ès ❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉✳ ❬❏♦❛❝❤✐♠s ✵✷❪
❡t ❬❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ✵✹❪ ♣rés❡♥t❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❛❞❛♣tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡ t❡①t❡
❡t à ❧❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡t♦✉r♥é❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✱ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r t♦✉t ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ĥ✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ĥ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✳

▼❛✐s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡t♦✉r♥é❡ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ αi ❡st ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs r❡st❡ ♠♦❞éré✱ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt à ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦②❛✉① r❡st❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳



✶✻ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡

✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡①♣❧♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡tt❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❤②♣♦t❤ès❡✳ ❈❡ ❝♦ût ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳

❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡
✓ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✔ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❛♣♣r✐s❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❣râ❝❡ à ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♠❡s✉ré❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ k✳

▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♣❛②❡r ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ tr♦♣ é❧❡✈é✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t r✐❝❤❡s✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♥♦②❛✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

✷✳✸✳✶ ◆♦②❛✉① ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s t❡①t✉❡❧❧❡s

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡①t✉❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ✿ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✇s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠❛✐❧s✱ ♦✉ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❛❣❡s ✐♥t❡r♥❡t✳ ❯♥ t❡①t❡ ❡st
❡♥ s♦✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦ts ❀ ♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦✉❜❧✐❡r ❧❡ ❝♦té séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s t❡①t❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥ s❛❝ ❞❡ ♠♦ts ✭❜❛❣ ♦❢ ✇♦r❞s✮ ❬❏♦❛❝❤✐♠s ✾✽❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ t❡①t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠♦t ✭♦✉ à ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ♠♦ts✮ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦t✳ ❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡①t❡ ♦✉❜❧✐❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♠♦ts✳ P♦✉r
♥❡ ♣❛s ♣❡r❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❬▲♦❞❤✐ ✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ Km tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳

❈❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡①t❡s✳ P♦✉r ✉♥ t❡①t❡ t
❞♦♥♥é✱ à ❝❤❛q✉❡ m✲✉♣❧❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❞é❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❝❡ m✲✉♣❧❡t
❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛ç♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡
m✲✉♣❧❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ t ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s t✮✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡
♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❡ s❝♦r❡ λi✱ ♦ù i ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❡t ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✉ m✲✉♣❧❡t ❡t λ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ✶✳

❯♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦ût❡r❛✐t O(|Σ|m) ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱
♦ù Σ ❡st ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳ ▼❛✐s ❬▲♦❞❤✐ ✵✷❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❝❛❧❝✉❧❛♥t Km(s, t) ❡♥ O(m|s||t|)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s tr♦♣ é❧❡✈é❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝♦r♣✉s✳

P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❬▲♦❞❤✐ ✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Km✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à Km✳

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬▲♦❞❤✐ ✵✷❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♠♦✐♥s



✷✳✷✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ✶✼

❞❡ ✺✵✵ ❡①❡♠♣❧❡s✮✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ Km ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s s❛❝s ❞❡ ♠♦ts✳ ❙✉r
❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s s♦✉s✲❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ❡st ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❜t✐❧❡s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ❜❛s❡ ❞❡ s❛❝s ❞❡ ♠♦ts ♥❡ ♣❡✉t r❡❝♦♥str✉✐r❡ q✉✬à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳

✷✳✸✳✷ ◆♦②❛✉✲s♦♠♠❡

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭✷✳✶✳✹✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ ✉♥❡ ❞❡ s❡s
✐♥st❛♥❝❡s ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✼❪✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♠❛✐s s✐ ♦♥ s❡
s✐t✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡
❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ P à ♣❛rt✐r
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❞❡ P ✭❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✮ ❡t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s
✭❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✮✳

❬●ärt♥❡r ✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❛❞❛♣té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✿ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳ ❈❡
♥♦②❛✉ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❡t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ k s✉r ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❡t à ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ a ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❡s✉ré❡s✱ s♦♠♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ K ♣♦✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s x ❡t x′ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

K(x, x′) =

∑

xi∈x

∑

xj∈x′ k(xi, xj)
a

fnorm (x)fnorm (x′)
✭✷✳✶✶✮

❛✈❡❝ fnorm ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❬●ärt♥❡r ✵✷❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ P ❡st ❛♣♣r❡♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ k✱ ❛❧♦rs

♣♦✉r a s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r P ❡st ❛♣♣r❡♥❛❜❧❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ K✳

❬●ärt♥❡r ✵✷❪ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦✉r❛♥ts✱ ❝❤♦✐s✐r a r❡✈✐❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r
❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù a = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❬●ärt♥❡r ✵✷❪ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❤♦✐s✐s✲
s❛♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t

√

K(x, x)✱ s♦✐t |x| ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s x✮✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐✱ ❛✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

K(x, x′) =
1

|x|
1

|x′|
∑

xi∈x

∑

xj∈x′

k(xi, xj) ✭✷✳✶✷✮

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❛ été t❡sté s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❬●ärt♥❡r ✵✷❪✱
❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭▼❯❙❑✮✱ q✉✐
❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✱ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s q✉✐ ♦♥t ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ♦❞❡✉r ♠✉sq✉é❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜❛s❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ✭▼✉t❛❣❡♥❡s✐s✮ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ à ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ♠❛✐s r❡♣rés❡♥té❡s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣❛r ❧❡✉r
❣r❛♣❤❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛t♦♠❡s✳

▼❛❤é ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❬▼❛❤é ✵✺❪✱ ❝❤❛q✉❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s s♦♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❙♦✐t G = (VG, EG) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s
s♦♠♠❡ts VG ❡t ❞❡s ❛rêt❡s EG✳ ❖♥ ♥♦t❡ V ∗

G ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳
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❙♦✐t l : VG ∪ EG → A ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét✐q✉❡t❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ G ❞❛♥s ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐
A✳ ❖♥ ♥♦t❡ l : V ∗

G → A∗ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ w = v1v2 . . . vk ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♠♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t w

l(w) = l(v1)l(v1, v2)l(v2) . . . l(vk)

▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ét✉❞✐é ♣❛r ▼❛❤é ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

K(G1, G2) =
∑

w1∈V ∗
G1

∑

w2∈V ∗
G2

pG1
(w1)pG2

(w2)k(l(w1), l(w2))

♦ù pG ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ G ❡t k ✉♥ ♥♦②❛✉ s✉r ❧❡s ♠♦ts ❞❡ A∗✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❬▼❛❤é ✵✾❪ ét❡♥❞ ❧✬✐❞é❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✉① s♦✉s✲❛r❜r❡s r❡❝♦✉✈r❛♥ts✳ ❊♥✲

✜♥ ❬▼❛❤é ✵✻❪ ét✉❞✐❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉s ❧❡s tr✐♣❧❡ts ❞❡
✓ ♣❛rt✐❡s ❛❝t✐✈❡s ✔ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡✳

▼❛✐s ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♦ù
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ③♦♥❡s ❬❈❤❡♥ ✵✹❪ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
s❛✐❧❧❛♥ts ❬❈❤❡♥ ✵✻❪✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❬●ärt♥❡r ✵✷❪ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st ❛♣♣r❡♥❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡
♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ❡❧❧❡ ♠ê♠❡
❛♣♣r❡♥❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡
s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳

❖r ❬❲❡✐❞♠❛♥♥ ✵✸❪ ❞é✜♥✐t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s
❛❞❛♣tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ③♦♥❡s✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞
à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ♣❤♦t♦ ❞✬✉♥ ✓ ❝♦✉❝❤❡r ❞❡ s♦❧❡✐❧ s✉r ❧❛ ♠❡r ✔ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s♦❧❡✐❧ ❡t
✉♥❡ ③♦♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❡r✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❬❲❡✐❞♠❛♥♥ ✵✸❪
s♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ❛♣♣r❡♥❛❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ét✉❞✐❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦✲
♣r✐étés✳

✷✳✹ ❘és✉♠é

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s❡ ✜①❡ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (xi, yi) ❛✈❡❝
xi ∈ X ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✱ ❡t yi ∈ Y ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ C : X → Y q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✳

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ C✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡ ♣❧✉s✱ ♣❛ss❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛❞✉✐t ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s
s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿

✶✳ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ q✉✐ ❛✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❀

✷✳ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
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❈❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ĥ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ C✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ĥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ C✳

❙✉✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ X ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t s✉✐✈❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ ĥ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ▲❡ ❝❛❞r❡
❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♦ù ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t st♦❝❦é❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ĥ ❡st ❛❧♦rs ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡st ❞❡ ĥ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✭✉♥ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✓ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✔
❡st ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré❡❧s ✭X = IRd✮ ❡t q✉❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s
s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s ✭Y = {−1, 1}✮✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✳ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ✉♥ t❡❧
❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥ t❡❧
♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s❝❡♥t❡
❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣r❡♥❞r❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs
❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬❑r❛♠❡r ✵✵❪✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ✿ ✭✶✮ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✭✷✮ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❧✐❡♥s q✉✬✐❧s ♦♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r❡♥❞
t♦✉t s♦♥ s❡♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡✱ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ q✉✬❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉
k ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❢❛❝✐❧❡s à ❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s✬✉t✐❧✐s❡r s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s♦✐t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♠♣❧✐q✉és✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ réé❝r✐t✉r❡ s❡ ❢❛✐t✲❡❧❧❡ ❛✉①
❞é♣❡♥❞s ❞❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❛♣♣r❡♥❛❜❧❡s ❄ ❨✲❛✲t✲✐❧ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡❝♦♥s✲
tr✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❄

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❡
♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



✷✵ ✷ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✸

❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t
❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t très r❛♣✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐✲
t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ été r❡♣r✐s❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦ù ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬ét❛t ❛ été ♠✐s
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐q✉❡✱ ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t
❞✐✣❝✐❧❡s ❬❈❤❡❡s❡♠❛♥ ✾✶✱ ❍♦❣❣ ✾✻❪✱ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣tés à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❬❙❡❧♠❛♥ ✾✹✱ ❇r❛✉♥st❡✐♥ ✵✺❪✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ét✉❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❬▼♦♥❛ss♦♥ ✾✾✱ ▼é③❛r❞ ✵✺❪✳

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❢❛✐t ♣❛r❢♦✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ssés à ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✭■▲P✮ ❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵❪✱ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❬❘ü❝❦❡rt ✵✷❪✱ ❡t ❡♥ ✐♥❢ér❡♥❝❡
❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡ ❬P❡r♥♦t ✵✺❪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✱ ❝❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❬❇♦tt❛ ✵✸✱ ❇❛s❦✐♦t✐s ✵✹✱ P❡r♥♦t ✵✺❪ ❡t ❞✬é❧❛❜♦r❡r ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❬❇✐❛♥❝❤❡tt✐ ✵✷✱ ❘ü❝❦❡rt ✵✸✱ ▼❛❧♦❜❡rt✐ ✵✹❪✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❡t ❞✐s❝✉t❡
❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❊♥✜♥ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ rés✉♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

✸✳✶ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦❧✈❛❜❧❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✱
✐❧ ❞❡✈✐❡♥t très ❧♦♥❣ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱
♣✉✐sq✉✬✉♥ t❡❧ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t t❡st❡r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s✳



✷✷ ✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬❡♠♣❧♦✐ ❞✉ t❡♠♣s ♦✉ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳
▲❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❧♦♥❣✉❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts tr♦✉✈❡♥t
❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢❛❝✐❧❡s ❬❑❛r♣ ✽✸✱ P✉r❞♦♠ ✽✸❪✳

❈❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❛ ❛❜♦✉t✐ à ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ❬❩❤❛♥❣ ✵✹✱
❳✉ ✵✺✱ ❈♦❝❝♦ ✵✶❪✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ✿ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬♦r❞r❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛ss❡♥t ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ù ✐❧s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s s❛t✐s✜❛❜❧❡s
à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✐❧s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❜r✉t❛❧✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st ❝♦✉✲
r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜s❡r✈é❡s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡
st❛t✐st✐q✉❡✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ✿
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❬❈♦♦❦ ✼✶❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s
s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❛tt❡♥❞✉s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s✳

✸✳✶✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠é❡s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ✸✲❈◆❋✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❈◆❋✮ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ k✲❈◆❋ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛❝✉♥❡✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✸✲❈◆❋ F ❞♦♥♥é❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ F s♦✐t ✈r❛✐✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st
❞✐t❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✿ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛♠étré ❬▼✐t❝❤❡❧❧ ✾✷❪ ❛
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✸✲❙❆❚✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ✸✲❙❆❚ s♦♥t ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ♣✉✐s ♦♥
♦❜s❡r✈❡ ❝♦♠♠❡♥t é✈♦❧✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳

❉❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ré❣✐ss❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✸✲❙❆❚ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ d ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s n ❝❧❛✉s❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✸✲❙❆❚ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s d ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/2✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡♥t é✈♦❧✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥érés ❞✬êtr❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ κ = n

d
✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥érés ♣❛ss❡♥t ❞✬✉♥ ét❛t ♦ù ✐❧s

s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s s❛t✐s✜❛❜❧❡s à ✉♥ ét❛t ♦ù ✐❧s s♦♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡st ❜r✉t❛❧ ❡t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ κc ≈ 4.27✳ ❖♥
❛ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ♣✐❝
❛✉t♦✉r ❞❡ κc✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ③♦♥❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✸✲❙❆❚ s♦♥t
❞✐✣❝✐❧❡s à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❝♦rr♦❜♦r❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✿

✕ ♣♦✉r κ ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t κc✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❀



✸✳✸✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✷✸

✕ ♣♦✉r κ ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t κc✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t ❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ♣❡✉
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝
r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❀

✕ ♣♦✉r κ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ κc✱ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ♣❡✉ ❞✬✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ✭q✉✐ s❡r♦♥t ❞♦♥❝
❞✐✣❝✐❧❡s à tr♦✉✈❡r✮✱ s♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ q✉❛s✐
t♦t❛❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♥❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ▼❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡r✲
♠❡t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝♦♠♣❛rés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té✳

❈❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❛ ❛✉ss✐ ❡♥❝♦✉r❛❣é ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮ ❞♦♥t ♦♥t ❞é❝♦✉❧é
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és ❡t ❞♦♥❝ ❡✣❝❛❝❡s ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ κc ❬❉✉❜♦✐s ✵✶✱ ❲❡✐ ✵✹✱
❇r❛✉♥st❡✐♥ ✵✺❪✳

✸✳✶✳✷ ➱t✉❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

❈❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✐♥tér❡ss❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠✲
♠✉♥❛✉té ❞✐s♣♦s❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❛♣t❡s à ét✉❞✐❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✓ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✔ ❞❡
s②stè♠❡s ♠❡tt❛♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✓ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✔ s✐♠♣❧❡✳
▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❝❡s ♦✉t✐❧s ♦♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s
❜♦r♥❡s t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κc ❬❉✉❜♦✐s ✵✵✱ ❆❝❤❧✐♦♣t❛s ✵✶✱ ▼é③❛r❞ ✵✷❪✳

❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s t❡♥t❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ κ✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❬▼é③❛r❞ ✵✺❪✳ ▲♦rsq✉❡ κ ❡st ♣❡t✐t✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧✐q✉❡✳ P✉✐s
❧♦rsq✉❡ κ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ❝❧✐q✉❡ ❡①♣❧♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s✬❛❝❝r♦ît ❛✈❡❝ κ✳ ❊♥✜♥✱
❧♦rsq✉❡ κ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ κc✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❬❆❝❤❧✐♦♣t❛s ✵✻❪✳

✸✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡

▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t q✉✐ ❡st ❝♦♥s✐❞éré✳ ❖r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts
❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ◗✉❡❧q✉❡s ét✉❞❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵✱ ❇♦tt❛ ✵✸✱ ❘ü❝❦❡rt ✵✷✱ ❘ü❝❦❡rt ✵✸✱ ❇❛s❦✐♦t✐s ✵✹✱ ❍♦❧❧❛♥❞❡rs ✵✼✱ ❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✽❛✱
❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✽❜✱ ❙❛✐tt❛ ✶✵❪✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠❛t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✭■▲P✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬■▲P✱ ♣✉✐s
♠❡t à ❥♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬■▲P ✿ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❬P❧♦t❦✐♥ ✼✵❪✳
❊♥✜♥✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣♣r✐s❡s✳

✸✳✷✳✶ ■▲P

▲✬■▲P ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❢❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t



✷✹ ✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡

r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐té ③ér♦✱ ❡t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞✬❛♣rès ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ h ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐s✲

s❛♥❝❡s b s✐ x ❡st ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ h ❡t b ✭h, b � x✮✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ♥é❣❛t✐❢ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ h ❡t b ✭h, b 2 x✮✳ ▼❛✐s ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡
❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❬P❧♦t❦✐♥ ✼✵❪✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛♥✐♣✉❧é s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
✕ t❡r♠❡ ✿ ✉♥ t❡r♠❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐té
③ér♦ ✭❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛r✐té n ❡t s✐ t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s
t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs f(t1, . . . , tn) ❡st ✉♥ t❡r♠❡✳

✕ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❧✐ttér❛❧✱ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢✱ ❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢ ✿ ❙✐ R ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬❛r✐té n ❡t
t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs R(t1, . . . , tn) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡✳
❯♥ ❧✐ttér❛❧ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢✮ ♦✉ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ✭❧✐ttér❛❧ ♥é❣❛t✐❢✮✳

✕ ❝❧❛✉s❡ ✿ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x1, . . . , xn

∨m
i=1 Li ♦ù x1, . . . , xn s♦♥t

❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① L1, . . . , Lm✳
✕ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❍♦r♥ ✿ ❯♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❍♦r♥ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢✳
✕ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✴❞é✜♥✐❡✱ têt❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❝♦r♣s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ✭♦✉ ❝❧❛✉s❡ ❞é✜♥✐❡✮ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❧✐ttér❛❧ ♣♦s✐t✐❢ h✳ ❊❧❧❡
♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ h← L1, . . . , Lm✳
h ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ têt❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t L1, . . . , Lm s♦♥ ❝♦r♣s✳

✕ ❢❛✐t ✿ ❯♥ ❢❛✐t ❡st ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❡st ✈✐❞❡✳
✕ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t x1, . . . , xn ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t t1, . . . tn ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ = {x1/t1, . . . , xn/tn}
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t❡ ❝❧❛✉s❡ C ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ′ = Cθ ♦ù ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ x1, . . . , xn

❞❛♥s C ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r t1, . . . tn✳
✕ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ t❡st ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t C ❡t C ′ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s✳ C θ✲s✉❜s✉♠❡ C ′✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ t❡❧❧❡ q✉❡ Cθ ⊆ C ′✱ ✐✳❡✳ t♦✉s ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞❡ Cθ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à C ′✳ ▲❡ t❡st
❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛✉s❡s C ❡t C ′ ❡st ❧❡ t❡st q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ✈r❛✐ s✐ C θ✲s✉❜s✉♠❡ C ′✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬■▲P✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡s ❢❛✐ts ♦✉ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✐♥st❛♥❝✐é❡s ❬▲❛♥❞✇❡❤r ✵✼❪ ❡t
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣♣r✐s❡s s♦♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡①♣r✐♠és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✮
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♣❛s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳

✸✳✷✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥

❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵❪ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ t❡st ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ❡♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬■▲P✳ ▲✬ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❝❡ t❡st✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ t❡st ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❡♥tr❡
✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ C ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ E r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛❜❧❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❆✜♥ q✉❡ ❧❡ t❡st
♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s êtr❡ ❞é❝♦✉♣é ❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ C ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♥♥❡❝té❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t
♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t s❛♥s ♣❡rt ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t
❞✬❛r✐té ✷ ❡t s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s X ✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts
✓ ✉t✐❧❡s ✔✱ ✐✳❡✳ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s C✳

◗✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s (C, E) ❣é♥érés ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ❝❧❛✉s❡ ❀
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❝❧❛✉s❡ ✭m < n✮ ❀



✸✳✸✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✷✺

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ L ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳

✕ ❧❛ t❛✐❧❧❡ N ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✭♣♦✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t R ❞♦♥♥é✱ R(c1, c2) ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t N ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s (c1, c2)✮ ❀

✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ L ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❘és✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s P♦✉r ❝❤❛q✉❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t (n, N, m,L)✱ ❝❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❣é♥érés ❛❧é❛✲
t♦✐r❡♠❡♥t ❡t rés♦❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❤❛✉st✐❢✳ P✉✐s ♦♥ ❛✣❝❤❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞❡
θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (m, L) ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ◗✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s m ❡t N ✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ P♦✉r m ♦✉ L ♣❡t✐ts✱ C θ✲s✉❜s✉♠❡ t♦✉❥♦✉rs
E✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ré❣✐♦♥ ✓ ❨❊❙ ✔✳ P♦✉r m ❡t L ❣r❛♥❞s✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ C ♥❡ θ✲s✉❜s✉♠❡ ❥❛♠❛✐s E✳
❈❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♠♠é❡ ré❣✐♦♥ ✓ ◆❖ ✔✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❡st très
❛❜r✉♣t❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
❛✈❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✸✲❙❆❚ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❞♠❡t ✉♥ ♣✐❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡✳

✸✳✷✳✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ t❡st ❞❡ ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
s♦♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❯♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣r♦✈✐❡♥t ♥♦♥ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ♣❧❛t❡❛✉① ✭❧❡s ré❣✐♦♥s ❨❊❙ ❡t ◆❖✮✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ❬❇r❡✐♠❛♥ ✽✹❪ ♦✉ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ♣❧❛♥❝❤❡r ❬▼✉❣❣❧❡t♦♥ ✾✺❪✱ ❞é❜✉t❡♥t
❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡s ③♦♥❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ♣❧❛t❡❛✉①✱ ✐❧ ❧❡✉r s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡✉r
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❬P❡❛r❧ ✽✹❪✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬◗✉✐♥❧❛♥ ✾✵❪ ♦✉ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❬❘✐ss❛♥❡♥ ✼✽✱ ▼✉❣❣❧❡t♦♥ ✾✺❪✳



✷✻ ✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡

❉♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ✿ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣✲
♣r✐s❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s t❡sté❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✬❡♥ s♦♥t r❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❡t✐t à ♣❡t✐t✳ ❖r ❧❡ t❡st ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❤②♣♦t❤ès❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ très ❝♦ût❡✉① à ♠❡s✉r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵❪ ♦❜s❡r✈❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t
s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ s♦♥t s✉r ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▼❛✐s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛♣♣r✐s❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ✉♥ ❜✐❛✐s ❞✉r❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♣❛s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳ ❖r ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❨❊❙ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ◆❖✮ ❝♦✉✈r❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❝♦✉✈r❡♥t ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥
❨❊❙ ♦✉ ❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳

❬●✐♦r❞❛♥❛ ✵✵❪ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r
❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❡①❝❡♣té ♣rès ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛tt❡✐♥t ♠ê♠❡ ✺✵✪ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❉♦♥♥é❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❬❇♦tt❛ ✵✸❪ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✿

✕ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡st s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖ ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡stés s✉r✲❛♣♣r❡♥♥❡♥t ❀

✕ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s t❡stés ❛♣♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s✉r✲❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❝❤❡r❝❤é✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❬❇♦tt❛ ✵✸❪ ❣é♥èr❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❣✐♦♥s
❡t ❛♣♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥éré ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❛♣♣r✐s❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❛♣♣r✐s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❋❖■▲ ❬◗✉✐♥❧❛♥ ✾✵❪✱ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣ré❞✐❝❛t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♦♥t ❛✉ss✐ été
❝♦♥✜r♠és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❙▼❆❘❚✰ ❬❇♦tt❛ ✾✸❪ ❡t ●✲◆❊❚ ❬❆♥❣❧❛♥♦ ✾✽❪✳

❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❨❊❙✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ❛ s❡r✈✐ à ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st r❡tr♦✉✈é
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▼❛✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ◆❖ ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s très ❧♦♥❣ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ✿ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ✺✵✪ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳ ❙✐
♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣rès✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❧❛✉s❡s très
s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞♦♥❝ s✉r✲❛♣♣r✐s ✿ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡ ❡st ❡♥
ré❛❧✐té ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ très ♣ré❝✐s❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳ ▼❛✐s ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣ q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❨❊❙✳ ❊t✱ s✉rt♦✉t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t à
❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❙✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❝❧❛ss❡r ❞❡ ❢✉t✉rs ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ▼❛✐s s✐ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ✓ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✔ ❧❡



✸✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✷✼

♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❛ ❣é♥éré ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳

❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣tés ❈❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❛❞❛♣tés✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t rés♦✉❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés✳

❝❇■▲ ❬❇✐❛♥❝❤❡tt✐ ✵✷❪ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡ à ❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣
❡♥ ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ré❣✐♦♥ ◆❖✱ ✐✳❡✳ ❧à ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡
❝❤❛♥❝❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡
♣❡✉t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡✳

❬❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✽❜❪ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣♦rt ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥❡❛r✲♠✐ss✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ t❡❧s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡s ♣❧❛t❡❛✉① ♥❡ ♣♦s❡♥t
♣❧✉s ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❛❧♦rs ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❜❛s❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥❡❛r✲♠✐ss✳

✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ét✉❞❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s
s❡❧♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❣é♥érés✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✿ ✉♥❡
ré❣✐♦♥ ♦ù ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♦ù ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t
♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st
q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ à ❧❛ ré❣✐♦♥ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡st très r❛♣✐❞❡✱ ♦✉✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡
t❡r♠❡s✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st très ✜♥❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ r❛♣♣❡❧❧❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❤❛s❡
❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❡st ❛♣♣❡❧é tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❯♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✏❞✐✣❝✐❧❡✑ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ✓ ❞✐✣❝✐❧❡ ✔✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❧❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ♣❧✉s ❞❡
t❡♠♣s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬■▲P✱ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ s✬❛✈èr❡ ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
✭✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❛ ✉♥ ✐♥térêt ❞✐r❡❝t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ❧à ♦ù ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ▼❛✐s✱ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
③♦♥❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞r❡ss❡r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡s ❝❛rt❡s ré♣❡rt♦r✐❡♥t ❧❡s ③♦♥❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦♠♣ét❡♥t✱ ♦✉ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣ét❡♥ts
♣♦✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡s ❝❛rt❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬❡s♣ér❡r ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♠ét❛✲
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❬❱✐❧❛❧t❛ ✵✷❪✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✜①é❡s✳

❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és ❊♥✜♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ré✲
❣✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞❛♣tés à ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳



✷✽ ✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ❡t ❝❛rt❡s ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡
❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✹

▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡

♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉①
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡
❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡ ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ♣♦✉r q✉❡❧s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝❡s
❝♦♥❝❡♣ts ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❧✐é à ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
❧❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡ s♦♥t ❛❞❛♣tés ♦✉ ♥♦♥✳

✹✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❡t ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❡♥
❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐♦♥❡❧ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ ✐✳❡✳ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧✱
✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉①✳

▲✬✐♥térêt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡st q✉✬✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✮✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦✛r❡♥t ❞♦♥❝
✉♥ ❜♦♥ t❡rr❛✐♥ ❞✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳

▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧✲
t✐♣❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❈❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t
❝❧❛ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐❢s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✈ér✐✜❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t C ✿

positif(x)⇔ ∃I ∈ x, C(I)



✸✵ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡s✱ s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡
t❤é♦r✐q✉❡✱ s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré❞✐❝❛ts C1, . . . , CP ✿

positif(x)⇔ ∃I1 . . . IP ∈ x,
P
∧

i=1

Ci(Ii)

▲✬✐❧✉str❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐❞❡♥t✐✜és s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✺✳

✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✱ ❧❡ ❝❛♥❡✈❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ét✉❞✐❡ ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ❝❛♣t✉r❛♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ s❝❤é♠❛ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱
❧✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡✱ s♦♥t ❞é✜♥✐s ✿

✕ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (a,z) ❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ a t✐ré ❞❛♥s ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱ ❡t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ❞❛♥s [0, 1]d✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬ε✲❜♦✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ♥♦té❡ Bε(I) ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s I ′ = (a′, z′) t❡❧❧❡s q✉❡ I ❡t I ′ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②♠❜♦❧❡ a = a′

❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ‖z − z
′‖∞ ❡♥tr❡ z ❡t z

′ s♦✐t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ε ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ k ❞❡ z ❡t z

′✱ |zk − z′k| ≤ ε✮ ❀
✕ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ xi ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✮ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ M+ ✭r❡s♣✳

M−✮ ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦té❡s xi,1, . . . , xi,M+ ✭r❡s♣✳ xi,1, . . . , xi,M−✮ ❀
✕ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s C1, . . . , CP ✱ ❛✈❡❝ Ci

❧✬ε✲❜♦✉❧❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ Ii✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t
é❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ci ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ x✳

▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ s♦♥t t✐ré❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [0, 1]d✳ ▲❡s M+ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t t✐ré❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ m+ ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
Ci ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡st t✐ré❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ Ci ✭m+ ≥ P ✮ ❀ ❧❡s M+ −m+ ❛✉tr❡
✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s [0, 1]d✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s M− ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❝♦♠♣r❡♥♥❡♥t m− ✐♥st❛♥❝❡s t✐ré❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s Ci✱ ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t
q✉❡ Pm ✭m ♣♦✉r ♠❛r❣❡✮ Ci ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐s✐tés ✭Pm ≥ 1✮ ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s M−−m− ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [0, 1]d✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t ❞✐t❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱
♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉✬❡st ❞é✜♥✐❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ rés✉♠❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡s ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳

❈♦♥❝❡♣t ✉♥✐✈❡rs ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [0, 1]d✳
❖r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s✱ s✬♦♣♣♦s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉♥✐✈❡rs✳ ▲✬✉♥✐✈❡rs ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Q ε✲❜♦✉❧❡s ❀ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s
s♦♥t ❛❧♦rs t✐ré❡s s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳

P❛r s②♠étr✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✈✐s✐t❡r Qm

❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳



✹✳✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✸✶

ε

✭❛✮ ■♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢

ε

✭❜✮ ■♥st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢

:

:

:

P = 4 concepts élémentaires

d’un exemple négatif

M− = 12 instances

d’un exemple positif

M+ = 12 instances

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭❛✮ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ✭❜✮ ❣é♥érés s❡❧♦♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡s
s✉✐✈❛♥t ✿ |Σ| = 0✱ d = 2✱ M+ = M− = 12✱ m+ = m− = 7✱ Pm = 2✱ P = 4✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡s
❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝❛rré✳ P♦✉r êtr❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛rré✳

❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥

✐♥st❛♥❝❡s
I = (a,z)

|Σ| t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞✐s❝r❡t ❞✬✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡✱ a ∈ Σ

d ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ré❡❧s ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ z ∈ IRd

❡①❡♠♣❧❡s

M+ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢
M− ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢
m+ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡

♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢
m− ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡

♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢
Pm ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✓ ♠❛♥q✉és ✔ ♣❛r ✉♥

❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢
Qm ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✓ ♠❛♥q✉é❡s ✔ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡

♣♦s✐t✐❢

❝♦♥❝❡♣t
P ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡
ε r❛②♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s

✉♥✐✈❡rs Q ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ε✲❜♦✉❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳



✸✷ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

✹✳✸ ▲✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡

▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❡①✐st❡♥t✐❡❧ s✐♠♣❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✈ér✐✜❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉①
♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ ❡st ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢ ✿ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐
s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡✱
r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❢♦✉r♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❞❛♥s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡st ✴ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳

✹✳✸✳✶ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❙♦✐t k ✉♥ ♥♦②❛✉ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t K ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ K r❡✈✐❡♥t à ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡
x ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ IRn ✿

Φ(x) = (K(x1, x), . . . ,K(xn, x))

♦ù x1, . . . , xn s♦♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt
✉t✐❧✐s❛♥t K ❝♦♠♠❡ ♥♦②❛✉ ❛♣♣r❡♥❞r❛ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ IRn ✿

classe(x) = signe(h(x))

❛✈❡❝

h(x) =
n
∑

i=1

αiK(xi, x) + b

= 〈α,Φ(x)〉+ b

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Φ(x) ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❢♦r♠❡♥t ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❤♦✐s✐s✱ ❝❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s
s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❡t sé♣❛r❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ s✉♣♣♦rt ❝❧❛ss❛♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r sé♣❛r❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ❞✐✛èr❡ s✉✐✈❛♥t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡s
✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳

✹✳✸✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ s✐♠♣❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ K ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s❛♥s ✉♥✐✈❡rs✱ ✐✳❡✳
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ré❡❧s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t t✐rés ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s [0, 1] ✭s❡❝t✐♦♥
✹✳✷✮✳

❱❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❙♦✐t xi ❧✬✉♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♣✲
♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ K(xi, x) ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r x
✭t❤é♦rè♠❡ ✶✮✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✐✛èr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ xi ❡t ❞❡ x✳



✹✳✹✳✸ ▲✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✸✸

 0

 0.001

 0.002

 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0.007

 0.008

 0  0.001  0.002  0.003  0.004  0.005  0.006  0.007  0.008
K

(x
−
,x

)

K(x+,x)

exemples positifs
exemples négatifs

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Φ(x) ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ x+ ❡t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ x−✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r +✮ ♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ×✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ✜①és
à |Σ| = 15✱ d = 30✱ M+ = M− = 100✱ m+ = 50✱ m− = 30✱ Pm = 20✱ P = 30✱ ε = 0.15✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐t D+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D−✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♥é✲
❣❛t✐❢s✮✱ ❡t xi ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t ν0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ν1✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ k(I, I ′) ❧♦rsq✉❡ I ❡t I ′

s♦♥t ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳
◆♦t♦♥s µ0 ❡t µ1 ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ν0 ❡t ν1✳ ❆❧♦rs

IEx∼D+ [K(xi, x)] =







(

m+

M+

)2
µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢

m+

M+

m−

M−

µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢

✭✹✳✶❛✮

IEx∼D− [K(xi, x)] =







m+

M+

m−

M−

µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢

(

m−

M−

)2
µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢

✭✹✳✶❜✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s q✉❛tr❡ é❣❛❧✐tés ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ IExj∼D+ [K(xi, xj)]✳

❖♥ ♥♦t❡ CP+1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t m(x)
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ INP+1 ❞♦♥t ❧❛ k✲✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ mk(x) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
Cj ✳ ❉❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ❣é♥éré❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ x

P
∑

j=1

mj(x) = m+ mP+1(x) = M+ −m+
P+1
∑

j=1

mj(x) = M+

❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ x′

P
∑

j=1

mj(x
′) = m− mP+1(x

′) = M− −m−
P+1
∑

j=1

mj(x
′) = M−



✸✹ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s m+ ❡t m− ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t t✐ré❡s
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ mj(x) ♣♦✉r j = 1, . . . , P ❡st ❞❡ m+

P

♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t m−

P
♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t xi ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢✱

IExj∼D+ [K(xi, xj)]

= IExj∼D+





1

M+

1

M+

M+

∑

k=1

M+

∑

ℓ=1

k(xi,k, xj,ℓ)





=

(

1

M+

)2

IExj∼D+









P
∑

r=1

∑

xi,k∈Cr

∑

xj,ℓ∈Cr

k(xi,k, xj,ℓ) +
∑

(s,r)∈[|1,P+1|]2

s 6=r∨s=r=P+1

∑

xi,k∈Cr

∑

xj,ℓ∈Cs

k(xi,k, xj,l)









=

(

1

M+

)2

IE
m(xj)∼m(D+)









P
∑

r=1

mr(xi)mr(xj)µ1 +
∑

(s,r)∈[|1,P+1|]2

s 6=r∨s=r=P+1

mr(xi)ms(xj)µ0









=

(

1

M+

)2

IE
m(xj)∼m(D+)





P
∑

r=1

mr(xi)mr(xj)(µ1 − µ0) +
∑

(s,r)∈[|1,P+1|]2

mr(xi)ms(xj)µ0





=

(

1

M+

)2

IE
m(xj)∼m(D+)

[

P
∑

r=1

mr(xi)mr(xj)(µ1 − µ0) +
P+1
∑

r=1

mr(xi)
P+1
∑

s=1

ms(xj)µ0

]

=

(

1

M+

)2

IE
m(xj)∼m(D+)

[

P
∑

r=1

mr(xi)mr(xj)(µ1 − µ0) + M+M+µ0

]

=

(

1

M+

)2
(

P
∑

r=1

mr(xi) IE
m(xj)∼m(D+) [mr(xj)] (µ1 − µ0) + M+M+µ0

)

=

(

1

M+

)2
(

P
∑

r=1

mr(xi)
m+

P
(µ1 − µ0) + M+M+µ0

)

=

(

1

M+

)2(

m+ m+

P
(µ1 − µ0) + M+M+µ0

)

=

(

m+

M+

)2
µ1 − µ0

P
+ µ0

❩♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss❡ ✿ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ K(xi, x) ♣♦✉r x ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣♦✉r x
♥é❣❛t✐❢✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳ ❙♦✐t D+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D−✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳
♥é❣❛t✐❢s✮✱ ❡t xi ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t ν0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ν1✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ k(I, I ′) ❧♦rsq✉❡ I ❡t
I ′ s♦♥t ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳



✹✳✹✳✸ ▲✐♠✐t❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✸✺

◆♦t♦♥s µ0 ❡t µ1 ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ν0 ❡t ν1✳ ❆❧♦rs

∆K(xi)
def
= IEx∼D+ [K(xi, x)]− IEx∼D− [K(xi, x)]

=







(

m+

M+ − m−

M−

)

m+

M+

µ1−µ0

P
s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢

(

m+

M+ − m−

M−

)

m−

M−

µ1−µ0

P
s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢

✭✹✳✷✮

▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t é❣❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ s❡ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳
❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡st ♣♦✉rt❛♥t é❧♦✐❣♥é❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ré❡❧ ✿ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ∆K(xi) ❡st ♣♦s✐t✐❢ ♠❛✐s ♣❡t✐t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ s❡r❛ tr♦♣
❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣❛s tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❥✉s✲
t❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❥♦✉❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s µ0 ❡t µ1 q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ♥♦②❛✉ k
✉t✐❧✐sé s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❞✉ r❛②♦♥ ε ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ✱ ❡t ❞❡ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ µ0 ❡t µ1 ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ∆K(xi) ❞✐♠✐♥✉❡ ✐♥✲
✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ P ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝✐❜❧❡✳
❉♦♥❝ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❡st✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Pm ♥❡ s❡ ✈♦✐t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ∆K(xi)✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡
✈✉❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Pm ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝✐❜❧❡s ✓ ♠❛♥q✉és ✔ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ✐❧
❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ❈✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧❡
❝♦♥tr❛✐r❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✿ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t Pm✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ K(xi, x) t♦✉t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t
∆K(xi) ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ♦♥ r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❝❡ ♥♦②❛✉ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞✉ ❝♦té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳

✹✳✸✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❡st ♠♦❞✐✜é ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r à ♣rés❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s t✐ré❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♥✬❛✉r♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❛s
❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ k s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✮ q✉❡ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐t D+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D−✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♥é✲
❣❛t✐❢s✮✱ ❡t xi ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t ν0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ν1✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ k(I, I ′) ❧♦rsq✉❡ I ❡t I ′

s♦♥t ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳
◆♦t♦♥s µ0 ❡t µ1 ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ν0 ❡t ν1✳ ❆❧♦rs

IEx∼D+ [K(xi, x)]

=











(

(

m+

M+

)2
1
P

+
(

1− m+

M+

)2
1
Q

)

(µ1 − µ0) + µ0 s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢
(

m+

M+

m−

M−
1
P

+
(

1− m+

M+

)(

1− m−

M−

)

1
Q

)

(µ1 − µ0) + µ0 s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢
✭✹✳✸❛✮



✸✻ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

IEx∼D− [K(xi, x)]

=











(

m−

M−
m+

M+

1
P

+
(

1− m−

M−

)(

1− m+

M+

)

1
Q

)

(µ1 − µ0) + µ0 s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢
(

(

m−

M−

)2
1
P

+
(

1− m−

M−

)2
1
Q

)

(µ1 − µ0) + µ0 s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢
✭✹✳✸❜✮

❘❡♠❛rq✉❡s ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡s✱ ❝✬❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ P ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❝✐❜❧❡ q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡ ♣❧✉s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ K✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❡✉ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ K ❞é♣❡♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ Q ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t t❡♥❞r❡ Q ✈❡rs
❧✬✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳

❩♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ K ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ♠♦❞✐✜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳ ❙♦✐t D+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D−✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳
♥é❣❛t✐❢s✮✱ ❡t xi ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t ν0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ν1✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ k(I, I ′) ❧♦rsq✉❡ I ❡t
I ′ s♦♥t ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳
◆♦t♦♥s µ0 ❡t µ1 ❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ν0 ❡t ν1✳ ❆❧♦rs

∆K(xi)
def
= IEx∼D+ [K(xi, x)]− IEx∼D− [K(xi, x)]

=







(

m+

M+ − m−

M−

)

(µ1 − µ0)
(

m+

M+

1
P
− (1− m+

M+ ) 1
Q

)

s✐ xi ❡st ♣♦s✐t✐❢
(

m+

M+ − m−

M−

)

(µ1 − µ0)
(

m−

M−
1
P
− (1− m−

M− ) 1
Q

)

s✐ xi ❡st ♥é❣❛t✐❢
✭✹✳✹✮

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s❛♥s ✉♥✐✈❡rs✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t é❣❛✉①✳ ▼❛✐s ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s s❛♥s ✉♥✐✈❡rs ❞é♣❡♥❞ ❞❡ m+

M+ ❡t m−

M− ✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✭m+

M+ ≈ 1 ❡t m−

M− ≈
1✮✱ ❧❡s t❡r♠❡s (1 − m+

M+ ) 1
Q

❡t (1 − m−

M− ) 1
Q

❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❡t ∆K(xi) r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦rr♦❧❛✐r❡ ✶✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❞✬✉♥✐✈❡rs✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱
❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs q✉✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ▲❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝✐❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦✐❡♥t ❝❡♥sé❡s ♥❡
❢♦✉r♥✐r ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ |∆K | ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs ❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ |∆K | s❛♥s ✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ r ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❛♥❞
❧✬✉♥✐✈❡rs ❢❛✈♦r✐s❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r r ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t P
P+2Q

✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❛❝❝r♦ît ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
❡t ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛✐❞❛♥t ❛✐♥s✐ à ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣♦✉r r ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ P

P+2Q
❡t

✶✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
♣♦s✐t✐❢s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧♦rsq✉❡ r ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥✜♥✱
♣♦✉r r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ P

P+Q
✱ ∆K ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❛✐♥s✐ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s

♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳
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❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❘❛t✐♦ ❡♥tr❡ |∆K(xi)| ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs ❡t |∆K(xi)| s❛♥s ✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ r
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r xi✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ xi ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ xi✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ P ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts
❝✐❜❧❡ ❡st ✜①é à ✸✵ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Q ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {5, 30, 1 000}

✹✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡

∆K(xi) ✐♥❢♦r♠❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ sé♣❛r❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r Φ✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉❡ K ♥❡
❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ K(xi, x) ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ❞❡ K(xi, x)✱ ♣♦✉r xi ✜①é✱ s♦♥t ❛tt❡✐♥t❡s ♣❛r ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳ ❉♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ h ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

h(x) = ∃xi ∈ E t✳q✳ K(xi, x) ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡①trê♠❡

s❡r❛ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ E s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✈❛r✐é✳

✹✳✹ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡
♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣❛r❞❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ♦❜✲
t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦✉ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥♥é s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s
❣é♥érés s❡❧♦♥ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t
à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❡st ❛♣♣r✐s❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ĥ ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❞❡ ĥ✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st✱ ♠♦②❡♥♥é❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥érés ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞✬♦r❞r❡✱ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❬❇♦tt❛ ✵✸❪✳

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✉✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬❡①❛♠✐♥❡r à
q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧✬❛st✉❝❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❀ ❡♥ t❡r♠❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ♥♦②❛✉ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡ ♣♦✲
t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✮ ❡t



✸✽ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

♥♦♥ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✮✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s✉✐✈✐❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s
❝♦♠♣♦sés ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st T =
(x′

1, y
′
1), . . . , (x

′
n′ , y′n′)✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡♥

❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s x ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ré❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✿

Φ(x) = (K(x1, x), . . . ,K(xn, x))

◆♦t♦♥s RE ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E ✳
▲❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à

✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
RE ✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r RE ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡
❤②♣t❤ès❡✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ h ❞é✜♥✐❡ s✉r IRn t❡❧❧❡ q✉❡ h
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡①♣❧♦ré ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rts ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳ h s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

h(z) =

n
∑

i=1

αiyizi + b = 〈β, z〉+ b

❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ αi ♣♦s✐t✐❢ ❡t βi = αiyi✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s à h ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st
♣r♦❥❡tés ❞❛♥s RE ❀ ♣♦✉r t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡st x′

j ❞✬ét✐q✉❡tt❡ y′j ✱ h(Φ(x′
j)) ❡st ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ y′j ✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡①❛♠✐♥é❡ ❡st ✭◗✶✮ ✿ ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥ ❤②♣❡r✲♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ RE ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ◗✶❜
❡t ◗✶❝✮✱ ❡t q✉✐ ❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st ✭éq✉❛t✐♦♥ ◗✶❛✮ ❄ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡
♦♣♣♦sé❡ à ✭◗✷✮ ✿ ❧✬❤②♣❡r✲♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r✱ q✉✐ ❛✉r❛✐t été ❛♣♣r✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t
♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✱ ❝❧❛ss❡✲t✲✐❧ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ t❡st ❄

❚r♦✉✈❡r α ∈ IRn, b ∈ IR

t✳q✳











y′j(〈β,Φ(x′
j)〉+ b) ≥ 1, j = 1 . . . n′ ✭◗✶❛✮

αi ≥ 0, i = 1 . . . n ✭◗✶❜✮

βi = αiyi, i = 1 . . . n ✭◗✶❝✮

✭◗✶✮

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✭◗✶✮ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉❡ ✭◗✷✮ ♣✉✐sq✉❡ ✭◗✶✮ ✓ tr✐❝❤❡ ✔ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t αi ❡t b✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
✭◗✶✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬❛st✉❝❡
❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❬❑❡❛r♥s ✾✸❪✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
✭◗✶✮ ❞✬êtr❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ RE ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t p⋆ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧ h⋆ ❞é✜♥✐ s✉r RE ✱
❡t s♦✐t τ̂ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ ❞é✜♥✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ E q✉✐ s♦♥t
s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❛r♠✐ T ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳



✹✳✹✳✺ ❘és✉♠é ✸✾

❙♦✐t η > 0✱ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦✐♥s 1− exp(−2η2T )✱

p⋆ > 1− (τ̂ + η)
1

n′

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n′ ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st ❞❡ ♥✬✐♥❝❧✉r❡
❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠❛❧✲❝❧❛ssé ♣❛r h⋆ ❡st (1− p⋆)n′

✳
P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ T ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠❛❧ ❝❧❛ssé ♣❛r h⋆✱ ✭◗✶✮ ❡st

s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣♦✉r T ✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té τ q✉❡ ✭◗✶✮ s♦✐t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à (1− p⋆)n′

✳

τ > (1− p⋆)n′

❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍♦❡✛❞✐♥❣✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té τ q✉❡ ✭◗✶✮ s♦✐t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦r♥é❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ τ̂ ✿

IP (|τ − τ̂ | < η) > 1− exp
(

−2η2T
)

■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉✬❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1− exp(−2η2T )✱

τ < τ̂ + η

❞✬♦ù (1− p⋆)n′

< τ̂ + η

✐✳❡✳ p⋆ > 1− (τ̂ + η)
1

n′

✹✳✺ ❘és✉♠é

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st

positif(x)⇔ ∃I1 . . . IP ∈ x,

P
∧

i=1

Ci(Ii)

♦ù x ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t C1, . . . , CP s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
❯♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts

s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ♥é❣❛t✐❢s ✿

m+

M+
=

m−

M−

▲✬ét✉❞❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧✬é❝❛rt ∆K(xi) ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t
♣♦✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳ P❧✉s ❝❡t é❝❛rt ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛✐sé❡✳

▲✬ét✉❞❡ ♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ k s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ❛✉tr❡s q✉❡
m+✱ M+✱ m−✱ ❡t M− ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t✱ ✐✳❡✳ q✉✬✐❧s ♠♦❞✐✜❡♥t s♦✐t ∆K(xi)✱ s♦✐t
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡♥t s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
❛✉t♦✉r ❞❡ m+

M+ = m−

M− ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ s❡r❛ ♠✐s ❡♥ é❝❤❡❝✳
❆✜♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡

♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞♦♥♥é
❞✬êtr❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ RE ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡



✹✵ ✹ ▼✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ P❤❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦②❛✉① r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s

❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é ❀ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠✐st❡✱ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥t
❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❝r✐tèr❡ ✈❛r✐❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♣❛r❛✲
♠ètr❡s✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✺

❘és✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t s✐t✉é ❡t ❝❛r❛❝tér✐sé ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡ r❡❧❛t✐♦♥❡❧s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐❧❧✉str❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♥é❣❛t✐❢s ♦❜t❡♥✉s✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❛♣♣♦rt❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ t❡sts✳ ❈❡s t❡sts ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s à
✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❡♥ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ✜①és ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❞é❞✉✐t❡s ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s s❡ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✺✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s s♦♥t ❣é♥érés s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛♥❡✈❛s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ▲❡s ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ❡①❝❡♣té ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮✳

■♥st❛♥❝❡s |Σ| 15 d 30

❊①❡♠♣❧❡s
M+, M− 100 Pm 20
m+ [30, 100] m− [10, 100]

❈♦♥❝❡♣t P 30 ε 0.15

❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s n ✻✵ ✭✸✵ +✱ ✸✵ −✮ n′ ✷✵✵ ✭✶✵✵ +✱ ✶✵✵ −✮
❯♥✐✈❡rs Q ✸✵ Qm ✵

❚❛❜✳ ✺✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✳



✹✷ ✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①

P❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s Σ× [0, 1]30 ❛✈❡❝ |Σ| = 15✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t
❝♦♠♣❛ré❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✿

k
(

(a,z) ,
(

a′,z′
))

=

{

0 s✐ a 6= a′

exp
(

−‖z − z
′‖22
)

s✐♥♦♥

▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ✶✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥é❣❛t✐❢s✱ ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s ♠❛♥q✉❡♥t Pm = 20 ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢s✮ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s [30, 100] ✭r❡s♣✳ [0, 100]✮✳

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ P = 30 ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s Bε(Ii)✱ ❛✈❡❝ ε = 0.15 ❡t Ii

❡st t✐ré ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s Σ× [0, 1]30✳
❈❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸✵ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ✸✵ ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s

✭n = 60✮ ❀ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st T ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✶✵✵ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ✶✵✵ ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s
✭n = 200✮✳

❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✸✵ ❜♦✉❧❡s ❞♦♥t ✶✺
♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈✐s✐té❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ❧✐st❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ q✉❛r❛♥t❡ ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❣é♥érés✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t
E ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st T ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ q✉✐
❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à n′ = 200 ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡st ❡t n + 1 = 61 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡t rés♦❧✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ●▲P❑✳✶ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✐♥s✐ ❣é♥érés q✉✐ s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥térêt
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✱ ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ✭✶✮ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✭◗✶✮
❡st ❢❛✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t é❣❛✉①✱ ❡t ✭✷✮ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡
❧♦rsq✉❡ m+

M+ ❡t m−

M− ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s✳
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m+

M+ ❡t m−

M− ✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ m+

M+ = m−

M− ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✭◗✶✮ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ❛✣❝❤❛♥t ❧❛

s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✭◗✶✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
(

m+

M+ , m−

M−

)

✳ ▲❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❛✣❝❤é❡ ❡♥ ♥♦✐r ♦✉ ❜❧❛♥❝

❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✵ ♦✉ ✶✵✵✪✳

✺✳✷ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s

❆✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮✱ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ é✈♦❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉ ✉♥❡ ③♦♥❡✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ m+

M+ = m−

M− ✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ é✉❞✐❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✳

✶▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●▲P❑ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✶✻
s❡❝♦♥❞❡s✱ s✉r ✉♥ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✸●❍③ ❡t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❞❡ ✶●♦✳



✺✳✺✳✷ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✹✸

 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1

r+
r-

 0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1
 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳

✺✳✷✳✶ ❊✛❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✓ ♠❛♥q✉és ✔ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
♥é❣❛t✐❢

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ Pm ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠❛♥q✉és
♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮✱ ❡①❝❡♣té Pm q✉✐ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs 10✱ 20 ❡t 25✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ Pm ❛✉❣♠❡♥t❡✳ P♦✉rt❛♥t
Pm ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ K✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡
♣❛s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ▼❛✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡
❛✈❡❝ Pm✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s Pm ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ s✬ét❡♥❞✳

✺✳✷✳✷ ❊✛❡t ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ t❡st

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ m+

M+ ❡t m−

M− ❞✐✛èr❡♥t✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡

❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ RE ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♥é❣❛t✐❢s✳ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ n ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❀ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à

√
n ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s n ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❧✉s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ✐❧ ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
x⋆ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭♦✉ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐
s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❡✮✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡♥tr❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡t t♦✉t ❛✉tr❡



✹✹ ✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
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✭❛✮ Pm = 10
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✭❜✮ Pm = 20
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✭❝✮ Pm = 25

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Pm✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱
s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ Pm ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠❛♥q✉és ♣❛r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {10, 20, 25}✳
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✭❛✮ n = 20 ✭✶✵ +✱ ✶✵ −✮
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✭❜✮ n = 60 ✭✸✵ +✱ ✸✵ −✮
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✭❝✮ n = 180 ✭✾✵ +✱ ✾✵ −✮

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ n✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱
s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ n ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {20, 60, 180}✳

❡①❡♠♣❧❡ x ❡st ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ x✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

K(x⋆, x) =







(

m+

M+

)2
µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ x ❡st ♣♦s✐t✐❢

m+

M+

m−

M−

µ1−µ0

P
+ µ0 s✐ x ❡st ♥é❣❛t✐❢

❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ x⋆ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ♣❡✉t êtr❡
❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t K(x⋆, x)✳

❯♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ t❡st ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡st ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ à ✭◗✶✮ ❀ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ✭◗✶✮ s♦✐t s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n′ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳

✺✳✷✳✸ ❊✛❡t ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❆✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ m+ ❡t m−✱ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥
❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ t❡st✳



✺✳✺✳✷ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✹✺
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✭❛✮ n′ = 100 ✭✺✵ +✱ ✺✵ −✮
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✭❜✮ n′ = 200 ✭✶✵✵ +✱ ✶✵✵ −✮
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✭❝✮ n′ = 400 ✭✷✵✵ +✱ ✷✵✵ −✮

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ n′✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱
s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡
♥♦♠❜r❡ n′ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {100, 200, 400}✳

❇r✉✐t ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✮ ❡st t✐ré ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+−∆, m+ +∆|] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m−−∆, m−+∆|]✮✱ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✱
❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t✳

◗✉❛♥❞ ∆ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ r❡st❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❆✐♥s✐✱
♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ RE ❛✈❡❝ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❧✉s ✈❛r✐és✱ ❝❡❧à ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❇r✉✐t s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡st ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✮ ❡st t✐ré ✉♥✐❢♦r✲
♠é♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+−∆, m+ + ∆|] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m−−∆, m− + ∆|]✮✱ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t
❞❛♥s {0, 5, 10}✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t r❡st❡
❝♦♥st❛♥t✳

❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ∆✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ δ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ✐❧ ❡♥
✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❡✉r
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s✳

❇r✉✐t s✉r t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✈❛r✐❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳
❈✬❡st ❛❧♦rs ❧✬❡✛❡t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st q✉✐ ❧✬❡♠♣♦rt❡ ✿ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❝r♦ît
❛✈❡❝ ∆✳

✺✳✷✳✹ ❊✛❡t ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t s♦✐t t✐ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✱ s♦✐t t✐ré❡s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬✉♥✐✈❡rs ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝❤❛♥❣❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s s♦♥t ❛✉
❝♦♥tr❛✐r❡ t✐ré❡s ❞❛♥s ❞❡s ❜♦✉❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t✲✉♥✐✈❡rs ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❡♥ ❡✛❡t



✹✻ ✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
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❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m− ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❋r❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+ −∆, m+ + ∆|]
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m− −∆, m− + ∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✳
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m− ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✱ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+ − ∆, m+ + ∆|]
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m− −∆, m− + ∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✳



✺✳✺✳✷ ❈♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ✹✼
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❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m−✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+ −∆, m+ + ∆|] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m− −∆, m− + ∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t
❞❛♥s {0, 5, 10}✳

❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞✐✛ér❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳

❊✛❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲✉♥✐✈❡rs ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Q
❜♦✉❧❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Q s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ RE ✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rsq✉❡ Q ❡st ✜①é à ♠✐❧❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✽✭❝✮✮
❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ♦❜s❡r✈é❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞✬✉♥❡
t❛✐❧❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ Q = 30 ❜♦✉❧❡s✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ m+ ❡t m−

s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✽✭❜✮✮✳ ❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Q = 5 ❜♦✉❧❡s✱ ❧❛
③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❡st très ✜♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✽✭❛✮✮✳

❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ▲❡ r❛t✐♦
❡♥tr❡ |∆K | ❛✈❡❝ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t |∆K | ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠✐❧❧❡ ❜♦✉❧❡s ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ❧♦rsq✉❡ m+

M+ ♦✉ m−

M− ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 0, 2 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❯♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠✐❧❧❡
❜♦✉❧❡s ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬✉♥✐✈❡rs ✉♥✐❢♦r♠❡✳

P♦✉r ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❛✈❡❝ tr❡♥t❡ ❜♦✉❧❡s✱ ❝❡ r❛t✐♦ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❡①❝❡♣té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ m+

M+ = m−

M− = 0, 5 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ s♦✐t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡
m+ ❡t m− s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡✳

❊♥✜♥ ♣♦✉r ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ❜♦✉❧❡s✱ ❧❡ r❛t✐♦ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❡①❝❡♣té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ m+

M+ = m−

M− = 0, 85 ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮✳ ❉✬♦ù ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝✳

❊✛❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✓ ♠❛♥q✉é❡s ✔ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
Qm ❞❡ ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♠❛♥q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Pm ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♠❛♥q✉és ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ■❧s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Φ(x) ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ x✱ ♠❛✐s ✐❧s ♠♦❞✐✜❡♥t s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✿ q✉❛♥❞ Qm ❝r♦ît✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡
Φ(x) ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ Qm ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s r❛t✐♦s m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t ♣❡t✐ts ✭✜❣✉r❡ ✺✳✾✮✳
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ Qm ❛❣✐t s✉r ❧❡s M+ − m+ ♦✉ M− − m− ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡



✹✽ ✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
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✭❜✮ Q = 30
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✭❝✮ Q = 1 000

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Q✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱
s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥
♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Q ❜♦✉❧❡s✱ ❛✈❡❝ Q ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {5, 30, 1 000}✳
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✭❛✮ Qm = 0
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✭❜✮ Qm = 15
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✭❝✮ Qm = 25

❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Qm✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱
s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥
♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Q = 30 ❜♦✉❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ♠❛♥q✉❡
Qm ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❛✈❡❝ Qm ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 15, 25}✳

❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs✳ Qm ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞✬❡✛❡t ❧♦rsq✉❡ M+−m+ ♦✉ M−−m−

❡st ❣r❛♥❞✳

✺✳✸ ❊rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧✐é à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s tr❛✐tés✱ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ r❡st❡
♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ✿ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♥♦♥✲s❛t✐✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✶✵✵✪ s✉r q✉❛r❛♥t❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✵✱✽✪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✾✺✪✳

❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ③♦♥❡s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡✲
♠❡♥t ❡t ❞❡ t❡st ❣é♥érés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ré✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡st✐♠❡r✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (E , T )✱ ♦ù E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❡t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❡st ❡♥tr❛î♥é❡ s✉r E
❡t t❡sté❡ s✉r T ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡st✐♠é❡ ♣❛r
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✭❛✮ C = 100
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✭❜✮ C = 1 000 000

❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠é❡ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+

❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳

❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❧❡s q✉❛r❛♥t❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥érés✳
▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt s♦♥t ❡♥tr❛î♥é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❙❱▼❚♦r❝❤ ❬❈♦❧❧♦❜❡rt ✵✷❪ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ❡①❝❡♣té ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ C ❝♦♥tr♦❧❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛r❣❡
❡t ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✷✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ m+

M+ ❡t m−

M− ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✮ ❀ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❡♥ ♥♦✐r ♦✉ ❜❧❛♥❝ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✺✵ ♦✉ ✵✪✳

◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✈❡❝ C = 102 ♦✉ C = 106✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭◗✶✮✳ ❆❧♦rs q✉❡
❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡s ♣❛ss❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ✵ à ✶✵✵✪ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ ❧✬❡rr❡✉r
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ ♠❛✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❀ q✉❛♥❞ ❧❛
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✽✵✪✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡
✸✵✪✳

✺✳✹ ❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❡t ❛✣♥❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ✭◗✶✮✱ s♦✐t ❧✬❡①✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♣♦r❜❧è♠❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ✿

✕ ❧♦rsq✉❡ m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭◗✶✮ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t
s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❀

✕ ♣❧✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ♠❛♥q✉❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ s✬ét❡♥❞ ❀
✕ ❧✬✉♥✐✈❡rs ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✈❛r✐é❡ s✉✐✈❛♥t s❛ t❛✐❧❧❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥ ♣❡t✐t ✉♥✐✈❡rs✱ ❧❛

③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✐♠✐♥✉❡ ❀ ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ s✬é❧❛r❣✐t ❛✉t♦✉r ❞❡
m+

M+ = m−

M− = 1
P+Q

❀ ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❛♥s

✷▲✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❙❱▼ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✺ s❡❝♦♥❞❡s✱ s✉r ✉♥ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✸●❍③ ❡t
✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❞❡ ✶●♦✳
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✉♥✐✈❡rs✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ t❡♥❞ à ❝❧❛ss❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ♥♦♥
♣❛s ❞✬❛♣rès ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛❣✐❡ ✿ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥
♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é❝❤❡❝ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ m+

M+ = m−

M− ✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡t
❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ❧♦rsq✉❡ m+

M+ ❡t m−

M− s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❀ ♠❛✐s ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣♦s✐t✐❢✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✼✮ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥é❣❛t✐❢✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✻

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ r❡❧❛t✐♦♥❡❧✱
❡t s✬❡st ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧✬❛st✉❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❧❡s rés♦✉❞r❡✳

❘és✉❧t❛ts ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✱ q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t
✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬❡st ❝♦♥❝❡♥tré s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡
♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✲❝✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡st
❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳

❈❡tt❡ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❞✉ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♥♦②❛✉✲
s♦♠♠❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ❝❧❛ss❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♠♦②❡♥♥❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ♣❛s
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡✱ ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♥♦♥✲♣❧✉s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡r✲
t✐♥❡♥t❡s ❀ ❝❡ ♥♦②❛✉ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ✓ ❧❡ r❡st❡ ✔✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬é❝❤❡❝ ❛ été ♣❡r♠✐s❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é à ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✲s♦♠♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡r ❝❡ q✉✬❛✉r❛✐t ♣✉
❢❛✐r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r s✬❛tt❛q✉❡r ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❬❈❤❡♥ ✵✹✱ ❇✐ ✵✺❪ ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦ù s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ ❡t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡



✺✷ ✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣❛s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♠❛✐s s✉r ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s I1, . . . , IL r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡s ③♦♥❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✭❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ IRd✮✳ P✉✐s à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ x
❡st ❛ss♦❝✐é ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

Ψ(x) = (d(I1, x), . . . , d(IL, x))

♦ù ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ Iℓ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ③♦♥❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✱ d(Iℓ, x) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ Iℓ ❛✉① ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ x ✿

d(Iℓ, x) = min
I∈x
‖I − Ij‖2

❊♥✜♥✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Ψ✳

❬❈❤❡♥ ✵✻❪ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ Ψ✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t
❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛✐ssé à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❬❈❤❡♥ ✵✻❪
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ré❣✉❧❛r✐sé❡ ❡♥ ♥♦r♠❡ ✶ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣és✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts





✺✺

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✲❝❧é ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❛❜♦r❞é❡ s❡❧♦♥ tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✜❧tr❡ ✭✜❧✲
t❡r✮✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✭✇r❛♣♣❡r✮ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ✭❡♠❜❡❞❞❡❞✮✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
✜❧tr❡ s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❞❡s ❝r✐tèr❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✜❧tr❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❛❞r❡ss❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣❧♦r❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝❛♥❞✐❞❛t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛♣♣r✐s ❡t✴♦✉ ✐♥❝♦r♣♦r❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡
♣❛r❝✐♠♦♥✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✭❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥✮ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ♦✉
r❡❞♦♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t r❡❞♦♥❞❛♥t ♥✬❡st r❡❞♦♥❞❛♥t q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✱
♦✉✱ à ❧✬♦♣♣♦sé✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ♥❡ s♦♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ P♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r ❧✬✐♥térêt
❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▼❛✐s s✐ ❝❡ t❡st s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts✱ ✐❧ s❡r❛ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ♦✉ r❡❞♦♥❞❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡
t②♣❡ ✜❧tr❡ ♦✉ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝❛r
❡❧❧❡s s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à t❡st❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣❡✉✈❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐✲
❜✉ts ♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❛✐s ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é ♣✉✐sq✉❡ q✉✬✐❧ ❧❡✉r ❢❛✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t❡st❡r
t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❡rt❛✐♥❡ à ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❯♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧❡ ❝❛❞r❡ ❯❈❚ ✭♣♦✉r ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s✮✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r♦❜✉st❡ ♣♦✉r
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡t ✽ ♣❛ss❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱
❯❈❚✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t✱ ❞♦♥t ❯❈❚ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✾ ❞é❝r✐t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r
r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s à ❯❈❚ ♣♦✉r ❧✉✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭❋❯❙❊ ♣♦✉r ❋❡❛t✉r❡ ❯❝t ❙❊❧❡❝t✐♦♥✮ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧❧✉str❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à êtr❡ ❛rrêté à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s
❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳
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❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✼

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝✐s❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s str❛té❣✐❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✳

✼✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❬●✉②♦♥ ✵✸❜❪✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ E =
{(xi, yi), xi ∈ X , yi ∈ Y, i = 1 . . . n}✱ s♦✐t F = {f1, . . . , fd} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡s❝r✐♣t✐❢s
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s X ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
(Xi)i∈1,...,d ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ F ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù F ❝♦♠♣r❡♥❞ d ❛ttr✐❜✉ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐
X = IRd✳

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡A ❛♣♣r❡♥❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ E ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ h : X 7→ Y✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût ❞✬❡rr❡✉r✳ ❙♦✐t ℓ : Y×Y 7→ IR+

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✱ ♦ù ℓ(h(x), y) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛❜❡❧❧❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ x ♣❛r h(x) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉
✈r❛✐ ❧❛❜❡❧ y✳ ❆❧♦rs✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ h ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Err (h) = IE(x,y)∼PXY
[ℓ (h(x), y)] ✭✼✳✶✮

▲✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❤♦rs ❞❡ ♥♦tr❡ ♣♦rté❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ PXY ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ A ❝❤❡r❝❤❡
❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ h ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐♠✐sé❡

IE(x,y)∈E [ℓ (h(x), y)] =
1

n

n
∑

i=1

ℓ (h(xi), yi)

❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬é❝❛rt ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s H ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦r♥❡r ❝❡t é❝❛rt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥



✺✽ ✼ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ n ❞✬❡①❡♠♣❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ H ❝♦♥s✐❞éré ✭♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞❡ H✮ ❀ ❝❡t é❝❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭♦✈❡r✜tt✐♥❣✮✳
❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❬❱❛♣♥✐❦ ✾✽❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à
♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ P❧✉s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝❤❡r❝❤❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❡t à é✈✐t❡r ❧❡
s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐t ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts F ⊂ F ✱
❛ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉r✲❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥s✐❞éré✱ t♦✉t❡s ❝❤♦s❡s é❣❛❧❡s
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❀ ✐❧ ré❞✉✐t s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❱❛♣♥✐❦✲❈❡r✈♦♥❡♥❦✐s ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ H ♣❡✉t ❢❛❝✐❧✐t❡r s♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

✼✳✶✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿

✕ ❘é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✶✳
✕ ❉✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t t❡♠♣s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❡♥ ❝♦ût ❞✬❡①♣❡rt✐s❡ ❡t✴♦✉ ✜♥❛♥❝✐❡r ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♥s❡✐❣♥❡r
♠♦✐♥s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

✕ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡t ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣❡rt ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❛❜♦r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

❚r♦✉✈❡r F ∗ = argmin
F⊆F

Err (A (F, E)) ✭✼✳✷✮

♦ù A(F, E) ❡st ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛♣♣r✐s❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s F ✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✷✮ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s✉r {0, 1}|F| ♥♦té P✭❋✮ ❀ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s✳

❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ♥❡ ♣❡r♠❡t ❛✉❝✉♥ é❧❛❣❛❣❡ ❢♦♥❞é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉✬❡st✐♠é❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✭♠♦♥♦t♦♥✐❡✮ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t
❞✬é❧❛❣✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ P✭❋✮✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬é❧✐✲
♠✐♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✮ ♣❡rt✐♥❡♥ts ✿

✶◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ q✉✐ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❛♣♣ré❝✐❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st s✉♣r❛✲❧✐♥é❛✐r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛♥♥✉❧é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✳
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✕ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t f ❡st ❞✐t r❡❞♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F s✬✐❧ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à F ✱ ✐✳❡✳ s✐ f ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t F ❀

✕ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t f ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F s✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❛♣♣r✐s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ F ∪ {f} ❛♠é❧✐♦r❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❛♣♣r✐s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ F ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✬✐❧ ❡st
r❡❞♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝ F ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ t❡st ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❡st ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭♠♦✐♥s ❜r✉✐té✮ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

▲❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ♦✉ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F
❞♦♥♥é✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❝♦ût❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
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❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧
❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ✶✾✾✼✱ ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡s à ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r
q✉✬à ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ♦✉ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❬❇❧✉♠ ✾✼✱
❑♦❤❛✈✐ ✾✼❪✳

❊♥ ✷✵✵✸✱ ●✉②♦♥ ❡t ❊❧✐ss❡❡✛ ❬●✉②♦♥ ✵✸❜❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts✳ ■❧ r❡ss♦rt ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ♠❛r❝❤❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r à ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs
❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ✭❬●✉②♦♥ ✵✷❪✮ ♦✉ t❡①t✉❡❧❧❡s ❬❏♦❛❝❤✐♠s ✾✽❪✮✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❡♥t❡s✱ ✉♥ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ♣r♦♣♦sé à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸ ❬●✉②♦♥ ✵✹❪✳

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❝❡ss❡
❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❧✐❡♥t st♦❝❦é❡s ♣❛r ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs
❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❬❋❡r❛✉❞ ✶✵❪✳ ❋♦rt ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛ ❧✐❡✉ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❑❉❉ ✷✵✵✾ ❬●✉②♦♥ ✶✵❪✳ P❧✉s ❞❡ ✹✺✵ éq✉✐♣❡s ♦♥t
♣❛rt✐❝✐♣é à ❝❡ ❝♦♥❝♦✉rs✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥tér❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿

✕ ✉♥✐✈❛r✐és ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts ♦✉ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ❀

✕ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐és ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❀

✕ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐és ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡✉r
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

P❧✉s ♦♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡✱ ♣❧✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ s♦♥t ❝♦♠♣❧✐q✉és ❡t ♣❧✉s ❝❡s ❛❧❣♦r✲
r✐t❤♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
❛✉tr❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡ ✭✜❧t❡r✮✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ✭✇r❛♣♣❡r✮ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ✭❡♠❜❡❞❞❡❞✮✳ ❈❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
s❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡ ❛❣✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ❡♥ ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳



✻✵ ✼ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣r♦♣♦s❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❥✉s✲
q✉✬à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r✳

✕ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

✼✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡ ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❀ ❝❡ s❝♦r❡ ✐♥❞✉✐t ❛✐♥s✐
✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ fi1 > . . . > fid s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à
❡①♣❧♦r❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {fi1 , . . . fij} ♣♦✉r j = 1, . . . , d✱ s♦✐t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
t❡sts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

P❛r♠✐ ❧❡s s❝♦r❡s ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s❝♦r❡ ✉♥✐✈❛r✐és✱ ✐✳❡✳ ❞❡s s❝♦r❡ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s
❛✉tr❡s✳

✕ ▲❡ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ✭❚✲t❡st✮ ❡st ✉♥ t❡st ♣♦✉r ❞♦♥♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✭Y = {+1,−1}✮ ❬❋✉r❡② ✵✵✱
❍❛st✐❡ ✵✶❪✳ ❈❡ t❡st s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t t✐rés s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡✱ ♣♦✉r
✉♥ ❛ttr✐❜✉t fi ✜①é✱ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭µ̂+

i ❡t σ̂+✮ ❡t ♥é❣❛t✐❢s ✭µ̂−
i

❡t σ̂−✮✳ ❙✐ ❧✬❛ttr✐❜✉t fi ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦②❡♥♥❡s ❞✐✛ér❡♥t ❝♦♠♣❛ré à ❧❡✉r ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❛ss♦❝✐é à fi ❡st ❧❛ ❚✲st❛t✐st✐q✉❡

t(fi) =
|µ̂+

i − µ̂−
i |

s
√

1
n+ + 1

n−

❛✈❡❝

s(fi) =

√

(n+ − 1)σ̂+ + (n− − 1)σ̂−

n+ + n− − 2

❡t n+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n−✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢s✮✳ P❧✉s ❧❛
st❛t✐st✐q✉❡ t(fi) ❡st é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛ttr✐❜✉t fi ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t✳

✕ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❆◆❖❱❆ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ét❡♥❞ ❧❡ t❡st ❞❡ ❙t✉❞❡♥t ❛✉① ❝❛s
❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳

✕ ▲❡ t❡st ❞✉ χ2 ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❬❋♦r♠❛♥ ✵✸❪✳
❈❡ t❡st ❝♦♠♣❛r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡ (fi(x), y) ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲♦rsq✉❡ X ❡t Y s♦♥t ❞✐s❝r❡ts✱ ❧❡ t❡st ❞✉
χ2 s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✿

CHI(fi) =
∑

a∈Xi

∑

b∈Y

(P (fi(x) = a, y = b)− P (fi(x) = a)P (y = b))2

P (fi(x) = a)P (y = b)

♦ù P (fi(x) = a) ❡t P (y = b) s♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ fi(x) ❡t y✱ ❡t P (fi(x) = a, y =
b) ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t fi ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t✱ CHI(fi) s✉✐t
✉♥❡ ❧♦✐ ❞✉ χ2✱ q✉✐ ❡st t❛❜✉❧é❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ r❡❥❡t à ❝❤❛q✉❡
❛ttr✐❜✉t✳ P❧✉s ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❧✉s ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❡rt✐♥❡♥t✳

✕ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t
❛ttr✐❜✉t✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿

IM(fi) =

∫

X

∫

Y
p(fi(x), y) log

p(fi(x), y)

p(fi(x))p(y)
dxdy



✼✳✼✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✻✶

♦ù p(fi(x)) ❡t p(y) s♦♥t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ fi(x) ❡t y✱ ❡t p(fi(x), y) ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❥♦✐♥t❡✳ ❈❡s ❞❡♥s✐tés s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❬❚♦r❦❦♦❧❛ ✵✸❪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢❡♥êtr❡ ❞❡ P❛rs❡♥ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❞❡♥s✐tés ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉
❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r
s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

IM(fi) =
∑

a∈Xi

∑

b∈Y

P (fi(x) = a, y = b) log
P (fi(x) = a, y = b)

P (fi(x) = a)P (y = b)

♦ù ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés P ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ s♦♥t ❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉rs ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❬❋♦r♠❛♥ ✵✸❪✳
✕ ▲❡ ❝♦s✐♥✉s ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r xi ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t fi ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r y ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ✿ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ❝♦s✐♥✉s ❡st
é❧❡✈é❡✱ ♣❧✉s ❧✬❛ttr✐❜✉t ❡st ❝♦rré❧é à ❧✬ét✐q✉❡tt❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ s✐ xi ❡t y s♦♥t ❝❡♥trés✱
❝❡ s❝♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ fi(x) ❡t y ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ st❛♥❞❛r❞
❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

|cos(xi, y)| = |cov(fi(x), y)|
√

var(fi(x)) var(y)

▲❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❝❡ s❝♦r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❛ttr✐❜✉t✳ P✉✐s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ♣r♦❥❡té❡s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❝❡t ❛ttr✐❜✉t ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é✱ ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✜①é ❬❈❤❡♥ ✽✾✱ ❙t♦♣♣✐❣❧✐❛ ✵✸❪✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡
♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥✬❡st ♣❧✉s t♦✉t à ❢❛✐t ✉♥✐✈❛r✐é❡✳

❚♦✉s ❝❡s t❡sts ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♠❛✐s ✐❧s ♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣r✐s sé♣❛ré♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡st
r❡❞♦♥❞❛♥t ♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t r❡❞♦♥❞❛♥t s❡r❛ ❝♦♥s❡r✈é ❡t ✉♥ ❛ttr✐❜✉t
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t s❡r❛ é❧✐♠✐♥é ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ❡s♣ér❡r❛✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐♥✈❡rs❡✳

P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ❘❡❧✐❡❢ ❬❑✐r❛ ✾✷❪ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛t✲
tr✐❜✉ts ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡t s❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❝❛❧❡✱
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛ss♦❝✐♦♥s à t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ x s♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥
ν(x) ✭r❡s♣✳ µ(x)✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✐✛❡r❡♥t❡✮✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts ❞❡ F ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❛ttr✐❜✉t fi✱

Relief(fi) =
∑

x∈E

|fi(x)− fi(µ(x))| − |fi(x)− fi(ν(x))|

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❬❑♦♥♦♥❡♥❦♦ ✾✹❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❘❡❧✐❡❢✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♠♠é❡
❘❡❧✐❡❢❋ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠❛♥q✉❛♥t❡s✳ ❬❑♦♥♦♥❡♥❦♦ ✾✹❪ ❝♦♥s❡✐❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛s
❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✱ ♠❛✐s ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s❝♦r❡ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✳ ❊♥✜♥
❬❘♦❜♥✐❦✲➆✐❦♦♥❥❛ ✵✸❪ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s❝♦r❡s ❘❡❧✐❡❢ ❡t ♠♦♥tr❡ s❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❊♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡✮ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❘❡❧✐❡❢ ♥✬❡st
♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛ttr✐❜✉t
♣❡rt✐♥❡♥t✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ♦✉ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❡❧✐❡❢ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞✐✈✐sé ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧❡s ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
r❡❞♦♥❞❛♥ts✳



✻✷ ✼ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

✼✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s✬❛tt❛q✉❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts ✭éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✷✮✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ❣❡♥❡r❛t❡✲❛♥❞✲t❡st✱ q✉✐ ♣❛r❝♦✉r❡♥t ✭✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✮ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s
P✭❋✮✱ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ s❝♦r❡ à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ F ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ❡t ♠❡tt❛♥t
à ❥♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s❝♦r❡s✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ P✭❋✮ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐✲
s♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ❡①♣❧♦rés✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ✿ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛♥❞✐❞❛t Ft é✈❛❧✉é ♣❛r♠✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐✲
❞❛ts à ❧✬ét❛♣❡ t✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts à ❧✬ét❛♣❡ t + 1 ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❧❡s ♣❧✉s ✓ ♣r♦❝❤❡s ✔ ❞❡ Ft✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♣r♦❝è❞❡♥t ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞✱ s♦✐t ♣❛r ❛❥♦✉t✱ s♦✐t ♣❛r r❡tr❛✐t
❞✬✉♥ s❡✉❧ ❛ttr✐❜✉t ❛✉ ❝❛♥❞✐❞❛t Ft ❝♦✉r❛♥t✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❬❩❤❛♥❣ ✵✽❛❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛❧t❡r♥é❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❛❥♦✉t ❡t r❡tr❛✐t ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞✮✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❡st ❞✬êtr❡
❣✉✐❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❛tt❡♥❞✉ ♣❛r ❛❥♦✉t✴r❡tr❛✐t ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t✳

▼❛r❝ ❇♦✉❧❧é ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❋♦r✇❛r❞✲❇❛❝❦✇❛r❞ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❇❛②❡✲
s✐❡♥♥❡ ❬❇♦✉❧❧é ✵✼❪✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ♦✉ r❡t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛ttr✐❜✉t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s
♣❛ss❡s ❞✬❛❥♦✉t ❡t ❞❡ r❡tr❛✐t s✉r t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ♦r❞♦♥♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❀ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥
❛ttr✐❜✉t ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té ✭♦✉ r❡t✐ré✮✳

❇♦✉❧❧é r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝✐♥q ♣❛ss❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❧✉s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♦✉ r❡t✐r❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ é❝♦♥♦♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛②❡s✐❛♥ ♥❛ï❢✱ ❞♦♥t ❧❛
♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❥♦✉t ♦✉ r❡tr❛✐t ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❝♦ût❡ O(n) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛ss❡s ❡st ❧✐♠✐té✱ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ O(dn)✳ ❈❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❛✉t♦r✐s❡ à r❡❧❛♥❝❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t à ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts r❡♥❝♦♥tré✱ ♦✉ à t♦✉s ❧❡s
❝♦♠❜✐♥❡r✳

◆♦t♦♥s q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧❛ ❣r❛♥✉✲
❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❧♦♦❦✲❛❤❡❛❞✮✷✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧
❬▼❛r❣❛r✐t✐s ✵✾❪✳

✼✳✷✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♠❜❛rq✉é❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐❛♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡t ❧✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❛r ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❡♠❜❛rq✉❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ✭✐✳❡✳
✉t✐❧✐s❛♥t ♣❡✉ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤❡s❡ ❧✐♥❡❛✐r❡ w s✉r IRd ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ w✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈♦✐t

✷❈❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❧✬✐♥❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧
✉t✐❧✐sé✳



✼✳✼✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✻✸

q✉✬❛❥♦✉t❡r ♦✉ ❡♥❧❡✈❡r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ ♣♦✐❞s wi très ♣❡t✐t ♥❡ ✓ ❝♦ût❡ ✔ ♣r❡sq✉❡ r✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡♥❧❡✈❡r ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✓ ♥♦r♠❡ ✔ ▲❴✵ ❞❡
w✱ ✐✳❡✳ ❞❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té
♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✿ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♥♦r♠❡✱ ❡t s♦♥
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ s♦✐✮✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✬❡st ♣❡♥❝❤é❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ L0✳

▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞✉s à ❋✉♥❣✱ s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥
♥♦r♠❡ ▲1 ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❋✉♥❣ ✵✵❪✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❙❱▼✱ ❋✉♥❣ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

argmin
w∈X ,
b∈IR,
ξ∈IRn

‖w‖1 + C
n
∑

i=1

ξi ✭✼✳✸❛✮

t✳q✳

{

yi (〈w, xi〉+ b) ≥ 1− ξi, i = 1, . . . , n

ξi ≥ 0 i = 1, . . . , n
✭✼✳✸❜✮

❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ♥♦r♠❡ ▲1✱ ♠❛✐s ❢❛❝❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ t②♣❡
s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛rrés ❬❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✾✹❪ ✿

argmin
w∈X ,
b∈IR,
ξ∈IRn

‖w‖1 + C

n
∑

i=1

ξ2
i ✭✼✳✹❛✮

t✳q✳ yi − (〈w, xi〉+ b) = ξi, i = 1, . . . , n ✭✼✳✹❜✮

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é❡ ▲❛ss♦ ♣♦✉r ❧❡❛st ❛❜s♦❧✉t❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳

▲❛ss♦ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲❆❘❙ ✭▲❡❛st ❆♥❣❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✮ ❬❊❢r♦♥ ✵✹❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥
❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛ss❛❣❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✼✳✹ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ C✳ ▲❆❘❙ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡ ❝❛rrés✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✼✳✹
❛✈❡❝ C =∞✳

❉❡s ✈❡rs✐♦♥s ❤②❜r✐❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲1 ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲2 s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❬❈❤❛♥ ✵✼❪ ❡t
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞✉❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲1✳ ❊♥✜♥✱ ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❬▲❛♥❣❢♦r❞ ✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲❛ss♦ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳

❉✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ✿ ❬❇r❛❞❧❡② ✾✽❪
✉t✐❧✐s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲0 ❀ ❬❲❡st♦♥ ✵✸❪ s✬✐♥✲
tér❡ss❡ q✉❛♥❞ à ❧✉✐ à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❀ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬❩❤❛♥❣ ✵✽❜❪ s✬❛tt❛q✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à
❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉t
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❬❍❡❧❧❡♣✉tt❡ ✵✾❪✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ♥♦②❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s ✭▼❑▲ ♣♦✉r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❑❡r♥❡❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✮ ❬▲❛♥❝❦r✐❡t ✵✹❪ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ▲❛ss♦ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡s ❙❱▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❡t ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♥♦②❛✉ K✳ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡



✻✹ ✼ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

K =

m
∑

j=1

ηjKj

❛✈❡❝ K1, . . . ,Km m ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♥♦②❛✉✱ η1, . . . , ηm ♣♦s✐t✐❢s ❡t
∑m

j=1 ηj = 1✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡
❞♦♥❝ à ♦♣t✐♠✐s❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛❣r❛♥❣❡ α1, . . . , αn ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts η1, . . . , ηm✳
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ▼❑▲ ❛ été ♠♦❞✐✜é❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s ❬❇❛❝❤ ✵✹✱ ❙♦♥♥❡♥❜✉r❣ ✵✻✱
❩✐❡♥ ✵✼✱ ❘❛❦♦t♦♠❛♠♦♥❥② ✵✽❪ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❑▲ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ▼❑▲ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜✲
❥❡❝t✐❢✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❜♦♥ ♥♦②❛✉✳ ▼❛✐s s✐ ❝❤❛q✉❡ ♥♦②❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❛❧♦rs ❧❡s ▼❑▲ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
♣❡rt✐♥❡♥ts✳

▲❡s ▼❑▲ ✐♥tér❡ss❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛✈❛♥❝és ré❝❡♥t❡s✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬❇❛❝❤ ✵✽❪✱ q✉✐ ét❡♥❞ ❧❡s ▼❑▲ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♥♦②❛✉① s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❞❡ ❢❛ç♦♥
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱ ❡t ❬❱❛r♠❛ ✵✾❪✱ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ▼❑▲✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❬❱❛r♠❛ ✵✾❪ ❛✉t♦r✐s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ K ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♥♦②❛✉①
K1, . . . ,Km✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞❡✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡s✳

❆♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❛♣♣r✐s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♠✐①❛♥t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s
❛ttr✐❜✉ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ❀ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♦✉ rés❡❛✉
♥❡✉r♦♥❛❧✮ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ✉t✐❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❝r✐tèr❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t②♣❡ ✜❧tr❡✳ ▲✬✐♥térêt ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥♥❡❧❧❡s ❡st q✉❡ ❧❡ ❝r✐t❡èr❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉①
❛ttr✐❜✉ts ❞é❥à sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ st②❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆❧♣❤♦♥s❡ ❡t ❙tr♦♣♣❛ ❬❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✷❪ rés♦✉t ❞❡
♣❡t✐ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ✜❧tr❡r ❧❡s ❧✐ttér❛✉① ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✭■▲P✮✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ x ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s
mip(x) t❡❧ q✉❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞❡ mip(x) r❡✈✐❡♥♥❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧✐tér❛✉①
✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❞❡ x✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ hmip(x) rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ mip(x) ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣r✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t ❝❡✉①
✉t✐❧✐sés ♣❛r hmip(x)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♦✉ ♣❛r ❡s♣ér❛♥❝❡✲♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts t♦✉t ❡♥ ❛♣♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉és s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ✜❧tr❡ ❬❇r❡✐♠❛♥ ✽✹✱ ❘♦❣❡rs ✵✺❪✱ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s❝♦r❡ ❣✐♥✐ ♠♦②❡♥ s✉r
❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦②❛✉① ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❬❳✉ ✵✾❪✳

❆♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ▲✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡
❡♥❝♦r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❬❚✉✈ ✵✾❪ ❛❧t❡r♥❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ s❡r✈❡♥t à
❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✳



✼✳✼✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✻✺

❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❡ s❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s❡ ♣r♦♠❡♥❡r ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡
F à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❙❱▼✲❘❋❊ ✭♣♦✉r ❙❱▼ ❘❡❝✉rs✐✈❡
❋❡❛t✉r❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❬●✉②♦♥ ✵✷❪ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s❝♦r❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭❙❱▼ ♣♦✉r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✮ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❬❙❤❡♥ ✵✽❪ q✉✐ s❡
❢♦♥❞❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❙❱▼ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❡st ♣❡rt✉r❜é✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s ♣r♦❝è❞❡♥t ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
F ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛❧t❡r♥❡♥t ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿

✕ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❙❱▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s F ❀
✕ r❡t✐r❡r ❞❡ F ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞✬❛♣rès ❧❡ s❝♦r❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡ ❙❱▼ ❛♣♣r✐s✳

✼✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿
✕ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s♦✉s✲♠♦❞✉❧❛✐r❡
❡t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❀

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡
❡st✐♠é❡✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❞♦♥❝
s♦✐t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ s♦✐t à
♥❡ t❡st❡r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝❤♦✐s✐s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✜❧tr❡ ❡t ❡♠❜❛rq✉é❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ t②♣❡ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✿ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❡st ❝♦♥s✐❞éré s♦✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐s♦❧é❡ ✭❡t ❡❧❧❡s ♥❡ ❞ét❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛ttr✐❜✉ts✮✱ s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❡rt✉r❜é❡s
♣❛r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ♦✉ ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts✮✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ♦♥t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦✉s ❧❡✉r ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♥❣❧❡✳ ▼❛✐s ❧❡
♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st q✉✬✐❧ ❧❡✉r ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❜♦♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡①♣❧♦r❡r
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧❡ tr❡✐❧❧✐s P✭❋✮✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❢❛❝❡ ❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿
✕ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t❡st❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥♦✉✈❡❛✉①✱ ❧♦✐♥ ❞❡s
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❧♦❝❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é❝❤❛♣♣❡r à ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣ré♠❛t✉ré❡ ✈❡rs ❞❡s ♦♣t✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❀

✕ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✈✐s✐t❡r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞é✲
t❡r♠✐♥❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✈❡rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥ç✉❡s ♣♦✉r s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❛✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❊①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳



✻✻ ✼ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✿ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✽

❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈s
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t

❇❛♥❞✐ts ▼❛♥❝❤♦ts

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞✐❧❡♠♠❡ ❡♥tr❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱
q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
▲❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞✐ts ♠❛♥❝❤♦ts✱ ❜✐❡♥ ét✉❞✐és ❡♥ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❬❘♦❜❜✐♥s ✺✷✱ ❇❡rr② ✽✺❪✱ ❡t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ t❡❧s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬▲✐tt❧❡st♦♥❡ ✽✾❪ ♦✉ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❬❙✉tt♦♥ ✾✽❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡t ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s ❞❡✉①
❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝♦♥s❛❝ré❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✬♦♣t✐♦♥s
✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮✱ ❡t ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦♣t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳

✽✳✶ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t✳
▲❡ ♣r♦❜❧❡♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t ❬❘♦❜❜✐♥s ✺✷✱ ▲❛✐ ✽✺✱ ❆✉❡r ✵✷❪ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r k ❜r❛s ✐♥❞é♣❡♥✲

❞❛♥ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❜r❛s i ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té νi s✉r [0, b] ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µi✱ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❥♦✉❡ ❝❡ ❜r❛s✳ ❈❡s ❧♦✐s s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ❥♦✉❡✉r✱ ❡t ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡
t❡♠♣s✳ ❖♥ ♥♦t❡ µ∗ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❜r❛s i∗✳

i∗ = argmax
i=1,...,k

µi

µ∗ = µi∗ = max
i=1,...,k

µi

❆ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s t✱ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❜r❛s it ❡t r❡❝♦✐t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ rt✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝✉♠✉❧é❡

T
∑

t=1

rt



✻✽ ✽ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈s ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❇❛♥❞✐ts ▼❛♥❝❤♦ts

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s♦♥ r❡❣r❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r s❛ ♣❡rt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬♦r❛❝❧❡
✭q✉✐ ❛✉r❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐ ❧❡ ❜r❛s i∗ ❞❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧✮✳ ▲✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ r❡❣r❡t✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐sé❡
❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

IE[RT ] =

T
∑

t=1

(µi∗ − µit)

▲❡ ❥♦✉❡✉r✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❧❡s ❧♦✐❡s νi ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♠❛✐s ♣❡✉t ❧❡s ❡st✐♠❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡st
❛✐♥s✐ ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿

✕ ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ r❡❣r❡t ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ r✐sq✉❡ ❡t ❞❡ ❥♦✉❡r
❧❡ ❜r❛s q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱
♥♦té❡ µ̂i✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ r❡❣r❡t q✉✐ ❝r♦ît ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ O(T ×
(µ∗ − µi)))✱ s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❜r❛s ❡♠♣✐r✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❜♦♥ ✭i 6= i∗✮ ❀

✕ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❞♦✐t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s❛❝r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s❡s ❡ss❛✐s à ❞é❝♦✉✈r✐r s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❜r❛s ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✬✐❧ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❥✉sq✉✬✐❝✐✳ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❡✈✐❞❡♠♠❡♥t
❝♦ût❡✉s❡✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t ✭▼❆❇ ♣♦✉r ▼✉❧t✐✲❆r♠❡❞ ❇❛♥❞✐t✮ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠♣♦r❡❧ ✭✜♥✐ ♦✉ ♥♦♥✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣t✐♦♥s ✭❣r❛♥❞ ♦✉ ♣❡t✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ t❡♠✲
♣♦r❡❧✮✱ ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❜r❛s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ré❢❡rré à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❙✳ ❇✉❜❡❝❦ ❬❇✉❜❡❝❦ ✶✵❛❪
♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t✱ q✉✐ s♦rt ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡
t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ✭❜r❛s ❡t t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❣❛✐♥s ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✮✱
❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ r❡❣r❡t ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❡♥ O(log T ) ❬▲❛✐ ✽✺❪✳

✽✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞

❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆✉❡r ❡t ❛❧ ❬❆✉❡r ✵✷❪✱ ❛♣♣❡❧é
❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞ ✭❯❈❇✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣❛r
✏❧✬♦♣t✐♠✐s♠❡ ❡♥ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉✑✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡ ❜r❛s t❡❧ q✉❡ s♦♥ ❣❛✐♥ ♣❡✉t✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡tr❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❜r❛s✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ à t♦✉t ❜r❛s i ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ (µ̂i−ǫi, µ̂i+ǫi)✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ǫi

❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ni q✉❡ ❧❡ ❜r❛s i ❛ été ❥♦✉é✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❇ ❝♦♥s✐st❡ ❛✐♥s✐ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r

❧❡ ❜r❛s i ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✐t ✿ µ̂i + ǫi✱ ❛✈❡❝ ǫi ∝
√

log t
ni

✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❇✶ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆✉❡r ❡t ❛❧✳ ❬❆✉❡r ✵✷❪ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t

❞❡ ❧✬♦♣t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ✿

µ̂i +

√

2b2 log t

ni
✭✽✳✶✮

♦ù µ̂i ❡t ni ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❣❛✐♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ i✲è♠❡ ❜r❛s ❛
été ❥♦✉é✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥ r❡❣r❡t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ t✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡
✭é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡✐❧❧❡✉r ❣❛✐♥✮ ❡t ✈❛r✐❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❀
❝❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❍÷✛❞✐♥❣✳

IE[RT ] ≤ 8
∑

i:µi<µ∗

(

b2

µ∗ − µi

)

log(T ) +

(

1 +
π2

3

) k
∑

i=1

(µ∗ − µi) ✭✽✳✷✮



✽✳✽✳✷ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞ ✻✾

✽✳✷✳✶ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

❯♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❇✶ ❝♦♥s✐st❡ à t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❣❛✐♥s ❞✬✉♥ ❜r❛s ✿
♣❧✉s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r❛s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♠♦✐♥s ✐❧ ❢❛✉t ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♦♣t✐♠❛❧✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ❬❆✉❡r ✵✷❪ ❡t ❬❆✉❞✐❜❡rt ✵✾❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞✬❯❈❇ q✉✐
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ σ̂2 ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❜r❛s✳

❉❛♥s ❯❈❇✶✱ b2 ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s q✉❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
✭à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès✮✳ ❆✉❡r ❡t ❛❧✳ ❬❆✉❡r ✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r b2 ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐t ✭❯❈❇✲t✉♥❡❞✮ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❜r❛s ♠❛①✐♠✐s❛♥t

µ̂i +

√

√

√

√

√

ce log t

ni
min





b2

4
, σ̂2

i +

√

2ceb2 log t

ni



 ✭✽✳✸✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ce ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ce

❡st ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❛❥✉sté❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡ r❡❣r❡t ❛ss♦❝✐é✳
P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❇✲❱ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❇❡r♥st❡✐♥✱

❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❍÷✛❞✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆✉❞✐❜❡rt ❡t ❛❧✳ ❬❆✉❞✐❜❡rt ✵✾❪✱
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ❜r❛s ♠❛①✐♠✐s❛♥t

µ̂i +

√

2ce log t

ni
σ̂2

i + c
3ceb log t

ni
✭✽✳✹✮

❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r c ❡t ce ✭c = 1 ❡t ce > 1✮✱ ❯❈❇✲❱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❡❣r❡t ✈ér✐✜❛♥t

IE[RT ] ≤ C
∑

i:µi<µ∗

(

σ2
i

µ∗ − µi
+ 2b

)

log(T ) ✭✽✳✺✮

❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ce✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ r❡❣r❡t ✽✳✷✱ ❡st q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ 1
µ∗−µi

s♦♥t ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ σi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❯❈❇✲❱ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥
r❡❣r❡t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❯❈❇✶✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❜r❛s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❬❆✉❞✐❜❡rt ✵✾❪ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t c✱ s✐ ce < 1 ✭♦✉ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ce✱ s✐ c×ce < 1/3✮✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ν1, . . . , νk s✉r ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ T ✱ t❡❧ q✉❡
❯❈❇✲❱ s♦✉✛r❡ ✉♥ r❡❣r❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s c ❡t
ce✳

✽✳✷✳✷ ▼❛♥②✲❛r♠❡❞ ❇❛♥❞✐ts

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❯❈❇ ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❡ss❛②❡r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡
❜r❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❡st ❣r❛♥❞ ✭♦✉ ✐♥✜♥✐✮ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❯❈❇ s♦♥t ❛✐♥s✐ ❜✐❛✐sés ✈❡rs ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ❜✐❛✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s
❧♦✐s ❞❡s ❜r❛s s♦♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ❬❚❡②t❛✉❞ ✵✼❪✱ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❯❈❇ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ❜r❛s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❀ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♥s✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ à ❥♦✉❡r ❧❡ ❜r❛s ❝♦✉r❛♥t t❛♥t q✉✬✐❧ r❡t♦✉r♥❡ ✶ ❝♦♠♠❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳
❬❚❡②t❛✉❞ ✵✼❪ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té✳



✼✵ ✽ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈s ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❇❛♥❞✐ts ▼❛♥❝❤♦ts

❯♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ❬❈♦✉❧♦♠ ✵✼❪ ❡t ❬❈❤❛s❧♦t ✵✼❪✳ ❈❡tt❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✭❊P✮ ♦✉ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✉♥♣r✉♥✐♥❣ ❡st ét✉❞✐é❡
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬❲❛♥❣ ✵✽❪ ❡t ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❬❘♦❧❡t ✵✾❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢✳

▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r❛s ❝♦♥s✐❞érés ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞✉
t❡♠♣s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ k(t) ❞❡ ❜r❛s ❝♦♥s✐❞éré ✈❛r✐❡ ❝♦♠♠❡ log t ♦✉ ta✱ ❛✈❡❝ a < 1 ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❜r❛s ❝♦♥s✐❞érés ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳

✽✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬♦♣t✐♦♥s ✭♦✉ ❞✉
❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✮ ♣❛r ❑♦❝s✐s ❡t ❙③❡♣❡s✈ár✐ ❬❑♦❝s✐s ✵✻❪✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✐t ❞✉ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ♣♦rt❡♥t ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té νi✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡
♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉
❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❜r❛s ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥✳ Prés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ✭▼❈❚❙✮ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
❞✬❯❈❇ ❛✉① ❛r❜r❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❯❈❚ ❬❑♦❝s✐s ✵✻❪✳

✽✳✸✳✶ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡

❙♦✐t B ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡ F0✳ ◆♦t♦♥s B1, . . . ,Bk ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ B ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ✉♥
✜❧s ❞❡ F0 ✭B = arbre(F0, {B1, . . . ,Bk})✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ▼❈❚❙ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡q✉❡❧
❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r t❡st❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à t❡st❡r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲
❛r❜r❡ Bi ❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ▼❈❚❙
❬❈❤❛s❧♦t ✵✻✱ ❈♦✉❧♦♠ ✵✻✱ ❑♦❝s✐s ✵✻❪ ❡st ❞❡ ❜✐❛✐s❡r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s t❡sté❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ à tr♦✉✈❡r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝ré❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞✬❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs
❝❤❡♠✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s ✭❛♣♣❡❧és ✐tér❛t✐♦♥s ♦✉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♥÷✉❞s ♦✉tr❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ é✈❛❧✉é❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✈♦♥t s❡r✈✐r à ❣✉✐❞❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✉✐✈❛♥ts✱ ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✭❜✐❛✐s ✈❡rs ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✮
❡t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✉❧t❛♥t s✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✿ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❊①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✮ ❀

✷✳ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❀

✸✳ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s✳

✽✳✸✳✷ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡

P♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t
♣❛ss❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ✜❧s ❡♥ ♥÷✉❞ ✜❧s ❥✉sq✉✬à ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ P♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ F ❞♦♥♥é à
s♦♥ ✜❧s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✜❧s q✉✐ s♦✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❆❇ ✭❙❡❝ ✽✳✶✮✳ ❈❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡



✽✳✽✳✹ ❯❈❇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s ✼✶

✜❧s s ❞❡ F ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛ss❛♥t ♣❛r s✮✳ ▲❡s ❞✐✈❡rs ▼❈❚❙ ❞✐✛èr❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à
✉♥ ♥÷✉❞✳

✽✳✸✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❛✉✈❡❣❛r❞é❡s

▲✬✐❞é❛❧ ❡st ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❛s✲
s♦❝✐é❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t tr♦♣ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
t❡❧s q✉❡ ❬❈♦✉❧♦♠ ✵✻❪ à ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♥÷✉❞s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♥❡ ❣r❛♥❞✐t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠
q✉❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥✳

✽✳✸✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥s

▲❡s ▼❈❚❙ ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❧❡✉r ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ s♦rt ❞✉ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙❛♥s ❡①❤❛✉st✐✈✐té ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ▼❈❚❙ ✿

✕ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✭✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r ♥÷✉❞✮✱
❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ét❛♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❬❑♦❝s✐s ✵✻✱ ❇✉❜❡❝❦ ✶✵❜❪ ❀

✕ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❬❇✉❜❡❝❦ ✶✵❜❪ ❀
✕ ❧✬❛r❜r❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ t②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♥÷✉❞s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❥❡✉ à ❞❡✉①

❥♦✉❡✉rs✱ ♦ù ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥÷✉❞ ✜❧s ❞❡♣❡♥❞ ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❬●❡❧❧② ✵✼❪✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞✱

❧❡s ▼❈❚❙ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ Bi ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✜❧s ❞❡
❧❛ r❛❝✐♥❡✮✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t q✉❡ ❞♦♥❝
❛♣rès ❛✈♦✐r ❥♦✉é ✉♥ ❝♦✉♣ ✐❧ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❥♦✉é❡ ♣❛r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡
❛✈❛♥t ❞✬❛♥♥♦♥❝❡r ❧❡ ❝♦✉♣ s✉✐✈❛♥t✳ ▼❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ▼❈❚❙ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ♣❡t✐t à ♣❡t✐t t♦✉t❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✈❡rs ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❡tt❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣✮✳

✽✳✹ ❯❈❇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s

▲✬❛♣♣♦rt ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❜❛♥❞✐t ♠❛♥❝❤♦t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ▼❈❚❙✱ ❞✉ à ❑♦❝s✐s ❡t ❙③❡♣❡s✈ár✐✱ ❡st
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✴❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❯❈❇✶ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✶✮ ❬❑♦❝s✐s ✵✻❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡q✉✐❡rt q✉✬✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s♦✐t ❛ss♦❝✐é❡
à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s r❡ç✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠♦♥tr❡ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❜♦♥
♥÷✉❞ ✜❧s à ❧❛ r❛❝✐♥❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✶ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❬❑♦❝s✐s ✵✻❪✮ ♠❛✐s
♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ♣❛s ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ r❡❣r❡t à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❚ ✭♣♦✉r ❯❈❜ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r tr♦✐s ❛s♣❡❝ts ♣r✐♥✲
❝✐♣❛✉① ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ ❀ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣r❛❞✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❀ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❡s ✜❧s ❞✬✉♥ ♥÷✉❞✳



✼✷ ✽ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈s ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❇❛♥❞✐ts ▼❛♥❝❤♦ts

✽✳✹✳✶ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❜♦♥ ♥÷✉❞ ✜❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s❝♦r❡ V ∗

❞é✜♥✐ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ♣❛r

V ∗(F ) =







récompense(F ) s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡

max
F ′∈fils(F )

V ∗(F ′) s✐♥♦♥ ✭✽✳✻✮

▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♥÷✉❞ ✜❧s F ∗ ❡st ❛❧♦rs ❝❡❧✉✐ ♠❛①✐♠✐s❛♥t V ∗ ✿

F ∗ = argmax
F ′∈fils(F )

V ∗(F ′) ✭✽✳✼✮

❯❈❚ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❥✉st❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥÷✉❞ ✭µ̂ ♦✉ ❧❡ s❝♦r❡ ❯❈❇ ❛ss♦❝✐é✮
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs V ∗✳ P♦✉rt❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡t ♥♦♥ ♣❛s
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛r ❛✉ ✜❧ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s
❯❈❚ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❀ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s t❡♥❞ ❞♦♥❝
✈❡rs ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜r❛♥❝❤❡✱ ✐✳❡✳ ✈❡rs ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢♦♥❞❡r ❧❡s ❝❤♦✐① s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♠❛✐s ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ❯❈❚ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡①♣❧♦r❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡❧❧❡ ❡st s♦✉s✲❡st✐♠é❡ ❡t ❝❡❧❛ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝♦♠♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✉♥ ♥÷✉❞ q✉✐ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❞❡ ❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✳

✽✳✹✳✷ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡

❈❡ ❝❤♦✐① ❝♦♥trô❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ▲✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❯❈❇
✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✸✮ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ ❡①❝ès ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❛♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à t♦✉s ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬●❡❧❧② ✵✻❪ ❡t ❬❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪ ✉t✐❧✐s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞
✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✸✮ ❡t ❯❈❇✲❱ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✹✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❯❈❇ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t ❧❡s ♥÷✉❞s✲✜❧s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❝♦♥s❛❝r❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s à ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥÷✉❞s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦rt❡✳

✽✳✹✳✸ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❣r❛❞✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❯❈❚✱ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té ♣❛r ❬❑♦❝s✐s ✵✻❪✱ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s r❡♥❝♦♥✲
trés ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ▼❈❚❙ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦♣
✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❯❈❚ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r
❬●❡❧❧② ✵✻❪✱ q✉✐ ❢❛✐t ❣r❛♥❞✐r ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❧✐♠✐té ❛✉ ♥÷✉❞
r❛❝✐♥❡✱ ❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♥÷✉❞ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ❯❈❚ ❢❛✐t ❣r❛♥❞✐r ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✽✳✶✮✳

❈❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞é❜✉t❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t ✈❛ ❞❡ ♥÷✉❞ ✜❧s ❡♥ ♥÷✉❞ ✜❧s t❛♥t q✉❡ ❢❛✐r❡ s❡ ♣❡✉t✳ ❚❛♥t
q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ F ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡ ♥÷✉❞ ✜❧s sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❡❧♦♥
❯❈❇✲❱✳ ❙✐ F ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ s✐ ❝❡ ♥÷✉❞ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é ✐❧ ❡st é✈❛❧✉é ❡t
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❀ s✐♥♦♥✱ ✉♥ ♥÷✉❞ ✜❧s ❞❡ F ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é
❡t ❛❥♦✉té à ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❝❡ ♥÷✉❞ ❡st ❝♦♠♣❧été ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ é✈❛❧✉é✱
❡t ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡rt ❞❡ ♠ê♠❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ F ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✐s❡s à ❥♦✉r s♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ µ̂F ✱
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ σ̂F ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ TF ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ♣❛r F ✳



✽✳✽✳✺ ❘és✉♠é ✼✸

Arbre exploré

Sous−arbre
de recherche

les bandits
Phase basée sur

Nœud ajouté

Phase
aléatoire

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚ ✿ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❝r✐tèr❡ ❯❈❇ ❀ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞ r❡♥❝♦♥tré ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❛❥♦✉té
❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳

✽✳✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❯❈❚ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ✭●♦ ❬●❡❧❧② ✵✼❪✱ ❍❛✈❛♥♥❛❤ ❬❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪✮✱ ❞❡
❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ❬❘♦❧❡t ✵✾❪ ♦✉ ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❬❞❡ ▼❡s♠❛② ✵✾❪✳
P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❯❈❚ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♥÷✉❞
t❡r♠✐♥❛❧✮ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ❛r❜r❡✳ ▼❛✐s ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡♥ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s✳ ▲❡ ❢❛✐t
❞❡ ❧❡s tr❛✐t❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ♥❡ ♣r♦❝é❞❛♥t ♣❛s à ❧❛ ❞✉♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥÷✉❞s ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s
♠❡♥❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❬❞❡ ▼❡s♠❛② ✵✾✱ ❘♦❧❡t ✵✾❪✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛r
❬●❡❧❧② ✵✼❪ ❡t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr
❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐✳❡✳ s✐ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st é❧❡✈é✱ ❧❛
♠✐s❡ à ❥♦✉r ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s✳

❯♥ s❡❝♦♥❞ ❛s♣❡❝t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ♦✉ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❬●❡❧❧② ✵✼✱
❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪ ❛✜♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❡st ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
✭♣❛tt❡r♥s✮ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ ●♦✱ ♦✉ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦✉♣s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ▲✬✉s❛❣❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❘❆❱❊ ✭❘❛♣✐❞❡ ❆❝t✐♦♥ ❱❛❧✉❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✽✳✺ ❘és✉♠é

▲✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s♦✉❧è✈❡ ❧❡ ❞✐❧❡♠♥❡
❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❞✐❧❡♠♥❡ s❡ ❢❛✐t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❜❛♥❞✐ts
♠❛♥❝❤♦ts✱ ♦ù ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❢❛✐t ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à s♦✉s à k ❜r❛s✱ ❞♦♥t ❧❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s
s❡❧♦♥ ν1, . . . , νk ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s µ1, . . . , µk✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✉



✼✹ ✽ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈s ❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡t ❇❛♥❞✐ts ▼❛♥❝❤♦ts

❧❡s ❡s♣ér❛♥❝❡s ❞❡s ❜r❛s✱ ♠❛✐s ✐❧ ✈❡✉t ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ❣❛✐♥✱ ✐✳❡✳ ❥♦✉❡r ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❜r❛s
i∗ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳

µi∗ = µ∗ = max
i=1,...,k

µi

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❜❛♥❞✐ts ♠❛♥❝❤♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ ❞✐❧❡♠♥❡ ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❜r❛s q✉✐ ❛ ❢♦✉r♥✐ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✭❡①♣❧♦✐t❡r✮✱ ♦✉ t❡st❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❜r❛s ✭❡①♣❧♦r❡r✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❥♦✉❡✉r
❡st ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ T t✐r❛❣❡s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❯❈❇ ✭♣♦✉r ❯♣♣❡r ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❇♦✉♥❞✮ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣rès✳

▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❜r❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♠❡ttr❡
❝❡t ❛r❜r❡ à ♣❧❛t ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❇✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s
❜r❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❚ ✭♣♦✉r ❯❈❜ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❚r❡❡s✮ s❡ ♣r♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡♥
♠❡tt❛♥t ✉♥ ❯❈❇ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❜r❛s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✳

❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉✈❡♥t ❥✉st❡♠❡♥t s❡
r❡❣r♦✉♣❡r ❞❛♥s ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r
❞❛♥s ❝❡ tr❡✐❧❧✐s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✾

❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r

r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✿ ❋❯❙❊ ✭♣♦✉r ❋❡❛t✉r❡ ❯❝t
❙❊❧❡❝t✐♦♥✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❋❯❙❊ ❡st ❞❡ s✬❛tt❛q✉❡r à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s ❞✐✣✲
❝✐❧❡s ✿ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ♣rés❡♥❝❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❋❯❙❊ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧❡❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ❋❯❙❊ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t
s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✶✮ ❡t ❛❞❛♣t❡ ❯❈❚ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✮✳

✾✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ✭▼❉P✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ▼❉P✳
❋réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✷✮ ❡st s✐♠♣❧✐✜é
♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ ✈♦✐r❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❛q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ➚ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts F ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❡ ▼❉PM ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭✜❣✉r❡ ✾✳✶✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ F̄ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛❞❞✐t✐♦♥♥é ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t st♦♣ ♥♦té fs✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡M s♦♥t ❛❧♦rs ✿



✼✻✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

f1 f3f2

f , f 1    3 f , f 2    3

f , f 1    2
f3

f , f 1    2

f3
f1

f2

f1 f3 f2f2

f2 f1f3

f3
f1

fS

f1

fS

f3

fS

fS

f , f 1    2
f3

fS

f , f 1    2

fS

f2

fS

f , f 1    3

fS

f , f 2    3

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ▼❉P M ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s ❛ttr✐❜✉ts F = {f1, f2, f3}✳ ▲✬ét❛t ❡♥
✈❡rt ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❚♦✉t ét❛t ✜♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞♦♥❝ t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❝❡ ▼❉P✳

ét❛ts ✿ S = 2F̄

ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ✿ Si = {∅}
ét❛ts ✜♥❛✉① ✿ Sf = {F ∈ S t✳q✳ fs ∈ F}
❛❝t✐♦♥s ✿ A = {ajoute(f), f ∈ F̄}
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ p : S ×A× S → IR+

(F, ajoute(f), F ′) 7→
{

1 s✐ F ′ = F ∪ {f} ❡t fs 6∈ F

0 s✐♥♦♥

ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✿ r : Sf → IR
F 7→ Err (A (F, E))

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ M ❝♦♥❞✉✐t à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♠❛rq✉❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s
❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡
t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦♣t✐♠❛❧✮ ♣❡✉t s❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱M ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t F ✈❡rs ✉♥ ét❛t F ′ ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ajoute(f) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét❛t F ′ = F ∪ {f}✳

❊♥✜♥✱ s❡✉❧s ❧❡s ét❛ts t❡r♠✐♥❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❝❡tt❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛t
❝♦✉r❛♥t ❀ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✶✳

✶▲✬❛ttr✐❜✉t fs ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
F ♥♦té❡ Err (A (F, E)) ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ré❛❧✐té ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛
r❡t✐ré fs ✿ Err (A (F \ {fs}, E))



✾✳✾✳✷ ❋❯❙❊ ✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✼✼

P♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✷ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥t ❞❡
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ M à ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❡✉t s❡
❞é✜♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ π : S → A ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t
❧✬❛❝t✐♦♥ à ❝❤♦✐s✐r✳ ◆♦t♦♥s Fπ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
π✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ π⋆ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡
Err (A (Fπ, E))) ✿

π⋆ = argmin
π

Err (A (Fπ, E)) ✭✾✳✶✮

❉✬❛♣rès ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❬❇❡❧❧♠❛♥ ✺✼❪✱ π⋆ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

π⋆(F ) = argmin
f∈F̄\F

V ⋆(F ∪ {f}) ✭✾✳✷✮

♦ù V ⋆ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

V ⋆(F ) =







Err (A (F, E)) s✐ F ❡st ✜♥❛❧

min
f∈F̄\F

V ⋆(F ∪ {f}) s✐♥♦♥ ✭✾✳✸✮

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿ V ⋆ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❡
❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ét❛ts ✜♥❛✉① ✭éq✉❛t✐♦♥ ✾✳✸✮✱ ♣✉✐s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✾✳✷✳ ▼❛✐s ❧❡ ▼❉PM ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬ét❛ts ✭2|F̄ |✮✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❞✬é✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦ssé❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❡♥t❛✐♥❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t π⋆ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❯❈❚ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✳

❯❈❚ ♥❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ét❛ts q✉✬✐❧
❛ ✈✐s✐té s✉✣s❛♠♠❡♥t s♦✉✈❡♥t✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡s ét❛ts✱ ❯❈❚ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
q✉❛❧✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ✈♦✐r❡ s✉r ❛✉❝✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜♦♥ ét❛t ✜♥❛❧ ♦✉ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
② ♠❡♥❛♥t✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ét❛ts s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥t à ❧✬ét❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❀ ❡t ❝✬❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❯❈❚ ✈❛ r❡❝❤❡r❝❤❡r✳

✾✳✷ ❋❯❙❊ ✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ✉♥
❛r❜r❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❯❙❊ ✭♣♦✉r ❋❡❛t✉r❡ ❯❝t ❙❊❧❡❝t✐♦♥✮ ♣r♦♣♦sé ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉
▼❉PM ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❚✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❞✬❯❈❚ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❝❡ ❜✉t✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❯❈❚ ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❖rM ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛r❜r❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❯❈❚ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ❝r♦✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ✭●♦ ❬●❡❧❧② ✵✼❪✱ ❍❛✈❛♥♥❛❤
❬❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪✮ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢ ❬❘♦❧❡t ✵✾❪ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳



✼✽✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

N
om

br
e 

de
b
ra

s
co

n
si

d
ér

és

Nombre d’itérations

❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❯❈❇ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜r❛s ❡st r❡str❡✐♥t ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳

✾✳✷✳✶ P♦❧✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥✲
❝❤❡♠❡♥t é❧❡✈é

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ✭✐✳❡✳
❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✮ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✭✐✳❡✳ ét❛t✮✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ▼❆❇s s♦♥t ❜✐❛✐sés
✈❡rs ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❬❲❛♥❣ ✵✽❪✳ ❖r ❯❈❚
❛❝❝❡♥t✉❡ ❝❡ ❜✐❛✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❆❇ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té
❡st ❝♦♥tré❡ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❡t ❡♥ ❣✉✐❞❛♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❉❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚ ✿
✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ce très ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✸✮✳ ❈✬❡st ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ❬●❡❧❧② ✵✼✱ ❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪ ♠ê♠❡ s✐ ❬❆✉❞✐❜❡rt ✵✾❪ ❛ ♠♦♥tré
q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st r✐sq✉é❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✮✳

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ r❡str❡✐♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ✉♥ ♥÷✉❞ F ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ TF ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡ ♥÷✉❞✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜r❛s ❡st ❝♦♥s✐❞éré à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ T b

F ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té❡✱ ❛✈❡❝ b < 1 ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✾✳✷✮✳ ❈❡tt❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ✭P❲ ♣♦✉r Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❲✐❞❡♥✐♥❣✮ ❡t
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❬❈❤❛s❧♦t ✵✼❪ ❡t ❬❈♦✉❧♦♠ ✵✼❪ ♦ù ❯❈❚ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧
❝♦✉♣ ❥♦✉❡r ❛✉ ●♦ ✭♣❛r♠✐ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣s✮✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ❜r❛s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❡①♣❧♦r❡r
q✉❛♥❞ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❜r❛s t❡stés s♦♥t ✓ ♠❛✉✈❛✐s ✔✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r t❡st❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜r❛s✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐
❡st ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡✱ s♦♥ ✐♥térêt ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥té❣r❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❜r❛s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜r❛s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜r❛s ❝♦♥s✐❞éré
❡st ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✳✳✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s
❜r❛s✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✱ q✉✐
❞é✜♥✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡
❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ ❡t ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛❝t✐❢
❬❘♦❧❡t ✵✾❪✱ ♦ù ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♣❡✉ ❝♦ût❡✉①✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐
❧❡s ❜r❛s ✭✐❝✐ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✮✳



✾✳✾✳✷ ❋❯❙❊ ✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✼✾

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ▲✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❛♣♣r✐s❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❬●❡❧❧② ✵✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ●♦ ❬❇rü❣♠❛♥♥ ✾✸✱ ●❡❧❧② ✵✼❪✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❛♣♣r✐s❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠é❡s ♣❛r ✉♥ s❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ❘❆❱❊ ✭♣♦✉r ❘❛♣✐❞ ❆❝t✐♦♥
❱❛❧✉❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❈❡ s❝♦r❡ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ f ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♥÷✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①
Ft ❛tt❡✐♥ts ❧♦rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ✿

g-RAVE(f) = moyenne {V (Ft), f ∈ Ft} ✭✾✳✹✮

❆❧♦rs q✉❡ ❣✲❘❆❱❊ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t F ✿

ℓ-RAVEF (f) = moyenne {V (Ft), F ❀ Ft, f ∈ Ft} ✭✾✳✺✮

♦ù ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ♣r✐s❡ s✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ F ❡t t❡r♠✐♥❛♥t ❛✉ ♥÷✉❞ Ft ✭♥♦té
F ❀ Ft✮✳

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦♣✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ d ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❛❥♦✉té✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ f

(d)
s ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦♣

à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r d✱ g-RAVE
(

f
(d)
s

)

❡t ℓ-RAVEF

(

f
(d)
s

)

s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ d + 1 ✿

g-RAVE
(

f (d)
s

)

= moyenne {V (Ft), |Ft| = d + 1} ✭✾✳✻✮

ℓ-RAVEF

(

f (d)
s

)

= moyenne {V (Ft), F ❀ Ft, |Ft| = d + 1} ✭✾✳✼✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ℓ-RAVEF

(

f
(d)
s

)

✱ s❡✉❧ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ d = |F | s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❖r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✈ér✐✜❡ ✿

ℓ-RAVEF

(

f (|F |)
s

)

= µ̂F (fs)

❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t st♦❝❦❡r ℓ-RAVEF ♣♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦♣✳
❣✲❘❆❱❊✱ ℓ✲❘❆❱❊F ❡t µ̂F ❢♦✉r♥✐ss❡♥t t♦✉s ❧❡s tr♦✐s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✭♣♦✉r ℓ✲❘❆❱❊F ❡t µ̂F ✱ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡
à ✉♥ ♥÷✉❞ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✿ F ✮✳ ❈❡s tr♦✐s s❝♦r❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❜✐❛✐s✴✈❛r✐❛♥❝❡
❞✐✛ér❡♥t✳ ❉✬✉♥ ❝♦té✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡♠❡♥t r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛❝t✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡st ❝❡❧❧❡
❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r µ̂F ❀ ❣✲❘❆❱❊ ❡t ℓ✲❘❆❱❊F ♥❡ ❢♦♥t q✉✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ℓ✲❘❆❱❊F ✮✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦té✱ ❣✲❘❆❱❊ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ℓ✲❘❆❱❊F ✮ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r
♣❧✉s ❞✬✐tér❛t✐♦♥s q✉❡ ℓ✲❘❆❱❊F ✭r❡s♣✳ µ̂F ✮ ❡t s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

●✉✐❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ▲❡s s❝♦r❡s ❘❆❱❊ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯❈❚
s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❆❱❊ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ µ̂F ❞❡ ❧✬❯❈❇ ❡st r❡♠♣❧❛❝é
♣❛r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s❝♦r❡s ❘❆❱❊ ✿

(1− α) · µ̂F (f) + α ((1− β) · ℓ-RAVEF (f) + β · g-RAVE(f))

+

√

√

√

√

ce log (TF )

tF (f)
min

(

1

4
, σ̂2

F (f) +

√

2ce log (TF )

tF (f)

)

✭✾✳✽✮



✽✵✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❬●❡❧❧② ✵✼❪✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r

α =
c

c + tF (f)
✭✾✳✾✮

β =
cl

cl + tlF (f)
✭✾✳✶✵✮

♦ù c ❡t cl s♦♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡t tlF (f) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣❛ss❛♥t ♣❛r F ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛❝t✐♦♥ f ✳

tlF (f) = |{Ft, F ❀ Ft, f ∈ Ft}|
❆✐♥s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❣✲❘❆❱❊ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✈❡rs ℓ✲❘❆❱❊F ❡t ❡♥✜♥ ✈❡rs µ̂F ✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ℓ✲❘❆❱❊F ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s q✉❡ ❣✲
❘❆❱❊ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t µ̂F ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐❞s q✉❡ ❧❡s s❝♦r❡s ❘❆❱❊✮ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù tlF (f) > cl

✭r❡s♣✳ tF (f) > c✮ ✐✳❡✳ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ℓ✲❘❆❱❊F ✭r❡s♣✳ µ̂F ✮ ❡st ❢♦♥❞é s✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❋❯❙❊ ✐♥t❡r✲❛❣✐ss❡♥t✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❘❆❱❊ ❣✉✐❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙❊✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❘❆❱❊ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧❡s ♣❧✉s
♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡t ❋❯❙❊ ❜✐❛✐s❡ s♦♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✈❡rs ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❋❯❙❊ ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ s♦♣❤✐st✐q✉é ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❘❆❱❊✱ ♣✉✐sq✉❡ ❋❯❙❊ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts à t❡st❡r ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s s❝♦r❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❘❆❱❊✳

✾✳✷✳✷ P♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✿ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉

❯♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❝♦♥♥✉
❛✉ ❞é♣❛rt ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❯❈❚ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ à q✉❡❧❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s✬❛rrêt❡r✳ ❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝❡ à
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉ ✭♠ê♠❡ s✐ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ✜♥✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✮✳

▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✓ ❜❛♥❞✐t ✔ ❞❡ ❧✬❯❈❚✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s✬❛rrêt❡r
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ❢❛✐t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✭❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t s✬❛rrêt❡r éq✉✐✈❛✉t à
❛❥♦✉t❡r ❧✬❛ttr✐❜✉t st♦♣✮✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛❧é❛♦✐r❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❥❡ ♠✬❛rrêt❡ ❡st tr❛✐té❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t
❞❡s ❛✉tr❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❙✐ d ❛ttr✐❜✉ts ♦♥t ❞✬♦r❡s ❡t ❞é❥à été sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ♦♥ s✬❛rrêt❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
1 − qd ♦ù q < 1 ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♣r✐s ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❡st ❛❥♦✉té à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❥✉sq✉❡ ❧à✳

▲✬❛rrêt ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1−qd ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
t♦✉t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧✬❯❈❚ t❡st❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

✾✳✷✳✸ ❘é❝♦♠♣❡♥s❡ ❜♦♥ ♠❛r❝❤é

❯♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❜♦♥ ♠❛r❝❤é ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ t❡❧ q✉❡ ❧✬❯❈❚✳ ❊♥ ❡✛❡t ❯❈❚ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ ❞✐① ♠✐❧❧❡ ✐tér❛t✐♦♥s ❀ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝❡ ❝❤✐✛r❡ s✬é❧è✈❡ ♣❧✉s ✈♦❧♦♥t✐❡rs à q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s
❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡ r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ▼❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❞♦✐t ❡st✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❜✐❛✐sé❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ✉♥ très ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ très s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❛



✾✳✾✳✷ ❋❯❙❊ ✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✽✶

AUC
Classe des exemples + + −

Exemples ordonnés

AUC
Classe des exemples + + −

Exemples

d’entraı̂nement

Espace correspondant aux attributs sélectionnés

Exemples

d’entraı̂nement

sélectionnés

❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❋❯❙❊✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱
❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡st ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡s q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❘❖❈ ✭❆❯❈✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡t ♦r❞r❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r k✲♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✭k✲PP❱✮✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r q✉✬à très ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♦♥
♥❡ ♣❡✉t q✉❡ r❡❣❛r❞❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❝❛❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❞✬♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ k✲PP❱✳
❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ k✲PP❱ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts F ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t
✭✜❣✉r❡ ✾✳✸✮✳ ❙♦✐t dF ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ F ✭❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❛té❣♦r✐❡❧s✮✳ ◆♦t♦♥s E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥✲
tr❛î♥❡♠❡♥t ❡t V ✉♥ ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E ✳ ➚ t♦✉t ❡①❡♠♣❧❡ ét✐q✉❡té z = (x, y) ❞❡ V ♦♥ ❛ss♦❝✐❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ NF,k(x) ❞❡ s❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s E ❞✬❛♣rès dF ❀ sF (x) ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ♣❛r♠✐ s❡s ✈♦✐s✐♥s ✿

sF (x) = |{z′ ∈ NF,k(x), y′ > 0}| ✭✾✳✶✶✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ✭❆❯❈✱ ✐✳❡✳ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ▼❛♥♥
❲❤✐t♥❡② ❲✐❧❝♦①♦♥✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐♥❞✉✐t ♣❛r s ✿

V (F ) =
|{(z, z′) ∈ V2, sF (x) < sF (x′), y < y′}|

|{(z, z′) ∈ V2, y < y′}| ✭✾✳✶✷✮

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ n
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t E ✱ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ m ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V✱ ❡t ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ d ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
F ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ✭à ✉♥ t❡r♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ♣rès✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st
Õ(mnd)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ♠❛✐s s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E ′ ❞❡ E ♣♦✉r



✽✷✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜r❡ ❘❖❈ ✭❆❯❈✮✳
❊♥tré❡s ✿ sF ✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❝♦r❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❀ (x1, y1), . . . , (xm, ym)✱ ❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés ♦r❞♦♥✲

♥és ♣❛r s❝♦r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❀ m+✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❀ m−✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✳
❙♦rt✐❡s ✿ AUC ∈ [0, 1]✱ ❧✬❆✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
✶✳ (FP, V P, FPprec, V Pprec)← (0, 0, 0, 0)
✷✳ AUC ← 0
✸✳ sprec ←∞
✹✳ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à m ❢❛✐r❡
✺✳ s✐ sF (xi) 6= sprec ❛❧♦rs

✻✳ AUC ← AUC +
(FP−FPprec)(V P+V Pprec)

2
✼✳ sprec ← sF (xi)
✽✳ FPprec ← FP
✾✳ V Pprec ← V P

✶✵✳ ✜♥s✐
✶✶✳ s✐ yi > 0 ❛❧♦rs
✶✷✳ V P ← V P + 1
✶✸✳ s✐♥♦♥ ✴✯ yi < 0 ✯✴
✶✹✳ FP ← FP + 1
✶✺✳ ✜♥s✐
✶✻✳ ✜♥ ♣♦✉r
✶✼✳ AUC ← AUC +

(n−−FPprec)(n++V Pprec)
2

✶✽✳ AUC ← AUC
n+n− ✴✯ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✯✴

✶✾✳ r❡t♦✉r♥❡ AUC



✾✳✾✳✷ ❋❯❙❊ ✿ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ✽✸

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡✈✐❡♥t Õ(mn′d) ♦ù n′ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
E ′✳

✾✳✷✳✹ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❯❈❚ ❛❣✐t s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡♥❡r ❛✉ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞ ✜♥❛❧✳ ❉❛♥s ❬❞❡ ▼❡s♠❛② ✵✾❪ ♦ù ❯❈❚ ❛❣✐t
❛✉ss✐ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s❡ ❢❛✐t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♠è♥❡ ❛✉ ♥÷✉❞ t❡r♠✐♥❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳

▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋❯❙❊✱ s❡✉❧s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r✉ ♣❛r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ●♦ ❬●❡❧❧② ✵✼❪ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❍❛✈❛♥♥❛❤ ❬❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧
❞❡ ♥÷✉❞s ♣♦✉✈❛♥t ♠❡♥❡r ❛✉ ♥÷✉❞ ✜♥❛❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡st ❞♦♥❝
é❝❛rté❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✾✳✷✳✺ ❉ér♦✉❧❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❋❯❙❊

❘❡s✉❧t❛t ❋❯❙❊ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r à ❋❯❙❊ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❯❈❚ st❛♥❞❛r❞ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥é❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❧♦rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ✭♥♦té❡ ❋❯❙❊B♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✮ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡✳ ❉❡ ♣❛rt s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❋❯❙❊ ♠❡t ❡♥ ❤❛✉t ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és
❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

▼❛✐s ❋❯❙❊ ♥♦✉rr✐t ❛✉ss✐ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ q✉✐ ❡st✐♠❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊
♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✜❧tr❡✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❯❙❊R ❡st ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts s♦✉❤❛✐tés✱ ❡t r❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ℓ ♣r❡♠✐❡rs ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♣r❡✜① ✬❈✲✬ ❡t ✬❉✲✬ ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❋❯❙❊ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
str❛té❣✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❯❈❚✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡
✈❡rs✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❋❯❙❊ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé❡s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✶✮✳
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❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳
❳

❳❳

❈♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥

❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
r❡t♦✉r♥é ✭t②♣❡ ❞❡

str❛té❣✐❡✮
▼❡✐❧❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡

✭❡♥✈❡❧♦♣♣❡✮

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
❛ttr✐❜✉ts ✐♥❞✉✐t ♣❛r

❘❆❱❊ ✭✜❧tr❡✮

❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
❈✲❋❯❙❊B ❈✲❋❯❙❊R

✭ce ♣❡t✐t✮
❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡

❉✲❋❯❙❊B ❉✲❋❯❙❊R

✭é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢✮

❚❛❜✳ ✾✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✹ ✈❡rs✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ✿ ❋❯❙❊✳



✽✹✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❋❯❙❊✳
❊♥tré❡s ✿ T ✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐t❡r❛t✐♦♥s ❀ ❈❊✱ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❙♦rt✐❡s ✿ T ✱ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❣✲❘❆❱❊
✶✳ T ← ∅
✷✳ ∀f, g-RAVE(f)← 0
✸✳ ♣♦✉r t ❞❡ ✶ à T ❢❛✐r❡
✹✳ (Ft, V )← Iterate(T , g-RAVE, ∅)
✺✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❣✲❘❆❱❊
✻✳ ✜♥ ♣♦✉r

❙♦✉s✲❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ ■t❡r❛t❡
❊♥tré❡s ✿ T ✱ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❣✲❘❆❱❊ ❀ F ✱ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❙♦rt✐❡s ✿ Ft✱ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❀ V ✱ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❛ss♦❝✐é❡
✼✳ s✐ F ✜♥❛❧ ❛❧♦rs
✽✳ V ← Reward(F \ {fs})
✾✳ r❡t♦✉r♥❡ (F, V )

✶✵✳ s✐♥♦♥
✶✶✳ s✐ TF 6= 0 ❛❧♦rs ✴✯ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✯✴
✶✷✳ s✐ CE = discret ❛❧♦rs
✶✸✳ f⋆ ← argmax

f∈AttributsAutorises(F )
UCB1-tuned(F, f) ✴✯ éq✉❛t✐♦♥ ✽✳✸ ✯✴

✶✹✳ s✐♥♦♥ ✴✯ CE = continue ✯✴
✶✺✳ f⋆ ← argmax

f∈F̄\F

compromis UCB/RAVE(F, f) ✴✯ éq✉❛t✐♦♥ ✾✳✽ ✯✴

✶✻✳ ✜♥s✐
✶✼✳ (Ft, V )← Iterate(T ✱ ❣✲❘❆❱❊✱ F ∪ {f⋆})
✶✽✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ TF ✱ tF (f)✱ µ̂F (f)✱ σ̂2

F (f)✱ ❡t ℓ✲❘❆❱❊F (.)
✶✾✳ s✐♥♦♥ ✴✯ ♥÷✉❞ ❛❥♦✉té ✯✴
✷✵✳ (Ft, V )← Iterate❴random(T ✱ ❣✲❘❆❱❊✱ F )
✷✶✳ ▼✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ TF ❡t ℓ✲❘❆❱❊F (.)
✷✷✳ ✜♥s✐
✷✸✳ r❡t♦✉r♥❡ (Ft, V )
✷✹✳ ✜♥s✐

❙♦✉s✲❢♦♥❝t✐♦♥ ✿ ■t❡r❛t❡❴r❛♥❞♦♠
❊♥tré❡s ✿ T ✱ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❣✲❘❆❱❊ ❀ F ✱ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❙♦rt✐❡s ✿ Ft✱ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❀ V ✱ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❛ss♦❝✐é❡
✷✺✳ t❛♥tq✉❡ rand() < q|F | ❢❛✐r❡
✷✻✳ f⋆ ← ❛ttr✐❜✉t t✐ré ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s F \ F
✷✼✳ F ← F ∪ {f⋆}
✷✽✳ ✜♥ t❛♥tq✉❡
✷✾✳ V ← Reward(F )
✸✵✳ r❡t♦✉r♥❡ (F, V )



✾✳✾✳✸ ❘és✉♠é ✽✺

❋❯❙❊ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡ ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❯❈❚ ❬●❡❧❧② ✵✼✱
❘♦❧❡t ✵✾✱ ❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❝t✐♦♥ ♣✉✐s r❡❧❛♥❝❡ ❯❈❚ ♣♦✉r tr♦✉✲
✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❝t✐♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳✳✳ ❋❯❙❊✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱
❋❯❙❊ ♥❡ r❡ç♦✐t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ❝❤♦✐s✐r ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦sé✱ ❬●❡❧❧② ✵✼✱ ❘♦❧❡t ✵✾✱ ❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪
r❡ç♦✐✈❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝♦✉♣ ❥♦✉é ♣❛r ❧✬❛❞✈❡rs❛✐r❡
❬●❡❧❧② ✵✼✱ ❚❡②t❛✉❞ ✵✾❪ ♦✉ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❬❘♦❧❡t ✵✾❪✳ ■❧s ♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉t ✐♥térêt à
❛tt❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❝t✐♦♥✳

❍②♣♦t❤ès❡ r❡t♦✉r♥é❡ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱ ✐❧ r❡st❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❤②✲
♣♦t❤ès❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❞♦♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡r♠❡ttr❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧✬✐♥térêt ❞✉ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝❤♦✐s✐✳ ❆✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
✉♥ k✲PP❱ ❛ ♣♦✉r s❡✉❧ ❜✉t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡✱ s❛♥s ♣rés✉♣♣♦sé s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t❡ ❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❤♦✐s✐s ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✾✳✸ ❘és✉♠é

▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥❡ ♣❡✉t s✬❡♥✈✐s❛❣❡r q✉❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈❡✉t s❡ ❝♦♥❢r♦♥✲
t❡r à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲
♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❖r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s ✿

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t
q✉✬êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❀

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à t❡st❡r ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts✮✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛♥t à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s♦✉s s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❢♦rt❡s ✿ ❋❯❙❊✳ ❋❯❙❊ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s❡ réé❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❥❡✉ à ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ s♦♥ ❡st✐♠❛t❡✉r✮✳

❋❯❙❊ ét❡♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❯❈❚ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❯❈❚ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ré♣✉tés ❞✐✣❝✐❧❡s ✭●♦✱ ❍❛✈❛♥♥❛❤✳✳✮✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉
❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛ ♥é❝❡ss✐té q✉❡❧q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ✿

✕ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀
✕ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧✬❤♦r✐③♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ✐✳❡✳
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❋❯❙❊ ❞♦✐t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❀

✕ ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬❡st✐♠❡r ✭❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥❛❜❧❡✮ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❋❯❙❊ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ q✉✐
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❋❯❙❊ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❡s q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦r❞é❡s s♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❋❯❙❊✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❯❙❊ ❡t ❝❡✉①
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❛ ❛✉ss✐ ✈♦❝❛t✐♦♥ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s



✽✻✾ ❉❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t

❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❋❯❙❊ ♣r♦♣♦sé❡s✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✶✵

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s t❡sts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ✐ss✉ ❞✬✉♥
❞é✜ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❋❡❛t✉r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ◆■P❙ ✷✵✵✸✮ ❬●✉②♦♥ ✵✹❪✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

❈❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❋❯❙❊ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡①✐st❛♥ts✳

✶✵✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡st ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à tr♦✐s q✉❡st✐♦♥s ✿

✶✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❋❯❙❊ ❄ ◗✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❋❯❙❊ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s
✭t❛❜❧❡❛✉ ✾✳✶✮✳ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡✲❡❧❧❡s ❄

✷✳ ❉❛♥s q✉❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❋❯❙❊ ❛♣♣♦rt❡✲t✲✐❧ ✉♥ ♣❧✉s ❄ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡t
❧❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❡ ❋❯❙❊ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❡t s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐❡r
❝❡s ❢♦r❝❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

✸✳ ❈♦♠♠❡♥t é✈♦❧✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣❛r ❋❯❙❊
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❄ ❆✐♥s✐ q✉❡ ❞ét❛✐❧❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❋❯❙❊ ❡st ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ à t♦✉t❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
❞❡ s❛✈♦✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s tr♦✐s
q✉❡st✐♦♥s✳

✶✵✳✶✳✶ ❇❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❚r♦✐s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✶✳ ❈❡s tr♦✐s ❜❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦✉t❡s à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❜✐♥❛✐r❡ ✭sé♣❛r❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s✮ ❛✈❡❝



✽✽ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❇❛s❡ ❞❡ ◆♦♠❜r❡ ◆♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ◆♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts Pr♦♣r✐étés
❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts
▼❛❞❡❧♦♥ 2 600 ✺✵✵ ✷✵ ❚②♣❡ ❳❖❘
❆r❝❡♥❡ ✷✵✵ 10 000 7 000 ❉✐s❥♦♥❝t✐✈❡
❈♦❧♦♥ ✻✷ 2 000 ◆❋ ✓ ❋❛❝✐❧❡ ✔

❚❛❜✳ ✶✵✳✶ ✕ ❈❤❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t ❆r❝❡♥❡ s♦♥t ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts
❝♦rré❧és ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧♦rs ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts q✉✐ s✬❡st ❞ér♦✉❧é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸ ❬●✉②♦♥ ✵✹❪✳ ❈♦❧♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❬❆❧♦♥ ✾✾❪✳

▼❛❞❡❧♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❝❧✐q✉❡s ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❤②♣❡r✲❝✉❜❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺✳ ▲❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t
❞♦♥❝ ❝❡s ✺ ❛ttr✐❜✉ts ✐♥✐t✐❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ✶✺ ❛ttr✐❜✉ts ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✿ ✺ ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✐♥✐t✐❛✉① ❡t ✶✵ ❛ttr✐❜✉ts ré♣étés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❝❤❛❝✉♥ à ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✐♥✐t✐❛❧ ♦✉ r❡❞♦♥❞❛♥t✳ ➚ ❝❡s ✷✵ ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts s♦♥t ❛❥♦✉tés
✹✽✵ ❛ttr✐❜✉ts s❛♥s ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡✳ ▲❡ ❜r✉✐t ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t
♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✶✪ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡
❛❧téré❡✳

❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ❜r✉✐tés ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✶✪ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡st ♣❡r♠✉té❡✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✱ ♠❛✐s

❛✉ss✐ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞✬❛✉tr❡s
❛ttr✐❜✉ts ✭❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✮✳

❆r❝❡♥❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
ré❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♥❝❡r
✭❝❛♥❝❡r ❞❡s ♦✈❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❡t ❝❛♥❝❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦st❛t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✮✳ ▲❡s ❞✐✈❡rs
♣rétr❛✐t❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐q✉és à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❬●✉②♦♥ ✵✸❛❪✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❆r❝❡♥❡
❝♦♥t✐❡♥t 10 000 ❛ttr✐❜✉ts ❞♦♥t 3 000 s♦♥t ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s 7 000 ❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ P♦✉r ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❬◆❡❛❧ ✵✻❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✶✵✵ ❛ttr✐❜✉ts✳

❈♦❧♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ 2 000 ❣è♥❡s ♣♦✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛♥❝ér❡✉s❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ✓ s✐♠♣❧❡ ✔✳ ❙♦♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♦✉❝✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❋❯❙❊ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡✳

✶✵✳✶✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡s✉ré❡s

▲❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ♠♦②❡♥s ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝✐♥q✉❛♥t❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡s ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ✽✵✪ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡



✶✵✳✶✵✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✽✾

❊①♣ér✐❡♥❝❡ ❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s C σ2
0

❆♥②t✐♠❡
▼❛❞❡❧♦♥ ✶✵ ✶

✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
❝r♦✐sé❡

✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✮

▼❛❞❡❧♦♥ ✶✱ ✶✵ ✵✳✷✱ ✵✳✺✱ ✶

❆r❝❡♥❡ ✶✱ ✶✵✱ ✶✵✵
✶✵✱ ✺✵✱ ✶✵✵✱ ✷✵✵✱ ✺✵✵✱

✶ ✵✵✵✱ ✷ ✵✵✵✱ ✺ ✵✵✵✱ ✶✵ ✵✵✵
❈♦❧♦♥ ✶✱✶✵ ✵✳✷✱ ✵✳✺✱ ✶✱ ✷✱ ✺✱ ✶✵

❚❛❜✳ ✶✵✳✷ ✕ ❱❛❧❡✉rs t❡sté❡s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❙❱▼s✳ C ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥trô❧❛♥t
❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé ❡st ✉♥ ♥♦②❛✉
❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬ét❛❧❡♠❡♥t σ2 = dσ2

0✱ ♦ù d ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✉t✐❧✐sés ✭✐✳❡✳ kF (x, x′) =

exp
(

−dF (x,x′)
|F |σ2

0

)

✮✳

❞❡ t❡st ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✷✵✪ r❡st❛♥ts✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❝✐♥q✉❛♥t❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❞✐① ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❝r♦✐sé❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❛✈❡❝ ❝✐♥q ❜❧♦❝s✶✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦♥❞é❡ ❡t
éq✉✐t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé
❝❤♦✐s✐ ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ✭❙❱▼✮ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t Ei✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts Aj ✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ πi,j s✉r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ d ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱
✉♥ ❙❱▼ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❛♣♣r✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s d ♣r❡♠✐❡rs ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ πi,j ✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡ ❙❱▼ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡st ❛ss♦❝✐é à Ei✱ ❡①❝❡♣té ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✶✵✳✸ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❋❯❙❊B✳

▲❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙❱▼ ❣❛✉ss✐❡♥ s♦♥t t♦✉s✱ s❛✉❢ ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ πi,j

❡t t❛✐❧❧❡ d ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à ❝✐♥q ❜❧♦❝s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ✜①és
✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✷✮ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ❬●✉②♦♥ ✵✼✱ ❙❤❡♥ ✵✽❪✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t ❈♦❧♦♥ s♦♥t ❝❡♥tré❡s ❡t
♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦♥✲❜✐❛✐sé❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❛♣♣r✐s
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❘❡♠❛rq✉❡ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ❬❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✾✽❪✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
♠♦②❡♥♥❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s✉r ❝✐♥q t✐r❛❣❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à ❞❡✉① ❜❧♦❝s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣r♦♣r✐é❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❈♦❧♦♥ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ s♦✐①❛♥t❡✲❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✮✳

✶✵✳✶✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❋❯❙❊ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✿

▲❛ss♦ ✿ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❬❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✾✹❪✱ ▲❛ss♦ ❡st ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ✈✐s❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡

✶▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à K ❜❧♦❝s ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ K ❜❧♦❝s ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✱
❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ K − 1 ❜❧♦❝s ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛✐♥s✐ ❛♣♣r✐s❡ ❡st t❡sté❡ s✉r
❧❡ ❜❧♦❝ r❡st❛♥t✳



✾✵ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❞❡s ❝❛rrés ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ▲1 ❞❡s ❤②♣❡r✲
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❈❋❙ ✿ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ✭❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❋❡❛t✉r❡ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✮ ❬❍❛❧❧ ✵✵❪
❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❀

❋♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✿ ❧❡ s❝♦r❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ❬❇r❡✐♠❛♥ ✽✹❪ ♣❡r♠❡t ❞✬❡s✲
t✐♠❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❛ttr✐❜✉ts ❀

❯♥ t❡st ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♠♠é❡ ❘❆◆❉R✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts s❡❧♦♥ ❘❆❱❊✳ ▼❛✐s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❘❆❱❊ à ♣❛rt✐r ❞❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣r♦♣♦sés à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣❛r ❋❯❙❊✱ ❘❆◆❉R ❛♣♣r❡♥❞ ❘❆❱❊ à ♣❛rt✐r ❞❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣r✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✷✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❘❆◆❉R ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❋❯❙❊ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✱ ❋❯❙❊ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ s♦♣❤✐st✐q✉é
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❘❆❱❊✳ ❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱
❘❆◆❉R ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ✓ s✐♠♣❧❡ ✔ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❆✐♥s✐ ❧❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❋❯❙❊R ❡t ❘❆◆❉R ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❋❯❙❊
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ❝♦♥str✉✐t✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❋❯❙❊ ❡t ❈❋❙ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs
❛ttr✐❜✉ts s❡❧♦♥ ❆◆❖❱❆ ❧♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s r❡❣❛r❞❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❆r❝❡♥❡✳

✶✵✳✶✳✹ ❍②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❋❯❙❊ s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✉r ✉♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ 2×2.6●❍③ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ❞❡ ✷●❇ ❡st r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✹✺
♠✐♥✉t❡s✱ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❡t ✹ ♠✐♥✉t❡s ♣♦✉r ▼❛❞❡❧♦♥✱ ❆r❝❡♥❡ ❡t ❈♦❧♦♥ ✭t❡♠♣s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱
✐✳❡✳ s✉r ✽✵✪ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳

❉✐✈❡rs❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊ s♦♥t t❡sté❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t r❡♣♦rté❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✸✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ s❡✉❧s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❞✬❡♥tr❡✲❡✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés✳

✶✵✳✷ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❋❯❙❊ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡s tr♦✐s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❯❙❊R✱ ♠❛✐s ♣❛s ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❋❯❙❊B✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ♣r♦❢♦♥❞ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts
sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❋❯❙❊B s♦♥t ❞❡ tr♦♣ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✸✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛s ❋❯❙❊B ✭❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ♦r❞r❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
q✉❛s✐♠❡♥t à ❝❡✉① sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❋❯❙❊R✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋❯❙❊B s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠✐❧❛✐r❡s
❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❋❯❙❊R✳

▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✵✳✶✱ ✶✵✳✷ ❡t ✶✵✳✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ♣♦✉r ❋❯❙❊R ❛♣rès 200 000
✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬❡rr❡✉r ❡st ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❱▼ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞♦♥t ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s
❛♣rès ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ à ❝✐♥q ❜❧♦❝s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳

✷▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✉t✐❧✐sés ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ✿ ✷✵ ❛ttr✐❜✉ts ♣♦✉r
▼❛❞❡❧♦♥✱ ✷✵✵ ♣♦✉r ❆r❝❡♥❡ ❡t ✺✵ ♣♦✉r ❈♦❧♦♥✳



✶✵✳✶✵✳✷ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ✾✶

❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❍❡✉r✐st✐q✉❡
❞✐s❝rèt❡ ❈♦♥t✐♥✉❡

P❛r❛♠ètr❡ k✲PP❱ q ce b ce c✱ cl

❱❛❧❡✉r ✺✲PP❱ 1− 10i ✶ 1/2 10i 10i

i {−1,−3,−5} {−4,−2, 0, 2} {−∞, 2, 4}

❚❛❜✳ ✶✵✳✸ ✕ ❱❛❧❡✉rs t❡sté❡s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊✳ ▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡ k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✭k✲PP❱✱ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✮✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❛❥♦✉té ❧✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q|F | ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✳ ce ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✸✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❯❈❚ ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ❞❛♥s ❧❡
s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❯❈❇ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ⌊T b

F ⌋ ❜r❛s ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ c ❡t cl ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ µ̂ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs s❝♦r❡s ❘❆❱❊ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✶ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✷✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳



✾✷ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  50  100  150  200

E
rr

eu
r 

en
 v

al
id

at
io

n 
cr

oi
se

e

Nombre d’attributs utilises

D-FUSER

C-FUSER

CFS
Foret aleatoire

Lasso
RANDR

❋✐❣✳ ✶✵✳✷ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❆r❝❡♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✷✵✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❈❋❙✱ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❧❛♥❝és s✉r ❧❡s 2 000 ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛♣rès ❆◆❖❱❆✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✸ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❈♦❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✺✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳



✶✵✳✶✵✳✸ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❛♥②t✐♠❡✑ ✾✸

▲❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ❙✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t s✉r ❆r❝❡♥❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♣❡✉
❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❋❯❙❊ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡ rés✉❧t❛ts q✉❡ ❈❋❙ ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs
q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❋❯❙❊ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r✳

❙②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✱ ❋❯❙❊ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡
rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❈❋❙✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❋❯❙❊✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

❊♥✜♥✱ ❋❯❙❊ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡❧❛
t✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❋❯❙❊✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❡t é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❋❯❙❊ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s❡✉❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣t❡ à ❣ér❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
r❡❞♦♥❞❛♥ts ❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳

▲✐♥é❛✐r❡ ✴ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲❛ss♦ s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t ❆r❝❡♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✉r♣r❡♥❞r❡ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ▲❛ss♦ à ❢♦✉r♥✐r ♦r❞✐♥❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ t✐❡♥t à
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts à ▼❛❞❡❧♦♥ ❡t ❆r❝❡♥❡✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳
❈❡tt❡ ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❡st ❝❧❛✐r❡ ♣♦✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été
❣é♥éré❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✬❆r❝❡♥❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦②❡♥ ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ ❞❡ s❛ ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❡st
❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❝❛❝❤é❡s ❬◆❡❛❧ ✵✻❪✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳

❙✉r ❈♦❧♦♥✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❈♦❧♦♥ ❡st
❞✬êtr❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❋❯❙❊ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉① ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ✓ s✐♠♣❧❡s ✔
✭❞♦♥♥é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✮ ❡t ❋❯❙❊ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ❡t ❝♦♠♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦rré❧és ❡t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❋❯❙❊ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❋❯❙❊ t❡st❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❡♥✈❡❧♦♣♣❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts✳ ❈❡tt❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✮ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ très ♣❡t✐t❡ ❢r❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✿ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❞✐s❝rèt❡ ❄ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t
❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✹ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s
❤②♣❡r ✲♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ❈✲❋❯❙❊ ❡t ❉✲❋❯❙❊ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❀ ♠❛✐s ❉✲❋❯❙❊ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❞❡ ✜①❡r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q ❞✬❛rrêt❡r ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❈✲❋❯❙❊ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉r
▼❛❞❡❧♦♥ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐r ❛✉ss✐ ce✱ c ❡t cl✳ ❉✲❋❯❙❊ s✬❛✈èr❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉s❛❣❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s r♦❜✉st❡✳

✶✵✳✸ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❛♥②t✐♠❡✑

❋❯❙❊ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♥②t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✬❛❝❝r♦ît ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ✐✳❡✳ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳



✾✹ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❍❡✉r✐st✐q✉❡
❞✐s❝rèt❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

P❛r❛♠ètr❡ q ce b ce c✱ cl

❱❛❧❡✉rs t❡sté❡s 1− 10i ✶ 1/2 10i 10i

i {−1,−3,−5} {−4,−2, 0, 2} {−∞, 2, 4}

▼❛❞❡❧♦♥
1− 10−3 ✶ 1/2 × ×
1− 10−1 × × 10−2 {(102, 0), (104, 0)}

❆r❝❡♥❡
1− 10−1 ✶ 1/2 × ×
1− 10−1 × × 10−2 ❚♦✉t❡s
1− 10−3 × × 10−4 Pr❡sq✉❡ t♦✉t❡s

❈♦❧♦♥
1− 10−5 ✶ 1/2 × ×
1− 10−5 × × ❚♦✉t❡s Pr❡sq✉❡ t♦✉t❡s

❚❛❜✳ ✶✵✳✹ ✕ ❍②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼❛❞❡❧♦♥✱ ❆r❝❡♥❡ ❡t ❈♦❧♦♥✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❛❥♦✉té ❧✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q|F | ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✳ ce ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✽✳✸✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❯❈❚ ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ❞❛♥s ❧❡
s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❯❈❇ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ⌊T b

F ⌋ ❜r❛s ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ c ❡t cl ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❡♥tr❡ µ̂ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs s❝♦r❡s ❘❆❱❊ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❋❯❙❊B❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❋❯❙❊ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❘❆◆❉R ✭❋❯❙❊R ❡t ❘❆◆❉R sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ✈✐♥❣t
♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛♣rès ❘❆❱❊✳✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡rr❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ▼❆❉❊▲❖◆
❛✈❡❝ ✉♥ ❙❱▼ ❣❛✉ss✐❡♥✸ s✉✐✈❛♥t ❧✬✐tér❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛rrêté✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❋❯❙❊B ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❛✉ ❜♦✉t
❞❡s 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺ q✉✐ ♠♦♥tr❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❋❯❙❊B✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡
❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s ✈✐♥❣t ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❖r ❋❯❙❊B ❞ét❡❝t❡ ❛✉
♠✐❡✉① ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧✬❯❈❚ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ♣r♦❢♦♥❞✳ ❊♥
s♦♠♠❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❛❣r❡ss✐✈❡s✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❋❯❙❊R ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✶✵ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❘❆◆❉R✳ ❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧✬❯❈❚ ❛♣♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ à ❋❯❙❊✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❯❈❚ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❢♦♥❞✱ ✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐❛✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦♥♥❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s s❝♦r❡s
❘❆❱❊✳

✸▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❙❱▼ s♦♥t ✜①és à C = 10 ❡t σ2 = d ♦ù d ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✹ ✕ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s
✭é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✳ ❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✷✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✶✵✳✺ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝✲
t✉é❡s ✭é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✳



✾✻ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❇❛s❡ ❞❡
❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❊rr❡✉r ◆♦♠❜❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ◆♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
❞♦♥♥é❡s ❡♥ t❡st ✉t✐❧✐sés ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts

▼❛❞❡❧♦♥

❖❜❛✐❞ ▼❛❧✐❦ ✻✳✶✼✪ ✭✶st✮ ✷✵ ✵
❋❙PP✷ ❬❙❤❡♥ ✵✽❪ ✻✳✷✷✪ ✭✷nd✮ ✶✷ ✵

❇❛②❡s✲♥♥✲❉❋❚✲❝♦♠❜♦ ❬◆❡❛❧ ✵✻❪ ✻✳✷✷✪ ✭✶✸th✮ ✺✵✵ ✹✽✵
❉✲❋❯❙❊R ✻✳✺✵✪ ✭✷✹th✮ ✶✽ ✵

❆r❝❡♥❡

❇❛②❡s✲♥♥✲r❡❞ ❬◆❡❛❧ ✵✻❪ ✼✳✷✵✪ ✭✶st✮ ✶✵✵ ✵
❖❜❛✐❞ ▼❛❧✐❦ ✽✳✶✾✪ ✭✷nd✮ ✶ ✸✵✵ ✹✼

❉✲❋❯❙❊R ✭s✉r t♦✉s✮ ✽✳✹✷✪ ✭✸rd✮ ✺✵✵ ✸✹
❉✲❋❯❙❊R✭s✉r 2 000✮ ✾✳✹✷✪ ✭✽th✮ ✺✵✵ ✵

❚❛❜✳ ✶✵✳✺ ✕ ❘és✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉és ♣❛r ❧❡ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐ ❛ ❡✉
❧✐❡✉ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸✳ ▲❡ s✐t❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ❙✉r ❆r❝❡♥❡✱ ❋❯❙❊ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r♠✐ ❧❡s
2 000 ♠❡✐❧❧❡✉rs ❞✬❛♣rès ❆◆❖❱❆✳

✶✵✳✹ ❊rr❡✉r s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✲t❡st ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❯❙❊ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛t✲
tr✐❜✉ts q✉✐ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ◆■P❙ ❡♥ ✷✵✵✸ ❬●✉②♦♥ ✵✹❪✳ ❈❡ s✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
t♦✉❥♦✉rs✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬② t❡st❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s été ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t❡✉rs ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs✳
▲❡ s✐t❡ r❡t♦✉r♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts
♣❛r♠✐ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✜♥❛❧✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳✺ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❯❙❊ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs s♦✉♠✐ss✐♦♥s
❛❝t✉❡❧❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❡ s✐t❡ ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❋❯❙❊ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts
♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ✭❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✮✳

❙✉r ▼❛❞❡❧♦♥✱ ❋❯❙❊ ❡st ❝❧❛ssé ✷✹ème ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❋❯❙❊ ❡t ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ✵✱✸✸✪ s❡✉❧❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s✐① ❡①❡♠♣❧❡s ♠❛❧
❝❧❛ssés ❡♥ ♣❧✉s✮✳ ❆✐♥s✐ ❋❯❙❊ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ❡t s♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞û ❛✉① ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡① æq✉♦✳

❙✉r ❆r❝❡♥❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥✈❡rs❡ ✿ ❋❯❙❊ ❡st ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé ✭✸ème✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❋❯❙❊ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞❡ ✶✱✷✷✪✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❆r❝❡♥❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♥✬❛rr✐✈❡ à é❣❛❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬◆❡❛❧ ✵✻❪✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t à ❋❯❙❊ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙❊ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❛ttr✐❜✉ts s❡❧♦♥ ❆◆❖❱❆✳

❊♥ rés✉♠❡r✱ ❋❯❙❊ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡r✈❡r
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡rr❡✉r ❡♥ t❡st✳



✶✵✳✶✵✳✺ ❘és✉♠é ✾✼

✶✵✳✺ ❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❋❯❙❊ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐✳❡✳ s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✐ss✉❡ ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐ ❝✬❡st ❞ér♦✉❧é à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❋❯❙❊ ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❡♥tr❡✲❡❧❧❡s ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳

■❧ r❡ss♦rt ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ q✉❡ ❋❯❙❊ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts
❡t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts ❀ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♠♠❡tt❡♥t
❞❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❋❯❙❊ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
P♦✉r ▼❛❞❡❧♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❋❯❙❊ ♦r❞♦♥♥❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❡♥ q✉❛r❛♥t❡ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s
❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❈❋❙ ♥✬♦♥t ❜❡s♦✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s ❡t ✉♥❡ ♠✐♥✉t❡✳

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❋❯❙❊✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♠ê♠❡
s✐ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❡st ❝♦♥trô❧é ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r
❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊
❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐❢ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛♣rès ❘❆❱❊✱ ❡t
♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❋❯❙❊✳ ▲❛ r❛✐s♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ♣r♦❢♦♥❞ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
♦✉ ♦r❞♦♥♥❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬❛tr✐❜✉ts✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❋❯❙❊ ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s
s❛ ré✉ss✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❛♥t ❋❯❙❊R à ❘❆◆❉R ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❋❯❙❊ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❘❆❱❊ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té✳



✾✽ ✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✶✶

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✉r ❧❛

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡❢♦r♠✉❧é ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞✐✈❡rs ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛tt✐❜✉ts q✉❡ s♦♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts r❡❞♦♥❞❛♥ts
❡t ❝❡❧❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ❈❡rt❡s✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥
✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❡st ❛✐♥s✐ ❞✬❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ r❡✲
❧❛t✐✈❡s à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛ts✱ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ tr❡❡ s❡❛r❝❤✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉✱ ❋❯❙❊✱ ét❡♥❞ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❯❈❚ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r
r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❛rrêté à t♦✉t ♠♦♠❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐
s✬❡st ❞ér♦✉❧é à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸✳

❈❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❋❯❙❊✳ ❈❡tt❡
ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t à ❛♣♣r❡♥❞r❡✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r s❡✉❧❡ ✉♥❡ t♦✉t❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ♦✉✈❡rt❡ ✿ ❋❯❙❊ ❞♦✐t✲✐❧ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s s♦♥ ♠♦❞❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ♦✉ ✜❧tr❡ ❄
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❋❯❙❊ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
♣r♦❢♦♥❞✱ ♠❛✐s ❯❈❚ ❧❛✐ss❡ ❧✐❜r❡ ❝❤❛♠♣ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳ ❉❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡



✶✵✵ ✶✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❜✐❛✐s❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❬❘✐♠♠❡❧ ✶✵❪
♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❯❈❚ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✐♥s✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞s✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥té❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❞❡s ré❝♦♠♣❡♥s❡s q✉✐ s❡r❛✐❡♥t é✈❛❧✉é❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❋❯❙❊ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ q ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❛tt❡✐♥t❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✳

■❧ r❡st❡ ❛✉ss✐ à ❛❞❛♣t❡r ❋❯❙❊ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❡t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts à ❧❛ ❢♦✐s ré❡❧s ❡t ❞✐s❝r❡ts✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙❊ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❬❞❡ ▼❡s♠❛② ✵✾❪ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❯❈❚ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ♠♦t ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠♦ts
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à
❞❡s ♠♦ts ❞✬✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❛✉❞✐♦
❬▼✐❡rs✇❛ ✵✺❪ ♦✉ ❞❡ rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❬▲❛♥❞✇❡❤r ✵✼❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❯❈❚ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣r♦♠❡tt❡✉r ♣♦✉r
r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♦✉ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♠♦ts✱ ✐✳❡✳ ❧❡ ♦✉ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts✳



❈❤❛♣ ✐ t r ❡ ✶✷

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t été ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s rés♦❧✉❡s ❞❡ ❢❛✐t ♣❛r
❧✬❛st✉❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉①✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡s ♥♦②❛✉①✲s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠♦②❡♥s ♠❛✐s ♥♦♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❛ été ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t été
❞é♠♦♥tré❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ✉♥ ❛s♣❡❝t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦✉✲
❜❧❡♠❡♥t ✐♥tr❛✐t❛❜❧❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t q✉✬êtr❡ ❡st✐♠é❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ♣✉ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡
s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❢r✉❣❛❧❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❞♦✐t êtr❡ é✈❛❧✉é ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡✱
s♦♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é ❀ ✐❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ❧❡s
❞é❜✉ts ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

❯♥❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♠❛❥❡✉r❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❋❯❙❊✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✱ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❬▲✐♠ ✵✼✱ ❆r❛✐ ✵✾❪✳ ❈♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té



✶✵✷ ✶✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ▼❈❚❙ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❛♣tés ❛ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧✉tôt
q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞é✜ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡ ❞é✜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❢❛✐t ❞✬é✈✐t❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬é❝✉❡✐❧ ❞✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ♣❧❛t ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡ ♠✐s❡ à ♣❧❛t ♥❡ ♣❛ss❡
♣❛s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts à ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✭■▲P✮
❬▼✉❣❣❧❡t♦♥ ✾✶✱ ▲❛♥❞✇❡❤r ✵✼❪✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❜❛s❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❧✐❡♥ts✱ ♣♦s❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥s✉r♠♦♥t❛❜❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t ▲❡♠❛✐r❡ ❡t ❘❛♣❤❛ë❧ ❋ér❛✉❞ ❞❡ ❖r❛♥❣❡ ▲❛❜s✱
❞❡ ♣r♦❝é❞❡r à ❞❡s ét✉❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋❯❙❊ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬❛ttr✐❜✉ts s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ét♦✐❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥ ✈r❛✐❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts
❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳

❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥tr❡❧❛❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❧❡s ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡st
tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t♦✉s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❝❤❡r❝❤❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❬❘♦❧❡t ✵✾✱ ❋❡r❛✉❞ ✶✵❪✳ ❯♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s ❡t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
❝♦♥s✐❞éré✳



▲✐st❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt r❡❝❤❡r❝❤❡♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ 〈w, x〉+ b = 0 q✉✐ ♠❛①✐✲
♠✐s❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ γ = 1

‖w‖ ✳ ❈❡tt❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r♦♥❞s ♥♦✐rs✮
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ✭r♦♥❞s ❜❧❛♥❝s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s✉♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲sé♣❛r❛❜❧❡ ✿ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
é❧❛st✐q✉❡s✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ξi > 1 s♦♥t ♠❛❧ ❝❧❛ssés ❀ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s 0 < ξ < 1 s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛r❣❡ ❀ ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
ξ = 0 s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❧❛ssé ❡t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✸✳✶ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞❡ θ✲s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ L ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ❝❧❛✉s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✹✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭❛✮ ❡t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ ✭❜✮ ❣é♥érés s❡❧♦♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡s
s✉✐✈❛♥t ✿ |Σ| = 0✱ d = 2✱ M+ = M− = 12✱ m+ = m− = 7✱ Pm = 2✱ P = 4✳ ❈❤❛❝✉♥
❞❡s q✉❛tr❡s ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝❛rré✳ P♦✉r êtr❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛rré✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Φ(x) ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t
❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ x+ ❡t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥é❣❛t✐❢ x−✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r
+✮ ♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡♥t ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s ✭r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ×✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡
ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ✜①és à |Σ| = 15✱ d = 30✱ M+ = M− = 100✱
m+ = 50✱ m− = 30✱ Pm = 20✱ P = 30✱ ε = 0.15✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✹✳✸ ❘❛t✐♦ ❡♥tr❡ |∆K(xi)| ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs ❡t |∆K(xi)| s❛♥s ✉♥✐✈❡rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ r ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r xi✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡
xi ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦♣♣♦sé❡
à ❝❡❧❧❡ ❞❡ xi✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ P ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❝✐❜❧❡ ❡st ✜①é à ✸✵ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Q ❞❡ ❜♦✉❧❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {5, 30, 1 000} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✺✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✺✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Pm✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Pm ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠❛♥q✉és
♣❛r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s {10, 20, 25}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹



✶✵✹ ❋✐❣✉r❡s✱ t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✺✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ n✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t q✉✐ ✈❛r✐❡
❞❛♥s {20, 60, 180}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✺✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ n′✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✱ ❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ n′ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞❛♥s
{100, 200, 400}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✺✳✺ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m− ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✳ ❋r❛❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳
P♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❡♥tr❛î♥❡♠❡♥t✱ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s
❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+ −∆, m+ + ∆|] ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m− −∆, m− + ∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✻ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m− ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡st✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ P♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ t❡st✱ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+−∆, m+ +∆|] ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m−−∆, m−+
∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❜r✉✐t s✉r m+ ❡t m−✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t
r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ m+ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t m−✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠❛✐s
❝❤♦✐s✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [|m+ −∆, m+ + ∆|] ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [|m− −∆, m− + ∆|]✮ ❛✈❡❝ ∆ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 5, 10}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺✳✽ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Q✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé
❞❡ Q ❜♦✉❧❡s✱ ❛✈❡❝ Q ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {5, 30, 1 000}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✾ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Qm✳ ❋r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭◗✶✮ s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡s✱ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ = m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s
✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❝♦♠♣♦sé
❞❡ Q = 30 ❜♦✉❧❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐❢ ♠❛♥q✉❡ Qm ❜♦✉❧❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✱ ❛✈❡❝ Qm

✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s {0, 15, 25}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✺✳✶✵ ❊rr❡✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠é❡ s✉r ✹✵ t✐r❛❣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r+ =
m+

M+ ❡t r− = m−

M− ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t
✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾



❋✐❣✉r❡s✱ t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✵✺

✽✳✶ ❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✬❯❈❚ ✿ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❯❈❇ ❀ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥÷✉❞ r❡♥❝♦♥tré ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❛❥♦✉té ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❀ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✾✳✶ ▼❉PM ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦✐s ❛ttr✐❜✉ts F = {f1, f2, f3}✳ ▲✬ét❛t ❡♥
✈❡rt ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❚♦✉t ét❛t ✜♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❞♦♥❝ t♦✉t
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❝❡ ▼❉P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✾✳✷ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❜r❛s ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❯❈❇ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜r❛s ❡st r❡str❡✐♥t ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✾✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❋❯❙❊✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✱
❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣♦s✐t✐❢s ❡st ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡s
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✉t✐❧✐sé❡
❡st ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ✭❆❯❈✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡t ♦r❞r❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✶✵✳✶ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥✲
♥és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳
❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
✷✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✶✵✳✷ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❆r❝❡♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥✲
♥és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳
❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
✷✵✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❋❙✱ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❧❛♥❝és s✉r ❧❡s 2 000
♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛♣rès ❆◆❖❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✶✵✳✸ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❈♦❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥✲
♥és✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋❯❙❊ ❡t ❘❆◆❉R s♦♥t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès 200 000 ✐tér❛t✐♦♥s✳
❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡
✺✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✶✵✳✹ ❊rr❡✉r ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s
✭é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✳ ❘❆◆❉R ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❘❆❱❊ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✷✵ ❛ttr✐❜✉ts à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✶✵✳✺ ◆♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és s✉r ▼❛❞❡❧♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡❢✲
❢❡❝t✉é❡s ✭é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺



✶✵✻ ❋✐❣✉r❡s✱ t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✹✳✶ ❘és✉♠é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ✸✶

✺✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ✐♥st❛♥❝❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❧❡✉rs
✈❛❧❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✾✳✶ ❘és✉♠é ❞❡s ✹ ✈❡rs✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ✿ ❋❯❙❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✶✵✳✶ ❈❤❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✶✵✳✷ ❱❛❧❡✉rs t❡sté❡s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❙❱▼s✳ C ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡

❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ ✉t✐❧✐sé ❡st
✉♥ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬ét❛❧❡♠❡♥t σ2 = dσ2

0✱ ♦ù d ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts

✉t✐❧✐sés ✭✐✳❡✳ kF (x, x′) = exp
(

−dF (x,x′)
|F |σ2

0

)

✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
✶✵✳✸ ❱❛❧❡✉rs t❡sté❡s ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊✳ ▲❛ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥

❡s♣❛❝❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡ k ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✭k✲PP❱✱ s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✸✮✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs
❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❛❥♦✉té ❧✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q|F |

✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✳ ce ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥
✽✳✸✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❯❈❚ ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
❯❈❇ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ⌊T b

F ⌋ ❜r❛s ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ c ❡t cl ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ µ̂ ❡t
❧❡s ❞✐✈❡rs s❝♦r❡s ❘❆❱❊ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✶✵✳✹ ❍②♣❡r✲♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❋❯❙❊ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡ s✉r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼❛❞❡❧♦♥✱ ❆r❝❡♥❡ ❡t ❈♦❧♦♥✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs
❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛ttr✐❜✉t ❛❥♦✉té ❧✬❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q|F |

✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✷✮✳ ce ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯❈❇✶✲t✉♥❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥
✽✳✸✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❯❈❚ ♣♦✉r s❡ ❞✐r✐❣❡r ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✐s❝rèt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡
❯❈❇ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ⌊T b

F ⌋ ❜r❛s ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ c ❡t cl ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ µ̂ ❡t
❧❡s ❞✐✈❡rs s❝♦r❡s ❘❆❱❊ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✾✳✷✳✶✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✶✵✳✺ ❘és✉❧t❛ts ✐♥❞✐q✉és ♣❛r ❧❡ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞✉ ❝♦♥❝♦✉rs ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts q✉✐ ❛ ❡✉
❧✐❡✉ à ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ◆■P❙ ✷✵✵✸✳ ▲❡ s✐t❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ t❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥♦♥✲♣❡rt✐♥❡♥ts ♣❛r♠✐ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és✳ ❙✉r ❆r❝❡♥❡✱ ❋❯❙❊ ❛ été
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r♠✐ ❧❡s 2 000 ♠❡✐❧❧❡✉rs ❞✬❛♣rès ❆◆❖❱❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻



✶✵✽ ❋✐❣✉r❡s✱ t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s



▲✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦✉r❜r❡ ❘❖❈ ✭❆❯❈✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❋❯❙❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹



✶✶✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❝❤❧✐♦♣t❛s ✵✶❪ ❉✐♠✐tr✐s ❆❝❤❧✐♦♣t❛s✳ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r r❛♥❞♦♠ ✸✲❙❆❚ ✈✐❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✻✺✱ ♥♦✳ ✶❴✷✱ ♣❛❣❡s ✶✺✾✕✶✽✺✱ ✷✵✵✶✳

❬❆❝❤❧✐♦♣t❛s ✵✻❪ ❉✐♠✐tr✐s ❆❝❤❧✐♦♣t❛s ✫ ❋❡❞❡r✐❝♦ ❘✐❝❝✐✲❚❡rs❡♥❣❤✐✳ ❖♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✲s♣❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr②
♦❢ r❛♥❞♦♠ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✽th ❛♥♥✉❛❧
❆❈▼ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✸✵✕✶✸✾✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱
❯❙❆✱ ✷✵✵✻✳ ❆❈▼✳

❬❆❧♦♥ ✾✾❪ ❯✳ ❆❧♦♥✱ ◆✳ ❇❛r❦❛✐✱ ❉✳ ❆✳ ◆♦tt❡r♠❛♥✱ ❑✳ ●✐s❤❞❛❣❣❡r✱ ❙✳ ❨❜❛rr❛❞❛❣❣❡r✱ ❉✳ ▼❛❝✲
❦❞❛❣❣❡r ✫ ❆✳ ❏✳ ▲❡✈✐♥❡✳ ❇r♦❛❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✉♠♦r ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❝♦❧♦♥ t✐ss✉❡s ♣r♦❜❡❞ ❜② ♦❧✐❣♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❛rr❛②s✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❯❙❆✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✻✱ ♣❛❣❡s ✻✼✹✺✕
✻✼✺✵✱ ❏✉♥❡ ✶✾✾✾✳

❬❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✷❪ ➱r✐❝❦ ❆❧♣❤♦♥s❡ ✫ ◆✐❝♦❧❛s ❙tr♦♣♣❛✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲✐♥st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❢❡❛✲
t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✐❧♣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✷th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
■♥❞✉❝t✐✈❡ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❲♦r❦✲✐♥✲♣r♦❣r❡ss tr❛❝✱ ✷✵✵✷✳

❬❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✽❛❪ ❊r✐❝❦ ❆❧♣❤♦♥s❡ ✫ ❆♦♠❛r ❖s♠❛♥✐✳ ❆ ▼♦❞❡❧ t♦ ❙t✉❞② P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞
P❧❛t❡❛✉s ✐♥ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✽th ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✻✕✷✸✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✽✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬❆❧♣❤♦♥s❡ ✵✽❜❪ ❊r✐❝❦ ❆❧♣❤♦♥s❡ ✫ ❆♦♠❛r ❖s♠❛♥✐✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✐♥ ■▲P✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱
✈♦❧✳ ✼✵✱ ♥♦✳ ✷✲✸✱ ♣❛❣❡s ✶✸✺✕✶✺✵✱ ✷✵✵✽✳

❬❆♥❣❧❛♥♦ ✾✽❪ ❈♦s✐♠♦ ❆♥❣❧❛♥♦✱ ❆tt✐❧✐♦ ●✐♦r❞❛♥❛✱ ●✐✉s❡♣♣❡ ▲♦ ❇❡❧❧♦ ✫ ▲♦r❡♥③❛ ❙❛✐tt❛✳ ❆♥
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❡✈♦❧✉t✐✈❡ ❈♦♥❝❡♣t ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
t❤❡ ✶✺th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✾✕✷✼✳ ▼♦r❣❛♥
❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ✶✾✾✽✳

❬❆r❛✐ ✵✾❪ ❍✐r♦♠✐ ❆r❛✐✱ ❙❛t♦r✉ ❲❛t❛♥❛❜❡✱ ❚❛❦❛♥♦r✐ ❑✐❣❛✇❛ ✫ ▼❛s❛②✉❦✐ ❨❛♠❛♠✉r❛✶✳ ❆
♥❡✇ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❍❙◗❈ s♣❡❝tr❛ s❝r❡❡♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✷✺✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣❛❣❡s ✾✹✽✕✾✺✸✱ ✷✵✵✾✳

❬❆✉❞✐❜❡rt ✵✾❪ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ❆✉❞✐❜❡rt✱ ❘é♠✐ ▼✉♥♦s ✫ ❈s❛❜❛ ❙③❡♣❡s✈ár✐✳ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥✲
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ tr❛❞❡♦✛ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ▼✉❧t✐✲❆r♠❡❞ ❇❛♥❞✐ts✳ ❚❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✶✵✱ ♥♦✳ ✶✾✱ ♣❛❣❡s ✶✽✼✻✕✶✾✵✷✱ ✷✵✵✾✳

❬❆✉❡r ✵✷❪ P❡t❡r ❆✉❡r✱ ◆✐❝♦❧ò ❈❡s❛✲❇✐❛♥❝❤✐ ✫ P❛✉❧ ❋✐s❝❤❡r✳ ❋✐♥✐t❡✲t✐♠❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
▼✉❧t✐❛r♠❡❞ ❇❛♥❞✐t Pr♦❜❧❡♠✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✼✱ ♥♦✳ ✷✲✸✱ ♣❛❣❡s ✷✸✺✕✷✺✻✱
✷✵✵✷✳



✶✶✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❇❛❝❤ ✵✹❪ ❋r❛♥❝✐s ❘✳ ❇❛❝❤✱ ●❡rt ❘✳ ●✳ ▲❛♥❝❦r✐❡t ✫ ▼✐❝❤❛❡❧ ■✳ ❏♦r❞❛♥✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❑❡r♥❡❧
▲❡❛r♥✐♥❣✱ ❝♦♥✐❝ ❞✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙▼❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✶st

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡ ✻✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
✷✵✵✹✳ ❆❈▼✳

❬❇❛❝❤ ✵✽❪ ❋r❛♥❝✐s ❇❛❝❤✳ ❊①♣❧♦r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❑❡r♥❡❧
▲❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✷nd ❆♥♥✉❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✵✺✕✶✶✷✱ ✷✵✵✽✳

❬❇❛s❦✐♦t✐s ✵✹❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇❛s❦✐♦t✐s ✫ ▼✐❝❤è❧❡ ❙❡❜❛❣✳ ❈✹✳✺ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ♠❛♣ ✿ ❛ P❤❛s❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥✲
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