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On observe les couples de variables (Xi ,Yi )i=1,...n, où Xi ∈ [0, 1] et
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Représentation : Yi ∼ f (Xi )
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On observe les couples de variables (Xi ,Yi )i=1,...n, où Xi ∈ [0, 1] et
Yi ∈ R

Modèle classique : Yi = f (Xi ) + ξi où ξi est aléatoire.
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Estimateurs linéaires ⇒ Ef ξi = 0 et Ef ξ
2
i <∞, Tsybakov [2008].

Si f ≡ θ

• ξi ∼ N (0, 1) : θ̂n − θ ≈
1√
n
, θ̂n = Ȳn,

• ξi ∼ U[−1,1] : θ̂n − θ ≈
1

n
, θ̂n =

maxi Yi + mini Yi

2
,

• ξi ∼ Cauchy(0, 1) : θ̂n − θ ≈
1√
n
, θ̂n = Med(Y (n)).

But de la thèse : étudier les modèles statistiques pour lesquels les
estimateurs linéaires ne sont pas optimaux.
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Régression générale

Observations indépendantes:(
Y1, ...,Yn

)
i=1,...,n

∈ Rn, n ∈ N∗,

où
PYi

(dx) = g
(
x , f (Xi )

)
dx , i = 1, . . . , n,

f : [0, 1]d → R régulière et ∀i

Xi ∈
{
1/n1/d , 2/n1/d , . . . , 1

}d
.
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Espace de Hölder isotrope

Pour tout (p1, ..., pd ) ∈ Nd , posons ~p = (p1, ..., pd ) et
|~p| = p1 + ...+ pd .

Dé�nition

Soient β > 0, L > 0 et M > 0. La classe de Hölder Hd(β, L,M) est

l'ensemble des fonctions f : [0, 1]d → R telles que toutes ses dérivées

d'ordre bβc existent sur [0, 1]d et ∀x , y ∈ [0, 1]d , ∀
∣∣~p∣∣ = bβc véri�ent

∣∣∣∣ ∂|~p|f (x)

∂xp1
1
· · · ∂xpdd

− ∂|~p|f (y)

∂yp1
1
· · · ∂ypdd

∣∣∣∣ ≤ L ‖x − y‖β−bβc
1

,

bβc∑
m=0

∑
|~p|=m

sup
x∈[0,1]d

∣∣∣∣ ∂|~p|f (x)

∂xp1
1
· · · ∂xpdd

∣∣∣∣ ≤ M.
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Exemples

Régression Gaussienne. On observe

Yi = f (Xi ) + ξi

avec ξi ∼ N (0, 1) i.i.d.
Exemples: Problèmes standards en traitement du Signal et en
imagerie.

Régression inhomogène de Poisson. La loi de Yi s'écrit

g(k , fi ) = Pf (Yi = k) =

[
f (Xi )

]k
k!

exp
{
− f (Xi )

}
, k ∈ N.

Exemples: caméra vidéo, Tomographie, etc.
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(a) Fonction de régression. (b) Régression Gaussienne, σ = 1.

(c) Densités de poisson. (d) Observations de Poisson.
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Régression α. Soit 0 < α < 1/2 et

Yi = f (Xi ) + εi ,

où (εi )i sont i.i.d. de densité gε(x) = Cα e−|x |
α
, x ∈ R.

Régression multiplicative uniforme.

Yi = f (Xi )× Ui , Ui ∼ U[0,1].

Exemple : modèle de frontière (Simar and Wilson [2000] ou
Passy and al. [2007])
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Régression Uniforme. Régression gaussienne. Régression α = 1/4
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Densité
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Estimation de f

Soit f̂n une reconstruction de f fait à partir des données.

f̂n − f
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Estimation de f

Soit f̂n une reconstruction de f fait à partir des données.

Ef `(f̂n, f ) ≤ ϕn
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Estimation de f

Soit f̂n une reconstruction de f fait à partir des données.

sup
f ∈Hd (β,L,M)

Ef `(f̂n, f ) ≤ ϕn,γ(β)

On choisit `(f̂n, f ) =
∣∣f̂n(y)− f (y)

∣∣.
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Méthode des polynômes locaux

Approximation par un polynôme d'ordre 1.
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Méthode des polynômes locaux

Le but est d'estimer la fonction f en un point y ∈ [0, 1]d .

Idée : Sur un voisinage de y de taille h, noté Vh(y), on approche f
par un polynôme fθ où θ ∈ Θ = [−M,M]Db , où

fθ(x) =
∑
~p∈Pb

θ~p

(
x − y

h

)~p
, Pb =

{
~p ∈ Nd |~p| ≤ b

}

On estime les coe�cients θ avec un critère π̃h(., .),, ainsi

θ̂ = argmin
t∈Θ

π̃h(Y , ft), h > 0,

est un estimateur par polynômes locaux (Katkovnik [1985]).
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Estimateur bayésien

Dé�nissons la pseudo vraisemblance pour tout u ∈ Θ

Lh(u) = Lh
(
u,Y (n)

)
=

∏
Xi∈Vh(y)

g
(
Yi , fu(Xi )

)
.

Soit θ̂ la solution du problème de minimization suivant :

θ̂ = argmin
t∈Θ

π̃h(t), π̃h(t) =

∫
Θ
‖t − u‖1

(
Lh(u)

)1/m
du, t ∈ Θ

Pour tout h, l'estimateur bayésien est f̂ h(y) = fθ̂(y).
Has'minskii and Ibragimov [1981] et Polzehl and Spokoiny [2006].
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Hypothèses sur la vraisemblance Lh

Soit fθ, θ ∈ Θ l'approximation inconnue de f . Soit pseudo rapport
de vraisemblance,

Zn,θ(u) =
Lh
(
θ + u N−1h

)
Lh (θ)

, u ∈ Un = Nh [Θ− θ] ,

où la normalisation Nh =
(
nhd
)1/γ

, γ > 0.
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2 Hypothèses sur la vraisemblance Lh

Supposons qu'il existe les constantes τ > 0, m ≥ 1 et
c1, c2, c3, C1, C2, s1, s2 > 0 telle que ∀n > 1, f ∈ Hd (β, L,M), et
h ∈ Hn,

1

∫
[0,δ]Db

Ef

[
Z
1/m
n,θ (0)− Z

1/m
n,θ (v)

]
+
dv ≤ C1 δ

Db+τ ec1 Nγ(h),

2 Ef Z
1/m
n,θ (u) ≤ C2 exp {c2 Nγ(h)− c3 ‖u‖γ1} ,

pour tout 0 < δ ≤ s1 et u ∈ Un : ‖u‖1 ≥ s2 Nγ(h), où
Nγ(h) =

(
Ldhβ × Nh

)γ
.

Pour l'adaptation, il est nécessaire de connaître les constantes
c3, s2, m, τ and γ.
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Résulats minimax : bornes supérieures

Posons h̄ = (Lγn)−
1

γβ+d .

Théorème

Soit β, L, M > 0 et f̂ h̄ l'estimateur bayésien,
Alors ∀q ≥ 1, ∀n ∈ N∗ tel que Nh̄ ≥ 1, on a :

sup
f ∈Hd (β,L,M)

Ef |f̂ h̄(y)− f (y)|q ≤ C̄ϕqn,γ(β).

où la constante C̄ = C̄ (q, L,M, β, d , g) ne dépend pas de n.
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Théorème

Soit f̂ ĥ(y) l'estimateur choisi dans la famille
{
f̂ h(y)

}
h∈[hmin,hmax]

avec la règle de Lepski. Pour tout β ∈]0, b], L,M > 0, on a :

lim sup
n→∞

sup
f ∈Hd (β,L,M)

φ−qn,γ(β) Ef

∣∣f̂ ĥ(y)− f (y)
∣∣q <∞,

φn,γ(β) '
[
n−1
(
ln n
) 1

γ

] β
γβ+d

, β > 0, γ > 0.
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Vitesses obtenues

Régression Forme Vitesse Adaptative

Gaussienne Yi = f (Xi ) + ξi φn,2
Poisson Yi ∼ P

(
f (Xi )

)
φn,2

exp {−|x |α} , α < 1/2 Yi = f (Xi ) + εi φn,1+2α

Multiplicative Uniforme Yi = f (Xi )× Ui φn,1

φn,γ(β) '
[
n−1
(
ln n
) 1

γ

] β
γβ+d

, β > 0, γ > 0.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Idée de preuve

Pf
(
Nh

∣∣f̂ h(y)− f (y)
∣∣ ≥ ε) ≤ Pf

(
Nh‖θ̂ − θ‖1 ≥ ε

)
≤ Pf

(
inf

Nh‖t−θ‖1≥ε
π̃h(t) ≤ π̃h(θ)

)
.

Ainsi après quelques lignes, on obtient

Pf
(
Nh

∣∣f̂ h(y)− f (y)
∣∣ ≥ ε)

≤ Pf
{∫

Un

Z
1/m
n,θ (v)dv < ν/2

}
+Pf

{∫
Un∩{‖u‖1>ε}

‖u‖1Z 1/m
n,θ (u)du > ν ε/4

}
.
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Fonction de Huber
Inégalités exponentielles

Modèle

On observe les couples de variables (Xi ,Yi )i=1,...n, telles que

Yi = f (Xi ) + ξi , i = 1, . . . , n.

Ici f : [0, 1]d → R régulière et inconnue.

Les variables (ξi )i∈1,...,n sont i.i.d. et de même loi que ξ ∼ gξ.

Le design (Xi )i∈1,...,n sont aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]d .

Condition sur gξ :

gξ symétrique ,

gξ(0) ≥ A > 0 et gξ continue en 0.

Michaël CHICHIGNOUD Performances Statistiques d'estimateurs non-linéaires



Régression non-paramétrique
Estimateur Bayésien

Critère de Huber
Conclusions et Perspectives

Fonction de Huber
Inégalités exponentielles

Modèle

On observe les couples de variables (Xi ,Yi )i=1,...n, telles que

Yi = f (Xi ) + ξi , i = 1, . . . , n.

Ici f : [0, 1]d → R régulière et inconnue.

Les variables (ξi )i∈1,...,n sont i.i.d. et de même loi que ξ ∼ gξ.

Le design (Xi )i∈1,...,n sont aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]d .

Condition sur gξ :

gξ symétrique ,

gξ(0) ≥ A > 0 et gξ continue en 0.

Michaël CHICHIGNOUD Performances Statistiques d'estimateurs non-linéaires



Régression non-paramétrique
Estimateur Bayésien

Critère de Huber
Conclusions et Perspectives

Fonction de Huber
Inégalités exponentielles

Exemples

Fonction de régression. Régression Gaussienne Régression de Cauchy.
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Critère `2 (moindres carrés)

π̃h(Y , ft) =
n∑
i=1

(
Yi − ft(Xi )

)2 IXi∈Vh(y).

Fonction x
2. Dérivée
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Critère `1

π̃h(Y , ft) =
1

nhd

n∑
i=1

∣∣Yi − ft(Xi )
∣∣ IXi∈Vh(y).

Fonction |x |. Dérivée

Michaël CHICHIGNOUD Performances Statistiques d'estimateurs non-linéaires



Régression non-paramétrique
Estimateur Bayésien

Critère de Huber
Conclusions et Perspectives

Fonction de Huber
Inégalités exponentielles

Critère de Huber

π̃h(Y , ft) =
1

nhd

n∑
i=1

Q
[
Yi − ft(Xi )

]
IXi∈Vh(y),

où Q(z) = γ
(
|z | − γ

2

)
I|z|>γ + z2

2
I|z|≤γ (Voir Huber [1964]).

Fonction de Huber. Dérivée
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Estimateur de Huber

Ainsi,

θ̃ = argmin
t∈Θ

1

nhd

n∑
i=1

Q
[
Yi − ft(Xi )

]
IXi∈Vh(y), h > 0.

On peut alors construire une collection d'estimateurs de Huber{
f̃ h(y) = fθ̂(y)

}
h>0

.

Adaptation : Hall et Jones [1990], Hardle et Tsybakov [1992]
et Reiss et al. [2010]
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Théorème

Soit f̃ ĥ(y) l'estimateur choisi par la procédure de Lepski.
Alors ∀β ∈]0, b], L > 0:

lim sup
n→

sup
f ∈H(β,L,M)

φ−rn (β)Ef

∣∣f̃ ĥ(y)− f (y)
∣∣r <∞, r ≥ 1,

φn(β) '
[
n−1
√
ln n
] β
2β+d

, β > 0.
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Inégalités exponentielles

Lemme

Pour tout f ∈ H(β, L,M), n ∈ N∗, h ∈ Hn,
Alors pour tout ε > s ε0(h), on a:

Pf
(∣∣f̃ h(y)− f (y)

∣∣ ≥ ε√
nhd

)
≤ Σ exp

{
−c1

(ε− c2ε0(h))2

A + Bε/
√
nhd

}
,

où ε0(h) = Ldhβ ×
√
nhd .

Preuve : Principe de M-estimation.
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Idée de preuve

Pour ~p ∈ Pb, soit

D̃~ph (t) =
∂π̃h(t)

∂t~p
(t) = − 1

nh

n∑
i=1

Q ′
(
Yi−ft(Xi )

)(Xi − y

h

)~p
I[Xi∈Vh(y)],

où Q ′(z) = z
|z|I|z|>1 + zI|z|≤1. On a

θ̃ = argmin
t
π̃h(t)⇐⇒ D̃h(θ̃) = 0.

Chaque dérivée partielle est une somme de v.a. bornées et
indépendantes.
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Majoration de la fonction de perte

On a :

Pf
(
Nh

∣∣f̃ h(y)− f (y)
∣∣ ≥ ε)

≤ Pf
(
Nh

√
Db√
λ

∥∥∥D̃h

(
θ̃
)
− Dh

(
θ̃
)∥∥∥

2

≥ ε
)

≤
∑
~p∈Pb

Pf

(
Nh sup

t∈Θ

∣∣∣D̃~ph (t)− D~ph (t)
∣∣∣ ≥ ε

√
λ

Db

)
.
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Contrôle de supt∈Θ

∣∣D̃~p
h (t)− D

~p
h (t)

∣∣
sup
t∈Θ

∣∣D̃~ph (t)− D~ph (t)
∣∣

≤ sup
t∈Θ

∣∣D̃~ph (t)− Ef D̃
~p
h (t)

∣∣+ sup
t∈Θ

∣∣Ef D̃
~p
h (t)− D~ph (t)

∣∣
= sup

t∈Θ

∣∣D̃~ph (t)− Ef D̃
~p
h (t)

∣∣+ Ldhβ

= sup
t∈Θ

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Wt(Xi , ξi )− EfWt(Xi , ξi )

∣∣∣∣∣+ Ldhβ.

On utilise un argument de chaînage (continuité de la dérivée
de Huber) pour contrôler le supremum,

l'inégalité de Bernstein (Dérivée de Huber bornée).
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Conclusions

Recherche de la vitesse optimale en fonction de la
vraisemblance,

Estimateur de Huber qui ne dépend pas de la densité mais qui
peut ne pas être optimal
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Perspectives

1 Estimateur bayésien

Conditions Vraisemblance ⇒ Distance d'Hellinger,

(Xi ,Yi )i non i.i.d.

Bornes inférieures pour l'adaptation,

Approche bayésienne,

Inégalités d'oracle.

2 Estimateur de Huber

Hypthèses : gξ symétrique,

Etude des modèles hétéroscedastiques?

Trouver les conditions nécessaires sur la fonction de contrast,

Etude des fonctions anisotropes et recherche d'inégalités

oracle.
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Merci pour votre attention.
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