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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Statistique mathématique

On observe les couples de variables (X;, Y;)i=1,.n, o0 X; € [0,1] et
Y;eR
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Statistique mathématique

On observe les couples de variables (Xj, Y;)i=1,..n. ot X; € [0,1] et
YieR

Représentation : Y; ~ f(X;)
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Statistique mathématique

On observe les couples de variables (X;, Y;)i=1,.n, o0 X; € [0,1] et
Y;eR

Yi=f(Xi) +&
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Statistique mathématique

On observe les couples de variables (X;, Y;)i=1,.n, o0 X; € [0,1] et
Y;eR

3+ Yi=f(Xi) +&
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Statistique mathématique

On observe les couples de variables (Xj, Y;)i=1,..n, o0 X; € [0,1] et
YieR

Modéle classique : Y; = f(X;) 4 & ol & est aléatoire.
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimateurs linéaires = E¢&; = 0 et Es£? < oo, Tsybakov [2008].
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimateurs linéaires = E¢&; = 0 et Es£? < oo, Tsybakov [2008].

Sif=46
e & ~N(0,1): é_gfvi b —v
1 9 . n N\/ﬁ’ n— ny
® i~ U 1) @,,—0%3, @n_maXiYieriniYi,
b n 2
G GO0 G0~ L = Mea(vO)
n

But de la thése : étudier les modéles statistiques pour lesquels les
estimateurs linéaires ne sont pas optimaux.
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Régression générale

Observations indépendantes:

(Yl,...,Y,,)I.:L €R", necN¥

ey

Py, (dx) = g(x, f(X,-))dx, i=1,...,n,
f :[0,1]9 — R réguliére et Vi

X € {1/n1/",2/n1/d,...,1}d.
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Espace de Holder isotrope

Pour tout (py, ..., pg) € N9, posons B = (p1, ..., pg) €t

1Bl = p1+ ... + pa.

Définition

Soient >0, L >0 et M > 0. La classe de Hélder H4(3, L, M) est

I'ensemble des fonctions f : [0,1]¢ — R telles que toutes ses dérivées
d'ordre | 3] existent sur [0,1]% et Vx,y € [0,1]%, V || = | 8] vérifient

dIP1f(x) alPlf(y) B8]
— < Lllx—
aX{h . axgd 3ylpx . ay:;d — ”X y“l 9
LA 1Bl
sup 07 F(x) M.

P1 Pd
Ox;* - -+ Oxy

m=0 |3|=m x€[0,1]¢
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Exemples

@ Régression Gaussienne. On observe
Yi=f(X;)+ &

avec § ~ N(0,1) i.id.
Exemples: Problémes standards en traitement du Signal et en
imagerie.

@ Régression inhomogéne de Poisson. La loi de Y; s'écrit

1k
glk,f;)=Pr(Y;=k) = [f(j:!')]exp{ —f(Xi)}, keN.

Exemples: caméra vidéo, Tomographie, etc.
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

(c) Densités de poisson. (d) Observations de Poisson.
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

@ Régression . Soit 0 < v < 1/2 et
Yi = £(Xi) + €,
ou (€;); sont i.i.d. de densité g.(x) = C, e X", x e R.
@ Régression multiplicative uniforme.
Yi=f(Xi) x U, Ui~ Uy

Exemple : modéle de frontiére (Simar and Wilson [2000] ou
Passy and al. [2007])
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

il

s
X%

i

Régression Uniforme. Régression gaussienne. Régression o = 1/4




Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Densité
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

A

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.

f—f
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.

Eel(f,, f)
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.

Eel(fy, F) < on
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

A

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.

sup IEfg(;rnv f) < ‘Pn,'y(ﬁ)
fely(8,L,M)
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Estimation de f

A

Soit f, une reconstruction de f fait a partir des données.

sup IEfg(;rnv f) < ‘Pn,'y(ﬁ)
fely(8,L,M)

On choisit £(f, ) = |fa(y) — F(y)]-
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Régression non-paramétrique

Motivation
Méthode des polynémes locaux

Méthode des polynémes locaux

y

Approximation par un polynéme d’ordre 1.
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Méthode des polynémes locaux

Le but est d’estimer la fonction f en un point y € [0,1]7.

Idée : Sur un voisinage de y de taille h, noté Vj(y), on approche f
par un polynéme fy o § € © = [-M, M]P», oi

_ P
f(x) =Y 05 (th> . Py={peN |5 < b}

PEPs
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Régression non-paramétrique
Motivation
Méthode des polynémes locaux

Méthode des polynémes locaux

Le but est d’estimer la fonction f en un point y € [0,1]7.

Idée : Sur un voisinage de y de taille h, noté Vj(y), on approche f
par un polynéme fy o § € © = [-M, M]P», oi

_ P
f(x) =Y 05 (th> . Py={peN |5 < b}

PEPs

On estime les coefficients 6 avec un critére 7p(.,.),, ainsi

6 = in7n(Y,f), h>0
arg[%lgﬂ-h( 7t)a > )

est un estimateur par polynémes locaux (Katkovnik [1985]).
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Estimateur bayésien

Définissons la pseudo vraisemblance pour tout u € ©

Lw(u) = Lp(u, Y(")) = H g(Yi, fu(Xi)).
Xi€Vi(y)

Soit 0 la solution du probléme de minimization suivant :

0 = argmin7n(t), #a(t) = / It — ul1 (Lh(u))l/mdu, te©®©
te© o

Pour tout h, I'estimateur bayésien est £/(y) = fo(y).
Has'minskii and Ibragimov [1981] et Polzehl and Spokoiny [2006].
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Hypothéses sur la vraisemblance L},

Estimateurs Linéaires

Modeles Inefficaces Estimateur

Généraux Bayésien Local
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Hypothéses sur la vraisemblance L},

Estimateurs Linéaires

Modeles Inefficaces > Estimateur
Généraux Bayésien Local
Adaptation
Méthode

de Lepski

Michaél CHICHIGNOUD Performances Statistiques d’estimateurs non-linéaires



Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Hypothéses sur la vraisemblance L},

Estimateurs Linéaires

Modeles Inefficaces Estimateur
Généraux Bayésien Local
Adaptation
Conditions Méthode
Vraisembl: ( e s de Lepski
raisemblance Inégalités > Leps
Exponentielles
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Hypothéses sur la vraisemblance L},

Estimateurs Linéaires

Modeles Inefficaces Estimateur
Généraux Bayésien Local
Choix Adaptation
de v
Conditions Méthode
Vraisembl: ( s de Lepski
raisemblance Inégalités > Leps
Exponentielles
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Hypothéses sur la vraisemblance L},

Soit fy, 8 € © "approximation inconnue de f. Soit pseudo rapport
de vraisemblance,

Ly (0 +u ;")

Zn,@(u) = Lh (9) )

ue Up=Ny[©—9],

ou la normalisation Nj = (nh")l/v7 v > 0.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

2 Hypotheses sur la vraisemblance L,

Supposons qu'il existe les constantes 7 >0, m > 1 et

i, &, ¢3, Ci, Gy, s1, s > 0 telle que Vn > 1, f € Hy(5, L, M), et
he Mg,

pour tout 0 < § < sy et u € Uy, @ |ull1 > so N, (h), ot
No(h) = (Ldh® x ).
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

2 Hypotheses sur la vraisemblance L,

Supposons qu'il existe les constantes 7 >0, m > 1 et

i, &, ¢3, Ci, Gy, s1, s > 0 telle que Vn > 1, f € Hy(5, L, M), et
he Mg,

o ]Ef [Z’}/am(o) - Z;/Hm(\/) d\/ S Cl 5Db+7' ecl N’Y(h)’
[0,6]Pb ) , N

pour tout 0 < d < sy et u € Uy @ |ull1 > so N, (h), ot
N, (h) = (Ldh® x Np)7.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

2 Hypotheses sur la vraisemblance L,

Supposons qu'il existe les constantes 7 >0, m > 1 et

i, &, ¢3, Ci, Gy, s1, s > 0 telle que Vn > 1, f € Hy(5, L, M), et
he Mg,

o ]Ef [Z’}/am(o) - Z;/Hm(\/) d\/ S Cl 5Db+7' ecl N’Y(h)’
[0,6]Pb ) , N

Q IEfZi/em(u) <G EXP{C2 N’y(h) -G HUH’ly}a

pour tout 0 < d < sy et u € Uy @ |ull1 > so N, (h), ot
N, (h) = (Ldh® x Np)7.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

2 Hypotheses sur la vraisemblance L,

Supposons qu'il existe les constantes 7 >0, m > 1 et

i, &, ¢3, Ci, Gy, s1, s > 0 telle que Vn > 1, f € Hy(5, L, M), et
he Mg,

o ]Ef [Z’}/am(o) - Z;/Hm(\/) d\/ S Cl 5Db+7' ecl N’Y(h)’
[0,6]Pb ) , N

Q IEfZi/em(u) <G EXP{C2 N’y(h) -G HUH’ly}a

pour tout 0 < d < sy et u € Uy @ |ull1 > so N, (h), ot
N, (h) = (Ldh® x Np)7.

Pour |'adaptation, il est nécessaire de connaitre les constantes
c3, 5, m, T and 7.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Résulats minimax : bornes supérieures

Posons h = (LWn)_Wﬁﬁ.

Théoréme

Soit B, L, M >0 et Fh I'estimateur bayésien,
AlorsVq > 1, Vn € N* tel que Nj > 1, on a :

sup  E¢F(y) — ()9 < Tl (8).
fGIHId(,B,L,M)

ot la constante C = C(q,L, M, 3,d,g) ne dépend pas de n.
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

Theoréme
Soit ?’A’(y) I'estimateur choisi dans la famille {?h(y)}
avec la régle de Lepski. Pour tout 3 €]0,b], L,M >0, on a :

he[hmin 7hmax]

lim sup sup gb;’?,(ﬁ) Ef‘?h()/) - f()’)|q < 00,
n—o00 fcHy(B,L,M)

11
On(B) = [ (nn) ] 77 g0, 9 >0
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Approche Minimax

Estimateur Bayésien 7 5rotion : Méthode de Lepski

Inégalités exponentielles

Vitesses obtenues

Régression Forme Vitesse Adaptative
Gaussienne Yi =f(X;) + & ®n,2

Poisson Y; ~ P(f(X;)) ®n,2

exp{—|x|*}, a <1/2 Yi =f(Xi) + e Dn142a
Multiplicative Uniforme || Y; = f(X;) x U; ®n1
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Approche Minimax
Adaptation : Méthode de Lepski
Inégalités exponentielles

Estimateur Bayésien

ldée de preuve

Pr(NalF"(y) = F(y)| =€) < Pr(Nall0— 6] > ¢)

< i T <7 .
= b (Nht'—ngnlzs () < Wh(e))

Ainsi aprés quelques lignes, on obtient
IP’f(/\/h‘l?h()/) —f(y)| > e)
<P, {/U ZYm(v)dv < y/z}

+pe [ b 22 u)du > v/}
Un{|lull1>e} ’
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Modéle

On observe les couples de variables (X;, Y;)i=1, .n, telles que
Y,':f(X;)—i-f,', i=1,...,n
i f:[0,1]¢ — R réguliére et inconnue.

Les variables (&;)ic1,....n sont i.i.d. et de méme loi que & ~ ge.

Le design (Xj)ic1,....n sont aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]d.
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Modéle

On observe les couples de variables (X;, Y;)i=1, .n, telles que
Y,':f(X;)—i-f,', i=1,...,n

i f:[0,1]¢ — R réguliére et inconnue.
Les variables (&;)ic1,....n sont i.i.d. et de méme loi que & ~ ge.
Le design (Xj)ic1,....n sont aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]d.
Condition sur g :
@ g¢ symétrique ,
@ g:(0) > A > 0 et g¢ continue en 0.
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Exemples

Fonction de régression. Régression Gaussienne Régression de Cauchy.
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Critére ¢, (moindres carrés)

Fonction x2. Dérivée
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Critére /4

(Y, ) = hdZW X Leviy)-

Fonction |x]|. Dérivée
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Critére de Huber

(Y, f) = hd Z Q fe(X )] ]IX:'EVh(Y)’

on Q(z) =7 (lz| = %) Lz + 27]1|Z|§'Y (Voir Huber [1964]).

Fonction de Huber. Dérivée
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Estimateur de Huber

~ . 1
0 =arg mlg hd Z Q[Yi - 7ft(Xi)] Ix;evi(y), h>0.
On peut alors construire une collection d’estimateurs de Huber
Zho v g
{FOI=60} .

Adaptation : Hall et Jones [1990], Hardle et Tsybakov [1992]
et Reiss et al. [2010]
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Théoréme

Soit ?’A’(y) "estimateur choisi par la procédure de Lepski.
Alors V3 €]0, b], L > 0:

limsup  sup ¢  (B)EA|FA(y) — F(¥)| < o0, r>1,
n—  feH(B,L,M)
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Inégalités exponentielles

Lemme

Pour tout f € H(B,L,M), n € N*, h € H,,
Alors pour tout € > s eq(h), on a:

T 8 I (e — cozo(h))®
Pf(yf(y) f(y)\zm>gz p{ 1A+B€/W},

ot gg(h) = Ldh® x V/nhd.

Preuve : Principe de M-estimation.
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

ldée de preuve

Pour g € Pp, soit

s 9ma(D) 1< Xi —y\*
DP(t) = ot; =" ; Q' (Yi—f(X:)) < 7 ) Ixevior
ou Q'(z) = ]I|z‘>1 +ZH|Z|<1 On a

Iz

0 = arg mln 7p(t) <= Dp(f) =0

Chaque dérivée partielle est une somme de v.a. bornées et
indépendantes.
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Fonction de Huber

Critére de Huber Inégalités exponentielles

Ldh® + N, *
Dy (t) >  Dy(t)
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Fonction de Huber

Critére de Huber Inégalités exponentielles

. Ldh® + N, *
Dy (t) >  Dy(t)

Solution
Dp,=0

Y
0
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Fonction de Huber

Critére de Huber Inégalités exponentielles

~ Ldh? + N, !
Dy (t) >  Dy(t)

Solution

Solution
D D, =0

Dy =0

Y
0
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Fonction de Huber

Critére de Huber Inégalités exponentielles

_ Ldh® + N, *
Dy (t) >  Dy(t)

Solution

Solution
D D, =0

Dy =0

Y

0 >
LdhP + N; !
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Majoration de la fonction de perte
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Controle de sup,.q ‘Df(t) - Df(t)‘

tcoe
< sup |DP(t) — B DE(t)] + sup |E¢DP(t) — DE(¢)|
te t
= sup ‘[),’?(t) - Ef‘bf(t)‘ + Ldh?
tco®

= sup Zwt (Xi, &) — EeWe(Xi, )| + Ldh®.
tecO
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Controle de sup,.q ‘Df(t) - Df(t)‘

tcoe
< sup |DP(t) — B DE(t)] + sup |E¢DP(t) — DE(¢)|
te t
= sup ‘[),’?(t) - Ef‘bf(t)‘ + Ldh?
tco®

= sup Zwt (Xi, &) — EeWe(Xi, )| + Ldh®.
tecO

@ On utilise un argument de chainage (continuité de la dérivée
de Huber) pour contréler le supremum,
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Fonction de Huber
Critére de Huber Inégalités exponentielles

Controle de sup,.q ‘Df(t) - Df(t)‘

tcoe
< sup |DP(t) — B DE(t)] + sup |E¢DP(t) — DE(¢)|
te t
= sup ‘[),’?(t) - Ef‘bf(t)‘ + Ldh?
tco®

= sup Zwt (Xi, &) — EeWe(Xi, )| + Ldh®.
tecO

@ On utilise un argument de chainage (continuité de la dérivée
de Huber) pour contréler le supremum,

o l'inégalité de Bernstein (Dérivée de Huber bornée).
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Conclusions et Perspectives

Conclusions

@ Recherche de la vitesse optimale en fonction de la
vraisemblance,

@ Estimateur de Huber qui ne dépend pas de la densité mais qui
peut ne pas &tre optimal
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Conclusions et Perspectives

Perspectives

O Estimateur bayésien

o Conditions Vraisemblance = Distance d'Hellinger,
(X,'7 Y,), non i.i.d.

Bornes inférieures pour |'adaptation,

Approche bayésienne,

]
o
]
o Inégalités d’oracle.
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Conclusions et Perspectives

Perspectives

O Estimateur bayésien

o Conditions Vraisemblance = Distance d'Hellinger,
° (X,'7 Y,), non i.i.d.

o Bornes inférieures pour |'adaptation,

e Approche bayésienne,

o Inégalités d'oracle.

@ Estimateur de Huber

Hypthéses : g¢ symétrique,

Etude des modéles hétéroscedastiques?

Trouver les conditions nécessaires sur la fonction de contrast,
Etude des fonctions anisotropes et recherche d’inégalités
oracle.
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Conclusions et Perspectives

Merci pour votre attention.
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