N

N

Adaptation de schémas de subdivision pour la
reconstruction d’objet sans artefact

Francois Destelle

» To cite this version:

Francgois Destelle. Adaptation de schémas de subdivision pour la reconstruction d’objet sans artefact.
Modélisation et simulation. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, 2010. Francais.
NNT: . tel-00534612

HAL Id: tel-00534612
https://theses.hal.science/tel-00534612
Submitted on 10 Nov 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00534612
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE GRENOBLE
INSTITUT POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

N°attribué par la bibliotheque
|

THESE
pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE LUNIVERSITE DE GRENOBLE
délivré par I'Institut Polytechnique de Grenoble

Spécialité : « Signal, Image, Parole et Télécom »
préparée au laboratoire GIPSA-lab, Grenoble-INP
dans le cadre de I’Ecole Doctorale « Electronique, Electrotechnique, Automatique,

Traitement du Signal »

présentée et soutenue publiguement
par

Francois DESTELLE

le 23/06/10

Titre :

ADAPTATION DE SCHEMAS DE SUBDIVISION POUR LA RECONSTRUCTION
D'OBJET SANS ARTEFACT

Directeurs de thése : Annick MONTANVERT et Cédric GEROT

JURY
Monsieur Pierre-Yves Coulon Président
Monsieur Marc Neveu Rapporteur
Monsieur Florent Dupont Rapporteur
Monsieur Loic Barthe Examinateur

Madame Annick Montanvert Directrice de these
Monsieur Cédric Gérot Co-directeur de these






Remerciements

Je tiens tout d’abord & remercier Annick Montanvert et Cédric Gérot pour avoir encadré
cette these, rien n’aurait été possible sans eux. Je remercie leur bonne humeur, leur engagement
a mon égard, leur écoute et leur soutien tout le long de ces travaux. Compte tenu de leurs autres
responsabilités professionnelles, je ne saurais assez les remercier assez pour tout ce temps passé
a mes coOtés. Ils m’ont initié au métier de chercheur, et je compte bien me souvenir de leurs
précieux conseils tout le long de mon parcours.

Je remercie Monsieur Marc Neveu et Monsieur Florent Dupont d’avoir rapporté mon travail,
ainsi que pour leurs encouragements quand vient le temps de soutenir publiquement.
Je remercie tout autant les autres membres de mon jury : Monsieur Pierre-Yves Coulon, en
tant que président, ainsi que Monsieur Loic Barthe, expert de mon domaine de recherche. Leur
bonne humeur et la pertinence de leurs remarques ont rendu cette soutenance tres agréable. Les
discussions que j’ai tenues avec eux m’ont de plus ouvert de nouveaux horizons sur ’ensemble
de ces travaux.

Je remercie par ailleurs ’ensemble des professeurs avec qui j’ai eu le bonheur d’apprendre ce
passionnant métier d’enseignant. J’ai eu la grande chance d’en rencontrer beaucoup durant ma
these, je voue a nombre d’entre eux autant d’admiration que d’affection pour leur dévouement
envers leurs éleves. Je remercie les professeurs de I’Ensimag, Matthieu Moy et Franck Hetroy, qui
m’ont donné ’occasion de faire mes premiers pas. Je remercie aussi les enseignants de mathéma-
tiques et d’informatique de 'TUT-UJF de Grenoble qui m’ont guidé dans mes premieres heures
d’enseignement. Enfin, je tiens bien str a remercier les enseignants d’informatique de 1’école
Phelma ou j’ai effectué ma derniere année a Grenoble en tant que “vrai professeur débutant”.
Ces expériences furent aussi agréables qu’enrichissantes grace & eux.



ii

A mon sens, un travail de these est avant tout une expérience humaine.

Je n’ai certainement pas la place ici de remercier chacune des personnes qui a donné vie a cette
aventure de quatre années. Je pense bien str aux membres du laboratoire, thésards comme cher-
cheurs, que j’ai eu le plaisir de cotoyer chaque jour. Je considere une tres grande partie d’entre
eux comme des amis, et je ne les oublierai pas. Une mention spéciale a Salem, avec qui j’ai
pratiquement passé tout mon temps, grand scientifique et philosophe a ses heures. Je considere
sa présence et son soutien indéfectible comme I'une des réalisations les plus importantes de mes
années de these. A Julien, co-bureau grand amateur de musique (ou considérée comme telle),
a Nicolas, pour sa bonne humeur et son humour (ou également considéré comme tel), & Cédric
et Benjamin, compagnons de soirées devant ’éternel, et a tous les autres : Christian, Alberto,
Bertrand, Fabien, Lionel et tous les coincheurs... Et tant d’autres.

Un grand merci & ceux qui ne m’ont pas beaucoup vu durant cette vie a Grenoble loin de
chez moi, ils savent bien que ¢a n’aurait aucun sens de les remercier de leur soutien par une ou
deux phrases au début de ce mémoire.

Merci tout de méme a Florent pour sa présence constante, tous les jours de cette these, dans les
bons moments comme dans les moins agréables. Ce travail n’aurait pas été le méme sans toi.
Merci a mon pére et a mes petites sceurs.

Enfin, merci a celle qui m’a le plus soutenu et le plus entouré, et ce depuis ces dix années ou
elle a di me supporter. Sans elle, tout ¢a n’aurait que peu de sens. Merci de faire de ma vie ce
qu’elle est.



iii



iv

A common mistake that people make
when trying to design something
completely foolproof is to
underestimate the ingenuity of
complete fools.

Douglas Adams



Table des matieres

1 Introduction
Contexte et problématique . . . . . . . . . . . . ..
Contributions . . . . . . . . . . e e e
Organisation du document . . . . . . . . . . . ...

2 Modélisation de courbes et surfaces lisses

2.1 Courbes et surfaces paramétrées . . . . . . . . . ...
2.1.1 Préambule. . . . . . ..o
2.1.2  Courbes paramétrées de Hermite et de Bézier . . . . . . . . .. ... ...
2.1.3 Les courbes B-splines . . . . . .. .. ... ... L
2.1.3.1  Subdivision d’une courbe B-spline uniforme . . . . . . . . .. ..

2.1.3.2 Propriétés mathématiques des courbes paramétrées . . . . . . .

2.1.3.3  Généralisation des courbes a la surface B-spline . . . .. .. ..

2.1.4 Les Box-splines . . . . . . . . . ..
2.1.4.1 Définitions . . . . . . . ...

2.1.4.2  Subdivision d'une Box-spline . . . . ... ... ... ... ...

2.1.4.3 Construction du masque de subdivision . . . ... ... ... ..

2.1.4.4  Quelques propriétés mathématiques importantes . . . . . . . . .

2.2 Surface de subdivision . . . . . ... oL oL
2.2.1 Le schéma de subdivision . . . . ... ... ... ... ... .. ...,
2.2.2  Analyse et tuning d’un schéma de subdivision . . . . .. .. ... .. ...
2.2.3 Schémas de subdivision fréquemment utilisés . . . . .. .. ... ... ..

2.3 Voisinage topologique d’un sommet du maillage . . . . . . ... ... ... ....
2.4 Conclusion . . . . . . .. e

3 Analyse de la géométrie d’une surface subdivisée
Introduction . . . . . . . . . e e
3.1 Analyse de la qualité d’une surface lisse . . . . . . ... .. ... ... ... ...
3.1.1 Définition mathématique de la courbure . . . . . . .. .. ... ... ...
3.1.2 Visualisation de données colorées . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.3 Visualisation pour 'analyse de surfaces lisses . . . . .. ... ... ....
3.1.3.1 Lasurface focale . . . . . .. ... ... ... ... ........
3.1.3.2 Leslignesde réflexion . . . . . .. ... ... ...
3.1.3.3 Lesisophotes . . . . . . . .. ...
3.2 Applications aux surfaces de subdivision . . . . . . ... ...
3.2.1 Courbure sur une surface de subdivision . . . . . . ... ... ... ....
3.2.1.1 Définition exacte de la mesure par rapport a la surface limite du
modele . . . ...

IENINGVE R

o 0o

Ne)



TABLE DES MATIERES

3.2.1.2 Approximation de la courbure d’'un maillage triangulaire quel-
CONQUE .+« v v v v it e e e e e e e

3.2.2 Visualisation des artefacts sur une surface de subdivision . .. .. .. ..
3.2.2.1 Les artefacts en subdivision . . . . . .. ... ... ... .....

3.2.2.2  Une mesure adaptée aux fortes variations de courbure . . . . . .

3.2.3 Un autre espace de visualisation . . . ... ... .. ... ... ......
3.2.3.1 Carte d’analyse polaire au voisinage d’'un sommet extraordinaire

3.2.3.2  Evaluation par surfaces focales polaires . . . . . . ... ... ..

3.2.4 Méthodes de traitement d’images appliquées aux cartes de données po-
laires . . . . . . e

3.2.4.1 Comparaison des schémas de subdivision . . ... ... ... ..

3.2.4.2 La question du filtrage des sommets de la surface . . .. .. ..
Conclusion et perspectives . . . . . . . . . .. L

Analyse fréquentielle des artefacts
Introduction . . . . . . . Lo
4.1 Une analyse spectrale polaire des variations de courbure . . . . . . .. .. .. ..
4.1.1 Analyse spectrale sur un maillage . . . . . . . ... ...
4.1.1.1 Principe des travaux existants . . . . . ... ... ... ... ..
4.1.1.2 Notre cadre d’analyse . . . . . .. ... ... ... ........
4.1.2 Une base de fonctions polaire . . . . . . . . .. ... ... L.
4.2 Applications et résultats . . . . . . . . ...
4.2.1 Validation de Panalyse . . . . . . . . . .. ...
4.2.1.1 L’échantillonnage des fonctions de base continues . . ... . ..

53
95
95
99
60
60
68

68
73
76
77

85

4.2.1.2 La question posée par la distorsion géométrique du repere polaire 88

4.2.2 Application de I'analyse fréquentielle a la caractérisation des artefacts
4.2.2.1 Apodisation des données pour une analyse a bord contraint . . .
4.2.2.2  Evaluation du comportement des schémas de subdivision

Conclusion . . . . . . . . . e e e

Description de la phase de subdivision topologique d’un schéma
Introduction . . . . . . . . . e
5.1 Classification des subdivisions topologiques . . . . . .. . ... ... ... ....
5.1.1 Les formalismes de classification existants . . . . . . .. .. ... .. ...
5.1.2 Limitations et avantages des deux familles de descripteurs . . . . . . . ..
5.2 Structure de notre méta-schéma . . . . . . . .. .. ... L. ...
5.2.1 Descripteur d’insertion Z . . . . . . . . ... e
5.2.2 Descripteur de connectivité C . . . . . . . .. L Lo
5.2.2.1 Les connexions internes intra-éléments . . . . . . . ... ... ..
5.2.2.2  Les connexions internes inter-éléments . . . . . . . . .. ... ..
5.2.2.3 Les connexions externes . . . . . . . . . . . ...
5.2.3 Contraintes de topologie sur le maillage subdivisé . . . . . . ... ... ..
5.2.4 La subdivision topologique duale . . . . . ... .. ... ... ... ...,
5.3 Les possibilités de description de notre systeme . . . . . . ... ... ... ..
5.3.1 Les subdivisions topologiques couramment utilisées . . . . . . . .. .. ..
5.3.2 Description des subdivisions topologiques régulieres sans rotation . . . . .
5.3.3 Justification des bornes X et Y du secteur d’insertion des sommets v; . .
5.3.4 Les subdivisions régulieres tournantes Q/TP(n,1) et Q/TP(1,n) . . . . .

89
89



TABLE DES MATIERES vii

5.3.5 Concaténation de descripteurs . . . . .. . . . .. ... .. ... ... . 125
5.3.6 Etude de I’espace des descriptions possibles . . . . . . ... ... ... .. 129

5.4 Limitations de notre systeme de description . . . . . .. ... ... 130
5.5 Application pratique de notre méta-schéma, . . . . . . . . ... ... ... ... . 131
5.5.1 Un modele d’implémentation . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 131
5.5.2  Une phase de lissage géométrique générale a tous nos descripteurs . . . . 133
5.5.2.1 Coordonnées des sommets insérés v; dans une face . . . . . . . . 133

5.5.2.2 Filtrage passe-bas de la géométrie . . . . . .. ... ... .. .. 135

Conclusion . . . . . . . . . e e 136
Synthese et perspectives 139
6.1 Résumé et contributions . . . . . . . ... ... 139
6.2 Perspectives . . . . . . .. e 140

vii



viii TABLE DES MATIERES

viii



Chapitre 1

Introduction

La modélisation numérique d’un objet consiste a décrire le clone virtuel d’'un objet réel,
par des équations ou des données chiffrées compréhensibles par une machine. La modélisation
d’un objet permet a son concepteur de le visualiser, de le manipuler et de le déformer a sa
convenance afin de lui donner la forme souhaitée. Les progres effectués ces dernieres années en
informatique graphique ont donné le jour a des modeleurs 3D puissants et ergonomiques, ces
outils permettent au concepteur de créer un objet tout aussi rapidement qu’au moyen de tech-
niques plus conventionnelles telles que le dessin ou la sculpture. Une fois congu, cet objet virtuel
peut étre rendu réel, par une phase de production industrielle, ou étre 'objet de simulations
numériques afin d’évaluer ses caractéristiques physiques. Bien souvent, la problématique porte
sur la numérisation d’objets réels, par un capteur 3D, stéréovision ou par IRM. Le concepteur
peut alors interagir avec ces clones numériques plus facilement qu’avec les objets réels.

Les applications industrielles et scientifiques concernées par la modélisation numérique sont
tres nombreuses. L’origine de ces techniques remonte a I'industrie automobile, navale et aéro-
nautique ; la problématique des ingénieurs de ’époque était axée sur la conception de courbes et
de surfaces lisses. Depuis, la conception d’objet numérique s’est étendue a de trés nombreux do-
maines d’études. Il s’agit désormais d’une phase de création incontournable, en particulier dans
le cycle de production industrielle, nous parlons alors de CFAQ : la conception et fabrication
assistée par ordinateur. Les domaines tres influencés par ces techniques comprennent également
I’imagerie médicale, I’éducation, 'architecture, 'exploration archéologique, les films d’animation
et plus généralement l'industrie cinématographique, ou encore les jeux vidéos.

Notre problématique est basée sur les moyens de représenter numériquement un objet. De
nombreux outils mathématiques sont consacrés a la description de courbes et de surfaces. Par
exemple, la définition analytique d’'une fonction peut étre considérée comme la représentation
numérique d’une forme. Il est cependant tres difficile pour le concepteur de décrire 'objet qu’il
souhaite créer par un ensemble de fonctions mathématiques. C’est pourquoi d’autres techniques
de modélisation de forme ont été développées : ces outils ont pour but de se rapprocher concep-
tuellement de I'idée que le concepteur se fait de 1'objet.
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P

FiG. 1.1 : Principe de l’algorithme de De Casteljeau sur une courbe de Bézier cubique : le polyédre
de controle PZ-O d’une courbe est subdivisé de maniéere a ce que la courbe lisse ne change pas de

forme. Les nouveaur sommets de controle Pl-1 sont alors plus proches de la spline.

Parmi les outils de modélisation existants, nous nous intéressons particulierement a ceux
basés sur le concept de controle de la forme. La précision de calcul des machines n’est pas infinie,
meéme si leur puissance s’accroit trés rapidement. En conséquence, une courbe ou une surface lisse
est représentée en mémoire par un nombre fini d’éléments; il s’agit d’une approximation de la
courbe ou de la surface continue qu’imagine le concepteur. Un objet virtuel est ainsi représenté
par un maillage : un ensemble de sommets, liés entre eux par des arétes, formant ainsi des
faces. Ceci nous porte vers la problématique du contréle de la forme : si la courbe ou la surface
lisse est approchée par un maillage de facon satisfaisante, celui-ci contient nécessairement un
grand nombre de sommets. Ce maillage devient donc difficile & concevoir et a manipuler par le
concepteur. En pratique, il n’est pas rare que certains modeles d’objets numériques dépassent le
million de sommets. L’idée de base est ici de décrire le maillage par une forme plus grossiere :
la déformation d’un maillage grossier controle la forme du maillage dense en sommets. Avec ces
outils de modélisation, le concepteur peut concevoir un objet complexe et lisse a partir d’'un
maillage de controle simple dont la forme approche celle qu’il imagine. De fagon pratique, il
s’agit de courbes et de surfaces paramétrées : le maillage de controle constitue leur domaine
de paramétrisation. Parmi les autres outils couramment utilisés en modélisation, il existe les
surfaces implicites — notamment les metaballs — et les nuages de points.

Contexte et problématique

Un outil trés utilisé en modélisation de surface lisse, basé sur le controle de la forme par un
maillage contenant peu de sommets, est la surface paramétrée B-spline. Cette appellation est une
contraction de basis spline, une spline étant une courbe polynomiale paramétrée par morceaux :
elle est composée de plusieurs courbes (les patchs) jointes entre elles, chacune étant paramétrée
par un petit nombre de sommets du maillage de controle. La surface B-spline est définie comme
le produit tensoriel de deux fonctions de base B-splines. Le domaine de paramétrisation d’une
telle surface est un maillage régulier composé de quadrilateres. Une propriété intéressante de
ces surfaces est leur capacité a étre décrites de fagon récursive. En effet, I'algorithme de De
Boor permet de construire une courbe paramétrée B-spline par la subdivision de son polyedre
de controle. Au cours d’une itération du procédé de subdivision, chacune de ses arétes est divisée
en deux arétes plus petites, et les nouveaux sommets du polyedre sont alors plus proches de la
courbe lisse, qui elle ne change pas. Un exemple similaire a cet algorithme pour une courbe de
Bézier est présenté en Figure 1.1.



Le défaut majeur de cet outil de modélisation réside dans son domaine de paramétrisation
régulier. Les patchs B-splines doivent étre joints entre eux afin de former une surface lisse, cette
phase peut d’ailleurs se révéler difficile. Tous les objets ne peuvent cependant pas étre représen-
tés par des quadrilateres : c’est le cas de la sphere, son genre ne le permet pas, contrairement
au tore par exemple. A noter qu’il existe cependant des définitions de surfaces B-spline aux
domaines de paramétrisation triangulaire.

La surface de subdivision est un outil de modélisation dont la base théorique est fondée
sur les surfaces B-splines. Relativement récent, cet outil a été mis en avant dans l'industrie par
Pixar et la réalisation du film d’animation Geri’s Game. Une surface de subdivision est en réa-
lité virtuelle, il s’agit du résultat d’un nombre infini d’itérations d’un procédé de subdivision sur
le maillage de controle, procédé similaire a celui de I'algorithme de De Boor pour les courbes.
En pratique, un nombre peu élevé d’itérations génere une surface maillée tres dense en som-
mets et trés proche de cette surface, dite limite. Les deux avantages majeurs de la surface de
subdivision par rapport aux surfaces B-splines sont, d’une part, leur flexibilité et leur grande
simplicité algorithmique, et d’autre part leur capacité a décrire des objets de genre quelconque.
En effet, une surface de subdivision est définie par des regles de subdivision locales aux sommets
du maillage de controle, quelque soit sa topologie. Cependant, malgré ses grandes qualités, cet
outil présente un certain nombre de défauts. Tout d’abord, la surface en tant que telle ne pos-
sede pas de définition analytique, malgré le fait qu’il existe des techniques d’évaluation de cette
surface en tout point. Ensuite, le procédé de subdivision présente des singularités. Dans une
zone du maillage de méme topologie que le domaine de paramétrisation B-spline, une surface de
subdivision reproduit généralement une surface B-spline. Dans une zone de topologie irréguliere,
certains sommets du maillage possedent un nombre d’arétes incidentes, leur valence, différent du
cas régulier. Ces sommets sont dits extraordinaires. L’analyse d’un schéma de subdivision a la
limite pres d’un sommet extraordinaire est un procédé relativement difficile, et le controle de son
comportement est un sujet encore d’actualité. Ainsi, les sommets extraordinaires du maillage
sont responsables de mauvais comportements géométriques; ceux-ci sont difficiles a définir, a
caractériser et a atténuer. L’objet de nos travaux de recherche est ’étude de ces problemes, afin
d’améliorer cet outil de modélisation.

Nos études se concentreront sur le schéma de subdivision stationnaire a faible support, et
non sur les outils plus récents tels que les surfaces de subdivision polaires, le schéma modifié
de Levin [Levi 06] ou les schémas non-stationnaires [Cash 09]. Ceci car nous pensons qu'un tel
schéma possede le grand avantage d’étre tres simplement décrit et implémenté ; I’analyse de leur
matrice de subdivision est de plus bien connue, contrairement aux schémas non-stationnaires,
pour qui une analyse de la surface limite implique de lourds traitements.

Contributions

Nous nous sommes concentrés sur deux aspects distincts de la problématique : d’une part
I’analyse de la géométrie des surfaces de subdivision au voisinage d’un sommet extraordinaire,
et d’autre part la caractérisation de la phase de transformation topologique d’une itération du
procédé de subdivision.

Les mauvais comportements géométriques de ces surfaces étant encore mal connus, nous
avons cherché a les mettre en évidence de fagon efficace puis a les caractériser. Ainsi, nous avons
axé nos analyses des comportements géométriques sur ces trois points :
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— Etablir une mesure adaptée a la mise en évidence des mauvais comportements géomé-
triques.

— Concevoir un protocole de visualisation pour ’analyse de ces comportements, a travers un
codage couleur et un espace de visualisation adapté.

— Caractériser ces comportements, a forte composante radiale et angulaire, a travers une
analyse fréquentielle polaire liée a la topologie du maillage, puis comparer le comporte-
ment de plusieurs schémas de subdivision.

La phase de transformation topologique d’un schéma décrit la subdivision des faces du
maillage de controle. Cette transformation peut étre effectuée de diverses manieres : nous avons
cherché a classifier les différentes subdivisions topologiques au moyen du descripteur le plus
simple et le plus général possible. Le systéme que nous proposons est un codage compact, flexible
et intuitif, nous montrons que celui-ci étend les protocoles de classification existants.

Organisation du document

Ce document est composé de quatre parties. Le chapitre 2 constitue un état de l'art assez
général sur la modélisation de courbes et de surfaces lisses paramétrées. Nous exposons les bases
théoriques des courbes et des surfaces B-splines, puis les Box-splines et enfin la surface de sub-
division. Nous nous servirons de ces notions dans le reste du document.

Le chapitre 3 est consacré a 1’évaluation de la qualité d’une surface lisse. Nous décrivons les
méthodes existantes en visualisation pour I'analyse des surfaces. Nous adapterons ces méthodes
a notre problématique, la mise en évidence des mauvais comportements géométriques provoqués
par la présence de sommets extraordinaires sur un maillage de contrdle. Nous fixerons, entre
autres, une mesure de qualité : le gradient de courbure absolue. Nous établirons également un
protocole de visualisation adapté a la mise en évidence de ces comportements néfastes.

Le chapitre 4 est consacré a la caractérisation spectrale de ces derniers. Une telle analyse nous
permet de les décrire plus rigoureusement qu’avec une évaluation visuelle. La comparaison des
spectres analysés nous permet de comparer le comportement de différents schémas de subdivi-
sion, ce qui était auparavant une tache peu aisée, faute d’'une mesure de qualité pertinente.
Enfin, nous présenterons dans le chapitre 5 notre formalisme de description de la phase de
subdivision topologique d’un schéma.
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Chapitre 2

Modélisation de courbes et surfaces
lisses

Fi1a. 2.1 : La modélisation d’une surface lisse est une problématique trés large, les applications
industrielles basées sur ces techniques couvrent de nombreur domaines. (gauche : une piéce de
CAOQ. droite : image issue de [Pott 08], une technique développée dans un cadre de conception
architecturale)
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8 CHAPITRE 2. MODELISATION DE COURBES ET SURFACES LISSES

2.1 Courbes et surfaces paramétrées

2.1.1 Préambule

L
>
L
>
L
>

f(x,y) >r

fix,y) <r t

\4
\4
\4

(0,0) (0,0) (0,0)

y=+Vr2—2z2 4yt —r? =0 {x:rcos(t)

y = rsin(t)

Fia. 2.2 : Trois représentations différentes d’un méme cercle, de gauche a droite : définition
explicite, implicite et paramétrique.

En informatique graphique, la synthese de courbes et de surfaces lisses est une préoccupation
majeure rencontrée dans de nombreuses applications industrielles. Le concepteur d’un modele
informatique souhaite manipuler, visualiser ou déformer son objet. En pratique, une surface lisse
est construite a partir d’'un grand nombre de points issus de ’échantillonnage d’une surface ima-
ginée continue. Le concepteur du modele manipule cette surface au moyen d’un petit nombre
de sommets d’un graphe qui guident la forme de la surface. Les outils de modélisation ont pour
but de synthétiser une courbe ou une surface de facon intuitive vis-a-vis de ces guides.

En général, une courbe ou une surface peut étre définie explicitement, implicitement, ou de

fagon paramétrique. Ces trois définitions possedent des avantages et des limitations qui leurs sont
propre. Prenons ’exemple d’'un cercle de rayon r centré en zéro, voir Figure 2.2. Une définition
explicite de cette courbe est dans ce cas le graphe d’un ensemble de fonctions de la variable z,
f i [=r,7] — R. Dans le cas général, représenter une courbe comme le graphe d’une fonction po-
lynomiale n’est pas trivial. De plus cette définition ne peut étre multivaluée que si ’on introduit
plusieurs fonctions. Enfin, les définitions de fonctions explicites sont fortement influencées par
les transformées géométriques du plan, telles que les translations et les rotations.
Une définition implicite décrit la courbe comme ’ensemble des points solutions d’une équation
telle que 22 + y? — r? = 0 dans le cas du cercle de rayon r. Une représentation unique peut-étre
multivaluée, mais de méme que pour la définition explicite, une courbe implicite est difficile a
déterminer. De plus, dans notre cadre de modélisation de courbes et de surfaces, cette représen-
tation est difficile & controler et a visualiser.

Enfin, la définition paramétrique distingue deux espaces : ’espace paramétrique et I’espace
de plongement. Pour une courbe, le parametre t est une valeur réelle; par contre, la courbe
elle-méme peut étre représentée dans R? ou R3. Cette représentation est bien plus flexible et
générale que les précédentes, elle est ainsi trés couramment rencontrée en informatique graphique.



2.1. COURBES ET SURFACES PARAMETREES 9

Ce chapitre présente une base théorique concernant les courbes et les surfaces paramétrées.
L’introduction de ces outils, en particulier les B-splines, est nécessaire a un exposé clair des
surfaces de subdivision. Nous exposons le cas des courbes paramétrées dans un premier temps,
les surfaces seront abordées par la suite.

2.1.2 Courbes paramétrées de Hermite et de Bézier

Dans notre cadre d’étude, un point P € R"™ appartenant & une courbe polynomiale paramé-
trée d’ordre k + 1 (degré k) peut étre défini de la fagon suivante,

k
P(t)=> ait' . (2.1)
=0

La courbe est définie par I’ensemble des valeurs de P(t) lorsque ¢ parcourt 'espace de pa-
ramétrisation. Habituellement, le parametre ¢ appartient & 'intervalle [0, 1]. Les coefficients a;
guident le comportement de la courbe. Nous présentons ici des exemples de courbes dans R?.
Cependant, chaque dimension de R? peut étre traitée indépendamment des autres par cette
équation, les coefficients a; peuvent donc étre de dimension quelconque. Il est par contre difficile
de créer une courbe de fagon intuitive en déterminant directement les coefficients a;. L’approche
envisagée pour la plupart des outils de modélisation est le contréle des courbes par des sommets
que l'on déplace. Dans le cas des splines, ces sommets sont nommés sommets de controle, ou
sommets de De Boor, et leur ensemble forme un polygone de controle.

Le cas d’une droite Soient P; et P> deux points du plan. Une paramétrisation du segment
Py Py est, pour t € [0,1] : P(t) = tPy + (1 — t) Py, soit P(t) = (P, — P1)t + P;. Nous obtenons
ainsi les coefficients a; qui forment le vecteur A = [P, — P, Pl]T. Cette courbe paramétrée est
d’ordre 2 (donc de degré 1).

Courbe cubique de Hermite Une courbe de Hermite
est définie par deux sommets P; et P» et deux tangentes
Ty et 15, voir Figure 2.3. Cette courbe paramétrée est
d’ordre 4 (donc de degré 3). Nous pouvons alors écrire les
expressions suivantes,

P(t) = ast® + ast® + a1t + agp

P(t):[t3 t2t1].[a3 as ai ap ]T (2.2)

Pt)=T.A. F1G. 2.3 : Une courbe de Hermite.

Nous considérons la dérivée de P(t) pour I'expression des tangentes, P'(t) = [3t> 2t 1 0]. A,
et nous regroupons les contraintes géométriques en un vecteur Py,

P, =[ P(0) P(1) P'(0) PP(1) |" =By, . A. (2.3)
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L’équation (2.2) nous permet d’écrire :

000 1
1111

Bi=19010 (24)
3210

Finalement, nous obtenons I’expression paramétrique de la courbe P(t) & partir des contraintes
géométriques que nous avons fixé,

P(t) =

T.A
=T.B;'.P,, (2.5)
avec,
2 -2 1 1
1 | -3 3 —2 -1
Bl = o o0 1 0 (2.6)
1 0 0 0

La matrice Bj 1 est appelée matrice de
base pour la courbe de Hermite. Elle définit les osf
poids d’influence, ou de mélange, des sommets
et des tangentes P sur la courbe. Le produit
T.B, ! nous donne les fonctions de base des o4
courbes de Hermite cubiques. Nous pouvons
alors visualiser l'influence de chaque élément

06

02

sur la courbe en fonction du parametre t, 0
28 — 312 11 T 25 02 0 0% 08 1
-1 | = 263+ 3t° Fig. 2.4 : Les quatre fonctions de base de la
T.B, " = 3 9 (2.7) _ _
0 =2 +t courbe de Hermite cubique.
.

Courbe cubique de Bézier Cette famille de courbes a été introduite en 1962 par Pierre
Bézier [Bezi 01] afin de répondre & une problématique de CAO. Leur construction est tres si-
milaire aux courbes de Hermite. Ces courbes cubiques sont définies par quatre sommets, voir
en Figure 2.5; les tangentes 17 et 15 sont déterminées par rapport aux sommets de controle.
Cette courbe interpole le premier et le dernier sommet, elle approche les autres. Le systéme de
contraintes est ici

PO) = R

P(l) = P

P'(0) = 30 =3(P— P)

P'(1) = 31y=3(Ps—P).

(2.8)

Le coefficient 3 dans I'expression des tangentes est pertinent dans la mesure ou nous fini-
rons par obtenir les fonctions de Bernstein comme fonctions de base. Le vecteur de contraintes
géométriques est P, :

P, = P(0) P(1) P(2) P(3)]” . (2.9)

10
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1 T T T T 1 T T T

08I A b 08 b
3h
0.6 I b 0.6 b
04T E 04 :
02 b 02 b
® @G

0 L L L L 0 . L L

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1

Fi1G. 2.5 : Une courbe de Bézier et ses fonctions de bases. La courbe de Bézier est trés similaire
a la courbe de Hermite.

De méme que pour I’équation (2.5) nous écrivons :

Pt)=T.A=T.B,'. P, (2.10)
-1 3 -3 1 Py
3 6 30 P,
_ 3 42 1
Pity= [ 2 ¢t 1]. 3 3 o0l |n (2.11)
1 0 00 P;

Les fonctions de base, visualisées en Figure 2.5, peuvent donc étre exprimées de la facon

suivante,

3 4312 —3t 41717

33 —6t +3t
—3t3 +3¢2
3.

T.B;' = (2.12)

Les courbes de Bézier cubiques sont tres utilisées en CAQO, en raison de leur support compact
et leur degré de continuité, point sur lequel nous reviendrons par la suite. L’expression des
courbes de Bézier d’ordre n utilise comme base les polynomes de Bernstein dans l'intervalle
te0,1],

P(t) =) Bin(t)P; (2.13)

n!

Bin(t) = ( )ti(l — )" = mtia — )", (2.14)

ou les termes P; sont les sommets de controle de la courbe. Nous obtenons bien 1’expression
(2.12) pour n = 3, B;5(t) = T .B, '[i].

D’autre part, la construction des courbes de Bézier peut étre faite de fagon récursive au
moyen de I'algorithme de De Casteljau [Bohm 99], ce qui est un avantage majeur de cet outil de
modélisation. Cette propriété sera exposée en détail dans le cas des courbes B-splines en partie
suivante, car il s’agit du fondement théorique des surfaces de subdivision.

11
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1 T T T T 1 T T T T
B B B B
08 b 08 b
06 b 06 b
04 R 04 E
02 b 02 b
0 1 1 1 1 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1
(a)
1 T T T T 1
08 b 08 b
06 B 06 1
04 R 04 E
02 b 02 b
0 L L L L 0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1

F1G. 2.6 : Courbes de Bézier d’ordre (a) 4, (b) 5 et (c) 6, qui interpolent respectivement 4, 5 et
6 sommets. En (d) nous illustrons le fait que le contréle est toujours global, le mouvement d’un
sommet change la courbe dans son ensemble (ici nous en déplagcons deuz).

L’inconvénient des courbes de Bézier d’ordre élevé réside dans leur manque de controle local,
comme illustré en Figure 2.6. Tous les sommets P; sont mélangés dans la construction de la
courbe, voir (2.13). Une idée serait alors de définir I'interpolation d’un faible nombre de points,
puis de joindre entre elles ces interpolations locales, nommeées patchs. Or, nous ne souhaitons pas
seulement joindre les points de départ et d’arrivée des courbes lisses, nous souhaitons également
faire correspondre leurs dérivées afin de créer une courbe lisse dans sa globalité. Cette propriété
est assurée par les splines.

Une spline est une courbe polynomiale définie par morceaux, c’est a dire définie localement.
Ce terme est issu du nom des tiges souples utilisées dans le passé comme guide pour le dessin
précis de longues courbes, notamment dans la marine. La définition paramétrée de cette courbe
nous permet d’obtenir aisément ’expression de ses dérivées, il est ainsi possible de faire corres-
pondre entre elles les courbes locales de facon satisfaisante.
La spline permet donc la synthese de courbes lisses au moyen de polynoémes de degrés faibles,
puisque ce degré est indépendant du nombre global de sommets. De plus, le support compact
d’une spline permet au concepteur de manipuler localement son modele car le déplacement d’un
sommet de contréle n’entraine pas une déformation globale de I'objet. Un exemple de spline
construite a partir de courbes cubiques de Bézier est présenté en Figure 2.7.

12
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08

06

04

02

Fig. 2.7 . Construction d’une spline a sept points de contréle au moyen de courbes de Bézier
cubiques. Les sommets de contréle de la premiére courbe sont Py_3, la deuziéme est controélée
par P3_g. Nous imposons que le vecteur P3_P4 soit colinéaire a PQ_Pg, il y a donc une continuité
des droites tangentes en P3. Nous pouvons ainsi construire par morceaur une spline globalement
lisse, au moyen de polyndomes de faible degré.

2.1.3 Les courbes B-splines

Le terme B-spline a été introduit par Isaac Jacob Schoenberg en 1978 [Boor 78|, comme
abréviation de basis spline. La B-spline utilise des fonctions de base différentes des polynoémes
de Bernstein pour représenter chaque patch. Une telle courbe construit une approximation de
I’ensemble du polygone de controle, contrairement & la spline de Bézier qui interpole certains
sommets (voir Figure 2.7). L’idée est de considérer pour chaque sommet P(t) un ensemble de
poids relatifs aux sommets de controle P; les plus proches, poids déterminés par ces fonctions
de base. Donc, si celles-ci possedent un support compact, chaque sommet de la spline est défini
localement par un ensemble réduit de sommets de controle. De plus, si ces fonctions possedent un
certain degré de continuité, celui-ci sera conservé dans la représentation géométrique de la spline.

Une courbe B-spline P(t) du plan, de degré k, donc d’ordre k + 1, est définie dans le cas
général par I’équation

P : [tg, tpyr] — R? (2.15)
P(t) = i/\[i,k(t)Pi : (2.16)
=0

ou P; : i < n sont les sommets de controle et N ; sont les fonctions de base normalisées. Le
vecteur T : [to, tp+k] est nommé vecteur de neeuds, car il “noue” les différents patchs entre eux
dans ’espace paramétrique. Il s’agit de valeurs réelles telles que ty < t;1 < ... < tp4k. Elles
répartissent les intervalles d’influence de chaque sommet de controle sur la courbe.

Si les valeurs du vecteur de noeuds 7" sont réparties de fagon uniforme (¢;11 —¢; est constant)
la B-spline est dite uniforme. Dans ce cas, les fonctions de base N; j(t) sont des versions décalées
en t de la méme courbe pour toutes les valeurs de 7, et nous écrivons :

Nik(t) = Nog(t —t;) = Ni(t — t;),

et donc,

P(t) = znjjvk(t — )P | (2.17)
=0

13
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A A A

Fr—- -~ ~r=—=—~=~r=-=—=r=-—=—71

wnv

[o ok

-
t; T tio - t; tia tiio tig t i i ti+s L

Fi1G. 2.8 : Fonctions de base non centrées des courbes B-splines de degré 1, 2 et 3. Leur utilisation
conduit respectivement a la B-spline linéaire, quadratique et cubique.

Considérons désormais le vecteur de nceuds tel que tg = 0 et ;41 — t; = 1, soit T :
[0,1,2,...,n+k—1]. Ce vecteur est équivalent a n’importe quel autre vecteur de nceuds uniforme,
et cela simplifie les expressions suivantes puisque nous avons t; = i.

L’expression des fonctions de base N (t) sont couramment obtenues par récursion. Il est
possible d’introduire I’expression des fonctions de base de différentes fagons, voir [Bart 87]. Dans
[Zori 00], approche est avantageusement effectuée au moyen de I'outil de convolution :

(f®@g)(t /f g(t —x)dx . (2.18)
La fonction de degré nul Ny(t) est la fonction porte dans l'intervalle [0,1),
[ 1sitelo,1)
No(t) = { 0 sinon . (2.19)

La fonction de base de degré 1 est obtenue par la convolution de la fonction porte Ny(t) avec
elle méme. Pour ¢ € [0,2) nous avons donc :

t—1

- //\/'O(x),/\/'o(t—x)dx: /No(x)dx. (2.20)

La Figure 2.8 illustre le résultat de la convolution, c’est une courbe triangulaire. Il s’agit
de la fonction de base correspondant a l'interpolation linéaire de deux sommets rencontrée
précédemment en section 2.1.2. Dans le domaine paramétrique, nous avons T : [to, 1, t2], les
sommets de controle nécessaires a chaque patch sont au nombre de deux. L’expression analytique

s’écrit ainsi :
1

t) = 1t/./\/o(:lc) dx 21
t 2.21
-

t si0<t<«<l1
2—t sil<t<?2.

14
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Fi1G. 2.9 : Exemples de courbes B-splines créées a partir de fonctions de base, de gauche a droite :
linéaire, quadratique et cubique. La courbe B-spline cubique est la plus utilisée en informatique
graphique.

De méme, la fonction de base de degré 2 est obtenue par la convolution de la fonction N (¢)
avec la fonction porte Np(t),

t—1
M@:/Mmm

1
5152 sio<t<l1
(2.22)

1
= 5(—2752+61t—3) sil<t<2

1
5(752—6t+9) si2<t<3.

Cette fonction de base est quadratique par morceaux, voir en exemple la Figure 2.8. Les
sommets de controle nécessaires a la construction d’un patch sont au nombre de trois. De fagon
plus générale, 'expression de la fonction de base de degré k est le résultat de la convolution de
la fonction de degré k — 1 par la fonction porte Ny(t),

Mﬂ%:/A@J@Mﬁ—Q@. (2.23)

La fonction de base de degré 3 est également illustrée en Figure 2.8. Les courbes B-splines
cubiques sont actuellement trés connues et tres utilisées en informatique graphique ainsi que
dans les problématiques d’interpolation de données [Gotc 01]. L’expression analytique de cette
fonction de base est :

t—1
Mmz/M@m

1
6(—t3+3t2—3t+1) si0<t<l1

1.s .

(31 + 37 — 15 4 1) sil1<t<?2 (2.24)

1
6(—3t3+12t2 —12t+4) si2<t<3

1
6(t3—3t2+3t—1) si3<t<4.

15
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Fi1G. 2.10 : Ezemples de courbes B-splines fermées créées a partir de fonctions de base, de gauche
a droite : linéaire, quadratique et cubique.

Nous nous sommes intéressés a ’écriture analytique des fonctions de bases B-splines, nous
pouvons également écrire ces expressions sous la forme matricielle utilisée dans la section pré-
cédente en recentrant les fonctions de base entre 0 et 1. Introduisons donc les expressions ma-
tricielles suivantes, elles décrivent le vecteur de sommets P et la matrice de base des B-splines,
notée cette fois B, *. La taille de ces vecteurs dépend du nombre de sommets de contréle de la
spline,

P=[ ..« Py Py PhP P - |" (2.25)

T.B7t =] Ni(t+2) Ni(t+1) Ni(t) Ni(t—1) Ni(t=2) - ], (2.26)
Nous obtenons ainsi I'expression matricielle rencontrée précédemment :
P(t)y=T.B;'.P. (2.27)

Nous verrons que cette forme est particulierement bien adaptée a l'utilisation pratique des
courbes B-splines. Pour des courbes linéaires, quadratique et cubique, nous obtenons par (2.21),
(2.22) et (2.24) pour t € [0, 1) les formes matricielles suivantes :

Pt)=[t1]. [—i (1)].[13]@%1]

1 -2 1 P4
Pt)=[tt1].| -2 2 0]|.| B
1 10 Piiq (2.28)
-1 3 -3 1 Py
3 -6 30 P,
Pt)y=[t"¢*t1]. 5 0 30 Py
1 4 10 Piis

Un exemple de l'utilisation de chaque courbe est présenté en Figure 2.9. La Figure 2.10
présente quant-a-elle des exemples de courbes B-splines fermées. Une telle courbe implique une
boucle dans le vecteur de sommets approximés : le dernier patch se connecte au premier. Il suffit
donc que les k derniers sommets de controle répetent les k premiers. Par exemple, considérons
une B-spline quadratique P (¢) approximant les trois sommets Py, P; et P; a travers un vecteur
de noeuds quelconque. L’association a la spline des deux patchs P»(t) et P3(t) approximant res-
pectivement Py, P», Py et P>, Py, P; forme une courbe fermée. Le vecteur de sommets P; est
alors [Po, Pl, PQ, P(), Pl]

De méme que l'algorithme de De Casteljau pour les courbes de Bézier, 'algorithme de De

Boor [Boor 78] permet de tracer ces courbes de fagon récursive. La définition récursive des
courbes B-splines fait I’objet de la partie suivante.

16
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Fia. 2.11 : Les fonctions de base B-splines peuvent étre décomposées en une somme de fonctions
de méme type. Cette propriété représente le fondement théorique de la surface de subdivision.

2.1.3.1 Subdivision d’une courbe B-spline uniforme

Une propriété fondamentale des fonctions de base B-splines est que chacune d’elles peut étre
écrite comme une combinaison linéaire de copies d’elle-méme, copies réduites et translatées :

k+1

Ni(t) = %Z (k:.”)/\/k(zt—i). (2.29)
=0

La fonction Ny (2t — i) est une copie de Nj(t) réduite d’un facteur 2 et translatée de i sur
I’axe paramétrique, voir la Figure 2.11. Cette notion lie directement les fonctions B-splines au
principe de la subdivision.

Une démonstration claire et succincte de (2.29) issue de [Zori 00] s’énonce de la fagon sui-
vante, au moyen de l'outil de convolution. Tout d’abord, nous partons de l'observation de la
fonction porte,

No(t) = No(2t) + No(2t — 1) , (2.30)

nous développons ensuite ’expression de la fonction de base Ny (t) :

Ni(t) = Ni—1(t) @ No(2)
k
- ‘§3N°“) (2.31)

k
= (Mo (2t) + No(2t — 1)) .
=0

A partir d’ici, puisque la convolution est distributive par rapport & 'addition, I'identité
binomiale nous permet d’écrire :

k+1 k+1—1i %
Ne(t) =" ( K JZF L > Q) No(2t) QMo(2t — 1), (2.32)
j=1 j=1

=0

et de cette expression peut étre retrouvée I’équation (2.29).

17
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Cette propriété nous permet de réécrire I’expression de la courbe B-spline initiale au moyen
de nouvelles fonctions de base. Considérons pour cela I’expression matricielle des fonctions de
base B, ! précédemment introduite (2.27). Celle-ci peut étre réécrite en prenant en compte des
fonctions de base réduites d’un facteur deux dans le domaine paramétrique. Ajoutons désormais
la notation paramétrique ¢, nous écrivons :

B;Y(t) = B7Y(2t). Sk , (2.33)

ot1 S, est la matrice de subdivision des fonctions de base B; !(t). Les coefficients Sy (4, 7) de cette
matrice sont directement obtenus par I’équation (2.29),

o kil
S’“(Z’])_zk(j—2z'+k+1) ‘ (2.34)

Conformément a nos notations précédentes, les indices i et j désignent respectivement les
colonnes et les lignes de la matrice. Pour des B-splines linéaires, quadratiques et cubiques, nous
obtenons les matrices de subdivision suivantes, leur taille étant liée au nombre de sommets de
controle :

1100 13 00
1 0200 1 0 3 10
5125 01 10 SQZZ 0130
00 20 0 0 3 1
0 011 0 01 3
L oot ‘-_.."_ R (2.35)
1 6 10
1 0 440
0 0 4 4
0 016
Ainsi, la méme courbe paramétrée P(t) peut étre décrite par ces deux équations,
P(t)=T.B;'(t).P
() il() (2.36)
=T.B,; (2t).5;.P,
et de plus, ce procédé peut étre itéré :
P(t)=T.B;'(t).P
=T.B;'(2t).S;.P
=T.B;'(2%).5.P
—T.B;Y(2%).5}.P (2.37)
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FiG. 2.12 : Subdivision de courbes B-splines de degré 1, 2 et 3 pour respectivement la premiére,
la deuzieme et la troisiéme ligne. Les sommets de contréle subdivisés générent la méme courbe
continue, et ceuz-ci s’en approchent au fur et a mesure des itérations.

Le principe de la construction d’une courbe par subdivision est de considérer de nouveaux
vecteurs de sommets de controle P a chaque itération. Nous noterons désormais ces nouveaux
vecteurs conformément & leur niveau de subdivision, P? étant le vecteur initial et P' = S}, . P°.
Le facteur de réduction du domaine paramétrique étant de deux, nous aurons nécessairement
deux fois plus de sommets de controle d'une itération a 'autre (moins un sommet si ’on prend en
compte la condition au bord du dernier), voir Figure 2.12. Ce procédé de subdivision uniforme
est donc considéré dyadique. Une itération du procédé de subdivision génere des sommets de
controle P! plus proches de la courbe B-spline continue que ne Détaient les sommets P
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Degré de la courbe | Masque de subdivision | Regle sommets pairs | Regle sommets impairs

1 1 1

1 1l121] 111] 1l2]
1 1 1

2 1[1331] 2[13] Z[31]
1 1 1

3 g[14641] g[161] g[44]

4 1[15101051] 101105] 115101]
16 16 16

6 111615201561 | 1111515 1] 116206 |
32 32 32

TAB. 2.1 : Construction des regles de subdivision d’une courbe B-spline selon son degré.

Ainsi, de par la configuration de ces matrices, nous définissons deux types différents de
nouveaux sommets, les sommets pairs et impairs : Pl; et P, 11

Pyt =" Sk(m,2i). P},

m 2.38
Pl =" S(m,2i+1). P, . (2.38)

2i+1

En effet, un rapide examen de ces matrices nous permet de séparer deux types de regles. Nous
remarquons également que seul un nombre peu élevé d’anciens sommets influent sur la création
) 5 : +1 _ 1 l N . : +1 _ 1/pl l
d’un nouveau. Pour 57, la régle paire est P, = 52]—72-, la regle impaire est Py, = 5(PZ + P ),
voir l'illustration en Figure 2.12. En d’autres termes, les nouveaux sommets pairs correspondent
aux anciens sommets et les nouveaux sommets impairs sont placés entre les anciens sommets.

Le vecteur %[ 12 1] est nommé masque de subdivision, il est obtenu & partir des colonnes de
la matrice Si. De fagon intuitive, les deux regles précédentes sont déterminées a partir du masque
en considérant une valeur sur deux : %[ 11]et %[ 2 ], ce qui revient a considérer cette fois les
lignes de la matrice Si. De méme pour la courbe B-spline quadratique, la matrice de subdivision
des sommets de controle Sy construit le masque %[ 133 1]. Les deux reégles sont donc %[ 13]
et i[ 3 1]. Il s’agit du célebre algorithme de Chaikin [Chai 74] (nommé aussi corner-cutting).
Enfin, la courbe B-spline cubique, liée & la matrice S3, construit le masque é[ 14641 ], donc

1

les deux regles [ 16 1] et é[ 4 4]. La Table 2.1 récapitule ces regles de subdivision.

La notion clé établissant le lien entre les B-splines et la courbe de subdivision est celle-ci :
la subdivision du polygone de controle d’une courbe B-spline géneére un polyedre plus dense en
sommets et plus proche de la courbe B-spline continue. En réalité, la distance entre ce poly-
gone et la courbe est réduite de fagon géométrique au cours des pas de subdivision ([Boor 93],
théoreme 30 page 169). Ainsi, aprés un nombre peu élevé d’itérations, le dessin du polygone
est presque indiscernable de la courbe continue. C’est exactement le principe d’une surface de
subdivision, les courbes et les surfaces continues sont approximées par leur maillage de controle
subdivisé. La premiére présentation officielle d’une telle technique a été donnée par G. Chaikin
en 1974, voir [Fari 02] & ce sujet, a partir des travaux de Rham [Rham 47].
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Enfin, ces courbes possedent un certain nombre de propriétés mathématiques pertinentes,
dont beaucoup sont partagées par les surfaces de subdivision. La partie suivante est consacrée a
leur présentation.

2.1.3.2 Propriétés mathématiques des courbes paramétrées

Nous exposons dans cette partie un ensemble de propriétés et définitions liées aux formes
générées par une courbe paramétrée. Ces caractéristiques mathématiques permettent de justifier
I'utilisation pratique de ces outils de modélisation. Cet ensemble n’est pas exhaustif, mais la
plupart de ces propositions seront évoquées dans la présentation des surfaces de subdivision.

Invariance affine Contrairement au modele de représentation explicite, la définition d’une
courbe paramétrée est invariante par transformation affine de ’ensemble des sommets de controle.
Autrement dit, si une transformation affine ¢ est appliquée sur le polygone de controle alors la
courbe subit cette méme transformation,

S Nir(D)e(P) = (ZM,N)PZ-) . (2.39)
1=0 =0

Propriété de I’enveloppe convexe Si la courbe paramétrée est approximante, celle-ci est
souhaitée contenue dans ’enveloppe convexe de l’ensemble de ses sommets de controle. Ceci
assure un certain degré de prédiction de I'objet modélisé, cette notion est de plus importante
pour I'étude de la convergence d’un schéma de subdivision. Les conditions suffisantes de cette
propriété sont les suivantes, Vt € [t;,t;41),
Nik(t) =0 (2.40)
tit1

/ Nig(t)dt =1 (2.41)

znjj\fi,k(t) =1. (2.42)
=0

Cette derniére équation est connue sous le nom de partition de 'unité. Les polynomes de
Bernstein et les fonctions de base B-spline répondent & ces criteres.

Controéle local Tout point d’une courbe paramétrée B-spline n’est déterminé qu’a partir d’'un
nombre fini de sommets de controle. Ce nombre de sommets est égal a k + 1, donc un sommet
de contréle influence au plus k£ + 1 patchs. En d’autre termes, la translation d’un sommet de
controle ne modifie pas la spline dans sa globalité. Cette propriété est due au support compact
des fonctions de base.

Degré de continuité Une fonction P(t) : R — R" en un point ¢y est différentiable si 'ex-
pression suivante est définie :
P(t) — P(to)

2.43
tg?o t— 1o ( )
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Concernant nos outils de modélisation, cette définition correspond a la continuité parameé-
trigue C; est considérée de classe C¥ une courbe continue en tout point. Une courbe est de
classe C'* si Pexpression de sa dérivée en ¢ existe et est continue. Par extension, une courbe est
de classe CF si sa k*™¢ dérivée est continue en tout point.

Par ailleurs, nous distinguons cette notion de la continuité dite géométrique. La continuité
géométrique G* est une version relaxée des conditions de continuité paramétrique C*, car une
courbe paramétrée peut étre lisse sans pour autant remplir ces conditions. En particulier, deux
paramétrisations distinctes d’une méme courbe peuvent donner lieu a deux degrés de continuité
paramétrique différents [Bars 84].

Une courbe de Bézier ou une B-spline possede un degré de continuité lié a celui de la fonction
de base utilisée : la courbe générée est C*~! pour une fonction de base de degré k. En conséquence
de (2.23), dans le cas des fonctions de base B-spline nous pouvons écrire [Zori 00] :

Théoréme 2.1.1 Si f(t) est de classe C*, (No; ® f)(t) est de classe C*1.

Les splines quadratiques sont C™ partout mais seulement C' aux points de jonction entre
deux patchs, points ot les splines cubiques sont C2. Pour ces deux exemples, ceci correspond
respectivement & la continuité des tangentes et a la continuité de courbure. Les applications pra-
tiques de CAO utilisent principalement les courbes cubiques. Si une courbe C* est visuellement
lisse, de nombreux usages requierent un degré de continuité plus élevé. Par exemple, le reflet
d’un objet modélisé sur une surface est continu si la surface est au moins C?.

Nous récapitulons ici les principaux degrés de continuité rencontrés pour ces courbes et leur
signification selon [Fole 90],

Continuité paramétrique,

— (Y : Les patchs sont joints.

— C': De classe CV et les deux dérivées premieres au point de jonction de deux patchs sont
les mémes.

— C? : De classe C* et les deux dérivées secondes au point de jonction de deux patchs sont
les mémes.

— C* : De classe C*71 et les deux dérivées d’ordre k au point de jonction de deux patchs
sont les mémes.

Continuité géométrique,
— GV : Les patchs sont joints.
— G : De classe GV et les deux dérivées premieres sont proportionnelles au point de jonction
de deux patchs; donc les deux vecteurs tangents sont colinéaires.
— G? : De classe G! et les deux dérivées secondes sont proportionnelles au point de jonction
de deux patchs.
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- \
)

0,0 1,0 2,0

(a) (v) (€) (@)

FiGc. 2.13 : Exemples de surfaces B-splines bicubiques uniformes. A droite, nous construisons
deuz patchs de la méme facon que pour les courbes : la paramétrisation des deux parties par-
tagent un certain nombre de sommets de contrdle. En (a) et (c) sont représentés les domaines
paramétriques respectifs des deuz surfaces lisses (b) et (d).

2.1.3.3 Généralisation des courbes a la surface B-spline

Les surfaces B-splines se définissent comme des produits tensoriels. Leur définition est directe
si nous avons ’expression des courbes correspondantes. Nous considérons pour cela une para-
métrisation de dimension deux, donc un couple de parametres (u,v), associé a deux vecteurs de
nceuds U et V. Nous parlons alors de deux directions. Les sommets de controle P; j, oui < n et
j < m forment un maillage de contréle. Nous définissons I’expression de la surface paramétrée
S(u,v) de degré k de la fagon suivante,

S(u,v) = Z Z Nik(W) N (v) Py j . (2.44)

i=0 j=0

Cette expression peut étre écrite sous la forme matricielle suivante,

S(u,v) = [uk, uFl 1] .B;7'PB;'T. : , (2.45)

ou B 1 est Iexpression matricielle des fonctions de base, donnée pour les fonctions linéaire,
quadratique et cubique en (2.28).

La surface de Bézier est définie de fagon tres similaire, les polyndémes de Bernstein remplacant
les fonctions de base B-splines. Les patchs de Coons, de Steven Anson Coons en 1964, utilisent
comme base les courbes de Hermite. Notons par ailleurs qu’il est possible de définir une surface
B-spline ou les deux fonctions de base, liées a chacun des parametres, ne sont pas de méme degré.

De méme que pour le cas des courbes B-splines, le polyedre de contréle d’une telle surface
peut étre subdivisé. La surface générée est alors la méme, tout en étant définie par un ensemble
plus grand et plus dense de sommets de controle. En Figure 2.14 est présenté un exemple de
polyedre subdivisé, la surface générée est la méme qu’en Figure 2.13.b et les nouveaux sommets
s’approchent de la surface continue. Les nouveaux sommets de controle issus de la subdivi-
sion s’obtiennent directement en subdivisant le domaine paramétrique (u,v) de lexpression
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Fi1G. 2.14 : Tout comme le polygone de contréle des courbes, le polyédre de contréle des surfaces B-

spline peut étre subdivisé. A gauche nous subdivisons le domaine paramétrique de fagon uniforme.
A droite, nous visualisons le polyédre subdivisé et les patchs B-splines correspondants.

précédente (2.45). Dans le cas de la subdivision uniforme dyadique, les nouveaux patchs sont
déterminés en remplagant (u,v) par (g,v), puis par (%—i—%,v) etc. voir [Inst]. De méme qu’en
section précédente, ceci conduit a la définition d’une matrice de subdivision .S, donnée pour les
cas linéaire, quadratique et cubique en (2.35). Son utilisation dans le cas d’une surface est la
suivante,

Pl =g, P ST, (2.46)

De méme que précédemment, ces matrices de subdivision définissent un masque, que nous
notons M. Pour les trois premiers degrés nous avons :

1 3 ) ,
N 13 09 T
12 1 L 1 24 4

Il
)
—_

Ces masques permettent de déterminer directement les regles de création des sommets du
polyedre subdivisé, elles sont repérées en couleur dans l'expression (2.47). Le maillage de controle
subdivisé génere la méme surface B-spline continue, et de méme que pour les courbes, le dessin
de celui-ci s’approche de la surface au cours des itérations, voir un exemple en Figure 2.14.

Ainsi, une surface B-spline construit un ensemble de patchs rectangulaires pouvant étre joints
de facon lisse. L’expression du produit tensoriel implique une organisation réguliere des sommets
de controle P; ;, toute autre organisation rendrait la paramétrisation impossible. Ceci est une
limitation inhérente aux surfaces B-splines, car cette organisation limite le genre des objets ainsi
modélisés. En particulier, la sphere est d’une topologie globale impossible a reproduire avec un
ensemble de patchs rectangulaires, contrairement a un tore. A noter que les surfaces de Bézier
peuvent étre triangulaires [Boeh 82]. Par contre, nous perdons alors I'expression du produit ten-
soriel, méme §'il est possible de le déterminer sous certaines conditions [Lass 08].

La Box-spline est 'outil de modélisation qui généralise la B-spline, la section suivante lui
est consacrée. En effet, les fonctions de base Box-splines peuvent étre définies sur des maillages
non-rectangulaires : triangulaire et hexagonal en particulier. La conception d’une surface de
subdivision se base naturellement sur cet outil.
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/ S
4 tia

Fic. 2.15 : Une fonction de base Box-spline est définie comme l'ombre projetée d’une boite.
Cette boite est construite a partir de directions, formant une base. Le cas de la droite correspond
exactement auz fonctions de base B-splines, nous illustrons ici les fonctions de base linéaire et
quadratique uniformes.

v, B,(X) A vy By(x)

A v; Bg(x)

Fi1G. 2.16 : Les fonctions de base Boz-splines peuvent se définir par convolutions successives
selon plusieurs directions.

2.1.4 Les Box-splines
2.1.4.1 Définitions

La définition d’une Box-spline généralise celle de la B-spline. Une Box-spline est une spline
définie comme la “densité d’ombre” générée par une boite. Dans le cas particulier d’'une boite
de dimension k projetée sur une droite, voir Figure 2.15, cette densité correspond exactement
a la fonction de base B-spline d’ordre k (degré k — 1). Son vecteur de nceuds est uniforme ou
non selon l'orientation de la boite. Le livre de De Boor, Hollig et Riemenschneider [Boor 93]
constitue une solide base théorique des Box-splines, nous en introduisons ici un apercu destiné
a introduire les mécanismes de construction de la surface de subdivision.

Comme illustré également en Figure 2.15, une boite est définie par un ensemble de directions,
formant une base. Nous pouvons donc décrire une fonction de base Box-spline par cet ensemble
de directions. La Box-spline généralise la définition de la B-spline en établissant un produit de
convolution selon ces directions. Soit donc la fonction de base Box-spline B(z|v; - - - v) = Bi(z)
définie par k > [ directions v;, [ étant la dimension du domaine de paramétrisation, telle que

By(t) :{ (1)/ detfvy - - - vf] :nif [vg -+~ v][0,1)*

1 (2.48)
B(x) :/Bk_l(:ﬂ ~ tu)dt .
0
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F1a. 2.17 : Un maillage triangulaire régulier (a) peut étre défini comme la projection d’un cube.
En (b), construction d’une Boz-spline triangulaire de plus haut degré grdace a une boite de di-
mension supérieure (images issues de [Prau 02]). En (b), le vecteur de directions peut étre noté

Nous illustrons ces convolutions directionnelles en Figure 2.16. L’avantage de la définition
d’une Box-spline selon ses directions permet de généraliser le produit tensoriel vu précédem-
ment. Par exemple, en utilisant une direction diagonale nous pouvons construire une fonction
de base Box-spline sur un maillage triangulaire. L’expression de la projection d’une boite peut
aussi étre établie de facon géométrique en calculant la densité d’ombre de la boite sur le plan de
projection, voir [Prau 02] et l'illustration en Figure 2.17.

Cette expression géométrique peut étre écrite de la fagon suivante, soit 7 la projection or-
thogonale de R¥ vers R' :
oty ]t e [t (2.49)

et soit
B = [ur - -ug][0,1)* (2.50)

un parallélépipede tel que 3; = mu,. Alors, By(x) représente la densité de I’ombre de Gy,

voly_1 Bk (x)

Bila) = vol By,

(2.51)
Bre(z) =7tz n g . (2.52)
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Fiag. 2.18 : La projection d’une boite subdivisée induit directement la création de fonctions de
bases Box-splines subdivisées. Ici l’exemple particulier de la fonction de base B-spline quadratique
uniforme, la boite est subdivisée en 8 cubes de méme volume.

2.1.4.2 Subdivision d’une Box-spline

Tout comme la fonction de base B-spline, la fonction de base Box-spline peut étre subdivisée.
En conséquence, il est possible de construire un maillage de controle subdivisé décrivant la méme
surface lisse.
Une boite § = [ug ---u][0,1)* de R* peut étre partitionnée uniformément en 2¥ boites plus
petites B =03/ ok , chacune étant définie par rapport aux directions 4; = u;/ 2F 1l est possible de
décrire I'ombre d’une boite § sous une projection m comme une combinaison linéaire des ombres
des boites Bl Nous notons v; = wu;, v; € 7! dans le cas uniforme, voir Figure 2.18. Il en va donc
de méme pour ’expression des fonctions de base Box-splines. Dans le cas de la courbe Box-spline
uniforme, ot B; 1, (t) = By (t — i),

P =3 Bo(t). P!
=0

2n—1

= Z Bl,k’(Qt) ‘Pil )
=0

(2.53)

ot P! = S;.. PY sont les nouveaux sommets de controle construits par subdivision de PY.

Une définition analytique générale de la subdivision des fonctions de base Box-splines est
présentée dans [Prau 02]. Il est cependant possible de déterminer aisément les masques de sub-
division associés a une Box-spline uniforme sans en connaitre les expressions. La subdivision
étant notre cadre d’analyse principal, nous nous concentrerons sur ces derniers dans la partie
suivante.

2.1.4.3 Construction du masque de subdivision

Comme exposé précédemment pour les courbes et surfaces B-splines, les matrices Si per-
mettent d’obtenir de nouveaux sommets de contrdle & partir des anciens (2.47) au moyen des
masques de subdivision M. La définition de la Box-spline par un ensemble de directions a
I’avantage de pouvoir déterminer ces masques de facon tres simple. Cette construction est bien
sur applicable dans le cas régulier que représente la B-spline. Dans ce cas, seules les directions
— et T étaient utilisées, elles correspondaient alors aux vecteurs de noeuds u et v.

Le principe est de considérer une direction de la Box-spline comme étant liée a un polynéme
de Laurent,

Az) = Z a;iz" . (2.54)

1=—00
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A(z) est la transformée en z de la séquence a; cette 1 ,
transformée est tres proche de celle de Fourier [Jury 64]. 1%
Le polynome A(z) = 1 4 z peut étre représenté par la .
séquence de coefficients a = [ 1 1 | sur un axe des puis- T

0 .. , 2 1 0 1 2 3

sances de z; z~ est son origine et cet axe est gradué 2\ Z Z Z Z 42 O
par chaque puissance de z, voir Figure 2.19. Ce méme v T ~
vecteur peut étre vu comme une direction partant de

20 vers z'. Nous pouvons donc & l'inverse faire corres- FIG. 2.19 : Les axes des deus variables
pondre les directions de la Box-spline & un polynome de 2 et 22 gradués selon leur puissance.
Laurent.

La direction — associée a la séquence [ 1 1 | correspond a la fonction de base B-spline
No(t). La propriété faisant le lien entre la transformée en z et les fonctions de base concerne la
convolution, car nous avons :

C; = ((I X b)l = Zai,jbi
=0

C(z) = A(2).B(z) ,

ou C(z) est la transformée de la série c.

Les fonctions de base Box-splines étant définies par convolutions successives, tout comme les
fonctions de base B-splines, leur transformée résultera en un produit. En effet, si nous avons
deux fonctions pouvant étre décomposées en fonctions de méme type réduites et translatées

(2.55)

comme suit,
n

Ft) =) aif(2t—1i)

=0 (2.56)
g(t) = big(2t —i)

=0

alors la fonction h = f ® g pourra également étre définie comme une somme de fonctions de

meéme type :
n
h(t) =) cih(2t —1i) . (2.57)
i=0
Les coefficients ¢; résultent de la convolution des coefficients a; et b; :
1 n
C; = 5 Zai_jbi y (258)
§=0

le facteur % provenant du facteur de dilatation de la variable ¢, il s’agit d’une propriété de

'opérateur de convolution. A partir de ces observations, nous pouvons déterminer la transformée
en z de la fonction de base B-spline N(t), notée Ny (z) :

k
Nie(t) = Q) No(t)
1=0
Ni(2) :2%(1 4 z)F 1 (2.59)
_ik+1 k1) .
w2 (")
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F1a. 2.20 : Exemples de construction de masques de subdivision de Boz-splines par la convolution
successive de directions. Nous utilisons pour cela la transformée en z en deux dimensions. Le
résultat de la convolution est un ensemble de coefficients non nuls, inscrits ici dans un cercle a
gauche des puissances de z.

Or, les coefficients du masque de subdivision d’une B-spline correspondent justement aux
coefficients non-nuls du polynéme Ny (z) [Zori 00]. Par exemple, la fonction de base B-spline
quadratique correspond & la convolution successive de trois fonctions de base Ny(t), son polynéme
associé est :

No(t) :i(z—i— 1)

1
1(23—}—322%—324—1) .

En mettant ces coefficients non nuls sous la forme d’un vecteur des puissances de z nous
obtenons bien le masque de subdivision i[ 1 33 1]. Le principe est le méme pour les surfaces si
I’on consideére deux variables z; et 2z, voir Figure 2.20. Ainsi, pour les trois exemples de cette
figure, la convolution des directions nous permet d’obtenir les équations suivantes,

(2.60)

A1(z) =14+ 21)(1+22) =14 21 + 20+ 2122

1
As(z) = Z(l +21)2(1 4 20)2 = 14 221 + 22 + 220 + 42129 + 22220 + 23 + 22125 + 2223
1
As(2) = (1 +21) (1 + 22)(1 + 2122)(1 + 22/21) = (2.61)
1 2 2 2 2., 2.2
1(1 + 21+ 29/21 + 220 + 22120 + 2720 + 25 /21 + 225 + 22125 + 2125+

3 3
25+ 2125) .

Desquelles nous obtenons ces masques de subdivision :

11
121
11 1 11221
”“_[11] My=712 4 2 Ms=7171 5 5 1 (2.62)
121 -
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Fi1G. 2.21 : Les directions peuvent aussi bien correspondrent a un maillage triangulaire régulier,
sur lequel nous pouvons définir trois directions possibles. Sur la deuxiéeme ligne nous illustrons
les régles de subdivision correspondantes au masque de Ms (2.63).

Les Box-splines étant définies par des directions, nous pouvons leur faire correspondre un
maillage de I'espace des puissances de z différent du pavage régulier quandrangulaire auquel les
B-splines sont liées. Donc notre maillage de controle pourra également posséder une topologie
différente, ce qui est 'avantage majeur des Box-splines sur les B-splines. Un exemple de pavage
triangulaire est présenté en Figure 2.21. Nous définissons trois directions possibles sur celui-ci,
21, 22 et z129. La convolution de ces directions nous permet de construire les masques suivants,

1 2 1
11 ) 2 6 6 2
My= |1 2 1 Ms=2|1 6 10 6 1], (2.63)
11 2 6 6 2
1 2 1

De ces masques, nous pouvons construire les regles de subdivision dyadique de Box-splines
définies sur un maillage triangulaire, nous les illustrons sur la deuxieme ligne de la Figure 2.21.

2.1.4.4 Quelques propriétés mathématiques importantes

Certaines propriétés mathématiques sont spécifiques aux surfaces Box-splines, voir [Boor 93].
Les fonctions de bases Box-splines possedent notamment les caractéristiques suivantes :

— FElles ne dépendent pas de 1’ordre des directions v;, la convolution est commutative.

— Elles sont positives sur ensemble convexe [v; - - - v][0, 1)¥ et sont nulles ailleurs, leur sup-
port est donc compact.

— Elles sont symétriques par rapport au centre de leur support.

— Chaque patch Box-spline est polynomial. Soit k&’ le cardinal du plus grand ensemble de
directions de méme type, la Box-spline By (t) est alors globalement de degré k — k' — s
(donc de classe C*~% =51}, Dans le cas d’une surface, s = 2.

— Le procédé de subdivision converge vers By (t) de fagon quadratique [Boor 93], théoreme
30 page 169.
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Fi1G. 2.22 : Le principe d’une surface de subdivision est composé de deux phases : de nouveauz
sommets sont insérés, puis la géométrie est lissée. Le procédé est récursif, le maillage devient
plus dense et plus lisse au cours des itérations.

Ainsi, les Box-splines permettent la construction d’une surface paramétrée sur un domaine

différent du cas rectangulaire régulier. Cependant, leur limitation majeure reste liée a 'impossi-
bilité de paramétrer une surface sur un polyedre de controle quelconque, I’absence de direction
sur un tel maillage empéche I'utilisation d’'un domaine paramétrique global.
Plusieurs études se sont néanmoins consacrées a cette problématique car les surfaces Box-splines
sont encore tres utilisées en CAO : leur degré peut étre quelconque et leurs vecteurs de noeuds
peuvent étre non-uniformes — on parle alors de NURBS —. Certains travaux proposent en
outre de construire la surface Box-spline au voisinage d’un sommet irrégulier en utilisant une
Box-spline généralisée, puis de combler le trou central en utilisant des patchs polynomiaux, voir
par exemple [Loop 92, Prau 02, Pete 93] & ce sujet. La surface de subdivision, quant-a-elle, a été
congue des son origine pour surmonter ce probleme de topologie.

2.2 Surface de subdivision

La surface de subdivision permet la synthese d’une surface lisse & partir d’'un maillage de
controle quelconque. Donc la wvalence des sommets, soit le nombre de leurs arétes incidentes,
peut-étre irréguliere. Les sommets ordinaires sont de valence 4 dans un maillage quadrangu-
laire régulier, ils sont de valence 6 dans un maillage triangulaire ; pour ces deux exemples, toute
autre valence est irréguliere, les sommets sont alors extraordinaires. Ainsi, contrairement aux
Box-splines, une surface de subdivision peut représenter un objet possédant n’importe quelle
topologie. Tout comme exposé précédemment, le maillage de contrdle constitue ’approxima-
tion d’une surface lisse continue. Au cours des itérations, le maillage subdivisé par le processus
récursif de subdivision converge rapidement vers cette surface. A ce propos, nous parlerons cou-
ramment de maillages subdivisés, la surface lisse sous-jacente est nommée surface de subdivision
ou surface limite, elle est le résultat d’un nombre infini d’itérations du procédé de subdivision.

La modélisation de surface lisse par subdivision de maillage propose de nombreuses solu-

tions élégantes aux problématiques que rencontre un utilisateur d’application graphique. Les
principaux avantages de cet outil sont les suivants,
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(a) (b)

Fi1c. 2.23 : Plusieurs exemples de schémas de subdivision modifiés, de gauche a droite : (a)
et (b) le marquage d’arétes vives pour la synthése de surface lisse par morceaux [Hopp 94].
(¢) La subdivision polaire [Myle 09] permet la création d’une surface de classe C2. En (d)
un schéma de subdivision capable de reproduire une surface B-spline non-uniforme de degré
arbitraire [Cash 09].

— La surface de subdivision étend la représentation de surface lisse par les Box-splines aux
maillages de topologie quelconque. Il n’est plus question de conditions de raccord entre les
patchs, ni de construction d’un patch spécial au voisinage d’un sommet extraordinaire.

— Le procédé est récursif et adaptatif. L’utilisateur décide du niveau de ’approximation
de la surface lisse par la surface de subdivision. De plus, un schéma peut étre appliqué
localement sur le maillage, d’ou la possibilité pour 'utilisateur de régler le niveau de détail
de sa surface. Ceci est tres utile pour les problématiques liées a I'optimisation d’un calcul
ou d’un rendu.

— La surface de subdivision généralise les outils manipulés dans un modeleur graphique : elle
fait le lien entre la représentation polygonale et la représentation par patchs.

— Au niveau de la stabilité numérique des calculs, la surface de subdivision est bien adaptée
aux contraintes des solveurs de type éléments finis. Cette problématique est couramment
rencontrée en ingénierie (CAQO) et dans 'animation de maillage.

— Le concept de cette représentation est intuitif, la conception d’une surface de subdivision
est souvent proposée en tant que travaux pratiques dans ’enseignement supérieur. La mise
en ceuvre de cet outil est tres simple, et une fois les contraintes mathématiques établies, la
représentation de surface lisse est rendue tres performante en terme de puissance de calcul.

En pratique, la surface B-spline non-uniforme (NURBS) est a I’heure actuelle toujours tres
utilisée en CAQO. La surface de subdivision n’a que tout récemment intégré la modélisation des
NURBS de degré quelconque [Cash 09]. D’importantes avancées techniques ont vu le jour ces
dernieres années, en voici une courte liste : la plupart des schémas de subdivision étendent
leurs possibilités de modélisation en intégrant les arétes vives, ou semi-vives [Hopp 94]. Certains
schémas sont adaptés aux sommets de valence élevée, éliminant ainsi un type de distorsion géo-
métrique trés important [Karc 07]. Enfin, un schéma de support compact est désormais capable
de reproduire des surfaces de classe C? & partir de n’importe quel maillage [Myle 09], ce qui de-
meurait une grande limitation de ’outil. Une illustration de ces diverses techniques est présentée
en Figure 2.23.

Nous introduirons la surface de subdivision en nous référant aux notions exposées précé-
demment pour les surfaces Box-splines. Afin de présenter ces surfaces de fagon claire, nous nous
concentrerons sur un schéma de subdivision en particulier, le schéma de Catmull et Clark [Catm 78].
Nous aborderons ensuite la question de I’analyse du processus de subdivision, les conditions de
convergence et celles liées au degré de continuité de la surface. Enfin, la derniere partie présente
un ensemble caractéristique des différents schémas de subdivision couramment rencontrés, tels
que le schéma de Doo et Sabin [Doo 78a] et celui de Loop [Loop 87].
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1
1
______ i -

Fi1G. 2.24 : Subdivision d’un maillage composé de triangles et de quadrangles par le schéma de
Catmull et Clarck.

2.2.1 Le schéma de subdivision

La particularité des surfaces de subdivision par rapport aux surfaces Box-splines est l'intro-

duction de regles de subdivision pour les zones irrégulieres du maillage de controle. Un schéma
est constitué d’un ensemble de regles de subdivision telles que celles que nous avons abordées,
couplé a un ensemble de regles pour les sommets extraordinaires. En subdivision, les regles sont
définies par des dessins nommés stencils. Un stencil, en plus des coefficients de lissage des som-
mets, porte une information de topologie : son but est de définir les nouvelles faces du maillage
subdivisé. Il établit également une correspondance entre deux maillages successifs. Nous y re-
viendrons en détail dans le chapitre 5, ol nous proposons un formalisme de description de la
phase topologique de subdivision. Les stencils sont déterminés par rapport au masque de subdi-
vision du schéma, tout comme les régles vues précédemment dans le cas des Box-splines.
En outre, la plupart des schémas de subdivision sont développés sur la base des Box-splines.
Dans les zones régulieres du maillage, ou il est possible d’établir une paramétrisation, un tel
schéma reproduit exactement les regles de subdivision des Box-splines uniformes. Ainsi, dans
ces zones, le maillage subdivisé tend vers une surface de ce type.

Afin d’illustrer ces notions, nous présentons ici le schéma de Catmull et Clark. Ce schéma,
présenté pour la premiere fois en 1978, est basé sur la Box-spline bi-cubique uniforme a deux
directions ; le masque de subdivision associé est M3 (2.47). Les sommets du maillage sont direc-
tement mis en correspondance avec ceux du maillage subdivisé, le schéma est dit primal. Celui-ci
est applicable sur un maillage quelconque, voir Figure 2.24. Les stencils réguliers de ce schéma
sont directement donnés par le masque Mj,

6—16 4——4 1—6—1
6%1 . 24-e-24  6—36—6 (2.64)
é.
n \.z

S
°
—_
|
|9
|
'

ou n est la valence du sommet, o = 3/(2n) et § = 1/(4n).
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Qi

(a)

F1G. 2.25 : Mise en correspondance entre un maillage (a) et son maillage subdivisé par le schéma
de Catmull et Clark (b).

Tout comme vu précédemment pour les regles de subdivision dyadiques des courbes, nous
distinguons plusieurs types de régles. Le premier stencil (2.64) établit la regle d’insertion de nou-
veaux sommets au milieu de chaque face du maillage. Le deuxieéme concerne les sommets insérés
dans chaque aréte. Enfin, le troisieme stencil définit la nouvelle position des anciens sommets or-
dinaires. Le stencil (2.65), quant-a-lui, définit la nouvelle position d’un sommet extraordinaire en
fonction de ses sommets voisins. Cette expression garantit un ensemble de propriétés mathéma-
tiques que nous exposerons en partie suivante, il s’agit d'un tuning du schéma. En particulier, ces
propriétés assurent la continuité C'* de la surface limite & endroit des sommets extraordinaires.
Ce dernier stencil généralise donc la position des nouveaux sommets aux valences n quelconques,
permettant ainsi la syntheése de surfaces lisses & partir d’un maillage de controle de topologie
globale arbitraire.

Ainsi, les regles géométriques de placement des nouveaux sommets sont composées d’une
surface aux propriétés connues — ici la B-spline bi-cubique uniforme — construite dans les zones
régulieres du maillage, associée a des regles spéciales liées aux sommets extraordinaires. L’analyse
du comportement de la surface au cours des itérations permet de déterminer un ensemble de
coefficients de lissage adapté a ces sommets.

2.2.2 Analyse et tuning d’un schéma de subdivision

En 1978, David Doo et Malcolm Sabin ont proposé une analyse du comportement du schéma
de subdivision de Catmull et Clark [Doo 78b]. Cette méthode analyse la surface limite générée
par le schéma a travers les valeurs propres d’un ensemble de matrices, nous reprenons ici leurs
notations.

Tout d’abord, considérons pour ’analyse le voisinage d’un sommet extraordinaire, ce voisi-
nage est composé de sommets réguliers, Figure 2.25. Nous reviendrons plus en détails en section
2.3 sur les différents voisinages pouvant étre considérés sur un maillage. Les nouveaux sommets
(notés en minuscule) sont obtenus par la combinaison linéaire des anciens (notés en majuscule).
Il y a ainsi une correspondance directe entre ’ancien maillage et le maillage subdivisé.
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Fia. 2.26 : Un exemple d’artefact : on obsérve de légéres oscillations de la géométrie sur la
ligne de créte du maillage de controle, ce comportement n’est en général pas souhaité par son
concepteur.

Les regles d’obtention des nouveaux sommets g;, r; et s a partir des anciens sommets Q;, R;
et S (2.64) peuvent étre réécrites comme suit,

1

%= (Qi+Ri+ Rit1+95)
1

ri =7 (¢ +di-1+ Ri+5) (2.66)
(a6, N\~ R

(S e

i=1 =1
Ce méme procédé peut étre écrit de fagon matricielle :

[qr - gur - ras] =8.[Q1 - QuRi -+ Ry S|, (2.67)

ou S est la matrice de subdivision du schéma ; dans le cas du schéma de Catmull et Clark, celle-ci
ne change pas au cours des itérations, le schéma est dit stationnaire.

Un résultat bien connu en algebre linéaire est que la multiplication répétée d’un vecteur par une
matrice converge vers le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de la matrice.
Ainsi, 'analyse de la surface limite du schéma est effectuée par rapport aux propriétés des élé-
ments propres de la matrice de subdivision S.

De nombreux travaux ont fixé les conditions suffisantes sur la régularité de la surface limite,
régularité liée a 'existence d'une paramétrisation lisse autour du sommet extraordinaire [Reif 95].
Doo et Sabin ont a l'origine fixé des conditions nécessaires de convergence d’un schéma vers une
surface limite de classe C? en estimant les deux premiéres dérivées de celle-ci autour d’un sommet
extraordinaire. En 1986 puis en 1988, Ball et Storry [Ball 88] ont fixé les conditions suffisantes
a la continuité des tangentes a l'endroit du sommet extraordinaire. Reif [Reif 95] a déterminé
en 1995 les conditions nécessaires et suffisantes de la continuité C'' d’une surface limite. Cette
étude utilise alors le lien entre la classe C? de la surface limite et 1’existence de sa description
par une paramétrisation de classe CP. En 1997 et 1998, Prautzsch [Prau 98] et Zorin [Zori 98]
fixent les conditions nécessaires et suffisantes pour la continuité C*. Plus récemment, Gérot et
al. [Gero 05] établissent un ensemble de conditions nécessaires & la convergence C? d’un schéma
dans l'optique d’assurer également un bon comportement de la surface limite. Malcolm Sabin
propose une référence globale des travaux concernant le tuning des schémas dans [Sabi 04a].

Malgré une amélioration du comportement des schémas par ces différentes analyses, un
schéma de subdivision stationnaire reste limité. Parallelement & la recherche des conditions
de continuité, nous reviendrons sur ces limitations en section 3.2.2.1, ot nous effectuons un ré-
capitulatif des travaux concernant la caractérisation des perturbations géométriques dues aux
sommets extraordinaires, les artefacts (voir un exemple en Figure 2.26).
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2.2.3 Schémas de subdivision fréquemment utilisés

Nous proposons ici d’effectuer un rapide classement des différents schémas de subdivision
connus et analysés. Dans un premier temps, nous définirons une méthodologie de classement
basée sur un ensemble de criteres. Puis nous présenterons une table de classification ou ces sché-
mas seront situés selon ces criteres.

Nous effectuons ici un classement par type des différents schémas de subdivisions station-
naires existants. Ceux-ci étant trés nombreux, ce classement n’est pas exhaustif; certain sché-
mas ne peuvent étre décrits de cette fagon, tel par exemple le schéma semi-régulier pentago-
nal [Akle 04]. Nous pouvons cependant aisément classer la plupart d’entre eux selon ces cing
criteres :

— Le type de maillage pour lequel le schéma est applicable.

— Le type de maillage généré par I'application du schéma.

— Le type de transformation topologique : primale ou duale (également nommée face-split
et vertex-split)

Le schéma de subdivision est approximant ou interpolant.

Le degré de lissage de la surface limite générée par le schéma.

A cette liste, il est possible d’ajouter un classe- = 7z===------ L
ment des différentes transformations topologiques liées
a l'application du schéma de subdivision. Par exemple,
le schéma de Catmull et Clark est désigné ici de
méme type que le schéma ternaire présenté en Fi-
gure 2.27. La problématique du classement de ces trans-
formations topologiques est traitée en détail au cha- Fic. 2.27 : Un schéma primal ter-
pitre 5. naire.

Type de maillage associé au schéma Un critéere parmi les plus discriminants est le type
de maillage auquel peut s’appliquer un schéma de subdivision. Ceci car tous les schémas ne
peuvent s’appliquer a tous les types de faces, certains sont uniquement triangulaires. Ensuite,
outre les éventuelles faces extraordinaires, un schéma de subdivision construit un maillage de
type particulier : triangulaire, quadrangulaire ou hexagonal.

Schéma de subdivision de type primal ou de type dual Un schéma de subdivision est
dit de type primal si le maillage subdivisé hérite des sommets de ’ancien maillage, donc si ces
derniers ont une correspondance directe avec certains des nouveaux sommets. On parle alors
d’insertion de sommet ou de face-split, voir la Figure 2.28 a gauche. Un schéma de subdivision
de type dual ne possede pas cette caractéristique, voir la méme figure a droite. Chaque ancienne
face est par contre directement mise en correspondance avec une nouvelle. C’est le cas des
schémas de type corner cutting, ou comme le nom l'indique, on supprime les anciens sommets
du maillage. Bien souvent, un ancien sommet de valence n est divisé en n nouveaux sommets,
un dans chaque face incidente. On parle alors de vertex-split.
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Fia. 2.28 : A gauche une subdivision de type primal, a droite de type dual.

Schéma approximant ou interpolant Ce critere-ci est géométrique. De fagon simple, un
schéma approximant lisse les anciens sommets, la surface limite ne passe par aucun d’entre eux.
Pour un schéma interpolant, chaque sommet du maillage de départ est situé sur la surface limite.
De fait, seul un schéma primal peut étre interpolant. Ces derniers sont attrayants, d’une part car
ils permettent un controle plus intuitif de la surface, d’autre part parce que de nombreux calculs
et algorithmes peuvent alors s’appliquer directement sur la surface. Cependant, les schémas
approximants produisent des surfaces de meilleur qualité et leur convergence vers la surface
limite est plus rapide.

Le degré de lissage de la surface limite Cet autre critere géométrique differe selon les
schémas. Le choix d’un schéma de subdivision prend en compte de facon trés importante le degré
de lissage de la surface construite. Ce facteur détermine la qualité de la surface. D’un autre coté,
le choix d’un degré de continuité élevé induit pour la surface limite une définition polynomiale
de degré également plus élevé, donc une augmentation de la complexité des algorithmes qu’on
lui applique.

Schéma 3 Iiace(s; - 3Reszltat6 Type Degré
Midedge [Pete 97] v v Dual  Approximant | C!
Doo-Sabin [Doo 78a v v Dual  Approximant | C*
Honeycomb [Akle 02] v v | Dual Approximant | C*
Catmull-Clark  [Catm 78] v v Primal Approximant | C?
4-8 [Velh 01] v |V Primal Approximant | C*
Loop [Loop 87] | v v Primal Approximant | C?
V3 [Kobb 00b] | v/ v Primal Approximant | C?
Butterfly [Zori 96] | v/ v Primal  Interpolant (o
Kobbelt [Kobb 96] v v Primal  Interpolant | C!

TaB. 2.2 : Classement non-exhaustif des schémas de subdivision connus. Les types de faces 3, 4,
6 et n correspondent respectivement aux triangles, auzr quadrangles, aux hexagones et aux faces
quelconques.
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Fi1a. 2.29 : Les trois pavages réguliers du plan. De gauche a droite, les sommets sont de valence
4,6 et 3.

2.3 Voisinage topologique d’un sommet du maillage

Une notion particulierement utile dans la compréhension des parties suivantes concerne les
différents voisinages topologiques que nous pouvons considérer sur un maillage. A ce propos,
nous considérons tout maillage comme un graphe dont les nceuds sont des vecteurs de ’espace
de réalisation (des points de R® dans le cas des surfaces). Un tel voisinage permet donc la création
de chemins sur le maillage. Nous distinguons ici trois types de maillage au sens de ce voisinage
topologique : les maillages régulier, semi-régulier et irrégulier.

Le maillage régulier Nous parlons de maillage a connectivité réguliére lorsqu’il est homéo-
morphe a un pavage régulier du plan euclidien. Il en existe trois : les pavages quadrangulaire,
triangulaire et hexagonal, voir Figure 2.29. Pour chacun de ces trois maillages, la valence des
sommet est constante : 6, 4 et 3 (sans prendre en compte la question des bords). Pour les
maillages quadrangulaire et triangulaire, il est possible d’établir une base vectorielle (u,v) qui
repere les éléments du treillis. Pour le maillage hexagonal, on distingue par contre deux types de
sommet. Nous ne pouvons donc pas parler, de fagon directe, de sommets repérés par un vecteur
de coordonnées. Par ailleurs, ce maillage hexagonal est le dual du maillage triangulaire. Si ’on
construit un maillage en considérant des arétes liant le milieu de chaque face adjacente, nous
obtenons un maillage régulier triangulaire, voir I’exemple en pointillé a droite de la Figure 2.29.

Le maillage semi-régulier Un voisinage semi-régulier a pour ainsi dire une topologie régu-
liere par morceaux, voir Figure 2.30. Un tel maillage possede un ou plusieurs sommets extra-
ordinaires, au voisinage desquels les sommets sont réguliers. Ainsi, pour un sommet de valence
n, nous pouvons considérer le sommet extraordinaire comme étant entouré de n sous-maillages
réguliers. Nous pouvons donc construire un repére métrique polaire (r, p) autour de celui-ci, voir
Figure 2.30 a droite. Les surfaces de subdivision construisent ce type de topologie au voisinage
des sommets extraordinaires, et comme vu précédemment en partie 2.2.2, leur analyse se base
sur ces anneaux de splines. Il est également possible de considérer un voisinage polaire lorsque les
sous-maillages réguliers voisins ne sont pas de méme type, comme exposé en Figure 2.30.b. Cette
configuration particuliere a été étudiée pour le schéma de subdivision Quad/Triangle [Stam 02].
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(b)

Fia. 2.30 : Nous pouvons considérer un repere métrique polaire de sommets réguliers autour
de chaque sommet extraordinaire d’un maillage semi-régulier (a). En (b) nous considérons un
maillage semi-régqulier composé de plusieurs types de faces. Il est alors possible de considérer la
notion d’anneaux d’équidistance topologique (c).

F1a. 2.31 : Nous pouvons prendre en compte un voisinage topologique sur un maillage irrégulier.
De gauche a droite, trois niveauz de voisinage au sommet repéré par un cercle.

Le maillage irrégulier Lorsque le maillage ne posséde pas de caractéristique topologique
réguliere, il n’est pas direct de considérer le voisinage d’un sommet. Nous pouvons néanmoins
considérer que le k-voisinage d’un sommet P est composé de tous les sommets accessibles par k
déplacements sur les arétes du maillage a partir de P, voir en Figure 2.31. Une version légerement
différente de ce voisinage est utilisée dans [Chen 06], il est nommé XMR (eXtended Multi-Ring).
Cependant, cette méthode ne permet pas la construction d’un repere ol placer et ordonner les
sommets.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un apercu des outils existants en modélisation de
courbes et de surfaces paramétrées, ainsi que la notion de voisinage d’un sommet du maillage.
Nous avons introduit la surface de subdivision, outil constituant notre sujet d’étude. Le cha-
pitre suivant se consacre a l'analyse de la qualité d’une surface subdivisée. En particulier, nous
mettrons en évidence les artefacts survenant au cours du processus de subdivision.
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Chapitre 3

Analyse de la géométrie d’une
surface subdivisée
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Fia. 3.1 : Différents relevés de mesures sur une surface subdivisée mettent en évidence diffé-
rentes caractéristiques géométriques. Ici, de gauche a droite, les lignes de réflexion, la courbure
gaussienne et le gradient de courbure absolue.
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42 CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA GEOMETRIE D’UNE SURFACE SUBDIVISEE

Introduction

Ce chapitre est consacré a la visualisation pour I'analyse des caractéristiques géométriques
d’une surface lisse. La qualité d’une surface lisse est difficile a déterminer ; elle dépend par ailleurs
fortement de l’application considérée. Les caractéristiques mathématiques abordées précédem-
ment permettent d’établir une mesure de lissage de la surface a travers sa continuité géomé-
trique G*. Certaines applications, notamment de CAO ou de rendu, nécessitent une qualité de
surface tres élevée, a savoir un degré de continuité géométrique élevé. Cependant, une surface
jugée lisse par rapport a ce critére n’est pas forcément agréable a I’ceil de son concepteur. Cette
mesure est insuffisante a la notion de qualité d’une surface car une surface bosselée ou bruitée
peut appartenir a la classe G™ [Bots 08]. Ainsi, une surface lisse de grande qualité doit convenir
aux exigences esthétiques de son concepteur tout en possédant les propriétés mathématiques
requises. De fagon simple, une surface de grande qualité ne doit pas seulement convenir a son
concepteur au niveau de sa forme ; sa courbure (liée aux propriétés la classe GQ) doit également
étre réguliére. Dans 'industrie automobile, les surfaces de cette qualité sont dites de classe A.

De nombreux travaux sont consacrés aux outils d’analyse de surfaces. Nous proposons ici de
les adapter aux surfaces de subdivision, en particulier dans le but de caractériser les perturba-
tions néfastes induites par les sommets extraordinaires introduites précédemment en partie 2.2.2,
les artefacts. Les schémas de subdivision classiques générent des surfaces de classe G? presque
partout, elles sont discontinues en courbure a I’endroit d’un sommet extraordinaire. Cette dis-
continuité de courbure est de plus associée a des perturbations autour du sommet [Sabi 04a],
celles-ci sont tres néfastes a la qualité des surfaces générées. Ainsi, dans le cas des surfaces de
subdivision, nous nous intéresserons a la régularité des relevés de courbure de la surface autour
des sommets extraordinaires.

Nous établirons dans un premier temps un exposé des outils généraux de visualisation pour
P’analyse de surface : la courbure, la visualisation de données colorées et les autres outils cou-
ramment utilisés pour ’évaluation de la qualité d’une surface. Nous exposerons ensuite la pro-
venance des artefacts en subdivision et nous illustrerons leurs effets néfastes. La partie suivante
sera consacrée a la visualisation d’une surface de subdivision dans le but de caractériser ces
artefacts. Enfin, nous proposons un espace de visualisation centré sur notre problématique, qui
nous permettra par la suite de proposer un ensemble d’outils adaptés aux données géométriques
que nous étudions.

3.1 Analyse de la qualité d’une surface lisse

3.1.1 Définition mathématique de la courbure

La courbure est une mesure ponctuelle de forme souvent abordée
en géométrie riemannienne. Considérons une courbe du plan eucli-
dien : la tangente en un point P est la meilleure approximation locale
de la courbe par une droite t. De méme, la courbure est liée au rayon
r du cercle qui constitue la meilleure approximation de la courbe
en un point ; on parle alors de rayon de courbure et de cercle oscu-
lateur. La mesure de courbure est l'inverse de ce rayon. Ainsi, une
droite possede une courbure nulle, tandis qu'un cercle posseéde une
courbure constante en tout point.
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Ces illustrations se rapportent & la courbure extrinséque de la courbe, car nous la mesurons
par rapport & son espace de plongement, le plan. La courbure dite intrinséque se mesure au
moyen d’expressions différentielles, sans avoir besoin de cet espace de plongement. Nous déve-
lopperons dans cette partie une approche extrinseque de la théorie. L’immense volume de travail
concernant la courbure d’une surface ne peut étre abordé ici. Nous nous concentrerons sur la
compréhension des notions de base concernant la courbure d’une surface réguliere et orientable
plongée dans R3. Ces notions comprennent les courbures principales et I'expression des courbures
gaussienne et moyenne. Parmi les nombreuses références utiles a la compréhension de I’ensemble
de ces notions, nous conseillons les ouvrages [Koba 69, Doub 82, Gray 96, Chav 96].

Considérons le cas d’une surface paramétrée S continue que nous définissons par :

UcCR® — R®
(3.1)
(u,v) +— P =P(u,v).
ot U est un ouvert de R%. Nous utiliserons par la suite la notation de dérivée partielle P, =
OP/0u. La surface S est orientée en tout point P par la normale N = P, A P,,.

Afin d’établir la courbure en un point de la surface, nous exprimons ses deux premieres
formes fondamentales. La premiere est la métrique de la surface,

I=P,.P,du®+2P,.P,dudv + P, . P,dv?

) ) (3.2)
= Fdu® + 2Fdudv + Gdv* .

La deuxiéme forme fondamentale 11, & 'origine introduite et étudiée par Gauss, est définie
comme une forme quadratique sur le plan tangent a la surface en un point. De facon intuitive,
elle est I'expression du déplacement infinitésimal d’une courbe sur la surface par rapport au
vecteur normal unitaire N en chaque point de cette courbe,

IT = —N, . P,du® — 2N, . Pydudv — N, . P,dv*

3.3
= edu® + 2fdudv + gdv® . (3:3)

Nous pouvons reformuler cette expression en considérant la matrice (a;;) de dN dans la base
(Py, Py). Celle-ci n’étant pas nécessairement orthonormée, nous obtenons :

— =an P, + a1 P,
u 111w 2140 (34>
—Ny = a12P, + axP, .

Le produit scalaire de ces deux équations par P, puis par P, nous permet d’obtenir quatre
égalités, que nous pouvons écrire sous la forme matricielle :

(& f ailp  a21 E F >
= . 3.5
<f g> <a12 a22><F G (3:5)
La matrice (a;;) solution constitue I'opérateur de forme W de la surface :

B -1 fF—eG eF —fE
W_EG—F2<gF—fG fF—gE)' (3.6)
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F1a. 3.2 : La courbure gaussienne (a) illustre les configurations elliptique et hyperbolique ; la
courbure moyenne (b) les formes convezes et concaves. En (c¢) nous visualisons les deux champs
de directions principales de courbure (image issue de [Alli 03]).

Cet opérateur, également nommé carte de Weingarten ou tenseur de la seconde forme fonda-
mentale, correspond donc a la dérivée négative du champ de normales unitaires a la surface. Les
valeurs propres de cet opérateur correspondent aux deux courbures principales k1 et ko. Celles-ci
sont solutions de I’équation :

(EG — F)k* — (gE + G — 2fF)k + (eg — f*) =0 . (3.7)

Par ailleurs, la courbure gaussienne K est le déterminant de W, tandis que la courbure
moyenne H correspond a la moitié de sa trace,

_ _eg—f?
K=k =56 F (3.5
1 _eG—2gF +gE '
H = 2(k1+k2)_ 2(EG-F2) )
et donc :
kih= H-++H?-K (3.9)

ko= H-+VH?-K

Entre autres propriétés, la surface est dite elliptique si la courbure gaussienne est positive,
elle est dite hyperbolique (en selle de cheval) lorsque cette courbure est négative, voir Figure 3.2.
Lorsque K est nulle, la surface est dite développable : elle peut étre aplatie sans étirement ni
déformation. Concernant la courbure moyenne, la surface est concave si celle-ci est positive, elle
est convexe sinon. Une surface est dite minimale si la mesure de sa courbure moyenne est nulle
en tout point. D’autre part, les vecteurs propres de W sont les deux directions principales de
courbure, e et eg, voir Figure 3.2.c. Si ces directions définissent les tangentes d’une courbe sur
la surface, celle-ci aura une courbure maximale selon e; et minimale selon e;. De nombreux tra-
vaux se basent sur ces champs de directions, notamment pour le remaillage [Alli 03], le lissage
de surface [Hong 01] ou encore la reconnaissance de forme [Tana 98].

Ainsi, ces différentes mesures définissent le concept de courbure en tout point d’une surface
lisse continue. Nous devrons par la suite les estimer sur une surface polygonale, puisque notre
cadre d’analyse est un maillage subdivisé. La partie suivante est consacrée a 'utilisation de ces
données, ainsi que d’autres mesures, dans le but d’évaluer concretement la qualité d’une surface.
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b* =75 | b¥ *=s0 | b* L*=25

el
| —

| «——0o—+

T
bleu [ 1> -

—e—0——+ a*[ —«—0——+ a*
1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 || 1 1 1 1 1 ]

Fic.3.3: A gauche, la forme approzimative de l'espace de codage L*a*b*. A droite, trois coupes
de cet espace pour des valeurs de L (Lightness) décroissantes, pour des valeurs de a* et b*
comprises entre —128 et 128.

3.1.2 Visualisation de données colorées

Dans la plupart des cas d’analyse présentés dans ce document, les données sont des maillages

dont les sommets portent une information de couleur. Nous introduisons ici un protocole de vi-
sualisation de ces données colorées, étant donné qu’il n’existe pas de systeme clairement défini
dans I’ensemble des travaux existants. Nous le choisirons en rapport aux différentes probléma-
tiques abordées par la suite. En particulier, nous chercherons & mettre clairement en évidence
les artefacts propres aux surfaces de subdivision au voisinage d’un sommet extrordinaire.
La visualisation de données colorées n’a pas seulement pour objet la qualité esthétique des
images; une colorisation adaptée permet a l'utilisateur d’obtenir une idée rapide et précise du
relevé de données [Ware 04]. Tout comme exposé dans 1’étude [Seid 92], nous considérons pour
un procédé de colorisation ces quatre caractéristiques :

1. Les variations des données doivent induire un changement semblable dans la perception
des couleurs.

2. Nous avons besoin d'un spectre composé d’autant de couleurs qu’il y a de comportements
a mettre en évidence.

3. La premiere et la derniere couleur du spectre sont différentes, tout comme la couleur située
en leur centre.

4. Pour une donnée visualisée sur plusieurs modeles, 1’échelle de couleur demeure constante.

Il existe de nombreux protocoles de codages numériques destinés a la modélisation des cou-
leurs. Cette diversité est moins due a leurs différentes caractéristiques qu’a une forte concurrence
industrielle [Fole 82]. Parmi ces protocoles, nous retenons le codage psychovisuel dit L*a*b*,
congu par la Commission Internationale de l’Eclairage (CIELAB) en 1976. Le grand avantage
de ce codage réside dans son lien avec notre perception : une variation dans ’espace de couleur
est sensé correspondre a la méme variation au niveau de notre perception visuelle. Il est par
exemple admis que nous ne percevons pas aussi bien les variations de teintes bleues que celles
des teintes rouges, donc I’espace de couleur psychovisuel correspondant au bleu est contracté par
rapport a la zone liée au rouge. De plus, ce codage est conseillé pour la visualisation de teintes
sombres, et nous utilisons justement ces teintes afin de mettre en évidence certains comporte-
ments géométriques précis. Nous utilisons par ailleurs la couleur blanche de référence normalisée.
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Fi1ac. 3.4 : Exzemple de modéle en selle de cheval subdivisé par le schéma de Loop. Nous visua-
lisons les données de courbure gaussienne (milieu) et moyenne (droite) avec une interpolation
de couleurs de l'espace L*a*b*. Sur la deuxiéme ligne, nous ajoutons le facteur d’importance lié
au changement de signe de la courbure car cette information est utile dans le cadre de notre
analyse.

L’espace L*a™b* n’est pas d’utilisation aussi intuitive que les codages RGB ou HSV (voir
Figure 3.3), il n’existe pas de chemin direct entre une couleur et une autre. Ainsi, nous suivons la
méme procédure que dans 1’étude [Seid 92]. Notre choix est de faire évoluer les valeurs positives
du jaune au rouge et les valeurs négatives du cyan au bleu, ces deux plages de teintes sont de
méme taille dans 'espace HSV. Nous choisissons donc dans 1'espace HSV les couleurs pures
rouge, verte et bleue, puis nous les convertissons dans 'espace L*a*b*. Enfin, nous interpolons
entre les points de cet espace de facon linéaire afin d’obtenir la totalité des couleurs de notre
spectre, voir un exemple de résultat en Figure 3.4.

De plus, dans notre cadre de visualisation de la courbure d’un modele, il est pertinent d’éta-
blir un facteur d’importance des données [McDo 08]. Les changements de signe de la courbure
montrent particulierement bien les comportements géométriques néfastes, nous reviendrons sur
ce point en partie 3.2.2.1. Ainsi, nous ajoutons de I’ombre dans les zones ou la courbure est tres
faible : dans l'espace L*a*b*, nous faisons une interpolation linéaire entre la couleur choisie C et
la couleur noire Cy & mesure que la norme de la courbure mesurée est faible :

C=aC+(1-a)Cy, a=lc|5, (3.10)

ou ¢ est la mesure de courbure étudiée. Sauf mention contraire, les données ¢ sont seuillées
dans 'intervalle [—1, 1]. La puissance % nous est apparue dans de nombreux tests comme étant
visuellement adaptée a notre problématique. Dans le cas de mesures uniquement positives, nous
appliquerons un spectre allant du bleu au rouge dans l'intervalle [0, 1].
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Fic. 3.5 : Les différentes techniques de visualisation ont pour but de mettre en évidence les
wrrégularités géométriques des surfaces lisses, en particulier celles que l'on ne peut déceler a
Uil nu. Le sommet central du cone est de valence 12 et nous utilisons le schéma de Loop pour
le subdiviser. De gauche & droite : (a) un relevé de courbure gaussienne, (b) la surface focale
associée, (c) les lignes de réflexion et (d) des isophotes.

3.1.3 Visualisation pour ’analyse de surfaces lisses

Comme exposé précédemment, ’analyse de la qualité d’une surface lisse prend en compte
différents criteres, tels que 1’évaluation visuelle de la surface ou son degré de continuité géomsé-
trique G*. Les travaux de Hagen et Hahmann [Hage 90, Hage 92b, Hage 95, Hahm 96] consti-
tuent un tres bon récapitulatif des différentes techniques de visualisation existantes : les relevés
de courbure, la surface focale, les lignes de réflexion et les isophotes, voir Figure 3.5. Nous propo-
sons ici de les illustrer puis de les étendre a 'analyse des surfaces de subdivision en partie 3.2.2.

3.1.3.1 La surface focale

La surface focale est a l'origine liée aux lignes de congruence, introduite en 1990 par Hagen
et ses co-auteurs [Hage 90]. Elle fut utilisée pour I'analyse de surface lisse par Hagen et Hah-
mann [Hage 92a]. Cet outil est tres lié a la courbure de la surface : les points F(u,v) d'une
surface focale sont définis par rapport a la surface P(u,v) de la maniére suivante,

F(u,v) = P(u,v) + af(ki, k). N, (3.11)

ou a € R, et (ki, k2) sont les courbures principales estimées au point P(u,v) de normale N. Le
scalaire a est utilisé comme facteur d’échelle.

La fonction f(ky,k2) : R*> — R peut prendre plusieurs formes suivant les données étudiées. La
surface visualisée en Figure 3.5.b correspond a la courbure gaussienne : fi(ki, ka) = k1ks = K.
Cette configuration permet de visualiser les changements de signe de la courbure gaussienne,
donc les frontieres entre la convexité et la concavité de la surface, voir Figure 3.6.a. Les autres
mesures de f(ki, k2) introduites par [Hage 92a] comprennent :

fo(ki, ko) =k? + k3

k% —i—k% fQ(kl,k‘Q) (3.12)
f3(7<?1,k2)—k1+k2— 5 , K#0.

La mesure f, met en évidence les zones de courbure nulle. La mesure f3 est quant a elle liée
au degré de continuité géométrique de la surface : la distance entre une surface réellement lisse
et cette surface focale est minimale, ce qui est le résultat principal de 1’étude précédemment
citée.
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Fi1a. 3.6 : Comparaison de plusieurs surfaces focales selon des fonctions de ki et ko différentes.
La premiére ligne présente les données sans utiliser de surface focale. De gauche a droite : (a)

Filke, ko) = kiko = K, (b) fa(ky, ko) = k2 + k3 et (c) fa(ky, ky) = Ht52

ki + ko

3.1.3.2 Les lignes de réflexion

Les lignes de réflexion sont basées sur la réflexion de lumiere sur la surface par rapport a un
observateur. Il s’agit d’un réseau de lignes permettant de détecter les irrégularités géométriques
de la surface, en particulier les éventuelles discontinuités au niveau des tangentes. Leur utilisa-
tion remonte traditionnellement au design industriel de la carrosserie d’une voiture : des tubes
paralleles fluorescents étaient placés au dessus de la piece examinée afin de vérifier ses propriétés
de réflexion, et donc ses éventuels défauts.

Considérons, comme illustré en Figure 3.7, une surface S, une ligne d’illumination L(t) =
Lo + t.5, ou le parametre t est un scalaire réel, et le point d’observation fixe A. La réflexion de
L(t) sur S selon A est estimée en un point P(u,v). Soient la normale unitaire N mesurée en
P(u,v), les vecteurs @ = A — P(u,v), b = L(t) — P(u,v) ainsi que I'angle o formé entre N et .
Un point L(t) de la ligne est réfléchi par la surface si angle formé entre N et b est également a.
En considérant le cosinus de cet angle nous pouvons donc écrire la contrainte de réflexion :

_b . (3.13)

+— = AN, (3.14)
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reflection line

Fia. 3.7 : Illustrations du principe de construction des lignes de réflexion (images issues
de [Hahm 96]). Elles sont le reflet de lignes d’illumination sur la surface analysée.

FIG. 3.8 : Le degré de continuité des lignes de réflexion calculée sur une surface de classe G¥

est GF7Y. En (b), (c) et (d) sont montrées des lignes de réflexion calculées sur une surface
respectivement de classe G, G et G* (images issues de [Bots 08]).

ol A est un réel déterminé par la relation (3.13),

i.N _b.N
A=22 —97N (3.15)
||| I

Nous obtenons ainsi I’équation de réflexion :

b a.N
I |||

N . (3.16)

Cette équation non-linéaire peut étre résolue par des techniques d’optimisation numérique.
Il est cependant tres simple en pratique de visualiser de telles lignes en utilisant le matériel
graphique standard : une texture environnementale de lignes projetée sur la surface simule des
lignes de réflexion, voir Figure 3.8. Ce systéme permet la visualisation en temps réel des lignes
de réflexion, mais dans ce cas la largeur des lignes n’est pas constante.

Il existe un lien entre le degré de continuité géométrique G¥ de la surface et celui des lignes de
réflexion [Bots 08], voir Figure 3.8. En plus d’étre sensibles aux petites variations de la géométrie
de la surface, ces lignes renseignent donc également I’'observateur sur les discontinuités d’ordre
supérieur. En particulier, une surface doit étre au moins de classe G? pour étre en mesure de
simuler sur celle-ci une image réfléchie de bonne qualité.
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F1a. 3.9 : Visualisation d’isophotes selon deuzx orientations lumineuses. En (a) le champ d’in-
tensité lumineuse, en (b) nous construisons des lignes de niveau et nous visualisons en (c) leur
quantité de variation selon une mesure de gradient classique.

3.1.3.3 Les isophotes

Les isophotes sont des lignes de niveau de l'intensité lumineuse sur la surface. Elles mettent
en évidence les mémes caractéristiques que les lignes de réflexion.
A partir d'une source lumineuse directionnelle L, 'intensité I en un point P(u,v) de la surface
S de normale N est définie comme le produit scalaire :

I=L.N. (3.17)

Nous visualisons cette intensité lumineuse en Figure 3.9, et nous obtenons directement les
lignes d’iso-valeurs en faisant varier un parametre de seuil. Par ailleurs, un modele d’implémen-
tation simple du rendu de ces lignes, tirant parti du matériel graphique standard, est présenté
dans [Bots 08].

Les deux ensembles de courbes que forment sur la surface les lignes de réflexion et les isophotes
ne sont pas disjoints, une étude de ce probleme est présentée dans [Thei 01]. En pratique, les
lignes de réflexion sont les plus utilisées car elles permettent de controler directement le motif
que 'on projette sur la surface.
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3.2 Applications aux surfaces de subdivision

Telle qu’introduite précédemment, la mesure de la qualité d’une surface dépend a la fois des
attentes de son concepteur et de ses caractéristiques mathématiques. Cette mesure de qualité
est a l'origine liée a I’énergie des plaques minces, énergie pouvant étre associée a la variation de
courbure totale d’une surface. Ceci est particulierement vrai dans le cadre de notre probléma-
tique, car il est bien connu qu’un sommet extraordinaire provoque, entre autres effets néfastes,
de fortes variations de courbure sur son voisinage. Nous proposons donc d’axer la visualisation
de la géométrie d’une surface de subdivision sur des relevés de courbure mesurés au voisinage
des sommets extraordinaires.

3.2.1 Courbure sur une surface de subdivision

Une surface de subdivision est définie comme une suite de maillages, nous travaillons donc

concréetement avec une surface polygonale. Or, si la courbure d’une surface analytique est connue,
Iestimation de celle-ci sur une surface polygonale pose un certain nombre de problémes. En
particulier, une telle méthode d’estimation est souhaitée robuste au bruit ainsi qu’aux différences
de densité des sommets du maillage. Il n’existe pas de méthode d’estimation optimale de la
courbure ou des normales aux sommets d’un maillage, car nous pouvons considérer celui-ci
comme [’échantillonnage d’un continuum de surfaces lisses continues [Meye 02].
Nous proposons de définir I’estimation de la mesure de courbure sur deux configurations de
maillage. Dans un premier temps, nous définirons la mesure de courbure exacte estimée en
un sommet du maillage subdivisé, que nous considererons comme un sommet de la surface
limite. Nous définirons ensuite une approximation de la mesure de courbure en tout sommet
d’un maillage triangulaire quelconque, donc dans le cas ou nous ne possédons pas de définition
analytique continue.

3.2.1.1 Définition exacte de la mesure par rapport a la surface limite du modele

Dans le cas des schémas de subdivision classiques, dérivés des Box-Splines (exposées en par-
tie 2.1.4), nous possédons une définition analytique de la surface limite dans les zones régulieres
du maillage. Celle-ci étant polynomiale, nous possédons ’expression de leurs formes fondamen-
tales, donc une mesure exacte de la courbure peut étre définie en tout point de cette surface. Le
principe de cette évaluation est de considérer chaque sommet d’une zone réguliere du maillage
subdivisé comme faisant partie de la surface limite. Ainsi, I'estimation de la courbure en ce
sommet est exacte, méme si le maillage lui-méme est une approximation de cette surface.

Une surface limite est construite par la convergence d’un nombre infini d’itérations du pro-
cédé de subdivision des sommets du maillage. Ainsi, le point central de cette évaluation est
la prise en compte de la “structure propre” du schéma (eigenstructure), structure composée
des vecteurs et des valeurs propres de sa matrice de subdivision. Jos Stam fut le premier a
proposer I’évaluation exacte des propriétés géométriques en tout point des zones régulieres sub-
divisées [Stam 98b, Stam 98a]; Il présente une évaluation de la position des sommets réguliers
a la limite ainsi que des relevés de courbure tres précis autour d’'un sommet extraordinaire.
La prise en compte de la structure propre de la matrice de subdivision du schéma permet de
déterminer les formes fondamentales I (3.2) et IT (3.3) en chaque point d’une zone réguliere de
la surface limite. Ceci nous permet alors de déterminer en ces points ’opérateur de forme W (3.6).
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La structure propre d’une matrice de subdivision inversible S est notée (A, V), ou A est la
matrice diagonale contenant les valeurs propres de S, et V est une matrice inversible dont les
colonnes sont les vecteurs propres associés. Celle-ci est définie comme solution de I’équation :

SV =VA, (3.18)

cette méme équation pouvant étre écrite de la fagon suivante,

S=VAV. (3.19)

A noter que bien souvent, I’analyse de cette matrice est effectuée de fagon fréquentielle au
moyen d’une transformée de Fourier discrete : puisqu’elle est bloc-circulante, elle devient bloc-
diagonale dans ’espace fréquentiel et les calculs s’en trouvent simplifiés [Bart 05]. A partir de
ce formalisme, le vecteur de nouveaux sommets de niveau k, noté P*, est exprimé comme une
expansion locale de Taylor par la relation suivante :

Pk =y Ak vyl po
=V AFL

= Z mj)\?lj .
J

Les variables m; correspondent aux coefficients du polynéme issu du développement de Tay-
lor d’ordre j. La diagonale de A contient les valeurs propres A; du schéma. Enfin, les valeurs
l; correspondent a la projection des sommets sur la base des vecteurs propres gauches de S :
L = v~ 1P Elles identifient les dérivées partielles successives au voisinage du sommet : g
est la position, [; et lo forment le plan tangent au sommet, I3, I4 et [5 définissent les formes
quadratiques (le paraboloide et les deux hyperboloides). Voir [Bart 05, Géro 05] pour un exposé
détaillé de I'origine de cette expression et de son utilisation dans I'analyse d’un schéma a la limite.

(3.20)

Ainsi de fagon pratique, la projection des sommets du
maillage dans la base des vecteurs propres du schéma de
subdivision nous permet d’obtenir I’expression des dérivées
partielles en u et v de la surface polygonale en un sommet
régulier P du maillage. Dans le cas du schéma de Loop, I'ap-
plication de (3.20) permet d’obtenir les relations suivantes,
pour un sommet régulier A entouré de 6 sommets B; et en
reprenant les notations de la section 3.1.1,

1

Py= o (4B1 + 2B, — 2By — 4By - 2B5 + 2B)

P, = %2 (2B + 4By + 2B; — 2By — 4B5 — 2By)
P, = 1—12 (=12A+6B; +6B2 — 6B3 + 6B, + 685 — 6Bg) (3.21)
P,, = %2 (12B; — 24A + 12By)

S

1
P,, = E (1232 —24A + 12B5) .
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(a)

Fic. 3.10 : La courbure mesurée en un point d’une surface est dépendante du périmetre d’un
cercle géodésique, ou 'aire d’un cercle géodésique (a) centré sur ce point. L’approzimation de
cette mesure sur un maillage (b) se base généralement sur ce principe.

Comme précédemment, la normale N en ce sommet est définie comme le produit vectoriel
des deux dérivées partielles : N = P, A P,, et nous la considérons unitaire. Donc nous avons :

1

E = P,.P, = %1\231+B2—B3—234—B5+B6|\2
1

= P,.P, = %(B1+232+33—B4—235—BG).

(2B1+ By — B3 —2B4 — B3 +BG)

1
G = PP, = o|Bi+2By+ By~ By~ 2B5 - By (3.22)
e = P, . N = (—2A+Bl+B4).N
1
f = Pw.N = 5(—2A+Bl+Bg—Bg+B4+B5—BG).N
g = P, . N = (—2A+BQ—|—B5)N,

et 'expression de l'opérateur de forme W correspond & la définition continue (3.6). Ces mesures
exactes nous permettent d’établir des relevés de courbure tres précis dans les zones régulieres du
maillage, voir en Figure 2.1, elles seront utilisées par la suite dans I’ensemble de ce document.

3.2.1.2 Approximation de la courbure d’un maillage triangulaire quelconque

Nous nous intéresserons par la suite uniquement aux maillages subdivisés dont la surface li-
mite possede une définition analytique connue, en 'occurence la surface Box-spline. Néanmoins,
pour certains schémas de subdivision ou dans le cas d’une problématique d’analyse de courbure
sur un maillage quelconque, il est utile de s’intéresser & une approximation de cette mesure.
Nous présentons ici un bref rappel du principe des méthodes couramment utilisées dans ce but.

Parmi les nombreux travaux consacrés a cette problématique, un bon récapitulatif est pré-
senté dans [Kalo 07]. Nous citerons également I’ensemble des travaux suivants [Morv 01, Gatz 06,
Magi 07, Desb 08, Bots 08], qui exposent certaines approches originales concernant ’estimation
de cette mesure sur les maillages quelconques.
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54 CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA GEOMETRIE D’UNE SURFACE SUBDIVISEE

Fiag. 3.11 : Comparaison de différents relevés de courbure gaussienne mettant en évidence un
manque de stabilité numérique pour deux d’entre eux, de gauche a droite : évaluation simple
(3.24), estimation de [Meye 02] et la mesure de courbure ezxacte.

De facon générale, la courbure mesurée en un point d’une surface lisse est tres liée au péri-
metre d’un cercle géodésique centré sur ce point. En 1827, Gauss définit la courbure gaussienne K
de la maniere suivante,

K = lim > (mr —C(r)) (3.23)
ou C(r) est le périmetre du cercle géodésique de rayon r centré sur le sommet d’intérét. Le
périmetre de ce cercle varie selon la courbure de la surface, il est égal a 27r sur un plan. Cette
approche est par ailleurs similaire dans le cas de I'aire d’'un disque géodésique. Une autre ap-
proche de réflexion est celle-ci : la somme des angles d’un triangle tracé sur une surface de
courbure non nulle differe de 7, voir 'exemple en Figure 3.10. La plupart des techniques d’esti-
mation de la courbure sur des maillages quelconques reprennent cette approche géométrique du
probleme.

Ainsi, 'approximation de I’équation continue (3.23) est couramment exprimée de la fagon
suivante, par rapport a laire des triangles A(x;) dont un des sommets est le sommet d’intérét z; :

K, = A(m)(%— S i), (3.24)

J ;€N (25)

ou Ni(z;) est le 1-voisinage du sommet z; et 7i;j est I'angle d’ouverture des sommets a la fois
adjacents de x; et de x;, voir Figure 3.10. Une illustration de cette mesure est présentée en
Figure 3.11.

Outre cette approche géométrique, de nombreuses techniques se basent quant a elles sur l'in-
terpolation des sommets par une forme analytique dont la définition, donc la courbure, est
connue [Chen 92, Hama 93, Stok 92, Taub 95a, Gold 04].

Un point central concernant la comparaison des différentes techniques d’estimation est la
stabilité des mesures. En effet, certains estimateurs sont perturbés par des données bruitées
ou par une densité de sommets hétérogene sur le maillage. Nous illustrons en Figure 3.11 le
comportement instable de deux mesures de courbure estimées sur une surface de subdivision par
rapport a la mesure exacte exposée précédemment.
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FiG. 3.12 : Application du schéma de Loop altéré afin que la direction du schéma correspondant a
la créte ne soit plus adéquate : un artefact latéral se forme dés la premiére itération. Celui-ci est
du au sous-échantillonnage des données géométriques, il induit une oscillation de la géométrie
perpendiculaire a la ligne de créte (image issue de [Sabi 03]).

3.2.2 Visualisation des artefacts sur une surface de subdivision

Une partie essentielle de I'analyse d’'une surface de subdivision est 1’évaluation des artefacts
provoqués par le schéma. Un artefact est concretement la différence entre ce qui est attendu
d’une surface de subdivision et ce qui est effectivement produit [Sabi 03]. Parmi tous les artefacts
possibles, rappelés en section 3.2.2.1, nous nous penchons plus particulierement sur celui qui se
caractérise par de fortes variations de courbure autour d’un sommet extraordinaire. Nous en
proposons une mesure adaptée en section 3.2.2.2.

3.2.2.1 Les artefacts en subdivision

Chaque artefact posséde une origine propre, il peut de plus étre mis en évidence d’une
fagcon particuliere. Certains sont dis a la présence d’un sommet extraordinaire, d’autres non.
Nous proposons ici de les présenter de facon succincte, nous clarifierons leur origine puis nous
montrerons visuellement leurs effets. Les artefacts des surfaces de subdivision peuvent étre classés
en plusieurs groupes, notamment référencés dans [Sabi 03, Sabi 04b)] : I'artefact latéral, le radial
et le rotationnel. Un artefact particulier, nommé le saddle-effect, induit une surface en selle
de cheval (la courbure gaussienne est donc négative) a partir d'un maillage convexe [Pete 04].
Enfin, les schémas de subdivision & support étendu génerent des conflits entre les coefficients de
subdivision réguliers et les coefficients spécifiques & un sommet extraordinaire [Pete 03, Karc 04,
Géro 10], ce qui provoque des oscillations de la géométrie au voisinage de ces sommets.

L’artefact latéral Cet artefact bien connu est lié aux directions du schéma de subdivision.
Nous explicitons cette notion de directions, liées aux Box-Splines, en partie 2.1.4. Il est également
nommé artefact longitudinal [Sabi 03]. Celui-ci est présent dans les zones régulieres du maillage
de controle, il est par conséquent commun aux surfaces de subdivision et aux patchs B-Splines.
Lorsqu’une ligne de créte ne correspond pas aux directions du schéma, ou aux directions (u,v)
du patch B-Spline, un sous-échantillonnage provoque des oscillations de la géométrie, voir Fi-
gure 3.12. Certains schémas ne présentent pas ce genre de probleme : Loop, le simplest scheme,
Velho 4 — 8, et Kobbelt v/3 par exemple. Plus précisément, celui-ci se produit lorsque le masque
du schéma ne possede pas de coefficient 1 + z dans une direction donnée, voir la partie 2.1.4.3
a ce sujet. Ce comportement néfaste peut étre mis en évidence par un relevé de courbure, des
changements de signe de la courbure gaussienne apparaissent sur la ligne de crete. Il est toutefois
trés visible a I’ceil nu sur le profil des cretes du modele concerné.
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Fi1Gc. 3.13 : Un sommet extraordinaire induit le plus souvent des distorsions de forme auz faces
subdivisées de leur voisinage. En (a), (b) et (c¢) trois niveaux de subdivision du modéle de man-
nequin. En (d) nous visualisons ces distorsions sur une échelle de couleur : la donnée mesurée
est le rapport mazimal de la taille des faces du 2-voisinage régulier de chaque sommet.

FiG. 3.14 : Hllustration des artefacts radial et rotationnel, le sommet extraordinaire du dessus est
de valence 12 (a). En (b) le modéle subdivisé, un artefact rotationnel se forme sur l’équateur :
des oscillations sont présentes, et confirmées en (c) par le relevé de courbure gaussienne. En
(d) nous mettons en évidence l'artefact radial, la taille des faces est plus grande au voisinage du
sommet extraordinaire car la valence du sommet est supérieure a 6.

Les artefacts radial et rotationnel Ces artefacts particuliers apparaissent au voisinage d’un
sommet extraordinaire. La prise en compte de ce voisinage est polaire, les sommets ordinaires
se répartissent en anneaux autour de ce dernier. Un artefact dit radial est relatif aux rayons du
repere polaire, le rotationnel est relatif aux anneaux. Nous illustrons en Figure 3.13 l'effet de
l'artefact radial, ou artefact polaire. Il est di & la deuxiéme valeur propre Ay du schéma. Dans
le cas ordinaire, celle-ci est égale a %, il n’y a pas de distorsion. Cependant, les conditions utiles
au tuning des schémas impliquent que celle-ci soit différente pour les valences extraordinaires.
Certaines techniques permettent de surmonter ce probléeme [Augs 07] : l'utilisation de schémas
de subdivision polaires tels que [Karc 07] et [Myle 09], ou 'utilisation de schémas pour lesquels
AN = % tel que [Géro 10]. Ce comportement n’est pas révélé par une étude de courbure, il peut
cependant devenir visible sous certaines conditions d’éclairement de la surface ou par un systeme
du méme genre que celui présenté en Figure 3.13.d. Ces distorsions nuisent en outre a la stabilité
de nombreuses approches de calcul numérique sur un maillage, notamment aux méthodes basées
sur les éléments finis.

En Figure 3.14 est présenté un exemple de modele en forme de prisme : les deux artefacts y
sont présents. L’artefact rotationnel est beaucoup plus difficile a cerner que 'artefact radial, il
est vraisemblablement di a l'interaction entre la valence élevée du sommet central et la valence
faible des autres sommets, ainsi qu’aux vecteurs propres du schéma. L’artefact rotationnel est
mis en évidence de la méme facon que 'artefact latéral, par la visualisation des lignes de créte.
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Fi1c. 3.15 : Illustration du saddle effect sur un paraboloide de valence 8 que nous subdivisons
avec le schéma de Loop. La courbure gaussienne (droite) devient négative a la pointe du modéle,
la surface n’est donc plus convexe a cet endroit.

Le saddle-effect Cet artefact implique un compor-
tement géométrique en selle de cheval dans une région
du maillage ou tout porte a croire que la surface de-
vrait étre convexe, voir les Figures 3.15 et 3.16. Ceci est
fortement lié & la structure propre du schéma. Pour le
schéma de Catmull et Clark, il est prouvé que pour une
géométrie quelconque, la surface devient hyperbolique
a la limite [Karc 04], bien qu’il soit possible de modifier
ce comportement. De méme que pour 'artefact radial,
les schémas de subdivision polaires ne présentent pas FIG. 3.16 : Zoom sur un artefact de
ce probleme. Ce comportement est visible & 1'ceil nu, il type saddle-effect sur un paraboloide.
peut également étre mis en évidence par un relevé de

courbure gaussienne.

Le conflit entre deux régles de subdivision Les tunings des schémas de subdivision, de
Loop et de Catmull et Clark entre autres, établissent des coefficients de lissage pour un sommet
extraordinaire par rapport a son voisinage direct. Nous parlons alors de schémas au support tres
compact, relativement & la petite taille des stencils. Le schéma interpolant Butterfly [Zori 96] pos-
sede un support un peu plus grand. Il existe des schémas pour lesquels des regles de subdivision
spéciales sont proposées pour les sommets du voisinage direct d’un sommet extraordinaire, nous
parlons alors d’un schéma a support étendu, voir les schémas de Prautzsch et Umlauf [Prau 00],
Barthe et Kobbelt [Bart 04], et Gérot et al. [Géro 10] par exemple. Le fait de proposer ces regles
implique une adéquation entre d’une part, le comportement géométrique des sommets ordinaires,
et d’autre part le comportement des sommets influencés par le sommet extraordinaire. Ce conflit
entre regles provoque des oscillations de courbure au voisinage d’un sommet extraordinaire, voir
les exemples présentés en Figure 3.17.

Autres conséquences néfastes de la présence d’un sommet extraordinaire Les pré-
cédentes catégories identifient les effets néfastes dont nous connaissons 'origine. Cependant, un
sommet extraordinaire est potentiellement capable de perturber la surface de subdivision de dif-
férentes fagons. Les relevés de courbure de la Figure 3.18 illustrent des exemples de perturbations
que nous ne pouvons pas classer dans les catégories d’artefacts précédentes. Ces perturbations
sont difficiles a caractériser, elles sont de plus tres différentes selon le schéma de subdivision uti-
lisé. Cependant, une forte variation de courbure est toujours présente au voisinage d’'un sommet
extraordinaire, nous en proposons donc une mesure adaptée en section suivante.
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()

Fic. 3.17 : Exemples de perturbations dues a un conflit entre les régles de subdivision régulieres
et les régles appliquées au sommet extraordinaire. 1l s’agit de relevés de courbre moyenne sur un
modéle subdivisé dont le sommet central est de valence 12. A gauche (a) le schéma de Barthe
et Kobbelt [Bart 04], a droite (b) celui de Gérot et al. [Géro 10] dont nous avons altéré les

coefficients de mélange des régles. Un mélange adapté des deuz régles de subdivision (c) [Géro 10]
conduit a une surface de meilleure qualité.

;’ 47
(a) (b) (c) (d)

Fic. 3.18 : Ezemples de comportements néfastes de la géométrie qui ne sauraient étre classée
dans une catégorie répertoriée d’artefact. Les comportements des schémas de subdivision sont
trés différents selon la géométrie du modéle initial. Nous visualisons ici la courbure moyenne et
nous utilisons de gauche a droite le schéma de (a) Barthe et Kobbelt [Bart 04], (b) Karciauskas,
Peters and Reif [Karc 04], (¢) Prautzsch et Umlauf [Prau 00] et (d) Gérot et al. [Géro 10]. Ce
dernier présente globalement un meilleur comportement que les autres.
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Modele 1 Modele 2

F1c. 3.19 : Les courbures gaussienne K (gauche) et moyenne H (droite) ne mettent pas en
évidence les perturbations géométriques de la méme facon. Sur certains modéles, l'une ou ['autre
met plus ou moins bien en évidence la présence d’un sommet extraordinaire (sommet de valence
3 pour le modéle 1, 12 pour le modéle 2).

3.2.2.2 Une mesure adaptée aux fortes variations de courbure

Comme exposé précédemment, dans le cas d’une surface de subdivision, la distribution homo-
gene de courbure est notre principale mesure de qualité. Nous considérons qu’il existe toujours
une perturbation géométrique au voisinage d’'un sommet extraordinaire, ne serait-ce que la dis-
continuité ponctuelle de courbure dans le cas d’un schéma usuel C' & cet endroit. Nous nous
intéressons donc ici la mesure de variation de courbure sur la surface, ce qui correspond a des
mesures différentielles d’ordre supérieur, que nous pouvons déterminer exactement dans les zones
régulieres du maillage.

Cependant, les différentes mesures dérivées de la courbure sont nombreuses, nous pouvons

par exemple considérer I'une ou I'autre des courbures principales k1 et ko, leur somme, le gradient
de leur somme, etc. De nombreux travaux sont consacrés a la mesure de la qualité d’une surface
a travers diverses mesures de courbure. La plupart d’entre eux considere la mesure d’énergie des
plaques minces, liée & la somme des carrés des courbures principales [Desb 99, Kobb 00a, Zori 05].
Farin et Gerald [Fari 96|, ainsi que Seidenberg et ses co-auteurs [Seid 92], pensent que la mesure
de courbure absolue |k1|+ |k2| est la plus apte & mettre en évidence les irrégularités non triviales
d’une surface lisse. Fayard [Faya 88] souligne le fait qu’une des directions peut masquer I'autre
si leur rapport d’amplitude est élevé. Cette méme étude propose également deux mesures de
courbure sur les lignes iso-paramétrées selon (u,v) : ky, et k,. Gravesen et Ungstrup [Grav 02]
évaluent la mesure de qualité d’une surface par ’évaluation d’invariants du troisieme ordre d’une
famille de courbes supposées lisses.
Concernant les surfaces de subdivision, Augsdorfer et ses co-auteurs [Augs 06] ont proposé une
évaluation de la variation maximale de courbure gaussienne. Ginkel et Umlauf [Gink 06] ont
quant a eux étudié le changement de signe de cette méme courbure au fur et & mesure des pas
de subdivision ; ces deux travaux ont trait au tuning d’un schéma.

La problématique abordée ici est de déterminer une mesure géométrique de qualité de la sur-
face adaptée a I’évaluation des artefacts. La courbure gaussienne K et la courbure moyenne H ne
mettent pas toujours en évidence cette perturbation, voir Figure 3.19. Cette mesure est souhai-
tée élevée au voisinage d’'un sommet extraordinaire et faible partout ailleurs. Nous en proposons
ainsi une évaluation basée sur les travaux existants. Comme précédemment, nous considérons ici
le schéma de subdivision de Loop, bien que I'analyse puisse étre aisément étendue a tout autre
schéma.
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Différentes mesures de courbure sont illustrées en Figure 3.20. De maniere pratique, la cour-
bure gaussienne indique la nature de la géométrie du modele : hyperbolique ou elliptique. Un
changement brusque de cette mesure sur la surface indique une irrégularité difficile a carac-
tériser. Dans [Gink 06], les zones du maillage ou cette mesure change au fur et & mesure des
itérations sont nommées zones hybrides, elles sont supposées non souhaitables. La courbure
moyenne indique la concavité ou la convexité de la surface. Une forte variation de celle-ci peut
caractériser des oscillations ou une sorte de granularité sur la surface. Ces deux mesures sont
fonction des courbures principales ki et ko, dont la visualisation conjointe est instructive. La
mesure de courbure absolue |k1| + |k2| nous semble la plus & méme de mettre en évidence les
perturbations géométriques néfastes au voisinage d’'un sommet extraordinaire, car il s’agit d’une
mesure d’intensité globale : la somme des normes des deux courbures principales. Nous visua-
lisons en Figure 3.21 le gradient des relevés de données précédents, puisque le point pertinent
est 'homogénéité en courbure de la surface. Le gradient est ici déterminé de la méme fagon
qu’en traitement d’image classique, nous utilisons un filtre gradient sur le 1-voisinage de chaque
sommet régulier du maillage triangulaire.

Le gradient de courbure absolue, ainsi que la variation de courbure moyenne, de définitions
trés proches, nous sont apparus dans de tres nombreux tests comme étant les seules mesures
a toujours détecter un comportement perturbé de la surface pres d’un sommet extraordinaire.
Nous estimons que le gradient de courbure absolue mesuré autour d’un sommet extraordinaire
contient plus d’information sur la forme de lartefact que la variation de courbure moyenne,
méme si la géométrie en selle de cheval présentée ici constitue un exemple particulier.

3.2.3 Un autre espace de visualisation

Les méthodes exposées en partie 3.1.3 sont les plus utilisées en visualisation pour ’analyse
de surface. Comme exposé précédemment, dans le cas classique, nous possédons une définition
analytique de la surface de subdivision, mis & part a ’endroit d’un sommet extraordinaire. Nous
pouvons par conséquent établir une mesure différentielle exacte de nos données dans les zones
régulieres du maillage. Notre cadre d’analyse étant I’étude du voisinage d’un sommet extraordi-
naire, nous pouvons également profiter de la symétrie radiale des données. En effet, le voisinage
d’un sommet extraordinaire est un maillage semi-régulier constitué de sommets ordinaires, voir
la section 2.3 a ce sujet. En conséquence, nous proposons d’établir un protocole d’analyse polaire
spécifique a la caractérisation des artefacts au voisinage d’un sommet extraordinaire.

Dans un premier temps, nous définirons une carte polaire des sommets ordinaires au voisinage
d’un sommet extraordinaire. Nous appliquerons ensuite un certain nombre de filtres utilisés en
traitement d’images classique, afin de mettre en évidence et caractériser efficacement les mauvais
comportements de la géométrie.

3.2.3.1 Carte d’analyse polaire au voisinage d’un sommet extraordinaire

Nous considérons donc ici, pour un modele géométrique donné, une surface constituée d’un
sommet extraordinaire central et de plusieurs anneaux topologiques de sommets ordinaires. Nous
rappelons qu’une surface subdivisée par un schéma classique possede un nombre de sommets
extraordinaires constant, le procédé de subdivision insere des sommets ordinaires autour de
ceux-ci. Nous pouvons donc considérer un repere polaire de sommets ordinaires P(r, ) centré
sur un sommet extraordinaire P(0,0) de valence n.
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(a) (b)

F1aG. 3.20 : Différentes mesures de courbure sur un modele de selle (monkey saddle) de valence 4.
Sur la premiére ligne, en (a) le maillage de contréle, en (b) la courbures gaussienne K et en (c)
la courbure moyenne H. Sur la deuxiéeme ligne, les courbures principales (a) ki et (b) ka, en (c)
la courbure absolue |ki| + |ka|. Sur la troisieme ligne, en (a) la somme des carrés des courbures
principales k3 + k3, en (b) la mesure proposée par Hagen et Hahmann [Hage 92a] Zf::g, et en
(c) le produit KH. Toute ces mesures ne sont pas a méme de mettre en évidence la plertﬁrbation
due au sommet extraordinaire central.

61



62 CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA GEOMETRIE D’UNE SURFACE SUBDIVISEE

(a) (b) ()

Fi1G. 3.21 : Mesure du gradient de données des relevés de la Figure 3.20. Les fortes variations du
gradient de courbure survenant entre les patchs réguliers provient du fait que la surface limite est
de classe G%. Nous remarquons que le relevé de variation de courbure absolue (deuxiéme ligne
en (c)) dessine un motif caractéristique de la perturbation, en forme de 8, et reste faible loin du
sommet extraordinaire. Sur cet ezemple, le gradient de courbure moyenne (premiére ligne en (c))
ne met en évidence qu’un pic de perturbation trés prés du sommet extraordinaire.
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Fi1G. 3.22 : Nous visualisons la carte polaire d’un sommet de valence n. La premiere ligne cor-
respond aux cartes caractéristiques du schéma de Loop. La deuxieme ligne présente la carte
d’analyse normalisée. Nous considérons ici 16 anneaur de sommets ordinaires.

4
n n 2 n 3
2
1 1 1

Fia. 3.23 : Comportement du schéma de Loop appliqué sur le voisinage d’un sommet de valence n.
Chaque anneau topologique régulier contient n sommets de plus que le précédent, le repére polaire

(r, @) est donc irrégulier.

Dans le cas d’un schéma de subdivision particulier, par exemple celui de Loop, il est possible
de construire une méthode d’attribution des coordonnées polaires de chaque sommet de ce
voisinage. Nous proposons de construire la carte de donnée polaire de facon intuitive : chaque
anneau r; de cette carte est situé & une distance i du sommet central — de valence n —, et les
sommets de chaque anneau sont répartis de fagon uniforme. La position des sommets est ainsi
définie comme suit,

T, = )

- (3.25)

P T
oui € [0,R], j € [0,n(i —1)] et R est le nombre d’anneaux du disque d’analyse. Cette carte
polaire uniforme nous permet de comparer visuellement des données sur un support d’analyse
a la fois indépendant de la valence du sommet extraordinaire, indépendant de la géométrie du

modele et indépendant de la carte caractéristique du schéma de subdivision, voir Figure 3.22.
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[ » > >

() (d)

F1G. 3.24 : (a) Nous considérons les trois directions du maillage triangulaire : u, v et w. L’al-
gorithme d’attribution des coordonnées polaires s’effectue anneau par anneau : (b) laréte se
positionne d l'anneau suivant (ici r; = 3) par un parcours selon w. (c) Ensuite, nous affectons
les coordonnées (i, @i ;) aux sommets sources des arétes en suivant un parcours selon w. (d)
Enfin, a chaque j multiple de i, nous effectuons une rotation de l’aréte afin prendre en compte
un nombre suffisant de sommets par anneau.

Considérons toujours le schéma dyadique triangulaire de Loop. Le nombre de sommets com-
posant un anneau de rayon i est égal a ni, ce repere polaire est donc irrégulier, voir Figure 3.24.
Ainsi, la construction d’un algorithme d’attribution des coordonnées polaires de chaque sommet
de la carte peut étre avantageusement décrit en considérant celle-ci comme un maillage de type
demi-aréte (half-edge). Ce type de maillage prend en compte des sommets portés par des arétes
orientées. Nous utilisons les trois directions du maillage triangulaire u, v et w, voir Figure 3.24.a.
Nous définissons donc les trois opérations de parcours du maillage selon ces directions pour une
aréte £ : u(E), v(E) et w(E). De plus, nous considérons les opérations de parcours Oppose(E)
et Precedent(E); la premiere désigne la demi-aréte opposée de E, la deuxieme celle dont le
sommet d’arrivée est le sommet source de E. L’algorithme affecte les coordonnées polaires de
chaque sommet de la carte — chacun étant la source d’'une aréte du maillage — de la maniere
illustrée en Figure 3.24 : anneau par anneau. Ainsi, en considérant ’aréte A comme une aréte
dont la source est P(0,0),

Algorithme 1 : Obtention du couple de coordonnées (r, ¢) de chaque sommet régulier,
r € [0, R]. Nous considérons ici les arétes d’'un maillage de type half-edge. Le couple de
coordonnées d’un sommet source d’'une aréte E est noté (rg, pg).

Entier 7compteur

Entier Pcompteur
Aréte £ — A

Aréte E,
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— Le sommet central P(0,0)
rqg«— 0
pa <0

— Pour chaque anneau
for rcomptewr = 1 to R do

E, —FE
for Pcompteur = 0 to Peompteur < T.Tcompteur do
— Coordonnées

TE, < Tcompteur
PE, < 27"'-Socompteur/n-""compteur

— La rotation du repeére revient a considérer ['opposé de l’aréte précédente
if (Qpcompteur modulo Tcompteur = O) then

E, «— Oppose(Precedent(E,))
end if

— Prochaine aréte du méme anneau, déplacement selon la direction w du maillage
E, — w(Ey)
end for

— Prochain anneau, déplacement selon la direction u du maillage
E —u(E)
end for

L’algorithme inverse, qui & partir du sommet P(0,0) et des coordonnées (r,¢) détermine
le sommet P(r;,p;;), est direct car trés similaire a celui-ci. La méme méthode s’applique aux
maillage semi-réguliers quadrangulaires.

Par ailleurs, en prenant en compte le fait que le sommet extraordinaire influe localement sur
son voisinage, nous pouvons établir avec précision I’étendue de son influence pour un schéma
donné. Dans notre cas, a chaque itération, chaque sommet voisin d’un sommet perturbé est
considéré comme affecté par la regle de subdivision du sommet extraordinaire, de par la com-
pacité du stencil. Les anneaux topologiques réguliers prennent ici leur sens, car les sommets de
chaque anneau sont affectés par le sommet extraordinaire a une itération donnée du procédé
de subdivision. A noter que cette méthode est également applicable & d’autres schémas que
celui de Loop. Nous montrerons par la suite que des perturbations en forme de cercles seront
mises en évidence. Ainsi, I’étendue de 'influence du sommet extraordinaire, considérée comme
néfaste, peut étre définie comme un nombre d’anneaux topologiques Ry, fonction d’un niveau
de subdivision s,

0 sis <2
Ry;=1¢ 2 sis =2 (3.26)
2Rs_1+2 sis>2,

ce qui revient a écrire :

s—1
Ry=) 2", (3.27)
=1
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Deux itérations

Une itération

Trois itérations

JANNAVA) ‘
TAVERAVERY A/ ‘V 'AV
B A a T TAVA
NSRRI/ v
(B4 A'A‘AVA.A'A.A'A."‘ /\

Anneau 0 Anneau 2 Anneau 6

S

FiG. 3.25 : Illustration de la justification des anneauz topologiques réguliers de notre carte d’ana-
lyse polaire : a chaque itération de subdivision de Loop, deux nouveaur anneaux régquliers de
sommets sont influencés par le sommet extraordinaire. Nous pouvons, grace a cette métrique,
établir une mesure de distance au-dela de laquelle celui-ci n’influe plus sur la géométrie de son
voisinage. Les nouveaur sommets influencés par le sommet extraordinaire sont marqués ici d’une
couleur différente.

() (¢)

F1G. 3.26 : (a) Un modéle de valence 6 subdivisé par 6 itérations du schéma de Loop. (b) Vi-
sualisation du l-voisinage au maillage de controle du sommet extraordinaire selon les vecteurs
propres du schéma. (c) La carte polaire de courbure correspondante comprenant 64 anneaus.

Cette expression est bornée par 2° de fagon tres proche pour un niveau s peu élevé, ce qui
est généralement le cas. Autrement dit, au-dela de cette distance topologique, les variations de
courbure ne seront pas considérées comme des perturbations néfastes liées a un sommet extraor-
dinaire. Notre carte d’analyse possédera donc 2° anneaux, cet ensemble de sommets est issu de la
subdivision du 1-voisinage du sommet extraordinaire sur le maillage de controle, voir Figure 3.25.

A noter que la carte d’analyse ne représente plus la géométrie réelle des sommets du maillage,
étant donné que nous 'avons modifiée, voir Figure 3.26. Cette géométrie est donc uniquement
relative a la topologie du maillage.

Nous mettons en évidence deux artefacts en Figure 3.27 au moyen de la mesure de gradient
de courbure absolue; sur ces exemples comme pour la plupart d’entre eux, celle-ci est bien plus
révélatrice que, par exemple, la mesure de courbure gaussienne. Nous comparons le comporte-
ment du schéma de Loop avec celui de deux schémas tunés, tous deux ayant un support étendu.
Les relevés de la carte d’analyse polaire révelent des cercles concentriques, justifiant ainsi I'uti-
lité de cette construction. Le premier schéma de subdivision réduit lartefact (en rouge) au prix
de fortes oscillations radiales, tout comme le second dans une moindre mesure. Ces relevés de
données permettent donc ’évaluation qualitative du comportement de la surface autour d’un
sommet.
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F1G. 3.27 : Ezemples d’artefacts sur un modéle de valence 3 (haut) puis sur un autre de valence 4
(bas), mis en évidence par un relevé de courbure gaussienne (premiére ligne) puis par le gradient
de courbure absolue (deuxiéme ligne). Les schémas de subdivision analysés sont (a) Loop, (b) le

tuning de Loop de Barthe et Kobbelt [Bart 04] et (c) le tuning de Loop de Gérot et al. [Géro 10]
(niveau de subdivision 7, donc étude de 128 anneauz).
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(a) (b) (c)

Fic. 3.28 : Analyse des résultats précédents sous forme de surface focale, de gauche a droite
les schémas de (a) Loop, (b) Barthe et Kobbelt et (c) Gérot et al. Nous y voyons clairement
les différences d’amplitude du gradient de courbure absolue. Em haut a gauche, celle-ci est trés
élevée.

3.2.3.2 Evaluation par surfaces focales polaires

Il est également possible, dans le but de mettre en évidence un artefact, d’appliquer la surface
focale généralisée aux cartes d’analyse polaires, voir Figure 3.28. Le procédé est identique excepté
le fait que dans ce cas, la surface analysée est la carte polaire et le facteur d’élévation est le
gradient de courbure absolue. Cette méthode permet d’améliorer la perception de 'amplitude
du gradient par rapport a la couleur seule. Si V¢ est ce gradient alors les sommets de la surface
focale F(r, ¢, z) sont définis par rapport aux sommets du maillage P(r, ¢, 0) de la fagon suivante,

F(r,p,2) = P(r,9,0) + aVe.Z (3.28)

ou Z est le vecteur unitaire directeur de 'axe d’élévation et a est une constante de visualisation.

3.2.4 Meéthodes de traitement d’images appliquées aux cartes de données
polaires

L’approche prise en compte ici est le traitement d’images classique des données, rendu pos-
sible par la semi-régularité du repere polaire (r, ) des cartes de données. Le but de cette approche
est 'application de filtres sur nos données polaires, afin d’améliorer la visualisation des données
et de filtrer la géométrie.

Les approches classiques en traitement d’images tirent parti de la métrique réguliere (u, v) de
I'image. Chaque pixel possede alors un certain nombre de pixels connexes ; nous considérons en
général la connexité 4 ou 8, voir Figure 3.29. Dans le cas des hexagones, nous pouvons considérer
la connexité 6.
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Fic. 3.29 : De gauche a droite : connexités 4 et 8 sur un maillage régulier quadrangulaire,
connezxité 6 pour un maillage hexagonal, donc autant pour les sommets d’un maillage triangulaire
(maillage dual).

Fia. 3.30 : A gauche (a) un repére polaire régulier (r,¢) ot nous pouvons établir la méme notion
de connexité que sur une image de pizels. Au milieu, (b) la carte polaire d’un maillage semi-
régulier triangulaire, la topologie des sommets est différente : la notion de connexité polaire n’est
pas la méme. En (c) une illustration de la méthode d’interpolation du sommet P(ry, i) sur le
TAYON Titq-

Le traitement d’images classique est relativement peu concerné par la notion de repere po-
laire régulier, voir Figure 3.30.a. Holden et ses co-auteurs [Hold 03] proposent l’analyse polaire
de la région d’intérét d’une image, afin de reconnaitre et de suivre une forme. D’autre part,
IPART [Rica 05], pour Angular Radial Transform, est une technique de plongement d’images
dans une base fréquentielle de fonctions radiales. Mais cette technique ne prend pas en compte
une image en coordonnées polaires, les fonctions de base radiales sont déterminées sur une grille
de pixels classique. Enfin, I'algorithme de Larson-Sekanina considére la mesure d’'un gradient
polaire sur une grille (u,v) réguliére.

Dans le cas des maillages subdivisés par des schémas usuels, notamment les schémas dya-
diques (Loop, Catmull et Clark, etc.), la carte polaire exposée précédemment n’est pas réguliere
topologiquement parlant (voir Figure 3.30). Nous ne pouvons donc pas directement établir de
métrique (r, ) sur ce treillis : les voisins d’'un sommet P(r;,;;) de la carte selon r ne sont
pas toujours définis comme étant des sommets du maillage. Nous proposons donc de définir une
approximation de cette notion de voisinage polaire des données.

Soit donc la donnée c(r;, pi;) portée par un sommet P(r;, p;;) d’'une carte polaire. L’ap-
proximation du voisinage de ce sommet consiste a estimer la valeur portée par un sommet
P(7ita; @ij+b), éventuellement fictif, ot a et b € Z représentent le déplacement de P vers P.
Ce sommet porte la donnée é(ritq, @ij4+5) que nous cherchons a estimer. La donnée &(r;, pijts),
donc lorsque P et P partagent le méme anneau, est connue puisque nous connaissons les données
portées par chaque sommet d’un anneau, la connexité selon ¢ ne pose donc pas de probleme.
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La donnée é(ritq,¢ij) peut étre estimée par interpolation linéaire de deux données du rayon
r 4+ a, en projetant le sommet P sur 'anneau 7,4, voir Figure 3.30.c. Comme évoqué précédem-
ment, pour un maillage triangulaire, un anneau de la carte de rayon r; contient nr; sommets,
ri « { P(ri,ij),j € [0,nr; — 1] }. Dans le cas d’'un maillage quadrangulaire semi-régulier, un
anneau de rayon r; contient cette fois 2nr; sommets. Ainsi, si nous considérons le sommet
ZB(THQ, ©ij+b) comme le projeté du sommet P(r;, pij) sur le rayon r;4,, nous pouvons estimer
¢(Tita, ij) de la fagon suivante,

&ritas ij) = c(rita, E(a) +1)(a — E(a)) + (3.20)

) .

(Tita, E(@))(1 = (o = E(2)))

ou E(«) est la partie entiere de «, donc (a— E(«v)) est sa partie fractionnaire, et nous considérons
les valeurs d’indices angulaires modulo le nombre de sommets de 'anneau. Le sommet fictif

P(7ita,pij) est donc interpolé ici entre deux sommets du rayon r;1, d’indices angulaires E(«)
et E(a) + 1. Le coefficient o détermine la position de n.r; sommets projetés sur le rayon 744 :

—1
o= TPy ( 27 ) G (3.30)
n.r; \n(Titq) T

A noter que cette estimation est la méme pour un maillage quadrangulaire semi-régulier.
Cette interpolation linéaire peut également étre étendue a des interpolations d’ordres supérieurs
en considérant davantage de sommets sur I’anneau r;,, cependant nous constaterons que ’erreur
de précision est négligeable, et décroissante proportionnellement a r;4,. Enfin, par extension, la
donnée portée par le sommet voisin estimé é(ritq, @;+5) est obtenue par cette méthode a partir
du sommet connu P(r;, @jis).

Cette définition de voisinage polaire, donc de connexité, nous permet de construire un filtre.
En considérant non plus le repeére classique (u,v) d’une image mais le repere (r, ), les filtres
polaires moyenneurs 3 x 3 de connexité 4 et 8 peuvent respectivement étre notés de la fagon
usuelle suivante :

1 1 2 1
1 1
-1 2 1|, =12 4 2| . (3.31)
6 1 16 1 2 1

Ces filtres, ainsi que les filtres gradients et laplaciens selon r et ¢ sont illustrés en Figure 3.33.
Cette technique de filtrage des cartes de données ouvre de nombreuses perspectives concernant
I’analyse du comportement d’un schéma de subdivision au voisinage d’un sommet extraordinaire,
puisque comme dit précédemment, ce repere polaire lui est tres souvent adapté. Par exemple,
nous pouvons lisser les données plus ou moins fortement selon leur rayon, ou mettre en évidence
les cercles d’amplitude élevée observés précédemment. Enfin, concernant la comparaison de deux
cartes de données polaires, cette notion de voisinage permet de mettre en ceuvre I’ensemble des
outils existants en traitement d’images utile a la comparaison de deux formes : évaluation de
leur taille, de leurs similitudes etc.
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(a) (b) (¢)
FiG. 3.31 : Application du filtrage des données sur un exemple de géométrie en selle de cheval de
valence 4 pour plusieurs schémas de subdivision. La colonne de gauche (a) représente le gradient
de courbure absolue. Celle du mileu (b) représente le gradient radial de courbure absolue et celle
de droite (c) le gradient angulaire. De haut en bas, nous analysons le schéma de Loop, le tuning
de Barthe et Kobbelt, celui de Karciauskas et al. et celui de Gérot et al. Nous distinguons en
particulier clairement les perturbations radiales concentriques.
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FiGc. 3.32 : Nous projetons limage de Lena sur une carte de données polaire afin de pouvoir
tester différents filtres ; elle est ici de valence centrale 8 et posséde 128 anneaux.

F1a. 3.33 : Différents filtres polaires, de gauche a droite : trois filtrages gaussiens de variance 4,
8 et de variance croissante selon le rayon du disque (taille 20 x 20 ). Sur la deuxiéme ligne, filtres
gradient radial, angulaire puis omnidirectionnel de taille 3 x 3. Sur la troisieme, filtres laplacien
radial, angulaire puis omnidirectionnel de taille 3 x 3.
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()

F1G. 3.34 : Le tuning de schéma proposé dans [Augs 06] se propose d’évaluer les coefficients tunés
sur un espace de formes (a). Leur but est de minimiser la variation de courbure gaussienne au
voisinage d’un sommet extraordinaire (b) et (c).

En guise d’exemple, nous analysons le gradient des données d’un disque d’analyse en Fi-
gures 3.35 et 3.36. La visualisation du gradient de ces données permet de rehausser les différents
comportements géométriques des schémas de subdivision. En particulier, nous observons le fait
que les schémas améliorant le tuning original de Loop (b), (¢) et (d) réduisent ces artefacts
mais le diffusent sur un voisinage plus étendu autour du sommet extraordinaire. Nous mettons
également en évidence la tendance des schémas de Barthe et Kobbelt (c) et Gérot et al. (d) a
créer de fortes perturbations radiales : voir le gradient radial sur la derniére ligne des images
3.35 et 3.36.

Ainsi, cette technique de visualisation permet ’évaluation et la caractérisation des artefacts
au voisinage d'un sommet extrordinaire, ceci au niveau de leur amplitude, de leur étendue, ainsi
que par rapport a leurs comportements radial et angulaire. Il permet donc, pour une géométrie
donnée, une comparaison qualitative originale de différents schémas de subdivision.

3.2.4.1 Comparaison des schémas de subdivision

La méthode exposée précédemment est visuelle et ne concerne qu’'une géométrie donnée :
une forme et une valence particuliere. La comparaison de deux schémas de subdivision pour une
valence de sommet donnée est plus complexe, car les géométries de test (le benchmark) doivent
idéalement décrire I’ensemble des formes possibles. De plus, une mesure numérique de qualité
doit étre déterminée pour chaque surface. Dans [Augs 06], les auteurs évaluent la somme de la
variation de courbure gaussienne sur le voisinage d’un sommet extraordinaire, voir Figure 3.34.
Leur espace de test m; est composé d’un mélange de formes :

mi = (1 — r)me + rcos(p)msi + 7sin(@)mss , (3.32)

ol m¢, Mms1 et mgo sont les formes caractéristiques du second ordre du schéma : le paraboloide
(cup) et les deux selles de cheval (saddle). Dans leur cas, r € [0,1] avec un pas de 0.005 et
¢ € [0,27] avec un pas de m/48; leur espace contient donc 19.201 maillages m; différents, une
représentation est illustrée en Figure 3.34.a.

Un protocole de comparaison adapté a la minimisation de notre mesure de perturbation
géométrique constitue un objectif de nos futurs travaux. Nous pouvons néanmoins définir une
mesure de qualité g sur nos disques d’analyse de la méme fagon, en considérant la somme du
gradient de courbure absolue ¢ évalué en chaque sommet du disque :

R n.r

q= Z Z c(ryp)ds . (3.33)

r=1 p=0
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Fic. 3.35 : Analyse du comportement de plusieurs schémas au moyen du gradient des mesures
de variation de courbure absolue, sur un modéle en selle de cheval de valence 8. De haut en bas :
variation de courbure absolue, gradient des données (au moyen d’un filtre 3 x 3 de connezité 4),
gradient circulaire selon ¢ et gradient radial selon r. Les différents tuning de Loop analysés sont

(a) Loop original, (b) Prautzsch et Umlauf [Prau 00/, (c) Barthe et Kobbelt [Bart 04] et (d)
Gérot et al. [Géro 10].
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Fi1G. 3.36 : Les mémes mesures sur un modéle de paraboloide de valence 4. Cette fois, le compor-
tement géométrique du tuning de Prautzsch et Umlauf (b) est trés similaire au tuning original
de Loop (a).
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3.2.4.2 La question du filtrage des sommets de la surface

Il est difficile de définir la géométrie des sommets d’une surface par rapport a des données
de courbure. Dans notre cadre d’analyse, il serait néanmoins intéressant de lisser la variation
de courbure absolue afin d’améliorer ’aspect de la surface, puisqu’il s’agit de notre mesure de
qualité. Une méthode d’optimisation tres élaborée est présentée dans [Eige 08]; leur but est de
modéliser une forme en définissant son relevé de courbure gaussienne. Nous ne nous sommes
cependant pas préoccupés de l'adaptation de cette méthode au gradient de courbure absolue.
Notre intuition est que la surface est perturbée d’une facon ou d’une autre a I’endroit ou cette
mesure est d’amplitude élevée. Aussi, nous proposons de discuter ici d’'un moyen de filtrer la
géométrie des sommets de la surface de maniere adaptative, par rapport a cette mesure, dans le
but de réduire la perturbation.

Etant donné que nous ne possédons pas de fondement mathématique bien défini entre nos
données de courbure et la géometrie des sommets, nous proposons d’identifier les variations
brusques de courbure & des oscillations de la géométrie des sommets. De facon intuitive, réduire
ces oscillations peut étre effectué au moyen d’un filtre passe-bas. Malheureusement, malgré de
nombreuses explorations, nous ne sommes pas parvenus a déterminer un moyen réellement ef-
ficace d’améliorer la géométrie des sommets du maillage par rapport a cette donnée de courbure.

Si un systeme de filtrage gaussien adaptatif présente dans certains cas de bons résultats, nous
avons pu constater du caractere instable de celui-ci vis-a-vis de la forme du modele, sa fiabilité
est donc discutable. Soit donc le filtre gaussien polaire G dont la variance est liée a la donnée de
courbure ¢. Nous fixons sa taille & 3 x 3 afin de pouvoir 'appliquer a tout sommet régulier de
rayon 7 € [1, R — 1]. Nous le définissons comme suit,

1 1 2,2
22 S0 (3.34)

G(r,¢)

- 2
2mof

le parametre o, est déterminé en fonction de c. Nous le définissons, de facon empirique pour
les raisons exposées précédemment, de la facon suivante :

o, = Imaz . (3.35)

cmaac

de maniere a obtenir une combinaison linéaire de o, entre 0 et 0.4z, Cmar €tant la valeur a
laquelle nous bornons c¢. Nous avons mis en place ce filtrage de deux manieres différentes. Tout
d’abord nous appliquons simplement ce filtre a un niveau de subdivision donné. Une perturba-
tion due a un artefact apparait des les premiers pas de subdivision [Sabi 04b], en conséquence,
un autre protocole consiste a filtrer la surface & chaque pas de subdivision. Nous assurons par
ailleurs le respect des propriétés mathématiques du schéma en stoppant le processus de filtrage
a un certain niveau de subdivision; une analyse de schéma non-uniforme et non-stationnaire
dépasse le cadre de notre analyse, voir [Cash 09] & ce sujet. Il est cependant difficile de comparer
les résultats de ces deux protocoles étant donnée l'instabilité de ce systeme.

Ainsi, le lien entre les données de gradient de courbure absolue et la géométrie des sommets
est contre-intuitif a établir autrement que par une analyse mathématique de linéarisation et
d’intégration des données. Cette analyse, tout comme dans [Eige 08], peut étre conduite & travers
un procédé d’optimisation numérique a la fois cotiteux en terme de calcul et potentiellement
instable au méme titre que la méthode présentée ici.
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Conclusion et perspectives

Ainsi, nous avons présenté dans ce chapitre les principales méthodes de visualisation pour

I’analyse de surface, destinées a évaluer la qualité d’une surface lisse. Nous avons étendu ces
méthodes au cadre de notre étude, la surface de subdivision. Nous avons discuté de 'adaptation
des méthodes usuelles, destinées aux surfaces lisses continues, en considérant la surface limite
générée par un schéma de subdivision. Nous avons tout d’abord choisi une mesure de qualité
adaptée aux artefacts liés & un sommet extraordinaire, principale source de problemes limitant
I'utilisation de cet outil de modélisation. Nous définissons ensuite un protocole de visualisation
des données colorées adapté a notre mesure de qualité. Nous avons enfin établi un espace d’éva-
luation de ces artefacts en considérant un repére polaire centré sur un sommet extraordinaire.
Cet espace nous permet d’établir un examen qualitatif original ainsi qu’une mesure numérique de
la qualité de la surface au voisinage d’'un sommet extraordinaire. Nous avons également étendu
la notion de surface focale sur cet espace. Nous avons étendu les méthodes de filtrage classiques
en traitement d’images a ’espace semi-régulier que constitue le voisinage d’'un sommet extra-
ordinaire ; I'application de filtres radial et angulaire nous permet de mettre en évidence plus
efficacement différents comportements géométriques, tels que les oscillations de courbure dont
nous avions l'intuition.
L’objet du chapitre suivant est ’adaptation de ’analyse spectrale, utilisée classiquement en
traitement d’images, a notre espace de données polaire semi-régulier. Le but de cette analyse
spectrale sera d’améliorer la caractérisation des artefacts au voisinage d’un sommet extraordi-
naire. Une telle caractérisation nous permettra de les identifier plus finement, et & terme de les
réduire plus efficacement.
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Chapitre 4

Analyse fréquentielle des artefacts

Fic. 4.1 : Nous proposons l’analyse de la courbure d’une surface au wvoisinage d’un sommet
extraordinaire dans la base des modes propres de vibration d’une membrane circulaire élastique,
dont voici une lillustration. Cette base nous permet de caractériser de facon fréquentielle les
perturbations observées sur les relevés de courbure au voisinage d’un sommet extraordinaire.
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Fi1a. 4.2 : Quatre exemples de cartes de données de courbure prises au voisinage d’un sommet
extraordinaire de valence 8. Ces quatre exemples correspondent aux différents comportements de
quatre schémas de subdivision : les différentes formes de la perturbation montrent des motifs
périodiques radiaux et angulaires.

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre une méthode originale d’analyse des distorsions géomé-

triques induites par un sommet extraordinaire sur une surface de subdivision. Comme exposé en
partie 3.2.2.1, ces sommets induisent de fortes variations de courbure aux sommets ordinaires de
leur voisinage. L’objectif est ici de caractériser ces distorsions de maniere radiale et angulaire par
rapport au sommet extraordinaire d’intérét, conformément au point de vue adopté au chapitre
précédent. Cette analyse polaire est fréquentielle, nous étudierons le spectre des fréquences ra-
diale et angulaire des données de courbure mesurées sur ce voisinage. En effet, le comportement
des relevés de courbure observés précédemment sur les cartes de mesures polaires — exposées
en partie 3.2.3.1 — présente des motifs périodiques selon le rayon et la phase d’'un sommet de
la carte, voir Figure 4.2. La donnée de courbure prise en compte étant, tout comme précédem-
ment, le gradient de courbure absolue introduit en partie 3.2.2.2. Quelle que soit la géométrie
du maillage de controle et le schéma utilisé, ces comportements géométriques néfastes dus au
sommet extraordinaire montrent tres fréquemment cette forme de périodicité radiale et angulaire
autour du sommet extraordinaire. Une analyse fréquentielle polaire s’y applique ainsi naturelle-
ment : une forte perturbation des données se traduit par la présence de hautes fréquences dans
le spectre analysé.
De plus, le méme maillage de controle subdivisé par différents schémas met en évidence des com-
portements géométriques souvent tres différents, ce sujet a été abordé en partie 3.2.4.1. L’analyse
fréquentielle polaire de ces surfaces nous permettra de caractériser la forme de ces comporte-
ments géométriques particuliers, et donc de définir une mesure de comparaison qualitative des
surfaces autre que la simple évaluation visuelle des données de courbure.

Nous présenterons tout d’abord brievement les principaux travaux existants en analyse fré-
quentielle de la géométrie d’un maillage. Nous exposerons ensuite une base polaire orthonormale
de fonctions, les modes propres de vibration d’une membrane élastique, voir Figure 4.1. Notre
but est de projeter les données de courbure mesurées autour d’un sommet extraordinaire dans
cette base polaire. Comme exposé précédemment, ces données sont mises sous la forme d’une
carte polaire prenant la forme d’un disque. Le résultat de cette projection est un spectre radial
et angulaire, il nous permet donc 'analyse des fréquences radiales et angulaires présentes dans
le relevé de données. Nous montrerons dans une deuxiéme partie de quelle fagon nos données
de courbure sont projetées dans cette base, en vue de leur analyse fréquentielle. Enfin, nous
discuterons des résultats de cette analyse pour la caractérisation de la forme des perturbations
géométriques dues a un sommet extraordinaire.
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F1c. 4.3 : Exemple de débruitage de surface par une analyse fréquentielle du maillage (images
issues de [Flei 03]), le bruit est essentiellement décrit par les hautes fréquences du spectre.

4.1 Une analyse spectrale polaire des variations de courbure

De facon générale, la projection d’un signal dans une base fréquentielle permet de I’observer
selon plusieurs résolutions : les basses fréquences correspondent aux variations lentes du signal,
tandis que les hautes fréquences décrivent les variations plus rapides. La présence de hautes
fréquences est généralement caractéristique du bruit présent dans un signal ou des contours
d’une image. C’est pourquoi ’emploi d’une telle analyse est toute indiquée dans le domaine
de la compression de données. Cependant, si l'analyse spectrale est couramment utilisée en
traitement du signal et de I'image, sa mise en ceuvre dans le cas d’un maillage quelconque est
rendue difficile par la connectivité irréguliere des sommets.

4.1.1 Analyse spectrale sur un maillage
4.1.1.1 Principe des travaux existants

Un grand nombre de travaux ont été entrepris dans le but de rendre possible une analyse
spectrale sur un maillage de connectivité quelconque. Outre 'informatique graphique, les princi-
paux domaines concernés par ’analyse fréquentielle de la géométrie d’un maillage comprennent
entre autres la théorie des graphes, la vision par ordinateur, l'intelligence artificielle et le calcul
de haute performance. Dans notre domaine, les analyses spectrales existantes sur les maillages
sont appliquées a la compression, la paramétrisation, la segmentation, le remaillage, le lissage,
I'indexation et la reconnaissance de forme, la reconstruction, 'application de texture ou encore
le tatouage numérique. Parmi les travaux récapitulatifs de toutes ces applications, nous citerons
notamment [Taub 00, Gots 03, Levy 06] et la trés bonne vue d’ensemble proposée dans [Zhan 07].

Dans le cas de 'analyse d’un graphe, les méthodes classiques se heurtent a l'irrégularité de
la connectivité de ses éléments. L’analyse spectrale d’un graphe est basée sur ’observation ou la
manipulation des valeurs et des vecteurs propres de sa matrice d’adjacence, a savoir la matrice
décrivant la connectivité des sommets du graphe. Celle-ci peut par ailleurs prendre différente
formes, voir [Zhan 07]. Cette matrice est souvent étroitement liée au laplacien du graphe, qui
peut étre vu comme une version combinatoire de 'opérateur de Laplace-Beltrami en géométrie
riemanienne [Chav 96]. Partant de ce point de vue, Taubin a pu adapter la transformée de
Fourier classique aux maillages triangulaires [Taub 95b, Taub 00], il applique sa méthode au
débruitage des surfaces par le filtrage des hautes fréquences; voir un exemple de débruitage en
Figure 4.3. Beaucoup de travaux se sont développés ensuite a partir de ce plongement des données
dans l’espace propre du laplacien des maillages, un état de I'art en est présenté dans [Sork 06].
Cependant, ’ensemble de ces travaux considere le 1-voisinage de chaque sommet du maillage,
nous ne pouvons donc pas les appliquer a ’analyse globale des comportements géométriques des
sommets du voisinage d’un sommet extraordinaire.
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4.1.1.2 Notre cadre d’analyse

Notre but est d’analyser de maniere fréquentielle ’ensemble de sommets réguliers constituant
le voisinage d’un sommet extraordinaire d’intérét. Ces sommets sont répartis sur une carte d’ana-
lyse polaire formée d’anneaux concentriques. Chacun d’eux porte une information : le gradient
de courbure absolue estimé en ce sommet, puisque nous définissons cette mesure en partie 3.2.2.2
comme étant révélatrice des perturbations géométriques dues a un sommet extraordinaire.

Contrairement aux approches précédemment citées, nous profitons de la configuration semi-
réguliere de notre support — voir la partie 2.3 & ce sujet — pour projeter directement nos
données dans une base de fonctions polaires. Dans la plupart des cas, la forme des perturbations
de courbure que nous étudions présente des symétries et des oscillations. Ce phénomene est
bien connu pour certains artefacts [Pete 04]. Ainsi, notre intuition est de plonger nos données
dans une base de fonctions polaires oscillantes, telles que sont les sinusoides dans la transformée
de Fourier classique. Nous effectuons donc une analogie entre le comportement des données de
courbure de la surface autour du sommet extraordinaire et celui des modes de vibration d’une
membrane circulaire élastique, voir Figure 4.1. Le point de vue physique de ces membranes est
détaillé dans ouvrage [Cour 89]. En effet, ces modes forment la base naturelle d’une analyse
spectrale de Fourier en coordonnées polaires. Elle permet de caractériser a la fois les oscillations
radiales et angulaires d’'une membrane.

Il nous est offert deux choix distincts concernant le plongement des données dans la base
de fonctions polaires. Le premier est de construire une base de fonctions discretes adaptées a la
topologie de nos données, le deuxieéme est d’échantillonner directement ces fonctions continues
de la base par rapport a cette topologie particuliere. Ces deux approches sont différentes mais
elles produisent en théorie les mémes résultats si le nombre d’échantillons est suffisamment élevé.
La premiere approche est en fait basée sur la projection des données sur les vecteurs propres
de leur laplacien, tout comme les travaux de Taubin cités précédemment ; nous nous éloignons
alors des modes de vibration des membranes. La deuxieme approche, par contre, peut conduire
a de mauvais résultats si les fonctions continues de la base sont sous-échantillonnées, elle offre
cependant plus de flexibilité et est plus proche de notre intuition de départ. Nous choisissons de
retenir la deuxieéme possibilité, les fonctions discretes que nous choisissons d’utiliser constituent
donc un échantillonnage des fonctions continues de la base selon la topologie particuliere de
notre carte d’analyse.

4.1.2 Une base de fonctions polaire

La base de fonctions polaire que nous avons choisi, a savoir les modes propres de vibration
d’une membrane circulaire élastique, est I’expression directe de la base de fonctions sinusoidales
de I'analyse de Fourier en coordonnées polaires. Les fonctions de Bessel, sur lesquelles est basée
leur expression, sont tres utilisées en physique des ondes : électromagnétisme, communications
numériques etc. Une autre base de fonctions polaire aurait constitué un choix difficile a justifier,
et se serait de plus éloigné de la modélisation physique concrete que constituent les modes de
vibration d’'une membrane élastique.

Ainsi, les modes propres d’une membrane circulaire élastique sont exprimés au moyen des
fonctions de Bessel de premiere espece. Les fonctions de Bessel discretes — ou fonctions de Han-
kel — ne sont pas directement applicables ici en conséquence de la topologie particuliere de nos
données. A noter que ces modes possedent un bord contraint, les fonctions de la base y sont nulles.
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F1a. 4.4 : Les premiéres fonctions de Bessel T (1).

Soit donc une base de fonctions continues correspondant aux modes propres de la membrane,
Gmn ¢ [0, R] x [0,27][— C, ou les entiers m > 0 et n > 0 repérent respectivement les modes
angulaires et radiaux :

gmn(ru 30) = jm(\/mrl) efjmgo )

avec A\pp = (%)2 ,

ou Jm est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre m, voir Figure 4.4 :

TIm(r) = <T>m§: ir% , (4.2)

2 22rpl(m + p)!

(4.1)

p=0

et Spmn est son n-ieme zéro, R étant le rayon de la membrane.

Ces fonctions forment une base orthonormée selon le produit scalaire suivant,

Grmo(T ©)-Gmp(1,0) = > T (V/ Ao Ton (v Ampr) 08 (mep)? = o, - (4.3)
Ty

Les données de courbure portées par les sommets sont notées tout comme précédemment
c(r,p), our < R. La projection de celles-ci dans la base fréquentielle génére un spectre complexe
angulaire en m et radial en n. Nous notons la partie réelle du spectre A,,,, et sa partie imaginaire
Binn- Les fonctions de base continues sont donc échantillonnées selon les coordonnées (r, ) de
notre disque d’analyse. Nous discrétisons le calcul de cette projection comme suit,

Amn = Z C(T’ QO)jm( \% )\mnT‘) Cos (mgo) (44)

TP
Brn = Z (1, ©) Im (v Amn) sin (mep) (4.5)
TP

Mo = A2 +B2 . (4.6)

La projection dans cette base des données de courbure portées par les sommets de la carte
d’analyse polaire nous permet d’analyser les comportements de la courbure de fagon fréquentielle.
Dans notre cadre d’analyse, nous étudierons en particulier le module du spectre M,,,,,.

Une reconstruction des données a partir du spectre serait décrite par I’équation suivante,

c(ryp) = Z Apin T (W Amnt) €08 (mp) + Brn Tm (V/ Amn) sin (mep) . (4.7)
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F1a. 4.5 : Les trois étapes de notre chaine de traitements : (a) le relevé de gradient de courbure
absolue sur un modéle de valence 8. Nous visualisons ces données en (b) sur une carte de don-
nées polaire par surface focale. En (c) nous analysons le module du spectre M, obtenu par le
plongement des données de la carte dans la base de fonctions polaire.

4.2 Applications et résultats

La Figure 4.5 illustre notre chaine de traitements pour ’analyse des artefacts : nous adap-
tons tout d’abord nos relevés de gradient de courbure absolue sur une carte de données polaire
normalisée, voir en partie 3.2.3. Son rayon R est relatif au 1-voisinage subdivisé du sommet
extraordinaire du maillage de controle, dans cet exemple nous utilisons 7 itérations du schéma
dyadique de Loop, donc R = 27 (voir en partie 3.2.3.1). Ces données ¢(r, ¢) sont ensuite proje-
tées dans la base de fonctions polaire (4.4), nous obtenons alors un spectre angulaire m et radial
n dont nous évaluons le module M,,,,.

D’un point de vue pratique, nous utilisons ’échantillonnage des fonctions de Bessel proposé

par la librairie GNU Scientific Library [Goug 03], ceci afin de garantir un haut degré de précision
des applications numériques.
Nos fonctions sont donc discrétisées selon la topologie d’une carte de données polaire. De fagon
tout a fait classique, nous rendons la base de fonctions orthonormée — selon le produit sca-
laire (4.3) — en normalisant les données par le facteur adapté, facteur dépendant du nombre
de nos échantillons. L’échantillonnage des modes de vibration de la membrane donne lieu a un
ensemble de valeurs G,,,(r, ) que nous précalculons. L’analyse fréquentielle des données de la
carte polaire revient a projeter ces données dans la base des fonctions de mode. La projection
des données sur un mode G, prend donc la forme d’une somme ou chaque terme est le pro-
duit d’une des données de la carte polaire ¢(r, ¢) avec la valeur de la fonction de mode G, en
(r, ) précalculée précédemment. Le tout étant modulé par une exponentielle complexe (4.1),
la construction des données fréquentielles réelles A,,,, et imaginaires B,,, prend en compte une
modulation sinusoidale déphasée, voir (4.4) et (4.5).

Dans un premier temps, nous proposons d’évaluer la robustesse et la précision des mesures
obtenues sur I'analyse d’exemples particuliers. Ceci car la méthode implique une somme sur
un grand nombre d’échantillons, le risque du report d’erreur est donc important pour nos ap-
plications numériques. Nous aborderons ensuite 1'objet de cette analyse spectrale, a savoir la
caractérisation d’un artefact mis en évidence par un relevé du gradient de courbure absolue sur
une carte de donnée polaire.

A noter que, dans nos exemples d’application, nous séparons les fréquences radiales pures m = 0
des autres, car leur ordre de grandeur est généralement bien supérieur.
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Valeurs

(a)

F1G. 4.6 : Sur cet exemple nous reprenons la géométrie d’une image de Lena, ot aucune symétrie
polaire n’est apparente. En conséquence, les spectres analysés contiennent un grand nombre de
hautes fréquences. Nous visualisons sur la deuziéme ligne en (a) le repére de visualisation du
spectre (m,n), en (b) le spectre réel contenant 20 bandes de fréquences et en (c) 50. Sur la
premiére ligne, nous visualisons la reconstruction de limage o partir des modes obtenus, 20
bandes en (b) et 50 en (¢). La reconstruction est plus proche de limage originale lorsque que le
nombre de modes pris en compte augmente (environ +£5% d’erreur pour 50 bandes).

4.2.1 Validation de P’analyse
4.2.1.1 L’échantillonnage des fonctions de base continues

Comme exposé précédemment, I’analyse spectrale d’une carte de données polaire est fondée
sur le plongement de données discretes dans une base de fonctions continues. Ceci pose donc
un probléme au niveau de leur échantillonnage : les mesures fréquentielles seront nécessairement
imprécises. En plus de cela, le plongement (4.4) implique une somme des données. Leur nombre
est élevé dans notre cadre d’analyse, nous faisons donc face a une somme d’imprécisions numé-
riques importante. Afin d’évaluer I'impact de ces deux problémes, nous proposons d’analyser de
fagon fréquentielle un ensemble de formes simples.

L’analyse d’une forme quelconque, sans symétrie polaire apparente, produit un spectre conte-
nant beaucoup de hautes fréquences, voir Figure 4.6. Sur ce méme exemple, nous vérifions égale-
ment la qualité de la reconstruction des données par rapport au nombre de bandes de fréquences
(m,n) prises en compte.

En Figure 4.7, nous analysons le spectre de plusieurs formes différentes. Comme prévu, I’ana-
lyse des modes purs montre que notre base de fonctions est correctement normalisée. L’analyse
de formes simples ayant certaines symétries radiales et angulaires est également concluante : les
modes purs sont parfaitement analysés et le sinus cardinal, ressemblant beaucoup au mode pur
(0,4), présente en effet cette fréquence dominante dans le spectre que nous obtenons. Dans ces
exemples, les formes sont analysées a travers 20 bandes de fréquence radiales et angulaires.
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ici application de l'analyse spectrale polaire sur différents exemples.
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Fi1G. 4.8 : Nous illustrons ici le phénomene de recouvrement des fonctions de modes lors de leur
sous-échantillonnage. Nous considérons en (a) une forme correspondante a la somme des trois
modes purs réels (3,3), (4,4) et (5,5). De haut en bas, notre carte polaire est composée de 32, 64
et 128 anneauz, elle est centrée sur un sommet de valence 4. Nous considérons la carte de 128
anneaux comme étant un bon support d’échantillonnage de cette base de fonctions. L’erreur de
reconstruction est ici de lordre de 20% pour 32 anneauz, 5% pour 64 et < 1% pour 128. Nous
visualisons en (b) le spectre analysé et en (c) le résultat du procédé de reconstruction.

La reconstruction présentée en Figure 4.6.c, effectuée selon (4.7), est imprécise pour cette
raison : une analyse parfaite prendrait en compte une infinité de modes. Nous montrons qu'une
analyse sur 50 bandes de fréquences permet, pour nos exemples, une meilleure analyse. Outre
cette question, les fonctions de modes discrétisées se recouvrent lorsque les échantillons sont
en nombre insuffisant, voir une étude comparative en Figure 4.8. Dans notre cadre d’étude,
nous estimons que 128 anneaux de sommets constituent un échantillonnage relativement bon
(128 anneaux correspondent & sept itérations d’un processus de subdivision dyadique sur le
1-voisinage d’un sommet).
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Fi1G. 4.9 : Nous illustrons ici, sur la premiére ligne, les conséquences de la déformation géomé-
trique de la carte caractéristique du schéma vers la carte polaire uniforme. En (a) nous illustrons
des données reproduisant un phénomene relatif a la géométrie du modéle : un sinus cardinal (10
oscillations radiales) relatif a la distance géométrique des sommets par rapport au sommet cen-
tral (de valence 8). En (b), nous visualisons sa carte de données. Le spectre My, en (c) présente
des oscillations angulaires créées par la transformation du repére. Nous nous attendions a me-
surer un spectre proche de la fréquence pure radiale (0,10), la transformation ajoute de hautes
fréquences proportionnelles a la valence du sommet, c’est-a-dire pour m = 8,16 etc. Sur la
deuziéeme ligne, nous illustrons le fait que notre analyse est basée sur des phénomeénes liés a la
distance topologique au sommet extraordinaire.

4.2.1.2 La question posée par la distorsion géométrique du repére polaire

Comme exposé en partie 3.2.3.1, la carte de données polaire est construite par rapport aux
arétes du maillage subdivisé. Nous prenons en compte une distance “topologique” des sommets
du voisinage par rapport au sommet extraordinaire, non leur distance “géométrique” sur la carte
caractéristique, voir Figure 4.9. Le fait de prendre en compte ce repere topologique normalisé
nous apporte 'avantage de la comparaison immédiate du comportement des schémas, puisque
la forme des cartes de données ne dépendent que de la valence du sommet extraordinaire (voir
la figure 3.22 a ce sujet). De fait, les résultats d’une analyse fréquentielle sur ce support sont
directement comparables d’un schéma de subdivision a ’autre. De plus, comme exposé en par-
ties 3.2.3 et 3.2.4.2, nous pensons que les artefacts tendent a suivre les arétes du maillage, nous
considérons donc que leur forme est peu influencée par la notion de distance géométrique avec
le sommet extraordinaire. Ainsi, notre base de fonctions est concue pour I’analyse de motifs tels
que présenté en Figure 4.9.a sur la deuxieéme ligne.

Une question se pose alors pour I'analyse fréquentielle : si la prise en compte topologique
d’une perturbation ne correspond pas a son aspect géométrique réel sur le maillage subdivisé,
la mise en forme des données sur une carte de données polaire peut-elle étre & 'origine de
fréquences non pertinentes dans les spectres mesurés ? Nous illustrons en Figure 4.9 le fait que,
si un relevé de données présente une perturbation purement géométrique, sa prise en compte
topologique peut induire de nouvelles fréquences angulaires relatives a la valence du sommet
extraordinaire (premiéere ligne de la Figure 4.9). Dans la plupart des tests que nous avons menés,
les spectres analysés ne présentent pas particulierement de hautes fréquences angulaire pour les
valeurs de m proportionnelles a la valence du sommet d’intérét. Nous illustrerons cependant par
la suite en Figure 4.17 un cas de maillage de contréle particulier oli ce phénomene se produit.
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F1a. 4.10 : La fonction d’apodisation choisie (a) est unitaire puis linéairement décroissante vers
z€éro a partir de %R. Son spectre est trés proche de celui du mode propre (0,1). La fonction
d’apodisation d’ordre 2, k = %, ne présente pas de réelle différence dans les résultats. En (c) un
mélange de sinusoides que nous multiplions en (d) avec cette fonction.

4.2.2 Application de I’analyse fréquentielle a la caractérisation des artefacts

Comme exposé en partie 3.2.3, 'intérét de mesurer le gradient de courbure absolue permet
de mettre en évidence un artefact provoqué par la présence d’un sommet extraordinaire. Cette
mesure est donc faible au bord des cartes de données polaires, ou les sommets en sont éloi-
gnés. Cependant, ce gradient n’est généralement pas nul en dehors du voisinage d’un sommet
extraordinaire, c’est-a-dire dans les zones réguliéres du maillage subdivisé. Ce facteur est par
ailleurs tres dépendant de la géométrie analysée. Or, notre base de fonctions décrit les modes
propres de vibration d’une membrane élastique a bord contraint ; I’analyse par cette méthode
d’une membrane & bord quelconque n’a donc pas de sens. Nous proposons donc d’apodiser nos
données avant de leur appliquer notre analyse fréquentielle.

4.2.2.1 Apodisation des données pour une analyse a bord contraint

Ainsi, nous souhaitons une fonction d’apodisation A(r, ¢) nulle au bord du disque d’analyse,
de sorte que la multiplication de celle-ci avec nos données c¢(r,¢) produise un résultat que
nous pourrons analyser par une base de fonctions a bord contraint. Cette fonction, une fois
appliquée aux données, ne doit pas induire de forte perturbation fréquentielle. Le cas particulier
d’une fonction porte unitaire partout et nulle au bord est un mauvais exemple de fonction
d’apodisation, son utilisation conduirait a l'introduction de hautes fréquences sans relation avec
le relevé de données que nous souhaitons analyser. Conformément a notre cadre d’étude, nous
souhaitons évaluer le spectre d’un relevé de courbure polaire présentant une perturbation en son
centre et tres peu d’information en périphérie. De fait, nous souhaitons conserver la totalité de
Iinformation du signal proche de ce centre — ce qui exclut les fenétres d’apodisation classiques
telles que la fenétre gaussienne ou celle de Hamming. Aussi, soit la fonction d’apodisation polaire
A(r, p) telle que :

Lsire [0, R]
A(T7 gp) = ('R — r)k (4.8)
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FiG. 4.11 : Nous évaluons ici la géométrie en selle de cheval a valence 3 rencontrée précé-
demment, subdivisée avec le schéma de Loop (les sommets ordinaires sont donc de valence 6).
Nous visualisons en (a) sa carte de données polaire que nous apodisons sur la deuziéme ligne
afin de pouvoir effectuer une analyse fréquentielle cohérente, en (b). En (c) sont visualisées les
fréquences radiales pures (m = 0), dont Uamplitude est bien plus élevée que les autres. Nous
constatons que sans apodisation, les mesures sont perturbées.

ou k est la puissance de la fonction polynomiale décroissante vers zéro. En pratique, les résul-
tats ne sont que peu influencés par ce facteur, nous choisissons donc une fonction décroissante
linéaire : k = 1, voir Figure 4.10. Cette fonction est choisie de telle maniere a ne pas perturber
I'information du relevé de données proche du centre, elle n’affecte pas la premiere moitié des
anneaux du disque, c’est-a-dire pour r < %R

Nous évaluons la perturbation fréquentielle induite par cette fonction d’apodisation en Fi-
gure 4.11. La forme globale du spectre est conservée, aucune autre fréquence n’est ajoutée, ce
qui était notre objectif. Nous constatons également que le spectre d’'une carte sans apodisation
est tres perturbé, les valeurs semblent osciller pour les fréquences angulaires faibles : m = 0, 1.
Ce comportement est provoqué par la difficulté de décrire une forme non contrainte au bord
par la base de fonctions que nous avons choisie. En effet, les valeurs du bord de la carte n’ont
pas d’influence directe sur le spectre puisque leur plongement conduit a des valeurs nulles. Par
contre, les valeurs des rayons précédents en ont une, ce qui revient a décrire une forme présentant
une marche abrupte des valeurs au bord (selon le rayon de ’anneau). Le probléme est le méme
en analyse de Fourier, 'analyse d’une fonction porte carrée donne lieu a de fortes oscillations.
La phase d’apodisation conduit a un spectre bien plus homogene — sur la deuxieme ligne de la
Figure 4.11 —, puisque les données sont désormais cohérentes avec ’analyse fréquentielle.

Comme exposé précédemment, nous choisirons de représenter les fréquences radiales pures

= 0 a part, car leurs valeurs sont bien plus importantes que celles des autres fréquences.
En effet, elles décrivent essentiellement la zone de valeurs tres élevées localisées au centre de la
carte, tres proche de la discontinuité de courbure provoquée par le sommet extraordinaire, voir
la Figure 4.12. Ceci car il s’agit des seuls modes propres non nuls au centre du repeére.
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(a) (b) (c)

Fi1Gc. 4.12 : Nous illustrons ici le réle prédominant des fréquences radiales pures m = 0. Elle
sont principalement responsables de la caractérisation des fortes perturbations de courbures pré-
sentes au voisinage direct d’un sommet extraordinaire. En (a) un exemple d’artefact, nous le
reconstruisons en (b) d’apres son spectre — le modéle présente alors de faibles oscillations — ,
et en (c) d’aprés ce méme spectre sans les fréquences radiales pures.
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(b)

F1a. 4.13 : Quatre maillages de contréle que nous utilisons pour nos tests : (a) un paraboloide
hyperbolique ot le sommet extraordinaire est de valence 3, (b) un paraboloide a valence 8, (c)
une forme un peu plus compleze a valence 12 et en (d) un pic d valence 12.

4.2.2.2 Evaluation du comportement des schémas de subdivision

Cette analyse fréquentielle permet d’établir une mesure de la forme de la perturbation
de courbure observée au voisinage d’un sommet extraordinaire : le spectre complexe de mo-
dule M,,,,. Contrairement a l’analyse qualitative visuelle, ce spectre constitue un ensemble
de données que nous pouvons évaluer numériquement, tout comme la mesure d’énergie (3.33)
proposée dans la partie dédiée a la comparaison du comportement de plusieurs schémas de sub-
division 3.2.4.1. Nous pouvons donc comparer rigoureusement deux cartes de données polaires
a travers leur spectre, quelles que soient les géométries étudiées ou les schémas utilisés.

Nous présentons quatre exemples de comparaison de schéma en Figure 4.14, Figure 4.15,
Figure 4.16 et Figure 4.17, chacun pour une valence de sommet extraordinaire et une forme
donnée, voir Figure 4.13. Ces formes sont tres différentes les unes des autres, c’est pourquoi
nous les avons choisies pour les tests que nous présentons ici. Les schémas de Loop tunés par
Karciauskas et al. [Karc 04], Barthe et Kobbelt [Bart 04] ainsi que Gérot et al. [Géro 10| pré-
sentent généralement un comportement différent du tuning original de Loop. Nous proposons ici
de caractériser leur comportement au moyen de l'analyse fréquentielle des cartes polaires. Etant
donné que la forme d’un artefact dépend de la géométrie du maillage de contréle du modele, une
analyse exhaustive devrait prendre en compte un ensemble représentatif de toutes les formes
possibles que peut prendre ce maillage. De la méme facon, le comportement des schémas est
influencé par la valence du sommet extraordinaire étudié. Nous pouvons cependant déterminer
certains comportements représentatifs de chaque schéma.
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Fi1G. 4.14 : Nous comparons le comportement de quatre schémas de subdivision sur le paraboloide
hyperbolique — le sommet extraordinaire central est de valence 3 —. Nous visualisons en (a) la
carte polaire, en (b) le spectre Mo, et en (c) les fréquences radiales pures (0,n). De haut en
bas, nous évaluons les tuning de Loop original, de Karciauskas et al. [Karc 04], de Barthe et
Kobbelt [Bart 04] et de Gérot et al. [Géro 10] Les deux premiers sont difficilement discernables,
tandis que les deux derniers réduisent fortement lartefact : leur spectre contient beaucoup moins
de hautes fréquences.
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Fic. 4.15 : Nous analysons ici un modele de paraboloide de wvalence 8, montrant un artefact
de type saddle effect (présenté en partie 3.2.2.1). Cette fois, le modéle subdivisé par le schéma
de Karciauskas et al. [Karc 04], sur la deuziéme ligne, présente une perturbation plus impor-
tante que pour le schéma de Loop. Comme précédemment, les deux derniers schémas réduisent
fortement Uartefact. Nous visualisons ici 30 bandes de fréquences par souci de clarté.
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Fi1G. 4.16 : Analyse du modele de géométrie complere a valence 12 présenté précédemment a
travers 30 bandes de fréquences. Les comportements des schémas de Loop, sur la premiere ligne,
et de Karcéiauskas et al. [Karc 04], sur la deuziéme ligne, sont similaires. Le schéma de Barthe
et Kobbelt [Bart 04] génére beaucoup de hautes fréquences angulaires tandis que celui de Gérot
et al. [Géro 10] réduit fortement l'artefact.
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Fi1G. 4.17 : Analyse d’un modéle de pic a valence 12 a travers 50 bandes de fréquence. Le compor-
tement des schémas est trés différent, nous mettons en évidence de fortes fréquences angulaires
correspondantes & la valence du sommet : m = 12. Cette fois, le schéma de Gérot et al. [Géro 10]
(derniére ligne) géneére le spectre contenant le plus de hautes fréquences. Le schéma de Karciaus-
kas et al. [Karc 04] (deuxiéme ligne) présente quant d lui un comportement trés différent de celui
de Loop (premiére ligne), son spectre contient moins de hautes fréquences pour m = 12 mais
beaucoup plus pour la fréquence radiale pure m = 0.

95



96 CHAPITRE 4. ANALYSE FREQUENTIELLE DES ARTEFACTS

= /AR TSN
€2 "\ X

Va/k\ \¢

() (¢) (d)
Fia. 4.18 : Le modéle du pic subdivisé par les schémas de Loop en (a), Karcéiauskas et
al. [Karc 04] en (b), Barthe et Kobbelt [Bart 04] en (c) et de Gérot et al. [Géro 10] en (d), la
prise de vue est la méme et nous visualisons les deux premiers anneauzr du maillage de controle
subdivisé. Les géométries se révelent étre trés différentes.

En Figure 4.14.a est présenté un artefact généré par le schéma de Loop original sur un mo-
dele de paraboloide hyperbolique. Son spectre contient beaucoup de hautes fréquences radiales
(n élevé) pour les bandes de fréquences angulaires m faibles. Comme exposé précédemment, ceci
caractérise une forte perturbation de courbure localisée pres du centre de la carte. Le schéma,
de Karciauskas et al. [Karc 04] présente en général le méme comportement global que celui de
Loop : une forte perturbation tres localisée pres du centre de la carte. Les données fréquentielles
sont alors localisées dans des bandes de fréquences angulaires faibles (m < 2). Les schémas de
Barthe et Kobbelt [Bart 04] ainsi que Gérot et al. [Géro 10] se comportent globalement de la
meéme fagon : 'artefact central est réduit par rapport aux relevés des schémas précédents, mais
la perturbation est plus étendue topologiquement parlant. En effet, dans le cas du schéma de
Gérot et al., a chaque itération de subdivision, trois anneaux de sommets sont influencés par le
sommet extraordinaire. Deux anneaux sont influencés pour les schémas de Barthe et Kobbelt et
celui de Karciauskas et al. et seulement un pour le tuning de Loop original. Il est ainsi logique
que la perturbation soit parfois plus étendue & mesure que l'influence du sommet extraordinaire
augmente en distance, ce comportement est bien visible en Figure 4.14.a pour les deux derniers
schémas. Il ne s’agit pourtant pas d’un état de fait clairement établi, certains exemples de géo-
métrie contredisent cette intuition, voir par exemple la Figure 4.15. Le schéma de Gérot et al.,
dont nous avons défini certains parametres par rapport aux outils d’analyse présentés dans le
chapitre précédent, présente la plupart du temps des artefacts tres réduits en comparaison des
autres schémas.

L’exemple présenté en Figure 4.17 est particulier, il s’agit d’'une géométrie pour laquelle tous
les schémas testés génerent un comportement différent. Nous mettons en évidence de hautes
fréquences angulaires pour des valeurs de m multiple de 12, qui est la valence du sommet. Il
s’agit donc d’une distorsion géométrique périodique autour du sommet extraordinaire, voir les
relevés des géométries en Figure 4.18. Cette fois, le schéma de Gérot et al. présente un spectre
contenant plus d’énergie que ceux des autres schémas, ce cas ne nous est que rarement apparu
dans nos tests. Le schéma de Karciauskas et al. génere de fortes valeurs localisées pres du centre
de la carte, son spectre est tres différent des autres : les fréquences sont presque exclusivement
contenues dans la bande de fréquences radiales pures m = 0.

Nous retenons qu’une mesure pertinente de la qualité d’'une géométrie subdivisée est contenue
dans la premiere fréquence radiale pure (0,1). En effet, il est apparu dans tous nos tests que
I'amplitude de cette valeur était révélatrice du reste du spectre, plus elle est élevée, plus le spectre
contient d’énergie et donc plus 'artefact est marqué. Elle est souvent la valeur la plus élevée du
spectre, I’ordre de grandeur de cette bande de fréquences est bien supérieur aux autres. Nous
proposons donc un récapitulatif de ces valeurs particulieres pour les quatre exemples précédents
en Table 4.1.
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(b)

Fi1c. 4.19 : Exemple d’un mélange de sinusoides a valence 3 subdivisé par le schéma de Loop.
Un léger changement dans la géométrie du maillage de controle peut provoquer d’importants
changements au niveau du comportement des schémas de subdivision. Sur la premiere ligne, en
(a) la surface subdivisée, en (b) sa carte de données polaire. Sur la deuziéme, en (a) nous avons
trés légérement déplacé le sommet extraordinaire du maillage de contréle, en (b) sa carte de
données polaire. Nous visualisons sur la troisiéme ligne en (a) le spectre du modéle original et
en (b) celui du modéle légérement perturbé.
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Selle 3 Paraboloide 8 Modele complexe 12 Pic 12
Tuning de Loop original 13350 7514 25934 11127
Karciauskas et al. [Karc 04] | 13350 8903 25934 17516
Barthe et Kobbelt [Bart 04] 1451 5493 24353 8354
Gérot et al. [Géro 10] 524 4427 4824 26807

TAB. 4.1 : La valeur du premier mode radial pur (0,1) est révélatrice de la quantité d’énergie
présente dans le spectre d’une géométrie analysée. Nous présentons ici sa valeur pour les quatre
exemples précédents.

L’étude illustrée en Figure 4.19 porte sur la forme de la perturbation par rapport a celle

du maillage de contréle. Ces résultats mettent en évidence de grandes variations au niveau du
comportement des schémas de subdivision selon la géométrie du modele subdivisé.
Nous analysons un exemple de résultats, pour une géométrie donnée ainsi que pour la méme
géométrie tres légerement modifiée. Le comportement du schéma de subdivision varie pourtant
de facon importante. En effet, sur cet exemple, la géométrie initiale provoque un artefact dont
le spectre est principalement caractérisé par la fréquence angulaire (1,1) ainsi que par des fré-
quences angulaires relatives a la valence du sommet : m = 3. La géométrie légerement modifiée
présente quant a elle une fréquence (1, 1) un peu atténuée mais de tres hautes fréquences radiales
(1,m), les fréquences (3,n) étant également plus importantes. Notons de plus que ces comporte-
ments sont tres différents de ceux du modele de paraboloide hyperbolique a valence 3 présenté
en Figure 4.14, pourtant ces formes sont a premiere vue tres proches. Pour ce dernier, I'arte-
fact semble suivre les arétes incidentes au sommet extraordinaire, contrairement au modele de
la Figure 4.19. Par contre, la mesure du mode radial pur (0, 1) varie tres peu entre le modele
original et le modele légerement modifié. Celle-ci se montre robuste aux légers changements de
géométrie, ce qui la rend pertinente pour la quantification des perturbations : 'artefact change
de forme mais la mesure globale de qualité reste concréetement la méme.

Le comportement instable des artefacts par rapport a la géométrie du maillage de controle
est, de fait, difficile a caractériser. Les résultats issus d’une géométrie donnée sont donc tres
insuffisants pour juger du comportement d’un schéma de subdivision, tel que nous ’avons mis
en évidence pour le schéma de Gérot et al. : celui-ci présente la plupart du temps un tres bon
comportement, mais certaines géométries (telle que celle présentée en Figure 4.17) contredisent
cette tendance générale. La solution serait d’étendre ’analyse d’une géométrie & un espace de
formes. Une telle analyse a été introduite pour le tuning de Loop dans [Augs 06]. Il nous faudrait
pour cela fixer une mesure numérique de qualité des surfaces, telle que la mesure du mode radial
pur (0, 1), et sommer ces valeurs pour toutes les géométries de 1’espace.

Cette méthode de caractérisation des artefacts ne permet pas, par contre, de déterminer
leur type (exposé en partie 3.2.2.1 du document). L’artefact radial n’est plus visible puisque la
carte de données polaire est normalisée, ce qui est une de ses principales caractéristiques. La
mesure de gradient de courbure absolue détecte les fortes variations de celle-ci au voisinage de
chaque sommet extraordinaire. Etant donné que ces fortes variations sont présentes de la méme
fagon pour chacun des différents types d’artefacts, il nous est impossible de déterminer un type
d’artefact particulier par cette étude fréquentielle. Comme exposé précédemment, la mesure de
courbure gaussienne est plus a méme de remplir cette tache.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode d’analyse fréquentielle du comportement
de la courbure d’un maillage subdivisé au voisinage d’'un sommet extraordinaire. Nous nous
sommes servi du gradient de courbure absolue comme principale mesure des perturbations né-
fastes dues a un sommet extraordinaire du maillage. Notre analyse construit un spectre complexe
angulaire m et radial n a partir d’'une carte de données polaire normalisée, d’apres 'intuition
d’une certaine symétrie polaire des données et surtout d’un rapport direct avec la notion de
voisinage topologique polaire autour du sommet extraordinaire. Cette méthode spectrale nous
permet donc d’analyser une carte de données polaire a travers le module de son spectre M,,,,.
Celui-ci mesure les différentes fréquences radiales et angulaires présentes sur la carte polaire;
elles mettent ainsi en évidence les symétries et les oscillations des mesures au voisinage du
sommet extraordinaire. Nous pouvons donc établir, d’aprés nos criteres d’étude, une mesure
de qualité de la surface sur ce voisinage. Ceci differe des analyses précédentes concernant les
propriétés de la surface au sommet extraordinaire lui-méme, et étend la mesure de variation
de courbure gaussienne proposée par Augsdorfer et al. [Augs 06]. L’approche fréquentielle que
nous proposons étend en outre les analyses proposées jusqu’a présent, basées sur le laplacien des
graphes [Taub 00], pour notre cadre d’étude. En effet, notre support fréquentiel possede une taille
arbitraire, contrairement a ces précédentes analyses qui se basent sur le 1-voisinage des sommets.

Ainsi, la qualité de la surface est jugée d’autant meilleure que le spectre analysé contient
moins d’énergie. Elle est en outre jugée perturbée si ce spectre contient beaucoup de hautes
fréquences. Cette mesure de qualité nous permet de comparer qualitativement le comportement
de plusieurs schémas de subdivision pour une géométrie de maillage et une valence de sommet
extraordinaire données. Nous avons également proposé une mesure numérique de I'importance
de Dartefact, en la valeur du premier mode radial pur (0,1). Elle s’est révélée pertinente dans
I’ensemble de nos tests : pour deux schémas de subdivision donnés, I’analyse globale des deux
spectres est directement liée a la différence de ces mesures.

En étendant I'analyse d’une géométrie particuliere a un espace de formes, cette méthode per-
mettrait ’évaluation du comportement global d’un schéma de subdivision. Ceci constitue donc
une base d’étude sur le tuning des schémas stationnaires, schémas constituant notre domaine
d’étude. Le critere de minimisation porterait sur ’énergie — ou la mesure du mode (0,1) —
présente dans les spectres mesurés, tel que nous 'avions déja évoqué en partie 3.2.4.1.
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Chapitre 5

Description de la phase de
subdivision topologique d’un schéma

J ¥

F1c. 5.1 : Le principe d’un schéma de subdivision est composé de deux phases : de nouveauxr som-
mets sont insérés et de nouvelles faces sont créées, il s’agit de la phase de subdivision topologique
du, maillage. Puis, la géométrie des nouveauxr sommets est lissée.
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Introduction

Un schéma de subdivision est défini par une description de la configuration topologique du
maillage subdivisé ainsi que par un ensemble de regles de lissage de la nouvelle géométrie. Nous
parlons ici de topologie dans le sens du graphe que constitue un maillage, il s’agit de la connecti-
vité des sommets entre eux, voir la partie 2.3 a ce sujet. La géométrie du maillage est quant-a-elle
concernée par la position de ses sommets. Cette nouvelle topologie est habituellement décrite
par les schémas usuels au moyen de stencils, dont nous décrivons la nature en partie 2.2.1. Nous
introduisons dans ce chapitre un descripteur général de subdivision topologique de maillage.
Celui-ci généralise la description d'un procédé de subdivision par un ensemble de stencils. Par
contre, I'objet de ce systeme n’est pas de définir les coefficients de lissage de la nouvelle géomé-
trie, nous ne parlerons ici que de ’aspect topologique de la subdivision, bien que nous proposions
également une phase de lissage géométrique en partie 5.5.

Notre formalisme permet un codage simple et intuitif de toutes les transformations topolo-
giques des schémas de subdivision usuels, il est de plus capable d’en décrire beaucoup d’autres.
La caractéristique principale de ce descripteur est sa généralité : les faces du maillage de controle
a subdiviser peuvent étre de n’importe quel type (triangles, quadrangles, hexangles ou autres).
Nous ne nous limitons donc pas a la subdivision d’un pavage régulier du plan, transformation
topologique la plus souvent utilisée dans ce domaine du fait de la correspondance directe entre
les sommets de deux maillages consécutifs. A ce sujet, un descripteur compact et général des
subdivisions topologiques régulieres est présenté dans [Ivri 04al. Le terme méta-schéma a été in-
troduit dans [Kohl 98] et [Mull 03] (meta-scheme) afin de désigner un descripteur de subdivision
topologique potentiellement irréguliere. Nous proposons ici une généralisation des méta-schémas
existants.

Notre descripteur de subdivision est basé sur 'insertion de sommets dans les faces du maillage
de controle. Ces sommets sont ensuite connectés entre eux par des arétes afin de décrire les nou-
velles faces du maillage subdivisé. Le codage d’une subdivision topologique est ainsi composé
d’un descripteur d’insertion de sommets couplé a un descripteur de connectivité. La descrip-
tion est locale a une face du maillage de controle et a son voisinage immédiat. Chaque face du
maillage peut étre subdivisée par le méme descripteur, quel que soit son type (triangle, qua-
drangle, etc.), et sous certaines conditions, chaque face peut étre subdivisée indépendamment
des autres. Ce choix permet au maillage de controle d’étre composé de plusieurs types de faces.
En outre, la flexibilité du systéme nous permet d’aborder certaines idées intéressantes, comme
le modele d’implémentation présenté en partie 5.5.1.

Nous présenterons tout d’abord les travaux existant en classification des subdivisions topolo-
giques de maillage. Nous décrirons notre méta-schéma en partie 5.2, le descripteur d’insertion de
sommets suivi par le descripteur de connectivité. Nous souleverons la question des contraintes
topologiques locales du maillage subdivisé en partie 5.2.3, elle assurent la préservation de la
topologie globale du maillage initial. En partie 5.3, nous montrerons comment notre systeme
peut décrire les schémas de subdivision usuels, ainsi que les schémas irréguliers introduits dans
[Kohl 98] et [Mull 03]. La partie 5.3.5 est consacrée a la concaténation de plusieurs descripteurs,
qui permet la description de subdivisions topologiques plus complexes. Nous présenterons en-
suite les limites de notre systeéme en partie 5.4. Enfin, nous proposerons en partie 5.5 une phase
de lissage géométrique générale a ’ensemble des descriptions possibles.
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Catmull et Clark NG

F1a. 5.2 : Deux exemples de descriptions topologiques issues de [lvri 04a] : QP(2,0) et QP(2,1)
décrivent respectivement la topologie de la subdivision de Catmull et Clark et celle du schéma V5.

Fic. 5.3 : lllustration des subdivisions topologiques tournantes des schémas de Kobbelt

V3 [Kobb 00b] (¢ gauche) et de Tvrissimizis et al. [Tori 04b] (& droite).

5.1 Classification des subdivisions topologiques

Plusieurs travaux ont été menés sur la classification systématique des subdivisions topo-
logiques que I'on peut appliquer a un maillage. Ils n’adoptent pas le méme cadre d’analyse et
n’ont pas les mémes limitations. Nous proposons de les scinder en deux catégories : d’une part les
classifications de pavages réguliers, d’autre part celles qui peuvent décrire un pavage irrégulier.

5.1.1 Les formalismes de classification existants

En premier lieu, le terme régularité vient de la réduction en mosaique — en anglais tessel-
lation — du plan euclidien en triangles, rectangles ou en hexagones. La valence des sommets
de la mosaique est alors réguliere, elle est respectivement de 6, 4 et 3. En pratique, ce genre de
subdivision topologique implique une restriction : le maillage de controle et le maillage subdi-
visé sont composés d’un seul et méme type de face. En contrepartie, la mise en correspondance
des deux maillages est directe. Dans [Alex 02], auteur considére la subdivision réguliere de tri-
angles, il introduit le principal concept que nous utilisons ici : une subdivision topologique est
une insertion de sommets suivie d’une phase de triangulation. Un codage intuitif et complet des
subdivisions régulieres est présenté dans [Ivri 04a], il est basé sur un vecteur de déplacement
entre les deux maillages : ce descripteur est défini par une aréte du maillage de controle projetée
sur le maillage subdivisé, voir Figure 5.2. L’arité d’une subdivision est le rapport d’échelle de la
similarité entre les deux pavages réguliers, elle est représentée par la norme du vecteur. L’orien-
tation de ce vecteur permet quant-a-elle 'introduction de schémas de topologie tournante, tels
que le schéma /5 [Ivri 04b] du méme auteur ou le schéma /3 de Kobbelt [Kobb 00b], voir en
Figure 5.3.
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F1G. 5.4 : Ezemple d’application des méta-schémas de [Kohl 98] (premiére ligne) et de [Mull 03]
(deuxiéme ligne). La subdivision est locale a une face du maillage, le principe du descripteur est
basé sur linsertion d’élément. Pour le premier, trois types d’éléments peuvent étre insérés, ici
la description est VEF — VVF. Le deuxiéeme ne considere que l'insertion de sommets, ici le
descripteur est VE associé la connectivité énumérée 2.

Ce vecteur de déplacement est symbolisé par les coordonnées (x,y) définies dans un repere
lié au pavage régulier, voir Figure 5.2. La description est complétée par deux lettres, une pour le
type de face du maillage et une deuxiéme pour la primalité de la subdivision (un schéma est pri-
mal si certains des nouveaux sommets coincident avec les anciens). Par exemple, QP(2,0) décrit
la subdivision primale de quadrangle d’arité 2, il s’agit de la topologie du schéma de Catmull
et Clark; TP(1,1) décrit la topologie du schéma V3 et QP(2,1) celle du schéma V5. A noter,
par ailleurs, que les subdivisions topologiques tournantes peuvent tourner dans un sens ou dans
lautre, par exemple le sens de QP(2,1) est opposé & QP(1,2).

Un ensemble de criteéres pertinents concernant 1'utilité potentielle de chaque subdivision topolo-
gique réguliere est présenté par Dodgson [Dodg 05]. Son étude se consacre a trouver ’ensemble
des configurations topologiques potentiellement utiles en subdivision.

D’autre part, les méta-schémas introduits par Kohler [Kohl 98] et Miiller et Rips [Mull 03]
proposent une approche locale de la subdivision topologique. Ceux-ci ne s’intéressent pas a la
mise en correspondance de deux pavages réguliers de taille infinie, mais & une face du maillage de
controle et aux nouvelles faces issues de celle-ci par subdivision. Ces deux travaux sont basés sur
I'insertion de nouveaux éléments en lieu des sommets, des arétes et du centre de la face concer-
née. Le premier [Kohl 98] considére 'insertion de trois types d’éléments : le sommet, 1’aréte et
la face. Par exemple, le descripteur VEF — VVF définit le remplacement de chaque sommet de
la face par un nouveau sommet, de chaque aréte par un nouveau sommet et du centre de la face
par une nouvelle face, voir la premiere ligne de la Figure 5.4. Ils completent leur descripteur par
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Fic. 5.5: A gauche la subdivision topologique d’un triangle par un schéma de type Loop ternaire

primal TP(3,0) (donc d’arité 3). Celle-ci ne peut étre décrite par un méta-schéma existant. A
droite une subdivision irréguliere duale, un nouveau triangle est créé au centre de l’ancien : son
application sur un pavage triangulaire régulier conduirait a introduire a la fois des triangles et
des hexagones. Les méta-schémas sont par contre capables de la décrire.

une définition de la connectivité de ces nouveaux éléments entre eux.

Le deuxieme [Mull 03] ne considere que I'insertion de sommets a la place des anciens éléments,
tandis que les connectivités possibles sont énumérées. Par exemple, le descripteur V E décrit
I'insertion de sommets en lieu des anciens sommets et des anciennes arétes, voir la deuxieme
ligne de la Figure 5.4. Ce dernier généralise le premier méta-schéma, il est capable de décrire
tous les schémas de subdivision topologique introduit par [Kohl 98] et en propose d’autres.
Les auteurs proposent également une phase de lissage géométrique des nouveaux sommets, une
analyse de I'inversion du procédé de subdivision ainsi qu’une étude portant sur la concaténation
de plusieurs descripteurs.

5.1.2 Limitations et avantages des deux familles de descripteurs

Les descripteurs de subdivision réguliere ne peuvent décrire la plupart des subdivisions to-
pologiques introduites par les méta-schémas, leur cadre est contraint par le type des faces du
maillage de contréle. Cependant, la subdivision topologique réguliere est la plus couramment
rencontrée en subdivision. Une exception notable est le schéma pentagonal de Akleman [Akle 04].

Les méta-schémas, quand a eux, ne peuvent décrire certains schémas réguliers d’arité supé-
rieure a 2. Par exemple, le schéma de Loop ternaire TP(3,0) ne peut étre décrit dans leur for-
malisme, méme par la concaténation de plusieurs descripteurs, voir la Figure 5.5. Ils ne peuvent
pas non plus décrire la plupart des pavages tournants. Par contre, leur approche locale permet
de s’abstraire du type des faces du maillage de controle ainsi que du type des faces créées par la
subdivision.

A noter que le schéma de subdivision usuel de Catmull et Cark semble correspondre a une
subdivision topologique quadrangulaire réguliere. Or, ce schéma peut étre appliqué a n’importe
quel type de face du maillage de controle. Dans le cas d’une face non quadrangulaire, sa subdivi-
sion topologique ne peut plus étre décrite par le formalisme régulier. Le fait est qu’un schéma de
subdivision possede un comportement local & chaque face du maillage, sa phase de subdivision
topologique agit en réalité comme un méta-schéma. Dans le cas des schémas de Loop, V3 ou
V5 entre autres, le maillage de controle est contraint par le type de ses faces, respectivement
des triangles pour Loop et V3 et des quadrangles pour v/5. Dans le cas de ces schémas, nous
pouvons en effet parler de correspondance topologique entre leur phase de subdivision et une
description réguliere.
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F1G. 5.6 : Insertion des trois types de sommets : en (a) les sommets v;, n, = 2, en (b) les
sommets d’aréte e;, ne = 2 et en (c) le sommet de face f, ny = 1. Nous illustrons deuzx exemples
de connectivités possibles pour les triplets d’insertion (2,0,0) en (d) et (1,2,1) en (e).

Notre descripteur de subdivision topologique est une généralisation du méta-schéma [Mull 03].
Nous nous sommes intéressés a 'insertion de plusieurs sommets pour chaque élément d’une face
du maillage de controle. Nous proposons également un descripteur de connectivité flexible et in-
dépendant des sommets insérés. Parmi les possibilités de ce descripteur, nous intégrons en plus
des descriptions irrégulieres existantes un grand nombre de subdivisions régulieres, en particulier
toutes celles vérifiant les critéres d’utilité de Dodgson [Dodg 05] pour les surfaces de subdivision.

5.2 Structure de notre méta-schéma

Notre descripteur d’insertion Z est un triplet d’entiers (n,,ne,ny). Ils définissent le nombre
de nouveaux sommets a insérer relativement aux sommets de I'ancienne face, a ses arétes et a son
centre, voir Figure 5.6. Le descripteur de connectivité C définit quant-a-lui les nouvelles arétes
de la face subdivisée, il est basé sur des relations d’adjacences entre les nouveaux sommets. A
partir de cette description, une nouvelle face est considérée comme étant un cycle minimal du
graphe associé au maillage subdivisé. Le couple de descripteurs (Z,C) définit sans ambiguité la
subdivision topologique d’une face du maillage de controle. Nous introduisons en partie 5.2.3
un ensemble de regles assurant la préservation de la topologie du maillage de controle apres sa
subdivision.

Afin de pouvoir rendre le systeme indépendant du type de la face subdivisée, nous définissons
toutes les opérations d’insertion de la méme facon pour chaque aréte de la face. Par exemple, le
fait d’insérer un nouveau sommet par rapport aux arétes d’une face provoque l'insertion d’autant
de sommets que la face posseéde d’arétes. Ainsi, l'algorithme d’insertion décrit les nouveaux
sommets insérés par rapport a une seule aréte de la face. Nous parlons alors du maillage de
controle comme d’une structure de type demi-aréte, tout comme pour la mise en ceuvre des
cartes de données polaires en partie 3.2.3.1. Une face de ce maillage est constituée de demi-
arétes orientées, nous pouvons ainsi introduire une notion d’ordre entre les éléments insérés. Par
la suite, nous considérerons toutes les faces comme étant orientées dans le sens trigonométrique.

5.2.1 Descripteur d’insertion 7

Comme exposé précédemment, les trois entiers n,, n. et ny représentent le nombre de nou-
veaux sommets insérés v;, e; et f par rapport aux éléments d’une face F, a savoir respectivement :
ses sommets, ses arétes et son centre. Cette notion est tres proche du méta-schéma [Mull 03] si
I'on considere (n,,n,ny) € {0,1}>.
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Ny = 1 ny, = 4 n, = 4 ny, = 6
X =0 X =3 X =3 X =3
Y =0 Yy =1 Yy =1 Y = 2

F1G. 5.7 : Les sommets v; sont insérés et ordonnés dans une zone d’insertion liée a une demi-
aréte de la face a subdiviser. Le procédé est le méme pour chacune des arétes de la face, il est
donc indépendant de leur nombre. Nous désignons ces zones par le terme secteur d’insertion lié
a la demi-aréte.

Insertion des sommets v;

Nous insérons n, sommets par rapport a chaque ancien sommet de la face, n, € N*. Sin, = 1,
nous insérons un nouveau sommet a la place de chaque ancien. Si n, > 1, nous insérons et
ordonnons n, — 1 nouveaux sommets supplémentaires pour chaque demi-aréte.

Pour chaque sommet de la face F, nous considérons un secteur d’insertion, voir Figure 5.7.
Celui-ci prend la forme d’un tableau & deux dimensions. Chaque sommet v;, i € [1,n, — 1] est
localisé dans ce tableau au moyen de ses coordonnées (x;,y;). Les secteurs d’insertion sont rela-
tifs & chaque demi-aréte de F et sont quadrilatéraux quel que soit son type. Nous considérons
pour cela le milieu de chaque aréte et le centre de F. Nous fixons ensuite les bornes (X,Y) de
ces tableaux, z; € [0, X — 1] et y; € [0,Y — 1]. Enfin, nous les remplissons colonne par colonne
par les nouveaux sommets v;. La derniere colonne n’est d’ailleurs pas forcément remplie, voir
la Figure 5.7 a droite.

Nos choix concernant le calcul des bornes (X, Y") sont relatifs & la planarité locale du nouveau
graphe et a la configurations des subdivisions topologiques réguliéres, voir un exemple en Fi-
gure 5.8.d. Nous discuterons de la planarité locale des graphes en partie 5.2.3 et nous exposerons
la justification du calcul des bornes en partie 5.3.3. Considérons pour les équations suivantes
Pentier inférieur comme résultat de la division entiere et 'opétareur modulo % :

Y:an_lJ QZZ:Z/Y
{X:(nqu1 ot {yi:i%y' (5.1)

Le descripteur de connectivité est basé sur ces secteurs d’insertion ainsi que sur l'ordre de
remplissage des sommets v;, comme nous le présenterons dans la partie suivante. Cette représen-
tation spatiale des sommets v; n’est pas géométrique, seules les relations d’adjacences induites
par les coordonnées (x;,y;) sont importantes. Nous en proposons néanmoins une représentation
graphique pour nos exemples en considérant les tableaux a deux dimensions relatifs aux secteurs.
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F1G. 5.8 : En (a) le descripteur d’insertion I : (4,0,0) couplé avec le descripteur de connectivité
C:v —. En (b), les bornes du secteur d’insertion (2,2) sont alors responsables de croise-
ments d’arétes, le graphe n’est donc pas planaire. (c) Notre calcul de bornes pour ce nombre
de sommets v; est (3,1), cette configuration évite le probléme des croisements quel que soit le
descripteur C. En (d) nous illustrons un ezemple de subdivision topologique proche d’un cas ré-
gulier quadrangulaire pour n, = 7 et les bornes (3,2) (il s’agit de QP(6,0) dans la notation
de [Tvri 04a)).

Insertion des sommets ¢;

Nous avons besoin d’insérer et d’ordonner, par rapport a chaque aréte de F, n. sommets e;
ot ne € NT et i € [0,n. — 1]. Nous les ordonnons donc dans le sens de chaque demi-aréte,
le premier étant le plus proche de son sommet source. Nous les visualisons en les répartissant
de facon uniforme, voir Figure 5.6.b. Nous avons choisi de séparer les deux types de sommets
insérés v; et e; car ce choix augmente grandement les possibilités de notre descripteur. En
guise d’exemple, toutes les subdivisions topologiques triangulaires réguliéres abordées de notre
point de vue impliquent I'insertion d’un sommet e; de plus que le nombre de sommets v; dont
nous avons besoin. De plus, toutes les subdivisions tournantes décrites dans notre formalisme
requierent l'insertion de sommets v; mais pas de sommet e; ; nous reviendrons sur ces cas de
figure en partie 5.3.

Insertion du sommet f

Nous fixons ny € {0,1}. S’il est spécifié, le sommet f est situé au centre de F, voir Figure 5.6.c.
Il n’y a aucune ambiguité entre le sommet f et les sommets v;, également insérés a l'intérieur
de la face, puisque ce sommet est indépendant des arétes et donc des secteurs d’insertion.

5.2.2 Descripteur de connectivité C

Le descripteur de connectivité est séparé du descripteur d’insertion des nouveaux sommets.
Il a pour but de décrire les nouvelles arétes liant les sommets insérés afin de créer les nouvelles
faces du maillage subdivisé. Ce descripteur est défini par un ensemble de symboles lié & un
ensemble de directions représentées par des fleches. Nous nous intéressons a la création de liens
entre les différents types de sommets insérés : les sommets v; sont insérés a 'intérieur de la face,
les sommets e; sont ordonnés par rapport a chaque aréte et le sommet f est défini par rapport
au centre de la face. Nous choisissons de traiter a part le cas des anciens sommets préservés vy.

Une aréte créée entre deux éléments de méme type sera décrite comme une connexion intra-
élément, voir les Figures 5.9.a et 5.9.b. Une aréte créée entre deux éléments de types diffé-
rents sera considérée comme une connexion inter-élément, voir Figure 5.9.c. Ces deux types de
connexions sont dites internes car les liens sont alors créés a 'intérieur de la face a subdiviser.

108



5.2. STRUCTURE DE NOTRE META-SCHEMA 109

Fi1G. 5.9 : Nous considérons dans cet exemple ’application d’un méta-schéma pour des faces
quadrangulaires (premiére ligne) et triangulaires (deuziéme ligne). En (a) et (e) la connectivité
interne intra-élément v — pour I : (2,0,0). En (b) et (f) le sommet vy posséde ses propres
possibilités de connexion : vg — et vy /. En (c) et (g) un exemple de connexion inter-élément,
ici vf 1 pour T :(1,0,1). La connexion externe (d) créer des liens entre des éléments de faces
différentes, ici v | pourT : (2,0,0). En (h) nous modélisons la subdivision topologique du schéma
de Kobbelt /3 au moyen des connectiwvités vf 1 et f| pour T :(1,0,1).

Les liens entre deux éléments de faces différentes sont dits externes, voir Figure 5.9.d. Par
exemple, le schéma v/3 [Kobb 00b] décrit une subdivision topologique ou les sommets insérés
dans chaque face sont liés entre eux. Nous pouvons décrire ce procédé en liant le sommet f
d’une face avec les sommets f de ses faces voisines, ceci au moyen d’une connexion externe, voir
Figure 5.9.h.

Par souci de clarté, nous proposons de présenter explicitement par I'exemple les différentes
connexions possibles, a travers leurs symboles et leurs directions. Les nouveaux sommets de
meéme type sont ordonnés les uns par rapport aux autres, nous pouvons donc considérer des
relations d’adjacence de fagon intuitive au moyen des directions. Tous les sommets de méme
type sont traités de la méme fagon. Par exemple, le descripteur C : v — définit la création d’un
lien entre chaque sommet v; et son voisin de droite, au regard de leur adjacence dans le secteur
d’insertion, voir Figure 5.8. Par contre, la connexion d’éléments de types différents nécessite la
définition de regles particulieres. Le descripteur C : ev T, par exemple, définit la création de liens
entre chaque sommet e; et son voisin v; du dessus, ce qui implique la définition d’une relation
d’adjacence entre ces deux ensembles d’éléments. Dans la suite du document, nous définirons
chacune des différentes connexions existantes dans notre formalisme, la Table 5.1 en présentera
un récapitulatif.

5.2.2.1 Les connexions internes intra-éléments

Les connexions de cette nature décrivent les liens entre des éléments de méme type, vg, v; ou e;.
Elles sont décrites par une lettre C : vy, v, et e et un ensemble de directions.
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F1G. 5.10 : Illustration de la connectivité interne intra-élément pour les sommets v;. Nous dé-

crivons deux connectivités en méme temps en (d) et trois en (h). A noter que la connexion
v T ne prend pas en compte le voisinage de plusieurs secteurs d’insertion car ces liens seraient
redondants avec ceux décrits par la connexion v —.

La connexion v

Tout d’abord, le voisinage des sommets v; est relatif au tableau bi-dimensionnel introduit dans
chaque secteur d’insertion. Nous considérons la connexité de chaque case de ce tableau. Ainsi,
nous définissons les deux voisinages immédiats haut et droite : T et —, ainsi que les deux voisi-
nages diagonaux : \_et , voir Figure 5.10. Concretement, le voisin d’un sommet v; par rapport
a une direction est le premier atteint par un déplacement de ce sommet v; le long de celle-ci.
Ce voisinage est étendu aux secteurs d’insertions précédent et suivant, au sens trigonométrique
des demi-arétes de la face, voir Figure 5.10.b. Notons & présent |F| le nombre d’arétes de la
face F. Un secteur d’insertion s € [1,|F|] est adjacent aux deux secteurs Sprecedent €t Ssuivant
ol Sprecedent = (5 — 1) % |F| et Ssyivant = (s + 1) %|F|. Nous considérons donc ici la mise en
correspondance de deux tableaux adjacents de sommets de dimensions différentes : [X x Y] et
[Y x X], car étant donnée la symétrie centrale des demi-arétes de la face par rapport a son centre,
le secteur suivant Sgyivant €St tourné de g par rapport au secteur s. Ainsi, pour une demi-aréte,
la premiere ligne de sommets v; adjacents par la direction — est composée de X + Y éléments,
la premiere ligne X du secteur s et la premiere colonne Y du secteur Ssyivant-

La connexion v

Comme exposé précédemment, les premiers sommets v — relatifs au secteur s — sont traités
différemment des autres sommets v;. Le sommet vj peut étre lié au premier sommet du secteur
suivant vj*“**"* par la connexion vg —-. Il peut aussi étre lié au sommet suivant du méme secteur
v} par la connexion vg ', voir un exemple en Figure 5.9.b.
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F1c. 5.11 : lllustration de la connectivité intra-élément e T (a) et plusieurs connectivités de type
inter-élément appliquées sur un quadrangle et sur un triangle : en (b) et (¢) ef 1, en (d) ev 1,
en (e)vf 1 et en (f) vf —. Les sommets vy ne sont pas visualisés en (d), (e) et (f).

{I:(O,l,o) {I:(O,l,l) {I:(O,Q,l) {I:(2,2,0) {I:(3,0,1) {I:(S,O,l)

La connexion e

Deux sommets e; sont voisins s’ils sont adjacents par rapport a la demi-aréte o nous les insérons.
Nous considérons la connexité droite par la direction e — (e < est redondante). La connexion
e T permet de lier le dernier sommet e; d'un secteur s avec le premier sommet e du secteur
suivant, ;""" Cette possibilité de connexion nous permet par exemple de décrire la phase
topologique du schéma de Loop, voir Figure 5.11.a.

Enfin, il n’y a pas de connexion intra-élément concernant 1’éventuel sommet f, puisque il est
unique dans la face.

5.2.2.2 Les connexions internes inter-éléments

Ce type de connectivité décrit les liens entre des éléments de types différents, voir Figure 5.9.c.
Nous proposons de les décrire par un couple de lettres ev, vf et ef associé a un ensemble de
directions. Plusieurs exemples sont illustrés en Figure 5.11.

La connexion ev

Le premier sommet e peut étre lié au premier sommet vg par la connexion ev «. De facon sy-
métrique, le dernier sommet e;, _; peut étre lié au premier sommet v; du secteur suivant vg**e"*
par la connexion ev —.

Les sommets e; sont liés aux sommets v; de la premiere ligne par les trois connexions ev T,
ev \_et ev /. Comme dit précédemment, cette premiere ligne de sommets est associée a une
demi-aréte, elle contient X + Y sommets v;. L’exemple de la Figure 5.10.d montre cinq sommets
sur la premiere ligne de chaque demi-aréte. Nous considérons alors deux cas distincts, de fagon
intuitive, si ¢ < X, un sommet e; peut étre lié au sommet v°(7,0) par la connexion ev T. Si
i > X, alors €] est lié au sommet v*»vent (0, X +Y — (i + 1)), voir Figure 5.11.d. S’il y a plus
de sommets e; que de sommets v; sur cette ligne, nous choisissons de lier les sommets e; restant
au dernier sommet v;. Les directions diagonales sont définies par la composition des directions
verticales et des directions horizontales.
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Fi1G. 5.12 : Les connexions externes nous permettent de décrire certaines subdivisions topolo-
giques duales (a) ainsi qu’un grand nombre de subdivisions topologiques réguliéres tournantes.
En (b) nous reproduisons la phase topologique du schéma V5 (noté QP(2,1) avec la description
de [Tvri 04af), en (c) il s’agit de la transformation topologique du schéma régulier triangulaire
tournant N7 — TP(2,1) — appliquée & des quadrangles.

La connexion ef
La connexion ef T lie tous les sommets e; au sommet central f, voir par exemple la topologie
du schéma de Catmull et Clark et celle du schéma de Loop ternaire en Figures 5.11.b et 5.11.c.

La connexion v f

Les deux connexions vf T et vf — sont moins intuitives que les précédentes. La connexion vf T
permet de lier le sommet f avec le dernier sommet v,,_1, ou avec le sommet vy si n, = 1, voir
en Figure 5.11.e. La connexion vf — permet de lier le sommet f au sommet v(X — 2,V — 1),
celui-ci est situé sur la derniere ligne et ’avant-derniere colonne du secteur d’insertion, voir
Figure 5.11.f. Cette direction nous sera utile a la triangulation du domaine central de la face,
dans le but de décrire un grand nombre de subdivisions topologiques régulieres triangulaires que
nous présenterons en partie 5.3.2. Ces deux connexions nous permettent de joindre les secteurs
d’insertion des sommets v;.

5.2.2.3 Les connexions externes

Une connexion est dite externe si elle implique un lien entre des éléments appartenant a deux
faces adjacentes. Les sommets e; et vg ne sont pas concernés par ces connexions puisqu’ils sont
toujours partagés par deux faces adjacentes, ils appartiennent a la méme aréte. Nous notons la
connexion externe par une lettre en caractere gras suivie d’un ensemble de directions. Il n’y a
cependant aucune ambiguité concernant ce type de connexion et les connexions internes car les
directions sont différentes; nous choisissons cette notation par souci de clarté.

La connexion externe f |

Le sommet f, au centre de la face, peut étre lié aux sommets f des faces adjacentes par la
connexion f |, voir en Figure 5.12.a. Cette connexion peut servir & modéliser le maillage dual,
qui par définition remplace chaque face du maillage de controle par un sommet, d’ou la descrip-

tion (Z : (0,0,1),C : f]).
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Connexions internes intra-éléments Possibilités
Vo /=
v AN
e T—
Connexions internes inter-éléments Possibilités
ev —\1./—
vf T—
ef T
Connexions externes Possibilités
v VRN
f l

TAB. 5.1 : Récapitulatif des différentes directions possibles pour chaque symbole utilisé par notre
descripteur de connectivité. Un lien est interne intra-élément, interne inter-élément ou externe.
Nous notons ces derniéeres avec un symbole en caractére gras, bien qu’elles ne présentent aucune
ambiguité avec les autres connexions.

La connexion externe v

Les sommets v; d’un secteur d’insertion peuvent étre liés aux sommets du secteur opposé, au sens
des demi-arétes, par la connexion v | (Figure 5.12.c). Ce repere opposé est tourné de m radians
par rapport au repere en question, le procédé d’adjacence reste néanmoins le méme. Enfin, nous
définissons les deux directions diagonales v /" et v \; elles sont comme précédemment définies
par la composition de deux déplacements, un déplacement externe puis un déplacement interne
dans le secteur atteint. Deux exemples de ces connexions externes sont présentés en Figure 5.12.
A noter que ces connexions ne concernent que les sommets v; situés sur la premiere ligne ou la pre-
miere colonne du secteur d’insertion, elles sont ignorées pour les sommets v; qui n’appartiennent
pas a un bord de leur secteur (soit v;(z,y) tel que x # 0 et y # 0). Par ailleurs, ces connexions
n’ont de sens que si deux faces adjacentes sont subdivisées de la méme fagon par le méta-schéma.

La Table 5.1 reprend '’ensemble des possibilités de notre descripteur de connectivité C. De
par lorientation des demi-arétes de la face, les différentes connexions sont soit toujours internes,
soit toujours externes. En effet, la direction droite, par exemple, est définie selon l'orientation de
ces arétes. Ainsi, quel que soit le type de sommet lié & une demi-aréte, son voisin éventuel est
toujours contenu, soit dans son propre secteur, soit dans le secteur suivant de la face, tel qu’il
est illustré en Figure 5.10.b. Il en est de méme pour la direction haut dans le sens inverse de la
demi-aréte.
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Fi1G. 5.13 : Plusieurs exemples de connectivités qui ne générent pas un graphe planaire.

5.2.3 Contraintes de topologie sur le maillage subdivisé

Durant le procédé de subdivision d’une face, nous cherchons a préserver la topologie globale
du maillage. Une face décrit une deux-variété, son graphe associé est planaire et il ne contient
qu’une seule composante connexe. Un graphe non-planaire ne peut étre dessiné sur un plan sans
intersection d’arétes. Dans cette section, nous présentons un ensemble de regles a suivre afin
qu’un ensemble de faces, créées par la subdivision d’une face et de son voisinage direct, reste
la description d’une deux-variété. Ces regles sont nécessaires a la préservation de la topologie
globale du maillage de contréle. Nous scindons cette analyse entre la planarité du graphe créé
par subdivision et le nombre de composantes connexes introduites. A noter que notre systéme de
description, comme les autres méta-schémas, peut étre appliqué sans changement a des maillages
qui ne décrivent pas une deux-variété.

Planarité locale
Afin d’assurer la propriété de planarité du graphe localement créé par subdivision, les condi-
tions suivantes doivent étre respectées. En pratique, celles-ci sont intégrées dans nos algorithmes.

Nous fixons quatre restrictions sur la connectivité interne intra-élément :

— Si deux faces F; et Fo partagent une aréte, donc deux demi-arétes opposées, le méta-
schéma, doit décrire le méme comportement concernant cette aréte. Donc, n. est le méme
pour les deux descripteurs Z; et Zo, de méme que pour les deux descripteurs de connectivité
intra-élément e.

— La connexion v — lie le premier sommet vg d’un secteur s au premier du secteur sui-
vant vy**" seulement s’il n’y a pas de sommet e;, soit n. = 0, et si le descripteur de
connectivité ne décrit aucune connexion externe.

— Les connexions internes v \_ et v ' ne peuvent étre spécifiées en méme temps (voir
Figure 5.10.h).

— Les connexions internes vy " et e T ne peuvent étre spécifiées en méme temps (voir Fi-
gure 5.13.a).

Nous fixons une restriction sur la connectivité interne inter-élément :

— La connexion vf — n’est possible conjointement avec la connexion v — que si les bornes
du secteur d’insertion des sommets v; respectent 1'inégalité : X > Y. Donc si les lignes du
secteur d’insertion sont plus grandes que ses colonnes. Par exemple, cette connexion est
possible pour la configuration présentée en Figure 5.10.d (X = 3 et Y = 2) mais pas pour
celle de la Figure 5.10.d (X =Y = 3).
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Fi1G. 5.14 : Quatre exemples de connectivités minimales. Pour ces descripteurs d’insertion, au
moins l'une d’elle est requise afin de remplir les contraintes de topologie locale que nous fizons.
En (a) la descriptionZ : (1,0,0), C:vg —, en (b)Z : (1,0,1), C:vf 1 (topologie du schéma 4—8
de Velho et Zorin [Velh 01]). Les exemples en (b) et en (c¢) sont décrits par le méme descripteur
d’insertion T : (1,1,1) avec trois connectivités possibles, C : ev «——,ef 1, C : vf T,ef T et
C:ev+——,vf 7.

Enfin, nous fixons trois restrictions sur la connectivité externe :

— Aucune connexion externe ne peut étre spécifiée si C contient 'une de ces connexions :
vy —, € —, ev — ou ev «—, voir un exemple en Figure 5.13.b.

— De méme que les connexions internes diagonales, les connexions v et v \, ne peuvent
étre spécifiées en méme temps.

— Les connexions v et v \, ne peuvent étre spécifiées en méme temps que 'une des
connexions v — et vg —, de méme que pour la connexion f |, voir un exemple en Fi-
gure 5.13.c.

Unicité de la composante connexe

De prime abord, afin d’assurer 'unicité de la composante connexe du graphe issu du procédé de
subdivision, nous ne pouvons pas laisser un nouveau sommet sans une connexion qui lui est liée.
Ainsi, chaque type de sommet v, e ou f doit étre associé a une connectivité qui lui est propre.
Nous illustrons en Figure 5.14 plusieurs exemples de connectivités, le nombre de ces connexions
est minimal et nécessaire a la construction des faces du maillage subdivisé.

Ensuite, outre la question des sommets isolés, un sous-graphe du résultat de la subdivision ne
doit pas représenter une composante connexe séparée de I’ensemble. Nous avons précédemment
illustré un exemple de ce cas de figure problématique en Figure 5.10.d : en prenant en compte
la connexion vy —, un sous-graphe du résultat est présent a l'intérieur de la face, le résultat
compte donc deux composantes connexes (celui-ci et les quatre anciennes arétes qui forment
une face identique). Pour ce cas trés particulier, une connexion vy " doit étre spécifiée. Plus
généralement, une de ces quatre connexions doit étre spécifiée — si n,, > 1 — afin de respecter la
contrainte de I'unicité de la composante connexe : vy ', ev \ T, Il s’agit donc d’une contrainte
globale sur ’ensemble des connexions spécifiées par le descripteur de connectivité C.

Le respect de ces contraintes assure la planarité locale du graphe représenté par le maillage
subdivisé quel que soit le descripteur de connectivité C. La topologie globale du maillage de
controle est alors préservée. Nous parlons alors de connectivité valide. Le calcul des bornes
(X,Y) des secteurs d’insertion des sommets v; est également motivé par ces considérations de
planarité, nous le justifierons en partie 5.3.3, il concerne quant-a-lui le descripteur d’insertion Z.
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(a) (0)
Fi1G. 5.15 : Le résultat d’une subdivision topologique duale peut étre vu comme le maillage dual
d’une subdivision primale, c¢’est le point de vue que nous adoptons. En (a) un maillage de controle
composé de triangles. Sur la premiére ligne : en (b) le résultat topologique du schéma de Catmull
et Clark et en (c) son maillage dual, qui correspond au résultat topologique du schéma de Doo
et Sabin [Doo 78a]. Sur la deuxiéeme ligne le méme principe pour (b) le schéma de Loop et (c)
le schéma hexagonal de Dyn et al. [Dyn 92].

5.2.4 La subdivision topologique duale

Dans ce document, une subdivision topologique est dite duale si les anciens sommets de la

face ne sont pas conservés, donc si n, = 0. Ce terme est opposé a la subdivision topologique
primale. Cependant, notons bien que le fait de spécifier n, = 0 ne transforme pas un maillage
subdivisé en son dual. Notre descripteur de subdivision topologique décrit le procédé de construc-
tion du dual d’un maillage par : (Z : (0,0,1),C : f |). En considérant la subdivision de toutes
les faces du maillage par le méme descripteur, chaque face du maillage est remplacée par un
sommet en son centre, et ces sommets sont reliés si les faces sont adjacentes.
Nous choisissons de traiter le cas de ces subdivisions duales comme étant le maillage dual du
résultat d’une subdivision primale du maillage de controle. Le fait est que, par construction,
notre descripteur n’est pas capable d’insérer des sommets v; a 'intérieur de la face puisqu’une
subdivision duale implique n,, = 0. Cette solution nous permet de lever cette limitation. Ceci
implique la concaténation de deux descripteurs : la subdivision primale du maillage de controle
puis le descripteur de maillage dual. Nous reviendrons sur la notion de concaténation de plu-
sieurs descripteurs en partie 5.3.5. Par ailleurs, le dual du maillage issu d’une subdivision primale
effectuée sur le maillage de controle est similaire au résultat de cette méme subdivision primale
effectuée sur le dual du maillage de controle, sauf éventuellement aux bords. En notant M le
maillage de controle, M* la transformation duale et M’ la transformation primale, ceci se tra-
duit par : M’* est similaire & M*. Par exemple, la subdivision topologique du schéma de Doo
et Sabin [Doo 78a] est le dual de la subdivision topologique du schéma de Catmull et Clark. De
méme, le résultat topologique du schéma hexagonal proposé par Dyn et al. [Dyn 92] est le dual
du résultat topologique du schéma de Loop, voir Figure 5.15.

Ce formalisme de composition est différent du descripteur régulier proposé dans [Ivri 04al. Les
auteurs proposent d’ajouter une lettre au descripteur : P pour primal et D pour dual. Dans notre
formalisme, cette solution aurait pu été appliquée en séparant le sommet vy de la description des
sommets v;, nous aurions alors un descripteur d’insertion de cette forme : Z : (ny,, 1y, Ne, N f).
Nous nous intéresserons par la suite a la concaténation de plusieurs descripteurs, c’est une des
raisons pour lesquelles nous avons fait ce choix concernant la subdivision topologique duale.
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Base (a) (b) (c)

Fic. 5.16 : Exemples de subdivisions topologiques régulieres avec n. = 5 pour un comporte-
ment (a) triangulaire et (b) quadrangulaire. Les descripteurs d’insertions sont respectivement
Z:(4,5,1) etZ:(7,5,1). Nous adaptons en (c) le comportement de notre descripteur au type
des faces du maillage.

5.3 Les possibilités de description de notre systeme

Nous pouvons décrire un large ensemble de transformations qui n’entrent pas dans le cadre
des classifications existantes. Tout d’abord, nous proposons de baser la présentation de notre
descripteur sur les subdivisions topologiques régulieres, couramment rencontrées dans notre do-
maine d’étude. Nous aborderons par la suite les subdivisions topologiques irrégulieres, existantes
ou non. A propos des descriptions régulieres, tout comme évoqué précédemment pour le schéma
de Catmull et Clark, leur application sur un maillage constitué de faces différentes de celles du
pavage régulier concerné est une subdivision topologique irréguliere. Ainsi, notre descripteur de
subdivision réguliere triangulaire illustré en Figure 5.16.b décrit une subdivision irréguliere si
nous ’appliquons sur un maillage constitué de quadrangles ou de pentagones. Par ailleurs, nous
pouvons définir un ensemble de subdivisions topologiques proches des descriptions régulieres,
topologiquement parlant. A travers les exemples présentés en Figure 5.17, nous pouvons consi-
dérer des chemins dans ’espace de nos descripteurs d’une subdivision topologique réguliere vers
une autre. Une faible variation dans la description du résultat implique un maillage subdivisé to-
pologiquement proche. Nous discuterons de I’espace des maillages subdivisés pouvant étre décrit
par notre formalisme en partie 5.3.6.

5.3.1 Les subdivisions topologiques couramment utilisées

Nous présentons ici les possibilités de description de notre méta-schéma a travers 1’étude
des subdivisions topologiques régulieres. La Table 5.2 présente la transcription des descriptions
issues de [Ivri 04a] qui remplissent les conditions d’utilité de [Dodg 05]. Nous y ajoutons les
descriptions d’arité supérieure TP(4,0) et QP(4,0), car notre descripteur de connectivité ne
change pas, sa complexité n’augmente pas avec ’arité d’une description réguliere. Nous illustrons
ces subdivisions topologiques en Figures 5.18 et 5.19. Nous proposons dans la partie suivante
une méthode générale de description des cas réguliers Q/TP(m,0) pour m quelconque, puis
des cas réguliers tournants Q/TP(m, 1). Enfin, nous transcrirons les subdivisions topologiques
irrégulieres existantes introduites dans [Kohl 98] et [Mull 03], voir la Table 5.3.

5.3.2 Description des subdivisions topologiques réguliéres sans rotation

Nous clarifions ici comment configurer notre méta-schéma afin de construire une subdivision
topologique réguliere sans rotation. Soient les fonctions R g et R définissant le triplet d’insertion
T : (ny,ne,ny) de notre descripteur en fonction d’une arité n, pour le cas quadrangulaire et
triangulaire. Nous définissons également les descripteurs de connectivité associés Cg et Cr.

117



118 ~ CHAPITRE 5. DESCRIPTION DE LA PHASE DE SUBDIVISION TOPOLOGIQUE D’UN
SCHEMA

O Q Q O

/-
A

\/

|
g
e

|

|
——0—=—0

O O O O —O0—0O0—0O0—0
Z:(1,1,1) 7:(1,2,1) 7:(1,3,1)
C:ev——,ef ] C:ev——,ef ] C:ev——,ef ]

O Q Q O

\
|

——0 e O—(—O——0

O O O O

7:(2,1,0) T:(2,2,0) 7:(2,3,0)

C:v—,ev—]/— C:Co C:v—,ev < \T—
AT T
|Mﬁ\ O— —O—0O
O\

(3,1,1) T:
C:v—,ev—\1/"=,vf1 C: v—>,e—>,€v<—T/—>,va

Fic. 5.17 : Notre descripteur peut construire un ensemble varié de subdivisions topologiques
wrrégulieres. Nous illustrons ici plusieurs d’entre elles, de descriptions trés proches : nous pouvons
alors considérer des chemins de transitions topologiques entre ces trois subdivisions réguliéres.

Ne=n-—1 Ne=mn—1
Ro(n):{ n,=1+n2/4 Rr(n):q ny =1+ (ne(ne—1))/6 (5.2)
ng=n2—4(n, — 1) ng =ne(ne —1)/2 —3(ny, — 1) .

{ CQ = UV € —, ev 11—, va (53)

Cr = vN\—=, el—=, ev =\T—=, vfl— .

Nous lions l'arité n de la subdivision avec le nombre de sommets d’arétes n., les autres
nombres de sommets insérés n, et ny sont exprimés naturellement a partir de celui-ci.

Un exemple de ce type de subdivision est illustré en Figure 5.16. En (¢) nous adaptons notre

descripteur au type de la face a subdiviser, il s’agit d'une subdivision topologique adaptative qui
peut étre mise en parallele avec la topologie du schéma de subdivision Quad-Triangle [Stam 02].
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Base QP(1,1) QP(2, 0) QP(2,1)
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QP(2, 2) QP(3, 0) QP(4, 0)

F1G. 5.18 : Subdivisions topologiques réguliéres quadrangulaires classées dans [Dodg 05] en uti-
lisant la classification de [Ivri 04aj. Le maillage de contréle est composé d’un pentagone, de
triangles et de quadrangles.
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TP(2, 2) | TP(3, 0) | TP(4, 0)

F1G. 5.19 : Subdivisions topologiques réquliéres triangulaires classées dans [Dodg 05] en utilisant
la classification de [Tvri 04a).
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Descripteur régulier [Ivri 04a] Nom du schéma Insertion Z Connexion C
QP(1, 1) 4-8 (1,0, 1) of 1
QP(2, 0) Catmull-Clark (1,1, 1) ve «——, ef |
QP(2, 1) V5 (2,0, 0) v,/ v, v/
QP(2, 2) V8 (2,1,1) w/ evl/, uf 1
QP(3,0) ternaire (2, 2,0) Co
QP(4, 0) quaternaire (3,3, 1) Co
TP(1, 1) V3 (1,0, 1) vf 1, £
TP(2, 0) Loop (1,1,0) ev——, e
TP(2, 1) V7 (2,0,0) vo /v, v/
TP(2, 2) V12 (2,1,1) v evl/, vf T, ef T, v
TP(3, 0) Loop ternaire (1,2, 1) Cr
TP(4, 0) Loop quaternaire (2,3,0) Cr
Non décrit — (2,3,1) n’importe quel C

TAB. 5.2 : Description de la phase topologiques des schémas de subdivision couramment rencon-
trés, par la classification [Ivri 04a] et notre méta-schéma.
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Méta-schéma [Kohl 98] Méta-schéma [Mull 03] Insertion 7 Connexion C
9 \% vV (1,0, 0) v —
8 E EE (0,1, 0) el
7 VE VE (1,1, 0) v ——
7 VE VE, EE 1,1, 0) ev 1=, e
5 VF VF (1,0,1) uf T
3 VF VF, VV (1,0,1) vo —, vf 1
2 EF EF 0, 1,1) ef 1
2 EF EF, EE (0,1, 1) el, ef 1
1 VEF VE, EF (1,1, 1) ev+——, ef T
1 VEF VF, EF (1,1,1) of 1, ef 1
1 VEF VE, VF (1,1, 1) ev——, vf 1
1 VEF VE,EF, VF (1,1, 1) ev——, vf T, ef 1
Non décrit Non décrit (1,2, 1) n’importe quel C

TAB. 5.3 : Description des subdivisions topologiques introduites dans [Kohl 98] et [Mull 03] par
notre méta-schéma.
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F1G. 5.20 : En (a) la répartition des sommets v; (n, =4) donne lieu a des croisements d’arétes
pour certaines descriptions de connectivité valide, ici C : v —. Ceci est du a un mauvais calcul
des bornes (X,Y) du tableau, ici X =Y = 2. En (b) nous effectuons le calcul correct : X = 3,
Y =1. En (c¢) et (d), deux autres exemples de répartitions correctes, pour respectivement n, = 6
etny,=7:X=3,Y =2.

5.3.3 Justification des bornes X et Y du secteur d’insertion des sommets v;

Maintenant que nous avons présenté le cas des maillages réguliers existants, nous pouvons
justifier le calcul des bornes (X,Y’) des zones d’insertion donné en (5.1).
L’ordonnancement des sommets v;, i € [1,n, — 1] dans le tableau situé dans leur secteur d’inser-
tion dépend de leur mode de remplissage, ici colonne par colonne, et de la taille de ce tableau,
les bornes (X,Y"). Le premier sommet v; est situé aux coordonnées (0,0) du tableau; si Y > 1,
le second sommet vy se situe aux coordonnées (0, 1), sinon en (1,0) et ainsi de suite. Ces bornes
dépendent du nombre de sommets v; a insérer dans la face, soit n, — 1. Parmi toutes les bornes
différentes que nous pourrions prendre, certaines ne sont pas utilisables en pratique. En effet,
certaines bornes donnent lieu a des graphes non planaires méme si le descripteur de connectivité
C est valide, voir en Figure 5.20.a : certaines arétes se croisent. Nous définissons ici ces bornes de
fagon a garantir la planarité locale du graphe résultat pour tout descripteur d’insertion Z couplé
a toute connectivité C valide. D’autre part, notre but est aussi de faciliter la description des
subdivisions topologiques réguliéres a travers notre formalisme, puisqu’il s’agit des subdivisions
topologiques les plus utilisées en pratique.

Tout d’abord, afin d’éviter le cas de figure non souhaité du croisement de certaines arétes, la
condition nécessaire est celle-ci : la derniere ligne du tableau, soit les v;(x;, ;) tels que y; = Y —1,
ne doit pas contenir moins de sommets qu’il y en a dans une colonne remplie, soit ¥ sommets.
Ce cas est illustré en Figure 5.20.a, la connexion valide est ici v —.

Ensuite, parmi les bornes qui respectent cette contrainte, nous choisissons de baser notre ana-
lyse sur la description facilitée des subdivisions topologiques régulieres non tournantes, décrites
par QP(n,0) et TP(n,0) [Ivri 04a]. Dans le cas quadrangulaire, nous avons de fagon pratique a
définir autant de nouveaux sommets e; qu’il y a de sommets v; dans une ligne liée a la demi-
aréte, soit n, = X 4+ Y sommets. Dans le cas triangulaire, nous avons par contre a définir
ne = X +Y + 1. Nous avons donné la définition du nombre de sommets n,, n. et ny a insérer
selon la subdivision topologique réguliere que nous cherchons a décrire par les équations (5.2).
Nous avons donc a choisir entre faciliter I'une de ces deux configurations, la quadrangulaire ou
la triangulaire. Nous proposons de retenir le cas quadrangulaire, nous verrons que la contrainte
du cas triangulaire est cependant respectée pour de nombreuses descriptions TP(n,0), jusqu’a
la subdivision topologique d’arité n = 8, ce qui est une arité tres élevée en pratique pour un
schéma de subdivision — trop élevée selon les criteres définis dans [Dodg 05] —.
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Nous cherchons donc une définition minimale des bornes (X,Y) respectant ces différents
criteres, nous séparons les arités n paires et impaires.

Le cas régulier quadrangulaire QP(n,0) avec n impair
Par (5.2) nous avons ne = \/4(n, — 1) = 2v/n, — 1. Notons que vn, — 1 = % est un entier
puisque si n est impair, n. est pair. Posons le systeme suivant,

X + Y = 2vny,—1 (5.4)
X .Y > n,—-1, '
Les valeurs minimales de X et Y solutions sont :
Y = Ny — 1
{ X = Vn,—1 . (5:5)
Le cas régulier quadrangulaire QP(n,0) avec n pair
Nous avons n. = v/4(n, — 1) + 1. Par ailleurs,
4(ny—1)+1€eN
= |v4(n, — 1) = 4n, —1)+1-1 (5.6)
= |v4(n, — 1) = ne — 1
= Ne = 2lvn,—1]+1.
Nous obtenons donc :
X + Y = 2|lvn,—1]+1 (5.7)
X .Y > n,—1. )
Le couple (X,Y) solution de valeur minimale de ces deux ensembles est, pour tout n :
{ C 69
Ny — .
X =
R

Cette expression implique également notre premiere contrainte de planarité locale : la derniere
ligne du tableau contient au moins autant d’éléments qu’il y en a dans une colonne remplie. En
effet, cette derniere contient L"’"Y_lj sommets, et nous avons V n, > 1:Y < [v/n, — 1], donc

notre contrainte [ ™| >Y.
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F1a. 5.21 : Subdivisions régulieres tournantes Q/TP(n,1) et Q/TP(1,n) pour, de gauche a
droite : n = 2,3,4. En haut la rotation du pavage est trigonométrique, réalisée grace a la
connexion externe v \,, en bas elle est anti-trigonométrique et correspond a la direction v /.
Le procédé reste indépendant du type de la face a subdiviser.

5.3.4 Les subdivisions réguliéres tournantes Q/TP(n,1) et Q/TP(1,n)

Outre les subdivisions topologiques régulieres sans rotation analysées précédemment, cer-
tains schémas de subdivision existants utilisent une description tournante, tels que les schémas
V3, 4 — 8, /5 par exemple. Tous ceux-ci correspondent aux descriptions régulieres de type
Q/TP(n,1), n étant généralement peu élevé. En nous basant sur la simple observation de res-
semblance entre ces subdivisions topologiques et les subdivisions topologiques sans rotation,
nous en proposons ici une description exhaustive. A noter que le pavage peut avoir deux sens
de rotation, trigonométrique ou non, voir Figure 5.21. Le schéma de subdivision /5 utilise une
rotation anti-trigonométrique.

Ainsi, & travers notre formalisme, la description de ces subdivisions réguliéres est similaire
aux cas réguliers sans rotation mis a part trois choses : il n’y a pas de sommet inséré par rapport
aux arétes des faces, donc n. = 0. Les sommets vy sont liés au sommet suivant v1. Enfin nous
avons besoin des connexions externes v ou v \, (ainsi que v | dans le cas triangulaire).
Le choix de I'une d’elle influe sur le sens de rotation du pavage, voir Figure 5.21. Ainsi, les
subdivisions régulieres tournantes de type Q/TP(n, 1) sont décrites par notre méta-schéma par
les descripteurs d’insertion R'g /7 et de description C'o /T suivants,

ny =14 (n—1)*/4 ny =1+ ((n—1)(n—2))/6
R'o(n):{ ne=0 R'r(n):{ ne=0
ng=(n—1)%—4(n, — 1) ng=(n-1)(n—-2)/2-3n,—1).
(5.9)
{ C/Q = Yo /7 UT—>7 Uf Ta V\/_\« (5 10)
Cr = w ./, v\1=, vfl=, v]/ =\ . '

Ainsi, un grand nombre de subdivisions topologiques régulieres peuvent étre décrites par
notre méta-schéma. Elles ne constituent néanmoins que des cas particuliers parmi les subdivisions
topologiques que nous pouvons décrire. Cependant, toutes les subdivisions régulieres ne peuvent
étre décrites par un simple descripteur (Z, C); en particulier, il nous est impossible de décrire
les subdivisions régulieres Q/TP(m,n) pour m,n > 2 mis a part Q/TP(2,2), nous reviendrons
sur ces limitations en partie 5.4. Il est alors possible de considérer une subdivision topologique
comme étant le résultat de plusieurs descriptions successives. La partie suivante analyse ce point
de vue, qui étend grandement les possibilités de description de notre méta-schéma.
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AV -

F1G. 5.22 : Le résultat de deux subdivisions topologiques successives du schéma de Loop conduit
a un résultat correspondant a la topologie du schéma de Loop quaternaire.

5.3.5 Concaténation de descripteurs

Il est possible de concaténer les descripteurs de subdivisions topologiques et ainsi modéliser
de nombreux cas plus complexes : de tres nombreux cas irréguliers ainsi qu’un grand nombre de
subdivisions régulieres non abordées jusqu’a présent. Cette concaténation de descripteurs revient
a considérer une subdivision topologique comme le résultat de plusieurs subdivisions successives
du maillage de controle. Dans [Mull 03], le nombre de subdivisions successives est nommé ordre
de la description. La concaténation de tous les descripteurs possibles mene a un ensemble de
résultats tres vaste, nous donnerons les bases d’une analyse de cet ensemble en partie 5.3.6.

Comme exposé en partie 5.2.4, nous pouvons décrire la subdivision topologique duale par
la concaténation d’un descripteur primal avec le descripteur dual (Z : (0,0,1),C : f |). Nous
noterons cette concaténation de la fagon suivante : (Z,C) & (Z : (0,0,1),C : f |), & étant notre
opérateur de concaténation. Cette concaténation nous permet de décrire les subdivisions topolo-
giques duales existantes. Par ailleurs, de par la symétrie centrale des sommets que nous insérons,
la composition de deux subdivisions duales revient a considérer une subdivision primale. De plus,
la composition de cet opérateur avec une subdivision topologique irréguliere peut conduire & une
subdivision réguliere, voir Figure 5.23.

Comme précédemment, nous nous intéressons tout d’abord au cas des subdivisions régulieres,
en utilisant les notations de la classification [Ivri 04a] Q/TP(m,n) que nous traduirons dans
notre formalisme de description. Par exemple, la subdivision successive d’ordre 2 d’un maillage
par le schéma de Loop conduit a un résultat topologique pouvant étre décrit par le schéma de
Loop quaternaire, voir Figure 5.22. Ce que nous pouvons noter, dans ce formalisme puis dans le
notre :

TP(

2,0) & TP(2,0 — TP(4,0)
(Z:(1,1

2,0)
.1,0,C7) @ (T:(1,1,0),Cr) = (Z:(2,3,0),C7) . (5.11)

Pour un descripteur régulier Q/TP(m,n), avec m,n € N, nous pouvons déterminer 'arité
ag,r et 'angle de la rotation du pavage ¢g,r,

ag = Vm?+n? afz\/(m+n/2)2+(\/§n/2)2
V3n/ ) (5.12)
+5°

2

po = arctan(n/m) w7 = arctan(
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Fic. 5.23 : La concaténation de deur descripteurs irréguliers peut conduire a une descrip-
tion de subdivision réguliere. Sur la premiére ligne en (a) un maillage régulier triangulaire
(les triangles me sont pas équilatérauz). Nous le subdivision en (b) par le descripteur irré-
gulier (Z : (0,1,0),C : e T). Nous concaténons ce descripteur avec le dual en (c) : nous
obtenons alors un maillage uniquement composé de quadrangles correspondant au descripteur
(Z : (1,0,1),C : vf 1), qui n'est autre que le descripteur régulier quadrangulaire QP(1,1)
(d) (le schéma 4 — 8). Sur la deuziéme ligne, a linverse, la composition du descripteur
(T :(0,2,0),C : e T—) en (b) et de l'opérateur dual en (c) génére un maillage triangulaire
a partir d’un maillage quadrangulaire régulier. Ce descripteur est (Z : (1,0,1),C : vf 1 f 1), il
s’agit du descripteur régulier triangulaire TP(1,1) (d) (le schéma V/3).

Le résultat d’une concaténation de descripteurs de subdivisions topologiques régulieres peut
étre considéré du point de vue de ces caractéristiques. Nous pouvons écrire, par un rapide examen
géométrique, voir Figure 5.24, pour la concaténation des deux descripteurs Dy et Do :

Di(a1,1) ® Da(az,p2) = Ds(aiaz, 1+ ¢2) . (5.13)

Plus généralement, en considérant le descripteur régulier quadrangulaire QP(m,n) tel que
QP(m,n) = QP(o,p) ® QP(q,r) nous obtenons :

m? +n* = (0° +p*)(¢* +1?)
or
g si pr # oq = {
pr —oq
m = 0 sinon.

| pr —oq|
or + pq

n/m = (5.14)

m
n
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Y.

(a)

F1aG. 5.24 : Subdivision topologique d’une face quadrangulaire de description (a) QP(1,2). En (b),
nous concaténons deux de ces descripteurs afin d’obtenir la description QP(3,4).

La relation n/m nous est donnée par la formule de trigonométrie tan(x + y) = (tan(z) +
tan(y))/(1 — tan(x) tan(y)). La concaténation de deux descripteurs triangulaires réguliers suit le
méme raisonnement.

Dans notre formalisme de description la relation précédente se traduit par :

(Z : (nv1,me1,n71), Co) ® (T : (M2, ne2,ny2), Co) =

(T : (N, (ne1 + 1) (nea +1) — 1,ny), Co) , (5.15)

ol, d’apres (5.2), ny et n, peuvent étre déterminés a partir de n.. Notons par ailleurs que deux
subdivisions primales réguliéres sont commutatives. La Table 5.4 présente quelques exemples de
concaténations de descripteurs réguliers quadrangulaires QP(m,n); rappelons que ces descrip-
tions régulieres ne représentent que des cas particuliers de subdivisions topologiques descrip-
tibles par notre méta-schéma. Puisque notre formalisme de description étend les méta-schémas
existants, nous pouvons également intégrer les descriptions de [Mull 03] construites par conca-
ténation, voir le récapitulatif présenté en Table 5.5.

Nos descripteurs ne peuvent représenter la subdivision topologique réguliere QP(4,2), le
descripteur d’insertion correspondrait a Z : (5,1, 1), mais nous ne pouvons pas déterminer de
descripteur de connectivité satisfaisant. Celle-ci est cependant accessible dans notre formalisme
par concaténation : QP(4,2) = QP(2,0) & QP(2,1), ce qui se traduit par :

(Z:(1,1,1), C:ev——,ef 1)@ (Z:(2,0,0), C:vg /—,v—,v,)/).

Ainsi, la concaténation de plusieurs descripteurs enrichit les possibilités de description de
notre méta-schéma. Toutes les subdivisions topologiques régulieres ne peuvent étre décrites par
concaténation, celles dont les parametres (m,n) ne permettent pas la décomposition (5.14).
Cependant, les subdivisions topologiques irrégulieres descriptibles par ce moyen sont tres nom-
breuses. La partie suivante traite de I'’exploration de ’espace des maillages accessibles & notre
formalisme de description.
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Premier Second &) Premier Second &>

QP(O’ p) QP(qv I‘) QP(|pr—0q|, or—l—pq) QP(Za 1) QP(1> 1) QP(1> 3)

QP(o, p) | QP(p, o) QP(0, 0* + p?) QP(3,1) | QP(1, 1) | QP(3,4)
QP (o, p) | QP(x, 0) QP(x.0, X.p) QP(2,1) | QP(2,1) | QP(3, 4)
QP(0, 0) | QP(1, 1) QP (o, 0) QP(2,2) | QP(2,2) | QP(0, 8)
QP(o, 0) | QP(2, 1) QP(20, o) QP(3, 3) | QP(3, 3) | QP(0, 18)

TAB. 5.4 : Exemples de concaténation de deux descriptions régulieres quadrangulaires primales.
La troisiéme colonne est le résultat de la concaténation des deux premieres.

Descripteur [Kohl 98] | Descripteur [Mull 03] Insertion Z Connexion C
12 VEF1/F | VE,EF | (1,1,1) @ (0,0, 1) ev ——, ef 1
11 EF2/F | EF,EE (2, 0, 0) v /) v —
10 VF2/F | VE,VV | (1,0,1)@ (0,0,1) |w—, v—, vf ]
5 E/EF2 | EF,EE (2,0, 1) v—, vf 1, v
6 VE2/F | VE,EE | (1,1,0) @ (0,0, 1) eT, ev ——
3 F/VF2 | VF,VV (1,0, 1) of 1, £
- - - (2,0, 1) vf 1, £

TAB. 5.5 : Description par notre méta-schéma des subdivisions topologiques irréguliéres com-
plexes introduites par [Kohl 98] et [Mull 03].
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(d)
F1G. 5.25 : Espace des modélisations réguliéres quadrangulaires QP(m,n) en (a) et (c), et trian-
gulaires TP(m,n) en (b) et (d), m en abscisse et n en ordonnée. Les points blancs représentent
les subdivisions topologiques que nous pouvons décrire dans notre formalisme. La visualisation est
limitée a 20 valeurs pour (a) et (b) et a 50 en (c¢) et (d). Nous repérons en rouge les subdivisions
réguliéres descriptibles par les méta-schémas existants sans concaténation.

(b)

5.3.6 Etude de I’espace des descriptions possibles

Nous considérons ici le moyen de représenter I’espace
des maillages que nous pouvons générer par une subdivi-
sion topologique décrite par notre méta-schéma. Celui-ci P A e .m.éit.als.c.h.é.”.‘;
généralise les méta-schémas existants et est capable de i ’
décrire un grand nombre de subdivisions topologiques
régulieres, voir Figure 5.25. Il ne peut cependant pas les --------------- <
décrire toutes. Ainsi, de fagon conceptuelle, nous pou- '
vons représenter cet ensemble des descriptions possibles
par la figure ci-contre : deux plans infinis (m,n) corres-
pondent aux descriptions régulieres quadrangulaires et m
triangulaire Q/T(m,n), primales ou duales. Nous lais-
sons ici de c6té les subdivisions hexagonales, duales to-
pologiques des subdivisions triangulaires.

L’espace de description de notre méta-schéma (représenté en rouge sur la figure) comprend un
certain nombre de subdivisions topologiques régulieres, cet espace et les deux plans (m,n) sont
donc connexes. Les méta-schémas, potentiellement a ’origine de subdivisions topologiques irré-
gulieres, possedent cependant une capacité de description extérieure a ces plans. Notre espace de
description englobe celui des méta-schémas existants (représenté en vert). A noter que, toujours
de fagon conceptuelle, si la Figure 5.17 suggérait précédemment des chemins de transformations
topologiques irrégulieres entre les subdivisions régulieres, ces chemins seraient ici représentés en
dehors des deux plans, tel que nous ’avons illustré par une fleche rouge entre deux descriptions
régulieres QP /D(m,n). Cette description est bien str trés schématique, il faudrait, entre autres
considérations, ajouter a cela une dimension supplémentaire concernant les types de faces aux-
quelles les descripteurs peuvent s’appliquer.

Parmi les subdivisions régulieres décrites par [Ivri 04a] non abordées jusqu’a présent figurent
les subdivisions mixtes : Q/TM(m,n), ou m et n peuvent prendre des valeurs non-entieres.
Cette fois, nous sommes incapables de décrire une seule de ces subdivisions topologiques. Par
construction, nous ne pouvons décrire que les subdivisions possédant une symétrie centrale
par rapport au centre de la face. Or, ces subdivisions régulieres mixtes sont potentiellement
asymétriques. Cependant, aucun schéma connu n’utilise ce type de subdivision topologique et
elles ne font pas partie des criteres d’utilité de [Dodg 05] (espace représenté en bleu foncé sur la
figure, sur les deux plans des descriptions de subdivisions régulieres (m,n)).

129



130 ~ CHAPITRE 5. DESCRIPTION DE LA PHASE DE SUBDIVISION TOPOLOGIQUE D’UN
SCHEMA

&
e

2
AN

vaveavavi)
AVAVAVS=at VAVAIA
AT 2 R 2

B =]

\ \

o ] KT T
1

(a) (v) © @

F1G. 5.26 : Subdivisions réguliéres correspondant au descripteur d’insertion : (a) T : (6,6,0), (b)
Z:(8,7,0) et (¢c)Z:(10,8,1) en haut, (a) T : (10,6,0), (b) Z : (13,7,1) et (c) T : (17,8,0) en
bas, pour respectivement le cas triangulaire et quadrangulaire. Nous remarquons que la répartition
proposée des sommets v; dans le secteur d’insertion n’est pas adaptée pour le cas triangulaire
a partir de Uarité 9 (c). La connexion problématique est d’ailleurs interdite par l'une de nos
contraintes de planarité. Certains sont cependant accessibles par composition d’opérateurs. Un
calcul des bornes correctes pour le cas triangulaire ne régle pas le probléme : en (d) le cas
quadrangulaire est alors inadapté.

5.4 Limitations de notre systéeme de description

Le secteur d’insertion des sommets v;

Comme exposé en partie 5.2.1, notre protocole d’insertion des sommets v; dans la face est basé
sur les bornes (X,Y) du tableau bi-dimensionnel lié & leur secteur d’insertion, lui-méme lié a
une demi-aréte de la face. Ces bornes sont influencées par le comportement des subdivisions
régulieres quadrangulaires QP (m, 0), ou dans notre formalisme, nous avons a faire correspondre
ne sommets e; avec X + Y sommets v;. Or, le comportement régulier triangulaire implique
la mise en correspondance de n. sommets e; avec X + Y — 1 sommets v;. En conséquence,
nous ne pouvons pas décrire la subdivision TP (m,0) lorsque m > 8 sans la concaténation de
plusieurs descripteurs, voir Figure 5.26. Nous pouvons par contre imaginer, du point de vue de
I'implémentation, une répartition automatique des sommets selon le type de face rencontrée.

Subdivisions topologiques réguliéres que nous ne pouvons pas décrire

De par ’équation (5.14), nous ne pouvons pas décrire les subdivisions régulieres Q/TP(n,m)
avec n, m > 2, exceptée la description Q/TP(2,2), autrement que par la concaténation de plu-
sieurs descripteurs. Dans le cas quadrangulaire, nous pouvons décrire une subdivision QP (m,n)
seulement s’il existe un couple valide (o, p), (¢, 7) tel que n = |pr — oq| et m = or + pq. Les des-
criptions T/QP(3,2) et T/QP(2, 3) sont des exemples de subdivisions que nous ne pouvons pas
décrire par notre méta-schéma. Enfin, comme exposé précédemment, nous ne pouvons pas dé-
crire les subdivisions réguliere mixtes Q/TM(m,n) car elles sont potentiellement asymétriques,
et nous ne pouvons construire que des configurations a symétrie centrale par rapport au centre
de la face, de par notre prise en compte unifiée des demi-arétes.
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5.5 Application pratique de notre méta-schéma

Nous abordons dans cette partie certaines considérations pratiques sur 'utilisation de notre
méta-schéma. Tout d’abord, nous en proposons un modele d’'implémentation. Le point de vue lo-
cal du systéme vis-a-vis d’une face du maillage et & son voisinage direct nous permet d’introduire
un algorithme de construction relativement intuitif. Ensuite, nous introduisons une méthode de
lissage automatique de la géométrie générée par un couple de descripteurs (Z,C). Celle-ci est
basée sur une répartition uniforme des sommets v; dans la face, puis sur un filtrage passe-bas
de la géométrie des sommets insérés.

5.5.1 Un modele d’implémentation

Nous proposons ici un modele d’implémentation de notre méta-schéma en vue de son appli-
cation sur un maillage dont la structure est basée sur des demi-arétes. Cet algorithme construit
les nouvelles faces F, € M’ définies par la subdivision de F € M décrite par un couple de des-
cription (Z, C). Nous admettrons que les relations d’adjacence entre les différents sommets sont
connues, nous les avons définies en partie 5.2.2. De plus, nous admettrons que les contraintes
de planarité définies en partie 5.2.3 sont respectées, donc nous ne prenons en compte ici que les
couples de descripteurs (Z, C) valides : la connectivité est au moins minimale et elle décrit un
graphe localement planaire ; ce qui implique que chaque cycle de ce graphe, c’est-a-dire chaque
face du maillage subdivisé, est minimal. Nous séparons naturellement notre algorithme en trois
phases de création : l'insertion des nouveaux sommets, la création des nouvelles arétes et la
définition des nouvelles faces du maillage subdivisé F.

Algorithme 5.1 : Création des nouvelles faces F, décrites par (Z, C)

Require: (7 : (ny,ne,nyf), C) est valide

— Initialisation

Fi — {0}

liste_sommets «— {0}

liste_demi-arétes «— {0, 0} — Sommet source et sommet suivant
liste_faces « {0}

Y — [Vn, — 1]

Y [nv - 11

compteur « 0

— Création des nouveauxr sommets décrits par T
if ny > 0 then
liste_sommets < f
end if
for all demi-arétes i € F do
if n, > 0 then
liste_sommets « v}
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for j=1ton, —1do
liste_sommets « vj- (J/Y,j%Y)
end for
end if
if n, > 0 then
for j=0ton.—1do
liste_sommets e§-
end for
end if
end for

— Création des nouvelles arétes décrites par C
for all sommets s; € liste_sommets do
for all connectivité ¢ € C do

— Structure en demi-aréte : procédures Création et Suivantvoisin < Adjacence(s;, c)
if voisin # {0} then
demi-aréte| compteurt0] < Création(s;, voisin)
demi-aréte| geompreur+1] < Création(voisin, s;)
liste_demi-arétes « demi-aréte|scompteur+0], demi-aréte[scompreur+1]

— Mise a jour du chainage des demi-arétes
précédent < Trouver(liste_demi-arétes, v;)
Suivant(précédent) « demi-aréte[scompteur-+0]
précédent < Trouver(liste_demi-arétes, voisin)
Suivant(précédent) « demi-aréte[acompteur+1]

— Demi-aréte suivante
compteur < compteur + 2
end if
end for
end for

— Création des nouvelles faces, cycles minimaux du nouveau graphe
compteur « 0
for all nouvelles demi-arétes(;) do
if demi-arétes(;] ¢ liste_faces then
face — {0}
suivant « Suivant(demi-arétes(;)
while suivant # demi-arétes|;; do
face «+ suivant
suivant < Suivant(suivant)
end while
liste_faces « face
end if
end for
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(b)
F1G. 5.27 : Tout d’abord, nous construisons une face de référence sur le cercle unitaire (a). Nous
considérons ensuite les zones inscrites dans le cercle de rayon R = cos(w/|F|). Enfin, nous
ordonnons dans ces secteurs les sommets v; de fagcon uniforme en coordonnées polaires. En (b)
nous insérons deur sommets : n, = 3 et en (c) cing sommets : n, = 6.

5.5.2 Une phase de lissage géométrique générale a tous nos descripteurs

En tant que phase finale de notre systeme de description, nous proposons une méthode
générale de lissage géométrique des maillages subdivisés, résultats de 'application d’un couple
de descripteurs (Z, C). La question de la définition d’un masque de subdivision général, au sens
du masque d’un schéma de subdivision, est trés complexe de par la diversité des configurations
topologiques que nous pouvons décrire. Nous proposons donc une méthode indépendante, d’'une
part de la valence des nouveaux sommets insérés, et d’autre part du type des faces du maillage
subdivisé. Notre méthode se compose de deux phases successives : nous déterminons tout d’abord
la position des sommets insérés par rapport aux faces du maillage de contréle, puis nous lissons
chacun de ces sommets par rapport a leur 1-voisinage.

5.5.2.1 Coordonnées des sommets insérés v; dans une face

Tout d’abord, nous avons besoin de fixer la géométrie des sommets insérés dans une face
du maillage de contréle. Comme exposé précédemment pour la visualisation des données, les
sommets e; sont répartis uniformément sur chacune des arétes de la face et le sommet f est
situé au barycentre de ses sommets. Nous proposons d’exprimer chaque sommet v; comme une
combinaison convexe des sommets de cette face,

Definition Soit £ un espace vectoriel, et aq,...,a, € £, on appelle combinaison convexe des a;
tout point y de £ de la forme : .
Y= Z ati ,
i=1

ou les ¢; sont des réels positifs de somme 1.

Cette problématique, relativement courante en géométrie, a été étudiée dans notre cadre
d’analyse dans [Wach 75], ou la position d’'un sommet dans un polygone planaire est exprimée
comme la combinaison convexe de ses sommets. Ces coordonnées sont connues sous le terme de
coordonnées de Wachspress. Les coordonnées de valeur moyenne [Floa 03] — mean value —,
introduites plus récemment, dépendent quant-a-elles de fagon continue et (infiniment) lisse des
sommets du polygone, les coefficients barycentriques t; sont en outre strictement positifs. Cette
méthode est liée au théoreme de la valeur moyenne appliqué aux fonctions harmoniques. Ainsi,
nous proposons d’appliquer la solution des coordonnées moyennes [Floa 03] aux sommets v; afin
de les situer par rapport aux anciens sommets insérés dans une face F € M.
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Afin de pouvoir appliquer cette méthode, nous avons besoin de coordonnées de référence
relatives a la face ol sont insérés les sommets v;. Une fois ces coordonnées fixées, nous pourrons
déterminer la position réelle de chaque sommet dans la face du maillage de contréle. Ainsi, pour
une de ces faces, nous construisons tout d’abord une face de référence, voir Figure 5.27.a. Il
s’agit d’une face composée du méme nombre de sommets, noté |F|, et ceux-ci sont répartis uni-
formément sur le cercle unitaire. Ensuite, nous répartissons les sommets v; dans chaque secteur
d’insertion, secteur relatif & une aréte de la face (voir en partie 5.2.1). Nous les répartissons de
maniére uniforme en utilisant des coordonnées polaires (r, ¢), voir Figure 5.27.b et Figure 5.27.c.
Pour un sommet donné v;(z;,y;) appartenant a un secteur s de la face, nous posons :

_ cos(m/|F])

R T

. 2T 14+ x;
o= (o x51)
ot1, comme précédemment, les valeurs (X,Y) sont les bornes du secteur d’insertion. La derniére
ligne du secteur peut ne pas étre remplie, dans ce cas celle-ci contient X — 1 sommets v;, valeur
que nous remplacons alors dans nos formules, voir Figure 5.27.c. La méthode des coordonnées
moyennes est alors appliquée sur les coordonnées cartésiennes correspondantes (o, ;) du som-
met. Ce qui nous donne I'ensemble des coefficients barycentriques dont nous avons besoin pour
situer ce sommet dans la face du maillage de contrdle concernée, qui est une version déformée
dans R? de la face de référence. Cette méthode nous permet donc de déterminer les coefficients

barycentriques de chaque sommet inséré v; quel que soit le type de la face du maillage de controle.
Une technique similaire a d’ailleurs été étudiée dans la conception du schéma v/5 dans [Ivri 04b].

(2 + i)

o = 74810 @;
5.16
{ Bi = ricosy; , (5.16)

Nous rappelons ici ’expression de ces coefficients, issue de [Floa 03], que nous notons J; :

o v, — (-1 % 71/2) + tan(ei/2) (5.17)
T [fvi — voll '
> Wy
k=1

Concernant les deux autres types de sommets, e; et f, nous avons pour une face du maillage
de controle composée de |F| sommets V; :

.1 | '
¢t = g (L DVa b (e = )V 17

(5.18)

Les coefficients issus de la méthode des valeurs moyennes pour les sommets v; ainsi que
la distribution uniforme des sommets e; et f impliquent une configuration planaire du graphe
constituant les nouvelles faces du maillage, ce qui nous assure la continuité C° de notre surface
apres un nombre arbitraire d’itérations de n’importe quel procédé de subdivision décrit par notre
méta-schéma.
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5.5.2.2 Filtrage passe-bas de la géométrie

Dans le but de modéliser une surface lisse en prenant pour base une des subdivisions topo-
logiques que nous pouvons décrire, nous proposons d’appliquer un filtre géométrique passe-bas
sur chacun des nouveaux sommets du maillage subdivisé. Ceci car la construction d’'un masque
de subdivision basé sur les Box-splines & partir d’un couple de descripteurs (Z, C) est trés com-
plexe, de par la diversité des configurations topologiques potentiellement descriptibles. Ce filtre
géométrique local est tres proche du concept des stencils d’un schéma de subdivision classique :
un stencil définit, la plupart du temps, des coefficients relatifs & un ancien sommet et a son
1-voisinage. Nous proposons de définir notre filtre exactement de la méme fagon. Ces coefficients
ont donc une définition tres flexible, que nous pourrons ajuster par la suite, notamment par rap-
port & un critere de qualité de la surface. Nous présentons ici I’exemple d’un filtre géométrique
moyenneur. Par ailleurs, nous considérerons par la suite le maillage subdivisé M’ lors de la prise
en compte du 1-voisinage d’un nouveau sommet : le 1-voisinage d’un sommet de M’ est composé
des sommets M’ qui partagent une méme aréte incidente.

Ainsi, la position des sommets insérés v;, i > 0, est obtenue par ’ensemble des coefficients
barycentriques issus de la valeur moyenne exposée précédemment.
Les nouveaux sommets vg, identifiés aux anciens sommets de la face F, sont quant-a-eux lissés :
le résultat vy est donné par la relation suivante, fonction du sommet vy et de son 1-voisinage
direct, sommets notés Nj, i € [1,|N]] :

k=|N|

1
o= = | vo+ — N | . (5.19)
2\ "N

Pour les sommets lissés €;, nous considérons leur ancienne position e; sur 'aréte de F et les
sommets de leur 1-voisinage qui n’appartiennent pas a ’aréte, c’est-a-dire les sommets de leur
1-voisinage qui ne sont pas de type e; ou vg — ils sont donc de type v; ou f —. Ceci car un
sommet de ce type est déja situé par défaut entre deux sommets présents sur une aréte de la
face. Ainsi, une nouvelle position €; est fonction de I’ancienne position e; et de son 1-voisinage,
hors les sommets déja présents sur 'aréte, que nous notons N7, i € [1, |N€¢|] :

f=|N¢|

1 1
ci=— e+ — NE | . 5.20
€; 2 €; + ’Ne| ; k ( )

Les surfaces construites par cette méthode sont visuellement lisses apres plusieurs itérations
du procédé de subdivision, voir un exemple d’application en Figure 5.29. Cependant, étant donné
que nous ne possédons pas de définition analytique des matrices de subdivision associées, nous
ne possédons aucune information concernant le degré de continuité de ces surfaces a la limite ;
celles-ci ne sont assurément pas de classe C2.
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Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre un formalisme de description de la phase de subdi-
vision topologique d’un schéma de subdivision, sous la forme d’un encodage compact composé
d’un couple de descripteurs indépendants : (Z,C). Celui-ci étend les méta-schémas existants en
se basant sur un principe similaire. En effet, la subdivision d’une face peut étre décrite par
I'insertion d’éléments topologiques suivie de leur connexion par des arétes. Tout comme pour
le méta-schéma [Mull 03], notre descripteur d’insertion Z décrit l'insertion de nouveaux som-
mets dans la face que nous souhaitons subdiviser. Nous les connectons ensuite au moyen du
descripteur de connectivité C, afin de former les nouvelles arétes du maillage subdivisé. Une des
caractéristiques principales de notre formalisme de description est sa généralité vis-a-vis du type
des faces du maillage de controle. En effet, un descripteur peut étre appliqué de la méme fagon
sur les faces du maillage de controle, quel que soit leur type.

Notre méta-schéma permet la description d’un grand nombre de subdivisions topologiques
réguliéres. Ce type de transformation topologique concerne pratiquement la totalité des travaux
existants en subdivision. En particulier, contrairement aux autres méta-schémas, nous pouvons
décrire I'ensemble des subdivisions topologiques jugées potentiellement utiles par les travaux de
Dodgson [Dodg 05]. Ces subdivisions régulieres ne constituent néanmoins que des cas particu-
liers parmi ’ensemble des transformations que nous pouvons décrire, ensemble composé d’un
tres grand nombre de subdivisions topologiques irrégulieres.

Nous avons exploré la question de la subdivision topologique adaptative, ainsi que la conca-
ténation de deux descripteurs, qui étend grandement les possibilités de notre systeme. Nous
nous sommes intéressés a la description de ’espace des maillages subdivisés que nous pouvons
décrire, relativement a ’ensemble des travaux existants. Nous avons en outre proposé une mé-
thode générale de lissage géométrique des sommets d’un maillage subdivisé par nos descripteurs,
les coefficients du filtre que nous proposons peuvent étre modifiés de maniere tres simple.
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Quadrilatéres + Triangles { 7:(3,1,0)

C:vy /,v—,ev+—T—

7Z:(2,1,0) Z:(2,1,1) 7Z:(2,2,0)
C:v—,ev«T], "— C:v—,ev—1/"—>,vf7

C:v—,ev«J—,e—

Fi1c. 5.28 : FExemples de subdivisions topologiques que nous introduisons, elles ne peuvent étre
décrites par les formalismes existants.
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(f)

Fi1c. 5.29 : (a) Notre descripteur T : (3,1,0), C : vy /,v —,ev «—1— appliqué a une face
carrée. En (b) un maillage de contréle composé d’un octogone, plusieurs quadrangles et plu-
sieurs triangles. En (c) Une itération de subdivision, en (d) deuz itérations et en (e) trois. (f)
Visualisation de la surface aprés cing itérations du procédé de subdivision.
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Chapitre 6

Synthese et perspectives

6.1 Résumé et contributions

Dans ce manuscrit, nous avons étudié le comportement géométrique des surfaces de subdi-
vision au voisinage de leurs sommets extraordinaires. Nos analyses ont porté sur les schémas de
subdivision stationnaires, outils d’une trés grande flexibilité et d’une simplicité de description
trés intéressante. La motivation d’approfondir nos connaissances de ces comportements géomé-
triques complexes se comprend comme une volonté de perfectionner cet outil de synthese et de
modélisation de surfaces lisses.

Dans un premier temps, nous nous sommes consacrés a la mise en évidence des artefacts,
que nous avons définis comme étant liés aux fortes variations de la norme des deux vecteurs
de courbure principale. Nous avons adapté a cet effet les méthodes existantes en visualisation
pour I'analyse de surface, en établissant un protocole de visualisation adapté a la configuration
topologique du voisinage d’'un sommet extraordinaire. Celui-ci est constitué d’une représenta-
tion colorée adaptée a nos données ainsi que d’un espace d’évaluation des artefacts construit a
partir d’un repere polaire centré sur le sommet d’intérét. Cet espace nous permet d’établir une
évaluation qualitative originale de la géométrie au voisinage d’un sommet extraordinaire. Nous
avons de plus adapté la notion de surface focale & cet espace. Afin d’améliorer cette évaluation,
nous avons proposé ’application de techniques couramment utilisées en traitement d’images en
les adaptant au repere polaire semi-régulier. Enfin, nous avons exploré la possibilité du lissage
de la surface en tant que post-traitement guidé par nos relevés de données.

Dans un second temps, afin d’étendre les applications rencontrées en traitement d’images
classique a notre espace d’évaluation, nous avons proposé une méthode originale de caractérisa-
tion fréquentielle des artefacts. Cette technique, basée sur les fonctions de modes de vibration
d’une membrane élastique, nous permet de mesurer les fréquences radiales et angulaires présentes
dans un relevé de données polaire. Ces données nous ont permis de comparer numériquement le
comportement de plusieurs schémas de subdivision pour une géométrie donnée, ce qui est une
problématique majeure pour le tuning des schémas. Ces techniques sont par ailleurs tout a fait
applicables, sans changement majeur, a ’ensemble des schémas de subdivision dont nous pos-
sédons une information de courbure pour chaque sommet. En particulier, 'analyse fréquentielle
du comportement géométrique d’'un schéma de subdivision quadrangulaire — tel que celui de
Catmull et Clark — impliquerait simplement une légere adaptation au niveau des anneaux de
distance topologique du repere.
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Nous nous sommes servis de ces outils d’analyse afin de prendre certaines décisions concer-
nant la mise au point d’un schéma de Loop modifié [Géro 10]. Celui-ci, bien que faisant partie
de la famille des schémas modifiés et bien que son support soit plus important que les autres,
reste stationnaire et bien plus simple & implémenter que ces derniers. Nous avons constaté, tout
le long de nos travaux, la grande qualité des surfaces générées par ce schéma. De tres nombreux
tests nous ont démontré sa supériorité face aux autres schémas stationnaires a faible support,
bien que cette question soit complexe & appréhender pour ’ensemble des configurations géomé-
triques que peut prendre un maillage de controle.

Enfin, nous nous sommes consacrés a la caractérisation du processus de subdivision topo-
logique d’'un maillage par un schéma. Nous avons cherché a décrire ce procédé par un code
compact et général. La problématique de cette partie de nos travaux s’inscrit dans une logique
de généralisation des structures de données aux schémas topologiquement irréguliers, tres peu
étudiés dans notre domaine. Nous avons proposé un codage intuitif basé sur un couple de des-
cripteurs de transformation topologique (Z,C). Celui-ci permet la description d’un grand nombre
de subdivisions topologiques, dont beaucoup sont régulieres, en particulier toutes celles utilisées
actuellement en pratique. Nous avons également proposé et mis en ceuvre une phase de lissage
de la géométrie des maillages subdivisés, générale a toutes nos descriptions.

6.2 Perspectives

L’analyse concrete des artefacts en subdivision ouvre de nombreuses perspectives concernant
I'utilisation pratique des schémas. Les schémas de subdivision modifiés, ou non-stationnaires,
sont certainement plus a méme de réduire les comportements néfastes reprochés a cet outil
de modélisation. Cependant, leur grande complexité par rapport aux schémas stationnaires a
faible support est a notre sens un probleme important, puisque deux des principaux avantages
de la surface de subdivision sont sa simplicité et sa flexibilité : modélisation d’arétes vives ou
semi-vives, subdivision adaptative, ajout de détails [Lee 00], implémentation sur GPU [Shiu 05]
etc. Nous pensons donc que 'amélioration des schémas a faible support est une perspective de
recherche pertinente. La caractérisation et ’atténuation des artefacts produits par ces schémas,
ou plus vraisemblablement une partie d’entre eux car leurs possibilités sont limitées, s’inscrivent
dans cette logique.

Concernant la continuité de nos travaux, nous nous intéresserons tout d’abord a l’analyse
exhaustive des méthodes de visualisation adaptées a chaque type d’artefact géométrique. Cette
analyse étendrait la description comparative proposée en partie 3.2.2.1, elle nous permettrait
de proposer un benchmark du comportement géométrique de chaque schéma de subdivision par
rapport aux différents types d’artefact.

Ensuite, nous nous intéresserons a la conception d’un schéma de subdivision guidée par les
données fréquentielles recueillies sur un espace de formes. Nous pensons que ’atténuation globale
d’une mesure liée a ces spectres est tres pertinente pour 'amélioration de I’aspect des surfaces
subdivisées au voisinage proche du sommet extraordinaire. Ces travaux de différencient des tu-
nings de schémas existants car ils se consacrent a ’analyse de la forme globale des surfaces subdi-
visées, et non au comportement d’une zone tres locale de la surface limite. Cependant, les fortes
variations de coubure que nous analysons de maniere fréquentielle ne représentent pas I’ensemble
des comportements géométriques néfastes induits par un sommet extraordinaire [Sabi 04b]. Tl
serait alors intéressant de proposer une analyse similaire basée sur d’autres critere géométriques,
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par exemple la variation locale des normales mesurées en chaque sommet du maillage, ou une me-
sure de variation de la direction des courbures principales. Par ailleurs, une perspective différente
serait la conception d’'un pré-traitement du maillage afin de limiter les formes susceptibles de
provoquer de mauvais résultats, a la maniere des travaux récents de Ginkel et Umlauf [Gink 07],
basés sur les zones de courbure gaussienne positives, négatives et hybrides.

D’autre part, la base fréquentielle choisie s’identifie aux comportements polaires des fortes
variations de courbure au voisinage d’un sommet extraordinaire : les modes propres de vibra-
tion d’'une membrane circulaire élastique. Une voie d’étude visant a améliorer cette méthode
considere 'analyse spectrale par ondelettes, domaine largement étudié en traitement d’images
classique. En effet, une telle analyse permet une localisation du signal a la fois fréquentielle et
temporelle. Dans notre contexte, il s’agirait d’une localisation fréquentielle et topologique, car
notre signal géométrique est mesuré par rapport aux anneaux d’équidistance topologique centrés
sur le sommet extraordinaire d’intérét. Une localisation topologique des caractéristiques fréquen-
tielle constituerait un important apport d’informations, nous pourrons par exemple mettre en
évidence plus efficacement les différents comportements observés précédemment : le comporte-
ment “en pic” des données proches du sommet extraordinaire, souvent observé dans le cas du
tuning original de Loop, opposé au comportement plus “étendu” des données relatives aux autres
tunings. Une telle analyse nécessiterait notamment un changement au niveau de la base de fonc-
tions dans laquelle nous plongeons nos données.

Dans la continuation des travaux sur la modélisation d’une phase de transformation topo-
logique d’un schéma de subdivision, nous nous intéresserons aux classifications classiques des
pavages du plan [Grun 86, Frie 00]. Nous chercherons & lier les différentes subdivisions topolo-
giques possibles aux criteres existants tels que les symétries, les similitudes etc. Nous chercherons
également a améliorer notre systeme de lissage automatique des maillages subdivisés en nous
intéressant au probleme délicat de ’analyse du comportement de ces surfaces a la limite. Cette
approche est difficile car nous devons repenser la définition méme de ce qu’est un sommet extra-
ordinaire, étant donné que nous ne nous basons pas sur les surfaces Box-splines. Une méthode
serait alors de tenter de lier ces surfaces bien connues a I’échantillonnage tres irrégulier des
sommets de nos maillages.
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Adaptation de schémas de subdivision pour la reconstruction d’objet sans artefact
Résumé

L’objet de ce mémoire est 'analyse des schémas de subdivision, outil de modélisation de

surface lisse multi-résolution. Nos travaux se sont tout d’abord consacrés a I’étude du compor-
tement géométrique de ces surfaces au voisinage des sommets extraordinaires du maillage de
controle. La géométrie d’une surface de subdivision présente un comportement complexe au voi-
sinage de ces sommets, et ces effets parfois néfastes sont pour certains encore mal connus. Nous
avons proposé un cadre d’évaluation du comportement géométrique d’une surface de subdivision
a travers une mesure de qualité adaptée : le gradient de courbure absolue. Nous avons ensuite
proposé un espace de visualisation adapté a I’analyse du voisinage d’un sommet extraordinaire.
Celui-ci étant indépendant du schéma de subdivision utilisé, ce cadre d’analyse nous permet de
les comparer. Nos travaux se sont alors portés sur une analyse fréquentielle polaire des com-
portements géométriques, en tenant compte de leurs caractéristiques radiales et angulaires par
rapport a la topologie du voisinage d’un sommet extraordinaire. Notre analyse étend les études
existantes pour I’évaluation des comportements géométriques de cet outil de modélisation.
De plus, nous avons proposé un systeme de description de la phase de subdivision topologique
d’un schéma de subdivision. Notre systeme prend la forme d’un codage compact et flexible, il
généralise les descriptions existantes. Ce codage permet la description des phases topologiques
de tous les schémas de subdivision connus, ainsi que de nombreuses autres.

Mot-clés : Modélisation de surfaces, artefacts de surface, schéma de subdivision, modélisation
géométrique, informatique graphique, traitement du signal et de I'image.

Adaptation of subdivision schemes for object reconstruction without artefact
Abstract

In this thesis we analyse the behaviour of subdivision schemes, tool used to modelise smooth

and multi-resolution surfaces. Firstly, our work aimed to study the geometric behaviour of these
surfaces on the neighbourhood of the extraordinary vertices in the control mesh. The geometry
of a subdivision surface is complex on the neighborhood of an extraordinary vertex, some of the
unpleasant behaviours are obscure. We have proposed an evaluation framework for subdivision
surfaces throughout an suitable measure : the absolute curvature gradient. Then we have pro-
posed an interrogation span suitable to the analysis of an extraordinary vertex neighborhood. It
is independent of the subdivision scheme used to synthesize the surface, thus we can compared
several schemes. Then our work engaged in the polar spectral analysis of these geometric beha-
viours, taking into account there radial and angular characteristics regarding the topology of an
extraordinary vertex neighbourhood. Our analysis extends the existing works for the interroga-
tion of this modelisation tool.
Secondly, we have proposed a description framework for the topological step of a subdivision
scheme. Our system takes the form of a compact and flexible coding, it generalizes the existent
descriptions. This coding allows the description of the topological step of all the known subdi-
vision schemes, and many others.

Keywords : Surfaces synthesis, surface artifacts, subdivision scheme, computer graphics, si-
gnal and image processing.



