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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et travail

1.1.1 Contexte

Depuis plusieurs années, 'interét planétologique croissant de certaines molécules telles le
méthane C'Hy, Pammoniac N Hj, ou plus récemment I'arsine AsHj [1] (détectées dans I'atmo-
sphere des planetes géantes) mais aussi la physique des semi-conducteurs (par exemple pour la
stibine SbH3), ont nécessité I'introduction et le développement de nombreux modeles d’études
vibrationnelles en spectroscopie moléculaire afin de reproduire le mieux possible les données
expérimentales (énergie, intensité, etc.). De nombreux formalismes ont été proposés. On trouve
des modeles basés sur des calculs ab initio [2, 3|, mais surtout sur des formalismes tensoriels
[4]. 11 existe aussi, 'approche “standard”proposée par Wilson et al. [5], qui repose sur un
développement du Hamiltonien vibrationnel en coordonnées internes.

Il y a environ une vingtaine d’années, sous l'impulsion de lachello et al. [6], divers formal-
ismes algébriques (issus des travaux des nucléaristes) ont été proposés. Par exemple, le modele
des vibrons [7, 8], dans lequel on associe a chaque coordonnée interne le groupe unitaire U(2) ; le
groupe dynamique étant construit comme le produit direct des différents groupes U(2) relatifs
aux différentes coordonnées internes. Ces formalismes algébriques, dont les bases mathématiques
sont issues de la théorie des groupes et des algebres [9, 10, 11], présentent malgré leur aspect
abstrait, les trois principaux interéts suivants :

- ils sont facilement applicables & différents systemes moléculaires (molécules diatomiques,
triatomiques [7], etc.),

- ils permettent de ne pas présupposer de forme particuliere au potentiel intramoléculaire,

- enfin, ils permettent d’écrire un Hamiltonien moléculaire avec peu de parametres.

Le formalisme que nous utiliserons dans la suite, appelé formalisme unitaire U(p + 1), a été
introduit a l’origine par Michelot et Moret-Bailly [12]. Dans le cadre de I'approximation de Born-
Oppenheimer, ces auteurs proposent d’étudier séparément les mouvements de vibration et de
rotation moléculaire. Ce formalisme propose de choisir le groupe unitaire U(p+1) comme groupe
dynamique caractéristique d’un systeme a p degrés de liberté. Ainsi Leroy [13] a étudié les modes
d’élongation des molécules tétraé¢driques XY, dans des états vibrationnels tres excités ; puis dans
un second temps, Boujut [14] s’est intéressé aux modes de pliage de ces mémes molécules.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé aux modes vibrationnels tres excités des
molécules tétra-atomiques X Y3. Nous présenterons les différentes étapes de la construction des



Hamiltoniens vibrationnels, rendant compte des propriétés d’élongation et de pliage de ces
molécules.

1.1.2 Travail

Dans le deuxieme chapitre, concernant les généralités, nous montrerons pourquoi nous utilis-
erons le groupe de Lie unitaire U(n) dans la description d’un ensemble de n oscillateurs iden-
tiques. En particulier, nous rappelerons que le groupe de symétrie d'un ensemble de n oscilla-
teurs identiques est U(n). De plus, le nombre d’états physiques d’un oscillateur p fois dégénéré
dans un état énergétique a n quanta, est exactement la dimension d’une représentation totale-
ment symétrique [n, 0°~!] de U(p)

CZ+p71 =dim [n, 0"7']. (1.1.1)

L’utilisation des groupes continus requiert certaines notions propres aux groupes de Lie.
C’est pourquoi dans le troisieme chapitre, nous effectuerons un rappel des principales propriétés
et caractéristiques des groupes de Lie; et nous porterons une attention toute particuliere aux
cas des groupes unitaires. Nous présenterons la notion d’état de Gelfand-Zetlin (G-Z) [15] et de
poids associé, ainsi que le lien existant avec les états locaux moléculaires que nous utiliserons
par la suite. De plus, nous présenterons la notion de représentation totalement symétrique d’un
groupe unitaire, ainsi que sa dimension.

Le cadre mathématique dans lequel se situe ce travail étant défini, nous particulariserons
(chapitre 4) notre formalisme aux cas des molécules XY; non planaires. Dans le cadre du
formalisme U(p+1), nous serons amenés a exposer la méthode de construction d’'un Hamiltonien
vibrationnel relatif & un ensemble de trois oscillateurs identiques reposant sur la chaine de
groupes :

U(4)DU3) D K(3)DS(3) ~Chs,. (1.1.2)

Une application aux molécules de stibine, d’arsine et de phosphine sera alors entreprise, en vue
de valider notre modele. Dans notre démarche, nous avons volontairement traité des molécules
ne présentant que tres peu d’effet tunnel. La barriere de potentiel, des molécules de stibine et
d’arsine, est si importante que nous pouvons omettre cet effet.

Dans le sixieme chapitre, nous avons étudié, pour les molécules XY3 non planaires, le cou-
plage des modes vibrationnels d’élongation avec ceux de pliage (modele local-local). Nous
présenterons la construction d'un opérateur algébrique de couplage de ces différents degrés
de liberté, ainsi que la confrontation de ce modele avec des données expérimentales. L’étude
que nous conduirons reposera sur la chaine de groupes :

(Ue(4) D Ue(3) D Ke(3) D Se(3) ~ C3,) ® (Up(4) D Up(3) D Kp(3) D Sp(3) = Cs,) D Chy.
(1.1.3)
Nous montrerons alors, comment I'introduction du nombre quantique de polyade K = 2n, +n,,
(ot n. et n, représentent les nombres vibrationnels totaux d’élongation et de pliage) nous
permet une modélisation informatique du probleme, tout particulierement dans le processus de
diagonalisation de la matrice hamiltonienne.
Dans le septieme chapitre, nous avons étudié, pour les molécules XY3; non planaires, le
couplage des modes vibrationnels d’élongation avec ceux de pliage (modele local-normal). Nous
présenterons la construction d’un opérateur algébrique de couplage de ces différents degrés de



liberté, ainsi que la confrontation de ce modele avec des données expérimentales. L’étude que
nous conduirons reposera sur la chaine de groupes :

(U.(4) D U.(3) D Ku(3) D Se(3) = Cs)@(U,(3) @ Up(2) D Up(2) @ Uy(1) D 0p(2) 2 C3) O Cho.
(1.1.4)

Enfin, nous cloturerons ce travail en exposant quelles sont les différentes perspectives que
I’on peut lui apporter.
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Chapitre 2

Chaines de groupes

2.1 Introduction

La démarche que nous utiliserons dans ce travail, usuellement appelée ”approche algébrique”,
repose principalement sur le schéma suivant :

GiDGy DD ...Gupol- (211)

Le groupe “maximal” G doit rendre compte d’un maximum d’informations possibles sur le
systeme moléculaire étudié : énergies, dégénérescences associées, mais également les transitions
possibles. Autrement dit, ce groupe nous renseigne sur les propriétés dynamiques du systeme,
c’est pour ces raisons que la plupart des auteurs s’accordent a l’appeler groupe dynamique
(16, 12, 17].

Le second groupe G5 est, mathématiquement, le premier sous-groupe du groupe dynamique.
Ce groupe G5 doit donc offrir une description plus partielle des propriétés de la molécule. En
fait, ce sous-groupe doit nous donner un acces immédiat aux différentes énergies possibles et
dégénérescences associées; cette propriété est a raprocher du théoreme de Wigner [18, 9] : le
sous-groupe Gy est en fait le groupe d’invariance du Hamiltonien!. Ainsi, les énergies possibles
de la molécule se classifient suivant les R.I. du groupe G, et les dimensions de ces dernieres
nous donnent les valeurs des dégénérescences associées.

Enfin, la chaine de groupes se termine par le groupe de symétrie moléculaire Gpsy.. Les
groupes intermédiaires dépendent de la physique du probleme traité. A titre d’exemple, citons
I'utilisation des techniques algébriques dans les domaines de la physique suivants :

- Physique des particules élémentaires : 1961, Gell-Mann comprend que 'on peut ranger
les hadrons en multiplets de SU(3). Le cadre conceptuel de la physique des particules est
le Modele Standard qui permet de décrire les interactions fortes par la Chromodynamique
Quantique (Q.C.D.) et les interactions électro-faibles (c’est-a-dire les interactions faibles et
I'électrodynamique quantique (Q.E.D.)) par le modele de Weinberg-Salam. La Chromody-
namique repose sur le groupe de jauge local SU(3) tandis que le modele de Weinberg-Salam
repose sur le groupe SU(2)®U (1) a symétrie spontanément brisée. Pour différentes applications
des méthodes algébriques a la physique des particules élémentaires, le lecteur interessé pourra,
par exemple, se référer a [19, 20, 21, 22].

IEn fait ceci se retrouve dans 1’écriture du Hamiltonien d’ordre zéro du systeme. En effet, nous verrons
ultérieurement que ce dernier peut s’écrire a I’aide des invariants des groupes continus (et semi-continus) présents
dans la chaine, mais que ceux issus du groupe dynamique G; peuvent étre enlevés. C’est donc bien les invariants
du groupe de dégénérescence qui contribuent en premier a ’expression du Hamiltonien d’ordre zéro du systeme.
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- Physique nucléaire : les méthodes algébriques sont depuis de tres nombreuses années
utilisées dans le cadre de la physique nucléaire [23, 24]. En effet, en 1975 Iachello et Irma [25]
proposent un modele algébrique rendant compte de la structure collective au sein de noyaux. Les
constituants fondamentaux sont des paires corrélées de protons et de neutrons traitées comme
des bosons. Ce modele est connu actuellement sous le nom de “Interacting Boson Model”
(I.LB.M.1) et repose principalement sur l'utilisation du groupe unitaire U(6). Il a ensuite été
amélioré en 1979 par lachello et Scholten [26] afin de donner naissance au modele I.B.M.2. Ce
modele, plus important, exploite le concept de supersymétrie. Ce dernier considere 'interaction
bosons-fermions au sein du noyau. I.B.M.2 est construit en considérant comme constituants fon-
damentaux les simples fermions (protons et neutrons) auxquels s’ajoutent leurs paires corrélées
(bosons). Enfin, plus récemment, en 1988, Elliot [27] continue son développement (en tenant
compte de l'invariance isotopique des forces nucléaires) pour aboutir aux modeles I.B.M.3 et
[.LB.M 4.

- Physique moléculaire : en 1981 Tachello et Levine introduisent le modele algébrique du
vibron [28, 6, 8]. Les constituants fondamentaux ici sont des quanta de vibration anharmonique,
appelés les vibrons. Kellman [29], en 1984, étudie les différents groupes de non-invariance pour
le couplage de plusieurs oscillateurs ; ceci en vue d’une description des degrés de liberté en terme
d’oscillateurs. Puis, en 1987 Moret-Bailly et Michelot [12] adopte le point de vue de Iachello
dans le modele I.B.M.1 en considérant que pour un probleme a p degrés de liberté, un groupe
de non-invariance ou groupe dynamique possible est le groupe unitaire U(p+ 1). C’est ce point
de vue que nous adopterons dans ce travail.

- Physique mathématique : de tres nombreux scientifiques ont contribués aux développements
et a l'utilisation des techniques algébriques. On peut, par exemple, citer les travaux de Baird
et Biedenharn qui, entre autres, déterminent les invariants de SU(n) [30], ainsi que la notion
de représentation conjuguée [31]. Ces mémes auteurs proposent [32] une classification canon-
ique pour les opérateurs tensoriels dans SU(3). Puis Moshinsky [33] détermine I’expression des
opérateurs échelle adaptés a la chaine canonique. On peut également mentionner les travaux de
Ciftan sur la structure combinatoire des états dans le groupe U(n) [34]. De plus, il détermine par
des méthodes probabilistes et combinatoires, les états maximaux et semi-maximaux de U(n)
[35]. Signalons également les travaux de Itzykson et Nauenberg [36] sur les représentations et
la décompositions des groupes unitaires. Enfin, des travaux plus récents ont été publiés, a titre
d’exemple mentionnons ceux de Ponnapalli, Schlesinger et Kent concernant la détermination
des éléments matriciels des générateurs de U(n) a partir de schéma de factorisation au sein
de base de Gelfand [37, 38|, ou ceux de Floreanini, Lapointe et Vinet [39] sur une description
agébrique de plusieurs oscillateurs identiques.

2.2 Choix d’une chaine de groupe

L’étude des états vibrationnels entreprise dans ce travail s’effectue sous quelques hypotheses.
Examinons nos hypotheses de travail :

- I’approximation de Born-Oppenheimer [40, 41] qui consiste a séparer le mouvement électronique
de celui des noyaux, en supposant que les noyaux effectuent de petits déplacements au
voisinage d’une position d’équilibre,

- la molécule se trouve dans un état électronique fondamental totalement symétrique [41];
ce qui nous permet d’éviter tous les problémes complexes (couplage vibronique? voire

2Le couplage vibronique est l'interaction entre les degrés de liberté vibrationnels et électroniques ; le couplage
rovibronique quant a lui, couple les degrés de liberté rotationnels, vibrationnels et électroniques.
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rovibronique) liés a la dégénérescence électronique. Cette hypothese trouve sa justification
dans le fait que 'on étudie des molécules a couches électroniques externes completes,

- on peut en premiere approximation, étudier séparément les mouvements de rotation et
de vibration moléculaire (élongation et pliage), c’est-a-dire négliger le couplage rovibra-
tionnel,

- le repeére moléculaire satisfait aux conditions d’Eckart [40], ce qui nous permet de con-
sidérer qu'une molécule non linéaire constituée de N noyaux possede (3N-6) degrés de
liberté vibrationnels [41].

Pour rendre compte des états vibrationnels d’un systeme de p oscillateurs identiques, Moret-
Bailly et Michelot [12] proposent, sous les hypotheses précédentes, I'utilisation de la chaine de
groupes suivante

Ulp+1) DU(p) O S(p) = Gual (2.2.1)

dans laquelle :

e U(p+1) est le groupe dynamique (au sens de Wybourne). Ce groupe doit nous renseigner
sur les propriétés dynamiques du systeme étudié, comme par exemple les transitions.

e U(p) est le groupe de dégénérescence. Ce groupe doit nous donner acces aux énergies du
systeme étudié ainsi qu’aux dégénérescences associées.

e S(p) est le groupe de permutation de p objets identiques, en I'occurence ici, les p oscilla-
teurs identiques. Ce groupe est isomorphe au groupe moléculaire G, pour les molécules
considérées.

Leroy [13] utilise et étudie cette chaine dans le cas particulier p = 4 pour des molécules
telles le méthane ou le silane. Dans le cadre de ce travail, nous nous limiterons a la situation
de 3 oscillateurs identiques, et donc nous caractériserons les états vibrationnels des molécules
XY3 non planaires par

U(4) DU3) D S(3) ~ Cs,. (2.2.2)

L’étude consiste, dans un premier temps, a représenter matriciellement les éléments géométriques
constituant le groupe moléculaire Cj,, puis par le processus de projection, de déterminer les
états symétrisés associés.

2.3 Groupe dynamique

Les groupes dynamiques sont les groupes qui peuvent reproduire le spectre d’énergie et
les dégénéres-cences des niveaux, et qui, en plus, contiennent un ensemble d’opérateurs qui
déterminent les probabilités de transition entre les états. Cette derniere propriété exige que
nous considérions les groupes de non invariance dont tous les générateurs ne commutent pas
avec le Hamiltonien du systeme physique. La construction d’un tel groupe ayant les pro-
priétés précédentes permettrait une description compléete des propriétés dynamiques du systeme
physique; c’est pourquoi il porte le nom de groupe dynamique du systeme. Au vue de cette
définition, on constate que le groupe de dégénérescence est un sous-groupe du groupe dy-
namique.

En fait, les symétries dynamiques apparaissent lorsqu’il est possible de résoudre 1’équation
de Schrodinger de différentes facons, soit dans différents systemes de coordonnées ou dans un
systeme de coordonnées simples qui pourra étre orienté dans différentes directions [19]. Par
exemple, pour I'atome d’hydrogene, on peut soit travailler en coordonnées sphériques, soit en
coordonnées paraboliques. Il existe un théoreme qui permet de définir le nombre d’opérateurs
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de Casimir d’un groupe semi-simple. L’intérét que nous aurons a invoquer ce théoreme lors
de notre étude des modes vibrationnels par méthode algébrique, est que nous connaitrons a
I’avance le nombre maximal de parametres qui interviennent dans l’expression de 'opérateur
Hamiltonien d’ordre zéro.

2.4 Groupe de dégénérescence

Les groupes de dégénérescence (ou groupe d’invariance dynamique) sont ceux qui sont capa-
bles de donner une description complete du systeme consiréré. Ainsi, ces groupes sont tels qu’il
est possible d’établir une correspondance biunivoque entre les valeurs propres de 1’énergie du
systéme et un ensemble de représentations unitaires irréductibles (R.U.I.) du groupe réalisées
dans I'espace de Hilbert JH des fonctions propres du Hamiltonien H, de fagon telle qu’a chaque
R.U.L réalisée dans H appartienne une et une seule valeur propre de H et vice versa. Ainsi,
le degré de dégénérescence de chaque valeur propre est égal a la dimension de la R.U.I. corre-
spondante.

2.5 Le groupe U(n) comme groupe d’invariance de 1’oscil-
lateur isotrope de dimension n

Nous allons examiner un résultat essentiel dans la compréhension de notre démarche (physique
et mathématique) adoptée pour I’étude et la description des modes vibrationnels des molécules
XY3 non planaires.

En effet, dans une vision habituelle du probleme de I’étude des modes vibrationnels des
molécules, ceux-ci sont décrits comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques
attachés aux différents degrés de liberté vibrationnelle de la molécule envisagée®. Puis, dans
I’approche quantique de ce probleme, on examinera les opérateurs correspondants a ces divers
oscillateurs et leurs interactions.

On va dans la section suivante justifier 1'utilisation que nous ferons des groupes de Lie
unitaires. En effet, on va montrer que le groupe d’invariance ou de dégénérescence dun oscil-
lateur isotrope de dimension n est le groupe unitaire d’ordre n, que nous noterons U(n). Ce
résultat essentiel a été découvert indépendamment par Demkov [42, 43] et par Hill et Jauch
[44]. Cependant, c’est I'exposé de Baker que nous utiliserons ici [45].

2.5.1 Oscillateur isotrope de dimension n

Le Hamiltonien d’un oscillateur isotrope de dimension n, admet comme groupe
d’invariance, ou groupe de dégénérescence le groupe unitaire U(n) d’ordre n.

En mécanique classique, les modes vibrationnels des molécules sont décrits comme un en-
semble d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques attachés aux différents degrés de liberté
de la molécule. Le passage a la mécanique quantique peut s’opérer en quantifiant les variables
physiques décrivant ces oscillateurs et leurs interactions.

30n entend par degrés de liberté, les six possibilités de mouvements élémentaires suivants :
e les trois liaisons Ly, Lo, L3,
e les trois angles inter-liaisons a2, a3, @13 ol «;; est 'angle de pliage entre les liaisons L; et L;.
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Ainsi, en mécanique classique, on associe la fonction hamiltonienne H suivante a n oscilla-

teurs harmoniques identiques
P2
H= Z hy, = Z ooy + mw?q; (2.5.1)
k=1
puis en quantifiant, on obtient
~ 1P .
H= 3 Ek + mw?q;. (2.5.2)
k=1
En posant
~ P ~ mw .
on réécrit le Hamiltonien comme
~  hu N Sae o~
H= = (P2+92). (2.5.4)

avec [ Qy , Py ] = 41l, Pexpression quantique du Hamiltonien H est
O +iP\ , 1
‘ k> . _] |

-~ hw e ~ e Qk - l?k
- 550 8 (0 81) 4] <3 | (25
2 — V2 2
(2.5.5)
On peut poser :
/\'i‘ /Qk‘ - Z{]Sk z . bl )
a, = T opérateur de création d’'un quantum pour 'oscillateur &
~ ' (2.5.6)
Q P
o B opérateur d’annihilation d’'un quantum pour l'oscillateur &

ap =
V2
cette forme d’écriture nous permet de donner la forme suivante au Hamiltonien quantique H

[(i ﬁk> + g (2.5.7)

des n oscillateurs

ﬁ_mi[AakJr } mZ{mﬁ }

avec I'opérateur nj, = a,a; qui est 'opérateur nombre de quanta de I'oscillateur k. On vérifie
(2.5.8)

0 et [(lk,(ll]—(skl

=

également les trois relations de commutation
[AT

a/k,a/l

] =

[Eik s al] =0 et

Pour que le groupe unitaire U(n) soit le groupe d’invariance de ce systéme constitué de n
oscillateurs isotropes, il suffit de montrer que pour tout élément quelconque U de U(n), on a
U, H]=0 <= U'HU=X (2.5.9)

Ainsi, choisissons un élément quelconque du groupe U(n), c’est-a-dire une transformation
unitaire U de dimension n, que nous représentrerons par une matrice carrée n x n. Comme cette
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transformation n’affecte que les opérateurs (elle laisse les scalaires invariants), on peut écrire
qu’a la suite de I'action de cette transformation unitaire on a :

n
s Euisai

~t u ~+ _1/\1-
a, — a; = Uy :

(2.5.10)

il nous reste a vérifier que I'expression du Hamiltonien H avant la transformation unitaire U
est bien égale a celle H' = U1 H U apres la transformation considérée. On a

A:hwg{a,takjL 3| =S [alaa+ 3] - mzzlakal (Zu u> :

k=1 [=1 k=1 I=1
(2.5.11)

en réorganisant les termes, on obtient alors

I = hw; (Zak skZalulS > hwz <uk5ak {usllajr + %) (2.5.12)

en utilisant maintenant les définitions (2.5.10) des opérateurs @; et a;' on obtient I'expression

suivante .
Ho=twy ([a;]T [a;1" ) th( g+ = ) =3 (2.5.13)
s=1

finalement, on a bien H = H'. Ce qui démontre bien que I'action d’une transformation unitaire
quelconque, d’ordre n, laisse le Hamiltonien de n oscillateurs isotropes (ou d’'un oscillateur n
fois dégénéré) invariant.

2.6 Dégénérescence d’un oscillateur de dimension n dans
un état p

On cherche la dégénérescence, notée dim E(n,p), de I’état énergétique E(n, p)

E(n,p):ﬁw(p—l— ) (an ) (2.6.1)

n

d’un oscillateur de dimension n qui se trouve dans un état |p > tel que an =p.
i=1

2.6.1 Premiere méthode : analyse de la fonction d’onde

Dans cette premiere méthode, nous suiverons 1’exposé proposé par Pétrachene et Trifonov
[18], qui consiste a remarquer que les fonctions d’onde de ce systéme se transforment comme
les composantes d'un tenseur symétrique de rang p dans un espace de dimension n. En effet,
notons par \IIL’I}M la fonction d’onde de ce systeme relative a cet état énergétique E(n,p).

Cette fonction s’écrit
1 " ng
vl = ——]] (@T) w (2.6.2)



ou \If([f]o est la fonction de 1’état fondamental. Mais comme 1'ordre d’application des opérateurs

T [n]

a;' n’intervient pas, ces fonctions Wy, », se transforment donc, sous 'action de transformations

unitaires, comme les composantes T][f.}. i d’un tenseur symétrique de rang p dans un espace de
dimension n. Ceci signifie que la transformation s’effectue sur les composantes de ce tenseur
symétrique. En vertu de la symétrie du tenseur, on peut toujours disposer les indices j; ... j,

dans 'ordre croissant
N<p< < == NnN<jpt+tl<---<gp+p-1 (2.6.3)
c’est-a-dire qu’en posant i, = jr + k — 1 on obtient alors la série d’inégalités strictes qui suit
1 <ldg <o <y (2.6.4)

Les p nombres i; sont alors tous distincts, et peuvent prendre toutes les valeurs entieres
comprises entre 1 et n+ p — 1. Le nombre N(n, p) de composantes indépendantes d’un tenseur
symétrique est donc
P _(n+p-1)
el pl(n — 1)

Enfin, d’apres le théoréme de Wigner (1927)%, on sait que la multiplicité de la dégénérescence
d’un niveau d’énergie est égale a la dimension de la représentation correspondante. Comme dans
notre cas, la représentation considérée est celle qui se réalise sur les composantes indépendantes
d’un tenseur symétrique (de rang p dans un espace de dimension n), cela implique nécessairement,
que lordre de dégénérescence dim E(n,p), de I'état énergétique E(n,p) vaut N(n,p) :

N(n,p) = C (2.6.5)

p (n+p—1)!

. E — pum—
dim (nap) CTH‘P_l p' (’n — 1)'

(2.6.6)

2.6.2 Deuxieme méthode : dénombrement

Une autre possibilité de raisonnement est possible. Cette derniere est beaucoup plus intuitive
que la précédente, car elle est basée sur la notion de dénombrement. Comme on a la condition

ini =p (2.6.7)
i=1

cela signifie que 'on cherche tous les n-uplets (nq, ..., n, ) différents qui satisfont a cette
condition. En fait le probleme est identique a :

"Nombre de possibilités différentes de répartir p boules identiques au sein de n cases iden-
tiques 2”7

On commence par placer p boules identiques dans une grande enceinte, puis on introduit
(n — 1) cloisons identiques afin de créer n cases identiques. Ainsi, pour I'unique systéme formé
des (n — 1) cloisons identiques et des p boules identiques, il y a alors (n + p — 1)! permutations
possibles qui conservent le nombre d’éléments qui composent ce systeme. Tenant compte de
'indiscernabilité des (n — 1) cloisons et des p boules, on divise par p! et par (n — 1)!. Le nombre
N(n,p) de possibilités différentes de répartir p boules identiques au sein de n cases identiques
est donné par
r _(nt+p-1!
el (= 1)

N(n,p) = C (2.6.8)

4Pour une démonstration complete de ce théoréme, on pourra, par exemple, consulter les trois références
[9, 18, 46] et [47]. On trouvera dans ces mémes références les principales conséquences et applications de ce
théoreme a la physique et tout particulierement a la mécanique quantique.
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Ceci implique que le nombre de n-uplets (nq, ..., n, ) différents qui satisfont a la condition
(2.6.7) vaut N(n,p). En d’autres termes, on retrouve bien le résultat trouvé avec la premiere
méthode.

On peut représenter graphiquement cette fonction dégénérescence, on obtient alors la (Fig.
2.1)

22403
1.5e+05
Te+05

GeH17

F1a. 2.1 — Dégénérescence N(n, p) d'un état énergétique E(n,p) avec p < 29 et n < 10.

Lorsque nous souhaiterons travailler numériquement jusqu’a un certain nombre n, de quanta
particulier, il nous faudra alors tenir compte d'un nombre N(n,n,) d’états physiques qui est

N(n,ny,) ZN n,p) chﬂg 1= Z (ntp- L) = (n+ny)! (2.6.9)

p!(n—1)! n!n,!

On peut représenter graphiquement cette fonction nombre d’états N(n,n,), et on obtient
alors la (Fig. 2.2)

On constate que le nombre d’états physiques dont il faut tenir compte lorsque ’on souhaite
travailler jusqu’a un certain nombre de quanta n, augmente de manicre importante avec la
dimension n de l'oscillateur. Ceci explique, en partie, pourquoi nous avons travaillé sur des
molécules de symétrie Cj, : le nombre d’états dont on doit tenir compte est numériquement
traitable.
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F1c. 2.2 — Nombre d’état énergétique N(n,n,) avec n, < 29 et n < 10.

2.6.3 Cas particulier : n =3

Dans cette situation particuliere d’un oscillateur de dimension trois (c¢’est-a-dire triplement

dégénéré) dans I'état n,®, on trouve que l'ordre de dégénérescence du niveau E(3,n,) vaut
dim F(3,n,) Z:+3 _ (ns + 2)2(71S +1)

Nous verrons au cours de 1’étude des représentations des groupes unitaires de dimension finie,
que cette dimension est en fait celle de la représentation totalement symétrique de U(3) (qui sera
notre groupe de dégénérescence dans le formalisme algébrique utilisé), notée [ny, 0, 0], et que ce
type de représentation particuliere tient une place prépondérante dans la description physique
des modes vibrationnels des molécules que nous considérerons. Le résultat (2.6.10) obtenu est
un cas particulier de la formule de Weyl [48]. Ainsi, dans le cas n = 3, le nombre d’états
vibrationnels qui intervient dans le probleme, jusqu’a 29 quanta, est représenté graphiquement
sur la figure 2.6.3 qui suit

On peut d’ailleurs vérifier que, dans cette situation particuliere, le nombre d’états dont on
devrait tenir compte lors d’un traitement de ce probleme est N(3,29) = 4960 ; et on a bien :

(2.6.10)

ng=29 ng=29 ng=29
q q 1 q
N3,29) = Y NEp =Y €= 5 > (p+2)(p+1) =4960 (2.6.11)
p=0 p=0 p=0

5Cette notation n, est directement liée & notre étude ultérieure des modes vibrationnels d’élongation des
diverses molécules XY3 étudiées. Lors de cette étude, ns représentera le nombre total de quanta qui se trouvent
étre répartis sur les trois liaisons des molécules.
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F1G. 2.3 — Nombre d’états physiques d'un oscillateur triplement dégénéré avec n, < 29.

qui est bien le résultat obtenu avec la relation (2.6.9) précédente

(3 +29)!

N(3,29) =~

= 4960 (2.6.12)
le principal intérét de cette derniére formule, étant bien évidemment d’éviter une sommation
discrete sur le parametre p. Lors de ’étude des représentations de dimension finie des groupes
unitaires, nous préciserons le lien entre ces différentes formules. Nous verrons alors que cette
dimension est en fait celle de la représentation totalement symétrique de U(4) (qui sera notre
groupe dynamique), notée [ng, 0, 0, 0]. On constate alors que

ng=29

dim [n, =29,0,0,0/= Y dim[p, 0, 0] (2.6.13)
p=0

cette relation est strictement identique a (2.6.11) si ce n’est qu’elle est exprimée dans le langage
usuel des représentations de dimension finie des groupes unitaires.
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Chapitre 3

Généralités sur les groupes unitaires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous n’allons pas entreprendre une étude mathématique complete des
groupes unitaires. Le lecteur intéressé par une telle étude pourra, par exemple, se reporter aux
références [49, 50]. Nous nous limiterons ici a I’étude et a la classification des représentations
de dimension finie des groupes unitaires, ce probleme n’ayant d’ailleurs trouvé sa solution que
récemment. En effet, ce n’est qu’en 1950 que Gelfand et Zetlin (G-Z) [15] ont mené a terme
I’étude de la classification des représentations de dimension finie des groupes unitaires. Nous
adopterons, par principe, que les développements mathématiques proposés dans ce travail,
sont limités a la bonne compréhension des idées physiques auxquelles ils sont rattachés. Mais
avant d’exposer la méthode générale d’étude des représentations de dimension finie des groupes
unitaires due a G-Z, nous allons commencer par introduire la notion de groupe de Lie, ainsi que
quelques éléments de vocabulaire qui nous servirons dans la suite de ce travail. En effet, dans
I’étude des symétries des systemes physiques, les groupes unitaires font partie d'une catégorie
importante : les groupes de Lie.

3.2 Définition des générateurs d’un groupe de Lie

Dans cette section nous allons présenter les principales caractéristiques des groupes de Lie et
nous nous placerons du point de vue du physicien qui souhaite utiliser ces outils mathématiques
pour la description des objets physiques qu’il considere. Dans un groupe de Lie, que nous
noterons G, il y a une infinité d’éléments® (contrairement aux groupes discrets), les éléments
sont indicés par des parametres (réels ou complexes) qui varient de fagon continue dans un
certain intervalle. Un élément quelconque du groupe peut étre noté U(aq, as, ..., ap)?, ol les
«,, varient dans un intervalle donné. Le nombre D de parametres indépendants nécessaires a
la spécification d’un élément quelconque du groupe s’appelle la dimension du groupe. Il est
important de noter que la dimension d’un groupe de Lie n’a rien a voir avec la dimension de
ses représentations matricielles.

Des lors, le produit de deux éléments d’un groupe de Lie peut donc étre représenté de la

'Pour qu’un groupe continu G de dimension D soit un groupe de Lie, il ne suffit pas que ses éléments varient
de facon continue, il faut en plus qu’il possede la structure d’une variété différentiable, c’est-a-dire, qu’il est
possible de le mettre en correspondance avec IR” pour le paramétrer.

2Cela signifie simplement que ’on choisit un certain espace vectoriel & de dimension finie D, et munie d’une
certaine base B. C’est sur cet espace vectoriel € que I'on représente 1’élément U du groupe de Lie G par la forme
choisie U(ay, g, ..., ap).
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facon suivante
u(Oél, - ,OéD) X U(ﬂl, . ,ﬁD) = U(’Yl, B ,’YD) (321)
avec
Yo = Ynla1,...;ap; Bi,...,0p) (1<n<D) (3.2.2)

Par exemple, le groupe des rotations et le groupe des translations spatiales sont deux groupes
de Lie de dimension D = 3. Pour le groupe de Lie des translations spatiales (de translation
7o), le vecteur 7 constitue un ensemble de trois parametres réels appropriés. Pour le groupe
des rotations, les trois angles d’Euler (6, ¢, 1) constituent eux aussi un ensemble de trois
parametres réels appropriés.

L’étude des groupes de Lie est facilitée grace a une caractéristique remarquable, en effet,
la plupart de leurs propriétés s’obtient simplement de la considération des éléments voisins de
I’élément neutre I du groupe de Lie considéré. Notons d’abord que 1’'on peut toujours choisir
les parametres a,, de sorte que 1’élément neutre 1l corresponde a des valeurs nulles de tous les
a,, ¢’'est-a~dire :

u0,0,...,0) = 1. (3.2.3)
Ainsi, si tous les parametres «,, sont petits, alors I’élément U(ay, ..., ap) associé est voisin
de I’élément neutre. Considérons alors 1'élément U(ay, ..., ap) voisin de 1’élément neutre 1I,

on peut alors effectuer un développement limité au premier ordre par rapport aux «, de cet
élément, on a alors :

D
ou
U(al’“,,a[)) = ]I+Z( (aga 706D)) an+O(a2)
n=1 n ap=0

o (22)2 (8?1(0416;(;7.1. ,OéD))anO an + 0(a?)
(3.2.4)

D
~—. [0UW(aq, ..., «
= T-i) z( (18% D)) :Oan+0(a2)

n=1

D
= 1I- iZaan + 0(a?)
n=1
avec lexpression O(a?) qui représente tous les termes d’ordre deux ou plus en «,,. Nous avons
introduit, de facon arbitraire, le terme i? dans nos développements, afin de pouvoir satisfaire a
certaines relations de commutation. Les X,, sont définis comme :

X, =i (au(al, - ’O‘D)>an:0. (3.2.5)

day,

On appelle ces D opérateurs X,, (n = 1,...,D), les générateurs du groupe de Lie. Ces
générateurs X,, agissent dans le méme espace que les éléments U du groupe de Lie envisagé.

3.2.1 Paramétrisation exponentielle ou représentation exponentielle.

On sait qu'un élément U(ay, ..., ap), pour lequel les parametres a,, sont trés petits, est
voisin de I'élément neutre 1. Notons U(day, ..., dap) un tel élément, on a
D
U(day, ..., 0ap) =1 — iZéaan + 0(a?) (3.2.6)
n=1
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écrivons
da, = — 3.2.7
N ( )

avec N € IN. Cette écriture particuliere des parametres du groupe nous permet alors d’obtenir
les divers développements qui suivent

u(aly s 7aD) - Nl—l}:rkloo [U(5a17 s 75aD)]N
o . I 631 Oy, N
= i _U(N""’ N)]
2D o\ 1Y (3.2.8)
a a . .
- lim |1 22X, l
Nilfm n=1 N +O (N2>]

D
fiE o X,
e n=l1

la derniere ligne est obtenue en utilisant le fait que, pour un opérateur X quelconque, nous
avons

SXF s N1 Ly ct N—k X

Yo dim 3= im0 o T - ]35202 et = i (1
(3.2.9)

L’expression (3.2.8) est la paramétrisation exponentielle de la représentation U(ay, ..., ap) de

I’élément considéré du groupe de Lie G, c’est-a-dire que 'on représente les éléments U(a, . . ., ap)
sous la forme d’une exponentielle d’opérateurs. Cette forme de représentation des éléments
d’un groupe de Lie est bien connue en mécanique quantique. En effet, on la retrouve, par ex-
emple, dans I'expression mathématique des propriétés d’'un systeme physique, qui possede la

caractéristique de rester invariant sous ’action d’une rotation ou d’une translation.

3.3 Définitions et vocabulaire

Nous allons examiner maintenant comment la notion de constante de structure permet
d’accéder a une classification simple des groupes continus, et ceci de maniere tout a fait générale.

3.3.1 Groupe de Lie compact

Un groupe de Lie est dit compact si tous ses parametres prennent des valeurs continues
dans des domaines fermés et bornés, c’est-a-dire des domaines compacts. L’algebre associée (au
groupe de Lie considéré) est-elle aussi qualifiée de compacte.

3.3.2 Le rang d’un groupe de Lie

Le rang d’un groupe de Lie est simplement défini par le plus grand nombre de générateurs
qui commutent entre eux.
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3.3.3 Groupe abélien

Un groupe est dit abélien si tous ses éléments commutent. Ansi dans le cadre d’un groupe de
Lie unitaire G de dimension D, cela signifie simplement que toutes les constantes de structures

sont nulles :
ct.=01<m,n,qg <D. (3.3.1)

Cette condition implique alors que nous avons [X,,, X,] = 0 et ceci pour tout m et n appar-
tenant au domaine [1,...,D]. En vertu de la définition du rang d’un groupe de Lie, on en
déduit donc que le rang d’un groupe de Lie abélien est égal a la dimension de ce groupe.

3.3.4 Sous-groupe

Un sous-groupe H (de dimension d) d'un groupe de Lie unitaire G (de dimension D > d)
est un ensemble de ¥ éléments formant eux-mémes un groupe. Si on note par (ay, s, ..., aq)
les parametres associés au sous-groupe H dans I'ensemble (aq,as,...,ap) associé au groupe
G, alors on doit avoir

d
(X, Xa] =i» Ch, X1 < mynl<d (3.3.2)
=1

ce qui s’écrit aussi de la maniere strictement équivalente suivante

Ct =0 1<mn<det d<I<D. (3.3.3)

3.3.5 Sous-groupe invariant (ou idéal)

Un sous-groupe invariant H (de dimension d < D) d’un groupe de Lie unitaire G (de
dimension D et d’éléments U) est 'ensemble des éléments Ugg, qui contient tous les ¥ éléments
conjugués UH =UUg U~ 'de ses éléments.

Si H contient Ugg alors il contient également tous les éléments du type UUgg U Ut =

HH Ugi ceci puisque H est un sous-groupe donc un groupe, et comme HH € H et UE ceH
alors ciélla implique que le produit de ces deux éléments appartient lui aussi au sous-groupe H.
Or, on sait que

D d
UU U Ugg = W=D > B [Xom, Xa] +0(?, 8°) €H (3.3.4)

m=1n=1

avec la condition

A
(X, Xn| = iZCﬁnnXl avec: 1<m<Det1<n<d (3.3.5)
=1

il nous faut déterminer A afin que U Ugg u-t Uf{l appartienne bien au sous-groupe H. On peut
donc écrire

A D d
UUgU Uy = 1=y (ZZam@n%n) Xi+0(e?, ) €H
=1 m=1n=1
~ (3.3.6)

A
= 01—y wX, €H

=1
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ce qui implique que A = d. Ainsi, on a la relation

d
(X, Xo] = iZC’fnnXl avec: 1<m< D et 1<n,l<d (3.3.7)
I=1

3.3.6 Groupe simple

Un groupe de Lie unitaire G est dit simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe invariant que
son élément unité.

3.3.7 Groupe semi-simple

Un groupe de Lie unitaire G est qualifié de semi-simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe
invariant abélien que son élément unité ou lui méme.

3.4 Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir

3.4.1 Définition

Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir d'un groupe, sont par définition, des
opérateurs qui ont la propriété de commuter avec tous les générateurs du groupe considéré.
Par exemple, pour le groupe SO(3), si on définit J,, J, et J,, alors en définissant I'opérateur
JP=Ji+J;+J2 ona
[JQ,Ji}:O avec i =1x,y, 2 (3.4.1)

Popérateur J* = J2 + J? + JZ est donc un opérateur invariant du groupe SO(3).

3.4.2 Théoréme de Racah

Introduction et interét

Les groupes semi-simples sont, tres souvent, ceux qui interviennent lors de la description des
systemes physiques qui possedent la propriété d’étre invariants par rapport a une transforma-
tion géométrique quelconque. Lorsqu’'une grandeur physique caractérisant un systeme possede
la propriété d’étre invariante par rapport a une transformation non géométrique, on dit que
la symétrie associée est dynamique. En général, ces symétries dynamiques ont pour origine
une forme particuliere de I’équation de Schrodinger, ou elles sont la conséquence de lois clas-
siques. On peut par exemple examiner 'atome d’hydrogene et 1'oscillateur isotrope, comme
étant deux systemes physiques qui admettent des symétries dynamiques. En ce qui concerne
I’atome d’hydrogene, la forme particuliere de I’équation de Schrédinger provient du potentiel de
type coulombien qui décrit la dynamique de I’électron par rapport au noyau. On montre alors
qu’au sens de [19], pour les états liés de I'atome d’hydrogene, le groupe de symétrie dynamique
est SO(4), et lorsqu’on considere les états du continuum, le groupe de symétrie dynamique est
SO(3,1). Par contre, pour Wybourne [16], le groupe dynamique de ’atome d’hydrogene, en ten-
ant compte du continuum, est SO(4,2). En ce qui concerne l'oscillateur isotrope de dimension
p, son groupe dynamique est, pour nous, U(p + 1) ; mais il existe bien d’autres possibilités [16]
tel les groupes non compacts SU(p, 1), Sp(2p,IR), ou encore Os(p) = N(p) A H ou N(p) est le
groupe de Heisenberg, H est le Hamiltonien du systeme et A représente le produit semi-direct.
En fait, pour étre précis, cette notation concerne les algebres et non les groupes. Si l'algebre
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de Heisenberg relative au groupe N(p) est désignée par h,, et si celle relative au groupe du
Hamiltonien H est notée

gy = {d', a} (3.4.2)
alors I'opération qui définie Os(p) devrait étre notée

80s(p) = p D 8- (3.4.3)

A titre d’exemple, pour p = 3, c’est-a-dire pour un oscillateur isotrope de dimension 3, on a
hy = {a', a, 1}3, de sorte que

gos(g):{aT,a,H}@{aT,a}, (3.4.4)

Théoréme de Racah :

Pour tout groupe de Lie semi-simple de rang k, il existe k opérateurs invariants
ou opérateurs de Casimir.

Une démonstration de ce théoreme a été donné par G. Racah, et elle peut étre trouvée dans
la référence [51]. Ce théoréeme nous indique que le groupe SO(3) n’admet qu’un seul et unique
opérateur invariant, a savoir 'opérateur J2.

3.4.3 Rang du groupe unitaire U(n)

Par définition, le groupe unitaire U(n) est formé par I'ensemble des matrices carrées M de
dimension (n x n) qui vérifient

MM =1,  avec M = M~ (3.4.5)

Puis, comme chacune des matrices carrées M possede n? éléments M, ; avec 1 < 14,5 < n, cela
signifie que le groupe unitaire U(n) admet n? générateurs indépendants.

On a vu précédemment que le rang d’un groupe de Lie est donné par le nombre maximal
de générateurs qui commutent entre eux. Notons E;; (avec 1 < 4,5 < n) les n? générateurs de
U(n), ces générateurs satisfont a la relation de commutation [11] suivante :

Cette relation de commutation indique que le plus grand ensemble de générateurs E;; (avec

1 <i,7 < n) qui commutent entre eux, est formé par 'ensemble 2, = {E;;} (card (2,) = n).

3.4.4 La forme de Killing ou tenseur métrique

On définit la forme de Killing d'un groupe de Lie G & D parametres par la relation suivante
D D

(9um =D D ClyChg (34.7)
p=1q=1

cette forme est symétrique puisque [g], .. = [g],,,, et porte aussi le nom de tenseur métrique du
groupe de Lie G. En fait, on peut donner une autre forme (strictement équivalente) a ce tenseur.

3Selon les auteurs, on définit 1’algébre de Heisenberg hs de maniere légérement différente : on ajoute 1’élément
al a aux trois éléments {aJr ,a, 1l } Ainsi, au lieu de noter hs 'algebre de Heisenberg, on la désigne alors par
hy.
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Pour ceci, on définit une représentation? matricielle [19] des générateurs X; (i = 1,...,D) du
type
déf
Xn | Xp) = CF 1 Xy) et (Xi| X; > 6”' (3.4.8)

ceci implique

Chp = (Xg| Xu | Xp) = [Xa],, (3.4.9)
de sorte que la forme de Killing puisse maintenant s’écrire
D D
m= ZZ [ Xalyy [ Xl = Tr ([ X0 [Xu]) = Tr (X, Xon) (3.4.10)
p=1g=1

la derniere écriture étant simplement utilisée afin d’alléger un peu la notation. Ainsi, la matrice
représentative du tenseur métrique [g] est carrée et de dimension (D x D). Elle s’exprime
comme :

TT(Xle) TT(X1X2> TT(XlXD>-
Tr (X, X1) :

9] = : Tr (X, X, ) : (3.4.11)
_T'r(X:DXl) T'r(X:DXDL

Comme on a une matrice carrée de dimension (D x D), cela nous permet d’écrire que le
déterminant de [g] vaut

det [g Z Gie (1) M. | (3.4.12)

ou la somme s’effectue sur les lignes 7 de la matrice a la colonne ¢ fixée, | M;.| est le mineur
associé a 1’élément g¢;. considéré. On a alors

det [g] = ZTr (X; X.) (=1)*| M;, |
D b D (3.4.13)

= > Y crer, (1) M|

i=1 p=1¢=1

finalement, on obtient I'expression suivante du déterminant de la matrice carrée, représentative
de la forme de Killing dans cette représentation particuliere :

det [g Z ZZOfpcgq —1)"*¢| M;. | (3.4.14)

=1 [p=1gqg=1

3.4.5 Critere de Cartan

Critere de Cartan :

Un groupe de Lie G est semi-simple si le déterminant de la forme de Killing
qui lui est associée est différent de zéro.

4Cette représentation particuliere porte le nom de représentation réguliere ou adjointe du groupe de Lie G
considéré.
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Pour démontrer ceci, il suffit de remarquer que si le groupe de Lie G considéré n’est pas
semi-simple, alors le déterminant de la forme de Killing qui lui est associée est nul. Ceci sig-
nifie simplement que, si le groupe de Lie G n’est pas semi-simple, alors ce groupe admet un
certain sous-groupe H invariant abélien (autre que I’élément identité) qui est, par hypothese,
de dimension d < D. Des lors, les constantes de structures du groupe de Lie G vérifient

ct =C!'' =0 pourl<m<D
pour 1 <n<d (3.4.15)
pourd+1<I<D

Ainsi, a ce stade, le déterminant de la forme de Killing (associé au groupe G) prend la forme

qui suit
D

det [g] =) ZZCpr§q —1)7¢| M. | (3.4.16)

=1 Lp=1g=1

de plus, comme le sous-groupe invariant abélien H est, de par sa définition, un sous-groupe
abélien, alors il est aussi un groupe abélien. Cela implique que ses constantes de structure C,
avec 1 < a, b, ¢ < sont toutes nulles. On en conclut donc que

Cé=0 1<a,b,c<d (3.4.17)

ainsi, en choisissant la colonne ¢ fixée parmi celle relative au sous-groupe invariant abélien H,
on peut donc écrire que :
Cl,=0 1<p,q<d (3.4.18)

finalement le déterminant de la forme de Killing devient
det [g] =0 (3.4.19)

car tous les éléments de la colonne ¢ de la matrice représentative du tenseur métrique sont nuls.

3.4.6 Semi-simplicité du groupe U(n)

Nous allons démontrer la semi-simplicité du groupe unitaire U(n) a l'aide du critere de
Cartan. Soient E;; (avec 1 < i < n) les n? générateurs de ce groupe, qui satisfont a la relation
de commutation (3.4.6).

Afin de pouvoir réaliser ces n? générateurs, on peut utiliser, entre autre, deux représentations
possibles : la représentation bosonique et la représentation matricielle “unité”.

La représentation bosonique

On introduit les opérateurs bosons création et annihilation, respectivement notés bg et b;
(1 <, j < n) qui satisfont aux relations de commutations de Bose

oh 0| = (b bl =0 et [ b6 | =a, (3.4.20)
puis, afin de réaliser les n? générateurs E;; du groupe unitaire U(n), on pose
Eij=blb, avecl<i,j<n (3.4.21)
on vérifie donc qu’on a bien ’égalité :

[bj b, bn] — 5 bl by — G b by, (3.4.22)
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La représentation matricielle “unité”

Dans le cadre de cette représentation particuliere, on pose par définition que le générateur
E;; (du groupe U(n)) est représenté par une matrice carrée de dimension n, construite avec
des zéros partout sauf un 1 qui se trouve a l'intersection de la ligne ¢ et de la colonne j. Ceci
implique

EupyEeqg = 0pe Eyg. (3.4.23)

Puis, de la méme fagon que précédemment, on vérifie également ’égalité (3.4.6).

Forme de Killing associée

On va maintenant écrire la matrice® représentative de la forme de Killing associée au groupe
U(n). Pour cela, nous utiliserons la représentation matricielle “unité”. Effectuons la correspon-

dance suivante
Eoy = Xo = Xpa—1)+b (3.4.24)

A titre d’exemple, pour le groupe U(3), on a les 3 x 3 = 9 quantités X, suivantes :
E11 = X1 E21 = X4 E31 = X7

E12 = X2 EQQ = X5 Egg = Xg (3425)
Eis=Xs FEys=Xs Fs33= Xy

Ainsi, avec (a,b) € [1,n], on a effectivement «a € [1,n?]. Les termes de la matrice métrique
sont alors du type

[g]aﬁ = T’/’(Xa Xﬁ) = T’/’(Eab Ecd) = TT(ébcEad) = 5bcTT(Eab Ebd) (3426)

avec les deux conditions :
a=(a,b) et [=(cd). (3.4.27)
Cette derniére forme d’écriture de 1'élément [g], ; nous conduit naturellement a distinguer
les trois situations mathématiques qui suivent :

e 1) Va+#b#d+#aavec (a,b,d) € [1,n] :

On a alors :
Eab Ebd = Ead donc T’I"(Eab Ebd) = T?"(Ead> =0. (3428)
e 2)VY(a,b)€[l,n]avecd=a#b:
On a alors :
EwwEyo =E,, donc Tr(E,Ey,)=Tr(E,,)=1. (3.4.29)
e 3)Vac|ln|:
On a alors :
EooFEoo=FE.q, donc Tr(E.uFE..)=Tr(E..)=1. (3.4.30)

Examinons les résultats obtenus dans le cadre des trois situations précédentes. Il résulte
qu’un élément par ligne et par colonne de la matrice représentative du tenseur métrique vaut 1 et
les autres sont tous nuls. On peut donc conclure que le déterminant de la matrice [g] est non nul,
d’apres le critere de Cartan, le groupe unitaire U(n) est semi-simple. Par conséquent, en vertu,

Cette matrice est carrée et d’ordre (n? x n?).
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du théoreme de Racah, le groupe unitaire U(n) admet n opérateurs invariants (opérateurs de
Casimir). De plus, on peut remarquer que la matrice [g]U(n) représentative du tenseur métrique
du groupe U(n) est bien symétrique comme nous l'avions déja mentionné lors de sa définition.

Pour bien comprendre la forme de la matrice métrique, on peut, a titre d’exemple, exprimer
cette derniere dans le cas particulier du groupe U(3). On obtient alors la matrice 9 x 9 suivante

Tr(X1Xy1) Tr(X1X2) Tr(X1Xzg) Tr(X1Xa) Tr(X1Xs) Tr(X1Xe) Tr(X1X7) Tr(X1Xg) Tr(XiXg)
Tr(XoXy) Tr(XeXz) Tr(XeXg) Tr(XeXa) Tr(X2Xs) Tr(X2Xe) Tr(XoXz) Tr(Xe2Xg) Tr(XzXg)
Tr(X3X1) Tr(XzXs) Tr(XzXsz) Tr(XszXsq) Tr(XszXs) Tr(XsXe) Tr(XsX7) Tr(XszXg) Tr(XzXo)
Tr(XaXy1) Tr(XaXo) Tr(XaXzg) Tr(XaXa) Tr(XaeXs) Tr(XaXe) Tr(XaXrz) Tr(XaXg) Tr(XaXg)
Tr(XsX1) Tr(XsXz) Tr(XsXz) Tr(XsXs) Tr(XsXs) Tr(XsXe) Tr(XsX7) Tr(XsXg) Tr(XsXog)
Tr(XeX1) Tr(XeXz) Tr(XeXsz) Tr(XeXs) Tr(XeXs) Tr(XeXe) Tr(XeXr) Tr(XeXsg) Tr(XeXo)
Tr(X7X1) Tr(X7Xs) Tr(X7:X3) Tr(X7sX4) Tr(X7sXs) Tr(XrsXg) Tr(XsX7) Tr(X7Xs) Tr(X7Xo)
Tr(XgX1) Tr(XgXz) Tr(XgXsz) Tr(XgXs) Tr(XgXs) Tr(XgXe) Tr(XsgX7) Tr(XsgXg) Tr(XsgXo)
Tr(XoX1) Tr(XoXz) Tr(XoXz) Tr(XeoXs) Tr(XeXs) Tr(XeoXe) Tr(XeoX7) Tr(XeoXg) Tr(XgXo)

(3.4.31)
c’est-a-dire

Tr(E11E11) Tr(E11E12) Tr(E11Ei13) Tr(E11E21) Tr(B11E22) Tr(Ei1E2s) Tr(E11Ez1) Tr(E11Es2) Tr(E11Es3)
Tr(E12E11) Tr(E12E12) Tr(E12E13) Tr(Ei12E21) Tr(E12B22) Tr(Ei12E23) Tr(Ei12E31) Tr(E12E32) Tr(E12E33)
Tr(E13E11) Tr(Ei3Ei12) Tr(E13E13) Tr(Ei3E21) Tr(BE13E22) Tr(Ei13E23) Tr(Ei3Ez1) Tr(E13E32) Tr(Ei13Es3)
Tr(E21E11) Tr(E21E12) Tr(E21E13) Tr(E21E21) Tr(E21E22) Tr(E21Ezz) Tr(E21Ez1) Tr(E21E32) Tr(E21Es3)
Tr(E22E11) Tr(E22E12) Tr(EgxE13) Tr(Ea2E21) Tr(Ez2E22) Tr(EgxEz) Tr(Ea2Ez1) Tr(EzzE3z) Tr(E22Es3)
Tr(E23E11) Tr(BE23E12) Tr(EgzEi13) Tr(EazEe1) Tr(EzzE22) Tr(EgzEz) Tr(EazEz1) Tr(EzszE3z) Tr(E23Ess)
Tr(E31E11) Tr(Es1Ei12) Tr(Esi1Eiz) Tr(Eszi1E21) Tr(EsiEa2) Tr(EsiEzz) Tr(Eszi1Ez1) Tr(EsiEsz) Tr(Es1Ess)
Tr(Es2E11) Tr(Es2E12) Tr(EzaE13) Tr(Es2E21) Tr(Es2Ba2) Tr(EsxEz) Tr(EszzEz1) Tr(Ez2E3z) Tr(Es2Ess)
Tr(EssE11) Tr(EszEi2) Tr(EszEiz) Tr(EszE21) Tr(EszEa2) Tr(EzzEzs) Tr(EszEz1) Tr(EssEsz) Tr(EszEss)

(3.4.32)
apres calcul de ces différentes quantités, on obtient I'expression de la matrice représentative du
tenseur métrique [g] p(z) qui suit

— det [g]5 = —1#0 (3.4.33)

=)

=

N

I
S OO OO OO o -
OO O OO+ O OO
SO R OO oo oo
DO DODDODDO OO = O
SO OO H OO OO
O =R O OO oo oo
S OO OO OO O
DO O OO O oo
_— OO OO o oo oo

on en conclu que le groupe unitaire d’ordre trois est bien semi-simple, et donc qu’il admet trois
opérateurs invariants.

Remarque :
Si on note par e; ; la réalisation d'un générateur £;; suivant la représentation matricielle
unité, on constate que la matrice [g] u(s) peut également s’écrire

€1,1 €2,1 €31
[Q]U(g) = | €1,2 €22 €32 (3.4.34)
€1,3 €2,3 €33

et la matrice [g];,) peut s’écrire sous la forme de la matrice carrée (n* x n?) suivante

[ €1,1 €21 '+ €p—1,1 €Epn1 i
€1,2 €22 -+ €p_1,2 €n 2
[Q]U(n) = 5 : = [g]QU(n) = 1,2. (3.4.35)
L €1.n €n,n |




La derniere égalité implique que det [g] v = 1. 11y a dans lq] U(n)» T colonnes qui con-
tribuent a mettre un 1 sur la diagonale. En effet, les n éléments diagonaux e; ; sont des matrices
qui admettent un 1 sur leur diagonale (a I'intersection de la ligne i et de la colonne 7). Ce qui im-
plique qu’il y a % (n? — n) couples de colonnes & permuter pour obtenir la matrice [g]QU(n) = 10,2.
Ainsi, on en déduit que le déterminant de [g];; ) est

n(n—1)

det [g] Un) = (-=1)" 2 #0VnelN — U(n) est bien un groupe semi-simple.
(3.4.36)
Dans le cas particulier n = 3, on retrouve bien le résultat (3.4.33).
I nous faut maintenant exprimer les opérateurs invariants des groupes unitaires U(n), et
plus particulierement ceux des groupes U(3) et U(4) qui interviendrons ultérieurement dans
I’étude des modes vibrationnels des molécules considérées.

3.5 Modele algébrique du Hamiltonien

3.5.1 Introduction

De part la définition des générateurs d’un groupe dynamique, toute observable doit pouvoir
s’écrire en un développement de ’ensemble de ces générateurs. Ainsi, 'opérateur Hamiltonien
H du systeme a p degrés de liberté peut s’écrire sous la forme d’un développement en série de
puissance des générateurs E;; du groupe unitaire U(p + 1) :

p+1 1 p+1
H:aO]IdJrZaileij+§Za?jklEijElir---. (3.5.1)
,J

Z'7‘7'7]€7l

Mais I’écriture du Hamiltonien sous cette forme, conduit & un modele qui repose sur un nom-
bre de parametres tres important. De plus, une telle écriture présente un autre inconvénient : elle
ne repose pas explicitement sur la symétrie moléculaire du systeme considéré. Afin de remédier
a ces inconvénients, Gilmore et Draayer [52], ont introduit le concept de symétrie dynamique.
L’idée initiale consiste a remarquer que le Hamiltonien relatif & une molécule doit étre invariant
sous 'action des différentes opérations de symétrie du groupe moléculaire GGz Dans le cadre
d’un formalisme algébrique, le moyen le plus simple pour satisfaire a cette condition physique,
est de construire le Hamiltonien a partir des différents invariants des groupes constituants la
chaine algébrique.

3.5.2 Le concept de symétrie dynamique

Ce concept, développé par Gilmore et Draayer [52] ainsi que par lachello et Levine [6],
permet d’obtenir 'allure du spectre. Son énoncé est le suivant :

le Hamiltonien d’ordre zéro est construit a partir des opérateurs invariants des groupes continus
et semi-continus présents dans la chaine algébrique.
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Exemple : Le rotateur rigide

Dans le cas d'une molécule diatomique, on peut caractériser ses états rotationnels par la
chaine de groupes suivante :

Chaine de groupes : SU(B) D SO(2)
l !

Opérateurs invariants : J? J? (3.5.2)
l l

Valeurs propres : jij+1) K>

On en déduit donc que, dans la base standard {|j, K) }, le Hamiltonien d’odre zéro et
I’énergie associée s’écrivent respectivement comme :

Hy=aJ?+B3J> =  EME=qj+1)+ 8K (3.5.3)

On a ainsi un probleme algébriquement soluble, puisque, dans la chaine considérée, le Hamil-
tonien est diagonal : I’énergie est fonction des nombres quantiques caractéristiques de la chaine
de groupes.

3.6 Groupe unitaire SU(n) comme sous-groupe spécial
unitaire du groupe unitaire U(n)

3.6.1 Définition du passage

Par définition, le groupe spécial unitaire SU(n) est formé des matrices unitaires carrées (n x
n) de déterminant égal a +1. Ces groupes sont tres utilisés en physique : SU(2) décrit les états
de particules possédant des spins %, SU(3) est lié aux propriétés harmoniques d’oscillateurs ou a
la rotation des propriétés des systemes, et SU(4) représente des états de particules élémentaires
dans le modele des quarks [19].

En fait, pour passer du groupe unitaire U(n) a son sous-groupe spécial unitaire SU(n), il
suffit de poser les transformations suivantes [10] sur les générateurs

jU(")

Vi<ij<n B =B -S4, (3.6.1)

n

avec Jllj(n) = ZEiUi(n) qui est Uopérateur de Casimir linéaire du groupe unitaire U(n). On peut
i=1

alors remarquer que :

. n . n . jU(n) n . "
;=N B =% <EiUi< o) =y e -0 =0, (3.6.2)
X n -

i=1 =1

3.6.2 Conséquences

En premier lieu, puisque J?(n) est I'invariant linéaire du groupe U(n), alors les générateurs
EZ-U(n) satisfont a la méme relation de commutation (3.4.6) que les générateurs Ein(n)‘

De plus, la condition (3.6.2) impose que les générateurs indépendants de SU(n) sont au
nombre de n? — 1, et que son rang est n — 1. Enfin, comme le groupe U(n) est semi-simple
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par sa construction, SU(n) est lui aussi semi-simple. Ainsi en vertu du théoreme de Racah,
le groupe spécial unitaire SU(n) admet n — 1 opérateurs invariants. Leroy, dans sa these [13],
montre comment on passe de ce formalisme “unitaire” au formalisme “standard” pour le groupe
SU(2) dont on sait qu'il est isomorphe® au groupe SO(3).

3.6.3 Passage U(n) — SU(n)

Comme le groupe U (n) possede n? générateurs Ey; (avec 1 < k, j < n), il posséde également
n? parametres ay; (avec 1 < k,j < n). De sorte qu’un élément Uy (n) quelconque ce ce groupe
s’écrit en représentation paramétrique

fiz ZO[k;jEkj %Z Z aiby; — ZzakkEkk

Upy = ¢ +=1 71 — o k=ljth=1 (3.6.3)

c’est-a-dire, en utilisant les transformations (3.6.1) relatives au passage de U(n) a SU(n), on
peut réécrire I’élément Uy (,) comme

U(n)
Z Z Ozk]Ek;] _ZzakzkEkk —zz Z ak] Zakk< SU( )+j1n )

Uy = ¢ F=13#k=1 _ o k=l jFh-1
(3.6.4)
ce qui nous donne encore
D 3D ST SN L
Uy =e F=1i7k=l k=1 (3.6.5)

c’est-a-dire, apres regroupement des deux premieres séries de termes présentes dans I’exponen-
tielle, on obtient

jU(n) n
Uy = e F=t=t e k=1 (3.6.6)
finalement, en notant par Ugy(,) un élément quelconque du groupe SU(n), on obtient le résultat
suivant :
1
—1 n O k
uU(n) = uSU(n) X e k=1 . (3.6.7)

Ce qui signifie simplement que, pour pouvoir passer du groupe unitaire U(n) a son sous-
groupe spécial unitaire SU(n), il suffit d’imposer la condition :

U(n) — SU(n Zakk =0. (3.6.8)

Ici s’acheve les rappels généraux sur les groupes et algebres de Lie. Nous allons maintenant
présenter la méthode de Gelfand-Zetlin, qui permet une étude et une classification complete
des représentations unitaires de dimension finie.

6De maniere tout & fait générale, on peut montrer que les groupes SU(n) et SO(n+ 1) sont isomorphes. Mais
il faut bien prendre garde & ne pas penser que ces groupes sont identiques, car ils different par leur structure
topologique.
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3.7 Les représentations d’un groupe unitaire U(n)

3.7.1 La méthode de Gelfand-Zetlin (G-Z)

Afin de caractériser totalement 1’espace porteur” V,, d’une représentation irréductible (R.I.)

de U(n), G-Z [15] introduisent un ensemble complet de n opérateurs J,(c") (1 < k < n) invariants
de U(n). Ces opérateurs étant construits sur les générateurs de 1'algebre associée, sont donnés

par J(n Z ivinBivis - Biyiy avec 1 < k < n.

015t =1

associées a {f]gfn)} permet de
1<k<n 1<k<n

caractériser l'espace porteur V,,, c’est-a-dire permet un étiquetage possible des R.I. de U(n).
Puis, I'introduction d'un E.C.O.C. permet d’étiqueter individuellement tous les états de V,,. Le
choix usuel pour ce dernier, consiste a prendre les n(n + 1)/2 opérateurs :

L’ensemble des valeurs propres simultanées {)\,(cn)}

Z iy i Bigis - - - Biy iy avec 1 <k<retl<r<n. (3.7.1)

=1

Chacun de ces opérateurs 35;) apparait comme étant I'un des r opérateurs invariants de I'un
des sous-groupes U(r) de U(n). L’algebre associée (aux sous-groupes U(r)) est formée par le
sous-ensemble des générateurs {E;;}, <i<r Cet E.C.O.C. particulier est en fait parfaitement
adapté a la décomposition au sein de la chaine canonique

Un) > U —1)>--- > U(1) (3.7.2)

du groupe U(n). La diagonalisation simultanée des opérateurs de I'E.C.O.C. nous conduit a
adopter la notation

/\Y) e A > (3.7.3)
/\52) )\gz)
A

pour les états de I'espace porteur V,, de la R.I. considérée. La disposition des valeurs propres
sous forme de triangle permet de mieux mettre en évidence la structure canonique puisque, par
exemple, la ligne numéro r (en partant du bas) donne un ensemble de r étiquettes nécessaires
et suffisantes pour caractériser completement une R.I. de U(r).

G-Z [15] résolvent entierement le probleme relatif & la détermination des R.I. possibles du
groupe U(n). En effet, ces auteurs montrent qu’il est possible de caractériser une R.I. par un
ensemble de n entiers

[0y M2y =+ My (3.7.4)

qui satisfont aux regles :
n > Moy = oo > Mpyy. (3.7.5)

"Un espace porteur V d’une R.I. X\ d’un groupe G, est un espace qui n’admet aucun sous-espace stable sous
I’action des éléments du groupe G.
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G-Z introduisent alors une nouvelle notation, pour les états (3.7.3), qui porte le nom de
“diagramme de G-Z” ou “état de G-Z”. Ainsi, (3.7.3) devient® :

mio ma2
miq

et les coefficients m; ; (1 <i<j<n—1)satisfont aux regles d’encadrement suivantes :

mij+1 Z m;; Z Mit1541- (377)
La ligne numéro r de 'état de G-Z caractérise une R.I. [my,, ma,, -+ ,m,,| du sous-groupe
U(r) de U(n). De plus, la dimension de I'espace porteur associé a cette R.L. [my,, man, -+, Mynl,

c’est-a-~dire le nombre d’états (3.7.6) possibles, nous est donnée par la formule de Weyl [53] :

Hi<j (Min —Mjn+J — i)

1.
L= !

3.7.2 Les différentes notations d’un état de G-Z

(3.7.8)

dim([m1n7m2n7 T amnn]) =

Nous adopterons dans la suite de ce travail les notations simplifiées de Louck [10]. Ces
conventions de notation concernent les R.I. ainsi que les états de G-Z.

Convention sur les R.I.
Les R.I. (3.7.4) du groupe unitaire U(n) seront désormais désignées comme suit :
[m]n = [ml'm monp, - 7mnn] . (379)
Convention sur les états de G-Z
Les états de G-Z du type (3.7.6), seront désormais notés de la maniére suivante :

min man Mpyn

oel(f e ),

mia mao2
miq

(3.7.10)

8Les relations qui lient les coefficients A\ aux m; . sont données par Louck dans [10].
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3.7.3 Poids d’un état ou d’un diagramme de G-Z
Définition

Par définition, le poids [W(m)], d’un état ou d'un diagramme de G-Z, est un vecteur de n
composantes, W;,, tel que :

i i—1
Win = E mji_g mji—1
Jj=1 Jj=1

(2<i<n)
Wi, = m

m)p—1

W (m)], = W( (M“ ) = [Win, Wan, -+, Wan] avec :

(3.7.11)
Cette relation signifie simplement que pour déterminer la composante W;,, du vecteur poids
sur un diagramme ou un état de G-Z , on fait la somme des éléments présents sur la ligne
numéro ¢ (numérotée en partant du bas), puis, on lui soustrait la somme des éléments présents
sur la ligne 7 — 1 inférieure.
Enfin, on dit qu'un poids [W’'(m)],, est plus grand qu'un poids [W(m)],, si la premiere
composante non nulle dans la différence

[W]{n_Wln7W2/n_W2n7“' 7W7Iln_Wnn] (3712)
est positive. Par exemple, le poids [2, 1, 0] est plus grand que [2,0,0].

Exemple : la R.I. [3,2,0] de U(3)

Prenons comme exemple d’application la R.1. [3,2,0] de U(3). En premier lieu, on détermine
la dimension de cette R.I. Par application de la formule de Weyl (3.7.8), on trouve que

dim ([3,2,0]) = 15. (3.7.13)

Nous devons donc déterminer 15 diagrammes de G-Z qui satisfont aux conditions d’en-
cadrement (3.7.7). Ces 15 diagrammes de G-Z et leur poids respectif sont

3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0
3 2 3 2 3 1 3 1 3 1
3 2 3 2 1

(3,2, 0] 2,3,0] 3,1,1] 2,2,1] 1,3,1]

3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0
3 0 3 0 3 0 3 0 2 2
T O S S NP
3,0, 2] 2,1,2] 1,2,2] (0,3, 2] 2,2, 1]
3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0 3 2 0
2 1 2 1 2 0 2 0 2 0
1 2 2 1 0
[1,2,2] (2,1, 2] (2,0, 3] [1,1,3] 0,2, 3]

(3.7.14)
Remarque :

Les poids [0, 2, 3] et [3, 2, 0] sont respectivement appelés, au sens de (3.7.12), poids minimum
et poids maximum.
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3.7.4 La série de Clebsch-Gordan des R.I. de U(n)

Nous verrons ultérieurement que la détermination de l'expression des tenseurs maximaux,
c’est-a-dire de poids maximal, en représentation bosonique, nous oblige a considérer une serie
de Clebsch-Gordan particuliere. Nous allons donc maintenant définir de facon générale la série
de Clebsch-Gordan de deux R.I. de U(n).

Soient deux R.I. [m], et [m/], de U(n), alors la série de Clebsch-Gordan, notée [m],, x [m/],,
s’exprime de la maniere suivante [10]

[T X [mln = [m] % [m']n =Y (] + [W(m)]n) (3.7.15)
(m)

ou l'indice de sommation (m) parcourt les différents diagrammes de G-Z possibles pour la R.I.
[m],, de U(n). Le vecteur [m”],, = [m'],, + [W(m)],, apparaissant dans l’expression de droite de
(3.7.15), est obtenu en considérant ’addition vectorielle :

ml =ml, + Wi (3.7.16)

in

Cependant, la relation ci-dessus ne permet pas de définir totalement la série de Clebsch-
Gordan, puisque le vecteur [m”],, dont les composantes sont définies par (3.7.16), peut ne pas
satisfaire aux conditions (3.7.5). Dans ce cas, on dit que le vecteur [m”],, est non lexical. Il
existe alors une série de regles [10, 13] qui permettent de le rendre lexical :

e Regle 1:
On commence par ajouter a [m”], le vecteur [n — 1,n — 2,--- 1,0]. Le nouveau vecteur
[p"], ainsi créé s'éerit :

e Regle 2 :
Si le nouveau vecteur [p”],, contient au moins deux entiers identiques, alors le vecteur inital
[m],, ne contribue pas a la somme présente dans (3.7.15).

e Regle 3 :
Dans la situation ou tous les p/,, sont distincts les uns des autres, il faut dans un premier
temps réarranger les différents p/, dans un ordre lexical (i.e. décroissant)

Puis, dans un deuxiéme temps, on soustrait au vecteur précédent le vecteur [n — 1,n —
2,---,1,0], de fagon a obtenir le vecteur [u],, suivant :

o = [trms s+ pnn] = [Ph o — (0= 1), 95 = (= 2), -+, i ). (3.7.19)

Enfin, on remplace, dans l'expression (3.7.15), le vecteur [m'],, + [W(m)],, par £[ul,. Le
choix du signe (4) ou (-) se fait suivant que ’ensemble (i1, s, - - ,i,) se déduit de (1,2,--- ,n)
par une permutation, respectivement, paire ou impaire.

3.7.5 Les éléments matriciels des générateurs L

Les générateurs E;; associé au groupe U(n) peuvent étre, de maniere générale, décomposés
en trois sous-ensembles.
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L’ensemble des générateurs {E;;}1<i<n. 1l s’agit de I'ensemble des générateurs diagonaux
dans la base des états de G-Z {|(m),)}.

L’ensemble des générateurs {E;;}i<icj<n- 1l s’agit de I'ensemble des générateurs, dits de
montée, dans la base des états de G-Z {|(m)n)}.

L’ensemble des générateurs {E;;}1<icj<n- 1l s’agit de I'ensemble des générateurs, dits de
descente, dans la base des états de G-Z {|(m),)}.

Les dénominations précédentes, n’ont de sens que si une notion d’ordre est introduite dans
la base des états de G-Z {|(m),)} d’une représentation [m], du groupe U(n). La procédure
pour réaliser cet ordre est la suivante [10] : pour un état de G-Z |(m),) donné, on définit un
vecteur [g(m),] & n(n + 1)/2 composantes, comme suit :

[g(m)n] = [m1n7m2n7"' s My Min—1,Mopn—1,""* yMp—1n-1,""" 7m12am22;m11]- (3720)

Puis, par définition, on dit qu’un état |(m’),) est supérieur a un état |(m),) si la premiere
composante non nulle de la différence [g(m'),] — [g(m),] est positive. Et par conséquence, un
état sera qualifié de “maximal” (respectivement “minimal”) s’il est supérieur (respectivement
inférieur) a tous les autres.

De maniere générale, Louck [10], définit action d’un générateur de l'algebre u(n). Dans le
cas des générateurs diagonaux, on a la formule suivante

Eii|(m)n) = Win|(m)n) ((m)n] Eii[(m)n) = Win (3.7.21)

avec W, qui est défini par (3.7.11).
Puis, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de montée, on obtient la relation qui suit

Eij[(m)a) = " [((m)al Eij [(m)a)] [(m)a) = > ¢ ™ (m)),,) (3.7.22)

(m’) (m”)

avec d?/’m] = ((m')n| Eij|(m),). Ces coefficients C}?/’m] sont donnés par [10]

j

| LT (mes = mayjoa #7500 =) j-1

C@[r]n ,m] _ . — s=1 X H {S(Tk—l — ’Tk) X
H (Misjm1 = Moy jo1 + 7y — 5 — 1)

\ s=1,s#Tj_1

k-1 k

« H (Myk—1 — Mpp + 7 —5—1) H (mSk_mTk—lk—1+Tk_8_1)
\ o=l sdhrp ) (Msh1 — My ko1 + ooy — s — 1) (Mek — Mk + Tk — 5)

s=1,8#Tk_1

(3.7.23)
ou I'indice 74, peut prendre toutes les valeurs 1,2, --- | k. La quantité S(p — ¢q) vaut +1 sip > ¢,
et —1 si p < q. Cependant, il subsiste une ambiguité [10] lorsque k = ¢, dans ce cas, on effectue
la substitution

i—1
H (Mgim1 — My + 7 —s—1)
pour k=i : S(riiy—7) = Sli—m) | == . (3.7.24)

i—1
H (Mgi —Mryi + 7 — )

\ s=1,s#T;
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Enfin, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de descente, on utilise le fait que E;; =
E] ;- Alnsi, on obtient :

(M)l Byi|(m')) = ((m)al Eijl(m)a) = )=, (3.7.25)

v)

3.7.6 Les représentations totalement symétriques
Définition
Une représentation totalement symétrique du groupe U(n) est définie comme :
[mln = N7m2n =0, mp_1n=0,Mpp, = 0] - [N707 -,0,0] = [N7 On—l]‘ (3726)
n—1

La dénomination “totalement symétrique” qui qualifie ce type de R.I. de U(n) est abusive,
mais elle est consacrée par 'usage [10]. Cette appellation provient du fait que le tableau de
Young associé a cette représentation est celui de la R.I. totalement symétrique (au vrai sens du
terme) du groupe des permutations S(n)®.

Etats de G-Z associés

Les états de G-Z |(m),,) qui sont associés & la représentation totalement symétrique [N, 0"~!]
de U(n) sont donnés par [54] :

Min = N 0 0
B mi, e 0
(o)) = ) e
mio 0
mii
dont le poids est : [W(m)], = [m11,m1a—mq1, -+, M1, —my,_1], avec les regles d’encadrement

M1y = Mipn_1 > -+ > M2 > myp1. On constate alors que si 'on pose

{ n; W, mi; —Mmii—1 pour 2 < i < n, (3.7.28)

ng = Wi, = m

ou les W;,, sont les composantes du poids définies par (3.7.11), alors les états de G-Z |(m),)
(3.7.27) deviennent

=1

2
mio = E n; 0
i=1

mi1 =mn

(3.7.29)

9La seule R.I. de U(n) qui soit réellement totalement symétrique est [0™].
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dont le poids est [W(m)],, = [n1,n9, -+ ,n,) .
On remarque qu'il existe une correspondance biunivoque entre les kets (3.7.29) et leur poids.
C’est pourquoi, on utilisera la notation

|n17n27 e 7nn>

i=1
mlr:ini 0 >
i=1

2
mio = E T, 0
i=1

mip =mn

(3.7.30)

Il ne nous reste plus qu’a associer une interprétation physique aux différentes quantités n;

(1 < i < n). Pour cela, on va utiliser la représentation bosonique des générateurs de 1'algebre
associée au groupe unitaire U(n).

3.7.7 Interprétation physique des composantes du poids

On sait que diverses représentations des générateurs sont possibles, en particulier la représentation
bosonique, cette derniere est explicitée dans §§3.4.6 ; de plus, dans le cas d'une R.I. totalement
symétrique, la relation (3.7.21) peut alors étre réécrite comme :

Eiilng,ng, -+ ng) =ngng,ng, -+ ng) — b}bi\nl,ng,--- JMn) =N Ny, Ngy e M)
(3.7.31)
De plus, le terme b;-r b; a été interprété comme étant I'opérateur nombre de quanta n; d’ordre
i [12], c’est-a-dire associé au i*™¢ degré de liberté. De sorte que (3.7.31) devient

Eiini,ng, -+ ng) =ngng,ng, - ng) — Ni|ny,ng, -+ nn) =ng|ng,ng, - ny) .
(3.7.32)
Au regard de I’équation aux valeurs propres précédente, 'interprétation physique des com-
posantes n; (1 < i < n) du poids est évidente : il s’agit du nombre de quanta associé au *me
degré de liberté, par exemple, du nombre de quanta relatif & la 7™ liaison moléculaire. D’un
point de vue mathématique, n; est la valeur propre de I'opérateur nombre de quanta 7; dans
la base canonique {|ny,ng, -+ ,n,)}.
Enfin, dans la réalisation bosonique, on peut écrire quun état physique (3.7.30) est engendré,

a partir de I’état vide de la maniere suivante :

]nl,ng,--~,nn>:H[ : ]|0,o,---,0>. (3.7.33)

Ainsi, 'action physique de 'opérateur bj» est d’augmenter d’'un quantum le nombre de quanta
attaché au i*™¢ degré de liberté (c’est-a-dire la liaison numéro 7). De méme, I'action physique
de 'opérateur b; est de diminuer d’'un quantum le nombre de quanta de la liaison numéro 1.
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3.7.8 Interét physique des représentations totalement symétriques

Déterminons la dimension d’une représentation totalement symétrique [N, 0" '] de U(n), &
partir de la formule de Weyl (3.7.8), nous obtenons :

(N+n—1)! :CN

dim ([N, 0"71]) = m N+n—1-

(3.7.34)

Ce résultat est essentiel, puisqu’il signifie que le nombre d’états (3.7.30) physiquement ac-
ceptables contenus dans la représentation totalement symétrique [N,0""'] de U(n), est ex-
actement égal au nombre d’états d’un oscillateur n fois dégénéré, qui se trouve dans un état
énergétique de N quanta. Ce résultat se trouve effectivement confirmé par le rapprochement
des deux relations (2.6.6) et (3.7.34). De méme, on peut également vérifier la relation (2.6.13)

N
dim [N,0°] = " dim [p,0]. (3.7.35)
N—— =0 ——
U) U)

Ceci montre 'extréme cohérence qui existe dans l'utilisation mathématique des groupes
unitaires, et en particulier I’emploi des représentations totalement symétriques, pour décrire la
physique associée a un ensemble d’oscillateurs.
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Chapitre 4

La théorie des chaines de groupes :
application aux molécules XY3(C3,)

4.1 Généralités sur les molécules XY3(Cs,)

Les molécules XY3; non planes (Fig. 4.1) ont C3, comme groupe de symétrie moléculaire.
Ce groupe moléculaire admet les six éléments suivants

F1a. 4.1 — Molécule XY3(Cs,)

— I’élément identité I;;
— une rotation dans le sens direct autour de l'axe Cj;;
— une rotation dans le sens indirect autour de 'axe Cj ;
— trois plans de symétrie verticaux oy, 09, 03,

qui se décomposent en trois classes d’éléments conjugés
— classe 1 : I’élément identité;
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— classe 2 : deux rotations;

— classe 3 : trois plans de symétrie verticaux,
d’ou on déduit les trois R.I. associées :

— la R.I. A; - symétrique de dimension 1;

— la R.I. As - antisymétrique de dimension 1;

— la R.I. £ - de dimension 2.

Tous les renseignements permettant la description et la caractérisation de ce groupe se trouvent
dans la table de caracteres TAB. 4.1 :

Cgv ]d 3Cfi 203

A 1] 1] 1
Ay
E|2]0] -1

—_
1

—_

—_

TAB. 4.1 — La table de caracteres du groupe Cj,

Nous nous intéresserons a des molécules comme 'arsine (AsHj), la phosphine (PHs3) et
la stibine (SbH3). Normalement ces molécules sont caractérisées par trois liaisons r1,7,73
(ri = XY;) et trois angles a2, q3, o3 (ovij = VX Y;). En examinant comment les différentes
opérations de symétrie du groupe Cs, agissent sur les liaisons et les angles, on obtient :

-1
Cgv [d Og Cg g1 g9 03

atome Y; | 1 | 3 2 1] 3
atome Yo | 2 | 1 3
atome Yg | 3 | 2 1 211

W — DN

TAB. 4.2 — Action des éléments du groupe Cj, sur les atomes Y

Ces molécules admettent des vibrations d’élongation et de pliage. A partir de 'action des
éléments du groupe Cf,, sur les liaisons et les angles, on peut trouver comment la représentation
¢élongation-pliage I'e, = I'c ® I'), se décompose en terme des R.I. du groupe Cj, :

Cgv [d 30’1‘ 203
I'coul', | 3] 0 1

TAB. 4.3 — Représentation d’élongation et de pliage

A partir des résultats du tableau 4.3, on trouve facilement les décompositions suivantes :
- la représentation I'. = A; ® E correspond aux modes v1(A;) et v3(F);
- la représentation I') = A; ® E correspond aux modes v5(A;) et vy(E).

Dans le tableau 4.4, on présente les fréquences des modes fondamentaux vibrationnels pour
les molécules qui nous intéressent ; pour ces molécules on a 6 degrés de liberté vibrationnel au
total : 3 degrés de liberté d’élongation et 3 degrés de liberté de pliage.
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fréquence (em™1) SbH5 AsHj PH;
v1(Ay) 1890.502 | 2115.164 | 2321.12
vo(Ay) 782.24 | 906.752 | 992.13
vy(E) 1894.497 | 2126.423 | 2326.87
vy(F) 827.75 999.225 | 1118.31

TAB. 4.4 — Fréquences des modes fondamentaux de quelques molécules XY3(Cs,)

4.2 Choix de la chaine de groupes pour les molécules
XYE’;(CSU)

Comme on I’a montré dans le chapitre 2, pour un systeme de p oscillateurs identiques, il est
possible d’utiliser la chaine de groupes suivante :

Up+1)DU(p) DSp) =~ Gua (4.2.1)

On voit alors apparaitre diverses situations physiques associées aux divers modes de vibration

Situations Physiques | Groupes Dynamiques associés
W)~ Wy ™~ Wy ™ Wy U(7)

W1 Y ws # Wy X wy U.(4) @ Upy(4)

W1 ™ Wy # W3 ™ wy Uep(3) @ Uep(5)

W1 ™~ Wy # w3 ™ W Uep(4) @ Uep(4)

Wy ™~ we ™~ w3 # wy Uep(5) @ Uy(3)

W1 ™~ w3 ™~ wy # W Uep(6) ® Up(2)

W ™ wz # wy # wy Uc(4) @ Uy(3) @ Uy(2)

w1 7é %) 7é Ws 7£ Wy Ue(2) &® Up(Q) ® Ue(2) ® Up(2)

TAB. 4.5 — Situations physiques possibles pour des molécules XY3(Cs,)

Pour notre systeme, on a 3 degrés de liberté d’élongation et 3 degrés de liberté de pliage. Nos
molécules sont des molécules locales, c¢’est-a-dire des molécules pour lesquelles, en premiere ap-
proximation, il est possible d’étudier les modes d’élongation et les modes de pliage séparément.
Donc il faut examiner les fréquences des modes fondamentaux pour choisir une ”"bonne” chailne
de groupes. Le facteur L traduit la dégénérescence des modes vibrationnels, c’est-a-dire on
peut "estimer” la chaine de groupes a partir de la valeur de ce facteur, le facteur L étant défini
comme :

Ayvibration [
m n

L= vibration v, + v (422>
moyen m n

Dans la table 4.6 on présente les valeurs du facteur £ pour des molécules de symétrie Cs,.
En examinant la valeur du facteur £ pour les modes d’élongation, il est raisonnable de prendre
le modele théorique du type U(4) D U(3). En revanche, pour les modes de pliage le facteur L
est relativement différent de zéro, c’est pourquoi dans ce cas il y a deux possibilités :

— soit le modele U,(4) D U,(3)

45



Sng ASH3 PH3

L. | 0.0021 | 0.0053 | 0.0024
Ly, ] 0.056 | 0.097 | 0.120

TAB. 4.6 — Valeurs du facteur £ pour des molécules de symétrie Cs,

— soit le modele U, (3) ® Up(2) D U,(2) @ Uy(1)
On a donc deux chaines de groupes qui correspondent aux deux situations physiques suivantes :

(Ue(4) D U(3) D Ke(3) D Se(3))
® D (s, (4.2.3)
(Up(4) D UL(3) D Ky(3) D 5,(3))

et

(Ue(4) D U(3) D K.(3) DSe(3))
® D s, (424)
(Up(3) @ Up(2) D Up(2) @ Up(1) D K,(2) ® Kp(1) D .5,(2) @ 5p(1))

Le deuxieme cas 4.2.4 correspond a la situation ot on peut décrire les modes d’élongation a
I’aide d’opérateurs développés en approche locale et les modes de pliage en base de modes
normaux.

4.3 Etude du groupe K(3)

4.3.1 Définition :

Un ensemble d’oscillateurs qui possedent la méme énergie peut étre décrit comme appar-
tenant a une méme couche. Ainsi, pour un systeme composé de n oscillateurs identiques, dont
les états sont décrits par des kets de G-Z de poids W (|m/,), les énergies possibles nous sont
données par hwW ([m],). Donc la structure en couche est entierement déterminée par le poids
des états de G-Z.

Le poids W ([m],) est relié aux R.I. du groupe A(3) formé des matrices (3 x 3) unitaires diag-
onales notées a :

eler 0
a= 0 e 0 (4.3.1)
0 0 el

Chacon et al. [55] montrent que 'action d’un élément a du groupe A(3) sur un ket de G-Z est
défini comme

e 0 0 n 0 0 n 0 0
0 e 0 ny -+ Ng 0 > = ¢ilataztas) Ny + No 0 >
0 0 e ny ny
(4.3.2)
ou de maniere totalement équivalente :
alningns) = ef1+a2tas)|p nong) (4.3.3)

Considérons maintenant le groupe des permutations de trois objets identiques S(3), par ex-
emple oscillateurs, liaisons, ... etc. Notons par {p} I'ensemble des matrices (3 x 3) représentatives
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des éléments du groupe des permutations S(3). L’ensemble {ap} forme donc un groupe, définit
comme K (3), dont A(3) est un sous-groupe invariant car il vérifie la propriété [56] :

{ap} = {q} A(3) D qA(3)q! Vg € K(3) (4.3.4)

Donc, le groupe K(3) est formé par le produit ap des éléments du sous-groupe invariant A(3)
et de S(3). De plus, ces deux groupes n’ont que 1’élément unité en commun

AB)(SB) =14 (4.3.5)

ces dernieéres propriétés impliquent [56, 57] que le groupe K (3) est défini comme le produit
semi-direct de deux groupes A(3) et S(3) :

K(3) = A(3) A S(3) (4.3.6)

4.3.2 Etude des R.I. du groupe K(3)

Il est tres important d’étudier les R.I. du groupe K(3) car cela nous permettra facilement
de faire la correspondance entre les groupes infinis et discrets. Nous constaterons que les R.I.
de K(3) sont caractérisées par un poids et par les permutations des composantes de ce poids.
C’est pourquoi les différents nombres d’occupation des couches sont fixés par les R.I. de K (3)
et K (3) peut étre considéré comme un groupe de symétrie de trois oscillateurs identiques dans
un modele en couche.

A partir de la définition du groupe K (3), sa structure de classe ressemble & celle de S(3).
Pour caractériser les différentes classes du groupe K (3), il nous faut déterminer les caracteres
des matrices représentatives des différents éléments {ap} formant K(3).

S(3) a trois classes (111 = 1%), (210), (300). Les valeurs propres €; (j = 1,2, 3) des matrices
représentatives des éléments {ap} du groupe K (3) pour ces trois cas sont :

p=()(s)t) =1s: e = e =", €5 =™

p=(rs)(t): €12 = T (4.3.7)
€ — 10t
3 e-27r . cartoastop .

p=(rst): € =es U e 5 =1,2,3

Nous étudions les R.I. du groupe K(3) en suivant la méthode proposée par MclIntoch [58, 59
sur I'étude des groupes semi-directs.
Les R.I. du groupe A(3) sont parfaitement déterminées. Ce groupe peut s’écrire comme la
somme directe de trois groupes C', :

A(3) = Coo(1) B e (2) ® O (3) (4.3.8)

Donc les R.I. du groupe A(3) peuvent étre écrites comme les produits directs des R.I. des trois
groupes Cy, [53]. De plus, les R.I. d'un groupe C,, sont déterminées par " (n € IN), c’est
pourquoi les R.I. du groupe A(3) peuvent étre caractérisées par le poids w = (nyngns). Ainsi
pour tout élément a € A(3), une R.I. est définie comme :

Dw=(mnana) (g) = gilaamitaznztagns) (4.3.9)

Définissons maintenant le groupe du poids W, qui est un sous-groupe de S(3) et est formé par
les éléments h qui satisfont a

heW: pw=mnanz) (pap=1y = pr=munana)(g) (4.3.10)
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c’est-a-dire que les permutations h € W laissent le poids w = (nynqns) inchangé [57].

Les R.I. du groupe W = Y. ®S(n;) avec ) .n; = n sont des produits directs des différentes
R.I. des groupes S(n;) présentes au sein de la somme directe définissant le groupe W. Notons
ces R.I. par f, = fi1, fo, ... ot fi, fo, ... sont les partitions des différents groupes S(n;). Utilisant
les R.I. de W, nous pouvons former les produits directs de matrices suivants :

D@l (gh) = Dw=mnzns) (q) Do (p) (4.3.11)

MecIntosh montre [58, 59] que cette représentation est irréductible.

Maintenant déterminons un ensemble de générateurs de classes résiduelles a droite (G.C.R.)
{c;} du groupe W dans S(3) qui nous permettra de déduire les représentations du groupe K (3)
a partir des représentations (éq. 4.3.11) de A(3) AW. Il nous faut donc déterminer un ensemble
de (G.C.R.) {¢;}. Horie [60] propose une méthode systématique pour effectuer le choix des
différents c¢;, par exemple :

— SiW = S5(n) & S(ng) alors

c = Iy
1 < g < min(nq,ns)
avec 1 <851 <589 <5,<m (4.3.12)
n1+1§t1<t2~-<tq§n1—|—n2
Cqr1 = (s1t1)(s22) - -~ (Sqtq)

- SiW=S8(n1)® S(n2) ®---® S(n;) alors on commence par prendre les G.C.R. {¢;} de
S(ny) @ S(ng) dans S(ny +nsy), puis, on prend les G.C.R. {¢;} de S(ny +ny) ® S(n3) dans
S(ny + ng + n3) etc. Ensuite, on multiplie & droite tous les G.C.R. {¢;} de S(ny) @ S(n2)
par tous les G.C.R. de S(ny + n2) ® S(n3) etc. On obtient un nombre k de G.C.R pour
le groupe W, sous-groupe de S(3) :

x5
|
—
[ing-
3
E

(4.3.13)

—e
S

-
Il
—

On présente un exemple de la méthode de Horie pour le cas W = S(1) @ S(2) dans la table 4.7.

W {Cl} Mz = WCi

S(l)@S(Q) C1 :[d M1 :Wcl :WId:W: {[d7<12)}

ey = (13) My = Wey = {(13), (321)}

3= (23) | My =Wes =W = {(23), (123)}

TAB. 4.7 — Exemple de la méthode de Horie pour le cas W = S(1) & S(2)
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Nous allons maintenant déterminer la table de caracteres du groupe K (3). Cette étape est
obligatoire si on désire effectuer la descente U(3) D K(3) et K(3) D Cs,. On peut distinguer
trois cas pour le poids w qui correspond aux différentes possibilités pour le groupe du poids

W :

* w = (nynyny) correspond a W = S(3)

AB3) 503

R.I.de K(3): (nininy) {300}
(nlnml) {210}

(nlnml) {111}

(4.3.14)

Ce cas correspond a une seule couche qui contient trois oscillateurs identiques. Il est clair
que le groupe du poids dans cette situation est S(3) et les R.I. de K (3) sont simplement
le produit direct des représentations des groupes A(3) et S(3) :

'Dw:(mmm){ﬁfzfs}(ap) — Dw:(mmm)(a)@{ﬁfzj%}(p) — ein1(a1+a2+a3)@{f1f2f3}(p) (4.3.15)

et on peut facilement trouver le caractere associé

ye=mmn)ififfs} (ap) = eini(artartas)y {fifafs) (p), (4.3.16)

avec les caracteres [61]

x{300}(p=14) =1
X{300}(p = (i) (k)) =1
x{300}(p = (ijk)) = 1
X{210}(p = Ia) = 2

) ()

=0 (4.3.17)
-1

Avec p = I; nous pouvons déduire les dimensions de ces différentes R.I. de K(3)

dim((ny1n1nq){300}) =1
dim((nynin){210}) = 2 (4.3.18)

* w = (ninyngy) correspond a W = S(2) & 5(1)

A(3) S(3)
R.I. de K(3): (nining) {20}{1} (4.3.19)
(niming) {11}{1}

ou {20}{1} et {11}{1} sont respectivement les R.I. symétrique et antisymétrique du
groupe S(2) Cette situation correspond au cas de deux couches, dont 1'une est occupée
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par deux oscillateurs identiques et 'autre par un seul. On a les éléments de W {(12), I}
ainsi que les représentations orthogonales de Young [61] des groupes S(2) et S(1) :

S(2): {20} : D%F(p)=1  Vpe 52
c {11y D) =1
c {11y DUU(G) = —1 Y(if) € S(2) (4.3.20)

(). {1} DU(I) =1
On peut donc facilement obtenir les représentations de W = S(2) & S(1) :
{20}{1} : DEHH(p) =1 Wpe S(2)
11}« DABOKL) =1 (4.3.21)
o DU G5) = =1 V(ij) € S(2)

A partir de ce qui précede nous pouvons obtenir la représentation matricielle de tous
les éléments ap du groupe K (3) pour les trois états non symétrisés possibles |njnins),
|ningny) et [ngning) :

Dw:(n1n1n2){f1f2}{1}(ap) — Dw:(mmm)(a)@{f1f2}{1}(p) —

|n1n1n2> \n1n2n1> |n2n1n1>
enioa +niaztnzas 0 0
— 0 enioa +ngaz+tniasg 0
0 0 en2al +niaz+nias

% 'D{flfQ}{l}(p)

avee : {fufa} {1} _{ ﬁ?ﬁﬁ (4.3.22)

Maintenant il faut expliciter la forme des matrices Df1/2H1}(p),

a) p=1I,
Il est clair que dans ce cas on a

DEOHI} ([,) = T,

donc les caracteres sont la somme des éléments diagonaux des matrices D¥=(mmin2)(q)

sz(nlmnz){{?()}{l}(a]d) = Xw:(mmnz){{ll}{l}(a]d)

— ei(nlo¢1+n1a2+n2a3)

+ei(n1a1+n2a2+n1o¢3) (4324)
+ei(n2a1+n1a2+n1a3)
B) p = (12)(3) ou tout autre élément (i5)(k) de la méme classe
Il y a trois relations
I; (12) I = (12) a(12)e;t = (12) e W
23) = (12) <= { «(12)g' = (12) e W (4.3.25)
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nous avons alors les deux matrices

1 00
DI} ((12) (3)) = 00 1
010
(4.3.26)
-1 0 0
DULHN((12) (3)) = 0 0 -1
0 -1 0
ainsi, les caracteres nous sont donnés par
X'w:(nl ning) {20}{1}(a(1 2) (3)) — ei (n1 a14n1 ag+ng az)
(4.3.27)
Xw:(n1n1n2){11}{1}(a(1 2) (3)) — _ei(n1a1+n1a2+n2a3)
v) p = (123) ou tout autre élément (ijk) de la méme classe
On a trois relations
I; (123) (23) = (12) c1(123)c;t = (12) €W
(13) (123) I, = I; <= { c(123);! = I, €W  (4.3.28)
(23) (123) (13) = I, c3(123)cyt = I, €W
0 01
D01} ((123)) = 100
010
(4.3.29)
0 0 -1
pUBN(123) = [ -1 0 0
0 -1 0
d’out on déduit les caracteres :
Xw:(n1n1n2){20}{1}(a(123)) = 0
(4.3.30)

Xw:(nl ning) {11}{1}(66(1 23)) = 0
Puis de la relation (4.3.23) nous déduisons les R.I. w = (nynin2){fif2}{1} de K(3)

dim((nynin2){20}{1}) =3

dim((nynyn){11}{1}) = 3 (4.3.31)

* w = (nyngns) correspond a W= S(1) @ S(1) ¢ S(1)
Nous avons, dans cette situation, trois oscillateurs dans trois couches différentes. L’élément
du groupe du poids W = S(1)®S(1)®S(1) est I'élément identité I, ; et les R.I. de A(3)AW
nous sont données par (4.3.11)

Dw:(n1n2n3){1}{1}{1}(a€) — Dw:(nlngng,)(a)]h
(4.3.32)

= ¢tf(maitnzaztnsaz)
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Ainsi, les représentations induites de K (3) sont données par la relation

Dyt W W qpy - = putmmana) (cpa. ) DO e, pet) S(empey!, h e W)

= Du=tmren)(cpacy) DM eqpel) d(enpe,, loeW)
= pw=mmens)(c gty DU 6(cmpet, I €W)
= Dv=mmn)(c qc.t) I S(eqpc,t, Io € W)
= Dv=mmn)(coacl) §(empeyt, Iy €W)
(4.3.33)
avec
{Ci} = {Cl = Id, Co = (12), C3 = (13), Cqy = (23), Cy = (321), Ce = (123)} (4334)
donc les G.C.R. {¢; } sont les six éléments du groupe symétrique S(3). La condition
cmp eyt = Iy est similaire & p = ;! ¢, donc la matrice (6 x 6) représentative de 1’élément

p € S(3) est construite en ayant 1 aux places ou p apparait dans la table de multiplication
de S(3) (voir TAB. 4.8) et 0 ailleurs.

S(3) m | 1 2 3 4 5 6
e | 1o (12)  (13)  (23) (123) (321)
1|1 I, (12) (13) (23) (123) (321)
2 | (12) (12) I, (123) (321) (13) (23)
3 | (13) (13) (321) I,  (23) (123) (321)
4 | (23) (23) (123) (321) I, (12) (13)
5 | (123)7! (321) (13) (23) (12) I, (123)
6 | (321)7! (123) (23) (12) (13) (321) I,

TAB. 4.8 — Table de multiplication{c,, ¢;;,' } du groupe symétrique S(3)

L’élément identité I, est le seul élément p de S(3) a avoir, dans sa matrice représentative,
des valeurs diagonales toutes non nulles. Ceci implique donc que le caractere associé
satisfasse a

x =z na) W (40)) & §(p, 1) (4.3.35)

Par suite, comme la matrice représentative de I'élément identité I; est la matrice unité Ig
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d’ordre 6 , on peut écrire que le caractere (4.3.35) est

66 0 0 0 O O

0 6 0 0 0 O

=) (I (gp) = §(p, 1) Tr |Ig x (4.3.36)

avec les différents 6; (1 < i < 6) qui valent

0, = et (n1a1+nz as+ng az) 0y = et (n2 ar1+ny ag+nz az) 0y = et (n3 a14nz ag+ny az)
94 E—_— (n1 a1+n3z az+n2 as) 6)5 = ¢! (n3 a1+n1 as+nz a3) 66 = et (n2 a1+n3z az+n1 az)
(4.3.37)

et la matrice contenant les 6; (1 < i < 6) est exprimée dans la base composée des kets
non symétrisés

\nl %) n3> ’TLQ 1y n3> |’fl3 o ’n1> \nl g n2> ’713 q TL2> |’I"L2 ns ’I"L1> (4338)

C’est-a-dire que le caractere xyW=(mm2na) {1 (gp) vaut

Xw=(n1n2n3){1}{1}{1}(ap) — 5(p>ld) (éi(ma1+n2a2+n3a3)+¢i(n2a1+n1a2+n3a3)+
et (nz a1+nz az+ni asz) 4t (n1 a1+n3 az+n2 a3)+
i (

et (ns artni az+na a3) + ei (n2 1 +n3 ap+ny as))

= 5(p ) Id) Z ei (nra1+nsa2+nta3)

(r,s,t) = p(1,2,3)
p €5(3)
(4.3.39)

Puis, en tenant compte du fait que la matrice représentative de 1’élément identité I, est
la matrice unité Is, on peut écrire que :

dim ((ny neng) {1} {1} {1}) = 6 (4.3.40)

Nous résumons dans la TAB. 4.9 cette étude des R.I. du groupe K(3).
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1 élément 3 éléments 2 éléments
Groupe du poids W K(3) = A(3) ANS(3) aly a(ij) (k) a(ijk)
S(3) (n1 n1 n1) {300} etni(artaztas) eini(artaztas) etni(artasztas)
S(3) (n1 n1 n1) {210} 2 ein1(ar+az+as) 0 _etni(artaz+tas)
S(3) (n1 n1 n1) {111} etni(artaztas) _etni(aitoaztas) etni(artasztas)
S(2) ® S(1) (n1 n1 n2) {20} {1} 3 et(mieatniastnaas) et (niajtnioj+naag) 0
c1jcaiey
S(2) ® S(1) (n1 n1 n2) {11} {1} T ei(martniaztnzag) _et (maitniaj+naag) 0
c15c2;5c3
S(1)®S1) @ SQA) | (n1 n2 na) {1} {1} {1} > e(mrortnsastniag) 0 0
(T7 87 t)
p(1,2,3)
p€SEA3)
avec : ¢y = Ig; o =(13); 3 =(23)
et
o yw=(n1n2n3) {l}x{l}x{l})(ap) = §(p,Iq) > gt (nrartnsastnias) — §(p 1) [¢ (n1er+mngaz+ngas) |
(/r" 87 t) = p(17 27 3)
p€SE3)
et (nzaitniastngas) | gi(ngartnzastniag) 4 gi(niartngaztnras) 4 gi(nzartniaztnaas) | gi(nzaitngaztniag))
o x(w=(n1nin2) {f1f2}x{1}(qp) = 3 ef(mentniantnzas) = ei(niertniasdnzas)  aetion de ¢ = Ig sur (ng ny ng)
c1jc5e3
+  et(n2antniastnias)  aetion de g = (13) sur (n1nin2)

+  et(moatnsastnies)  aetion de c3 = (23) sur (ngnina)

TAB. 4.9 — Table de caracteres du groupe semi-continu K (3)

4.3.3 Réduction de la représentation [n,()Q} de U(3) dans K(3)

A titre d’application nous pouvons déduire la décomposition de la représentation totalement
symétrique [n,0?] de U(3) dans K (3) :

[n,(ﬂ = (nniny) {300} 6(3ny, n) + >

7’L17£TL2
2ni+no=n

(nining) {20} {1}

(4.3.41)
+ >

ni, N2, N3
ny > Ny > N3

ny+ng+n3=n

(mngns) {1} {1} {1}
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Par exemple, pour n = 3 la relation précédente devient

3,07 = ) {00k+ X (umm) {20} {1} + > (ninang) {1} {1} {1}
ny # no ni, ng, n
2ny+n9 =3 TL1>7’L2>;3
ny +ng +ng = 3

= (111) {300} + (300) {20} {1} + (210) {1} {1} {1}

(4.3.42)
On peut vérifier 1’égalité des dimensions, en effet, on a
. -2 (34 2)!
dim ([3 0 D = =10 (4.3.43)
et
dim (111) {300} = 1
dim (300) {20} {1} = 3 (4.3.44)

dim (210) {1} {1} {1} = 6

4.3.4 FEtude algébrique de la chaine K(3) D S(3) D Cj,

Avant d’étudier la reduction des RI de K(3) dans S(3) nous devons déja défenir le produit
élargi de représentations de S(p).

Produit élargi de représentations de S(p)

Considérons deux systemes physiques indépendants constitués par p; et po oscillateurs,
tous totalement identiques, et de groupe d’invariance respectif S(p;) et S(ps). Lorsqu’il n'y a
aucune interaction entre les deux systemes, le groupe d’invariance de ’ensemble est simplement
le produit direct S(p1) ® S(p2).

Si I’état du premier systéme appartient & I'espace de la représentation D) de S(p;), et celui
du second & D@ de S(py), le systeme global sera évidemment un état de I’espace D! @ D)
du groupe d’invariance S(p;) ® S(p2) de I'ensemble.

Supposons maintenant qu’il existe une interaction entre les deux systemes d’oscillateurs.
Comme les oscillateurs sont équivalents, le systeme global possede la symétrie du groupe S(p; +
p2). Une question intéressante est de savoir a quelles R.I. de S(p; + po2) appartient I’état du
systeme global.

Nous sommes ainsi conduits a une nouvelle décomposition, celle d'un produit élargi [20, 61]
de deux R.I. D) et D@ .

D@\ DB = pm) g plea) oy ... (4.3.45)

Si dyet dg sont les dimensions des R.I. D@ et DWW alors la dimension N du produit élargi
D@ v D®) nous est donnée par [20] :

|
dim (D™ v D) = N = dydy P22 (4.3.46)
pilpa!

95



A titre d’exemple, effectuons le produit élargi de la représentation {3100} du groupe S(4)

représentée par le tableau de Young | ‘, par la représentation {210} de S(3) représentée

par le tableau de Young | :

Ly (4.3.47)

Nous explicitons ci-apres une méthode générale, dites “des noeuds et des coudes” due a Cole-
man [62], qui permet de déterminer la dimension d'une R.I. quelconque d'un groupe de permuta-

tion. Afin d’illustrer cette méthode, nous choisissons arbitrairement le diagramme [ [ ]

de S(7).
Ce que les anglo-saxons appelent les noeuds (node) sont en fait les cases qui constituent le
diagramme de Young considéré.

Premiere étape : affectation des coudes aux noeuds

On choisit un noeud quelconque sur le diagramme précédent, puis on lui associe un entier
naturel appelé “longueur de coude” tel qu’il soit égale au nombre de noeuds a droite dans sa
ligne plus le nombre de noeuds en bas dans sa colonne plus un. On obtient ainsi :

T

653 2 1
o (4.3.48)

Deuxieme étape : Dimension de la R.I. associée au tableau de Young considéré

La dimension de la R.I. associée au tableau de Young considéré est alors donnée par la
relation suivante

) [ ] ] (nombre de cases constituant le tableau de Young) !
dim =
le produit de toutes les longueurs de coudes affectées aux différents noeuds
(4.3.49)
ce qui donne
: [ 1] 7!
dlm( 6x5x3x2x1x2x1 (4.3.50)
En appliquant cette méthode “des noeuds et des coudes” aux R.I. {3100} du groupe S(4)
représentée par le tableau de Young | ‘, par la représentation {210} de S(3) représentée
par le tableau de Young ‘, on obtient alors a l'aide de (4.3.46)
dim | ) = 3
_ —  dim ( Ly ) =210 (4.3.51)
dim j) = 2 — —

Effectuons maintenant le produit élargi | ‘\/ ‘ Celui ci se fait en plusieurs étapes.

On commence par affecter la lettre a & toutes les cases de la premiere ligne du multiplicateur,
puis b a toutes les cases de la deuxieme ligne, et ainsi de suite. On obtient ici :

alal (4.3.52)




Puis, accolons les différentes cases @ du diagramme précédent au diagramme multiplicande de
facon a ce qu’elles n’apparaissent pas dans une méme colonne, et cela de toutes les manieres
possibles. A ce stade, on obtient les différents diagrammes :

|al |
a (4.3.53)

_lalal al
a — ala
— a a

Une fois que ceci est fait, on accole les cases @ aux diagrammes de Young précédemment
obtenus en respectant non seulement la méme restriction qu’auparavant mais aussi la suivante :
en lisant de droite a gauche et de haut en bas les lettres rencontrées dans les diagrammes
obtenus, a aucun moment le nombre de lettres b rencontrées ne doit dépasser le nombre de
lettres a, c’est la préséance des a sur les b. Puis, on place les ¢, d, ... en respectant dans ce
processus de lecture la préséance des b sur les ¢, des ¢ sur les d, et ainsi de suite. On obtient ici
les tableaux suivants :

alal | lald] 2]
b ? a b
dim = 14 dim = 15 dim = 14
a a | la]
a b —
b a " (4.3.54)
dim = 35 dim = 35 dim = 20
| |
ala a a
b alb %
dim = 21 dim = 21 dim = 35

et, on vérifie bien que la somme des dimensions (4.3.54) obtenues est bien égale & celle du

produit élargi | ‘\/ | :

14+15+14+35+35+20—|—21+21+35:210:dim< | ‘\/ ) (4.3.55)

Application aux R.I. de K(3)

Afin de faciliter la lecture de ce chapitre, nous nous permettons de rappeler, sous forme de
tableau, les éléments essentiels en terme de R.I. et de classes d’équivalence, de I'isormophisme

5(3) >~ Cgv.
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Cgv ]d 3Ui 203

S@) | 1) ) B

RI. RI
Csy S(3)
A {300} | 1 1 1
A, {111} 1 1 1
E {210} | 2 0 -1

TAB. 4.10 — Table de caracteres de S(3) ~ Cs,

Premieére répartition : (nynynq)
On a les trois cas :

K(3) S5 5(3)

2
S

(4.3.56)
((ninang) {111}) = {111} ~ A,

((mnyng) {210}) = {210} ~ E

Deuxiéme répartition : (nyn; ng)
Pour la R.I. ((nyning) {20} {1}) de K(3), nous avons :
TVl = [(TTal ® [

a

= {300} @ {210} (4.3.57)

:Al @E

Puis, pour la R.I. ((nyniny) {11} {1}) on obtient :

Hv@@ ® I

- {111} @ {210}

(4.3.58)

= A, e E
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Troisiéme répartition : (ny nyn3)

Enfin, en ce qui concerne la R.I. ((nynang) {1}{1}{1}) de K(3), nous obtenons :

Ovahvis) = (Clalel]) v

_ o[ Talg
= Llatlor 12 @ (4.3.59)

= {300}@ {111} ®2{210}

= AL @Ay @2F

Ces différents résultats sont regroupés dans la table 4.11.

K(3) = A(3) A S(3) S(3) Can dim
(ny n1 1) {300} {300} A 1
(n1 ny ny) {13} {13} A, 1
(ny ny my) {210} {210} E 2

(ny ny no) {20} {1} {300} @ {210} A G E 3
(n1 ny no) {11} {1} {13} @ {210} A @ E 3
(n1 na mg) {1} {1}{1} | {300} @ {13} @ 2{210} | A, ® A, ®2F | 6

TAB. 4.11 — Decomposition des R.I. de K(3) dans Cs, ~ S(3)

De la table 4.11 nous extrayons le sous tableau 4.12 qui est constitué des R.I. de K(3) dont
la décomposition dans C, ~ S(3) contient A; ~ {300}.

En comparant les tables 4.12 et 4.13, il apparait clairement que les seules représentations I"
induites par les kets |n; n; n, > dans Cs, ~ S(3), sont les R.I. du groupe K (3) qui contiennent la
composante A; dans Cs, (ou {300} dans S(3)). De plus, les dégénérescences des représentations
" sont simplement les dimensions des R.I. de K(3) correspondantes.

De tous les résultats issus jusqu’a présent de cette étude du groupe K(3), nous pouvons
tracer le diagramme théorique des niveaux d’énergie vibrationnelle (d’élongation) des molécules
XYj3 non planaires. Dans notre exemple, nous avons choisi N > 4 (F1G. 4.2). On constate alors
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K(3) = A(3) A S(3) S(3) Cao dim

TAB. 4.12 — Decomposition des R.I. de K(3) dans C3, ~ S(3) qui contiennent A; ~ {300}

Base |n;n;n, > | Représentation I dans S(3) | Représentation I' dans Cs, | dim

| nininy > {300} Al 1
| n1ngng > {300} & {210} ATBFE 3

ny > Ny > N3

TAB. 4.13 — Representations I' induites dans Cs, ~ S(3) par la base |n; njn, >

visuellement toute l'utilité d’introduire le groupe K(3) dans la description des états vibra-
tionnels d’élongation des molécules X'Y3 non planaires.

En examinant la figure 4.2, on peut donner une interprétation physique au groupe K (3). En
effet, de par les différents poids w que 'on peut associer au sous-groupe A(3), on constate que
le groupe K (3) nous donne acces aux différentes répartitions énergétiques possibles des quanta
sur les liaisons de la molécule. En effet, intuitivement on constate que pour une molécule
pyramidale, il n’y a que trois répartitions énergétiques possibles : les trois liaisons ont le méme
état énergétique (w = (nynini)), ou bien une liaison est dans un état différent des deux
autres (w = (n;ning)), ou finalement les trois liaisons ont des états énergétiques différents
(w = (n1ngng)). Cest pourquoi nous donnerons au groupe K(3) le nom de groupe de la
répartition énergétique.

4.3.5 Les opérateurs de Casimir du groupe K (3)

Le Hamiltonien d’ordre zéro associé au systeme étudié physique peut étre construit a 'aide
du concept de symétrie dynamique [6]. C’est pourquoi nous devons déterminer un ensemble
complet d’opérateurs invariants (opérateurs de Casimir) pour le groupe K (3). Dans la chaine
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Fi1G. 4.2 — Schéma des énergies théoriques pour une molecule XY3 non planaire, pour N > 4

(4.2.3), a l'exception du groupe K (3), les opérateurs invariants linéaires et quadratiques des
différents groupes sont :

1~ ~ PPN
WO S =R o - R(F 4y
i=1
3.~
1V S N =q , V) —[G +2) (4.3.60)
=1
(5(3)) 35 (5(3)) Y,
:]1 :ZNz:ﬁ ) J *ZNZ]'
i=1 i#j=1

Les deux quantités 355(3)) et 3&5(3)) sont des opérateurs invariants sous les opérations du
groupe S(3). Ils sont construits a partir des opérateurs de poids de U(3).

Mais d’apres le concept de symétrie dynamique, seuls les invariants des groupes continus
ou semi-continus contribuent au Hamiltonien d’ordre zéro associé aux états vibrationnels de la
molécule. Et comme le groupe S(3) est discret, nous ne devrions donc pas introduire dans le
Hamiltonien les deux quantités 355(3” et Jgs(g)). Ceci nous conduit a devoir déterminer I’ensemble
des opérateurs de Casimir attaché au groupe semi-continu K (3).
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Les composantes du poids (n1 ny n3) sont les valeurs propres des opérateurs ]\71 , ]/\72 , ]/\73, et
sont associées aux R.I. du sous-groupe abélien A(3) du groupe unitaire U(3).

Il s’ensuit que les R.I. de K(3) sont induites par A(3) AW ou W est le groupe du poids.
Ainsi W fait apparaitre la structure en couche des trois oscillateurs par la décomposition

W =S5(n;,)®S(ny,)®Sng,)®---®Shn,,), (4.3.61)

ot les groupes S(n;;) sont des sous-groupes de permutation du groupe S(3) avec la condition

> ni; =3 (4.3.62)
j=1

Or le systeme physique étudié est une molécule du type XY3 non planaire, donc de symétrie
S(3) ~ C3,. Cette molécule admet, par rapport a chacune de ses liaisons j, un sous-groupe de
symétrie locale S7(2) ~ C’ij , ou Cj est le groupe de l'inversion.

Nécessairement, on en déduit que les opérateurs

Njet N+ N, avec 1<j#k#145<3 (4.3.63)

sont invariants sous l’action de tous les éléments de transformation du groupe de symétrie locale
S9(2).
Mais comme I'action d’un projecteur P{30}) = P de Oy, &~ S(3) sur N; et Nj, + N; nous

3.~
donne 'invariant linéaire Y N; = JgU(B)) = n, et de plus, parce que K (3) est un sous-groupe de

7j=1
U(3), on en déduit donc que J§U(3” est aussi I'invariant linéaire de K (3) :

g @) _ glUe) (4.3.64)
Formons maintenant le produit R R
N;(Ng + N)) (4.3.65)

qui est un opérateur invariant du sous-groupe local de symétrie S7(2). La symétrisation de
l'opérateur (4.3.65) dans S(3) est strictement équivalente a une symétrisation par rapport a
tous les sous-groupes locaux S7(2) (5 = 1,2,3). Dit autrement, a partir des opérateurs (4.3.63),
il est impossible de construire une combinaison linéaire qui nous conduise a l'invariant linéaire

J§K<3>). Ainsi, on en conclu que :
IO = Ny (Ny + N) + No(N) + Ng) + Ny (W) + W) (4.3.66)
st2) 5522) S;&)

P . nilad disti 1 , . . §(K(3))
ar un raisonnement similaire, nous pouvons distinguer les opérateurs invariants J, pour

les trois partitions w du groupe du poids W :
a) w = (nynyiny) i.e. W= 5(3)
3
I = Ny + Ny + Ny = N, =97 (4.3.67)
i=1
B) w= (nining) ie. W= S5(2)® S(1)

3
955 = Ny (NatNa)+No(N1+N3) + N3 (Ni+Nz) = 2(Ni N+ Ny N5+ NoNy) = > NN = 55
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v) w=(ninang) i.e. W=.5(1)& S(1) & S(1)
3 AN AN ~
> NiN;N; (4.3.69)
i#jFk=1

1O _ §, R, ¥, =

| =

Nous avons donc déterminé un ensemble de trois opérateurs invariants pour le groupe K (3).

Mais I’ensemble L
{Ny, Ny, N3} (4.3.70)
constitue un E.C.0.C., et donc tout ensemble de 3 opérateurs indépendants construit a partir
des opérateurs NV; (i = 1,2, 3) constitue lui aussi un E.C.O.C..
2
Nous travaillons au sein de la représentation totalement symétrique [n, 0 ] du groupe uni-

taire U(3). C’est pourquoi I'opérateur n est constant au sein de cette représentation totalement
symétrique. En conséquence, les opérateurs

n,n?, n (4.3.71)

sont conservés dans les R.I. de K(3). Ces opérateurs (totalement symétrique dans S(3) ~ Cs,)
peuvent étre inclus dans l'expression du Hamiltonien, et sont nécessairement des opérateurs
invariants dans tous les groupes qui contiennent S(3), ce qui est le cas de K(3). Nous pouvons
écrire

3 3 3
n= Z IO puis @2 =) NP+ D NiN; = Ay + 9 (4.3.72)
i=1 i=1 i#j=1
=A; —A,
et
3 N 3 L L R 3
A=Y NP3 Y NIN; 6N No Ny = As + Z Ay +695¢ (4.3.73)
A=l i#j=1 . AjAk=1
7,

En inversant ces relations, nous obtenons :

A _ f = gE®)

1=1
o~ 3.~

A, = SN2 = n2— 9@ (4.3.74)
i=1
3 3. A~

Ay = YN} +3 Y NN, = @ — 698

. i=1 i#j=1

{EZ} avec i = (1,2,3) constitue un autre ensemble d’opérateurs invariants de K (3). Comme

2
n™ (m = 1,2, 3) se réduit a une constante dans la représentation [n, 0 ] , Paction des JEK(?’)) (i =
1,2,3) est la méme dans cette représentation [n, 0 } . Nous en déduisons que A3 ou de maniere

identique JéK(g)) est nécessaire pour distinguer les états locaux pour des nombres quantiques
n > 6. Ces résultats sont résumés dans la table 4.14. Donc, si nous souhaitons introduire
I'opérateur JgK(g)) dans le Hamiltonien, il nous faudrait des données expérimentales pour les
états locaux (411) et (330). Mais avec les données expérimentales actuelles, 'utilisation de cet
opérateur est d’ordre purement théorique.
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variants | 3@ | 40O _ | gk _ | o AL _
3 3 3 .1 PPN 3 3
Etat local | Y>> N; > N? > NiNj | = iNjNg | > N} +3 X Nz'2Nj
i=1 i=1 i#j=1 6 i jth=1 i=1 i#j=1

n=1

(100) 1 1 0 0 1
n=2

(200) 2 4 0 0 8
(110) 2 2 2 0 8
n=3

(300) 3 9 0 0 27
(210) 3 5 4 0 27
(111) 3 3 6 1 21
n=4

(400) 4 16 0 0 64
(310) 4 10 6 0 64
(220) 4 8 8 0 64
(211) 4 6 10 2 52
n=>9s

(500) 5 25 0 0 125
(410) 5 17 8 0 125
(320) 5 13 12 0 125
(311) 5 11 14 3 107
(221) 5 9 16 4 101
n=06

(600) 6 36 0 0 216
(510) 6 26 10 0 216
(420) 6 20 16 0 216
(411) 6] 18 18 192
(330) (6] 18 18 o] 216
(321) 6 14 22 6 180

TAB. 4.14 — Action des opérateurs invariants du groupe K (3) sur la dégénérescence des états
locaux

4.4 Symétrisation des kets et des générateurs

4.4.1 Introduction et généralités

Dans la chaine algébrique (4.4.1) relative aux modes d’élongation, le passage local U(3) D

2
S(3) suggere I'étiquetage de la RI [n, = n,0 | de Ug(3) par le nombre quantique n = ny +ny+ns.
La signification physique de ces quatre nombres quantiques étant :

- n : nombre total de quanta relatif a l'oscillateur d’élongation triplement dégénéré
- n; (i = 1,2,3) : nombre de quanta relatif a l'oscillateur d’élongation i non dégénéré

avec n = nq + ng + ng
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Ainsi, les nombres quantiques suivants vont apparaitre :

U4) D U@B) D S3) ~ Cs,
l | (4.4.1)

N n
Le groupe dynamique U(4) est engendré par les seize générateurs suivants :

J

b bi)ij—1254 (4.4.2)

Parmi ces seize générateurs de Uly), les neuf suivants engendrent le sous-groupe U (3) :

o~

E\ij EAZF ili<ij<s (4.4.3)

Afin de pouvoir écrire les différents kets symétrisés dans la chaine (4.4.1), il nous faut recenser
les diverses possibilités physiques de répartition des quanta qui peuvent exister. Ces diverses
possibilités sont les suivantes :

a) ny =ng =ng=n dou le seul ket non symétrisé : |n,n,n).
L’action des opérations de symétrie de Cl, sur ce ket, engendre I';, :

| Cs [ 1a]2C5 ] 30, |

4.4.4
T[T )
on obtient donc I',;, = A; de dimension 1.
Ny =nN9g =N
B) s = 1
Il existe donc trois kets non symétrisés : |n, n,n’) |n,n',n) |n',n,n).
Comme précédemment, on démontre que :
Csp || Ia | 2C5 | 30y,
(o [12]2G: 37, .
T3]0 ] 1]
c’est-a-dire I',, = A; & E, et dimT'., = 3.
Y) n1# Ny # n3#m
On détermine donc six kets non symétrisés :
[n1,m2,n3) [n1,M3,M2) [N, 11, M3) N2, 13, M1) N3, 11, M2) N3, M9, 101)
ainsi que 'action de C}, sur ces kets :
Cs || 1] 2C5 | 30,
(o [12]2G: 37, "

(Te, [6] 0 [ 0]
qui se réduit en I'., = Ay & Ay & 2E, on vérifie bien que dimI'., = 6.
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4.4.2 Processus de symétrisation des kets et des générateurs dans
S(p)-

Les kets relatifs a la chaine de groupes (4.2.1) envisagée vont pouvoir se déduire des kets
non symétrisés par projection sur les sous-espaces relatifs aux différentes R.I. du groupe S(p)

a 'aide des projecteurs P

|(n1...np11), r[Clo) = dim|C] Z (DI R)E, Oty Mgy 1) (4.4.7)

I Res

ou :

- [C] représente une R.I. du groupe S(p),

- r est un indice de multiplicité de [C].

- dim[C] représente la dimension de la R.I. [C],

- g est le nombre total d’éléments du groupe S(p),

- O est 'opérateur associé a l'opération de symétrie R € S(p),

- DICI(R) sont les matrices orientées des opérations Ox du groupe S(p),

- 0 représente la composante de la RI du groupe S(p) et vaut 1,2, ..., dim[C].

De méme on symétrise les générateurs dans S(p). On peut classer ces générateurs symétrisés
en trois ensembles :

- les générateurs ne dépendant que des opérateurs de poids. Ces générateurs sont diagonaux
dans la base {|ny,...,n;, ..., np1) },

‘oz . , . -p—1 ,
- les générateurs diagonaux dans la représentation [n; 0 } Ces opérateurs couplent des
états locaux définis pour la méme valeur de n,

A : , . -p—1 ,
- les générateurs non diagonaux dans la représentation [n; 0 } Ces opérateurs couplent

des états locaux définis pour des valeurs différentes de n.

Les outils théoriques généraux étant maintenant présentés, nous allons particulariser ceux-ci
aux systemes moléculaires XY3.

4.4.3 Détermination des kets symétrisés dans Cj,.

On doit symétriser 1’ensemble des kets non symétrisés et les générateurs de U(4) dans la
chaine (4.4.1). La procédure de symétrisation dans S(p) (p quelconque) ayant été décrite, il
nous suffit de symétriser dans C3, qui est isomorphe a S(3). On reitere donc le processus de
symétrisation définit dans le paragraphe précédent. Il suffit alors de se donner les matrices
[DY(R)] ot :

- R est une opération de symétrie du groupe Cs,
- C est une RI du groupe Cj,

Nous indiquons ci-apres ces matrices
DAL(R) = (1) VR € Cs,
DA2(R) = (—1) pour R=o0,, , 0y, O, (4.4.8)
DA2(R) = (1) pour R=1y, Cs, C5'
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(4.4.9)

Le résultat final de ce processus de symétrisation des kets donne :
- Etat symétrisé du type : ny =no =ng =n
(nnn), A1) = |nnn)

- Etats symétrisés du type : ny = ny =n et ng =n'

! _ L nnn nn'n n'nn
[(nnn'), A) = \{gﬂ )+ | )+ | )]
(nnn'), E) = $[2|nnn’>—|nn’n>—|n'nn>]
(nnn'), E) = ——=[|nn'n)—|n'nn)]

V2
- Etats symétrisés du type : ny # ny # ns
Dans les kets symétrisés du type |(nynang), r C,) nous choisissons la convention de no-
tation nq > ngy > ns.

1
|(n1nang), Ar) = —6[|n1 nang) + [n1nzne) + [nanyng)

+|ng ngny) + [ngny ng) + [ngngng)]

1
|(n1 N2 n3) ) A2> = —[|n1 No n3> - |n1 ns n2> - |n2 ni n3>

+|ngngny) + [ngngng) — |ngngng)]

|(TL1 (%) n3) s 1E1> = 3[2|n1 %) ’Il3> — |TL3 %) n1> — |n1 ns n2>

+2|ng nyng) — |nengny) — |ngny ne)j

1
|(n1,n3,n2) ) 1E2> = 5 [|n1 ns n2> - |n3 na n1> - |n3 n n2> + |7l2 ns 7l1>]
1
|(n1 N9 n3) s 2E1> = 5[—|n1 R} n2> + |7L2 ns n1> — |n3 Ty n2> —+ |n3 (%) n1>
1
|(n1 No n3) , 2E2> = —[—|?”L1 ng n2> + ’712 ng n1> + 2|n2 nq TL3>

V12

—2|n1 N9 n3> + ’713 T TLQ> — |n3 N9 TL1>]

N}

4.4.4 Symétrisation des générateurs dans Cj,

Cherchons en quelles R.I. se décompose la représentation adjointe I'54; du groupe dynamique
U(4), c’est-a-dire celle engendrée par les générateurs E;; de ce groupe :

Fadj - 5141 D A2 @ 5E (4410)
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Les seize générateurs non symétrisés du groupe dynamique U(4) peuvent étre répartis en
trois ensembles :

- ceux diagonaux dans la base {|ni,...,n;,...,nq)}, c’est-a-dire les opérateurs de poids
Ei1, Ea2, Ezz, FEiu (4.4.11)
qui engendrent la représentation I'y = 24, @ £

2
- ceux diagonaux dans la représentation [ne, 0 ], ie

E12 ) E13 ’ E32 ) E21 ) E31 ) E23 (4412>
qui engendrent la représentation I'y = Ay & Ay @ 2F

2
- ceux non diagonaux dans la représentation [ne, 0 } , soient

E14> E247 E347 E417 E427 E43 (4413)

qui engendre la représentation I's = 24; & 2F
On peut vérifier, une fois ces opérations de réductions en R.I. de Cj, effectuées, que :

Fadj =1l ls — dim Padj =dimI'y +dim 'y + dim ;. (4414)

Le résultat final de ce processus de symétrisation des générateurs est donc :

- Premier ensemble : générateurs symétrisés qui ne dépendent que des opérateurs de poids
Ces opérateurs sont donc diagonaux dans la base de G-Z et dans celle des états symétrisés.

yltd)  — ]/\7\4

‘%2(141) — ]Yl _|_ ]:\\\[2 _|_ j\?’i
Hi(E) = N;+ Ny —2N3
u" = V3N - N

- Deuxieme ensemble : générateurs symétrisés diagonaux au sein de la représentation totale-
ment symétrique [n, 0, 0] de U(3)
Ces générateurs symétrisés couplent donc des états locaux caractérisés par la méme valeur

de n.
Y34 = Ei3+ F3y+ B39+ B3+ FEoy + Erg
Y42 = _Ei3+ FE3 — F3o+ Fag3 — By + En
%(E) = —Fy13— L3y — E39— Eo3+2FEy, +2E,,
83(’3) = V3(Ei13+ E31 — E3y — Eys)
?(E) = Fk39— Eo3 — Ei3+ E3;4
‘éiw) V3(=2E12 + 2Fy, — E3s + Ea3 + F31 — Ey3)

- Troisieme ensemble : générateurs symétrisés non-diagonaux au sein de la représentation
totalement symétrique [n,0,0] de U(3)
Ils couplent donc des états locaux caractérisés par des valeurs de n différentes.

Y = B+ Ej +Esq+ Eyz+ Eyy + Eyo
Yol = 1(Evg — Eg1+ Eoy — Eyo+ E3y — Ey3)

fll(E) = Fiy+FEy —2F34 —2FE 3+ FEyy + Eyo
Yo = VB(Eiy+ Esy — Eys — Eyy)

1) = (Bvs = Eay — Eas + Eag — 2By + 2E,5)
ys(e) W3(Eyy — Esy + Eys — Ey)
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4.5 Hamiltonien d’élongation des molécules XY3 non planaires

Hamiltonien algébrique d’ordre zéro

En faisant usage du concept de symétrie dynamique, nous pouvons écrire le Hamiltonien
H,. Cet Hamiltonien est construit avec les invariants linéaires et quadratiques des différents
groupes continus et semi-continus présents dans la chaine de groupes (4.2. 3)

Hy= A3 4 g gl L ¢ gVe) o p gUe) L g gKG) L p gk (4.5.1)
avec (A, B,C, D, E,F) € IR. En tenant compte des redondances, on obtient :
Hy=A3"W 4 B g™ (¢4 ) 3™ 4 p gV 4 pgikeED (4.5.2)

4
Mais au sein de la représentation totalement symétrique [N Z n;,0 | de U (4), I'opérateur

N est une constante; en conséquence, les opérateurs de Casumr i]( @) ot 32 ) construits
partir de 'opérateur N doivent étre éliminés de 1'Hamiltonien Hy, on obtient

Hy = (C+E)1"® L pgleh 4 pgEeE)

3.~ A
= (C+E)n D 2 F N;N;
(C+E)n + Dnn+2) + ; i (453)
3. < ~
i#j=1
mais comme 1?2 = Z N 249 Z N, Nj, nous obtenons une forme équivalente pour Hy
=1 i>7=1
3 3.
— (C+E+2D)n Z (2F +2D) > NiN; (4.5.4)
i=1 i>j=1
Finalement, le Hamiltonien H, se réduit a
3
Hg—a0n+a1 ZN + as Z ]\AfZ]\Af] (455)

i=1 i>j5=1
avec ’ensemble des parametres rééls
{CLOZC+E+2D,G1:D,CL2:2F+2D} (456)

On constate que dans la base {|ny, ny, n3)} (donc également dans la base symétrisée
définie dans §§4.4.3) le Hamiltonien Hj est un opérateur totalement diagonal. On a donc
I’équation aux valeurs propres suivante :

Ho |7’Ll, N9 , ’I’Lg> :Eo(nl,ng,ng) |7’Ll, N9 , ’I’Lg> (457)
soit encore

3 3
apn + a; ZNf—i-ag Z NiNj] |n1, na, ng) =

i=1 i>j=1

3
2
apn + a; E n; + as E nin; | |ni, ne, ng)
i=1 i>j=1

(4.5.8)

Des lors, on comprend que, méme si cet Hamiltonien Hy offre déja une meilleure descrip-

tion que celle fournie par un potentiel de Morse usuel, il ne rendra pas bien compte de cer-

taines subtilités du spectre vibrationnel, comme par exemple le passage entre des états du type
|ni, ny, ng) vers |[ny+1,ny — 1, n3), car:

(ni,ng, ng| Hy |ni+1,n2—1,n3)=0 (4.5.9)
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4.5.1 Hamiltonien d’ordre un

Le Hamiltonien H, doit étre complété par des opérateurs non diagonaux dans la base
{|n1, ny, n3) }, opérateurs qui doivent bien évidemment étre totalement symétriques, c’est-a-
dire étre de symétrie A;.

L’idée est de développer jusqu’au second ordre les générateurs symétrisés (qui sont donnés
dans (§5§4.4.4). On obtient alors l'expression générale suivante du Hamiltonien H pour une
molécule de type Cs, :

H = agl)w(m) + oé?) [w(Al) ® gl(Al)}(Al) 4 az())l)HQ(Al) + af) [yQ(Al) ® 92(,41)}(141)
+ a?) [HI(E) ® yl(E)] (A1) + aél)gs(Al) + ag) [y:a(Al) ® ys(Al)] (A1) i aéz) [yl(Az) ® 131(A2)}(A1)
A A A
+ aé2) [HQ(E) ® y2(E)]( 1) + a%) [133(15) ® ys(E)]( 1) + 04(111)94(A1) + ag) W;(Al) ® 94(,41)}( 1)

4 a%)w(m) 4 aﬁ) [95(’41) ® 55(141)}(%‘1) 4 a%) [94(13) ® y4(E)] (A1) + 04?6) [yB(E) ® 95(E)}(A1)

(4.5.10)

U) sont tous réels, j désigne 'ordre de développement en les générateurs

ou les coefficients a;
associés et 1 <17 < 16.

Bien évidemment, l'expression de H contient des opérateurs qui sont eux mémes inclus
dans Hy. Mais comme le concept de symétrie dynamique s’applique a des groupes continus ou
semi-continus, nous allons donc construire le Hamiltonien H en ajoutant a H, des opérateurs
qui sont invariants dans la chaine (4.2.3), mais qui ne sont pas des opérateurs de Casimir des
groupes continus ou semi-continus présents dans (4.2.3). En conséquence, Hy ne dépend pas
des opérateurs b by et bjb; (i = 1,2,3,4). On a alors I'expression du Hamiltonien H :

H — agl)yQ(Al) + %(12) [yz(Al) ® yz(Al)}(Al) i af) [91(E) ® HI(E)](AI)

+ aél)y3(A1) + ag) [yg(Al) ® yg(Al)}(fh) + osz) [H1(A2) ® H1(A2)](A1) i 0452) w2(E) ® 132(E):|(A1)

b all) [0 @ o))
(4.5.11)
Maintenant, nous allons conserver dans ’expression précédente de H, tous les operateurs ou
les produits tensoriels d’opérateurs, qui sont de degré un en les générateurs, et les opérateurs
qui forment déja Hy. On a alors :

A A
H=H = ag)gz(m) + @512) [HQ(Al) ® 152(A1)}( 1) +aé2) [yl(E‘) ®H1(E)}( 1) n aél)yz(Al) (4.5.12)

Développons les produits tensoriels

Y24 @ y2(an] 0 [Al]mF(Al A Al)gzml)ymo
o (4.5.13)

L N2 N2 N2 2NNy 4 2N, 4 2N,
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et

Ay EFE FE A E E A
[gl(E)(X)yl(E)}( ) _ [A1]1/2F< - .1 )%(E) }(E)+[A1]1/2F( P ‘1 )%(E)%(E)
E FE A E FE A
+ [A1]1/2F( - }) é‘E>9}(E>+[A1]1/2F( S '1)%“3)%(’5)
1 1~ ~ 72 1 ~ ~\12
= E [N1+N2—2N3} +E [\/§<N1—N2>}
- 2\/§ <]/\}12+]/\\722 +Z/\732 - ]/\?1]/\}2 - ]/\?1]/\}3 - NQJ/\}3>
(4.5.14)

avec les coefficients de Clebsh-Gordan F
Finalement, le Hamiltonien de notre systeme moléculaire devient :

Hi = of [N+ Mo+ Ry + (aff + 2v2a) [N? + N + N3
(4.5.15)
+ (2044(12) — 2\/§C¥é2)> [N1N2 + NINB + NQN:;} + Ozél)lé?’(Al)

En comparant les expressions (4.5.5) et (4.5.15), on constate que 'expression précédente du
Hamiltonien devient H :

H, = Hy+ HY (4.5.16)
avec A
Hy = af PO 4o [0 @ yran ]
A
+ o [y g yrm) (4.5.17)
3
HO = oMy = g5 S b
i#j=1
ou . 9
a a a; — a
Oéél) = Qg , 0432) = 172 y ()ééQ) = ﬁ 3 Oéél) = as (4518)
4.5.2 Interprétation physique de 'opérateur Y341,
Ce terme supplémentaire s’écrit :
Y3l — Elg + Egl + Egz + Ezs + E21 + Ew = Z b b; (4.5.19)
i#£j=1,2,3

On peut interpréter 'opérateur b b; (i # j = 1,3,5) de la fagon suivante : il échange un
quantum d’énergie de la liaison j & la liaison 7. On peut donc en conclure que Popérateur Y3(41)
est un terme de couplage entre les différentes liaisons de la molécule.

Il apparait donc une compétition entre Hy et H;; c’est-a-dire entre deux phénomenes
physiques totalement différents :

- 'anharmonicité des oscillateurs associés aux différentes liaisons de la molécule, représentée
par les termes quadratiques de H :
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- le couplage entre les différentes liaisons de la molécule, représenté par H;.
Ainsi, la physique de notre probleme va dépendre des “intensités” relatives des différents
coefficients présents dans ’expression de H.

4.6 Calcul des états vibrationnels d’élongation pour les
molécules XY3(C3,)

4.6.1 Rappel et résultats sur la molécule de stibine SbHj

La molécule de stibine, est de part son intérét industriel une molécule du type XY3 tres
étudiée, ce qui justifie 'abondance des données expérimentales dans la littérature [63]. En effet,
la molécule de stibine sous forme gazeuse est la source la plus pure pour obtenir de I’antimoine,
qui entre dans la fabrication des composés semi-conducteurs.

La toxicité des composés d’antimoine est comparable a celle de ’arsenic. L’antimoine est
un produit naturel qui entre pour 0,001% dans la composition de I’écorce terrestre. Au regard
de sa toxicité, il est vital pour I’environnement de comprendre le comportement de I’antimoine
au sein de 1’écosysteme. On a observé une baisse de la fertilité des sols ayant été contaminés
par de I'antimoine au travers des précipitations. Dans ’atmosphere, les émissions d’antimoine
peuvent étre transportées sur de longues distances.

Rappelons les fréquences fondamentales de la molécule de stibine :

v1(A;)) = 1890.502 cm™!
(A)) = 78224 cem!
v3(E) = 1894.497 cm™! (4.6.1)
w(E) = 82785 ocm™!
La forme du Hamiltonien H utilisée est :
H=aon+ay (3] +03+03) +az (Mfy + Mifs +Mafls) +as », bb (4.6.2)
i#5=1,2,3
= y3(41)

On remarquera que seul lopérateur Y>(41) est non diagonal dans la base des kets symétrisés
(dans C1,). Nous avons effectué le calcul des éléments matriciels de cet opérateur par un pro-
gramme informatique.

Pour notre ajustement, nous indiquerons ’écart-type o(d, p) :

d

1 2
o(d,p) = i—» Z [Ei(wl) - EZ-(ObS)] (4.6.3)
i=1

ou :
- d est le nombre de données expérimentales mises en jeu lors de I’ajustement,

- p est le nombre de parametres décrivant le modele utilisé.

La matrice de corrélation des parametres a; (i = 0, 1,2, 3) présents dans le Hamiltonien H ,
est notée M,
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La méthode utilisée pour effectuer 'ajustement est la méthode des moindres carrés non

linéaires. Apres ajustement, on détermine le jeu de parametres suivant :

\

apg =

a; =

Ao =

as =

1926.988(431) e
—33.427(085) em !
—0.290(252) em™!

—1.571(380) em™*

La matrice de corrélation M., étant :

Mcor =

Qo

ai

a2

as

ao a; as  as
1

-0.96 1

—-0.37 0.22 1

—0.44 042 -0.02 1

(4.6.4)

(4.6.5)

Pour la comparaison entre les valeurs observées et calculées, on utilisera [63]. On peut
résumer les résultats obtenus lors de I'ajustement des parametres de notre modele, par le tableau

suivant :

%init.ket
(Modulus)
(Mod..1)

Cal-0bs

* %k

(cm -1)

Calc-0bs
Kok k

(em -1)

N W WWwwdL PP, NDNDNNNDOWORERPR,NNDRE -

N R R, P OORRPRRLRPLELREL,OORELOOOO

0)1A1>
0)1E1>
0)1A1>
0)1E1>
0)1A1>
0)1E1>
0)1A1>
0)1E1>
0)1A1>
0)1E1>
0)2E1>
0)1A2>
1)1A1>
0)1A1>
0)1E1>
0)1A1>
0)1E1>
0)2E1>
0)1A2>
0)1A1>

O P OO O OO OFH,H OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOoO -

EigenValues Obs. En. Cal-0Obs
(cm -1) (cm -1) (cm -1)
1890.419 1890.502 -0.083
1895.132 1894.497 0.635
3719.959 3719.933 0.026
3720.196 3719.860 0.336
3783.690
3788.404
5480.008 5480.285 -0.277
5480.162 5480.235 -0.223
5608.238 5607.000 1.238
5610.893
5615.607
5617.964
5679.814
7173.023 7173.799  -0.776
7173.023 7173.783  -0.760
7371.242
7372.028
7373.599
7374.385
7439.377
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|( 2 2 0)1E1> 0.990 7439.377
(2 1 1)1A1> 0.996 7499.656
¢ 2 1 1)1E1> 0.999 7509.084
[( 50 0)1A1> 0.999 8799.267
|( 50 0)1E1> 0.999 8799.267
| 41 0)1A1> 0.998 9063.951
|( 4 1 0)1E1> 0.828 9064.737
(41 0)1A2> 0.999 9068.000
|( 4 1 0)2E1> 0.826 9066.308
[C 41 0)1A2> 1.000 9067.094
[( 3 2 0)1A1> 1.000 9193.937
|( 32 0)1E1> 1.000 9193.937
|( 3 2 0)2E1> 0.749 9203.365
[( 32 0)1A2> 0.999 9203.365
[( 31 1)1A1> 0.988 9265.215
|( 31 1)1E1> 0.997 9325.493
[ 2 2 1)1A1> 0.989 9327.678
[ 2 2 1)1E1> 0.997 9337.637
|( 6 0 0)1A1> 0.999 10358.469  10358.000 0.469 10.93(*)  0.350
|( 6 0 0)1E1> 0.999 10358.469  10358.000 0.469 10.93(x)  0.435
[( 51 0)1A1> 0.999 10690.792  10691.500 -0.708 2.80(x) -1.107
|( 51 0)1E1> 0.820 10690.792  10691.500 0.724 2.80(x) 0.724
|( 51 0)2E1> 0.819 10692.825
[( 51 0)1A2> 0.999 10692.949
(7 0 0)1A1> 0.999 11850.996
(7 0 0)1E1> 0.999 11850.996

0(13,4) = 0,72 cm™!

(*) Ces valeurs n’ont pas été introduites par Lummila et al. [63] dans I'ajustement des
parametres de leur modele.

(**) [63]

(%) [64]

TAB. 4.15 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de stibine SbH3 pour n < 6

4.6.2 Interprétation des résultats

Dans ce tableau de résultats, la colonne 1 indique les états vibrationnels symétrisés en no-
tation locale. La colonne 2 nous indique le module du coefficient de “pureté” de I'état considéré
apres diagonalisation. En fait il traduit si la base locale utilisée est adéquate ou pas : si ce co-
efficient vaut 1, alors I’état considéré est état propre du Hamiltonien ajusté. Les deux colonnes
suivantes nous indiquent les énergies calculées par notre modele et les énergies observées. Et
enfin, les trois dernieres colonnes montrent les écarts de notre modele et les comparaisons avec
des résultats de deux autres travaux [63, 64].
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De fagon évidente notre modele reproduit les niveaux observés (déduits des données expérimentales)
pour la molécule de stibine SbHj3. Non seulement l'écart-type de notre modele o(13,4) =
0.72 cm™! est de 'ordre de la précision expérimentale, mais de plus chaque valeur “Cal - Obs”
est de 'ordre de cette précision expérimentale. Notre modele reste stable pour toutes les valeurs
de n, c’est-a-dire que I’écart entre calculés et observés est de 'ordre de quelques dixiemes de
em~! aussi bien pour n = 1 que pour n = 6.

Le modele Hamiltonien developpé par Lummila et al. [63], basé sur des potentiels de Morse
et des termes d’interaction “élongation-élongation” tient compte du couplage avec le pliage. La
valeur o7,(7,4) = 0.62 cm™! qu’ils calculent, est obtenue pour un ajustement avec sept données.
Afin de pouvoir comparer notre modele avec le leur, nous avons effectué un ajustement de notre
modele avec ces sept mémes données : nous obtenons alors ¢(7,4) = 0.11 ¢m™!. Mais si on utilise
toutes les données observées (qu’ils possedaient également), on obtient pour notre modele, un
écart-type d’une valeur de o(13,4) = 0.72 c¢m™!, alors qu'une méme estimation de leur écart-
type (avec toutes les données), conduit & la valeur 07,(13,4) = 5.35 c¢m~'. On constate que
leur modele “s’effondre”, alors que le notre démontre une grande qualité de stabilité.

De plus, I'écart “Cal - Obs” reste constant avec notre formalisme, alors que leur ajustement
se dégrade, puisque leurs écarts “Cal - Obs” deviennent trés important avec n : 3 em™! puis
11 em~! pour les niveaux n = 6.

La colonne %Ket.init de TAB. 4.15 indique que la base obtenue apres diagonalisation du
Hamiltonien est quasiment la base de départ. Par exemple, pour la symétrie E dans 'état
n =4, les kets [(400); E) , |(211); E) , |(220); E) sont des kets propres a 99% (deux combinaisons
linéaires adéquates des kets |(310); 1E4) et |(310); 2E;) conduiraient au méme pourcentage). La
colonne %Ket.init indique donc que 'opérateur Y3(41) n’est que perturbatif ; d’ot 'importance
du concept de symétrie dynamique.

En outre, les modeles basés sur une approche “potentiel de Morse” c’est-a-dire Vi, (r;) =

i=p
ST D(1 — e ")% pour un systéme a p liaisons, ne permettent que I'ajustement des deux
i=1

p_aramétres D et a. La résolution exacte de 1’équation de Schrodinger avec un potentiel de
Morse (ou une somme de potentiel de Morse indépendants) [65] conduit & Fy = an +

i=p i=p
(—%2) Zl nZ+03 Y. ninj (o, € IR et dépendants de D et a). On remarque alors que I'énergie

i#j=1
i=p i=p
Eo = agn+ar Y, ni+as Y. n;nj, obtenue avec le Hamiltonien Hy (issu du concept de symétrie
i=1 i#j=1

dynamique), peut reproduire exactement Ej; dans le cas particulier ou [ag = a, as = 3, a3 =
(—%2) = (—%)] Ceci montre que notre modele algébrique d’ordre zéro peut reproduire exacte-
ment un potentiel de Morse, mais permet aussi d’autres descriptions physiques. Le modele de
Morse semble inadapté a reproduire les niveaux observés de la molécule de stibine, alors que
notre modélisation algébrique reproduit relativement bien les niveaux de cette molécule qui
apparait donc tres locale.

Enfin la matrice de corrélation M,,. nous montre que les parametres de notre modele
sont tres peu corrélés, a I'exception de ag et a;. Ceci provient du faible nombre de données
expérimentales dont nous disposons pour effectuer notre ajustement.

On compare egalement nos résultats avec [64]. Dans ce travail auteur a appliqué le méme
modele mais il n’a pas pris en compte deux composantes de I.R. de type F.

Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule de stibine. En premier lieu,
on peut déja remarquer que le meilleur moyen de dissocier une molécule, est de mettre un
maximum de quanta sur une seule et méme liaison, de fagon a ce que l'excitation générée

conduise a la rupture de la liaison. Ainsi, I’état physique associé a la dissociation de la molécule
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est du type |(n00), 1E,1A4;). L'idée étant de chercher le maximum de la fonction Ey(n) dans
un état |(n00), 1E,1A;). Pour cela nous commencerons par supposer cette fonction comme
étant continue par rapport a n. Ainsi, on a la condition extrémale

0 EO (n) —aQ

=0 = mar = —— 4.6.6
on " 2a, ( )

N=Nmax

Or, d’apres les regles d’encadrement qui fixe la réduction U(4) D U(3), on a nye = N, ce qui
nous conduit a écrire

Nmae ~ 28,82 N =29 = FEy(29) ~ 27771 em™" (4.6.7)

Donc Iétat de la dissociation est du type [(2900), 1E,1A;), ainsi, on en déduit ’énergie
de dissociation D, :

D.~ ((N0O), 1E,1A;| Hy|(N00), 1E,14;) = Ey(29) ~ 27771 cm ™" (4.6.8)

Cette estimation D, de ’énergie de dissociation est tout a fait comparable a celle obtenue
de maniere expérimentale [63] :

Théoriquement Expérimentalement

D, ~ 27771 em™ D, ~ 28900 cm (4.6.9)

soit une erreur relative de 3.9%. Le modele présenté est donc tout a fait satisfaisant.

4.6.3 Rappel et résultats sur la molécule d’arsine AsHj;

La molécule d’arsine, de part son interét planétologique, est une molécule du type XY3 tres
étudiée. Mais, depuis quelques années les (éco)toxicologues portent & l'arsenic et ses dérivés un
intéret tout particulier.

A létat naturel, I'arsenic est un solide sous sa forme élémentaire, mais on le retrouve le plus
souvent, seul ou associé a divers autres métaux, dans des composés soufrés. Parmi les composés
naturels contenant de l'arsenic, il faut mentionner 'arsénopyrite (FeAsS), le réalgar (AsS),
l'orpiment (AsyS3), la nickeline (NiAs) et la cobaltite (CoAsS). L’arsenic peut se retrouver
a 1'état gazeux sous forme de trioxyde d’arsenic volatil (AsyO3), d’arsine (AsHs) et d’arsines
méthylées. En solution, on peut retrouver I'arsenic sous forme d’As(I1I) et d’As(V) inorganiques,
ainsi que sous diverses formes de composés méthylés de 'As(V).

De l'arsenic tres pur est nécessaire pour produire des semi-conducteurs a 'arséniure de
gallium et a l'arséniure d’indium. La France, apres la Russie, est le deuxieme pays produisant
de I'arsenic.

Les fréquences fondamentales de la molécule d’arsine sont [66] :

vi(Ay) = 2115.164 em™!
I/Q(Al) = 906.752 cm_l
v3(E) = 2126.423 em™! (4.6.10)
v(F) = 999.225 em™!
La forme du Hamiltonien H utilisée est :
H=agi+ay (A} + 03 +703) +ay (Mfp + Aifls + Maflg) +as > b, (4.6.11)
i£j=1,2,3
EgS(Al)
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La méthode utilisée pour effectuer 'ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Apres ajustement, on obtient le jeu de parametres suivant :

(4o = 2161.759(396) cm
ap = —38.692(079) cm™!
(4.6.12)
as = —1.645(405) em™!
| a3 = —3.702(257) em™!

La matrice de corrélation des parametres a; (i = 0, 1,2, 3) présents dans le Hamiltonien i ,
est :

Qo aq (05} as
ao 1
Moo (21,4) = | a1 =096 1 (4.6.13)

s —0.81 0.75 1

as —-0.15 0.10 —-0.06 1

On peut résumer les résultats obtenus lors de I’ajustement des parametres de notre modele,
par le tableau suivant :

TAB. 4.16 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHs3 pour n < 6
avec 20 données expérimentales

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs  Cal-Obs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C 1 0 0)1A1> 1.000 2115.662  2115.164 0.498 0.241
[C 1 0 0)1E1> 1.000 2126.759  2126.423 0.346 0.649
(2 0 0)1A1> 0.989 4167.180 4166.772 0.408 0.421
[( 2 0 0)1E1> 0.998 4168.405 4167.935 0.470 0.606
[C 11 0)1A1> 0.989 4238.652  4237.700 0.952 1.445
[( 11 0)1E1> 0.998 4248.534  4247.520 1.014 1.944
[( 30 0)1A1> 0.998 6136.459 6136.340 0.119 0.215
[( 30 0)1E1> 0.998 6136.504 6136.330 0.174 0.670
(21 0)1A1> 0.987 6276.143 6275.830 0.313 0.889
[ 2 1 0)1E1> 0.971 6282.389  6282.350 0.039 -1.294
[C 2 1 0)2E1> 0.970 6295.202 6294.710 0.492 -4.385
(21 0)1A2> 1.000 6299.631

[C 11 1)1A1> 0.990 6366.126  6365.950 0.176 2.127
[C 4 0 0)1A1> 0.999 8027.467  8028.977 -1.510 -1.482



[( 4 0 0)1IE1> 0.999 8027.468  8028.969 -1.501 -1.085
[( 31 0)1A1> 0.983 8249.148  8249.510 -0.362 0.934
[( 31 0)1E1> 0.772 8257.357  8258.370 -1.013 -1.074
[( 31 0)2E1> 0.781 8250.769
[C 31 0)1A2> 1.000 8258.879
[C 2 2 0)1A1> 0.974 8331.650
(2 2 0)1IE1> 0.984 8332.843
[C 2 1 1)1A1> 0.987 8393.932
[C 2 1 1)1E1> 0.997 8414 .851
[( 50 0)1A1> 0.999 9841.028  9841.400 -0.372 -0.485
[C 50 0)1E1> 0.999 9841.028  9841.400 -0.372 -0.123
(41 0)1A1> 0.995 10139.912
(4 1 0)1E1> 0.859 10139.998
[C 4 1 0)2E1> 0.860 10147.375
[C 4 1 0)1A2> 0.998 10147 .458
[( 32 0)1A1> 0.990 10284 .327
[( 32 0)1E1> 0.99%4 10284 .954
[( 32 0)2E1> 0.994 10307 .174
[( 32 0)1A2> 0.998 10307.716
[( 31 1)1A1> 0.960 10368.110
[( 31 1)1E1> 0.988 10371.930
(22 1)1A1> 0.964 10437.916
[( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.227
[C 6 0 0)1A1> 0.999 11677.189 11576.290 0.899 0.581
|( 6 0 0)1E1> 0.999 11677.189 11577.290 0.899 0.927
[C 51 0)1A1> 0.997 11951.990
[( 51 0)1E1> 0.864 119561.992
|( 51 0)2E1> 0.865 11959.413
[C 51 0)1A2> 0.999 11959.416

[C 7 0 0)1A1> 0.999 13235.959
(7 0 0)1IE1> 0.999 13235.959

0(20,4) = 0,80 cm ™!

On a encore comparé nos résultats avec ceux de [67]. Notre écart-type o(20,4) est 0,80 cm ™!
alors que celui de [67] est 0(20,4) = 1,42 cm™! .

On peut également observer que les coefficients de pureté des états [(n00)1A1 > et [(n00)1E1 >
sont proches de I'unité, cela implique que ces états peuvent étre considérés comme des états
propres de Hy. On a donc

Hy|(n00), 1E,1A;) = Ey(n) |(n00), 1E,14;) = (agn + a1 n*) [(n00), 1E,14;) (4.6.14)
Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule d’arsine :

dEy(n) _ —ap
—an =0 — Nmazr = 2—011

N=Nmazx

(4.6.15)
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Or, d’apres les regles d’encadrement qui fixent la réduction U(4) D U(3), on a Ny = N, ce
qui nous conduit a écrire

Nmae = 27,93 N =28 = FE(28) ~ 30174 em™! (4.6.16)

Donc Iétat de la dissociation est du type [(2800), 1E,1A;), ainsi, on en déduit ’énergie
de dissociation D, :

D.~ ((N0O), 1E,1A;| Hy|(N00), 1E,1A;) = Ey(28) ~ 30174 cm ™. (4.6.17)

Cette estimation D, de 'énergie de dissociation est tout a fait comparable a celle obtenue
de maniere expérimentale [66] :

Théoriquement Expérimentalement

D, ~ 30174 cm™! D, ~ 31669 ¢m ™! (4.6.18)

soit une erreur relative de 4,66%. Le modele présenté est donc tout a fait satisfaisant.

4.6.4 Résultats pour la molécule de phosphine PH;

Enfin nous présentons les résultats pour une molécule de type XYj3 : la molécule de phospine
(PHj). Cette molécule présente un intérét pour la planétologie puisqu’elle a été trouvée dans
I’atmosphere des planetes géantes et comme les molécules précédentes, elle présente aussi un
intérét industriel.

Les fréquences fondamentales de la molécule de phosphine sont [68] :

vi(A)) = 2321.12 em™!
I/Q(Al) = 992.13 cmfl
3(E) = 2326.87 cm™! (4.6.19)
vy(E) = 111831 cm™
La forme du Hamiltonien H utilisée est :
H = ao n+ ay (ﬁ% + ﬁg + ﬁg) + as (ﬁlﬁz -+ ﬁlﬁg -+ ﬁgﬁg) + as Z b:rbj (4620)
i£j=1,2,3
5133(‘41)

La méthode utilisée pour effectuer 'ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Apres ajustement, on détermine le jeu de parametres suivant :

((ay = 2365.725(411) em™!
a; = —42.132(082) em™!
(4.6.21)
a; = —0.172(411) em™!
| a3 = —1.715(287) cm™!
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La matrice de corrélation M,,,., étant :

Qo aq a9 as
ao 1
Mer = | a1 —095 1 (4.6.22)

as —0.81 0.73 1

as —0.21 0.18 —-0.02 1

A Tlaide du jeu de parametres 4.6.21, on a calculé les valeurs des niveaux vibrationnels
d’élongation pour la molécule PH; (TAB. 4.17).

TAB. 4.17 — Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de phosphine PHj3 pour
n < 6 avec 17 données expérimentales

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-0Obs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C 1 0 0)1A1> 1.000 2320.163  2321.131 -0.968
[C 1 0 0)1E1> 1.000 2325.308  2326.876 -1.568
(20 0)1A1> 0.998 4562.632  4566.260 -3.627
[( 2 0 0)1E1> 0.999 4562.853  4565.780 -2.926
[C 11 0)1A1> 0.998 4644.218  4644.660 -0.442
[C 11 0)1E1> 0.999 4649.074
[( 30 0)1A1> 0.999 6717.878 6714.600 3.278
[C 30 0)1E1> 0.999 6717.881 6714.600 3.281
(21 0)1A1> 0.997 6881.429  6881.530 -0.100
[( 2 1 0)1E1> 0.968 6883.941 6883.730 0.211
[C 2 1 0)2E1> 0.968 6889.882  6890.860 -0.977
(21 0)1A2> 1.000 6892.005
[C 11 1)1A1> 0.998 6971.689 6971.160 0.529
[C 4 0 0)1A1> 0.999 8788.691  8788.000 0.691
(4 0 0)1IE1> 0.999 8788.691  8788.000 0.691
[( 31 0)1A1> 0.997 9039.941 9040.000 -0.059
[( 31 0)1E1> 0.834 9041.238  9040.000 1.238
|( 31 0)2E1> 0.836 9043.502
[( 31 0)1A2> 1.000 9043.810
[C 2 2 0)1A1> 0.996 9126.532
(2 2 0)1IE1> 0.997 9126.532
[( 21 1)1A1> 0.998 9204.109
[C 2 1 1)1E1> 0.999 9214.399
(50 0)1A1> 0.999 10775.319
|( 50 0)1E1> 0.999 10775.319
[C 4 1 0)1A1> 0.999 11111.352
(41 0)1E1> 0.865 11112.209
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I( 4 1 0)2E1> 0.865 11113.924
|( 4 1 0)1A2> 0.999 11114.782
I( 32 0)1A1> 0.998 11276.795
|( 32 0)1E1> 0.996 11276.795
|( 3 2 0)2E1> 0.996 11287.086
|( 32 0)1A2> 0.998 11279.368
[( 31 1)1A1> 0.993 11366.377
|( 31 1)1E1> 0.990 11366.377
(2 2 1)1A1> 0.964 11443.954
[( 2 2 1)1E1> 0.993 11454245
|( 6 0 0)1A1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705
I( 6 0 0)1E1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705
I( 51 0)1A1> 0.999 13098.059
|( 51 0)1E1> 0.866 13098.916
|( 51 0)2E1> 0.866 13100.632
I( 51 0)1A2> 0.999 13100.632

[ 7 0 0)1A1> 0.999 14495.593
(7 0 0)1E1> 0.999 14495.593

o(17,4) = 1,74 cm~!

Malheureusement nous n’avons pas de résultats comparatifs pour cette molécule sauf [68] ou les
auteurs regardent le couplage entre les vibrations d’élongation et les vibrations de pliage. On
voit que notre modele fonctionne relativement bien puisque ¢(17,4) = 1,74 cm™!; mais dans
les précédents cas, on avait des écarts-types inférieurs a un. Nous ne pouvons pas expliquer
pourquoi avec la molécule de phosphine on a de grands écarts entre les valeurs calculées et
observées, on peut seulement supposer que c’est a cause de grandes résonances entre les niveaux
d’élongation et les niveaux de pliage. On n’a pas encore pris en compte les niveaux de pliage,
¢’est pourquoi on ne peut pas encore pour l'instant vérifier notre hypothese.

Comme précédemment, on a estimé la valeur de npq, ~ 28,07 N =28 — FEy(28) ~
33208 em™!. Donc I'état de dissociation est du type [(2800), 1E,1A4;), et on en déduit I'énergie
de dissociation D, :

D, ~ ((N00), 1E,1A;| Hy|(N00), 1E,14;) = Ey(28) ~ 33208 cm ™. (4.6.23)
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Chapitre 5

Hamiltonien vibrationnel des molécules

XY3(C5,))(modele local-local)

5.1 Vibrations de pliage des molécules XY3(C5,)

Pour construire I’Hamiltonien qui va décrire les états vibrationnels des molécules XYj3 il faut
d’abord considérer comment on peut développer les kets des états de pliage, les générateurs pour
ce type de vibration et évidemment un Hamiltonien qui permet d’obtenir des états vibrationnels
de pliage. On peux considérer les vibrations de pliage de la méme maniere que pour les vibrations
d’élongation, c¢’est-a-dire en appliquant tout ce qu'on a déja précédemment utilisé mais ici, dans
ce cas, pour des angles entre liaisons (a9, a3, (a3), c’est-a-dire on va considérer des modes
vibrationnels de pliage comme des modes locaux.

Premierement, nous définissons la correspondance entre des opérateurs bosoniques et les
angles oy, aq3, ey (F1G. 5.1) :

Fic. 5.1 — Angles entre liaisons d’une molécule X Y3 non planaire
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On peut choisir :
{bF,bs} correspondant & a3

{bd,bg} correspondant & ;3 (5.1.1)

{bF b7} correspondant & vy

et noter un ket non symmetrisé comme |(nsng nr)).

Dans ce cas on peut considérer comme des opérations du groupe Sz les éléments suivants :
ou1 : (67), 02 i (57), 0us 1 (56), Cs : (576), C3 '+ (567).

La prochaine étape est de construire des kets et des générateurs symétrisés, il suffit d’ap-
pliquer le méme formalisme qu’au chapitre précédent, on obtient pour les kets :

- Etat symétrisé du type : ny =ng =ny =n
(nnn), A1) = |nnn)

- Etats symétrisés du type : n5 = ng =n et ny =n'

(nnn'), A)) = %Hnnn')—i—]nn'n)—ﬂn/nnﬂ
(nnn'), Ey) = %[2[nnn'>—|nn'n>—|n'nn>]
(nnn), By) = —(jnn'n) — |n'nn)

V2

- Etats symétrisés du type : ns # ng # ny

Dans les kets symétrisés du type |(nsngnz), r C,) nous choisissons la convention de no-
tation ng > ng > nr.

1
|(ns ngny), Ar) = —6[|n5 ne n7) + |ns nr ne) + |ng ns ny)

+|nsnyng) + |n7nsng) + |nrng ns)

1
|(n5 Ne n7) ) Az) = —6[|n5 g n7) - ]n5 nr n6> - ‘nﬁ ns n7>

‘HTLG ny TL5> —+ |TL7 Ny TL6> — |7L7 Ng n5>]

1
nsngnr), 1E) = —=[2|nsngny) — |nyngns) — |nsnrn
|(n5 ng nr) 1) \/ﬁ[!567>\765>|576)
+2|n6 N5 n7) — ’TLG nyr TL5> — |n7 Ty n6>]
1
|(n57n67“7), 1E2> = 5 Hn5 nrz n6> - |Tl7 Ne n5> - |n7 ns n6> + |7”L6 ny n5)]
1
|(nsngnz), 2E;) = 5[—\715 nrng) + |ngnrns) — |ngnsng) + |ngngns)
1
|(nsngnz), 2E2) =  —=[—|nsnyng) + |ne ny ns) + 2|ne ns ny)

V12

—2|nsngny) + |nynsng) — |nyngns)]
De méme, pour les générateurs on obtient :

- Premier ensemble : générateurs symétrisés qui ne dépendent que des opérateurs de poids.
Ces opérateurs sont donc diagonaux dans la base de G-Z et dans celle des états symétrisés.
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yrd)  — N
Y24 — N5+ Ng + Ny

(B — Ny + Ng — 2N;
Y, = V3 [N5 - NG}

- Deuxieme ensemble : générateurs symétrisés diagonaux au sein de la représentation totale-
ment symétrique [n,0,0] de U(3)
Ces générateurs symétrisés couplent donc des états locaux caractérisés par la méme valeur

de n.
Y3A) — Feo 4 Fos+ Frg+ Egr+ Egs + Esg
YlA2) = _Feo+ Frs — Frg+ Fgr — Egs + Fse
%(E) = —FEyy—FE;5— E;6— Eg7 +2E¢5 +2E54
Yo = VB(Esr+ Ers — Erg — Eg7)
i’(E) = FE;¢— E¢7 — Es7+ Ers
37 = /B(—=2Es¢+2Ess — Erg + Eer + Ers — Es)

- Troisieme ensemble : générateurs symétrisés non-diagonaux au sein de la représentation
totalement symétrique [n,0,0] de U(3).
Ils couplent donc des états locaux caractérisés par des valeurs de n différentes.

y4(A1) = FEsg+ Egs+ E75+ Eg7 + Egs + Esgg
gsiAn = (Ess — Ess + Egs — Fs¢ + Ers — Eg7)
(

Y B = BEyg+ Ess — 2E7s — 2Eg7 + Fgs + Exg

93 B— \/§(E58+E85_E648_E86>

H?(E) = o(Bsg — Egs — Ege + Egs — 2E75 + 2E37)
S(E) = @\/E(Em — Eg5 + Egg — Egs)

Enfin on peut appliquer la méme idée que celle utilisée dans le cas des vibrations d’élongation
pour développer 'Hamiltonien vibrationnel de pliage :

H = a0+ a5 (A3 + Mg +17) + ag (Asfg + Asiy + Aghy) +ar > by (5.1.2)
i4j=5,6,7

= y:’)(Al)

Maintenant on peut effectuer 'ajustement des parametres de I’Hamiltonien vibrationnel de
pliage pour les trois molécules étudiées. Malheureusement il n’y a pas assez de donnés experi-
mentales pour la molécule de stibine (on a que quatre niveaux), ¢’est pourquoi a titre d’exemple,
nous présentons les résultats pour la molécule d’arsine et pour la molécule de phosphine.

La méthode utilisée pour effectuer 'ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Apres ajustement, on détermine le jeu de parametres suivant :

ay = 973.97(2.26) em™1

as = —5.09738(1.43) cm !
(5.1.3)
ag = 2.95563(2.58) cm !

a; = —31.772(262) em™!

\
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La matrice de corrélation M,,,., étant :

ay as Qg ay
ay 1
Mer = | a5 —095 1 (5.1.4)

ag —-0.38 0.10 1

a; —0.13 0.12 0.02 1

A partir des parametres obtenus on a calculé les niveaux vibrationnels de pliage pour la
molécule d’arsine TAB. 5.1

TAB. 5.1 — Niveaux d’énergie vibrationnels de pliage observés et calculés pour la molécule
d’arsine AsHs pour n < 4 avec 6 données expérimentales

ket %init.ket EigenValues O0bs. En. Cal-Obs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C 10 0)A1> 1.00 905.329 906.752 -1.423
(1 00E> 1.00 1000.647 999.225 1.423
[( 11 0)A1> 0.82 1809.022 1806.149 2.874
(20 0E> 0.81 1899.782 1904.115 -4.332
[C 2 0 0)A1> 0.80 1995.690  1990.998 4.693
[C110E> 0.81 2000.249  2003.483 -3.234
[C 21 0)A1> 0.81 2711.048
(21 0E> 0.64 2796.982
[( 30 0)A1> 0.85 2887.751
[ 30 0)E> 0.56 2893.718
(21 0E> 0.87 2990.020
[ 21 0)A2> 1.00 2997.654
[( 11 1)A1> 0.74 2999.744
[( 2 1 1)A1> 0.62 3611.366
[( 22 0E> 0.40 3692.147
[C 4 00)A1> 0.78 3777.405
[ 31 0)E> 0.43 3785.121
(4 00E> 0.63 3875.803
[( 31 0)A2> 1.00 3885.550
[( 31 0)A1> 0.37 3888.118
(2 2 0)A1> 0.67 3979.357
[( 31 0E> 0.72 3983.130
(21 1E> 0.79 3996.233

0(6,4) = 5,64 cm™!
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On présente également les résultats pour la molécule de phosphine. Par la méthode des

moindres carrés non linéaires on a obtenu le jeu de parametres suivant :

avec la matrice de corrélation M, :

Le calcul des energies vibrationnels de pliage est présenté dans le tableau suivant :

Mcor =

\

ays =

as =

ag =

ar =

Qayq

Qs

Qg

a7

1077.757(002) em~
—0.704(001) em!
—14.502(005) cm ™

—42.900(001) em !

Qay Qs Qg ay
1
—-0.91 1

0.19 —0.55 1

—-0.36 053 —-0.73 1

(5.1.5)

(5.1.6)

TAB. 5.2 — Niveaux d’énergie vibrationnels de pliage observés et calculés pour la molécule de
phosphine PH3 pour n < 4 avec 8 données expérimentales

%init.ket EigenValues O0bs. En. Cal-0bs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)
0)1A1> 1.000 991.25 992.13 -0.88
0)1E1> 1.000 1119.95 1118.31 1.64
0)1A1> 0.83 1972.21 1972.55 -0.34
0)1E1> 0.79 2105.12 2108.15 -3.03
0)1E1> 0.79 2230.07 2234.93 -4.86
0)1A1> 0.83 2234.27 2226.83 7.44
0)1A1> 0.81 2942.91 2940.77 2.14
0)1E1> 0.75 3079.92
0)1E1> 0.67 3209.39
0)1A1> 0.76 3212.31 3214.20 -1.89
1)1A1> 0.69 3331.39
0)2E1> 0.77 3339.09
0)1A2> 1.00 3339.09
1)1A1> 0.70 3903.35
0)1E1> 0.59 4044 .36
0)1E1> 0.65 4178.20
0)1A1> 0.59 4180.14

W WNNNDNNEWWNDNNMNDNEDNR P
P P, NP, PP POORFR, P, ORFR,ORFROO

87



[( 4 0 0)1A1> 0.65 4304.90

I( 4 0 0)1E1> 0.99 4310.02
(2 1 1)1E1> 0.54 4420.76
|( 31 0)2E1> 0.61 4434.81
I( 2 2 0)1A1> 0.53 4438.98

o(8,4) = 4,99 cm™!

On peut voir que les résultats sont relativement moyens. Nous supposons que c’est soit a
cause de résonanes avec des niveaux vibrationnels d’élongation, soit on doit décrire les modes
vibrationnels de pliage comme des modes normaux. Maintenant on va examiner le couplage des
modes vibrationnels d’élongation et des modes vibrationnels de pliage avec une description des
modes d’élongation comme des modes locaux (on a déja montré que c’est une bonne approche)
et des modes de pliage comme des modes locaux. C’est-a-dire on va introduire l'interaction
entre les modes d’élongation et les modes de pliage.

5.2 Le couplage élongation-pliage dans ’approche local-
local

Dans ce cas on va utiliser la chaine des groupes (4.2.3).

On a déja montré 'efficacité de la chaine de groupes (U.(4) D U.(3) D K.(3) D S.(3) D Cs,)
dans le cas des vibrations d’élongation. Le Hamiltonien pour le systeme vibrationnel couplé
¢élongation-pliage doit donc inclure :

I’Ie = Qo (ﬁl + ﬁg + /ﬁg)—i-al (ﬁ% + ﬁg + ﬁ§)+a2 (ﬁlﬁg -+ h\l/ﬁg + ﬁgﬁg)—i—ag, Z b:_bj (5.2.1)
i#j=1,2,3

= 133(141)
et les kets symétrisés |(ny, no, n3), C.) de §84.4.3 seront également inclus dans la partie des kets
totals de notre systeme.

A partir de la deuxieme partie de la chaine (4.2.3) (U,(4) D U,(3) D K,(3) D S,(3) D Csy)
on peut développer

Hp = Q4 (ﬁ5 + ﬁ@ + /ﬁ7)+(l5 (h\g + /ﬁg + ﬁ$)+a6 (ﬁg,ﬁs + /ﬁ5ﬁ7 + ﬁ6ﬁ7)+a7 Z bj_b] (522)
i #5=5,6,T
EyS(Al)
et les kets symétrisés de pliage |(ns,ng, n7), Cp) §85.1.

Pour nos molécules XY3 non planaires il existe la relation approchée entres les fréquences
des modes vibrationnels fondamentaux

(11(A1) =2 13(F)) =2 (1n(A1) ~ nu(E)). (5.2.3)

c’est-a-dire on doit considérer un opérateur de couplage élongation-pliage qui correspond a
cette résonance 2 : 1 entre les modes vibrationnels d’élongation et les modes vibrationnels de
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pliage. Maintenant on peut écrire le Hamiltonien de notre systeme couplé élongation-pliage
dans ’approche local-local :

HEE = ag (Ry+ g +73) + ay (R + 73 +73) + ay (Ayfiy + Ayfis +Mofg) +as > b,

i#£j=1,2,3
=Yy3(41)
+ag (A5 + Mg +7) + a5 (A2 + Mg +77) + ag (Asfg + sy + Aehy) +ar > by
i 4j=5,6,7
=y3(A1)
+ag H,, (5.2.4)

Développons l'opérateur d’interaction qui correspond a la résonance 2 : 1 entre les modes
vibrationnels d’élongation et les modes vibrationnels de pliage, c¢’est-a-dire nous devons pren-
dre 2 quanta de vibration d’élongation pour exciter un quantum de vibration de pliage ou au
contraire pour exciter 2 quanta de vibration d’élongation on doit donner un quantum de vibra-
tion de pliage. Mathémathiquement, cette étude nous conduit a l'introduction de 'opérateur
de couplage suivant :

7 7
=33 % (bj b by, by B + by bl b b b§> (5.2.5)

1=1 k=5 n>k=5

Nous avons introduit les opérateurs {b}, b} et {bL, bs} qui sont des couples d’opérateurs de
bosons propres aux groupes dynamiques U.(4) et U,(4) respectivement. On a besoin de ces
opérateurs pour permettre I’échange entre des vibrations d’élongation et des vibrations de
pliage. Evidemment, on doit introduire les nombres quantiques qui caractérisent U.(4) et U,(4),
on note ces nombres quantiques comme n, et ng respectivement, c’est-a-dire nous avons les
kets [ninong(ng); Ce) pour les vibrations d’élongation et |nsngnz(ng); C,) pour les vibrations
de pliage.
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Abstract

In this paper, we use the algebraic approach to describe the vibrational modes of
stibine molecule (of Cs, molecular symmetry group) up to 21 quanta. As the stibine
molecule exhibits stretch-bend resonances, we build an algebraic pyramidal coupling
operator between stretching modes and bending modes adapted to this molecule.

The standard deviation associated to the fit of the vibrational levels is 1.75 cm™!.

Keywords : algebraic approach, vibrational modes, high excited levels, SbH3 mole-
cule

1 Introduction

The interest for the vibrational spectra of stibine, SbH3, lies in the fact that
the stibine gas is the purest gas source of antimony, which is used in the man-
ufacture of compound semiconductors for IR sensors and solid-state laser [1].
Moreover, this molecule presents a local mode behavior as defined by Child et
al. [2,3] and analyzed in [4,5]. Many formalisms have been applied to interpret
local modes molecules. The first algebraic approach in the field of molecular
spectroscopy was initially given by Iachello et al. [6,7] with the vibron model
where a U(4) algebra is used to describe the spectra of diatomic molecules and
small polyatomic molecules. In [8], Iachello et al. expanded the used method
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Fax: 433 3 80 39 59 71

+ Permanent address: Laboratory of Spectroscopy, Physics Department, Tomsk
State University, Tomsk, 634050, Russia.
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to the study of bending states in linear four-atomic molecules. Later, Tachello
with co-authors [9] also used the algebraic methods for the study of quasi-linear
four-atomic molecules. Those works use the same dynamical group U(4) we
use in this work.

Readers interested about the subject may find many references and explana-
tions in [10].

Using the isomorphism between SU(2) and the Morse potential, Van Roos-
malen et al. [11,12] developed another algebraic model describing the stretch-
ing modes of XY, molecules. Others developments based upon this SU(2)
formalism have been proposed by Lemus and Franck [13] and by Xi-Wen Hou
et al. [14]. Alternatively, an algebraic formalism based on unitary groups, ini-
tially developed by Michelot et al. [15] and Leroy et al. [16-19] has shown to
be well efficient to reproduce the vibrational levels of XY, molecular systems.
A wide literature has been devoted to the stibine molecule. The ground state
spectroscopic constants, molecular geometry and analysis of the structure in
the first excited states of this molecule can be found in [20-22].

In the present paper, we propose to apply the U(p + 1) formalism to the
SbH3 system. We show that the accuracy of our model is better than in a
previous analysis [5]. In [23] we have proposed an algebraic treatment of the
vibrational stretching modes for arsine molecule AsH3 which is characterized
by the condition 14(A;) ~ v3(E), namely

U(4) DU(3) D K(3) D S(3) =~ Cs,. (1)
In chain (1), K(3) is the semi-continuous group defined as the semidirect
product of the group A(3) (formed by the diagonal unitary matrices) and the
group of permutations S(3)

K(3) = A(3) A S(3). 2)

The stibine molecule 2! SbHj is characterized by the fundamental modes

v1(4;) = 1890.502 cm™1,

vs(E) = 1894.497 cm ™, )
vy(Ay)) = 782.24 cm ™!, (3)
vy(E) = 827.85 cm™L.

Therefore we can write the physical conditions
(A1) ~13(E)  and  1n(A)) ~ vy(E). (4)

These two physical particularities allow us to describe the vibrational modes
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of the stibine molecule SbH3 by using the algebraic chain

(Us(4) D Us(3) D K4(3) D Ss(3) = Csy)
® D Csy (5)
(Up(4) D Uy(3) D Ki(3) D Sp(3) = C3,),

where s stands for stretching and b stands for bending. In the following sec-
tion we briefly explain the background of this algebraic formalism. In section
3, we use the properties of the projection operators to obtain a local basis
symmetrized in the molecular group Cj, of the molecule. Section 4 is devoted
to the algebraic model of the Hamiltonian for the stretching modes and we
apply it to the stretching energy levels of the molecule of stibine. In section 5,
we develop the algebraic model for all the vibrational modes and we introduce
the polyad number K which helps to reduce the size of the matrices we have
to diagonalize. Before to conclude, last section is concerned with the analysis
of the energy levels of the stibine molecule and discussion.

2 Lie groups and molecular symmetry groups

The determination of the irreducible representations (irrep) of the unitary
groups U(n) is due to Gel'fand and Zetlin (G-Z) [24]. The method [25,26]
consists in the determination of a complete set of invariant operators I;U("))
called generalized Casimir operators. These operators are built with the help

of the U(n) generators E;;:
Uln n
Il(e ) = Z Eil iinzis s Eikil (6)
i1 i =1
with k=1,2,...,n.

)

These Hermitian operators I,(CU(") commute with every generator E;;:

[I;C")7E,;J} =0 Vijk=12....n (7)
Now, we consider the set Z formed of the g(n + 1) operators I,gU(j ) as
7=
Iij(") IQU(") o Igy’i) Ll]](n)
Yo qUeen Uy
o (8)
U U
I (2 I (2
IllJ(l)
3
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with

. J
Ich(]» = Z Eil izE’iz LER E’ik i1 (9)

01,02,..,0 =1
1<j<nand1<k<j.

The operators in Z are Hermitian, independent and mutually commute. The
n
set (m) of 5(11 + 1) integers

(m) =
Min Man Mpn
Min—1 cee Migp—1 .o Mp_1n-1
N (10)
mi2 Mmoo
miy
with the conditions
Myjr1 = Mij = Mgl j41 1<i<j<n-—1 (11)

is called a G-Z pattern.

Every irrep of a unitary group U(j) is described by a set of ordered integers
(negative, zero or positive)

[m]; = [ma;ma;... my (12)

with mq; > mo; > ... > m;;. The interest of this notation is that the irreps
[m1j—1maj_1... m;_1;-1] of the group U(j — 1) verifying conditions (10) in
the decomposition of the irrep [my;mo, ..., m;;| of U(j) appear only once:
the chain of groups

Umn)>Un—-1)...0U(2)>U(®1) (13)
is called a canonical chain.

For one fixed representation [m], of U(n), the set of G-Z patterns we can build
on the (n — 1) first lines (the first line is defined by m;;) is an orthonormal
basis of the space V([m],,) of the representation [m],. Therefore, we can define

the G-Z’s ket
) = |(( (ol ), (1)

m)nfl

The dimension of the irrep [m],, is given by the Weyl formula [27]

il;[j(mm—mjn—i“'j)
Dlmb) = ==
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and the weight of a G-Z’s ket is defined [25] by

W(m) =W ( ([m]" ) — W (m), ..., Wan(m), Won(m) (16)

m)n

with

i i—1
VV,jn: Zlmji— Zlmji_l (2§Z§’ﬂ) and W11:7n11.
Jj= Jj=

One concept of an algebraic formalism, is to introduce a chain of groups (or
algebras)
GiDGyDGE3D -Gy (17)

to describe a physical system.

Wybourne [28] imposes the G group to describe completely the dynamical
properties of the physical system. Therefore, GGy is called the dynamical group.
The algebraic formalism U(p+ 1) developed in [15] is based on the dynamical
group G taken as the unitary group U(p + 1).

A lot of realizations are possible for the generators of the unitary group U(p+1)
[29]. One of them, particularly interesting, is the Bosonic realization.

In this realization, a possible set of generators is constituted by the (p + 1)?
operators E; ;

with the usual Bose relations
[b;,by] = [bf ,bf| =0

[bi,b/] = 4.

i Dy

(19)

The second group G5 of the chain (17)) informs about the energy levels and the
associated degeneracies. Indeed, the degeneracies are equal to the dimension of
the distinet irreps of G5 included in the totally symmetric irrep [N,00 ... 0] =
p zeros

[N , Op} of the dynamical group U(p+1). Therefore, G is called the degeneracy
group of the molecular system.

The set of all the physical states is given by the action of the (p + 1) Boson
creation operators on the vaccum state

i=p+1

i (bory
\nl,ng,....,np,an) :;}+17|07,070> (20)
i=1
We define the weight operator IN;
5
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which is diagonal in the basis (20). The operator N; (i = 1, ..., p) is interpreted
in [15] as the operator number of quanta associated to the i-th bond of the
molecule:

Ni|n,..oong, . .o,np) =ng|ng, .o ng, .o, ny) (22)
The action of this weight operator can also be defined on the G-Z’s ket. But
as we are working within the totally symmetric irrep of the group U(p + 1),
it exists an isomorphism between the G-Z’s ket and the weight of this ket.

p+tl .
So, the G-Z’s ket within the totally symmetric irrep {N = > n,, Op} of the
i=1

dynamical group U(p + 1), that is

ptl
N=> n; .. 0 ... 0
i=1
n:n1+...+np ...... 0 > (23)
ny + no 0
ny
is isomorphic to the weight (11, ng, ..., np41).

The definition of Gy as a degeneracy group, implies that a physical system
caracterized by p degrees of freedom can be modeled by p oscillators.

Furthermore, the degeneracy of an isotropic oscillator, with dimension p in
) P -1

the n-state (n = 3 n;), is equal to the dimension of the irrep [n = Y n;, 0" ]
i=1 i=1

of the unitary g‘r07up U(p). Therefore we chose U(p) as the degenerécy group
Gb.

3 Local basis for XY3; molecules

As shown in Refs. [7,17], all the physical states associated with the vibrational
stretching modes of X'Y3 molecules are obtained within the irrep [Ny, 0,0,0] =

[N.ﬁ 0’

of U(4) as symmetrized G-Z’s kets in the group chain (1), that is

‘n1n2n3n47 Tscsas>

Ns:n1+ng+n3+n4 0 0 0
Ng =Ny + Ny + N3 0 0
n1+n2 0
ny

—_ pC
= PU:

= PSSS [ninansng)

= PS: |n1n2n3Ns — ns>,
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where

pe = L S o), 0m) 25)

3 rech, .
denotes the projection operator, and r in relation (25) is a symbol which
distinguishes the irreps Cs of the C5, group whose multiplicity is greater than
1. In (25), [C] represents the dimension of irrep C,. The matrix D% (R) of
the oriented irreps are given in [23]. As usual, in the G-Z representation, n;
represents the eigenvalue of the number operator E; = IN; associated with

3
the i-th bond (bond XV of Fig. 2 of [23]) of the molecule. ng = > N; is the
i=1

v
first order invariant of U(3) (up to an additive constant), the eigenvalues of
which are bounded condition 0 < ny < N,. A complete basis of symmetrized
local states can be found in Appendix A.

For the symmetrized kets (in the group chain (1)) of the bending modes, we
have the same vectors, but with the substitutions

Ny <> N5 Ng < Ng N3 <> N7y
ng < ng Ny < Ny ng < ny (26)
re o O, C, 0, & oy,

where indices 5, 6 and 7 refer respectively to the bending angles ays, a3 and
ags (see Fig. 2 of [23]). Therefore, a symmetrized G-Z’s kets associated the
bending modes, can be written as

[nsngnng, r,Chop). (27)

It is now easy to build the coupled symmetrized basis. This basis is gener-
ated by the tensorial product of a symmetrized ket relative to the stretch-
ing modes |ninangny, rsCsos) and a symmetrized ket relative to the bending
modes |nsngnyng, r,Cyop). These states are denoted by

| nanans (ng) n5n6n7cgngc)’ (750505 —ryCyoy) — Co)
= S (PP () (28)
|n1n2n3n4, TsCsUs>|n5n6n7n87 Tbe0b>,

where [0}1/2 i (gs g: (C;

the (3, point group.

> are the Clebsh-Gordan (coupling) coefficients of

With the same method, as described for the symmetrized basis, we build sym-
metrized operators using (25). We give the symmetrized stretching tensors in
Appendix B. Of course, bending symmetrized operators are obtained through
the same process with the following correspondences for the index of the Boson
operators

1—52—-63—74—8,

98



where indices 5, 6 and 7 refer respectively for the bending angles 12, a3 and
a3 as defined for the bending kets here before.

To resume these two last sections, we may now associate the chain (5) to the
corresponding labeling scheme:

|:Ns7 03 Mg, 02 (ws = (nh N2, ’I’Lg) ; fws) ()‘51 ’ )‘527 /\és) (CSUS)

(U,(4) D U,3) D K,(3) o SB) =0y |5 o

® 3v
(U,,(43 ») Ub(Sg > K,(3) o> 5B & Gy) g
{Nlno ] {nb,o ] (wp = (m1,ma,m3), fu,)  (Noys Aogs Avg)  (Coow)

(29)
First and last line of (29) indicate clearly the irreps associated respectively
with each group of the stretching (second line) and bending modes (third
line). Since we have discussed the irreps of K (3), its invariant operators and
the isomorphism between S(3) and Cj3, in [23], we do not repeat that discussion
here.

4 Algebraic model of the Hamiltonian for the stretching modes

The zeroth-order Hamiltonian is determined by the concept of dynamical sym-
metry [6,7]. The Hamiltonian related to the algebraic chain (1), built from the
concept of dynamical symmetry dynamic, takes the following form

H(]S = apng + al(N% + N% + Ng)
(30)
+ (12(N1N2 + N1N3 + N2N3).

However, before to construct completely a vibrational Hamiltonian which has
to take into account resonances between the stretching and bending modes,
groups chain (5) or (29) indicates clearly that, in a first approximation, we can
study separately these two types of modes. For the stibine molecule, we have
checked different models in order to reproduce the stretching experimental
data. The Hamiltonian, referred hereafter as Model 1, is given by

H, = agng + a; [N? + N2 + N2] + a, [N N,

3
-+ N1N3 + N2N3] + as Z bjb7
i#j=1

(31)

We define s
H,, = o Y3 = g4 > bib;
i#j=1
as being a pure pyramidal operator, i.e., an operator which lifts the residual
degeneracy in the Cj3, group adapted to the study of pyramidal type mole-
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cules. On another way, we have tested all possible tensor operators by fitting
the stretching experimental data of the stibine molecule. The best result is
obtained with the Hamiltonian referred hereafter as Model 2:

H, = ajn, + d} (N3 + N2 + N3) .
+ 0 (NiNs + NiNg £ NoNy) + af Y4 . (32)
+ dy [y g yran] M g [y g yrcan]

In (31) and (32), apns and a( ng are the harmonics terms. All others operators
contributions are anharmonic. In both case (31) and (32), the Hg matrix
being sparse and far from the diagonal, its eigenvalues have a strong non-
linear dependance on the parameters. Thus, we use a nonlinear least squares
fit method. We obtain the following two sets of parameters

Model 1:
ap = 1927.058(236)cm™! a; = —33.441(466)cm ™!
as = —0.102(139)em™ a3 = —4.426(546)cm ™!
Model 2:
al = 1927.154(128)em " @} = —33.461(027)cm ™"

ab, = 0.655(366)cm™"  af = —3.512(452)cm™!
ay = —0.159(321)em ™ al = 0.179(556)cm

We summarize this analysis in Table 1. Column 1 gives the usual local notation
for the stretching kets. Columns 2 and 3 show that the eigenstates are close
to the initial basis, that is close to column 1. Some modulus near 75% or 80%
(n10,1E1,2E;,n = 2, 3,4) indicate simply that new combinations of these kets
affected of a multiplicity label, would correct these percentages up to 100%
as the diagonalization process mixes only those kets. Columns 4 and 5 exhibit
the eigenvalues of Model 1 and 2. As these models differ only by some non-
diagonal terms, the values of these columns differ a little, but the difference
is not significant as indicated in columns 7 and 8. Moreover, the standard
deviations o(d, p) we calculated, and define as

1 ca oos 2
U(d,p)_JmZ[Ef l)_Ei(b)

i=1

where d is the number of experimental data included in the fit and p is the
number of parameters included in the fit, are quite close: o™°%1(13 4) =
0.77 em~! and oM°42(13,6) = 0.54 cm™!. The last column of Table 1 shows
the difference between calculated and observed energies from a previous fit
[5]. However, in this paper, the authors did not reproduce well the data with
ns > 3 as the difference equals 10.93 cm~! for n, = 6 and even 17.14 cm ™! for
ns = 7, so they excluded these data from the fit in the least squares calculation
(with a star in Table 1). We have only rejected the data for the n, = 7 levels
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(with a cross in Table 1) as the deviation reaches about 7.3 ecm™! for those
levels.

To conclude this section, our two models indicate that stretching modes can
be studied separately of the bending ones in a first approximation. Saying
differently, it allows, a posteriori, the use of chain (5), forms initially by two
chains related to the two different motions. In any case, as the number of
experimental data is not so high, and as the two models give extremely close
results, we shall restrict our Hamiltonian to Model 1 for simplicity in what
follows.

5 Algebraic model of the vibrational Hamiltonian

From the previous construction of a pure stretching Hamiltonian Hg we easily
deduce that a basic vibrational Hamiltonian H = Hg + Hy, built from the
chain (29), is given by :

H = ap Ng +a1(N% +N% +N§)

3
+ aa(N Ny + NNz + NoN3) +az > b/b,
i#j=1

+ay ny, + as(NZ + N2 + N2)

7
+ (lﬁ(N{,N@ + N5N7 + N6N7) + ar Z bjb]

i#j=5

However, we have to introduce, into the Hamiltonian, a coupling term between
the stretching and bending degrees of freedom. In order to build this term,
noted Hg_y, = agHs_1, we should remember that the stibine molecule has 2:1
Fermi-type resonances

v (A) ~25(A41) and  v3(E) ~ 2u(E). (34)

This is why, we can consider the following term

3 7
Haw =3 > (b/bibbibi? + bibib/bb?). (35)
i=1k>1=5

In reference [5] the authors showed that the quantity

2ns+n, = K with K €N (36)
is a good label for this physical problem. Within the K blocks, we can deduce
the number A/ of vibrational states (for all symmetries C' = A;, Ay, E). This

10
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number is given in Table 2 for 1 < K < 28. The choice of K = 28 is as follows:
ns = 7 is the maximal quantum number for which a level is observed (it is a
pure stretching level defined with ny, = 7 and n, = 0). As K = 2n4 + ny is
a constant for a given couple (ng, ny), one deduces that K = 14 is a possible
block for each (5, symmetry. But the code which generates the basis, produces
all the stretching kets from ng, = 0 to ny = 7 and, of course, all the bending
kets from n, = 0 to n, = 14. Then by coupling the two sets of stretching and
bending kets, we obtain K, = 28.

Table 2 :

Number of vibrational states A/ within the K blocks for all symmetries
K N K N K

2 § 189 |15 1647 |22 4264
6 9 275 |16 2113 |23 3754
13 |10 399 |17 2374 |24 4389
26 | 11 550 |18 2949 |25 3377
45 |12 763 |19 3064 | 26 3893
75 | 13 1011 | 20 3706 | 27 2212
121 | 14 1347 | 21 3593 | 28 2526

\IGJCH%OJ[\')HN

From Table 2, we deduce the total number N of vibrational states for all
symmetries (A;, Ay, E), as shown in Fig. 1:

Fig. 1:
Total number N of vibrational states for XY3; molecules

Energy in cm-1
. X 10° 9y

451 7 21317

ar - 19036

351 7 16754

3r q 14472

25 7 12190

2r 7 9909

151 7 7627

TOTAL NUMBER OF VIBRATIONAL STATES

1r 7| 5345

05 - 3064

& 1 1 1 782
5 10 15 20 25 30
NUMBER OF POLYAD K

Table 2 and Fig. 1 show that our problem would be computationaly unsolvable
for high energies that is for high n, and n, values. Indeed, near 23000 cm™*,
the total number of vibrational states is around 50 000 ! Usual computational

methods of fit would be unefficient for matrix of that size and CPU time

11
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would be enormous. This is why the introduction of the K label together with
the usual C' symmetry type in the Cs, group is of primary importance for the
data-processing of the problem. The matrix representation of the Hamiltonian
operator in basis (28) can be done by blocks of defined symmetry, then, within
each block of symmetry C, the same process can be extended with blocks K.
Therefore, the Hamiltonian matrix has the form indicated in Fig. 2.

Fig. 2:

Matrix form of the Hamiltonian
(—  ~17000x 17000 -

1 BLOCKA 1
=] o 0
0 ~ 14000 x 14000
K=28
1 BLOCKA »
K=2 O
0 K=28 ~ 17000 x 17000
1 BLOCK E

Finally, with the algebraic approach U(p + 1), one obtains a model of Hamil-
tonian with nine parameters

H = apng + a;(N? + N3 + N2)

3
+ ap(N1Ny + N;N3 + NoN3) + a3 > b?bj
i#j=1

+agny, + as(NZ + Ng + N7) (37)

7
+ ag(N5Ng + N5N7 + NgN7) + ar 7&2 b b,
iAj=5

31
+asy X (b:rbkblb4b§2 + bIb?beibi) :
1SS

6 ENERGY LEVELS OF THE STIBINE MOLECULE

Before to start the full analysis of the vibrational stibine levels, one must
remember that the use of the operator (34) implies the knowledge of the
maximum values of the quantum numbers n, and n;, that is Ny = n,, . and

12
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Ny = ny,,,.. The determination of Ny = n,,,,. is done as follows: we assume
that a way to dissociate the molecule is to concentrate the energy on one
bond, that is, in the case of the stretching mode, for a [(n00), A; or E) ket.
The previous analysis has shown that such kets are pure, that is, are preserved
after diagonalisation (See Table 5 where %init.ket > 0.995 for such kets).

So we simply examine the derivative of Hy, as being a continuous function of
ns when the eigenkets are of |(n00), AjorE) type. For the Hamiltonian Model
1, this leads to

Ho,|(n00), A; or E) Ey,(n)|(n00), Ay or E)
P

= (apn + a1n?)|(n00), Ay or E).

d Eq, (n)
an N=Nmazx

29. One can note that the relative variation of the parameter ag to ajy (resp. a;

to a}) from Model 1 to Model 2 is about 0.005% (resp. 0.06%) which confirms

the stability of the diagonal part of the two Hamiltonians Ho,. Indeed, the

same calculations of Ny = ng, . can be done with Model 2, and we obtain

once again that n,,,, ~ 28.79 that is Ny = 29.

As we impose =0 , we determine n,,,, ~ 28.81, that is Ny =

One interesting application of the determination of n,,,, = 29 is to estimate
the energy for this value. With Model 1, we find that Fy (29) ~27761 cm™!
and Ep,(29) ~27747 cm™! with Model 2. These values are in good agrement
with the experimental determination of the dissociation energy of the stibine
molecule [4]: D, ~ 28900 cm ™!, that is, a relative error of 3.94% with Model
1 and 3.98% with Model 2.

More delicate is the estimation of the quantum number N, = n;, .. Indeed,
the available pure bending spectrum of the stibine molecule presents only four
experimental data. Using a four parameters model for the Hamiltonian

Hy, = aynp, + a5(NZ + N2 + N2)

7
+ ag(NsNg + NoN; + NgN7) +ar > bib, (38)

i#j=5

acting on the bending symmetrized kets, we have to solve a non linear system
of four equations with four unknowns. We obtain

as = 814.77(8.91)cm™! as = —11.44756(338)cm™!
a5 = —0.0002436(728)cm™" ar = —41.7917(160)cm "

The evaluation of the maximum of Ej, (n) = asn + asn? as being a continuous

13
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function of n,, that is =0 , leads to N,qe = 35.6, so N, = 36.

N=Nmazx

0 Ey,(n)
an

For the lowest values of the vibrational quantum numbers n, and n;,, one
must point out that the model is, in fact, not really so sensitive to the values
of N, and N,, whereas it becomes more and more dependent of these values
when the vibrational quantum numbers increase. Physically, the U(p + 1)
model expresses naturally that the maximal vibrational numbers N, and N,
are taken into account when the energies reach values close to the maximal
ones as, for example, the dissociation limit.

Table 3:

Quantum numbers resulting of the action of the operator agHs

[ ni [ conditions | nj [ ni [ conditions [ ng |
ni—1[i=Tor2or3[ng +1[n; +2[j=5o0r6or 7|ng—2
nj +1

ni71i=10r20r3n4+1nv+15§j17éj2§7n372
J2
ni+1ji=1or2or3ng—1|n; —2|j=5o0r6or7|ng+2

ni+1li=1or2or8{ny—1|" 115 < ji #jo < Tlng +2

Mo —

Indeed, let us examine the action of agHs_p on a ket

asHs—b|ninanzninsngnyng) = Alnnynin,ningning), (39)

where the possible values of the quantum numbers n/nhn} n/=Nen, ningn’, ni=
Nynj, are given in Table 3. From the form (35) of the operator Hs_p, the action
of this operator on a ket |nynangnynsnegnsng) leads explicitly to :

ot slmmmsnansnoning = as 3 5 [(n+ 1)) — 5en)n)ns + Do + 2]
[n +36i,1 m2 +0i2n3 + 0314 — 1ns — O 5 — 015 g — Okg — 511,6 N7 — Ok — 07 g + 2)
tas 3 3 [(na)(n + 1)+ 14 040)(na + 1) (ns) (s — 1)] 2

[n1 — di1mo — diang — 83 ng + L ns + g5 + 015 N6 + Ok + O16 N7 + O 7 + 017 g — 2)

(40)
Thus A in (39) is equal to

A :/ <TL,1 =N + (51'71 TL,Q = 7}2 + 61‘72 TLI3 = N3 + 61‘73/7121 =Ny F 1 7’LI5 =ns F (6}675 + 5l,5)
ng = ng F (Ok,6 + 016) N7 = nr F (0,7 + 01,7) ng = ng = 2\(187'(543\nlnzn:snfmsnﬁnms)
= as [(nz +1-— 6ni,m71)(n4 +1-— 6ng,n471)(nk +1— 6n;c,nk71 - 6n;‘.,nk72)] 2
1
X {(nz + 1401 — 300 ny—2 = Oweng—1) (M8 + 1 — Orgng—2) (s + 2 — 3677,’8,713—2)} 2
(41)
withl <i<3and5<I<k<T.

Now, taking into account that ny = Ny — ng and ng = N, — ny, relation (41)
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may be rewritten as:

1 g 1 1 1
A =agN& Ny {(m +1 =0 n-1)(1 = N + N ﬁéng,nrl)] 2
X [(nk +1 - 6nL,nk—1 — 6n;7nk_2)(nl + 1+ 6l,k — 36n§ﬂ,nk—2 — (Sn/k,nkfl)} 3
Ny 1 1 Ny 2 3 } 1
X 11— — —7—5,”/,”, 11— — _*_5n’nf
0§ o)1= R~ )]
X , (42)
N
Denoting e, =1 — E + ﬁs — Fs(;ngl,nrl
ny 1 1 Ny 2 3
dep=(1——+ —— —wsms2)(l — —+ — — —0wsns2),
and €, = ( N, + N, N, smg—2)( N, + N, N, 8ns—2);
one obtains immediately that
! !’
- g lag b
and nj, ny, 1 n, 1 ny, 2
— D1t )<< - - 2,
(1= =R =) Za<U= R4 - T+ 1)

So for usual large values of the quantum numbers Ny (Ny = 29) and N, (N, =
36), taking into account the conditions of Table 2, it results for (ng, ny) =
(0, 0) that

1.006 < (/g6 < 1.084, (43)
and for the maximum quantum numbers (ns, n,) = (7, 14) used in the present
fit, it becomes:

0.283 < \/e,6, < 0.323. (44)

Relation (43) means that for low values of the quantum numbers n; and ny,
the matrix element (42) behaves as

1
A ~ GSNSQ Nb {(nz + 1-— 5n;7nz_1)(nk + 1— 5n;c7nk_1 — 6n;ﬂ7nk—2)] % (45)
X [(nl +1+ 6l,k - 36n;§,nk—2 - dn’k:,nkfl)] %

In others words, (45) expresses that the knowledge of the quantum numbers
N, and N, is not necessary to reproduce the spectrum for low values of the
quantum numbers ng and ny. Indeed, as mentioned here before, Ny and N,
are connected to the maxima of Ey, and Ej,. As known, the usual harmonic
developments, even completed with perturbative terms, reproduce rather well
the lowest part of molecular spectra without to know the values of the dis-
sociation limits. If one wanted to reproduce only the low harmonic part of
the molecular spectra with our model, matrix element of the operator (35)
could be reduced to the matrix element (45) which can be seen as the matrix

37
element of the operator agHg = ag > >0 (bl+ bib; + bl*b:bi) weighted of
i=1 k315
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the effective parameter af = agNs% Np. In such a case, any arbitrary choice,
enough large, of the quantum numbers N, and N, would be mathematically
equivalent as being in fact, physically irrelevant. Formally, the operator agHp
is similar to a Fermi operator used in a 2:1 resonance. But, relation (44) shows
that the knowledge of the values of the quantum numbers N, and N, is impor-
tant when the quantum numbers n, and n, increase. Indeed if these numbers
approach N, and N, our model expresses that exchange of energy between
the stretching and the bending modes can not be made without taking into
account the dissociation limits of the molecule. Of course, as one could expect
from a physical model, this means that the energies of the upper levels depend
upon the values of the maximum quantum numbers.

Moreover, as Hgs_p is purely non diagonal (see Table 3), we have checked
our model by changing the values of Ny = ng, .. = 29 and N, = ns,,. =
36. With N, from 25 to 34 and N, from 33 to 39, it leads to almost the
same calculated energies for the lowest levels, the variations being completely
irrelevant comparatively to the experimental precision.

Therefore, by fitting the experimental data [5], we obtain the following results
given in Table 4: column 1 refers to the coupled kets where the first three fig-
ures represent ny, ns and ng. The fourth figure stands for n, with the maximal
value of 29. The three next figures are the bending quantum numbers followed
by ng the maximal value is 36. Then, we have summarized the coupling scheme
by giving the stretching symmetry, the bending symmetry and the total result-
ing symmetry in Cs, group. The calculated eigenvalues are given in column 2,
observed energies are given in column 3 and the difference calculated-observed
energies is indicated in column 4. In the last column, we give the percentage of
the initial ket which has been preserved after the diagonalisation process. In
order not to have a too long table, we have shortened it by giving the complet
results from 781.810 cm™! to 7173.616 cm™! and some partial results up to
23597.394 cm L. The worst difference in column 4 does not exceed 3.758 cm™*
near 4513.000 cm™! and the differences in this column do not increase when
the quantum numbers increase. The quality of the initial basis is relatively
well preserved as most of the values in the last column are higher than 50%.
In modulus, some percentages are less than 15% (14.10 % at 6921.715 cm™!),
however these bad values are reached when a multiplicity label appears (there
are two bending states [421, E) in the region of 6921.715 cm™!) and a differ-
ent choice of construction of the initial basis could correct those percentages.
The standard deviation associated to this fit is 0(23,9) = 1.75 cm ™!, and the
parameters are (in cm™!):

ao = 1925.30(1.14)  a; = —32.80(56)
ay =65.27(1.33)  az = —0.77(01)
ay = 792.74(55) as = 16.09(23)
ag = —81.62(78)  ar = —4.28(35)

as = —0.018177(45).
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The correlation matrix M..,-(23,9) is:

M.0r(23,9) =
ao ai az as a4 as ag a7 as

ag 1

ar —0.88 1

as 067 —0.91 1

az 034 —0.51 046 1

as —0.11 —0.09 —0.03 0.25 1

as —0.31 033 —0.05 —0.29 —0.80 1

ag  0.69 —0.78 0.56 053 0.40 —074 1

az —0.16 027 —0.18 —0.95 —0.35 0.38 —0.46 1

ag —0.66 0.66 —0.36 —0.42 —0.53 0.83 —0.87 0.40 1

If the parameters ap and a; of the pure stretch fit remain almost unchanged
comparatively in this complete vibrational fit, the parameter as is now com-
pletely different. In fact the interaction operator Hs_y, between the two vibra-
tional modes takes effectively into account the initial large difference about
7.3 cm™! between observed and calculated energies for the |(700)14; or 1F;)
kets. Locally, Hs_p may act as an operator of stretching to improve the fit,
the difference being now of -0.241 cm™' and 1.085 cm™ (resp.) only for
the [(700)1E,) = [(700)22[|(000)36; (1E 14;) ——> E) and [(700)14;) =
|(700)22(|(000)36; (1A; 1A;)—> A;) kets. The correlation matrix M., (23, 9)
is relatively good, even if it is rather an indicator than a statistical result due
to the weak number of experimental data.

Table 4: Observed and Calculated Vibrational Levels of 21.SbH;

ket EigenValues Obs. En. Calc-Obs %init.ket

(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus)

I1C000)29/1C 10 0) 35;(1A1 1A1 ) --> Al > 781.810 782.240 -0.430 99.98
1C000)29/1C100) 35;(1A1 IE ) -—> E > 826.921 827.850 -0.929 98.35
[1C000)2911C 1 10) 34;(1A1 1A1 ) -—> Al > 1557.992 1559.000 -1.008 99.13
1C000)2911C110) 34;(1A1 1E ) -—> E > 1572.003 99.70
1C000)29/1C 20 0) 34;(1A1 1E ) -—> E > 1650.246 99.69
1C000)29/1C 20 0) 34;(1A1 1A1 ) --> Al > 1650.590 1652.700 -2.110 98.95
I1C100)28/IC000) 36;(1A1 1A1 ) -—> Al > 1891.790 1890.502 1.288 99.83
IC100)28/IC0O00) 36;(1E 1A1 ) -->E > 1893.317 1894.497 -1.180 99.99
1C000)2901C 11 1) 33;(1A1 1A1 ) --> Al > 2275.009 97.88
I1C000)2911C210) 33;(1A1 1E ) --> E > 2347.308 73.97
1C000)2911(C 21 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2348.884 97.61
1C000)2911C210) 33;(1A1 2E ) -—> E > 2360.017 74.05
1C000)2911C 21 0) 33;(1A1 1A2 ) --> A2 > 2372.609 100.00
I1C000)29/1C 30 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 25622.271 99.57
1C000)29/1(C 30 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2522.342 99.31
IC100)28/1(100) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2659.810 2661.000 -1.190 99.46
IC100)28/IC100) 35;(1E 1A1 ) -—> E > 2693.566 99.96
IC100)28/1(100) 35;(1E 1E ) --> A1 > 2703.857 100.00
IC100)28/IC100) 35;(1E 1E ) --> A2 > 2703.854 100.00
IC100)28/IC100) 35;(1E 1E ) -->E > 2703.866 98.66
IC100)28/IC100) 35;(1A1 1E ) -—> E > 2705.235 2705.000 0.235 98.34
1C000)201C 21 1) 32;(1A1 1A1 ) -—> A1 > 3000.570 98.88
IC000)2911C21 1) 32;(1A1 1E ) --> E > 3027.012 98.92
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TABLE 1: Observed and Calculated Stretching Levels of 2! ShH; for
n <12
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ket %init.ket %init.ket EigenValues EigenValues Obs. En Cal-Obs Cal-Obs Cal-Obs
(Modulus) (Modulus) (Mod. 1) (Mod.2) (Mod.1) (Mod.2)  (Ref. 5)
(Model 1) (Model 2) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (em -1)  (em -1) (em -1)
1C 10 0)1A1> 1.000 1.000 1890.002  1890.824  1890.502 -0.499  0.322 -0.82
(10 0)1E1> 1.000 1.000 1895.424  1895.126  1894.497 0.927 0.629 0.31
1( 20 0)1A1> 0.996 0.996 3719.940  3720.258  3719.933 0.007  0.325 -0.42
1(C 20 0)IE1> 0.999 0.893 3720.256  3720.299  3719.860 0.396  0.439 -0.08
1C 11 0)1A1> 0.996 0.997 3783.928  3784.973
1C 11 0)1E1> 0.999 0.958 3789.034  3788.807
1( 30 0)1A1> 0.999 0.999 5480.051  5480.176  5480.285 -0.233 -0.108 -0.02
1( 30 0)IE1> 0.999 0.999 5480.161  5480.285  5480.235 -0.073  0.050 0.04
1( 21 0)1A1> 0.995 0.996 5607.956  5606.976  5607.000 0.956 -0.023 0.45
1( 21 0)1E1> 0.821 0.810 5609.678  5612.409
1C 21 0)2E1> 0.821 0.825 5614.021  5615.700
1C 21 0)1A2> 1.000 0.999 5619.186  5615.567
1C 11 1)1A1> 0.996 0.997 5681.084  5681.600
1( 40 0)1A1> 0.999 0.999 7173.042  7173.127  7173.799 -0.756 -0.671 0.93(x)
1C 40 0)1E1> 0.999 0.946 7173.137  7173.186  T7173.783 -0.645 -0.596 0.95(x)
1( 31 0)1A1> 0.994 0.988 7371.087  7371.928
1( 31 0)1E1> 0.854 0.806 7373.334  7374.222
1( 31 0)2E1> 0.850 0.785 7375.125  7375.841
1( 31 0)1A2> 1.000 0.997 7375.322  7375.254
122 0)1A1> 0.992 0.988 7440.494  7441.719
1C 22 0)1E1> 0.990 0.978 7441.359  7441.214
1C21 1)1A1> 0.996 0.994 7500.399  7503.265
(21 1)1E1> 0.999 0.894 7510.814  7511.042
1( 50 0)1A1> 0.999 0.999 8799.139  8799.129
1( 50 0)1E1> 0.999 0.934 8799.228  8799.184
141 0)1A1> 0.998 0.996 9064.361  9065.348
1( 41 0)1E1> 0.828 0.813 9066.231  9066.195
1C 41 0)1A2> 0.999 0.941 9068.000  9068.524
1C 41 0)2E1> 0.826 0.730 9068.296  9069.382
1 ( 32 0)IE1> 0.746 0.709 9190.463  9189.110
1( 32 0)1A1> 0.997 0.991 9194.383  9196.043
1( 3 2 0)2E1> 0.749 0.525 9200.254  9204.748
1( 32 0)142> 0.999 0.998 9205.555  9205.310
1( 31 1)1A1> 0.988 0.981 9265.796  9267.944
1( 31 1)1E1> 0.997 0.860 9266.546  9267.903
1C 22 1)1A1> 0.989 0.987 9327.678  9331.350
1( 22 1)1E1> 0.997 0.955 9337.637  9337.825
1( 6 0 0)1A1> 0.999 0.999 10358.350 10358.205 10358.000 0.350 0.205 10.93(*)
1( 6 0 0)1E1> 0.999 0.930 10358.435 10358.257 10358.000 0.435 0.257 10.93(*)
1( 51 0)1A1> 0.999 0.996 10690.392 10691.437 10691.500 -1.107 -0.062 2.80(%)
1( 51 0)1E1> 0.820 0.785 10692.224 10691.566 10691.500 0.724 0.066 2.80(%)
1C 51 0)1A2> 0.999 0.971 10694.012 10694.541
| ( 51 0)2E1> 0.819 0.782 10694.466 10695.989
1C 70 0)1A1> 0.999 0.999 11850.678 11850.357 11843.500 7.178(+)6.857(+) -17.14(%)
1C 70 0)1E1> 0.999 0.929 11850.760 11850.407 11843.500 7.260(+)6.907 (+) -17.14(*)
1( 8 0 0)1A1> 0.999 0.999 13276.122 13275.584
1( 8 0 0)1E1> 0.999 0.928 13276.202 13275.633
1( 90 0)1A1> 0.999 0.998 14634.683 14633.888
1( 90 0)1E1> 0.999 0.927 14634.762 14633.936
1(10 0 0)1A1> 0.999 0.998 15926.362 15925.269
1(10 0 0)1E1> 0.999 0.927 15926.440 15925.316
1(11 0 0)1A1> 0.999 0.998 17151.168 17149.726
1 (11 0 0)1E1> 0.999 0.927 17151.236 17149.773
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1(12 0 0)1A1> 0.999 0.997 18309.072 18307.260
1(12 0 0)1E1> 0.999 0.927 18309.149 18307.306

7 Conclusion

In this paper, we described the vibrational modes of the stibine 2! SbHs by the
U(p+1) algebraic formalism. Firstly, we have built a Hamiltonian adapted to
the stretching modes of this molecule in order to test the quality and efficiency
of a pure stretch chain of groups. Then we have built a Hamiltonian to describe
all the vibrational degrees of freedom based on the coupling of two chains
of groups devoted to stretching and bending vibrational modes. For that,
we determined an algebraic coupling operator to describe the strech-bend
resonances. This coupling operator allows to introduce the polyad number
K = 2n4 + n, which simplifies considerably the diagonalisation procedure
of the Hamiltonian matrix. By fitting the experimental data, we obtain the
R.M.S ¢(23,9) = 1.75 cm™! and estimate the stretch dissociation limit of the
stibine molecule near 28900 cm™'. The spectral amplitude described by our
model is about 41% of the total vibrational spectra in energy.
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Appendix A: Symmetrized kets

l(nnn), Ay = |nl7”l>
[(nnn'), Ar) :?Hnnrﬁ—ﬂnn n) + |n' nn)]
[(nnn'), By) = %[Q\nnn’>f|nn’n>f|n nny]

[((nnn'), Ey) = Y — [n'nn)

i’
—Ilnn'n
2
v2
—[|n1 nang) + |n1 ng ng)
V6

+|ng nyng) + [nanzny)
+|nznina) + [ngnang)]

|(n1 na 713)7 A1> =

|(n1 ng n:s) ) A2> = %Hm Ny ;13> |— |n1 ns ;12>

—|n2 Ny n3) + N2 ngng

+|n3nyny) — [nsnan)) where the kets |[(ny nang), r Co)
|[(nyngnsg), 1E)) = ?[2|n1 ngnz) — [ngngny)

—|n1n3na) + 2|ng ny ng)
—|nangny) — |ngny ng)

|TL1 N9 77‘3)7 1E2> = 7[|n1 ns Tl2> — |n3 N9 Tl1>
+|nzning) — [nanzny)]
[(n1neng), 2E;) = 5[*|n1 ngna) + [nangn)
—|ngning) + [ngnany)
ninaong), 2Fs) = —|[—|n1ngng) + [nangn
|(n1nang), 2E;) \/ﬁ[\132>\231)
+2|fL2 nq n3> — 2|TL1 N9 n3>
+|n3ny ne) — |ngngng)l,
are defined with the convention n; > ny > ns.
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Appendix B: Symmetrized generators

YA = N,
y?(Al) -7
N =N+ N, - 2N;

o 3[R, - Ny
V3 = Ei5+ Ey1 + Ezs + Esy + Ea1 + Eio
V) = _E\ 34 F31 — E3p + Eag — Eay + Ei»
WP = —Eys — By — Esy — Ess + 2By, + 2E1

y22(E) = \/g(El;; + E31 - E32 - E23)
f(E) :E32—E23—E13+E31
3(E)

= %(—QEM +2E51 — B39+ Eas + E31 — Ey3)

2
VHA) = By + Eyy + B3y + Eys + Eay + Ego
VA = By — Eyy + Byy — Eqo + B3y — By

yi(? = L4+ Eyy —2E34 — 243+ Eyy + Eyo
yg(E) = V3(Ei14+ Eq1 — Eay — Ey)
yf( ; =FEiy— Eyy — Eyo+ Eyy — 2E34 + 2Ey 3

S(E = \/g(ElzL — Ey1+ Eyp — Eay)
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Chapitre 6

Le couplage élongation-pliage dans
I’approche local-normal

On peux developper Hamiltonien vibrationnel en base ’approche local-normal : les modes
d’élongation sont décrits a l'aide d’opérateurs développés en approche locale et les modes de
pliage en base de modes normaux.
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Abstract

We compare two formalisms applied to the vibrational modes of the molecule of
AsHj of (3, molecular symmetry group. Indeed, the close strecthing modes of
this molecule may be considered as those of a three dimensional oscillator whereas
the bending modes may be considered either as a one dimensional oscillator of
symmetry A; and a two dimensional oscillator of symmetry E or as an approximate
three dimensional oscillator. So, we have applied the U(p + 1) formalism to the
both stretching and bending modes and introduced coupling terms acting on an
appropriate coupled vibrational basis through a local mode formalism. We have
then compared the result of our fitting with those obtained with the coupling of
a local mode formalism adapted to the strecthing vibrations with a normal mode
formalism for the bending ones. Finally we compare our results with other methods
recently proposed in the literature.

Key words: Vibrational excitations; AsHs; Unitary group approach; Local mode;
Normal mode

1 Introduction

In the past 15 years, many papers have been proposed to investigate the lo-
cal mode molecules consisting of several X — H bonds and many formalisms
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Email address: claude.leroy@u-bourgogne.fr (C. Leroy).
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have been applied to interpret these molecules. The first approach was ini-
tially given by Iachello et al. [1,2] with the vibron model where a u(4) algebra
is used to describe the spectra of diatomic molecules. However, this model
becomes rather complex when the number of atoms is more than 4. Based
on the properties of the unitary and special unitary groups, many teams have
developed quite different models applied to the vibrational modes of molecular
systems and it is worth to mention the works of Van Roosmalen et al. [3,4],
Lemus and Franck [5] or Xi-Wen Hou et al. [6]. Interpreting differently the
properties of the unitary groups, an algebraic formalism called the U(p + 1)
formalism, initially developed by Michelot et al. [7] and Leroy et al. [8-11], has
demonstrated its efficiency to reproduce the vibrational level of XY, molec-
ular systems, and recently for XY3; molecular systems such as the stretching
modes of AsHj [12] and the vibrational modes of the stibine molecule [13].
Arsine molecule AsHsj is one of the candidates for the study of the local mode
effect of the symmetric top molecules. It is the simplest compound of arsenic,
flammable, pyrophoric, and highly toxic molecular derivative of arsenic and
hydrogen. The compound is of interest for its lethality, its applications in the
semiconductor industry, and its use in the synthesis of organoarsenic species.
Moreover, through vibrational dissociation of the arsine molecule, the produc-
tion of arsenic, used in semiconductor industry, enhances an industrial com-
petition between Russia, first world producer, and France ranked in second
position. For these reasons, knowledge of the chemical and physical properties
of this molecular system are of great imporance.

A wide literature has been devoted to the molecule of arsine: the ground state
spectroscopic constants, molecular geometry and analysis of the structure in
the first excited states of this molecule are presented in [14-19]. AsHj is known
to be a pyramidal molecule of the C3, molecular group symmetry. So arsine
molecule is characterized by four fundamental modes (two one-dimensional
and two double-dimensional) with the following frequencies for stretching vi-
brations v (A1) = 2115.164 cm ™', 15(F) = 2126.423 cm ™!, and for the bend-
ing ones 15(A;) = 906.752 cm™ L, vy (E) = 999.225 cm L.

The goal of the present paper is to study simultaneously all the vibrational
levels of AsHj. The U(p + 1) formalism was proposed in [12] for the vi-
brational stretching modes of AsHs which is characterized by the condition
v1(Ay) ~ v3(E), namely:

U4) D U(3) D K(3) D S(3) = Cs,. (1)

Here, we propose to apply our U,(4) x Uy(4) formalism, as developed in [12,13],
to the molecule of arsine. However, due to a poor local behaviour, we will
see that a normal formalism is more adapted to describe the bending modes
of AsHj. The formalism we apply allows one to consider in a considerably
simpler way all the vibrational levels including the very excited one: the most
important point is that the accuracy of our models does not decrease for these
high excited levels. The paper is written as follows. The local mode through

125



the U(p + 1) model is presented in the next section. In Section 3 we apply it
to the stretching modes. In Section 4 we compare local and normal formalism
applied to the bending modes. A local model for stretching modes coupled with
a local model for bending modes is proposed in Section 5, then we replace the
local model for bending modes by a normal one and apply it to all vibrational
levels in Section 6. Our conclusion is given in Section 7. The reader is invited
to read a recent paper of Sdnchez-Castellanos et al. [20] on the same subject
and also based on the Us(4) x Uy(4) formalism. This paper of Lemus’team
proposes some original ideas and good progress in theoretical spectroscopy.
However, some concepts seem for us to be somewhere empirical as we will
explain in the present work.

2 THE ALGEBRAIC FORMALISM U(p+1)

Assuming the physical conditions
l/l(Al) ~ llg(E) and Z/Q(Al) ~ 1/4(E), (2)

we can describe the vibrational modes of the arsine molecule by using the
following algebraic chain

(Us(4) D) Us(?’) > %(3) D] 55(3) ~ 0311)

D) 03111 (3)
(Up(4) D Up(3) D Ky(3) D Sp(3) = Csy)

where s indicates the stretching vibration and b the bending one [12,13,21]. As
a good survey of the U(p+1) formalism can be found in [12,13], we only present
in this section a brief summary of main important properties of U(p + 1). In
general, the fundamental concept of an algebraic formalism is to introduce a
chain of groups (algebras)

G1DGDG3D -Gy (4)

to describe a physical system.

For a physical system characterized by p identical degrees of freedom, in the
algebraic formalism [7,22], the dynamical group Gy is chosen as the unitary
group U(p+ 1). The second group Gy of chain (4) gives us information about
the energy levels and their degeneracies, and this is the reason why this group
is known to be a degeneracy group. Moreover, this degeneracy group is taken as
the unitary group U(p) in the U(p+ 1) algebraic formalism. Many realisations
are possible to construct the generators of the unitary group U(p + 1) [23].
In the Bosonic realization that we use, a set of generators of the dynamical
group U(p + 1) is constructed by (p + 1)? operators E; ;
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with the usual Bose relations
[b;,b,] = [bf . bf| =0and [b;,bf| = ;. (6)

It is important to stress right now that it is impossible to exactly express
physically the operators E;;, or saying differently, there is no a one-to-one
way to connect bj and b, with any usual canonical variables q and p. The
first obvious reason comes from the realisation of the U(p + 1) generators:
these generators are purely abstract. They do not need to be defined in a
real configuration space in order to respect U(p + 1) generators properties.
Consequently, any sytem of coordinates expressed or derived from the usual
canonical variables q and p can not be put in correspondance in a single way
with the operators b and b;. It follows that such connections, established
in [20], are a particular choice of the authors but are not proven as they
can not. However, we agree with [20] concerning the fact that appropriate
identification, even if not unique, may be chosen accordingly to some physical
meaning. In any case, this does not express an advantage of a formalism or
an important feature of an approach. It simply expresses the perspicacity in
the choice of a unitary transformation between two systems of coordinates
(one being physically meaningfull, the other one being abstract) which allows
a comparison of operators or/and parameters between these two formalisms.

The set of all the physical states is given by the action of the (p + 1) Boson
creation operators on the ground state:

i=p+1 "y
,.1:[1 (b))
nl,ng,...,np,an)=Z.’;T\O,...,O,O>. (7)
i=1
We define the weight operator N;

diagonal in basis (7). The p operators N; (i = 1,...,p) are interpreted as the
operator numbers of quanta associated to the ith bond of the molecule:

Nilna, ooy M) =15 0,0 Ny, M) 9)

The last group G,, of algebraic chain (4) is symply the molecular symmetry
group of molecule. The determination of the irreducible representation (irrep)
of the unitary groups U(n) is due to Gel'fand and Zetlin (G-Z) [24]. A practical
method [9,25] consists in the determination of a complete set of invariant
operators I,(CU("» called Casimir operators. These operators are built with the

127



help of the U(n) generators E;;:
Uln n
I;<c (n) _ > EiuEuiy..- By (10)
01,02, ip=1
with: k=1,2,...,n.

)

These Hermitian operators ILU(") commute with each generator E;;:

LBy =0 Vij k=12 n (11)
Now, we consider the set Z formed of the g(n + 1) operators IECU(j)> as
T =
v | AN i Q)
e ey Yy
e (12)
e V@
I?(U
with: ‘
IECU(J.)) = i Ei1 iinQ iz Eik i1y (13)

i1 mig=1
1<j<nand1<k<j.
The operators in Z are Hermitian, independent and mutually commute. The

set (m) of g(n + 1) integers

(m) =

min man AN N My n
mMin—1 cee Megp—1 «-+. Mp_1n-1
: RO (14)
mi2 USP)
mii
with the conditions
Myjr1 = Mij 2 Myl 41 1<i<j<n-1 (15)

is called a G-Z’s pattern.
Each irrep of a unitary group U(j) is described by a set of ordered integers
(negative, zero or positive)

[TTZL» = [mlj moj... m]‘j] (16)

with: my; > ma; > ... > m;;. The interest of this notation is that the
irreps [mqj_1maj_1... mj_1;_1] of the group U(j — 1), verifying conditions
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(15), appear only once in the decomposition of the irrep [my;maj, ..., m;j]
of U(j). The chain of groups

Umn)DUm—-1)...0U(12)D>U®1) (17)
is called a canonical chain.
For one fixed representation [m], of U(n), the set of G-Z’s patterns that we
can build in the first (n — 1) lines (the first line is defined by mqq) is an

orthonormal base of the space V ([m],,) of the representation [m], . Therefore,
we can define the G-Z’s ket

o= (k)

The dimension of the irrep [m], is given by the Weyl formula [26]

H (m7n - m]’n _Z+])

i
Dlmb) === (19)

and we define the weight of a G-Z’s ket [24] by:
Wm) =W ( ([;’ﬁ)) = Wi (m), ... Wan(m), Wiy (m) (20)

i i—1
with Win = Z mj; — Z mji—1 (2 < i < n) and Wll = mijq.
=1 j=1

The action of this weight operator can also be defined on the G-Z’s ket. But
as we are working in the totally symmetric irrep [N,00 ... 0] = {N , Op] of

p zeros

the group U(p + 1), there exists an isomorphism between the G-Z’s ket and
the weight of this ket. So, the G-Z’s ket, within the totally symmetric irrep

+1 .
[N = pz ng, Op} of the dynamical group U(p + 1),
i=1

p+l
N=YYn; 0 0
=1
i n=n;+...+n, ... 0 > 1)
ny + ne O
ny
is isomorphic to the weight (ny,ng, ..., ny41).

The definition of Gy as a degeneracy group implies that a physical system
caracterized by p degrees of freedom, can be modelized by p oscillators. Fur-
thermore, the degeneracy of an isotrope oscillator, p times degenerated in the

D P .
n-state (n = Y n;), is equal to the dimension of the irrep [n = Y n;, 0P~ of
=1 i=1
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the unitary group U(p). Therefore, we chose U(p) as degeneracy group Gs. In
what follows, we apply this formalism with p = 3 for the arsine system.

3 LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE STRETCH-
ING MODE

As well known, the frequencies of the two stretching fundamental modes of
the arsine molecule are extremely close: v1(A4;) = 2115.164 cm™!, 15(E) =
2126.423 cm™'. To better appreciate this small difference between the two
frequencies, we define their relative difference by: £¢ = 2% the value of
which, when close to zero, indicates a 1:1 resonance between v and v3. For the
stretching arsine modes, the £5 = 0.0053 indicator suggests strongly a local
behaviour, that is, suggests to use U(3) as degeneracy group of this system
of quasi identical oscillators and U(4) as dynamical group. Therefore, we may
build the Hamiltonian based on (1). We do not expand more our explanations
about this model as all the theory may be found in [12,13]. The Hamiltonian
used here was already defined in [12]

HSL = Qpng + ay [N% =+ N% =+ Ng] + (%) [N]NQ

3
i#j=1

(22)

The basis used in this paper, has been already defined in [13]. In this basis,
we obtain results extremely closed to those presented in [12], as may be seen
with the parameters values and correlation matrice given hereafter

ag = 2161.773(396) cm ™,

ay = —38.695(079) cm™,

(23)
az = —1.650(405) cm™,
az = —3.712(257) cm™!,
a a;  ay az
ay 1.00
Meorr(20,4) = | ax —0.96 1.00 . (24)

a; —0.810.75 1.00

as —0.15 0.10 —0.06 1.00
The result of the fit is given in Table 1. The first column indicates the levels
in local notation, the second column shows that the eigenkets are close to the
initial basis given in the first column. Column 3 gives the eigenvalues, whereas
Column 4 indicates the observed energy levels. Column 5 gives the difference
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Calculated-Observed energy for the present model which may be compared
with the same difference given in [12] (last column). We mention that all the
experimental data used in the present paper are reported in [19,29]. We also
mention that all the fits have been realised using the least square method
involving the Levenberg- Marquard algorithm [27,28] which interpolates be-
tween the Gauss-Newton algorithm and the method of gradient descent. The
main advantage of the Levenberg- Marquard algorithm is its robustness.

Table 1
Observed and calculated energies of vibrational stretching levels of arsine molecule

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)
[12]
[( 10 0)1A1> 1.000 2115.653 2115.164 0.489 0.241
|( 10 0)1E1> 1.000 2126.791  2126.423 0.368 0.649
[( 20 0)1A1> 0.989 4167.189  4166.772 0.417 0.421
|( 2 00)1E1> 0.998 4168.421  4167.935 0.486 0.606
[( 11 0)1A1> 0.989 4238.659  4237.700 0.959 1.445
(11 0)1E1> 0.998 4248.565  4247.720 0.845 1.944
[( 30 0)1A1> 0.998 6136.475 6136.340 0.135 0.215
|( 30 0)1E1> 0.998 6136.519  6136.330 0.189 0.670
|( 21 0)1A1> 0.987 6276.125  6275.830 0.295 0.889
|( 2 1 0)1E1> 0.971 6282.392  6282.350 0.042 -1.294
|( 21 0)2E1> 0.970 6295.242  6294.710 0.532 -4.385
[( 21 0)1A2> 1.000 6299.682
|( 11 1)1A1> 0.990 6366.156  6365.950 0.206 2.127
| 40 0)1A1> 0.999 8027.479  8028.977 -1.498  -1.482
|( 4 0 0)1E1> 0.999 8027.480  8028.969 -1.489 -1.085
[( 310)1A1> 0.983 8249.139  8249.510 -0.371 0.934
|( 31 0)1E1> 0.772 8257.374  8258.370 -0.996 -1.074
|( 31 0)2E1> 0.781 8250.770 *8257.270 0.093
|( 31 0)1A2> 1.000 8258.905
[( 2 20)1A1> 0.974 8331.670
|( 2 20)1E1> 0.984 8332.870
[( 21 1)1A1> 0.987 8393.918
|( 21 1)1E1> 0.997 8414.893
[( 50 0)1A1> 0.999 9841.030  9841.400 -0.370 -0.485
|( 50 0)1E1> 0.999 9841.030  9841.400 -0.370 -0.123
[ 41 0)1A1> 0.995 10139.903
|( 41 0)1E1> 0.859 10139.990
|( 41 0)2E1> 0.860 10147.387
[ 41 0)1A2> 0.998 10147 .472
[( 32 0)1A1> 0.990 10284.301
|( 32 0)1E1> 0.994 10284.931
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|( 32 0)2E1> 0.994 10307.213
[( 32 0)1A2> 0.998 10307.758
|( 31 1)1A1> 0.960 10368.098
|( 31 1)1E1> 0.988 10371.940
[( 22 1)1A1> 0.964 10437.916
|( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.263
|( 6 0 0)1A1> 0.999 11577.177 11576.290 0.887 0.581
|( 6 0 0)IE1> 0.999 11577.177 11576.290 0.887 0.927
|( 51 0)1A1> 0.997 11951.968
|( 51 0)1E1> 0.864 11951.970
|( 51 0)2E1> 0.865 11959.412
|( 51 0)1A2> 0.999 11959.415

| (7 0 0)1A1> 0.999 13235.928
| (7 0 0)1E1> 0.999 13235.928

*: not included in the fit

It should be noted that we remove the |[(310)2E1 > level from our fit and
reattribute [(310)1E1 > as being the |(310)2E1 > level (however, this reattri-
bution induces only a change of 1 cm™" between the two experimental data
which is about the experimental precision in this region). Formally, this is
obviously authorized as the label v = 1,2 in [(310)vE1 > is a label of mul-
tiplicity, i.e., it is not a label having a physical meaning so one can exchange
these labels without influence on the other levels. There are two reasons why
we remove the |(310)2E1 > level from the experimental data. The first one is
that the difference Calculated-Observed energy would be near 8 ecm™! for this
level which would not be physically relevant. The second reason is given in the
paper of Lin et al. [29] where O. Ulenikov was one of the co-authors which is
also the case for the present paper. In that paper the authors explained that
the (310, F) band observed at 8257.27 cm™! is a weak band and that this
band cannot be convincingly assigned as the (310, £') one: its assignment and
the value of the band center should be considered as tentative values only. We
also agree with this conclusion, and maybe a new experiment, more precise,
could raise this ambiguity.

The standard deviation of the fit 0(20,4) = 0,80 cm~! is of the same order
as the experimental precision and agrees with our hypothesis of local mode
modelisation of the system. There is no formal difference between this value
of o and that determined in [12] where o(21,4) = 1.54 cm™' (to be pre-
cise, 0(20,4) = 1.59 ecm~! if one takes into account the elimination of the
|(310)2E1 > level). Indeed, the Hamiltonian used in the present paper and
that of [12] are the same and the only change comes from the small difference
between the stretching basis given in the Appendices of [12] and [13]. The
parameters are well determined and the correlation matrix does not exhibit
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value larger than 0.96.

In the next section, we examine the bending modes of the arsine molecule.

4 LOCAL AND NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN
FOR THE BENDING MODES

Analogously, as defined in the previous section, the £5 = 2% value, with
(A1) = 906.752 e, v3(E) = 999.225 cm™!, does not suggest a strong local
mode behaviour for the bending modes as £5 = 0.097. This is the reason why
we have tried both formalisms, local then normal, to represent the bending
modes of the arsine molecule, even if unfortunaly, the number of pure bending

data is limited to only 6 values.
4.1 LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE BENDING MODES

The local mode model is developped as shown in the previous section. The
association between the quantum numbers njs, ng, ny and the bending angles
is given in [13]. The Hamiltonian, already defined in [13], is:

Hpr = asny, + a5(NZ + N + N2)

7
+ ag(NsNg + N3N; + NgNy) +a7 3 bib,. (25)
s

Table 2 presents the results of this fit. The five columns of Table 2 have the
same signification as that given for Table 1. Obviously, the calculated energy
levels do not agree with the observed ones as the difference between Calculated
and Observed levels (Cal-Obs in Column 5) is larger than the experimental
precision for all cases.

Table 2
Observed and calculated energies of vibrational bending levels (local model) of arsine
molecule

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-0Obs
(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[C100)A1> 1.00 905.329 906.752 -1.423

[C100E> 1.00 1000.647 999.225 1.423

|(110)A1> 0.82 1809.022  1806.149 2.874
10
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0)E >
0)A1>
0)E >
0)A1>
0)E >
0)A1>
0)E >
0)E >
0)A2>
1)A1>
1)A1>
0)E >
0)A1>
0)E >
0)E >
0)A2>
0)A1>
0)A1>
0)E >
1)E >

~
N WNWWHLWPENNENNDWWNNENN
P P, NP, PO, ONRFRPLRFRREPRPLOORREEFE OO

O O OO FH OO0 O0OO0OO0OOFHr OO O OO0 O OO

.81
.80
.81
.81
.64
.85
.56
.87
.00
.74
.62
.40
.78
.43
.63
.00
.37
.67
.72
.79

1899.
1995.
2000.
.048
2796.
2887.
2893.
2990.
2997.
2999.
3611.
3692.
3777 .
3785.
3875.
3885.
3888.
3979.
3983.
3996.

2711

782
690
249

982
751
718
020
654
744
366
147
405
121
803
550
118
357
130
233

1904.115
1990.998
2003.483

-4.332
4.693
-3.234

The parameters and the correlation matrix deduced from the fit are given here

after

@y

as

[¢05]

az

= 973.97(2.26) cm™!

—5.10(1.43) cm™!

= 2.96(2.58) cm™!

= —31.772(262) cm™*

Qg

ay 1.00
gjtcorr(674) =1 as —0.951.00
as —0.38 0.10 1.00

a; —0.13 0.12 0.02 1.00

as ag ar

(26)

(27)

The parameters are not well determined as, for example, ag the precision of
which is of the same order as the parameter itself. We obtain a standard
deviation ¢ (6,4) = 5.64 cm~! which is clearly far away from the experimental
precision. In fact, these results are not so surprising if we remember the rather

large value of the indicator £ = 0.097.

11
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Consequently, we will now compare all these values with those obtained using
a normal representation for the bending modes.

4.2 NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE BENDING
MODE

Algebraically speaking, in the normal modes description, a chain of groups
with associated quantum numbers usually devoted for the description of the
bending modes of a XY3 pyramidal molecule is

Ub(l) ® Ub(2) D 05(2) D 037,. (28)
V2 Uy 4 Co
Up to the second order, a Hamiltonian is:
HbN = Wy Vo + Ko V; + Wy Vy + Ky VZ + Ko4q VoVy + 24 li (29)

It is important to note that the main difference between this Hamiltonian (29)
and that of (25) defined in the previous section comes from two points. The
first point in Eq. (29) is that we consider two distinct oscillators: the first,
associated with vs, is connected to a one-dimensional oscillator, whereas the
part relative to v4 represents a two-dimensional oscillator. The second point
refers to the 12 operator. Indeed, formally Hamiltonian (29) is exactly the same
as that given in [30] (see Eq. (18.1.1)), where Coriolis interactions are indirectly
taken into account through the 12 operator. This Coriolis dependence has been
earlier demonstrated for XY3 molecules as in [31,34] for AsHj or in [32] for
PHs, [33] for SbH3 and recently [35] for AsHjz. Having only 6 data, we tried
all possible 5-parameter models from Eq.(29), and obtained the best following
results for the parameters and correlation matrice:

wy = 910.42(1.75) cm*

Ky = —3.67(19) cm™!

wy = 995.57(28) cm ™!

Koy = —1.32(82) cm™! (30)
g1 = 3.12(20) cm™!

ks fixed to zero

Wy X2 Wg X24  Ga
- (1)'8%100
_ X2 —U. .
Meorr(6,5) = | 55 000 0.00 1.00
Yoy —0.67 0.62 —0.16
g1 0.00 0.00 —0.72

(31)

1.00
0.00 1.00

12
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This time, the parameters are perfectly determined comparatively with those
determined with a local model. Table 3 resumes the quality of this fit. Column
1 indicates the kets in normal notation |vy, vy, |l4],C >, Column 2 gives the
eigenvalues and the last column presents the differences between Calculated
and Observed energy levels. As the kets given in Column 1 are exactly the
eigenkets, it was not useful to add a column %init.ket as in the previous tables.

Table 3
Observed and calculated energies of vibrational bending levels (normal model) of
arsine molecule

ket EigenValues Calc-0Obs
(cm -1) (cm -1)

(1 00)A1 > 906.751 0.000
[C0o1 DE > 998.687 -0.538
[C 20 0)A1 > 1806.149 0.000
(11 DE > 1904.115 0.000
| (02 0)A1 > 1991.132 0.134
|02 2E > 2003.617 0.134
[( 30 0)A1 > 2698.191
(21 1DE > 2802.188
[ (12 0)A1 > 2895.236
[(122E > 2907.721
[C03 DE > 2989.820
[C 03 3)A1 > 3014.790
| (0332 > 3014.790
| (4 00)A1 > 3582.878
(31 1DE > 3692.905
[C 22 0)A1 > 3791.984
(22 2)E > 3804.469
(13 DE > 3892.599
[C 13 3)A1 > 3917.569
[(133)A2 > 3917.569
[C 04 0)A1 > 3982.265
|04 2)E > 3994.750
[C0 4 DE > 4032.205

The standard deviation is o(6,5) = 0.57 cm ™! which is comparable with the
experimental precision.

To conclude this section, it appears that local mode model does not well
restitute the bending energy levels whereas normal one has a 10 times better
standard deviation.

13
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However, the purpose of our paper is to fit simultaneously all the known
vibrational levels of the arsine molecule and to compare the normal modes
formalism with the local modes formalism. As some of the vibrational levels are
combination of stretching and bending excitation, we have tried both possible
formalisms: local representation for the stretching part coupled, firstly, with
a local representation of the bending part; then we fit again all these levels
but with a normal scheme for the bending motion. During the fit process, not
good results appeared for some levels, that is the difference between calculated
energy and observed energy for these levels was surprisingly 5 or 10 times
higher (in average) than for the others ones. This is why we will present
global fit for 33 data and for 27 data.

5 LOCAL ® LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN

The chain of groups adapted to a local-local description of our XY3 system
has already been defined in [13]:

Ns7 03 N, 02 (U)s = (77/17 N2, 77/3) ) f’wa) ()\517 >\527 )\53) (Cso—s)

(U,(4) D U,(3) K,(3) > S0 = Cy)

- @) | D Cy
(U(4) > Uy(3) > K (3) S 53 ~a,) | (©9)
[Nl77 Od} [nb, 02} (wy = (m1,m2,m3), fu,)  (Abys Aoy Aog)  (Chow)
(32)

A first approximation Hamiltonian HZ ,; is built from the two Hamiltonians
Eq.(22, 25):

H% 11 = aons + a3 (N3 + N2 + N2)
+ az(N;Ny + N;N3 + NyN3) + a3 15321 b/ b,
+ay ny, + a5(NZ + N2 + N2)
+ ag(N5Ng + N5N7 + NgN7) + ay 27: b/ b;.

i#j=5

The coupled basis, on which acts Hamiltonian (33) is defined in [13] and the
('3, coupling coefficients are given in [36]. In order to restitute the energy
levels of our molecule, we have to reexamine the four fundamental frequencies
of this system. Indeed, we may take into account the approximate 2:1 Fermi-

14
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type resonances:
v1(Ay) ~215(Ay) and  v3(E) ~ 2uy(E). (34)

This modelisation has been already presented for the stibine molecule in
[13]. The Hamiltonian has the same form as that given by Eq. (37) of [13].
However, we want now to distinguish two cases for the operator Hg p =
S (bjbkbnb4b§2 + bjb;bgbibg) . Indeed, the second summation on
i=1k>n=5

k and n does not distinguish the case when k = n, i.e., when a single bend-
ing degree of freedom exchanges 2 quanta with a bond, with the case k # n
(or equivalently k& > n), i.e., when two different bending degrees of freedom
exchange 1 quantum + 1 quantum with a bond. In the present work, we
make a difference between these two operators, which leads to the following
Hamiltonian:

H = agng + a1 (N? + N2 + N2)
3
+ ao(N1N3 + NyN3 + NoNj) + ag g: b/ b;
i#j=1
+asnp + a5 (N2 + N2 + N2)

7
+ ag(N5Ng + N5N7 + NgN7) + a7 > b/b;
iAj=s

e

(b bZbibi? + bibi?b;b?).

+  +
g =]
Mw‘:‘
M\IEM\]

(bibib,bsby? + bibibibbE).

~
I
—
=~
%
3
Il
o

37
In order to compute the matrix elements of the operators 3. > (bfrbﬁbzlbg” + b}bk“bq;bg)
i=1k=5

3 7

and > Y (bfrbkbnb4b§2 + bf{b;bk*bib@, we need to estimate the values
i=1k>n=5

of the quantum numbers N, and N,. For the first quantum number Ny, as al-

ready defined in our previous paper [13] and also accepted as well in [20], this
stretching number of bosons is related to the dissociation limit. The deter-
mination of Ny = ng,__. is done as follows: a way to dissociate the molecule
of arsine is to destruct a bond of this molecule, that is to concentrate the
energy on one bond. In others words, the dissociation limit appears for a
|(n00), A; or E) ket. Analysis of the stretching modes has shown that such
kets are pure, that is, are preserved after diagonalisation (See Table 1 where
%init.ket > 0.99 for such kets).

So we examine the derivative of Hgy, as being a continuous function of ny when

15

138



the eigenkets are of [(n00), A; or E) type. For Hamiltonian (22) this leads to

H,,|(n00), Ay or E) = Ey, (n)|(n00), A; or E)
= (apn + a1n?)|(n00), A; or E).
As we impose Ganis(n) = 0} , we determine n,,,, ~ 27.93, that is Ny =
n =Nmazx

28. We must pay attention to the fact that a simple estimation of this value is

3 7
enough for the evaluation of the matrix elements of the operators 3. 3 (bjbib4b§2 + bf{bzzbibg)
=15

and _23:1 . i <bjbkbnb4b§2 + b}bjb:bibg). Indeed, as demonstrated in [13],
the ;nat;i?( zlements of these operators become only sensitive to N, and N,
values when one wants to compute high energy levels. This may be really seen
as a key point of our formalism because our model does not depend on what
happens near the dissociation limit for low values of the quantum numbers (as
may be expected for any zero-order harmonical model usually developed near
the equilibrium configuration), whereas these values become predominant in
the construction of the Hamiltonian matrix when one approaches the dissoci-
ation limit. In any case, as the experimental data do not go over 11600 cm™!
whereas the dissociation limit is estimated to 31669 c¢m™!, we shall assume
that Ny = 28 is enough precise in our model to calculate the energy levels
comparatively with the experimental precision.

For the second quantum number Ny, we completely agree with the argument of
Sénchez-Castellanos et al. [20]: the bending boson number N, is not related to
the dissociation limit. Maybe, it could be determined using some physical effect
or phenomena, as the planar configuration of the molecule [37], however such
a physical meaning did not appear to us clearly. A first point of view could be
to consider N, as a parameter and we agree with this possible interpretation
as given in [20]. However, we have preferred in our approach to adjust all
the vibrational data by taking, one by one, all the integer values of NV, in
the range [25-60]. We arrive at the same conclusion as that of [20]: the rms
deviation remained basically the same for all values of N, in the range [25-60].
However, this result is not so surprising: the bending experimental data do
not exceed 2 quanta and any model must be able to reproduce these levels
without knowing some highest bending quantum number. Consequently, in
what follows, we shall use N, = 35.

We performed a first fit, including all the available data, that is 33 data, with
this 10 parameter model. Results of the fit are presented in Table 4. The first
column gives the kets in local notation. The experimental data are given in
Column 2.

The calculated energy are presented in Column 3 with the differences in Col-
umn 4. The fifth column gives the modulus of %init ket as already defined for

16
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Table 1.

Table 4
Observed and calculated energies of vibrational levels (local-local model) of arsine
molecule

ket Obs. En EigenValues Calc-Obs %init.ket EigenValues Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs
(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (Modulus)  (cm-1) (cm-1) (cm-1) (cm-1)
(33) (33) @n @7 Mod.1 Mod.2  Mod.3 Mod.4
1€ 00 0)28/1C 10 0) 34;(1A1 906.752  900.475  -6.277  1.00 902.619 -4.133  0.99 1.97  -1.328 2.3 1.4
1€ 00 0)28/1C 10 0) 34;(1A1 999.225  996.167  -3.058  1.00 998.645 -0.580  1.00 0.31 9.295 .7 0.8
1€ 00 0)28/1C 1 10) 33;(1A1 1806.149  1808.639 2.490  0.86 1808.139 1.990  0.79 -1.59 1.853  -1.4 -2.8
1€ 00 0)28/1( 20 0) 33;(1A1 1904.115  1897.754  -6.361  0.79 1899.619 -4.496  0.85 0.53  -0.427 0.1 0.4
1€ 00 0)28/1( 2 0 0) 33;(1A1 1990.998  1994.373 3.375  0.79 1996.234 5.236  0.79 -6.25 1.602  -6.6 -5.2
1€ 00 0)28/1( 11 0) 33;(1A1 2003.483  2001.237  -2.246  0.86 2000.776 -2.707  0.85 5.92  -9.707 6.1 6.9
1C100)2711C 0 0 0) 35;(1A1 2115.164 2114.273  -0.891  0.99 2114.941 -0.223  0.75 0.14 0.932 -0.5 1.3
1C100)2711( 00 0) 35;(1E 2126.423  2127.249 0.826  0.99 2126.481 0.058  1.00 0.3 -1.537 1.4 2.3
1C000)28/1(210) 32;(1a1 2721.806 0.81 2716.535 0.81
1€ 00 0)28]1C 21 0) 32;(1A1 2805.062 0.62 2803.202 0.64
1€ 00 0)28/1( 30 0) 32;(1A1 2893.956 0.85 2894.685 0.85
1€ 00 0)28/1( 30 0) 32;(1A1 2901.568 0.56 2900.628 0.56
1C000)28/1( 21 0) 32;(1A1 2996.828 0.87 2997.628 0.86
1€ 00 0)28/1C 2 10) 32;(1A1 3006.134 1.00 3005.258 1.00
1€00028/1C 11 1) 32;(1A1 3008.903 0.74 3007.328 0.74
1C10027/1C 10 0) 34;(1A1 3013.000  3014.387 1.387  0.99 3017.560 4.560  0.99 0.64 3.953 -1.0 -2.0
1C1002711C 10 0) 34;(1E 3028.147 1.00 3029.098 1.00
1C100)2711C 10 0) 34;(1A1 3102.000  3110.717 8.717  1.00 3113.583 # 1.00 -0.16  -0.427 -1.9 -2.3
1C100)2711( 10 0) 34;(1E 3122.589 1.00 3125.124 1.00
1C100)2711C 10 0) 34;(1E 3122.589 1.00 3125.124 1.00
1C1002711( 10 0) 34;(1E 3122.589 1.00 3125.124 1.00
1€ 00 0281( 21 1) 31;(1A1 3640.595 0.60 3627.764 0.62
1€ 00 0)28/1( 22 0) 31;(1A1 3717.574 0.38 3709.298 0.40
1€ 00 0)28/1( 4 0 0) 31;(1A1 3799.858 0.79 3795.288 0.78
1€ 00 0)28/1( 4 0 0) 31;(1A1 3809.922 0.52 3802.961 0.43
100 0)28/1( 31 0) 31;(1A1 3898.482 0.63 3894.356 0.63
1C000)28/1C310) 31;(1A1 3910.511 1.00 3904.085 1.00
1€ 00 0)28/1( 3 10) 31;(1A1 3913.928 0.39 3906.625 0.37
1C1002711C 1 10) 33;(1A1 3924.321 0.78 3923.085 0.80
1C1002711C 110) 33;1E 3935.428 0.79 3934.620 0.80
1€ 00 0)28/1( 22 0) 31;(1A1 4002.706 0.68 3998.577 0.67
1€ 00 0)28/1( 31 0) 31;(1A1 4007.206 0.71 4002.351 0.72
1C100)2711C 2 0 0) 33;(1A1 4013.288 0.85 4014.559 0.85
1C000)281C 21 1) 31;(1A1 4023.663 0.80 4015.430 0.78
1C100)2711( 2 0 0) 33; (1E 4024.476 0.86 4026.099 0.85
1C100)2711( 2 00) 33;(1E 4024.476 0.86 4026.099 0.85
1C100)2711( 2 0 0) 33;(1E 4024.476 0.86 4026.099 0.85
1C100)2711( 2 0 0) 33;(1A1 4108.412 0.79 4111.166 0.80
1C100)2711( 11 0) 33;(1A1 4114.326 0.85 4115.716 0.85
1C100)2711( 2 0 0) 33;(1E 4119.223 0.79 4122.707 0.80
1C1002711( 110) 33;(1E 4125.169 0.86 4127.256 0.85
1C1002711( 1 10) 33;(1E 4125.169 0.86 4127.256 0.85
1C1002711( 1 10) 33;(1E 4125.169 0.86 4127.256 0.85
120 0)26/1( 00 0) 35;(1A1 4166.772  4166.625  -0.147  0.98 4166.405 -0.367  0.98 2.49 3.033 1.3 2.2
120 0)26/1( 00 0) 35;(1E 4167.935  4168.340 0.405  0.99 4167.717 -0.218  0.99 1.3¢  -2.245 0.5 2.4
1C110)2611C 00 0) 35;(1A1 4237.700  4237.678  -0.022  0.98 4238.604 0.904  0.98 -0.7 2.0
1C110)26/1C 00 0) 35;(1E 4247.530  4248.977 1.447  0.99 4248.833 1.303  0.99 1.0 2.6
1€ 00 0)281( 2 2 1) 30;(1A1 4564.995 0.53 4541.773 0.54
1C 00 0)28/1( 32 0) 30;(1A1 4635.058 0.43 4617.775 0.46
100 0)28/1( 50 0) 30;(1A1 4710.189 0.71 4697.850 0.68
1€ 00028/ 4 1 0) 30;(1A1 4723.381 0.43 4707.679 0.47
1€ 00 0)28/1( 50 0) 30;(1A1 4804.734 0.63 4793.064 0.64
1€ 000281 4 1 0) 30;(1A1 4819.959 0.86 4805.263 0.85
1€ 000281 4 1 0) 30;(1A1 4824.126 0.20 4808.332 0.15
1C100)2711C 2 1 0) 32;(1A1 4837.469 0.80 4831.482 0.81
1C1002711C 21 0) 32;(1E 4848.493 0.81 4843.015 0.81
1€ 00 0)28/1C 32 0) 30;(1A1 4904.560 0.50 4893.234 0.46
1€ 00 0)28/1C 4 1 0) 30;(1A1 4909.788 0.79 4897.728 0.78
1C1002711( 2 1 0) 32;(1A1 4920.446 0.61 4913.993 0.57
1€ 00 0)281( 31 1) 30;(1A1 4930.571 0.59 4918.147 0.64
1C100)2711( 2 10) 32;(1E 4931.760 0.62 4929.682 0.64
1C100)2711( 2 10) 32;(1E 4931.760 0.62 4929.682 0.64
1C100)2711( 2 10) 32;(1E 4931.760 0.62 4929.684 0.64
1C100)2711C 3 0 0) 32;(1A1 5009.514 0.84 5002.979 0.80
1€ 00 0)281( 32 0) 30;(1A1 5015.047 0.81 5007.578 0.85
1C100)2711C 3 0 0) 32;(1A1 5017.373 0.56 5009.627 0.85
1€ 00 0)28/1( 32 0) 30;(1A1 5020.317 0.85 5014.740 0.73
1C100)2711( 3 00) 32;(1E 5020.395 0.85 5015.571 0.56
1C100)2711( 3 00) 32;(1E 5028.267 0.56 5021.166 0.85
1C100)2711( 3 00) 32;(1E 5028.267 0.56 5027.109 0.56
1C100)2711( 3 00) 32;(1E 5028.267 0.56 5027.109 0.56
1€ 00 0)28/1( 31 1) 30;(1A1 5030.001 0.74 5027.109 0.56
1€ 00 0)281C 22 1) 30;(1A1 5045.586 0.73 5027.608 0.72
1C200)2611C 10 0) 34;(1A1 5057.000  5067.152  10.152  0.98 5069.025 # 0.99 3.3 -0.6
1C200)2611( 10 0) 34;(1E 5057.000 5068.861  11.861  0.99 5070.336 # 1.00 2.1 -0.9
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1C100)2711(500) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6918.121 0.85 6900.278 0.22

1C100)2711(500) 30;(4E 1E ) -->E > 6930.098 0.60 6901.921 0.18

1C100)2711( 500) 30;(1E 1E ) --> AL > 6930.674 0.73 6901.932 0.18

1C110)26/1(211) 31;(1E 1A1 ) > 7888.721 0.39 7876.596 0.61

1(200)26/1( 400) 31;(1E 1E ) > 7910.957 0.69 8011.977 0.18

10200)26/1C 400) 31;(1E 1E ) > 7911.074 0.49 8011.978 0.18

1C100)27/1( 510) 29;(1E 1E ) > 7930.180 0.36 7948.247 0.76

1C100)27/1( 6 0 0) 29;(1A1 1E ) > 7932.198 0.31 7909.878 0.41

1C100)27/1(510) 29;(1E 1E ) > 7934.889 0.39 7948.286 0.75

1C100)2711( 510) 29;(1E 1A1 ) > 7936.236 0.40 7929.795 0.40

1C100)27/1(510) 29;(1E 1E ) > 7942.815 0.77 7944.122 0.71

130002511 110) 33;(1A1 1A1 ) > 7943.358 0.76 7943.865 0.80

1€ 100271 51 0) 29;(1A1 2E ) > 7954.668 0.31 7929.795 0.40

1€000)281( 52 1) 27;(1A1 142 ) > 7955.280 0.29 7905.573 0.28

1C100)271( 510) 20;(1E 2E ) > 7968.158 0.74 8025.153 0.63

1C200)26/1( 4 0 0) 31;(1A1 1A1 ) > 7969.952 0.20 7961.697 0.77

1C100)27/1( 510) 29;(1E 2E ) > 7971.058 0.75 8012.059 0.51

120 0)26/1( 4 00) 31;(1E 1A1 ) > 7971.221 0.21 7969.370 0.51

1C10027[1(510) 29;(1E 2E ) > 7971.277 0.50 8016.253 0.55

1C110)26/1( 400) 31;(1E 1E ) > 7991.314 0.69 7986.300 0.67

1C100)27/1( 420) 20;(1E 2E ) > 8020.627 0.31 8036.885 0.52

1€200)26/1( 310) 31;(1E 2E ) > 8020.658 0.23 7905.199 0.61

1(200)26/1( 310) 31;(1E 2E ) > 8020.901 0.11 8012.201 0.26

1€000)28/1( 44 0) 27;(1A1 1E ) > 8022.295 0.59 8021.440 0.59

1€ 400)24/1C 00 0) 35;(1A1 1A1 ) > 8028.977  8026.290  -2.687  0.91 8026.902 -2.075  0.99 -1.389 0.5 0.3
1€400)24/1C 00 0) 35;(1E 1A1 ) > 8028.969 8026.292  -2.677  0.99 8026.903 -2.066  0.99 0.713 0.5 0.2
1€ 100)27/1( 42 0) 29;(1A1 2E ) > 8029.959 0.37 8036.885 0.52

1€100)27/1( 420) 29;(1E 2E ) > 8031.370 0.10 8034.712 0.65

1C100)2711( 411) 29;(1E 1E ) > 8031.864 0.03 8011.353 0.73

1C100271( 51 0) 29;(1A1 142 ) > 8038.671 0.67 8016.287 0.71

1C200)261(310) 31;(1E 1E ) > 8038.708 0.03 8012.201 0.26

1C1002711C 420) 29;(1E 2E ) > 8044.829 0.21 8043.147 0.67

1C110)2611(C 400) 31;(1E 1A1 ) > 8047.455 0.78 8044.121 0.77

1C100)27/1( 330) 29;(1E 1A1 ) > 8059.328 0.07 7838.784 0.52

1€200)26/1(220) 31;(1E 1E ) > 8059.639 0.10 8061.007 0.33

1€200)26/1(220) 31;(1E 1E ) > 8060.554 0.11 8061.007 0.33

1€ 000281 53 0) 27;(1A1 1A1 ) > 8070.779 0.65 8073.033 0.00

1C100)2711( 420) 29;(1E 1E ) > 8071.006 0.55 8045.268 0.55

1(300)25/1( 200) 33;(1E 1E ) > 8071.297 0.01 8035.392 0.85

1(100)2711( 420) 29;(1E 1E ) > 8071.719 0.15 8044.966 0.59

1(300)25/1(200) 33;(1E 1E ) > 8071.738 0.13 8035.392 0.85

130 0)25/1( 2 00) 33;(1A1 1E ) > 8072.031 0.01 8035.339 0.85

1C210)25/1(200) 33;(1E 1E ) > 8180.238 0.80 8182.675 0.83

1C10027/1( 321) 29;(1E 2E ) > 8180.560 0.64 8154.300 0.69

1C210)25(1(200) 33;(1E 1E ) > 8180.699 0.79 8182.667 0.83

1C1002711( 321) 29;(1E 2E ) > 8181.789 0.71 8155.794 0.72

1C1002711( 32 1) 29;(1A1 1A2 ) > 8190.523 0.93 8157.591 0.93

1C110)2611( 3 10) 31;(1A1 1A1 ) > 8192.222 0.04 8145.232 0.37

1C210)25(1(200) 33;(2E 1E ) > 8192.266 0.83 8195.983 0.82

1C210)25/1(200) 33;(2E 1E ) > 8192.270 0.82 8195.983 0.82

1C210)25(1( 200) 33;(2E 1E ) > 8192.356 0.82 8195.983 0.83

1C210)25/1( 2 00) 33;(1A2 1E ) > 8196.734 0.86 8200.578 0.85

I1C110)2611C310) 315;1E 1E ) > 8201.402 0.67 8197.072 0.67

1C110)2611(310) 31;(1E 1E ) > 8201.448 0.67 8197.072 0.67

1C110)2611(310) 31;(1E 1E ) > 8204.393 0.73 8199.667 0.73

1C200)2611(211) 31;(1E 1E ) > 8217.514 0.22 8213.314 0.87

1C200)2611(211) 31;(1E 1E ) > 8224.150 0.86 8213.315 0.87

1C1002711( 32 1) 29;(1E 1A2 ) > 8224.486 0.19 8187.353 0.88

1C110)2611C 22 0) 31;(1A1 1A1 ) > 8237.949 0.59 8237.178 0.66

1(310)24]1( 00 0) 35;(1A1 1A1 ) > 8249.520  8249.651 0.131  0.65 8250.696 1.176  0.61 -2.1 -3.8
1(310)241( 00 0) 35;(2E 1A1 ) > 8258.380  8259.103 0.723  0.70 8252.430 -5.950  0.74 3.6 3.7
1( 31 0)241( 00 0) 35;(1E 1A1 ) > 8257.270  8255.078 * 0.74 8259.257 * 0.77 -1.1 -2.2
1¢ 31 0)241( 00 0) 35;(1A2 1A1 ) > 8256.585 0.99 8260.878 1.00

1050 0)23/1( 00 0) 35;(1A1 1A1 ) --> Al > 9841.400  9841.997 0.597 0.9 9841.083 -0.317  0.99 0.0 5.3
1(500)23/1( 000) 35;(1E 1A1 ) --> E > 9841.400  9841.885 0.485 0.9 9841.162 -0.238  0.99 0.0 -5.3
1(600)22/1( 00 0) 35;(1A1 1A1 ) --> Al > 11576.290 11575.859  -0.431  0.99  11577.526 1.236  0.99 5.2
106 00)22/1( 000) 35;(1E 1A1 ) --> E > 11576.290 11575.859  -0.431  0.99  11577.526 1.236  0.99 5.0
*, #: see explanations in the text
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The parameters and correlation matrice deduced from this fit are:

ap = 2161.496(48) c¢cm™!
a; = —38.669(12) cm™!
as = —1.65(12) cm™!
az = —4.42(11) cm™!
ay = 966.461(15) cm™*

as = —2.193(96) cm !
ag = 14.41(47) cm™!
a; = —31.898(89) cm™!

ag = 0.01026(5) cm™?
a9 = —0.00360(7) cm™!

Meor (33, 10) =

ay as as a4 a ag ar ag ag

ag
ap 1.00
a; —0.38 1.00
az —0.20 —0.00 1.00
a3z —0.10 —0.04 —0.10 1.00
as 0.11 0.02 —0.05 —0.02 1.00 . (37
as —0.07 —0.02 —0.03 —0.07 —0.01  1.00
ag —0.06 —0.03 —0.11 —0.02  0.04 —0.38 1.00
a7 —0.05 —=0.02 0.05 —0.03 0.09 —0.07 0.02 1.00
ag —0.11 —0.02 0.04 0.01 0.45 —0.04 —0.06 —0.10 1.00
ag 0.05 0.09 —0.04 —0.01 0.05 0.05 0.10 0.17 —0.05 1.00

Comments: the correlation matrice does not show large correlated parameters
as the highest value is 45% for the couple (a4, ag). This means that there
is no relevant signification between the parameters as and ayg (ag ~ 3ao)
which would give a physical interpretation to the exchange of quanta between
stretching and bending degrees of freedom. Table 4 shows that the first five
pure bending levels (n, = 1 and n, = 2) and the |(100), A1;(100), E; E >
level are not well reproduced by this model. The situation is even worse in
the region 5057-5158 cm™! where the known levels are reproduced with a
precision less than 10 em™!. Stars in Column 4 indicate experimental values
which have been removed from our fit. The explanation for the [(310)E1 >=
|(310)24]((000)35, (EA;)— > E > level has been given here before. The sec-
ond removed data, that is the |(110)26/](100)34, (A1 4;)— > A; > level, gave
during the first tries of fit, a surprising difference E¢®¢ — % largely higher
than 10 cm™'. We have no real serious argument to explain this large dif-
ference. However, we note that for the two fits presented in [20] (see Table 2
and 3 (resp.) in [20] from which we have extracted Columns 11 and 12 (resp.),
referred as Mod. 3 and Mod. 4 (resp.) in our Table 4), this level reaches also a
large difference of -4.8 em™! when they fitted 33 experimental data and even
-7.9 cm~! with 35 experimental data, that is the worst difference of their fit.
We have added Columns 9 and 10 (resp.) in our Table 4, referred as Mod. 1
and Mod. 2 (resp.) issuing from previous papers [19] and [38] (resp.), but as
these studies dealed with reduced set of experimental data, it is not obvious
to compare their results with ours.

The standard deviation reaches ¢(33,10) = 5.34 cm™! which exceeds the
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experimental precision. Consequently, in spite of the fact that our model is
not adapted to describe these molecular levels, we have supposed a bad at-
tribution of some levels or a very imprecise evaluation of some experimental
transitions or that some vibrational levels could interact through Coriolis in-
teraction [35] not taken into account by our model.

Thus, we have tried to remove different sets of data from our fits in order to
improve the value of o. After many attempts, the best numerical situation
that we reached is described in Table 4 where Columns 6, 7 and 8 (resp.)
have the same meaning as Columns 3, 4 and 5 (resp.). In Column 7, the
symbol # indicates the values which have not been included in this new fit
comparatively with the previous one and the x symbol means that this value
was already removed from the 33 experimental data fit.

For this set of 27 "chosen” data, the parameters we deduced are:

a = 2161.7770(82) e
a, = —38.69467(67) cm™!
as = —1.5595(217) cm™!
az = —3.8603(16) cm™!

ay = 969.149(16) cm™*
as = —1.6346(168) cm™!
ag = 11.33382(22) cm™!

ar = —31.47283(62), cm™!
ag = —0.00244(50) cm™!
ag = 0.00256(31) cm™*

with the following correlation matrice

Meorr (27,10) =

ag ay as as a4 as ae ay as ag
ap 1.00
ap —0.46 1.00
az —0.49 —0.47 1.00
az —0.29 —0.03 —-0.19  1.00
ag 013 0.76 0.41 —0.06 1.00 . (39)
as —0.18 —0.14 —0.25 —0.21 —0.29 1.00
ag 0.15 090 0.45 —0.04 —0.81 0.12 1.00
a7 —0.15 —=0.90 —0.45 0.04 0.81 —0.12 0.97 1.00
ag —0.36 —0.65 —0.06 0.22 0.45 —0.09 0.56 —0.5?L .00
6 1

1.0
ag 0.05 0.60 0.06 —0.31 —0.52 0.09 —0.64 0.64 0.71 1.00

Comments: the choice of this set of 27 experimental data, given in Table 4
leads with this model to the best possible value for the standard deviation
0(27,10) = 3.01 cm™!. However, there is no relevant explanation for the
elimination of these data, moreover, as could be forecasted with the compar-

ison of local formalism and normal formalism applied to the bending modes,
the pure bending levels are not well reproduced here. The difference between
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observed and calculated energy reaches 4 and 5 cm™! for the first n, = 1
and n, = 2 quantum levels. The last point of discussion concerns Columns 5
and 8 which give the percentage of the initial ket (in the first column) in the
eigenket after diagonalization. There is no large difference between these two
columns for the first levels, that is, when the energy is less that 6000 cm™!.
But for the [(100)27||(310)31; (EE)— > A; > level the difference becomes
large without satisfactory explanation. For the upper part of the spectra, the
values of these columns oscillate between 1.00 and 0.01. This last value ap-
pears for the [(300)25(|(200)33; (EE)— > Ay > level with the 33 experimental
data fit whereas it remains 0.85 when fitting only 27 data without reasonable
explanation.

In the next section, we test a different formalism to construct the Hamilto-
nian: local modes for the stretching excitations and normal modes for the
bending ones. There remains only one small difficulty within this formalism:
the determination of adapted coupled interaction operators between those two
modes.

6 LOCAL ® NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN

From Sections 4 and 5, it appears clearly that the chain of groups adapted to
a local-normal description of our XV3 system is given by:

|:Ns7 05} |:ns~, 02} (wy = (n1,n2,13) ; fu,) (Asis Aspy Asy)  (Cs05)
U,(4) > U3 o K.(3) > S~ Gy
Ub(l) & Ub<2) D) 05(2) D) Cb%)
Vo (o l4 Cbgb

(40)

Without stretch-bend interaction terms, a first approximation Hamiltonian,
built from Eq.(22, 29) is thus given by:

HY o~ = aong + a1 (N? + N2 + N2)
3
+ CLQ(NlNg + N1N3 + N2N3) + as Z b;rbj (41)
i£j=1
+Wo Vo + Ko VE + Wy vy + g V2 + Kaa Vavy + g4 12,

Analogously with the previous section, we take now into account relations (34)
to add interacting terms. The scheme of construction of stretching-bending
interacting terms is a straightforward construction when using tensorial op-
erators symetrized in Cj, group. Operators which can be included into the
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Hamiltonian are given by:

[ éAl) % a;Al)](Al) + H.C.](Al)

= [T % [a
9,40 = [T x [af”) x af®)A) 4 H.e A
9,40 = [TV x [af™) x af?)® 4 H.e]A)
0,4 = [T x [a” x al?|B) 4 H.e )@,

(H.c. denotes Hermitian conjugate)
with the following definitions:

M) = PaA) _ 3541

Only the matrix elements of the creation a'” and annihilation azr(E) operators

have to be defined. We use the conventional matrix elements definition for
these operators which can be deduced from the reduced matrix element given
in Table 5.

Table 5
Reduced matrix elements < vy, l4, C'pHaEIE)HM + 1,13, Cp >
ly cp lfl 01/7 E.M.R
0 Ay 1 E Vug+1
6p£0 T 6p+ 1 E Vi + s +2)/2
6p £ 0 r 6p —1 E (-1 (va—1s+2)/2
6p + 1 E 6p+2 E -V (s +1l4+2)
1 E 0 A —\/vg + 1
6p+1 E 6p # 0 r —(=D)'/(vg — 14 +2)/2
6p + 2 E 6p+3 r —(—=D)'/(vg + 14 +2)/2
6p + 2 E 6p + 1 E (U4*l4+2)
6p+ 3 r 6p + 4 E —(=1)'/(vg + 14 +2)/2
6p +4 E 6p+5 E (va +14+2)
6p + 4 E 6p+3 T (va — 14 +2)/2
6p +5 E 6p + 6 r —v/(va +14+2)/2
6p+5 E 6p+4 E —/va— 11 +2)
T'= Al or A2
- 07 17
A complete Hamiltonian reads
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Hyron = agns + a1 (N7 + N3 + N3)

+ ag(NlNg + N;Nj3 + NgNg) +as 23: b;rb
i#j=1 (42)
+Wy Vo + Ko VE + Wy Ve + Kg V4 Kog Vavy + g4 12
+a Dl(Al) + o DZ(AI) + ag DS(AI) + ay 94(A1).
In order to compare our model with the previous one, we have fitted the two
sets of data: 33 then 27 experimental data.

Results of the fit are given in Table 6. Definitions of the twelve columns and
symbols # and x remain the same as before.
Table 6

Observed and calculated energies of vibrational levels (local-normal model) of arsine
molecule

ket Obs. En. EigenValues Calc-Obs %init.ket EigenValues Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs
(cm-1) (cm-1) (cm-1)  (Modulus) (cm-1) (cm-1) (Modulus)  (cm-1) (cm-1) (cm-1) (em-1)
(33) (33) @n @7) Mod. 1 Mod.2 Mod.3 Mod.4
1€ 00 0)28/1( 10 0);(1A1 AL ) 906.752 899.165  -7.587  1.000  902.422 -4.330  1.000 1.97  -1.328 2.3 1.4
1€ 00028101 1);(1ALE ) 999.225 997.439  -1.784  1.000  998.668 -0.557  1.000 0.31 9.295 0.7 0.8
1€ 00 0)28/1( 20 0);(1A1 AL ) 1806.149  1798.182  -7.967  0.999 1806.140 -0.009  0.999  -1.59 1.883  -1.4 -2.8
1C000281(C111);1ALE ) 1904.115  1901.120  -2.995  0.999 1904.115 0.000  0.999 0.53  -0.427 0.1 0.4
1€ 00 0)28/1( 02 0);(1A1 AL ) 1990.998  1989.326  -1.673  0.997 1991.178 0.180  0.999  -6.25 1.602  -6.6 -5.2
1€ 000)281( 022);(1ALE ) 2003.483  2000.268  -3.215  0.999 2003.476 -0.006  1.000 5.92  -9.707 6.1 6.9
1C100)2711C 0 0 0);(1A1 AL ) 2115.164  2114.237  -0.927  0.999 2114.881 -0.283  0.999 0.14 0.932 0.5 1.3
1C100)2711C 00 0);(1E A1) 2126.423  2126.243  -0.180  0.999 2126.860 0.437  0.999 0.3  -1.537 1.4 2.3
100 0)28/1( 30 0);(1A1 AL ) 2697.050 0.999 2711.151 0.999
1C00028[1(211);1ALE ) 2804.651 0.999 2810.857 0.999
1C000)281( 12 0);(1A1 AL ) 2897.518 0.999  2899.650 0.999
1C000281(122);ALE ) 2908.447 0.999 2911.949 0.999
1C000)28/1( 03 1);(1A1 E ) 2986.607 0.999  2989.830 0.999
1€ 00 0)28/1( 03 3);(1A1 A2 ) 3008.431 0.997 3014.427 0.999
1€ 00 0)28/1( 03 3);(1A1 AL ) 3008.431 0.997 3014.427 0.999
1C 1002711 10 0);(1A1 AL ) 3013.000  3013.424 0.424  0.999 3017.320 4.320  0.999 0.64 3.953  -1.0 -2.0
1C1002711C100);1E A1) 3025.421 0.999 3029.282 0.999
1C1002711C 01 1);1ALE ) 3102.000  3111.678 9.678  0.999 3113.560 # 1.000  -0.16  -0.427  -1.9 -2.3
1C10027(1C011);UE E ) 3119.562 1.000 3121.526 1.000
1C1002711C011);UE E ) 3119.562 1.000 3121.526 1.000
1C10027(1C011);UE E ) 3119.562 1.000 3121.526 0.999
1C1002711C011);UE E ) 3123.670 0.999 3125.527 0.999
1C10027(1C011);UE E ) 3124.069 0.997 3125.532 0.999
1C10027(1C011);UE E ) 3124.071 0.997 3125.532 0.999
1€ 00 0)28/1( 4 0 0);(1A1 AL ) 3595.772 0.999 3617.458 0.999
1C000)28/1( 31 1);1ALE ) 3708.034 0.999 3718.894 0.999
1000 0)28/1( 22 0);(1A1 A1) 3805.563 0.999  3809.417 0.999
1C000)281(222);ALE ) 3816.478 0.999 3821.717 0.999
1€ 00028113 1);1ALE ) 3899.304 0.999  3901.327 0.999
11002711 2 0 0);(1A1 AL ) 3912.463 0.999  3921.054 0.999
1€ 00 0)281( 13 3);(1A1 A2 ) 3921.092 0.997 3925.925 0.999
1€ 00 0)28/1( 13 3);(1A1 A1) 3921.092 0.997 3925.925 0.999
1C1002711(C 20 0);1E A1) 3924.453 0.999 3932.998 0.999
1€ 00 0)28/1( 04 0);(1A1 AL ) 3978.356 0.999 3982.326 0.999
10000281 04 2);(1AL E ) 3989.249 0.997 3994.624 0.999
1C1002711C111);1ALE ) 4015.382 0.999  4019.027 1.000
10000281 04 4); (181 E ) 4021.868 0.994 4026.973 1.000
1C1002711C111);1E E ) 4023.243 1.000 4026.973 1.000
1C1002711C111);1E E ) 4023.243 1.000 4026.973 0.999
1C10027(1C111);UE E ) 4023.243 1.000 4030.975 0.999
1C10027(1(111);UE E ) 4027.362 0.999  4030.980 0.999
1C1002711C111);UE E ) 4027.796 0.997  4030.980 0.999
1C1002711C111);UE E ) 4027.798 0.997 4031.518 0.999
11002711 02 0);(1A1 A1) 4103.562 0.999  4106.073 0.999
1C1002711C 022);(1A1 E ) 4114.345 0.996 4118.028 0.999
1C1002711C 020);(1E A1) 4115.905 0.997 4118.381 1.000
1C1002711C022);UE E ) 4122.558 1.000 4126.337 1.000
1C100)2711C 022);UE E ) 4122.558 1.000 4126.337 1.000
1C1002711C022);1E E ) 4122.558 1.000 4126.337 0.999
1C1002711C 022);0E E ) 4126.083 0.991 4130.332 1.000
1C1002711C022);1E E ) 4126.512 0.999  4130.337 0.999
1C1002711C022);UE E ) 4127.213 0.989 4130.345 0.999
1020 0)26/1( 00 0);(1A1 A1) 4166.772  4165.847  -0.925  0.999 4166.601 -0.169  0.986 2.49 3.033 1.3 2.2
1(200)26/1( 000);(1E A1) 4167.935  4167.263  -0.672  0.999 4168.032 0.097  0.997 1.3¢ -2.245 0.5 2.4
1C110)26/1( 00 0);(1A1 A1) 4237.700  4237.438  -0.262  0.986 4238.285 0.585  0.987 -0.7 2.0
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1C1002711C 156 1);E E ) -—>E > 8019.958 0.988 8021.457 0.999

1C1002711C 156 1);E E ) --> A2 > 8019.958 1.000 8021.457 1.000

100028117 7);(AALE ) -—>E > 8022.522 1.000 8025.236 1.000

11002711156 1);E E ) -—>E > 8023.346 1.000 8025.275 1.000

1C1002711C 15 1);E E ) --> A2 > 8023.717 0.946 8025.329 0.997

1040024/1C 00 0);(E Al ) --> E > 8028.969  8024.423 -4.546 0.973  8026.932 -2.045  0.997 -1.389 0.5 0.3
1€400)24/1C 00 0);(1A1 AL ) --> AL > 8028.977  8024.441 -4.536 0.951 8026.932 -2.036  0.998 0.713 0.5 0.2
1C1002711( 15 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 8031.121 0.931 8037.998 0.998

1C1002711( 15 3);(1A1 AL ) -=> AL > 8031.352 0.975 8039.915 0.998

1(30025/1C111);ALE ) -—>E > 8033.625 0.991 8039.963 0.996

1(3002511C111);0E E ) -—>E > 8034.020 0.867 8040.042 0.996

1(3002511C111);E E ) --> AL > 8034.334 0.919  8040.067 0.857

1(3002511C111);0UE E ) --> A2 > 8034.399 0.702 8040.718 0.993

1030025/1(111D;0UE E ) -=> AL > 8035.964 0.702 8040.718 0.859

1(30025/1C(111D;UE E ) -—>E > 8035.964 0.943 8040.718 0.995

1(3002511C111D;HE E ) -—> A2 > 8035.964 0.898 8043.204 1.000

1C1002711(153);1E A2) -->E > 8043.341 1.000 8047.726 1.000

1C110)26/1( 22 0);(1A1 AL ) --> AL > 8043.518 1.000 8049.876 1.000

1C1002711(153);0E AL) -->E > 8045.342 1.000 8049.903 0.999

1€000)281( 08 6);(1A1 AL ) --> AL > 8051.939 0.625 8058.231 0.985

1€ 000)281( 08 6);(1A1 A2 ) --> A2 > 8051.940 0.982 8060.063 0.688

1C1102611(222);UME )-->E > 8054.011 0.605 8066.159 0.688

1C110261(220);1E AL) -->E > 8054.300 0.968 8066.159 0.996

101 102611(222);0E E ) -—> AL > 8060.056 0.968 8066.159 0.986

1021025111 1;0UE E ) -—>E > 8183.101 0.873 8192.795 0.968

10210251C111D;0HE E ) -=> A2 > 8183.539 0.718 8192.795 0.968

10210251C111D;0E E ) -=> AL > 8183.698 0.771 8192.795 1.000

10210251C111D;UE E ) --> AL > 8188.550 0.940 8192.795 1.000

10210251C111D;(E E ) --> AL > 8188.550 0.966 8192.795 1.000

10210251 111;01E E ) -—>E > 8188.550 0.962 8197.809 1.000

10210251 111);(2E E ) -—>E > 8188.550 1.000 8197.809 1.000

121002511 111);1E E ) --> A2 > 8188.550 1.000 8198.116 1.000

121002511 111);(2E E ) --> A2 > 8188.550 1.000 8199.511 0.766

1020026/1( 04 4);1E E ) -—> AL > 8190.165 1.000 8199.925 0.766

10200261 044);1E E ) -——>E > 8190.165 1.000 8199.925 0.981

10200)26/1( 04 4);1E E ) --> A2 > 8190.165 1.000 8199.925 0.989

10210251C111D;QE E ) -=> A2 > 8197.927 1.000  8200.067 1.000

10210251C111);QE E ) --> AL > 8197.977 1.000 8200.086 1.000

1C210251C111);(E E ) -—>E > 8198.634 1.000 8200.087 1.000

102002611C 04 4);1E E ) --> A2 > 8201.573 0.957 8200.961 0.970

1C200)2611C044);(1E E ) --> Al > 8201.610 0.955  8200.961 0.969

1C1002711C066);(1E A2) -->E > 8203.134 0.918 8204.825 0.969

1C210)25/1C111);(1A2 E ) -—>E > 8203.199 0.795 8211.123 0.764

1C1002711C066);(1E AL) -->E > 8206.419 0.795 8211.231 0.764

1C110)2611C 04 0);(1A1 A1) -=> AL > 8216.192 0.491 8220.560 0.999

1C000281( 81 1D;1ALE ) -—>E > 8222.733 0.925 8231.072 0.703

1C1102611C042);1ALE )-—>E > 8226.657 0.506 8232.880 0.701

1C1102611C040);1E AL) -—>E > 8227.162 0.974 8239.101 0.984

1C1102611C042);1E E ) --> AL > 8233.124 0.999 8239.101 0.995

1C1102611C042);1E E ) -—>E > 8233.124 0.947 8239.101 0.984

1C1102611C042);1E E ) -—> A2 > 8233.124 0.971 8243.386 1.000

1(1102611C042);1E E ) -—>E > 8236.994 1.000 8243.398 1.000

1C1102611C042);(1E E ) -=> A2 > 8237.984 1.000 8243.405 1.000

1(310)2411C 00 0);(1A1 AL ) --> A1l >  8249.520 8247.086  -2.434 1.000 8248.807 -0.713 0.995 2.1 -3.8
1(31024/1C000);(2E AL ) -->E > 8257.270 8248.359 * 0.975 8250.729 * 0.995 3.6 3.7
1(310)2411C000);(1E Al ) -->E > 8258.380  8255.521 -2.859 0.957 8257.774 -0.606  0.995 -1.1 -2.2
103 10024]1C 00 0);(142 AL ) -=> A2 > 8256.870 0.957 8259.564 0.976

10500231 000);1E Al ) -->E > 9841.400  9838.710 -2.803 0.999 9841.338 -0.062  0.999 0.0 5.3
10500)2311C 00 0);(1A1 A1 ) --> AL > 9841.400  9838.597  -2.690 0.999 9841.225 -0.175  0.999 0.0 -5.3
1060 0)2211( 00 0);(1A1 AL ) --> AL > 11576.290 11574.243  -2.047 0.999 11576.692 0.402  0.998 5.2
106002211 000);(1E Al ) --> E > 11576.290 11574.243  -2.047 0.999 11576.692 0.402  0.998 5.0
The standard deviation ¢(33,13) = 5.75 c¢m™! remains almost the same as

that we obtained (¢(33,10) = 5.34 cm™') with the local-local model. Sur-
prisingly, the worst reproduced energy levels are in the low part of the spectra
whereas the differences between observed and calculated energy decrease for
higher energy values. It appears that the interaction operators act rather well
to reproduce these higher levels but have an opposite effect for the first levels.
An interesting result is indicated in Column 5. This column shows that the
initial basis is extremely close to the eigen basis as could be expected from
the corresponding column %ket.init of Tables 1 and 3. The interacting terms
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O, (I < i < 4) between stretching and bending modes, introduced in
Hamiltonian (42) seem to act perturbatively on the initial basis.

The parameters and the correlation matrice are given by:

Qy

aq

€]
as
W2
X2
Wy
X24
94
aq
Qg =
Q3 =
Qy

ap ay az as
1.00 -
—0.88 1.00
—0.58 —0.23  1.00
—0.36 —0.21 —0.26  1.00
—0.14 —-0.06 —0.05 —0.19
—0.11 —-0.06 —0.03 —0.13

—0.04 —0.03 —0.04 —0.02 —0.08 —0.05
—0.10 —0.08 —0.00 —0.02 —0.32 —0.22 —0.23
—0.20 —0.08 —0.06 —0.24 —0.03 —0.02 0.18 —0.08

= 2160.70884(85) cm~!
a; = —38.58700(20) cm~!

—0.88135(220) cm~!
—3.94960(204) cm™!

= 809.23242(442) cm™!
= —0.06785(298) cm™*
= 994.66287(333) cm™!
= 4.5160(134) cm™*
= 2.77778(115) cm™!
= 0.07477(102) c¢cm™!

—0.01175(237) cm~!
~0.01040(63) cm~!

= 0.08915(18) cm™!

Meorr(33,13) =

wy

1.00
—0.93

X2 Wy

X24 94

1.00

1.00

1.00

1.00

—0.39 —0.34 —0.10 —0.17 —0.09 —0.08 —0.01 —0.06 —0.04
—0.10 —0.02  0.00 —0.07 —0.02 —0.01 —0.24 0.01 —0.12  0.00

—0.35 —0.43 0.14 —0.01
0.10 0.20 —0.01

0.04

0.00 0.02 -0.21

ai

1.00

(43)

Qg Q3

1.00

0.04 —0.33 0.09 1.00
0.07 —0.14 —0.09 —0.34 0.03 0.36 0.09 —0.41 0.20 1.00

(44)

In order to completely compare with the results obtained in Section 5, we have
then fitted the previous set of 27 data with Hamiltonian (42). The columns of
Table 6 have the same meaning as defined in Table 4, so Columns 6, 7 and 8
refer to this last fit with parameters and correlation matrice given here after:
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ay = 2161.52045(87) cm™*

a, = —38.66201(20) cm™!
ay = —1.28553(218) cm™!
az = —3.99999(224) cm™!

wo = 901.77064(527) cm™!

X2 = 0.65168(32) cm!

Wy = 995.5956(443) cm~! (45)
Xoa = 3.025(14), cm™!

g1 = 3.0719(33) em™!

a; = —0.06205(62) cm™?

as = 0.03487(121) cm!

ag  fixed to 0

ay = —0.00921(818) cm™!

M s (27,12) =

ag aj as as w2 X2 wq o X24 94 aq Qg QY

ap 1.00

a; —0.90 1.00

as —0.53 —0.23  1.00

az —0.30 —0.20 —0.25 1.00

wo —0.06 —0.04 0.00 —0.12 1.00

x2 —0.05 —0.04 0.00 —0.08 —0.94 1.00

wyq —0.00 —0.00 —0.00 —0.00 —0.12 —0.07 1.00

x24 0.00 0.00 0.00 0.00—-0.37 —0.22 —0.31 1.00

gs 0.00 0.00 0.00 0.00—-0.09 -0.05 —0.74 —0.23 1.00

«ap 042 0.43 0.05 0.11 0.08 0.07 0.00 0.00 0.00 1.00

ay 035 0.33 0.25 -0.03 —0.02 —0.01 0.05 0.00 —0.00 —0.12 1.00

ay 026 0.36 —0.09 0.13 0.01 0.01 0.05 0.00 0.07—-0.19 —0.81 1.00

(46)
Once more again, the rms value decreases suddenly for this set of 27 data.
We obtain ¢(27,12) = 1.87 cm™! which is the best value of all our fits.

The highest difference between observed and calculated energy levels reaches
about 4 cm™! for the first level and for the 3013.0 cm™! experimental level,
but the quality of our model does not decrease for high values of the quantum
numbers (see levels n, = 6 near 11576.29 cm™' in Table 6) as can be expected
for a model which tries to reproduce all the vibrational levels, not only in the
low part of the spectra but everywhere. One may see that the parameters «;
(1 < i < 4) are those which have mostly changed between the two fits. For
example, the a3 parameter was oscillating around zero at each step of the fit
procedure, changing alternatively of sign whereas the rms remained unchanged
near 1.9 ¢cm™!. So we fixed this parameter to zero. At last, the parameter ay
is not well defined as the precision of this parameter is of the same order of
magnitude as the parameter itself.

It is interesting to note that both papers of Lukka et al. [19] and more recently
of Sénchez-Castellanos et al. [20] are partially based on earlier calculations of
Breidung et al. [18]. More precisely, in [18] they determined a set of cubic force
constants for X'Y; molecules, among them for the AsHj system (see Table IV
in [18]) which are injected as fixed parameters in the models of [19] and [20].
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However, Breidung et al. explain in their paper that these force constants have
been determined with the assumption of a reduced normal coordinates devel-
opment, that is, not adapted to high excited vibrational levels. Furthermore,
when comparing the valence coordinate stretching force constant f,..,. of AsHjz
deduced from their ab initio calculations with a previous derivation based on a
three-parameter local-model [15], they comment ”reasonable agreement” be-
tween the two values (10 % of relative difference) but no characterization of
the quality of the others cubic force constants can be estimated as no stud-
ies on the subject were done before. So, in [19], it is explained that they
used these four cubic force constants in their model because they could not
freely optimize all parameters of the model, probably due to the lack of data
and/or the unstability of the fit procedure. The same explanation is given in
[20], however one could stress that no precison for these ab initio parameters is
somewhere given. Moreover in [20], as they deal with abstract U(4) generators,
this approach is valid only if one can prove a true and one-to-one connection
between the algebraic operators and the potential surface variables, which to
our knowledge has not yet been proved. More precisely, the path from an irrep
[N] of U(p + 1), that is an irrep of finite dimension to the harmonic repre-
sentation as given in [20], that is a representation of infinite dimension, could
be better precised as being, for example, the result of an algebra contraction
(see Eq. (20.82) in [22]) or a geometrical structure of a quantum system (see
Section (2.4) in [39])

To conclude this discussion, the rms in [20] are comparable with ours. Indeed,
in [20], they need a 13 parameter model, even if some of the parameters are
frozen, to reproduce 33 experimental data with a rms of 2.68 cm™! or alterna-
tively, they defined a 10 parameter model, with some constrained parameters,
to reproduce 35 experimental data with a rms of 3.58 cm™'. It follows that,
a priori, neither their models nor ours are precise enough to reproduce the
experimental data. Works on the subject must progress.

7 Conclusion

Firstly, we have successfully applied the algebraic U(p + 1) formalism to the
stretching modes of the arsine molecular system. Then we have applied this
local mode model to the bending modes of AsH3 and compared the result of
the fit with a normal modes model. It appears clearly that the normal modes
model is well adapted to the bending motion. When taking into account all
the vibrational levels of the molecule, through coupled local-local and coupled
local-normal models, we observe no large difference between the two coupling
schemes but both models reproduce rather satisfactorily high energy levels
comparatively with other papers. A further precise determination of suitable
unitary transformation between our pure algebraic generators and the usual
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canonical variables could help us to improve the quality of our fits and could
help us to introduce more physical meaning in our formalism.
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On peut prendre en compte l'interaction entre les vibrations d’élongations et de pliages.
Hamiltonien alors peut étre ecrire comme beginequation

HsLbL = 4o Ng -+ aq (N% + N% -+ N%)

3
+ (Ig(NlNz + N1N3 + N2N3) + as Z bj_b]
i#j=1

+Wwo Vo + K2 V% + Wa V4 + K4 VZ + Koq4 V2Vy + 84 li
+a1 0, + 0, 0, + g Dg,(Al) + oy 94(A1) + > > Kij(Ni+ No+ N3)ivavy

i=1,3 j=2,4

(6.0.1)
ol le derniere terme decris 'interaction des vibrations d’élongations et de pliages. Nous avons
fait 'ajustement les parametres de Hamiltonien total pour la molécule d’arsine.

(ap = 2161.625(50) cm !
a; = —38.668(12) em™!
a; = —170(11) em™
az = —3.40(11) em™!
we = 903.92(25) em™!
X2 = —0.20(17) em™!
wy = 995.52(22) em™!
Xoa = 2.14(72) em™?
gs = 3.17(17) em™! (6.0.2)
a; = —0.063(28) em™!
ay = —0.057(88) cm™!
a; = 0cm™!
ay = 0.063(14) em™!
X12 — —692(31) cm_l
X2z = —9.57(26) em™!
X4 = —12.63(47) em™!
X34 = 3.15(57) em™?

\

En base de le jeu de parametres obtenu on a reproduit les niveux vibrationnels pour le
molécule d’arsine :

TAB. 6.1 — Niveaux d’énergie vibrationnels observés et calculés pour la molécule d’arsine AsHj
avec 34 données expérimentales

ket Obs. En. Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs

(cm-1) (cm-1)  (Modulus) (cm-1) (cm-1) (cm-1)

(33) Mod. 1 Mod.2 Mod.3
1C000)281C100);(1A1 A1 ) --> A1 > 906.752 -3.02 1.000 1.97 -1.328 1.4
IC00028/1(C011);UALE ) -->E > 999.225 -0.52 1.000 0.31 9.295 0.8
1C000)28/1(20 0);(1A1 A1 ) --> A1 >  1806.149 0.89 0.999 -1.59 1.853 -2.8
1C000)28/1(111);(1ALE ) -->E > 1904.115 0.46 0.999 0.53 -0.427 0.4
1C000)28/1(C020);(1A1 A1 ) --> A1 >  1990.998 0.02 0.997 -6.25 1.602 -5.2
1C000)28/1(022);(A1E ) -—>E > 2003.483 0.18 0.999 5.92 -9.707 6.9
1C100)2711C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2115.164 1.02 0.999 0.14 0.932 1.3
1C100)2711C000);(1E A1) --> E > 2126.423 0.03 0.999 0.34 -1.537 2.3
1C100)2711(C 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 >  3013.000 0.01 0.999 0.64 3.953 -2.0
I1C1002711C011);(1ALE ) -->E > 3102.000 0.29 0.999 -0.16 -0.427 -2.3
1C20 00261100 0);(1A1 A1 ) --> A1 >  4166.772 0.86 0.999  2.49 3.033 2.2
1C200)26/1C000);(1E Al ) --> E > 4167.935 0.73 0.999 1.34 -2.245 2.4
1C110)26/1C00 0);(1A1 A1 ) --> A1 >  4237.700 1.15 0.986 2.0
IC110)2611C000);(1E Al ) --> E > 4247.720 0.35 0.996 2.6
1C200)26/1(C100);(1A1 A1 ) --> A1 >  5057.000 -4.17 0.974 -0.6
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|1C200)26/1C100);(1E A1) -->E > 5057.000 -0.77 0.987 -0.9
IC110)2611C100);(1A1 A1 ) --> A1 > 5128.000 0.68 0.986 -1.3
I1C110)2611(C100);(1E A1) -->E > 5128.000 4.70 0.996 -7.9
1C200)26/1(C011);(1A1 E ) -->E > 5158.000 -0.21 0.984 0.5
1C200)26l1C011);(1E E ) --> A1l > 5158.000 0.38 0.964 1.1
1(300)25/1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 6136.340 -0.64 0.999 -0.23 -4.667 -3.2
1C300)25/1(C000);(1E A1 ) --> E > 6136.330 -0.62 0.999 -0.29 1.951  -2.9
1C210)25/1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l >  6275.830 1.34 0.979 -1.37 -2.321 1.0
1C210)25/1C000);(1E A1 ) --> E > 6282.350 0.49 0.975 1.8
1C210)25/1C000);(2E A1 ) -—>E > 6294.710 0.07 0.967 -1.00 2.238 2.7
1C111)25/1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6365.950 -0.36 0.963 2.7
1C400)2411C000);(1E A1 ) -=>E > 8028.969 -1.83 0.973  9.87x -1.389 0.3
1(400)2411C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 8028.977 -1.82 0.951  9.90% 0.713 0.2
1(310)2411C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l >  8249.520 -0.68 1.000 -3.8
1(310)2411C000);(2E A1) -->E > 8257.270 -2.10 0.975 3.7
1(310)2411C000);(1E A1l ) --> E > 8258.380 * 0.957 -2.2
1(500)23/1C000);(1E A1l ) -—> E > 9841.400 0.33 0.999 5.3
1(500)23/1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l >  9841.400 0.22 0.999 -5.3
1(600)22/1C000);(1A1 A1 ) --> A1l > 11576.290 0.78 0.999 5.2
1C600)22/1C000);(1E A1l ) -—> E > 11576.290 0.78 0.999 5.0

* Ces valeurs n’ont pas eté introduites dans 1’ajustement des parametres

La valeur de nos calcules est 0(34,16) = 1.98 em™!. Pour comparer les résultats de notre
modele avec celui de [69] on présente ici la valeur de leur calcules : 0(34,13) = 3.58 cm ™.
Alors, on peut dire que notre modele reproduit les niveux vibrationnels experimentaux mieux
que celle de [69] et approche local-normal decrit treés bien les niveux vibrationnels des molécules
pyramidales XYs3.
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Chapitre 7

Les programmes informatiques

Pour calculer les éléments matriciels des opérateurs Hf = Y. bfb;, HY = > bfb;,
i#£j=1,2,3 i #j=5,6,7

opérateurs d’interaction pour les modeles local-local et local-normal, ainsi que pour faire 1’a-

justement, on a utilisé des applications informatiques comme MATHEMATICA 5.0 (en par-

ticulier le package ”Quantum Algebra”) et FORTRAN 95. Nous allons nous attacher a la

description de I'aspect numérique du probleme.

7.1 Le calcul des éléments matriciels des opérateurs H{
et HY

On commence par la symétrisation des kets a partir des expressions du §§4.4.3. Montrons sur
un exemple comment on programme le ket |(nynong), 1E;) = E[2|n1 nang) — |ngnang) —
|n1 ng na) 4+ 2|ne ny ng) — [nengny ) — |ngnyng ). D’abord il faut décrire toutes les variables qui

sont concernées par la symétrisation du ket :

type (ket_syms),dimension(2000) :: meskets
type ket_syms

integer*4, dimension(3) :: s
integerx4 :: multis,symetries
integer*4,dimension(6,3):: combils
real*8 , dimension(6) 1. as
end type

ol meskets est notre ket symétrisé, s sont les nombres quantiques du ket symétrisé, c¢’est-a-dire
ny = s1, Ng = Sy et ng = s3; multis est la multiplicité du ket (dans notre cas multis = 1);
symetries est la symétrie du ket. Dans notre programme on définit la symétrie A; comme 1,
Ay comme 2 et Ey, Fy comme 3 et 4 respectivement ; combils sont les nombres quantiques des
kets non symmetrisés intervenant dans le ket symétrisé. Pour la description de cette variable,
on a une matrice (6x3), ot 6 est le nombre des kets non symétrisés possibles (c’est-a-dire sont
possibles des kets suivants : [ny nang), [ny ngne), [nenyng), [nengny), |nsning), Insnang)) et 3
est le nombre de quanta dans ces 6 kets possibles ; et enfin as est le poids d’un ket non symmetrisé
dans le ket symétrisé (par exemple as = 2/v/12 pour |nyny ns) dans |(nynans), 1E)).
Tout d’abord on initialise les variables as et combils a zéro :

do 1=1,4
do m=1,6
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meskets(i)%combils(m,1)=-1000
meskets (i) %as(m)=0.d0
enddo
enddo

ou i est le numéro du ket. Dans le cas de la variable combils, la valeur zéro est une valeur de
nombre quantique possible, c¢’est pourquoi dans ce cas, on prend -1000 comme indiquant un
7vrai zéro”. On présente la partie du programme pour la symétrisation du ket |(nynons), 1E) :

i=1
do s1=0,NNs
do s2=0,NNs-s1
do s3=0,NNs-(s1+s2)

if ((sl.ne.s2).and.(s2.ne.s3).and.(sl.ne.s3)) then
meskets (i)%s(1)=s1

meskets (i)%s(2)=s2

meskets (i) %s(3)=s3

meskets (i) %multis=1

meskets(i)%symetries=3

meskets(i)%combils(1l,1)=s1
meskets(i)%combils(1,2)=s2
meskets (i)%combils(1,3)=s3

meskets(i)%combils(2,1)=s1
meskets (i) %combils(2,2)=s3
meskets(i)%combils(2,3)=s2

meskets(i)%combils(3,1)=s2
meskets(i)%combils(3,2)=s1
meskets (i)¥%combils(3,3)=s3

meskets(i)Y%combils(4,1)=s2
meskets(i)%combils(4,2)=s3
meskets(i)%combils(4,3)=s1

meskets(i)%combils(5,1)=s3
meskets(i)%combils(5,2)=s1
meskets(i)%combils(5,3)=s2

meskets (i)%combils(6,1)=s3
meskets (i) %combils(6,2)=s2
meskets(i)%combils(6,3)=s1

meskets (i) %as(1)=2.d0/dsqrt (12.4d0)
meskets (i) %as(2)=-1.40/dsqrt (12.40)
meskets (i) %as(3)=2.d0/dsqrt (12.40)
meskets(i)%as(4)=-1.d0/dsqrt(12.d0)
meskets(i)%as(5)=-1.d0/dsqrt(12.4d0)
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meskets(i)%as(6)=-1.d0/dsqrt(12.4d0)
i=i+1
endif
enddo

enddo
enddo

NNs correspond a la valeur de quanta maximale calculée. Ensuite nous avons informatisé le
sous-programme qui calcule les éléments matriciels de n’importe quel opérateur (ou somme
d’opérateurs), du type

by DY bLPe b by by (7.1.1)
dans la base précédente. On obtient facilement le coefficient résultant de I’action de 'opérateur
(7.1.1) sur le ket non symétrisé en utilisant I’expression suivante :

BIP DL P2 BE PR B B2 b5 | (ny mg mis)) = al((ny — my + p1) (ng — my + p2) (ng — mg +ps))) (7.1.2)

\/nl !ng!ng!(nl —mq +p1)!(n27m2+p2)!(n37m3+p3)!
(n1—m1)!(n2—ma)!l(ng—ms3)!
(7.1.2) avec les kets initiaux pour obtenir les valeurs des éléments matriciels. Evidemment, cette

procédure est valable pour 'opérateur HY aussi.

® ‘ Base relative au pliage ]
@Coeﬂ’ioiems de couplage

‘ EAZE COUPLEE J

ﬂOpérateuxs d'Hamiltorien

\ ELEMENTS MATRICIELS ]

. On fait ensuite le produit scalaire du ket obtenu

oua =

Base relative & "élongation

/——)' Optimisation des paramétres du modéle

FROGRAMME DFATUSTEMENT <
Diagonalisation de la matrice hamiltonienne

i l l

[ Paraméttes du modéle et incettitudes J [ Iatrice de correlation ] [ Ecatt - type

Fi1G. 7.1 — Architecture du programme informatique
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7.2 Le couplage élongation-pliage dans le modele local-
local

Dans le cas du couplage élongation-pliage, il y a trois types d’opérateurs : Hf, HY et
l'opérateur H.g, (ici ref pour operateur), il est donc nécessaire de calculer les éléments ma-
triciels de ces opérateurs dans la base couplée :

| N1 Me Mes (Mea) Mp1 Mpa Nps (s ) (1eCeoe — 1,Cp0p,) — Co)

B e Co Cp C
=5 [ F( A (7.2.1)
’nel Ne2 Ne3 Nea, 7aecyeo'e> ‘npl Tp2 Mop3 Mop4. TPCPUP>
ou
e( c. G, C ) _ [0]1/2F< Co G C ) (7.2.2)
e 0, O O. Op O

sont les coefficients de couplage de Clebsch - Gordan, exprimés dans le groupe moléculaire Cs,

On doit donc programmer la symétrisation des kets d’élongation et des ket de pliage, apres
le couplage élongation-pliage (7.2.1) et enfin exécuter le sous-programme qui détermine les
éléments matriciels de n’importe quel opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

bJ{ p1 bgm b;p?’ b:flm bgps bgps bim bgps b;m b§n2 bgﬂ3 bZM bg% bg%‘ b;m bgﬂs (7.2.?))

dans la base couplée définie précédemment.

La programmation de la symétrisation des kets est la méme que dans le cas §§7.1 : on doit
construire deux listes de variables de type meskets (une pour les kets d’élongation et 'autre
pour les kets de pliage). Dans le cas du couplage élongation-pliage, il ne faut surtout pas
oublier la sommation (7.2.1). Dans ce cas nous avons 8 nombres quantiques, c’est pourquoi
dans l'opérateur (7.2.3) il y a des opérateurs qui agissent chaquns sur leurs nombre quantique
correspondant : {17, b} — ny, {b1F2, 002} — ngg, {bEP 00— ngg, {BEPA DY — ngy,
{bgm?bgbf’} — Np1, {bg%’bglﬁ} = Nyp2, {by)??b;n?} > T3 et {b;ps’bgng} = Np4. On peut
utiliser 'expression 7.1.2 en prenant en compte qu’on a 8 nombres quantiques. Pour obtenir les
valeurs des éléments matriciels il reste ensuite a calculer le produit scalaire des kets initiaux et
des kets obtenus apres action de l'opérateur (7.2.3).

7.3 L’algorithme des calculs

Nous venons d’examiner le probleme du calcul des éléments matriciels des opérateurs de
notre Hamiltonien. Mais le but de notre travail est de déterminer les parametres de I’Hamil-
tonien. L’algorithme informatique de notre programme est représenté schématiquement sur la
figure 7.1.

Nous allons maintenant discuter de la partie ajustement. Cette procedure qui parait vrai-
ment facile présente cependant des difficultés informatiques liées a la mémoire vive et au temps
de calcul, ansi que la sensibilité aux parametres initiaux. La probleme de memoire et de temps
de calcul est connecté avec le grand nombre de niveaux vibrationnels. En effet, la matrice
hamiltonienne initiale est de 'ordre de 48000x48000. La théorie des groupes nous permet une
premiere diagonalisation de cette matrice en trois sous-blocs de symétrie Ay, Ay et E de di-
mension respective 17000, 14000, 17000.

On peut introduire le nombre de polyade K puisqu’il y a une résonance 2 :1 entre les niveaux
d’élongation et les niveaux de pliage ((11(A1) >~ v3(E)) ~ 2 (12(A1) >~ vy(FE))), c’est pourquoi
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[ 17000z 17000
K=1| BLOCK4&

] 0 0

N

0 k=]~ 14000 x 14000

7=1| BLOCK &
g=| 0

k=75 ~ 17000 17000

k-] BLockE
g=| 0

O 0 K=2§

Fic. 7.2 — La matrice hamiltonienne

on peut diviser encore nos sous-blocs de symétrie A;, A; et E en differants sous-blocs vérifiant
K = 2n. + n,, c’est-a-dire le nombre de polyade K subdivise chacun des trois blocs en 28
sous-blocs! de dimension au plus égale a 2200. On peut alors mettre en oeuvre les processus
standards de diagonalisation.

Le dernier probleme concerne la sensibilité des parametres, nous avons d’ailleurs abandon-
ner la méthode d’ajustement par les moindres carrés non-linéaires; et nous allons préférer la
méthode de Levenberg-Marquardt.

7.4 La méthode de Levenberg-Marquardt

L’ajustement non-linéaire

L’ajustement des spectres expérimentaux se fait sur le critere du résidu minimum entre
spectres observé et calculé. Nous allons en rappeler les grandes lignes. On pourra trouver un
exposé plus complet dans [70, 71].

Si on mesure la variable y qui est une fonction de plus d’une variable, par exemple un
vecteur de variables Z, alors on aura les fonctions de base suivantes : X;(Z),..., Xy (Z) et la
fonction de mérite x? représentative de la qualité de I’ajustement est

X = i (%= i akX’“(x'“))z (7.4.1)

0'.
i=1 ¢

ou ay sont des parametres inconnus.

Nous allons maintenant considérer I'ajustement quand un modele dépend de M parametres
ap (k = 1,2,..., M) inconnus de fagon non-linéaire. On doit trouver la fonction x? et la
minimiser. Dans le cas d’un modele non-linéaire la minimisation est obtenue itérativement.
On doit donner des valeurs initiales aux parametres, lancer la procédure qui nous donne une
solution et la continuer jusqu’au minimum de 2.

Il est suffisant d’approximer la fonction y? par la forme quadratique

—_

—

@) ~y—d-i+=i-D-a (7.4.2)

\)

Lon calcule les états vibrationnels jusqu’a n.=7 et n,=14
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ol d est un vecteur de dimension M et D est une matrice de dimension MxM. On sait par-
faitement comment relier les parametres courants @, aux parametres minimisés d,,;,

amin = C_icour + D_1 : [_VX2(6cour)] (743)

dans le cas seulement d’une (bonne) approximation. Mais il se peut que 7.4.2 soit une mauvaise
approximation de la forme que nous essayons de minimiser. Dans ce cas, ce qu’on peut tenter est
de se déplacer d'un pas de longueur fixée arbitrairement dans la direction opposée au gradient
(méthode des plus fortes pentes ou ”steepest descent methode”), c’est-a-dire :

Aproch = Qeour — CONSt X VX2 (Geour) (7.4.4)

Pour utiliser 7.4.3 ou 7.4.4 on doit savoir calculer un gradient d’une fonction y? pour n’importe
quelle liste de parametres a. Pour utiliser 7.4.3 on a aussi besoin d’une matrice D qui est la
matrice des dérivées secondes (la matrice hessienne) de la fonction de mérite 2.

Le calcul du gradient et de la matrice hessienne

On a un modele a ajuster
y = y(z;d) (7.4.5)

et une fonction de mérite
N

e =3 (LU Dy’ (7.46)

=1

Le gradient de y? avec les parametres @ pour composants :

N o i
0 _ 9y umuwd oulesd) oy 9 N (7.4.7)
=1 ¢

day, o Oay,

Si on prend en compte les derivées partielles suivantes, nous avons donc :

0*x? 1 [9y(wi; @) Oy(wi; @) 0%y (x;; i)
=2 — ’ S — (g — y(r Q) 7.4.8
Oar0a; ; 03 [ Oay, Oa, (v = y(2:.@)) Oa0a; ( )
Pour simplifier les notations, il est utile de poser
6k = —%a;;f ] = —%a?j:ézl (749)

et [a] =1/2D dans 7.4.3. Avec ces notations on peut réécrire cette équation comme :

M
Zakléal = ﬁk (7410)
=1

Autrement dit, da; est l'incrémentation a réaliser sur le jeu de parametres initial. Dans ce
contexte de I'ajustement aux moindres carrés, la matrice [a] est appelée matrice de courbure.

En revanche, lorsque le x? est ”loin” d’étre une forme quadratique, on utilisera la méthode
des plus forte pentes 7.4.4 qui s’écrit simplement :

da; = const X [3; (7.4.11)

On voit bien que les composantes de la matrice hessienne «y; dépendent des derivées
premieres et des secondes par rapport aux parametres a.
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La stratégie Levenberg-Marquardt

Levenberg et Marquardt ont proposé une méthode efficace et astucieuse pour passer con-
tiniment du schéma d’inversion du hessien a celui des plus fortes pentes. Ce dernier schéma
sera utilisé loin du minimum et on tend a lui substituer le schéma d’inversion du hessien au
fur et & mesure que l'on approche du minimum. Cette méthode de Levenberg-Marquardt a
fait ses preuves et fonctionne remarquablement bien pour des modeles et des domaines de la
physique fort variés, si bien qu’elle constitue désormais le standard pour résoudre les probléemes
d’ajustement aux moindres carrés de modeles non-linéaires.

La méthode est basée sur deux points importantes. Examinons l'ordre de grandeur de
"const” dans ’équation 7.4.11. Ce sont les composantes de la matrice hessienne qui donnent
I'information sur l'ordre de grandeur de ”const”.

On peut brievement décrire la méthode de Levenberg-Marquardt comme une stratégie de
recherche du y? minimum utilisant au mieux les schémas 7.4.10 et 7.4.11, et cela grace a deux
idées déterminantes. La premiere idée consiste a modifier le schéma des plus fortes pentes
7.4.11 en remplagant la constante (le pas) par un vecteur dont on choisit judicieusement les
composantes. On peut interpréter ce choix comme une "mise a 1’échelle”, pour chacun des
parametres, du pas que 'on va effectuer dans la direction du minimum du x?. On réalise ce
choix en remarquant que cette constante de proportion entre une dérivée par rapport a a; et
une différence finie en a; a naturellement la dimension de a?. Par ailleurs, on postule qu'un
ordre de grandeur de cette constante peut étre donné par une composante de la matrice de
courbure [a]; or la seule composante de [a] dépendante de a; qui a la dimension requise est
1/agg, et le schéma 7.4.11 doit donc étre modifié pour s’écrire en composantes :

1
(50,[ = —ﬂl ou )\04”50,1 = ﬂl (7412)
/\Oéll
ou A est un facteur > 1 permettant de réduire globalement (et non composante par composante)
le pas si celui-ci s’avérait trop grand (comme cela se fait dans la méthode des plus fortes pentes).
La deuxieme idée consiste alors a poser :

aj; = aji(1+A)

afy =g (j#F)
Les deux schémas 7.4.10 et 7.4.11 sont avantageusement remplacés par I'unique formulation :
trouver 'incrémentation dd solution du systeme :

(7.4.13)

M
Zaﬁd&zl = ﬁk (7.4.14)
=1

Lorsque A est grand, la matrice [a]" est a diagonale dominante et le systeme précédent équivaut
a 7.4.12; lorsqu’au contraire A tend vers 0, ce systeme équivaut a 7.4.10.
L’algorithme proposé par Marquardt est le suivant :

1. Calculer x?(a@) avec des parametres initiaux ;

2. Poser une valeur quelconque pour A, par exemple A = 0.001;

3. Résoudre les équations 7.4.13 pour éa et évaluer x*(a + 6a)

4. Si x*(@ + 6d@) > x*(a@), on multiplie la valeur de A par 10 (ou un autre facteur) et on
reitere le point 4 ;

5. Si x?(@ + 6a@) < x*(a@), on divise la valeur de A par 10 (ou un autre facteur), on faire la
correspondance @ — a@ + 0a et on recommence le point 4 ;
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6. Arréter la procédure quand |x*(d@ + da) — x*(@)| < 1.

Lorsqu’on a trouvé un minimum acceptable du x? pour un jeu de M parametres @, la
variation de x? autour de ce minimum 2, pour une variation @ des parametres ajustés est
donnée par (en appliquant 1’équation 7.4.2 au x? et puisque Vx?(@nin) = 0) :

X2 = Xin + 0dl0]0d (7.4.15)

On va s’intéresser en particulier & la variation du y? lorsqu’on fait arbitrairement varier un
seul parametre ay, les autres parametres restant fixés a leurs valeurs ajustées de @,,;,. Notons
31, le x* & M — 1 degrés de liberté obtenu en fixant le paramétre a; a sa valeur arbitraire
et soit @ le nouveau jeu de paramétres qui minimise ce x?. Posons Ax? = x3,_; — X2n €t
0d = d — Ay (remarquons qu’aucune des composantes de 6@ n’est nulle a priori). On montre
que ce Ax3(ay) est distribué comme le carré d’une variable aléatoire & distribution normale.
Autrement dit, on aura formellement Ax? < 1 pour da; < lo (68.3% des cas), Ax? < 4 pour
da; < 20 (95.4% des cas), Ax3 < 9 pour da; < 30 (99.73% des cas), etc...

On peut par ailleurs relier I'incertitude da; sur le parameétre a; & Ax? en remarquant que
§X2(d'mm) = 0 sur toutes ses composantes sauf la premiere, et comme, d’apres 7.4.9 et 7.4.10

[2]d6d@ = —LVy?, on aura la matrice de covariance C' = [a] ! telle que :
5 LOC (7.4.16)
a = ——=—— 4.
1 39, 1

On déduit de 7.4.15 et 7.4.16 :

soit
5@1 =+ AX%\/ CH (7418)

et, donc, si 'on définit l'incertitude sur le parametre a; par §; = 1o, soit Ax? = 1, on aura

finalement
(5(1,1 =\ Cll (7419)

7.5 Le couplage élongation-pliage dans le modele local-
normal

Rappelons que dans ce cas on décrit les vibrations d’élongation comme des modes locaux
et les vibrations de pliage comme des modes normaux. D’abord, comme dans §§7.2, on doit
construire des états vibrationnels couplés. Pour les niveaux d’élongation, on utilise la méme
procédure que dans §§7.1. Examinons maintenant la procédure pour construire des états vi-
brationnels de pliage. En fait, nous allons développer le méme principe que pour les niveaux
d’élongation :

type (ket) ,dimension(2000) :: ket_bend
type ket

integerx4 :: v2,v4,14,sym
endtype

166



c’est-a-dire on prend la méme description mais avec des notations de modes normaux (vgvfl‘*, ),
I’ étant la symétrie du ket. On doit maintenant construire des kets en prenant en compte leur
symétrie. La symétrie des kets dépend de la valeur de l,. On commence par deux boucles en v2
et v4 depuis les valeurs zéro jusqu’a une valeur calculée maximale. Il faut prendre en compte
qu’on doit faire des calculs jusqu’a v5** et v]*** qui sont deux fois plus grands que le nombre
quantique de vibration d’élongation. count est le numéro du ket. Apres on réalise I’algorithme
suivant : Iy = vy,v4 — 2,...,0 si vy est pair ou 1 si vy est impair et la symétrie est donné par :

Sily=0alorsI'=A;;
Sily=3p+1lalors'=FE p=0,1,...;
Sily=3p+2alorsI'=F, p=0,1,...;
Sily=3p+3alors'=A;et Ay, p=0,1,....

Voici la partie du programme qui réalise cet algorithme :

count=1
do v2=0,v2max
do v4=0,v4max
if ( mod(v4,2) == 0 ) then
do 14=0,v4,2
if ( (mod(14,3) == 0).and.(14 == 0) ) then
if ( mod(14,2) == 0 ) then
sym=1
ket_bend (count) }%v2=v2
ket_bend(count) j%vd=v4
ket_bend(count)’%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
else
sym=2
ket_bend(count)%v2=v2
ket_bend(count)%vi=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend (count) j%sym=sym
count=count+1
endif
elseif (mod(14,3) == 0) then
sym=1
ket_bend(count)%v2=v2
ket_bend(count) j%v4=v4
ket_bend(count)’%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count) %sym=sym
count=count+1
elseif (mod(14,3) == 1) then
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sym=3
ket_bend(count)%v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend(count) %sym=sym
count=count+1

elseif (mod(14,3) == 2) then
sym=3
ket_bend(count) %v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
endif
enddo
else
do 14=1,v4,2
if ( (mod(14,3) == 0).and.(14 == 0) ) then
if ( mod(14,2) == 0 ) then
sym=1
ket_bend (count) }%v2=v2
ket_bend(count) j%vd=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
else
sym=2
ket_bend(count)%v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)’%14=14
ket_bend(count) j%sym=sym
count=count+1
endif
elseif (mod(14,3) == 0) then
sym=1
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend(count) j%vd=v4
ket_bend(count)’%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count) j%sym=sym
count=count+1
elseif (mod(14,3) == 1) then
sym=3
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ket_bend(count)%v2=v2
ket_bend(count)vi=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend(count)j%sym=sym
count=count+1

elseif (mod(14,3) == 2) then
sym=3
ket_bend(count) %v2=v2
ket_bend (count) %vi4=v4d
ket_bend(count)’14=14
ket_bend(count) %sym=sym
count=count+1
endif
enddo
endif
enddo
enddo
count=count-1

Maintenant on doit faire le couplage élongation-pliage, en utilisant les coefficients de cou-
plage Clebsch - Gordan :

| n1ngn3 (ng) (vvi™) (r.Ceo. — Cyo,) — Co)

= 3 [0]1/2F< Ce Cp C ) |n1ng ng (nyg), TeOeO'e>|(U2U4 1), Cpoop)

Te,0p Oe Op O

(7.5.1)

Puis, on calcule les éléments matriciels des opérateurs de notre Hamiltonien afin de construire sa
matrice, c¢’est-a-dire des opérateurs du type H¢ (cf programmation précédente) et un opérateur
de couplage élongation-pliage 7.5.2
H, = a(94(‘41) _ Zy&s(Al)) (A1) (A1) +ﬁ(94(A1) _i_Zys(Al))a;(Al)a;(Al) +
+Oé1(94(A1)—2%5(141))(8.51]31) (E1 )+a51 2) (Ez )+ (H4 (A1) _|_Zld5 A1))(a E1) )+a+(E2) +(E2))+
4 062(1{11( y5(E )(a 2A1) (E1) + a(El) (A1)> + an(Ya 4E) 2152 E))( (Ez + agl 2) (Al)) +
+ﬁ2(H11(E)+Z‘H5(E)) (Al) (E1)+a4 (E1)a2 +(A1) )"—6 (y;l(E)_i_ g2 )(a;r A1) + E2)+ 4( )a;(Al))
+ 043( 4E) Zy?(E))(_a( 1) (El) + afl 2) (Ez)) + 043(132 2132 E))( Eq1) _|_ af; 2) (El)) +

+ﬁ3( —f—ZHB(E))( a+(E1)aI(E1)+aI(E2 +(E2))+ﬁ ( 5(E))(a E1 )+a (Ez)aZ(El))
(7.5.2)

_|_

ou les opérateurs Yd(Ar) 95 (A1) %E) H4<E yi’( et 95(E) sont des opérateurs qui agissent sur les
kets d’élongation (§§4.4.4) et les opérateurs a(QAl), a;r(Al), aElEl), aI(El), a(Ez) et ay H(E2) agissent
sur les kets de pliage. On doit donc maintenant trouver ’algorithme pour obtenir les valeurs des
¢léments matriciels de cet opérateur. Nous savons déja programmer les éléments matriciels de
combinaison des operateurs b;, b;, ce qui résoud la premiére partie de 'opérateur de couplage.

Pour la deuxieme partie concernant ”la partie de pliage” on a utilisé la procédure suivante :

1. Nous avons écrit un programme avec MATHEMATICA 5.0 qui calcule les expressions
(A1) _+(A1) _(E1)

pour une action de n’'mporte quelles combinaisons des opérateurs a, ', a, yay
aI(El), a(Ez) et ay T®2) sur les kets de pliage |(vp03™), Cho,)
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2. A partir des expressions obtenues, on a fait un sous-programme en FORTRAN 95 qui
permet de calculer les valeurs des éléments matriciels

Pour calculer les expressions du point 1 ci-avant, on a utilisé les éléments matriciels réduits
pour loscillateur de dimension 1 : < vg,A1||a§Al)||vg + 1,4 >= us+ 1 et ceux de la ta-
ble 7.1 pour l'oscillateur de dimension 2 et pour les éléments matriciels réduits conjugués

< 0o {0} Cllasr ™o, = 1, {7}, €7 >= (=) < vy =1, {7} Cllai v, {3}, € >
ly C, l c E.M.R
0 A 1 E Vos+1
6p #£ 0 r 6p+1 E \/v +1,+2)/2
6p # 0 r 6p — 1 E D'/ (vg =1y +2)/2
6p + 1 E 6p + 2 E —/(va+ 1l +2)
1 E 0 Ay —Vu +1
6p +1 E 6p # 0 r (=)' (vg — 4 +2)/2
6p + 2 E 6p + 3 r (=" (va+1s+2)/2
6p + 2 E 6p + 1 E (vg — g+ 2)
6p + 3 r 6p + 4 E — (=) (va + 14 +2)/2
6p +3 r 6p + 2 E V(g =1l +2)/2
6p + 4 E 6p+5 E (vg + 14 +2)
6p + 4 E 6p + 3 r V(g =1l +2)/2
6p+5 E 6p + 6 r —/ (04 + 14+ 2)/2
6p+5 E 6p + 4 E (vg — g+ 2)
I'=A; ou A,
p=20,1,...

TAB. 7.1 — The matrix elements < vy, l4, CpHaZ(lE)Hm + 1,1, C), >

A partir des élements matriciels réduit, on peut obtenir les éléments matriciels en utilisant
le théoreme de Wigner-Eckart

/

< A{v}, Cpy0plaP{0i}, €0y >= F( © GG ) < A{v}, Gl {v}. ¢y > (7.5.3)
o o0, 0p

Apres action de notre opérateur de couplage sur les kets, on trouve les valeurs des éléments

matriciels en faisant le produit scalaire des kets initiaux et des kets obtenus apres l'action de

I'opérateur de couplage. Nous pouvons donc construire la matrice hamiltonienne et obtenir les

valeurs propres de notre systeme.

Dans ce cas on a résolu les méme problemes qu’en §§7.2, c¢’est-a-dire maintenant on sait
également obtenir des parametres de notre Hamiltonien dans le cas du couplage élongation-
pliage (modele local-normal).

Mentionnons que tous les calculs numériques obtenus avec FORTRAN 95 ont été testés avec
MATHEMATICA 5.0.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Conclusion

Dans ce travail de these, nous nous sommes attachés principalement a 1’étude des états
vibrationnels tres excités des molécules X Y3 non planaires. Pour cette étude, nous avons utilisé
une approche algébrique du type U(p + 1). Ceci signifie, d'une part, que les degrés de liberté
vibrationnels ont été traitées comme des oscillateurs anaharnomiques, et d’autre part, que si
p degrés de liberté sont identiques, alors ils sont équivalents a un oscillateur p fois dégénéré.
Ainsi, les énergies et les dégénerescences associées sont données par le groupe unitaire U(p) :
c’est le groupe de dégénérescence.

Cependant, I’ensemble des propriétés dynamiques du systeme n’est pas accessible par le
groupe de dégénérescence. Le formalisme algébrique U(p + 1) propose de prendre le groupe
unitaire U(p + 1) comme sur-groupe au groupe de dégénérescence.

La quasi totalité du formalisme utilisé dans ce travail repose sur I'emploi des groupes uni-
taires et de leurs propriétés. C’est pourquoi nous avons débuté ce manuscrit par de brefs rappels
concernant les groupes continus, en I’'occurence pour les groupes de Lie. Nous avons volontaire-
ment débuté ces rappels a un niveau élémentaire, afin d’essayer de satisfaire a “l’auto-suffisance”
du manuscrit. Puis, nous avons rappelé les techniques de descriptions et d’études des groupes
unitaires. A ce stade, ont été introduits les états de Gelfand-Zetlin (G-Z), les représentations
(lexicales, adjointes, totalement symétriques). A 'aide de la notion de poids d'un état de G-Z,
nous avons rappelé, dans le cadre des représentations totalement symétriques, le lien existant
entre les états de G-Z et les états locaux moléculaires utilisés dans la suite du travail. Ces
rappels effectués, nous avons appliqué le formalisme algébrique U(p—+1) afin de décrire les états
vibrationnels des molécules de symétrie Cj,,.

Dans un premier temps, nous avons entrepris 1’étude des modes vibrationnels d’élongation
des molécules locales X Y3 non planaires, ¢’est-a-dire des molécules pour lesquelles il est possible
d’étudier séparément les modes d’élongation et les modes de pliage. De plus, le choix des
molécules testées dépend également de deux autres criteres : 'intérét scientifique des molécules
et l'existence de données expérimentales relatives aux niveaux d’énergies vibrationnelles. C’est
pourquoi le choix des molécules de stibine (SbHj3), de phosphine (PHj3) et d’arsine (AsHj) s’est
rapidement imposé. La stibine est d’un interét industriel important, car elle est la source la plus
pure qui permet de récupérer I’antimoine qui intervient dans la fabrication de certains composés
semi-conducteurs. La molécule d’arsine et de phosphine sont elles d’interét planétologique,
puisqu’elle ont été détectée dans ’atmosphere de planet-geants.

Ces trois molécules admettent des modes fondamentaux vibrationnels d’élongation tres
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proches : v1(A;) ~ v3(E). En conséquence, ces deux molécules se comportent, en élongation,
comme trois oscillateurs identiques ou comme un oscillateur trois fois dégénéré. C’est pourquoi,
initialement, nous avons utilisé la chaine de groupe

U4) D U@3) DS(3) = Cs, (8.1.1)

ce qui nous a conduit a I’énergie d’ordre zéro.

Mais le Hamiltonien Hj, d’ordre zéro ne permet pas, par exemple, de connexion entre des
états du type |nn'n” nyg) et [n+1n" F1n” ng). Or ces deux types d’états appartiennent a la
meéme représentation totalement symétrique [ne, 02} (o ne = n+n' +n”). Ainsi nous avons
introduit un opérateur de couplage

3
YA = Nl (8.1.2)

i#j=1

qui vient compléter I'expression du Hamiltonien Hy. Ce terme permet un échange de quanta
entre les liaisons ¢ et j, il s’agit donc d’un opérateur de couplage intramoléculaire. Des lors, le
Hamiltonien utilisé

3
Hy = agn + a1 0° + ag (7 + Ml + Tahs) + az » _ blb; (8.1.3)
i#j=1
possede deux contributions distinctes :
- une contribution anharmonique, représentée par les termes quadratiques

- une contribution de couplage des liaisons permettant 1’échange interne de quanta. Cet
effet étant représenté par opérateur Y3(41)

L’intensité relative de ces deux contributions rend compte de la prédominance d’'un phénomene
physique au sein de notre systéeme moléculaire.

Afin d’ajuster ce modele, il a fallu dans un premier temps calculer numériquement les
éléments matriciels dans la base symétrisée

Puis, ce modele a été testé sur les molécules de stibine, de phosphine et d’arsine. Les données
expérimentales dont nous disposions concernaient des états caractérisés par un nombre quan-
tique vibrationnel inférieur ou égale a 6. Suite a la procédure d’ajustement (des moindres carrés
non-linéaires), nous avons mis en évidence la grande stabilité de notre modele sur I'ensemble
spectral reproduit. En effet, pour ces deux molécules, notre modele détermine les états les plus
excités avec une erreur inférieure & 2cm 1. D’autres modeles basés sur des approches de type
Morse ou développement en coordonnées normales, reproduisent bien I’ensemble des premiers
niveaux, mais divergent des que le nombre quantique vibrationnel atteint 4. La stabilité dont
fait preuve notre modele, nous a conduit a entreprendre une estimation de la limite de dissoci-
ation des deux molécules étudiées. Pour ce faire, nous avons remarquer que le meilleur moyen
de dissocier une molécule est de concentrer I’ensemble des quanta sur une seule liaison, c’est-
a-dire que la dissociation est relative a des états du type [(n00) Ay, E). Suite a la procédure
d’ajustement, ces états sont caractérisés par des coefficients de pureté avoisinant 100% ; cette
remarque conduit a n’utiliser que la partie diagonale Hy du Hamiltonien. Par cette méthode,
les limites de dissociation ont été estimées avec une erreur relative inférieure a 5%.

Un autre intérét de notre démarche, est le faible nombre de parametres mis en jeu : 4 pour
le spectre d’élongation. Ce faible nombre de parametre favorise grandement l'interprétation
physique de ces derniers. A titre de comparaison, un modele de type Morse incluant des ter-
mes supplémentaires d’interaction reproduisant le spectre d’élongation peut posséder 7 a 8
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parametres pour une efficacité moindre sur les états fortements excités. Ceci est du au fait que,
dans le cadre d’une approche de type Morse, initialement la forme du potentiel régissant les
liaisons est supposée. Or, le potentiel de Morse étant une approximation du potentiel réel, il en-
gendre donc des erreurs sur les états excités. Ces erreurs se retrouvent de maniere inhérente dans
'utilisation des fonctions (de base) de Morse servant aux calculs des éléments matriciels. Par
contre, dans le cadre de I'approche algébrique, il n’est pas nécessaire de pré-supposer de forme
de potentiel. Cette remarque nous a conduit a montrer que, des l'ordre zéro, notre modele
contient le cas du Morse, c’est-a-dire que, dans un cas particulier il permet de retrouver les
résultats du Morse.

Le passage mathématique U(3) D S(3) concerne la réduction des représentations d'un
groupe continu en représentations irréductibles d’'un groupe discret. Un ensemble d’oscilla-
teurs qui possedent la méme énergie peut étre décrit comme appartenant a une méme couche.
Ces remarques conduisent a introduire le groupe semi-continu K (3) qui est définit comme le
produit semi-direct :

K(3) = A(3) AS(3). (8.1.4)

Un résultat important a été mis en évidence pour les molécules XY3 considérées : les
représentations du groupe K(3) conduisent aux répartitions énergétiques possibles sur les li-
aisons de la molécule.

Afin d’améliorer la description des modes vibrationnels d’élongation, nous avons entrepris la
construction d'un Hamiltonien d’ordre deux. Pour ce faire, nous avons effectué un développement
tensoriel a l'ordre deux des générateurs symétrisés. Suite au grand nombre de termes d’ordre
deux, nous avons essayé de déterminer ceux qui étaient prépondérants (ou privilégiés). Mal-
heureusement nous n’avons déterminé aucun critere qui nous aurait permis d’effectuer un choix
parmi ces opérateurs. C’est pourquoi la méthode que nous avons utilisée est celle qui consiste
a effectuer des ajustements des différents modeles, et de choisir celui qui permet la meilleure
reproduction spectrale pour les molécules d’arsine et de stibine.

Pour I’étude du couplage entre les modes d’élongation et de pliage, nous avons utilisé le
schéma de couplage

(Ue(4) D U(3) D Ke(3) D Se(3) ~ C3,) ® (Up(4) D UL3) D Kp(3) D Sp(3) ~ Cs,) D Cy
(8.1.5)

Le Hamiltonien H._, associé¢ étant alors
Ho p=Hy.+ a3 P2 + Hyp + a7 Y24 + ag Hoe, (8.1.6)
ou H.g, est 'opérateur d’interaction entre les modes d’élongation et de pliage :
3 7 7
Heop =%~ > (bl babebutl + b0} 0] 0] 82) (8.1.7)
i=1 k=5 n>k=5

En vue d’'un ajustement de notre modele, il a été nécessaire de calculer au préalable les
éléments matriciels de 'opérateur H,.g, dans la base couplée. Ainsi, nous avons informatisé le
probléme, en créant un programme (sous FORTRAN 90) qui détermine les éléments matriciels
de n’importe quel opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

bJ{ p1 b;m b;p?’ b:rlm bgps bgps bim b;r;ps D Db b b b b b (8.1.8)

dans la base couplée définie précédemment.
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Le schéma de couplage mis en place nous a conduit a la base couplée de travail mais la
dimension de cette base devient alors gigantesque.

En effet, la matrice hamiltonienne initiale est de 'ordre de 48000 x 48000. La théorie des
groupes permet une premiere diagonalisation de cette matrice en trois sous-blocs de symétrie
Ap, Ay et E de dimension respective 17000, 14000 et 17000. Puis l'introduction du nombre de
polyade K subdivise chacun de ces trois blocs en 28 sous-blocs de dimension au plus égale a
2200. On peut alors mettre en oeuvre les processus standards de diagonalisation.

Enfin on a montré que utilisation de ’approche local-normal decris les niveaux vibrationnels
mieux que dans le cadre de I'approche local-local.

8.2 Perspectives

8.2.1 L’effet tunnel

La molécule d’ammoniac N Hj3 est une des plus utilisées dans I'industrie, dans les domaines
de I'agriculture, des traitements de surfaces, ou encore des piles a combustible. Cette molécule
a aussi de nombreux effets sur I’environnement : ’ammoniac contribue aux phénomenes d’acid-
ification! et d’eutrophisation De plus, la communauté spectroscopique lui accorde, depuis de
nombreuses années, un grand intéret planétologique, puisque c’est une des molécules primor-
diales de I'univers.

Cette molécule présente une barriere de potentiel d’inversion de I’ordre de 2000 ¢m ™! [3] bien
inférieure a celle de la stibine et de I'arsine : elle est donc caractérisée par un fort effet tunnel.
Une des principales caractéristiques, difficiles a reproduire, de l'effet tunnel de 'ammoniac, est
que D'écart énergétique entre les niveaux parapluies (+ et -) croit avec les premieres valeurs
de n, puis se stabilise a une valeur constante pour des valeurs de n supérieures. De plus,
I’algebre de dégénérescence associée devra posséder deux étiquettes; a ce titre ’algebre de
spin su(2) apparait donc comme une possibilité. Il existe déja des modeles (non algébriques)
traitant 'effet tunnel de la molécule d’ammoniac N Hz. Ceux-ci sont fondés sur 1'idée qu’il est
possible de décrire par un oscillateur supplémentaire le passage de la molécule entre les deux
états parapluies [72]. Une analogie algébrique de ces modeles nous conduirait a choisir comme
groupe de dégénérescence le groupe unitaire U(1).

8.2.2 La rotation algébrique

Le traitement algébrique des degrés de liberté rotationnels présenterait les deux principaux
intéréts suivants : un traitement complet et homogene des degrés rovibrationnels et de leurs
interactions ; et pouvoir définir une limite de dissociation rotationnelle. Le développement d’un
modele algébrique rovivrationnel permettrait de rendre compte des interactions entre les modes
vibrationnels et rotationnels avec, sans doute, un nombre de parametres moindre que ceux des
modeles déja existants, reposant sur des développements tensoriels ou en coordonnées normales.
Le second intérét d'un traitement algébrique de la rotation serait de pouvoir travailler au sein

'Les dépots acides recouvrent non seulement les retombées acides sous forme de pluie mais également sous
forme de neige et de brouillard (dép6ts humides), ainsi que sous forme de gaz et de poussieres (dépots secs). Ces
dépdts proviennent essentiellement de 'utilisation des combustibles fossiles. Le dépot de polluants acidifiants
(802, NOy, NHj) sur la végétation, les eaux de surface et les sols est & l'origine d’un grand nombre d’effets.
Outre les effets sur les foréts, les dépots acides peuvent altérer toutes les niches écologiques des zones sensibles et
plus particuliérement la faune aquatique. Le patrimoine culturel est lui aussi menacé par les pollutions acides.
Les pierres des édifices et des monuments, surtout celles qui contiennent du calcaire, sont dégradées par les
poussieres qui s’accumulent a leur surface et par le dioxyde de soufre.
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d’une représentation donnée, donc un espace vectoriel porteur de dimension finie. Des lors, il
sera possible de définir une limite de dissociation rotationnelle.

8.2.3 Détermination de familles de potentiel a partir des Hamil-
toniens algébriques

Lors de 'écriture d’Hamiltonien algébrique, on ne suppose pas au départ de forme de po-
tentiel. En utilisant 1'une des définitions des opérateurs bosons création et annihilation en
fonction des opérateurs position et impulsion, il est possible de définir les potentiels (ou famille
de potentiels) qui sont associées aux Hamiltoniens algébriques. Des lors, il seraient intéressant
de pouvoir les comparer avec ceux déja existants, tels les potentiels de type Morse généralisés
pour les modes vibrationnels d’élongation. Un exemple d’une telle application peut étre trouvée
dans [19]. Ces auteurs montrent que la représentation position, en coordonnées hyperboliques
polaires, des opérateurs invariants du groupe (non-compact) SO(2,1) conduit a 1’équation de
Schrodinger d’un particule soumise a un potentiel de Poschl-Teller.
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A.5 Jloka/ibHO-HOPMAJIBHAST MOJIETH
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BBenenmne

NccenenoBanme CrekTpoB MOJIEKYJ TO3BOJISET OINPEJIE/sTh TaKue XapaKTePUCTUKU MOJIEKY.I,
KOTOpBIE OTKPBIBAIOT BO3MOXKHOCTH JI/Isl HCCIeIOBAHUS 0OJIee CI0KHBIX 3D (DeKTOB BHY TPUMOIEKYIAPHOI
HpUPO/ibl. BypHOE pasBuTHe TEXHUKHU CHEKTPOCKONHUH B MOCJIEHUE TOJbl IPUBEJIO K IOsIBJIECHIO
HOBO# MHMOPMAIIT O paHee HEU3yUEeHHBIX KOebaTeIbHO-BpallaTeIbHBIX I0JI0CaX MOJIEKYJI, a
TaKzKe K YTOUYHEHHUIO CTaPbIX SKCIEPUMEHTAIbHBIX JaHHbIX. Bce 310 npuBOAUT K HEOOXOUMOCTH
HCCJIe/IOBAHUS TEOPETHIECKUX MOoJeseil s n3ydeHus KoaedbaTeIbHON CIeKTPOCKOIIMH MOJIEKY.T

JJIST TOTO, 9TOOBI
e JIydIlle MOHUMATh BHYTPEHHIO JUHAMHUKY MOJIEKY.T;

® JIydIlle BOCITPOU3BO/IUTH IKCIIEPUMEHTATbHbIE TAHHBIE U, YTO H0JIee BayKHO, TTPEICKA3LIBATD
nH(MOPMAIKIO O TAKMX BayKHBIX XaPAKTEPUCTUKAX, HAITPUMED, KAK SHEPI'UU, HHTEHCUBHOCTH

H.T.I.

B macrogmee BpeMs cymiecTByeT psiji METOJIOB /IJIsl M3yYeHUs BHYTPeHHEl TUHAMUKI MOJIEKYJT:
ab initio meron |1], TpasMUMOHEBIE METO/IBI, HCIIONB3YOIIHE OHEPATOPHYIO TEOPUIO BO3MY IIICHUST
[2], HO mpuGAM3HTEenHHO 20 JTeT Haza, Gaaromaps lachello, cramu 6GypHO pa3BUBATHCSI METOJIbI,
OCHOBaHHBIE Ha ajrebpandeckux bopmasusmax |3, 4]. Anrebpandeckue GopMaIn3Mbl, MATEMATHIECKUM
anmnapaTroM KOTODBIX fBJSeTCs HCIOJIb30BaHWe Teopuu rpyni Jlum m mx aarebp, HeCMOTps Ha
CBOIO a0CTPAKTHOCTH, UMEIOT Psijl IPEUMYIIECTB 10 CPABHEHUIO C METO/IAMU, MCIIO/Ib3YEeMbIMU

paHee /I pellleHus JTaHHOU TPOOIeMBbl:
® [TPOCTOTA NPUMEHEHHSI K PA3JIUIHBIM MOJIEKYJISIPHBIM CHCTEMaM;

e ajredpamdeckne (popMaIU3MbI MO3BOJAIOT 3aIUCATHh TAMUJIBTOHHAH CUCTEMbI C MEHBIITAM
KOJTMYECTBOM ITapaMeTpPOB, YeM CTaHIaPTHBIE METO/IbI, He HCIIOIL3Y4 Ipoleayp AuddepeHInpoBaHu:

U WHTEerpupOoOBaHUSI.

Asredbpanyeckuii popMasIn3M, UCIOAb3YEMbIl B JaHHON padoTe W Ha3bIBaeMbIil (hopMaTH3MOM
U(p+1), Buepssie 6611 nipeiozken Michelot u Moret-Bailly [5]. Jauusiii popmanusm mpeiaraer
HCII0JB30BaTh yHUTApHYIO Tpynny U(p + 1) B KadecrBe JUHAMHYECKO TPYIIIBI CHCTEMBI C P
crenensaMu ¢cBo00bI. CTOUT TaKzKe OTMETUTD, UTO JaHHBIH (hopMan3M paHee ObLT HCIOTb30BAH
DU UCCJIEIOBAHUN KOJIebaTeJbHBIX MOJ MOJIeKys cdepudeckoii cumverpun tuna XY, [6] u

oKa3aJ1 00/1ee BEICOKYIO 3(hhEeKTUBHOCTD IIPU OIMUCAHUH KOJI€0ATEIbHBIX CIIEKTPOB, YeM YIOMSHYThIe



BBIIIIE CTAHJAPTHBIE MOAX0AbI. [IpuMenenne ganuoro gpopMaan3Ma K MoJIeKyaaM 0oee HI3KOif
cuvmmerpuu (B gacTHOCTH K MOstekygam Tuna X Ys(Cls,)) He TPUBHAIBHO.

C TouKM 3peHus IPUIOKeHns MOIeKyabl P Hs n AsHs IpecTaB/Igi0T HHTEPeC 1Tt aCTPOMDU3UKH,
TaK KaK oHu ObL/11 OOHAPYZKEHbI B aTMocdepax IJIaHeT-T'UTaHTOB, ApCUH U CTUOMH UCTIOJIB3YIOTCS
IpPU IPOU3BOJICTBE CBEPXYHUCTHIX TOTYITPOBOIHUKOB.

Cka3zaHHOE BBIIIE 03BOJISIET TOBOPUTH 00 aKTYaIbHOCTHU UCCJIEI0OBAHUS KO/IE0ATETbHBIX CIEKTPOB
MOJIEKYJT aKCHATbHON cuMMerpuu Tuma X Y3 Ha ocHoe dbopmanusma U(p + 1).

ITesnnro paborsr siBisiercs npumenenne popmasusva U (p+1) st mocTpoernst KoiebaTeabHOro
raMUJIBTOHHAHA U pacdera KoaebaTebHbIX CIIEKTPOB MUPAMUIATBHBIX Moaeky.1 Tuna X Ys (apcuna,
docduna n crubuna) u Ha HTO OCHOBE OLPE/IEICHIE TTAPDAMETPOB KOJIEOATEILHONO IFAMHJIbTOHUAHA
JIJIST YKA3aHHBIX BBIIIE MOJIEKY.T.

Koukpernas peasim3aliyst MOCTaBICHHON 1E/IM 3aKJII0YAETCsl B PEHICHUH CJIe/IyIOMKUX 3a0ad:

® HAXOXKJIEHHE aJIEKBATHOI MEMOYKN TPYIIl B PAMKAX O030HHOTO TpHOIMzKeHus [7] mis
OTMCAaHUsT BAJEHTHBIX U JeOPMAIMOHHBIX KOJIEOaHUH MOJIEKYJI aKCHAJIbHOW CHMMeTPHI

Ha MpUMepe MOJeKyT apcuHa, pochuHa U CTUONHA;

e pa3paboTKa TeOpeTHUecKoro ammapara B pamkax ¢opmammsma U(p + 1) u onpenesnenue
OTIepPaTOPOB, BXOJISIINX B TaMUJIBTOHUAH, ONUCHIBAIONINI KoJiebaTe/IbHbIe MOJIbI BHITIIEYKa3aHHbBIX
MOJIEKYJI, B TOM YHCJIE€ H OTIePATOPOB B3aNMO/ICHCTBUS MKy BaJEHTHBIMU U J1Ie(hOPMATTMOHHBIMA

KOJIEOAHUSIMU;

® CO3/laHue MPOIPAMHOI0 OOecrevdeHus, MO3BOJISIONIEr0 Ha OCHOBE pa3paboTaHHOil Teopuw,
pPaCCUYUTHIBATH YPOBHH KOJI€OATEIbHOII SHEPIUH BILIOTH J0 YPOBHS JUCCOMUANNE JITd 4-X
ATOMHBIX MOJIEKYJI aKCHAJbHOU CUMMETPUM U OIIPEJE/IATh MapaMeTpbl KoiebaTeJbHOro

T'aMHJIBTOHHUAHA;

® OCYIIEeCTBJICHHNE KOJIUYIECTBEHHOT'O aHaJIN3a IMMapaMeTpOB KOJIE0ATEILHOINO TAMUILTOHNAHA
JJ1d IAPpaMA JaJbHBIX MOJIEKY.JT TUIIa XYE; 1 BOCIIPOU3BEJCHUE IKCIIEPUMEHTAJIbHBIX JAaHHBIX

paccMaTpuBaeMbIX MOJIEKY.I.

OcCHOBHBIE METOAbI UCCJIeAOBaHMAA. VICX01s U3 Iepeunc/JIeHHbIX 33,134, /s UX PelleHus
ncnosnb3yercs anredbpamdeckuii meto: popmanmusm U(p+1) B paMkax 6030HHOTO TPUOIHZKEHUS
[7], merox Jlesenbepra-Mapkapara |8, 9|, sI3bIKH aHAJIUTHYIECKOTO W YHCIEHHOTO TPOrPAMMUPOBAHH S
MATHEMATICA 5.0 u FORTRAN 95, MeTobl onepaTopHOil Teopun Bo3MyIeHuii [2].

Haquble IIOJIOZKEHN A, BbIHOCUMbI€ HA 3aIllUuTYy:

1. Ajrebpamdeckuii moaxo/1 u crocoObl ONUCAHKUS KOe0aTe/IbHO| CTPYKTYPhl MOJIEKYJI THIIA,
X3 akcnasibHOi cumMeTpun, ucnosb3yomnue dhopmaiusM U(p+1), IpUBOAAT K MOSBIEHIIO

B Kos1e0aTe/IbHOM FaMHUJIbTOHUAHE BKJIaJda 0OMEHHOI'0 THUIIA;

KOJ1€6.
2. Or 3mauenust uncia L = L2 —
Vé(j())g;em'ee

Ym—Vn

(Vm, Vp - d)yHﬂaMeHTaﬂbeIe JaCTOTHI
Um~+Vn

MOJIEKYJIBI) 3aBHCHT BBIOOD KOHKDETHOMH HEMOYKH TPYII, COOTBETCTBYIOIIEH OMUCAHWIO

6



KOJ1e0ATETbHO CTPYKTYPhI MUPAMUJATBHBIX MOTeKy.1 Tuna X Y. Ilpu 3navennn dmcria
L <0.01 caeayer ucnoanszobars nenouky rpymnn (U(4) D U(3) D K(3) D S(3) D Cs,), B
IPOTHBHOM ciiydae - nernouky rpymnmn U(2) @ U(3) D U(1) @ U(2) D O(2) D Cs,

JlocToBepHOCTH PE3yJIbTATOB, IOJYYEHHBIX B PadOTe, MOITBEPZKIAeTCs:

® TOYHOCTbHIO, CDABHUMOIl C IKCIIEPUMEHTATbHBIMHI IOTPENTHOCTIME, PE3YJIbTaTOB PACIeTOB
HA OCHOBE UCIIOJIBL3YEMbIX MOJIEIEH U METOJIOB ¢ IKCIEPUMEHTATbHBIMY 3HAYEHUSIMHU TTOJTOYKEH Uit

KoJ1edaTeIbHBIX YPOBHEH MOTIOMeHnsT JIJI UCCIeayeMbiX B pabore monekyn PHs, AsH;

u SbHs;

e COTJIacHeM B TeX CJaydJasX, KOrja ObLIO BOZMOYKHO CpaBHEHHE Pe3yJbTATOB, MOy IeHHBIX
B JaHHO# pabote, ¢ pesyabratamu Apyrux aBropos: M. Sanchez-Castellanos u ap. [10] u

FOpuenko u jp. [11];

® TIpeJiCKa3aHUe YHEPIUU TUCCOIUAINNU I MOJIEKYJT CTHOMHA U apCUHA, BBITOJHEHHOE B
PaMKax pa3BHBAEMOTO MO/IX0/1A, COTIACYETCS € IKCIEPUMEHTATbHBIMU 3HAYEHUSMU C OTHOCUTE/THHOT

omm6Koit He Goee 5%.
Hayunasa HOBU3HA PabOTHI OIpejiesdercd cIeLyIonuM (haKTOPOM:

- pa3pa60TaH METOJ AJIA ONMUCAaHNA KOJIe0ATeILHBIX CIIEKTPOB MUPaMUJaJIbHBIX MOJIEKYJI THUIIQ

XY3 BILIOTH 10 JIUCCOMMOHHOTO TIPEJIeTa MOJTEKYIBI;
Hay4ynas 1eHHOCTh 3aKII0YaETCS B CIEIYIOMIEM:

® II0JIYY€HDbI IapaMeTpPbl TaMUJIbTOHHaHa, OIIKXCBIBAIOIIETO KOJIe0aTeIbHBIIH CIIEKTD MOJIEKY.JIbI
apPChUHa, KOTOPbIE MO3BOJIAIOT BOCCTaAaHABJINBATH 9KCIIEPUMEHTAJIbHbIE JaHHbIE CO CpeJHEKBaJAPAaTUYIHb!

OTKJI0HeHHeM dypms = 1.98 cM™1, a 1714 docduna - co cpeHeKBaIpaTHIHBIM OTKJIOHEHHeM
dyms = 2.33 ML

e B pamvkax (opmasuszma U(p+1) okaz3anoch BO3MOKHBIM HOCTPOUTH FAMUJIBTOHUAH MOJIEKYJIbI
C MEHBIIUM KOJUYECTBOM MapaMeTpOB IO CPABHEHUIO C TPAJAUIIMOHHBIMHU MOJIXOJAMHU U
OIUCBIBATH ¢ DOJIee BLICOKOW TOUYHOCTHIO KOJIe0ATEJIbHYIO CTPYKTYPY MOJIEKYJI aKCUAJIbHOM

cummMeTpun tuna X Ys.
ITpakTuydeckasi 3HAYMMOCTH PAOOTHI:

e paspaboTaHHbBIN MAKeT MPOrpaMM JIjIst pacdyeTa KojiedaTe IbHON CTPYKTY Pbl MOJIEKYJT AKCUATbHON

cummerpun tuma X Y3(Cs,) TPUMEHAM [T BCETO KJIACCA PACCMATPUBAEMBIX MOJIEKY.T;

® JIOJIYY€HHbIC IIapaMeTPbI KO0J1e0ATEeILHONO IaMIJILTOHHAHA paccMaTpuBa€eMbIX MOJIEKY.JI
MOT'YT UCIIOJIb30BATHLCA B ﬂaﬂbHeﬁIHeM KaK XOpolilasd OCHOBa AJid KOPPEKIUU ITapaMeTpPOB
BHYTPHMOHGKYHHPHOﬁ HOTeHHHaHBHOﬁ dDYHKH‘I/II/I JaHHBIX MOJIEKYJI, OIIp€Je/JICHHBIX C IIOMOIIbIO

ab initio pacdeTos.



Bueapenne pe3yabTaToB M PEKOMEHJAINN 110 UX JajibHEHIIeMy HCIIOJIb30BAHUIO.
[Tosryuennbie B guccepranun pe3y/abTaThl HCIOAB3YIOTCS YHUBEPCUTETe BypryHiuu npu 9renun
Kypca Jjeknunii "CoBpeMeHHbIe MEeTOIbI HCCIEI0BAHAS CIEKTPOB MOTEKY./I"H peKOMEHIOBAHbI K
UCIIOJTb30BAHUIO B YI€OHOM IIPOIECcce MpH YTeHuu KypcoB Jieknuit «CoBpeMeHHbie mpo0JIeMbl
MOJIEKYJISIPHOl CIeKTpocKonnny n «PU3MKa aTOMOB U MOJIEKYJT» Ha (U3NIECKOM (haKyabrere
Tomckoro rocymapcrsenHoro yaupepcurera. Kpome toro, kadepa ONTHKE U CIIEKTPOCKOIIHH
ToMCKOro rocy1apCTBEHHOIO YHHBEPCUTETA PEKOMEH/IyeT BKIIOUNThH MAaTePUAIBI 0030PHOI IIaBbI
B yueOHOe 1ocobue, NOCBsIIEHHOe UCCJIe0BAHUIO CIIEKTPOB MoJieKy.I. JlanHoe mocobue npe/iHa3HaveHo
JUUTSL CTY/IEHTOB U aCIHPAHTOB Kade phl.

Anpobanusa pabdoTsl n nyoankamuu. MarepuaJibl, BOIIE/IIINE B JIUCCEPTALUIO, JTOJTOZKEHbI

1 00CYZKJICHBI Ha CJIEJYIONINX HAYYIHBIX KOH(DEPeHIUIX:

1. XVIII mexk 1yHapoaaasi KOoH(pEPEHIHs 0 MOJIEKY/IsIPHOIT CIIEKTPOCKOIHH BHICOKOTO PA3PeIeHusd,
[Ipara, Yexus, 2004;

2. XI Bcepoccuiickag HaydHasg KoHepeHIus g cryaeHToB n acnupanToB BHKC®-XI,

Exarepunbypr, 2005;
3. Huu mkojbl JokTOopanTos, bezauncon, Ppanmus 2006;
4. Koundepennus 1mo aroMmHoit u mosiexyjasspuoit ¢pusuke, duxkon, Opanusi, 2006;

5. XIX mex1yHapogHast KoHMEePeHIus 110 MOJIEKY/ISPHOM CIIEKTPOCKOIIMU BHICOKOI'O Pa3peIIeHusl,
[Ipara, Yexus, 2006.

Pabora BeImosTHASIaACh TP (PMHAHCOBOIT MOAEPKKE :

e rpaut MO P® E-00-32-192;

e crunen s npe3ugenta PO s obyuenust u craxkupoku 3a pyoexkom 2003 roja;

e cruiieH s npaureibcrsa Opaniuu Jis JUCCEPTALMI 1101, JIBOHBIM PYKOBOJICTBOM.
Bxkuiag aBTOpAa 11pU 10JIyUEeHUM PE3YJILTATOB HACTOsIENR PAOOThI COCTOUT B CJIe/yIOLIEM:
e ydJacTHe B IIOCTAHOBKE 3a/1a4;

e ydJacTHe B TEOPETHIECKOil pa3paboTKe MeTOIa pacuera KoaedaTe/IbHOi CTPYKTYPhI MAPAMUIATbHBIX

MoJIeKyJ 1 Turma X Y3;

e pa3paboTKa aJropuT™Ma M CO3JJaHue MaKeTa IPorpaMM Jjis pacdera KoedaTebHbIX YPOBHE
SHEPTHH ¥ OTIPe/IeJIeHNS TapaMeTPOB KoJIebaTeTbHOTO FaMIIBTOHIAHA J7TS PACCMATPUBAEMBIX

MOJIEKYJT;

® BLINOJIHEHUE PACYETOB Pea/ibHbIX CHEKTPOB MOJIEKYJ/T apcuHa, hochuna n crubuna.



[TocTaHoBKa 3a/1a9 OCYIIECTB/IAIACH COBMECTHO C HAYUYHBIMHU PYKOBOJIUTEISIMU.

CrpyKTypa m o0beM paboTwi. Pabora cocrouT u3 BBejeHUs, TPEX TIJIaB U 3aKJIIOYEHUs
obrum oobemoM 106 crpanut. ConepzKuT 6 pECYHKOB, 28 TaOJIUIL ¥ CHUCOK IMUTHPYEMO JTUTEPATY PhI
u3 65 nanmenoBanuit. OCHOBHOE cojiepkaHue PadOTHI OMy0INKOBAHO B BOCBMH TIEYATHBIX PA0OTaX.

[IepBag rraBa HOCHUT 0030pHBII XapaKTep, B KOTOPOIl OTpParKeHbI TEOPETUUECKHEe aCIeKTh
asrebpamaeckoro popmasmama U (p+1), 6030HHOrO npubJinzKenus, Ha OCHOBE KOTOPOTO MOCTPOEHbI
Bce onepaTopbl Kazumupa, BXodiiue B raMIJIbTOHHAH, OCHOBHBIE MTOHSTHSA O rpynnax JIu u ux
XapaKTEePUCTHKAX, & TaKKe KPUTEPUU BbHIOOpA MEIMOYKH I'PYIII.

Bo BTOpOii ri1aBe npoBOIUTCS TEOPETHIECKOE U KOJTHIECTBEHHOE OIUCAHNE BaJICHTHBIX KOIeOaHuit
MOJIEKYJI AKCUAJBHON cumMmerpun Tuma X Y3 HA OCHOBE MENOYKH IPYIII, KOTJA BaJEHTHBIE
MO/IbI OIIUCHIBAIOTCS KaK TPEXMEpHBIH OCIUIIATOp. BTopas riaBa TakzKe MOCBAIIEHA OIUCAHIIO
J1ebOpMAIMOHHBIX KOJleOaHuit 4-X aTOMHBIX MOJIEKYJ/I AKCUAJIBHONW CUMMETPUHU B PAMKAX IPUOJIUKEHU ST
JIOKAJIBHBIX MOJI. B 9T0if r1aBe paccmarpuBaeTcst onucanne KojgebaHnii paccMaTpUBAEMbIX MOJIEKY.T
HA OCHOBE IEIOYKH I'PYIII, ONUCHIBAIOIIEH BaJleHTHbIE 1 J1ehOPMAIMOHHBIE MO/Ibl KAK JIBA TPEXMEPHBIX
OCIIUJIISITOPA. 3/1Ch MMOKA3BIBAETCS HETOCTATOK UCTIOTH30BAHNUSI JAHHON MEMOYKH TPYII U HEOOXOINMOCTH
nccae0Banus 1eopManoOHHBIX KOIeOAHNH B HOPMATLHBIX 0003HAUYCHUIX.

B Tperneii rraBe npuBoauTCs ucceoBanue 1ehOpPMANTOHHBIX MO/, THPAMETATBHBIX MOJIEKY.T
tuna X Y3 B HOpMaJIbHBIX 0003HauaHusIX. Kpome Toro nzydaercs memnovka rpyI, KOraa BaJeHTHbIe
MO/IbI OTTUCHIBAIOTCSI KAK TPEXMEPHBIH OCIULIATOP, a 1eOPMAIMOHHBIE MOl KAK OJINH OTHOMEPHBI{T

OCITUJITISITOP U OJTUH JIBYMEPHBIN OCIIALISATOP.



I'maBa 1

Teoperudeckne acrekTbl popMaIn3Ma
U(p+ 1) u ero npumeHenne B (pu3nNKe

MOJIEKYJI

1.1 BBenenue

Meto1, KOTOpBIiT MBI Oy/1€M HCIIOIB30BATH B JAHHOI paboTe, OOBIIHO HA3bIBaeMbIil "aredpanvdecKkum

npuOanzKeHnemM" | IpUHIUINATEHO OCHOBBIBAETCS HA CJIEAVIONIEH cxeme:

GiDGsD - D...Gyon (1.1.1)

"Makcumasbras''rpynma G IOJIZKHA COJEPZKAThH MAaKCHUMAJTbHOE KOJUIECTBO BO3MOMKHOMN
nadopmanuu 00 m3ydaeMoil MOJEKYIIpHOU CUCTeMe: ee SHePrUusdxX, BLIPOXKIEHWH yPOBHeil, a
TaKzKe 0 BO3MOYKHBIX TePexX0ax Me¥KIy ITHMHU YPOBHSIMH, TO €CTh 3Ta TPyHna WHMOOPMUDPYET
HAC O JUHAMUYECKHX CBOICTBAX CHUCTEMBI; UMEHHO MO 3TOW NMpuYnHe OOJBIIHHCTBO aBTOPOB
JIOTOBOPHIJINCH Ha3biBaTh rpyniny G auHamudeckoii |5, 12, 13].

Bropasg rpynma G5 MaTeMaTH4ecKu sBJIETCS MEPBOil MOATPYNNON JTUHAMUYECKON TPYIIHI.
Ota rpynna (o J0/KHA HAM IIPEJICTABUTH DOJiee dacTHBIE CBOMcTBA cucTteMbl. Ha camom jese
9Ta MOJArPYIIIA JaeT HaM HeMe/IJIEHHBII JOCTYI K Pa3JIHIHBIM BO3MOXKHBIM YPOBHSAM SHEPTHH W
MX BBIPOK/JIEHUSIM; 9TO CBOHCTBO NpUpPaBHUBaeTCs K Teopeme Buruepa [14, 15]: noarpynma Gy
(baKTHUECKH ABJIgeTCd HHBaPUAHTHOI rpynioil raMunbronnana . Takum 06pa3oM, BOSMOZKHEIE
YPOBHH SHEPIUH MOJIEKYJIbl KJIACCU(PUIUPYIOTCS HENPUBOJAUMBIME [PEJICTABICHUSIMA TPY B
(G9, IpUYeM Pa3MEepPHOCTD TUX HEIPUBOAUMBIX IIPE/ICTABICHHUNH B TOYHOCTU HAM /TaeT 3HAUCHUS

BBIPOZKJCHUN yPOBHEN dHEPruu.

'Ha camoM fese 9TO 3aJI0K€HO B TaMUJILTOHHAHE HyJEeBOTO IOPAIKA CHCTEMEL Jlajgee MBI YBHIMM, HUTO
raMUJITOHUAH HYJIEBOTO [OPsIAKA CUCTEMbI MOXKET ObITh 3AIKMCAH C TIOMOLIbI0 HHBAPUAHTOB HEIPEPBIBHBIX (/I
MOJTy HEITPEPBIBHBIX ) TPYIII, MPEACTABJIEHHBIX B LEMOYKE, HO O0JIEE CyIIECTBEHHBIM SIBJISIETCS TO, YTO MHBAPUAHTHI
JIMHAMAYIECKOM rpynmbl G MOTYT OBITE yaasensl. Clien0BaTeIbHO, MHBAPUAHTHI TPYIITHI BEIPDOXKACHWH, B TEPBOM

HpI/I6J'II/I}KeHI/H/I, BHOCAT BKJIa/J B TaMHUJIbTOHHAH HYJIEBOI'O IIOPAIKaA OIUCBHIBAEMOI CUCTEMBI.
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Henmouka rpynn 3aKaHIMBAETCsS PYMION MOJEKYJIApHOH cuMMeTpu (yon . MOXKHO Takzke
BBECTU HPOMEXKYTOYHBIC I'DYHIbLI MEXKJAYy IPYIIOA BBIPOXKICHUNA U MOJICKYJIAPHONU IPYyIIIOi
cumMeTpuu. Hanndane mpoMeKyTOUHBIX TPYIIIT 3aBUCUT OT pAcCMaTpUBaeMoil (bU3uIecKoit 3a1a91.
Huzke Mbl ipuBejieM UCIOIB30BAHNE PA3JIMYHBIX aJreOpandecKux MpuO/JIuzKeHul B CJIeyI0NuX

pasaenax (PU3NKH:

- ®u3uka vmeMeHTapHbIX YacTuIl: B 1961 ro ['esiman monsam, 9T0 apoHbl MOXKHO YIOPSI0IUTH
B MyJbruiiersl rpynnbl SU(3). OcHoBHOI neeil busnku 9acTuil siBIsieTcsi TaK Ha3blBaeMast
Crangaptaas Mojenb, KOTopas MO3BOJISET ONUCHIBATH CUJIbHBIE B3aUMOJEHCTBHUS Ha OCHOBE
KBaHTOBOI XPOMOJIMHAMUKY, 1 JIEKTPOC/Iabble B3aUMOJIEHCTBUS, KOTOPbIE OIMMCHIBAIOTCS, UCIIOJIb3Y 5
Moyiesib BeitnOepr-Caama. XpoMoauHaMuKa OMUPAETCs Ha KAJTHOPOBOYHYIO JIOKAJTBHYIO IPYIIITY
SU(3), B 1o Bpemsi Kak B Mojesie BeitnGepr-Camama ucnonssyercs rpymna SU(2) @ U(1). B
KavyecTBe Pa3/UYHBIX IIPUMEHEHUH aareOpamdecKux MeTo/I0B B (pU3UKe 3/IeMeHTAPHBIX YaCTHIL
MOZKHO HOPEKOMEHJ/IOBATHh 3aMHTEPECOBAHHOMY 4uTaTeaio paborsl |16, 17, 18, 19|, rue mMoxkHO

bostee IIO,ZLpO6HO O3HaKOMHUTBLCA C IIpUMEHEHHUEM BbIIIIECYKAa3aHHbIX I'DYIIII.

- dnepuasg pusuka: B TedeHne MOCAETHUX JIeT ajaredpandecKue MeTo/ bl HAILIU CBOe IIPUMEHEHHe
B paMkax sijepHoil dusuku |20, 21]. B camom gese, B 1975 rogy P.fkesno u A.Apuma [22]
HPEJTOZKITH aJareOpandecKyro MoIe b, IPUHUMAIONLY [0 BO BHUIMAHKE KOJIJIEKTHBHYIO CTPYKTYPY
sapa. QyHaMEeHTAIbHBIME COCTABJIAIONIUMHA SIBJISIIOTCS KOPPEJIUPYIOIIHE TMapbl MPOTOHOB U
HEHTPOHOB, paccMaTpuBaeMble Kak 0030HBI. B HacTosiiiiee BpeMsi JaHHash MOJIE/Ibh W3BECTHA
kak "Mogesib B3aumogeiicrByomux 6o30u08" (MBB-1), npudem janHas Mojesib OHUPACTCsl HA
Wcrnoap30Bane yautapuoii rpynnst U(6). Brocieacrsun, B 1979 roay, ona Gblia yiydimeHa
Axemnno 23| u monyunna nazsanue MBB-2. /lanuag yiydrennas Moge b NCIONB3YET TOHITHE
CynepcuMMeTPUN U paccMaTpuBaeT B3anMoaeiicTsue 6030HbI-epMHOHBI B paMKax siapa. MBB-
2 paccmarpuBaer (byHIAMEHTATBHBIE COCTABISIONE (hepMUOHBI (TPOTOHBI W HEHTPOHBI), K
KOTOPBIM JT0GAB/ISAIOTCS WX Koppesaupytomne napbl (6o30ubr). Hakower 6oee nosanee, B 1988
rOJIy, DLTHOT [24] IPOIOIKIIT pa3BUTHE JAHHON MOjen (IPUHAMAS BO BHUMAHEE H30TOMHYECKY 0

MHBAPUAHTHOCTH sIIEPHBIX CUJT), KoTopoe npuseso Kk MBB-3 u MBB-4.

- Monekynspuasi ¢pusuka: B 1981 rogy fkesmio u JIeBuH npeyiozKuan aaredOpandecKyro
MOJIeTb BUOPOHA [4, 3, 25|, OCHOBHBIMHE COCTABJISIFOIIAME KOTOPOH SIBJISTIOTCS KBAHTHI AHTAPMOHHYECKOTO
Kostebanust, HasbiBaeMble BuOpoHamu. B 1984 roxy Kesuivan [26] u3y9min pasiandubie HemHBapruaHThie
I'PYNNBI I CBA3W HECKOTBKUX OCIHHUJLIATOPOB C TOYKH 3PEHHs OMUCAHUS CTeleHeil CBOOOIBI
B paMKax 3Tux ociuaisitopos. lamee, B 1987 roay, Mope-Baitn u Mumnuio 5] npunsiim rouky
3pennd fxenno B mogene MBB-1, paccmaTpuBas npob/ieMy p cTenenei cBOOOIBI; B 9TOM METO/Ie
HEMHBAPUAHTHON IPYIIION MM AMHAMUYECKOi rpynmoii sipjisiercst yaurapHas rpymnna U(p+ 1).
Vmenno 3Ty TOUYKY 3peHUs MBI IIpUMeM B JaHHON pabore. B macrodimee Bpems, Osaromaps
Pa3BUTHIO B 00/1aCTU FKCIIEPUMEHTATHHON TEXHUKU, UMEETCsi OOJIBIIIOe KOJIMYeCTBO HH(DOPMAIH

0 CBOMCTBAxX MOJIEKYJI, MAKPOMOJIEKY.JI, OMOMOJIEKYJI, & TaKKe MOJUMEPOB B OHOIOTHUMEPOB.

- Maremaruyeckast (bHSHKaC MHOZKECTBO YYI€HbIX BHECIN CBOI BKJIa/Jl B pa3BUTHE U UCIIOJIb30BaHue
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anrebpandeckux MeTo0B. Hanmpumep, MoxkHO npuBecTn paboThl Baiipia u BbegenxapHa, KOTopble,
Cpe/Ii BCero Mpovero, Onpeiesinyin neBapuanThl rpymnel SU(n) 27|, onpenesenne conpsizkeHHONo
npe/craBiaenus [28]. Dtu ke aBTOPHI MpeTOKIIN [29] KAHOHHYECKYIO KJIACCHMHUKAIMIO JIIsT
TeH30pHBIX onepaTopos B rpymme SU(3). Mommuuckuii [30] onpeaesiun BoipazKeHne JIECTHHIHBIX
OIEepPaTOPOB, aJANTHPOBAHHBIX K KAHOHUYECKONH Ienovke. MOXKHO Tak:Ke YHOMSHYTH PabOThI
Iudrana mo xkombuHaTopHOil cTpykType cocrosiuuii B rpymme U(n) [31]. Kpome Toro, on
ONpeIeNINI U KOMOMHATOPUKY MAKCUMAJIBHBIX U MOJYMAKCUMATbHBIX coCTOsiHUl rpynmbt U(n)
[32]. Ormernm Takzxke paborsl r3ukcona n HaysubGepra [33|, xacarommecs npeacraBieHnsiv
U Pa3JIOKeHUAM YHHTApDHBIX Tpymn. V HakoHen mpuBemeMm 0Gojiee MO3JHUE OMYOJUKOBAHHBIE
paborsr [Tonnanasuim, [liesunrepa n Kenra, kKacaronuxcs ormpe/ie/IeHUI0 MATPUIHBIX 3/IEMEHTOB
rereparopoB rpynmbl U(n) Ha ocHOBe cxembl (akropu3anun B paMkax 6a3el Leabdanga (34,
35|, wiu paborbr Djiopeannnu 1o ajaredbpandeckoMy OnUCaHu [36] HECKOIbKUX MJIEHTUIHBIX

OCIHUJITIATOPOB.

1.2 Bpibop nmenovku rpymi

Haunem uzydenue kosiebarTeibHbIX COCTOSHUN B JIAHHOM paboTe ¢ OCYyNIECTBJIEHUS HECKOJIbKUX

T'HIIOTEe3. PaCCMOTpI/IM JaHHbI€ 'NIIOTE3bI:

npubsmxkenne Bopua-Onnenreiivepa [37, 38|, KoTopoe cOCTOUT B pa3IeIeHUH JTeKTPOHHOTO
ABUKEHUA U JABU2KCHUA dO€EP. TaK)Ke npuMeM BO BHHUMaHHE€ NPEANOJOKEHNE, 9TO sAdpa

COBEepIIaIOT MaJibl€ IIepeMeIleHNA B paBHOBECHOM ITIOJIOKEHUH

- MOJIEKYJIA HAXOJUTCS B OCHOBHOM 3JIEKTPOHHOM MOJHOCHMMETPUYIHOM cocTosguuu [38];
9TO HaM MO3BOJIsIeT W30e:KaTh MHOI'UX CJIOYKHBIX TPODOJIEM, CBSI3aHHBIX C JIEKTPOHHBIM
BBIPOZKJIEHHEM (3JIEKTPOHHO-KOJIEOATEIbHOE HITH SJIEKTPOHHO-KOJIE0ATe TbHO-BPAIIATeIbHOE

B3anmMozeiicreue?);

- B IEPBOM HPHUOJIMZKEHUU Mbl MOZKEM U3y4aTh Pa3/le/IbHO BpalllaTe/IbHOE U KojlebaTe/IbHbIe
(BaseHTHBIE U JeOpPMAIMOHHbIE) TBIZKEHHsI MOJIEKYJI, TO eCTh Mbl IpeHeOperaeM B3auMOoIeiCTBIeM

KoJsieOaHuil u BpallleHuil;

- MOJIEKYJISIPHAS CHCTEMa OTCUeTa yI0BIETBOPSET YCIOBUAM DKKapTa [37], 4To HaM mo3BosgeT
paccMaTpuBaTh, YTO HeJMHEiHasi Mojekysa, cocrosmast u3 N sep, obaamaer (3N-6)

KOJIe0ATeTbHBIMU CTEIeHIMI CBOOOIbI [38].

Yrobwl onucaTh KojiedaTeJabHble COCTOSHUA CUCTEMBbI, COCTOHHLGfI U3 P UJACHTUYIHBIX OCHUJIJIATOPOB,

Mope-Baitn u Mumuio [5| mpeyioxuiu, nOpuHEMasg B PacdeT BHIIIEN3I0KEHHBIE THIOTe3bI,

2 ek TpoHHO-KOMEbATEILHOE B3aNMOIEHCTBHE - B3aNMOACHCTBHE MEXKIY STeKTPOHHLIME B KOIeOaTebHBIMA
CTEMEHSIMHU CBODOIBI; YTO KACAETCH IIEKTPOHHO-KOIE0ATETHHO-BPAIATEIHHOIO B3AWMOIEHCTBUS, B JaHHOM

clIydae B3aMMOIEHCTBYIOT SJIEKTPOHHBIE, KOIeOaTeIbHbIE U BPAIATEIbHbIE CTENEHN CBODOIBI
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HACIIOJIB30BATh CJAEAYIONLYIO IENOYKY I'PYIII
Ulp+1) DU(p) D 5(p) ~ Guon., (1.2.1)
B KOTOPOI

e U(p+ 1) - aunamudeckas rpynna (B 0603HaueHHsX BbIOOpHA). DTa rpymma J0TKHA HAM

JaTh IUHAMUYECKUE CBOHCTBA U3y4aeMOil CUCTEMbI, HAIIpUMeED, MepeXoqaM.

e U(p) - rpynmna BeIpoXKAeHWi. DTa Tpynna HaMm jgaer nHGOpMaIiio 006 YPOBHSX 3DePruu U

X BBIDO2KJCHUAX.

e S(p) - rpynma mepecTaHoBOK P UACHTHIHBIX 0OBEKTOB, 3/1€Ch P MICHTHIHBIX OIS TOPOB.

OTa rpynmna u30MopdHa MOIEKYIAPHON IpyIne cuMMeTpun Gyoy. PACCMATPUBAEMOIT MOIEKY.IHI.

Jlepya [39] ucroan3oBan u U3ydusI 9Ty HENOYKY JJisl YACTHOTO CJaydas p = 4, TO ecTh JJIs
TAKUX MOJIEKY.JI, KaK MeTaH WU CUIaH. B paMkax JaHHO# pabOThl MBI OTPAHUYMMCS CHUTYyaInei
Tpex WAEHTHIHBIX OCIUJLISITOPOB 1, CJIeI0BATEILHO, MBI OXapaKTepu3yeM KosiebaTesbHble COCTOSTHUSI

HeITocKuX X Y3 MOJIEKYJT Ha OCHOBE IETIOYKHN
U(4) D U(3) D S(3) =~ Cs,. (1.2.2)

N3y4enne cocTONT B MATPUIHOM TTPEJICTABIEHIN T€OMETPUIECKHIX JIEMEHTOB, COCTABJISIOTINX
MOJIEKYJISIPHYIO TPYIITY 1 JaJIbHEHIIEM ONpeJleJIeHNNA CAMMETPU30BAHHBIX COCTOAHAI HA OCHOBE

omnepalnyuu NpOoeKTHPOBAHUSI.

1.3 JIuHamMmyeckad rpyimna

JInnamMuygecKuMu rpynnaMu siBJIsIOTCs TPYIIIBI, KOTOPbIE MOT'YT BOCITPOU3BECTHU SHEPTreTUIECKU i
CIEKTp U BBIPOKIEHHOCTb YPOBHEHl W KOTOpBIE, K TOMY Ke, COAepzKaT HabOp OlepaTopoB,
OIIPeJICJISIONINX BEPOSITHOCTH TEePexXoJI0B MexK 1y coctosuusivu. [locimeanee cBoiictBo Tpebyer
TOT0, YTOOBI MBI PACCMATPHUBAIH HEHHBAPUAHTHBIE IPYIIIbI, OEPATOPHI KOTOPHIX HE KOMMYTUPYIOT
Japyr ¢ apyrom. [Tocrpoenue Takoii IpyIiibl, UMEOIIei BIIIENePedncIeHHbIE CBONCTBA, TO3BOJIUT
MOJIHOCTBIO OMUCATDH JUHAMUYECKHE CBOMCTBA (DU3UIECKOI CHCTEMBI, II09TOMY OHA HOCHT Ha3BaHUe
JIMTHAMMYECKO#l rpynmnoii cucreMbl. 3 onpejesienust JJaHHOM IPYHIIBI MOXKHO KOHCTATHPOBATD,
YTO TPYIIA BBIPOXKIEHUMN SBISETCS MOATIPYIINON TUHAMUYECKON T'PYIIIIHI.

Ha camowm jesie iunaMuyeckasi CMHMMETPHSI BOSHUKAET, KOI'J/Ia, BO3MOXKHO PEIlUTh YPpaBHEHUE
[Ipeunarepa pa3IndHbBIME CIIOCOOAMU: JTUOO B pa3IUIHBIX CUCTEMaX KOOPHIMHAT, JITOO B CUCTEME
IIPOCTHIX KOOPJMHAT, KOTOPasik MOXKeT ObITh OPUEHTHPOBAHA B Pa3/MYHBIX HanpasieHusx|16].
Hanpumep, B ciyuae aroma BOJIOPOJA Mbl MOXKeM pabOTaTh Kak B chepuiyecKux, TaK U B
napaboyimaeckux koopjauHarax. CyImecTByeT TeopemMa, KOTOpasi HO3BOJISET ONPEIeIATh TUC/I0
oneparopoB Kazumupa nosnynpoctoii rpynnsl. [Ipu uzydennn KoiedaTe ibHBIX MO/, aaredpandecKuMu
METOJJaMH Mbl CChLIAEMCsl Ha 3Ty TeOpPeMy, IIOCKOJIbKY HaM 3apaHee U3BECTHO MAKCUMAaJbHOE

YUCJI0 TapaMeTpOB, KOTOPbIE€ BXOJAT B BbhIpazKeHUE TaMUJIbTOHNAHa HYJIEBOTO IMOPJAIKaA.

13



1.4 I'pynna BbIPOXK/IeHUIA

['pynma BHIPOXKAeHHH (MIN JMHAMUYIECKH WHBAPUAHTHAS TPYIINA) - TPYIIIA, KOTOPasi CMOCOOHA

JIaTh TIOJTHOE OMUCAHUE PACCMATPUBAEMOM cucTeMbl. TakuM 06pa3oM, 9TO TaKas rpymnna, KOTopas
YCTaHABINBAET B3AaUMHO OJIHO3HAYHOE COOTBETCTBHE MEK/Iy COOCTBEHHBIMU 3HAYECHUSIMH CUCTEMbI

1 HaOOPOM YHUTAPHBIX HENPUBOUMBIX TipeacTasienuii (YHIT) rpymnmsi, peannsyemoe B rtIb6EpTOBOM
npoctpancTse H coOCTBeHHBIX (DYyHKIIMIT TaMuIbTOHNAaHA H , MprdeM 9TO COOTBETCTBUE OIPEIe/ISeTCs
takuM obpazom, uto Kaxkaomy ¥ HII, peanuzyemomy B H, NpuHAIIEKUT OJTHO M TOTBLKO OJIHO
cobcTBerHoe 3Hadenne H 1 Hao00poT. CTeneHb BHIPOKIEHNST KazKI0T0 COOCTBEHHOTO 3HAYECHUS

ompeegeTcs pa3MepHOCThIO cooTBeTcTBYIomero Y HII.

1.5 TI'pynna U(n)- rpyuna iHBApUATHOCTH 7 PA3 BBIPOXK IEHHOT'O

N30TPOMHOTO OCHUJIISITOPA

Ceitqac MBI TOKaZKeM CYIIECTBEHHBIE ACIIEKTHI, YTOOBI JIydiiie MOHATh(Du3ndecKn n MaTeMaTHIecKn )
XOJI HAIIeTO MeTOo/1a, a0 THPOBAHHOTO /I N3y YeHHUsI U OMUCAHUS KOJTeOaTeTbHBIX MO/ HEILTOCKUX
Mosiekys1 X Y3,

B camowm seste, B 0OBITHOM PaCCMOTPEHHUH MPOOJIeMbI U3y YeHUsI KoJtedaTe TbHBIX MOJT MOJIEKYT,
noc/jIeJHUE OIINCBIBAIOTCA KaK Ha60p TapMOHUYECKUX HJIN aHTapMOHUYECKUX OCHUJIATOPOB,
CBA3AHHDIX C PA3INIHBIMHA KOJTebaTeILHBIMI CTeleHsIMHI CBOOOIBI PACCMaTPHBACMO MOTCKY.IBI .
3areM B KBAHTOBOM HPUOJINKEHIH JTaHHO TPOOJIeMbI MBI IIPUBEIEM OIIEPATOPHI, COOTBETCTBY IOIIIHE
PA3JIMIHBIM OCHULIATOPAM U B3aUMOJIEHCTBUAM MEZKITY HUMH.

B cienyromem naparpade Mbl TpOBEpPUM HACKOJIBKO yJI00HO W KOPPEKTHO MCIIOIb30BAHUE
YHUTApHBIX Ipynn JIu B pemrenun paccmarpuBaeMoii mpoOsembl. Takzke MbI MOKarKeM, 49TO
rpyunna MHBapUaHTHOCTHU HJIM BbIDOZKAEHUA 7-BbIPO2KEHHOI'O U30TPOITHOI'O OCHUJIJIATOPA - 9TO
YHATApHAs TPYIa MOPsIKa, KOTOPYIO Mbl obo3HauuM U(n). DTOT 3HAYATENbHBINH Pe3yJbTaT

ob1 mosyden HesasucuMo Jlemkosbim [40, 41] u Xwmwiom n 2Komewm [42|. Oxpmaxo, 9To6br

IPOJIEMOHCTPUPOBATD JIAHHOE YTBEPIKJIeHNe, Mbl Oy/IeM HCIOIb30BaTh pe3ysbrar Bakepa. [43].

1.5.1 n pa3 BbIPOXKJAEHHbIA NU30TPOIHbBIA OCIUAJIJIATOP

l'aMuabTOHNMAH M30TPONHOTO OCHUJLJIATOPA PA3MEPHOCTH 71 JOIMYCKAET B KadeCcTBe
IrpyNIbl THBAPMAHTHOCTH WUJIU IPYIIBI BEIPOXK AE€HNs yHUTApHY0 rpynny U(n) mopsiaka

n.

B kmaccuueckoil mexaHuke KosebaTeabHbIe MOJbI MOJIEKYJI OIIMCBIBAXOTCA KaK Ha6op TrapMOHHUYECKUX

NJIN aHTAPMOHHUYECKUX OCHUJIJIATOPOB, CBA3aHHLIX C PAa3/IMYHBIMU CTEIICHAMA CBO60,ZLbI MOJIEKYJIBIL.

3Tlon cremensayu cBOGOILI MMEETCA B BIIY CJAEIYIONIHE IIECTh BO3MOMKHBIX 37I€MEHTAPHEIX JBUKCHIIL:
e Tpu cBsA3U Ly, Lo, Ls;

® TDpHU yIa 12, Q23 , 013, TAE O ; - YTOI MeKay cpazamu L; et L;.
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Hepexogl K KBAHTOBOI MeXaHUKE MOXKET OCYIIECTBUTHL KBAaHTOBaHHUEM (bI/I3I/IquKI/IX IIepeMeHHbIX,

OIMUCBHIBAIOIIUX 9TU OCHUJIJIATOPBI U BSaHMOﬂeﬁCTBHG MeEXK/1y HUMHU.
KpOMe TOT0 B KJIACCHYECKOI MeXaHHKe B Ka4eCTBe raMUJIbTOHHaHa H JJId N TICHTUYIHBIX

rapMOHHYECKUX OCIUIISTOPA UCIIOIb3YeTCst
H= th =5 Z Ek + mw?qs, (1.5.1)
k=1 =
3aTeM KBaHTYyd, OJIydaeM
~ 1P
H=3 Hk + mw?g;. (1.5.2)
k=1
[Ipeamnonarasi, 4To
~ b, ~ mw
P = — u Q. =4/ —q 1.5.3
" Vmhw ¢ no (153)
raMUJIBTOHHAH MOYKHO TePenucaTh B CJAEIYIONEeM BUIE:
~ hw e A~
k=1
c [@k, iJADk] = ¢1, KBAaHTOBOE BHIPDaKeHNE TAMUJIBTOHHAHA H BBIPAYKAETCSI:
~ B < ~ ~ ~ ~ - /Q\k — lﬁsk Qk + Zf/]\)k 1
H= 230 (9= i) (Gt iPh) +1] =D -
2= o V2 NG 2
(1.5.5)
MozKHO BBECTH CJeayIomue 0003HAUEHUS:
~t Qk - Zﬁk
a, = —F—— omepaTop POXKJIeHUs KBAHTA I OCHUJLIATOPA K
V2 (1.5.6)
R Qk + Zﬂ)k
= — OIepaTop YHUUTOXKEHWsT KBAHTA JIJIsT OCIULISITOpA k

a =
) V2

JaHHad d)opMa 3alliCH TO3BOJIAET HaM MPUJaTh KBAHTOBOMY raMUJIBTOHHUAHY H JJIg 1 OCOUJIIIATOPOB

n (1.5.7)

CIeIyIoNMyo hopMy:
. L. 1 L1 .
J{:m“{akaﬁi]:m;{nﬁﬁ]:m ;nk —|—2
{ @k, KOTOPDLl ABISETCS OMEpPATOPOM UHCIA KBAHTOB OCIUIIATOPA k.

C OIIepaToOpoOM Ty, }
O“IeBI/IﬂHO, YTO BBINOJIHAIOTCA TPU KOMMYTAaTUBHBIX YC/JIOBUAA:

(@, af]=0 et

=a

[k, @ | = 0. (1.5.8)

[&k s ?il] =0 et
Jtst Toro, urobbl yHuTapHas rpymnna U (n) ABJIAJIACH TPYNIOA NHBAPUAHTHOCTHU 3TON CUCTEMBI,

COCTABJIEHHOM U3 N N30TPOIIHBIX OCIHUJIJIATOPOB, JOCTATOYHO IIOKA3aThL, YTO JJId JIIOOOTO 3JIEMEHTA

U, npunajiexaiiero U(n), BBIIOJHSIOCH
(1.5.9)

U, H]=0 <=  U'HU=H.
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Beibepem mpousBosbHBI dmemenT rpynmbl U(n), To ecTh yHuTapHoe mpeobpasosanue U
Pa3MEpHOCTHU 7, KOTOPOE MbI MPEJICTaBUM B BHUJE KBaJIpaTHON MaTpuilbl n X n. Tak Kak 3TO
npeoOpas3oBaHne JEHCTBYeT TOJIBKO Ha OMEPATOPBI (OHO OCTABJIAET CKAIAPHI NHBAPHAHTHBIMH ),

MOZKHO 3aIlUCaTh, YTO MOCJe JeHCTBUS 3TOTO YHUTAPHOTO TPEOOPA30BAHUS MTOJIY9a€TCs

n

= E Us s Ay

i (1.5.10)

U ,T_E:—lAT
a, — a) = U ;.

~ U
as, —

)

» -

)

Ocraercss TpoBEPUTH, YTO BhIpaykeHne raMubToHnana H 10 yaurapaoro npeobpasobanus U B
TOYHOCTH COBIIaJIaeT ¢ BhIpasKeHueM IIocie paccMaTpuBaeMoro npeobpasopanng H' = U~ H U.

Mpbr umeem

T mz{a;a } mzz{akal%ﬂ mzzlakal (zusk%) !

k=1 [=1 k=1 [=1
(1.5.11)

bl

npeo0pa30BbIBas JaJjee BhIpaykeHue, TOT/Ia MOy YaeM

H = ﬁwz (ZakuskZaluls ) ﬁwz (uksak [us_ll?iﬂT + %) , (1.5.12)
s=1 =

Ceituac, ncmosib3yst onpejesiennst onepatopos (1.5.10) @ et ZZ;T, MOYKHO TPUHTH K CJAeIYIOMEMY

H = hwi ([a;]f ;1" ) th( s+ ) - X, (1.5.13)

~

B urore Mul umeeM H = H'. To ectb MoxkHO ybemauTcs, 9To JeificTBHE JIIOOOIO YHUTAPHOIO

BBIPAKEHUIO

1peoOpa3oBaHusl MOPsIIKA 1 OCTABJISIET TAMHJIBTOHUAH JIJIS 1. W30TPOMHBIX OCIHUJLIATOPOB (W

n pa3 BBIPOKJIEHHBIIl OCIHIILIATOD) WHBAPUAHTHBIM.

1.6 DBbipoxaeHue n-MepHOro OCHMJIJIATOPA B COCTOAHUU P

B nannom maparpade Mbl OyJeM HCKaTh YHCI0 BBIPOKIEHUsT cocTostHust F(n,p). D10 9ucio

obosnauaercsa dim E(n, p),

B(np) = hw (p+5) = <Zn, ) . (16.1)
(n,p) obo3HAYAET OCHIILIATOP PA3MEPHOCTH 7, KOTOPbIHi HAXOAUTCSA B TAKOM COCTOSIHUH |p >,
n

qTO E n;,=0p
i=1
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1.6.1 IlepBnlii MeTOa: aHAJIN3 BOJIHOBOIT (pyHKITUMN

B manHOM Meroie Mbl Oyjem cirenoBarh criocoby, npemioxenaomy Tpudonossim [14]. Meton
COCTOWT B IPUMEYAHUH TOTO, YTO BOJTHOBBIE (DYHKITMH CHCTEMBI TPEOOPA3YIOTCI KAK KOMIOHEHTHI
CUMMETPHYHOT0 TeH30pa paHra p B MpocTpancTse pa3meproctu n. Obo3HavnM depes \IJLZL]M
BOJTHOBYO (DYHKIIHIO CHCTEMBI B 9TOM SHEPTeTUICCKOM COCTOSTHUN F'(n, p). DTa (DYHKINI 3aMHCHIBACTCS

B CJIeAYIONIeM BUJIE

n 1 ~\ " n
Hnl' =1
=1

rae \Il[[f.]o - BosTHOBas (pyHKIMs DyHIAMEHTAJIHHOTO cocTossuus. Ho, Tak Kak MmopsaoK jaeificTBus

" He UTpaeT posu, 3TH (HYHKIUN \va[ﬁ]nn, cJ1eI0BaTeTbHO, TPAaHCHOPMUPYIOTCA

1o/1 JeficTBUeM YHUTAPHOTO Mpeobpa30BaHms KaK KOMIOHEHTDHI Tj[ﬁ}. i

HOPSA/IKa P B IPOCTPAHCTBE PA3MEPHOCTH 1. DTO O3HAYAET, UTO MTPeoOPA30BAHUE OCYIIECTBISIETCS

OTEepaTopoB a;

CUMMETPUYIHOT'O TeH30pPa

qepe3 KOMIIOHEHThI CUMMETPHUYIHOI'O TeH30pPa. Ha ocnoBanun CUMMETPUU TEH30Pa MOZKHO BCerga

PACIIONIOKATDL UHIEKCEL Ji ... Jp B BO3PACTAIONIEM HODsJIKe
< Ja< < Jp — h<jo+l<---<jp+p-—1, (1.6.3)
TO €CTb MoJjiaras, 4ro iy = jir + k — 1, TOrJja MOXKHO MOJIYYUTH CEPUIO CTPOI'MX HEPABEHCTB:
i < g < o <. (1.6.4)

P YHUCeN ij ABJIAIOTCA BCe TOrJA PAa3JIUYHBIMUA M MOIYT IPHHUMATh BCe IeJible 3HAYeHUs
Mexy 1 un+p— 1. Hucsio He3aBUCUMbIX KOMIIOHEHT CUMMETPUYHOIO TEH30pa TOrJIA MOXKHO

HaUTH
P (n+p—1)!

mpl = pl(n—1!)

Haxkomerr, cormacuo Teopeme Buruepa (1927) 4 I3BeCTHO, ITO KPATHOCTD BBIPOZKICHIS SHEPTETHIECKOTO

N(n,p) = C (1.6.5)

YPOBHSI OIPEJIE/ISETCS PA3MEPHOCTHIO COOTBETCTBYIOIIETO TpeJcTaBieHus. B namrem ciaydae
paccMaTpuBaeMoe MPeJICTaBIeHNE - ITO MPecTaBIeHIe, KOTOPOe OCYTIeCTBISIeTCS Ha He3aBUCUMbBIX
KOMITOHEHTAX CHMMETPHIHOIO TeH30pa (paHra p B IPOCTPAHCTBE PA3MEPHOCTH M), UTO 0053aTeTHHO

IIPEJINOIATAET, UTO CTeeHb BhpoKaeHus dim F(n, p) sHeprerudeckoro cocrosiaus F(n, p) paBHseTcsa
N(n, p):
P (n+p—1)!

dim F = T o n_ 1
im E(n, p) Cn+p—1 p!(n—1)!

(1.6.6)

4 TI;11 TTIOTHOTO O3HAKOMJIEHHS C 9TOI TeOpeMOil MOJKHO MPOKOHCYILTHpOBaTheA B [15, 14, 44| u [45]. B atnx
CChIJIKAX MOXKHO HAWTU OCHOBHBIE CJIeICTBUA U TIDUMEHECHU A ITON TeoOpeMbI B @I/IBI/IKG, B 4YaCTHOCTU B KBAHTOBOM

MEXaHUKeE.
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1.6.2 Bropoii meToa: moacyer

BosMoxkHo npuMenenue u Ipyroro MeTo/ia, KOTopbiit 0o/1ee HArJIsIeH, YeM TTPEeJIbI LYy IIHil, TOCKOIbKY

OCHOBLBIBaeTCd Ha IIOACYETE. VY nac ectb yciaoBue

n

E n; = p, (1.6.7)
i=1
9TO O3HAYAET, YTO MbI MIIEM BCE BO3MOXKHBIE (N7, ..., Ny ), KOTOPbIE YJIOBJETBOPSIIOT ITOMY

yeaoBuio. Ha camoMm siete aTa mpobemMa uaeHTHYIHA Caeayiomieil mpodieme:

"Kako6o wucao ecexr 603modcrhocmed PASMEULEHUA D UIEHMUNHDLT wapoe 6 mn UIEHMUNHDLL

avetxax?"

Haunem pasveniaTh p WIAEHTHYHBIX MIAPOB B GOJIBIIOM TIPOCTPAHCTBE, 3aTeM BBegeM (n —
1) MIEHTUYIHBIX MEPEropojoK, UTOOBI CO3MATH 1 WIAEHTHUIHBIX gdeeK. Takum obpasom, I
copMupOBaHHOIT € HOIT cncTeMbl 13 (n—1) HIEHTHIHBIX TIEPEropoIOK U P MIEHTHYHBIX [TAPOB
BO3MOKHBI (n+p—1)! mepecTaHoBOK, KOTOPbIE COXPAHSIIOT YUCTIO JTEMEHTOB, COCTABIISIONIIX ITY
cucremy. Bepst Bo BHEMaHue HEPA3IMIUMOCTh (n — 1) MEpPeropojiok u p IMapos, MoJAeauM Ha p!
u (n— 1)l Huesno pa3nuaHbIX BO3MOKHBIX PDA3MEIeHnil p NACHTHIHBIX MAapOB B 1 WICHTHIHBIX

staeiikax, obozHadennoe kak N(n, p), OMpeaessieTcs ey onuM 00pa3oM:

p (TL +p— 1)'
Nin,p=C, =+ _~7 1.6.8
( 7p) n+p—1 p! (n—l)! ( )
D710 HOAPA3YMEBAET, UTO YUCJIO PAIUIHBIX (1, ... , Ny ), KOTOPbIE YI0BJIETBOPAIOT YCJIOBUIO
(1.6.7), paBro N(n, p). Ha ocHOBe pa3IMIHBIX JABYX METO/0B MbI HAIILIUA OJUH 1 TOT 7K€ Pe3yJIbTaT.
MozkHO npeacraBuTh 31y QYHKIUIO BbIPOKIeHus rpadbudecku (Puc. 1.1)
[TockonpKy MBI 2KeTaeM paboTaTh YUCACHHO J0 ONPeJeeHHOIO IHCIA 7y, HaM CIeIyeT TOrIa

IPUHSTH BO BHUMaHUe 9uCI0 usudeckux cocrosuuit N(n,n,), KOTOpoe ompeesercs

- 4 n+p—1  (n+n,)
p=0 p=0 p=0 q

I'paduuecku sty dbyuxuuro uncia cocrosguuit N(n,n,) MOKHO IPeJICTaBUTh KaK Ha puc. 1.2

MozKHO KOHCTATHPOBATD, UTO YUCI0 (DUBNIECKUX COCTOSHUI, KOTOpOEe HeOOXOIUMO HIPUHATH
BO BHUMaHHe (MBI 2KesTaeM paboTaTh 0 ONPEIETeHHOTO YHC/IA KBAHTOB 1), 3HAYUTEIHHO YBeJTHIHBACTCS
€ pa3MepHOCTHIO OCIUIATOPA n. JlaHHOe yTBepK AeHne YJaCTOTHO MOAPA3YyMEBAET, ITO, ITOCKOIBKY
MbI paboraeM ¢ MojieKyaavu cummerpun Cs,,, 9UCI0 COCTOSHUN, KOTOPOE MbI JOIKHBI TPUHSTH

BO BHUMaHH€, YUCJI€EHHO Pa3yMHOE.

18



2e+03

1.5e+05

1e+03

52407

Puc. 1.1: Boipoxkaenne N(n,p) sHeprerudeckoro cocrostuust E(n,p) npu 3navennsax p < 29 u
n < 10.

1.6.3 Yacrablil cayyaii: n = 3

B 5TOM 9acTHOM CJIy4ae TpeXMepHbIil OCHUIIATOD (TO €CTh TPUZK/IBI BHIPOZK IEHHBIIT ) HAXOUTCS

B cocrosHuu n,°. MoKHO HallTu, 4TO YMCI0 BBIPOKaenuii yposus E(3,n,) pasnsercs

o o) (41
dim E(3,n,) = C,, = (s + )2(” +1)

(1.6.10)

Bo Bpems n3ydenns mpeacTaBiIeHil YHUTAPHBIX TPYII KOHETHON PA3MEPHOCTH MBI YBUINM,
YTO pa3MepHOCTb TAKOTO MpPeJICTAaBIeHNs HA CAaMOM Jiejle eCTh He UYTO WHOe, KaK Pa3MepHOCTh
NOJTHOCMMMETPUYHOTO npejctasienus rpymnbl U(3)8, oGosnavaemoe [ng, 0, 0], m a0 30T THI
JACTHOTO MPE/ICTABICHUS UMeeT CYIIeCTBEeHHOe 3HaAUeHIe B (DU3MIECKOM OMUCAHUN KOTeOaTeTbHBIX
MOJI paccMaTpuBaeMbix HaMu MosiekyJl. [loaydennsiii pesysabrar (1.6.10) - gacrHbIi caydait

dbopmysbr Beitna [46]. Takum obpasoM, B ciydae n = 3 4YHCIO KOJeOATEJbHBIX COCTOSHMUIA,

5Tlannoe oOO3HAYEHUE 7T HEHOCPEJICTBEHHO ODO3HAYACT IOCIAEAyIONee HCCASOBAHUN  BAJIEHTHBIX
KOJIe0ATETPHBIX MO, PA3JIMIHBIX Hu3ydaeMmbix Moyekysa XYs3. Bo Bpemsi sToro wucciaemoBanuss ng Oymer

MIPEJICTABIIATH MMOJIHOE YUCI0 KBAHTOB, KOTOPBIE OYAyT Pa3MemaTbCsd Ha TPeX CBA3AX MOJIEKYI.
6 ammasg Tpymma GyeT Hameil TPYNHON BEIPOKIECHAA B HCIIONL3YEMOM aJTeOpamIeckoM (OpMam3Me.
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B0

be+1d

de41d1

2eH0

Puc. 1.2: Hucio sueprernveckux cocrostauii N (n, nq) cng <29 nmn <10

HPUHSTOE B PACCMOTPEHHE JI0 YUCIa KBAHTOB, paBHOro 29, mnpejcrapisercd rpadudecKu Ha
creayiomem pucyake (puc. 1.6.3).
K ToMy 2Ke MOXKHO IIPOBEPHUTH, UYTO B JAHHOM YACTHOM CIydae, YUCI0 COCTOSHUM, KOTOPOe

MBI JIOJIZKHBI TPUHATH B paceMorpenue, N (3,29) = 4960.

ng=29 ng=29 ng=29
p 1
NB3.29)= Y N@p) =) C= 5 > (p+2)(p+1) = 4960, (1.6.11)
p=0 p=0 p=0
9TO B TOYHOCTH SBJISETCS TOJTYIEHHBIM PE3YJIBTATOM TIPH UCIOIb30BaHuU Bhipazkenus (1.6.9)
(34 29)!
N(3,29) = —————— = 4960. 1.6.12

[Ipn m3yvenwm npejcTaBieHuil KOHEYHON pPa3MePHOCTH YHUTAPHBIX TPYII MBI YTOUYHUM

Pa3HUIly MeKAY JABYMd MOC/JIECIHUMU BbIDAZKECHUAMMU. Mui YBUAUM, 9TO 9Ta PasSMEPHOCTbL €CTb

Pa3MepPHOCTH MOJHOCHMMETPHYHOTO MpejcTaBienus rpyunsl U(4) (Koropoe OyieT Haleil JuHaMEIeCKOil

rpymmoit), obosnadaemoii [ng, 0, 0, 0]. Torga Mbl KOHCTATHPYEM, 9TO

ns=29

dim [n, =29,0,0,0/= Y dim[p, 0, 0] (1.6.13)
p=0

9T0 BbIPayKeHHE CTPOro UJeHTUYHO Bbipakenuto (1.6.11), ecim OHO OTpazKaercs Ha s3biKe

KOHEYHOMEPHBIX NpeJCTABJICHUI YHUTAPHBIX T'PYIII.
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50004
40004
- 30004
20004

1000+

ng
Puc. 1.3: Yucio dbusnueckux coCTOAHUN TPUZK/IBI BBIPOZKIEHHOIO OCIUIATOPA € Ny < 29.

1.7 OO0mue oHATUS 00 YHUTAPHBIX I'PyIIax

B nannoii riraBe Mbl He cOOMpaeMcs TPeJICTABIATH TOTHOE MATeMATHIeCKOe ONUCAHNEe YHUTAPHBIX
rpynn. Yuraresb, UHTepeCcyONUics MOJTHBIM H3YY€HUEeM PACCMATPUBAEMbIX MDY, MOYKET O3HAKOMUTCS
¢ HUM, HApuUMeD, B [47, 48]. Mbl orpannvuMcs u3ydeHnem u Kiaccuuranueil KOHETHOMEePHbBIX
HpeJICTaBIeHUl YHUTAPHBIX IPYIII, TPo0/IeMa KOTOPhIX ObljIa paccCMOTpeHa He Tak JaBHo. PakTudecKku
nccaeJoBaHneM KJacCuUKANNA KOHEYHOMEDPHBIX IMPEeJCTABJEHUN YHUTAPHBIX TPYNN HAYAJH
sannmarbes Lenbdann u Hermmn (I-11) B 1950 roxy [49]. B npuumume mbl paccmaTpuBaem

3Ty padoTy MO MPUYHHE TOTO, YTO €€ MaTeMATHIECKHe M3JIOKEHUS COMPOBOYKIAIOTCI XOPOIITHM
nouumanunem puzndeckux mnpoodsem. [Ipex e yem uznoxkuth 0bumit Mmeros ['-1] koneunomepubix
npecTaBIeHNil YHUTAPHBIX PYII, HEOOXOAUMO BBECTH ODO3HAUYeHUe W MOHATHe Tpynnsl Jlu, a
TaK?Ke U OCHOBHbBIE ITOHSATUS, KOTOPbIE Oy/IyT UCIOJIL30BATHCH B JlajibHelieM. B elicrBuressbHOCTH
P U3y YeHUU CUMMeTPUN (DU3UIECKUX CHCTEM YHUTAPHbBIE IPYIIIBI (PPYIb JI1) HIPAIOT BAZKHY O

POJIb.

1.7.1 OmpeneseaEne reHEPATOPOB IrpyIbl JIn

B namnom maparpade OyjayT npejicTaB/eHbl OCHOBHBIE XapaKTEepPUCTHKH rpynmn JIu ¢ Toukm
3penust pusnKa, KOTOPbI XoTe1 Obl UCIOAb30BATh MaTeMaTHYECKUl armnapar JaHHbIX TPYIIT
JIJIST ONMCAHHUSA paccMaTpuBaeMbIX dusndeckux oObekToB. B rpymnme Jlu, obosnadaemoii G,

uMeeTCst OECKOHEYHOCTh 3JeMeHTOB’ (B OTJIMYUE OT JUCKDPETHBIX IPYII), 3JEMEHTbl UMEIOT

"Ilna Toro, 4ToOBI HempephlBHad rpymma G pasmeprocts D Oblia rpymmoif JIm, HeoOGXOAMMO, GTOOLI

€€ JJIeMEHTHhl M3MEHSJINCh HeNPEPBIBHO W YTOObI 3Ta rPynnbl uMesaa CrpyKrypy auddepeHnupyemoro
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MHJIEKC TAPAMeTPOB (BeleCTBEHHBIX UM MHUMBIX ), KOTOPBIE H3MEHSFOTCS HEIIPEPBIBHO B OIIPEIEJIEHHOM
uHTepBase. JI10boii seMenT rpymmnbl MoxKeT ObITh 0603HadeH U(ay, g, . . ., « D)B, TJIe (v, N3MEHSIIOTCS
B JJAaHHOM HHTepBaJie. HCI0 HE3aBUCUMBIX HapaMeTpoB [), HEOOXOIUMBIX s OIIPEIe/TeHIHS
JIFOOOT0 BIeMEHTA I'PYIIIIbI, HA3bIBALTCSI PA3MEPHOCTHIO TPYIITbl. BaxKHO 3aMeTUTh, YTO PA3MEPHOCTH
rpynmns! JIn ecTh He 9TO WHOE, KaK Pa3MepPHOCTDH ee MAaTPUIHBIX Mpe/ICTaBIeHUI.

CrenoBare/ibHO, TPOU3BEAEHNE JIBYX JI€MEHTOB I'pymnbl JIu MoxkKeT ObITh MPEACTABICHO B
CeyIONeM BHU/Ie

U(al, e ,OéD) X u<51, R ,ﬁD) = U(’}/l, R ,’}/D) (171)

o= (@, ap; B Bp)  (1<n< D). (1.7.2)

Hanpumep, rpymmna BpalmeHnii u Tpy1ina IpoCTPAHCTBEHHBIX IEPEMEIIeHUH IBISTIOTCS IBYMST
rpynnamvu JIu, pazmepaocts KoTopbix D = 3. JIg rpynmsl JIu, npeacTaBasonuX NpoCTPpaHCTBEHHbIE
nepemelienns (epeMerienne ), BEKTOP Ty COCTAB/IsSeT HabOP TPEX BEMIECTBEHHBIX TTADAMETPOB.

g rpynn Bpamienuit Tpu yria Ditnepa (6, ¢, 1)) TakzKe sBASIOTCI HAGOPOM TPeX BEIIeCTBEHHBIX
napaMeTposB.

Nzyuenune rpymnm JIu obrerdaercs, 6y1arogaps oJiHO 3aMedaTeIbHON XapaKTePpUCTUKe: 3HAUUTETbHAS
JaCTh UX CBOWCTB MOJYYAOTCs MIPOCTO IIyTEM PACCMOTPEHHS COCEIHUX JIEMEHTOB €IMHUIHOTO
snemenTa 1l paccmarpuBaeMoit rpymnmbl Jlu. 3aMerum cHadasa, 9TO BCErjia MOXKHO BBIOpaTh
napaMeTpbl (v, TaKHM CIOCOOOM, YTO €IMHUYHBINA JIeMEHT OyJIeT COOTBETCTBOBATH HYJIEBHIM

3HAUEHUIM BCeX MapamMeTpoB (i, TO €CTh
u(o,o0,...,0) = 1. (1.7.3)

Taxum obpazoMm, ecjiu Bce napaMeTpbl (v, MaJIbl, TO, CJI€JOBATEIbHO, /IEMEHT, COOTBETCTBY IOIIUIT
U(av,...,ap), ABIASETCS COCEJHUM IO OTHOIIEHWIO K HefTpaJIbHOMY 3jeMeHTy. PaceMorpum

snement U(ayq, ..., ap), COCEIHUI 110 OTHOIIEHUIO K HefiTpaibHoMy djiemenTy 1, Torga MOXKHO

MHOr00Opasus, TO €CThb, YTOOLI ObLIO €€ BO3MOMKHO IIOCTABUTL B COOTBETCTBHE C IIPOCTPAHCTBOM I[IapaMeTpPOB
R.

8970 mMpocTO O3HAYAET, YTO €My BBIOPAHO ONPEIEICHHOEe BEKTOPHOE IPOCTPAHCTBO & KOHEYHOI PAa3MEepPHOCTH
D u on cnabzxen onpeaesieHHoi 6a30ii B. ImenHO HA 3TOM BEKTOPHOM IPOCTPAHCTBE & IPEACTABIACTC JIEMEHT

U rpynnst JIu G B BoiOpanuoii dopme Ulay, ag, ..., ap).
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OCYHIECTBUTDL Pa3JIOZKEHHE 10 IIEPBOI'0 IIOPAAKa II0 OTHOIICHUIO K IIapaMeTpaM &, 3TOI'0 dJIeMEHTa

D
ou
u(ala"'7aD) = ]I+Z ( (aga 7aD)) an+o(a2)
n an=0

n=1

= T-(%)) (au(ag&;. ’O‘D))anzo an + 0(a?)
(1.7.4)

D
— ﬂ—izz'(au(ag""a[’)) o, 4+ 0(a?)
(07 an

= 1IT—3 E an X, + 0(a?)
n=1
¢ Beipazkennem O(a?), npecTaB/soneMy Bee dieHbl BTOPOro TOps/IKa U BBIIIe 10 «v,. B Harmem
Pa3I0KEeHNH MBI BBeJIN MPOU3BOIBLHBIM CIOCOOOM U/eH 2, 9TOOBI B JadbHeIIeM HCIOIb30BaTh

HEKOTOPBIe YCI0BUst KoMMyTupoBanus. Onpegeanm X, Kak

oU(aq, ..., «
X, :i( (1, -, D>> . (1.7.5)
ooy, =0
Haszosem D omepartopoB X, (n = 1,..., D) reneparopamu rpymnmsl Jlu. 91U reHepaTopbl

X, JefiCTBYIOT B TOM K€ IIPOCTPAHCTBE, 9TO U aemMeHTbl U paccmarpuBaeMoil rpynmbt Jlu.

1.7.2 DKCNOHEHIMAJIbHAA MapaMeTPU3alnd WJIN 3KCIOHEHIHNAJIbHOE

nmpeacraBJi€eHHUE
UsBecrro, uro J060i viement U(aq,...,ap), s KOTOPOrO HapamMerpbl (v, OYEHb MaJibl,
SIBJISIETCsI COCETHUM TI0 OTHOIICHUIO K euHndHoMYy tementy 1. O6o3uadum depe3 U(daq, . .., dap)

TAKO! 3JIEMEHT, KOTOPbIA MOXKHO BbIPA3UTh KaK

D
U(barr, ..., 0ap) = T—i» s X, + O(a?), (1.7.6)
n=1
3alluIIIeM
e — (1.7.7)
Oy = N .
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¢ N € IN. Torma mamnas 9JacTHas 3allCh MTapaMeTpPOB TPYIIBI MO3BOIAET HaM TOJYYHTH

Pa3/IMYIHbIE PA3JIOZKEHUA

Uay,...,ap) = NEIEM[U(éal,...,é@D)]N
o . I aq Qn N
= i _U<N""’ N)]
i D a1V (1.7.8)
. . an Ck
- N]iIEOO L anl WXn +0 (ﬁ)

)

D
—iE an X,
e n=1

HOC/IE/THSASI CTPOKA MOJIYy9aeTCs, UCIOAb3Ysl TOT (pakKT, 4TO Jjisd JI000ro omneparopa X, IMeeTcs
~ ~ ~\ N
N N N
s X* N! 114 _ D G X
e® = lim E — = lim XMV F = lim E CN—]IN F— lim [T+ =
N—o0 k! N—ooo (N — k)! N k! N—oo Nk N—o0 N
k=0 k=0 k=0
(1.7.9)
Bripaxkenue (1.7.8) siBsieTcst 9KCIIOHEHIMATBHON mapaMerpusanueii mpegcrapaenns U(aq, ..., ap)
paccMaTpuBaeMOro 31eMenTa rpynmsl JIu G, To ecThb, 9To OHO TpeacTaBsier dneMenTsl U(ay, ..., ap)
B 9KCIIOHEHIINAILHOI (bopme. Dta hpopMma MpeIcTaBIeHNs 3JIEeMEHTOB IPYIIH JIn 09eHh H3BecTHA
B KBaHTOBOII Mexanuke. Ha camom sieie ee MOXKHO HAUTH, HAIpUMED, B MATEMaTHIECKOM BbIPaZKeHUN
CBOMCTB (pU3MIECKOil CUCTEMBI, KOTOpasi 00/1a/1aeT MHBAPUAHTHOCTHIO OTHOCUTEILHO BPAIECHUS

nJIn nepeMenienmnd.

1.7.3 OmpenesieHne KOHCTAHT CTPYKTYPhI IrpyImns! JIu

BreseMm dpyniamentaibuble BeJIUIUHDI JIJIs U3y Y€HUsi TPYIIIbI JIu: KOHCTAHTHI CTPYKTYPbI. Vcnoib3ys

(1.7.4), MBI MOZKeM 3aIUCATH CJIEIYIONEe MATEMATHICCKOE PABEHCTBO:
T

D D
U(ay,...,ap) x Ul(aq,...,ap) = ]I—iZaan+O(oz2) X ]I—z'Zoann+O(a2)
n=1 n=1
D D
= [T=i> an X +0(a”) | x [ T+iY arX] +0(a?)
n=1 n=1

D D
= - iZoann + iZa;X,: + 0(a?)
n=1 n=1

(1.7.10)
WU, IpeoOdpa3ys Mocjae Hee BhIpazkeHne, MOXKHO IOy IYUTh
D
U, ..., ap) x Ui ar, ... ap) =T =i (anX, — a3 X]) + O0(a?). (1.7.11)
n=1
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['emepaTopsl rpynmel JIn yaoB/IeTBOPSIOT BayKHBIM COOTHOIIEHWSM, KOTOPBIE MBI ceifdac
HOJIYYUM B OIPeJIeIeHHbIX PaMKaX YHUTAPHBIX TPYIIIL. Y/eJUM BHUMAHUE 3TOH ONpe/Ie/IeHHOT
KaTeropuu rpymm JIu, mocKoJbKY 9TO YHUTapHBIE TPYIIIBI, KOTOPbIe OY/IYT UCIOIb30BATHCS TIPU

JIaJIbHERTIIeM U3ydeHnn KosiebaTeJlbHbIX MO/ HEIJIOCKUX MOJIeKy 1 Tuma X Y3.

1.7.4 Cay4yaii yHUTApHBIX TPy

Teopema

Teopema :

l'enepaTopsl yHHMTapHO#t rpynnbl JIm 3SpMumTOBBI TpPM  UCHOJMB30BAHUU

€CTECTBEHHOIl mapaMeTpu3anun.

JlokazaTeabCTBO ITOW TEOPEMBI OCYIIIECTBJSETCS B /IBA dTAla.
Ha mepBoMm 3Tane mpeamonoKuM, 9TO MBI pab0oTaeM ¢ YHUTAPHBIME TPYTITIAMU, CJIeI0BATETHHO,

9JIEMEHTHI ITOI IPYIILI UMEIOT CJIeLYoIIee CBOWCTBO:
Uy, ...,ap) =U(ay,...,ap). (1.7.12)
[Tockosbky
Ulay,...,ap) x U ay,...,ap) =1, (1.7.13)
HCIO/B3Yst Bhipazkenue (1.7.11), MOKHO TOJTy9nTh
X, —a: Xl =0 (1<n<D). (1.7.14)

MozkHo BbIOpaTh, YTo [ napamMerpoB «y,, HPUHAJIEKAT BCEMY IOJII0 BEIIECTBEHHBIX YUCET
IR, Torya
a, = (1<n<D). (1.7.15)

u u3 (1.7.14) cremyer, uro
X,=X/ (1<n<D). (1.7.16)

KoHcTaHTBI CTPYKTYPBI

[Iycts { X, ; 1 < n < D} -uabop reneparopos rpymust Jlu G. Bei6epem jiBa snementa Uy (davy, . . ., dap)
et Us(0f1,...,00p), upunamiexamux ognoit rpyune Jlu G rtak, 4robbl oHu ObLin OIM3KH

K €JUHUYIHOMY 3JIEMEHTY 1. Pazioxnum atn JABa dJIeMeHTa A0 BTOPOro MopdakKa MaJIOCTH I10

remepaTopam
D 12D

_ : 3

Uy (daq, ..., 0ap) = 1T — z;ame — 5;;amanXan + 0(a?)

(1.7.17)

D D D
u2<5617 s 75ﬂD) = 1T- ZZBT‘XT - %ZZ/BTBSXTXS + O<&3)
r=1

\ r=1s=1
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U, €CTEeCTBEHHO, MBI UMeeM yciaoBue U; X uj =1 (c i = 1,2). CregoBaresbHo,

([ D 2 D D
Zame] — ZZamanXan =0
Lm=1 m=1ln=1
(1.7.18)
r D 2 D D
S| - 33
\ Lr=1 r=1 s=1
Onement U rpynnsl G, CKOHCTPYHPOBAHHBII KaK
U=1U x Uy x UL x U, (1.7.19)
MOT'YyT OBITH eIlle 3alucanbl B (hopme
u —
D D
—zZam m— = ZZamanX X, +O(a3>
Dm an 1
( — ZZM -~ —ZZMSX X, +0(8°)
r=ls=1 (1.7.20)

D 1D
(]I + iZame — —ZZamoanan + O(a3)> X

mlnl

(]I + ZZﬁrX - _ZZﬁrﬂsX X + O(ﬁ:%))

r=1s=1

Eciim MbI ocymiecTBUM pacdeTsl 10 BTOPOTO MOPsi/iKa, TO

= 1I- Zzamﬁr [Xm ) Xr]

m=1r=1
D 2 2 bpop
. zamxm] Y S XX, z@ ] YT AAXK €G.

m=1 m=1n=1 r=1s=1

(1.7.21)
IpUHUMAas BO BHUMaHue 1Ba ycaosus (1.7.18), momydaem
D D

U=T-D > b, [Xn, X,]+0(*, #*) €G. (1.7.22)

m=1r=1

Ecmm snementor Uy et Us HE KOMMYTHDYIOT, TO 37eMeHT U OTIMYEH OT €IUHUIHOTO. DTO

HaM I103BOJIdeT TOr'/la 3alluCaTb, 4TO

D
(X, X] = X0 X, — X, X, = iZCfm,Xl, noCKoIbKY u € G, (1.7.23)
=1
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re C! | Ha3BIBAIOTCA KOHCTAHTAME CTPYKTYpbl. Boipaxkenne (1.7.21) npuHEMAET CJIeIyIONLyio

bopmy
D D D
U = T—id Y anB> Ch X +0( 5
=1

m=1r=1

PR (1.7.24)

D
= T—i> (DD amBCl, | Xi+0(*, ).

=1 m=1r=1
~ vV

=

J/

B utore Mpb1 mostyuaem Boipazkenue jis anementa U, KoTopbiit npuHaaiexut rpymmne Jlu G

D

U=1— z§ 71X+ 0(?, 3 €G. (1.7.25)

=1
1.7.5 OmnpeneseHnss 1 OCHOBHBIE ITOHSATHUS
Ceitgac MBI pACCMOTPUM KaKUM 00pa3oM 0003HAUEHNEe MOCTOSHHON CTPYKTYPHI TO3BOJISET ITPOU3BECTH
HPOCTYIO KJaacCu(UKAIUIO HENPEPBIBHBIX I'PYII, TPUYEM YTO HU HA €CTh OOIIUM METOJIOM.
KomnakTuasa rpynmna JIn
[oBopsrT, uTo rpynma JIu KoMIakTHA, €CJIH BCE ee TapaMeTphl IPUHIMAIOT HeITPEPBIBHBIE 3HATCHUSI
B 3aMKHYTHIX U OTPAHUIEHHBIX 00/1ACTSAX, TO €CTh B KOMITAKTHBIX 00/1acTsIX. Ajiredpa paccMaTpuBaeMoit
rpynmnel JIu TakzKe HA3BIBAETCS KOMIIAKTHOI.
Paur rpynnet JIn
Panr rpynnet JIu onpeesnsieTcst mpocTo MaKCUMAJTbHBIM YHUCIOM FeHEPATOPOB, KOMMYTUPYIOIITNAX
MeKIy COOOIA.
AbeneBa rpynna

[oBopsT, uTo rpymnmna abesieBa, €Cjiv BCe 3JIEMEHTHI KOMMYTHPYIOT. B paMKax yHUTApHON IPYyTIIEI

JIn G paszmepnoctu D jannbiii (bakT 0O3HAUaET, 4TO BCE MOCTOsIHHBIE CTPYKTYPbI PABHbI HYJIIO:
Cl,=0, 1<m,n,q <D. (1.7.26)

D70 yca0BHE O3HAYAET, UTO [T BCEX M W n, npuHaaexkamux obaacru [1,..., D] [X,,, X,] =
0. Ha ocHoBaHuM ompejesieHusi paHra Tpynnbl JIu MOXKHO YTBEpZKJIaTh, 4TO PAHT abeaeBoil
rpynnel JIu paBen pazMepHOCTH ITOM I'PYIIIIHI.

IToarpynmna

[Moarpynma H (pasmeproctu d) yautapuoii rpynmst Jlu G (pasmepuocru D > d) aBiagercs

HabOPOM ) 3IEMEHTOB, 00PA3Y IOIIMX TPY Iy MexK 1y coboii. Eciin o6o3naunts vepes (aq, g, . . ., aq)
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napaveTpsl moarpynmnsl H B Habope (aq, ag, ..., ap) rpynnsl G, T0
d
(X, Xa] =iY Cho X1, < mynl <d, (1.7.27)
=1

9TO0 MOZKHO II€PEIUCAThb JAPYI'UM 3KBUBAJIECHTHDBIM CII0COOOM

Cl.=0, 1<mn<det d<I<D. (1.7.28)

VaBapunanTHad moarpynmna

NuBapuanthas noarpynna H (pasmeprocru d < D) yuurapuoii rpynust Jlu G (pazmeproctu
D u anementos U) - aro mabop snementos Upy, KOTOPBIE COEPKAT BCe Y 3TEMEHTOB HH =
UlUgg UL, conpsizKeHHbIe STUM 3IeMEeHTaM.

Ecmn H comepxxkur Upg, TO oHa TakzKe coAepzKuT Bee smemeHThl Tuma U Ugg u-t UE =
HH UE, HOTOMY 9TO HH €cHu Uf_Il € H, uro noapasymeBaer, 4T0 IPOU3BEACHUE ITUX JBYX

9JIEMEHTOB TaKyKe MpuHAJIekaT 1ot moarpymnme H. A mocKoIbKy MBI 3HAEM, ITO

D d
UU U Ugg =T =D > B, [Xom, Xa] +0(a”, 5°) €H (1.7.29)
m=1n=1
C yCJIOBHUEM
A
(X, Xp] =) ChL, X1 c1<m<Dunl<n<d (1.7.30)
=1

Ham myxno onpenemnth A takoe, uto U Ugg u-! UE Oyaer nmpuHajIexkarh noarpymnme H.

MO}KHO, cJie10BaTeJIbHO, 3alluCaTb

A D d
WUt = ﬂ—iz( zamﬁnc:m) Xi+0(e?, ) €H
=1 m=1n=1

™ (1.7.31)

=M

A
= 1-i) X, €H,

=1

YTO TOJpa3yMeBaer, 9T0 A = d. M0OKHO TaKzKe MOKa3aTh, 9TO

d
(X, Xp] =i) Ch, X1 c:1<m<Dul<nl<d (1.7.32)
=1

IIpocras rpynma

Yuurapuast rpynna Jlu G HasbiBaeTcs MPOCTOM, €Cjid OHA COJEPKUT JIUIIb WHBAPUAHTHYIO
HO/ITPYIIY W €IMHIIHBII SJIeMeHT.

IlonynpocTaa rpynmna

Vuurapuas rpynna JIu G kiaaccudunupyercs: Kak 1moJiynpocTasi, eCJIi OHa HUIero He COJAEPKUT,

KpOMe WHBAPUAHTHOH abe/IeBoil MOArPYIIBI U eIUMHAIHOTO dJIEMEHTa.
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1.8 WuBapuaHTHBIE onilepaTopbl WJjin onepaTopbl Kazumupa

1.8.1 Omnpenenenue

MuBapuanTHbie OlepaToOpbl WK OmepaTopbl KazuMupa rpyIiibl SBJISIOTC, 10 OIPEe/IeJeHuIO,
orepaTopamMu, KOTOPbIe UMEIOT CBOWCTBO KOMMYTHPOBATH CO BCEMU IeHEPATOPAMK PACCMATPUBAEMOI
I'PYIIIIbL.

Hanpumep, qs rpymnmner SO(3), ecin Met onpenenns J, , J, u J,, To, onpezessist omeparop
J? = J2+ J; + JZ, momydaem

[JZ,JZ-]:O ci=ux,vy, 2, (1.8.1)

cIeI0BaTeIbHO, oneparop J? = JZ + J7 + J? ABjsieTcs MHBADHAHTHBIM ONMEPATOPOM TDYIIIIbI

SO(3).

1.8.2 Teopema Paka
BBenenue u maTepec

O4eHb 9aCTO IMOMyHeIPEePLIBHBIE TPYIIILL, PACCMATPUABACMBIC A OMUCAHAN (PU3HICCKUX CHCTEM,
006J121210T CBOWCTBOM MHBAPUAHTHOCTH OTHOCHTEIHHO KAKOTO-HUOY b T€OMETPHYECKOr0 NPeodpa3oBaHms.
Korna ¢dpusnyeckas BeIMUnHa, XapaKTepU3y0Ias CUCTeMY, 001a1aeT CBOICTBOM HHBAPHAHTHOCTH
OTHOCHUTEJIHHO HEreOMETPHYECKOT0 TPeobpa30BaHust, FOBOPSAT, YTO CBA3aHHAs C 3TOil onepammeii
CHUMMETpPHA ABJIIeTCS TMHAMIYICCKOiL. B 001meM 3Ti AuHAMI9eCKIe CAMMETPUH [0 MIPOUCXOXK ICHUIO
nmeror cnennduanyio ¢popmy ypasuenus [IIpeaunrepa, npu KOTOPOM OHU SIBJIAIOTCA CIEACTBAEM
KJIACCHICCKHX 3aKOHOB. MOXKHO, HAIPHMEP, PACCMOTPETD B¢ (PU3UICCKHE CHCTEMBI, 00IaIaI0IIIe
JIMHAMUYECKON cuMMeTpHueii: aToM BOJI0PO/ia U U30TPOIHBIH OCHULIATOP. UTO KacaeTcs aroMa,
BogOpoa, cnenudnunag popma ypasaenud Ll peauarepa IpoUCXOANT U3 MOTEHIHAIA KYJIOHOBCKOIO
THNA, KOTOPBIH ONMUCHIBAET JUHAMUKY JIEKTPOHA OTHOCUTENBHO gapa. [loKazkeM, 9T0 B paMKax

[16] s cocrosinmii aToMa BOIOPO/IA AUHAMUIECKOl Ipynnoii cumverpun Oyaer rpymnna SO (4),

1, KOIJIa Mbl PACCMATPUBAEM COCTOSHMA KOHTHUHYYMa, JMHAMUYECKOH rpynnoii Gyger rpymnma
muHamudaeckoii cummerpun SO(3,1). Baro cormacno Boibopuy [12] aumammdaeckoil rpynmoit
CHUMMeTpUH, IIPUHUMAsi BO BHUMaHue KOHTUHYYM, Oyaer SO(4,2). Hro Kacaercs m30TPOIHOTO
OCIILIIATOPA PA3MEPHOCTH P, €ro JUHAMUYECKOi rpymmoii cumMverpuu spisierca U(p + 1),

HO CYIIECTBYIOT U JApyrue Bo3MOxKHOCTH |12]: Takme nekommakTubie rpymubi, kak SU(p, 1),
Sp(2p,IR) wmu Os(p) = N(p) A H, tne N(p) - rpynmna leiizenbepra, H - raMuibTOHHAH
cucTeMbl, a A O3HaYaeT HOAyHpsaAMoe Hnpoussegenue. PaKTUUeCKU, 4TOOLL ObITh TOYHLIM, 3TO
obo3HaveHue KacaeTcs aaredp, a He rpymi. Ecan anredopa [eitzenbepra oTHOCHTETHHO TPYTIIIEI
N(p) oboboznauaercs Kax h,, a anrebpa OTHOCHTETHHO IPYIILI TAMIIBTORAHA H obo3HavaeMa

KaK

gy =1{a',a}, (1.8.2)
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TO omeparusi, KoTopasi onpejensiercsa kKak Os(p) AomKHA OBITH 3aMnCaHa KAk

gOs(p) = hp Dgu- (183)

Hampumep, 1714 p = 3, TO €CTb I H30TPOIHOTO OCIHAIATOPA Pa3sMEepPHOCTH 3, nMeeTcsd hg =
{a', a, T}? Takoe, uro
gos(g):{aT,a,H}@{aT,a}, (1.8.4)

Teopema Paxka:

g Bcex moaympocTbiXx rpynn JIlm panra k cymiecTByer k£ WHBapUWAHTHBIX

OIIEPaATOPOB.

JokazarenbcTBO 310ii Teopembl ocymectBiaeHo G. Racah |50|. 9ta reopema mokasbiBaer HaM,

uro rpynna SO(3) umeer UL e IMHCTBEHHBIN HHBAPUAHTHBI onepaTop J2.

1.8.3 Panr yuurapuoii rpynnst U(n)

[To ompenesenuto, yaurapuas rpymma U (n) obpasyercst HabopoM KBaapaTHbix MaTpuil M pazmMepHOCTH

(n X m), KOTOpBIE YIOBJIETBOPSIOT
MM =1,  avec M =M*". (1.8.5)

[Tosromy, Tak Kak Kazjas KajparHas marpuia M nveer n? snementos M;; ¢ 1 < 4,5 < n,
5TO O3HAYAeT, YTO yHUTapHag rpynna U(n) ob1asaer n? He3aBUCHMBIME FeHePATOPAMH.
Kak yzke ObL10 10Ka3aHo, paHr rpyiibl JIu onpejiessercss MaKCHMaIbHbIM YUCI0M KOMMY THPY IOIIAX

2

MezK Ly coboit oneparopos. O6o3natum depes E;; (1 <i,j < n) n® remeparopos rpynust U(n),

9TU MeHePATOPbI YIOBJIETBOPSIOT YCJIOBUIO KOMMYTHPOBaHust |51]:

D10 yC/I0BHE KOMMYTHPOBAHUSA O3HAYALT, 4TO caMblil 60/1b110# HAGOP reneparopos E;; (1 <

i,7 < n), KOMMYTHDPYIOIIUX MeXkKIy coboii, obpasosan Habopom €2, = {F;;}.

1.8.4 ®opma KnaamHra niam MeTpuieckKuii TeH30P

Onpenenum dbopmy Kumnunra rpynmet JIu G ¢ D mapamMerpaMu Ha OCHOBE COOTHOIIEHUS

G =D > CLLCP,, (1.8.7)

p=1g=1
sra hopMa SBIIAETC CUMMETPUIHON, MOCKOIBKY [g], . = [g],,,,, 1 HOCUT ellle HA3BAHIE METPHIECKOTO

Ten3opa rpynist JIu G. DToMy TeH30py MOXKHO JaTh JAPYTYI0 (hopMy (CTPOro SKBUBAJIEHTHYIO).

9Cornacuo apyrum apTopam anrebpa leiizentepra hs onpeaesercs HeMHOTO JPYTUM CIIOCOOOM: TOOABICHIEM
smementa ol a K Tpem smementam {aT , a, ]I}. Kpowme toro, Bmecro obozmadenusi hz anrebpa Ileiizenbepra

obozHavaercs Kak hy.
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Il 3TOTO OMpeie MM MaTpuaHoe pejctasaenue  [16] remeparopos X; (i = 1, ..., D) cremyiomero
TUIIA:

déf déf
X, 1X) 20, 1X%,) n (X1 X) Y s, (1.838)

YTO 10JIpa3yMeBaeT

Cop = (Xo| Xu | Xp) = [Xn],,- (1.8.9)
@opmy Kujimnra MozKHO ceifuac 3anucarb Kak
D D
EZZ mlpg =T ([Xn] [Xn]) =Tr (X0 Xin) (1.8.10)
—1g=1

[Tocnennsas 3anuch UCMOMB3YeTCA /I TOTO, YTOOBI HEMHOTO 00JIerIuTh 0003Ha4denne. Marpura,

NPeICTABISIONIAs METPUYECKH TeH30D [g], siBisiercst KBajgpaTHOi n pasmeproctn (D X D):

Tr(X:X,) Tr(X:Xy) . Tr(X,Xp) |
Tr (X, X,) '
9] = : Tr (X, X,) : (1.8.11)
_TT(XDXl) T’I“(XDXD)_

[TockoIbKY MBI HMeeM JIeJI0 ¢ KBaJAPATHOI Marpuieil pazmeproctu (D X D), 910 m03BOJISIET

HaM 3aIMCATH JETEPMUHAHT [g], KOTOPBIH paBeHn

det [g Zgw y+e | M. |, (1.8.12)

rJe CyMMa OCYIIECTBIISIETCS TI0 CTPOKAM i MaTpHIbl pn dbukcupoBaHHoMm crosoue ¢, | M;. | -

MHUHOP, CBI3aHHBIN C pacCMATPUBAEMBIM JIEMEHTOM (; ., TOT/IA

D
det [g] = ZTr(Xan (1) | M. |
= b b (1.8.13)

= > Y Y crer, (1) M|

i=1 p=1q=1
B urore nojiyunm BoipazkeHnue JleTepMUHAHTA KB/ IPATHON MaTPUIIbI, IIPEJICTABISAIONLY IO (hopmy
Kunnuara B ocobom IIpeacTaBJIACHUM:

D

det [g] =) ZZCfpogq —1)i*e| M, | (1.8.14)

=1 Lp=1g¢g=1

10310 ocoboe mpencTaBIeHIe HOCHT HAZBAHIE CHMMETPHYHOTO IIPeICTABICHHS.

31



Bo3onHoe mpeacTaBieHue

[Tycrs E;; (1 <i<n) n? reHepaToOpOB IPYIIIHI, YA0BIETBOPSIONINX YCIA0OBHIO KOMMYTHPOBAHHS
(1.8.6).
JI1 TOCTPOEHUA 3TUX N TeHePATOPOB MOYKHO MCIOIL30BAThH OO30HHOE Mpe/ICTABICHHE.
Bseem 6030HHBIE ONEPATOPHI POKICHUA U YHUUTOKEHUS b;r ub; (1 <i,j<n), Koropore

YJOBJIETBOPSIOT YCJIOBHIO KOMMYTHpPOBaHus bHose

[b}, b}] = (b, b;]=0 et [b b}} =i, (1.8.15)
3arem 9T00B MOCTPONTh n? renepatopos F;; yamraproit rpymust U(n), moaoxnM, 910
Ej;=0blb; avecl<i,j<n. (1.8.16)
ITokazkeMm, 4TO
[bjbm, b}bn] — 5 bl by — G b by, (1.8.17)

1.9 AJarebpamdeckass Mo/1eJIb TAMUJIBTOHAAHA

1.9.1 Bseneunmne

W3 onpejesienusi reHepaTopoB JMHAMUYECKON I'PYIIIbI BCe OHEPATOPbl MOYKHO 3allUCaTh KakK
HA0Op 3THUX reHepaTopoB. ['aMUJIBTOHMAH CHCTEMBI C P CTEHEHSIMH CBOOOJIBI 3aINCABACTCA B

BHJIE PsijIa 110 CTeleHsM reneparoposa F;; yautapuoit rpymumst U(p + 1) :

p+1 1 p+1
H:aoﬂd+zaz‘leij+§Za?jklEijEkl+"" (1.9.1)
] 1,7,k,l

Ho rakas 3amuich raMubTOHRAHA BEJIET K MOJIE/IN C DECKOHETHBIM KOJIMYECTBOM IapaMeTPOB.
Kpowme Toro B Takoii 3anucu cyImecTByeT Apyroe HeyA00CTBO: OHA HU KAKUM 00Pa30M He PACCMATPUBAET
MOJIEKYJISIDHYIO TpyHiy cuMmMerpuu. UTobObl m3bexkarh 3tux Heyao0cTB, Gilmore et Draay-
er BBeJIH KOHIIETIINIO JUHAMIIeCcKoil cummeTpun. [lepBoHavasbHas ujies COCTOUT B TOM, UTO
raMuJITOHUAH, CBI3aHHbBIN C MOJIEKYJION, JIOJI7KeH ObITh NHBAPUAHTOM OTHOCUTE/ILHO JIeHCTBUS
PA3IUYHBIX JeidCTBHUIl onepanuii CAMMETPHUN TPYIIILI CHMMETPUH 3TON MoJeKy/bl. [losTomy B
pamMkax aJirebpamdeckoro ¢popmajmnisMa, 4ToObl B3sTh BO BHUMaHUE 3TO (PpU3MIYECKOe YCJIOBUE,
HE0OXOIMMO OCTPOUTH FAMIILTOHIAH Ha OCHOBE HHBAPUAHTOB I'PYIII, COCTABJIIONINX aJrebpamaecKyio

HEMOYKY.

1.9.2 KoHnenmug JUHAMIYECKON CUMMETPHUHI

Dta KoHuenws, npepioxkennas Gilmore n Draayer, a takxke lachello n Levine [3|, mo3Bonsier

HOJIY4YUTh BUJL ciekTpa. KoHuenus JuHaMudecKoi CUMMETPUR:

raMUJIbTOHUAH HYJIEBOI'O IIOPSJIKA COCTOUT K3 OLEePATPOB HENPEPbIBHBIX U IOJIyHEIPEePblBHbIX

rpynn aaredpandeckoi menovIKu.
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ITpumep kecTKOro poraTopa

B ciyuae 1ByXaTOMHOI MOJIEKYJIBI €€ BpallaTeJbHbIe COCTOSTHUSI MOXKHO XapaKTepPU30BaTh CIeayomeil

[EeMOYKOW TpYIII:

llenouka rpyrmmn SU3) D SO(2)
! !

VaBapuaHTHBIE OTIEPATOPHI J? J? (1.9.2)
! !

CobcTBeHHbIE 3HAYEHUS Jj(j+1) K2

B crangapraom 6azuce { |j, K) } raMuIsTOHRAH HYJIEBOTO HOPSIIKA H COOTBETCTBEHHO BHIPAKEHHE

JIJIsT SHEPTUHW MOYKHO 3aIUCATh B CIEIYIONIEM BHUJIE:

Ho=aJ?+8J> =  EWWS=aj(i+1)+ K> (1.9.3)
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I'1aBa 2

Ilpumenenne Teopuu nenovek rpyIil K

IINpaMnjaJIibHbIM MOJIEKYJ/JIaM THIIa

XY3<CSU>

2.1 OcHoBHBIE CBOIiCTBA MOJIEKYJ aAKCHUAJIbHOI CUMMETPHUN
tuna X Y3(Cj,)

Henuockast mosekyna tuna XY (PUC. 2.1) npuHajIe’KuT MOJIEKYJISPHOl TPYIe CHMMETPHH

Cly.

Puc. 2.1: ITupamunanprasg monexyna tuna X Y3(Cs,)
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DTa IpyIIa CAMMETPUU 00J1a/IaeT MIECTbIO 3JIeMEHTAMU CHMMEeTPUN
® CJIMHUYHBIN d1eMeHT [g;
e BpalleHne B MPAMOM HampaBaeHun BOKpyT ocu C's;
e BpalleHne B 00paTHOM HampasaeHnn BOKpyT ocu C's;
® TPHU BEPTUKATBHBIX IJIOCKOCTH CHMMETPUH 01, O3, 03,
KOTOpBIE€ 00Pa3yIoT CAeIYIONUX TPU KJIACCa CONPSKEHHBIX JeMEHTOB
e kjacc 1: e/IMHUYHbBIN JIEMEHT;
e KJIacC 2: ABa BpAaIeHHd;
® KJIacC 3: TPU BEPTHKAJIbHBIX IJIOCKOCTU CUMMETPUH,
OTKYJIa MBI BBIJEJISIEM TPU HEMPUBOAUMBIX mpejctapaenus (HIT):
e HIT A; - cummerpuanoe pazmeprocTn 1;
e HIT A, - anTucmummMerpudnoe pasmeprnocTu 1;
e HII E - pazmepnocTn 2.

Bce cBejienusi, mo3Boisoniue OnucaTh U XapakTepu30BaTh ITY I'PYIILY, COAEPKATHCS B TaOJIMIE

xapakTepoB (TABJI. 2.1):

Cgv Id 30’1‘ 203

A 1] 1|1
Ay [ 1] -1 | 1
E |20 -1

Tabauna 2.1: Tabauna xapakTepos rpynnbl C',

B janHoil pabore paccmaTpuBarorces Mosekysibl apenna (AsHs), bocduna (PHj) u crubnna
(SbH3). D1u MoJeKyJIbl 00/I3JAI0T TPeMsT CBA3SAME 11,9, T3 (r; = XY;) 1 TpeMst yriamu Mex Ly
STHMH CBA3AMHE V12, (13, Qa3 (O = Y;X Y;). PaccmarpuBast, KakuM 06pa3oM pas3indHbIe ONePAIIT
cummerpuu rpynnst C', 1efiCTBYIOT HA CBSI3U U YIJIBI, MOYKHO TIOJIYy YU Th PE3yJIbTAThl, IPUBE/IEHHbIE
B Tabsune 2.2.

DT MOJIEKYJTbl 00JIAIAI0T BAaJIEHTHBIME 1 JepopManmonabiMu Kosiebanusivu. [leiicTByst s/1emenTamu
rpynnbl cuMMerpuu Cs, Ha CBSI3U U YIVIBIL, MOYKHO HAUTH KAaKIM 00pa30M BJIEHTHO-1e(DOpMAIHOHHOE
upegcrasiaenue [uay ned. = Dpan @ [req. Pasnaraercs B pamkax HIT rpynunsr Cs, (TABJI. 2.3).

N3 pesynbraToB Tabaunbl 2.3 MOYKHO JIETKO HANTH CJIEIYIOININE YTBEPKICHUS:
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-1
CSv Iy C'3 03 01| 02| 03

atom Yy | 1 | 3 2 113 ]2
aToM Yo
atom Y3 | 3 | 2 1 21113

Tabmuna 2.2: /leiictBue snemMeHTOB cuMMeTpun rpynnbl Cs, HA aTOMBI Y

Cgv ]d 30i 203
Dpan. mma Dpeg,. | 3 1 0

Ta6mumna 2.3: Ilpencrapiaenne BaJeHTHBIX U 1e(DOPMAIMOHHBIX KOJIeDAHII

- upejcrapienue [, = A; ® E coorsercrsyer mogam vy (Aq) u v3(E);
- mpeacTtasiaenne I'eq, = A; ® E coorBeTcTBYeT MOIaM vo(A;y) u vy(E).

B tabnune 2.4 npeacraBieHbl 9acTOTH (pyHIaMEHTATBHBIX KOJIeOaHU MOTEKYJT, PACCMATPUBAEMBIX

B JIAHHO# pabore.

uacrora (em™ ') | SbH3 AsHs PH,

vi(A)) 1890.502 | 2115.164 | 2321.12
va(Ay) 782.24 | 906.752 | 992.13
vs(E) 1894.497 | 2126.423 | 2326.87
vi(E) 827.75 | 999.225 | 1118.31

Tabsmua 2.4: Yacrorsl ¢yHaMeHTajibHbIX KoieOaHuil HEKOTOPbIX NUPAMUJIAJIbHBIX MOJIEKYJI
tuna X Y3(Cls,)

MozKHO ¢e1aTh BBIBO, UTO /s 3TUX MOJIEKYJT MeeTcs: 6 KoiebaTeTbHBIX cTereHeil CBOOOIbI:
3 cremnenn cBOOOJBI JIJIsi BaJEHTHBIX KojiebaHuit u 3 creneHn cBOOOBI Jijisi j1ehOpMaIMOHHBIX

KOJIeOaHuii.

2.2 BpIOop nenovku rpynn AJjs MOJIEKYJI AKCUAJIbHONI CUMMeTPUn
tuma X Y3(Cs,)

Kak 6b1710 nokazano B naparpade 1.2, /st cicTeMbl, COCTOANIEN U3 P UJIEHTUIHBIX OCIIUIISITOPOB,

BO3MO2KHO HCIIOJIb30BAaTh CJACAYIOIIYIO MEIIOYKY I'DYIIIL:

Ulp+1) DU(p) > 5(p) = Guon. (2.2.1)
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CJIG,ILOB&TGJIBHO, MOZKHO BBIJCJIUTDH Ppa3/IHIHbIE BO3MOZKHbIE (bI/IBI/ILIeCKI/Ie CUTyaluu, COOTBETCTBYIOIIIUE

HAJIMYUIO YeThIPeX PA3JINIHBIX MOJ Kojaebanuit v; (1 = 1 mo 4):

dusnyeckue CATyanunu | COOTBETCTBYIONINE JUHAMUICCKIE TPYIIIIbI
W1 ™ Wy ™~ W3 Wy U(7)
W1~ W3 F Wy > wy Usaa. (4) ® Uned. ( )
Wi~ Wy F W3 ~ wy Usan. ned.(3) @ Usan. zedp.(5)
W1 Wy F W3 Wy Usan. ned.(4) ® Usan. ned.(4)
W1 ™~ Wy ™~ w3 #£ Wy Usan. nedr.(5) @ Une.(3)
Wi Wy N Wy F Wy Usan. ne¢-(6) ® Uz:ed%( )
W ~ Wy # Wy # wy Usan.(4) @ Upet.(3) @ Upeo.(2)
w1 # wa # w3 # wy Usan.(2) @ Uged.(2) @ Usan.(2) @ Upes.(2)

Tabauna 2.5: Hekoropbie BO3MOzKHBIE (DU3HIECKHE CUTYAIUN J/Is YeThIpeX KoaebaTe/TbHbIX MO/

nupaMugaabHbix Mostekys tuna X Ys(Cs,)

B uccienyemoit Hamu cucteMe umeeTcs 3 KosiebaTe bHbIE CTEIIeHN CBOOOIbI, COOTBETCTBYIOIIIHE
BAJIEHTHBIM MOJAM U 3 CTEIeHH CBODOBI, COOTBETCTBYIONUE 1eOPMAIUOHHBIM KOJIEOAHMSIM.
[Tupamuganbabie Moaekyibl Tuna X Y3(Cs,) ABISIOTCS MOJEKYTIaAMH, YI0BJIETBOPAIONHUME TPUOIUZKEHIIO
JIOKQJIbHBIX MOJI, TO €CTh B IEPBOM HPHUOJIMKEHUH JIJI JAHHBIX MOJIEKYJ BO3MOYKHO H3YUYHTH
BaJICHTHBIE U JedOpMaInoOHHbIe MOl pa3jeabHo. CregoBaTeibHO, 9TOOBI HAWTU a/IeKBATHYIO
HEHOYKY I'PYII, HEOOXOANMO PACCMOTPETh 3HAYeHUsT (DY HIAMEHTAIbHBIX YaCTOT PACCMATPUBAEMbIX
Hamu Mostekys. @akrop L ompegessieT BRIPOXKIAEHHOCTH KOJIE0ATEIBHBIX MO, TO €CTh MOYKHO
"omeHnTh " ENOYKY I'PYII HA OCHOBE 3Ha4YeHHus 3Toro dpakropa, hakrop L MOXKHO ONpPeIe/HTh
KaK:

Ayxone& Upy — Up

L= =2 . (2.2.2)

KOJ1€0.
che;l;Hee Vm + Vn

B Tabsiune 2.6 npeacrasiienst 3nadenus gpakropa L st Mosiekys akcuaabaoit cummerpun Cl,,.

Sng ASH?, PH3

Lpan. | 0.0021 | 0.0053 | 0.0024
Lep. | 0.056 | 0.097 | 0.120

Tabauna 2.6: 3nauenns dpakropa L s Moaekys akcuaabHoi cumverpun Cs,

PaccmarpuBast 3nadenns dpaxkropa L, pasymMHO /i BaJEHTHBIX KoJedaTeaIbHbIX MO BhIOpaTh

Teopernaeckyto moaens tuna U(4) D U(3) (omun TpexmepHblil ocuuansatop ). g medbopMannoHHbx
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Kosme0aTeJbHBIX MOJ (akTop L 3HAYUTENHHO OTIMYEH OT HyJIsd, MOITOMY B JAHHOM CJIydae
BO3MOZKHBI (OJIMH TPEXMEPHBIH OCIUILISITOD, JTUOO0 OJMH OJJHOMEDHbIH OCIUJLISITODP W OJUH JBY MEPHBI

OCITIILITISITOP ):
o 1160 MOTETb Ueq. (4) D Uye.(3)
o 160 MOAETD Uy (3) @ Used.(2) D Used.(2) @ Useq. (1)

CiietoBaTeIbHO, 15T U3YUEHUs] UMEIOTCsI CJIeIYONNe MEMOYKN TPYII, COOTBETCTBYIOIINE IBYM

BO3SMOZKHBIM (1)I/I3I/I‘IQCKI/IM CUTYalIuAM:

(Usan.(4) D Usan(3) D Kian(3) D Span.(3))
® D (s, (2.2.3)
(Uaecb.(4) 2 Uneda.(?’) ) Kaedo.(?’) 2 S;Iecb.(?’))

u

(Usan.(4) D Unan.(3) O Kuan(3) O Snan(3))
® D Cs,
(Uned.(3) @ Usetp.(2) D Uned.(2) ® Upeqp.(1) D Kipesp.(2) @ Kpeg.(1) D Sp(ed.) @ Spegp.(1))
(2.2.4)
Bropoit ciyyait 2.2.4 coorBercrByeT cuUTyaluu, KOIJIA BaJIGHTHbIE KOJIeOATe/IbHbIE MOJIbI
MOYKHO OIMUCATh B PAMKaX OMEPATOPOB, MOCTPOEHHBIX B JIOKAJIHHOM NPUOJINKEHNH, a 1eOPMAITNOHHBIE

MOJbI OIINCaHblI KaK HOPpMaJIbHbIE.

2.3 MNzyuenue rpynmbi K (3)

2.3.1 Omnpegeenue

Habop ocuuiisitopoB, Koropbie 00J/1a/Ial0T OJIHOW U TO# 2Ke 3Heprueil, MoryT ObITh OIUCAHBI
KaK IIpHHA/JIeXKAIme OJHOI U Toil ke oboouke. Kpome TOro s cucrembl, COCTOSINE u3
N OJMHAKOBBIX OCHUJLISTOPOB, YbU COCTOsiHUsI OHMCbIBatoTCs B pamkax seca [-11 W ([m),),
BO3MOYKHBIE 9HEpTreTHYeCKne YPOBHU onpeesiiorcst Kak fuwW ([m],). CiaenosarensHo, cTykTypa
000JI0UKH IOJTHOCTBIO OIIpeensgeTcsa BecoM coctognuit I'-11.

Bec W([m],) cazan ¢ HII rpynmsr A(3), KoTOpasi COCTOMT W3 YHUTAPHBIX JHATOHATBHBIX

marpuil (3 X 3), 0603HAUAEMBIX @

el () 0
a = 0 elo2 0 (2.3.1)
0 0 e
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Chacon et al. [52] nmokazanm, uro aeiicteue snementa a rpynmsl A(3) ma xer-ektop [-1]

ompeiesisgeTcs Kak

elvr 0 n 0 0 n 0 0
0 eiocg 0 ny + noy 0 > :ei(a1+o¢2+o¢3) ny + no 0 >

0 0 Giag ny nq
(2.3.2)

UJIM TO K€ CaMOe 3alUCAHHOEe JIPYI'UM CIIOCOOOM

alningng) = el@1+a2tas)|p pnong). (2.3.3)

PaccMoTrpuM Temeph rpynmy mepecTaHOBOK TPEX MAEHTHYHBIX 00bekToB S(3), Hampumep,
OCIIILIATOPOB, CBs3eil, ... u.T.1. O603HaunM uepes {p} Habop marpur (3 X 3), IPeJICTABISIONINX
37eMeHTHI IpyTibl mepectanoBok S(3). Habop {ap}, cienosaresnsto, opmupyer rpymmy, onpeeeHHy o
kak K (3), B KoTopoii rpynma A(3) siBiseTcs MHBAPHAHTHOMN MOATPYIIIONH, MOCKOIBKY CIIPABE ITHBBI
cBoifcTsa [53]:

{ap} = {q}, A(3) D qA(3)q Vg € K(3). (2.3.4)

To ectr rpynna K(3) ob6pazoBaHa MpoW3BEJIEHHEM (P JEMEHTOB WHBAPUAHTHON MOAIDYIIIIHI
A(3) u snmemenTtoB rpymmnsl S(3). KpoMe Toro y 9TuX ABYX IDYII HMeeTCs JIHIIb OJUH OOIIMil

AB3)()5(3) =Is. (2.3.5)

[Tepeunciienuble CBOWCTBA SIBIISIOTCS cieacTBHeM Toro |53, 54|, uro rpynna K (3) onpenesnena

KaK MosTynpsMoe mpoussesenue aByx rpymnn A(3) u S(3) :

K(3) = A(3) A S(3) (2.3.6)

2.3.2 MUNzyuenme HII rpynmer K (3)

Baxno uzyuanrs HIT rpynner K(3), OCKOIBKY 9TO HaM TMO3BOJHUT JIETKO OCYIIECTBUTH CBS3b
MeZKJ1y HeIpPepPLIBHLIMEI U JIUCKPETHBIMA rpynnaMu. MoKHO KOHCTATHPOBaTh, yro HIT rpymms!
K(3) xapakTepu3ylTcss BECOM W IE€PEeCTAHOBKAMHU KOMIIOHEHT 3Toro Beca. VmeHHO mOITOMY
pa3IMYHbIE YHCIa, HUMEIOIIHEe OlpejeseHHble MecTa B obonouke, dpukcupoBanbl HII rpymmer
K(3), n rpynna K(3) mMoxker ObITh paccMOTPeHa KaK I'DYyINHa CHMMETPHU TPeX HIEHTHIHBIX
OCIIIJLIATOPOB B MOjIeie 000I0YeK.

13 onpenesnennst rpymmsl K (3) ee cTpyKTypa KJIACCOB CONPSIZKEHHBIX 9JIEMEHTOB II0X0Ka Ha
CTPYKTYPY KJIACCOB COMPSZKEHHBIX 37IeMeHTOB Ipyibl S(3). YTo6bl 0XapaKTepu30BaTh PA3INIHbIE
KJs1acehl rpymibl K (3), HaM HEOOXOMMO ONPE/IEIUTh XaPAKTEPbl MATPUI-IIPEICTABIEHHN PA3JIMIHBIX
snemenToB {ap}, dopmupyromux rpymmny K (3).

S(3) umeer tpu kaacca (111 = 13), (210), (300). Cobersennbie 3uauenust €; (5 = 1,2,3)

MaTpui-ipecraBienuii snementos {ap} rpynmbt K (3) st 9TUX Tpex CIydaeB BbIParKAOTCSI
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KaK | | |
(p= (r)(s)(t) =1g: € =€, 63 =€ €3 = €™

p=(rs)(t): €12 = Fei T (2.3.7)
€5 = i

.9 . captagta
[ p=(rst): € = eis Dol 5"

j=1,23

Uszyaum HIT rpynusr K (3), ciaeays merony, npeiozkennomy Mclntoch [55, 56| aist usydenns
HOTYTIPSAMBIX TPYII.

HIT rpynnbt A(3) 1OJHOCTBIO ONpeje/IeHbl. DTa I'PYIla MOXKeT OblTh 3alUCaHa KaK HpsMasi
cymMa Tpex rpyma C :

A(3) = O (1) @ Co(2) ® Coe(3). (2.3.8)

Cnenosarensno, HIT rpymmer A(3) MoryT ObITH BBIpazKeHBI depe3 mpsiMble mpomn3seennst HII
tpex rpynn Cy, [57]. Kpome Toro, HIT rpynnnt Cy, onpegenens kaxk €“n (n € IN), umenuo
nosromy HII rpynmsr A(3) MoryT ObITH OXapakTepH30BaHBI BeCOM w = (ningng). Takxke s

Beex anementos a € A(3) HII onpenensiercs: kak

Dw:(nlnzng) (a) — ei(a1n1+a2n2+a3n3). (239)

Temepb onpeaeuM rpymiy Beca W, Koropas siBsgercs noarpynnoii S(3) u obpazoBana seMeHTaMu

h, KOTOpbIE Y/I0BJIETBOPSIIOT
heW: Dw:(m"“""?’)(hah*l) = Dw:(mm"?’)(a), (2.3.10)

TO €CTH 9TO TepecTaHoBKH h € W ocTaB/Isior Bec w = (ninon3) HeM3MEHHBIM [54].
HIT rpymner W = >~ ®S(n;) ¢ >, n; = n gBIAIOTCA IPAMBIME TIPOU3BEIEHUAMI PA3THIHBIX
HII rpynm S(n;), npeicTaBieHHBIX B paMKaX MPsIMOil CyMMBI, onpeesionieil rpymmy W. O6o3naunm
stu HIT wepes3 f, = fi, fo, ..., € f1, f2, ... ABAAIOTCS pa3OUEHUSME PA3TUIHBIX Ipymm S(n;).
Ucnonn3yst HIT rpynne W, Mbl MOYXKeM CKOHCTPYHMPOBATH MPsIMbIE TPOU3BEIEHUST CJIELY FOLIUX
MATPHIL:
Dw)(ah) = DU=mn2na) (q)DIw (h). (2.3.11)

MecIntosh nokaszas [55, 56|, 410 910 HpecTABIEHIE HEIPUBOIANMO.

Ceituac onpezesum HabOp reHepaTopos ocraTounbix Kiaaccos cupasa (INK.O.) {¢;} rpynmst
W B S(3), KOTODBIii HAM MO3BOJIUT BHIIEJUTH HpejacTaBienus rpynnbl K (3) u3 npejcraBiennii
2.3.11 rpynmet A(3) AW. Ham myxuo onpenenurs nabop ([LK.O.) {¢;}. Horie [58] mpemmoxmun

CHCTeMATHYECKUIT METOJ JIJIsi TOrO, YTO0BI OCYIIECTBUTH BBIOOD PA3JIMYHbBIX C;, HAIPHMED,
e Ecu W = S(ny) & S(ns), Torna

c =1y
1 < ¢ < min(ny,ny)
c 1 <51 <83 <s,<my (2.3.12)
n+ 1<t <ty <ty <ng+mng
Car1 = (s1t1)(sata) -+ (Sqtq)
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e Ectu W = S(ny) @ S(n2) & --- & S(n;), Torma cuavana sozsmem (I'K.O.) {¢;} cymmsr
S(ny1) @ S(na) B S(ny + ng), 3arem Bozbmenm (IK.O.) {¢;} cymmbr S(ny + ng) ® S(ng) B
S(ny + ng + ng) n.r.a. Jamee ymuoxkum cupasa Bee (ILK.O.) {¢;} cymmpr S(ny) @ S(no)
na Bee ([LK.O.) cymmbr S(ng +n9) ® S(ng) n.r.a. Honyanm qucio (ILK.O.) k st rpymmst

W, xoropas sBisiercs moarpymmoit S(3) :

k=— .
J
=1

(2.3.13)

[Tpumvep merona Horie s ciygag W = S(1) @ S(2) npezacrasien B Tabrure 2.7.

W {CZ} Mz = WCZ'

S(l)@S(Q) C1 :[d Ml :Wcl :WId:W: {[d7<12)}

ey = (13) My = Wey = {(13), (321)}

e =(23) | Ms=Wes =W = {(23), (123)}

Tabmuna 2.7: [Ipumep meroga Horie pra caygag W = S(1) & S(2)

Ompeestum Temnepb Tabauiyy xapakrepoB rpymnbl K (3). DToT sranm obg3aTeseH, ecqu Mbl
xorum ocymiectButh peaykuun U(3) DO K(3) nu K(3) D C5,. MoxkHO pazinanth Tpu CJIydast

JJId BeCa W, KOTOprﬁ COOTBETCTBYET PA3JIMIHBIM BO3MO2KHOCTAM [1Jid I'PDYIIIILI BE€Ca W

* w = (nynyiny) coorsercreyer W = S(3)

AB)  SB)

HIT rpynusr K(3) : (ninyng) {300}
(nining) {210}

(nining) {111}.

(2.3.14)

DTOT Cirydail COOTBETCTBYET O/IHO 000/I0UKe, KOTOPasi COIEPKUT TPU OJIMHAKOBBIX OCIUJLISITOPA.

¢lcHo, uTO rpynna Beca B 3Toi curyanun sipisiercss rpynmoit S(3) w HIT rpynner K(3) -
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POCTO TPSMOe TpOu3BeIeHne mpeactaBiennii rpynn A(3) u S(3):

@w:(mmnl){flfszs}(ap) - Dw:(mmm)(a>@{f1fzf3}(p) — ein1(a1+az+a3)@{f1f2f3}(p) (2.3.15)

U MOKHO JIEIKO HafTW COOTBETCTBYIOIIUN XapaKTep

Ye=umn{fifafa (qp)y = im(ertatas)) {fifafs} (p) (2.3.16)

¢ xapakTepamu [59]
X{300}(p = Is) = 1
x{300}(p = () (k)) = 1

x{210}(p = (ij)(k)) =0 (2.3.17)
(

1 (p = 1) =1
1L} (p = (i) (k) = -1
1} (p = (ijk)) = 1.

[Ipu p = I; MBI MOKeM ompeaeauTh pasMeprocT pasanauasix HIT rpymmer K (3)

dim((nyn1n1){300}) =1
dim((nyniny){210}) = 2 (2.3.18)

* w = (nynyiny) coorBercreyer W = S(2) & S(1)

A(3) S5(3)
HIT rpynusr K(3) © (nining) {20}{1} (2.3.19)
(nining) {11H{1},

riae {20H{1} u {11}{1} coorBercrBenno siBsitorcs cummerpuanbiv HIT u antucuvmMerpudanbiv
HIT rpymmsr S(2). 9Ta curyanus COOTBEICTBYET CIydaro ABYX 000I0UeK, KOTOPbIe 3aHATHI
CIeYIOIKUM 00PA30M: NepBas JByMsl WJIEHTHYHBIMU OCIHUJLIATOPAME M BTOPAs OJHUM
ocruisitopoM. Mer mmeem smementsr rpymmsr W {(12), I;}, TakKe Kak OpTOrOHATBHBIE

npenacrasiaenns FOura |59 rpynn S(2) u S(1):

S(2): {20} : DE}p)=1 VpeS(2)
{11} : DI =1
c {11} DUy = —1 V(ij) € S(2) (2.3.20)

S(1): {1} : DUNI,) =1.
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MoxHo, c1e0BaTeIbHO, JIETKO MOTYIuTh mpejacTasaenus rpynmsl W = S(2) & S(1) :
{201{1} : DEOHH(p) =1 Wpe S(2)
(2.3.21)
{111} DU () =1
DIHL (45) = -1 V(ij) € S(2).

I3 no/1y 4eHHOT0 OppejieisieM MaTPUIHOE [PeICTAB/IeHIe BCeX 31eMeHTOB ap rpyiibl K (3)

JUTsl TPEX BO3MOZKHBIX HECHMMETPU30BAHHBIX COCTOSHUN |n1n1ng), [ninong) u |nening) :

@w=(n1n1n2){f1f2}{1}(ap) — Dw=(n1n1n2)(a)g{hfz}{l}(p) =

|n1n1n2> |n1n2n1> |n2n1n1>
el +niaz+naas 0 0
— 0 en1a1+n2a2+ma3 0
0 0 €n2a1+n1a2+n1 as

w PlfifoH{1} (p)7

{20}{1}
{113{1}
Ceitvac neobxoaumo o6bscauth dopmy marpur DI2H (),
a) p=1Iy
ZlcHO, 9TO B 9TOM Cjlydyae UMEeIoTCs
DM ([) = T
) =L (2.3.23)
DIUHIL (1) = Ts.
XapakTep - cyMMa MarOHaJbHBIX MEMeHTOB MaTpui DV=(mmin)(g):
Xw=(ﬂ1n1n2){{20}{1}(a]d) = Xw=(n1n1n2){{11}{1} (aly)
— el(mait+niaztnaas)
| (2.3.24)
Jeilmaitnzaztnias)
+ei(n2a1+n1a2+n1a3)'
B) p=(12)(3) niu Bce apyrue snementst (i7)(k) 9T0ro xke Kjacca.
IMeroTcst TP BbIpAzKeHHsI
I (12) I = (12) ca(12)e;t = (12) e W
(13)(12)(23) = (12) <= { c(12)ezt = (12) e W (2.3.25)
(23)(12)(13) = (12) 6(12)! = (12) €W,
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cJieJ0BaTeJIbHO, ¥ HaC €CThb JB€ MaTpPHIbL

0 0
DI ((12) (3)) = 00
010
(2.3.26)
-1 0
DI} ((12) (3)) = 0 0 -1
0 -1 0
XapakTepbl ONpeIeTdi0TCa KaK
Xw:(nl ning) {20}{1}(CL(1 2) (3)) — el (n1 a1+n1 as+ng az)
(2.3.27)
Xw:(nlnlng){ll}{l}(a(12> (3)) — _ei(n1a1+n1a2+n2a3).
v) p = (123) mau Bce apyrue ssementsl (ijk) TOro e Kiacca.
VmeroTcst Tpu BbIpaKeHUS
I; (123) (23) = (12) a(123)c;t = (12) e W
(13) (123) I, = I; <= { c(123)c;t = I, €W  (2.3.28)
(23) (123) (13) = I, c3(123)cyt = I eW.
CrenoBaTesbHO,
0 01
DI ((123)) = 100
010
(2.3.29)
0 0 —1
it} ((123)) = -1 0 0],
0 -1 0
OTKY/Ja MOJIydaeM XapaKTepbl
Xw:(nlnlng){ZO}{l}(a<123)) = 0
(2.3.30)

Xw:(nl ni n2) {11}{1}(a<123)) = O

Barem u3 Boipazkenus (2.3.23) moxuo 3anucarb HIT w = (nynyng){ fi fo}{1} rpynmnst
K(3):
dim((n1nin9){20}{1}) =3

. (2.3.31)
dim((nyning){11}{1}) = 3.
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* w = (ningns) coorsercreyer W = S(1) @ S(1) @ S(1).
B s10it curyamun umeercst Tpu OCHUJIISITOPA B TPEX PA3HBIX 000I0YKAX. DJIEMEHT TPy IIThI
Beca W = 5S(1)@ S(1)® S(1) - aro exuununniit snement [;; u HIT rpynmer A(3) AW gano
Ham B Buge (2.3.11):

Pw=(n1nzn3){1} {1} {1}(ae) — Dw:(n1 ngng)(a) I,

(2.3.32)
— ei (n1 a1+n2 as+nsg 013)'
[IpeacraBienus rpynmbl K (3) ompemessiioTcs U3 yCIOBHs
Dy I W ap) - = pr=tmmem)(cpacyt) DEHHY eqper!) dleapey!, h e W)

= Dv=tmmn)(c qc. ) DI (e pert) 6(empey)l, Ih €W)
= Dv=tmmn)(c qc.t)y DB (L) S(eqpet, 1o € W)
= Dv=mmn)(c ac.l) I S(eqpc,t, Io € W)

= pw=(nn2 "3)(cma 07%1) 5(cmpc;z1 , I W)
(2.3.33)

{ey={ci=1q,c0=(12),c5=(13),c4=(23), c5 =(321), cs = (123)}, (2.3.34)

t0 ecthb ([.K.O.) { ¢; } - 370 mI€CTD 3M€MEnTOB Pyl cuMMeTpun S(3). Yeaosue ¢, p et =
Iy 1010610 p = c3' ¢y, B KOTOPOI Marpuunoe npeicrasienue (6 x 6) saementa p €
S(3) koHcTpympyercs cieayomuM odpa3oM: 1 Ha MecTax, rjae p HOABJseTCsS B TaOJIHIe

upossegenuit rpynnbl S(3) u 0 B ocraabubix ciydasx (em. TABJL. 2.8).

Ennananeiii snement Iy - e JMHCTBEHHBIN 3/1eMeHT p rpynubl S(3), 1Jisi KOTOPOro B ero
MaTPUIHOM IIPeJ/ICTABJICHUH JTHarOHAIbHBIE 3/IEMEHTBI He paBHBI HYJII0. DTO O3HAYAET, 9TO

COOTBETCTBYIONIMIT XapaKTep yA0BJIeTBOPSET

=) W (gp) i 5(p, 1), (2.3.35)

BHOCJIG,ILCTBI/II/I, TaK KaK MaTpU4YHOE IIpeACTaB/JI€HHE €JUHUYIHOTO dJIEMEHTa [d ABJIAETCA

eqnHIIHOI Marpuieii g mecToro mopsijika, MOXKHO 3amucarb, 4To Xapakrep (2.3.35)
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S(3) m| 1 2 3 4 5 6
en | I (12)  (13)  (23) (123) (321)
1|1 I, (12) (13) (23) (123) (321)
2 | (12) (12) I, (123) (321) (13) (23)
3 | (13) (13)  (321) I,  (23) (123) (321)
4 | (23) (23) (123) (321) I, (12) (13)
5 | (123)7 (321) (13) (23) (12) I, (123)
6 | (321) (123)  (23) (12) (13) (321) I,

Tabauna 2.8: Tabnuma npousseaeHus {cm c,%l} rpynmsl cuvmverpun S(3)

onpeaedeTrcd Kak

66 0 0 0 O O

Xw:(nl n2 na){l}{l}{1}<ap) =6(p, Iy) Tr |Ig x (2.3.36)

¢ pazmmanabivu 0; (1 < i < 6), KoTopble paBHBI

0, = et (n1ar+nz ag+ns az) 0y = et (n2 a14n1 ag+ns az) 05 = et (n3 a14ng as+ny az)
04 — ei (n1 a1+n3 ag+ng az) Q5 — ei (n3 a1+n1 az+ng as) 96 — ei (n2 a1 +n3z ag+ny 043)’
(2.3.37)
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a mMaTpuna, cogepxkamas 6; (1 < i < 6) Beipazkaercs B 6a3uce, COCTABJIEHHOTO U3 HECUMMETPU30BAHH

BEKTOPOB, KaK

In1nans) |naming) |nznamng) |nimszng) |nsning)  |ngnsng). (2.3.38)

To ectb xapakrep YW= nm2m8) (LHIHI} () pasen

Xw:(nlngng){l}{l}{l}(ap) — 5(]9, Id) ei(n1a1+n2a2+n3a3) +6i(n2a1+n1a2+n3a3)+
el (nzartnzaztniaz) 4 pi(niartnzaztnzas)

ei (n3 a14+n1 ag+ng as) + ei (n2 a1+n3z ag+ny as))

_ 5(]?, Id) Z et (nrart+nsastnias)
(r,s,t) = p(1,2,3)
p €5(3)
(2.3.39)

Jlanee, mpuaEIMas BO BHUMaHUe, 9TO MAaTPUIHOE MIPECTABICHUE eTHUIHOTO dTeMeHTa [y

- 9TO eJIMHNYHAS MATPUNA lg, MOKHO 3aIHMCATDH, YTO
dim ((nynamng) {1} {1} {1}) = 6. (2.3.40)

B rabsnne 2.9 mogpoaurest uror sroro usydenus HIT rpymmsr K (3).

2.3.3 Penyknus mpeacTaB/IeHIs [n, (.)2} rpynmst U(3) Ha rpynny K (3)

B kauecTse npuMepa MOXKHO OCYHIECTBHUTDL Pa3JI0zKeHUe MOJHOCUMMETPUYIHOI'O IIpeACTaBJICHUA

[n,0%] rpymnst U(3) na rpymmy K (3) :

[n,(ﬂ —  (mmna) {300} 631, n) + S (mmne) {20} {1}
n 7é Ny

2n1+n2:n

(2.3.41)
+ > (ningns) {1} {1} {1}

ny, Ng, N3
ny > Ng > N3

ny+ne+ng=mn

Hampumep, g n = 3 npeapiaytiee BbIpazKeHHe MOYKHO BBIPA3UTh KaK
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1 sneMeHT 3 a;meMeHTa 2 3meMeHTa
I'pynna Beca W K(3)=A(3) AS(3) aly a(ij) (k) a(ijk)
5(3) (n1 n1 n1) {300} eimni(ar+az+ag) eimni(artaz+ag) eini(a1t+az+tag)
5(3) (n1 n1 n1) {210} 2 eini(artaztas) 0 _eini(artaztag)
5(3) (n1 n1 np) {111} eini(ar+az+ag) _eini(artaz+ag) eini(a1+az+ag)
S5(2) @ S(1) (n1 n1 n2) {20} {1} 3 et(niontniastnaas) el (niaitniaj+naag) 0
c1icaie3
S(2) @ S(1) (n1 n1 ne2) {11} {1} 3 et (nertniaztnaas) _ei(niaj+niajtngay) 0
c1ica5c3
S(1)@S1)@®S@) | (n1 n2n3) {1} {1} {1} > el (mrertnsastnias) 0 0
(r7 87t)
p(1,2,3)
p € S(3)

cop=15;0=(13);c3=1(23)

n
° X(w:(nl ng ng){l}x{l}x{l})(ap) — 6(p71d) Z et (nraitnsaztniag) — 6(]7, Id) [ei(n1a1+n2a2+n3a3) +
(T7 87 t) = p(17 27 3)
peSE3)
et (nzartniastngas) | gi(ngartnzastniag) 4 gi(niartngaztnras) 4 gi(nzartniaztnaas) | oi(nzartngastniag))
o x(w=(ninin2) {fif2}x{1} (gp) = 3 ei(mertniastnzas)  _ gi(nieitniasdnoes)  jejicreme ¢ = Iy Ha (n1 ning)
152563
+  etlnzoatniostnies)  jejicreue cp = (13) ma (n1n1n2)
+  et(meatneaztnias)  pejicreme c3 = (23) ma (n1 1 n2)

Tabsnna 2.9: Tabinma xapakTepoB MosyHenpepbiBHON rpymbl K (3)

[3,02] — (111) {300} + S (mming) {20} {1}+
n 7é Ny
2711 + ng = 3
> (ninang) {1} {1} {1} = (111) {300} + (300) {20} {1} + (210) {1} {1} {1}.

ny > Ny > N3
ny +ng +ng = 3
(2.3.42)
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MoKHO TakzKe TpOBEPUTH COOTBECTBUE pa3MepHOCTell peIcTaBIeHuit:

dim ([3,01) - % ~10 (2.3.43)

dim (111) {300} -
dim (300) {20} {1} = 3 (2.3.44)
dim (210) {1} {1} {1} = 6.

2.3.4 Ausrebpamyeckoe m3yuenue 1enouku K (3) D S(3) D Cs,

Ho Toro, kak Hadarh uzydenue peaykuuu HII rpynmer K (3) ma rpynmy S(3), MbI JOIZKHBI

CHavaJIa onpejieuTh pacummpentoe npoussegenne HIT rpynnsr S(p).

PacmmpenHoe nmpousBeneHmne npeacTaBiaeHnii rpynmnst S(p)

Paccmorpum jiBe HezaBucumbie (pu3ndecKne CUCTEMbl, COCTOSIINNE U3 COBEPIIEHHO UIEHTUIHBIX
OCIIMJLTIAITOPOB Py M Pg M COTBETCTBYIOIINX MM WHBApHAHTHBIX rpymn S(p;) n S(ps). ITockomabky
HEeT HUKAKUX B3aMMOJEHCTBUN MKy STUMU JABYMsI CHCTEMAMU, HHBAPUAHTHAS TPYIIIA - 9TO
npocto npsimoe mpousseaenne S(pr) @ S(ps).

Ec/n cocTosiHme nepBoii CHCTeMBI IPUHALTEKAT TPocTpancTBy npeactapienns D) rpymmsr
S(p1), a cocrostHMe BTOpPOii cucTeMbl TpocTpancTsy Tpeactasienns D) rpymmer S(py), To,
COBEPIIIEHHO OYEeBHJIHO, UTO O6IIas cHcTeMa GyaeT B cocrosumu npocrpanctsa DM @ D)
MHBAPUAHTHON rpynmsl S(p) ® S(ps).

[IpeamonoKuM Tenepb, 9ToO CYIECTBYeT B3aUMOILHCTBIE MKy TBYMST CHCTEMAMU OCIILISITOPOB.
Tak Kak OCIHULISTOPHI SKBUBATEHTHBI, 00IIast cucreMa Oyer obaagarh cummerpueii S(py+ps).
Bosuukaet uurepecusiii Bompoc: kakomy HII rpynmet S(p;+ps) OyieT npuHaIeKaTh COCTOSHIE
00IIell CUCTEMBL.

MpbI IPUIILIH K HOBOMY Pa3JIOZKEHHIO, KOTOPOe SIBJISETCS PACIIUPEHHBIM Mpou3BeaerueM [17,
59| ayx HII D@ y D®).

D@\ DB = p) g plea) gy ... (2.3.45)

Ecnu d, u dg asnaiorcsa pasmepHocTamu HIT D@ u DB rorma pasmeprocts N pacumpennoro

npousseenns D@ v D) onpenensercs kak [17] :

(p1 +p2)!'

dim (D v DWW =N = d,d
( ) 7 pl!pQ!

(2.3.46)

B kauecTBe mpuMepa OCYIIeCBUM OIEPAINI0 PACIIHPEHHOTO MPOU3BEIEHNU MIPeICTaBIeHIi

{3100} rpyunbt S(4), npejcrasientoe cxemoii FOura ‘, u npejcrasiaenus {210} rpyuibt

S(3), npeacraBientoe cxemoii FOura | ;

v (2.3.47)
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Pacemorpum Meroj1, HasbiBaeMblil cortacio Coleman [60] "y31bt u meun", KOTOpBIi MO3BOIAET

oIpeJIe/IUTh pa3mMepHocTh Kakoro-iun0o HII rpynmsr nepecranoBok. YTo0Ob! pouJLIIOCTPUPOBATH

STOT METO/, BHIOEPEM TPO3BOILHO CXEMY ] rpymmsr S(7).

TO, YTO aHTJIO-CaKCOHBI HA3bIBAIOT Y3JIaMU Ha CaMOM JeJie ABJIAI0OTCA H‘{eﬁKaMI/I, N3 KOTOPBIX

COCTOUT paccMaTpuBaeMas cxema FOHra.
IlepsBslit 3Tan: ucrnojab30BaHUE y3JI0B U ILJI€Y

Bribepem kakoit-nHuby/1b y3eJ1 Ha [pe/ibl Iy Iel juarpaMmme, 3aTeM CBsA2KEeM C HUM HaTy PaJibHOe
YHCI0, Ha3bIBaeMoe " IInHOI mwieda', Takoe, YTo0Obl OHO PABHSLIOCH CYMME Y3JI0B CIIpaBa B 9TOIl

JKe JIMHUKU U B 9TOM 2Ke cToJi01e 1mioc ojud. Tora noiydum

“‘ 6 5 3 2 1
—

2.3.48
5 1 (2.3.48)

Bropoii stan: pasmepuocts HII, coorBeTcTBYyI0MIETO paccmaTrpuBaemoii cxeme FOura

Pasmepnocts HII, coorBeTcrByIomniero paccMarpuBaemoii cxeme KOHra, onpeaesseTcs cie Iy oM

BbIPazKeHUEeM
YUCTIO0 sT9eeK, COCTaBsIonmnx cxemy FOmnra) !
dim( || ) - ( ’ - i ) . (2.3.49)
NPOM3BEICHUE BCeX JIJIMH JIOKTell Jj1d Pa3/u4HbIX Y3JI0B
9TO HAM JAeT
dim Ly - Lk = 14. (2.3.50)
6 XxHx3x2x1x2x1
[Tpumensist sror meton k HIT {3100} rpynmosr S(4), npeacraBiaenrnomy cxemoii FOHra | ‘,
u upeacrapiennto {210} rpynmbr S(3), mpeacrasiennomy cxemoii FOura ‘, Ha OCHOBE
(2.3.46) momyuanm o
dim ‘ ) = 3
T — dim( Ly ) = 210. (2.3.51)
dim ) = 2 — —
OcymecTBuM ceifgac onepanuio paciupeHHOro IPOR3BeICHUS | ‘\/ ‘ 10 genaerca

B HECKOJLKO 3TamoB. HaumeM ¢ npukpemieHns OyKBLI a KO BCeM d4eiiKaM INepBOii JIMHHH

YMHOZKAIOIIEro, 3aTeM b KO BceM sidueiikaM BTOPOU JinHuii u.T.J. B urore mMbl mojiydum

Cb‘ a] (2.3.52)

JaJjiee mIpHCOETUHUM PA3JIUUHBIE sSUIeiiKH @ npeiblaylleil cxemMbl K JuarpaMMe MHOXKHUMOI'O

TaKUM CHOCO6OM, 9TOOBI OHM HE MOSBJIAINCEH B OJJHOM M TOM K€ CTO,H6I_[€. Mt MOJIYYIUM pa3JINIHbIE
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CXeMbl HA 3TOI CTaINH:

_lala]

a]

|_[a]

a

a (2.3.53)

a

Kak T0/IbKO 9T0 11pO/iesIaHoO, IPUCOEIMHIEeM d9eifiku @ K paHee 1mojrydeHsbiM cxemam FOHra,

CO6JIIO,R&H HE TOJIBKO 0003HAUCHHOE paHee OrpaHnYeHne, HO TaK>Ke 1 CJIeAyIoIIee: pacCMaTpuBasd

ClIpaBa HaJIEBO U CBEPXY BHU3 BCTPpEYa€Mble 6yKBbI B HOﬂy‘{eHHOﬁ cxXeme, KOJIM4eCTBO BCTpedYaeMbIX

OYKB b He JIOJI’KHO MPEBBIIATHL KOJIUYECTBO OYKB a. 3areM mnomeriaeM c¢,d wu.T.j. [loaydanm

CTIeIYIOIIAE CXEMBbI:

lalal

b
dim = 14
la)
a
b
dim = 35
ala
b
dim = 21

| lala]

b
dim = 15
la)
b
Ka
dim = 35
|
a
alb
dim = 21

n (2.3.54)

dim = 35

[TpoBepum, 4TO CymMMa TOIYYEHHBIX padmeprocTeil (2.3.54), B TOYHOCTH paBHA Pa3MEPHOCTH

PaCIIMPEHHOTO MPOW3BEICHMST

Ly

14+15+14+35+35+20+21+21+35:210:dim<

ITpumenenne x HII rpynmer K (3)

iy ) . (2.3.55)

C nesibio 00JIer9uTh YTeHne 3TOT0 maparpada Mbl TO3BOINM ceOe HATIOMHUTH B BHIE TAOJIUILHI

3HAYUTETbHBIE d7eMeHThl B pamkax HIT, kmaccos sxkBuBasenTHOCTH 1 m3oMopdu3ma S(3) ~ Cf,

(TAaBJ1.2.10).
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Csy | 1 30; 204
S@3) | @) ey G
R.I. R.I.
Csy S5(3)
A {300} | 1 1 1
A, {111} ] 1 1 1
E {210} | 2 0 -1

Tabsmna 2.10: Tabauma xapakrepos rpynnst S(3) ~ Cs,

ITepBoe pacupenenenue: (n;njnp)

NwmetoTcda Tpu caydas:

K(3)

((ninyng) {300}) = {300}

((nining) {111}) = {111}

((nining) {210}) = {210}

Bropoe pacupenenenne: (n;nins)

Mg HIT ((nyning) {20} {1}) rpynnst K (3) umeercs:

L[ Jvia]

D) 5(3) ~ Cgv
~ A1
(2.3.56)
~ AQ
~ F.
(T Tal © [
{300} @ {210} (2.3.57)
A, o E.
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Hanee anst HIT ((nyning) {11} {1}) noayuaem

Hv@ — o

(2.3.58)
= {111} @ {210}
Tperbe pacunpenenenue: (1 ngng)
Hakonen, uro xacaercss HII ((ningns) {1}{1}{1}) rpynmosr K(3), Mbl mosygaem:
((vla)viel = (Clae]) vis)
] o [Tal e
~ [TamleHYe[ 4o ]
L2 0] b (2.3.59)

= {300}e{111}®2{210}

Bce monyuennbie pe3ynbTaThl 00beuHEHB B Tabmuie 2.11.

N3 tabunet 2.11 ussiedem wrdopmaruio jiis 3amoanenus Tabauist 2.12, Koropast KOHCTPYUPYyeTcst
ra ocuose HII rpynner K (3), paznoxenunsix ua rpymnme Cs, ~ S(3), Bkmouas A; ~ {300}.

CpasuuBast aBe Tabyunbt 2.12 u 2.13, SICHO, 9TO TOIBKO NpeACcTaBIeHus |, HHIyHPOBaHHBIE
KeT-BeKTOpaMmu |n;n;n, > B rpynne Cs, =~ S(3), asaaiorca HII rpymmsr K (3), xoropble
copepxkar kommnonenry A; B Cs, (mam {300} B .S(3)). Kpome Toro, BBIpOXK AeHUST IPEICTABICHHIT
I onpenensercs Beero uiib pasmeproctamu coorsercrsyfonux HIT rpynmer K(3).

Wcnonb3yst Bee pe3y ibTaThl, MPeACTaBI€HHBIE O HACTOSIIET0 BPEMEHH, IIPU N3YIeHUN TPY b
K (3), MOKHO H300pa3uTh TEOPETHIECKYIO AUATDAMMY SHEPreTHIECKUX KOTeOATETHHBIX YPOBHEIT
(BasieHTHBIX) Hemaockux Mostekysa X Ys. Ha namem npumepe mbr BoiOpaaun N > 4 (Puc. 2.2).
Mp1 KOHCTATHPYEM BCIO TIOIB3Y BBeeHUs Ipynnbl K (3) mpu ONHCAHUN BAJIEHTHBIX KOJIE0ATETbHBIX
COCTOSTHUI MOJIEKYJI aKCUAJIbHOM cuMmmeTpun Tuna X Ys.

PaccmarpuBasi pHCYHOK 2.2, MOXKHO JaTh (busndecKyo uHTeprperanuio rpynnsl K (3). Ha
CaMOM JieJle COTJIACHO PAa3/JIMYHBIM BeCaM W, KOTOPbIE MOYKHO aCCOIMHPOBATH C IOATPYHIONH
A(3), Mbl KOHCTATUPYeM, 4To rpymna K (3) HaMm J1aeT BO3MOKHOCTD PA3JIXIHOTO IHEPTETHIECKOTO
pacrpe/e/ieHnsi KBAHTOB Ha CBS3IX MOJIEKYJIbl. MOXKHO yTBEPXKIATH, YTO /I TUPAMU/IATbHBIX
MOJIEKYJI CYIIECTBYIOT JINIIb TPH BO3MOYKHBIX SHEPIeTUIECKUX PACIPeIeIeHUs: TP CBA3M UMEOT
OJIHO U TO K€ dHeprerudeckoe cocrosiuue (w = (ngngng)), JubO OJHA CBA3b HAXOJAUTCH B

COCTOSIHUH, OTJTUHOM OT COCTOSIHHSI IPYTHUX JABYX CBsizeil (w = (ny nyng)), 160 BCe TP CBA3H

23



K(3) = A(3) A S(3) S(3) e dim
(ny ny na) {300} {300} Ay 1
(ny ny my) {1°} {13} A 1
(ny n1 ny) {210} {210} E 2

(n1 ny np) {20} {1} {300} & {210} AM@E 3

(ny my ma) {11} {1} {13} @ {210} Ay ® E 3

(ny ng ng) {13 {1} {1} | {300} @ {13} ®2{210} | A4, B Ay ®2E | 6

Tabsnna 2.11: Pasznoxenne HIT rpynnsr K (3) va rpynmny Cs, &~ S(3)

MMEIOT Pa3jInIHble SHepreTudeckne coctosiuus (w = (ng ngng)). menno nosromy rpymnme K (3)

Ja€TCd ellle U Ha3BaHHue I'PYIIIbI SHEPreTUYeCKOI'0 pacCIllpeae/ieHnud.

2.3.5 Omneparopsl Kazumupa rpynmsr K (3)

lamubTOHMAH HYJIEBOTO MOPSJIKA, CBA3AHHDIN C H3y4deHueM (DU3NIECKON CHCTEeMbI, MOXKET ObIThH
KOHCTPYUPOBAH, UCIIOIb3Ysl KOHIIETIIUIO THHAMIYECKOi cummeTput [3]. ViMeHHO 109TOMY HEOGXOAUMO
ONpeIeJINTh TOIHBIH HAOOD MHBApHMAHTHBIX omeparopos (omeparopos Kasmvmupa)jst rpymimbl

K(3). B nenouke rpynm (2.2.3), uckioudas rpymiy K (3), UMeOTCs ciejiyoline HHBApUAHTHBIE
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K(3) = A(3) A S(3) S(3) Oy dim

(1 no mg) {1} {1} {1} | {300} @ {1} @ 2{210} | A, @ A, ®2E | 6

Tabmuna 2.12: Paznoxkenne HII rpynner K (3) wa rpynmy Cj, =~ S(3), KOTOpasi cojep:KuT
Ay ~ {300}

Basa Bektopos |n;n;ny > | Ilpeacrasmenus I' B S(3) | I[Ipencrasnenns I' 8 C5, | Pasmeprocts

nynyng > {300} Ay 1
|nynang > {300} @ {1} @ 2{210} A @Ay ®2F 6

ny > No > N3

Tabmauna 2.13: Tpeacrabaenus: ', waayunposanubie B C3, ~ S(3) Ha ocHOBe 6a3bl BEKTOPOB

| nin;ng >

OIEePATOPHI ITEPBOT'O U BTOPOT'O Hopﬂm{a'

v Z No=N , 3" = N(N +3)

3.~
71U SN, =7 gVE) = 7@+ 2) (2.3.60)
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Puc. 2.2: Teoperndeckast cxema dHEPreTHIeCKUX YPOBHEH /IS MOJIEKYJI aKCHAJIbLHON CUMMeTPUH
tuna XYs opu N > 4

JIBe BeJIMYMHBI 355(3” u J§S(3)) SBJISIOTCS MHBAPUAHTHBIMHU OreparopaMu rpynnbt S(3). Onu
IOCTPOEHBI, HCIOJIL3Y4 OIIePATOPLI Beca rpymibl. Ho cormacno KOHnennun JUHAMAIECKOIT CHMMEeTPHH,
JIMIIb UHBAPMAHTBl HEHPEPLIBHBIX U II0JIyHEIPEPLIBHBIX I'PYIII BHOCAT BKJAJ B FaMUJILTOHUAH
HYJIEBOTO IIOPAIKA, COOTBETCTBYIOIIUI OMUCAHMIO KOJIeOATeJbHBIX COCTOAHMI MOIEKyJabl. Tak
KaK rpynna S(3) JAMCKpeTHa, CJeJ0BATEJIbHO, Mbl HE JOJKHBI PACCMATPUBATH KAaK BKJIAJ| B
raMUJIbTOHUAH JBE BeJHIHHDI 355(3)) u 3(25(3)), HO 3TO TaKKe NPUBOAUT HAC K HEOOXOAMMOCTH
onpejeurh HAbOp oneparopos Kasumupa jist nosysenpepbiBaoii rpymnibst K (3).

KomnoueHTsI Beca (11 ng n3) SIBISIOTCI COOCTBEHHBIME 3HAYEHUSIME OMEPATOPOB Ni, No, Ny
u cBa3anbl ¢ HIT abenesoii noaryunsr A(3) yaurapuoii rpynust U(3).

13 storo cremyer, aro HIT rpynmsr K (3), naaynnposanubie A(3) AW wian W, cocraBisitor
rpyuny seca. Taxkzke W onuchlBaer cITpyKTypy B 000J0UYKe U3 TPeX OCUULIATOPOB Ha OCHOBE

Pa3I0KEHUST

W = S(ni,) ® S(ny,) ® S(ny,) @ -+ & S(na,), (2.3.61)
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e rpynnel S(n;;) ABAAOTCA HepecTaHOBOYHBIME HOATPYIIAME IPynmsl S(3) ¢ yeroBueM

> ngy =3 (2.3.62)
=1

[TockonbKy n3yuaemMast pu3nIeCKass CACTEMA - THPAMIIATbHAS MOTEKYIa THIa X Y3, CIe0BaTeIbHO,
MoJIeKyJIsipHast rpymna cummverpun - S(3) ~ C,. DTa MoeKyJia J0MycKaeT 0 OTHOIIEHUO K
KazKJI0l CBA3MU j, JOKATbHYIO moarpynmy cuvmerpun S?(2) ~ CY, rae C; - rpynna uusepcum.

Heobxoaumo nokas3arhb, 9To ornepaTopbl
NiuNe+ N ¢ 1<j#k#1#j<3 (2.3.63)

SBJISIOTCs MHBAPUAHTAMHE 10/1 IefiCTBHEM BCexX 3JIeMeHTOB JIOKaJIbHOIT rpy bl cummerpun S7(2).

A rtak Kak feiicrBie omeparopa mpoektuposamna PU30N = P rpynmn Oy, &~ S(3) na
~ ~ 3.~
u Nj + N; jact Ham JinHeiinble uHBapuaHThl » | N; = fJgU(?’))
j=1

~

N

f =7, U KpOMe TOr0, TaK Kak

K (3) sBasiercs moarpynnoit yaurapuoit rpymmst U(3), MOKHO ¢ie1aTh BbIBOJ, 9TO J §U(3” TaKKe

SBJIFETCS TUHEHBIM HHBapuaHTOM Tpymnmsl K (3):

JEK(S)) _ ng(s)) (2.3.64)
Ob6pasyem Tenepb MpOU3BE/ICHHE
N; (N, + Ny), (2.3.65)

pe3yJIbTaT KOTOPOTO €CTh MHBAPHAHTHBIN OMEPATOP JOKAMLHON MOArpYINbl cumMerpun S7(2).
Cummerpusanust oneparopa (2.3.65) B rpymnme S(3) siBjsieTcst CTPOro SKBUBAIEHTHON CHMMETPH3AINH
OTHOCHTEJILHO BCe JIOKaAbHBIX noarpynn S7(2) (7 = 1,2, 3). JIpyruMu cJI0BaMH, U3 ONEpaTOpOB
(2.3.63) BO3MOYXKHO CKOHCTPYMPOBATH JIMHEHYI0 KOMOMHAIMIO, KOTOPAsi HAM JIACT JIMHEHHbIE

oTnepaToOpPhI J(lK(3)). A Tak:Ke B 3aBepIIEHIH

jéK(S)) = g\}l(ﬁg + ]/\7'3)/—{—{\}2(]/\}1 + ]/\}3) ‘l‘{\}?)([\}l + NQZ (2366)
S;fz) 52‘?2) 5%2)
CorsacHo HO,HO6HbIM pacCyzKJaAeHNAM Mbl MO2KEM BbIJICJINTH HHBaPpHaHTHbIE OIlI€EPaTOPbI j]gK(g))

Tpex pacupegeseHuii w rpymmsl Beca W :

a) w= (nynyny) re. W=5(3).
AN AN A~ 3 A~
I = Ny + Ny + Ny =Y N, =317, (2.3.67)
i=1
B) w = (nynyny) re. W=.5(2)d S(1).

3
955 = Ny (NotNa)+ Ny (N1+N3)+Na(Ny+No) = 2(Ni Not Ny Ns+NoNs) = > N,N; = 357,
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v) w=(nynang) Te. W=S5(1)a& S(1) & S(1).
L3
K(3 SRR, G
7 <>>:J\/1N2N3:6 > NiN;N,. (2.3.69)

CresoBaTeIbHO, MBI OIPEEJUIN HAOOpP M3 TPeX WHBAPHAHTHBIX OMNEPATOPOB JJIsl TPYIIIIbI
K (3). Ho natop
{N1, Ny, N3} (2.3.70)

cocTaBJisier noJHbli Habop kommyTupyoumx oneparopos (ITHKO), To ecrb Bech nabop u3 rpex
HE3ABUCHMBIX OTEPATOPOB TAKIKE COCTAB/IACT W3 OMepaTopoB N, (1 =1,2,3) ITHKO.

Mpbi paboTaeM B paMKax IOJHOCHMMETPHYIHOTO MPEJICTABICHUS |, 02 YHUTAPHOI I'PYIITHI
U(3). Bor mouemy onepatop 1 MOCTOSTHEH B PAMKAX 9TOTO TIOJTHOCHMMETPHIHOTO MTPEICTABIEHHSI.
Kaxk cnencrBue, onepaTopnl

n,n:,n (2.3.71)
coxpanstorcsa B HII rpynnst K (3). 91u oneparops! (noarocumMerpudnbie B rpymie S(3) ~ Cs,)
MOT'YT OBbITH BKJIIOUEHBI B BHIPAKEHNE FaMUILTOHUAHA U ABISIOTCS HEOOXOAMMBIMU MHBAPUAHTHBIMA

OIepaTopaMi BO BCEX IPYIIAX, COAEPKAIMMX Trpymimy S(3), 9To sIBISETCs COpaBeTUBLIM U B

caygae rpynnsl K (3). Moxkuo 3anucarsb

3 3 3
A=Y N=9"D" noron  @2=) NP+ > NN =A,+ IO (2.3.72)
i=1 i=1 itj=1
=A, =4,

3 3 3
=3 "N+ 3 Y NN 46N NoNs=As+ Y NiN;jNy = A5 + 695" (2.3.73)
i=1 i#j=1 i#jAk=1

J/

=As

N3 s1ux BhipakeHuit Mbl HAXOUM:

M
=
Il
=N
Il
=N
X
&

( ~
Al -

s
Il
—

.

N
(V)
I
e
)
)
I
3)
[\
RN
2
&

(2.3.74)

N
Il
—

)

3. A~
343 % N2N; = - 63
i#j=1

&
[
Ml

,

<.
I

—

{EZ} ¢ i = (1,2,3) cocraBusier npyroii HAOOp WHBAPUAHTHBIX omeparopo rpymmer K (3). Tak
2

Kak n'™ (m = 1,2, 3) mpeBpaIaercs B mOCTOsIHHOE cJ1araeMoe B mpejicraBiennu |n,( |, geiicTsie

-2
JEK(?’)) (1 = 1,2, 3) gaBagercsa TaKuM ¥Ke, 4TO U B IIPEICTABIEHUN [n, 0 } . OTKy1a MOXKHO C/IeJ1aTh

K(3))

BBIBOJI, 9TO A3 WIH, 9TO TO JKe CaMoe Jg , SABJISIETCS HEOOXOJMMBIM, YTOOBI Pa3IeIUTh

JIOKAJIbHBbIE€ COCTOAHHUA OJId KBAHTOBBLIX YUCEJI N Z 6. dTn pe3yJabTaTbl OPUBEAECHLI B T&6JII/III€
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3))

K
2.14. CienoBaTeIbHO, €CJIN MBI YK€JI1aeM BBECTH OMEPATOP f]é ®) g raMUJIbTOHUAH, HEOOXOIMMbI
9KCIEePUMEHTAJIbHbIE JaHHBIe JIs JOKATHHBIX cocTosgunii (411) u (330). Ho ¢ nmerommmucs

IKCIIEPUMEHTAJIbHBIMUA JaHHBIMHA UCIIOJIB30BaHUE 3TOI'O OIl€paTOpPa ABJIAETCA YUCTO TECOPETUICCKHUM.

NuBapuanTsl ng(B)) A(QK(3)) = ng(?))) = JéK(S)) = .AéK(g)) =
3 3 3 |1 R 3 3
Jlokasiboe cocrosuue || 3 N > N? > NiN;j 5 iNiNk | > N} +3 > N?N;
i=1 i=1 i#j=1 it k=1 i=1 i#j=1
n=1
(100) 1 1 0 0 1
n=2
(200)
(110)
n=3
(300) 0 97
(210) 3 5 4 0 27
(111) 3 1 21
n—4
(400) 4 16 0 64
(310) 4 10 0 64
(220) 4 0 64
(211) 4 10 2 52
n=>5
(500) 5 25 0 125
(410) 5 17 0 125
(320) 5 13 12 0 125
(311) 5 11 14 3 107
(221) 5 9 16 4 101
n=>6
(600) 6 36 0 0 216
(510) 6 26 10 0 216
(420) 6 20 16 0 216
(411) 6] 4] 192
(330) 6] 0] 216
(321) 6 14 22 6 180

Tabiuna 2.14: JleficTBre HHBADHAHTHBIX OMepaTopoB rpyibl K (3) Ha BRIPOK IEHNE JTOKAJTbHBIX

COCTOSIHU I

29



2.4 CumMmmerpu3aliud KeT-BEKTPOB U T€HEPATOPOB

2.4.1 Bsexaenue u obiiue cBOiiCTBa

B asrebpamueckoit nenouke rpymnn (2.4.1) sokasnbubiii nepexon U(3) D S(3) orHOCcHTEBHO

BAJIEHTHBIX MOJ| MOOYZKIAET K CHAOKEHUIO SIPIBIKAME HEMPUBOIMMOTO MPEJICTABICHUS [Ngay, =
-2

n,0 ] rpynnst Us(3) KBaHTOBOrO 4uciaa n = ny + ng + ns.

Pusnyveckoe 3HAYEHNE BCEX ITUX YeThIpexX YuceJsI:
- N I IMOJIHOE YHCJIO KBAHTOB OTHOCUTEJ/JIbHO BAJIEHTHOT'O TPU2K/IbI BBIDOJECHHOT'O OCIIUJIJIATOPA;

- n; (i = 1,2,3) : KBAHTOBBIE YUCIA OTHOCHTEIBHO BAJEHTOIO HEBBIPOZK IEHHOTO OCIIUJLISITOPA

1 C YCJIOBUEM N = Ny + Ny + N3
Takzke gpyrue KBaHTOBBIE€ UHCJIa, KOTOPBIE TMOIBISIOTCS MIPU UCIOJIB30BAHAN TETIOYKHN TPYIIIL:

U4) D U@B) D S3) ~ Cs,
| ! (2.4.1)
N n

Hunammnueckas rpynna U(4) TOpOkK/IeHA MIECTHAINATHIO CJeIYONMMI TeHePATOPAME
i = by bilij—1,234- (2.4.2)

Cpe;u/l 9TUX IECTHA/AaTU I'eHePpaTOPOB I'PYIIIIbI U(4), AeBATHb CJICAYIOHIUX ITOPO2KAa0T IIOAI'PYIILY
U(3) :

Eij = /b\j_/\j]lgi,jg?:- (243)
,ZLHSI TOro, 9TOOBI OBLJIO BO3SMOYKHO 3aIIUCATH B IernmovKe rpymnit (241) pa3/IndHble CUMMETPU30BaHHbIC
KeT-BEKTOpa, H€O6XO,JI/IMO IIpOBEPUTHL Pa3JINYHbIC (bHBH‘-IGCKI/Ie BO3MOXKHOCTH pacHpeaeIeHnudg

KBAHTOB, KOTOPbIe MOTYT CYIIECTBOBATH. DTH BO3MOKHOCTH CJIEIyOIINe:
Q) ny = ng = ng = n, IJe UMETCs eJIUHCTBEeHHBI HECHMMETPH30BAHHBIH KeT-BEKTOD:
|n,n,n).

eiictBue onepanmii cuvmmverpun rpytmibl C'y, Ha 3TOT KET-BEKTOD MPUBOANT K ['pay -

Ogy Id 203 30‘1,
Dpan, || 1 1 1

(2.4.4)

1O ecTb ['5a, = Ay pa3zmepnocru 1.

Ny =nNg9 =N

f)

CyIecTByOT TpU HECHMMETPU30BAHHBIX KeT-BeKTOpa |n,n,n') |n,n’ n) |n',n, n).

nyg=n'

Kak n B mpeapiiymem ciiydae, MOKHO TTOKA3aTh, 9TO
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Ogy Id 2 03 30’v
(2.4.5)
lhans || 3 0 1
oTkyJIa Ipan, = A1 @ F u dimyy,, = 3.
Y) n1F ng #nz # g
Omnpenenum mecTb HeCHMMETPH30BAHHBIX KeT-BEKTOPOB:
|n1,n2,n3> |n1,n3,n2> |n2,n1,n3> |n2,n3,n1> |n3,n1,n2> |n3,n2,n1>
TaKzKe KakK H jieiicTBre d71eMeHToB rpynnbl C'3, Ha 3TH KeT-BeKTOpa:
Ogv [d 2 03 30’1)
(2.4.6)
Ipang || 6 0 0

OTKY/Ia MOXKHO CJeJIaTh BbIBOJ, 4TO ['hy, = Ay @ As @ 2E u nposepurs, yro dim [y, , = 6.

2.4.2 Ilponecc cuMmMeTpmu3aIiuy KeT-BEKTOPOB U TEHEPATOPOB B IPYIIIIE
S(p)-

MoOzKHO CHMMETPH30BATH KET-BEKTOPA OTHOCHTEJILHO pACCMAaTpUBaeMoii menouku rpym (2.2.1),
. C

9TO OCYIIECTBIISETCS J1efCTBAEM OIllepaTopa MPOeKTUPOBAHUS Pg ! 1a HECUMMeTPU30BAHHBIE

KeT-BeKTOpa B no/upocrpancrsax paszanunbix HIT rpynust S(p):

|(n1...npt1), r[Clo) = dim|C] Z (DI R)E, O, .. My 1) (2.4.7)

I xes)
re
- [C] npencraBnster HIT rpynmsr S(p),
- 7 - 4ueII0, nokasbiBaenee My asrumiernocts HIT [C).
- dim[C] mokaszpiBaer pasmepuocts HII [C],
- g - ob1ee YUC/I0 JIeMEeHTOB rpyiibl S(p),
- Ox - oneparop, cBa3aHHbBI ¢ onepanueil cummerpun R € S(p),
- DICN(R) - opuentuposanusie Marpuip onepauuii Ok rpymmst S(p),

- 0 - komnonenta HIT rpynmsr S(p), korpast npumaer 3navenns 1,2, ... dim[C].

TakuM ke 06pa30M MOXKHO CHMMETPH30BaTh reHepaTophl B rpymie S(p). Cumverpu3oBaHHbIe

reHepaTopbl MOXKHO KJIACCH(MUIUPOBATH KaK TPU HabOpa:

- TeHepaTOPhl, HE3ABUCAIINE OT OTIEPATOPOB BeCa. JTU NeHePATOPHI THATOHAJILHBI B Ha3uce

{|n17 ceey Mgy e 7np+1>}7
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- TeHepaTOPHI, IUArOHAJILHBEIE B pAMKAX IPeICTABICHIS [n; 0 } . DTH onepaTopbl 00bEIUHAIOT

JIOKaJIBHbIE COCTOAHUA, ONTPpeae/JIEHHbIE IJId OAHOTO U TOTO 2K€ 3HaYCeHU A IUCIa 7,

.p—1
- TeHepaTOpPhl, HeMArOHAJbHBIE B PAMKAX ITPEJICTABICHU [n; 0 } . OTH O1IepPaATOPHI 00 bEIUHSIIOT

JIOKaJIbHbIE€ COCTOAHHNA C Pa3JIMIYHBIMU 3HaAYCHUAMHU YUCTIA 7.

[IpumenuM npejicTaB/ieHHbIN TEOPETUYECKUI MHCTPYMEHT K PACCMATPUBAEMbIM MOJIEKYJIaM

aKCUAJbHOI CUMMeTpun Tuma X Y3.

2.4.3 OmnpeaeneHne CUMMETPU30BAHHBIX KeT-BEKTOPOB B rpyitie C',.

Heobxoaumo cummeTpu3oBaTh HECUMMETPU30BAHHBI HAOOP KET-BEKTOPOB U I'€HEPATOPOB I'PYIIIIbI
U(4) B pamrax paccmarpusaemoii nenouku rpymm (2.4.1). TIponegypa cuMMeTpr3aIuu B rpyIiie
S(p) (p - HEKoe HesI0e YnCI0) yzKe IpeJCTaBIeHa, i HaM JOCTATOYHO OCYIIECTBATH ITOT MPOIECE

B pamrax rpynnsl Cs,, m3omopdmnoii rpymme S(3). Heobxoaumo onpegennts marpumst [DC(R)],

rjae

- R - onepanus cummerpun rpyiibl Cs,
- C - HII rpynner Csy,,.

[IpuBenem ati MaTpHIHI

([ DA(R) = (1) VR € Cs,

DA2(R) = (=1) pour R=o0,, , 0y, , O, (2.4.8)

DA2(R) = (1) pour R=14, Cs, 03_1

1 V3 1 _ V3 1 0
DE(UM): ig i DE(Uw): _23 12 :DE(Uvs): 0 —1
2 2 2 2
(2.4.9)
_1 3 ) _1 3 10
DE(Cy) = /3 2 DE(C5) = 5 4 DE(1,) = )
2 T3 —r T3 0

Paccmorpum pesysibraT npoiecca CMMMeTPU3aIAN:

- CuMmMeTpu30BaHHOE COCTOSTHUE THTIA Ny = Ny = Ng =

(nnn), A1) = |nnn)

- CuMMeTpu30BaHHOE COCTOSHUE TUIA N = No =N U N3 =
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(nnn'), A)) = %[|nnn')+|nn’n>+|n'nn)}
(nnn'), Ey) = %[2]nnn’>—|nn’n>—|n’nn>]
(nnn'), Ey) = LHnn/n)—|n/nn>]

N

- CUMMeTPH30BaHHOE COCTOSIHME THIIA N 7# Ng 7 N3

B cummerpuszoBanHbIX Ker-BeKTOpax tuna |(n ngng), r C,) BoIOEpeM Ciejyoliee yeJaoBue

0bO3HAUECHUS Ty > No > N3.

1
|(n1nang), Ar) = —[|n1 nanz) + |nyngna) + [ngny ng)

V6

+|ngnzny) + |n3ny ng) + |n3ngng)

1
|(n1 no n3) ) A2> = —[|n1 no ng) - |n1 ns n2> - |n2 ni n3>

V6

‘HTLQ ns m) -+ |n3 nq n2> — ‘ng N9 n1>]

1
|(TL1 %) n3) s 1E1> = —[2|TL1 %) 713> — |TL3 N9y 7’Ll> — |n1 ns n2>

V12

+2|ny ny ng) — [nanzny) — |ngny n)|

1
|(n1,n3,n2) ) 1E2> = 5 [|n1 ns n2> - |n3 no n1> - |n3 ny n2> + |n2 ns n1>]
1
|(n1 no n3) ) 2E1> = 5[—|n1 ns n2> + |n2 ns n1> - |n3 ni n2> + |n3 ng n1>
1
|(7”L1 N9 ng) s 2E2> = —[—|n1 ns TLQ) + |7’L2 ns TL1> + 2|n2 nq TLg)

V12

—2’711 N9 n3> + ’ng ny Tl2> — ‘ng No n1>]

2.4.4 CummMmerpusanus reHepaTopoB B pamkax rpymnnbi (s,

Haiinem nma xakme HII paznaraercda mpeacrtaBienune, NpUYINCTIEHHOE K JUHAMUYECKON T'pyIIe

U(4), To ects TOii rpymme, KoTopas oOpa3oBaHa reHeparopaMu [; ; 9Toil rpymims:
['=5A,® Ay & 5E. (2.4.10)

[IlecTHa AT HECHMMETPU30BAHHBIX [€HEPATOPOB AHHAMUIECKOil rpynmer U(4) o6pa3yior

Tpu HabOpa:
- IeHepaTopbl, AUaroHadbHble B baszuce {|ny,...,n;, ..., Ny)}, TO €CTh OHEPATOPHI BeCa
Evv, Ese, Ezs, Eyu, (2.4.11)

KOTOphIe 0Opa3ytoT npeacTtapienne 'y = 24, & F.
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-2
- TeHepaToOphl, TUATOHATbHBIE B TIPEICTABICHUN [ne, 0 ]:

E12 ) E13 ) E32 ) E21 ) E31 ) E237 (2412)
KOTOpBIE TOPOXKIAIOT mpeacTapiaenne 'y = A; @ A, @ 2F.

-2
- TeHepaTOpPbl, HeAUATOHAJIBHBIE B IIPEJICTABICHIN [ne, 0 ], TO €CTh
El4 ) E24 ; E34 ) E4l ) E42 ) E437 (2413)

obpazyrotmue mpejcrapienne ['s = 24, @ 2F.

MozxkHno nposeputb, 4TO

F'=r1aelyals — dimI' = dim I’y + dim 'y + dim I'5. (2.4.14)

Paccvropum pesyibraT cuMMeTpu3aliyi reHepaTopoB:

- [TepBbrit Habop: cUMMETPU30BaHHbBIE T€HEPATOPDI, KOTOPbIE HEe 3aBUCSAT OT ONEPATOPOB Beca.

DTH onepaTophl, CIeJ0BaTeILHO, JUaroHaabHbl B 6asuce I'-11 n B 6a3nce cuMmMeTpru30BaHHBIX

OTepaTopoB.

131(141) — ]/\?4

YA = Ny + Ny + Ny
I

yl®  — 3 [Nl _ NQ}
- Bropoii nabop: cuMMeTpiu30BaHHbIe T€HEPATOPHI, THATOHAJIBHDIE B PAMKAX [HOJHOCHMMETPIHIHOTO
upescrasienus [n,0,0] rpyunst U(3).

Ot reaeparopbl, KOTOPbIE O6’be,ZLI/IHHIOT JIOKAaJIBHBIEC COCTOAHMUA C OJHUM U TEM 2K€ SHAYCHUECM

qucIa n.
Y3A)  — Fla+4 E31+ F39+ FEays + Eoy + Fio
Yl2) — _F s+ Ey; — F39+ Fog — Eyy + Fi
Y25~ _Eiy— By — Eyo— Eyg + 2By, + 2E1 5
yg(E) = V3(Ei3+ E31 — E35 — Ey3)
gi’(E) = Fs39— Fys— FEi5+ F34

3(E) = V3(—2E12+2E> — E3o+ E»3+ E31 — Ey3)

- Tperuit HaboOp: cuMMeTPU30BaHHbIE T€HEPATOPHI, HeIMAarOHAJIbHBIE B PAMKAX IOJTHOCHMMETPUIHOTO

upescrasienus [n,0,0] rpynnst U(3).

Onn O6'b€,ZLI/IHHIOT JIOKaJIbHbIE€ COCTOAHUA C PA3HbIM 3HAYECHHUEM YHuC/Ia 7.
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YA = B+ Ej 4+ B3y + Eyz+ Eay+ Eg

Yo = By — B + Byy — Eys + Esy — Ey3)

yil = Fiy+ Ey1 —2FE34 — 2E43 + Eoy + Eyo
3(E) = \/E(EM + Ey1 — Eyy — Ey9)

%?(E) = (Eyy— Ey1 — Eqo + Eyy — 2E5, + 2Ey3)
S(E) = Z\/g(E14 — Ej+ Eyo — E24>

2.5 TaMuabTOHHMAH, ONMMMCHIBAIONINII BaJ€HTHbIE KOJIeOaAHMS

MUPaMIJIAJbHBbIX MOJEKYJ Tuiia X Yj

Anrebpanyecknii TaMUJIBTOHNAH HYJIEBOTO MOPHAIKA

Mcnonb3ys KOHIENIAIO0 JUHAMIYECKOH CHMMETPUH, MOXKHO 3aIlMCATh TAMUJIBTOHUAH HYJIEBOTO
nopsaaka Hy. 9TOT raMuaIbTOHUAH KOHCTPYHUPYETC U3 TUHEHHBIX ¥ KBAAPATUIHBIX HHBAPUAHTHBIX
OIEPATOPOB Pa3JINIHBIX HENPEPLIBHLIX U MOJTYHEIPEPBIBHBIX TPYIIIL, IIPEJICTABICHHBIX B IEIIOUKE
rpyni (2.2.3)

Hy =AW 4 g gl ¢ gUe) o p gD L g gKE) . p g(KE) (2.5.1)
rne (A, B,C, D, E, F) € IR. IIpeoopasysi, mosydaem:

— AW L g g (¢ + E) 3V 4 p gV 4 pglF (2.5.2)

4 .
Ho B paMKax mMOTHOCHMMETPUIHOTO TTPEICTABIEHUS [N = > n;,0 | rpynmst U(4) oneparop
i=1

A U4 U4
N gBisgeTcs MOCTOSHHBIM, CJI€I0BATEJILHO, onepaTopbl KazuMupa f](l ) n 3(2 @)

, CKOHCTPYHUPOBaHHbIE
u3 omepaTopa j\\[ JOJIZKHDBI OBITH UCKJIIOYEHBl U3 FaMUAJILTOHUAHA, HU) TO €CTb
H = (C+EB)3" 4+ Dpo’® 4+ e
3
= (C+E)n + Dnn+2) + F Z Nj (2.5.3)

<)
)

= (C+E+2D)n + Dn? + F

'S

<. .

I M“ i
o

% 1

3.~ 3. < ~
[Ipunnmas Bo BHEMaHHE, 9To N2 = Y N2 +2 5 N;N;, nonydaeM ramMunbToHHan H
=1 1 >7=

3 3
=(C+E+2D)a+D > N}+(2F +2D) > NiN;. (2.5.4)

i=1 i>j=1
B nrore ramuisronnan Hy cBoauTcs K

3
HU = aoﬁ + a Zﬁf —+ ag Z NZNJ (255)

i=1 i>j=1
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C Ha60pOM BeIIeCTBEHHLIX IIapaMeTpOB
{a0:C+E+2D,alzD,a2:2F+2D}. (256)

MozKHO KOHCTATHPOBATH, UTO B 6asuce { | ny, ny, n3 ) } (To €cTh TaKKe B CAMMETPH30BAHHOM
basuce, onpeneseHHOM B §§2.4.3) ramMusibroHnal Hy sIBIISIETCST HOHOCTBIO MATOHATIBHBIM OMEPATOPOM.
CuieoBaTe/IbHO, ypaBHEHHE JIJIs HAXOXKICHUS COOCTBEHHBIX 3HAYCHUN BBILJIAIUT CJIeLyIOIINM
obpazowm:

H() |n1, no , 7’Lg> = Eo(nl,ng,ng) |n1, N9 , 7’Lg> (257)

nJjin

3 3 3 3
N ~, ~ )
apn + a; E N7+ aqg E NiN;| |ni, ng, ng) = |agn + a; E n; + as E ning | |ni, ne, ng).
i=1 i>j=1 i=1 i>j=1

(2.5.8)
CitetoBaTe/ IbHO, MOYKHO TIOHSITH, 9TO €CJIH JazKe TOT raMu/ibronnan Hy jact jrydinee onucanue,
JeM TaMUJIbTOHUAH, ONUChIBaoNuil moreniuag Mop3se, OH He IpUHIMAET BO BHUMaHUE OIpe/Ie/IeHHbIe
TOHKOCTH KO0/1e0aTe/IbHOIO CIIEKTPA, HALIPUMED, HEPEXOJL OT COCTOSHUS | 1y , M , N3 ) K COCTOAHUIO

|ni+1, ny—1, ng), IOCKOTBbKY

<n1,n2,n3|H0|n1+1,n2—1,n3>:0. (259)

2.5.1 T'aMuJabTOHUAH II€PBOr0 MOPHAIKA

Famuibronnan Hy JI0/IZKeH BKJIIOYATh HeJMArOHAIbHbIE onepaTopsl B 6aszuce { |ny, na, n3) },
OIEepPATOPbI, KOTOPLIE, OUeBUIHO, JOJZKHBI OBITH HOJTHOCUMMETPUIHBIME, TO €CTh IIPE0OpPa30BaBaTLCL
no HIT A;.

J1s1s1 9TOro Heo6X0UMO IPUHATH BO BHUMAHUE B PA3JI0XKEHIE CUMMETPH30BAHHbIE TeHePATOPDI
BILUIOTH JIO BTOPOro nopsijika (koropeie npusejenb B (§§2.4.4). Torpa nosyuum ciepymoliee
o01Iee BeIpaKeHne raMHJIBTOHNAHA [, ONMMCHLIBAIONIETO BAJEHTHBIC KOICOATEIHHBIC COCTOSHUS

4-X aTOMHBIX MOJIEKY.J1 AKCHAJIbHOM’ CUMMeETpuu:

H — agl)yl(m) +a§2) [gl(Al) ®y1(A1)}(A1) i ai())l)yQ(Al) +af) [92(A1) ®%2(A1)}(A1)
+ a?) [H1(E) ® yl(E)](Al) + aél)HS(Al) + ag) [H3(A1) ® 93(A1)}(A1) i ag) [w(Az) ® 91(,42)}(141)
+ ozé?) [Hz(E) ® y2(E)] (A1) i a%) [ys(E) ® gS(E)}(Al) i aﬁ)y““‘l) + ag) [yz;(Al) ® y4(A1)}(A1)
+ a%)‘f(“‘l) + aﬁ) [135(,41) ® 135(,41)}(141) + a%) [H4(E) ® H4(E)] (A1) 4 a%) [95@) ® yB(E)}(Al) ’

(2.5.10)

l(] ) apsrorcs BeIlECTBEHHbIMHU, ] 0003HAYAET MOPs/I0K PA3JI0ZKEHUSI FTeHEPATOPOB

e Koadduiumen o o
nl<i<16.
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OueBnHO, BeIpazkeHne H coepKUT omepaTopbl, KOTOPbIE ABISIOTCI OMEePATOPAME, BKTIOUYeHHBIMU
B Hj. [TockoIbKY KOHIIENINS JUHAMUAYECKONH CHMMETPUHU IIPUMEHUMA, K HEITPEPBIBHBIM U TI0JTy HEITPEPHIBHbI!
rpyImmnamMm, MOCTPOUM raMuibToHuaH H, nobaBiss K Hy omepaTopbl, KOTOpble HHBAPUAHTHHI B
paMKax 1ernodku rpymi (2.2.3), Ho KOTopbie He sIBJISIIoTCs oneparopaMu Kasnmupa HenpepbiBHBIX
¥ TIOJTY HEIIPEPBIBHBIX TPYIII, cojepzkanuxcs B (2.2.3). Kak ciencrue, Hy He 3aBUCAT OT OMEPATOPOB

tuna b} by u bib; (i = 1,2,3,4). Torjga Mbl 0oj1yuuM raMuabToHuan H:

H = agl)HQ(Al) + af) [132(,41) ® yz(Al)}(fh) + a?) [Hl(E) ® 151(E)](A1)

A A A
oDy 4o [0 @ Y] ) | @ [yt @ yin) () 4 o2 [yae) g yae] )

4 o) [0 @ Y)Y
(2.5.11)

OcTaBuMm Terneph B IpeIbIAYIIeM Bhipaykennu H Bce orepaTophbl WU TeH30PHBIE TPOU3BEIeHN S
OIIEPATOPOB, KOTOPBIE COJIEPZKAT I'eHEPATOPDI IEPBBIX CTEIEHEeH, U OlepPaTOPbl, KOTOPbIe 00pa3yIoT

Hy, 1o ecth
A A
H = Hy = afy20) 4 o) [y24) g y2an) W) 4 (@ i) gy o Wysan (95 19)

Packpoem TeH30pHBIE TTPOM3BEICHUS

[y2(A1) @92(A1>]<A1> = [A)V2F ( A A A )g?(Anyz(Al)
' ' ' (2.5.13)
L N2 N2 N2 2NNy 4 2N, 4 2R,
u
Ay E E A E FE A
[qu) ®91(E)}( ) [Al]l/g F( - 1 )y}(E)yi(E) +[A1]1/2 F( L 1 )9}@)%%@)

E FE A E FE A
T e e T G 1

1 ~ ~ ~ 72 1 ~ ~ 2
= =[N+ N-oWy| + = [V3 (M- W)

\/§|: 1 2 3 \/§ 1 2
- 2\/§ <]/\}12—|—]/\\722 +N§ - ]/\71]/\\[2 —]/\}1]/\\[3 —NQJ/\\%)

(2.5.14)

¢ koapdumnuentamu Kiedma-I'opgana F.
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B nrTore raMubTOHNAH HAIIEH MOJIeKyJISIpHOﬁ CHUCTE€MbI MOZKHO 3alluCaThb B CJIeAyIOoIeM BU e

o= of [N+ Ko+ Ny + (off +-2v20") [N} + N7 + N
(2.5.15)
+ (200~ 2v20@) [B + By + Fuff] + afDysan.

CpaBuuBas Bbipazkenus (2.5.5) u (2.5.15), MOXKHO YTBEPKIATE, UTO TPE/IbILYINee BHIPAZKEHUE

ramuabTonnana H BbIpazKaeTCd KakK

Hy, = Hy+ HWY (2.5.16)
C
Hy = of 24 4 of) [y2n @ yrean]
A
+ off [y @y @) (2.5.17)
(1) (Dy3(A1) > +
HYY = ag 9" =ag 32 bb;,
i#j=1
rae )
(1) 2 _@ta @ 201—a (1)
ay’ =ag, o =———, Q. = ——— , O = ds. 2.5.18
3 0 4 3 5 6\/5 6 3 ( )

2.5.2 @usmnyeckas MHTEPIIPETAIIULA OIEepaTopa Ys(dy),

9T0 100aBOYHOE CJIaraeMoe 3aIIMCLIBACTCA KaK

YA = B3+ B3y + Esp + Eas + By + Eyp = Z bb;. (2.5.19)
i#5=1,2,3
MozkHO mHTeprnpernposarh omeparop bib; (i # j = 1,2,3) caemyommmM crnocobom: OH

SIBJISIETCS OTIepaTOPOM OOMeHa KBAHTa SHEPTHH MEXK/Iy CBA3bIO j U CBA3BIO 1. MOXKHO, c/le/I0BaTeIbHO,

ciles1aTh BEIBOL, 4To oneparop Y241 - omeparop cBA3M MeK Ly PA3INTHBIME CBS3SME MOJIEKYJIbI.
[TogBngercs conepandecTBO Mexk1y Hyu Hi, TO eCTh MeK Ty ABYMS COBEPIIEHHO PA3INTHBLIMA

dpusMYecKUMU SBICHUSIMU:

- AHTAPMOHUYHOCTH OCIUJLJISITOPOB, CBSI3aHHBIX C PA3JTUIHBIMU CBA3SMH MOJIEKYJIbI, IPeCTaBIsIeMast

KBaIpATUYHBIMU CaraeMbiMu Hy :
Bn? +n2+n3] u  Cling + Nyns + Nansl.

- CBS3b MKy Pa3JMYHBIMU CBSI3SIMH MOJIEKYJIBI, MPEJACTaBIsIeMas omeparopoM Hi.
EcrecrBenno, busznka Hameit mpodaemMbl Oy1eT 3aBUCETH OT OTHOCHTEIBLHON "uHTeHCHBHOCTH ' a3/ IndHE

K03 hunmuenToB, MpeacTaBIeHHBIX B BhIpazxKkenun H.
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2.6 Pacder BaJeHTHBIX KOJieDaTeJbHBIX COCTOSTHIIT MOJIEKYJI
tuna X Y3(Cs,)

2.6.1 PesyabTaThl Ojs MOJIEKYJIbI cTuOUHA SbH3

MouiekyJia ctubuHa BbI3bIBA€T HHTEPEC B IPOMbBIIILJIEHHOCTH, CTUOMH - BEChbMa, M3y YeHHas MOJIEKY.JIa,
tuna X Y3, 9TO TOATBEDXKIAeT HATWYHE SKCIEePUMEHTATBHBIX JAaHHHIX B Jureparype [61]. B
JIeHCTBUTETBHOCTH MOJEKYIa CTHOMHA B Ta30BOil (base ABIIETCS CAMBIM YHCTBIM HCTOTHUKOM
JJIgd MOJIyYIeHud CYPbMbI, KOTOPasd UI'Pa€T BaKHYIO POJIb IPU MTPOU3BOACTBE MOJIYITPOBOJHUKOB.
ToKCHYIHOCTH COCTABJSIONIAX CYPhMBI CPABHUMA ¢ TOKCUIHOCTHIO COCTABISIONINX MBITIbIKA.
Taxkke cypbMa - 3TO eCTEeCTBEHHbIH MPOJLYKT, KOTOPBIil BXOJUT B COCTAB 3¢MHOiT KOPBI B KOJIMYECTRE
0,001%. C Touku 3penus ee TOKCHIHOCTH, JKU3HEHHO BaXKHO JIJI OKPYZKAIOIIeH CpeIbl U3YUUTh
CBOMCTBAa CYPBbMbI B paMKaX 9KOCUCTEMBbI. BBIJIO BBIABJICHO CHUZKEHUE IJIOAOPOANA IMOYBbBI U3-
3a 3arps3HeHus cypbMoii. B arMocdepe BBIOPOCH CypbMbI MOT'YT IE€peMeNaThCs Ha JIUHHBIE

PaCCTOSTHUSI.

Benomunwm 3nadenust pyHaMeHTAJIBHBIX 9acTOT MOJIEKYJIBI CTUOWHA:

1%} (Al) = 1890.502 CM_1
A)) = 782.24 -1
va(h) i (2.6.1)
vr3(E) = 1894.497 cm™!
v(E) = 82785 com!
Hcnonpzyemast popma raMuIbTOHHAHA [:—\I
H=aof+a (A} +73 +03) +ap (Arfa + Ayfis + Mafis) + a3 > b, (2.6.2)
i#£j=1,2,3
Ey3(‘41)

Hanomumy, 4ro equacrennbiii oneparop Y341 neanaronanbublii B 6a3mnce CHMMETPH30BAHHBIX
BeKTOpOB (B rpytie Cs,). Mbl OCyIIeCBUIN pacyeT MATPUIHBIX 3JIEMEHTOB ITOrO OEpaTOpa Ha
OCHOBE IPOTrPaMMBbI, pa3paboTaHHOl Ha sa3bike nmporpammupoBanns FORTRANO9S.

KpureprueMm BOCIpOH3BOIUMOCTH SKCIIEPUMEHTAIbHBIX JTAHHBIX ABJISETCI CPEIHEKBAIPATHIHOE

orkJsoHeHue o(d,p) :

d

1 2
o(d,p) = = Z [Ei(cal) — EZ-(ObS)] (2.6.3)
i—1

riae :

- d - 4muciao JKCIIEePpUMEHTAJbHBIX JaHHBIX, UCIIOJIB3YEMbBIX B IIOAT'OHKE,

- P - YUCJI0 NapaMeTPpOB, OMUCHIBAIOIIUX UCIIOJIb3YEMYIO MO/JEJ/Ib.
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Marpuma koppessiiun napamerpos a; (i = 0, 1,2, 3), IpeIcTaBIeHHBIX B TaMIIbTOHTAHE H
obo3nadaercsa Kak Mo, .
[Tpu MOArOHKE UCIIOIB30BAJICS HeJIMHEHHBIH MeTO/] HAauMeHbINNX KBaapaTos (Meros JleBenGepra-

Mapkapyra). B pesysbrare moaroHku onpejesien cienyomuii Habop napaMeTpoB

;

ag = 1926.988(431) cm!
a; = —33.427(085) et
(2.6.4)
ay; = —0.290(252) cv~!
[ ag = —1.571(380) cmr!
hﬁanHHﬁ,KOppeHHHHHﬁHapaMETpOB %Twr:
Qo aq Q9 as
Qo 1
Meow = | a2 =096 1 (2.6.5)

as —0.37 0.22 1

as —0.44 042 —-0.02 1

C monydyeHHBIM HAOOPOM MapaMeTpoB OBLI HPOBEIEH pacdeT BAJEHTHBIX KOjaeOaTeIbHBIX
MO/T, KOTOPBIii TpuBejieH B TAB. 2.15. B 3Toit Tabuie Tak:ke NpuBeJIeH /I CPaBHEHUs] aHAHATOTHIHBIiT

pacuer, B3saThIi u3 [61].

KoJlebaTenbHOE BKIIaT sHeprus sHeprus sHeprus SHeprus sHeprud
COCTOSHUE COCTOSHUS pacder SKCIEpUMEHT pacyeT-dKCI PacyeT-3KCI pacdeT->KCII
*ok
% (cm -1) (em -1) (cm -1) (cm -1) (em -1)
(1 0 0)1A1> 1.000 1890.419 1890.502 -0.083 -0.82 -0.050
[C 1 0 0)1E1> 1.000 1895.132 1894.497 635 0.31 -0.053
|( 2 0 0)1A1> 0.996 3719.959 3719.933 0.026 -0.42 0.158
[( 2 0 O)1E1> 0.999 3720.196 3719.860 0.336 -0.08 -0.088
[( 11 0)1A1> 0.996 3783.690
(11 0)1E1> 0.999 3788.404
[( 30 0)1A1> 0.999 5480.008 5480.285 -0.277 -0.02 -0.018
[( 30 0)1E1> 0.999 5480.162 5480.235 -0.223 0.04 -0.034
[ 21 0)1A1> 0.995 5608.238 5607.000 1.238 0.45 0.000
| 21 0)1E1> 0.821 5610.893
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[( 2 1 0)2E1> 0.821 5615.607
[¢ 2 1 0)1A2> 1.000 5617.964
(11 1)1A1> 0.996 5679.814
[( 4 0 0)1A1> 0.999 7173.023 7173.799  -0.776 0.93 0.499%
[ 4 0 0)1E1> 0.999 7173.023 7173.783  -0.760 0.95 0.515%
[( 31 0)1A1> 0.994 7371.242
[( 31 0)1E1> 0.854 7372.028
|( 31 0)2E1> 0.850 7373.599
[( 31 0)1A2> 1.000 7374.385
[ 2 2 0)1A1> 0.992 7439.377
¢ 2 2 0)1E1> 0.990 7439.377
[( 2 1 1)1A1> 0.996 7499.656
[( 2 1 1)1E1> 0.999 7509.084
[( 50 0)1A1> 0.999 8799.267
[( 50 0)1E1> 0.999 8799.267
[C 41 0)1A1> 0.998 9063.951
[( 4 1 0)1E1> 0.828 9064.737
[( 41 0)1A2> 0.999 9068.000
¢ 4 1 0)2E1> 0.826 9066.308
[( 41 0)1A2> 1.000 9067.094
[( 3 20)1A1> 1.000 9193.937
[( 32 0)IE1> 1.000 9193.937
[( 3 2 0)2E1> 0.749 9203.365
[( 32 0)142> 0.999 9203.365
[( 31 1)1A1> 0.988 9265.215
[( 31 1)1E1> 0.997 9325.493
[( 2 2 1)1A1> 0.989 9327.678
[( 2 2 1)1E1> 0.997 9337.637
[( 6 0 0)1A1> 0.999 10358.469  10358.000 0.469 10.93 4.915%
[C 6 0 0)1E1> 0.999 10358.469  10358.000 0.469 10.93 4.915%
[( 51 0)1A1> 0.999 10690.792  10691.500 -0.708 -2.80 -2.772%
[( 51 0)1E1> 0.820 10690.792  10691.500 0.724 -2.80 -2.776%
|( 51 0)2E1> 0.819 10692.825
[( 51 0)1A2> 0.999 10692.949
[( 7 0 0)1A1> 0.999 11850.996
[C 7 0 0)1E1L> 0.999 11850.996

o(13,4) = 0,72 cm~ !

(*) Jauuble, He yYIaCTBYIOINIME B MOJATOHKE

(**) Pacuer u3 paborsr Lummila et al. |61]
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Tabauna 2.15: DKcnepuMeHTAaIbHBIE U pAacCYNTAHHBIE 3HAUEHUs] BAJIGHTHBIX KOJeOATeTbHBIX

yposueii saeprun crubuna SbHs mis n < 6

2.6.2 Uutepnperalnus pe3yJbTaTOB

B Tabsiune 2.15, B 1epBoil KOJIOHKE [IPUBEJ/IEHbI CUMMETPU30BaHHbIE KOJiebaTe/ IbHbIe COCTOSTHUS B
JIOKAJIbHBIX 0003Ha1UeHnsX. BTOpoii cTo10e1 moka3biBaeT BKJIA/L PACCMATPUBAEMOT0 KO1e0aTeIbHOTO
COCTOSIHUS TIOCTE TIPONEAypbl AuaroHanm3anuu. PakTHIecKH OH TOKA3bIBAeT AJeKBATEH JIN
BBIOpAHHBIIT JIOKAJIBHBIH Da3uc: ecan KodUINEeHT paBeH HYJII0, TO pAaCCMaTPUBAEMOEe COCTOsTHHE
SIBJISIETCS COOCTBEHHBIM COCTOSIHIEM raMUJIbTOHHaHA. /[Ba caeayronux cToabmna comep:KaT SKCIepIMeHTATE
nH(OPMAIUIO, TPUMEHSIEMYIO PH MOJITOHKE, U PACCYNTAHHbIC 3HAYEHUs YPOBHEH SHEPTUU BAJIEHTHBIX
KoTe0aHMii Ha OCHOBe Halleil MoJeau. A MATHIA U IIeCTOil CTOMOIBI MOKA3LIBAIOT PA3HUILY
PaCCIYUTAHHBIX U 9KCIIEPUMEHTAJIBHBIX 3HepFI/II71 JJIsL HalIei MOAeJJIN U pe3yJbTaThbl, B3ATbIC IJId
cpaBHeHHs U3 paborsl [61].

O“IeBI/I,ZLHO, YTO Hallla MOJ€EJIb YAOBJIETBOPUTE/JIbHO BOCIIPOU3BOAUT SKCIIEPUMEHTAJIbHbIC JaHHbIC!
Pa3HHIA MEZK/JIy pacueToOM U SKCIEPHUMEHTOM MOPSAIKA HECKOJIbKUX JeCATHIX /IJIS BCeX 3HAUYeHMHiT
n. CpemgHekBaApaTuIHOE OTKJIOHEHHE MPH BOCIPOU3BOAUMOCTH 13 SKCIEPUMEHTAJIBHBIX TOYEK
Ha OCHOBE MOJIeTH U3 4 mapameTpos coctauiao o(13,4) = 0.72 ¢cv™ !, 9TO gaBIgeTCa 3HATCHAEM
IMOpAJIKa SKCHepI/IMeHTaJIbHOﬁ TOYHOCTH.

Mogesib raMusibTOHHAHA, pazpaborannas Lummila et al. [61], ocHoBana Ha MO/Ie/IN TTIOTEHITHAIA
Mops3e. 3uadenune cpeHEKBAIPATHIHOTO OTKJIOHEHUSI /IJ1s1 7 IKCIIEPUMEHTAJIBHBIX YPOBHEI SHEPIrUH,
KOTOpbIe aBTOp IPUHT B PacdeT, ONMUCAHHBIN IeTBIPbMs mapamerpamiu, coctaBmio oy (7,4) =
0.62 cm~t. YTo6bl CPaBHATH BOCIPOU3BOIMMOCTD HAIIEH MOJEIN H MOJIE/IN [61], 6b11 OCyIIECTBIICH
pacdeT B paMKax Hallleil MOJEIN ¢ TeMHU K€ CeMbIO MapaMeTpaMu, 9TO ObLIN B3STHI B MTOJITOHKY
Lummila et al.. CpesnekBaparuuHoe OTKJIOHEHUE OCYILECTBIEHHOIO pacyera cocraBuio o(7,4) =
0.11 cm~!. Ho ecin ucnonbzosaTh B Mojese Lummila et al. Bce skcnepuMeHTaIbHble JaHHbIE,
OLIEHKA CPEJIHEKBAIPATHIHOIO OTKJIOHEHUsI B 9TOM ciy4dae cocrasiser or(13,4) = 5.35 e L

KpOMe TOT'O, pa3HUIlA PACYET-9KCHIEPUMEHT IPHU BOCTPOU3BEJCHUN IKCIEPUMEHTAJIBbHBIX JaHHBIX
B HAIIIell MOJIeTe OCTAeTC s OJHOTO MMOPsIAKa, B Moaesne Lummila et al. pa3auia pacuaer-3KcepuMenT
pacTeT co 3HadeHmeM n: 3 cM L u 11 em~! s yposmeit co 3navenuem n = 6.

Bropoii ctonber; TAB. 2.15 mokasbiBaeT, 4To 6a3HC, MOJTYUYEHHBIH TOCTe THATOHATA3AINT, B
TOYHOCTH COBIAJIAET C MepBOHAYAJILHBIM Oaszucom. Hanpumep, 1uist coctosiaust n = 4 cuMMeTpun
E ket-Bextopa [(400); E), |(211); E), |(220); E) natoor BKIag B cBOH Ke coctosaus 99%, To
eCThb OouIeparop Y3(A1) pe MIPABOJNT B PACCTPOWCTBY CHUCTEMBI, YTO BaKHO C TOYKHW 3PEHUS
JUHAMHYIECKON CHMMEeTPHH.

Kpowme Toro, mosieniu, ocnoBanubie Ha npub/nzkennn “norennuaa Mop3se” , To ecTb ¢ TOTEHIIUATIOM
i=p
Var(ry) = S. D(1 — e7@7)%) ijist cucrembl ¢ p CBA3SMHU MO3BO/IAET IPUHUMATH BO BHUMAHUE
i=1

Juiib JaBa napamerpa D u a. Tounoe pentenne ypasuenus [Ipeaunrepa ¢ norennuaiom Mopse

(Wl CyMMBI HE3aBHCHMBIX mOTeHIHaaoB Mop3e) [62] maer Boipazkenue sneprum Ey = an +

72



i=p 1=p
(—%2) SonZ2+08 Y ning (o, 8 € IR u3aBucut or D u a). 3aMeTHM, 4TO BbIpazKeHHE SHEPIUHU
i=1 i#j—1

i= =
Ey = agn + a4 anf + a Zp n;n;, MOIyIeHHOe C TaMIJIBTOHHAHOM H, (BBIBEJEHHBIM U3
i=1 i#j=1
KOHIICTIIIUT THHAMAIECKON CAMMETPHIH, MOYKET B TOYHOCTH BOCIIPOU3BECTH Fj; B 4ACTHOM CIydae,
Korja [ag = a, ag = 3, a1 = (—%2) = (—%)] DTO TMOKA3BIBALT, YTO TAMUIBTOHHAH HYJEBOIO
MOPS/IKA HAIleil aaredpandeckoil Moge i MOKeT B TOUHOCTH BOCIIPOU3BECTH moTeHnuat Mopae.
Mogens Mop3e kaxkeTcst HepUCIOCOOIEHHONW BOCITPOU3BECTHU IKCIIEPUMEHTAIBHY IO NH(MOPMAIIHIO
JIJIsT MOJIEKYJTBI CTHOMHA, B TO BpeMs KaK HaIlla ajredbpandeckast MoJe/ b BOCDOU3BOIUT OTHOCUTETHHO
XOPOIIIO YKCIEPUMEHTAIbHBIE YPOBHU SHEPTUU BAJEHTHBIX KOJEOAHUI 9TOH MOJIEKYJIbI.

Matpuia koppensamnun M., TOKa3bIBACT HAM, YTO TapaMeTPhl HAIeH MOJIETH KOPPEJTUPYIOT
OTHOCHUTEJIbHO HEMHOT0, 38 UCKJIFOUEHUEM aPAMETPOB (g U 41, YTO CBA3AHO C MAJIBIM KOJTHYECTBOM
9KCIEPUMEHTATHLHON HH(MOPMAIINT, KOTOPBIE UMEIOTCS 7T STOW MOTEKYJIbI.

[Tocneanwuit cronber Tadbauipbl 2.15 MoOKa3bIBaeT MPE/ICKA3ATEIbHOCTD UCIIOAb3YEeMOi MO/IEJIH.
J11s1 ToKa3a mpeIcKa3aTe IbHOCTH ObLTa MTPOBE/IeHA MTO/IITOHKA C SKCIIEPUMEHTATLHBIMA JTAHHBIM,
KOTOpbIe He 0003HAYEHbI 3Be3/104K0i. Ha ocHOBe mapamerpos, 1Oy YeHHbIX B Pe3yJIbTaTe ITOoil
HOJTOHKH, OBLIN TPEeJCKA3aHbl 3HAYCHUS /I JAHHBIX, 0003HAYCHHBIX 3B€3/109KOii. 113 pacuera
BU/IHO, YTO [IpeJICKa3aTe/ IbHasi CIOCOOHOCT JIyYIlle, YeM Pe3yJIbTaThl IIOJANOHKH Ha OCHOBE MOJIE/IH
Lummila et al. [61].

Ha ocnoBe pazpaboTaHHOIO MeToja MOXKHO TAKKE OUEHUTH 3HAYEHHE JUCCONUAIMOHHOTO
npeeaa MOJIEKYJ/Ibl CTHOWHA. B mepByro ouepenh MOYKHO 3aMETHTh, 9TO JIYUIITHil criocob "3actaBuTh ' Motek
pPaCTaCThCS - TOMECTUTH MAKCUMYM KBAHTOB HA OJHY U TY 7K€ CBSA3b MOJEKYJIBl TAKIM 00pAa30M,
9TOOBI BO3DYIKJEHNUE TPUBOAMIO K paspbiBy cBsa3u. ClenoBaresbHO, (DUNIECKOE COCTOSTHUE,
CBS3AHHOE C JAUCCOIMAIIei MOTeKyIbl, obo3Hadaercsa kak |(n00), 1E,1A,). nea 3akmogaercs

B HaXOXK AeHnn Makcumyma dbynknnn Fy(n) B cocrostanu |(n00), 1E,1A,). Haitrem makcnvaabao

BO3MO2KHO€ YHUCJIO N U3 YCJIOBUA

8E0(n) —Aayg
goo\n) _ — — 2.6.
91 0 n Sar (2.6.6)

[TockonbKy MBI pabotaem B paMkax peayknun U(4) D U(3), To MAaKCHMAIBHO BO3ZMOKHOE THC/IO

N=Nmazx

KBaHTOB 0003HAYAECTCH KaK My = IN. MOXKHO HAWTH YHCACHHBIE 3HAYCHU:
Nmaz = 28,82 N =29 = FEy(29) ~ 27771 cm~! (2.6.7)

CrieioBaTeIbHO, COCTOSIHIE, COOTBETCTBYOIIee ucconnannn, oboszunadaercs |(2900), 1E, 1A4;),

13 KOTOPOTO MBI MOYKeM MOJIYIUThH 3HAUYeHUe SHeprun aucconuanuu D, :
D.~ ((N00), 1E,1A,| Hy|[(N00), 1E,1A,) = Ey(29) ~ 27771 em™! (2.6.8)
DTo 3HAUEHUE SHEPTUU JUCCOHAIU D, CPABHUMO € SKCIIEPUMEHTAIbHBIM 3HaueHuneM [61] :

Teopermaeckn DKCIepUMEeHTATbHO

2.6.9
D, ~ 27771 cmm ™! D, ~ 28900 cm~! ( )

TO eCcTh OTHOCHTeJbHas omubka cocrasiager 3.9%. CienoBaresbHO, NPEACTABICHHAA MOICJb

YAOBJETBOPpUTEJIbHA JJA OMMUCAHUA BaJIEHTHBIX KoJIeOanmit MOJIEKYJIBI cTHONHA.
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2.6.3 PesyabTaThl JJi9 MOJeKyJIbl apcuHa AsHj

Monekya apcuna tuna - 4-x aroMHast MOJIEKY/1a aKCHAJIbHON cuMMeTpun Tuna X Y3 mpejacTaBiisier
HHTEPEC B acTpOU3UKe, B TOCTIEIHEE BPEMS (9KO)TOKCHKOIOTH MPOSIBJISIIOT HHTEPEC K MBIIIBAKY
W ero MPOU3BOJHBIM, K KOTOPbIM OTHOCHTCS PACCMaTpUBaeMasi MOJIEKYJIA.

B ecTecTBEHHOM COCTOSIHUY MBIIIbLAK HAXOJUTC B TBepI0i (hopMe, HO OHA He 0OYeHb PACIIPOCTPAHEHA,
B OOJIBITMHCTBE CJIYYAEB MbIIIbIK MOXKHO OOHAPYZKUTh ¢ COCTABE PA3JIUYHBIX METAJLIOB, HAPSLY
¢ cepoii. Cpejii eCTeCTBEHHBIX BENECTB, COAEPKAIINX MBIIIbIK, CI6yeT YIOMAHYTh apCEHOMUPUT
(FeAsS), peambrap (AsS), aypunurment (AseSs), nukeann (NiAs) u kobaabrun (CoAsS).
MBIIIbSIK BCTPETIAETCsI ¥ B Ta30BOM (hopMe: JIErKO HCHAPSIONIAICT TPEXOKUCH MbIIbsiKa ( AsyO3),
apcut (AsH3) n MmeruimpoBanHblii apcut. B zkukoit popme MbIIIbsK BCTpedaeTcs: Kak HeOPTaHUIeCK e
As(III) u d’As(V), takxke Kak u paziuanbie hOPMbI METHIHPOBAHHOTO MbIibsika As(V).

13 oueHb 4MCTOrO MBIIIbSIKA MPOM3BOIAT MOJYIPOBOJHUKK: APCEHU] TAJIUS U APCEHH/L

WMHIMUA. Poccus n q)paHHHﬂ ABJIAIOTCA JIuJepaMi 110 IIPOU3BOJACTBY MbIIIbAKA.

Buavenne GyHIAMEHTATLHBIX YACTOT MOJIEKYJIbI apcuua [63]:

V1(A1) = 2115.164 CM_1
(

(A1) = 906.752 cm~!
(2.6.10)

v3(E) = 2126423 cv~?

v(E) = 999.225 cm!

Hcnonbzyemasi popma raMu/ibTOHHAHA H:
H = ap n + aq (ﬁ% + /ﬁg + ﬁg) + as (ﬁlﬁz + ﬁl/ﬁg + ﬁgﬁg) + as Z b;rbj (2611)
i#£j=1,2,3
Ey:;(Al)

[Tpu noaronke ucnosib3oBascs meros Jlesenbepra-Mapkap,/ira. B pe3ysibrare moronku mosy yeH

clleyomuit Habop mapamMeTpoB

ag = 2161.759(396) cm~!
a; = —38.692(079) cm~!
(2.6.12)
as = —1.645(405) cm~!
az = —3.702(257) cm~!
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I MaTpHIa KOppessamun napamerpos a; (i = 0,1, 2, 3), npejcTaBlIeHHbIX B TaMIIbTOHHaHe H

Qo aq (05} as
Qo 1
Meor(21,4) = | a1 —0.96 1 (2.6.13)

s —0.81 0.75 1

as —-0.15 0.10 —0.06 1

B ciemyrorieit Tabnie mpuBeIeHbI PE3yILTATHI pacieTa, Oy YeHHBIX B Pe3yJIbTaTe MOJATOHKI

mapaMeTpOB HAIIEd MOJEITH.

Tabsmma 2.16: DkcrnepuMeHTaJbHbIE W PACCUUTAHHBIE BAJEHTHLIE KOJIE0ATE/IbHBIE YPOBHU

sHeprun apcua AsHs misg n < 6 ¢ 20 sKcnepuMeHTaIbHBIMA JAHHBIMI

KojebaTenbHOe BKJIAT PHEeprus  OSHEpPrud 3HEPTUS  JPHEPTUS
cocTosaHUe COCTOSHMA  PpacyeT 3KCIEPUMEHT pacyeT-3KCI 3KCI-pacieT
*%
b (cm -1) (ecm -1) (ecm -1)  (cm -1)
[C 1 0 0)1A1> 1.000 2115.662 2115.164 0.14 0.241
[( 1 0 0)1IE1> 1.000 2126.759 2126.423 0.34 0.649
[( 2 0 0)1A1> 0.989 4167.180 4166.772 2.49 0.421
[( 2 0 0)1E1> 0.998 4168.405 4167.935 1.34 0.606
[C 11 0)1A1> 0.989 4238.652 4237.700 2.67 1.445
[C 11 0)1E1> 0.998 4248.534 4247 .520 4.42 1.944
[( 30 0)1A1> 0.998 6136.459 6136.340 -0.23 0.215
[( 30 0)1E1> 0.998 6136.504 6136.330 -0.29 0.670
[( 2 1 0)1A1> 0.987 6276.143 6275.830 -1.37 0.889
[( 2 1 0)1IE1> 0.971 6282.389 6282.350 -1.00 -1.294
[( 2 1 0)2E1> 0.970 6295.202 6294.710 -4.385
[C 2 1 0)1A2> 1.000 6299.631
[C 11 1)1A1> 0.990 6366.126 6365.950 2.127
[C 4 0 0)1A1> 0.999 8027 .467 8028.977 9.87 -1.482
[( 4 0 0)1IE1> 0.999 8027 .468 8028.969 9.87 -1.085
[( 31 0)1A1> 0.983 8249.148 8249.510 0.934
[( 31 0)1E1> 0.772 8257.357 8258.370 -1.074
[( 31 0)2E1> 0.781 8250.769
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|( 31 0)1A2> 1.000 8258.879
[( 2 2 0)1A1> 0.974 8331.650
(2 2 0)1E1> 0.984 8332.843
[ 2 1 1)1A1> 0.987 8393.932
| 2 1 1)1E1> 0.997 8414.851
|( 50 0)1A1> 0.999 9841.028  9841.400 -0.485
|( 50 0)1E1> 0.999 9841.028  9841.400 -0.123
[( 41 0)1A1> 0.995 10139.912
|( 4 1 0)1E1> 0.859 10139.998
|( 4 1 0)2E1> 0.860 10147.375
(4 1 0)1A2> 0.998 10147 .458
[( 32 0)1A1> 0.990 10284 .327
|( 32 0)IE1> 0.994 10284.954
|( 32 0)2E1> 0.994 10307.174
|( 32 0)1A2> 0.998 10307.716
[( 31 1)1A1> 0.960 10368.110
|( 31 1)1E1> 0.988 10371.930
(2 2 1)1A1> 0.964 10437.916
|( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.227
|( 6 0 0)1A1> 0.999 11577.189 11576.290 0.581
|( 6 0 0)1EL> 0.999 11577.189 11577.290 0.927
|( 51 0)1A1> 0.997 11951.990
|( 51 0)1E1> 0.864 11951.992
|( 51 0)2E1> 0.865 11959.413
|( 51 0)1A2> 0.999 11959.416

(7 0 0)1A1> 0.999 13235.959
(7 0 0)1E1> 0.999 13235.959

0(20,4) = 0,80 cm~ 1

Pesysibrarhl Halllero pacdera onsTh CPABHUBAINCH C AHAJOIMIHBIME pe3yJibratamu u3 [65].
CpenHeKkBaapaTHIHOE OTKJIOHEHHE HAIEro pacdera 1/ 20 SKCIepUMEeHTAJbHBIX TOUEK ¢ YeThIPbMsI
napamerpamu o (20, 4) cocrasusio 0,80 cm™!. B pabore [65] B nojronke yuacrsosasio 13 skcnepuMenTaibib
JaHHBIX. 7151 TOro, 9To0bl CPABHUTH HAIILY MOJETb U MOJEb [65], HaMu Oblia ocyIlecTBIeHA
IOAI'OHKa C TEMH 2Ke 13 IKCIIEPpUMEHTAJIbHBIMHU TOYKaMU. Cpe;LHeKBa,ZLpaTI/I‘{Hoe OTKJIOHEHUuEe
IOATOHKH 13 3KCIIepHMEeHTAJbHBIX JAHHBIX B PAMKAX HaIleil MoJe I U3 4 HapaMeTpoB COCTABIIO

0(13,4) cocrasuio 0,55 cm™!, cpejHexBapaTHYHOE OTKJIOHEHHE /I TAKOIO K€ KOJMYeCTBa,

9KCTIEPIMEHTAJTBHBIX TOYEK M Tapamerpos n3 [65] o(13,4) = 5,08 em™! .
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B ciiyuae MoeKyIbl apcrHa TaKzKe MOXKHO HAOII01aTh, 9T0 KO3 durmerTs "amcTorsr " cocTosHmit
|(n00)1A1 > u |(n00)1E1 > 6au3ku K 1, 970 MOAPA3yMEBALT, 9TO ITH COCTOSHHSI MOTYT ObIThH

PACCMOTPEHBI KaK COOCTBEHHbBIE COCTOSIHUS raMUIbTORNaHa Hj, TO ecTh
Hy|(n00), 1E,14;) = Ey(n) [(n00), 1E,1A;) = (agn + a1 n®) [(n00), 1E,14;) (2.6.14)
OmeHuM JUCCONUOHHBIIN MPeIesT MOJIEKYJIbl apCHHA:

0 Fy(n)
on

Coruacuo pepykuuu U(4) D U(3), Mbl UMEEM Nyppg, = N, 4T0 HAM JaeT BO3MOXKHOCTH HaiiTu

_ao
= 0 :} ’]’Lmax = —.
2@1

N=Nmazx

(2.6.15)

YHUCJI€EHHbIEC SHAYCHUAI:
Mimaw ~ 27,93 N =28 — [F,(28) ~ 30174 cm~! (2.6.16)

Cocrosinne, COOTBeTCTBYIOMIEE Jucconuonnomy npegery [(2800), 1E,1A;), naer BO3MOKHOCTD

OTIEHUTH 3HaYeHne SHEPTUN Jucconuanuu D, :
D.~{((N00), 1E,1A,| Hy|(N00), 1E,1A,) = Ey(28) ~ 30174 em L (2.6.17)
Suavenune ., MOJyUYeHHOE JJIs SHEPTHHU JUCCONUAINN B paMKaX Hallleii Mojese, CpaBHIMO
CO 3HAYEHUEM JIJIsl SHEPIUHU JUCCOLMALIHN, Oy YeHHOM KCIIepUMEHTAIbHO [63]:

Teopetmaeckn DKCIIepUMEHTATHHO

2.6.18
D, ~ 30174 cm™! D, ~ 31669 cm~! ( )

TO €CTh OTHOCHTeIbHada omubka 4, 66%.

2.6.4 PesyabTaThl oy mosiekyJibl ¢dpocduHa P Hs

Hakonern npejicraBuM pe3yabraThl st MOJIeKyJbl ¢ochuna P Hj, KoTOopas TakzKe sBJISeTCs
MoJstekysoit Tuna X Y. DTa MoJIeKyJia peICTaBIsgeT MHTePeC B IIAHETOJIOTHH, TIOCKOJIBLKY ObLIa
obHapyzKeHa B armocdepe IJIAHET-TUTAHTOB, & TaKKe, KaK W JIBe TPeJIbIIYIIne MOJIEKYJIbI,

HUI'Pae€T BazKHYIO POJIb B HHAYCTPHUH.

Buavenus (GyHIAMEHTATBHBIX YACTOT PACCMATPHBAEMOli MoeKy bl [11]:

vi(A) = 232112 em!
I/Q(Al) = 992.13 CM_1 (2 6 19)
v3(E) = 2326.87 cm!
v (F) = 1118.31 em !

Kak u B mpeaplIyux ABYX CAydasx, HCIOIb30BAJACH Caeayiomas (hopMa raMIILTOHHAHA
H:

H=agf+ay (A} + 03 +703) +ay (Afp + Aifls + Mafls) +as > b, (2.6.20)
i#£5=1,2,3

= 33(141)
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Ha ocnoBe metona JleBenbGepra-Mapkapara ObLaa OCyIIecTBJI€HA MOJATNOHKA, B pe3yJbTaTe
KOTOPOit ObLT OITpe/jiesieH eIy Ionuit Habop mapamMeTpoB raMUJITOHHAHA, OITMCHIBAIOIIETO BaJIEHTHBIE

KoJiebaHust MOJIeKyIbl (pochuHa:

ap = 2365.725(411) cv~!
a; = —42.132(082) cm~t
g (2.6.21)
az = —0.172(411) cu!
| a3 = —1.715(287) cv!
1 MaTpula KOppeadnnuu A{wr
Qo aq a9 as
Qo 1
Mew = | a1 =095 1 (2.6.22)

a2 —0.81 0.73 1

as —-0.21 0.18 —-0.02 1

Ha ocHoBe mostyueHHBIX TapaMeTpoB ObLT IPOBEIEH pacueT 3HAUEHN BATEHTHBIX KOTe0aTe TbHBIX

ypoBHeii sneprun mosekybl dochbuna PHy (TAB. 2.17).

Tabmmma 2.17: DkcnepuMeHTaIbHBIE W PACCINTAHHBIE 3HAYEHWS] BAJEHTHBIX KOIe0ATETHHBIX

ypoBHeit 3Heprun Monekyasl PHs 1o n < 6

KoynebaTembHOe  BKJIAL 3Heprus  3Heprus 3Heprus

COCTOdAHUE COCTOAHNA pacdeT SKCIIEpUMEHT pPAaCYeT-3KCII

b (e -1) (cm -1) (cm -1)
[C 1 0 0)1A1> 1.000 2320.163 2321.131 -0.968
[( 1 0 0)1IE1> 1.000 2325.308 2326.876 -1.568
[( 2 0 0)1A1> 0.998 4562.632 4566.260 -3.627
[( 2 0 0)1IE1> 0.999 4562.853 4565.780 -2.926
[C 11 0)1A1> 0.998 4644.218 4644 .660 -0.442
[C 11 0)1E1> 0.999 4649.074
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|( 30 0)1A1> 0.999 6717.878 6714.600 3.278
|( 30 0)1E1> 0.999 6717.881 6714.600 3.281
[ 2 1 0)1A1> 0.997 6881.429 6881.530 -0.100
|( 2 1 0)1E1> 0.968 6883.941  6883.730 0.211
| 2 1 0)2E1> 0.968 6889.882  6890.860 -0.977
(2 1 0)1A2> 1.000 6892.005
[ 11 1)1A1> 0.998 6971.689 6971.160 0.529
[( 4 0 0)1A1> 0.999 8788.691  8788.000 0.691
|( 4 0 0)1E1> 0.999 8788.691  8788.000 0.691
[( 31 0)1A1> 0.997 9039.941  9040.000 -0.059
|( 31 0)1E1> 0.834 9041.238  9040.000 1.238
|( 31 0)2E1> 0.836 9043.502
(31 0)1A2> 1.000 9043.810
(2 2 0)1A1> 0.996 9126.532
|( 2 2 0)1E1> 0.997 9126.532
[( 21 1)1A1> 0.998 9204.109
[ 2 1 1)1E1> 0.999 9214 .399
|( 50 0)1A1> 0.999 10775.319
|( 560 0)1E1> 0.999 10775.319
(4 1 0)1A1> 0.999 11111.352
|( 4 1 0)1E1> 0.865 11112.209
|( 4 1 0)2E1> 0.865 11113.924
|( 32 0)1A1> 0.998 11276.795
|( 32 0)1E1> 0.996 11276.795
|( 3 2 0)2E1> 0.996 11287.086
|( 32 0)1A2> 0.998 11279.368
(31 1)1A1> 0.993 11366.377
|( 31 1)1E1> 0.990 11366.377
[( 2 2 1)1A1> 0.964 11443.954
|( 2 2 1)1E1> 0.993 11454 .245
|( 6 0 0)1A1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705
|( 6 0 0)1E1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705
|( 51 0)1A1> 0.999 13098.059
|( 51 0)1E1> 0.866 13098.916
|( 51 0)2E1> 0.866 13100.632
|( 51 0)1A2> 0.999 13100.632
(7 0 0)1A1> 0.999 14495.593

(7 0 0)1E1> 0.999 14495.593

o(17,4) = 1,74 cn~?
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K coxasenuio Jij1si JaHHON MOJIEKYJIbI B JIMTEPATYPE HET Pe3yJIbTATOB, AHAJOIUIHBIX HAIITUM,
3a UCKJIIoUeHneM paboTsl [11], Tyie aBTOpBI paccMaTpUBaIU OJHOBPEMEHHO BaJIeHTHBIE U 1ehOPMATIUOHHBIE
kostebanusi. CpeIHEeKBAIPATHIHOE OTKJIOHEHHE TPOBEIEHHOTO pacyeTa jijis 17 SKCIepuMEeHTATbHBIX

ypOBHeil B paMkax Hameil mogenn ¢ 4 mapamerpamu coctapuio o(17,4) = 1,74 em™'. Mu

1

npejrosiaraeM, 4To 60blnas pa3HUlA pacyeT-dKCIePUMEHT, ITpeBbIaolias 3Hadenue 1 cm™ -,

CBSI3aHO C HAJIMYUEM PEe30HAHCA MKy BAJEHTHBLIME U JedOpMaIMOHHLIMI KoneOanuamu. [Toka
MbI HE MOZKEM [POBEPUTH ITY IUIIOTE3Y, IIOCKOJIbKY He IPUHSLIM BO BHUMaHUE 3TO B3auMO/IeliCcTBIE,
HO 9TO OyJeT cjieslaHo J1ajiee B 3Toi pabore.

Kak un B cirydae npe bl IyIux JIByX MOJIEKY.JI, ObLJIO OIIEHEHO 3HAYEHUEe YSHEPIUU JUCCOIUAINN:
JUIS Npae == 28,07 N = 28 = Fy(28) ~ 33208 cm ™!, To ecTb JUCCONMOHHOE COCTOSHUE

|(2800), 1E,1A;) paer Ham 3Ha4deHue sHepruu gucconuanuu D,

D.~ ((N00), 1E,1A;| Hy|(N00), 1E,1A;) = Ey(28) ~ 33208 ¢ . (2.6.23)

2.7 Kosebarenbubliii ramuiabTroHuan MoJiekya X Y3(Cs,) (JT0KaIbHO

- JIOKAJIbHAs MOJEJIb)

2.7.1 [dedopmanuonnsie Kosebanus mosiekyy X Y3(Cs,)

st Toro, 9TOOBI MOCTPOUTH FTAMUJIBTOHUAH,, OTTUCHIBAIONIHIT KOJIeOaTeIbHbIE COCTOSTHUS MOJIEKY.JT
XY3, cHavana HYKHO PacCMOTPETh, KAKUM OODPA30M ONPEIeISTIOTCS KeT-BEKTOPA COCTOSHHUIL
(cummerpusoBaHHbIil Gazuc) st gedopMAIMOHHBIX KOJeOaHHi, TeHePATOPhl JIJIsi STOTO THUIIA
KOJIe0aHuil ¥, O9€BH/THO, TAMIIBTOHUAH, TIO3BOJIIONTAX TOTYYaTh JeopMalnOHHbIE KOJTedaTeTbHbIe
cocrosinus. Jledpopmarmonnbie KosiebaHusi MOYKHO OINKUCATH TEM K€ CaMbIM CII0OCODOM, YTO W
BaJIEHTHBIE KOTeDaHus, TO eCTh Ha OCHOBE IENOYKH T'PYIII, ONUCHIBAIOIIEl BaTeHTHbIE KOJTeOaHus,
B paMKax HpuO/mzKeHus JOKaIbHBIX M. Cjie0BaTe/IbHO, BCE, 9TO MBI HCIOJIb30BAIH IS
ONHCAHNS BAJEHTHBIX KOJIEeOAHWIT, TPUMEHUMO U /T4 1ehOPMAIMOHHBIX KOIeOaH!il, HO B JAHHOM
CJIy9ae Mbl JIOJIZKHBI ACCONUUPOBATH GO30HHBIE OIIEPATOPBI € YIJIAME MEZKY CBA3IMHE ( (12, (13, (23
Bo-niepBbIx, ompegesimM cOOTBETCTBUE MeK/Ty O030HHBIMU OIepaTOPaMU U YTJIAMHI (g, (413, (o3
(F1G. 2.3):

MozkHO BBIOpATH, 9TO
(
{bd, b5} coorBeTCBYeT (ro3

{b¢,bs} coorrercByer a3 (2.7.1)

| {b7,b7} coorBercryer s

1 0003HAYUTH HECUMMETPU30BAHHbBII KET-BEKTOP, OIMKUCHIBAIOIINI JilehOpManoOHHOe KoslebaTe/ IbHOe

cocTosiame, Kax |(ns ngny)).
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Puc. 2.3: Yrael MexKIy CBA3AME HEILTOCKONR MOTEKYTbl X Y3

B sTom ciyuae MOKHO paccMaTpUBATDh CAEAYIONIHE ONEePAIdd CAMMETPUU TPYHIb S3 041 :
(67), 02 : (57), 0us : (56), Cs : (576), C3 ' : (567).

CJIe;LyIOHH/IM 9TAIllOM ABJIAETCAd Iponeaypa CUMMETPpHU3allui KEeT-BEKTOPOB M I'€eHepaTOPOB.
[Ipumensist mporegypy CUMMETPH3AIUU, TPUMEHEHHYIO JIJI CUMMETPH3AIUU KeT-BEKTOPOB U
reHepaTopoB BaJEHTHBIX KOJTeOAHMIT, MOYKHO MOJYUUTDh aHAJOTUIHBIH pe3yIbTaT U /I JehOpMaInOHHBIX

KoJIeOaHni:

- CuMMeTpU30BaHHOE COCTOSHHE THIIA N5 = Ng = Ny = N,

(nnn), A1) = |nnn)

- CuMMeTPHU30BaHHOE COCTOSHHME THIIA Ny = Ng =N U Ny = n'

(nnn'), A)) = %Hnnn’)—i—]nn'n)—l—mlnnﬂ
(nnn'), Ey) = %[ﬂnnn')—]nn'n}—m'nnﬂ
), Ba) = —lln'n) = o)

V2

- CUMMeTPH30BaHHOE COCTOSIHIE THIIA N5 7 Ng 7 N7

B cuMMeTpru30BaHHOM KeT-BeKTope Tuna |(nsngny), r C,) OpUMeM CJeyiolnee YCIOBHe

ns > Ng > Ny.
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1
|(nsngny), Ar) = —=|Ins ng n7) + |ns nyng) + [ne ns nr)

V6

+|nsnyng) + |n7nsng) + |n7ng ns)|
1
|(n5 Ng n7) ) Az) = %Hns Ne n7) - ’715 nr n6> - |n6 ns n7>

+|ng nr ns) + |n7rns ne) — [ngyng ns)|

1
|(Tl5 Ng Tl7) s 1E1> = —[2’77/5 Ng n7> — \n7 Ng Tl5> — |TL5 ny TL6>

V12

+2|n6 Ny n7) — |TL6 nyr TL5> — |7’L7 Ny TL6>]

|(ns, e, n7), LEy) = = [|nsnrne) — |ngnegns) — |nrnsng) + |ng ny ns))

N | —

1
|(TL5 Ng 77/7) s 2E1> = —[—|n5 ny n6> + |’fl6 ny n5> — ’717 Ny n6> + |n7 Ng n5>
2

1
V12

—2|nsngnr) + |nynsng) — |nyngns)]

|(TL5 Ng TL7) s 2E2> = [—|n5 ny nﬁ) + |n6 ny n5> + 2|n6 N5 n7)

J1u1st reHepaTOPOB TaKzKe MOJIYIUM

- IlepBblit HAOOP: cUMMETPU30BaHHbIE T€HEPATOPbI, KOTOPbIE He 3aBUCAT OT ONEPATOPOB Beca.

To ectb 310 TeHepaTophl, KOTOPHIE AraroHa bHb B 0asuce ['-11 n 6a3uce cumMeTpru30BaHHBIX

OIIepaTOPOB.
yl(d) — ]/\78

Y24 = N;+ N+ N
VRGN A A 3

\(B) ~
yl®  — 3 [NS _ N6}
- Bropoii Habop: cuMMeTpU30BaHHbBIE TE€HEPATOPDI, INATOHAJIBHBIE B PAMKAX MOJHOCUMMETPHIHOTO
npecrasienust [n, 0, 0] rpynmsr U(3).

Ot reseparopbl CBA3bIBAIOT JIOKAJIbHbIEC COCTOAHULA, XaPaKTEePU3yrouuecd OJHUM U TEeM

7K€ 3HaY€HHUEM KBAHTOBOT'O YHUCJIa T.

Y34 = Es;+ Er5 4 Ere + Egr + Egs + Ese
Yl2) = _FEyr 4 FErs — Erg+ Eg7 — Egs + Ese

?(E) = —FEs7;— Er5 — Erg— Eg7+ 2Fg5 + 2F5 6
gg(E) = V3(Es7+ Ers — Erg — Eg7)

i’(E) = Er¢ — Eg7 — E57+ Ers

3(E) = V3(—2Es¢ + 2E¢s — Erg + Egr + Ers — Esq)
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- Tperuit HabOP: cUMMETPU30BaHHBIE T€HEPATOPHI, HeIMArOHAIbHBIE B PAMKAX IOJTHOCHIMMETPUIHOTO

npesacrasienust [n,0,0] rpynnsr U(3).

Onn cBA3BIBAIOT JIOKAJIBLHBIC COCTOAHUA, XapaKTEPU3YIOUIUECA Pa3HBIM 3HAY€HUEM KBAHTOBOT'O

qHCTA N.
YA = FEoo+ Fgs+ Frs + Es7+ Egs + Esg
y5(z41) — Z(E58—E85+E68_E86+E78_E87)
13‘11(13) = Fig+ FEss — 2FE75 — 2Fs7 + Egs + Fsg
yg(E) = V3(Ess + Eys — Foas — Fye)

?(E) = (Fs58 — Egs — Fsg + Egs — 2F75 + 2Eg7)
Hg(E) = 1V3(Ess — Ess + Esg — Egs)

st mocTpoeHnsi TaMUJIBTOHWAHA, TaKyKe MOYKHO MPUMEHHUTh TY K€ CaMyl0 HJIe[0, 9TO U
B C/Iydae BaJEHTHBIX Koje0aHWil, TO eCTb raMHJIHTOHUAH, OMUCBHIBAIONINIT J1edOopMaOHHbIE

KOoJIeDaHMsI, BBHITJISIUT CJI€LYIOIINil BHL

H = a0+ a5 (A3 + g +73) + ag (Rshg + Rsfy + Agitr) +ar Y b, (2.7.2)
i#£j=5,6,7

= y3(A1)

Temeph MOKHO OCYIIECTBUTH MPOIEAYPY MOATOHKHN /I pacdeTa e OpMAIIMOHHBIX KOJIebaTe ThbHbIX
Mo, K coxkanenno j1ist MOTEKY/Ibl CTHONHA MMEeTCS HeTOCTATHIHO IKCIIepUMEHTATBHON nHopMamn
Jtst ecpopMarmoHHbIX Koebauuii (Beero 4 KosiebaTeIbHBIX YPOBHSI SHEPTHUH ), TIOITOMY pacyer
OBLIT OCYIITECTBJIEH Ha MpUMepe MOTEeKY/T apcuHa U (pochuHa.

s mporneypbl MOJATOHKU HCIOJIb30BasIcsd MeToj JIesenbepra-Mapkap/ara, B pesy/brare
MOJATOHKH OBLTH ONpeJe/IeHbl MapaMeTpbl TAMUIBTOHUAHA, OMHUCHIBAIOIIETO J1edOpMAIIHOHHbIE

KOJIeDaHUs MOJIEKYJIbl aPCUHA:

a; = 973.97(2.26) cm™!

as = —5.09738(1.43) cn~
(2.7.3)
ag = 2.95563(2.58) cnt

a; = —31.772(262) em!

\

u Marpuna Koppeasauu M.,
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Q4 as ag Q7
Ay 1
Meor = | a5 —0.95 1 (2.7.4)

ae -0.38 0.10 1

ar —-0.13 0.12 0.02 1

Ha ocHoBe nmosty4eHHBIX TapaMeTpOB ObLIH PACCYUTAHBI YPOBHH SHEPIHH I JepOPMaInOHHBIX

kosiebanuit apcuna TAB. 2.18

Tabmuna 2.18: Jedopmanuonnbie KojiebaTebHbIe YPOBHU SHEPTUH apcuHa it n < 4

KoynebaTembHOe  BKJIAL 3Heprus 3Heprus 3Heprus

COCTOdAHUE COCTOAHUA pacuetT SKCIIEPUMEHT paCUYeT-3KCII

b (cm -1) (ecm -1) (cm -1)
[C 1 0 0)AL> 1.00 905.329 906.752 -1.423
|C 10 0E > 1.00 1000.647 999.225 423
[( 11 0)AL> 0.82 1809.022 1806.149 2.874
[( 2 0 0)E > 0.81 1899.782 1904.115 -4.332
[( 2 0 0)AL> 0.80 1995.690 1990.998 4.693
[( 11 0)E > 0.81 2000.249 2003.483 -3.234
[ 21 0)AL> 0.81 2711.048
[( 21 0)E > 0.64 2796.982
|( 30 0)AL> 0.85 2887.751
[( 30 0)E > 0.56 2893.718
[( 21 0)E > 0.87 2990.020
[( 2 1 0)A2> 1.00 2997 .654
[C 11 1)A1> 0.74 2999.744
[( 2 1 1)A1> 0.62 3611.366
[( 2 2 O)E > 0.40 3692.147
[C 4 0 0)AL> 0.78 3777 .405
[( 31 0)E> 0.43 3785.121
[( 4 0 0)E > 0.63 3875.803
[( 31 0)A2> 1.00 3885.550
[( 31 0)A1> 0.37 3888.118
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(2 2 0)A1> 0.67 3979.357
[( 31 0E> 0.72 3983.130
(21 1E> 0.79 3996.233

o(6,4) = 5,64 cv~!

Huke Takrke npejicraBjieHbl pe3yabraThl jisi Mojieky bl pochuna. Merogom JleBenbepra-

Mapxkapara, B pe3yibTaTe MOJATOHKH ONpeaeeHbl TapaMeTPh:

(

ay = 1077.757(002) cm!

a5 = —0.704(001) cm!
(2.7.5)

ag = —14.502(005) et

[ az = —42.900(001) cm~?

a TaKzKe MaTpulla KOppeJadinunu MCOTZ
Qg as Qg ay
Qg 1

Meor = | a5 —091 1 (2.7.6)

ag 0.19 —-0.55 1

a; —036 053 —-0.73 1

B cnenyromie Tabsuie npuBeieH pacdeT YpoBHeil sHepruu j1eOpMaIMOHHBIX KOJeOaHmil

MOJIeKYJIbl (bocdhuHa.

Tabmuna 2.19: /ledopmanuonubie KosebaTeabubie Mol hocdhuna aasd n < 4

KollebaTeNbHOEe  BKIAf sHeprug SHeprug sHeprus
COCTOSHHE COCTOSHMS 3KCIEPUMEHT PacyeT  SKCI-pacyeT
yA (cm -1) (cm -1)  (cm -1)

[( 1 0 0)1A1> 1.000 991.25 992.13 -0.88
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[( 1 0 0)1IE1> 1.000 1119.95 1118.31 1.64
¢ 11 0)1A1> 0.83 1972.21 1972.55 -0.34
¢ 2 0 0)1E1> 0.79 2105.12 2108.15 -3.03
¢ 11 0)1E1> 0.79 2230.07 2234.93 -4.86
¢ 2 0 0)1A1> 0.83 2234 .27 2226.83 7.44
¢ 2 1 0)1A1> 0.81 2942.91 2940.77 2.14
¢ 2 1 0)1E1> 0.75 3079.92
|( 30 0)IE1> 0.67 3209.39
¢ 30 0)1A1> 0.76 3212.31 3214.20 -1.89
[( 11 1)1A1> 0.69 3331.39
¢ 2 1 0)2E1> 0.77 3339.09
¢ 2 1 0)1A2> 1.00 3339.09
[( 2 1 1)1A1> 0.70 3903.35
¢ 2 2 0)1E1> 0.59 4044.36
(¢ 31 0)1E1> 0.65 4178.20
[( 31 0)1A1> 0.59 4180.14
[( 4 0 0)1A1> 0.65 4304.90
[( 4 0 0)IE1> 0.99 4310.02
[( 2 1 1)1E1> 0.54 4420.76
I( 31 0)2E1> 0.61 4434.81
[( 2 2 0)1A1> 0.53 4438.98

o(8,4) = 4,99 cu!

W3 pacueroB BuIHO, 9TO PE3Y/IbTATHI BOCHPOU3BOIMMOCTH YKCIEPUMEHTAIbHBIX YPOBHE B
paMKaxX paccMaTpUBaeMOil IEMOYKH IPYIIN OTHOCUTEIHHO cpennue. Mbl mpejimosaraeM, 910 9TO
CBS3aHO JIMOO ¢ HAJIMYMEM PE30HAHCA MEK/IY BAJIEHTHBIMU 1 J1eDOPMAIIMOHHBIMEI KOJIEOAHUSIMH,
00 nedopManmoHHbie KOJIeOaHus CJIe/IyeT OMMMChIBATH B paMKax Mernovuku rpynn 2.2.4. imenno
MIO9TOMY J1aJiee, B 3TOil IJIaBe pacCMATPUBAETCSI B3AUMOIEHCTBIE MEYK/Ty BAJEHTHBIMH U J1ehOPMATTHOHHBIM
KOJIe0aHUsIMI B paMKax mernodkn 2.2.3, To ecTh aedopMalinoHHbie KOTeOaHusl OMUCHIBAIOTCS B

paMKax JIOKAJIbHOIO MpUOIMKEHUs, a B CJIeAyIOIeil IlaBe Ha OCHOBE MeNoduku rpymnn 2.2.4

2.7.2 Kogebanuga 4-X aTOMHBIX IMUPAMUJIAJbHBIX MOJIEKYJ B paMKax

JIOKAJIbBHO-JIOKAJIBHOT'O HpI/IGJII/I}KeHI/ISI

B gamnoMm ciaydae KomeGaHHd NHPAMHUIATLHBIX MOJEKyJa Tuma X Ys HCCIeIyloTca Ha OCHOBE
nernouku rpymm (2.2.3).

Mpur yxke nokazamu 3bdextuBHOCTb Menoukd rpynl (Usan (4) D Upan(3) D Kpan(3) D
Span.(3) D C3,) mus onucanusi BaJeHTHBIX KoseOanuii. CiiesoBaTesibHO, BOCTIOIB3YeMCsl ITOM

uenquoﬁ rpyon gjd OIIHCaHHuAd AaHHOI'O THIIA KosieObaHnd. B TakoMm Cly4dae I'aMHWJIBTOHHAH,

86



OIMCHIBAIOIINIT BaJeHTHBIE KOJIeOAHHUS BBITIAIAT CIEAYIONIUM 00pa3oM

He = Qo (ﬁl + h\Q + ﬁg)—i‘al (h\% + ﬁg + ﬁg)—FGQ (ﬁlﬁz + ﬁlﬁg + ﬁgﬁg)—f—ag Z bjb] (277)
i#£5=1,2,3

= 133("41)

1 SIBJISIETCA YACTHIO MOTHOTO TAMUIHTOHUAHA, OMUCHIBAIOIIETO KOJIeOAHWS TTHPAMUIATHHBIX MOJICKY.T
tuna X Y3. CumMerpu3oBaHublii 6a3uc BEKTOPOB |(n1,m2,n3) , Ce), OMUCHIBAIONINI BATEHTHBIE
Koebanust ObLn onpeneseH B §82.4.3, Tak:ke OygerT HMCIOIBL30BAH MPHU ONMHCAHUN KOJaeOaHWUit
paccMaTpPUBAEMBIX MOJIEKY.I.

Caenys nenouke rpymn 2.2.3, nedpopMal@oHHbIe KoeOaHus OMUCHIBAIOTCSA Ha OCHOBE IeMOYKH
rpyIn (Used.(4) D Uied.(3) DO Krep.(3) DO Sped.(3) D Cl3y), CI1€I0BATENBHO YACTDH MOJHOTO
raMuJIbTOHMAHA, ONUCHhIBAIOMEro aedOpMaluoOHHbIEe KOAeOaHus, 3alUChIBACTCA B CJEILYIOIEM

BH/IE:

H, = ay (Rs + Ml + Air)+as (A3 + g + 77)+ag (Ashs + Nsiiy + Nghir)+ar Y bib; (2.7.8)
i #j=5,6,7

5133("41)
C CHMMETPU30BAHHBIM HaDOPOM KeT-BEeKTOPOB |(15,ng, n7), C)), onpenesnenunix B §§2.7.1.

To ecTn [IEIMOYKa I'pylI, OIIHCbhIBaIOIaAd KoeOaHuda 4-X aTOMHBIX MOJIEKY.T AKCHAJIbHOI

CAMMETPHHN, HAPALY C TTPEJICTABICHUSAMHA I'PYII, BXOJANNAX B TY MEMOYKY, BBITJISIAT CJIeLYIOIAM

obpazom
[ [Ns,os] [ns,02] (ws = (n1,n2,13) , fuw.) (Asys Asys Ass) (Cso) ]
(Us(4) o Us3) D K,(3) D Ss(3) ~ Cy,) N
; (Co)
(Up(4) D Up(3) D K3(3) D S(3) ~  Cy,)
0] 0] = mme ) fu) i) (Coo) |
(2.7.9)

A raMuIbTOHUAH, ONMUCHIBAIOIINN KOJIEOAHUST PACCMATPUBAEMBIX MOJIEKYJI, B IEPBOM MTPUOIMZKEHUN
COCTOWT W3 TAMUJIBTOHUAHA, OTIICHIBAIOIIETO BaJeHTHbBIE KOJTeOaHus, U TAMIJIBTOHUAHA, HA OCHOBE

KOTOPOI'O BBIYUC/IAIOTCA [Le(‘l)OpMaIlI/IOHHbIe KOJIeOaHMs:

H° = Qg IIS+CZ1(N%+N%+N§)

JIOK. JIOK.

3
+ aa(NNy + N;N3 + NoN3) + a3 >, bb;

i#j=1

2.7.10
+aynyp + a5(N2 + N2 + N2) ( )

7
+ ag(N5Ng + N;N7 + NgN7) + a7 > b/b;
iAj=5
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ILJIH TOTO, 9TOOBl BOCCTAHOBUTDL KoJiebaTeabHbIe YPpOBHHA 4-X aTOMHBIX IHUpaMUIJaJbHBIX
MOJIEKYJI, PACCMOTPHUM 3HaUYeHusI UX (PyHJIaMEeHTAJIbHbIX YacTOT. TakuMm o0pa3oM, U3 3HAYEHUH
(byH,HaMeHTaJIbeIX JaCTOT BHJHO, YTO HeO6XOILI/IMO IIPUHATH BO BHHMaHHE PE30HAHC (DepMI/I
2:1:

l/l(Al) ~ 2V2(A1) and V3<E) ~ 2V4(E) (2711)

JlaHHBIH TUII pe30HAaHCA y2Ke ObLI HCCIeI0BaH B [66]: 11 BO30Y K I€HUsT OTHOTO KBAHTA BAJEHTHBIX
KoJiebanuii jiecpbopmanmonubie Kojie0aHusl JIOJKHBI OT/IaTh JBa KBaHTa, W JIJIS BO30YKJICHUS

JIBYX KBAHTOB J1e(pOpPMAOHHBIX KOIeOAHUH BAJTEHTHBIC KOJTeOAHNS JOIZKHBL OTIATH OJUH KBAHT.
3 7
OmepaTop, ONUCHIBAIOIIIIT TAHHBIN PE30HAHC BHITJISIIUT CIeayomnm oopazoM Hy p, = > Y (bjbkbnb
i=1 k>n=5
B neiicTBUTEIBHOCTH BTOPOE CYMMHUPOBAHHE IO k W n He pa3aumdaeT caydas, Korga k = n,

TO €CTh, KOTJa 0/Ha JedopMannoHHas KojiedaTebHast CTeeHb CBOOOIBI OOMEHUBAETCS JBYMsI
KBaHTAMU CO CBsI3bI0. B ciyuae k # n (wnu k > n)ase pasanusbie gehOpMaIUOHHBIE KOTeOATETbHbIE
crenenu cBOOOIbI OOMEHUBAIOTCS KaXK/1ast OJJTUHM KBAHTOM CO CBA3bI0. TakuM 00pa3oM, IpuHUMAasT
3TOT (paKT, MOJTHBI TAMUIBTOHUAH, OMUCHIBAIONINH KOIebaTe/IbHbIe MOJIbI 4-X ATOMHBIX MOJIEKY.T

AKCHUAJIbHOM’ CUMMETPHH B paMKaX JIOKaJIbHO-JIOKAJIbHOI'O HpI/I6JII/I}KeHI/I$I, nmMeer CJIG,ILyIOHLI/Iﬁ BU/I

H =ayng + a;(N? + N3 + N2)

3
+ aa(N1Ny + N N3 + NoN3) + a3 Y, bjb;
itj=1

+aynp + a5(N2 + N2 + N2)
(2.7.12)

7
+ ag(N5Ng + N5N7 + NgN7) + a7 >, b/b;
i#j=5

3 7
+as Y. > (b bibsb® + bib/*b;b2).
1=1k=5

3 7
+a9), > (bfbrb,bsbi? + bibbib;b}).

i=1k>n=>5

317
J1st pactuera MaTpHUHbIX j1eMentos oneparopos Y. ». (b bibsbi® + bibi’b;b?)
i=1k=>5

37
n> > (bfbyb,bsbi? + bibb/b;bE) neobxommmo onennth snadenns wncen Ny u N
i=1 k>n=5
Jlast KBanToBOro uncia Ny, Kak yzKe ObLIO TOKA3aHO B JaHHOI paboTe, 3TO YHCIO0 BaJEHTHBLIX

DO30HOB CBSI3aHO C JUCCOMMOHHBIM npeaesiom. Oupegesernne Ny = ng  ONPEJEJETCs CIEYIOMUM
obpa3oM: crocod, 9ToObI MOJIEKYJia ITPOJUCCOIMUIPOBAJia, 3TO Pa3pyIIUTh €€ CBs3b, TO €CTh
CKOHIIEHTPUPOBATH BCIO 9HEPIUIO HA €JUHCTBEHHOI ¢Bs3u. /Ipyrumu cjoBaMu JIMCCOLMOHHDBIIM
npejen coorBercrByeT Ker-BeKTopy |(n00), Ay or E) . Anaiu3 BaJeHTHBIX MOJ MOKA3aJ, UTO
110/I00HbIE KeT-BEKTOPa ABJsoTcs "uncrbiMu (110C/I€ JIMArOHAIN3alUKE BKJIA/l IIEPBOHAYA/IBHIO

keT-BekTopa > 0.99).
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Paccemorpum nmpousBoanyio ot HenpepbuiBHO# dyuKinn Hsy, 1o ng, Korma coOcCTBeHHbIE KeT-

BeKTOpa sABJsAI0TCs coctosiausiMu tuna |(n00), AjorE), To ecrb

Hgp|(n00), Ay or E) = Ey,(n)|(n00), Ay or E)
= (apn + ayn?)|(n00), A; or E).
0F,
Tak kak MBI MojIaraJim, IToO ao—sm) =0 , OMPEIETNM Nypae ~ 27.93, TO ecth N, =
n

N=Nmazx

28. Mbl J1o/KHBI 00paTUTh BHUMaHHE Ha TOT (paKT, 4TO MPOCTas OIEHKA ITOr0 3HAYEHUS

3 7
JIOCTATOMHA 1715l ACTeTa MATPHIHOTO /1eMeHTa orepatopos »_ > (b bibsbl? + bl bbb}
i=1 k=5

37

). > (bfbib,bsbi* + bib,/b;b;b?). Ha camom nere, kak 6b1710 moKa3aHo B [66], Marpranbre
i=1 k>n=b

S/IeMEeHTBI THX ONepaTOPOB CTAHOBATCS BechbMa UyBCTBHTEILHBIME OT 3Hadenmit N, u Ny,

KOTOT/Ia HEOOXOMMO PACCUUTATH BBICOKOBO30YK/IeHHbIE KOjIe0aTe/IbHbie YPOBHU. JTO MOKET
JIeHCTBUTETHHO PACCMATPUBATHCSA KAK BayKHBI MYHKT HaIIero bopMajn3Ma, IOTOMY YTO HAIIa
MOJIeJIb HE 3aBUCHT OT TOT'O, YTO MPOUCXOJUT BOWUJIU3U JUCCOMMOHHOTO Tpejesa JJisi HU3KUX
3HAYEHUIT KBAHTOBBIX YnCeT (KaK MOXKHO OXKUJIATD JIJIsl JTFOOOH rapMOHUYECKON MO/, OOBITHO
pa3paboTaHHoil BOIM3M yCI0BUSI DABHOBECHSI ), B TO BPEMSsI KAK 3HAYEHMUsI CTAHOBSITCS P00/ Ia1al0IIMHI
IPHU MMOCTPOEHUU MATPUIIHI TAMIJIBTOHHAHA BOTM3H JUCCOMUOHHOTO MpeJIesa.

Jl1s1 BTOpOro KBaHTOBOTO 4mcCia [N, MBI TOJTHOCTHIO COTJIACHBI C TOYKOil 3penust Sanchez-
Castellanos et al. [10]: nedopmarnuonnoe 6o30HHOE umci0 Nj, HE CBSI3aHO € JUCCONHOHHBIM
npejejiom. MozxkeTr ObITh MOZKHO OIpeJIe/INTh HEKOTOPBIi (pusndeckuii 3pdexT, 0/iHaKO, OH He
COBCeM TpHUBHAJIEH /i obHapyzKeHud. [lepBasg Touka 3peHnss MOXKeT OBITH PACCMOTPeHA, KOT1a
N, 1pejicTaB/isiercss Kak napaMerp, U 3J1eCb Mbl COIVIACHBI C MHTEpIpeTalyeil, uCiojib3yeMoil B
[10]. OnHako, MBI IPENOYIN BOCCTAHABIMBATD BCE SKCIIEPUMEHTATbHbIE JAHHBIE JJIsT KOJTe6aTeTbHbIX
yPOBHEil, paccmarpuBas Bee nedible unciaa N, B guanasone [25-60]. B urore mpl npunuim K Tomy
JKe 3aKJI0veHno, 9To u B [10]: cpegHekBajpaTHdHOe OTKIOHEHHE OCTACTCS HEU3MEHHBIM JIJIs

Becex 3navenuit Ny, B nnanasoune |25-60|. B namem pacuere mbl B3stin N, = 35.

Ha ocnoBe meToma JleBenbepra-Mapkap/ira Ha ITpuMepe MOJIEKYJIbl apchuHa ObLIa IpoBeIeHa
MOJTOHKA 33 IKCIEPUMEHTAJIbHBIX YPOBHEN B Mojien ¢ 10 mapaMeTpaMu, pe3yJbTaTbl KOTOPOi
NPUBE/IEHBI B CJIeAyIomeil TabJimie.

Tabmuna 2.20: KonebarenbHble YpOBHH apcHUHA, PACCUYUTAHHBIE B JIOKAJIbHO-JTOKAJTHLHOM

npubsimkerun g n < 6

aHeprus sHeprus  BKIaZ sHeprus BKiaj  9HEPrus  OHEPIuUd  OHeprus
KonebaTeNbHOE COCTOSHUE 3KCIEPUMEHT Pacy-3KCII COCTOS- PACU-3KCI COCTOS- PacH-3KCI PACU-3KCI Pacy-3KCI
(cm-1) (cm-1) HUA (cm-1) HUA (cm-1) (cm-1) (cm-1)
(33) % 27) % Moz.1 Moz. 2 Moz.3
1C000)28]1( 10 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 906.752 -6.277 1.00 -4.133 0.99 1.97 -1.328 1.4
1C 00 0)28]1( 10 0)34;(1A1 1E )-->E > 999.225 -3.058 1.00 -0.580 1.00 0.31 9.295 0.8
]C000)28]1(C 11 0)33;(1A1 1A1 )-->A1> 1806.149 2.490 0.86 1.990 0.79 -1.59 1.853 -2.8
]C 00 0)28]1(C 2 0 0)33;(1A1 1E )-->E > 1904.115 -6.361 0.79 -4.496 0.85 0.53 -0.427 0.4



|C 00 0)28[1( 2 0 0)33;(1A1 1A1 )-->A1> 1990.998  3.375 0.79 5.236 0.79 -6.25 1.602 -5.2
|C000)28[1(110)33;(1A1 1E )-->E > 2003.483 -2.246 0.86 -2.707 0.85 5.92 -9.707 6.9
1C100)2711C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 2115.164 -0.891 0.99 -0.223 0.75 0.14 0.932 .3
IC100)27[1C 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 2126.423 0.826 0.99 0.058 1.00 0.34 -1.537 2.3
IC100)27[1(C 1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 3013.000 1.387 0.99 4.560 0.99 0.64 3.953 -2.0
IC100)27[1(C 1 0 0)34;(1A1 1E )-->E > 3102.000 8.717 1.00 * 1.00 -0.16 -0.427 -2.3
1C200)26[1(C 00 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 4166.772 -0.147 0.98 -0.367 0.98 2.49 3.033 2.2
1C200)2611(C 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 4167.935 0.405 0.99 -0.218 0.99 1.34 -2.245 .4
1C110)2611(C0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 4237.700 -0.022 0.98 0.904 0.98 .0
IC110)26[1C0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 4247.530  1.447 0.99 1.303 0.99 .6
1C200)26[1(C1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 5057.000 10.152 0.98 * 0.99 -0.6
1C200)26[1(C 10 0)34;(1E 1A1 )-->E > 5057.000 11.861 0.99 * 1.00 -0.9
IC110)26[1(C1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 5128.000 10.358 0.99 * 0.99 -1.3
IC110)26[1(C 10 0)34;(1E 1A1 )-->E > 5128.000 * 1.00 * 1.00 -7.9
I1C200)26[1(C1 0 0)34;(1A1 1E )-->E > 5158.000 5.492 0.98 * 0.99 0.5
I1C200)26[1(C100)34;(1E 1E )-->A1> 5158.000 7.199 0.99 * 1.00 1.1
1C300)2511(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6136.340 -1.427 0.97 -0.623 0.94 -0.23 -4.667 -3.2
I1C300)25[1(C 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 6136.330 -2.436 0.96 -0.564 0.99 -0.29 1.951 -2.9
1C210)25[1(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6275.830 -1.736 0.97 0.697 0.98 -1.37 -2.321 1.0
1C210)25[1(C0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 6282.350 -0.734 0.95 0.703 0.96 1.8
1C210)25[1(C 0 0 0)35;(2E 1A1 )-->E > 6294.710 1.287 0.96 1.655 0.96 -1.00 2.238 2.7
1C 11 1)2511C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6365.960 0.296 0.98 1.976 0.98 2.7
(40 0)24[1(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 8028.977 -2.687 0.91 -2.075 0.99 9.87 -1.389 0.3
I1C400)24[1(C 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 8028.969 -2.677 0.99 -2.066 0.99 9.90 0.713 0.2
I1(310)24[1(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 8249.520 0.131 0.65 1.176 0.61 -3.8
I(310)24[1(C 0 0 0)35;(2E 1A1 )-->E > 8258.380 0.723 0.70 -5.950 0.74 3.7
I(310)2411C0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 8257.270 * 0.74 * 0.77 -2.2
IC 50 0)23[1(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 9841.400 0.597 0.99 -0.317 0.99 5.3
IC500)23[1(C 00 0)35;(1E 1A1 )-->E > 9841.400 0.485 0.99 -0.238 0.99 -5.3
|16 00)22[1(C 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 11576.290 -0.431 0.99 1.236 0.99 2
|1C600)22[1(C 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 11576.290 -0.431 0.99 1.236 0.99 0

* He BKJIIOYEHBI B MOJTOHKY
Moz, 1 [65]
Mou. 2 [67]
Moz. 3 [10]

[lepBoiit cTo0eI] MOKA3BIBAET 0OO3HAUEHUE KEeT-BEKTOPOB B JIOKAJTLHOM MPUOIUKEHUHU, BO
BTOPOM CTOJIOIE TPUBEICHBI YKCIIEPUMEHTAIbHBIE TaHHbie. Clre/1yIonue 1Ba CTo/101a MPEICTABIISAIOT
uH(GOPMAIUIO O MOJArOHKE 33 SKCIePUMEHTAJIbHBIX JaHHBIX apCHHA B paMKax Haleil Mojesu:
croider; 3 cojaepkKuT nHMOOPMALUIO O PA3HUIE PACYETHOW M IKCIEPUMEHTAJILHON SHepruii, a

CTOH6€H;4 YKa3bIBa€T MPOUEHT OT BKJIaJa NEPBOHAYAJIHHOT'O KET-BEKTOPA.
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[TapaMeTpsl 1 MaTpuIia KOppeasdiiun, MOTyIeHHble B Pe3yIbTaTe 3TON MOJATOHKH:

(

ap = 2161.496(48) cm~?

a; = —38.669(12) cm~!

a; = —1.65(12) cu!

as = —4.42(11) cm!

ay = 966.461(15) cu™! (2.7.13)
as = —2.193(96) cm!

ag = 14.41(47) cm~?

a; = —31.898(89) cm~!

ag = 0.01026(5) cmm !

ag = —0.00360(7) cv!

Meorr(33,10) =

ag ai as as ay as ag ar as agy
ag 1.00

a1 —0.38 1.00

as —0.20 —0.00 1.00

az —0.10 —0.04 —-0.10 1.00

ags 0.11 0.02 —-0.05 —0.02 1.00 (2.7.14)
as —0.07 —0.02 —-0.03 —0.07 —0.01 1.00

ag —0.06 —0.03 —-0.11 —-0.02 0.04 —-0.38 1.00

a7 —0.05 —-0.02 0.056 —-0.03 0.09 -0.07 0.02 1.00

ag —0.11 —-0.02 0.04 0.01 045 —-0.04 —-0.06 —0.10 1.00

ag 0.05 0.09 -0.04 —-0.01 0.05 0.05 010 0.17 —0.05 1.00

KommenTapuu: maTpuiia KOppessiiiuu He COJIEPKUT CUJIBHO KOPPEJUPYIOIUX TapaMeTpPoB, Tak
KaK caMoe OOJIBIIoe Yucio Koppessinuu 45% st napamerpos (a4, ag). BUIHO, 9TO HET CYNIECTBEHHOTO
3HaUeHUs Mexky mapaverpamu ag and ag (ag = 3ag), 9TO MONJIO Obl yKa3biBaTh Ha OOMEH
KBaHTaMHU MeXK/Y BAT€HTHBIMU 1 JeOPMAIMOHHBIMHI cTeneHsIMu ¢cBoOoIbI. Taduma 2.20 moKa3biBaerT,
9TO IJIOXO BOCIIPOM3BOMASITCS TSITh MEPBBIX YUCTO JeDOPMAIMOHHBIX YPOBHS (1, = 1 uny, = 2), a
takzke |(100), A1; (100), E; E >. Eme xyzKe curyanus B paiione 5057-5158 cm !, rae nekoropeie
YPOBHH BOCIIPOM3BOAATCS ¢ TOYHOCTLIO Menee, dem 10 cm 1. CpeanexBsagpaTndnoe OTKI0OHCHHE
JoCTHLIO 3HaveHus o(33,10) = 6.45 cMm™ !, 9TO MpeBbINIAeT SKCIEPUMEHTATBHYIO TOYHOCTD B
HECKOJIBKO pa3. Cjie1oBaTe/IbHO, OUEBUIHO, 9TO MOJIE/b, IOCTPOSHHAS] B PAMKAX TPUOJIAZKEHUST
JIOKAJIbHBIX MOJI, He aJJalTHpPOBaHa JjIs ONHUCAHUs KojaedaTe/bHbIX YPOBHEH paccMaTpUBAEMbIX
YPOBHEIl, MOCKOJIbKY aHAJIOIUYHbIA pacyeT, IMPOBeJIeHHbIN J1jisi MOJIeKyJibl (pochuHa, oKazaics
erle XyzKe: CpeJJHEKBaIPATUuIHOEe OTKJIOHEHHUE /I U3BECTHBIX 35 9KCIEPUMEHTATbHBIX KOJIeOaTeTbHBIX
ypoBHeii ¢ TeM zke HabopoMm napameTpos cocrasuiio o(35,10) = 8.37 em™!. Mpl npejno/araem,
YTO 9TO MOXKET OBbITh TaKzKe€ CBA3aHO C ILJIOXUM COOTBETCTBHEM MEXKJIy dKCIEePUMEHTAIbHBIMUI
A PACCYATAHHLIMHU 3HAYECHUAMM HEKOTOPbIX YPOBHEH MJIM CylHIEeCTBEHHONH HETOYHON OIeHKOi

HEKOTOPBHIX IKCHEPUMEHTAJIBHBIX MEPEeXOJ0B, 0o HEKOTOpPbIE KoJebaTesIbHbIe YPOBHU MOTYT
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B3aUMO/IEHCTBOBATH TIOCPEJICTBOM B3auMmojeiicTeus Kopuosuca [68].

[TosTromy, najiee Mbl HONBITAJIUCH YAAJUTH M3 pacdeTa HEKOTOPbIH HAOOP JaHHBIX W3 Haleit

IIOJATOHKH JJ1d TOrO, 9TOOBI VJAY4YHIUTL 3HaYeHHe CpeIHEKBAAPAaTHIHOI'O OTKJIOHEHUD O. ITocne

HECKOJIbKHX IMOIBITOK HaWJIy4lllasd CUTyallud IOAdBUJIaCh IIPU OIIMCAHUM JIJIA 27 JKCIIepUMEHTaJIbHbIX

JIAHHBIX, ONUCAHHBIX B Tabsuie 2.20 (cronbupt 5 u 6). s "BeiOpanbix 27 9KCIepUMEHTATBLHBIX

JIAHHBIX HOJIYYHJICS Caeayonuit Habop napaMeTpoB

.
Qo

a1
a2
as
Gy
as
Qg
az

as

Q9

U MaTpUIA KOPPeTaIun

aq 1.00
a; —0.46 1.00
az —0.49 -—-047 1.00

ao a a2 as

a3 —0.29 —-0.03 —-0.19 1.00
ag 013 076 041 —0.06
as —0.18 —-0.14 —-0.25 -0.21
as 015 090 045 —0.04
a7 —0.15 —-090 —-045 0.04
ag —0.36 —0.66 —0.06 0.22
ag 005 060 0.06 —-0.31

2161.7770(82) cm ™!
—38.69467(67) car!
—1.5595(217) cm~!
—3.8603(16) cm~!
969.149(16) ey~
—1.6346(168) cv~!
11.33382(22) cm™!
—31.47283(62), cm~!
—0.00244(50) cv~?
0.00256(31) ca~?

mcorr (277 10) =

a4 as ag ar as ag
1.00
—0.29 1.00

—-0.81 0.12 1.00

0.81 -0.12 097 1.00

0.45 —-0.09 056 —0.56 1.00
-0.52 0.09 -064 0.64 071 1.00

(2.7.15)

(2.7.16)

Kommentapuu: BbiOOp 27 3KClHEpUMEHTAJIbHBIX JIAHHBIX, IpeJcTaBjieHHbIx B Tabsmue 2.20

NPUBOINT K Hambosiee JIydlieMy 3HAYEHUIO CPeJIHEKBAJAPATHIHOrO OTKJIOHeHWs o(27,10) =

2.75 em~ L. Onnako, gedpopManonnble KosebaTebHble YPOBHE HE BOCIPOU3BOIATCH JOJZKHBIM

obpazowm.

B tabmume 2.20 n1sa cpaBHeHHsI TaKxKe NpuBeIeHAa HHMOPMAIMA O paHee MPOBeJIeHHBIX

pacuerax: croabupr Mon.1 [65], Mox.2 [67], Moza.3 [10]. /Tannble pacdeTsl MOKa3bIBAIOT, YTO

BOCIIpou3BeJeHuEe B paMKaX HaIIei MOJe/Id He Jydlle, a B HEKOTOPBbIX MeCTaX U XYy2Ke, YTO

ele pa3 MOATBEPK/IaeT, UTo jgedopMaloHHbIe Koje0aHusi HeOOXOJIMMO OIMHUCHIBATh KaK JIBa
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OCHIIJLIATOPA, TO €CTh B paMKaxX MOJEIH, KOTopasd OyJIeT paccMaTpUBATLCS B JaHHON paboTe

JaJee.
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I'taBa 3

Kosebanust 4-x aTOMHBIX IIIPaMUIAJIbHBIX
MOJIEKYJ1 (JIOKAJIbHO-HOPMAJTbHOE

IpUOIKEeHMe )

B iannoi r1aBe paccMaTpuBaeTCst WHOM CIIOCOD MMOCTPOEHUsI TAMUJIBTOHNAHA: BaJeHTHbIE KOJIeOaH! st
OIMCHIBAIOTCS KAK TPUZKJIBI BBIPOXKIEHHBIN OCIULIATOD, AeopMaImoHHbIe KOTeOaHs pacCCMaTPUBAIOTCS

KaK JiBa OCHULIATOPA (OJMH OJHOMEPHBIH OCHUJLISTOD U OJMH JBYMEPHBIH OCIUJLISTOD).

3.1 ledopmarnmoHHble KojieOaHUS, ONMCAHHbBIE B PaMKax

HOPMAaJIBHBIX MO/I

[loBopst Ha s13bIKe asiredbpandeckoro popmaan3mMa, Hernovdka I'Py Il AJsi OMUCaHusT 1ePOPMaInOHHBIX
KOoJIebaHuil MIpaMuIATbHBIX MOIEKYJ THIIa X Y3 B paMKaX HOPMAJIbHBIX MOJI C COOTBETCTBYIOIUAM

HAOOPOM KBAHTOBBIX YUCE/I, ONPEJIe/ISIeTCs CIeyIOIIM 00pa3om

Up(1) ® Up(2) D Oy(2) D Cs,

(3.1.1)
(%) V4 la Co

lamubronnan, coOCTOANIMI N3 UHBAPUAHTHBIX ONEPATOPOB HEITPEPBIBHBIX U MOJIYHEIPEPhIBHBIX

rpyunn STOM IIEIIOYKH, 3allUChIBaCTCA KaK
2 2 2
HbN = Wy Vg + Ko Vo + Wyq V4 + Ky Vy + Ko4q VoVy + g4 14 (312)

BaxkHO OoTMETUTH, UTO IVIABHOE Pa3/IMYHe MexKIy TaMUJILTOHHAHOM, KOrja JedOopMallnOHHbIE
KoJieDaHUsI ONKUCHIBAJINCH B PAMKaX JIOKAJILHOI'O NPUOJIMKEHUsI, U TAMUJIbTOHUAHOM, KOTI/Ia OIIUCAHUE
JiebopMalMOHHBIX KOJIeOaHmi Oa3upyeTcsa Ha HOPMAJIbHBIX MO/, COCTOUT B HAJIMYUH B ITOC/IETHEM
oneparopa 12. B eficTBUTeIbHOCTH, OKA3a/10Ch, YTO FaMUILTOHUAH (3.1.2) B TOYHOCTH IPUBOAMUTCSI
B [69], koraa KopuoiucoBo B3anMo/ieiicTBie HESIBHO IIPUHSITO BO BHUMAaHUE TIOCPEJICTBOM OIIEPaToOpa
12. Sra 3aBucuMocTh oT B3auMoseiictsus Kopuouca panee JeMOHCTPUPOBAIOCH JIJIA MOJIEKY.I

tina X Ys: 8(70, 71, 68| st AsHs, B [72] mast PHs u [73] mias SbH;. C oty 9eHHBIM raMIIBTOHHAHOM
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MBI BOCITPOU3BE/IN IKCIIePUMeHTATbHbIE JaHHbIe /114 TedopMaliuii KoaeOannii MOIeKy/I apcuHa 1
docduna. s 6 sxcnepuMeHTaIbHBIX JAHHBIX MOJIEKYJIbI APCUHA ObLIN MOy Y€HbI H TapaMeTpoB

;

Wy = 910.42(18) enr!
ke = —3.67(19) cm™!

wi = 995.57(28) cm!

1 (3.1.3)
Kos = —1.32(82) cm™
gs = 3.12(20) em™!
Ky GUKCUPOBAHO HYJIIO
\
C COOTBETCTBYIOUIEH MaTpulleil KOppeadnuu MexK/1y HUMU
w2 Ko Wq Koqa g4
(0%)) 1
ke —098 1
Mooy (6,5) = | 7 (3.1.4)

Wy 0 0 1
koy —0.67 0.62 —-0.16 1
94 0 0 —-072 0 1

AnaJjioruanast TOAroOHKa TPOU3BOJIIIIN JIJIsT MOJIEKYJIbl (hocuHa, B pe3ysibTaTe KOTOPO mpu
HaJInIud 9 SKCIEePUMEHTATbHBIX TAHHBIX TOTYyYeH HAOOp u3 6 mapamMeTpoB:

(

wy = 998.32(11) cm!
ke = —6.069(30) cm~!

w, = 1119.17(23) em~!

S 3.1.5
KRoga = —243(10) em ! ( )
g1 = 2.026(49) cm!
ke = —2.88(11) cm!
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C COOTBETCTBYIOIIEl MAaTpUIleil KOPPETIIuu Me¥K/1y HUMHI

%)

X2
93’tco7"7‘<9a 6) = Wy

R4
Y

g4

B sToMm ciyduae mapaMeTpsl XOPOIIO OIMpeaeTeHbl

Wo
1

—0.96
—0.13
0.15
—0.45
—0.04

R2

1
0
—0.14
0.42
0.04

Wy R4 Ra4
1
—-0.95 1
—-0.28 0 1
—0.39 0.19 0.42

ga

1

(3.1.6)

10 CPABHEHUIO C MapaMeTpaM#u MOJENH,

pa3paboOTaHHOI B IPUOJIMKEHUH JTOKAJIBHBIX Mo, Cirenyomne ABe TabJIMIIbI TOKA3hIBAIOT KAY€CTBO

IOJICOHKH JI7IsI 00enX MOJIEKY./T apcuHa u (ochuna coorsercrBenHo. Ctonber 1 comepKuT KeT-

BEKTOPA B HOPMAJIbHLIX 0003HAYEHUSX, CTOJIONBI 2 U 3 JAI0T paCCYUTAHHbIE 3HAYEHUS U PA3HUILY

pacCUdeT-3KCIIepuMEHT COOTBETCTBEHHO.

Tabauna 3.1: Paccuurtannbie B HOPMaJbHOM NPHOJIMZKEHUU 3HaYeHHs J1eDOPMAIMOHHBIX

KoJtebaTe/IbHBIX MO, apcuHa n < 4

ronebaTenbvHOE SHepruda SHepruda

COCTOAHUE pacdeT  pacdYeT-3KCI
(em -1) (cm -1)

[( 10 0)A1 > 906.751 0
[0 1 1E > 998.687 -0
[( 20 0)A1 > 1806.149 0.
(11 1DE > 1904.115 0.
[C 0 2 0)A1 > 1991.132 0.
(02 2)E > 2003.617 0.
[( 30 0)A1 > 2698.191
(21 1DE > 2802.188
(12 0)A1 > 2895.236
(12 2E > 2907.721
[C0 3 1)E > 2989.820
[ 0 3 3)A1 > 3014.790
[C 0 3 3)A2 > 3014.790
[C 40 0)A1 > 3582.878
(31 1DE > 3692.905
[C 22 0)A1 > 3791.984
(22 2)E > 3804.469
(13 1DE > 3892.599
(13 3)A1 > 3917.569
(13 3)A2 > 3917.569
[C 0 4 0)A1 > 3982.265
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(04 2)E > 3994.750
1C 04 )E > 4032.205
(41 1DE > 4576.268
[( 3 20)A1 > 4681.377
¢ 32 2E > 4693.862
(23 DE > 4788.022
[( 2 3 3)A1 > 4812.992
[( 2 3 3)A2 > 4812.992
(14 0)A1 > 4883.719
(14 2)E > 4896.204
(14 4)E > 4933.659
[( 4 2 0)A1 > 5563.415
(42 2)E > 5575.900
[( 33 1DE > 5676.091
[( 33 3)A1 > 5701.061
[( 33 3)A2 > 5701.061
[( 2 4 0)A1 > 5777.818
(24 2)E > 5790.303
(24 HE > 5827.758
(43 1DE > 6556.805
[( 4 3 3)A1 > 6581.775
[( 43 3)A2 > 6581.775
[( 34 0)A1 > 6664 .563
[( 34 2)E > 6677.048
|( 34 4)E > 6714.503
[( 4 4 0)A1 > 7543,952
[( 4 4 2)E > 7556.437
(44 DHE > 7593.892

Tabauna 3.2: Paccunranubie 3HadeHus Hepruii jedopMaioHHbIX KoJiebaTe/ IbHbIX YPOBHEH B

HOPMAJIbHOM TIPUOJIMKEHUH MOJIEKYJIbl I n < 4

KojebaTesnbHOE dHeprusg SHeprus
COCTOdHUE pacdeT  pacyeT-3KCI
(cm -1) (cm -1)

(10 0)AL > 992.25 0.13
[Co1 DE > 1118.32 0.01
(2 0 0)AL > 1972.37

[C1 1 DE > 2108.13 -0.01
[C 0 2 0)A1 > 2226.82 -0.01
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[ 02 2)E > 2234.93 0.00
|( 30 0)A1 > 2940.35 0.00
[( 21 1DE > 3085.81
[( 1 2 0)A1 > 3214.20
[(122)E > 3222.31
[ 03 1DE > 3333.61
[ 0 3 3)A1 > 3349.82
[( 0 3 3)A2 > 3349.82
[ 4 0 0)A1 > 3896.19 0.00
[( 31 1DE > 4051.36
[( 2 2 0)A1 > 4189.44
[( 2 2 2)E > 4197 .55
(13 1E > 4318.56
(13 3)A1 > 4334.77
(13 3)A2 > 4334.77
[ 0 4 0)A1 > 4430.59
[C 0 4 2)E > 4438.69
[C 0 4 )E > 4463.01
[( 41 1DE > 5152.55
[( 32 0)A1 > 5160.65
[( 32 2)E > 5291.36
[( 23 1)E > 5307.57
CrangapTHOE OTK/IOHEHHE B CJIydae MOJEKYJbl apcuHa coctasuao o(6,5) = 0.57 cm™?

JUIst MOJIEKYJIbl (bochuHA 3HAYEHUE CPEIHEKBAJIPATUYHOTO OTKJIOHEHUS MOJIYYUI0CH PABHBIM
0(9,6) = 0.30 cm™!, 40 B 0GOMX C/IyyadX CPABHUMO C SKCIIEPHMEHTAILHOI MOrPEeIHOCTLIO.

B sakmouennn manHOoro maparpada XOoTeJaoCh ObI OTMETHTb, 9TO MOAE/b, Pa3pabOTaHHAS
B TPUOINZKEHWN JIOKAJBHBIX MOJ /ST JeOPMAIMOHHBIX KosiebaHuii, Bocpou3BoauT B 10 pas
Xy2K€ U3B€CTHbIE 9KCIIEPpUMEHTAJ/IbHbIE JaHHblEe MOJIEKYJI apCUHa U (bOC(bI/IHa, YyeM MO/J€JIb JJI14
TOT'O K€ BHUIa KOJIe6aHPII71 B HOpMaJIbHBIX MOJaX.

Cie Iy 1oTiM 9TamnoM JAHHON pabOThI SBIISICA PAacdeT KOIebaTeTbHBIX YPOBHEH 00eUX MOTEKY.T

B JIOKAJIbHO-HOPMAJILHOM HpI/I6JII/I)KeHI/II/I.
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3.2 JlokaJbHO-HOpMAaJbHOE IIPUOJIMKeHe AJsd OTIMCaHndA Koedar

4-X aTOMHBIX MOJIEKYJI AKCUAJbHON CUMMETPUN

O‘IGBH/IHO, 9TO IEeNOYKa I'PYIIIL B paMKaX JIOKaJIbHO-HOPMaJIbHOT'O HpI/I6JII/I)KeHI/IH OJI4d OIIUCaHUuA

KoJIebaHuil TUpaMuIaTbHBIX MOJTEeKY T Tuna X Y3 onpejeieHa Kak:

[ [Ns,og} [ns,oz} (ws = (n1,712,73) , fow,) ors Asys Asy) (Cuos) |
U.(4) > Uy(3) 5 K.(3) 5 S,(3) ~ ) | 5 oo
¥ (Co)
Ub(l) ® Ub(2) D) Ob(2) D) Cb3v)
i V9 (o ly (Cbab) i
(3.2.1)

laMuabTOHMAH paccMaTpUBaeMOil CHCTEMBI B TEPBOM HPUOINKEHUH, Oe3 ollepaTopa B3auMo1eiiCTBH,

MOKHO 3alMCaTh B CJIeIYIONEM BUJIE

HY . = aong + ai (N7 + N3 + N3)

3
+ ag(NlNQ + N1N3 + N2N3) + as 2 b:rbj (322)
i#j=1

+wo Vo + Ko Va + Wy Vg + Kg V3 + Kag Vavy + 8413

AHaJIOruYHO, KaK U B IpeJbLayIeil riase, Mbl 6epeM Bo BHEMaHue pe3onanc Pepmu eq.(2.7.11).
CxeMa KOHCTPYMPOBAHHSA OIEPATOPA B3aUMOAEIHCTBHS B PaAMKaX PACCMATPUBAEMON IEIMOYKH
CTPOWTCS HA, UCIOJIb30BAHNN CHMMETPU30BAHHBIX TEH30PHBIX 01epaTopoB B rpytie C3,. Omepartopsr,

KOTOpbIE CIEeaYIOT ,ILO6aBI/ITb B raMUJILTOHHAH, OIIPEICIAI0OTCA KaK

(A1) o a(Al)](Al) + HC](Al)

Dl(Al) - [ sL X [

O, = [ [ ](A1) + Hc]( 1)
O, = [(2)T£L) % [aéAl) % az(,LE)]( ) + H.c.]A)
0,4 = [T x [af x af)® 4 H.c])

rae H.c. o3HavaeT 9pMUTOBO COMPsIzKeHNe, a

(UT&?l) — 154(A1) _ 295(‘41)
(2)Tg§) _ yil(E) _ Zy?(E)

E E
s pacdyera MaTPUYHBIX JIEMEHTOB OT OHEPATOPOB POK/ICHUS U YHUYTOXKEHUS afl ), ai( ) b

UCIIOIb30BaJIM COOTHOIIeHnda Tabaunbl A.1.
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Tabmuna 3.3: TpuBeennsie MmaTpuanbe sneMenTsl (ILM.D.) < vy, ly, C’p||aiE)||v4 +1,1,,C, >

ly C, I, c I1.M.D
0 Ay 1 E Vg + 1
6p#0 T 6p + 1 E Vs +1+2)/2
6p # 0 r 6p — 1 E (=) (vg — 14 +2)/2
6p + 1 E 6p + 2 E (v + 1 +2)
1 E 0 Ay Vo +1
6p + 1 E 6p # 0 r —D)'/ (4 — 14 +2)/2
6p + 2 E 6p + 3 r D'/ (v + s +2)/2
6p + 2 E 6p + 1 E (v — Uy +2)
6p + 3 r 6p + 4 E (=D (va + 14 +2)/2
6p + 3 r 6p + 2 E V(g =1l +2)/2
6p + 4 E 6p+5 E (vg + 14+ 2)
6p+4 E 6p + 3 r V(g =1l +2)/2
6p +5 E 6p + 6 r —(va+1,+2)/2
6p+5 E 6p + 4 E (V4 — 1y +2)
I'=A4, or A,
p=20,1,...

[ToyraBI TAaMUIBTOHNAH PACCMATPUBAEMON CHCTEMBI 3aMCHIBAETCA B CJEIYIONIEM BHUIE

Hoibr, = aons + a1 (N + N3 + N3)

3
+ aa(N1Ny + N N3 + NoN3) + a3 Y. bjb;
i#j=1

4wy Vo + Ko V% + W4a V4 + K4 Vi + K4 V2Vy + 84 Lzl
+aq Dl(Al) + o Dz(Al) + Qs 93(141) + 0y 94(A1) + Z Z Xij(Nl + NQ + Ng)ﬂ]21}4,

i=1,3 j=2,4
(3.2.3)
rjae mnocJsjeatee cjiaracMoe OlIuCblBaeT CBA3b ME2K/1Y BaJICHTHBIMHA U ﬂeCl)OpMaILHOHHbIMH KO.He6aHI/I$IMI/I.
C mojy4eHHBIM TaMUJIBTOHUAHOM C M3BECTHBIMHU SKCIEPUMEHTAJIbHBIME KOJebaTe/IbHBIMU
yPOBHSIMU MOJIEKYJI apcuHa u pochpuna Obliia IpoBejieHa MO/IIOHKA Ha OCHOBe MeTo/ia JleBenbepra-
Mapxkapara. PesyiabraTsl npuBejieHb B CJIEAYIOMNUX JBYX TAOIUIAX /IS MOJEKYJ apCHHa U

docduHa COOTBETCTBEHHO:



Tabnmuna 3.4: KonebarenbHble YPOBHU SHEPIUU MOJEKYJIBl apCHHA, PACCUNTAHHBIE B paMKax

JIOKQJIbHO-HOPMAJILHOT'O NTPUO/INZKEHU ST

3Heprm{ SHGPI'I/IH BKIazng BHSPI'I/IH SHGPI'I/ISI 3Heprnz
KoJiebaTenbHOE COCTOAHUE 3KCHepHMeHT pacq—axcn COoCTOA- pacq—axcn pacq—axcn pacq—axcn
(cm-1) (cmu-1) HUS (cm-1) (cm-1) (cm-1)
(34) % Mom.1 Mogm.2 Moxm.3

[C000)28I1C100);(1A1 A1 ) --> A1 > 906.752 -3.02 1.000 1.97  -1.328 4
[C000)28l1(011);(1A1 E ) -->E > 999.225 -0.52 1.000 0.31 295 0.8
[C000)28/1C 20 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 1806.149 0.89 0.999 -1.59 1.853 -2.8
[C000)28[1C111);(1A1 E ) --> E > 1904.115  0.46 0.999 53 -0.427 0.4
[C000)28[1C 02 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1990.998  0.02 0.997 -6.25 1.602 -5.2
[C000)28lI(022);(1A1 E ) --> E > 2003.483 0.18 0.999 -5.92  -9.707 6.9
[C100)2711C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2115.164 1.02 0.999 0.14 0.932 3
[C100)2711C 00 0);(1E A1l ) --> E > 2126.423 0.03 0.999 0.3¢  -1.537 2.3
[C100)2711C 10 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3013.000 0.01 0.999 0.64 3.953 -2.0
[C100)2711C0 1 1);(1A1 E ) --> E > 3102.000 0.29 0.999 -0.16  -0.427 -2.3
[C200)2611C 00 0);(1A1 A1 ) --> Al > 4166.772 0.86 0.999 2.49 3.033 2
[C200)26l1C000);(1E AL ) --> E > 4167.935 0.73 0.999 1.34  -2.245 4
[C110)2611C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4237.700 1.15 0.986 0
[C110)2611C000);(1E A1l ) --> E > 4247.720 0.35 0.996 .6
[C200)26/1C 10 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 5057.000 -4.17 0.974 -0.6
[(200)2611C100);(1E AL ) --> E > 5057.000 -0.77 0.987 0.9
[C110)2611C 10 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5128.000 0.68 0.986 -1.3
[(110)2611C100);(1E A1l ) --> E > 5128.000 4.70 0.996 -7.9
[(200)2611C011);(1A1 E ) --> E > 5158.000 -0.21 0.984 0.5
[C200)2611C011);(1E E ) --> Al > 5158.000 0.38 0.964 1
[ 300)25/1C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6136.340 -0.64 0.999 -0.23  -4.667 -3.2
[(300)25/1C000);(1E AL ) --> E > 6136.330 -0.62 0.999 -0.29 1.951 -2.9
[(210)2511C 00 0);(1A1 A1 ) --> Al > 6275.830 1.34 0.979 -1.37  -2.321 1.0
[(210)25[1C000);(1E A1l ) --> E > 6282.350 0.49 0.975 1.8
[(210)251(000);(2E AL ) --> E > 6294.710  0.07 0.967 -1.00 2.238 2.7
[C111)25[1C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 6365.950 -0.36 0.963 2.7
[C4000241C000);(1E AL ) --> E > 8028.969 -1.83 0.973 9.87  -1.389 0.3
[C 400)24]1C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 8028.977 -1.82 0.951  9.90 0.713 0.2
[( 310)24]1C 00 0);(1A1 A1 ) --> Al > 8249.520 -0.68 1.000 -3.8
[(310)2411C000);(2E A1l ) --> E > 8257.270 -2.10 0.975 3.7
[(310024]1C000);(1E AL ) --> E > 8258.380  * 0.957 -2.2
[(500)2311C000);(1E AL ) --> E > 9841.400 0.33 0.999 5.3
[(500)231C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 9841.400 0.22 0.999 -5.3
[ 60 0)22]1C 00 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 11576.290 0.78 0.999 2
[C600)2211C000);(1E Al ) --> E > 11576.290 0.78 0.999 0

* HE€ BKJIIOYCHBI B IIOATOHKY

Moga. 1 [65]

Moga. 2 [67]

Moga. 3 [10]

Crangaptaoe oTkIoHeHHue 0(34,16) = 1.98 cm™t. O4eBuHO, 9TO TaHHAL MOJIEID VI0BICTBOPHTEILH

BOCIIPOU3BOJUT IKCHHEPUMEHTAJIbHBIC JaHHbIE, 3/1€Ch AJid CpaBHEHUA IIPpUBEACHBI paCi€Thl APYTUX

aBTOPOB, HO HanboJIee MOJTHBIM U3 HUX SIBJIAETCI pacdeT 1o MOoJeJIn 3, CTaHJapTHOE OTKJIOHEHue
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KOTOPOTO JIJIsT TeX Ke SKCIePUMEHTATbHBIX YPOBHEil ¢ 13 mapamerpamu cocrasisget (34, 13)
3.58 cm ™t

(
Qo

a1
a2
as
%)
K2
Wy
Ko4
g4
an
65)]
Qs
Oy
X12
X23
X14

\ X34

2161.625(50) cm ™"

—38.668(12) cm ™!

~1.70(11) cm™!
—3.40(11) ¢cm™!

903.92(25) cm™?

—0.20(17) cm™!

995.52(22) ¢m™!
2.14(72) ¢

3.17(17) cm™
—0.063(28
(

38

)
)

cm—

cm—

0.063(14) cm™

—6.92(31) cm™!
9.57(26) e

—12.63(47) em™!
3.15(57) cm™!

Ananornvnbie pe3yIbTaThI MOJYIeHbl U JIJIsT MOJTEeKYJIbl (bochuHa.

. [Tapamerpsl, nojiydeHHbie B pe3y/braTe pacdera B pamMKax Halreil MojeJiu:

(3.2.4)

Tabnauna 3.5: KosebarebHble YPOBHU SHEPIUU MOJIEKYJ/IbI (pocdruHa, pacCuuTaHHbIE B paMKax

JIOKQJIbHO-HOPMAJIbHOT'O TTPUOJINZKEH U ST

P P, O O Bk Bk O O O O O O
O O O O O O O O O o o o

0)28] 1 (
0)28]1¢(
0)28] | (
0)28]1¢(
0)28]1¢(
0)28] | (
0)2711¢(
0)2711¢(
0)28] 1 (
0)28]1¢(
0)2711(
0)2711(

O B B W O O O O » N O =
H O N O O O NN = O +» O

COCTOdAHNEe

0);(1A1
1);(1A1
0); (1A1
1); (1A1
0); (1A1
2); (1A1
0); (1A1
0); (1E
0); (1A1
0); (1A1
0);(1A1
1); (1A1

SHepruda

SKCIIEPHMEHT PAacCY-3KCII COCTOA- PaCHY-3KCII

(cm-1)

SHEeprud

(cm-1)

B

O O O O O O O O © O = =

KJIam

Huyda

SHepruda

(cm-1)

Mox.

H W O O N+ B W O+

1 |
N O

1



[C000)28/1(400);(1A1 A1) --> Al > 3896.02 0.63 0.999 2.98
[C100)27[1C 20 0);(1A1 A1 ) --> Al > 4282.40 -3.44 0.999 0.66
[(200)26/1(000);(1E A1) -->E > 4566.26 -0.78 0.907 1.66
(20 0)26/1(C 00 0);(1A1 A1) --> Al > 4565.78 -0.20 0.873 -0.11
[C110)26/1(000);(1A1 A1) --> Al > 4644.66 -0.13 0.997 0.15
¢ 200)26/1(100);(1E A1) -->E > 5540.00 -5.73 0.969 0.37
[(200)26/1(011);(1ALE ) -->E > 5645 .40 2.39 0.997 1.18
[C200)26[1C20 0);(1A1 A1 ) --> Al > 6503.10 1.33 0.981 -0.11
(30 0)25/1C 00 0);(1A1 A1) --> Al > 6714.60 2.77 0.997 -3.73
[ 300)251C000);(1E A1) -->E > 6714.60 2.77 0.997 -0.37
[(210)25/1(C0 0 0);(1A1 A1 ) --> Al > 6881.53 -0.79 0.814 -0.97
(21 0)25/1C000);(1E A1) -->E > 6883.73 2.37 0.851 -1.27
[(210)25/1C000);(2E A1) -->E > 6890.86 0.30 0.902 0.58
[C 11 1)25(1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> Al > 6971.16 -0.52 0.997 -0.06
¢ 300)25/1(100);(1E A1) -->E > 7679.10 2.60 0.997 6.55
[C210)25[1C011);(1E ) -->E > 7961.90 -1.68 0.967 3.26
(21 0)25/1C011);(1E E ) --> Al > 7961.90 1.16 0.968 -0.83
[C400)2411(C 00 0);(1A1 A1 ) --> Al > 8788.00 0.28 0.997 2.48
[C400)24[1C000);(1E A1) -->E > 8788.00 0.28 0.997 -7.60
[(310)2411C 00 0);(1A1 A1) --> Al > 9040.00 -1.14 0.995 -3.75
[(310)24]1C000);(1E A1) -->E > 9040.00 1.72 0.835 -5.24
[C600)22[1C0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1l > 12678.21 -1.18 0.999 -2.54
(6 00)22[1C000);(1E A1) -->E > 12678.21 -1.18 0.999 -2.80
Mog. 1 [11]
Crangapraoe orkjionenne o(35,17) = 2.33 em™!. Kax u B ciydyae MoJeKy/bl apcuHa,

JIaHHAA MOJIEb YA0BIeTBOPUTETHHO BOCIIPOU3BOIUT IKCIIEPUMEHTATbHBIE TaHHbIe. /19 cpaBHEHA
Mbl B3si/IM €/IMHCTBEHHBIN IPOBEJIEHHbII pacuer g 910ii mosiekyibt [11|. CpegaekBajparuatoe
OTKJIOHEHWE JTAHHOTO pacdeTa s TeX »Ke 30 3KCIepPUMEHTAJbHBIX yPOBHEN, MOTOTHAHHBIX B

pamkax mogesin MORBID, corcrosmeii uz 27 napamerpos, coctasuio o(35,27) = 4.35 cm™ !,
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[TapaMeTpsbl, MOTy4YeHHBIE B pe3yJIbTaTe pacdeTa B paMKaxX HaIlleil MO IH:

.

ag = 2365.6778(82) cm™!
a = —42.1339(21) cm~!
4 = —0.193(19) et
az = —1.369(23) cm™!
Wy = 998.633(19) cm !
ko = —6.1175(65) cm™!
wi = 1119.295(24) cm™
ki = —2.943(15) cm!
Koy = —2.356(55) cm™! (3.2.5)
g1 = 2.024(24) cm™!
a; = 0.0399(42) em™!
ay = —0.0723(22) cm™!
as; = 0cm™?
oy = 0.0678(11) cm™!
X1z = —7.360(31) cm™?
x23 = —9.430(38) cm™!
X4 = —15.114(47) em™!
| v = —11.180(64) cm™!

Taxkum 06pa3oM B paMKax JIOKaJIbHO-HOPMAaJILHOTO MPUOJINZKEHUSI C UCTIOIb30BAHUEM PACCMATPUBAEMbI
BBITIIE [TENOYEK TPYIIT BO3MOYKHO OMUCAHUE KOIeOATETbHBIX MO TIPAMUIATHHBIX MOIEKY.JT THIIA
XYs.
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SaKJII0UYeHue

B nanHoit paboTe ObLIN HCCIEI0BAHIBI KOJIEOATEIBHBIE YPOBHHA SHEPTHH MHPAMUIATIBHBIX MOJIEKYJI
tuna X Ys. Brepsbie 115 onucanus KoiedaTebHO CTPYKTYPhI 4-X aTOMHBIX MOJIEKYJT AaKCHATbHON
cummverpun Obl1 agantuposan dopmausm U(p + 1). D1o o3Hadaer, 910 € OJHONH CTOPOHBI
KojiebaTe/IbHbIe CTEleHH CBOOOJ/BI PACCMATPHUBAIUCH KAK AHTapMOHHYECKHE OCIUJLIATOPBI, C
JIPYTOif CTOPOHBI ecjiin P KojgebaTeIbHBbIX CTeneHeil MAeHTHYIHbI, TO OHH PACCMAaTPUBAIOTCA B
paMKax p pa3 BBIPOKJICHHOTO OCIULIATOPA. B KauecTBe IpyIIIbl BBIPOK/I€HUs, TO €CTh IPYIIIIHI,
cnocoOHOR gaTh wHMOPMAIUID 00 SHEPreTHYECKUX YPOBHAX U UX BBIPOKIACHUSX, s P pa3
BBIPOZKJIEHHOTO OCIUILIATOpA Oepercst yauTaphast rpynna U(p). InrnaMudeckne cBOficTBa TaKOif
CHCTEMBI OMUCBHIBAIOTCS yHUTApHON rpynmoit U(p + 1).

®opmvanusm U(p + 1) 6asupyercss Ha WCTIOJIB30BAHUN YHUTAPHBIX TPy JIu, mosromy B
JIAaHHO#T paboTe MPUBOIUTCA OCHOBHAs WHMOPMAIHS, KACAIOMIAACS JAHHBIX TPYIIII.

Briio mokazano, 9To /151 ONUCAHWST BAJIEHTHBIX KOJIeOAHUI MupaMuIaabHBIX MOJIEKYJI THIIA
XY3 nerecoodbpa3Ho UCIOIB30BATH TPUZKIBI BBIPOKAECHHBIN OCIIUILIATOD, TO €CTh MEeMOYKY IPYIIIT
Usan.(4) D Usan.(3) O Kpan.(3) D Span.(3) = Cs,. it nedopmMannonHbix KoebaHuii Menovka
I'PYIII, MOCTPOEHHAs] Ha OCHOBE TPHUZK/IbI BBIPOKIEHHOTO OCIIHLISITOPA, He CIIOCOOHA KOPPEKTHO
omucaTh KoaebaTeJbHYI0 CTPYKTYPY 4-aTOMHBIX MOJIEKYJ aKCHaJbHOW cummerpuu. [Tosromy
JnedpopManOHHbIE KOJIeOaHMS OMMMCHIBAIOTCS B pAMKaX IEMOYKHU IPYIII, TOCTPOECHHOI JIJIsT OJTHOTO
OJIHOMEPHOT'0 OCIUJIISTOPA B OHOTO ABYMePHOr0 OCHUIIATOPOB: Usned. (3)@U e (2) D Use. (2)®
Uaed).(l) - Kﬂe(i)-(Q) ® Kaerb.(l) - S-(Q) ® Snecb-(l) D Csy.

Konebarenbabie ypoBHI THPaMEAJIBHBIX MOJIEKYJI TUITA, X Y3 ONMUCHIBAIOTCSI HA OCHOBE ITPeI/T0?KEHHbBIX
BBIIIIE JIBYX IEMOYEK, YIUThIBasg pe3onanc Pepmu u B3ammoieiicTBue MexK1y Komedbanusvu. Ha
OCHOBE pa3pabOTaHHOI MO/1e/1i OBLIM BOCIIPOU3BEIEHBI KOIebaTe/IbHbIE YPOBHIA MOJIEKYJ/I apCHHA,

u ¢pochuna. BeLI0 MOKa3aHO, YTO BOCIPOU3BOIUMOCTD JAHHONR MOJE/TH He XyZKe, & B HEKOTOPBIX
ciIydasix JIydiie paHee paccMarTpuBaeMbix Mojiesieii. To ectb OblI pa3paboTraH ajaropuTM, CO3/1aH
naket nmporpaM Ha g3bikax FORTRANY95 u MATHEMATICAS.0, mo3Bosigromuii BOCIIpOU3BOIUTD
U3BECTHBIE YKCIIEPUMEHTAIbHbIE JIAHHBIE ¢ TOYHOCTHIO, JIydlleil, 4eM H3BECTHBIE 10 CHX IIOP

METO/ILI.
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IIpunoxenne A

IIporpaMmmbl pacuera

ZLHH TOoro, 4TOOBI pacCiuTaTb MATPUYHbIC 9JIEMEHTBI OIIEPATOPOB, BXOAAIINX B I'aMHUJIBTOHHUAH

Hynesoro npubnmkenns Hf = > bfb;, HY = Y. b b;, onepatopos B3anmozeiicTsus
i#j=1,2,3 i #§=5,6,7
KaK JIJIs JIOKAJILHO-TOKAIBLHON MOJIE/N, TaK U IS JTOKATLHO-HOPMAILHOI MOJIE/IN, a TaKzKe JIIs

OCYIIECTBJIEHNST TIOJATOHKHU, B JIAHHON PaboTe MCMOIB30BaJNCH 36K Mporpammvuposanus FOR-
TRAN 95 u ga3bik anaaurudeckoro nporpamvuposanns MATHEMATICA 5.0 (B wactHOCTH
nmaker "Quantum Algebra"). B naHHOM NpuiIoKeHHH PAaccMaTPUBAIOTCS MPOOJEMBI, KOTODBIE
OBLIN peIleHbl IPH TPOrPAMMIPOBAHUN U YHCJIEHHOM pacdere, NI PEIIeHHH IMOCTABICHHON B

JIAHHOMW paboTe 3a/1a49u.

A.1 Pacuyer MATPUYHBIX JIE€MEHTOB oneparopoB H{ u HY

Haunewm paccmoTpenue ¢ npoiecca nporpaMMUpOBaHUs CUMMETPHU3AIUU KeT-BEKTOPOB, UCIIOJIb3Y s

pe3yJbTaThl, IpuBeieHuble B §§2.4.3. [Tokakem Ha npumepe, KaKuM 00pa3oM MOZKHO 3aIIpOrpaMMHPOBATH

Ker-BeKkTop |(nynang), 1E) = E[le naN3)—|ng ng ny)—|ny ngne)+2|na ny n3)—[ngngng )—

|ns nq ng )|. OveBHIHO, 9TO CHAYATIA HEOOXOANMO OMIUCATD BCE IEPEMEHHBIE, KACAIOIUeCs CAMMETDH3AIUN

KeT-BETOPOB!

type (ket_syms),dimension(2000) :: meskets type ket_syms
integer*4, dimension(3) :: s
integerx4 :: multis,symetries
integer*4,dimension(6,3) :: combils
real*8 , dimension(6) 11 as

end type

rJie mepeMennas meskets - HaII cCUMMETPU30BAHHBIN BEKTOP, S - KBAHTOBBIE YHC/IA CAMMETPU30BAHHOTO
BEKTOPA, TO €CTh Ny = §1, Ny = Sg et ng = s3; multis - MyJIbTUIUIETHOCTH KeT-BEKTOpa (B
paccMaTpuBaeMOM Hamu npumepe multis = 1); symetries - cummerpust KeT-BeKTopa. B Haeit
HporpaMmMe Mbl onpeaeanin cuMmverpuio Ay kak 1, As kKak 2 u By, Fy Kak 3 1 4 COOTBETCTBEHHO;

combils - KBaHTOBBIE YHC/Ia HECUMMETPU30BAHHOTO KeT-BeKTopa. 1t ormcanust 31oit mepemMeHHoi
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MbI BBesin MaTpuity (6x3), riae 6 - 4icI0 BO3MOXKHBIX HECUMMETPU30BAHHBIXKET-BEKTOPOB (BO3MOKHBI
CJIe/Iy IOIIIe HeCHMMEeTPU30BaHHbIe KeT-BEKTOPA: |1y Mg Ng), |11 N3 na), [na ny ng), |ne ngny), n3ny na),
|n3mneny)) 13 - 4MCITO0 KBAHTOBBIX YHCEJT B ITUX BO3MOKHBIX HECHMMETPU30BAHHBIX KET-BEKTOPAX;

M HAKOHEIL as - BeC HeCHMMETPH30BaHHOIO KeT-BekTopa (manpumep as = 2/v/12 mis [ngny ns)

B |(n1 %) n3) s 1E1>)

B camom navasie nepemennbie as u combils 3anyJisiiorcs:

do 1=1,4
do m=1,6
meskets (i) %combils(m,1)=-1000
meskets (i) %as(m)=0.d0
enddo
enddo

rjie i - HOMep KeT-BeKTopa. B ciiyuae nepemennoit combils, 3navenue HyJIb BO3MOXKHO JIJIst
KBAHTOBOT'O YHCJIa, UMEHHO MOTOMY B 9TOM ciaydae Mbl B3suin 3a -1000 "uctuaubI HyIs".

PaccMoTpuM gacTh mporpaMMbl, MOKa3bIBAIOIIEH CAMMETPU3AIMIO KeT-BeKTopa |(ny nang), 1F7):

i=1 do s1=0,NNs
do s2=0,NNs-s1
do s3=0,NNs-(s1+s2)

if ((sl.ne.s2).and.(s2.ne.s3).and.(sl.ne.s3)) then
meskets(i)%s(1)=s1
meskets(1)%s(2)=s2
meskets (i)%s(3)=s3
meskets (i)%multis=1

meskets (i)%symetries=3

meskets(i)Y%combils(1,1)=s1
meskets(i)%combils(1,2)=s2
meskets(i)%combils(1,3)=s3

meskets(i)%combils(2,1)=s1
meskets(i)%combils(2,2)=s3
meskets(i)%combils(2,3)=s2

meskets(i)%combils(3,1)=s2

meskets(i)%combils(3,2)=s1
meskets(i)%combils(3,3)=s3
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meskets(i)%combils(4,1)=s2
meskets(i)%combils(4,2)=s3
meskets(i)%combils(4,3)=s1

meskets(i)%combils(5,1)=s3
meskets(i)Y%combils(5,2)=s1
meskets(i)%combils(5,3)=s2

meskets(i)%combils(6,1)=s3
meskets(i)Y%combils(6,2)=s2
meskets(i)%combils(6,3)=s1

meskets(i)%as(1)=2.d0/dsqrt(12.40)
meskets (i)%as(2)=-1.d0/dsqrt(12.40)
meskets(i)%as(3)=2.d0/dsqrt(12.40)
meskets(i)%as(4)=-1.d0/dsqrt (12.40)
meskets(i)%as(5)=-1.d40/dsqrt (12.d0)
meskets(i)%as(6)=-1.d0/dsqrt (12.40)

i=i+l

endif
enddo
enddo
enddo

NNS coOTBeTCTBYeT 3HAYCHIIO MAKCHMAJILHOIO PACYeTHOTO YHCIa KBAaHTOB. Jlaree paccMOTpHM
AJITOPUTM, MO3BOJIAIONMA PACCYUTATH MATPHUYHbBIE HIEMEHTHI OT JIIOOOro omeparopa (CyMMbl
OIepaTopoB) THIIA

bPTBE P bL by by by (A.1.1)
B 3aIporpaMMUPOBAHHOM BhITTe 6a3uce. MoXKHO JIerKo MOJIYIUTh Pe3yJIbTaT JIeficTBIs orepaTopa

(A.1.1) HA HECHUMMETPHU30BAHHBIII KET-BEKTOP, UCIOIb3Ys CAEIYIONee BhIPAKEHUe:

DIPBE P BL BT b2 b5 (0 na ms)) = a| (1 — my + p1) (2 — ma + p2) (ng — ms +ps))) (A.1.2)

\/nl InaIns!(ni—mi+p1)!(n2—mao+p2)!(nz—msz+p3)!
(n1—m1)!(n2—ma)!(nz—ms)!

MOZKHO TEIIePb, B3sB CKAJISPHOE IPOU3BE/IEHKE [0JIy YeHHOIO KeT-BekTopa (A.1.2) ¢ nepBoHadaibHbIMK

rgme a = . HOJIy‘{I/ITb SHa4Y€HHUEe MATPHUYIHOI'O dJIEMEHTa

KEeT-BEKTOPOM. O‘{eBI/I,[LHO, YTO 9Ta MpoHeaypa TaKzKe IpuMeHUuMa JJid HaXOXKIAeHU A 3HAUYEeHU

MATPUYHBIX 3JIEMEHTOB onepartopa HY .
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Bazpc BaneHTHEIX
Eome G aTe MEHELY ©OCTOAHIE

‘ Baswe ged op MAHOHEED
Komeh. ¢ ocToRM

Koad drmenr ofnena

‘ Bazme xomebarmgt J

Konebaremaerf
T4MIE TORHAH

\ [V aTpermELe 2MEMEHTED ]

/——)' Haxosgerse map aneTpob MOgeIH

TIporpanmaa mogroHEM
3 [IMarOHAI3AL I MAT{HIBL TAMHIE TOHIAEHA
TTap aneTHE MOFETH J [ M aTpHia-Kopp e ] [Cp fHEEE. ormunerme]

Puc. A.1: Crpykrypa nmporpaMmbl

A.2 JlokaJibHO-JIOKaJIbHad MO/IEJIb

B ciyuae JIOKaJIbHO-JIOKAJIBHOI MOjIeIn UMeoTcs Tpu Tuna oneparopos: Hf, HY u omeparop
He CJaea10BaTEeJIbLHO HeO6XO MO paCCUYuTaTh MAaTPpUYHbBIE 3JIEMEHTHI 9TUX OIIEPATOPOB B 06'1)6 NHEHHOM
®p> )

(BasieHTHO-1eDOPMAIMOHHOM) Basuce:

| N1 Mea Mes (Mea) Mp1 Mpa Nps (Nps) (1eCeoe — 1,Cp0,) — Co)

c. ¢, C
= ¥ [C)'*F ! (A.2.1)
Oec,0p O¢ Up o
|nel T2 The3 Tled, 7“@0@06> ‘npl Np2 Mp3 Mp4, TPCPO—P>
rie
c. Cc, C c. ¢, C
e P _ [0]1/2F P (A.2.2)
e 0p O oe 0p O

- ko3 dunuentsr Kiebma-T'opgana aist monexkyasapuoit rpynnsr C',.

CretoBaTeibHO, HEOOXOIMMO 3aITPOrPAMMUIPOBATH MPOTIETYPY CUMMETPU3AINN KeT-BeKTOPOB
BaJICHTHBIX ¥ JIe(DOPMALMOHHBIX KO/Ie0aHUIi, 3aTeM MMOCTPOUTH 00 beIMHEHHBIN BAJIEHTO - /Ie(DOPMAIMOHHbII
kostebarenbublii 6asuc (A.2.1) u, HAKOHEIl, ONpeJeTUTh MATPUYHBIE SJIEMEHTHI OT OIEePAaTOpa

(MM CyMMBI OIIEpaTOpOB) THIIA

b’{m b;m b;m blm b;r)pf) b(];pti bim bgps b71n1 bgnz bgls bzu bgns bgns b?”w bgﬂs (A.2.3)
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B 00beIMHEeHHOM BaJICHTHO-KOJ1e0aTeIbHOM Das3uce.

[Ipomenypa cuMmMerpusanun KeT-BeKTOPOB Takasi ke, 9To omucana B §§A.1: meoOxommmo
IIOCTPOUTH JiBa HAGOpa MepeMeHHbIX Thha meskets (OfuH sl BAJEHTHBIX KOTeOAHU, IPyroi
Jutst fecpopmaronubix ). [Tpu nporpaMMupoBaHuy IPOLE/LY Pbl IOCTPOEHHsT O0'be IMHEHHOTO Oa3mca
BaXKHO yuecTh cymmupoBanue (A.2.1). B janHOM caydae Mbl UMeeM 8 KBAHTOBBIX YHCEJ, BOT
nodemy B orneparope (A.2.3) cylecTByOT OnepaTopbl, KOTOPbIe JeHCTBYIOT KazKIblii Ha COOTBETCTBY IOIIEe
emy KBaHTOBOE uncao: {b17 0™} — ngy, {172, 072} — ngy, {DEP°, 073} — ngs, {b17*, 0774} —
Ted, {bgm?bgm} " Tp1, {bgmvbgm} — Tp2, {by)??b;n?} " Np3 1 {bgpz%’bgns} " Tp4. Mozkno
HCIIOJIb30BATh Bhipazkenue A.1.2, mpuHuMas BO BHUMaHUe 8 KBAHTOBBIX duce/1. /1151 HaX0K IeHust
3HAYEHUST MATPUIHOTO JIEMEHTA, HEOOXOIMMO 3aTeM PACCUUTATDH CKAJIsIPDHOE IIPOU3BEICHIE IePBOHATAIBH(

KeT-BEeKTOPA M KET-BEKTOPA, MOy YeHHOTO B pe3yJIbTaTe jeiicTBus onepaTopa (A.2.3) Ha mepBoHAYATHHBIH.

A.3 AujaroputMm pacdeToB

Ceitaac MbI paCCMOTPUM TIPOOJIEMY, BO3HUKIILYIO TPUPACIETE MATPUIHBIX HJIEMEHTOB TaMIIbTOHUAHA
Hamreii Moxenun B oObeauHeHHOM Oasuce. llenb Hamreit paboThl - OIpeje/ieHHe IapaMeTpPOB
HaIero raMu/ibronnana. CxeMaTu4decKu ajJirOPUTM Haleil IporpaMMbl IPEJICTAB/IEH HA, PUCYHKE
ALl

Paccmropum gacThb, Kacalonlyocs MOJrOHKH SKCIEPUMEHTAIbHBIX JAHHBIX. DTa, MPOIE/LyPa,
KOTOpas KazKeTCs Ha MEepBBIil B3IV TPUBHAJIBHONW, OJHAKO IPH €€ peau3allii BO3HUKJIN
HEKOTOPbIE€ TPYAHOCTH, KACAIOIIMECsS BPEMEHH pacdera M MaMATH BbIYUCIUTE/IbHOW MAIIUHBI,
a TakKe mapamMeTpoB, YyBCTBUTEJILHBIX Jake K MaJjeimum u3dMenenusim. [Ipobsema mamstn
BBIUHCIATETBHON MAIUHBI CBS3aHA C OOJTBIIAM YHUCIOM PACUETHBIX KOIeOATENbHBIX YPOBHEI.
Pasmepnocts Marpuisl ramuabronnana mopsijaka 48000x48000. Teopust rpymnmn mo3Bosisier HaM
pa30dUTh MATPHUILy TAMIIHBTOHHAHA HA TPU TMOIAMATPHIIBI, COOTBETCTBYIOIIIE TPEM HEIIPUBOHMbBIM
HpeICTaBIEHUSIM pacCcMaTpuBaeMoil MosIeKyIsspaoit rpynnsl Ay, As et E pasmeproctu 17000,
14000, 17000.

Kpowme Toro, u3-3a pesonanca Mexk/1y BaJeHTHBIMU U JiehOPMAIMOHHBIMU Kostebanusamu 2:1
((r1(A1) =2 13(F)) ~ 2 (12(Ar) ~ 14(E))) MOKHO BBECTH YHCJIO TOJTUAIB K| TOITOMY KazK/IyIO
u3 MOAMATPHIl, MPUHAIEKAIIMX TOMY WJIM WHOMY HEIPUBOIMMOMY MPE/ICTaBJIEHUI0, MOXKHO
pa3/ieJIUTh elle Ha MOAMATPHUIIBI, COOTBETCTBYIONINAE PA3THIHBIM 3HAUYCHUAM UHCIA TOTAABI
K = 2n.+4n,, TO ecTh KazK1ad n3 Tpex MOIMATPUII ellle pas3jeanTcd Ha 28 610K0B ! pazmeprocTn
2200. /laytee MOYKHO TPUMEHUTDH CTAHAAPTHYIO TPOIEAYPY AMArOHAJIU3ANUN s KayK/IOro W3
10JI0JIOKOB.

[Tocnenusas npobieMa KacaeTcs 1yBCTBUTEIbHOCTH APaMeTPOB, IIO3TOMY Mbl BMECTO OOBITHOTO
HEJIMHEHHOTO MEeTO/Ia HAUMEHBIINX KBaJIPATOB JIjIs IOJAIOHKH IpuMeHuaIn Meroj Jlesenbepr-

Mapxkapara.

! MBI paccunThIBaeM KomebaTembHble YPOBHA J0 Ne=7 U n,—14
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~ 17000 x 17000
K=1| BLOCK&

] 0 0

N

0 k=]~ 14000 x 14000

7=1| BLOCK &

g=| 0
0 =28 ~17000x 17000
%-1| BLOCKE

@\ 0
O 0 =z

Puc. A.2: Marpuna raMujibTOHHAHA

A.4 Merona JleBenbepr-MapKapara

Heauneiinaga moaronka

[Toaronka SKCIEePUMEHTAJIBHOIO CIIEKTPA COCTOMT B HAXOKJICHUY MUHHMYMA PA3HUILI MEXKLY
SKCIIEPUMEHTAIBHBIM U PACIETHLIM CIIeKTpaMu. IIpuBeeM KpaTKo OCHOBBI MOMEHTEI IPOIIE LY PhI
noaronku. Bosee moapo6HO ¢ JaHHOl TPOIELy POl MOKHO MTO3HAKOMUTRCS B |8, 9.

Ecin MBI M3MepuM BeJIMYUHY Y, KOTOpas aBaserca (pyHKIUel HeCKOJbKAX IepeMeHHBIX,
HAIPUMeD BEKTOPa IePEeMEeHHBIX T, TO 0a30Bble (DYHKIMH B 9TOM CIydae OygyT UMEeTh BHI:
X1(Z),..., Xy (Z) n bynknua x?, npeacTapIsionias KauecTBO MOJATOHKH OyJeT BBIPAZKATHCH

KaK

=3 (45 i Xl (A1)

i=1 i

/1€ aj - HEU3BECTHbIE ITapaMeTPHhI.

Paccmorpum mporneiypy MOJATOHKH, KOIJIa MOJEIb 3aBUCHT OT M HEM3BECTHBIX IapaMeTpOB
ap (k=1,2,..., M) nequneiinbim cocobom. Heo6xo0numMo n1ocTopouth yHKIMIO X2 1 MUHUMA3HPOBATD
ee. B ciydae nenmHeiiHolt Mogein MUHUMEU3AIMST OCYIIECTBIIsIETCs uTepannonno. [lapamerpam
HEOOXOMMO NPUJIATH [IEPBOHAYAJIBHBIE 3HAYEHHUsI, 3aIlyCTUTh HPOIEAYPY, KOTOPasdg HAM JacT
pelenne u MpoIoIKaTh 10 MEHIMYMa Y.

JToCTaTOYHO alMPOKCHMIPOBATH (DYHKIHIO X2 ¢ MOMOIILIO KBaIpaTHIHON POPMBI

@) ~y—d-i+-i-D-a (A.4.2)

DO | —

-

rjae d - BekTop pasmepuoctu M u D - marpuna paszmeproctu MxM. Xopoiio u3BeCTHO, KAKIM

00pa30M TEKYIIUEe MAPAMETPBI Aoy, CBA3AHBI ¢ "MUHUMAJIbHBIMU " TADAMETPAME @iy :

Eimin = C_icow" + D, [_VXQ(acour)] (A43)
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B CJIydae Kakoro-nmbo "xopomrero'nmpubmmkenns. Ho moxker okasaTbes, aro A.4.2 gaBisercd
"maoxum" npubamkerrem. B aToM ciaydae He0OX0IMMO TTPOU3BOIBHO CAEIATH Al (PUKCHPOBAHHOM

JUIMHBI B HAIIPABJIEHUH, 00OPATHOM I'PAJUEHTY, TO €CTh
— — 2/ —
Aproch = Geour — cONSt X VX (Aeour) (A.4.4)

Yrobsr ucnomb3oBarh A.4.3 win A.4.4, Mbl JJOJIZKHBI YMeTh PACCIUTHIBATH TPAJIUEHT OT JIO00i
dbyuxmun 2 ang moboro Habopa napamerpos . ng ucnonbzosanus A.4.3 HaM HeoGXoauMa

Marpuna D, KoTopas SB/IgeTcs MaTpHuIeil IPOU3BOAHBIX BTOPOro MOpsaka oT GpyHKIun x>

Pacuer rpaueHTa U1 MAaTPUIIbl IIPON3BOJHBIX BTOPOI'O IMOpAAKa

NMmeeTcs MOJIeb JIJIsd IIOJITOHKHI
y = y(x;a) (A.4.5)

u byHKIUA N .
(@) = Z (W)Q (A.4.6)

[pamuent dynkmun Y2, 3aBucdiieil 0T mapaMeTpoB @ BHIPAZKAeTCs KAk

N
ox? i—y(xi;d) Oy; (x4;a) o
fo = -2 wMpDIED o2 M (A4.7)

[Tpunumast BO BHUMaHUE CJIeIyIOIe YacTHbIE MPOU3BOIIHBIE, TIOJIYYaeM

X _ N~ L [Oy(wid) dy(eisd) L Pyl d)
Baca =223 = (i~ ylas @) — = (A48)
arO0a; —~ 0; oay, Oay Oa0q;
s yupornenust 0003HadeHuil y100HO MOJI0KUTh, YTO
_ 82 2 o 62 2
ﬁk = _% 8;; gl = _%611;:('(9@ (A49)
u [a] = 1/2D B A.4.3. Vcnonan3yst 3u 0603HaYEHNsI, MOKHO MEpENicaTh Hallle YpaBHEHWe B
CJIeJIYOIIEeM BUJIE:
M
Zakl5al = bk (A.4.10)
=1

Jpyrumu cioBamu, da; - 7006aBKa, IMOJIYYEHHAS B PE3yJIbTaTe IPOIE/LyPhl IOJATOHKH, UCIIOIb3Ys
nepBoHAYa/IbHbIE apaMerpbl. B 9TOM KOHTEKCTe MOJAIOHKH METOJOM HaMMEHBIINX KBaJPaToB
MaTpuna [« Ha3bIBAETCsI MATPUIIEIi KDUBU3HBIL.

Kpome Toro, mockonbky X2 "mameka"oT TOro, 9Tobbl OBITH KBaJpaTHIHOH (hOPMOIl, MbI
OyIeM HCIIOIB30BAaTh METOJ 0oJiee HAKJIOHHOIO CIrycKa A.4.4, KOTOPBIH BBIPAXKAETCS MPOCTO
KakK

da; = const X [ (A.4.11)

MozkHo 3aME€TUTb, 4YTO KOMIIOHEHTbI MaTPUIbl BTOPbIX IIPOU3BOAHBIX (Xj; 3aBUCAT OT II€PBbLIX

U BTOPBIX MTPOU3BOJHBIX IO MTapaMeTpaM a.
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Anaropurm JleBenbepr-Mapkapara

Jleenbepr m Mapkapar npemioxuan 0oaee 3hEPEKTUBHBIIE U TOHKHH MeTOd. DTOT METOI
HCIIOJIb3YeTCsd JJIsl HEeJIMHEWHONW MOJATOHKH.

Mero Ga3upyercst Ha IBYX BayKHBIX MOMEHTaX. PaccMOTpuM MOpsiIoK BesmduHbl "const"s
ypapaennn A.4.11. IMeHHO KOMIIOHEHTHI MATPUIIB BTOPBIX MIPOU3BOIHBIX AT HAM HH(MOPMAIIHIO
0 mopsiiKa BesmauHbl "const'.

MozKkHO KpaTKo onucarh MeTos JIeBenbepr-MapkapaTa Kak aJropuT™ HAXO0XK IeHHs MIHIMYMa
dbyuxunm x2, ncnonssys A.4.10 m A.4.11, To ecTh Ha ocHOBe ABYX Heil. [lepBas umes cocrouT B
YTOYHEHHUH aJropuTMa 6osee HAaKJIOHHOTO ciycka A.4.11, 3aMeHsst KOHCTAHTY (IIar) Ha BEKTOD.
Mozk#aOo mHTEpHpeTHpOBaTH 3TOT BHIOODP "BHIOOP MacmiTaba'Is KaXkj0ro mapamerpa, Imara,
KOTOPBIl MBI OCYIIECTBEM B HallpaBieHUH MHHEMyMa GyHKIHH 2. MOKHO yTBepKJIaTh, YTO
HOP$A/I0K BEJIUMIUHBI 3TOM KOHCTAHTHI MOYKET ObITH OIIPE/Ie/IeH KOMIIOHEHTAME MATPHIIBI KPUBU3HBI
[a]; HOCKOBKY €/ TMHCTBEHHASI KOMIIOHEHTA [(v] 3ABUCUT OT HAPAMETPAa dy, KOTOPbIi HMeeT TpebyeMy o

pasMepHOCTh 1/, aaropurm A.4.11 goszken O6biTh MOAUQUIMPOBAH KaK:

1
5&[ = —ﬂl ou )\alléal = ﬂl (A412)
Aay

rae A - dakrop > 1, nospossiiomuii 1106abHO (HEe KOMIOHEHTA 33 KOMIIOHEHTO!) YMEHbIIHTh
IIar, KOTOPBIi CAUIIKOM OOJIBIION (KAK 9TO jieiaeTcs B MToje Gojiee HAKJIOHHOTO CITYCKa).

BTOpaH njaed COCTouT B IIPEAIOJIO2KEeHUr, 1TO

o = agi(1+A)

, (A.4.13)
oy = g () # K)

JBa anropurma A.4.10 u A.4.11 3ameHsrOTCS HA € IMHCTBEHHYIO (DOPMYJIUPOBKY: HANTH MONPABKY

0d, TO €CTh peIlleHne CUCTEMBI
M
E aﬁcldal = ﬁk (A.4.14)
1=1

Korma 3naveHue A BeJIMKO, MpeobIaIaer JuaroHaJb MATPUIbl [ W IpeaplayIas cucTeMa
skBuBasieHTHA A.4.12; Korma HaobopoT A Om3ko K 0, 3Ta cucrema 3xBuBaenTHa A.4.10.

Anropurym, npeao:keHHblii MapKapaToM, COCTOUT B CJIEIYIOIIEM:
1. Paccunrars x*(d) ¢ mepBOHAYATLHBIMA TAPAMETPAMH;

2. IlpucBoutpb Kakoe-HuOy b 3Ha4eHue A, nampumep A = 0.001;

3. Pemurs cucremy A.4.13 ayis 6G@ u ouenurs x*(d + 0a)

4. Eemu x2(@ + 6@) > x*(@), mbr ymuoxkaem smavenme A ma 10 (wmm apyroit dakrop)

BO3BpaIIaeMcs K MyHKTY 4;

5. Ecim x?(@+0a) < x*(a@), mbi gesum snavenue A\ a 10 (uwau apyroii baxTop), npuHuMaeM

HOBBIE 3HAYEHWS MAPAMETPOB @ +— @ + 0d W CHOBA BEPHYTHCS K MYHKTY 4;
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6. OcranoBuTh mponeaypy, koraa |x2(d + da) — x?(@)| < 1.

Korna mbl Haiizem MunuMyM GyHKIHH Y2 11d Habopa M HapaMeTrpoB @mi,, Bapualus x>
BOJIM3U 9TOI0 MUHUMYMa X2, JI/Isl BApUALMA Od MOJrOHOYHBIX aPAMETPOB ONPE/Ie/Isercst KaK

(npumenss ypasuerne A.4.2 K X2 1 T0CKOMBKY VY2 (@min) = 0)
X = Xoun + ddla]da (A.4.15)

PaccMOTPEM B 4aCTHOCTH BAPUALMIO X2, KOIJIA Mbl IIPOU3BOJILHO BAPUPYEM €MHCTBEeHHBIIT
napamerp a, OCTAJbHBIE TAPAMETPHI OCTAIOTCS (DPUKCUPOBAHHBIMYI UX MUHUMATIHHOMY 3HATCHUIO
Amin- OBO3HAYMIM wepes Y3, ; x? ¢ M —1 crenengamu cBOGOBL, MOTYYEHHBIX TPH (PUKCHPOBAHUH
napamMerpa a; KaKoMy-an60 IPOu3BOILHOMY 3HAYEHUIO U MYCTh d - HOBBI HAOOP mapameTpos,
KOTOpBI MuaIME3ApYeT 2. [Tomoknm, aro Ax? = x3, | — X2 B 04 = @ — Appip (OTMETHM, 9TO
HU OJIHA U3 KOMIIOHEHT BeKTopa 0d He pasHa HyJ0). [Tokaxkem, urto Ax?(a;) pacnpejesena Kak
KBa/IpaT CIy9aiiHoi BeIMIMHBI B HOPMAIbLHOM pacnpeaenennuest. JIpyruvu croBaMu, hpopMaibHO
Mbl Oygem umerb Ax? < 1 st da; < 1o (68.3% ciayuaer), Ax? < 4 ana da; < 20 (95.4%
cmyqaes), Ax3 < 9 mra da; < 3o (99.73% cayuaes) ...

MBI MOZKeM, OIHAKO, CBS3aTh HOIPEIIHOCT 6a; mapameTpa a; ¢ Ax2, samerus, 910 Vx2(@min) =
0 Juist BCceX KOMIIOHEHT, 3a ucKaoudenneM nepsoii. Cormacuo A.4.9 u A.4.10 [o]dd = —%6)(2,

marpuia kosapuanrnocru C' = [a] ™! takosa, uTo

10x?
(5@1 == —58—;(1011. (A416)
N3 A.4.15 u A.4.16 crexyer, aTo
AX% = 56[06](567 = ((5@1)2/011, (A417)

HO3TOMY
da; = 1/ Ax3\/Chy. (A.4.18)

Cl1e10BaTeILHO, €CJIM MBI OTIPeJIe/IMM MOIPENIHOCThL TapamMeTpa a; Kak 6; = lo u Ax? =1, To

50,1 =\ CH (A419)

A.5 JlokaapHO-HOpMAaJbHAsI MOJEJTh

HamomuuM, 910 B 9TOM CiIydae Mbl ONKCHIBAEM BaJIEHTHBbIE KOJEOAHUS KaK JIOKAJIHHbBIE MOIBI

n j1epOpMaIOHHbIE MOJIBI B HOPMAIbHBIX 0003HadYeHnsax. CHadasa, KaK B §§A.2, MBI JOTKHBI
CKOHCTPYHMPOBATH BaJIeHTHO-1eopMaInOHHbIi 0a3uc. /s mocrpoenus BajeHTHBIX KojiebaTe IbHbIX
COCTOSIHUI MCIIOJIB3YeM TY 2Ke IIPOoIeaypy, 9To u B §§A.1. PaccmorpuMm mpormeypy mporpaMMuIpOBaHUsT
snepopMaMOHHBIX KostebaTeIbHbIX ypoBHeil. Ha camom jesie MOXKHO HCIOJIB30BATH TOT ZKe

caMblil IPUHIUI, YTO U JI/Id BaJEHTHBIX KOJeOaHuUii:
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type (ket) ,dimension(2000) :: ket_bend type ket
integerx4 :: v2,v4,14,sym
endtype,

TO €CThb MBI UCIOJIb3YeM OIHCAHHe, MCIOJIb3yeMOe B HOPMAJIbHBIX MOJAX (vgvf“,Iﬁ, roe I -
cuMMeTpus Ker-Bekropa. HeoOxoimmo Ternepb MocTpOuTh KET-BEKTOPa, YIUThIBAsI KX CUMMETPHIO.
CuMmMeTpus KeT-BeKTOPOB 3aBUCHUT OT 3HAYEHHA KBAHTOBOIO 4uncia l4. Haunem ¢ ABYX IUKJIOB
110 KBAHTOBBIM YUC/IaM V2 ¥ v4, HAUnHAasl C HYJIsl U 3aKaHIMBasi MAKCUMAJIbHBIM PACCUUTHIBAEMbIM
3HadeHneM. HeoOxomumMo 3aMeTHThb, UYTO MBI JIOJKHBI B3ITh B paccueT 3HAUYEHHsS KBAHTOBBLIX
qucest 10 v5' et v**, KoTopble B JBa pa3a 0o/blile, YeM KBAHTOBBIE YNC/IA, XapaKTepU3yolue
BaJIEHTHBIE KojiebaHus. count - HOMep KeT-BekTopa. /lanee peanmsyem ciemayroninii aJropuTM:
ly = vg,v4 —2,...,0, ecin vy - 9eTHO U 1, €CJIM Vg - HEYETHO, CHMMETPHUS OLPEIEIsIeTCs

CJIeYIOMIAM 00pa30M:

Ecmm Iy, =0, 0 I' = Ay,

Ecmly=3p+1,7o'=FE, p=0,1,...;
Ecmly=3p+2,tol'=FE p=0,1,...;

Ecmly=3p+3, tol'=A4,u Ay, p=0,1,....

Huzke mpuBOAUTCS 9aCcTh MPOTPAMMBI, PEATUIYIONIA TOT AJITOPUTM:

count=1
do v2=0,v2max
do v4=0,v4max
if ( mod(v4,2) == 0 ) then
do 14=0,v4,2
if ( (mod(14,3) == 0).and.(14 == 0) ) then
if ( mod(14,2) == 0 ) then
sym=1
ket_bend(count) %v2=v2
ket_bend(count) %vé=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend(count) %sym=sym
count=count+1
else
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %vé=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
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count=count+1
endif
elseif (mod(14,3) == 0) then
sym=1
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %vé=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count) %sym=sym
count=count+1
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %vé=v4
ket_bend (count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
elseif (mod(14,3) == 1) then
sym=3
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %vé=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count) %sym=sym

count=count+1

elseif (mod(14,3) == 2) then
sym=3
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %vé=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count)%sym=sym
count=count+1
endif
enddo
else
do 14=1,v4,2
if ( (mod(14,3) == 0).and.(14 == 0) ) then
if ( mod(14,2) == 0 ) then
sym=1
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %v4=v4
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ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count) %sym=sym
count=count+1
else
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %v4=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym
count=count+1
endif
elseif (mod(14,3) == 0) then
sym=1
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count)%v4=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count)%sym=sym
count=count+1
sym=2
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count) %v4=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count) %sym=sym
count=count+1
elseif (mod(14,3) == 1) then
sym=3
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend(count) %v4=v4
ket_bend(count)%14=14
ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(14,3) == 2) then
sym=3
ket_bend (count) %v2=v2
ket_bend (count)%v4=v4
ket_bend(count)’14=14
ket_bend (count)%sym=sym

count=count+1
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endif
enddo
endif
enddo
enddo

count=count-1

Tenepb HEOOXOAMMO OCTPOUTH BaJIEHTHO-1ehOpMaIMOHHbIE KOJiebaTe/ IbHbIe COCTOSHUS, HCIIO/Ib3Y 5

ko3ddunuentor Knedma-I'oprana:

| n1ngnz (ng) (vvit) (r.Ceo. — Cyo,) — Co)

5 [0]1/2F<Oe c, C (A5.1)

Oe,0p

|1 ne ng (ng), TeCeUe>|(U2U4 ), C Up>
e 0, O
BaTeM PaCcCYUTbIBaeM MaTpHYIHbIE 5JIEMEHTDLI OIIEepPpaTOPOB HAaIl€rOo rTaMUJIbTOHaHa, qTO6bI IIOCTPOUTDH
ero MaTpHILly, TO eCTh HeOOXOAMMO PACCUYNTATh MATPHYHBIE 3JIEMEHTHI OT OIePATOPOB Tuna Hy

(CM. mpeBLIYILYIO IPOrpaMMy ) U OlepaTopa B3anMmojeiicteusa A.5.2

Hsb:a(yzx(Al) _,L%Js,(Al)) (A1) (Al)+5<y4(A1)+Zld5(A1)>a;(A1)a;(A1)+
o (YA Y5y (B g ) | o (B2)y(B2)) | g (ya(As) | yys(An)) (o (B HB1) o H(B2) 4 (B2)y
+CY2<H?( _ y5(E))( Ai) (E1)+a(E1) (2A1))+a2<y;(E)_2132 )( (A1) (E2)+a( 2) (Al))+
By (Y4B ) (o () g+ (B) | +(Ba)  +(AD)y L g (y‘;(E>+zy§(E>)(ag<Al>a4<E2)+a (B2) +(Av)y |
+a3(y4(E)—zyi(E))(—a( DaE1) | B2 B2y | YAE) _yBE)y (B, (Ba) | o (Ba), (Ba)y |

Ay
_'_53( _}_2135(13))( aI(El)aI( )+aI(E2)aI(E2))+53( 4(E) —HHS(E))( (El) ( )+a (E2) I(El))
(A.5.2)

rie omeparopsr YA Ys(A), 94(E) 94(E) H?(E) et y3<E) - OllepaTopbl, KOTOpPbIE JIEHCTBYIOT HA

A +(A E +(B E
KeT-BeKTOpa BaJIeHTHBIX cocrosiauii (§§2.4.4), a oneparopsi a(2 1), a2( 1), afl 1), a4( 1), aEl 2)

+(E . .
HE2) g KeT-BeKTopa Aed IOMalnoOHHBIX Kostebanunii. CiegoBaTe/ibHO, HEOOXOAUMO HANRTH

et a,
AJICOPUTM JIJIs1 TIOJTy 9€HUsI 3HAYEHUN MATPUIHBIX JIEMEHTOB 9TOTO oreparopa. Mbr yxke ymeem
IPOrPAMMEPOBATH MATPHYHBIE SIEMEHTBI OT KOMOUHAIUH OIepaTopos by, b;, 1TO COOTBETCTBYeET
nepBoit yactu oneparopa B3anmoeiicrsus. s " nedpopmannonnoit wactu'" oneparopa B3anmo,ieiicTBust

HCIIOJ/IB30BAJIACh CJIEIYIONIas MpOoleLypa:

1. Ha s3pike amanutudeckoro mporpammupoanns MATHEMATICA 5.0 6suta Hanucana
IPOIpaMMa, PACCUYUTHIBAIONIAS AHAJTUTUIECKUE BbIPAZKEHUsI, TO3BOJILIONIME OIPEIETUTh

. A al A E1) _+(E E +(E
neiicTBie KomGunamu sextopos ay | al A alFy) ol 5E2) 4 o7 E2) 4o ker-pexropa

7ebOPMAIHOHHEIX cocTogHmi | (vyvf ) C Op)

2. Wcnonb3ys mosryueHHbIe BbIpAaKeHH s, ObLIa HAIIHCAHA TTPOIE /Iy pa Ha 3bIKe TPOTPaMMHUPOBAHUS

FORTRAN 95, nospossiforast pacCIMTHIBATH YHCJIEHHO 3HAYEHISI MATPUIHBIX JIEMEHTOB.
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JI1g pac4eToB IepBoro IIyHKTa, HCIOIb30BAINCH IIPUBIICHHBIC MATPHYHBIC 3/IEMEHTHI OJHOMEPHOTO
A

OCIIILIATOPA: < Vs, AlHag 1)]]1)2—1—1, Ay >= /Uy + 1 1 119 ABYMEPHOTO OCIIMJLIATOPA NPUBEJICHHBIC

MaTpHYHbIE 3JIeMeHThl Opasuch u3 Tabiaunsl A.1. Kpome Toro, ajd NpUBUAEHHBIX MaTPUYHBIX

+(C
9JIEMEHTOB CONPSI?KEHHBIX OIePATOPOB HMCIOIb30BAINCH BhIpaxKeHus < vg, {7}, C Hasg( 2

1L, {7},C" >= (—1)H0H < u, — 1 {7/}, C[as? v, {7}, C >.

Vs —

Iy C, I, c I1.M.D
0 Ay 1 E Vg +1
6p#0 T 6p+1 E V(s + 1 +2)/2
6p # 0 r 6p — 1 E (=) (vg — 14 +2)/2
6p + 1 E 6p + 2 E (vg+ 14+ 2)
1 E 0 A g+ 1
6p + 1 E 6p # 0 r —D)'/ (4 — 14 +2)/2
6p + 2 E 6p + 3 r D'/ (v + s +2)/2
6p + 2 E 6p + 1 E (vg — Uy +2)
6p + 3 r 6p +4 E —(=D)"/(va + 14 +2)/2
6p + 3 r 6p + 2 E V(s =1 +2)/2
6p + 4 E 6p+5 E (vg + 14+ 2)
6p + 4 E 6p + 3 r V(g —1ls+2)/2
6p +5 E 6p + 6 r —(va+1,+2)/2
6p+5 E 6p +4 E (4 — Iy +2)
I'=A4, wmm A,
p=20,1,...

Tabauna A.1: [Ipusesennble MATPUIHBIE JIEMEHTHl < Uy, l4, C’pHaiE)Hm + 1,13, C, >

Ucnonw3yst Teopemy Burnepa-Dkkapra, Ha OCHOBE MPHUBEICHHBIX MATPUUHBIX JIEMEHTOB

MOZKHO paCCYUTATh MaTPpUYHBIE 3JIEMEHTDI

c c C
/ P p /
< A{v,},C,, op|a {0}, C,, o, >= F( ! < A{v,}, Cyl|alD|{v"}, C,> (A5.3)
o o, o
P p
[Tocnie neiicTBus oneparopa B3auMoIelicTBus Ha KOJIe0aTe IbHbIE COCTOSHUS HAXOAUM MaTPUYHbIE
9JIEMEHTBI, PACCMATPUBAS CKAJIAbHOE IPOM3BE/ICHAE IEPBOHAYAIBHBIX KET-BEeKTOPOB H KeT-BEKTOPOB,
IIOJIyYeHHBIX B pe3yJbrare JeficTBus oneparopa B3aumojeiicrsus. Tenepb MOZKHO MOCTPOUTH
MAaTPHILy HAIIEro FAMIJIBTOHHAHA U ONPEICTUTH COOCTBEHHBIE 3HATCHUS HAIICH CHCTEMBI.
B 9T0M cilydae Mbl BCTPETHJIMCH ¢ TEMH K€ TPYJHOCTSMM, OnucaHHbiME B §§A.2) 10 ecTb

ceiiyac MBI MOXKeM onpeae/JIMTh U mapaMeTpbl Halllero aMHUJIBTOHWaHaA B paMKaX JIOKaJIbHO-
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HOPMAJIBHOTO METOJIA.
Crout TakzKe 3aMeTUTh, YTO BCE PACUeTa, IPOBEIEHHbIE Ha OCHOBE TPOTPAMMBI, HATTUCAHHON
Ha s3bike nmporpamvupoBanng FORTRAN, Obiin mpoTecTHpOBAaHBI € IMOMOIIBIO IPOTPAMMEL,

HAMUCAHHON Ha si3biKe aHajuTudeckoro nporpammvupoBanus MATHEMATICA 5.0.
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ETUDE DE LA DYNAMIQUE INTERNE DES MOLECULES PYRAMIDALES NON
PLANES DANS LES ETATS VIBRATIONNELS TRES EXCITES

Résumé :

Dans le cadre du formalisme U (p+1), nous construisons un Hamiltonien adapté aux modes
d’élongation de molécules non planaires XY dont le groupe d’invariance géométrique est Cs,.
Cet Hamiltonien est ensuite couplé a deux Hamiltoniens possibles décrivant les modes de pliage
de ces systémes moléculaires : a) bas¢ sur une approche du type U (p+1), un Hamiltonien de
pliage est développé et I’interaction entre les modes d’¢élongation et de pliage est prise en compte
par un opérateur de couplage de la résonance 2 :1, définit comme un opérateur de I’algebre
enveloppante de Ug(4) x Uy(4); b) basé sur le formalisme standard des modes normaux, un
Hamiltonien de pliage est formulé et I’interaction 2 :1 est prise en compte par le produit tensoriel
d’un operateur de Uy(4) avec un operateur standard normal pour le pliage. Ces formalismes sont
alors appliqués aux molécules de stibine, phospine et d’arsine et comparés avec des études
précédentes. Le nombre quantique de polyade permet une modélisation informatique du
probléme, particulieérement dans le processus de diagonalisation de la matrice hamiltonienne. Les
programmes et les méthodes informatiques sont expliquées dans ce travail de thése. La thése est
entiérement écrite en frangais avec une traduction équivalente en russe.

Mots clés :
Spectroscopie moléculaire, approche algébrique, vibration, arsine, stibine, phosphine, résonances.

Title:
STUDY OF THE INTERNAL DYNAMICS OF NON PLANAR PYRAMIDAL MOLECULES
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Summary :
From the U (p+1) formalism, we built a Hamiltonian adapted to the stretching modes of non-

planar XY3 molecules having the Cs, group of geometrical invariance. This Hamiltonian is then
coupled with two possible Hamiltonians describing the bending modes of these molecular
system: a) based on the U (p+1) approach, a bending Hamiltonian is developed and the
interaction between the bending and the stretching modes is taking into account through adapted
2:1 resonance coupling operator defined as a Ug(4) x Up(4) enveloping algebra operator ; b) based
on the standard normal modes formalism, a bending modes Hamiltonian is expanded and the 2:1
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