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2 Châınes de groupes 11
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.3 Définitions et vocabulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.3.1 Groupe de Lie compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3.2 Le rang d’un groupe de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.5 Modèle algébrique du Hamiltonien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.5.2 Le concept de symétrie dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3



3.6 Groupe unitaire SU(n) comme sous-groupe spécial unitaire du groupe unitaire
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4.3 Etude du groupe K(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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4.4.3 Détermination des kets symétrisés dans C3v. . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Bibliographie 180

5



6



Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte et travail

1.1.1 Contexte

Depuis plusieurs années, l’interêt planétologique croissant de certaines molécules telles le
méthane CH4, l’ammoniac NH3, ou plus récemment l’arsine AsH3 [1] (détectées dans l’atmo-
sphère des planètes géantes) mais aussi la physique des semi-conducteurs (par exemple pour la
stibine SbH3), ont nécessité l’introduction et le développement de nombreux modèles d’études
vibrationnelles en spectroscopie moléculaire afin de reproduire le mieux possible les données
expérimentales (énergie, intensité, etc.). De nombreux formalismes ont été proposés. On trouve
des modèles basés sur des calculs ab initio [2, 3], mais surtout sur des formalismes tensoriels
[4]. Il existe aussi, l’approche “standard”proposée par Wilson et al. [5], qui repose sur un
développement du Hamiltonien vibrationnel en coordonnées internes.

Il y a environ une vingtaine d’années, sous l’impulsion de Iachello et al. [6], divers formal-
ismes algébriques (issus des travaux des nucléaristes) ont été proposés. Par exemple, le modèle
des vibrons [7, 8], dans lequel on associe à chaque coordonnée interne le groupe unitaire U(2) ; le
groupe dynamique étant construit comme le produit direct des différents groupes U(2) relatifs
aux différentes coordonnées internes. Ces formalismes algébriques, dont les bases mathématiques
sont issues de la théorie des groupes et des algèbres [9, 10, 11], présentent malgré leur aspect
abstrait, les trois principaux interêts suivants :

- ils sont facilement applicables à différents systèmes moléculaires (molécules diatomiques,
triatomiques [7], etc.),

- ils permettent de ne pas présupposer de forme particulière au potentiel intramoléculaire,

- enfin, ils permettent d’écrire un Hamiltonien moléculaire avec peu de paramètres.

Le formalisme que nous utiliserons dans la suite, appelé formalisme unitaire U(p+ 1), a été
introduit à l’origine par Michelot et Moret-Bailly [12]. Dans le cadre de l’approximation de Born-
Oppenheimer, ces auteurs proposent d’étudier séparément les mouvements de vibration et de
rotation moléculaire. Ce formalisme propose de choisir le groupe unitaire U(p+1) comme groupe
dynamique caractéristique d’un système à p degrés de liberté. Ainsi Leroy [13] a étudié les modes
d’élongation des molécules tétraédriquesXY4 dans des états vibrationnels très excités ; puis dans
un second temps, Boujut [14] s’est intéressé aux modes de pliage de ces mêmes molécules.

Dans notre travail, nous nous sommes intéressé aux modes vibrationnels très excités des
molécules tétra-atomiques XY3. Nous présenterons les différentes étapes de la construction des
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Hamiltoniens vibrationnels, rendant compte des propriétés d’élongation et de pliage de ces
molécules.

1.1.2 Travail

Dans le deuxième chapitre, concernant les généralités, nous montrerons pourquoi nous utilis-
erons le groupe de Lie unitaire U(n) dans la description d’un ensemble de n oscillateurs iden-
tiques. En particulier, nous rappelerons que le groupe de symétrie d’un ensemble de n oscilla-
teurs identiques est U(n). De plus, le nombre d’états physiques d’un oscillateur p fois dégénéré
dans un état énergétique à n quanta, est exactement la dimension d’une représentation totale-
ment symétrique

[
n , 0̇p−1

]
de U(p)

C
n

n+p−1 = dim
[
n , 0̇p−1

]
. (1.1.1)

L’utilisation des groupes continus requiert certaines notions propres aux groupes de Lie.
C’est pourquoi dans le troisième chapitre, nous effectuerons un rappel des principales propriétés
et caractéristiques des groupes de Lie ; et nous porterons une attention toute particulière aux
cas des groupes unitaires. Nous présenterons la notion d’état de Gelfand-Zetlin (G-Z) [15] et de
poids associé, ainsi que le lien existant avec les états locaux moléculaires que nous utiliserons
par la suite. De plus, nous présenterons la notion de représentation totalement symétrique d’un
groupe unitaire, ainsi que sa dimension.

Le cadre mathématique dans lequel se situe ce travail étant défini, nous particulariserons
(chapitre 4) notre formalisme aux cas des molécules XY3 non planaires. Dans le cadre du
formalisme U(p+1), nous serons amenés à exposer la méthode de construction d’un Hamiltonien
vibrationnel relatif à un ensemble de trois oscillateurs identiques reposant sur la châıne de
groupes :

U(4) ⊃ U(3) ⊃ K(3) ⊃ S(3) ≃ C3v. (1.1.2)

Une application aux molécules de stibine, d’arsine et de phosphine sera alors entreprise, en vue
de valider notre modèle. Dans notre démarche, nous avons volontairement traité des molécules
ne présentant que très peu d’effet tunnel. La barrière de potentiel, des molécules de stibine et
d’arsine, est si importante que nous pouvons omettre cet effet.

Dans le sixième chapitre, nous avons étudié, pour les molécules XY3 non planaires, le cou-
plage des modes vibrationnels d’élongation avec ceux de pliage (modèle local-local). Nous
présenterons la construction d’un opérateur algébrique de couplage de ces différents degrés
de liberté, ainsi que la confrontation de ce modèle avec des données expérimentales. L’étude
que nous conduirons reposera sur la châıne de groupes :

(Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3) ≃ C3v) ⊗ (Up(4) ⊃ Up(3) ⊃ Kp(3) ⊃ Sp(3) ≃ C3v) ⊃ C3v.
(1.1.3)

Nous montrerons alors, comment l’introduction du nombre quantique de polyade K = 2ne +np

(où ne et np représentent les nombres vibrationnels totaux d’élongation et de pliage) nous
permet une modélisation informatique du problème, tout particulièrement dans le processus de
diagonalisation de la matrice hamiltonienne.

Dans le septième chapitre, nous avons étudié, pour les molécules XY3 non planaires, le
couplage des modes vibrationnels d’élongation avec ceux de pliage (modèle local-normal). Nous
présenterons la construction d’un opérateur algébrique de couplage de ces différents degrés de
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liberté, ainsi que la confrontation de ce modèle avec des données expérimentales. L’étude que
nous conduirons reposera sur la châıne de groupes :

(Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3) ≃ C3v)⊗(Up(3) ⊗ Up(2) ⊃ Up(2) ⊗ Up(1) ⊃ Op(2) ≃ C3v) ⊃ C3v.
(1.1.4)

Enfin, nous clôturerons ce travail en exposant quelles sont les différentes perspectives que
l’on peut lui apporter.
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Chapitre 2

Châınes de groupes

2.1 Introduction

La démarche que nous utiliserons dans ce travail, usuellement appelée ”approche algébrique”,
repose principalement sur le schéma suivant :

G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ . . . GMol.. (2.1.1)

Le groupe “maximal” G1 doit rendre compte d’un maximum d’informations possibles sur le
système moléculaire étudié : énergies, dégénérescences associées, mais également les transitions
possibles. Autrement dit, ce groupe nous renseigne sur les propriétés dynamiques du système,
c’est pour ces raisons que la plupart des auteurs s’accordent à l’appeler groupe dynamique
[16, 12, 17].

Le second groupe G2 est, mathématiquement, le premier sous-groupe du groupe dynamique.
Ce groupe G2 doit donc offrir une description plus partielle des propriétés de la molécule. En
fait, ce sous-groupe doit nous donner un accès immédiat aux différentes énergies possibles et
dégénérescences associées ; cette propriété est à raprocher du théorème de Wigner [18, 9] : le
sous-groupe G2 est en fait le groupe d’invariance du Hamiltonien1. Ainsi, les énergies possibles
de la molécule se classifient suivant les R.I. du groupe G2, et les dimensions de ces dernières
nous donnent les valeurs des dégénérescences associées.

Enfin, la châıne de groupes se termine par le groupe de symétrie moléculaire GMol.. Les
groupes intermédiaires dépendent de la physique du problème traité. A titre d’exemple, citons
l’utilisation des techniques algébriques dans les domaines de la physique suivants :

- Physique des particules élémentaires : 1961, Gell-Mann comprend que l’on peut ranger
les hadrons en multiplets de SU(3). Le cadre conceptuel de la physique des particules est
le Modèle Standard qui permet de décrire les interactions fortes par la Chromodynamique
Quantique (Q.C.D.) et les interactions électro-faibles (c’est-à-dire les interactions faibles et
l’électrodynamique quantique (Q.E.D.)) par le modèle de Weinberg-Salam. La Chromody-
namique repose sur le groupe de jauge local SU(3) tandis que le modèle de Weinberg-Salam
repose sur le groupe SU(2)⊗U(1) à symétrie spontanément brisée. Pour différentes applications
des méthodes algébriques à la physique des particules élémentaires, le lecteur interessé pourra,
par exemple, se référer à [19, 20, 21, 22].

1En fait ceci se retrouve dans l’écriture du Hamiltonien d’ordre zéro du système. En effet, nous verrons
ultérieurement que ce dernier peut s’écrire à l’aide des invariants des groupes continus (et semi-continus) présents
dans la chaine, mais que ceux issus du groupe dynamique G1 peuvent être enlevés. C’est donc bien les invariants
du groupe de dégénérescence qui contribuent en premier à l’expression du Hamiltonien d’ordre zéro du système.
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- Physique nucléaire : les méthodes algébriques sont depuis de très nombreuses années
utilisées dans le cadre de la physique nucléaire [23, 24]. En effet, en 1975 Iachello et Irma [25]
proposent un modèle algébrique rendant compte de la structure collective au sein de noyaux. Les
constituants fondamentaux sont des paires corrélées de protons et de neutrons traitées comme
des bosons. Ce modèle est connu actuellement sous le nom de “Interacting Boson Model”
(I.B.M.1) et repose principalement sur l’utilisation du groupe unitaire U(6). Il a ensuite été
amélioré en 1979 par Iachello et Scholten [26] afin de donner naissance au modèle I.B.M.2. Ce
modèle, plus important, exploite le concept de supersymétrie. Ce dernier considère l’interaction
bosons-fermions au sein du noyau. I.B.M.2 est construit en considérant comme constituants fon-
damentaux les simples fermions (protons et neutrons) auxquels s’ajoutent leurs paires corrélées
(bosons). Enfin, plus récemment, en 1988, Elliot [27] continue son développement (en tenant
compte de l’invariance isotopique des forces nucléaires) pour aboutir aux modèles I.B.M.3 et
I.B.M.4.

- Physique moléculaire : en 1981 Iachello et Levine introduisent le modèle algébrique du
vibron [28, 6, 8]. Les constituants fondamentaux ici sont des quanta de vibration anharmonique,
appelés les vibrons. Kellman [29], en 1984, étudie les différents groupes de non-invariance pour
le couplage de plusieurs oscillateurs ; ceci en vue d’une description des degrés de liberté en terme
d’oscillateurs. Puis, en 1987 Moret-Bailly et Michelot [12] adopte le point de vue de Iachello
dans le modèle I.B.M.1 en considérant que pour un problème à p degrés de liberté, un groupe
de non-invariance ou groupe dynamique possible est le groupe unitaire U(p+1). C’est ce point
de vue que nous adopterons dans ce travail.

- Physique mathématique : de très nombreux scientifiques ont contribués aux développements
et à l’utilisation des techniques algébriques. On peut, par exemple, citer les travaux de Baird
et Biedenharn qui, entre autres, déterminent les invariants de SU(n) [30], ainsi que la notion
de représentation conjuguée [31]. Ces mêmes auteurs proposent [32] une classification canon-
ique pour les opérateurs tensoriels dans SU(3). Puis Moshinsky [33] détermine l’expression des
opérateurs échelle adaptés à la châıne canonique. On peut également mentionner les travaux de
Ciftan sur la structure combinatoire des états dans le groupe U(n) [34]. De plus, il détermine par
des méthodes probabilistes et combinatoires, les états maximaux et semi-maximaux de U(n)
[35]. Signalons également les travaux de Itzykson et Nauenberg [36] sur les représentations et
la décompositions des groupes unitaires. Enfin, des travaux plus récents ont été publiés, à titre
d’exemple mentionnons ceux de Ponnapalli, Schlesinger et Kent concernant la détermination
des éléments matriciels des générateurs de U(n) à partir de schéma de factorisation au sein
de base de Gelfand [37, 38], ou ceux de Floreanini, Lapointe et Vinet [39] sur une description
agébrique de plusieurs oscillateurs identiques.

2.2 Choix d’une châıne de groupe

L’étude des états vibrationnels entreprise dans ce travail s’effectue sous quelques hypothèses.
Examinons nos hypothèses de travail :

- l’approximation de Born-Oppenheimer [40, 41] qui consiste à séparer le mouvement électronique
de celui des noyaux, en supposant que les noyaux effectuent de petits déplacements au
voisinage d’une position d’équilibre,

- la molécule se trouve dans un état électronique fondamental totalement symétrique [41] ;
ce qui nous permet d’éviter tous les problèmes complexes (couplage vibronique2 voire

2Le couplage vibronique est l’interaction entre les degrés de liberté vibrationnels et électroniques ; le couplage
rovibronique quant à lui, couple les degrés de liberté rotationnels, vibrationnels et électroniques.
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rovibronique) liés à la dégénérescence électronique. Cette hypothèse trouve sa justification
dans le fait que l’on étudie des molécules à couches électroniques externes complètes,

- on peut en première approximation, étudier séparément les mouvements de rotation et
de vibration moléculaire (élongation et pliage), c’est-à-dire négliger le couplage rovibra-
tionnel,

- le repère moléculaire satisfait aux conditions d’Eckart [40], ce qui nous permet de con-
sidérer qu’une molécule non linéaire constituée de N noyaux possède (3N-6) degrés de
liberté vibrationnels [41].

Pour rendre compte des états vibrationnels d’un système de p oscillateurs identiques, Moret-
Bailly et Michelot [12] proposent, sous les hypothèses précédentes, l’utilisation de la châıne de
groupes suivante

U(p+ 1) ⊃ U(p) ⊃ S(p) ≃ GMol (2.2.1)

dans laquelle :

• U(p+1) est le groupe dynamique (au sens de Wybourne). Ce groupe doit nous renseigner
sur les propriétés dynamiques du système étudié, comme par exemple les transitions.

• U(p) est le groupe de dégénérescence. Ce groupe doit nous donner accès aux énergies du
système étudié ainsi qu’aux dégénérescences associées.

• S(p) est le groupe de permutation de p objets identiques, en l’occurence ici, les p oscilla-
teurs identiques. Ce groupe est isomorphe au groupe moléculaire GMol pour les molécules
considérées.

Leroy [13] utilise et étudie cette châıne dans le cas particulier p = 4 pour des molécules
telles le méthane ou le silane. Dans le cadre de ce travail, nous nous limiterons à la situation
de 3 oscillateurs identiques, et donc nous caractériserons les états vibrationnels des molécules
XY3 non planaires par

U(4) ⊃ U(3) ⊃ S(3) ≃ C3v. (2.2.2)

L’étude consiste, dans un premier temps, à représenter matriciellement les éléments géométriques
constituant le groupe moléculaire C3v, puis par le processus de projection, de déterminer les
états symétrisés associés.

2.3 Groupe dynamique

Les groupes dynamiques sont les groupes qui peuvent reproduire le spectre d’énergie et
les dégénéres-cences des niveaux, et qui, en plus, contiennent un ensemble d’opérateurs qui
déterminent les probabilités de transition entre les états. Cette dernière propriété exige que
nous considérions les groupes de non invariance dont tous les générateurs ne commutent pas
avec le Hamiltonien du système physique. La construction d’un tel groupe ayant les pro-
priétés précédentes permettrait une description complète des propriétés dynamiques du système
physique ; c’est pourquoi il porte le nom de groupe dynamique du système. Au vue de cette
définition, on constate que le groupe de dégénérescence est un sous-groupe du groupe dy-
namique.

En fait, les symétries dynamiques apparaissent lorsqu’il est possible de résoudre l’équation
de Schrödinger de différentes façons, soit dans différents systèmes de coordonnées ou dans un
système de coordonnées simples qui pourra être orienté dans différentes directions [19]. Par
exemple, pour l’atome d’hydrogène, on peut soit travailler en coordonnées sphériques, soit en
coordonnées paraboliques. Il existe un théorème qui permet de définir le nombre d’opérateurs
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de Casimir d’un groupe semi-simple. L’intérêt que nous aurons à invoquer ce théorème lors
de notre étude des modes vibrationnels par méthode algébrique, est que nous connâıtrons à
l’avance le nombre maximal de paramètres qui interviennent dans l’expression de l’opérateur
Hamiltonien d’ordre zéro.

2.4 Groupe de dégénérescence

Les groupes de dégénérescence (ou groupe d’invariance dynamique) sont ceux qui sont capa-
bles de donner une description complète du système consiréré. Ainsi, ces groupes sont tels qu’il
est possible d’établir une correspondance biunivoque entre les valeurs propres de l’énergie du
système et un ensemble de représentations unitaires irréductibles (R.U.I.) du groupe réalisées
dans l’espace de Hilbert H des fonctions propres du Hamiltonien H, de façon telle qu’à chaque
R.U.I. réalisée dans H appartienne une et une seule valeur propre de H et vice versa. Ainsi,
le degré de dégénérescence de chaque valeur propre est égal à la dimension de la R.U.I. corre-
spondante.

2.5 Le groupe U(n) comme groupe d’invariance de l’oscil-

lateur isotrope de dimension n

Nous allons examiner un résultat essentiel dans la compréhension de notre démarche (physique
et mathématique) adoptée pour l’étude et la description des modes vibrationnels des molécules
XY3 non planaires.

En effet, dans une vision habituelle du problème de l’étude des modes vibrationnels des
molécules, ceux-ci sont décrits comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques
attachés aux différents degrés de liberté vibrationnelle de la molécule envisagée3. Puis, dans
l’approche quantique de ce problème, on examinera les opérateurs correspondants à ces divers
oscillateurs et leurs interactions.

On va dans la section suivante justifier l’utilisation que nous ferons des groupes de Lie
unitaires. En effet, on va montrer que le groupe d’invariance ou de dégénérescence d’un oscil-
lateur isotrope de dimension n est le groupe unitaire d’ordre n, que nous noterons U(n). Ce
résultat essentiel a été découvert indépendamment par Demkov [42, 43] et par Hill et Jauch
[44]. Cependant, c’est l’exposé de Baker que nous utiliserons ici [45].

2.5.1 Oscillateur isotrope de dimension n

Le Hamiltonien d’un oscillateur isotrope de dimension n, admet comme groupe
d’invariance, ou groupe de dégénérescence le groupe unitaire U(n) d’ordre n.

En mécanique classique, les modes vibrationnels des molécules sont décrits comme un en-
semble d’oscillateurs harmoniques ou anharmoniques attachés aux différents degrés de liberté
de la molécule. Le passage à la mécanique quantique peut s’opérer en quantifiant les variables
physiques décrivant ces oscillateurs et leurs interactions.

3On entend par degrés de liberté, les six possibilités de mouvements élémentaires suivants :
• les trois liaisons L1 , L2 , L3,
• les trois angles inter-liaisons α1 2 , α2 3 , α1 3 où αi j est l’angle de pliage entre les liaisons Li et Lj .
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Ainsi, en mécanique classique, on associe la fonction hamiltonienne H suivante à n oscilla-
teurs harmoniques identiques

H =
n∑

k=1

hk =
1

2

n∑

k=1

P 2
k

m
+mω2q2

k (2.5.1)

puis en quantifiant, on obtient

Ĥ =
1

2

n∑

k=1

P̂ 2
k

m
+mω2q̂2

k. (2.5.2)

En posant

P̂k =
P̂k√
m~ω

et Q̂k =

√
mω

~
q̂k (2.5.3)

on réécrit le Hamiltonien comme

Ĥ =
~ω

2

n∑

k=1

(
P̂2

k + Q̂2
k

)
. (2.5.4)

avec [ Q̂k , P̂k ] = i1I, l’expression quantique du Hamiltonien Ĥ est :

Ĥ =
~ω

2

n∑

k=1

[(
Q̂k − iP̂k

) (
Q̂k + iP̂k

)
+ 1
]

= ~ω
n∑

k=1

[(
Q̂k − iP̂k√

2

)(
Q̂k + iP̂k√

2

)
+

1

2

]
.

(2.5.5)
On peut poser :






â†k =
Q̂k − iP̂k√

2
: opérateur de création d’un quantum pour l’oscillateur k

âk =
Q̂k + iP̂k√

2
: opérateur d’annihilation d’un quantum pour l’oscillateur k

(2.5.6)

cette forme d’écriture nous permet de donner la forme suivante au Hamiltonien quantique Ĥ

des n oscillateurs

Ĥ = ~ω
n∑

k=1

[
â†kâk +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

[
n̂k +

1

2

]
= ~ω

[(
n∑

k=1

n̂k

)
+
n

2

]
(2.5.7)

avec l’opérateur n̂k = â†kâk qui est l’opérateur nombre de quanta de l’oscillateur k. On vérifie
également les trois relations de commutation :

[ âk , âl ] = 0 et [ â†k , â
†
l ] = 0 et [ âk , â

†
l ] = δk l. (2.5.8)

Pour que le groupe unitaire U(n) soit le groupe d’invariance de ce système constitué de n
oscillateurs isotropes, il suffit de montrer que pour tout élément quelconque U de U(n), on a

[ U , Ĥ ] = 0 ⇐⇒ U−1 Ĥ U = Ĥ (2.5.9)

Ainsi, choisissons un élément quelconque du groupe U(n), c’est-à-dire une transformation
unitaire U de dimension n, que nous représentrerons par une matrice carrée n×n. Comme cette
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transformation n’affecte que les opérateurs (elle laisse les scalaires invariants), on peut écrire
qu’à la suite de l’action de cette transformation unitaire on a :






âs
U→ â ,

s =
n∑

i=1

ui s âi

â†s
U→ â , †

s =
n∑

j=1

u−1
s j â

†
j

(2.5.10)

il nous reste à vérifier que l’expression du Hamiltonien Ĥ avant la transformation unitaire U

est bien égale à celle Ĥ′ = U−1 Ĥ U après la transformation considérée. On a

Ĥ = ~ω
n∑

k=1

[
â†kâk +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

n∑

l=1

[
â†kâl δk l +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

n∑

l=1

[
â†kâl

(
n∑

s=1

u−1
s kul s

)
+

1

2

]

(2.5.11)
en réorganisant les termes, on obtient alors

Ĥ = ~ω
n∑

s=1

(
n∑

k=1

â†ku
−1
s k

n∑

l=1

âlul s +
1

2

)
= ~ω

n∑

s=1

(
[uk sâk]

†
[
u−1

s l â
†
l

]†
+

1

2

)
(2.5.12)

en utilisant maintenant les définitions (2.5.10) des opérateurs â ,
s et â , †

s on obtient l’expression
suivante

Ĥ = ~ω
n∑

s=1

(
[â ,

s]
† [â , †

s

]†
+

1

2

)
= ~ω

n∑

s=1

(
â , †

s â
,
s +

1

2

)
= Ĥ′ (2.5.13)

finalement, on a bien Ĥ = Ĥ′. Ce qui démontre bien que l’action d’une transformation unitaire
quelconque, d’ordre n, laisse le Hamiltonien de n oscillateurs isotropes (ou d’un oscillateur n
fois dégénéré) invariant.

2.6 Dégénérescence d’un oscillateur de dimension n dans

un état p

On cherche la dégénérescence, notée dimE(n, p), de l’état énergétique E(n, p)

E(n, p) = ~ω
(
p+

n

2

)
= ~ω

(
n∑

i=1

ni +
n

2

)
(2.6.1)

d’un oscillateur de dimension n qui se trouve dans un état |p > tel que
n∑

i=1

ni = p.

2.6.1 Première méthode : analyse de la fonction d’onde

Dans cette première méthode, nous suiverons l’exposé proposé par Pétrachène et Trifonov
[18], qui consiste à remarquer que les fonctions d’onde de ce système se transforment comme
les composantes d’un tenseur symétrique de rang p dans un espace de dimension n. En effet,
notons par Ψ

[ n ]
n1...nn la fonction d’onde de ce système relative à cet état énergétique E(n, p).

Cette fonction s’écrit

Ψ[ n ]
n1...nn

=
1√
n∏

i=1

ni!

n∏

i=1

(
â †

i

)ni

Ψ
[ n ]
0...0 (2.6.2)
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où Ψ
[ n ]
0...0 est la fonction de l’état fondamental. Mais comme l’ordre d’application des opérateurs

â †
i n’intervient pas, ces fonctions Ψ

[ n ]
n1...nn se transforment donc, sous l’action de transformations

unitaires, comme les composantes T
[ n ]
j1...jp

d’un tenseur symétrique de rang p dans un espace de
dimension n. Ceci signifie que la transformation s’effectue sur les composantes de ce tenseur
symétrique. En vertu de la symétrie du tenseur, on peut toujours disposer les indices j1 . . . jp
dans l’ordre croissant

j1 6 j2 6 · · · 6 jp =⇒ j1 < j2 + 1 < · · · < jp + p− 1 (2.6.3)

c’est-à-dire qu’en posant ik ≡ jk + k − 1 on obtient alors la série d’inégalités strictes qui suit

i1 < i2 < · · · < ip. (2.6.4)

Les p nombres ik sont alors tous distincts, et peuvent prendre toutes les valeurs entières
comprises entre 1 et n+ p− 1. Le nombre N(n, p) de composantes indépendantes d’un tenseur
symétrique est donc

N(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1!)
(2.6.5)

Enfin, d’après le théorème de Wigner (1927)4, on sait que la multiplicité de la dégénérescence
d’un niveau d’énergie est égale à la dimension de la représentation correspondante. Comme dans
notre cas, la représentation considérée est celle qui se réalise sur les composantes indépendantes
d’un tenseur symétrique (de rang p dans un espace de dimension n), cela implique nécessairement
que l’ordre de dégénérescence dimE(n, p), de l’état énergétique E(n, p) vaut N(n, p) :

dimE(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
(2.6.6)

2.6.2 Deuxième méthode : dénombrement

Une autre possibilité de raisonnement est possible. Cette dernière est beaucoup plus intuitive
que la précédente, car elle est basée sur la notion de dénombrement. Comme on a la condition

n∑

i=1

ni = p (2.6.7)

cela signifie que l’on cherche tous les n-uplets (n1 , . . . , nn ) différents qui satisfont à cette
condition. En fait le problème est identique à :

”Nombre de possibilités différentes de répartir p boules identiques au sein de n cases iden-
tiques ?”

On commence par placer p boules identiques dans une grande enceinte, puis on introduit
(n− 1) cloisons identiques afin de créer n cases identiques. Ainsi, pour l’unique système formé
des (n− 1) cloisons identiques et des p boules identiques, il y a alors (n+ p− 1)! permutations
possibles qui conservent le nombre d’éléments qui composent ce système. Tenant compte de
l’indiscernabilité des (n−1) cloisons et des p boules, on divise par p! et par (n−1)!. Le nombre
N(n, p) de possibilités différentes de répartir p boules identiques au sein de n cases identiques
est donné par

N(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
. (2.6.8)

4Pour une démonstration complète de ce théorème, on pourra, par exemple, consulter les trois références
[9, 18, 46] et [47]. On trouvera dans ces mêmes références les principales conséquences et applications de ce
théorème à la physique et tout particulièrement à la mécanique quantique.
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Ceci implique que le nombre de n-uplets (n1 , . . . , nn ) différents qui satisfont à la condition
(2.6.7) vaut N(n, p). En d’autres termes, on retrouve bien le résultat trouvé avec la première
méthode.

On peut représenter graphiquement cette fonction dégénérescence, on obtient alors la (Fig.
2.1)

Fig. 2.1 – Dégénérescence N(n, p) d’un état énergétique E(n, p) avec p 6 29 et n 6 10.

Lorsque nous souhaiterons travailler numériquement jusqu’à un certain nombre nq de quanta
particulier, il nous faudra alors tenir compte d’un nombre N(n, nq) d’états physiques qui est

N(n, nq) =

nq∑

p=0

N(n, p) =

nq∑

p=0

C
p

n+p−1 =

nq∑

p=0

(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
=

(n+ nq)!

n!nq!
(2.6.9)

On peut représenter graphiquement cette fonction nombre d’états N(n, nq), et on obtient
alors la (Fig. 2.2)

On constate que le nombre d’états physiques dont il faut tenir compte lorsque l’on souhaite
travailler jusqu’à un certain nombre de quanta nq augmente de manière importante avec la
dimension n de l’oscillateur. Ceci explique, en partie, pourquoi nous avons travaillé sur des
molécules de symétrie C3v : le nombre d’états dont on doit tenir compte est numériquement
traitable.
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Fig. 2.2 – Nombre d’état énergétique N(n, nq) avec nq 6 29 et n 6 10.

2.6.3 Cas particulier : n = 3

Dans cette situation particulière d’un oscillateur de dimension trois (c’est-à-dire triplement
dégénéré) dans l’état ns

5, on trouve que l’ordre de dégénérescence du niveau E(3, ns) vaut

dimE(3, ns) = C
ns

ns+3 =
(ns + 2)(ns + 1)

2
(2.6.10)

Nous verrons au cours de l’étude des représentations des groupes unitaires de dimension finie,
que cette dimension est en fait celle de la représentation totalement symétrique de U(3) (qui sera
notre groupe de dégénérescence dans le formalisme algébrique utilisé), notée [ns , 0 , 0], et que ce
type de représentation particulière tient une place prépondérante dans la description physique
des modes vibrationnels des molécules que nous considérerons. Le résultat (2.6.10) obtenu est
un cas particulier de la formule de Weyl [48]. Ainsi, dans le cas n = 3, le nombre d’états
vibrationnels qui intervient dans le problème, jusqu’à 29 quanta, est représenté graphiquement
sur la figure 2.6.3 qui suit

On peut d’ailleurs vérifier que, dans cette situation particulière, le nombre d’états dont on
devrait tenir compte lors d’un traitement de ce problème est N(3, 29) = 4960 ; et on a bien :

N(3, 29) =

nq=29∑

p=0

N(3, p) =

nq=29∑

p=0

C
p

p+2 =
1

2

nq=29∑

p=0

(p+ 2)(p+ 1) = 4960 (2.6.11)

5Cette notation ns est directement liée à notre étude ultérieure des modes vibrationnels d’élongation des
diverses molécules XY3 étudiées. Lors de cette étude, ns représentera le nombre total de quanta qui se trouvent
être répartis sur les trois liaisons des molécules.
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Fig. 2.3 – Nombre d’états physiques d’un oscillateur triplement dégénéré avec nq 6 29.

qui est bien le résultat obtenu avec la relation (2.6.9) précédente

N(3, 29) =
(3 + 29)!

29! 3!
= 4960 (2.6.12)

le principal intérêt de cette dernière formule, étant bien évidemment d’éviter une sommation
discrète sur le paramètre p. Lors de l’étude des représentations de dimension finie des groupes
unitaires, nous préciserons le lien entre ces différentes formules. Nous verrons alors que cette
dimension est en fait celle de la représentation totalement symétrique de U(4) (qui sera notre
groupe dynamique), notée [ns , 0 , 0 , 0]. On constate alors que

dim [ns = 29 , 0 , 0 , 0] =
ns=29∑

p=0

dim [p , 0 , 0] (2.6.13)

cette relation est strictement identique à (2.6.11) si ce n’est qu’elle est exprimée dans le langage
usuel des représentations de dimension finie des groupes unitaires.
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Chapitre 3

Généralités sur les groupes unitaires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous n’allons pas entreprendre une étude mathématique complète des
groupes unitaires. Le lecteur intéressé par une telle étude pourra, par exemple, se reporter aux
références [49, 50]. Nous nous limiterons ici à l’étude et à la classification des représentations
de dimension finie des groupes unitaires, ce problème n’ayant d’ailleurs trouvé sa solution que
récemment. En effet, ce n’est qu’en 1950 que Gelfand et Zetlin (G-Z) [15] ont mené à terme
l’étude de la classification des représentations de dimension finie des groupes unitaires. Nous
adopterons, par principe, que les développements mathématiques proposés dans ce travail,
sont limités à la bonne compréhension des idées physiques auxquelles ils sont rattachés. Mais
avant d’exposer la méthode générale d’étude des représentations de dimension finie des groupes
unitaires due à G-Z, nous allons commencer par introduire la notion de groupe de Lie, ainsi que
quelques éléments de vocabulaire qui nous servirons dans la suite de ce travail. En effet, dans
l’étude des symétries des systèmes physiques, les groupes unitaires font partie d’une catégorie
importante : les groupes de Lie.

3.2 Définition des générateurs d’un groupe de Lie

Dans cette section nous allons présenter les principales caractéristiques des groupes de Lie et
nous nous placerons du point de vue du physicien qui souhaite utiliser ces outils mathématiques
pour la description des objets physiques qu’il considère. Dans un groupe de Lie, que nous
noterons G, il y a une infinité d’éléments1 (contrairement aux groupes discrets), les éléments
sont indicés par des paramètres (réels ou complexes) qui varient de façon continue dans un
certain intervalle. Un élément quelconque du groupe peut être noté U(α1, α2, . . . , αD)2, où les
αn varient dans un intervalle donné. Le nombre D de paramètres indépendants nécessaires à
la spécification d’un élément quelconque du groupe s’appelle la dimension du groupe. Il est
important de noter que la dimension d’un groupe de Lie n’a rien à voir avec la dimension de
ses représentations matricielles.

Dès lors, le produit de deux éléments d’un groupe de Lie peut donc être représenté de la

1Pour qu’un groupe continu G de dimension D soit un groupe de Lie, il ne suffit pas que ses éléments varient
de façon continue, il faut en plus qu’il possède la structure d’une variété différentiable, c’est-à-dire, qu’il est
possible de le mettre en correspondance avec IRD pour le paramétrer.

2Cela signifie simplement que l’on choisit un certain espace vectoriel E de dimension finie D, et munie d’une
certaine base B. C’est sur cet espace vectoriel E que l’on représente l’élément U du groupe de Lie G par la forme
choisie U(α1, α2, . . . , αD).
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façon suivante
U(α1, . . . , αD) × U(β1, . . . , βD) = U(γ1, . . . , γD) (3.2.1)

avec
γn = γn(α1, . . . , αD ; β1, . . . , βD) (1 6 n 6 D) (3.2.2)

Par exemple, le groupe des rotations et le groupe des translations spatiales sont deux groupes
de Lie de dimension D = 3. Pour le groupe de Lie des translations spatiales (de translation
~r0), le vecteur ~r0 constitue un ensemble de trois paramètres réels appropriés. Pour le groupe
des rotations, les trois angles d’Euler (θ , ϕ , ψ) constituent eux aussi un ensemble de trois
paramètres réels appropriés.

L’étude des groupes de Lie est facilitée grâce à une caractéristique remarquable, en effet,
la plupart de leurs propriétés s’obtient simplement de la considération des éléments voisins de
l’élément neutre 1I du groupe de Lie considéré. Notons d’abord que l’on peut toujours choisir
les paramètres αn de sorte que l’élément neutre 1I corresponde à des valeurs nulles de tous les
αn, c’est-à-dire :

U(0, 0, . . . , 0) = 1I. (3.2.3)

Ainsi, si tous les paramètres αn sont petits, alors l’élément U(α1, . . . , αD) associé est voisin
de l’élément neutre. Considérons alors l’élément U(α1, . . . , αD) voisin de l’élément neutre 1I,
on peut alors effectuer un développement limité au premier ordre par rapport aux αn de cet
élément, on a alors :

U(α1, . . . , αD) = 1I +
D∑

n=1

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I − (i2)
D∑

n=1

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I − i
D∑

n=1

i

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I − i

D∑

n=1

αnXn + O(α2)

(3.2.4)

avec l’expression O(α2) qui représente tous les termes d’ordre deux ou plus en αn. Nous avons
introduit, de façon arbitraire, le terme i2 dans nos développements, afin de pouvoir satisfaire à
certaines relations de commutation. Les Xn sont définis comme :

Xn = i

(
∂U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

. (3.2.5)

On appelle ces D opérateurs Xn (n = 1, . . . , D), les générateurs du groupe de Lie. Ces
générateurs Xn agissent dans le même espace que les éléments U du groupe de Lie envisagé.

3.2.1 Paramétrisation exponentielle ou représentation exponentielle.

On sait qu’un élément U(α1, . . . , αD), pour lequel les paramètres αn sont très petits, est
voisin de l’élément neutre 1I. Notons U(δα1, . . . , δαD) un tel élément, on a

U(δα1, . . . , δαD) = 1I − i

D∑

n=1

δαnXn + O(α2) (3.2.6)
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écrivons
δαn =

αn

N
(3.2.7)

avec N ∈ IN. Cette écriture particulière des paramètres du groupe nous permet alors d’obtenir
les divers développements qui suivent

U(α1, . . . , αD) = lim
N→+∞

[U(δα1, . . . , δαD)]N

= lim
N→+∞

[
U
(α1

N
, . . . ,

αn

N

)]N

= lim
N→+∞

[
1I − i

D∑

n=1

αn

N
Xn + O

(
α2

N2

)]N

= e

−i

D∑

n=1

αnXn

(3.2.8)

la dernière ligne est obtenue en utilisant le fait que, pour un opérateur X̂ quelconque, nous
avons

e
bX = lim

N→∞

N∑

k=0

X̂k

k!
= lim

N→∞

N∑

k=0

N !

(N − k)!

1

Nk

1

k!
X̂k1IN−k = lim

N→∞

N∑

k=0

C
k

N

X̂k

Nk
1IN−k = lim

N→∞

(
1I +

X̂

N

)N

.

(3.2.9)
L’expression (3.2.8) est la paramétrisation exponentielle de la représentation U(α1, . . . , αD) de
l’élément considéré du groupe de Lie G, c’est-à-dire que l’on représente les éléments U(α1, . . . , αD)
sous la forme d’une exponentielle d’opérateurs. Cette forme de représentation des éléments
d’un groupe de Lie est bien connue en mécanique quantique. En effet, on la retrouve, par ex-
emple, dans l’expression mathématique des propriétés d’un système physique, qui possède la
caractéristique de rester invariant sous l’action d’une rotation ou d’une translation.

3.3 Définitions et vocabulaire

Nous allons examiner maintenant comment la notion de constante de structure permet
d’accéder à une classification simple des groupes continus, et ceci de manière tout à fait générale.

3.3.1 Groupe de Lie compact

Un groupe de Lie est dit compact si tous ses paramètres prennent des valeurs continues
dans des domaines fermés et bornés, c’est-à-dire des domaines compacts. L’algèbre associée (au
groupe de Lie considéré) est-elle aussi qualifiée de compacte.

3.3.2 Le rang d’un groupe de Lie

Le rang d’un groupe de Lie est simplement défini par le plus grand nombre de générateurs
qui commutent entre eux.
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3.3.3 Groupe abélien

Un groupe est dit abélien si tous ses éléments commutent. Ansi dans le cadre d’un groupe de
Lie unitaire G de dimension D, cela signifie simplement que toutes les constantes de structures
sont nulles :

Cq
m n = 0 1 6 m,n, q 6 D. (3.3.1)

Cette condition implique alors que nous avons [Xm , Xn] = 0 et ceci pour tout m et n appar-
tenant au domaine [ 1, . . . , D ]. En vertu de la définition du rang d’un groupe de Lie, on en
déduit donc que le rang d’un groupe de Lie abélien est égal à la dimension de ce groupe.

3.3.4 Sous-groupe

Un sous-groupe H (de dimension d) d’un groupe de Lie unitaire G (de dimension D ≥ d)
est un ensemble de Σ éléments formant eux-mêmes un groupe. Si on note par (α1, α2, . . . , αd)
les paramètres associés au sous-groupe H dans l’ensemble (α1, α2, . . . , αD) associé au groupe
G, alors on doit avoir

[Xm , Xn] = i
d∑

l=1

C l
m nXl 6 m,n, l 6 d (3.3.2)

ce qui s’écrit aussi de la manière strictement équivalente suivante

C l
m n = 0 1 6 m,n 6 d et d 6 l 6 D. (3.3.3)

3.3.5 Sous-groupe invariant (ou idéal)

Un sous-groupe invariant H (de dimension d 6 D) d’un groupe de Lie unitaire G (de
dimension D et d’éléments U) est l’ensemble des éléments UH, qui contient tous les Σ éléments

conjugués UH ≡ U UH U−1de ses éléments.
Si H contient UH alors il contient également tous les éléments du type U UH U−1 U−1

H
=

UH U−1

H
ceci puisque H est un sous-groupe donc un groupe, et comme UH ∈ H et U−1

H
∈ H

alors cela implique que le produit de ces deux éléments appartient lui aussi au sous-groupe H.
Or, on sait que

U UH U−1 U−1

H
= 1I −

D∑

m=1

d∑

n=1

αmβn [Xm , Xn] + O(α2, β2) ∈ H (3.3.4)

avec la condition

[Xm , Xn] = i

λ∑

l=1

C l
m nXl avec : 1 6 m 6 D et 1 6 n 6 d (3.3.5)

il nous faut déterminer λ afin que U UH U−1 U−1

H
appartienne bien au sous-groupe H. On peut

donc écrire

U UH U−1 U−1

H
= 1I − i

λ∑

l=1

(
D∑

m=1

d∑

n=1

αmβnC
l
m n

)
Xl

︸ ︷︷ ︸
≡ γl

+O(α2, β2) ∈ H

= 1I − i
λ∑

l=1

γl Xl ∈ H

(3.3.6)
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ce qui implique que λ = d. Ainsi, on a la relation

[Xm , Xn] = i
d∑

l=1

C l
m nXl avec : 1 6 m 6 D et 1 6 n, l 6 d. (3.3.7)

3.3.6 Groupe simple

Un groupe de Lie unitaire G est dit simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe invariant que
son élément unité.

3.3.7 Groupe semi-simple

Un groupe de Lie unitaire G est qualifié de semi-simple, s’il n’a pas d’autre sous-groupe
invariant abélien que son élément unité ou lui même.

3.4 Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir

3.4.1 Définition

Les opérateurs invariants ou opérateurs de Casimir d’un groupe, sont par définition, des
opérateurs qui ont la propriété de commuter avec tous les générateurs du groupe considéré.

Par exemple, pour le groupe SO(3), si on définit Jx , Jy et Jz, alors en définissant l’opérateur
J2 ≡ J2

x + J2
y + J2

z , on a [
J2 , Ji

]
= 0 avec i = x , y , z (3.4.1)

l’opérateur J2 ≡ J2
x + J2

y + J2
z est donc un opérateur invariant du groupe SO(3).

3.4.2 Théorème de Racah

Introduction et interêt

Les groupes semi-simples sont, très souvent, ceux qui interviennent lors de la description des
systèmes physiques qui possèdent la propriété d’être invariants par rapport à une transforma-
tion géométrique quelconque. Lorsqu’une grandeur physique caractérisant un système possède
la propriété d’être invariante par rapport à une transformation non géométrique, on dit que
la symétrie associée est dynamique. En général, ces symétries dynamiques ont pour origine
une forme particulière de l’équation de Schrödinger, ou elles sont la conséquence de lois clas-
siques. On peut par exemple examiner l’atome d’hydrogène et l’oscillateur isotrope, comme
étant deux systèmes physiques qui admettent des symétries dynamiques. En ce qui concerne
l’atome d’hydrogène, la forme particulière de l’équation de Schrödinger provient du potentiel de
type coulombien qui décrit la dynamique de l’électron par rapport au noyau. On montre alors
qu’au sens de [19], pour les états liés de l’atome d’hydrogène, le groupe de symétrie dynamique
est SO(4), et lorsqu’on considère les états du continuum, le groupe de symétrie dynamique est
SO(3, 1). Par contre, pour Wybourne [16], le groupe dynamique de l’atome d’hydrogène, en ten-
ant compte du continuum, est SO(4, 2). En ce qui concerne l’oscillateur isotrope de dimension
p, son groupe dynamique est, pour nous, U(p+ 1) ; mais il existe bien d’autres possibilités [16]
tel les groupes non compacts SU(p, 1), Sp(2p, IR), ou encore Os(p) = N(p)∧H où N(p) est le
groupe de Heisenberg, H est le Hamiltonien du système et ∧ représente le produit semi-direct.
En fait, pour être précis, cette notation concerne les algèbres et non les groupes. Si l’algèbre
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de Heisenberg relative au groupe N(p) est désignée par hp, et si celle relative au groupe du
Hamiltonien H est notée

gH =
{
a† , a

}
(3.4.2)

alors l’opération qui définie Os(p) devrait être notée

gOs(p) = hp ⊕ gH . (3.4.3)

A titre d’exemple, pour p = 3, c’est-à-dire pour un oscillateur isotrope de dimension 3, on a
h3 =

{
a† , a , 1I

}
3, de sorte que

gOs(3) =
{
a† , a , 1I

}
⊕
{
a† , a

}
. (3.4.4)

Théorème de Racah :

Pour tout groupe de Lie semi-simple de rang k, il existe k opérateurs invariants
ou opérateurs de Casimir.

Une démonstration de ce théorème a été donné par G. Racah, et elle peut être trouvée dans
la référence [51]. Ce théorème nous indique que le groupe SO(3) n’admet qu’un seul et unique
opérateur invariant, à savoir l’opérateur J2.

3.4.3 Rang du groupe unitaire U(n)

Par définition, le groupe unitaire U(n) est formé par l’ensemble des matrices carrées M de
dimension (n× n) qui vérifient

M M† = 1In avec M† = M⋆t

. (3.4.5)

Puis, comme chacune des matrices carrées M possède n2 éléments Mi j avec 1 ≤ i, j ≤ n, cela
signifie que le groupe unitaire U(n) admet n2 générateurs indépendants.

On a vu précédemment que le rang d’un groupe de Lie est donné par le nombre maximal
de générateurs qui commutent entre eux. Notons Ei j (avec 1 ≤ i, j ≤ n) les n2 générateurs de
U(n), ces générateurs satisfont à la relation de commutation [11] suivante :

[Ei m , Ej n ] = δj mEi n − δi nEj m avec E†
i m = Em i. (3.4.6)

Cette relation de commutation indique que le plus grand ensemble de générateurs Ei j (avec
1 ≤ i, j ≤ n) qui commutent entre eux, est formé par l’ensemble Ωn ≡ {Ei i} (card (Ωn) = n).

3.4.4 La forme de Killing ou tenseur métrique

On définit la forme de Killing d’un groupe de Lie G à D paramètres par la relation suivante

[g]n m ≡
D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
n pC

p
m q (3.4.7)

cette forme est symétrique puisque [g]n m = [g]m n, et porte aussi le nom de tenseur métrique du
groupe de Lie G. En fait, on peut donner une autre forme (strictement équivalente) à ce tenseur.

3Selon les auteurs, on définit l’algèbre de Heisenberg h3 de manière légèrement différente : on ajoute l’élément
a† a aux trois éléments

{
a† , a , 1I

}
. Ainsi, au lieu de noter h3 l’algèbre de Heisenberg, on la désigne alors par

h4.
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Pour ceci, on définit une représentation4 matricielle [19] des générateurs Xi (i = 1, . . . , D) du
type

Xn |Xp 〉
déf
= Cq

n p |Xq 〉 et 〈Xi | Xj 〉
déf
= δi j (3.4.8)

ceci implique
Cq

n p = 〈Xq | Xn |Xp 〉 = [Xn ]q p (3.4.9)

de sorte que la forme de Killing puisse maintenant s’écrire

[g]n m ≡
D∑

p=1

D∑

q=1

[Xn ]q p [Xm ]p q = Tr ( [Xn ] [Xm ] ) = Tr (XnXm ) (3.4.10)

la dernière écriture étant simplement utilisée afin d’alléger un peu la notation. Ainsi, la matrice
représentative du tenseur métrique [g] est carrée et de dimension (D × D). Elle s’exprime
comme :

[g] =




Tr (X1X1 ) Tr (X1X2 ) . . . . . . T r (X1XD )

Tr (X2X1 )
. . .

...
... Tr (XnXn )

...
...

. . .
...

Tr (XD X1 ) . . . . . . . . . T r (XD XD )




(3.4.11)

Comme on a une matrice carrée de dimension (D × D), cela nous permet d’écrire que le
déterminant de [g] vaut

det [g] =
D∑

i=1

gi c (−1)i+c |Mi c | (3.4.12)

où la somme s’effectue sur les lignes i de la matrice à la colonne c fixée, |Mi c | est le mineur
associé à l’élément gi c considéré. On a alors

det [g] =
D∑

i=1

Tr (XiXc ) (−1)i+c |Mi c |

=
D∑

i=1

D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
i pC

p
c q (−1)i+c |Mi c |

(3.4.13)

finalement, on obtient l’expression suivante du déterminant de la matrice carrée, représentative
de la forme de Killing dans cette représentation particulière :

det [g] =
D∑

i=1

[
D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
i pC

p
c q (−1)i+c |Mi c |

]
(3.4.14)

3.4.5 Critère de Cartan
Critère de Cartan :

Un groupe de Lie G est semi-simple si le déterminant de la forme de Killing
qui lui est associée est différent de zéro.

4Cette représentation particulière porte le nom de représentation régulière ou adjointe du groupe de Lie G

considéré.
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Pour démontrer ceci, il suffit de remarquer que si le groupe de Lie G considéré n’est pas
semi-simple, alors le déterminant de la forme de Killing qui lui est associée est nul. Ceci sig-
nifie simplement que, si le groupe de Lie G n’est pas semi-simple, alors ce groupe admet un
certain sous-groupe H invariant abélien (autre que l’élément identité) qui est, par hypothèse,
de dimension d < D. Dès lors, les constantes de structures du groupe de Lie G vérifient

C l
m n = C l

n m = 0 pour 1 6 m 6 D
pour 1 6 n 6 d
pour d+ 1 6 l 6 D

(3.4.15)

Ainsi, à ce stade, le déterminant de la forme de Killing (associé au groupe G) prend la forme
qui suit

det [g] =
D∑

i=1

[
d∑

p=1

d∑

q=1

Cq
i pC

p
c q (−1)i+c |Mi c |

]
(3.4.16)

de plus, comme le sous-groupe invariant abélien H est, de par sa définition, un sous-groupe
abélien, alors il est aussi un groupe abélien. Cela implique que ses constantes de structure Cc

a b

avec 1 6 a , b , c 6 sont toutes nulles. On en conclut donc que

Cc
a b = 0 1 6 a , b , c 6 d (3.4.17)

ainsi, en choisissant la colonne c fixée parmi celle relative au sous-groupe invariant abélien H,
on peut donc écrire que :

Cp
c q = 0 1 6 p , q 6 d (3.4.18)

finalement le déterminant de la forme de Killing devient

det [g] = 0 (3.4.19)

car tous les éléments de la colonne c de la matrice représentative du tenseur métrique sont nuls.

3.4.6 Semi-simplicité du groupe U(n)

Nous allons démontrer la semi-simplicité du groupe unitaire U(n) à l’aide du critère de
Cartan. Soient Ei j (avec 1 6 i 6 n) les n2 générateurs de ce groupe, qui satisfont à la relation
de commutation (3.4.6).

Afin de pouvoir réaliser ces n2 générateurs, on peut utiliser, entre autre, deux représentations
possibles : la représentation bosonique et la représentation matricielle “unité”.

La représentation bosonique

On introduit les opérateurs bosons création et annihilation, respectivement notés b†i et bj
(1 6 i , j 6 n) qui satisfont aux relations de commutations de Bose

[
b†i , b

†
j

]
= [ bi , bj ] = 0 et

[
bi , b

†
j

]
= δi j (3.4.20)

puis, afin de réaliser les n2 générateurs Ei j du groupe unitaire U(n), on pose

Ei j = b†i bj avec 1 6 i , j 6 n (3.4.21)

on vérifie donc qu’on a bien l’égalité :
[
b†i bm , b

†
j bn

]
= δj m b

†
i bn − δi n b

†
j bm. (3.4.22)
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La représentation matricielle “unité”

Dans le cadre de cette représentation particulière, on pose par définition que le générateur
Ei j (du groupe U(n)) est représenté par une matrice carrée de dimension n, construite avec
des zéros partout sauf un 1 qui se trouve à l’intersection de la ligne i et de la colonne j. Ceci
implique

Ea bEc d = δb cEa d. (3.4.23)

Puis, de la même façon que précédemment, on vérifie également l’égalité (3.4.6).

Forme de Killing associée

On va maintenant écrire la matrice5 représentative de la forme de Killing associée au groupe
U(n). Pour cela, nous utiliserons la représentation matricielle “unité”. Effectuons la correspon-
dance suivante

Ea b = Xα = Xn(a−1)+b (3.4.24)

A titre d’exemple, pour le groupe U(3), on a les 3 × 3 = 9 quantités Xα suivantes :

E1 1 ≡ X1 E2 1 ≡ X4 E3 1 ≡ X7

E1 2 ≡ X2 E2 2 ≡ X5 E3 2 ≡ X8

E1 3 ≡ X3 E2 3 ≡ X6 E3 3 ≡ X9

(3.4.25)

Ainsi, avec (a, b) ∈ [1, n], on a effectivement α ∈ [1, n2]. Les termes de la matrice métrique
sont alors du type

[g]α β = Tr (XαXβ ) = Tr (Ea bEc d ) = Tr ( δb cEa d ) = δb c Tr (Ea bEb d ) (3.4.26)

avec les deux conditions :
α ≡ (a, b) et β ≡ (c, d). (3.4.27)

Cette dernière forme d’écriture de l’élément [g]α β nous conduit naturellement à distinguer
les trois situations mathématiques qui suivent :

• 1) ∀a 6= b 6= d 6= a avec (a, b, d) ∈ [1, n] :
On a alors :

Ea bEb d = Ea d donc Tr (Ea bEb d ) = Tr (Ea d ) = 0. (3.4.28)

• 2) ∀(a, b) ∈ [1, n] avec d = a 6= b :
On a alors :

Ea bEb a = Ea a donc Tr (Ea bEb a ) = Tr (Ea a ) = 1. (3.4.29)

• 3) ∀a ∈ [1, n] :
On a alors :

Ea aEa a = Ea a donc Tr (Ea aEa a ) = Tr (Ea a ) = 1. (3.4.30)

Examinons les résultats obtenus dans le cadre des trois situations précédentes. Il résulte
qu’un élément par ligne et par colonne de la matrice représentative du tenseur métrique vaut 1 et
les autres sont tous nuls. On peut donc conclure que le déterminant de la matrice [g] est non nul,
d’après le critère de Cartan, le groupe unitaire U(n) est semi-simple. Par conséquent, en vertu,

5Cette matrice est carrée et d’ordre (n2 × n2).
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du théorème de Racah, le groupe unitaire U(n) admet n opérateurs invariants (opérateurs de
Casimir). De plus, on peut remarquer que la matrice [g]U(n) représentative du tenseur métrique
du groupe U(n) est bien symétrique comme nous l’avions déjà mentionné lors de sa définition.

Pour bien comprendre la forme de la matrice métrique, on peut, à titre d’exemple, exprimer
cette dernière dans le cas particulier du groupe U(3). On obtient alors la matrice 9×9 suivante




Tr ( X1 X1 ) Tr ( X1 X2 ) Tr ( X1 X3 ) Tr ( X1 X4 ) Tr ( X1 X5 ) Tr ( X1 X6 ) Tr ( X1 X7 ) Tr ( X1 X8 ) Tr ( X1 X9 )
Tr ( X2 X1 ) Tr ( X2 X2 ) Tr ( X2 X3 ) Tr ( X2 X4 ) Tr ( X2 X5 ) Tr ( X2 X6 ) Tr ( X2 X7 ) Tr ( X2 X8 ) Tr ( X2 X9 )
Tr ( X3 X1 ) Tr ( X3 X2 ) Tr ( X3 X3 ) Tr ( X3 X4 ) Tr ( X3 X5 ) Tr ( X3 X6 ) Tr ( X3 X7 ) Tr ( X3 X8 ) Tr ( X3 X9 )
Tr ( X4 X1 ) Tr ( X4 X2 ) Tr ( X4 X3 ) Tr ( X4 X4 ) Tr ( X4 X5 ) Tr ( X4 X6 ) Tr ( X4 X7 ) Tr ( X4 X8 ) Tr ( X4 X9 )
Tr ( X5 X1 ) Tr ( X5 X2 ) Tr ( X5 X3 ) Tr ( X5 X4 ) Tr ( X5 X5 ) Tr ( X5 X6 ) Tr ( X5 X7 ) Tr ( X5 X8 ) Tr ( X5 X9 )
Tr ( X6 X1 ) Tr ( X6 X2 ) Tr ( X6 X3 ) Tr ( X6 X4 ) Tr ( X6 X5 ) Tr ( X6 X6 ) Tr ( X6 X7 ) Tr ( X6 X8 ) Tr ( X6 X9 )
Tr ( X7 X1 ) Tr ( X7 X2 ) Tr ( X7 X3 ) Tr ( X7 X4 ) Tr ( X7 X5 ) Tr ( X7 X6 ) Tr ( X7 X7 ) Tr ( X7 X8 ) Tr ( X7 X9 )
Tr ( X8 X1 ) Tr ( X8 X2 ) Tr ( X8 X3 ) Tr ( X8 X4 ) Tr ( X8 X5 ) Tr ( X8 X6 ) Tr ( X8 X7 ) Tr ( X8 X8 ) Tr ( X8 X9 )
Tr ( X9 X1 ) Tr ( X9 X2 ) Tr ( X9 X3 ) Tr ( X9 X4 ) Tr ( X9 X5 ) Tr ( X9 X6 ) Tr ( X9 X7 ) Tr ( X9 X8 ) Tr ( X9 X9 )




(3.4.31)
c’est-à-dire



Tr (E11E11) Tr (E11E12) Tr (E11E13) Tr (E11E21) Tr (E11E22) Tr (E11E23) Tr (E11E31) Tr (E11E32) Tr (E11E33)
Tr (E12E11) Tr (E12E12) Tr (E12E13) Tr (E12E21) Tr (E12E22) Tr (E12E23) Tr (E12E31) Tr (E12E32) Tr (E12E33)
Tr (E13E11) Tr (E13E12) Tr (E13E13) Tr (E13E21) Tr (E13E22) Tr (E13E23) Tr (E13E31) Tr (E13E32) Tr (E13E33)
Tr (E21E11) Tr (E21E12) Tr (E21E13) Tr (E21E21) Tr (E21E22) Tr (E21E23) Tr (E21E31) Tr (E21E32) Tr (E21E33)
Tr (E22E11) Tr (E22E12) Tr (E22E13) Tr (E22E21) Tr (E22E22) Tr (E22E23) Tr (E22E31) Tr (E23E32) Tr (E22E33)
Tr (E23E11) Tr (E23E12) Tr (E23E13) Tr (E23E21) Tr (E22E22) Tr (E23E23) Tr (E23E31) Tr (E23E32) Tr (E23E33)
Tr (E31E11) Tr (E31E12) Tr (E31E13) Tr (E31E21) Tr (E31E22) Tr (E31E23) Tr (E31E31) Tr (E31E32) Tr (E31E33)
Tr (E32E11) Tr (E32E12) Tr (E32E13) Tr (E32E21) Tr (E32E22) Tr (E32E23) Tr (E32E31) Tr (E32E32) Tr (E32E33)
Tr (E33E11) Tr (E33E12) Tr (E33E13) Tr (E33E21) Tr (E33E22) Tr (E33E23) Tr (E33E31) Tr (E33E32) Tr (E33E33)




(3.4.32)
après calcul de ces différentes quantités, on obtient l’expression de la matrice représentative du
tenseur métrique [g]U(3) qui suit

[g]U(3) =




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1




=⇒ det [g]U(3) = −1 6= 0 (3.4.33)

on en conclu que le groupe unitaire d’ordre trois est bien semi-simple, et donc qu’il admet trois
opérateurs invariants.

Remarque :
Si on note par ei , j la réalisation d’un générateur Ei j suivant la représentation matricielle

unité, on constate que la matrice [g]U(3) peut également s’écrire

[g]U(3) =




e1 , 1 e2 , 1 e3 , 1

e1 , 2 e2 , 2 e3 , 2

e1 , 3 e2 , 3 e3 , 3



 (3.4.34)

et la matrice [g]U(n) peut s’écrire sous la forme de la matrice carrée (n2 × n2) suivante

[g]U(n) =




e1 , 1 e2 , 1 · · · en−1 , 1 en , 1

e1 , 2 e2 , 2 · · · en−1 , 2 en , 2
...

. . .
...

...
. . .

...
e1 , n · · · en , n




=⇒ [g]2U(n) = 1In2 . (3.4.35)
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La dernière égalité implique que det [g]U(n) = ±1. Il y a dans [g]U(n), n colonnes qui con-
tribuent à mettre un 1 sur la diagonale. En effet, les n éléments diagonaux ei , i sont des matrices
qui admettent un 1 sur leur diagonale (à l’intersection de la ligne i et de la colonne i). Ce qui im-
plique qu’il y a 1

2
(n2 − n) couples de colonnes à permuter pour obtenir la matrice [g]2U(n) = 1In2 .

Ainsi, on en déduit que le déterminant de [g]U(n) est

det [g]U(n) = (−1)
n(n−1)

2 6= 0 ∀n ∈ IN =⇒ U(n) est bien un groupe semi-simple.
(3.4.36)

Dans le cas particulier n = 3, on retrouve bien le résultat (3.4.33).
Il nous faut maintenant exprimer les opérateurs invariants des groupes unitaires U(n), et

plus particulièrement ceux des groupes U(3) et U(4) qui interviendrons ultérieurement dans
l’étude des modes vibrationnels des molécules considérées.

3.5 Modèle algébrique du Hamiltonien

3.5.1 Introduction

De part la définition des générateurs d’un groupe dynamique, toute observable doit pouvoir
s’écrire en un développement de l’ensemble de ces générateurs. Ainsi, l’opérateur Hamiltonien
H du système à p degrés de liberté peut s’écrire sous la forme d’un développement en série de
puissance des générateurs Ei j du groupe unitaire U(p+ 1) :

H = α0 1Id +

p+1∑

i,j

α1
i jEi j +

1

2

p+1∑

i,j,k,l

α2
i j k lEi jEk l + · · · . (3.5.1)

Mais l’écriture du Hamiltonien sous cette forme, conduit à un modèle qui repose sur un nom-
bre de paramètres très important. De plus, une telle écriture présente un autre inconvénient : elle
ne repose pas explicitement sur la symétrie moléculaire du système considéré. Afin de remédier
à ces inconvénients, Gilmore et Draayer [52], ont introduit le concept de symétrie dynamique.
L’idée initiale consiste à remarquer que le Hamiltonien relatif à une molécule doit être invariant
sous l’action des différentes opérations de symétrie du groupe moléculaire GMol. Dans le cadre
d’un formalisme algébrique, le moyen le plus simple pour satisfaire à cette condition physique,
est de construire le Hamiltonien à partir des différents invariants des groupes constituants la
châıne algébrique.

3.5.2 Le concept de symétrie dynamique

Ce concept, développé par Gilmore et Draayer [52] ainsi que par Iachello et Levine [6],
permet d’obtenir l’allure du spectre. Son énoncé est le suivant :

le Hamiltonien d’ordre zéro est construit à partir des opérateurs invariants des groupes continus
et semi-continus présents dans la châıne algébrique.
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Exemple : Le rotateur rigide

Dans le cas d’une molécule diatomique, on peut caractériser ses états rotationnels par la
châıne de groupes suivante :

Châıne de groupes : SU(3) ⊃ SO(2)
↓ ↓

Opérateurs invariants : J2 J2
z

↓ ↓
Valeurs propres : j(j + 1) K2.

(3.5.2)

On en déduit donc que, dans la base standard { |j , K〉 }, le Hamiltonien d’odre zéro et
l’énergie associée s’écrivent respectivement comme :

H0 = αJ2 + β J2
z =⇒ E

{ |j , K〉 }
0 = α j(j + 1) + β K2. (3.5.3)

On a ainsi un problème algébriquement soluble, puisque, dans la châıne considérée, le Hamil-
tonien est diagonal : l’énergie est fonction des nombres quantiques caractéristiques de la châıne
de groupes.

3.6 Groupe unitaire SU(n) comme sous-groupe spécial

unitaire du groupe unitaire U(n)

3.6.1 Définition du passage

Par définition, le groupe spécial unitaire SU(n) est formé des matrices unitaires carrées (n×
n) de déterminant égal à +1. Ces groupes sont très utilisés en physique : SU(2) décrit les états
de particules possédant des spins 1

2
, SU(3) est lié aux propriétés harmoniques d’oscillateurs ou à

la rotation des propriétés des systèmes, et SU(4) représente des états de particules élémentaires
dans le modèle des quarks [19].

En fait, pour passer du groupe unitaire U(n) à son sous-groupe spécial unitaire SU(n), il
suffit de poser les transformations suivantes [10] sur les générateurs

∀ 1 6 i, j 6 n E
SU(n)
i j ≡ E

U(n)
i j − I

U(n)
1

n
δi j (3.6.1)

avec I
U(n)
1 =

n∑

i=1

E
U(n)
i i qui est l’opérateur de Casimir linéaire du groupe unitaire U(n). On peut

alors remarquer que :

I
SU(n)
1 =

n∑

i=1

E
SU(n)
i i =

n∑

i=1

(
E

U(n)
i i − I

U(n)
1

n

)
=

n∑

i=1

E
U(n)
i i − I

U(n)
1 = 0. (3.6.2)

3.6.2 Conséquences

En premier lieu, puisque I
U(n)
1 est l’invariant linéaire du groupe U(n), alors les générateurs

E
SU(n)
i j satisfont à la même relation de commutation (3.4.6) que les générateurs E

U(n)
i j .

De plus, la condition (3.6.2) impose que les générateurs indépendants de SU(n) sont au
nombre de n2 − 1, et que son rang est n − 1. Enfin, comme le groupe U(n) est semi-simple
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par sa construction, SU(n) est lui aussi semi-simple. Ainsi en vertu du théorème de Racah,
le groupe spécial unitaire SU(n) admet n − 1 opérateurs invariants. Leroy, dans sa thèse [13],
montre comment on passe de ce formalisme “unitaire” au formalisme “standard” pour le groupe
SU(2) dont on sait qu’il est isomorphe6 au groupe SO(3).

3.6.3 Passage U(n) → SU(n)

Comme le groupe U(n) possède n2 générateurs Ek j (avec 1 6 k, j 6 n), il possède également
n2 paramètres αk j (avec 1 6 k, j 6 n). De sorte qu’un élément UU(n) quelconque ce ce groupe
s’écrit en représentation paramétrique

UU(n) = e

−i

n∑

k=1

n∑

j=1

αk jEk j

= e

−i

n∑

k=1

n∑

j 6=k=1

αk jEk j − i

n∑

i=k

αk kEk k

. (3.6.3)

c’est-à-dire, en utilisant les transformations (3.6.1) relatives au passage de U(n) à SU(n), on
peut réécrire l’élément UU(n) comme

UU(n) = e

−i

n∑

k=1

n∑

j 6=k=1

αk jEk j − i

n∑

k=1

αk kEk k

= e

−i

n∑

k=1

n∑

j 6=k=1

αk jE
SU(n)
k j − i

n∑

k=1

αk k

(
E

SU(n)
k k +

I
U(n)
1

n

)

(3.6.4)
ce qui nous donne encore

UU(n) = e

−i

n∑

k=1

n∑

j 6=k=1

αk jE
SU(n)
k j − i

n∑

k=1

αk kE
SU(n)
k k − i

I
U(n)
1

n

n∑

k=1

αk k

(3.6.5)

c’est-à-dire, après regroupement des deux premières séries de termes présentes dans l’exponen-
tielle, on obtient

UU(n) = e

−i

n∑

k=1

n∑

j=1

αk jE
SU(n)
k j

e

−i
I
U(n)
1

n

n∑

k=1

αk k

(3.6.6)

finalement, en notant par USU(n) un élément quelconque du groupe SU(n), on obtient le résultat
suivant :

UU(n) = USU(n) × e

−i
I
U(n)
1

n

n∑

k=1

αk k

. (3.6.7)

Ce qui signifie simplement que, pour pouvoir passer du groupe unitaire U(n) à son sous-
groupe spécial unitaire SU(n), il suffit d’imposer la condition :

U(n) 7−→ SU(n) :
n∑

k=1

αk k = 0. (3.6.8)

Ici s’achève les rappels généraux sur les groupes et algèbres de Lie. Nous allons maintenant
présenter la méthode de Gelfand-Zetlin, qui permet une étude et une classification complète
des représentations unitaires de dimension finie.

6De manière tout à fait générale, on peut montrer que les groupes SU(n) et SO(n+1) sont isomorphes. Mais
il faut bien prendre garde à ne pas penser que ces groupes sont identiques, car ils diffèrent par leur structure
topologique.
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3.7 Les représentations d’un groupe unitaire U(n)

3.7.1 La méthode de Gelfand-Zetlin (G-Z)

Afin de caractériser totalement l’espace porteur7 Vn d’une représentation irréductible (R.I.)

de U(n), G-Z [15] introduisent un ensemble complet de n opérateurs I
(n)
k (1 6 k 6 n) invariants

de U(n). Ces opérateurs étant construits sur les générateurs de l’algèbre associée, sont donnés

par I
(n)
k =

n∑

i1,...,ik=1

Ei1 i2Ei2 i3 . . . Eik i1 avec 1 ≤ k ≤ n.

L’ensemble des valeurs propres simultanées
{
λ

(n)
k

}

16k6n
associées à

{
I
(n)
k

}

16k6n
permet de

caractériser l’espace porteur Vn, c’est-à-dire permet un étiquetage possible des R.I. de U(n).
Puis, l’introduction d’un E.C.O.C. permet d’étiqueter individuellement tous les états de Vn. Le
choix usuel pour ce dernier, consiste à prendre les n(n+ 1)/2 opérateurs :

I
(r)
k =

r∑

i1,...,ik=1

Ei1 i2Ei2 i3 . . . Eik i1 avec 1 6 k 6 r et 1 6 r 6 n. (3.7.1)

Chacun de ces opérateurs I
(r)
k apparâıt comme étant l’un des r opérateurs invariants de l’un

des sous-groupes U(r) de U(n). L’algèbre associée (aux sous-groupes U(r)) est formée par le
sous-ensemble des générateurs {Ei j}16i,j6r. Cet E.C.O.C. particulier est en fait parfaitement
adapté à la décomposition au sein de la châıne canonique

U(n) ⊃ U(n− 1) ⊃ · · · ⊃ U(1) (3.7.2)

du groupe U(n). La diagonalisation simultanée des opérateurs de l’E.C.O.C. nous conduit à
adopter la notation

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ
(n)
1 λ

(n)
2 · · · λ

(n)
n

· · · · · · · · ·
λ

(r)
1 · · · λ

(r)
r

· · · · · · · · ·
λ

(2)
1 λ

(2)
2

λ
(1)
1

〉
(3.7.3)

pour les états de l’espace porteur Vn de la R.I. considérée. La disposition des valeurs propres
sous forme de triangle permet de mieux mettre en évidence la structure canonique puisque, par
exemple, la ligne numéro r (en partant du bas) donne un ensemble de r étiquettes nécessaires
et suffisantes pour caractériser complètement une R.I. de U(r).

G-Z [15] résolvent entièrement le problème relatif à la détermination des R.I. possibles du
groupe U(n). En effet, ces auteurs montrent qu’il est possible de caractériser une R.I. par un
ensemble de n entiers

[m1 n,m2 n, · · · ,mn n] (3.7.4)

qui satisfont aux règles :
m1 n ≥ m2 n ≥ · · · ≥ mn n. (3.7.5)

7Un espace porteur V d’une R.I. λ d’un groupe G, est un espace qui n’admet aucun sous-espace stable sous
l’action des éléments du groupe G.
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G-Z introduisent alors une nouvelle notation, pour les états (3.7.3), qui porte le nom de
“diagramme de G-Z” ou “état de G-Z”. Ainsi, (3.7.3) devient8 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1 n m2 n · · · mn n

· · · · · · · · ·
m1 r · · · mr r

· · · · · · · · ·
m1 2 m2 2

m1 1

〉
(3.7.6)

et les coefficients mi j (1 6 i 6 j 6 n− 1) satisfont aux règles d’encadrement suivantes :

m1 j+1 ≥ mi j ≥ mi+1 j+1. (3.7.7)

La ligne numéro r de l’état de G-Z caractérise une R.I. [m1 r,m2 r, · · · ,mr r] du sous-groupe
U(r) de U(n). De plus, la dimension de l’espace porteur associé à cette R.I. [m1 n,m2 n, · · · ,mn n],
c’est-à-dire le nombre d’états (3.7.6) possibles, nous est donnée par la formule de Weyl [53] :

dim ([m1 n,m2 n, · · · ,mn n]) =

∏
i<j (mi n −mj n + j − i)

∏n−1
i=1 i!

. (3.7.8)

3.7.2 Les différentes notations d’un état de G-Z

Nous adopterons dans la suite de ce travail les notations simplifiées de Louck [10]. Ces
conventions de notation concernent les R.I. ainsi que les états de G-Z.

Convention sur les R.I.

Les R.I. (3.7.4) du groupe unitaire U(n) seront désormais désignées comme suit :

[m]n ≡ [m1 n,m2 n, · · · ,mn n] . (3.7.9)

Convention sur les états de G-Z

Les états de G-Z du type (3.7.6), seront désormais notés de la manière suivante :

|(m)n〉 ≡
∣∣∣∣
(

[m]n
(m)n−1

)〉
≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1 n m2 n · · · mn n

· · · · · · · · ·
m1 r · · · mr r

· · · · · · · · ·
m1 2 m2 2

m1 1

〉
.

(3.7.10)

8Les relations qui lient les coefficients λ
(r)
i aux m1 r sont données par Louck dans [10].
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3.7.3 Poids d’un état ou d’un diagramme de G-Z

Définition

Par définition, le poids [W (m)]n d’un état ou d’un diagramme de G-Z, est un vecteur de n
composantes, Wi n, tel que :

[W (m)]n ≡ W

(
[m]n

(m)n−1

)
≡ [W1 n,W2 n, · · · ,Wn n] avec :






Wi n =
i∑

j=1

mj i −
i−1∑

j=1

mj i−1

(2 6 i 6 n)
W1 n = m1 1

(3.7.11)
Cette relation signifie simplement que pour déterminer la composante Wi n du vecteur poids

sur un diagramme ou un état de G-Z , on fait la somme des éléments présents sur la ligne
numéro i (numérotée en partant du bas), puis, on lui soustrait la somme des éléments présents
sur la ligne i− 1 inférieure.

Enfin, on dit qu’un poids [W ′(m)]n est plus grand qu’un poids [W (m)]n, si la première
composante non nulle dans la différence

[W ′
1 n −W1 n,W

′
2 n −W2 n, · · · ,W ′

n n −Wn n] (3.7.12)

est positive. Par exemple, le poids [2, 1, 0] est plus grand que [2, 0, 0].

Exemple : la R.I. [3, 2, 0] de U(3)

Prenons comme exemple d’application la R.I. [3, 2, 0] de U(3). En premier lieu, on détermine
la dimension de cette R.I. Par application de la formule de Weyl (3.7.8), on trouve que

dim ([3, 2, 0]) = 15. (3.7.13)

Nous devons donc déterminer 15 diagrammes de G-Z qui satisfont aux conditions d’en-
cadrement (3.7.7). Ces 15 diagrammes de G-Z et leur poids respectif sont




3 2 0

3 2
3








3 2 0

3 2
2








3 2 0

3 1
3








3 2 0

3 1
2








3 2 0

3 1
1





[3, 2, 0] [2, 3, 0] [3, 1, 1] [2, 2, 1] [1, 3, 1]




3 2 0

3 0
3








3 2 0

3 0
2








3 2 0

3 0
1








3 2 0

3 0
0








3 2 0

2 2
2





[3, 0, 2] [2, 1, 2] [1, 2, 2] [0, 3, 2] [2, 2, 1]




3 2 0

2 1
1








3 2 0

2 1
2








3 2 0

2 0
2








3 2 0

2 0
1








3 2 0

2 0
0





[1, 2, 2] [2, 1, 2] [2, 0, 3] [1, 1, 3] [0, 2, 3]
(3.7.14)

Remarque :
Les poids [0, 2, 3] et [3, 2, 0] sont respectivement appelés, au sens de (3.7.12), poids minimum

et poids maximum.
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3.7.4 La série de Clebsch-Gordan des R.I. de U(n)

Nous verrons ultérieurement que la détermination de l’expression des tenseurs maximaux,
c’est-à-dire de poids maximal, en représentation bosonique, nous oblige à considérer une serie
de Clebsch-Gordan particulière. Nous allons donc maintenant définir de façon générale la série
de Clebsch-Gordan de deux R.I. de U(n).

Soient deux R.I. [m]n et [m′]n de U(n), alors la série de Clebsch-Gordan, notée [m]n × [m′]n,
s’exprime de la manière suivante [10]

[m′]n × [m]n = [m]n × [m′]n =
∑

(m)

([m′]n + [W (m)]n) (3.7.15)

où l’indice de sommation (m) parcourt les différents diagrammes de G-Z possibles pour la R.I.
[m]n de U(n). Le vecteur [m′′]n = [m′]n + [W (m)]n apparaissant dans l’expression de droite de
(3.7.15), est obtenu en considérant l’addition vectorielle :

m′′
i n = m′

i n +Wi n. (3.7.16)

Cependant, la relation ci-dessus ne permet pas de définir totalement la série de Clebsch-
Gordan, puisque le vecteur [m′′]n dont les composantes sont définies par (3.7.16), peut ne pas
satisfaire aux conditions (3.7.5). Dans ce cas, on dit que le vecteur [m′′]n est non lexical. Il
existe alors une série de règles [10, 13] qui permettent de le rendre lexical :

• Règle 1 :
On commence par ajouter à [m′′]n le vecteur [n − 1, n − 2, · · · , 1, 0]. Le nouveau vecteur

[p′′]n ainsi créé s’écrit :

[p′′]n = [p′′1 n, p
′′
2 n, · · · , p′′n n] = [m′′

1 n + n− 1,m′′
2 n + n− 2, · · · ,m′′

n n]. (3.7.17)

• Règle 2 :
Si le nouveau vecteur [p′′]n contient au moins deux entiers identiques, alors le vecteur inital

[m′′]n ne contribue pas à la somme présente dans (3.7.15).

• Règle 3 :
Dans la situation où tous les p′′i n sont distincts les uns des autres, il faut dans un premier

temps réarranger les différents p′′i n dans un ordre lexical (i.e. décroissant)

[p′′i1 n, p
′′
i2 n, · · · , p′′in n] avec p′′i1 n ≥ p′′i2 n ≥ · · · ≥ p′′in n. (3.7.18)

Puis, dans un deuxième temps, on soustrait au vecteur précédent le vecteur [n − 1, n −
2, · · · , 1, 0], de façon à obtenir le vecteur [µ]n suivant :

[µ]n = [µ1 n, µ2 n, · · · , µn n] = [p′′i1 n − (n− 1), p′′i2 n − (n− 2), · · · , p′′in n]. (3.7.19)

Enfin, on remplace, dans l’expression (3.7.15), le vecteur [m′]n + [W (m)]n par ±[µ]n. Le
choix du signe (+) ou (-) se fait suivant que l’ensemble (i1, i2, · · · , in) se déduit de (1, 2, · · · , n)
par une permutation, respectivement, paire ou impaire.

3.7.5 Les éléments matriciels des générateurs Ei j

Les générateurs Ei j associé au groupe U(n) peuvent être, de manière générale, décomposés
en trois sous-ensembles.
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L’ensemble des générateurs {Ei i}16i6n. Il s’agit de l’ensemble des générateurs diagonaux
dans la base des états de G-Z {|(m)n〉}.

L’ensemble des générateurs {Ei j}16i<j6n. Il s’agit de l’ensemble des générateurs, dits de
montée, dans la base des états de G-Z {|(m)n〉}.

L’ensemble des générateurs {Ej i}16i<j6n. Il s’agit de l’ensemble des générateurs, dits de
descente, dans la base des états de G-Z {|(m)n〉}.

Les dénominations précédentes, n’ont de sens que si une notion d’ordre est introduite dans
la base des états de G-Z {|(m)n〉} d’une représentation [m]n du groupe U(n). La procédure
pour réaliser cet ordre est la suivante [10] : pour un état de G-Z |(m)n〉 donné, on définit un
vecteur [g(m)n] à n(n+ 1)/2 composantes, comme suit :

[g(m)n] ≡ [m1 n,m2 n, · · · ,mn n,m1 n−1,m2 n−1, · · · ,mn−1 n−1, · · · ,m1 2,m2 2,m1 1]. (3.7.20)

Puis, par définition, on dit qu’un état |(m′)n〉 est supérieur à un état |(m)n〉 si la première
composante non nulle de la différence [g(m′)n] − [g(m)n] est positive. Et par conséquence, un
état sera qualifié de “maximal” (respectivement “minimal”) s’il est supérieur (respectivement
inférieur) à tous les autres.

De manière générale, Louck [10], définit l’action d’un générateur de l’algèbre u(n). Dans le
cas des générateurs diagonaux, on a la formule suivante

Ei i |(m)n〉 = Wi n |(m)n〉 ⇐⇒ 〈(m)n|Ei i |(m)n〉 = Wi n (3.7.21)

avec Wi n qui est défini par (3.7.11).
Puis, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de montée, on obtient la relation qui suit

Ei j |(m)n〉 =
∑

(m′)

[〈(m′)n|Ei j |(m)n〉] |(m′)n〉 ≡
∑

(m′)

ζ
[m′ , m]
i j |(m′)n〉 (3.7.22)

avec ζ
[m′,m]
i j ≡ 〈(m′)n|Ei j |(m)n〉. Ces coefficients ζ

[m′,m]
i j sont donnés par [10]

ζ
[m′,m]
i j =

√√√√√√√√√√
−

j∏

s=1

(
ms j −mτj−1 j−1 + τj−1 − i

)

j−1∏

s=1 , s 6=τj−1

(
ms j−1 −mτj−1 j−1 + τj−1 − s− 1

)
×

j−1∏

k=i

{
S(τk−1 − τk) ×

√
1

2

×

√√√√
k−1∏

s=1 , s 6=τk−1

(ms k−1 −mτk k + τk − s− 1)(
ms k−1 −mτk−1 k−1 + τk−1 − s− 1

)
k∏

s=1 , s 6=τk−1

(
ms k −mτk−1 k−1 + τk − s− 1

)

(ms k −mτk k + τk − s)





(3.7.23)

où l’indice τk peut prendre toutes les valeurs 1, 2, · · · , k. La quantité S(p− q) vaut +1 si p ≥ q,
et −1 si p < q. Cependant, il subsiste une ambigüıté [10] lorsque k = i, dans ce cas, on effectue
la substitution

pour k = i : S(τi−1 − τi) ⇌ S(i− τi)

√√√√√√√√√√

i−1∏

s=1

(ms i−1 −mτi i + τi − s− 1)

i−1∏

s=1 , s 6=τi

(ms i −mτi i + τi − s)

. (3.7.24)
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Enfin, dans le cas des générateurs (non diagonaux) de descente, on utilise le fait que Ej i =

E†
i j. Ainsi, on obtient :

〈(m)n|Ej i |(m′)n〉 = 〈(m′)n|Ei j |(m)n〉 ⇐⇒ ζ
[m,m′]
j i = ζ

[m′,m]
i j . (3.7.25)

3.7.6 Les représentations totalement symétriques

Définition

Une représentation totalement symétrique du groupe U(n) est définie comme :

[m1 n = N,m2 n = 0, · · · ,mn−1 n = 0,mn n = 0] = [N, 0, · · · , 0, 0︸ ︷︷ ︸
n−1

] ≡ [N, 0̇n−1]. (3.7.26)

La dénomination “totalement symétrique” qui qualifie ce type de R.I. de U(n) est abusive,
mais elle est consacrée par l’usage [10]. Cette appellation provient du fait que le tableau de
Young associé à cette représentation est celui de la R.I. totalement symétrique (au vrai sens du
terme) du groupe des permutations S(n)9.

Etats de G-Z associés

Les états de G-Z |(m)n〉 qui sont associés à la représentation totalement symétrique [N, 0̇n−1]
de U(n) sont donnés par [54] :

|(m)n〉 ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1 n = N 0 · · · 0
· · · · · · · · ·

m1 r · · · 0
· · · · · · · · ·

m1 2 0
m1 1

〉
(3.7.27)

dont le poids est : [W (m)]n = [m1 1,m1 2−m1 1, · · · ,m1 n−m1 n−1], avec les règles d’encadrement
m1 n ≥ m1 n−1 ≥ · · · ≥ m1 2 ≥ m1 1. On constate alors que si l’on pose

{
ni = Wi n = m1 i −m1 i−1 pour 2 6 i 6 n,
n1 = W1 n = m1 1

(3.7.28)

où les Wi n sont les composantes du poids définies par (3.7.11), alors les états de G-Z |(m)n〉
(3.7.27) deviennent
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1 n = N =
n∑

i=1

ni 0 · · · 0

· · · · · · · · ·

m1 r =
r∑

i=1

ni · · · 0

· · · · · · · · ·

m1 2 =
2∑

i=1

ni 0

m1 1 = n1

〉

(3.7.29)

9La seule R.I. de U(n) qui soit réellement totalement symétrique est [0̇n].
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dont le poids est [W (m)]n = [n1, n2, · · · , nn] .
On remarque qu’il existe une correspondance biunivoque entre les kets (3.7.29) et leur poids.

C’est pourquoi, on utilisera la notation

|n1, n2, · · · , nn〉 ≡∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m1 n = N =
n∑

i=1

ni 0 · · · 0

· · · · · · · · ·

m1 r =
r∑

i=1

ni · · · 0

· · · · · · · · ·

m1 2 =
2∑

i=1

ni 0

m1 1 = n1

〉

(3.7.30)
Il ne nous reste plus qu’à associer une interprétation physique aux différentes quantités ni

(1 6 i 6 n). Pour cela, on va utiliser la représentation bosonique des générateurs de l’algèbre
associée au groupe unitaire U(n).

3.7.7 Interprétation physique des composantes du poids

On sait que diverses représentations des générateurs sont possibles, en particulier la représentation
bosonique, cette dernière est explicitée dans §§3.4.6 ; de plus, dans le cas d’une R.I. totalement
symétrique, la relation (3.7.21) peut alors être réécrite comme :

Ei i |n1, n2, · · · , nn〉 = ni |n1, n2, · · · , nn〉 ⇐⇒ b†i bi |n1, n2, · · · , nn〉 = ni |n1, n2, · · · , nn〉 .
(3.7.31)

De plus, le terme b†i bi a été interprété comme étant l’opérateur nombre de quanta n̂i d’ordre
i [12], c’est-à-dire associé au iième degré de liberté. De sorte que (3.7.31) devient

Ei i |n1, n2, · · · , nn〉 = ni |n1, n2, · · · , nn〉 ⇐⇒ n̂i |n1, n2, · · · , nn〉 = ni |n1, n2, · · · , nn〉 .
(3.7.32)

Au regard de l’équation aux valeurs propres précédente, l’interprétation physique des com-
posantes ni (1 6 i 6 n) du poids est évidente : il s’agit du nombre de quanta associé au iième

degré de liberté, par exemple, du nombre de quanta relatif à la iième liaison moléculaire. D’un
point de vue mathématique, ni est la valeur propre de l’opérateur nombre de quanta n̂i dans
la base canonique {|n1, n2, · · · , nn〉}.

Enfin, dans la réalisation bosonique, on peut écrire qu’un état physique (3.7.30) est engendré,
à partir de l’état vide de la manière suivante :

|n1, n2, · · · , nn〉 =
n∏

i=1

[
b†

ni

i√
ni!

]
|0, 0, · · · , 0〉 . (3.7.33)

Ainsi, l’action physique de l’opérateur b†i est d’augmenter d’un quantum le nombre de quanta
attaché au iième degré de liberté (c’est-à-dire la liaison numéro i). De même, l’action physique
de l’opérateur bi est de diminuer d’un quantum le nombre de quanta de la liaison numéro i.
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3.7.8 Interêt physique des représentations totalement symétriques

Déterminons la dimension d’une représentation totalement symétrique [N, 0̇n−1] de U(n), à
partir de la formule de Weyl (3.7.8), nous obtenons :

dim
([
N, 0̇n−1

])
=

(N + n− 1)!

N ! (n− 1)!
= C

N

N+n−1. (3.7.34)

Ce résultat est essentiel, puisqu’il signifie que le nombre d’états (3.7.30) physiquement ac-
ceptables contenus dans la représentation totalement symétrique [N, 0̇n−1] de U(n), est ex-
actement égal au nombre d’états d’un oscillateur n fois dégénéré, qui se trouve dans un état
énergétique de N quanta. Ce résultat se trouve effectivement confirmé par le rapprochement
des deux relations (2.6.6) et (3.7.34). De même, on peut également vérifier la relation (2.6.13)

dim
[
N, 0̇3

]
︸ ︷︷ ︸

U(4)

=
N∑

p=0

dim
[
p, 0̇2

]
︸ ︷︷ ︸

U(3)

. (3.7.35)

Ceci montre l’extrême cohérence qui existe dans l’utilisation mathématique des groupes
unitaires, et en particulier l’emploi des représentations totalement symétriques, pour décrire la
physique associée à un ensemble d’oscillateurs.
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Chapitre 4

La théorie des châınes de groupes :
application aux molécules XY3(C3v)

4.1 Généralités sur les molécules XY3(C3v)

Les molécules XY3 non planes (Fig. 4.1) ont C3v comme groupe de symétrie moléculaire.
Ce groupe moléculaire admet les six éléments suivants

Fig. 4.1 – Molécule XY3(C3v)

– l’élément identité Id ;
– une rotation dans le sens direct autour de l’axe C3 ;
– une rotation dans le sens indirect autour de l’axe C3 ;
– trois plans de symétrie verticaux σ1, σ2, σ3,

qui se décomposent en trois classes d’éléments conjugés
– classe 1 : l’élément identité ;
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– classe 2 : deux rotations ;
– classe 3 : trois plans de symétrie verticaux,

d’où on déduit les trois R.I. associées :
– la R.I. A1 - symétrique de dimension 1 ;
– la R.I. A2 - antisymétrique de dimension 1 ;
– la R.I. E - de dimension 2.

Tous les renseignements permettant la description et la caractérisation de ce groupe se trouvent
dans la table de caractères Tab. 4.1 :

C3v Id 3σi 2C3

A1 1 1 1
A2 1 -1 1
E 2 0 -1

Tab. 4.1 – La table de caractères du groupe C3v

Nous nous intéresserons à des molécules comme l’arsine (AsH3), la phosphine (PH3) et
la stibine (SbH3). Normalement ces molécules sont caractérisées par trois liaisons r1, r2, r3
(ri ≡ XYi) et trois angles α12,α13,α23 (αij ≡ ˆYiXYj). En examinant comment les différentes
opérations de symétrie du groupe C3v agissent sur les liaisons et les angles, on obtient :

C3v Id C3 C−1
3 σ1 σ2 σ3

atome Y1 1 3 2 1 3 2
atome Y2 2 1 3 3 2 1
atome Y3 3 2 1 2 1 3

Tab. 4.2 – Action des éléments du groupe C3v sur les atomes Y

Ces molécules admettent des vibrations d’élongation et de pliage. À partir de l’action des
éléments du groupe C3v sur les liaisons et les angles, on peut trouver comment la représentation
élongation-pliage Γep = Γe ⊗ Γp se décompose en terme des R.I. du groupe C3v :

C3v Id 3σi 2C3

Γe ou Γp 3 0 1

Tab. 4.3 – Représentation d’élongation et de pliage

À partir des résultats du tableau 4.3, on trouve facilement les décompositions suivantes :

- la représentation Γe = A1 ⊗ E correspond aux modes ν1(A1) et ν3(E) ;

- la représentation Γp = A1 ⊗ E correspond aux modes ν2(A1) et ν4(E).

Dans le tableau 4.4, on présente les fréquences des modes fondamentaux vibrationnels pour
les molécules qui nous intéressent ; pour ces molécules on a 6 degrés de liberté vibrationnel au
total : 3 degrés de liberté d’élongation et 3 degrés de liberté de pliage.

44



fréquence (cm−1) SbH3 AsH3 PH3

ν1(A1) 1890.502 2115.164 2321.12
ν2(A1) 782.24 906.752 992.13
ν3(E) 1894.497 2126.423 2326.87
ν4(E) 827.75 999.225 1118.31

Tab. 4.4 – Fréquences des modes fondamentaux de quelques molécules XY3(C3v)

4.2 Choix de la châıne de groupes pour les molécules

XY3(C3v)

Comme on l’a montré dans le chapitre 2, pour un système de p oscillateurs identiques, il est
possible d’utiliser la châıne de groupes suivante :

U(p+ 1) ⊃ U(p) ⊃ S(p) ≈ Gmol (4.2.1)

On voit alors apparâıtre diverses situations physiques associées aux divers modes de vibration
νi (i = 1 à 4) :

Situations Physiques Groupes Dynamiques associés

ω1 ≃ ω2 ≃ ω3 ≃ ω4 U(7)
ω1 ≃ ω3 6= ω2 ≃ ω4 Ue(4) ⊗ Up(4)
ω1 ≃ ω2 6= ω3 ≃ ω4 Uep(3) ⊗ Uep(5)
ω1 ≃ ω4 6= ω3 ≃ ω2 Uep(4) ⊗ Uep(4)
ω1 ≃ ω2 ≃ ω3 6= ω4 Uep(5) ⊗ Up(3)
ω1 ≃ ω3 ≃ ω4 6= ω2 Uep(6) ⊗ Up(2)
ω1 ≃ ω3 6= ω2 6= ω4 Ue(4) ⊗ Up(3) ⊗ Up(2)
ω1 6= ω2 6= ω3 6= ω4 Ue(2) ⊗ Up(2) ⊗ Ue(2) ⊗ Up(2)

Tab. 4.5 – Situations physiques possibles pour des molécules XY3(C3v)

Pour notre système, on a 3 degrés de liberté d’élongation et 3 degrés de liberté de pliage. Nos
molécules sont des molécules locales, c’est-à-dire des molécules pour lesquelles, en première ap-
proximation, il est possible d’étudier les modes d’élongation et les modes de pliage séparément.
Donc il faut examiner les fréquences des modes fondamentaux pour choisir une ”bonne” châıne
de groupes. Le facteur L traduit la dégénérescence des modes vibrationnels, c’est-à-dire on
peut ”estimer” la châıne de groupes à partir de la valeur de ce facteur, le facteur L étant défini
comme :

L =
∆νvibration

νvibration
moyen

= 2

∣∣∣∣
νm − νn

νm + νn

∣∣∣∣ (4.2.2)

Dans la table 4.6 on présente les valeurs du facteur L pour des molécules de symétrie C3v.
En examinant la valeur du facteur L pour les modes d’élongation, il est raisonnable de prendre
le modèle théorique du type U(4) ⊃ U(3). En revanche, pour les modes de pliage le facteur L

est relativement différent de zéro, c’est pourquoi dans ce cas il y a deux possibilités :
– soit le modèle Up(4) ⊃ Up(3)
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SbH3 AsH3 PH3

Le 0.0021 0.0053 0.0024
Lp 0.056 0.097 0.120

Tab. 4.6 – Valeurs du facteur L pour des molécules de symétrie C3v

– soit le modèle Up(3) ⊗ Up(2) ⊃ Up(2) ⊗ Up(1)
On a donc deux châınes de groupes qui correspondent aux deux situations physiques suivantes :




(Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3))

⊗
(Up(4) ⊃ Up(3) ⊃ Kp(3) ⊃ Sp(3))



 ⊃ C3v (4.2.3)

et



(Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3))

⊗
(Up(3) ⊗ Up(2) ⊃ Up(2) ⊗ Up(1) ⊃ Kp(2) ⊗Kp(1) ⊃ Sp(2) ⊗ Sp(1))



 ⊃ C3v (4.2.4)

Le deuxième cas 4.2.4 correspond à la situation où on peut décrire les modes d’élongation à
l’aide d’opérateurs développés en approche locale et les modes de pliage en base de modes
normaux.

4.3 Etude du groupe K(3)

4.3.1 Définition :

Un ensemble d’oscillateurs qui possèdent la même énergie peut être décrit comme appar-
tenant à une même couche. Ainsi, pour un système composé de n oscillateurs identiques, dont
les états sont décrits par des kets de G-Z de poids W ([m]n), les énergies possibles nous sont
données par ~ωW ([m]n). Donc la structure en couche est entièrement déterminée par le poids
des états de G-Z.
Le poids W ([m]n) est relié aux R.I. du groupe A(3) formé des matrices (3 x 3) unitaires diag-
onales notées a :

a =




eiα1 0 0
0 eiα2 0
0 0 eiα3



 (4.3.1)

Chacon et al. [55] montrent que l’action d’un élément a du groupe A(3) sur un ket de G-Z est
défini comme



eiα1 0 0
0 eiα2 0
0 0 eiα3





∣∣∣∣∣∣

n 0 0
n1 + n2 0

n1

〉
= ei(α1+α2+α3)

∣∣∣∣∣∣

n 0 0
n1 + n2 0

n1

〉

(4.3.2)
ou de manière totalement équivalente :

a|n1n2n3〉 = ei(α1+α2+α3)|n1n2n3〉 (4.3.3)

Considérons maintenant le groupe des permutations de trois objets identiques S(3), par ex-
emple oscillateurs, liaisons, ... etc. Notons par {p} l’ensemble des matrices (3 x 3) représentatives
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des éléments du groupe des permutations S(3). L’ensemble {ap} forme donc un groupe, définit
comme K(3), dont A(3) est un sous-groupe invariant car il vérifie la propriété [56] :

{ap} ≡ {q} A(3) ⊃ qA(3)q−1 ∀q ∈ K(3) (4.3.4)

Donc, le groupe K(3) est formé par le produit ap des éléments du sous-groupe invariant A(3)
et de S(3). De plus, ces deux groupes n’ont que l’élément unité en commun

A(3)
⋂

S(3) = I3 (4.3.5)

ces dernières propriétés impliquent [56, 57] que le groupe K(3) est défini comme le produit
semi-direct de deux groupes A(3) et S(3) :

K(3) ≡ A(3) ∧ S(3) (4.3.6)

4.3.2 Etude des R.I. du groupe K(3)

Il est très important d’étudier les R.I. du groupe K(3) car cela nous permettra facilement
de faire la correspondance entre les groupes infinis et discrets. Nous constaterons que les R.I.
de K(3) sont caractérisées par un poids et par les permutations des composantes de ce poids.
C’est pourquoi les différents nombres d’occupation des couches sont fixés par les R.I. de K(3)
et K(3) peut être considéré comme un groupe de symétrie de trois oscillateurs identiques dans
un modèle en couche.

À partir de la définition du groupe K(3), sa structure de classe ressemble à celle de S(3).
Pour caractériser les différentes classes du groupe K(3), il nous faut déterminer les caractères
des matrices représentatives des différents éléments {ap} formant K(3).

S(3) a trois classes (111 ≡ 13), (210), (300). Les valeurs propres ǫj (j = 1, 2, 3) des matrices
représentatives des éléments {ap} du groupe K(3) pour ces trois cas sont :






p = (r)(s)(t) ≡ Id : ǫ1 = eiαr , ǫ2 = eiαs , ǫ3 = eiαt

p = (rs)(t) : ǫ1,2 = ±ei αr+αs
2

ǫ3 = eiαt

p = (rst) : ǫj = ei 2π
3

(j−1)ei
αr+αs+αt

3 j = 1, 2, 3

(4.3.7)

Nous étudions les R.I. du groupe K(3) en suivant la méthode proposée par McIntoch [58, 59]
sur l’étude des groupes semi-directs.
Les R.I. du groupe A(3) sont parfaitement déterminées. Ce groupe peut s’écrire comme la
somme directe de trois groupes C∞ :

A(3) = C∞(1) ⊕ C∞(2) ⊕ C∞(3) (4.3.8)

Donc les R.I. du groupe A(3) peuvent être écrites comme les produits directs des R.I. des trois
groupes C∞ [53]. De plus, les R.I. d’un groupe C∞ sont déterminées par eiαn (n ∈ IN), c’est
pourquoi les R.I. du groupe A(3) peuvent être caractérisées par le poids w = (n1n2n3). Ainsi
pour tout élément a ∈ A(3), une R.I. est définie comme :

Dw=(n1n2n3)(a) = ei(α1n1+α2n2+α3n3) (4.3.9)

Définissons maintenant le groupe du poids W, qui est un sous-groupe de S(3) et est formé par
les éléments h qui satisfont à

h ∈ W : Dw=(n1n2n3)(hah−1) = Dw=(n1n2n3)(a) (4.3.10)
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c’est-à-dire que les permutations h ∈ W laissent le poids w = (n1n2n3) inchangé [57].
Les R.I. du groupe W =

∑
i ⊕S(ni) avec

∑
i ni = n sont des produits directs des différentes

R.I. des groupes S(ni) présentes au sein de la somme directe définissant le groupe W. Notons
ces R.I. par fw = f1, f2, ... où f1, f2, ... sont les partitions des différents groupes S(ni). Utilisant
les R.I. de W, nous pouvons former les produits directs de matrices suivants :

D(wfw)(ah) ≡ Dw=(n1n2n3)(a)Dfw(h) (4.3.11)

McIntosh montre [58, 59] que cette représentation est irréductible.
Maintenant déterminons un ensemble de générateurs de classes résiduelles à droite (G.C.R.)

{ci} du groupe W dans S(3) qui nous permettra de déduire les représentations du groupe K(3)
à partir des représentations (éq. 4.3.11) de A(3)∧W. Il nous faut donc déterminer un ensemble
de (G.C.R.) {ci}. Horie [60] propose une méthode systématique pour effectuer le choix des
différents ci, par exemple :

– Si W = S(n1) ⊕ S(n2) alors

c1 = Id

avec






1 6 q 6 min(n1, n2)
1 ≤ s1 < s2 · · · < sq ≤ n1

n1 + 1 ≤ t1 < t2 · · · < tq ≤ n1 + n2

cq+1 = (s1t1)(s2t2) · · · (sqtq)

(4.3.12)

– Si W = S(n1) ⊕ S(n2) ⊕ · · · ⊕ S(nj) alors on commence par prendre les G.C.R. {ci} de
S(n1)⊕S(n2) dans S(n1 +n2), puis, on prend les G.C.R. {ci} de S(n1 +n2)⊗S(n3) dans
S(n1 + n2 + n3) etc. Ensuite, on multiplie à droite tous les G.C.R. {ci} de S(n1)⊕ S(n2)
par tous les G.C.R. de S(n1 + n2) ⊗ S(n3) etc. On obtient un nombre k de G.C.R pour
le groupe W, sous-groupe de S(3) :

k =

[
j∑

i=1

ni

]
!

j∏
i=1

ni!

(4.3.13)

On présente un exemple de la méthode de Horie pour le cas W = S(1)⊕S(2) dans la table 4.7.

W {ci} Mi = Wci

S(1) ⊕ S(2) c1 = Id M1 = Wc1 = WId = W = {Id, (12)}

c2 = (13) M2 = Wc2 = {(13), (321)}

c3 = (23) M3 = Wc3 = W = {(23), (123)}

Tab. 4.7 – Exemple de la méthode de Horie pour le cas W = S(1) ⊕ S(2)
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Nous allons maintenant déterminer la table de caractères du groupe K(3). Cette étape est
obligatoire si on désire effectuer la descente U(3) ⊃ K(3) et K(3) ⊃ C3v. On peut distinguer
trois cas pour le poids w qui correspond aux différentes possibilités pour le groupe du poids
W :

* w = (n1n1n1) correspond à W = S(3)

A(3) S(3)
R.I. de K(3) : (n1n1n1) {300}

(n1n1n1) {210}
(n1n1n1) {111}

(4.3.14)

Ce cas correspond à une seule couche qui contient trois oscillateurs identiques. Il est clair
que le groupe du poids dans cette situation est S(3) et les R.I. de K(3) sont simplement
le produit direct des représentations des groupes A(3) et S(3) :

Dw=(n1n1n1){f1f2f3}(ap) = Dw=(n1n1n1)(a)D{f1f2f3}(p) = ein1(α1+α2+α3)D{f1f2f3}(p) (4.3.15)

et on peut facilement trouver le caractère associé

χw=(n1n1n1){f1f2f3}(ap) = ein1(α1+α2+α3)χ{f1f2f3}(p), (4.3.16)

avec les caractères [61]
χ{300}(p = Id) = 1
χ{300}(p = (ij)(k)) = 1
χ{300}(p = (ijk)) = 1

χ{210}(p = Id) = 2
χ{210}(p = (ij)(k)) = 0
χ{210}(p = (ijk)) = −1

χ{111}(p = Id) = 1
χ{111}(p = (ij)(k)) = −1
χ{111}(p = (ijk)) = 1

(4.3.17)

Avec p = Id nous pouvons déduire les dimensions de ces différentes R.I. de K(3)

dim((n1n1n1){300}) = 1
dim((n1n1n1){210}) = 2
dim(n1n1n1){111}) = 1

(4.3.18)

* w = (n1n1n2) correspond à W = S(2) ⊕ S(1)

A(3) S(3)
R.I. de K(3) : (n1n1n2) {20}{1}

(n1n1n2) {11}{1}
(4.3.19)

où {20}{1} et {11}{1} sont respectivement les R.I. symétrique et antisymétrique du
groupe S(2) Cette situation correspond au cas de deux couches, dont l’une est occupée
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par deux oscillateurs identiques et l’autre par un seul. On a les éléments de W {(12), Id}
ainsi que les représentations orthogonales de Young [61] des groupes S(2) et S(1) :

S(2) : {20} : D{20}(p) = 1 ∀p ∈ S(2)
: {11} : D{11}(Id) = 1
: {11} : D{11}(ij) = −1 ∀(ij) ∈ S(2)

S(1) : {1} : D{1}(Id) = 1

(4.3.20)

On peut donc facilement obtenir les représentations de W = S(2) ⊕ S(1) :

{20}{1} : D{20}{1}(p) = 1 ∀p ∈ S(2)

{11}{1} : D{11}{1}(Id) = 1
: D{11}{1}(ij) = −1 ∀(ij) ∈ S(2)

(4.3.21)

A partir de ce qui précede nous pouvons obtenir la représentation matricielle de tous
les éléments ap du groupe K(3) pour les trois états non symétrisés possibles |n1n1n2〉,
|n1n2n1〉 et |n2n1n1〉 :

Dw=(n1n1n2){f1f2}{1}(ap) = Dw=(n1n1n2)(a)D{f1f2}{1}(p) =

|n1n1n2〉 |n1n2n1〉 |n2n1n1〉

=




en1α1+n1α2+n2α3 0 0

0 en1α1+n2α2+n1α3 0
0 0 en2α1+n1α2+n1α3





× D{f1f2}{1}(p)

avec : {f1f2}{1} =

{
{20}{1}
{11}{1} (4.3.22)

Maintenant il faut expliciter la forme des matrices D{f1f2}{1}(p).

α) p = Id
Il est clair que dans ce cas on a

D{20}{1}(Id) = I3

D{11}{1}(Id) = I3
(4.3.23)

donc les caractères sont la somme des éléments diagonaux des matricesDw=(n1n1n2)(a)

χw=(n1n1n2){{20}{1}(aId) = χw=(n1n1n2){{11}{1}(aId)
= ei(n1α1+n1α2+n2α3)

+ei(n1α1+n2α2+n1α3)

+ei(n2α1+n1α2+n1α3)

(4.3.24)

β) p = (12)(3) ou tout autre élément (ij)(k) de la même classe
Il y a trois relations






Id (12) Id = (12)
(13)(12)(23) = (12)
(23)(12)(13) = (12)

⇐⇒






c1(12)c−1
1 = (12) ∈ W

c2(12)c−1
3 = (12) ∈ W

c3(12)c−1
2 = (12) ∈ W

(4.3.25)
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nous avons alors les deux matrices

D{20} {1}((12) (3)) =




1 0 0
0 0 1
0 1 0





D{11} {1}((12) (3)) =




−1 0 0

0 0 −1
0 −1 0





(4.3.26)

ainsi, les caractères nous sont donnés par

χw=(n1 n1 n2) {20} {1}(a(1 2) (3)) = ei (n1 α1+n1 α2+n2 α3)

χw=(n1 n1 n2) {11} {1}(a(1 2) (3)) = −ei (n1 α1+n1 α2+n2 α3)

(4.3.27)

γ) p = (123) ou tout autre élément (ijk) de la même classe
On a trois relations





Id (123) (23) = (12)
(13) (123) Id = Id
(23) (123) (13) = Id

⇐⇒






c1(123)c−1
3 = (12) ∈ W

c2(123)c−1
1 = Id ∈ W

c3(123)c−1
2 = Id ∈ W

(4.3.28)

D{20} {1}((123)) =




0 0 1
1 0 0
0 1 0





D{11} {1}((123)) =




0 0 −1

−1 0 0
0 −1 0





(4.3.29)

d’où on déduit les caractères :

χw=(n1 n1 n2) {20} {1}(a(1 2 3)) = 0

χw=(n1 n1 n2) {11} {1}(a(1 2 3)) = 0
(4.3.30)

Puis de la relation (4.3.23) nous déduisons les R.I. w = (n1n1n2){f1f2}{1} de K(3)

dim((n1n1n2){20}{1}) = 3
dim((n1n1n2){11}{1}) = 3

(4.3.31)

* w = (n1n2n3) correspond à W = S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1)
Nous avons, dans cette situation, trois oscillateurs dans trois couches différentes. L’élément
du groupe du poids W = S(1)⊕S(1)⊕S(1) est l’élément identité Id ; et les R.I. de A(3)∧W

nous sont données par (4.3.11)

Dw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ae) = Dw=(n1 n2 n3)(a) I1

= ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3)

(4.3.32)

51



Ainsi, les représentations induites de K(3) sont données par la relation

D
w=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}
m̄ m (ap) = Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c

−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(cm̄ p c

−1
m ) δ(cm̄ p c

−1
m , h ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(cm̄ p c

−1
m ) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(Id) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) I6 δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

(4.3.33)
avec

{ci} = {c1 = Id , c2 = (1 2) , c3 = (1 3) , c4 = (2 3) , c5 = (3 2 1) , c6 = (1 2 3)} (4.3.34)

donc les G.C.R. { ci } sont les six éléments du groupe symétrique S(3). La condition
cm̄ p c

−1
m = Id est similaire à p = c−1

m̄ cm, donc la matrice (6×6) représentative de l’élément
p ∈ S(3) est construite en ayant 1 aux places où p apparâıt dans la table de multiplication
de S(3) (voir Tab. 4.8) et 0 ailleurs.

S(3) m 1 2 3 4 5 6

cm Id (12) (13) (23) (123) (321)

m̄ c−1
m̄

1 Id Id (12) (13) (23) (123) (321)

2 (12) (12) Id (123) (321) (13) (23)

3 (13) (13) (321) Id (23) (123) (321)

4 (23) (23) (123) (321) Id (12) (13)

5 (123)−1 (321) (13) (23) (12) Id (123)

6 (321)−1 (123) (23) (12) (13) (321) Id

Tab. 4.8 – Table de multiplication
{
cm c

−1
m̄

}
du groupe symétrique S(3)

L’élément identité Id est le seul élément p de S(3) à avoir, dans sa matrice représentative,
des valeurs diagonales toutes non nulles. Ceci implique donc que le caractère associé
satisfasse à

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) ⋉ δ(p , Id) (4.3.35)

Par suite, comme la matrice représentative de l’élément identité Id est la matrice unité I6
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d’ordre 6 , on peut écrire que le caractère (4.3.35) est

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) = δ(p , Id) Tr




I6 ×




θ1 0 0 0 0 0

0 θ2 0 0 0 0

0 0 θ3 0 0 0

0 0 0 θ4 0 0

0 0 0 0 θ5 0

0 0 0 0 0 θ6







(4.3.36)

avec les différents θi (1 6 i 6 6) qui valent






θ1 = ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3) θ2 = ei (n2 α1+n1 α2+n3 α3) θ3 = ei (n3 α1+n2 α2+n1 α3)

θ4 = ei (n1 α1+n3 α2+n2 α3) θ5 = ei (n3 α1+n1 α2+n2 α3) θ6 = ei (n2 α1+n3 α2+n1 α3)

(4.3.37)
et la matrice contenant les θi (1 6 i 6 6) est exprimée dans la base composée des kets
non symétrisés

|n1 n2 n3〉 |n2 n1 n3〉 |n3 n2 n1〉 |n1 n3 n2〉 |n3 n1 n2〉 |n2 n3 n1〉 (4.3.38)

C’est-à-dire que le caractère χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) vaut

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) = δ(p , Id) (ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3) + ei (n2 α1+n1 α2+n3 α3)+
ei (n3 α1+n2 α2+n1 α3) + ei (n1 α1+n3 α2+n2 α3)+
ei (n3 α1+n1 α2+n2 α3) + ei (n2 α1+n3 α2+n1 α3))

= δ(p , Id)
∑

(r,s,t) = p(1,2,3)

p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3)

(4.3.39)

Puis, en tenant compte du fait que la matrice représentative de l’élément identité Id est
la matrice unité I6, on peut écrire que :

dim ((n1 n2 n3) {1} {1} {1}) = 6 (4.3.40)

Nous résumons dans la Tab. 4.9 cette étude des R.I. du groupe K(3).
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1 élément 3 éléments 2 éléments
Groupe du poids W K(3) = A(3) ∧ S(3) a Id a (i j) (k) a (i j k)

S(3) (n1 n1 n1) {300} ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3)

S(3) (n1 n1 n1) {210} 2 ei n1(α1+α2+α3) 0 −ei n1(α1+α2+α3)

S(3) (n1 n1 n1) {111} ei n1(α1+α2+α3) −ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3)

S(2) ⊕ S(1) (n1 n1 n2) {20} {1}
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) ei (n1αi+n1αj+n2αk) 0

S(2) ⊕ S(1) (n1 n1 n2) {11} {1}
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) −ei (n1αi+n1αj+n2αk) 0

S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1) (n1 n2 n3) {1} {1} {1}
P

(r, s, t)
=

p(1, 2, 3)
p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3) 0 0

avec : c1 = Id ; c2 = (1 3) ; c3 = (2 3)

et

• χ(w = (n1 n2 n3) {1}×{1}×{1})(ap) = δ(p, Id)
P

(r, s, t) = p(1, 2, 3)
p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3) = δ(p, Id) [ei (n1α1+n2α2+n3α3) +

ei (n2α1+n1α2+n3α3) + ei (n3α1+n2α2+n1α3) + ei (n1α1+n3α2+n2α3) + ei (n3α1+n1α2+n2α3) + ei (n2α1+n3α2+n1α3)]

• χ(w = (n1 n1 n2) {f1f2}×{1}(ap) =
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) = ei (n1α1+n1α2+n2α3) action de c1 = Id sur (n1 n1 n2)

+ ei (n2α1+n1α2+n1α3) action de c2 = (1 3) sur (n1 n1 n2)

+ ei (n1α1+n2α2+n1α3) action de c3 = (2 3) sur (n1 n1 n2)

Tab. 4.9 – Table de caractères du groupe semi-continu K(3)

4.3.3 Réduction de la représentation
[
n, 0̇

2
]

de U(3) dans K(3)

A titre d’application nous pouvons déduire la décomposition de la représentation totalement
symétrique

[
n, 0̇2

]
de U(3) dans K(3) :

[
n,

.

0
2
]

= (n1n1n1) {300} δ(3n1 , n) +
∑

n1 6= n2

2n1 + n2 = n

(n1n1n2) {20} {1}

+
∑

n1 , n2 , n3

n1 > n2 > n3

n1 + n2 + n3 = n

(n1n2n3) {1} {1} {1}
(4.3.41)
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Par exemple, pour n = 3 la relation précédente devient

[
3,

.

0
2
]

= (111) {300} +
∑

n1 6= n2

2n1 + n2 = 3

(n1n1n2) {20} {1} +
∑

n1 , n2 , n3

n1 > n2 > n3

n1 + n2 + n3 = 3

(n1n2n3) {1} {1} {1}

= (111) {300} + (300) {20} {1} + (210) {1} {1} {1}
(4.3.42)

On peut vérifier l’égalité des dimensions, en effet, on a

dim
([

3,
.

0
2
])

=
(3 + 2)!

3! 2
= 10 (4.3.43)

et
dim (111) {300} = 1
dim (300) {20} {1} = 3
dim (210) {1} {1} {1} = 6

(4.3.44)

4.3.4 Etude algébrique de la chaine K(3) ⊃ S(3) ⊃ C3v

Avant d’étudier la reduction des RI de K(3) dans S(3) nous devons déjà défenir le produit
élargi de représentations de S(p).

Produit élargi de représentations de S(p)

Considérons deux systèmes physiques indépendants constitués par p1 et p2 oscillateurs,
tous totalement identiques, et de groupe d’invariance respectif S(p1) et S(p2). Lorsqu’il n’y a
aucune interaction entre les deux systèmes, le groupe d’invariance de l’ensemble est simplement
le produit direct S(p1) ⊗ S(p2).

Si l’état du premier système appartient à l’espace de la représentation D(1) de S(p1), et celui
du second à D(2) de S(p2), le système global sera évidemment un état de l’espace D(1) ⊗D(2)

du groupe d’invariance S(p1) ⊗ S(p2) de l’ensemble.
Supposons maintenant qu’il existe une interaction entre les deux systèmes d’oscillateurs.

Comme les oscillateurs sont équivalents, le système global possède la symétrie du groupe S(p1+
p2). Une question intéressante est de savoir à quelles R.I. de S(p1 + p2) appartient l’état du
système global.

Nous sommes ainsi conduits à une nouvelle décomposition, celle d’un produit élargi [20, 61]
de deux R.I. D(α) et D(β) :

D(α) ∨D(β) = D(µ1) ⊕D(µ2) ⊕ · · · . (4.3.45)

Si dαet dβ sont les dimensions des R.I. D(α) et D(β), alors la dimension N du produit élargi
D(α) ∨D(β) nous est donnée par [20] :

dim
(
D(α) ∨D(β)

)
= N = dαdβ

(p1 + p2)!

p1! p2!
(4.3.46)
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A titre d’exemple, effectuons le produit élargi de la représentation {3100} du groupe S(4)

représentée par le tableau de Young , par la représentation {210} de S(3) représentée

par le tableau de Young :

∨ (4.3.47)

Nous explicitons ci-après une méthode générale, dites “des noeuds et des coudes” due à Cole-
man [62], qui permet de déterminer la dimension d’une R.I. quelconque d’un groupe de permuta-

tion. Afin d’illustrer cette méthode, nous choisissons arbitrairement le diagramme

de S(7).
Ce que les anglo-saxons appelent les noeuds (node) sont en fait les cases qui constituent le

diagramme de Young considéré.

Première étape : affectation des coudes aux noeuds

On choisit un noeud quelconque sur le diagramme précédent, puis on lui associe un entier
naturel appelé “longueur de coude” tel qu’il soit égale au nombre de noeuds à droite dans sa
ligne plus le nombre de noeuds en bas dans sa colonne plus un. On obtient ainsi :

=⇒ 6 5 3 2 1
2 1

(4.3.48)

Deuxième étape : Dimension de la R.I. associée au tableau de Young considéré

La dimension de la R.I. associée au tableau de Young considéré est alors donnée par la
relation suivante

dim

( )
=

(nombre de cases constituant le tableau de Young) !

le produit de toutes les longueurs de coudes affectées aux différents noeuds
(4.3.49)

ce qui donne

dim

( )
=

7!

6 × 5 × 3 × 2 × 1 × 2 × 1
= 14 (4.3.50)

En appliquant cette méthode “des noeuds et des coudes” aux R.I. {3100} du groupe S(4)

représentée par le tableau de Young , par la représentation {210} de S(3) représentée

par le tableau de Young , on obtient alors à l’aide de (4.3.46)






dim

( )
= 3

dim

( )
= 2

=⇒ dim

(
∨

)
= 210 (4.3.51)

Effectuons maintenant le produit élargi ∨ . Celui ci se fait en plusieurs étapes.

On commence par affecter la lettre a à toutes les cases de la première ligne du multiplicateur,
puis b à toutes les cases de la deuxième ligne, et ainsi de suite. On obtient ici :

a a
b

(4.3.52)
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Puis, accolons les différentes cases a du diagramme précédent au diagramme multiplicande de
façon à ce qu’elles n’apparaissent pas dans une même colonne, et cela de toutes les manières
possibles. A ce stade, on obtient les différents diagrammes :

a a a
a

a

a
a a

a
a

(4.3.53)

Une fois que ceci est fait, on accole les cases b aux diagrammes de Young précédemment
obtenus en respectant non seulement la même restriction qu’auparavant mais aussi la suivante :
en lisant de droite à gauche et de haut en bas les lettres rencontrées dans les diagrammes
obtenus, à aucun moment le nombre de lettres b rencontrées ne doit dépasser le nombre de
lettres a, c’est la préséance des a sur les b. Puis, on place les c, d, ... en respectant dans ce
processus de lecture la préséance des b sur les c, des c sur les d, et ainsi de suite. On obtient ici
les tableaux suivants :

a a
b

a a

b

a
a b

dim = 14 dim = 15 dim = 14

a
a

b

a
b

a

a

a
b

dim = 35 dim = 35 dim = 20

a a
b

a
a b

a
a
b

dim = 21 dim = 21 dim = 35

(4.3.54)

et, on vérifie bien que la somme des dimensions (4.3.54) obtenues est bien égale à celle du

produit élargi ∨ :

14 + 15 + 14 + 35 + 35 + 20 + 21 + 21 + 35 = 210 = dim

(
∨

)
(4.3.55)

Application aux R.I. de K(3)

Afin de faciliter la lecture de ce chapitre, nous nous permettons de rappeler, sous forme de
tableau, les éléments essentiels en terme de R.I. et de classes d’équivalence, de l’isormophisme
S(3) ≃ C3v.
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C3v Id 3σi 2C3

S(3) (13) (21) (3)

R.I. R.I.
C3v S(3)

A1 {300} 1 1 1

A2 {111} 1 -1 1

E {210} 2 0 -1

Tab. 4.10 – Table de caractères de S(3) ≃ C3v

Première répartition : (n1 n1 n1)

On a les trois cas :

K(3) ⊃ S(3) ≈ C3v

((n1n1n1) {300}) =⇒ {300} ≃ A1

((n1n1n1) {111}) =⇒ {111} ≃ A2

((n1n1n1) {210}) =⇒ {210} ≃ E

(4.3.56)

Deuxième répartition : (n1 n1 n2)

Pour la R.I. ((n1n1n2) {20} {1}) de K(3), nous avons :

∨ a = a ⊕
a

= { 300 } ⊕ { 210 }

= A1 ⊕ E

(4.3.57)

Puis, pour la R.I. ((n1n1n2) {11} {1}) on obtient :

∨ a =
a

⊕
a

= { 111 } ⊕ { 210 }

= A2 ⊕ E

(4.3.58)
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Troisième répartition : (n1 n2 n3)

Enfin, en ce qui concerne la R.I. ((n1n2n3) {1}{1}{1}) de K(3), nous obtenons :

(
∨ a

)
∨ b =

(
a ⊕

a

)
∨ b

= a b ⊕ b
a

⊕ a
b

⊕ a
b

= { 300 } ⊕ { 111 } ⊕ 2{ 210 }

= A1 ⊕ A2 ⊕ 2E

(4.3.59)

Ces différents résultats sont regroupés dans la table 4.11.

K(3) = A(3) ∧ S(3) S(3) C3v dim

(n1 n1 n1) {300} {300} A1 1

(n1 n1 n1) {13} {13} A2 1

(n1 n1 n1) {210} {210} E 2

(n1 n1 n2) {20} {1} {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

(n1 n1 n2) {11} {1} {13} ⊕ {210} A2 ⊕ E 3

(n1 n2 n3) {1} {1} {1} {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6

Tab. 4.11 – Decomposition des R.I. de K(3) dans C3v ≈ S(3)

De la table 4.11 nous extrayons le sous tableau 4.12 qui est constitué des R.I. de K(3) dont
la décomposition dans C3v ≈ S(3) contient A1 ≃ {300}.

En comparant les tables 4.12 et 4.13, il apparâıt clairement que les seules représentations Γ
induites par les kets |ni nj nk > dans C3v ≈ S(3), sont les R.I. du groupeK(3) qui contiennent la
composante A1 dans C3v (ou {300} dans S(3)). De plus, les dégénérescences des représentations
Γ sont simplement les dimensions des R.I. de K(3) correspondantes.

De tous les résultats issus jusqu’à présent de cette étude du groupe K(3), nous pouvons
tracer le diagramme théorique des niveaux d’énergie vibrationnelle (d’élongation) des molécules
XY3 non planaires. Dans notre exemple, nous avons choisi N ≥ 4 (Fig. 4.2). On constate alors
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K(3) = A(3) ∧ S(3) S(3) C3v dim

(n1 n1 n1) {300} {300} A1 1

(n1 n1 n2) {20} {1} {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

(n1 n2 n3) {1} {1} {1} {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6

Tab. 4.12 – Decomposition des R.I. de K(3) dans C3v ≈ S(3) qui contiennent A1 ≈ {300}

Base |ni nj nk > Représentation Γ dans S(3) Représentation Γ dans C3v dim

|n1 n1 n1 > {300} A1 1

|n1 n1 n2 > {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

|n1 n2 n3 > {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6
n1 > n2 > n3

Tab. 4.13 – Representations Γ induites dans C3v ≈ S(3) par la base |ni nj nk >

visuellement toute l’utilité d’introduire le groupe K(3) dans la description des états vibra-
tionnels d’élongation des molécules XY3 non planaires.

En examinant la figure 4.2, on peut donner une interprétation physique au groupe K(3). En
effet, de par les différents poids w que l’on peut associer au sous-groupe A(3), on constate que
le groupe K(3) nous donne accès aux différentes répartitions énergétiques possibles des quanta
sur les liaisons de la molécule. En effet, intuitivement on constate que pour une molécule
pyramidale, il n’y a que trois répartitions énergétiques possibles : les trois liaisons ont le même
état énergétique (w = (n1 n1 n1)), ou bien une liaison est dans un état différent des deux
autres (w = (n1 n1 n2)), ou finalement les trois liaisons ont des états énergétiques différents
(w = (n1 n2 n3)). C’est pourquoi nous donnerons au groupe K(3) le nom de groupe de la
répartition énergétique.

4.3.5 Les opérateurs de Casimir du groupe K(3)

Le Hamiltonien d’ordre zéro associé au système étudié physique peut être construit à l’aide
du concept de symétrie dynamique [6]. C’est pourquoi nous devons déterminer un ensemble
complet d’opérateurs invariants (opérateurs de Casimir) pour le groupe K(3). Dans la châıne
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Fig. 4.2 – Schéma des énergies théoriques pour une molecule XY3 non planaire, pour N ≥ 4

(4.2.3), à l’exception du groupe K(3), les opérateurs invariants linéaires et quadratiques des
différents groupes sont :

I
(U(4))
1 =

4∑
i=1

N̂i = N̂ , I
(U(4))
2 = N̂(N̂ + 3)

I
(U(3))
1 =

3∑
i=1

N̂i = n̂ , I
(U(3))
2 = n̂(n̂+ 2)

I
(S(3))
1 =

3∑
i=1

N̂i = n̂ , I
(S(3))
2 =

3∑
i6=j=1

N̂iN̂j

(4.3.60)

Les deux quantités I
(S(3))
1 et I

(S(3))
2 sont des opérateurs invariants sous les opérations du

groupe S(3). Ils sont construits à partir des opérateurs de poids de U(3).
Mais d’après le concept de symétrie dynamique, seuls les invariants des groupes continus

ou semi-continus contribuent au Hamiltonien d’ordre zéro associé aux états vibrationnels de la
molécule. Et comme le groupe S(3) est discret, nous ne devrions donc pas introduire dans le

Hamiltonien les deux quantités I
(S(3))
1 et I

(S(3))
2 . Ceci nous conduit à devoir déterminer l’ensemble

des opérateurs de Casimir attaché au groupe semi-continu K(3).
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Les composantes du poids (n1 n2 n3) sont les valeurs propres des opérateurs N̂1 , N̂2 , N̂3, et
sont associées aux R.I. du sous-groupe abélien A(3) du groupe unitaire U(3).

Il s’ensuit que les R.I. de K(3) sont induites par A(3) ∧ W où W est le groupe du poids.
Ainsi W fait apparâıtre la structure en couche des trois oscillateurs par la décomposition

W = S(ni1) ⊕ S(ni2) ⊕ S(ni3) ⊕ · · · ⊕ S(nim), (4.3.61)

où les groupes S(nij) sont des sous-groupes de permutation du groupe S(3) avec la condition

m∑

j=1

nij = 3 (4.3.62)

Or le système physique étudié est une molécule du type XY3 non planaire, donc de symétrie
S(3) ≃ C3v. Cette molécule admet, par rapport à chacune de ses liaisons j, un sous-groupe de
symétrie locale Sj(2) ≈ Cj

i , où Ci est le groupe de l’inversion.
Nécessairement, on en déduit que les opérateurs

N̂j et N̂k + N̂l avec 1 ≤ j 6= k 6= l 6= j ≤ 3 (4.3.63)

sont invariants sous l’action de tous les éléments de transformation du groupe de symétrie locale
Sj(2).

Mais comme l’action d’un projecteur P ({300}) = P (A1) de C3v ≈ S(3) sur N̂j et N̂k + N̂l nous

donne l’invariant linéaire
3∑

j=1

N̂i = I
(U(3))
1 = n̂, et de plus, parce que K(3) est un sous-groupe de

U(3), on en déduit donc que I
(U(3))
1 est aussi l’invariant linéaire de K(3) :

I
(K(3))
1 = I

(U(3))
1 (4.3.64)

Formons maintenant le produit
N̂j(N̂k + N̂l) (4.3.65)

qui est un opérateur invariant du sous-groupe local de symétrie Sj(2). La symétrisation de
l’opérateur (4.3.65) dans S(3) est strictement équivalente à une symétrisation par rapport à
tous les sous-groupes locaux Sj(2) (j = 1, 2, 3). Dit autrement, à partir des opérateurs (4.3.63),
il est impossible de construire une combinaison linéaire qui nous conduise à l’invariant linéaire
I
(K(3))
1 . Ainsi, on en conclu que :

I
(K(3))
2 = N̂1(N̂2 + N̂3)︸ ︷︷ ︸

S1(2)

+ N̂2(N̂1 + N̂3)︸ ︷︷ ︸
S2(2)

+ N̂3(N̂1 + N̂2)︸ ︷︷ ︸
S3(2)

(4.3.66)

Par un raisonnement similaire, nous pouvons distinguer les opérateurs invariants I
(K(3))
k pour

les trois partitions w du groupe du poids W :

α) w = (n1 n1 n1) i.e. W = S(3)

I
(K(3))
1 = N̂1 + N̂2 + N̂3 =

3∑

i=1

N̂i = I
(U(3))
1 (4.3.67)

β) w = (n1 n1 n2) i.e. W = S(2) ⊕ S(1)

I
(K(3))
2 = N̂1(N̂2+N̂3)+N̂2(N̂1+N̂3)+N̂3(N̂1+N̂2) = 2(N̂1N̂2+N̂1N̂3+N̂2N̂3) =

3∑

i6=j=1

N̂iN̂j = I
(S(3))
2

(4.3.68)
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γ) w = (n1 n2 n3) i.e. W = S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1)

I
(K(3))
3 = N̂1N̂2N̂3 =

1

6

3∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k (4.3.69)

Nous avons donc déterminé un ensemble de trois opérateurs invariants pour le groupe K(3).
Mais l’ensemble

{N̂1 , N̂2 , N̂3} (4.3.70)

constitue un E.C.O.C., et donc tout ensemble de 3 opérateurs indépendants construit à partir
des opérateurs N̂i (i = 1, 2, 3) constitue lui aussi un E.C.O.C..

Nous travaillons au sein de la représentation totalement symétrique
[
n,

.

0
2
]

du groupe uni-

taire U(3). C’est pourquoi l’opérateur n̂ est constant au sein de cette représentation totalement
symétrique. En conséquence, les opérateurs

n̂ , n̂2 , n̂3 (4.3.71)

sont conservés dans les R.I. de K(3). Ces opérateurs (totalement symétrique dans S(3) ≃ C3v)
peuvent être inclus dans l’expression du Hamiltonien, et sont nécessairement des opérateurs
invariants dans tous les groupes qui contiennent S(3), ce qui est le cas de K(3). Nous pouvons
écrire

n̂ =
3∑

i=1

N̂i

︸ ︷︷ ︸
= bA1

= I
(K(3))
1 puis n̂2 =

3∑

i=1

N̂2
i

︸ ︷︷ ︸
= bA2

+
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j = Â2 + I
(K(3))
2 (4.3.72)

et

n̂3 =
3∑

i=1

N̂3
i + 3

3∑

i6=j=1

N̂2
i N̂j

︸ ︷︷ ︸
= bA3

+ 6 N̂1 N̂2 N̂3 = Â3 +
3∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k = Â3 + 6 I
(K(3))
3 (4.3.73)

En inversant ces relations, nous obtenons :






Â1 =
3∑

i=1

N̂i = n̂ = I
(K(3))
1

Â2 =
3∑

i=1

N̂2
i = n̂2 − I

(K(3))
2

Â3 =
3∑

i=1

N̂3
i + 3

3∑
i6=j=1

N̂2
i N̂j = n̂3 − 6 I

(K(3))
3

(4.3.74)

{Âi} avec i = (1, 2, 3) constitue un autre ensemble d’opérateurs invariants de K(3). Comme

n̂m (m = 1, 2, 3) se réduit à une constante dans la représentation
[
n,

.

0
2
]
, l’action des I

(K(3))
i (i =

1, 2, 3) est la même dans cette représentation
[
n,

.

0
2
]
. Nous en déduisons que Â3 ou de manière

identique I
(K(3))
3 est nécessaire pour distinguer les états locaux pour des nombres quantiques

n ≥ 6. Ces résultats sont résumés dans la table 4.14. Donc, si nous souhaitons introduire
l’opérateur I

(K(3))
3 dans le Hamiltonien, il nous faudrait des données expérimentales pour les

états locaux (4 1 1) et (3 3 0). Mais avec les données expérimentales actuelles, l’utilisation de cet
opérateur est d’ordre purement théorique.
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Invariants I
(K(3))
1 A

(K(3))
2 = I

(K(3))
2 = I

(K(3))
3 = A

(K(3))
3 =

Etat local
3∑

i=1
N̂i

3∑
i=1

N̂2
i

3∑
i6=j=1

N̂iN̂j
1

6

∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k

3∑
i=1

N̂3
i + 3

3∑
i6=j=1

N̂2
i N̂j

n=1
(1 0 0) 1 1 0 0 1

n=2
(2 0 0) 2 4 0 0 8
(1 1 0) 2 2 2 0 8

n=3
(3 0 0) 3 9 0 0 27
(2 1 0) 3 5 4 0 27
(1 1 1) 3 3 6 1 21

n=4
(4 0 0) 4 16 0 0 64
(3 1 0) 4 10 6 0 64
(2 2 0) 4 8 8 0 64
(2 1 1) 4 6 10 2 52

n=5
(5 0 0) 5 25 0 0 125
(4 1 0) 5 17 8 0 125
(3 2 0) 5 13 12 0 125
(3 1 1) 5 11 14 3 107
(2 2 1) 5 9 16 4 101

n=6
(6 0 0) 6 36 0 0 216
(5 1 0) 6 26 10 0 216
(4 2 0) 6 20 16 0 216

(4 1 1) 6 18 18 4 192

(3 3 0) 6 18 18 0 216

(3 2 1) 6 14 22 6 180

Tab. 4.14 – Action des opérateurs invariants du groupe K(3) sur la dégénérescence des états
locaux

4.4 Symétrisation des kets et des générateurs

4.4.1 Introduction et généralités

Dans la châıne algébrique (4.4.1) relative aux modes d’élongation, le passage local U(3) ⊃
S(3) suggère l’étiquetage de la RI [ne ≡ n,

.

0
2
] de Us(3) par le nombre quantique n = n1+n2+n3.

La signification physique de ces quatre nombres quantiques étant :

- n : nombre total de quanta relatif à l’oscillateur d’élongation triplement dégénéré

- ni (i = 1, 2, 3) : nombre de quanta relatif à l’oscillateur d’élongation i non dégénéré

avec n ≡ n1 + n2 + n3
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Ainsi, les nombres quantiques suivants vont apparâıtre :

U(4) ⊃ U(3) ⊃ S(3) ≈ C3v

↓ ↓
N n

(4.4.1)

Le groupe dynamique U(4) est engendré par les seize générateurs suivants :

Êi j ≡ b̂+i b̂j]i,j=1,2,3,4 (4.4.2)

Parmi ces seize générateurs de U(4), les neuf suivants engendrent le sous-groupe U(3) :

Êi j ≡ b̂+i b̂j]1≤i,j≤3 (4.4.3)

Afin de pouvoir écrire les différents kets symétrisés dans la châıne (4.4.1), il nous faut recenser
les diverses possibilités physiques de répartition des quanta qui peuvent exister. Ces diverses
possibilités sont les suivantes :

α) n1 = n2 = n3 ≡ n d’où le seul ket non symétrisé : |n, n, n〉.
L’action des opérations de symétrie de C3v sur ce ket, engendre Γe1 :

C3v Id 2C3 3σv

Γe1 1 1 1
(4.4.4)

on obtient donc Γe1 = A1 de dimension 1.

β)

{
n1 = n2 ≡ n
n3 ≡ n′

Il existe donc trois kets non symétrisés : |n, n, n′〉 |n, n′, n〉 |n′, n, n〉.

Comme précédemment, on démontre que :

C3v Id 2C3 3σv

Γe2 3 0 1
(4.4.5)

c’est-à-dire Γe2 = A1 ⊕ E, et dim Γe2 = 3.

γ) n1 6= n2 6= n3 6= n1

On détermine donc six kets non symétrisés :

|n1, n2, n3〉 |n1, n3, n2〉 |n2, n1, n3〉 |n2, n3, n1〉 |n3, n1, n2〉 |n3, n2, n1〉

ainsi que l’action de C3v sur ces kets :

C3v Id 2C3 3σv

Γe3 6 0 0
(4.4.6)

qui se réduit en Γe3 = A1 ⊕ A2 ⊕ 2E, on vérifie bien que dim Γe3 = 6.
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4.4.2 Processus de symétrisation des kets et des générateurs dans
S(p).

Les kets relatifs à la châıne de groupes (4.2.1) envisagée vont pouvoir se déduire des kets
non symétrisés par projection sur les sous-espaces relatifs aux différentes R.I. du groupe S(p)

à l’aide des projecteurs P
[C]
σ :

|(n1 . . . np+1) , r [C]σ〉 =
dim[C]

g

∑

R∈S(p)

[D[C](R)]∗σσOR|n1, . . . , ni, . . . , np+1〉 (4.4.7)

où :
- [C] représente une R.I. du groupe S(p),
- r est un indice de multiplicité de [C].
- dim[C] représente la dimension de la R.I. [C],
- g est le nombre total d’éléments du groupe S(p),
- OR est l’opérateur associé à l’opération de symétrie R ∈ S(p),
- D[C](R) sont les matrices orientées des opérations OR du groupe S(p),
- σ représente la composante de la RI du groupe S(p) et vaut 1, 2, . . . , dim[C].

De même on symétrise les générateurs dans S(p). On peut classer ces générateurs symétrisés
en trois ensembles :

- les générateurs ne dépendant que des opérateurs de poids. Ces générateurs sont diagonaux
dans la base {|n1, . . . , ni, . . . , np+1〉},

- les générateurs diagonaux dans la représentation
[
n;

.

0
p−1
]
. Ces opérateurs couplent des

états locaux définis pour la même valeur de n,

- les générateurs non diagonaux dans la représentation
[
n;

.

0
p−1
]
. Ces opérateurs couplent

des états locaux définis pour des valeurs différentes de n.

Les outils théoriques généraux étant maintenant présentés, nous allons particulariser ceux-ci
aux systèmes moléculaires XY3.

4.4.3 Détermination des kets symétrisés dans C3v.

On doit symétriser l’ensemble des kets non symétrisés et les générateurs de U(4) dans la
châıne (4.4.1). La procédure de symétrisation dans S(p) (p quelconque) ayant été décrite, il
nous suffit de symétriser dans C3v qui est isomorphe à S(3). On rëıtère donc le processus de
symétrisation définit dans le paragraphe précédent. Il suffit alors de se donner les matrices
[DC(R)] où :

- R est une opération de symétrie du groupe C3v

- C est une RI du groupe C3v

Nous indiquons ci-après ces matrices






DA1(R) = (1) ∀R ∈ C3v

DA2(R) = (−1) pour R ≡ σv1 , σv2 , σv3

DA2(R) = (1) pour R ≡ Id , C3 , C
−1
3

(4.4.8)
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DE(σv1) =

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
DE(σv2) =

(
−1

2
−

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)
DE(σv3) =

(
1 0
0 −1

)

DE(C3) =

(
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

)
DE(C−1

3 ) =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2

)
DE(Id) =

(
1 0
0 1

) (4.4.9)

Le résultat final de ce processus de symétrisation des kets donne :

- Etat symétrisé du type : n1 = n2 = n3 ≡ n

|(nnn) , A1〉 = |nnn〉
- Etats symétrisés du type : n1 = n2 ≡ n et n3 ≡ n′

|(nnn′) , A1〉 =
1√
3
[|nnn′〉 + |nn′ n〉 + |n′ nn〉]

|(nnn′) , E1〉 =
1√
6
[2|nnn′〉 − |nn′ n〉 − |n′ nn〉]

|(nnn′) , E2〉 =
1√
2
[|nn′ n〉 − |n′ nn〉]

- Etats symétrisés du type : n1 6= n2 6= n3

Dans les kets symétrisés du type |(n1 n2 n3) , r Cσ〉 nous choisissons la convention de no-
tation n1 > n2 > n3.

|(n1 n2 n3) , A1〉 =
1√
6
[|n1 n2 n3〉 + |n1 n3 n2〉 + |n2 n1 n3〉

+|n2 n3 n1〉 + |n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , A2〉 =
1√
6
[|n1 n2 n3〉 − |n1 n3 n2〉 − |n2 n1 n3〉

+|n2 n3 n1〉 + |n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n1 n2 n3〉 − |n3 n2 n1〉 − |n1 n3 n2〉
+2|n2 n1 n3〉 − |n2 n3 n1〉 − |n3 n1 n2〉]

|(n1, n3, n2) , 1E2〉 =
1

2
[|n1 n3 n2〉 − |n3 n2 n1〉 − |n3 n1 n2〉 + |n2 n3 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 2E1〉 =
1

2
[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉 − |n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉

|(n1 n2 n3) , 2E2〉 =
1√
12

[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉 + 2|n2 n1 n3〉
−2|n1 n2 n3〉 + |n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉]

4.4.4 Symétrisation des générateurs dans C3v

Cherchons en quelles R.I. se décompose la représentation adjointe Γadj du groupe dynamique
U(4), c’est-à-dire celle engendrée par les générateurs Ei j de ce groupe :

Γadj = 5A1 ⊕ A2 ⊕ 5E (4.4.10)
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Les seize générateurs non symétrisés du groupe dynamique U(4) peuvent être répartis en
trois ensembles :

- ceux diagonaux dans la base {|n1, . . . , ni, . . . , n4〉}, c’est-à-dire les opérateurs de poids

E1 1 , E2 2 , E3 3 , E4 4 (4.4.11)

qui engendrent la représentation Γ1 = 2A1 ⊕ E

- ceux diagonaux dans la représentation
[
ne,

.

0
2
]
, i.e

E1 2 , E1 3 , E3 2 , E2 1 , E3 1 , E2 3 (4.4.12)

qui engendrent la représentation Γ2 = A1 ⊕ A2 ⊕ 2E

- ceux non diagonaux dans la représentation
[
ne,

.

0
2
]
, soient

E1 4 , E2 4 , E3 4 , E4 1 , E4 2 , E4 3 (4.4.13)

qui engendre la représentation Γ3 = 2A1 ⊕ 2E
On peut vérifier, une fois ces opérations de réductions en R.I. de C3v effectuées, que :

Γadj = Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ Γ3 =⇒ dim Γadj = dim Γ1 + dim Γ2 + dim Γ3. (4.4.14)

Le résultat final de ce processus de symétrisation des générateurs est donc :

- Premier ensemble : générateurs symétrisés qui ne dépendent que des opérateurs de poids

Ces opérateurs sont donc diagonaux dans la base de G-Z et dans celle des états symétrisés.

Y1(A1) = N̂4

Y2(A1) = N̂1 + N̂2 + N̂3

Y
1(E)
1 = N̂1 + N̂2 − 2N̂3

Y
1(E)
2 =

√
3
[
N̂1 − N̂2

]

- Deuxième ensemble : générateurs symétrisés diagonaux au sein de la représentation totale-
ment symétrique [n, 0, 0] de U(3)

Ces générateurs symétrisés couplent donc des états locaux caractérisés par la même valeur
de n.

Y3(A1) = E1 3 + E3 1 + E3 2 + E2 3 + E2 1 + E1 2

Y1(A2) = −E1 3 + E3 1 − E3 2 + E2 3 − E2 1 + E1 2

Y
2(E)
1 = −E1 3 − E3 1 − E3 2 − E2 3 + 2E2 1 + 2E1 2

Y
2(E)
2 =

√
3(E1 3 + E3 1 − E3 2 − E2 3)

Y
3(E)
1 = E3 2 − E2 3 − E1 3 + E3 1

Y
3(E)
2 =

√
3(−2E1 2 + 2E2 1 − E3 2 + E2 3 + E3 1 − E1 3)

- Troisième ensemble : générateurs symétrisés non-diagonaux au sein de la représentation
totalement symétrique [n, 0, 0] de U(3)

Ils couplent donc des états locaux caractérisés par des valeurs de n différentes.

Y4(A1) = E1 4 + E4 1 + E3 4 + E4 3 + E2 4 + E4 2

Y5(A1) = ı(E1 4 − E4 1 + E2 4 − E4 2 + E3 4 − E4 3)

Y
4(E)
1 = E1 4 + E4 1 − 2E3 4 − 2E4 3 + E2 4 + E4 2

Y
4(E)
2 =

√
3(E1 4 + E4 1 − E2 4 − E4 2)

Y
5(E)
1 = ı(E1 4 − E4 1 − E4 2 + E2 4 − 2E3 4 + 2E4 3)

Y
5(E)
2 = ı

√
3(E1 4 − E4 1 + E4 2 − E2 4)
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4.5 Hamiltonien d’élongation des moléculesXY3 non planaires

Hamiltonien algébrique d’ordre zéro

En faisant usage du concept de symétrie dynamique, nous pouvons écrire le Hamiltonien
H0. Cet Hamiltonien est construit avec les invariants linéaires et quadratiques des différents
groupes continus et semi-continus présents dans la chaine de groupes (4.2.3)

H0 = A I
(U(4))
1 +B I

(U(4))
2 + C I

(U(3))
1 +D I

(U(3))
2 + E I

(K(3))
1 + F I

(K(3))
2 (4.5.1)

avec (A,B,C,D,E, F ) ∈ IR. En tenant compte des redondances, on obtient :

H0 = A I
(U(4))
1 +B I

(U(4))
2 + (C + E) I

(U(3))
1 +D I

(U(3))
2 + F I

(K(3))
2 (4.5.2)

Mais au sein de la représentation totalement symétrique

[
N =

4∑
i=1

ni,
.

0
3
]

de U(4), l’opérateur

N̂ est une constante ; en conséquence, les opérateurs de Casimir I
(U(4))
1 et I

(U(4))
2 construits à

partir de l’opérateur N̂ doivent être éliminés de l’Hamiltonien H0, on obtient

H0 = (C + E) I
(U(3))
1 + D I

(U(3))
2 + F I

(K(3))
2

= (C + E) n̂ + D n̂(n̂+ 2) + F
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j

= (C + E + 2D) n̂ + D n̂2 + F
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j

(4.5.3)

mais comme n̂2 =
3∑

i=1

N̂2
i + 2

3∑
i>j=1

N̂iN̂j, nous obtenons une forme équivalente pour H0

H0 = (C + E + 2D) n̂+D
3∑

i=1

N̂2
i + (2F + 2D)

3∑

i>j=1

N̂iN̂j (4.5.4)

Finalement, le Hamiltonien H0 se réduit à

H0 = a0 n̂+ a1

3∑

i=1

N̂2
i + a2

3∑

i>j=1

N̂iN̂j (4.5.5)

avec l’ensemble des paramètres rééls

{ a0 = C + E + 2D , a1 = D , a2 = 2F + 2D } (4.5.6)

On constate que dans la base { |n1 , n2 , n3 〉 } (donc également dans la base symétrisée
définie dans §§4.4.3) le Hamiltonien H0 est un opérateur totalement diagonal. On a donc
l’équation aux valeurs propres suivante :

H0 |n1 , n2 , n3 〉 = E0(n1, n2, n3) |n1 , n2 , n3 〉 (4.5.7)

soit encore[
a0 n̂+ a1

3∑

i=1

N̂2
i + a2

3∑

i>j=1

N̂iN̂j

]
|n1 , n2 , n3 〉 =

[
a0 n+ a1

3∑

i=1

n2
i + a2

3∑

i>j=1

ninj

]
|n1 , n2 , n3 〉

(4.5.8)
Dès lors, on comprend que, même si cet Hamiltonien H0 offre déjà une meilleure descrip-

tion que celle fournie par un potentiel de Morse usuel, il ne rendra pas bien compte de cer-
taines subtilités du spectre vibrationnel, comme par exemple le passage entre des états du type
|n1 , n2 , n3 〉 vers |n1 + 1 , n2 − 1 , n3 〉, car :

〈n1 , n2 , n3 | H0 |n1 + 1 , n2 − 1 , n3 〉 = 0 (4.5.9)
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4.5.1 Hamiltonien d’ordre un

Le Hamiltonien H0 doit être complété par des opérateurs non diagonaux dans la base
{ |n1 , n2 , n3 〉 }, opérateurs qui doivent bien évidemment être totalement symétriques, c’est-à-
dire être de symétrie A1.

L’idée est de développer jusqu’au second ordre les générateurs symétrisés (qui sont donnés
dans (§§4.4.4). On obtient alors l’expression générale suivante du Hamiltonien H pour une
molécule de type C3v :

H = α
(1)
1 Y1(A1) + α

(2)
2

[
Y1(A1) ⊗ Y1(A1)

](A1)
+ α

(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)

+ α
(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
+ α

(1)
6 Y3(A1) + α

(2)
7

[
Y3(A1) ⊗ Y3(A1)

](A1)
+ α

(2)
8

[
Y1(A2) ⊗ Y1(A2)

](A1)

+ α
(2)
9

[
Y2(E) ⊗ Y2(E)

](A1)
+ α

(2)
10

[
Y3(E) ⊗ Y3(E)

](A1)
+ α

(1)
11 Y4(A1) + α

(2)
12

[
Y4(A1) ⊗ Y4(A1)

](A1)

+ α
(1)
13 Y5(A1) + α

(2)
14

[
Y5(A1) ⊗ Y5(A1)

](A1)
+ α

(2)
15

[
Y4(E) ⊗ Y4(E)

](A1)
+ α

(2)
16

[
Y5(E) ⊗ Y5(E)

](A1)

(4.5.10)

où les coefficients α
(j)
i sont tous réels, j désigne l’ordre de développement en les générateurs

associés et 1 ≤ i ≤ 16.
Bien évidemment, l’expression de H contient des opérateurs qui sont eux mêmes inclus

dans H0. Mais comme le concept de symétrie dynamique s’applique à des groupes continus ou
semi-continus, nous allons donc construire le Hamiltonien H en ajoutant à H0 des opérateurs
qui sont invariants dans la châıne (4.2.3), mais qui ne sont pas des opérateurs de Casimir des
groupes continus ou semi-continus présents dans (4.2.3). En conséquence, H0 ne dépend pas
des opérateurs b+i b4 et b+4 bi (i = 1, 2, 3, 4). On a alors l’expression du Hamiltonien H :

H = α
(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
+ α

(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)

+ α
(1)
6 Y3(A1) + α

(2)
7

[
Y3(A1) ⊗ Y3(A1)

](A1)
+ α

(2)
8

[
Y1(A2) ⊗ Y1(A2)

](A1)
+ α

(2)
9

[
Y2(E) ⊗ Y2(E)

](A1)

+ α
(2)
10

[
Y3(E) ⊗ Y3(E)

](A1)

(4.5.11)
Maintenant, nous allons conserver dans l’expression précédente de H, tous les operateurs ou

les produits tensoriels d’opérateurs, qui sont de degré un en les générateurs, et les opérateurs
qui forment déjà H0. On a alors :

H = H1 = α
(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
+ α

(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
+ α

(1)
6 Y3(A1) (4.5.12)

Développons les produits tensoriels

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
= [A1]

1/2 F

(
A1 A1 A1

. . .

)
Y2(A1)Y2(A1)

= N̂2
1 + N̂2

2 + N̂2
3 + 2N̂1N̂2 + 2N̂1N̂3 + 2N̂2N̂3

(4.5.13)
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et

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
= [A1]

1/2 F

(
E E A1

1 1 .

)
Y

1(E)
1 Y

1(E)
1 + [A1]

1/2 F

(
E E A1

1 2 .

)
Y

1(E)
1 Y

1(E)
2

+ [A1]
1/2 F

(
E E A1

2 1 .

)
Y

1(E)
2 Y

1(E)
1 + [A1]

1/2 F

(
E E A1

2 2 .

)
Y

1(E)
2 Y

1(E)
2

=
1√
2

[
N̂1 + N̂2 − 2N̂3

]2
+

1√
2

[√
3
(
N̂1 − N̂2

)]2

= 2
√

2
(
N̂2

1 + N̂2
2 + N̂2

3 − N̂1N̂2 − N̂1N̂3 − N̂2N̂3

)

(4.5.14)
avec les coefficients de Clebsh-Gordan F

Finalement, le Hamiltonien de notre système moléculaire devient :

H1 = α
(1)
3

[
N̂1 + N̂2 + N̂3

]
+
(
α

(2)
4 + 2

√
2α

(2)
5

) [
N̂2

1 + N̂2
2 + N̂2

3

]

+
(
2α

(2)
4 − 2

√
2α

(2)
5

) [
N̂1N̂2 + N̂1N̂3 + N̂2N̂3

]
+ α

(1)
6 Y3(A1)

(4.5.15)

En comparant les expressions (4.5.5) et (4.5.15), on constate que l’expression précédente du
Hamiltonien devient H :

H1 = H0 +H(1) (4.5.16)

avec
H0 = α

(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)

+ α
(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)

H(1) = α
(1)
6 Y3(A1) = a3

3∑
i6=j=1

b+i bj

(4.5.17)

où

α
(1)
3 = a0 , α

(2)
4 =

a1 + a2

3
, α

(2)
5 =

2a1 − a2

6
√

2
, α

(1)
6 = a3 (4.5.18)

4.5.2 Interprétation physique de l’opérateur Y3(A1).

Ce terme supplémentaire s’écrit :

Y3(A1) = Ê1 3 + Ê3 1 + Ê3 2 + Ê2 3 + Ê2 1 + Ê1 2 =
∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj (4.5.19)

On peut interpréter l’opérateur b+i bj (i 6= j = 1, 3, 5) de la façon suivante : il échange un
quantum d’énergie de la liaison j à la liaison i. On peut donc en conclure que l’opérateur Y3(A1)

est un terme de couplage entre les différentes liaisons de la molécule.
Il apparâıt donc une compétition entre H0 et H1 ; c’est-à-dire entre deux phénomènes

physiques totalement différents :
- l’anharmonicité des oscillateurs associés aux différentes liaisons de la molécule, représentée
par les termes quadratiques de H0 :
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B[n̂2
1 + n̂2

2 + n̂2
3] et C[n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3]

- le couplage entre les différentes liaisons de la molécule, représenté par H1.
Ainsi, la physique de notre problème va dépendre des “intensités” relatives des différents

coefficients présents dans l’expression de H.

4.6 Calcul des états vibrationnels d’élongation pour les

molécules XY3(C3v)

4.6.1 Rappel et résultats sur la molécule de stibine SbH3

La molécule de stibine, est de part son intérêt industriel une molécule du type XY3 très
étudiée, ce qui justifie l’abondance des données expérimentales dans la littérature [63]. En effet,
la molécule de stibine sous forme gazeuse est la source la plus pure pour obtenir de l’antimoine,
qui entre dans la fabrication des composés semi-conducteurs.

La toxicité des composés d’antimoine est comparable à celle de l’arsenic. L’antimoine est
un produit naturel qui entre pour 0,001% dans la composition de l’écorce terrestre. Au regard
de sa toxicité, il est vital pour l’environnement de comprendre le comportement de l’antimoine
au sein de l’écosystème. On a observé une baisse de la fertilité des sols ayant été contaminés
par de l’antimoine au travers des précipitations. Dans l’atmosphère, les émissions d’antimoine
peuvent être transportées sur de longues distances.

Rappelons les fréquences fondamentales de la molécule de stibine :






ν1(A1) = 1890.502 cm−1

ν2(A1) = 782.24 cm−1

ν3(E) = 1894.497 cm−1

ν4(E) = 827.85 cm−1

(4.6.1)

La forme du Hamiltonien Ĥ utilisée est :

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(4.6.2)

On remarquera que seul l’opérateur Y3(A1) est non diagonal dans la base des kets symétrisés
(dans C3v). Nous avons effectué le calcul des éléments matriciels de cet opérateur par un pro-
gramme informatique.

Pour notre ajustement, nous indiquerons l’écart-type σ(d, p) :

σ(d, p) =

√√√√ 1

d− p

d∑

i=1

[
E

(cal)
i − E

(obs)
i

]2
(4.6.3)

où :
- d est le nombre de données expérimentales mises en jeu lors de l’ajustement,
- p est le nombre de paramètres décrivant le modèle utilisé.

La matrice de corrélation des paramètres ai (i = 0, 1, 2, 3) présents dans le Hamiltonien Ĥ,
est notée Mcor.
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La méthode utilisée pour effectuer l’ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Après ajustement, on détermine le jeu de paramètres suivant :






a0 = 1926.988(431) cm−1

a1 = −33.427(085) cm−1

a2 = −0.290(252) cm−1

a3 = −1.571(380) cm−1

(4.6.4)

La matrice de corrélation Mcor, étant :

Mcor =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.96 1

a2 −0.37 0.22 1

a3 −0.44 0.42 −0.02 1




(4.6.5)

Pour la comparaison entre les valeurs observées et calculées, on utilisera [63]. On peut
résumer les résultats obtenus lors de l’ajustement des paramètres de notre modèle, par le tableau
suivant :

__________________________________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs Calc-Obs

(Modulus) ** ***

(Mod.1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

__________________________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 1890.419 1890.502 -0.083 -0.82 -0.500

|( 1 0 0)1E1> 1.000 1895.132 1894.497 0.635 0.31 0.927

|( 2 0 0)1A1> 0.996 3719.959 3719.933 0.026 -0.42 0.007

|( 2 0 0)1E1> 0.999 3720.196 3719.860 0.336 -0.08 0.396

|( 1 1 0)1A1> 0.996 3783.690

|( 1 1 0)1E1> 0.999 3788.404

|( 3 0 0)1A1> 0.999 5480.008 5480.285 -0.277 -0.02 -0.233

|( 3 0 0)1E1> 0.999 5480.162 5480.235 -0.223 0.04 -0.073

|( 2 1 0)1A1> 0.995 5608.238 5607.000 1.238 0.45 0.956

|( 2 1 0)1E1> 0.821 5610.893

|( 2 1 0)2E1> 0.821 5615.607

|( 2 1 0)1A2> 1.000 5617.964

|( 1 1 1)1A1> 0.996 5679.814

|( 4 0 0)1A1> 0.999 7173.023 7173.799 -0.776 0.93(*) -0.756

|( 4 0 0)1E1> 0.999 7173.023 7173.783 -0.760 0.95(*) -0.645

|( 3 1 0)1A1> 0.994 7371.242

|( 3 1 0)1E1> 0.854 7372.028

|( 3 1 0)2E1> 0.850 7373.599

|( 3 1 0)1A2> 1.000 7374.385

|( 2 2 0)1A1> 0.992 7439.377
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|( 2 2 0)1E1> 0.990 7439.377

|( 2 1 1)1A1> 0.996 7499.656

|( 2 1 1)1E1> 0.999 7509.084

|( 5 0 0)1A1> 0.999 8799.267

|( 5 0 0)1E1> 0.999 8799.267

|( 4 1 0)1A1> 0.998 9063.951

|( 4 1 0)1E1> 0.828 9064.737

|( 4 1 0)1A2> 0.999 9068.000

|( 4 1 0)2E1> 0.826 9066.308

|( 4 1 0)1A2> 1.000 9067.094

|( 3 2 0)1A1> 1.000 9193.937

|( 3 2 0)1E1> 1.000 9193.937

|( 3 2 0)2E1> 0.749 9203.365

|( 3 2 0)1A2> 0.999 9203.365

|( 3 1 1)1A1> 0.988 9265.215

|( 3 1 1)1E1> 0.997 9325.493

|( 2 2 1)1A1> 0.989 9327.678

|( 2 2 1)1E1> 0.997 9337.637

|( 6 0 0)1A1> 0.999 10358.469 10358.000 0.469 10.93(*) 0.350

|( 6 0 0)1E1> 0.999 10358.469 10358.000 0.469 10.93(*) 0.435

|( 5 1 0)1A1> 0.999 10690.792 10691.500 -0.708 2.80(*) -1.107

|( 5 1 0)1E1> 0.820 10690.792 10691.500 0.724 2.80(*) 0.724

|( 5 1 0)2E1> 0.819 10692.825

|( 5 1 0)1A2> 0.999 10692.949

. .

. .

|( 7 0 0)1A1> 0.999 11850.996

|( 7 0 0)1E1> 0.999 11850.996

. .

. .

______________________________________________________________________________

σ(13, 4) = 0, 72 cm−1

(*) Ces valeurs n’ont pas été introduites par Lummila et al. [63] dans l’ajustement des
paramètres de leur modèle.
(**) [63]
(***) [64]

Tab. 4.15 – Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de stibine SbH3 pour n 6 6

4.6.2 Interprétation des résultats

Dans ce tableau de résultats, la colonne 1 indique les états vibrationnels symétrisés en no-
tation locale. La colonne 2 nous indique le module du coefficient de “pureté” de l’état considéré
après diagonalisation. En fait il traduit si la base locale utilisée est adéquate ou pas : si ce co-
efficient vaut 1, alors l’état considéré est état propre du Hamiltonien ajusté. Les deux colonnes
suivantes nous indiquent les énergies calculées par notre modèle et les énergies observées. Et
enfin, les trois dernières colonnes montrent les écarts de notre modèle et les comparaisons avec
des résultats de deux autres travaux [63, 64].
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De façon évidente notre modèle reproduit les niveaux observés (déduits des données expérimentales)
pour la molécule de stibine SbH3. Non seulement l’écart-type de notre modèle σ(13, 4) =
0.72 cm−1 est de l’ordre de la précision expérimentale, mais de plus chaque valeur “Cal - Obs”
est de l’ordre de cette précision expérimentale. Notre modèle reste stable pour toutes les valeurs
de n, c’est-à-dire que l’écart entre calculés et observés est de l’ordre de quelques dixièmes de
cm−1 aussi bien pour n = 1 que pour n = 6.

Le modèle Hamiltonien developpé par Lummila et al. [63], basé sur des potentiels de Morse
et des termes d’interaction “élongation-élongation” tient compte du couplage avec le pliage. La
valeur σL(7, 4) = 0.62 cm−1 qu’ils calculent, est obtenue pour un ajustement avec sept données.
Afin de pouvoir comparer notre modèle avec le leur, nous avons effectué un ajustement de notre
modèle avec ces sept mêmes données : nous obtenons alors σ(7, 4) = 0.11 cm−1. Mais si on utilise
toutes les données observées (qu’ils possèdaient également), on obtient pour notre modèle, un
écart-type d’une valeur de σ(13, 4) = 0.72 cm−1, alors qu’une même estimation de leur écart-
type (avec toutes les données), conduit à la valeur σL(13, 4) = 5.35 cm−1. On constate que
leur modèle “s’effondre”, alors que le notre démontre une grande qualité de stabilité.

De plus, l’écart “Cal - Obs” reste constant avec notre formalisme, alors que leur ajustement
se dégrade, puisque leurs écarts “Cal - Obs” deviennent très important avec n : 3 cm−1 puis
11 cm−1 pour les niveaux n = 6.

La colonne %Ket.init de TAB. 4.15 indique que la base obtenue après diagonalisation du
Hamiltonien est quasiment la base de départ. Par exemple, pour la symétrie E dans l’état
n = 4, les kets |(400);E〉 , |(211);E〉 , |(220);E〉 sont des kets propres à 99% (deux combinaisons
linéaires adéquates des kets |(310); 1E1〉 et |(310); 2E1〉 conduiraient au même pourcentage). La
colonne %Ket.init indique donc que l’opérateur Y3(A1) n’est que perturbatif ; d’où l’importance
du concept de symétrie dynamique.

En outre, les modèles basés sur une approche “potentiel de Morse” c’est-à-dire VM(ri) =
i=p∑
i=1

D(1 − e−a ri)2 pour un système à p liaisons, ne permettent que l’ajustement des deux

paramètres D et a. La résolution exacte de l’équation de Schrödinger avec un potentiel de
Morse (ou une somme de potentiel de Morse indépendants) [65] conduit à EM = αn +

(−β2

4
)

i=p∑
i=1

n2
i +β

i=p∑
i6=j=1

ninj (α, β ∈ IR et dépendants de D et a). On remarque alors que l’énergie

E0 = a0 n+a1

i=p∑
i=1

n2
i +a2

i=p∑
i6=j=1

ninj, obtenue avec le Hamiltonien H0 (issu du concept de symétrie

dynamique), peut reproduire exactement EM dans le cas particulier où [a0 = α , a2 = β , a1 =

(−β2

4
) = (−a2

2

4
)]. Ceci montre que notre modèle algébrique d’ordre zéro peut reproduire exacte-

ment un potentiel de Morse, mais permet aussi d’autres descriptions physiques. Le modèle de
Morse semble inadapté à reproduire les niveaux observés de la molécule de stibine, alors que
notre modélisation algébrique reproduit relativement bien les niveaux de cette molécule qui
apparâıt donc très locale.

Enfin la matrice de corrélation Mcor nous montre que les paramètres de notre modèle
sont très peu corrélés, à l’exception de a0 et a1. Ceci provient du faible nombre de données
expérimentales dont nous disposons pour effectuer notre ajustement.

On compare egalement nos résultats avec [64]. Dans ce travail l’auteur a appliqué le même
modèle mais il n’a pas pris en compte deux composantes de I.R. de type E.

Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule de stibine. En premier lieu,
on peut déjà remarquer que le meilleur moyen de dissocier une molécule, est de mettre un
maximum de quanta sur une seule et même liaison, de façon à ce que l’excitation générée
conduise à la rupture de la liaison. Ainsi, l’état physique associé à la dissociation de la molécule
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est du type |(n 0 0), 1E, 1A1〉. L’idée étant de chercher le maximum de la fonction E0(n) dans
un état |(n 0 0), 1E, 1A1〉. Pour cela nous commencerons par supposer cette fonction comme
étant continue par rapport à n. Ainsi, on a la condition extrêmale

∂ E0(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

=⇒ nmax =
−a0

2a1

(4.6.6)

Or, d’après les règles d’encadrement qui fixe la réduction U(4) ⊃ U(3), on a nmax = N , ce qui
nous conduit à écrire

nmax ≃ 28, 82 N = 29 =⇒ E0(29) ≃ 27771 cm−1 (4.6.7)

Donc l’état de la dissociation est du type |(29 0 0), 1E, 1A1〉, ainsi, on en déduit l’énergie
de dissociation De :

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(29) ≃ 27771 cm−1 (4.6.8)

Cette estimation De de l’énergie de dissociation est tout à fait comparable à celle obtenue
de manière expérimentale [63] :

Théoriquement Expérimentalement
De ≃ 27771 cm−1 De ≃ 28900 cm−1 (4.6.9)

soit une erreur relative de 3.9%. Le modèle présenté est donc tout à fait satisfaisant.

4.6.3 Rappel et résultats sur la molécule d’arsine AsH3

La molécule d’arsine, de part son interêt planétologique, est une molécule du type XY3 très
étudiée. Mais, depuis quelques années les (éco)toxicologues portent à l’arsenic et ses dérivés un
intérêt tout particulier.

À l’état naturel, l’arsenic est un solide sous sa forme élémentaire, mais on le retrouve le plus
souvent, seul ou associé à divers autres métaux, dans des composés soufrés. Parmi les composés
naturels contenant de l’arsenic, il faut mentionner l’arsénopyrite (FeAsS), le réalgar (AsS),
l’orpiment (As2S3), la nickeline (NiAs) et la cobaltite (CoAsS). L’arsenic peut se retrouver
à l’état gazeux sous forme de trioxyde d’arsenic volatil (As2O3), d’arsine (AsH3) et d’arsines
méthylées. En solution, on peut retrouver l’arsenic sous forme d’As(III) et d’As(V) inorganiques,
ainsi que sous diverses formes de composés méthylés de l’As(V).

De l’arsenic très pur est nécessaire pour produire des semi-conducteurs à l’arséniure de
gallium et à l’arséniure d’indium. La France, après la Russie, est le deuxième pays produisant
de l’arsenic.

Les fréquences fondamentales de la molécule d’arsine sont [66] :






ν1(A1) = 2115.164 cm−1

ν2(A1) = 906.752 cm−1

ν3(E) = 2126.423 cm−1

ν4(E) = 999.225 cm−1

(4.6.10)

La forme du Hamiltonien Ĥ utilisée est :

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(4.6.11)
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La méthode utilisée pour effectuer l’ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Après ajustement, on obtient le jeu de paramètres suivant :






a0 = 2161.759(396) cm−1

a1 = −38.692(079) cm−1

a2 = −1.645(405) cm−1

a3 = −3.702(257) cm−1

(4.6.12)

La matrice de corrélation des paramètres ai (i = 0, 1, 2, 3) présents dans le Hamiltonien Ĥ,
est :

Mcor(21, 4) =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.96 1

a2 −0.81 0.75 1

a3 −0.15 0.10 −0.06 1




(4.6.13)

On peut résumer les résultats obtenus lors de l’ajustement des paramètres de notre modèle,
par le tableau suivant :

Tab. 4.16 – Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule d’arsine AsH3 pour n 6 6
avec 20 données expérimentales

____________________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

*

____________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 2115.662 2115.164 0.498 0.241

|( 1 0 0)1E1> 1.000 2126.759 2126.423 0.346 0.649

|( 2 0 0)1A1> 0.989 4167.180 4166.772 0.408 0.421

|( 2 0 0)1E1> 0.998 4168.405 4167.935 0.470 0.606

|( 1 1 0)1A1> 0.989 4238.652 4237.700 0.952 1.445

|( 1 1 0)1E1> 0.998 4248.534 4247.520 1.014 1.944

|( 3 0 0)1A1> 0.998 6136.459 6136.340 0.119 0.215

|( 3 0 0)1E1> 0.998 6136.504 6136.330 0.174 0.670

|( 2 1 0)1A1> 0.987 6276.143 6275.830 0.313 0.889

|( 2 1 0)1E1> 0.971 6282.389 6282.350 0.039 -1.294

|( 2 1 0)2E1> 0.970 6295.202 6294.710 0.492 -4.385

|( 2 1 0)1A2> 1.000 6299.631

|( 1 1 1)1A1> 0.990 6366.126 6365.950 0.176 2.127

|( 4 0 0)1A1> 0.999 8027.467 8028.977 -1.510 -1.482
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|( 4 0 0)1E1> 0.999 8027.468 8028.969 -1.501 -1.085

|( 3 1 0)1A1> 0.983 8249.148 8249.510 -0.362 0.934

|( 3 1 0)1E1> 0.772 8257.357 8258.370 -1.013 -1.074

|( 3 1 0)2E1> 0.781 8250.769

|( 3 1 0)1A2> 1.000 8258.879

|( 2 2 0)1A1> 0.974 8331.650

|( 2 2 0)1E1> 0.984 8332.843

|( 2 1 1)1A1> 0.987 8393.932

|( 2 1 1)1E1> 0.997 8414.851

|( 5 0 0)1A1> 0.999 9841.028 9841.400 -0.372 -0.485

|( 5 0 0)1E1> 0.999 9841.028 9841.400 -0.372 -0.123

|( 4 1 0)1A1> 0.995 10139.912

|( 4 1 0)1E1> 0.859 10139.998

|( 4 1 0)2E1> 0.860 10147.375

|( 4 1 0)1A2> 0.998 10147.458

|( 3 2 0)1A1> 0.990 10284.327

|( 3 2 0)1E1> 0.994 10284.954

|( 3 2 0)2E1> 0.994 10307.174

|( 3 2 0)1A2> 0.998 10307.716

|( 3 1 1)1A1> 0.960 10368.110

|( 3 1 1)1E1> 0.988 10371.930

|( 2 2 1)1A1> 0.964 10437.916

|( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.227

|( 6 0 0)1A1> 0.999 11577.189 11576.290 0.899 0.581

|( 6 0 0)1E1> 0.999 11577.189 11577.290 0.899 0.927

|( 5 1 0)1A1> 0.997 11951.990

|( 5 1 0)1E1> 0.864 11951.992

|( 5 1 0)2E1> 0.865 11959.413

|( 5 1 0)1A2> 0.999 11959.416

.

.

|( 7 0 0)1A1> 0.999 13235.959

|( 7 0 0)1E1> 0.999 13235.959

___________________________________________________________

(*) [67]

σ(20, 4) = 0, 80 cm−1

On a encore comparé nos résultats avec ceux de [67]. Notre écart-type σ(20, 4) est 0, 80 cm−1

alors que celui de [67] est σ(20, 4) = 1, 42 cm−1 .
On peut également observer que les coefficients de pureté des états |(n 0 0)1A1 > et |(n 0 0)1E1 >

sont proches de l’unité, cela implique que ces états peuvent être considérés comme des états
propres de H0. On a donc

H0 |(n 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(n) |(n 0 0), 1E, 1A1〉 = (a0 n+ a1 n
2) |(n 0 0), 1E, 1A1〉 (4.6.14)

Nous allons estimer la limite de dissociation de la molécule d’arsine :

∂ E0(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

=⇒ nmax =
−a0

2a1

. (4.6.15)
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Or, d’après les règles d’encadrement qui fixent la réduction U(4) ⊃ U(3), on a nmax = N , ce
qui nous conduit à écrire

nmax ≃ 27, 93 N = 28 =⇒ E0(28) ≃ 30174 cm−1 (4.6.16)

Donc l’état de la dissociation est du type |(28 0 0), 1E, 1A1〉, ainsi, on en déduit l’énergie
de dissociation De :

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(28) ≃ 30174 cm−1. (4.6.17)

Cette estimation De de l’énergie de dissociation est tout à fait comparable à celle obtenue
de manière expérimentale [66] :

Théoriquement Expérimentalement
De ≃ 30174 cm−1 De ≃ 31669 cm−1 (4.6.18)

soit une erreur relative de 4, 66%. Le modèle présenté est donc tout à fait satisfaisant.

4.6.4 Résultats pour la molécule de phosphine PH3

Enfin nous présentons les résultats pour une molécule de type XY3 : la molécule de phospine
(PH3). Cette molécule présente un intérêt pour la planétologie puisqu’elle a été trouvée dans
l’atmosphère des planètes géantes et comme les molécules précédentes, elle présente aussi un
intérêt industriel.

Les fréquences fondamentales de la molécule de phosphine sont [68] :






ν1(A1) = 2321.12 cm−1

ν2(A1) = 992.13 cm−1

ν3(E) = 2326.87 cm−1

ν4(E) = 1118.31 cm−1

(4.6.19)

La forme du Hamiltonien Ĥ utilisée est :

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(4.6.20)

La méthode utilisée pour effectuer l’ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Après ajustement, on détermine le jeu de paramètres suivant :






a0 = 2365.725(411) cm−1

a1 = −42.132(082) cm−1

a2 = −0.172(411) cm−1

a3 = −1.715(287) cm−1

(4.6.21)
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La matrice de corrélation Mcor, étant :

Mcor =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.95 1

a2 −0.81 0.73 1

a3 −0.21 0.18 −0.02 1




(4.6.22)

À l’aide du jeu de paramètres 4.6.21, on a calculé les valeurs des niveaux vibrationnels
d’élongation pour la molécule PH3 (Tab. 4.17).

Tab. 4.17 – Niveaux d’énergie observés et calculés pour la molécule de phosphine PH3 pour
n 6 6 avec 17 données expérimentales

____________________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

____________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 2320.163 2321.131 -0.968

|( 1 0 0)1E1> 1.000 2325.308 2326.876 -1.568

|( 2 0 0)1A1> 0.998 4562.632 4566.260 -3.627

|( 2 0 0)1E1> 0.999 4562.853 4565.780 -2.926

|( 1 1 0)1A1> 0.998 4644.218 4644.660 -0.442

|( 1 1 0)1E1> 0.999 4649.074

|( 3 0 0)1A1> 0.999 6717.878 6714.600 3.278

|( 3 0 0)1E1> 0.999 6717.881 6714.600 3.281

|( 2 1 0)1A1> 0.997 6881.429 6881.530 -0.100

|( 2 1 0)1E1> 0.968 6883.941 6883.730 0.211

|( 2 1 0)2E1> 0.968 6889.882 6890.860 -0.977

|( 2 1 0)1A2> 1.000 6892.005

|( 1 1 1)1A1> 0.998 6971.689 6971.160 0.529

|( 4 0 0)1A1> 0.999 8788.691 8788.000 0.691

|( 4 0 0)1E1> 0.999 8788.691 8788.000 0.691

|( 3 1 0)1A1> 0.997 9039.941 9040.000 -0.059

|( 3 1 0)1E1> 0.834 9041.238 9040.000 1.238

|( 3 1 0)2E1> 0.836 9043.502

|( 3 1 0)1A2> 1.000 9043.810

|( 2 2 0)1A1> 0.996 9126.532

|( 2 2 0)1E1> 0.997 9126.532

|( 2 1 1)1A1> 0.998 9204.109

|( 2 1 1)1E1> 0.999 9214.399

|( 5 0 0)1A1> 0.999 10775.319

|( 5 0 0)1E1> 0.999 10775.319

|( 4 1 0)1A1> 0.999 11111.352

|( 4 1 0)1E1> 0.865 11112.209

80



|( 4 1 0)2E1> 0.865 11113.924

|( 4 1 0)1A2> 0.999 11114.782

|( 3 2 0)1A1> 0.998 11276.795

|( 3 2 0)1E1> 0.996 11276.795

|( 3 2 0)2E1> 0.996 11287.086

|( 3 2 0)1A2> 0.998 11279.368

|( 3 1 1)1A1> 0.993 11366.377

|( 3 1 1)1E1> 0.990 11366.377

|( 2 2 1)1A1> 0.964 11443.954

|( 2 2 1)1E1> 0.993 11454.245

|( 6 0 0)1A1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705

|( 6 0 0)1E1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705

|( 5 1 0)1A1> 0.999 13098.059

|( 5 1 0)1E1> 0.866 13098.916

|( 5 1 0)2E1> 0.866 13100.632

|( 5 1 0)1A2> 0.999 13100.632

.

.

|( 7 0 0)1A1> 0.999 14495.593

|( 7 0 0)1E1> 0.999 14495.593

___________________________________________________________

σ(17, 4) = 1, 74 cm−1

Malheureusement nous n’avons pas de résultats comparatifs pour cette molécule sauf [68] où les
auteurs regardent le couplage entre les vibrations d’élongation et les vibrations de pliage. On
voit que notre modèle fonctionne relativement bien puisque σ(17, 4) = 1, 74 cm−1 ; mais dans
les précédents cas, on avait des écarts-types inférieurs à un. Nous ne pouvons pas expliquer
pourquoi avec la molécule de phosphine on a de grands écarts entre les valeurs calculées et
observées, on peut seulement supposer que c’est à cause de grandes résonances entre les niveaux
d’élongation et les niveaux de pliage. On n’a pas encore pris en compte les niveaux de pliage,
c’est pourquoi on ne peut pas encore pour l’instant vérifier notre hypothèse.

Comme précédemment, on a estimé la valeur de nmax ≃ 28, 07 N = 28 =⇒ E0(28) ≃
33208 cm−1. Donc l’état de dissociation est du type |(28 0 0), 1E, 1A1〉, et on en déduit l’énergie
de dissociation De :

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(28) ≃ 33208 cm−1. (4.6.23)
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Chapitre 5

Hamiltonien vibrationnel des molécules
XY3(C3v))(modèle local-local)

5.1 Vibrations de pliage des molécules XY3(C3v)

Pour construire l’Hamiltonien qui va décrire les états vibrationnels des molécules XY3 il faut
d’abord considérer comment on peut développer les kets des états de pliage, les générateurs pour
ce type de vibration et évidemment un Hamiltonien qui permet d’obtenir des états vibrationnels
de pliage. On peux considérer les vibrations de pliage de la même manière que pour les vibrations
d’élongation, c’est-à-dire en appliquant tout ce qu’on a déjà précédemment utilisé mais ici, dans
ce cas, pour des angles entre liaisons (α12, α13, α23), c’est-à-dire on va considérer des modes
vibrationnels de pliage comme des modes locaux.

Premièrement, nous définissons la correspondance entre des opérateurs bosoniques et les
angles α12, α13, α23 (Fig. 5.1) :

Fig. 5.1 – Angles entre liaisons d’une molécule XY3 non planaire
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On peut choisir : 




{b+5 , b5} correspondant à α23

{b+6 , b6} correspondant à α13

{b+7 , b7} correspondant à α12

(5.1.1)

et noter un ket non symmetrisé comme |(n5 n6 n7)〉.
Dans ce cas on peut considérer comme des opérations du groupe S3 les éléments suivants :

σv1 : (67), σv2 : (57), σv3 : (56), C3 : (576), C−1
3 : (567).

La prochaine étape est de construire des kets et des générateurs symétrisés, il suffit d’ap-
pliquer le même formalisme qu’au chapitre précédent, on obtient pour les kets :

- Etat symétrisé du type : n5 = n6 = n7 ≡ n

|(nnn) , A1〉 = |nnn〉
- Etats symétrisés du type : n5 = n6 ≡ n et n7 ≡ n′

|(nnn′) , A1〉 =
1√
3
[|nnn′〉 + |nn′ n〉 + |n′ nn〉]

|(nnn′) , E1〉 =
1√
6
[2|nnn′〉 − |nn′ n〉 − |n′ nn〉]

|(nnn′) , E2〉 =
1√
2
[|nn′ n〉 − |n′ nn〉]

- Etats symétrisés du type : n5 6= n6 6= n7

Dans les kets symétrisés du type |(n5 n6 n7) , r Cσ〉 nous choisissons la convention de no-
tation n5 > n6 > n7.

|(n5 n6 n7) , A1〉 =
1√
6
[|n5 n6 n7〉 + |n5 n7 n6〉 + |n6 n5 n7〉

+|n5 n7 n6〉 + |n7 n5 n6〉 + |n7 n6 n5〉]

|(n5 n6 n7) , A2〉 =
1√
6
[|n5 n6 n7〉 − |n5 n7 n6〉 − |n6 n5 n7〉

+|n6 n7 n5〉 + |n7 n5 n6〉 − |n7 n6 n5〉]

|(n5 n6 n7) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n5 n6 n7〉 − |n7 n6 n5〉 − |n5 n7 n6〉
+2|n6 n5 n7〉 − |n6 n7 n5〉 − |n7 n5 n6〉]

|(n5, n6, n7) , 1E2〉 =
1

2
[|n5 n7 n6〉 − |n7 n6 n5〉 − |n7 n5 n6〉 + |n6 n7 n5〉]

|(n5 n6 n7) , 2E1〉 =
1

2
[−|n5 n7 n6〉 + |n6 n7 n5〉 − |n7 n5 n6〉 + |n7 n6 n5〉

|(n5 n6 n7) , 2E2〉 =
1√
12

[−|n5 n7 n6〉 + |n6 n7 n5〉 + 2|n6 n5 n7〉
−2|n5 n6 n7〉 + |n7 n5 n6〉 − |n7 n6 n5〉]

De même, pour les générateurs on obtient :

- Premier ensemble : générateurs symétrisés qui ne dépendent que des opérateurs de poids.

Ces opérateurs sont donc diagonaux dans la base de G-Z et dans celle des états symétrisés.
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Y1(A1) = N̂8

Y2(A1) = N̂5 + N̂6 + N̂7

Y
1(E)
1 = N̂5 + N̂6 − 2N̂7

Y
1(E)
2 =

√
3
[
N̂5 − N̂6

]

- Deuxième ensemble : générateurs symétrisés diagonaux au sein de la représentation totale-
ment symétrique [n, 0, 0] de U(3)

Ces générateurs symétrisés couplent donc des états locaux caractérisés par la même valeur
de n.

Y3(A1) = E5 7 + E7 5 + E7 6 + E6 7 + E6 5 + E5 6

Y1(A2) = −E5 7 + E7 5 − E7 6 + E6 7 − E6 5 + E5 6

Y
2(E)
1 = −E5 7 − E7 5 − E7 6 − E6 7 + 2E6 5 + 2E5 6

Y
2(E)
2 =

√
3(E5 7 + E7 5 − E7 6 − E6 7)

Y
3(E)
1 = E7 6 − E6 7 − E5 7 + E7 5

Y
3(E)
2 =

√
3(−2E5 6 + 2E6 5 − E7 6 + E6 7 + E7 5 − E5 7)

- Troisième ensemble : générateurs symétrisés non-diagonaux au sein de la représentation
totalement symétrique [n, 0, 0] de U(3).

Ils couplent donc des états locaux caractérisés par des valeurs de n différentes.

Y4(A1) = E5 8 + E8 5 + E7 8 + E8 7 + E6 8 + E8 6

Y5(A1) = ı(E5 8 − E8 5 + E6 8 − E8 6 + E7 8 − E8 7)

Y
4(E)
1 = E5 8 + E8 5 − 2E7 8 − 2E8 7 + E6 8 + E8 6

Y
4(E)
2 =

√
3(E5 8 + E8 5 − E6 48 − E8 6)

Y
5(E)
1 = ı(E5 8 − E8 5 − E8 6 + E6 8 − 2E7 8 + 2E8 7)

Y
5(E)
2 = ı

√
3(E5 8 − E8 5 + E8 6 − E6 8)

Enfin on peut appliquer la même idée que celle utilisée dans le cas des vibrations d’élongation
pour développer l’Hamiltonien vibrationnel de pliage :

H = a4 n̂+ a5

(
n̂2

5 + n̂2
6 + n̂2

7

)
+ a6 (n̂5n̂6 + n̂5n̂7 + n̂6n̂7) + a7

∑

i 6=j=5,6,7

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(5.1.2)

Maintenant on peut effectuer l’ajustement des paramètres de l’Hamiltonien vibrationnel de
pliage pour les trois molécules étudiées. Malheureusement il n’y a pas assez de donnés experi-
mentales pour la molécule de stibine (on a que quatre niveaux), c’est pourquoi à titre d’exemple,
nous présentons les résultats pour la molécule d’arsine et pour la molécule de phosphine.

La méthode utilisée pour effectuer l’ajustement est la méthode des moindres carrés non
linéaires. Après ajustement, on détermine le jeu de paramètres suivant :






a4 = 973.97(2.26) cm−1

a5 = −5.09738(1.43) cm−1

a6 = 2.95563(2.58) cm−1

a7 = −31.772(262) cm−1

(5.1.3)
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La matrice de corrélation Mcor, étant :

Mcor =




a4 a5 a6 a7

a4 1

a5 −0.95 1

a6 −0.38 0.10 1

a7 −0.13 0.12 0.02 1




(5.1.4)

A partir des paramètres obtenus on a calculé les niveaux vibrationnels de pliage pour la
molécule d’arsine Tab. 5.1

Tab. 5.1 – Niveaux d’énergie vibrationnels de pliage observés et calculés pour la molécule
d’arsine AsH3 pour n 6 4 avec 6 données expérimentales

___________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

___________________________________________________________

|( 1 0 0)A1> 1.00 905.329 906.752 -1.423

|( 1 0 0)E > 1.00 1000.647 999.225 1.423

|( 1 1 0)A1> 0.82 1809.022 1806.149 2.874

|( 2 0 0)E > 0.81 1899.782 1904.115 -4.332

|( 2 0 0)A1> 0.80 1995.690 1990.998 4.693

|( 1 1 0)E > 0.81 2000.249 2003.483 -3.234

|( 2 1 0)A1> 0.81 2711.048

|( 2 1 0)E > 0.64 2796.982

|( 3 0 0)A1> 0.85 2887.751

|( 3 0 0)E > 0.56 2893.718

|( 2 1 0)E > 0.87 2990.020

|( 2 1 0)A2> 1.00 2997.654

|( 1 1 1)A1> 0.74 2999.744

|( 2 1 1)A1> 0.62 3611.366

|( 2 2 0)E > 0.40 3692.147

|( 4 0 0)A1> 0.78 3777.405

|( 3 1 0)E > 0.43 3785.121

|( 4 0 0)E > 0.63 3875.803

|( 3 1 0)A2> 1.00 3885.550

|( 3 1 0)A1> 0.37 3888.118

|( 2 2 0)A1> 0.67 3979.357

|( 3 1 0)E > 0.72 3983.130

|( 2 1 1)E > 0.79 3996.233

.

.

___________________________________________________________

σ(6, 4) = 5, 64 cm−1
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On présente également les résultats pour la molécule de phosphine. Par la méthode des
moindres carrés non linéaires on a obtenu le jeu de paramètres suivant :






a4 = 1077.757(002) cm−1

a5 = −0.704(001) cm−1

a6 = −14.502(005) cm−1

a7 = −42.900(001) cm−1

(5.1.5)

avec la matrice de corrélation Mcor :

Mcor =




a4 a5 a6 a7

a4 1

a5 −0.91 1

a6 0.19 −0.55 1

a7 −0.36 0.53 −0.73 1




(5.1.6)

Le calcul des energies vibrationnels de pliage est présenté dans le tableau suivant :

Tab. 5.2 – Niveaux d’énergie vibrationnels de pliage observés et calculés pour la molécule de
phosphine PH3 pour n 6 4 avec 8 données expérimentales

____________________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

____________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 991.25 992.13 -0.88

|( 1 0 0)1E1> 1.000 1119.95 1118.31 1.64

|( 1 1 0)1A1> 0.83 1972.21 1972.55 -0.34

|( 2 0 0)1E1> 0.79 2105.12 2108.15 -3.03

|( 1 1 0)1E1> 0.79 2230.07 2234.93 -4.86

|( 2 0 0)1A1> 0.83 2234.27 2226.83 7.44

|( 2 1 0)1A1> 0.81 2942.91 2940.77 2.14

|( 2 1 0)1E1> 0.75 3079.92

|( 3 0 0)1E1> 0.67 3209.39

|( 3 0 0)1A1> 0.76 3212.31 3214.20 -1.89

|( 1 1 1)1A1> 0.69 3331.39

|( 2 1 0)2E1> 0.77 3339.09

|( 2 1 0)1A2> 1.00 3339.09

|( 2 1 1)1A1> 0.70 3903.35

|( 2 2 0)1E1> 0.59 4044.36

|( 3 1 0)1E1> 0.65 4178.20

|( 3 1 0)1A1> 0.59 4180.14
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|( 4 0 0)1A1> 0.65 4304.90

|( 4 0 0)1E1> 0.99 4310.02

|( 2 1 1)1E1> 0.54 4420.76

|( 3 1 0)2E1> 0.61 4434.81

|( 2 2 0)1A1> 0.53 4438.98

.

.

___________________________________________________________

σ(8, 4) = 4, 99 cm−1

On peut voir que les résultats sont relativement moyens. Nous supposons que c’est soit à
cause de résonanes avec des niveaux vibrationnels d’élongation, soit on doit décrire les modes
vibrationnels de pliage comme des modes normaux. Maintenant on va examiner le couplage des
modes vibrationnels d’élongation et des modes vibrationnels de pliage avec une description des
modes d’élongation comme des modes locaux (on a déjà montré que c’est une bonne approche)
et des modes de pliage comme des modes locaux. C’est-à-dire on va introduire l’interaction
entre les modes d’élongation et les modes de pliage.

5.2 Le couplage élongation-pliage dans l’approche local-

local

Dans ce cas on va utiliser la châıne des groupes (4.2.3).
On a déjà montré l’efficacité de la châıne de groupes (Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3) ⊃ C3v)

dans le cas des vibrations d’élongation. Le Hamiltonien pour le système vibrationnel couplé
élongation-pliage doit donc inclure :

He = a0 (n̂1 + n̂2 + n̂3)+a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3)+a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(5.2.1)

et les kets symétrisés |(n1, n2, n3) , Ce〉 de §§4.4.3 seront également inclus dans la partie des kets
totals de notre système.

A partir de la deuxième partie de la châıne (4.2.3) (Up(4) ⊃ Up(3) ⊃ Kp(3) ⊃ Sp(3) ⊃ C3v)
on peut développer

Hp = a4 (n̂5 + n̂6 + n̂7)+a5

(
n̂2

5 + n̂2
6 + n̂2

7

)
+a6 (n̂5n̂6 + n̂5n̂7 + n̂6n̂7)+a7

∑

i 6=j=5,6,7

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(5.2.2)

et les kets symétrisés de pliage |(n5, n6, n7) , Cp〉 §§5.1.
Pour nos molécules XY3 non planaires il existe la relation approchée entres les fréquences

des modes vibrationnels fondamentaux

(ν1(A1) ≃ ν3(E)) ≃ 2 (ν2(A1) ≃ ν4(E)) . (5.2.3)

c’est-à-dire on doit considérer un opérateur de couplage élongation-pliage qui correspond à
cette résonance 2 : 1 entre les modes vibrationnels d’élongation et les modes vibrationnels de
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pliage. Maintenant on peut écrire le Hamiltonien de notre système couplé élongation-pliage
dans l’approche local-local :

HLL
ep = a0 (n̂1 + n̂2 + n̂3) + a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

+ a4 (n̂5 + n̂6 + n̂7) + a5

(
n̂2

5 + n̂2
6 + n̂2

7

)
+ a6 (n̂5n̂6 + n̂5n̂7 + n̂6n̂7) + a7

∑

i 6=j=5,6,7

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

+ a8 Ĥep (5.2.4)

Développons l’opérateur d’interaction qui correspond à la résonance 2 : 1 entre les modes
vibrationnels d’élongation et les modes vibrationnels de pliage, c’est-à-dire nous devons pren-
dre 2 quanta de vibration d’élongation pour exciter un quantum de vibration de pliage ou au
contraire pour exciter 2 quanta de vibration d’élongation on doit donner un quantum de vibra-
tion de pliage. Mathémathiquement, cette étude nous conduit à l’introduction de l’opérateur
de couplage suivant :

Hep =
3∑

i=1

7∑

k=5

7∑

n>k=5

(
b†i b4 bk bn b

† 2
8 + bi b

†
4 b

†
k b

†
n b

2
8

)
(5.2.5)

Nous avons introduit les opérateurs {b†4, b4} et {b†8, b8} qui sont des couples d’opérateurs de
bosons propres aux groupes dynamiques Ue(4) et Up(4) respectivement. On a besoin de ces
opérateurs pour permettre l’échange entre des vibrations d’élongation et des vibrations de
pliage. Evidemment, on doit introduire les nombres quantiques qui caractérisent Ue(4) et Up(4),
on note ces nombres quantiques comme n4 et n8 respectivement, c’est-à-dire nous avons les
kets |n1n2n3(n4); Ce〉 pour les vibrations d’élongation et |n5n6n7(n8); Cp〉 pour les vibrations
de pliage.
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Abstract

In this paper, we use the algebraic approach to describe the vibrational modes of
stibine molecule (of C3v molecular symmetry group) up to 21 quanta. As the stibine
molecule exhibits stretch-bend resonances, we build an algebraic pyramidal coupling
operator between stretching modes and bending modes adapted to this molecule.
The standard deviation associated to the fit of the vibrational levels is 1.75 cm−1.

Keywords : algebraic approach, vibrational modes, high excited levels, SbH3 mole-
cule

1 Introduction

The interest for the vibrational spectra of stibine, SbH3, lies in the fact that
the stibine gas is the purest gas source of antimony, which is used in the man-
ufacture of compound semiconductors for IR sensors and solid-state laser [1].
Moreover, this molecule presents a local mode behavior as defined by Child et

al. [2,3] and analyzed in [4,5]. Many formalisms have been applied to interpret
local modes molecules. The first algebraic approach in the field of molecular
spectroscopy was initially given by Iachello et al. [6,7] with the vibron model
where a U(4) algebra is used to describe the spectra of diatomic molecules and
small polyatomic molecules. In [8], Iachello et al. expanded the used method

1 To whom correspondence should be addressed.
E-mail address: Claude.Leroy@u-bourgogne.fr
Fax: +33 3 80 39 59 71
+ Permanent address: Laboratory of Spectroscopy, Physics Department, Tomsk
State University, Tomsk, 634050, Russia.
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to the study of bending states in linear four-atomic molecules. Later, Iachello
with co-authors [9] also used the algebraic methods for the study of quasi-linear
four-atomic molecules. Those works use the same dynamical group U(4) we
use in this work.

Readers interested about the subject may find many references and explana-
tions in [10].

Using the isomorphism between SU(2) and the Morse potential, Van Roos-
malen et al. [11,12] developed another algebraic model describing the stretch-
ing modes of XY2 molecules. Others developments based upon this SU(2)
formalism have been proposed by Lemus and Franck [13] and by Xi-Wen Hou
et al. [14]. Alternatively, an algebraic formalism based on unitary groups, ini-
tially developed by Michelot et al. [15] and Leroy et al. [16–19] has shown to
be well efficient to reproduce the vibrational levels of XY4 molecular systems.
A wide literature has been devoted to the stibine molecule. The ground state
spectroscopic constants, molecular geometry and analysis of the structure in
the first excited states of this molecule can be found in [20–22].

In the present paper, we propose to apply the U(p + 1) formalism to the
SbH3 system. We show that the accuracy of our model is better than in a
previous analysis [5]. In [23] we have proposed an algebraic treatment of the
vibrational stretching modes for arsine molecule AsH3 which is characterized
by the condition ν1(A1) ≃ ν3(E), namely

U(4) ⊃ U(3) ⊃ K(3) ⊃ S(3) ≈ C3v. (1)

In chain (1), K(3) is the semi-continuous group defined as the semidirect
product of the group A(3) (formed by the diagonal unitary matrices) and the
group of permutations S(3)

K(3) = A(3) ∧ S(3). (2)

The stibine molecule 121SbH3 is characterized by the fundamental modes

ν1(A1) = 1890.502 cm−1,

ν3(E) = 1894.497 cm−1,

ν2(A1) = 782.24 cm−1
,

ν4(E) = 827.85 cm−1.

(3)

Therefore we can write the physical conditions

ν1(A1) ≃ ν3(E) and ν2(A1) ≃ ν4(E). (4)

These two physical particularities allow us to describe the vibrational modes
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of the stibine molecule SbH3 by using the algebraic chain





(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ C3v)
⊗

(Ub(4) ⊃ Ub(3) ⊃ Kb(3) ⊃ Sb(3) ≈ C3v),



 ⊃ C3v (5)

where s stands for stretching and b stands for bending. In the following sec-
tion we briefly explain the background of this algebraic formalism. In section
3, we use the properties of the projection operators to obtain a local basis
symmetrized in the molecular group C3v of the molecule. Section 4 is devoted
to the algebraic model of the Hamiltonian for the stretching modes and we
apply it to the stretching energy levels of the molecule of stibine. In section 5,
we develop the algebraic model for all the vibrational modes and we introduce
the polyad number K which helps to reduce the size of the matrices we have
to diagonalize. Before to conclude, last section is concerned with the analysis
of the energy levels of the stibine molecule and discussion.

2 Lie groups and molecular symmetry groups

The determination of the irreducible representations (irrep) of the unitary
groups U(n) is due to Gel’fand and Zetlin (G-Z) [24]. The method [25,26]

consists in the determination of a complete set of invariant operators I
(U(n))

k

called generalized Casimir operators. These operators are built with the help
of the U(n) generators Eij :

I
(U(n))

k
=

n
∑

i1 i2,...,ik=1

Ei1 i2
Ei2 i3

. . . Eik i1
(6)

with k = 1, 2, . . . , n.

These Hermitian operators I
(U(n))

k
commute with every generator Eij:

[

I
(n)

k
,Ei j

]

= 0 ∀ i, j, k = 1, 2, . . . , n (7)

Now, we consider the set I formed of the
n

2
(n + 1) operators I

(U(j))

k
as

I =


















I
U(n)

1 I
U(n)

2 . . . I
U(n)

n−1 I
U(n)

n

I
U(n−1)

1 . . . I
U(n−1)

k
. . . I

U(n−1)

n−1

. . . I
U(j)

k
. . .

I
U(2)

1 I
U(2)

2

I
U(1)

1



















(8)

3

94



with

I
(U(j))

k
=

j
∑

i1,i2,...,ik=1

Ei1 i2
Ei2 i3

. . .Eik i1
(9)

1 ≤ j ≤ n and 1 ≤ k ≤ j.

The operators in I are Hermitian, independent and mutually commute. The

set (m) of
n

2
(n + 1) integers

(m) =














m1 n m2 n . . . . . . mn n

m1 n−1 . . . mk n−1 . . . mn−1 n−1

. . . . . . . . .

m1 2 m2 2

m1 1















(10)

with the conditions

mi j+1 ≥ mi j ≥ mi+1 j+1 1 ≤ i ≤ j ≤ n − 1 (11)

is called a G-Z pattern.

Every irrep of a unitary group U(j) is described by a set of ordered integers
(negative, zero or positive)

[m]
j

= [m1 j m2 j . . . mj j ] (12)

with m1 j ≥ m2 j ≥ . . . ≥ mj j . The interest of this notation is that the irreps
[m1 j−1 m2 j−1 . . . mj−1 j−1] of the group U(j − 1) verifying conditions (10) in
the decomposition of the irrep [m1 j m2 j , . . . , mj j] of U(j) appear only once:
the chain of groups

U(n) ⊃ U(n − 1) . . . ⊃ U(2) ⊃ U(1) (13)

is called a canonical chain.

For one fixed representation [m]
n

of U(n), the set of G-Z patterns we can build
on the (n − 1) first lines (the first line is defined by m1 1) is an orthonormal
basis of the space V ([m]n) of the representation [m]

n
. Therefore, we can define

the G-Z’s ket

|(m)n〉 =

∣

∣

∣

∣

(

[m]n
(m)n−1

)〉

. (14)

The dimension of the irrep [m]n is given by the Weyl formula [27]

D([m]n) =

∏

i<j

(mi n − mj n − i + j)

1! 2! . . . (n − 1)!
, (15)
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and the weight of a G-Z’s ket is defined [25] by

W (m) = W

(

[m]n
(m)n

)

= W1 n(m), . . . , W2 n(m), Wn n(m) (16)

with

Wi n =
i

∑

j=1

mj i −

i−1
∑

j=1

mj i−1 (2 ≤ i ≤ n) and W1 1 = m1 1.

One concept of an algebraic formalism, is to introduce a chain of groups (or
algebras)

G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ · · ·Gn (17)

to describe a physical system.
Wybourne [28] imposes the G1 group to describe completely the dynamical
properties of the physical system. Therefore, G1 is called the dynamical group.
The algebraic formalism U(p +1) developed in [15] is based on the dynamical
group G1 taken as the unitary group U(p + 1).
A lot of realizations are possible for the generators of the unitary group U(p+1)
[29]. One of them, particularly interesting, is the Bosonic realization.

In this realization, a possible set of generators is constituted by the (p + 1)2

operators Ei j

Ei j = b
+

i
bj i, j = 1, 2, ..., p + 1 (18)

with the usual Bose relations

[bi ,bj] =
[

b
+

i
,b

+

j

]

= 0
[

bi ,b
+

j

]

= δij .
(19)

The second group G2 of the chain (17)) informs about the energy levels and the
associated degeneracies. Indeed, the degeneracies are equal to the dimension of
the distinct irreps of G2 included in the totally symmetric irrep [N, 0 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

p zeros

] ≡

[

N,
.

0
p
]

of the dynamical group U(p+1). Therefore, G2 is called the degeneracy
group of the molecular system.
The set of all the physical states is given by the action of the (p + 1) Boson
creation operators on the vaccum state

|n1, n2, . . . , np, np+1〉 =

i=p+1
∏

i=1

(b+

i
)ni

i=p+1
∏

i=1

√
ni!

|0, . . . , 0, 0〉. (20)

We define the weight operator N
i

Ni = b
+

i
bi = Eii with: i = 1, . . . , p + 1 (21)
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which is diagonal in the basis (20). The operator Ni (i = 1, ..., p) is interpreted
in [15] as the operator number of quanta associated to the i-th bond of the
molecule:

Ni |n1, . . . , ni, . . . , np〉 = ni |n1, . . . , ni, . . . , np〉 (22)

The action of this weight operator can also be defined on the G-Z’s ket. But
as we are working within the totally symmetric irrep of the group U(p + 1),
it exists an isomorphism between the G-Z’s ket and the weight of this ket.

So, the G-Z’s ket within the totally symmetric irrep

[

N =
p+1
∑

i=1

ni,
.

0
p

]

of the

dynamical group U(p + 1), that is

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N =
p+1
∑

i=1

ni . . . 0 . . . 0

n = n1 + . . . + np . . . . . . 0
. . . . . .

n1 + n2 0
n1

〉

(23)

is isomorphic to the weight (n1, n2, . . . , np+1).

The definition of G2 as a degeneracy group, implies that a physical system
caracterized by p degrees of freedom can be modeled by p oscillators.

Furthermore, the degeneracy of an isotropic oscillator, with dimension p in

the n-state (n =
p
∑

i=1

ni), is equal to the dimension of the irrep [n =
p
∑

i=1

ni,
.

0
p−1

]

of the unitary group U(p). Therefore we chose U(p) as the degeneracy group
G2.

3 Local basis for XY3 molecules

As shown in Refs. [7,17], all the physical states associated with the vibrational
stretching modes of XY3 molecules are obtained within the irrep [Ns, 0, 0, 0] =
[

Ns,
.

0
3
]

of U(4) as symmetrized G-Z’s kets in the group chain (1), that is

|n1n2n3n4, rsCsσs〉

= P
Cs

σs

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ns = n1 + n2 + n3 + n4 0 0 0
ns = n1 + n2 + n3 0 0

n1 + n2 0
n1

〉

= P
Cs

σs

|n1n2n3n4〉

= P
Cs

σs

|n1n2n3Ns − ns〉,

(24)
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where

P
Cs

σs

=
[Cs]

3!

∑

R∈C3v

[DCs(R)]∗
σsσs

O(R) (25)

denotes the projection operator, and r in relation (25) is a symbol which
distinguishes the irreps Cs of the C3v group whose multiplicity is greater than
1. In (25), [Cs] represents the dimension of irrep Cs. The matrix D

Cs(R) of
the oriented irreps are given in [23]. As usual, in the G-Z representation, ni

represents the eigenvalue of the number operator Eii = Ni associated with

the i-th bond (bond XYi of Fig. 2 of [23]) of the molecule. ns =
3
∑

i=1

Ni is the

first order invariant of U(3) (up to an additive constant), the eigenvalues of
which are bounded condition 0 ≤ ns ≤ Ns. A complete basis of symmetrized
local states can be found in Appendix A.

For the symmetrized kets (in the group chain (1)) of the bending modes, we
have the same vectors, but with the substitutions

n1 ⇔ n5 n2 ⇔ n6 n3 ⇔ n7

n4 ⇔ n8 Ns ⇔ Nb ns ⇔ nb

rs ⇔ rb Cs ⇔ Cb σs ⇔ σb,

(26)

where indices 5, 6 and 7 refer respectively to the bending angles α12, α13 and
α23 (see Fig. 2 of [23]). Therefore, a symmetrized G-Z’s kets associated the
bending modes, can be written as

|n5n6n7n8, rbCbσb〉. (27)

It is now easy to build the coupled symmetrized basis. This basis is gener-
ated by the tensorial product of a symmetrized ket relative to the stretch-
ing modes |n1n2n3n4, rsCsσs〉 and a symmetrized ket relative to the bending
modes |n5n6n7n8, rbCbσb〉. These states are denoted by

|n1n2n3 (n4) n5n6n7 (n8) (rsCsσs − rbCbσb) → Cσ 〉

=
∑

σs , σb
[C]1/2

F

(

Cs Cb C

σs σb σ

)

|n1n2n3n4, rsCsσs〉|n5n6n7n8, rbCbσb〉,

(28)

where [C]1/2
F

(

Cs Cb C

σs σb σ

)

are the Clebsh-Gordan (coupling) coefficients of

the C3v point group.

With the same method, as described for the symmetrized basis, we build sym-
metrized operators using (25). We give the symmetrized stretching tensors in
Appendix B. Of course, bending symmetrized operators are obtained through
the same process with the following correspondences for the index of the Boson
operators

1 → 5, 2 → 6, 3 → 7, 4 → 8,
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where indices 5, 6 and 7 refer respectively for the bending angles α12, α13 and
α23 as defined for the bending kets here before.

To resume these two last sections, we may now associate the chain (5) to the
corresponding labeling scheme:





















[

Ns,
.

0
3
] [

ns,
.

0
2
]

(ws = (n1, n2, n3) , fws
) (λs1

, λs2
, λs3

) (Csσs)

(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ Cs3v
)

⊗

(Ub(4) ⊃ Ub(3) ⊃ Kb(3) ⊃ Sb(3) ≈ Cb3v
)

[

Nb,
.

0
3
] [

nb,
.

0
2
]

(wb = (m1, m2, m3) , fwb
) (λb1

, λb2
, λb3

) (Cbσb)





















⊃ C3v

(Cσ)

(29)
First and last line of (29) indicate clearly the irreps associated respectively
with each group of the stretching (second line) and bending modes (third
line). Since we have discussed the irreps of K(3), its invariant operators and
the isomorphism between S(3) and C3v in [23], we do not repeat that discussion
here.

4 Algebraic model of the Hamiltonian for the stretching modes

The zeroth-order Hamiltonian is determined by the concept of dynamical sym-
metry [6,7]. The Hamiltonian related to the algebraic chain (1), built from the
concept of dynamical symmetry dynamic, takes the following form

H0s = a0 ns + a1(N
2

1
+ N

2

2
+ N

2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3).
(30)

However, before to construct completely a vibrational Hamiltonian which has
to take into account resonances between the stretching and bending modes,
groups chain (5) or (29) indicates clearly that, in a first approximation, we can
study separately these two types of modes. For the stibine molecule, we have
checked different models in order to reproduce the stretching experimental
data. The Hamiltonian, referred hereafter as Model 1, is given by

Hs = a0ns + a1 [N2

1
+ N

2

2
+ N

2

3
] + a2 [N1N2

+ N1N3 + N2N3] + a3

3
∑

i�=j=1

b
+

i
bj .

(31)

We define

H1s
= α

(1)

3 Y
3(A1) = a3

3
∑

i�=j=1

b
+

i
bj

as being a pure pyramidal operator, i.e., an operator which lifts the residual
degeneracy in the C3v group adapted to the study of pyramidal type mole-
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cules. On another way, we have tested all possible tensor operators by fitting
the stretching experimental data of the stibine molecule. The best result is
obtained with the Hamiltonian referred hereafter as Model 2:

Hs = a′

0
ns + a′

1
(N2

1
+ N

2

2
+ N

2

3
)

+ a′

2
(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a′

3
Y

3(A1)

+ a′

4

[

Y
3(A1)

⊗ Y
3(A1)

]

(A1)

+ a′

5

[

Y
1(A2)

⊗ Y
1(A2)

]

(A1)

.

(32)

In (31) and (32), a0ns and a
′

0
ns are the harmonics terms. All others operators

contributions are anharmonic. In both case (31) and (32), the Hs matrix
being sparse and far from the diagonal, its eigenvalues have a strong non-
linear dependance on the parameters. Thus, we use a nonlinear least squares
fit method. We obtain the following two sets of parameters

Model 1:
a0 = 1927.058(236)cm−1 a1 = −33.441(466)cm−1

a2 = −0.102(139)cm−1 a3 = −4.426(546)cm−1

Model 2:
a′

0
= 1927.154(128)cm−1 a′

1
= −33.461(027)cm−1

a′

2
= 0.655(366)cm−1 a′

3
= −3.512(452)cm−1

a′

4
= −0.159(321)cm−1 a′

5
= 0.179(556)cm−1

We summarize this analysis in Table 1. Column 1 gives the usual local notation
for the stretching kets. Columns 2 and 3 show that the eigenstates are close
to the initial basis, that is close to column 1. Some modulus near 75% or 80%
(n10, 1E1, 2E1, n = 2, 3, 4) indicate simply that new combinations of these kets
affected of a multiplicity label, would correct these percentages up to 100%
as the diagonalization process mixes only those kets. Columns 4 and 5 exhibit
the eigenvalues of Model 1 and 2. As these models differ only by some non-
diagonal terms, the values of these columns differ a little, but the difference
is not significant as indicated in columns 7 and 8. Moreover, the standard
deviations σ(d, p) we calculated, and define as

σ(d, p) =

√

√

√

√

1

d − p

d
∑

i=1

[

E
(cal)

i
− E

(obs)

i

]2

where d is the number of experimental data included in the fit and p is the
number of parameters included in the fit, are quite close: σ

Mod.1(13, 4) =
0.77 cm−1 and σMod.2(13, 6) = 0.54 cm−1. The last column of Table 1 shows
the difference between calculated and observed energies from a previous fit
[5]. However, in this paper, the authors did not reproduce well the data with
ns > 3 as the difference equals 10.93 cm−1 for ns = 6 and even 17.14 cm−1 for
ns = 7, so they excluded these data from the fit in the least squares calculation
(with a star in Table 1). We have only rejected the data for the ns = 7 levels
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(with a cross in Table 1) as the deviation reaches about 7.3 cm−1 for those
levels.

To conclude this section, our two models indicate that stretching modes can
be studied separately of the bending ones in a first approximation. Saying
differently, it allows, a posteriori, the use of chain (5), forms initially by two
chains related to the two different motions. In any case, as the number of
experimental data is not so high, and as the two models give extremely close
results, we shall restrict our Hamiltonian to Model 1 for simplicity in what
follows.

5 Algebraic model of the vibrational Hamiltonian

From the previous construction of a pure stretching Hamiltonian Hs we easily
deduce that a basic vibrational Hamiltonian H = Hs + Hb, built from the
chain (29), is given by :

H = a0 ns + a1(N
2

1
+ N

2

2
+ N

2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b
+

i
bj

+a4 nb + a5(N
2

5
+ N

2

6
+ N

2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b
+

i
bj .

(33)

However, we have to introduce, into the Hamiltonian, a coupling term between
the stretching and bending degrees of freedom. In order to build this term,
noted Hs−b = a8Hs−b, we should remember that the stibine molecule has 2:1
Fermi-type resonances

ν1(A1) ≃ 2ν2(A1) and ν3(E) ≃ 2ν4(E). (34)

This is why, we can consider the following term

Hs−b =
3
∑

i=1

7
∑

k≥l=5

(

b
+

i
bkblb4b

+2

8 + b
+

4 b
+

l
b

+

k
bib

2

8

)

. (35)

In reference [5] the authors showed that the quantity

2 ns + nb = K with K ∈ IN (36)

is a good label for this physical problem. Within the K blocks, we can deduce
the number N of vibrational states (for all symmetries C = A1 , A2 , E). This
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number is given in Table 2 for 1 ≤ K ≤ 28. The choice of K = 28 is as follows:
ns = 7 is the maximal quantum number for which a level is observed (it is a
pure stretching level defined with ns = 7 and nb = 0). As K = 2 ns + nb is
a constant for a given couple (ns, nb), one deduces that K = 14 is a possible
block for each C3v symmetry. But the code which generates the basis, produces
all the stretching kets from ns = 0 to ns = 7 and, of course, all the bending
kets from nb = 0 to nb = 14. Then by coupling the two sets of stretching and
bending kets, we obtain Kmax = 28.

Table 2 :

Number of vibrational states N within the K blocks for all symmetries

K N K N K N K N

1 2 8 189 15 1647 22 4264
2 6 9 275 16 2113 23 3754
3 13 10 399 17 2374 24 4389
4 26 11 550 18 2949 25 3377
5 45 12 763 19 3064 26 3893
6 75 13 1011 20 3706 27 2212
7 121 14 1347 21 3593 28 2526

From Table 2, we deduce the total number N of vibrational states for all
symmetries (A1 , A2 , E), as shown in Fig. 1:

Fig. 1:

Total number N of vibrational states for XY3 molecules
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Table 2 and Fig. 1 show that our problem would be computationaly unsolvable
for high energies that is for high ns and nb values. Indeed, near 23000 cm−1,
the total number of vibrational states is around 50 000 ! Usual computational
methods of fit would be unefficient for matrix of that size and CPU time
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would be enormous. This is why the introduction of the K label together with
the usual C symmetry type in the C3v group is of primary importance for the
data-processing of the problem. The matrix representation of the Hamiltonian
operator in basis (28) can be done by blocks of defined symmetry, then, within
each block of symmetry C, the same process can be extended with blocks K.
Therefore, the Hamiltonian matrix has the form indicated in Fig. 2.

Fig. 2:

Matrix form of the Hamiltonian

K= 2

K= 28

K= 2

K= 28

K= 1

K= 1
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BLOCK E
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0
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0

0

0

0

0

14000 x 14000

~ 17000 x 17000

~ 17000 x 17000

BLOCK A

BLOCK A 2

1

~

Finally, with the algebraic approach U(p + 1), one obtains a model of Hamil-
tonian with nine parameters

H = a0 ns + a1(N
2

1
+ N

2

2
+ N

2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b
+

i
bj

+a4 nb + a5(N
2

5
+ N

2

6
+ N

2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b
+

i
bj

+ a8

3
∑

i=1

7
∑

k≥l=5

(

b
+

i
bkblb4b

+2

8 + b
+

4 b
+

l
b

+

k
bib

2

8

)

.

(37)

6 ENERGY LEVELS OF THE STIBINE MOLECULE

Before to start the full analysis of the vibrational stibine levels, one must
remember that the use of the operator (34) implies the knowledge of the
maximum values of the quantum numbers ns and nb, that is Ns = nsmax

and
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Nb = nbmax
. The determination of Ns = nsmax

is done as follows: we assume
that a way to dissociate the molecule is to concentrate the energy on one
bond, that is, in the case of the stretching mode, for a |(n00), A1 or E〉 ket.
The previous analysis has shown that such kets are pure, that is, are preserved
after diagonalisation (See Table 5 where %init.ket ≥ 0.995 for such kets).

So we simply examine the derivative of H0s
as being a continuous function of

ns when the eigenkets are of |(n00), A1orE〉 type. For the Hamiltonian Model
1, this leads to

H0s
|(n00), A1 or E〉 = E0s

(n)|(n00), A1 or E〉

= (a0n + a1n
2)|(n00), A1 or E〉.

As we impose
∂ E0s

(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

, we determine nmax ≃ 28.81, that is Ns =

29. One can note that the relative variation of the parameter a0 to a′

0
(resp. a1

to a′

1
) from Model 1 to Model 2 is about 0.005% (resp. 0.06%) which confirms

the stability of the diagonal part of the two Hamiltonians H0s
. Indeed, the

same calculations of Ns = nsmax
can be done with Model 2, and we obtain

once again that nmax ≃ 28.79 that is Ns = 29.

One interesting application of the determination of nmax = 29 is to estimate
the energy for this value. With Model 1, we find that E0s

(29) ≃27761 cm−1

and E0s
(29) ≃27747 cm−1 with Model 2. These values are in good agrement

with the experimental determination of the dissociation energy of the stibine
molecule [4]: De ≃ 28900 cm−1, that is, a relative error of 3.94% with Model
1 and 3.98% with Model 2.

More delicate is the estimation of the quantum number Nb = nbmax
. Indeed,

the available pure bending spectrum of the stibine molecule presents only four
experimental data. Using a four parameters model for the Hamiltonian

Hb = a4 nb + a5(N
2

5
+ N

2

6
+ N

2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b
+

i
bj

(38)

acting on the bending symmetrized kets, we have to solve a non linear system
of four equations with four unknowns. We obtain

a4 = 814.77(8.91)cm−1 a5 = −11.44756(338)cm−1

a6 = −0.0002436(728)cm−1 a7 = −41.7917(160)cm−1.

The evaluation of the maximum of E0b
(n) = a4n+ a5n

2 as being a continuous
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function of nb, that is
∂ E0b

(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

, leads to Nmax = 35.6, so Nb = 36.

For the lowest values of the vibrational quantum numbers ns and nb, one
must point out that the model is, in fact, not really so sensitive to the values
of Ns and Nb, whereas it becomes more and more dependent of these values
when the vibrational quantum numbers increase. Physically, the U(p + 1)
model expresses naturally that the maximal vibrational numbers Ns and Nb

are taken into account when the energies reach values close to the maximal
ones as, for example, the dissociation limit.

Table 3:

Quantum numbers resulting of the action of the operator a8Hs−b

n′

i
conditions n′

4
n′

j
conditions n′

8

ni − 1 i = 1 or 2 or 3 n4 + 1 nj + 2 j = 5 or 6 or 7 n8 − 2

ni − 1 i = 1 or 2 or 3 n4 + 1
nj1

+ 1
nj2

+ 1 5 ≤ j1 �= j2 ≤ 7 n8 − 2

ni + 1 i = 1 or 2 or 3 n4 − 1 nj − 2 j = 5 or 6 or 7 n8 + 2

ni + 1 i = 1 or 2 or 3 n4 − 1
nj1

− 1
nj2

− 1 5 ≤ j1 �= j2 ≤ 7 n8 + 2

Indeed, let us examine the action of a8Hs−b on a ket

a8Hs−b|n1n2n3n4n5n6n7n8〉 = Λ|n′

1
n
′

2
n
′

3
n
′

4
n
′

5
n
′

6
n
′

7
n
′

8
〉, (39)

where the possible values of the quantum numbers n
′

1
n
′

2
n
′

3
n
′

4
=Ns−n

′

s
n
′

5
n
′

6
n
′

7
n
′

8
=

Nb−n
′

b
are given in Table 3. From the form (35) of the operator Hs−b, the action

of this operator on a ket |n1n2n3n4n5n6n7n8〉 leads explicitly to :

a8Hs−b|n1n2n3n4n5n6n7n8〉 = a8

3
∑

i=1

7
∑

k≥l=5

[(ni + 1)(nk)(nl − δk,l)(n4)(n8 + 1)(n8 + 2)]
1

2

|n1 + δi,1 n2 + δi,2 n3 + δi,3 n4 − 1 n5 − δk,5 − δl,5 n6 − δk,6 − δl,6 n7 − δk,7 − δl,7 n8 + 2〉

+a8

3
∑

i=1

7
∑

k≥l=5

[(ni)(nk + 1)(nl + 1 + δk,l)(n4 + 1)(n8)(n8 − 1)]
1

2

|n1 − δi,1 n2 − δi,2 n3 − δi,3 n4 + 1 n5 + δk,5 + δl,5 n6 + δk,6 + δl,6 n7 + δk,7 + δl,7 n8 − 2〉
(40)

Thus Λ in (39) is equal to

Λ = 〈n′

1
= n1 ± δi,1 n′

2
= n2 ± δi,2 n′

3
= n3 ± δi,3 n′

4
= n4 ∓ 1 n′

5
= n5 ∓ (δk,5 + δl,5)

n
′

6
= n6 ∓ (δk,6 + δl,6) n

′

7
= n7 ∓ (δk,7 + δl,7) n

′

8
= n8 ± 2|a8Hs−b|n1n2n3n4n5n6n7n8〉

= a8

[

(ni + 1 − δ
n
′

i
,ni−1)(n4 + 1 − δ

n
′

4
,n4−1)(nk + 1 − δ

n
′

k
,nk−1 − δ

n
′

k
,nk−2)

]

1

2

×

[

(nl + 1 + δl,k − 3δ
n
′

k
,nk−2 − δn

′
k,nk−1)(n8 + 1 − δn

′8,n8−2)(n8 + 2 − 3δn
′8,n8−2)

]

1

2

(41)
with 1 ≤ i ≤ 3 and 5 ≤ l ≤ k ≤ 7.

Now, taking into account that n4 = Ns − ns and n8 = Nb − nb, relation (41)
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may be rewritten as:

Λ = a8N
1

2
s Nb

[

(ni + 1 − δ
n
′

i
,ni−1)(1 −

ns

Ns

+
1

Ns

−
1

Ns

δ
n
′

4
,n4−1)

]

1

2

×

[

(nk + 1 − δ
n
′

k
,nk−1 − δ

n
′

k
,nk−2)(nl + 1 + δl,k − 3δ

n
′

k
,nk−2 − δn

′
k,nk−1)

]

1

2

×

[

(1 −
nb

Nb

+
1

Nb

−
1

Ns

δn
′8,n8−2)(1 −

n
b

Nb

+
2

Nb

−
3

Ns

δn
′8,n8−2)

]

1

2

(42)

Denoting ǫs = 1 −
n

s

Ns

+
1

Ns

−
1

Ns

δ
n
′

4
,n4−1

and ǫb = (1 −
nb

Nb

+
1

Nb

−
1

Ns

δn
′8,n8−2)(1 −

nb

Nb

+
2

Nb

−
3

Ns

δn
′8,n8−2),

one obtains immediately that

1−
n
′

s

Ns

≤ǫs≤1−
n
′

s

Ns

+
1

Ns

and

(1−
n′

b

Nb

)(1−
n′

b

Nb

−
1

Nb

)≤ǫb≤(1−
n′

b

Nb

+
1

Nb

)(1−
n′

b

Nb

+
2

Nb

).

So for usual large values of the quantum numbers Ns (Ns = 29) and Nb (Nb =
36), taking into account the conditions of Table 2, it results for (ns, nb) =
(0, 0) that

1.006 ≤
√

ǫsǫb ≤ 1.084, (43)

and for the maximum quantum numbers (ns, nb) = (7, 14) used in the present
fit, it becomes:

0.283 ≤
√

ǫsǫb ≤ 0.323. (44)

Relation (43) means that for low values of the quantum numbers ns and nb,
the matrix element (42) behaves as

Λ ≃ a8N
1

2
s Nb

[

(ni + 1 − δ
n
′

i
,ni−1)(nk + 1 − δ

n
′

k
,nk−1 − δ

n
′

k
,nk−2)

]

1

2

×

[

(nl + 1 + δl,k − 3δ
n
′

k
,nk−2 − δn

′
k,nk−1)

]

1

2

(45)

In others words, (45) expresses that the knowledge of the quantum numbers
Ns and Nb is not necessary to reproduce the spectrum for low values of the
quantum numbers ns and nb. Indeed, as mentioned here before, Ns and Nb

are connected to the maxima of E0s
and E0b

. As known, the usual harmonic
developments, even completed with perturbative terms, reproduce rather well
the lowest part of molecular spectra without to know the values of the dis-
sociation limits. If one wanted to reproduce only the low harmonic part of
the molecular spectra with our model, matrix element of the operator (35)
could be reduced to the matrix element (45) which can be seen as the matrix

element of the operator a′

8
HF = a′

8

3
∑

i=1

7
∑

k≥l=5

(

b
+

i
bkbl + b

+

l
b

+

k
bi

)

weighted of
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the effective parameter a
′

8
= a8N

1

2
s Nb. In such a case, any arbitrary choice,

enough large, of the quantum numbers Ns and Nb would be mathematically
equivalent as being in fact, physically irrelevant. Formally, the operator a′

8
HF

is similar to a Fermi operator used in a 2:1 resonance. But, relation (44) shows
that the knowledge of the values of the quantum numbers Ns and Nb is impor-
tant when the quantum numbers ns and nb increase. Indeed if these numbers
approach Ns and Nb, our model expresses that exchange of energy between
the stretching and the bending modes can not be made without taking into
account the dissociation limits of the molecule. Of course, as one could expect
from a physical model, this means that the energies of the upper levels depend
upon the values of the maximum quantum numbers.

Moreover, as Hs−b is purely non diagonal (see Table 3), we have checked
our model by changing the values of Ns = nsmax

= 29 and Nb = nsmax
=

36. With Ns from 25 to 34 and Nb from 33 to 39, it leads to almost the
same calculated energies for the lowest levels, the variations being completely
irrelevant comparatively to the experimental precision.

Therefore, by fitting the experimental data [5], we obtain the following results
given in Table 4: column 1 refers to the coupled kets where the first three fig-
ures represent n1, n2 and n3. The fourth figure stands for n4 with the maximal
value of 29. The three next figures are the bending quantum numbers followed
by n8 the maximal value is 36. Then, we have summarized the coupling scheme
by giving the stretching symmetry, the bending symmetry and the total result-
ing symmetry in C3v group. The calculated eigenvalues are given in column 2,
observed energies are given in column 3 and the difference calculated-observed
energies is indicated in column 4. In the last column, we give the percentage of
the initial ket which has been preserved after the diagonalisation process. In
order not to have a too long table, we have shortened it by giving the complet
results from 781.810 cm−1 to 7173.616 cm−1 and some partial results up to
23597.394 cm−1. The worst difference in column 4 does not exceed 3.758 cm−1

near 4513.000 cm−1 and the differences in this column do not increase when
the quantum numbers increase. The quality of the initial basis is relatively
well preserved as most of the values in the last column are higher than 50%.
In modulus, some percentages are less than 15% (14.10 % at 6921.715 cm−1),
however these bad values are reached when a multiplicity label appears (there
are two bending states |421, E〉 in the region of 6921.715 cm−1) and a differ-
ent choice of construction of the initial basis could correct those percentages.
The standard deviation associated to this fit is σ(23, 9) = 1.75 cm−1, and the
parameters are (in cm−1):

a0 = 1925.30(1.14) a1 = −32.80(56)
a2 = 65.27(1.33) a3 = −0.77(01)
a4 = 792.74(55) a5 = 16.09(23)
a6 = −81.62(78) a7 = −4.28(35)
a8 = −0.018177(45).
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The correlation matrix Mcor(23, 9) is:

Mcor(23, 9) =








































a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

a0 1

a1 −0.88 1

a2 0.67 −0.91 1

a3 0.34 −0.51 0.46 1

a4 −0.11 −0.09 −0.03 0.25 1

a5 −0.31 0.33 −0.05 −0.29 −0.80 1

a6 0.69 −0.78 0.56 0.53 0.40 −0.74 1

a7 −0.16 0.27 −0.18 −0.95 −0.35 0.38 −0.46 1

a8 −0.66 0.66 −0.36 −0.42 −0.53 0.83 −0.87 0.40 1









































.

If the parameters a0 and a1 of the pure stretch fit remain almost unchanged
comparatively in this complete vibrational fit, the parameter a2 is now com-
pletely different. In fact the interaction operator Hs−b between the two vibra-
tional modes takes effectively into account the initial large difference about
7.3 cm−1 between observed and calculated energies for the |(700)1A1 or 1E1〉

kets. Locally, Hs−b may act as an operator of stretching to improve the fit,
the difference being now of -0.241 cm−1 and 1.085 cm−1 (resp.) only for
the |(700)1E1〉 ≡ |(700)22||(000)36; (1E 1A1) −− > E〉 and |(700)1A1〉 ≡

|(700)22||(000)36; (1A1 1A1)−−> A1〉 kets. The correlation matrix Mcor(23, 9)
is relatively good, even if it is rather an indicator than a statistical result due
to the weak number of experimental data.

Table 4: Observed and Calculated Vibrational Levels of
121SbH3

____________________________________________________________________________________________

ket EigenValues Obs. En. Calc-Obs %init.ket

(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus)

___________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)29||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 781.810 782.240 -0.430 99.98

|( 0 0 0)29||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 826.921 827.850 -0.929 98.35

|( 0 0 0)29||( 1 1 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 1557.992 1559.000 -1.008 99.13

|( 0 0 0)29||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 1572.003 99.70

|( 0 0 0)29||( 2 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 1650.246 99.69

|( 0 0 0)29||( 2 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 1650.590 1652.700 -2.110 98.95

|( 1 0 0)28||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 1891.790 1890.502 1.288 99.83

|( 1 0 0)28||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 1893.317 1894.497 -1.180 99.99

|( 0 0 0)29||( 1 1 1) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2275.009 97.88

|( 0 0 0)29||( 2 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 2347.308 73.97

|( 0 0 0)29||( 2 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2348.884 97.61

|( 0 0 0)29||( 2 1 0) 33;(1A1 2E ) --> E > 2360.017 74.05

|( 0 0 0)29||( 2 1 0) 33;(1A1 1A2 ) --> A2 > 2372.609 100.00

|( 0 0 0)29||( 3 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 2522.271 99.57

|( 0 0 0)29||( 3 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2522.342 99.31

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2659.810 2661.000 -1.190 99.46

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 2693.566 99.96

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A1 > 2703.857 100.00

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A2 > 2703.854 100.00

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> E > 2703.866 98.66

|( 1 0 0)28||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 2705.235 2705.000 0.235 98.34

|( 0 0 0)29||( 2 1 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3000.570 98.88

|( 0 0 0)29||( 2 1 1) 32;(1A1 1E ) --> E > 3027.012 98.92
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|( 0 0 0)29||( 2 2 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 3098.888 96.78

|( 0 0 0)29||( 2 2 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3100.484 97.50

|( 0 0 0)29||( 3 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3180.508 97.95

|( 0 0 0)29||( 3 1 0) 32;(1A1 2E ) --> E > 3183.340 87.34

|( 0 0 0)29||( 3 1 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 3187.759 100.00

|( 0 0 0)29||( 3 1 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 3187.803 85.58

|( 0 0 0)29||( 4 0 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3425.335 97.51

|( 0 0 0)29||( 4 0 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 3425.622 98.59

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 3443.937 80.25

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3449.892 93.77

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 3458.938 81.75

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> E > 3463.107 99.66

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 3465.281 98.96

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 3465.381 81.75

|( 1 0 0)28||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 3465.539 79.13

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 3469.139 79.64

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 3540.558 81.65

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 3542.288 87.37

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 3544.499 98.36

|( 1 0 0)28||( 2 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3548.099 96.19

|( 0 0 0)29||( 2 2 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3690.299 97.55

|( 0 0 0)29||( 2 2 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 3718.425 98.35

|( 2 0 0)27||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3718.686 3719.933 -1.247 99.79

|( 2 0 0)27||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 3720.393 3719.860 0.533 99.89

|( 1 1 0)27||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3784.507 85.46

|( 1 1 0)27||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 3788.588 87.00

|( 0 0 0)29||( 3 1 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 3795.050 98.18

|( 0 0 0)29||( 3 1 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3796.228 96.84

|( 0 0 0)29||( 3 2 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 3852.634 76.33

|( 0 0 0)29||( 3 2 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3863.341 98.87

|( 0 0 0)29||( 3 2 0) 31;(1A1 2E ) --> E > 3876.529 77.65

|( 0 0 0)29||( 3 2 0) 31;(1A1 1A2 ) --> A2 > 3887.733 99.68

|( 0 0 0)29||( 4 1 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4034.469 99.14

|( 0 0 0)29||( 4 1 0) 31;(1A1 2E ) --> E > 4038.424 98.55

|( 0 0 0)29||( 4 1 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 4040.454 98.73

|( 0 0 0)29||( 4 1 0) 31;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4042.969 99.37

|( 1 0 0)28||( 1 1 1) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4167.256 97.55

|( 1 0 0)28||( 1 1 1) 33;(1E 1A1 ) --> E > 4168.251 97.73

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4228.108 72.10

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 4235.418 79.68

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 4239.535 68.40

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> E > 4244.867 63.44

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4249.414 65.34

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1A1 2E ) --> E > 4251.641 82.86

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4252.270 74.84

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 2E ) --> A1 > 4252.346 68.93

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 2E ) --> E > 4252.419 60.91

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 4254.031 73.16

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4254.812 69.12

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4255.782 99.96

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A2 > 4257.280 68.81

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 4257.512 59.77

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A1 > 4258.106 72.54

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1E 2E ) --> A2 > 4259.884 67.02

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 4260.311 67.47

|( 1 0 0)28||( 2 1 0) 33;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4265.692 99.08

|( 0 0 0)29||( 2 2 2) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4346.077 93.37

|( 0 0 0)29||( 5 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4357.074 92.51

|( 0 0 0)29||( 5 0 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 4357.227 92.25

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 4408.149 99.29

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A1 > 4417.494 97.43

|( 0 0 0)29||( 3 2 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 4417.534 70.39

|( 1 1 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> E > 4417.746 97.04

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A2 > 4417.857 99.94

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4418.274 24.85

|( 0 0 0)29||( 3 2 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4422.615 92.54

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 4424.875 88.44

|( 1 0 0)28||( 3 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4425.176 89.62

18

109



|( 0 0 0)29||( 3 2 1) 30;(1A1 2E ) --> E > 4437.307 71.06

|( 0 0 0)29||( 3 2 1) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4458.804 99.92

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 4516.758 4513.000 3.758 99.35

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4547.023 4545.000 2.023 99.61

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 4585.548 99.90

|( 0 0 0)29||( 3 3 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4593.036 93.84

|( 2 0 0)27||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> E > 4595.781 99.97

|( 0 0 0)29||( 3 3 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4595.820 94.28

|( 0 0 0)29||( 4 1 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 4600.115 98.40

|( 0 0 0)29||( 4 1 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4600.566 96.72

|( 0 0 0)29||( 4 2 0) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4682.196 99.76

|( 0 0 0)29||( 4 2 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 4682.628 79.39

|( 0 0 0)29||( 4 2 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4685.885 96.18

|( 0 0 0)29||( 4 2 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4686.237 75.22

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4881.880 63.74

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1E 1A1 ) --> E > 4888.273 86.95

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4900.341 36.93

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 4910.277 88.72

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4910.787 52.31

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4911.797 69.42

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> A2 > 4912.731 66.19

|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4915.271 65.92

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> E > 4917.037 99.15

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1A1 1E ) --> E > 4918.409 75.36

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 4918.933 86.62

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> A1 > 4918.992 87.92

|( 1 0 0)28||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4919.156 87.94

|( 0 0 0)29||( 5 1 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4921.184 93.12

|( 0 0 0)29||( 5 1 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4921.274 43.21

|( 0 0 0)29||( 5 1 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 4927.769 60.95

|( 0 0 0)29||( 5 1 0) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4929.068 98.62

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> E > 4985.873 72.09

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 4989.035 68.63

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 4991.646 95.64

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4993.738 99.34

|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 4994.418 26.30

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> E > 4994.428 77.36

|( 1 0 0)28||( 2 2 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4997.236 92.88

|( 0 0 0)29||( 3 2 2) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4998.932 97.17

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> E > 5004.739 57.54

|( 0 0 0)29||( 3 2 2) 29;(1A1 1E ) --> E > 5040.902 97.64

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 5055.772 59.43

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5057.437 65.88

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5058.023 83.16

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5070.990 58.43

|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5073.055 65.08

|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5073.913 40.86

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5074.625 47.16

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 5075.308 100.00

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1A1 2E ) --> E > 5075.924 77.05

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 5076.598 90.18

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1E 1E ) --> E > 5077.498 84.45

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5079.319 46.66

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5081.061 66.66

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5083.728 84.94

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5088.645 81.01

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 5089.057 61.24

|( 0 0 0)29||( 3 3 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 5105.359 93.36

|( 0 0 0)29||( 3 3 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5111.366 94.44

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 5112.520 56.44

|( 0 0 0)29||( 4 2 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5189.330 96.04

|( 0 0 0)29||( 4 2 1) 29;(1A1 2E ) --> E > 5195.075 71.61

|( 0 0 0)29||( 4 2 1) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5202.702 99.84

|( 0 0 0)29||( 4 2 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 5206.972 67.38

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5293.912 75.05

|( 1 0 0)28||( 4 0 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 5298.509 78.96

|( 1 0 0)28||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> A1 > 5318.226 64.67

|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5318.605 89.20
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|( 1 1 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5319.454 73.47

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 5323.047 99.41

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5323.726 86.61

|( 0 0 0)29||( 4 3 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 5323.995 75.27

|( 1 1 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5325.731 81.39

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5336.115 79.33

|( 0 0 0)29||( 4 3 0) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5339.230 99.18

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 5353.068 97.15

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5355.187 99.77

|( 0 0 0)29||( 6 0 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 5356.464 74.24

|( 2 0 0)27||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5358.232 98.07

|( 0 0 0)29||( 4 3 0) 29;(1A1 2E ) --> E > 5358.495 76.98

|( 0 0 0)29||( 6 0 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5360.509 72.03

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5361.802 74.80

|( 0 0 0)29||( 4 3 0) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5372.995 99.26

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5434.447 91.15

|( 0 0 0)29||( 5 1 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 5437.592 99.04

|( 0 0 0)29||( 5 1 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5437.731 98.67

|( 2 0 0)27||( 2 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5439.104 66.54

|( 3 0 0)26||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5478.126 5480.285 -2.159 99.59

|( 3 0 0)26||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 5481.244 5480.235 1.009 98.97

|( 0 0 0)29||( 5 2 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 5519.440 67.32

|( 0 0 0)29||( 5 2 0) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5520.560 98.92

|( 0 0 0)29||( 5 2 0) 29;(1A1 2E ) --> E > 5521.328 69.82

|( 0 0 0)29||( 5 2 0) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5521.342 98.40

|( 1 0 0)28||( 2 2 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5565.854 58.86

|( 1 0 0)28||( 2 2 1) 31;(1E 1A1 ) --> E > 5573.017 81.51

|( 1 1 0)27||( 1 1 1) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5593.251 48.37

|( 1 1 0)27||( 2 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5601.511 16.30

|( 1 0 0)28||( 3 1 1) 31;(1E 1E ) --> A2 > 5602.058 81.98

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A2 > 5605.503 71.01

|( 1 0 0)28||( 3 2 0) 31;(1E 2E ) --> A2 > 5605.887 68.57

|( 2 1 0)26||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5606.420 5607.000 -0.580 99.89

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(2E 1E ) --> A2 > 5608.066 70.96

|( 1 0 0)28||( 2 2 1) 31;(1E 1E ) --> E > 5608.991 99.20

|( 1 0 0)28||( 2 2 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 5612.373 98.00

|( 2 1 0)26||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 5612.653 95.01

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 6084.549 82.42

|( 3 0 0)26||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 6090.540 72.94

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6117.497 80.05

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6131.859 75.68

|( 3 0 0)26||( 1 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6135.837 60.68

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1E 2E ) --> E > 6137.272 60.86

|( 2 0 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 6139.265 57.20

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 6141.050 98.67

|( 2 0 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6144.015 77.75

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6144.539 74.11

|( 0 0 0)29||( 5 3 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6146.434 99.56

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A1 > 6146.510 92.94

|( 2 0 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6147.198 86.89

|( 0 0 0)29||( 5 3 0) 28;(1A1 2E ) --> E > 6147.200 81.29

|( 1 1 1)26||( 1 0 0) 35;(1A1 1E ) --> E > 6149.487 99.69

|( 0 0 0)29||( 5 3 0) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6151.944 94.80

|( 3 0 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> A1 > 6152.784 69.76

|( 0 0 0)29||( 5 3 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6153.133 75.25

|( 2 0 0)27||( 1 1 1) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6158.171 65.86

|( 0 0 0)29||( 3 3 3) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6213.704 87.56

|( 1 1 0)27||( 2 1 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6230.152 73.05

|( 1 0 0)28||( 2 2 2) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6234.907 88.83

|( 1 0 0)28||( 5 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6235.137 78.31

|( 3 0 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 6236.631 98.62

|( 1 0 0)28||( 2 2 2) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6238.923 92.50

|( 1 0 0)28||( 5 0 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 6249.700 93.08

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 6255.651 99.89

|( 1 0 0)28||( 4 1 0) 31;(1E 2E ) --> A1 > 6256.496 85.36

|( 1 1 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6257.740 98.82

|( 2 0 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 6258.711 99.98

|( 1 1 0)27||( 3 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6263.973 73.94
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|( 2 0 0)27||( 3 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6272.931 81.30

|( 0 0 0)29||( 6 1 1) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6283.625 65.34

|( 0 0 0)29||( 4 3 2) 27;(1A1 1E ) --> E > 6285.890 70.79

|( 0 0 0)29||( 4 3 2) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6298.680 85.95

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(2E 1A1 ) --> E > 6302.425 68.38

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6302.636 71.03

|( 2 0 0)27||( 2 1 0) 33;(1A1 2E ) --> E > 6303.963 99.77

|( 0 0 0)29||( 6 1 1) 28;(1A1 1E ) --> E > 6306.537 98.40

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6306.675 55.09

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 6307.156 74.90

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(2E 1E ) --> A1 > 6309.360 98.86

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(1E 1E ) --> E > 6310.405 98.91

|( 1 1 0)27||( 2 2 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6310.716 42.03

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 6313.572 69.71

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6314.592 47.50

|( 0 0 0)29||( 4 3 2) 27;(1A1 2E ) --> E > 6316.337 72.39

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 1E ) --> E > 6317.112 60.22

|( 1 1 0)27||( 4 0 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6323.850 57.39

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 6327.106 83.39

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6327.992 30.60

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6329.336 85.14

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1A1 2E ) --> E > 6329.729 71.19

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6330.005 74.84

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 2E ) --> A1 > 6330.064 71.12

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 2E ) --> E > 6330.062 72.79

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 2E ) --> A2 > 6330.331 49.25

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1E 2E ) --> A2 > 6330.626 63.48

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6330.655 99.94

|( 2 1 0)26||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 6332.624 65.34

|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6333.697 76.12

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1E 1E ) --> E > 6334.349 84.16

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 2E ) --> A2 > 6335.803 54.49

|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6336.372 55.23

|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6344.029 68.93

|( 0 0 0)29||( 4 3 2) 27;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6344.691 99.79

|( 1 1 0)27||( 2 1 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6344.979 32.31

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6347.857 44.44

|( 0 0 0)29||( 7 0 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 6349.671 93.94

|( 0 0 0)29||( 7 0 0) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6350.110 93.48

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6351.384 99.59

|( 0 0 0)29||( 6 2 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6383.284 67.03

|( 0 0 0)29||( 6 2 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6389.423 98.60

|( 0 0 0)29||( 6 2 0) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6390.526 97.94

|( 0 0 0)29||( 6 2 0) 28;(1A1 2E ) --> E > 6392.128 70.61

|( 0 0 0)29||( 4 4 1) 27;(1A1 1E ) --> E > 6464.945 90.24

|( 0 0 0)29||( 5 2 2) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6470.731 26.46

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6472.826 37.67

|( 0 0 0)29||( 4 4 1) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6477.967 31.75

|( 2 1 0)26||( 1 1 0) 34;(1A2 1A1 ) --> A2 > 6478.062 79.34

|( 0 0 0)29||( 5 2 2) 27;(1A1 1E ) --> E > 6478.446 98.18

|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1E 1E ) --> E > 6479.676 38.36

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 6481.343 86.78

|( 2 1 0)26||( 1 0 0) 35;(2E 1E ) --> E > 6487.135 99.94

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(2E 1E ) --> A2 > 6489.534 80.59

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 2E ) --> A1 > 6491.332 60.16

|( 3 0 0)26||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 6491.417 78.81

|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 6491.710 94.43

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1E 2E ) --> E > 6491.983 29.67

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6492.049 84.38

|( 1 1 0)27||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6492.271 20.46

|( 1 0 0)28||( 6 0 0) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6493.152 95.40

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6493.509 70.36

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> A1 > 6493.651 48.30

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6494.607 30.01

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1E 1E ) --> E > 6495.357 32.21

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 2E ) --> E > 6496.301 27.02

|( 3 0 0)26||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 6496.602 30.57

|( 2 1 0)26||( 1 1 0) 34;(2E 1E ) --> A2 > 6497.945 31.89
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|( 1 0 0)28||( 4 1 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6498.088 95.79

|( 1 1 0)27||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6500.859 86.25

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(1A2 1A1 ) --> A2 > 6502.857 78.07

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 1E ) --> E > 6506.974 51.45

|( 1 1 0)27||( 2 2 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 6544.999 74.70

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6558.976 69.14

|( 0 0 0)29||( 5 3 1) 27;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6559.552 99.44

|( 0 0 0)29||( 5 3 1) 27;(1A1 2E ) --> E > 6560.610 73.75

|( 1 1 0)27||( 4 0 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6567.415 70.91

|( 0 0 0)29||( 5 3 1) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6567.713 93.86

|( 0 0 0)29||( 5 3 1) 27;(1A1 1E ) --> E > 6567.857 66.88

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 6573.096 81.95

|( 1 1 0)27||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6573.552 39.31

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6574.265 83.66

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6574.359 24.44

|( 1 1 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> A2 > 6574.902 24.41

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 6575.176 80.68

|( 1 0 0)28||( 6 0 0) 30;(1E 1E ) --> E > 6575.440 99.59

|( 1 0 0)28||( 3 3 0) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6575.555 100.00

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6578.098 83.53

|( 1 1 0)27||( 4 0 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6578.806 88.86

|( 1 1 0)27||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> A2 > 6582.010 88.21

|( 1 0 0)28||( 6 0 0) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6583.496 70.73

|( 1 0 0)28||( 3 2 1) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6584.393 65.37

|( 1 0 0)28||( 4 2 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6586.536 85.26

|( 1 0 0)28||( 5 1 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 6895.504 62.97

|( 3 0 0)26||( 2 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 6899.588 74.10

|( 3 0 0)26||( 2 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 6901.000 77.85

|( 1 1 0)27||( 2 2 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6904.323 36.14

|( 3 0 0)26||( 1 1 0) 34;(1E 1E ) --> E > 6905.760 71.87

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(2E 1E ) --> E > 6907.397 87.56

|( 0 0 0)29||( 4 4 2) 26;(1A1 1E ) --> E > 6913.266 87.63

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 1E ) --> A2 > 6916.684 49.52

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1E 1E ) --> A1 > 6918.419 87.40

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1E 1E ) --> A2 > 6920.732 51.95

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 2E ) --> A2 > 6921.715 14.10

|( 0 0 0)29||( 4 4 2) 26;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6922.279 90.64

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(2E 1A1 ) --> E > 6923.027 72.15

|( 2 0 0)27||( 4 1 0) 31;(1E 2E ) --> A2 > 6923.985 65.34

|( 2 0 0)27||( 5 0 0) 31;(1E 1E ) --> A2 > 6924.189 71.03

|( 1 1 0)27||( 3 1 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6927.314 65.92

|( 1 0 0)28||( 3 2 2) 29;(1E 1E ) --> E > 6929.850 99.22

|( 1 0 0)28||( 3 2 2) 29;(1A1 1E ) --> E > 6932.854 97.73

|( 1 0 0)28||( 3 2 2) 29;(1E 1E ) --> A1 > 6933.714 88.04

|( 1 0 0)28||( 3 2 2) 29;(1E 1E ) --> A2 > 6934.159 86.60

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1E 1A1 ) --> E > 6934.480 84.21

|( 2 1 0)26||( 1 1 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6951.127 81.71

|( 2 0 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 6955.433 77.19

|( 2 0 0)27||( 2 2 0) 32;(1E 1E ) --> E > 6961.194 76.31

|( 1 1 1)26||( 2 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 6966.442 80.96

|( 0 0 0)29||( 6 3 0) 27;(1A1 1E ) --> E > 6967.176 60.37

|( 0 0 0)29||( 6 3 0) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6967.928 96.66

|( 2 0 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 2E ) --> E > 6968.203 77.05

|( 0 0 0)29||( 6 3 0) 27;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6968.370 98.36

|( 0 0 0)29||( 6 3 0) 27;(1A1 2E ) --> E > 6968.758 63.87

|( 2 0 0)27||( 4 0 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 6970.066 73.65

|( 2 0 0)27||( 2 1 1) 32;(1E 1E ) --> A1 > 6972.701 99.69

|( 2 1 0)26||( 2 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6976.724 80.25

|( 1 1 1)26||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 6979.431 80.99

|( 2 0 0)27||( 3 1 0) 32;(1E 1E ) --> E > 6979.965 60.01

|( 1 1 0)27||( 3 2 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6980.367 74.98

|( 2 0 0)27||( 2 2 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 6991.962 55.38

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1E 1E ) --> E > 6992.729 73.56

|( 0 0 0)29||( 5 3 2) 26;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6998.595 93.54

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 6999.608 93.22

|( 1 0 0)28||( 5 2 0) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7000.235 89.07

|( 1 1 0)27||( 4 1 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7005.465 76.00

|( 0 0 0)29||( 5 3 2) 26;(1A1 2E ) --> E > 7005.648 86.70
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|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 2E ) --> E > 7005.852 72.63

|( 1 0 0)28||( 5 1 1) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7005.924 99.87

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 2E ) --> A2 > 7006.214 72.50

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 1E ) --> A1 > 7009.962 67.67

|( 1 0 0)28||( 3 3 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7013.483 88.40

|( 0 0 0)29||( 5 3 2) 26;(1A1 1A2 ) --> A2 > 7017.111 99.57

|( 0 0 0)29||( 5 3 2) 26;(1A1 1E ) --> E > 7018.099 81.05

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 1E ) --> E > 7022.159 53.54

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7026.822 63.36

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 1A1 ) --> E > 7060.587 53.43

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1E 1A1 ) --> E > 7072.109 31.25

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 1E ) --> E > 7074.298 67.21

|( 1 0 0)28||( 6 1 0) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7078.212 48.65

|( 1 0 0)28||( 5 1 1) 29;(1E 1E ) --> A1 > 7078.749 39.52

|( 1 1 0)27||( 3 2 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 7084.138 59.91

|( 1 1 0)27||( 5 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7084.592 96.63

|( 2 1 0)26||( 3 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 7085.282 88.40

|( 1 0 0)28||( 6 1 0) 29;(1E 2E ) --> A2 > 7086.260 54.88

|( 2 1 0)26||( 2 1 0) 33;(2E 1E ) --> A2 > 7087.467 65.92

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1A1 2E ) --> E > 7087.498 71.18

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 2E ) --> A1 > 7087.643 77.18

|( 1 0 0)28||( 5 1 1) 29;(1E 1E ) --> E > 7087.741 95.01

|( 1 0 0)28||( 4 3 0) 29;(1E 2E ) --> E > 7087.812 74.47

|( 2 1 0)26||( 2 1 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 7088.131 32.81

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7089.499 91.85

|( 1 0 0)28||( 7 0 0) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7089.552 80.78

|( 1 1 0)27||( 3 1 1) 31;(1E 1E ) --> A1 > 7090.628 69.65

|( 2 1 0)26||( 2 1 0) 33;(1E 2E ) --> A2 > 7092.358 57.44

|( 1 0 0)28||( 5 2 0) 29;(1E 1E ) --> A1 > 7095.095 73.35

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 7095.916 99.38

|( 1 1 0)27||( 2 2 1) 31;(1E 1E ) --> A1 > 7098.597 73.28

|( 1 0 0)28||( 5 2 0) 29;(1E 2E ) --> A2 > 7099.105 70.78

|( 1 0 0)28||( 4 2 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 7102.534 64.71

|( 1 0 0)28||( 5 1 1) 29;(1E 1A1 ) --> E > 7103.572 70.82

|( 0 0 0)29||( 5 4 1) 26;(1A1 1E ) --> E > 7119.861 66.97

|( 0 0 0)29||( 5 4 1) 26;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7145.875 98.51

|( 2 1 0)26||( 1 1 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 7152.166 99.15

|( 0 0 0)29||( 5 4 1) 26;(1A1 2E ) --> E > 7168.161 70.61

|( 4 0 0)25||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7173.359 7173.799 -0.440 99.38

|( 4 0 0)25||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 7173.616 7173.783 -0.167 99.83

. . .

. . .

. . .

|( 6 0 0)23||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 10357.513 10358.000 -0.487 99.86

|( 6 0 0)23||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 10358.618 10358.000 0.618 99.43

. . .

. . .

. . .

|( 5 1 0)23||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 10689.580 10691.500 -1.920 72.43

|( 5 1 0)23||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 10691.976 10691.500 0.476 99.36

. . .

. . .

. . .

|( 7 0 0)22||( 0 0 0) 36;(1E 1A1 ) --> E > 11843.259 11843.500 -0.241 94.36

|( 7 0 0)22||( 0 0 0) 36;(1A1 1A1 ) --> A1 > 11844.585 11843.500 1.085 99.88

. . .

. . .

. . .

|( 7 0 0)22||(13 1 0) 22;(1E 1A1 ) --> E > 23551.961 91.33

|( 7 0 0)22||(14 0 0) 22;(1E 1A1 ) --> E > 23597.394 99.14

___________________________________________________________________________________________

TABLE 1: Observed and Calculated Stretching Levels of
121SbH3 for

n ≤ 12
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________________________________________________________________________________________________________

ket %init.ket %init.ket EigenValues EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs Cal-Obs

(Modulus) (Modulus) (Mod.1) (Mod.2) (Mod.1) (Mod.2) (Ref. 5)

(Model 1) (Model 2) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

_________________________________________________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 1.000 1890.002 1890.824 1890.502 -0.499 0.322 -0.82

|( 1 0 0)1E1> 1.000 1.000 1895.424 1895.126 1894.497 0.927 0.629 0.31

|( 2 0 0)1A1> 0.996 0.996 3719.940 3720.258 3719.933 0.007 0.325 -0.42

|( 2 0 0)1E1> 0.999 0.893 3720.256 3720.299 3719.860 0.396 0.439 -0.08

|( 1 1 0)1A1> 0.996 0.997 3783.928 3784.973

|( 1 1 0)1E1> 0.999 0.958 3789.034 3788.807

|( 3 0 0)1A1> 0.999 0.999 5480.051 5480.176 5480.285 -0.233 -0.108 -0.02

|( 3 0 0)1E1> 0.999 0.999 5480.161 5480.285 5480.235 -0.073 0.050 0.04

|( 2 1 0)1A1> 0.995 0.996 5607.956 5606.976 5607.000 0.956 -0.023 0.45

|( 2 1 0)1E1> 0.821 0.810 5609.678 5612.409

|( 2 1 0)2E1> 0.821 0.825 5614.021 5615.700

|( 2 1 0)1A2> 1.000 0.999 5619.186 5615.567

|( 1 1 1)1A1> 0.996 0.997 5681.084 5681.600

|( 4 0 0)1A1> 0.999 0.999 7173.042 7173.127 7173.799 -0.756 -0.671 0.93(*)

|( 4 0 0)1E1> 0.999 0.946 7173.137 7173.186 7173.783 -0.645 -0.596 0.95(*)

|( 3 1 0)1A1> 0.994 0.988 7371.087 7371.928

|( 3 1 0)1E1> 0.854 0.806 7373.334 7374.222

|( 3 1 0)2E1> 0.850 0.785 7375.125 7375.841

|( 3 1 0)1A2> 1.000 0.997 7375.322 7375.254

|( 2 2 0)1A1> 0.992 0.988 7440.494 7441.719

|( 2 2 0)1E1> 0.990 0.978 7441.359 7441.214

|( 2 1 1)1A1> 0.996 0.994 7500.399 7503.265

|( 2 1 1)1E1> 0.999 0.894 7510.814 7511.042

|( 5 0 0)1A1> 0.999 0.999 8799.139 8799.129

|( 5 0 0)1E1> 0.999 0.934 8799.228 8799.184

|( 4 1 0)1A1> 0.998 0.996 9064.361 9065.348

|( 4 1 0)1E1> 0.828 0.813 9066.231 9066.195

|( 4 1 0)1A2> 0.999 0.941 9068.000 9068.524

|( 4 1 0)2E1> 0.826 0.730 9068.296 9069.382

|( 3 2 0)1E1> 0.746 0.709 9190.463 9189.110

|( 3 2 0)1A1> 0.997 0.991 9194.383 9196.043

|( 3 2 0)2E1> 0.749 0.525 9200.254 9204.748

|( 3 2 0)1A2> 0.999 0.998 9205.555 9205.310

|( 3 1 1)1A1> 0.988 0.981 9265.796 9267.944

|( 3 1 1)1E1> 0.997 0.860 9266.546 9267.903

|( 2 2 1)1A1> 0.989 0.987 9327.678 9331.350

|( 2 2 1)1E1> 0.997 0.955 9337.637 9337.825

|( 6 0 0)1A1> 0.999 0.999 10358.350 10358.205 10358.000 0.350 0.205 10.93(*)

|( 6 0 0)1E1> 0.999 0.930 10358.435 10358.257 10358.000 0.435 0.257 10.93(*)

|( 5 1 0)1A1> 0.999 0.996 10690.392 10691.437 10691.500 -1.107 -0.062 2.80(*)

|( 5 1 0)1E1> 0.820 0.785 10692.224 10691.566 10691.500 0.724 0.066 2.80(*)

|( 5 1 0)1A2> 0.999 0.971 10694.012 10694.541

|( 5 1 0)2E1> 0.819 0.782 10694.466 10695.989

. .

. .

|( 7 0 0)1A1> 0.999 0.999 11850.678 11850.357 11843.500 7.178(+)6.857(+) -17.14(*)

|( 7 0 0)1E1> 0.999 0.929 11850.760 11850.407 11843.500 7.260(+)6.907(+) -17.14(*)

. .

. .

|( 8 0 0)1A1> 0.999 0.999 13276.122 13275.584

|( 8 0 0)1E1> 0.999 0.928 13276.202 13275.633

. .

. .

|( 9 0 0)1A1> 0.999 0.998 14634.683 14633.888

|( 9 0 0)1E1> 0.999 0.927 14634.762 14633.936

. .

. .

|(10 0 0)1A1> 0.999 0.998 15926.362 15925.269

|(10 0 0)1E1> 0.999 0.927 15926.440 15925.316

. .

. .

|(11 0 0)1A1> 0.999 0.998 17151.158 17149.726

|(11 0 0)1E1> 0.999 0.927 17151.236 17149.773
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. .

. .

|(12 0 0)1A1> 0.999 0.997 18309.072 18307.260

|(12 0 0)1E1> 0.999 0.927 18309.149 18307.306

_______________________________________________________________________________________________________

7 Conclusion

In this paper, we described the vibrational modes of the stibine 121SbH3 by the
U(p+1) algebraic formalism. Firstly, we have built a Hamiltonian adapted to
the stretching modes of this molecule in order to test the quality and efficiency
of a pure stretch chain of groups. Then we have built a Hamiltonian to describe
all the vibrational degrees of freedom based on the coupling of two chains
of groups devoted to stretching and bending vibrational modes. For that,
we determined an algebraic coupling operator to describe the strech-bend
resonances. This coupling operator allows to introduce the polyad number
K = 2n

s + nb which simplifies considerably the diagonalisation procedure
of the Hamiltonian matrix. By fitting the experimental data, we obtain the
R.M.S σ(23, 9) = 1.75 cm−1 and estimate the stretch dissociation limit of the
stibine molecule near 28900 cm−1. The spectral amplitude described by our
model is about 41% of the total vibrational spectra in energy.
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Appendix A: Symmetrized kets

|(n n n) , A1〉 = |n n n〉

|(n n n′) , A1〉 =
1
√

3
[|n n n

′

〉 + |n n
′

n〉 + |n
′

n n〉]

|(n n n′) , E1〉 =
1
√

6
[2|n n n

′

〉 − |n n
′

n〉 − |n
′

n n〉]

|(n n n′) , E2〉 =
1
√

2
[|n n

′

n〉 − |n
′

n n〉]

|(n1 n2 n3) , A1〉 =
1
√

6
[|n1 n2 n3〉 + |n1 n3 n2〉

+|n2 n1 n3〉 + |n2 n3 n1〉

+|n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , A2〉 =
1
√

6
[|n1 n2 n3〉 − |n1 n3 n2〉

−|n2 n1 n3〉 + |n2 n3 n1〉

+|n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 1E1〉 =
1

√

12
[2|n1 n2 n3〉 − |n3 n2 n1〉

−|n1 n3 n2〉 + 2|n2 n1 n3〉

−|n2 n3 n1〉 − |n3 n1 n2〉]

|n1 n2 n3) , 1E2〉 =
1

2
[|n1 n3 n2〉 − |n3 n2 n1〉

+|n3 n1 n2〉 − |n2 n3 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 2E1〉 =
1

2
[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉

−|n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉

|(n1 n2 n3) , 2E2〉 =
1

√

12
[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉

+2|n2 n1 n3〉 − 2|n1 n2 n3〉

+|n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉],

where the kets |(n1 n2 n3) , r Cσ〉

are defined with the convention n1 > n2 > n3.
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Appendix B: Symmetrized generators

Y1(A1) = ̂N4

Y2(A1) = ̂n

Y1(E)

1 = ̂N1 + ̂N2 − 2̂N3

Y1(E)

2 =
√

3
[

̂N1 − ̂N2

]

Y3(A1) = E1 3 + E3 1 + E3 2 + E2 3 + E2 1 + E1 2

Y1(A2) = −E1 3 + E3 1 − E3 2 + E2 3 − E2 1 + E1 2

Y2(E)

1 = −E1 3 − E3 1 − E3 2 − E2 3 + 2E2 1 + 2E1 2

Y2(E)

2 =
√

3(E1 3 + E3 1 − E3 2 − E2 3)

Y3(E)

1 = E3 2 − E2 3 − E1 3 + E3 1

Y3(E)

2 = 1
√

3
(−2E1 2 + 2E2 1 − E3 2 + E2 3 + E3 1 − E1 3)

Y4(A1) = E1 4 + E4 1 + E3 4 + E4 3 + E2 4 + E4 2

Y5(A1) = E1 4 − E4 1 + E2 4 − E4 2 + E3 4 − E4 3

Y4(E)

1 = E1 4 + E4 1 − 2E3 4 − 2E4 3 + E2 4 + E4 2

Y4(E)

2 =
√

3(E1 4 + E4 1 − E2 4 − E4 2)

Y5(E)

1 = E1 4 − E4 1 − E4 2 + E2 4 − 2E3 4 + 2E4 3

Y5(E)

2 =
√

3(E1 4 − E4 1 + E4 2 − E2 4)
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Chapitre 6

Le couplage élongation-pliage dans
l’approche local-normal

On peux developper Hamiltonien vibrationnel en base l’approche local-normal : les modes
d’élongation sont décrits a l’aide d’opérateurs développés en approche locale et les modes de
pliage en base de modes normaux.
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Abstract

We compare two formalisms applied to the vibrational modes of the molecule of
AsH3 of C3v molecular symmetry group. Indeed, the close strecthing modes of
this molecule may be considered as those of a three dimensional oscillator whereas
the bending modes may be considered either as a one dimensional oscillator of
symmetry A1 and a two dimensional oscillator of symmetry E or as an approximate
three dimensional oscillator. So, we have applied the U(p + 1) formalism to the
both stretching and bending modes and introduced coupling terms acting on an
appropriate coupled vibrational basis through a local mode formalism. We have
then compared the result of our fitting with those obtained with the coupling of
a local mode formalism adapted to the strecthing vibrations with a normal mode
formalism for the bending ones. Finally we compare our results with other methods
recently proposed in the literature.

Key words: Vibrational excitations; AsH3; Unitary group approach; Local mode;
Normal mode

1 Introduction

In the past 15 years, many papers have been proposed to investigate the lo-

cal mode molecules consisting of several X − H bonds and many formalisms

∗ Corresponding author.
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have been applied to interpret these molecules. The first approach was ini-

tially given by Iachello et al. [1,2] with the vibron model where a u(4) algebra

is used to describe the spectra of diatomic molecules. However, this model

becomes rather complex when the number of atoms is more than 4. Based

on the properties of the unitary and special unitary groups, many teams have

developed quite different models applied to the vibrational modes of molecular

systems and it is worth to mention the works of Van Roosmalen et al. [3,4],

Lemus and Franck [5] or Xi-Wen Hou et al. [6]. Interpreting differently the

properties of the unitary groups, an algebraic formalism called the U(p + 1)

formalism, initially developed by Michelot et al. [7] and Leroy et al. [8–11], has

demonstrated its efficiency to reproduce the vibrational level of XY4 molec-

ular systems, and recently for XY3 molecular systems such as the stretching

modes of AsH3 [12] and the vibrational modes of the stibine molecule [13].

Arsine molecule AsH3 is one of the candidates for the study of the local mode

effect of the symmetric top molecules. It is the simplest compound of arsenic,

flammable, pyrophoric, and highly toxic molecular derivative of arsenic and

hydrogen. The compound is of interest for its lethality, its applications in the

semiconductor industry, and its use in the synthesis of organoarsenic species.

Moreover, through vibrational dissociation of the arsine molecule, the produc-

tion of arsenic, used in semiconductor industry, enhances an industrial com-

petition between Russia, first world producer, and France ranked in second

position. For these reasons, knowledge of the chemical and physical properties

of this molecular system are of great imporance.

A wide literature has been devoted to the molecule of arsine: the ground state

spectroscopic constants, molecular geometry and analysis of the structure in

the first excited states of this molecule are presented in [14–19]. AsH3 is known

to be a pyramidal molecule of the C3v molecular group symmetry. So arsine

molecule is characterized by four fundamental modes (two one-dimensional

and two double-dimensional) with the following frequencies for stretching vi-

brations ν1(A1) = 2115.164 cm−1, ν3(E) = 2126.423 cm−1
, and for the bend-

ing ones ν2(A1) = 906.752 cm−1
, ν4(E) = 999.225 cm−1

.

The goal of the present paper is to study simultaneously all the vibrational

levels of AsH3. The U(p + 1) formalism was proposed in [12] for the vi-

brational stretching modes of AsH3 which is characterized by the condition

ν1(A1) ≃ ν3(E), namely:

U(4) ⊃ U(3) ⊃ K(3) ⊃ S(3) ≈ C3v. (1)

Here, we propose to apply our Us(4)×Ub(4) formalism, as developed in [12,13],

to the molecule of arsine. However, due to a poor local behaviour, we will

see that a normal formalism is more adapted to describe the bending modes

of AsH3. The formalism we apply allows one to consider in a considerably

simpler way all the vibrational levels including the very excited one: the most

important point is that the accuracy of our models does not decrease for these

high excited levels. The paper is written as follows. The local mode through
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the U(p + 1) model is presented in the next section. In Section 3 we apply it

to the stretching modes. In Section 4 we compare local and normal formalism

applied to the bending modes. A local model for stretching modes coupled with

a local model for bending modes is proposed in Section 5, then we replace the

local model for bending modes by a normal one and apply it to all vibrational

levels in Section 6. Our conclusion is given in Section 7. The reader is invited

to read a recent paper of Sánchez-Castellanos et al. [20] on the same subject

and also based on the Us(4) × Ub(4) formalism. This paper of Lemus’team

proposes some original ideas and good progress in theoretical spectroscopy.

However, some concepts seem for us to be somewhere empirical as we will

explain in the present work.

2 THE ALGEBRAIC FORMALISM U(p+1)

Assuming the physical conditions

ν1(A1) ≃ ν3(E) and ν2(A1) ≃ ν4(E), (2)

we can describe the vibrational modes of the arsine molecule by using the

following algebraic chain





(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ C3v)
⊗

(Ub(4) ⊃ Ub(3) ⊃ Kb(3) ⊃ Sb(3) ≈ C3v)



 ⊃ C3v, (3)

where s indicates the stretching vibration and b the bending one [12,13,21]. As

a good survey of the U(p+1) formalism can be found in [12,13], we only present

in this section a brief summary of main important properties of U(p + 1). In

general, the fundamental concept of an algebraic formalism is to introduce a

chain of groups (algebras)

G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ · · ·Gn (4)

to describe a physical system.

For a physical system characterized by p identical degrees of freedom, in the

algebraic formalism [7,22], the dynamical group G1 is chosen as the unitary

group U(p + 1). The second group G2 of chain (4) gives us information about

the energy levels and their degeneracies, and this is the reason why this group

is known to be a degeneracy group. Moreover, this degeneracy group is taken as

the unitary group U(p) in the U(p+1) algebraic formalism. Many realisations

are possible to construct the generators of the unitary group U(p + 1) [23].

In the Bosonic realization that we use, a set of generators of the dynamical

group U(p + 1) is constructed by (p + 1)2 operators Ei j

Ei j = b+

i
bj (i, j = 1, 2, ..., p + 1) (5)
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with the usual Bose relations

[bi ,bj ] =
[

b+

i
,b+

j

]

= 0 and
[

bi ,b
+

j

]

= δij . (6)

It is important to stress right now that it is impossible to exactly express

physically the operators Ei j, or saying differently, there is no a one-to-one

way to connect b+

i
and bj with any usual canonical variables q and p. The

first obvious reason comes from the realisation of the U(p + 1) generators:

these generators are purely abstract. They do not need to be defined in a

real configuration space in order to respect U(p + 1) generators properties.

Consequently, any sytem of coordinates expressed or derived from the usual

canonical variables q and p can not be put in correspondance in a single way

with the operators b+

i
and bj . It follows that such connections, established

in [20], are a particular choice of the authors but are not proven as they

can not. However, we agree with [20] concerning the fact that appropriate

identification, even if not unique, may be chosen accordingly to some physical

meaning. In any case, this does not express an advantage of a formalism or

an important feature of an approach. It simply expresses the perspicacity in

the choice of a unitary transformation between two systems of coordinates

(one being physically meaningfull, the other one being abstract) which allows

a comparison of operators or/and parameters between these two formalisms.

The set of all the physical states is given by the action of the (p + 1) Boson

creation operators on the ground state:

|n1, n2, . . . , np, np+1〉 =

i=p+1
∏

i=1

(b+

i
)ni

i=p+1
∏

i=1

√

ni!

|0, . . . , 0, 0〉. (7)

We define the weight operator N
i

Ni = b+

i
bi = Eii with: i = 1, . . . , p + 1, (8)

diagonal in basis (7). The p operators Ni (i = 1, ..., p) are interpreted as the

operator numbers of quanta associated to the ith bond of the molecule:

Ni |n1, . . . , ni, . . . , np〉 = ni |n1, . . . , ni, . . . , np〉. (9)

The last group Gn of algebraic chain (4) is symply the molecular symmetry

group of molecule. The determination of the irreducible representation (irrep)

of the unitary groups U(n) is due to Gel’fand and Zetlin (G-Z) [24]. A practical

method [9,25] consists in the determination of a complete set of invariant

operators I
(U(n))

k
called Casimir operators. These operators are built with the
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help of the U(n) generators E
ij
:

I
(U(n))

k
=

n
∑

i1, i2,...,ik=1

Ei1 i2
Ei2 i3

. . . Eik i1
(10)

with: k = 1, 2, . . . , n.

These Hermitian operators I
(U(n))

k
commute with each generator Eij:

[

I
(n)

k
,Ei j

]

= 0 ∀ i, j, k = 1, 2, . . . , n. (11)

Now, we consider the set I formed of the
n

2
(n + 1) operators I

(U(j))

k
as

I =


















I
U(n)

1 I
U(n)

2 . . . I
U(n)

n−1 IU(n)

n

I
U(n−1)

1 . . . I
U(n−1)

k
. . . I

U(n−1)

n−1

. . . I
U(j)

k
. . .

I
U(2)

1 I
U(2)

2

I
U(1)

1



















(12)

with:

I
(U(j))

k
=

j
∑

i1,i2,...,ik=1

Ei1 i2
Ei2 i3

. . .Eik i1
, (13)

1 ≤ j ≤ n and 1 ≤ k ≤ j.

The operators in I are Hermitian, independent and mutually commute. The

set (m) of
n

2
(n + 1) integers

(m) =












m1 n m2 n . . . . . . mn n

m1 n−1 . . . mk n−1 . . . mn−1 n−1

. . . . . . . . .

m1 2 m2 2

m1 1













(14)

with the conditions

mi j+1 ≥ mi j ≥ mi+1 j+1 1 ≤ i ≤ j ≤ n − 1 (15)

is called a G-Z’s pattern.

Each irrep of a unitary group U(j) is described by a set of ordered integers

(negative, zero or positive)

[m]
j

= [m1 j m2 j . . . mj j ] (16)

with: m1 j ≥ m2 j ≥ . . . ≥ mj j . The interest of this notation is that the

irreps [m1 j−1 m2 j−1 . . . mj−1 j−1] of the group U(j − 1), verifying conditions

5
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(15), appear only once in the decomposition of the irrep [m1 j
m2 j

, . . . , m
j j

]

of U(j). The chain of groups

U(n) ⊃ U(n − 1) . . . ⊃ U(2) ⊃ U(1) (17)

is called a canonical chain.

For one fixed representation [m]
n

of U(n), the set of G-Z’s patterns that we

can build in the first (n − 1) lines (the first line is defined by m1 1) is an

orthonormal base of the space V ([m]n) of the representation [m]
n
. Therefore,

we can define the G-Z’s ket

|(m)n〉 =

∣

∣

∣

∣

(

[m]n
(m)n−1

)〉

. (18)

The dimension of the irrep [m]n is given by the Weyl formula [26]

D([m]n) =

∏

i<j

(m
i n

− m
j n

− i + j)

1! 2! . . . (n − 1)!
, (19)

and we define the weight of a G-Z’s ket [24] by:

W (m) = W

(

[m]n
(m)n

)

= W1 n(m), . . . , W2 n(m), Wn n(m) (20)

with Wi n =
i

∑

j=1

mj i −

i−1
∑

j=1

mj i−1 (2 ≤ i ≤ n) and W1 1 = m1 1.

The action of this weight operator can also be defined on the G-Z’s ket. But

as we are working in the totally symmetric irrep [N, 0 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

p zeros

] ≡

[

N, 0̇p

]

of

the group U(p + 1), there exists an isomorphism between the G-Z’s ket and

the weight of this ket. So, the G-Z’s ket, within the totally symmetric irrep
[

N =
p+1
∑

i=1

ni, 0̇
p

]

of the dynamical group U(p + 1),

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N =
p+1
∑

i=1

ni . . . 0 . . . 0

n = n1 + . . . + np . . . . . . 0
. . . . . .

n1 + n2 0
n1

〉

(21)

is isomorphic to the weight (n1, n2, . . . , np+1).

The definition of G2 as a degeneracy group implies that a physical system

caracterized by p degrees of freedom, can be modelized by p oscillators. Fur-

thermore, the degeneracy of an isotrope oscillator, p times degenerated in the

n-state (n =
p
∑

i=1

ni), is equal to the dimension of the irrep [n =
p
∑

i=1

ni, 0̇
p−1] of

6
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the unitary group U(p). Therefore, we chose U(p) as degeneracy group G2. In

what follows, we apply this formalism with p = 3 for the arsine system.

3 LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE STRETCH-

ING MODE

As well known, the frequencies of the two stretching fundamental modes of

the arsine molecule are extremely close: ν1(A1) = 2115.164 cm−1, ν3(E) =

2126.423 cm−1. To better appreciate this small difference between the two

frequencies, we define their relative difference by: LS = 2
|ν1−ν3|

ν1+ν3

the value of

which, when close to zero, indicates a 1:1 resonance between ν1 and ν3. For the

stretching arsine modes, the LS = 0.0053 indicator suggests strongly a local

behaviour, that is, suggests to use U(3) as degeneracy group of this system

of quasi identical oscillators and U(4) as dynamical group. Therefore, we may

build the Hamiltonian based on (1). We do not expand more our explanations

about this model as all the theory may be found in [12,13]. The Hamiltonian

used here was already defined in [12]

HsL = a0ns + a1 [N2

1
+ N2

2
+ N2

3
] + a2 [N1N2

+ N1N3 + N2N3] + a3

3
∑

i�=j=1

b+

i
bj .

(22)

The basis used in this paper, has been already defined in [13]. In this basis,

we obtain results extremely closed to those presented in [12], as may be seen

with the parameters values and correlation matrice given hereafter







































a0 = 2161.773(396) cm−1
,

a1 = −38.695(079) cm−1
,

a2 = −1.650(405) cm−1
,

a3 = −3.712(257) cm−1
,

(23)

Mcorr(20, 4) =

























a0 a1 a2 a3

a0 1.00

a1 −0.96 1.00

a2 −0.81 0.75 1.00

a3 −0.15 0.10 −0.06 1.00

























. (24)

The result of the fit is given in Table 1. The first column indicates the levels

in local notation, the second column shows that the eigenkets are close to the

initial basis given in the first column. Column 3 gives the eigenvalues, whereas

Column 4 indicates the observed energy levels. Column 5 gives the difference

7
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Calculated-Observed energy for the present model which may be compared

with the same difference given in [12] (last column). We mention that all the

experimental data used in the present paper are reported in [19,29]. We also

mention that all the fits have been realised using the least square method

involving the Levenberg- Marquard algorithm [27,28] which interpolates be-

tween the Gauss-Newton algorithm and the method of gradient descent. The

main advantage of the Levenberg- Marquard algorithm is its robustness.

Table 1
Observed and calculated energies of vibrational stretching levels of arsine molecule

____________________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

[12]

____________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 2115.653 2115.164 0.489 0.241

|( 1 0 0)1E1> 1.000 2126.791 2126.423 0.368 0.649

|( 2 0 0)1A1> 0.989 4167.189 4166.772 0.417 0.421

|( 2 0 0)1E1> 0.998 4168.421 4167.935 0.486 0.606

|( 1 1 0)1A1> 0.989 4238.659 4237.700 0.959 1.445

|( 1 1 0)1E1> 0.998 4248.565 4247.720 0.845 1.944

|( 3 0 0)1A1> 0.998 6136.475 6136.340 0.135 0.215

|( 3 0 0)1E1> 0.998 6136.519 6136.330 0.189 0.670

|( 2 1 0)1A1> 0.987 6276.125 6275.830 0.295 0.889

|( 2 1 0)1E1> 0.971 6282.392 6282.350 0.042 -1.294

|( 2 1 0)2E1> 0.970 6295.242 6294.710 0.532 -4.385

|( 2 1 0)1A2> 1.000 6299.682

|( 1 1 1)1A1> 0.990 6366.156 6365.950 0.206 2.127

|( 4 0 0)1A1> 0.999 8027.479 8028.977 -1.498 -1.482

|( 4 0 0)1E1> 0.999 8027.480 8028.969 -1.489 -1.085

|( 3 1 0)1A1> 0.983 8249.139 8249.510 -0.371 0.934

|( 3 1 0)1E1> 0.772 8257.374 8258.370 -0.996 -1.074

|( 3 1 0)2E1> 0.781 8250.770 *8257.270 0.093

|( 3 1 0)1A2> 1.000 8258.905

|( 2 2 0)1A1> 0.974 8331.670

|( 2 2 0)1E1> 0.984 8332.870

|( 2 1 1)1A1> 0.987 8393.918

|( 2 1 1)1E1> 0.997 8414.893

|( 5 0 0)1A1> 0.999 9841.030 9841.400 -0.370 -0.485

|( 5 0 0)1E1> 0.999 9841.030 9841.400 -0.370 -0.123

|( 4 1 0)1A1> 0.995 10139.903

|( 4 1 0)1E1> 0.859 10139.990

|( 4 1 0)2E1> 0.860 10147.387

|( 4 1 0)1A2> 0.998 10147.472

|( 3 2 0)1A1> 0.990 10284.301

|( 3 2 0)1E1> 0.994 10284.931
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|( 3 2 0)2E1> 0.994 10307.213

|( 3 2 0)1A2> 0.998 10307.758

|( 3 1 1)1A1> 0.960 10368.098

|( 3 1 1)1E1> 0.988 10371.940

|( 2 2 1)1A1> 0.964 10437.916

|( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.263

|( 6 0 0)1A1> 0.999 11577.177 11576.290 0.887 0.581

|( 6 0 0)1E1> 0.999 11577.177 11576.290 0.887 0.927

|( 5 1 0)1A1> 0.997 11951.968

|( 5 1 0)1E1> 0.864 11951.970

|( 5 1 0)2E1> 0.865 11959.412

|( 5 1 0)1A2> 0.999 11959.415

. . .

. . .

|( 7 0 0)1A1> 0.999 13235.928

|( 7 0 0)1E1> 0.999 13235.928

___________________________________________________________

*: not included in the fit

It should be noted that we remove the |(310)2E1 > level from our fit and

reattribute |(310)1E1 > as being the |(310)2E1 > level (however, this reattri-

bution induces only a change of 1 cm−1 between the two experimental data

which is about the experimental precision in this region). Formally, this is

obviously authorized as the label ν = 1, 2 in |(310)νE1 > is a label of mul-

tiplicity, i.e., it is not a label having a physical meaning so one can exchange

these labels without influence on the other levels. There are two reasons why

we remove the |(310)2E1 > level from the experimental data. The first one is

that the difference Calculated-Observed energy would be near 8 cm−1 for this

level which would not be physically relevant. The second reason is given in the

paper of Lin et al. [29] where O. Ulenikov was one of the co-authors which is

also the case for the present paper. In that paper the authors explained that

the (310, E) band observed at 8257.27 cm−1 is a weak band and that this

band cannot be convincingly assigned as the (310, E) one: its assignment and

the value of the band center should be considered as tentative values only. We

also agree with this conclusion, and maybe a new experiment, more precise,

could raise this ambiguity.

The standard deviation of the fit σ(20, 4) = 0, 80 cm−1 is of the same order

as the experimental precision and agrees with our hypothesis of local mode

modelisation of the system. There is no formal difference between this value

of σ and that determined in [12] where σ(21, 4) = 1.54 cm−1 (to be pre-

cise, σ(20, 4) = 1.59 cm−1 if one takes into account the elimination of the

|(310)2E1 > level). Indeed, the Hamiltonian used in the present paper and

that of [12] are the same and the only change comes from the small difference

between the stretching basis given in the Appendices of [12] and [13]. The

parameters are well determined and the correlation matrix does not exhibit

9
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value larger than 0.96.

In the next section, we examine the bending modes of the arsine molecule.

4 LOCAL AND NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN

FOR THE BENDING MODES

Analogously, as defined in the previous section, the LB = 2
|ν2−ν4|

ν2+ν34

value, with

ν2(A1) = 906.752 cm−1, ν3(E) = 999.225 cm−1
, does not suggest a strong local

mode behaviour for the bending modes as LB = 0.097. This is the reason why

we have tried both formalisms, local then normal, to represent the bending

modes of the arsine molecule, even if unfortunaly, the number of pure bending

data is limited to only 6 values.

4.1 LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE BENDING MODES

The local mode model is developped as shown in the previous section. The

association between the quantum numbers n5, n6, n7 and the bending angles

is given in [13]. The Hamiltonian, already defined in [13], is:

HbL = a4 nb + a5(N
2

5
+ N2

6
+ N2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b+

i
bj .

(25)

Table 2 presents the results of this fit. The five columns of Table 2 have the

same signification as that given for Table 1. Obviously, the calculated energy

levels do not agree with the observed ones as the difference between Calculated

and Observed levels (Cal-Obs in Column 5) is larger than the experimental

precision for all cases.

Table 2
Observed and calculated energies of vibrational bending levels (local model) of arsine
molecule

___________________________________________________________

ket %init.ket EigenValues Obs. En. Cal-Obs

(Modulus) (cm -1) (cm -1) (cm -1)

___________________________________________________________

|( 1 0 0)A1> 1.00 905.329 906.752 -1.423

|( 1 0 0)E > 1.00 1000.647 999.225 1.423

|( 1 1 0)A1> 0.82 1809.022 1806.149 2.874

10
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|( 2 0 0)E > 0.81 1899.782 1904.115 -4.332

|( 2 0 0)A1> 0.80 1995.690 1990.998 4.693

|( 1 1 0)E > 0.81 2000.249 2003.483 -3.234

|( 2 1 0)A1> 0.81 2711.048

|( 2 1 0)E > 0.64 2796.982

|( 3 0 0)A1> 0.85 2887.751

|( 3 0 0)E > 0.56 2893.718

|( 2 1 0)E > 0.87 2990.020

|( 2 1 0)A2> 1.00 2997.654

|( 1 1 1)A1> 0.74 2999.744

|( 2 1 1)A1> 0.62 3611.366

|( 2 2 0)E > 0.40 3692.147

|( 4 0 0)A1> 0.78 3777.405

|( 3 1 0)E > 0.43 3785.121

|( 4 0 0)E > 0.63 3875.803

|( 3 1 0)A2> 1.00 3885.550

|( 3 1 0)A1> 0.37 3888.118

|( 2 2 0)A1> 0.67 3979.357

|( 3 1 0)E > 0.72 3983.130

|( 2 1 1)E > 0.79 3996.233

. . .

. . .

___________________________________________________________

The parameters and the correlation matrix deduced from the fit are given here

after






































a4 = 973.97(2.26) cm−1

a5 = −5.10(1.43) cm−1

a6 = 2.96(2.58) cm−1

a7 = −31.772(262) cm−1

(26)

Mcorr(6, 4) =

























a4 a5 a6 a7

a4 1.00

a5 −0.95 1.00

a6 −0.38 0.10 1.00

a7 −0.13 0.12 0.02 1.00

























. (27)

The parameters are not well determined as, for example, a6 the precision of

which is of the same order as the parameter itself. We obtain a standard

deviation σ(6, 4) = 5.64 cm−1 which is clearly far away from the experimental

precision. In fact, these results are not so surprising if we remember the rather

large value of the indicator LB = 0.097.
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Consequently, we will now compare all these values with those obtained using

a normal representation for the bending modes.

4.2 NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN FOR THE BENDING

MODE

Algebraically speaking, in the normal modes description, a chain of groups

with associated quantum numbers usually devoted for the description of the

bending modes of a XY3 pyramidal molecule is

Ub(1) ⊗ Ub(2) ⊃ Ob(2) ⊃ C3v.

v2 v4 l4 Cσ
(28)

Up to the second order, a Hamiltonian is:

HbN = ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4
. (29)

It is important to note that the main difference between this Hamiltonian (29)

and that of (25) defined in the previous section comes from two points. The

first point in Eq. (29) is that we consider two distinct oscillators: the first,

associated with v2, is connected to a one-dimensional oscillator, whereas the

part relative to v4 represents a two-dimensional oscillator. The second point

refers to the l2
4

operator. Indeed, formally Hamiltonian (29) is exactly the same

as that given in [30] (see Eq. (18.1.1)), where Coriolis interactions are indirectly

taken into account through the l2
4

operator. This Coriolis dependence has been

earlier demonstrated for XY3 molecules as in [31,34] for AsH3 or in [32] for

PH3, [33] for SbH3 and recently [35] for AsH3. Having only 6 data, we tried

all possible 5-parameter models from Eq.(29), and obtained the best following

results for the parameters and correlation matrice:











































































ω2 = 910.42(1.75) cm−1

κ2 = −3.67(19) cm−1

ω4 = 995.57(28) cm−1

κ24 = −1.32(82) cm−1

g4 = 3.12(20) cm−1

κ4 fixed to zero

(30)

Mcorr(6, 5) =















ω2 χ2 ω4 χ24 g4

ω2 1.00
χ2 −0.98 1.00
ω4 0.00 0.00 1.00

χ24 −0.67 0.62 −0.16 1.00
g4 0.00 0.00 −0.72 0.00 1.00















. (31)
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This time, the parameters are perfectly determined comparatively with those

determined with a local model. Table 3 resumes the quality of this fit. Column

1 indicates the kets in normal notation |v2, v4, |l4|, C >, Column 2 gives the

eigenvalues and the last column presents the differences between Calculated

and Observed energy levels. As the kets given in Column 1 are exactly the

eigenkets, it was not useful to add a column %init.ket as in the previous tables.

Table 3
Observed and calculated energies of vibrational bending levels (normal model) of
arsine molecule

___________________________________________________

ket EigenValues Calc-Obs

(cm -1) (cm -1)

___________________________________________________

|( 1 0 0)A1 > 906.751 0.000

|( 0 1 1)E > 998.687 -0.538

|( 2 0 0)A1 > 1806.149 0.000

|( 1 1 1)E > 1904.115 0.000

|( 0 2 0)A1 > 1991.132 0.134

|( 0 2 2)E > 2003.617 0.134

|( 3 0 0)A1 > 2698.191

|( 2 1 1)E > 2802.188

|( 1 2 0)A1 > 2895.236

|( 1 2 2)E > 2907.721

|( 0 3 1)E > 2989.820

|( 0 3 3)A1 > 3014.790

|( 0 3 3)A2 > 3014.790

|( 4 0 0)A1 > 3582.878

|( 3 1 1)E > 3692.905

|( 2 2 0)A1 > 3791.984

|( 2 2 2)E > 3804.469

|( 1 3 1)E > 3892.599

|( 1 3 3)A1 > 3917.569

|( 1 3 3)A2 > 3917.569

|( 0 4 0)A1 > 3982.265

|( 0 4 2)E > 3994.750

|( 0 4 4)E > 4032.205

. .

. .

___________________________________________________________

The standard deviation is σ(6, 5) = 0.57 cm−1 which is comparable with the

experimental precision.

To conclude this section, it appears that local mode model does not well

restitute the bending energy levels whereas normal one has a 10 times better

standard deviation.
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However, the purpose of our paper is to fit simultaneously all the known

vibrational levels of the arsine molecule and to compare the normal modes

formalism with the local modes formalism. As some of the vibrational levels are

combination of stretching and bending excitation, we have tried both possible

formalisms: local representation for the stretching part coupled, firstly, with

a local representation of the bending part; then we fit again all these levels

but with a normal scheme for the bending motion. During the fit process, not

good results appeared for some levels, that is the difference between calculated

energy and observed energy for these levels was surprisingly 5 or 10 times

higher (in average) than for the others ones. This is why we will present

global fit for 33 data and for 27 data.

5 LOCAL ⊗ LOCAL MODEL OF THE HAMILTONIAN

The chain of groups adapted to a local-local description of our XY3 system

has already been defined in [13]:





















[

Ns,
.

0
3
] [

ns,
.

0
2
]

(ws = (n1, n2, n3) , fws
) (λs1

, λs2
, λs3

) (Csσs)

(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ Cs3v
)

⊗

(Ub(4) ⊃ Ub(3) ⊃ Kb(3) ⊃ Sb(3) ≈ Cb3v
)

[

Nb,
.

0
3
] [

nb,
.

0
2
]

(wb = (m1, m2, m3) , fwb
) (λb1

, λb2
, λb3

) (Cbσb)





















⊃ C3v.

(Cσ)

(32)

A first approximation Hamiltonian H0

sLbL
is built from the two Hamiltonians

Eq.(22, 25):

H0

sLbL
= a0 ns + a1(N

2

1
+ N2

2
+ N2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b+

i
bj

+a4 nb + a5(N
2

5
+ N2

6
+ N2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b+

i
bj .

(33)

The coupled basis, on which acts Hamiltonian (33) is defined in [13] and the

C3v coupling coefficients are given in [36]. In order to restitute the energy

levels of our molecule, we have to reexamine the four fundamental frequencies

of this system. Indeed, we may take into account the approximate 2:1 Fermi-
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type resonances:

ν1(A1) ≃ 2ν2(A1) and ν3(E) ≃ 2ν4(E). (34)

This modelisation has been already presented for the stibine molecule in

[13]. The Hamiltonian has the same form as that given by Eq. (37) of [13].

However, we want now to distinguish two cases for the operator Hs−b =
3
∑

i=1

7
∑

k≥n=5

(

b+

i
bkbnb4b

+2

8 + b+

4 b+

n
b+

k
bib

2

8

)

. Indeed, the second summation on

k and n does not distinguish the case when k = n, i.e., when a single bend-

ing degree of freedom exchanges 2 quanta with a bond, with the case k 
= n

(or equivalently k > n), i.e., when two different bending degrees of freedom

exchange 1 quantum + 1 quantum with a bond. In the present work, we

make a difference between these two operators, which leads to the following

Hamiltonian:

H = a0 ns + a1(N
2

1
+ N2

2
+ N2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b+

i
bj

+a4 nb + a5(N
2

5
+ N2

6
+ N2

7
)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7
∑

i�=j=5

b+

i
bj

+ a8

3
∑

i=1

7
∑

k=5

(

b+

i
b2

k
b4b

+2

8 + b+

4 b+2

k
bib

2

8

)

.

+ a9

3
∑

i=1

7
∑

k>n=5

(

b+

i
bkbnb4b

+2

8 + b+

4 b+

n
b+

k
bib

2

8

)

.

(35)

In order to compute the matrix elements of the operators
3
∑

i=1

7
∑

k=5

(

b+

i
b2

k
b4b

+2

8 + b+

4 b+2

k
bib

2

8

)

and
3
∑

i=1

7
∑

k>n=5

(

b+

i
bkbnb4b

+2

8 + b+

4 b+

n
b+

k
bib

2

8

)

, we need to estimate the values

of the quantum numbers Ns and Nb. For the first quantum number Ns, as al-

ready defined in our previous paper [13] and also accepted as well in [20], this

stretching number of bosons is related to the dissociation limit. The deter-

mination of Ns = nsmax
is done as follows: a way to dissociate the molecule

of arsine is to destruct a bond of this molecule, that is to concentrate the

energy on one bond. In others words, the dissociation limit appears for a

|(n00), A1 or E〉 ket. Analysis of the stretching modes has shown that such

kets are pure, that is, are preserved after diagonalisation (See Table 1 where

%init.ket ≥ 0.99 for such kets).

So we examine the derivative of HsL as being a continuous function of ns when
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the eigenkets are of |(n00), A1 or E〉 type. For Hamiltonian (22) this leads to

HsL|(n00), A1 or E〉 = E0s
(n)|(n00), A1 or E〉

= (a0n + a1n
2)|(n00), A1 or E〉.

As we impose
∂ E0s

(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

, we determine nmax
≃ 27.93, that is N

s
=

28. We must pay attention to the fact that a simple estimation of this value is

enough for the evaluation of the matrix elements of the operators
3
∑

i=1

7
∑

k=5

(

b+

i
b2

k
b4b

+2

8 + b+

4 b+2

k
bib

2

8

)

and
3
∑

i=1

7
∑

k>n=5

(

b+

i
bkbnb4b

+2

8 + b+

4 b+

n
b+

k
bib

2

8

)

. Indeed, as demonstrated in [13],

the matrix elements of these operators become only sensitive to Ns and Nb

values when one wants to compute high energy levels. This may be really seen

as a key point of our formalism because our model does not depend on what

happens near the dissociation limit for low values of the quantum numbers (as

may be expected for any zero-order harmonical model usually developed near

the equilibrium configuration), whereas these values become predominant in

the construction of the Hamiltonian matrix when one approaches the dissoci-

ation limit. In any case, as the experimental data do not go over 11600 cm−1

whereas the dissociation limit is estimated to 31669 cm−1, we shall assume

that N
s

= 28 is enough precise in our model to calculate the energy levels

comparatively with the experimental precision.

For the second quantum number N
b, we completely agree with the argument of

Sánchez-Castellanos et al. [20]: the bending boson number Nb is not related to

the dissociation limit. Maybe, it could be determined using some physical effect

or phenomena, as the planar configuration of the molecule [37], however such

a physical meaning did not appear to us clearly. A first point of view could be

to consider N
b as a parameter and we agree with this possible interpretation

as given in [20]. However, we have preferred in our approach to adjust all

the vibrational data by taking, one by one, all the integer values of Nb in

the range [25-60]. We arrive at the same conclusion as that of [20]: the rms

deviation remained basically the same for all values of N
b
in the range [25-60].

However, this result is not so surprising: the bending experimental data do

not exceed 2 quanta and any model must be able to reproduce these levels

without knowing some highest bending quantum number. Consequently, in

what follows, we shall use Nb = 35.

We performed a first fit, including all the available data, that is 33 data, with

this 10 parameter model. Results of the fit are presented in Table 4. The first

column gives the kets in local notation. The experimental data are given in

Column 2.

The calculated energy are presented in Column 3 with the differences in Col-
umn 4. The fifth column gives the modulus of %init ket as already defined for
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Table 1.

Table 4
Observed and calculated energies of vibrational levels (local-local model) of arsine
molecule

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

ket Obs. En EigenValues Calc-Obs %init.ket EigenValues Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs

(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (cm-1) (cm-1)

(33) (33) (27) (27) Mod.1 Mod.2 Mod.3 Mod.4

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 906.752 900.475 -6.277 1.00 902.619 -4.133 0.99 1.97 -1.328 2.3 1.4

|( 0 0 0)28||( 1 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 999.225 996.167 -3.058 1.00 998.645 -0.580 1.00 0.31 9.295 0.7 0.8

|( 0 0 0)28||( 1 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 1806.149 1808.639 2.490 0.86 1808.139 1.990 0.79 -1.59 1.853 -1.4 -2.8

|( 0 0 0)28||( 2 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 1904.115 1897.754 -6.361 0.79 1899.619 -4.496 0.85 0.53 -0.427 0.1 0.4

|( 0 0 0)28||( 2 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 1990.998 1994.373 3.375 0.79 1996.234 5.236 0.79 -6.25 1.602 -6.6 -5.2

|( 0 0 0)28||( 1 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 2003.483 2001.237 -2.246 0.86 2000.776 -2.707 0.85 5.92 -9.707 6.1 6.9

|( 1 0 0)27||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2115.164 2114.273 -0.891 0.99 2114.941 -0.223 0.75 0.14 0.932 -0.5 1.3

|( 1 0 0)27||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 2126.423 2127.249 0.826 0.99 2126.481 0.058 1.00 0.34 -1.537 1.4 2.3

|( 0 0 0)28||( 2 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2721.806 0.81 2716.535 0.81

|( 0 0 0)28||( 2 1 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 2805.062 0.62 2803.202 0.64

|( 0 0 0)28||( 3 0 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 2893.956 0.85 2894.685 0.85

|( 0 0 0)28||( 3 0 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 2901.568 0.56 2900.628 0.56

|( 0 0 0)28||( 2 1 0) 32;(1A1 2E ) --> E > 2996.828 0.87 2997.628 0.86

|( 0 0 0)28||( 2 1 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 3006.134 1.00 3005.258 1.00

|( 0 0 0)28||( 1 1 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3008.903 0.74 3007.328 0.74

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3013.000 3014.387 1.387 0.99 3017.560 4.560 0.99 0.64 3.953 -1.0 -2.0

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 3028.147 1.00 3029.098 1.00

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 3102.000 3110.717 8.717 1.00 3113.583 # 1.00 -0.16 -0.427 -1.9 -2.3

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 3122.589 1.00 3125.124 1.00

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 3122.589 1.00 3125.124 1.00

|( 1 0 0)27||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 3122.589 1.00 3125.124 1.00

|( 0 0 0)28||( 2 1 1) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3640.595 0.60 3627.764 0.62

|( 0 0 0)28||( 2 2 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 3717.574 0.38 3709.298 0.40

|( 0 0 0)28||( 4 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3799.858 0.79 3795.288 0.78

|( 0 0 0)28||( 4 0 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 3809.922 0.52 3802.961 0.43

|( 0 0 0)28||( 3 1 0) 31;(1A1 2E ) --> E > 3898.482 0.63 3894.356 0.63

|( 0 0 0)28||( 3 1 0) 31;(1A1 1A2 ) --> A2 > 3910.511 1.00 3904.085 1.00

|( 0 0 0)28||( 3 1 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3913.928 0.39 3906.625 0.37

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 3924.321 0.78 3923.085 0.80

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 3935.428 0.79 3934.620 0.80

|( 0 0 0)28||( 2 2 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4002.706 0.68 3998.577 0.67

|( 0 0 0)28||( 3 1 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 4007.206 0.71 4002.351 0.72

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 4013.288 0.85 4014.559 0.85

|( 0 0 0)28||( 2 1 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 4023.663 0.80 4015.430 0.78

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4024.476 0.86 4026.099 0.85

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 4024.476 0.86 4026.099 0.85

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4024.476 0.86 4026.099 0.85

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4108.412 0.79 4111.166 0.80

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 4114.326 0.85 4115.716 0.85

|( 1 0 0)27||( 2 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 4119.223 0.79 4122.707 0.80

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 4125.169 0.86 4127.256 0.85

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> E > 4125.169 0.86 4127.256 0.85

|( 1 0 0)27||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 4125.169 0.86 4127.256 0.85

|( 2 0 0)26||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4166.772 4166.625 -0.147 0.98 4166.405 -0.367 0.98 2.49 3.033 1.3 2.2

|( 2 0 0)26||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 4167.935 4168.340 0.405 0.99 4167.717 -0.218 0.99 1.34 -2.245 0.5 2.4

|( 1 1 0)26||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4237.700 4237.678 -0.022 0.98 4238.604 0.904 0.98 -0.7 2.0

|( 1 1 0)26||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 4247.530 4248.977 1.447 0.99 4248.833 1.303 0.99 1.0 2.6

|( 0 0 0)28||( 2 2 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4564.995 0.53 4541.773 0.54

|( 0 0 0)28||( 3 2 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4635.058 0.43 4617.775 0.46

|( 0 0 0)28||( 5 0 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4710.189 0.71 4697.850 0.68

|( 0 0 0)28||( 4 1 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 4723.381 0.43 4707.679 0.47

|( 0 0 0)28||( 5 0 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4804.734 0.63 4793.064 0.64

|( 0 0 0)28||( 4 1 0) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 4819.959 0.86 4805.263 0.85

|( 0 0 0)28||( 4 1 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4824.126 0.20 4808.332 0.15

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4837.469 0.80 4831.482 0.81

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 4848.493 0.81 4843.015 0.81

|( 0 0 0)28||( 3 2 0) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 4904.560 0.50 4893.234 0.46

|( 0 0 0)28||( 4 1 0) 30;(1A1 1E ) --> E > 4909.788 0.79 4897.728 0.78

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 4920.446 0.61 4913.993 0.57

|( 0 0 0)28||( 3 1 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 4930.571 0.59 4918.147 0.64

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 4931.760 0.62 4929.682 0.64

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 1E ) --> E > 4931.760 0.62 4929.682 0.64

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 4931.760 0.62 4929.684 0.64

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5009.514 0.84 5002.979 0.80

|( 0 0 0)28||( 3 2 0) 30;(1A1 2E ) --> E > 5015.047 0.81 5007.578 0.85

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1A1 1E ) --> E > 5017.373 0.56 5009.627 0.85

|( 0 0 0)28||( 3 2 0) 30;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5020.317 0.85 5014.740 0.73

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 5020.395 0.85 5015.571 0.56

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1E 1E ) --> A1 > 5028.267 0.56 5021.166 0.85

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1E 1E ) --> E > 5028.267 0.56 5027.109 0.56

|( 1 0 0)27||( 3 0 0) 32;(1E 1E ) --> A2 > 5028.267 0.56 5027.109 0.56

|( 0 0 0)28||( 3 1 1) 30;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5030.001 0.74 5027.109 0.56

|( 0 0 0)28||( 2 2 1) 30;(1A1 1E ) --> E > 5045.586 0.73 5027.608 0.72

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5057.000 5067.152 10.152 0.98 5069.025 # 0.99 3.3 -0.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5057.000 5068.861 11.861 0.99 5070.336 # 1.00 2.1 -0.9
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|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1A1 2E ) --> E > 5112.438 0.85 5112.568 0.86

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5122.242 0.99 5120.196 1.00

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 2E ) --> A1 > 5122.905 0.86 5122.269 0.74

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 2E ) --> E > 5122.905 0.86 5124.108 0.86

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 2E ) --> A2 > 5122.905 0.86 5124.108 0.86

|( 1 0 0)27||( 1 1 1) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5125.128 0.75 5124.110 0.86

|( 1 0 0)27||( 2 1 0) 32;(1E 1A2 ) --> E > 5132.835 1.00 5131.739 1.00

|( 1 0 0)27||( 1 1 1) 32;(1E 1A1 ) --> E > 5135.695 0.75 5133.809 0.74

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5128.000 5138.358 10.358 0.99 5141.224 # 0.99 0.7 -1.3

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1A1 ) --> E > 5128.000 5149.569 * 1.00 5151.451 * 1.00 -4.8 -7.9

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5158.000 5163.492 5.492 0.98 5165.048 # 0.99 -0.3 0.5

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 5158.000 5165.199 7.199 0.99 5166.357 # 1.00 0.8 1.1

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5164.782 0.99 5166.360 1.00

|( 2 0 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5164.782 0.99 5166.360 1.00

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1A1 1E ) --> E > 5234.131 0.99 5237.247 0.99

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A1 > 5244.048 1.00 5247.475 1.00

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> E > 5244.048 1.00 5247.476 1.00

|( 1 1 0)26||( 1 0 0) 34;(1E 1E ) --> A2 > 5244.048 1.00 5247.476 1.00

|( 0 0 0)28||( 3 2 1) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5494.848 0.61 5458.489 0.64

|( 0 0 0)28||( 3 2 1) 29;(1A1 1E ) --> E > 5557.136 0.28 5528.449 0.31

|( 0 0 0)28||( 6 0 0) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5624.577 0.63 5602.141 0.59

|( 0 0 0)28||( 6 0 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 5715.426 0.61 5693.615 0.62

|( 0 0 0)28||( 5 1 0) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 5734.306 0.70 5789.826 0.37

|( 0 0 0)28||( 5 1 0) 29;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5811.188 0.41 5794.934 0.69

|( 0 0 0)28||( 5 1 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 5816.765 0.72 5814.851 0.40

|( 1 0 0)27||( 4 0 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 5832.787 0.51 5863.954 0.67

|( 1 0 0)27||( 4 0 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 5869.796 0.69 5863.954 0.67

|( 1 0 0)27||( 4 0 0) 31;(1E 1E ) --> E > 5869.796 0.69 5910.234 0.77

|( 1 0 0)27||( 4 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 5915.338 0.78 5917.905 0.52

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1A1 1E ) --> E > 5925.627 0.43 5969.561 0.30

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 2E ) --> A2 > 5978.210 0.24 5969.561 0.30

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 2E ) --> A1 > 6024.461 0.60 5969.696 0.26

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 2E ) --> E > 6024.461 0.60 6009.298 0.60

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6026.517 0.99 6019.024 1.00

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6030.146 0.41 6021.568 0.37

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 1A2 ) --> E > 6037.212 1.00 6030.566 1.00

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 1A1 ) --> E > 6040.775 0.40 6033.106 0.37

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 6080.055 0.67 6074.821 0.68

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> E > 6080.055 0.67 6074.821 0.68

|( 1 0 0)27||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> A2 > 6083.184 0.73 6077.423 0.73

. .

. .

|( 3 0 0)25||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6136.340 6134.913 -1.427 0.97 6135.717 -0.623 0.94 -0.23 -4.667 -2.5 -3.2

|( 3 0 0)25||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 6136.330 6133.894 -2.436 0.96 6135.766 -0.564 0.99 -0.29 1.951 -2.3 -2.9

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 6135.743 0.81 6138.225 0.84

|( 2 0 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 6139.483 0.07 6168.490 0.85

|( 1 0 0)27||( 2 1 1) 31;(1A1 1E ) --> E > 6140.281 0.77 6130.369 0.78

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 6145.911 0.85 6148.450 0.85

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6145.911 0.85 6148.451 0.85

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 6145.962 0.85 6148.451 0.85

|( 2 0 0)26||( 2 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6162.888 0.75 6162.635 0.79

|( 2 0 0)26||( 2 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6164.161 0.75 6163.947 0.80

|( 2 0 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 6166.707 0.85 6168.492 0.85

|( 2 0 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6166.707 0.85 6168.492 0.85

|( 2 0 0)26||( 1 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 6166.813 0.83 6167.181 0.84

|( 1 0 0)27||( 2 1 1) 31;(1E 1E ) --> A1 > 6182.256 0.89 6173.757 0.88

|( 1 0 0)27||( 2 1 1) 31;(1E 1E ) --> E > 6182.256 0.89 6173.757 0.88

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6230.728 0.77 6234.830 0.79

|( 1 1 0)26||( 1 1 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 6236.961 0.84 6239.380 0.84

|( 1 1 0)26||( 2 0 0) 33;(1E 1A1 ) --> E > 6240.430 0.78 6245.058 0.80

|( 1 1 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 6246.569 0.85 6249.608 0.85

|( 1 1 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> E > 6246.569 0.85 6249.608 0.85

|( 1 1 0)26||( 1 1 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 6246.583 0.85 6249.608 0.85

|( 2 1 0)25||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6275.830 6274.094 -1.736 0.97 6276.527 0.697 0.98 -1.37 -2.321 0.0 1.0

|( 2 1 0)25||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 6282.350 6281.616 -0.734 0.95 6283.053 0.703 0.96 0.9 1.8

|( 2 1 0)25||( 0 0 0) 35;(2E 1A1 ) --> E > 6294.710 6295.997 1.287 0.96 6296.365 1.655 0.96 -1.00 2.238 -0.2 2.7

|( 2 1 0)25||( 0 0 0) 35;(1A2 1A1 ) --> A2 > 6298.959 1.00 6300.960 1.00

|( 1 1 1)25||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6365.960 6366.256 0.296 0.98 6367.936 1.976 0.98 0.5 2.7

|( 0 0 0)28||( 3 2 2) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6429.887 0.18 6377.802 0.44

|( 0 0 0)28||( 4 3 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6564.764 0.57 6523.752 0.55

|( 0 0 0)28||( 7 0 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6630.472 0.71 6595.880 0.57

|( 0 0 0)28||( 5 2 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6653.323 0.49 6614.225 0.72

|( 1 0 0)27||( 2 2 1) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6691.647 0.26 6668.252 0.54

|( 0 0 0)28||( 6 1 0) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6722.912 0.62 6806.630 0.48

|( 0 0 0)28||( 6 1 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6727.904 0.41 6693.807 0.57

|( 0 0 0)28||( 6 1 0) 28;(1A1 2E ) --> E > 6759.022 0.63 6790.946 0.54

|( 1 0 0)27||( 4 1 0) 30;(1E 2E ) --> E > 6792.503 0.63 6779.047 0.64

|( 1 0 0)27||( 4 1 0) 30;(1E 2E ) --> A1 > 6792.586 0.62 6779.147 0.64

. .

. .

|( 0 0 0)28||( 3 2 2) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6429.887 0.18 6377.802 0.44

|( 0 0 0)28||( 4 3 0) 28;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6542.584 0.55 6523.752 0.55

|( 0 0 0)28||( 7 0 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6630.472 0.71 6595.880 0.57

|( 0 0 0)28||( 5 2 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6653.323 0.49 6614.225 0.72

|( 1 0 0)27||( 2 2 1) 30;(1E 1A1 ) --> E > 6691.647 0.26 6668.252 0.54

|( 0 0 0)28||( 6 1 0) 28;(1A1 1E ) --> E > 6727.904 0.41 6693.807 0.57

|( 1 0 0)27||( 4 1 0) 30;(1E 2E ) --> E > 6792.503 0.63 6779.047 0.64

|( 1 0 0)27||( 4 1 0) 30;(1E 2E ) --> A1 > 6792.586 0.62 6779.147 0.64

|( 1 0 0)27||( 4 1 0) 30;(1E 2E ) --> A2 > 6798.990 0.37 6786.429 0.63

|( 0 0 0)28||( 6 1 0) 28;(1A1 1A2 ) --> A2 > 6830.740 0.70 6796.768 0.77

|( 2 0 0)26||( 2 1 0) 32;(1A1 1A1 ) --> A1 > 6888.882 0.81 6882.945 0.80

|( 2 0 0)26||( 2 1 0) 32;(1E 1A1 ) --> E > 6890.166 0.24 6884.255 0.81
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|( 1 0 0)27||( 5 0 0) 30;(1E 1E ) --> A2 > 6918.121 0.85 6900.278 0.22

|( 1 0 0)27||( 5 0 0) 30;(1E 1E ) --> E > 6930.098 0.60 6901.921 0.18

|( 1 0 0)27||( 5 0 0) 30;(1E 1E ) --> A1 > 6930.674 0.73 6901.932 0.18

. .

. .

|( 1 1 0)26||( 2 1 1) 31;(1E 1A1 ) --> E > 7888.721 0.39 7876.596 0.61

|( 2 0 0)26||( 4 0 0) 31;(1E 1E ) --> E > 7910.957 0.69 8011.977 0.18

|( 2 0 0)26||( 4 0 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 7911.074 0.49 8011.978 0.18

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 1E ) --> E > 7930.180 0.36 7948.247 0.76

|( 1 0 0)27||( 6 0 0) 29;(1A1 1E ) --> E > 7932.198 0.31 7909.878 0.41

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 1E ) --> A1 > 7934.889 0.39 7948.286 0.75

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 1A1 ) --> E > 7936.236 0.40 7929.795 0.40

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 1E ) --> A2 > 7942.815 0.77 7944.122 0.71

|( 3 0 0)25||( 1 1 0) 33;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7943.358 0.76 7943.865 0.80

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1A1 2E ) --> E > 7954.668 0.31 7929.795 0.40

|( 0 0 0)28||( 5 2 1) 27;(1A1 1A2 ) --> A2 > 7955.280 0.29 7905.573 0.28

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 2E ) --> A2 > 7968.158 0.74 8025.153 0.63

|( 2 0 0)26||( 4 0 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 7969.952 0.20 7961.697 0.77

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 2E ) --> E > 7971.058 0.75 8012.059 0.51

|( 2 0 0)26||( 4 0 0) 31;(1E 1A1 ) --> E > 7971.221 0.21 7969.370 0.51

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1E 2E ) --> A1 > 7971.277 0.50 8016.253 0.55

|( 1 1 0)26||( 4 0 0) 31;(1E 1E ) --> E > 7991.314 0.69 7986.300 0.67

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1E 2E ) --> E > 8020.627 0.31 8036.885 0.52

|( 2 0 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 2E ) --> A1 > 8020.658 0.23 7905.199 0.61

|( 2 0 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 2E ) --> A2 > 8020.901 0.11 8012.201 0.26

|( 0 0 0)28||( 4 4 0) 27;(1A1 1E ) --> E > 8022.295 0.59 8021.440 0.59

|( 4 0 0)24||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 8028.977 8026.290 -2.687 0.91 8026.902 -2.075 0.99 -1.389 0.5 0.3

|( 4 0 0)24||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 8028.969 8026.292 -2.677 0.99 8026.903 -2.066 0.99 0.713 0.5 0.2

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1A1 2E ) --> E > 8029.959 0.37 8036.885 0.52

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1E 2E ) --> A1 > 8031.370 0.10 8034.712 0.65

|( 1 0 0)27||( 4 1 1) 29;(1E 1E ) --> A2 > 8031.864 0.03 8011.353 0.73

|( 1 0 0)27||( 5 1 0) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 8038.671 0.67 8016.287 0.71

|( 2 0 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> A2 > 8038.708 0.03 8012.201 0.26

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1E 2E ) --> A2 > 8044.829 0.21 8043.147 0.67

|( 1 1 0)26||( 4 0 0) 31;(1E 1A1 ) --> E > 8047.455 0.78 8044.121 0.77

|( 1 0 0)27||( 3 3 0) 29;(1E 1A1 ) --> E > 8059.328 0.07 7838.784 0.52

|( 2 0 0)26||( 2 2 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 8059.639 0.10 8061.007 0.33

|( 2 0 0)26||( 2 2 0) 31;(1E 1E ) --> E > 8060.554 0.11 8061.007 0.33

|( 0 0 0)28||( 5 3 0) 27;(1A1 1A1 ) --> A1 > 8070.779 0.65 8073.033 0.00

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1E 1E ) --> E > 8071.006 0.55 8045.268 0.55

|( 3 0 0)25||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 8071.297 0.01 8035.392 0.85

|( 1 0 0)27||( 4 2 0) 29;(1E 1E ) --> A1 > 8071.719 0.15 8044.966 0.59

|( 3 0 0)25||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> E > 8071.738 0.13 8035.392 0.85

|( 3 0 0)25||( 2 0 0) 33;(1A1 1E ) --> E > 8072.031 0.01 8035.339 0.85

. .

. .

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A1 > 8180.238 0.80 8182.675 0.83

|( 1 0 0)27||( 3 2 1) 29;(1E 2E ) --> E > 8180.560 0.64 8154.300 0.69

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(1E 1E ) --> A2 > 8180.699 0.79 8182.667 0.83

|( 1 0 0)27||( 3 2 1) 29;(1E 2E ) --> A1 > 8181.789 0.71 8155.794 0.72

|( 1 0 0)27||( 3 2 1) 29;(1A1 1A2 ) --> A2 > 8190.523 0.93 8157.591 0.93

|( 1 1 0)26||( 3 1 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 8192.222 0.04 8145.232 0.37

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(2E 1E ) --> E > 8192.266 0.83 8195.983 0.82

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(2E 1E ) --> A1 > 8192.270 0.82 8195.983 0.82

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(2E 1E ) --> A2 > 8192.356 0.82 8195.983 0.83

|( 2 1 0)25||( 2 0 0) 33;(1A2 1E ) --> E > 8196.734 0.86 8200.578 0.85

|( 1 1 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> E > 8201.402 0.67 8197.072 0.67

|( 1 1 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> A1 > 8201.448 0.67 8197.072 0.67

|( 1 1 0)26||( 3 1 0) 31;(1E 1E ) --> A2 > 8204.393 0.73 8199.667 0.73

|( 2 0 0)26||( 2 1 1) 31;(1E 1E ) --> E > 8217.514 0.22 8213.314 0.87

|( 2 0 0)26||( 2 1 1) 31;(1E 1E ) --> A1 > 8224.150 0.86 8213.315 0.87

|( 1 0 0)27||( 3 2 1) 29;(1E 1A2 ) --> E > 8224.486 0.19 8187.353 0.88

|( 1 1 0)26||( 2 2 0) 31;(1A1 1A1 ) --> A1 > 8237.949 0.59 8237.178 0.66

|( 3 1 0)24||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 8249.520 8249.651 0.131 0.65 8250.696 1.176 0.61 -2.1 -3.8

|( 3 1 0)24||( 0 0 0) 35;(2E 1A1 ) --> E > 8258.380 8259.103 0.723 0.70 8252.430 -5.950 0.74 3.6 3.7

|( 3 1 0)24||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 8257.270 8255.078 * 0.74 8259.257 * 0.77 -1.1 -2.2

|( 3 1 0)24||( 0 0 0) 35;(1A2 1A1 ) --> A2 > 8256.585 0.99 8260.878 1.00

. .

. .

|( 5 0 0)23||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 9841.400 9841.997 0.597 0.99 9841.083 -0.317 0.99 0.0 5.3

|( 5 0 0)23||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 9841.400 9841.885 0.485 0.99 9841.162 -0.238 0.99 0.0 -5.3

. .

. .

|( 6 0 0)22||( 0 0 0) 35;(1A1 1A1 ) --> A1 > 11576.290 11575.859 -0.431 0.99 11577.526 1.236 0.99 5.2

|( 6 0 0)22||( 0 0 0) 35;(1E 1A1 ) --> E > 11576.290 11575.859 -0.431 0.99 11577.526 1.236 0.99 5.0

. .

. .

*, #: see explanations in the text.

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________
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The parameters and correlation matrice deduced from this fit are:



































































a0 = 2161.496(48) cm−1

a1 = −38.669(12) cm−1

a2 = −1.65(12) cm−1

a3 = −4.42(11) cm−1

a4 = 966.461(15) cm−1

a5 = −2.193(96) cm−1

a6 = 14.41(47) cm−1

a7 = −31.898(89) cm−1

a8 = 0.01026(5) cm−1

a9 = −0.00360(7) cm−1

(36)

Mcorr(33, 10) =




























a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

a0 1.00
a1 −0.38 1.00
a2 −0.20 −0.00 1.00
a3 −0.10 −0.04 −0.10 1.00
a4 0.11 0.02 −0.05 −0.02 1.00
a5 −0.07 −0.02 −0.03 −0.07 −0.01 1.00
a6 −0.06 −0.03 −0.11 −0.02 0.04 −0.38 1.00
a7 −0.05 −0.02 0.05 −0.03 0.09 −0.07 0.02 1.00
a8 −0.11 −0.02 0.04 0.01 0.45 −0.04 −0.06 −0.10 1.00
a9 0.05 0.09 −0.04 −0.01 0.05 0.05 0.10 0.17 −0.05 1.00





























. (37)

Comments: the correlation matrice does not show large correlated parameters

as the highest value is 45% for the couple (a4, a8). This means that there

is no relevant signification between the parameters a8 and a9 (a8 ≈ 3 a9)

which would give a physical interpretation to the exchange of quanta between

stretching and bending degrees of freedom. Table 4 shows that the first five

pure bending levels (nb = 1 and nb = 2) and the |(100), A1; (100), E; E >

level are not well reproduced by this model. The situation is even worse in

the region 5057-5158 cm−1 where the known levels are reproduced with a

precision less than 10 cm−1. Stars in Column 4 indicate experimental values

which have been removed from our fit. The explanation for the |(310)E1 >≡

|(310)24||(000)35, (EA1)− > E > level has been given here before. The sec-

ond removed data, that is the |(110)26||(100)34, (A1A1)− > A1 > level, gave

during the first tries of fit, a surprising difference E
Calc

− E
Obs largely higher

than 10 cm−1. We have no real serious argument to explain this large dif-

ference. However, we note that for the two fits presented in [20] (see Table 2

and 3 (resp.) in [20] from which we have extracted Columns 11 and 12 (resp.),

referred as Mod. 3 and Mod. 4 (resp.) in our Table 4), this level reaches also a

large difference of -4.8 cm−1 when they fitted 33 experimental data and even

-7.9 cm−1 with 35 experimental data, that is the worst difference of their fit.

We have added Columns 9 and 10 (resp.) in our Table 4, referred as Mod. 1

and Mod. 2 (resp.) issuing from previous papers [19] and [38] (resp.), but as

these studies dealed with reduced set of experimental data, it is not obvious

to compare their results with ours.

The standard deviation reaches σ(33, 10) = 5.34 cm−1 which exceeds the
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experimental precision. Consequently, in spite of the fact that our model is

not adapted to describe these molecular levels, we have supposed a bad at-

tribution of some levels or a very imprecise evaluation of some experimental

transitions or that some vibrational levels could interact through Coriolis in-

teraction [35] not taken into account by our model.

Thus, we have tried to remove different sets of data from our fits in order to

improve the value of σ. After many attempts, the best numerical situation

that we reached is described in Table 4 where Columns 6, 7 and 8 (resp.)

have the same meaning as Columns 3, 4 and 5 (resp.). In Column 7, the

symbol ♯ indicates the values which have not been included in this new fit

comparatively with the previous one and the ⋆ symbol means that this value

was already removed from the 33 experimental data fit.

For this set of 27 ”chosen” data, the parameters we deduced are:



































































a0 = 2161.7770(82) cm−1

a1 = −38.69467(67) cm−1

a2 = −1.5595(217) cm−1

a3 = −3.8603(16) cm−1

a4 = 969.149(16) cm−1

a5 = −1.6346(168) cm−1

a6 = 11.33382(22) cm−1

a7 = −31.47283(62), cm−1

a8 = −0.00244(50) cm−1

a9 = 0.00256(31) cm−1

(38)

with the following correlation matrice

Mcorr(27, 10) =




























a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

a0 1.00
a1 −0.46 1.00
a2 −0.49 −0.47 1.00
a3 −0.29 −0.03 −0.19 1.00
a4 0.13 0.76 0.41 −0.06 1.00
a5 −0.18 −0.14 −0.25 −0.21 −0.29 1.00
a6 0.15 0.90 0.45 −0.04 −0.81 0.12 1.00
a7 −0.15 −0.90 −0.45 0.04 0.81 −0.12 0.97 1.00
a8 −0.36 −0.65 −0.06 0.22 0.45 −0.09 0.56 −0.56 1.00
a9 0.05 0.60 0.06 −0.31 −0.52 0.09 −0.64 0.64 0.71 1.00





























. (39)

Comments: the choice of this set of 27 experimental data, given in Table 4

leads with this model to the best possible value for the standard deviation

σ(27, 10) = 3.01 cm−1. However, there is no relevant explanation for the

elimination of these data, moreover, as could be forecasted with the compar-

ison of local formalism and normal formalism applied to the bending modes,

the pure bending levels are not well reproduced here. The difference between
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observed and calculated energy reaches 4 and 5 cm−1 for the first n
b

= 1

and n
b = 2 quantum levels. The last point of discussion concerns Columns 5

and 8 which give the percentage of the initial ket (in the first column) in the

eigenket after diagonalization. There is no large difference between these two

columns for the first levels, that is, when the energy is less that 6000 cm−1.

But for the |(100)27||(310)31; (EE)− > A1 > level the difference becomes

large without satisfactory explanation. For the upper part of the spectra, the

values of these columns oscillate between 1.00 and 0.01. This last value ap-

pears for the |(300)25||(200)33; (EE)− > A1 > level with the 33 experimental

data fit whereas it remains 0.85 when fitting only 27 data without reasonable

explanation.

In the next section, we test a different formalism to construct the Hamilto-

nian: local modes for the stretching excitations and normal modes for the

bending ones. There remains only one small difficulty within this formalism:

the determination of adapted coupled interaction operators between those two

modes.

6 LOCAL ⊗ NORMAL MODEL OF THE HAMILTONIAN

From Sections 4 and 5, it appears clearly that the chain of groups adapted to

a local-normal description of our XY3 system is given by:

















[

Ns,
.

0
3
] [

ns,
.

0
2
]

(ws = (n1, n2, n3) , fws
) (λs1

, λs2
, λs3

) (Csσs)

(Us
(4) ⊃ U

s
(3) ⊃ K

s
(3) ⊃ S

s
(3) ≈ C

s3v
)

⊗

Ub(1) ⊗ Ub(2) ⊃ Ob(2) ⊃ Cb3v
)

v2 v4 l4 (Cbσb)

















⊃ C3v

(Cσ).

(40)

Without stretch-bend interaction terms, a first approximation Hamiltonian,

built from Eq.(22, 29) is thus given by:

H0

sLbN
= a0 ns + a1(N

2

1
+ N2

2
+ N2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b+

i
bj

+ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4
.

(41)

Analogously with the previous section, we take now into account relations (34)

to add interacting terms. The scheme of construction of stretching-bending

interacting terms is a straightforward construction when using tensorial op-

erators symetrized in C3v group. Operators which can be included into the

22

145



Hamiltonian are given by:

O1

(A1) = [(1)T
(A1)

sL
× [a

(A1)

2 × a
(A1)

2 ](A1) + H.c.](A1)

O2

(A1) = [(1)T
(A1)

sL
× [a

(E)

4 × a
(E)

4 ](A1) + H.c.](A1)

O3

(A1) = [(2)T
(E)

sL
× [a

(A1)

2 × a
(E)

4 ](E) + H.c.](A1)

O4

(A1) = [(2)T
(E)

sL
× [a

(E)

4 × a
(E)

4 ](E) + H.c.](A1)
,

(H.c. denotes Hermitian conjugate)

with the following definitions:

(1)T
(A1)

sL
= Y

4(A1)
− ıY

5(A1)

(2)T
(E)

sL
= Y

4(E)

1 − ıY
5(E)

1 .

Only the matrix elements of the creation a
(E)

4 and annihilation a
+(E)

4 operators

have to be defined. We use the conventional matrix elements definition for

these operators which can be deduced from the reduced matrix element given

in Table 5.

Table 5
Reduced matrix elements < v4, l4, Cp||a

(E)

4
||v4 + 1, l′

4
, C ′

p
>

l4 Cp l′
4

C ′

p
E.M.R

0 A1 1 E
√

v4 + 1
6p 
= 0 Γ 6p + 1 E

√

(v4 + l4 + 2)/2
6p 
= 0 Γ 6p − 1 E (−1)Γ

√

(v4 − l4 + 2)/2
6p + 1 E 6p + 2 E −

√

(v4 + l4 + 2)
1 E 0 A1 −

√

v4 + 1
6p + 1 E 6p 
= 0 Γ −(−1)Γ

√

(v4 − l4 + 2)/2
6p + 2 E 6p + 3 Γ −(−1)Γ

√

(v4 + l4 + 2)/2
6p + 2 E 6p + 1 E

√

(v4 − l4 + 2)
6p + 3 Γ 6p + 4 E −(−1)Γ

√

(v4 + l4 + 2)/2
6p + 3 Γ 6p + 2 E

√

(v4 − l4 + 2)/2
6p + 4 E 6p + 5 E

√

(v4 + l4 + 2)
6p + 4 E 6p + 3 Γ

√

(v4 − l4 + 2)/2
6p + 5 E 6p + 6 Γ −

√

(v4 + l4 + 2)/2
6p + 5 E 6p + 4 E −

√

(v4 − l4 + 2)

Γ = A1 or A2

p = 0, 1, . . .

A complete Hamiltonian reads
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HsLbN = a0 ns + a1(N
2

1
+ N2

2
+ N2

3
)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3
∑

i�=j=1

b+

i
bj

+ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4

+α1 O1

(A1) + α2 O2

(A1) + α3 O3

(A1) + α4 O4

(A1)
.

(42)

In order to compare our model with the previous one, we have fitted the two

sets of data: 33 then 27 experimental data.

Results of the fit are given in Table 6. Definitions of the twelve columns and

symbols ♯ and ⋆ remain the same as before.

Table 6
Observed and calculated energies of vibrational levels (local-normal model) of arsine
molecule
_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

ket Obs. En. EigenValues Calc-Obs %init.ket EigenValues Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs

(cm-1) (cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (cm-1) (cm-1)

(33) (33) (27) (27) Mod.1 Mod.2 Mod.3 Mod.4

_________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 906.752 899.165 -7.587 1.000 902.422 -4.330 1.000 1.97 -1.328 2.3 1.4

|( 0 0 0)28||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 999.225 997.439 -1.784 1.000 998.668 -0.557 1.000 0.31 9.295 0.7 0.8

|( 0 0 0)28||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1806.149 1798.182 -7.967 0.999 1806.140 -0.009 0.999 -1.59 1.853 -1.4 -2.8

|( 0 0 0)28||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 1904.115 1901.120 -2.995 0.999 1904.115 0.000 0.999 0.53 -0.427 0.1 0.4

|( 0 0 0)28||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1990.998 1989.325 -1.673 0.997 1991.178 0.180 0.999 -6.25 1.602 -6.6 -5.2

|( 0 0 0)28||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 2003.483 2000.268 -3.215 0.999 2003.476 -0.006 1.000 5.92 -9.707 6.1 6.9

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2115.164 2114.237 -0.927 0.999 2114.881 -0.283 0.999 0.14 0.932 -0.5 1.3

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 2126.423 2126.243 -0.180 0.999 2126.860 0.437 0.999 0.34 -1.537 1.4 2.3

|( 0 0 0)28||( 3 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2697.050 0.999 2711.151 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 1 1);(1A1 E ) --> E > 2804.651 0.999 2810.857 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2897.518 0.999 2899.650 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 2 2);(1A1 E ) --> E > 2908.447 0.999 2911.949 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 3 1);(1A1 E ) --> E > 2986.607 0.999 2989.830 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 3008.431 0.997 3014.427 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 3008.431 0.997 3014.427 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3013.000 3013.424 0.424 0.999 3017.320 4.320 0.999 0.64 3.953 -1.0 -2.0

|( 1 0 0)27||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 3025.421 0.999 3029.282 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 3102.000 3111.678 9.678 0.999 3113.560 # 1.000 -0.16 -0.427 -1.9 -2.3

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 3119.562 1.000 3121.526 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 3119.562 1.000 3121.526 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 3119.562 1.000 3121.526 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 3123.670 0.999 3125.527 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 3124.069 0.997 3125.532 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 3124.071 0.997 3125.532 0.999

|( 0 0 0)28||( 4 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3595.772 0.999 3617.458 0.999

|( 0 0 0)28||( 3 1 1);(1A1 E ) --> E > 3708.034 0.999 3718.894 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3805.563 0.999 3809.417 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 2 2);(1A1 E ) --> E > 3816.478 0.999 3821.717 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 3 1);(1A1 E ) --> E > 3899.304 0.999 3901.327 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3912.463 0.999 3921.054 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 3921.092 0.997 3925.925 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 3921.092 0.997 3925.925 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 0 0);(1E A1 ) --> E > 3924.453 0.999 3932.998 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 4 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3978.356 0.999 3982.326 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 4 2);(1A1 E ) --> E > 3989.249 0.997 3994.624 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 4015.382 0.999 4019.027 1.000

|( 0 0 0)28||( 0 4 4);(1A1 E ) --> E > 4021.868 0.994 4026.973 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 4023.243 1.000 4026.973 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 4023.243 1.000 4026.973 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 4023.243 1.000 4030.975 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 4027.362 0.999 4030.980 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 4027.796 0.997 4030.980 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 4027.798 0.997 4031.518 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4103.562 0.999 4106.073 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 4114.345 0.996 4118.028 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 2 0);(1E A1 ) --> E > 4115.905 0.997 4118.381 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 4122.558 1.000 4126.337 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 4122.558 1.000 4126.337 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 4122.558 1.000 4126.337 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 4126.083 0.991 4130.332 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 4126.512 0.999 4130.337 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 4127.213 0.989 4130.345 0.999

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4166.772 4165.847 -0.925 0.999 4166.601 -0.169 0.986 2.49 3.033 1.3 2.2

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4167.935 4167.263 -0.672 0.999 4168.032 0.097 0.997 1.34 -2.245 0.5 2.4

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4237.700 4237.438 -0.262 0.986 4238.285 0.585 0.987 -0.7 2.0
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|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4247.720 4247.995 0.275 0.996 4248.837 1.117 0.997 1.0 2.6

|( 0 0 0)28||( 5 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4494.347 0.999 4525.059 0.999

|( 0 0 0)28||( 4 1 1);(1A1 E ) --> E > 4611.270 0.999 4628.226 0.999

|( 0 0 0)28||( 3 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4713.460 0.999 4720.478 0.999

|( 0 0 0)28||( 3 2 2);(1A1 E ) --> E > 4724.357 0.998 4732.779 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4811.353 0.999 4814.118 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 3 1);(1A1 E ) --> E > 4811.851 0.999 4826.082 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 0 0);(1E A1 ) --> E > 4823.338 0.998 4838.007 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 4833.596 0.996 4838.717 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 4833.596 0.996 4838.717 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 4 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4895.560 0.998 4896.847 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 4 2);(1A1 E ) --> E > 4906.433 0.997 4909.146 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1A1 E ) --> E > 4918.935 0.999 4925.787 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> A1 > 4926.788 1.000 4933.724 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> E > 4926.788 1.000 4933.724 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> A2 > 4926.788 1.000 4933.724 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> E > 4930.905 0.999 4937.716 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> A2 > 4931.383 0.996 4937.721 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 1 1);(1E E ) --> A1 > 4931.384 0.996 4937.721 0.999

|( 0 0 0)28||( 1 4 4);(1A1 E ) --> E > 4938.976 0.993 4946.041 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 5 1);(1A1 E ) --> E > 4975.481 0.997 4980.964 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 5 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 4997.197 0.995 5005.559 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 5 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 4997.198 0.995 5005.559 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5011.781 0.999 5014.563 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1A1 E ) --> E > 5022.500 0.995 5026.498 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 2 0);(1E A1 ) --> E > 5024.138 0.997 5026.874 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> A1 > 5030.755 1.000 5034.810 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> E > 5030.755 1.000 5034.810 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> A2 > 5030.755 1.000 5034.810 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> A1 > 5034.124 0.986 5038.803 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> A2 > 5034.707 0.999 5038.810 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 2 2);(1E E ) --> E > 5035.424 0.986 5038.818 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 5 5);(1A1 E ) --> E > 5040.482 0.988 5054.748 0.999

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5057.000 5065.197 8.197 0.974 5069.049 # 0.986 3.3 -0.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5057.000 5066.591 9.591 0.987 5070.474 # 0.997 2.1 -0.9

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1A1 E ) --> E > 5100.725 0.997 5104.727 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> A1 > 5108.888 1.000 5112.717 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> E > 5108.888 1.000 5112.717 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> A2 > 5108.888 1.000 5112.717 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> E > 5113.006 0.995 5116.659 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> A2 > 5113.448 0.990 5116.666 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 1);(1E E ) --> A1 > 5113.534 0.992 5116.685 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 5122.036 0.986 5129.339 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 5122.037 0.986 5129.339 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 3 3);(1E A2 ) --> E > 5133.823 0.691 5140.724 0.987

|( 1 0 0)27||( 0 3 3);(1E A1 ) --> E > 5135.394 0.681 5141.276 0.706

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5128.000 5136.642 8.642 0.986 5141.295 # 0.706 0.7 -1.3

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5128.000 5147.191 * 0.996 5151.264 * 0.997 -4.8 -7.9

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 5158.000 5164.039 6.039 0.984 5165.305 # 0.986 -0.3 0.5

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5164.510 1.000 5166.711 0.997

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 5164.510 1.000 5166.733 0.996

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 5164.510 1.000 5166.752 0.996

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5158.000 5165.362 7.362 0.964 5167.060 # 1.000 0.8 1.1

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 5165.490 0.982 5167.060 1.000

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 5165.505 0.974 5167.060 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 5235.085 0.984 5236.967 0.987

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5240.803 1.000 5243.098 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 5240.803 1.000 5243.098 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 5240.803 1.000 5243.098 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A2 > 5245.485 0.996 5247.501 0.997

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5245.537 0.996 5247.514 0.997

|( 1 1 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 5246.007 0.993 5247.517 0.997

|( 0 0 0)28||( 6 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5392.774 0.999 5433.954 0.999

. .

. .

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 6068.190 1.000 6072.208 0.996

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 6068.190 1.000 6072.228 0.996

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 6068.190 1.000 6072.508 1.000

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 6068.234 0.945 6072.508 1.000

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 6069.372 0.976 6072.508 1.000

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 6069.529 0.974 6084.114 0.999

|( 2 0 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 6069.716 0.954 6084.114 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 4 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6092.403 0.996 6097.213 0.998

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1A1 E ) --> E > 6103.007 0.990 6109.140 0.998

|( 1 0 0)27||( 0 4 0);(1E A1 ) --> E > 6105.080 0.991 6109.519 0.998

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> A1 > 6111.884 1.000 6117.528 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> E > 6111.884 1.000 6117.528 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> A2 > 6111.884 1.000 6117.528 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> A1 > 6114.585 0.975 6121.434 0.998

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> A2 > 6115.831 0.999 6121.449 0.999

|( 1 0 0)27||( 0 4 2);(1E E ) --> E > 6116.327 0.976 6121.455 0.998

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6136.340 6133.010 -3.330 0.999 6135.847 -0.493 0.995 -0.23 -4.667 -2.5 -3.2

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6136.330 6135.008 -1.322 0.999 6135.908 -0.422 0.996 -0.29 1.951 -2.3 -2.9

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 6138.825 0.611 6146.424 0.987

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 6144.483 0.984 6148.546 0.998

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 6144.483 1.000 6148.546 1.000

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 6144.483 1.000 6148.546 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> A1 > 6145.217 1.000 6152.953 1.000

|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> E > 6145.217 1.000 6152.967 0.997

|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> A2 > 6145.217 1.000 6152.970 0.997

|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> E > 6145.733 1.000 6154.390 0.997

|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> A2 > 6147.872 0.927 6154.390 1.000

25

148



|( 1 0 0)27||( 0 4 4);(1E E ) --> A1 > 6148.282 0.893 6154.390 1.000

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 6149.198 0.899 6157.947 1.000

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 6149.255 0.996 6158.327 0.984

|( 1 1 0)26||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 6149.771 0.995 6158.362 0.997

|( 2 0 0)26||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6156.212 0.992 6158.362 0.997

|( 2 0 0)26||( 0 2 0);(1E A1 ) --> E > 6157.694 0.965 6159.369 0.997

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 6167.506 0.979 6170.190 0.994

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 6167.506 1.000 6171.595 0.984

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 6167.506 1.000 6171.603 0.995

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 6169.034 1.000 6171.619 0.994

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 6170.327 0.813 6171.871 0.994

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 6170.735 0.916 6171.871 1.000

|( 2 0 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 6171.570 0.849 6171.871 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6227.130 0.912 6229.465 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 6237.870 0.983 6240.000 0.986

|( 1 1 0)26||( 0 2 0);(1E A1 ) --> E > 6237.907 0.864 6241.788 0.996

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 6243.799 0.880 6247.910 0.986

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 6243.799 1.000 6247.910 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 6243.799 1.000 6247.910 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> E > 6248.108 1.000 6252.319 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A2 > 6249.119 0.989 6252.330 0.997

|( 1 1 0)26||( 0 2 2);(1E E ) --> A1 > 6249.335 0.979 6252.333 0.997

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6275.830 6274.593 -1.237 0.979 6275.309 -0.521 0.997 -1.37 -2.321 0.0 1.0

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6282.350 6281.381 -0.969 0.975 6282.142 -0.208 0.998 0.9 1.8

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 6294.710 6295.482 0.772 0.967 6295.935 1.225 0.970 -1.00 2.238 -0.2 2.7

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1A2 A1 ) --> A2 > 6300.262 0.999 6344.143 0.970

|( 1 1 1)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6365.950 6366.209 0.259 0.963 6366.874 0.924 0.999 0.5 2.7

|( 0 0 0)28||( 6 1 1);(1A1 E ) --> E > 6417.297 0.991 6450.771 0.999

|( 0 0 0)28||( 5 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6528.809 0.986 6546.482 0.995

|( 0 0 0)28||( 5 2 2);(1A1 E ) --> E > 6539.658 0.999 6558.785 0.999

|( 1 0 0)27||( 5 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6608.686 0.999 6640.019 0.999

|( 1 0 0)27||( 5 0 0);(1E A1 ) --> E > 6620.671 0.998 6643.583 0.999

|( 0 0 0)28||( 4 3 1);(1A1 E ) --> E > 6636.492 0.999 6651.904 0.999

|( 0 0 0)28||( 4 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 6658.119 0.998 6668.185 0.999

|( 0 0 0)28||( 4 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 6658.119 0.998 6668.185 0.999

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1A1 E ) --> E > 6725.593 0.994 6729.770 0.999

|( 0 0 0)28||( 3 4 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6729.512 0.994 6742.070 0.999

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> A1 > 6733.470 0.999 6743.189 0.999

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> E > 6733.470 0.998 6751.136 0.999

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> A2 > 6733.470 1.000 6751.136 0.999

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> E > 6737.547 1.000 6751.136 1.000

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> A1 > 6738.142 1.000 6755.076 1.000

|( 1 0 0)27||( 4 1 1);(1E E ) --> A2 > 6738.142 0.998 6755.082 1.000

|( 0 0 0)28||( 3 4 2);(1A1 E ) --> E > 6740.332 0.994 6755.082 0.999

|( 0 0 0)28||( 3 4 4);(1A1 E ) --> E > 6772.665 0.994 6778.969 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 5 1);(1A1 E ) --> E > 6818.718 0.996 6817.347 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6827.765 0.989 6835.422 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1A1 E ) --> E > 6838.230 0.997 6841.944 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 0);(1E A1 ) --> E > 6840.172 0.999 6841.944 0.998

|( 0 0 0)28||( 2 5 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 6840.318 0.987 6847.314 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 5 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 6840.318 0.996 6847.739 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> A1 > 6846.741 0.993 6855.666 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> E > 6846.741 0.993 6855.666 0.999

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> A2 > 6846.741 1.000 6855.666 1.000

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> A1 > 6849.172 1.000 6859.623 1.000

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> A2 > 6850.644 1.000 6859.634 1.000

|( 1 0 0)27||( 3 2 2);(1E E ) --> E > 6851.164 0.942 6859.642 0.999

|( 2 0 0)26||( 3 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6864.019 0.999 6877.818 0.999

|( 2 0 0)26||( 3 0 0);(1E A1 ) --> E > 6865.209 0.958 6879.235 0.999

|( 0 0 0)28||( 2 5 5);(1A1 E ) --> E > 6883.276 0.929 6891.136 0.986

|( 0 0 0)28||( 1 6 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6893.293 0.956 6894.013 0.996

|( 0 0 0)28||( 1 6 2);(1A1 E ) --> E > 6904.103 0.981 6906.311 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1A1 E ) --> E > 6925.939 0.996 6929.046 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> A1 > 6934.177 0.994 6937.017 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> E > 6934.177 0.995 6937.017 0.998

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> A2 > 6934.177 1.000 6937.017 1.000

|( 1 1 0)26||( 3 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6934.608 1.000 6940.928 1.000

|( 0 0 0)28||( 1 6 4);(1A1 E ) --> E > 6936.437 1.000 6940.940 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> E > 6938.202 0.985 6940.965 0.998

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> A2 > 6938.707 0.988 6943.204 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 3 1);(1E E ) --> A1 > 6938.857 0.991 6949.481 0.999

|( 1 1 0)26||( 3 0 0);(1E A1 ) --> E > 6945.142 0.982 6953.665 0.999

|( 1 0 0)27||( 2 3 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 6946.617 0.985 6953.665 0.986

|( 1 0 0)27||( 2 3 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 6946.634 0.995 6959.994 0.999

. .

. .

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> E > 7975.058 0.926 7984.741 0.999

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> A2 > 7976.757 0.474 7984.741 0.994

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> A1 > 7977.572 0.352 7984.741 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> A1 > 7979.539 0.768 7987.742 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> E > 7979.539 0.730 7988.301 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> A2 > 7979.539 1.000 7988.304 0.641

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> A1 > 7983.764 1.000 7989.410 0.876

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> E > 7983.764 1.000 7989.920 0.878

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> A2 > 7983.764 1.000 7990.121 0.631

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> E > 7988.856 1.000 7990.121 0.993

|( 2 0 0)26||( 2 2 2);(1A1 E ) --> E > 7990.617 1.000 7990.121 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> A2 > 7992.604 0.850 7990.301 1.000

|( 1 0 0)27||( 2 4 4);(1E E ) --> A1 > 7993.114 0.660 7990.312 1.000

|( 0 0 0)28||( 0 8 4);(1A1 E ) --> E > 7998.570 0.730 8013.393 0.873

|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1A1 E ) --> E > 8010.868 0.706 8013.720 0.874

|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1E E ) --> A1 > 8019.958 0.985 8021.457 0.997
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|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1E E ) --> E > 8019.958 0.988 8021.457 0.999

|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1E E ) --> A2 > 8019.958 1.000 8021.457 1.000

|( 0 0 0)28||( 1 7 7);(1A1 E ) --> E > 8022.522 1.000 8025.236 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1E E ) --> E > 8023.346 1.000 8025.275 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 5 1);(1E E ) --> A2 > 8023.717 0.946 8025.329 0.997

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8028.969 8024.423 -4.546 0.973 8026.932 -2.045 0.997 -1.389 0.5 0.3

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8028.977 8024.441 -4.536 0.951 8026.932 -2.036 0.998 0.713 0.5 0.2

|( 1 0 0)27||( 1 5 3);(1A1 A2 ) --> A2 > 8031.121 0.931 8037.998 0.998

|( 1 0 0)27||( 1 5 3);(1A1 A1 ) --> A1 > 8031.352 0.975 8039.915 0.998

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 8033.625 0.991 8039.963 0.996

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 8034.020 0.867 8040.042 0.996

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 8034.334 0.919 8040.067 0.857

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 8034.399 0.702 8040.718 0.993

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 8035.964 0.702 8040.718 0.859

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 8035.964 0.943 8040.718 0.995

|( 3 0 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 8035.964 0.898 8043.204 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 5 3);(1E A2 ) --> E > 8043.341 1.000 8047.726 1.000

|( 1 1 0)26||( 2 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8043.518 1.000 8049.876 1.000

|( 1 0 0)27||( 1 5 3);(1E A1 ) --> E > 8045.342 1.000 8049.903 0.999

|( 0 0 0)28||( 0 8 6);(1A1 A1 ) --> A1 > 8051.939 0.625 8058.231 0.985

|( 0 0 0)28||( 0 8 6);(1A1 A2 ) --> A2 > 8051.940 0.982 8060.063 0.688

|( 1 1 0)26||( 2 2 2);(1A1 E ) --> E > 8054.011 0.605 8066.159 0.688

|( 1 1 0)26||( 2 2 0);(1E A1 ) --> E > 8054.300 0.968 8066.159 0.996

|( 1 1 0)26||( 2 2 2);(1E E ) --> A1 > 8060.056 0.968 8066.159 0.986

. .

. .

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 8183.101 0.873 8192.795 0.968

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 8183.539 0.718 8192.795 0.968

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 8183.698 0.771 8192.795 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A1 > 8188.550 0.940 8192.795 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> A1 > 8188.550 0.966 8192.795 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> E > 8188.550 0.962 8197.809 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> E > 8188.550 1.000 8197.809 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1E E ) --> A2 > 8188.550 1.000 8198.116 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> A2 > 8188.550 1.000 8199.511 0.766

|( 2 0 0)26||( 0 4 4);(1E E ) --> A1 > 8190.165 1.000 8199.925 0.766

|( 2 0 0)26||( 0 4 4);(1E E ) --> E > 8190.165 1.000 8199.925 0.981

|( 2 0 0)26||( 0 4 4);(1E E ) --> A2 > 8190.165 1.000 8199.925 0.989

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> A2 > 8197.927 1.000 8200.067 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> A1 > 8197.977 1.000 8200.086 1.000

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(2E E ) --> E > 8198.634 1.000 8200.087 1.000

|( 2 0 0)26||( 0 4 4);(1E E ) --> A2 > 8201.573 0.957 8200.961 0.970

|( 2 0 0)26||( 0 4 4);(1E E ) --> A1 > 8201.610 0.955 8200.961 0.969

|( 1 0 0)27||( 0 6 6);(1E A2 ) --> E > 8203.134 0.918 8204.825 0.969

|( 2 1 0)25||( 1 1 1);(1A2 E ) --> E > 8203.199 0.795 8211.123 0.764

|( 1 0 0)27||( 0 6 6);(1E A1 ) --> E > 8206.419 0.795 8211.231 0.764

|( 1 1 0)26||( 0 4 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8216.192 0.491 8220.560 0.999

|( 0 0 0)28||( 8 1 1);(1A1 E ) --> E > 8222.733 0.925 8231.072 0.703

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1A1 E ) --> E > 8226.657 0.506 8232.880 0.701

|( 1 1 0)26||( 0 4 0);(1E A1 ) --> E > 8227.162 0.974 8239.101 0.984

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1E E ) --> A1 > 8233.124 0.999 8239.101 0.995

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1E E ) --> E > 8233.124 0.947 8239.101 0.984

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1E E ) --> A2 > 8233.124 0.971 8243.386 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1E E ) --> E > 8236.994 1.000 8243.398 1.000

|( 1 1 0)26||( 0 4 2);(1E E ) --> A2 > 8237.984 1.000 8243.405 1.000

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8249.520 8247.086 -2.434 1.000 8248.807 -0.713 0.995 -2.1 -3.8

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 8257.270 8248.359 * 0.975 8250.729 * 0.995 3.6 3.7

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8258.380 8255.521 -2.859 0.957 8257.774 -0.606 0.995 -1.1 -2.2

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1A2 A1 ) --> A2 > 8256.870 0.957 8259.564 0.976

. .

. .

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 9841.400 9838.710 -2.803 0.999 9841.338 -0.062 0.999 0.0 5.3

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 9841.400 9838.597 -2.690 0.999 9841.225 -0.175 0.999 0.0 -5.3

. .

. .

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 11576.290 11574.243 -2.047 0.999 11576.692 0.402 0.998 5.2

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 11576.290 11574.243 -2.047 0.999 11576.692 0.402 0.998 5.0

. .

. .

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________

The standard deviation σ(33, 13) = 5.75 cm−1 remains almost the same as

that we obtained (σ(33, 10) = 5.34 cm−1) with the local-local model. Sur-

prisingly, the worst reproduced energy levels are in the low part of the spectra

whereas the differences between observed and calculated energy decrease for

higher energy values. It appears that the interaction operators act rather well

to reproduce these higher levels but have an opposite effect for the first levels.

An interesting result is indicated in Column 5. This column shows that the

initial basis is extremely close to the eigen basis as could be expected from

the corresponding column %ket.init of Tables 1 and 3. The interacting terms

27

150



Oi

(A1), (1 ≤ i ≤ 4) between stretching and bending modes, introduced in

Hamiltonian (42) seem to act perturbatively on the initial basis.

The parameters and the correlation matrice are given by:



























































































a0 = 2160.70884(85) cm−1

a1 = −38.58700(20) cm−1

a2 = −0.88135(220) cm−1

a3 = −3.94960(204) cm−1

ω2 = 899.23242(442) cm−1

χ2 = −0.06785(298) cm−1

ω4 = 994.66287(333) cm−1

χ24 = 4.5160(134) cm−1

g4 = 2.77778(115) cm−1

α1 = 0.07477(102) cm−1

α2 = −0.01175(237) cm−1

α3 = −0.01040(63) cm−1

α4 = 0.08915(18) cm−1

(43)

Mcorr(33, 13) =







































a0 a1 a2 a3 ω2 χ2 ω4 χ24 g4 α1 α2 α3 α4

a0 1.00 −

a1 −0.88 1.00
a2 −0.58 −0.23 1.00
a3 −0.36 −0.21 −0.26 1.00
ω2 −0.14 −0.06 −0.05 −0.19 1.00
χ2 −0.11 −0.06 −0.03 −0.13 −0.93 1.00
ω4 −0.04 −0.03 −0.04 −0.02 −0.08 −0.05 1.00

χ24 −0.10 −0.08 −0.00 −0.02 −0.32 −0.22 −0.23 1.00
g4 −0.20 −0.08 −0.06 −0.24 −0.03 −0.02 0.18 −0.08 1.00
α1 −0.39 −0.34 −0.10 −0.17 −0.09 −0.08 −0.01 −0.06 −0.04 1.00
α2 −0.10 −0.02 0.00 −0.07 −0.02 −0.01 −0.24 0.01 −0.12 0.00 1.00
α3 −0.35 −0.43 0.14 −0.01 0.04 0.00 0.02 −0.21 0.04 −0.33 0.09 1.00
α4 0.10 0.20 −0.01 0.07 −0.14 −0.09 −0.34 0.03 0.36 0.09 −0.41 0.20 1.00







































.

(44)

In order to completely compare with the results obtained in Section 5, we have

then fitted the previous set of 27 data with Hamiltonian (42). The columns of

Table 6 have the same meaning as defined in Table 4, so Columns 6, 7 and 8

refer to this last fit with parameters and correlation matrice given here after:
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

























































































a0 = 2161.52045(87) cm−1

a1 = −38.66201(20) cm−1

a2 = −1.28553(218) cm−1

a3 = −3.99999(224) cm−1

ω2 = 901.77064(527) cm−1

χ2 = 0.65168(32) cm−1

ω4 = 995.5956(443) cm−1

χ24 = 3.025(14), cm−1

g4 = 3.0719(33) cm−1

α1 = −0.06205(62) cm−1

α2 = 0.03487(121) cm−1

α3 fixed to 0
α4 = −0.00921(818) cm−1

(45)

Mcorr(27, 12) =




































a0 a1 a2 a3 ω2 χ2 ω4 χ24 g4 α1 α2 α4

a0 1.00
a1 −0.90 1.00
a2 −0.53 −0.23 1.00
a3 −0.30 −0.20 −0.25 1.00
ω2 −0.06 −0.04 0.00 −0.12 1.00
χ2 −0.05 −0.04 0.00 −0.08 −0.94 1.00
ω4 −0.00 −0.00 −0.00 −0.00 −0.12 −0.07 1.00

χ24 0.00 0.00 0.00 0.00 −0.37 −0.22 −0.31 1.00
g4 0.00 0.00 0.00 0.00 −0.09 −0.05 −0.74 −0.23 1.00
α1 0.42 0.43 0.05 0.11 0.08 0.07 0.00 0.00 0.00 1.00
α2 0.35 0.33 0.25 −0.03 −0.02 −0.01 0.05 0.00 −0.00 −0.12 1.00
α4 0.26 0.36 −0.09 0.13 0.01 0.01 0.05 0.00 0.07 −0.19 −0.81 1.00





































.

(46)

Once more again, the rms value decreases suddenly for this set of 27 data.

We obtain σ(27, 12) = 1.87 cm−1 which is the best value of all our fits.

The highest difference between observed and calculated energy levels reaches

about 4 cm−1 for the first level and for the 3013.0 cm−1 experimental level,

but the quality of our model does not decrease for high values of the quantum

numbers (see levels n
s = 6 near 11576.29 cm−1 in Table 6) as can be expected

for a model which tries to reproduce all the vibrational levels, not only in the

low part of the spectra but everywhere. One may see that the parameters αi

(1 ≤ i ≤ 4) are those which have mostly changed between the two fits. For

example, the α3 parameter was oscillating around zero at each step of the fit

procedure, changing alternatively of sign whereas the rms remained unchanged

near 1.9 cm−1. So we fixed this parameter to zero. At last, the parameter α4

is not well defined as the precision of this parameter is of the same order of

magnitude as the parameter itself.

It is interesting to note that both papers of Lukka et al. [19] and more recently

of Sánchez-Castellanos et al. [20] are partially based on earlier calculations of

Breidung et al. [18]. More precisely, in [18] they determined a set of cubic force

constants for XY3 molecules, among them for the AsH3 system (see Table IV

in [18]) which are injected as fixed parameters in the models of [19] and [20].
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However, Breidung et al. explain in their paper that these force constants have

been determined with the assumption of a reduced normal coordinates devel-

opment, that is, not adapted to high excited vibrational levels. Furthermore,

when comparing the valence coordinate stretching force constant f
rrr of AsH3

deduced from their ab initio calculations with a previous derivation based on a

three-parameter local-model [15], they comment ”reasonable agreement” be-

tween the two values (10 % of relative difference) but no characterization of

the quality of the others cubic force constants can be estimated as no stud-

ies on the subject were done before. So, in [19], it is explained that they

used these four cubic force constants in their model because they could not

freely optimize all parameters of the model, probably due to the lack of data

and/or the unstability of the fit procedure. The same explanation is given in

[20], however one could stress that no precison for these ab initio parameters is

somewhere given. Moreover in [20], as they deal with abstract U(4) generators,

this approach is valid only if one can prove a true and one-to-one connection

between the algebraic operators and the potential surface variables, which to

our knowledge has not yet been proved. More precisely, the path from an irrep

[N ] of U(p + 1), that is an irrep of finite dimension to the harmonic repre-

sentation as given in [20], that is a representation of infinite dimension, could

be better precised as being, for example, the result of an algebra contraction

(see Eq. (20.82) in [22]) or a geometrical structure of a quantum system (see

Section (2.4) in [39])

To conclude this discussion, the rms in [20] are comparable with ours. Indeed,

in [20], they need a 13 parameter model, even if some of the parameters are

frozen, to reproduce 33 experimental data with a rms of 2.68 cm−1 or alterna-

tively, they defined a 10 parameter model, with some constrained parameters,

to reproduce 35 experimental data with a rms of 3.58 cm−1. It follows that,

a priori, neither their models nor ours are precise enough to reproduce the

experimental data. Works on the subject must progress.

7 Conclusion

Firstly, we have successfully applied the algebraic U(p + 1) formalism to the

stretching modes of the arsine molecular system. Then we have applied this

local mode model to the bending modes of AsH3 and compared the result of

the fit with a normal modes model. It appears clearly that the normal modes

model is well adapted to the bending motion. When taking into account all

the vibrational levels of the molecule, through coupled local-local and coupled

local-normal models, we observe no large difference between the two coupling

schemes but both models reproduce rather satisfactorily high energy levels

comparatively with other papers. A further precise determination of suitable

unitary transformation between our pure algebraic generators and the usual
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canonical variables could help us to improve the quality of our fits and could

help us to introduce more physical meaning in our formalism.
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On peut prendre en compte l’interaction entre les vibrations d’élongations et de pliages.
Hamiltonien alors peut être ecrire comme beginequation

HsLbL = a0 ns + a1(N
2
1 + N2

2 + N2
3)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3∑
i6=j=1

b+
i bj

+ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4

+α1 O1

(A1) + α2 O2

(A1) + α3 O3

(A1) + α4 O4

(A1) +
∑

i=1,3

∑
j=2,4

κij(N1 +N2 +N3)iv2v4

(6.0.1)
où le derniere terme decris l’interaction des vibrations d’élongations et de pliages. Nous avons
fait l’ajustement les paramètres de Hamiltonien total pour la molécule d’arsine.






a0 = 2161.625(50) cm−1

a1 = −38.668(12) cm−1

a2 = −1.70(11) cm−1

a3 = −3.40(11) cm−1

ω2 = 903.92(25) cm−1

χ2 = −0.20(17) cm−1

ω4 = 995.52(22) cm−1

χ24 = 2.14(72) cm−1

g4 = 3.17(17) cm−1

α1 = −0.063(28) cm−1

α2 = −0.057(88) cm−1

α3 = 0 cm−1

α4 = 0.063(14) cm−1

χ12 = −6.92(31) cm−1

χ23 = −9.57(26) cm−1

χ14 = −12.63(47) cm−1

χ34 = 3.15(57) cm−1

(6.0.2)

En base de le jeu de paramètres obtenu on a reproduit les niveux vibrationnels pour le
molécule d’arsine :

Tab. 6.1 – Niveaux d’énergie vibrationnels observés et calculés pour la molécule d’arsine AsH3

avec 34 données expérimentales

_____________________________________________________________________________________________________

ket Obs. En. Calc-Obs %init.ket Calc-Obs Calc-Obs Calc-Obs

(cm-1) (cm-1) (Modulus) (cm-1) (cm-1) (cm-1)

(33) Mod.1 Mod.2 Mod.3

_____________________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 906.752 -3.02 1.000 1.97 -1.328 1.4

|( 0 0 0)28||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 999.225 -0.52 1.000 0.31 9.295 0.8

|( 0 0 0)28||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1806.149 0.89 0.999 -1.59 1.853 -2.8

|( 0 0 0)28||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 1904.115 0.46 0.999 0.53 -0.427 0.4

|( 0 0 0)28||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1990.998 0.02 0.997 -6.25 1.602 -5.2

|( 0 0 0)28||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 2003.483 0.18 0.999 5.92 -9.707 6.9

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2115.164 1.02 0.999 0.14 0.932 1.3

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 2126.423 0.03 0.999 0.34 -1.537 2.3

|( 1 0 0)27||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3013.000 0.01 0.999 0.64 3.953 -2.0

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 3102.000 0.29 0.999 -0.16 -0.427 -2.3

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4166.772 0.86 0.999 2.49 3.033 2.2

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4167.935 0.73 0.999 1.34 -2.245 2.4

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4237.700 1.15 0.986 2.0

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4247.720 0.35 0.996 2.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5057.000 -4.17 0.974 -0.6
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|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5057.000 -0.77 0.987 -0.9

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5128.000 0.68 0.986 -1.3

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5128.000 4.70 0.996 -7.9

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 5158.000 -0.21 0.984 0.5

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5158.000 0.38 0.964 1.1

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6136.340 -0.64 0.999 -0.23 -4.667 -3.2

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6136.330 -0.62 0.999 -0.29 1.951 -2.9

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6275.830 1.34 0.979 -1.37 -2.321 1.0

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6282.350 0.49 0.975 1.8

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 6294.710 0.07 0.967 -1.00 2.238 2.7

|( 1 1 1)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6365.950 -0.36 0.963 2.7

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8028.969 -1.83 0.973 9.87* -1.389 0.3

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8028.977 -1.82 0.951 9.90* 0.713 0.2

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8249.520 -0.68 1.000 -3.8

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 8257.270 -2.10 0.975 3.7

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8258.380 * 0.957 -2.2

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 9841.400 0.33 0.999 5.3

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 9841.400 0.22 0.999 -5.3

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 11576.290 0.78 0.999 5.2

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 11576.290 0.78 0.999 5.0

__________________________________________________________________________________________________

* Ces valeurs n’ont pas èté introduites dans l’ajustement des paramètres
La valeur de nos calcules est σ(34, 16) = 1.98 cm−1. Pour comparer les résultats de notre

modèle avec celui de [69] on présente ici la valeur de leur calcules : σ(34, 13) = 3.58 cm−1.
Alors, on peut dire que notre modèle reproduit les niveux vibrationnels experimentaux mieux
que celle de [69] et l’approche local-normal decrit très bien les niveux vibrationnels des molécules
pyramidales XY3.
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Chapitre 7

Les programmes informatiques

Pour calculer les éléments matriciels des opérateurs He
1 =

∑
i 6=j=1,2,3

b+i bj, H
p
1 =

∑
i 6=j=5,6,7

b+i bj,

opérateurs d’interaction pour les modèles local-local et local-normal, ainsi que pour faire l’a-
justement, on a utilisé des applications informatiques comme MATHEMATICA 5.0 (en par-
ticulier le package ”Quantum Algebra”) et FORTRAN 95. Nous allons nous attacher à la
description de l’aspect numérique du problème.

7.1 Le calcul des éléments matriciels des opérateurs He
1

et Hp
1

On commence par la symétrisation des kets à partir des expressions du §§4.4.3. Montrons sur

un exemple comment on programme le ket |(n1 n2 n3) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n1 n2 n3〉 − |n3 n2 n1〉 −
|n1 n3 n2〉+ 2|n2 n1 n3〉− |n2 n3 n1 〉− |n3 n1 n2 〉]. D’abord il faut décrire toutes les variables qui
sont concernées par la symétrisation du ket :

type (ket_syms),dimension(2000) :: meskets

type ket_syms

integer*4, dimension(3) :: s

integer*4 :: multis,symetries

integer*4,dimension(6,3):: combils

real*8 , dimension(6) :: as

end type

où meskets est notre ket symétrisé, s sont les nombres quantiques du ket symétrisé, c’est-à-dire
n1 ≡ s1, n2 ≡ s2 et n3 ≡ s3 ; multis est la multiplicité du ket (dans notre cas multis ≡ 1) ;
symetries est la symétrie du ket. Dans notre programme on définit la symétrie A1 comme 1,
A2 comme 2 et E1, E2 comme 3 et 4 respectivement ; combils sont les nombres quantiques des
kets non symmetrisés intervenant dans le ket symétrisé. Pour la description de cette variable,
on a une matrice (6x3), où 6 est le nombre des kets non symétrisés possibles (c’est-à-dire sont
possibles des kets suivants : |n1 n2 n3〉, |n1 n3 n2〉, |n2 n1 n3〉, |n2 n3 n1〉, |n3 n1 n2〉, |n3 n2 n1〉) et 3
est le nombre de quanta dans ces 6 kets possibles ; et enfin as est le poids d’un ket non symmetrisé
dans le ket symétrisé (par exemple as = 2/

√
12 pour |n2 n1 n3〉 dans |(n1 n2 n3) , 1E1〉).

Tout d’abord on initialise les variables as et combils à zéro :

do l=1,4

do m=1,6
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meskets(i)%combils(m,l)=-1000

meskets(i)%as(m)=0.d0

enddo

enddo

où i est le numéro du ket. Dans le cas de la variable combils, la valeur zéro est une valeur de
nombre quantique possible, c’est pourquoi dans ce cas, on prend -1000 comme indiquant un
”vrai zéro”. On présente la partie du programme pour la symétrisation du ket |(n1 n2 n3) , 1E1〉 :

i=1

do s1=0,NNs

do s2=0,NNs-s1

do s3=0,NNs-(s1+s2)

...

if ((s1.ne.s2).and.(s2.ne.s3).and.(s1.ne.s3)) then

meskets(i)%s(1)=s1

meskets(i)%s(2)=s2

meskets(i)%s(3)=s3

meskets(i)%multis=1

meskets(i)%symetries=3

meskets(i)%combils(1,1)=s1

meskets(i)%combils(1,2)=s2

meskets(i)%combils(1,3)=s3

meskets(i)%combils(2,1)=s1

meskets(i)%combils(2,2)=s3

meskets(i)%combils(2,3)=s2

meskets(i)%combils(3,1)=s2

meskets(i)%combils(3,2)=s1

meskets(i)%combils(3,3)=s3

meskets(i)%combils(4,1)=s2

meskets(i)%combils(4,2)=s3

meskets(i)%combils(4,3)=s1

meskets(i)%combils(5,1)=s3

meskets(i)%combils(5,2)=s1

meskets(i)%combils(5,3)=s2

meskets(i)%combils(6,1)=s3

meskets(i)%combils(6,2)=s2

meskets(i)%combils(6,3)=s1

meskets(i)%as(1)=2.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(2)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(3)=2.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(4)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(5)=-1.d0/dsqrt(12.d0)
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meskets(i)%as(6)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

i=i+1

...

endif

enddo

enddo

enddo

NNs correspond à la valeur de quanta maximale calculée. Ensuite nous avons informatisé le
sous-programme qui calcule les éléments matriciels de n’importe quel opérateur (ou somme
d’opérateurs), du type

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 bm1
1 bm2

2 bm3
3 (7.1.1)

dans la base précédente. On obtient facilement le coefficient résultant de l’action de l’opérateur
(7.1.1) sur le ket non symétrisé en utilisant l’expression suivante :

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 bm1
1 bm2

2 bm3
3 |(n1 n2 n3)〉 = a|((n1 −m1 + p1) (n2 −m2 + p2) (n3 −m3 + p3))〉 (7.1.2)

où a =

√
n1!n2!n3!(n1−m1+p1)!(n2−m2+p2)!(n3−m3+p3)!

(n1−m1)!(n2−m2)!(n3−m3)!
. On fait ensuite le produit scalaire du ket obtenu

(7.1.2) avec les kets initiaux pour obtenir les valeurs des éléments matriciels. Evidemment, cette
procédure est valable pour l’opérateur Hp

1 aussi.

Fig. 7.1 – Architecture du programme informatique
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7.2 Le couplage élongation-pliage dans le modèle local-

local

Dans le cas du couplage élongation-pliage, il y a trois types d’opérateurs : He
1 , H

p
1 et

l’opérateur He⊗p (ici ref pour operateur), il est donc nécessaire de calculer les éléments ma-
triciels de ces opérateurs dans la base couplée :

|ne1 ne2 ne3 (ne4) np1 np2 np3 (np4) (reCeσe − rpCpσp) → Cσ 〉
=
∑

σe , σp

[C]1/2 F

(
Ce Cp C
σe σp σ

)

|ne1 ne2 ne3 ne4, reCeσe〉|np1 np2 np3 np4, rpCpσp〉

(7.2.1)

où

C

(
Ce Cp C
σe σp σ

)
= [C]1/2 F

(
Ce Cp C
σe σp σ

)
(7.2.2)

sont les coefficients de couplage de Clebsch - Gordan, exprimés dans le groupe moléculaire C3v

On doit donc programmer la symétrisation des kets d’élongation et des ket de pliage, après
le couplage élongation-pliage (7.2.1) et enfin exécuter le sous-programme qui détermine les
éléments matriciels de n’importe quel opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 b† p4

4 b† p5

5 b† p6

6 b† p7

7 b† p8

8 bm1
1 bm2

2 bm3
3 bm4

4 bm5
5 bm6

6 bm7
7 bm8

8 (7.2.3)

dans la base couplée définie précédemment.
La programmation de la symétrisation des kets est la même que dans le cas §§7.1 : on doit

construire deux listes de variables de type meskets (une pour les kets d’élongation et l’autre
pour les kets de pliage). Dans le cas du couplage élongation-pliage, il ne faut surtout pas
oublier la sommation (7.2.1). Dans ce cas nous avons 8 nombres quantiques, c’est pourquoi
dans l’opérateur (7.2.3) il y a des opérateurs qui agissent chaquns sur leurs nombre quantique
correspondant : {b† p1

1 , bm1
1 } 7−→ ne1, {b† p2

2 , bm2
2 } 7−→ ne2, {b† p3

3 , bm3
3 } 7−→ ne3, {b† p4

4 , bm4
4 } 7−→ ne4,

{b† p5

5 , bm5
5 } 7−→ np1, {b† p6

6 , bm6
6 } 7−→ np2, {b† p7

7 , bm7
7 } 7−→ np3 et {b† p8

8 , bm8
8 } 7−→ np4. On peut

utiliser l’expression 7.1.2 en prenant en compte qu’on a 8 nombres quantiques. Pour obtenir les
valeurs des éléments matriciels il reste ensuite à calculer le produit scalaire des kets initiaux et
des kets obtenus après action de l’opérateur (7.2.3).

7.3 L’algorithme des calculs

Nous venons d’examiner le problème du calcul des éléments matriciels des opérateurs de
notre Hamiltonien. Mais le but de notre travail est de déterminer les paramètres de l’Hamil-
tonien. L’algorithme informatique de notre programme est représenté schématiquement sur la
figure 7.1.

Nous allons maintenant discuter de la partie ajustement. Cette procedure qui parâıt vrai-
ment facile présente cependant des difficultés informatiques liées à la mémoire vive et au temps
de calcul, ansi que la sensibilité aux paramètres initiaux. La problème de memoire et de temps
de calcul est connecté avec le grand nombre de niveaux vibrationnels. En effet, la matrice
hamiltonienne initiale est de l’ordre de 48000x48000. La théorie des groupes nous permet une
première diagonalisation de cette matrice en trois sous-blocs de symétrie A1, A2 et E de di-
mension respective 17000, 14000, 17000.

On peut introduire le nombre de polyade K puisqu’il y a une résonance 2 :1 entre les niveaux
d’élongation et les niveaux de pliage ((ν1(A1) ≃ ν3(E)) ≃ 2 (ν2(A1) ≃ ν4(E))), c’est pourquoi
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Fig. 7.2 – La matrice hamiltonienne

on peut diviser encore nos sous-blocs de symétrie A1, A2 et E en diffèrants sous-blocs vérifiant
K = 2ne + np, c’est-à-dire le nombre de polyade K subdivise chacun des trois blocs en 28
sous-blocs1 de dimension au plus égale à 2200. On peut alors mettre en oeuvre les processus
standards de diagonalisation.

Le dernier problème concerne la sensibilité des paramètres, nous avons d’ailleurs abandon-
ner la méthode d’ajustement par les moindres carrés non-linéaires, et nous allons préférer la
méthode de Levenberg-Marquardt.

7.4 La méthode de Levenberg-Marquardt

L’ajustement non-linéaire

L’ajustement des spectres expérimentaux se fait sur le critère du résidu minimum entre
spectres observé et calculé. Nous allons en rappeler les grandes lignes. On pourra trouver un
exposé plus complet dans [70, 71].

Si on mesure la variable y qui est une fonction de plus d’une variable, par exemple un
vecteur de variables ~x, alors on aura les fonctions de base suivantes : X1(~x), . . . , XM(~x) et la
fonction de mérite χ2 représentative de la qualité de l’ajustement est

χ2 =
N∑

i=1

(yi −
∑M

k=1 akXk(xk)

σi

)2

(7.4.1)

où ak sont des paramètres inconnus.
Nous allons maintenant considérer l’ajustement quand un modèle dépend de M paramètres

ak (k = 1, 2, . . . , M) inconnus de façon non-linéaire. On doit trouver la fonction χ2 et la
minimiser. Dans le cas d’un modèle non-linéaire la minimisation est obtenue itérativement.
On doit donner des valeurs initiales aux paramètres, lancer la procédure qui nous donne une
solution et la continuer jusqu’au minimum de χ2.

Il est suffisant d’approximer la fonction χ2 par la forme quadratique

χ2(~a) ≈ γ − ~d · ~a+
1

2
~a ·D · ~a (7.4.2)

1on calcule les états vibrationnels jusqu’a ne=7 et np=14
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où ~d est un vecteur de dimension M et D est une matrice de dimension MxM . On sait par-
faitement comment relier les paramètres courants ~acour aux paramètres minimisés ~amin

~amin = ~acour +D−1 · [−∇χ2(~acour)] (7.4.3)

dans le cas seulement d’une (bonne) approximation. Mais il se peut que 7.4.2 soit une mauvaise
approximation de la forme que nous essayons de minimiser. Dans ce cas, ce qu’on peut tenter est
de se déplacer d’un pas de longueur fixée arbitrairement dans la direction opposée au gradient
(méthode des plus fortes pentes ou ”steepest descent methode”), c’est-à-dire :

~aproch = ~acour − const ×∇χ2(~acour) (7.4.4)

Pour utiliser 7.4.3 ou 7.4.4 on doit savoir calculer un gradient d’une fonction χ2 pour n’importe
quelle liste de paramètres ~a. Pour utiliser 7.4.3 on a aussi besoin d’une matrice D qui est la
matrice des dérivées secondes (la matrice hessienne) de la fonction de mérite χ2.

Le calcul du gradient et de la matrice hessienne

On a un modèle à ajuster
y = y(x;~a) (7.4.5)

et une fonction de mérite

χ2(~a) =
N∑

i=1

(yi − y(x;~a)

σi

)2

(7.4.6)

Le gradient de χ2 avec les paramètres ~a pour composants :

∂χ2

∂ak
= −2

N∑
i=1

yi−y(xi;~a)

σ2
i

∂yi(xi;~a)
∂ak

k = 1, 2, . . . ,M (7.4.7)

Si on prend en compte les derivées partielles suivantes, nous avons donc :

∂2χ2

∂ak∂al

= 2
N∑

i=1

1

σ2
i

[
∂y(xi;~a)

∂ak

∂y(xi;~a)

∂al

− (yi − y(xi;~a))
∂2y(xi;~a)

∂ak∂al

]
(7.4.8)

Pour simplifier les notations, il est utile de poser

βk ≡ −1
2

∂2χ2

∂ak
αkl ≡ −1

2
∂2χ2

∂ak∂al
(7.4.9)

et [α] = 1/2D dans 7.4.3. Avec ces notations on peut réécrire cette équation comme :

M∑

l=1

αklδal = βk (7.4.10)

Autrement dit, δal est l’incrémentation à réaliser sur le jeu de paramètres initial. Dans ce
contexte de l’ajustement aux moindres carrés, la matrice [α] est appelée matrice de courbure.

En revanche, lorsque le χ2 est ”loin” d’être une forme quadratique, on utilisera la méthode
des plus forte pentes 7.4.4 qui s’écrit simplement :

δal = const × βl (7.4.11)

On voit bien que les composantes de la matrice hessienne αkl dépendent des derivées
premières et des secondes par rapport aux paramètres ~a.
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La stratégie Levenberg-Marquardt

Levenberg et Marquardt ont proposé une méthode efficace et astucieuse pour passer con-
tinûment du schéma d’inversion du hessien à celui des plus fortes pentes. Ce dernier schéma
sera utilisé loin du minimum et on tend à lui substituer le schéma d’inversion du hessien au
fur et à mesure que l’on approche du minimum. Cette méthode de Levenberg-Marquardt a
fait ses preuves et fonctionne remarquablement bien pour des modèles et des domaines de la
physique fort variés, si bien qu’elle constitue désormais le standard pour résoudre les problèmes
d’ajustement aux moindres carrés de modèles non-linéaires.

La méthode est basée sur deux points importantes. Examinons l’ordre de grandeur de
”const” dans l’équation 7.4.11. Ce sont les composantes de la matrice hessienne qui donnent
l’information sur l’ordre de grandeur de ”const”.

On peut brièvement décrire la méthode de Levenberg-Marquardt comme une stratégie de
recherche du χ2 minimum utilisant au mieux les schémas 7.4.10 et 7.4.11, et cela grâce à deux
idées déterminantes. La première idée consiste à modifier le schéma des plus fortes pentes
7.4.11 en remplaçant la constante (le pas) par un vecteur dont on choisit judicieusement les
composantes. On peut interpréter ce choix comme une ”mise à l’échelle”, pour chacun des
paramètres, du pas que l’on va effectuer dans la direction du minimum du χ2. On réalise ce
choix en remarquant que cette constante de proportion entre une dérivée par rapport à ak et
une différence finie en ak a naturellement la dimension de a2

k. Par ailleurs, on postule qu’un
ordre de grandeur de cette constante peut être donné par une composante de la matrice de
courbure [α] ; or la seule composante de [α] dépendante de ak qui a la dimension requise est
1/αkk, et le schéma 7.4.11 doit donc être modifié pour s’écrire en composantes :

δal =
1

λαll

βl ou λαllδal = βl (7.4.12)

où λ est un facteur > 1 permettant de réduire globalement (et non composante par composante)
le pas si celui-ci s’avérait trop grand (comme cela se fait dans la méthode des plus fortes pentes).

La deuxième idée consiste alors à poser :

α′
jj ≡ αjj(1 + λ)

α′
jk ≡ αjk (j 6= k)

(7.4.13)

Les deux schémas 7.4.10 et 7.4.11 sont avantageusement remplacés par l’unique formulation :
trouver l’incrémentation δ~a solution du système :

M∑

l=1

α′
klδal = βk (7.4.14)

Lorsque λ est grand, la matrice [α]′ est à diagonale dominante et le système précédent équivaut
à 7.4.12 ; lorsqu’au contraire λ tend vers 0, ce système équivaut à 7.4.10.

L’algorithme proposé par Marquardt est le suivant :

1. Calculer χ2(~a) avec des paramètres initiaux ;

2. Poser une valeur quelconque pour λ, par exemple λ = 0.001 ;

3. Résoudre les équations 7.4.13 pour δ~a et évaluer χ2(~a+ δ~a)

4. Si χ2(~a + δ~a) ≥ χ2(~a), on multiplie la valeur de λ par 10 (ou un autre facteur) et on
rëıtère le point 4 ;

5. Si χ2(~a + δ~a) < χ2(~a), on divise la valeur de λ par 10 (ou un autre facteur), on faire la
correspondance ~a 7→ ~a+ δ~a et on recommence le point 4 ;
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6. Arrêter la procédure quand |χ2(~a+ δ~a) − χ2(~a)| ≪ 1.

Lorsqu’on a trouvé un minimum acceptable du χ2 pour un jeu de M paramètres ~amin, la
variation de χ2 autour de ce minimum χ2

min pour une variation δ~a des paramètres ajustés est

donnée par (en appliquant l’équation 7.4.2 au χ2 et puisque ~∇χ2(~amin) = 0) :

χ2 = χ2
min + δ~a[α]δ~a (7.4.15)

On va s’intéresser en particulier à la variation du χ2 lorsqu’on fait arbitrairement varier un
seul paramètre a1, les autres paramètres restant fixés à leurs valeurs ajustées de ~amin. Notons
χ2

M−1, le χ2 à M − 1 degrés de liberté obtenu en fixant le paramètre a1 à sa valeur arbitraire
et soit ~a le nouveau jeu de paramètres qui minimise ce χ2. Posons ∆χ2

1 ≡ χ2
M−1 − χ2

min et
δ~a = ~a− amin (remarquons qu’aucune des composantes de δ~a n’est nulle a priori). On montre
que ce ∆χ2

1(a1) est distribué comme le carré d’une variable aléatoire à distribution normale.
Autrement dit, on aura formellement ∆χ2

1 < 1 pour δa1 < 1σ (68.3% des cas), ∆χ2
1 < 4 pour

δa1 < 2σ (95.4% des cas), ∆χ2
1 < 9 pour δa1 < 3σ (99.73% des cas), etc...

On peut par ailleurs relier l’incertitude δa1 sur le paramètre a1 à ∆χ2
1 en remarquant que

~∇χ2(~amin) = 0 sur toutes ses composantes sauf la première, et comme, d’après 7.4.9 et 7.4.10

[α]δ~a = −1
2
~∇χ2, on aura la matrice de covariance C = [α]−1 telle que :

δa1 = −1

2

∂χ2

∂a1

C11 (7.4.16)

On déduit de 7.4.15 et 7.4.16 :

∆χ2
1 = δ~a[α]δ~a = (δa1)

2/C11 (7.4.17)

soit

δa1 = ±
√

∆χ2
1

√
C11 (7.4.18)

et, donc, si l’on définit l’incertitude sur le paramètre a1 par δ1 ≡ 1σ, soit ∆χ2
1 ≡ 1, on aura

finalement
δa1 =

√
C11 (7.4.19)

7.5 Le couplage élongation-pliage dans le modèle local-

normal

Rappelons que dans ce cas on décrit les vibrations d’élongation comme des modes locaux
et les vibrations de pliage comme des modes normaux. D’abord, comme dans §§7.2, on doit
construire des états vibrationnels couplés. Pour les niveaux d’élongation, on utilise la même
procédure que dans §§7.1. Examinons maintenant la procédure pour construire des états vi-
brationnels de pliage. En fait, nous allons développer le même principe que pour les niveaux
d’élongation :

type(ket),dimension(2000) :: ket_bend

type ket

integer*4 :: v2,v4,l4,sym

endtype
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c’est-à-dire on prend la même description mais avec des notations de modes normaux (v2v
±l4
4 ,Γ),

Γ étant la symétrie du ket. On doit maintenant construire des kets en prenant en compte leur
symétrie. La symétrie des kets dépend de la valeur de l4. On commence par deux boucles en v2
et v4 depuis les valeurs zéro jusqu’à une valeur calculée maximale. Il faut prendre en compte
qu’on doit faire des calculs jusqu’a vmax

2 et vmax
4 qui sont deux fois plus grands que le nombre

quantique de vibration d’élongation. count est le numéro du ket. Après on réalise l’algorithme
suivant : l4 = v4, v4 − 2, . . . , 0 si v4 est pair ou 1 si v4 est impair et la symétrie est donné par :

Si l4 = 0 alors Γ = A1 ;

Si l4 = 3p+ 1 alors Γ = E, p = 0, 1, . . . ;

Si l4 = 3p+ 2 alors Γ = E, p = 0, 1, . . . ;

Si l4 = 3p+ 3 alors Γ = A1 et A2, p = 0, 1, . . . .

Voici la partie du programme qui réalise cet algorithme :

count=1

do v2=0,v2max

do v4=0,v4max

if ( mod(v4,2) == 0 ) then

do l4=0,v4,2

if ( (mod(l4,3) == 0).and.(l4 == 0) ) then

if ( mod(l4,2) == 0 ) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

else

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

elseif (mod(l4,3) == 0) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 1) then
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sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 2) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

enddo

else

do l4=1,v4,2

if ( (mod(l4,3) == 0).and.(l4 == 0) ) then

if ( mod(l4,2) == 0 ) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

else

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

elseif (mod(l4,3) == 0) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 1) then

sym=3
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ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 2) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

enddo

endif

enddo

enddo

count=count-1

Maintenant on doit faire le couplage élongation-pliage, en utilisant les coefficients de cou-
plage Clebsch - Gordan :

|n1 n2 n3 (n4) (v2v
±l4
4 ) (reCeσe − Cpσp) → Cσ 〉

=
∑

σe , σp

[C]1/2 F

(
Ce Cp C
σe σp σ

)
|n1 n2 n3 (n4), reCeσe〉|(v2v

±l4
4 ), Cpσp〉 (7.5.1)

Puis, on calcule les éléments matriciels des opérateurs de notre Hamiltonien afin de construire sa
matrice, c’est-à-dire des opérateurs du type He

1 (cf programmation précédente) et un opérateur
de couplage élongation-pliage 7.5.2
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(7.5.2)

où les opérateurs Y4(A1), Y5(A1),Y
4(E)
1 , Y

4(E)
2 , Y

5(E)
1 et Y

5(E)
2 sont des opérateurs qui agissent sur les

kets d’élongation (§§4.4.4) et les opérateurs a
(A1)
2

, a
+(A1)
2

, a
(E1)
4

, a
+(E1)
4

, a
(E2)
4

et a
+(E2)
4

agissent
sur les kets de pliage. On doit donc maintenant trouver l’algorithme pour obtenir les valeurs des
éléments matriciels de cet opérateur. Nous savons déjà programmer les éléments matriciels de
combinaison des operateurs b+i , bj, ce qui résoud la première partie de l’opérateur de couplage.
Pour la deuxième partie concernant ”la partie de pliage” on a utilisé la procédure suivante :

1. Nous avons écrit un programme avec MATHEMATICA 5.0 qui calcule les expressions
pour une action de n’mporte quelles combinaisons des opérateurs a

(A1)
2

, a
+(A1)
2

, a
(E1)
4

,

a
+(E1)
4

, a
(E2)
4

et a
+(E2)
4

sur les kets de pliage |(v2v
±l4
4 ), Cpσp〉 ;
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2. A partir des expressions obtenues, on a fait un sous-programme en FORTRAN 95 qui
permet de calculer les valeurs des éléments matriciels

Pour calculer les expressions du point 1 ci-avant, on a utilisé les éléments matriciels réduits
pour l’oscillateur de dimension 1 : < v2, A1||a(A1)

2 ||v2 + 1, A1 >=
√
v2 + 1 et ceux de la ta-

ble 7.1 pour l’oscillateur de dimension 2 et pour les éléments matriciels réduits conjugués
< vs, {γ}, C||a+(Cs)

sσ ||vs − 1, {γ′}, C ′ >= (−1)C+Cs+C′
< vs − 1, {γ′}, C ′||a(Cs)

sσ ||vs, {γ}, C >.

l4 Cp l′4 C ′
p E.M.R

0 A1 1 E
√
v4 + 1

6p 6= 0 Γ 6p+ 1 E
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p 6= 0 Γ 6p− 1 E (−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 1 E 6p+ 2 E −
√

(v4 + l4 + 2)
1 E 0 A1 −

√
v4 + 1

6p+ 1 E 6p 6= 0 Γ −(−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 3 Γ −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 1 E
√

(v4 − l4 + 2)

6p+ 3 Γ 6p+ 4 E −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 3 Γ 6p+ 2 E
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 4 E 6p+ 5 E
√

(v4 + l4 + 2)

6p+ 4 E 6p+ 3 Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 6 Γ −
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 4 E −
√

(v4 − l4 + 2)

Γ = A1 ou A2

p = 0, 1, . . .

Tab. 7.1 – The matrix elements < v4, l4, Cp||a(E)
4 ||v4 + 1, l′4, C

′
p >

A partir des élements matriciels réduit, on peut obtenir les éléments matriciels en utilisant
le théorème de Wigner-Eckart

< {vs}, Cp, σp|a(C)
σ |{v′s}, C ′

p, σ
′
p >= F

(
C C ′

p Cp

σ σ′
p σp

)
< {vs}, Cp||a(C)

σ ||{v′s}, C ′
p > (7.5.3)

Après action de notre opérateur de couplage sur les kets, on trouve les valeurs des éléments
matriciels en faisant le produit scalaire des kets initiaux et des kets obtenus après l’action de
l’opérateur de couplage. Nous pouvons donc construire la matrice hamiltonienne et obtenir les
valeurs propres de notre système.

Dans ce cas on a résolu les même problèmes qu’en §§7.2, c’est-à-dire maintenant on sait
également obtenir des paramètres de notre Hamiltonien dans le cas du couplage élongation-
pliage (modèle local-normal).

Mentionnons que tous les calculs numériques obtenus avec FORTRAN 95 ont été testés avec
MATHEMATICA 5.0.
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Chapitre 8

Conclusion et perspectives

8.1 Conclusion

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes attachés principalement à l’étude des états
vibrationnels très excités des molécules XY3 non planaires. Pour cette étude, nous avons utilisé
une approche algébrique du type U(p + 1). Ceci signifie, d’une part, que les degrés de liberté
vibrationnels ont été traitées comme des oscillateurs anaharnomiques, et d’autre part, que si
p degrés de liberté sont identiques, alors ils sont équivalents à un oscillateur p fois dégénéré.
Ainsi, les énergies et les dégénerescences associées sont données par le groupe unitaire U(p) :
c’est le groupe de dégénérescence.

Cependant, l’ensemble des propriétés dynamiques du système n’est pas accessible par le
groupe de dégénérescence. Le formalisme algébrique U(p + 1) propose de prendre le groupe
unitaire U(p+ 1) comme sur-groupe au groupe de dégénérescence.

La quasi totalité du formalisme utilisé dans ce travail repose sur l’emploi des groupes uni-
taires et de leurs propriétés. C’est pourquoi nous avons débuté ce manuscrit par de brefs rappels
concernant les groupes continus, en l’occurence pour les groupes de Lie. Nous avons volontaire-
ment débuté ces rappels à un niveau élémentaire, afin d’essayer de satisfaire à “l’auto-suffisance”
du manuscrit. Puis, nous avons rappelé les techniques de descriptions et d’études des groupes
unitaires. A ce stade, ont été introduits les états de Gelfand-Zetlin (G-Z), les représentations
(lexicales, adjointes, totalement symétriques). A l’aide de la notion de poids d’un état de G-Z,
nous avons rappelé, dans le cadre des représentations totalement symétriques, le lien existant
entre les états de G-Z et les états locaux moléculaires utilisés dans la suite du travail. Ces
rappels effectués, nous avons appliqué le formalisme algébrique U(p+1) afin de décrire les états
vibrationnels des molécules de symétrie C3v.

Dans un premier temps, nous avons entrepris l’étude des modes vibrationnels d’élongation
des molécules locales XY3 non planaires, c’est-à-dire des molécules pour lesquelles il est possible
d’étudier séparément les modes d’élongation et les modes de pliage. De plus, le choix des
molécules testées dépend également de deux autres critères : l’intérêt scientifique des molécules
et l’existence de données expérimentales relatives aux niveaux d’énergies vibrationnelles. C’est
pourquoi le choix des molécules de stibine (SbH3), de phosphine (PH3) et d’arsine (AsH3) s’est
rapidement imposé. La stibine est d’un interêt industriel important, car elle est la source la plus
pure qui permet de récupérer l’antimoine qui intervient dans la fabrication de certains composés
semi-conducteurs. La molécule d’arsine et de phosphine sont elles d’interêt planétologique,
puisqu’elle ont été détectée dans l’atmosphère de planet-geants.

Ces trois molécules admettent des modes fondamentaux vibrationnels d’élongation très
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proches : ν1(A1) ≃ ν3(E). En conséquence, ces deux molécules se comportent, en élongation,
comme trois oscillateurs identiques ou comme un oscillateur trois fois dégénéré. C’est pourquoi,
initialement, nous avons utilisé la chaine de groupe

U(4) ⊃ U(3) ⊃ S(3) ≈ C3v (8.1.1)

ce qui nous a conduit à l’énergie d’ordre zéro.

Mais le Hamiltonien H0, d’ordre zéro ne permet pas, par exemple, de connexion entre des
états du type |nn′ n”n4〉 et |n± 1n′ ∓ 1n”n4〉. Or ces deux types d’états appartiennent à la
même représentation totalement symétrique

[
ne , 0̇2

]
(où ne = n + n′ + n”). Ainsi nous avons

introduit un opérateur de couplage

Y3(A1) =
3∑

i6=j=1

b†ibj (8.1.2)

qui vient compléter l’expression du Hamiltonien H0. Ce terme permet un échange de quanta
entre les liaisons i et j, il s’agit donc d’un opérateur de couplage intramoléculaire. Dès lors, le
Hamiltonien utilisé

H1 = a0 n̂+ a1 n̂
2 + a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

3∑

i6=j=1

b†ibj (8.1.3)

possède deux contributions distinctes :

- une contribution anharmonique, représentée par les termes quadratiques

- une contribution de couplage des liaisons permettant l’échange interne de quanta. Cet
effet étant représenté par l’opérateur Y3(A1)

L’intensité relative de ces deux contributions rend compte de la prédominance d’un phénomène
physique au sein de notre système moléculaire.

Afin d’ajuster ce modèle, il a fallu dans un premier temps calculer numériquement les
éléments matriciels dans la base symétrisée

Puis, ce modèle a été testé sur les molécules de stibine, de phosphine et d’arsine. Les données
expérimentales dont nous disposions concernaient des états caractérisés par un nombre quan-
tique vibrationnel inférieur ou égale à 6. Suite à la procédure d’ajustement (des moindres carrés
non-linéaires), nous avons mis en évidence la grande stabilité de notre modèle sur l’ensemble
spectral reproduit. En effet, pour ces deux molécules, notre modèle détermine les états les plus
excités avec une erreur inférieure à 2 cm−1. D’autres modèles basés sur des approches de type
Morse ou développement en coordonnées normales, reproduisent bien l’ensemble des premiers
niveaux, mais divergent dès que le nombre quantique vibrationnel atteint 4. La stabilité dont
fait preuve notre modèle, nous a conduit à entreprendre une estimation de la limite de dissoci-
ation des deux molécules étudiées. Pour ce faire, nous avons remarquer que le meilleur moyen
de dissocier une molécule est de concentrer l’ensemble des quanta sur une seule liaison, c’est-
à-dire que la dissociation est relative à des états du type |(n 0 0)A1 , E〉. Suite à la procédure
d’ajustement, ces états sont caractérisés par des coefficients de pureté avoisinant 100% ; cette
remarque conduit à n’utiliser que la partie diagonale H0 du Hamiltonien. Par cette méthode,
les limites de dissociation ont été estimées avec une erreur relative inférieure à 5%.

Un autre intérêt de notre démarche, est le faible nombre de paramètres mis en jeu : 4 pour
le spectre d’élongation. Ce faible nombre de paramètre favorise grandement l’interprétation
physique de ces derniers. A titre de comparaison, un modèle de type Morse incluant des ter-
mes supplémentaires d’interaction reproduisant le spectre d’élongation peut posséder 7 à 8
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paramètres pour une efficacité moindre sur les états fortements excités. Ceci est dû au fait que,
dans le cadre d’une approche de type Morse, initialement la forme du potentiel régissant les
liaisons est supposée. Or, le potentiel de Morse étant une approximation du potentiel réel, il en-
gendre donc des erreurs sur les états excités. Ces erreurs se retrouvent de manière inhérente dans
l’utilisation des fonctions (de base) de Morse servant aux calculs des éléments matriciels. Par
contre, dans le cadre de l’approche algébrique, il n’est pas nécessaire de pré-supposer de forme
de potentiel. Cette remarque nous a conduit à montrer que, dès l’ordre zéro, notre modèle
contient le cas du Morse, c’est-à-dire que, dans un cas particulier il permet de retrouver les
résultats du Morse.

Le passage mathématique U(3) ⊃ S(3) concerne la réduction des représentations d’un
groupe continu en représentations irréductibles d’un groupe discret. Un ensemble d’oscilla-
teurs qui possèdent la même énergie peut être décrit comme appartenant à une même couche.
Ces remarques conduisent à introduire le groupe semi-continu K(3) qui est définit comme le
produit semi-direct :

K(3) = A(3) ∧ S(3). (8.1.4)

Un résultat important a été mis en évidence pour les molécules XY3 considérées : les
représentations du groupe K(3) conduisent aux répartitions énergétiques possibles sur les li-
aisons de la molécule.

Afin d’améliorer la description des modes vibrationnels d’élongation, nous avons entrepris la
construction d’un Hamiltonien d’ordre deux. Pour ce faire, nous avons effectué un développement
tensoriel à l’ordre deux des générateurs symétrisés. Suite au grand nombre de termes d’ordre
deux, nous avons essayé de déterminer ceux qui étaient prépondérants (ou privilégiés). Mal-
heureusement nous n’avons déterminé aucun critère qui nous aurait permis d’effectuer un choix
parmi ces opérateurs. C’est pourquoi la méthode que nous avons utilisée est celle qui consiste
à effectuer des ajustements des différents modèles, et de choisir celui qui permet la meilleure
reproduction spectrale pour les molécules d’arsine et de stibine.

Pour l’étude du couplage entre les modes d’élongation et de pliage, nous avons utilisé le
schéma de couplage

(Ue(4) ⊃ Ue(3) ⊃ Ke(3) ⊃ Se(3) ≃ C3v) ⊗ (Up(4) ⊃ Up(3) ⊃ Kp(3) ⊃ Sp(3) ≃ C3v) ⊃ C3v

(8.1.5)
Le Hamiltonien He−p associé étant alors

He−p = H0 e + a3 Y3(A1)
e +H0 p + a7 Y3(A1)

p + a8He⊗p (8.1.6)

où He⊗p est l’opérateur d’interaction entre les modes d’élongation et de pliage :

He⊗p =
3∑

i=1

7∑

k=5

7∑

n>k=5

(
b†i b4 bk bn b

† 2
8 + bi b

†
4 b

†
k b

†
n b

2
8

)
. (8.1.7)

En vue d’un ajustement de notre modèle, il a été nécessaire de calculer au préalable les
éléments matriciels de l’opérateur He⊗p dans la base couplée. Ainsi, nous avons informatisé le
problème, en créant un programme (sous FORTRAN 90) qui détermine les éléments matriciels
de n’importe quel opérateur (ou somme d’opérateurs), du type

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 b† p4

4 b† p5

5 b† p6

6 b† p7

7 b† p8

8 bm1
1 bm2

2 bm3
3 bm4

4 bm5
5 bm6

6 bm7
7 bm8

8 (8.1.8)

dans la base couplée définie précédemment.
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Le schéma de couplage mis en place nous a conduit à la base couplée de travail mais la
dimension de cette base devient alors gigantesque.

En effet, la matrice hamiltonienne initiale est de l’ordre de 48000 × 48000. La théorie des
groupes permet une première diagonalisation de cette matrice en trois sous-blocs de symétrie
A1 , A2 et E de dimension respective 17000 , 14000 et 17000. Puis l’introduction du nombre de
polyade K subdivise chacun de ces trois blocs en 28 sous-blocs de dimension au plus égale à
2200. On peut alors mettre en oeuvre les processus standards de diagonalisation.

Enfin on a montré que utilisation de l’approche local-normal decris les niveaux vibrationnels
mieux que dans le cadre de l’approche local-local.

8.2 Perspectives

8.2.1 L’effet tunnel

La molécule d’ammoniac NH3 est une des plus utilisées dans l’industrie, dans les domaines
de l’agriculture, des traitements de surfaces, ou encore des piles à combustible. Cette molécule
a aussi de nombreux effets sur l’environnement : l’ammoniac contribue aux phénomènes d’acid-
ification1 et d’eutrophisation De plus, la communauté spectroscopique lui accorde, depuis de
nombreuses années, un grand intérêt planétologique, puisque c’est une des molécules primor-
diales de l’univers.

Cette molécule présente une barrière de potentiel d’inversion de l’ordre de 2000 cm−1 [3] bien
inférieure à celle de la stibine et de l’arsine : elle est donc caractérisée par un fort effet tunnel.
Une des principales caractéristiques, difficiles à reproduire, de l’effet tunnel de l’ammoniac, est
que l’écart énergétique entre les niveaux parapluies (+ et -) crôıt avec les premières valeurs
de n, puis se stabilise à une valeur constante pour des valeurs de n supérieures. De plus,
l’algèbre de dégénérescence associée devra posséder deux étiquettes ; à ce titre l’algèbre de
spin su(2) apparâıt donc comme une possibilité. Il existe déjà des modèles (non algébriques)
traitant l’effet tunnel de la molécule d’ammoniac NH3. Ceux-ci sont fondés sur l’idée qu’il est
possible de décrire par un oscillateur supplémentaire le passage de la molécule entre les deux
états parapluies [72]. Une analogie algébrique de ces modèles nous conduirait à choisir comme
groupe de dégénérescence le groupe unitaire U(1).

8.2.2 La rotation algébrique

Le traitement algébrique des degrés de liberté rotationnels présenterait les deux principaux
intérêts suivants : un traitement complet et homogène des degrés rovibrationnels et de leurs
interactions ; et pouvoir définir une limite de dissociation rotationnelle. Le développement d’un
modèle algébrique rovivrationnel permettrait de rendre compte des interactions entre les modes
vibrationnels et rotationnels avec, sans doute, un nombre de paramètres moindre que ceux des
modèles déjà existants, reposant sur des développements tensoriels ou en coordonnées normales.
Le second intérêt d’un traitement algébrique de la rotation serait de pouvoir travailler au sein

1Les dépôts acides recouvrent non seulement les retombées acides sous forme de pluie mais également sous
forme de neige et de brouillard (dépôts humides), ainsi que sous forme de gaz et de poussières (dépôts secs). Ces
dépôts proviennent essentiellement de l’utilisation des combustibles fossiles. Le dépot de polluants acidifiants
(SO2, NO2, NH3) sur la végétation, les eaux de surface et les sols est à l’origine d’un grand nombre d’effets.
Outre les effets sur les forêts, les dépôts acides peuvent altérer toutes les niches écologiques des zones sensibles et
plus particulièrement la faune aquatique. Le patrimoine culturel est lui aussi menacé par les pollutions acides.
Les pierres des édifices et des monuments, surtout celles qui contiennent du calcaire, sont dégradées par les
poussières qui s’accumulent à leur surface et par le dioxyde de soufre.
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d’une représentation donnée, donc un espace vectoriel porteur de dimension finie. Dès lors, il
sera possible de définir une limite de dissociation rotationnelle.

8.2.3 Détermination de familles de potentiel à partir des Hamil-
toniens algébriques

Lors de l’écriture d’Hamiltonien algébrique, on ne suppose pas au départ de forme de po-
tentiel. En utilisant l’une des définitions des opérateurs bosons création et annihilation en
fonction des opérateurs position et impulsion, il est possible de définir les potentiels (ou famille
de potentiels) qui sont associées aux Hamiltoniens algébriques. Dès lors, il seraient intéressant
de pouvoir les comparer avec ceux déjà existants, tels les potentiels de type Morse généralisés
pour les modes vibrationnels d’élongation. Un exemple d’une telle application peut être trouvée
dans [19]. Ces auteurs montrent que la représentation position, en coordonnées hyperboliques
polaires, des opérateurs invariants du groupe (non-compact) SO(2, 1) conduit à l’équation de
Schrödinger d’un particule soumise à un potentiel de Pöschl-Teller.
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[5] E.B. Wilson, J.C. Decius, and P.C. Cross. Molecular Vibrations. Editions Mac Graw-Hill,
New-York, 1955.

[6] F.Iachello and R.D.Levine. Algebraic theory of molecules. Editions Oxford University
Press, New-York, 1995.
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Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ ìîëåêóë ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîëåêóë,

êîòîðûå îòêðûâàþò âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ýôôåêòîâ âíóòðèìîëåêóëÿðíîé

ïðèðîäû. Áóðíîå ðàçâèòèå òåõíèêè ñïåêòðîñêîïèè â ïîñëåäíèå ãîäû ïðèâåëî ê ïîÿâëåíþ

íîâîé èíôîðìàöèè î ðàíåå íåèçó÷åííûõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ ïîëîñàõ ìîëåêóë, à

òàêæå ê óòî÷íåíèþ ñòàðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

èññëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè ìîëåêóë

äëÿ òîãî, ÷òîáû

• ëó÷øå ïîíèìàòü âíóòðåííþþ äèíàìèêó ìîëåêóë;

• ëó÷øå âîñïðîèçâîäèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå è, ÷òî áîëåå âàæíî, ïðåäñêàçûâàòü

èíôîðìàöèþ î òàêèõ âàæíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ, íàïðèìåð, êàê ýíåðãèè, èíòåíñèâíîñòè

è.ò.ä.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ìåòîäîâ äëÿ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåé äèíàìèêè ìîëåêóë:

ab initio ìåòîä [1], òðàäèöèîííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå îïåðàòîðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèÿ

[2], íî ïðèáëèçèòåëüíî 20 ëåò íàçàä, áëàãîäàðÿ Iachello, ñòàëè áóðíî ðàçâèâàòüñÿ ìåòîäû,

îñíîâàííûå íà àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìàëèçìàõ [3, 4]. Àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìàëèçìû, ìàòåìàòè÷åñêèì

àïïàðàòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ãðóïï Ëè è èõ àëãåáð, íåñìîòðÿ íà

ñâîþ àáñòðàêòíîñòü, èìåþò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè

ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû:

• ïðîñòîòà ïðèìåíåíèÿ ê ðàçëè÷íûì ìîëåêóëÿðíûì ñèñòåìàì;

• àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìàëèçìû ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ ìåíüøèì

êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ, ÷åì ñòàíäàðòíûå ìåòîäû, íå èñïîëüçóÿ ïðîöåäóð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Àëãåáðàè÷åñêèé ôîðìàëèçì, èñïîëüçóåìûé â äàííîé ðàáîòå è íàçûâàåìûé ôîðìàëèçìîì

U(p+1), âïåðâûå áûë ïðåäëîæåíMichelot è Moret-Bailly [5]. Äàííûé ôîðìàëèçì ïðåäëàãàåò

èñïîëüçîâàòü óíèòàðíóþ ãðóïïó U(p + 1) â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû ñèñòåìû ñ p

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ôîðìàëèçì ðàíåå áûë èñïîëüçîâàí

ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàòåëüíûõ ìîä ìîëåêóë ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè òèïà XY4 [6] è

ïîêàçàë áîëåå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè îïèñàíèè êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ, ÷åì óïîìÿíóòûå
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âûøå ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ôîðìàëèçìà ê ìîëåêóëàì áîëåå íèçêîé

ñèììåòðèè (â ÷àñòíîñòè ê ìîëåêóëàì òèïà XY3(C3v)) íå òðèâèàëüíî.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ ìîëåêóëû PH3 èAsH3 ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ àñòðîôèçèêè,

òàê êàê îíè áûëè îáíàðóæåíû â àòìîñôåðàõ ïëàíåò-ãèãàíòîâ, àðñèí è ñòèáèí èñïîëüçóþòñÿ

ïðè ïðîèçâîäñòâå ñâåðõ÷èñòûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ.

Ñêàçàííîå âûøå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá àêòóàëüíîñòè èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ

ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè òèïà XY3 íà îñíîâå ôîðìàëèçìà U(p+ 1).

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ôîðìàëèçìà U(p+1) äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîëåáàòåëüíîãî

ãàìèëüòîíèàíà è ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 (àðñèíà,

ôîñôèíà è ñòèáèíà) è íà ýòîé îñíîâå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

äëÿ óêàçàííûõ âûøå ìîëåêóë.

Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷:

• íàõîæäåíèå àäåêâàòíîé öåïî÷êè ãðóïï â ðàìêàõ áîçîííîãî ïðèáëèæåíèÿ [7] äëÿ

îïèñàíèÿ âàëåíòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè

íà ïðèìåðå ìîëåêóë àðñèíà, ôîñôèíà è ñòèáèíà;

• ðàçðàáîòêà òåîðåòè÷åñêîãî àïïàðàòà â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà U(p + 1) è îïðåäåëåíèå

îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé êîëåáàòåëüíûå ìîäû âûøåóêàçàííûõ

ìîëåêóë, â òîì ÷èñëå è îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè

êîëåáàíèÿìè;

• ñîçäàíèå ïðîãðàìíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé òåîðèè,

ðàñc÷èòûâàòü óðîâíè êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè âïëîòü äî óðîâíÿ äèññîöèàöèè äëÿ 4-õ

àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè è îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû êîëåáàòåëüíîãî

ãàìèëüòîíèàíà;

• îñóùåñòâëåíèå êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

äëÿ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 è âîñïðîèçâåäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èñõîäÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷, äëÿ èõ ðåøåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä: ôîðìàëèçì U(p+1) â ðàìêàõ áîçîííîãî ïðèáëèæåíèÿ

[7], ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà [8, 9], ÿçûêè àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

MATHEMATICA 5.0 è FORTRAN 95, ìåòîäû îïåðàòîðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé [2].

Íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä è ñïîñîáû îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë òèïà

XY3 àêñèàëüíîé ñèììåòðèè, èñïîëüçóþùèå ôîðìàëèçì U(p+1), ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ

â êîëåáàòåëüíîì ãàìèëüòîíèàíå âêëàäà îáìåííîãî òèïà;

2. Îò çíà÷åíèÿ ÷èñëà L = ∆νêîëåá.

νêîëåá.ñðåäíåå
= 2

∣∣∣νm−νn

νm+νn

∣∣∣ (νm, νn - ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòîòû

ìîëåêóëû) çàâèñèò âûáîð êîíêðåòíîé öåïî÷êè ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùåé îïèñàíèþ
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êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3. Ïðè çíà÷åíèè ÷èñëà

L ≤ 0.01 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü öåïî÷êó ãðóïï (U(4) ⊃ U(3) ⊃ K(3) ⊃ S(3) ⊃ C3v), â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå - öåïî÷êó ãðóïï U(2) ⊗ U(3) ⊃ U(1) ⊗ U(2) ⊃ O(2) ⊃ C3v

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå, ïîäòâåðæäàåòñÿ:

• òî÷íîñòüþ, ñðàâíèìîé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïîãðåøíîñòÿìè, ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

íà îñíîâå èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîëîæåíèé

êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ïîãëîùåíèÿ äëÿ èññëåäóåìûõ â ðàáîòå ìîëåêóë PH3, AsH3

è SbH3;

• ñîãëàñèåì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà áûëî âîçìîæíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ

â äàííîé ðàáîòå, ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ: M. Sanchez-Castellanos è äð. [10] è

Þð÷åíêî è äð. [11];

• ïðåäñêàçàíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè äëÿ ìîëåêóë ñòèáèíà è àðñèíà, âûïîëíåííîå â

ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà, ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ñ îòíîñèòåëüíîé

îøèáêîé íå áîëåå 5%.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîðîì:

- ðàçðàáîòàí ìåòîä äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà

XY3 âïëîòü äî äèññîöèîííîãî ïðåäåëà ìîëåêóëû;

Íàó÷íàÿ öåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

• ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð ìîëåêóëû

àðñèíà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âîññòàíàâëèâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì

îòêëîíåíèåì drms = 1.98 ñì−1, à äëÿ ôîñôèíà - ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì

drms = 2.33 ñì−1;

• â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà U(p+1) îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû

ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ïîäõîäàìè è

îïèñûâàòü ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ êîëåáàòåëüíóþ ñòðóêòóðó ìîëåêóë àêñèàëüíîé

ñèììåòðèè òèïà XY3.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû:

• ðàçðàáîòàííûé ïàêåò ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë àêñèàëüíîé

ñèììåòðèè òèïà XY3(C3v) ïðèìåíèì äëÿ âñåãî êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë;

• ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû êîëåáàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì êàê õîðîøàÿ îñíîâà äëÿ êîððåêöèè ïàðàìåòðîâ

âíóòðèìîëåêóëÿðíîé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè äàííûõ ìîëåêóë, îïðåäåëåííûõ ñ ïîìîùüþ

ab initio ðàñ÷åòîâ.
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Âíåäðåíèå ðåçóëüòàòîâ è ðåêîìåíäàöèè ïî èõ äàëüíåéøåìó èñïîëüçîâàíèþ.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ óíèâåðñèòåòå Áóðãóíäèè ïðè ÷òåíèè

êóðñà ëåêöèé "Ñîâðåìåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðîâ ìîëåêóë"è ðåêîìåíäîâàíû ê

èñïîëüçîâàíèþ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè êóðñîâ ëåêöèé ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

ìîëåêóëÿðíîé ñïåêòðîñêîïèè¿ è ¾Ôèçèêà àòîìîâ è ìîëåêóë¿ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå

Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Êðîìå òîãî, êàôåäðà îïòèêè è ñïåêòðîñêîïèè

Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ðåêîìåíäóåò âêëþ÷èòü ìàòåðèàëû îáçîðíîé ãëàâû

â ó÷åáíîå ïîñîáèå, ïîñâÿùåííîå èññëåäîâàíèþ ñïåêòðîâ ìîëåêóë. Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî

äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ êàôåäðû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ, äîëîæåíû

è îáñóæäåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. XVIII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìîëåêóëÿðíîé ñïåêòðîñêîïèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ,

Ïðàãà, ×åõèÿ, 2004;

2. XI âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ÂÍÊÑÔ-XI,

Åêàòåðèíáóðã, 2005;

3. Äíè øêîëû äîêòîðàíòîâ, Áåçàíñîí, Ôðàíöèÿ 2006;

4. Êîíôåðåíöèÿ ïî àòîìíîé è ìîëåêóëÿðíîé ôèçèêå, Äèæîí, Ôðàíöèÿ, 2006;

5. XIX ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìîëåêóëÿðíîé ñïåêòðîñêîïèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ,

Ïðàãà, ×åõèÿ, 2006.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå :

• ãðàíò ÌÎ ÐÔ Å-00-32-192;

• ñòèïåíäèÿ ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ îáó÷åíèÿ è ñòàæèðîâêè çà ðóáåæîì 2003 ãîäà;

• ñòèïåíäèÿ ïðàâèòåëüñòâà Ôðàíöèè äëÿ äèññåðòàöèé ïîä äâîéíûì ðóêîâîäñòâîì.

Âêëàä àâòîðà ïðè ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

• ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå çàäà÷;

• ó÷àñòèå â òåîðåòè÷åñêîé ðàçðàáîòêå ìåòîäà ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû ïèðàìèäàëüíûõ

ìîëåêóë òèïà XY3;

• ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà è ñîçäàíèå ïàêåòà ïðîãðàìì äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé

ýíåðãèè è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

ìîëåêóë;

• âûïîëíåíèå ðàñ÷åòîâ ðåàëüíûõ ñïåêòðîâ ìîëåêóë àðñèíà, ôîñôèíà è ñòèáèíà.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñóùåñòâëÿëàñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿìè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ

îáùèì îáúåìîì 106 ñòðàíèö. Ñîäåðæèò 6 ðèñóíêîâ, 28 òàáëèö è ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû

èç 65 íàèìåíîâàíèé. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû îïóáëèêîâàíî â âîñüìè ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð, â êîòîðîé îòðàæåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû

àëãåáðàè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà U(p+1), áîçîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåíû

âñå îïåðàòîðû Êàçèìèðà, âõîäÿùèå â ãàìèëüòîíèàí, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î ãðóïïàõ Ëè è èõ

õàðàêòåðèñòèêàõ, à òàêæå êðèòåðèè âûáîðà öåïî÷êè ãðóïï.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå è êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå âàëåíòíûõ êîëåáàíèé

ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè òèïà XY3 íà îñíîâå öåïî÷êè ãðóïï, êîãäà âàëåíòíûå

ìîäû îïèñûâàþòñÿ êàê òðåõìåðíûé îñöèëëÿòîð. Âòîðàÿ ãëàâà òàêæå ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ

äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé 4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ

ëîêàëüíûõ ìîä. Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïèñàíèå êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë

íà îñíîâå öåïî÷êè ãðóïï, îïèñûâàþùåé âàëåíòíûå è äåôîðìàöèîííûå ìîäû êàê äâà òðåõìåðíûõ

îñöèëëÿòîðà. Çäåñü ïîêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòîê èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé öåïî÷êè ãðóïï è íåîáõîäèìîñòü

èññëåäîâàíèÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé â íîðìàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå äåôîðìàöèîííûõ ìîä ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë

òèïàXY3 â íîðìàëüíûõ îáîçíà÷àíèÿõ. Êðîìå òîãî èçó÷àåòñÿ öåïî÷êà ãðóïï, êîãäà âàëåíòíûå

ìîäû îïèñûâàþòñÿ êàê òðåõìåðíûé îñöèëëÿòîð, à äåôîðìàöèîííûå ìîäû êàê îäèí îäíîìåðíûé

îñöèëëÿòîð è îäèí äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð.
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Ãëàâà 1

Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ôîðìàëèçìà

U(p + 1) è åãî ïðèìåíåíèå â ôèçèêå

ìîëåêóë

1.1 Ââåäåíèå

Ìåòîä, êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàííîé ðàáîòå, îáû÷íî íàçûâàåìûé "àëãåáðàè÷åñêèì

ïðèáëèæåíèåì", ïðèíöèïèàëüíî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé ñõåìå:

G1 ⊃ G2 ⊃ · · · ⊃ . . . Gìîë. (1.1.1)

"Ìàêñèìàëüíàÿ"ãðóïïà G1 äîëæíà ñîäåðæàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíîé

èíôîðìàöèè îá èçó÷àåìîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìå: åå ýíåðãèÿõ, âûðîæäåíèè óðîâíåé, à

òàêæå î âîçìîæíûõ ïåðåõîäàõ ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè, òî åñòü ýòà ãðóïïà èíôîðìèðóåò

íàñ î äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñèñòåìû; èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå áîëüøèíñòâî àâòîðîâ

äîãîâîðèëèñü íàçûâàòü ãðóïïó G1 äèíàìè÷åñêîé [5, 12, 13].

Âòîðàÿ ãðóïïà G2 ìàòåìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïîäãðóïïîé äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû.

Ýòà ãðóïïà G2 äîëæíà íàì ïðåäñòàâèòü áîëåå ÷àñòíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Íà ñàìîì äåëå

ýòà ïîäãðóïïà äàåò íàì íåìåäëåííûé äîñòóï ê ðàçëè÷íûì âîçìîæíûì óðîâíÿì ýíåðãèè è

èõ âûðîæäåíèÿì; ýòî ñâîéñòâî ïðèðàâíèâàåòñÿ ê òåîðåìå Âèãíåðà [14, 15]: ïîäãðóïïà G2

ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ãðóïïîé ãàìèëüòîíèàíà1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûå

óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû êëàññèôèöèðóþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû

G2, ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü ýòèõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé â òî÷íîñòè íàì äàåò çíà÷åíèÿ

âûðîæäåíèé óðîâíåé ýíåðãèè.

1Íà ñàìîì äåëå ýòî çàëîæåíî â ãàìèëüòîíèàíå íóëåâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ íåïðåðûâíûõ (èëè

ïîëóíåïðåðûâíûõ) ãðóïï, ïðåäñòàâëåííûõ â öåïî÷êå, íî áîëåå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èíâàðèàíòû

äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû G1 ìîãóò áûòü óäàëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòû ãðóïïû âûðîæäåíèé, â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè, âíîñÿò âêëàä â ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà îïèñûâàåìîé ñèñòåìû.
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Öåïî÷êà ãðóïï çàêàí÷èâàåòñÿ ãðóïïîé ìîëåêóëÿðíîé ñèììåòðèè Gìîë.. Ìîæíî òàêæå

ââåñòè ïðîìåæóòî÷íûå ãðóïïû ìåæäó ãðóïïîé âûðîæäåíèé è ìîëåêóëÿðíîé ãðóïïîé

ñèììåòðèè. Íàëè÷èå ïðîìåæóòî÷íûõ ãðóïï çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.

Íèæå ìû ïðèâåäåì èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé â ñëåäóþùèõ

ðàçäåëàõ ôèçèêè:

- Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö: â 1961 ãîä Ãåëëìàí ïîíÿë, ÷òî àäðîíû ìîæíî óïîðÿäî÷èòü

â ìóëüòèïëåòû ãðóïïû SU(3). Îñíîâíîé èäååé ôèçèêè ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ

Ñòàíäàðòíàÿ Ìîäåëü, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ñèëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâå

êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè, è ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ, èñïîëüçóÿ

ìîäåëü Âåéíáåðã-Ñàëàìà. Õðîìîäèíàìèêà îïèðàåòñÿ íà êàëèáðîâî÷íóþ ëîêàëüíóþ ãðóïïó

SU(3), â òî âðåìÿ êàê â ìîäåëå Âåéíáåðã-Ñàëàìà èñïîëüçóåòñÿ ãðóïïà SU(2) ⊗ U(1). Â

êà÷åñòâå ðàçëè÷íûõ ïðèìåíåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö

ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ ðàáîòû [16, 17, 18, 19], ãäå ìîæíî

áîëåå ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì âûøåóêàçàííûõ ãðóïï.

- ßäåðíàÿ ôèçèêà: â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ ëåò àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû íàøëè ñâîå ïðèìåíåíèå

â ðàìêàõ ÿäåðíîé ôèçèêè [20, 21]. Â ñàìîì äåëå, â 1975 ãîäó Ô.ßêåëëî è À.Àðèìà [22]

ïðåäëîæèëè àëãåáðàè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðèíèìàþùóþ âî âíèìàíèå êîëëåêòèâíóþ ñòðóêòóðó

ÿäðà. Ôóíäàìåíòàëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè ÿâëÿþòñÿ êîððåëèðóþùèå ïàðû ïðîòîíîâ è

íåéòðîíîâ, ðàññìàòðèâàåìûå êàê áîçîíû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ ìîäåëü èçâåñòíà

êàê "Ìîäåëü âçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçîíîâ"(ÌÂÁ-1), ïðè÷åì äàííàÿ ìîäåëü îïèðàåòñÿ íà

èñïîëüçîâàíèå óíèòàðíîé ãðóïïû U(6). Âïîñëåäñòâèè, â 1979 ãîäó, îíà áûëà óëó÷øåíà

ßêåëëî [23] è ïîëó÷èëà íàçâàíèå ÌÂÁ-2. Äàííàÿ óëó÷øåííàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåò ïîíÿòèå

ñóïåðñèììåòðèè è ðàññìàòðèâàåò âçàèìîäåéñòâèå áîçîíû-ôåðìèîíû â ðàìêàõ ÿäðà. ÌÂÁ-

2 ðàññìàòðèâàåò ôóíäàìåíòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ôåðìèîíû (ïðîòîíû è íåéòðîíû), ê

êîòîðûì äîáàâëÿþòñÿ èõ êîððåëèðóþùèå ïàðû (áîçîíû). Íàêîíåö áîëåå ïîçäíåå, â 1988

ãîäó, Ýëëèîò [24] ïðîäîëæèë ðàçâèòèå äàííîé ìîäåëè (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçîòîïè÷åñêóþ

èíâàðèàíòíîñòü ÿäåðíûõ ñèë), êîòîðîå ïðèâåëî ê ÌÂÁ-3 è ÌÂÁ-4.

- Ìîëåêóëÿðíàÿ ôèçèêà: â 1981 ãîäó ßêåëëî è Ëåâèí ïðåäëîæèëè àëãåáðàè÷åñêóþ

ìîäåëü âèáðîíà [4, 3, 25], îñíîâíûìè ñîñòàâëÿþùèìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êâàíòû àíãàðìîíè÷åñêîãî

êîëåáàíèÿ, íàçûâàåìûå âèáðîíàìè. Â 1984 ãîäó Êåëëìàí [26] èçó÷èë ðàçëè÷íûå íåèíâàðèàíòûå

ãðóïïû äëÿ ñâÿçè íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû

â ðàìêàõ ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ. Äàëåå, â 1987 ãîäó, Ìîðå-Áàéè è Ìèøëî [5] ïðèíÿëè òî÷êó

çðåíèÿ ßêåëëî â ìîäåëå ÌÂÁ-1, ðàññìàòðèâàÿ ïðîáëåìó p ñòåïåíåé ñâîáîäû; â ýòîì ìåòîäå

íåèíâàðèàíòíîé ãðóïïîé èëè äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(p+ 1).

Èìåííî ýòó òî÷êó çðåíèÿ ìû ïðèìåì â äàííîé ðàáîòå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áëàãîäàðÿ

ðàçâèòèþ â îáëàñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîé òåõíèêè, èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè

î ñâîéñòâàõ ìîëåêóë, ìàêðîìîëåêóë, áèîìîëåêóë, à òàêæå ïîëèìåðîâ è áèîïîëèìåðîâ.

- Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà: ìíîæåñòâî ó÷åíûõ âíåñëè ñâîé âêëàä â ðàçâèòèå è èñïîëüçîâàíèå
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àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèâåñòè ðàáîòû Áàéðäà è Áüåäåíõàðíà, êîòîðûå,

ñðåäè âñåãî ïðî÷åãî, îïðåäåëèëè èíâàðèàíòû ãðóïïû SU(n) [27], îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [28]. Ýòè æå àâòîðû ïðåäëîæèëè [29] êàíîíè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ äëÿ

òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ â ãðóïïå SU(3). Ìîøèíñêèé [30] îïðåäåëèë âûðàæåíèå ëåñòíè÷íûõ

îïåðàòîðîâ, àäàïòèðîâàííûõ ê êàíîíè÷åñêîé öåïî÷êå. Ìîæíî òàêæå óïîìÿíóòü ðàáîòû

Øèôòàíà ïî êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðå ñîñòîÿíèé â ãðóïïå U(n) [31]. Êðîìå òîãî, îí

îïðåäåëèë è êîìáèíàòîðèêó ìàêñèìàëüíûõ è ïîëóìàêñèìàëüíûõ ñîñòîÿíèé ãðóïïû U(n)

[32]. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Èòçèêñîíà è Íàóýíáåðãà [33], êàñàþùèåñÿ ïðåäñòàâëåíèÿì

è ðàçëîæåíèÿì óíèòàðíûõ ãðóïï. È íàêîíåö ïðèâåäåì áîëåå ïîçäíèå îïóáëèêîâàííûå

ðàáîòû Ïîííàïàëëè,Øëåçèíãåðà è Êåíòà, êàñàþùèõñÿ îïðåäåëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû U(n) íà îñíîâå ñõåìû ôàêòîðèçàöèè â ðàìêàõ áàçû Ãåëüôàíäà [34,

35], èëè ðàáîòû Ôëîðåàíèíè ïî àëãåáðàè÷åñêîìó îïèñàíèþ [36] íåñêîëüêèõ èäåíòè÷íûõ

îñöèëëÿòîðîâ.

1.2 Âûáîð öåïî÷êè ãðóïï

Íà÷íåì èçó÷åíèå êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé â äàííîé ðàáîòå ñ îñóùåñòâëåíèÿ íåñêîëüêèõ

ãèïîòåç. Ðàññìîòðèì äàííûå ãèïîòåçû:

- ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà [37, 38], êîòîðîå ñîñòîèò â ðàçäåëåíèè ýëåêòðîííîãî

äâèæåíèÿ è äâèæåíèÿ ÿäåð. Òàêæå ïðèìåì âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÿäðà

ñîâåðøàþò ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ â ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè;

- ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ýëåêòðîííîì ïîëíîñèììåòðè÷íîì ñîñòîÿíèè [38];

÷òî íàì ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ìíîãèõ ñëîæíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýëåêòðîííûì

âûðîæäåíèåì (ýëåêòðîííî-êîëåáàòåëüíîå èëè ýëåêòðîííî-êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîå

âçàèìîäåéñòâèå2);

- â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìû ìîæåì èçó÷àòü ðàçäåëüíî âðàùàòåëüíîå è êîëåáàòåëüíûå

(âàëåíòíûå è äåôîðìàöèîííûå) äâèæåíèÿ ìîëåêóë, òî åñòü ìû ïðåíåáðåãàåì âçàèìîäåéñòâèåì

êîëåáàíèé è âðàùåíèé;

- ìîëåêóëÿðíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ýêêàðòà [37], ÷òî íàì ïîçâîëÿåò

ðàññìàòðèâàòü, ÷òî íåëèíåéíàÿ ìîëåêóëà, ñîñòîÿùàÿ èç N ÿäåð, îáëàäàåò (3N-6)

êîëåáàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [38].

×òîáû îïèñàòü êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç p èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ,

Ìîðå-Áàéè è Ìèøëî [5] ïðåäëîæèëè, ïðèíèìàÿ â ðàñ÷åò âûøåèçëîæåííûå ãèïîòåçû,

2Ýëåêòðîííî-êîëåáàòåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå - âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîííûìè è êîëåáàòåëüíûìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû; ÷òî êàñàåòñÿ ýëåêòðîííî-êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, â äàííîì

ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâóþò ýëåêòðîííûå, êîëåáàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû
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èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ãðóïï

U(p+ 1) ⊃ U(p) ⊃ S(p) ≃ Gìîë., (1.2.1)

â êîòîðîé

• U(p+ 1) - äèíàìè÷åñêàÿ ãðóïïà (â îáîçíà÷åíèÿõ Âûáîðíà). Ýòà ãðóïïà äîëæíà íàì

äàòü äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà èçó÷àåìîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, ïåðåõîäàì.

• U(p) - ãðóïïà âûðîæäåíèé. Ýòà ãðóïïà íàì äàåò èíôîðìàöèþ îá óðîâíÿõ ýðåðãèè è

èõ âûðîæäåíèÿõ.

• S(p) - ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê p èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ, çäåñü p èäåíòè÷íûõ îöèëëÿòîðîâ.

Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ìîëåêóëÿðíîé ãðóïïå ñèììåòðèè Gìîë. ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû.

Ëåðóà [39] èñïîëüçîâàë è èçó÷èë ýòó öåïî÷êó äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ p = 4, òî åñòü äëÿ

òàêèõ ìîëåêóë, êàê ìåòàí èëè ñèëàí. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé

òðåõ èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû îõàðàêòåðèçóåì êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ

íåïëîñêèõ XY3 ìîëåêóë íà îñíîâå öåïî÷êè

U(4) ⊃ U(3) ⊃ S(3) ≃ C3v. (1.2.2)

Èçó÷åíèå ñîñòîèò â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ

ìîëåêóëÿðíóþ ãðóïïó è äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèè ñèììåòðèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé íà îñíîâå

îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ.

1.3 Äèíàìè÷åñêàÿ ãðóïïà

Äèíàìè÷åñêèìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò âîñïðîèçâåñòè ýíåðãåòè÷åñêèé

ñïåêòð è âûðîæäåííîñòü óðîâíåé è êîòîðûå, ê òîìó æå, ñîäåðæàò íàáîð îïåðàòîðîâ,

îïðåäåëÿþùèõ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî òðåáóåò

òîãî, ÷òîáû ìû ðàññìàòðèâàëè íåèíâàðèàíòíûå ãðóïïû, îïåðàòîðû êîòîðûõ íå êîììóòèðóþò

äðóã ñ äðóãîì. Ïîñòðîåíèå òàêîé ãðóïïû, èìåþùåé âûøåïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà, ïîçâîëèò

ïîëíîñòüþ îïèñàòü äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîýòîìó îíà íîñèò íàçâàíèå

äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé ñèñòåìû. Èç îïðåäåëåíèÿ äàííîé ãðóïïû ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü,

÷òî ãðóïïà âûðîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû.

Íà ñàìîì äåëå äèíàìè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ âîçíèêàåò, êîãäà âîçìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå

Øðåäèíãåðà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ëèáî â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðèäèíàò, ëèáî â ñèñòåìå

ïðîñòûõ êîîðäèíàò, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâàíà â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ[16].

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå àòîìà âîäîðîäà ìû ìîæåì ðàáîòàòü êàê â ñôåðè÷åñêèõ, òàê è â

ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ÷èñëî

îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ïîëóïðîñòîé ãðóïïû. Ïðè èçó÷åíèè êîëåáàòåëüíûõ ìîä àëãåáðàè÷åñêèìè

ìåòîäàìè ìû ññûëàåìñÿ íà ýòó òåîðåìó, ïîñêîëüêó íàì çàðàíåå èçâåñòíî ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå âõîäÿò â âûðàæåíèå ãàìèëüòîíèàíà íóëåâîãî ïîðÿäêà.
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1.4 Ãðóïïà âûðîæäåíèé

Ãðóïïà âûðîæäåíèé (èëè äèíàìè÷åñêè èíâàðèàíòíàÿ ãðóïïà) - ãðóïïà, êîòîðàÿ ñïîñîáíà

äàòü ïîëíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ýòî òàêàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ

óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñèñòåìû

è íàáîðîì óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé (ÓÍÏ) ãðóïïû, ðåàëèçóåìîå â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãàìèëüòîíèàíà H, ïðè÷åì ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ

òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîìó ÓÍÏ, ðåàëèçóåìîìó â H, ïðèíàäëåæèò îäíî è òîëüêî îäíî

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå H è íàîáîðîò. Ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÓÍÏ.

1.5 Ãðóïïà U(n) - ãðóïïà èíâàðèàòíîñòè n ðàç âûðîæäåííîãî

èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì ñóùåñòâåííûå àñïåêòû, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü(ôèçè÷åñêè è ìàòåìàòè÷åñêè)

õîä íàøåãî ìåòîäà, àäîïòèðîâàííîãî äëÿ èçó÷åíèÿ è îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ìîä íåïëîñêèõ

ìîëåêóë XY3.

Â ñàìîì äåëå, â îáû÷íîì ðàññìîòðåíèè ïðîáëåìû èçó÷åíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ìîä ìîëåêóë,

ïîñëåäíèå îïèñûâàþòñÿ êàê íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ èëè àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ,

ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè êîëåáàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû 3.

Çàòåì â êâàíòîâîì ïðèáëèæåíèè äàííîé ïðîáëåìû ìû ïðèâåäåì îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðàçëè÷íûì îñöèëëÿòîðàì è âçàèìîäåéñòâèÿì ìåæäó íèìè.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåðèì íàñêîëüêî óäîáíî è êîððåêòíî èñïîëüçîâàíèå

óíèòàðíûõ ãðóïï Ëè â ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû. Òàêæå ìû ïîêàæåì, ÷òî

ãðóïïà èíâàðèàíòíîñòè èëè âûðîæäåíèÿ n-âûðîæåííîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà - ýòî

óíèòàðíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì U(n). Ýòîò çíà÷èòåëüíûé ðåçóëüòàò

áûë ïîëó÷åí íåçàâèñèìî Äåìêîâûì [40, 41] è Õèëëîì è Æîøåì [42]. Îäíàêî, ÷òîáû

ïðîäåìîíñòðèðîâàòü äàííîå óòâåðæäåíèå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò Áàêåðà. [43].

1.5.1 n ðàç âûðîæäåííûé èçîòðîïíûé îñöèëëÿòîð

Ãàìèëüòîíèàí èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ðàçìåðíîñòè n äîïóñêàåò â êà÷åñòâå

ãðóïïû èíâàðèàíòíîñòè èëè ãðóïïû âûðîæäåíèÿ óíèòàðíóþ ãðóïïó U(n) ïîðÿäêà

n.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå êîëåáàòåëüíûå ìîäû ìîëåêóë îïèñûâàþòñÿ êàê íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ

èëè àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìîëåêóëû.

3Ïîä ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååòñÿ â âèäó ñëåäóþùèå øåñòü âîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ äâèæåíèé:

• òðè ñâÿçè L1 , L2 , L3;

• òðè óãëà α1 2 , α2 3 , α1 3, ãäå αi j - óãîë ìåæäó ñâÿçÿìè Li et Lj .
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Ïåðåõîä ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîæåò îñóùåñòâèòü êâàíòîâàíèåì ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,

îïèñûâàþùèõ ýòè îñöèëëÿòîðû è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè.

Êðîìå òîãî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà H äëÿ n èäåíòè÷íûõ

ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðà èñïîëüçóåòñÿ

H =
n∑

k=1

hk =
1

2

n∑

k=1

P 2
k

m
+mω2q2

k, (1.5.1)

çàòåì êâàíòóÿ, ïîëó÷àåì

Ĥ =
1

2

n∑

k=1

P̂ 2
k

m
+mω2q̂2

k. (1.5.2)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

P̂k =
P̂k√
m~ω

è Q̂k =

√
mω

~
q̂k, (1.5.3)

ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Ĥ =
~ω

2

n∑

k=1

(
P̂2

k + Q̂2
k

)
. (1.5.4)

ñ [ Q̂k , P̂k ] = i1I, êâàíòîâîå âûðàæåíèå ãàìèëüòîíèàíà Ĥ âûðàæàåòñÿ:

Ĥ =
~ω

2

n∑

k=1

[(
Q̂k − iP̂k

) (
Q̂k + iP̂k

)
+ 1
]

= ~ω
n∑

k=1

[(
Q̂k − iP̂k√

2

)(
Q̂k + iP̂k√

2

)
+

1

2

]
.

(1.5.5)

Ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:





â†k =
Q̂k − iP̂k√

2
: îïåðàòîð ðîæäåíèÿ êâàíòà äëÿ îñöèëëÿòîðà k

âk =
Q̂k + iP̂k√

2
: îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ êâàíòà äëÿ îñöèëëÿòîðà k

(1.5.6)

äàííàÿ ôîðìà çàïèñè ïîçâîëÿåò íàì ïðèäàòü êâàíòîâîìó ãàìèëüòîíèàíó Ĥ äëÿ n îñöèëëÿòîðîâ

ñëåäóþùóþ ôîðìó:

Ĥ = ~ω

n∑

k=1

[
â†kâk +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

[
n̂k +

1

2

]
= ~ω

[(
n∑

k=1

n̂k

)
+
n

2

]
(1.5.7)

ñ îïåðàòîðîì n̂k = â†kâk, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ÷èñëà êâàíòîâ îñöèëëÿòîðà k.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òðè êîììóòàòèâíûõ óñëîâèÿ:

[ âk , âl ] = 0 et [ â†k , â
†
l ] = 0 et [ âk , â

†
l ] = δk l. (1.5.8)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) ÿâëÿëàñü ãðóïïîé èíâàðèàíòíîñòè ýòîé ñèñòåìû,

ñîñòàâëåííîé èç n èçîòðîïíûõ îñöèëëÿòîðîâ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà

U, ïðèíàäëåæàùåãî U(n), âûïîëíÿëîñü

[ U , Ĥ ] = 0 ⇐⇒ U−1 Ĥ U = Ĥ. (1.5.9)
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû U(n), òî åñòü óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå U

ðàçìåðíîñòè n, êîòîðîå ìû ïðåäñòàâèì â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû n × n. Òàê êàê ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâóåò òîëüêî íà îïåðàòîðû (îíî îñòàâëÿåò ñêàëÿðû èíâàðèàíòíûìè),

ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî ïîñëå äåéñòâèÿ ýòîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ





âs
U→ â ,

s =
n∑

i=1

ui s âi

â†s
U→ â , †

s =
n∑

j=1

u−1
s j â

†
j.

(1.5.10)

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå ãàìèëüòîíèàíà Ĥ äî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U â

òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì ïîñëå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ĥ′ = U−1 Ĥ U.

Ìû èìååì

Ĥ = ~ω
n∑

k=1

[
â†kâk +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

n∑

l=1

[
â†kâl δk l +

1

2

]
= ~ω

n∑

k=1

n∑

l=1

[
â†kâl

(
n∑

s=1

u−1
s kul s

)
+

1

2

]
,

(1.5.11)

ïðåîáðàçîâûâàÿ äàëåå âûðàæåíèå, òîãäà ïîëó÷àåì

Ĥ = ~ω
n∑

s=1

(
n∑

k=1

â†ku
−1
s k

n∑

l=1

âlul s +
1

2

)
= ~ω

n∑

s=1

(
[uk sâk]

†
[
u−1

s l â
†
l

]†
+

1

2

)
, (1.5.12)

Ñåé÷àñ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ (1.5.10) â ,
s et â

, †
s , ìîæíî ïðèéòè ê ñëåäóþùåìó

âûðàæåíèþ

Ĥ = ~ω
n∑

s=1

(
[â ,

s]
† [â , †

s

]†
+

1

2

)
= ~ω

n∑

s=1

(
â , †

s â
,
s +

1

2

)
= Ĥ′, (1.5.13)

â èòîãå ìû èìååì Ĥ = Ĥ′. Òî åñòü ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî äåéñòâèå ëþáîãî óíèòàðíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîðÿäêà n îñòàâëÿåò ãàìèëüòîíèàí äëÿ n èçîòðîïíûõ îñöèëëÿòîðîâ (èëè

n ðàç âûðîæäåííûé îñöèëëÿòîð) èíâàðèàíòíûì.

1.6 Âûðîæäåíèå n-ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà â ñîñòîÿíèè p

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èñêàòü ÷èñëî âûðîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ E(n, p). Ýòî ÷èñëî

îáîçíà÷àåòñÿ dimE(n, p),

E(n, p) = ~ω
(
p+

n

2

)
= ~ω

(
n∑

i=1

ni +
n

2

)
. (1.6.1)

(n, p) îáîçíà÷àåò îñöèëëÿòîð ðàçìåðíîñòè n, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â òàêîì ñîñòîÿíèè |p >,

÷òî
n∑

i=1

ni = p.
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1.6.1 Ïåðâûé ìåòîä: àíàëèç âîëíîâîé ôóíêöèè

Â äàííîì ìåòîäå ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñïîñîáó, ïðåäëîæåííîìó Òðèôîíîâûì [14]. Ìåòîä

ñîñòîèò â ïðèìå÷àíèè òîãî, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ðàíãà p â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ
[ n ]
n1...nn

âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû â ýòîì ýíåðãåòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè E(n, p). Ýòà ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ

â ñëåäóþùåì âèäå

Ψ[ n ]
n1...nn

=
1√
n∏

i=1

ni!

n∏

i=1

(
â †

i

)ni

Ψ
[ n ]
0...0 (1.6.2)

ãäå Ψ
[ n ]
0...0 - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íî, òàê êàê ïîðÿäîê äåéñòâèÿ

îïåðàòîðîâ â †
i íå èãðàåò ðîëè, ýòè ôóíêöèè Ψ

[ n ]
n1...nn , ñëåäîâàòåëüíî, òðàíñôîðìèðóþòñÿ

ïîä äåéñòâèåì óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê êîìïîíåíòû T
[ n ]
j1...jp

ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

ïîðÿäêà p â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

÷åðåç êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà. Íà îñíîâàíèè ñèììåòðèè òåíçîðà ìîæíî âñåãäà

ðàñïîëîæèòü èíäåêñû j1 . . . jp â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå

j1 6 j2 6 · · · 6 jp =⇒ j1 < j2 + 1 < · · · < jp + p− 1, (1.6.3)

òî åñòü ïîëàãàÿ, ÷òî ik ≡ jk + k − 1, òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ñåðèþ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ:

i1 < i2 < · · · < ip. (1.6.4)

p ÷èñåë ik ÿâëÿþòñÿ âñå òîãäà ðàçëè÷íûìè è ìîãóò ïðèíèìàòü âñå öåëûå çíà÷åíèÿ

ìåæäó 1 è n+ p− 1. ×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà òîãäà ìîæíî

íàéòè

N(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1!)
(1.6.5)

Íàêîíåö, ñîãëàñíî òåîðåìå Âèãíåðà (1927)4 èçâåñòíî, ÷òî êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî

óðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå

ðàññìàòðèâàåìîå ïðåäñòàâëåíèå - ýòî ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íåçàâèñèìûõ

êîìïîíåíòàõ ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà (ðàíãà p â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n), ÷òî îáÿçàòåëüíî

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ dimE(n, p) ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ E(n, p) ðàâíÿåòñÿ

N(n, p):

dimE(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
. (1.6.6)

4Äëÿ ïîëíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ ýòîé òåîðåìîé ìîæíî ïðîêîíñóëüòèðîâàòüñÿ â [15, 14, 44] è [45]. Â ýòèõ

ññûëêàõ ìîæíî íàéòè îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ è ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû â ôèçèêå, â ÷àñòíîñòè â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå.
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1.6.2 Âòîðîé ìåòîä: ïîäñ÷åò

Âîçìîæíî ïðèìåíåíèå è äðóãîãî ìåòîäà, êîòîðûé áîëåå íàãëÿäåí, ÷åì ïðåäûäóùèé, ïîñêîëüêó

îñíîâûâàåòñÿ íà ïîäñ÷åòå. Ó íàñ åñòü óñëîâèå

n∑

i=1

ni = p, (1.6.7)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èùåì âñå âîçìîæíûå (n1 , . . . , nn ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó

óñëîâèþ. Íà ñàìîì äåëå ýòà ïðîáëåìà èäåíòè÷íà ñëåäóþùåé ïðîáëåìå:

"Êàêîâî ÷èñëî âñåõ âîçìîæíîñòåé ðàçìåùåíèÿ p èäåíòè÷íûõ øàðîâ â n èäåíòè÷íûõ

ÿ÷åéêàõ?"

Íà÷íåì ðàçìåùàòü p èäåíòè÷íûõ øàðîâ â áîëüøîì ïðîñòðàíñòâå, çàòåì ââåäåì (n −
1) èäåíòè÷íûõ ïåðåãîðîäîê, ÷òîáû ñîçäàòü n èäåíòè÷íûõ ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ñôîðìèðîâàííîé åäèíîé ñèñòåìû èç (n−1) èäåíòè÷íûõ ïåðåãîðîäîê è p èäåíòè÷íûõ øàðîâ

âîçìîæíû (n+p−1)! ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó

ñèñòåìó. Áåðÿ âî âíèìàíèå íåðàçëè÷èìîñòü (n− 1) ïåðåãîðîäîê è p øàðîâ, ïîäåëèì íà p!

è (n−1)!. ×èñëî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé p èäåíòè÷íûõ øàðîâ â n èäåíòè÷íûõ

ÿ÷åéêàõ, îáîçíà÷åííîå êàê N(n, p), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N(n, p) = C
p

n+p−1 =
(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
. (1.6.8)

Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ (n1 , . . . , nn ), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(1.6.7), ðàâíî N(n, p). Íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ äâóõ ìåòîäîâ ìû íàøëè îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýòó ôóíêöèþ âûðîæäåíèÿ ãðàôè÷åñêè (Ðèñ. 1.1)

Ïîñêîëüêó ìû æåëàåì ðàáîòàòü ÷èñëåííî äî îïðåäåëåííîãî ÷èñëà nq, íàì ñëåäóåò òîãäà

ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé N(n, nq), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

N(n, nq) =

nq∑

p=0

N(n, p) =

nq∑

p=0

C
p

n+p−1 =

nq∑

p=0

(n+ p− 1)!

p! (n− 1)!
=

(n+ nq)!

n!nq!
(1.6.9)

Ãðàôè÷åñêè ýòó ôóíêöèþ ÷èñëà ñîñòîÿíèé N(n, nq) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íà ðèñ. 1.2

Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðèíÿòü

âî âíèìàíèå (ìûæåëàåì ðàáîòàòü äî îïðåäåëåííîãî ÷èñëà êâàíòîâ nq), çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ

ñ ðàçìåðíîñòüþ îñöèëëÿòîðà n. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÷àñòî÷íî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî, ïîñêîëüêó

ìû ðàáîòàåì ñ ìîëåêóëàìè ñèììåòðèè C3v, ÷èñëî ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ìû äîëæíû ïðèíÿòü

âî âíèìàíèå, ÷èñëåííî ðàçóìíîå.

18



Ðèñ. 1.1: Âûðîæäåíèå N(n, p) ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ E(n, p) ïðè çíà÷åíèÿõ p 6 29 è

n 6 10.

1.6.3 ×àñòíûé ñëó÷àé: n = 3

Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå òðåõìåðíûé îñöèëëÿòîð (òî åñòü òðèæäû âûðîæäåííûé) íàõîäèòñÿ

â ñîñòîÿíèè ns
5. Ìîæíî íàéòè, ÷òî ÷èñëî âûðîæäåíèé óðîâíÿ E(3, ns) ðàâíÿåòñÿ

dimE(3, ns) = C
ns

ns+3 =
(ns + 2)(ns + 1)

2
(1.6.10)

Âî âðåìÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíûõ ãðóïï êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ìû óâèäèì,

÷òî ðàçìåðíîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñàìîì äåëå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçìåðíîñòü

ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(3)6, îáîçíà÷àåìîå [ns , 0 , 0], è ÷òî ýòîò òèï

÷àñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå â ôèçè÷åñêîì îïèñàíèè êîëåáàòåëüíûõ

ìîä ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìîëåêóë. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò (1.6.10) - ÷àñòíûé ñëó÷àé

ôîðìóëû Âåéëà [46]. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå n = 3 ÷èñëî êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé,

5Äàííîå îáîçíà÷åíèå ns íåïîñðåäñòâåííî îáîçíà÷àåò ïîñëåäóþùåå èññëåäîâàíèè âàëåíòíûõ

êîëåáàòåëüíûõ ìîä ðàçëè÷íûõ èçó÷àåìûõ ìîëåêóë XY3. Âî âðåìÿ ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ns áóäåò

ïðåäñòàâëÿòü ïîëíîå ÷èñëî êâàíòîâ, êîòîðûå áóäóò ðàçìåùàòüñÿ íà òðåõ ñâÿçÿõ ìîëåêóë.
6äàííàÿ ãðóïïà áóäåò íàøåé ãðóïïîé âûðîæäåíèÿ â èñïîëüçóåìîì àëãåáðàè÷åñêîì ôîðìàëèçìå.
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Ðèñ. 1.2: ×èñëî ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé N(n, nq) ñ nq 6 29 è n 6 10.

ïðèíÿòîå â ðàññìîòðåíèå äî ÷èñëà êâàíòîâ, ðàâíîãî 29, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêè íà

ñëåäóþùåì ðèñóíêå (ðèñ. 1.6.3).

Ê òîìó æå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, ÷èñëî ñîñòîÿíèé, êîòîðîå

ìû äîëæíû ïðèíÿòü â ðàññìîòðåíèå, N(3, 29) = 4960.

N(3, 29) =

nq=29∑

p=0

N(3, p) =

nq=29∑

p=0

C
p

p+2 =
1

2

nq=29∑

p=0

(p+ 2)(p+ 1) = 4960, (1.6.11)

÷òî â òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì ïðè èñïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ (1.6.9)

N(3, 29) =
(3 + 29)!

29! 3!
= 4960. (1.6.12)

Ïðè èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè óíèòàðíûõ ãðóïï ìû óòî÷íèì

ðàçíèöó ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäíèìè âûðàæåíèÿìè. Ìû óâèäèì, ÷òî ýòà ðàçìåðíîñòü åñòü

ðàçìåðíîñòü ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(4) (êîòîðîå áóäåò íàøåé äèíàìè÷åñêîé

ãðóïïîé), îáîçíà÷àåìîé [ns , 0 , 0 , 0]. Òîãäà ìû êîíñòàòèðóåì, ÷òî

dim [ns = 29 , 0 , 0 , 0] =
ns=29∑

p=0

dim [p , 0 , 0] (1.6.13)

ýòî âûðàæåíèå ñòðîãî èäåíòè÷íî âûðàæåíèþ (1.6.11), åñëè îíî îòðàæàåòñÿ íà ÿçûêå

êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíûõ ãðóïï.
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Ðèñ. 1.3: ×èñëî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé òðèæäû âûðîæäåííîãî îñöèëëÿòîðà ñ nq 6 29.

1.7 Îáùèå ïîíÿòèÿ îá óíèòàðíûõ ãðóïïàõ

Â äàííîé ãëàâå ìû íå ñîáèðàåìñÿ ïðåäñòàâëÿòü ïîëíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå óíèòàðíûõ

ãðóïï. ×èòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñÿ ïîëíûì èçó÷åíèåì ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï, ìîæåò îçíàêîìèòñÿ

ñ íèì, íàïðèìåð, â [47, 48]. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì è êëàññèôèêàöèåé êîíå÷íîìåðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíûõ ãðóïï, ïðîáëåìà êîòîðûõ áûëà ðàññìîòðåíà íå òàê äàâíî. Ôàêòè÷åñêè

èññëåäîâàíèåì êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíûõ ãðóïï íà÷àëè

çàíèìàòüñÿ Ãåëüôàíä è Öåòëèí (Ã-Ö) â 1950 ãîäó [49]. Â ïðèíöèïå ìû ðàññìàòðèâàåì

ýòó ðàáîòó ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî åå ìàòåìàòè÷åñêèå èçëîæåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ õîðîøèì

ïîíèìàíèåì ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ïðåæäå ÷åì èçëîæèòü îáùèé ìåòîä Ã-Ö êîíå÷íîìåðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíûõ ãðóïï, íåîáõîäèìî ââåñòè îáîçíà÷åíèå è ïîíÿòèå ãðóïïû Ëè, à

òàêæå è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè

ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì óíèòàðíûå ãðóïïû (ãðóïïû Ëè) èãðàþò âàæíóþ

ðîëü.

1.7.1 Îïðåäåëåíèå ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ëè

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäóò ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðóïï Ëè ñ òî÷êè

çðåíèÿ ôèçèêà, êîòîðûé õîòåë áû èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äàííûõ ãðóïï

äëÿ îïèñàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ãðóïïå Ëè, îáîçíà÷àåìîé G,

èìååòñÿ áåñêîíå÷íîñòü ýëåìåíòîâ7 (â îòëè÷èå îò äèñêðåòíûõ ãðóïï), ýëåìåíòû èìåþò

7Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà G ðàçìåðíîñòè D áûëà ãðóïïîé Ëè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

åå ýëåìåíòû èçìåíÿëèñü íåïðåðûâíî è ÷òîáû ýòà ãðóïïû èìåëà ñòðóêòóðó äèôôåðåíöèðóåìîãî
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èíäåêñ ïàðàìåòðîâ (âåùåñòâåííûõ èëè ìíèìûõ), êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî â îïðåäåëåííîì

èíòåðâàëå. Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû ìîæåò áûòü îáîçíà÷åí U(α1, α2, . . . , αD)8, ãäå αn èçìåíÿþòñÿ

â äàííîì èíòåðâàëå. ×èñëî íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ D, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ãðóïïû. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü

ãðóïïû Ëè åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçìåðíîñòü åå ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ëè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

ñëåäóþùåì âèäå

U(α1, . . . , αD) × U(β1, . . . , βD) = U(γ1, . . . , γD) (1.7.1)

ñ

γn = γn(α1, . . . , αD ; β1, . . . , βD) (1 6 n 6 D). (1.7.2)

Íàïðèìåð, ãðóïïà âðàùåíèé è ãðóïïà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåùåíèé ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ

ãðóïïàìè Ëè, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ D = 3. Äëÿ ãðóïïû Ëè, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûå

ïåðåìåùåíèÿ (ïåðåìåùåíèå ~r0), âåêòîð ~r0 ñîñòàâëÿåò íàáîð òðåõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ ãðóïï âðàùåíèé òðè óãëà Ýéëåðà (θ , ϕ , ψ) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íàáîðîì òðåõ âåùåñòâåííûõ

ïàðàìåòðîâ.

Èçó÷åíèå ãðóïï Ëè îáëåã÷àåòñÿ, áëàãîäàðÿ îäíîé çàìå÷àòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå: çíà÷èòåëüíàÿ

÷àñòü èõ ñâîéñòâ ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ åäèíè÷íîãî

ýëåìåíòà 1I ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû Ëè. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü

ïàðàìåòðû αn òàêèì ñïîñîáîì, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íóëåâûì

çíà÷åíèÿì âñåõ ïàðàìåòðîâ αn, òî åñòü

U(0, 0, . . . , 0) = 1I. (1.7.3)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âñå ïàðàìåòðû αn ìàëû, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèé

U(α1, . . . , αD), ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèì ïî îòíîøåíèþ ê íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó. Ðàññìîòðèì

ýëåìåíò U(α1, . . . , αD), ñîñåäíèé ïî îòíîøåíèþ ê íåéòðàëüíîìó ýëåìåíòó 1I, òîãäà ìîæíî

ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü, ÷òîáû áûëî åå âîçìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñ ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ

IRD.
8Ýòî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî åìó âûáðàíî îïðåäåëåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè

D è îí ñíàáæåí îïðåäåëåííîé áàçîé B. Èìåííî íà ýòîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò

U ãðóïïû Ëè G â âûáðàííîé ôîðìå U(α1, α2, . . . , αD).
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îñóùåñòâèòü ðàçëîæåíèå äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê ïàðàìåòðàì αn ýòîãî ýëåìåíòà

U(α1, . . . , αD) = 1I +
D∑

n=1

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I− (i2)
D∑

n=1

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I− i
D∑

n=1

i

(
∂ U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

αn + O(α2)

= 1I− i

D∑

n=1

αnXn + O(α2)

(1.7.4)

ñ âûðàæåíèåì O(α2), ïðåäñòàâëÿþùåìó âñå ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà è âûøå ïî αn. Â íàøåì

ðàçëîæåíèè ìû ââåëè ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì ÷ëåí i2, ÷òîáû â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü

íåêîòîðûå óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ. Îïðåäåëèì Xn êàê

Xn = i

(
∂U(α1, . . . , αD)

∂αn

)

αn=0

. (1.7.5)

Íàçîâåì D îïåðàòîðîâ Xn (n = 1, . . . , D) ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû Ëè. Ýòè ãåíåðàòîðû

Xn äåéñòâóþò â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ýëåìåíòû U ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû Ëè.

1.7.2 Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò U(α1, . . . , αD), äëÿ êîòîðîãî ïàðàìåòðû αn î÷åíü ìàëû,

ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíèì ïî îòíîøåíèþ ê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó 1I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U(δα1, . . . , δαD)

òàêîé ýëåìåíò, êîòîðûé ìîæíî âûðàçèòü êàê

U(δα1, . . . , δαD) = 1I− i
D∑

n=1

δαnXn + O(α2), (1.7.6)

çàïèøåì

δαn =
αn

N
(1.7.7)
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ñ N ∈ IN. Òîãäà äàííàÿ ÷àñòíàÿ çàïèñü ïàðàìåòðîâ ãðóïïû ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü

ðàçëè÷íûå ðàçëîæåíèÿ

U(α1, . . . , αD) = lim
N→+∞

[U(δα1, . . . , δαD)]N

= lim
N→+∞

[
U
(α1

N
, . . . ,

αn

N

)]N

= lim
N→+∞

[
1I− i

D∑

n=1

αn

N
Xn + O

(
α2

N2

)]N

= e

−i

D∑

n=1

αnXn

,

(1.7.8)

ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà X̂, èìååòñÿ

e
bX = lim

N→∞

N∑

k=0

X̂k

k!
= lim

N→∞

N∑

k=0

N !

(N − k)!

1

Nk

1

k!
X̂k1IN−k = lim

N→∞

N∑

k=0

C
k

N

X̂k

Nk
1IN−k = lim

N→∞

(
1I +

X̂

N

)N

.

(1.7.9)

Âûðàæåíèå (1.7.8) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé ïðåäñòàâëåíèÿ U(α1, . . . , αD)

ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà ãðóïïû Ëè G, òî åñòü, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíòû U(α1, . . . , αD)

â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå. Ýòà ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ëè î÷åíü èçâåñòíà

â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Íà ñàìîì äåëå åå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìàòåìàòè÷åñêîì âûðàæåíèè

ñâîéñòâ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îáëàäàåò èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ

èëè ïåðåìåùåíèÿ.

1.7.3 Îïðåäåëåíèå êîíñòàíò ñòðóêòóðû ãðóïïû Ëè

Ââåäåì ôóíäàìåíòàëüíûå âåëè÷èíû äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïû Ëè: êîíñòàíòû ñòðóêòóðû. Èñïîëüçóÿ

(1.7.4), ìû ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

U(α1, . . . , αD) × U†(α1, . . . , αD) =

(
1I− i

D∑

n=1

αnXn + O(α2)

)
×
(
1I− i

D∑

n=1

αnXn + O(α2)

)†

=

(
1I− i

D∑

n=1

αnXn + O(α2)

)
×
(
1I + i

D∑

n=1

α∗
nX

†
n + O(α2)

)

= 1I− i
D∑

n=1

αnXn + i
D∑

n=1

α∗
nX

†
n + O(α2)

(1.7.10)

èëè, ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü

U(α1, . . . , αD) × U†(α1, . . . , αD) = 1I− i
D∑

n=1

(
αnXn − α∗

nX
†
n

)
+ O(α2). (1.7.11)
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Ãåíåðàòîðû ãðóïïû Ëè óäîâëåòâîðÿþò âàæíûì ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ

ïîëó÷èì â îïðåäåëåííûõ ðàìêàõ óíèòàðíûõ ãðóïï. Óäåëèì âíèìàíèå ýòîé îïðåäåëåííîé

êàòåãîðèè ãðóïï Ëè, ïîñêîëüêó ýòî óíèòàðíûå ãðóïïû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè

äàëüíåéøåì èçó÷åíèè êîëåáàòåëüíûõ ìîä íåïëîñêèõ ìîëåêóë òèïà XY3.

1.7.4 Ñëó÷àé óíèòàðíûõ ãðóïï

Òåîðåìà

Òåîðåìà :

Ãåíåðàòîðû óíèòàðíîé ãðóïïû Ëè ýðìèòîâû ïðè èñïîëüçîâàíèè

åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàáîòàåì ñ óíèòàðíûìè ãðóïïàìè, ñëåäîâàòåëüíî,

ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû èìåþò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

U†(α1, . . . , αD) = U−1(α1, . . . , αD). (1.7.12)

Ïîñêîëüêó

U(α1, . . . , αD) × U−1(α1, . . . , αD) = 1I, (1.7.13)

èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (1.7.11), ìîæíî ïîëó÷èòü

αnXn − α∗
nX

†
n = 0 (1 6 n 6 D). (1.7.14)

Ìîæíî âûáðàòü, ÷òî D ïàðàìåòðîâ αn ïðèíàäëåæàò âñåìó ïîëþ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

IR, òîãäà

αn = α∗
n (1 6 n 6 D). (1.7.15)

è èç (1.7.14) ñëåäóåò, ÷òî

Xn = X†
n (1 6 n 6 D). (1.7.16)

Êîíñòàíòû ñòðóêòóðû

Ïóñòü {Xn ; 1 6 n 6 D} - íàáîð ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû ËèG. Âûáåðåì äâà ýëåìåíòà U1(δα1, . . . , δαD)

et U2(δβ1, . . . , δβD), ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå Ëè G òàê, ÷òîáû îíè áûëè áëèçêè

ê åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó 1I. Ðàçëîæèì ýòè äâà ýëåìåíòà äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî

ãåíåðàòîðàì





U1(δα1, . . . , δαD) = 1I− i
D∑

m=1

αmXm − 1

2

D∑

m=1

D∑

n=1

αmαnXmXn + O(α3)

U2(δβ1, . . . , δβD) = 1I− i
D∑

r=1

βrXr −
1

2

D∑

r=1

D∑

s=1

βrβsXrXs + O(α3)

(1.7.17)
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è, åñòåñòâåííî, ìû èìååì óñëîâèå Ui × U
†
i = 1I (ñ i = 1, 2). Ñëåäîâàòåëüíî,






[
D∑

m=1

αmXm

]2

−
D∑

m=1

D∑

n=1

αmαnXmXn = 0

[
D∑

r=1

βrXr

]2

−
D∑

r=1

D∑

s=1

βrβsXrXs = 0.

(1.7.18)

Ýëåìåíò U ãðóïïû G, ñêîíñòðóèðîâàííûé êàê

U = U1 × U2 × U
†
1 × U

†
2, (1.7.19)

ìîãóò áûòü åùå çàïèñàíû â ôîðìå

U =(
1I− i

D∑

m=1

αmXm − 1

2

D∑

m=1

D∑

n=1

αmαnXmXn + O(α3)

)
×

(
1I− i

D∑

r=1

βrXr −
1

2

D∑

r=1

D∑

s=1

βrβsXrXs + O(β3)

)
×

(
1I + i

D∑

m=1

αmXm − 1

2

D∑

m=1

D∑

n=1

αmαnXmXn + O(α3)

)
×

(
1I + i

D∑

r=1

βrXr −
1

2

D∑

r=1

D∑

s=1

βrβsXrXs + O(β3)

)
.

(1.7.20)

Åñëè ìû îñóùåñòâèì ðàñ÷åòû äî âòîðîãî ïîðÿäêà, òî

U = 1I−
D∑

m=1

D∑

r=1

αmβr [Xm , Xr]

+

[
D∑

m=1

αmXm

]2

−
D∑

m=1

D∑

n=1

αmαnXmXn +

[
D∑

r=1

βrXr

]2

−
D∑

r=1

D∑

s=1

βrβsXrXs ∈ G,

(1.7.21)

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äâà óñëîâèÿ (1.7.18), ïîëó÷àåì

U = 1I−
D∑

m=1

D∑

r=1

αmβr [Xm , Xr] + O(α3 , β3) ∈ G. (1.7.22)

Åñëè ýëåìåíòû U1 et U2 íå êîììóòèðóþò, òî ýëåìåíò U îòëè÷åí îò åäèíè÷íîãî. Ýòî

íàì ïîçâîëÿåò òîãäà çàïèñàòü, ÷òî

[Xm , Xr] ≡ XmXr −XrXm = i
D∑

l=1

C l
m rXl, ïîñêîëüêó u ∈ G, (1.7.23)
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ãäå C l
m r íàçûâàþòñÿ êîíñòàíòàìè ñòðóêòóðû. Âûðàæåíèå (1.7.21) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ

ôîðìó

U = 1I− i
D∑

m=1

D∑

r=1

αmβr

D∑

l=1

C l
m rXl + O(α3, β3)

= 1I− i
D∑

l=1

(
D∑

m=1

D∑

r=1

αmβrC
l
m r

)

︸ ︷︷ ︸
=γl

Xl + O(α3 , β3).

(1.7.24)

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà U, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ãðóïïå Ëè G

U = 1I− i
D∑

l=1

γlXl + O(α2, β2) ∈ G. (1.7.25)

1.7.5 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì êàêèì îáðàçîì îáîçíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè

ïðîñòóþ êëàññèôèêàöèþ íåïðåðûâíûõ ãðóïï, ïðè÷åì ÷òî íè íà åñòü îáùèì ìåòîäîì.

Êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà Ëè êîìïàêòíà, åñëè âñå åå ïàðàìåòðû ïðèíèìàþò íåïðåðûâíûå çíà÷åíèÿ

â çàìêíóòûõ è îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, òî åñòü â êîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ. Àëãåáðà ðàññìàòðèâàåìîé

ãðóïïû Ëè òàêæå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé.

Ðàíã ãðóïïû Ëè

Ðàíã ãðóïïû Ëè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòî ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ãåíåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ

ìåæäó ñîáîé.

Àáåëåâà ãðóïïà

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà àáåëåâà, åñëè âñå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò. Â ðàìêàõ óíèòàðíîé ãðóïïû

Ëè G ðàçìåðíîñòè D äàííûé ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïîñòîÿííûå ñòðóêòóðû ðàâíû íóëþ:

Cq
m n = 0, 1 6 m,n, q 6 D. (1.7.26)

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ m è n, ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè [ 1, . . . , D ] [Xm , Xn] =

0. Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ãðóïïû Ëè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàíã àáåëåâîé

ãðóïïû Ëè ðàâåí ðàçìåðíîñòè ýòîé ãðóïïû.

Ïîäãðóïïà

Ïîäãðóïïà H (ðàçìåðíîñòè d) óíèòàðíîé ãðóïïû Ëè G (ðàçìåðíîñòè D ≥ d) ÿâëÿåòñÿ

íàáîðîì Σ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ãðóïïó ìåæäó ñîáîé. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç (α1, α2, . . . , αd)
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ïàðàìåòðû ïîäãðóïïû H â íàáîðå (α1, α2, . . . , αD) ãðóïïû G, òî

[Xm , Xn] = i
d∑

l=1

C l
m nXl, 6 m,n, l 6 d, (1.7.27)

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü äðóãèì ýêâèâàëåíòíûì ñïîñîáîì

C l
m n = 0, 1 6 m,n 6 d et d 6 l 6 D. (1.7.28)

Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà

Èíâàðèàíòíàÿ ïîäãðóïïà H (ðàçìåðíîñòè d 6 D) óíèòàðíîé ãðóïïû Ëè G (ðàçìåðíîñòè

D è ýëåìåíòîâ U) - ýòî íàáîð ýëåìåíòîâ UH, êîòîðûå ñîäåðæàò âñå Σ ýëåìåíòîâ UH ≡
U UHU−1, ñîïðÿæåííûå ýòèì ýëåìåíòàì.

Åñëè H ñîäåðæèò UH, òî îíà òàêæå ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû òèïà U UHU−1 U−1

H =

UHU−1

H, ïîòîìó ÷òî UH ∈ H è U−1

H ∈ H, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ äâóõ

ýëåìåíòîâ òàêæå ïðèíàäëåæàò ýòîé ïîäãðóïïå H. À ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî

U UHU−1 U−1

H = 1I−
D∑

m=1

d∑

n=1

αmβn [Xm , Xn] + O(α2, β2) ∈ H (1.7.29)

ñ óñëîâèåì

[Xm , Xn] = i
λ∑

l=1

C l
m nXl ñ 1 6 m 6 D è 1 6 n 6 d. (1.7.30)

Íàì íóæíî îïðåäåëèòü λ òàêîå, ÷òî U UHU−1 U−1

H áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïîäãðóïïå H.

Ìîæíî, ñëåäîâàòåëüíî, çàïèñàòü

U UHU−1 U−1

H = 1I− i
λ∑

l=1

(
D∑

m=1

d∑

n=1

αmβnC
l
m n

)
Xl

︸ ︷︷ ︸
≡ γl

+O(α2, β2) ∈ H

= 1I− i
λ∑

l=1

γl Xl ∈ H,

(1.7.31)

÷òî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî λ = d. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî

[Xm , Xn] = i
d∑

l=1

C l
m nXl ñ : 1 6 m 6 D è 1 6 n, l 6 d. (1.7.32)

Ïðîñòàÿ ãðóïïà

Óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ëè G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ëèøü èíâàðèàíòíóþ

ïîäãðóïïó è åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà

Óíèòàðíàÿ ãðóïïà Ëè G êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê ïîëóïðîñòàÿ, åñëè îíà íè÷åãî íå ñîäåðæèò,

êðîìå èíâàðèàíòíîé àáåëåâîé ïîäãðóïïû è åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.
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1.8 Èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû èëè îïåðàòîðû Êàçèìèðà

1.8.1 Îïðåäåëåíèå

Èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû èëè îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ,

îïåðàòîðàìè, êîòîðûå èìåþò ñâîéñòâî êîììóòèðîâàòü ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè ðàññìàòðèâàåìîé

ãðóïïû.

Íàïðèìåð, äëÿ ãðóïïû SO(3), åñëè ìû îïðåäåëèì Jx , Jy è Jz, òî, îïðåäåëÿÿ îïåðàòîð

J2 ≡ J2
x + J2

y + J2
z , ïîëó÷àåì

[
J2 , Ji

]
= 0 ñ i = x , y , z, (1.8.1)

ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð J2 ≡ J2
x + J2

y + J2
z ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îïåðàòîðîì ãðóïïû

SO(3).

1.8.2 Òåîðåìà Ðàêà

Ââåäåíèå è èíòåðåñ

Î÷åíü ÷àñòî ïîëóíåïðåðûâíûå ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì,

îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî êàêîãî-íèáóäü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Êîãäà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñèñòåìó, îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè

îòíîñèòåëüíî íåãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãîâîðÿò, ÷òî ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé îïåðàöèåé

ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé. Â îáùåì ýòè äèíàìè÷åñêèå ñèììåòðèè ïî ïðîèñõîæäåíèþ

èìåþò ñïåöèôè÷íóþ ôîðìó óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, ïðè êîòîðîì îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì

êëàññè÷åñêèõ çàêîíîâ. Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü äâå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé: àòîì âîäîðîäà è èçîòðîïíûé îñöèëëÿòîð. ×òî êàñàåòñÿ àòîìà

âîäîðîäà, ñïåöèôè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ïðîèñõîäèò èç ïîòåíöèàëà êóëîíîâñêîãî

òèïà, êîòîðûé îïèñûâàåò äèíàìèêó ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî ÿäðà. Ïîêàæåì, ÷òî â ðàìêàõ

[16] äëÿ ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé ñèììåòðèè áóäåò ãðóïïà SO(4),

è, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì ñîñòîÿíèÿ êîíòèíóóìà, äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé áóäåò ãðóïïà

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè SO(3, 1). Çàòî ñîãëàñíî Âûáîðíó [12] äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé

ñèììåòðèè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå êîíòèíóóì, áóäåò SO(4, 2). ×òî êàñàåòñÿ èçîòðîïíîãî

îñöèëëÿòîðà ðàçìåðíîñòè p, åãî äèíàìè÷åñêîé ãðóïïîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ U(p + 1),

íî ñóùåñòâóþò è äðóãèå âîçìîæíîñòè [12]: òàêèå íåêîìïàêòíûå ãðóïïû, êàê SU(p, 1),

Sp(2p, IR) èëè Os(p) = N(p) ∧ H, ãäå N(p) - ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà, H - ãàìèëüòîíèàí

ñèñòåìû, à ∧ îçíà÷àåò ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ôàêòè÷åñêè, ÷òîáû áûòü òî÷íûì, ýòî

îáîçíà÷åíèå êàñàåòñÿ àëãåáð, à íå ãðóïï. Åñëè àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû

N(p) îáîáîçíà÷àåòñÿ êàê hp, à àëãåáðà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãàìèëüòîíèàíà H îáîçíà÷àåìà

êàê

gH =
{
a† , a

}
, (1.8.2)

29



òî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Os(p) äîëæíà áûòü çàïèñàíà êàê

gOs(p) = hp ⊕ gH . (1.8.3)

Íàïðèìåð, äëÿ p = 3, òî åñòü äëÿ èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà ðàçìåðíîñòè 3, èìååòñÿ h3 ={
a† , a , 1I

}
9 òàêîå, ÷òî

gOs(3) =
{
a† , a , 1I

}
⊕
{
a† , a

}
. (1.8.4)

Òåîðåìà Ðàêà:

Äëÿ âñåõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè ðàíãà k ñóùåñòâóåò k èíâàðèàíòíûõ

îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñóùåñòâëåíî G. Racah [50]. Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò íàì,

÷òî ãðóïïà SO(3) èìååò ëèøü åäèíñòâåííûé èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð J2.

1.8.3 Ðàíã óíèòàðíîé ãðóïïû U(n)

Ïî îïðåäåëåíèþ, óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) îáðàçóåòñÿ íàáîðîì êâàäðàòíûõ ìàòðèö M ðàçìåðíîñòè

(n× n), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

M M† = 1In avec M† = M⋆t

. (1.8.5)

Ïîýòîìó, òàê êàê êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà M èìååò n2 ýëåìåíòîâ Mi j ñ 1 ≤ i, j ≤ n,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) îáëàäàåò n2 íåçàâèñèìûìè ãåíåðàòîðàìè.

Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ðàíã ãðóïïû Ëè îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì êîììóòèðóþùèõ

ìåæäó ñîáîé îïåðàòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei j (1 ≤ i, j ≤ n) n2 ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû U(n),

ýòè ãåíåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîììóòèðîâàíèÿ [51]:

[Ei m , Ej n ] = δj mEi n − δi nEj m ñ E†
i m = Em i. (1.8.6)

Ýòî óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñàìûé áîëüøîé íàáîð ãåíåðàòîðîâ Ei j (1 ≤
i, j ≤ n), êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé, îáðàçîâàí íàáîðîì Ωn ≡ {Ei i}.

1.8.4 Ôîðìà Êèëëèíãà èëè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Îïðåäåëèì ôîðìó Êèëëèíãà ãðóïïû Ëè G ñ D ïàðàìåòðàìè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

[g]n m ≡
D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
n pC

p
m q, (1.8.7)

ýòà ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïîñêîëüêó [g]n m = [g]m n, è íîñèò åùå íàçâàíèå ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà ãðóïïû Ëè G. Ýòîìó òåíçîðó ìîæíî äàòü äðóãóþ ôîðìó (ñòðîãî ýêâèâàëåíòíóþ).

9Ñîãëàñíî äðóãèì àâòîðàì àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà h3 îïðåäåëÿåòñÿ íåìíîãî äðóãèì ñïîñîáîì: äîáàâëåíèåì

ýëåìåíòà a† a ê òðåì ýëåìåíòàì
{

a† , a , 1I
}
. Êðîìå òîãî, âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ h3 àëãåáðà Ãåéçåíáåðãà

îáîçíà÷àåòñÿ êàê h4.
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Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå10 [16] ãåíåðàòîðîâXi (i = 1, . . . , D) ñëåäóþùåãî

òèïà:

Xn |Xp 〉
déf
= Cq

n p |Xq 〉 è 〈Xi | Xj 〉
déf
= δi j, (1.8.8)

÷òî ïîäðàçóìåâàåò

Cq
n p = 〈Xq | Xn |Xp 〉 = [Xn ]q p . (1.8.9)

Ôîðìó Êèëëèíãà ìîæíî ñåé÷àñ çàïèñàòü êàê

[g]n m ≡
D∑

p=1

D∑

q=1

[Xn ]q p [Xm ]p q = Tr ( [Xn ] [Xm ] ) = Tr (XnXm ) . (1.8.10)

Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íåìíîãî îáëåã÷èòü îáîçíà÷åíèå. Ìàòðèöà,

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð [g], ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è ðàçìåðíîñòè (D ×D):

[g] =




Tr (X1X1 ) Tr (X1X2 ) . . . . . . T r (X1XD )

Tr (X2X1 )
. . .

...
... Tr (XnXn )

...
...

. . .
...

Tr (XD X1 ) . . . . . . . . . T r (XD XD )




(1.8.11)

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè (D×D), ýòî ïîçâîëÿåò

íàì çàïèñàòü äåòåðìèíàíò [g], êîòîðûé ðàâåí

det [g] =
D∑

i=1

gi c (−1)i+c |Mi c |, (1.8.12)

ãäå ñóììà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì i ìàòðèöû ïðè ôèêñèðîâàííîì ñòîëáöå c, |Mi c | -
ìèíîð, ñâÿçàííûé ñ ðàññìàòðèâàåìûì ýëåìåíòîì gi c, òîãäà

det [g] =
D∑

i=1

Tr (XiXc ) (−1)i+c |Mi c |

=
D∑

i=1

D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
i pC

p
c q (−1)i+c |Mi c |.

(1.8.13)

Â èòîãå ïîëó÷èì âûðàæåíèå äåòåðìèíàíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ïðåäñòàâëÿþùóþ ôîðìó

Êèëëèíãà â îñîáîì ïðåäñòàâëåíèè:

det [g] =
D∑

i=1

[
D∑

p=1

D∑

q=1

Cq
i pC

p
c q (−1)i+c |Mi c |

]
(1.8.14)

10Ýòî îñîáîå ïðåäñòàâëåíèå íîñèò íàçâàíèå ñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Áîçîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü Ei j (1 6 i 6 n) n2 ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ êîììóòèðîâàíèÿ

(1.8.6).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ n2 ãåíåðàòîðîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîçîííîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ââåäåì áîçîííûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ b†i è bj (1 6 i , j 6 n), êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîììóòèðîâàíèÿ Áîçå
[
b†i , b

†
j

]
= [ bi , bj ] = 0 et

[
bi , b

†
j

]
= δi j (1.8.15)

çàòåì ÷òîáû ïîñòðîèòü n2 ãåíåðàòîðîâ Ei j óíèòàðíîé ãðóïïû U(n), ïîëîæèì, ÷òî

Ei j = b†i bj avec 1 6 i , j 6 n. (1.8.16)

Ïîêàæåì, ÷òî [
b†i bm , b

†
j bn

]
= δj m b

†
i bn − δi n b

†
j bm. (1.8.17)

1.9 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàìèëüòîíèàíà

1.9.1 Ââåäåíèå

Èç îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðîâ äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû âñå îïåðàòîðû ìîæíî çàïèñàòü êàê

íàáîð ýòèõ ãåíåðàòîðîâ. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ p ñòåïåíÿìè ñâîáîäû çàïèñàâàåòñÿ â

âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ãåíåðàòîðîâà Ei j óíèòàðíîé ãðóïïû U(p+ 1) :

H = α0 1Id +

p+1∑

i,j

α1
i jEi j +

1

2

p+1∑

i,j,k,l

α2
i j k lEi jEk l + · · · . (1.9.1)

Íî òàêàÿ çàïèñü ãàìèëüòîíèàíà âåäåò ê ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ.

Êðîìå òîãî â òàêîé çàïèñè ñóùåñòâóåò äðóãîå íåóäîáñòâî: îíà íè êàêèì îáðàçîì íå ðàññìàòðèâàåò

ìîëåêóëÿðíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè. ×òîáû èçáåæàòü ýòèõ íåóäîáñòâ, Gilmore et Draay-

er ââåëè êîíöåïöèþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí, ñâÿçàííûé ñ ìîëåêóëîé, äîëæåí áûòü èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

ðàçëè÷íûõ äåéñòâèé îïåðàöèé ñèììåòðèè ãðóïïû ñèììåòðèè ýòîé ìîëåêóëû. Ïîýòîìó â

ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà, ÷òîáû âçÿòü âî âíèìàíèå ýòî ôèçè÷åñêîå óñëîâèå,

íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíèàí íà îñíîâå èíâàðèàíòîâ ãðóïï, ñîñòàâëÿþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ

öåïî÷êó.

1.9.2 Êîíöåïöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè

Ýòà êîíöåïöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ Gilmore è Draayer, à òàêæå Iachello è Levine [3], ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü âèä ñïåêòðà. Êîíöåïöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè:

ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç îïåðàòðîâ íåïðåðûâíûõ è ïîëóíåïðåðûâíûõ

ãðóïï àëãåáðàè÷åñêîé öåïî÷êè.
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Ïðèìåð æåñòêîãî ðîòàòîðà

Â ñëó÷àå äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû åå âðàùàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùåé

öåïî÷êîé ãðóïï:
Öåïî÷êà ãðóïï SU(3) ⊃ SO(2)

↓ ↓
Èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû J2 J2

z

↓ ↓
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ j(j + 1) K2.

(1.9.2)

Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå { |j , K〉 } ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà è ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèå
äëÿ ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

H0 = αJ2 + β J2
z =⇒ E

{ |j , K〉 }
0 = α j(j + 1) + β K2. (1.9.3)
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Ãëàâà 2

Ïðèìåíåíèå òåîðèè öåïî÷åê ãðóïï ê

ïèðàìèäàëüíûì ìîëåêóëàì òèïà

XY3(C3v)

2.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè

òèïà XY3(C3v)

Íåïëîñêàÿ ìîëåêóëà òèïà XY3 (Ðèñ. 2.1) ïðèíàäëåæèò ìîëåêóëÿðíîé ãðóïïå ñèììåòðèè

C3v.

Ðèñ. 2.1: Ïèðàìèäàëüíàÿ ìîëåêóëà òèïà XY3(C3v)
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Ýòà ãðóïïà ñèììåòðèè îáëàäàåò øåñòüþ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèè

• åäèíè÷íûé ýëåìåíò Id;

• âðàùåíèå â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè âîêðóã îñè C3;

• âðàùåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âîêðóã îñè C3;

• òðè âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòè ñèììåòðèè σ1, σ2, σ3,

êîòîðûå îáðàçóþò ñëåäóþùèõ òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

• êëàññ 1: åäèíè÷íûé ýëåìåíò;

• êëàññ 2: äâà âðàùåíèÿ;

• êëàññ 3: òðè âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòè ñèììåòðèè,

îòêóäà ìû âûäåëÿåì òðè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (ÍÏ):

• ÍÏ A1 - ñèììåòðè÷íîå ðàçìåðíîñòè 1;

• ÍÏ A2 - àíòèñìèììåòðè÷íîå ðàçìåðíîñòè 1;

• ÍÏ E - ðàçìåðíîñòè 2.

Âñå ñâåäåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïèñàòü è õàðàêòåðèçîâàòü ýòó ãðóïïó, ñîäåðæàòüñÿ â òàáëèöå

õàðàêòåðîâ (Òàáë. 2.1):

C3v Id 3σi 2C3

A1 1 1 1

A2 1 -1 1

E 2 0 -1

Òàáëèöà 2.1: Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû C3v

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîëåêóëû àðñèíà (AsH3), ôîñôèíà (PH3) è ñòèáèíà

(SbH3). Ýòè ìîëåêóëû îáëàäàþò òðåìÿ ñâÿçÿìè r1, r2, r3 (ri ≡ XYi) è òðåìÿ óãëàìè ìåæäó

ýòèìè ñâÿçÿìè α12,α13,α23 (αij ≡ ˆYiXYj). Ðàññìàòðèâàÿ, êàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûå îïåðàöèè

ñèììåòðèè ãðóïïû C3v äåéñòâóþò íà ñâÿçè è óãëû, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå

â òàáëèöå 2.2.

Ýòè ìîëåêóëû îáëàäàþò âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè. Äåéñòâóÿ ýëåìåíòàìè

ãðóïïû ñèììåòðèè C3v íà ñâÿçè è óãëû, ìîæíî íàéòè êàêèì îáðàçîì âëåíòíî-äåôîðìàöèîííîå

ïðåäñòàâëåíèå Γâàë. äåô. = Γâàë. ⊗ Γäåô. ðàçëàãàåòñÿ â ðàìêàõ ÍÏ ãðóïïû C3v (Òàáë. 2.3).

Èç ðåçóëüòàòîâ òàáëèöû 2.3 ìîæíî ëåãêî íàéòè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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C3v Id C3 C−1
3 σ1 σ2 σ3

àòîì Y1 1 3 2 1 3 2

àòîì Y2 2 1 3 3 2 1

àòîì Y3 3 2 1 2 1 3

Òàáëèöà 2.2: Äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ñèììåòðèè ãðóïïû C3v íà àòîìû Y

C3v Id 3σi 2C3

Γâàë. èëè Γäåô. 3 1 0

Òàáëèöà 2.3: Ïðåäñòàâëåíèå âàëåíòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé

- ïðåäñòàâëåíèå Γâàë. = A1 ⊗ E ñîîòâåòñòâóåò ìîäàì ν1(A1) è ν3(E);

- ïðåäñòàâëåíèå Γäåô. = A1 ⊗ E ñîîòâåòñòâóåò ìîäàì ν2(A1) è ν4(E).

Â òàáëèöå 2.4 ïðåäñòàâëåíû ÷àñòîòû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóë, ðàññìàòðèâàåìûõ

â äàííîé ðàáîòå.

÷àñòîòà (ñì−1) SbH3 AsH3 PH3

ν1(A1) 1890.502 2115.164 2321.12

ν2(A1) 782.24 906.752 992.13

ν3(E) 1894.497 2126.423 2326.87

ν4(E) 827.75 999.225 1118.31

Òàáëèöà 2.4: ×àñòîòû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîëåáàíèé íåêîòîðûõ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë

òèïà XY3(C3v)

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ ýòèõ ìîëåêóë èìååòñÿ 6 êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû:

3 ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé è 3 ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ äåôîðìàöèîííûõ

êîëåáàíèé.

2.2 Âûáîð öåïî÷êè ãðóïï äëÿ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè

òèïà XY3(C3v)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.2, äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç p èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ,

âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ãðóïï:

U(p+ 1) ⊃ U(p) ⊃ S(p) ≈ Gìîë. (2.2.1)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûäåëèòü ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå

íàëè÷èþ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ìîä êîëåáàíèé νi (i = 1 äî 4):

Ôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìè÷åñêèå ãðóïïû

ω1 ≃ ω2 ≃ ω3 ≃ ω4 U(7)

ω1 ≃ ω3 6= ω2 ≃ ω4 Uâàë.(4) ⊗ Uäåô.(4)

ω1 ≃ ω2 6= ω3 ≃ ω4 Uâàë. äåô.(3) ⊗ Uâàë. äåô.(5)

ω1 ≃ ω4 6= ω3 ≃ ω2 Uâàë. äåô.(4) ⊗ Uâàë. äåô.(4)

ω1 ≃ ω2 ≃ ω3 6= ω4 Uâàë. äåô.(5) ⊗ Uäåô.(3)

ω1 ≃ ω3 ≃ ω4 6= ω2 Uâàë. äåô.(6) ⊗ Uäåô.(2)

ω1 ≃ ω3 6= ω2 6= ω4 Uâàë.(4) ⊗ Uäåô.(3) ⊗ Uäåô.(2)

ω1 6= ω2 6= ω3 6= ω4 Uâàë.(2) ⊗ Uäåô.(2) ⊗ Uâàë.(2) ⊗ Uäåô.(2)

Òàáëèöà 2.5: Íåêîòîðûå âîçìîæíûå ôèçè÷åñêèå ñèòóàöèè äëÿ ÷åòûðåõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä

ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3(C3v)

Â èññëåäóåìîé íàìè ñèñòåìå èìååòñÿ 3 êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå

âàëåíòíûì ìîäàì è 3 ñòåïåíè ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå äåôîðìàöèîííûì êîëåáàíèÿì.

Ïèðàìèäàëüíûå ìîëåêóëû òèïà XY3(C3v) ÿâëÿþòñÿ ìîëåêóëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïðèáëèæåíèþ

ëîêàëüíûõ ìîä, òî åñòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ äàííûõ ìîëåêóë âîçìîæíî èçó÷èòü

âàëåíòíûå è äåôîðìàöèîííûå ìîäû ðàçäåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàéòè àäåêâàòíóþ

öåïî÷êó ãðóïï, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò ðàññìàòðèâàåìûõ

íàìè ìîëåêóë. Ôàêòîð L îïðåäåëÿåò âûðîæäåííîñòü êîëåáàòåëüíûõ ìîä, òî åñòü ìîæíî

"îöåíèòü"öåïî÷êó ãðóïï íà îñíîâå çíà÷åíèÿ ýòîãî ôàêòîðà, ôàêòîð L ìîæíî îïðåäåëèòü

êàê:

L =
∆νêîëåá.

νêîëåá.ñðåäíåå

= 2

∣∣∣∣
νm − νn

νm + νn

∣∣∣∣ . (2.2.2)

Â òàáëèöå 2.6 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ôàêòîðà L äëÿ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè C3v.

SbH3 AsH3 PH3

Lâàë. 0.0021 0.0053 0.0024

Läåô. 0.056 0.097 0.120

Òàáëèöà 2.6: Çíà÷åíèÿ ôàêòîðà L äëÿ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè C3v

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ ôàêòîðà L, ðàçóìíî äëÿ âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä âûáðàòü

òåîðåòè÷åñêóþ ìîäåëü òèïà U(4) ⊃ U(3) (îäèí òðåõìåðíûé îñöèëëÿòîð ). Äëÿ äåôîðìàöèîííûõ

37



êîëåáàòåëüíûõ ìîä ôàêòîð L çíà÷èòåëüíî îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå

âîçìîæíû (îäèí òðåõìåðíûé îñöèëëÿòîð, ëèáî îäèí îäíîìåðíûé îñöèëëÿòîð è îäèí äâóìåðíûé

îñöèëëÿòîð):

• ëèáî ìîäåëü Uäåô.(4) ⊃ Uäåô.(3)

• ëèáî ìîäåëü Uäåô.(3) ⊗ Uäåô.(2) ⊃ Uäåô.(2) ⊗ Uäåô.(1)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ èçó÷åíèÿ èìåþòñÿ ñëåäóþùèå öåïî÷êè ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì

âîçìîæíûì ôèçè÷åñêèì ñèòóàöèÿì:




(Uâàë.(4) ⊃ Uâàë.(3) ⊃ Kâàë.(3) ⊃ Sâàë.(3))

⊗
(Uäåô.(4) ⊃ Uäåô.(3) ⊃ Käåô.(3) ⊃ Säåô.(3))


 ⊃ C3v (2.2.3)

è



(Uâàë.(4) ⊃ Uâàë.(3) ⊃ Kâàë.(3) ⊃ Sâàë.(3))

⊗
(Uäåô.(3) ⊗ Uäåô.(2) ⊃ Uäåô.(2) ⊗ Uäåô.(1) ⊃ Käåô.(2) ⊗Käåô.(1) ⊃ Sp(äåô.) ⊗ Säåô.(1))


 ⊃ C3v

(2.2.4)

Âòîðîé ñëó÷àé 2.2.4 ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà âàëåíòíûå êîëåáàòåëüíûå ìîäû

ìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ îïåðàòîðîâ, ïîñòðîåííûõ â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè, à äåôîðìàöèîííûå

ìîäû îïèñàíû êàê íîðìàëüíûå.

2.3 Èçó÷åíèå ãðóïïû K(3)

2.3.1 Îïðåäåëåíèå

Íàáîð îñöèëëÿòîðîâ, êîòîðûå îáëàäàþò îäíîé è òîé æå ýíåðãèåé, ìîãóò áûòü îïèñàíû

êàê ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå îáîëî÷êå. Êðîìå òîãî äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

n îäèíàêîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, ÷üè ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ âåñà Ã-Ö W ([m]n),

âîçìîæíûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ~ωW ([m]n). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòóêòóðà

îáîëî÷êè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåñîì ñîñòîÿíèé Ã-Ö.

Âåñ W ([m]n) ñâÿçàí ñ ÍÏ ãðóïïû A(3), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç óíèòàðíûõ äèàãîíàëüíûõ

ìàòðèö (3 x 3), îáîçíà÷àåìûõ a:

a =




eiα1 0 0

0 eiα2 0

0 0 eiα3


 (2.3.1)

38



Chacon et al. [52] ïîêàçàëè, ÷òî äåéñòâèå ýëåìåíòà a ãðóïïû A(3) íà êåò-âåêòîð Ã-Ö

îïðåäåëÿåòñÿ êàê




eiα1 0 0

0 eiα2 0

0 0 eiα3




∣∣∣∣∣∣∣

n 0 0

n1 + n2 0

n1

〉
= ei(α1+α2+α3)

∣∣∣∣∣∣∣

n 0 0

n1 + n2 0

n1

〉

(2.3.2)

èëè òî æå ñàìîå çàïèñàííîå äðóãèì ñïîñîáîì

a|n1n2n3〉 = ei(α1+α2+α3)|n1n2n3〉. (2.3.3)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê òðåõ èäåíòè÷íûõ îáúåêòîâ S(3), íàïðèìåð,

îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçåé, ... è.ò.ä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {p} íàáîð ìàòðèö (3 x 3), ïðåäñòàâëÿþùèõ
ýëåìåíòû ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S(3). Íàáîð {ap}, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìèðóåò ãðóïïó, îïðåäåëåííóþ
êàêK(3), â êîòîðîé ãðóïïà A(3) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû

ñâîéñòâà [53]:

{ap} ≡ {q}, A(3) ⊃ qA(3)q−1, ∀q ∈ K(3). (2.3.4)

Òî åñòü ãðóïïà K(3) îáðàçîâàíà ïðîèçâåäåíèåì ap ýëåìåíòîâ èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïû

A(3) è ýëåìåíòîâ ãðóïïû S(3). Êðîìå òîãî ó ýòèõ äâóõ ãðóïï èìååòñÿ ëèøü îäèí îáùèé

ýëåìåíò

A(3)
⋂

S(3) = I3. (2.3.5)

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî [53, 54], ÷òî ãðóïïà K(3) îïðåäåëåíà

êàê ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï A(3) è S(3) :

K(3) ≡ A(3) ∧ S(3) (2.3.6)

2.3.2 Èçó÷åíèå ÍÏ ãðóïïû K(3)

Âàæíî èçó÷èòü ÍÏ ãðóïïû K(3), ïîñêîëüêó ýòî íàì ïîçâîëèò ëåãêî îñóùåñòâèòü ñâÿçü

ìåæäó íåïðåðûâíûìè è äèñêðåòíûìè ãðóïïàìè. Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ÍÏ ãðóïïû

K(3) õàðàêòåðèçóþòñÿ âåñîì è ïåðåñòàíîâêàìè êîìïîíåíò ýòîãî âåñà. Èìåííî ïîýòîìó

ðàçëè÷íûå ÷èñëà, èìåþùèå îïðåäåëåííûå ìåñòà â îáîëî÷êå, ôèêñèðîâàíû ÍÏ ãðóïïû

K(3), è ãðóïïà K(3) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ãðóïïà ñèììåòðèè òðåõ èäåíòè÷íûõ

îñöèëëÿòîðîâ â ìîäåëå îáîëî÷åê.

Èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû K(3) åå ñòðóêòóðà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ïîõîæà íà

ñòðóêòóðó êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû S(3). ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ðàçëè÷íûå

êëàññû ãðóïïûK(3), íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü õàðàêòåðû ìàòðèö-ïðåäñòàâëåíèé ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ {ap}, ôîðìèðóþùèõ ãðóïïó K(3).

S(3) èìååò òðè êëàññà (111 ≡ 13), (210), (300). Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ǫj (j = 1, 2, 3)

ìàòðèö-ïðåäñòàâëåíèé ýëåìåíòîâ {ap} ãðóïïû K(3) äëÿ ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ âûðàæàþòñÿ
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êàê 




p = (r)(s)(t) ≡ Id : ǫ1 = eiαr , ǫ2 = eiαs , ǫ3 = eiαt

p = (rs)(t) : ǫ1,2 = ±ei αr+αs
2

ǫ3 = eiαt

p = (rst) : ǫj = ei 2π
3

(j−1)ei
αr+αs+αt

3 j = 1, 2, 3

(2.3.7)

Èçó÷èì ÍÏ ãðóïïû K(3), ñëåäóÿ ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó McIntoch [55, 56] äëÿ èçó÷åíèÿ

ïîëóïðÿìûõ ãðóïï.

ÍÏ ãðóïïû A(3) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû. Ýòà ãðóïïà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ïðÿìàÿ

ñóììà òðåõ ãðóïï C∞ :

A(3) = C∞(1) ⊕ C∞(2) ⊕ C∞(3). (2.3.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÏ ãðóïïû A(3) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ÍÏ

òðåõ ãðóïï C∞ [57]. Êðîìå òîãî, ÍÏ ãðóïïû C∞ îïðåäåëåíû êàê eiαn (n ∈ IN), èìåííî

ïîýòîìó ÍÏ ãðóïïû A(3) ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû âåñîì w = (n1n2n3). Òàêæå äëÿ

âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A(3) ÍÏ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Dw=(n1n2n3)(a) = ei(α1n1+α2n2+α3n3). (2.3.9)

Òåïåðü îïðåäåëèì ãðóïïó âåñà W, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé S(3) è îáðàçîâàíà ýëåìåíòàìè

h, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

h ∈ W : Dw=(n1n2n3)(hah−1) = Dw=(n1n2n3)(a), (2.3.10)

òî åñòü ÷òî ïåðåñòàíîâêè h ∈ W îñòàâëÿþò âåñ w = (n1n2n3) íåèçìåííûì [54].

ÍÏ ãðóïïû W =
∑

i ⊕S(ni) ñ
∑

i ni = n ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëè÷íûõ

ÍÏ ãðóïï S(ni), ïðåäñòàâëåííûõ â ðàìêàõ ïðÿìîé ñóììû, îïðåäåëÿþùåé ãðóïïó W. Îáîçíà÷èì

ýòè ÍÏ ÷åðåç fw = f1, f2, ..., ãäå f1, f2, ... ÿâëÿþòñÿ ðàçáèåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ãðóïï S(ni).

Èñïîëüçóÿ ÍÏ ãðóïïû W, ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèõ

ìàòðèö:

D(wfw)(ah) ≡ Dw=(n1n2n3)(a)Dfw(h). (2.3.11)

McIntosh ïîêàçàë [55, 56], ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî.

Ñåé÷àñ îïðåäåëèì íàáîð ãåíåðàòîðîâ îñòàòî÷íûõ êëàññîâ ñïðàâà (Ã.Ê.Î.) {ci} ãðóïïû

W â S(3), êîòîðûé íàì ïîçâîëèò âûäåëèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû K(3) èç ïðåäñòàâëåíèé

2.3.11 ãðóïïû A(3)∧W. Íàì íóæíî îïðåäåëèòü íàáîð (Ã.Ê.Î.) {ci}. Horie [58] ïðåäëîæèë

ñèñòåìàòè÷åñêèé ìåòîä äëÿ òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâèòü âûáîð ðàçëè÷íûõ ci, íàïðèìåð,

• Åñëè W = S(n1) ⊕ S(n2), òîãäà

c1 = Id

ñ






1 6 q 6 min(n1, n2)

1 ≤ s1 < s2 · · · < sq ≤ n1

n1 + 1 ≤ t1 < t2 · · · < tq ≤ n1 + n2

cq+1 = (s1t1)(s2t2) · · · (sqtq)

(2.3.12)
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• Åñëè W = S(n1) ⊕ S(n2) ⊕ · · · ⊕ S(nj), òîãäà ñíà÷àëà âîçüìåì (Ã.Ê.Î.) {ci} ñóììû

S(n1) ⊕ S(n2) â S(n1 + n2), çàòåì âîçüìåì (Ã.Ê.Î.) {ci} ñóììû S(n1 + n2) ⊗ S(n3) â

S(n1 + n2 + n3) è.ò.ä. Äàëåå óìíîæèì ñïðàâà âñå (Ã.Ê.Î.) {ci} ñóììû S(n1) ⊕ S(n2)

íà âñå (Ã.Ê.Î.) ñóììû S(n1 +n2)⊗S(n3) è.ò.ä. Ïîëó÷èì ÷èñëî (Ã.Ê.Î.) k äëÿ ãðóïïû

W, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé S(3) :

k =

[
j∑

i=1

ni

]
!

j∏
i=1

ni!

. (2.3.13)

Ïðèìåð ìåòîäà Horie äëÿ ñëó÷àÿ W = S(1) ⊕ S(2) ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå 2.7.

W {ci} Mi = Wci

S(1) ⊕ S(2) c1 = Id M1 = Wc1 = WId = W = {Id, (12)}

c2 = (13) M2 = Wc2 = {(13), (321)}

c3 = (23) M3 = Wc3 = W = {(23), (123)}

Òàáëèöà 2.7: Ïðèìåð ìåòîäà Horie äëÿ ñëó÷àÿ W = S(1) ⊕ S(2)

Îïðåäåëèì òåïåðü òàáëèöó õàðàêòåðîâ ãðóïïû K(3). Ýòîò ýòàï îáÿçàòåëåí, åñëè ìû

õîòèì îñóùåñòâèòü ðåäóêöèè U(3) ⊃ K(3) è K(3) ⊃ C3v. Ìîæíî ðàçëè÷èòü òðè ñëó÷àÿ

äëÿ âåñà w, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì âîçìîæíîñòÿì äëÿ ãðóïïû âåñà W :

* w = (n1n1n1) ñîîòâåòñòâóåò W = S(3)

A(3) S(3)

ÍÏ ãðóïïû K(3) : (n1n1n1) {300}
(n1n1n1) {210}
(n1n1n1) {111}.

(2.3.14)

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îäíîé îáîëî÷êå, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òðè îäèíàêîâûõ îñöèëëÿòîðà.

ßñíî, ÷òî ãðóïïà âåñà â ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé S(3) è ÍÏ ãðóïïû K(3) -
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ïðîñòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï A(3) è S(3):

Dw=(n1n1n1){f1f2f3}(ap) = Dw=(n1n1n1)(a)D{f1f2f3}(p) = ein1(α1+α2+α3)D{f1f2f3}(p) (2.3.15)

è ìîæíî ëåãêî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð

χw=(n1n1n1){f1f2f3}(ap) = ein1(α1+α2+α3)χ{f1f2f3}(p) (2.3.16)

ñ õàðàêòåðàìè [59]
χ{300}(p = Id) = 1

χ{300}(p = (ij)(k)) = 1

χ{300}(p = (ijk)) = 1

χ{210}(p = Id) = 2

χ{210}(p = (ij)(k)) = 0

χ{210}(p = (ijk)) = −1

χ{111}(p = Id) = 1

χ{111}(p = (ij)(k)) = −1

χ{111}(p = (ijk)) = 1.

(2.3.17)

Ïðè p = Id ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòè ðàçëè÷íûõ ÍÏ ãðóïïû K(3)

dim((n1n1n1){300}) = 1

dim((n1n1n1){210}) = 2

dim(n1n1n1){111}) = 1.

(2.3.18)

* w = (n1n1n2) ñîîòâåòñòâóåò W = S(2) ⊕ S(1)

A(3) S(3)

ÍÏ ãðóïïû K(3) : (n1n1n2) {20}{1}
(n1n1n2) {11}{1},

(2.3.19)

ãäå {20}{1} è {11}{1} ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûì ÍÏ è àíòèñèììåòðè÷íûì

ÍÏ ãðóïïû S(2). Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ äâóõ îáîëî÷åê, êîòîðûå çàíÿòû

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâàÿ äâóìÿ èäåíòè÷íûìè îñöèëëÿòîðàìè è âòîðàÿ îäíèì

îñöèëëÿòîðîì. Ìû èìååì ýëåìåíòû ãðóïïû W {(12), Id}, òàêæå êàê îðòîãîíàëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ Þíãà [59] ãðóïï S(2) è S(1):

S(2) : {20} : D{20}(p) = 1 ∀p ∈ S(2)

: {11} : D{11}(Id) = 1

: {11} : D{11}(ij) = −1 ∀(ij) ∈ S(2)

S(1) : {1} : D{1}(Id) = 1.

(2.3.20)
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Ìîæíî, ñëåäîâàòåëüíî, ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû W = S(2) ⊕ S(1) :

{20}{1} : D{20}{1}(p) = 1 ∀p ∈ S(2)

{11}{1} : D{11}{1}(Id) = 1

: D{11}{1}(ij) = −1 ∀(ij) ∈ S(2).

(2.3.21)

Èç ïîëó÷åííîãî îððåäåëÿåì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ap ãðóïïûK(3)

äëÿ òðåõ âîçìîæíûõ íåñèììåòðèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé |n1n1n2〉, |n1n2n1〉 è |n2n1n1〉 :

Dw=(n1n1n2){f1f2}{1}(ap) = Dw=(n1n1n2)(a)D{f1f2}{1}(p) =

|n1n1n2〉 |n1n2n1〉 |n2n1n1〉

=




en1α1+n1α2+n2α3 0 0

0 en1α1+n2α2+n1α3 0

0 0 en2α1+n1α2+n1α3




× D{f1f2}{1}(p),

c : {f1f2}{1} =

{
{20}{1}
{11}{1}

. (2.3.22)

Ñåé÷àñ íåîáõîäèìî îáúÿñíèòü ôîðìó ìàòðèö D{f1f2}{1}(p).

α) p = Id.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ

D{20}{1}(Id) = I3

D{11}{1}(Id) = I3.
(2.3.23)

Õàðàêòåð - ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Dw=(n1n1n2)(a):

χw=(n1n1n2){{20}{1}(aId) = χw=(n1n1n2){{11}{1}(aId)

= ei(n1α1+n1α2+n2α3)

+ei(n1α1+n2α2+n1α3)

+ei(n2α1+n1α2+n1α3).

(2.3.24)

β) p = (12)(3) èëè âñå äðóãèå ýëåìåíòû (ij)(k) ýòîãî æå êëàññà.

Èìåþòñÿ òðè âûðàæåíèÿ






Id (12) Id = (12)

(13)(12)(23) = (12)

(23)(12)(13) = (12)

⇐⇒






c1(12)c−1
1 = (12) ∈ W

c2(12)c−1
3 = (12) ∈ W

c3(12)c−1
2 = (12) ∈ W,

(2.3.25)
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ñëåäîâàòåëüíî, ó íàñ åñòü äâå ìàòðèöû

D{20} {1}((12) (3)) =




1 0 0

0 0 1

0 1 0




D{11} {1}((12) (3)) =




−1 0 0

0 0 −1

0 −1 0


 .

(2.3.26)

Õàðàêòåðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê

χw=(n1 n1 n2) {20} {1}(a(1 2) (3)) = ei (n1 α1+n1 α2+n2 α3)

χw=(n1 n1 n2) {11} {1}(a(1 2) (3)) = −ei (n1 α1+n1 α2+n2 α3).

(2.3.27)

γ) p = (123) èëè âñå äðóãèå ýëåìåíòû (ijk) òîãî æå êëàññà.

Èìåþòñÿ òðè âûðàæåíèÿ






Id (123) (23) = (12)

(13) (123) Id = Id

(23) (123) (13) = Id

⇐⇒






c1(123)c−1
3 = (12) ∈ W

c2(123)c−1
1 = Id ∈ W

c3(123)c−1
2 = Id ∈ W.

(2.3.28)

Ñëåäîâàòåëüíî,

D{20} {1}((123)) =




0 0 1

1 0 0

0 1 0




D{11} {1}((123)) =




0 0 −1

−1 0 0

0 −1 0


 ,

(2.3.29)

îòêóäà ïîëó÷àåì õàðàêòåðû

χw=(n1 n1 n2) {20} {1}(a(1 2 3)) = 0

χw=(n1 n1 n2) {11} {1}(a(1 2 3)) = 0.

(2.3.30)

Çàòåì èç âûðàæåíèÿ (2.3.23) ìîæíî çàïèñàòü ÍÏ w = (n1n1n2){f1f2}{1} ãðóïïû
K(3):

dim((n1n1n2){20}{1}) = 3

dim((n1n1n2){11}{1}) = 3.
(2.3.31)
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* w = (n1n2n3) ñîîòâåòñòâóåò W = S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1).

Â ýòîé ñèòóàöèè èìååòñÿ òðè îñöèëëÿòîðà â òðåõ ðàçíûõ îáîëî÷êàõ. Ýëåìåíò ãðóïïû

âåñà W = S(1)⊕S(1)⊕S(1) - ýòî åäèíè÷íûé ýëåìåíò Id; è ÍÏ ãðóïïû A(3)∧W äàíî

íàì â âèäå (2.3.11):

Dw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ae) = Dw=(n1 n2 n3)(a) I1

= ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3).

(2.3.32)

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû K(3) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ

D
w=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}
m̄ m (ap) = Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c

−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(cm̄ p c

−1
m ) δ(cm̄ p c

−1
m , h ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(cm̄ p c

−1
m ) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) D{1} {1} {1}(Id) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) I6 δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

= Dw=(n1 n2 n3)(cm̄a c
−1
m̄ ) δ(cm̄ p c

−1
m , Id ∈ W)

(2.3.33)

ñ

{ci} = {c1 = Id , c2 = (1 2) , c3 = (1 3) , c4 = (2 3) , c5 = (3 2 1) , c6 = (1 2 3)}, (2.3.34)

òî åñòü (Ã.Ê.Î.) { ci } - ýòî øåñòü ýëåìåíòîâ ãðóïïû ñèììåòðèè S(3). Óñëîâèå cm̄ p c−1
m =

Id ïîäîáíî p = c−1
m̄ cm, â êîòîðîé ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (6 × 6) ýëåìåíòà p ∈

S(3) êîíñòðóèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 íà ìåñòàõ, ãäå p ïîÿâëÿåòñÿ â òàáëèöå

ïðîçâåäåíèé ãðóïïû S(3) è 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. Òàáë. 2.8).

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò Id - åäèíñòâåííûé ýëåìåíò p ãðóïïû S(3), äëÿ êîòîðîãî â åãî

ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íå ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåð óäîâëåòâîðÿåò

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) ⋉ δ(p , Id). (2.3.35)

Âïîñëåäñòâèè, òàê êàê ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà Id ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I6 øåñòîãî ïîðÿäêà, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî õàðàêòåð (2.3.35)
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S(3) m 1 2 3 4 5 6

cm Id (12) (13) (23) (123) (321)

m̄ c−1
m̄

1 Id Id (12) (13) (23) (123) (321)

2 (12) (12) Id (123) (321) (13) (23)

3 (13) (13) (321) Id (23) (123) (321)

4 (23) (23) (123) (321) Id (12) (13)

5 (123)−1 (321) (13) (23) (12) Id (123)

6 (321)−1 (123) (23) (12) (13) (321) Id

Òàáëèöà 2.8: Òàáëèöà ïðîèçâåäåíèÿ
{
cm c

−1
m̄

}
ãðóïïû ñèììåòðèè S(3)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) = δ(p , Id) Tr




I6 ×




θ1 0 0 0 0 0

0 θ2 0 0 0 0

0 0 θ3 0 0 0

0 0 0 θ4 0 0

0 0 0 0 θ5 0

0 0 0 0 0 θ6







(2.3.36)

ñ ðàçëè÷íûìè θi (1 6 i 6 6), êîòîðûå ðàâíû





θ1 = ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3) θ2 = ei (n2 α1+n1 α2+n3 α3) θ3 = ei (n3 α1+n2 α2+n1 α3)

θ4 = ei (n1 α1+n3 α2+n2 α3) θ5 = ei (n3 α1+n1 α2+n2 α3) θ6 = ei (n2 α1+n3 α2+n1 α3),

(2.3.37)
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à ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ θi (1 6 i 6 6) âûðàæàåòñÿ â áàçèñå, ñîñòàâëåííîãî èç íåñèììåòðèçîâàííûõ

âåêòîðîâ, êàê

|n1 n2 n3〉 |n2 n1 n3〉 |n3 n2 n1〉 |n1 n3 n2〉 |n3 n1 n2〉 |n2 n3 n1〉. (2.3.38)

Òî åñòü õàðàêòåð χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) ðàâåí

χw=(n1 n2 n3) {1} {1} {1}(ap) = δ(p , Id) (ei (n1 α1+n2 α2+n3 α3) + ei (n2 α1+n1 α2+n3 α3)+

ei (n3 α1+n2 α2+n1 α3) + ei (n1 α1+n3 α2+n2 α3)+

ei (n3 α1+n1 α2+n2 α3) + ei (n2 α1+n3 α2+n1 α3))

= δ(p , Id)
∑

(r,s,t) = p(1,2,3)

p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3)

(2.3.39)

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå åäíè÷íîãî ýëåìåíòà Id

- ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I6, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

dim ((n1 n2 n3) {1} {1} {1}) = 6. (2.3.40)

Â òàáëèöå 2.9 ïîäâîäèòñÿ èòîã ýòîãî èçó÷åíèÿ ÍÏ ãðóïïû K(3).

2.3.3 Ðåäóêöèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
[
n, 
0

2
]
ãðóïïû U(3) íà ãðóïïó K(3)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî îñóùåñòâèòü ðàçëîæåíèå ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ[
n, 0̇2

]
ãðóïïû U(3) íà ãðóïïó K(3) :

[
n,

.

0
2
]

= (n1n1n1) {300} δ(3n1 , n) +
∑

n1 6= n2

2n1 + n2 = n

(n1n1n2) {20} {1}

+
∑

n1 , n2 , n3

n1 > n2 > n3

n1 + n2 + n3 = n

(n1n2n3) {1} {1} {1}
(2.3.41)

Íàïðèìåð, äëÿ n = 3 ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìîæíî âûðàçèòü êàê
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1 ýëåìåíò 3 ýëåìåíòà 2 ýëåìåíòà

Ãðóïïà âåñà W K(3) = A(3) ∧ S(3) a Id a (i j) (k) a (i j k)

S(3) (n1 n1 n1) {300} ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3)

S(3) (n1 n1 n1) {210} 2 ei n1(α1+α2+α3) 0 −ei n1(α1+α2+α3)

S(3) (n1 n1 n1) {111} ei n1(α1+α2+α3) −ei n1(α1+α2+α3) ei n1(α1+α2+α3)

S(2) ⊕ S(1) (n1 n1 n2) {20} {1}
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) ei (n1αi+n1αj+n2αk) 0

S(2) ⊕ S(1) (n1 n1 n2) {11} {1}
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) −ei (n1αi+n1αj+n2αk) 0

S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1) (n1 n2 n3) {1} {1} {1} P

(r, s, t)

=

p(1, 2, 3)

p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3) 0 0

ñ c1 = Id ; c2 = (1 3) ; c3 = (2 3)

è

• χ(w = (n1 n2 n3) {1}×{1}×{1})(ap) = δ(p, Id)
P

(r, s, t) = p(1, 2, 3)

p ∈ S(3)

ei (nrα1+nsα2+ntα3) = δ(p, Id) [ei (n1α1+n2α2+n3α3) +

ei (n2α1+n1α2+n3α3) + ei (n3α1+n2α2+n1α3) + ei (n1α1+n3α2+n2α3) + ei (n3α1+n1α2+n2α3) + ei (n2α1+n3α2+n1α3)]

• χ(w = (n1 n1 n2) {f1f2}×{1}(ap) =
P

c1;c2;c3

ei (n1α1+n1α2+n2α3) = ei (n1α1+n1α2+n2α3) äåéñòâèå c1 = Id íà (n1 n1 n2)

+ ei (n2α1+n1α2+n1α3) äåéñòâèå c2 = (1 3) íà (n1 n1 n2)

+ ei (n1α1+n2α2+n1α3) äåéñòâèå c3 = (2 3) íà (n1 n1 n2)

Òàáëèöà 2.9: Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ïîëóíåïðåðûâíîé ãðóïïû K(3)

[
3,

.

0
2
]

= (111) {300} +
∑

n1 6= n2

2n1 + n2 = 3

(n1n1n2) {20} {1}+

∑

n1 , n2 , n3

n1 > n2 > n3

n1 + n2 + n3 = 3

(n1n2n3) {1} {1} {1} = (111) {300} + (300) {20} {1} + (210) {1} {1} {1}.

(2.3.42)
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Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ñîîòâåñòâèå ðàçìåðíîñòåé ïðåäñòàâëåíèé:

dim
([

3,
.

0
2
])

=
(3 + 2)!

3! 2
= 10 (2.3.43)

è
dim (111) {300} = 1

dim (300) {20} {1} = 3

dim (210) {1} {1} {1} = 6.

(2.3.44)

2.3.4 Àëãåáðàè÷åñêîå èçó÷åíèå öåïî÷êè K(3) ⊃ S(3) ⊃ C3v

Äî òîãî, êàê íà÷àòü èçó÷åíèå ðåäóêöèè ÍÏ ãðóïïû K(3) íà ãðóïïó S(3), ìû äîëæíû

ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ðàñøèðåííîå ïðîèçâåäåíèå ÍÏ ãðóïïû S(p).

Ðàñøèðåííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû S(p)

Ðàññìîòðèì äâå íåçàâèñèìûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç ñîâåðøåííî èäåíòè÷íûõ

îñöèëëÿòîðîâ p1 è p2 è ñîòâåòñòâóþùèõ èì èíâàðèàíòíûõ ãðóïï S(p1) è S(p2). Ïîñêîëüêó

íåò íèêàêèõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñèñòåìàìè, èíâàðèàíòíàÿ ãðóïïà - ýòî

ïðîñòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå S(p1) ⊗ S(p2).

Åñëè ñîñòîÿíèå ïåðâîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ïðåäñòàâëåíèÿ D(1) ãðóïïû

S(p1), à ñîñòîÿíèå âòîðîé ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâó ïðåäñòàâëåíèÿ D(2) ãðóïïû S(p2), òî,

ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî îáùàÿ ñèñòåìà áóäåò â ñîñòîÿíèè ïðîñòðàíñòâà D(1) ⊗ D(2)

èíâàðèàíòíîé ãðóïïû S(p1) ⊗ S(p2).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ ñèñòåìàìè îñöèëëÿòîðîâ.

Òàê êàê îñöèëëÿòîðû ýêâèâàëåíòíû, îáùàÿ ñèñòåìà áóäåò îáëàäàòü ñèììåòðèåé S(p1+p2).

Âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ: êàêîìó ÍÏ ãðóïïû S(p1+p2) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ñîñòîÿíèå

îáùåé ñèñòåìû.

Ìû ïðèøëè ê íîâîìó ðàçëîæåíèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííûì ïðîèçâåäåíèåì [17,

59] äâóõ ÍÏ D(α) è D(β):

D(α) ∨D(β) = D(µ1) ⊕D(µ2) ⊕ · · · . (2.3.45)

Åñëè dα è dβ ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðíîñòÿìè ÍÏ D(α) èD(β), òîãäà ðàçìåðíîñòü N ðàñøèðåííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ D(α) ∨D(β) îïðåäåëÿåòñÿ êàê [17] :

dim
(
D(α) ∨D(β)

)
= N = dαdβ

(p1 + p2)!

p1! p2!
. (2.3.46)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îñóùåñâèì îïåðàöèþ ðàñøèðåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé

{3100} ãðóïïû S(4), ïðåäñòàâëåííîå ñõåìîé Þíãà , è ïðåäñòàâëåíèÿ {210} ãðóïïû

S(3), ïðåäñòàâëåííîå ñõåìîé Þíãà :

∨ . (2.3.47)
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Ðàññìîòðèì ìåòîä, íàçûâàåìûé ñîãëàñíî Coleman [60] "óçëû è ïëå÷è", êîòîðûé ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü êàêîãî-ëèáî ÍÏ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü

ýòîò ìåòîä, âûáåðåì ïðîçâîëüíî ñõåìó ãðóïïû S(7).

Òî, ÷òî àíãëî-ñàêñîíû íàçûâàþò óçëàìè íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ÿ÷åéêàìè, èç êîòîðûõ

ñîñòîèò ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà Þíãà.

Ïåðâûé ýòàï: èñïîëüçîâàíèå óçëîâ è ïëå÷

Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü óçåë íà ïðåäûäóùåé äèàãðàììå, çàòåì ñâÿæåì ñ íèì íàòóðàëüíîå

÷èñëî, íàçûâàåìîå "äëèíîé ïëå÷à", òàêîå, ÷òîáû îíî ðàâíÿëîñü ñóììå óçëîâ ñïðàâà â ýòîé

æå ëèíèè è â ýòîì æå ñòîëáöå ïëþñ îäèí. Òîãäà ïîëó÷èì

=⇒ 6 5 3 2 1

2 1
(2.3.48)

Âòîðîé ýòàï: ðàçìåðíîñòü ÍÏ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå Þíãà

Ðàçìåðíîñòü ÍÏ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìåÞíãà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

âûðàæåíèåì

dim

( )
=

(÷èñëî ÿ÷ååê, ñîñòàâëÿþùèõ ñõåìó Þíãà) !

ïðîèçâåäåíèå âñåõ äëèí ëîêòåé äëÿ ðàçëè÷íûõ óçëîâ
, (2.3.49)

÷òî íàì äàåò

dim

( )
=

7!

6 × 5 × 3 × 2 × 1 × 2 × 1
= 14. (2.3.50)

Ïðèìåíÿÿ ýòîò ìåòîä ê ÍÏ {3100} ãðóïïû S(4), ïðåäñòàâëåííîìó ñõåìîéÞíãà ,

è ïðåäñòàâëåíèþ {210} ãðóïïû S(3), ïðåäñòàâëåííîìó ñõåìîé Þíãà , íà îñíîâå

(2.3.46) ïîëó÷èì





dim

( )
= 3

dim

( )
= 2

=⇒ dim

(
∨

)
= 210. (2.3.51)

Îñóùåñòâèì ñåé÷àñ îïåðàöèþ ðàñøèðåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∨ . Ýòî äåëàåòñÿ

â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà÷íåì ñ ïðèêðåïëåíèÿ áóêâû a êî âñåì ÿ÷åéêàì ïåðâîé ëèíèè

óìíîæàþùåãî, çàòåì b êî âñåì ÿ÷åéêàì âòîðîé ëèíèé è.ò.ä. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì

a a
b

. (2.3.52)

Äàëåå ïðèñîåäèíèì ðàçëè÷íûå ÿ÷åéêè a ïðåäûäóùåé ñõåìû ê äèàãðàììå ìíîæèìîãî

òàêèì ñïîñîáîì, ÷òîáû îíè íå ïîÿâëÿëèñü â îäíîì è òîì æå ñòîëáöå. Ìû ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå

50



ñõåìû íà ýòîé ñòàäèè:

a a a
a

a

a
a a

a
a

(2.3.53)

Êàê òîëüêî ýòî ïðîäåëàíî, ïðèñîåäèíÿåì ÿ÷åéêè b ê ðàíåå ïîëó÷åííûì ñõåìàì Þíãà,

ñîáëþäàÿ íå òîëüêî îáîçíà÷åííîå ðàíåå îãðàíè÷åíèå, íî òàêæå è ñëåäóþùåå: ðàññìàòðèâàÿ

ñïðàâà íàëåâî è ñâåðõó âíèç âñòðå÷àåìûå áóêâû â ïîëó÷åííîé ñõåìå, êîëè÷åñòâî âñòðå÷àåìûõ

áóêâ b íå äîëæíî ïðåâûøàòü êîëè÷åñòâî áóêâ a. Çàòåì ïîìåùàåì c,d è.ò.ä. Ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ñõåìû:

a a
b

a a

b

a
a b

dim = 14 dim = 15 dim = 14

a
a

b

a
b

a

a

a
b

dim = 35 dim = 35 dim = 20

a a
b

a
a b

a
a
b

dim = 21 dim = 21 dim = 35

(2.3.54)

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà ïîëó÷åííûõ ðàçìåðíîñòåé (2.3.54), â òî÷íîñòè ðàâíà ðàçìåðíîñòè

ðàñùèðåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∨ :

14 + 15 + 14 + 35 + 35 + 20 + 21 + 21 + 35 = 210 = dim

(
∨

)
. (2.3.55)

Ïðèìåíåíèå ê ÍÏ ãðóïïû K(3)

Ñ öåëüþ îáëåã÷èòü ÷òåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïîçâîëèì ñåáå íàïîìíèòü â âèäå òàáëèöû

çíà÷èòåëüíûå ýëåìåíòû â ðàìêàõ ÍÏ, êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è èçîìîðôèçìà S(3) ≃ C3v

(Òàáë.2.10).
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C3v Id 3σi 2C3

S(3) (13) (21) (3)

R.I. R.I.

C3v S(3)

A1 {300} 1 1 1

A2 {111} 1 -1 1

E {210} 2 0 -1

Òàáëèöà 2.10: Òàáëèöà õàðàêòåðîâ ãðóïïû S(3) ≃ C3v

Ïåðâîå ðàñïðåäåëåíèå: (n1 n1 n1)

Èìåþòñÿ òðè ñëó÷àÿ:

K(3) ⊃ S(3) ≈ C3v

((n1n1n1) {300}) =⇒ {300} ≃ A1

((n1n1n1) {111}) =⇒ {111} ≃ A2

((n1n1n1) {210}) =⇒ {210} ≃ E.

(2.3.56)

Âòîðîå ðàñïðåäåëåíèå: (n1 n1 n2)

Äëÿ ÍÏ ((n1n1n2) {20} {1}) ãðóïïû K(3) èìååòñÿ:

∨ a = a ⊕
a

= { 300 } ⊕ { 210 }

= A1 ⊕ E.

(2.3.57)
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Äàëåå äëÿ ÍÏ ((n1n1n2) {11} {1}) ïîëó÷àåì

∨ a =
a

⊕ a

= { 111 } ⊕ { 210 }

= A2 ⊕ E.

(2.3.58)

Òðåòüå ðàñïðåäåëåíèå: (n1 n2 n3)

Íàêîíåö, ÷òî êàñàåòñÿ ÍÏ ((n1n2n3) {1}{1}{1}) ãðóïïû K(3), ìû ïîëó÷àåì:

(
∨ a

)
∨ b =

(
a ⊕

a

)
∨ b

= a b ⊕ b
a

⊕ a
b

⊕ a
b

= { 300 } ⊕ { 111 } ⊕ 2{ 210 }

= A1 ⊕ A2 ⊕ 2E.

(2.3.59)

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáúåäèíåíû â òàáëèöå 2.11.

Èç òàáëèöû 2.11 èçâëå÷åì èíôîðìàöèþ äëÿ çàïîëíåíèÿ òàáëèöû 2.12, êîòîðàÿ êîíñòðóèðóåòñÿ

íà îñíîâå ÍÏ ãðóïïû K(3), ðàçëîæåíííûõ íà ãðóïïå C3v ≈ S(3), âêëþ÷àÿ A1 ≃ {300}.
Ñðàâíèâàÿ äâå òàáëèöû 2.12 è 2.13, ÿñíî, ÷òî òîëüêî ïðåäñòàâëåíèÿ Γ, èíäóöèðîâàííûå

êåò-âåêòîðàìè |ni nj nk > â ãðóïïå C3v ≈ S(3), ÿâëÿþòñÿ ÍÏ ãðóïïû K(3), êîòîðûå

ñîäåðæàò êîìïîíåíòó A1 â C3v (èëè {300} â S(3)). Êðîìå òîãî, âûðîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé

Γ îïðåäåëÿåòñÿ âñåãî ëèøü ðàçìåðíîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÍÏ ãðóïïû K(3).

Èñïîëüçóÿ âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, ïðè èçó÷åíèè ãðóïïû

K(3), ìîæíî èçîáðàçèòü òåîðåòè÷åñêóþ äèàãðàììó ýíåðãåòè÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé

(âàëåíòíûõ) íåïëîñêèõ ìîëåêóë XY3. Íà íàøåì ïðèìåðå ìû âûáðàëè N ≥ 4 (Ðèñ. 2.2).

Ìû êîíñòàòèðóåì âñþ ïîëüçó ââåäåíèÿ ãðóïïû K(3) ïðè îïèñàíèè âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

ñîñòîÿíèé ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè òèïà XY3.

Ðàññìàòðèâàÿ ðèñóíîê 2.2, ìîæíî äàòü ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ãðóïïû K(3). Íà

ñàìîì äåëå ñîãëàñíî ðàçëè÷íûì âåñàì w, êîòîðûå ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ ïîäãðóïïîé

A(3), ìû êîíñòàòèðóåì, ÷òî ãðóïïà K(3) íàì äàåò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòîâ íà ñâÿçÿõ ìîëåêóëû. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ïèðàìèäàëüíûõ

ìîëåêóë ñóùåñòâóþò ëèøü òðè âîçìîæíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿ: òðè ñâÿçè èìåþò

îäíî è òî æå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå (w = (n1 n1 n1)), ëèáî îäíà ñâÿçü íàõîäèòñÿ â

ñîñòîÿíèè, îòëè÷íîì îò ñîñòîÿíèÿ äðóãèõ äâóõ ñâÿçåé (w = (n1 n1 n2)), ëèáî âñå òðè ñâÿçè
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K(3) = A(3) ∧ S(3) S(3) C3v dim

(n1 n1 n1) {300} {300} A1 1

(n1 n1 n1) {13} {13} A2 1

(n1 n1 n1) {210} {210} E 2

(n1 n1 n2) {20} {1} {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

(n1 n1 n2) {11} {1} {13} ⊕ {210} A2 ⊕ E 3

(n1 n2 n3) {1} {1} {1} {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6

Òàáëèöà 2.11: Ðàçëîæåíèå ÍÏ ãðóïïû K(3) íà ãðóïïó C3v ≈ S(3)

èìåþò ðàçëè÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ (w = (n1 n2 n3)). Èìåííî ïîýòîìó ãðóïïå K(3)

äàåòñÿ åùå è íàçâàíèå ãðóïïû ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.3.5 Îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû K(3)

Ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñâÿçàííûé ñ èçó÷åíèåì ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ìîæåò áûòü

êîíñòðóèðîâàí, èñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè [3]. Èìåííî ïîýòîìó íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü ïîëíûé íàáîð èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ (îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà)äëÿ ãðóïïû

K(3). Â öåïî÷êå ãðóïï (2.2.3), èñêëþ÷àÿ ãðóïïó K(3), èìåþòñÿ ñëåäóþùèå èíâàðèàíòíûå
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K(3) = A(3) ∧ S(3) S(3) C3v dim

(n1 n1 n1) {300} {300} A1 1

(n1 n1 n2) {20} {1} {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

(n1 n2 n3) {1} {1} {1} {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6

Òàáëèöà 2.12: Ðàçëîæåíèå ÍÏ ãðóïïû K(3) íà ãðóïïó C3v ≈ S(3), êîòîðàÿ ñîäåðæèò

A1 ≈ {300}

Áàçà âåêòîðîâ |ni nj nk > Ïðåäñòàâëåíèÿ Γ â S(3) Ïðåäñòàâëåíèÿ Γ â C3v Ðàçìåðíîñòü

|n1 n1 n1 > {300} A1 1

|n1 n1 n2 > {300} ⊕ {210} A1 ⊕ E 3

|n1 n2 n3 > {300} ⊕ {13} ⊕ 2{210} A1 ⊕ A2 ⊕ 2E 6

n1 > n2 > n3

Òàáëèöà 2.13: Ïðåäñòàâëåíèÿ Γ, èíäóöèðîâàííûå â C3v ≈ S(3) íà îñíîâå áàçû âåêòîðîâ

|ni nj nk >

îïåðàòîðû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà:

I
(U(4))
1 =

4∑
i=1

N̂i = N̂ , I
(U(4))
2 = N̂(N̂ + 3)

I
(U(3))
1 =

3∑
i=1

N̂i = n̂ , I
(U(3))
2 = n̂(n̂+ 2)

I
(S(3))
1 =

3∑
i=1

N̂i = n̂ , I
(S(3))
2 =

3∑
i6=j=1

N̂iN̂j.

(2.3.60)
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Ðèñ. 2.2: Òåîðåòè÷åñêàÿ ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåéäëÿ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè

òèïà XY3 ïðè N ≥ 4

Äâå âåëè÷èíû I
(S(3))
1 è I

(S(3))
2 ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îïåðàòîðàìè ãðóïïû S(3). Îíè

ïîñòðîåíû, èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû âåñà ãðóïïû. Íî ñîãëàñíî êîíöåïöèè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè,

ëèøü èíâàðèàíòû íåïðåðûâíûõ è ïîëóíåïðåðûâíûõ ãðóïï âíîñÿò âêëàä â ãàìèëüòîíèàí

íóëåâîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùèé îïèñàíèþ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû. Òàê

êàê ãðóïïà S(3) äèñêðåòíà, ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå äîëæíû ðàññìàòðèâàòü êàê âêëàä â

ãàìèëüòîíèàí äâå âåëè÷èíû I
(S(3))
1 è I

(S(3))
2 , íî ýòî òàêæå ïðèâîäèò íàñ ê íåîáõîäèìîñòè

îïðåäåëèòü íàáîð îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà äëÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ãðóïïû K(3).

Êîìïîíåíòû âåñà (n1 n2 n3) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ N̂1 , N̂2 , N̂3

è ñâÿçàíû ñ ÍÏ àáåëåâîé ïîäãóïïû A(3) óíèòàðíîé ãðóïïû U(3).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ÍÏ ãðóïïû K(3), èíäóöèðîâàííûå A(3) ∧W èëè W, ñîñòàâëÿþò

ãðóïïó âåñà. Òàêæå W îïèñûâàåò ñòðóêòóðó â îáîëî÷êå èç òðåõ îñöèëëÿòîðîâ íà îñíîâå

ðàçëîæåíèÿ

W = S(ni1) ⊕ S(ni2) ⊕ S(ni3) ⊕ · · · ⊕ S(nim), (2.3.61)
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ãäå ãðóïïû S(nij) ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïû S(3) ñ óñëîâèåì

m∑

j=1

nij = 3. (2.3.62)

Ïîñêîëüêó èçó÷àåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà - ïèðàìèäàëüíàÿ ìîëåêóëà òèïà XY3, ñëåäîâàòåëüíî,

ìîëåêóëÿðíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè - S(3) ≃ C3v. Ýòà ìîëåêóëà äîïóñêàåò ïî îòíîøåíèþ ê

êàæäîé ñâÿçè j, ëîêàëüíóþ ïîäãðóïïó ñèììåòðèè Sj(2) ≈ Cj
i , ãäå Ci - ãðóïïà èíâåðñèè.

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû

N̂j è N̂k + N̂l ñ 1 ≤ j 6= k 6= l 6= j ≤ 3 (2.3.63)

ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ïîä äåéñòâèåì âñåõ ýëåìåíòîâ ëîêàëüíîé ãðóïïû ñèììåòðèè Sj(2).

À òàê êàê äåéñòâèå îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ P ({300}) = P (A1) ãðóïïû C3v ≈ S(3) íà

N̂j è N̂k + N̂l äàñò íàì ëèíåéíûå èíâàðèàíòû
3∑

j=1

N̂i = I
(U(3))
1 = n̂, è êðîìå òîãî, òàê êàê

K(3) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé óíèòàðíîé ãðóïïû U(3), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî I
(U(3))
1 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû K(3):

I
(K(3))
1 = I

(U(3))
1 (2.3.64)

Îáðàçóåì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå

N̂j(N̂k + N̂l), (2.3.65)

ðåçóëüòàò êîòîðîãî åñòü èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð ëîêàëüíîé ïîäãðóïïû ñèììåòðèè Sj(2).

Ñèììåòðèçàöèÿ îïåðàòîðà (2.3.65) â ãðóïïå S(3) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýêâèâàëåíòíîé ñèììåòðèçàöèè

îòíîñèòåëüíî âñå ëîêàëüíûõ ïîäãðóïï Sj(2) (j = 1, 2, 3). Äðóãèìè ñëîâàìè, èç îïåðàòîðîâ

(2.3.63) âîçìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, êîòîðàÿ íàì äàñò ëèíåéíûå

îïåðàòîðû I
(K(3))
1 . À òàêæå â çàâåðøåíèè

I
(K(3))
2 = N̂1(N̂2 + N̂3)︸ ︷︷ ︸

S1(2)

+ N̂2(N̂1 + N̂3)︸ ︷︷ ︸
S2(2)

+ N̂3(N̂1 + N̂2)︸ ︷︷ ︸
S3(2)

. (2.3.66)

Ñîãëàñíî ïîäîáíûì ðàññóæäåíèÿì ìû ìîæåì âûäåëèòü èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû I
(K(3))
k

òðåõ ðàñïðåäåëåíèé w ãðóïïû âåñà W :

α) w = (n1 n1 n1) ò.e. W = S(3).

I
(K(3))
1 = N̂1 + N̂2 + N̂3 =

3∑

i=1

N̂i = I
(U(3))
1 . (2.3.67)

β) w = (n1 n1 n2) ò.e. W = S(2) ⊕ S(1).

I
(K(3))
2 = N̂1(N̂2+N̂3)+N̂2(N̂1+N̂3)+N̂3(N̂1+N̂2) = 2(N̂1N̂2+N̂1N̂3+N̂2N̂3) =

3∑

i6=j=1

N̂iN̂j = I
(S(3))
2 .

(2.3.68)
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γ) w = (n1 n2 n3) ò.e. W = S(1) ⊕ S(1) ⊕ S(1).

I
(K(3))
3 = N̂1N̂2N̂3 =

1

6

3∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k. (2.3.69)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû îïðåäåëèëè íàáîð èç òðåõ èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ ãðóïïû

K(3). Íî íàáîð

{N̂1 , N̂2 , N̂3} (2.3.70)

ñîñòàâëÿåò ïîëíûé íàáîð êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ (ÏÍÊÎ), òî åñòü âåñü íàáîð èç òðåõ

íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ òàêæå ñîñòàâëÿåò èç îïåðàòîðîâ N̂i (i = 1, 2, 3) ÏÍÊÎ.

Ìû ðàáîòàåì â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
[
n,

.

0
2
]
óíèòàðíîé ãðóïïû

U(3). Âîò ïî÷åìó îïåðàòîð n̂ ïîñòîÿíåí â ðàìêàõ ýòîãî ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Êàê ñëåäñòâèå, îïåðàòîðû

n̂ , n̂2 , n̂3 (2.3.71)

ñîõðàíÿþòñÿ â ÍÏ ãðóïïû K(3). Ýòè îïåðàòîðû (ïîëíîñèììåòðè÷íûå â ãðóïïå S(3) ≃ C3v)

ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â âûðàæåíèå ãàìèëüòîíèàíà è ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè èíâàðèàíòíûìè

îïåðàòîðàìè âî âñåõ ãðóïïàõ, ñîäåðæàùèõ ãðóïïó S(3), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è â

ñëó÷àå ãðóïïû K(3). Ìîæíî çàïèñàòü

n̂ =
3∑

i=1

N̂i

︸ ︷︷ ︸
= bA1

= I
(K(3))
1 , ïîòîì n̂2 =

3∑

i=1

N̂2
i

︸ ︷︷ ︸
= bA2

+
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j = Â2 + I
(K(3))
2 (2.3.72)

è

n̂3 =
3∑

i=1

N̂3
i + 3

3∑

i6=j=1

N̂2
i N̂j

︸ ︷︷ ︸
= bA3

+ 6 N̂1 N̂2 N̂3 = Â3 +
3∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k = Â3 + 6 I
(K(3))
3 (2.3.73)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ìû íàõîäèì:






Â1 =
3∑

i=1

N̂i = n̂ = I
(K(3))
1

Â2 =
3∑

i=1

N̂2
i = n̂2 − I

(K(3))
2

Â3 =
3∑

i=1

N̂3
i + 3

3∑
i6=j=1

N̂2
i N̂j = n̂3 − 6 I

(K(3))
3

(2.3.74)

{Âi} ñ i = (1, 2, 3) ñîñòàâëÿåò äðóãîé íàáîð èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû K(3). Òàê

êàê n̂m (m = 1, 2, 3) ïðåâðàùàåòñÿ â ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå â ïðåäñòàâëåíèè
[
n,

.

0
2
]
, äåéñòâèå

I
(K(3))
i (i = 1, 2, 3) ÿâëÿåòñÿ òàêèì æå, ÷òî è â ïðåäñòàâëåíèè

[
n,

.

0
2
]
. Îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî Â3 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå I
(K(3))
3 , ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ÷òîáû ðàçäåëèòü

ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë n ≥ 6. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå
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2.14. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû æåëàåì ââåñòè îïåðàòîð I
(K(3))
3 â ãàìèëüòîíèàí, íåîáõîäèìû

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ëîêàëüíûõ ñîñòîÿíèé (4 1 1) è (3 3 0). Íî ñ èìåþùèìèñÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè èñïîëüçîâàíèå ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèì.

Èíâàðèàíòû I
(K(3))
1 A

(K(3))
2 = I

(K(3))
2 = I

(K(3))
3 = A

(K(3))
3 =

Ëîêàëüíîå ñîñòîÿíèå
3∑

i=1
N̂i

3∑
i=1

N̂2
i

3∑
i6=j=1

N̂iN̂j
1

6

∑

i6=j 6=k=1

N̂iN̂jN̂k

3∑
i=1

N̂3
i + 3

3∑
i6=j=1

N̂2
i N̂j

n=1

(1 0 0) 1 1 0 0 1

n=2

(2 0 0) 2 4 0 0 8

(1 1 0) 2 2 2 0 8

n=3

(3 0 0) 3 9 0 0 27

(2 1 0) 3 5 4 0 27

(1 1 1) 3 3 6 1 21

n=4

(4 0 0) 4 16 0 0 64

(3 1 0) 4 10 6 0 64

(2 2 0) 4 8 8 0 64

(2 1 1) 4 6 10 2 52

n=5

(5 0 0) 5 25 0 0 125

(4 1 0) 5 17 8 0 125

(3 2 0) 5 13 12 0 125

(3 1 1) 5 11 14 3 107

(2 2 1) 5 9 16 4 101

n=6

(6 0 0) 6 36 0 0 216

(5 1 0) 6 26 10 0 216

(4 2 0) 6 20 16 0 216

(4 1 1) 6 18 18 4 192

(3 3 0) 6 18 18 0 216

(3 2 1) 6 14 22 6 180

Òàáëèöà 2.14: Äåéñòâèå èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ ãðóïïû K(3) íà âûðîæäåíèå ëîêàëüíûõ

ñîñòîÿíèé
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2.4 Ñèììåòðèçàöèÿ êåò-âåêòðîâ è ãåíåðàòîðîâ

2.4.1 Ââåäåíèå è îáùèå ñâîéñòâà

Â àëãåáðàè÷åñêîé öåïî÷êå ãðóïï (2.4.1) ëîêàëüíûé ïåðåõîä U(3) ⊃ S(3) îòíîñèòåëüíî

âàëåíòíûõ ìîä ïîáóæäàåò ê ñíàáæåíèþ ÿðëûêàìè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [nâàë. ≡
n,

.

0
2
] ãðóïïû Us(3) êâàíòîâîãî ÷èñëà n = n1 + n2 + n3.

Ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõ ÷èñåë:

- n : ïîëíîå ÷èñëî êâàíòîâ îòíîñèòåëüíî âàëåíòíîãî òðèæäû âûðîäåííîãî îñöèëëÿòîðà;

- ni (i = 1, 2, 3) : êâàíòîâûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî âàëåíòîãî íåâûðîæäåííîãî îñöèëëÿòîðà

i ñ óñëîâèåì n ≡ n1 + n2 + n3

Òàêæå äðóãèå êâàíòîâûå ÷èñëà, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè öåïî÷êè ãðóïï:

U(4) ⊃ U(3) ⊃ S(3) ≈ C3v

↓ ↓
N n

(2.4.1)

Äèíàìè÷åñêàÿ ãðóïïà U(4) ïîðîæäåíà øåñòíàäöàòüþ ñëåäóþùèìè ãåíåðàòîðàìè

Êi j ≡ b̂+i b̂j]i,j=1,2,3,4. (2.4.2)

Ñðåäè ýòèõ øåñòíàäöàòè ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû U(4), äåâÿòü ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþò ïîäãðóïïó

U(3) :

Êi j ≡ b̂+i b̂j]1≤i,j≤3. (2.4.3)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî âîçìîæíî çàïèñàòü â öåïî÷êå ãðóïï (2.4.1) ðàçëè÷íûå ñèììåòðèçîâàííûå

êåò-âåêòîðà, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

êâàíòîâ, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü. Ýòè âîçìîæíîñòè ñëåäóþùèå:

α) n1 = n2 = n3 ≡ n , ãäå èìåòñÿ åäèíñòâåííûé íåñèììåòðèçîâàííûé êåò-âåêòîð:

|n, n, n〉.
Äåéñòâèå îïåðàöèé ñèììåòðèè ãðóïïû C3v íà ýòîò êåò-âåêòîð ïðèâîäèò ê Γâàë.1 :

C3v Id 2C3 3σv

Γâàë.1 1 1 1
(2.4.4)

òî åñòü Γâàë.1 = A1 ðàçìåðíîñòè 1.

β)

{
n1 = n2 ≡ n

n3 ≡ n′

Ñóùåñòâóþò òðè íåñèììåòðèçîâàííûõ êåò-âåêòîðà |n, n, n′〉 |n, n′, n〉 |n′, n, n〉.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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C3v Id 2C3 3σv

Γâàë.2 3 0 1
(2.4.5)

îòêóäà Γâàë.2 = A1 ⊕ E è dim Γâàë.2 = 3.

γ) n1 6= n2 6= n3 6= n1

Îïðåäåëèì øåñòü íåñèììåòðèçîâàííûõ êåò-âåêòîðîâ:

|n1, n2, n3〉 |n1, n3, n2〉 |n2, n1, n3〉 |n2, n3, n1〉 |n3, n1, n2〉 |n3, n2, n1〉

òàêæå êàê è äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû C3v íà ýòè êåò-âåêòîðà:

C3v Id 2C3 3σv

Γâàë.3 6 0 0
(2.4.6)

îòêóäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî Γâàë.3 = A1 ⊕ A2 ⊕ 2E è ïðîâåðèòü, ÷òî dim Γâàë.3 = 6.

2.4.2 Ïðîöåññ ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ è ãåíåðàòîðîâ â ãðóïïå

S(p).

Ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü êåò-âåêòîðà îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè ãðóïï (2.2.1),

ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ äåéñòâèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ P
[C]
σ íà íåñèììåòðèçîâàííûå

êåò-âåêòîðà â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íûõ ÍÏ ãðóïïû S(p):

|(n1 . . . np+1) , r [C]σ〉 =
dim[C]

g

∑

R∈S(p)

[D[C](R)]∗σσOR|n1, . . . , ni, . . . , np+1〉 (2.4.7)

ãäå

- [C] ïðåäñòàâëÿåò ÍÏ ãðóïïû S(p),

- r - ÷èñëî, ïîêàçûâàåùåå ìóëüòèïëåòíîñòü ÍÏ [C].

- dim[C] ïîêàçûâàåò ðàçìåðíîñòü ÍÏ [C],

- g - îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû S(p),

- OR - îïåðàòîð, ñâÿçàííûé ñ îïåðàöèåé ñèììåòðèè R ∈ S(p),

- D[C](R) - îðèåíòèðîâàííûå ìàòðèöû îïåðàöèé OR ãðóïïû S(p),

- σ - êîìïîíåíòà ÍÏ ãðóïïû S(p), êîòðàÿ ïðèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , dim[C].

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü ãåíåðàòîðû â ãðóïïå S(p). Ñèììåòðèçîâàííûå

ãåíåðàòîðû ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü êàê òðè íàáîðà:

- ãåíåðàòîðû, íåçàâèñÿùèå îò îïåðàòîðîâ âåñà. Ýòè ãåíåðàòîðû äèàãîíàëüíû â áàçèñå

{|n1, . . . , ni, . . . , np+1〉},

61



- ãåíåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèÿ
[
n;

.

0
p−1
]
. Ýòè îïåðàòîðû îáúåäèíÿþò

ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëåííûå äëÿ îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ ÷èñëà n,

- ãåíåðàòîðû, íåäèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíèÿ
[
n;

.

0
p−1
]
. Ýòè îïåðàòîðû îáúåäèíÿþò

ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà n.

Ïðèìåíèì ïðåäñòàâëåííûé òåîðåòè÷åñêèé èíñòðóìåíò ê ðàññìàòðèâàåìûì ìîëåêóëàì

àêñèàëüíîé ñèììåòðèè òèïà XY3.

2.4.3 Îïðåäåëåíèå ñèììåòðèçîâàííûõ êåò-âåêòîðîâ â ãðóïïå C3v.

Íåîáõîäèìî ñèììåòðèçîâàòü íåñèììåòðèçîâàííûé íàáîð êåò-âåêòîðîâ è ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû

U(4) â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè ãðóïï (2.4.1). Ïðîöåäóðà ñèììåòðèçàöèè â ãðóïïå

S(p) (p - íåêîå öåëîå ÷èñëî) óæå ïðåäñòàâëåíà, è íàì äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü ýòîò ïðîöåññ

â ðàìêàõ ãðóïïû C3v, èçîìîðôíîé ãðóïïå S(3). Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàòðèöû [DC(R)],

ãäå

- R - îïåðàöèÿ ñèììåòðèè ãðóïïû C3v

- C - ÍÏ ãðóïïû C3v.

Ïðèâåäåì ýòè ìàòðèöû






DA1(R) = (1) ∀R ∈ C3v

DA2(R) = (−1) pour R ≡ σv1 , σv2 , σv3

DA2(R) = (1) pour R ≡ Id , C3 , C
−1
3

(2.4.8)

DE(σv1) =

(
−1

2

√
3

2√
3

2
1
2

)
DE(σv2) =

(
−1

2
−

√
3

2

−
√

3
2

1
2

)
DE(σv3) =

(
1 0

0 −1

)

DE(C3) =

(
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

)
DE(C−1

3 ) =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2

)
DE(Id) =

(
1 0

0 1

) (2.4.9)

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò ïðîöåññà ñèììåòðèçàöèè:

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n1 = n2 = n3 ≡ n

|(nnn) , A1〉 = |nnn〉

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n1 = n2 ≡ n è n3 ≡ n′
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|(nnn′) , A1〉 =
1√
3
[|nnn′〉 + |nn′ n〉 + |n′ nn〉]

|(nnn′) , E1〉 =
1√
6
[2|nnn′〉 − |nn′ n〉 − |n′ nn〉]

|(nnn′) , E2〉 =
1√
2
[|nn′ n〉 − |n′ nn〉]

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n1 6= n2 6= n3

Â ñèììåòðèçîâàííûõ êåò-âåêòîðàõ òèïà |(n1 n2 n3) , r Cσ〉 âûáåðåì ñëåäóþùåå óñëîâèå

îáîçíà÷åíèÿ n1 > n2 > n3.

|(n1 n2 n3) , A1〉 =
1√
6
[|n1 n2 n3〉 + |n1 n3 n2〉 + |n2 n1 n3〉

+|n2 n3 n1〉 + |n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , A2〉 =
1√
6
[|n1 n2 n3〉 − |n1 n3 n2〉 − |n2 n1 n3〉

+|n2 n3 n1〉 + |n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n1 n2 n3〉 − |n3 n2 n1〉 − |n1 n3 n2〉

+2|n2 n1 n3〉 − |n2 n3 n1〉 − |n3 n1 n2〉]

|(n1, n3, n2) , 1E2〉 =
1

2
[|n1 n3 n2〉 − |n3 n2 n1〉 − |n3 n1 n2〉 + |n2 n3 n1〉]

|(n1 n2 n3) , 2E1〉 =
1

2
[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉 − |n3 n1 n2〉 + |n3 n2 n1〉

|(n1 n2 n3) , 2E2〉 =
1√
12

[−|n1 n3 n2〉 + |n2 n3 n1〉 + 2|n2 n1 n3〉

−2|n1 n2 n3〉 + |n3 n1 n2〉 − |n3 n2 n1〉]

2.4.4 Ñèììåòðèçàöèÿ ãåíåðàòîðîâ â ðàìêàõ ãðóïïû C3v

Íàéäåì íà êàêèå ÍÏ ðàçëàãàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, ïðè÷èñëåííîå ê äèíàìè÷åñêîé ãðóïïå

U(4), òî åñòü òîé ãðóïïå, êîòîðàÿ îáðàçîâàíà ãåíåðàòîðàìè Ei j ýòîé ãðóïïû:

Γ = 5A1 ⊕ A2 ⊕ 5E. (2.4.10)

Øåñòíàäöàòü íåñèììåòðèçîâàííûõ ãåíåðàòîðîâ äèíàìè÷åñêîé ãðóïïû U(4) îáðàçóþò

òðè íàáîðà:

- ãåíåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â áàçèñå {|n1, . . . , ni, . . . , n4〉}, òî åñòü îïåðàòîðû âåñà

E1 1 , E2 2 , E3 3 , E4 4, (2.4.11)

êîòîðûå îáðàçóþò ïðåäñòàâëåíèå Γ1 = 2A1 ⊕ E.
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- ãåíåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â ïðåäñòàâëåíèè
[
ne,

.

0
2
]
:

E1 2 , E1 3 , E3 2 , E2 1 , E3 1 , E2 3, (2.4.12)

êîòîðûå ïîðîæäàþò ïðåäñòàâëåíèå Γ2 = A1 ⊕ A2 ⊕ 2E.

- ãåíåðàòîðû, íåäèàãîíàëüíûå â ïðåäñòàâëåíèè
[
ne,

.

0
2
]
, òî åñòü

E1 4 , E2 4 , E3 4 , E4 1 , E4 2 , E4 3, (2.4.13)

îáðàçóþùèå ïðåäñòàâëåíèå Γ3 = 2A1 ⊕ 2E.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Γ = Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ Γ3 =⇒ dim Γ = dim Γ1 + dim Γ2 + dim Γ3. (2.4.14)

Ðàññìòîðèì ðåçóëüòàò ñèììåòðèçàöèè ãåíåðàòîðîâ:

- Ïåðâûé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò îïåðàòîðîâ âåñà.

Ýòè îïåðàòîðû, ñëåäîâàòåëüíî, äèàãîíàëüíû â áàçèñå Ã-Ö è â áàçèñå ñèììåòðèçîâàííûõ

îïåðàòîðîâ.

Y1(A1) = N̂4

Y2(A1) = N̂1 + N̂2 + N̂3

Y
1(E)
1 = N̂1 + N̂2 − 2N̂3

Y
1(E)
2 =

√
3
[
N̂1 − N̂2

]

- Âòîðîé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [n, 0, 0] ãðóïïû U(3).

Ýòè ãåíåðàòîðû, êîòîðûå îáúåäèíÿþò ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì

÷èñëà n.

Y3(A1) = E1 3 + E3 1 + E3 2 + E2 3 + E2 1 + E1 2

Y1(A2) = −E1 3 + E3 1 − E3 2 + E2 3 − E2 1 + E1 2

Y
2(E)
1 = −E1 3 − E3 1 − E3 2 − E2 3 + 2E2 1 + 2E1 2

Y
2(E)
2 =

√
3(E1 3 + E3 1 − E3 2 − E2 3)

Y
3(E)
1 = E3 2 − E2 3 − E1 3 + E3 1

Y
3(E)
2 =

√
3(−2E1 2 + 2E2 1 − E3 2 + E2 3 + E3 1 − E1 3)

- Òðåòèé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, íåäèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [n, 0, 0] ãðóïïû U(3).

Îíè îáúåäèíÿþò ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçíûì çíà÷åíèåì ÷èñëà n.
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Y4(A1) = E1 4 + E4 1 + E3 4 + E4 3 + E2 4 + E4 2

Y5(A1) = ı(E1 4 − E4 1 + E2 4 − E4 2 + E3 4 − E4 3)

Y
4(E)
1 = E1 4 + E4 1 − 2E3 4 − 2E4 3 + E2 4 + E4 2

Y
4(E)
2 =

√
3(E1 4 + E4 1 − E2 4 − E4 2)

Y
5(E)
1 = ı(E1 4 − E4 1 − E4 2 + E2 4 − 2E3 4 + 2E4 3)

Y
5(E)
2 = ı

√
3(E1 4 − E4 1 + E4 2 − E2 4)

2.5 Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ

ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3

Àëãåáðàè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî ïîðÿäêà

Èñïîëüçóÿ êîíöåïöèþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ìîæíî çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî

ïîðÿäêàH0. Ýòîò ãàìèëüòîíèàí êîíñòðóèðóåòñÿ èç ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ

îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íûõ íåïðåðûâíûõ è ïîëóíåïðåðûâíûõ ãðóïï, ïðåäñòàâëåííûõ â öåïî÷êå

ãðóïï (2.2.3)

H0 = A I
(U(4))
1 +B I

(U(4))
2 + C I

(U(3))
1 +D I

(U(3))
2 + E I

(K(3))
1 + F I

(K(3))
2 , (2.5.1)

ãäå (A,B,C,D,E, F ) ∈ IR. Ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷àåì:

H0 = A I
(U(4))
1 +B I

(U(4))
2 + (C + E) I

(U(3))
1 +D I

(U(3))
2 + F I

(K(3))
2 . (2.5.2)

Íî â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

[
N =

4∑
i=1

ni,
.

0
3
]
ãðóïïû U(4) îïåðàòîð

N̂ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû Êàçèìèðà I
(U(4))
1 è I

(U(4))
2 , ñêîíñòðóèðîâàííûå

èç îïåðàòîðà N̂ äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû èç ãàìèëüòîíèàíà H0, òî åñòü

H0 = (C + E) I
(U(3))
1 + D I

(U(3))
2 + F I

(K(3))
2

= (C + E) n̂ + D n̂(n̂+ 2) + F
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j

= (C + E + 2D) n̂ + D n̂2 + F
3∑

i6=j=1

N̂iN̂j.

(2.5.3)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî n̂2 =
3∑

i=1

N̂2
i + 2

3∑
i>j=1

N̂iN̂j, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí H0

H0 = (C + E + 2D) n̂+D
3∑

i=1

N̂2
i + (2F + 2D)

3∑

i>j=1

N̂iN̂j. (2.5.4)

Â èòîãå ãàìèëüòîíèàí H0 ñâîäèòñÿ ê

H0 = a0 n̂+ a1

3∑

i=1

N̂2
i + a2

3∑

i>j=1

N̂iN̂j (2.5.5)
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ñ íàáîðîì âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ

{ a0 = C + E + 2D , a1 = D , a2 = 2F + 2D } . (2.5.6)

Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â áàçèñå { |n1 , n2 , n3 〉 } (òî åñòü òàêæå â ñèììåòðèçîâàííîì
áàçèñå, îïðåäåëåííîì â ��2.4.3) ãàìèëüòîíèàí H0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ äèàãîíàëüíûì îïåðàòîðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

H0 |n1 , n2 , n3 〉 = E0(n1, n2, n3) |n1 , n2 , n3 〉 (2.5.7)

èëè
[
a0 n̂+ a1

3∑

i=1

N̂2
i + a2

3∑

i>j=1

N̂iN̂j

]
|n1 , n2 , n3 〉 =

[
a0 n+ a1

3∑

i=1

n2
i + a2

3∑

i>j=1

ninj

]
|n1 , n2 , n3 〉 .

(2.5.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè äàæå ýòîò ãàìèëüòîíèàí H0 äàñò ëó÷øåå îïèñàíèå,

÷åì ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ïîòåíöèàë Ìîðçå, îí íå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå îïðåäåëåííûå

òîíêîñòè êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà, íàïðèìåð, ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ |n1 , n2 , n3 〉 ê ñîñòîÿíèþ
|n1 + 1 , n2 − 1 , n3 〉, ïîñêîëüêó

〈n1 , n2 , n3 | H0 |n1 + 1 , n2 − 1 , n3 〉 = 0. (2.5.9)

2.5.1 Ãàìèëüòîíèàí ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ãàìèëüòîíèàí H0 äîëæåí âêëþ÷àòü íåäèàãîíàëüíûå îïåðàòîðû â áàçèñå { |n1 , n2 , n3 〉 },
îïåðàòîðû, êîòîðûå, î÷åâèäíî, äîëæíû áûòü ïîëíîñèììåòðè÷íûìè, òî åñòü ïðåîáðàçîâàâàòüñÿ

ïî ÍÏ A1.

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå â ðàçëîæåíèå ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû

âïëîòü äî âòîðîãî ïîðÿäêà (êîòîðûå ïðèâåäåíû â (��2.4.4). Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

îáùåå âûðàæåíèå ãàìèëüòîíèàíà H, îïèñûâàþùåãî âàëåíòíûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ

4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè:

H = α
(1)
1 Y1(A1) + α

(2)
2

[
Y1(A1) ⊗ Y1(A1)

](A1)
+ α

(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)

+ α
(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
+ α

(1)
6 Y3(A1) + α

(2)
7

[
Y3(A1) ⊗ Y3(A1)

](A1)
+ α

(2)
8

[
Y1(A2) ⊗ Y1(A2)

](A1)

+ α
(2)
9

[
Y2(E) ⊗ Y2(E)

](A1)
+ α

(2)
10

[
Y3(E) ⊗ Y3(E)

](A1)
+ α

(1)
11 Y4(A1) + α

(2)
12

[
Y4(A1) ⊗ Y4(A1)

](A1)

+ α
(1)
13 Y5(A1) + α

(2)
14

[
Y5(A1) ⊗ Y5(A1)

](A1)
+ α

(2)
15

[
Y4(E) ⊗ Y4(E)

](A1)
+ α

(2)
16

[
Y5(E) ⊗ Y5(E)

](A1)
,

(2.5.10)

ãäå êîýôôèöèåíòû α
(j)
i ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, j îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ ãåíåðàòîðîâ

è 1 ≤ i ≤ 16.
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Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå H ñîäåðæèò îïåðàòîðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè, âêëþ÷åííûìè

âH0. Ïîñêîëüêó êîíöåïöèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðèìåíèìà ê íåïðåðûâíûì è ïîëóíåïðåðûâíûì

ãðóïïàì, ïîñòðîèì ãàìèëüòîíèàí H, äîáàâëÿÿ ê H0 îïåðàòîðû, êîòîðûå èíâàðèàíòíû â

ðàìêàõ öåïî÷êè ãðóïï (2.2.3), íî êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà íåïðåðûâíûõ

è ïîëóíåïðåðûâíûõ ãðóïï, ñîäåðæàùèõñÿ â (2.2.3). Êàê ñëåäñòâèå, H0 íå çàâèñèò îò îïåðàòîðîâ

òèïà b+i b4 è b
+
4 bi (i = 1, 2, 3, 4). Òîãäà ìû ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí H:

H = α
(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
+ α

(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)

+ α
(1)
6 Y3(A1) + α

(2)
7

[
Y3(A1) ⊗ Y3(A1)

](A1)
+ α

(2)
8

[
Y1(A2) ⊗ Y1(A2)

](A1)
+ α

(2)
9

[
Y2(E) ⊗ Y2(E)

](A1)

+ α
(2)
10

[
Y3(E) ⊗ Y3(E)

](A1)
.

(2.5.11)

Îñòàâèì òåïåðü â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè H âñå îïåðàòîðû èëè òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ãåíåðàòîðû ïåðâûõ ñòåïåíåé, è îïåðàòîðû, êîòîðûå îáðàçóþò

H0, òî åñòü

H = H1 = α
(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
+ α

(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
+ α

(1)
6 Y3(A1). (2.5.12)

Ðàñêðîåì òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)
= [A1]

1/2 F

(
A1 A1 A1

. . .

)
Y2(A1)Y2(A1)

= N̂2
1 + N̂2

2 + N̂2
3 + 2N̂1N̂2 + 2N̂1N̂3 + 2N̂2N̂3

(2.5.13)

è

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)
= [A1]

1/2 F

(
E E A1

1 1 .

)
Y

1(E)
1 Y

1(E)
1 + [A1]

1/2 F

(
E E A1

1 2 .

)
Y

1(E)
1 Y

1(E)
2

+ [A1]
1/2 F

(
E E A1

2 1 .

)
Y

1(E)
2 Y

1(E)
1 + [A1]

1/2 F

(
E E A1

2 2 .

)
Y

1(E)
2 Y

1(E)
2

=
1√
2

[
N̂1 + N̂2 − 2N̂3

]2
+

1√
2

[√
3
(
N̂1 − N̂2

)]2

= 2
√

2
(
N̂2

1 + N̂2
2 + N̂2

3 − N̂1N̂2 − N̂1N̂3 − N̂2N̂3

)

(2.5.14)

ñ êîýôôèöèåíòàìè Êëåáøà-Ãîðäàíà F.
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Â èòîãå ãàìèëüòîíèàí íàøåé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

H1 = α
(1)
3

[
N̂1 + N̂2 + N̂3

]
+
(
α

(2)
4 + 2

√
2α

(2)
5

) [
N̂2

1 + N̂2
2 + N̂2

3

]

+
(
2α

(2)
4 − 2

√
2α

(2)
5

) [
N̂1N̂2 + N̂1N̂3 + N̂2N̂3

]
+ α

(1)
6 Y3(A1).

(2.5.15)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (2.5.5) è (2.5.15), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå

ãàìèëüòîíèàíà H âûðàæàåòñÿ êàê

H1 = H0 +H(1) (2.5.16)

ñ
H0 = α

(1)
3 Y2(A1) + α

(2)
4

[
Y2(A1) ⊗ Y2(A1)

](A1)

+ α
(2)
5

[
Y1(E) ⊗ Y1(E)

](A1)

H(1) = α
(1)
6 Y3(A1) = a3

3∑
i6=j=1

b+i bj,

(2.5.17)

ãäå

α
(1)
3 = a0 , α

(2)
4 =

a1 + a2

3
, α

(2)
5 =

2a1 − a2

6
√

2
, α

(1)
6 = a3. (2.5.18)

2.5.2 Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îïåðàòîðà Y3(A1).

Ýòî äîáàâî÷íîå ñëàãàåìîå çàïèñûâàåòñÿ êàê

Y3(A1) = Ê1 3 + Ê3 1 + Ê3 2 + Ê2 3 + Ê2 1 + Ê1 2 =
∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj. (2.5.19)

Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð b+i bj (i 6= j = 1, 2, 3) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: îí

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îáìåíà êâàíòà ýíåðãèè ìåæäó ñâÿçüþ j è ñâÿçüþ i. Ìîæíî, ñëåäîâàòåëüíî,

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îïåðàòîð Y3(A1) - îïåðàòîð ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñâÿçÿìè ìîëåêóëû.

Ïîÿâëÿåòñÿ ñîïåðíè÷åñòâî ìåæäó H0 èH1, òî åñòü ìåæäó äâóìÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè

ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè:

- àíãàðìîíè÷íîñòü îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçëè÷íûìè ñâÿçÿìè ìîëåêóëû, ïðåäñòàâëÿåìàÿ

êâàäðàòè÷íûìè ñëàãàåìûìè H0 :

B[n̂2
1 + n̂2

2 + n̂2
3] è C[n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3].

- ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñâÿçÿìè ìîëåêóëû, ïðåäñòàâëÿåìàÿ îïåðàòîðîì H1.

Åñòåñòâåííî, ôèçèêà íàøåé ïðîáëåìû áóäåò çàâèñåòü îò îòíîñèòåëüíîé "èíòåíñèâíîñòè"ðàçëè÷íûõ

êîýôôèöèåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â âûðàæåíèè H.
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2.6 Ðàñ÷åò âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîëåêóë

òèïà XY3(C3v)

2.6.1 Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîëåêóëû ñòèáèíà SbH3

Ìîëåêóëà ñòèáèíà âûçûâàåò èíòåðåñ â ïðîìûøëåííîñòè, ñòèáèí - âåñüìà èçó÷åííàÿ ìîëåêóëà

òèïà XY3, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ëèòåðàòóðå [61]. Â

äåéñòâèòåëüíîñòè ìîëåêóëà ñòèáèíà â ãàçîâîé ôàçå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ÷èñòûì èñòî÷íèêîì

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóðüìû, êîòîðàÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ïðîèçâîäñòâå ïîëóïðîâîäíèêîâ.

Òîêñè÷íîñòü ñîñòàâëÿþùèõ ñóðüìû ñðàâíèìà ñ òîêñè÷íîñòüþ ñîñòàâëÿþùèõ ìûøüÿêà.

Òàêæå ñóðüìà - ýòî åñòåñòâåííûé ïðîäóêò, êîòîðûé âõîäèò â ñîñòàâ çåìíîé êîðû â êîëè÷åñòâå

0,001%. Ñ òî÷êè çðåíèÿ åå òîêñè÷íîñòè, æèçíåííî âàæíî äëÿ îêðóæàþùåé ñðåäû èçó÷èòü

ñâîéñòâà ñóðüìû â ðàìêàõ ýêîñèñòåìû. Áûëî âûÿâëåíî ñíèæåíèå ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû èç-

çà çàãðÿçíåíèÿ ñóðüìîé. Â àòìîñôåðå âûáðîñû ñóðüìû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íà äëèííûå

ðàññòîÿíèÿ.

Âñïîìíèì çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò ìîëåêóëû ñòèáèíà:





ν1(A1) = 1890.502 ñì−1

ν2(A1) = 782.24 ñì−1

ν3(E) = 1894.497 ñì−1

ν4(E) = 827.85 ñì−1

(2.6.1)

Èñïîëüçóåìàÿ ôîðìà ãàìèëüòîíèàíà Ĥ

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.6.2)

Íàïîìíèì, ÷òî åäèíñòâåííûé îïåðàòîð Y3(A1), íåäèàãîíàëüíûé â áàçèñå ñèììåòðèçîâàííûõ

âåêòîðîâ (â ãðóïïå C3v). Ìû îñóùåñâèëè ðàñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî îïåðàòîðà íà

îñíîâå ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ FORTRAN95.

Êðèòåðèåì âîñïðîèçâîäèìîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå

îòêëîíåíèå σ(d, p) :

σ(d, p) =

√√√√ 1

d− p

d∑

i=1

[
E

(cal)
i − E

(obs)
i

]2
(2.6.3)

ãäå :

- d - ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, èñïîëüçóåìûõ â ïîäãîíêå,

- p - ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ èñïîëüçóåìóþ ìîäåëü.
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Ìàòðèöà êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ ai (i = 0, 1, 2, 3), ïðåäñòàâëåííûõ â ãàìèëüòîíèàíå Ĥ,

îáîçíà÷àåòñÿ êàê Mcor.

Ïðè ïîäãîíêå èñïîëüçîâàëñÿ íåëèíåéíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ìåòîä Ëåâåíáåðãà-

Ìàðêàðäòà). Â ðåçóëüòàòå ïîäãîíêè îïðåäåëåí ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ






a0 = 1926.988(431) ñì−1

a1 = −33.427(085) ñì−1

a2 = −0.290(252) ñì−1

a3 = −1.571(380) ñì−1

(2.6.4)

Ìàòðèöà êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ Mcor:

Mcor =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.96 1

a2 −0.37 0.22 1

a3 −0.44 0.42 −0.02 1




(2.6.5)

Ñ ïîëó÷åííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

ìîä, êîòîðûé ïðèâåäåí â Òàá. 2.15. Â ýòîé òàáëèöå òàêæå ïðèâåäåí äëÿ ñðàâíåíèÿ àíàíàëîãè÷íûé

ðàñ÷åò, âçÿòûé èç [61].

________________________________________________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò ýêñïåðèìåíò ðàñ÷åò-ýêñï ðàñ÷åò-ýêñï ðàñ÷åò-ýêñï

**

% (cì -1) (cì -1) (cì -1) (cì -1) (cì -1)

________________________________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 1890.419 1890.502 -0.083 -0.82 -0.050

|( 1 0 0)1E1> 1.000 1895.132 1894.497 0.635 0.31 -0.053

|( 2 0 0)1A1> 0.996 3719.959 3719.933 0.026 -0.42 0.158

|( 2 0 0)1E1> 0.999 3720.196 3719.860 0.336 -0.08 -0.088

|( 1 1 0)1A1> 0.996 3783.690

|( 1 1 0)1E1> 0.999 3788.404

|( 3 0 0)1A1> 0.999 5480.008 5480.285 -0.277 -0.02 -0.018

|( 3 0 0)1E1> 0.999 5480.162 5480.235 -0.223 0.04 -0.034

|( 2 1 0)1A1> 0.995 5608.238 5607.000 1.238 0.45 0.000

|( 2 1 0)1E1> 0.821 5610.893
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|( 2 1 0)2E1> 0.821 5615.607

|( 2 1 0)1A2> 1.000 5617.964

|( 1 1 1)1A1> 0.996 5679.814

|( 4 0 0)1A1> 0.999 7173.023 7173.799 -0.776 0.93 0.499*

|( 4 0 0)1E1> 0.999 7173.023 7173.783 -0.760 0.95 0.515*

|( 3 1 0)1A1> 0.994 7371.242

|( 3 1 0)1E1> 0.854 7372.028

|( 3 1 0)2E1> 0.850 7373.599

|( 3 1 0)1A2> 1.000 7374.385

|( 2 2 0)1A1> 0.992 7439.377

|( 2 2 0)1E1> 0.990 7439.377

|( 2 1 1)1A1> 0.996 7499.656

|( 2 1 1)1E1> 0.999 7509.084

|( 5 0 0)1A1> 0.999 8799.267

|( 5 0 0)1E1> 0.999 8799.267

|( 4 1 0)1A1> 0.998 9063.951

|( 4 1 0)1E1> 0.828 9064.737

|( 4 1 0)1A2> 0.999 9068.000

|( 4 1 0)2E1> 0.826 9066.308

|( 4 1 0)1A2> 1.000 9067.094

|( 3 2 0)1A1> 1.000 9193.937

|( 3 2 0)1E1> 1.000 9193.937

|( 3 2 0)2E1> 0.749 9203.365

|( 3 2 0)1A2> 0.999 9203.365

|( 3 1 1)1A1> 0.988 9265.215

|( 3 1 1)1E1> 0.997 9325.493

|( 2 2 1)1A1> 0.989 9327.678

|( 2 2 1)1E1> 0.997 9337.637

|( 6 0 0)1A1> 0.999 10358.469 10358.000 0.469 10.93 4.915*

|( 6 0 0)1E1> 0.999 10358.469 10358.000 0.469 10.93 4.915*

|( 5 1 0)1A1> 0.999 10690.792 10691.500 -0.708 -2.80 -2.772*

|( 5 1 0)1E1> 0.820 10690.792 10691.500 0.724 -2.80 -2.776*

|( 5 1 0)2E1> 0.819 10692.825

|( 5 1 0)1A2> 0.999 10692.949

. .

. .

|( 7 0 0)1A1> 0.999 11850.996

|( 7 0 0)1E1> 0.999 11850.996

. .

. .

________________________________________________________________________________________

σ(13, 4) = 0, 72 cì−1

(*) Äàííûå, íå ó÷àñòâóþùèå â ïîäãîíêå

(**) Ðàñ÷åò èç ðàáîòû Lummila et al. [61]
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Òàáëèöà 2.15: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

óðîâíåé ýíåðãèè ñòèáèíà SbH3 äëÿ n 6 6

2.6.2 Èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Â òàáëèöå 2.15, â ïåðâîé êîëîíêå ïðèâåäåíû ñèììåòðèçîâàííûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ â

ëîêàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Âòîðîé ñòîëáåö ïîêàçûâàåò âêëàä ðàññìàòðèâàåìîãî êîëåáàòåëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ ïîñëå ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè. Ôàêòè÷åñêè îí ïîêàçûâàåò àäåêâàòåí ëè

âûáðàííûé ëîêàëüíûé áàçèñ: åñëè êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ, òî ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîÿíèå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ãàìèëüòîíèàíà. Äâà ñëåäóþùèõ ñòîëáöà ñîäåðæàò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ

èíôîðìàöèþ, ïðèìåíÿåìóþ ïðè ïîäãîíêå, è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè âàëåíòíûõ

êîëåáàíèé íà îñíîâå íàøåé ìîäåëè. À ïÿòûé è øåñòîé ñòîëáöû ïîêàçûâàþò ðàçíèöó

ðàññ÷èòàííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ýíåðãèé äëÿ íàøåé ìîäåëè è ðåçóëüòàòû, âçÿòûå äëÿ

ñðàâíåíèÿ èç ðàáîòû [61].

Î÷åâèäíî, ÷òî íàøà ìîäåëü óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå:

ðàçíèöà ìåæäó ðàñ÷åòîì è ýêñïåðèìåíòîì ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äåñÿòûõ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

n. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïðè âîñïðîèçâîäèìîñòè 13 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê

íà îñíîâå ìîäåëè èç 4 ïàðàìåòðîâ ñîñòàâèëî σ(13, 4) = 0.72 ñì−1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

ïîðÿäêà ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷íîñòè.

Ìîäåëü ãàìèëüòîíèàíà, ðàçðàáîòàííàÿ Lummila et al. [61], îñíîâàíà íà ìîäåëè ïîòåíöèàëà

Ìîðçå. Çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ 7 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè,

êîòîðûå àâòîð ïðèíÿë â ðàñ÷åò, îïèñàííûé ÷åòûðüìÿ ïàðàìåòðàìè, ñîñòàâèëî σL(7, 4) =

0.62 ñì−1. ×òîáû ñðàâíèòü âîñïðîèçâîäèìîñòü íàøåé ìîäåëè è ìîäåëè [61], áûë îñóùåñòâëåí

ðàñ÷åò â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ñ òåìè æå ñåìüþ ïàðàìåòðàìè, ÷òî áûëè âçÿòû â ïîäãîíêó

Lummila et al.. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îñóùåñòâëåííîãî ðàñ÷åòà ñîñòàâèëî σ(7, 4) =

0.11 ñì−1. Íî åñëè èñïîëüçîâàòü â ìîäåëå Lummila et al. âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,

îöåíêà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò σL(13, 4) = 5.35 ñì−1.

Êðîìå òîãî, ðàçíèöà ðàñ÷åò-ýêñïåðèìåíò ïðè âîñïðîèçâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

â íàøåé ìîäåëå îñòàåòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà, â ìîäåëå Lummila et al. ðàçíèöà ðàñ÷åò-ýêñïåðèìåíò

ðàñòåò ñî çíà÷åíèåì n: 3 ñì−1 è 11 ñì−1 äëÿ óðîâíåé ñî çíà÷åíèåì n = 6.

Âòîðîé ñòîëáåö TAB. 2.15 ïîêàçûâàåò, ÷òî áàçèñ, ïîëó÷åííûé ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè, â

òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïåðâîíà÷àëüíûì áàçèñîì. Íàïðèìåð, äëÿ ñîñòîÿíèÿ n = 4 ñèììåòðèè

E êåò-âåêòîðà |(400);E〉 , |(211);E〉 , |(220);E〉 äàþò âêëàä â ñâîè æå ñîñòîÿíèÿ 99%, òî

åñòü îïåðàòîð Y3(A1) íå ïðèâîäèò â ðàññòðîéñòâó ñèñòåìû, ÷òî âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ

äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè.

Êðîìå òîãî, ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ïðèáëèæåíèè �ïîòåíöèàëàÌîðçå� , òî åñòü ñ ïîòåíöèàëîì

VM(ri) =
i=p∑
i=1

D(1 − e−a ri)2, äëÿ ñèñòåìû ñ p ñâÿçÿìè ïîçâîëÿåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå

ëèøü äâà ïàðàìåòðà D è a. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå

(èëè ñóììû íåçàâèñèìûõ ïîòåíöèàëîâ Ìîðçå) [62] äàåò âûðàæåíèå ýíåðãèè EM = αn +
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(−β2

4
)

i=p∑
i=1

n2
i + β

i=p∑
i6=j=1

ninj (α, β ∈ IR è çàâèñèò îò D è a). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå ýíåðãèè

E0 = a0 n + a1

i=p∑
i=1

n2
i + a2

i=p∑
i6=j=1

ninj, ïîëó÷åííîå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0 (âûâåäåííûì èç

êîíöåïöèè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, ìîæåò â òî÷íîñòè âîñïðîèçâåñòè EM â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

êîãäà [a0 = α , a2 = β , a1 = (−β2

4
) = (−a2

2

4
)]. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí íóëåâîãî

ïîðÿäêà íàøåé àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè ìîæåò â òî÷íîñòè âîñïðîèçâåñòè ïîòåíöèàë Ìîðçå.

Ìîäåëü Ìîðçå êàæåòñÿ íåïðèñïîñîáëåííîé âîñïðîèçâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíóþ èíôîðìàöèþ

äëÿ ìîëåêóëû ñòèáèíà, â òî âðåìÿ êàê íàøà àëãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü âîñðîèçâîäèò îòíîñèòåëüíî

õîðîøî ýêñïåðèìåíòàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè âàëåíòíûõ êîëåáàíèé ýòîé ìîëåêóëû.

Ìàòðèöà êîððåëÿöèè Mcor ïîêàçûâàåò íàì, ÷òî ïàðàìåòðû íàøåé ìîäåëè êîððåëèðóþò

îòíîñèòåëüíî íåìíîãî, çà èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðîâ a0 è a1, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì

ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè, êîòîðûå èìåþòñÿ äëÿ ýòîé ìîëåêóëû.

Ïîñëåäíèé ñòîëáåö òàáëèöû 2.15 ïîêàçûâàåò ïðåäñêàçàòåëüíîñòü èñïîëüçóåìîé ìîäåëè.

Äëÿ ïîêàçà ïðåäñêàçàòåëüíîñòè áûëà ïðîâåäåíà ïîääãîíêà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè,

êîòîðûå íå îáîçíà÷åíû çâåçäî÷êîé. Íà îñíîâå ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ýòîé

ïîäãîíêè, áûëè ïðåäñêàçàíû çíà÷åíèÿ äëÿ äàííûõ, îáîçíà÷åííûõ çâåçäî÷êîé. Èç ðàñ÷åòà

âèäíî, ÷òî ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ëó÷øå, ÷åì ðåçóëüòàòû ïîäãîíêè íà îñíîâå ìîäåëè

Lummila et al. [61].

Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ìîæíî òàêæå îöåíèòü çíà÷åíèå äèññîöèàöèîííîãî

ïðåäåëà ìîëåêóëû ñòèáèíà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëó÷øèé ñïîñîá "çàñòàâèòü"ìîëåêóëó

ðàñïàñòüñÿ - ïîìåñòèòü ìàêñèìóì êâàíòîâ íà îäíó è òó æå ñâÿçü ìîëåêóëû òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû âîçáóæäåíèå ïðèâîäèëî ê ðàçðûâó ñâÿçè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå,

ñâÿçàííîå ñ äèññîöèàöèåé ìîëåêóëû, îáîçíà÷àåòñÿ êàê |(n 0 0), 1E, 1A1〉. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â íàõîæäåíèè ìàêñèìóìà ôóíêöèè E0(n) â ñîñòîÿíèè |(n 0 0), 1E, 1A1〉. Íàéäåì ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîå ÷èñëî n èç óñëîâèÿ

∂ E0(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

=⇒ nmax =
−a0

2a1

(2.6.6)

Ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì â ðàìêàõ ðåäóêöèè U(4) ⊃ U(3), òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî

êâàíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ êàê nmax = N . Ìîæíî íàéòè ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

nmax ≃ 28, 82 N = 29 =⇒ E0(29) ≃ 27771 ñì−1 (2.6.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèññîöèàöèè, îáîçíà÷àåòñÿ |(29 0 0), 1E, 1A1〉,
èç êîòîðîãî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè De :

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(29) ≃ 27771 cm−1 (2.6.8)

Ýòî çíà÷åíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè De ñðàâíèìî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì [61] :

Òåîðåòè÷åñêè Ýêñïåðèìåíòàëüíî

De ≃ 27771 ñìm−1 De ≃ 28900 ñì−1
(2.6.9)

òî åñòü îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ñîñòàâëÿåò 3.9%. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü

óäîâëåòâîðèòåëüíà äëÿ îïèñàíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû ñòèáèíà.
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2.6.3 Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîëåêóëû àðñèíà AsH3

Ìîëåêóëà àðñèíà òèïà - 4-õ àòîìíàÿ ìîëåêóëà àêñèàëüíîé ñèììåòðèè òèïà XY3 ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñ â àñòðîôèçèêå, â ïîñëåäíåå âðåìÿ (ýêî)òîêñèêîëîãè ïðîÿâëÿþò èíòåðåñ ê ìûøüÿêó

è åãî ïðîèçâîäíûì, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîëåêóëà.

Â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè ìûøüÿê íàõîäèòñÿ â òâåðäîé ôîðìå, íî îíà íå î÷åíü ðàñïðîñòðàíåíà,

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìûøüÿê ìîæíî îáíàðóæèòü ñ ñîñòàâå ðàçëè÷íûõ ìåòàëëîâ, íàðÿäó

ñ ñåðîé. Ñðåäè åñòåñòâåííûõ âåùåñòâ, ñîäåðæàùèõ ìûøüÿê, ñëåäóåò óïîìÿíóòü àðñåíîïèðèò

(FeAsS), ðåàëüãàð (AsS), àóðèïèãìåíò (As2S3), íèêåëèí (NiAs) è êîáàëüòèí (CoAsS).

Ìûøüÿê âñòðå÷àåòñÿ è â ãàçîâîé ôîðìå: ëåãêî èñïàðÿþùàÿñÿ òð¼õîêèñü ìûøüÿêà (As2O3),

àðñèí (AsH3) è ìåòèëèðîâàííûé àðñèí. Â æèäêîé ôîðìå ìûøüÿê âñòðå÷àåòñÿ êàê íåîðãàíè÷åñêèå

As(III) è d'As(V), òàêæå êàê è ðàçëè÷íûå ôîðìû ìåòèëèðîâàííîãî ìûøüÿêà As(V).

Èç î÷åíü ÷èñòîãî ìûøüÿêà ïðîèçâîäÿò ïîëóïðîâîäíèêè: àðñåíèä ãàëëèÿ è àðñåíèä

èíäèÿ. Ðîññèÿ è Ôðàíöèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèäåðàìè ïî ïðîèçâîäñòâó ìûøüÿêà.

Çíà÷åíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò ìîëåêóëû àðñèíà [63]:






ν1(A1) = 2115.164 ñì−1

ν2(A1) = 906.752 ñì−1

ν3(E) = 2126.423 ñì−1

ν4(E) = 999.225 ñì−1

(2.6.10)

Èñïîëüçóåìàÿ ôîðìà ãàìèëüòîíèàíà Ĥ:

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.6.11)

Ïðè ïîäãîíêå èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà. Â ðåçóëüòàòå ïîäãîíêè ïîëó÷åí

ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ






a0 = 2161.759(396) ñì−1

a1 = −38.692(079) ñì−1

a2 = −1.645(405) ñì−1

a3 = −3.702(257) ñì−1

(2.6.12)
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è ìàòðèöà êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ ai (i = 0, 1, 2, 3), ïðåäñòàâëåííûõ â ãàìèëüòîíèàíå Ĥ

Mcor(21, 4) =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.96 1

a2 −0.81 0.75 1

a3 −0.15 0.10 −0.06 1




(2.6.13)

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïîäãîíêè

ïàðàìåòðîâ íàøåé ìîäåëè.

Òàáëèöà 2.16: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàññ÷èòàííûå âàëåíòíûå êîëåáàòåëüíûå óðîâíè

ýíåðãèè àðñèíà AsH3 äëÿ n 6 6 ñ 20 ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè

_____________________________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò ýêñïåðèìåíò ðàñ÷åò-ýêñï ýêñï-ðàñ÷åò

**

% (cì -1) (cì -1) (cì -1) (cì -1)

_______________________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 2115.662 2115.164 0.14 0.241

|( 1 0 0)1E1> 1.000 2126.759 2126.423 0.34 0.649

|( 2 0 0)1A1> 0.989 4167.180 4166.772 2.49 0.421

|( 2 0 0)1E1> 0.998 4168.405 4167.935 1.34 0.606

|( 1 1 0)1A1> 0.989 4238.652 4237.700 2.67 1.445

|( 1 1 0)1E1> 0.998 4248.534 4247.520 4.42 1.944

|( 3 0 0)1A1> 0.998 6136.459 6136.340 -0.23 0.215

|( 3 0 0)1E1> 0.998 6136.504 6136.330 -0.29 0.670

|( 2 1 0)1A1> 0.987 6276.143 6275.830 -1.37 0.889

|( 2 1 0)1E1> 0.971 6282.389 6282.350 -1.00 -1.294

|( 2 1 0)2E1> 0.970 6295.202 6294.710 -4.385

|( 2 1 0)1A2> 1.000 6299.631

|( 1 1 1)1A1> 0.990 6366.126 6365.950 2.127

|( 4 0 0)1A1> 0.999 8027.467 8028.977 9.87 -1.482

|( 4 0 0)1E1> 0.999 8027.468 8028.969 9.87 -1.085

|( 3 1 0)1A1> 0.983 8249.148 8249.510 0.934

|( 3 1 0)1E1> 0.772 8257.357 8258.370 -1.074

|( 3 1 0)2E1> 0.781 8250.769
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|( 3 1 0)1A2> 1.000 8258.879

|( 2 2 0)1A1> 0.974 8331.650

|( 2 2 0)1E1> 0.984 8332.843

|( 2 1 1)1A1> 0.987 8393.932

|( 2 1 1)1E1> 0.997 8414.851

|( 5 0 0)1A1> 0.999 9841.028 9841.400 -0.485

|( 5 0 0)1E1> 0.999 9841.028 9841.400 -0.123

|( 4 1 0)1A1> 0.995 10139.912

|( 4 1 0)1E1> 0.859 10139.998

|( 4 1 0)2E1> 0.860 10147.375

|( 4 1 0)1A2> 0.998 10147.458

|( 3 2 0)1A1> 0.990 10284.327

|( 3 2 0)1E1> 0.994 10284.954

|( 3 2 0)2E1> 0.994 10307.174

|( 3 2 0)1A2> 0.998 10307.716

|( 3 1 1)1A1> 0.960 10368.110

|( 3 1 1)1E1> 0.988 10371.930

|( 2 2 1)1A1> 0.964 10437.916

|( 2 2 1)1E1> 0.993 10456.227

|( 6 0 0)1A1> 0.999 11577.189 11576.290 0.581

|( 6 0 0)1E1> 0.999 11577.189 11577.290 0.927

|( 5 1 0)1A1> 0.997 11951.990

|( 5 1 0)1E1> 0.864 11951.992

|( 5 1 0)2E1> 0.865 11959.413

|( 5 1 0)1A2> 0.999 11959.416

.

.

|( 7 0 0)1A1> 0.999 13235.959

|( 7 0 0)1E1> 0.999 13235.959

_____________________________________________________________________

(*) [64]

σ(20, 4) = 0, 80 cì−1

Ðåçóëüòàòû íàøåãî ðàñ÷åòà îïÿòü ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè èç [65].

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íàøåãî ðàñ÷åòà äëÿ 20 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ñ ÷åòûðüìÿ

ïàðàìåòðàìè σ(20, 4) ñîñòàâèëî 0, 80 cì−1. Â ðàáîòå [65] â ïîäãîíêå ó÷àñòâîâàëî 13 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü íàøó ìîäåëü è ìîäåëü [65], íàìè áûëà îñóùåñòâëåíà

ïîäãîíêà ñ òåìè æå 13 ýêñïåðèìåíòàëüíûìè òî÷êàìè. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

ïîäãîíêè 13 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè èç 4 ïàðàìåòðîâ ñîñòàâèëî

σ(13, 4) ñîñòàâèëî 0, 55 cì−1, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå äëÿ òàêîãî æå êîëè÷åñòâà

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê è ïàðàìåòðîâ èç [65] σ(13, 4) = 5, 08 cì−1 .
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Â ñëó÷àå ìîëåêóëû àðñèíà òàêæå ìîæíî íàáëþäàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû "÷èñòîòû"ñîñòîÿíèé

|(n 0 0)1A1 > è |(n 0 0)1E1 > áëèçêè ê 1, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû êàê ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H0, òî åñòü

H0 |(n 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(n) |(n 0 0), 1E, 1A1〉 = (a0 n+ a1 n
2) |(n 0 0), 1E, 1A1〉 (2.6.14)

Îöåíèì äèññîöèîííûé ïðåäåë ìîëåêóëû àðñèíà:

∂ E0(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

=⇒ nmax =
−a0

2a1

. (2.6.15)

Ñîãëàñíî ðåäóêöèè U(4) ⊃ U(3), ìû èìååì nmax = N , ÷òî íàì äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè

÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

nmax ≃ 27, 93 N = 28 =⇒ E0(28) ≃ 30174 cì−1 (2.6.16)

Ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèññîöèîííîìó ïðåäåëó |(28 0 0), 1E, 1A1〉, äàåò âîçìîæíîñòü

îöåíèòü çíà÷åíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè De:

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(28) ≃ 30174 cì−1. (2.6.17)

Çíà÷åíèå De, ïîëó÷åííîå äëÿ ýíåðãèè äèññîöèàöèè â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëå, ñðàâíèìî

ñî çíà÷åíèåì äëÿ ýíåðãèè äèññîöèàöèè, ïîëó÷åííîì ýêñïåðèìåíòàëüíî [63]:

Òåîðåòè÷åñêè Ýêñïåðèìåíòàëüíî

De ≃ 30174 cì−1 De ≃ 31669 cì−1
(2.6.18)

òî åñòü îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà 4, 66%.

2.6.4 Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà PH3

Íàêîíåö ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà PH3, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ìîëåêóëîé òèïà XY3. Ýòà ìîëåêóëà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ïëàíåòîëîãèè, ïîñêîëüêó áûëà

îáíàðóæåíà â àòìîñôåðå ïëàíåò-ãèãàíòîâ, à òàêæå, êàê è äâå ïðåäûäóùèå ìîëåêóëû,

èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èíäóñòðèè.

Çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû [11]:






ν1(A1) = 2321.12 cì−1

ν2(A1) = 992.13 cì−1

ν3(E) = 2326.87 cì−1

ν4(E) = 1118.31 cì−1

(2.6.19)

Êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ôîðìà ãàìèëüòîíèàíà

Ĥ:

H = a0 n̂+ a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+ a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3) + a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.6.20)
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Íà îñíîâå ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà áûëà îñóùåñòâëåíà ïîäãîíêà, â ðåçóëüòàòå

êîòîðîé áûë îïðåäåëåí ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî âàëåíòíûå

êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà:






a0 = 2365.725(411) cì−1

a1 = −42.132(082) cì−1

a2 = −0.172(411) cì−1

a3 = −1.715(287) cì−1

(2.6.21)

è ìàòðèöà êîððåëÿöèè Mcor

Mcor =




a0 a1 a2 a3

a0 1

a1 −0.95 1

a2 −0.81 0.73 1

a3 −0.21 0.18 −0.02 1




(2.6.22)

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò çíà÷åíèé âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû ôîñôèíà PH3 (Tab. 2.17).

Òàáëèöà 2.17: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû PH3 äî n 6 6

___________________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò ýêñïåðèìåíò ðàñ÷åò-ýêñï

% (cì -1) (cì -1) (cì -1)

_____________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 2320.163 2321.131 -0.968

|( 1 0 0)1E1> 1.000 2325.308 2326.876 -1.568

|( 2 0 0)1A1> 0.998 4562.632 4566.260 -3.627

|( 2 0 0)1E1> 0.999 4562.853 4565.780 -2.926

|( 1 1 0)1A1> 0.998 4644.218 4644.660 -0.442

|( 1 1 0)1E1> 0.999 4649.074
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|( 3 0 0)1A1> 0.999 6717.878 6714.600 3.278

|( 3 0 0)1E1> 0.999 6717.881 6714.600 3.281

|( 2 1 0)1A1> 0.997 6881.429 6881.530 -0.100

|( 2 1 0)1E1> 0.968 6883.941 6883.730 0.211

|( 2 1 0)2E1> 0.968 6889.882 6890.860 -0.977

|( 2 1 0)1A2> 1.000 6892.005

|( 1 1 1)1A1> 0.998 6971.689 6971.160 0.529

|( 4 0 0)1A1> 0.999 8788.691 8788.000 0.691

|( 4 0 0)1E1> 0.999 8788.691 8788.000 0.691

|( 3 1 0)1A1> 0.997 9039.941 9040.000 -0.059

|( 3 1 0)1E1> 0.834 9041.238 9040.000 1.238

|( 3 1 0)2E1> 0.836 9043.502

|( 3 1 0)1A2> 1.000 9043.810

|( 2 2 0)1A1> 0.996 9126.532

|( 2 2 0)1E1> 0.997 9126.532

|( 2 1 1)1A1> 0.998 9204.109

|( 2 1 1)1E1> 0.999 9214.399

|( 5 0 0)1A1> 0.999 10775.319

|( 5 0 0)1E1> 0.999 10775.319

|( 4 1 0)1A1> 0.999 11111.352

|( 4 1 0)1E1> 0.865 11112.209

|( 4 1 0)2E1> 0.865 11113.924

|( 3 2 0)1A1> 0.998 11276.795

|( 3 2 0)1E1> 0.996 11276.795

|( 3 2 0)2E1> 0.996 11287.086

|( 3 2 0)1A2> 0.998 11279.368

|( 3 1 1)1A1> 0.993 11366.377

|( 3 1 1)1E1> 0.990 11366.377

|( 2 2 1)1A1> 0.964 11443.954

|( 2 2 1)1E1> 0.993 11454.245

|( 6 0 0)1A1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705

|( 6 0 0)1E1> 0.999 12677.504 12678.210 -0.705

|( 5 1 0)1A1> 0.999 13098.059

|( 5 1 0)1E1> 0.866 13098.916

|( 5 1 0)2E1> 0.866 13100.632

|( 5 1 0)1A2> 0.999 13100.632

.

|( 7 0 0)1A1> 0.999 14495.593

|( 7 0 0)1E1> 0.999 14495.593

___________________________________________________________

σ(17, 4) = 1, 74 cì−1
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Ê ñîæàëåíèþ äëÿ äàííîé ìîëåêóëû â ëèòåðàòóðå íåò ðåçóëüòàòîâ, àíàëîãè÷íûõ íàøèì,

çà èñêëþ÷åíèåì ðàáîòû [11], ãäå àâòîðû ðàññìàòðèâàëè îäíîâðåìåííî âàëåíòíûå è äåôîðìàöèîííûå

êîëåáàíèÿ. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïðîâåäåííîãî ðàñ÷åòà äëÿ 17 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

óðîâíåé â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè ñ 4 ïàðàìåòðàìè ñîñòàâèëî σ(17, 4) = 1, 74 cì−1. Ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áîëüøàÿ ðàçíèöà ðàñ÷åò-ýêñïåðèìåíò, ïðåâûøàþùàÿ çíà÷åíèå 1 cì−1,

ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ðåçîíàíñà ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè. Ïîêà

ìû íå ìîæåì ïðîâåðèòü ýòó ãèïîòåçó, ïîñêîëüêó íå ïðèíÿëè âî âíèìàíèå ýòî âçàèìîäåéñòâèå,

íî ýòî áóäåò ñäåëàíî äàëåå â ýòîé ðàáîòå.

Êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùèõ äâóõ ìîëåêóë, áûëî îöåíåíî çíà÷åíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè:

äëÿ nmax ≃ 28, 07 N = 28 =⇒ E0(28) ≃ 33208 cm−1, òî åñòü äèññîöèîííîå ñîñòîÿíèå

|(28 0 0), 1E, 1A1〉 äàåò íàì çíà÷åíèå ýíåðãèè äèññîöèàöèè De

De ≃ 〈(N 0 0), 1E, 1A1| H0 |(N 0 0), 1E, 1A1〉 = E0(28) ≃ 33208 c−1. (2.6.23)

2.7 Êîëåáàòåëüíûé ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëXY3(C3v) (ëîêàëüíî

- ëîêàëüíàÿ ìîäåëü)

2.7.1 Äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ ìîëåêóë XY3(C3v)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóë

XY3, ñíà÷àëà íóæíî ðàññìîòðåòü, êàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êåò-âåêòîðà ñîñòîÿíèé

(ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ) äëÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé, ãåíåðàòîðû äëÿ ýòîãî òèïà

êîëåáàíèé è, î÷åâèäíî, ãàìèëüòîíèàí, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå

ñîñòîÿíèÿ. Äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ ìîæíî îïèñàòü òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì, ÷òî è

âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ, òî åñòü íà îñíîâå öåïî÷êè ãðóïï, îïèñûâàþùåé âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ,

â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìîä. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ

îïèñàíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé, ïðèìåíèìî è äëÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé, íî â äàííîì

ñëó÷àå ìû äîëæíû àññîöèèðîâàòü áîçîííûå îïåðàòîðû ñ óãëàìè ìåæäó ñâÿçÿìè (α12, α13, α23).

Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áîçîííûìè îïåðàòîðàìè è óãëàìè α12, α13, α23

(Fig. 2.3):

Ìîæíî âûáðàòü, ÷òî 




{b+5 , b5} ñîîòâåòñâóåò α23

{b+6 , b6} ñîîòâåòñâóåò α13

{b+7 , b7} ñîîòâåòñâóåò α12

(2.7.1)

è îáîçíà÷èòü íåñèììåòðèçîâàííûé êåò-âåêòîð, îïèñûâàþùèé äåôîðìàöèîííîå êîëåáàòåëüíîå

ñîñòîÿíèå, êàê |(n5 n6 n7)〉.
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Ðèñ. 2.3: Óãëû ìåæäó ñâÿçÿìè íåïëîñêîé ìîëåêóëû XY3

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè ñèììåòðèè ãðóïïû S3 σv1 :

(67), σv2 : (57), σv3 : (56), C3 : (576), C−1
3 : (567).

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ è ãåíåðàòîðîâ.

Ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó ñèììåòðèçàöèè, ïðèìåíåííóþ äëÿ ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ è

ãåíåðàòîðîâ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò è äëÿ äåôîðìàöèîííûõ

êîëåáàíèé:

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n5 = n6 = n7 ≡ n

|(nnn) , A1〉 = |nnn〉

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n5 = n6 ≡ n è n7 ≡ n′

|(nnn′) , A1〉 =
1√
3
[|nnn′〉 + |nn′ n〉 + |n′ nn〉]

|(nnn′) , E1〉 =
1√
6
[2|nnn′〉 − |nn′ n〉 − |n′ nn〉]

|(nnn′) , E2〉 =
1√
2
[|nn′ n〉 − |n′ nn〉]

- Ñèììåòðèçîâàííîå ñîñòîÿíèå òèïà n5 6= n6 6= n7

Â ñèììåòðèçîâàííîì êåò-âåêòîðå òèïà |(n5 n6 n7) , r Cσ〉 ïðèìåì ñëåäóþùåå óñëîâèå

n5 > n6 > n7.
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|(n5 n6 n7) , A1〉 =
1√
6
[|n5 n6 n7〉 + |n5 n7 n6〉 + |n6 n5 n7〉

+|n5 n7 n6〉 + |n7 n5 n6〉 + |n7 n6 n5〉]

|(n5 n6 n7) , A2〉 =
1√
6
[|n5 n6 n7〉 − |n5 n7 n6〉 − |n6 n5 n7〉

+|n6 n7 n5〉 + |n7 n5 n6〉 − |n7 n6 n5〉]

|(n5 n6 n7) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n5 n6 n7〉 − |n7 n6 n5〉 − |n5 n7 n6〉

+2|n6 n5 n7〉 − |n6 n7 n5〉 − |n7 n5 n6〉]

|(n5, n6, n7) , 1E2〉 =
1

2
[|n5 n7 n6〉 − |n7 n6 n5〉 − |n7 n5 n6〉 + |n6 n7 n5〉]

|(n5 n6 n7) , 2E1〉 =
1

2
[−|n5 n7 n6〉 + |n6 n7 n5〉 − |n7 n5 n6〉 + |n7 n6 n5〉

|(n5 n6 n7) , 2E2〉 =
1√
12

[−|n5 n7 n6〉 + |n6 n7 n5〉 + 2|n6 n5 n7〉

−2|n5 n6 n7〉 + |n7 n5 n6〉 − |n7 n6 n5〉]

Äëÿ ãåíåðàòîðîâ òàêæå ïîëó÷èì

- Ïåðâûé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò îïåðàòîðîâ âåñà.

Òî åñòü ýòî ãåíåðàòîðû, êîòîðûå äèàãîíàëüíû â áàçèñå Ã-Ö è áàçèñå ñèììåòðèçîâàííûõ

îïåðàòîðîâ.

Y1(A1) = N̂8

Y2(A1) = N̂5 + N̂6 + N̂7

Y
1(E)
1 = N̂5 + N̂6 − 2N̂7

Y
1(E)
2 =

√
3
[
N̂5 − N̂6

]

- Âòîðîé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, äèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [n, 0, 0] ãðóïïû U(3).

Ýòè ãåíåðàòîðû ñâÿçûâàþò ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäíèì è òåì

æå çíà÷åíèåì êâàíòîâîãî ÷èñëà n.

Y3(A1) = E5 7 + E7 5 + E7 6 + E6 7 + E6 5 + E5 6

Y1(A2) = −E5 7 + E7 5 − E7 6 + E6 7 − E6 5 + E5 6

Y
2(E)
1 = −E5 7 − E7 5 − E7 6 − E6 7 + 2E6 5 + 2E5 6

Y
2(E)
2 =

√
3(E5 7 + E7 5 − E7 6 − E6 7)

Y
3(E)
1 = E7 6 − E6 7 − E5 7 + E7 5

Y
3(E)
2 =

√
3(−2E5 6 + 2E6 5 − E7 6 + E6 7 + E7 5 − E5 7)
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- Òðåòèé íàáîð: ñèììåòðèçîâàííûå ãåíåðàòîðû, íåäèàãîíàëüíûå â ðàìêàõ ïîëíîñèììåòðè÷íîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ [n, 0, 0] ãðóïïû U(3).

Îíè ñâÿçûâàþò ëîêàëüíûå ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ðàçíûì çíà÷åíèåì êâàíòîâîãî

÷èñëà n.

Y4(A1) = E5 8 + E8 5 + E7 8 + E8 7 + E6 8 + E8 6

Y5(A1) = ı(E5 8 − E8 5 + E6 8 − E8 6 + E7 8 − E8 7)

Y
4(E)
1 = E5 8 + E8 5 − 2E7 8 − 2E8 7 + E6 8 + E8 6

Y
4(E)
2 =

√
3(E5 8 + E8 5 − E6 48 − E8 6)

Y
5(E)
1 = ı(E5 8 − E8 5 − E8 6 + E6 8 − 2E7 8 + 2E8 7)

Y
5(E)
2 = ı

√
3(E5 8 − E8 5 + E8 6 − E6 8)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü òó æå ñàìóþ èäåþ, ÷òî è

â ñëó÷àå âàëåíòíûõ êîëåáàíèé, òî åñòü ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé äåôîðìàöèîííûå

êîëåáàíèÿ, âûãëÿäèò ñëåäóþùèé âèä

H = a4 n̂+ a5

(
n̂2

5 + n̂2
6 + n̂2

7

)
+ a6 (n̂5n̂6 + n̂5n̂7 + n̂6n̂7) + a7

∑

i 6=j=5,6,7

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.7.2)

Òåïåðü ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðîöåäóðó ïîäãîíêè äëÿ ðàñ÷åòà äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàòåëüíûõ

ìîä. Ê ñîæàëåíèþ äëÿ ìîëåêóëû ñòèáèíà èìååòñÿ íåäîñòàòè÷íî ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè

äëÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé (âñåãî 4 êîëåáàòåëüíûõ óðîâíÿ ýíåðãèè), ïîýòîìó ðàñ÷åò

áûë îñóùåñòâëåí íà ïðèìåðå ìîëåêóë àðñèíà è ôîñôèíà.

Äëÿ ïðîöåäóðû ïîäãîíêè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà, â ðåçóëüòàòå

ïîäãîíêè áûëè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî äåôîðìàöèîííûå

êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû àðñèíà:






a4 = 973.97(2.26) cì−1

a5 = −5.09738(1.43) cì−1

a6 = 2.95563(2.58) cì−1

a7 = −31.772(262) cì−1

(2.7.3)

è ìàòðèöà êîððåëÿöèè Mcor
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Mcor =




a4 a5 a6 a7

a4 1

a5 −0.95 1

a6 −0.38 0.10 1

a7 −0.13 0.12 0.02 1




(2.7.4)

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ áûëè ðàññ÷èòàíû óðîâíè ýíåðãèè äëÿ äåôîðìàöèîííûõ

êîëåáàíèé àðñèíà Tab. 2.18

Òàáëèöà 2.18: Äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè àðñèíà äëÿ n 6 4

___________________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò ýêñïåðèìåíò ðàñ÷åò-ýêñï

% (cì -1) (cì -1) (cì -1)

_____________________________________________________________

|( 1 0 0)A1> 1.00 905.329 906.752 -1.423

|( 1 0 0)E > 1.00 1000.647 999.225 1.423

|( 1 1 0)A1> 0.82 1809.022 1806.149 2.874

|( 2 0 0)E > 0.81 1899.782 1904.115 -4.332

|( 2 0 0)A1> 0.80 1995.690 1990.998 4.693

|( 1 1 0)E > 0.81 2000.249 2003.483 -3.234

|( 2 1 0)A1> 0.81 2711.048

|( 2 1 0)E > 0.64 2796.982

|( 3 0 0)A1> 0.85 2887.751

|( 3 0 0)E > 0.56 2893.718

|( 2 1 0)E > 0.87 2990.020

|( 2 1 0)A2> 1.00 2997.654

|( 1 1 1)A1> 0.74 2999.744

|( 2 1 1)A1> 0.62 3611.366

|( 2 2 0)E > 0.40 3692.147

|( 4 0 0)A1> 0.78 3777.405

|( 3 1 0)E > 0.43 3785.121

|( 4 0 0)E > 0.63 3875.803

|( 3 1 0)A2> 1.00 3885.550

|( 3 1 0)A1> 0.37 3888.118
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|( 2 2 0)A1> 0.67 3979.357

|( 3 1 0)E > 0.72 3983.130

|( 2 1 1)E > 0.79 3996.233

.

.

___________________________________________________________

σ(6, 4) = 5, 64 cì−1

Íèæå òàêæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà. Ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà-

Ìàðêàðäòà, â ðåçóëüòàòå ïîäãîíêè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû:






a4 = 1077.757(002) cì−1

a5 = −0.704(001) cì−1

a6 = −14.502(005) cì−1

a7 = −42.900(001) cì−1

(2.7.5)

à òàêæå ìàòðèöà êîððåëÿöèè Mcor:

Mcor =




a4 a5 a6 a7

a4 1

a5 −0.91 1

a6 0.19 −0.55 1

a7 −0.36 0.53 −0.73 1




(2.7.6)

Â ñëåäóþùå òàáëèöå ïðèâåäåí ðàñ÷åò óðîâíåé ýíåðãèè äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé

ìîëåêóëû ôîñôèíà.

Òàáëèöà 2.19: Äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå ìîäû ôîñôèíà äëÿ n 6 4

________________________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ñîñòîÿíèÿ ýêñïåðèìåíò ðàñ÷åò ýêñï-ðàñ÷åò

% (cì -1) (cì -1) (cì -1)

_____________________________________________________________

|( 1 0 0)1A1> 1.000 991.25 992.13 -0.88
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|( 1 0 0)1E1> 1.000 1119.95 1118.31 1.64

|( 1 1 0)1A1> 0.83 1972.21 1972.55 -0.34

|( 2 0 0)1E1> 0.79 2105.12 2108.15 -3.03

|( 1 1 0)1E1> 0.79 2230.07 2234.93 -4.86

|( 2 0 0)1A1> 0.83 2234.27 2226.83 7.44

|( 2 1 0)1A1> 0.81 2942.91 2940.77 2.14

|( 2 1 0)1E1> 0.75 3079.92

|( 3 0 0)1E1> 0.67 3209.39

|( 3 0 0)1A1> 0.76 3212.31 3214.20 -1.89

|( 1 1 1)1A1> 0.69 3331.39

|( 2 1 0)2E1> 0.77 3339.09

|( 2 1 0)1A2> 1.00 3339.09

|( 2 1 1)1A1> 0.70 3903.35

|( 2 2 0)1E1> 0.59 4044.36

|( 3 1 0)1E1> 0.65 4178.20

|( 3 1 0)1A1> 0.59 4180.14

|( 4 0 0)1A1> 0.65 4304.90

|( 4 0 0)1E1> 0.99 4310.02

|( 2 1 1)1E1> 0.54 4420.76

|( 3 1 0)2E1> 0.61 4434.81

|( 2 2 0)1A1> 0.53 4438.98

.

.

___________________________________________________________

σ(8, 4) = 4, 99 cì−1

Èç ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû âîñïðîèçâîäèìîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé â

ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè ãðóïï îòíîñèòåëüíî ñðåäíèå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî

ñâÿçàíî ëèáî ñ íàëè÷èåì ðåçîíàíñà ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè,

ëèáî äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ ñëåäóåò îïèñûâàòü â ðàìêàõ öåïî÷êè ãðóïï 2.2.4. Èìåííî

ïîýòîìó äàëåå, â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè

êîëåáàíèÿìè â ðàìêàõ öåïî÷êè 2.2.3, òî åñòü äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ â

ðàìêàõ ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, à â ñëåäóþùåé ãëàâå íà îñíîâå öåïî÷êè ãðóïï 2.2.4

2.7.2 Êîëåáàíèÿ 4-õ àòîìíûõ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë â ðàìêàõ

ëîêàëüíî-ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Â äàííîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 èññëåäóþòñÿ íà îñíîâå

öåïî÷êè ãðóïï (2.2.3).

Ìû óæå ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü öåïî÷êè ãðóïï (Uâàë.(4) ⊃ Uâàë.(3) ⊃ Kâàë.(3) ⊃
Sâàë.(3) ⊃ C3v) äëÿ îïèñàíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé

öåïî÷êîé ãðóïï äëÿ îïèñàíèÿ äàííîãî òèïà êîëåáàíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí,
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îïèñûâàþùèé âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

He = a0 (n̂1 + n̂2 + n̂3)+a1

(
n̂2

1 + n̂2
2 + n̂2

3

)
+a2 (n̂1n̂2 + n̂1n̂3 + n̂2n̂3)+a3

∑

i 6=j=1,2,3

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.7.7)

è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîëíîãî ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî êîëåáàíèÿ ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë

òèïà XY3. Ñèììåòðèçîâàííûé áàçèñ âåêòîðîâ |(n1, n2, n3) , Ce〉, îïèñûâàþùèé âàëåíòíûå

êîëåáàíèÿ áûë îïðåäåëåí â ��2.4.3, òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé

ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë.

Ñëåäóÿ öåïî÷êå ãðóïï 2.2.3, äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå öåïî÷êè

ãðóïï (Uäåô.(4) ⊃ Uäåô.(3) ⊃ Käåô.(3) ⊃ Säåô.(3) ⊃ C3v), ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòü ïîëíîãî

ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ, çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå:

Hp = a4 (n̂5 + n̂6 + n̂7)+a5

(
n̂2

5 + n̂2
6 + n̂2

7

)
+a6 (n̂5n̂6 + n̂5n̂7 + n̂6n̂7)+a7

∑

i 6=j=5,6,7

b+i bj

︸ ︷︷ ︸
≡Y3(A1)

(2.7.8)

ñ ñèììåòðèçîâàííûì íàáîðîì êåò-âåêòîðîâ |(n5, n6, n7) , Cp〉, îïðåäåëåííûõ â ��2.7.1.

Òî åñòü öåïî÷êà ãðóïï, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ 4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé

ñèììåòðèè, íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï, âõîäÿùèõ â ýòó öåïî÷êó, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì

îáðàçîì



[
Ns,

.

0
3
] [

ns,
.

0
2
]

(ws = (n1, n2, n3) , fws
) (λs1 , λs2 , λs3) (Csσs)

(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ Cs3v
)

⊗
(Ub(4) ⊃ Ub(3) ⊃ Kb(3) ⊃ Sb(3) ≈ Cb3v

)[
Nb,

.

0
3
] [

nb,
.

0
2
]

(wb = (m1,m2,m3) , fwb
) (λb1 , λb2 , λb3) (Cbσb)




⊃ C3v

(Cσ)

(2.7.9)

À ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

ñîñòîèò èç ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùåãî âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ, è ãàìèëüòîíèàíà, íà îñíîâå

êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ:

H0

ëîê. ëîê. = a0 ns + a1(N
2
1 + N2

2 + N2
3)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3∑
i6=j=1

b+
i bj

+a4 nb + a5(N
2
5 + N2

6 + N2
7)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7∑
i6=j=5

b+
i bj

(2.7.10)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü êîëåáàòåëüíûå óðîâíè 4-õ àòîìíûõ ïèðàìèäàëüíûõ

ìîëåêóë, ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò. Òàêèì îáðàçîì, èç çíà÷åíèé

ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò âèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðåçîíàíñ Ôåðìè

2:1:

ν1(A1) ≃ 2ν2(A1) and ν3(E) ≃ 2ν4(E). (2.7.11)

Äàííûé òèï ðåçîíàíñà óæå áûë èññëåäîâàí â [66]: äëÿ âîçáóæäåíèÿ îäíîãî êâàíòà âàëåíòíûõ

êîëåáàíèé äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ äîëæíû îòäàòü äâà êâàíòà, è äëÿ âîçáóæäåíèÿ

äâóõ êâàíòîâ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ äîëæíû îòäàòü îäèí êâàíò.

Îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé äàííûé ðåçîíàíñ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì Hs−b =
3∑

i=1

7∑
k≥n=5

(
b+

i bkbnb4

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âòîðîå ñóììèðîâàíèå ïî k è n íå ðàçëè÷àåò ñëó÷àÿ, êîãäà k = n,

òî åñòü, êîãäà îäíà äåôîðìàöèîííàÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû îáìåíèâàåòñÿ äâóìÿ

êâàíòàìè ñî ñâÿçüþ. Â ñëó÷àå k 6= n (èëè k > n)äâå ðàçëè÷íûå äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå

ñòåïåíè ñâîáîäû îáìåíèâàþòñÿ êàæäàÿ îäèíì êâàíòîì ñî ñâÿçüþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ

ýòîò ôàêò, ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé êîëåáàòåëüíûå ìîäû 4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë

àêñèàëüíîé ñèììåòðèè â ðàìêàõ ëîêàëüíî-ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä

H = a0 ns + a1(N
2
1 + N2

2 + N2
3)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3∑
i6=j=1

b+
i bj

+a4 nb + a5(N
2
5 + N2

6 + N2
7)

+ a6(N5N6 + N5N7 + N6N7) + a7

7∑
i6=j=5

b+
i bj

+ a8

3∑
i=1

7∑
k=5

(
b+

i b2
kb4b

+2
8 + b+

4 b+2
k bib

2
8

)
.

+ a9

3∑
i=1

7∑
k>n=5

(
b+

i bkbnb4b
+2
8 + b+

4 b+
n b+

k bib
2
8

)
.

(2.7.12)

Äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ
3∑

i=1

7∑
k=5

(
b+

i b2
kb4b

+2
8 + b+

4 b+2
k bib

2
8

)

è
3∑

i=1

7∑
k>n=5

(
b+

i bkbnb4b
+2
8 + b+

4 b+
n b+

k bib
2
8

)
íåîáõîäèìî îöåíèòü çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ns è Nb.

Äëÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà Ns, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî â äàííîé ðàáîòå, ýòî ÷èñëî âàëåíòíûõ

áîçîíîâ ñâÿçàíî ñ äèññîöèîííûì ïðåäåëîì. Îïðåäåëåíèå Ns = nsmax
îïðåäåëåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ñïîñîá, ÷òîáû ìîëåêóëà ïðîäèññîöèèðîâàëà, ýòî ðàçðóøèòü åå ñâÿçü, òî åñòü

ñêîíöåíòðèðîâàòü âñþ ýíåðãèþ íà åäèíñòâåííîé ñâÿçè. Äðóãèìè ñëîâàìè äèññîöèîííûé

ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò êåò-âåêòîðó |(n00), A1 or E〉 . Àíàëèç âàëåíòíûõ ìîä ïîêàçàë, ÷òî

ïîäîáíûå êåò-âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ "÷èñòûìè"(ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè âêëàä ïåðâîíà÷àëüíãî

êåò-âåêòîðà ≥ 0.99).
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè HSL ïî ns, êîãäà ñîáñòâåííûå êåò-

âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè òèïà |(n00), A1orE〉, òî åñòü

HSL|(n00), A1 or E〉 = E0s
(n)|(n00), A1 or E〉

= (a0n+ a1n
2)|(n00), A1 or E〉.

Òàê êàê ìû ïîëàãàëè, ÷òî
∂ E0s

(n)

∂ n
= 0

]

n=nmax

, îïðåäåëèì nmax ≃ 27.93, òî åñòü Ns =

28. Ìû äîëæíû îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòàÿ îöåíêà ýòîãî çíà÷åíèÿ

äîñòàòî÷íà äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðîâ
3∑

i=1

7∑
k=5

(
b+

i b2
kb4b

+2
8 + b+

4 b+2
k bib

2
8

)

è
3∑

i=1

7∑
k>n=5

(
b+

i bkbnb4b
+2
8 + b+

4 b+
n b+

k bib
2
8

)
. Íà ñàìîì äåëå, êàê áûëî ïîêàçàíî â [66], ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíûìè îò çíà÷åíèé Ns è Nb,

êîòîãäà íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü âûñîêîâîçáóæäåííûå êîëåáàòåëüíûå óðîâíè. Ýòî ìîæåò

äåéñòâèòåëüíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âàæíûé ïóíêò íàøåãî ôîðìàëèçìà, ïîòîìó ÷òî íàøà

ìîäåëü íå çàâèñèò îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò âáèëèçè äèññîöèîííîãî ïðåäåëà äëÿ íèçêèõ

çíà÷åíèé êâàíòîâûõ ÷èñåë (êàê ìîæíî îæèäàòü äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé ìîäåëè, îáû÷íî

ðàçðàáîòàííîé âáëèçè óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ), â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ïðåîáëàäàþùèìè

ïðè ïîñòðîåíèè ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà âáëèçè äèññîöèîííîãî ïðåäåëà.

Äëÿ âòîðîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà Nb ìû ïîëíîñòüþ ñîãëàñíû ñ òî÷êîé çðåíèÿ Sanchez-

Castellanos et al. [10]: äåôîðìàöèîííîå áîçîííîå ÷èñëî Nb íå ñâÿçàíî ñ äèññîöèîííûì

ïðåäåëîì. Ìîæåò áûòü ìîæíî îïðåäåëèòü íåêîòîðûé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò, îäíàêî, îí íå

ñîâñåì òðèâèàëåí äëÿ îáíàðóæåíèÿ. Ïåðâàÿ òî÷êà çðåíèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà, êîãäà

Nb ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïàðàìåòð, è çäåñü ìû ñîãëàñíû ñ èíòåðïðåòàöèåé, èñïîëüçóåìîé â

[10]. Îäíàêî, ìû ïðåäïî÷ëè âîññòàíàâëèâàòü âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ êîëåáàòåëüíûõ

óðîâíåé, ðàññìàòðèâàÿ âñå öåëûå ÷èñëà Nb â äèàïàçîíå [25-60]. Â èòîãå ìû ïðèøëè ê òîìó

æå çàêëþ÷åíèþ, ÷òî è â [10]: ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì äëÿ

âñåõ çíà÷åíèé Nb â äèàïàçîíå [25-60]. Â íàøåì ðàñ÷åòå ìû âçÿëè Nb = 35.
Íà îñíîâå ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêàðäòà íà ïðèìåðå ìîëåêóëû àðñèíà áûëà ïðîâåäåíà

ïîäãîíêà 33 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé â ìîäåëè ñ 10 ïàðàìåòðàìè, ðåçóëüòàòû êîòîðîé
ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Òàáëèöà 2.20: Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè àðñèíà, ðàññ÷èòàííûå â ëîêàëüíî-ëîêàëüíîì

ïðèáëèæåíèè äëÿ n ≤ 6

____________________________________________________________________________________________________________________

ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ âêëàä ýíåðãèÿ âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

êîëåáàòåëüíîå ñîñòîÿíèå ýêñïåðèìåíò ðàñ÷-ýêñï ñîñòîÿ- ðàñ÷-ýêñï ñîñòîÿ- ðàñ÷-ýêñï ðàñ÷-ýêñï ðàñ÷-ýêñï

(cì-1) (cì-1) íèÿ (cì-1) íèÿ (cì-1) (cì-1) (cì-1)

(33) % (27) % Ìîä.1 Ìîä.2 Ìîä.3

____________________________________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 906.752 -6.277 1.00 -4.133 0.99 1.97 -1.328 1.4

|( 0 0 0)28||( 1 0 0)34;(1A1 1E )-->E > 999.225 -3.058 1.00 -0.580 1.00 0.31 9.295 0.8

|( 0 0 0)28||( 1 1 0)33;(1A1 1A1 )-->A1> 1806.149 2.490 0.86 1.990 0.79 -1.59 1.853 -2.8

|( 0 0 0)28||( 2 0 0)33;(1A1 1E )-->E > 1904.115 -6.361 0.79 -4.496 0.85 0.53 -0.427 0.4
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|( 0 0 0)28||( 2 0 0)33;(1A1 1A1 )-->A1> 1990.998 3.375 0.79 5.236 0.79 -6.25 1.602 -5.2

|( 0 0 0)28||( 1 1 0)33;(1A1 1E )-->E > 2003.483 -2.246 0.86 -2.707 0.85 5.92 -9.707 6.9

|( 1 0 0)27||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 2115.164 -0.891 0.99 -0.223 0.75 0.14 0.932 1.3

|( 1 0 0)27||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 2126.423 0.826 0.99 0.058 1.00 0.34 -1.537 2.3

|( 1 0 0)27||( 1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 3013.000 1.387 0.99 4.560 0.99 0.64 3.953 -2.0

|( 1 0 0)27||( 1 0 0)34;(1A1 1E )-->E > 3102.000 8.717 1.00 * 1.00 -0.16 -0.427 -2.3

|( 2 0 0)26||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 4166.772 -0.147 0.98 -0.367 0.98 2.49 3.033 2.2

|( 2 0 0)26||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 4167.935 0.405 0.99 -0.218 0.99 1.34 -2.245 2.4

|( 1 1 0)26||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 4237.700 -0.022 0.98 0.904 0.98 2.0

|( 1 1 0)26||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 4247.530 1.447 0.99 1.303 0.99 2.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 5057.000 10.152 0.98 * 0.99 -0.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0)34;(1E 1A1 )-->E > 5057.000 11.861 0.99 * 1.00 -0.9

|( 1 1 0)26||( 1 0 0)34;(1A1 1A1 )-->A1> 5128.000 10.358 0.99 * 0.99 -1.3

|( 1 1 0)26||( 1 0 0)34;(1E 1A1 )-->E > 5128.000 * 1.00 * 1.00 -7.9

|( 2 0 0)26||( 1 0 0)34;(1A1 1E )-->E > 5158.000 5.492 0.98 * 0.99 0.5

|( 2 0 0)26||( 1 0 0)34;(1E 1E )-->A1> 5158.000 7.199 0.99 * 1.00 1.1

|( 3 0 0)25||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6136.340 -1.427 0.97 -0.623 0.94 -0.23 -4.667 -3.2

|( 3 0 0)25||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 6136.330 -2.436 0.96 -0.564 0.99 -0.29 1.951 -2.9

|( 2 1 0)25||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6275.830 -1.736 0.97 0.697 0.98 -1.37 -2.321 1.0

|( 2 1 0)25||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 6282.350 -0.734 0.95 0.703 0.96 1.8

|( 2 1 0)25||( 0 0 0)35;(2E 1A1 )-->E > 6294.710 1.287 0.96 1.655 0.96 -1.00 2.238 2.7

|( 1 1 1)25||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 6365.960 0.296 0.98 1.976 0.98 2.7

|( 4 0 0)24||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 8028.977 -2.687 0.91 -2.075 0.99 9.87 -1.389 0.3

|( 4 0 0)24||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 8028.969 -2.677 0.99 -2.066 0.99 9.90 0.713 0.2

|( 3 1 0)24||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 8249.520 0.131 0.65 1.176 0.61 -3.8

|( 3 1 0)24||( 0 0 0)35;(2E 1A1 )-->E > 8258.380 0.723 0.70 -5.950 0.74 3.7

|( 3 1 0)24||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 8257.270 * 0.74 * 0.77 -2.2

|( 5 0 0)23||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 9841.400 0.597 0.99 -0.317 0.99 5.3

|( 5 0 0)23||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 9841.400 0.485 0.99 -0.238 0.99 -5.3

|( 6 0 0)22||( 0 0 0)35;(1A1 1A1 )-->A1> 11576.290 -0.431 0.99 1.236 0.99 5.2

|( 6 0 0)22||( 0 0 0)35;(1E 1A1 )-->E > 11576.290 -0.431 0.99 1.236 0.99 5.0

_____________________________________________________________________________________________________________________

* íå âêëþ÷åíû â ïîäãîíêó

Ìîä. 1 [65]

Ìîä. 2 [67]

Ìîä. 3 [10]

Ïåðâûé ñòîëáåö ïîêàçûâàåò îáîçíà÷åíèå êåò-âåêòîðîâ â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè, âî

âòîðîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ñëåäóþùèå äâà ñòîëáöà ïðåäñòàâëÿþò

èíôîðìàöèþ î ïîäãîíêå 33 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ àðñèíà â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè:

ñòîëáåö 3 ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ðàçíèöå ðàñ÷åòíîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ýíåðãèé, à

ñòîëáåö 4 óêàçûâàåò ïðîöåíò îò âêëàäà ïåðâîíà÷àëüíîãî êåò-âåêòîðà.
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Ïàðàìåòðû è ìàòðèöà êîððåëÿöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ýòîé ïîäãîíêè:





a0 = 2161.496(48) cì−1

a1 = −38.669(12) cì−1

a2 = −1.65(12) cì−1

a3 = −4.42(11) cì−1

a4 = 966.461(15) cì−1

a5 = −2.193(96) cì−1

a6 = 14.41(47) cì−1

a7 = −31.898(89) cì−1

a8 = 0.01026(5) cìm−1

a9 = −0.00360(7) cì−1

(2.7.13)

Mcorr(33, 10) =



a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

a0 1.00

a1 −0.38 1.00

a2 −0.20 −0.00 1.00

a3 −0.10 −0.04 −0.10 1.00

a4 0.11 0.02 −0.05 −0.02 1.00

a5 −0.07 −0.02 −0.03 −0.07 −0.01 1.00

a6 −0.06 −0.03 −0.11 −0.02 0.04 −0.38 1.00

a7 −0.05 −0.02 0.05 −0.03 0.09 −0.07 0.02 1.00

a8 −0.11 −0.02 0.04 0.01 0.45 −0.04 −0.06 −0.10 1.00

a9 0.05 0.09 −0.04 −0.01 0.05 0.05 0.10 0.17 −0.05 1.00




(2.7.14)

Êîììåíòàðèè: ìàòðèöà êîððåëÿöèè íå ñîäåðæèò ñèëüíî êîððåëèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, òàê

êàê ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî êîððåëÿöèè 45% äëÿ ïàðàìåòðîâ (a4, a8). Âèäíî, ÷òî íåò ñóùåñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè a8 and a9 (a8 = 3a9), ÷òî ìîãëî áû óêàçûâàòü íà îáìåí

êâàíòàìè ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàáëèöà 2.20 ïîêàçûâàåò,

÷òî ïëîõî âîñïðîèçâîäÿòñÿ ïÿòü ïåðâûõ ÷èñòî äåôîðìàöèîííûõ óðîâíÿ (nb = 1 è nb = 2), à

òàêæå |(100), A1; (100), E;E >. Åùå õóæå ñèòóàöèÿ â ðàéîíå 5057-5158 cì−1, ãäå íåêîòîðûå

óðîâíè âîñïðîèçâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ìåíåå, ÷åì 10 cì−1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

äîñòèãëî çíà÷åíèÿ σ(33, 10) = 6.45 cì−1, ÷òî ïðåâûøàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ òî÷íîñòü â

íåñêîëüêî ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ

ëîêàëüíûõ ìîä íå àäàïòèðîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ðàññìàòðèâàåìûõ

óðîâíåé, ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò, ïðîâåäåííûé äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà, îêàçàëñÿ

åùå õóæå: ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå äëÿ èçâåñòíûõ 35 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êîëåáàòåëüíûõ

óðîâíåé ñ òåì æå íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ñîñòàâèëî σ(35, 10) = 8.37 cì−1. Ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî ýòî ìîæåò áûòü òàêæå ñâÿçàíî ñ ïëîõèì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

è ðàññ÷èòàííûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ óðîâíåé èëè ñóùåñòâåííîé íåòî÷íîé îöåíêîé

íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïåðåõîäîâ, ëèáî íåêîòîðûå êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ìîãóò

91



âçàèìîäåéñòâîâàòü ïîñðåäñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ Êîðèîëèñà [68].

Ïîýòîìó, äàëåå ìû ïîïûòàëèñü óäàëèòü èç ðàñ÷åòà íåêîòîðûé íàáîð äàííûõ èç íàøåé

ïîäãîíêè äëÿ òîãî, ÷òîáû óëó÷øèòü çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ. Ïîñëå

íåñêîëüêèõ ïîïûòîê íàèëó÷øàÿ ñèòóàöèÿ ïîÿâèëàñü ïðè îïèñàíèè äëÿ 27 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ, îïèñàííûõ â òàáëèöå 2.20 (ñòîëáöû 5 è 6). Äëÿ "âûáðàííûõ"27 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ ïîëó÷èëñÿ ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ






a0 = 2161.7770(82) cì−1

a1 = −38.69467(67) cì−1

a2 = −1.5595(217) cì−1

a3 = −3.8603(16) cì−1

a4 = 969.149(16) cì−1

a5 = −1.6346(168) cì−1

a6 = 11.33382(22) cì−1

a7 = −31.47283(62), cì−1

a8 = −0.00244(50) cì−1

a9 = 0.00256(31) cì−1

(2.7.15)

è ìàòðèöà êîððåëÿöèè

Mcorr(27, 10) =



a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9

a0 1.00

a1 −0.46 1.00

a2 −0.49 −0.47 1.00

a3 −0.29 −0.03 −0.19 1.00

a4 0.13 0.76 0.41 −0.06 1.00

a5 −0.18 −0.14 −0.25 −0.21 −0.29 1.00

a6 0.15 0.90 0.45 −0.04 −0.81 0.12 1.00

a7 −0.15 −0.90 −0.45 0.04 0.81 −0.12 0.97 1.00

a8 −0.36 −0.65 −0.06 0.22 0.45 −0.09 0.56 −0.56 1.00

a9 0.05 0.60 0.06 −0.31 −0.52 0.09 −0.64 0.64 0.71 1.00




(2.7.16)

Êîììåíòàðèè: âûáîð 27 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 2.20

ïðèâîäèò ê íàèáîëåå ëó÷øåìó çíà÷åíèþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ σ(27, 10) =

2.75 cì−1. Îäíàêî, äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå óðîâíè íå âîñïðîèçâîäÿòñÿ äîëæíûì

îáðàçîì.

Â òàáëèöå 2.20 äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå ïðèâåäåíà èíôîðìàöèÿ î ðàíåå ïðîâåäåííûõ

ðàñ÷åòàõ: ñòîëáöû Ìîä.1 [65], Ìîä.2 [67], Ìîä.3 [10]. Äàííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

âîñïðîèçâåäåíèå â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè íå ëó÷øå, à â íåêîòîðûõ ìåñòàõ è õóæå, ÷òî

åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ íåîáõîäèìî îïèñûâàòü êàê äâà
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îñöèëëÿòîðà, òî åñòü â ðàìêàõ ìîäåëè, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå

äàëåå.
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Ãëàâà 3

Êîëåáàíèÿ 4-õ àòîìíûõ ïèðàìèäàëüíûõ

ìîëåêóë (ëîêàëüíî-íîðìàëüíîå

ïðèáëèæåíèå)

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà: âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ

îïèñûâàþòñÿ êàê òðèæäû âûðîæäåííûé îñöèëëÿòîð, äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ

êàê äâà îñöèëëÿòîðà (îäèí îäíîìåðíûé îñöèëëÿòîð è îäèí äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð).

3.1 Äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ, îïèñàííûå â ðàìêàõ

íîðìàëüíûõ ìîä

Ãîâîðÿ íà ÿçûêå àëãåáðàè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà, öåïî÷êà ãðóïï äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèîííûõ

êîëåáàíèé ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 â ðàìêàõ íîðìàëüíûõ ìîä ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ub(1) ⊗ Ub(2) ⊃ Ob(2) ⊃ C3v

v2 v4 l4 Cσ
(3.1.1)

Ãàìèëüòîíèàí, ñîñòîÿùèé èç èíâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ íåïðåðûâíûõ è ïîëóíåïðåðûâíûõ

ãðóïï ýòîé öåïî÷êè, çàïèñûâàåòñÿ êàê

HbN = ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4
(3.1.2)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ãëàâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ãàìèëüòîíèàíîì, êîãäà äåôîðìàöèîííûå

êîëåáàíèÿ îïèñûâàëèñü â ðàìêàõ ëîêàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, è ãàìèëüòîíèàíîì, êîãäà îïèñàíèå

äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé áàçèðóåòñÿ íà íîðìàëüíûõ ìîäà, ñîñòîèò â íàëè÷èè â ïîñëåäíåì

îïåðàòîðà l2
4
. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îêàçàëîñü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (3.1.2) â òî÷íîñòè ïðèâîäèòñÿ

â [69], êîãäà Êîðèîëèñîâî âçàèìîäåéñòâèå íåÿâíî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà

l2
4
. Ýòà çàâèñèìîñòü îò âçàèìîäåéñòâèÿ Êîðèîëèñà ðàíåå äåìîíñòðèðîâàëîñü äëÿ ìîëåêóë

òèïàXY3: â [70, 71, 68] äëÿ AsH3, â [72] äëÿ PH3 è [73] äëÿ SbH3. Ñ ïîëó÷åííûì ãàìèëüòîíèàíîì

94



ìû âîñïðîèçâåëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ äåôîðìàöèé êîëåáàíèé ìîëåêóë àðñèíà è

ôîñôèíà. Äëÿ 6 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîëåêóëû àðñèíà áûëè ïîëó÷åíû 5 ïàðàìåòðîâ





ω2 = 910.42(18) cì−1

κ2 = −3.67(19) cì−1

ω4 = 995.57(28) cì−1

κ24 = −1.32(82) cì−1

g4 = 3.12(20) cì−1

κ4 ôèêñèðîâàíî íóëþ

(3.1.3)

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè

Mcorr(6, 5) =




ω2 κ2 ω4 κ24 g4

ω2 1

κ2 −0.98 1

ω4 0 0 1

κ24 −0.67 0.62 −0.16 1

g4 0 0 −0.72 0 1




(3.1.4)

Àíàëîãè÷íàÿ ïîäãîíêà ïðîèçâîäèëè äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïðè

íàëè÷èè 9 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîëó÷åí íàáîð èç 6 ïàðàìåòðîâ:





ω2 = 998.32(11) cì−1

κ2 = −6.069(30) cì−1

ω4 = 1119.17(23) cì−1

κ24 = −2.43(10) cì−1

g4 = 2.026(49) cì−1

κ4 = −2.88(11) cì−1

(3.1.5)
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ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè

Mcorr(9, 6) =




ω2 κ2 ω4 κ4 κ24 g4

ω2 1

χ2 −0.96 1

ω4 −0.13 0 1

κ4 0.15 −0.14 −0.95 1

κ24 −0.45 0.42 −0.28 0 1

g4 −0.04 0.04 −0.39 0.19 0.42 1




(3.1.6)

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû õîðîøî îïðåäåëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè,

ðàçðàáîòàííîé â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ìîä. Ñëåäóþùèå äâå òàáëèöû ïîêàçûâàþò êà÷åñòâî

ïîäãîíêè äëÿ îáåèõ ìîëåêóë àðñèíà è ôîñôèíà ñîîòâåòñòâåííî. Ñòîëáåö 1 ñîäåðæèò êåò-

âåêòîðà â íîðìàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñòîëáöû 2 è 3 äàþò ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ è ðàçíèöó

ðàñ÷åò-ýêñïåðèìåíò ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 3.1: Ðàññ÷èòàííûå â íîðìàëüíîì ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèîííûõ

êîëåáàòåëüíûõ ìîä àðñèíà n ≤ 4

___________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ðàñ÷åò ðàñ÷åò-ýêñï

(cì -1) (cì -1)

___________________________________________________

|( 1 0 0)A1 > 906.751 0.000

|( 0 1 1)E > 998.687 -0.538

|( 2 0 0)A1 > 1806.149 0.000

|( 1 1 1)E > 1904.115 0.000

|( 0 2 0)A1 > 1991.132 0.134

|( 0 2 2)E > 2003.617 0.134

|( 3 0 0)A1 > 2698.191

|( 2 1 1)E > 2802.188

|( 1 2 0)A1 > 2895.236

|( 1 2 2)E > 2907.721

|( 0 3 1)E > 2989.820

|( 0 3 3)A1 > 3014.790

|( 0 3 3)A2 > 3014.790

|( 4 0 0)A1 > 3582.878

|( 3 1 1)E > 3692.905

|( 2 2 0)A1 > 3791.984

|( 2 2 2)E > 3804.469

|( 1 3 1)E > 3892.599

|( 1 3 3)A1 > 3917.569

|( 1 3 3)A2 > 3917.569

|( 0 4 0)A1 > 3982.265
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|( 0 4 2)E > 3994.750

|( 0 4 4)E > 4032.205

|( 4 1 1)E > 4576.268

|( 3 2 0)A1 > 4681.377

|( 3 2 2)E > 4693.862

|( 2 3 1)E > 4788.022

|( 2 3 3)A1 > 4812.992

|( 2 3 3)A2 > 4812.992

|( 1 4 0)A1 > 4883.719

|( 1 4 2)E > 4896.204

|( 1 4 4)E > 4933.659

|( 4 2 0)A1 > 5563.415

|( 4 2 2)E > 5575.900

|( 3 3 1)E > 5676.091

|( 3 3 3)A1 > 5701.061

|( 3 3 3)A2 > 5701.061

|( 2 4 0)A1 > 5777.818

|( 2 4 2)E > 5790.303

|( 2 4 4)E > 5827.758

|( 4 3 1)E > 6556.805

|( 4 3 3)A1 > 6581.775

|( 4 3 3)A2 > 6581.775

|( 3 4 0)A1 > 6664.563

|( 3 4 2)E > 6677.048

|( 3 4 4)E > 6714.503

|( 4 4 0)A1 > 7543.952

|( 4 4 2)E > 7556.437

|( 4 4 4)E > 7593.892

.

.

___________________________________________________________

Òàáëèöà 3.2: Ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèé äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé â

íîðìàëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîëåêóëû äëÿ n ≤ 4

___________________________________________________

êîëåáàòåëüíîå ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

ñîñòîÿíèå ðàñ÷åò ðàñ÷åò-ýêñï

(cì -1) (cì -1)

___________________________________________________

|( 1 0 0)A1 > 992.25 0.13

|( 0 1 1)E > 1118.32 0.01

|( 2 0 0)A1 > 1972.37

|( 1 1 1)E > 2108.13 -0.01

|( 0 2 0)A1 > 2226.82 -0.01
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|( 0 2 2)E > 2234.93 0.00

|( 3 0 0)A1 > 2940.35 0.00

|( 2 1 1)E > 3085.81

|( 1 2 0)A1 > 3214.20

|( 1 2 2)E > 3222.31

|( 0 3 1)E > 3333.61

|( 0 3 3)A1 > 3349.82

|( 0 3 3)A2 > 3349.82

|( 4 0 0)A1 > 3896.19 0.00

|( 3 1 1)E > 4051.36

|( 2 2 0)A1 > 4189.44

|( 2 2 2)E > 4197.55

|( 1 3 1)E > 4318.56

|( 1 3 3)A1 > 4334.77

|( 1 3 3)A2 > 4334.77

|( 0 4 0)A1 > 4430.59

|( 0 4 2)E > 4438.69

|( 0 4 4)E > 4463.01

|( 4 1 1)E > 5152.55

|( 3 2 0)A1 > 5160.65

|( 3 2 2)E > 5291.36

|( 2 3 1)E > 5307.57

.

.

___________________________________________________________

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå â ñëó÷àå ìîëåêóëû àðñèíà ñîñòàâèëî σ(6, 5) = 0.57 cm−1,

äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ ïîëó÷èëîñü ðàâíûì

σ(9, 6) = 0.30 cm−1, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðàâíèìî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ.

Â çàêëþ÷åíèè äàííîãî ïàðàãðàôà õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü, ðàçðàáîòàííàÿ

â ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíûõ ìîä äëÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé, âîñïðîèçâîäèò â 10 ðàç

õóæå èçâåñòíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ìîëåêóë àðñèíà è ôîñôèíà, ÷åì ìîäåëü äëÿ

òîãî æå âèäà êîëåáàíèé â íîðìàëüíûõ ìîäàõ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëñÿ ðàñ÷åò êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé îáåèõ ìîëåêóë

â ëîêàëüíî-íîðìàëüíîì ïðèáëèæåíèè.
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3.2 Ëîêàëüíî-íîðìàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé

4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè

Î÷åâèäíî, ÷òî öåïî÷êà ãðóïï â ðàìêàõ ëîêàëüíî-íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ

êîëåáàíèé ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 îïðåäåëåíà êàê:



[
Ns,

.
0
3
] [

ns,
.
0
2
]

(ws = (n1, n2, n3) , fws) (λs1 , λs2 , λs3) (Csσs)

(Us(4) ⊃ Us(3) ⊃ Ks(3) ⊃ Ss(3) ≈ Cs3v)

⊗
Ub(1) ⊗ Ub(2) ⊃ Ob(2) ⊃ Cb3v

)

v2 v4 l4 (Cbσb)




⊃ C3v

(Cσ)

(3.2.1)

Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, áåç îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ,

ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

H0

sLbL
= a0 ns + a1(N

2
1 + N2

2 + N2
3)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3∑
i6=j=1

b+
i bj

+ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4

(3.2.2)

Àíàëîãè÷íî, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ìû áåðåì âî âíèìàíèå ðåçîíàíñ Ôåðìè eq.(2.7.11).

Ñõåìà êîíñòðóèðîâàíèÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè

ñòðîèòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðèçîâàííûõ òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ â ãðóïïå C3v. Îïåðàòîðû,

êîòîðûå ñëåäóþò äîáàâèòü â ãàìèëüòîíèàí, îïðåäåëÿþòñÿ êàê

O1

(A1) = [(1)T
(A1)
sL × [a

(A1)
2 × a

(A1)
2 ](A1) +H.c.](A1)

O2

(A1) = [(1)T
(A1)
sL × [a

(E)
4 × a

(E)
4 ](A1) +H.c.](A1)

O3

(A1) = [(2)T
(E)
sL × [a

(A1)
2 × a

(E)
4 ](E) +H.c.](A1)

O4

(A1) = [(2)T
(E)
sL × [a

(E)
4 × a

(E)
4 ](E) +H.c.](A1)

ãäå H.c. îçíà÷àåò Ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, à

(1)T
(A1)
sL = Y4(A1) − ıY5(A1)

(2)T
(E)
sL = Y

4(E)
1 − ıY

5(E)
1

Äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îò îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ a
(E)
4 , a+(E)

4 ìû

èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèÿ òàáëèöû A.1.
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Òàáëèöà 3.3: Ïðèâåäåííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (Ï.Ì.Ý.) < v4, l4, Cp||a(E)
4 ||v4 + 1, l′4, C

′
p >

l4 Cp l′4 C ′
p Ï.Ì.Ý

0 A1 1 E
√
v4 + 1

6p 6= 0 Γ 6p+ 1 E
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p 6= 0 Γ 6p− 1 E (−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 1 E 6p+ 2 E −
√

(v4 + l4 + 2)

1 E 0 A1 −
√
v4 + 1

6p+ 1 E 6p 6= 0 Γ −(−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 3 Γ −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 1 E
√

(v4 − l4 + 2)

6p+ 3 Γ 6p+ 4 E −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 3 Γ 6p+ 2 E
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 4 E 6p+ 5 E
√

(v4 + l4 + 2)

6p+ 4 E 6p+ 3 Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 6 Γ −
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 4 E −
√

(v4 − l4 + 2)

Γ = A1 or A2

p = 0, 1, . . .

Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

HsLbL = a0 ns + a1(N
2
1 + N2

2 + N2
3)

+ a2(N1N2 + N1N3 + N2N3) + a3

3∑
i6=j=1

b+
i bj

+ω2 v2 + κ2 v2

2
+ ω4 v4 + κ4 v2

4
+ κ24 v2v4 + g4 l2

4

+α1 O1

(A1) + α2 O2

(A1) + α3 O3

(A1) + α4 O4

(A1) +
∑

i=1,3

∑
j=2,4

χij(N1 +N2 +N3)iv2v4,

(3.2.3)

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè.

Ñ ïîëó÷åííûì ãàìèëüòîíèàíîì ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè êîëåáàòåëüíûìè

óðîâíÿìè ìîëåêóë àðñèíà è ôîñôèíà áûëà ïðîâåäåíà ïîäãîíêà íà îñíîâå ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-

Ìàðêàðäòà. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ äâóõ òàáëèöàõ äëÿ ìîëåêóë àðñèíà è

ôîñôèíà ñîîòâåòñòâåííî:

__________________________________________________________________________________________________

100



Òàáëèöà 3.4: Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû àðñèíà, ðàññ÷èòàííûå â ðàìêàõ

ëîêàëüíî-íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ âêëàä ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ

êîëåáàòåëüíîå ñîñòîÿíèå ýêñïåðèìåíò ðàñ÷-ýêñï ñîñòîÿ- ðàñ÷-ýêñï ðàñ÷-ýêñï ðàñ÷-ýêñï

(cì-1) (cì-1) íèÿ (cì-1) (cì-1) (cì-1)

(34) % Ìîä.1 Ìîä.2 Ìîä.3

__________________________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 906.752 -3.02 1.000 1.97 -1.328 1.4

|( 0 0 0)28||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 999.225 -0.52 1.000 0.31 9.295 0.8

|( 0 0 0)28||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1806.149 0.89 0.999 -1.59 1.853 -2.8

|( 0 0 0)28||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 1904.115 0.46 0.999 0.53 -0.427 0.4

|( 0 0 0)28||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1990.998 0.02 0.997 -6.25 1.602 -5.2

|( 0 0 0)28||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 2003.483 0.18 0.999 -5.92 -9.707 6.9

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2115.164 1.02 0.999 0.14 0.932 1.3

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 2126.423 0.03 0.999 0.34 -1.537 2.3

|( 1 0 0)27||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3013.000 0.01 0.999 0.64 3.953 -2.0

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 3102.000 0.29 0.999 -0.16 -0.427 -2.3

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4166.772 0.86 0.999 2.49 3.033 2.2

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4167.935 0.73 0.999 1.34 -2.245 2.4

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4237.700 1.15 0.986 2.0

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4247.720 0.35 0.996 2.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5057.000 -4.17 0.974 -0.6

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5057.000 -0.77 0.987 -0.9

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 5128.000 0.68 0.986 -1.3

|( 1 1 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5128.000 4.70 0.996 -7.9

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 5158.000 -0.21 0.984 0.5

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 5158.000 0.38 0.964 1.1

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6136.340 -0.64 0.999 -0.23 -4.667 -3.2

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6136.330 -0.62 0.999 -0.29 1.951 -2.9

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6275.830 1.34 0.979 -1.37 -2.321 1.0

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6282.350 0.49 0.975 1.8

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 6294.710 0.07 0.967 -1.00 2.238 2.7

|( 1 1 1)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6365.950 -0.36 0.963 2.7

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8028.969 -1.83 0.973 9.87 -1.389 0.3

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8028.977 -1.82 0.951 9.90 0.713 0.2

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8249.520 -0.68 1.000 -3.8

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 8257.270 -2.10 0.975 3.7

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8258.380 * 0.957 -2.2

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 9841.400 0.33 0.999 5.3

|( 5 0 0)23||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 9841.400 0.22 0.999 -5.3

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 11576.290 0.78 0.999 5.2

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 11576.290 0.78 0.999 5.0

______________________________________________________________________________________________

* íå âêëþ÷åíû â ïîäãîíêó

Ìîä. 1 [65]

Ìîä. 2 [67]

Ìîä. 3 [10]

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå σ(34, 16) = 1.98 cm−1. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðèòåëüíî

âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, çäåñü äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû äðóãèõ

àâòîðîâ, íî íàèáîëåå ïîëíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ïî ìîäåëè 3, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå
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êîòîðîãî äëÿ òåõ æå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé ñ 13 ïàðàìåòðàìè ñîñòàâëÿåò σ(34, 13) =

3.58 cm−1. Ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè:





a0 = 2161.625(50) cm−1

a1 = −38.668(12) cm−1

a2 = −1.70(11) cm−1

a3 = −3.40(11) cm−1

ω2 = 903.92(25) cm−1

κ2 = −0.20(17) cm−1

ω4 = 995.52(22) cm−1

κ24 = 2.14(72) cm−1

g4 = 3.17(17) cm−1

α1 = −0.063(28) cm−1

α2 = −0.057(88) cm−1

α3 = 0 cm−1

α4 = 0.063(14) cm−1

χ12 = −6.92(31) cm−1

χ23 = −9.57(26) cm−1

χ14 = −12.63(47) cm−1

χ34 = 3.15(57) cm−1

(3.2.4)

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ ìîëåêóëû ôîñôèíà.

Òàáëèöà 3.5: Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû ôîñôèíà, ðàññ÷èòàííûå â ðàìêàõ

ëîêàëüíî-íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

__________________________________________________________________________________

ýíåðãèÿ ýíåðãèÿ âêëàä ýíåðãèÿ

êîëåáàòåëüíîå ñîñòîÿíèå ýêñïåðèìåíò ðàñ÷-ýêñï ñîñòîÿ- ðàñ÷-ýêñï

(cì-1) (cì-1) íèÿ (cì-1)

% Ìîä. 1

__________________________________________________________________________________

|( 0 0 0)28||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 992.13 0.39 1.000 1.71

|( 0 0 0)28||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 1118.31 0.07 1.000 0.39

|( 0 0 0)28||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 1972.55 0.25 0.999 3.11

|( 0 0 0)28||( 1 1 1);(1A1 E ) --> E > 2108.15 0.38 0.999 1.47

|( 0 0 0)28||( 0 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2226.83 -0.09 0.999 -1.83

|( 0 0 0)28||( 0 2 2);(1A1 E ) --> E > 2234.93 -0.16 0.999 2.83

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2321.12 -0.24 0.999 0.79

|( 1 0 0)27||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 2326.87 -1.82 0.999 0.33

|( 0 0 0)28||( 3 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 2940.77 -0.07 0.999 3.67

|( 0 0 0)28||( 1 2 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3214.20 0.34 0.999 1.36

|( 1 0 0)27||( 1 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3305.80 0.24 0.999 -0.70

|( 1 0 0)27||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 3423.90 0.32 0.999 -2.15
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|( 0 0 0)28||( 4 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 3896.02 0.63 0.999 2.98

|( 1 0 0)27||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4282.40 -3.44 0.999 0.66

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 4566.26 -0.78 0.907 1.66

|( 2 0 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4565.78 -0.20 0.873 -0.11

|( 1 1 0)26||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 4644.66 -0.13 0.997 0.15

|( 2 0 0)26||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 5540.00 -5.73 0.969 0.37

|( 2 0 0)26||( 0 1 1);(1A1 E ) --> E > 5645.40 2.39 0.997 1.18

|( 2 0 0)26||( 2 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6503.10 1.33 0.981 -0.11

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6714.60 2.77 0.997 -3.73

|( 3 0 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6714.60 2.77 0.997 -0.37

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6881.53 -0.79 0.814 -0.97

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 6883.73 2.37 0.851 -1.27

|( 2 1 0)25||( 0 0 0);(2E A1 ) --> E > 6890.86 0.30 0.902 0.58

|( 1 1 1)25||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 6971.16 -0.52 0.997 -0.06

|( 3 0 0)25||( 1 0 0);(1E A1 ) --> E > 7679.10 2.60 0.997 6.55

|( 2 1 0)25||( 0 1 1);(1E E ) --> E > 7961.90 -1.68 0.967 3.26

|( 2 1 0)25||( 0 1 1);(1E E ) --> A1 > 7961.90 1.16 0.968 -0.83

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 8788.00 0.28 0.997 2.48

|( 4 0 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 8788.00 0.28 0.997 -7.60

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 9040.00 -1.14 0.995 -3.75

|( 3 1 0)24||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 9040.00 1.72 0.835 -5.24

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1A1 A1 ) --> A1 > 12678.21 -1.18 0.999 -2.54

|( 6 0 0)22||( 0 0 0);(1E A1 ) --> E > 12678.21 -1.18 0.999 -2.80

_____________________________________________________________________________________________

Ìîä. 1 [11]

Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå σ(35, 17) = 2.33 cm−1. Êàê è â ñëó÷àå ìîëåêóëû àðñèíà,

äàííàÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðèòåëüíî âîñïðîèçâîäèò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Äëÿ ñðàâíåíèÿ

ìû âçÿëè åäèíñòâåííûé ïðîâåäåííûé ðàñ÷åò äëÿ ýòîé ìîëåêóëû [11]. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå

îòêëîíåíèå äàííîãî ðàñ÷åòà äëÿ òåõ æå 35 ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óðîâíåé, ïîäîãíàííûõ â

ðàìêàõ ìîäåëè MORBID, ñîòñòîÿùåé èç 27 ïàðàìåòðîâ, ñîñòàâèëî σ(35, 27) = 4.35 cm−1.
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Ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà â ðàìêàõ íàøåé ìîäåëè:





a0 = 2365.6778(82) cm−1

a1 = −42.1339(21) cm−1

a2 = −0.193(19) cm−1

a3 = −1.369(23) cm−1

ω2 = 998.633(19) cm−1

κ2 = −6.1175(65) cm−1

ω4 = 1119.295(24) cm−1

κ4 = −2.943(15) cm−1

κ24 = −2.356(55) cm−1

g4 = 2.024(24) cm−1

α1 = 0.0399(42) cm−1

α2 = −0.0723(22) cm−1

α3 = 0 cm−1

α4 = 0.0678(11) cm−1

χ12 = −7.360(31) cm−1

χ23 = −9.430(38) cm−1

χ14 = −15.114(47) cm−1

χ34 = −11.180(64) cm−1

(3.2.5)

Òàêèì îáðàçîì â ðàìêàõ ëîêàëüíî-íîðìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññìàòðèâàåìûõ

âûøå öåïî÷åê ãðóïï âîçìîæíî îïèñàíèå êîëåáàòåëüíûõ ìîä ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà

XY3.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå áûëè èññëåäîâàíèû êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë

òèïàXY3. Âïåðâûå äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñòðóêòóðû 4-õ àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé

ñèììåòðèè áûë àäàïòèðîâàí ôîðìàëèçì U(p + 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû

êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ðàññìàòðèâàëèñü êàê àíãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû, ñ

äðóãîé ñòîðîíû åñëè p êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé èäåíòè÷íû, òî îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â

ðàìêàõ p ðàç âûðîæäåííîãî îñöèëëÿòîðà. Â êà÷åñòâå ãðóïïû âûðîæäåíèÿ, òî åñòü ãðóïïû,

ñïîñîáíîé äàòü èíôîðìàöèþ îá ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ è èõ âûðîæäåíèÿõ, äëÿ p ðàç

âûðîæäåííîãî îñöèëëÿòîðà áåðåòñÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(p). Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêîé

ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óíèòàðíîé ãðóïïîé U(p+ 1).

Ôîðìàëèçì U(p + 1) áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè óíèòàðíûõ ãðóïï Ëè, ïîýòîìó â

äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ, êàñàþùàÿñÿ äàííûõ ãðóïï.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà

XY3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òðèæäû âûðîæäåííûé îñöèëëÿòîð, òî åñòü öåïî÷êó ãðóïï

Uâàë.(4) ⊃ Uâàë.(3) ⊃ Kâàë.(3) ⊃ Sâàë.(3) ≈ C3v. Äëÿ äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé öåïî÷êà

ãðóïï, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå òðèæäû âûðîæäåííîãî îñöèëëÿòîðà, íå ñïîñîáíà êîððåêòíî

îïèñàòü êîëåáàòåëüíóþ ñòðóêòóðó 4-àòîìíûõ ìîëåêóë àêñèàëüíîé ñèììåòðèè. Ïîýòîìó

äåôîðìàöèîííûå êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ öåïî÷êè ãðóïï, ïîñòðîåííîé äëÿ îäíîãî

îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà è îäíîãî äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðîâ: Uäåô.(3)⊗Uäåô.(2) ⊃ Uäåô.(2)⊗
Uäåô.(1) ⊃ Käåô.(2) ⊗Käåô.(1) ⊃ S.(2) ⊗ Säåô.(1) ⊃ C3v.

Êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ïèðàìèäàëüíûõ ìîëåêóë òèïà XY3 îïèñûâàþòñÿ íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ

âûøå äâóõ öåïî÷åê, ó÷èòûâàÿ ðåçîíàíñ Ôåðìè è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîëåáàíèÿìè. Íà

îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè áûëè âîñïðîèçâåäåíû êîëåáàòåëüíûå óðîâíè ìîëåêóë àðñèíà

è ôîñôèíà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîñïðîèçâîäèìîñòü äàííîé ìîäåëè íå õóæå, à â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ëó÷øå ðàíåå ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Òî åñòü áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ñîçäàí

ïàêåò ïðîãðàì íà ÿçûêàõ FORTRAN95 èMATHEMATICA5.0, ïîçâîëÿþùèé âîñïðîèçâîäèòü

èçâåñòíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ òî÷íîñòüþ, ëó÷øåé, ÷åì èçâåñòíûå äî ñèõ ïîð

ìåòîäû.
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Ïðèëîæåíèå A

Ïðîãðàììû ðàñ÷åòà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â ãàìèëüòîíèàí

íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ He
1 =

∑
i 6=j=1,2,3

b+i bj, H
p
1 =

∑
i 6=j=5,6,7

b+i bj, îïåðàòîðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ

êàê äëÿ ëîêàëüíî-ëîêàëüíîé ìîäåëè, òàê è äëÿ ëîêàëüíî-íîðìàëüíîé ìîäåëè, à òàêæå äëÿ

îñóùåñòâëåíèÿ ïîäãîíêè, â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ FOR-

TRAN 95 è ÿçûê àíàëèòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ MATHEMATICA 5.0 (â ÷àñòíîñòè

ïàêåò "Quantum Algebra"). Â äàííîì ïðèëîæåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû, êîòîðûå

áûëè ðåøåíû ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè è ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå, äëÿ ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé â

äàííîé ðàáîòå çàäà÷è.

A.1 Ðàñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ He
1 è Hp

1

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ïðîöåññà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ

ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ��2.4.3. Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàêèì îáðàçîì ìîæíî çàïðîãðàììèðîâàòü

êåò-âåêòîð |(n1 n2 n3) , 1E1〉 =
1√
12

[2|n1 n2 n3〉−|n3 n2 n1〉−|n1 n3 n2〉+2|n2 n1 n3〉−|n2 n3 n1 〉−
|n3 n1 n2 〉]. Î÷åâèäíî, ÷òî ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïèñàòü âñå ïåðåìåííûå, êàñàþùèåñÿ ñèììåòðèçàöèè
êåò-âåòîðîâ:

type (ket_syms),dimension(2000) :: meskets type ket_syms

integer*4, dimension(3) :: s

integer*4 :: multis,symetries

integer*4,dimension(6,3):: combils

real*8 , dimension(6) :: as

end type

ãäå ïåðåìåííàÿ meskets - íàø ñèììåòðèçîâàííûé âåêòîð, s - êâàíòîâûå ÷èñëà ñèììåòðèçîâàííîãî

âåêòîðà, òî åñòü n1 ≡ s1, n2 ≡ s2 et n3 ≡ s3; multis - ìóëüòèïëåòíîñòü êåò-âåêòîðà (â

ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå multis ≡ 1); symetries - ñèììåòðèÿ êåò-âåêòîðà. Â íàøåé

ïðîãðàììå ìû îïðåäåëèëè ñèììåòðèþ A1 êàê 1, A2 êàê 2 è E1, E2 êàê 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî;

combils - êâàíòîâûå ÷èñëà íåñèììåòðèçîâàííîãî êåò-âåêòîðà. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé ïåðåìåííîé
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ìû ââåëè ìàòðèöó (6x3), ãäå 6 - ÷èñëî âîçìîæíûõ íåñèììåòðèçîâàííûõêåò-âåêòîðîâ (âîçìîæíû

ñëåäóþùèå íåñèììåòðèçîâàííûå êåò-âåêòîðà: |n1 n2 n3〉, |n1 n3 n2〉, |n2 n1 n3〉, |n2 n3 n1〉, |n3 n1 n2〉,
|n3 n2 n1〉) è 3 - ÷èñëî êâàíòîâûõ ÷èñåë â ýòèõ âîçìîæíûõ íåñèììåòðèçîâàííûõ êåò-âåêòîðàõ;

è íàêîíåö as - âåñ íåñèììåòðèçîâàííîãî êåò-âåêòîðà (íàïðèìåð as = 2/
√

12 äëÿ |n2 n1 n3〉
â |(n1 n2 n3) , 1E1〉).

Â ñàìîì íà÷àëå ïåðåìåííûå as è combils çàíóëÿþòñÿ:

do l=1,4

do m=1,6

meskets(i)%combils(m,l)=-1000

meskets(i)%as(m)=0.d0

enddo

enddo

ãäå i - íîìåð êåò-âåêòîðà. Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé combils, çíà÷åíèå íóëü âîçìîæíî äëÿ

êâàíòîâîãî ÷èñëà, èìåííî ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ìû âçÿëè çà -1000 "èñòèííûé íóëü".

Ðàññìîòðèì ÷àñòü ïðîãðàììû, ïîêàçûâàþùåé ñèììåòðèçàöèþ êåò-âåêòîðà |(n1 n2 n3) , 1E1〉:

i=1 do s1=0,NNs

do s2=0,NNs-s1

do s3=0,NNs-(s1+s2)

...

if ((s1.ne.s2).and.(s2.ne.s3).and.(s1.ne.s3)) then

meskets(i)%s(1)=s1

meskets(i)%s(2)=s2

meskets(i)%s(3)=s3

meskets(i)%multis=1

meskets(i)%symetries=3

meskets(i)%combils(1,1)=s1

meskets(i)%combils(1,2)=s2

meskets(i)%combils(1,3)=s3

meskets(i)%combils(2,1)=s1

meskets(i)%combils(2,2)=s3

meskets(i)%combils(2,3)=s2

meskets(i)%combils(3,1)=s2

meskets(i)%combils(3,2)=s1

meskets(i)%combils(3,3)=s3
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meskets(i)%combils(4,1)=s2

meskets(i)%combils(4,2)=s3

meskets(i)%combils(4,3)=s1

meskets(i)%combils(5,1)=s3

meskets(i)%combils(5,2)=s1

meskets(i)%combils(5,3)=s2

meskets(i)%combils(6,1)=s3

meskets(i)%combils(6,2)=s2

meskets(i)%combils(6,3)=s1

meskets(i)%as(1)=2.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(2)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(3)=2.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(4)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(5)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

meskets(i)%as(6)=-1.d0/dsqrt(12.d0)

i=i+1

...

endif

enddo

enddo

enddo

NNs ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ìàêñèìàëüíîãî ðàñ÷åòíîãî ÷èñëà êâàíòîâ. Äàëåå ðàññìîòðèì

àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò ëþáîãî îïåðàòîðà (ñóììû

îïåðàòîðîâ) òèïà

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 bm1
1 bm2

2 bm3
3 (A.1.1)

â çàïðîãðàììèðîâàííîì âûøå áàçèñå. Ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà

(A.1.1) íà íåñèììåòðèçîâàííûé êåò-âåêòîð, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 bm1
1 bm2

2 bm3
3 |(n1 n2 n3)〉 = a|((n1 −m1 + p1) (n2 −m2 + p2) (n3 −m3 + p3))〉 (A.1.2)

ãäå a =

√
n1!n2!n3!(n1−m1+p1)!(n2−m2+p2)!(n3−m3+p3)!

(n1−m1)!(n2−m2)!(n3−m3)!
. Ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà

ìîæíî òåïåðü, âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííîãî êåò-âåêòîðà (A.1.2) ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè

êåò-âåêòîðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà òàêæå ïðèìåíèìà äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé

ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà Hp
1 .
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Ðèñ. A.1: Ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

A.2 Ëîêàëüíî-ëîêàëüíàÿ ìîäåëü

Â ñëó÷àå ëîêàëüíî-ëîêàëüíîé ìîäåëè èìåþòñÿ òðè òèïà îïåðàòîðîâ: He
1 , H

p
1 è îïåðàòîð

He⊗p, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýòèõ îïåðàòîðîâ â îáúåäèíåííîì

(âàëåíòíî-äåôîðìàöèîííîì) áàçèñå:

|ne1 ne2 ne3 (ne4) np1 np2 np3 (np4) (reCeσe − rpCpσp) → Cσ 〉

=
∑

σe , σp

[C]1/2 F

(
Ce Cp C

σe σp σ

)

|ne1 ne2 ne3 ne4, reCeσe〉|np1 np2 np3 np4, rpCpσp〉

(A.2.1)

ãäå

C

(
Ce Cp C

σe σp σ

)
= [C]1/2 F

(
Ce Cp C

σe σp σ

)
(A.2.2)

- êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ãðóïïû C3v.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî çàïðîãðàììèðîâàòü ïðîöåäóðó ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ

âàëåíòíûõ è äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàíèé, çàòåì ïîñòðîèòü îáúåäèíåííûé âàëåíòî - äåôîðìàöèîííûé

êîëåáàòåëüíûé áàçèñ (A.2.1) è, íàêîíåö, îïðåäåëèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò îïåðàòîðà

(èëè ñóììû îïåðàòîðîâ) òèïà

b† p1

1 b† p2

2 b† p3

3 b† p4

4 b† p5

5 b† p6

6 b† p7

7 b† p8

8 bm1
1 bm2

2 bm3
3 bm4

4 bm5
5 bm6

6 bm7
7 bm8

8 (A.2.3)
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â îáúåäèíåííîì âàëåíòíî-êîëåáàòåëüíîì áàçèñå.

Ïðîöåäóðà ñèììåòðèçàöèè êåò-âåêòîðîâ òàêàÿ æå, ÷òî îïèñàíà â ��A.1: íåîáõîäèìî

ïîñòðîèòü äâà íàáîðà ïåðåìåííûõ òèïà meskets (îäèí äëÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé, äðóãîé

äëÿ äåôîðìàöèîííûõ). Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ îáúåäèíåííîãî áàçèñà

âàæíî ó÷åñòü ñóììèðîâàíèå (A.2.1). Â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì 8 êâàíòîâûõ ÷èñåë, âîò

ïî÷åìó â îïåðàòîðå (A.2.3) ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû, êîòîðûå äåéñòâóþò êàæäûé íà ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó êâàíòîâîå ÷èñëî: {b† p1

1 , bm1
1 } 7−→ ne1, {b† p2

2 , bm2
2 } 7−→ ne2, {b† p3

3 , bm3
3 } 7−→ ne3, {b† p4

4 , bm4
4 } 7−→

ne4, {b† p5

5 , bm5
5 } 7−→ np1, {b† p6

6 , bm6
6 } 7−→ np2, {b† p7

7 , bm7
7 } 7−→ np3 è {b† p8

8 , bm8
8 } 7−→ np4. Ìîæíî

èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå A.1.2, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå 8 êâàíòîâûõ ÷èñåë. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà, íåîáõîäèìî çàòåì ðàññ÷èòàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî

êåò-âåêòîðà è êåò-âåêòîðà, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (A.2.3) íà ïåðâîíà÷àëüíûé.

A.3 Àëãîðèòì ðàñ÷åòîâ

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó, âîçíèêøóþ ïðèðàñ÷åòå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãàìèëüòîíèàíà

íàøåé ìîäåëè â îáúåäèíåííîì áàçèñå. Öåëü íàøåé ðàáîòû - îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ

íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà. Ñõåìàòè÷åñêè àëãîðèòì íàøåé ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå

A.1.

Ðàññìòîðèì ÷àñòü, êàñàþùóþñÿ ïîäãîíêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ýòà ïðîöåäóðà,

êîòîðàÿ êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä òðèâèàëüíîé, îäíàêî ïðè åå ðåàëèçàöèè âîçíèêëè

íåêîòîðûå òðóäíîñòè, êàñàþùèåñÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà è ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû,

à òàêæå ïàðàìåòðîâ, ÷óâñòâèòåëüíûõ äàæå ê ìàëåéøèì èçìåíåíèÿì. Ïðîáëåìà ïàìÿòè

âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû ñâÿçàíà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ðàñ÷åòíûõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé.

Ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû ãàìèëüòîíèàíà ïîðÿäêà 48000x48000. Òåîðèÿ ãðóïï ïîçâîëÿåò íàì

ðàçáèòü ìàòðèöó ãàìèëüòîíèàíà íà òðè ïîäìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì íåïðèâîäèìûì

ïðåäñòàâëåíèÿì ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëÿðíîé ãðóïïû A1, A2 et E ðàçìåðíîñòè 17000,

14000, 17000.

Êðîìå òîãî, èç-çà ðåçîíàíñà ìåæäó âàëåíòíûìè è äåôîðìàöèîííûìè êîëåáàíèÿìè 2:1

((ν1(A1) ≃ ν3(E)) ≃ 2 (ν2(A1) ≃ ν4(E))) ìîæíî ââåñòè ÷èñëî ïîëèàäû K, ïîýòîìó êàæäóþ

èç ïîäìàòðèö, ïðèíàäëåæàùèõ òîìó èëè èíîìó íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ìîæíî

ðàçäåëèòü åùå íà ïîäìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ÷èñëà ïîëèàäû

K = 2ne+np, òî åñòü êàæäàÿ èç òðåõ ïîäìàòðèö åùå ðàçäåëèòñÿ íà 28 áëîêîâ 1 ðàçìåðíîñòè

2200. Äàëåå ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó äèàãîíàëèçàöèè äëÿ êàæäîãî èç

ïîäáëîêîâ.

Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà êàñàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó ìû âìåñòî îáû÷íîãî

íåëèíåéíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ïîäãîíêè ïðèìåíèëè ìåòîä Ëåâåíáåðã-

Ìàðêàðäòà.

1ìû ðàññ÷èòûâàåì êîëåáàòåëüíûå óðîâíè äî ne=7 è np=14
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Ðèñ. A.2: Ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà

A.4 Ìåòîä Ëåâåíáåðã-Ìàðêàðäòà

Íåëèíåéíàÿ ïîäãîíêà

Ïîäãîíêà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïåêòðà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ðàçíèöû ìåæäó

ýêñïåðèìåíòàëüíûì è ðàñ÷åòíûì ñïåêòðàìè. Ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâû ìîìåíòû ïðîöåäóðû

ïîäãîíêè. Áîëåå ïîäðîáíî ñ äàííîé ïðîöåäóðîé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [8, 9].

Åñëè ìû èçìåðèì âåëè÷èíó y, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ,

íàïðèìåð âåêòîðà ïåðåìåííûõ ~x, òî áàçîâûå ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò èìåòü âèä:

X1(~x), . . . , XM(~x) è ôóíêöèÿ χ2, ïðåäñòàâëÿþùàÿ êà÷åñòâî ïîäãîíêè áóäåò âûðàæàòüñÿ

êàê

χ2 =
N∑

i=1

(yi −
∑M

k=1 akXk(xk)

σi

)2

, (A.4.1)

ãäå ak - íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîäãîíêè, êîãäà ìîäåëü çàâèñèò îò M íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

ak (k = 1, 2, . . . , M) íåëèíåéíûì ñïîñîáîì. Íåîáõîäèìî ïîñòîðîèòü ôóíêöèþ χ2 è ìèíèìèçèðîâàòü

åå. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ìîäåëè ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííî. Ïàðàìåòðàì

íåîáõîäèìî ïðèäàòü ïåðâîíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ, çàïóñòèòü ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ íàì äàñò

ðåøåíèå è ïðîäîëæàòü äî ìèíèìóìà χ2.

Äîñòàòî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ χ2 ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

χ2(~a) ≈ γ − ~d · ~a+
1

2
~a ·D · ~a (A.4.2)

ãäå ~d - âåêòîð ðàçìåðíîñòè M è D - ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè MxM . Õîðîøî èçâåñòíî, êàêèì

îáðàçîì òåêóùèå ïàðàìåòðû ~acour ñâÿçàíû ñ "ìèíèìàëüíûìè"ïàðàìåòðàìè ~amin:

~amin = ~acour +D−1 · [−∇χ2(~acour)] (A.4.3)
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â ñëó÷àå êàêîãî-ëèáî "õîðîøåãî"ïðèáëèæåíèÿ. Íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî A.4.2 ÿâëÿåòñÿ

"ïëîõèì"ïðèáëèæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðîèçâîëüíî ñäåëàòü øàã ôèêñèðîâàííîé

äëèíû â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì ãðàäèåíòó, òî åñòü

~aproch = ~acour − const×∇χ2(~acour) (A.4.4)

×òîáû èñïîëüçîâàòü A.4.3 èëè A.4.4, ìû äîëæíû óìåòü ðàññ÷èòûâàòü ãðàäèåíò îò ëþáîé

ôóíêöèè χ2 äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ~a. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ A.4.3 íàì íåîáõîäèìà

ìàòðèöà D, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè χ2.

Ðàñ÷åò ãðàäèåíòà è ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Èìååòñÿ ìîäåëü äëÿ ïîäãîíêè

y = y(x;~a) (A.4.5)

è ôóíêöèÿ

χ2(~a) =
N∑

i=1

(yi − y(x;~a)

σi

)2

(A.4.6)

Ãðàäèåíò ôóíêöèè χ2, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ ~a âûðàæàåòñÿ êàê

∂χ2

∂ak
= −2

N∑
i=1

yi−y(xi;~a)

σ2
i

∂yi(xi;~a)
∂ak

k = 1, 2, . . . ,M. (A.4.7)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåì

∂2χ2

∂ak∂al

= 2
N∑

i=1

1

σ2
i

[
∂y(xi;~a)

∂ak

∂y(xi;~a)

∂al

− (yi − y(xi;~a))
∂2y(xi;~a)

∂ak∂al

]
. (A.4.8)

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé óäîáíî ïîëîæèòü, ÷òî

βk ≡ −1
2

∂2χ2

∂ak
αkl ≡ −1

2
∂2χ2

∂ak∂al
(A.4.9)

è [α] = 1/2D â A.4.3. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü íàøå óðàâíåíèå â

ñëåäóþùåì âèäå:
M∑

l=1

αklδal = βk (A.4.10)

Äðóãèìè ñëîâàìè, δal - äîáàâêà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ïîäãîíêè, èñïîëüçóÿ

ïåðâîíà÷àëüíûå ïàðàìåòðû. Â ýòîì êîíòåêñòå ïîäãîíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ìàòðèöà [α] íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êðèâèçíû.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó χ2 "äàëåêà"îò òîãî, ÷òîáû áûòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé, ìû

áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä áîëåå íàêëîííîãî ñïóñêà A.4.4, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ïðîñòî

êàê

δal = const× βl (A.4.11)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòû ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ αkl çàâèñÿò îò ïåðâûõ

è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ~a.
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Àëãîðèòì Ëåâåíáåðã-Ìàðêàðäòà

Ëåâåíáåðã è Ìàðêàðäò ïðåäëîæèëè áîëåå ýôôåêòèâíûé è òîíêèé ìåòîä. Ýòîò ìåòîä

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåëèíåéíîé ïîäãîíêè.

Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà äâóõ âàæíûõ ìîìåíòàõ. Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê âåëè÷èíû "const"â

óðàâíåíèè A.4.11. Èìåííî êîìïîíåíòû ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äàþò íàì èíôîðìàöèþ

î ïîðÿäêà âåëè÷èíû "const".

Ìîæíî êðàòêî îïèñàòü ìåòîä Ëåâåíáåðã-Ìàðêàðäòà êàê àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà

ôóíêöèè χ2, èñïîëüçóÿ A.4.10 è A.4.11, òî åñòü íà îñíîâå äâóõ èäåé. Ïåðâàÿ èäåÿ ñîñòîèò â

óòî÷íåíèè àëãîðèòìà áîëåå íàêëîííîãî ñïóñêà A.4.11, çàìåíÿÿ êîíñòàíòó (øàã) íà âåêòîð.

Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ýòîò âûáîð "âûáîð ìàñøòàáà"äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà, øàãà,

êîòîðûé ìû îñóùåñòâèì â íàïðàâëåíèè ìèíèìóìà ôóíêöèè χ2. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

ïîðÿäîê âåëè÷èíû ýòîé êîíñòàíòû ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû êðèâèçíû

[α]; ïîñêîëüêó åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà [α] çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ak, êîòîðûé èìååò òðåáóåìóþ

ðàçìåðíîñòü 1/αkk, àëãîðèòì A.4.11 äîëæåí áûòü ìîäèôèöèðîâàí êàê:

δal =
1

λαll

βl ou λαllδal = βl (A.4.12)

ãäå λ - ôàêòîð > 1, ïîçâîëÿþùèé ãëîáàëüíî (íå êîìïîíåíòà çà êîìïîíåíòîé) óìåíüøèòü

øàã, êîòîðûé ñëèøêîì áîëüøîé (êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìòîäå áîëåå íàêëîííîãî ñïóñêà).

Âòîðàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

α′
jj ≡ αjj(1 + λ)

α′
jk ≡ αjk (j 6= k)

(A.4.13)

Äâà àëãîðèòìà A.4.10 è A.4.11 çàìåíÿþòñÿ íà åäèíñòâåííóþ ôîðìóëèðîâêó: íàéòè ïîïðàâêó

δ~a, òî åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû
M∑

l=1

α′
klδal = βk (A.4.14)

Êîãäà çíà÷åíèå λ âåëèêî, ïðåîáëàäàåò äèàãîíàëü ìàòðèöû [α]′ è ïðåäûäóùàÿ ñèñòåìà

ýêâèâàëåíòíà A.4.12; êîãäà íàîáîðîò λ áëèçêî ê 0, ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà A.4.10.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Ìàðêàðäòîì, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ðàññ÷èòàòü χ2(~a) ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè ïàðàìåòðàìè;

2. Ïðèñâîèòü êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå λ, íàïðèìåð λ = 0.001;

3. Ðåøèòü ñèñòåìó A.4.13 äëÿ δ~a è îöåíèòü χ2(~a+ δ~a)

4. Åñëè χ2(~a + δ~a) ≥ χ2(~a), ìû óìíîæàåì çíà÷åíèå λ íà 10 (èëè äðóãîé ôàêòîð)

âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 4;

5. Åñëè χ2(~a+δ~a) < χ2(~a), ìû äåëèì çíà÷åíèå λ íà 10 (èëè äðóãîé ôàêòîð), ïðèíèìàåì

íîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ~a 7→ ~a+ δ~a è ñíîâà âåðíóòüñÿ ê ïóíêòó 4;
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6. Îñòàíîâèòü ïðîöåäóðó, êîãäà |χ2(~a+ δ~a) − χ2(~a)| ≪ 1.

Êîãäà ìû íàéäåì ìèíèìóì ôóíêöèè χ2 äëÿ íàáîðà M ïàðàìåòðîâ ~amin, âàðèàöèÿ χ2

âáëèçè ýòîãî ìèíèìóìà χ2
min äëÿ âàðèàöèè δ~a ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå A.4.2 ê χ2 è ïîñêîëüêó ~∇χ2(~amin) = 0)

χ2 = χ2
min + δ~a[α]δ~a (A.4.15)

Ðàññìîòðèì â ÷àñòíîñòè âàðèàöèþ χ2, êîãäà ìû ïðîèçâîëüíî âàðèðóåì åäèíñòâåííûé

ïàðàìåòð a1, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè èõ ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ

~amin. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ2
M−1 χ

2 ñM−1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïîëó÷åííûõ ïðè ôèêñèðîâàíèè

ïàðàìåòðà a1 êàêîìó-ëèáî ïðîèçâîëüíîìó çíà÷åíèþ è ïóñòü ~a - íîâûé íàáîð ïàðàìåòðîâ,

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò χ2. Ïîëîæèì, ÷òî ∆χ2
1 ≡ χ2

M−1−χ2
min è δ~a = ~a−amin (îòìåòèì, ÷òî

íè îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà δ~a íå ðàâíà íóëþ). Ïîêàæåì, ÷òî ∆χ2
1(a1) ðàñïðåäåëåíà êàê

êâàäðàò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèèest. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìàëüíî

ìû áóäåì èìåòü ∆χ2
1 < 1 äëÿ δa1 < 1σ (68.3% ñëó÷àåâ), ∆χ2

1 < 4 äëÿ δa1 < 2σ (95.4%

ñëó÷àåâ), ∆χ2
1 < 9 äëÿ δa1 < 3σ (99.73% ñëó÷àåâ) è.ò.ä.

Ìû ìîæåì, îäíàêî, ñâÿçàòü ïîãðåøíîñòü δa1 ïàðàìåòðà a1 ñ ∆χ2
1, çàìåòèâ, ÷òî ~∇χ2(~amin) =

0 äëÿ âñåõ êîìïîíåíò, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé. Ñîãëàñíî A.4.9 è A.4.10 [α]δ~a = −1
2
~∇χ2,

ìàòðèöà êîâàðèàíòíîñòè C = [α]−1 òàêîâà, ÷òî

δa1 = −1

2

∂χ2

∂a1

C11. (A.4.16)

Èç A.4.15 è A.4.16 ñëåäóåò, ÷òî

∆χ2
1 = δ~a[α]δ~a = (δa1)

2/C11, (A.4.17)

ïîýòîìó

δa1 = ±
√

∆χ2
1

√
C11. (A.4.18)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû îïðåäåëèì ïîãðåøíîñòü ïàðàìåòðà a1 êàê δ1 ≡ 1σ è ∆χ2
1 ≡ 1, òî

δa1 =
√
C11 (A.4.19)

A.5 Ëîêàëüíî-íîðìàëüíàÿ ìîäåëü

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû îïèñûâàåì âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ êàê ëîêàëüíûå ìîäû

è äåôîðìàöèîííûå ìîäû â íîðìàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ñíà÷àëà, êàê â ��A.2, ìû äîëæíû

ñêîíñòðóèðîâàòü âàëåíòíî-äåôîðìàöèîííûé áàçèñ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âàëåíòíûõ êîëåáàòåëüíûõ

ñîñòîÿíèé èñïîëüçóåì òó æå ïðîöåäóðó, ÷òî è â ��A.1. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïðîãðàììèðîâàíèÿ

äåôîðìàöèîííûõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò æå

ñàìûé ïðèíöèï, ÷òî è äëÿ âàëåíòíûõ êîëåáàíèé:
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type(ket),dimension(2000) :: ket_bend type ket

integer*4 :: v2,v4,l4,sym

endtype,

òî åñòü ìû èñïîëüçóåì îïèñàíèå, èñïîëüçóåìîå â íîðìàëüíûõ ìîäàõ (v2v
±l4
4 ,Γ), ãäå Γ -

ñèììåòðèÿ êåò-âåêòîðà. Íåîáõîäèìî òåïåðü ïîñòðîèòü êåò-âåêòîðà, ó÷èòûâàÿ èõ ñèììåòðèþ.

Ñèììåòðèÿ êåò-âåêòîðîâ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà l4. Íà÷íåì ñ äâóõ öèêëîâ

ïî êâàíòîâûì ÷èñëàì v2 è v4, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ è çàêàí÷èâàÿ ìàêñèìàëüíûì ðàññ÷èòûâàåìûì

çíà÷åíèåì. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ìû äîëæíû âçÿòü â ðàññ÷åò çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ

÷èñåë äî vmax
2 et vmax

4 , êîòîðûå â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì êâàíòîâûå ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå

âàëåíòíûå êîëåáàíèÿ. count - íîìåð êåò-âåêòîðà. Äàëåå ðåàëèçóåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

l4 = v4, v4 − 2, . . . , 0, åñëè v4 - ÷åòíî è 1, åñëè v4 - íå÷åòíî, ñèììåòðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè l4 = 0, òî Γ = A1;

Åñëè l4 = 3p+ 1, òî Γ = E, p = 0, 1, . . . ;

Åñëè l4 = 3p+ 2, òî Γ = E, p = 0, 1, . . . ;

Åñëè l4 = 3p+ 3, òî Γ = A1 è A2, p = 0, 1, . . . .

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ÷àñòü ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùàÿ ýòîò àëãîðèòì:

count=1

do v2=0,v2max

do v4=0,v4max

if ( mod(v4,2) == 0 ) then

do l4=0,v4,2

if ( (mod(l4,3) == 0).and.(l4 == 0) ) then

if ( mod(l4,2) == 0 ) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

else

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym
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count=count+1

endif

elseif (mod(l4,3) == 0) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 1) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 2) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

enddo

else

do l4=1,v4,2

if ( (mod(l4,3) == 0).and.(l4 == 0) ) then

if ( mod(l4,2) == 0 ) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4
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ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

else

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

endif

elseif (mod(l4,3) == 0) then

sym=1

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

sym=2

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 1) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1

elseif (mod(l4,3) == 2) then

sym=3

ket_bend(count)%v2=v2

ket_bend(count)%v4=v4

ket_bend(count)%l4=l4

ket_bend(count)%sym=sym

count=count+1
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endif

enddo

endif

enddo

enddo

count=count-1

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âàëåíòíî-äåôîðìàöèîííûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ, èñïîëüçóÿ

êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäàíà:

|n1 n2 n3 (n4) (v2v
±l4
4 ) (reCeσe − Cpσp) → Cσ 〉

=
∑

σe , σp

[C]1/2 F

(
Ce Cp C

σe σp σ

)
|n1 n2 n3 (n4), reCeσe〉|(v2v

±l4
4 ), Cpσp〉

(A.5.1)

Çàòåì ðàññ÷èòûâàåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà, ÷òîáû ïîñòðîèòü

åãî ìàòðèöó, òî åñòü íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò îïåðàòîðîâ òèïà He
1

(ñì. ïðåäûäóùóþ ïðîãðàììó) è îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ A.5.2

Hsb = α(Y4(A1) − ıY5(A1))a
(A1)
2

a
(A1)
2

+ β(Y4(A1) + ıY5(A1))a
+(A1)
2

a
+(A1)
2

+

+α1(Y
4(A1)−ıY5(A1))(a

(E1)
4

a
(E1)
4

+a
(E2)
4

a
(E2)
4

)+β1(Y
4(A1)+ıY5(A1))(a

+(E1)
4

a
+(E1)
4

+a
+(E2)
4

a
+(E2)
4

)+

+ α2(Y
4(E)
1 − ıY

5(E)
1 )(a

(A1)
2

a
(E1)
4

+ a
(E1)
4

a
(A1)
2

) + α2(Y
4(E)
2

− ıY
5(E)
2

)(a
(A1)
2

a
(E2)
4

+ a
(E2)
4

a
(A1)
2

) +

+β2(Y
4(E)
1 +ıY

5(E)
1 )(a

+(A1)
2

a
+(E1)
4

+a
+(E1)
4

a
+(A1)
2

)+β2(Y
4(E)
2

+ıY
5(E)
2

)(a
+(A1)
2

a
+(E2)
4

+a
+(E2)
4

a
+(A1)
2

)+

+ α3(Y
4(E)
1 − ıY

5(E)
1 )(−a

(E1)
4

a
(E1)
4

+ a
(E2)
4

a
(E2)
4

) + α3(Y
4(E)
2

− ıY
5(E)
2

)(a
(E1)
4

a
(E2)
4

+ a
(E2)
4

a
(E1)
4

) +

+β3(Y
4(E)
1 +ıY

5(E)
1 )(−a

+(E1)
4

a
+(E1)
4

+a
+(E2)
4

a
+(E2)
4

)+β3(Y
4(E)
2

+ıY
5(E)
2

)(a
+(E1)
4

a
+(E2)
4

+a
+(E2)
4

a
+(E1)
4

)

(A.5.2)

ãäå îïåðàòîðû Y4(A1), Y5(A1),Y4(E)
1 , Y

4(E)
2 , Y

5(E)
1 et Y

5(E)
2 - îïåðàòîðû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà

êåò-âåêòîðà âàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé (��2.4.4), à îïåðàòîðû a
(A1)
2

, a
+(A1)
2

, a
(E1)
4

, a
+(E1)
4

, a
(E2)
4

et a
+(E2)
4

- íà êåò-âåêòîðà äåôëîìàöèîííûõ êîëåáàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî íàéòè

àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî îïåðàòîðà. Ìû óæå óìååì

ïðîãðàììèðîâàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ b+i , bj, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ïåðâîé ÷àñòè îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ "äåôîðìàöèîííîé ÷àñòè"îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ

èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà:

1. Íà ÿçûêå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ MATHEMATICA 5.0 áûëà íàïèñàíà

ïðîãðàììà, ðàññ÷èòûâàþùàÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü

äåéñòâèå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a
(A1)
2

, a+(A1)
2

, a(E1)
4

, a+(E1)
4

, a(E2)
4

è a
+(E2)
4

íà êåò-âåêòîðà

äåôîðìàöèîííûõ ñîñòîÿíèé |(v2v
±l4
4 ), Cpσp〉;

2. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, áûëà íàïèñàíà ïðîöåäóðà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

FORTRAN 95, ïîçâîëÿþùàÿ ðàññ÷èòûâàòü ÷èñëåííî çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Äëÿ ðàñ÷åòîâ ïåðâîãî ïóíêòà èñïîëüçîâàëèñü ïðèâèäåííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îäíîìåðíîãî

îñöèëëÿòîðà: < v2, A1||a(A1)
2 ||v2+1, A1 >=

√
v2 + 1 è äëÿ äâóìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ïðèâåäåííûå

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû áðàëèñü èç òàáëèöû A.1. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðèâèäåííûõ ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ èñïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèÿ < vs, {γ}, C||a+(Cs)
sσ ||vs −

1, {γ′}, C ′ >= (−1)C+Cs+C′
< vs − 1, {γ′}, C ′||a(Cs)

sσ ||vs, {γ}, C >.

l4 Cp l′4 C ′
p Ï.Ì.Ý

0 A1 1 E
√
v4 + 1

6p 6= 0 Γ 6p+ 1 E
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p 6= 0 Γ 6p− 1 E (−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 1 E 6p+ 2 E −
√

(v4 + l4 + 2)

1 E 0 A1 −
√
v4 + 1

6p+ 1 E 6p 6= 0 Γ −(−1)Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 3 Γ −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 2 E 6p+ 1 E
√

(v4 − l4 + 2)

6p+ 3 Γ 6p+ 4 E −(−1)Γ
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 3 Γ 6p+ 2 E
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 4 E 6p+ 5 E
√

(v4 + l4 + 2)

6p+ 4 E 6p+ 3 Γ
√

(v4 − l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 6 Γ −
√

(v4 + l4 + 2)/2

6p+ 5 E 6p+ 4 E −
√

(v4 − l4 + 2)

Γ = A1 èëè A2

p = 0, 1, . . .

Òàáëèöà A.1: Ïðèâåäåííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû < v4, l4, Cp||a(E)
4 ||v4 + 1, l′4, C

′
p >

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèãíåðà-Ýêêàðòà, íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

ìîæíî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

< {vs}, Cp, σp|a(C)
σ |{v′s}, C ′

p, σ
′
p >= F

(
C C ′

p Cp

σ σ′
p σp

)
< {vs}, Cp||a(C)

σ ||{v′s}, C ′
p > (A.5.3)

Ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ íà êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ íàõîäèì ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû, ðàññìàòðèâàÿ ñêàëÿüíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ êåò-âåêòîðîâ è êåò-âåêòîðîâ,

ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ. Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü

ìàòðèöó íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà è îïðåäåëèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàøåé ñèñòåìû.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû âñòðåòèëèñü ñ òåìè æå òðóäíîñòÿìè, îïèñàííûìè â ��A.2, òî åñòü

ñåé÷àñ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü è ïàðàìåòðû íàøåãî ãàìèëüòîíèàíà â ðàìêàõ ëîêàëüíî-
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íîðìàëüíîãî ìåòîäà.

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âñå ðàñ÷åòà, ïðîâåäåííûå íà îñíîâå ïðîãðàììû, íàïèñàííîé

íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ FORTRAN, áûëè ïðîòåñòèðîâàíû ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû,

íàïèñàííîé íà ÿçûêå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ MATHEMATICA 5.0.
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