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RESUME

Les éléments de coques multicouches ont montré une grande efficacité dans 1’analyse non-
linéaire des structures. A l'origine, ces €léments avaient €té développés pour des lois de
comportement spécifiques au béton et a 'acier. Leur généralisation & I’analyse des structures
dont le comportement est régi par des lois de comportement a variables internes (plasticité,
élasto-visco-plasticité, endommagement) constitue le propos de ce travail de thése.

Issus de l'approche semi-globale, les éléments de coques multicouches permettent de rendre
compte des phénomenes non-linéaires tant matériels que géométriques pour l'analyse des
structures constituées de coques, sous divers chargements, avec un temps de calcul raisonnable.

Dans une premiére partie, nous développons ces éléments dans le cadre de I'hypothese des petites
perturbations. Une extension est ensuite présentée en intégrant les effets non-linéaires
géométriques. Une description lagrangienne actualisée avec un traitement semi-tangentiel des
parametres de rotation est utilisée 2 cet effet.

Dans une seconde partie. nous présentons dans un cadre général, I’aspect théorique ainsi que le
traitement numérique des lots de comportement a variables internes. A partir de 13, un ensemble
de lois de comportement a variables internes permettant la modélisation des comportements de
I'acier et du béton sous divers chargements, est présenté. Le but étant d’utiliser ces modeles au
sein des éléments finis de coques multicouches, pour le calcul de structures coques en béton armé
soumises a des chargements statiques et dynamiques. Une attention particuliére est portée sur la
condition de contraintes planes d’une part dans le schéma d’intégration des contraintes et d’autre
part dans le calcul du tenseur de comportement tangent.

Enfin, les développements effectués sont implantés dans le code de calcul par éléments finis
CESAR-LCPC. Au travers d’exemples d’applications numériques, nous précisons le domaine
d’application ainsi que les limites des outils proposés.






ABSTRACT

Multilayered shell elements have proven to be highly efficient for non-linear analysis of
structures. In the past, these finite elements were applied with specific constitutive laws for
concrete and steel. This work is devoted to an extension of multilayered shell element to
constitutive laws with internal variables (plasticity, visco-elasto-plasticity, damage).

Based on a semi-global approach, multilayered shell elements allow to account for material and
geometrical non-linear effects in structural shell type structures subject to various loadings, at
low computation costs.

We first give a formulation of these elements with the hypothesis of small strains. A further
development which addresses non-linear geometrical effects, is then given using an Updated
Lagrangian Description together with a semi-tangential approximation of finite rotations.

The second part of this work addresses both general theory and numerical procedures for internal
variables constitutive laws. We review a number of constitutive laws useful for modelling steel
and concrete behaviour under static and dynamic loading. A special attention is given to the
plane stress condition in both the local integration scheme of stresses and the calculation of the
tangent stiffness matrix.

These developments are implemented in the finite element program CESAR-LCPC. Through a

number of numerical applications, we show the field of these developments, as well as their
limits, as design tools for structural engineers.

vi



AVANT-PROPOS

L'analyse linéaire des structures fait appel aux deux hypotheses suivantes :

- les matériaux composant le solide ont un comportement élastique linéaire dans le domaine
des déformations résultant des faibles déplacements.

- les déplacements et déformations subis par le solide considéré sont trés faibles et
permettent de confondre les états déformé et non déformé de la structure.

Si I'une au moins de ces hypothéses n'est pas vérifiée, il convient d'entreprendre une analyse non-
linéaire du solide étudié. On distingue ainsi :

- I'analyse non-linéaire matérielle en petits déplacements et petites déformations, oti la relation
contraintes-déformations est non-linéaire.

- I'analyse non-linéaire géométrique en grands déplacements et petites déformations, ou la
relation déplacements-déformations peut étre non-lin€aire.

- I'analyse non-linéaire géométrique en grands déplacements et grandes déformations, ou les
relations contraintes-déformations et déplacement-déformations est généralement non-
linéaire. C'est le cas le plus complexe de I'analyse non-linéaire des structures.

Des solutions approchées peuvent étre obtenues a l'aide de résolutions simplement linéaires, la
raison principale de cette approximation étant la diminution du colt de calcul. Toutefois, cetie
approche n'est pas toujours acceptable et 'utilisation de méthodes purement non-linéaires devient

alors nécessaire.

Avant le développement des programmes informatiques, c'est a dire avant 1960, la modélisation
des coques était basée sur des théories de membrane et de flexion en considérant un matériau 2
comportement linéaire, homogene et intégre. Depuis quelques années, le développement accéléré
des méthodes d'analyse numérique, notamment la méthode des éléments finis, ainsi que le
progres dans le domaine de l'informatique. ont permis d'élaborer des approches plus réalistes
pour la simulation du comportement des structures, particulierement celui des coques. Toutefois,
l'utilisation sans cesse grandissante des structures coques dans des domaines exigeant un degré
de sécurité élevé souligne linsuffisance d'une analyse linéaire. En effet, la simulation plus
réaliste de la réponse de ce type de structures exige une modélisation exacte de sa géométrie, des
lois constitutives réalistes et une stratégie de résolution efficace. C'est pourquoi l'intérét s'est
concentré ces derniéres années sur les problémes non-lin€aires matériels et géométriques. L'objet
de ce rapport s'inscrit dans ce cadre.



viii Avant-propos

Notre contributiun reste cependant modeste. Applicable aux domaines statiques et dynamiques,
elle se limite a la modélisation numérique des structures en coques au comportement a variables
internes. Quatre parties composent ce travail :

Le premier chapitre est consacré a la formulation d'un élément fini particulier : I'élément de
coque multicouche. Cet outil numérique est issu de l'approche multicouche et permet de rendre
compte des phénomeénes non-linéaires matériels et géométriques pour ['analyse des structures
constituées de coques, sous divers chargements, avec un temps de calcul raisonnable. L'élément
est tout d'abord développé dans le cadre de 'hypothese des petites perturbations. Une extension
est ensuite présentée en intégrant les effets non-linéaires géométriques. Une description
lagrangienne actualisée avec traitement semi-tangentiel des paramétres de rotation est utilisée a
cet effet.

Dans le second chapitre, différentes lois de comportement a variables internes permettant la
modélisation des comportements de l'acier et du béton sous divers chargements, sont présentées.
Ces lois allant par la suite €tre utilisées au sein de I'élément fini de coque multicouche développé
au chapitre précédent, pour le calcul de structures coques en béton armé soumises a des
chargements statiques et dynamiques. Pour la modélisation du comportement de l'acier, deux lois
de comportement a variables internes sont présentées : une loi élastoplastique parfaite de Von-
Mises pour le cas de chargements monotones croissants et une loi anisotrope de Hill permettant
la modélisation du comportement des lits d'armatures croisés existant dans les coques en béton
armé. Pour la modélisation du comportement du béton, le modele élastoplastique de Willam-
Warnke a trois parameétres est choisi pour le cas des chargements monotones croissants. Une
premiére extension de ce modeéle a un modele €lastoplastique endommageable est effectuée.
Celle-ci permet la prédiction des effets du dommage & I'échelle microscopique des structures
sous chargements cycliques. Une seconde extension a un modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux est ensuite accomplie. Celle-ci permet de rendre compte du comportement
du béton en dynamique rapide. Pour le traitement numérique de ces modeles, deux algorithmes
sont présentés : l'algorithme de projection dans l'incrément et l'algorithme de projection dans
I'itération. C'est sur l'algorithme de projection dans I'itération que notre choix s'est porté.
Toutefois il convient de préciser que lors de ces développements numériques, une attention
particuliére est portée sur la condition de contraintes planes d’une part dans le schéma
d’intégration des contraintes et d’autre part dans le calcul du tenseur tangent de comportement.

Les troisicme et quatrieéme chapitres sont consacrés aux exemples de validations et d'applications
numeériques. Divers exemples de structures de coques soumises a des chargements statiques et
dynamiques sont présentés. Les résultats obtenus sont comparés a des solutions de référence
d'origine numérique ou expérimentale.

Enfin, nous concluons ce travail en tentant de tirer les enseignements de cette étude et de définir
les axes de recherche pouvant étre poursuivis.



CHAPITRE 1

MODELISATION EN COQUES MULTICOUCHES







1-0. Introduction

L’analyse d’une structure par éléments finis nécessite les trois étapes suivantes : le choix d’une
échelle de description & laquelle doit se placer le modélisateur pour que son calcul soit réaliste et
efficace, la modélisation des différents matériaux constituant la structure, et enfin, la mise en
oeuvre numérique dans un code de calcul par éléments finis. Au stade de la premiére étape, ce
sont la nature ainsi que la précision des résultats recherchés qui fixent le choix de I’échelle de
modélisation. Nous distinguons : les échelles globale, semi-globale, et locale.

Dans notre étude, notre choix s’est porté sur I’approche de discrétisation semi-globale, celle-ci se
trouvant étre appropriée au calcul non-linéaire matériel et géométrique de structures constituées
de coques sous divers chargements. C’est pourquoi, nous nous proposons dans ce premier
chapitre, de développer un outil numérique issu de cette approche : 1’élément de coque
multicouche. Cet élément est formé d’un empilement .de plusieurs coques monocouches
excentrées. L’idée de base consiste alors a établir les équations pour une coque excentrée, puis
d’en déduire celle d’un élément de coque multicouche par superposition, moyennant certaines
hypothéses.

Ce chapitre comprend 5 parties:

La premiere partie consiste a situer I’approche choisie (approche multicouche) par rapport aux
approches de discrétisation par éléments finis existantes.

Au cours de la seconde partie, nous établissons les équations d’équilibre locales d’une coque
excentrée dans le cadre des petites perturbations; ce qui nous permettra ensuite de déterminer la
formulation faible de celles-ci.

La troisi¢me partie est consacrée a I’extension de la formulation précédente au cas multicouche.
A partir de 13, nous établissons une formulation coques multicouches tenant compte uniquement
des non-lin€arités matérielles.

Dans la quatrieme partie, nous nous intéressons aux non-linéarités géométriques. Nous
commencons par établir une formulation coques multicouches permettant d’étudier le
phénomeéne d’instabilité élastique se produisant dans les coques, et abordons ensuite les
problémes de grands déplacements, grandes rotations et petites déformations tout en combinant
ces effets non-linéaires géométriques avec les non-linéarit€s matérielles.

Enfin, nous concluons ce chapitre par la présentation du domaine d’application de ['outil
numeérique développé.
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Modélisation en coques multicouches

1-1. Différentes échelles de discrétisation des structures coques par éléments finis

On peut distinguer trois échelles de discrétisation par éléments finis des structures coques : une
échelle globale, une échelie locale et une échelle semi-globale (figure 1-1). Ce sont la nature et la
précision des résultats recherchés qui fixent le choix d’'une échelle.

Echelles de discrétisation par éléments
finis d'une coque

Echelle intermédiaire:
échelle semi-globale

Figure 1-1 : Représentation des différents niveaux de discrétisation d’une coque

1-1-1. Echelle globale

Cette approche consiste a2 modéliser le comportement de la structure coque considérée a partir de
variables généralisées d’efforts et de déformations dans une section. On construit alors le
fonctionnement de cette section, pour ’intégrer ensuite sur toute la structure. Plusieurs voies sont
possibles, nous distinguons :

- L’approche par construction d’une courbe limite d’interaction :

Dans cette approche, on détermine le domaine de résistance d’une section soumise 2 un effort
normal et un moment fléchissant. Pour cela, on construit la formulation a partir des lois
uniaxiales des différents matériaux constituants la coque et on recherche 'extremum d’un
couple effort normal-moment fléchissant pour une excentricit¢ donnée. L’ensemble des
extrema constitue la courbe uitime de la section, appelée « courbe limite d’interaction » qu’on
considere comme un critére de plasticité fonction de I’effort normal et du moment fléchissant.
L’évolution des variables plastiques de la section : élongations et courbures plastiques, est
décrite par une regle d’écoulement (Cariou, 1988).
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- L’approche par macro-élément :

Cette approche a surtout été développée dans le cas des poutres (Elachachi et Breysse, 1991).
Il s’agit d’étudier la réponse d’un élément de structure appelé « macro-élément » dont la taille
est de ’ordre de grandeur des dimensions transverses. Cette étude consiste a tester le macro-
élément dans toutes les situations. Les réponses de celui-ci doivent pouvoir étre calculées
indépendamment de la structure 2 laquelle il est relié. On parameétre ces réponses pour obtenir
des expressions analytiques, puis on procéde au calcul global de la structure par I’assemblage
de macro-éléments.

Ces approches par discrétisation globale conduisent en général a des temps de calculs réduits
mais présentent cependant certains inconvénients :

- Elles sont surtout adaptées aux structures de type poutres. Leur généralisation aux coques est
complexe. En effet, I’extension au cas des efforts et moments multiples dans les coques reste
trés délicate, notamment en ce qui concerne I'interaction entre ces forces qui est difficile a
établir sous forme d’une courbe limite d’interaction.

- De plus, pour une coque composite, le comportement non-linéaire en matériaux est difficile a
modéliser par I’utilisation d’une approche en discrétisation globale, car toutes les informations
géoméltriques et matérielles sont ramenées a la surface moyenne de celle-ci. Cette approche ne
permet donc pas de définir précisément les comportements locaux des différents matériaux
constituant la coque puisqu’elle intégre globalement les phénomenes.

Pour la prise en compte des non-linéarités géométriques, I’approche globale permet d’établir des
procédures numériques efficaces du fait de la représentation géométrique simple.

1-1-2. Echelle locale

A cette €chelle de discrétisation, de type mécanique des milieux continus, on modélise le béton
par des éléments de massifs et 1’acier par des éléments de barres ou massifs. L’analyse est alors
lourde et la prise en compte des non-linéarites matérielles et géométriques nécessite non
seulement des temps de calculs importants mais aussi le stockage d’un grand nombre de résultats
partiels. Cette approche a toutefois 1’avantage d’étre proche de la réalit€ physique et permet
d’obtenir des informations locales concernant I’état de plastification, de détérioration et
d’endommagement de la structure.

1-1-3. Echelle semi-globale

Cette échelle de discrétisation, intermédiaire entre les deux précédentes, est fondée sur
I'utilisation d’éléments multicouches. L’idée principale consiste a associer une description locale
du comportement des matériaux a une cinématique d’éléments de structure. Appliquée aux
coques, cette approche consiste a découper I’épaisseur de la coque en « couches » pour tenir
compte des différents matériaux constitutifs, tout en conservant les hypothéses cinématiques
simplificatrices de Love-Kirchhoff ou de Mindlin-Reissner.
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Les passages entre échelles globale et locale se font en permanence : on modélise la coque,
considérée comme un solide tridimensionnel, en un élément de coque classique, I’équilibre et la
cinématique sont alors gérés a I’échelle globale, en revanche toute information concernant le
comportement non-linéaire matériel est gérée au niveau local de chaque couche (figure 1-2).

L’échelle de discrétisation semi-globale permet ainsi de traiter, tant les non-linéarités en matérian
a une échelle locale, que les non-linéarités géométriques (grands déplacements-grandes rotations)
a une échelle globale. Cette modélisation réunit les avantages des deux approches précédentes, a
savoir : temps de calculs restreints et lois de comportement locales appropriées. C’est pourquoi
nous choisissons d’utiliser cette approche dans notre étude.

l\/l

Echelle locale : Echelle globale :

Prise en compte des Prise en compte des
non-linéarités matérielles non-linéarités géométriques
au niveau local des couches au niveau global d'un élément

de coque classique ayant
6 degrés de liberté par noeud

Figure 1-2 : Approche multicouche
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Les éléments de coques multicouches datent du début des années 70 ( Hand et al., 1973; Lin et
al., 1975) et sont a présent considérablement répandus dans la littérature du fait qu’ils ont connu
de grands développements en statique, dynamique et grands déplacements.

Dans le cadre d’analyses linéaires, ces éléments ont largement €t€ utilisés. Panda et al., 1981, ont
par exemple étendu le concept d’éléments dégénérés d’ Ahmad (Ahmad et al., 1970) aux coques
multicouches pour I’étude des structures de coques composites.

Huttelmaier et al., 1985, ont proposé une formulation é€léments finis pour les coques
multicouches €paisses. Ces développements représentaient une extension de leurs travaux
concernant les plaques (Huttelmaier et al., 1983).

Ramesh et al., 1988, ont considéré le comportement dynamique des coques composites et ont
développé pour cela un élément de coque multicouche isoparamétrique dégénéré a 8 noeuds pour
I’étude des vibrations libres de coques cylindriques.

Dans le cadre d’analyses non-linéaires, les premieres applications ont ét€ effectuées par Hand et
al. (1973) pour I’étude des plaques et coques en béton armé. Ces auteurs ont utilis€ des éléments
de coques multicouches adaptables, du point de vue géométrique, pour des plaques et coques
minces. Dans leurs développements, ils supposent une loi élastoplastique pour modéliser le
comportement mécanique des armatures, et une loi bilinéaire élastique parfaitement plastique
pour modéliser le comportement du béton en compression. Pour le béton en traction, ils
considerent celui-ci comme fragile et négligent I'effet « tension stiffening » qui suppose que le
béton au voisinage des armatures suit une loi de traction modifiée compte tenu de sa plus forte
participation, entre deux fissures, & la reprise des efforts de traction (Guggenberger, 1992).

Lin et al., 1975 se sont également intéressés a 1’analyse non-linéaire des coques en béton armé, et
ont utilis€ a cet effet des éléments de coques multicouches plats & 3 noeuds. Ces auteurs
supposent une loi élastoplastique, symétrique en traction et compression, pour modéliser le
comportement de I’acier; et une loi élastoplastique pour modéliser le comportement du béton en
compression uniquement. Pour le béton en traction, ils le consideérent comme fragile et tiennent
compte de !’effet « tension stiffening ».

Hu et al., 1991 ont, quant a eux, utilisé pour I’analyse non-linéaire de plaques et coques en béton
armé sous chargements monotones, des éléments de coques multicouches, avec, pour I’acier et le
béton, des modeles qu’ils ont précédemment développé (Hu et al., 1989 et 1990).

Ofiate, 1992, s’est intéressé a I’ étude non-lin€aire des structures coques en béton armé en grands
déplacements. Dans cette étude, il a utilis€ des éléments de coques multicouches dégénérés plats
et courbes, a modélisé le comportement de 1’acier par une loi élastoplastique simple et a proposé
deux modeles pour le béton. Le premier modele a €té utilisé par Owen et al., 1984 pour I’analyse
de la charge ultime des plaques et coques en béton armé. Celui-ci est basé sur la théorie
élastoplastique pour modéliser le comportement en compression du béton, et sur la théorie
élastique linéaire pour modéliser le comportement en traction. Le second modéle est un modéle
élastoplastique tenant compte de I’endommagement plastique. Ce modele a été proposé par
Lubliner, Oller, Oliver et Ofiate dans différentes publications (Ofiate et al., 1986, 1987 et 1988,
Oller, 1988, Lubliner et al., 1989).
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De nombreux autres auteurs ont étendu ces derniéres années I’approche multicouche a 1’analyse
non-linéaire des plaques et coques en béton armé sous chargements statiques, dynamiques et
cycliques, nous citerons : Millard, 1989, Chahrour, 1991 et Djeroud, 1992. Toutefois, sur un
plan numérique, ces él€éments restent développés pour des lois de comportement spécifiques au
béton et a 1’acier. On se propose dans cette étude de montrer leur généralisation a 1'analyse des
structures dont le comportement est régi par des lois a4 variables internes: plasticité,
viscoplasticité, endommagement...

Nous commencons pour cela, dans ce premier chapitre, par mettre en équation la modélisation
coques multicouches. Ceci nécessite d’établir d’abord les équations de base pour une coque
excentrée puis d’en déduire celles d’une coque multicouche par superposition.
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1-2. Equations de base d’une coque excentrée
11y a deux facons de considérer un solide constitué d’un empilement de couches homogenes :

- Comme un solide tridimensionnel hétérogene globalement.
- Comnme un empilement de coques homogénes en interaction mécanique.

L’approche multicouche développe ce second point de vae : chaque couche de matériau y est
dotée a priori d'une cinématique de coque excentrée. C’est pourquoi nous établissons dans ce
paragraphe les équations régissant la déformation d’une coque excentrée seule sous I'effet de
forces données au niveau d’une surface de référence.

Notre propos étant d’obtenir une formulation bidimensionnelle de type coque, nous rapporterons,
lors de la mise en équation du probléme, toute grandeur mécanique de chaque couche a un
systéme surfacique de référence commun. Nous nous plagons pour commencer dans le cadre de
I’hypothese des petites perturbations.

1-2-1. Hypothése des petites perturbations
L’hypotheése des petites perturbations se compose de :

H1 : 'hypothése des transformations infinitésimales. Pour un point matériel M du solide ayant
pour vecteurs positions dans les configurations initiale et actuelle respectivement X et X et pour
vecteur déplacement &, cette hypothése se traduit par :

VX |Grad &| << 1 (1)

Elle conduit a celle des déformations infinitésimales. Dans cette hypothése, on peut confondre
les opérateurs gradients lagrangien (Grad(. )) et eulérien (grad (.) ) en des points homologues des
configurations initiale et actuelle : en particulier pour le déplacement, ceci revient a confondre
Grad £ et grad €. En revanche, elle ne permet pas de confondre les coordonnées de ces points,
c’est a dire les vecteurs X et X.

H2 : I'hypothése des petits déplacements . Cette hypothése permet d’assurer que 'on puisse
confondre la géométrie actuelle du solide avec sa géométrie initiale fixe. Toutes les quantités
sont alors exprimées dans la configuration initiale, et les coordonnées actuelles et initiales
peuvent étre confondues dans 1’écriture des différents champs.
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1-2-2. Description géométrique

Dans ce paragraphe, nous rappelons brievement les éléments nécessaires a la description
géométrique des coques excentrées.

On définit géométriquement une coque excentrée par une surface moyenne A et une épaisseur A.
La surface moyenne est excentrée d’une distance e de la surface de référence, et 1’épaisseur #,
supposée petite par rapport aux autres dimensions de la coque (longueur, rayons de courbure), est
définie suivant la direction normale 2 la surface moyenne (figure 1-3).

Deux coordonnées curvilignes orthogonales notées o et 3 définissent la surface de référence S. Si
Pune de ces coordonnées, par exemple f, est incrémentée, nous pouvons définir une série de
courbes paramétriques sur la surface de référence le long de laquelle o varie (figure 1-4 ). Ces
courbes sont appelées courbes de coordonnées s,. De méme, si I’on incrémente la coordonnée «,
on obtient les courbes de coordonnées sp. '

T Surface
moyenne de

la coque, excentrée de

-~
7 N Surface

de référence
Z £=0

Figure 1-3 : Surface moyenne et surface de référence
d’une coque excentrée
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la surface de
référence S

Figure 1-4 : Elément différentiel de la surface de référence d’une coque excentrée

Considérons le vecteur position r d’un point P de la surface de référence S (figure 1-4). Ce
vecteur s’écrit : r = OP, et ses dérivées par rapport aux coordonnées curvilignes a et 3 sont
données par :

Fo = %é‘ Tg = %& (2)
Utilisant ces notations, 1’élément différentiel dr s’écrit en fonction de da et df :

dr=r ,da+r zdp 3)
Et sa longueur ds est telle que :

ds* =dr.dr= (r q do)® + (rg dp)* 4)
Définissant :

A=|r| B= " "'-B“ ©)
On obtient :

ds* = (A do)” + (B dBY (6)
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Les quantités A et B sont appelées parameétres de Lamé et sont nécessaires pour [’utilisation de la
notion de coordonnées curvilignes orthogonales. Pour interpréter géométriquement leur
signification, considérons deux cas pour lesquels chacune des coordonnées @ et 8 varie
individuellement et indépendamment. L’équation (6) devient :

ds, = A do (7)
et
dss =B dB (8)

Ainsi, ds, représente 1’accroissement de la longueur d’arc pris sur la courbe de coordonnée s,
lorsque a est incrémenté de de, et dsg représente I'accroissement de la longueur d’arc pris sur la
courbe de coordonnée sz lorsque B est incrémenté de do. Les paramétres de Lamé sont par
conséquent les quantités reliant I’accroissement de la longueur d’arc sur la surface de référence S
de la coque, a la variation de la coordonnée curviligne correspondante.

Au point P, précisé précédement, on définit une base orthonormée composée de deux vecteurs
unitaires n,, et ng tangents respectivement aux directions définies par « (8 = constante) et 8
(c = constante); et d’un vecteur unitaire ny normal aux deux autres (figure 1-5). Ces vecteurs
s’écrivent:

n, =— n, == nozﬁ(ryu/\rﬁ) )]

et vérifient la relation :

0,=1sii=j;0,=0sii#j
n,..n,,.=5,‘j{ g 7> % ! (10)

is j=a,ﬁ,0

Figure 1-5 : Vecteurs de base n, ng et ng et rayons de courbure R, et Rﬂ
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La différensi~tica de I’équation (10) respectivement 2 k (k = @ ou ) conduit & :

(n, . n;), =0 _ (11)
par conséquent :

n,.n, +n;,.n, =0 (12)

!

Utilisant (12), on peut exprimer les dérivées des vecteurs de la base en P, n,, ng et ng par rapport
aux coordonnées curvilignes a et § tel que (cf. annexe 1) :

A,B A
n,, =-3 MR n,
B,(!
n = - n
o, B )
A
A,B
Bpo=-—tn, (13)
n B n B n
B.g A o RB 0
A
N, = _R—_ n,
B
no‘ﬁ = T nB

R, et Rg représentent les rayons de courbures des courbes paramétriques a (§ = constante) et
B (a = constante) de la coque (figure 1-5) :

-A*RB -B*A
e T A = T nny) T (4)
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1-2-3. Eléments de réduction

Le paragraphe précédent a été consacré & la description géométrique d’une coque excentrée,
nous introduisons a présent, pour cette coque, le concept d’efforts. Notre objectif étant d’obtenir
une modélisation bidimensionnelle d’un solide a priori tridimensionnel, nous rameénerons toute
information de la coque excentrée a une surface bidimensionnelle : la surface de référence.

Considérons un point matériel Q situé a une distance € de la surface de référence de la coque et
P sa projection orthogonale sur celle-ci (figure 1-3). Le vecteur position PQ s’écrit : PQ =  ny.
Si I’on note 0= O (Q) le tenseur de contraintes en @, les forces généralisées au point P,
composées des efforts N et moments M, sont définies par les éléments de réductions suivants :

N, ={0.n,ds,0 M, =[n,A(0.n,)LdS,©®) (15)
A

A

[ @

selon la facette normale ang et:

F,=[0.n,ds,© M, =[n, A0 .n,)LdS,0) (16)

Ag Ag
selon la facette normale a ng.

Pour un €lément de volume dQ = ds.dsg dg, situé a une distance £ de la surface de référence, la
longueur selon la facette normale a ng vaut :

ds, (&) = R—;{i—cdsg avec ds’ =ds,(¢=0) (17

a

et sa surface ;

dS,(¢) = ds, (2) d§=[1+-l—§——) d{ ds° (18)

a

De méme, pour une section similaire normale a n, , on obtient :

R;+(
R,

ds, () = ds; dS, () =ds, (0 dl = (1 + -l-f—J dg ds, (19)

B
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Utilisant (18) et (19) dans (15) et (16), on obtient les forces généralisées linéiques en P
suivantes :

N, = [ =e+‘}f”2 (a.n.,.)[1+-)dc m, = [ <X :fm “ﬂ’\(”““f‘)C(H C ]dc

dsg e-hi2 Rﬁ / ds;g ehi/2 Rﬁ 7
(20)
selon la facette normale a n, et :
dN e+h/2 d C d.” e+h/2 g C
N, = - | (O.n )(1+-—- dg M, = f= | nyaA(0.n)C|1+=2[d
g B ) 0 B/
J dS(ZO e~‘l,|‘.l2 Ru J' ds2 e-;!.ﬂ . . Rﬂt
(21)

selon la facette normale & ng.

Ces forces sont décomposables en composantes hors et dans le plan de chacune dc ces deux
facettes (figure 1-6) :

N,=N,n,+N,yn;+Vg,n, Ny =N,z n, + Ny ng +Vgn, (22)
M,=-Mg,n,+M_ n, M,=-Myg,n,+M, n, (23)

Le premier indice de chaque composante correspond a la facette sur laquelle celle-ci agit, alors
que le second indique sa direction. Nous noterons touiefois que nous considérons la coque sans
torsion, c’est pourquoi seuls les moments de flexion sont pris en compte.
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B,

n,

/!

Vd
/" Vo da

n,

Vio

yd

}%/

¢ N,da

N, da

>
g
> N,

Modélisation -2D- pour les efforts

/ /,;Mhdﬁ

//
A’N! M"ﬁdﬁ
7 M, da
M, da

Modélisation -2D- pour les moments

Figure 1-6 : Représentation des efforts intérieurs d’une coque excentrée
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1-2-4. Hypothéses de déformation des coques
Nous appliquons :

H3 : I’hypothése de Mindlin-Reissner pour une coque épaisse. Cette hypothése suppose que toute
normale 2 la surface de référence non déformée de la coque reste droite aprés déformation mais
n’est plus forcement normale a la surface de référence déformée.

H3* : L’hypothése de Love-Kirchhoff pour une coque mince. Cette hypothése est analogue a
celle de Navier-Bernoulli dans le cas des poutres et suppose que toute normale 2 la surface de
référence non déformée de la coque reste normale a la surface de référence déformée.

Pour illustrer géométriquement ces deux hypotheéses, considérons un élément différentiel de la
surface de référence S de la coque considérée avant et aprés déformation. La figure 1-7 montre
que le point Q peut prendre aprés déformation une des deux positions : Q; ou Q,. Si I’hypothese
de Love-Kirchhoff est prise en compte, la conservation des normales est assurée, le point Q se
retrouve donc en QI, aprés déformation. Si, en revanche, I'hypotheése de Mindlin-Reissner est
retenue, la conservation des normales n’est plus assurée, le point O peut se retrouver en 0, aprés
déformation.

Apres déformation

2
Avant déformation

Figure 1-7 : Hypothéses de Love-Kirchhoff et de Mindlin-Reissner
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1-2-5. Vectenr jéplacement et tenseur de déformations linéarisées

Considérons les points P et Q précédement définis (figure 1-3) et notons par §(P) et W(P)
respectivement les vecteurs déplacement et rotation au point P. Avec les hypothéses H3 et H2, le
vecteur déplacement au point Q s’écrit en fonction de §(P) etw(P):

E=EQ)=&P)+@(P)APQ 24)
ou encore
E=E)=E(P)+Lw(P) AN, (25)

Le tenseur de déformations linéarisé s’ obtient A partir du vecteur déplacement E(Q) par :

£= —%(gradg + 'gradf ) | (26)

Ses composantes s’expriment donc :

‘Sza Aﬂ P 1 P w;a Aﬁ P
Epu =—— =gyt — 5, tL | ———-—=w
@A AB‘S*"‘ R So+t A AB °

a

E/I;ﬁ Ba P 1 P wapﬁ Ba P
= b CEP 4 EP_ L
#="p “aB TR, %%\ 7B “aB™”

E. A . B wh, B o, A
¥ S Y1 N .. EL+¢C ARy 8 pf 2 w;
AB B AB AB

* A B AB * A
Er, 1
€0 =1 —i‘:fi*'w;
€ __ggvﬁ_LgP_wP
po B «
B R, 27)

Le systéme (27) met en €vidence que la composante £y, du tenseur de déformation ne se dérive
pas a partir du champ de déplacement (24). En effet, c’est la loi de comportement qui la
détermine, notamment 1’hypothése des contraintes planes, comme nous le verrons dans le
chapitre 2.
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Supposons & présent que ’on retienne, au lieu de ’hypotheése de Mindlin-Reissner H3,
I'hypothése de Love-Kirchhoff H3*. Les relations (24) et (26) permettant de définir le vecteur
déplacement au point Q et le tenseur de déformations linéarisées restent toujours valables,
cependant les composantes £, et &g du tenseur de déformations deviennent nulles avec
I'introduction de cette hypothése. La conservation des normales permet ainsi de définir la
relation supplémentaire suivante, liant les vecteurs déplacement et rotation au point P, E(P) et

w(P):
grad (§(P)).n, — ny A@(P)=0 (28)

1-2-6. Mise en équation du probléme
1-2-6-1. Formulation faible de I’équation d’équilibre mécanique

L’équilibre mécanique d’un systéme de volume élémentaire d€2 s’écrit dans le cadre de
I"hypothese des petites perturbations :

divo+p(F-y)=0 (29)

o pF et py représentent les densités des efforts volumique et d’inertie. Les conditions aux
limites en forces et en déplacements se formulent comme suit :

o, n,=f sur S,
E =& sur S, (30)
avec S; NS, =& et S, US, =S

L’exposant « d » indique les composantes « données ».

En multipliant (29) par un champ de vecteur quelconque U puis en intégrant par partie le résultat
sur €2, on obtient la formulation faible de I’équation d’équilibre mécanique (29) :

vQ VU  -[0:ddQ+[pF.UdQ+[T.Uds-[p.y.0dQ =0 31)
Q Q s Q

avec d = l(gradfj + ! gradﬁ) etT=0.n.

o)
L’équation (31) peut également s’écrire sous la forme condensée suivante :
ve, vl  p,(0)+P,(0)+P,(0)=0 (32)
oll Pin, Pex €t Piner sont respectivement les puissances virtuelles des efforts intérieurs, extérieurs

et d’inertie. La satisfaction de cette relation permet la vérification simultanée de 1’équation
d’équilibre, des conditions aux limites, ainsi que des lois de comportement.
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1-2-6-2. Application au cas d’une coque excentrée

Pour une coque excentrée d’épaisseur /s et d’excentricité e, le champ vectoriel U est composé de
deux champs vectoriels U, et £, de composantes respectives (Ug, Ug, Ug) et (Q:, QF ) Sile
systeme suit un mouvement de Mindlin-Reissner, ces deux champs vectoriels sont liés de

maniere analogue a I’équation (24). L’utilisation du champ vectoriel U dans la relation (31) et
I’application de la définition (20) et (21) des efforts généralisés conduisent & réécrire la premiére
intégrale volumique de (31), et donc la puissance virtuelle des efforts internes, sous la forme
suivante :

~

ji M, . % s
T A do.
(33)

Rm(ﬁo,fzo)bja:adg:-jiwa.afio dS—J’TIS-Nﬁ‘
Q S

oU,
ds -
d B

a

ou S est la surface de référence de la coque.

Les seconde et troisieme intégrales (volumique et surfacique) de 1’équation (31) constituent la
puissance virtuelle des efforts extérieurs. Pour la coque excentrée, on choisit de négliger le terme
de « volume » pour alléger la formulation. De plus, on décompose le vecteur chargement T en
deux vecteurs q et m cofacteurs respectifs des champs vectoriels fJO et £2,. L’expression de la
puissance virtuelle des efforts extérieurs devient :

Pm(fjo,fzo)= j(q.ﬁo +m.f20)ds (34)

L’interprétation de la représentation des efforts extérieurs impliquée par 1’équation (34) est
immédiate. En effet, les vecteurs q et m ne sont rien d’autre que les vecteurs forces et moments
extérieurs appliqués par unité de surface de la coque. Dans la pratique, le vecteur m est souvent
égal a zéro.

Enfin, la quatriéme et derniére intégrale de 1’équation (31) représente la puissance virtuelle des

efforts d’inertie. La décomposition du champ vectoriel U en fjﬁ et €2, satisfaisant la relation
(24) permet d’exprimer cette intégrale comme suit :

-, ~ e+h/2 . A . A .. N . A
Pm,(UO,QO)=—j o p (s U420, O +£Q, . 0+ 22, .Qo)di;ds (35)
K]
U, o 7R
avec U, = 8t20 et = 8{20'
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Les développement et intégration de 1’équation (35) conduisent a :

me,(UO,Q ) f [ph U,.0,+1Q, Q +pehU, Q +penQ, .fJOJdS.
S
(36)
ou I est le moment d’inertie dynamique défini par :

e+h/2

1= [ p Cdg (37)

e-h/2

D’une maniére condensée, la puissance virtuelle des efforts d’inertie peut s’exprimer pour une
coque excentrée suivant un mouvement de Mindlin-Reissner :

Ppo(O)=-[ 4. 0.0 ds - (38)

avec U le tenseur d’inertie du second ordre s’écrivant sous la forme matricielle suivante :

[ph 0 0 peh 0 O]
ph 0 0 peh O
ph 0 0 0

I 0
SYM I

(e T e B )

Supposons a present que la coque excentrée suit un mouvement de Love-Kirchhoff. Les champs

vectoriels U et Q sont alors liés de maniére analogue aux équations (24) et (28). L’expression

de la puissance virtuelle des efforts intérieurs est obtenue en utilisant dans (33) la décomposition
des efforts N, et Ng suivante :

Na =N, + Vo ng (40)
Nﬁ= Nﬁ -+ VﬂO g (4]_)
Il vient :
1 oU a0 1 U BU
U,Q —|N,_ . —+V —21dS~-|—|N,. —2+V d
mt( 0 ) J.A l: a aa + 0 Do aa ] / B[ I aﬁ + ﬂD aﬁ :l S
) afa A
!XM s - j M, a,s 0 + Vg 0y Ang).L2, dS

(42)
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De plus, la condition (28) caractérisant les mouvements de Love-Kirchhoff permet d’écrire:

o0,

__J'l oU ono-Tﬂ‘

\Y ——"ds—jivﬁ
!B

o Vao o -5 ds+£(va0na/\n0+v nﬂ/\l’lo)gods =0

S

(43)

L’utilisation de I’équation (43) dans (42) conduit a I’expression suivante de la puissance virtuelle
des efforts intérieurs d’une coque suivant un mouvement virtuel de Love-Kirchhoff :

~

a0,
9

. A 1 a0 v, 1. oQ
Pim(UO,QO)=—£XNa Shas- j N, 55 SAM“'aaO

ds

1
dS—!EMﬁ
(44)

Concernant les expressions (34) et (38) des puissances virtuelles des efforts extérieurs et
d’inertie, celles-ci restent inchangées pour un tel mouvement.

Aussi, qu’il s’agisse d’un mouvement virtuel de Mindlin-Reissner ou de celui de Love-Kirchhoff,
le choix du champ vectoriel U (c’est a dire sa décomposition en deux champs vectoriels ﬁo et

Q, satisfaisant une relation analogue a (24) conduit 2 négliger la contribution du terme (owaw)

dans 1’expression de la puissance virtuelle des efforts intérieurs. Toutefois, ce n’est pas la

a zéro, mais plutdét la composante normale o, du tenseur de
contraintes. En effet, cela se justifie par le fait que dans la théorie des coques, on admet :

composante d,qui est égale

H4 : I'hypothése des contraintes planes qui suppose que la contrainte normale a la surface de
référence de la coque est nulle, ce qui revient a :
no.O'.no=O (45)

Enfin, I'utilisation des relations (33), (34) et (38) dans (32) conduit a :

vO,, V&,

v 90 aﬂo aQ,
-|BN_ .—2dS- AN 0dS BM, das - AM ds
! 3 B ! " da j 3B

+IAB(D(,/\N(X+D&AN3)WQOCIS +jAB(‘1-Uo+m-QO)dS (46)
s S

—jAB(phﬁo.ﬁo +1€, . Q +penl, .Qo+pehs§0.ﬁo)ds=o
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Afin d’expiciic: le fait que cette équation est vérifiée quel que soit les champs vectoriels f]o et

A

Q.. il convient de faire apparaitre explicitement ces champs dans les quatre premiers termes de
(46) par application du théoréme de la divergence. 1l vient :

v, v,
d(BN,) J(ANy) . o 2

H TRRT +AB(q-—pro—pehS20) U, dS 47)
J(BM d (A M) A 3 A

+£[ (aaﬂ)-*. aﬁB +AB(naANu+nB/\Nﬂ+m—IQO—pth0)].QOdS=0

Compte tenu du caractere arbitraire des champs vectoriels f]o et £2,, I'équation (47) ne peut étre
vérifiée que si :

3 (BN,) N d (ANy)

= 55 +AB(q—phU0-pehﬂo)=0 (48)

d(AM = .
a(B“n“‘)~i— ( B)+AB(nuANu+nﬂ/\NB+m—I.QO—ptho)=0 (49)
da ap
Nous obtenons ainsi les équations (48) et (49) traduisant I’équilibre dynamique local d’une coque
excentrée sous I’hypothése des petites perturbations.

1-3. Extension au cas multicouche

Dans la modélisation par éléments finis d’une coque élastique homogene, la discrétisation
spatiale se fait au niveau de la surface de référence. Une coque composite est quant a elle
composée de plusieurs matériaux aux lois de comportement différentes occupant diverses
positions géométriques. L’approche multicouche, détaillée dans le paragraphe 1-1-3, permet de
modéliser cette coque.

Dans cette approche, I’élément de coque conserve les hypothéses cinématiques de structure
(Love-Kirchhoff ou Mindlin-Reissner), et la variation du matériau a travers 1'épaisseur est prise
en compte par une décomposition en « couches ». Chaque couche est dotée d’une cinématique de
coque monocouche excentrée et reste définie par rapport a la surface de référence (figure 1-8).
Les coques excentrées, constitutives des couches, n’intéragissent pas directement : c’est de la
conjonction des déplacements au niveau de la surface de référence ainsi que de la position de
chaque couche qu’une réponse d’ensemble est obtenue.

On admet I’hypothése des contraintes planes pour la coque multicouche (hypothése H4),
chacune des couches constituant la coque doit donc satisfaire cette hypothése.
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T

Coque excentreé de
&, par rapport 4 la
" surface de référence.

Figure 1-8 : Représentation d’une coque multicouche

1-3-1. Extension de la formulation faible des équations d’équilibre d’une coque excentrée

Considérons alors une coque multicouche, constituée d’un empilement de n-coques
monocouches-excentrées. L’extension de la formulation faible des équations d’équilibre d’une
coque excentrée au cas multicouche s’obtient donc par superposition. L’équation (32) appliquée
a une coque multicouche devient alors :

3P, (0,)+ P, (0)+ 3P, (0,)=0 (50)
k:

k=l.n =1,n

avec |
EPim(ﬁk)=—z Jak:ak dea, (1)
k=Ln k=ln O

ol d, est le taux de déformations virtuelles locales au niveau des couches, défini par :

d, = %(gradﬁk + tgradek) (52)
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P, (0)= j T.UdS (53)

et

z mer( )=—Z ka'ﬁk'ﬁk dgzk (54)

k=l,n k=l.n Q

Du fait de la discrétisation multicouche, une hypothé¢se raisonnable consiste a supposer que :
HS5 : I'état de contraintes est constant dans 1’épaisseur de chaque coque monocouche excentrée.

Avec cette hypothése les équations (51), (53) et (54) conduisent a la formulation faible pour une
coque multicouche suivante :

- Y¥'h, jak ds+jT Udas- Y fu, . 0,.0,ds =0 (55)
k=i,n k=l.n §
1-3-2. Formulation variationnelle pour une coque multicouche

L’expression (55) traduit les conditions de stationnarité de 1’énergie potentielle totale ¢ si I’on
identifie les champ Ua 6 et f]k a o0&, c’est a dire :

8 =0 (56)

avece

=- Y h, j’ak €, dS+jT Eds- Y h, jyk E .E ds (57)

k=1,n s, k=l.n

Une discrétisation spatiale par éléments finis de la coque multicouche conduit a :

Sp=Y|-Y h, j<&>k{a}kdse+f<8§>{T}dSe 3 b, j<8§>k[y]k{.§}de°J=O

e k=ln st k=ln N

(58)

avec(.)={.}t.
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Pour cette discrétisation, nous avons choisi d’utiliser des éléments de coques multicouches de
type Kirchhoff a 3 ou a 4 noeuds, ou de type Mindlin a 6 ou 4 8 noeuds. Ces éléments sont
considérés au niveau global comme des €léments de coque classiques a 6 degrés de liberté par
noeuds : 3 translations et 3 rotations (Ait-ali, 1984), ayant pour vecteur de variables nodales :

(&) =(&. & &0, 0k o) i=l,nd (59)
nd représente le nombre de noeuds de I"élément considéré.

La méthode des éléments finis permet d’exprimer le vecteur déplacements généralisés {§ }x d’une
couche k de la coque en fonction du vecteur des variables nodales de ’é1ément {&,} de la facon
suivante :

{&}k=[NJk {&n} | (60)

ol [N]x est la matrice des fonctions d’interpolation au niveau local de la couche k considérée.
Son expression est précisée en annexe 2 selon le type d’élément de coque utilisé.

Si I’on applique un opérateur de dérivation a ces fonctions d’interpolation, les composantes des
déformations locales au niveau des couches seront reliées au vecteur {&,]) par:

{e}, =[B], {&,) (61)

ol [B]x est 1a matrice des dérivées des fonctions d’interpolation de I’élément, calculée au niveau
local de chaque couche.

L’application de I’équation (61) au champ {38} conduit & :

8¢}, =[B], (8¢,) (62)

Utilisant (60) et (62) dans (58), le principe de minimisation de I’énergie potentielle totale revient
a:

Bp=1 <8, >{R}=0 (63)
ol {R} est le vecteur résidu défini par :

(R)={E,} - {E,)—- M1 {£,}={0} (64)
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{Fint} représente le vecteur des efforts internes calculé pour ’ensemble des couches (k = 1, n) tel
que :

(B, )= Y {E, (o)} = > h, f[B {0}, ds® (65)

k=1.n k=1,n

{Fex} le vecteur des efforts externes :

<8, >{E,}=[<8>(T}ds (66)

et [M] la matrice de masse de 1’élément de coque multicouche donnée par :

M]= ¥ M}, = > h, j [NT, [, [N}, ds° (67)

k=La k=1,n

La relation (64) représente un systeme d’équations non-linéaires vu la nature non-linéaire des lois
de comportement. Sa résolution peut étre réalisée par de nombreuses méthodes numériques.
1-3-3. Méthodes numériques de résolution

Les méthodes numériques de résolution consistent & discrétiser le probléme en incréments et a le
résoudre de telle maniére a ce que a l'intérieur de chaque incrément se déroule un processus
itératif permettant d’approcher la solution. Pour le cas de chargements statiques, cette
discrétisation correspond a une discrétisation en incréments de chargement. Pour les problémes
dynamiques, celle-ci correspond a une discrétisation en temps.

1-3-3-1. Cas de chargements statiques

Dans le cas de sollicitations statiques, I’équation (64) se réduit a :
{R}={F,} - {E,}={0} (68)

Le probléme consiste a déterminer le champ de déplacement {&,} a la fin de chaque incrément de
chargement. Notons {£,}; une approximation de la solution a I'itération (i) d’un incrément de
chargement ( j) donné, on peut alors calculer :

{R} _{ ext}J - {le J...{ ext Z( lm(a)}k)ji (69)

k=1,n

et I'on recherche {A&, }isi tel que : {n}ivr = {Enki + {AEn}in

{R}in1 = {0}
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En dévelogpant on série de Taylor le vecteur résidu {R}i,; au voisinage de {§,}i on obtient :

{R}.,, ={R} +[E§Ej {AE,},, +...= {0} (70)

Une approximation au premier ordre conduit a 1’expression suivante :

[K], (48, 1y = {Fe} = (B} (71)
avec

LS
X} =~ [ ag] (72)

[K]i représente la matrice de rigidité de I'élément de coque multicouche qui, en utilisant les
équations (65) et (68), est donnée par :

= iK1 = S, J[8], S [sas 73

et {Fin}ile vecteur des efforts internes tel que :

{Fu}= X (Eu (@)}, = 3 b, [[B], {0}, ds* (74)

k=l.n k=1,n 5¢

o{Ag;},
o{Ae},
différents opérateurs de passage d’une itération a I’autre. Nous distinguons : la matrice de rigidité
élastique que I'on conserve durant tout le processus itératif et la matrice de rigidité tangente
constitutive que I’on recompose a chaque 1itération. Des détails concernant ces matrices seront
donnés dans le chapitre 2 lors de la présentation des lois de comportement & variables internes.
Nous noterons cependant que 1’utilisation de 1'une de ces méthodes n’affecte pas la solution en
déplacement obtenue, mais uniquement le chemin emprunté pour arriver a la convergence.

Selon le développement du terme et la loi de comportement, nous pouvons différencier

La résolution de I’équation (71) permet I’obtention du terme correcteur recherché {Af,};.1.
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Afin de controler le processus itératif, il est nécessaire d’introduire des tests de convergence. On
utilise ceux portant sur les rapports de normes des déplacements, des forces résiduelles et de
I’énergie au cours d’une itération. Le systéme suivant doit €tre satisfait :

(75)

£

ol représente la norme. Les tolérances &1, &3, £5 sont des données du calcul en général prises
égales 2 0.1%.

1-3-3-2. Cas de sollicitations dynamiques

Pour les problémes dynamiques, les effets d'inertie sont & prendre en compte. En négligeant les
effets d’amortissement, ’équation d’équilibre incrémentale pour un élément de coque
multicouche devient :

IMI{E,}+ S IK] {AE,} ={E } - D {E.(0)}, (76)

k=l n k=1, n

Pour résoudre cette équation, nous choisissons d’utiliser un schéma implicite, connu pour ses
performances et son caractére inconditionnellement stable moyennant un choix judicieux des
parametres : I’algorithme de Newmark (cf. Bathe, 1982). Ce schéma pas a pas s’écrit, a I’itération
(1) et sur chaque pas de temps (At;), sous la forme :

(A, = At (£, )" - (At (—12-{&",.}“ + a{Aé;}:‘)

. ) (77)
{AE Y = At ({En}“ + b{A§n}f)
1=t +At,
(A ) ={E,) ~ (£}
avec: < (78)

(AL} =&, - (&,
(A, ) = AL, Y, + (6E, ),
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Afin d’assurer la stabilité inconditionnelle de I’algorithme, les paramétres a et b sont choisis tel
que:a=025etb=05.
Les équations (77) et (78) conduisent & exprimer, a I'itération (i) et sur chaque pas de temps

(At), Paccélération {€,)) et la vitesse {€,}’ par:

{E.)= ao[{As.,};’.l + {aen}i) —a £, 1 - a(E, 1!
(79)

(£,)i= aI({A»s,,}f., + {asn}i) —a £, 1" - a8, )"

2,=1/(a (a) ] a=b/(ane) a=1/(aar)

‘ (80)
a;=1/2a-1 a,=b/a-1 a; =At; (1-b/2a)

avece |

Utilisant la relation (79) dans (76), on obtient I’expression suivante du systeme & résoudre a
I"itération (i) du pas de temps (At;) :

[K) {08,}, = {R}}" (81)

[KY = a,[M]+[K}
(82)

avee !

(RY" ={F, ) +{E, " —M] {ao({A ML+ (08, }i) —a,(, 1" - a,{E, }“}

[KY, {F,}" et [M] sont données respectivement par les équations (73), (74) et (67).

On effectue des itérations jusqu’a assurer les trois tests de convergence définis au paragraphe
1-3-3-1 de ce chapitre.

- -

o
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1-4. Extension de la formulation coque multicouche a la prise en compte des non-linéarités
géométriques

Dans le paragraphe précédent nous avons formulé 1'élément de coque multicouche en supposant
que les non-linéarités provenaient uniquement du comportement des matériaux. On a également
admis que les déformations ainsi que les déplacements qui se produisaient étaient petits, ceci
conduit A considérer que la géométrie reste identique a elle-méme pendant tout le chargement et
que les déformations sont assimilées 2 des infiniment petits du premier ordre.

Dans la pratique, ces hypothéses ne sont pas toujours valables. Il est nécessaire parfois de
prendre en considération les non-linéarités géométriques. C’est pourquoi, nous proposons dans
ce paragraphe d’étendre notre formulation a la prise en compte des effets non-linéaires
géométriques, ol les phénomeénes d’instabilité élastique et les problémes de grands déplacements
et grandes rotations trouvent leur origine.

Des efforts considérables ont été consacrés ces demiéres années au développement d’outils
numériques servant a l'analyse non-linéaire géométrique de structures coques. Plusieurs
procédures ont été proposées, les plus utilisées sont : la formulation lagrangienne totale et la
formulation lagrangienne actualisée.

Bathe et al. (1979), ont été parmi les premiers & utiliser ces deux formulations pour l'étude non-
linéaire matérielle et géométrique des structures plaques et coques.

En se basant sur ces travaux, Fezans (1981), a établi la formulation linéaire d'un élément
isoparamétrique tridimensionnel dégénéré (Ahmad et al., 1970), et a étendu ses développements
2 la prise en compte des non-linéarités géométriques en adoptant une formulation lagrangienne
totale. Chao et al. (1984), ont également utilisé I'élément isoparamétrique tridimensionnel
dégénéré ainsi qu'une description lagrangienne totale pour établir une formulation €léments finis
rendant compte des effets non-linéaires géométriques dans l'analyse statique et dynamique de
coques composites anisotropes. Jaamei (1986) a , quant a lui, proposé différentes formulations
éléments finis pour I'analyse non-linéaire matérielle et géométrique de structures poutres, plaques
et coques minces. Ces formulations sont basées sur des éléments de poutres droits a deux noeuds
et de coques triangulaires plats 2 trois noeuds, ainsi que sur les descriptions lagrangiennes totale,
actualisée et actualis€e approchée. Plus tard, Fafard et al. (1989), ont développé un nouvel
€lément de coque triangulaire a six noeuds pour l'analyse non-linéaire matérielle et géométrique
de structures coques. La formulation est basée sur les petites déformations €lastoplastiques ainsi
que sur une description lagrangienne actualisée.

De nombreux autres auteurs se sont intéressés, ces dernieres années, a l'analyse dynamique de
structures coques en grands déplacements, nous citerons :

Tsai et al. (1991), qui ont développé une formulation éléments finis prenant en compte les effets
non-linéaires géométriques pour les coques cylindriques en vibration. Cette formulation est basée
sur un élément de coque mince quadrilatére déja existant, développé précédemment pour
I'analyse statique de structures coques en grands déplacements et grandes rotations.

Selmane et al. (1997), qui ont présenté une approche générale pour prédire l'influence des non-
linéarités géométriques sur les vibrations libres des coques cylindriques, minces, €lastiques et
orthotropes.
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El Damatty et al. (1997), qui ont étendu la formulation €léments de coque triangulaires
consistants, développée récemment par Koziev et al. (1997), a 'analyse statique et dynamique en
grands déplacements. Cette extension est basé€e sur une description lagrangienne totale.

Dans ce paragraphe, nous proposons d’étendre la formulation coque multicouche présentée, a la
prise en compte des cffets non-linéaires géométriques, pour I'appliquer ensuite a I’étude des
phénomenes d’instabilité élastique se produisant dans les structures coques ainsi qu’aux
problemes de grands déplacements et grandes rotations.

1-4-1. Formules de transport appliquées aux coques

Placons nous pour commencer dans le cadre d’une description lagrangienne. Le mouvement
d'une coque multicouche peut étre décrit par un vecteur x indiquant la position d’un point
matériel de la coque qui, avant déformation, occupait la position X (figure 1-9). Le vecteur
déplacement & de ce point permet de relier x et X par :

X:X+§ (83)

Si I'on désigne par « Grad » et « grad » les opérateurs gradients relatifs respectivement aux
configurations de référence C(z) et actuelle déformée C(t), on peut définir un tenseur de second
ordre P appellé tenseur gradient de déformation tel que :

dx = P.dX P = Gradx = 1 + Grad (84)

Configuration actuelle
déformée C(t)

Configuration de référence C(r)

Figure 1-9 : Représentation des configurations de référence et actuelle déformée de la coque

o
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Le tenseur P permet de relier, via les formules de transport. les quantités physiques
infinitésimales mesurées respectivement dans les configurations de référence et actuelle. En effet,
pour un élément de volume d’une couche k de la coque, on peut écrire :

dQ =7 d€ avec J=detP (85)
Ou encore :
h dS, =T hj dS} (86)

ou h, et h; sont les épaisseurs de la couche & respectivement dans les configurations actuelle et
de référence.

La surface orientée de la coque se transforme selon la formule :
n; dS* =J ‘P’ .n; dS’ (87)

Les grandeurs infinitésimales volumique d€2 et surfacique nj dS™ (orientée par une normale

unitaire surfacique nj) sont relatives a la configuration de référence C(r), alors que d€ et

n, dS' sont exprimés par rapport a la configuration actuelle déformée C(t).

En ce qui concerne les forces, en particulier les forces surfaciques, celles-ci sont déterminées
dans la configuration de référence C(r) a ’aide de la formule de transport (87) d’une surface
orientée :

T'dS'=(0.ny)dS'=0.J 'P".n; dS" =P .7 .nj dS" = T" dS° (88)
———r’

B
ot T=1P"'.0. P représente le tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff.

Cette équation met bien en €vidence la difficulté d’établir, dans la configuration de référence,

by

une représentation des forces surfaciques en fonction des contraintes propres a cette

n

configuration, c’est a dire en fonction du tenseur de Piola-Kirchhoff 7 . Dans cette

configuration, ces forces s’écrivent en fonction d’un tenseur hybride B = P .7t appelé tenseur de

Boussinesq relatif a la fois & la configuration de référence et a la configuration actuelle.

Ceci a une conséquence trés concrete concernant la représentation des efforts généralisés des
coques dans une description lagrangienne. Les efforts généralisés, dans la configuration de
référence, ne représentent pas seulement un état de contraintes propre a cette configuration, mais
sont également fonction d’une grandeur décrivant la déformation : le tenseur gradient de
déformation P.
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Le choix particulier d’une configuration de référence permet quelques simplifiations. Ce choix
n’affecte pas les résultats. II s’agit de choisir comme configuration de référence une
configuration adaptée au probléme 2 traiter. Nous distinguons ainsi différentes approches de la
formulation lagrangienne : '

- la formulation lagrangienne totale ou la configuration de référence est représentée par la
configuration initiale (c’est a dire C(r) = C(0)). L attrait pour cette formulation se justifie par
deux avantages essentiels : la constance du domaine d’intégration et la facilité¢ de
changement des conditions aux limites. Cependant, la présence d’une configuration de
référence fixe devient un inconvénient lors du calcul des contraintes (se repporter a la
discussion précédente concernant I’ interprétation physique des contraintes calculées).

- la formulation lagrangienne actualisée ou la configuration de référence est représentée par la
derniére position d’équilibre connue du corps. Cette formulation permet de palier a
I'inconvénient majeur présenté par la formulation lagrangienne totale : le calcul des
contraintes @ se fait dans la configuration actuelle, ce qui permet de redonner un sens
physique aux valeurs obtenues. Ces contraintes sont confondues avec les contraintes de
Piola-Kirchhoff dans la configuration de référence : & = 0. Cette formulation nécessite
Pactualisation de la configuration de référence a chaque instant. Cette opération peut
apparaitre comme un inconvénient de la méthode par le surcroit de calcul qu’elle entraine et

la variation permanente des domaines d’intégration.

- la description corotationnelle ot la configuration de référence est représentée par la
configuration du solide en mouvement de corps rigide (c’est a dire C(r) = Cg, (1)). Cette
description est un cas particulier de la formulation lagrangienne actualisée. Elle est basée sur
le théoréme de la décomposition polaire, qui considere que tout déplacement de corps solide
peut étre décomposé en la somme d’un déplacement de corps rigide et d’un déplacement
créant une énergie de déformation non nulle, ces opérations pouvant s’appliquer dans un
ordre arbitraire. Le tenseur gradient de déformation P peut alors étre décomposé, entre les
configurations initiale C(o) et actuelle C(t), en un tenseur de rotation pure R et un tenseur de
déformation pure D tel que :

(89)

P=R.D='D.'R
detR=1

1-4-2. Formulation faible des équations d’équilibre d’une coque multicouche

Sur la configuration actuelle déformée C(t)., la formulation faible (55) établie précédemment
s’€écrit en statique pour tout champ de vecteur quelconque U:

vU —Eh;jak;akdsij'.ﬁds‘:o (90)
s(

k=ln gt
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ol &k et Oy représentent respectivement le tenseur des taux de déformation associé au champ U
et le tenseur de contraintes de Cauchy.

La configuration actuelle déformée C(t) étant inconnue & linstant t, I'équation (90) est
inexploitable sous cette forme et nécessite d’étre exprimée par rapport a une configuration de

référence connue C(r). Pour notre étude, nous retiendrons les formulations lagrangienne totale et
corotationnelle définies en 1-4-1. Ces choix seront justifiés par la suite.

1-4-2-1. Expression de la formulation faible en description lagrangienne totale

En description lagrangienne totale, on adopte comme configuration de référence, la configuration

initiale C(o). L’utilisation des formules de transport (85), (87) et (88) dans (90) conduit a
Iexpression suivante de la formulation faible sur cette configuration :

VO - Yhifm, A, ds"+ [T 0 ds =0 1)
k=1.n s° 5°

ou:

A ='P.d, P (92)

et , =J P! .0, . P, le tenseur de Piola-Kirchhoff d’une couche k de la coque.
A . Se décompose comme suit :

A, =&, +1, (93)

g = l(Grade’ + tGradﬂ!)
avec : 21 ¢4
fl, = E—(‘Grad& .GradU + GradE . tGrade)

L’ opérateur « Grad » est relatif a la configuration de référence C(0).

1-4-2-2. Expression de la formulation faible en description corotationnelle

En description corotationnelle, on adopte comme configuration de référence, la configuration de

la coque en mouvement de corps rigide Cgg (t). La formulation faible (90) s’écrit sur cette
configuration:

VO - Yn [apE A ds™ 4 [T .0 ds™ =0 (95)

k=I.n S'is gng
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avec 2A™ = 'D .Grad U + 'Grad U . D. L’ opérateur « Grad » est relatif ici a la configuration de
k P g

référence Cyg (0).

Notant dQ} = dQ"™ =dQ’ et utilisant I’équation (89) avec les formules de transport, on définit
le tenseur de contraintes d’une couche k de la coque ZP¢ dans la configuration de corps rigide

C.i; (1) par le systeme suivant :

1 .
g =-'D.x*.D
g : (96)

TE='R.7, .R

1-4-3. Application a I’étude du phénomene d’instabilité élastique des coques

Dans ce paragraphe, nous appliquons la formulation coque multicouche proposée a I’étude du
phénomene d’instabilité élastique se produisant dans les coques. Nous commencons pour cela
par préciser ’hypothése de base du flambement linéaire pour établir ensuite la formulation
variationneile.

1-4-3-1. Hypothese de linéarité

Le flambement linéaire constitue une approche particuliere de ’analyse non-linéaire. Son but
consiste a déterminer le point de bifurcation, c’est a dire la valeur critique de la charge appliquée
a une structure donnée. Cette détermination est faite dans I’hypothése suivante :

H6 : avant flambement, les déplacements restent petits et les déformations linéaires et élastiques.

Ainsi, a partir de résultats issus d’une analyse élastique, on recherche un état de chargement
proportionnel 2 1’état initial, susceptible de provoquer le flambement de la structure. Les résultats
obtenus sont alors la charge critique recherchée ainsi que le mode de flambement correspondant.

1-4-3-2. Formulation variationnelle

Considérons le cas oli une coque multicouche est soumise 4 un chargement A T (T représente la
valeur de référence et A un parametre mesurant I’intensité du chargement). Sur la configuration

actuelle déformée C(t), la formulation faible (55) établie précédemment s’écrit en statique pour
tout champ de vecteur quelconque U:

vO -3 hfo,:d.ds'+[AT.0ds' =0 97
:

k=1,n st

ol d, et @y représentent respectivement le tenseur des taux de déformation associé au champ U
et le tenseur de contraintes de Cauchy.
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Cette équation nécessite d’étre exprimée par rapport a une configuration de référence connue
C(r). Nous retiendrons pour ce cas de flambement linéaire la formulation lagrangienne totale. La
configuration de référence est donc représentée par la configuration initiale €(0).

Par analogie a la formulation faible (91) établie en description lagrangienne totale au paragraphe
1-4-2-1, on obtient I’expression suivante de la formulation faible (97) sur la configuration initiale

C(o):

v - Y jnk A, ds°+jAT°Uds°-o (98)

k=1,n

Cette expression (98) traduit les conditions de stationnarité de 1’énergie potenticlle totale ¢ si
I'on identifie les champs U2 0 et U, 2 0&;, c’est a dire :

5p =0 - (99)

avec: ¢ =— Zh°jnk A, dS°+jo° E ds° (100)

k=l.n

Ay représente le tenseur des déformations de Green-Lagrange d’une couche k de la coque
pouvant se déomposer comme suit: A, =g, +19,.

Une discrétisation spatiale par éléments finis de la coque multicouche conduit a :

Zh [<8e>, {a}, dS°° + X b} [< B>, {7}, s°‘=—/1j<ag>{’r° ds*c =0 (101)

e k=i.n goe k=1,n goe

Ecrivant I’équation (101) au point de bifurcation ({£”}, A, on obtient :

Y| Dby [<8e>, (77}, dSy + Dby <8y >, {7}, dS° - l”j<8§>{T"}dS°" =0

€ k=l.n goe k=l,n goe

(102)

Par ailleurs, en terme de contraintes, le point de bifurcation se trouve dans le domaine
géométriquement linéaire. On peut ainsi confondre pour chaque couche k de la coque le tenseur
de contraintes Piola-Kirchhoff {7}, avec celui de Cauchy {6}, :

{ncr}k = [C]k {ga}k = {Gcr}k (103)
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Utilisant (103) dans (102), on obtient :

e | k=l.Ln  goc k=kLn  gee

Y| >hy [<de>, {07} dS™ + X by [< 8y >, {07), dS°° — A [< 8> {T"}dS“]:D
kS

(104)
De plus. la méthode des €léments finis permet d’exprimer le vecteur {7} en fonction du vecteur
des variables nodales de 1’élément {£,} de la fagon suivante :

{7}, =[B,], {&.} (105)
L’application de I'équation (105) au champ {8¢_} conduit a :

{on}, =[B,], {6,} ‘ (106)
De méme, pour {€%'}, , on obtient :

{e}, =[B], {&%} (107)

ou [B]x est la matrice des dérivées des fonctions d’interpolation de I'élément, précisée au
paragraphe 1-3-2.

En injectant (62), (106) et (107) dans (104), on obtient :

(X h; [<8, >[B], [C], [B], (E7}dS°" + Y h; [<8,>[B,] {0}, dS*

e k=ln so¢ k=ln go¢ (108)
=" [<8E>(T°}dS*)=0
Ou Encolc ©
Y (<88, > KHE™) + < 8, > KT HE™} + A% < 8, > [K*1{E}) =0 (109)
ou:

[K] est la matrie de rigidité élastique de ’élément de coque multicouche définie comme suit :

[K]= ¥ h; [[BI, [C], [B], ds° (110)

k=i,n go¢
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[KP] est la matrice élémentaire prenant en compte 1’influence des efforts non-conservatifs (efforts
fonctions des variations de géométrie subies par le systeme) :

<8, >[K'J{E7}=— [<0E > {1} s> (111)
o

Cette matrice devient nulle si les efforts sont conservatifs.

[K:'] est la matrice de rigidité élémentaire géométrique a 1’état critique. C’est cette matrice qui
introduit les effets d’instabilité élastique. Elle est donnée par :

<8, >[KIJET) = Y by [< 8, >[B,]; {07}, dS° (112)

k=l.n goe

Pour obtenir [KY ], on calcule d’abord cette matrice pour un chargement T (c’est a dire A = 1), on

obtient donc [K_]. La linéarité du flambement conduit a :

et le mode de flambement est le noyaun de la matrice ( [Kl+ A" [K, ]+ A" [KF] ) Le probleme

de flambement revient donc a résoudre le probléme de mode propre suivant :
iK1+ 27 (1K, 1+ [K*))| {£=} = 0 (114)

Les inconnues sont a la fois les valeurs propres A et les vecteurs propres { £ }.

Parmi les modes de flambement possibles, seul le mode fondamental, de plus faible intensité,
intéresse le dimensionnement de la structure coque considérée. Nous ne calculerons donc que le
premier mode contenu dans 1’équation (114). Pour cela, nous choisissons d’utiliser 1’algorithme
d’itération inverse basé schématiquement sur les opérations décrites ci-apres et qui se préte bien
a la résolution du probleme.

1-4-3-3. Résolution du probleme de flambement linéaire

~

La premiere €tape de recherche des charges de flambement linéaire consiste a résoudre le
probleme d’élasticité classique sur la coque soumnise au chargement T (c’est a dire 4 = 1), qui
s’écrit une fois discrétisé, [K] {&1} = {Fr}. Cette résolution permet d’obtenir successivement le
vecteur de déplacement {&t}, le vecteur de déformation {&1} et enfin le vecteur de contrainte
{o1}, nécessaire au calcul de la matrice de la matrice [K,]. A partir de 13, on résoud le probleme
de mode propre (114) par la méthode d’itération inverse, ce qui permet 1’obtention du mode
propre recherché : le mode fondamental. Le tableau I-1 résume sous forme algorithmique toutes
les étapes nécéssaires pour la résolution du probleéme de flambement linéaire.
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1. Assemblage de la matrice [K] et du vecteur {Fy}
2. Factorisation de [K] par la méthode de Cholesky
3. Résolution de [K] {&1} = {Fr}

4. Calcul de {e1} et {oT}

5. Calcul de [K']=[K_]+[KP] ([KP]est nulle si les efforts sont conservatifs)

6. Recherche du premier mode propre du systéme [K] {E “} = A" [K] {5 ”} par I’algorithme

d’itération inverse, soit :
6-1. Initialisation par un procédé quelconque de {E « }0
6-2. Résolution 4 I'itération i (i > 0) de [K]{&" }i = [K'1{&" }H

6-3. Normalisation de {E} et calcul de A"

6-4. Retour en 6-2 si précision requise non satisfaite. Sinon, le mode propre recherché
(premier mode) est déterminé

Tableau 1-1 : Récapitulatif de la résolution du probléme de flambement linéaire

1-4-4. Application a I’étude de problemes de grands déplacements - grandes rotations :
couplage non-linéarités matérielles et géométriques

Dans le paragraphe précédent, nous avons appliqué la formulation coque muiticouche pour le
traitement du flambement linéaire des structures coques. Nous nous intéressons a présent aux
problémes de grands déplacements, grandes rotations et petites déformations tout en combinant
ces effets aux non-linéarités dues aux propriétés des matériaux constituant la coque. Nous
remplacerons ainsi pour de tels problémes I'hypothése des transformations infinitésimales H1
(équation (1)) par I'hypothése suivante :

H1* : hypothése des petites déformations en grands déplacements.
1-4-4-1. Description du mouvement

Théoriquement, on peut décomposer le déplacement d’une coque soumise & un chargement
donné, en la somme d’un déplacement de corps rigide transportant la coque de la position initiale

€(0) en une position Cgg (t), et d’un déplacement créant une €nergie de déformation non nulle
amenant la coque de la position Cg, (t) & la position courante déformée C(t) (figure 1-10).
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Configuration actuelle
déformée C(t)

Configuration initiale C(o)

N
——————————— N
Mouvement de corps "\
rigide "

Configuration de corps rigide
Crig(t)

Figure 1-10 : Représentation du mouvement d'une coque en hypothése
des petits déplacements et petites déformations

En hypothéses de grands déplacements et petites déformations (hypothése H1*) la coque se
déplace beaucoup plus qu’elle ne se déforme. Le déplacement de corps rigide représente ainsi la
composante principale du champ de déplacement et par conséquent les non-linéarités
géométriques seront caratérisées par le mouvement de corps rigide. En revanche, le passage de la

position C; (1) & C(t) s’effectue par de faibles déplacements, I’hypothése de petites déformations
reste ainsi vérifice sur la configuration G (t).

Nous choisissons donc de prendre pour configuration de référence, la configuration Cyg (1).
Comme précisé en 1-4-1, ce choix conduit & une description du mouvement appelée : description
corotationnelle. Cette description autorise, dans le repeére corotationnel (repere lié a la
configuration de référence Cyg (1)), la prise en compte de 1'hypothese des petits déplacements et
entraine par conséquent une formulation simplifiée du probléme non-linéaire posé. L’approche
corotationnelle est souvent utilisée dans la littérature pour le traitement de problémes induisant
de grands déplacements et rotations mais de petites déformations (Wempner, 1969; Belytschko et
al., 1973; Rankin et al., 1986; Peng et al., 1992; Li et al., 1994 et Jiang et al., 1994).
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1-4-4-2. Vecteur déplacement d’une couche k

Soient P et Q les points définis dans le paragraphe 1-2-3. Le choix d’une description
corotationnelle permet de conserver le vecteur de déplacement d’une couche & de la coque utilisé

en hypothése linéaire (petits déplacements), pour passer de la configuration déplacée Gy, (1) a la
configuration déformée C(t). En désignant par n{® (i = ¢, §, 0), les vecteurs de base dans la

configuration de référence Cyg (t), on obtient :
E, =8(Q)=E(P)+{ w(P) Any® (115)
ou &(P) et w(P) représentent respectivement les vecteurs déplacement et rotation au point P.

Le passage entre vecteurs de base n' (i =a, 8, 0) dans la configuration de référence de corps
rigide et vecteurs de base n; (i =a, 8, 0) dans la configuration initiale se fait & partir du concept
de rotations semi-tangentielles présenté en annexe 3.

1-4-4-3. Formulation variationnelle
Considérons la formulation faible (95) établie en description corotationnelle au paragraphe
1-4-2-2. L’hypothése de grands déplacements et petites déformations permet de confondre le

tenseur gradient de déformation P avec le tenseur de rotation pure R défini en 1-4-1. Les
équations (89) et (96) conduisent ainsi a :

P=R
(116)
J=detP=detR=1

et:
o, =m*="'R.7A,.R a1

Avec I’hypothese H1*, on peut donc confondre dans la configuration de référence de corps
rigide, le tenseur de Piola-Kirchhoff d’une couche k& de la coque n;jg avec le tenseur de

contraintes de Cauchy @, . L’équation (95) revient & :

v - Y hE[o,:A, ds™+ [T .Gds™ =0 (118)

k=l.n gne 52

Cette expression traduit les conditions de stationnarité de 1'énergie potentielle totale ¢ si ’on
identifie U2 0E et U, 2 0&,, c’est a dire :

5p=0 (119)
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avec @=- Y b [0, :A, dS™ + [T%.E ds™ (120)
k=l.n 08 sﬁﬂ

A représente le tenseur des déformations de Green-Lagrange d’une couche k de la cogue
exprimé dans la configuration de référence de corps rigide. On peut décomposer ce tenseur
comme suit: A, =&, +17,.

Une discrétisation spatiale par éléments finis de la coque multicouche conduit a :

.

5<P=Z[—Zh:‘s j<58>k (o}, ds™° - ¥ h? j<877>k {0}, dS™ + A J'<5§>{Tﬁg}dsnge -0

k=i,n qnE e k=1,n ghE e grge

(12D
Utilisant les équations (62) et (106) dans (121), le principe de minimisation de I’énergie
potentielle totale revient a :

dp=) <8, >{R}=0 (122)

ol {R} est le vecteur résidu défini par :

{R}={E,}-{F,} (123)

int

{Fint} représente le vecteur des efforts internes se décomposant comme suit :

(B, b= Y (B2}, + D {EE™}, = Y h® [[B] (o}, d8™ + Y h* [[B,] {0}, dS™

k=1,n k=1,n k=t,n ghee k=1,n gnee
(124)
Et {F.x} est le vecteur des efforts externes :
<8, >(F,)= [<8>{T%)as™ (125)

Srig H

Le respect de I’équilibre global entre efforts intérieurs et extérieurs appliqués a la coque est
assuré lorsque :

(R}=0 (126)
Cette relation représente un systeme d’équations non-linéaire dont la résolution se fait par la
méthode exposée au paragraphe 1-3-3-1. Ainsi, 'utilisation des relations (123), (124), et (125)

dans (71) permet d’obtenir 1’équation d’équilibre incrementale matricielle pour un élément de
coque multicouche dans la configuration de référence de corps rigide qui s’exprime comine suit :

(IK1+ [K, 1+ K" I{AE, } = (B, } = {Fy, } (127)
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avec {F.q} et {F;} respectivement les vecteurs des efforts internes et externes de I’élément de
coque multicouche, définis par les relations (124) et (125).

[K] est la matrice constituant la partie non-linéaire en matériau de la matrice de rigidité de
Pélément de coque multicouche. Cette matrice est identique a celle déterminée au paragraphe
1-3-3-1. Elle est donnée par :

rig t a{Aa}k ] rige
[K]=- Y. [ [B], M[B]kds (128)

k=1,n srge

[K,] est la matrice constituant la partie non-linéaire en géométrie de la matrice de rigidité de
I’élément de coque multicouche :

<8, >[K,1(8,) = > hi¥ [<8, >[B,], {0}, dS"*° (129)

k=in s"E
Et [KP] est la matrice élémentaire prenant en compte 1’influence des efforts non-conservatifs :

<8, >[KPIE, ) =~ [<of>{aT}ds™ (130)

Srig e
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1-5. Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons développé un outil numérique permettant I’analyse de
structures constituées de coques : I’élément de coque multicouche . Basé sur une approche semi-
globale, cet €lément permet de traiter les non-linéarités géométriques a une échelle globale, et les
non-linéarités matérielles i une échelle locale constituée des couches (figure 1-11).

Chague couche est dotée d'une cinématique de coque excentrée. L’idée de base a donc consisté a
établir les équations d’équilibre d’une coque excentrée ainsi que la formulation faible de celles-
ci, puis a étendre cette formulation au cas multicouche par superposition.

g
ECHELLE LOCALE ECHELLE GLOBALE
Matériaux Géométrie
Calculs locaux Calculs globaux
Couche Elément
Degrés de liberté
- grands déplacements
- rotations finies

- déformations (infinitésimales) v (traitement semi-tangentiel)

_ Matrices de rigidité
- loi de comportement [K™] et [K**]
- contraintes el Résidu

Figure 1-11 : Schéma récapitulatif de I’approche semi-globale pour
I"analyse non-linéaire matérielle et géométrique
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De la foriz1aticn faible é€tablie, nous sommes passé a la formulation éléments finis de coques
multicouches, en supposant que les non-linéarités provenaient uniquement des propriétés des
matériaux. Nous avons ainst établi une formulation variationnelle qui nous a permis de
déterminer le vecteur des efforts internes ainsi que la matrice de rigidité d’un élément fini de
coque multicouche. Lors de ces développements, nous avons été amené a poser les hypothéses
suivantes :

- Hypothéses des petites perturbations (cf. 1-2-1) :

H1 : hypothése des transformations infinitésimales impliquant celle des déformations
infinitésimales.
H2 : hypothése des petits déplacements .

- Hypothéses de déformation des coques (cf. 1-2-4) :

H3 : hypothese de Mindlin-Reissner pour une coque épaisse.
H3* : hypothese de Love-Kirchhoff pour une coque mince.

- Hypothéses sur I’état de contraintes (cf. 1-2-6-2, 1-3-1) :

H4 : hypothése de contraintes planes.
HS : hypotheése d’un état de contraintes constant dans 1’épaisseur de chaque coque monocouche
excentrée.

Apres avoir €tabli la formulation de 1’élément de coque multicouche dans le cadre des petites
perturbations. nous nous sommes intéressés a 1’extension de celle-ci & la prise en compte des
non-linéarités géométriques. Dans un premier temps, nous avons développé une formulation
coques multicouches permettant d’étudier le phénomeéne d’instabilité élastique se produisant
dans les structures coques. Pour cela, nous avons utilisé une formulation lagrangienne totale et
avons supposé que :

- Hypothéese de linéarité du flambement (cf. 1-4-3-1 )
H6 : avant flambement les déplacements restent petits et les déformations linéaires et élastiques.

Nous sommes ensuite passés & une formulation coques multicouches couplant les effets non-
linaires matériels et géométriques et permettant d’étudier les problémes de grands
déplacements, grandes rotations et petites déformations. Nous avons utilis€é pour cela une
description corotationnelle. Dans cette description la configuration de référence est définie par la
position du solide aprés déplacement de corps rigide et I’hypothése des petits déplacements reste
valable dans le repére corotationnel. Nous avons ainsi été amené a remplacer les hypothéses des
petites perturbations (H1 et H2) par celles de grands déplacements et petites déformations (H1*
et H2%) :



Modélisation en coques multicouches 46

H1* : hypothésc des déformations infinitésimales en grands déplacements (cf.1-4-4). Le
mouvement rigidifiant représente la composante principale de la transformation ( d’ot: :

me =0 ,cf1-4-4-2)
H2* : hypothése sur le champ de déplacement dans la configuration de référence de corps rigide
(cf.1-4-4-2).

La modélisation coque multicouche proposée permet ainsi la prise en compte des non-linéarités
matérielles et géométriques dans 1’analyse de structures constituées de coques. Pour les non-
linéarités en matériaux, cette modélisation permet 1’utilisation de lois de comportement triaxiales
quelconques. En particulier avec les lois de comportement a variables internes présentées dans le
chapitre suivant (chapitre 2), nous pourrons effectuer des calculs de structures coques sous
chargements monotones croissants, cycliques, et dynamiques. Pour les non-linéarités
géométriques, la modélisation coque multicouche développée permet I’étude du phénomene
d’instabilité élastique se produisant dans les structures coques (flambement linéaire), mais aussi
les problémes de grands déplacements et de grandes rotations, tout en restant en petites
déformations.
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CHAPITRE 2

QUELQUES LOIS DE COMPORTEMENT A
VARIABLES INTERNES POUR L’ACIER ET LE
BETON







2-0. Intrc3netion

Dans ce chapitre, nous présentons un ensemble de lois de comportement a variables internes dans
I’objectif de leur utilisation par 1'ingénieur pour le calcul de structures coques en béton armé
sous divers chargements.

Ces lois de comportement permettent la modélisation du comportement de I’acier et sont aptes a
rendre compte des différents phénomenes se produisant dans le béton, matériau constitutif des
structures en béton armé sous chargements statiques, cycliques ou dynamiques. Ce sont des lois
existantes qui seront par la suite utilisées au sein d’éléments finis particuliers : les éléments de
coques multicouches développés au chapitre 1.

L’ aspect numérique de ces lois de comportement est également abordé dans ce chapitre. Lors des
traitements numériques, une attention particuliére est portée sur la condition de contraintes
planes, d’une part dans le schéma d’intégration des contraintes, et d’autre part dans le calcul du
tenseur de comportement tangent.

Ce chapitre comprend 4 parties :

La premiere partie consiste a présenter les cadres théorique et numérique des lois de
comportement a vanables internes. Pour le cadre théorique, nous utilisons une approche
thermodynamique tout en supposant les perturbations petites et les évolutions isothermes. Pour le
traitement numérique, deux méthodes sont présentées, d’'une part, une méthode implicite de
projection dans I’incrément, et, d’autre part, une méthode explicite de projection dans 1’itération.

La seconde partie est consacrée a la modélisation du comportement de 1’acier. Deux lois de
comportement & variables internes sont présentées : une loi élastoplastique parfaite pour le cas de
chargements monotones croissants qui sera étendue a une loi plastique anisotrope pour la
modélisation du comportement des lits d’armatures croisés existant dans les structures de coques

en béton armé.

La troisieme partie est consacrée a la modélisation du comportement du béton. Un modele
élastoplastique est présenté dans le cas de chargements monotones croissants. Dans ce schéma de
comportement, le matériau est considéré comme non endommageant et les effets de vitesse sont
négligés. Ceci représente des restrictions provisoires qui seront levées par la suite en procédant a
I’extension du modele élastoplastique a un modele élastoplastique endommageable, puis & une
loi visco-€lasto-plastique avec écrouissage visqueux. Le modéle élastoplastique endommageable
permet ainsi la prédiction des effets du dommage a I’échelle macroscopique des structures
coques sous chargements cycliques, et la loi visco-élastoplastique avec écrouissage visqueux, la
modélisation du comportement du béton en dynamique rapide.

La quatrieme et derniére partie est consacré aux limites des modéles présentés.



50 , Quelgues lois de comportement g variables internes pour l'acier et le béton

2-1. Cadre théorique et traitement numérique des lois de comportement a variables
internes

Dans ce premier paragraphe, nous présentons le cadre théorique ainsi que le traitement
numérique des lois de comportement a variables internes. En ce qui concerne le cadre théorique,
nous choisissons d’utiliser une approche thermodynamique. Celle-ci permet non seulement de
bien définir les variables macroscopiques utilisées, mais aussi d’imposer certaines restrictions sur
les évolutions de ces variables. Pour le traitement numérique, nous présentons deux schémas
d’intégration des contraintes et précisons leur traitement particulier en contraintes planes. Nous
nous limitons pour tout cela aux cas des évolutions isothermes et restons dans le cadre des
transformations infinitésimales.

2-1-1. Cadre théorique

Considérons ’inégalité fondamentale de Clausius-Duhem. Celle-ci s’écrit pour des évolutions
isothermes (Lemaitre, 1985; Coussy, 1995) :

$=0:E-W20 (1)

ou O et £ représentent respectivement les tenseurs de contraintes et de déformations précisés
dans les paragraphes 1-2-3 et 1-2-5 du chapitre 1, et W I’énergie libre volumique. Cette énergie a
pour arguments naturels deux types de variables : les variables d’état externes observables €, et
les variables d’état inrernes @; n’évoluant que spontanément dans les transformations
irréversibles sans pouvoir étre controlées de ’extérieur. 1l vient :

Y=Y, a,) 2)

Utilisant 1’équation (2) dans (1), on obtient :

W) . oW .
=lo—22 |-, 20 ;
o=(0-32)e-22a, ®

Dans le cas ou les évolutions sont réversibles, et donc le comportement élastique, 1a dissipation
intrinséque ¢ est nulle. L’équation d’état est donnée par :

W

O =—
d€

€y

L’équation (4) relie la variable externe € a la force O qui est sa variable conjuguée respective au
sens de 1'énergie. Dans le cas d’évolutions irréversibles, cette relation reste valable et la
dissipation (1) devient :

oW

¢=Qi:ai20 Q = aai 5)
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ou Q; sont les forces thermodynamiques associées dans la dissipation (5) au taux des variables
internes ¢,. Les lois complémentaires sont celles qui relient les vitesses @, aux forces Q;. La

seule restriction relative a ces lois est la satisfaction de 'inégalité (5). Ces lois ainsi que la
restriction peuvent étre écrites comme suit :

ai =F(Q;) Q, :F(Q)=20 (6)

Si Ton considére F(Q;) comme la dérivée d’une fonction D(Q;) par rapport aux forces
thermodynamiques Q; :

. _0D(Q)
F(Qj)—aj_ 2Q, (7)

et si cette fonction D est non-négative et convexe de ses arguments, le deuxiéme principe de la
thermodynamique, c’est a dire la non-négativité de la dissipation intrinséque ¢, est
automatiquement satisfait.

La fonction D recoit alors le nom de potentiel de dissipation et I’équation (7) traduit I’hypothése
connue comme [’hypothése de normalité du mécanisme de dissipation associé aux forces ;.
Bien que cette hypothése ne soit pas une loi physique, elle correspond a 'une des conditions
suffisantes de stabilité du matériau par rapport aux variables ;.

La loi de comportement a variables internes est donc entierement définie par la donnée de son
énergie libre W en fonction des variables d’état externes € et internes Q;, c’est a dire par la

relation (2), ainsi que du potentiel de dissipation D permettant de lier les vitesses @, aux forces
Qi par les lois complémentaires (7). Un état S(T, @;) satisfaisant a la fois les équations d’état et

les lois d’évolution est donc considéré comme admissible par la loi de comportement a variables
internes.

2-1-2. Traitement numérique

Apres avoir rappellé brievement le cadre théorique des lois de comportement a variables internes,
nous nous intéressons a présent au traitement numérique de celles-ci.

Dans une approche par éléments finis, le probléme posé consiste a actualiser les variables
internes de telle maniére a ce qu’elles satisfassent les équations d’état ainsi que les lois
d’évolution. Plus précisément, en se placant dans un cadre d’Euler implicite (schéma précis au
premier ordre) et connaissant 1'énergie libre volumique W(€, @;) & I'incrément (n), on cherche a
déterminer celle-ci a ’'incrément (n+1). La variable d’état externe : le tenseur de déformations
&n+1 @ Vincrément (n+1), est le champ de solution de la conservation de la quantité de
mouvement dans 1’approche numérique par élémerits finis de type déplacement. En revanche,
Pévolution des variables d’état internes nécessite D’intégration numérique des lois
complémentaires d’évolution, c’est a dire des équations (6) et (7).
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Considérons pour cela les équations (4), (5); et (7). A 'incrément (n+1), celles-ci s’écrivent :

an+l = a:lp(snﬂ ’ aiy 4l ) Qi, aHl —aalp(gn-i-l 4 ai, n+1) a: n+l = aQD(QI n+1), (8)
avec .
0w o oD
aslp(em-; Q& n+1) = Je o aaqj(sn-i-] & n+1) = H . oDon = ‘a"'Q”“l' y )
En supposant 1’approximation suivante :
. a -, .
a — 1, N+l Ln =Aaa (10)

i,n+l = At At

On peut actualiser les variables internes @; a 'incrément (n+1) par la résolution de 1’équation en

AQ.

A, - At 3yD,, =0 (11)

Classiquement, cette équation suffit pour actualiser les variables internes @;. Dans notre étude,

les lois de comportement & variables internes vont par la suite étre utilisées au sein d’éléments
finis de coques multicouches. Nous devons donc rajouter une condition supplémentaire, la
condition de contraintes planes (hypoth&se H4 du chapitre 1) s’exprimant :

n,.0,. .n,=0 (12)

ou Oy, représente le tenseur de contraintes actualisé donné par la relation (8);, et ng le vecteur

unitaire normal & la surface de référence de 1’élément de coque multicouche considéré (se
repporter au chapitre 1).

En supposant un comportement élastique isotrope, nous pouvons décomposer le tenseur de
contrainte O, comme suit :

an+l = an-i'l + ;l' dlagl:l’ 1’ ‘l___v':} 8u,n+l (13)
Iy

avec O _,, le tenseur de contraintes calculé en déformations planes, et 4 = vE / (1+v)(1- 2v) le
coefficient de Lamé donné en fonction du coefficient de poisson ¥ et du module d’Young E.

n+!
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Les équations (12) et (13) conduisent alors a :

’

O nst =0 gt — :, O vt
10 ynet = gy — 1 - O o (14)
[ i € =0
L
ou bien sous forme compacte :
0y =T - diag[—"—, =, l]ﬁu_m 15)
I-v 1-v

Les inconnues de la projection sont alors les variables internes @; et la déformation &, a
I’incrément (n+1). Les expressions (11) et (14); forment le systéme & résoudre suivant :

Aa ~At.0,D,
Roak=1_ I~y r=0 (16)
i +A—£u¢n+lJ

2z, n+l

Pour la résolution de celui-ci, nous pouvons distinguer deux méthodes : la méthode de
projection dans I'incrément : «closest point projection algorithm », et 1a méthode de projection
dans I'itération : « cutting plane algorithm ». Celles-ci ont été proposées par Simo et Hughes
(Simo et al., 1986) dans le cas de la plasticité et de la viscoplasticité.

La méthode de projection dans Vincrément est une méthode implicite consistant a satisfaire les

lois d’évolution dans I'incrément. Ceci revient donc a résoudre 1’équation {R} = {0} dans
I’incrément par une méthode itérative adaptée.

Considérons 1'équation (8); établie précédemment. Si I’on désigne par W' la transformée de
Legendre-Fenchel de !’énergie libre W, on peut écrire :

Qi =— aolpw (0’ as15 Qi n+1) = —aQ‘pl;l (7
et donc :
Aa; = anP: _anp:ﬂ (18)
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Ainsi, le syot2m (16) devient :

9o, -9 ‘Pm, At.d,D,,,

R, =0 (19)
{ } +l

zz n+l zz n+l

La résolution de ce systéme peut se faire en utilisant un schéma itératif de Newton-Raphson. On
a donc:

{Rn+1 }(kﬂ) = {Rn+1 }ﬁk} l: ] {d } kﬂ) ...... =0 (20)

avec ;.
{x}=1Q..e.} (21)

On obtient ainsi les forces thermodynamiques Q, ainsi que la composante &,, du tenseur de

déformation a 'incrément (n+1), ce qui permet ’actualisation des variables internes @, et du
tenseur de contraintes via respectivement les relations (18) et (13).

La méthode de projection dans !’itération est une méthode explicite. Elle consiste a satisfaire les
lois d’évolution dans 1'itération. On considére alors le résidu {R} dans des itérations locales tel

que :

da - At.9, D(Q%Y)

_ i, n+1 . .
{RY:}= n.0% n =0 ={o} (22)
d’olr:

s At.0,D(Q%Y)

At=v) %
avec 06 P’accroissementen @, de la solution en déformations planes.
Ceci conduit & I’actualisation des variables internes @; et de la déformation €,, tel que :

@l = + 00" £, =€l + 06 (24)

z2z, n+l zz n+}


http://%7bQi.fi-%7d
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mais aussi des forces thermodynamiques associées et du tenseur des contraintes :

’W ,
k — k-1 . k) .
QS n)+l — Wi, n+; - W : 6a3 (25)
0 =0, +00" - diag[—~~——1 e ,1] 67, (26)
-V 1=Y

Nous constatons & travers les expressions (24); et (25) que les variables internes @, ainsi que

leurs forces thermodynamiques associ€es Q, sont calculées a Vitération (k) & partir de leurs
équivalents a I’itération (k-1). C’est le caractere explicite de cette méthode par rapport a la
précédente.

2-2. Modélisation élastoplastique pour Pacier

Apres avoir présenté les cadres théorique et numérique des lois de comportement a variables
internes, nous passons a présent a la modélisation du comportement de 1’acier sous divers
chargements. A cet effet deux lois de comportement a variables internes sont considérées : une
loi élastoplastique parfaite pour le cas de chargement monotones croissants et une loi plastique
anisotrope, extension de la loi précédente a la prise en compte de I’anisotropie de comportement

des lits d’armatures croisées existant dans les structures coques en béton arme.
2-2-1. Modéle plastique isotrope parfait

Dans ce paragraphe, nous commencons avec la loi la plus simple permettant la modélisation du
comportement de 1’acier sous chargements monotones : le modele plastique isotrope parfait de
Von-Mises. Au travers de cette loi, nous illustrons les éléments théoriques et numériques
présentés ci-dessus.

Le modele rhéologique de la figure 2-1 schématise de la maniere la plus simple le comportement
élastoplastique parfait en unidimensionnel. Ce modele est constitué d’un patin de seuil de
glissement k en série avec un ressort de module E. Lorsque I'effort ¢ auquel est soumis le
systéme atteint, en valeur absolue, le seuil de glissement k du patin, le patin glisse

. . N . .y . .P w s N .
irreversiblement a la vitesse indéterminée € . Aprés décharge compléte, on enregistre un

déplacement irréversible du point d’application de I’effort égal au glissement total &” subi par le
patin. Si I’on recharge, le patin glissera a nouveau une fots que I’effort o atteindra le méme seuil
k.
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Figure 2-1 Modele rhéologique du comportement plastique parfait

L’extension de ce modeéle au cas tridimensionnel se fait en remplacant toutes les quantités
scalaires par des tenseurs. L'énergie libre volumique s'écrit alors en fonction des tenseurs de
déformations totale € et plastique £° :

1F:llt'(ez,sp)=Qlf(.e—s")=%(.‘:—~.¢:"):C:(a=,'~—z:"‘) 27)

ol He—&gF) représente I’énergie élastique et C le tenseur de comportement élastique isotrope
s’exprimant en fonction des modules de compressibilité K = E /3(1- 2v) et de cisaillement
G=E22(1+v) :

C=K1®1+2G[I—~;—1®1] (28)
La variable interne étant dans ce cas €F, on a donc :
o d¥_ 3Y_

== a—sg_c:(e-e") et p=0:820 (29)

La loi complémentaire est donc la loi reliant & et €, c’est a dire la regle d’écoulement.
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2-2-1-1. Critere de plasticité

A tout modele élastoplastique est associ€é un ou plusieurs critéres de plasticité. Ces fonctions
permettent de définir le point de chargement a partir duquel une déformation plastique peut avoir
lieu. Elles servent par conséquent a caractériser la frontiére existant entre les comportements
élastique (réversible) et plastique (irreversible).

Notre but étant de modéliser le comportement élastoplastique de 'acier dans les coques pour le
cas de chargements monotones, nous avons choisi d'utiliser comme critére celui de Von-Mises.

Ce critére a été proposé independament par Beltrami (Beltrami, 1903), Huber (Huber, 1904),
Von-Mises (Von-Mises, 1913) et Hencky (Hencky, 1924). La fonction de charge s'exprime :

f0)=|s]-R (30
oll s=0 ——; tr (01 représente le déviateur du tenseur de contfaintes o.

Selon la relation (30), le critére de Von-Mises est entiérement déterminé par le seul parametre R.
Ce demier représente la limite d'élasticité en cisaillement simple [07 = -op et o = 0, (01, Ou, Om)
étant les contraintes principales]. Il est 1i€ a la limite en traction simple f, par:

f, =RV3/2 31)

Oun Axe du cylindre
(= axe hydrostatique)

0;
Figure 2-2 : Domaine d’élasticité du critere de Figure 2-3 : Surface limite du critére de
Von-Mises dans ’espace des contraintes principales Von-Mises dans le plan déviatorique
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Dans l'espace des contraintes principales, la surface limite du critere de Von-Mises est un
cylindre a base circulaire de rayon R autour de I'axe hydrostatique [07 = oy = o] (cf. figure 2-2).
La figure 2-3 représente cette surface dans le plan déviatorique.

Le critére de Von-Mises peut recevoir une interprétation énergétique. En effet, on prouve que le
second invariant du déviateur de contraintes est proportionnel a I'énergie élastique de distorsion
(c'est a dire 1'énergie élastique totale diminuée de sa partie provenant d'une pure dilatation
volumique); on peut alors considérer dans ce cas, que le critere de Von-Mises exprime le fait que
la plastification se produit lorsque I'énergie €lastique de distorsion a atteint une valeur critique.

On peut également considérer que le critere de Von-Mises est un critére de cission effective. En
. . . . \ . g 2
effet, pour ce critére, cette cission n'est rien d'autre que la cission octaédrique 7, = 3 Is]-

L'écoulement ne se produit donc que si la cission octaédrique a atteint une valeur critique.
2-2-1-2. Reégle d’écoulement

De facon classique, la regle d’écoulement définit comment a lieu I’écoulement plastique. Cette
loi conduit a établir, a chaque pas, I’état de la déformation plastique. On !’introduit généralement
a partir d’une fonction convexe appelée potentiel plastique et notée g, en imposant certaines
conditions quant & sa validité. Si le matériau satisfait I’hypothése de mécanisme dissipatif normal
(cf. 2-1-1), il est dit standard. Le critére de plasticité est alors convexe et la régle d’écoulement
normale. Le potentie] plastique g est alors égal a la fonction de charge f et la régle d’écoulement
est dite associée.

Avec le critere de Von-Mises, 'utilisation d’une régle d’écoulement associée suffit pour
modéliser le comportement élastoplastique de I’acier. Le potentiel plastique est donc simplement
défini par I’équation du critére (30). La reégle d’écoulement s’écrit :

df s
p:d ——:d ———
de ya }/NSH dy m (32)

ou dy représente le multiplicateur plastique défini par la condition de consistance :

of of of
df=—-:d0=—:C:jde - & =0 33
20 ° " 3a ( "aa} 33)

2-2-1-3. Traitement numérigue

Dans une approche par éléments finis, on cherche 2 actualiser la variable interne &P de telle
maniére a ce qu’elle satisfasse non seulement ’équation d’état, mais aussi la loi d’évolution. En
adoptant un schéma aux différences de type Euler implicite et connaissant &P & I'incrément (n),
on veut déterminer cette variable a ’incrément (n+1).
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L’ équation d’état (29); conduit a :

Un+1 =O'n +C:(A‘8n+l _Asﬁ«rl) (34)
ol A(Dne1 = (Ins1 = (In (O €t (nyy indiquant respectivement les solutions aux incréments (n) et
(n+1).

Comme nous l’avons précisé dans le paragraphe 2-1-2 de ce chapitre, actualisation de la
variable interne €F 4 I'incrément (n+1) a lieu par la résolution du systeme (16) qui s’écrit plus
précisemment dans ce cas de plasticité parfaite :

Asp - Aym»l aofn-i-l
_ 1-v =0 (35)
o +A——¢ ,

L~ 2z, n+l} 2z, n+l
v

Pour cette résolution, nous présentons les deux méthodes exposées dans le paragraphe 2-1-2 : la
méthode de projection dans I'incrément et la méthode de projection dans I’itération, appliquées
au cas de la plasticité parfaite. Nous préciserons toutefois sur laquelle de ces deux méthodes
notre choix s’est port€ et la raison de ce choix.

. Méthode de projection dans Uincrément

Dans la méthode de projection dans I’incrément (figure 2-4-a), on utilise I’équation (34) dans le
systeme (35). ce qui revient a :

C:As+an _on+l _AYMI C:aafnﬂ
_ 1-v =0 (36)
i +A—e

7z, n+) zz, 0+
4

*

41 » tenseur de contraintes

Si on introduit le tenseur de contraintes statiquement admissible, O
qu’on obtient en bloquant les déformations plastiques :

0..,=C:As+0, (37)

I'utilisation de I’équation (37) ainsi que de la condition de contraintes planes (13) dans (36)
conduit a :

* —_— . 1_
0n+l - 0n+1 -2 dlag[L 1, —_—1] €ppnt — AynH C: a{an-i»l
v

1 =0 (38)
671, n+l + )" —“_v Ea. n+l
14

0‘:1 anH
en déformations planes.

désigne toujours le tenseur de contraintes, solution élastoplastique a 1’incrément (n+1)
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De plus, la théorie de la plasticité impose certaines conditions sur les contraintes et le
multiplicateur plastique a I'incrément (n+1). Classiquement elles proviennent des conditions de
Kuhn-Tucker, formulées par les inéquations suivantes :

£(0,,,)<0
Ay, 20 (39)
A‘ynd-! f(om-l ) = 0

Ainsi, si I’on rassemble les équations (38) et (39), elles forment le systéme non-linéaire de 8
équations suivant (6 équations concernant les contraintes R, une concernant le critére de
plasticité R; et une concernant la condition de contraintes planes Rg) :

[ # —_— - 1 - )

0n+l _an+1 - A’ dlag|:1* 15 V:] zz n+l Ayn+l C aafnﬂ
Rl—ﬁ 14
R, b=<f, b =0 (40)
RS ‘ a:zz. B+l + }' I_—V ezz. n+l1

L v

Les inconnues du systéme (40) sont les composantes du tenseur &
Ay,,, et la déformation &

le multiplicateur plastique

n+l?

Elles peuvent étre obtenues en utilisant un schéma de Newton-

zz, 4l

Raphson, selon la formule de récurrence (20), soit dans ce cas de plasticité parfaite :

n+}

r 3
. 1- _
O =0 =4 d‘ag[L L —;—V] €0 o = Ay, Cr 3665

{19

n+l

— -V
a.(k) .+ ). ﬂ()
v

2z, o+ zz o+l

. 4

[~ 1
{1 oy Ctgot] ~Codptty —ading 11, Y {Le 8y Cidt]
:do®
+{9,f5" 0 ldxag[l, 1, ] 0, f%D dy®
1 v d;;‘u‘“‘
n, ®n, 0
0
=40
0
(41)
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avec ng le vecteur normal a la surface de référence selon 1a relation (12) et :

af["  af
0 f(t) _ il o.(k} 42)
G "n+l 80'“” ao,( n+l) ( .
a (k) az f !k 82 f (k) 4
oofan = 50> . = YL (am;) (43)
soit pour le critére de plasticité de Von-Mises (30) :
B fitl = mif) =y =m,, (@4
l Sn+1
Bpof® = (1-11®1-m], ®m (45)
OO "o+l I S(k)] 3 o+t n+1

ou nous avons utilisé le fait que la direction plastique m peut étre évaluée dans le cas du critere

de Von-Mises directement 2 partir du tenseur de contraintes statiquement admissible, @', , défini
par (37) (cf. Simo et Hughes, 1986) :
s s .
mn+} = P =g ::Hl T mn+1 (46)
l Sn+l | Sn+1

Cette conservation de la direction plastique dans le critéere de Von-Mises reste valable en
contraintes planes, comme on vérifie sans peine les équations (32) et (13).

La résolution du systtme (40) par un schéma itératif de Newton-Raphson nécessite donc, a
chaque itération (k), le calcul de la matrice d R/dXx selon (41). Le calcul est réitéré jusqu’a

satisfaire :

’dx“‘)| < TOLIx‘O’i 47

Le tableau 2-1 présente un récapitulatif de la méthode de projection dans I’incrément pour ce cas
de plasticité parfaite avec prise en compte de la condition de contraintes planes.



62 Ouelgues lois de comportement { variables internes pour 'acier et le béton

1. Calcul de la contrainte statiquement admissible :
0., =C:Ae+0,

2. Vérification du critére :

*

Sif(g;,)<Oalors: 0,,, =0

a+l T

Sinonk =0 alleren (3)

n+l

3. Calcul de 1a solution élasto-plastique : k = k+1

Résolution du systéme réduit R (T ,,, Ay, &, ,.,) =0

_ 9R 0 _ gy

oX
4. Vérification de la convergence :

Si (dx(k)| <TOLIX(°)' actualiser les variables :
0., estsolution du systéme R
a fn+!

00
Sinon aller en (3)

Ep = Aynﬂ ¢

n+l}

Gn-«-l = 6n+] + l dlagt:l’ 1" L_—Z} 8zz,u+1

r
a+l Y

Tableau 2-1 : Récapitulatif de la méthode de projection dans I’incrément pour le cas de plasticité
parfaite avec prise en compte de la condition de contraintes planes.

L’utilisation du schéma itératif de Newton-Raphson permet un calcul numérique des inconnues
demandant peu d’itérations et dont la précision est contrflée par I’utilisateur au moyen d’une
tolérance spécifiant la valeur maximale du rapport entre la variation dx® calculée 2 I’itération (k)
et la valeur initiale de I’inconnue x'©. Cette méthode permet d’obtenir une actualisation des
contraintes avec une grande précision. Concernant les déformations plastiques, la résolution se
fait de maniere implicite, cet algorithme est donc indépendant du pas de chargement. Cette bonne
performance est cependant contre-balancée par le temps de calcul relativement important du fait
de la résolution d’un systeme de 8 équations & chaque itération. De plus, 'utilisation de cette
méthode impose le calcul des dérivées secondes de la fonction de charge f. Bien que ceci soit
facile pour un critére simple comme celui de Von-Mises, ce calcul peut étre extrémement
fastidieux et peut poser des problémes de convergence locale avec certains critéres pour lesquels
les dérivées secondes ne sont pas définies en tout point. Ainsi, afin de diminuer le temps de
calcul et éviter ces problémes numériques, nous optons dans notre étude, pour I'utilisation de la
méthode de projection dans litération. Celle-ci, comme nous allons le voir, fait intervenir
uniquement les dérivées premiéres de la fonction de charge ainsi qu’un nombre moindre
d’équations a résoudre.
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Domaine
élastique

Domaine
élastique

Surface de charge Surface de charge
f=0 f=0

(a) (b)

Figure 2-4 : Méthodes de projection dans I’incrément (a)
et dans I’itération (b) pour un cas de plasticité parfaite
(d’apres Simo et Hughes, 1986)

. Méthode de projection dans Ditération

Dans la méthode de projection dans l'itération (figure 2-4-b), on utilise le tenseur de contrainte

statiquement admissible O, précédemment défini par 1’équation (37) pour vérifier le critére,

c’est a dire f(0',,) < 0. Si cette condition n’est pas satisfaite, 1’état de contraintes statiquement
admissible @, se trouve alors a extérieur de la surface de charge (f(0',,,) > 0); il est donc
nécessaire d’effectuer une correction plastique en projetant cet état de contraintes sur cette
surface. Lors de cette projection, on doit d’une part vérifier Ia condition sur le critére et d’autre
part vérifier la condition des contraintes planes, c’est a dire : ng.0y+1.0p = 0. On utilise pour cela
un schéma itératif local dans lequel on linéarise f a chaque itération (k) et on calcule une
correction plastique :
(k) _ plk-t k=) . sy _ flk-b 0

for =05 +085":00% =17 — ™ d,f

n+} n+} n+1

() 19 £070 = 0 (48)

n+l

Ce qui conduit a :

6 (LA fr(;ii—]) (49)
VTR Ca |
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On corrige alors I’état de contraintes de maniere a satisfaire 1"hypothése des contraintes planes :

o =0 - oy® C:0,£87 ~ diag[lrv , li,v : l] feTop : (50)

On effectue des itérations locales (c’est a dire aux points d’intégration) jusqu’a ce que ce critere
f& |<TOL| f,))

n+l n+l

et on actualise alors la variable interne P

soit inférieur a une limite donnée :

a I'incrément (n+1).

On note alors le double caractére explicite de la méthode de projection dans I’itération : la reégle
d’écoulement et la condition de contraintes planes ne sont satisfaites qu’a I’itération locale.

Le tableau 2-2 présente un récapitulatif de la méthode de projection dans 1’itération pour ce cas
de plasticité parfaite avec prise en compte de la condition de contraintes planes.

1. Calcul de la contrainte statiquement admissible :

0.,=C:Ae+0,
2. Vérification du critére :

=

Sif(o,,,)<0alors: O, =0
Sinon k = 0 aller en (3)

n+l

3. Calcul de 1a solution élasto-plastique : k = k+1

Résolution de }’équation :

fi =t = 0y® 9,657 1 C: 9,6, =0

n+l w1 O “p+1 O n+}
N : . . ’ o
0% =00 - 6y© C:o fl5" - diag[l i = liv : 1J o5
4. Vérification de la convergence :
Si|f* I<TOL| £ | : Sortie
Sinon aller en (3)

Tableau 2-2 : Récapitulatif de 1a méthode de projection dans I'itération pour le cas de plasticité
parfaite avec prise en compte de la condition de contraintes planes.
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2-2-1-4. Expression du tenseur de comportement tangent

L’utilisation des €quations (29) et (32) ainst que de la condition de consistance (33) permet
d’établir I'expression du tenseur de comportement tangent C% de ce modele :

C:9,f)(0,f: C)

et oot
dgf: C:0,f

= K1®1+2G{I—~i—1®1—m®m] (5D

Ce tenseur interviendra dans le calcul de la matrice de rigidité tangente précisée dans le
paragraphe 1-3-3-1 du chapitre précédent.

De méme que pour l’intégration des contraintes, et donc [’actualisation du tenseur de
déformations plastiques €”, I'hypothése des contraintes planes doit également étre satisfaite lors

du calcul de ce tenseur de comportement tangent. Une méthode proposée par De Borst (De Borst,
1991) est utilisée a cet effet. On considére alors le tenseur de contraintes a I’incrément (n+1),
sous la forme vectorielle {0}, suivante :

{o}ae1={0}a + [CPlost {AL}nrn (52)

olt [C®] est la forme matricielle du tenseur de comportement tangent constitutif ne tenant pas
compte de la condition des contraintes planes.

La méthode de De Borst consiste & décomposer les termes de 1'équation (52) comme suit :

[c7] [ex]

(g )
[ca] (c3)

[o}=[{aho.]  {e}=[{F}e.] [C*]=

avec : {6’}:[0“,0”,0W]‘ et {E}:[em,ezyy,sw]r

11 vient :

[{E}M }2 [Cf’f] o1 [Cff as! l:{AE}nq :| +[{6}n :I (54)
c7]

©a)u] |[CR]on (CB) |L(B22),,. | [(0a),

La condition de contraintes planes ny.0y.;.np = O permet de calculer I’incrément de déformation
(Aé&zz)n41 par le biais de la relation suivante :

(8e,.),,, == (2) 2 ([c5] v {2}, + (022),) (55)
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En injectant I’équation (55) dans (54), on obtient :

_ czl., [ca
o). - loh, +[ev],, o), mee [, -|[eq], - (]c[) e e
22 Jaut

L’expression de la matrice de comportement élastoplastique satisfaisant la condition de
contraintes planes est ainsi donnée par I’équation (56).

2-2-2. Extension au modéle plastique anisotrope

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de modéliser le comportement plastique anisotrope des
lits d’armatures croisées d’une coque en béton armé pour lesquels des directions priviligiées
d’anisotropie interviennent. Ce comportement étant complexe, sa description nécessite des
criteres bien adaptés. Différents critéres ont ét€ proposés dans la littérature, nous citerons : les
criteres de Hill (De Brost et al., 1990), de Hoffman (Schellekens et al., 1990) et le critere de Tsai
(Lemaitre, 1985). Nous nous limitons dans cette étude au critére de Hill, adopté également par
Owen pour I’étude des plaques et coques minces (Owen et al., 1983a et 1983b), et considérons le
matériau comme élastique parfaitement plastique (c’est 2 dire sans écrouissage) vu les difficultés
a définir les regles d’écrouissage pour les matériaux anisotropes (De Borst et al., 1990).

L’énergie libre du systéme est toujours donnée par I’équation (27) et les équations d’état par (29).
2-2-2-1. Critere de plasticité

En se laissant guider par la forme typique des critéres isotropes, on peut préciser par extension,
des criteres anisotropes ayant les deux propriétés simplificatrices suivantes : I’indépendance vis-
a-vis de la pression hydrostatique et la dépendance quadratique en fonction du tenseur déviateur

des contraintes. On adopte ainsi pour ces criteres I’expression « anisotropisée » (0 : P : 0), avec
P un tenseur du quatriéme ordre.

Dans les axes d’orthotropie, ’expression de la fonction de charge prend la forme tensorielle
suivante :

£(0)=y(0:P:0)-R (57)

avec R=y2/3 07, 0 étant la contrainte ultime de référence.
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Si [P] est ic renrosentation matricielle du tenseur P, celle-ci s’écrit en fonction de six coefficients
adimensionnels a;; :

(a, +ayy) ! a, -——:lga“ 0 0 0
1 1
3 a,, (ay +ay,) =~y 0 0 0
[P]= -%a“ -%aﬂ —;;(aﬂ +ay) 0 0 O (58)
0 0 0 2a,, 0O 0
0 0 0 0 2a O
10 0 0 0 0 200 |

Ces coefficients sont déterminés expérimentalement par trois essats de traction et trois essais de
cisaillement. Nous remarquons bien que lorsque tous les coefficients a;; sont égaux a 1, le critére
de Hill revient au critere isotrope de Von-Mises.

Examinons a présent le type de la surface de charge du critere de Hill dans espace des
contraintes principales. 11 convient pour cela de réduire la forme quadratique associée a P
puisque cette surface est une quadrique dont la forme est donnée par les valeurs propres de P. En
effet, en exprimant le polyndme caractéristique de P dans I’espace des contraintes principales, on
obtient des valeurs propres qui, selon leurs signes, permettront la détermination de la nature de la
surface de charge du critére de Hill.

Considérons donc le tenseur P dans 1’espace des contraintes principales. Celui-ci s’écrit sous la
forme matricielle suivante :

- -

1 1 1
—(a,+a;) --a, -y
3 3 3
Pu Piz Pss 1 1 1
[Pl1=) P Pn Pul|= —galz S(azs"‘am) “§a23 (59)
Pis P» Pan 1 1
_ga‘}l _§a23 (G + y)

La détermination des trois parametres s, a»3, &3; se fait en considérant le lit d’armatures
croisées comme un milieu plastique orthotrope équivalent (figure 2-5). En effet , notons A; la
section des armatures dans la direction 1, et n, le nombre de barres par unité de longueur /; les
pourcentages d’armatures s’écrivent :

oA

£ ]
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t2
S
A,
2
L.
—p--
1
(a) (b)

Figure 2-5 : Représentation d’un lit d’armatures croisées (a)
et de son milieu homogene équivalent (b).

Si ’on effectue un essai de traction suivant la premiére direction, sur le lit d’armatures croisées
(figure 2-5-a), la force limite élastique vaudra :

F=n Af, (61)

ot f, représente la contrainte ultime d’élasticité des armatures. Le méme essai effectué sur le
milieu homogene équivalent (figure 2-5-b) conduit a une force limite €lastique telle que :

F=f3le (62)

ou f7 est la contrainte ultime élastique équivalente, et e, I’épaisseur du milieu €quivalent

s’écrivant en fonction des diametres d, et d, des armatures :
e==(d, +d,) (63)
Les relations (61) et (62) permettent d’écrire :

p ,
r=Ly, (64)
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Par analogie a la relation (64), la contrainte ultime élastique équivalente dans la deuxiéme
direction est définie par :

% =% f, (65)

Considérons a présent un essai de traction selon une direction faisant un angle de 45° avec la
premiere direction. La force limite élastique vaut :

Fo=\2(n, A +n, A))f, (66)
et pour le milien homogéne équivalent :
Fo=f21e (67)

Nous en déduisons que :

£, =£%p% f (68)

{7 est donc la somme de {7} et de 7.

I est a présent possible de déterminer les trois parametres @13, @23, @31 en considérant les trois
essais de traction précédents. En effet, pour les essais uniaxiaux dans les directions d’orthotropie
1 et 2, le critére de Hill conduit a :

R R
O+ =3(_J Ay +ay =3(_J (69)
£ £
alors que I’essai 4 45° donne :
R
Q; +ay =12[F} (70)
y45

En utilisant (64), (65) et (68) dans (69) et (70), on obtient le systéme suivant :

N

-

a,] [11 -4 .
ayl=|-11 4 (i) (71)
a, | | 1-1 af| \P2

2
&
(p1+pzj

L. =
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Le tenseur P étant ainsi totalement défini dans I’espace des contraintes principales. on exprime a
présent le polyndme caractéristique P(4) :

(Pn=4) P P13
P()=det ((P'1-Al0)=|p,  (Pn—-4) py |=0 (72)
Pi3 P (P = 4)

ou [I] représente la matrice identité.

Le développement de cette relation conduit a :

P(A)=-2"+ (Py+Pxn +Ps3) A - (P1P22 + P22Pss + PiiPas — P§3 - P123 - p122) A

) ) (73)
+ (PP 2Pss = PuPas = PuPrs = P3sPra + 2P, PPsy) =0

On montre apres calcul, que le terme constant de ’équation (73) revient au déterminant de [P’]
qut est égal a zéro. Il vient :

P(A)=4 [’11 + (P + Dy +P33) A= (PyPa + PuPiss + PriPss — p§3 - p123 - P122 )] =0 (74)
L’équation (74) exprime le fait que I’une des trois valeurs propres est nulle. Nous noterons 43
cette valeur. Pour déterminer la nature de la surface de charge, il nous suffit donc de discuter le

R . - A 2 2 2
signe des racines du trindme (p,;P,, + P2,P3;3 + PyyPas — P — Pis — P2 )-

D’apres la relation (74), le produit des racines A; et A, est donné par :

J=A 4, = Pu Pn + Pn Pxn + Ps3 Puis (75)
Piz Px»| [Pz Pu| [Pz Pu
De plus, leur somme est toujours positive puisque :
4
)‘1+)‘2=p11+P22+P33=2‘32“}’2"'*"'}5"*'_'_7 >0 (76)
3 A P (p+p,)

Nous distinguons par conséquent trois cas :

* J >0, A; et A, sont de méme signe et sont positives d’apres la relation (76). L’équation (57) est
donc celle d'un cylindre elliptique dans 1’espace des contraintes principales.

* J<0,4; et A, sont de signes opposés. L’équation (57) est celle d’un cylindre hyperbolique.

*J = 0, une des deux valewrs propres est nulle. L’équation (57) est celle d’'un cylindre
parabolique.
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Utilisant (71) dans (75), on obtient aprés factorisation du numérateur :

3(p} + 20,02 - P3) (P} = 2102 - P3) (0} + P3) (07 + 4012 + P3)

J =~ — - (n
4p, p; (p1 + pz)

Cette quantité est positive uniquement dans le cas ou :

L BN (78)

Py

La relation (78) représente ainsi une restriction du critére de Hill pour la modélisation des lits
d’armatures en tant que matériau anisotrope équivalent. En effet, pour J < 0, ce critére n’est plus
convexe du fait de la forme hyperbolique de la surface de charge.

Les figures 2-6, 2-7 et 2-8 illustrent bien les différentes formes que pourrait prendre la surface de
charge en fonction de la valeur du rapport p; / p;. Nous constaterons toutefois que si ce dernier
est égal a 1, la surface est un cylindre de révolution, et le critere de Hill se réduit au critére
isotrope de Von-Mises.

Figure 2-6 : Surface limite du critere de Figure 2-7 : Surface limite du critére de Hill
Hill dans le plan déviatorique, p, / p; = 1. dans le plan déviatorique, p, / p; > V2 -1.
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Figure 2-8 : Surface limite du critére de Hill
dans le plan déviatorique, p, / p, < V2 -1.

2-2-2-2. Régle d’écoulement

En ce qui conceme I'évolution des déformations plastiques, elle est précisé par une régle
d’écoulement associée. Ceci revient a :

de":dy—a-—f—zd P:o

00 y,/U:P:U

Au regard de la condition de convexité du critére (78), I'utilisation de 1'équation (79) est limitée
par cette restriction.

(79)

2-2-2-3. Traitement numérique

De méme que pour la plasticité isotrope parfaite, la variable interne intervenant dans le modéle
plastique anisotrope est le tenseur de déformations plastiques €F. Le traitement numérique se fera
par conséquent de la méme maniére qu’au paragraphe 2-2-1-3; la méthode de projection dans
I’itération étant celle choisie a cet effet.
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2-2-2-4. Expression du tenseur de comportement tangent

Le tenseur de comportement tangent C% s’écrit pour ce modele :

C:0,f)(9,f:C)

(
C*=C-
dsf:C:a,f

(80)

Jof P:0

00 .JO:P:0

En ce qui concerne la prise en compte de la condition de contraintes planes lors du calcul du
tenseur de comportement tangent, on utilise la méme méthode que celle exposée en plasticité
parfaite (cf. 2-2-1-4), c’est a dire la méthode proposée par De Borst, méthode qui n’est pas
limitée au comportement isotrope seulement.

avec d,f =

2-2-3. Reécapitulatif de 1a modélisation élastoplastique pour ’acier

Nous présentons ici un rapide récapitulatif de la modélisation élastoplastique proposée ci-dessus
pour I'acier. Le tableau 2-3 présente les criteres, les régles d’écoulement ainsi que les résultats
d’essais nécessaires a la détermination des parametres des difféerents modéles présentés.

Modéle plastique isotrope
parfait de Von-Mises

Un seul paramétre : R

Modele plastique anisotrope
de Hill

6 parameétres : @12, A3y, A3,
44, As55, Ags

Critére de plasticité f=|s|-R £(0)= {(0.: P:0)-R
Régle d’écoulement S P:o

de? =dy — deP = dy ——=

” S " \/0' :P:o

Résultats nécessaires

. essai de traction simple

. essais de traction simple

. essais de compression simple

Tableau 2-3 : Récapitulatif de la modélisation élastoplastique pour I’acier
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2-3. Modélisation du comportement non-linéaire du béton

Aprés avoir modélisé le comportement de ’acier, nous nous intéressons a présent a la
modélisation du comportement du béton. Nous commencons pour cela avec une loi
élastoplastique pour le cas de chargements monotones croissants, en 1’occurence le critere de
Willam-Warnke 2 trois paramétres (Fauchet, 1991). A partir de 13, nous rappellons I’extension de
cette loi & une loi élastoplastique endommageable (Ulm, 1994). L’ojectif de ce modele étant la
prédiction des effets du dommage a 1’échelle macroscopique des structures sous chargements
cycliques. Une seconde extension a une loi visco-élasto-plastique avec écrouissage visqueux est
ensuite montrée (Sercombe, 1997). Le but de cette loi étant la modélisation du comportement du
béton en dynamique rapide.

2-3-1. Modélisation élastoplastique du béton sous chargements monotones

Le béton est un matériau que I’on qualifie habituellement de fragile de part son comportement
instable se traduisant par 1'apparition de fissures visibles, lorsque la charge maximale qu’il peut
supporter est dépassée. Toutefois, on observe généralement au préalable une multifissuration du
matériau au niveau microscopique, pouvant étre considérée comme assez uniforme pour que le
matériau conserve son homogénéité au niveau macroscopique. C’est ce phénomene de micro-
fissuration qui est a I’origine du comportement non-linéaire du béton.

Les modeles macroscopiques se distinguent par le choix des variables macroscopiques utilisées
pour traduire ’effet de la micro-fissuration du béton sur ses caractéristiques mécaniques. Ces
modeles doivent étre suffisamment complets pour rendre compte des phénomeénes physiques
observables et assez simples pour identifier les variables introduites et quantifier les grandeurs
physiques correspondantes accessibles par I’expérience.

Dans ce paragraphe, nous commengons par détailler, en se placant dans 'hypotheése des petites
transformations, les composantes d’un modéle adapté au béton : le critére de plasticité, la regle
d’écoulement, la régle d’écrouissage....Dans ce schéma de comportement, nous ne tiendrons
compte ni des effets de vitesse ni de I'endommagement. Ceci représente une restriction
provisoire qu’on leévera plus loin lorsqu’on envisagera d’abord le couplage entre plasticité et
endommagemnent ensaite 'extension & la prise en compte des effets visqueux a origine des
effets de vitesse. Enfin, pour ne pas compliquer inutilement 1’étude, I’élasticité sera considérée
comme linéaire, afin de pouvoir attribuer sans ambiguité a la plasticité tout aspect non linéaire.

Considérons le béton comme un matériau élastoplastique écrouissable. L’énergie libre volumique
est définie non seulement par la déformation mesurable £ et par la déformation plastique €F, mais
aussi par une variable d’écrouissage y :

( ):C:(£—89)+U(x) (81)

Mlv-—*

W=(e, €7, )= Ve ')+ Ulo)=

ou Y€ - €P) représente 1'énergie élastique et U(y) I'énergie bloquée par écrouissage.
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L’utilisation de (81) dans (1) conduit a ;
p=0:&+¢: 320 (82)

Les variables internes sont £° et y avec comme forces thermodynamiques associées :

oV dU
- E=—

o= —
og’ dy

(83)

2-3-1-1. Critere de plasticité

En ce qui concerne le critére de plasticité, notre choix s’est porté€ sur le critere de Willam-Warnke
a 3 paramétres pour medéliser le comportement élastoplastique du béton sous chargements
monotones (Willam et Warnke, 1975). Ce critére a été utilisé par plusieurs anteurs, nous citerons
par exemple : Fauchet (Fauchet, 1991), Ulm (Uln, 1994) et Sercombe (Sercombe, 1997). 11 peut
&tre considéré comme un critere de Drucker-Prager adapté au béton dans le domaine des faibles
pressions hydrostatiques. La figure 2-9 représente ce critere dans les demi-plans (7, 0) et montre
que la forme des méridiens de traction (6 = 0°) et de compression (6 = 60°) est approximée par
une droite dans le domaine de faibles pressions hydrostatiques. Par rapport au critere de Drucker-
Prager, le critére dépend de 'angle de Lode 0. Le critére s’écrit en plasticité parfaite sous la
forme :

f(0)=1+f0)(0—-p) (84)

ou le triplet (g, 7, 6) sont les trois invariants du tenseur de contraintes 0 = s + 01, s désigne le
déviateur de 0. En Notant par g}, oy et oy, les valeurs principales du tenseur de contraintres @,
ordonnées tel que 0, 2 o, = gy, , on définit :

Ji2 ¢

o=tr(0) /3 T= %s:s 9=arccos(20’_a“mam) (85)

Le coefficient de frottement f (@) dépend de I’angle & et varie entre les 2 extrémes suivantes :

fe =f(60°) : coefficient de frottement sur le méridien de compression
fi =1 (0% : coefficient de frottement sur le méridien de traction

La figure 2-10 illustre bien les différences entre le critere de Willam-Warnke a 3 paramétres et
celui de Drucker-Prager dans le plan déviatorique. L’expression de f (), est telle que dans un
plan déviatorique, la section circulaire de Drucker-Prager se met sous la forme d’une portion
d’ellipse entre deux méridiens successifs, 'un de compression et I’autre de traction. Ainsi, le
domaine d’élasticité est un cone dont la section n’est plus circulaire (figure 2-10).
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Dans le cas particulier ol f; = f., f ne dépend plus de 6 : la coupe du domaine d’élasticité par un
plan déviatorique est donc circulaire, et le critere de Willam-Warnke revient au critére de

Drucker-Prager.

Meéridien de compression

Trajetde  .oooeee. B
charge en
compression simple

y _ o
Trajetde oo 4
chargeen / Trajet de
compression biaxiale charge en
traction simple

Figure 2-9 : Représentation du critére de Willam-Warnke a 3 paramétres

dans les demi-plans (7, 0)

Figure 2-10 : Représentation des domaines d’élasticité de Willam-Warnke & 3 paramétres

et de Drucker-Prager dans le plan déviatorique
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Pour rend;z V'nriisation du critere plus pratique, on peut exprimer les parametres du modele £, f;
et p, en fonction de trois caractéristiques mécaniques du matériau directement accessibles a
I'expérience : la résistance en traction simple ¢,, en compression simple ¢ et en compression
biaxiale ov.. Les relations sont les suivantes (Fauchet., 1991) :

37 . .
0. =—F="—p, si fc<«/§ sinon g = o<
B-7."
31
{0, =—=="—p, (86)
N O 7 p
3 f, . 3 .
o, =—F—"— st f, <— sinon g, = o<
be \/3 _ 2ﬁ s f n be
L’existence de ces trois caractéristiques impose alors les inégalités suivantes :
0< f. <3 et O_gf,s% (87)
De plus, la convexité du critére impose que :
1

Le critere de Willam-Warnke a 3 parameétres peut étre étendu a la prise en compte d'un
écrouissage isotrope (écrouissage ou 'on envisage, dans 1’espace des contraintes, une simple
dilatation homothétique de la surface de charge par rapport a ’origine). La fonction de charge
dépend alors non seulement des contraintes @ mais aussi de la force d’écrouissage ¢ associée a la
variable d’écrouissage x. Ainsi, si ’on considére la pression de cohésion p comme paramétre
d’écrouissage (parametre scalaire) tel que : p = z p,, I’expression (84) devient alors :

f(0,z)=1+ O (0—-zp,) (89
avec p, la pression de cohésion maximale déduite du systéme d’équations (86).

Cet écrouissage plastique est illustré sur les figures 2-11 et 2-12 ol ’on constate I’évolution du
domaine d’élasticité dans les demi-plans des méridiens de traction et compression (figure 2-11)
ainsi que dans une coupe déviatorique (figure 2-12). La surface de charge actuelle se déduit de
celle pour le cas plastique parfait z = 1 par une homothétie de centre 1’origine et de rapport z. De
méme que précédemment, la convexité du critere impose les inégalités (88).
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Figure 2-11 : Représentation du critere de Willam-Warnke a 3 parametres
avec écrouissage isotrope dans les demi-plans (7, g)

- o"

/Frontiére d'élasticite uitime z = 1

Frontiére d'élasticité initiale z =z,

oy

Figure 2-12 : Représentation du domaine d’élasticité de Willam-Warnke 2 3 paramétres avec
écrouissage isotrope dans le plan déviatorique
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2-3-1-2. Regle d’écoulement

L’évolution des variables de déformations plastiques est précis€ée par une régle d’écoulement
associée. La direction des déformations plastiques est alors normale 2 la frontiere du domaine
d’élasticité actuel et le potentiel plastique g est simplement défini par I'équation du critére (89).
La regle d’écoulement s’écrit donc sous la forme :

(0 0

d’ou;

tr(d€¥) = dy f(6)

L 'i 9f6)d6 ' €2y
ae 'd”(zr+ 76 20 Zp"))

2-3-1-3. Regle d’écrouissage

Afin de formuler la régle d’écrouissage, il est nécessaire de choisir une variable d’écrouissage
adéquate. Nous choisissons pour ce modele comme variable d’état thermodynamique
représentant I’évolution du domaine élastique, la variation de volume anélastique tr(€F). En effet,
considérons le comportement uniaxial du béton en compression. On peut distinguer les trois
phases suivantes (Chen, 1982) :

*0 - 30% de o, : domaine élastique.

* 30% - 75...80% de o. : Phase de fissuration stable ol les microfissures se propagent
lentement pour former des macro-fissures.

*75...80% - 100% de o, : Phase de fissuration instable oul les macro-fissures conduisent a
une diminution de 1’effort repris par le béton qui se traduit par un adoucissement.

Le comportement en traction du béton est dissymétrique par rapport au comportement en
compression.

De méme, dans les essais de compression simple ou biaxiale, on retrouve d’apres 1’évolution de
la variation de volume plastique tr(€), les mémes phases observées précédemment,  savoir :

* une relation élastique linéaire pour une contrainte appliquée inférieure a 30% de la
résistance.
*30% - 75...90% de la résistance : un comportement plastiquement contractant (tr(de?) <0).

*75...90% - 100% de la résistance : un comportement plastiquement dilatant (tr(deP) > 0).

Pour le comportement en traction du béton, il est uniquement plastiquement dilatant, donc
dissymétrique par rapport au comportement en compression.
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On peut ainsi considérer la variation de volume anélastique tr(€P) comme un indicateur
macroscopique du béton. Selon son signe, on distingue :

* tr(gP) < 0 : le béton a un comportement écrouissable. Nous distinguons la phase de
comportement plastiquement contractant pour laquelle tr(de’) < 0, et la phase de
comportement plastiquement dilatant pour laquelle tr(deP) > 0.

* tr(€P) > 0: le béton a un comportement adoucissant.

La variation de volume anélastique permet ainsi de différencier les comportements écrouissant et
adoucissant du béton, c’est pourquoi nous avons choisi de Iutiliser comme variable
d’écrouissage.

De méme que pour i'évolution des variables de déformations plastiques, on doit préciser
Févolution de la variable d’écrouissage y définissant & tout instant la force d’écrouissage
associée { et par conséquent la position des surfaces de charge dans I’espace des contraintes. On
introduit généralement la régle d’écrouissage a partir d’une fonction convexe appelée potentiel
d’écrouissage, a savoir :

dh .

ot h est le potentiel d’écrouissage.

Pour notre modele, on opte pour une regle d’écrouissage associée (h = f). Ces choix particuliers
de la variable d’écrouissage, y =tu€”, et d'une régle d’écoulement associée indiquent

I’expression suivante pour la force d’écrouissage { = {(x) dans le critere de Willam-Warnke
(89) :

£(0,8)=1+1(6) (0 —z, p, + () 93)

()
-

()= p, (z, ~2(0)) (94)
En effet, I'utilisation de (93) et (92) mene & :

dx=dyg§=dy f(8)=tr(de?) (95)

Ce qui conduit alors en comparant (95) avec (91),, a identifier la variation de volume plastique
tr(€P) comme variable d’écrouissage x. Au regard des restrictions (87) et (88), cette variation est
toujours positive et le comportement du matériau est alors plastiquement dilatant.
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On pourra par conséquent modéliser en traction le comportement adoucissant du béton, alors
qu’en compression les comportements €crouissant et adoucissant ne seront modélisés que pour
des états de contrainte compris entre 75 et 100% de la résistance. En vue du domaine limité, on
propose d’utiliser une seule fonction exponentielle reliant la force d’écrouissage § a la variable
d’écrouissage y. a savoir :

{;(X) =5 (Zo - Zun)(l — €Xp ["kX] ) (96)
ou Zg et z;, sont respectivement les seuils de plasticité initial et ultime, variant entre O et 1.
2-3-1-4. Traitement numérique

Pour ce critére qui s’écrit en fonction de I’angle de Lode, la méthode de projection dans
I’'incrément peut conduire a certains problémes numériques. En effet, le calcul de la dérivée

partielle du critére par rapport a cos 360 mene 4 :

of of Jdcosf 08 00 1

_ , = — 97
dcos3¢ dcos@ 06 dcos3d avee d cos36 3 (1~c0523g) O

Lorsque 6 tend vers 60°, (1 - cos > 30) tend vers zero, la dérivée premiere tend alors vers 'infini
et la dérivée seconde n’est naturellement pas définie pour 6 = 60° mais elle ne I’est pas non plus
pour 8 = 0°. Les dérivées secondes de la fonction de charge ne sont donc pas définies en tout
point, ce qui pose de sérieux problémes de convergence locales avec un schéma itératif local de
type Newton-Raphson. C’est pourquoi, notre choix s’est porté ici aussi sur la méthode explicite
de projection dans !’itération.

Les variables internes de ce modele étant €° et y, le traitement numérique consiste donc 2
actualiser, a I'incrément (n+1), non seulement le tenseur des déformations plastiques €° mais
aussi la variable d’écrouissage y.

Considérons pour cela les équations d’état (83). La différenciation de celles-ci conduit a :

n+l

0,,=0,+C:(Ae,, - Ae?,) (98)

avec AgP

n+l

= Ay d,f,., et fo1 donnée par la relation (89).

On définit le tenseur de contraintes statiquement admissible O',,, ainsi qu'un écrouissage
isotrope §.,, initial d'une manidre standard, en bloquant les évolutions plastiques (c’est 2 dire

AE* = Ay =0):

a:H-l = C:Mrﬁ»l +0n é;ﬂ Sk =po (Zo —Zuh)(l —€xp [—an]) (99)
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") 0. Si cette

*

On utilise alors O,, et &,,, pour vérifier le critére, c’est a dire f(O

I

condition n’est pas satisfaite, I’état de contraintes statiquement admissible O ., se trouve a

n+l]
Iexterieur de la surface de charge (f(0),,..,,) > 0); il est donc nécessaire d’effectuer une
correction plastique en projetant cet état de contraintes sur cette surface. Lors de cette projection,
on doit d’une part vérifier la condition sur le critére et d’autre part vérifier la condition des
contraintes planes, c’est a dire : ng.0y41.n0 = 0. On utilise pour cela un schéma itératif local dans
lequel on linéarise f a chaque itération (k) tel que :

£ =050 + 0615 1 00 + 9, £ 9,8 6x =0 (100)

n+l n+l n+}

En remplagant 60 et dy dans ’expression (100) par :

0™ =~ 6y® C:0,f37" &y =8y® 9, £ , (101)

n+!

Et en notant H'*;" le module d’écrouissage :

n+l

HE" == @057 9,805 == £(8)° p, k (2, = 2, ) exp [~k (102)
on obtient :
® f(k—l)
6}' ) - n-tl — (103)
HE + 0105 Cid, s

On corrige alors I’état de contraintes de telle maniere a satisfaire ’hypothése des contraintes
planes :

X =05~ oy C:3,£%" - diag[ L 1] BT (104)
1=y 1—v

On actualise les variables d’état selon :

En =& + Oy 01, (105)

£ =5+ O ALY = 4+ o 1(6) (106)

On effectue des itérations locales jusqu’a ce que le critére soit inférieur a une limite donnée :
£ |<TOL| S

n+l n+l

, et on actualise ainsi &P et ¥ 4 I'incrément (n+1).

Le tableau 2-4 présente un récapitulatif de la méthode de projection dans I’itération pour ce
modele avec prise en compte de la condition de contraintes planes.
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1. Calcul de la contrainte statiquement admissible 0, et de ’écrouissage {.,,:
0.,=C:Ae+0,
‘;‘;H = Cn =P, (Ze - Zuh) (1 —&Xp [_an] )

2. Vérification du critére :
Sif(o,,.¢.,,) < Oalors :

g.,= 0':,(, et g, = C:m
Sinon k = 0 aller en (3)

3. Calcul de la solution élasto-plastique : k = k+1

Résolution de 1I'équation :

£ = £157 = op® (HUD +9,£57:C:9,£57) =0

n+! o+l n+l o o+l o o+l

avec : HY" == (9,£%) 8,£%5" == f(6)" p, k (2, — z,,,) exp [-kxy"]

a+l n+l n+} n+l

k
a()

n+t

=01 - 8™ €13, 115" - ding| T 1 60
1=y 1—-v»

p(k) __ gpik-1) 8., 7y pik-i)
£n+1 - 8n+1 + 6'}/ do'fn-rl

£ =0+ 8 Y =+ 8y £(0)
4. Vérification de la convergence :
Si | £1%) | < TOL| £} | : Sortie

Sinon aller en (3)

Tableau 2-4 : Récapitulatif de la méthode de projection dans I'itération pour le modéle
élastoplastique de Willam-Warnke avec écrouissage isotrope et prise en compte de la condition
de contraintes planes.

2-3-1-5. Expression du tenseur de comportement tangent

Le tenseur de comportement tangent C* pour ce modéle est celui du modele plastique avec
écrouissage standard, & savoir :

C*=C (C:9,)(0,f:C) 107
H+9,f:C:9,f

avec, pour le modele de Willam-Warnke a 3 parameétres :

a,f=20_5 , fO), 37636

00 21 3 00 00

(0 -z, p-&(x)) et H le module d’écrouissage suivant

(102).
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La prise en compte de la condition de contraintes planes lors du calcul du tenseur de
comportement tangent se fait en utilisant la méme méthode que celle exposée au paragraphe
2-2-1-4, c’est a dire la méthode proposée par De Borst.

2-3-2. Extension au modéle d’endommagement plastique pour le béton en chargement
cyclique

Un des traits du comportement du béton n’est pas pris en compte par le modele élastoplastique
standard, comme celui de Willam-Warnke & 3 parametres présenté précédemment. 11 s’agit des
variations des caractéristiques élastiques du béton avec la micro-fissuration. En effet, si ’on
effectue une décharge lors d’un essai en compression simple, le module d’Young apparent du
matériau diminue. D’un point de vue pratique, cela signifie en particulier que ce modéle ne
permet pas de calculer des structures sous chargements cycliques (figure 2-13).

Une amélioration possible de ce modele consisterait a faire dépendre les caractéristiques
élastiques du matériau de la variable d’écrouissage y, celle-ci n’étant rien d’autre que la
déformation volumique anélastique tr(€”). On construirait alors un modele élastoplastique
endommageable, avec comme variable d’endommagement : la variable d’écrouissage.
L’accroissement de cette variable correspond a une ouverture des microfissures et par conséquent
a I'apparition et a I'évolution du dommage (c’est a dire la micro-fissuration) a [’échelle
macroscopique (Ulm, 1994).

m‘y

Effet du dommage sur
un cycle décharge-recharge

Variation des caractéristiques
élastiques (= endommagement)

Figure 2-13 : Représentation des limites de la modélisation élastoplastique concernant
I’application au cas de chargements cycliques
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Si I’on considere ’énergie libre du systeéme en élastoplasticité donnée par I’expression (81), elle
prend, en tenant compte de I’endommagement plastique, la forme modifiée suivante :

1 ‘
¥ =g, €%, 1)+ U(x)= 5 (e-€7):C(x):(e~€")+U(x) (108)
La dissipation intrinséque s’écrit alors :

oW BU‘) .50 (109)

o=0:& -2 2
(3x+ax *

: s NP1 A . . R
Cette expression (109) intégre un terme de dissipation 3 X , supplémentaire par rapport a son
X
équivalent en élastoplasticité. Ce terme est li€ a la dégradation irréversible des caractéristiques

¢lastiques. Selon I’expression de W définie par (108), on constate que la force associée a la
variable plastique y n’est plus la force d’écrouissage définie par I’equation (83), mais :

C=_§£_8_U=_}.(8_89);§_E(L):(8_8P)+.8_U (110)

La force d’écrouissage dépend a priori non seulement de la variable d’écrouissage mais
également de la déformation élastique & - €F. Par ailleurs, dans le cadre de I'hypothése des
déformations infinitésimales (c’est a dire (€ - £7) << 1), on peut négliger les termes quadratiques
en déformations dans I’expression (110), ce qui revient a supposer que :

oU
~—— 111
4 31 (111)

ou I’on retrouve la force d’écrounissage précédemment définie en élastoplasticité.

On complete ainsi le modele €lastoplastique en écrivant I’équation d’état dans le cas isotrope :
0 =2G(x)(e - e )+ K(x)(tr(e) - tr(e?))1 (112)

oi K et G représentent respectivement les modules de compressibilité et de cisaillement
dépendant de la variable d’écrouissage y. Ces modules s’écrivent en fonction du module
d’élasticité E :

B - _EG)
K(X)“3(1-2v) G(X)"2(1+v) (113)
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Une maniére de conserver ’isotropie du comportement réversible dans un modele €lastoplastique
avec endommagement consiste a traduire I'effet du dommage au niveau du module d’élasticité.
Les expériences montrent que le début de la variation du module apparent coincide avec le début
du comportement plastiquement dilatant (tr(d€®) > 0) (Chen, 1982). On suppose donc que la
variation de E en fonction de y se fait entre deux asymptotes E, et Ey, qui représentent
respectivement les modules d’Young initial et ultime (Mazars, 1984), d’ou :

AE()= (B, ~E,) (1 - exp [-kx])
E, <E,

E(x):Eo +AE(x) avec { (114)

Ayant ainsi défini la variation des caractéristiques €lastiques (module d’Young), le modele
élastoplastique de Willam-Warnke endommageable est entiérement construit. C’est par la
connaissance de 1'évolution des variables plastiques que l'on calcule la variation des
caractéristiques élastiques. :

2-3-2-1.Traitement numeérique
En ce qui concerne le traitement numérique de ce modele, celui-ci se fait de la méme maniere
que dans le paragraphe 2-3-1-4. Toutefois, le tenseur de comportement élastique C(y) dépend a

présent de la variable d’écrouissage y.

Considérons pour cela 1'équation d’état (83). On peut reformuler cette équation a I’'incrément
(n+1) par la relation suivante :

an+} =C(Xn+l):c-l(Xn):an +C(Xn+1):(A£ —MP) (115)

Si ’on suppose que le tenseur élastique C(y) s’exprime comme le produit du tenseur de
comportement isotrope C, et d’une fonction b(y) :

C(x)=C, b(x) | (116)
avee:

~Eu [EBu _ -
b(x)= B (E 1} exp(=ky) (117)

on peut alors réécrire I’équation (115) comme suit :

b(X1)
n+l n b(x . )

n+}

+C, b(X,): (AL, - AE2,) (118)
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Ou encore :
by
o.. (Xn) =0, +C, b(xn):(Aan—AagH) (119)
b(x n+l ) ’

*

On définit un tenseur de contraintes statiquement admissible O,

ainsi qu’un écrouissage

tels que :

isotrope initial ¢,

a:Hl =Co b(XH):Aem-l +0n C:M] =Cn =C(Xu)=po (Zo uzull)(}‘—exp [_an]) (120)

On utilise

"u et &, pour vérifier le critere, c’est a dire f(0,,,,8.,,) < 0. Si cette condition

n’est pas satisfaite, 1’état de contraintes statiquement admissible 0',, se trouve & I’extérieur de

la surface de charge (f(0'.,,.£’,,) > 0); il est donc nécessaire d’effectuer une correction plastique

en projetant cet état de contraintes sur la surface. Lors de cette projection, on doit d’une part
vérifier la condition sur le critére et d’autre part vérifier la condition des contraintes planes, c’est
a dire : ny.Ons1.00 = 0. On utilise pour cela un schéma itératif local dans lequel on linéarise f &
chaque itération (k). Ce schéma s’écrit :

fU0 _ g aafﬁf“ 00® + a;f(k-ﬂ axg“‘") o =0 (121)

a+l 0+l n+l

Par ailleurs, & partir de (118), Ie taux de contraintes 60* dans (121) est donné par :

00 =05 -0 =0 | o~ 1= 0™ €, by ) o fu (122)
b(Xm-l )

En linéarisant b(y%) ) a I'itération (k) :

blat) = b(xia") + 9, bk ox™® (123)

et en utilisant I’approximation de C, b(xﬁ,’i}):éa" par C, b(xi‘;‘”):és", on obtient la forme

suivante de I’équation (122) :
9, b "

60 ~ oy | U ——bfx(’;ﬂ) jo5tm - €. B(xe"): 911" (124)
n+l1
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Enfin, lut:h<atic.a de (124) dans (121) donne :

f(k~1)

Hy® = il (125)
HE 40,857 :C, b(x5"): 015"
avec :
a (k-1)
HE == (9,£55") 9,857 = 9,£%" 107 F—=os 9, £15Y (126)

b(x%:")

On notera alors que dans ce schéma d’intégration explicite, le module H’ est la somme du
module d’écrouissage H et d’un terme prenant en compte I’endommagement plastique. Pour le
critere de Willam-Warnke a 3 parametres, 1’équation (126) s’écrit :

HIY === FOF p, k (2, - 2) o[-

Eull (k-1)
[_1 - ?] kexp [~k "] (127)

[y

Eul Euh (k-1}
E—t - (E— - 1) exp [‘“‘an+1 ]

c [

+0, f&V . gk £(9)

g o+l n+l

Enfin, on corrige I’état de contraintes de maniére a satisfaire I"hypothese des contraintes planes :

a b(k—l) ,
015 =00 + 8" [af::-.“ SR = C () 08" |- ding L a0

b(xfl’i]”) 1-v 1-v»
(128)
puis on actualise les variables plastiques :
£70 = €157 + oy 9 ek (129)
Xon = Xon +0y% 0 £,57 (130)
On effectue des itérations locales jusqu’a ce que le critére soit inférieur 4 une limite
donnée :| &) {<TOL| 0 |.

n+l n+1

Le tableau 2-5 présente un récapitulatif de la méthode de projection dans I'itération pour ce
modele avec prise en compte de la condition de contraintes planes.

. . -
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*

n+l

]

n+i*

1. Calcul de la contrainte statiquement admissible ¢ __ et de ’écrounissage {

0,.,=Cbh(x,):Ae+0,
C:H-l =Cn =C(Xn)

2. Vérification du critére :

*

Sif(o.,,.5.,,) < 0alors:
Gnﬂ = 0';1"-1 et Cnﬂ = C:H—l
Sinon k = 0 aller en (3)

3. Calcul de la solution élasto-plastique : k = k+1

Résolution de I’équation :

£ = £~ oy (B 43,6557 €, B(xh):,£%57) =0

n+! o n+l *Yaotn+l

9, bk
k-1 k-1) +i k-1
( } :a( k X n a;f‘i_ﬂ )

o+l a+1 b( (k-l))

n+l

a+l 4l

avec : H/ D = _(atf(k-l))2 axc(k—l) _ 3af

d, bl
0% =000 +0y® |00 —0ms B A = €, b(xiV): 9,607 | = diag[ = ,1]66‘,1”
‘ b(xnﬂ) 1-v 1-v

gr® — gptk-l CS)/O” J. flk-b
n+!

n+l ¢ o+l

(k) __ , (k-1) k) (k-1)
Xoit = Xon1 T OY a;f

n+l

4. Vérification de la convergence :

f(k)

n+l

f(l))

n+l

Si <TOL
Sinon aller en (3)

: Sortie

Tablean 2-5 : Récapitulatif de la méthode de projection dans 1'itération pour le modele de
élastoplastique endommageable avec prise en compte de la condition de contraintes planes.
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2-3-2-2. Expression du tenseur de comportement tangent
L’expression du tenseur de comportement tangent C? ¢ pour ce modele s’écrit :

0.fo®3d,f:C,0,b
H' +0,f:C, b(x):9,f

CePd =Ce"(x)+ (13D)

of s  f(H) df()ab
—— T c— 1

36 2c 3 ' 08 o0
précédemment.

avec 0,f = (0-2z,p,+4(x)) et H le module précisé

Dans I’équation (131), C*®(y) représente le tenseur de comportement tangent du modéle plastique
avec prise en compte d’une élasticité dépendant de la variable yx :

(CO b(x):aaf) ® (aof :C, b(x))
H' +0,f:C, b(x):9,f

C™(x)=C, b(x) - (132)

alors que le second terme résulte de I’endommagement plastique.

La prise en compte de la condition de contraintes planes lors du calcul du tenseur de
comportement tangent se fait encore en utilisant la méme méthode que celle exposée au
paragraphe 2-2-1-4, c’est a dire la méthode proposée par De Borst. Grice a sa généralité, elle
reste valable quelque soit la forme de I’opérateur tangent.

2-3-3. Extension aux bétons a hautes vitesse : modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux

Dans ce paragraphe, une seconde extension du modele élastoplastique est considérée pour rendre
compte du comportement du béton en dynamique rapide : le modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux, développé par Sercombe (Sercombe, 1997).

Pour modéliser le béton a hautes vitesses, deux phénomenes sont a prendre en compte : d’une
part la fissuration et, d"autre part, I’augmentation de la résistance du béton associée aux effets de
vitesse au niveau microscopique. En effet, Rossi a proposé I’explication suivante pour ces effets
de vitesse (Rossi, 1991) : dans un essai de traction, les parois des pores des bétons sont écartées
I’'une de I'autre; s’il y a présence d’eau, elles sont soumises & une force de rappel lie 2 la
viscosité de I’eau. Cette force a été mise en évidence sous le nom d’effet Stefan pour des plaques
infinies distantes de % et entre lesquelles se trouve un liquide de viscosité 5. Ainsi, si cet effet est
présent au sein du béton, il doit &tre majoritairement créé par I’eau des nanopores qui sont inclus
entre les feuillets des cristaux CSH. Cette explication a été confirmée par Toutlemonde
(Toutlemonde, 1995) au travers d’essais de traction a haute vitesse sur des éprouvettes en bétons
humide et sec : pour des éprouvettes saturées en eau libre (eau de gichage conservée au sein des
pores du matériau) les effets de vitesse sont trés significatifs; en revanche, ils sont quasi
inexistants pour le béton sec.
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Le modele visco-élasto-plastique développé par Sercombe (Sercombe, 1997) consiste a utiliser
I’approche élastoplastique standard pour modéliser la fissuration : on note € le tenseur de

déformation de 1’élément de volume, EP le tenseur de déformation plastique représentant la
déformation permanente du squelette et y la variable d’écrouissage. L’effet stefan est intégré en
introduisant une variable x prenant en compte a I’échelle macroscopique les phénomenes
visqueux au niveau des nanopores. Cette variable représente une déformation visqueuse moyenne
provoquée par }’écartement des nanopores dans I’ élément de volume.

2-3-3-1. Le modele de Sercombe

Pour un matériau visco-€lasto-plastique écrouisable, I'énergie libre volumique est paramétrée par
les variables €, EF, y et x, soit :

W=We,e, . x)= W(€- €. x)+ U(x, x) (133)
Notons que et U dépendent a présent de la variable x.

L’utilisation de (133) dans I’équation (1) conduit a ’expression suivante de la dissipation
intrinséque du matériau visco-élasto-plastique écrouissable :

DP=0:E+Lj+A %20 (134)
Les variables internes étant EF, y et x, les forces associées sont données par :

0¥ ouU o(¥+0)
= — R A =cn 7
g o€’ ¢ ox * d X (135)

Par rapport aux équations d'état (83) établies pour le modele €lastoplastique, nous avons pour le
modele visco-élasto-plastique une équation supplémentaire définissant la force thermodynamique
A, associée aux évolutions de la variable x.

Considérons a présent la transformée de Legendre-Fenchel (Coussy, 1995) de 1'énergie élastique
Y. Celle-ci s'écrit :

v =0:(E-¢€)-¥ (136)
Les équations d'état deviennent :

¥ _.9u A, _2¥-y) (137)

E-¢€P =
oo oy
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ou encore sous forme différentielle :

2 2
d8~—d8p=ayf:d0'+a?,dx (138)
02 o0 ox
°U 0’ U
di=- dy- d 139
¢ o xdx x 0 xd X * (139)
g Pu . F(¥-U)
dA = :dg - d d 140
a0 W g Xt T e & (140)

-
<

0T ox

de contraintes @ et la déformation moyenne x. En le désignant par B, 1'équation (138) devient :

Le tenseur du second ordre de I'équation (138) est un terme de couplage entre le tenseur

dE -de? =C':do + B dx (141)

ou C! représente le tenseur de compliance élastique. Dans cette relation, le terme « B dx » peut
étre considéré comme un incrément de déformation visco-élastique d€¥ dépendant de l'incrément

de déformation moyenne dx, ce qui permet de réécrire (141) aprés inversion sous la forme
suivante :

0’ =C:(d€ - dg* - dg") avec: d€' =Bdx (142)

Par ailleurs, 1’équation (139) montre que la force d’écrounissage { dépend non seulement de la
variable d’écrouissage plastique y mais aussi de la déformation moyenne visqueuse X associée
aux effets de vitesse. Ceci met en évidence deux types d’écrouissages : un écrouissage plastique
classique et un écrouissage dit « visqueux » qui s’ajoute au précédent. C’est & travers cet
écrouissage visqueux que sont pris en compte les effets de vitesse sur le seuil de plasticité.

Notons toutefois que 1'écrouissage plastique n’apparait que quand le point de charge se trouve
sur la surface (c’est a dire pour f = 0), alors que I’écrouissage visqueux apparait quelle que soit la
position du point de charge (c’est a dire pour f <O et f = 0).

Les évolutions des variables internes de déformations et d’écrouissage plastiques étant décrites
respectivement par les reégles d’écoulement et d’écrouissage, il est nécessaire de définir

également pour la variable interne de déformation moyenne visqueuse X, une loi d’évolution. La
loi linéaire suivante a été proposée (Sercombe, 1997) :

A =7x% ' (143)

ol i représente la viscosité associ€e au phénomene physique & 1’origine des effets de vitesse.

[
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De plus dans ce modele, le tenseur de couplage B s’écrit en fonction du déviateur s du tenseur de
contraintes et du second invariant 7 de ce déviateur :

B=_ (144)

Les équations (143) et (144) conduisent a ;

9’U 82(U - !If’) 3w
dA =dr - kdx — d avec: K= = -C:B:B 145)
g ox dy x d x* d x* (145
et apres intégration :
A —r—/cx—_fasz =% (146)
x ax o Y =17

Ainsi, la formulation du modéle visco-élasto-plastique est entitrement définie. Reste 2
déterminer a présent, d’'une part les différents parameétres de ce modele et d’autre part
I’expression de I'écrouissage visqueux.

2-3-3-2. Identification des parametres du modéle
La figure 2-14 illustre le modele visco-€lasto-plastique avec écrouissage visqueux pour le cas

unidimensionnel, les parametres du modele étant le module dynamique E, la rigidit€ « et la
Viscosité 7.

ke

oy
= ANN—s

o=E(—-¢—¢)

AANANAN

| gy o
Jf N —
7 de’/dt
CD
S e
p : Fre £
e 4 7 o

Figure 2-14 Modele visco-€lasto-plastique (1D) avec écrouissage visqueux
(d’apres Sercombe, 1997)
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Leur identficarion a éié montrée par Sercombe (Sercombe, 1997) pour des vitesses de
chargement comprises entre 10" GPa/s et 100 GPas.

Considérer que les effets de vitesse au niveau macroscopique résultent de ’effet Stefan conduit a
dire que les forces de cohésion au sein des nanopores augmentent avec la vitesse de chargement,
tandis que la déformation moyenne visqueuse X diminue. Ainsi, dans le cas ol la vitesse de
chargement est infinie, la variable x peut étre considérée comme négligeable par rapport a la
déformation élastique €° et le module d’élasticité E est alors égal au module d’élasticité mesuré a
cette vitesse de chargement :

E= Eiyn (147)

En revanche, dans le cas oli I'on charge trés lentement le matériau (c’est a dire comme dans un
cas de chargement statique), les effets visqueux deviennent négligeable (x = 0). En notant par

Egtaic le module d’Young apparent du béton, on obtient :

1 1
x E_ E™ (148)

static
ce qui permet d’obtenir la rigidité «.

Entre ces deux cas limites, I’évolution de la déformation moyenne visqueuse x est donnée par
I’équation (146) et contrdlée par le temps caractéristique 7. = #7/k. La viscosité  peut €tre estimée
en considérant que ce temps caractéristique est constant et égal a 50 secondes pour tous les
bétons.

Enfin, la relation liant la force d’écrouissage { a la déformation moyenne visqueuse X peut
¢galement €tre déterminée a partir des essais de traction en haute vitesse. L’expression de cette
relation a été proposée par Sercombe (Sercombe et al., 1997) -

{, (x)=521a M - 1) (149)
) log{o, / k) |

ou {, est la force d’écrouissage dans le cas uniaxial.

L’extension de cette relation a des vitesses de chargement hors de la gamme considérée (c’est a
dire ne variant pas entre 10”° GPa/s et 100 GPa/s) est basée sur le raisonnement suivant : pour des
chargements inférieurs 2 la vitesse statique de référence (107 GPa/s), les effets de vitesse ne sont
pas considérés. Pour des vitesses de chargement supérieures a 100 GPa/s, I’angmentation de
résistance en traction directe n’est plus due a un phénoméne visqueux au sein des nanopores.
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Dans notre étud«, nous avons choisi d’utiliser le critére €lastoplastique de Willam-Warnke a 3
parametres présenté dans le paragraphe 2-3-1 pour modéliser le comportement du béton en
dynamique. Ceci nécessite donc, en plus de I’écrouissage plastique, I'introduction d’un
écrouissage visqueux permettant de rendre compte des effets de vitesse dans le critere de
plasticité (93), a savoir :

£(0,5)=1+ f(6)(0~z, p, + {1 X)) (150)

Pour cette introduction, nous avons choisi de modifier 1’expression de la pression de cohésion p,.
D’apreés les relations (86), cette pression s’exprime en fonction de la contrainte de tracion
maximale sous chargement statique g; et du coefficient de frottement sur le méridien de traction f;
comme suit :

P, = ﬁﬂ‘. o, (15 1)
31,
Pour un chargement dynamique, on pourrait définir p®" par analogie & p,, par :
dyn - \/5 + jt O,d'yn (152)

3f,

ott 0" représente la résistance dynamique en traction direct qu’on peut exprimer en fonction de
la résistance statique o, et de la force d’écrouissage {, donnée par (149).

0" =0+ 8u (x) (153)
il vient :
P =po(1+§—°CII(X)J=poZ(X) (154)

Utilisant (149) dans (154), on obtient la fonction z(x) traduisant I’écrounissage visqueux associé
au critere de Willam-Warnke a 3 paramétres :

o log (0, / &)

t

z(x)=|1+2 5.21a[—]°g("—“/§)~1J (155)
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Les écrouissages plastique et visqueux sont donc définis indépendamment "un de l'autre. En
prenant en compte d’une manieére additive I'écrouissage plastique selon [’équation (94),
I’'expression de z(y, x) intégrant ces deux écrouissages et permettant de préserver le découplage
peut se mettre sous la forme :

lo \/3
2y, x) =z, + (2 — 2,) (1 - exp [—xy] )+ -git— 521a (gg‘g-(-%ﬁj - 1} (156)
De cette relation, on déduit la force d’écrouissage {(y, X) :
2
Pl - log (xﬁ)
C(x, X) =p, (Z0 - Zuit) (1 — €Xp [—Kx] )+ 0_—[ 521« (m - 1) (157)

Cette relation (157) a été validée en traction et en compression & haute vitesse par Sercombe
(Sercombe, 1997). Nous allons 'utiliser pour des calculs avec les éléments de coque
multicouches développés dans le chapitre 1.

2-3-3-3. Traitement numérique :

De méme que pour les modéeles précédemment exposés, on utilise la méthode de projection dans
P’1tération pour actualiser a I'incrément (n+1) les variables internes de ce modeéle : le tenseur de

déformations plastiques €®, le paramétre d’écrouissage y et la déformation moyenne visqueuse X.

Par ailleurs, a la différence avec le modele plastique standard, le domaine d’élasticité dépend a
présent de la déformation visqueuse. Ceci modifie a la fois I'état de contrainte et la force
d’écrouissage. Il convient alors de décomposer la projection en deux problémes successifs de
résolution : un probléme viscoélastique et un probléme visco-élasto-plastique.

Ecrivons I’équation d’€tat (142) sous la forme algorithmique suivante :

0,.=0,+C:(Ag,, - A}, - AE},) (158)

n+l

avec AgP. = AL, d,f,,,, fns1 donnée par la relation (150); et AEY,, =Ax_,, B

n+l n+! n+l n+l °

Le probleéme viscoélastique consiste a projeter 1’état de contrainte viscoélastique :

0., =0, +C:Ae

n+]

nrl

S,

-C: Ax,,, — (159)
2 n+l

sur la surface limite définie par la loi cinétique an sein d’un schéma d’intégration d’Euler

implicite :

Axn+
F=7@ A L-7,,, +kx,, =0 (160)

i-
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Lors de cette projection, on doit d’une part vérifier la condition sur le critére et d’autre part
satisfaire la condition de contraintes planes, c’est a dire : ng.Gy..np = 0.

En procédant comme précédemment pour le modele plastique, on linéarise F A chaque itération
(k). Ce schéma itératif local s’écrit :

(k) _ k-1 (k-1) . ve (k) (k-1) | g (k) _
FO = F&V 4 9, B&D 60 M+ 9 F5V:0x® =0 (161)
avee |
) s(k—l)
0070 =0 — oY = - 0x ' C s (162)

n+l1

Utilisant (162) dans (161), on obtient :
FED - 5x™ 9, F&: C:BYY + 9 F&V 8x® =0 (163)

n+l X7 N+l

ce qui conduit a :

S o
5)(“() = - ——‘E:l_n (164)
2,0+l
. Rkl _ (k=1) . . k=D (k1)
avec : B35, =—0,F 1 C:B[’ +d,F (165)

On corrige alors I’état de contraintes de maniere a satisfaire I'hypothése des contraintes planes :

0" =0~ oxY C:B " - diaglilzv, 131; , 1] 9o, (166)

ve {k)

ol d0,;"" est la contrainte dans la direction z issue de la projection viscoélastique.

On effectue des itérations locales jusqu’a ce que le critére soit inférieur a une limite donnée :

F* 1< TOL! F% |. Une fois cette condition satisfaite, on obtient la contrainte visco-élastique
ve . . sz . Posen Ve
0 .., mais aussi la force d’écrouissage initiale &, :
ve ve R T (k)
Cnﬂ - C(xnﬂ’ xn) avec . xnﬂ - xn + Zax (167)
k
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On utilise alors cette solution viscoélastique pour vérifier s’il y a des €volutions plastiques :

f(0,,65)>0 Ay,., >0 (168)

f(0.5,,805)<0 = Ay,., =0

Il est utile de noter que dans le modele plastique standard, I’état initial est enti¢rement défini par

la contrainte statiquement admissible, 0., . alors que dans le modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux cet €tat est composé a la fois d’une contrainte initiale et d’une force

Ve ve

d’écrouissage initiale (0 ., , 5, ), solution du probléme viscoélastique.

Le probléme visco-élasto-plastique consiste, lorsque f(05,.5..,) > 0, a effectuer une double
projection de la contrainte :

0. =0 +C:At,, —C:(Axm ~2-SJ’L‘—+A)/M a[,f) (169)
rn-H y

d’une part sur le critére plastique (150) et, d’autre part, sur la loi cinétique (160).

En linéarisant ces deux surfaces limites a chaque itération (k). c’est a dire le critére plastique :

£ = £57 49,857 160 +(3,£57) 9,L y™ + 2,£557 3, 6x* =0 (170)

n+l
et la loi cinétique:

El =F5" +0,F5" 160 +0, F5" 0. f%57 8y™ + 9, FlV 6x¥ =0 (171)

o+l x - n+l n+l1 X7 0+l

et en notant la contrainte de correction ;
K N PR U B IR (S s
60 = - C:{x® BEY +0y™ 0,157) (172)

on obtient le systéme de deux équations & deux inconnues suivant :

(x-1) (k-1) (k) " (k1)
Qg Agn || OF [-f,,+1
= (173)

(k-1) {k-1) (k} _ k-1
ﬁl, n+l 2, n+l 6X Fn+l

'
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avec :

ol =0,L07 (90") -0 €10, Bl (174)

a2 =0, - 0,7 1 C: B (173)
b == 0o 1 C1056,5" + 0, Bl 060" (176)

B =- 3 F" C:BL 43, am)

La résolution de ce systeme de deux équations & deux inconnues conduit a la détermination des
incréments &Y™ et 0x™. Ces quantités sont alors utilisées pour corriger 1’état de contraintes avec
(172) tout en satisfaisant la condition de contraintes planes :-

o® =g*) _ sg® — diag[lzv, 1; , 1] 55 (178)

Ces opérations sont réitérées jusqu’a ce que les critéres plastique et visqueux soient inférieurs a
une limite TOL donnée par l'utilisateur :

f(O\

p+i

f(k)

n+!

| S |<TOL|EQ | et < TOL

n+1

179

avec TOL << 1. On actualise ainsi le tenseur de déformations plastiques EP, le paramétre
d’écrouissage y et la déformation moyenne visqueuse x a I’incrément (n+1).

Le tableau 2-6 présente un récapitulatif de la méthode de projection dans Yitération pour ce
modele avec prise en compte de la condition de contraintes planes.
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1. Calcul de Ia contrainte statiquement admissible :

0..,=C:Ae_,+0,

n+l

ve ve

2. Calcul de la solution visco-élastique : 0%, et ', k=k+l

(k~1)
éx(k) S FM-]
(k-1)
2.8+1
ve __ o vek-l) {k)
X2 =% +0x
ve (k) _ peve(k-1) ® ¢~ k=D . v v —ve (k)
o o ~-o0x¥ C:B " —dia 1{00
T i P | Rl 5 | g 1—1",1—1’, 7z

Lo =C(xsn x.)

3. Vérification de la convergence :

F(O)

n+l

<TOL

Sinon retourner en (2)

aller en (4)

n+l

Si ; F®

4. Vérification du critére :

SI f(a"e 'C"e )"'<"0 alors : anﬂ = 0;:-1 et§n+1 =C;il

n+l n+l

Sinon k =0 aller en (5)
5. Calcul de la solution visco-élasto-plastique : k = k+1

Résolution du systéme :
tk-1) (k-1) k k-1
af, n+} a2, n+l 67’( ) - ("'fé.ﬂ ) J

(k-1 (k~1) (k) k-1
1. n+l 2, n+l Ox Fn+1

K(k) = x(kﬂl) +6x(k)

“Fa+l n+l
p(k) _ pop(k-1) (k) (k-1)
an*i - 8n+! + 6}’ a'} fn+!

(k) (k1)

—_ (k) (k-1)
Koot = Xost +OY a; oo

o =0%"-C: (5)((") B +6y™ 9 f(“)) - diag!:1 d

n-l n+t o n+l
-V

Con = C(xn-ﬂ’ Xn)

6. Vérification de la convergence :
Si | E% |<TOL

n+l

Sinon aller en (5)

L,l 55
1—-y =

F© £ 1< TOL| £ | - Sortie

n+l

et

Tableau 2-6 : Récapitulatif du traitement numérique du modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux
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2-3-3-4. Expression du tenseur de comportement tangent

Comme point de départ, considérons I’équation d’état incrémentale (142) établie précédemment.
Celle-ci conduit & I’expression suivante du tenseur de comportement tangent C pour ce
modele :

.d_Z‘_:(

dy
CP=C-~-—L:C:0,f~ C:B 180
de ¢ de ) (120)

Comparativement a 1’expression classique du tenseur de comportement tangent élastoplastique,
le calcul du tenseur de comportement visco-élasto-plastique requiert I’évaluation des deux

i ke dy  dx | s i : »
dérivées suivantes : El et e La premiere est généralement définie a partir de la condition de
&

consistance qui, dans notre cas, prend la forme suivante :
df=aof;da+acf(ax§ dy 9, +9,& dx)=0 (181)

dans laquelle apparait, en plus du terme plastique dy. un terme lié a la déformation visco-
élastique dx. Le calcul de dy en fonction de d€ ne peut donc pas étre dissocié du calcul de dx en
fonction de d€. Pour ce dernier, une condition supplémentaire dépendant a priori également du
schéma d’intégration des contraintes utilisé, est nécessaire. Ainsi, pour le schéma explicite, on
pourrait utiliser comme condition supplémentaire l'équation régissant I’évolution de la
déformation visco-€lastique x en supposant Ax/At constant dans I’incrément. Cette hypothése
permet d’écrire :

Ax
d(-A—t)=dA=80A:da+axAdx+axA dx =0 (182)

L’hypothese d’une vitesse de déformation constante dans 'incrément permet de définir par
analogie une seconde « relation de consistance » dA = 0. Si I’on remplace dg dans les équations
(181) et (182) par son expression (142), on obtient le systtme suivant a 2 équations et 2
inconnues :

H, H,\(dy a,f:C:de ,
= (183)
H, H,){dx d,A:C:de
avec :
H, =0,f:C:0,f +9,f% 9, (184)
H,=0,{:C:B+9.f9,f (185)
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H,=0,A:C:0,{ -0 ,A 0. f (186)
H4=80A:C:B+8XA (187)

La solution de ce systeme, reportée dans 1’équation (180) donne I’expression générale du tenseur
de comportement tangent visco-€lasto-plastique pour le schéma explicite :

d d d d

H H
C* =C~|i—g—28(,A:C—%“—Baf:C]:C:BOf—[—ﬁlaaf:C-—H—laaA:C]:C:B (188)
avec : Hy = H3 H, - H; Hy le déterminant du systéme (183).
La forme modifiée du tenseur de comportement tangent ne modifie pas la prise en compte de la

condition de contraintes planes lors de son calcul. On utilise la méthode proposée par De Borst,
méthode exposée au paragraphe 2-2-1-4.
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2-3-4. Récapitulatif de la modélisation du comportement non-linéaire du béton

Nous présentons ici un rapide récapitulatif de la modélisation du comportement non-linéaire du
béton. Le tableau 2-7 présente les critéres, les régles d’écoulement ainsi que les résultats d’essais
nécessaires 4 la détermination des parameétres des différents modeles présentés.

Modeéle élastoplastique de Willam-Warnke a 3 paramétres
3 parametres : f, fi, Po

Critere de plasticité

f(0,8)=1+f06) (0 -2, p, +(x. %))

Reégle d’écoulement

s _fO), /)00,
2t 3 56 a0 Z*’p"*C)J

e =

Regle d’écrouissage

dy =dy f(0)=tr(dg?) 20

Evolution du domaine
d’élasticité

&(x)=p, (2, - 24) (1 — exp[-kx] )

Résultats d’essais nécessaires

. compression simple
. traction simple
. compression biaxiale

Extension au modeéle élastoplastique endommageable

Variation du module
d’Young en fonction de y

AE(x)=(E,, -E,) (1 — exp [-k(x)] )

E{x)=E, + AE(y) et
(x) (x) {E<E

Extension au modéle visco-élasto-plastique avec écrouissage
visqueux
6 parametres : f., fi, Pos E, K,

Evolution du domaine
d’élasticité : introduction
d’un écrouissage visqueux

&t %)= . (2, = zu) (1 - exp [-xx] )

2
+ P [5.21 a (M 1”

o log (o, / k) -

t

Résultats d’essais nécessaires

. compression simple
. traction simple

. compression biaxiale
. module d’élasticité dynamique
. module d’élasticité statique

. augmentation de résistance en traction directe par unité log

Tableau 2-7 : Récapitulatif de la modélisation du comportement non-linéaire du béton
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2-4. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un ensemble de lois de comportement a variables internes
pemettant la modélisation des comportements de I'acier et du béton sous divers chargements. Le
but étant d’utiliser ces modéles au sein d’éléments finis de coques multicouches développés au
chapitre 1, pour le calcul de structures en béton armé soumises a des chargements statiques,
dynamiques et cycliques.

Nous avons commence par présenter les cadres théorique et numérique des lois de comportement
a variables internes. Pour le cadre théorique, nous avons utilisé une approche thermodynamique
en supposant les perturbations petites et les évolutions isothermes. Cela se justifie par le fait que
cette approche nous permet non seulement de bien définir les variables macroscopiques utilisées,
mais aussi d’imposer certaines restrictions sur les évolutions de ces variables. En ce qui concerne
le traitement numérique, deux algorithmes ont été présentés : I’algorithme de projection dans
I'incrément et 1’algorithme de projection dans I'itération. Lors de ces développements
algorithmiques, nous n’avons pas omis d’introduire I'hypothese des contraintes planes; les lois a
variables internes vont en effet étre utilisées par la suite au sein d’éléments finis de coques
multicouches ol I’on admet cette hypothese.

A partir de 13, nous sommes passés a la modélisation du comportement de 1’acier et avons
présenté deux lois de comportements & variables internes : une loi élastoplastique parfaite de
Von-Mises pour le cas de chargements monotones croissants et une loi plastique anisotrope de
Hill permettant la modélisation du comportement des lits d’armatures croisées existant dans les
structures coques en béton armé.

Nous nous sommes ensuite intéressés a la modélisation du comportement du béton. Notre choix
s'est porté sur le modele élastoplastique de Willam-Warnke a 3 parameétres pour le cas des
chargements monotones croissants. Une premiere extension de ce modeéle & un modéle
élastoplastique avec endommagement a été effectuée; I’objectif étant de prendre en compte les
effets du dommage a I’échelle macroscopique des structures sous chargements cycliques. A cette
échelle, on considere que les variables plastiques du matériau modélisent la micro-fissuration, et
la variation des caractéristiques élastiques I'effet du dommage di a la refermeture incompléte des
fissures. La construction du modéle €lastoplastique endommageable consistait donc a faire
dépendre les caractéristiques élastiques du matérian d’une variable plastique particuliére : la
déformation volumique anélastique tr(g”). Cette variable a été choisie comme variable
d’endommagement car son augmentation correspond a une ouverture des microfissures et par
conséquent a I’apparition et évolution du dommage a 1'échelle macroscopique. Une seconde
extension du modele élastoplastique de Willam-Warnke a un modele visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux, a été montrée. Ce modele permet de rendre compte du comportement du
béton en dynamique rapide. Pour cela, un écrouissage non-plastique, ou plus précisément
visqueux, traduisant directement au niveau macroscopique I’augmentation de résistance du béton
observée A haute vitesse, a été formulé€ puis introduit.
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Nous disposons ainsi de modeles de comportement :

- Pour Iacier : élastoplastique pour le cas de chargements monotones croissants et anisotrope
pour les lits d’armatures croisés.

- Pour le béton : élastoplastique pour le cas de chargements monotones croissants, élastoplastique
couplé a I’endommagement pour le cas de chargements cycliques, et visco-élasto-plastique avec
écrouissage visqueux pour les bétons en dynamique rapide.

Enfin, pour le traitement numérique de ces modeles, nous avons opté pour I’algorithme explicite
de projection dans [I’itération. Ce choix s’explique par le fait que 'utilisation de I’algorithme
implicite de projection dans I’incrément conduit a des temps de calcul importants vu la résolution
d’un systeme de plusieurs équations a chaque itération locale. De plus, cet algorithme impose le
calcul des dérivées secondes de la fonction de charge f, comme nous I’avons constaté dans le cas
de la plasticité parfaite, ce qui peut étre extrémement fastidieux et peut conduire a des problemes
de convergence pour certains criteres plastiques (notamment ceux dépendant de ’angle de Lode
comme le critere de Willam-Warnke).
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CHAPITRE 3

EXEMPLES DE VALIDATION NUMERIQUE







3-0. Introduction

Les développements effectués lors des chapitres précédents sont mis en oeuvre au sein du code
de calcul par éléments finis CESAR-LCPC (Humber, 1989).

Dans ce chapitre, nous indiquons bri¢vement 2 quel niveau de ce code nos développements ont
été intégrés. Nous validons ensuite notre approche a I’échelle des structures de coques en acier,
béton et béton armé, au travers d’exemples de validations numériques.

Pour chaque exemple présenté, les solutions numériques obtenues sont, dans la mesure des
publications existantes, comparées a des solutions de référence d’origine analytique, numérique
ou expérimentale. Enfin, et pour tous les exemples exposés, I’hypothése des petites déformations
est prise en compte.

Cing tests seront successivement évoqués au cours de ce chapitre :

- Iétude d’une coque sphérique en matériau élastoplastique parfait type Von-Mises,
soumise a son poids propre puis a une charge concentrée.

- I'étude d’une coque cylindrique en matériau élastoplastique parfait soumise a son poids
propre.

- I’étude d’une dalle circulaire en béton sous pression uniforme.

- Pétude, dans les domaines statique et dynamique, de dalles circulaires en béton normal et
a haute performance renforcées par un treillis soudé en acier.

- I’étude du flambement linéaire d’une colonne.
Pour chaque test présent€é, des graphes permettant de vérifier ’accord des solutions numériques

par rapport aux solutions de référence, sont proposés. A partir de ces résultats, nous précisons le
domaine d’application ainsi que les limites des outils proposés.
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3-1. Présentation du code de calcul par éléments finis CESAR-LCPC

Le code de calcul CESAR-LCPC est un programme général de calcul par la méthode des
éléments finis, particulicrement adapté & la résolution des problémes de génie civil et de génie
industriel : calcul des structures, mécanique des sols et des roches, thermique, hydrogéologie
(Humbert, 1989, Magnan, 1997 et Itech, 1997).

CESAR-LCPC désigne I’ensemble formé par : le pré-processeur MAX permettant la constitution
des données nécéssaires (maillage et jeu de données), le programme de calcul par éléments finis
proprement dit CESAR qu effectue la résolution numérique du probléme posé et le post-
processeur PEGGY permettant, par visualisation sur écran graphique, une analyse des résultats
du calcul par éléments finis effectué par CESAR (cf. figure 3-1).

Le programme de calcul CESAR effectue la résolution namérique du probléme posé en offrant a
Putilisateur un choix de modules d’exécution spécialisés. Chaque module permet de résoudre un
probléme particulier en : élasticité linéaire, élastiplasticité, dynamique linéaire, diffusion,
thermique transitoire, consolidation... Ces modules, récemment enrichis par le module de
dynamique non-linéaire développé par Sercombe (Sercombe, 1997), font appel a la bibliothéque
des familles d’éléments finis du programme. En particulier, notre intervention a consisté a y
intégrer la famille d’éléments de coques multicouches a 3, 4, 6 et 8 noeuds (famillel5) et a
I"adapter avec différents modules (figure 3-2) et lois de comportement.

Les familles d’éléments font appel au schéma d’intégration des contraintes conduisant a la
bibliotheéque standard des modeles de comportement. C’est & ce niveau que se trouvent les lois de
comportement présentés au chapitre 2. Une cohérence a donc été établic entre la famille de
coques multicouches et ces lois de comportement (figure 3-3).

CESAR
MAX PEGGY
& i l
BASE DE DONNEES

Figure 3-1 : Organisation du code de calcul par éléments CESAR-LCPC
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Module Module | Module
d'exécution 1 d'exécution 2 d'exécution N

LIBELE «€— Sous programme tampon
permettant la connexion des
bibliotheques élémentaires avec
les modules d'exécution.

A4
Famille 01 : Famille 02 ; Famille 15 :
éléments de élémentsde } éléments de
massifs massifs coques | T
bidimensionnels tridimensionnels multicouches

Figure 3-2 : Intégration de la famille 15 dans CESAR-LCPC et adaptation avec les
différents modules d’exécution.

Boucle sur les points

d'intégration. @

Schéma d'intégration Schéma d'intégration

des contraintes dans
I'incrément.

élasto-plastiques avec |
endommagement.

Bibliothéque des

Bibliothéque des lois Bibliotheque des lois
critires de plasticité.

d'évolution visco- d'endommagement.
élastiques.

RMCRIT.
Von-Mises. Willam-Warnke Willam-Warnke
4 3 paramétres. modifié.

Figure 3-3 : Liaison entre la famille15 et la bibliothéque des lois de comportement
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3-2. Exemples de validations numériques

Apres avoir brievement présenté 1’architecture générale du programme de calcul par éléments
finis CESAR-LCPC et indiqué a quel niveau nos développements ont été intégrés, nous
présentons a présent une série de tests de validations numériques. Les résultats obtenus seront
comparés soit a des résultats numériques extraits de la littérature soit a des résultats
expérimentaux.

3-2-1. Coque sphérique sous chargement statique

L'exemple qui suit est celui d'une coque sphérique sous chargement statique. Cet exemple
classique, testé par Owen et Figueiras (Owen et al., 1983-a et 1983-b) et De Borst et Feenstra
(De Borst et al., 1990), permet de se familiariser pour commencer avec 1'approche multicouche.

3-2-1-1. Géométrie et modélisation

La coque, présentée figure 3-4, a une longueur de L = 6m et une épaisseur de h = 0.2m. Pour des
raisons de double symétrie, nous ne modélisons qu'un quart de la coque et appliquons des
conditions de symétrie. Les supports sont considérés comme articulés. Le maillage comporte 9
éléments de coque multicouche a 8 noeuds et la section est discrétisée en 8 couches.

= (2/5LYX +¥)

Figure 3-4 : Coque sphérique sous chargement statique
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3-2-1-2. Matériu

On utilise pour le matériau considéré, une loi élastoplastique parfaite de Von-Mises ayant pour
parameétres (cf. 2-2-1) :

E = 30000 MPa, v = 0.3, f, = 30 MPa.
3-2-1-3. Chargements

On applique d’abord une charge concentrée verticale au centre de la coque (point A). Le
chargement est alors augmenté d'une facon croissante jusqu'a la ruine. On effectue ensuite le
méme test en soumettant la coque cette fois a son poids propre. Chacune de ces sollicitations est
décomposée en seize incréments de chargement.

3-2-1-4. Résultats

Les figures 3-5 et 3-6 présentent respectivement le maillage déformé de la premicre analyse
numérique et les résultats sous forme d’une courbe charge appliquée - déplacement vertical au
centre de la coque (point A). Ces résultats sont comparés avec ceux obtenus par Owen et
Figueiras (Owen er Figueiras, 1983-b) qui utilisent un maillage de 9 éléments de coques
multicouches avec 8 couches dans I'épaisseur, ainsi que ceux présentés par De Borst (De Borst et
al., 1990) sur un maillage de 9 éléments de coque dégénérés a 8 noeuds avec 2*2 points
d’intégration dans le plan et 7 dans I’épaisseur. Une bonne concordance est alors observée.

-~ Maillage initial
~—— Maillage déformé

‘\/

Figure 3-5 : Maillage déformé de la coque soumise
au chargement vertical appliqué en son centre
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Figure 3-6 : Courbe charge appliquée - déplacement du point A
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Figure 3-7 : Courbe charge appliquée-déplacement du point A
- Influence du maillage -



Exemples de validation numérique 114

-
\\

”

F=25KN

I3
4 -

/-

\ J )
5’1

, \\/
F=3.75 KN

o
s
7
y;

Figure 3-8 : Etendue des zones plastiques
- coque soumise au chargement vertical appliqué en son centre -

Notons toutefois la dépendance de la réponse vis-a-vis du nombre d’éiéments. Comme le montre
la figure 3-7 , par rapport a la solution de référence obtenue avec un maillage de 9 éléments, la
charge ultime diminue de maniére considérable avec I’augmentation du nombre d’éléments.

Enfin, la figure 3-8 représente I’étendue des zones plastiques sur le quart de la coque, et ce, pour
différents niveaux de chargement.

ILa seconde analyse consiste & considérer la coque soumise a son poids propre. La déformée ainsi
que les valeurs du déplacement vertical du point A en fonction du niveau de sollicitation sont
respectivement tracées en figures 3-9 et 3-10. Nous constatons que les résultats obtenus sont en
tres bon accord avec les solutions numériques proposées par Owen et Figueiras (Owen et
Figueiras., 1983-a) sur un maillage de 9 éléments de coque dits "semiloof"” avec 2*2 points
d’intégration de Gauss, ainsi que celles proposées par ces mémes auteurs (Owen et Figueiras.,
1983-b) en utilisant 9 éléments de coque multicouches avec 8 couches dans I’épaisseur.

Nous nous sommes ensuite intéressés a I'influence du nombre de couches sur la réponse. La
Sigure 3-11 présente les résultats obtenus sur un maillage de 9 éléments avec différents nombres
de couches dans la section : 2, 4, 6, 8 et 10 couches. Nous constatons clairement que plus le
nombre de couche augmente, plus les résultats s’améliorent et deviennent plus précis. Toutefois,
pour cet exemple, 4 couches suffisent pour obtenir une réponse correcte et proche des solutions
de référence précédentes.

Enfin, et de méme que pour la premicre analyse, nous avons représenté I’étendue des zones
plastiques sur le quart de la coque pour différents niveaux de chargement (figure 3-12).

(*) L'élément semiloof est un élément particulier faisant partie de la famille des éléments de type Kirchhoff
discret. Il a été proposé en 1976 par Irons (Irons, 1976) et décrit dans les références (Irons, 1976, Irons et al.,
1980, Razzague, 1981 et Hellen, 1986).
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----------- Maillage initial
~——— Maillage déformé

Figure 3-9 : Maillage déformé de la coque sournise a son poids propre

Poids propre {[KPa]

18

CESAR —_
Owen-8 couches *
Owen-semiloof a

1 1 A i

Il

0 4 X
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Déplacement du point A [m]

Figure 3-10 : Courbe poids propre - déplacement du point A
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Poids propre [KPa]

1.8
16 r
14 F !
12 r
"
08 +
06 +
2 couches _
a4 | 4 couches —_
6 couches PR
8 coriches —
0.2 1 10 couches —
0 . i I i 1 1 i !

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.93 0.035 0.04

Déplacement du point 4 [m]

Figure 3-11 : Courbe poids propre-déplacement du point A
- Influence du nombre de couches- Maillage a 9 éléments

Figure 3-12 : Etendue des zones plastiques
- coque soumise a son poids propre -
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En conclusion de ces premiers exemples utilisant une loi de comportement simple, nous
retiendrons :

- Une dépendance non-négligeable de la solution vis-a-vis du nombre d’é1éments.
- Une faible dépendance de la réponse vis-a-vis du nombre de couches.

3-2-2. Coque cylindrique sous poids propre

L'exemple proposé concerne une coque cylindrique soumise a son poids propre. Cet exemple de
validation a également été testé par Owen et Figuieras (Owen et al., 1983-a et 1983-b) et De
Borst et Feenstra (De Borst et al., 1990).

3-2-2-1. Géométrie et modélisation

La coque, présentée sur la figure 3-13, a une longueur de 2L = 15.2m et une épaisseur de h =
0.076m. Les bords longitudinaux de cette coque sont libres tandis que les bords courbes sont
simplement appuyés (arcs AB et DE). Pour des raisons de double symétrie, seul un quart de la

coque est modélisé, et les conditions de symétrie appliquées. Un maillage de 16 éléments de
coque multicouches & 8 noeuds est utilisé et la section est discrétisée en 8 couches.

3-2-2-2, Matérian
Trois cas sont considérés :

- Premier Cas : le matériau est isotrope. Une loi élastoplastique parfaite de Von-Mises est
utilisée (cf. 2-2-1).

- Deuxiéme Cas : le matériau est anisotrope. Une loi de Hill est utilisée (cf. 2-2-2) tout en
supposant |'élasticité isotrope.

- Troisieme Cas : le matériau est anisotrope. Une loi de Hill est utilisée (cf. 2-2-2) tout en
supposant 1’élasticité isotrope.

Les différentes caractéristiques mécaniques correspondant a chaque cas sont indiquées dans le
tableau 3-1.
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Figure 3-13 : Coque cylindrique sous poids propre

Cas Modele Caractéristiques Parameétres du
matérielles modéle
premier Von-Mises E=21000 MPa,v =0, R=2.425 MPa
fy = 8.4 Mpa
E =21000 MPa,v=0 a;2 =025
Résistances : G =4.2 MPa a3 =1.75
deuxiéme Hill o1, = 8.4 MPa a3 =0.25
0 =4.2 MPa ag =1.021
033 =02 Qss = 1.021
012 =2.4 MPa aes = 1.021
013=023=012
E =21000 MPa,» =0 ap =025
Résistances : ¢ =4.2 MPa a3 =0.25
troisiéme Hill o1, =4.2 MPa sz =1.75
0y = 8.4 MPa a4 =1.021
033 =01y dss = 1.021
O12 = 2.4 MPa aes = 1.021
O3 =03=0}]3

Tableau 3-1 : Caractéristiques matérielles et parametres des modeles considérés
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3-2-2-3. Chargement

La coque est soumise & son poids propre. Le chargement est alors augmenté d'une fagon
croissante jusqu'a la ruine. 11 incréments de chargement sont utilisés dans le calcul.

3-2-2-4. Résultats

L’évolution du déplacement vertical du point C en fonction de I'intensité du poids propre est
tracée pour les 3 cas considérés respectivement en figure 3-15, 3-16 et 3-17, puis comparée aux
solutions numériques de référence proposées par Owen et Figuieras (Owen et al., 1983-a et
1983-b) et De Borst et Feenstra (De Borst et al., 1990).

Owen et Figuieras ont utilisé pour cette étude différents maillages : un maillage de 6 éléments
avec 6 couches dans l’épaisseur et un maillage de 6 éiéments semiloof avec 2*2 points
d’intégration de Gauss. De Borst et Feenstra ont utilisé un maillage de 16 éléments de coque
dégénérés a 8 noeuds avec 2*2 points d’intégration de Gauss dans le plan et 5 points
d’intégration de Simpson dans I’épaisseur.

Les résultats obtenus par nos calculs ainsi que les solutions numériques de références concordent
correctement. La sensible différence peut s’expliquer par le fait que les maillages ainsi que les
formulations adoptées ne sont pas identiques. Nous remarquons également que, pour les deux cas
ou le matériau est anisotrope (0,, =27 et 0., =20 ), les courbes poids propre - déplacement

vertical du point C different considérablement. Toutefois. la charge ultime de rupture est
pratiquement identique pour ces deux cas. Ceci ne peut €tre constaté sur les résultats obtenus par
Owen et Figuieras car leurs calculs ont été interompus avant d’atteindre la charge ultime.

Les figure 3-18 et 3-19 montrent, pour les deux cas anisotropes considérés, l'influence du
nombre de couches sur les réponses. De méme que pour I’exemple précédent (cf. 3-2-1-4), nous
remarquons que la réponse s’améliore avec 1’augmentation du nombre de couches. Toutefois,
peu de différence existe entre la réponse obtenue avec une discrétisation de 4 couches et celle
avec 10 couches. Ainsi, 4 couches suffisent pour obtenir une réponse correcte et proche des
solutions de référence précédentes.

Pour finir, nous avons représenté pour les trois cas €tudiés, I'étendue des zones plastiques sur le
quart de la coque selon différents niveaux de chargement ( figures 3-20, 3-21 et 3-22).
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Maillage initial
——~ Maillage déformé

Figure 3-14 : Maillage déformé de la coque considérée
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Figure 3-15 : Courbe poids propre-déplacement du point C
- Premier cas -
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Figure 3-21 : Etendue des zones plastiques - o,

-Deuxieme cas-
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-Troisieme cas-

Figure 3-22 : Etendue des zones plastiques - ¢
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3-2-3. Etude d’une dalle circulaire en béton sous pression uniforme

L’exemple qui suit, présente les résultats d’une dalle en béton non-armé, chargée d’une pression
uniforme a sa surface. Il est issu d’une série d’expériences effectuée par Toutlemonde pour la
compréhension et modélisation des phénomenes physiques expliquant les effets de vitesse au
sein du béton (Toutlemonde, 1995).

3-2.3-1. Géométrie et modélisation

La dalle considérée est circulaire de rayon R = 45cm et d’épaisseur h = 8cm, simplement appuyée
a 41cm de son centre sur tout le pourtour (figure 3-23). Cette dalle est discrétisée en 226
éléments de coque multicouche a 3 noeuds et sa section en 8 couches en béton. Par raison de
symeétrie, nous ne modélisons qu’un quart de la dalle et appliquons des conditions de symétrie
(figure 3-24).

il

Figure 3-23 : Géométrie de la dalle circulaire considérée

Figure 3-24 : Modélisation de la dalle en coques
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3.2-3.2. Matériaun

On utilise pour le matériau considéré (béton normal), une loi élastoplastique de Willam-Warnke &
3 parametres avec écrouissage négatif (cf. 2-3-1). Les différentes caractéristiques mécaniques
sont indiquées dans le tableau 3-2.

Modéle Caractéristiques ‘ Parametres du
matérielles modeéle
Elasticité E = 39400 MPa, v =0.2 p =2377kg/m®>
Willam-Warnke a 3 Résistances : o. = 44.1 MPa Z=1.0
parameétres o= 3.55 MPa Zu =0.01
Obe = 1.15 0, k =7500

Tableau 3-2 : Caractéristiques matérielles du béton normal et parameétres du modele

3-2-3-3. Chargement

La dalle est soumise & une pression uniformément répartie. Le chargement est alors augmenté de
facon monotone jusqu'a la rupture. 76 incréments de chargement sont utilisés dans le calcul.

3-2-3-4. Résultats

La figure 3-25 illustre le maillage déformé de la dalle a un incrément donné. La figure 3-26
présente quant a elle des résultats numériques de I’étude de la dalle sous forme de courbe
pression appliquée - fleche au centre. Ces résultats sont comparés aux résultats d’essais obtenus
par Toutlemonde sur une dalle en béton normal testée a vitesse lente (Toutlemonde, 1995). Une
bonne concordance est alors observée. Toutefois, nous constatons que nous arrivons a estimer
correctement la pression ultime lors des calculs, en revanche, on sous-estime légérement la
déformabilité du moment d’arrivée au plateau de « plastification ».

——-  Maillage initial
—— Maillage déformé

Figure 3-25 : Maillage déformé de la dalle
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Figure 3-26 : Courbe pression appliquée-fleche au centre pour la dalle étudice

Les figures 3-27, 3-28 et 3-29 illustrent respectivement les isovaleurs des contraintes Oy, Oyy €t
Oy pour une valeur de pression de 146 KPa. 1.’étendue des zones plastiques pour différents
niveaux de chargement est représentée sur la figure 3-30. Concernant les isovaleurs de
contraintes, celles-ci correspondent a la fibre supérieure et donc a la couche externe située en haut
de la dalle.

- -4,02852

-3.62159

Figure 3-27 : Isovaleur de la contrainte o, pour une pression de 146 KPa
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Figure 3-28 : Isovaleur de la contrainte o, pour une pression de 146 KPa

00026411 . 443515

- 532365
620815
709165
798415
886765

Figure 3-29 : Isovaleur de la contrainte 0y, pour une pression de 146 KPa
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3-2-4. Etudes statique et dynamique de dalles circulaires en béton armé

Dans cet exemple, on étudie un ensemble de dalles en béton armé soumises a des chargements
statique et dynamique. Ces dalles ont les mémes caractéristiques géométriques que celle étudiée
précédemment (paragraphe 3-2-3). Cet exemple est issu de la série d’expériences effectuée par
Toutlemonde (Toutlemonde, 1995).

3.2-4-1. Géométrie et modélisation

Les dalles considérées sont circulaires et ont une section armée par un treillis (figure 3-31).
Comme précédemment, ces dalles sont discrétisées en 226 €léments de cogue multicouche a 3
noeuds et leur section en 8 couches dont 7 en béton et une en acier (figure 3-32). Cette
modélisation supposant acier et béton revient a supposer une adhérence parfaite entre les deux
matériaux. Vu la double symétrie, seul un quart de ces dalles est modélisé et les conditions de
symétrie appliquées.

Treillis soudé TS HA 7

Figure 3-31 : Géométrie des dalles circulaires testées

6 couches de béton

1 couche
Md.{mcr

N équivalente

1 couche de béton
d'enrobage

Figure 3-32 : Modélisation de la section des dalles en couches
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3-2-4-2. Matériaux

- Béton : loi élastoplastique de Willam-Warnke a 3 paramétres avec écrouissage visqueux

portent sur des dalles fabriquées en béton normal (N) et a haute
performance (HP), dont les caractéristiques mécaniques sont indiquées respectivement dans
les tableaux 3-3 et 3-4. L’introduction d’un écrouissage plastique négatif et d’un
endommagement plastique permet de tenir compte dans les calculs de la diminution de 1'effort

(cf. 2-3-3). Les essais

repris et de la rigidité des dalles lors de leur fissuration.

EY = 43000 MPa

Modéle Caractéristiques Parameétres du
matérielles modéle
Elasticité E =39400 MPa,v=0.2 p =2377 kg/m’
Willam-Warnke 3 3 Résistances : 0. =44.1 MPa 7zo=1.0
parametres 0, =355MPa - Zyi =0.01
Tbe = 1.15 G k=7500
Endommagement Module ultime :
Eu = V1000 E k = 5000
Viscosité Module dynamique : a = 0.6 Mpa/unité log

k=47 GPa
n=23531 GPas

Tableau 3-3 : Caractéristiques matérielles du béton normal et parametres du modele

E®" = 57000 MPa

Modéele Caractéristiques Parametres du
matérielles modéle
Elasticité E =49200 MPa,v =0.2 p = 2446 kg/m’
Willam-Warnke 4 3 Résistances : 0. = 122.4 MPa Zp=1.0
parameétres o; = 6.41 MPa Zai =0.01
On. = 1.15 0, k=7500
Endommagement Module ultime :
Eu = 1/1000 E k = 5000
Viscosité Module dynamique : a =0.75 Mpa/unité log

Kk =356 GPa
n = 17977 GPa.s

Tableau 3-4 : Caractéristiques matérielles du béton a haute performance et paramétres du modele

- Acier : loi élastoplastique parfaite de Von-Mises (cf. 2-2-1) :

E = 200000 MPa, v = 0.3, f, = 550 MPa, p = 7800 kg/m’
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3-2-4-3. Etude du comportement statique non-linéaire des dalles

Nous proposons d’abord d’étudier le comportement statique non-linéaire des dalles. Cecl
permettra de vérifier que le choix de nos parametres est bien en accord avec la modélisation du
comportement du béton apres fissuration. Chaque dalle est soumise a une pression uniformément
répartie. Le chargement est alors augmenté de fagon monotone jusqu'a la rupture.

La figure 3-33 présente des résultats numériques de 1'étude statique des dalles en béton normal
(N) ainsi que celles a haute performance (HP), sous forme de courbes pression appliquée - fleche
au centre.

Ces résultats montrent une bonne concordance avec les courbes expérimentales 3-34
(Toutlemonde, 1995). En effet, nous constatons pour les deux cas (calculs et expérience) les
phases suivantes : une montée en charge €lastique suivie d’un seuil de plastification du béton et
des aciers, un palier de transition, et enfin, la reprise des efforts de traction par les aciers
caractérisée par une phase d’écrouissage. De plus, les courbes expérimentales sont proches I’une
de 'autre lorsque les efforts de traction sont repris par les aciers, ce que 1’on retrouve dans les
résultats issus des calculs. En ce qui concerne les pressions de ruine, celles obtenues
numériquement surestiment les valeurs expérimentales. Ceci s’explique par deux raisons : dans
la modélisation, ’adhérence acier-béton est considérée comme parfaite; le phénomene de
déchaussement des aciers constaté expérimentalement lors de la ruine des dalles n’est donc pas
pris en compte. En outre, la modélisation des armatures (treillis) par une couche d’acier
équivalente conduit également a cette surestimation.

0
2+
T
g, L
&
=
]
<
S 6 F
5
&
Dalle béton normal ——
4T Dalle béton HP «vmn..
-10 ) ! L I 1 1 :
0 100 200 300 400 500 600 700 800 200
Pression [KPa]

Figure 3-33 : Courbe pression appliquée-fleche au centre pour les dalles
en bétons normal et & haute performance
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Figure 3-34 : Courbe pression appliquée-fleche au centre pour les dalles
en bétons normal et a haute performance, d’apres Toutlemonde, 1995

3-2-4-4. Etude du comportement dynamique non-linéaire des dalles

Aprés avoir €tudié le comportement non-linéaire des dalles sous chargement statique, nous
présentons ici les résultats sous chargement dynamique.

Le chargement dynamique résulte de I'mpact d’une onde de choc sur la dalle fixée a Pextrémité
du tube. Le diamétre chargé par cette onde, valant 66.7cm, correspond au diamétre du tube. Le
profil temporel de 'onde de pression se réfléchissant sur la dalle (figure 3-35) se compose d’une
brusque montée (en quelques microsecondes la surpression due & I'onde de choc passe de 0 a
quelques dizaines ou centaines de kPa), d’un palier dont la durée s’échelonne de 20 & 100
millisecondes environ, suivi d’une redescende relativement lente ramenant en 100 a 200
millisecondes la surpression a une valeur nulle.

Les résultats présentés ont été obtenus avec un pas de temps de 2.5 10° et un nombre de pas
variant entre 1000 et 5000. Pour chaque dalle, on retire de I’analyse numérique, des résultats des
courbes donnant ’évolution de la fléche au centre de la dalle en fonction du temps. La figure
3-36 représente cette courbe pour une dalle en béton normal sournise a une pression de 363 KPa.
Celle-ci met en évidence ’apparition de déplacements irréversibles. Ces déplacements permanents
sont représentatifs de la dégradation progressive de certaines couches issue du comportement
pon-linéaire des matériaux.
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Figure 3-35 : Profil temporel de I’onde de pression générée par le tube & choc
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Figure 3-36 : Evolution du déplacement vertical au centre de la dalle en béton normal (N)
en fonction du temps pour une pression de 363 KPa.
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Les courbes des figures 3-37, 3-38, 3-40 et 3-4] représentent respectivement les évolutions des
fleches maximale et stationnaire au centre de la dalle en fonction de la pression, pour les dalles
en béton normal (E et F) et celles & haute performance (W et X). Les courbes des figures 3-39 et
3-42 représentent ’évolution de la fréquence propre de ces dalles en fonction de la pression
appliquée.

L’analyse de ces courbes met en évidence les phénomenes suivants :

- Concernant la dalle F, lors de 1'essai a 145 Kpa, la fréquence propre est plus faible et les fleches
plus importantes. Ceci s’explique par le fait que cette dalle était endommagée initialement
(c’est a dire avant les essais). La comparaison des résultats pour le béton normal est par
conséquent basée sur les résultats issus des essais sur la dalle E.

- L’estimation des fleches devient moins précise avec I’augmentation de la pression (figures
3-37, 3-38, 3-40 et 3-41). En effet, on remarque que pour des pressions importantes, les valeurs
numériques des fliches sons-estiment les valeurs exnérimentales. Ceci peut se justifier par le
fait que pour des pressions inférieures & 300 kPa, les ouvertures des fissures sont petites
(inférieures a 300 vm); les résultats numériques et expérimentaux sont par conséquent assez
proches. En revanche pour des pressions élevées (supérieures a 300 kPa), les ouvertures des
fissures tendent a s’agrandir, ce qui diminue remarquablement la rigidité de la dalle avant le
choc; phénomeéne dont on ne tient pas compte dans la modélisation puisque la dalle est
supposée non endommagée avant I’application du chargement dans les calculs.

- La fréquence propre se stabilise autour de 180 Hz pour des pressions supérieures a 300 kPa
(figure 3-39 et 3-42), ce que I’on retrouve expérimentalement (entre 150 et 160 Hz). Ce plateau
de fréquence est lié au fait qu’'a partir de 300kPa, le béton se fissure et n’intervient plus au
niveau de la rigidité de la dalle; seuls les aciers reprennent alors les efforts de traction. On
distingue ainsi un seuil de pression (300 kPa) au dela duquel la rigidité du béton en traction
n'intervient plus, et que ’on peut déterminer a partir des évolutions des fleches maximale et
stationnaire en fonction de la pression (figures 3-37, 3-38, 3-40 et 3-41) ou encore de
I’évolution de la fréquence propre en fonction de la pression appliquée (figures 3-39 et 3-42).
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Figure 3-38 : Courbe pression appliquée-fleche stationnaire
- Dalles en béton normal -
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Figure 3-39 : Courbe pression appliquée-fréquence propre
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Figure 3-40 : Courbe pression appliquée-fléche maximale
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Figure 3-41 : Courbe pression appliquée-fiéche stationnaire
- Dalles en béton a haute performance -
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3-2-5. Etide dp {lambement linéaire d’une colonne

L’exemple qui suit, le flambement linéaire d’une colonne, a été traité¢ de fagon rigoureuse par
Euler en 1947 via les hypothéses classiques de la résistance des matériaux (Euler, 1747). Ici, on
traite cet exemple numériquement en utilisant la méthode des éléments finis et plus précisément
1’approche multicouche développée précédemment.

3-2-5-1. Géométrie et modélisation

Considérons une colonne en acier avec une section rectangulaire (h/l = 1cm/100cm) et une
longueur L=10m, encastrée a une extrémité et libre & 'autre (figure 3-43). Cette colonne est
discrétisée en éléments de coque multicouches & 4 noeuds et la section en 4 couches. Différents
maillages ont été considérés : un premier maillage de 1*1 élément, un second de 1*5 éléments,
un troisieéme de 2* 10 éléments et enfin un quatriéme maillage de 4*20 éléments.

On utilise pour le matériau considéré, une loi €lastique ayant pour parametres :

E = 210000 MPa, » = 0.3, p = 7850 kg/m’

L=10m

-

Figure 3-43 : Colonne d’Euler, géométrie et systéme de chargement
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3-2-5-3. Chargement

La colonne est chargée avec une force axiale centrée. La force critique théorique de celle-ci est
2
n" El

~
z

donnée par: F_ = = 431,795 N. Dans le calcul, on néglige le poids propre.

3-2-5-4. Résultats

Le tableau 3-5 présente les résultats de 1’analyse numérique pour les différents maillages
considérés. On constate que la charge critique obtenue pour chaque maillage est en trés bon
accord avec la charge critique théorique. On note également l’influence du maillage sur les
résultats. En effet, une discrétisation plus fine conduit a des résultats plus précis.

En ce qui conceme I’influence du nombre de couches sur les résultats, nous avons effectué des
calculs sur un maillage de 4*20 éléments avec différents nombres de couches dans la section : 1,
2,4, 6, 8 et 10 couches. Nous avons constaté que le nombre de couche n’avait aucune influence
sur les résultats, c’est & dire que la charge critique obtenue est la méme quelque soit le nombre de
couches considéré. Ceci s’explique par le fait que la colonne travaille uniquement en membrane,
I’état de contraintes est donc constant dans 1’épaisseur et seule une couche suffit pour obtenir la
charge critique recherchée.

Maillage 1*1 élément 1*5 éléments 2*10 éléments 4*20 éléments

Charge critique 438,296 431,807 431,796 431,795
obtenue (N)

Tableaun 3-5 : Valeur de la charge critique en fonction des différents maillages considérés
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3-3. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons cherché & valider la formulation non-lin€aire matérielle et
géométrique des €léments de coque multicouches en comportements statique et dynamique. Pour
cela, nous avons effectué de nombreux tests non-linéaires dans lesquels nous avons utilisé les
lois de comportement a variables internes présentées dans le chapitre 2, ou encore des lois de
comportement élastiques (cas du flambement linéaire).

Pour chaque test présenté, les solutions numériques obtenues ont ét€ comparées a des solutions
de référence d’origine analytique, numérique ou expérimentale. Ces deux solutions ont montré
une bonne concordance. Les exemples présentés précisent de plus les limites des développements
effectués. Ces outils se veulent une aide au concepteur des ouvrages d’art en béton armé.

La formulation coque multicouche nous est donc apparu au cours de ce chapitre comme un
moyen précis et fidele de modélisation de structures coques en acier, béton et béton armé, sous
divers chargements Anssi, snite au hon fonctionnement des outils développés dans des cas
simples, nous nous sommes intéressé a la simulation de la réponse non-linéaire de structures plus
complexes. La formulation coque multicouche a ainsi été appliquée a deux probiémes industriels
concrets, présentés dans le chapitre suivant : 1’étude de ’entretoisement d’un pont bipoutre a
trois travées et I’étude d’une structure tridimensionnelle multi-étagée en béton armé soumise a un
chargement sismique.
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CHAPITRE 4

EXEMPLES D’APPLICATION NUMERIQUE







4-0. Introduction

Dans ce dernier chapitre, nous présentons deux problemes industriels concrets dans lesquels la
formulation coque multicouche a été appliquée :

- I’étude de I’entretoisement d’un pont bipoutre a trois travées.
- I'étude d’une structure multi-€tagée en béton armé soumise a un chargement sismique.

Le premier exemple consiste a étudier ’entretoisement d’un pont mixte bipoutre a trois travées
dans le but de réduire le nombre d’entretoises. L’exemple est proposé par le Service d’Etudes
Techniques des Routes et Autoroutes (SETRA).

Le second exemple concerne 1'étude dynamique non-linéaire d’une structure multi-étagée en

béton armé. Cet exemple est tiré de la contribution du LCPC au projet scientifique international
CAMIIS (CAlcul des MIUre sons sollicitation Sigmigue) proposé par le Commissariat 3 Ipnelﬂnnn

AR A Alrssadng v PAVE VU Al AW S WJAKELELLDTERL L B L AR XA gy 3%

Atomique (CEA), la Fédération Nationale du Batiment (FNB) et Electricité De France (EDF).

Le choix de ces deux exemples d’applications permet, en plus de la validation effectuée dans le
chapitre 3 précédent, de situer les outils élaborés dans la pratique courante des ingénieurs.
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4-1. Etude de I’entretoisement d’un pont bipoutre a trois travées

Le contournement d’ Amiens par 1’autoroute A16 a nécessité le franchissement de la somme a
hauteur de la commune de Longpré. Ce franchissement est 8 pésent assuré par un pont bipoutre a
trois travées, mis en service depuis Juin 1995.

Dans cette étude, nous effectuons une comparaison des efforts dans la dalle et les poutres
constituant ce pont, dans un schéma avec 15 entretoises réguliérement espacées (figure 4-1 (a))
et un autre avec 7 entretoises (figure 4-1 (b)). Dans chacun de ces deux schémas, nous étudions
le r6le des entretoises et comparons les résultats obtenus dans le but de réduire leur nombre.
L’étude est proposée par le Service d’Etudes Techniques des Routes et Autoroutes (SETRA).

Afin de mener i bien ce travail et de répondre rigoureusement a la problématique industrielle
posée, nous décomposons cette étude en deux parties :

- une analyse élastique des contraintes générées dans la structure.
- une analyse du comportement non-linéaire de la structure.

La premiére étude consiste, d'une part a effectuer une comparaison des contraintes générées dans
la structure en utilisant les schémas avec 7 et 15 entretoises, et d’autre part & mettre en évidence
les endroits ot il y a risque de rupture.

La seconde étude consiste & effectuer une analyse non-linéaire de la structure. L’examen des
résultats obtenus avec les deux schémas précédents (7 et 15 entretoises) permettra de conclure si
I'utilisation de 7 entretoises est suffisante pour assurer la répartition transversale des charges
appliquées au pont.

4-1-1. Caractéristiques géométriques
Le pont a une longueur totale de 84 m et comporte 3 travées continues de 23, 38 et 23 m.
La coupe transversale montre (cf. figure 4-2) :

- Deux poutres meétalliques principales de hauteur 1.50 m et espacées de 10.00 m. Les
semelles supérieures de largeur 600 mm, ont une épaisseur de 25 a2 90 mm. Les semelles
inférieures de largeur 700 mm, varient de 40 a 90 mm. Les caractéristiques géométriques
completes des dmes et semelles de ces poutres sont indiquées en annexe 4 dans les
tableaux Ad-1, A4-2 et A4-3.

- Une dalle en béton armé de 0.25 m d’épaisseur aux extrémités, a 0.40 m au droit des
poutres principales et de 16.56 m de largeur. Cette dalle comporte deux lits d’armatures. Le
premier lit est situé a 0.035m de I’extrados et le second a 0.215m. Les caractéristiques de ces
lits sont précisées respectivement en annexe 4 dans les tableaux A4-4 et A4-5. La dalle n’est
pas précontrainte transversalement malgré la forte distance entre les poutres et la présence
d’entretoises.

- Des entretoises en profilé de commerce de type IPE 600, espacées de 5.75 & 6.50 m et reliant
les poutres principales.

| .
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Longitudinalement I’ouvrage est considéré rectiligne et horizontal. Transversalement, la chaussée
comporte 3 voies de circulation plus une voie d’insertion et une bande dérasée de gauche.

Les appuis de I’ouvrage reposent sur des fondations profondes en pieux béton sous semelles de
répartition. Les piles sont constituées de flts cylindriques indépendants de diametre 2.20 m,

chaque fiit se trouvant a I’aplomb des poutres. Les culées présentent un chevétre en béton armé.

Le délais global de la réalisation des travaux était d’environ douze mois.

3754 1130} 17.251 23.00; 29.50) 3575) 4200} 4825} 54501 6100} 6675) 72.50, 7825, 84.00

)
¥
#
o—>;
11.50 23.00 42.00 61.00 72.50 84.00
()

Figure 4-1 : Espacement des entretoises des deux cas 4 comparer :
(a) 15 entretoises (b) 7 entretoises
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/ Largeur chargepble = 13.00 m \

Nt Hourdis\ 16.56 * 0.25 3
Enrretaisej Poutre
10.00 principale
z,
o y

Figure 4-2 : Coupe transversale du pont a étudier

4-1-2. Etude du comportement élastique linéaire de la structure

Dans ce qui suit, nous proposons d’effectuer pour commencer, une étude du comportement
€lastique linéaire de la structure ou plus précisément une étude €lastique des contraintes générées
dans le hourdis, les poutres principales et les entretoises.

4-1-2-1. Modélisation et conditions aux limites

Le hourdis, les poutres principales et les cntretoises sont modélisés par des €éléments de coques
multicouches. Afin de tenir compte de I’épaisseur du béton, nous modé€lisons le hourdis ainsi que
la semelle supérieure des poutres principales par des éléments de coques multicouches excentrées
par rapport a la surface inférieure de 1’hourdis. Pour la semelle inférieure des poutres principales,
la surface inférieure de cette semelle est prise comme surface de référence.

Nous effectuons les calculs élastiques en utilisant deux maillages différents. Le premier maillage
est constitué de 8392 éléments de coques multicouches a 8 noeuds appartenant a 12 groupes de
caractéristiques géométriques et matérielles différentes. Le second maillage est moins important
que le précédent et comporte 2506 éléments de coques multicouches a 8 noeuds appartenant a 12
groupes de caractéristiques géométriques et matérielles différentes.
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L’utilisation de ~es deux maillages nous permet de voir, aprés comparaison des résultats, si 'on
peut utiliser par la suite le second maillage pour I’analyse du comportement non-linéaire de la
structure. En effet I’étude non-linéaire nécessite plus d’espace de stockage des résultats (résultats
a chaque incrément de chargement). Afin de mener a bien les calculs non-linéaires, il est donc
indispensable de réduire cet espace en considérant un maillage moins important que celui avec
8392 éléments.

Les conditions aux limites sont représentées sur la figure 4-3. On impose un déplacement
vertical nul au niveau de I’emplacement des piles (c’est a dire : w = 0), le pont reposant en effet
sur ces piles. De plus, sur une des deux culées, on considere tous les déplacements nuls (c’est a
dire : u = v = w = 0), alors que sur 1’autre culée seuls les déplacements horizontal v et vertical w
sont pris égaux a z€ro.

Figure 4-3 : Représentation des conditions aux limites
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4-1-2-2. Matériaux

- Béton : loi €lastique linéaire. Les caractéristiques et paramétres du modele sont :
E = 35000 MPa, v = 0.15, p = 2600 kg/m’

- Acier : loi €lastique linéaire. Les caractéristiques et parametres du modele sont:
E = 214067.3 MPa, v = 0.3, p = 7850 kg/m’

Tous ces parametres sont des données précisées par le SETRA.

4-1-2-3. Chargement

On considére le chargement suivant :

- les poids propres de 1’acier et du béton.

- le poids des équipements (cf. annexe 4, tableau A4-6)

- les charges routieres A et B.: la charge A est une charge uniforme appliquée le long des
travées 1 et 2 sur la largeur chargeable (cf. figure 4-4). Son intensité vaut (cf. annexe 4) :

A =543 kg/m®

Pour la charge B., on positionne un camion au milieu de la travée 1 et un autre au milieu de
la travée 2, sur la voie de droite (cf. figure 4-4). Les ¢léments de ce systeme sont
schématisés sur la figure 4-5, les longueurs étant exprimées en métres et les masses en
tonnes.

Dans cette partie, I"analyse étant élastique linéaire, nous calculons donc la structure a 1’état limite
de service (ELS). Nous étudions la combinaison suivante : G + 1.2 Q, ot G représente les
charges permanentes et Q les charges d’exploitations.

Largeur chargeable

Charge A

A A
Charge B,

Figure 4-4 : Positionnement des charges routieres A et B, sur le pont
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Figure 4-5 : Eléments du systeme B,

4-1-2-4. Résultats

Les tableaux 4-1 et 4-2 présentent respectivement pour les deux maillages considérés, un des
résultats de calculs obtenu avec les schémas de 7 et 15 entretoises sous divers chargements. Ces
tableaux montrent que sous le chargement total (combinaison aI’ELS) ainsi que sous les charges
A, B.. et m, la fleche obtenue avec un schéma de 7 entretoises est légérement supérieure a celle
obtenue avec un schéma de 15 entretoises. En revanche, I’effet inverse se produit si la structure
est soumise uniquement a son poids propre. Cela s’explique par le fait que I’on considére moins
d’entretoises dans un schéma de 7 entretoises. Le poids propre appliqué est donc plus faible.

Nous constatons également que les résultats obtenus avec le premier maillage sont trés proches
de ceux obtenus avec le second maillage. Ce dernier serait a priori suffisant pour obtenir des
résultats corrects. Nous pourrons confirmer ceci aprés comparaison des contraintes.
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Les tableaux 4-3, 4-4, 4-5 et 4-6 présentent les valeurs maximales en traction et compression des
contraintes principales S; et S, pour les différents schémas et maillages considérés. Seules les
valeurs dans les dmes et semelles inférieures des poutres principales sont reportées dans ces

tableaux. En effet, c’est & ces niveaux que les contraintes principales sont maximales.

Les résultats montrent que pour les deux maillages considérés, les contraintes obtenues avec les
schémas de 7 et 15 entretoises sont trés proches. On constate également qu’avec le premier

maillage, ces contraintes sont inférieures a celles obtenues avec le second maillage.

Poids des Chargement
Chargement |Poids propre| Charge A équipements : | Charge B, total
masse m (combinaison
aI’ELS)
Fléche [m] | -0.0347146 | -0.0321626 -0.0676817 -0.02050 -0.16559
(7 entretoises)
Fléche [m]
as -0.0349404 | -0.0320241 -0.0673030 -0.020494 -0.16526
entretoises)

Tableau 4-1 : Fleches obtenues en fonction du chargement appliqué - premier maillage -

Poids des Chargement
Chargement |Poids propre| Charge A équipements : { Charge B, total
masse m (combinaison
a ELS)
Fléche [m] | -0.0324781 | -0.0309458 -0.0634764 | -0.0199541 | -0.1570344
(7 entretoises)
Fléche [m]
5 -0.0329698 | -0.0307527 -0.0632591 -0.0198185 | -0.1569143
entretoises)

Tableau 4-2 : Fléches obtenues en fonction du chargement appliqué - second maillage -
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Contrainte principale S, (MPa)

Contrainte principale S, (MPa)

Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction €n compression en fraction en compression
Schéma avec 7
entretoises 336.426 -212.779 146.783 -466.589
Schéma avec 15
entretoises 333.621 -240.327 151.120 -462.474

principales - premier maillage -

‘Tableau 4-3 : Valeurs maximales des contraintes principales S; et S, dans les &mes des poutres

Contrainte principale S, (MPa)

Contrainte principale S, (MPa)

Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction . €N compression en traction en compression
Schéma avec 7 ,
entretoises 333.886 -58.313 113.026 -225.604
Schéma avec 15 _
entretoises 334.582 -59.141 113.514 -225.584

Tableau 4-4 : Valeurs maximales des contraintes principales S; et S; dans les semelles

inférieures des poutres principales - premier maillage -
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Contrainte principale S, (MPa) Contrainte principale S, (MPa)
Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction en compression en fraction en compression

Schéma avec 7

entretoises 414.636 -327.067 133.938 -647.315
Schéma avec 15
entretoises 410.778 -354.911 141.127 -645.760

Tableau 4-5 : Valeurs maximales des contraintes principales S; et S; dans les dmes des poutres
principales - second maillage -

Contrainte principale S, (MPa) Contrainte principale S, (MPa)
Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction en compression en traction en compression
Schéma avec 7
entretoises 409.614 -85.943 146.948 -205.912
Schéma avec 15
entretoises 414.589 -88.702 147.316 -205.771

Tablean 4-6 : Valeurs maximales des contraintes principales S, et S, dans les semelles
inférieures des poutres principales - second maillage -

De ’analyse élastique linéaire de la structure, nous retiendrons que :

- I'utilisation de 7 entretoises est a priori suffisante pour assurer la répartition transversale des
charges appliquées au pont.

- Putilisation du second maillage permet d’obtenir des résultats satisfaisants en déplacements.
En revanche, les contraintes sont supérieures a celles obtenues avec le premier maillage. En
effet, lorsque le nombre d’éléments diminue, la rigidité ainsi que les contraintes augmentent.
Pour !’analyse non-linéaire, afin de mener a bien les calculs, nous utiliserons ce second
maillage tout en sachant que la plastification se produira plus t6t qu’avec le premier
maillage.

- les Ames et semelles inférieures des poutres principales constituent des zones fragiles ou la
rupture risque de se produire (les contraintes sont maximales 2 ces niveaux).
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4-1-3. Etude du comportement non-linéaire de la structure

Apreés avoir effectué une étude éElastique des contraintes générées dans la structure, nous
présentons ici les résultats de 1'étude du comportement non-linéaire de celle-ci.

4-1-3-1. Modélisation

Le hourdis, les poutres principales et les entretoises sont modélisés par des éléments de coques
multicouches. Le maillage utilisé dans cette partie correspond au second maillage utilisé au
paragraphe 4-1-2-1 pour I’analyse linéaire de la structure (figure 4-6). 11 est constitué de 6974
noeuds, de 2506 €léments de coques multicouches & 8 noeuds appartenant a 12 groupes de
caractéristiques géométriques et matérielles différentes.

Comparativement a I’étude linéaire, nous ne considérons dans cette partie que ce maillage. Celui-
ci nous permet en effet de rédnire I’espace de stockage des résultats et donc de mener 2 bien les
calculs.

Figure 4-6 : Modélisation de la structure considérée en éléments de coques multicouches
- Cas non- linéaire -
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4-1-3-2. Matériaux

- Béton : loi €lastoplastique écrouissable de Willam-Warnke a 3 paramétres (cf. 2-3-1). Les
caractéristiques mécaniques ainsi que les parametres du modele sont indiqués dans le
tableau 4-7.

Modele Caractéristiques Parametres du
matérielles modéele
Elasticité E =35000 MPa, v =0.15 p = 2600 kg/m3
Willam-Warnke 2 3 Résistances : g, = 35 MPa zo=1.0
parametres o, =3.1MPa z, =0.01
O = 1150, Kk =7500

Tableau 4-7 : Caractéristiques matérielles du béton et paramétres du modele
- Acier : loi élastoplastique parfaite de Von-Mises (cf. 2-2-1) :
E = 214067.3 MPa, v = 0.3, f, = 500 MPa, p = 7850 kg/m’

Notons que les parameétres élastiques, la limite en traction simple de I’acier et les résistances du
béton, sont des données précisées par le SETRA. En revanche, nous nous sommes basés sur
I’exemple des dalles circulaires en béton armé (cf. 3-2-4) pour estimer les paramétres
d'écrouissage du modele de Willam-Warnke (z,, Zy; et k).

4-1-3-3. Chargement

La structure est soumise au chargement précisé précédemment au paragraphe 4-1-2-3. L’analyse
de la structure étant non-linéaire, nous choisissons d’effectuer nos calculs d’abord a 1’état limite
de service (ELS) puis a I'état limite ultime (ELU). Le chargement a appliquer n’étant pas défini
de maniere explicite par le SETRA.

A Pétat limite de service, nous étudions la combinaison suivante : G + 1.2 Q, o G représente les
charges permanentes et Q les charges d’exploitations. A 1'état limite ultime, nous étudions la
combinaison définie par les BAEL 90 (Béton Armé aux Etats Limites) : 1.35G + 1.5 Q.

Ces chargements sont alors augmentés de facon croissante jusqu'a la ruine. 20 incréments de
chargement sont utilisés. A I’état limite de service, nous utilisons : v (G + 1.2 Q) et a I’état limite
ultime : B (1.35 G + 1.5 Q). y et B représentent des facteurs multiplicateurs que 1’on augmente a
chaque incrément de chargement.
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4-1-3-4. Résultats
La figure 4-7 illustre le maillage déformé de la structure a un incrément donné.

Les figures 4-8 et 4-9 présentent respectivement des résultats numériques de I’étude aux états
limites de service et ultime, sous forme de courbes chargement appliqué - fleche. Ces résultats
sont obtenus pour les deux schémas considérés (7 et 15 entretoises).

Quelque soit le type de chargement appliqué (ELS ou ELU), nous constatons que les courbes
obtenues avec un schéma de 7 entretoises sont trés proches de celles obtenues avec un schéma de
15 entretoises. De plus, la rupture de la structure se produit quasiment au méme moment pour ces
deux schémas. Toutefois, a I’état limite de service, la charge de rupture est netternent supérieure
a celle obtenue a I’état limite ultime (y = 1.5 alors que § = 1.0). Ceci est normal dans le sens ou
la rupture de la structure se produit plus rapidement a I’état limite ultime.

Les tableaux 4-8, 4-9, 4-10 et 4-11 présentent les valeurs maximales en traction et compression
des contraintes principales Sy et S; pour les différents schémas et chargements considérés. Seules
les valeurs dans les Ames et semelles inférieures des poutres principales sont reportées dans ces
tableaux. En effet, c’est & ces niveaux que les contraintes principales sont maximales.

Les résultats montrent que pour les deux types de chargements (ELS et ELU), les contraintes
obtenues avec les schémas de 7 et 15 entretoises sont trés proches, notamment au niveau des
semelles inférieures. On constate également qu’a 1’état limite de service, les contraintes
principales sont inférieures a celles obtenues a I’état limite ultime.

Figure 4-7 : Maillage déformé de la structure
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Incrément de chargement

Etat limite de service (ELS)

7 entretoises —
15 entretoises  +

i e : L
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Figure 4-8 : Courbe incrément de chargement en fonction de la fléche - Erat limite de service -

(7 et 15 entretoises)

Incrément de chargement

Etat limite ultime (ELU)

7 entretoises —
15 entretoises  +

Fléche [m]

Figure 4-9 : Courbe incrément de chargement en fonction de la fléche - Etat limite ultime -

(7 et 15 entretoises)
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Contrainte principale S, (MPa)

Contrainte principale S, (MPa)

Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction €n compression en traction €n compression
Schémua avec 7
entretoises 200.445 -475.931 02,953 -625.125
Schéma avec 15
entretoises 284.278 -469.867 93.491 -623.666

Tableau 4-8 : Valeurs maximales des contraintes principales S; et S, dans les dmes des poutres
principales - calcul a l'état limite de service -

Contrainte principale S, (MPa)

Confrainte principale S, (MPa)

Valeur maximale Valeur maximale Valeur maximale Valeur maximale
en traction en compression en traction en compression
Schéma avec 7
entretoises 433.129 -199.900 348.943 -489.400
Schéma avec 15
entretoises 434390 -200.147 350.050 -489.455

Tableau 4-9 : Valeurs maximales des contraintes principales S; et S, dans les semelles
inférieures des poutres principales - calcul a I’état limite de service -
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Contrainte principale S, (MPa) Contrainte principale S, (MPa)
Valeur maximale | Valeur maximale Valeur maximale | Valeur maximale
en traction en compression en traction en compression

Schéma avec 7

entretoises 385.796 -496.449 139.953 -652.708
Schéma avec 15
entretoises 371.247 -487.766 140.372 -648.941

Tableau 4-10 : Valeurs maximales des contraintes principaies Si et S, dans les ames des poutres
principales - calcul a I’état limite ultime -

Contrainte principale S, (MPa) Contrainte principale S, (MPa)
Valeur maximale Valeur maximale Valeur maximale Valeur maximale
cn traction en compression en traction en compression
Schéma avec 7 )
entretoises 516.483 -335.934 485.654 -604.510
Schéma avec 15
entretoises 516.797 -336.303 489.632 -604.507

Tableau 4-11 : Valeurs maximales des contraintes principales S) et S, dans les semelles
inférieures des poutres principales - calcul a l'état limite ultime -

Les tableaux 4-8, 4-10 et 4-11 montrent que la valeur maximale de ia contrainte principale S, est
de I’ordre de 600 MPa en compression. Nous avons tenté de localiser le noeud oli nous obtenons
cette valeur et avons relevé la valeur de la contrainte principale S;. Ces deux composantes nous
ont permis de voir si le critétre était bien vérifi€ en ce noeud (c’est a dire

‘ﬁf +S2 -8, Sz)sfy), Ceci n’est pas le cas. En effet, nous obtenons pour

\KSf +835 -8, Sz) une valeur de I'ordre de 530 MPa alors que fy vaut 500 Mpa. Cela

s’explique par le fait que dans les calculs, les contraintes sont d’abord calculées aux points
d’intégration. A partir de 1a, nous effectuons une interpolation pour obtenir les contraintes aux
noeuds. Le critére est donc vérifié aux points d’intégration mais pas forcement aux noeuds du fait
de I'interpolation.
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Les figures 4-10 et 4-11 représentent 4 I’état limite ultime, 1"étendue des zones plastiques pour les
différents schémas considérés. Seul I’état limite ultime est pris en compie car les résultats en
contraintes et déplacements obtenus précédemment montrent que cet état est plus défavorable que
I’érat imite de service.

Nous constatons sur les figures 4-10 et 4-11, que les dmes des poutres principales plastifient en
premier et les semelles inférieures par la suite. Ceci confirme bien les résultats prédis par les
calculs élastiques précédents. De plus, pour les deux schémas considérés (7 et 15 entretoises), les
étendues des zones plastiques sont trés proches.

F = 100% de la charge appliquée

Figure 4-10 : Etendue des zones plastiques - Erat limite ultime -
Schéma avec 7 entretoises
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F = 60% de la charge appliquée

¥ = 100% de 1a charge appliquée

Figure 4-11 : Etendue des zones plastiques - Ezat limite ultime -
Schéma avec 15 entretoises

L’examen des résultats obtenus en analyses linéaire et non-linéaire nous permet de répondre 3 la
problématique industrielle posée. En effet, ces résultats montrent clairement que I'utilisation de 7
entretoises est suffisante pour assurer la répartition transversale des charges appliquées au pont.
Nous pouvons donc réduire le nombre d’entretoises de 154 7.
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4-2. Etude d'une structure multi-étagée en béton armé sous chargement sismique

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats d'une application des €léments de coque
multicouche, au cas d'une structure multi-étagée en béton armé sous chargement sismique. Cet
excmple est tiré de la contribution du LCPC au projet scientifique international CAMUS (CAlcul
des MUrs sous sollicitation Sismique) proposé par le Commissariat a 'Energie Atomique (CEA),
la Fédération Nationale du Bétiment (FNB) et Electricité De France (EDF). Les essais
expérimentaux ont été effectués au CEA 2 Saclay et la comparaison entre résultats numériques et
expérimentaux a eu lieu a Paris en septembre 1998.

Trois objectifs majeurs guident ce travail :

- La mise au point d'outils en dynamique non-linéaire utilisant des moyens performants. Ceci,
aussi bien pour les modeles de comportement que pour les algorithmes et les codes de calculs.

- L'ntilisation des ontils réalisés ponr des calenls prévisionnels avant expérimentation et pour
aider a l'analyse du comportement de la maquette.

- Le recalage et la confrontation des modeles et concepts utilisés par la confrontation avec les
résultats d'essais.

Dans notre étude, une discrétisation tridimensionnelle permettant d'analyser les principaux
aspects de la représentation spatiale du probléme, a été utilisée. Cette discrétisation fait intervenir
les éléments de coques multicouches développés au chapitre 1, ce qui nous permet de tester leur
performance ainsi que leur aptitude a effectuer des calculs prévisionnels.

L’étude est décomposée en deux parties :

- Analyse modale de la structure.
- Calculs prévisionnels non-linéaires.

La géométrie ainsi que la modélisation de la structure sont d'abord présentées. Nous montrons
par la suite quelques résultats de calculs.

4-2-1. Données et modélisation

La structure a étudier est une structure composée de six €tages munis d’un systtme de
contreventement et de deux murs en béton armé sans files d'ouvertures connectés a une table
(figure 4-12). Les dimensions des différentes parties sont les suivantes :

- Mur : longueur = 1.70m  épaisseur = 0.06m hauteur = 0.90m

- Plancher : longueur = 1.70m  épaisseur = 0.21m largeur = 1.70m

- Fondation : longueur = 2.10m  épaisseur = 0.10m hauteur = 0.60m
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Le syst¢éme de contreventement permet de réduire les risques de rupture pouvant étre dus a des
mouvements parasites transversaux ou a une rupture non symétrique des murs.

La structure a été testée au Commissariat a I'Energie Atomique sous chargement sismique dans la
direction indiquée sur la figure 4-12.

— Etage
P Mur
(02T
J10.06
Fondation

Direction
de la
sollicitation

Figure 4-12 : Représentation de la structure considérée avec la table



Exemples d’application numérique 165

4-2-2. Etude du comportement dynamique linéaire de la structure : méthode de
superposition modale

Nous proposons d’abord de commencer par €tudier le comportement dynamique linéaire de la

structure. Pour cela, nous effectuons une analyse modale et utilisons par la suite la méthode de
superposition modale pour obtenir la réponse dynamique linéaire recherchée.

4-2-2-1. Modélisation

L4
7 .
i \2; o groupe 4
- 4
f i '] groupe 1
. T
1 LA B ;VA’ L]
41 41 2t
¢ 1 £
4 11 5
] groupe 3
. p
H
/:" / 1) :
"t /: 441
L] ; ,/ r
1 1 2
L4
i
2 1% ! 5
] e groupe
cfir e
1
J’Vf :
gheel
) /j / \4:/ groupe 2 groupe 6
A
i
5
|
K

2 groupe 8
K groupe 7

x Y

Figure 4-13 : Maillage du modéle 3D avec prise en compte de la table
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Dans notre modéle 3D, les murs et les planchers sont représentés par des éléments de coques
multicouches, la table par des éléments de massifs tridimensionnels et les contreventements par
des éléments de poutres tridimensionnels.

Le maillage (figure 4-13) est constitué de 5871 noeuds et de 832 éléments de coques
multicouches avec 8 couches dans la section, 600 éléments de massifs tridimensionnels, 112
éléments de poutres et 4 éléments spéciaux appartenant a 8 groupes de caractéristiques
géométriques et matérielles différentes.

4-2-2-2. Conditions aux limites

Les conditions aux limites concernent le centre de gravité de la table. Ce dernier est fixé
horizontalement pour empécher le mouvement de corps rigide de la structure.

4.2.2-3. Matériaux

- Béton: E = 28000 MP3, v =0.2
- Acier : E = 210000 MPa, v =0.3

Par raison de simplification, nous ne considérons pas les armatures dans cette partie. Leur
influence étant en effet négligeable lors de I’analyse dynamique linéaire de la structure. Seul le
systéme de contreventement est pris en compte.

4-2-2-4. Charges additionnelles

Nous considérons pour chaque plancher des charges complémentaires (figure 4-14) que I'on
intégre en modifiant la masse volumique des planchers.

Masses additionnelles (face supérieure)

0.20 m
.20 m

| Plcher

0.21m

—

030m

Ma=1.2561
Mb=0.48 t
Masses additionnelles (face inférieure) Mc=0.576t

Figure 4-14 : Plancher avec prise en compte des masses additionnelles
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4-2-2-5, Réculte s

Les résultats de 1’analyse modale obtenus avec le modele -3D- sont présentés sur le tableau

4-12. La premiére fréquence propre expérimentale a été mesurée avant les premiers tests et a été
estimée a environ 7.24 Hz, la seconde & 20 Hz (mode propre vertical) et la troisieme 4 33 Hz
(mode de flexion dans le plan). Dans nos calculs, nous avons considéré différentes valeurs de K.
Nous constatons que 1a comparaison entre les valeurs mesurées et obtenues est bonne pour une
valeur de K égale 2 3.10° N/m (écarts inférieurs 4 5.6 %). C’est donc la valeur que I’on retiendra
dans la suite des calculs. Notons également que les valeurs des fréquences obtenues sont trés
proches des valeurs mesurées.

Fréquence | Fréquence | Fréquence | poyrcentage | Pourcentage | Pourcentage
Valeurs de propre propre propre d’erreur d’erreur &’ erreur
K f; (Hz) f, (Hz) f3 (Hz) sur f sur fa sur f;
4.0.10° 7.81 21.69 34.28 7.8% 8.4% 3.8%
3.0.10° 7.65 19.58 33.25 5.6% 2.1% 0.07%
2.5.108 7.52 18.26 32.40 3.8% 8.7% 1.8%

Tableau 4-12 : Fréquences propres obtenues avec le modéle 3D
pour différentes valeurs de K

Les figures 4-15, 4-16 et 4-17 présentent les déformées de la structure pour les premier, second
et troisieme modes propres. La valeur de K étant prise égale a 3.10° N/m. Le premier mode
propre correspond bien a une flexion dans le plan, le second a un mouvement vertical pur et le
troisieme a un autre mode de fiexion dans le plan.
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Nous nous intéressons a présent a la réponse dynamique linéaire de la structure. Pour cela, nous
considérons les deux signaux d’accélération présentés sur les figures 4-18 (a) et 4-19 (a). Ces
signaux correspondent a 1’accélération horizontale appliquée a la table. L’utilisation de ce type
d’excitation et de la méthode de superposition modale permettent d’obtenir la réponse
dynamique lin€aire recherchée.

Dans nos calculs, ces accélérations sont divisées en 1200 incréments et ’intervalle de temps est
pris €gal 4 0.01 s. Les figures 4-18 (b) et 4-19 (b) illustrent le déplacement horizontal au sommet
de la structure en fonction du temps, pour les différents signaux d’accélération considérés
(camus17 et camus!9). Ce déplacement est un déplacement relatif au centre de gravité de la
table. En effet, dans le cas de sollicitations sismiques, I’équation d’équilibre dynamique vérifiée
par le vecteur des déplacements inconnus {U}, s’écrit dans le repere absolu {R}, en négligeant
Peffet de I’amortissement :

[M}{T}+[K}{U}={o} M

ou [M] et [K] désignent respectivement les matrices de masse et de rigidité de la structure.

Si {R’} désigne le repére li€ a la base de la structure, en translation par rapport au repére absolu
{R}, le vecteur {U} peut alors se décomposer sous la forme :

{U} — {Uent} + {Urel} (2)

avec {U®™} le vecteur décrivant le mouvement d’entrainement du repére {R} par rapport 4 {R’}
et {U™} le vecteur des déplacements relatifs de la structure par rapport au repere {R’}. Ce
dernier satisfait donc 1’équation d’équilibre dynamique :

[M]{ﬁrel } + [K]{Urel} - [M]{I‘jent} _ [K]{Uent} (3)

Cependant, la base étant supposée rigide, le vecteur [K]{U™} associé a un mouvement de corps
rigide est nul. L’équation (3) devient alors :

[M] {Urel} + [K]{Urel} — [M]{["Jent} (4)

L’action du séisme apparait clairement sur cette derniére équation a travers le terme

- [M]{I"Jent} qui s’ apparente 2 une force extérieure.

Les figures 4-18 (b) et 4-19 (b) nous permettent de constater que le déplacement horizontal au
sommet de la structure augmente avec la sévérit€ du séisme. En effet, pour le signal
d’accélération Nice 0.40g, le déplacement maximal est de 1.2cm. En revanche, pour le signal
d’accélération Nice 0.71g, le déplacement maximal vaut 5.0cm, soit environ quatre fois plus que
le précédent.
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Nice 0.40g CAMUS17 : K=3.0.10°
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Figure 4-18 : (a) Signal d’accélération Nice 0.40g (Camus 17)
(b) déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps - Camus 17 -

Nice 0.71g CAMUS19 : K=3.0.10"
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Figure 4-19 : (a) Signal d’accélération Nice 0.71g (Camus 19)
(b) déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps - Camus 19 -
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4-2-3. Etude du comportement dynamique non-linéaire de la structure

L’étude dynamique linéaire de la structure ayant conduit & des résultats satisfaisants, nous nous
intéressons a présent a I’étude du comportement dynamique non-linéaire de 1a structure.

4-2-3-1. Modélisation

Le modeéle -3D- considéré pour I’analyse dynamique non-linaire comprend tous les éléments
structuraux de la maquette ainsi que la table. Le maillage est constitué de 1194 noeuds et de 256
éléments de coques multicouches avec 8 couches dans I’épaisseur, 40 éléments de massifs
tridimensionnels, 607 éléments de poutre et 3 éléments spéciaux appartenant a 21 groupes de
caractéristiques géométriques et matérielles différentes (figure 4-20).

Par raison de symétrie, seule la moitié de la structure est modélisée. Les conditions aux limites
appliquées sont alors les conditions de symétrie ainsi que celles concernant le centre de gravité
de la table. '
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Figure 4-20 : Maillage duo modéle non-linéaire 3D avec prise en compte de la table
- Demi-structure -
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4-2-3-2, Matériaux

- Béton : loi élastoplastique de Willam-Warnke a 3 parametres avec endommagement (cf. 2-3-2).
Les caractéristiques mécaniques ainsi que les parametres du modeéle sont indiqués dans le
tableau 4-13.

Modele Caractéristiques Parametres du
matérielles modéle
Elasticité E = 28000 MPa, v =0.2
Willam-Warnke 4 3 Résistances : 0. = 30 MPa Ay=1.0
parametres o =25MPa - B, =0.01
Opc = 1.15 0y Kk =7500
Endommagement Module ultime : k = 5000
Eut = /1000 E

Tableau 4-13 : Caractéristiques matérielles du béton et parametres du modele

Notons que nous n’avons pas utilisé ici le modele visco-élasto-plastique avec écrouissage
visqueux développé par Sercombe (Sercombe, 1997) (cf. 2-3-3), car les effets de vitesse ne sont
pas tres significatifs, nous négligeons donc ces effets et considérons un modéele élastoplastique
endommageable.

- Acier : loi élastique linéaire :
E = 210000 MPa, v = 0.3, p = 7800 kg/m’

Dans cette partie, nous effectuons une analyse dynamique non-linéaire de la structure, nous
devons donc prendre en compte les armatures selon le plan de ferraillage précis€ par les
organisateurs du Benchmarck. Ces armatures jouent un role important lors de la fissuration du
béton & 1’échelle de la structure.

4-2-3-3. Chargement
La structure est soumise au chargement précisé précédemment au paragraphe 4-2-2-5. Ce

chargement est en revanche divisé ici en 6000 incréments. L’intervalle de temps est donc pris
égal 2 0.002 s.
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1
H

orant, p

Certaines structures peuvent méme atteindre la ruine dynamique. La fréquence chute alors

et les oscillations

en évidence les effets du dommage a I'échelle de la structure aprés dépassement de la limite
mp

d’élasticité globale. Ils se traduisent par une augmentation de la période et donc une chute de la
fréquence. A partir de Ia, cette fréquence tend a se stabiliser. Cette stabilisation est essentiellement

La comparaison des réponses numériques obtenues (élastiques linéaires et non-linéaires) met ainsi
due a la ductilité de la structure qui provient de la ductilité des armatures longitudinales.
1

les premiéres secondes puis tendent a différer au moment ou les effets non-linéaires liés a la

élastique obtenue précédemment par superposition modale. Ces deux réponses coincident durant
fissuration du béton a I’échelle de la structure apparaissent.

structure en fonction du temps pour les différents signaux d’accélérations considérés (Nice 0.40g
et Nice 0.71g). La réponse dynamique non-linéaire obtenue est alors comparée avec la réponse

Les courbes des figures 4-21 et 4-22 représentent le déplacement horizontal au sommet de la

Exemples d’application numériqgue

4-2-3-4. Résultats

a zéro
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tent. Ceci n’est évidemment pas le cas pour notre structure.
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Figure 4-21 : Déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps

- comparaison des réponses lin€aire et non-linéaire 3D - Camus 17 -
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Figure 4-22 : Déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps

- comparaison des réponses linéaire et non-linéaire 3D - Camus 19 -

Les figures 4-23 et 4-24 illustrent les isovaleurs de la contrainte o,, pour les différents signaux

d’accélérations considérés Nice (.40g et Nice 0.71g. Elles correspondent a t

11 s pour ces deux

signaux et sont relatives a la fibre supérieure, donc a la couche externe située du cdté de

Pobservateur.

leration Nice 0.40g (Camius

z

acce

Nous constatons a travers ces isovaleurs que, pour le signal &’

17), le coté droit de la stucture est sollicité en traction et le coté gauche en compression. En

revanche, I’effet inverse est observé pour le signal Nice 0.71g (camus 19). Ceci s’explique par le
fait que la structure se déforme vers le c6té gauche pour le premier signal et pour le second vers

le c6té droit. Nous confirmons ceci aprés obsevation des déformées at = 11s.

Notons également que la contrainte 6., augmente avec le niveau d’accélération. En effet, les

valeurs de cette contrainte obtenues pour le second signal, sont plus élevées que celles obtenues

pour le premier signal.
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CAMUS17
Isovaleurs de la contrainte
o, {(enPa)at=lls
-1976960.

l -1630090.

-1283220.

~242605,
104267.
451138.
788010.
1144880.
1491750,

Figure 4-23 : Isovaleurs de la contrainte 6, at=11s - Camus 17 -

CAMUS19
Isovaleurs de la contrainte
c,(enPa)at=11s

-1852700.

~1442286.
1031850,
621432,
& ~211009.

199413.
609836.

1020260.
1430680.
1841100.
2251530.

Figure 4-24 : Isovaleurs de la contrainte 6.;a t = 11s - Camus 19 -
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Les figures 4 2% et 4-26 illustrent les isovaleurs des déformations plastiques. Elles correspondent
a t=11s pour les deux signaux d’accélérations considérés (Camus 17 et 19). Nous constatons a
travers ces isovaleurs que les déformations plastiques augmentent avec le niveau d’accélération.
En effet, les valeurs de ces déformations varient entre 0. et 0.00192 pour le signal d’accélération
Nice 0.40g (Camus 17), alors que pour le signal Nice 0.71g (camus 19), elles varient entre 0. et
0.00261. Nous remarquons également que I’étendue des déformations plastiques est plus
importante pour le deuxiéme signal. Celle-ci atteint en effet Ie troisiéme niveau. En revanche pour
le premier signal, elle n’arrive qu’au deuxiéme niveau.
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Figure 4-26 : Isovaleurs des déformations plastiques at= 11s - Camus 19 -
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4-2-4. Comnars.son avec les résultats obtenus avec un modele bidimensionnel

Afin de valider les résultats précédents obtenus avec le modele tridimensionnel, nous avons
réitéré les calculs en utilisant cette fois, une dicrétisation traditionnelle consistant en un maillage
bidimensionnel. Dans ce modele, les murs sont représentés par des éléments de massifs
bidimensionnels et les planchers et contreventements par des €léments poutres.

De méme gue précédemment, nous avons d’abord effectué une analyse modale de la structure,
puis sommes pass€ aux calcul prévisionnels non-linéaires.

Le modele 2D utilisé pour I’analyse modale comprend les éléments structuraux, la table et les
ressorts. Le maillage (figure 4-27) est constitué de 969 noeuds et de 288 éléments de massifs
bidimensionnels, 93 éléments de poutre et 3 éléments spéciaux appartenant a 9 groupes de
caractéristiques géométriques et matérielles différentes.

Les résultats de 1’analyse modale obtenns avec le modele 21 sont trés proches de cenx obtenns
avec le modele 3D (cf. 4-2-2-5). Les fréquences propres sont précisées dans le tableau 4-14 pour
différentes valeurs de K. De méme que pour ie modéle 3D, nous constatons que la comparaison
entre les valeurs obtenues et mesurées est bonne pour une valeur de K égale 2 3.10° N/m (écarts
inférieurs a 7 % dans ce cas).

Figure 4-27 : Maillage du modeéle 2D - Analyvse modale-
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Fréquence | Fréquence | Fréquence | poyreentage | Pourcentage | Pourcentage |
Valeurs de | propre propre propre d’erreur d’erreur d’erreur
K fy (Hz) f2 (Hz) f; (Hz) sur f, sur > sur f3
4.0.10° 7.93 22.87 35.17 9.5% 14.35% 6.5%
3.0.10° 1.75 20.43 33.82 7.0% 2.0% 2.4%
2.5.10° 7.61 18.95 32.84 5.0% 5.1% 0.5%

pour différentes valeurs de K

Tableau 4-14 : Fréquences propres obtenues avec le modele 2D

Pour I’analyse dynamique non-linéaire de la structure, nous avons considéré un modele 2D
comprenant tous les éléments structuraux de la maquette ainsi que la table. Le maillage
(figure 4-28) est constitué de 821 noeuds et de 250 éléments de massifs bidimensionnels, 837
éléments de poutre et 3 éléments spéciaux appartenant 4 21 groupes de caractéristiques
géométriques et matérielles différentes.

T

2K

Figure 4-28 : Maillage du modele 2D - Analyse non-linéaire-
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Les courbes des figures 4-29 et 4-30 représentent le déplacement horizontal au sommet de la
structure en fonction du temps, obtenues avec le modele 2D pour les différents signaux
d’accélérations considérés : Nice 0.40g (Camus 17) et Nice 0.71g (camus 19). Ces courbes sont
comparées avec celles obtenues précédemment avec le modéle 3D. Nous constatons une trés
bonne concordance. De plus, que P’on utilise le modele 2D ou 3D, les calculs ont montré que les
effets non-linéaires liés a la fissuration du béton apparaissent au méme moment,

0018
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Figure 4-29 : Déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps
- comparaison des réponses non-linéaires 2D et 3D - Camus 17 -
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Figure 4-30 : Déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps
- comparaison des réponses non-linéaires 2D et 3D - Camus 19-
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4-2-5. Comparaison avec les résultats expérimentaux

Dans ce dernier paragraphe, nous comparons les résultats expérimentaux et les résultats obtenus
avec le modele tridimensionnel. Les essais expérimentaux ayant actuellement lieu au CEA, nous
n’avons pu obtenir des expériences, que le déplacement horizontal au sommet de la structure en
fonction du temps, pour le signal d’accélération Nice 0.71g (camus 19).

La courbe de la figure 4-31 représente ce déplacement. Cette courbe est comparée avec celle
obtenue précédemment avec le modéle 3D (cf. 4-2-3-4).

La confrontation des modéle et concepts utilisés avec les résultats d’essais montre une bonne
concordance en fréquence. Toutefois ’amplitude des déplacements expérimentaux est supérieure
a celle obtenue avec le modéle 3D. Ceci pourrait provenir de la difficulté¢ de la modélisation de la
base de la structure.
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Figure 4-31 : Déplacement horizontal au sommet de la structure en fonction du temps
- comparaison de la réponse non-lincaire 3D et des résultats expérimentaux - Camus 19-
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4-3. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux exemples d’applications numériques utilisant les
éléments de coques multicouches : I’étude de 1’entretoisement d’un pont bipoutre a trois travées
et I’étude d’une structure multi-étagée en béton armé soumise a un chargement sismique.

Ces deux exemples montrent que les outils numériques développés répondent de facon
satisfaisante a la problématique industrielle posée. En effet, la premiére étude consistait a étudier
le réle des entretoises d’un pont bipoutre a trois travées dans le but de réduire leur nombre. Nous
avons commencé par effectuer une analyse é€lastique linéaire des contraintes générées dans la
structure en utilisant deux schémas : I’un avec 7 entretoises et 1’autre avec 15 entretoises. Nous
sommes ensuite passés a une analyse non-linéaire de la structure. L’examen des résultats obtenus
avec les deux schémas (7 et 15 entretoises) a permis de conclure que 1'utilisation de 7 entretoises
était suffisante pour assurer la répartition transversale des charges appliquées au pont.

Le second exemple d’application consistait a étudier une structure multi-étagée en béton armé
sous chargement sismique. Nous avons utilis€é pour cela une discrétisation tridimenionnelle
permettant d'analyser les principaux aspects de la représentation spatiale du probleme. Cette
discrétisation faisait intervenir les éléments de coques multicouches développés au chapitre 1.
Les résultats obtenus en analyse linéaire et non-linéaire ont montré que ces outils numériques
étaient aptes a effectuer des calculs prévisionnels de structures en béton armé sous chargement
sismique. En effet, ces résultats ont été confrontés aux résultats d’essais et a des résultats obtenus
en utilisant une discrétisation bidimensionnelle, une bonne concordance a été constatée.

La gamme d’applications possibles des éléments de coques multicouches est assez étendue. Les
exemples précédents montrent que 1’on peut effectuer des calculs sur des structures constituées
d’un mélange d’éléments de coques, de poutres et de massifs tridimensionnels. Toutefois, leur
performance nécessite toujours des améliorations. De plus, leur domaine d’application étant
principalement le domaine sismique, il serait intéressant de modéliser les poutres de la structure
multi-étagée, en éléments de poutres multifibres (Ulm, 1994). Ceci permettrait d’aboutir a une
analyse dynamique plus compléte.
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Conclusion et perspectives

Dans cette étude, nous avons formulé un élément fini particulier permettant ’analyse non-
linéaire de structures coques en béton armé sous chargements statiques et dynamiques : I’élément
de coque multicouche. Issu de ’approche semi-globale, cet élément permet de traiter les non-

linéarités géométriques & une échelle globale, mais aussi les non-linéarités matérielles a une
échelle locale : les couches.

L’élément de coque multicouche date du début des années soixante-dix. Il est a présent
considérablement répandu dans la littérature du fait qu’il ait connu de grands développements en
statique, dynamique et grands déplacements. Toutefois, sur un plan numérique, cet élément reste
développé pour des lois de comportement spécifiques au béton et a I’acier. Dans cette étude,
nous avons montré sa généralisation & I’analyse de structures dont le comportement est régi par
des lois & variables internes : plasticité, endommagement, visco-élasto-plasticité...

Deux grandes parties composent notre travail. Une premiére partie a été consacrée a la
formulation de l’élément de coque multicouche. Dans une seconde nous avons présenté un
ensemble de lois de comportement a variables internes pour I’acier et le béton en vue de leur
utilisation au sein de cet él€ment.

Concernant la formulation de I'élément fini de coque multicouche, celui-ci a tout d'abord été
développé dans le cadre de l'hypothése des petites perturbations. Une extension a ensuite €t€
présentée en intégrant les effets non-linéaires géométriques. Nous avons revu au sein de cette
formulation coques multicouches, le phénomeéne d’instabilité élastique se produisant dans les
coques (flambement linéaire), et avons ensuite abordé les problémes de grands déplacements,
grandes rotations et petites déformations en combinant les effets non-linéaires géométriques avec
les non-linéarités matérielles.

Pour traiter des problémes non-lin€aires des matériaux constitutifs des structures en béton armé,
nous avons présenté différentes lois de comportement a variables internes pour I’acier et le béton.
Une loi €lastoplastique parfaite de Von-Mises modélisant le comportement de 1’acier dans le cas
de chargements monotones, une loi anisotrope de Hill modélisant le comportement des lits
d’armatures croisés existant dans les coques en béton armé, et une loi élastoplastique de Willam-
Warnke 2 trois paramétres modélisant le comportement du béton. Une premiere extension du
modele de Willam-Warnke 4 un modeéle élastoplastique endommageable a €té effectuée dans le
but de prédire les effets du dommage a 1’échelle microscopique des structures sous chargements
cycliques. Une seconde extension a un modele visco-€lasto-plastique avec €crouissage visqueux
a été accomplie pour rendre compte du comportement du béton en dynamique rapide.
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Concernant le traitement numérique de ces lois, nous avons présenté deux algorithmes :
I’algorithme implicite de projection dans I’incrément et I’algorithme explicite de projection dans
I’itération. Notre choix s’est porté sur le second algorithme. Celui-ci étant en effet plus simple
d’utilisation que le premier et conduisant a des temps de calculs raisonnables.

Les lois de comportement a variables internes présentées, ont été utilisées au sein de 1'élément
fini de coque multicouche. Une attention particuliere a donc été portée sur I’hypotheése des
contraintes planes lors des développements algorithmiques. Cela a nécessité un traitement
particulier lors de I'intégration des contraintes et du calcul de la matrice de comportement
tangente. L’outil développé permet ainsi d’utiliser des lois de comportement triaxiales
quelconques au sein d’un élément de coque classique.

Les développements effectués ont ét€ mis en oeuvre au sein du code de calcul par éléments finis
CESAR-LCPC. De nombreux problémes non-linéaires ont été traités. Nos résultats ont été
comparés a des solutions de référence d’origine analytique, numérique ou expérimentale. Une
bonne concordance a été constatée. La formulation coque multicouche nous est donc apparu
comme un moyen fidéle de modélisation de structures coques en acier, béton et béton armé sous
divers chargements.

Malgré ces résultats prometteurs, cette formulation présente quelques limites qui rendent
nécessaires des développements ultérieurs, en particulier au travers des exigences de la pratique
courante des ingénieurs. Les quelques propositions qui suivent constituent des extensions
possibles de notre travail qu’il est nécessaire de mener i bien pour compléter notre étude :

N

- La premiecre extension consiste a prendre en compte !'effet de la précontrainte en tant que
probléme de conditions aux limites a !interface acier-béton. En effet, la modélisation
multicouche proposée suppose une adhérence parfaite entre les couches et ne permet aucun
glissement. Cependant, dans les structures en béton armé, la détérioration progressive de
I’adhérence entre acier et béton affecte de maniere importante leur comportement global. Il est
donc important de tenir compte de ce phénomene, notamment dans le cas de structures coques
en béton précontraint. Cette prise en compte du glissement s’effectue dans le cadre des petites
perturbations et consiste a introduire dans la formulation, des degrés de liberté correspondant
aux déplacements relatifs entre acier et béton (Llm, 1994).

- Une autre extension consiste & tenir compte du phénomeéne de localisation. En effet, le
phénomene de fissuration des matériaux étant discontinu par nature, on pourrait se poser la
question de la pertinence d’un modele continu standard représentant ces phénomeénes
discontinus. En fait, les modeles présentés dans le cadre de cette thése restent applicables tant
que la fissuration n’est pas fortement localisée sous la forme d’une discontinuité macroscopique
a I’échelle de Ia structure. Certes, ces limites mériteraient d’étre étudiées plus en détail.

- D’un point de vue numérique, il reste & mettre en oeuvre dans le logiciel CESAR-LCPC les
problémes de grands déplacements, grandes rotations et petites déformations en combinant les
effets non-linéaires géométriques avec les non-linéarités matérielles.
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ANNEXE 1 : Calcul des dérivées des vecteurs n,, nyet n

Pour tous les développements exposés au cours de cette annexe, les notations sont identiques a
celles du paragraphe 1-2-2 du chapitre 1 et ne sont pas redéfinies ici.

Al.1 Composantes des dérivées des vecteurs n, et n; suivant les directions « et 8

On rappelle les expressions des vecteurs m, et ng de la base orthonormée au point P précisé dans
le paragraphe 1-2-2 :

ra
naz—X— nﬁ:——é—* (1)

ot A et B représentent les parametres de Lamé.

L’égalité des dérivées secondes partielles mixtes du vecteur position r se traduit par :

g =F g (2)
Utilisant (1) dans (2), on obtient :

(An,),=nA;+An,;=Bn,),=nB_ +Bng, 3)
ce qui conduit a :

1
ng, =§[—nﬂB,a+naA‘ﬂ+Ana_5] 4)

Considérons a présent la dérivée du produit scalaire (n,, . ng), respectivement 3 @ :
(n,.mg),=ng.mn,, +n,.0,, (5
Sachant que n,.nz=0:

ng.n

ct,a=—!na 'nﬁ,a (6)

En remplagant n, , par I’expression (4), il vient :

1
nﬂ.naiaz——B—na .[— nﬂB’a+naA_ﬁ+Ana’5] (7)
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La relation (11) du chapitre 1 nous permet de déduire que (n, . ng) , = 0. De plus. utilisant le fait
que n, . n, =1 et que n, . ng=0, on obtient :

n,.n,,=-—"- (8)

Ainsi, I’équation (8) ne représente rien d’autre que la composante de n, , selon la direction ny,
précisée dans les relations (13) du chapitre 1.

En ce qui concerne les autres composantes des dérivées des vecteurs n, et mg suivant les
directions @ et §, elles sont déterminées de la méme maniére que ci-dessus.

Al.2 Dérivées du vecteur ng

Considérons une section normale, en un point P de la ligne de coordonnée s, (figure AI-1). Le
vecteur ng est représenté au point P; ainsi qu’au point P; situé a une distance As, de celui-ci. La
figure A1-1 montre que le changement en ng, Ang, est approximativement parallele a la tangente
a la courbe en P,. Ceci conduit 4 :

An, = [An,| n, (9)

Le théoréeme des triangles semblables conduit a :

"Ano” _FBPF

= (10)
"“m“ R,

Figure Al-1 : Représentation de Ang (d’apres Gould, 1987)
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Si I’on considére I’équation (7) du chapitre 1, on peut écrire :
PP, =As, =AAa (11)

En injectant (9) et (11) dans (10) et utilisant le fait que le vecteur ng, est unitaire, on obtient :

Any _ A L (12)
Ao R,
En faisant tendre Aa vers zéro pour chaque membre de 1’équation (12), il vient :
A
n,,= I{_ n, (1 3)

L’équation (13) ne représente rien d’autre que la dérivée du vecteur ny respectivement a la
direction a, précisée dans les relations (13) du chapitre 1. Concernant la dérivée ng, 4, on la
détermine de la méme maniere que ci-dessus.

A1.3 Composantes des dérivées des vecteurs n, et ng suivant la direction normale
Considérons la dérivée du produit scalaire (ng . n,) respectivement a a :
(ny.n,),=n,.n,,+n,.0,, (14)
Sachant que ny. n, =0, il vient :

n,.n,,=-n_.ng, (15)

a,a

L’utilisation de (13) dans (15) conduit a :

n,.n,, =-— (16)

L’équation (16) représente donc la composante de normale de n, ,, précisée dans les relations
(13) du chapitre 1. Pour les autres composantes normales des dérivées des vecteurs n,, et ng, elles
sont déterminées de la méme manicre que ci-dessus.
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ANNEXE 2 : Elément fini de coque multicouche

Dans cette annexe, nous précisons pour les différents types d’éléments de coque multicouche
considérés, D’expression de la matrice des fonctions d’interpolation [N]ix du champ de
déplacement d'une couche k. utilisée dans le paragraphe 1-3-2 du chapitre 1.

A2.1 Expression de la matrice des fonctions d’interpolation

Considérons un point matériel Q situé a une distance ey de la surface de référence de la coque, et
P sa projection orthogonale sur celle-ci. Le vecteur déplacement £ d’une couche k de la coque
est repéré par le vecteur de position PQ et s’écrit dans le repére local de 1’élément de vecteurs de
basem (i=a,f$,0):

§, =E8(Q)=8(P)+w(P)~ PQ (D

avec les composantes :

=8¢ .m, =&) +e, w;
gﬁk=§k'nﬁ=§§_eka}§ )
Eox =& .my =§§

Une discrétisation par éléments finis conduit a exprimer le champ de déplacement §(P) en

fonction du vecteur des déplacements nodaux de I’élément &,(P) par I’intermédiaire de fonctions
d’interpolation. Pour les é€léments de coque épaisses a 6 ou a 8 noeuds, ceci revient a :

r'Eg = H, Eﬁz

E% = Hi 553

&0 =H; &, i=l,nd (3)
w; =H, o},

‘wg = H, a)};,

ou nd représente le nombre de noeuds.
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Les fonctions d’interpolation H s’expriment :
H, =-r1(1-2r)
H, =-s(1-2s)
4H3=-(l—r—-s)[l—2(1—r—s)] @
H,=4rs
H;=4s(1-r-5)
H,=4r(1-r-s)
pour les éléments de coque a 6 noeuds, et :
( 1
H, =—Z(l—r)(l—s)(l+r+s)
Hy == (1+1)(1-5) (1-1+5)
H, =~i(1+r)(l+s)(1—r—5)
H, =~ (1=1)(1+s) (1 +1-5)
o )
H5=E(l—r‘)(lms)
1
H6=§(l+r)(l—s2)
1
H, =—2-(1—r2)(1+s)
! >
\HS =5(1—r)(l—s )

pour les éléments de coque a 8 noeuds .

Dans les expressions (4) et (5), r et s représentent les coordonnées paramétriques sur les éléments

de référence (figure A2-1).



Annexe 2 204
S S
a2 y 7 3
4
59 LA ¢ 6 . r
3 5 7 T ] 5 2
a) b)

Figure A2-1 : Eléments de référence - a) 6 noeuds - b) 8 noeuds

Les éléments de coque mince a 3 et a4 4 noeuds sont des €léments qui travaillent comme des
plaques; ’effet géométrique de la courbure n’est donc pas pris en compte et le repere local de
vecteurs de base m; (i = @, 8, 0) revient a un repére cartésien. Pour ces éléments, les composantes
de translation dans le plan du champ de déplacement £(P) sont interpolées comme suit :

P=N. EF
{§; ’ §: i=1, nd (6)
E vy — Ni Eiy
ou N sont les fonctions d’interpolation s’exprimant pour les éléments de coque a 3 noeuds :
N,=1-r-s
N,=r (7
N, =s

et pour ceux a 4 noeuds :

N=L-n)-9)

N2=%@+QO—Q
L ®)
N, =Z(l+r)(1+s)

N, =%(l-—r)(l+s)

N
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Figure A2-2 : Eléments de référence - a) 3 noeuds - b) 4 noeuds

Les composantes de rotation sont quant a elles interpolées par (Batoz, 1992) :

w§=Hiw§(+HJw; _
1=1,ndetj=(nd+1, 2 nd) 9
o) =H o +H o}

olt H représentent les fonctions d’interpolation précédemment définies par les relations (4) et (5),
selon qu’il s’agisse d’éléments de coque i 3 noeuds ou ceux a 4 noeuds. Pour les rotations @7,

(§ = nd+1, 2nd), elles correspondent aux rotations calculées au milieu de chaque coté en
considérant une variation linéaire le long des cotés (Ait-ali, 1984).

Aucune interpolation n’a été introduite pour le déplacement transversal §?, ceci est li€ a I'idée
de construction de ces éléments (Batoz, 1992).

Enfin, selon le type d’élément considéré, I'utilisation des relations (6) et (9) ou alors de
I’'équation (3) dans le systéme (2) permet 1’obtention de la matrice des fonctions d’interpolation
[N]k (paragraphe 1-3-2 du chapitre 1).
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ANNEXE 3 : Rotations semi-tangentielles

Pour tous les développements exposés au cours de cette annexe, les notations sont identiques &
celles du paragraphe 1-4-4-2 du chapitre 1 et ne sont pas redéfinies ici.

A3.1 Concept de rotations semi-tangentielles

Le probiéme majeur qui se pose lors de I'utilisation des grandes rotations dans ’espace est la
non-commutativité de ces rotations par rapport a des axes fixes ou mobiles. Argyris (Argyris et
al., 1978 et 1982) a proposé a cet effet le concept de rotations semi-tangentielles. L.’idée de base
de ce dernier consiste a définir un mode de composition des rotations rendant le résultat vectoriel
final indépendant de l'ordre dans lequel les rotations sont appliquées. Ce concept a
précédemment été appliqué par Cariou (Cariou, 1988) et Ulm (Ulm, 1994) pour la résolution par
€léments finis des problémes non-linéaires dans le cas des poutres bidimensionnelles et
tridimentionnelles. Dans ce paragraphe, nous appliquons le concept de rotations semi-
tangentielles au cas des coques multicouches développées au chapitre 1.

Soit £ le vecteur des rotations totales (mouvement de corps rigide et déformation) ayant pour
composantes (£2;, §2,, £2;) dans le repere n; (i = a, B, 0) relatif a la configuration initiale.
Argyris montre qu’en analyse non-linéaire (grands déplacements), les vecteurs de base n; (i =,

B, 0) relatifs a la configuration actuelle déformée, s’écrivent en fonction des vecteurs n; :

n' = R(Q).n’ | (1)

ot R est le tenseur rotation s’écrivant en fonction du pseudo-vecteur de rotation Q'

2

avec |
: y 8 2 0l 20l
Q = tan(“Q"/’.Z)Hg—z—" Q=@ +Q +Q 3)

et sous forme matricielle :

0 — tan(Q; / 2) tan(Q, / 2)
S=| tan(Q/2) 0 —tan(Q / 2) )
—tan(Q,/2)  tan(Q /2) 0
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Si I'on désigne par 2, et @’ les pseudo-vecteurs de rotation associ€s respectivement au

mouvement de corps rigide et & celui entrainant des déformations, le pseudo-vecteur de rotation
€2' s’écrit alors (Cariou, 1988; Ulm, 1994) :

. 1 , .
Q—m(ﬁo-!"a.?) (5)

L’ hypothese des petites déformations conduit a :

Q~(Q+w) (6)
Qu encore
Q=Q -w) (D

En effet, la norme du pseudo-vecteur @’ devient faible devant ’unité avec la prise en compte de
cette hypothese.

L’utilisation de I’équation (7) dans (2) permet ainsi la détermination des vecteurs de base nfg
(i=a, B, 0) relatifs a la configuration de référence (configuration de corps rigide) en fonction des
vecteurs n; relatifs & la configuration initiale par :

n® = R(Q). e ®)
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ANNEXE 4 : Etude de Ientretoisement d’un pont bipoutre a trois travées
- compléments de résultats -

Les notations utilisées au cours de cette annexe sont identiques & celles du paragraphe 4-1 du
chapitre 4 et ne sont pas redéfinies ic1.

A4.1 Caractéristiques géométriques des poutres principales et des lits d’armatures de la
dalle en béton armé

Longueur (m) Largeur (m) Epaisseur (m)
18.50 0.6 0.025
9.00 0.6 0.090
29.00 0.6 0.025

900 | o6 | 00%
18.50 0.6 0.025

Tableau A4-1 : Caractéristiques géométriques des semelles supérieures
des poutres principales

Longueur (m) Epaisseur (m)
18.50 0.018
9.00 0.024
29.00 0.018
9.00 0.024
18.50 0.018

Tableau A4-2 : Caractéristiques géométriques des Ames des poutres principales



Longueur (m) Largeur (m) Epaisseur (m)
18.50 0.7 0.040
9.00 0.7 0.090
29.00 0.7 0.040
9.00 0.7 0.090
18.50 0.7 0.040

Tableau A4-3 : Caractéristiques géométriques des semelles inférieures

des poutres principales

Longueur (m) Adlre totale / ml Distance a
I’extrados (m)
14.00 0.00062 0.035
18.00 0.00167 0.035
20.00 0.00062 0.035
18.00 0.00167 0.035
14.00 0.00062 0.035

Tableau A4-4 : Caractéristiques géométriques du premier lit d’armatures

de la dalle en béton armé

Longueur (m) Aire totale / ml Distance a
I’extrados (m)
14.00 0.00062 0.215
18.00 0.00083 0.215
20.00 0.00062 0.215
18.00 0.00083 0.215
14.00 0.00062 0.215

Tableau A4-5 : Caractéristiques géométriques du deuxiéme lit d’armatures

de la dalle en béton armé
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A4.2 Poids des équipements considérés

Dix masses linéiques définissent les superstructures :

Masse {t/ml) Ordonnée y (m)
0.05 -8.28
0.00 -8.03
0.50 -7.60
0.50 -4.14
1.50 -3.80
0.05 8.28
0.00 8.03
0.50 7.60
0.50 4.14
1.50 3.80

Tableau A4-6 : Poids des équipements considérés

A4.3 Calcul de la charge roulable A

L’intensité de la charge roulable A est calculée selon les réglements tel que (se rapporter au

bulletin officiel du ministére de I’urbanisme et du logement, circulaire 8§1-63 du 28/07/1981) :

A=23a;.a. A(d)

ou a; est un coefficient donné en fonction du nombre de voies chargées et de la classe du pont, a,
est le rapport entre la largeur de la voie 1, et une largeur 1; donnée en fonction de la classe du
pont, et A (1) la charge répartie exprimée en kg/m" et donnée en fonction de la largeur chargée 4

par :
A(1)=230+ 26000

(A+12)

On prend : 4 =23 + 38 + 0 =61 m, ce qui conduit a:

AQL) = 724 kg/m®

De plus, le pont faisant partie de 1a premiére classe et comprenant 4 voies, les coefficients a; et a,

valent :
a;=075 et a=hL1y=3535=1
Ce qui permet de calculer la charge A :

A =075x1x724 =543 kg/m*






