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A) Position du problème 

Si le problème de la capacité portante d'une fondation superficielle de type semelle 

filante, posée sur un massif plan semi-infini, et chargée par une force verticale centrée, 

est actuellement bien maîtrisé, car reposant notamment sur une expérience acquise par 

l'ingénieur géotechnicien depuis de nombreuses années, il n'en est plus de même dès 

que l'on s'éloigne de cette configuration de référence. En effet, lorsque l'on est amené 

à étudier la stabilité d'un ouvrage, où le massif sur lequel repose la fondation, possède 

une géométrie plus complexe, ou lorsque la charge appliquée sur la semelle n'est plus ni 

verticale ni centrée, on constate dans la majorité des cas, une réduction significative de la 

capacité portante de la fondation qu'il est indispensable de prendre en compte au niveau 

du projet de dimensionnement de l'ouvrage. 

Cette réduction de portance peut être due à de nombreuses causes. La première, sur 

laquelle nous avons ici décidé de porter notre effort principal, est la présence d 'une 

p e n t e à proximité de la fondation. D'un point de vue pratique, une telle configura­

tion peut résulter de deux situations différentes. On peut ainsi être amené à construire 

un ouvrage en bord ou du moins à proximité d'un talus déjà existant ; c'est le cas de 

nombreuses constructions d'immeubles, notamment en site urbain (fig. 1-a), mais aussi 

d'assises de fondation pour des piles de pont (fig. 1-b). Ce peut être également le cas de 

la construction, parallèlement à l'arête du talus, d'une voie routière ou ferrée (fig. 1-c), 

pouvant être assimilée à une semelle filante, dont la charge est le poids de la voie elle même 

et des véhicules y circulant. Inversement, et c'est le cas le plus fréquemment rencontré 

en site urbain, il est souvent nécessaire de venir creuser une fouille ou une excavation au 

voisinage d'un immeuble déjà existant, afin par exemple de construire un autre bâtiment 

comportant des étages de parking souterrains (fig. 2). 

5 
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Figure 1: Exemples de situations mettant en jeu un problème de fondation à proximité 

d'une pente (d'après Giroud et al. (1971)) 
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Figure 2: Exemple d'excavation à proximité d'un immeuble 
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A ce premier facteur de reduction de la capacité portante d'une fondation, vient se su­

perposer l'effet, défavorable ou non, du type de chargement appliqué. En effet, ce charge­

ment peut être sensiblement éloigné de la situation classique où la force est verticale et 

centrée. H est ainsi possible, que la charge appliquée sur la fondation soit excentrée, ce qui 

est assez courant dans le domaine de la construction où, pour des raisons d'aménagement 

et d'environnement, on est amené à déplacer l'immeuble par rapport au centre de la fon­

dation (fig. 3-a), et/ou qu'elle soit inclinée, ce qui se rencontre dans le domaine du génie 

civil, à l'exemple de certains ponts à haubans (pont de Normandie), où l'axe du pont est 

courbe (Fig. 3-b). 

(a) (b) 

Figure 3: Exemples de chargement non centré et incliné, appliqué sur la fondation 

Comme nous le verrons plus en détail dans ce mémoire, la question de la capacité 

portante d'une fondation appliquée au voisinage d'une pente a été surtout examinée sous 

l'angle expérimental (cf. chapitre 2). H s'ensuit qu'actuellement les textes réglementaires 

relatifs au dimensionnement de ce type d'ouvrage s'appuient poux l'essentiel sur de telles 

données expérimentales. Ainsi le "fascicule 62 titre V" (1994), qui établit les clauses 

techniques générales applicables aux marchés publics de travaux, fixe un certain nombre 

de règles concernant le calcul du coefficient minorateur à appliquer pour tenir compte de 

la proximité d'une pente (voir extrait Fig. 4). 

L'approche qui y est développée préconise une démarche en deux temps. S'étant 

d'abord assuré de la stabilité du talus sous poids propre ("angle de frottement interne 

suffisant pour que . . ."), le document propose une formule empirique donnant l'expression 

du coefficient minorateur en fonction de l'angle de talus ß et du rapport d/B entre la 

distance à la crête du talus et la largeur de la semelle de fondation. 
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— 127 — 

3. - CAS D'UNE FONDATION EN CRÈTE DE TALUS SOUMISE À UNE CHARGE VERTICALE CENTRÉE 

Lss règles qui suivent ne sont applicables qu'aux sols frottants dotés <fsm angle de frottement interne suffisant pour que la pente soit naturellement stable. De 
plus, on limitera leur ipplicatíon a des pentes inférieures ou ¿gales a 1/1. 

La figure d-après indique les notations adoptées. 

- S désigne la largeur de la fondation mesurée dans le plan de plus grande pente, 
- ¿ l a distance horizontale entre l'arête aval de la fondados et le talus, 
- ¡5 rangle de la pente par rapport a Hiorizontale, 

i L CAS VVH ENCASTREMENT NUL 

Bisa que peu rencontré en pratique, ee cas ea le seal pour lequel on dispose de données expérimentale 
a centrifugeuse. 

Le coefficient minoratear ¡jj est pris égal a la valeur proposée par Corté et Gamier: 

1 

í , - ? ^ l j - l - e ^ . t a n ? . a - t a n ? ) . í m a x | í l - - ^ j : o | j 

Li figure d-contre donne une représentation graphique de ce coefficient. 

: suffisantes griee, en particulier, aux essais effectués 

Va 

o.a 

o.a 

0.4 

0.2 

x r ^ k X | "" --tanfl =1/3 
^ ^ r r i - t a n g - 1 / 2 

- tanß - 2 / 3 
•tan^-1/1 

a B 

Figure 4: Extrait du fascicule 62 titre V 

Ce texte appelle plusieurs remarques : 

- il préconise une approche "découplée" du problème, dans laquelle la question de 

la stabilité du talus est examinée séparément de celle de la capacité portante ; 

- le coefficient minorateur apparaît comme une fonction des seuls paramètres 

géométriques ß et d/B, alors que rien n'indique a priori que l'angle de frottement in­

terne <f> du sol, ou bien encore sa cohésion, exprimée par exemple à travers le facteur 

adimensionnel c/jB, n'interviennent pas dans la valeur de ce facteur. 

Il apparaît à vrai dire que, compte tenu des caractéristiques particulières des essais sur 

lesquels reposent cette formule (principalement les essais sur modèles réduits centrifugés 

conduits par Bakir (1993) sur des talus de pente asses faible constitués de sable sec), 

son domaine de validité est relativement restreint, de sorte qu'on ne saurait par exemple 

l'appliquer telle quelle au cas d'une fouille verticale. Une démarche théorique, permettant 

d'aborder le problème dans toute son ampleur et d'étendre l'analyse à des plages de 

variation des paramètres beaucoup plus importantes, est donc indispensable. 



Introduction 9 

B) Nécessité d 'une approche théorique du problème 

Généralisant le raisonnement classique de superposition adopté par Terzaghi (1943) ou 

Caquot et Kerisel (1966) dans le cas d'un massif semi-infini, certains auteurs (Meyerhof, 

1957 ; Giroud et a/,1971 ; Absi,1972 ou Fillat,1981) ont proposé une méthode théorique 

d'évaluation de la capacité portante d'une semelle filante en bord de pente, prenant 

en compte séparément les effets de la cohésion, du poids volumique et d'une surcharge 

éventuelle. Malheureusement leur raisonnement conduit par exemple à des évaluations 

non nulles de la capacité portante d'une semelle fondée sur un talus infini d'angle supérieur 

à l'angle de frottement du sol, et donc bien évidemment instable sous son seul poids propre 

(voir par exemple Giroud et Tran-Vo-Nhiem,1971). 

Une étude de ce problème a également été menée dans le cadre de la théorie des charges 

limites (Salençon,1972,1974), mais limitée au cas d'un matériau purement cohérent et 

non pesant, conduisant notamment à des approches statiques par défaut de la capacité 

portante. 

Kusakabe et al. (1981). Saran et al (1989) puis Narita et Yamaguchi (1990) abordent 

le problème par une approche du type analyse limite, et plus précisément par la méthode 

cinématique. Dans les deux premiers articles, l'étude est axée sur le poinçonnement de 

la fondation, mais ne traite pas de la stabilité d'ensemble de l'ouvrage. A l'inverse, le 

troisième travail ne porte que sur cette dernière. Ici encore, les problèmes de la sta­

bilité d'ensemble de l'ouvrage et du poinçonnement de la fondation sont donc abordés 

de manière séparée, sans qu'il soit toujours clairement précisé le statut des évaluations 

obtenues (valeurs par défaut ou par excès de la charge limite). 

Nous plaçant dans le cadre de la théorie du calcul à la rupture qui permet une analyse 

mécanique cohérente du problème, l'étude que nous avons entreprise se compose de quatre 

chapitres : 

• Le premier chapitre, concernant l'approche bidimensionnelle du problème, décrit la 

géométrie ainsi que les caractéristiques mécaniques du type d'ouvrage que l'on se propose 

d'étudier. On y détermine avec précision, et c'est là un travail essentiel pour mener à bien 

notre étude, le mode de chargement de la fondation, dans le cadre de cette configuration 

bidimensionnelle. On s'intéressera en particulier à deux types de chargements distincts, 

conduisant à des résultats sensiblement différents, quant à la portance des fondations. 

Enfin, les deux approches statique et cinématique de la théorie du calcul à la rupture 

auxquelles on aura recours pour traiter notre problème, y sont présentées. 
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• Dans un second chapitre, nous utiliserons cet outil théorique, afin d'étudier les coeffi­

cients de réduction de la capacité portante de semelles filantes (modélisation bidimension-

nelle) posées à proximité d'un talus, et chargées par des forces inclinées et/ou excentrées. 

Nous mettrons alors en évidence, l ' importance sur la portance des fondations, que revêt 

le type de chargement qui leur est appliqué. Nous comparerons de plus au cours de cette 

partie, les résultats donnés par notre approche, avec ceux obtenus, par d'autres études 

théoriques et numériques, et par des travaux expérimentaux effectués sur modèles réduits 

centrifugés. 

• Le troisième chapitre sera consacré à une réflexion, et à ses conséquences, sur le choix 

du critère de résistance du matériau constituant le massif sur lequel repose la semelle, 

notamment sur la possibilité ou non pour le sol de résister à des contraintes de traction. 

On montrera alors, que dans certains cas de figure, cette propriété a une influence sensible, 

sur l'estimation de la capacité portante. 

• Enfin, dans le quatrième et dernier chapitre, nous reprendrons l'étude de la capacité 

portante d'une fondation superficielle, mais cette fois-ci, nous nous placerons dans le cas 

d'une fondation rectangulaire, qui relève d'une analyse tridimensionnelle du problème. 

Nous nous intéresserons dans un premier temps à la portance d'une fondation établie sur 

un massif plan semi-infini, puis dans une seconde partie nous étudierons l'effet réducteur 

sur la capacité portante, de la présence d'une pente à proximité de la fondation. On 

constatera alors, que même si les tendances vont dans le même sens que lors de l'étude 

bidimensionnelle, les résultats obtenus dans cette partie, peuvent parfois se révéler très 

différents. Nous les comparerons à des résultats théoriques déjà publiés, ainsi qu'à des 

résultats obtenus à l'aide de travaux expérimentaux sur modèles en vraie grandeur et sur 

modèles réduits centrifugés. 



Analyse du problème 
bidimensionnel par la théorie du 

calcul à la rupture : 
Position du problème et Présentation de la 

méthode. 
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POSITION DU PROBLÈME 

Nous nous proposons donc dans ce travail, d'évaluer les facteurs de réduction de la 

capacité portante de fondations superficielles, dus à l'environnement et aux conditions 

de sollicitation qui lui sont imposées. Nous avons vu en effet qu'il est aisé de concevoir 

que la portance d'une fondation sera différente selon le lieu où elle est installée, et selon 

le chargement qui lui est appliqué. Ainsi, la proximité d'un talus, la réalisation d'une 

excavation proche d ;une fondation, la nature du chargement qui lui est appliqué (excen-

trement, inclinaison, ...) sont des facteurs qui influent sur la portance de la fondation, en 

se combinant. 

Mais afin de mener à bien cette étude, nous nous proposons de fixer dans ce premier 

chapitre, les bases ainsi que les hypothèses que nous avons utilisées lors de cette étude. 

Nous nous attachons donc tout d'abord dans une première partie, à décrire la géométrie de 

l'ouvrage que nous étudions, puis nous présentons les critères de résistance du matériau 

constitutif du massif. La deuxième partie est - consacrée à la détermination du mode 

de chargement de la fondation qu'il est essentiel de préciser compte tenu de l'absence 

de symétrie du problème due à la présence de la pente. Nous déterminons alors dans 

une troisième partie, l'influence du mode de chargement de la fondation, sur la forme 

du domaine des chargements supportables par la semelle. Une analyse dimensionnelle, 

nécessaire dans le type d'étude que nous menons, est réalisée dans une quatrième partie, 

afin de déterminer quels sont les paramètres influents dans notre problème. Enfin, nous 

détaillons dans cette partie, les deux approches statique et cinématique de la théorie du 

calcul à la rupture, à l'aide desquelles nous allons développer notre étude. 

13 



14 Analyse du problème tridimensionnel 

1.1 Modélisations géométrique et mécanique du 
problème 

1.1.1 Géométrie du problème 

En premier lieu, il nous est nécessaire de décrire les données géométriques de notre 

problème ; nous considérerons dans les deux prochains chapitres, une semelle filante dans 

la direction £3 (figure 1.1) de largeur B, située à une distance D de la crête d'un talus 

ou d'une excavation. Ce talus, respectivement excavation, est défini par sa hauteur, 

respectivement profondeur, H et sa pente ß comprise entre 0 (le massif est alors semi-

infini) et 90° (cas du talus vertical). 

Figure 1.1: Données géométriques et mécaniques 

1.1.2 Caractéristiques de résistance du sol constitutif 

Le massif est constitué d'un matériau homogène, qui selon les cas, obéira à un critère 

de Tresca ou à un critère de Coulomb, l'analyse étant menée en contraintes effectives. 

On est amené ici à préciser leur forme. La convention des contraintes comptées posi­

tivement en traction est adoptée dans toute la suite. 

a) C r i t è r e de Tresca : 

Rappelons qu'un matériau de Tresca possède un domaine de résistance convexe 

défini par l'inégalité suivante : f(çr) < 0 où : 

/ ( g ) = SUp (tr, -ffj-(T0) (1.1) 
i,j=1.2,3 
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si <7o est la limite de résistance en traction ou compression simple du matériau étudié. 

Ce domaine est représenté dans le plan de Mohr, figure 1.2. 

an c = 

'////////////////////////////tf/ff/f/f////, 

A 

y//////////////////^^^^ 

'///////////////////////////////////////M 

a 

Figure 1.2: Domaine de résistance d'un matériau de Tresca dans le plan de Mohr 

La contrainte de cission maximale (c0/2) est notée c et sera appelée cohésion du sol. 

Dans ce cas, le matériau constitutif du sol sera dit homogène purement cohérent et ne 

sera décrit que par une seule valeur (sa cohésion c). 

b) Critère de Coulomb : 

De la même façon, un matériau de Coulomb possède un domaine de résistance 

convexe défini par l'inégalité : / (g) < 0 avec cette fois : 

f(g) = sup {<7,-(l + sin <f>)-(7j(l- sin <f>) - 2ccos (f»\ 
¿,¿=1,2,3 

(1.2) 

Dans ce cas, le sol sera dit cohérent frottant, et deux valeurs caractéristiques nous 

suffirons à le décrire : sa cohésion c et son angle de frottement interne <j>. Ce domaine de 

résistance est représenté dans le plan de Mohr, figure 1.3. 

On envisagera dans le troisième chapitre de prendre en compte la plus ou moins faible 

résistance à la traction d'un sol. Rappelons en effet, que celle-ci est infinie pour un 

matériau obéissant au critère de Tresca et égale à (ccot^) dans le cas du critère de 

Coulomb, ce qui n'est pas toujours très réaliste, surtout en ce qui concerne le critère 
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Figure 1.3: Domaine de résistance d'un matériau de Coulomb dans le plan de Mohr 

de Tresca. Nous choisirons alors, de venir '"tronquer en traction" les deux domaines de 

résistance déjà évoqués. 

1.2 Mode de chargement de l 'ouvrage 

Il convient tout d'abord de définir la cinématique de la semelle. Celle-ci est astreinte 

à se déplacer parallèlement au plan 0x\X2 (cf. figure 1.4) selon un mouvement de corps 

rigide caractérisé par ses éléments de réduction au point 0 , situé sur l'axe médian de la 

semelle en contact avec la surface horizontale du massif : 

— vitesse de translation U = Un e-, + Ut e-, 
— (1.3) 

— vitesse de rotation u¿ = LO e^ 

On peut maintenant préciser le mode de chargement auquel est soumis l'ouvrage à par­

tir des données en efforts et en vitesses définies précédemment. L'expression générale de 

la puissance des efforts extérieurs dans un champ de vitesse (virtuel) U_ cinématiquement 

admissible s'écrit : 

Pe(LL)= [ -ï-Udu+ Í T-UdS (1.4) 
Ja~ Jdn 

où Fi désigne le massif de sol, dû son bord extérieur, T_ le vecteur contrainte agissant en 

tout point de <9Q, et 7 = 7 ^ (7 > 0) le poids volumique du sol, supposé homogène. Soit 



17 

CO 

y X l 

Figure 1.4: Cinématique de la semelle 

compte tenu des conditions limites en contrainte (T = 0 à l'extérieur de la zone où est 

appliquée la semelle) : 

r r+oo / rB/2 

PM)= fU-dQ+ dxA Z-Udxi 
Jfí~ J-<x> \J-B/2 

(1.5) 

Le contact semelle/massif étant supposé à adhérence totale (ce qu'il est possible de 

réaliser expérimentalement (Bakir,1993)) la vitesse d'un point du massif en contact avec 

la semelle s'écrit, compte tenu de (1.3) : 

U.= {Unex +Ute2)+u}e3A(x2e2 + x3e3) 

avec : |z2 | < B/2 

soit : 

IL— Un e.! + Ute2 — Ljx2Ê.i 

D'où en reportant cette dernière expression dans (1.5) : 

PAU.) = 7 ( j a l\dn ) + ( £™ dx3 J*^ Tx dx2 \ Un 

+ 
( I-+QO yS/2 \ / ,+oc ¡-B/2 \ 

[ L di> Ln T> dzv "•+{L di> /-B„<-* ,r,) dx< ) 
(1.6) 

U 

avec Ti = ex -g- (-ej) = -an 

T2 = e2 •£ • (-ej) = -0-21 

U\ : composante selon ex de la vitesse qui anime 0 . 
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Compte tenu de l'invariance de la géométrie et des conditions aux limites du problème 

selon Ox3, ainsi que de l'homogénéité et de l'isotropie du sol constitutif, le problème 

peut être traité comme un problème de calcul à la rupture "en déformation plane" paral­

lèlement au plan 0x\X2 (Salençon,1983) (notons que dans le quatrième chapitre, nous 

reprendrons cette étude dans le cadre d'une modélisation tridimensionnelle du problème) 

et l'expression de la puissance des efforts extérieurs dans un champ de vitesse "en 

déformation plane" (c'est à dire de la forme U_ = Ui{x-¡_, x2)e1 + U2(x\,x2)e2) devient 

en raisonnant désormais par unité de longueur selon 0 x 3 : 

Pe(lL) = 7 < Ui > + NUn + TUt + Mu (1.7) 

avec < U-i >- f Chdü 

[B/2 yfî/2 
et N = — / <7i\dx2 , T = — I cr2idx2 

J-B/2 J-B/2 
rB/2 

M — / x2o\\dx2 
J-B/2 

:i.8) 

L'expression (1.7) fait apparaître la puissance des efforts extérieurs comme un produit 

scalaire du vecteur Q = ( 7 , N, T , M ) des paramètres de chargement par le vecteur 

q — ( < Ui > , Un , Ut . uj) des paramètres cinématiques associés. On remarque en parti­

culier que les paramètres de chargement relatifs à l'action de la semelle de fondation sont 

d'après (1.8) les éléments de réduction au point O du torseur des efforts appliqués par 

cette semelle sui le massif (Figure 1.5), noté [0 , Nt^ -j- Te2 • Me_3] . 

Etant donné un point O' quelconque situé sur la surface horizontale du massif, c'est-

à-dire tel que : 00' = x2e2, ce torseur peut également s'écrire : 

¡O', Ne, + Te2 , M'^} 

avec : M% = Me¿ + 0 0 ' A {Ne, + Te2) = {M + x^N)^ 

faisant ainsi apparaître les éléments de réduction du torseur au point O' : 

Ne,+Te2 , (M+x2N)e3 

Il en ressort en particulier que les éléments de réduction au point 0' d'abscisse 

x2 = —M/N — e sont tels que le moment y est nul : 

M'{x2 = e) = 0 
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Figure 1.5: Torseur des efforts appliqués par la semelle sur le massif (cas général) 

de sorte que le chargement de la semelle peut toujours se ramener à une force (F_ = (N, T)) 

excentrée inclinée (Salençon et Pecker 1995) (Fig. 1.6). 

(a) (b) 

Figure 1.6: Deux cas de chargements équivalents 

Sauf indication contraire, on se limitera dans toute la suite, au cas où la force inclinée 

est appliquée au centre de la semelle par l'intermédiaire d'une liaison rotulée (Fig. 1.7) 

(c'est-à-dire M = 0 : Fig. 1.6-a ou e = 0 : figure 1.6-b). Ce chargement, noté F , pourra 

donc être décrit par ses composantes (N,T), ou par (F,ij>), F désignant le module de la 

force F_, et ip son inclinaison par rapport à la verticale. 
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Rotule 
mécanique 

Figure 1.7: Cas d'un chargement par liaison "rotulée" au centre de la semelle 

1.3 Analyse par la théorie du calcul à la rupture 

Conformément au raisonnement du calcul à la rupture (Salençon,1983,1990), la stabilité 

de l'ouvrage sous l'action de la force (N,T) (le poids volumique 7 étant fixé) suppose 

de met t re en évidence dans tout le massif un champ de contrainte q_ en équilibre avec 

(N,T,M — 0) qui respecte le critère de résistance du sol en tout point. On peut alors 

définir dans le plan (N, T) un domaine, noté ÜT, constitué de l'ensemble des chargements 

de la semelle pour lesquels la condition précédente est vérifiée et donc la stabilité de 

l'ouvrage, au sens du calcul à la rupture, assurée. Il est facile de montrer qu'un tel 

domaine est convexe et contient l'origine : (Figure 1.8). 

A partir de ce cadre général deux cas de chargement sont envisageables : 

a) La force centrée est inclinée ( M = 0). Dans le cas où elle est purement verticale, 

on a T = 0. Ce dernier cas est par exemple représentatif du problème de la capacité por­

tante d 'un immeuble, construit à proximité d'une pente ou d'une excavation. N désigne 

alors le poids propre de l'immeuble. 

b) Le chargement est appliqué en bloquant tout mouvement horizontal de la semelle, 

ce qui revient à imposer b\ = 0. Ce type de chargement peut par exemple modéliser le 

problème d'une pile de pont, construite près d'un talus. On imagine bien, dans ces con­

ditions, que le déplacement horizontal de la pile sera limité, sinon nul (le haut de la pile 

étant bloqué par le tablier du pont) . 

1Cette dernière propriété signifie que le talus est stable sous l'action de son seul poids propre, en 
l'absence de tout chargement de la semelle {N — T — M — Q) 
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Figure 1.8: Domaine de stabilité de l'ouvrage sous l'action d'une force (N,T) centrée inclinée 

La figure 1.9 indique schématiquement comment il est possible d'imposer en pratique 

de telles conditions de chargement, par exemple dans le cas d'essais sur modèles réduits 

en centrifugeuse (Bakir,1993). 

Nous allons tenter de comprendre pourquoi la première configuration de chargement 

est fondamentalement différente de la seconde dans le cas où elles s'appliquent à proximité 

d'un talus. On se reporte pour cela à la figure 1.8. 

La capacité portante dans le cas de chargement b), notée iVb
+, peut s'interpréter comme 

suit : elle correspond au maximum des valeurs du paramètre N pour lesquelles il existe une 

valeur du paramètre T telle que (N,T) appartienne au domaine K. Géométriquement, 

cette valeur maximale est égale à l'ordonnée de la tangente horizontale au domaine K. 

Nous référant à la figure 1.8, et compte tenu de la convexité du domaine K, il est facile 

de voir que la capacité portante dans le cas de chargement radial a), notée F+(x/>), sera 

reliée à JVt
+ par la relation suivante : 

N + = s u p (F+O0)coSV>) (1.9) 
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Plus particulièrement, pour le cas d'une charge centrée et verticale, la capacité por­

tante, notée N+ = F+(ip = 0), et correspondant au point d'intersection de la frontière du 

domaine K avec l'axe des N respecte l'inégalité suivante : 

N+ < NJ (1.10) 

V 

\mmmk 

/ 

N > 0 

T > 0 

M = 0 

N > 0 

^ Ut = 0 

2 
¿ 

M = 0 

V/////3w///À 
o o 

(a) (b) 

S3Ç> 

Si 

Figure 1.9: Deux cas de chargement examinés 

Dans le cas particulier où le domaine K est symétrique parjrapport à l'axe des N, 

ce qui correspond par exemple à la configuration d'un massif horizontal (ß = 0), les 

deux valeurs précédentes, coincident et il n 'y a alors pas lieu de distinguer les deux 

modes de chargement pour une force appliquée verticale. Ce n'est bien évidemment pas 

le cas lorsque le chargement est appliqué à proximité d'un talus, qui va introduire une 

"dissymétrie" du domaine K d 'autant plus marquée que le talus est proche de la semelle. 

Il nous faut donc désormais examiner séparément ces deux cas de chargement. 

file:///mmmk
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1.4 Analyse dimensionnelle. Approches statique et 
cinématique 

L'analyse dimensionnelle du problème permet d'écrire les deux valeurs de capacité por­

tante sous la forme : 

F+ = c B f + ( / ? , D / B , H / B ; 7 H / c , ^ ; ^ ) ( L 1 1 . a ) 

N+ = c B f + ( / 3 , D / B , H / B ; 7 H / c , 0 ) ( 1 - 1 1 . b ) 

où / + et /fc
+ sont des fonctions adimensionnelles des paramètres sans dimension qui 

caractérisent la géométrie du problème (ß, D/B: H/B), les caractéristiques du sol consti­

tutif [jHjc et 4>) ainsi que la nature du chargement (inclinaison par rapport à la verticale 

4>). 

1.4.1 Approche statique 

Elle consiste à utiliser des champs de contrainte ç_ dans le massif qui satisfassent la 

condition de résistance en tout point, tout en équilibrant le chargement appliqué. Cette 

dernière condition peut être explicitée comme suit ; 

• équation d'équilibre 

div>z_+ 7Çj = 0 en tout point de fl 

• conditions aux limites sur di} 

surfaces libres de contrainte en dehors de la fondation : £ • n_ = 0 

Un tel champ de contrainte doit en outre vérifier : 

a) dans le premier cas de chargement : 

y£/2 r ¡-B/2 
M = 0 , N = ~ o~ndx2 = Fcosip , T = — / cr2i dx2 = Fsïnip (1.12-a) 

J-B/2 J-B/2 

Pour le cas particulier de la force verticale, on a alors T = 0. 

b) dans le second cas : 

rB/2 /-S/2 
M ' 

3/2 ' J-B/2 

rtS/2 rB/2 

= / x2an dx2 = 0 , TV = - / «m dx2 (1.12-b) 
J-B/2 J-B/2 
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Il équilibrera alors, pour le premier cas. les deux paramètres de chargement N et T 

égaux à 

fB/2 
— / an dx-> 

J-B/2 

rB/2 
N 

rB/2 
T — — / (j2i dx2 

J-B/2 

\/N2 + T2 constituant alors un minorant de F£. 

Pour le deuxième cas, ce champ de contrainte équilibrera la valeur du paramètre de 

chargement N : 

TBI 

N 
î/2 

fB/2 
/ (Tu dx2 

J-B/2 

qui constituera un minorant de N*. 

Remarque : Ce point de vue vient confirmer l'inégalité (1.10) entre les capacités por­

tantes relatives aux deux cas de chargement avec force verticale. En effet les conditions 

(1.12-a) avec T = 0, étant plus restrictives que les conditions (1.12-b), les antres condi­

tions étant identiques, tout minorant de JV+ sera a fortiori un minorant de iV¿*\ 

1.4.2 Approche cinématique 

Cette approche, que nous allons mettre en œuvre par la suite, peut se formuler comme 

suit. 

Etant donné un champ de vitesse (virtuel) quelconque U_ défini dans le plan OxiX2, 

il apparaît qu'une condition nécessaire de stabilité de l'ouvrage est que la puissance des 

efforts extérieurs dans un tel champ de vitesse demeure inférieure à la puissance résistante 

maximale 

W Pe(U) < PTm(U) (1.13) 

avec 

PrULL) = I *(í) dtt+ i 7r(n; ¡Uj) rfS (1.14) 
Ja - JE 

où d_ représente le taux de déformation associé à U_, {UJ désigne le saut de vitesse 

à la traversée d'éventuelles surfaces de discontinuité S en suivant la normale n et 

(Salençon,1983,1990) : 

TT{¿) = sup { g : ¿ ; f{g) < 0 } (1.15) 
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* ( « ; [ £ ] ) = sup {(g-R)-m- fig) < o } (1.16) 

fig) < 0 représentant la condition de résistance du sol associée aux critères présentés 

en début de chapitre. 

Les expressions de ces fonctions 'V". nécessaires au calcul de PTm(lL) seront explicitées 

dans le prochain chapitre. 

En ce qui concerne le calcul de Pe(U_), il convient tout d'abord de noter que les 

champs de vitesse doivent être einem atiquement admissibles, ce qui implique des con­

ditions différentes suivant le cas de chargement. Ils devront dans les deux cas satisfaire 

une condition de la forme : 

IL = i/nÊi + Ut §,2 - ux2 e, (1-17) 

pour.X! = 0 , x2e[-B/2, B/2] 

avec 

a) aucune condition sur Un, Ut et LU dans le premier cas de chargement. 

b) Ut — 0 dans le second cas. 

Dans le premier cas l'expression de la puissance des efforts extérieurs prend la forme, 

à partir de (1.7) : 

PAJL) = NUn + TUt + »/<U1>=F (eos t¡> Un + s\wí> Ut) + 7 < Ux > (1.18) 

Pour le deuxième cas de chargement, elle prend la forme unique : 

Pe(U) = NUn + 7 < f'i > (1.19) 

L'inégalité (1.13) peut dès lors être réécrite sous la forme : 

- pour le premier cas : 

F (cos ?/' Un + sin X¡J Ut) + 7 < U, > < Prm(UL) ( 1.20) 

- pour le second cas : 

NUn+1<U1>< Prm(LL) (1.21) 
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On obtient donc : 

a) dans le premier cas : U_ cinématiquement admissible tel que Un cos Î/> + Ut sin tb > 0 

,+ ^ P rm(U) - 7 < Ux > 
F a < -TT , XT • , ( 1 -22 ) 

a - U n cos V + U t sin V 

pour le cas particulier de la force verticale (U_ cinématiquement admissible avec 

Un > 0), on aura : 

N+ < g s ( L l ) - 7 < U l > (1.23) 

b) dans le second cas : £/ cinématiquement admissible avec Un > 0 et t/t = 0 

N£ < P ~ l I 0 - 7 < U i > , ( ! 2 4 ) 
U n 

Remarques : * Il est essentiel d'observer, qu'en dépit de la forme identique des majo­

rants de Ar^ et JVb
+ donnés respectivement par (1.23) et (1.24), la classe des champs de 

vitesse qu'il est possible d'explorer dans le second cas de chargement est plus restreinte 

que dans le premier cas de chargement puisque de tels champs de vitesse doivent vérifier 

la condition supplémentaire Ut = 0. Les conséquences pratiques d'une telle remarque vont 

apparaître lors de la mise en œuvre de l'approche cinématique à laquelle nous procéderons 

dans le prochain chapitre. 

* Le talus étant supposé stable en l'absence de toute surcharge exercée sur la 

semelle, l'inégalité (1 20), (respectivement (1,21)) où l'on prend N = F eos ib ~ 0 et 

T = F sin iß = 0, (respectivement N = 0) est vérifiée pour tout champ de vitesse. Il en 

résuite que le numérateur des majorants donnés par (1.22), (1.23) et (1.24) est toujours 

strictement positif, et donc les majorants eux-mêmes puisque Un cos -xb + Ut s i n e > 0 et 

Un > 0 . 

Le cadre de l'étude que nous nous proposons d'exposer dans cet écrit, étant maintenant 

posé, nous pouvons alors développer les outils que nous avons présentés, en les appliquant 

à notre problème, afin de tenter de le résoudre. 



CHAPITRE II 

Mise en oeuvre des approches du 
calcul à la r up tu re dans le cas 

bidimensionnel : 
Méthode, Résultats et Comparaisons 
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Nous nous proposons maintenant de mettre en œuvre l'approche cinématique du calcul 

à la rupture, afin de calculer les coefficients de réduction de la capacité portante d 'une 

semelle filante, provenant de la proximité d'une pente e t /ou du mode de chargement de 

la fondation. Dans une première partie, nous appliquerons cette théorie pour deux cas de 

chargement que nous décrirons. Nous présenterons alors dans une deuxième partie, les 

résultats de ce travail, que nous comparerons avec d'autres résultats théoriques antérieurs, 

pour enfin les "valider" à l'aide de résultats obtenus à la suite de travaux expérimentaux. 

2.1 Description des mécanismes étudiés et mise en 
oeuvre de l 'approche cinématique 

Nous avons vu dans la présentation de l'approche cinématique (chap. 1) que pour que 

l'ouvrage soit stable, il faut que l'inégalité (1.13) soit vérifiée quelque soit le champ de 

vitesse U_ cinématiquement admissible. Pour chacun des cas de chargement envisagés dans 

le chapitre précédent, nous allons donc utiliser des familles de champs de vitesse virtuels 

("mécanismes") compatibles avec les conditions aux limites en vitesse imposées par le 

mode de chargement. Les mécanismes que nous présentons dans la suite, sont construits 

pour un sol constitutif du massif, obéissant à un critère de résistance de Coulomb (formule 

1.2), le cas du critère de Tresca constituant un cas particulier. 

29 
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2.1.1 Fonctions u7r" des critères de résistance du sol 

Nous devons tout d'abord donner l'expression des fonctions w introduites dans le 

chapitre précédent. Deux critères de résistance (Tresca et Coulomb) du sol constitutif 

ont été présentés dans ce chapitre. La fonction TT associée au critère de Tresca prend la 

forme suivante : 

fi) dans les zones en déformation : 

c (jdi| + |dn|) si tv{i) = 0 
""(à) H . (2.1-a) 

+oo sinon 

où d est le tenseur des taux de déformations, dj et du ses valeurs propres dans le plan 

OxiX-2-

(ii) pour des discontinuités de vitesses : 

, c II U 1 I si | U I • n = 0 
*(n,liL]) = { l ~ n l - Jl - (2J_b) 

+oo sinon 

où n est le vecteur normal à la ligne de discontinuité et | U_ ] la valeur de cette 

discontinuité de vitesse à la traversée de cette ligne en suivant l'orientation de n. 

L'expression de la fonction TÏ associée au critère de Coulomb est la suivante : 

(i) dans les zones en déformation : 

c cot(¿) t r (¿) si tr(¿) > ( K | + \du\) sin(<¿) 
*(g) = S . (2.2-a) 

+oo sinon 

où d_ est le tenseur des taux de déformations, dI , dn ses valeurs propres dans le plan. 

(ii) pour des discontinuités de vitesses : 

c c o l W U l - n s i [ £ 1 - E > IÍ LL ] | s i n ( ¿ ) 
*{R,ILLÍ) = \ _ (2.2-b) 

+ 'Oo sinon 

où n est le vecteur normal à la ligne de discontinuité et | U_ J la valeur de cette 

discontinuité de vitesse à la traversée de cette ligne. 
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Nous ne présenterons dans la suite, que les mécanismes et les développements des 

calculs, relatifs au problème de la capacité portante d'une fondation reposant sur des 

massifs constitués d'un matériau obéissant à un critère de Coulomb. On notera que le cas 

des matériaux obéissant à un critère de Tresca se déduira simplement en annulant dans 

les expressions calculées, l'angle de frottement interne <f> du matériau de Coulomb. 

2.1.2 Premier cas de chargement (déplacement libre de la fon­
dation) 

Deux familles de champs de vitesse virtuels ont été retenues. On retiendra alors comme 

évaluation par excès de la capacité portante, le plus petit des deux majorants calculés à 

l'aide des deux mécanismes étudiés. 

M é c a n i s m e de "poinçonnement" 

a) Description du mécanisme 

Ce mécanisme constitue une généralisation du mécanisme classique de Prandtl , qui 

conduit dans le cas non pesant, à la détermination de la valeur exacte de la capa.cité 

portante d'une fondation sur sol horizontal soumise à une charge verticale centrée. Les 

motivations qui nous ont conduits à retenir ce mécanisme asymétrique, reposent sur l'idée 

que la rupture de l'ouvrage aura tendance à ce produire selon un mécanisme "s'écoulant" 

préférentiellement en direction du talus, comme cela est d'ailleurs fortement suggéré par 

l'expérience (cf. §2.2.6). 

Il est complètement défini par trois paramètres indépendants (a , o/,<5) et est composé 

de trois zones (cf. figure 2.1) : 

- un bloc triangulaire quelconque ayant pour côté la base de la fondation animé 

d'une vitesse virtuelle de translation U_ égale à la vitesse de la fondation. 

- une zone en déformation, délimitée inférieurement par un arc de spirale logarithmi­

que d'angle (f> et de foyer A (la spirale est remplacée par un cercle, dans le cas 

d'un sol purement cohérent). En tout point de cette zone la vitesse est purement 

orthoradiale : V_ — V(0 — 0) exp(0 tan</>) eg , l'angle 9 étant compté positivement 

dans le sens rétrograde à partir de AB. 

- un quadrilatère en mouvement de translation virtuel W_ . 
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Figure 2.1: Cas de chargement où le déplacement de la fondation est libre - Mécanisme 
de poinçonnement 

b) Construction de l'hodographe 

Les vitesses virtuelles V_(8) et W_ (cf. figure 2.1) sont entièrement définies, en fonction 

de la vitesse U_ du premier triangle, par l'hodographe suivant : 

,0 

OC+CC'-IHÉ 1 

ûl 
02 
11 
01 

tt 
V(9=0) 

Y(e=o)-n 
W 

Cet hodographe est construit de la manière suivante : on t race tou t d'abord la vitesse 

U_ (vecteur 01) qui fait un angle a! — <j> avec l'horizontale. En effet, pour que ce champ 

de vitesse soit pertinent vis-à-vis du critère de Coulomb, on doit avoir un angle au moins 

égal à £>, entre le segment A'B et le vecteur U_ (cf. formule 2.2-b) ; nous faisons le choix 

ici de le prendre égal à <f>. Nous pouvons alors tracer les directions de la vitesse V_{9 — 0) 

(vecteur 02) et de la discontinuité de vitesse V_{9 = 0) — U_ (vecteur 12). En effet, nous 

savons que la vitesse V_(0 = 0) est perpendiculaire au segment AB, elle fait donc un 

angle a avec la verticale. Afin d'être pertinente du point de vue du critère de Coulomb 

(fonctions TV non infinies), la discontinuité de vitesse V_(9 = 0) — U_ doit faire au moins un 
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angle <f> avec le segment AB. Nous choisissons ici de faire "décoller" la discontinuité de 

vitesse à <f>. 

La vitesse dans la zone ABC, étant de la forme VjO) — V(9 = O)exp(0tan<p)¿e , 

se situe donc sur l'hodographe dans l'évantail (023), délimité par l'arc de spirale (23), 

d'angle é et. de foyer 0 . Il nous faut vérifier la pertinence vis-à-vis du critère de Coulomb, 

du champ de vitesse régnant dans cette zone. Le tenseur des taux de déformation qui lui 

est associé, a les composantes suivantes dans le repère local (er,e#) : 

d = 
U cos(\a + a' é-Kl2\-4>) ^ t a n < 

Í 

— r cos è 

Ses valeurs propres dj et dji ont pour expression : 

di 
Ucos(\a + a' - (¡)-TT/2\ 

rcos<¡) 

4) 0tan<¿ SÍn<¿+l 
— e 

irr 
U cos( \a -f a' — <j> — TT/2| — <j>) g tan0 

2cos <p 

sin è — 1 

/• cos 4> 2 cos (p 

On vérifie donc : tr(d) = (|d/| + \du\) s\n<f). Ce champ de déformation conduit donc 

bien à une valeur de la fonction ir finie. De plus, le long de l'arc de spirale logarithmique 

BC, le vecteur vitesse observe bien un angle 4> en tout point de cette ligne avec sa tangente 

(par définition d'une spirale logarithmique d'angle <f>), nous conduisant ainsi à affirmer 

que le champ de vitesse présenté est pertinent. 

Ayant fait le choix de ne pas envisager de discontinuité de vitesse entre les zones ABC 

et AC DE, la vitesse W_ (vecteur 03) du troisième bloc est donc égale à : V_(0 = 6). On 

vérifie immédiatement qu'elle est pertinente du point de vue du critère, de Coulomb, en 

constatant que le segment CD est tangent en C à l'arc de spirale BC. Il s'en suit que la 

vitesse W_ fait un angle <f> avec le segment CD, conduisant ainsi à une valeur de la fonction 

7T finie. Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer géométriquement les modules 

des différentes vitesses et discontinuités de vitesse ; on obtient : 

U cos ( la + a' — 
y ¡a _ m i _ \ ! 4> 
\_\v — u; | — 

c o s <p 

COS (f) 

U cos ( 
V(ß) ! — v 

a + a' — è — "TJ 

COS0 

U cos ( Q + a' — è — Tf 
W\ - Vl ' 2 

— 

7T 
-<!>) 

-4>)\ 

-+) cot 

*) 6 tan 

an ¡p 

cos¿> 
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c) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

Nous avons énoncé dans le chapitre 1 une condition nécessaire de stabilité d'un ouvrage 

par l'inégalité (1.13). On est donc amené à calculer la puissance des efforts extérieurs 

développée dans le champ de vitesse présenté précédemment, ainsi que la puissance 

résistante maximale associée à ce mécanisme (les calculs sont détaillés en annexe A.l) . 

Les efforts extérieurs sont de deux sortes : ceux associés au poids du sol constitutif 

(7), les autres au chargement (F) appliqué sur la fondation. La puissance développée par 

les forces de pesanteur, notée Ppes a pour expression : 

7 UB2 sin a! í sin a ' cos ( \a + a' - <j> - | | - <p) 
P = 

¿sin (a 4- a ) eos é sin (a -f a!) 
G(a,6) + L{a,S) 

avec : 

G(a,6) = 

et : 

+ sin a sin (o ' — cp) > 

: 3 S t a n , *[s in (<*-!-£) + 3 tan «¿cos ( a + 6)] - (sin a + 3tan <i>cos a) 

1 + 9 tan2 d> 

ri XÏ 2sin2{a + a') SACDE fitan( 

L{a, 0) = r~2—', c o s (a + 0) ——— e s 
sin2 a' B2 

où SACDË est Taire du quadrilatère AC DE. 

La puissance développée par le chargement F_ appliqué sur la fondation, notée Pext, est 

de la forme : 

Pext =FUsm{a'-<!>-•*!>) 

La puissance des efforts extérieurs notée Pe s'écrit alors : Pt = Ppes -\- Pext. 

La puissance résistante maximale associée au champ de vitesse considéré, prend la 

forme suivante : 

Pr 
cBU s ino ' 

sin (a + a') cos Q + a — <fi — 
e 2 S t a n ^ _ 1 s i n ( û + a ' ) {CD) st 

sin<¿> + 
aií(f> 

sin a1 B 

+ | cos (a -\- a.' — <f>)\ + sm a cos 0 

sin a 

où (CD) est la distance entre les points C et D. 
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L'inégalité (1.22), en optimisant par rapport aux champs de vitesse virtuels U_ 

cinématiquement admissibles tels que Uncosip + Utsmip > 0 (ie. sin(a' — q> — ip) > 0), 

implique : 

= *t (2-3) 

On remarquera que les puissances virtuelles développées dans ce champ de vitesse ne 

font intervenir à aucun moment le point d'application de la force F_ sur la. fondation 

(paramétré par la valeur e de l'excentrement). Il n'en est pas de même, et c'est aussi un 

argument qui nous a conduit à nous y intéresser, pour le champ de vitesse virtuel que 

nous allons maintenant présenter. 

M é c a n i s m e "d'instabil ité" 

a) Description du mécanisme 

Le champ de vitesse étudié dans la partie précédente décrit un mécanisme de rupture 

relativement "localisé" à proximité de la fondation. Il privilégie donc plutôt une rupture 

localisée sous la fondation (poinçonnement principalement dû à l'action du chargement 

appliqué sur la fondation), par rapport à une rupture "d'ensemble" de l'ouvrage (due 

principalement à l'action du poids des terres). Il nous a donc paru intéressant de prendre 

en considération une deuxième classe de mécanismes décrivant une rupture plus globale 

du système, afin de rendre mieux compte de la stabilité d'ensemble de l'ouvrage. On 

constatera d'ailleurs ultérieurement la validité d'un tel choix. 

Ce mécanisme est composé d'un seul bloc, animé d'un mouvement de rotation de vitesse 

u autour d'un centre fi, défini sur la figure 2.2. Le matériau constitutif de l'ouvrage étant 

supposé obéir à un critère de résistance de Coulomb, la discontinuité de vitesse doit donc 

faire un angle au moins égal à (f> avec la ligne de discontinuité de vitesse. Faisant le choix 

de prendre en tout point une discontinuité de vitesse faisant un angle è avec la tangente 

à la courbe en ce même point, il apparait que cette courbe est nécessairement un arc de 

spirale logarithmique de foyer 0 et d'angle <j>. Cet arc de spirale part du plateau supérieur 

et débouche sur le parement du talus (Fig 2.2). Il est donc complètement déterminé par 

trois paramètres indépendants, par exemple deux angles ôx et 92 (Fig. 2.2) et le rayon r0 

de la spirale en 8 = 0. Ce rayon peut d'ailleurs être exprimé en fonction de B-^ , 62 et 

la cote (rjH) du point d'émergence I2 de l'arc de spirale sur le parement du talus. Nous 

choisissons alors pour des raisons de commodité de calculs, de retenir comme paramètres 

" r m -*i pes F„ < min 
~ a,a'é I U sin (a' -<f>-iP) 
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Figure 2.2: Cas de chargement où le déplacement de la fondation est libre - Mécanisme 

d'instabilité 

descriptifs de Tare de spirale logarithmique et par suite, du mécanisme, les trois 

paramètres : 9\ , 62 et n. 

b) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

La puissance des efforts extérieurs, développée dans ce champ de vitesse, est à nouveau 

composée de deux termes ; l'un dû aux forces de pesanteur (PPes), l 'autre dû au chargement 

appliqué sur la fondation (Pext)- Nous ne donnons ici que les expressions finales des 

puissances mises en jeu. On pourra se reporter en annexe A.2 pour obtenir des calculs 

plus détaillés. 

L'expression de la puissance due au poids des terres est de la forme : 

pes 7 w ( J 0 - J i - Ji ) 
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avec 

w/ r2 cos 0 drd£ 
nhh 

Jx= ff r2 cos OdrdB 

J2 H r2 cos 9 drde 

La puissance développée par le chargement F_ appliqué sur la fondation, possède la 

forme suivante : 

Pext - u> F (D + — - X " - X ^ tan t¡> ] cos i¡> 

où x^ et xS2 sont les coordonnées du centre f) dans le repère (T, e l5 e2). 

La puissance des efforts extérieurs est donc : Pe = Ppes + Pext-

La puissance résistante maximale pour ce mécanisme, calculée uniquement le long de 

la ligne de discontinuité de vitesse Í1/2, a pour expression : 

eu) r0 } 2 62 tan <p 

2 tan 
26»i tan (il 

r0 est le rayon de l'arc de spirale en 6 — 0 (son expression est donnée en annexe A.2). 

L'inégalité (1.22), en optimisant par rapport aux champs de vitesse virtuels U_ 

einem at i quemen t admissibles tels que Un cos t¡> -f Ut sin V' > 0, implique : 

F,, < min 
a -Ouß2,r, 

pes 

B M M u> \D -\ x " — x " tant/? ) cost/» 
a 

(2.4) 

La meilleure évaluation par excès de la capacité portante résultant de l'exploration des 

deux classes de mécanismes précédemment décrites, sera par conséquent donnée par le 

minimum des deux valeurs FP et F1 données par les expressions (2.3) et (2.4). 

F+<ini(FP,Fi) = FCÍn 
a — \ a ' aj a (2.5) 
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2.1.3 Second cas de chargement (Ut = 0) 

Pour l'étude de ce deuxième cas de chargement, nous considérons de la même façon 

que précédemment, deux classes de mécanismes : l'un relatif à une rupture localisée à 

proximité de la fondation, l 'autre décrivant plutôt une rupture d'ensemble de l'ouvrage. 

M é c a n i s m e d e "poinçonnement" 

a) Description du mécanisme 

On prend à nouveau une généralisation du mécanisme de Prandtl, mais cette fois-ci 

(Fig. 2.3), le mécanisme s'étend de part et d'autre de la fondation. 

Figure 2.3: Cas de chargement où le déplacement horizontal de la fondation est bloqué 
(Ut = 0) - Mécanisme de "poinçonnement'' 

Ce mécanisme est composé de cinq zones (cf. figure 2.3), et sa géométrie est 

complètement déterminée par quatre paramètres indépendants (a , a', 6,6'). Ces cinq zones 

sont constituées de : 

- un bloc triangulaire quelconque, ayant pour côté la base de la fondation, animé 

d'une vitesse virtuelle verticale en translation U_ égale à la vitesse de la fondation. 

- deux zones en déformation, placées de part et d'autre du triangle, délimitées infé-

rieurement par des arcs de spirale logarithmique d'angle <j> et de foyer A, respec­

tivement A'. En tout point de ces zones la vitesse est purement orthoradiale, 

Yiff) = V(6 = 0) e Í U n * e9 , (respectivement £ ' (# ' ) = V'(9' = 0) e"' t a n^ egi). 
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- un quadrilatère et un triangle en mouvement de translation virtuel W_, (respective­

ment W'). 

b) Construction de l'hodographe 

Les vitesses virtuelles V_{& £ [0,¿])et W£ (cf. figure 2.3) sont entièrement définies, en 

fonction de la vitesse U_ du premier triangle, par l'hodographe suivant : 

fil 
02 
12 
01 

II 
¥(8=0) 

3£(8=0)-II 
W 

1 

Détaillons à nouveau la manière dont nous avons construit cet hodographe. On trace tout 

d'abord la vitesse U_ (vecteur OJL) qui est nécessairement verticale si l'on ne veut pas avoir 

de discontinuité de vitesse sous la fondation, sachant que l'interface sol/fondation est à 

adhérence totale et que le cas de chargement étudié nous impose que la vitesse horizontale 

de la fondation soit nulle (Ut — 0). Nous pouvons alors tracer les directions de la vitesse 

V_(9 = 0) (vecteur 02) et de la discontinuité de vitesse V_(6 = 0) — U_ (vecteur 12). En 

effet, nous savons que la vitesse V_(8 = 0) est perpendiculaire au segment AB, elle fait 

donc un angle a avec la verticale. Afin d'être pertinente vis-à-vis du critère de Coulomb 

(fonctions ir non infinies), la discontinuité de vitesse V_(9 = 0) — U_ doit faire au moins un 

angle <f> avec le segment AB. Nous choisissons ici de la faire "décoller" à <j>. 

La vitesse dans la zone ABC, étant de la forme V_(0) = V(6 = 0) exp(# tan <̂>) e , 

se situe donc sur l'hodographe dans l'évantail (023), délimité par l'arc de spirale (23), 

d'angle <f> et de foyer 0. Il nous faut vérifier la pertinence vis-à-vis du critère de Coulomb 

du champ de vitesse régnant dans cette zone. Le tenseur des taux de déformation qui lui 

est associé, a les composantes suivantes dans le repère cylindrique (eT,eg) : 

¿^Ucosja-t) jtanJ 0 - 1 / 2 \ 
r c o s < ¿ \ - 1 / 2 tan<£ ) 
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Ses valeurs propres di et djj ont. pour expression : 

U cos(a - <p) fltaa^ sin </> + 1 
ûi = 7 e v — — 

r cos 0 L cos <p 

£ 7 c o s ( a - ¿ ) fltan0 sin ^ - 1 
a// = J e v — —• 

r cos 0 2 cos <p 

On vérifie donc : tr(d) ~ (|d/j -F [<¿//|) sin ci. Ce champ de déformation conduit donc 

bien à une valeur de la fonction TT non infinie. De plus, le long de l'arc de spirale logarith­

mique BC, le vecteur vitesse observe bien un angle (f> en tout point de cette ligne avec sa 

tangente, nous conduisant ainsi à affirmer que le champ de vitesse présenté est pertinent. 

Ayant fait le choix de ne pas envisager de discontinuité de vitesse entre les zones ABC 

et AC DE, la vitesse W_ (vecteur 03) du troisième bloc est donc égale à : V_{6 = S). On 

vérifie qu'elle est pertinente du point de vue du critère de Coulomb, en constatant que le 

segment CD est tangent en C à l 'arc de spirale BC. Il s'en suit que la vitesse W_ fait un 

angle <p avec le segment CD, conduisait ainsi à une valeur de la fonction ~ non infinie. 

La construction de l'hodographe concernant les vitesses primées s'effectue de manière 

similaire. Les modules des différentes vitesses et discontinuités de vitesse s'obtiennent 

alors géométriquement : 

yne = o) \ = ^Li£LZÈl : \v'(9' = o)\ = Uc°* (*'-*) 
cos <p cos <p 

V(0 = O)-U\ = 1 ^ ^ ; \y!((r = 0)-U\ = y - ^ 
' cos <p ' cos é 

y (m i = U cos(a-<f>) e0t<mcp . i y, (0A i =
 U c o s ( a' - $ ) e 0' tan <j> 

' COS (j) ~~~ COS <f> 

W | = U COS ( Q ~ ^ ) e
S tan^ . , w , , == U CQS (<*'-<!>) J' tan<¿ 

COS (f) ' COS (f> 
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b) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

* Nous donnons tout d'abord l'expression de la puissance des forces de pesanteur 

développée dans ce champ de vitesse ; celle-ci ne pouvant s'écrire sous une forme sim­

ple, nous donnerons les expressions des puissances dues à la pesanteur, développées dans 

chaque zone. 

• Ainsi, dans la zone (AA'B), située sous la fondation, la puissance aura pour forme 

(des calculs plus détaillés sont reportés en annexe B.l) : 

où AB est la distance entre les points A et B donnée en annexe B. l . 

• La puissance du poids développée dans 3'évantail ABC a pour expression : 

,ABC __ TT (AB)2COS(Q - <j>) 

2 eos i 
Ppes = h 7 ^"777^ G(a'8) 

avec 

_,. 0 e 3 a a n * [ s i n ( a + ^) + 3 tan <è cos (a + ¿) ] - (sin a + 3 tan <¿ eos a) 
G(a, o) = TT-, 

v ' l + 9tan2<?> 

La puissance du poids développée dans l'autre évantail ABC est 

I COS (p 

OU 

e3ff' tan* [ s i n (-a/ + s>) + 3 tan $ cos (a ' + S')} - (sin a ' + 3 tan <f> cos a') 
G(a , o ) = r-^ 

V ' ; l + 9 t a n ^ 

A'B) est la distance entre les points A' et B donnée en annexe B. l . 

• Dans la zone AC DE, la puissance due à la pesanteur est : 

ACDE cosja - à) cos(a + 6) 5 t a n ¿ 
rpes - L 7 1 e JACDE 

F COS (p 

où S AC DE désigne l'aire du quadrilatère ACDE. 
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Enfin, la puissance développée dans la zone A'CD' prend la forme : 

JA'C'D' _ rr_ cos(a' - <j))cos(a' + 6') S'tan 

cos</> •^pes - U l — i e ¿ M ' C ' D ' 

où S A1 CD' désigne l'aire du quadrilatère A'C'D'. 

La puissance des forces de pesanteur Ppes relative à ce mécanisme est la somme de 

toutes les puissances calculées précédemment. 

„ nAA'B nABC T3A'BC' nACDE
 UA'C'D' 

¿pes ¿pes ' ¿pes > ¿pes • ¿ pes < ¿pes 

* La puissance due au chargement appliqué sur la fondation est de la forme : 

¿°ext = & N 

La puissance des efforts extérieurs (Pe) calculée pour ce champ de vitesse virtuel est 

donc : 

¿e — ¿pes r ¿t ext 

• Pour la même raison de simplicité que lors de la présentation de l'expression de 

la puissance due aux efforts de pesanteur, nous allons donner la forme des puissances 

résistantes maximales associées à chaque zone en déformation et à chaque ligne de dis­

continuité de vitesse entre les blocs. 

• Les puissances résistantes maximales associées aux lignes de discontinuité AB et A'B 

ont les formes suivantes : 

PTm — Uc(AB) s ino 

pf^ =Uc(A'B) siria ' 

• Les puissances résistantes maximales associées à la déformation dans la zone ABC. 

et à la ligne de discontinuité de vitesse BC, prennent la forme identique : 

ABC _ BC _ (AB) COs(a - 4>) / 2 í t a n 0 _ 1 \ 
¿rm ¿rm ~ L ' c n • 1 \ I 

l s m <p v ' 
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• De la même façon, les puissances résistantes maximales associées à la déformation 

dans la zone A'BC, et à la ligne de discontinuité de vitesse BC, ont une expression 

identique : 

A'BC' BC> {A'B) cos(a' - 4>) / 2S, t m 0 _ x 
2sïn<j> Ve l) 

• Les puissances résistantes maximales calculées pour les discontinuités de vitesse le 

long des lignes CD et CD' possèdent les formes suivantes : 

PCZ = Uc {CD) cos(a - o) eStaa* 

Pr°m = Uc {CD') cos(ö' - <¡>) e6'tan^ 

Les longueurs CD et CD' sont calculées en annexe B.l . 

La puissance résistante maximale Prm de ce mécanisme est la somme de toutes les 

puissances calculées précédement : 

_ „ A S r,A'B „ABC ^BC T^A'BC' -BC' n C D n C ' i ' 

P — P 4- P + P -\- P + P 4- P A- P + P 

L'inégalité (1.24), en optimisant par rapport aux champs de vitesse virtuels U_ 

cinématiquement admissibles tels que Un = U > 0, implique : 

. . 4 - , / " r m *•pes \ _ r p . . N<*a,2'XA-^r—)-N'> (2'6) 

M é c a n i s m e "d'instabilité" 

a) Description du mécanisme 

Le mécanisme considéré dans ce cas, est identique au mécanisme "d'instabilité" étudié 

pour le premier cas de chargement. Il est composé d'une zone unique animée d'un mou­

vement de rotation autour du centre il : V_ — ure# dans le repère (fî ,e r , e¿) défini sur la 

figure 2.4. Cette zone est délimitée inférieurement par un arc de spirale logarithmique, 

de foyer 0 et d'angle <f>. Il ne faut cependant pas en tirer la conclusion que ce mécanisme 

conduit, avec ce cas de chargement, à la même estimation de la valeur de capacité por-
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t an te de la fondation, que pour le cas de chargement étudié précédemment. En effet, 

contrairement au premier cas de chargement, où l'on considérait que la fondation suivait 

le même mouvement et avait la même vitesse que le sol sur lequel elle reposait, il est 

nécessaire de prendre en compte ici, une discontinuité de vitesse entre la fondation et 

le massif. Rappelons que nous avons fait l'hypothèse d'une interface à adhérence totale 

entre la semelle et le sol. La ligne de discontinuité sera donc nécessairement située dans 

le sol, mais pratiquement confondue avec l'interface semelle/fondation. 

Figure 2.4: Cas de chargement où le mouvement horizontal de la fondation est bloqué 
(Ut = 0) - Mécanisme "d'instabilité" 

Cette condition va nous permettre de préciser la cinématique de la semelle. Désignant 

par Uex et — u*e¿ ses éléments de réduction au point 0 , le vecteur d'un point M s'écrit : 

V? = Uex + ( -w 'eg) A x2e2 = (U + u>fx2)e1 
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tandis que celle du point M' homologue dans le massif vaut : 

V_m = (—UJÇ3) A ÜM = (—WÇ3) A {—aei + (x2 — b)^) — —acue2 + (x2 — b)Loex 

où a et b désignent les coordonnées du centre de rotation D, dans le repère Ox\x2. 

La discontinuité de vitesse à l'interface massif/fondation vaut par conséquent : 

IZÎ = vr - vi = M«-u,f)-u-bu e,i — au§2 

Cette discontinuité de vitesse est pertinente si, conformément à la condition (2.2-b), dans 

laquelle n = e1, 

[V] -s i> IMIsM 

soit ; 
Tl /2 

(w - >J)x2 - (U + kü)> [(au)2 + (U + boj + (u / - w)x 2 ) 2 ] ' ' ' s in <¡> 

On voit aisément que, prenant : 

LU' = LU et U — u(a tan <j> — b) (2.7) 

la condition précédente est automatiquement satisfaite sous forme d'égalité, ce qui signifie 

que la discontinuité de vitesse entre le massif et la semelle de fondation est inclinée à ó 

par rapport à l'horizontale. Cette discontinuité de vitesse vaut alors : 

l u i = —aw(tan <f> eA + e2) 

Elle est donc constante tout le long de l'interface entre le massif et la semelle de fondation. 

fî 

Figure 2.5 
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Ce résultat peut être retrouvé très simplement par le raisonnement géométrique sui­

vant. La vitesse de la semelle au point 0 étant purement verticale, égale à Ue¿ , le centre 

de rotation Çlj de la fondation est. situé sur l'axe Ox2. On a donc : 

IZ] = Y_m - YJ = (-weg) A QM + u% A üfM 

= (—0̂ 63) A ÇiClf si l'on choisit de prendre u — or 

La discontinuité de vitesse \VJ devant décoller à <j> par rapport à l'interface horizontale, 

il en résulte que le segment ÇlÇlj est incliné à <j> sur la verticale, comme indiqué sur la 

figure 2.5. 

b) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

A nouveau, nous ne donnerons ici que les expressions finales des calculs. Pour plus de 

détails, on pourra se reporter à l'annexe B.2. 

• L'expression de la puissance développée par les efforts de pesanteur est identique à 

celle obtenue dans l 'étude du premier cas de chargement : 

Ppes = 7 W ( ^0 - J\ - h ) 

avec : 

7. = / / r Jo — / / r2 cos 9 drd9 

Jl 

J2 

= / / r2 eos tí árdtí 
J •'ríT/i 

= / / r2 cos 9 drdB 

-*• La puissance due à la charge N appliquée sur la fondation, dans le champ de vitesse 

considéré possède la forme suivante : 

Pext = NLO (a tan <j> - b) 

où a et b sont les coordonnées du centre fi dans le repère ( 0 , e l 5 e 2 ) , données en annexe 

B.2. 

La puissance des efforts extérieurs est donc : Pe — Ppes -f Pt ext-
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• Contrairement au cas de chargement précédent, la puissance résistante maximale 

est cette fois composée de deux termes. Celui calculé pour la discontinuité de vitesse, 

le long de l'arc de spirale hh, possède la même expression que pour le premier cas de 

chargement : 

2 

Le deuxième terme est celui relatif à la discontinuité le long de la ligne AA'. Il est de 

la forme : 

On a donc : Prm = P / ^ + f> hh „i vAA' 
rm 

L'inégalité (1.24), en optimisant par rapport aux champs de vitesse virtuels U_ 

cinématiquement admissibles tels que Un > 0 et Ut = 0, implique : 

Nï < min 
b -Ôu02,rj 

" r m -»pes 

u> (a tan</> — 6) 
ri = ^ (2.8) 

On retiendra à nouveau, comme estimation par excès de la capacité portante de la 

fondation, pour ce cas de chargement : 

N+ < inf (N* , N^) = NC
b

in (2.9) 
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2.2 Résultats et comparaisons 

2.2.1 Justification du choix des mécanismes retenus par com­
paraison avec un calcul élastoplastique 

Nous allons, dans cette partie, confronter nos résultats, pour l'exemple du premier 

cas de chargement (plus précisément celui où la force appliquée est verticale centrée), à 

ceux obtenus par un calcul élastoplastique par éléments finis. Pour ce faire, nous avons 

utilisé un code de calcul (PLAXIS, Vermeer 1991), où l'on a adopté comme critère de 

plasticité parfaite, le critère de résistance du sol. On considère un matériau standard. 

L'estimation de la capacité portante donnée par l'approche cinématique du calcul à la 

rupture (N¡¡*n) a été comparée à la charge limite élastoplastique. Celle-ci correspond 

à la valeur asymptotique de la courbe effort-déplacement (effort : valeur de la charge 

incrémentée, appliquée sur la fondation ; déplacement : valeur du déplacement du point 

où est appliquée la charge). 

H 

H/B 

Figure 2.6: Comparaison avec calcul éléments finis 

La figure 2.6 décrit l'évolution de la capacité portante d'une fondation superficielle 

(N"n — F"n(tp = 0)), près de laquelle on vient excaver (ß = 90°), obtenue par la méthode 

cinématique mettant en œuvre les mécanismes de "poinçonnement" et "d'instabilité" (cf. 

figures 2.1 et 2.2), et rapportée à celle ((N°)ctn) correspondant au massif horizontal semi-

infini (H/B = 0), en fonction de la hauteur relative H/B du talus. La fondation, située à 

une distance relative D/B = 2 de l'arête de l'excavation, est soumise à une force verticale 
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centrée avec déplacement libre de la fondation. Deux types de matériaux constitutifs ont 

été étudiés. 

. La courbe en trait plein est relative à un matériau purement cohérent de type 

argileux (matériau de Tresca). Pour fixer les idées, on pourra admettre comme valeur des 

différents paramètres caractéristiques du problème : B = 0, 75m ; D = 1, 5m ; 

7 = 20kN/m3 ; c = 50kPa ; «¡> = 0°, de sorte que -yB/c = 0 ,3 . 

. La courbe en trait pointillé est relative à un matériau cohérent et frottant, d'angle 

de frottement § = 30°, avec comme quantité adimensionnelle jB/c = 1. Cette fois, les 

valeurs des paramètres caractéristiques du problème pourront être : B = 0,75m; 

D = 1,5m ; 7 = 20kN/m3 ; c = 15kPa ; <f> = 30°. 

Nous avons de plus reporté sur cette courbe, pour différentes valeurs de H/B, les valeurs 

de N'a*
m¡(N°)Um, obtenues à l'aide d'un calcul élastoplastique, en étudiant la courbe 

effort/déplacement, dont un exemple est donné figure 2.7. Sur celle-ci, est représentée 

l'évolution, au cours du calcul élastoplastique, de la charge appliquée Na (rapportée à la 

N a 

(Ngjlim 

0,75 
Nalim 

(Nâ)l™ 

0,5 

0,25 

0 
• ' ¡ 1 : » . 

0 0,25 0,5 0,75 1 5 

Figure 2.7: Courbe effort-déplacement pour un calcul élastoplastique par éléments finis 
(<f> = 0° , 7 5 / c = 0 , 3 , H/B = 5) 

charge limite (iV°)' ,m-pour une fondation posée sur sol horizontal), en fonction du module 

du déplacement 8 du point de la fondation où est appliqué la charge. Cette courbe 

correspond à l 'étude du cas du matériau purement cohérent (7 = 20kN/m3 ; c = 50kPa ; 

<j> = 0°), pour une valeur de la profondeur de l'excavation H/B = 5. Ce calcul conduit à 

une valeur de Nl™/(N°)hm de l'ordre de 0, 74. Le maillage utilisé, sa déformée représentée 

dans une échelle dilatée ainsi que le mécanisme d'écoulement plastique libre correspondant 

à la charge limite, sont représentés sur la figure 2.8. 

La courbe en trait plein de la figure 2.6, correspondant au cas du sol purement cohérent, 

montre au fur et à mesure que croit la profondeur de l'excavation, une première diminution 
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notable de la capacité portante, suivie d'un "palier de stabilisation" autour de la valeur 

0, 72 , puis d'une chute brutale à partir de H/B = 10, jusqu'à la valeur nulle qui correspond 

à la ruine de l'ouvrage sous poids propre, c'est-à-dire à la valeur classique -yH/c ~ 3,83. 

On a indiqué sur la courbe les "modes de rupture" les plus critiques, c'est à dire ceux 

qui conduisent à la valeur la plus faible du majorant de la capacité portante : (P) pour 

le mécanisme de "poinçonnement", (7) pour le mécanisme d'"instabilité". On peut ainsi 

noter, l'intérêt de la prise en compte du mécanisme "d'instabilité". En effet, on constate 

que les évaluations de la capacité portante de la fondation, où l'on ne considérerait que le 

mécanisme de poinçonnement, diminuent jusqu'à H/B et 3. A ce stade, elles n'évoluent 

plus ({Na)
Cîn/(N°)an = 0,72), et ce jusqu'à H/B ->• oo. Le mécanisme d'instabilité 

devient alors le plus critique (à partir de H/B ~ 10,5). 

Le "palier de stabilisation" peut paraître surprenant. On peut en effet se demander 

s'il ne faudrait pas étudier une troisième famille de champs de vitesse, grâce à laquelle ce 

palier pourrait, sinon êt re supprimé, du moins être atténué. Or, la très bonne concordance 

entre les résultats obtenus par calculs éîastoplastiques (cercles sur la figure 2.6) et ceux 

obtenus par notre approche, vient conforter la pertinence des résultats de cette courbe 

et par conséquent celle du choix des mécanismes retenus dans notre étude. On constate 

néanmoins, que le champ de vitesse correspondant au calcul de la capacité portante de 

la fondation dans le cadre de notre approche, est sensiblement différent de celui obtenu 

par l'approche élastoplastique. Ainsi, pour le cas du matériau purement cohérent, avec 

une profondeur d'excavation H/B = 5, on remarque que la meilleure évaluation de la 

capacité portante, en utilisant l 'approche cinématique du calcul à la rupture, est obtenue 

à l'aide du mécanisme de "poinçonnement", alors que le champ de vitesse obtenu par 

calcul élastoplastique (Fig. 2.8), correspond plutôt à un mécanisme d'instabilité général 

de l'ouvrage. 

Il convient de remarquer que les temps de calculs requis pour mettre en œuvre 

l'approche cinématique sont considérablement inférieurs à ceux nécessités par un calcul 

élastoplastique par éléments finis (pour un point de la figure 2.6 : 10 secondes sur station 

SUN modèle IPX avec notre approche ; 30 minutes sur pentium avec Plaxis). De surcroît, 

il est clair que les valeurs calculées par l'approche cinématique, constituent des bornes 

supérieures rigoureuses de la capacité portante, tandis que les calculs éîastoplastiques 

pas à pas, en raison de difficultés numériques rencontrées à mesure que l'on s'approche 

de la charge limite, peuvent parfois conduire à des estimations erronées. On se reportera 

sur ce dernier point aux travaux de Nagtegaal et al (1974), Sloan et Randolph (1982) 

ou Marti et Cundall (1982), ainsi qu'aux travaux numériques récents de de Buhan et. 

Maghous (1995) dans le domaine du calcul à la rupture. 
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Figure 2.8: Exemple d'un calcul par éléments finis (<f> = 0° , jB/c = 0,3 , H/B = 5) 

La seconde courbe en trait pointillé concerne le cas d'un sol cohérent et frottant. 

On observe une diminution encore plus brutale de la capacité portante que dans le cas 

purement cohérent, sans apparition du "palier" de stabilisation. Il convient cependant 

d'être prudent quant aux conclusions à en tirer. En effet, l'existence de ce palier de 

stabilisation n'est pas uniquement liée à la valeur de l'angle de frottement <j> du sol, mais 

dépend également du nombre adimensionnel ~/B/c caractérisant la stabilité du talus sous 

poids propre. La comparaison avec les résultats de calculs élastoplastiques (points noirs 

sur la figure) montre là encore la bonne concordance entre les deux approches, "validant" 

en quelque sorte le choix des classes de mécanismes explorées dans l'approche cinématique. 



52 Méthode, Résultats et Comparaisons 

2.2.2 Comparaison avec des résultats partiels antérieurs 

C a s de la butée d'une paroi sur un coin plast ique (Salençon 1972,1974) 

Le cas traité dans ces articles (Salençon 1972,1974) correspond à celui de l'étude de 

la capacité portante d'une fondation superficielle de largeur B, soumise au premier cas 

de chargement, posée à une distance D/B d 'une pente, de hauteur infinie (H/B —+ oo), 

d'inclinaison ß, constituée d'un matériau purement cohérent (critère de Tresca) non pesant 

("fB/c — 0). L'étude est menée dans le cadre de l'analyse limite en déformation plane, et 

est basée sur le prolongement licite 1 des champs de Prandtl par la méthode de Bishop 

(1953) (cf. figure 2.9). Ce champ de contrainte est défini de la manière suivante : pour 

une pression uniforme appliquée sur AA', égale à p = 2c(l + 6), ce champ de contrainte 

est entièrement à la limite du critère de résistance à l'intérieur de la zone AEFGF'E'A'. 

En dessous de la ligne de discontinuité F'G F de ce champ, le champ de contrainte est 

uniaxial, en deçà de la limite de résistance. Partout ailleurs, le champ de contrainte est 

uniformément nul. Cette méthode ressortit à une approche statique (par l'intérieur) du 

calcul à la rupture. Les résultats ainsi obtenus constituent par conséquent des minorants 

de la valeur de la capacité portante de la fondation. Nous allons comparer les résultats 

obtenus par cette approche, à ceux résultant de l'approche cinématique du calcul à la 

rupture, telle que nous l'avons mise en œuvre. 

Figure 2.9: Prolongement licite des champs de Prandtl (Hill,1950 et Bishop, 1953) 

La figure 2.10 représente l'évolution des évaluations données par les deux approches 
iV+ 

(statique et cinématique) de la capacité portante (—£r) de la fondation, en fonction de 

son éloignement D/B par rapport à l'arête du talus, et ce pour des valeurs d'inclinaison ß 

de la pente, comprises entre 0° et 90°. Les courbes en trait plein représentent les valeurs 

obtenues par l'approche statique (Salençon 1974), celles en trait pointillé sont le résultat 

1 c'est-à-dire respectant l'équilibre et le critère de résistance en tout point du massif 
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de notre approche cinématique. On retrouve bien évidemment pour le cas /3 = 0°, corre­

spondant au problème de la capacité portante d'une semelle filante posée sur un massif 

semi-infini, la valeur exacte bien connue —%• = -K -f 2. 

N^cB 

approche statique (Salençon,1974) 

approche cinématique 

D/B 

0 1 2 3 

Figure 2.10: Comparaison avec une approche statique dans le cas d'un massif cohérent 
non pesant (Salençon,1974) 

On constate que dans le cas où la fondation est en bord de pente (D/B = 0), les es­

timations des capacités portantes données par les approches cinématique et statique se 

rejoignent, nous livrant ainsi des valeurs exactes. Pour le cas du talus vertical (ß = 90°), 

la valeur exacte de la capacité portante est - ^ = 2. Le mécanisme correspondant à cette 

valeur est représenté sur la figure 2.11. Dès que l'on s'éloigne de cette situation en faisant 

croître D/B, l 'encadrement de la capacité portante par les valeurs par défaut (statique) 

et par excès (cinématique) s'élargit. On peut remarquer que l'encadrement le plus large 

est obtenu pour le cas du talus vertical (ß = 90°) avec D/B ~ 2,8. L'écart relatif est 

alors de l'ordre de 11%. 

-2c 11 

Figure 2.11: Cas de la fondation en bord d'excavation : approches cinématique et statique 
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Cas de la capacité portante d'une fondation superficielle posée sur un massif 

semi-infini, soumise au premier cas de chargement 

Nous cherchons dans cette partie à comparer nos résultats, à une étude menée 

également dans le cadre du calcul à la rupture (approches statique et cinématique), 

dans le cas où la fondation, située sur un massif plan semi-infini (ß = 0°), constitué 

d'un matériau purement cohérent de cohésion c, est sollicitée par un chargement ex­

centré incliné (Salençon et Pecker,1991). Contrairement à l'hypothèse relative à l'interface 

sol/fondation que nous avons prise (adhérence totale), ces auteurs ont retenu comme 

critère d'interface, la condition définie par (Fig. 2.12) : 

f{crXy , (Tyy) = SUp (\(Txy\ - C, U yy) < 0 (2.10) 

AGxy 

I 
//S//S//////SS////S/S///////}\S 

'yy 

Figure 2.12: Critère d'interface sol/fondation retenu par Salençon et Pecker (1991), pour 
le problème de la capacité portante d'une fondation sous chargement excentré/incliné 

Sur la figure 2.13, nous avons représenté les approches par l'extérieur du domaine 

des chargements (N,T) supportables, pour différentes valeurs d'excentrement du point 

d'application de la force. Les courbes de la figure 2.13-a sont relatives à notre approche, 

les résultats de Salençon et Pecker (1991), correspondant aux calculs des estimations par 

excès de la capacité portante, sont décrits par les courbes de la figure 2.13-b. 

On retrouve à nouveau pour Ta — 0 (cas de la force verticale centrée), la valeur exacte 

de la capacité portante JV+ = it + 2. On remarque que pour un excentrement e/B < 0,3 

et pour des valeurs strictement négatives de Ta (correspondant à une inclinaison ip > 0), 

les estimations par excès des valeurs de la capacité portante de la fondation données par 

les deux approches, sont bien corrélées. Il n'en est pas de même pour e/B = 0,4. Ceci 

provient de la différence entre les critères d'interface sol/fondation adoptés dans les deux 

études. Le critère exprimé par l'inégalité (2.10) permet un mouvement de "décollement" 
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Figure 2.13: Comparaison de nos résultats (a) avec les résultats (h) de Salençon et Pecker 
(1991) 

de la fondation par rapport au sol, mouvement qui n'est pas permis dans le cas d'une inter­

face à adhérence totale. Il est facile de voir que cette différence va d'autant plus se mettre 

en évidence, que le chargement sera très excentré. En effet, Salençon et Pecker (1991) ont 

envisagé un champ de vitesse (Fig. 2.14), qui abaisse très sensiblement l'estimation par 

excès de la capacité portante pour de forts excentrements. Ce mécanisme est cons­

titué de trois parties : le bloc A'BA, délimité inférieurement par un arc de cercle AB de 

centre i l , est en rotation autour de Cl ; la zone ABC est animée d'une vitesse du type 

V_(r,6) = V(r)§£, engendrant de la déformation ; un bloc triangulaire ACD siège d'une 

déformation de cisaillement pur. 

Figure 2.14: Mécanisme étudié par Salençon et Pecker (1991) 
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2.2.3 Incidence du mode de chargement sur la capacité por­
t an te 

Afin d'évaluer quantitativement la différence entre le premier et le deuxième cas de 

chargement de la semelle de fondation, l'approche cinématique a été appliquée au cas 

d'une fondation située à proximité d'une pente semi-infinie (H/B —+ +00) d'angle ß 

inférieur à l'angle de frottement interne (f> du sol constitutif de manière à assurer sa 

stabilité sous poids propre. La figure 2.15 donne dans le cas <¡> = 38° , jB/c = 1,44 et 

pour deux angles de pente tan/3 — 1/3 et 2 /3 , l'évaluation des estimations de la capacité 

portante en fonction de l'éloignement relatif D/B de la fondation pour chaque cas de 

chargement. Ces évaluations par excès sont fournies en explorant la classe des mécanismes 

de poinçonnement dans les deux cas de chargement, le mécanisme d'instabilité conduisant 

toujours dans le cas présent à des valeurs supérieures. 

150 

100 

îOcB 

50 

0 
0 2 4 6 8 

D/B 

Figure 2.15: Influence du mode de chargement de la semelle de fondation sur les 
évaluations de la capacité portante 

Les courbes obtenues confirment et précisent la portée du résultat théorique énoncé 

dans le premier chapitre, relatif aux valeurs exactes des capacités portantes (inégalité 

(1.10)). La différence entre les deux cas de chargement devient notable dès que l'on 

s'écarte de la situation où la semelle s'applique sur un massif semi-infini (D/B —> +00) . 

Elle est d 'autant plus accentuée que l'angle de la pente est élevé. Ainsi pour une fondation 

placée au bord d'un talus (D/B = 0), tel que tan ß = 2/3 , le rapport entre les évaluations 
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obtenues est de ]'ordre de 2. Ce résultat met clairement en évidence l'importance qu'il 

y a à bien préciser le mode de chargement appliqué sur la fondation. 

Rappelons que l'inégalité (1.10) avait été obtenue à l'aide d'un raisonnement basé siir 

le caractère dissymétrique par rapport à l'axe des iV, du domaine des chargements ( Ar, T) 

supportables, (Fig. 1.8). Il nous faut donc vérifier la pertinence de la prise en compte 

de la forme d'un tel domaine. Nous avons reporté sur la figure 2.16, l'approche par 

l'extérieur du domaine, dans le cas où la fondation de largeur B est située au bord d 'un 

talus (D/B = 0), de pente tan/9 = 1/3, de hauteur considérée infinie (H/B —* +co) 

constitué d'un matériau pesant, purement cohérent (•jB/c = 1,44, <f> = 0°). Ce calcul 

correspond par exemple à une semelle de largeur B = lm, posée sur un matériau de poids 

7 — 20kN/m3, de cohésion c ~ !3,9kPa. On constate que ce domaine convexe est bien 

dissymétrique par rapport à l'axe T/cB = 0, et conduit à l'inégalité 1.10 : 

N: < N+ 

N/cB / 

5,14 — 

/ 4,33, 

/ .^^ 

* X 
I f 
Ï F 
i / 

i 
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~ 5 \ 

-4 

-3 
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0 

4 ,63 

—> 
-1 0 T/cB 

Figure 2.16: Approche par l'extérieur du domaine des chargements (N,T) supportables 
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2.2.4 Zone d'influence de la pente sur la réduction de capacité 
portante 

Nous cherchons dans cette partie à mettre en évidence la région dans laquelle, la 

pente a un effet réducteur sur la capacité portante d'une fondation siiperficielle. Les 

courbes représentées sur la figure 2.17, expriment l'évolution de (D/B)um, correspondant 

à la valeur de D/B au delà de laquelle la présence de ce talus n'a plus d'effet sur la 

capacité portante de la fondation, eu fonction de la pente 3 du talus (5° < ß < 90°). 

Le talus, de hauteur H/B = 10, est constitué d'un matériau caractérisé par le paramètre 

adimensionnel •yB/c = 0,2 (par exemple : cohésion c = 50kPa, poids 7 = 20kN/m3, 

largeur de fondation B = 0,5m). Les trois courbes correspondent à trois valeurs d'angle 

de frottement interne du sol constitutif : ó = 0°, 15° et 30°. 

On constate que, conformément à l'intuition, plus la pente est inclinée, plus la région 

où le talus a une influence réductrice sur la capacité portante d'une fondation qui s'y 

trouve, est grande. Pour les trois cas de sol que nous avons considérés (<f> = 0°,15°,30°), 

la valeur de (D/B)¡tm est, pour un talus vertical, de trois à cinq fois supérieure à celle 

obtenue pour une pente inclinée de 5°. 

De même, l'angle de frottement interne è du matériau influe fortement sur les valeurs 

de (Dj'B)iim ; on remarque en effet, que pour <p = 30°, elles sont de l'ordre de quatre fois 

plus importantes que lorsque <f> = 0°. 
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Figure 2.17: Zone d'influence de la pente sur la capacité portante 
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2.2.5 Etude de la capacité portante d'une fondation située près 
d'une pente et soumise au premier cas de chargement 

On s'intéresse ici à l'influence de l'inclinaison de la force exercée sur une fondation 

située aux abords d'une pente. Pour cela, on reprend le cas étudié dans la partie 2.2.1. 

La fondation superficielle, de largeur B = 0,75m, est posée à une distance D = 1,5m 

(D/B = 2) de l'arête d'un talus vertical (ß = 90°), de hauteur H, constitué d'un sol 

purement cohérent (<j> = 0°) de cohésion c = 50kPa, de poids volumique 7 = 20kN/m3. 

La figure 2.18 décrit l'évolution de la capacité portante F*n, obtenue par la méthode 

cinématique mettant en œuvre les mécanismes de poinçonnement et d'instabilité (cf. figu­

res 2.1 et 2.2), rapportée à la valeur du majorant de la capacité portante ((F°)an) de 

cette même fondation posée sur un massif horizontal semi-infini (H/B = 0), en fonction 

de la hauteur relative H/B du talus, et ce pour quatre valeurs d'angle d'inclinaison de la 

force appliquée (^ = 0°, - 1 0 ° , - 2 0 ° , -30° ) . 
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Figure 2.18: Influence de l'inclinaison de la force sur la capacité portante d'une fondation 
située près d'une excavation (ß = 90°) 

La courbe en trait continu correspond à celle de la figure 2.6 (force verticale centrée : 

premier cas de chargement). Si l'on incline la force d'un angle t¡) = —10° , la forme de 

la courbe reste identique. On observe d'abord une diminution de la capacité portante de 
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l'ordre de 13% (contre une diminution de 28% pour le cas de la force verticale centrée) 

jusqu'à une hauteur relative de l'excavation H/B ~ 2. 7. A partir de cette hauteur, et 

jiisqu'à H/B ~ 10,1 , la courbe respecte un palier de stabilisation pour à nouveau chuter 

brutalement à 0 pour H/B ~ 12,8 (correspondant à l'instabilité du talus sous poids 

propre : ^H/c ~ 3,83). Les deux dernières courbes correspondant à V = —20° (respec­

tivement ip = —30°), ne subissent pas de décroissance jusqu'à des valeurs H/B ~ 10,6 

(respectivement H/B ~ 11,4) pour ensuite chuter brutalement à 0 en H/B ~ 12,8. 

Il convient naturellement à nouveau d'être prudent quant aux remarques qui viennent 

d'être faites, sachant que les valeurs qui sont reportées sur la figure que l'on étudie sont, 

en toute rigueur, des majorants (approche cinématique). Cette étude tend cependant à 

montrer que plus la force appliquée sur la fondation est inclinée (ip croissant), moins la 

hauteur de l'excavation (H/B) n'a d'influence sur la capacité portante ; on constate en 

effet, que pour une inclinaison de la force ip = —30°, la capacité portante de la fondation 

reste constante pour une croissance de la valeur de H/B jusqu'à 11,4 , puis s'effondre très 

brusquement jusqu'à la valeur nulle (cette partie correspond à l'instabilité d'ensemble de 

l'ouvrage). 

2.2.6 Comparaison avec des résultats expérimentaux 

Les travaux expérimentaux relatifs au problème de fondations établies à proximité 

d'une pente sont encore à nos jours, assez peu courants. Nous pouvons les citer en les 

classant selon deux catégories différentes : 

- les essais sur modèles soumis à la gravité naturelle ; modèles réduits ou en vraie 

grandeur. 

- les essais sur modèles réduits centrifugés. 

Essais sur modèles soumis à la gravité naturelle 

Afin de déterminer la pression moyenne de rupture appliquée sur une fondation, des 

essais de chargement ont été réalisés (Giroud et a/.,1971), sur des fondations de 6cm de 

largeur sur 45, 32, ou 23,5cm de longueur. Celles-ci reposaient sur des massifs constitués 

par un empilement aléatoire de rouleaux cylindriques de Duralumin, placés parallèlement 

à la longueur de la fondation. 

On peut aussi évoquer les travaux de Lebegue (1973) qui s'est intéressé à la pression 

de rupture appliquée sur une fondation posée sur un massif constitué d'un sable de rivière 

(4> = 35° et 4> — 40°). Il est à signaler qu'il a surtout orienté son étude sur l'évolution de 

la réduction de pression de rupture, due à la pente, en fonction de la compacité du sol. 
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Dembicki et al. (1971) ont réalisé une campagne d'essais importante, en chargeant des 

fondations situées à proximité d'une pente, et dont le massif était constitué soit d'un sable 

sec, soit d'un matériau analogique. 

C'est à nouveau pour déterminer la pression de rupture, que Shields et al. (1977-a, 

1977-b) puis Bauer et ai (1981-a,1981-b) ont effectué des expériences, en chargeant des 

fondations de largeurs 0,3m, et 0,6m et de longueur 2m, établies en bord de pente (un 

seul type de pente testé : tan/3 = 1/2), dans un massif de sable reconstitué. Dans le but 

de reproduire une configuration bidimensionnelle, les semelles ainsi que les massifs étaient 

installées entre deux parois verticales espacées de 2m. 

Essais sur modèles centrifugés 

Ce type d'essai consiste à construire des modèles réduits puis, afin de respecter les 

conditions de similitude, on vient augmenter artificiellement la gravité appliquée sur cette 

maquette, en plaçant cette dernière dans une centrifugeuse. On détaillera d'ailleurs, 

un peu plus loin, une de ces expériences. Plusieurs expérimentateurs ont utilisé cette 

technique. Garnier et al. (1988,1989) ont effectué une série d'expérimentations sur des 

massifs de sable sec, de pente tan ß = 1/2. sur lesquels reposait une fondation. La 

maquette était comprise entre deux plaques de verre, afin de modéliser une configuration 

bidimensionnelle. 

On peut encore citer dans cette même catégorie d'essais, les travaux de Gemperline 

(1984.19S8), Terashi et al. (1986) et Kimura et al. (1985). 

Ayant été en lien contractuel avec le L.C.P.C (Nantes) lors de nos travaux, et donc 

pour des raisons de simplicité et de facilité d'accès à des résultats expérimentaux, nous 

nous sommes plus particulièrement attachés à comparer les résultats de notre approche, 

avec ceux obtenus par Bakir (1993) lors de son travail de thèse. Nous présentons donc 

maintenant, les conditions d'expériences réalisées par Bakir. 

Descript ion des essais de Bakir (1993) 

Deux raisons ont motivé la réalisation de ces expérimentations. La première a été 

l'étude de l'évolution des valeurs des coefficients iß de réduction de la capacité portante 

d'une fondation superficielle, due à la proximité d'une pente, en fonction de l'inclinaison 

8 de la pente et de la distance D entre la semelle et l'arête du talus (la hauteur / / 

du talus étant toujours considérée infinie). La seconde a été de mettre en œuvre une 

technique expérimentale, permettant d'avoir accès aux cinématiques de rupture du massif. 

Ce dernier, mis en place par pluviométrie, est constitué, pour toutes les expériences, d'un 
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sable de Fontainebleau blanc, sec, de poids volumique 7 ~ 16, IkN/m3, correspondant à 

un sable dense (indice de densité= 91%). Afin d'obtenir un contact parfaitement rugueux 

entre la semelle de fondation et le massif, du sable de même nature que celui constituant le 

massif, a été collé sur la face inférieure de la fondation, se rapprochant ainsi de l'hypothèse 

que nous avons faite dans notre étude sur l'interface sol/fondation (interface à adhérence 

totale). Il est à noter que les fondations utilisées sont toutes équipées d'une rotule en leur 

centre, permettant ainsi à la semelle de pivoter librement autour du point d'application 

de la charge afin d'éviter, de transmettre un moment à la fondation, ou bien d'appliquer 

un effort excentré. La fondation, de longueur très supérieure à sa largeur, est placée sur 

le massif de sable dans un conteneur (Fig. 2.19), entre deux plaques de verre verticales 

permettant d'assurer des conditions proches de la déformation plane. 

Plaque de verre 

Fondation 

Arête du talas Coupe A-A 

100 

f- 800 

-¡r-\ 

300 

^ 

Vue en plan 

Fondation 

1200 

A" 
Arête du talus 

Figure 2.19: Conteneur des modèles testés 

Deux types d'expériences utilisant des matériels différents ont été effectués. 

Réduction de la capacité portante 

Afin d'obtenir les valeurs des coefficients -iß de réduction de la capacité portante, il 

a été procédé au chargement d'une fondation superficielle de largeur B = 3cm et de 

longueur 30cm, à l'aide du dispositif schématisé sur la figure 2.20. Ce dispositif est 

constitué d'une poutre de réaction fixe, sur laquelle une poutre mobile peut pivoter. Une 

vis sans fin permettant de déplacer une charge est fixée sur cette seconde poutre. Par 

ce déplacement de la charge, on fait donc évoluer la valeur de l'effort appliqué sur la 

semelle, par l'intermédiaire d'une bielle reliée à la poutre mobile. Le massif réalisé dans 

un conteneur en acier, a é té configuré selon trois pentes différentes (tan ß = 1/3,1/2,2/3). 
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Figure 2.20: Dispositif de chargement à poutre basculante 

Observation des mécanismes de rupture 

Afin de mieux visualiser les champs de déplacement développés dans le massif, la 

fondation utilisée possède cette fois-ci, une largeur B = 6cm et une longueur égale à 

28cm. En outre, le dispositif de chargement utilisé n'est plus le même. En effet, pour le 

suivi des champs de déformation, il est nécessaire d'avoir accès à un réglage plus fin de 

la vitesse de déplacement de la fondation, surtout lorsque l'on s'approche de la rupture. 

L'effort appliqué à la fondation, lui est donc cette fois-ci transmis par l'intermédiaire d'une 

canne, reliée à un vérin hydraulique (Fig. 2.21). Le conteneur possède dans ce cas, une 

face transparente, permettant de suivre les déformations du sol, à l'aide d'une caméra. 

•Vérin 

POUTRE DE 
REACTION 

Semelle rotulée 

Piston -̂ TJ1 " 
rotulée f L - ^ " 

Canne 

Massif 

Paroi du conteneur 

Figure 2.21: Dispositif de chargement à verrin hydraulique 
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Cependant, pour observer ces déformations, il est nécessaire que le plan du massif visible 

par la face transparente, soit muni de repères. Pour cela, deux techniques, schématisées 

sur la figure 2.22, ont é té utilisées. Afin de visualiser les surfaces de rupture, de fines 

couches colorées horizontales (sable + poudre de couleur), espacées de 1 à 2cm ont été 

intercallées lors de la pluviation. L'autre technique de repérage des déformations du sol, 

est la pose de marqueurs observables par le côté transparent du conteneur. Ces marqueurs 

sont des épingles (Fig. 2.22) que l'on vient enfoncer horizontalement dans le massif, et 

dont la tête est assez grosse, pour être observable par la caméra. 
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Figure 2.22: Schématisation des repérages du massif 

C i n é m a t i q u e s de r u p t u r e obse rvées 

Les figures 2.23 et 2.24 décrivent des surfaces de rupture, apparues lors de deux essais 

de chargement jusqu'à rupture. Le premier est celui du chargement d'une fondation 

établie en bord de pente (DjB = 0), d'inclinaison tan ß = 1/2. Le second correspond au 

chargement d'une fondation posée sur un massif semi-infini. 

On remarque dans les deux cas. une ressemblance notable entre ces cinématiques réelles 

de rupture et les mécanismes de poinçonnement que l'on a utilisés lors de notre étude 

(Fig. 2.1). On voit assez nettement se former un bloc triangulaire sous la fondation, à 

côté duquel se dessine une zone délimitée inférieurement par une courbe, qui pourrait 

s'apparenter à l'arc de spirale logarithmique que l'on a envisagé pour notre mécanisme. 

Enfin, sur la figure 2.24. on observe que la surface de rupture rejoignant la surface du 

massif, est une surface plane. Par contre, on ne distingue pas véritablement le troisième 

bloc triangulaire que nous avons considéré dans notre mécanisme. Il est donc "rassurant" 

que la cinématique de rup ture observée expérimentalement soit de forme très similaire 
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Figure 2.23: Exemple de cinématique de rupture ; D/B=0, tan/3 = 0,5 

Figure 2.24: Exemple de cinématique de rupture ; massif semi-infini 

aux mécanismes que Ton a étudiés, même si du point de vue du calcul à la rupture 

les mécanismes que l'on considère sont et doivent rester des champs de vitesse virtuels, 

n'ayant donc a priori aucune signification réelle. 

R é d u c t i o n d e c a p a c i t é p o r t a n t e o b t e n u e 

Lors de cette étude, 34 essais ont été réalisés. Pour des raisons de similitude, la 

fondation que l'on a présentée précédemment (3cm x 30cm) centrifugée à trente fois la 

gravité, correspond en fait au cas d'une fondation de (0,9m x 9m) soumise à la gravité 

terrestre. Les résultats obtenus pour différentes pentes du talus (tan/? = 1/3,1/2,2/3) 

ainsi que pour différentes distances entre les fondations (0 < D/B < 11) sont reportés 

dans le tableau 2.1. N+jBL est la pression de rupture appliquée sur la fondation située 
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tan/3 

1/2 

1/3 

i 

2/3 

7 [kN/m3] 

16,17 

16,12 

16,10 

16,15 

16,07 

D/B 

0 

1 

1 

9,5 

9,5 

2 

2 

3 

4 

1,5 

1,5 

0 

0 

0 

1,5 

1,5 

3 

3 

7,5 

0 

0 

1 

1 

1,5 

1,5 

11 

11 

0 

0 

1 

1 

3 

3 

6 

BL l"*] 

487 

763 

789 

1312 

1319 

921 

1039 

1158 

1158 

789 

881 

368 

672 

735 

1102 

1064 

1229 

1216 

1267 

610 

551 

704 

750 

891 

786 

1180 

1162 

299 

300 

660 

573 

934 

1008 

1245 

TL lhPa] 

1315 

1315 

1267 

1173 

1245 

N+ 

1 o 

0,37 

0,58 

0,56 

1,00 

1,00 

0,70 

0,79 

0,88 

0,88 

0,60 

0,67 

0,28 

0,53 

0,58 

0,87 

0,84 

0,97 

0,96 

1,00 

0,52 

0,47 

0,58 

0,64 

0,76 

0,67 

1,00 

1,00 

0,24 

0,24 

0,53 

0,46 

0,75 

0,81 

1,00 
1 

Tableau 2.1: Résultats de Bakir (1993) 
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à la distance relative D/B de l'arête du talus. Elle est déterminée à partir de la courbe 

effort-déplacement tracée au cours du chargement, du type de celle représentée figure 2.25. 

Elle correspond à la valeur de la force, lorsque la courbe d'évolution de la force appliquée 

sur la fondation en fonction du tassement de la semelle, atteint un palier. N*/BL désigne 

la pression de rupture appliquée sur la fondation, lorsque cette dernière est établie sur un 

massif semi-infini. 
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Figure 2.25: Courbe effort-déplacement tracée au cours du chargement 

La comparaison entre ces résultats expérimentaux et ceux obtenus par notre étude, 

s'est heurtée à quelques difficultés. En effet, nous avons pu constater lors de notre travail, 

que les évaluations par excès des capacités portantes des fondations calculées par notre 

approche, de même que les coefficients de réduction de capacité portante, dépendent très 

fortement de l'angle de frottement interne (f> du matériau, mais également de sa cohésion, 

même pour de faibles valeurs de cette dernière. Or, comme nous l'avons déjà souligné, 

lors de son travail expérimental, Bakir s'est surtout intéressé à l'influence des paramètres 

géométriques du problème (D/B, tan ß) sur les valeurs de capacités portantes, de sorte que 

l'évaluation précise des caractéristiques de résistance du sable utilisé (cohésion et angle de 

frottement) passait quelque peu au second plan. On sait seulement, par des expériences 

déjà réalisées au L.C.P.C. sur le même type de matériau (sable de Fontainebleau), que la 

cohésion est faible, et l'angle de frottement compris entre 38° et 42°. 

Nous avons reporté sur la figure 2.26 (courbes en trait plein), l'évolution de l'estimation 

par notre approche (premier cas de chargement), de la capacité portante d'une fondation 

de largeur B = 0,9m posée à proximité d'une pente (tan/9 = 1/3), en fonction de la 

distance relative D/B entre cette fondation et l'arête du talus, constitué d'un sol de poids 
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7 = IQkNfm3, et ce pour deux couples de valeurs (c,(f>). Le premier correspond aux 

valeurs minimales admises pour le sol étudié : c = QkPa, § = 38°, le second aux valeurs 

maximales : c = SkPa, <fi — 42°. Les cercles pleins représentent les valeurs obtenues 

expérimentalement. Il est tout d'abord encourageant de constater que les deux courbes 

relatives à notre approche viennent ''encadrer" les valeurs expérimentales. Cependant, on 

met ici en évidence la très grande influence de la valeur du couple (c, ç>) sur l'estimation 

de la capacité portante de la fondation. Pour D/ B = 0, on remarque par exemple que 

lorsque c = 8kPa, 4> = 42°, notre estimation est de l'ordre de quatre fois celle obtenue si 

l'on considère un sol de caractéristiques c = OkPa, <j) = 38°. 
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Figure 2.26: Influence des valeurs de c et (j) sur l'estimation de la capacité portante d'une 
fondation 

Etant donc dans l'impossibilité de procéder à une comparaison directe, il a été décidé 

d'aborder la question sous un angle différent. L'idée est de déterminer par un "calcul à 

rebours'" le couple de valeurs (c, <p) pour lesquelles les évaluations obtenues par le calcul 

théorique, se rapprochent le plus des calculs expérimentaux. Cette démarche, mise en 

œuvre par Bakir à partir de plusieurs séries de calculs effectués dans le cadre du présent 

travail, peut s'expliciter comme suit : 

Pour un angle de pente /?,• donné (tan /?,• — 1/3,1/2,2/3) , on recherche l'ensemble des 

couples (c, <p) pour lesquels la valeur de la capacité portante donnée par le calcul théorique, 
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coïncide avec la valeur expérimentale, dans le cas où la semelle de fondation est en bord de 

pente (D/B = 0). On obtient ainsi dans le plan (c, <f>) une courbe d'équation /¿(c, <f>) = 0 

(i = 1,2,3). On observe alors que les trois courbes /,-(c, <j>) — 0 se coupent au même point, 

défini par (Fig. 2.27) : c = IkPa ; <f> = 39, 6° . 

A noter que dans son travail de thèse, Bakir a ajouté sur le graphe (c, </>), une quatrième 

courbe obtenue par la comparaison de ses résultats avec ceux de Giroud et al. (1971) 

pour le cas de la fondation posée sur massif semi-infini. Cette courbe intersecte les trois 

premières dans une région relativement proche du point c = 7kPa, <f> = 39, 6°. Il propose 

alors des valeurs légèrement différentes de la cohésion et de l'angle de frottement interne : 

c = 6A5kPa ; <f> = 39,9°. 
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Figure 2.27: Méthode de recherche des caractéristiques du matériau constitutif 

On a réitéré ce travail pour les différentes valeurs de D/B reportées dans le tableau 2.1. 

On a ainsi exhibé une région, dans laquelle toutes les courbes (c,d>) se coupent, dont le 

centre est : 

c = 7, IkPa 39,5 s (2.11) 

Nous avons reporté sur les figures 2.28.a, b et c, l'évolution de la capacité portante 

d'une fondation de largeur B — 0,9m, posée sur un massif constitué d'un sol de cohésion 

c = 7, IkPa , d'angle de frottement é — 39,5° , de poids 7 = l6kN/m3 à proximité d'un 

talus de pentes tan/? = 1/3,1/2, 2/3, en fonction de la distance D entre la fondation et 
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tanß = 2/3 
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Figure 2.28: Comparaisons des valeurs théoriques (1er cas de chargement) et expérimentales 

l'arête du talus. Les courbes en trait plein sont relatives aux résultats obtenus par notre 

approche, les cercles pleins correspondent aux résultats expérimentaux réalisés par Bakir. 

On peut observer sur ces trois figures, une évolution similaire pour les résultats obtenus 

par les deux approches. On constate en effet que plus D/B augmente, plus la capacité 

portante croît, et ce jusqu'à une valeur de D/B où les courbes respectent un palier, qui 

correspond au fait que la pente n'a plus d'influence sur la capacité portante de la fon­

dation. Cette valeur est de l'ordre de 7 pour notre approche et de 6 pour les résultats 

experiment aux. 

La cohésion non nulle, bien que très faible, mise en évidence par l'identification 

précédente paraît néanmoins quelque peu en contradiction avec le fait que le matériau 

utilisé est un sable sec, donc ne possédant aucune résistance à la traction, contrairement 

à un sable même très légèrement humide qui possède une cohésion apparante due à la 

capillarité. 

Deux remarques peuvent expliquer en partie cette contradiction : 

• La première est relative au dispositif expérimental utilisé. En effet, si l'on se reporte 

à la figure 2.20, et plus particulièrement à la rotule, reliant la poutre basculante à la bielle 

utilisée pour appliquer le chargement sur la fondation, on constate que cette rotule permet 
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un mouvement horizontal libre de la fondation dans le plan de la coupe qui nous est 

présentée. En revanche, il semble que le mouvement horizontal de la fondation dans la 

direction perpendiculaire à la coupe (ie. le mouvement de la fondation dans la direction 

de la pente) soit bloqué. Le chargement appliqué à la fondation serait donc du type 

du second cas de chargement que l'on a étudié dans le premier chapitre (mouvement 

horizontal bloqué). Partant de cette observation, nous avons à nouveau tenté d'exhiber, 

par la méthode de calcul à rebours présentée précédemment, un couple (c, é) relatif à ce 

cas de chargement. Nous avons obtenu les valeurs suivantes : 

QkPa <p = 41 ,5° (2.12) 

Nous pouvons maintenant, à partir de ces valeurs de c et </>, comparer nos résultats 

à ceux obtenus expérimentalement. Les courbes des figures 2.29.a, b et c, décrivent à 

nouveau l'évolution de la capacité portante d'une fondation de largeur B = 0,9m, posée 

sur un .massif, constitué d'un sol de cohésion c — OkPa, d'angle de frottement <f> = 41,5°, 

de poids 7 = IñkN/m3. à proximité d'un talus de pentes tan ß — 1/3,1/2, 2 /3 , en fonction 

de la distance D entre la fondation et l 'arête du talus. Les courbes en trait pointillé, 

correspondant au premier cas de chargement (c = 7,lkPa , ó = 39,5°), sont identiques 

à celles représentées sur les figures 2.28.a , b , c. Nous avons représenté par des cercles 

pleins, les valeurs expérimentales. Les courbes en trait plein sont relatives au second cas 
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Figure 2.29: Comparaisons des valeurs théoriques (2nd cas de chargement) et expérimentales 
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de chargement (c = OkPa , <f> = 41,5°). On constate que l'évolution de ces dernières 

courbes est semblable à celles associées au premier cas de chargement, avec cependant une 

croissance moindre lorsque D/B augmente, ce qui semble d'ailleurs plus se rapprocher des 

résultats expérimentaux. De plus, l 'estimation de la capacité portante lorsque la pente 

n'a plus d'influence (D/B > 6), est plus proche de celle obtenue expérimentalement, que 

dans le cas du premier cas de chargement. La question de la nature du chargement peut 

donc expliquer en partie, le problème de la cohésion non nulle que nous avions exhibée 

précédemment. 

• La seconde tentative d'explication de cette contradiction consiste à remarquer que 

celle-ci n'apparaît que parce qu'on a fait le choix de décrire les capacités de résistance 

du matériau par un critère de Coulomb, défini dans le plan de Mohr par une courbe 

intrinsèque formée de deux demi-droites. Elle disparaît dès lors que l'on admet que 

cette courbe puisse s'incurver au voisinage de l'origine par laquelle elle passe (Fig. 2.30), 

c'est-à-dire pour de faibles pressions de confinement. La cohésion identifiée par le calcul 

précédent n'est donc en fait que l'ordonnée du point d'intersection avec l'axe des r , du 

prolongement de la partie linéaire de la courbe intrinsèque. 

Figure 2.30 

On se propose dans le chapitre qui suit d'examiner plus particulièrement cette question 

et les conséquences d 'une telle non-linéarité de la courbe intrinsèque sur le calcul de la 

capacité portante d'une fondation près d'une pente. 

* 



CHAPITRE III 

Prise en compte d 'un critère de 
résistance "non linéaire" 
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3.1 Introduction 

Les analyses précédentes reposent sur l'adoption pour le sol constitutif d'un critère 

de résistance de Coulomb caractérisé par les paramètres c et <̂ , définissant la courbe 

intrinsèque formée de deux demi-droites dans le plan de Mohr (Fig. 1.3). Or de nom­

breuses données expérimentales font apparaître pour des sols pulvérulents compacts ou 

pour des argiles lorsque l'analyse est menée en "contraintes effectives", ainsi que pour 

des remblais rocheux compactés, une non linéarité de la courbe intrinsèque au voisinage 

de l'origine, c'est-à-dire dans le domaine des faibles contraintes de compression. Certains 

auteurs suggèrent de prendre en compte une telle non linéarité par le biais d'un critère 

de type "parabolique" : Griffith (1921,1924) propose un critère qui porte son nom, de la 

forme suivante : 

(72 — <y0 si ai + 3o-2 > 0 
(3.1) 

(^1 - Cr2)
2 + 8<T0((Tl + £T2) = 0 SÍ 0"! + 3CT2 < 0 

où a0 est la contrainte limite en traction simple du matériau et a\, a2, les contraintes 

principales extrêmes. 

Ce critère peut être représenté dans le plan de Mohr (Fig. 3.1), où il s'exprime sous 

forme d'une équation parabolique (pour l'établissement de cette expression, on pourra 

par exemple se reporter à Henry et Parsy (1982)) : 

r2 = 4<x0(o-0 - a) (3.2) 

Ce critère de rupture, à caractère bidimensionnel (dans le plan X\x2), a été établi en par­

tant de l'hypothèse que le matériau étudié contient des vides cylindriques, d'axe parallèle 

i i 
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à la troisième dimension ar3, de section elliptique dans le plan (xia^)- On suppose ensuite 

que ces trous ont une forme elliptique très applatie (vide en forme de micro-fissure). On 

choisit alors de faire porter le critère uniquement sur la partie positive de la contrainte 

tangentielle, aux abords des deux extrémités de l'ellipse (on admet que c'est à ces deux 

endroits qu'elle est maximale). 

1 T 

- 8 G 0 - 3 C O Go a 

Figure 3.1: Critère de Griffith 

Ce critère est utilisé par Johnston et Chiu (1983), pour étudier la résistance d'un sol très 

courant dans la région de Melbourne, constitué de roches désagrégées. 

De Mello (1977), Charles (1982) puis Charles et Soares (1984) suggèrent de définir la 

courbe intrinsèque du critère de rupture de remblais rocheux dans le plan de Mohr par 

l'expression suivante : 

¡T| — —Au W-oj 

où A et 6 (avec les conventions adoptées en mécanique des milieux continus : traction 

positive) prennent généralement les valeurs suivantes : 0, 7 < A < 5 , 0, 75 < b < 0, 95 

pour des valeurs de r et a exprimées en kPa (cf. fig. 3.2). 

Fry et Vezóle (1992) utilisent un tel critère pour étudier la stabilité de talus constitués 

de sols pulvérulents compacts, à l'aide de la théorie du calcul à la rupture. 

Mesri et Abdel-Ghaffar (1993) proposent une forme de critère de rupture du même 

type, afin d'étudier le comportement de certaines argiles. Il font intervenir en plus, dans 

l'expression du critère de résistance, la pression de préconsolidation av : 

\T\ = - < 7 t a n ^ ( ^ j (3.4) 

où m et (p sont des valeurs caractéristiques du matériau. 
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, v T (kPa) 

- 200 

- -200 

Figure 3.2: Critère "parabolique" proposé par Charles 

Hoek et Brown (1980) et Hoek (1983) proposent, dans le but d'étudier des matériaux 

constitués de morceaux de roches enchevêtrés, pouvant être rassemblés par des matières 

de moindre résistance, un critère empirique, dont l'expression dans le plan de Mohr est 

la suivante : 

\T\ = (cot <f>i - cos <pi)——^ (3.5) 
8 

où (pi est appelé angle de friction instantané (c'est en fait l'angle d'inclinaison par rapport 

à l'horizontale, de la tangente à l'enveloppe des cercles de Mohr au point (O~,T)), ac est 

la contrainte limite en compression simple, et m une constante empirique caractérisant le 

matériau. 

Serrano et al (1994) ont utilisé ce critère de résistance, afin d'étudier la capacité portante 

de fondations posées sur des massifs rocheux, à l'aide de la méthode des caractéristiques. 

D'autres auteurs, souhaitant mettre principalement l'accent sur le défaut, voire 

l'absence totale, de résistance à la traction notament pour des milieux cohérents, ont 

adopté un critère "tronqué en traction" pour traiter par exemple des problèmes de sta­

bilité du front de taille d'un tunnel (Dormieux et Leca,1992,1993) ou bien de dimension-

nement de fondations sous charges excentrées inclinées (Pecker et Salençon,1992). Nous 

retiendrons ici ce second point de vue, pour la raison que l'on avait évoquée en conclusion 

du chapitre précédent. En effet, il paraissait délicat de déterminer expérimentalement 

avec précision l'angle de frottement interne du sable étudié, mais de plus, on ne savait 

pas si ce dernier possédait ou non un peu de cohésion. On avait en fait un doute sur le 

domaine de résistance du matériau pour des faibles contraintes de compression, à savoir 

si la courbe délimitant ce domaine dans le plan de Mohr, passait ou non par l'origine. 
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3.2 Position du problème 

Afin de rendre compte de cette faible résistance à la traction du sol, on vient donc 

"tronquer" les critères usuels de Tresca ou Coulomb de la façon indiquée sur la figure 3.3, 

représentant les deux domaines de résistance dans le plan de Mohr (convention mécanique : 

compression négative) ; at est la valeur de "troncature'1 en traction, du domaine de 

résistance (0 < at < ccotcß), 11 s'agit en fait de la limite supérieure de la valeur de la 

contrainte normale a dans le plan de Mohr. La fonction f(g_) définissant le critère de 

résistance de Coulomb "tronqué en traction" en fonction des contraintes principales a-¡ et 

c"2 dans le plan, a pour expression : 

f[<l) = SUP {[^Î 'O + s'mcp) — <7j(l — s'mcp) — 2ccos <ft\ , a, — at} (3.6) 
— ' ¿ = 1 ,2 

j = l , 2 

Dans le repère associé au plan de Mohr (o\ r ) , ce domaine de résistance est délimité 

par les deux droites inclinées à <p et —<p par rapport à l'horizontale, comme pour le critère 

de Coulomb usuel, mais ici, il est de plus délimité par le cercle de Mohr tangent à ces 

deux droites et passant par le point (at,0). 

On peut constater sur la figure 3.4, où nous avons reporté la forme du critère 

parabolique défini par (3.3) pour A = 5, b — 0, 75 , et celui de Coulomb sans résistance 

à la traction avec c = 3kPa, <p = 15,6°, at = OkPa, que ces deux domaines de résistance 

peuvent être proches l'un de l 'autre, pourvu que l'on ajuste correctement les paramètres 

descriptifs (A, b ; c, ¿>, crt). 

Nous allons donc étudier dans cette partie, l'influence de la prise en compte de cette 

"non linéarité" du critère pour les faibles compressions, tout d'abord pour le cas de la 

stabilité d'une fouille verticale, dans un massif constitué d'un matériau purement cohérent 

de cohésion c et de coefficient de "troncature" at (<j> — 0°), puis pour le problème de la 

capacité portante d'une fondation située à proximité d'une excavation dans un sol frottant 

défini par ses trois paramètres (cohésion c, angle de frottement interne </>, coefficient de 

"troncature" at)- il est clair que les mécanismes étudiés dans le second chapitre donnent 

pour les deux critères présentés sur la figure 3.3, des valeurs par excès des chargements 

extrêmes. En effet, comme nous le constaterons lorsque nous présenterons la forme des 

expressions des fonctions TT associées à ces critères de résistance, les champs de vitesse 

virtuels étudiés dans le chapitre précédent, restent pertinents vis-à-vis de ces deux nou­

veaux critères. De plus, ils conduiront à la même évaluation par excès de la capacité 

portante de la fondation. On peut aboutir à cette même conclusion, en remarquant que 

le domaine de résistance "tronqué en traction'', est inclus dans celui non tronqué. Il en 

résulte très clairement que tout chargement conduisant à une instabilité de l'ouvrage, en 



ccotç 

Figure 3.3: Domaines de résistance de Tresca et de Coulomb tronqués en traction 

A = 5 
b = 0,75 

c = 3kPa 
4 = 15,6° 
o t=0kPa 

— Critère de Coulomb sans 
résistance à la traction 

— Critère parabolique 

x(kPa) 

200 

-200 

Figure 3.4: Comparaison entre un critère de résistance parabolique et un critère de 
Coulomb sans résistance à la traction 
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considérant que le matériau constitutif obéit au critère non tronqué, conduira 

nécessairement à une instabilité de l'ouvrage, en considérant que le matériau constitutif 

obéit au critère tronqué. L'estimation par excès de la capacité portante d'une fonda­

tion posée sur un massif de Tresca ou de Coulomb, sera donc bien toujours une estima­

tion par excès de cette même fondation posée sur un massif constitué d'un matériau 

obéissant à un critère de Tresca ou de Coulomb, tronqués en traction. Afin de quantifier 

l'influence de la moindre résistance à la traction du sol, sur ces chargements extrêmes, il 

nous est donc nécessaire de prendre en considération, dans cette partie, deux mécanismes 

supplémentaires, que nous nous proposons de décrire maintenant. 

3.3 Description des mécanismes étudiés et mise en 
œuvre de l 'approche cinématique 

3.3.1 Expression des fonctions TT pour les critères "tronqués" 

Les fonctions ir associées au critère de Coulomb "tronqué en traction" prennent alors 

les formes suivantes : 

(i) dans les zones en déformation : 

si tr(^) > (141 + \du\) sm(<f>) 

sinon (3.3-a) 

où ¿ est le tenseur des taux de déformation, dI . dn ses valeurs propres dans le plan, 

(ii) dans le cas de discontinuités de vitesses : 

s i ï £ l • n > | | [ í n | s i n ( ¿ ) 

sinon (3.3-è) 

où n est le vecteur normal à la ligne de discontinuité et [ U_ J la valeur de cette 

discontinuité à la traversée de cette ligne. 

;r(d) = 

c (JÎ/JI + \dn\ - tr(d)) tan ( J + 

+ 1 -asmè [ t r ( i ) - ( K i + | c y ) s m ( < ^ 

+ 0 0 

T ( a , [ L L J ) H 

c{\lîL\\-\lLl-

+ 1 ^ r (i U l 

n_1 t a n i - j -+- -¿y 

n -\IHI\ sin ci) 
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Regardons de plus près l'expression de la fonction 7r(n, ¡77] ) (expression 3.3-5) relative 

à une ligne de discontinuité S (Fig. 3.5). Son expression pour une valeur de at nulle 

devient : 

où S est compris entre è et % — <j>, d'où : 

* ( a , [ E ] ) = c | [ £ ] l t a n ( j + ^ ) ( l - s i n i ) 

enfin : 

* ( a , [ ü ] ) = c | [ £ ] | c o s ¿ i ^ £ (3.9) 
1 — sm <í> 

Rappelons nous maintenant de l'expression de cette fonction ir(n_, ¡77] ) pour le cas du 

critère de Coulomb usuel : 

d'où : 

v r ( n ! [ £ l ) = C \lLL}\-ncot<P 

*{n,H¿]) = c\lH]\cot<i>sm6 (3.10) 

IIZI = U2-Ui 

Figure 3.5 

Comparons alors les expressions (3.9) et (3.10). Cela revient à comparer : 

sin S 1 — sin S 
-—7 et ;—r 
sin q> 1 — sm <p 

Nous avons reporté sur la figure 3.6 la forme de ces deux expressions erf fonction de 8 

{<f> < S < 7T — <f>). On constate que la fonction 7r pour le cas du critère de Coulomb sans 

résistance à la traction est toujours inférieure à celle associée au cas du critère de Coulomb 

usuel, et que plus S croît vers TT/2, plus cette fonction décroit vers 0 (pour 5 = 0). 



84 Critères de résistance "non linéaires1 

A 

1 

l/sin<}> 

¡ \ l-sin8 / ¡ 
1 \ 1-sinè/ ¡ 

i 

4> Ijr n-ty 8 
Figure 3.6 

Cette remarque doit donc nous inciter à nous intéresser lors de ce chapitre, à envisager 

l 'étude de mécanismes met tant en jeu des discontinuités de vitesse "décollant" à plus de 

(p de la ligne de discontinuité. Nous allons maintenant présenter ces mécanismes. 

3.3.2 Problème de la stabilité du talus vertical en milieu pure­
ment cohérent ((f) = 0°) 

Nous nous intéressons dans un premier temps à l'étude de la stabilité d'un talus vertical, 

constitué d'un matériau purement cohérent (<f> = 0°) obéissant au critère de résistance que 

l'on a présenté précédemment (fig. 3.3-a). Le seul chargement subi par le système est 

son poids propre 7. La hauteur du talus est H. L'analyse dimensionnelle du problème 

nous montre que la stabilité de l'ouvrage peut s'exprimer à l'aide de deux paramètres 

adimensionnels, sous la forme : (,yH/c)+ = K+(o~t/c). 

> 

H 

! 

* 
/ ' -;}• 

C£^=oTa^> 

Figure 3.7: Description du problème 
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Nous avons retenu pour cette étude, deux mécanismes pertinents : 

M é c a n i s m e de Drucker ( M D ) 

a) Description du mécanisme 

Le premier a été étudié par Drucker (1953), et conduit pour un talus vertical constitué 

d'un matériau régi par le critère de Tresca sans résistance à la traction (at = OkPa), à la 

solution exacte : (•jH/c)+ — 2. Il est constitué de deux zones (cf. figure 3.8) : 

ya 

iß t e x 

Figure 3.8: Mécanisme de Drucker (1953) 

- le bloc ODBC tourne autour du point B avec la vitesse angulaire u. Il y a 

"décollement" le long de BC (on utilise ici la remarque que nous avons faite, sur la 

nécessité d'envisager des mécanismes faisant intervenir des mouvements "d'arrachement" 

du sol). La vitesse est continue au franchissement de BD. 

- le champ de vitesse dans la zone triangulaire ABD (rectangle en B) correspond à 

un mouvement de cisaillement pur. Il est défini dans le repère orthonormé ( i ^ e ^ e ^ ) 

représenté sur la figure 3.8, par ses composantes : 

v; = o Va = uxr 

Ce champ de vitesse est décrit par un seul paramètre d'optimisation l = TJH, où rj 

prend sa valeur dans le domaine suivant, sachant que nous avons fait le choix d'imposer 

au point D d'appartenir au segment O A : 

V € [0; - ] 
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b) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

Ici encore, nous ne donnerons que la forme finale des expressions calculées. On pourra 

se reporter en annexe C l pour le détail des calculs. La puissance des efforts extérieurs 

Pe est due uniquement à l'action du poids des terres (7). Elle est de la forme : 

P. = Ü2*V(1_„) (3.11) 

Les expressions (3.3-a) et (3.3-6) nous permettent de calculer les puissances résistantes 

maximales développées dans les différentes zones, ainsi que le long de la ligne de discon­

tinuité de vitesse {BC). La puissance résistante maximale développée dans ce champ de 

vitesse a pour expression : 

p. ,cH* r¡ + 
at (1 -7? ) 2 

(3.12) 

La théorie du calcul à la rupture nous donne une condition nécessaire de stabilité de 

la forme : 

P > P 

Les formules (3.11) et (3.12) nous permettent alors d'extraire un majorant de la valeur 

extrême adimensionnelle (^H¡c)+ : 

nH\+< • 
< m m 

V c / v 

\2 + %(i/n- D 21 -Œ). (3.13) 

On retrouve ici, pour le cas du critère sans résistance à la traction {crt = OkPa), que 

le minimum du majorant de (jH/c)+ est obtenu pour r\ = 0 (mécanisme evanescent) et 

vaut 2. 
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M é c a n i s m e de bloc en rotation ( M B R ) 

a) Description du mécanisme 

Le deuxième mécanisme (cf. figure 3.9) est constitué d'un seul bloc (BUK), animé 

d'une vitesse de rotation u> autour d'un centre il ( V_ = toreg), et délimité par un segment 

de droite (BI) et par un arc de cercle (/</), de centre i l , débouchant en pied de talus. Ce 

mécanisme est dépendant de quatre paramètres angulaires de minimisation (01? 82, &[, a ) , 

astreints à prendre leurs valeurs dans les domaines suivants : 

0i € [0 ; | ] 02 € [0a ; | ] 0i G fa : 0*] a € [-0 f l ; a*] 

Figure 3.9: Mécanisme de bloc en rotation 

A la suite de nombreux calculs, nous nous sommes aperçus qu'il était suffisant de 

prendre 9\ et 02 compris entre 0 et w/2 (î.e les coordonnées du centre de rotation il sont 

négatives dans le repère (K, e l5 e2)). 8K est l'angle fait par le segment de droite Í1A' avec 

l'horizontale. Il n'est bien sûr pas nécessaire que l'angle 81 soit inférieur à #&-, mais au 

cours de notre étude, nous avons constaté, que les mécanismes conduisant à la valeur opti-
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maie de la capacité portante, étaient toujours obtenus pour 0j < 8K- 8K est défini par : 

tan 0K = — 
COS #2 

De la même façon, a n'est pas nécessairement inférieur à a^ (valeur de l'angle que 

fait le segment de droite JK avec la verticale), mais ici encore, nous avons constaté que 

les mécanismes optimaux étaient toujours obtenus pour a < a^-, L'angle a # étant défini 

par : 

eos 8¡ — cos 02 
tan aK = — — j -

sm (7/ — sinc^! 

Par contre, afin d'assurer que la discontinuité de vitesse [j7] le long du segment BI, 

respecte bien ¡77| • n > 0 (condition de pertinence vis-à-vis du critère de Tresca), il est 

nécessaire de prendre a > —6B-, où 8B est l'angle que fait le segment VtB avec l'horizontale ; 

son expression est la suivante : 

4 n s i n ^ i 
tan t>B = i :—7 :—7 

cos t>i — sin u¡ + sin 0\ tan o 

b) Mise en oeuvre de l 'approche cinématique 

Nous ne donnerons à nouveau que les expressions finales des calculs ; pour plus de 

détails, on pourra se reporter à l'annexe C.2. La puissance des efforts extérieurs Pe est 

uniquement due à la contribution des forces de pesanteur et possède la forme suivante : 

rn Í • „ „ sin3 0i / 1 1 \ •* n . n 
Ps=u1-^-l sin 02 - sin 0/ + — — - - ^ - ¡ ^~T + c o s 6^ ( t a n 6K + tan 02) 

d { l Vsm OK sm O B / 

cos3 (8i + a) 
, . . s ina / 1 1 

coso (tan(0j -f ci) — tan(0g -f a)) + 2 \cos2(#/ + a ) cos2(#B + a ) 

ou 

H 
rn = sin 02 — sinöj 
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La puissance résistante maximale est composée de deux termes, dus aux deux discon­

tinuités de vitesse le long de BI et IJ. Le terme associé à la discontinuité le long de l'arc 

de cercle IJ est : 

Le terme associé à la discontinuité le long du segment de droite BI est : 

P = 
ri cos2(9j + Q) 

(c - <rt) 

+c In 
tan 

COS2(ÔB 4- a) 

^ 2 ) \ , sm(0j + a) 

cos2(#j -f a) 

sin(#ß + a) 

t a n /flB+q+T/2\ J T
 c o s 2 ( ö / + a ) COS2(0B + a) 

d'où la puissance résistante maximale 

p _ pIJ i p B J 

rm ' rm 

L'approche cinématique du calcul à la rupture nous donne une condition nécessaire de 

stabilité sous la forme de l'inégalité suivante : 

P > P 
x rm C- 1 e 

On obtient à nouveau une majoration du facteur adimensionnel (^H/c)+ 

(^r < min fr(6l 02 h a) = (?). (3.14) 

On retiendra alors comme majorant de (jH/c)+ la plus petite valeur des deux majo­

rants (jH/cja et ('yH/c)bt donnés respectivement par (3.13) et (3.14). 
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P r é s e n t a t i o n e t ana ly se des r é s u l t a t s 

On s'intéresse ici au problème de la stabilité d'un talus vertical sous poids propre 

(Fig. 3.7), constitué d'un matériau purement cohérent (cohésion e) avec une résistance à 

la traction "tronquée" (valeur de troncature <rt). 

On étudie, figure 3.10, l'évolution des évaluations par excès (par l'approche cinématique 

du calcul à la rupture) des grandeurs adimensionnelles (-fH/c)+ calculées à l'aide des 

mécanismes (MD) et (MBR), en fonction du rapport (<rt/c) de la valeur de troncature en 

traction sur la cohésion. 

4 

3,83 

3,5 

(yH/c)+ 3 

2,5 

/ 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

— r 
i s 
i yS 
i / 

mécanis [meMD ¡ 

mécanisme MBR 

0,5 1,5 
a j e 

Figure 3.10: Evolution de (^H/c)+ en fonction de o~t/c pour un sol de Tresca (<p = 0°) 

On retrouve bien, pour un matériau purement cohérent sans résistance à la traction 

(at/c = 0), la solution exacte (~/H/c)+ = 2. Le mécanisme (MD) est pertinent pour de 

très petites valeurs de <7t/c (crt/c < 0,05) et fait augmenter très brusquement les valeurs 

de (jH/c)+ en fonction de at/c. Au delà (ut/c > 0,05). c'est le mécanisme (MBR) qui 

devient le plus critique. On constate que pour des valeurs at/c > 1,4 , on retrouve 

la valeur bien connue (")'H/c)+ < 3,83 obtenue par un mécanisme de bloc en rotation, 

délimité par un cercle. Il semble donc, mais il faut rester prudent quant aux conclusions 

à en tirer, sachant que nous n'avons ici accès en toute rigueur, qu'à des majorants de la 

valeur adimensionnelle (•~fH/c)+. que pour des valeurs at/c > 1,4 , la prise en compte 

d'une résistance à la traction moindre du matériau n'a plus de conséquence significative. 
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3.3.3 Etude de la capacité portante d'une fondation posée à 
proximité d'un talus 

On veut maintenant étudier l'importance, qu'il y a à prendre en compte la plus ou 

moins grande résistance à la traction du sol, sur la capacité portante d'une fondation 

superficielle de largeur B posée à une distance D de l'arête d'un talus incliné d'un angle ß 

par rapport à l'horizontale, de hauteur H. Le matériau constitutif du talus est pesant de 

poids 7, carractérisé par sa cohésion c, la valeur de troncature en traction du domaine de 

résistance o~t, son angle de frottement interne <f> (Critère de Coulomb "tronqué" en trac­

tion). La fondation est chargée par une force verticale centrée. Ce chargement correspond 

au premier mode de chargement décrit dans le paragraphe 1.3. 

D 

y 

B 

c , <j>, a t 

Figure 3.11: Description du problème 

M é c a n i s m e de bloc en rotat ion ( M B R ) 

a) Présentation du mécanisme 

Dans cette étude, nous n'avons utilisé qu'une seule classe de mécanismes pertinents, 

constitués d'un bloc en rotation de vitesse u.', du type de celui représenté figure 3.9. Le 

sol constitutif étant supposé frottant (<f> =¿ 0), ce bloc est cette fois délimité par un arc 

de spirale logarithmique (ne débouchant pas forcément en pied de talus), de centre il et 

d'équation : r = r0exp(ötan<^) dans le repère (il,er,eg), où r0 est le rayon de la spirale 
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en 9 = 0°. Les paramètres d'optimisation sont donc cette fois-ci au nombre de cinq (6-y, 

ö2, 0/, a et rj). 0ir 62 et &i prennent leurs valeurs dans les domaines suivants : 

o i € [ 0 ; - ] 02 G [9X ; 
TT, 

&i G [0! ; 0*] 

Pour ces trois angles, les domaines de variation sont les mêmes que pour le mécanisme 

utilisé pour l'étude de la stabilité d'une fouille verticale, mais il faut remarquer que 9 K n 'a 

ici, plus la même expression, le matériau constitutif étant frottant, d'angle de frottement 

è. Il vient : 

t an 6K 

A t a n ^ s i n ö i 

,02 t a n <f> c o s g 

Figure 3.12: Champ de vitesse retenu pour l'étude de la capacité portante d'une fondation 
à proximité d'un talus 



93 

Il n'en est pas de même pour le domaine de variation de a. En effet, le matériau 

constitutif étant frottant, afin d'obtenir une fonction TT non infinie, associée à la ligne de 

discontinuité le long dn segment BI, il est nécessaire que a soit supérieur à —&B + <?>, où 

8B est l'angle que fait le segment de droite VLB avec l'horizontale. De plus, on impose au 

point B de se situer à droite de la fondation, impliquant que a doit rester inférieur à ac, 

où ac est la valeur de l'angle compris entre le segment IC et la verticale. Les domaines 

de variation de a et 77, (h = 77/i), sont : 

a G [-OB + é ; ac] 77 € [0 ; 1] 

où 0ß et ac sont donnés par : 

tan#B 
e$! tan <j> c o s Bl _ (eÔ7 tan à s i n dj _ e0i tan © s i n ^ ) t a n Q 

^ r tan á ,,„w /1 ,.#2 tan ¿> ,...„ a h D + B 

tan a c = 
e0j tan <f> s i n ö / _ e0i tan <p s i n ^ 

b) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

La puissance des efforts extérieurs est due ici à la contribution de l'action du charge­

ment £ = Ncj et à celle du poids des terres ~¡ex. La puissance due à la force F_ appliquée 

sur la fondation est de la forme : 

Pext = uN ( D + ~ - x? 
2 

où x^ est la coordonnée selon e2 du centre de rotation il dans le repère (A", e l 5 e2). Son 

expression est donnée en annexe D. 
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La puissance développée par les forces de pesanteur a la forme suivante : 

r 3 { e382 t a n a > ( s j n ^ + 3 t f t n ^ œ s Q^ _ g 3 ô 7 t a n 0 ( g i n &J + 3 t a n ¿ œ s ^ ) 

fp« = u r y y < : 

1 + 9 t a n J 

; 3 ^ t a n ^ c o s 3 $ (0 /+a) cos a (tan(0/ - f a ) — tan(öß + a)) s m a 1 1 

2 ycos2(6*/ + a) cos2(öj3 -f a) 

e 3 e l t a n ^ s i n 3 ö i , j j 

sin2 OK sin2 #g 

+ e3 6 2 t a n*sin3(^2 + /3) 
cos ß I 1 

2 Vsm2(ö2 + /?) an1(0K + ß)i 
+ sin ,5 (cot(02 + ß) - cot(ÖK + /?)) 

où r0 est le rayon de l'arc de spirale IJ en O = 0° ; son expression est : 

77Í7 
r ° e Ö 2 t a n ^ s i n Ö 2 _ e f f J l J m 0 s i n ö i 

La puissance de efforts extérieurs est alors : 

-*e — -*pes I ¿ext 

La puissance résistante maximale est composée de deux termes, dus aux deux dis­

continuités de vitesse le long des segments de droite BI et IJ. Le terme associé à la 

discontinuité le long de IJ est : 

, / J CT 
U 

o / 02é>2 tari 0 _ ö 2 9 j t a n ^ 

2tan<¿ ^ 

Le terme associé à la discontinuité le long de BI a pour expression : 

si _ r 2 e 2 e / t a n * c o s 2 ( ^ + Q) f c cos <p - at 
r Lu — s - ; -

¿ 1 — sin é COS2(6B + a) COS2(Ö/ + Q) 

c cos (¡> — at sin <p 

1 — sin ci 
In 

tan 
Bj + cci-v/2 

—J~) sm(&i -f a) sm(8B -f a) 
+ t a n (g»+»+"/2) œs\0j + a) cos2(#B + a ) 

d'où : 

p = p" + p f l ' 
1 ™ x rm i 1 rm 
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La théorie du calcul à la rupture nous assure que si le talus est stable, alors l'inégalité 

suivante est vérifiée : 

P < P 

On en déduit alors, en optimisant sur toute la classe du mécanisme que l'on étudie, un 

majorant de la capacité portante N+, de la. forme : 

N+< min m , 02, ô,, a, 77) 
Si,82,8 j,a,r¡ 

(3.15) 

Présentat ion et analyse des résultats 

a) Sol purement cohérent sans résistance à la traction (at — OfcPa, à = 0°) 

A titre d'exemple, on étudie le problème d'une fondation superficielle située en bord 

d'excavation verticale (ß = 90°), soumise à une force F_ = Ne¡ verticale centrée correspon­

dant au premier cas de chargement dans le chapitre 1.3. Le rapport adimensionnel <yB je 

est choisi égal à 1. Ce problème correspondra, pour fixer les idées, à une fondation de 

largeur lm , située à une distance D = 0m de l'arête du talus, constitué d'un matériau 

purement cohérent sans résistance à la traction (o-t/c = OkPa), de cohésion c = 20kPa et 

de poids 7 = 20kN/m3. 

(N/cB)+ 

\ : 

cas non ' 'trcœqué" 
mécanisme (MBR) 
mécanisme (MD) 

: \ 

; I 
i 

ri-
1 
1 2 

H/B 

Figure 3.13: Evolution de (N/cB)+ en fonction de H/B pour un sol de Tresca 
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Les résultats correspondants sont reportés sur la figure 3.13. La courbe en trait plein 

est relative aux évaluations du facteur sans dimension (N/cB)+, caractérisant la capacité 

portante, fournies par les mécanismes étudiés dans le second chapitre (identiques à celles 

qui seraient obtenues dans le cas d'un sol avec résistance à la traction), tandis que la 

courbe en pointillé représente les résultats obtenus par l'utilisation du mécanisme par 

bloc en rotation (MBR) décrit précédemment. Elle vient couper la demi-droite verticale 

d'équation H/B = 2 qui est associée à l'instabilité du talus sous poids propre, donnée 

par le mécanisme de Drucker (MD). Cette dernière valeur est classiquement obtenue tant 

par une approche statique (champs de contrainte à trois zones) que par une approche 

cinématique mettant en œuvre ce mécanisme "evanescent" (MD) (Drucker,1953). On 

constate ainsi une diminution très sensible de la capacité portante due au défaut de 

résistance en traction du sol dès que H/B est supérieur à l'unité. En deçà de cette valeur, 

en revanche, et tout en demeurant prudent sur les conclusions qu'il faut tirer des résultats 

ainsi obtenus qui ne constituent stricto sensu que des majorants de la capacité portante, 

il semble que ce défaut de résistance en traction ne joue qu'un rôle négligeable. 

bj Sol cohérent et frottant sans résistance à la traction (at = OkPa) 

On reprend ici le problème de la fondation superficielle située au bord d'une fouille 

verticale (ß = 90°), soumise à une force F = JVçj verticale centrée (premier cas de 

chargement dans le chapitre 1.3). Le rapport adimensionnel jB/c prend à nouveau la 

valeur 1 et l'angle de frottement interne a pour valeur (¡> = 20°. 

1 
ñ 

] 

— - - i -

i : • 

j : 1 

: : 

cas non "îronquê" 
mécanisme {MBR) 
mécanisme {MD} 

; 

: 
* ! ' 

i i : 

: i : 

, i 

i ' ! 

H/B 

Figure 3.14: Evolution de (N/cB)+ en fonction de H/B pour un sol de Coulomb 
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L'évolution du majorant de la capacité portante (N/cB)+ en fonction de la hauteur 

relative de la fouille (H/B) est représentée sur la courbe 3.14. Cette évolution est mani­

festement semblable à celle étudiée pour un matériau constitutif de Tresca. En effet, pour 

des valeurs de H/B supérieures cette fois-ci à 1,3 , le mécanisme (MBR) vient tronquer 

le domaine des chargements supportables par un matériau de Coulomb avec résistance à 

la traction, jusqu'à la valeur H/B ~ 2,86 , correspondant à la ruine du talus sous poids 

propre, donnée par le mécanisme (MD). 

Les résultats reportés sur la figure 3.14 mettent en évidence l'importance, et le soin 

qu'il faut met t re , à bien déterminer le critère de résistance du matériau que l'on étudie. 

En effet, si au lieu de considérer un domaine de résistance de Coulomb sans résistance à 

la traction (domaine défini par le contour en trait pointillé sur la figure 3.15), on avait 

pris en compte un critère de Coulomb de même angle de frottement è (domaine défini 

par un trait plein), on constate par exemple que pour une valeur H/B = 2,5 , on aurait 

to /No 
J* k 

i T 

C 

^ * C COt(J) CJ 

Figure 3.15: Importance d'un choix judicieux du critère de résistance 

sur-estimé la valeur de la capacité portante de l'ordre de 30%. Inversement, si l'on avait 

fait le choix de pouvoir définir le critère par deux droites passant par l'origine, corre­

spondant à une cohésion nulle (domaine en trait plein avec des étoiles), choix souvent 

adopté notamment pour des sables "secs", la capacité portante de la fondation aurait été 

largement sous-estimée, étant donné que pour l'exemple de la figure 3.14, le talus serait 
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dans ce cas instable sous poids propre (ß = 90° > <t>\). Cette tendance est d'autant plus 

accentuée que nous traitons l'exemple d'une fouille verticale. Il est évident, et nous l'avons 

constaté lors de notre é tude, que pour des pentes plus faibles et des éloignements entre 

la fondation et l'arête du talus plus importants, la non-linéarité du critère aura beaucoup 

moins de conséquence quant à la stabilité de l'ouvrage. 

Nous nous sommes placés jusqu'ici, dans une approche bidimensionnelle du problème 

(modélisation "déformations planes" du calcul à la rupture), en supposant que les 

longueurs de l'ouvrage dans la direction X3 étaient sinon infinies, du moins très grandes 

devant celles comprises dans le plan x\X2- Nous nous proposons dans le prochain chapitre, 

de reprendre l'étude de la stabilité des ouvrages auxquels on s'est intéressé, mais cette 

fois-ci, en a.bordant le problème avec une approche tridimensionnelle. 

* 



CHAPITRE IV 

Approche tridimensionnelle du 
problème 
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Nous avons, dans les deux chapitres précédents, abordé le problème de la capacité 

portante d'une fondation superficielle, en considérant que celle-ci était une semelle fi­

lante. Ceci pouvait ainsi nous permettre d'étudier le problème, en utilisant l'approche 

cinématique du calcul à la rupture en déformation plane. Cette modélisation est certes 

pertinente lorsque la fondation possède une longueur très supérieure à sa largeur : on 

s'attend intuitivement à ce qu'il n'en soit pas de même dès que l'on s'éloigne de cette 

situation. 

Nous nous proposons donc dans ce chapitre, d'étudier dans une première partie la 

capacité portante d'une fondation rectangulaire posée sur un massif semi-infini, l'outil de 

base étant la méthode cinématique utilisant des mécanismes de rupture tridimensionnels, 

puis dans un second temps, l'influence sur cette dernière, de la proximité d'une pente, en 

adoptant les mécanismes précédents. 

4.1 Description du problème 

On considère donc désormais une fondation rectangulaire, d'axe parallèle à la crête du 

talus, de longueur L et de largeur B posée sur un massif, constitué d'un matériau pesant, 

de poids 7, obéissant à un critère de Tresca ou de Coulomb que nous avons présentés au 

paragraphe 1.1.2. Sa cohésion est notée c, son angle de frottement interne <f>. 

Dans une première partie, nous allons nous attacher à étudier le problème de la capacité 

portante d'une fondation superficielle rectangulaire, caractérisée par son facteur de forme 

B/L, posée sur un massif plan semi-infini (cf. figure 4.1). Dans une deuxième partie, 

nous nous intéresserons à la réduction de capacité portante due à la proximité d'un talus 

ou d'une excavation. Dans ce cas, la fondation, de facteur de forme B/L, est située à une 

101 
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distance relative D/B de l 'arête du talus, de hauteur relative H/B, d'inclinaison ß et de 

longueur infinie dans la direction x3 (cf. figure 4.2). 

(c,<|>) 

mtmmmmzmm. 
Figure 4.1: Fondation rectangulaire sur un massif infini 

Figure 4.2: Fondation rectangulaire à proximité d'un talus semi-infini 
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4.2 E tude du chargement 

4.2.1 Mode de chargement 

On se doit à nouveau de définir la cinématique de la semelle pour cette approche tenant 

compte du caractère tridimensionnel du problème. La fondation est supposée se déplacer 

selon un mouvement de corps rigide caractérisé par ses éléments de réduction au centre 

O de la fondation, situé sur l'axe médian de la semelle en contact avec le massif de sol de 

poids spécifique 7 (cf. figure 4.3) 

vitesse de translation U_ = Un z_x + Ut2 e2 + Ut3 e_3 

vitesse de rotation o¿ = u?2 £2 -f- a;3 Ç3 
(4.1) 

Ut2 

*2 

Figure 4.3: Cinématique de la semelle en configuration tridimensionnelle 

On peut ainsi définir le mode de chargement auquel est soumis l'ouvrage à partir 

des données en efforts et en vitesses définies précédemment. L'expression générale de la 

puissance des efforts extérieurs dans un champ de vitesse (virtuel) U_ cinématiquement 

admissible s'écrit alors : 

• (£) = / -y-UdÜ+ Í T-UdS (4.2) 

où 0 désigne le massif de sol, dû son bord extérieur et T représente le vecteur contrainte 
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agissant en tout point de dfl. Soit compte tenu des conditions limites en contrainte (T = 0 

à l'extérieur de la zone où est appliquée la semelle) : 

r rL/2 ¡B/2 
PeilL) = / 7 • LL dû + / / T • ¡L dx2dx3 (4.3) 

JQ— J-L/2J-B/2 

Comme dans l'étude réalisée dans les premier et deuxième chapitre, le contact 

semelle/massif est supposé à adhérence totale (ce qui a déjà été réalisé expérimentalement 

Bakir,1993) la vitesse d'un point du massif en contact avec la semelle s'écrit, compte tenu 

de (4.1) : 

IL = {Un Ê.1 + Ut2 e2 + £/Î3 Ç3) + (ÙJ2 e2 + uj-i 63) A (x2 e2 + x3 63) 

avec : \x2\ < B/2 et |x3 | < L/2 

soit : 

LL = {Un + U!2 x3 - u.'3 x2)e1 + Ut2 e2 + Ut3 e3 

D'où en reportant cette dernière expression dans (4.3) : 

PeilL) = 7 ( JQ Unlil ) + ( j^[ J ^ \ J\ dx2dx3 J Un 

( ¡-L/2 fB/2 \ ! ,L/2 fB/2 \ 
+ / / T2 dx2dx3 )Ut3+[ / T3 dx2dx3 Uu (4.4 

\ J-L/2 J-B/2 J \ J-L/2 J-B/2 J 

Í rL/2 ¡-B/2 \ / rL/2 fB/2 \ 
+ / / (x3Ti) dx2dx3 w2 + / / (-x2Ti) dx2dx3 u3 

\ J-L/2 J-B/2 J \ J-L/2 J-B/2 J 

avec T\ = e.j • q_ • ( —e2) = —en 

T2 = e2 • £ • ( - Ç i ) = - 0 2 1 

Î 3 = & • £ • ( - e 2 ) = - < r 3 1 

t/i = projection de (/ selon eY dans l'ouvrage 

L'expression de la puissance des efforts extérieurs dans un tel champ de vitesse devient : 

P e ( ü ) = 7 < Ux > + N U n + R 2 U t 2 + R 3 U t 3 + M 2 w 2 + M 3 w 3 (4.5) 

avec < U\ >— / [^¿fî 
JQ 
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[L¡2 fB/2 fLl2 rBf2 

et N = - andx2dx3 , R2 = - / / a21dx2dx3 , 
J-L/2 J-B/2 J-LÍ2 J-B/2 

L/2 rB/2 

L/2 i -B/2 

/•L/2 yB/2 
i?3 = - / / a31dx2dx3 

J-L/2J-I -L/2 J-B/2 

Mo 
rL/2 fB/2 

¡ i —x3andx2dx3 , M3 = / x2cr11dx2dx3 

J-L/2 J-B/2 J-L/2 J-B/2 

L/2 rB/2 

L/2 J-B/2 

(4.6) 

La puissance des efforts extérieurs s'exprime ici encore (cf. exp. (4.5)) comme un 

produit scalaire du vecteur Q = ( 7 , N , R2, R3 , M2 , M3 ) des paramètres de chargement 

par le vecteur £ = ( < C/j > , Un , Í7Í2 , 6r¿3, W2 , ui3) des paramètres cinématiques associés. 

Les paramètres de chargement relatifs à l'action de la semelle de fondation sont d'après 

(4.6) les éléments de réduction au point O du torseur des efforts appliqués par cette semelle 

sur le massif (Figure 4.4). 

0 . N 

/ 

/ 

O 

Figure 4.4: Torseur des efforts appliqués par la semelle sur le massif (cas général) 

Dans la suite de notre travail, nous envisagerons un chargement de la semelle effectué 

par une liaison "rotulée" au point 0 , (Fig. 4.5), en considérant que la liaison se fait sans 

frottement ; la valeur des paramètres de chargement M2 et M3 est alors nulle et le torseur 

des efforts appliqués par la semelle se réduit à une force centrée inclinée de composantes 
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(N, R21 Rs)- De plus nous nous intéresserons uniquement lors de cette étude à la direction 

du trajet de chargement selon N (R2 = 0 et R3 = 0). 

/ n 

I 

£2 

M £ l 

Figure 4.5: Cas d'un chargement par liaison "rotulée" 

4.2.2 Analyse dimensionnelle 

L'analyse dimensionnelle du problème permet d'écrire la valeur de la capacité portante 

sous la forme : 

N+ = cB f+ 
B/L ; 7 B / c , ¿ (4.7) 

pour le problème de la capacité portante d'une fondation superficielle posée sur un massif 

semi-infini constitué d'un matériau pesant de Tresca (<f> = 0) ou de Coulomb. 

N+ = c B f+ (ß , | B / L |, D / B , H / B ; 7 H / c , ¿ ) (4.8) 

dans le cas où la fondation superficielle est posée à proximité d'un talus. 

/ + est une fonction adimensionnelle des paramètres sans dimension qui caractérisent la 

géométrie du problème (/?, B/L,D/B,H/B) et de ceux faisant intervenir les paramètres 

de résistance du sol constitutif (jH/c et <j>). 
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4.3 Capacité por tante d 'une fondation rectangu­
laire sur un massif semi-infini 

Nous allons nous intéresser dans cette partie, au problème de la capacité portante d'une 

fondation superficielle rectangulaire (cf. fig. 4.1) de facteur de forme B/'L < 1 (B/L = 1 

correspond à une fondation carrée), posée sur un massif semi-infini (xj < 0) constitué 

d'un matériau pesant (poids 7) de Tresca ou de Coulomb. 

4.3.1 Massif constitué d 'un sol purement cohérent (critère de 
Tresca) 

Indépendance de la capacité portante par rapport au poids vo lumique 

Ce résultat s'obtient en généralisant le raisonnement fait dans le cas du problème 

en "déformation plane" (Salençon,1983). Désignant par N+(n¡) la valeur du chargement 

extrême, écrite en fonction du poids volumique du matériau, on a par définition : 

3 a en équilibre avec N et 7 
N < yv+(7) <=* { 7 N (4.9) 

/ (ÇL{X)) < 0 VX 

Il apparaît alors immédiatement que le champ CT' défini par : 

Œ! — iï- + 7^1 1 

est en équilibre avec la même valeur N du chargement ainsi que 7 = 0 (sol non pesant). En 

outre, l 'indépendance du critère de Tresca par rapport à la contrainte moyenne implique : 

/ (VU)) < 0 Vx 

Ce qui signifie que toute valeur du paramètre de chargement N potentiellement 

supportable pour le problème de la fondation sur sol pesant purement cohérent, 

sera également supportable pour le problème analogue avec milieu non pesant, et 

réciproquement. Il s'ensuit que : 

JV+(7) = JV+(7 = 0) (4.10) 

On s'intéressera donc désormais au cas du massif non pesant 
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Obtent ion d'un minorant par l 'approche stat ique 

Ce minorant est obtenu à l'aide de l'approche statique mettant en jeu un champ de 

contrainte tridimensionnel, constant par zones, donné par Shield et Drucker (1953). Ce 

champ est construit par superposition des deux champs de contrainte suivants : 

• un champ g_ à deux zones homogènes, représenté sur la figure 4.6-a, et défini comme 

suit : 

¿ 1 ) = - 2 c l pour xx > 0 , |x2 | < y , |z3 | < \ 

¿ 2 ) = - 2 c (e2 0 e2 + Ç3 ® Ç3) sinon 
(4.11] 

@ 
e-7 

© 

| El 

Figure 4.6 

• un champ g, comprenant six zones : 

- une première zone notée (T) située sous la fondation, ayant la forme d'un prisme 

de section droite triangulaire équilatérale, tronqué par deux faces triangulaires inclinées 

de 60° par rapport au plan horizontal (Fig. 4.6-b). Le champ de contrainte y vaut : 

¿V = -c (e2 <g> e2 -f- Ç3 @ Ç3) - 3c ex ® ex zj> 
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- quatre zones prismatiques (notées de (2) à (5)), d'axes inclinés à 60° par rapport 

à l'horizontale, prenant appui sur les différentes faces du prisme n°= l . Le champ de 

contrainte, uniaxial, y vaut : 

£^!' = —2c M¿ ® Mi 

où u, ( i=2 à 5) représente un vecteur unitaire porté par l'axe du prisme n°=i. 

- le reste du massif, noté (6), où le champ de contrainte est nul. 

Il est facile de vérifier que les champs g_ et çr, équilibrent respectivement les valeurs 

suivantes de N : 

Na = 2cBL , Nb = ZcBL 

(on peut en particulier facilement s'assurer que la condition de continuité du vecteur 

contrainte entre zones adjacentes est satisfaite). Par conséquent le champ çr + g, va lui 

même équilibrer : 

Na + Nb = 5cBL (4.12) 

En outre, on peut montrer que dans chacune des zones homogènes correspondant au 

champ çr -f~ g^ et engendrées par intersection des zones relatives aux champs g^ et g , le 

critère de résistance est vérifié. On en conclut donc que : 

(4.13) 

Approche c inémat ique 

Cette approche par l'extérieur du domaine des chargements supportables au sens du 

calcul à la rupture, est décrite dans le paragraphe 1.4.2. Elle nous donne accès à un 

majorant de la valeur de la capacité portante N+ ¡cBL de la fondation (cf. ineg. 1.14). 

a) Description du mécanisme étudié 

Nous avons, lors de cette étude, retenu une seule classe de champs de vitesse virtuelle 

(Maghous et Garnier, 1995) Il est composé de neuf zones, et met en jeu six paramètres 

d'optimisation (a,a0,ß,ß0,6,60). Il s'agit en fait d'une généralisation du mécanisme de 

Prandtl , pour une approche tridimensionnelle. On constate en effet que les traces du 

champ de vitesse dans les plans de coupe {B'x^xi) et (B'x3xi) ont la forme du champ de 
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\ 

(a) 

T B/2 

B' A' ! E' *2 

Figure 4.7: Champ de vitesse pour le cas d'une fondation rectangulaire 
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vitesse plan classique de Prandtl. Ce champ de vitesse étant symétrique par rapport aux 

plans (B'x2Xi) et (B'x3Xi), nous n'avons représenté sur la figure 4.7-a, que le quart du 

mécanisme. Les figures 4.7-b et 4.7-c représentent les coupes de ce mécanisme par les 

plans de symétrie (B'x2xi) et (B'x^x-i). 

• Le bloc {AA'B'BCC), dont la géométrie est caractérisée par les angles a et a0 (B 

et L étant donnés), possède une vitesse verticale descendante Ue^ identique à celle de la 

fondation. 

• Le volume (AA'C'CDD1) (respectivement (ABCK)) est délimité par les surfaces 

cylindrique (CC'D'D) et conique (ACD) d'axe commun AA' (respectivement la surface 

conique (AKC), d'axe AB). Ils sont respectivement caractérisés par les angles ß et ß0. 

Le champ de vitesse y est purement orthoradial, de module constant : 

V_(r,0) — Vee fresp. K>£LeJ : voir figures 4.7-b et 4.7-c 

tout comme dans le mécanisme de Prandtl en déformation plane. 

• Enfin les volumes polygonaux (AA'E'EDD') et {ABKG) sont animés de mouve­

ments de vitesses de translation respectives W_ et Wc. La géométrie de ces volumes est 

définie par les angles 8 et 60. 

b) Construction des hodographes 

Afin de pouvoir procéder à la construction de ces hodographes, nous devons donner 

dans un premier temps la forme de la fonction x associée au critère de Tresca, dans le cas 

de champs de vitesse tridimensionnels : 

(i) dans les zones en déformation : 

TT (d) = < 
c (|di| + Mnl + Mini) si tr(¿) = 0 (4.14-a) 

-foo sinon 

où ¿ est le tenseur des taux de déformations, dj , du et dj¡j ses valeurs propres, 

(ii) à la traversée de surfaces de discontinuité de vitesse : 

7r(n,lU})={ 
c\¡U¡\ sii!L]-TL = 0 ( 4 _ 1 4 . b ) 

+00 sinon 

où n est le vecteur normal à la surface de discontinuité et | U_ J la valeur de cette 

discontinuité à la traversée de cette surface. 
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Les vitesses V_ , V^ , W_ et W^ s'expriment en fonction de la vitesse U à l'aide des 

hodographes dessinés dans les plans de symétrie (B'x2Xi) et (B'x^xi) (les vitesses étant 

toutes parallèles à l'un ou l 'autre de ces plans) : 

4' 4 

Û1:II 
02': 
12' 

m' 
Q4' 

M* 

Yo(9o=0) 
Vo(9o=0)-U 

Yo(6o=ßo) 
.Wo 

W0-V0(90=ß0) 

fil: 
02: 
12 
Û2 
04 

M 

U 
V(6=0) 
V(9=0)-U 
Y(6=ß) 

: W 

• W-V(6=ß) 

Figure 4.8 

Nous allons détailler la manière dont nous avons construit l'hodographe relatif aux 

vitesses V_ et W_ (Fig. 4.8-b) dans le plan (B'x2Xi). Nous savons que la vitesse U_ qui 

anime le bloc (AA'B'BCC) est verticale. Nous pouvons donc la dessiner (01). Sachant 

que la discontinuité de vitesse (12.) existant entre les zones (AA'B'BCC) et (AA'C'CDD') 

doit nécessairement être contenue dans le plan AA'C'C, pour respecter la condition de 

pertinence des vitesses imposée par le critère de Tresca (expression 4.14-b), nous connais­

sons donc sa direction (elle observe un angle a par rapport à l'horizontale). De même, la 

vitesse V_(6 = 0) (02) est perpendiculaire au plan AA'C'C, nous pouvons donc à nouveau 

dessiner la droite qui la porte (elle fait un angle a par rapport à la verticale). La vitesse 

V_(6) dans la zone (AA'C'CDD') possède un module constant et tourne autour de l'axe 

A A' (elle vérifie la condition de pertinence des vitesses imposée par le critère de Tresca le 

long des surfaces (CCD'D) et (ACD)). Sur l'hodographe, cette vitesse est donc comprise 

dans "l'évantail" 023. La discontinuité de vitesse (34) entre les zones (AA'C'CDD1) et 

(AA'E'EDD1) doit, pour respecter la condition de pertinence des vitesses, être contenue 

dans la surface (AA'D'D). Sa direction fait donc un angle ir — (a + ß) avec l'horizontale. 

La vitesse W_ (04) du bloc (AA'E'EDD') doit être portée par la surface DD'E'E. Sa 

direction fait donc un angle a + ß — S avec l'horizontale. 

Les deux hodographes (Fig. 4.8-a et 4.8-b) nous conduisent alors, à l'aide de considé­

rations géométriques, aux relations suivantes : 

Y_[9) ! = U cosa 
V (0 = 0 ) - H | = tf sine* 

smo 

K-¥_{8 = ß) \ = U 

Y-o {ßo) | = U cos a0 

Vo(8o = 0)-U\ = U s ina 0 

w I = u00600 

cos a 

t añ í 
WC 

sin¿>0 

V*(ßo = ßo) u 
cos a0 

tan 80 
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c) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

Le champ de vitesse ainsi défini est bien pertinent, au sens du calcul à la rupture, 

c'est-à-dire qu'il vérifie en tout point les conditions (4.14-a) et (4.14-b). En effet : 

• En tout point de chacun des volumes AA'C'CDD' et ABCK, le champ de vitesse 

étant purement orthoradial et de module constant, dans les coordonnées cylindriques 

appropriées, il en résulte que tr¿ — O (cisaillement pur), la fonction 7r(J) correspondante 

étant alors calculée à partir de (4.14-a). 

• En outre, par construction, les discontinuités de vitesse au passage d'une zone à 

l 'autre sont purement tangentielles, ce qui permet de calculer par (4.14-b) la fonction ir 

associée. On remarque en particulier que le long des surfaces latérales coniques ACD et 

ACK, ainsi que des triangles AED et AGK, cette condition de saut de vitesse purement 

tangentiel est bien vérifiée. 

Il en résulte que la puissance résistante maximale développée dans un tel champ de 

vitesse (le détail des calculs est reporté en annexe E) a pour expression : 

PrmilL) = cUBLf ( ^ ; a , a o , 0 ; & , M o ) (4.15) 

La puissance des efforts extérieurs valant bien évidemment dans le cas d'une force 

verticale centrée : 

Pe(U) = NU (4-16) 

l'inégalité 1.14 relative à l'approche cinématique par l'extérieur conduit à la majoration 

suivante de iV+ : 

a0,30,80 

d) Résultats et commentaires 

-k Cas de la fondation carrée 

Nous nous intéressons tout d'abord au problème d'une fondation carrée (B/L = 1). 

En optimisant sur les angles a,ao,ß.0o,8,6o , on obtient : 

< 6.4 
cB2 - ' 

(4.18) 
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Cette valeur est obtenue pour a = 26.6°, a0 = 40,5°, ß = 93,8°, ß0 = 93°, 6 = 72" et 

¿o = 85°. Ce résultat peut paraître surprenant, en remarquant que, alors que le problème 

étudié a les mêmes caractéristiques de chargement et de géométrie selon x2 et x3, la forme 

du mécanisme optimal est elle, différente selon ces deux directions. Il est cependant possi­

ble de retrouver cette valeur par excès de la capacité portante, par superposition des deux 

mécanismes représentés sur la figure 4.9. Le mécanisme (a) est le champ optimal que l'on 

vient d'obtenir, le (p) est le même champ, auquel on a imposé une rotation d'axe vertical, 

d'angle 7r/2. La puissance des efforts extérieurs (respectivement la puissance résistante 

maximale) développée dans la superposition de ces deux mécanismes est dans ce cas, égale 

à deux fois la puissance des efforts extérieurs donnée par l'égalité (4.16) (respectivement 

par l'égalité 4.15). Si cette propriété de superposition découle bien évidemment de celle 

de linéarité, en ce qui concerne les puissances des forces extérieures, elle résulte de la 

forme particulière des mécanismes pour ce qui est de la puissance résistante maximale. 

La valeur du majorant de la capacité portante donnée par la superposition de ces deux 

mécanismes conduit donc à nouveau à 6,4. Cette fois, le mécanisme a une forme identique 

selon les directions x? et £3. 

On obtient donc l'encadrement : 

5 < 4 Í < 6-4 
~ cB ~ 

(4.19) 

*2 + 

(S) 
Figure 4.9 
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Shield et Drucker (1953), pour le cas d'une fondation lisse, ont obtenu comme valeur 

par excès : N+ ¡cBL < 5,71, L'extension du mécanisme utilisé pour l'obtention de cette 

valeur, à l 'étude de notre problème où la fondation est à adhérence totale, conduit à : 

N+ /cBL < 6, 7. Il suffit pour cela, d'ajouter la contribution de la discontinuité de vitesse 

existant à l'interface entre la fondation et le massif. 

En utilisant une méthode numérique (Maghous,1993 , de Buhan et Maghous,1995) 

fondée sur l'approche cinématique du calcul à la rupture, utilisant des potentiels vecteurs 

engendrant des champs de vitesse pertinents, nous avons obtenu (Maghous et Garnier, 

1995), pour ce même problème d'une fondation superficielle carrée à adhérence totale, 

posée sur un massif semi-infini de matériau constitutif pesant de Tresca, une valeur par 

excès de la capacité portante : 

N+ 

Cette valeur est très proche de celle obtenue par Guennouni et Letallec (1982) à l'aide 

d'une technique de régularisation viscoplastique, ainsi que par Turgeman (1983) au moyen 

de la résolution d'un problème de programmation linéaire. A noter cependant que dans ces 

deux cas, le mode de chargement du massif était sensiblement différent (pression uniforme 

appliquée dans le premier cas, contact lisse entre la semelle et le massif dans le second), 

correspondant à chaque fois à une valeur de la capacité portante a priori plus faible. 

La comparaison faite entre ces diverses évaluations et la borne analytique (4.18) 

déterminée à l'aide du mécanisme de Prandtl "3D", semble montrer que, contrairement 

au cas "2D", il reste encore beaucoup à faire pour améliorer les performances des ap­

proches numériques "3D", en ce qui concerne en particulier l'optimisation des maillages 

d'éléments finis. 

*• Influence du facteur de forme B/L sur la capacité portante 

La figure 4.10 représente l'évolution du majorant de la valeur de la capacité por­

tante N+ ¡cBL d'une fondation rectangulaire, obtenu à l'aide de l 'étude du mécanisme 

précédent, en fonction du facteur de forme B/L de la semelle. On retrouve, pour la 

valeur du facteur de forme B/L = 0 (semelle filante), la valeur N+¡cBL — ir + 2. Lorsque 

l'on fait croître B/L, le majorant de la capacité portante augmente jusqu'à la valeur 6,4 

trouvée précédemment. La borne statique reste par contre indépendante de B/L. 
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N / c B L 

7 
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6,4 
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Figure 4.10: Influence du facteur de forme de la fondation sur sa capacité portante 

4.3.2 Massif constitué d 'un sol frottant (critère de Coulomb) 

a) Cas du massif non pesant (7 = 0) 

La démarche retenue est identique à celle suivie dans le cas du massif purement cohérent 

(§ 4.3.1). On considère une famille de champs de contrainte homogènes par zone, en­

gendrés par superposition des champs suivants : 

• Une famille de champs à deux zones, notés q_ , définies par (Fig. 4.11-a) : 

çr*1) = A (e_2 ® e2 + £3 ® e^) + \i ex ® ex sous la fondation 

çr(2) = A (e2 ® e2 + £3 0 63) dans le reste du massif 

• Une famille à six zones homogènes, comprenant une zone prismatique définie par 

l'angle /?, située sous la fondation, qui s'appuie sur quatre "jambes" prismatiques inclinées 

d'un angle a par rapport au plan horizontal (Fig. 4.11-b) et dans chacune desquelles le 

champ de contrainte est uniaxial : 

¿t] = p¡ki<:eUi {i = 2.5) , 

le champ de contrainte étant nul dans le reste du massif. 
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Figure 4.11: Champ de contrainte développe' dans un massif frottant 

La condition de continuité du vecteur contrainte au passage entre les zones d'appui et 

la zone(T) située sous la fondation, montre que le champ de contrainte dans cette dernière 

zone vaut nécessairement : 

aS° 
s i n a s i n ( a + ß) cos a sin (a + ß) 

¿i + ZTT7, (e2 ® e2 + & ® ëz) cos ß sin ß 

Le champ g^ -+ £¿, qui vérifie bien les équations d'équilibre en tout point, ainsi que la 

condition de continuité du vecteur contrainte entre les différentes zones (au nombre de 

11), équilibre la valeur suivante du paramètre de chargement : 

N(n,p;a,ß) = -BL sin a . 

cos p 

Il reste alors à écrire les conditions de compatibilité dans chaque zone avec le critère de 

résistance. Les angles a et ß étant fixés, ces conditions s'expriment sous forme d'inégalités 

portant sur À, p et p : 

fk{\,p,p;a,ß)<0 A = 1 à 11 (4.21) 

La meilleure approche statique est obtenue en recherchant le maximum de la fonction 

N(p,p;a,ß) compte tenu des conditions (4.21). Il s'agit d'un problème d'optimisation 

avec contraintes que l'on résoud numériquement : 

N+>N'= max {N(p,p;a,ß), fk(\,p,p;a,ß)<0} 
X,p,p 
a,ß 
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Les résultats sont représentés sur la figure 4.12 sous la forme d'une courbe donnant la 

variation de Ns jcBL en fonction de l'angle de frottement <j>. On retrouve bien pour è — 0 

(cas du matériau purement cohérent) la valeur Ns/cBL = 5 déjà donnée au § 4.3.1-d et 

l'on constate que, tout comme dans le cas purement cohérent, cette approche statique 

fournit une évaluation par défaut de la capacité portante indépendante du facteur de 

forme B/L. 

N7cBL 

30 

20 

10 

0 

-i \ \ 1 \-/-

-, 1 ¡ '_ -yC- 1 

T 'r-.-.-^J^.. L J. 

_; ï j , _ _ ^ _ _ - . . . _ . * _ _ _ _ _ _ , 

0 

, (o ) 

10 20 30 

Figure 4.12: Influence de 4> sur la valeur par défaut de la capacité portante d'une fondation 

b) Cas du massif pesant 

Les résultats précédents sont directement applicables au cas du massif pesant, de poids 

volumique 7. Il suffit pour cela de superposer a tout champ g_ -\- o_., le champ — )̂'x-¡ 
L de 

sorte que le champ de contrainte 

Za + & - 7 * 4 

vérifie bien l'équation d'équilibre avec terme de pesanteur : 

div (a^ + ^ - 7 ^ i l ) + IÊ.1 = 0 , 

la condition limite en surface (g_(—ex) = 0), et qu'en tout point le critère de résistance est 
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bien vérifié, car pour le critère de Coulomb : 

f{g) - (>/ - crin) + {cri + <?///) sin ^ - 2c cos 4> 

{a¡ > an > (Tin) 

d'où : \/p > 0 

f{g~pl) = f{g)-2psm<p<0 si f{g)<0 

Approche c inémat ique 

Nous nous proposons maintenant de calculer un majorant de la capacité portante de la 

fondation à l'aide de l'approche cinématique par l'extérieur (chap. 1.4.2). Pour ce faire, 

nous allons utiliser un mécanisme analogue à celui représenté figure 4.7, dans le cas du 

matériau purement cohérent. 

a) Description du mécanisme étudié 

La construction d'un tel mécanisme est rendue difficile par la condition de pertinence 

qui exige en particulier que les discontinuités de vitesse à la traversée de surfaces fassent 

au moins un angle égal à <j> (condition 4.14-b). 

On prend un champ de vitesse similaire à celui retenu pour le cas d'un massif constitué 

d'un sol purement cohérent. Le mécanisme ainsi construit, est à nouveau composé de neuf 

zones. Compte tenu de la symétrie du problème par rapport aux plans B'xiX2 et B'xiX3, 

nous n'avons représenté sur la figure 4.13-a, par souci de clarté, que le quart du champ 

de vitesse. Les figures 4.13-b et 4.13-c décrivent les deux coupes de ce champ selon les 

plans respectifs B'xiX^ et B'x\X2-

• Le bloc (AA'B'BCC) se déplace à nouveau selon une vitesse verticale descendante 

Ue^ égale à la vitesse de la fondation. 

• Dans la zone {AA'C'CDD') (respectivement (ABCKK1)) le champ de vitesse est 

défini par : 

Z = V r
e

e t a n ^ (resp. Vo = F o e
e ° , a n 0 e Ä o ) 

c'est-à-dire de la même forme que dans le cas du mécanisme en "déformation plane" (ch. 

2.1.3). La condition de pertinence relative à la discontinuité de vitesse à la traversée de la 

surface {CCD'D) (resp. {CKK')) implique que cette dernière est une portion de surface 

cylindrique d'axe AN (respectivement AB) et dont la section droite CD' (respectivement 



120 Approche tridimensionnelle du problème 

h 
— —>-

(a) 

* L'2 * B/2 

Figure 4.13: Mécanisme de poinçonnement d'une fondation rectangulaire reposant sur un 
massif en matériau frottant 
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CK') est UD arc de spirale logarithmique d'angle cf> et de foyer A' (respectivement B). La 

forme des surfaces "latérales" (ACD) et (ACK) sera précisée ultérieurement. 

• Les blocs (AA'D'DEE') et (ABK'KGG1) possèdent toujours une vitesse de trans­

lation W_, (respectivement W^), faisant un angle è avec D'E' (respectivement KG). 

b) Construction des hodographes 

Nous présentons tout d'abord l'expression de la fonction 7r associée au critère de 

Coulomb, pour une approche tridimensionnelle, dont les conditions de pertinence des 

vitesses nous sont nécessaires pour construire ces hodographes : 

(i) dans les zones en déformation : 

c cot(0)tr(ç0 si tr(d) > (\dA + \du\ + \dm\) s'm((j>) 
*(£) = \ - - ^ • (4.21-a) 

I +00 sinon 

où d_ est le tenseur des taux de déformations, d; , du et dIin ses valeurs propres. 

(ii) pour des discontinuités de vitesses : 

c cot(</>) \U_\-n û l l L l - n>\lU_\\ sin(¿) 
(4-21-b) 

+00 sinon 
*(n,[¡L]) = { 

où n est le vecteur normal à la surface de discontinuité et [ U_ | la valeur de cette 

discontinuité à la traversée de cette surface. 

Les vitesses V_ et W_ (respectivement V^ et Wc) sont colinéaires au plan B'x\X2 (res­

pectivement B'xix3). Elles peuvent donc s'exprimer en fonction de la vitesse U_ à l'aide 

de deux hodographes construits dans les plans B'xix2 et B'xix3 (ressemblant d'ailleurs à 

l'hodographe construit dans le chapitre 2.1.3-a), représentés ci-après. 

Nous allons détailler la façon dont nous avons construit l'hodographe dans le plan B'X\XÏ. 

la construction de celui contenu dans le plan B'x\X2, étant parfaitement identique. On 

trace tout d'abord la vitesse U_ (vecteur 01) <îue l ' o n choisit verticale descendante (choix 

qui parait d'ailleurs judicieux, étant donné les symétries du problème). Nous pouvons 

alors tracer les directions de la vitesse V_(0 = 0) (vecteur 02) et de la discontinuité de 

vitesse V_(0 = 0) — U_ (vecteur 12). Nous savons en effet que la vitesse V_{0 = 0) est 

perpendiculaire à la surface (AA'C'C), elle fait donc un angle Q- avec la verticale. Afin 

file:///U_/-n
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Û1:U 
02' : ̂ (60=0) 
12':Yo(9o=0)-Ii 

Q2':Vo(8o=ß0) 
Qá'rWo 

r4':W0-V0(eo=ß0) 
Figure 4.14 

fil 
02 
11 
flä 
Q4 

24 

il 
V(9=0) 
Y(6=0)-U 
V(9=ß) 

: W 

W-V(9=ß) 

d'être pertinente vis-à-vis du critère de Coulomb, la discontinuité de vitesse V_(9 — 0) — U_ 

doit faire au moins un angle <f> avec la, surface (AA'C'C). Nous choisissons ici de prendre 

cet angle égal à <j>. 

Le champ de vitesse dans la zone (AA'C'CDD'), étant de la forme Vjß) = V(6 = 0) 

exp(# tan <j>) e e , correspond alors sur Y à l'évantail (023), délimité par l'arc de spirale (23), 

d'angle <f> et de foyer 0 , afin de respecter la condition de pertinence des vitesses le long de 

la surface (CCD' D), imposées par le critère de Coulomb. Il nous faut justement vérifier 

cette pertinence vis-à-vis du critère i du champ de vitesse régnant dans toute cette zone. 

Le tenseur des taux de déformation qui lui est associé, a les composantes suivantes dans 

le repère cylindrique (e r , eg) : 

~ r cos <j> 

( 
0 - 1 / 2 0 

- 1 / 2 tan</> 0 

0 0 0 

\ 

Ses valeurs propres dj, du et dm ont pour expression : 

U cos(a - <f>) etaaé sin <p -f 1 
ai = ; e 

r cos4> 2 cos (f> 

d _ t/'cos(tt-^) &et^é s i n ¿ - 1 
r cos (f> 2 cos à 

dm = 0 
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On vérifie donc : ir(d) = (\d¡\ + \du\ + dni) sin«/». Ce champ de déformation conduit 

donc bien à une valeur de la fonction ~ non infinie. De plus, le long de la surface (CCD'D), 

le vecteur vitesse observe bien un angle à en tout point de cette surface avec sa tangente 

(cette surface étant portée par un arc de spirale logarithmique d'angle <p). Nous verrons 

ultérieurement quelle doit être la forme de la surface (ACD) pour que le champ de vitesse 

présenté soit totalement pertinent. 

On choisit de faire "décoller" à <p la discontinuité de vitesse (34) entre les zones 

{AA'C'CDD') et (AA'D'DEE') ; elle observe donc un angle TT - (a + ß) + <j> avec 

l'horizontale. La vitesse W_ (vecteur 04) du troisième bloc doit respecter un angle 

supérieur ou égal à <p (on. le prend ici égal) avec la surface (DD'E'E). Elle observe donc 

un angle a + ß — 6 + (j> avec l'horizontale. La construction de l'hodographe concernant 

les vitesses indicées avec 0 s'effectue de manière similaire. Les modules des différentes 

vitesses et discontinuités de vitesse s'obtiennent alors géométriquement : 

Z(0 = 0)| = !™ (<*-*\ ; 1 ^ ( 0 0 = 0 ) 1 = "<*»(<*<>-*' 
cos <p cos ç> 

v(o = o)-iL\ = ^™£ ; \vo{eo = 0)-!Ll Usïna° 
eos ó ' ' ~~° cos 4¡ 

y;(g) I = L r c o s ( Q - ^ ) cfltan<¿ . [ y w ¿ M | = k r c o s ( c t 0 - < ¿ ) J „ t a n , 
cos <f> ' ° cos <f> 

U c o s ( a - <j>)eß t a n ^ , T i r , U cos(a0 - ¿)e#> t a n ^ 
W | = • J/y = : • 

— ' cos ( | T T / 2 - ( ¿ - ^ ) | + ^) ' ' — ° ' cos ( | T T / 2 - ( 5 - ^ ) | + ^) 

£ / c o s ( a - ¿ ) | c o s ( ¿ - c i ) | e £ t a n < ¿ 
\w_-W = ß)\ = cos ^ c o s (¡7r/2 — (b'< — <¡>)\ + </>) 

Ucos(a0 - <f>) \cos{S0 - <p)\eP°tan ^ 
\Ko ~ ¥*>{?<> = Po)\ = ; ~~J^ 77 ... , .. 

cos $>cos (\ir/¿ — [ù0 — 4>)\ + <¡>) 

c) Description géométrique des surfaces latérales {ACD) et (ACK) 

Ces surfaces doivent être telles que la discontinuité de vitesse à leur traversée forme en 

tout point un angle au moins égal à <f> avec le plan tangent en ce même point. Nous faisons 

le choix de rechercher la forme de ces surfaces de telle sorte que l'angle de "décollement" 

soit en tout point égal à (f>. Il s'ensuit alors bien évidemment que puisque le bloc 
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AA'D'DEE' est animé d 'un mouvement de translation, la surface (AED) sera plane 

triangulaire, inclinée d 'un angle <j> par rapport au plan B'xiX2. Une conclusion analogue 

peut être t irée en ce qui concerne (AGK). 

Le cas des surfaces latérales (ACD) et (ACK) délimitant les zones en déformation est 

plus délicat à traiter. Il requiert une analyse spécifique conduite ci-après en détail pour 

la surface (ACD) (le raisonnement est identique pour (ACK)) représentée sur la figure 

4.15. 

Figure 4.15 

Considérons un point M quelconque de cette surface, que nous caractériserons par 

Téquation suivante, en coordonnées cylindriques (r, 0, z) : 

z = f(r,6) 
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Il s'ensuit que le vecteur de composantes 

N = 

( a } \ 

1% 
rde 

{ -1 ) 
représente une normale en ce point à la surface, orientée vers l'intérieur de la zone 

(AA'C'CDD'). La condition de pertinence exige alors que la discontinuité de vitesse 

calculée en traversant la surface selon cette normale, et donc, compte tenu du champ de 

vitesse dans la zone précédente, ayant même direction et même sens que e¿, forme un 

angle égal à ir/2 — <j> avec N_. D'où la condition : 

e.e-K~ \K\ sin 4> 

où jTVj représente la norme de N_. Soit : 

èa-K = 
l_d¿ = 

rde \ "<%)'+£% 
ou encore : 

r2 t a n 2 <j> l l + 
"dj_ 
dr rde, 

(4.23) 

Le fait que la surface doive passer par les deux segments AC et AD, nous incite à en 

rechercher son équation sous la forme : 

s = / (r, 0) = a (9)r + b , avec b = A A' 

c'est-à-dire comme une surface conique, formée de droites passant toutes par le point A. 

L'équation aux dérivées partielles (4.23) devient alors une équation différentielle en a(0) : 

a'2 (0) = tan2 è ( l + a2 (9)) 

soit en posant a(9) — shu(6) 

et donc : 

Soit en définitive : 

u {9) — t a n 0 

a (9) = sh(0t,an^ + c) , c = cte 

— r sh(9 tan (j> -f c) + b (4.24) 
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les constantes b et c peuvent facilement être calculées en fonction de B, L, ainsi que des 

angles a et a0. On trouve en effet (voir figure 4.16) ; 

b = AÄ = h 

ainsi que A'C = 
O T D 

CC = tan a cot Q 0 

2 cos a ' 2 2 

d'où puisque CC = z (r = A'C, 0 = 0): 

she = s m a 

tan a„ 

Remarque : Si <j> = 0° la surface dégénère en tronc de cône circulaire d'axe AA'. 

Figure 4.16 

d) Mise en œuvre de l'approche cinématique 

Dans un souci de clarté, nous présentons dans ce paragraphe les puissances mises en 

jeu, dans des tableaux, et nous reportons à leur côté le dessin des surfaces ou des volumes 

qui leur sont associés. La forme des différentes puissances dues aux forces de pesanteur 

est ici : 
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Puissances dues aux forces de pesanteur 

OAA'B'BCC 
pes 

1 = UtB'L^ (l - Sf^£) 

— ^ 
pAA'C'CDD' _ TJ~P2T cos(a~<¿) 

Dei ' l f i m « S i v r n s pe* ~ ' 16 cos2 a cos 0 

x {Jo(a, /?) - £& [ J i (a , A A) - J2(a, ß, A)}} 

Les expressions des fonctions J0, J\ et J2 sont 

données en annexe F 

pAA'D'DEE'_ T T., c o s ( a - ¿ ) s\n(a+ß-6+à) ee u n * T / 

VAA'D'DEE' exprime la valeur du volume 

du prisme AÄD'DEE' 

pABCKK' 
pes 

TT- f}3 cos(a0-<j>) tan2 a 
' 16 cos tp sin2 aa 

x { j 0 (a 0 ,Ä) - ä S f ; [ Ji(a.,Ä,) - J 2 (a 0 1 Ä)]} 

p 1 f A'A-'G'G = _ ^ ^ B Â ^ / G , G 

pea 

X 
cos (g„ -é ) s in (g 0 +.&,-5 0 + ¿) e g o '"• * 

c o s ( | i r / 2 - ( 5 o - ¿ ) | + 0 ) 

KiB^A'CG désigne le volume du prisme ABKK'G'G 

La puissance due aux forces de pesanteur développée dans le mécanisme est alors 

p —A ( pAA'B'BCC , pAA'C'CDD' , pAA'D'DEE' , pABCKK' , p A B f t r / T G ' G \ 
-f pes — t ^ p e s i" ^ p e s "" ^pes 1" ^pes ~r -"pes J 
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La puissance des efforts extérieurs est aussi due à l'action de la force verticale : 

Pe = UN 

Nous sommes maintenant amenés à présenter les formes des différentes puissances 

résistantes maximales mises en ieu dans chaque zone et pour chaaue discontinuité : 

Puissances résistantes maximales 
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nADE _ jj„ cos0cos (« -<¿ )e g ' " " ¿ n 
rrm -UC cos(\1r/2-(8-4>)\+4>) ° A D E 

où SADE est Faire du triangle ADE 

A ...-•' E_ 

pDD'E'E _ 7T„ c o s ^ e o s ^ - * ) ^ ' " " * 1
 ç 

rrm -VC c o s ( | i r / 2 - ( 5 - ¿ ) | + ¿ ) ÖDD'E'E 

où SDD'E'E est l'aire du quadrilatère DD'E'E 

- ^ 

P¿£c = UcB2 îsp 

pCKK' _ TJcß2 cos(a0-4>) tan or / 2,30 t a n ¿ _ i \ 
r m 8 s i n * sin a 0 y / 

X {1 2 sin et o 
t a n a [ p ^ ° Si ^20,, tan* -|. l")]]. 

pACK _ TJcß2 c o s ( q 0 - * ) tan2 o / 2/?0taná> _ i \ 
r m 32 sin i> sin2 a 0 \ ) 

pABCKK' _ r r p 2 c o s ( a 0 - ¿ ) t a n a ( 20otaa<p _ i A 
r ™ — V U D 1 6 s i n ¿ s j i i a o ^ c ^ 

x Í2 - =aaa. fe¿» - £^ î (e2Ä,t»* + ^n 
i. 2 s i n a 0 [ 2 V 11) 
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pABKK' _ TT n2 tana cos(a0-<t>)\ cos(¿0-¿)| e
2?° U n * 

rrm — L CD 4sinaocos(|-r/2-(í0-í>)j+<p) 

1 tana „ßo tan <p 
2úna0 

sh.(A0 — ß0 t a n <f>) 

' -* G 

-é\eP°t*** pKGA _ Tj cos<j>cos{a0-<t>)e 
rrm — OC cos(fr/2-(Sa-4,)\+4>} °KGA 

avec S KG A , l'aire du triangle KG A 

pGG'K'K _ Tjr cosécosiao-ó)^^1* q 
rrm —OC cos(\ir/2-(6a-4>)\+4>) °GG'h>k 

SGG'K'K est l'aire du quadrilatère GG'K'K 

La puissance résistante maximale totale associée au mécanisme est donc : 

p _ A ( pAA'C'C , pCC'D'D , pACD , pAA'C'CDD' , pAA'D'D , pADE , pDD'E'E , pABC 

, pCAA" , pACA' , nABCKK' , pABKK' , pA'GA , nGG'K'K\ 

L'inégalité (1.14) nous conduit donc à l'obtention d'un majorant de la capacité por­

tante 
P.™ - P „ . 

U > 0 
P - P 

1\ V. -

En minimisant ce majorant sur toute la classe de champs de vitesse étudiée telle que 

U > 0, on a alors : 
' P — P ' 

x rm x pes 
N+ 

~TT7 < m m 

cBL a, ß, 6 U 

Désignant par jYrcm, le majorant de la capacité portante donnée par cette classe de 

champs, on aura : 

(4.25) 
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e) Résultats et commentaires 

On prend à titre d'application, l'exemple d'une fondation carrée (B/L = 1), posée 

sur un massif semi-infini, constitué d'un matériau non pesant (~fB/c — 0), frottant, d'angle 

de frottement interne <f>. On a reporté sur la figure 4.17 (courbe en trait plein avec des 

étoiles), l'évolution de la capacité portante de la fondation (N"n/cB2), en fonction de 

Tangle de frottement interne <j>. 

600 

400 

N d 7cB : 

200 

if * -

. * J& roiKU 

•—•• •• í ' o n u t 

itiop carrée j: 
lüoñ circulaire 

\ 

• i 

\ i 

tdí^Y 
0 10 20 30 40 

figure 4.17: Influence de l'angle de frottement interne <fi sur le majorant cinématique de 
la capacité portante d'une fondation carrée (B/L = 1) ("f = 0) 

La courbe en trait plein avec des points représente l'évolution de la valeur exacte de 

la capacité portante ( 4iV+
 /(CTTD2) ) d'une fondation circulaire de diamètre D, calculée à 

l'aide de la théorie du calcul à la rupture (Matar et Salençon,1982), posée sur un massif 

semi-infini, en fonction de l'angle de frottement interne 6. Il semble donc que, toute pro­

portion gardée, le mécanisme que nous avons étudié, est pertinent pour des valeurs de <f> 

inférieures à 20° pour le cas de la fondation carrée. Afin de mieux préciser cette com­

paraison, nous avons reporté sur la figure 4.18, l'évolution de l'estimation de la capacité 

portante (Ncîn/cB2) en fonction de <̂>, pour une fondation carrée de côté B (courbe avec 

étoiles), ainsi que pour deux fondations circulaires (Matar et Salençon,1982) de diamètres 

respectifs D = B (courbe avec des cercles) et D — y/2B (courbe avec des cercles pleins) ; 
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N/cB" 

150 

100 

50 

0 

•*• ... .;.^ r 1* "y *^ i J * : 

0—J--Ô Fondation, circulaire inscrite-Qt$4c) 
•—--•Fondationcirculaire circonscrite (nqlfêc) 
B——B Statique pour fondation carree;; 

' l ' 
u « i___ Li 

¡-

, i ' / y ^ /ÍK 
i i ' / / . )y^ 
, i !/ / « / ) ' ' *̂- / ! / ' 
i t /F" / / i 

t i / / l 

_u/ / f 

7""" , t ' 

: : 

10 

4» 
20 
(o) 

30 40 

Figure 4.18: Influence de l'angle de frottement interne <j> sur la capacité portante d'une 
fondation carrée (7 = Oj 

ces deux dernières correspondent aux fondations circulaires inscrite et circonscrite à la-

fondation étudiée. La valeur de la force portante exacte N+ de la fondation carrée devra 

donc nécessairement être encadrée, inférieurement par celle de la fondation circulaire 

de diamètre D = B, et supérieurement par celle de la fondation circulaire de diamètre 

D = y/2B (Fig. 4.19) : 

q+{D = B) 7 T ~ < N+ < q+{D = V2B) T T ^ 

où q+(D) est la capacité portante d'une semelle circulaire de diamètre D. Il vient alors : 

x q+(D = B) N+ T q+{D = V2B) 
_ _ _ _ _ _ _ _ 

En effet, un champ statiquement admissible pour le problème de la fondation circulaire de 

diamètre D — B, l'est aussi pour le problème de la fondation carrée de largeur B. Cette 

remarque implique irq+/4c < N+ /cB2. En outre, un champ de vitesse cinématiquement 

admissible pour une fondation circulaire de diamètre D — y2B, l'est aussi pour une 

fondation carrée de largeur B. Cette seconde constatation implique N+ jcB2 < irq+¡2c. 

Tl se confirme que pour des valeurs de è supérieures à 20°, le mécanisme retenu n'est 

plus le plus critique pour ce cas de figure [B = L), la valeur exacte de la capacité portante 
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Figure 4.19 

de la fondation circulaire circonscrite donnant un majorant plus petit que celui calculé 

par notre étude. 

On ne peut plus du tout en tirer la même conclusion dès que l'on s'éloigne de cette con­

figuration. En effet, prenons maintenant l'exemple d'une fondation rectangulaire (B < L). 

Nous avons reporté à nouveau sur la figure 4.20, l'évolution de l'estimation par excès de 

la capacité portante (Nan¡cBL) d'une fondation rectangulaire {B/L = 0,5) posée sur un 

massif semi-infini constitué d'un matériau non pesant (courbe avec étoiles), en fonction 

de l'angle de frottement interne du sol <f>. Pour les mêmes raisons que dans le cas de la 

fondation carrée, la force portante exacte N+ de cette fondation rectangulaire est néces-

N/cBL 

500 

400 

300 

200 

100 

0 
0 

"•¥' %> r onaauon rectanguiaurí 
G—O Fondation circulaire ins 
• • Fondation circulaire cir 

- - r ^ ^ e - - ^ 7 ! - •-
* i> n:l: ê— ^ * 

* 

îcrite {rcqlfôc) 
•consente (ífrqtSc) 

- ! / / 

' sir jS*^ 1 

1 

10 

* 

20 30 40 

Figure 4.20: Influence de l'angle de frottement interne <f> sur la capacité portante d'une 
fondation rectangulaire (B/L=0,5) 
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sairement encadrée par celles des fondations circulaires inscrite et circonscrite (Fig. 4.21) : 

q+(D = B)TT^- < iV+ < q+(D = VB* + L2)- (B2 + L2) 

irg+(D = B) (B\ N+_ 7rq+(D = ^B2 + L2) (B_ L_\ 

4 c \LJ * cBL - 4 c \L + B) 

Figure 4.21 

Nous avons donc représenté sur la figure 4.20, les courbes formées en fonction de <p, par 

les valeurs exactes de la capacité portante de la fondation circulaire, inscrite à la fondation 

rectangulaire, de diamètre D = B (courbe avec des cercles), respectivement circonscrite 

de diamètre D = yhB (courbe avec des cercles pleins). 

Cette figure montre alors l'intérêt qu'il y a à considérer un tel mécanisme. En effet, 

on constate ici, que les résultats obtenus par notre approche sont encadrés, pour toutes 

les valeurs de 4> comprises entre 0° et 40°, par les valeurs des capacités portantes des 

fondations circulaires inscrite et circonscrite. 

4.4 Capacité portante d'une fondation rectangu­
laire posée à proximité d'un talus 

Nous nous proposons ici d'étudier le problème de la capacité portante d'une fondation 

rectangulaire d'aire B x L (fig. 4.2), posée à proximité de l 'arête d'un talus (à une dis­

tance D), constitué d'un sol, soit purement cohérent (Tresca), soit cohérent et frottant 

(Coulomb). 

4.4.1 Mécanisme de "poinçonnement" 

Afin de résoudre ce problème, nous avons choisi de retenir deux mécanismes que nous 

présentons maintenant. Comme pour l'étude du problème en déformation plane, un 

mécanisme tentera de décrire le poinçonnement de la fondation, alors que l'autre sera 

plus représentatif de la stabilité propre du talus. 
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Descr ipt ion du mécan i sme 

Ce mécanisme est directement adapté de celui présenté figure 4.13. Cependant, afin 

de mieux tenir compte de la présence du talus, on va le ''dissymétriser", de sorte qu'il 

"s'écoule" dans la direction de ce dernier. De ce fait, il n'est plus composé que de sept 

zones. Nous n'avons représenté sur la figure 4.22-a que la moitié du champ de vitesse, 

celui-ci étant symétrique par rapport au plan B'x\x-i (contrairement au mécanisme de 

la figure 4.13, qui lui était symétrique par rapport aux plans B'x\X2 et B'x]X'¿). Ce 

mécanisme est fonction de sept paramètres d'optimisation a, u, ß, 6, a0, ß0 et b0. 

• Le bloc (AA'B'BCC) se déplace avec une vitesse de translation U_, inclinée dans la 

direction du talus, identique à celle de la fondation (hypothèse d'adhérence totale entre 

la fondation et le sol). 

• Dans la zone (AA'CCDD1) (respectivement (ABCKK')) le champ de vitesse est 

défini par : 

Z = V e i , m S (respec. í ¿ = V0e
9°taxi,t'e$o) 

La condition de pertinence relative à la discontinuité de vitesse à la traversée de la sur­

face {CCD'D) (resp. (CKK')) implique que cette dernière est une portion de surface 

cylindrique d'axe A A' (respectivement AB) et dont la section droite CD' (respectivement 

CK') est un arc de spirale logarithmique d'angle è et de foyer A' (respectivement B). La 

forme des surfaces "latérales" (ACD), (ACK) et (BCK1) est naturellement similaire à 

celle étudiée dans le paragraphe 4.3.2-c. Elles sont respectivement définies par les équa­

tions suivantes : 

- pour (ACD), en coordonnées cylindriques dans le repère (yl', xi, £2, £3) (fig. 4.22-c) : 

i / / i i À \ i A S1I1 CX 

x^ = -—h r sh(# tan <p — A) avec sn/1 = 
2 tan Q0 

- pour (ACK), en coordonnées cylindriques dans le repère (0,Xi,X3,x'2 = - Ï 2 ) 

(fig. 4.22-b) : 

B i-z/i i A \ L. A s ino 0 

x2i = —x-i = — —— r0 snfi^tan© — A0) avec shA0 = 
2 ' tanu? 

- pour (BCK'), en coordonnées cylindriques dans le même repère (fig. 4.22-b) : 

B sin a0 
xo> = —x2 = 77 + ^0 sh(#0 tan <p — Ai) avec shAi = 

2 tan a 

m Les blocs (BB'D'DJJ'I'I) et (ABK'KGC) possèdent une vitesse de translation W_ 

(respectivement W0) observant un angle <p avec les segments D'J' (respectivement K'G'). 
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*3 

l^X^-i 
y \ 

K' K" K 

(a) 

arête du talus 

Figure 4.22: Champ de vitesse de type "poinçonnement"' pour le cas de la fondation posée 
à proximité d'un talus en matériau frottant 
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C o n s t r u c t i o n d e I ' h o d o g r a p h e 

Ici encore, les vitesses V_ et W_ peuvent s'exprimer à partir de la vitesse U_, à l'aide de 

I'hodographe suivant, relatif à la trace du mécanisme dans le plan (B'xix-i) : 

CX+G>-<{>-Ç 

M: 
02 

11 
03. 
04 

34 

U 
Y(6=0) 
Y(6=0)-U 
Y(9=ß) 

• w 
W-V(9=ß) 

Figure 4.23 

Explicitons un peu comment nous avons construit cet hodographe. Nous traçons 

d'abord le vecteur vitesse U_ (vecteur 01), sachant qu'il observe un angle u — <f> avec 

l'horizontale (nous faisons le choix de faire "décoller" la vitesse U_ à <f> du segment de 

droite B'C). Nous pouvons alors dessiner les directions des vecteurs vitesse V_{6 = 0) 

(respectivement discontinuité de vitesse V_{9 = 0) — U_). Le premier (02), étant perpendi­

culaire à la surface (AA'C'C), observe donc un angle a avec la verticale. Le second (12), 

du fait de la nécessité de pertinence des discontinuités de vitesse vis-à-vis du critère de 

Coulomb, doit respecter un angle supérieur ou égal à <p (on le prend à nouveau égal) avec 

la surface (AA'C'C). Il fait donc un angle a — <p avec l'horizontale. Afin de respecter la 

pertinence des vitesses vis-à-vis du critère de Coulomb le long de la surface (CCD'D), 

le vecteur vitesse V_(6) est nécessairement compris dans l'évantail 023 délimité par un arc 

de spirale logarithmique de centre 0, d'angle <f>. La vitesse W_ qui anime le troisième bloc, 

fait à nouveau un angle <f> avec la surface (DD'J'J). Le vecteur 04 observe donc un angle 

a: + ß — S + <j> avec l'horizontale. La discontinuité de vitesse W_ — V_(9 — ß) le long de la 

surface (AA'D'D), fait à nouveau un angle <j> avec cette surface. Le vecteur 34 respecte 

donc un angle IT — (a + ß) + <f> avec l'horizontale. Par des considérations géométriques sur 

cet hodographe, on obtient les expressions suivantes : 
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V(0 = O) I = 
U cos ( \a + LU — <j> — 7r/2| — (f> ) 

COS i 

\V(ô = 0)-U\ = 
U | cos (a + LU — <p)\ 

C O S </> 

w / m i ^ cos ( | Q + Ü ; - ^ - T T / 2 1 - ¿ ) e t a n ^ j ^ ^ j | _ e 
cos (p 

w 
U cos ( \a + u> — (p — TT/2| — <ô ) e 

COS(|TT/2 - (S- <p)\ + <¿>) 

/? tan </> 

|W>Z(0 = /3)| = 
Í7 cos [\a + LU — $ — TT/2J — ci) jcos(ó — <j>')\ e ßt&Xi ' 

cos (¿cos (JTT/2 — (6 — 4>)j + #>) 

En revanche, nous ne pouvons plus dessiner d'hodographe dans le plan B'x]X^1 la 

vitesse U_ n 'étant pas contenue dans ce plan. On ne peut donc plus exprimer les vitesses 

V0 et W c en fonction de £/, par l'intermédiaire d'un hodographe du type de ceux que 

l'on a utilisés jusqu'à présent. On revient donc directement à la condition sur les discon­

tinuités de vitesse (4.21-b) qui nous est imposée par le critère de Coulomb. En écrivant 

alors que f U_ J • R = ¡ [ ÍZ ] | sin(^)i à la traversée des surfaces de discontinuité 

(ABC) et (ABKK'), on obtient les expressions des vitesses dans les zones (ABCKK1) 

et (ABK'KGC) en fonction de U : 

Voie) = u cos ct0 sin(w — (p) + tan <Wl — cos2 a0 sin"(u; — <fi) 9 tan 4>. 
e É5o 

\w¿ = \W = Q)\ 
COS i D/?o t a i n 

COS(|TT/2- ( 5 O - ^ ) | + 0 ) 

Mise en œ u v r e de l 'approche c inémat ique 

On présente à nouveau sous forme de tableaux, les expressions de chaque puissance 

développée dans ce mécanisme, à côté de laquelle on représente la surface ou le volume 

auquel elle est associée. La forme des différentes puissances dues aux forces de pesanteur 

est la suivante : 
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Puissances dues aux forces de pesanteur 

pAA'B'BCC = UlB2L sin a sin u> sin (u-Ö) 
4sm(a+uj) 

w f-t 2 ( B / ¿ ) sinasrtiu/ ) 
\ 3 tanor 0 s in(a+!v) / 

pAA'C'CDD' _ / 7 - , D 2 r sin2 w cos(\a+u-<j>—it-/2\-ij>) 
rpes ' 4sin^(a+a»)cos0 

x{^(«^)-^Sf[ii(a,5,A)-J2(a,/9,A)]} 
où J0, Ji et J2 désignent les fonctions données 

en annexe F 

1* \ 

pAA'D'DJJ'VI _ 77-v T/ 
•^pea — ~ U 1 VAA'D'DJJ'I'I 

cos(\a+w-<t>-T¡2\~<j>) sin(a+ß-6+e) eB tin * 
cos(\ir/2-(S-<i>)\+4>) 

VAA'D'DJJTI exprime la valeur 

du volume du prisme AA'D'DJJ'I'l 

pABCKK' _ 77 P 3 sin2 or sin2 U; tan <A ( T / a \ 
rpes - u l D 2 s i n 2 a 0 s i n ' ( a + u , ) X \Jo{ao,Po) 

sinotsin.w\Ji{aa,ßo,Ao)—J7(ao,ßo,Ao)+Ji {a0,ßo,A\)~J2{oto,ßo,A\)} 

3s ina 0 s in (a+ i^ ) 

cosor0sm(i*/—4>) 1 / 1 9 - I l ±\ 

t an¿ + V1 - c o s 2 ao sm ¿ (u ; - <j>) 

} 

—-—J^iíí^"-

*3 K' IC 

nABKK'G'G _ r T.. sin <¿ s in(a 0+&,-5 0+<é) e^° ' " * T / 

x (cos^Hc^) + ^ _ c o s 2 Q o S Í n 2 ( ¿ J _ ^ 

VABKK'G'G désigne la valeur 

du volume du prisme ABKK'G'G 

La puissance due aux forces de pesanteur développée dans le mécanisme est alors 

p _ 9 ( pAA'B'BCC , pAA'C'CDD' , pAA'D'DJJ'VI , pABCKK' . r»ABA'A"G'G\ 
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La puissance des efforts extérieurs est aussi due à l'action de la force verticale appliquée 

sur la fondation : 
Ps = UN sin(ùj - <f>) 

Nous présentons ici, les formes des expressions des puissances résistantes maximales, as­

sociées à chaque discontinuité et à chaque déformation : 

Puissances résistantes maximales 
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pAA'D'D _ n n r smucos(\a+w-4,-Tr/2\-<t>) | COS(S-Ô)} e20 tin * 
rTm —UCJDJ^ 2sin(a+u>)cos(|7r/2-(f-¿)|+¿) 

* [ l - 1 Í £ ^ e * « * s h ( A - / ? t a i i ¿ ) ] 

r h 
pADJI _ TJ„ cos¡¿cos(|o+a;-ié-7r/2l-i¿) e '̂»1"* ç 

rrm — UC cos(\x/2-(S-4>)\+<{>) ¿ADJI 

SADJI est l'aire du quadrilatère ADJI 

r *z pDD'J'J _ TT^ cos4>cos(\a+u-4,-T/2\-<t>) eP^"* Q 
rrra - UC cos(|jr/2-(5-¿)|+¿) ¿DD'J'J 

SDD'J'J est l'aire du trapeze DD'J'J 

P r i
B C = ^ i ? 2

 2 s J r s S ^ ) V / l - c o s ^ 0 s i n 2 ( u . - ^ ) 

r r a ~" U < " D 2sina0sin(a+ü/) X \ i 

sin a sin w 
2 sin ct0 sin(a+w) 

Ao _ ( e-*.>+ e-*l )(«»<». • » » + ! ) 
eA° + e } 

f cosa0s¡n(u;-<¿) . /I ñ ; 2/ TT i 

^ íw— + VX ~ cos ûo sm (w ~ ¿)J 
ou 

ina0 

tanu; 
Sñ^o - tan ,,, e t S Ù A 1 ~ taTÍTa 

DACA" _ rr n 2 s i n 2 a » i n 2 " ( g " ° ' " * - ! ) 
rm — UCID 8sin^a0sin'!(a+w) 

x [ e ^ + ^ ( e 2 ^ t a n * + l) ' 

+ y 1 — cos2 a0 sin2(a; — (p) 
cosa0sin(u<—<j>) 

tan<£> 
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K' K 

pBCK' _ j I r R 2 ^ ^ A ^ r ± A 
f ™ — VCD 8 s i n 2 a 0 s i n 2 ( a + w ) 

™ 4s ina 0 smja+ i i / ) (. 

a n a a i m 
2 sin Q 0 sin(or+w) 

4 sin a o sinfo+ü/) 

e¿p + e * _ (e-^+e-AQ(ea f e '"^l) 

x (cosaû{r*]+\A -cos2 Q° ̂  - ¿)) 
K- K 

pABKK' _ TJrr>2 sin o sin o; sin <é |cos(50-<ft)| e 2 3° ' " * 
r ™ — CC\D s i n a < ) S i n ( a + i J / ) C o s ( | w / 2 - ( 5 0 - ^ ) j + ^ ) 

cos Oo sml 
t a ñ ó 

.(u;-¿) + v/r eos2 a0 sin (w — <p) 

x 
sin a sin ui ß0läiitp 

2sina0sin(or+üj) 

x [sh(A0 - ß0 tan <j>) + sh(Aj - /?0 tan <£)]] 

K' K 

pKGA _ TT ¿in ó coa ó eP*1"* SKGA 

X 

cos ( | i r / 2 - (5 o -0 ) ¡+* ) 

cosoiosin(w—1¿) 
tan* + V

/ l - c o s 2 a 0 s m 2 ( u ; - < ¿ ) 

avec 5A'GA) l'aire du triangle KG A 

pK'G'B _ r r s i n o c o s ¿ e ^ ' " 1 " » SK,n,fí 
r m - O C c o s ( | w / 2 - ( 5 o - 0 ) | + ^ ) 

( ^ ¿ t ^ + ^ - œ s ^ . s i n V - ^ ) ) 

avec Sfc'G'B, Taire du triangle K'G'B 

pGG'K'K _ ¡r r sin ¿ cos » e^° '»"» SG f ? , y , y 
™ C ' C cos( | i r /2-(6o-0) |+<*) 

w / cosa0sin(u;—4>) , f\ ô • 2~, TT \ 
x ^ ï^l + V1 - c o s ao s m > - <¿)J 

SGG'K'K est l'aire du quadrilatère GG'K'K 
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La puissance résistante maximale totale associée au mécanisme est donc : 

p __ o ( pAA'C'C | pBB'C'C , pCC'D'D _j_ pvlCD _^ pA.4'C"CD£)' , pAA'D'D , pADJI 
rm V r m r m r T n ' r r n ' r m rTn rTn 

, pDD'J'J , p.4BC , pCKK' , nACA' , p.4CA" , pABCKK1 , pABKK' 

i nA 'Gi _,_ pK'G'B , pGG'K1 

' rm '• rrn ' rm 

L'inégalité 1.14 nous donne alors un majorant de la capacité portante sous la forme 

suivante : 

F+ < T
Prm7PZ< . Csin(u,-¿)>0 

(.' sin(w — <p) 

En minimisant ce majorant sur toute la classe de champs de vitesse étudiée telle que 

U > 0, on a alors : 
N+ i P _ p 

1 " ^- . / J rm J pes 

< mm ' cBL - a,w,ß,6 V ^ 
£*o, POT @O 

Désignant par Np ("p" comme poinçonnement), le majorant de la capacité portante 

donnée pax cette classe de mécanismes, on aura : 

(4.26) 
•* * D 

cBL = V (f D 

w 
H 
~B <t>, ?) 

4.4.2 Mécanisme "d'instabilité" 

Présentat ion du m é c a n i s m e 

Comme pour l 'étude que nous avons faite en déformation plane, nous envisageons 

maintenant, un mécanisme correspondant à une rupture d'ensemble de l'ouvrage, et non 

plus une rupture localisée autour de la fondation. Ce mécanisme est constitué d'un seul 

bloc [II'J'JKK') animé d'une vitesse de rotation u autour d'un axe horizontal ÇtiV 

parallèle à la crête du talus (Fig. 4.24-c). Le problème étant symétrique par rapport au 

plan K'x-¡X2, nous n'avons représenté sur la figure 4.24-a, que la moitié du mécanisme. 

La surface cylindrique (II'J'J) a pour projection orthogonale sur le plan K'x\Xi, l'arc de 

spirale logarithmique l'J', de centre Q'(x^'x^ ) et d'équation dans le repère Q',Xj,X2 de 

la forme r = r0eôtan '*', où r0 est le "rayon" de la spirale en 6 = 0 (Fig. 4.24-c). La surface 

(IJK) est, par un raisonnement similaire à celui effectué dans le paragraphe 4.3.2-c, de 

même nature que les surfaces (ACD) et (ACK) alors évoquées. 
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*3 
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Figure 4.24: Champ de vitesse de type "instabilité" pour le cas de la fondation posée à 
proximité un talus 
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Son équation aura alors dans le repère (il',xi,X2), défini sur la figure 4.24-c, la forme 

suivante : 

x3 = rsh[(6-6i)tan<!>] + — 

où L/2X est la longueur du segment / / ' (Fig. 4.24-d). 

Ce mécanisme dépend de quatre paramètres d'optimisation #1, #2, V (relatif à la hauteur 

du talus où débouche l 'arc de spirale) et À (fig. 4.24). En effet, une section droite de la 

surface (II'J'J) est l 'arc de spirale logarithmique I'J' (nécessaire afin de respecter les 

conditions de pertinence vis-à-vis du critère de Coulomb), complètement défini par trois 

paramètres géométriques (nous Pavons vu dans le paragraphe 2.1.2). Nous choisissons à 

nouveau, les deux angles ôj et #2 (Fig. 4.24-c) ainsi que l'endroit du talus où débouche 

l'arc de spirale rj (0 < r/ < 1). Ce dernier paramètre s'exprime en fonction de r0 de la 

façon suivante : 
r¡H 

r„ - s i n 0 2 e f l ï t a n * - s m 0 i e f l l t a n * 

En considérant la longueur du segment de droite II', notée L/(2\), le volume (II'J'JKK1) 

est alors complètement déterminé. Constatons tout de suite, que pour A = 0, ce qui est 

permis puisque le talus est considéré infini dans la direction a-3, ce mécanisme converge 

vers celui étudié pour le problème en déformation plane (§2.1.2), les contributions à la 

puissance résistante maximale des surfaces latérales devenant alors négligeables vis à vis 

de celle correspondant à la surface II'K'K. En revanche ce mécanisme, tout comme le 

mécanisme de poinçonnement décrit précédemment, peut parfaitement s'appliquer à un 

talus d'extension finie dans la direction x3. Il suffit pour cela de borner inférieurement le 

domaine de variation du paramètre À. 

Mise en œ u v r e de l ' a p p r o c h e c i n é m a t i q u e 

La puissance développée par les efforts de pesanteur peut être exprimée de la façon 

suivante : 

Ppes — l^fves (ß 1-, V2; Vi -M 

L'expression de la fonction fpes est donnée en annexe G. 

La puissance résistante maximale développée dans ce champ de vitesse, est due à 

l'existence de discontinuités de vitesse à la traversée des surfaces {II'J'J) et (IJK). La 

puissance résistante maximale associée à la discontinuité de vitesse le long de la surface 

cylindrique {II'J'J) est de la forme suivante : 

pH'J'J _ , ro I L / 202 tan<f> .201 tan<A , „ 

4 t a n <j> [ A 

, (402-01) tan^> i p 30j t a n ^ 
(202+01) tan 0 
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Celle due à la discontinuité de vitesse le long de la surface latérale iJJK) a pour 

expression : 

12 tan 

(4Í2-01) tan^i _ QgSÖ! tarie; 

+ e (262+Öl) tan<5 

(a:?')3 A " c h [ ( g - ^ ) t a n ^ ] 
wc — - — / . Q „ dp — we 

Í?! 
4 , sin3 ( #*' + /?) th c h ^ ö - Ö O t a n ^ ] 

sin30 JOK1 sin3(0 + /?) 
dÖ 

où z^2 est la coordonnée selon ex du centre fi' de l'arc de spirale I'J', dans le repère 

(K',^, e.2), fK' la distance entre les points fi' et K' et BK> l'angle qu'observe le segment 

de droite n'A"' avec l'horizontale (Fig. 4.24-c). 

La puissance développée par la force verticale appliquée sur la fondation, dans ce 

champ de vitesse, est de la forme : 

B , fi' + x2 Pe = uN [D + -

où x? e s t i a coordonnée selon e2 du centre il ' dans le repère (K',el,§2)-

L'inégalité (1.14) nous donne un majorant de la capacité portante sous forme de 

l'inégalité suivante : 

N+ < 
P ~ P 
1 rm ± pes 

"(D + J- x? 

En minimisant ce majorant sur toute la classe de champs de vitesse 

u) (D H- y — x% J > 0) , on obtient alors : 

Ar+ P - P 
1 * , • / 1 rm ' pes 

——- < mm —7 
cBL e,.e2,v,x yüJ(^D + ä_xQ' 

Désignant par N ( V comme instabilité), le majorant de la capacité portante donnée 

par cette classe de mécanismes, on aura : 

cBL - J U ' 5 ' 5 ' * ' c J 
(4.27) 

Comme pour l'étude en déformation plane du problème, nous retiendrons comme esti­

mation par excès de la capacité portante de la fondation N+, noté Nctn, le plus petit des 
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deux majorants Np et Ni donnés par les inégalités (4.26) et (4.27) : 

Ncin = in f ( iV î , Np) (4.28) 

Résul ta t s et commentaires 

a) Cas de la fondation carrée à proximité d'un talus 

Afin d'illustrer ces travaux, on prend l'exemple d'une fondation carrée (B/L = 1), 

posée au bord d'un talus (D/B = 0) de pente verticale ß = 90°. La figure 4.25 cherche 

à montrer l'évolution du majorant iVctn de la capacité portante d'une telle fondation, 

rapportée à celle de cette même fondation ( A" n ) posée sur un massif plan semi-infini, en 

fonction de la hauteur relative du talus H¡B. 

• La courbe en trait plein est relative à un sol constitutif de Tresca caractérisé par 

la quantité adimensionnelle *)B/c = 0, 3. Ge cas de figure correspond par exemple aux 

données suivantes : B = 0, 75m ; D = 0m ; 7 = 20k N/m^ ; c = hOkPa ; <f> — 0°. 

• La courbe en trait pointillé est relative à un sol constitutif cohérent et frottant 

(Coulomb), d'angle de frottement interne <fi = 30°, de quantité adimensionnelle jB/c = 1. 

Les caractéristiques de ce problème peuvent être fixées ainsi : B = 0, 75m ; D — 0m ; 

7 = 20kN/m3 ; c = IbkPa ; 4> = 30°. 

La courbe en trait plein met en évidence une forte décroissance, de Tordre de 50%, de 

la capacité portante de la fondation dès le début de l'excavation (0 < H/B < 1), puis 

pour 1 < H/B < 12,8, un palier de stabilisation, enfin une chute brutale jusqu'à la valeur 

nulle pour H/B de l'ordre de 12,8 , correspondant à la valeur bien connue "fH/c ~ 3,83 

(instabilité propre du talus : rappelons que nous avons pris le cas d'un talus infini dans la 

direction X3, donc modélisable, en l'absence de semelle de fondation, comme un problème 

en déformation plane). Remarquons que la forme de cette courbe est du même type que 

celle obtenue sur la figure 2.6, dans le cas de la déformation plane. De la même façon, pour 

H/B strictement inférieur à 12,8 , le mécanisme optimal est le poinçonnement, alors que 

pour H/B ~ 12,8 , c'est le mécanisme d'instabilité qui devient le plus critique. Notons 

tout de même ici, que la valeur de N^n jcBL pour cette courbe est égal à 6,4 , contre une 

valeur de (A r
0)+ ~ 5,14 pour le problème en déformation plane. 

La courbe en trait pointillé observe une décroissance brutale de l'ordre 95% de la 

capacité portante pour une faible profondeur d'excavation (0 < H/B < 1) puis à nouveau 

un palier de stabilisation jusqu'à H/B ~ 6, 7 , et enfin une chute jusqu'à la valeur nulle 

correspondant à l'instabilité propre du talus. On constate ici que, hormis le point de la 

courbe en H/B = 0, c'est le mécanisme d'instabilité qui se révèle toujours le plus critique. 
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H 

x T c m ; XT 0 0 1 

N /N0 0 5 

— Soi purement cohérent 
- Sol cohérent frottant 

Mécanisme de poinçonnement 

Mécanisme d'instabilité • 

10 15 
H / B 

Figure 4.25: Influence de la hauteur H/B du talus sur la capacité portante d'une fondation 
carrée en bord de talus 

Ce n'était pas le cas lorsque le problème était traité en déformation plane, de même qu'il 

n'apparaissait pas de palier de stabilisation. La valeur de N"n/cBL est pour ce cas de 

258,8. Il convient à ce sujet, de relativiser la décroissance brutale de la courbe relative 

au matériau frottant, que l'on observe pour de faibles valeurs de H/B. En effet, on a 

constaté sur la figure 4.18, que la valeur de la capacité portante N"n calculée par notre 

approche, pour le cas d'une fondation carrée posée sur un massif semi-infini, constitué 

d'un matériau frottant d'angle de frottement interne supérieur à 20°, était surestimée. 

La figure 4.25 étant formée par les valeurs des rapports Nctn/N"n subit de ce fait une 

décroissance plus importante. 

Les valeurs optimales des quatre paramètres d'optimisation du mécanisme 

"d'instabilité" obtenues pour le cas du talus frottant (<j> = 30° , c — 15kPa, 7 = 

lQkN/m3) de hauteur H/B — 5 sont les suivantes : 

61 = 61° ; 0a = 63° ; n = 0, 32 ; A = 1 

Ces valeurs correspondent à un mécanisme, dont le segment II' (Fig. 4.24-d) est confondu 

avec la longueur de la fondation, et le point / est situé sur le coin de la semelle. Lorsque 

la valeur de H/B se rapproche de 6,69 (valeur pour laquelle le talus devient instable), 

la valeur de À tend vers 0, le mécanisme possédant alors une longueur infinie dans la 

direction X3. On obtient donc, le facteur de stabilité calculé dans le cadre de l'approche 

en "déformation plane". 
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b) Comparaison avec des résultats expérimentaux 

• Essais en vraie grandeur 

Il existe actuellement peu de résultats de travaux expérimentaux sur l'étude de la 

réduction de la capacité portante de fondations rectangulaires situées à proximité d'un 

talus. Les Laboratoires des Ponts et Chaussées (Canepa et Depresles,1990) ont réalisé 

quelques mesures de capacité portante, sur modèles en vraie grandeur, d'une fondation 

carrée de côté B = L — l m . Ces mesures se sont déroulées à la station de Labenne 

près de Bordeaux. La fondation était posée sur une dune de sable, d'une épaisseur d'une 

dizaine de mètres, reposant sur des marnes. Les caractéristiques retenues pour le matériau 

constitutif de la dune sont les suivantes : la cohésion est nulle, l'angle de frottement interne 

ó = 32,5° et le poids 7 = l6kN/m3. La pente de la dune a pour valeur ß = 26,6°. 

On a reporté dans le tableau 4.4.2, les valeurs des capacités portantes de la fondation 

calculées pour quatre valeurs de D/B {D/B = 0 ; 0,5 ; 1 ; 00 , ce dernier cas conduit 

à la valeur Àr
0 de la capacité portante de la fondation posée sur massif semi-infini) par 

notre approche (Ncm) et celles présentées par Canépa (Nexp). On y a également ajouté 

les valeurs des coefficients de réduction de capacité portante N/N0 obtenues par les deux 

approches. 

D/B 

0 

0,5 

1 

Nexp (kPa) 

K07 
U f a l 

540 

579 

oc J 853 

Àr"'n (kPa) 

420 

731 

1120 

1734 

KfèXp 

0,62 

0,63 

0,68 

1 

7Vcin 

yc tn 
1 0 

0,24 

0,42 

0,65 

1 

Tableau 4.1 

On observe sur ce tableau, que les résultats donnés par notre approche, sont nettement 

supérieurs à ceux déduits des expériences lorsque la fondation est éloignée de l'arête 

du talus, tandis que la tendance s'inverse lorsque l'on rapproche la fondation du talus. 

Par conséquent, les coefficients réducteurs de la capacité portante (N/AT
0) provenant de 

notre étude, sont nettement inférieurs à ceux déduits des expériences lorsque la fondation 

s'approche du talus. 
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• Essais sur modèles réduits centrifugés 

Des études expérimentales sur ]e problème de la réduction de capacité portante de fon­

dations rectangulaires superficielles, due à la proximité d'une pente, ont été réalisées, en 

centrifugeuse, sur des modèles réduits (Gemperline,1984 puis Bakir,1993).Nous nous pro­

posons à nouveau de comparer les résultats de notre approche, à ceux obtenus, par Bakir 

(1993), pour les mêmes raisons pratiques que celles évoquées dans le chapitre 2. Les condi­

tions expérimentales (mode de chargement, construction du modèle d'essai, détermination 

de la charge de rupture) sont identiques à celles décrites pour le cas bidimensionnel 

(§2.2.6). Le modèle utilisé, correspond à une fondation carrée de côté B = L — \m 

{B J L = 1), posée à une distance D d'un talus, de pente tan/? = 1/2, de hauteur H 

infinie. Le matériau constitutif du massif est un sable de cohésion nulle et d'angle de 

frottement interne <f> = 39°. Nous avons reporté sur la figure 4.26, l'évolution du coeffi­

cient réducteur Nctn/N^n (Ncm majorant de la capacité portante de la fondation située à 

une distance D de l'arête du talus, N"n majorant de la capacité portante de la fondation 

située sur un massif semi-infini) en fonction de ia distance relative D ¡B entre la fondation 

et l'arête du talus. On a reporté sur cette figure, les points expérimentaux obtenus par 

Bakir. 

1.5 

1 

N/N o 

0.5 

0 
0 2 4 6 8 10 

D/B 

Figure 4.26: Comparaison avec des résultats expérimentaux 
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On constate que la réduction de la capacité portante due à la proximité de la pente, 

calculée par notre approche est sensiblement supérieure à celle estimée à partir des 

expériences. On observe en effet, que pour D/B = 0 (cas où la différence est la plus 

importante), la réduction de la capacité portante déduite de notre approche est de l'ordre 

de 1,8 fois supérieure à celle obtenue par l'étude expérimentale. Cette différence peut 

à nouveau être en partie expliquée par la remarque que nous avons faite dans le para­

graphe précédent. En effet, la courbe étant formée par les valeurs du rapport JVc ,n/iV"n, 

et sachant que pour des valeurs de <p supérieures à 20°, les valeurs de N"n ont tendance 

à notablement surestimer la valeur exacte, il s'ensuit que le coefficient de réduction de la 

capacité portante ]\Tan/N"n a tendance à sousestimer la valeur exacte. 

Il est cependant remarquable de constater que selon notre approche, la présence du 

talus n'a plus d'influence à partir d 'une distance relative D/B supérieure à une valeur 

de l'ordre de 2. 6 , tandis que Bakir avait abouti, lors de son étude, à la conclusion que 

la présence de la pente n'avait plus d'influence lorsque D/B était supérieur ou égal à 3. 

Il convient de noter ici, que la zone d'influence de la pente sur la réduction de la ca­

pacité portante est sensiblement réduite, par rapport à celle constatée lors de l'étude du 

problème bidimensionnel. En effet, Bakir avait constaté lors de son étude bidimension-

nelle du problème, que la pente n'influait plus à partir des valeurs de D/B supérieures 

à 6. Pour notre part, si Ton reprend l 'étude en "déformation plane" du cas traité dans 

ce paragraphe (tan/5 = 1/2, <j> = 39", c = QkPa). on constate que la pente n'a plus 

d'influence sur la capacité portante de la fondation, pour des valeurs de D/B supérieures 

à 5, 8. On peut tenter d'expliquer cette différence, en invoquant le fait que lorsque l'on 

mène l'étude en "déformation plane", l'existence de la pente vient "faciliter" les mouve­

ments dans la direction de la pente, soit une direction sur les deux possibles. En revanche, 

si l'on aborde le problème dans un cadre tridimensionnel, l'existence du talus "facilite" le 

mouvement, toujours dans une seule direction (direction de la pente), mais cette fois-ci sur 

quatre directions possibles. Dans cette dernière approche, l'existence d'une pente a donc 

une influence déstabilisatrice relativement plus faible, que celle obtenue en considérant le 

problème bidimensionnel. 

Dans ce chapitre, nous avons donc étudié la capacité portante d'une fondation rectan­

gulaire (B < L) établie sur un massif semi-infini, constitué d'un matériau pesant (poids 

7) cohérent e t /ou frottant (cohésion c, angle de frottement interne (p). Nous avons pour 

cela, choisi une famille de mécanismes de "poinçonnement". Après comparaison avec des 

résultats de travaux déjà publiés, nous avons mis en évidence que ce mécanisme était 

d'autant plus performant, que la longueur de la fondation était importante devant sa lar-
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geur, Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés à l'influence de l'existence 

d'une pente à proximité de la fondation, sur la capacité portante de cette dernière. Pour 

cela, à l'image de ce que l'on avait fait dans le second chapitre, nous avons étudié deux 

familles de mécanismes. L'une décrivant un poinçonnement, une rupture localisée autour 

de la fondation, l 'autre mettant en œuvre une rupture d'ensemble de l'ouvrage. Une 

confrontation de nos résultats avec des résultats obtenus par des travaux expérimentaux, 

a permis d'observer qu'il y avait une assez bonne corrélation entre les deux, en particulier 

pour l'évaluation de la zone d'influence de la pente sur la capacité portante de la fondation. 

* * 

* 
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CONCLUSION 
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Nous nous sommes intéressés tout au long de ce travail, aux facteurs de réduction de 

la capacité portante d'une fondation superficielle, et plus particulièrement au rôle joué 

par la proximité d'une pente. Pour cela, il nous fallait un outil théorique permettant de 

traiter le problème dans sa globalité, et dans un cadre mécanique bien posé. De ce point 

de vue, la théor ie du calcul à la rupture s'est révélée bien adaptée à ce type d'étude. 

A la différence d'autres méthodes à caractère plus empirique, elle nous a en effet permis 

d'obtenir des estimations de la capacité portante d'une fondation, sans aucune ambiguité 

quant à leur interprétation. 

La première étape a consisté à traiter le problème, dans le cadre d'une m o d é l i s a t i o n 

b i d i m e n s i o n n e l l e , relevant d'une analyse par le calcul à la rupture en "déformation 

plane". Lors de cette partie, le facteur de réduction de portance principalement étudié, 

a été la présence d'une pente à proximité de la fondation. Nous avons à ce titre, pu 

quantifier l'influence de la présence d'un talus, d'une fouille ou d'une excavation sur la 

capacité portante de fondations placées à proximité. 

La question du mode de chargement a tout particulièrement retenu notre attention. 

Nous avons, en effet décrit et étudié deux cas de chargement appliqué sur la fondation. 

Nous avons ainsi mis en évidence l'importance que revêtait le type de chargement, vis-

à-vis de l'évaluation de la capacité portante de la fondation, et donc la nécessité d'en 

préciser la nature. 

Ayant ensuite confronté nos résultats avec ceux obtenus, dans certaines configurations 

particulières par d'autres travaux antérieurs, avec des calculs élastoplastiques par éléments 
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finis, ainsi qu'avec des données expérimentales établies sur modèles réduits centrifugés, 

nous avons pu constater un bon accord entre ces différents résultats, légitimant en quelque 

sorte la démarche théorique adoptée et plus spécifiquement le choix des mécanismes 

retenus. 

Une seconde étape marquante de ce travail a consisté à reconsidérer le problème, en 

prenant cette fois-ci en compte une fondation rectangulaire, et donc à mener l 'étude dans 

le cadre d 'une analyse tr idimensionnel le de l 'ouvrage. Nous avons commencé par 

nous intéresser à la capacité portante de la fondation posée sur un massif plan semi-infini, 

les travaux théoriques existant dans ce domaine étant rarissimes. Nous nous sommes 

ensuite penchés sur l'influence réductrice de l'existence d'une pente à proximité de la 

fondation. Une phase essentielle du travail théorique a porté sur la construction, dans 

le cadre de l'approche cinématique du calcul à la rupture, de mécanismes à géométrie 

véritablement tridimensionnelle ; le point délicat étant de s'assurer de leur caractère per­

tinent, permettant d'obtenir des majorations cinématiques non triviales. Ici encore, nous 

avons confronté les résultats de notre approche, avec ceux, très rares, existant dans ce cas 

de figure, qu'ils soient de nature théorique ou expérimentale. Nous avons ainsi pu consta­

ter, que nos résultats étaient d'autant meilleurs, que la longueur de la fondation était 

grande devant sa largeur, et que l'angle de frottement interne du matériau constituant le 

massif sur lequel repose la semelle était petit. 

Entre-temps, une par t ie de notre travail a été consacrée à une réflexion sur la 

détermination des caractéristiques de résistance du matériau constituant le massif sur 

lequel repose la fondation, et à ses conséquences sur la capacité portante d'une fondation. 

Nous nous sommes en particulier intéressés à la capacité de certains sols, à reprendre ou 

non, des contraintes de traction. 

Pour cela, nous avons étudié des matériaux dont les capacités de résistance sont décrites 

par un cri tère de C o u l o m b (ou de Tresca) tronqué en traction. Nous avons alors 

pu constater, que pour des fondations établies en bord de pente, l'influence de la prise 

en compte d'un tel critère, par rapport au critère de Coulomb usuel, est d 'autant plus 

importante, que la stabilité du talus sous poids propre est critique, que l'inclinaison du 

talus est grande, et que la distance entre la fondation et l'arête du talus est petite. Il 

semblerait par exemple que pour les configurations usuelles étudiées expérimentalement 

(angle de pente relativement faible, matériau frottant possédant une cohésion quasi-nulle), 

et en se limitant aux mécanismes explorés dans l'approche cinématique, cette influence 

puisse être considérée comme négligeable. 
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L'approche théorique que nous avons développée sous la forme de logiciels de calcul, 

dont l'utilisation ouvre dès à présent la voie à la possibilité d'études paramétriques ex­

haustives, peut être aisément adaptée à la résolution d'un certain nombre de problèmes 

annexes : 

- La prise en compte d'une cohésion du matériau variant avec la profondeur et /ou 

possédant un caractère anisotrope (cas des sols fins marins purement cohérents) ; 

- la nécessité de tenir compte des effets d'un écoulement hydraulique dans le cadre 

d'une analyse en ''contrainte effectives" ; 

- le dimensionnement des schémas de renforcement possibles du massif de fondation 

ou du talus avoisinant par des inclusions linéaires (terre armée, clouage, micropieux, 

géotextiles,...). 

En effet, dans les trois exemples évoqués ci-dessus, les différents mécanismes de rupture 

explorés dans le présent travail, que ce soit dans le cadre d'une modélisation bidimension-

nelle ou tridimensionnelle du problème, sont directement utilisables dans la mise en œuvre 

de l'approche cinématique. 

* 
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ANNEXES au chapitre 2 
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A) P r e m i e r cas de cha rgement 

1) Mécanisme de poinçonnement 

Figure A.l: Cas de chargement où le déplacement horizontal de la fondation est libre -
Mécanisme de poinçonnement 

• Calcul de la puissance des forces de pesanteur dans le champ de v i tesse 
virtuel le considéré 

Nous calculons cette puissance en trois parties ; la puissance développée dans la zone 
triangulaire ABA', celle dévelopée dans Tévantail" ABC, enfin celle développée dans le 
quadrilatère AC DE. 

- zone ABA' : 

Cette zone possède un mouvement de translation de vitesse : 

U_ — U(sm(a' — <j>)tx — cos(o/ — (p)e2) 

On a donc : 

r,ABA' TT A- I A 7-. Al\ TT T-> , A 7->X S^U Q Sm(a' ~ (f>) 

Ppes = 7 " H Aire (ABA') = U1 B {AB) ^ ^ 

où (AB) est la longueur du segment AB: (AB) = . ,sma . 
° ° v ' sm(a + a) 
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- zone ABC : 

PABC = / / pes Jo Jo 

6 t(AB)eei*v"> 
"v • V rdrdB 

Cette zone est animée d'une vitesse de déformation de la forme : 

W) 
U eos í j a + a ' - (p — | — </í> 

COS<j) 
g0tan*»e . . 

Il vient : 

, Br. (AB)2 cos 
P" = Ui —~ 

a + a' - <j> - f - <f> , i 

2 cos (p 
l f e

3 e t a n ^cos (ö + ö ) ^ 
JO 

ou : 

J O 
eMtan*cos(9+a)d6 

e 3S t a n ¿ [ sin (a + 6) + 3 tan <f> cos (a + 6)]- (sin a + 3 tan <p cos a ) 

1 + 9 tan2 <p 

On a finalement : 

P, pes 

(AB)2 cos ( | « + a ' - ^ - f | - < ¿ ) 
= Uj G(a, 

COS (f) 
¿) 

avec : 

G(a,S) = 
e3St*n4> [ s i n ( a - j . ¿ ) -4-3 tandeos (a + <?)]- (sin a + 3 tan (j> cos a ) 

1 + 9 tan2 <£> 

- zone AC£>E : 

ACDE 

pes 
7 • W dS 

iACDE -

Cette zone est animée d'une vitesse de translation de la forme 
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On obtient alors : 

pes ^ I 

COS a + a' — (¡> — | — (f>) c o s ( a -+- 8) 

cos <f> 
„ S tan 4> Q 
e JACDE 

avec : 

5 ¿ C D E 
D * (AB) e i t a n * sin(a + Í ) - (Z)£) * (CD) cos(/3 + a + 8 

ou 

(CD) = 
sin/? 

cos(/3 + Ö + 8 — <̂>) 
D + (AB) cos(a + 8) 1 + 

t an(a + 8) 

tan 3 
, 5 tan $ 

et 

(DE) = - C ° s ( Q + ¿ - ^ Yia 8) 1 j cos(/? + u + ¿ - ¡ ? ) l ' j 

T^/ r> ^ B s in a ' cos ( a + 6) . , , .. , , , , Ç ( „ , 
y ( a , 6 ) = D + ; i—: [l + i&n(a +S) t&n (a + S-4>)} e^™4, 

s m ( a + a') 

• Calcul de la puissance due à la surcharge F_ appliquée sur la fondation 

F_ = F ( cos V' ai + sin -(/> e2 ) et £ / = £/(sin(c/— ç>) ej — cos(a'— <̂ >)̂ 2) 

d'où : 

Pezt = F-H= F U sin ( a ' -<j>-4\ 

-*• Calcul des puissances résistantes maximales dans chaque zone 
et pour chaque discontinuité de v i tesse 

Nous calculons les puissances résistantes maximales développées dans chaque zone 
et pour chaque discontinuité de vitesse, à l'aide des expressions (1.14) et (3.2 — a) et 
( 3 . 2 - 6 ) . 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (AB) : 

Le module de cette discontinuité de vitesse est de la forme : 

U ¡cos(a + a ' — <j>)\ 
IW = 0)-U\ = 

COS 0 

On a alors : 

Brrr, = C COt <j> 
JAB 

U | cos (a + a' — o) 

cos <p 
sin <j> d£ — Uc (AB) sin a 
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- discontinuité de vitesse au passage du segment {A'B) : 

Cette discontinuité de vitesse est tout simplement la vitesse U_. On a donc : 

P*B = f ccot (p U sin èdi = Ve (A'B) eos ó 
JA'B 

où {A'B) est la longueur du segment A'B : {A'B) = -

déformation du bloc ABC : 

B sin a 
sin (a + a ) 

Le champ de vitesse virtuelle dévloppée dans cette zone est de la forme : 

7T 
U COS 

V 

U cos 

o + o ' -

d'où : tr(dj = 

On a donc : 

cos <p 

a + a — (p — — — 4> 

e0t!m4'eâ 

r eos i 
t a n ^ c f l t , m í 

P: 
5r rS r(AB)eei™* cos f la + a ' - è - ú - <f>) 
î o = / / ctf -^ — ^ - ^ e e t a n* rdrdö 

JO ./o r cos <̂> 

d'où, ou 

PABC - Vr 
1 rm ^ c 

{AB) cos ( a + a' - # ) 
2 sin (f) 

l l í tan0 _ ! \ 

- discontinuité de vitesse au passage de l'arc (BC) : 

La discontinuité de vitesse au passage de cet arc a pour forme : 

V = 
If COS a + a' - (p- f 

On a donc : 

P. >
BC = Í 

rm
 JBC 

c cot <p U 
COS 

cos. 

a + a 

9tan<¿ 
e y. 

* 

COS (p 
e6tsa*sm<¡>cU 

a v e c : M=iMJLeetm*de 
COS (p 

On obtient finalement : 

„ r (AB) cos ( la + a' — 4> — £ — ^ ) / \ 

¿ sin a> v x 
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discontinuité de vitesse au passage du segment (CD) : 

La discontinuité de vitesse au passage de ce segment est de la forme : 

U eos Í a + a ' - ci»— f — 4>) 
W_ = 

On a alors : 

eos i 
e" t a n 0[cos(a + S)e1- sin(a + S) e2] 

CD f 
Prm = / , C C O t ^ i ' 

cos f a + a' — 4> •) 
COSÇ> 

eStm+8m<f>df. 

d'où : 

P r J = Uc (CD) cos ja + a' - d>) e , Í téUlC 

* D o m a i n e de définition des angles a, a', 6 

Une condition nécessaire pour que le triangle AA'B existe, est que l'angle en B soit 
positif, c'est-à-dire que a + a' soit inférieur à w. On doit donc avoir : a' < TT — a. En fait, 
on prendra a' < min(7r — a, 7r/2). De plus, si l'on veut obtenir une composante verticale 
positive pour la vitesse U_ (puissance due à la charge appliquée positive), il faut a' > <p et 
par conséquent : a < TT — (¡>. On a alors : 

a 0 ; TT — 4> a'e 
TT 

1 ; mtn [ — , TT — a 

6 est positif pour que les zones AA'B et ABC ne se superposent pas. De surcroit, il 
doit rester inférieur à TT — a pour que la zone ABC soit toujours incluse dans le massif. 
On a donc : 

S e [ 0 ; TT - o ] 
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2) Mécanisme d'instabilité 

Figure A.2: Cas de chargement où le déplacement horizontal de la fondation est libre 
Mécanisme d'instabilité 

* Calcul de la puissance des forces de pesanteur 

Les coordonnées du foyer de la spirale ont pour expression (dans la repère Teje2) 

x? = - r 0 s i n ö i e
9 l t a n * 

x% = (TI1)-r0cos61e
ei t a n * 

r¡H ou 
Tn — 

et 

(Th) = 
r0 

° sme2e
e2taxi4-sme1e

dltaa'p 

e*1 t a n * sin (0i + ß) - e*s t a n * sin (02 + ß) 

sin/? 
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Nous calculons la puissance dues aux forces de pesanteur, en remarquant qu'elle est 
égale à celle développée dans la zone fictive ÍH1I2, à laquelle on soustrait les puissances 
qui se développeraient dans les deux zones fictives ftTIi et ÍITI2. Ainsi, on calcule : 

On a donc 

avec : 

p _ ptihh _ püTh _ pnri2 

¿pes rpes l pes •'•pes 

Ppes — 7 tu' ( J 0 ~ J i — J2 ) 

J0 = r2 cos 0 drdO 
J •'15/1/2 

d'où : 

3
3 { e 3 i a t , m * (3 cos B2 tan <p + sinô2) - e3*1 t a n* (3 cos 61 tan <p + s i n ^ ) } Tu 

J0 = 
3 ( 1 + 9 tan2 

J-, = / / r2 cos 6 drd.6 
J JP.TI1 

d'où : 

avec : 

-7i = Y ( r o c ^ ^ c o s ô , - i « ) 

¿ Ï = -—- ( i i i ) £ ' s in c?i 

Jo= r2 cos 0 <ir<i# 
J "-'nTi. 

d'où : 

§2 
3 

J2 = ^ ( r 0 c f l 2 t a D * cosÖ2 - s " 

avec 
^ r 0 _02 tan0 SJn (fl2 + ß) 

SÏ = — - — e 
sin/9 
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• Calcul de la puissance due à la surcharge F_ appliquée sur la fondation 

F_ — F (eos t¡) ¿i + sin i¡> e2) et IL — ^TÜ'&£ 

où r^í est la longueur du segment 0 0 ' (fi' est le point d'application de la force). 

On en déduit : 

Pext - E-LL = wF ( D + — + e - x% - Xi tan ib J eos i¡> 

+ Calcul des puissances résistantes maximales dans chaque bloc 
et pour chaque discontinuité de vitesse 

La vitesse se développant dans la zone TI1I2 est de la forme : U_ = UITÇIIÇQ. La 
puissance résistante maximale est donc uniquement due à la discontinuité de vitesse le 
long de l'arc l\I2. Les expressions (1.14) et (3.2 — b) nous conduisent à : 

P^2 — j c cot.<j> r uj sin <¡>d£ 

avec de r0e 
' tan t 

cos<p 
de 

d'­où 

p _ phh _ c u 7 r ° 
¿rm — J r m — 2 tan<p 

e2 62 taxi<f> _ f )20i tançi» 

-k D o m a i n e de définition des angles ÖX,Ö2 et du paramètre longueur rj : 

Pour que l'arc de spirale I1I2 existe et soit entièrement inclus dans le massif, il est 
nécessaire que 0\ soit compris entre —TT/2 + é et TT/2 + 6. Pour les mêmes raisons, Ô2 doit 
être compris entre —TT/2 + <¡> — ß et 3TÍ/2 + <j> — ß. De plus, on doit avoir aussi (92 > 01. 
On a donc : 

öi e 
7T 

9 

7T 

; 2 
o2e 

TT 

max ( - + /Mx) ; y + ¿-/* 

?/ étant défini comme le rapport h/H, il doit donc respecter : 

>? € [ 0 ; 1 ] 
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B) Second cas de chargement 

1) Mécanisme de poinçonnement : 

Figure B. l : Cas de chargement où la fondation est astreinte à se déplacer verticalement 
(Ut = 0) - Mécanisme de "poinçonnement" 

* Calcul des puissances des forces de pesanteur dans le champ de vi tesse 
virtuel le 

Afin d'obtenir l'expression de la puissance des forces de pesanteur développée dans ce 
champ de vitesse, on calcule les puissances des forces de pesanteur associées aux cinq 
zones suivantes : AA'B, ABC, A'BC, AC DE, A'CD'. 

- zone ABA1 : 

Dans cette zone, la vitesse est de la forme : U_ = Ue^. On a donc : 

^ABA' , , _ Tr „ , , „ , sine* 
Ppes =TUSABA> = UTB(AB) — 
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avec : (AB) = . ^ s i n % 
sm(a + a ) 

zone ABC : 

Cette zone est animée d'une vitesse de la forme : V = U -—-—-r-?-*- e01^11^^. La 
— eos ó ~° 

PIT = / / ' i-VrdrdO 

puissance des forces de pesanteur est : 

DABC = rs n 
pes h Jo 

F;:; = t / 7 ^ ß ) 2 C O S ( Q ~ ^ f e ^ c o s ^ + a ) dO p 2 eos ó Jo 

d'où : 

ou 

f6 séftant/. -a w/i _ e3Ätan '* [sin (a + ¿) + 3 inn fi cos(a + S)] - (sin Q + 3 t andeos a ) 
Jo V 1 + 9 tan2 <¿> 

On a finalement : 

2 cos <p 
avec : 

e 35 tan i . r g j n ^ _j_ ¿^ _j_ 3 t a n ^ c o g ^ + ßj 1 _ ^ g j n Q, _j_ 3 t a n ^ C Q g ^ 
G ( Q , o ) = r—7 ; 

V 1 + 9 tan2 <p 

- zone A'BC : 

Cette zone est animée d'une vitesse de la forme : V = Í7 -—^—r-^- e ö ' t a n * e«/. La 
— cos 0 -w 

puissance des forces de pesanteur est : 

rS' r(A'B)e'?'t,iu'i> 
A'BC' 

pes 
/ / 7 • £ ' r 'dr 'dô' 

d'où 

P;lf = l h {A>B)2™W - ç) r* e^,n,cos{el + Q,w 
2 cos q> Jo 

où : 

/"'•' afl'tai.« //,/ M ,,./ e 3 4 ' t a n ^ [ s i n ( a ' + ^ ) + 3tan¿>cos(cv' + á')] - (sin a ' + 3 t a n d e o s a ' 
/ e-3* t a n* cos 0 '+a ' dÖ' = - : —= - -

Jo ' 1 + 9 tan2 ó 

et : (A'B) = .BÚXia rx 
sm[a + a ) 

On obtient alors 

PA'BC' TI (A'By cos(a' ~ M ni ' x'\ P = U~¡ G{a , 6 
2 eos o 
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avec : 

_,, , a, e36'tail4'[sm(a'+ S') + 3tanócos(a'+ 61)} - (sin a ' + 3 tan ¿cosa ' ) 
&(a , o ) ~ —̂ : 

' ; 1 + 9 tan2 ó 

zone ACDE 

Cette zone est animée d'une vitesse de translation : 

W 
U cos(a-ç) staaó . 

— e [cos(a + o) ey — sin(a + à) e2\ COS < 

La puissance de pesanteur s'écrit : 

pes 

DE f 

JA 
1-W dS 

ACDE 

d'où 
_ c o s ( a - ¿ ) c o s ( a + ¿) í t a n ¿ 

•r^* = l") -, e bACDE 
cos <p 

ACDE 
pes 

avec : 

S ACDE 
D * (AB) e* t a n 0 sin(o + 6)- (DE) * (CD) cos(/? + a + S - <f>) 

ou 

(CD) = -
sin/3 

cos(/? -f a 4- 6 — (f>) 
D -f (AB) cos(ö + S) 1 + 

t an (a 4- 6) 

tan/3 
, Standi 

et 

(DE) 
cos (a + 6 — <p) 

cos(/3 + o + 6 — (¡>) 
j i ) + (AB) cos(a + S) [1 + t an (a + £) tan(a + S- (/>)] e S tan 

- zone A'C'D' : 

Cette zone est animée d'une vitesse de translation 

W U cosía' — (f) f.iixnar , , ci\ • / rs 
= -1——— ê tan?>[cos(a' + S') ej + sm(a + S) e2 eos ó 
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La puissance de pesanteur s'écrit : 

PP
AéfD' =[ i-W! dS' 

F JA'CD' — 

d'où 
jA'c'n' _ rr_ cos(a' -(p)cos(a' + 6') ^ , t a n ¿ 

COS (j> 

nAu^ . ^ v ^ V / " " \ ^ i " ) „6'taxià C 
* pes — U7 7 7 ~ e ¿A'C'D' 

c (A'C) * (CD') COS (¡> 
avec : bA'c>D' = - '~~^2 

o ù : (A'C7') = (A ' J B)e i ' t a n * 

et : {CD') = -(A'B) T^" t / L e6'1™* 
* v 7 COS(Q + ô - <p) 

-k Calcul de la puissance due à la surcharge F_ appliquée sur la fondation 

Rappelons que F_ = Ne_x -f Te2. On a alors : 

Pexi=K-U_ = NU 

+ Calcul des puissances résistantes max imales dans chaque b loc 
et pour chaque discontinuité de v i te s se 

Les expressions (1.14) et (3.2 — a) et (3.2 — b) nous permettent de calculer les 
puissances résistantes maximales associées à chaque discontinuité de vitesse et pour chaque 
mouvement de déformation, 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (Aß) : 

Le module de cette discontinuité de vitesse a pour expression : 

|V(é> = 0 ) - £ £ | = ^ ^ 
COS 0 

On a donc : 

U sin a . 

cos <p 
°rm — / c c ° t $ ~ sm è di = Uc (AB) sin a 

JAB cos ó 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (A'B) : 

Le module de cette discontinuité de vitesse a pour expression : 

U sin a' 
¥!(0' = 0)-U\ = 

c o s <j> 
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On obtient alors : 

nA'B Í , i t e s i na . , . , 
r — / ccot<p — smç6 a« = Uc(A tí) sin a 

J/i'B cos e> 

- déformation dans la zone ABC : 

Le champ de vitesse virtuelle est de la forme : V = U -—-r-^- eotan<¿> 
1 — cos q> 

d 'où : ir(rf) = y c o s ( a - ¿ ) t a n ¿ g t < i a , 
v=y r cos <p 

La puissance résistante maximale s'écrit : 

, B C y« /•(¿B)*8'"* cosía -ó) 0t , 

Jo Jo r cos <p 

On obtient finalement : 

PABC = Uc ^AB^ C O S^a ~ ^ ( e 2 S t ^ - l ) rm "2 sin 4> \ ' 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (BC) : 

La discontinuité de vitesse a pour expression : V_ — U—^—¡ ' e9tan^c¿. On a 

donc : 

P Z = Í ccot é U c^^lñe^* sin <¡>dl 
JBC COS 0 

d'où : 

avec : dt = ^^± eöta i1* dB 
COS 0 

sc _ (AB) coaja - <j>) / 2 5 t a n ¿ 
rm 2sin<¿> v 

- déformation dans la zone A'BC : 

Le champ de vitesse virtuelle est de la. forme : V = U ^ 7—^ e e ' t a n * . 
^ — cos <p 

d'où : tr(d') = U SM^zllpLÈ e^'tanö 
'— r cos ^ 

On a donc : 

.-„., r6' /-(A'B)KÉ>',an* rosir/ — ¿1 
PZ = / c i / C O S ( Q *] e^tr'dr'dff 

JQ JO r' cos ç> 

On obtient alors : 

™ ~ 2 sin ó Ve A ; 



176 Annexes B.l 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (BC) : 

Cette discontinuité de vitesse a pour expression : V' = U ' r—— ee tan<i 

1 r — cos 0 
d'où : 

BC< f c o s ( a ' - <j>) ' = ( ccot é U ^ ^ e « - ^ sine dl' 
JBC eos ó 

P 
' " " ' COS tp 

avec : dl' = ^ S e 9 ' t a n * dO' 
COS 0 

On obtient finalement : 

p*C _ , ( f f C ) COS(a' - </>) ( 2 6' tan* _ i ^ 
r m 2 s i n ¿ V 1 

- discontinuité de vitesse au passage du segment (CD) : 

Cette discontinuité de vitesse est de la forme : 

U cosía — è 

On a alors : 

W = " ~ " v ~ y / -e g t a a*[cos(a + S) et - sin(a + <5)e2] 
COS Ç 

JGD cos ó 

d'où : 

PCZ = £/c (C£>) cos(a - ¿) e 2 i t a n* 

v i i o » _ 0 . ntimiité de vitesse au passage du segment (CD') 

Cette discontinuité de vitesse est de la forme : 

U cosja' - <j>) 6>tan4>] , , . , , 
iv_ = ; e v cosía + à j ex + sm(a + ô) e-d 

cos <p 

La puissance résistante maximale s'écrit : 

i £ D ' = / c c o t ^ ^ ^ - = ^ e 5 ' ^ s i n ^ f 
. / C D ' COS <j) 

On obtient alors : 

P^' = f7c ( C D ' ) cos(a' - è) e26'tan^ 
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•k D o m a i n e de définition des angles ac,a',6,6' 

Une condition nécessaire pour que le triangle AA'B existe, est que l'angle en B soit 
positif, c'est-à-dire que a + a' soit inférieur à TT. On doit donc avoir : a' < K — a et 
a < 7T — a'. En fait, on prendra a' < TT/2 et a < 7r/2. De plus, afin d'éviter que les zones 
ABC et A'BC ne se superposent, il faut a + a' > <j> et par conséquent : a' > 2<f> — a 
et a > 2<p — a'. S est positif pour que les zones AA'B et ABC ne se superposent pas. 
De surcroit, il doit rester inférieur à 7r — a pour que la zone ABC soit toujours incluse 
dans le massif. De façon à ce que la droite CD' coupe la surface du massif à droite de la 
fondation, il est nécessaire d'avoir : S' > TT/2 -j- <j> — a'. De plus, il doit rester inférieur à 
Tv — a' pour que la zone A'B'C soit toujours incluse dans le massif. On a alors : 

¿ ç [ 0 ; 7 T - a ] 6' £ ^ + ç - a' ; TT - a'j 
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2) Mécanisme d'instabilité 

Figure B.2: Cas de chargement où la fondation est astreinte à se déplacer verticalement 
(Ut — 0) - Mécanisme "d'instabilité" 

Nous ne présentons ici, les détails de calculs liés uniquement à la présence de la discon­
tinuité de vitesse au passage du segment AA' (interface sol/fondation). Pour les autres 
puissances mises en jeu, leur calcul est rigoureusement identique à celui présenté en annexe 
A.2. 

Nous savons que la discontinuité de vitesse entre la fondation et le massif est de la 
forme : 

[ i l] = — aw(tan <f>ex + e2) 

où a et 6 sont les coordonnées du centre de rotation il dans le repère (O, e l5 e2) et prennent 
les expressions suivantes : 

a= -r0 s inôic ' 1 tan< 
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Figure B.3 

b = (TJi) - r0 cos 6l e9ltan^-D-~-e 

avec 

rn = 
77Í/ 

et : 

(Th) 

sm02e
$2tan*'-sm91e

6ltai>'{' 

r0 [ e*1 t a n* sin ( ^ + 0) - e*2 t a n * sin (02 + £ ) 

sin/? 

La puissance résistante maximale associée à la ligne de discontinuité AA' a pour ex­
pression : 

or 

On a finalement 

J AA' 

B£j ' §-\ = ~wa tan 4> 

AA' rB/2 

PTTTL
 = / — c cot ÓÜÚCL t<m<}> dx — —ucBa 

J-B/2 

La puissance de la force appliquée sur la fondation prend la forme 

Pext = NU = Nu;(a tan ¿ - 6) 
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C) Détail des calculs relatifs aux mécanismes (MD) et (MBR) 

1) Mécanisme de Drucker : 

Figure C l : Mécanisme de Drucker 

-*- Calcul des puissances des forces de pesanteur déve loppées dans le champ 
de v i t e s se virtuel le 

bloc BCOD 

oBCOD 
pes = / i-VdS 

JBCOD— 

On se place dans le repère (B, ex = t-i, ey — —t\) : 

-y JrjH 
Ppef = / / -iwxdxdy + / / -itvxdxdy 

JO J-y JriH J-etaH 

d'où 

pes 2 
P*?OD = U^T? [1--TJ 

5 

3' 

- zone ABD : 

Cette zone est animée d'une vitesse de cisaillement pur, de la forme (dans le repère 

V0 = uxae¿ 
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Dans ce même repère, le poids 7 s'exprime de la façon suivante 

7 = l-^-i-èa +Z¿ 

La puissance due aux efforts de pesanteur s'écrit : 

P£D = I 7 • VdS 
v JABD -

d'où : 

y/2 rvHVï çnH^fï-xï 
Pv

A
ef

D = „j?- / / xadxadx0 

z Jo Jo 
On trouve alors 

JJABD . 
(rjH)3 

rpes - W 7 Ö 

La puissance des efforts extérieurs Pe prend donc la forme : 

-k Calcul de la puissance résistante max imale développée dans le champ de 
v i tesse virtuel le 

La puissance résistante maximale est composée de deux termes. L'un est dû à la 
discontinuité de vitesse le long de la ligne BC, l'autre à la déformation dans la zone 
ABD. 

zone ABD : 

PriBD = / *{d)dS 
JABD ~ 

Le tenseur des taux de déformations possède comme valeurs principales : dj — —LU/2 

et du = uj/2, et sa trace est nulle. Il vient donc : 

Tr(dJ = c(di + du) = LOC 

et : 

PT
A

m
BD = 2ucrfH> 

- ligne de discontinuité de vitesse BC : 

Pr
B^ = [ K(n,lVJ)d£ 

J BC 
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avec 

d'où 

7T ÄM) = W C ; 

>BC 
P% =<*>"* & 

•Xl-ri? 

La puissance résitante maximale prend donc la forme suivante 

Prm = UJCH 
2 at (1 - T])2 

L'approche cinématique du calcul à la rupture nous conduit donc à la majoration du 
facteur adimensionnel suivant : 

1± (nHY* [ 2 ^ + ^ ( 1 - » ? 

V c / ^ ( l - i ? ) 
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2) Mécanisme de bloc en rotation 

û _ _ . 6i Gi 

e2 

Figure C.2 : Mécanisme de bloc en rotation 

* Calcul des puissances des forces de pesanteur dévloppées dans le champ 
de v i tesse virtuel le 

Afin de mener à bien le calcul de la puissance des forces de pesanteur développée dans 
le champ de vitesse considéré (rotation de la zone BUK autour du centre i l ) , on va la 
calculer séparément dans les trois zones : ABI, AKI, IJK. 

zone ABI 

W-LT** 
avec : 7 = 7Êi V = ureü 

d'où : 

Il vient 

DABI 
pes 

c o i ( 8 f + q ) 

/ / .in e ujr eos Varad 
°!iïTê 

PP" = U^T \ c o s (6* + Q ) c o s a [tan(#/ + a)- Un(0B + a)] + 
sin3 öi ( 1 

2 Vsin20j s i n 2 0 s 

cos3(0¡ + a ) sin a 

cos2(#/ H- a ) cos2(#g + a) 
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zone AK I : 

ou : 

Pg1 = ! 7 • VdS v JAKI — 

P^1 = fK f° B ^r2 cos OdrdO 

On obtient : 

yAKI 
pes ' 3 

in 0K — sin 0¡ + sin 
sin30! / 1 

9. l s i n 2 # . sin2 Oí 

- zone UK 

d'où 

Il vient donc : 

ïUK nt^Lvns 

P"K = f2 r ujjr2 cos OdrdO 
JeK JTo^2. 

r3 r 

PpeS = ui-f Isin 02 - sin0A- + cos3 02 (tan 0A- - tan62)\ 

La puissance des efforts extérieurs, due uniquement aux forces de pesanteur, prend 
donc la forme suivante : 

r x f . s i n 3 ^ ( 1 1 
Pe = u ; 7 ~ % sin 62 - sin Q¡ + ^ - - i { , Z r - 7 7 - ) + cos3 02 (tan #A 4- tan 02) 

ó [ Z \sm OK sin 0¿ 

+ cos3(ö/ + a) s m a cos a (tan(#/ + Q ) — tan(0# + Q ) ) H — 
cos2(0j + a) COS2(0B -r a) 

-k Calcul de la puissance résistante maximale développée dans le champ de 
v i te s se virtuel le 

La puissance résistante maximale développée dans la champ de vitesse est composé de 
deux termes, dus aux deux discontinuités de vitesse le long de BI et U. 

- ligne de discontinuité de vitesse IJ : 

Ju 



Annexes C.2 187 

avec 

*•('«, KD) = cure 

et : di = -^-r dO 
cos<p 

d'où 

PZ = ucrtf, - Oj) 

ligne de discontinuité de vitesse BI : 

JBI 

avec 

AH, Vä) = ^ r ° C ° y \ Q ~ [c-(c- at) sin(0 + a)] 
cos(fc> -t- a) 

e t : dt=r-^l±^-dß 
cos'(Ö + a ) 

On obtient alors, en intégrant entre #s et 0/ : 

pB/ r ; c o s 2 ( ^ + a ) [ 
Prm = U « S (C - at) 

1 I 

ln,HÄl l + 

COS2(6B + a ) cos2(#/ -H a) 

sin(ö/- + a ) sin(Öß + a ) 

tan /oB+a+v/2\j cos2(0¡ + a) cos2(6B + a) 
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D) Detail des calculs relatis au mécanisme (MBR) 

Q. 6i 

Figure D: Mécanisme de bloc en rotation 

L'expression de la coordonnée x% du centre de rotation Ü selon la direction e2 est 

„il 02 tan* a *?-" 
x2 = -r0e

 v cos 02 - 7 ñ 
tan o 

* Calcul de la puissance des forces de pesanteur dévloppée dans le c h a m p 
de vi tesse v ir tuel le 

La puissance des forces de pesanteur développée dans le champ de vitesse considéré 
(rotation de la zone BUK autour du centre fî), est calculée en trois parties : les zones 
ABI, AKI, IJK. 

- zone ABI : 

P. ABI 
pes JABI-

dS 

avec 

d'où 

7 — 7<¿i Y. — ureQ 

DABI 
pes 

f 1 r ° co>(6+a) e 

'°inrê 
. e » ! tan $ 

wyr2cos BdrdQ 
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Il vient : 

Fpes = W 7 
r 3 j gSÖ! tan0 g i n 3 ^ ( y 

y i 2 
i 

sin 0/ sin 0 s 
+ 

e3 í , ' t an*cos3(í?7 + a) 

- zone AK I : 

cos Q (tan(0j + a ) — tan(#jg + a)) + sin a 1 

2 Vcos2(ö/ + a ) cos2(0B + a ) 

p'"'-U-'-iS 

d'. ou 

r9A- í r o t 1 " 1 » * r<>K /Toe r 

PifJ= / / u>yr2 cos OdrdÖ 
17 J *" ° sin e 

On obtient : 

pes ' o Jo + + 
s in 3 Ö i e

3 e i t a n * / 1 1 

ou 

Jo 

2 Vsin2$A' sin2ö/y 

{sm9K + 3 tan^cosö A ' ) e 3 9 A ' t a n * - (sino/ + 3 t andeos 0/)e 3 ö ' t a n* 

1 + 9 tan2 ó 

zone UK : 

f y/JA' -

d'oí¡ ou 

>/JA P = 
e2 f r 0 e 6 t a n íp 

gi"(.a+e2) fe-T t a n ¿ 
,'7r eos 9drd9 

Il vient donc 

n í f = ^ 7 f | j i + sin3(/? + 02)e3,>>tan* 
cos ß I 1 

2 V s i r i ( ö 2 + /3) s i n ^ A ' - f / ? ) , 

avec : 

Jx = 

+ sin ,5 (cot(02 + /3) - cot(ôA- + 0)) 

(sin fl2 + 3 tan </>cos Ö2)e
3f?2 t a n^ - (sin 9K + 3 tan <j> cos ffR')e3gy t a n 0 

1 + 9 tan2 Q 
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* Calcul de la puissance résistante max imale développée dans le champ de 
v i tesse virtuel le 

La puissance résistante maximale développée dans le champ de vitesse est composé de 
deux termes, dus aux deux discontinuités de vitesse le long de BI et IJ. 

- ligne de discontinuité de vitesse IJ : 

avec 

d'où 

fl"(iL, {¥}) - cur0e 

et : 

8 tantf> 

tftanc£> 

M = ree__,. • de COS <p 

5/J 
rrn 2 tan* ( 

-02 tan $ „20/ tari <p 
*) 

ligne de discontinuité de vitesse BI : 

avec 

T(n, l [ ia) = ^ r o C O S A g j + a ) e ^ ^ 
cos(0 + o) 

et d¿ 

c cos (p — ut sm <p 
1 — sin <¿> 

_ r0cos(flj + q ) . f l , 
cos (# -f o) 

c cos <p — at 

1 — s i n </> 
sin(0 + a) 

tamp t/0 

On obtient alors, en intégrant entre 6ß et 9¡ ; 

P 
BI r2

oe
26ltasiócos2(eI + a) (ccos(f>-<Tt 

1 — sin ^ 

1 

COS2(0B + ce) cos2 (0i + Q ) 

c cos (j) — (Tt sin -

1 — sin </> 

/ö/+iH-7r/2\ . 

tan y 2 j sm(t// + a) sm(0# + a) 
tan (^+Q

2+^ /2) cos2(0/ + a ) cos2(0ß + a ) 
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E) Fondation rectangulaire posée sur un sol de Tresca 

*3 

E U 1 

K 
(a) 

h. 

^ 1/2 

x, y 
(b) 

E *2 

Figure E: Champ de vitesse pour le cas d'une fondation rectangulaire 
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- siirface de discontinuité de vitesse AA'C'C : 

P^'cc = UcBL ^ ( l 
tan Q / B tan a 

L 2 tan a, 

- zone BB'C'CDD' : 

pAA'OCDD* =ll^-[L + {CC)] ß 

où ( C C ) est la distance entre les points C C : 

t a n a 
{CC) = L-B 

tan a0 

surface de discontinuité de vitesse CCD'D : 

PrCfD'D=l-^(CC)ß 

- surface de discontinuité de vitesse ACD : 

PACD = M \L - (CC)] a 
rm. o P 

ö cos a-[ 
où a i , décrivant l'angle {CAA'), est défini par : 

tan a0 
tan Qi = 

s m a 

- surface de discontinuité de vitesse ADE : 

pADE JT„ c o s Q c 
r — VC — ¿ADE 

sine 

avec SADE l'aire du triangle ADE. 

- surface de discontinuité de vitesse DD'E'E : 

pDD'E'E = UcB sm{a + ß)(CC) 
2 sin S sinfo + ß — 8) 

surface de discontinuité de vitesse AA'D'D : 

pAA'D'D _ rr_o ¿ + {CC ) 
4 tan «5 
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surface de discontinuité de vitesse ABC : 

B2 

P^c = Uc — tan Q 
4 

zone ABCK : 

pABCK _ Ur B2 tan a 
rrm — L / C —— - p0 4 tan a0 

- surface de discontinuité de vitesse ACK : 

pACK = Uc &_ t a n a 
o tan a0 cos a 2 

où Q 2 , décrivant l'angle (CAB), est défini par : 

t a n a 
tan oí 

s ina 0 

surface de discontinuité de vitesse ABK : 

pABK = u
 B ' U n a 

4 tan Q0 tan 80 

surface de discontinuité de vitesse if G A 

pKGA TTr
 C O S ao o 

Km '— UC — F" ¿>KGj 
sm on 

où S KG A est l'aire du triangle KG A. 

La puissance résistante maximale développée dans ce champ de vitesse est donc : 

p __ o ( pAA'C'C , pAA'C'CDD' , pCC'D'D , o f pACD , , p .4DE\ , nDD'E'E • nAA'D'D 

¡pABC , pABCK , p / lSA' , r, ( pACK , pA'GAV 
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L'approche cinématique du calcul à la rupture nous conduit donc à : 

1 
< tan a + 2/3 + - v ' 

+ 
B tan a 

L 2 tan a0 

c.BL 

tan a + ß 
1 

COS Oil 
- 3 + ^ 

sin 6 sin(o + ß — S) tan S 

sin(a + ß) 

1 n ( 1 •- - + tan o 0 + /?„ 
tan à \ cos Q 2 

+ 1 + -

sin¿sin(a + ß — 6) 

sin(aD + /30) 

I sin2 ¿ tan 2 QD V I + — = — } 
sin2 of 

sin ¿0 sin(a0 + ß0 ~ 60) \ 

sin2 ¿o tan2 a 1 
1 + — + sin2 an tan 60 

(13.1)" 
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F) Expressions de J0, J¡ et J<¿ 

J0, J\ et J2 désignent les fonctions de a, ß et A suivantes : 

e3/5taníí> [sin(ci- + ß) + 3 tan <pcos(a -f ß)] — (sin a + 3 tan </>cosa) 
J0{a,ß) 

Ji{a,ß,Ä) 

M<*,ß,A) 

1 + 9 tan2 4> 

_ eA+3ß laa4> [ sin(a + ß) + 3 tan $ cos(o + ß)\ ~ eA (sin a + 3 tan <¿ eos a ) 

1 + 9 tan2 4> 

e-A+5ßtaj,e[sm{a + ß) + 5 tan <¡>cos(a + ß)] - e~A(ÚTia + 5 tan (¿cosa) 

1 + 25 t a n 2 <f> 
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G) Expressions de fl pes 

/ , pes 

L¡rJ 
X I 3 

e3«2tan*^sinÖ2 -j-3tan<¿cos02) - e3"1 »"^(sinfli + 3 tan çècos^) 

1 + 9tan 2¿ 

( * ? • ) / i ' 
6 Vskrö* s in^i 

r\ smá(0K, + ß) cos/? / 1 1 
" T ~ Vsin2(ö2 + /3) ~ s i n 2 ( ^ + ^)> 

- sin ß {cot(82 + ß) - cot(9K> + 

+ JUJ 
'r_l e(5fi2-5l)tan^(sm^2 + 5 tan^cosg 2 ) -e 4 e i t a n ^(s ing 1 +5tan^cosg 1 ) 
4 l + 25tan2<¿ 

rl e ( 3 ^ + 9 ' ) t m 1s ing 2 -f 3tan<¿cosfl2) - e4*'tan*(sinQx + 3tandeos 0X) 
T l + 9tan2<¿ 

(*?') s h ^ - O ^ t a n ^ ] tan¿ (z?') ,«*, ch[(0 - 0a) tan ¿] 
+ ^ - . 3 - — - i ¿-^- i lx . ; : — - de 

o sm Vü> o sin30 

rA
K sm4(6K> + 0) /*» eos 9 

eK, sin4(0 + ß) 
sh [ (0 -0 i ) t an¿ ]d0 

où x^ la coordonnée selon ei du centre Cl' de l'arc de spirale I'J', dans le repère 
(/Í', ei,e2), et TK< la distance entre les points 0 ' et A''. 6K> est l'angle qu'observe le 
segment de droite Cl'K' avec l'horizontale. 
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