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1. Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE)

Condensation de
Bose-Einstein

« Einstein (1925)
+ London (1938)

(ODLRO)

Cycles Longs

« Penrose-Onsager (1956),

Feynman (1953)
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE)

1925 — 1938 : Einstein — London
1956 : Penrose-Onsager

1953 : Feynman

1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

Ensemble grand canonique (A, B, 1), B=1/kgT, |N| =V
Distribution de Bose-Einstein :

Nk (8, 1) , p<infyep =0

- e@(€k_ﬂ) -1

Nombre total (moyen) de particules :NA(3, 1) = > cp- Nk
Densité totale de particule :

N/\(ﬂv M)

PA(B, 1) = v

Densité totale de particule en limite thermodynamique, A T R3 :

p(B, 1) = lim pa(B, )
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE)

1925 — 1938 : Einstein — London
1956 : Penrose-Onsager

1953 : Feynman

1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

Densité critique (saturation thermique du gaz) :
d3k 1 ¢(3/2)
) = < Pc = ’
p(B; ) /R3 @n? i pc(B) \

ol \g = hv/27B/m.

Condensation de Bose-Einstein :

po(B) = limpa(k = 0) = p = pc(B), p > pe(0) (1)

Interprétation, London ’38 :
Potentiel chimique solution de p = pa (3, i) > pc(5)

— -1 1
= 1= Fimpv To(v)
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE) 1925

1956

1953 :
1981 :

« Einstein (1925)
« London (1938)

Cycles longs

Condensation de
Bose-Einstein

— 1938 : Einstein — London
: Penrose-Onsager

Feynman
van den Berg-Lewis-Pulé

(ODLRO)

Feynman (1953)
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE)

1925 — 1938 : Einstein — London
1956 : Penrose-Onsager

1953 : Feynman

1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

Fonction de corrélation :

o(x,x') = Ii/r\n on(x,x') = Ii/r\’n Z Nk (x)pr(x") (2)
k

Critere de Penrose et Onsager (1956) :

a(B,p):= lim o(x,x)>0 (3)

[[x=x"[| =00
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE) 1925

1956 :

1953

1981 :

« Einstein (1925)
« London (1938)

Cycles longs

Condensation de
Bose-Einstein

— 1938 : Einstein — London
Penrose-Onsager

: Feynman
van den Berg-Lewis-Pulé

(ODLRO)

Feynman (1953)
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE)

1925 — 1938 : Einstein — London
1956 : Penrose-Onsager

1953 : Feynman

1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

La densité de particules dans les cycles de taille j :
1 . .
N — — ﬁuE —jBe
la densité totale de particules :

pa(Bs 1) = pnl)): (5)
=1

Critére de condensation dit d'existence de cycles infinis :

poo(3.p) = lim lim | S pa() | > 0. (6)
j=M
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE) 1925 — 1938 : Einstein — London

1956 : Penrose-Onsager
1953 : Feynman
1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

Condensation généralisée [van den Berg-Lewis-Pulé, '81-86] :

po(B) =limlim > pa(k) = p = pe(6) (7)

nl0
Ikl <n

Classification :

- Condensat conventionnel : Nx—g = O(N) (type I)

- Condensat Fragmenté : }, . Ni = No, Nx = O(N) (type |, II)
- Quasi-condensat : bande énergétique (type 1),

N = O(N%), 6 <1, No =3, Nk =O(N)
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Concepts de condensation de Bose-Einstein (CBE) 1925 — 1938 : Einstein — London
1956 : Penrose-Onsager

1953 : Feynman
1981 : van den Berg-Lewis-Pulé

Ce qui est connu

Condensation de
Bose-Einstein

 Einstein (1925)
+ London (1938)

(ODLRO)

Formule de Feynman-Kac

Cycles longs
« Penrose-Onsager (1956)

« Penrose-Onsager (1956)

Feynman (1953)
“Ueltschi (2006)
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Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modeéle : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle
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2. Equivalence des critéres, approche d’échelle [These Chl]

Condensation de
Bose-Einstein
généralisée

Corrélations
longue portée
(ODLRO)

Présence de
longs cycles
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Equivalence des critéres
Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modéle

: Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle
Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Théoreme :

Pour un gaz parfait de Bose grand-canonique dans des boites
parallélépipédiques quelconques A = L1 X Ly X L3, nous avons :

po(B,p) = (B, p) = po(B; p) (8)

ou la densité de particules dans le condensat généralisé est :

_J 0, p< pc(8)
po(B.p) = { p—pc(B), p> pe(B) )
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Equivalence des critéres
Equivalence des critéres, classification et approche d'échelle Modele : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle

Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Boites de Casimir :

L2

L3

/ L1

w z
L1 =V*, [, =V, L3 =V® a1 >2ay > a3z >0,
|/\| = L1L2L3 =V = ZV a, =1
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Equivalence des critéres
Equivalence des critéres, classification et approche d'échelle Modele : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle

Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Résultats connus :

a>112

K, Type | k Type Il k Type llI

Classification = Cycles et corrélations ?
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Equivalence des critéeres
Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modeéle : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle

Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Cycles et échelle On dit que pour le gaz de Bose il existe des
cycles longs a I'échelle A(V) ot A : RT — R™ est une fontion
positive et croissante, si :

yA(V)
plong;)\(ﬁap) = lil)imT ||m Z p/\(]
X J=xA(V)

Classification :
- Cycles macroscopiques si A(V) = O(V).
- Cycles mésoscopiques si A(V) = o(V), eg. A(V) = V%, 5 < 1
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Equivalence des critéeres
Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modeéle : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle

Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Critére de Penrose et Onsager (1956) :

lim Ii/r\n oa(x—x") >0 (10)

[[x—x'||—o0
Changement d’échelle : x — x' — X(V): Rt — R3

lim oA(X(V)) > 0. (11)

Classification :

- corrélations macroscopiques dans la direction x,,

si 3X tel que [ X, (V)| = O(L,).

- corrélations mésoscopiques dans la direction x;, si
non-macroscopique et si 3X tel que | X, (V)| = o(L,).
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Equivalence des critéres
Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modeéle : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle
Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

g-CBE Type | Type |l Type Ill
Cycles Macroscopiques Macroscopiques Mésoscopigues
Corrélations| Macro (3 directions) Macro (3 directions) Méso (dir_ectic_m 1)
Macro (directions 2,3)

Cycles mésoscopiques : O(V?%), 26 =2(1 —a;) < 1

Corrélations sur x; : O(V?), 6 = (1 —a1) < aq
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Equivalence des critéres
Equivalence des critéres, classification et approche d’échelle Modeéle : Gaz parfait dans une boite de Casimir
Redéfinition des concepts, approche d’échelle

Résultats pour le modéle de Casimir
Conséquences et motivations

Conséquences théoriques :

1) Les 3 criteres sont équivalents pour (GP)

2) Méthode échelle : classification cycles et corrélations = nouvelle
vision de la CBE généralisée

3) Classifications condensats reliées pour les 3 concepts

Contact avec I'expérience :

1) Expérimentale : quasi-1D [Ketterle et al '01, Aspect et al '03] :
nouvelle découverte Ty < T,

2) Ressemble la seconde transition pour gaz parfait [van den Berg
'83] = réviser étude et approfondir les liens
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Seconde transition

Modéle et motivation
Seconde densité critique
Températures critiques
Fractions condensées
Longueur de cohérence

3. Seconde transition [These, Ch2 et Ch3]

/1)

Ay
hw e @
IER=— Lo o] ==
T>TC Tm<T<TC T<Tm
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Modele et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Modeéle quasi-2D exponentiel :

L=Le*
2

L=l |
3

L=Le™*

Remarque :

Modele différent de Casimir (anisotropie algébrique)
— Anisotropie exponentielle

Parametre o > 0, metre™!
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Modele et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Ce qui est connu :

van den Berg-Lewis-Pulé, '83-86 : existence d'une seconde densité
critique pm > pc pour apparition d'un condensat macroscopique
Apres '86 : Rien

But :
Effets géométrique sur le condensat = propriétés cinétique (sans
interaction # régime Thomas-Fermi)

Questions :

1) Prédictions théoriques sur la transition (deux régimes) : fractions
CBE, seconde température critique T,,, longueur de cohérence

2) Modeles proches expérience : pieges harmoniques quasi-1D
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Modele quasi-1D dans piege harmonique
Particules libres sous un champ extérieur harmonique :
L 22,1 5o 1 55
Vext(r) = 5 MWieX + Smwyy + 5mwzz". (12)
Hamiltonien : — /2 A 4 Ve (r)
Valeurs propres, s, € N*, v =x,y,z:

1 1 1
€scsys, — hwx(sx + 5) + hwy(sy + 5) + EWZ(SZ + 5) (13)

Anisotropie exponentielle :

2,2
W, =w,e wc/“’l, Wi = wx = wy (14)
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Potentiel chimique effectif : Ay = €111 — p > 0,
Pulsation wp = (wxwyw;)'/3,

Nombre critique usuel (en limite wy — 0) :

1 1 ¢(3)
N~ ——— 3 = N..
(hﬂw0)3 /R3,+ d Eeﬂ(e"'A/‘) -1 < (hﬁw0)3

ol ((3) = 2j>1 %3

w, <€ w| = condensat généralisé type Il sur les modes s,
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Deux régimes de condensation :
1) hw, < Ap < hw; = Condensation généralisée sur modes s, :

1 1
Nabee = D Newjp— hBw, /R 9 Herram — 1
s:(OOsz)

1

hﬁ o In[BAp] = N — Ne.

N AH ,8_ —(N— Nc)hﬁwz;
Limite : (N — Ne)hfw, < w2/w?

272
Rappel : w, = w e ¥/l Wl = Wwx =Wy
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Second nombre critique :

w2
c_. (15)

N, = N+ —5%
C+hﬁw8

2) A =0 ((M)%—w?/wi) = 0(w) < hw,
= Saturation du quasi-condensat :
Coexistence avec condensat usuel :

Nbec =N—- Nm
NQbec = Nm - Nc
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Modeéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Premiere température critique (conventionnelle) :

hwo 1/3
T. = k5<(3)1/3N (16)

Seconde température critique :
Tm solution de N = Ny, = N + w?2/(hBw3)

3427, = T2, (17)

temprérature effective d'anisotropie exponentielle :

hwe

= ket (9)
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures c

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Ecart relatif entre les températures critiques :

Te— m_ ¢ 73

T, T3 (19)
c Cc

$2/3
f(x) =1-Q()"° + =—-Q(x) "/ (20)

avec Q(x) = F(L+ /1 + 5-x2).
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Modeéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

0.6

041

021

Courbe illustrant I'écart relatif entre les deux températures critique

avec % en abscisse et |'écart relatif en ordonnées.
C
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Seconde transition

Modéle et motivation
Seconde densité critique

Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Inteprétation

Ay
hw e W —
v hw,d 5 v _E AHI seoee, LM
T>TC Tm<T<TC T<Trn
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Modeéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Densité
A
Isotherme

Coexistence

condensat +

quasi-condensat Quasi-condensat
Py

Tm Tc Isodensité

P Gaz thermique

Température

Diagramme de phases
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Modeéle et motivation

Seconde densité critique
Seconde transition

Températures critiques
Fractions condensées
Longueur de cohérence

Fractions condensées :
Quasi-condensat :

Nobee 1—(%)3, Tm<T<Te,

N 5T T<Tm 21
Condensat usuel :
Noee _ | 0> , ) Tm<T<T, 22)
N 1—(%) (1+(%)), T< T,
Coexistence :

N N

No N N T\3
WOZ Qbec+ bec:1_<> ' (23)

Mathieu Beau, Université Aix-Marseille 1I-CPT

Etude Théorique du second point critique dans le gaz de Bose



Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

T
L

02 04 06 08 10 Tc

Courbe illustrant les fractions quasi-condensée en fonction de Tl
c
T
avec & = 1.5.

Nbec T 3 T 2
—1- (=) (1 (7) T < T, 24
N T, T - " (24)
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Modéle et motivation
Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées
Longueur de cohérence

Longueur de cohérence :

Lc h Lz ¥(T)
L.\ mw pap (H) ’ (25)

Avec I'exposant y(T) :
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Seconde densité critique
Seconde transition Températures critiques

Fractions condensées

Longueur de cohérence

L L L L —
02 04 06 08 10 To

Courbe illustrant I'exposant v(T) avec Tlc en abscisse et — = 1.5
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Seconde transition pour cycles longs
Analogie Polymeéres/Cycles

Analogie cycles/polyméres

4. Analogie cycles/polymeéres

&
Bs . a
A 24 i1 a
l§ r=A n'2 7.
1o = >0 |
5 i+1 R=a N2
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Seconde transition pour cycles longs
Analogie Polymeéres/Cycles

Analogie cycles/polyméres

Modele quasi-2D exponentiel :

L=Le*
2
L=l |
L =Le™
1
Question :
Seconde transition dans la représentation des cycles?
Rappel :

- Cycles macroscopiques si A(V) = O(V).
- Cycles mésoscopiques si A(V) = o(V), e.g. A(V) = V.5 < 1
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Seconde transition pour cycles longs
Analogie Polymeéres/Cycles

Analogie cycles/polyméres

Seconde transition : taille de cycles longs

Densité cycles

Gaz thermique: Mésoscopiques g 'Myacroscopiques +

+ Mésoscopiques (saturés)
PoPe
Re RS
< <

p P

c

Changement d'échelle pour les tailles des cycles mésoscopiques :

)\2
B (,—
P(L) = Agn(L)2 = { Ase2 mreDEp < poy(3)
Age®t, p > pm(B)
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Seconde transition pour cycles longs

Analogie cycles/polyméres Analogie Polyméres/Cycles

Seconde transition pour les polymeéres

Polymeére linéaire en boucle:

a
@@. |Loi déchelle: R=a N’z

Symbolisation: O

a<<Lc<<L Q
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Conclusions et perspectives

Conclusion et perspectives

Approche d'échelle
Criteres

Analogie

Modéle anisotropie

Cycles/Polyméres

Transition échelle cycle Seconde transition
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Conclusions et perspectives

Conclusion :

1) Equivalence des criteres = CBE généralisée
Classification = nouveau visage a la CBE généralisée

2) Nouvelle interprétation de la seconde transition

Nouvelles propositions : fractions condensés, seconde température
critique T, longueur de cohérence L.

Nouveaux modeles : quasi-1D harmonique exponentiellement
anisotrope

3) Seconde transition via cycles
Relation d'échelle pour cycles/polymeres
Analogies possibles gaz cycles /polymeres
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Conclusions et perspectives

Perspectives :
1) Interactions : décalage seconde température critique

2) Interactions : lien entre seconde transition et autres transitions
Tekt, Ty

3) Liens plus approfondis avec I'expérience

4) Interactions similaires aux modeles polymeres : lois échelles
Analogies avec transitions vitreuses
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Conclusions et perspectives

Merci de votre attention
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Conclusions et perspectives

Interactions :

Paramatre : x = 2= = 72‘2\5
1T 1

A=w, /w;, L, =+/h/mw,, v=2z 1

Régimes :

1) Gaussien : x <1

2) Thomas-Fermi : x ~ 1

3) Thonks-Girardeau : x > 1
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Conclusions et perspectives

R 1/4
Second paramétre : x. = fc = % <X
ac = /h/mwe, we = wi VA

Régimes :

1) Gaussien : xc < x < 1

2) Quasi-gaussien : x ~ 1, xc < 1

3) Intermédiaire : x ~ 1, xc ~ 1

4) Thonks-Girardeau : x > 1, xc > 1
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Conclusions et perspectives

Fonction de corrélation locale :

Z eﬁ €s— u) _?[ (27)

se( N*
Avec :

¢s(r) = ¢SX(X)¢sy(Y)¢sZ(Z)a

ol ¢s,(v), v = x,y,z sont des fonctions d'Hermites :

1 1 _22
V) = Hs (v/L,))e 2
¢Sy( ) /SV!25V\/7T_ /LV Su( / )
ol L, = /7.
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Conclusions et perspectives

Fonction de corrélation moyenne :

(g)(Ar) = /]R3 d*rg(F — Ar/2,7 + Ar/2)
= <gtherm>(Ar) + <gqbec>(Ar) + <gbec>(Ar) (28)

Avec Ar = (0,0,Az) :

o0
<gtherm>(Al’) ~ Z
j=1
00 .
e_JﬁAM _ ) -
J:

aiBu

j3ﬁ3w8

—2mAZz?/jBH?
€ )

(gbec)(Ar)Noe™ L=,
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Conclusions et perspectives
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Allure des fonctions de corrélation n-CBE avec Awg = 1,
Bh%/2m =1 et fApu =1,0.1,0.01,0.0000001 respectivement pour
les courbes bleue, rouge, verte et noir, a I'échelle de longueur

2 .
Az =[x \/%, | en abscisses.
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Conclusions et perspectives
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Allure des fonctions de corrélations q-CBE Aw, = 1, Bh%/2m =1
pour A = 0.001, 0.0001, 0.000001 respectivement pour les
courbes rouge, bleue et noir, a une échelle de longueur :

Az =1x/3np.
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