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Rés 
On développe un modèle viscoélastique non linéaire en grandes déformations, ap
pelé modèle pseudo-linéaire. Ce modèle est basé sur un choix particulier d 'une 
mesure de déformation permettant d'écrire le potentiel d'énergie libre sous forme 
quadratique et la loi de comportement sous forme d'une convolution simple. 
Afin de valider ce modèle, on compare le potentiel pseudo-linéaire à un potentiel 
d'énergie libre écrit sous la forme générale d'un développement de Fréchet d'ordre 
4. Les fonctions de relaxation de ce potentiel sont écrites sous forme d'exponen
tielles décroissantes à un temps caractéristique par décade. Cette comparaison 
montre une bonne concordance entre les deux descriptions. La formulation pro
posée permet de calculer simplement la dissipation dans le matériau. Une illus
tration est donnée dans le cas d'oscillations harmoniques. On développe alors une 
formulation variationnelle associée au modèle pseudo-linéaire basée sur la mini
misation de l'énergie totale. On effectue une approximation linéaire en temps et 
on propose une procédure numérique de résolution. On construit alors un code 
de calcul par éléments finis et on le valide dans le cas de comportements simples 
en comparant les solutions analytiques aux résultats numériques. 

Abstract 

We develop a large strain nonlinear viscoelastic model, called pseudo-linear mo
del. It is based on the choice of a suitable strain tensor which permits to write 
the Helmholtz free energy as a quadratic form and the constitutive equation as 
a single convolution equation. To validate this model, we compare the pseudo-
linear potential with a general Helmholtz free energy approximated by a fourth 
order multiple integral expansion. The memory functions are chosen in exponen
tial form with one characteristic t ime by decade. This comparison shows that the 
two models are in good agreements. The proposed model can easily evaluate the 
dissipation function of the material. This is illustrated in the case of harmonic vi
brations. Then, we develop a variational formulation based on the the total energy 
minimum principle. A numerical integration procedure using the finite element 
method is proposed, based on a linear approximation in the t ime domain. The 
comparison between the numerical results and the theoretical predictions are in 
good agreements for common behaviours. 



Mots-clés 
Viscoélasticité, fayperélasticité, grandes déformations, dissipation, formulation va-
riationnelle, méthode des éléments finis. 
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Introduction 1 

Introduction 

Les élastomères thermoplastiques et thermodurcissables sont très largement 
utilisés dans l'automobile, la chimie, le bâtiment, la câblerie et les adhésifs. L'ori
gine de ce succès provient des caractéristiques mécaniques des polymères qui leur 
permettent d'avoir une tenue correcte en température, une bonne tenue au frot
tement et aux chocs et de bonnes propriétés acoustiques (absorption de bruits et 
isolation phonique). Du point de vue mécanique, le comportement des polymères 
varie entre le comportement solide vitreux et le comportement fluide visqueux en 
fonction des conditions de chargement (température, temps, fréquence de char
gement). C'est pour cette raison que les polymères sont considérés comme des 
matériaux viscoéîastiques, terme qui exprime la variation du comportement entre 
l'état solide élastique et l'état fluide visqueux. 

La température qui caractérise le comportement des polymères est appelée 
température de transition vitreuse. Aux basses températures (ou aux hautes fré
quences), le comportement est de type élastique fragile (ou vitreux) avec un mo
dule d'Young de quelques GPa et une elongation à rupture de quelques pour-cent. 
Aux hautes températures (ou basses fréquences), le comportement des polymères 
est de type caoutchoutique avec un module d'Young de quelques MPa et une 
elongation à rupture de quelques centaines de pour-cent. Pour des températures 
encore plus élevées, une déformation permanente apparaît sous le chargement et 
le polymère se comporte comme un fluide visqueux. Autour de la température de 
transition vitreuse, le comportement du matériau est très instable (ni vitreux, ni 
caoutchoutique) et aucun équilibre thermodynamique ne peut être écrit. Le ma
tériau a alors un module intermédiaire et peut dissiper une énergie considérable. 

La dépendance vis-à-vis du temps provient du fait que les polymères s'oxydent 
au contact de la lumière. C'est pour cette raison qu'ils sont dits vieillissants et, 
dans ce cas, leur comportement est très différent. Toutefois, pour remédier à cet 
inconvénient, on ajoute, lors de la fabrication des élastomères, par exemple, des 
dérivés phénoîiques ou des dérivés aminés. 

Si l'on s'intéresse à ces matériaux à l'état solide et en les supposant non vieillis
sants, comme c'est le cas dans ce travail, les polymères sont sujets à de grandes 
déformations (puisque l'éîongation à rupture est de quelques centaines de pour-
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cent) et ont un comportement non linéaire. De plus, ils se caractérisent par une 
forte dissipation visqueuse et une faible conductivité thermique qui engendre une 
importante variation de température qui modifie fortement les caractéristiques 
mécaniques. 

La difficulté de l 'étude de ces matéraux réside dans l'interaction entre la 
dépendance en temps et la non linéarité. La plupart des études faites dans 
ce domaine, telles que [Coleman & Noll, 1961a], [Coleman &¿ Noll, 1961b], 
[Bernstein et ai, 1963], ne prennent pas en compte cette interaction. D'autres 
considèrent le comportement viscoélastique comme un comportement hyper-
élastique modifié. Ainsi, Johnson [Johnson et ai, 1991a], [Johnson et ai, 1991&], 
[Johnson et al., 1991c] a modélisé la viscoélasticité par la superposition de 
l'hyperélasticité et de la viscohyperélasticité ainsi que par un modèle de Maxwell 
linéaire où tous les éléments sont hyperélastiques. L'inconvénient de ce type 
d'approche est qu'elle ne permet pas de tenir compte de l'énergie dissipée. 

L'objectif de ce travail est d'écrire une loi de comportement qui rende compte 
des caractéristiques des polymères et d'en faire un outil numérique adapté au 
calcul de structures. Pour être compatible avec le comportement des polymères, 
cette loi de comportement doit être écrite en grandes déformations non linéaires 
en permettant le calcul, à chaque instant, de l'énergie dissipée du matériau. 

Après un chapitre où l'on récapitule les principales notions de mécanique 
nécessaires dans la suite du travail, la première partie de cette thèse fait l'in
ventaire des différents modèles viscoélastiques selon deux catégories. La première 
recense les modèles par approche fonctionnelle tels que [Coleman & Noil, 1961b], 
[Pipkin, 1964], [Bernstein et ai, 1963] alors que la seconde énumère les modèles 
par approche par variables d'état tels que [Mandel, 1977], [Sidoroff, 1974]. L'ap
proche fonctionnelle consiste à écrire la contrainte comme une fonctionnelle de la 
déformation alors que l'approche par variables d'état suppose que la contrainte ne 
dépend pas de l'histoire de la déformation mais de la valeur actuelle d'un certain 
nombre de variables dites variables d'état . 

Après avoir montré les limites des précédents modèles, essentiellement liées à 
l'identification des paramètres qui les définissent, on développe, dans la deuxième 
partie, le modèle proposé (appelé modèle pseudo-linéaire) en définissant les mé
thodes d'identification des paramètres du modèle. Ainsi, on suppose l'existence 
d'une mesure de déformation qui permette d'écrire le potentiel d'énergie libre 
sous forme quadratique. Cette formulation a l'avantage de limiter à 2 l'ordre 
du potentiel, la non linéarité étant incluse dans la mesure de déformation que 
l'on choisit comme fonction tensorielle isotrope du tenseur de déformation de 
Green-Lagrange. Au cours de cette partie, on effectue une validation du modèle 
en comparant le potentiel pseudo-linéaire à celui écrit sous forme d'un développe
ment de Fréchet d'ordre 4. Par la suite, on montre comment il permet de calculer, 
à chaque instant, l'énergie dissipée par le matériau. 
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Enfin, la troisième partie explore, dans un premier temps, différentes voies 
possibles d'établissement et de résolution d'une formulation variationnelle asso
ciée à cette loi de comportement. Parmi ces voies, deux ont retenu notre atten
tion: celle liée à la viscoélasticité linéaire en petites déformations (résolue via 
la transformée de Laplace-Carson) et celle liée à î'hyperélasticité (résolue par 
la méthode du lagrangien augmenté). Ces deux méthodes nous ont alors donné 
l'idée d'appliquer la transformation de Laplace-Carson aux équations d'équilibre 
et aux lois de comportement du modèle pseudo-linéaire afin de nous ramener à 
un problème hyperélastique susceptible d'être résolu par la méthode du lagran
gien augmenté. Cette voie a montré ces limites et nous a contraint à écrire une 
formulation variationnelle en espace et en temps mais dont le déplacement est la 
seule inconnue. A partir de cette formulation, nous avons développé un schéma 
numérique de résolution en utilisant des mailles particulières et en nous limitant 
au cas axisymétrique. Cette partie se termine par un certain nombre d'exemples 
de problèmes résolus numériquement et comparés, quand cela est possible, aux 
solutions analytiques. 
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Rappels et notations 

En guise de préambule, nous proposons de faire quelques rappels basiques de 
la mécanique des milieux continus afin d'introduire certaines notations qui vont 
nous servir dans ce travail. Ainsi, après avoir défini les différentes descriptions (la-
grangienne et eulérienne), nous allons étudier les déformations et les contraintes. 
La définition des déformations va nous amener à introduire le tenseur gradient 
de transformation et, par conséquent, la notion de transport convectif qui permet 
de passer d'une description à l'autre. Nous introduisons par la suite la notion de 
force puis celle de contrainte afin de déboucher sur les lois de comportement per
mettant de lier les contraintes aux déformations. Nous rappelons enfin l'inégalité 
de Clausius-Duhem qui permet d'établir la cohérence physique d'un système ou 
d'un modèle. 

0.1 Description d'un système en mouvement 

•s? Définit ion 0.1 [Salençon, 1989] On appelle configuration actuelle d'un sys
tème S, la configuration Kt correspondant à l'instant courant t. Les variables 
indépendantes sont donc la position actuelle x de la particule X et le temps t. 

On appelle configuration de référence du système S, la configuration parti
culière Kio du système à un instant ta fixé. En général, on pose to = 0 et la 
configuration de référence est alors appelée configuration initiale et notée KQ. Les 
variables indépendantes sont donc la position de référence. X de la particule X et 
le temps t. Il convient de préciser que le choix de la configuration de référence 
est arbitraire. 

On appelle configuration naturelle du système S, la configuration où les va
riables indépendantes sont la particule X elle-même et le temps t. Néanmoins, 
cette configuration est rarement utilisée en mécanique des milieux continus. En 
revanche, elle s'avère très utile dans certaines applications de la méthode des 
éléments finis. 

Un point matériel M est repéré par ses coordonnées, par rapport à un repère 
orthonormé, X = {X\,X2,Xz) dans KQ et x = (xi,X2, X3) dans Kt. Tous les 
repérages des différentes configurations se feront dans un referential galliléen noté 

n. 
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0.1.1 Description lagrangienne 

O Définition 

La description lagrangienne du mouvement d'un corps déformable dans le 
référentiel 1Z consiste à se donner à chaque instant l'expression du vecteur position 
x de la particule située en X dans KQ: 

.1 x = <p(X, t) 

où <f) est une fonction continue et continûment derivable. 

O Vitesse d'une particule 

La vitesse de la particule dans 1Z identifiée par sa position dans K0 est le 
vecteur H(X, ¿) défini par: 

dx_d<t>(X,t) 
2 ^ - ^ - Tt - ~~dT~ 

0.1.2 Description eulérienne 
La description eulérienne du mouvement d'un corps déformable dans le réfé

rentiel 1Z consiste à se donner à chaque instant l'expression du vecteur vitesse u 
de la particule dans Kt: 

.3 « = M(X, t) 

0.1.3 Déformations 

O Gradient de transformation 

On définit le gradient F de la transformation <f> : KQ \—Y nt par: 

<p admettant une application réciproque, on en déduit que F n'est jamais 
singulière. Son déterminant J (appelé dilatation volumique) ne pouvant être nul, 
il est de signe constant: 

.5 J = det£ , J > 0 

On peut donc effectuer la décomposition polaire de F: 

.6 | = E-K = Y-E 

où R est la rotation de la matière et U et V les tenseurs de dilatation droit 
et gauche respectivement. 
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O De format ions en représentation lagrangienne 

1. Tenseur des dilatations 

On définit le tenseur de second ordre Ç, tenseur des dilatations entre les 
configurations Kg et /ct, appelé tenseur des dilatations de Cauchy1 , par: 

.7 C = ' F - F 

C'est un tenseur symétrique défini positif. Il est le tenseur de base pour la 
représentation lagrangienne du comportement. 

2. Tenseur des déformations de Green-Lagrange 

On définit le tenseur des déformations de Green-Lagrange entre les confi
gurations «o et «t par le tenseur symétrique d'ordre 2, A: 

•8 â=4(ç-i) 

Il a l'avantage, par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit, d'être nul 
en l'absence de déformation. 

3. Tenseur gradient lagrangien du champ de vitesse 

Il est défini par: 

.9 Í = 5x£(X,í) 

4. Tenseur taux de déformation lagrangien 

Il est défini comme la dérivée par rapport au temps du tenseur des dilata
tions: 

.10 4 = -Ç=l (*¥•¥ + *¥-F) 
— 2— 2 v — —j 

1. Cette appellation correspond à la terminologie française (Germain, Salençon). Dans la 
terminilogie anglo-saxonne, ce tenseur est appelé tenseur de Cauchy-Green droit pour le diffé-
rentier du tenseur de Cauchy-Green gauche B. Etant donné que dans la bibliographie ces deux 
tenseurs sont utilisés, nous utiliserons, dans la suite, la terminologie anglo-saxonne 
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O Déformations en représentat ion eulérienne 

1. Tenseur des dilatations 

On définit le tenseur de second ordre J|, tenseur eulérien des dilatations, 
appelé tenseur de Cauchy-Green gauche, par: 

.11 H = E - f I 

2. Tenseur gradient eulérien de vitesse 

Il est défini par: 

.12 L = É - I _ 1 

3. Tenseur taux de déformation eulérien 

Il s'agit de la partie symétrique du gradient par rapport à x de la vitesse 
ü(x,<): 

car 5-x— — =̂ x— ' —-1 • 
C'est un tenseur eulérien. La partie antisymétrique du gradient de vitesse 
eulérien est appelée tenseur taux de rotation et notée t¡¿: 

.14 í¿(x,t) = l- ( ^ M ( X , Í ) - %<u(x , í ) ) =\(¡á~
th) 

O Transport convectif 

Le transport convectif d'une grandeur (vecteur, tenseur, élément de surface, 
élément de volume • • •) consiste à suivre cette grandeur dans le mouvement de 
déformation homogène lorsque t varie. 

1. Transport d'un vecteur 

.15 e f x = g ( X , t ) d X 

2. Transport d'un volume 

Si dû est un élément de volume dans la configuration actuelle et d(l0 le 
même élément dans la configuration de référence, alors: 

.16 dft = J (X, i) diîo 
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3, Transport d'une surface orientée 

Soit dT et dTo deux éléments de surface dans nt et Ko respectivement: 

.17 dr = J(X,t) 'f-1 (X, t) dT0 

4. Transport du tenseur taux de déformation 

Les tenseurs taux de déformation eulérien D> et iagrangien A_ sont liés par: 

.18 p(x,í) = tE"1-4(X,í)-E~1 

0.1.4 Contraintes 

O Description eulérienne 

Si on note par g le vecteur contrainte s'appliquant sur un élément de surface 
dY de normale extérieure n dans la configuration actuelle nt (figure 0.1), on peut 
définir le tenseur eulérien des contraintes de Cauchy g_ par: 

.19 q_ • ri dV — g dF 

FlG. 0.1 - Force élémentaire 

O Description iagrangienne 

Le tenseur Iagrangien des contraintes, qui est le transporté du tenseur des 
contraintes de Cauchy, est appelé tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 et 
est noté IL II est défini par: 

.20 ¡L=Jg-1-g-tg~1 

II est le tenseur énergétiquement associé à A puisque la puissance de défor
mation est: 

.21 Vdéf= Í R'àdU0= i g:Udiï 
JKo Jut 
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0.1.5 Grandeurs objectives 

Z> Déf in i t ion 0.2 [Germain & Müller, 1986] Une grandeur est dite objective si 
elle est invariante par changement du référentiei dans lequel on observe le mou
vement. 

Nous avons réuni dans le tableau ci-dessous ( T A B . 0.1) les principales gran
deurs en précisant si elles étaient objectives ou non. 

Grandeur ou opérateur 

Vitesse 

| Tenseur de Cauchy-Green 

Tenseur de Green-Lagrange 
Tenseur gradient de transformation 

Tenseur taux de déformation 
Tenseur taux de rotation 

Contrainte de Cauchy 
Dérivée particulaire 

Symbole 

u 

ç 
A 

E 
0 
u¿ 

çr 

i 
dt. 

Objectivité 

NON 
NONa 

NON6 

NON 
OUI 
NON 

OUI 
NON 

T A B . 0.1 - Objectivité des grandeurs physiques décrivant un système 

" En fait, ce sont les composantes du tenseur qui sont objectives 
b Même remarque que pour le tenseur de Cauchy-Green 

La dérivée particulaire, qui est la dérivée par rapport au temps d'une gran
deur définie sur un ensemble de particules que Ton suit dans son mouvement 
[Germain & Müller, 1986], définissant un taux de variation par rapport à un ob
servateur de la grandeur que l'on suit dans son mouvement n'est pas un opérateur 
objectif. C'est pour cette raison que l'on introduit un opérateur objectif, la dérivée 
de Jaumann, défini par: 

•22 ^ ( - ) = | ( . ) - r ( . ) 

On peut définir d'autres opérateurs différentiels objectifs. Par exemple, la 
dérivée convective 

•2S § M - | <•>-£««•<•> 
est un opérateur objectif. 
Une autre dérivée objective est celle introduite par Truesdell 

[Truesdell k, Noll, 1965] et qu'il définit par: 

.24 
dt u dt -L • ( • ) - ( • ) • % 

où L est le gradient de vitesse défini par la relation (.12). 
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0.1.6 Loi de comportement isotherme 

Dans ce paragraphe, nous introduisons la loi reliant le tenseur de contrainte 
de Piola-Kirchhoff 2 au tenseur de déformation de Green-Lagrange. L'obtention 
d'une telle loi est basée sur un certain nombre de principes que nous développons 
dans ce qui suit. Le travail proposé dans cette thèse est développé pour un maté
riau isotherme. C'est pourquoi nous nous plaçons dans ce cas pour l'établissement 
de la loi de comportement. 

Q Déf in i t ion 0.3 Principe de causalité 
L'histoire du tenseur de contrainte actuelle ne dépend que de l'histoire des posi
tions actuelles et éventuellement de leur histoire passée, soit: 

(, * \ 
.25 x*x = x l X, T \ : histoire des positions de X 

\ -oo / 
X* — { ï x 0 l ^ o Ê C } , C : corps des points matériels X 

Le principe de causalité implique donc que la contrainte actuelle est une fonc
tionnelle du point matériel X, de l'instant actuel t et de xu-

.26 g(X,t) = $réf{X,t;X
t) 

's? Déf init ion 0.4 Principe de l'action locale (théorie des gradients) 
Seuls les points situés à <êC proximité > ¿ e l influent sur la contrainte au point 
X. Donc, au lieu de retenir \ l , on ne retient que le développement en gradients 
successifs: 

Ç? Déf init ion 0.5 Principe de simplicité matérielle [Noll, 1958] (théorie du pre
mier gradient) 
La transformation <f> n'intervient que par son premier gradient F, l'influence des 
autres gradients étant négligeable. 

.28 g(X,t) = $réfíx,t;FÍxy T 

Ç? Définit ion 0.6 Principe d'objectivité 
La contrainte doit être invariante par changement du référentiel dans lequel on 
observe le mouvement. 
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Cela a deux conséquences sur l'écriture de la loi comportement: 

- Changement d'origine des temps: t ne peut être un argument directement 
de $ r é f : 

.29 ¡l(X,t) = $réfix;Flx, r 

- Changement du référentiel spatial: la contrainte ne dépend que de la défor
mation pure A (ou C ou ^ ) . 

Par conséquent, les hypothèses classiques de l'action locale et de la simplicité 
matérielle, conjuguées aux principes de causalité et d'objectivité nous permettent 
d'aboutir à la relation fonctionnelle générale liant les contraintes aux déforma
tions: 

.30 ¡L(X,t) = $réf(X;&(X,t)) 

Afin de simplifier cette relation fonctionnelle, nous nous plaçons dans le cas des 
corps homogènes. Dans ce cas, la dépendance explicite par rapport à X disparaît. 
La loi de comportement s'écrit donc: 

.31 U{t) = T 
t 

4(r) 
T = —OO 

La forme de la fonctionnelle T est, en général, approchée par une somme 
(d'ordre TV, Àr = 1 • • • oc) d'intégrales du tenseur de Green-Lagrange. Pour 
plus de détails sur ces représentations, on se référera aux travaux de Fréchet 
[Fréchet, 1910], de Green et Rivlin [Green & Rivlin, 1957], de Spencer et Rivlin 
[Spencer & Rivlin, 1959] ou de Lockett [Lockett, 1965]. 

0.2 Inégalité de Clausius-Duhem 

On considère un système S de domaine fî et de frontière dû. Supposons 
l'existence des grandeurs thermodynamiques suivantes: 

- M l'énergie interne du système 

.32 U = / pu dSl, u énergie interne spécifique 
Ja 

- C l'énergie cinétique du système 
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.33 C = | f , M - M¿n, K « t o « ¿e* ? o r t , c « / „ * , * * » « 

- Vc la puissance calorifique reçue par le système 

.34 Vc= r dû- I q-n ddü 

Ja Jda 

{ r densité volurnique de production interne de chaleur 
q vecteur courant de chaleur 
il normale extérieure à dû 

- Ve la puissance des efforts extérieurs 

.35 Ve = / f • u dû + / g • u ddü 
Ja Jda 

f force de volume 
avec i f r • 

g force suriacique 
- S l'entropie du système 

.36 S = / p s dû, s densité d'entropie spécifique 
Ja 

Alors l'inégalité de Clausius-Duhem s'écrit, dans la configuration actuelle: 

q (x t) • V# (x t) 
.37 g(x,t):n(x,t) = p(x,t)[ù(x,t)-6(x,t)s(x,t)]- L~ — > 0 

Dans la configuration de référence, elle s'écrit: 

i (X, í ) :A(X, í ) = po{X,t)[ù0{Xtt)-9(X,t)s0(X,t)] 

3 8 _ %(x,t)-Y.Hx,t)> 

0(x,t) 

où l'indice 0 se rapporte à la configuration de référence. 
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Première part ie 

Synthèse bibliographique des 
différents modèles viscoélastiques 
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Introduction 

Les lois de comportement peuvent s'écrire sous différentes formes conduisant 
à des approches qui diffèrent par leur principe. 

A ce propos, deux grandes écoles se distinguent dans le développe
ment des lois de comportement en viscoélasticité: l'école anglo-saxonne 
([Coleman & Noll, 1961a], [Noll, 1958], [Pipkin, 1964], [Bernstein et ai, 1963], 
[Scfiapery, 1969]) qui privilégie une approche de type fonctionnelle et l'école fran
çaise ([Mandel, 1977], [Weber, 1968], [Sidoroff, 1975a]) qui est davantage axée sur 
une approche par variables d'état. 

L'approche fonctionnelle consiste à écrire la contrainte sous la forme d'une 
fonctionnelle de l'histoire passée de la déformation. Fréchet [Fréchet, 1910] a 
montré que de telles fonctionnelles (sous l'hypothèse qu'elles soient continues) 
pouvaient être développées en séries d'intégrales multiples. Selon l'ordre du dé
veloppement, on obtient des expressions de plus en plus complexes et donc des 
modèles plus ou moins fidèles au comportement réel. Chaque fonctionnelle du 
développement peut être interprétée comme une fonction de relaxation qui peut 
être déterminée expérimentalement. Le nombre d'expériences à réaliser devient 
rapidement élevé lorsque l'on augmente l'ordre du développement ce qui est une 
limite importante à ce type d'approche qui, malgré tout, reste utile pour des 
études théoriques. 

L'approche par variables d'état suppose que les grandeurs constitutives ne dé
pendent pas de l'histoire comme le suppose l'approche fonctionnelle, mais qu'elles 
dépendent uniquement de la valeur actuelle de certaines variables, dites variables 
d 'état supposées être les mêmes que celles qui décrivent l'équilibre. Elle est plus 
maniable que l'approche précédente puisqu'elle ne fait intervenir qu'un nombre 
limité de variables d'état et s'inscrit, par sa construction même, dans un cadre 
thermodynamique. Le problème posé consiste à choisir de façon adéquate les va
riables d'état et les fonctions d'énergie libre et de dissipation pour décrire un type 
de comportement donné. 

Dans le cadre de cette étude bibliographique, on développera les principaux 
modèles illustrant les deux écoles en montrant, chaque fois que possible, leurs 
avantages et leurs limitations. 
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Chapitre 1 

Approche fonctionnelle 

Dans cette catégorie, on regroupe les modèles basés sur une représentation 
fonctionnelle des contraintes, de l'énergie libre et de l'entropie (c'est à dire qu'elles 
dépendent de l'histoire des déformations et de la température [SidorofT, 1975a]) 
en partant des modèles linéaires (Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a]) pour 
arriver aux modèles non linéaires (Lockett [Lockett, 1972]). Nous évoquerons en
suite la notion de temps réduit introduite par Schapery [Schapery, 1969] avant de 
terminer par le modèle de Christensen [Christensen, 1980] qui est une extension 
de l'hyperélasticité à la viscoélasticité. 

1.1 Viscoélasticité linéaire finie 

Dans le cadre des modèles viscoélastiques par approche fonctionnelle, on se 
restreint au cas isotherme. Le point de départ de ces modèles est la relation 
(.31) liant l'histoire des contraintes à celle des déformations que nous rappelons 
ci-dessous: 

1.1 2 ( 0 = T 

En réécrivant cette relation en terme de contrainte de Cauchy, comme l'ont 
fait Green et Rivlin [Green & Rivlin, 1957], [Pipkin, 1964], on obtient: 

1.2 g(t) = ~ | ( Î ) • 2(0 • 1(0 = J KO • ? 

Pour supprimer la difficulté issue des grandes déformations, Green et Rivlin 
[Green & Rivlin, 1957], [Pipkin, 1964] ont superposé ces grandes déformations à 
de petites déformations, de telle sorte que la réponse globale du matériau puisse 
être considérée comme linéaire. 

t 
4(r) 

r = —oo 

t 

T = —OO 

'F(i) 
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O Petites déformations superposées à de grandes déformations 

Si les déformations sont suffisamment petites, le comportement peut être 
considéré comme linéaire, même si elles sont superposées à de grandes défor
mations. Notons A cette grande déformation. Green et Rivlin expriment alors la 
loi de comportement, écrite en contrainte de Cauchy, en fonction de trois tenseurs, 
relatifs à la déformation A , qu'ils définissent ainsi: 

1.3 < 

F0 (t) 

2A°.(r) 

dx¡(t) 
dx°p 

dxk(r) 
dx° 

dx° d; 

dxk(r) 
dx° 

*? 

- Si 

dXp dXp 

où x®(Xp) sont les coordonnées de la particule Xp à un instant particulier de 
la déformation A . 

En termes de A°(r) et B°(r), la relation développée à l'ordre 1 (1.2), 
écrite en contrainte de Cauchy, pour des petites déformations superposées à de 
grandes déformations dans un matériau initialement isotrope, prend la forme 
[Pipkin k Rivlin, 1961]: 

1.4 g(t) = | ° (¿) . { ^ (g0) + Zt 4°(r) ; i° 
T = — OO 

r{t) 

où T est une fonction tensorielle des invariants de B et T une fonctionnelle 
des invariants de B° et de l'histoire de A0. 

Remarque 1.1 On remarque que le déterminant J de F de la relation (1.2) 
n'apparaît pas dans la relation (H). Il est tout simplement inclus dans les termes 
T. 
— » ( ¿ = 0 , 1 ) 

Remarque 1.2 La relation (1-4) peut être récrite en contrainte de Piola-
Kirchhoff 2, ce qui donne: 

15 g(t) = < £ , ( S 0 ) + £ A°(r) ; I ° 
r = —oo 
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Toutefois, cette vision est limitée par le fait que la déformation doit être petite. 
Pour pallier à cet inconvénient, Coleman et Noll ont considéré la configuration 
actuelle comme étant la configuration de référence (approche eulérienne) pour 
décrire l'histoire de la déformation car, souvent, soit on ne connaît pas la confi 
guration de référence naturelle du matériau, soit il y a plusieurs états d'équilibre 
possibles sous contrainte nulle, soit la configuration naturelle n'est pas celle que 
l'on veut privilégier. 

o Le modèle de Coleman et Noll 

Au lieu d'introduire un gradient de transformation et un tenseur <ICgrandes 
déformations» définis par rapport à une grande déformation, Coleman et Noll 
[Coleman & Noll, 1961a] définissent une nouvelle mesure de déformation à partir 
du gradient relatif. Ils remplacent donc les relations (1.3) par: 

dxi(r) 
I E=t^) = 1 

1.6 

£(r) = %(r) F (r) 

Selon la valeur de r , ces deux tenseurs prennent des valeurs particulières, à 
savoir: 

1.7 

W = T 

£(') = 

£-1 M
l 

T1 

i 

SÍ T > 0 

SÍ T < 0 

• F -1 = B -1 

i 
f 

si 

si 

T > 0 

T < 0 

Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] écrivent la loi de comportement en 
terme de tenseur de contrainte de Cauchy modifié ¿r(i) = ' R ^ ) •£(/) • R(i) en fonc
tion du tenseur C ( T ) = ¿R_(í) • £ , ( T ) • R(i) (R étant la rotation de la matière). 

En utilisant la théorie des espaces de Hubert, ils aboutissent à la loi de com
portement, écrite à l'ordre 1, suivante: 

1.8 git) = g, (£(*)) + j f °£ (£(< - *);£(*)) da 

où TL et Tj sont respectivement une fonction tensorielle et une fonctionnelle 
analogues à Í et T mais qui dépendent des invariants de Ç et de l'histoire de 

£ • ~ 

Remarque 1.3 En récrivant la relation (1.8) en terme de contrainte, de Piola-
Kirchhoff 2, on obtient: 

•9 fl(t) = £ (£(*)) + f E(Ç(T);S*)) dr 
J — oo 
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Lorsque l'on applique le modèle de Coleman et Noll aux matériaux isotropes, 
il est plus pratique de prendre la configuration de référence comme étant non 
déformée [Noll, 1958], [Truesdell h Noll, 1965]. La contrainte est alors détermi
née par l'histoire de la déformation et par la déformation actuelle seulement, à 
condition que Ton choisisse comme mesure de déformation actuelle le tenseur B 
(ou V). Dans ce cas, les résultats issus de [Noll, 1958], [Truesdell k. Noll, 1965] 
montrent que les équations constitutives (1.8) et (1.9) se réduisent respectivement 
à: 

.10 g{t) = £, (!(<)) + / ° ° £ (&(* - s)'Mt)) as 

f r (e ( r ) ; i ( f ) ) dr 
o 

où les fonctions tensorielles T[ et T" et les fonctionnelles T' et T" sont iso~ 
= 0 = 0 = 1 =rl 

tropes. 
On remarque que la relation (1.11) s'apparente à la relation (1.5) déterminée 

par Green et Rivlin. Dans le paragraphe suivant, on montre que l'on peut passer 
de l'une à l'autre moyennant certaines considérations. 

o Liens entre les modèles de Green &¿ Rivlin et de Coleman &: Noll 

On présente ici les arguments de Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a], 
[Pipkin, 1964] qui ont permis d'établir des liens entre les deux formulations. 

Dans la théorie de Green et Rivlin, la déformation stabilisée A peut être 
choisie de telle sorte que A(r) — A soit petite dans un intervalle de temps T 
suffisamment long précédent l'instant t où la contrainte est mesurée. Dans ce 
cas, la relation (1.5) est toujours applicable, que le matériau soit dans l'état 
stabilisé ou pas. En particulier, pour toute valeur de t, on peut choisir A_̂  comme 
étant la valeur de A ( T ) à l'instant t, c'est à dire A = A_(f). Par conséquent, 
D_{T) = A (T) — A. est la différence entre l'histoire de déformation actuelle A(r) 
et l'histoire fictive d'une déformation stabilisée dans laquelle la déformation a 
toujours la valeur A(i). Avec ce choix de A . D_(r) dépend paramétriquement de 
t (à travers le choix A^ = A_(i)). On peut alors l'écrire D_(r; t), avec, par définition, 
D_(t;t) = 0. D_(r\t) peut être petit dans un long intervalle (en r) précédant t. 
C'est en particulier le cas lorsque la déformation varie suffisamment lentement. 
Si on choisit x®(Xp) comme étant les coordonnées des particules Xp à l'instant 

dx° 
t, de sorte que xf = Xi(t), alors les gradients -7—7- dépendent paramétriquement 

aXp 
de t, mais ne sont pas des fonctions de r . Avec ce choix de :r°, la déformation 
relative A°(r) de la relation (1.3) doit être notée A°(r; f) et est égale au tenseur 
de Green-Lagrange A ( T ; t) et le tenseur des dilatations gauche relatif B_° de la 
relation (1.3) doit être noté B(i), tenseur des dilatations gauche (non relatif). 
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Dans ce cas, le gradient de transformation |[° de la loi de comportement (1.4) 

dx-(t) ~ 
vaut: F 0 = • • •-' -- = Siv. Cette loi de comportement devient alors: 

1.12 a(t) T^ (i) + rx 

t 
4 ( r ; i ) ; 1 

r = — oo 

Cette relation peut être réécrite en fonction du tenseur de Cauchy-Green droit, 
ce qui donne: 

1.13 a(t) = £, © + lr 
t 

T = —OO 

Cette relation peut être comparée à la relation (1.10) correspondant à la loi 
de comportement en viscoélasticité linéaire finie d'un matériau isotrope établie 
par Coleman et Noll. 

Le modèle de Green-Rivlin est plus adapté aux problèmes des petites vibra
tions. En revanche, celui de Coleman et Noll est plus approprié pour les problèmes 
où la déformation varie lentement tout en étant grande ce qui en fait un modèle 
plus avantageux pour les grandes déformations qui sont l'objet de ce travail. 

Une application des théories de Green et Rivlin et de Coleman et Noll est le 
modèle de Bernstein, Kearsley et Zapas (communément appelé BKZ) qui pose 
le problème de l'identification (expérimentale) des fonctionnelles. Dans lesdites 
théories, l'histoire de contrainte est une fonctionnelle de l'histoire du gradient de 
transformation. L'inconvénient d'une telle écriture est que, à partir des résultats 
d'une histoire du gradient de transformation, on ne peut pas prédire les résultats 
d'une autre histoire du gradient de transformation. Ainsi, le premier point faible 
des deux théories est d'avoir admis (et donc contourné) la question de savoir 
dans quel sens une histoire de déformation peut en approcher une autre. D'autre 
part, les modèles de Green & Rivlin et de Coleman & Noll génèrent un nombre 
élevé de caractéristiques matérielles à identifier. L'expérimentateur ne peut pas 
effectuer un nombre indéfini ou infini (même dénombrable) d'essais. Par consé
quent, il faudrait limiter le nombre de paramètres du matériau à un nombre fini 
et petit en ajoutant à la théorie des hypothèses empiriques raisonnables. C'est 
en partant des modèles de Green et Rivlin et de Coleman et Noll et en se basant 
sur des hypothèses justifiées par l'expérience, que Bernstein, Kearsley et Zapas 
ont construit leur modèle que nous présentons au paragraphe suivant. 
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1.2 Le modèle de Bernstein, Kearsley et Zapas 
(BKZ) 

Souvent, les matériaux viscoélastiques sont modélisés par l'adjonction de 
termes visqueux à la théorie des solides élastiques (modèle classique de Voigt) 
ou par l'adjonction de termes élastiques à la théorie des fluides (modèle de Max
well). Mais cette vision n'est plus valable pour de fortes non linéarités. 

Bernstein, Kearsley et Zapas [Bernstein et ai, 1963] ont développé une théo
rie (le modèle BKZ) pour les matériaux incompressibles, sous deux formes: la 
première, valable pour les solides et la seconde, pour les fluides. La première est 
valable pour les élastomères aux temps courts et à de faibles températures alors 
que la seconde est applicable aux temps longs et à des températures élevées. 

1.2.1 Solide incompressible 

La première forme du modèle BKZ est basée sur deux hypothèses: 

- La théorie de Green et Rivlin permet d'écrire la fonctionnelle T (A(V),t) 
reliant la contrainte de Cauchy (ou de Piola-Kirchhoff) à la déformation 
(relation (1.2)) sous forme polynomiale de degré un ce qui, pour un matériau 
isotrope, donne: 

jF(4( r ) , f ) = M I + x trMt) I + 2/J, A_(t) 

1.14 -t -Î 

- / a(t- r ) i r 4 ( r ) i dr - 2 / b(t - T ) 4 ( T ) dr 
«/—oo J—oo 

ou: 

{ 
M, x et fi sont des constantes du matériau 
a et b sont des fonctions du temps et du matériau 

- On suppose qu'à l'équilibre, le comportement est défini par une densité 
d'énergie de déformation [Signorini, 1955]: 

1.15 W = M l£ + \Alf + B 72
A 

avec: 

/ f = trA, /2
A = trA\ A = lim A(t), B = lim B(t) 

—• — t—»co t-too 

A(t) = x - f a{r) dr, B[t) = /* - / b{r) dr 
Jo Jo 
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Ceci nous conduit donc à écrire la contrainte de Cauchy, pour un essai de 
traction/relaxation uniaxiale d'elongation A sous la forme: 

1.16 * ( * ) = (A2 - 1) A(t) + B(t) + ^[A(t) + B{t)] + M-A{t) 

qui vérifie la condition d'équilibre sans force de volume: 

dan 
1.17 

àxj 
^ = 0 

Le comportement est donc identifié par deux intégrales simples A{t) et B(t) 
et une constante M. 

1.2.2 Fluides incompressibles 

La seconde forme du modèle BKZ pour les fluides incompressibles, est inspirée 
des travaux de Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] en utilisant un poten
tiel élastique. On utilise le concept de fonction d'énergie de déformation associée 
à la théorie des déformations élastiques finies et on l'incorpore dans la théorie 
des fluides de Coleman et Noll [Coleman &¿ Noll, 1961a] en considérant toutes les 
configurations passées comme configurations préférentielles. Bernstein et al. défi
nissent un gradient de transformation à l'instant t par rapport à la configuration 
à l'instant r par: 

% ( i , r ) = 
dxi(t) 

X3{T) 

qui s'apparente au gradient relatif F ( r ) introduit par Coleman & Noll (rela
tion (1.6)). 

Quant au tenseur de déformation associé, il s'écrit: 

Ay(* , r ) = i [ Q i ( < , r ) - ¿tJ] 

De même, Ç( i , r ) s'apparente au tenseur C (r) introduit par Coleman & Noll 
(relation (1.6)). 

En supposant l'existence d'une fonction d'énergie $ qui, en vertu du principe 
d'indifférence matérielle [Noll, 1958], ne dépend que des deux premiers invariants 
de A, on a: 

* = ¥[/*(<, r), /2
A(i,r),t-r] 

qui, à l 'ordre 2, s'écrit: 
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* = m(t-r) It + ^Y^- I? + b(t~r) /2
A 

où a(t — r) , 6(i — r) et m(i — r) sont des fonctions du matériau. 
On obtient alors une contrainte pour un essai de traction/relaxation uniaxiale 

d'élongation A de la forme [Bernstein ei ai, 1963]: 

1.18 
a{t) 

A 2 - x 
r = ( A ' - l ) ^A(t) + B{t) + -[¿(0 + 5(03 + ^ ( 0 - ^ ( 0 

avec: 

a(r) ¿r, £ ( 0 = / b{r) ¿T, M(0 = / m(r) ¿r 

On remarque que les relations (1.16) et (1.18) ont une apparence identique. 
Toutefois, il convient de remarquer que: 

- A, B et M n'ont pas la même signification dans les deux cas 

- pour les fluides, M dépend du temps 

- pour les fuides: 

l imA(0 = 0, lim 5 ( 0 = 0, lim M(t) = 0 
Í-+O0 i -K» i-*-oo 

1.2.3 Identification expérimentale 

Les relations (1.16) et (1.18), qui s'appliquent à des essais de traction/relaxation, 
peuvent s'écrire: 

<rA(0 = - ^ V - (A2-l)a(0 + Y/?(0 + 7(0 
Y 2 ^ 

1.10 Ä 
1" (A2 - l)fi(0 + T j9(0 + 7(0 

avec < 
a(t) = -Ait) + B(t), ß(t) = A(t) + B(t) 

7(0 = M(t) - A(t), Ä(0 = Q ( 0 

ßit) 
En faisant varier A, on peut représenter l'évolution de CTR{Í) en fonction de —. 

A 
Chacune de ces courbes admet un minimum, observé également expérimentale
ment, donné par: 

3 

1.20 - = 
2 Q ( Q 

A L 0(0 J 
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Une fois ce minimum déterminé, on peut calculer R(t). 
. 1 

D'autre part, en traçant l'évolution de GR{1) en fonction de (A2 — l)R(t) + —, 
À 

î 'équation (1.19) montre que l'on obtient une droite de pente ß(t) coupant l'axe 
des ordonnées en 7(i) . 

Ainsi, les coefficients a(t), ß(t) et 7(f) sont identifiés et, par conséquent, A(t), 
B(t) et M(t) également. Selon la dépendance de M par rapport au temps, on 
pourra dire si le comportement est de type fluide ou solide. 

1.2.4 Limitations 

Malgré une bonne concordance entre théorie et expérience, les auteurs émettent 
cependant des réserves dans la mesure où un seul type d'expériences ne peut pas 
être une preuve formelle de la justesse du modèle. Par exemple, dans le cas de 
l'hyperéiasticité, ce type d'expériences s'avère insuffisant et ne conduit pas à une 
bonne identification du matériau. 

On peut ajouter à ces réserves d'autres limites du modèle telles que la non 
linéarité qui n'est que géométrique et la restriction au cas incompressible. 

Une des limites de ces théories issues de la viscoélasticité linéaire finie est que 
les fonctionnelles donnant la contrainte d'un matériau simple sont linéaires. C'est 
pourquoi Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] ont introduit la viscoélasticité 
d'ordre supérieur qui fait l'objet du paragraphe suivant. 

1.3 Viscoélasticité d'ordre supérieur 

1.3.1 Viscoélasticité d'ordre 2 

Dans cette partie et afin de remédier à l'inconvénient précédent, la fonc
tionnelle T de la relation (1.1) est approchée par une fonctionnelle polyno
m i a l d'ordre 2. Ceci nous conduit à écrire la relation (1.9) sous la forme 
[Coleman & Noll, 1961a]: 

s(o = s(£(<))+ f r;©r);£(¿)) & 
j—00 

1.21 

+ V Ç(r) ;£(<) 
s = —00 

+ 11' £(r) ;£(<) 
r = —00 

avec lim \\Q(T 
¡£(T)| ~ -+o 

- 2 K' £(r) ;£(<) 
T = —CO 

= 0 
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La fonctionnelle quadratique T> peut être exprimée en termes d'opérateurs sy
métriques bornés dans l'espace de Hubert. Une étude thermodynamique simple 
montre que si l'on considère deux essais de cisaillement à elongation opposée, la 
fonctionnelle T> est identiquement nulle et on se retrouve dans le cas de la vis-
coélasticité d'ordre 1. D'où l'intérêt de faire un développement d'ordre supérieur 
(n > 2) avec un résidu d'ordre o i\\QiT)\\n) c e ciue Lockett [Lockett, 1965] s'est 
intéressé à faire et qui fait l'objet du paragraphe suivant. 

1.3.2 Viscoélasticité d'ordre 3 

O Loi de compor tement 

Lockett [Lockett, 1965] a étendu les travaux de Noll [Noil, 1958] et de Green 
et Rivlin [Green & Rivlin, 1957] en développant des équations constitutives, pour 
des matériaux simples isotropes [Noll, 1958] jusqu'à l'ordre 3. Un tel développe
ment nécessite douze fonctions caractéristiques (de relaxation ou de fluage selon 
le cas). En utilisant une généralisation du théorème de Cayley-Hamiîton, le ten
seur Q, qui est soit une contrainte (de Cauchy ou de Piola-Kirchhoff) soit une 

déformation (Green-Lagrange), s'écrit, pour un matériau initialement isotrope: 

+ / / {l^3ÍiT2 + I^4Ti2+ ^ 5 7 ^ + ^ 6 ^ - M a } rfn¿T2 

+ f f [ h^7T123 + l^sKlT23 + fhTiT2Ms + ^ioTl2M 
Jo Jo Jo *• 

+ tPuTiK^-M^ + ^ 1 2 ^ - ^ 2 -Mg]dr1dT2dr3 + • 

Dans cette relation, on a: 

( Ta = trt(rQ), Ta0 = tr [¿(T û) • ¿(rß)] , Talh = tr [¿(Tfl) • ¿ f o ) • £ ( r , ) 

M = ¿ ( r a ) , £ est le dual de Q_ 

4>u 4*2 = fi(t - n ) , é3 • • • V>6 = fi(t -TUt- r2) 

1p7---1Pl2 = fs{t-Ti,t - T 2 , < - T 3 ) 

l 4'i ' • * V"i2 s o n t des fonctions de relaxation ou de fluage 

1.22 
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O Interprétat ion des tenseurs P_ e t Q et identification expérimentale 

Lorsuqe l'on effectue des essais de fluage, Q s'apparente à une déformation 

(Green-Lagrange) et £ à une contrainte (Cauchy ou son déviateur dans le cas 
incompressible). 

L'identification se fait à l'aide d'essais simples si R — 1_. En revanche, les 
essais deviennent difficiles à mettre en oeuvre si R ^ 1,-

O L imitat ions 

L'inconvénient majeur d'une telle approche réside dans l'identification des 
paramètres. En effet, si de simples expériences de fluage ou de relaxation suffisent 
à identifier le comportement, leur nombre reste cependant très élevé. 

Une autre alternative de l'approche fonctionnelle est de construire les lois 
constitutives à partir d'un principe de Boltzmann modifié. C'est la voie suivie 
par Leaderman et Schapery et que nous présentons maintenant. 

1.4 Extension du principe de superposition de 
Boltzmann 

1.4.1 Le modèle de Leaderman 

Leaderman [Leaderman, 1962] a voulu étendre la non linéarité au cas des 
petites déformations [Ward, 1985] et a basé son interprétation sur le principe de 
superposition de Boltzman. 

Leaderman [Leaderman, 1962],[Ward, 1985] a développé sa théorie unidimen-
sionnelle à partir d'un certain nombre de constatations expérimentales: 

- Il a constaté que la fonction de fluage était différente selon le niveau de 
contrainte (figure 1.1a), 

- ensuite, il a remarqué que les fonctions de fluage et de relaxation coïnci
daient pour un même niveau de contrainte (figures L i a et 1.1b), 

- enfin, il a constaté que chacune des fonctions de fluage et de relaxation 
étaient égales aux temps très courts, quel que soit le niveau de contrainte 
(figures L i a et 1.1b). 

11 a émis deux explications à ces constatations: 

- Il y a une déformation élastique instantanée proportionnelle à la contrainte 

- Le fluage et la relaxation sont des fonctions uniques de la contrainte. 
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> l e 

log! amps; 

(») 

log(îcmps) 

<b) 

FlG. 1.1 - Comparaison entre fonctions de fluage et de relaxation pour différents 
niveaux de contrainte [Ward, 1985] 

Ceci l'a conduit à proposer un principe de superposition modifié (uniaxial): 

L 1.23 e(t) = ̂ + f dl^(t-r)dr 
E ./__ dr 

où / (a) est une fonction empirique de la contrainte uniaxiale a. 
Toutefois, ce principe est limité dans ces applications car il ne décrit pas les 

comportements pour des chargements plus complexes que le fluage et la relaxa
tion. De plus, il fait l'hypothèse de décomposition multiplicative des noyaux qui 
n'est pas toujours applicable aux matériaux réels. 

1.4.2 Le temps réduit de Schapery 

Schapery [Schapery, 1969] a essayé d'utiliser le principe de Botzmann géné
ralisé par Leaderman [Leaderman, 1962], [Ward, 1985] afin de tenir compte de la 
non linéarité issue de la dépendance en température. 

O Temps rédui t en contrainte 

Schapery [Schapery, 1969], [Ward, 1985] généralise la loi de comportement 
unidimensionnelle (1.23) sous la forme: 

/

* dg2 Wir)} 

OÙ 

( 9di 9i e t 92 sont des propriétés du matériau qui dépendent de la contrainte 
J est le module de fluage instantané 
So 
A J = J — J , J étant le tenseur de fluage classique 

= = =o = 
et ip le temps réduit défini par : 
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/"' df 
i¡> = é(t) = / ¡-—y , aa > 0 et tí;' = é(r) 

J0 a<, [£(r)J 

avec lim (go g\ g2 aa ) = ( 1 1 1 1 ) pour s'assurer de la compati-
2.-+Q. 

bilité avec la formulation linéaire aux petites déformations1. 

O T e m p s r é d u i t en d é f o r m a t i o n 

Schapery propose une formulation duale de la précédente: 

1.25 g(t) = / loci : g(t) + hi A l ( p - p') : - J' n dr 

ou 

/loo, hi et hi sont des propriétés du matériau qui dépendent de la déformation 
R est le module de relaxation à l'équilibre 

&M. = M ~ H > JÜ étant le tenseur de relaxation classique 

l. p le temps réduit défini par : 

p = p(t) = / — ¡ — - r , ae > 0 et p = ¿>(r) 

avec, comme précédemment lim ( hx hi h2 aE ) = ( 1 1 1 1 ) 

O Iden t i f i ca t ion e x p é r i m e n t a l e 

Le comportement précédemment défini est entièrement identifié par quatre 
fonctions de la contrainte ou de la déformation (go, gi, g2 et aa ou /i«,, Ai, h2 et ae) 
et le temps réduit. En guise d'identification expérimentale, considérons un essai 
de fluage simple et un essai de relaxation simple. La fonction de fiuage non linéaire 
J et la fonction de relaxation non linéaire R s'expriment par: 

1.26 

J (t) = gQJ + gl92AJ ' 

1 (*) = AooR + hih2AR[ — 
— — = \ a . 

1. 0 est le tenseur nul d'ordre 2 



1.4. EXTENSION DU PRINCIPE DE BOLTZMANN 29 

Schapery [Schapery, 1969], [Ward, 1985] propose la méthode graphique sui
vante pour déterminer les fonctions caractéristiques du comportement. Des rela
tions (1.26), on déduit: 

1.27 
log ( | ( < ) - Soi 

log ( l (t) - h^R 

= log {di92) + log 

= log (hih2) + log 

A¡(¿) 
Al(¿) 

= 0 

Les courbes log ( J (t) — gQS_ j (resp. log I R (t) — /looR j) en fonction de 

log(í), pour différents niveaux de contrainte (resp. de déformation) se ramènent 
à une courbe maîtresse par translation le long des deux axes. Pour des essais 
effectués en petites déformations pour lesquels go — §\ = g2 = aff — 1 (resp. 
/loo = hi = h2 = aE = 1), les coefficients de translation sont: 

en abscisses: log (a^) (resp. log(a s)) 

en ordonnées: log (^1^2) (resp. log(hih2)) 

Ceci permet de déterminer les fonctions igo, J, aa, g\g2 (resp.hco, R, ae, hih2). 

Pour séparer ces deux dernières fonctions, Schapery effectue des simulations mul-
tiéchelons du type nuage-recouvrance (resp. relaxation-effacement) et utilise la 
propriété des fonctions g¡ et a„ (resp. ht et a£) pour une valeur de contrainte 
(resp. déformation) nulle pour écrire la forme de la réponse que l'on obtient: 

g = £ Q 5 2 : Asi^ + t-tA _A|(<-<i) 

A | | i — + Í - Í 1 j - A l ( i - t i j J Í resp. a = eh? : 

où ¿i représente Pinstant de décharge. 
On peut alors déterminer la fonction g2 (resp. h2) et par conséquent identifier 

tout le comportement. 

O Limitat ions 

Dans son développement, Schapery fait implicitement l'hypothèse des petites 
déformations. De plus, dans le cas tridimensionnel, pour un comportement iso
trope et compressible, un tel modèle fait intervenir dix fonctions caractéristiques 
du matériau ce qui rend l'identification expérimentale très délicate. 

Une troisième voie possible est de partir de l'élasticité caoutchoutique et, 
par une approche fonctionnelle, d'intégrer l'effet temporel. C'est cette voie que 
Christensen a exploré et que nous explicitons dans le paragraphe suivant. 
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1.5 Extension de Pélasticité: le modèle de Chris-
tensen 

Ce modèle est une généralisation de l'élasticité caoutchoutique. En consta
tant que les modèles hyperélastiques sont une bonne approximation de l'élasti
cité caoutchoutique, Christensen [Christensen, 1980] a étendu ces modèles à la 
viscoélasticité. 

1.5.1 Hypothèses du modèle 

1. Matériau incompressible 

2. Matériau isotrope 

3. Température constante, loin de la transition vitreuse (état caoutchoutique) 

4. Pour des processus suffisamment lents, la théorie viscoélastique se réduit à 
la théorie cinétique de l'élasticité caoutchoutique 

5. La théorie viscoélastique est appliquée aux problèmes à contrainte imposée. 

1.5.2 Loi de comportement 

On part de la relation fonctionnelle générale, écrite sous forme intégrale 
[Green & Rivlin, 1957], reliant la contrainte de Cauchy à la déformation dans 
le cas incompressible: 

(?ij = -p Sa + xltK xJtL \g0SKL + I 9i(t-r) —-—dr 

1.28 

/ ' 

+àKL / gi(t-T) 5 dr + ••• 
Jö OT 

p est la pression hydrostatique. 
Pour un matériau incompressible, Pipkin [Pipkin, 1964] a montré que la condi

tion d'incompressibilité entraîne: 

tr^ = ir(42) - [ir4]2 + ••• 

En ne retenant que les termes d'ordre inférieur ou égal à 1, (1.28) devient: 

1.29 (Tij = -p Sij + xitK XJ,L 9QSKL + / g\{t~T\ K^ -dr + ••• 
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/ 

Afin d'utiliser l 'hypothèse 4, expliquons ce que l'on entend par processus 
lent [Gurtin & Herrera, 1965]. Soit une histoire de déformation donnée £,j¿-(í) et 
AA'L( Î ) - Une histoire retardée ou accélérée est spécifiée par A#£(a f ) , avec Q > 1 
pour un phénomène accéléré et a < 1 pour un phénomène retardé. Accélérer un 
processus revient à comprimer l'échelle du temps. Par conséquent, en changeant 

t 
l 'argument <Ctemps;§> par l'argument réduit —, on obtient, pour des histoires 

a 
infiniment accélérées et retardées: 

*ij ( - ) = -P ¿ij + Xi,K Zj,L [§OSKL + Si (0) SKL{t) + • • 'L^oo 
, V a / accéléré 

1.30 { 

°ij ( - ) = -P $ij + Xijc Xj,L Î9OSKL + #1 (oo) SKL{t) + • • - l ^ o 
V a / retardé 

L'hypothèse 4 stipule que pour des processus très lents, la théorie viscoélas-
tique se ramène à la théorie cinétique de l'élasticité caoutchoutique. Or la théorie 
cinétique de l'élasticité caoutchoutique est incluse dans les relations (1.30) par la 
présence du terme go. Par conséquent, (1.30) conduit à <?i(oo) = 0 de même que 
tous les termes d'ordre supérieur, soit: 

1.31 gn(oo) = 0, n = 1, 2, ••• 

Par conséquent les fonctions de relaxation décroissent vers 0 comme pour les 
fluides, sauf le premier terme go(oo) qui est non nul et qui représente l'équilibre 
du solide. 

Sachant que l 'amplitude de la contrainte augmente avec la déformation 
à\g\ . . \ 
—7f-) où E est l 'amplitude de la déformation 1 et lorsque l'histoire de déforma-E J 

(dgi (i=a) \ 
tion est accélérée j — > 0 j , alors l'hypothèse 5 conduit à: 

\ a / 
da 
da 

qui signifie que la contrainte reste constante lorsque l'histoire de déformation 
est accélérée. La combinaison de tous ces résultats conduit à écrire que 

» „_ dE 
1.32 — < 0 

da 
c'est à dire que si l 'amplitude de la contrainte est maintenue constante alors 

l 'amplitude de l'histoire de déformation doit diminuer lorsque celle-ci est accélé
rée. 

A partir de ces résultats, on peut tirer les conclusions suivantes: 

- Pour les processus lents, les termes en intégrales de la relation (1.29) sont 
négligeables devant g0 en vertu de (1.31) et la théorie viscoélastique est 
sujette aux restrictions de la théorie élastique. 
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- Pour les processus rapides, (1.32) permet de montrer que l'amplitude de 
déformation doit être petite et, en conséquence, toutes les fonctionnelles 
d'ordre supérieur à 2 de (1.29) sont négligeables. 

Donc, pour les processus lents et rapides, la loi de comportement s'écrit: 

1.33 (Tij — -p ó,j + XitK Xj,L 

Cette relation, sous la condition gi(oo) = 0, est une généralisation de la 
théorie cinétique de l'élasticité caoutchoutique pour modéliser le comportement 
vïscoélastique. Il est à noter que cette théorie n'est pas simplement la théorie 
élastique à laquelle on a ajouté l'effet d'hérédité [Christensen, 1980]. 

Sous l'hypothèse des petites perturbations, la relation (1.33) devient: 

1.34 (Tij = ~p Sij + XitK Xj,L 

avec2//(i) = 2g0 + gi(t) 
Cette relation correspond à la théorie classique des petites déformations. On 

remarque que la théorie non linéaire contient les mêmes constantes du matériau 
que la théorie des petites déformations ce qui confère à la forme non linéaire (1.33) 
une utilité plus importante. 

Cette théorie a certaines similitudes avec le modèle BKZ 
[Bernstein et ai, 1963]. Mais la principale différence réside dans le fait que 
la théorie BKZ est basée sur la prise en compte de plusieurs paramètres et 
fonctions pour caler sur une large gamme de données alors que le présent modèle 
est basé sur une généralisation vïscoélastique de la théorie élastique. 

Ce modèle présente néanmoins certaines limites puisque ces résultats ne sont 
exploitables que pour des essais de fluage et que les non linéarités sont purement 
cinématiques. De plus, cette théorie n'est valable que pour les matériaux isotropes 
incompressibles. 

1.6 Conclusion 

Dans tous ces modèles, on constate les mêmes limitations. Pour un dévelop
pement d'ordre 1, ces modèles ne sont validés que pour des sollicitations simples 
(unidirectionnel, traction/relaxation). Dans des cas plus complexes de charge
ment, le passage de l'approche linéaire à l'approche non linéaire nécessite en 
générai le développement des fonctionnelles à des ordres strictement supérieurs à 
2. Un tel développement fait augmenter très rapidement le nombre de paramètres 
à identifier mais ne permet pas le calcul des énergies. De plus, les non linéarités 
sont, en général, purement cinématiques. 

go&KL + 9l(t 
JO 

dAKL(r) 
T) ——-dr 

goSKL + 2 / ß(t~r)-^-ldr 
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Par consequent, le modèle que l'on développera devra être validé pour une 
large gamme d'essais, y compris des essais complexes. De plus, l'ordre du déve
loppement doit être faible de façon à ne pas engendrer un nombre trop élevé de 
paramètres à identifier. 
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Chapitre 2 

Approche par variables d'état 

Ces modèles supposent que l'histoire passée n'intervient que par la valeur ac
tuelle d'un certain nombre de variables, les variables d'état, dont l'évolution est 
régie par une équation d'évolution [Sidoroff, 1975a]. Dans ce groupe, on réunit 
les modèles basés sur une approche par potentiels à l'image des travaux de We
ber [Weber, 1968] et de Sidoroff [Sidoroff, 1976] ainsi que les principaux modèles 
rhéologiques tels que le modèle de Maxwell ou celui de Burger. 

2.1 Les modèles rhéologiques 

Les modèles rhéologiques que l'on va décrire ci-dessous correspondent à des 
matériaux viscoélastiques solides ou liquides. On peut trouver leur description 
dans [Germain, 1973], [Eringen, 1967], [Mandel, 1977]. Ces modèles sont obtenus 
en combinant des ressorts et des amortisseurs, permettant ainsi de donner une 
interprétation des différentes variables d'état apparaissant dans le modèle. On 
cherchera, à chaque fois, à choisir convenablement les variables d'état et on dé
finira les potentiels d'énergie libre $ et de dissipation <f>. Le comportement d'un 
matériau est entièrement décrit par les variables d'état x — i^iX •> " ' ? X ) et les 

= \— ==2 = r / 

fonctions convexes $ ( x ) e^ 4> [x)- La loi d'évolution s'écrit: 

"• «- '£-£ H*&) d9 Í dV 
J 

t'=2—r' 

où le sous-différentiel d<j> est défini par: 

9 Définit ion 2.1 Sous-différentiel 
Le sous-différentiel de ty en u est le sous-ensemble dty(u) de l'espace to

pologique X* dual dt l'espace vectoriel X où est définie $ ; il est défini par 
[Le Tallec, 1990]: 
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ô*(u) = {u"ex\ <u',v~u >< *(u)-*(u), Vue X} 
De plus, pour un amortisseur linéaire 77,-, de déformation £,-, le potentiel de 

dissipation fa vaut: 

^ 1 • • fa = ñ £Î' ^ £f 

2.1.1 Le modèle de Maxwell 

Il est décrit par deux variables d'état, la déformation linéarisée totale (s) et 
une déformation irréversible £. qui peut être vue comme la déformation d'un 
amortisseur fictif contenu dans le matériau (figure 2.1). 

--X/ 'N/N 
e. 

/ \ 
/ n 

e 

FlG. 2.1 - Modèle rhéologique de Maxwell 

Avec ces variables, on peut définir le potentiel d'énergie libre $ et le potentiel 
de dissipation ó par (en isotherme): 

1.36 
•fes.-) = ¿(í-á,) :á :(í-í.) 

*(i'i-) = *(i) 
où A est un tenseur d'élasticité d'ordre 4 défini positif. 

Les lois de comportement s'écrivent, après élimination de e. et en supposant 
le tenseur d'élasticité A indépendant du temps: 

| . = | — A_ : g 

1.37 ~ 
i - ¿T1 • g e d4>* (g) 

où dfa" est le dual de dq>. 

Remarque 2.1 La notation tensorielle précédente est à prendre avec précaution. 
Dans le cas tridimensionnel', si le matériau est isotrope, on fait une décomposi
tion des tenseurs en une partie volumétrique et une partie déviatorique. S'il est 
anisotrope¡ on se place dans les axes principaux. 
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Cette loi est l'écriture classique (en particulier pour un traitement numérique) 
de la loi de comportement des matériaux viscoélastiques de Maxwell. Elle per
met de prédire le comportement des matériaux de Maxwell soit en relaxation 
(évolution de la contrainte de traction en fonction du temps pour une elongation 
imposée) soit en fluage (évolution de la déformation en fonction du temps pour 
une contrainte imposée) (figure 2.2). On remarque un fluage infini, ce qui montre 
qu'un tel matériau se comporte comme un fluide. 

Fluage 

FlG. 2.2 - Fluage et relaxation pour un matériau de Maxwell 

2.1.2 Le modèle de Burger généralisé 

Ce modèle rhéologique est composé de ressorts et d'amortisseurs selon le 
schéma de la figure (2.3). 

Il est obtenu en choisissant trois variables d'état: 

la déformation linéarisée totale e 

les déformations irréversibles e et e„ associées à deux amortisseurs fictifs. 
=1 =3 

AAAAA-

•3} 

•AAA1 
[rVvVCH 

*¡« 1> 

e(n) 

FlG. 2.3 - Modèle rhéologique de Burger 
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1.38 

On définit alors, comme pour le matériau de Maxwell, le potentiel d'énergie 
libre $ et le potentiel de dissipation <p: 

Les lois de comportement s'écrivent alors, en vertu de la relation (1.35): 

a — A : e — A : le — e — e ) = 0 

4 : ( ! -£ , -£3) € ^3(4 ) 

On peut donc prédire le comportement en relaxation et en fluage pour de 
tels matériaux (figure 2.4). Dans ce cas, le fluage est limité ce qui montre que ce 
type de matériau se comporte comme un solide avec deux temps de relaxation 
différents. 

1.39 

Fluage 

FlG. 2.4 - Fluage et relaxation pour un matériau de Burger 

Ce modèle de Burger généralisé regroupe un certain nombre de cas particuliers 
comme le montre la figure 2.5. 

2.1.3 Conclusion 

Ces modèles rhéologiques ont l'inconvénient d'être limités aux cas des petites 
déformations en raison de la décomposition additive des différentes grandeurs 
constitutives. 
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- A A A — 
\ A A-i 

A4 

Matera vmemàtavn* 

"-AA/HJ-1 

LA/W l-AAAZh 
A2 t j 

FlG. 2.5 - Cas particuliers du modèle de Burger 

2.2 Le modèle de Weber 

Weber [Weber, 1974] décrit les comportements viscoélastiques (ou viscoplas-
tiques) par l'expression d'une énergie libre ^ en fonction de la température, du 
tenseur de Cauchy-Green droit C et de variables d'état xi» X'¿ " • * XN- H effectue 
les hypothèses suivantes: 

- les variables d'état sont les composantes d'un tenseur symétrique d'ordre 

- le matériau est isotrope 

- le volume du matériau est égal à 1 dans toute configuration relâchée 

- le milieu est isotherme 

Il suppose que les variables d'état sont régies par la loi d'évolution: 

1.40 Xi = -jr — - C ü ä — 
dt dxj 

alors que la contrainte de Piola-Kirchhof! 1 (ou tenseur de contrainte de Bous-
sinesq) K est donnée par: 

1.41 K = -== 
= dg 

Weber décompose le gradient de transformation F en une partie élastique 
Fe et une partie anélastique F° (detFa = 1) qui permet de passer de la confi
guration de référence à la configuration relâchée (voir Sidoroff [Sidoroff, 1974], 
[Sidoroff, 1975a], [Sidoroff, 1975a], [Sidoroff, 1976]). L'hypothèse d'isotropie des 
configurations relâchées conduit à identifier le tenseur x à Fa • *Fa = Ça . 
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$ est alors une fonction isotrope des tenseurs C et x et peut s'écrire sous la 

forme [Weber, 1974]: 

1.42 *( l ,¿) = ~(^~V)2 + Vtr(g) 

avec: 

f e = log [det (£)] 

V = ^T î o § d e t (x) = ° Puisque det (j;J = 1 

I Â = 7. l°g (E • X ' *£) tenseur de déformation logarithmique 

Par conséquent, la loi d'évolution du tenseur de variables d'état \ s'écrit: 

1.43 x = - C x T - X 

où C est une fonction isotrope de A ou du tenseur de contrainte de Cauchy 
q_ à valeurs positives ou nulles. Si C est strictement positive, alors le comporte
ment ainsi défini est celui d 'un fluide viscoélastique, sinon, c'est celui d'un solide 
viscoplastique au sens de Weber (viscoélastique sans élasticité instantanée). 

D'autre part , le comportement identifié par les relations (1.42) et (1.43) est 
conforme au principe d'objectivité, au second principe de la thermodynamique 
et au principe d'Onsager et est invariant dans tout changement de configuration 
de référence, à condition que le volume soit constant. 

O L imitat ions 

Les limitations d'un tel modèle viennent du fait que le choix d'une seule 
variable d'état tensorielle peut s'avérer insuffisante pour la représentation des 
matériaux visqueux, et ce, au même titre que les modèles à un seul état intermé
diaire. 

2.3 Le modèle de Sidoroff 

Sidoroff [Sidoroff, 1974] développe la notion d'état intermédiaire à partir de 
laquelle il construit une classe de milieux viscoélastiques non linéaires. Ces mo
dèles généralisent aux grandes déformations les modèles rhéologiques classiques 
(Maxwell, Kelvin...). La configuration intermédiaire est définie comme une confi
guration relâchée, obtenue par une relaxation instantanée des contraintes, ce qui 
n 'a de sens que pour les milieux à élasticité instantanée. Conformément à la 
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théorie des grandes déformations, il introduit, comme variable d'état, la défor
mation anélastique Fa (ou la déformation élastique Fe), et décompose le gradient 
de transformation sous forme multiplicative (figure 2.6): F = Fe • Fa 

FlG. 2.6 - Configuration intermédiaire 

L'énergie libre $ est alors fonction des variables (F, #), 0 étant la température, 
et de la variable d'état | a (ou F/): 

1.44 * = y(g,g\0) 

Quant à l'inégalité de Clausius-Duhem, elle s'écrit: 

1.45 $ 0 

En remplaçant (1.44) dans (1.45), on obtient comme expression de la dissipa
tion: 

Sidoroff [SidorofT, 1974] suppose que les déformations (totale et anélastique) 
et la conduction thermique sont seules responsables de la dissipation. D'où: 

s ~ — 
1.47 de 

$ = € • k + £ a : La + X, • V0 > 0 

0 
avec g = £+£«, aj = P —^ • %, £ • = - , ^ • <F, J , = - § 

En formalisme lagrangien, la dissipation $ se met sous la forme: 

1.48 $o = — $ = S" :À + S ° : A a + J h - g r a d ^ > 0 
P - — - — 
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avec 

grad 9 = ' F - V0 
h , 

J h = —-r-, h étant le flux de chaleur dans la configuration de référence 
u 

alors qu'en formalisme eulérien, elle s'écrit: 

1.49 $ = ^ : ! + £ s : O f + J q - g > 0 

avec: 

ar = er — er" M dB = 3B e = 

D tenseur taux de déformations 

[ p Q tenseur taux de déformations anélastiques 

Grâce aux relations d'Onsager, on montre que, pour un milieu isotrope, il y 
découplage entre les dissipations thermique et mécanique [Sidoroff, 1974]. La dis
sipation mécanique est une fonction scalaire isotrope des tenseurs B, B e , D et D , 
quadratique par rapport à D et D . On en conclut que le milieu isotrope le plus 
général est défini par 211 fonctions (ty et 210 fonctions reliant la dissipation mé
canique aux variables ténsorielles décrites précédemment et dont elle dépend) de 
11 variables. Le nombre de ces fonctions diminue lorsque le matériau est supposé 
incompressible. 

Sidoroff [Sidoroff, 1976] note cependant qu'un tel formalisme, bien que très ap
proprié à une étude théorique, n'est pas le formalisme idéal pour des applications 
pratiques qui nécessitent le calcul explicite (et peu commode) de la décomposition 
polaire de F (F = V • R ) . 

2.4 Viscoélasticité tridimensionnelle en défor
mations finies 

Ce modèle, développé par Simo [Simo, 1987], est basé sur les caractéristiques 
suivantes: 

- cas anisotrope 
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- découplage de la déformation en une partie volumétrique et une partie 
déviatorique: décomposition multiplicative du gradient de transformation 

- pas de restriction sur les fonctions de relaxation 

- recouvrement de l'élasticité finie pour les processus très lents et très ra
pides: par exemple, avec des modèles classiques de l'élasticité caoutchou-
tique (Mooney-Rivlin [Rivlin, 1951] ou Blatz-Ko [Brockman, 1986]). 

2.4.1 Théor ie linéaire 

Soit $(£, x) l'énergie libre définie par: 

1.50 * ( | , x ) = y°{trg) + Vo (g) - \: g + * / ( x ) 

avec: 

( ty° {tve) : partie volumétrique de l'énergie élastique initiale emmagasinée 
$° (V) : partie déviatorique de l'énergie élastique initiale emmagasinée 
e = dev [g] : déviateur du tenseur de déformation dans la configuration actuelle 
X- tenseur des variables d'état 

[ tyj: potentiel interne, c'est à dire qui ne dépend que des variables d'état 

Le second principe de la thermodynamique donne: 

Ôtf M - - 0 . _ o ô*0(£) 
1.51 a = \-=t- = a" - Y avec au = 

— og - = - | 

On obtient ainsi une décomposition additive du tenseur des contraintes en 
une contrainte initiale çr° et une contrainte hors équilibre q. 

2.4.2 Extens ion au cas non linéaire 

Pour définir les réponses volumétrique et déviatorique dans le domaine non 
linéaire, on introduit la grandeur cinématique suivante [Simo, 1987]: 

E = J* E avec 

On associe à F et F les tenseurs de Cauchy-Green droits correspondants Ç et 
Ç et les tenseurs de déformation lagrangiens A et Â respectivement: 
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g = j-t £ = '£-£ 

à = 3 fi - U 
où I est le tenseur métrique dans la configuration de référence (en coordonnées 

cartésiennes, îu = Su). 
Par analogie avec le cas linéaire, Simo [Simo, 1987] postule une fonction 

d'énergie libre Vf (A, \) ¿ e Ia forme: 

1.52 * ( 4 , x ) = * 0 ( J ) + * ° ( Â ) ~ X-à + * ' & ) 

L'inégalité de Clausius-Duhem ( — $ -f ~ Il : Ç > 0 ] conduit à, dans le cas iso

therme: 

Í ô* (â-ï) 

1.53 < 

n = ~dK 

x > o 

O T T 

Sachant que —— = — Ç"1, on obtient: 

dA dg _, 
L 5 4 âÂ = ôc = J~" ¿ - ^£®Ê _ 1 

Les relations (1.52), (1.53) et (1.54) conduisent à la loi de comportement sui
vante: 

1.55 H = Jp C'1 + J-i DEV 
M 0 (4) 

dA - X 

avec: 
dtf°(J) 

p = dJ 
est la pression hydrostatique 

1 

3 
DEV [-] = (•) — - ¡JÇ : (•)] • ¡Q * est le déviateur dans la configuration 

de référence 

De la même façon, on a: 



44 CHAPITRE 2. APPROCHE PAR VARIABLES D'ÉTAT 

2.5 Le modèle viscohyperélastique 
Ce modèle [Johnson et ai, 1991a] est basé sur le modèle solide de Maxwell 

généralisé dans lequel tous les ressorts sont hyperélastiques. 

2.5.1 Le modèle linéaire de Maxwell généralisé pou r les 
solides 

On considère le modèle solide unidimensionnel de la figure 2.7. 

FlG. 2.7 - Modèle linéaire de Maxwell généralisé 

Si on impose une déformation E à t = 0, on trouve comme contrainte: 

1.57 g(t) = §^ES + g ^ i e - ^ " + ^E2e~% + ••• 

Ti' "* 

où Ti = —J- est le ¿ e m e temps de relaxation, E¡ le module de dissipation du 
¿eme élément, rji le coefficient du ¿ e m e amortisseur, Es le module d'élasticité 
à l'équilibre, <r la contrainte mesurée et e la déformation mesurée. Les variables 
d'état sont les déformations anélastiques dans chaque élément. Le passage du mo
dèle discret au continu se fait par la notion de spectre de fluage ou de relaxation. 
On peut alors écrire la contrainte sous la forme: 

1.58 g(t) = e^Es + g / E(r)e~r dr 

En posant, tp(t) = / E(T)e~^ dr, le problème discret à déformation imposée 

de la figure (2.8) a une contrainte donnée par: 

L59 
g(t) = ( A ^ + A ^ H(t-U) + '.-} Es 

+ A^(<) + A |^ ( i - h) H{t - h) + 
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AEb 

-Discret 

Continu 

ti h t, : 

FlG. 2.8 - Déformation imposée discrète et continue 

où Hit ~ a) est la fonction de Heaviside. 
Lorsque les sauts de déformation (cas discret) deviennent très faibles, le pro

blème continu de la figure (2.8) génère une contrainte donnée par: 

1.60 ait) = eEs 4-
=3) 

f <Kt - 0 
Jo 

dg(Q 
<Ç 

avec <j>(t — a) — r¡){t — a) H(t — a) 

2.5.2 Le modèle viscohyperélastique 

On considère le modèle de Maxwell non linéaire à trois branches de la figure 
2.9. L'élongation et la densité d'énergie de la branche élastique non linéaire sont 
respectivement XE et WE. La densité d'énergie de l'élément dissipatif non linéaire 
est WL et les constantes des amortisseurs non linéaires sont T\E et TQL. A chaque 
instant t, la contrainte totale £ est donnée par: 

1.61 a(t) = ait) + a it) + aJt) 
=9?S 

où çr„ et q_ sont les contraintes dans les branches élastique et dissipative (non 
linéaire) et a la contrainte due à l'amortisseur non linéaire dans la branche de 

, =VE 

gauche (figure 2.9). 
On suppose que les éléments non linéaires élastique et dissipatif sont régis 

par des densités d'énergie hyperélastique. Si la déformation est quasistatique, 
la branche sans amortisseur fournit la réponse hyperélastique non linéaire (à 
l'équilibre). Pour un essai de relaxation, l'élément dissipatif hyperélastique fournit 
une contrainte visqueuse supplémentaire à celle de l'équilibre. 

Les différentes grandeurs sont déterminées à partir des résultats expérimen
taux de Me Guirt et Lianis [McGuirt & Lianis, 1970]. En traçant la courbe, pour 
un essai de relaxation d'élongation A, représentant la somme des contraintes dans 
les éléments hyperélastiques et celle représentant la contrainte à l'équilibre, on 
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x 4 o 

F'IG. 2.9 - Modèle non linéaire de Maxwell 

obtient la courbe de la contrainte dans l'élément dissipatif en fonction de l'élon-
gation. Celle-ci étant approximativement une droite et l'élément de type Mooney-
Rivlin (de densité d'énergie W = C î0 ( /f — 3) + Coi {l$ ~ 3)), Johnson et Qui-
gley [Johnson ef a/., 1991a] obtiennent l'expression approchée de la contrainte cri 
de l'élément dissipatif quand celui-ci subit une elongation A¿: 

1.62 aL = 2 A2 - J - ClQ + 
a Oï 

Pour déterminer r¡i, Johnson et Quigley [Johnson et ai, 19910] procèdent de 
la façon suivante. A un instant donné t, ils considèrent les trois configurations de 
la figure 2.10 et déterminent les forces / et g par les relations: 

avec 

+ 
1 dWL\ 

X9 dl? ) 

1-63 /,„ (i=fi,L) 
- 2Ai ( Xf - - + x~W 

VL e t f]E sont déterminés en supposant les lois d'évolution suivantes: 

dg • 
1.64 -r¡L—lL = g 

1.65 -r¡E-—lE = / , 
lp. 

Une fois fnE déterminée, l'identification de rji se fait en minimisant l'erreur 
(par balayage sur ÎJL) entre la contrainte calculée et celle mesurée expérimenta
lement [McGuirt k, Lianis, 1970]. 
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r=%+t 

M » 

A L « 

W> 

i 
! \ f 

. Configuration initiale 
nondefonn« 

Configuration à& l'élément 
hyperelastique a ¡'instant t 

Configuration de Teignent 
dissipauf a 1'iratant t 

FlG. 2.10 - Eléments hyperéiastiques unidimensionneis 

2.6 Le modèle à cinq paramètres 

Ce modèle est basé sur la généralisation du modèle à trois paramètres (vis-
coélasticité linéaire) pour la prise en compte des effets non linéaires et de la 
dépendance en temps des différents tenseurs. L'identification du modèle se fait 
par des essais de torsion sur un cylindre. 

2.6.1 Le modèle à trois paramètres 

On considère le modèle à trois paramètres de la figure 2.11 
[Hausier & Sayir, 1995] (modèle de Zener). 

wv-
dr 

FlG. 2.11 - Le modèle à trois paramètres pour les solides 

En uniaxial, ce modèle est régi par l'équation suivante: 

1.66 m& + a = 2nè + 2ce 

où a est la contrainte uni axiale, e la déformation infinitésimale correspondante 
et les coefficients m, n et c dépendent des paramètres fci, k% et r\ du modèle selon 
les relations: 
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m = 2n = 
k2r¡ 

2c = 
&1&2 

ki + k2 ' h + k2 ' " ki + k2 

Afin de généraliser la relation (1.66) au cas tridimensionnel en déformations 
finies, on remplace la déformation e_ et sa dérivée par le tenseur de déformation 
G et le tenseur taux de déformation D> respectivement: 

1.67 
§ = ^(1-1 

D = - (L + *L) avec L gradient de vitesse 

Le matériau étant supposé homogène, isotrope et incompressible, la loi de 
comportement s'écrit: 

1.68 m l ° + ï = 2 n 0 + 2cf i 

avec T tel que g_ = —pl_ -f T où p est la pression hydrostatique et T° une des 
dérivées objectives de T. 

Remarque 2.2 Le passage du modèle en petites déformations à celui en grandes 
déformations est très approximatif, voire faux, car il suppose l'additivité des dé
formations et non une décomposiation multiplicative. 

2.6.2 Identification expérimentale 

Sur le cylindre de la figure 2.12, on applique un chargement en torsion. Les 
points du cylindre dans la configuration de référence en coordonnées cylindriques 
R, $, Z sont transformés en points de coordonnées r, <f>, z en effectuant une 
rotation d'angle aZ de chaque section perpendiculaire à l'axe Z (figure 2.12). 

FlG. 2.12 - Essai de torsion d'un cylindre 

La déformation est donnée par: 
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r = R cf>^$ + aZ 0<R< Ri 0 < $ < 2TT 0<Z <H 

Dans ce système de coordonnées, le gradient de transformation F s'écrit: 

1 0 0 \ 
0 1 7 J avec7(A,í) = a(í)i? 
0 0 1 / 

Le moment de torsion M et la force normale Ar agissant sur le cylindre sont 
définis respectivement par: 

1.69 M(t) = I ' 2irR2T<j)Z dR, N(t) = f ' 2nR (Tzz - p) dR 
Jo Jo 

Les différentes constantes du matériau sont déterminées par des essais en pe
tites déformations, par la pente à l'origine du moment de torsion, par la variation 
de rigidité du matériau et par la réponse en temps. 

2.6.3 Le modèle à cinq paramètres 

Afin de faire apparaître la dépendance en temps du moment de torsion 
M et de la force normale JV, on peut ajouter en parallèle au modèle à trois 
paramètres, un modèle de Maxwell. On obtient le modèle à cinq paramètres 
[Hausier & Sayir, 1995] de la figure 2.13. 

FlG. 2.13 - Le modèle à cinq paramètres 

Dans le cas linéaire unidimensionnel, la contrainte ap ajoutée à a (équation 
(1.66)) est définie par: 

1,70 mp &p + ap = 2np è + 2c s 

On obtient, de la même façon, les expressions des moment et force additionnels 
Mp(t) et Np(t): 

mp Mp + Mp = np0 àl0 

mp Np + Np = -m,p a Mp + —— (2 r a a + s a¿) 
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où JQ est une fonctionnelle de a(t). 
Le moment Mt{t) et la force normale Nt(t) résultants sont alors donnés par: 

Mt(t) = M(t) + Mp(t) et Nt(t) = N(t) + N„{t) 

2.6.4 Limitations 

Ce modèle, bien que caractérisant le comportement viscoélastique non linéaire 
et le couplage entre la non linéarité et la réponse temporelle, présente les limita
tions suivantes: 

- il y a 13 paramètres à identifier [Hausier h Sayir, 1995], 

- le modèle n 'a été validé que dans îe cas de la torsion ce qui n'est pas suffisant 
pour établir sa validité pour d'autres modes expérimentaux, 

- le passage petites déformations-grandes déformations est physiquement in
correct. 

2.7 Conclusion 

L'avantage de cette approche par variables d'état est le nombre limité de 
paramètres définissant le comportement viscoélastique. En revanche, ces modèles 
se divisent en deux groupes selon leurs limites. Les modèles rhéologiques sont 
purement unidirectionnels et s'appliquent plutôt à la viscoélasticité linéaire. Les 
modèles avec configuration intermédiaire sont pratiques dans le cas où une seule 
variable interne est suffisante, ce qui, comme constaté fréquemment d'un point 
de vue expérimental, est souvent insuffisant. La multiplicité des variables d'état, 
donc des configurations intermédiaires, complique énormément la démarche et 
rend l'identification expérimentale très périlleuse. 

C'est pour ces raisons que nous adopterons une approche par potentiel pour 
développer notre modèle en prenant soin de limiter le nombre de paramètres à 
identifier. 
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Conclusion de la première partie 

Dans le cadre de cette revue bibliographique des différents modèles viscoélas-
tiques, on a présenté les deux principales approches: l'approche fonctionnelle et 
l 'approche par variables d'état. Nous avons montré les avantages et les incon
vénients de chacune des deux approches en insistant sur l'identification expéri
mentale des paramètres des modèles et sur leurs applications à des matériaux 
réels. 

Ainsi, les modèles basés sur une approche fonctionnelle ont l'avantage d'être 
applicable aux comportements non linéaires en grandes déformations mais sont 
difficilement identifiables dans la mesure où le nombre de paramètres à identifier, 
pour des comportements non linéaires, nécessite un nombre très élevé d'expé
riences. 

Pour leur part, les modèles à variables d'état sont facilement identifiables en 
raison du nombre restreint de paramètres. En revanche, pour des comportements 
de matériaux réels, ce nombre doit être augmenté ce qui rend l'étude théorique 
très complexe. Ainsi, en fonction du comportement à approcher, le modélisateur 
pourra se référer à l'une ou l 'autre des approches afin de simplifier au maximum 
l'étude théorique et l'identification expérimentale. 

Le modèle que nous développons dans la partie suivante fait partie de la pre
mière catégorie de modèles. Il s'agit d'une approche fonctionnelle où le potentiel 
est écrit sous forme quadratique. Ceci nous assure que le nombre de paramètres à 
identifier est faible. De plus, l'identification d'une mesure linéarisante sous forme 
d'une fonction tensorielîe isotrope du tenseur de Green-Lagrange nous assure la 
non linéarité du comportement. 
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Deuxième part ie 

Le modèle pseudo-linéaire 
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Introduction 

On se propose de développer un modèle viscoélastique non linéaire en grandes 
déformations. Ce modèle doit être construit de façon à inclure les comportements 
classiques tels que les comportements linéaires (de type BKZ), les comportements 
en petites déformations et les comportements hyperélastiques. 

On se place dans le cadre d'une approche fonctionnelle au sens de Christensen 
[Christensen, 1968]. En effet, on postule une forme du potentiel d'énergie libre 
en fonction d'une mesure de déformation correctement choisie. Puis, à partir de 
l'inégalité de Clausius-Duhem, on déduit l'histoire de la contrainte en fonction 
de la, déformation. 

On se place dans le cadre de la mécanique classique des milieux continus en for
malisme Lagrangien total. La base du modèle est donc de trouver une mesure de 
déformation E qui permette d'écrire le potentiel d'énergie libre $ sous forme qua 
dratique, c'est à dire de linéariser la loi de comportement liant la contrainte à la 
déformation. On impose à cette mesure d'être une fonction tensorielle isotrope du 
tenseur de Cauchy-Green droit OU du tenseur de déformation de Green-Lagrange 
et d'être équivalente, aux petites déformations, à la mesure de déformation infi
nitésimale £. 

L'originalité d'une telle approche réside dans le fait que la non linéarité du 
comportement n'augmente pas l'ordre du développement intégral (qui est d'ordre 
1 pour les contraintes et d'ordre 2 pour les potentiels) puisque la non linéarité 
est implicitement incluse dans le choix de la mesure de déformation JE. Sachant 
que la plupart des matériaux polymériques sont dissipatifs, un autre avantage du 
modèle pseudo-linéaire est d'avoir accès facilement à la dissipation, ce qui n'est 
pas toujours le cas des modèles évoqués dans la première partie. 

Cette partie est articulée autour de six chapitres. Dans le chapitre 1, on pré
sente les bases du modèle ainsi que les lois de comportement liant la contrainte 
à la déformation. L'identification du comportement d'un point de vue théorique, 
qui fait l'objet du même chapitre, se fait d'une part par équivalence aux petites 
déformations (pour les fonctions de relaxation) et d'autre part, par des essais 
de relaxation simple (pour la mesure de déformation). Toutefois, cette procédure 
d'identification se révèle être extrêmement complexe dans le cas général de maté
riaux anisotropes. Cela nous amène à nous limiter au cas des matériaux isotropes 
(chapitre 2) et de montrer que, dans ce cas, le lien avec les matériaux hyperélas-
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tiques est immédiat (§2.6). Afin de valider le modèle (chapitre 3), nous avons 
effectué des simulations théoriques qui ont montré de bonnes concordances avec 
un matériau fictif identifié par un potentiel écrit sous forme d'un développement 
de Fréchet d'ordre 4. Enfin, une étude thermodynamique (chapitre 4) montre 
qu'un tel modèle permet aisément le calcul de la dissipation. 
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Motivation 

Plaçons-nous dans le cas isotrope et considérons, pour un essai de relaxation, 
un potentiel d'énergie libre écrit sous forme d'un développement de Fréchet à 
l'ordre 4. Celui-ci s'écrit: 

$(¿) = ¿ri(t,t) ¿ r (4) 2 + Ir2(f,<) tr(g) + ~r3(t,t,t) tr(^f 

+ r4(tj,t)tr(g) • i r (A) + -r5(i , i , t) tr(A3) + -r6(U,t:t)tr(A)4 

o 4 II.1 
2 \ 2 

+ ~r7{t,t,t,t)tr(A2) • tr(A)2 + -r8(t,t,t,t)tr(g) 

+ - r 9 ( í , í , í , í ) í r ( 4 3 ) - í r ( 4 ) 
o 

Supposons que les fonctions mémoire (rt)i=l.,_9 sont sous forme exponentielle 
et qu'un seul temps caractéristique y intervient. Elles s'écrivent donc sous la 
forme: 

(n) i = l i 2(M) } 
( r i W . 5 (*> M) \= ri» + K - rioo ) e""* 
(r,-),-=6...9(M,M) J 

Donc, le potentiel <5 s'écrit: 

Â(i) = #oo + (*o - *oo) e- c i 

D'autre part, on peut récrire les potentiels initial et à l'équilibre en fonction 
des fonctions mémoire (r,-0)t.=12 et ( r ^ J ^ j 2 sous la forme: 

* o o = 

$ 0 = 

, .M.-^.)-^.(r, .».-^.) 
r2 c ori0 - r2or2oo 

r2»rli) - r 2 0
r 2 0 
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Par conséquent, le potentiel $ devient: 

* ( f ) = 

+ 

r , . ^ * . - ^ * - ) - ^ ^ . * . - ^ * - ) 

r2oorio - r 2 o r 2 o e 

rio (^2oc*o - r2o*oo) - r2o ( r l o o *o - r ^ o o j 

r2 o or l 0 - r 2 o r 2 o 

rioo ( r 2 o o*o - r2 o*oo) - r2co ( r l c o ^ 0 - n ^ j 

r2 o or l o - r 2 o r 2 o 

-, — C-í 

= [ n » + ( r i 0 - r i o o ) e 
r2<»no - r2or2o 

- Lr2eo + ( r 2 0 - r 2 o o ; e J 
r 2 œ r l o " r 2 o r 2 o 

r i ( t ) ^ » - ^ ^ _ r2(t)
n^° - ^ 

r2 o ori0 - r2or2co r2xrlo - r2or2a 

Donc, il existe une mesure de déformation E telle que: 

,2 I I .2 W(i) - n ( i ) {tr E_) + r2(i) (tr | 2 ) 

avec: 

I I . 3 ( 

(irg2 

(tr l 2 ) 

r2«»ri0 - r 2 o r 2 o o 

^ „ n , - r 2 o r 2 o 

Notons que cela reste vrai si le potentiel de Fréchet est écrit sous forme d'his
toire de la déformation de Green-Lagrange. Donc, moyennant un choix judicieux 
de la mesure de déformation E, on montre que, pour des fonctions mémoire avec 
un seul temps caractéristique, un potentiel d'ordre 4 (relation II.1) est égal à un 
potentiel d'ordre 2 (relation II.2). Bien que dans la réalité, un seul temps ca
ractéristique ne suffise pas pour décrire un comportement, cette remarque nous 
servira comme point départ de notre modèle. Nous postulons donc l'existence de 
la mesure E permettant d'écrire le potentiel d'énergie libre sous la forme II.2. 
Cela fait l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 1 

Formulation générale et 
identification dans le cas 
anisotrope 

1.1 Introduction 

Dans ce chapitre, on postule l'existence d'une mesure de déformation E per
mettant d'écrire le potentiel d'énergie libre sous forme quadratique. Par la suite, 
après avoir défini le tenseur de contrainte associé à la mesure de déformation E, 
on développe les lois de comportement à partir de l'inégalité de Clausius-Duhem. 
Après avoir donné la forme générale de la mesure de déformation ainsi que ses 
conditions d'existence, on développe la procédure d'identification des paramètres 
du modèle et ce, en deux phases: 

- tenseur de relaxation: par équivalence aux petites déformations 

- mesure de déformation: par des essais de relaxation pure. 

On montre également les limites d'une telle identification dans le cas général 
des matériaux anisotropes. 

1.2 Potentiel d'énergie libre 

On se limite à l 'étude d'un certain type de matériaux pour lesquels on suppose 
que ladite mesure de déformation E existe et est telle que le potentiel d'énergie 
libre soit linéaire au sens de Boltzmann, soit: 

I I . 4 poV (t) = - f J ¡ ( ¿ i ) : 1 (2 t - h - t2) : g(t2) dtx dt2 
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avec: 

po : masse volumique exprimée dans la configuration de référence 

R: tenseur de relaxation d'ordre 4 

La mesure de déformation est recherchée sous la forme d'une fonction tenso-
rielle isotrope du tenseur de déformation de Green-Lagrange. 

1.3 Tenseur de contrainte 

On associe à cette mesure de déformation E le tenseur de contrainte S qui lui 
est énergétiquement associé: 

Mi) = POggit) 

Par conséquent, si dQ,Q est un élément de volume du domaine Q.Q dans la 
configuration de référence, et sachant que E est une fonction tensorielle isotrope de 
Ç ou de A (E = / ( ^ ) ou E = g (Ç) où / e t g sont deux fonctions continûment 
dérivables), on a, en notant V la densité volumique de puissance: 

I I .5 V dQo = H : 4 dÇlo = | : È dü0 

Bien entendu, le tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff 2 est défini, dans le 
cas isotherme, par la relation générale suivante: 

I I .6 ¡I(i) = T 
t 

4(r) 
— CX3 

Le modèle que l'on veut définir doit inclure les comportements en petites 
déformations et les comportements viscoélastiques linéaires. Par conséquent, le 
tenseur de déformation E doit être équivalent, aux petites déformations, au ten
seur de déformation linéarisée e. 

1.4 Lois de comportement 

Le potentiel d'énergie libre étant postulé par (II.4), nous allons vérifier si le 
processus ainsi défini est thermodynamïquement admissible, c'est à dire que la 
puissance dissipée V est positive (inégalité de Clausius-Duhem). En formalisme 
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Lagrangien et dans l'hypothèse de grandes déformations isothermes, cette inéga
lité s'écrit [Mandel, 1977]: 

V (i) = H (f) : A (Í) - po* (<) = | (i) : E (f) - # , * (*) 
II.7 

T> (t) > 0, V f (t) 

Dérivons par rapport au temps la relation (II.4): 

Po* (t) = / I 
.J —oo =z 

(t - <] ) : ! (<! ) d¿! : E (i) 

II.8 

+ / / Í (* i ) : i (2 í - ii - i2) : | ( i 2 ) 
J — oo J — oo — 

cfíi dÍ2 

< 9 1 
avec R (M) = -^= (u) 

— du 
En substituant (II.8) dans l'équation (II.7), on obtient: 

II .9 

V (t) = | (t) - I 1 (t - ij) : | ( t 
J —oo :=z 

l) ¿il : E (i) 

* / — OO t / —( 

É(#i) : E (2 í - ii - i2) : tih) d<i di2 > 0 

L'inégalité de Clausius-Duhem doit être positive quelle que soit la valeur de 

E (i) à chaque instant t de l'évolution, donc en particulier pour deux valeurs 

opposées de E (i). On obtient alors: 

11.10 §(t) - f E (t - h) : ¿(*i) dti È ( i ) = 0 

qui doit être vérifée pour tout tenseur E (t) symétrique. On en conclut: 

11.11 S (i) = / I (Í - ¿i) : E(ix) ¿Í! 

On obtient donc une loi de comportement linéaire reliant la contrainte S à la 
déformation qui lui est thermodynamiquement associée E où le noyau R est un 

tenseur de relaxation. Ceci n'est cependant valable que si le tenseur de relaxation 
est une fonction positive et décroissante du temps. C'est généralement le cas car il 
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est souvent choisi sous forme exponentielle décroissante I % 6 ¿ e x p c , í I ou sous 

forme puissance à exposant négatif ( 2_, M _ c ' 1 1-

Partant de la relation (il.5) et sachant que E est une fonction tensorielle 
isotrope de A., on obtient la relation liant H à S: 

11.12 n (í) = s (í) 
¿A (0 

Par conséquent, les lois de comportement dans le cas compressible et la puis
sance dissipée, issues du second principe de la thermodynamique, s'écrivent: 

11.13 

f § (¿) = í I (/ - h) : Í ( í j ) dU 
I J —oo = 

S (t) = I 1 (t - h) : Í(Í!) dti (*) 

V {t) = - f i Í ( < i ) : Í (2 í - íi - í2) :Í(<2) 
J—oo J—oo = : 

<Í¿1 £¿^2 

Dans le cas incompressible, la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 s'écrit: 

11.14 n (t) = 
/ : 

E (f - ¿i) : È(fi) d*i 
dE 

: ^ ( Î ) + P ( i ) £ _ 1 ( i ) 

Ainsi, l'identification du comportement thermodynamiquement admissible, 
qui est étudiée au paragraphe suivant, se réduit à la détermination du tenseur de 
déformation linéarisant E ( À ) et du tenseur de relaxation d'ordre 4 ü ( í ) . 

1.5 Forme générale de la mesure de déformation 

On a vu dans le paragraphe 1.3 que l'on choisissait E sous forme d'une fonction 
tensorielle isotrope de A, définie sur l'ensemble des tenseurs symétriques d'ordre 
2. Par conséquent, on peut écrire la forme générale pour E [Serrin, 1959]: 

11.15 g = a 0 ( / í \ / 2
A , / 3

A ) I + ai(l*,I*,I*) A + a2 ( / * , / * , # ) 4 2 

où a0, ai et a2 sont des fonctions continues et continûment dérivables de trois 
invariants de A, I* , I* , I*. On a vu également (paragraphe 1.3) que E devait 
être équivalente, aux petites déformations, au tenseur linéarisé e. 

1. Dans les deux cas, les paramètres 6¿ et c,- sont positifs 
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O Condi t ions sur co, ai e t a2 

1 1 
En prenant I* = tr ( 4 ) , J2

A = - tr (A2) et J3
A = - tr (A 3 ) , l'équivalence 

entre E et e_ aux petites déformations impose sur oo, «i et a2 les conditions 
suivantes: 

- Première condition: les fonctions doivent être bornées de façon à ce que la 
déformation ne diverge pas lors du passage aux limites 

11.16 ot-o, ai et a2 bornées au voisinage de A ~ e_ 

Cette condition est naturellement vérifiée du fait que les (a¿)¿=o-2 s o n ^ &1. 

- Deuxième condition: équivalence de E aux petites déformations 

( lim a0 (/A , /2
A , /3

A) = 0 

11.17 I ( / A , / 2
A , / 3

A ) » i 

/*->o 

lim fll (/?,#,#) = 1 

Zf~K) 

- Troisième condition: équivalence de la dérivée de E 

da0 

ciE . . . .. 
11.18 lim - = ( / * , / * , # ) = 1 

lim ^ (/f,/2
A,/3

A) - 0 

lim ai (/f,/2
A,/3

A) = 1 l im 

OÙ 2. = - (ítJtíjí + &il6jk). 

En revanche, il n 'y a aucune condition sur a2 ainsi que sur les autres dérivées 
puisque, dans l'hypothèse des petites perturbations, A2 est un infiniment petit 
du second ordre. 

On suppose, dans la suite, que toutes les fonctionnelles sont continues et 
differentiates au sens de Fréchet [Hassani et ai., 1997]. 
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1.6 Identification du tenseur de relaxation 

L'identification du tenseur de relaxation R se fait par équivalence aux petites 

déformations. En effet, dans ce cas, le potentiel pseudo-linéaire est équivalent à: 

11.19 * e , ( i ) = / / \ L(h) : | (2 t - h - t2) : g{t2) dt, dt2 
Jto Jto *~ 

Il suffit alors de considérer des cas particuliers de chargements en petites défor
mations, selon le nombre de coefficients indépendants de R pour pouvoir identifier 

complètement le tenseur. Dans le cas isotrope compressible, par exemple, deux 
essais suffisent. 

R e m a r q u e 1.1 Cette méthode d'identification du tenseur de relaxation est exacte 
si le matériau est rigoureusement pseudo-linéaire. Si le comportement ne Vest pas 
mais que l'on cherche à l'approcher par un comportement pseudo-linéaire, cette 
technique nous conduira vers un tenseur de relaxation qui, au voisinage de la 
déformation désirée, ne sera pas exact puisqu 'il aura été identifié au voisinage 
des petites déformations. En pratique, il faudra, après avoir identifié la mesure 
de déformation, apporter une correction sur le tenseur de relaxation. 

1.7 Identification de la mesure linéarisante 
Dans ce paragraphe, on suppose que le tenseur de relaxation a été identifié 

par la méthode décrite au paragraphe précédent. Nous allons identifier la mesure 
linéarisante par des essais de relaxation. Imposons-nous une déformation de la 
forme E(i) = E H{t) où H(t) est la fonction de Heaviside définie par: 

( 1 si t > 0 
11.20 H{t) = l 

[ Osi 'KO 

Par conséquent, la relation (II.4) se réduit à: 

11.21 $(t) = | | : I (i) •• I 

L'identification de la mesure linéarisante se fait aux temps courts (élasticité 
instantanée) et aux temps longs (équilibre). Utilisons les potentiels initial et à 
l'équilibre $0 et ^^ respectivement, valeurs limites en 0 et à l'infini du potentiel 
d'énergie libre $ . Les relations (II.4) et (11.21) conduisent alors à: 

11.22 

' 
* 0 = 

k 

1 ~ 
= - E 

2 — 
1 
= 0 
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où on a noté $¿ = lim\P(¿) et R = limR(f). 

Etant donnée la forme de la mesure linéarisante (relation (11.15)), qui suppose 
trois inconnues (ao, a2 et a2) , il faudrait connaître le potentiel d'énergie libre $ à 
un instant to différent de 0 et de l'infini. Un tel potentiel s'écrirait, par analogie 
avec (11.22): 

11.23 * t 0 = \ | : 1 : | 

R e m a r q u e 1.2 II s'agit ici d'une étude théorique car, en pratique, nous n'avons 
pas accès à *&(t}. En revanche, on connaît les histoires de H(t) et de A(t) lors d'un 
quelconque essai. On peut alors, par intégration de la courbe (effort-déformation) 
pour un essai convenablement choisi, déterminer le potentiel d'énergie libre. 

En substituant (11.15) dans (11.22) et (11.23), on obtient le système suivant en 
ao, « i e t Ü2-

f 2 * o ( 4 ) = al 1 : 1 : 1 + 2 a0 ai 1 : 1 : 4 + 2 a0 a2 1 : 1 : 4 2 

=o " =o =o 

+ a\ 4 : 1 : 4 + 2 ax a2 4 : 1 : 4 2 + a\ 4 2 : § : 4 
=o =í) =o 

( S ) l 

2 *t0 ( 4 ) = al 1 • 1 : I + 2 a0 ai I : I : 4 + 2 a0 a2 1 : 1 : 4 2 

= Í 0 = = Í 0 = t û 

+ a2 4 : 1 : 4 + 2 ai a2 4 : | | : 4 2 + a2 4 2 : § : 4 
=to = í o = = ío 

2 *oo ( 4 ) = a2
0 1 : 1 : 1 + 2 a0 ax I : | | : 4 + 2 a0 a2 1 : 1 : 4 2 

+ al 4 : I : 4 + 2 0 l a2 4 : R : 4 2 + a\ A2 : R : 4 

Ce système de trois équations à trois inconnues (ao, a.\ et a2) est non linéaire 
d'ordre 2 ce qui rend sa résolution extrêmement complexe. Nous allons néanmoins 
tenter de le résoudre dans le paragraphe suivant. 

1.8 Résolution du système (S) 

Le système (S) étant extrêmement non linéaire, on peut, moyenant la connais
sance du potentiel d'énergie libre à d'autres instants, changer d'inconnues pour 
se ramener à un système linéaire de six équations à six inconnues. En notant les 
nouvelles inconnues x — a\, y — 2 aQ ai, z — 2 a0 a2, t = a\, u — 2 ai a2 et 
v = a\, le système devient: 
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' 2 tf o (4) = x I : S : I + y I : E : 4 + ^ 1 : 1 : 4 2 

= 0 = 0 = 0 

+ * 4 : E : 4 + « 4 : 1 : 4 2 + u 4 2 : J| : 4 
= 0 = 0 =0 

2 * t o (4) = x I : E : 1 + y I : E : 4 + z l : | : 4 2 

+ í 4 : 1° : 4 + u 4 :1° : 4 2 + v 4 2 : 1 : 4 
= t o ^ o = < o 

2 * t l (4) = x 1 : 1 :1 + J/ 1 : 1 : 4 + ^ 1 : 1 : 4 2 

+ í A : l ' : A + u 4 : 1 : A2 + « A 2 : | : 4 

(50 { 
2 *f2 (4) = x 1 : 1 :1 + y 1 : 1 : 4 + * 1 : E : 4 2 

+ í 4 : 1 2 : 4 + « A : l :A2 + v 4 2 : E : 4 

2* i 3 (4 ) = x I : £ : I + y I = E ¡ 4 + 2 I: I : 4 2 

+ < 4 : E* '• 4 + " 4 : i ' : 4 2 + v 4 2 : E : 4 
= f 3 = Í 3 = = Í 3 

2 *oc (4) = I ¡ : 1 : I + y 1 A + z l : 

+ < 4 : E : 4 + « 4 : R : A2 -f u A2 : E : A 

On peut récrire ce système sous forme matricielle: 

11.24 \¿A • {X} = {B} 
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avec: 

'£ 

I : g. : I 1 : I : A i ; I : â â : I ; â 4 : l : â 4 • S : A 
==Q = 0 = 0 " = 0 = 0 = 0 

I : ! : I 1:1 =4 I •' 1 = 42 4 : 1 : 4 4 = 1 : 42 42 : 1 : 4 
= * 0 = = f o :^=to = í o ^^O = Í 0 

1 : R : 1 1 : R : A 1 : R : A ' A : R : A A : R : A" A •2 A 2 A 

I 

1 

I 

= f l 

:I 

:R 

1 

1 

1 

:I 

I 

1 

I 

=*! 

: R 
= Í 2 

: R 
= * 3 

1 

: A 

: A 

•"4 

1 

i 

I 

= t i 

. R 
= Í 2 

: R 
= * 3 

1 

• 42 

.A 2 

:42 

4 

A 

4 

= Î I 

:E 

: R 

R 
= 0 0 

4 

A 

:4 

4 

A 

4 

=ti 

: ! 

• R 
= Í 3 

R 

42 

A2 

:42 

4 2 

A2 

A2 

= í i 

: I 
= * 2 

:R 
= Í 3 

R 

:4 

: A 

:4 

* {X} = {x y z t u v] 

{ t{B} = {2V0 2 $ i 0 2 * t l 2 * t 2 2 ^ 3 2« ï œ } 

La matrice A est pleine et non symétrique. 

En revanche, étant donnée la symétrie du tenseur de relaxation 

1 =I 

on a: 

A2 : R : A = A : R : A' 

La matrice A_ est donc singulière et son déterminant est nul. Cela signifie que 
les variables tí et u sont liées. On peut alors récrire ce système en remplaçant les 
variables u et v par une seule variable s = u + v, ce qui donne: 

11.25 [A'] • {X'} = {B'} 
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avec: 

14'] = 

1 

1 

1 

I 

1 

: R : 
= 0 

: R 

:R 

: R 
= * 2 

: R 

: 1 

: 1 

: 1 

: 1 

: 1 

1 : 

1 

1 

1 

1 

: R 

:R 

: R 

:R 

: R 

: A 

: A 

:A 

: A 

: A 

1 

1 

1 

1 

1 

:R : 
= 0 

:R 

:R 

: R 
= Í 2 

:R 

:A2 

:42 

: A2 

:A 2 

:A 2 

A : 

4 

A 

A 

A 

R : 
= 0 

=s0 

:R 

: R 
= ¿ 2 

:R 

; A 

: 4 

: A 

: A 

: A 

A2 

â2 

A2 

A2 

A2: 

. ¡KL . 

= 0 

:R 

: R 

: R 

:4 

: A 

: A 

: A 

: A 

*{X'} = {X y Z t S} 

{ * { ! ' } - { 2 * o 2%0 2 * t l 2 $ t 2 2 ^ } 

Dans ce cas et sous certaines conditions sur le tenseur de relaxation R, la 

matrice A.' est inversible et on peut obtenir la solution du système (11.25) à 
l'aide du logiciel de calcul formel M A T H E M A T I C A ® . Après avoir trouvé les 
solutions x, y, z, t, s du système (11.25), afin d'obtenir les solutions ÜQ, GI 
et a2 du système «5, nous devons résoudre le système de trois équations à trois 
inconnues: 

11.26 l 2 a0 a2 

2 ai a2 + a\ 

y 

avec les conditions de compatibilités 

11.27 

= t 

La résolution du système (11.26) conduit aux trois solutions suivantes: 

z • (2 y + z) 

11.28 

an = 

a\ = 

a\ -

4 s 

y2-s 

z • (2 y -f z) 

z • s 

2 y + z 
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Or, ce triplet {00,^1,02} e s t incompatible avec (11.27) puisque le calcul avec 
M A T H E M A T I C A ® montre que: 

z • (2 y + z) 

11.29 
y 

4 s 

2 . c 

l z • (2 y + z) 

T 

* t 

On en conclut que l'on ne peut pas trouver, dans le cas général, une mesure 
linéarisante sous la forme (11.15). 

On peut néanmoins changer de problème et chercher les conditions sur $0 et 
^oo pour que l'on ait 

( z • (2 y + z) 

11.30 < 

y 

4 s 

2 . c 

{ z • (2 y + z) 

— x 

= t 

Ce calcul reste néanmoins complexe car extrêmement non linéaire et 
M A T H E M A T I C A ® ne parvient pas à converger. 

Cela nous contraint à simplifier l'étude et on peut, sans trop perdre de géné
ralité, supposer le matériau isotrope. Cette étude fait l'objet du chapitre suivant. 
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Chapitre 2 

Matériaux isotropes 

2.1 Introduction 
Dans ce chapitre, on développe les mêmes étapes que celles du chapitre pré

cédent. L'isotropie du matériau nous permet d'aller au bout de l'identification, 
c'est à dire à l'obtention des formes des fonctions ÜQ, ai et a2. En guise d'exemple, 
on développe la procédure d'identification dans le cas où la mesure linéarisante 
choisie est écrite sous forme d'une mesure de Seth [Seth, 1964]. 

2.2 Choix du tenseur de relaxation 

Revenons au potentiel d'énergie libre et à la mesure linéariante définis res
pectivement par les relations (11.21) et (11.15). L'isotropie du matériau, ajoutée 
à celle de la relation reliant E à A imposent un tenseur de relaxation de la forme: 

11.31 H(<) = A ( i ) l ® I + 2 / i ( f ) I 

où <g> représente le produit tensoriel, X(t) et /¿(¿) sont des fonctions du matériau 
positives et décroissantes du temps et 

(¿®¿)tí« = M « 

1 = ñ (àik ¿jl + $il ôjk) 

Le potentiel d'énergie libre s'écrit alors: 

11.32 
Po* (<) = \ j Í A(2í-Í1-Í2)[ír(|(¿1))] 

+ 2/i (2t - h - t2) tr (Í2(í2)) dt\dt2 
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2.3 Lois de comportement 

L'équation de comportement s'écrit alors, pour les matériaux compressibles: 

11.33 g(t) = ( Í \x(t- t') tr ( ¿ ( i ' ) ) 1 + 2JJL (t ~ t') Í ( í ' ) 
V - o o " 

Si on ajoute une contrainte interne d'incompressibilité, la loi de comportement 
devient: 

ß(i)= ( / [A(í-0*r(¡(0)l+2/i(í-0|(0]<ft') : ¿J(*)+P(<)£_1(<) 

où p est un multiplicateur de Lagrange défini par les conditions aux limites 
et par l'équilibre. 

2.4 Choix de la mesure de déformation et iden
tification 

On limite l'identification du comportement aux matériaux isotropes et com
pressibles. Celle-ci se faisant pour des essais de relaxation, on écrit le potentiel 
d'énergie libre sous la forme suivante, en substituant (11.31) dans (11.21): 

11.34 tf (i) = - [A(<) Hr g 2 + 2 /¿(t) tr ( l 2 ) j 

et où X(t) et ß(t), qui définissent le tenseur de relaxation, sont déterminées 
par des essais en petites déformations. 

En subsituant (11.31) dans le système (S), on obtient le nouveau système 
suivant: 

Í 2 $ o = 19al + Gaoailf + a\lf2 + I2a0a2l£ + 4a1a2/1
Ai2

A + 4a2
2I^¿ | A0 

+ [3al + 2a0ailf + 2 (Û 2 + 2a0a2)lf + 6 a i a 2 / A + a\tr (A4)] A*o 

- ¡9a2, + 6a0 aJt + a\lf + \2aQa2l£ + 4 a 1 a 2 / A / A + 4 a 2
2 / A 2 ] Xio 

+ [3a2 + 2aoaJ? + 2{a\ + 2 a 0 a 2 ) / A + 6a¡a2/3
A + a\tr (A4)] ¡ito 

2 * l 0 

( * ) < 

2 * ™ = • oo 9a2 + 6a0aii~A + a\lf + 12a 0 a 2 / A + 4 a i a 2 J* J2
Û + Wlf XQO 

+ [3a2 + 2a0ai J f + 2(a2 + 2a0a2)/2
A + 6a1a2/3

A + a p r ( 4 4 ) ] ¿xc 
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*o , *ÎO et *OT sont définis par (11.22), (11.23) et (11.34): 

11.35 $ 0 = i [AO [trE¡2 + 2ß0tr(E2)\ 

11.36 $ i 0 = ~[A t 0 [ir l ] 2 + 2 / i í o í r ( I 2 ) l 

11.37 ^ = - AM [ir g 2 + 2/ioo ir ( I 2 ) 

où Ao, A¿0, AQO, j.iQ, Ht0, /¿ce représentent les valeurs en 0, to et à l'infini de 
X(t) et /i(f) respectivement. 

Le système (Si) peut se réécrire: 

' 2 f 0 = A ( a 0 , a i , a 2 ) A0 + B (a0, aua2)no 

11.38 < 2 * i o = A(a 0 , a i ,a 2 ) Atr) -f B (a0,aua2)nkl 

k 2 *oo = A (a0, ai , a2) Aoo + ß (00,01,02)^00 

avec 

,4 (a0 , a t , a2) = 9a2 + 6a0ajf + a\lf + 12a0a2/2
A + 4a1a2/1*/2

A -f 4a2
2/2

A2 

B (a0, a i , a2) = 3a2 + 2 a 0 a i / A + 2(a2 + 2a0a2)/2
A + 6<ii a 2 i £ + a2,^ ( 4 4 ) 

On constate, à partir de (11.38), que deux équations suffisent pour déterminer 
A (a0, ai, a2) et ß (ao, ßi , a2) . En revanche, connaissant ces deux fonctions, on ne 
peut pas déterminer les trois fonctions ao, ai et a2. 

On peut donc supposer que a2 est une fonction quelconque bornée des trois 
invariants et déterminer ao et «i en fonction de a2. D'après (11.38), on a: 

« i = 
- ( 2 / A / A - 9/A) a2 

I*2 - 6/2
A 

yf^lj^f^lîf - 6/2
A) [a2 (4/f 3 1 ^ ) _ ûgo]" 

/f2 - 6/2
A 

ao 
ax/f + 2a2/2

A ± ,02e 
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ou 

tf = \ » (â4) 
(3A0 + 2/ip) ^oo - (3AQQ + 2iiœ) ^o 

ooz 
^0 

/¿oo*0 - f ío * c 

Aoo) 

La mesure linéarisante la plus simple, compatible avec ce qui précède et véri
fiant les relations (11.16), (11.17) et (11.18) est celle où a2 = 0. Une telle mesure 
est définie par: 

( I = aQ (l*Jt#) I + «i (AV2V3
Ù) 4 

11.39 | 

[ telle que $ ( i ) = - [A(<) [ir g 2 + 2 fí(í) tr (] |2)] 

Le choix de cette mesure se justifie par le fait qu'on ne peut identifier par 
des essais de relaxation que deux fonctions puisque, dans le cas isotrope, on ne 
dispose que de deux fonctions mémoire A et ¡À. 

Par conséquent, le système (Si) se réduit à: 

2 $o = ¡9a2, + 6 a 0 a i / f + a\lf A0 + [3a2, + 2aQa1I^ + 2a2] fi0 

11.40 

2 1< = 9a2, + ôaoai/f + a\lt ATO + [3a2 + 2aQaj£ + 2a2] fic 

A partir de (11.35) et (11.37), on peut déterminer \tr ( | |)] et tr (| |2) en fonc
tion de *o, «Poo, A0, A,«, /i0 et f i^: 

foc oo 

11.41 

[¿r(g] - 2 

ir(l2) = 

(fi<x> A 0 — f ío Aeo) 

Aoo*o - A0 * T O 

(fíoo AQ — / io Aoo) 

qui correspondent aux relations II.3. 
On peut maintenant identifier les fonctions a0 (J-f, l£, / ^ ) et ai ( /^ , 7^, / ^ ) . 

De (11.39), (11.40) et (11.41), on déduit: 

11.42 

«i (tf.tf.tf) -

°0 (A , /2 5 4 ) 

\ 

(3A0 + 2/i0) too - (SA^ + 2/ioo) $o 

(/ÎOO A0 — /ÍQAOO) (6 J2 - / j J 

-ai It , s9n {!£) LjWoo^o - fío *c 

(A^OC ^ 0 ~~ /^0 ^co ) 
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-1 
0 
-1 

si 
si 
si 

/f >0 
/ * = 0 

tf<o 

où sgn (if1) est le signe de 7f\ soit: 

sgn(/f) = 

R e m a r q u e 2.1 Z,a résolution du système en eto ( ^ f \ - ^ \ i ; f ) e^ ai {^f^-t^i") 
nous a donné, en fait, deux solutions opposées pour ai ( / p / j , ^ ) et, en consé
quence, quatre solutions pour ÜQ [I^I^, 73 ) . L'équivalence aux petites déforma
tions selon laquelle E = e_ nous a permis de conclure. 

Nemat-Nasser et Mehrabadi [Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987] affirment que 
la mesure de déformation doit être nulle en l'absence de déformation, positive et 
croissante quand le matériau considéré est en extension et doit se réduire à la 
déformation £ quand le comportement est linéarisé. Donc, à ce stade de l'identi
fication, il faut vérifier la validité de la mesure de déformation qui, dans ce cas, 
est sujette à la connaissance des potentiels $0 et ^oo-

Afin de s'affranchir de cette difficulté, on pourrait choisir une mesure qui 
vérifie naturellement les conditions de validité imposées par Nemat-Nasser et 
Mehrabadi [Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987]. Cette étude est proposée dans le 
paragraphe suivant. 

2.5 Mesures particulières: les mesures de Set h 

Seth [Seth, 1964] propose une mesure écrite sous forme de puissance du ten
seur de Cauchy-Green droit C: 

11.43 
— (Ç^ - I ) si m G R* 
m v— — 

si m = 0 

Dans le cas où m = 2, on retrouve le tenseur de Green-Lagrange A. Si, en 
outre, les déformations sont petites, alors on retrouve le tenseur de déformation 
linéarisée e_ puisque: 

ï%_u-%]à = o(!|£«||) 
Nemat-Nasser et Mehrabadi [Nemat-Nasser h Mehrabadi, 1987] montrent que 

ces mesures vérifient les conditions de validité. L'identification se limite donc à 
la détermination du scalaire m. 

Ces mesures incluent donc les cas linéaire et petites perturbations et sont 
un cas particulier de la mesure générale proposée par la relation (11.15) puisque 
Morman [Morman, 1988] a montré qu'elles pouvaient s'écrire sous la forme: 
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£* =J> 
0 = 1 

£2 - (if - A^g+ffA;2 I 
2 K - / f A> + If A-> 

où (Aa)Q=i...3 sont les valeurs propres principales du tenseur d'élongation droit 
U et / f et If sont les premier et troisième invariants de C, respectivement (/f — 
<r£, 73

c = det£) . ~~ 
Ces mesures ont l'avantage de s'écrire sous la forme 

I = 6 D ( / 1
c , / ? , / ? ) l + 6 i ( / f , i ? , ^ ) Ê + 6 2 (7f , / f , / 3

C 7 )£ ï 

avec 
i m r C \ - 2 

Aa J3 Aa 
•C \ - 2 

11.44 ¿ h ( jC TC jC\ __ 1_ ST Aa (A« - A ) 
l ( l ' 2 , 3 } " m ¿ í 2 A J - / f Aä + /?A-= Q = l 

3 1 Xm 

2 i X' 2 ' 3 J " m ^ A J - Z f AJ + tf A-* 

En remplaçant l'expression de C en fonction de A., on peut relier les fonctions 
&» (/?)(,=o...2j=i...3) aux fonctions at (if )( i=0...2j=1...3j: 

f ao( / f , / f , /3 C ) = i o W . / f . ^ + i i ^ ^ / ^ + ^ i / f . ^ / f ) 

. ^ ( / f , / ^ ) = 2 6 1 ( / f , / f , i ? ) + 4 6 2 ( / f , 7 ? , / f ) 

t a2(/f,/f,/3
c) = 4 62(/f,/f,/3

c) 

D'autre part, sachant que les invariants de C sont reliés à ceux de A par les 
relations suivantes: 

I? = tr £ 

det C 

avec 

2 If + 3 

8 73
A - 8 If If + ~ if + 2 if -4 If-t 2 If+ 1 

If = f r £ 

13 = ^r(g) 
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on obtient les fonctions aQ, ai et a2 en fonction des trois invariants de A: 

aoil^Ltm = ¿ | í>« 

fll ( / * , / * , # ) 

m 

L \—^ 

Z_v 

a= l 

Au 

/0
AA;2 + A2 - 2/f - 2 

A2 - 2 / f - 1 

- 1 

«>(tf,tf.tf) - ~ £ 

m ~ - 2 A4 -- (2/f + 3) A2 + # A - * 

4 A A™ 
« ¿ Í 2 AJ - (2/f + 3) A2 + /AA-3 

avec 

/ A = 8/3
A - 8/f/2

A + | / f 3 + 2/f2 - 4/2
A + 2/f + 1 

En résolvant le système (11.38) en ne gardant que l'élasticité initiale et l'équi
libre, on trouve: 

11.45 < 

A(a0,aua2) 

B(a0,ai,a2) 

= 2 
Moo AQ — ¿¿o AQO 

AQ ^ O O ~ AQO W Q 

/¿co A Q
 — ¿¿0 AQO 

Or, l'expression de A(a0 ,a i ,a2) étant connue, on se ramène à la résolution 
d'une équation non linéaire en m. En notant: 

Xa — 

Ya 

¿n — 

/0
AA-3 + A ^ - 2 / ^ - 2 

2 A 4 - ( 2 / f + 3 ) A 2 + / A A ^ 

A2 — 2 / A — 1 
2 Ty~=j2ÏfTtxi + /0

AA-2 

2 A ^ - ( 2 / f + 3)A2+/AA-2 
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m est solution de l'équation: 

r 3 

E(w-! 
.a=l 

+ 6 
3 

. o r = l 

+ 
11.46 

¿À«r« 
,Q = 1 

J f + 12 
3 

a = l 

" 3 

_a=l 

+ 4 Ë KYa E A * Z * 
La=l 

rA rA 
I? I?+4 J2X°Z« 

,a=l 

- 2 \ \— = u 

Ainsi, pour chaque valeur de (Aa)a=1 . . ,3 , on a une valeur de m. On choisit alors 
une valeur de m au voisinage des déformations souhaitées. Cette méthode reste 
néanmoins très complexe car l'équation précédente est fortement non linéaire du 
fait de la dépendance en Xa du second membre, des différents invariants et de 

si.ai *a e t Aar-

On peut également déterminer m par minimisation du terme de gauche de 
l'équation précédente pour un \ a choisi dans un intervalle entourant la déforma
tion désirée. 

2.6 Liaison avec Fhyperélast ici té 

2.6.1 Exemples de potentiels hyp er élastiques 

Souvent, les comportements des polymères sont approchés par des compor
tements hyperélastiques. Ce type de comportements est décrit par des poten
tiels d'énergie libre qui, dans le cas isotrope, dépendent des invariants de C. Par 
exemple, les potentiels de Mooney-Rivlin, de Blatz-Ko ou de Hart-Smith sont des 
potentiels souvent utilisés: 

- Le potentiel de Mooney-Rivlin 

Mooney et Rivlin [Rivlin, 1951], proposent comme potentiel hyperélastique, 
un potentiel dépendant des deux premiers invariants de <Ç (dans le cas 
incompressible). Ce potentiel, écrit à l'ordre 2, a la forme: 

* MR C\ ( J f - 3) + C2 (/2
C - 3) 
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où C\ et Ci sont des constantes du matériau. 

A l'ordre n, il s'écrit: 

n n 

, = 0 j'=0 

Dans le cas compressible, il dépend de trois invariants de Ç et peut être 
généralisé sous différentes formes. Les plus couramment utilisées sont les 
suivantes; 

9MR = Ci (if - 3 if) + C2 ( / ? - 3 if) + ^ In2 (l^) 

ou 

®MR = A (if - 3) + B (if - 3) + C {if - l ) + D (73
c - l ) 2 

où les différents coefficients sont des constantes du matériau. 

- Le potentiel de Blatz-Ko 

Dans le cas compressible, le potentiel de Blatz-Ko [Brockman, 1986] dépend 
du premier et du troisième invariants de C. Dans le cas incompressible, c'est 
un cas particulier du potentiel de Mooney-Rivlin (ordre 1). 

(,ç _ 3) + \ (£-» - l)' 

où fi' et a sont des constantes du matériau. De plus, a est un paramètre qui 
dépend du coefficient de Poisson v selon la relation 

2v 
a = 

1 - 2 / / 
- Le potentiel de Hart-Smith 

Le potentiel de Hart-Smith [Hart-Smith, 1966] est défini selon une loi hy
perbolique exponentielle qui, dans le cas incompressible, est de la forme: 

/

rC 
ek^-3Y dlf + h ln-|-

où C, ki et k2 sont des constantes du matériau. 

Dans tous ces potentiels, les invariants If, if et if sont définis par (11.48). 

*BA' = - V 
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2.6.2 Linéarisation hyperélastique 

L'avantage du modèle pseudo-linéaire est de pouvoir déterminer simplement 
une mesure linéarisante d'un comportement hyperélastique par équivalence aux 
petites déformations. A ti tre d'exemple, déterminons les coefficients ÜQ et a\ d'une 
mesure linéarisante pour un potentiel de Mooney-Rivlin compressible que l'on 
choisit sous la forme: 

11.47 WMR C i ( / f 3 /£*) + C2 (tf 3 /?*) + "f In2 (/?*) 

avec 

11.48 

f /f = tr(Q 

Is = det(Ç) 

L'objectif est de déterminer les coefficients A et // du modèle pseudo-linéaire 
en fonction des coefficients C\, C2 et C3. Pour cela, on se place dans des cas 
particuliers en petites déformations. 

- Premier cas particulier: considérons une déformation de la forme: 

11.49 A = 

où e est une déformation -Csuffisamment p e t i t e ^ . 

Le potentiel de Mooney-Rivlin et le potentiel pseudo-linéaire d'énergie libre 
sont alors équivalents à: 

9 
eq ~ 2 

WMReq = 77 C3 • e2 + o(e2) 

11.50 

* eg -A + 3 n \ -e* 

Second cas particulier: on considère une autre petite déformation telle que: 

11.51 A = 



80 CHAPITRE 2. MATERIAUX ISOTROPES 

Les potentiels d'énergie libre prennent alors les formes suivantes: 

11.52 
*MB e , = 12 (C, + C2)-e

2 + o(e2) 

tyeq = 6 ¡i 

Les systèmes d'équations (11.50) et (11.52) permettent de déterminer les coef
ficients A et fi. 

11.53 

H = 2 ( d + C2) 

A - C'a - - (d + C2) 
ó 

Le potentiel hyperélastique étant défini par rapport à l'équilibre, les coeffi
cients ao et a\ du modèle pseudo-linéaire sont les suivants [Alaoui Soulimani, 1993]: 

fll (/?,/£,#) 
11.54 ¿ \ 2 

WMR (Jf , /f , /^) 

C.3 - r (Ci + C2) / f + 4(C*1+C2)-/2
A 

l ao {I*,I?,I*)=0 

Cette mesure linéarisante n'est évidemment pas la seule. Ce type de linéarisa
tion peut être fait de manière analogue pour tout autre potentiel hyperélastique. 

2.6.3 Linéarisat ion viscoélastique 

Supposons que l'on désire linéariser un comportement viscoélastique défini aux 
temps courts par un potentiel de Blatz-Ko et aux temps longs par un potentiel 
hyperélastique de Mooney-Rivlin (11.47) par exemple. Dans ce cas, on dispose de 
deux potentiels WBK, (potentiel initial) et WMR^ (potentiel à l'équilibre) définis 
par: 

11.55 < 

WBK, = g Ú (i? - 3) + 1 (r> -1) 

WMRx = Clx (/f - 3 if) + C2oo (if - 3 /3
CÎ) + C3 In 

où \i\, ai, Ci^, C2oo et Czœ sont des constantes du matériau. 
L'identification se fait de manière analogue au cas précédent, c'est à dire par 

équivalence aux petites déformations (moyennant des chargements de type (11.49) 
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et (11.51)). Dans ce cas, on identifie les quatre paramètres A„ /x,-, A«., et / i ^ définis 
aux temps courts et aux temps longs par: 

m - / i - ( l - 2 a ¿ ) 

11.56 < 

A,- = -a,-//,-

/ioo = 2 (C i^ + C2oo) 

Aoo = ^3oo — Ö (^1« . + C2oo) 

De plus, les coefficients a0 et «i sont donnés par (11.42): 

N 
Aii (3a t + 2) WMRx + 3 ^ o c W W . 

AL (6 /2
A - / f 2 ) 

11.57 < ao (A -,h ih) — 
-aJt 

sgnjlf) j 2 2 (C l 0 0 + C72oo) WW,- - ¿- (1 - 2a,-) W^Äo0 

A i 

ou 

\ 0 / i (Ci«, + C2co) (3a,- + 2) + i2Ö! - 1) C3(X> 

2.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a montré comment, sous l'hypothèse d'isotropie du ma
tériau, on pouvait trouver simplement une mesure de déformation linéarisante. 
x\insi, la connaissance du comportement d'un matériau aux temps courts et aux 
temps longs nous permet de connaître le comportement de ce matériau à chaque 
instant. Par exemple, si l'on sait, moyennant quelques manipulations expérimen
tales, qu'un matériau se comporte aux temps très courts et aux temps très longs 
comme un matériau hyperélastique (de type Mooney-Rivlin, par exemple), alors 
on peut déterminer de façon unique les coefficients a0 et ai qui nous permettent 
d'obtenir une mesure linéarisante (qui n'est pas unique) de ce comportement. Ce 
type de linéarisation a fait l'objet du paragraphe 2.6 et a montré que pour tout 
comportement identifié aux temps courts et aux temps longs par des potentiels 
hyperélastiques, on peut déterminer une mesure linéarisante. Dans ce chapitre, 
nous l'avons montré pour des cas particuliers de potentiels, mais cette technique 
peut être généralisée pour tout autre potentiel hyperélastique. 
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Chapitre 3 

Validation 

3.1 Introduction 

L'objectif de ce chapitre est de savoir si le modèle pseudo-linéaire présente 
une certaine généralité et s'il peut représenter une gamme suffisamment large 
de comportements viscoélastiques. Pour cela, nous allons essayer d'approcher le 
comportement d'un matériau fictif identifié par un potentiel d'énergie libre écrit 
sous forme d'un développement de Fréchet d'ordre 4 [Fréchet, 1910] que l'on 
nommera, par abus de langage, potentiel de Fréchet. On se restreint au cas des 
matériaux compressibles et isotropes. 

Nous allons donc développer toutes les étapes d'identification puis nous établi
rons des critères nous permettant de choisir la forme des fonctions de relaxation 
afin de nous permettre d'effectuer des simulations, du chargement le plus simple 
(traction) aux chargements très complexes (succession de chargements dans dif
férentes directions), jugeant de la justesse du modèle. 

3.2 Potentiel et contrainte de Fréchet 

3.2.1 Potentiel de Fréchet 

Le matériau étant supposé isotrope, îe potentiel d'énergie libre peut être consi
déré comme ne dépendant que des trois invariants de A, 1^ , 1^ , 1% avec 

It =ír(4),/2
A = \tr(A2),l£ = l-tr(g). 

Pour un développement d'ordre 4 en série d'intégrales multiples, 
toutes les combinaisons possibles sont les suivantes [Spencer & Rivlin, 1959]: 
jA2 rA TA3 TA ¡A JA JA* TA2 TA TA2 TA TA „+ /A 

1l i I2 5 M ? M " J2 i *3 i J] T Âl ' l2 i J2 i i3 ' M e l i4 • 

Toutefois, l£ (et donc tr (A 4 ) ) peut être exprimé en fonction des autres in
variants de A (voir annexe A). 
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En notant (r t)¿=i...5 et (r¿)¿=6...9 les fonctions mémoire, le potentiel de Fréchet 
d'ordre 4 "51 est donné par: 

+ 

+ 

+ 

Jt0 Jt0
 ¿ 

ÍÍ ' 
Jt0 Jto SU 
J t o J to Jto 

US, 
Iff 
J ÍQ J tfj Jt'Q 

n(t -TUt- r2) i r 4 ( r i ) • i r 4 ( r 2 ) dri dr2 

- r2{t - r l 5 t - r2) î r 4 ( r i ) • À f o ) ¿M ^ 2 

- r3(i - r1 ; í - r2,f - r3) i r 4 ( n ) • ¿ r Â(r 2 ) • i r 4 (r3) drxdr2dT3 

r4(t - Ti, t - T2I t - T3) t r 4 ( n ) " i r À(T2) • 4(73) àrx dr2 dr3 

?'5(i - r i , t - T2, t - r3) î r 4 ( n ) • 4 ( r 2 ) • 4 ( ^ ) 1 ¿ T i á r 2 dr3 

+ jr'6(t-TUt-T2,t-T3,t-u) 
Ji0 Jto Jt0 Jto 4 

í rA(r i ) • trA(r2) • trA(r3) • trA(r4) dri dr2 dr3 dr4 

+ - r'7(t - TiJ - T2,t - T3,t - T4) 
Jto Jt0 Jto Jto 

trà(ri) • ¿ r 4 ( r 2 ) • tr 4 ( r 3 ) • Â{r4) 

+ / / / / T rs(* - Ti, * - T2 , < - r 3 , í - r 4 ) 
Jto Jto Jt0 Jt0

 4
 r „ 

ûÎTi C¿T2 d r 3 ¿T4 

tr 4 ( T I ) • 4 ( r 2 ) j • î r ^4(r3) • 4 ( r 4 ) ] ^ dr2 dr3 dr4 

+ / / / / q r'9^ _ " i ' ' - T2> * - T 3 . * - T 0 
•/¿o -/ío Jío Jío á 

i r 4 ( r i ) • 4 ( r 2 ) • î rA(r 3 ) • frA(r4) dri dr2 dr3 dr4 

TAB. 3.1 - Potentiel de Fréchet 

r'6{t~r1,t-T2,...) = r 6 ( i - T ! , i - r2 , . . .) + 1/6 r i 0 ( i - r l 5 i - r2 , . . .) 
r'T(t-T1,t-T2,...) = r7(i - r i , i - r2 , . . .) - 1/2 r i0( i - n,t - r2 , . . .) 
r ¿ ( í - r i , í - T 2 , . . . ) = r 8 ( í - r i , í - T 2 , . . . ) + 1/2 r 1 0 ( í - r i , í - T 2 , . . . ) 

r g í t - Ti , í - r 2 , . . . ) = r 9 ( í - r 1 , í - r 2 , . . . ) + r1 0( í - r i , í - r2 , . . . ) 

et r10 est la fonction mémoire correspondant à tr (A4) dans l'expression du 
potentiel d'énergie libre. Pour assurer la positivité du potentiel de Fréchet, il faut 
que les fonctions mémoire d'ordre pair (r i , r2 et r'6,_.Q) soient positives et que celles 
d'ordre impair (r3..,5) soient soit nulles soit très petites par rapport aux autres. 

1. L'exposant ""correspond au potentiel de Fréchet et à la contrainte qui en dérive 



84 CHAPITRE 3. VALIDATION 

3.2.2 Contrainte de Fréchet et puissance dissipée 

Afin de déterminer la contrainte associée au potentiel de Fréchet, vérifions 
qu'il s'agit d'un processus admissible, c'est à dire que la puissance dissipée T> est 
positive. En formulation Lagrangienne, on a [Mandel, 1977]: 

11.58 V{t) = g ( i ) : 4 ( i ) - *( i ) avec V(t) > 0 V 4 ( 0 

Sachant que l'inégalité de Clausius-Duhem (£> > 0) doit être vérifiée pour tout 
4 à tout instant t, on obtient l'expression de la contrainte de Piola-Kirchhoff 2: 

KO 

+ 

-f 

+ 

+ 

= ( / h(t - n) írAfn) dn ) -I -f / r2(t - n) Â(n) dn 
\Jt0 J Jt0 

i i f3(t - rx, í - T2) train) • i rÀ( r 2 ) dn dr2)-l 
JtQ ¿tl} 

/A 
J tç, J to 
I ft ft 

r4(t — Ti, t — T2)trÂ(n) • Ä ( T 2 ) ¿TÍ ¿T 2 

/ / r4( í - Ti,í - T2) ír [ 4 ( n ) • 4 ( r 2 ) 

/ / r5(í - n,< - T2) 4 ( T 0 • â(r2) dTl dTï 

JtQ J ÍQ 

dn àr2 j • 1_ 

n / r6(t - T I , í - T 2 , í - r 3 ) i r4(Ti) • Î T 4 ( T 2 ) • tr^(T3) dn dr2 drz j • I 
J •'to 

/ / / f7{t-TUt - T2,t - T3)tr^(TX) -tr | 4 ( r 2 ) • ¿ f a ) 
J<0 J í o •'ÍO 

C?Ti C?T2 ¿ T 3 

+ 1 1 1 r7(t - r u t - T 2 J - T 3 ) i r 4 ( n ) • i r 4 ( r 2 ) • 4 ( r 3 ) CÍTÍ <¿T2 ¿ T 3 

JtQ Jto Jto 

+ / / / f8(í - Ti,< - T2, Í - T3)4(Ti) • í r |4(T"2) • À f o ) ¿Ti ¿T2 <ÍT3 
JtQ JtQ JtQ 
¡ ¡ I r<à{t - Ti,< - T 2 , í - T 3 ) 4 ( T Í ) • 4 ( T 2 ) - ¿r4(T3) dn dr2 dr3 

Jt0 Jt0 Jt0 

( / / / Ö *»(* — 7-1,* - 7 2 , í — T3)tr \à.(n) • 4 ( T 2 ) • 4(7-3)1 ¿Ti <ÍT2 (¿T3 
\Jt0 Jt0 Jto ¿ L J 

I I I ^o(* - n , í - r2,í - r3)4(n) • 4(7-2) • Â(r3) ¿ r í dT2 ár3 
. / ÍO «'ÍO • ' ÍO 

+ 

+ 

T A B . 3.2 - Contrainte de Fréchet 

avec la notation 

11.59 r ¿ ( í ~ T i , - - - , í - r n _ i , 0 ) = f,-(< - r1? • • • , i - Tn_i) 
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En définissant les dérivées des fonctions mémoire par 
(JT* ' (JT ' 

rt(i - ri, • • • , i - T„) = ^-{t - TÍ, • • •, t - r„) + • • • + -~-{t - n, • • • , t - T„) 

~- et g5~ représentant les dérivées partielles par rapport au premier et n 
argument respectivement, la puissance dissipée se réduit à la forme suivante: 

lerne 

i>(t) -ÍÍ \ 
Jtn Jto c 

T\(i — Ti,t — T2) trÂ(Ti) • trÂ(r2) drx dr2 

>t0 Jt0 

ft rt J r , . i 
- r2(t - Ti,t-T2) tr A(n) • MT2) dr-L dr2 

_ 't0
 L - J 

/ / / -z h{i -Tx,i-T2,t- T3)ir4(Ti) • ¿rÀ(r2) • f r4 ( r 3 ) ¿ n dr2 dr3 
Jt0 Jtç, Jt0 J 

»t ci /-t 

Jt0 Jta 

Jt0 JïQ JtQ 
•Í ft ft 

M(t - n , í - T2, í - T3)ír4(T!) • ir ¡4 ( r 2 ) • A(r3) ¡ <¿n dr2 dr3 

¿Ti CÍT2 ¿T 3 - Í Í Í rb(t - T l , í - r 2 , í - r 3 ) í r [ 4 ( n ) • 4 ( r 2 ) • 4 ( r 3 ) 
Jto >/to Jío 

- / / / / - r e ( < - 7 - 1 , í - r 2 , í - r 3 , í - T 4 ) 
Jt0 Jío Jto Jto 4 , 

í r 4 ( r x ) • í r Á f a ) • í r A ( r 3 ) • ^ A f o ) ¿ r i ^T2 dr3 <¿r4 

/ / / / 9 ^ ( í ~ r 1 , í - T 2 , í ~ T 3 , í - T 4 ) 
Jt0 Jt0 Jto Jto ¿ 

train) • ¿ r 4 ( r 2 ) • i r | 4 ( r 3 ) • À f a ) ] <M <¿r2 dr3 dr4 

- / / / / T r 8 ( ¿ - T!,í ~T2,t- T3,t-U) 
Jto Jto Jto Jto 4 ^ 

tr Mn) • 4(T"2) ' tr 4 ( r 3 ) -4(74)1 ¿ n e?r2 ¿r3 áT4 

- / / / / T r 9 ( í - T i , í - T 2 , í - T 3 , í - r 4 ) 
Jío «/ío Jto Jto á 

i r 4 ( T I ) • 4 ( T 2 ) • í r 4 ( r 3 ) • à.(T4) àrx dr2 dr3 dr4 

~ •7r1o(t-T1,t-T2,t-T3,t-Ti) 
Ji0 JtQ Jt0 Jto 4

 r 

Îriâ(rl)-â(r2)-â(T3)-â(T4) JTI dr2 dr^ dr4 

T A B , 3.3 - Puissance dissipée 

La positivité de la dissipation n'est pas assurée uniquement si les contraintes 
de positivité sur les fonctions mémoire sont vérifiées. En effet, il faut que lesdites 
fonctions mémoire soient décroissantes. 
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En résumé, pour obtenir un processus physique admissible, il faut que les 
fonctions mémoire r j , r2 et r6...io soient positives et décroissantes et que r3...5 

soient nulles ou à valeurs très petites devant les autres fonctions mémoire. 

3.3 Linéarisation et identification 

3.3.1 Fonctions de relaxation 

Dans ce paragraphe, on se propose d'identifier les paramètres du potentiel 
pseudo-linéaire. Cela signifie que l'on doit déterminer les fonctions X(t) et ß{t) et 
ce, par équivalence aux petites déformations, à l'image de ce qui a été fait dans 
le cas du potentiel hyperélastique de Mooney-Rivlin (voir chapitre 2.6). Notons: 

£ = 1-1 = 5;« 
et 

c = sup ¿ / ( r ) 
t>r — 

Si e <C 1 alors la déformation est dite infinitésimale. Le tenseur de déformation 
infinitésimale e est alors: 

Dans ce qui suit, on considère les fonctions tensorielles f£ du temps r ayant 
la propriété d'avoir, quel que soit le temps r , une amplitude inférieure à Kë, K 
étant un nombre indépendant du temps, de la fonction H_{r) et de ë. Une telle 
fonction sera notée par le symbole O (ë), soit: 

| 0 ( ê ) | < Kë 

On a alors les relations suivantes: 

' E(r) = 1 + 0 (ë) 

< g ( í ) = I + 2 | ( i ) + 0 ( è 2 ) = I + C ( è ) 

. 4 ( 0 = ° (£~) 
Les expressions du potentiel de Fréchet et de la contraintes qui en dérive 

deviennent: 
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II .59a< + 

**?(*) =ff örl(* - Tl' l ~ ^ í r á( T l ) • Îrà(T2) dTïdr2 

/ / ^ 2 (< - r i , í - r2) ir [ ¿ ( T J ) • 4(r2)l drxdr2 + o (ë2) 

n£e(<) = / ( n ( í - n , 0 ) í r 4 ( r 1 ) - I + r 2 ( í - T 1 , 0 ) - 4 ( T i ) ) ¿T!+o(e) 

L'hypothèse d'uniformité postulée précédemment implique que les équa
tions (II.59a) restent valables si le tenseur A(t) est remplacé par e{t) = 0(e) 
[Coleman k Noll, 1961b]: ~ 

*«,(*) = / / ^ ri(i - Ti, t - r2) tr|(7ï) • trg^dn dr2 
Jta Jt0

 l 

+ I I l r ^ - Tl> ¿ - T2) í r [¿(rl) ' á(r2)l ¿T1 d r2 + O (¿2) 

n j 6 ^ ) = / M * - T l '°) trÍ^) -l + ^it - 7-1,0) • ¿(Ti)) dn + o(ê) 

Quand ê est suffisamment petit, le reste o(è) (resp. o(è2)) peut être négligé 
en comparaison avec les autres termes qui sont d'ordre O (?) (resp. O (e¿)) dans 
l'expression de la contrainte de Fréchet (resp. potentiel de Fréchet). Alors, le 
potentiel de Fréchet ^(i) est équivalent, à l'ordre 2, à: 

*(<) = *eg(i) = / / - n(t - n , i - r2) í r¿(n) • i r | i r 2 ) dn dr2 
Ji 0 J Î 0 ¿ 

IX.59b { 

11.60 

+ / / ö r2(i - n , t - r2) ir ¡¿(n) • i(r2)] dn dr2 
Jio Jto 

Pour des essais de relaxation de la forme A(t) ~ A. H(t), la relation (11.60) 
devient: 

11.61 *(t) = *e,(<) - ~ rx(<,i) [ir ( | ) ] 2 + i r2(í,í) ir (|2) 

En appliquant les mêmes opérations au potentiel pseudo-linéaire, on trouve: 

* ( i ) 

11.62 

= * e , ( i ) = / / - A(2 Í - TX - r2) trgfa) • trg(r2) dry dr2 

Jt0 Jt0
 ¿ 

•t ß{%t - T i - r2) tr ¡¿(n) • ¿(T2)} d-Tx dr2 
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et en relaxation: 

11.63 tf (Í) = tfc,(<) = -• A(2 t) [tr (g)}2 + /z(2 i) <r ( | 2) 

En comparant terme-à-terme $*eq(t) (relation (11.61)) et ^eq(t) (relation (11.62)), 
on identifie les fonctions A(i) et ¡J.(t): 

11.64 

Ht) = n(^,|) 

f(*) 2 r 2 l 2 ' 2 j 

En opérant de la même façon pour les contraintes pseudo-linéaire et de Fré-
chet, on obtient, par équivalence aux petites déformations2: 

S£ r(*) = / [ri(t-n,0) trgir^-l + r2(í - r l 5 0) ¿ (n ) ] dr, 

W-\t) = / [ A f í - r O í r i f n ) - ! + 2fx(t - ry) ¿(n)] drx 

~ * 9 Jto 

11.65 { 

11.66 

En relaxation, les relations (11.65) deviennent: 

g£(i) = r i ( i , 0 ) i r ( | ) - l + r 2 ( i , 0 ) | 

¡ F - ' ( í ) = A(í) i r (g) - I + 2 fi(t) g 

En comparant terme-à-terme I r et I I P - , on obtient: 
= e ç =eq 

À(Î) = n ( i , 0 ) 

11.67 

A*(0 = g r 2( ' '°) 

Les relations (11.64) et (11.67) conduisent à l'hypothèse classique qui ré
sulte de l'étude des milieux viscoélastiques linéaires décrits par une ap
proche par variables internes (voir les travaux de Staverman et Schwartzl 
[Staverman & Schwartzl, 1952a], [Staverman & Schwartzl, 1952&], de Mandel 
[Mandel, 1966], de Brun [Brun, 1967], [Brun, 1969] et de Biot [Biot, 1955]): 

11.68 r(a,/3) = r(a + ß,Q) - f(a + ß) 

2. Les exposants fr et p-l sont relatifs aux contraintes de Fréchet et pseudo-linéaire 
respectivement 
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où f est défini par la relation (11.59). 
Finalement: 

r AW = fi(t) 

11.69 | 

Remarque 3.1 Si on écrit l'énergie libre de Helmholtz comme suit 

pom (t) = I / / ¿(Éi) : i (2 f - ix - t2) : | ( í 2 ) dÍ! dí2 
¿ Jo- Jo- = 

c'esi une forme particulière de: 

poq> (t) = i i j ^ ) : j £ (¿ - í l 5 í ~ í2) : | ( í 2 ) ¿íi d¿2 

Jo- Jo- = 

La comparaison entre ces deux expressions conduit à: 

La connaissance de R(í) n'esi pas suffisante pour déterminer la forme générale 

de K_(x,y) et donc de pc$!(t) (voir [Breuer & Onai, 1964]). Dans leurs travaux, 

[Breuer & Onat, 1964] montrent que le tenseur K_(x, y) est dégénéré et prouvent 

que la forme la plus générale du noyau de ce tenseur est: 

N N 

K{x,y) = Y^Y/ßije-<*-»' 
t = i j—i 

où ßi3 sont des constantes symétriques dues à la symétrie de K_(x,y). 

Ce résultat corrobore la validité de la relation (11.68). 

3.3.2 Potentiel et contrainte pseudo-linéaires 

O Potent ie l pseudo-l inéaire 

En conséquence des résultats précédents, le potentiel pseudo-linéaire qui, ini
tialement s'écrit 

V (t) = - f J Mh) : 1(2 t - h - t2) : î(<2) dU dt2 

prend la forme: 
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*(0 = / / \ h{2t - n - r2) 

tr A(n) 

tr 
dun , . . . . ööi , . 

1 ® ^ ( r 2 ) + û i ( r 2 ) - I + 4 ( r 2 ) ® T ^ ( T 2 ) J A c?A 
: Â(r2) C/TX ¿r2 

+ / / \ r2(2i - rj - r2) 
Jt0 Jt0

 ¿ 

tr I ® ^ ( ^ i ) + oi(n)-J + 4 ^ ) ® —-(n) Mn) 

I ® ~(T2) + a ! ( r 2 ) - J + 4 i r 2 ) ® ^ ~ ( r 2 ) : 4(r2) c?Ti dr2 

Les expressions des dérivées par rapport à 4 des fonctions a0 ( /^ , / ^ , 7^) et 

ai (1^,1^,1^) sont développées dans [Alaoui Soulimani, 1993]. 
Pour des essais en relaxation, l'expression précédente du potentiel pseudo

linéaire devient: 

11.70 $(f) = r i ( f , i ) 
r2oo *o - r2o ^ r1<x * 0 - r l o ^ 

^ ri0 - r2o r l c 

+ r2(tj) 
H « r 2 0 - Ho r 2 0 

ou 

r loo = lim r i ( Í ! , í 2 ) , n0 = ^ ( 0 , 0 ) 

11.71 < 

ti-*oo 

¿ 2 - » C O 

r2oo = lim r 2 ( í i , í 2 ) , r2o = r2(Q,0) 
il—i-oo 

Í2-+OC 

* « , = lim $(<) , \ j / 0 = * (0 ) 
Í—J-OO 
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O Contrainte pseudo-l inéaire 

A partir de la relation générale reliant la contrainte de Piola-Kïrchhoff 2 à la 
déformation de Green-Lagrange 

EL(0 = / 1 (í - h) :î(* i) dU W 

on peut, compte tenu des résultats des paragraphes précédents, récrire cette 
relation après identification: 

W) = / h(t - n) 
Jt0 

I ® ^-(n) + ai(Tî) • 1 + 4(ri) ® -~(n) À ( n ) ¿T! 

+ 
J Î 0 

Ti) i r I ® ^ ( r O + a ^ r O - J + A Í T i ) ® ^ ^ ) Â i r O ^ - l d T ! 

R e m a r q u e 3.2 Le modèle proposé est construit de telle sorte que le potentiel 
pseudo-linéaire et le potentiel sur lequel on identifie le comportement (dans cet 
exemple, le potentiel de Fréchet) soient identiques aux temps courts et aux temps 
longs. Cela est corroboré par l'équation (11.70). En effet, 

lim W(i) = lim n(t,t) ^ 2 - 2 ° ^2_*£ 
*-*° ' *->° r2ee r l o - r2o r le 

+ lim r 2 ^ , i ) = W0 

iim W(i) = lim n(í. í) ^ - ^ ^ - ^ 
<-++oo ' Î-^+OO ' r2oo r io - r2o ric 

+ h m r 2 ( i , t ) = Wc 

*-++~ rloo r2o - rlo r2co 
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3.3.3 Mesure linéarisante 

La mesure linéarisante a la même forme que celle définie par (11.15), a.vec, 
dans ce cas, comme coefficients OQ et a\\ 

11.72 ( 

û0 (I-JÎJÏ) = z ^ i t + sjnm 4/,.^-*o - r2o $c 3 ' 3 V (r2oo rlo - r2o r l o o) 

o u rUi rico) r2 0 , Î"2OO, W0 et tfoo sont définis par (11.71). 

3.4 Calage du modèle 

3.4.1 Introduction 

Dans ce qui a précédé, nous avons identifié entièrement le comportement. 
En effet, nous avons déterminé une mesure linéarisante (11.72) et les fonctions de 
relaxation A(i) et /¿(í) (II.69). Toutefois, pour que ce comportement ainsi identifié 
soit thermodynamiquement admissible, il faut imposer les contraintes suivantes 
sur les potentiels et les fonctions mémoire aux temps courts et à l'équilibre: 

f rlo > rloo 

r 2 ö > r2oo 

$o et $00 sont des fonctions convexes 

l $0 > $co > 0 

Etant donnée une forme des fonctions mémoire r¡-(í)i...io, le but de ce chapitre 
est de vérifier si elles répondent aux conditions précédentes. On se place dans 
le cas d'essais de relaxation. $ ( i ) est le potentiel de Préchet et $ ( i ) le potentiel 
pseudo-linéaire. Pour les essais de relaxation considérés, ces potentiels sont des 
fonctions des invariants de A et non des fonctionnelles de l'histoire de A. Pour 
chaque cas de chargement considéré et pour une forme donnée des fonctions mé
moire, on calcule, sur toute la base de temps, l'erreur entre ces deux potentiels. 
Cette erreur est choisie comme étant la surface qui sépare les deux courbes cor
respondant aux potentiels. Par conséquent, on peut écrire cette fonction d'erreur 
sous la forme: 

11.73 Err = f 
Jo 

$ ( T ) - ^(r)\dLn(T) 
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R e m a r q u e 3.3 L'identification du comportement se fait sur des essais de re
laxation. En général, pour faire apparaître les différents temps caractéristiques, 
on trace la courbe de relaxation en échelle logarithmique du temps. Cela explique 
la forme choisie pour la fonction d'erreur. 

Néanmoins, sachant que les deux potentiels ^(t) et $(t) sont identiques aux 
temps courts et aux temps longs (remarque 3.2), on peut supposer qu'il existe 
deux instants t0 et tx (t0 < ti) tels que Err soit très faible en dehors de l'intervalle 
[to,ti]. 

Par conséquent, (11.73) peut s'écrire: 

11.74 Err = / $ ( r ) - tf 
Jt0 

(r) dLn(r) 

Dans ce qui suit, on s'intéresse au choix des fonctions de relaxation qui mini
misent Err. 

3.4.2 Forme des fonctions de relaxation 

En général, on choisit des fonctions de relaxation sous forme puissance ou 
exponentielle. Pour ce qui nous concerne, nous avons opté pour des fonctions 
de relaxation sous forme exponentielle décroissante, essentiellement pour leur 
facilité d'utilisation (dérivées, intégrations...). Toutefois, on peut se demander 
si toutes les fonctions de relaxation ont une contribution sur tout le spectre de 
temps considéré et combien de temps caractéristiques suffisent pour décrire le 
comportement. 

3.4.3 Choix du nombre de temps caractéristiques par dé
cade 

Certains auteurs recommandent l'utilisation de trois temps caractéristiques 
par décade. Pour arrêter notre choix, nous avons fait des simulations en trac
tion/relaxation en prenant un, deux et trois temps caractéristiques par décade 
avec, pour chacun de ces cas, les fonctions de relaxation, sous forme exponentielle, 
suivantes: 

- Un temps caractéristique par décade 
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o 

o-ij + btj e~c*J v : i pour i = 1 • • • 2 

J= I 

11.75 < «¿i + % e~c,J V' 3 J p 0 U r i - 3 - - . 5 

i=i 

atj + bij e c,} l * / pour i = 6 • • • 10 

Deux temps caractéristiques par décade 

11.76 < 

+ % e C,J v 2 j | p 0 U r ¿ - 1 . . . 2 
j 

3 

E r i 'i+^+'s "> 

i=i 
+ o-• e «J v s > S »owr t — 3 • • • 5 

u j 
3 

pour i — 6 • ••10 
j=i 

- Trois temps caractéristiques par décade 

. ,„ _c». íil±t2.'¡ pour ¿ = 1 • ••2 

11.77 < 3 = 1 

+ &•'• e C'J v 3 i po«r ?' = 3 • • • 5 

n ( ¿ I , Î 2 , * 3 , < 4 ) = 2 ^ r t J i j e 4 + ''J e 4 

, ,„ _c'.' ÍÍL±Üd±L±Í£^ 
poter ¿ = 6 • • • 10 

Pour opter pour l'une des trois formes ci-dessus, nous avons effectué des si
mulations en traction/relaxation dans le cadre d'un exemple. Nous avons choisi 
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une elongation \ t = 2 et les coefficients a t J, 6,-j, c,j, a^, 6J-, c-j5 a^, 6" et c£ 
sont donnés dans l'annexe B. La figure 3.1 montre de telles simulations où nous 
avons tracé l 'erreur sur le potentiel (11.74) en fonction du temps. 

3 TEMPS CARACTERISTIQUES PAR DECADE 
g TEMPS CARACTERISTIQUES PAR DECADE 
1 TEMPS CARACTERISTIQUE PAR DECADK 

1 0 - i 1 0 ~ 4 1 0 - 3 

FlG. 3.1 - Erreur sur le potentiel: choix du nombre de temps caractéristiques par 
décade 

Ces courbes ont été obtenues en choisissant les temps caractéristiques (T/J-)(Î<3, ¿=I . . .3) , 

composantes de la matrice T (dans l'intervalle [¿o,¿i] avec, dans cet exemple, 
to = 1 seconde et t\ = 1000 secondes) suivants: 

1 0 0 . 2 5 1 0 O.5 1 0 O.75 

3 temps caractéristiques/décade: T,-,- = ( T £ ) = [ 103 '25 101-5 101-75 ) s. 
1 0 2 . 2 5 1 0 2 . 5 1 0 2 . 7 5 

l 2 temps caractéristiques/décade: Ti3 ~ (r£) = 

1 temps caractéristiques/décade: T,i = (r^) 

1 0 0 . 3 3 1 0 0 . 6 6 

1 0 1 . 3 3 jQl.66 , s_ 

i n 2 . 3 3 1Q2-66 

On remarque que plus le nombre de temps caractéristiques est élevé, plus 
l'erreur est faible. En effet, l'erreur sur le potentiel avec des fonctions de relaxa
tion à trois temps caractéristiques est dix fois plus faible que celle relative aux 
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fonctions de relaxation à un seul temps caractéristique. Néanmoins, on peut se 
contenter d'un seul temps caractéristique puisque l'erreur dans ce cas est infé
rieure à 3.10"3 ce qui peut être considéré comme satisfaisant, d'autant plus que 
le temps de calcul est plus faible. La forme des fonctions de relaxation choisie est 
donc celle représentée par (II.75). 

R e m a r q u e 3 .4 On remarque que la forme de Err (relation (11,74)) egt corro
borée par les courbes de la figure 3.1 puisque, en dehors de l'intervalle \to,t\\, 
l'erreur est inférieure à 2 • 1 0 - 4 . 

3.4.4 Choix de la base de temps caractéristiques 

Ayant choisi le nombre de temps caractéristiques par décade, il s'agit mainte
nant de déterminer ces temps caractéristiques. Pratiquement, les temps caracté
ristiques sont déterminés expérimentalement. En effet, par des essais de relaxa
tion simple, on peut déterminer les différents temps caractéristiques du matériau 
à modéliser. 

T = 1 0 , 100, 1000 secondes 
T = 3 . 1 6 , 31.6, 316 secondes 
T = 5 , 50, 500 secondes 

TEMPS (s) 

FiG. 3.2 - Erreur sur le potentiel: choix de la base de temps caractéristiques 

Pour nos simulations, nous avons choisi différents groupes de temps caractéris
tiques purement théoriques. Pour effectuer un choix entre ces différents groupes, 
nous avons réalisé des simulations en traction/relaxation identiques aux précé
dentes (elongation Xt — 2) avec trois valeurs différentes pour le tenseur T: 
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(Ti ) t l = 

1 0 O . 5 

lu1'5 J , (T 2 ) r t 

io2-5 
50 J , ( T 3 ) s l 

500 

La courbe 3.2 représente révolution de l'erreur (11.74) en fonction du temps 
pour chaque groupe de temps caractéristiques. On constate une faible différence 
d'erreur entre chaque groupe. Cela prouve qu'une base de temps relativement 
bien choisie (ie les temps caractéristiques sont bien répartis dans le spectre) in
fluence peu l 'erreur sur le potentiel. Dans la suite, on prendra comme temps 
caractéristiques 5, 50 et 500 secondes. Brown [Brown, 1976] propose des formes 
exponentielles où chaque fonction mémoire r¡ comporte un seul temps caractéris
tique. Cela conduit à une erreur (IÍ.74) élevée (plus de 50%) comme le montre la 
figure 3.3. 

10 - 6 0 .0001 0.001 0.1 1 10 
TEMPS (s) 

FlG. 3.3 - Erreur sur le potentiel pour un temps caractéristique par spectre 

Cela signifie que, avec notre formulation, on ne peut représenter que les com
portements de matériaux dont le spectre de relaxation est entièrement activé aux 
petites déformations (ie les fonctions mémoire ri et r2 ont une contribution dans 
le spectre entier (cf. remarque 1.1)). 

Par conséquent, nous retenons des fonctions de relaxation de la forme générale 
(11.75) avec des temps caractéristiques définis par: 
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T] = — = 5 5., T2 — — = 50 5., T3 ~ — = 500 s. pour i — 1 • • • 10 
Cil ci2 C,'3 

3.4.5 Choix des coefficients des fonctions mémoire 

Les coefficients atj et &,-,• ont été choisis de façon à avoir un processus 
physique admissible (dissipation positive), Une condition nécessaire est d'avoir 
$o > ^oo > 0. De plus, les relations (11.42) imposent d'autres conditions sur 
üij et bij dans la mesure où les expressions sous les racines carrées doivent être 
positives. 

R e m a r q u e 3.5 Brown [Brown, 1976] a fait un certain nombre de simplifications 
en généralisant le théorème de Cayley-Hamilton et en vertu de considérations 
physiques. Cela Va conduit à choisir des coefficients a¿j et í>,-¿ nuls pour i = 3 et 
i = 4 et négatifs pour i = 5. Pour notre part, nous avons choisi ces derniers très 
petits par rapport aux autres coefficients. 

3.5 Simulations 

3.5.1 Choix des chargements à imposer 

Le but de ce paragraphe est de montrer qu'avec le choix des fonctions de 
relaxation effectué au paragraphe précédent (§3.4) et moyennant la linéarisation 
effectuée précédemment (§3.3), le modèle pseudo-linéaire approche de façon sa
tisfaisante le comportement identifié par un développement de Fréchet d'ordre 4 
( T A B . 3.1). 

Pour ce faire, nous avons imposé une déformation, pour des essais de re
laxation, sous une forme telle qu'elle permette de simuler une large gamme de 
chargements (voir figure 3.4): 

1. Traction simple 

2. Compression simple 

3. Cisaillement dans la direction de l'éprouvette (notée " x " ) 

4. Cisaillement dans la direction transverse (notée " y " ) 

5. Chargements complexes 

- Traction ou compression suivie d'un cisaillement et inversement 

- Trois chargements différents successifs 
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L'intérêt de tels chargements est d'introduire des rotations dans la direction 
de chargement. Une telle déformation peut prendre la forme suivante: 

' x{t) = [1 + (A* - 1) H(t ~ tt)] X + Acl H(t - tcl) Y 

11.78 i y(t) = Ac2 H(t - tc2) X + Y 

où les différents coefficients sont: 

Í A, 
tt 

Aci 

¿cl 

Ac2 

tc2 

elongation en traction dans la direction " x " 
instant de début de traction 
elongation en cisaillement dans la direction "x" 
instant de début de cisaillement associé à Acj 
elongation en cisaillement dans la direction "y" 
instant de début de cisaillement associé à Ac2 

Les différentes directions de chargements sont représentées sur la figure 3.4. 

• TYacüon dans la direction s 

• Cisaillement suivant y 

-s- y 

- Cisaillement suivant x 

FlG. 3.4 - Différentes directions de chargement 

Pour être suffisamment général, nous avons fait des simulations pour les dif
férents cas cités auparavant. Elles sont réunies dans le tableau TAB. 3.4. 

Remarque 3.6 Nous avons appelé traction simple (ou compression simple) un 
chargement tel que A< ^ 0, Aci = 0 et \& — 0. Cela n'est pas la définition 
classique parce que, en général, les bords sont libres. 
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Chargement 
A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 

At 

2 
1 

0.3 
2 

1.5 
0.2 
2 

0.1 
1.2 

1 h 
\ 0 

... 0 
0 
0 
1 

10 
0 
0 

100 

Acl 
0 
2 
0 

0.5 
2 

1.2 
0.5 
0.8 
1 

¿xl 

0 
0 
0 
1 

0 
10 
1 

100 

1 

Ki 
0 

1 ° 
1 0 

0 
0 
0 

0.3 
0.5 
2 

ta 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

100 
_ l l 

0 

T A B . 3.4 - Différents types de chargements simulés 

3.5.2 Etude du chargement G 

Dans ce paragraphe, on se limite à l'étude du chargement G, les autres se 
trouvant en annexe C. Pour ce chargement, on note que les potentiels et les 
contraintes (de Fréchet et pseudo-linéaire) sont proches avec une erreur sur les 
potentiels (11.74) inféreure à 1% comme le montre la figure 3.5. En effet, on 
remarque qu'ils coïncident aux temps courts (Err < 10~4) et aux temps longs 
(Err < 10~5) comme le supposait le modèle. Pour les temps intermédiaires, les 
contraintes pseudo-linéaires se superposent aux contraintes de Fréchet avec une 
erreur sur le potentiel si faible que l'on peut conclure à la validité du modèle. 
On constate, en effet, que les rotations d'axe de sollicitation n'affectent pas la 
contrainte pseudo-linéaire, bien qu'elles se situent dans l'intervalle de temps [to, ti] 
qui est l'intervalle où l'erreur est la plus élevée. 

D'autre part, on remarque que la comparaison entre les potentiel de Fréchet 
d'ordre 2 et 4 montre que les termes d'ordre supérieur à deux ne sont pas négli
geables. Cela justifie le fait que l'on peut approcher le potentiel de Fréchet d'ordre 
4 par le potentiel pseudo-linéaire d'ordre 2. Les autres chargements (voir annexe 
C) nous permettent de tirer les mêmes conclusions que pour le chargement G. 
Ces simulations montrent que le comportement du matériau isotrope que l'on a 
choisi, représenté par un potentiel d'énergie libre sous forme d'un développement 
de Fréchet d'odre 4, peut être approché par un comportement pseudo-linéaire 
dont le potentiel d'énergie libre est défini par (11.32). Ce résultat est très peu 
dépendant du choix particulier des paramètres définissant le potentiel d'énergie 
libre. En effet, la connaissance d'un comportement aux temps courts et aux temps 
longs nous permet de l'approcher à chaque instant. Notons que tous ces charge
ments sont en grandes déformations et que, bien que l'identification se fasse en 
petites déformations, cela affecte peu le justesse du modèle. 
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ERREUR SUR US POTENTIEL 

POTENTIEL DE FRECHET 

POTENTIEL PSEUDO-LINEAIRE 

»ex 
O 

250 

200 k 

150 h 

ID 

.g 

s 

100 

0.1 1 10 
Temps (s) 

FlG. 3.5 - Contrainte de Piola-Kirchhoff 2 et erreur sur le potentiel de Fréchet 
pour le chargement G 

120 

100 

80 

m 
« 60 

40 

20 h 

Potentiel de Frechet d'ordre 4 

Potentiel de Frechet d'ordre Z 

• 1—i i i m l ; 1—t i i uni 1 i i i un i :—i i t f ini 1—• i i un! i i i i un i i ' 
O"" 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 

TEMPS (s) 
1000 10 * 10 ! 

FlG. 3.6 - Comparaison entre les potentiels de Fréchet d'ordre 2 et 4 
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Les matériaux viscoélas tiques sont des matériaux dissipatifs. Un modèle vis-
coélastique non linéaire en grandes déformations doit être en mesure de prédire 
l'énergie dissipée à chaque instant. Pour montrer que le modèle pseudo-linéaire 
répond à cette contrainte, nous allons effectuer., dans la chapitre suivant, une 
étude thermodynamique. 
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Chapitre 4 

Etude thermodynamique 

Dans ce chapitre, on utilise le matériau viscoélastique identifié au chapitre 
précédent et on en détermine les différentes grandeurs thermodynamiques qui le 
caractérisent, 

4.1 Oscillations en extension simple 

L'évaluation de la puissance dissipée peut être faite dans le cas d'essais cy
cliques en extension simple qui est l'un des essais les plus classiques met tant 
en jeu des oscillations (en traction/compression) pour la mise en évidence de la 
dissipation. Imposons une déformation de la forme: 

l0 + SI uni ~ - t ) 0 0 

EW = 1 o V 7 i o 
0 0 1 / 

où /Q est la déformation moyenne, SI la demi-amplitude et T la période d'os
cillation. 

Les simulations que l'on a faites ont été obtenues en prenant: 

l0 = 1 
SI = 0.5 
T = 50 secondes 
Nombre de cycles: N — 50 

On peut alors évaluer la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 sur l'ensemble des 
cycles. Sur la figure 4.1, nous avons tracé la déformation de Green-Lagrange im
posée et la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 induite en fonction du temps. Sur cette 
figure, la différence de phase entre contrainte et déformation n'est pas évidente à 
constater. 
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10 

'C_ 

DEFORMATION DE GREEN-LAGRANGE A„ 

CONTRAINTE DE PIGLA.-KERCHHOFF II 
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FlG. 4.1 - Comparaison de la phase entre la déformation de Green-Lagrange et 
la contrainte de Piola-Kirchhoff 

En revanche, si on trace la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 en fonction de 
la déformation de Green-Lagrange (figure 4.2), on voit clairement un déphasage 
entre les deux grandeurs et la surface de la courbe correspond à la puissance 
dissipée au cours du chargement cyclique. 

On peut également évaluer analytiquement la puissance dissipée en utilisant 
(11.58) soit avec le potentiel pseudo-linéaire (11.39) soit le potentiel de Fréchet 
( T A B . 3.3). 11 paraît clair que la première méthode est plus simple à utiliser 
que la seconde qui nécessite de nombreuses intégrations d'ordre 2, 3 et 4. C'est 
pour cette raison que l'on s'est contenté de la première solution pour calculer la 
puissance dissipée. Une autre grandeur utile et nécessaire dans les calculs ther
modynamiques est le taux de dissipation ^ . La figure 4.3 montre les résultats 
obtenus relatifs à la puissance dissipée et au taux de dissipation. On remarque 
que la puissance dissipée est toujours positive au cours du cycle ce qui est né
cessaire pour avoir un processus thermodynamiquement admissible, le matériau 
étant, bien entendu, dissipatif. On constate également que la puissance dissipée 
augmente rapidement au début du cycle (elongation moyenne atteinte), se stabi
lise au milieu du cycle (elongation maximale atteinte), puis augmente à nouveau 
rapidement et se restabilise à la fin du cycle (elongation minimale atteinte). Le 
taux de dissipation a l'allure d'une double sinusoïde paramétrée par les quatre 
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n„ 

I I I i . 1 . l _ • I l . I I I I I ! , ^ „ . • 
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DEFORMATION DE GREEN-LAGRANGE Alt 

FlG, 4.2 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff en fonction de la dé
formation de Green-Lagrange 

phases de la puissance dissipée. 
La figure 4.4 nous montre l'évolution de l'énergie dissipée au cours du temps. 

On constate qu'elle est croissante ce qui est légitime puisque le matériau est 
dissipatif et que, par conséquent, à chaque instant, il dissipe de l'énergie. 
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FlG. 4.4 - Variations de l'énergie dissipée en fonction du temps pour des oscil
lations en traction 
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4.2 Oscillations en extension simple autour d'une 
position hors équilibre 

Effectuons le même chargement oscillatoire en traction que précédemment 
autour d'une elongation différente de l'unité. Un tel chargement nous permettra 
de comparer le caractère dissipatif en fonction du chargement imposé. Imposons 
donc le chargement cyclique précédent avec: 

/o - 3 
SI = 0.5 
T = 50 secondes 
Nombre de cycles: JV = 50 

Ce chargement induit une évolution de la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 u n 
fortement en déphasage par rapport à la déformation de Green-Lagrange A n 
comme le montre la figure 4.5. Cette figure montre que ce dernier cas engendre, 
pendant les premiers cycles, une plus forte dissipation par rapport au cas précé
dent (autour de la position d'équilibre). En effet, on remarque que la contrainte 
se stabilise beaucoup plus tard, effet dû à la relaxation du matériau autour de la 
position moyenne hors équilibre. On remarque aussi que, dans le cas présent, la 
raideur apparente du matériau diminue avec le temps. 

10 

o h 

oscillations autour de An=0 

oscillations autour de A i i -

2 4 
DEFORMATION DE GREEN-LAGRANGE A„ 

FlG. 4.5 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff lin er?, fonction de la 
déformation de Green-Lagrange A n (cas hors équilibre) 
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Cela est confirmé par l'illustration de la figure 4.6 qui montre l'évolution de 
l'énergie dissipée en fonction du temps. On constate que, pendant les premiers 
cycles, le second cas dissipe plus d'énergie avant de se stabiliser au même niveau 
que le cas précédent. En outre, on remarque que la pente du dernier cas diminue 
en fin d'oscillations. Cela rejoint la remarque concernant la diminution de la 
raideur apparente. 

200 
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S loo 
a 

50 

1 1-

oscillations a u t o u r de Als 

oscillations au tou r de A 

-J I !_ 

500 1000 1500 
TEMPS (s) 

2000 2500 

F'IG. 4.6 - Variations de l'énergie dissipée en fonction du temps pour des oscil
lations en traction autour d'une elongation hors équilibre 

4.3 Oscillations en cisaillement 

On peut faire les mêmes conclusions en considérant un essai d'oscillations en 
cisaillement. Considérons le chargement suivant: 

I(<) 
i h + 
0 

\o 

ôl sm ( 

1 
0 

>T" ) u 

0 

W 
Le tenseur de déformation de Green-Lagrange a donc la forme: 
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/ 

£(<) = 

l0 -T SI sin ( — r • t 
2 TT \ 

. 2 7T 
/o + o/ sm ( — • t /o + SI sin 

2 TT 

V o o o / 

et effectuons une simulation avec les entrées suivantes: 

¡o = 0 

SI - 2 
T = 50 secondes 
Nombre de cycles: Ar = 50 

Les courbes 4.7 et 4.8 montrent les variations des composantes de la contrainte 
de Piola-Kirchhoff 2 en fonctions de celles de la déformation de Gree-Lagrange. 
Toutefois, ces courbes (figures 4.7 et 4.8) sont à interpréter avec précaution, car 
n'entrent en considération dans le calcul de la puissance disspée que les courbes 
Hi2 = /(A12) et II22 = /(A22), A n étant nul. Mais il est intéressant de voir 
l'évolution des différentes composantes de la contrainte en fonction de celles de 
la déformation. 

Pour ce qui est de la puissance dissipée (figure 4.9), on constate qu'elle a la 
même évolution que dans le cas de la traction, avec les quatre phases distinctes: 

- Croissance rapide au début du cycle 

- Stabilisation à la demi période (elongation maximale) 

- Croissance rapide 

- Stabilisation à la fin du cycle (elongation minimale) 

Une différence notable entre la traction et le cisaillement est la variation de 
l'énergie dissipée qui, dans le dernier cas, est pratiquement linéaire comme le 
montre la figure 4.10. 
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FlG. 4.7 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff en fonction de la dé
formation de Green-Lagrange A12 

FlG. 4.8 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff en fonction de la dé
formation de Green-Lagrange A22 
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FlG. 4.10 - Variations de l'énergie dissipée en fonction du temps pour des oscil
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Conclusion de la deuxième part ie 

Dans cette partie, nous avons construit un modèle viscoélastique non li
néaire en grandes déformations. L'intérêt que présente ce modèle (appelé pseudo
linéaire) est d'être simple et facilement identifiable. Ce modèle, développé en 
approche Lagrangienne, suppose l'existence d'une mesure de déformation E qui 
permette d'écrire le potentiel d'énergie libre sous forme quadratique. Un tel po
tentiel permet alors de relier la déformation linéarisante à la contrainte S qui lui 
est énergétiquement associée par une loi linéaire (d'où le nom donné au modèle) 
à travers un tenseur de relaxation d'ordre 4. 

Par application des principes thermodynamiques, nous avons développé les 
lois de comportement et la dissipation associées au modèle. Nous avons vu, dans 
le cadre d'un exemple, que le comportement issu de ce modèle présentait une 
bonne concordance avec un comportement fictif identifié par un potentiel d'éner
gie libre écrit sous forme d'un développement de Fréchet à l'ordre 4. Les différentes 
simulations que nous avons présentées, relatives aux différents chargements étu
diés, correspondent à des chargements en grandes déformations. Cela montre que 
la procédure d'identification par équivalence aux petites déformations est très 
valable. 

Enfin, nous avons montré l'accessibilité aux différentes grandeurs thermo
dynamiques (dissipation, puissance dissipée, taux de dissipation) par des essais 
cycliques en traction/compression et en cisaillement. 
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Troisième partie 

Formulations variationnelles et 
méthodes numériques de 

résolution 
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Introduction 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différentes méthodes d'ob
tention et de résolution de formuiations variationnelles associées au problème 
considéré. Nous évoquerons la méthode de Gurtin, [Gurtin & Sternberg, 1982], 
[Gurtin, ] 963a], [Gurtin, 1963e,], [Gurtin, 1964] qui a été reprise par de nombreux 
auteurs (Leitman [Leitman, 1966], Reddy [Reddy, 1976] entre autres) et qui traite 
le cas de la viscoélasticité linéaire et de sa résolution en se ramenant au cas 
élastique par la transformée de Laplace-Carson. Nous étudierons par la suite 
l'extension par Huet [Huet, 1972], [Huet, 1974], [Huet, 1985], [Huet, 1992] des 
théorèmes établis par Gurtin. Huet introduit les concepts de pseudo-convolution 
et de pseudo-biconvolution grâce auxquels il établit des théorèmes de mini
m u m par l'introduction de nouvelles fonctionnelles définies dans l'espace phy
sique occupé par le corps viscoélastique et dans l'espace des histoires locales. 
Huet montre que ces théorèmes sont plus <Cforts^> que les théorèmes de sta
t ionnante établis par Gurtin. Puis, nous développerons une méthodologie de ré
solution des problèmes hyperélastiques (compressibles et incompressibles). Nous 
nous intéressons à la méthode du lagrangien augmenté introduite par Rockafellar, 
[Rockafellar, 1973], Fortin, Glowinski et Le Tallec dans de nombreux travaux (par 
exemple [Fortin & Glowinski, 1982], [Glowinski & Le Tallec, 1989]). Ces deux cas 
(viscoélasticité linéaire et hyperélasticité) sont englobés par le modèle pseudo
linéaire et peuvent s'avérer intéressants dans la résolution du problème pseudo-
linéaire. En effet, la viscoélasticité linéaire est traitée en petites déformations par 
une approche fonctionnelle dans un espace temporel. En revanche, l'hyperélas-
ticité est traitée en grandes déformations en quasistatique. Ces deux approches 
nous permettent de proposer une méthodologie de résolution du problème pseudo
linéaire dans la mesure où la première nous permet, via la transformée de Laplace-
Carson, de nous ramener au cas hyperélastique que nous résolvons par la se
conde approche. Mais une telle formulation présente certaines limitations qui 
nous conduisent à proposer une autre formulation basée sur la recherche d'une 
fonctionnelle, associée au modèle pseudo-linéaire, comme étant la somme des éner
gies totale et dissipée. Puis, nous proposons un schéma numérique de résolution 
du problème en déplacements uniquement puisque nous approchons au premier 
ordre la relation liant la déformation linéarisante au gradient du déplacement, ce 
qui se justifie si le pas de temps est suffisamment petit. 
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Chapitre 1 

Cas de la viscoélasticité linéaire 

Dans ce chapitre, nous faisons une revue bibliographique des différentes mé
thodes variationnelles relatives à la viscoélasticité linéaire en petites déformations. 
Dans ce cadre-là, nous exposons les théorèmes de stationnante de Gurtin, ceux 
de Nakamura et de Sewell en espace transformé ainsi que leur généralisation par 
Huet. 

1.1 Définitions et position du problème 

Le problème à résoudre consiste à trouver un état {déplacement, déformation, 
contrainte} qui satisfasse les équations de champs et remplisse les conditions aux 
limites et les conditions initiales. Avant de développer cette théorie, il convient 
de définir certaines notions qui vont servir dans l'établissement de théorèmes 
variationnels [Gurtin & Sternberg, 1962], [Gurtin, 1963e]. 

9 Définit ion 1.1 Intégrale de Stieltjes 
Si f et g sont des fonctions de l'espace et du temps, f * dg est la fonction 

définie par l'intégrale de Stieltjes: 

[f * dg] (x, t) = / / ( x , t - T)dg(x, r) 
J r=oo 

lorsque celle-ci a un sens. 

*v Déf init ion 1.2 Transformée de Laplace-Carson 
Si g est une fonction de l'espace et du temps, on définit sa transformée de 

Laplace-Carson temporelle par: 

¡•OG 

C[flr(x,i)] = ^ ( x , p ) = P / e-pig(xj)dt 
Jo 

pour p > 0 



1.1. DÉFINITIONS ET POSITION DU PROBLÈME 117 

9 Définition 1.3 Variation d 'une fonctionnelle 
Soit £{•} une fonctionnelle définie dans un sous-espace K d'un espace linéaire 

L. Soit, de plus, 

III. 1 S, S <E L, S -t- aS e K, Va G ] -oo , +oo[ 

On définit la notation, que l'on appelle dérivée Gâteaux de £ pour tous les 
champs S compatibles (c'est à dire vérifiant (III. 1}): 

III. 2 Ss£ {S} = Y C { S + a$ } 

On dit que la variation de £{•} est nulle en S et on écrit 

S¿£ {S} = 0 dans K 

à chaque fois que 8¿£ {<S} existe et est nulle quel que soit le choix de S compatible 
avec (III. 1). 

On notera fi une région ouverte de l'espace euclidien tridimensionnel, Ù sa 
fermeture et dfl sa frontière. De plus, düu, et dftat sont deux sous ensembles 
complémentaires de <9fi (Öfi = <9fiUt UdQat, <9fiUt r\dílat = 0 ) . En viscoélasticité 
linéaire, sous l'hypothèse des petites perturbations, les équations de champs sont 
les suivantes [Gurtin, 1963a]: 

1. Relations déformation-déplacement 

111.3 £,•»• = - (u,-j + Uji) dans i lx ] — oo,oo[ 
2 

2. Equations d'équilibre 

111.4 o~ijj + fj = 0, Oi3 = o~ji dans fix] — oo,oo[ 

3. Relations contrainte-déformation 

- En relaxation 

111.5 <7ij = Ktjw * dski dans fix] — oo, oo[ 

- En fluage 

! i^r^O 

I I I . 6 £ij = Sijki * daiçi dans fi x] — oo, oo[ 
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4. Conditions initiales 

111.7 u(x,t) — £_(xj) = q_{x,t) — 0 dans Ox] — oo,0[ 

5. Conditions aux limites en déplacement 

111.8 u = û dans dClUt xj — oo, oo[ 

6. Conditions aux limites en contrainte 

111.9 g = g dans dill7t x] — oo, oo[, avec g¿ = cr^ • rij, 

n} étant la normale extérieure au corps considéré, 

1.2 Principe variationnel en espace temporel 

Dans cette partie, on utilise les notions de problème régulier, de solution 
régulière et d'état admissible [Gurtin, 1963a] dont les définitions nécessitent les 
notations suivantes: 

- G - G ( Œ, (d^at)a-u,cr í ÍLg>f?I | I est le problème considéré en relaxation 

et J = J I il, (dflat)a=u g , ¿ , g,f, J ) le problème en image. 

- S — [u, £,q\ représente l'état solution du problème. 

Ç? Déf in i t ion 1.4 P r o b l è m e r égu l i e r 

On dit que G = G ( il, (^o,t)a=ua jû , g , f ,R 1 est un problème régulier de type 

relaxation si: 

1. iï est une région bornée dont la frontière dil est la réunion d'un nombre fini 
de surfaces distinctes régulières et fermées et la fermeture dila de chacun 
des sous-ensembles dilat est une surface régulière, 

2. - û est une fonction vectorielle définie sur dilu x ]—oo,oo[ qui s'annule 
sur dilu x ]—oo,0[ et qui est continue sur diïu x [0, oo[, 

- g est une fonction vectorielle définie sur dila x ]—oo,oo[ qui s'annule 

sur dil,j x ]—oo,0[ et qui est continue sur dila x [0,oo[ et g(x, •) est 

continue sur [0, oo[ pour tout x «E dilu, 
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- f est une fonction vectorielle définie sur Ù x ]—oc, oo[ qui s'annule sur 
Ù x ]—oo,0[ et qui est continue sur Ù x [0,oo[, 

3. M est une fonction (de l'espace et du temps) tensorielle d'ordre j définie 

sur Ú x ]—oc,oo[ qui s'annule sur Ù x ]—oo,0[ et qui est continûment dif
ferentiate sur Ù X [0, oo[ ayant les propriétés de symétrie suivantes: 

Rijki - Rjiki = Rkiij sur Û x ] -oo , oo[ 

9 Définit ion 1.5 Etat admissible 
On dit que le vecteur ordonné S — [u, £,£J est un état admissible sur il x 

]—oo, oo[ si: 

1. u est une fonction vectorielle définie sur Ù x ] — oo, oo[ alors que e_ et g_ sont 

des fonctions tensorielles symétriques d'ordre 2 sur Ù x ] —oo,oo[ 

£• M?ei£ s'annulent sur O x ] —oc,0[ et sont continûment différentiables sur 

Ù x [0, oo[ 

9 Définit ion 1.6 Solut ion régulière 

Soit Ç = Q f Í2, (dÇlat)a=U(r, û_, g,f, R 1 un problème régulier de type relaxa

tion. On dit alors que S = [u_, e, çr} est une solution régulière de Ç si: 

1. S est un état admissible sur Ù x ]—oo,oo[, 

'2- u , £,£. satisfont les équations de champs (III,3), (III.4), (III.5) et les condi
tions aux limites (III.8), (II 1.9). 

On obtient les mêmes définitions pour les problèmes de type fluage en rem
plaçant Q par J et (III.5) par (III.6). 

Dans la suite, nous n'évoquerons que les problèmes de type relaxation. 

Un principe variationnel qui généralise le théorème de Hu Hai-Chang 
[Hu Hai-Chang, 1954], est le suivant: 

Ç> Princ ipe variat ionnel 1.1 Soit Q — Q ! tt, (dÇlat)Q=ua. , û , g , f ,R ) un pro

blème régulier de type relaxation, K l'ensemble de tous les états admissibles dans 
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0 x ] —oo,oo[ et S = [u.,£, £.] CE K. Pour tout t £] — oo,oo[, on définit la fonc
tionnelle Ct {•} dans K par: 

d {S} — - / [Rijki * deki * dcij] (x, t)dx — / [<rtJ * e/ê -] (x, f Wx 

/ [ Í ^ O J + í¡) * rfu«] ( x ; t)dx + / [g¿ * dûi] (x, ¿)da 
Jn Jdnut 

/ [(gf-g,-)*du,-](x,i)da 

J/ / .JO 

- j -

Alors 

III. 11 8¿Ct {S} = 0 dans K, í €] - oo, oo[ 

si et seulement si S est une solution régulière de Q. 

Pour la démonstration de ce principe variatîonnel, on se référera aux travaux 
de Gurtin [Gurtin, 1963a], [Gurtin, 1963j,]. On notera seulement que la variation 
de la fonctionnelle £t {S} s'écrit: 

8¿Ct {S} - i [(Rijki * dski - o-ij) * dëij] (x, t)dx 
Ja 

~ / [(o'ijj + fy * dûi] (x, t)dx 
Ja 

111.12 - / \£ij - g (Ui'3 + Ujd ) * dÔi] 

+ / [(ûi - u¿) * dgi] (x, i)da 
JaaUt 

+ / [(g." - g«) * düi] (x, t)da 
Jdtt«. 

(x,t)dx 

On remarque que les relations (III.3) à (III.9) annulent l'expression (III.12) 
et réciproquement [Gurtin, 1963a]. 
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1.3 Principe variâtionnel en espace transformé 

A partir du problème viscoélastique linéaire, on peut se ramener, par le 
biais de la transformée de Laplace-Carson, à un problème élastique linéaire 
en espace transformé. Ceci a pour but de simplifier le problème en suppri
mant les produits de convolution. Si on effectue les transformées de Laplace-
Carson des relations de comportement (III.3) à (III.9), celles-ci deviennent 
[Nakamura & Horikawa, 1979], [Nakamura, 1979], [Salençon, 1983]: 

1. Relations déformation-déplacement 

1 
111.13 <7- (x,p) = - (u*j (x,p) + u*s (x,p)) dans fix]0,œ[ 

2. Equations d'équilibre 

111.14 a¡jj (x,p) + f* (x ,p) = 0, <rt*-(x,p) = <r£(x,p) dans Ox]0,oo[ 

3. Relations contrainte-déformation 

- En relaxation: 

111.15 a*á (x,p) = R * i H ( x , p ) 4 ¡ ( x , p ) dans i îx]0,oo[ 

- En fluage: 

111.16 £" j(x,p) = j ; i A / (x ,p ) í 7 Í / (x ,p ) dans fîx]0,oo[ 

4. Conditions initiales 

111.17 u (x,f) = £ (x , t) = £ ( x , t) — 0 dans fix] — oo,0[ 

5. Conditions aux limites en déplacement 

111.18 u* (x,p) = û* (x, p) dans ofiU(x]0,oo[ 

6. Conditions aux limites en contrainte 

111.19 g* (x,p) = g* (x,p) dans diïat x]0, oo[, avec g* = o"*.,-n¿, 
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On remarque donc que les relations de comportement en espace transformé 
sont celles de l'élasticité classique. 

Le principe variationnel 1.1 devient: 

Ç1 P r i n c i p e va r i a t i onne l 1.2 Soit Q* = G* ( fi, {d^lat)az=ucr ,û*,g*,f*,^* ] un 

problème régulier de type relaxation, K l'ensemble de tous les états admissibles 
dans Ox]0, oo[ et S* = [u*,£*',£*j t K. Pour tout p E ] 0 , oo[, on définit la 
fonctionnelle £p {•} dans K par: 

M ^ } = \ i Kk,4i^} (x,p)rfx- / [vfâ] (x,p)dx 
L Ja Ja 

/ [(°o\¿ + ÍT) < ] (x,p)áar + / [g*û*j (x,p)da 
Ja JdaUt 

í [ (5r-g?)u?](x,p)da 

III. 20 

+ 

Alors 

HI. 21 S¿.£p {S*} — 0 dans K, p G]0, OO[ 

si et seulement si S* est une solution régulière de G* • 

1.4 Méthode du Hamiltonien généralisé 

A partir des équations de comportement (III.13) à (III.19), on peut effectuer 
une représentation Hamiltonienne généralisée [Sewell, 1987]. Pour cela, on rem
place d'abord la relation contrainte-déformation a*j (x,p) = G*-kl (x,p)e*kl (x,p) 
par crfj (x,p) = J~r- (x,p) où U est une énergie de déformation homogène, quadra
tique et strictement convexe des composantes indépendantes de la déformation 
dans l'espace temporel. L'avantage de cette formulation est qu'elle s'apparente au 
cas hyperélastique. On introduit par la suite les opérateurs suivants [Sewell, 1987]: 

I I L 2 2 Tu* = 

| ( u * J ( x , p ) + u; r l(x,jo)) 

et Ta* = 

avec la notation 

| (n¿u* + n j U*) 

(£,Tu*) = (u*,Tg*) 

—a « j j 

n¿<7.* 
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ou: 

v, w ) = / VjWj dx + / VjWj dSi + / v7Wj 
in Jan,,, isfío-. 

dS2 

On peut alors récrire les relations de comportement sous la forme: 

dH 
III . 23 Tu* 

da*1 Ta* 

ou: 

111.24 
dH_ 

da* 
0 

dH_ _ dH 

du* ' <9s* 

ô i / 

ou* 
| (n,û* 4- n^û*) 

sont les gradients du Hamiltonien généralisé: 

t 

Si 
0 

9/r 
de* 

r a* _ ML i 
%' ae-, 

0 
0 

i n 
dx 

111.25 

- / o~r n i • û * </X¡i + g* • u* dS2 
JdQUt Jaaat 

De tels gradients s'expriment par la variation de H selon la forme suivante: 

"»•"- (*.?) + <*•£> + (*?) 
On est alors amené à introduire la fonctionnelle selle suivante [Sewell, 1987]: 

C [g* ; u*, |*] = (g*, f u*) - H [g* ; u*, |*] 

[u*,Tg*)-H\£;u%Ç] 

111.27 

J« 

+ / u* (a*,- • n,- - g*) dH2 + / ffr.. n , • û* 
Jao*, Jan«, 

On obtient une fonctionnelle du même type que celle établie par Gurtin 
[Gurtin, 1963a] et Nakamura (Nakamura, 1979]. Elle est concave en £*, convexe 
en u* et e*. Elle permet donc de générer les équations de comportement ainsi que 
des principes de minimum du même type que ceux de Gurtin. 

Les deux techniques ainsi présentées [Gurtin, 1963a], [Sewell, 1987] sont si
milaires. La seconde a l'avantage de montrer l'origine de l'obtention de la fonc
tionnelle, ce qui n'est pas le cas de l'approche de Gurtin. De plus, elle peut être 
généralisée au cas hyperélastique du fait de l'introduction de la densité d'énergie 
de déformation. 
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1.5 Autres formes d'équations de champs 

O S é p a r a t i o n e s p a c e / t e m p s 

D'autres formes de principes de minimum ont été établies, sans avoir recours à 
la transformée de Lapîace-Carson. C'est le cas de Christensen [Christensen, 1968] 
mais il est plus restrictif dans la mesure où il suppose une séparation des variables 
temps et espace. En effet, il se donne comme fonctionnelle 

— 2 / / cr¿ ( -^- — —~ ) dr da — 2 / / â,--—- dr da 
JdùUt Jo \ÓT dr J JdSîat J0 dr 

où LUÍ = \tijkUkj est la rotation et etjk le symbole de permutation. Pour les 
processus isothermes, ip et 4> ont les formes suivantes: 

< 

On remarque que ^ est homogène à une énergie élastique alors que <ß est 
homogène à un pseudo-potentiel de dissipation. 

Christensen montre que £ est minimale pour tous les champs admissibles ad
mettant la séparation des variables espace et temps si et seulement si les équations 
de champs, les conditions aux limites et les conditions initiales sont vérifiées. Les 
variables doivent donc avoir la forme suivante: 

u¿(x¿,f) = ü¿(x¿) u(í) £¿j(x¿,í) = £ij(xl) c(t) 

a;jfc(xt,*) = ¿fc(x¿) u>(t) crij(x,-,í) = a,(x¿) ait) 

O Viscoé l a s t i c i t é d y n a m i q u e 

D'autres [Leitman, 1966], [Reddy, 1976] ont étendu cette théorie à la théorie 
dynamique de la viscoélasticité en remplaçant l'équation d'équilibre en contrainte 
et la relation contrainte-déformation par: 

<Jijj(x,t) +f,-(x, /) = /?(x)u,-(x, t), <Tij(x,t) = <Tj¿(x,<) dans il x [0, oo[ 

file:///tijkUkj
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<r¿j(x,í) = R,jfci(a;,0) £ f e / (x, i)+ / R ¿ j « ( x ' r ) £ M ( X , Í - T )
 ¿ r d a n s ^ x [0, co[ 

u¿ = u¿ dans dílUt x [0, oo[ 

gs = g¿ dans dü„t x [0, oo[ 

u,(a-,0) = d.(x) dans Í) 

ùt-(a;,0) = v¿(x) dans O 

Ce type de problème se ramène facilement au cas élastique par le biais de la 
transformée de Laplace-Carson. On peut également le résoudre directement en 
introduisant une fonctionnelle du même type que celle introduite par Gurtin mais 
en y ajoutant les termes: 

/ / P(x) ~ â 7 r i x ' r ) U j ( x , t - r ) dr dx 

¡ i l ÍRijw(x,5) e « ( x , i - s) dsj £ij{x,t - r ) dr dx 

Ja. 
{(ù,-(x, r ) - Vj(x)) u¿(x, i - T)} dx 

T = 0 

/ i -p(x) (u¿(x, r ) - 2 á,-(x)) ù,-(x, 

pour tenir compte de la dynamique du problème et des conditions initiales. 

, t - r ) j> | dx 
IT=0 

1.6 Généralisation des principes de minimum 
en viscoélasticité selon Huet 

Huet [Huet, 1992] a établi des théorèmes de minimum en viscoélasticité li
néaire qui généralisent ceux de Gurtin [Gurtin, 1963a]. Cette théorie est basée 
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sur un certain nombre d'opérateurs et de concepts que l'on définit dans ce qui 
suit. 

Ç? Définition 1.7 Pseudo-convolution de deux tenseurs symétriques d'ordre 2, 
g(t) et k(t) 

111.28 2Ca(k, t) = gUg = ( f - i J g(2t - u) : dg\u) 

L'opérateur [ / — / ] correspond à l'identité triangulaire [Brun, 1965] qui 

est obtenue grâce à la symétrie des tenseurs d'ordre 2 comme l'illustre la figure 
1.1. 

t 2i 

À 

' 

t 

K 

\ / 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

J >. 

t\-
/N 

®X 

l 2t I 2l 

FlG. 1.1 - Identité triangulaire [Huet, 1992] 

Ç? Définition 1.8 Pseudo-biconvolution bilinéaire 
r2t~u 

m.29 

F-ÀX — U 

a j ( e ; 2 í - t í ) = 5 o e = / g(2t — u — v) : de(v) 

/ ft [2t\ rll-u 

2Bg (|,£; f) = £ o |D£ = ( / - / ) / £(2i -u-v): dg(v) : db(u) 

= / / g(2t -u-v) : dg(v) : dg(u) 
Jo- Ja- = 

¥" 9°ka§. = 22?s(&,e;f) 

P Définition 1.9 Pseudo-biconvolution quadratique 

Qg (k; t) = g o ¡pg = 2Bg[k, t, t) 

III. 30 

Q*g(g) = f Q9 (g)dx 

Jn 
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\? Déf in i t ion 1.10 Théorème des travaux virtuels quasistatiques à deux instants 
différents 

- Histoire de contrainte è_{t) statiquement admissible: 

div g(ti) + id{ti) = 0, VM e il , VÍ! G ] - o c , +oo[ 
g(h)-n = gd(U), V M G Ô O , t , V Í ! € ] - o o , + c » [ 

- Histoire de déformation i_(t) cinématiquement admissible 

111.32 ^ 2 ) = fcC-(Í2)' V M e a
 VÍ2€]-CXD,+OO[ 

l{t2) = íd(t2\ VM£dÜUt, V í 2 € ] - o o , + o o [ 

ou Y( est la partie symétrique du gradient de £. 

- Le théorème de la divergence conduit à: 

/ g{ti) • l{h) dx = f ¿(U) • Í(t2) da+ Í 1%) • [(h) dx 

TTT no ^li J dilUf. J ÍI 

g(*i) = g(h) • n , VM e düat U dÛUtl Vf, € ] -oo , +oo[ 

Ç> Défini t ion 1.11 Théorème des travaux virtuels pseudo-convoiutifs 

j £ D | dx = j gdD[ da + i £D£d da + j f d n | dx 

in. 3 4 7 Jf'* Jf^ Jf 
/ §pg dx = / | ü g d da + §_dng do + / |afd ¿a; 

7a ./aa^ ./sa», J a 

Ç? Déf ini t ion 1.12 t-symetrisation d}un champs virtuel e_ pour un problème t-
symétrisable 

111.35 / £ o | D g d x = / | o | D | dx 

où R est un tenseur de relaxation. 

Ç? Défini t ion 1.13 Fonctionnelle Hi pour le champs virtuel s t-syrnétrique 

111.36 Hs = \ f 1 o | D | dx - [ f d n | dx - / gdn[ da 
2 j ^ = J n Jan., 
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Ç1 Déf in i t ion 1.14 Variables cinématiques réelles et virtuelles et incréments 
virtuels 

m.37 £ = ¿ + A£ I = I + A I A I = l ( A í ) j 

Ç? Déf in i t ion 1.15 Fonctionnelle Ht pour le champs réel e_ 

III. 38 H?= ÑÁ | = £; g = I o | 

A partir de toutes ces définitions, on peut évaluer la fonctionnelle Hi: 

Hi = He + I- f 1 o A|0 A | dx 

/" 
da 111.39 

avec 

+ í gOAgdx- ¡ lduAÍdx~ Í gd0A[ 

= He + Q*R(Ag) + K¿ 

Ks = f gpAgdx- [idaA[dx- j gdOA[da 
Jo, Jn Jdttat 

Q*R (A|) = J / | o A|ü A | dx 

On peut maintenant énoncer le principe de minimum. 

Ç? P r i n c i p e d e m i n i m u m 1.1 De toutes les histoires de déplacements et de dé
formations virtuelles cinématiquement admissibles et t-symétriques, Ç et e, les 
histoires de champs actuels £ et s, solutions du problème viscoélastique t-virtuel 
symétrisable, minimisent la fonctionnelle Hg(t). 

En effet, le théorème des travaux virtuels pseudo-convolutifs pour Aê_, A<£, les 
forces et contraintes actuelles conduit à: 

111.40 / £ ° A | dx = f g d n A | da+ f g ° A £ da + f f á ü A | dx 

où, £ étant cinématiquement admissible: 

A£ = 0 dans dûUt =>• Ki — 0 

IL 

111.41 He -He = QÎL (A|) = - / 1 o A|DA| dx > 0 

/re-(í) > #£(¿) v | , e, VÎ 
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Ce théorème généralise les théorèmes établis par Gurtin [Gurtin, 19630] qui 
utilise la convolution classique. Il généralise également les théorèmes de mini
mum de l'élasticité classique plus connus sous le nom de théorème de l'énergie 
potentielle et de théorème de l'énergie complémentaire. 

1.7 Discussion 

Ges différents théorèmes de stationnante et de minimum sont, dans leur forme 
actuelle, difficilement applicables au modèle pseudo-linéaire. En effet, la relation 
contrainte-déformation n'est pas aussi simple dans le cas des grandes déformations 
car elle est fortement non linéaire du fait de sa dépendance en fonction du terme 
f V Ü - 5 . M.5 dépendance à laquelle s'ajoute la non linéarité des fonctions a0 et a,\. 
D'autre part, l 'éqution d'équilibre ne s'écrit pas, en lagrangien total, Div ïï -f 
p0 f = 0 mais Du¿ [ | • g ] + p0 f = 0. 
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Chapitre 2 

Cas de Phyperélasticité 

Dans ce chapitre, on développe une des techniques les plus couramment uti
lisées pour la résolution des problèmes hyperélastiques. 

2.1 Position du problème 

Le problème physique consiste en la détermination de la position d'équilibre 
finale d'une particule d'un matériau hyperélastique occupant un certain domaine 
dans sa configuration de référence et soumis à une distribution donnée de forces 
extérieures et de déplacements imposés. On notera f et g les densités respectives 
de forces de volume et de surface dans la configuration de référence (figure 2.1). 

2.2 Méthode du lagrangien augmenté 

Dans ce paragraphe, on introduit la méthode du lagrangien augmenté 
[Fortin ¿c Glowinski, 1982], [Glowinski & Le Tallec, 1989] pour la résolution de 
problèmes en dimension finie. Cette méthode consiste principalement en l'intro
duction d'une formulation lagrangienne augmentée et de sa formulation duale 
associée au problème modèle. On donne dans ce paragraphe, sans les démon
trer, les principaux résultats (théorèmes de convergence et d'équivalence). On 
se référera à [Fortin & Glowinski, 1982], [Glowinski 8¿ Le Tallec, 1989] pour les 
démonstrations de ces résultats. 

2.2.1 Principe de la méthode 

Soit A une matrice N x N symétrique, définie positive et b € WN. On associe 

à A et b la fonctionnelle quadratique J-MN —> R définie par: 

111.42 J (v) = i ( A • v , v ) - (h, v) 
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Fi G. 2.1 - Matériau dans sa configuration de reference soumis à des forces de 
volume et de surface 

où (•,•) désigne le produit scalaire euclidien canonique de R . Soit B une 

application linéaire de R ^ dans M.M. B_ peut être identifiée à une matrice M x N. 

On introduit également ç G M.M tel que 

111.43 ç G i? (H) 

avec R ( § ) = {qjq € SRM, 3v e RN tel que q = § • v } . 

On considère le problème de minimisation suivant: 

111.44 
Trouver u € H tel que 

J (u) < J (Y) VV £ H 

avec 

111.45 H = { v | v eRN, § v = ç} 

D'après (III.43), H ^ 0 , ce qui signifie que (III.44) admet une solution unique. 
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>M 

2.2.2 Formulation lagrangieime augmentée 

On introduit un multilicateur de Lagrange p G EA f qui transforme (III.44) en 
un problème sans contrainte, soit: 

111.46 min { J (v) + (p, B • v - c )} 

Le multilicateur de Lagrange p apparaît comme une inconnue supplémen
taire qui peut être obtenue par la résolution d'un problème de point-selle 
[Glowinski & Le Tallec, 1989], [Fortin k Glowinski, 1982]. 

Définissons £:RN x RM —> R par: 

111.47 £ (v , q) = J (v) + (q, g • v - ç) 

\? Déf in i t ion 2.1 {u, p } est un point-selle de C sur RN x RM si 

III48 £ (u , q) < £ (u, p) < £ (v, p) Vv € RN, Vq 6 l j 1 

La relation (III.48) implique 

III .49 min max £ (v, q) — max min £ (v, q) — £ (u, p) 
VGE N qeK^ qeRM v_eRN ~ ~ 

Le théorème suivant [Glowinski, 1984] est essentiel pour la suite du dévelop
pement de la méthode: 

Ç? T h é o r è m e 2.1 La solution u de (111,44) es¿ caractérisée par l'existence de 
p € f t M ie/ çue 

J I J . 5 0 i 

Les relations (III.50) caractérisent également tous les points-selles de C sur 
RN x R M . 

On introduit le lagrangien augmenté £ r défini pour r > 0 par [Hestenes, 1969], 
[Powell, 1969]: 

111.51 £ r ( v , q ) = J ( v ) + ( q , S - v - ç ) + ^ | g - v - ç | 2 = £ ( v , q ) + ^ | M - v - - ç 

où j-1 désigne la norme euclidienne de RM. 
On montre que tout point-selle de £ r est un point-selle de £ et réciproquement 

du fait que r JB • v_ — ç s'annule lorsque la contrainte B • v = ç est satisfaite. 
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2.2.3 Algorithme de détermination de point-selle 

O D e s c r i p t i o n d e l ' a l g o r i t h m e 

Il résulte du paragraphe précédent qu'il y a équivalence entre résoudre (III.44) 
et trouver un point-selle de £ r sur R^ x R M . Un tel point-selle peut être cal
culé moyennant l'algorithme de type Uzawa suivant [Fortin & Glowinski, 1982], 
[Glowinski & Le Tallec, 1989]: 

(ALGl. l ) p° <E RM arbitrairement donné 

p " étant connu, on calcule u" puis p n + 1 par 

£ r (un,pn) < £ r (v,pn) Vv e RN 

un e RN 
(ALGl.2) 

( A L G I . 3 ) p n + 1 = p_n + pn (M • u n - ç) , Pn > 0 

TAB. 2.1 - Algorithme 1 

La relation ( ALGl.2) est équivalente à: 

111.52 (A + pn *B • B ) • u" + *B • p n = b + Pn
 f B • ç 

O R é s u l t a t s d e c o n v e r g e n c e p o u r { u n } n >o 

\? T h é o r è m e 2 .2 Pour 0 < a0 < pn < 2r et pour tout p° t R M , la suite u n 

définie par l'algorithme 1 converge vers la solution u de (111.44) • 

Pour la démonstration de ce théorème, on se référera à [Fortin & Glowinski, 1982] 
ou [Glowinski & Le Tallec, 1989]. 

O R é s u l t a t s d e conve rgence p o u r { p n } 

En vue d'étudier le comportement de la suite p " , notons que: 

III. 53 ( Ä ( S ) ) ± = ifcer(iB) 

et, par conséquent 

111.54 R M - R ( g ) 0 ker (*§) 
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où ® représente la somme directe des deux ensembles R (B_) et 

k e r ( ' B ) , c'est à dire que les deux ensembles sont linéairement indépendants 

(R (B) fl ker (4B_) = 0 ) . Donc, pout tout q G K.'V/, on a la décomposition unique: 

111.55 q = qi+%, q ^ i ? ® , %eker(%) 

En notant Pj (resp. P2) le projecteur de RM sur R (B_) (resp. ker (']§.)), on a: 

111.56 
P t G £ ( R M , K M ) Vi = 1,2 
P ¿ ( 3 ) = S ¡ V q € E M V* = l ,2 

Du théorème 2.1, on déduit l'existence d'un unique p G ñ (B) tel que les 
multiplicateurs de Lagrange de (III.44), (III.46) soient de la forme: 

111.57 P = P + q, qG^er('B_) 

Le vecteur p apparaît comme un multiplicateur de Lagrange de (III.44), 

(III.46) de norme minimale dans R M . 
Du théorème 2.2 et des propriétés des multiplicateurs de Lagrange, on déduit 

le théorème suivant: 

•s? T h é o r è m e 2 .3 Si pn vérifie 0 < ao < Pn < ai < 2 (r + ^ ) alors la suite p n 

définie par l'algorithme 1 converge vers p + p° où p° — P2 (p°) est la composante 

de p° dans &er(*B). En particulier, si p° = 0, alors lim p " = p . 
— — n—H-co — — 

O Interprétat ion de l 'algorithme 1 

L'algorithme 1 est en fait un algorithme de type gradient appliqué à la mini
misation de la fonctionnelle duale J*:RM —s- K. définie par: 

( J* = — min £r (v, q) 

- \ (i-âr'1 ï ' * s ) - (l-â;1 • (b + ^I-c) ,q) + (ç,q) 
111.58 { 

+ \ ( A ; 1 (b + r % ç) , (b + r % • ç ) ) - ~ jçj 

où A = A + r ' B B 

Par élimination de u", l'algorithme 1 peut s'écrire: 
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(ALG2.1) p° € E M arbitrairement donné 

(ALG2.2) p"4"1 = p " - pn (B • AT1 • % • P n - § • Â ^ 1 (b + r % - ç) + ç ) 

TAB. 2.2- Algorithme 2 

2.3 Application à Phyperélasticité en grandes 
déformations 

Pour de tels problèmes, la contrainte en tout point x du matériau ne dé
pend que du gradient de transformation F. Ainsi, en tout point x, le tenseur de 
contrainte de Piola-Kirchhoff 1 K, dans les cas incompressible et compressible, 
est donné par la loi constitutive, $ étant le potentiel d'énergie libre: 

Incompressible 

í Y o m'(-F) p f x / d e t ® 
1 a*-/* or^E) PW dl 

{ det (I) = 1 

Compressible 

K = Po^r(x,F) 

T A B . 2.3 - Lois de comportement hyper élastiques 

On se place dans la configuration de la figure 2.1. Cette théorie a 
été développée par Glowinski et Le Tallec [Glowinski & Le Tallec, 1989], 
[Glowinski ¿c Le Tallec, 1982], [Le Tallec & Vidrascu, 1984]. Nous donnons ici 
les principaux résultats. Pour plus de détails concernant les démonstra
tions des différents théorèmes, on se référera à [Glowinski & Le Tallec, 1989], 
[Glowinski k, Le Tallec, 1982], [Le Tallec & Vidrascu, 19841. 

2.3.1 Formulation faible 

L'élimination du tenseur de Piola-Kirchhoff 1 entre le théorème des travaux 
virtuels et les lois constitutives ( T A B . 2.3) et, dans le cas incompressible, la 

> • • ! t s 8 det ( F ) 
caractérisât ion de p(x) —~iff comme un élément A orthogonal à la surface 
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Y = {H € 3R9, d e t H = 1}, conduit aux formulations variationneiles des pro
blèmes d'équilibre en hyperélasticité suivantes: 

Incompressible Trouver u € A', A <E (Ls* (Ü)) tels que: 

dm 

— / Í ' X dx + / g • v da V v G F 
Jtt0 Jan* ~ 

i â • fi dx = 0 V g € ¿ F ( I + Z u ) 

Compressible Trouver u. € A' tel que: 

/ p o ^ r - ( x , I + V u ) ' V v à = i-¥.dx+ g-vdaVveV 
Ja0 " M Joo ./OÍÍ«. 

T A B . 2 .4- Formulations faibles 

Afin d'établir dans les cas compressible et incompressible des méthodes de ré
solution similaire, on développe une formulation variationnelle, dans le cas com
pressible, similaire à celle du cas incompressible en supposant que le potentiel 
d'énergie libre dépend en plus de x et de 1. + V u., de M = adj ( l + V u) ! 

et D = det ( l + V u ) . La dépendance vis-à-vis du déterminant du gradient de 
transformation provient du fait que, dans le cas compressible, celui-ci n'est pas 
égal à 1. En revanche, dans le cas incompressible, le potentiel d'énergie libre ne 
dépend pas de l'adjoint du gradient de transformation car celui-ci est lié à la 
trace de ce même tenseur. Il intervient néanmoins dans la formulation variation-

9 det ( F) 
nelle à travers la condition d'incompressibilité puisque J ¡^ - = ' (adj (JE))- On 

obtient alors les formulations finales suivantes: 

1. adj (•) est l'adjoint de l'argument, c'est à dire la transposée de la matrice des cofacteurs. 
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Cas incompressible 

liVxA7 

Trouver u € K, â € (//* (fi)) tels que: 

— / f • v tfe + / g - v t i a Vv G V 

^ »/Ho 

Cas compressible 

Trouver u G A', A € (Ls' (fi)) tels que: 

= / f • v d x + / g • v «¿a Vve y 

f f d^ , v öadj ( l + V u) 

/ à-ndx=
 P°J^& I + I « , M, fî) x—!r_ = • G <fa 'Hn »/Ho ' 0M <9Vu 

+ / /3o-^: (x , I + Y u , M , n ) 
Jp.0 "M 

ôde t ( l + Y u ) sfn\^NxN 
dV u 

Gdx VGe(L s ( f l ) ) 

T A B , 2,5 - Formulations faibles finales 
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V. K, Y et dY(-) sont respectivement définis par 2. 

Incompressible 

Compressible 

V = {v 6 WM(fi), v = 0 sur dflu} ss* = s + s' 

K = { v e ï¥1>s(fi), v = Uj sur düUl det ( l + V v ) = l sur Ü0} 

Y = Í F e (Ls (ü))NxN , det (D = 1 p.p. dans tt0\ 

Í vyiv ödet (F) ] dY (I) = i £ € (¿' (fi)) ' —âiT^ • S = 0 p.p dans fi0 > 

y = {v G W^Ä(fi), v = 0 sur dùu} 

Â' = {vG Wlia(fi), v = Uj sur <9ÛU, det ( l + V v) > 0 dans 0 0 } 

F - ¡F £ {Ls (Sl)f*N, det (£) > 0 p.p. dans ft0} 

dF (g - (Ls (tt)fxN 

TAB. 2.6 - Définition des espaces de résolution 

2.3.2 Formulation lagrangienne augmentée 

Chaque problème ( T A B . 2.5) correspond au problème de minimisation de 
l'énergie potentielle totale J(-) dans l'ensemble K des champs cinématiquement 
admissibles: 

111.59 

Trouver uÇ.Ktel que J (u) < J (v) 

J (v) = / po$ (x, I + Y. v, •, •) dx — / f • v dx — I g-y. da 

Dans le cas compressible, les deux derniers arguments du potentiel d'éner
gie libre sont respectivement adj (Fj et det (Fj. Dans le cas incompressible, le 
potentiel d'énergie libre ne dépend pas de ces deux derniers arguments. 

2. On utilise les notations et la théorie des espaces de Sobolev. On se référera, par exemple, 
à [Adams, 1975], [Dautray & Lions, 1990] pour une étude des propriétés fondamentales de ces 
espaces. 
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On introduit le lagrangien augmenté du type (III.51) sous la forme: 

£r(u,E,A) = / {/*>*(x,I + 3£u,-,-) 

+ \ li+Z ^ _ i f - à • ( i + £ ü - 1 ) } <fc 
111.60 

où r est une constante strictement positive arbitraire. 
Le problème considéré s'écrit alors: 

Trouver {u,F, A} £ V x Y x ( I s ' ( Î î ) )"** tel que: 

(T)< 

dv£r (u,F,A) • v = f i-vdx+ J g-vda Vv € V 

9G£r (u, F, A) : G = 0 VG € ¿ y (F) 

a M £ r (u,£, A) : /£ = 0 V#i € (Ls* (f i ) )"*" 

TAB. 2.7 - Problème variationnel à résoudre 

Les formes explicites des termes de gauche du problème (V) sont données par: 

9vA(u,E,A)-v = / < 
Ö*(x, l + Vu, - , - ) 

Po o „ = ~ — - + r ( l + V u - | ) - A ^ -Vydi ôVu 

¿x I n - 6 1 ôG£r(u,E,A) : £ = Í { r ( | - I - Y u ) + A } : £ 

•/fio 

fyiA- (u,I,A) • P = i V ( I - I - Y u ) dx 
— Ain — On montre le théorème d'équivalence suivant [Glowinski & Le Tallec, 1989], 

[Glowinski h Le Tallec, 1982], [Le Tallec k Vidrascu, 1984]: 

v5 Théorème 2.4 Les problèmes variationnels (TAB. í?.5,) eí ("P) soní équiva
lents avec: 

F=l + Vu et A^~A 
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De façon générale, ces problèmes sont résolus via des algorithmes de type 
Uzawa (Algorithme 1 - TAB. 2.1, Algorithme 2 - TAB. 2.2) dont la philosophie 
consiste à réduire la résolution numérique des équations d'équilibre à la résolution 
successive de problèmes en déplacements et de problèmes en déformations comme 
ie montre l'algorithme suivant: 

A0,!!"1 donnés £ (I/' (Ü))NxN x V 

f Pour n > 0, y1, u"_ 1 étant connus, on calcule A"+\ Mn 

en faisant la suite d'opérations (relaxation par blocs): 

f Poser u£ = u71-1 

Pour k > 0, ujj étant connu, F? et ujj+1 sont calculés 

en résolvant successivement: 

' 8C. / \ 

A" est actualisé par: 

An+1 = A" - r (I - S? u" - | n ) 

TAB. 2.8 - Algorithme 3 

2.4 Discussion 

Cette méthode peut également être difficilement applicable au modèle pseudo
linéaire, d'abord en raison de l'écriture du problème en terme de contrainte de 
Piola-Kirchhoff 1 J | et en gradient de transformation F. En revanche, si on choisit, 
pour le modèle pseudo-linéaire, comme mesure linéarisante la mesure de défor
mation de Green-Lagrange, on pourra alors résoudre le problème pseudo-linéaire 
en résolvant à chaque instant un problème hyperélastique par la technique du 



2.5. APPLICATION AU MODELE PSEUDO-LINEAIRE 141 

lagrangien augmenté. Dans un souci de généralité de façon à garder la forme gé
nérale de E, on essaiera d'appliquer la transformée multiple de Laplace-Carson au 
problème pseudo-linéaire de manière à se ramener à un problème hyperélastique 
dans l'espace transformé que l'on sait résoudre par le lagrangien augmenté. Cette 
étude fait l'objet du paragraphe suivant. 

2.5 Application au modèle pseudo-linéaire 

Suite à l'étude des cas viscoélastique linéaire et hyperélastique et à l'impossi
bilité de les appliquer tels quels au modèle pseudo-linéaire, on peut se demander 
si l'application de la transformée de Laplace-Carson aux équations de comporte
ment du modèle pseudo-linéaire nous permettrait de nous ramener au cas hyper-
élastique dont les techniques de résolution existent et ont prouvé leur efficacité, 
comme la méthode du lagrangien augmenté étudiée dans le paragraphe précédent. 
Cependant, comme notre approche est de type fonctionnelle, nous adopterons 
une technique similaire à celle de Christensen en partant du potentiel d'énergie 
libre. Pour cela, nous devons utiliser la transformée de Laplace-Carson à n va
riables introduite par Huet dans de nombreux travaux [Huet, 1972], [Huet, 1974], 
[Huet, 1985], [Huet, 1992]. Il s'agit de la transformée Hn dont nous rappelons ici 
le principe. 

2.5.1 Description de la transformée de Laplace-Carson à 
n variables 

La transformation "H„ à appliquer à un développement d'ordre n est le produit 
d'une dissymétrisation T>n d'ordre n par la transformation de Laplace-Carson à 
n variables Cn: 

I IL62 Hn{e(t)} = CnVn{g(t)} 

- Première transformation: Dissymétrisation T>n 

On considère une intégrale multiple de type: 

111.63 gn(t) = • l (t - TU • • •, t - r n ) ¿ ( n ) • • • q\rn) drx • • • drn 

JQ- JO~ =n 

n ¡OÍS 

Huet [Huet, 1972] définit la dissymétrisation de la façon suivante, pour une 
intégrale multiple de type (III.63): 

I I L 6 4 
/•il ftr, 

= / • • • / J (ii - 7ï, • • •, tn - rn) ¿ ( n ) • • • g(rn) dTX 
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où on a remplacé t par le /,- approprié sur les bornes supérieures des intégrales 
et dans les arguments des J . Suite à des manipulations mathématiques et à une 

récurrence, on applique au tenseur 

n 

£(*) = £!*(') 
j t=i 

la transformation T>n suivante: 

n 

111.65 | n (Í!, • • •, tn) = Vn {g(t)} = J2 V'z {g^)} 
k=i 

On remarquera que Vn est inversible. 

- Deuxième transformation; Transformation de Laplace-Carson à n variables 
C 

Par extension de la transformation de Laplace-Carson à une variable, on peut 
définir la transformée de Laplace-Carson à n variables par [Poli & Delerue, 1954]: 

/•OO /"OO 

111.66 Cn{f}=Pi---Pn • • • / e - ( p , T l + - + P B r B ) / ( T i , - - - , r n ) ¿ n • • • drB 

Ja Jo 
v „ ' 

n /OÍS 

En utilisant les propriétés de cette transformation [Huet, 1972], et en notant 
Cf (Pi ' • " Pk) I a transformée de ë? (ii • • • í¿) par Ot, et çr* (p,) = a* celle de £(f¿) 
par Cfc, on obtient: 

n 

111.67 g * (P l •••?„) = £ J r (px • --p^g (P l) • • -g* (pfc) 

- Résultat final 

La transformée 7in de e{t) est donc: 

111.68 | = n»{¿(i)}-c„Î>„{¿(i)} = | r £ ; + | 2 V ; ^ + • • • + i n ' g * ^ • • • £ 
=1 H2 ~ n 

Pour la transformée %n de la contrainte, on obtient une relation duale de la 

précédente en remplaçant les fonctions de fluage J par les fonctions de relaxation 

R. 
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2.5.2 Cas du modèle pseudo-linéaire 

Partons de l'écriture quadratique du potentiel d'énergie libre (II.4). 

p0m (t) = I / / ¿(Í!) : 1 (2 t - tx - t2) : j(i2) dU dt2 
^ J —oo J —oo = 

On peut récrire cette expression en utilisant (11.68) sous forme duale: 

p0y (i) = I A / |(i!) : I (t - tut - <2) : Í(í2) d¿! dt2 

" J—oo J ~oc = : 

Appliquons lui la dissymétrisation T>n. avec n = 2: 

111.69 V2{p0V (t)} = p0V(u,v) = ¿ f f | ( í i ) : | ( « - í i , u - < 2 ) : ¿(h) dtt dt2 

Appliquons maintenant la transformée de Laplace-Carson à deux variables. c2 

1, 
111.70 C2P2 {po* (*)} - C2 [po® (u,v)} = Po*"(pi,P2) - ¿FÍPi) : 1 ^ ' P 2 ) : 

WM 

avec 
/»OO 

|*(p¿) - Pi / e - p , í , | ( í ¿ ) dí¿, 2 = 1,2 
Jo 

|"(Pl,P2) = ïhP2 / / e - ^ ' - ^ l i i x , * , ) ^ ! ^ 
= Jo Jo = 

Exprimons la transformée de Laplace-Carson de R en fonction de celle de 

D'après Ditkine et Proudnikov [Ditkine & Proudnikov, 1979], on a: 

111.71 |**(pi,P2) = 

Par conséquent: 

111.72 

1 

Pl - P2 V = 

1 1 

p i i * ( P 2 ) - p 2 r ( p i ) 

P I E * ( P I ) : E*(p2) : i*(p 2) 
2 pi - P2 V — 

- p2E*(p2) : R*(pi) : I*(Pi) 
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Appliquons maintenant la transformée de Laplace-Carson au tenseur des contraintes 
énergétiquement associé à E. Celui-ci s'écrit: 

§(f) = / 1 (1 - h) : | ( i , 
J — oo = 

) dti 

et sa transformée 'H\: 

111.73 S*(p) = R*(p) • W{p) 

En combinant les relations (III.72) et (III.73), on obtient: 

111.74 po$**(pi,P2) 
1 1 

2 pi - p2 
(pi §*(p2) •• JT(Pi) - P2 §*(pi) : I*(P2Ï) 

Cette relation peut s'écrire sous la forme: 

2pQm**{pup2) 

111.75 + 

—^—(piS ' (P2)- f tS*(pO) 
. P l - P2 -

1 

\}>\Q {P2) P2Ö \ P l J J 
.P l - P2 - J 

: | * ( P i ) 

: I*(P2) 

1 

Pl ~P2 
[ P i l * ( p 2 ) : r ( p 2 ) - P 2 r ( p i ) : l * ( p i ) ] 

Introduisons une <Ccontrainte dissymétrisée^ S(¿i, ¿2) définie par: 

/•Í1+Í2 

§(i 1 } i2) = / l (< i + *2 - «) : Ï ( M ) du 
Jo = 

Elle est associée à la contrainte S(i) par la relation: 

8W=Î(M 
En notant S (pi,P2) Ia transformée de S(íi,Í2) ( p a r analogie avec III.71), on 

obtient: 

2po<r*(p1;p2) = | * * ( P i , P 2 ) : r ( p i ) + r ( p i , P 2 ) : r ( P 2 ) 

111.76 
1 

Pl - P2 
[p1f(p2):I*(p2)-p2|*(p1):|*(p1)] 

file:///PlJJ
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La transformée de Laplace-Carson inverse du terme g (p\,P2) '• |T (p i ) es^ : 

<*(ti,t2) = i | ( i i + h - u) : Í ( « ) du 

De façon similaire, celle de S (p\,p2) '• Wipz) vaut: 

ft2 

ß{ti,t2) = g(U + t2 - u) : Ef,u) du 
Jo 

En revanche, celle du troisième terme —^— ¡pi¡|*(p2) : IT(P2) — P2 §f{Pi) : E*(Pi)] 
s'écrit: 

/•I1+Í2 

l(h,t2) = | f í i + Í2 - «) : Í (w) du 
io 

Par conséquent, la transformée inverse de po^,**(pi?P2,) s'écrit: 

PoV(tut2) = - [a(i i , t2) + ß{tut2) - i(tut2)] 

En posant í = t\ — t2 et en utilisant l'égalité triangulaire de Brun, on retrouve 
la relation classique: 

p0\Ç(t) = -( i - i j | ( 2 i - u ) : I ( u ) du = - Í / I ( u ) : I ( 2 i - u - u ) : I ( u ) du dû 

En dérivant III.76 successivement par rapport à W(pi) et W(P2) et en som
mant , on trouve: 

111.77 | ( P l , p 2 ) = 2 
dp0y**(Pl,p2) { dPQ^*(Pl,p2) 

dE*(pi) ' 9E*(p2) 

On constate que l'on se ramène bien, en espace transformé, à une loi de com
portement hyperélastïque du type {TAB 2.3). Néanmoins, cette méthode présente 
de nombreux inconvénients tels que la transformation de E(i) à travers la relation 
H(i) = a0 (í1

A(¿),/2
A(f),/3

A(í)) . 1 + ax ( / A ( í ) , / A ( í ) , / 3
A ( í ) ) .4 ( í ) et l'écriture des 

conditions aux limites en contrainte. Néanmoins, cette technique peut être utilisée 
dans le cas où la mesure de déformation linéarisante a une forme simple, en parti
culier si elle est égale à la déformation de Green-Lagrange. On peut également se 
demander si l'on ne pourrait pas utiliser la transformée de Laplace-Carson réelle 
à l'image des travaux de Brilla afin de pouvoir proposer une formulation varia-
tionnelle bien adaptée. Mais, dans un même souci de généralité, on abandonnera 
cette méthode au profit d 'une méthode directe dans l'espace temporel. Cela fait 
l'objet du chapitre suivant. 
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Chapi t re 3 

Formulation proposée pour le 
modèle pseudo-linéaire 

3.1 Lois de comportement 

Le problème à résoudre est celui du calcul des grandes déformations E d'un 
corps viscoélastique compressible (dont le comportement est supposé non li
néaire), soumis à une certaine distribution de forces extérieures et de déplace
ments imposés. Chaque particule du corps est repérée par sa position X_, mesurée 
dans la configuration du corps à l'état libre (en l'absence de contraintes) par 
rapport à un repère orthonormé fixe de R A , Grâce à ces coordonnées (lagran-
giennes), l'intérieur du corps s'identifie à un ouvert iî0 de RN, N = 2 ou 3 suivant 
le cas (bidimensionnel ou axisymétrique (N=2), tridimensionnel (N—3)). On se 
place dans la configuration de la figure 2.1, à savoir que le corps est soumis à 
des forces volumiques d'intensité f, mesurées dans la configuration de référence, 
et à des forces surfaciques g, mesurées par unité de surface dans la configuration 
de référence, exercées sur une partie d(la de la frontière dfto de il0. De plus, un 
déplacement UQ est imposé sur la partie dQu de la frontière dilo, complémentaire 
de dila dans dfi0. Les équations d'équilibre en coordonnées lagrangiennes, lagran-
giennes/eulériennes et eulériennes et la donnée d'une loi de comportement de type 
pseudo-linéaire permettent de caractériser formellement les positions d'équilibre 
du corps considéré. Les équations d'équilibre dans les différentes configurations 
sont réunies dans le tableau ci-dessous où n et r^ représentent les normales exté
rieures à la surface dans la configuration de référence Oo et dans la configuration 
actuelle Ü respectivement, H le tenseur de Piola-Kirchhoff 2 et K le tenseur de 
Piola-Kirchhoff 1 qui permet d'exprimer les contraintes dans la configuration dé
formée à partir des vecteurs surfaces élémentaires de la configuration de référence. 
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T 

Loi de 
comportement 
pseudo-linéaire 

Equations 
d'équilibre 

C-L en 
contrainte 

C-L en 
déplacement 

1 | 

Lagrangien ) 

i 

= " P o â4 

! ( Div (F • II) + pof = 0 

1 n0- = nJS 
1 { n 0 x ] — oo,oo[ 

Í E - n - n = g 
\ diïax] — oo,oo[ 

Lagrangien/euîérien 

i DivK + M = 0 

( iîox] — o°) °°[ 

[ Ôfio-XJ — OC, Oo[ 

u = UQ sur dttu 

Eulérien 

£ = /f-|f-ï 

f diver ~j- p f = 0 

^ i î x ] — co, oo[ 

-

f g-su = g 
\ 30 f f ! x] — co, oo[ 

u = Un sur f90Ui 

TAB. 3.1 - Lois de comportement 

3.2 Formulation faible 

En éliminant la contrainte de Piola-Kirchhoff 1 entre le théorème des travaux 
virtuels et la loi constitutive, on obtient le problème variationnel suivant dont la 
solution est le champs de déplacement u(t) à l'équilibre. 

ô t t (x( i ) , I ( f ) ) 

111.78 

/ Po dW 
í{x(t)) • v(x{t)) dx : 5Z. v dx = j po f i 

Jilo 

+ [ g(x{t))-v(x(t))da VveC/1 '* U G Í ^ ' + Uo} 

avec U1,s = \ v fc (W1,a (0)) ' , v = 0 sur düu > et s est tel que les intégrales 

de la formulation faible soient définies pour il € {f/1,5 + Hol et X G U1,s. 

3.3 Formulation lagrangienne 

Le problème précédent correspond au problème de rendre stationnaire l'éner
gie totale J(-) dans l'ensemble {U1,a + UQ} des champs cinématiquement admis
sibles, c'est à dire: 
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Trouver u € {Uhs + UQ} tel que J (u) < J (v) Vv € U1'* 

où «/(•) est défini par: 

J = S {Energies} = énergie libre + énergie dissipée 

Les différentes énergies qui entrent en jeu dans le bilan sont les suivantes: 

1. Energie libre: 

f(t) = j p0q>(t) dx 
Jilo 

2. Energie dissipée: 

V{t) = f ( f g(U) : | ( i i ) dtx - p^Ît)) dx 

= f ( f §(<i) : À(*i) dtr - p0V(t)\ dx 
Jíls¡ \J—oo / 

3. Energie totale: 
£(t) = JT(i)+ V{t) 

4. Travail des efforts extérieurs: 

W e(i) = / pç)t-udx+ g-uda 

Rappelons que 

/*>*(<) = \ f I Í(*i) : | ( 2 i - ix - i2) : | ( i 2 ) dix di2 

On sait que E est reliée à A donc à il par la contrainte: 

H = a0 (4) • i + d (4) • 4 

4 = 4 ( u ) 

Les relations ci-dessus sont vraies à chaque instant. Cette contrainte, forte
ment non linéaire, peut être traitée par des techniques de décomposition-coordination. 
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de type lagrangien augmenté, c'est à dire qu'elle est pénalisée et dualisée. On in
troduit donc le lagrangien: 

A - ( u , I , A ) = / A)*(<) dx+ j V{h) dU dx 

+ / - | a 0 ( 4 ) - l + c i (4 ) - 4 - l | 2 ( ¿ 3 : 

- / À : («o ( 4 ) • 1 + ai (4 ) • 4 - I ) da; 

où r est une constante strictement positive arbitraire et V la puissance dissi
pée. Le problème est donc le suivant: 

ÏII .79 < 

.NxN 
Trouver { u , I , A} € {U1^ + Mo} * Tsym >• {Ls* (fio)) tel que: 

( <9£r 

(?)< 

(u> M- A) • v = / po f • Y dx + / g • v da Vv € {£/M + Mo} 
ou 

<9£r 

<9£r (u , I ,A) :/x = 0 V/£ G ( I s ' (0)) 
A'xAT 

TAB. 3.2 - Problème variationnel à résoudre 

Ci dessus, T^m est l'ensemble des tenseurs symétriques. 
A partir de la définition de £ r , on déduit les formes explicites de ses dérivées 

en {u,E,A}-

du 
111.80 < 

— (u,|,A)-v= / {r(a0(4)-I + o i i 4 ) - 4 - i ) - A } 

d 

111.81 

a u (G° ( â ) • ¿ + ß i (4 ) • â ) • ^ d a ; 

- [ r ( a 0 ( 4 ) - I + ö i ( 4 ) - 4 - " l ) -A |} --Ç^dx 

dm 
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111.82 ^ ( u , I , A) : ß = / (ao ( 4 ) • I + «i ( 4 ) • A - g : ß dx 
C'A — 7Î20 — 

On a le théorème suivant: 

Ç? T h é o r è m e 3.1 Le système lagrangien (V) est équivalent à la formulation va-
riationnellt (111,78). 

Démonstration 1 Supposons que u soit une solution de (111,78). Si on pose: 

111.83 I = a0 ( 4 ) • I + ai ( 4 ) • A 

111.84 A = - / l ( * - i i ) : ï ( * i ) ¿h 
Jo = 

a/ors E € 7Ij,m du fait de la symétrie de A,. De plus, les relations (III. 81) et 
(III.82) conduisent à: 

dCr 

III.85 l 

(u,I,A) & = o 

a A (u,I,A):£* = 0 

3 1 

<9£r 

D'autre part, la relation (III.80) devient équivalente à: 

du 
III. 86 

f y* • 3E 
( u , l , A ) - . Y = / / E ( i - < i ) : I ( i i ) ¿<i : -¿F-¥.dx 

Jçio JO = OU 

/• dE 

3 * 
Sachant que S esi «n tenseur symétrique égal à p® ——, on obtient: 

SE dW 
III.87 S ( i ) : - ^ - v = / ) 0 - — : V v = K : V v 

où K esi le tenseur de Piola-Kirchhoff l. 
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En utilisant la convention d'Einstein (sommation sur l'indice répété), on ob-

tient: 

(u,I ,A)-x = f E-YY 

./fir, fio 

<¿x III.88 = I {(Kijv.^j-Kfj.jv,-} 
»/fio 

= / Kj-jnjv,- da — I K¿J,JV¿ dx 
JdQ„? Jüo 

= j L n - v à - I D i v K • v 
iafio- ~~ -'fio ~~ 

Finalement: 

/ / / . ¿ d - ^ ( u , ! , ^ ) - v = / pol-y_dx+ i g-vda 
#H Jfio -/afi<r 

Réciproquement, si les relations du système (V) sont vérifiées, alors on a 
forcément les relations (III. 83) et (III. 84) qui sont vérifiées. 

3.4 Le problème en déplacements 

La contrainte 

E = a 0 ( A ) - I + a i ( A ) - A 

4 = 4(u) 
est complexe à formuler numériquement et nécessite une résolution de deux 

problèmes juxtaposés, comme dans le cas de l'hyperélasticité: l'un en déplace
ments, l 'autre en déformations. Dans un souci de simplification numérique, nous 
résoudrons le problème uniquement en déplacements sans contrainte (c'est dire 
ni pénalisé, ni dualisé). Pour cela, nous approcherons la relation entre E e t V u 
au premier ordre. 

R e m a r q u e 3 .1 II convient de signaler que si le problème n'est ni dualisé ni pé
nalisé, le théorème 3.1 d'équivalence reste valable. En effet, considérons la fonc
tionnelle: 



152 CHAPITRE 3. FORMULATION PROPOSEE 

£ ( u , l ) = / Po®(t) dx + J V{h) dh dx 
Ja0 Jp.0 Jo 

On montre, comme dans le cas du lagrangien augmenté, que: 

— \ Po t " X dx -f / g • v da 
du. (ií-'i) 

3.4,1 Approximat ions 

Compte tenu de ce qui précède, le lagrangien, à l'instant t, est choisi de la 
forme: 

111.90 Ct ( u , l ) = / p0V(t) dx + f ! Vir) dr dx 
Jilo Jïk Jo 

A l'instant t + Ai , il s'écrit: 

111.91 £ , + A t ( u , l ) = / poV(t + Ai) dx + / / V{r) dr dx 
Jn0 JnQ Jo 

O A p p r o x i m a t i o n s des d é f o r m a t i o n s et d e s d é p l a c e m e n t s 

Si l'incrément de temps Ai est suffisamment petit, alors on peut supposer 
que les vitesses de déformation et les vitesses sont constantes par morceaux, c'est 
à dire que la déformation et le déplacement varient linéairement en fonction du 
temps. Ceci s'exprime par: 

111.92 

I(f + r) = !(*) + — I * 

u(i + r ) = u(i) + — u* 

avec T G [0, Ai] et JE* et u* constants 

O A p p r o x i m a t i o n s de la r e l a t i on d é f o r m a t i o n - g r a d i e n t d e d é p l a c e m e n t 

En supposant l'incrément de temps Ai suffisamment petit, on a: 

111.93 ai (t + Ai) = a,-(i) + 
dat 

dV u 
: V u* » = 0,1 

Y U(Î) 

111.94 A ( i + Ai ) = A(i) + 
ÖA 

dV u 
: V u* 

V u(t) 
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D'autre part , on a la relation entre E et A à l'instant i + Ai: 

111.95 I (i + Ai) = i ( í ) + I * = a0 (i + Ai) • I + ai (i + Ai) • 4 (i + Ai) 

Par conséquent: 

E ( i + Ai) - E(f) 

+ 
da0 

= ~ Ô V u 

9a i 

+ 4(*) 
9a i 

V U ( Î 
dV u 

+ ai(t) 
dA 

dV u 
V u * -

dA 

Ainsi, au premier ordre, on a: 

da0 

<9Vu 

Y u(*) 

V u * 

9 V u 
: V u 4 

Y u(t), 

y_ u_it) 

111.96 E*= 1 
= " 5 V u 

+ 4(i) ® 
dai 

V u(f) 
9V u 

+ ai(i) 
ÖA 

V u(t) 
9 V u 

:V u* 

Y U(t)y 

3.4.2 Expression de la fonctionnelle C à l'instant t + Ai 

A partir de l'expression (III.90) de la fonctionnelle Cu à l'instant t, on déduit 
son expression £t+At à l 'instant t + Ai par: 

111.97 A + A t ( u , l ) = / po$(t +At) dx+ / V(r) d.T dx 
Jp,a Ja0 Jo 

Le premier terme du second membre de la relation (III.97) vaut: 

/ po*( i+Ai)da ; = - / / / Í ( í i ) : E ( 2 í + 2Ai - íi - í2) : Í ( i 2 ) díi d*2 «s 

Jüo 2 Jçi0 Jo Jo — ' 
En décomposant les intégrales précédentes entre (0 et i -f Ai) par des inté

grales entre (0 et i) et (i et i -j- Ai) , on obtient la forme suivante: 

/ /?o*(¿ + Ai) dx = - / / / Í ( í i ) : l ( 2 i + 2Aí - ij - í2) : í ( í 2 ) ^ i ¿*2 <** 
Alo 2 y^o Jo Jo = 

fir*- í rt+Ai \ i E* 
+ / W i(ti): í / l (2 í + 2Aí-<! -t2)dt2J ¿<i >:=- ^ 

/ ri* / rt+At rt+At \ EM 
+ 1 | S : U i | (a + 2A*-«.-*.)*.*.)=s},fa 
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En opérant de la même façon pour la seconde intégrale de (III.97). on obtient: 

+ 2r - Í! - t2) dt2 dtx -W dr}:E* dx 

r r-t+At t fi 
l / V(n) dh dx = / V(r) dr dx 

JÜQJO JU0 JO 

+ [ i f i í(¿i):í(2í + 2r - h - t2) :í(í2) d*i dt2 dr dx 
Ja0Jo Jo Jo — 

+ 2 / {/ - / mti):( ( î(2< 
Jtto Uo T Uo \Jt = 

+ I \W: i ~2\i i È(2t + 2r-tl~-t2)dt1 dt2)dr :g'\dx 

Finalement, le lagrangien £t+At s'écrit: 

Ct+At ( ! ' , u") - Í \ \ I I Í (^ i ) : l (2 í + 2At -U- t2) : j ( í 2 ) <#: rfi2 - / V(r) dr 
Jn0 12 Jo y0 — j 0 

- I f Í ( ^ i ) : Í (2¿ + 2T - ¿! - t2) :Í(í2) Ai d*2 rfr \ dx 
Jo Jo Jo = J 

+ 

+ 

~ I - I | (* i ) : ( / É(2i + 2r - *! - i2) di2 J dh dr \:g* dx 

f —\f / É ( 2 Í + 2 T - Í I -t2)dti dt2\ dr l :£* dx 

Compte tenu de la relation (III.96) exprimant, au premier ordre, E* en fonc
tion de u", l'expression de A+At devient une fonctionnelle de u* uniquement, à 

savoir: 
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£t+&t (M* 
t 

= a | T 

0 

dr :/?:Vu4 dx 

+ I | —jMti):(l &(2t + 2At - h - t2) dt2\ dt 

- i - I Í(*i): ( / î ( 2 i + 2T - ¿! - i2) d*2 ) ¿* 

y f / 1 /•*+Aí /"í+Aí i \ 

+ / ¿ . Y u - . j i - / / ^ | ( 2 í + 2Aí- / 1-¿ 2)dí idi 2J 

r /«At i / ft+T ri+T 

- tí AI l i ( a + 2 T - ' ' - ' í 2 ) í / í l í¿¿2 ¿7" :/?:V u* dx 

t 
où a ¡ T j est une fonctionnelle qui dépend de l'histoire des déformations 

0 
jusqu'à l'instant t 

j T \ = [ \r [ Í É(<i).E(2f + 2 A i - t i ~i2):%{t2) dix dt2 - f V{r) 
\ Q I -Aîo 12 Jo Jo = Jo a dr 

/•At ri ri 1 
- / / / Í ( í i ) : Í ( 2 t + 2 r - t 1 - í 2 ) : Í ( f 2 ) dtx dt2 dA dx 

Jo Jo Jo = J 

et # est le tenseur d'ordre 4 qui permet de relier | * à V u* au premier ordre 

da0 
¿3 = 1 ® fíT7 

= - ov u 
+ 4(*) ® 

IV u(t) 

De façon plus condensée, £ s'écrit: 

dai ! 
¿?V u _ 

= - ! v u(t) 

+ ax{t) 
dA 

dv u 3Z u(* 

A+At (u*) = al r | + Í 4 ( i ) :ß:¥R*dx+f ß_ : £ u* : §( í ) : £ : £ u * <¿x 

avec: 
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1 Çt / AÍ+AÍ \ 

^ ( i ) = — / | ( í t ) : Í / | | (2< + 2 A f - i] - í 2 ) d í 2 ) d í i 

rAí o r /•* . / /•i+T . \ 
- / - / K* i ) : ( / E ( 2 í + 2 r ~ í i - Í 2 ) < i Í 2 ) á < i <^ 

et 

»t+Aí /-í+Aí 

1(<) = 2 / / ^ 2 ¡ ( 2 í + 2 A í ~ ti-h)dhdt2 

/•At I / i-t+T ÍÍ + T \ 

- / — ( / / È ( 2 Î + 2 T - < ! - < 2 ) d í i d í a jd r 

O Expression de la mat r ice A(¿) 

On a: 

^(f) = íg^y.íf g{2t + 2At-t1-i2)dt2jdt1 

- I - / M(*i): ( / É(2< + 2 r - í 1 - í 2 )d<2)á< i ûfr 

L'approximation choisie consiste à supposer que, pour un incrément de temps 
At suffisamment petit, la déformation est linéaire en fonction du temps. Ceci 
implique donc que la vitesse de déformation est constante par morceaux. Par 
conséquent, l'expression précédente de A_(t) peut se calculer en subdivisant l'in
tervalle [0,i] en n intervalles de taille At, soit: 

à(f) = -¿¿Ylj { Í ( í l H / I(2í + 2Aí-í1-í2)dí2J \dtx 

- : E I M ( / I(2< + 2r - ii - f 2) dt2 \ dt, 

ET 

<¿r 

Or, É étant supposé constant entre (k — l )Ai et kAt et égal à —r-^, l'expres

sion précédente devient: 
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•i n ekAt rt+At 

â(i) = A7¿ElI-i:/ / g(2t + 2At-t1-t2)dt2dtl 

*kAt ft+At 

'(Jfc-l)At 

••At fkAt ft+T 

- — Y* E* : / / / - i (2i + 2r - Í! - i2) df 2 d<! ¿r 
A í ^ io J(k-l)AtJt T = 

Si les fonctions de relaxation sont sous forme exponentielle alors, dans le cas 
isotrope, on a, par exemple: 

re! 

A(i) = ax + Y, H 

111.98 l ( i ) = A(i) l ® I + 2 fi(t)l avec { 

alors le premier terme de A(£) s'écrit: 

reí 

(̂i) = a" + J ] b\ •* e-r* 
t = l 

ffcAi />t+Ai 

7 7 ^ : / I ( 2 i + 2 A i - ^ - ¿ 2 ) ^ 2 dix 
A í * 4:=! J(k~l)At Jt = 

J f c = l » = 1 

1 - e -c*At 

c?Ai 
e-^<"+1)Aí¿ec^Aftr(i;_i) 

k=i 

> • ! 

re/ 

+ 2 a M EH- 1 + 2 E 6 > 
fc=i t = i 

1 - e " -c?Ai 

c?Ai 
, -<?( n+l)Ai V ^ ecffcAiE» 

=fc—1 
fc=l 

En revanche, le second a pour expression: 

i n rkAt [At ft+T .T 

5 E t r [ , / / -Í(2t + 2r - í l -
fc=l J{k-l)AtJ0 Jt T = 

t 2) ¿¿2 ¿T ¿¿I 

E2i>? 
t = i 

1 - e ] e-cfnAt 
Atà / 

re! 

-E 4 6 r 
¿=i 

1 - e " -c?At 

Aie? 

^ V ( I - ^ ) * ) E ^ " ( E - , ) } 
/ /-Ai -CJ'T , x \ n 

"(/ VO-"^)*)?4*"'5-1 
& 1 



158 CHAPITRE 3. FORMULATION PROPOSÉE 

Le terme / ( 1 — e c>" T j dr est approché par la méthode des trapèzes, 

ce qui donne: 

L "^{l^)iT-_{L{< + * 1 
2 V~* " M 

c?At m —1 ..->• i A ' 

O - ^ + E T ^ O - ^ * ) ¿Al 

m étant le nombre de pas de discrétisation de l'intervalle [0, Ai]. 

Remarque 3.2 Remarque sur ]|* 
On a vu précédemment que la déformation était approchée linéairement en 

fonction du temps. Ainsi, entre (k — l)Ar et kAt, on a, d'après (III.92): 

E((k - l)Ai + r) = §((* - l)Ai) + I-t g _ i 

Cela peut s'illustrer par le graphique suivant; 

E<(k-1) i l 

E/2ÄI) 

2,1-:-¿I 2kai 

FlG. 3.1 - Approximation linéaire par morceaux de la déformation 

En effet, on bien: 
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I(r) = 1(0) + ¿ g 

E(At + r) = E(At) + ^-E* 

g((k - l)Ai + r) = |((fc - l)Ai) + - ^ g _ i 

O Expression de la matrice B(t) 

On a 

1(f) = g / / Ä? 1 ( 2 Í + 2A¿ ~ ¿1 " ¿2) ̂  dh 

/•Ai i / rt+r rí+T \ 

- / — ( / / È(2i + 2T - íi - í2) oil d*2 ) aï-

Ce terme se calcule, dans le cas isotrope, de façon identique à A(t), excepté 

que SE n'intervient pas. Ainsi: 

2 rt+At pt+At | 

2 / / -^g(2t + 2At-t1-t2)dt1dh 

D'autre part, 

¡•Al i / i-t+r rt+T \ 

/ ~2 ( / / É(2i + 2r - ¿! - i2) dti dt2 ) ¿r 

pezes. 

L'intégrale / ( — J dr se calcule également par la méthode des tra-
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3.4.3 Stat ionnante de la fonctionnelle 

En s'inspirant du théorème 3.1, on a le résultat suivant: 

^h±ÈL (u*) . y" = / po f • Y' dx + [ g • v* da Vv" € Ul's 

ÖU* Jilo JdSla 

Ce qui est équivalent à: 

2 / {(§.'• M*) : a) ; I ^ } : | Ï * da; = í Poí-Y.'dx+í g • v* da 
JÜO l \ = = = / J -'fio ./an* 

L " ~ / A(¿) : ß • 1 X* dx 

V v* compatible 

3.5 Discretisation par éléments finis 

La résolution numérique de l'équation (111.99) nécessite, en premier lieu, la 
description des ensembles discrets où sont définies les différentes grandeurs dis
crètes telles que les déplacements, les déformations et les contraintes. 

3.5.1 Description des ensembles discrets 

Afin de définir les ensembles discrets, nous avons utilisé l'élément fini asy
métrique introduit par Ruas [Ruas, 1981] et utilisé avec succès par Le Tallec 
[Le Tallec & Vidrascu, 1984], [Glowinski & Le Tallec, 1989] dans le cas de l'hy-
perélasticité. Cet élément fini est décrit par (figure 3.2): 

- sa géométrie, triangle, 

- ses degrés de liberté: valeurs aux sommets plus valeurs au milieu de A1A2, 

- ses espaces d'interpolation: polynôme de degré 2 dont la restriction aux 
côtés A1A3 et A2A3 est de degré 1. 

L'assemblage de ces éléments 3 par 3 nous permet de générer un superélément 
fini symétrique comme le montre la figure 3.2. 

Nous approchons alors tous les ensembles à l'aide de ces éléments, en inter
polant les déplacements à chaque sommet et les gradients et les contraintes aux 
points de Gauss de chaque élément. Nous supposons donc que le domaine ûo 
est un ouvert polygonal de R2, qui se décompose en superéléments finis. Chaque 
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A, 

Supereiement assemble 

FlG. 3.2 - Elément fini utilisé [Ruas, 1981] 

triangle est noté Çl^. Les composantes des contraintes et des déformations appar
tiennent à l'ensemble Ph constitué des fonctions constantes par triangle et défini 
par: 

Ph = {qh, qh\ük - constante} 

Par conséquent, l'ensemble Z^ réunissant l'ensemble des composantes des 
contraintes et des déformations s'écrit: 

Z-n — {P£, n = 4 (cas axisymétrique) ou n = 9 (cas tridimensionnel)} 

Chaque triangle fi¿ est l'image par une application bilinéaire Tk du triangle 
de référence 0 = [(0,0), (1, 0), (0,1)]. 

Ainsi, les déplacements appartiennent à l'ensemble Xh défini par: 

Xh = jifc € C° ( f i l ^ ^ ä o f - 1 , ^ € [Q, ( O ) ] 2 | 

où. Q\ ÎÛj dénote l'ensemble des polynômes définis sur Í7, linéaires sur les 

côtés A\A3 et A2A3 et quadratiques sur le côté A1A2. 

3.5.2 Expression du problème discrétisé 

Il s'agit de résoudre, à chaque instant t, le problème de stationnante suivant: 

dCt 

Cela revient à résoudre un problème << classique ^> par éléments finis. La 
matrice de rigidité élémentaire provient du double produit contracté ß : B( í ) : ß et 

le terme de force est la somme / p0 f v* dx+ f g v * da+ f A(t) : ß : V v* dx, 
Jiîn Jdftcr Jilo ~ 
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le dernier terme étant la contribution viscoélastique puisqu'il fait intervenir la 
mémoire du matériau. 

R e m a r q u e 3.3 Dans tout ce qui suit, on se restreint au cas axisymétrique. Cette 
hypothèse permet d'écrire le gradient de la transformation sous une forme parti
culière avec, seulement 5 termes indépendants au lieu de 9 dans le cas tridimen
sionnel. En outre, le deuxième invariant de Ç est relié au premier et au troisième 
par une relation simple. En effet, dans ce cas: 

III. 100 l rC _;_ rC 
i l ' J 3 1 

O Express ion de la fonction de forme 

L'élément fini de Ruas est choisi de telle sorte que l'interpolation sur le côté 
A1A2 soit de degré 2 et celle sur les côtés A1A3 et A2A3 soit de degré 1. Ceci 
nous conduit à écrire le déplacement U[ dans l'élément de référence sous la forme 
(figure 3.3): 

u(f,»7) = u, 
ax + bx • Ç + cx • T] + dx • ( • (( + r¡) 

a» + V £ + c„ • rç + dtf • f • (f + ri) 

FlG. 3.3 - Elément de référence 

On en déduit alors la relation entre les constantes a.x, bx, cx et dx (resp. ay, by, 
cy et dy) et les déplacements nodaux horizontaux Ui, U2, u?, et u 4 (resp. verticaux 
Vi, v2 , v 3 et v 4 ) : 

/ ax \ 
bx = F'1 • U e 

et: 

/ 1 0 0 0 \ 
- 1 1 0 0 
- 1 0 1 0 

\-2 - 2 0 4 / 

/ v i \ 
v 2 

V3 
= P _ 1 • Ve 
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où on a noté U e et V e les vecteurs déplacements nodaux horizontaux et ver
ticaux respectivement. Par conséquent, les déplacement horizontaux ux et verti
caux Uj, sont reliés aux déplacement nodaux U e et V e par: 

u,(f,»7) = {i C v (•(î + v))-R-1-Ue = {m-R-'-ir 

u»u,»7) = ( W i e-(e + »?) > - £ _ 1 - v e = (N)-Erl-¥-e 

(N_) — ( 1 £ V Ç • (£ + l ) ) e s t appelée fonction de forme. 
Notons (iVj) et (JV2) les dérivées de (N_) par rapport à £ et 77 respectivement. 

On a: 

{NJ - { 0 1 0 2C + r j ) 

(iV2) = { 0 0 1 O 

Soit a; et y les coordonnées d'un noeud du triangle. On a alors les relations de 
passage entre l'élément de référence et le triangle réel du maillage qui s'écrivent: 

I I I . 1 0 1 I 
X = Xi + ( a í 2 - ^ l ) í + (X3-Xi)î] 

k y = yi + {y-i-yi)i + ( y s - y i ) ? ? 

Soit Jej le jacobien de cette transformation. On a: 

I I I . 102 JeJ = 

dx 'dy_ 

dx dy 

dl) ÖT) 

3.5.3 Discrétisation du terme 
ifio l \= 

B(i):/3 :Vu* : V v * à 

Posons £ = /3 : | | ( i ) : £ 

De plus, écrivons le tenseur d'ordre 2 V u* sous forme de vecteur colonne, 
c'est à dire que, dans le cas axisymétrique 

V u * = 

/ K,x u * , j , ° \ 

v,x y<y 

\ 0 0 

est remplacé par 
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l UL \ 

Vu* = 

u y<y 

y 

u x,y 

\ y,x / 

et soit /C le tenseur d'ordre 2 et de dimension (5 x 5) tel que: 

Posons: 

I I I . 103 J-j-

avec 

£ u* : £ : £ v ' = V u ' - | . V v ' Vu*, Vv* 
=o 

a a 

b b1 

a = 
1 dy 

b = -

det(J e / ) dî] 

1 dx 

i dy_ 
det(J e /) <9f 

det (Je/) or/ 
b1 = 

dx 

det (Je/) 5e 

Par conséquent: 

/ <* \ 

u y,y 

i-

u *<y 

Donc 

/ ( « ( Í V ^ + G ' ^ ) ) . ^ - 1 - ! ! ^ 

(MiV1) + 6 ' ( iV 2 ) ) -£- 1 .V £ 

(AL) • £ " ' • Y e 

y 

(Miïi> + 6'<iv3»-£-1-ue 

/ « i 0 \ 

0 «2 

0 K3 

K2 0 

ue 

Ve 
= K-
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/ £ : £ u ' : Y v * d : r = / £ • 51 u* • Y v*cfz = / * V v * - £ - V i T á r 
Jilo =0 Ja0 JÜ0 

En utilisant l'expression de Vu*, on obtient: 

Ue 

Ve / *Y v* • £ • V u" dx = * ( ^ ) • V ( f [tg • £ • £j ¿5 
•/n° V - 7 mailles U E r 

où £7r est l'élément de référence. 
L'élément de surface dS vaut, dans le cas axisymétrique: 

111.104 dS = 27ry (£, ?7) • 2 S dr¡ dÇ 

où 5" est la surface du triangle. 
Donc: 

111.105 Y, Í *£•£•£<*£ = Yl 47rSÍ Í *%•£•£ y (&V)dv<% 
• i , J E T •?, Jo JO 

mailles mailles 
Rappelons que 

y = 2/1 + (Î/2 - yi) £ + (Î/3 - yi) »? 

Il s'agit donc de calculer un certain nombre d'intégrales élémentaires dont les 
détails sont en annexe D. Ces intégrales sont du type: 

fl f1^ • • i l j l 
III. 106 Iij = € rf dr¡ d(= J 

Jo Jo (i + j + 2)\ 

3.5.4 Discrét isat ion du t e r m e / < A(t):ß:V_ y_* > dx 
Jn0 l~ =~ J 

Posons A(t):ß — A et soit A le vecteur tel que: 
•— ¿¿G 

A : V v * = A - V v * Vv* 
_ Q _ _ _ _ 

Comme pour le cas précédent, on a: 

/ 4 , :Y X* dx = / A • V v* dx = f «V v* • A dx 
Jn0 Jsia JÜO 

En remplaçant par l'expression de V v* et en sommant sur toutes les mailles, 
on obtient: 
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maules 

En utilisant îa relation (III. 104), on obtient: 

I I I . 1 0 7 V < f t£-àdS\= Y " A ir SÍ f %-Ay(^n)d>]dÇ 
u [jEr J n Jo Jo 

matt les mailles 
On se ramène au calcul d'intégrales élémentaires du même type que celles du 

cas précédent et dont les détails se trouvent en annexe E . 

3.5.5 Discrétisation du terme / po f • v* dx 
Jtt0 

En exprimant le fait que v* = (N) - P _ 1 • I ~ j et en discrétisant l'intégrale 

/ po Í, • Y." dx sur l'ensemble des mailles, on obtient, de façon analogue à ce qui 

précède: 

Í Poi-y* dx^'f-l)- V / i£~I-i(iV)-f dS 
Jü° K~ J m a i l l e s ^ 

De même, en utilisant l'expression (III.104), on se ramène à la relation: 

£ [ Z-1-*(N)-tdS= Y, 4 7 T 5 ' £ - 1 - { / 1 f' Ét(iV)y(f,>7)<Me}-f 
maules maules 

3.5.6 Discrétisation du ternie / g • v* da 
JdÜa~ 

La particularité de ce terme est qu'il doit être discrétisé sur la surface dfla et 
non sur toutes les mailles. Ainsi, on peut l'écrire: 

/ g " X* da = V] / * v* • g da 
Jaa*~ mailles jE'naa- ~ 

Ceci revient donc à intégrer *v* • g sur le triangle de référence pour r¡ = 0 afin 
de se placer sur la frontière de l'élément. Donc: 

J2 f V - g r f « = « ( * £ ) . £ ÍE.nsa^Er'-lf^N)] y^,0)dÀ.g 

mailles mailles 
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où Ißrndü^ est la longueur du segment sur lequel est appliquée la contrainte. 
Après le calcul de l'intégrale dans l'expression précédente, on obtient finale

ment: 

ailles mailles 

E { lErr\dpjE l • ' ( g (yi + î/2) g (yi + 2 y2) 0 — (î/i + 3 y2) ) ? g 
mailles 

mailles 
¡Ernán?, 

( "i \ 
m. 
6 
0 g 

3.5 .7 Discrét i sat ion du problème global 

En rassemblant l'ensemble des discrétisations précédentes, on obtient le pro
blème global discrétisé, correspondant au problème (III.99), suivant: 

Trouver (U e , V e) tel que 
yl f l - í / Tje 

• n Jo Jo V ~ 
mailles 

= E AirSt='1'{lJ^ *(^y^)dri^}^ 
mailles 

+ ¿_j \ hrndüa 
mailles 

ML \ 
6 » 

6 
0 g 

y 

V 4 i S Í Í 's-Ay(f, 
.t1 Jo Jo 

37) tfy d£ 

mailles 

TAB. 3.3 - Problème discrétisé global 
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O Interprétat ion des différents termes 

- Le terme 4TTS / / tK • /Ç • K y (<f, 77) d-q dÇ correspond à la matrice de 
Jo Jo ~ ~ 

rigidité, 

~ ^S tP_ l • < I / t(N) y (£, T¡) drj c/£ > • f correspond au ternie de force 

volumique, 

/ Erndüa 
6 

0 
\ yi+V2 I 

•i /-i-e 

g correspond à la condition aux limites en contraintes, 

4 IT S Í I f/t • A y (£, T}) dr¡ d£ correspond à un terme de force sup-
Jo Jo ~~ 

plémentaire faisant intervenir les caractéristiques du matériau ainsi que sa 

memoire. 

Ce problème est résolu par la méthode de Cholesky ou de Gauss. Il se ramène 
bien à un problème du type: 

III .10S K U 

où les termes K, U et F s'identifient de façon naturelle à partir de l'expres
sion du problème global TAB.3 .3 et correspondent à l'assemblage des matrices 
élémentaires Vf et Tfl (voir annexes D et E) . 
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3.5.8 Algorithme de résolution 

Entrées: 
Forme de \(t) et ¡i(t) 

Forme des fonctions ÜQ et ai 
Conditions aux limites 

Triangulation du domaine OQ 

_L 
Initialisation de V u° 

t = 0 

i 
Boucle sur les mailles 

Calcul de: E* , ß* , B* , A* , S* 

_( m = m + 1 
V y 

Résolution du problème global ( T A B . 3.3): Calcul de u^ 

t = t + At 
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Chapitre 4 

Exemples d'application 

Dans ce chapitre, nous allons effectuer, dans un premier temps, une validation 
du modèle numérique par des exemples en relaxation en petites déformations et en 
hyperélasticité en grandes déformations, et, dans un deuxième temps, quelques 
essais numériques en viscoélasticité non linéaire en grandes déformations. Les 
simulations en petites déformations vont nous permettre de juger de l'influence 
du pas de temps alors que les essais en hyperélasticité testeront la finesse du 
maillage. Une fois ces deux paramètres fixés, nous effectuerons des simulations en 
viscoélasticité non linéaire en grandes déformations. On se place dans le cas de 
sollicitations axisymétriques. Toutes les simulations seront faites sur un cylindre 
dont, pour des raisons évidentes de symétrie, seule une moitié sera représentée. On 
notera L sa longueur et R son rayon. Dans les exemples, sauf indication contraire, 
la longueur vaut 4 unités et le rayon 1 unité. Pour chacun des exemples, nous 
mettrons en évidence les conditions aux limites en justifiant leur choix. 

Le déplacement imposé, pour les essais de relaxation est de la forme: 
u* 

FlG. 4.1 - Déplacement horizontal imposé sur le bord droit 

Sauf indication contraire, ce sera ce type de chargement que l'on imposera 
dans les exemples ci-dessous, 
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4.1 Compression H P P 

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la compression en petites défor
mations d'un cylindre. Les conditions de sollicitation sont décrites par la figure 
4.2. 

Axe de 
symebie 

Deplacement horizontal 
impose non nul 

Contraíale 
normale nulle 

Deplacement horizontal nul Deplacement vertical nul 

FlG. 4.2 - Conditions de sollicitation d'un cylindre en compression 

Le côté gauche du cylindre est fixé en déplacement horizontal pour éviter tout 
mouvement rigide. Le côté opposé est soumis à un déplacement horizontal non 
nul. La face supérieure est libre de contrainte alors que l'axe de symétrie est fixé 
verticalement pour respecter la continuité des déplacements. 

4.1.1 Solution analytique 

La solution analytique de la compression d'un cylindre en viscoélasticité en 
petites déformations se trouve dans la plupart des cours de Mécanique des Milieux 
Continus tels que [Salençon, 1988]. C'est pourquoi nous nous contentons de la 
reproduire sans la démontrer. 

Les données ont la forme suivante: 

1. forces de masse nulles 

2. surface latérale supérieure libre de contrainte 
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3. aux extrémités 

- ux = 0 sur la face gauche 

~ ux ~ ud sur la face droite 

Le champ de contrainte uniaxial homogène résultant est de la forme: 

an(t) = X(t) tr ( | ) + 2fi(t) sn 

(Tij=0 si ( ¿ , j ) ^ ( l , l ) 

avec 

T ° ° 
0 C 0 

o o c 
A(i) et ¡j,(t) sont des fonctions de relaxation: 

X(t) = 0.5 + 0.3 e~°-2t + 0.4 e~omt + 0.005 e"0-002' 

H{t) - 0.5 + 0.4 e~°-2i + 0.5 e"0-02' + 0.05 e~°-002i 

4.1.2 Solution numérique 

O Chargement quasi- instantané 

Le déplacement imposé sur la face droite du cylindre est de la forme: 

u{x,y;i) = { 

si t < tc 

si t > tc 

où tc est le temps de chargement. 
Dans le cas d'un chargement quasi-instantané, le temps de chargement tc est 

pris faible par rapport au plus petit temps caractéristique (5 secondes). Dans 
les simulations, nous l'avons pris égal à 0.5 seconde. Le déplacement imposé vaut 
0.5% de la longueur du cylindre. La contrainte résultante, calculée pour différents 
pas de temps allant de 0.025 seconde à 0.5 seconde, est comparée à la contrainte 
issue du calcul analytique. Les résultats sont représentés sur la figure 4.3. 
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o 
tí 
tí 

¿s 
"o -o.oi 

£ 
13 
V 
tí "3 
¡ * 

+-> « o o 

-0.015 r-

-0.02 I i 

Compression HPP Xl = 0.95 chargement en 0.5 sec. 

courbe analytique 

At = 0.025 sec. 
At = 0.1 sec. 
At = 0.25 sec. 
At = 0.5 sec. 

FlG. 4.3 - Contrainte uniaxiale homogène pour un chargement quasi-instantané 

o 

18 
"o -o.oi 
h. 
a 

a 'g 
•g -0.015 
o 

-0.02 I i 

Aj = 0-95 chargement en 10 sec. 

100 

Temps (s) 

FlG. 4.4 - Contrainte uniaxiale homogène pour un chargement lent 
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On remarque sur la figure 4.3 que la solution numérique est proche de la 
solution analytique malgré une erreur au départ de 2% dans le meilleur des cas 
(At — 0.025 s.). On remarque également que cette erreur diminue avec le temps. 
D'autre part , on constate que l'influence du pas de temps est significative au 
départ puisque l'erreur passe de 2% pour un pas de temps de 0.025 seconde à 
6% pour un pas de temps de 0.5 seconde. Néanmoins, on voit que cette erreur 
s'atténue au cours du temps et que les quatre courbes tendent à se confondre. 

O Chargement lent 

Dans ce paragraphe, on suppose que le chargement se fait en 10 secondes, 
soit deux fois le plus petit temps caractéristique, et on effectue des simulations 
pour trois pas de temps différents: 0.5, 1 et 2 secondes. La figure 4.4 montre 
la comparaison entre le résulat analytique et les résultats numériques pour les 
différents pas de temps. 

La conclusion du paragraphe précédent est valable dans le cas présent. Cepen
dant, on remarque que l'erreur au départ avec un pas de temps de 0.5 seconde est 
inférieure à celle obtenue avec le même pas de temps dans le cas du chargement 
quasi-instantané. Cela nous permet d'affirmer que ce n'est pas le pas de temps 
seul qui joue un rôle important mais le produit entre le temps de chargement et 
le plus petit temps caractéristique. Il suffit alors de prendre un pas de temps 10 
à 20 fois plus petit que ce produit pour obtenir une bonne adéquation entre les 
résultats numérique et analytique. 

O C h a m p s de contrainte et de déplacement 

Sur la figure 4.5, on avons représenté les isovaleurs de déplacement et de 
contrainte à l'équilibre. On constate que le déplacement longitudinal est linéaire 
sur la longueur du cylindre et conforme aux conditions imposées (côté gauche fixe 
et côté droit déplacé de 0.5% • L). Le déplacement radial est également linéaire en 
fonction du rayon (nul sur l'axe de symétrie du cylindre et maximal sur le bord 
supérieur et égal à (). 

D'autre part , la contrainte longitudinale an (ou axx) et la contrainte ra
diale cr22 ( o u °"OT) sont homogènes dans le cylindre et confirment l'hypothèse de 
champs de contrainte uniaxial. On remarquera néanmoins certaines instabilités 
numériques sur l'axe de symétrie du cylindre. 

4.2 Compression hyperélastique 

On se place dans le cadre des grandes déformations. On choisit comme mesure 
linéarisante, la mesure de déformation de Green-Lagrange (a® — 0 et ai = 1). Les 
conditions de chargement sont conformes à celles de la figure 4.2. 
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»_hPp •»- 2 Déplacement axial 

I 
Jipp •!»- í 

I L06Î m m 

Déplacement radial 

•-Ai 

miimm^mmím SAb i tó í ^^SA 

Contrainte axiale 
-8SLK5 

! - 8 3 L Î » 

-83L371 

!ML4<tt 

- f J L t l ? 

8JL'40 

- 8 3 1 3 2 

-831.1Í5 

i: 
>PP •»- « ContnaintB radiale 

•w. ''äe* af **-

^ - ^ 

ä 4 . -

í:«í 

0.714 

-ami 

HL 

tau* 

li?î(6 

FlG. 4.5 - Champs de contrainte et de déplacement pour un essai en petites 
déformations 

4.2.1 Solution analytique 

Le chargement imposé étant ux = ~- sur la face droite du cylindre, le gradient 
de déplacement vaut: 

/ 4 o o \ 

V u = 0 Uyty 0 

V o o f J 

On suppose que les déplacements longitunal et radial sont linéaires (ce qui 
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supprime les possibilités de flambement): 

35 ~"~ T """*"~ w 

uy = a y 

où a est une constante à déterminer. 

Par conséquent, la déformation de Green-Lagrange s'écrit: 

e (1 + ¿e) 0 

A = | 0 Uï.» Í 1 + 2U».») 
0 o ^ 

y 

0 
0 

(l+llf) 

D'autre part , sachant que le tenseur de contrainte de Cauchy s'écrit: 

axx 0 0 
0 (Tyy 0 

0 0 ase 

les équations d'équilibre conduisent, en coordonnées cylindriques, à (en l'ab
sence de forces voluniiques): 

f (TXx{y) = b(y) 

rR 

ffee{y) = a(y) avec / a(v) dv = 
Jo 

°yy(y) = ~ / a(v) dv 

K y Jo 

D'autre part , la mesure linéarisante étant la déformation de Green-Lagrange, 
la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 II s'écrit: 

H = A tr A l + 2/iA 

Donc: 
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IIxx — A 
1 \ / 1 \ «,, / lu,. 

+ 2/i e ( 1 + -e 

J%) 
1+e 

n yy e { 1 + 2£ ) + u™ I l + 2Uy'y) + Í I * + ? y y J] 
+ 2fi uy,y I •*• "T" nuy,y 

1. 
2' 

= J<7. 

Ilflfl = A 

(1 +«y,W) 

£ ( 1 + -ej + uy,y (l + -«„,„ j + ^ 1̂ + - ^ + 2/i u,. 

Yy 

i «„ i + _» 
2 y 

- J a{y) 
y 

où J est le déterminant du gradient de la transformation: 

On choisit la solution telle que a(y) — 0. Cette solution conduit à ïlyy = Hgg — 
0. Par conséquent, a est solution du système 

I A e l1 + 2£) +uy* \1 + 2Uy'y) +^f (1 + 2~lf) + 2 / i %'y (* + 2Uy,y) = 0 

soit: 

a = - 1 + Wl -
A K) A + u 

Ainsi, une solution du problème est donc: 

/ A [e( l + i e ) + 2 a (1-!-§«*)]+2/i[e(l + J e ) ] 0 0 \ 

n = i o o o 

V o 0 0 / 
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et 

A = Q 

0 0 
(1 + §«) 0 

0 a (1 + | a ) 

4.2.2 Solution numérique à l'équilibre 

Dans ce paragraphe, on effectue des simulations en grandes déformations et 
ce pour une large gamme de déformations et pour deux finesses de maillage. Les 
déformations varient de 50% en compression à 50% en traction. Les deux finesses 
de maillage sont des finesses 4 x 8 et 6 x 12, c'est à dire que l'on a divisé le 
cylindre en 4 ou 6 suivant la longueur et 8 ou 12 suivant le rayon. Etant donnée 
la forme des mailles, la première finesse correspond à 192 mailles et la seconde 
à 432 mailles. Sur la figure 4.6, nous avons tracé, pour chacune des finesses, les 
évolutions de la contrainte axiale LTn et de l'élongation radiale 1 + a en fonction 
de l'élongation axiale 1 + e. 

A 
0.5 

S, "o 
•i-t 
CL, 

T3 

tí 
'S 
Ö 
o 
o 

o h 

•0.5 

~f 0.1 

maillage 6*12 ""•-.. 

maölage 4"8 

— courbe analytique en contrainte 

•-- courbe analytique en elongation 

_i i I i , i 

v 

1 
•3 
te 
u 
S 
o 

•0.1 

a S 2 

-0.2 

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 
Elongation 

FlG. 4.8 - Contrainte uniaxiale et elongation homogènes pour un comportement 
hyperélastique 

On constate que la contrainte est fidèlement reproduite pour les deux finesses 
alors que l'élongation radiale est reproduite avec une erreur de l'ordre de 10% 
pour la finesse 4 x 8 dans le cas des grandes déformations et avec une faible erreur 
pour les déformations modérées. En revanche, pour la finesse 6 x 12, l'erreur sur 



4,3. COMPRESSION VISCOÉLASTIQ UE AVEC GLISSEMENT (SANS FRETTAGE)179 

l'élongation est inférieure à 5% quelle que soit la déformation. Dans la suite, nous 
utiliserons des finesses 6 x 12. 

4.3 Compression viscoélastique avec glissement 
(sans frettage) 

Dans ce paragraphe, nous allons effectuer deux exemples de compression avec 
glissement (sans frettage) en viscoélasticité. Dans le premier, nous choisissons 
comme mesure linéarisante la mesure de Green-Lagrange et dans le second, une 
mesure quelconque sous forme d'une combinaison des invariants du tenseur de 
Cauchy-Green. Dans chacun de ces exemples, nous traçons les courbes d'évolution 
des différentes composantes du tenseur de contrainte S et ce, pour trois mailles 
différentes comme indiqué sur la figure 4.7. On entend par compression avec 
glissement une compression telle que les noeuds supérieurs droit et gauche sont 
susceptibles de se déplacer verticalement. 

FlG. 4.7 - Mailles où sont calculées les contraintes pour la représentation gra
phique 
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4.3.1 Premier cas 

La mesure de déformation est la mesure de Green-Lagrange, Par conséquent, 
le potentiel d'énergie libre s'écrit: 

tt(i) = / / 4 (* i ) : I ( 2 i - h ~ U) : 4 ( i 2 ) dtx dt2 

Jo Jo = 
A l'équilibre, il s'écrit: 

* = ̂ (/í7-3) + i Q + /í)(/f-3)2-^(/?-3) 
La contrainte prend la forme: 

Pour un essai de compression à 30% avec les conditions de la figure 4.2, le 
champs de contrainte aux trois mailles prédéfinies sur la figure 4.7 ont la forme 
décrite par la figure 4.8. 

000015 

0.0001 

sxicr6 

0 

- j \ 

f"
""

""
 

! J ,L 

Contrainte 

. • _ „ ! . . , f 1 i 

PK2 
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rio 

i i Í ¡ i i • i 

Contrainte PK2 IIa 

F •' 

O.OOOIS -

0.0001 -

5x10"» - ¡ 
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Temps (s) 
Contrainte PK2 TI,, 

- I I I f I ; I , I I I i I I i i I 

maille 181 
maille 193 
maille 206 

-0.2 h 

-0.4 

-0.8 

0.00015 h : 

0.0001 

5x10"" h 
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Temps (s) 

Contrainte PK2 ïla 

2Q0 400 600 300 1000 
Temps (s) 

i1 . . . i . . . i . . . i . . . i 
200 400 600 S00 1000 

Temps (a) 

FlG. 4.8 - Evolution de la contrainte pour un comportement viscoélastique avec: 
E = A, Ai = 1 sec, tc = 10 sec. 

Cette figure nous inspire les remarques suivantes: 

- les composantes II22 et II12 sont nulles dans la maille 181 ce qui confirme 
l'état de contrainte nulle au bord 
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- les composantes H22
 e t ÏÏ12 sont très faibles dans les mailles 193 et 208 ce 

qui confirme l'aspect uniaxial du champs de contrainte 

- les composantes II22 et II33 sont égales dans chaque maille 

- la. composante u n est la même pour toutes les mailles ce qui corrobore 
l'homogénéité du champs de contrainte 

wL_gd_hl Déplacement axial 

*_g*. 

-0.120 

-SL248 

-0.3ÍO 

-O.WO 

-U.W» 

-0.720 

-0.840 

-LOSO 

-L200 

ht *W- 4 

>WS«*»J 

Contrainte axiale 
-38S7.92& 

u_gdj«t • » - Î Déplacement radial 

S»V¿i 

i t s 

S-gí-hl * » - * Contrainte radíale 

- . fe,- -

vM-. " 

FlG. 4.9 - Champs de contrainte et de déplacement pour un cylindre en compres
sion avec glissement (sans ¡rettage) 

4.3.2 Second cas 

Les coefficients a0 et ai de la mesure de déformation sont une combinaison à 
l'ordre 3 des invariants de C 
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{ a0 = 0.5 (/2
C - 3) + 0.05 (/f - 3)2 + 0.01 (/f - 3) (7p - 3) 

+ 0.25 ( / p - 3 ) 3 + 0.1 ( i 3
c ~ l ) 

oj = 1 + 0.75 (/p - 3) -f 0.5 (/p - 3)2 + 0.005 (/f - 3) 

+ 0.15 (/f - 3) (/2
C - 3) + 0.035 (7p - 3)3 + 0.3 (/3

C - 1) 

On notera qu'aux petites déformations, on a bien a0 — 0, 
daQ 

0 et ai = 1. 

Le champs de contrainte généré par une compression de 30% sur ce matériau 
viscoélastique est illustré par la figure 4.10. 
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FlG. 4.10 - Evolution de la contrainte pour un comportement viscoélastique avec: 
E = a 0 ¿ + ai A, At = 1 sec, tc — 10 sec. 

Les remarques faites au cas précédent s'appliquent également à ce cas; seules 
les valeurs numériques diffèrent. On notera néanmoins que les champs de contraintes 
sont plus homogènes et qu'il y a moins d'instabilités numériques au niveau de 
l'axe de symétrie. 
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«_gd_%4 

fsé 

Déplacement axial u_gd_vt • » - î Déplacement radial 

fe:SiMáS^ÍsA¿a&SsaiK5A 

1.9*2 

jUSS 

y.^?-"¿ - t a n 

Contrainte axiale .j*_- -^ i Contrainte radiale 

FlG. 4.11 - Champs de contrainte et de déplacement pour un cylindre viscoélas-
tique en compression avec glissement 

4.4 Compression à sections constantes (avec fret-
tage) 

Dans ce paragraphe, nous effectuons une compression en grandes déformations 
sur un cylindre viscoélastique (avec JE = A) en maintenant constantes la section 
du cylindre sur laquelle le chargement s'effectue et la section opposée. Cela se 
matérialise par la fixation en déplacement vertical des deux noeuds supérieurs 
droit et gauche du cylindre. Les conditions de chargement sont décrites par la 
figure 4.12. 

Les champs de déplacement et de contrainte générés sont conformes à ce que 
l'on attend comme le montre la figure 4.13. Les champs de déplacement montrent 
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Axe de 
symetne 

Déplacement 

horizontal nui 

U i 
Déplacement vertical nul Deplacement horizontal 

impose non nul 
Contrainte 

normale nulle 

FlG. 4,12 
constante 

Deplacement ponctuel 

ver tica] impose nul 

Conditions de sollicitation d'un cylindre en compression à section 

l'effet tonneau que l'on obtient. Les champs de contrainte montrent qu'il s'agit 
également d'un essai uniaxial homogène puisque les composantes II22, If12 et 
II33 sont nulles et la composante u n est la même dans tout le cylindre (sauf 
aux points où l'on a imposé un déplacement vertical nul correspondant à des 
instabilités numériques). On remarquera également que dans la zone homogène, 
on obtient les mêmes valeurs de contrainte que dans le cas de la compression avec 
glissement aux bords droit et gauche. 
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it_gdjnt Déplacement axial *** •»-2 Déplacement radial 
_ _ _ 0.006 _ _ _ _ . I 

S.832 

r 

pv 

3 497 

2913 

-0.720 

- L S D 

s_gd_ta» *10- 2 

-36.914 
^ ^ > - , 4 ^ ' « - > ^ % 

m 
-37 593 V j ^ S ^ 6 & S 

• -3&271 " " - r"*-

-38.9*9 

-39.6» 

•J4.II «> Contrainte radiale 
1439 

1.986 
''% 

: ai73 

10.983 

-4L662 

-413*0 

i 

! -«.018 

S -43.6% 

-0.733 

-LM7 

-1.640 

-2993 

FlG. 4.13 - Champs de contrainte et de déplacement pour une compression à 
section constante 

http://�j4.ii
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4.5 Chargement induisant du cisaillement 

Dans ce paragraphe, nous appliquons au bord droit du cylindre un déplace
ment vertical linéaire comme le montre la figure 4.14. 

K 

r 

Deplacement horizontal nul Deplacement vertical nul Deplacement vertical linéaire 
impose non nui 

Contrainte 
normale nulle 

FlG. 4.14 - Conditions de sollicitation d'un cylindre en cisaillement 

Ce chargement est de la forme: 

uM 

où UM est le déplacement imposé en y — R et qui vaut 20% dans cet exemple. 
Graphiquement, ce déplacement a Failure représentée sur la figure 4.15. 

y = R 

y = 5R/6 

y = 2R/3 

y = R/2 

y = R/3 

y = R/6 

FlG. 4.15 - Déplacement vertical imposé sur le bord droit 
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•._*.« •»•. Déplacement axial u_gd_as 

, (HBÍ 

LUI 

L3» 

i'iV -a«* 

-8.7 is 

H 

-L811 

-LS% 

ZWO 

•24» 

î 5 « ftft» 

a?» 

Déplacement radial 

£ , " • " " »* i«4Ö ,*»<&=. JJ-f 

- 2?« 

»_g4.BS «10- 1 

Déformée 

FlG. 4.16 - Champs de déplacement pour un cylindre en ^.pseudo-cisaillements 

Les champs de déplacement obtenus (figure 4.16) montrent que le déplacement 
vertical obtenu sur le bord supérieur est linéaire. En revanche, le déplacement ho
rizontal induit est négatif sur le bord droit. Cela génère la déformée présentée sur 
la figure 4.16. Cet exemple est purement illustratif des possibilités du programme. 
Ce n'est pas, bien entendu, un exemple de validation dans la mesure où il doit 
être comparé à un essai réel. 
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Conclusion de la troisième part ie 

Dans cette partie, nous avons montré comment les techniques de transfor
mation de Laplace-Carson et du lagrangien augmenté étaient difficilement ap
plicables à notre modèle. Cela nous a conduit à proposer une formulation et un 
algorithme différents basés sur des approximations justifiées lorsque le pas de 
temps est suffisamment petit. Moyennant ces approximations, le problème s'est 
réduit à un problème en déplacements uniquement que nous résolvons par la mé
thode de Cholesky. Nous avons utilisé des mailles particulières de Ruas et nous 
nous sommes restreints au cas axisymétrique. Nous avons ensuite validé notre 
algorithme en montrant que nous retrouvons les cas classiques des petites défor
mations et de l'hyperélasticité. Puis, nous avons effectué quelques simulations en 
viscoélasticité en grandes déformations qui ont se sont avérées conformes à ce que 
l'on attend mais dont les valeurs numériques méritent d'être confrontées à des 
cas réels. 
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Conclusion et perspectives 

Le but de ce travail était double. Dans un premier temps, il s'agissait du dé
veloppement d'une loi de comportement viscoélastique non linéaire en grandes 
déformations. Le premier impératif de cette loi de comportement est d'être en 
mesure de rendre compte des non linéarités liées au matériau et aux grandes 
déformations. Le second impératif est de permettre un calcul aisé des grandeurs 
thermodynamiques du matériau. Dans un second temps, il fallait établir une for
mulation variationnelle associée à cette loi et construire un schéma numérique de 
résolution afin de réaliser un code de calcul par éléments finis permettant de faire 
du calcul de structures. 

L'étude détaillée des différents modèles viscoélastiques selon les approches 
fonctionnelle et par variables d'état, nous a permis de constater certaines limites 
de ces modèles. L'approche fonctionnelle a l'inconvénient d'être extrêmement 
complexe dans le cas d'un développement intégral d'ordre élevé. L'approche par 
variables d'état devient également très complexe quand le nombre de variables 
est élevé, ce qui est nécessaire pour décrire les comportements réels. 

C'est pourquoi nous avons voulu définir une loi de comportement qui soit 
facilement identifiable afin de ne pas retrouver les inconvénients des approches 
précédentes. La base du modèle réside dans le choix d'une mesure de déforma
tion qui permette d'écrire le potentiel d'énergie libre sous forme quadratique. Par 
construction, la loi de comportement qui en découle recouvre tous les compor
tements basiques: petites déformations, hyperélastique et viscoélastique linéaire. 
L'identification de cette mesure nécessite la connaissance de deux paramètres: le 
potentiel élastique à l'équilibre et le potentiel instantané. Afin de décrire correc
tement le comportement global, la seconde grandeur à identifier est le tenseur de 
relaxation. Celui-ci est identifié par équivalence aux petites déformations. Bien 
que cela paraisse a priori peu rigoureux si l'on veut décrire des comportements 
en grandes déformations, nous avons montré, dans le cadre d'exemples, que cette 
approche conduisait à des résultats très satisfaisants comme en témoigne la com
paraison entre le potentiel pseudo-linéaire et le potentiel écrit sous forme d'un 
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développement de Fréchet à l'ordre 4 (sous réserve que les fonctions mémoire du 
premier ordre recouvrent tout le spectre de relaxation). 

Pour satisfaire au second impératif, en supposant le comportement identifié, 
nous avons effectué des simulations en oscillations afin de mettre en évidence une 
hystérisis de déformation synonyme de dissipation. Cette étude nous a permis de 
de montrer comment le calcul des grandeurs thermodynamiques était possible. De 
plus, nous avons montré la différence de dissipation entre des oscillations autour 
de la position neutre et des oscillations autour d'une position quelconque. 

La dernière partie de ce travail avait pour but de nous amener à construire 
un code de calcul par éléments finis en y intégrant cette loi de comportement. 
Deux approches étaient possibles: la première consistait à se placer en espace 
transformé par la transformation de Laplace-Carson à une dimension conformé
ment à ce qui se fait en petites déformations; la seconde consistait à appliquer, 
à chaque instant, la technique du lagrangien augmenté. La première méthode 
a rapidement montré ses limites car nous n'étions pas en présence uniquement, 
dans les équations qui régissent le comportement, de produits de convolution 
comme en témoigne la forme de la mesure de déformation. La seconde approche 
supposait que l'espace de projection était de forme simple comme c'est le cas 
en hyperélasticité. Etant donné la forme de la mesure de déformation, cette ap
proche s'est révélée être difficilement utilisable. Nous avons alors essayé d'utiliser 
la transformée multiple de Laplace-Carson afin de nous ramener à un problème 
hyperélastique mais cette méthode s'est révélée vaine en raison de la forme par
ticulière de la mesure de déformation qui ne peut être transposée, dans le cas 
général, dans l'espace transformé. 

Nous avons donc choisi de nous ramener à un problème en déplacements uni
quement et ce via deux approximations: la première suppose que la vitesse et 
la vitesse de déformation sont constantes par morceaux; la seconde est une ap
proximation au premier ordre de la relation entre la déformation et le gradient de 
déplacement. Ces deux approximations sont justifiées si le pas de temps est suffi
samment petit. Moyennant ces deux approximations, nous nous sommes ramenés 
à un problème classique d'éléments finis que nous avons résolu par la méthode de 
Cholesky. Cet algorithme a été validé dans des cas classiques de compression axi-
symétrique en petites déformations et en hyperélasticité. Il a également conduit 
à des résultats logiques (compression tonneau et <Cpseudo-cisaillement^>) en vis-
coélasticité non linéaire. 

Bien entendu, la seule véritable validation, aussi bien du modèle que de l'al
gorithme, est une validation expérimentale sur matériaux réels. Cette validation 
nous permettrait de juger de la facilité d'identification ainsi que de la justesse du 
modèle. 

On peut néanmoins améliorer la performance du modèle selon deux axes. 
Le premier concerne l'extension aux matériaux incompressibles; on linéarise le 
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comportement de la même façon que dans le cas compressible en choisissant la 
même mesure de déformation mais avec un potentiel d'énergie libre sous la forme: 

* = u tr i + ~ tr ( I ) 2 + fi tr | 2 

Le second a pour objectif d'explorer d'autres mesures de déformation en gar
dant dans l'expression de la mesure de déformation le terme en a2 sous forme 
de fonction des invariants du tenseur Green-Lagrange et en l'identifiant par des 
essais oscillatoires par exemple. Cela nous permettrait d'explorer une plus large 
gamme de déformations, jusquà plusieurs centaines de pour-cent. 

Du point de vue numérique, on peut également apporter un certain nombre 
d'améliorations. La première amélioration serait d'augmenter l'ordre d'approxi
mation de la vitesse et de la vitesse de déformation ainsi que la relation entre 
mesure de déformation et gradient de déplacement. Cette modification nous per
mettrai t de choisir un pas de temps plus grand ce qui permettrait d'atteindre 
l'équilibre plus rapidement. Le gain en temps de calcul est certain. On pour
rait, en outre, étendre l'exploration des mesure de déformation à une plus large 
gamme qui, dans l 'état actuel, est limitée à un développement polynomial des 
invariants du tenseur de Cauchy-Green. Le programme actuel est limité au cas 
axisymétrique. Une amélioration supplémentaire serait d'étendre l'étude au cas 
tridimensionnel. Cette extension nécessite la modification de la forme des mailles 
car celle utilisée n'est propice qu'au cas axisymétrique. La forme quadrilatère à 
quatre noeuds peut s'avérer suffisante. On aurait alors à modifier les fonctions 
de forme, la forme du gradient de déplacement dont les inconnues seraient au 
nombre de 9. On pourrait également prendre en compte l'influence de la tempé
rature sur les fonction de relaxation. Enfin, une dernière perspective de ce travail 
serait la prise en compte du fiambement. 

Malgré l'étendue du travail qui doit encore être effectuée, le code de calcul 
réalisé représente une ossature importante et nécessaire à toute autre amélioration 
dans la mesure où il a montré de nettes concordances avec des cas classiques mais 
néanmoins souvent utilisés ainsi que des possibilités certaines en viscoélasticité 
non linéaire en grandes déformations. 
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Annexes 
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Annexe A 

Déterminat ion de I4 en fonction 
des autres invariants de A 

Les valeurs propres d'un tenseur d'ordre 2 A sont les zéros du polynôme 
caractéristique de A soit les solutions de l'équation det (A — X • JL) = 0. Si on 
développe cette équation, on est conduit à: 

~X3 + h • X2 - I'2 • X + det(A) = 0 

avec: 

h = tr(Ä) '• 1 e r invariant 

I'i - \(HÂ))2 - tr(A2)} : 2 è m e invariant 

Selon le théorème de Cayley-Hamilton, on a: 

A . i - £ + h •£ - I'2-A + d e t U | ) - I = o 

En prenant la trace de la relation précédente (A.l) , on obtient; 

A . 2 det(A) = l(tr(A3) - ~ tr(A) • tr(£) + I [ f r ( ^ ) ] 3 ) 

Si on multiplie les deux membres de l'équation (A.l) par A e* e n prenant la 
trace, on trouve, en utilisant (A.2): 

tr{g) = 4 U = X-l\ + A h h + 2 /2
2 - 2 l\ h 

avec: 

h = ltr(A2) : 2 è m e invariant de A 

h = \tr(A3) : 3 è m e invariant de A 
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Annexe B 

Coefficients des fonctions 
memoire 

B. l Un temps caractéristique par décade 

aij 

Í 2 
0.5 
0.2 
0.25 
0.2 
1 
2 
1 
2 
1 

2 
0.5 
0.3 
0.2 
0.2 
1 
2 
2 
1 
2 

2 
0.5 
0.2 
0.15 
0.2 
1 
1 
2 
1 
1 

\ / 

Ki L t/fl i ~—~ 

u 

V 

1 
1 

0.1 
0.15 
0.1 
1.5 
1 

1.5 
2 
1 

1 
1 

0.15 
0.1 
0.15 

2 
1 
2 
1 

1.5 

1 
1 

0.1 
0.05 
0.1 
1 

1.5 
1 
2 
1 

B.2 Deux temps caractéristiques par décade 

% 

( 

\ 

1 
1 

0.1 
0.15 
0.1 
0.75 
0.5 
0.5 
0.75 
0.5 

1 
1 

0.15 
0.1 
0.05 
0.75 
0.5 
0.75 
0.5 
0.75 

1 
1 

0.1 
0.15 
0.1 
0.5 
0.5 
0.75 
0.75 
0.5 



B.3. TROIS TEMPS CARACTÉRISTIQUES PAR DÉCADE 

B.3 Trois temps caractéristiques par décade 

/ i i i \ 
0.5 0.75 2 
0.2 0.75 0.5 
0.15 0.5 0.5 

,» _ 0.15 0.15 0.05 
ij ~ 0.15 0.2 1 

1 1 1.5 
0.5 0.2 0.75 
2 1.5 0.5 

\ 1.5 0.75 0.15 / 
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Annexe C 

Simulations relatives aux 
chargements A à I 

Dans les figures ( C l ) à (C.8), nous avons utilisé la légende suivante: 

ERREUR SUR LE POTENTIEL 
CONTRAINTE PSEUDO-LINEAIRE 
CONTRAINTE DE FRECHET 
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I. 
G 

fe 
O 

á 
o 

250 

200 

150 h 

100 

- t « 

O ' "' ' • " 

lO - 5 0 .0001 0.001 0.01 0.1 1 10 
TEMPS (s) 

100 1000 1 0 ' 

FlG. C l - Chargement A: Contrainte de Piola-Kîrchhoff et erreur sur le potentiel 

600 

400 

200 l~ 

0.1 1 10 
TEMPS (s) 

FlG. C.2 - Chargement B: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 
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c 

o 

á 
o 
¡5 

0.0001 0.001 0.1 1 
TEMPS (s) 

1000 

FlG. C.3 - Chargement C: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 

250 

200 N 

G 

o 

o 

150 

100 h 

0.1 1 10 
TEMPS (s) 

FlG. C.4 - Chargement D: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 
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1000 

800 

800 

0.01 

400 h 

200 h 

0 I ^ J J ^ U i l L. I— I I I Uli 1 . I . 

lo-5 o.oooi o.ooi o.oi o.i i 
TEMPS (s) 

FlG. C o - Chargement E: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 

0.1 1 10 
TEMPS (s) 

FlG. C.6- Chargement F: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 
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TEMPS (s) 

FlG. CT - Chargement H: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 

800 

600 

400 

200 \-

0.1 1 10 
TEMPS (s) 

FlG. C.8 - Chargement I: Contrainte de Piola-Kirchhoff et erreur sur le potentiel 



Annexe D 

Calcul de la matrice de rigidité 
élémentaire 

II s'agit de calculer les intégrales: 

D.3 4 TT S j f *£'£•£ y (Ç,ri 
Jo Jo 

)dr}d^ 

avec: 

K = 

/ («{^ 1 )+a '{ iV 2 ) ) -Z- 1 0 \ 

o (binD + vmn-ET1 

(JV) • £ _ 1 

o 
y 

o (bm + b'iK^-Er1 

0 (<!(&) + a ' ( ^ » . P - 1 / 

/ « i 0 \ 

0 K2 

0 K3 

K2 0 

V o «a / 

et 

y (f, »7) = yi + (2/2 - yi) £ + (2/3 - yi) n 

Par conséquent: 
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[ {lK • tC • K}U = CKÍKU + '«2^14) «1 + ( ^ 1 ^ 1 4 + ^ 2 ^ 4 4 ) «2 

{*K • /C • « } 1 2 = (*/Ci/Ci2 + '«2^24) «2 + ( '«1^13 + '«2^34) «3 

+ ( ' « I ^ I S + ^ 2 ^ 4 5 ) ^1 

{*« • £ • K}21 - ( '«2^12 + '«3^13 + '«1^15) Kl 

+ ( í«2^24 + ^ 3 ^ 3 4 + ^ 1 ^ 4 5 ) K2 

{*K • /C • « } 2 2 = ( '«2^22 + '«3^23 + ^ l Ä ^ s ) K2 + (*K2^23 + *«3^33 + ^ £ 3 5 ) «3 

+ C«2^25 +*K3^35 + ' « 1 ^ 5 5 ) « ! 

Sachant que £ est constant par maille, on est amené à calculer les intégrales 
suivantes: 

•1 i - i - i 

Jo Jo 

N 
12 = r r €*<iv1>-<iva>y(^î7)d'/de 

Jo Jo 

,V22 = / / * {Na) • (HU) y (M dri d^ 
Jo Jo 

A r l 0 = / / * m • (N) dr¡ dt; 
Jo Jo 

iV20 = f f 61 {N2) • (N) dv de 
Jo Jo 

dont les valeurs sont: 

D.4 iV11 = 

/ 0 0 0 0 \ 

0 | (yi + y2 + îfe) 0 ¿ (3yi + 5y2 + 4y3) 

0 0 0 0 

^ 0 a (3y 1 + 5y2 + 4y3) 0 ¿ (7y i + 17y2 + lly3) ) 



D.5 N12 = 

/ O O O 

0 0 I (yi + y2 + y-i) 

0 0 0 

o \ 

YA (>I + 'hj2 + ys) 

0 

D.6 N 22 

D.7 iV10 

V 0 O ¿ (3yi + 5y2 + 4y3) ^ (5yi + 14y2 + 6y3) / 

/ O O O O \ 

0 0 0 O 

o o ! (í/i + ya + ^ à (^ +2^2 + y^ 

K ° ° à (yi + 2?/2 + îte) è (yi -t- 3y2 + ya) / 

/ o | o i \ 

o è ° à 

o I o I 

D,8 TV 20 

V ° I ° I / 
/ o o i I \ 

o o I è 

o o e 24 

\ » o | ¿ / 

En revanche, l'intégrale 

A-00 = r / 
io Jo 

1 y l - í í (iV) • < AQ 
¿77 ¿£ 

í/(£l»7) 
présentant une indétermination en y — 0, se calcule aux points de Gauss 

produit f (N) • (N_) vaut: 

*<JöO-<i>Ö = 

/ i e Î? eu+ 17) \ 
e e2 ^ e2 (e + »?) 

\t(t+v) eit+ri) ^(e+î?) f ( e + ^ ) 2 7 
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SI on note £¿ et fji les coordonnées du point de Gauss numéro i et ¿;t- le poids 
relatif à ce point de Gauss, alors, on a: 

ng 

D, A ^ E i ^ o k ^ 
i=k y (ßk, m) 

où ng est le nombre de points de Gauss. Par conséquent, la matrice de rigidité 
élémentaire s'écrit: 

nel = 4 ir s 
K K 

~ 2 i - 2 2 

avec: 

D.10 

D . l l 

D.12 

^.n 
H = ^ _ 1 - { a2N11 + a a ' ( t j V 1 2 +7V12) + a N \K^ 

+ [a bN11 + ha! lN12 + ab'N12 + a'b'N22) JCU 

+ [a b *NU + ha! "N12 + ab'N12 + a'b' *N22] Ku 

b2Nn + bb' ( 'N12 + N12) + b'2N22] £44} • g'1 

+ 

ÎL12 = %~K{ a2^11 + aa'( *Ar12 + W12) + a'3N22 
-15 

+ fa WVU + 6a' *iV12 + ab'N12 + a'b'N22) JCl2 

+ [a b 'N11 4- 6a' *N12 + a&W12 + a'6' *,V22] /C45 

+ &2Wn + bb' ( *AT12 + Arl2) + bpN22) K2A 

+ i V ^ ^ + ^ ^ l - Z - 1 

.5.21 

m = t^_1-{ a2JV" + a a '^ i ] V l 2 + -v") + a N2 &Í5 

+ [a bNn + 6a' 4iV12 + ab'N12 + a'b'N22} Ki5 

+ [ab KN11 + ba' 'N12 + ab'N12 + a'b' * N22] £1 2 

+ 62iVu + feV ( 'N12 + N12) + b'2N22} £24 

+ N^fC^ + N^ICs^-Er1 
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2|21 = *£-! . { ^a2Nn + aa' ( fNn + N12) + a'* N22 
--55 

D.13 

+ [a hNn + ba' 'N12 + ab'N12 + a'b'N22} K.2h 

+ [a b lNn + ba' 'N12 + ab'N12 + a'b> tN22] £ 2 S 

+ b2Nu + W ( lN12 + A'12) + b'2N22\ K-n 

+ {N£ + /V3T) ^35 + (N% + ¿V«) JC23 + NgKn }•£-1 

La matrice de rigidité élémentaire est de dimension (8 x 8) puisque chaque 
maille a quatre noeuds. 
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Annexe E 

Calcul de la matrice élémentaire 
de force totale 

E.l Terme faisant intervenir la mémoire 

Dans ce cas, il s'agit de calculer les termes: 
<i f i - c 

E.14 4 7T S f ! \'\y{Z,r¡)dr)d$ 
Jo Jo 

Soit: 

E.15 4 *SÍ í 
Ja Jo 

t p - i 

i p - 1 

/ (a < (&) + a'* QU)) • V ' Ai \ 
+ (bt(Ki) + bft(K2))-y-A4 

(bt{Ni) + b't(N3))-y-A2 + t{N)-A3 

\ +(at(Kí) + a't{K2))-yM J 

dr¡ d£ 

On a alors: 

E.16 / / " '(Ki) 
Jo Jo 

y (£, r¡) dr¡ di = 

E.17 / / t{ä2)-y(t,ri)dTidt = 
Jo Jo 

( o \ 

I (vi + V2 + yz) 

o 

V à (% + 5^ + 4y3) ) 
í 0 \ 

0 

I {yi + y-i + ys) 

V è ú/i + 2^2 + y3) y 



E.2. TERME DE FORCE VOLVM1QUE 

/i\ 

E.18 dr¡ dÇ 

\l 
Ainsi, le terme de force associé s'écrit: 

avec: 

Z ° = 4 TT 5 

Z.Í l D - 1 
Z = \£ 

/ o \ 
2 A ^ ( y i + y2 + y3) 

^ ^ ^ 4 ^ fa + w» + ya) 

V í iá l
2TA± (3yi + 5y2 + 4y3) + a~1Hrà± fa + 2y2 + y3) / 

/ 

¿- 2 
t D - l 

A3 
2 

s A 4 M 2 (yi + V2 + 2/3) + A i 

\ ^ ^ (3y, + 5y2 + 4y3) -i- ̂ ^ ^ k ( y i + 2y2 + y3) + A3 
8 

E.2 Terme de force volumique 

Pour sa part, ie terme de force volumique s'écrit: 

E .19 47rS*£-1-jjí J HHOviMdridt 

soit: 
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í Í Hmy^vïdvd^ 
Jo Jo 

( \ (vi + y2 + y3) \ 

à (yi + 2y2 + y3) 

¿r(yi + 2y2 + y3) 

V as (3yi + 8y2 + 4y3) / 

Si on note f (resp. f ) la composante horizontale (resp. verticale) du vecteur 
force volumique, alors le terme de force volumique vaut: 

? 
J^O = 4 n S 

avec: 

et 

'TT __ * p - 1 

i - 4 

£ = L tn-l 

l S 
6 (yi + 2/2 + ys) 

iï (yi + 2y2 + y3) 

ÍT (yi + 2y2 + V3) 

\ 

f? \ ^ (3yi + 8y2 + 4y3) y 

/ ^ (yi + y2 + y3) \ 

| ¡ - (yi + 2y2 + y3) 

£ (yi + 2y2 + y3) 

V ho (3yi + 8Î/2 + 4ys) / 

ï = i / , V où (f/*)¿Li...4 est la composante a de la force volumique appliquée au noeud 

E.3 Mat r i ce de force élémentaire 

Compte tenu de ce qui précède, la matrice de force élémentaire s'écrit: 
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£*' = £°0 - £° 
soit: 

E.20 J76' = 

i p - 1 

-£- (yi + V2 + V3) \ 

\ 

g (yx + 2y2 + y3) - ^ ± ^ (yi + y2 + y3) 

g (î/i + 2y2 + y3) - 2^L±£A* ( y j + y 2 + y^ 

~ | (3yx + 8y2 + 4y3) - ^ ^ ^ (Sy* + 5y2 + 4y3) 

+ ^Ai^A± (yi + 2y2 + y3) 7 

< p - i 

V 

( \ (yi + y2 + ya) - ^ » 

f (y, + 2y2 + y3) - sAilMi ( y i + y2 + y3) _ & 

g- (y, + 2y2 + y3) - ^ ± ^ (yi + y2 + y3) - ¿ Û2. 
6 

V 
ÍÍ5(3yi + 8y2+4y3) - ^ ^ (3yx + 5y2 + 4y3) 

- ^ ^ ( y i + 2 y 2 + y 3 ) - f / 

Il s'agit bien d'un vecteur à 8 composantes, les quatre premières correspon
dant aux déplacements horizontaux des quatre noeuds de la maille et les quatre 
dernières aux déplacements verticaux de ces mêmes noeuds. 
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