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Introduction générale

L’étude des lois de comportement est un des domaines clé de la mécanique des matériaux
solides. Ces lois peuvent, étre élaborées de facon purement phénoménologique & la lumiére
de faits expérimentaux. Toutefois. pour les écrire, on recourt souvent aux méthodes
générales de la thermodynamique.

On sait que les équations d’état qui généralisent les relations de Gibbs s'obtiennent
a partir de I'expression de I’énergie libre, par la méthode de Coleman par exemple, lorsque
les variables d’état sont indépendantes [4] '. Ces lois. jointes aux lois complémentaires
d’évolution [7], définissent le comportement du matériau. Il s’agit de la méthode des
deux potentiels [4], [5], [7] et [12]. Elle consiste principalement en introduction de deux
potentiels : le potentiel thermodynamique W et le potentiel de dissipation D, exprimés
en fonction des variables d’état et de leurs vitesses.

Dans le cas ou ces variables sont liées, la méthode de Coleman 1e pent plus étre ap-
pliquée puisque leurs variations doivent étre compatibles avec les liaisons internes. C’est
pourquoi Frémond [6], se basant sur l'analyse convexe, a fourni une extension de la
méthode des deux potentiels. Il y introduit les notions de sous-gradients et de fonc-
tions indicatrices des ensembles des variables d’'état admissibles.

D’une maniere plus classique, nous avons choisi de présenter les résultats obtenus par
Frémond suivant le formalisme de Lagrange. Les équations d’état s'écrivent en fonction
du lagrangien du systéme donné par :

L=W-— )\ihi, /\7; 2 0 /1'!,2' 2 0 Aillii = 0.

Les A, sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux liaisons internes h;.
La dissipation intrinseque sc réduit a :

di=As A=-L,,

A étant la force thermodynamique associée a sa variable duale « dans 'expression de
I'énergie.

La signification physique des multiplicateurs de Lagrange et des équations d’état
dépend du phénomene considéré. L’obligation pour ces multiplicateurs d’etre positifs est
a interpréter pour chaque cas particulier.

Yest dans ce cadre que nous avons choisi d'aborder la modélisation du changement
de phase solide et par conséquent des matériaux a mémoire de forme et de 'endommage-
ment fragile partiel.

YToutes les références bibiliographiques de Uintroduction correspondent & la liste dounée en fin de
premiere partic.

(2
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Notre plan d’étude est le suivant :
Premiere partie

Nous commengons par présenter le cadre théorique de la modélisation, a savolr
la méthode des deux potentiels en présence de liaisons internes. Ensuite, nous con-
sidérons le changement de phase solide réversible : suite & des sollicitations mécaniques,
le matérian change de microstructure. Cela se traduit macroscopiquement par une vari-
ation des caractéristiques mécaniques (par exemple, la rigidité élastique passe de K, a
K5). Le matériau retrouve sa microstucture initiale quand cesse la sollicitation. Aucune
déformation permanente ne subsiste.

Afin d’illustrer notre modele, nous avons choisi de traiter quelques exemples numé-
riques (fissure en mode I et torsion d’un cylindre de section triangulaire) en proposant un
programme de calcul utilisant la méthode des éléments finis. Dans le but de valider ce
dernier, nous avong établi une comparaison entre les résultats numériques et analytiques
d’un méme probleme, celui de la fissure en mode il

Enfin, dans le cadre général de I'étude de la stabilité des phénomeénes dissipat-
ifs indépendants du temps physique [15], nous considérons le probleme de stabilité en
présence de liaisons internes. Les résultats obtenus ont pu ainsi étre appliqués au cas ou
le changement de phase est réversible.

Deuxiéme partie

L'originalité du comportement des matériaux a mémoire de forme est abordée dans
le premier chapitre de cette partie : ces matériaux peuvent subir des déformations per-
manentes de quelques pour cent et retrouver leur forme premiére par simple élévation de
température (effet mémoire de forme). Ils peuvent également présenter des déformations
réversibles trés importantes par rapport aux déformations élastiques (pseudo-élasticité).
Les métallurgistes expliquent ce comportement inhabituel par un changement de phase a
1"état solide, la transformation martensitique. A température élevée, le matériau se trouve
dans une phase hautement symétrique (austénite) et & basse température, dans une phase
moins symétrique {martensite}. Le passage d'une phase & "autre peut s’effectuer sur sim-
ple variation de température ou de contrainte.

Dans le second chapitre, nous considérons un modele dérivé de celui étudié dans
la premiere partie. Nous tenons toutefois compte de la température et de l'énergie
d’interaction entre les phases. 1l nous est alors possible de simuler les phénomenes décrits
ci-dessus.

Troisieme partie

L’endommagement fragile v est envisagé comme un changement de phase irréversible.
Microscopiquement, cela se manifeste non plus par une modification de la microstructure,
mais par des microfissures. Macroscopiquement, on observe une dégradation irréversible
des caractéristiques élastiques. Le matériau garde aprés cette dégradation une rigidité
résiduelle, d’ou le caractére partiel de 'endomimagement.

Afin de décrire ce phénomene évolutif, nous exploitons encore le modele présenté
en premieére partie. Cependant, par le choix d'un pseudo-potentiel de dissipation, nous
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parvenons @ rendre compte du caractere irréversible de l'endommagement, ce qui nous
amene a formuler le probléeme en vitesse. Ensuite, comme pour le cas réversible, nous
trdaitons le probléme de stabilité d'un matériau & endommagement fragile partiel dans le
cadre général de I'étude de stabilité des systemes dissipatifs [15].

Enfin, nous illustrons nos propos par une simulation numérique du mouvement
permanent d’une lssure en mode I en milieu endomimageable au sens décrit ci-dessus.
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Partie 1

Changement de phase réversible.

11






Chapitre 1

Cadre théorique de la modélisation

1.1 Introduction

Nous présentons, suivant le formalisme de Lagrange, la méthode des deux potentiels
lorsque les variables d’état sont liées. Les liaisons internes sont prises en compte dans
I'expression de l'énergie potentielle par 'intermédiaire des multiplicateurs de Lagrange.
L'inégalité de Clausius-Duhem reste vérifiée.

1.2 Méthode des deux potentiels

L’état thermodynamique d'un milieu matériel enn un point et & un instant ¢ est compléte-
ment défini par la connaissance des valeurs, a cet instant, d'un certain nombre de vari-
ables ne dépendant que du point considéré (postulat de ’état local). Elles sont appelées
variables d’'état ou variables thermodynamiques. Par exemple, pour un solide et sous
I’hypotheése de petites perturbations, le systeme (e. T, J, o) représentant respectivement la
déformation, la température et un ensemble de variables internes réversibles et irréversibles
est un systeme de variables d'état. Dans le cas ot ces derniéres sont indépendantes et on
W(e, v, 3,T) désigne la densité volumique d'énergie libre, le premier principe, exprimant
la conservation de 'énergie et le second principe. sous forme de l'inégalité de Clausius-
Duhem, permettent d’écrire la dissipation intrinseque sous la forme :

di=0é =W, é +Woa+W53+WpT)— ST >0 (1.1)
et conduisent aux équations d’état suivantes :
o=W,. S=-1WVor. 0=Wy (1.2

lorsque 'on convient que les évolutions a parametres internes irréversibles bloqués et a
température uniforme sont réalisables et réverzibles, i.e a dissipation intrinseque identique-
ment nulle. Seules les variations des parameties a caractérisent les évolutions irréversibles
du matériau. C’est le cas lorsque la déformarion e n'est pas directement un mécanisme
de dissipation.

Dans ces conditions, la dissipation intrinseque se rédult a :

di=-W,a=A4Aa>0 avec A=-W. a. (1.3)
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‘Lé comportement du matériau est completement défini par 'ajout de lois complé-
mentaires liant les variations des parametres internes irréversibles « aux valeurs de A,
ced relations devant vérifier (1.3). L’adoption du formalisme des matériaux standards
généralisés [8] fondée sur I'hypothese du mécanisme dissipatif normal est un moyen d’assurer
le respect de I'inégalité exprimant le second principe.

Un mécanisme dissipatif normal est défini en supposant 'existence d’une fonction
D(a, &), définie pour tout &, semi continue inférieurement, non négative, convexe par
rapport & ¢ et nulle en & = 0. On associe & ¢ la force généralisée A grice a 'hypothése
de normalité :

A € aD(&) (1.4)

dD(a) désigne le sous-gradient de D au point a.
Par conséquent, la fonction dual D* obtenue par le transformé de Legendre-Fenchel de
D

D*{A) = sup[Ad ~ D(d)]

est s.c.i, convexe, positive et nulle pour A = 0. De plus, il est connu [22] que les propriétés
sulvantes sont équivalentes :

A € ID(&) <= & € D (A) «= Ada =D(&) + D (A). (1.5)
On en déduit que si 'on introduit un pseudo-potentiel D vérifiant les hypotheses ci-dessus,

I'inégalité (1.3) est automatiquement satisfaite.

Dans ce mémoire, on s’intéressera aux processus indépendants du temps physique.
Dans ce cas, le psendo-potentiel des dissipations D est une fonction positivement ho-
mogene de degré 1 par rapport a & :

Vm > 0 D(a,md) = mD(q, &) (1.6)

o)l

Ces fonctions sont habituellement introduites en plasticité incrémentale, en frottement
sec, en endommagement fragile et en rupture fragile {15]. Une fonction satisfaisant (1.6)
n'est pas différentiable au point & = 0, mais admet des dérivées directionnelles. Comme
D est convexe, ces derivées définissent, dans ['espace des forces, une surface limitant un
domaine convexe ( appelé convexe des forces admissibles (dans ce cas, D* est la fonction
indicatrice de C).

L’équation {1.4) indique, dans ce cas, que la force A associée & une vitesse & doit
appartenir & la surface de ce convexe et vérifier la loi de normalité :

& = Ne(A) (1.7)

olt No{A) est un opérateur qui fait correspondre a un point A de la surface délimitant C
la direction d’'un vectenr normal extérieur (cf figure 1.1).

Finalement, le potentiel D{a, &), fonction éventuelle de ’état, définit le comportement
irréversible du matériau alors que son comportement réversible est défini & V'aide du po-
tentiel thermodynamique W par les équations d'état (1.2). Les équations (1.2), (1.4}
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o =N_(A)

Figure 1.1: Mécanisme d’¢volution des variables irréversibles.
traduisent la loi de comportement suivant la méthode des deux potentiels.

Lorsque les variables d’état ne sont pas indépendantes, le raisonnement précédent peut
encore étre directement appliqué grace a lintroduction de fonctions indicatrices et de
sous-gradients comme le montre Frémond [6]. Mais le traitement traditionnel des liaisons
repose aussi sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

1.3 Méthode des deux potentiels en présence de li-
aisons internes.

On s’intéresse ici & un systeme de variables d'état (e, a. 3. T) liées par des équations
de liaisons internes :

gle.a, 3, T) = 0. (1.8)
hie. o, 3, T) > 0 (1.9)

Du fait que les variations des variables d’état doivent etre compatibles avec les contraintes
(1.8) et (1.9) , i.e vérifier :

Gt + gt +gsBrorT = 0 (1.10)
hoéthod+hgd+heT > 0s h=0 (1.11)

la méthode de Coleman (5] ne peut plus étre adoptée de la maniére habituellement
rencontrée en mécanique des milieux continus. Des restrictions. imposées par ces lialsons,
sont a prendre en compte.

On élahore alors une méthode fondée sur le formalisme de Lagrange qui nous permet de
tenir compte des liaisons (1.8) et (1.9) et nous fournit des lois de comportement admissibles
thermodvnamiquement (vérification de I'inégalité de Clausius-Duheni).
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Nous supposons que toutes les liaisons sont parfaites au sens que les réactions associées
dérivent d’un potentiel ! donné par :

W, = —~Ag—ph avec >0 et ph =0, (1.12)
Par conséquent, la densité d’énergie libre du matériau devient :
L=W+W, (1.13)

qui représente le lagrangien associé.
Les équations d’état, qui définissent les forces associées aux variables d’état, s’écrivent
maintenant en fonction du lagrangien par :

o = L, =W,-A\g,—uh,. (1.14)
-B= L =Wgg—Xg,s—phg (1.15)
—A= Lo, =W,,—=Ag,a—tth, (1.16)
—S= Lg =Wgr -\ —pha (1.17)

0" désigne le tenseur des contraintes réversibles. B est la force thermodynamique associée
afj.

Drautre part, d’apres 1'équation (1.12), les relations A\g = 0 et ph = 0 sont satisfaites
& chaque instant. En les dérivant par rapport au temps, nous obtenons :

,\g,,:é%-Ag,a(‘z%—)\g,gﬁok)\g,TT = 0, (118)
phoe € + phig &4 phog B+ phe T = (1.19)

Ces relations expriment que les réactions généralisées associées aux liaisons internes ne
travaillent jamais dans ’évolution réelle.

En remplacant (1.14)(1.15)(1.16) (1.17;{1.18)(1.19) dans l'expression de la dissipation
{1.1}, on obtient :

di = {0 —o")é+ B+ Aa > 0. (1.20)

La méthode de Coleman peut maintenant s’appliquer & cetlte expression comme si les
variables étaient indépendantes :
3 est par définition une variable réversible, la force associée B doit &tre nulle :

B=0: (1.21)
PRt ; 4 ) < RN feairintif 2 )
si I'on suppose que la déformation n’est pas un mécanisme dissipatif -, alors :

o=qa . (1.22)

*Ceci est une implication de la définition méme des liaisons parfaites. Par exemple, une Haison bi-
latérale g{u) (« désigne ici un vecteur de paramétres de déplacement d’un systéme mécanique quelconque)
est parfaite si les réactions R mises en jeu ne travaillent pas (Réu = 0) dans toute vitesse virsuelle du
compatible avec la liaison , c'est-a-dire vérifiant g¢,, 0u = 0. Le théoréme des multiplicateurs de La-
grange impligue donc l'existence d'un réel A telgue R = Ag,,. Par conséqueut, R dérive d’un potentiel
W; = —\g. Le raisonnement est le méme pour une liaison unilatérale, sauf gu'il faut tenir compte du
signe des multiplicateurs.

2Cette hypothése sera admise dans tous le reste de ce mémoire.
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Finalement les équations (1.21) (1.22) montrent que la dissipation s’écrit :

di=Aa >0 avec A= —[W,, ~Aga—pth,n] =L, (1.23)
Ceci assure automatiquement la réversibilité du processus quand & = 0 et fournit 'expression
des forces dissipatives .4 en fonction du lagrangien quand I’évolution est irréversible & # 0.

Il est important de noter que lorsqu’une contrainte h’ ou ¢’ dépend seulement du
parametre irréversible o : B = A/(a) ou ¢¢ = g’(a) , il n’est pas nécessaire d'en tenir
compte dans P'expression du lagrangien pour obtenir la force dissipative A. En effet,
d’apres (1.18) et (1.19) , on a ph = 0 et Ag = 0. Dans le cas présent, on a :

ph = phgd, (1.24)
/\g = /\g,a CL/ (125)

d’ou :
A =0,pha=0¢et A=-W, {1.26)

Les équations d'état sont finalement obtenues en remplacant ’énergie W par le
lagrangien £ dans les équations (1.2) et (1.3). La signification des muitiplicateurs de
Lagrange et des équations d’état résulte des considérations physiques du phénomene con-
sidéré. L’obligation pour ces multiplicateurs d’étre non négatifs (pour les liaisons uni-
latérales) s'interpréte pour chaque cas en particulier.

1.4 Conclusion

Une extension de la méthode des deux potentiels en présence de liaisons internes a
été formulée dans ce chapitre. Les équations d’état sont en effet écrites en fonction du
lagrangien et I’évolution des parameétres internes irréversibles est décrite par le pseudo-
potentiel de dissipation. L’admissibilité thermodynamique de la loi de comportement, en
vertu du second principe, a pu ainsi etre assurée.

Les deux présentations, suivant le formalisme de Lagrange ou le formalisme de Moreau,.
se révelent strictement équivalentes.

Dans les chapitres suivants, cette méthode sera utilisée pour la description du change-
ment de phase solide/solide dans le cas réversible {transformation martensitique) et irréver-
sible (pseudo-élasticité des matériaux & mémoire de forme ) ainsi que de 'endommagement
fragile partiel.
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Chapitre 2

Changement de phase réversible.

2.1 Introduction

Certains solides peuvent présenter plus d’une structure microscopique ou autrement
dit plus d’une phase. Le passage d’une phase & l'autre est provoqué par un chargement
thermomeécanique.

Dans ce chapitre, nous considérons le cas ou la transformation de phase est réversible :
le matériau retrouve sa imicro-structure initiale lorsque cesse la sollicitation.

La modélisation rentre dans le cadre des matériaux standards généralisés avec des
variables d’état non indépendantes. Nous mettons en ceuvre ici le formalisme présenté
dans le chapitre précédent.

Nous commencons par examiner la loi de comportement unidimensionnelle en nous
basant sur un modele rhéologique simple. Une généralisation tridimensionnelle est ensuite
traitée.

2.2 Cas unidimensionnel

Soit un matériau pouvant exister sous forme de deux phases élastiques. Le changement
de phase est alors provoqué par des actions mécaniques favorisant soit 'une ou l'autre
des phases. On suppose que la transformation se fait par I'intermédiaire d'une zone dans
laquelle les deux phases peuvent coexister sous forme d’un mélange fin. A V'échelle micro-
scopique, cela se traduit par une variation de la microstructure {on reviendra plus en détail
sur ce point dans les chapitres suivants) qui peut se manifester macroscopiquement par
un changement des caractéristiques meécaniques (module de cisaillement, rigidité etc...).

Pour ce faire, on consideére un modeéle rhéologique unidimensionnel représenté par le
montage en série (cf figure (2.1)) . Il s’agit d’un modele de ressorts défini par les variables
d’état :

e ¢ déformation macroscopique,
o ¢ : déformation locale de fa phase 1 (phase-mere),
e f: déformation locale de la phase 2 (phase-produit),

e = : proportion de la phase produit.

19
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A
L ]

t
Figure 2.1: modéle rhéologique.

Ce sont des variables liées par des liaisons internes évidentes :

(1-z)e+tzf—-e = 0, (2.1)
2 > 0, (2.2)
1-z > (2.3)

Afin de simplifier la présentation, on s’est placé en isotherme. Seul I'agpect mécanique
sera discuté.

Puisque le milieu possede deux phases, il est naturel d’écrire gue I'énergie de déforma-
tion emmagasinée est constituée par I’énergie relative a chacune d’elles, augmentée éventuelle-
ment, de 1'énergie d’interaction (/{z)) entre elles :

Waer = {1 — 2)U(e) + 2V f) + I(2). (2.4)

Pour fixer les idées, on se place en petites perturbations et on admet gue :

) 1 s I,
Ulel= =K V(f)=1iKf?+¢ r=— > 1. (2.5)
. 2 \ 2 ]\2 J

K, (o = 1,2) étant les modules de rigidité respectifs de chacune des phases. £ est une
\ g p p

constaute positive, caractéristique du matériau représentant 1'énergie de changement de
phase. Si la force est contrdlée, 'énergie potentielle totale du systeme est :

Ey=W —ce.

Pour tenir compte des liaisons existant entre les variables d’état, on introduit les mul-
tiplicateurs A, A; > 0 et Ay > 0 associés respectivement a la liaison bilatérale et aux deux
liaisons unilatérales. La positivité des multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions
unilatérales impose des restrictions que 1'on interprétera physiquement.

Le lagrangien associé s'écrit :

Liece, fiz M L h) = (L-2)Ule)+ 2V () +1{z) —oe = A((1 = 2)e +2f —€)

—,\1<1 e Z\} - )\25.




2.2 Cas unidimensionne] 21

Les-équations d’équilibre, obtenues par la premiere variation de ’énergie potentielle,
s’écrivent :

L= A—0 =0 (2.6)
L= (1= 2)[U'(e) = A =0 (2.7)
L= V)~ A =0 (2.8)
L.= V(i-UlE)—Af-e)+I'(zx)+ M- =90 (2.9)
L= (1—-z)e+zf—e¢ =0 (2.10)
auxquelles s’ajoutent les liaisons et les relations associées :
)\2 >0 et .)\QZ =) (212)

L’interprétation physique de (2.6), (2.7) et (2.8) est immédiate ; du fait que 'on adopte
un modele en série et d’aprés la figure (2.1), on obtient :

Si z#1 et z#0==0=U'(e)=V'(f)

Ceci montre que le multiplicateur A est la contrainte o.

On suppose, dans la suite de ce chapitre, que 'énergie d’interaction entre les deux
phases est nulle.

Pour I(z) = 0, la loi de comportement s’obtient par la positivité des multiplicateurs
de la maniere suivante :
e Si z = {.

La résolution du systéme formé, par les équations (2.6)-(2.12 ) donne dans ce cas :
1. 1., ., .y ,
A= g, A= B.’lé, £ =€, )\1 = 0, et )\2 = :)‘Kgfg — 'é‘Klﬁ_, + f— [‘(16(\f - E). {2]3)

La valeur de f est arbitraire : dans les équations f est toujours multipliée par z et le
fait que z soit nulle rend cette quantité indeterminée. Ceci est en accord logique avec la
physique du phénomene. En effet, il est tout a fait normal de ne pas avoir d’informations
sur la déformation locale de la phase-produit ; par hypothése, cette derniere n’existe pas

(z=0).

D’apres la méthode de Lagrange, les muitiplicateurs doivent &tre positifs. C'est pourquoi
le signe de X, doit étre discuté : A, dépend de la valeur arbitraire f. Il suffit donc que
son minimum par rapport & f soit positif pour que A, soit positif quelle que soit f. Par
ailleurs :

/\Q,f = [\.fgf — K’](:,
d’ou

K,
= —¢

Iﬁg

/\g,f—”—"—o = f =TeE
et

)\2,ff = I(g > 0.
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Par-conséquent, le minimum de Ag est :

1 , 1 ,
Y = 9[{27~25“ — §K162 + ¢~ Ky (r—-1)

1, 1
= §K1€2+€‘—'2'K17'62

La condition A; > O exige alors que l'état z = 0 ne soit physiquement admissible que
sic:

2¢
- Kl‘:T'— )

€
° Si z = 1.

Les calculs sont similaires a ceux du cas précédent :

. 1. 5 1._ .
A= a, A= Kz(f, f =€, )\2 = 0, ey )\1 = 5[&16;’ — 53262 — ¢ -+ E&QE(& - 6). (214}
Ici aussi, le signe de A; sera discuté : Ay dévend de la valeur arbitraire e. Il suffit
alors que son minimum par rapport a e soit positif pour que A; soit toujours positif. Par
allleurs :

/\1,6 = K}G — fv‘{’lﬁ,
d’ou
K, 1
A, e=0 = e= -—2c= —¢
[‘;1 7
et
Alee = K120

* 1[(1 2 1 2 I g 1
N o= g el -l K-
1 . lK') ;
= _1{261 - £ - _—:-62
2 2r

La condition A\, > 0 exige que 1’état 2 = 1 ne soit physiquement adinissible que si :

(3] 26" n
€ > ——— ! = £
- ]‘lg T = l)

o~~~

. Si 0<z<l.
Nous aurons, pour ce troisieme cas, des calculs encore similaires & ceux des deux autres.
On obtient :

el — F

f\:CT., )\:K1€:]{2f, !el:‘-E, sfle, /\220. )\1:0, et 7= F_E
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Finalement. la lot de coraportement s’éerit,

z2=10
el < E = (2.16)
o= Kje
-
- . © F-E S
E < ifl < F _ - iiﬁk-ﬂ.KT: (2 1(}
V-1
z=1
el = F = (2.18)
o = Ky¢

Ce qui conduit a la courbe contrainte-déformation de la figure {2.2 a) : nous ne
représentons ici que le comportement dans le quadrant (¢ > 0.¢ > 0). Ceci restera
valable pour tout au long de ce mémoire.

G
a)

b W)

Figure 2.2: Convexification de U'énergie,
a: courbe contrainte-déformation .
h: courbe d’énergic associce.

La correspondance ¢ — € peut eétre décrite par une énergie convexe W(e) qui dérive
de U(e) et V(e) par une opération de convexification (cf. fignre (2.2 b). La condi-
tion de positivité des multiplicateurs associés aux liaisons unilatérales peut s’interpréter
géomeétriquement de la fagon suivante :

par exemple pour z = 0 :

Yo = —Ue)+ V()= M —e)
= U+ V() -Ule)(f — o)
et M0 = V(H>Ule)+U O -e¢) (2.19)
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L’équation (2.19) montre que la courbe V doit se placer au-dessus de la droite D!
d’équation : U(e) + U'(e)(f — €}, ce qui exclut une portion de la courbe U/. En effet, pour
€ donné, soit €y, on a :

DI 1y =U(e) + U'(e)(f — €)

Il est aisé de remarquer que cette droite a le méme coefficient directeur que la tangente &
la courbe U au point €, en 'occurence U'(eg). La figure (2.2 b) montre que tant que ¢ est
inférieure a F, cette tangente ainsi que la droite D,{O restent au-dessous de la courbe V.
Par contre, des que ¢; dépasse E', ces deux dernieres coupent la courbe V et une portion
de celle-ci vient se placer sous Df . Ceci contredit la condition de positivité de X, (2.19).
Donc, selon cette condition, seules les € inférieures a £ sont admissibles.

Le méme raisonnement peut étre appliqué au cas z = 1, et la condition de positivité de \;
exige que la courbe U(e) soit placée au-dessus de la droite d’équation V(e) + V'(e)(e — ¢),
ce qui exclut une branche de la courbe V.

2.3 Généralisation tridimensionnelle

Nous supposons que le changement de phase se manifeste macroscopiquement par une
variation du module de cisaillement. Le module de compressibilité volumique reste iden-
tique pour les deux phases. Toutefois, il est également possible de considérer le cas ou
le module de compressibilité volumique change. Cela n’a pas été envisagé dans ce mémoire.

Les densités d’énergie de chague phase sont :

1., 5
Lr(ﬁ, 9) = J1€55€:5 + 5[& 9: (220)
. 1., . , \
V(f.0) = mfiifiy + KO + ¢ (2.21)

Les lialsons internes entre les variables d’état s'écrivent :

(1 - 2)61']' + Zfi_;‘ - 62]- = 0 ‘\222)
> >0 (2.23)
1—z > 0 (2.24)

La deusité d’énergie de ’ensemble est la somme des contributions de chaque phase :
Wies = (1 = 2)U + 2V 4+ I(2). {2.25)

to (= 1,2) étant les modules de cisaillement respectifs de chaque phase. K le module
de compréssibilité volumique, €. la partie déviatorique du tenseur déformation et 8. sa
trace.

Comme dans le cas unidimensionnel, nous tenons compte des liaisons existant entre les
variables d’état [{2.23):(2.24)], on introduit les multiplicateurs A;;, Ay > 0 et A\; > 0 as-
sociés respectivement a la liaison bilatérale et aux deux lialsons unilatérales. Le lagrangien
associé s’écrit :

[: = (i - Z)Lr —+ FV + [’:Zl — )\E]((l - Z}Sij + z i EZJ) - )\1(1 — Z) — )\22. (226)
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Les {ois d’état en terme de lagangien s’écrivent :

'C’Eiq' = /\‘i'j = O';j, (227)

L= Ké, =P (2.28)

lgwij = (1 - Z)[ 'Tl(t?ij) - /‘\,ﬂ = () (229)

1:7‘_;"1.; = Z[Lrl(f"l]-) - /\l}] = 0 (230)

L.= V-U=X;(fiy—e;) +I'(z)+ M~y =0 (2.31)

Lo = (1= 2)eq; + 2fi; — € =0 (2.32)

auxquelles s’ajoutent les liaisons et les relations associées :

A; >0 et AM{1—2;=0 (2.33)

A2 >0 et Apz= (2.34)

o}; étant la partie déviatorique du terseur des contraintes et P le tiers de sa trace.

Pour I(z) = 0, la loi de comportement s'obtient de la méme manieére que dans le cas
unidimensionnel :

° S¢: z=0.

Les équations [(2.27)-(2.34)] donnent :

-

— 7
A _ o,
A = 2j1€ ;
P = K0,
} e = € (2.35)
/\1 = 1]
A2 = pafifoy — ey + 0= 2me(fiy =€),
f.; est arbitraire

\

En dérivant Ay par rapport & f. on trouve :

Ay 2 Ay o=l — e +f
H1
n = 2
Ha2

Donc la condition A, > 0 exige que 'état z = 0 ne soit physiquement admissible que si :

¢ ,
! 7 v}
€6 < ————0 = [~
YT m(n =)
Le calcul est exactement le méme pour le cas : = 1 et 0 < z < 1. ce qui donne la loi de
comportement suivante :
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el < B == ol = 26 (2.36)

2 ’
E<|d|<F == ol = (2.37)

> F S O_z{j = 2igel, (2.38)

P=K¢

R B [ im
él=./ee. E=4 —F— F=,—""
[N ] 2 5
0 Ly — {2 Hify — 145

2.4 Conclusion

La méthode des deux potentiels, étendue au cas des variables d’état non indépendantes,
Padoption d’'un modele rhéologique simple en série et I'hypothése selon laquelle il existe
une zone ou les deux matériaux peuvent coexister nous ont permis d’écrire une loi de
comportement capable de simuler le changement de phase solide/solide au sens défini au
début de ce chapitre. Une généralisation tridimensionnelle a également été formulée sous
Phypothése de Uisotropie élastique de chaque phase. Cette généralisation va nous permet-
tre d’introduire la loi de comportement dans des codes de calcul ef ce, pour résoudre
numériquement des problemes de structure. Ceci fera 'objet du chapitre suivant ol
quelques exemples numériques et analytiques sont présentés.




Chapitre 3

Exemples d’illustration

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & le présentation de quelques exemples numériques simples
mettant en ceuvre la méthode des éléments finis. 1ls sont destinés & illustrer la méthode des
deux potentiels avec des variables internes Jiées via la loi de comportement “changement
de phase solide/solide” écrite précédemment.

Le premier probléme considéré est celui d'une plaque fissurée sollicitée en mode I et e
second celui de la torsion d'un cyvlindre de section triangulaire.

On se propose dans les deux cas de déterminer les différents champs mécaniques mis
en jeu, c'est-a-dire les champs des contraintes, des déformations et de la proportion de
phase.

Enfin. une étude complete - analvtique {utilisant la méthode d hodographe), et nimé-
rique (utilisant la méthode ces éléments finis) - du probleme d'une plaque fissurée en
mode III est réalisée. La comparaison des résultats se révele satisfaisante et cela nous
permet en définitive de valicer le programme - éléments finis’ mis au point.

3.2 Fissure en mode 1

Cet exemple simule numériquement le probleme d’équilibre d'nne fissure dans une
plaque homogene de hauteur 24. Son matériau obéit a la loi de comportement écrite
précédemment (changement de phase). Le chargement correspoud a ce qu’on appelie le
mode L.

3.2.1 Formulation du probléme

Le probleme posé est celul d'une fissure définie de la tagon suivante :

Le systéme des coordonnées est choisi de facon a ce que la fissure se trouve dang le
plan y = 0, que 1'axe z soit parallele aux levres de la fissure et que Uorigine soit au front
de la fissure (cf. figure (3.1}). Evidemment. le domaine matériel est l'extérieur de la
demi-droite (x < 0,y =0 ) dans le plan (z,y) .

Le probleme revient a déterminer. dans le repere (r.y). les champs o(2,y).€(x,y),
=, y) i, y) vérifiant les conditions suivantes :
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Figure 3.1: Plaque fissurée sollicilée en mode I

conditions statiques :

conditions de liaison :

conditions aux limites :
dues & la fissure :

dues aux chargements :

a Uinfini -

Ia loi de comportement

dive =0

us(x,0) =0 pour x>0

093(,0) =0 092(z.0) =0 Vz <0

(3.1)

(3.2)

(3.3)

ool h) =q op(z,h)=0 Yz >0 (3.4)
r—— 400 op=0u=0 05 =¢ (3.5)
r — —Q00 012:0'11:0 0'22:0 (36)
z=0
|";Jl < FE = 0. = 2lu1€ (3.7)
P =K8
[ _lgl-F
- F—F
!
<P = U V0 (33)

P =K

\

Tz (1= 2w




3.2 Fisgure en mode I

[
I
—

P I
0,5 = 26

LP:KH

! t ot . é’:UJZ i g/Jfl
dl=./e¢.¢. E=4 ———-—-— F=, —
gy 2 2
MUY — Ml x Hifz — H3

3.2.2 Méthode de calcul

(3.9)

On se sert, pour notre simulation, de la méthode des éléments finis. Vu la symétrie du
probléme (géométrie et chargement), seule la partie supérieure de la plaque est considérée.
Le maillage de la figure (3.2) est réalisé. Pour des raisons d’économie de temps de calcul,

seule la région proche de la pointe de la fissure posséde un maillage fin.

- ~ / ]‘
N/ %/?}L/f /. :
o / ¢ P
i / / "~ |
AVAN \\ ! ~

CREEN:

23

GIBI FECIT

Figure 3.2: Maillage : fissure en mode 1.

Les étapes générales du calcul sont les suivantes :

1. On commence par résoucre un probléme d’élasticité avec les caractéristiques du

matériau initial, c¢’est-a-dire :

® [n =
e K, =K

ez, =0
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ol 7 représente le point courant du maillage.

. On calcule les nouvelles valeurs de z, en utilisant ie critére donné par le déviateur du
champ des déformations obtenues par la premiére résolution du probleme d’élasticite.

. Si pour tous les points, les valeurs de z, sont nuiles, alors la solution du probleme
d’élasticité est retenue. Les déformations ne sont pas assez importantes pour provo-
quer un changement de phase.

Dans le cas contraire, on calcule les nouvelles caractéristiques du matériau qui
dépendent de z, et avec lesquelles on reformule un probléme d’élasticité & constantes
hétérogenes. On arréte les calculs lorsque les valeurs de z, a l'itération ¢ + 1 sont
proches de celles obtenues a l'itération 7 suivant un critere de convergence approprié.

3.2.3 Simulation numérique et résultat

A ce stade, on cherche uniquement a donner des exemples d’illustration permettant de
montrer que le modele se préte & des résolutions numériques. Les constantes élastiques
choisies ne correspondent pas a des valeurs réelles. Ceci n’affecte en rien la crédibilité des
caleuls.

L’algorithme ainsi construit converge en une trentaine d'itérations (cf. figure {3.3))

u.d) .

DIFF

90

28

- NIZAGT
a0 A [ T e

(119 T o0 10 wd 15 NG 28 01 25 00 30.00

S{ET FEIIT
Figure 3.3: Courbe de convergence des calculs mode L.
Les résultats obtenus sont satisfaisants. En effet, le changement de phase se produit

3 la pointe de la fissure, 1a ol les déformations sont maximales (cf. figure (3.4) et figure
(3.5)). Cela est conforme a la loi de comportement déja écrite.
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Figure 3.4: Isovaleurs de la proportion de phase : fissure en mode 1.
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Figure 3.5: Isovaleurs de coefficient de cisaillement : fissure en mode [




32 | Exemples d’illustration

3.3  Torsion d’un cylindre de section triangulaire

3.3.1 Position du probléeme

On désigne par Oxyz le systeme des coordonnées cartésiennes du repére orthonormé utilisé.

C

Figure 3.6: Section du cylindre.

L’équilibre isotherme d’un cylindre d’axe parallele & Oz fig(3.6), de longueur | est
étudié. On appelle Q la section droite courante de la barre ; {2y et Q, désignent les
extrémités des cotes z == 0 et z = 1. Ce cylindre n’est soumis a aucune force sur sa surface
latérale; un couple de torsion C d’axe parallele & Oz est exercé sur chacune des bases.

Il s’agit donc du probleme classique de la torsion d’un cylindre. Suivant 'usage [18], on
cherche d’abord une solution de la forme :

Uy = —8zy (3.10)
uy = Ezx (3.11}
uy = £2(x,y) (3.12)

avec £ une constante et ¢ une fonction de (x,y) a déterminer. £ représente géométriquement
langle de rotation relatif entre deux sections du cylindre distantes de l'unité.
La matrice des déformations linéarisées s’écrit :

0 0 3lew—y)
e=¢€=¢ 0 0 o +a)
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La loi de comportement permet d’écrire le tenseur des contraintes :

0 0 w(z)(ere ~y)
— L.
g=o =t 0 0 1(z)(p,y +)
avec )
I si e < E
\ Hilk2 .
n(z) = <4 si E<||<F (3.13)
p1z + (1 — 2) s o
Lo St EE'I > F

Y

Les équations d’équilibre deviennent :
div{pu(2)Vp) + zpty ~Yltye = 0 (3.14)
et les conditions aux limites a :

9

R (3.15)

Le probleme se réduit donc a la détermination de . Or. P'équation (3.14) est
exactement celle d’un probleme thermique avec une conductivité dépendant du point et
une source d’énergie volumique Tp,, —yi,o. Il suffit de remplacer la température par
la fonction ¢ et Ia conductivité thermique par u{z). Les conditions aux limites sont

~

¢ X . :
5 correspond a un flux & travers la surface
71

également imposées par analogie. En effet |

de normale 7.

3.3.2 Méthode de calcul

La méthode numérique utilisée est celle des éléments finis. Vu lindépendance du
probleme par rapport & la cote z, seule une section est modélisée. On réalise le maillage
de fa figure (3.7).

L'algorithme de calcul est similaire & celui du cas de la fissure en mode I. Une légere
différence réside cependant dans le fait qn’au lieu de faire des calculs élastiques successifs,
on réalise des calculs thermiques.

Pour une section triangulaire, on aura :

e sur le coté AB

e sur le coté BC
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GIBI FECIT

Figure 3.7: Maillage : torsion d'un cylindre de section triangulaire
e sur le coté AC

- BEVEIS N . O V3 1
Mgt = [ ———_ — 1} f— = ——Y — =T,
tac 272 an 2 Y7ot
Il s’agit donc d’appliquer un flux linéaire

sur chaque droite du bord du triangle.

3.3.3 Résultats

Comme dans le cas du probleme de fissure sollicitée en mode I, I'algorithme converge
en une trentaine d’itérations (cf. figure (3.8))

. On remarque un changement de phase
S 1
se preduisant 21X pieds des hauteurs {\CI. ﬁgure (310))

. Cela est logique du fait que le
cisaillement est maximal dans cette région (cf. figure (3.9)).

Figure 3.8: Courbe de convergence des calculs

: torsion d’un cylindre.
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SIEI FECIT

Figure 3.9: [sovaleurs des déformations équivalentes :

CIRI FECIT

Figure 3.10: Isovaleurs de la proportion de phase :

B ONIRR R ) N O N A e e
-

N N R 6 R R A RO @
o

torston d’un cylindre .

torsion d’un cylindre .
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3.4 - Probléme de fissure en mode III.

‘Nous souhaitons résoudre ici analytiquement et numériquement le probieme d’une fis-
sure en mode anti-plan. Cela nous permet de valider notre modéle en comparant les
résultats obtenus. Le choix du probléme de fissure en mode anti-plan nous a é4é dicté du
fait de sa simplicité (le probléme posséde une seule inconnue) mais aussi parce qu'il est
abondamment considéré dans la littérature.

Nombreuses sont les analyses qui, dans le cadre de V'élasticité finie, ont permis la
construction de solutions asymptotiques du probleme de fissure en mode anti-plan [1], [9],
[19], [20], [21]. La classe des matériaux utilisés possede une loi de comportement telle qu’a
partir d’un certain rang de déformation les équations d’équilibre perdent leur ellipticité.
La solution du probleme engendre par conséquent des lignes ou des surfaces au travers
desquelles le gradient de déplacement présente une discontinuité finie. On parle donc de
lignes de choc considérées comme des limites entre des phases différentes du matériau.

Ceci a déja fait l'objet de plusieurs modéles de changement de phase solide /<olide.

Dans le cadre de notre analyse, on reste toujours dans 'hypothese des petites per-
turbations. De plus, on suppose que, suffisamment loin de la fissure, la solution est celle
prédite par la théorie de 1’élasticité linéaire classique comme si 'on était en présence d'une
seule phase €lastique : la phase-mere. Ensuite, a I'aide de la méthode d’hodographe. bien
connue en mécanique des fluides, et par des conditions de raccord, on construit une so-
lution complete du probléeme qui permet de localiser les régions dans lesquelles chaque
phase existe par l'intermédiaire des expressions analytiques du parametre interne z qui
représente la proportion de phase transformée.

La différence principale entre notre solution et celles obtenues en utilisant les modeles
introduits ci-dessus réside dans le fait que le changement de phase est ici donné par un
parametre local plutot que par des lignes de choc.

Enfin, nous traitons le probleme numériquement au mover de la méthode des
éléments finis. La comparaison des résultats se révele satisfaisante.

3.4.1 Formulation du probleme

Déformation anti-plane : définition

On considere un corps B occupant un volume infiniment long avec des génératrices
paralléies a axe z. On note R une section du corps B dans le plan (x,y).
On dit que 'on est en situation anti-plane si uq et u, sont nuls et si u3 ne dépend
que de x et y :
=0 wuy=0 wuz=ulz7y).

De plus, si le gradient de u est constant, la déformation est dite glissement simple. Sa
norme |V représente 'amplitude du glissement. Dans ce cas, u prend la forme suivante :
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ou k, uniforme sur R.

Position du probléme

Le probleme est celui d’une fissure définie de la maniere suivante (cf. figure {3.11)):

u=Kx  qd Ix!_..,——\——"‘)

(x, %)
P

C.n=0 L

<

fissure semi-infinie 1

®_

Figure 3.11: Schématisation du systéme de coordonnées attaché ¢ la pointe de la fissure.

Le systeme de coordonnées est choisi de maniere & ce que la fissure soit dans le plan
y=0, que P'axe z soit paralléle aux levres de la fissure et que l'origine soit au front de la
fissure. La figure montre la section R de B dans le plan z=0. Evidemment, le domaine
matériel R est extérieur de la demi-droite (x<0, v=0) dans le plan (x, v}.

On limite notre attention uniquement au cas ol le corps est l'objet d'un glissement
simple & l'infini, parallele aux lévres de la fissure. Cela veut dire que les composantes du
vecteur déplacement satisfont les conditions suivantes :

Uy =0, uz=1u=k"y 2 +y? — 400 (—00 < z < o0)

avec k< est Vamplitude dun glissement & l'infini.

Du fait que 'on se trouve en situation anti-plane; toutes les composantes de € sont
alors nulles, sauf €13 = ¢3; et €33 = €33 ¢

0 0 JE’li,l
— =
€ =€ = 0 0 %U,g
1 1
| 5“31 5“12 0
-

Pour simplifier les calculs, on écrit la loi de comportement sous forme d'une relation
. . . . ) 1 .
entre le cisaillement équivalent (o};07;)7 et le module du gradient de u; [Vu|. Pour cela,
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on note : -
ISR S torNE g 1
la loi de comportement s'écrit dans ce cas :
z=20
k<E = (3.16)

(k) = 2mk

. k-F
E<k<F =— F-F (3.17)
T(k — ZIJ’IM?I‘:
mz+ (1= 2)us
z=1
k>F =% (3.18)
. £ f o Llu o
Py B= g
Hifda — M3 V by — i
Le tenseur des contraintes ainsi que son déviateur sont donnés par :
0 0 pu(z)ug
oc=0'= 0 0 JELTR
#(:)u‘l /—L(Z)uﬂ 0
Fn les introduisant dans les équations d’équilibre, celles-ci se réduisent a -
(W(2) e )ya=0 V(z,y) &R (3.19)
De méme les conditions aux limites dues 2 la fissure se réduisent & :
Up(z,y=20)=0 V x<0 (3.20)

De plus, une approximation logique, contribuant a résoudre le probleme, s'impose. Elle
consiste & anticiper sur le fait que, assez loin de la fissure, les déformations ne sont pas
suffisantes pour provoquer un changement de phase. Par conséquent, dans cette région,
la solution peut étre approchée par la solution asymptotique du probleme d’une fissure
en mode 111, mais avec les caractéristiques élastiques de la phase-meére (u(z) = p; pour
tous les points de la structure (3.21)) . Ensuite, on suppose que cette solution se raccorde
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continuellement a la solution du probleme dans le voisinage de la fissure. Ceci ajoute au
probléme une nouvelle condition a l'infini :

,

Fa
K N . \ roy c
T 00 | ug —%(27rr) 1/2 sm(g} (3.21)

——HLBM (2nr)~1/2 Cos(g-}

<-g‘3
<2
Q

K1 = mk™y/7a est le facteur d’intensité de contrainte dans le cas d’une fissure en
mode anti-plan, de longueur a, soumise a un glissement simple d’amplitude &> dont le
matériau est celui de la phase-mere.

Finalement, le probléme consiste & trouver v vérifiant les équations (3.19),(3.20) et
(3.21). Pour ce faire, on utilise la méthode d’hodographe dont on explique le principe
dans le paragraphe qui suit.

3.4.2 Meéthode d’hodographe

La méthode d’hodographe est essentiellement utilisée pour les problemes d’écoulement
subsonique . Elle a été exploitée par Knowles et Sternberg [10] {11} et Abeyaratne [1]
pour résoudre le probleme d’'une fissure en “mode III” en élasto-statique finie. Ouakka et
Stolz {17] Uont utilisée afin de localiser les domaines hyperboliques pour le probleme de
fissure en mode IIT dans le cas d'un matérian trilinéaire.

Dans cette transformation, les composantes u , et v, du gradient de déplacement de-
viennent de nouvelles variables indépendantes & . Elle est définie par :

(z,y) — (£, 6) : & =ualz,y) et S =uylrv) (3.22)

L’image du plan physique R par cette application, notée R’ est appelée plan d’hodographe
dans lequel les &, sont les coordonnées cartésiennes. Le champ » apparalt comme un po-
tentiel si 'on pose du = £1da + ady.

Ainsi que Uon va le montrer, la méthode d'hodographe sert a transformer 'éguation
non-linéaire que doit vérifier © en une équation linéaire sur sa transformée de Legendre.

L'application {(3.22) est supposée bi-univoque, continiment différentiable sur i. Cette

propriété nécessite alors que son jacobien H = u gty — u?, soit non nul sur R.

Soit U, la transformée de Legendre de » définie par :

e
o
B2
w

(e

U(&.8) = zu,, (2,9) +yuy (2, y) — ulz, v) V(z,y) € R
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En dérivant U par rapport a &, et en utilisant (3.22}, on obtient les relations “duales”
respectivement de (3.22) et de {3.23) , suivantes :

_au LAYy — al < PH
= 35(61752/1!}’ @(fbsz) sur R (3.24)
u= 6§68 - UE.&)  sur W

Afin de convertir le probléme aux limites (3.19)(3.20)(3.21) ayant la fonction v comme
inconnue sur N en un probléme en U sur R”7, il est intéressant dans un premier temps,
de déterminer la nature du domaine “inconnu” R’ en utilisant(3.20)(3.21). En effet,
I'écriture de (3.22) en coordonnées polaires (R, @) dans le plan d’hodographe R devient :

&1 = Rcos®
(3.25)
= Rsind
Si l'on se sert des formules {3.25) | les conditions aux limites impliguent, :
r—o0 -—r<f<m VT V21 (3.26)

@———%(7{ +0)

Orn voit que les points placés assez loin de l'origine dans le plan R se transforment en
des points assez voisins de l'origine du plan R™.

Etablissons I'équation différentielle en (R, ®) dans le plan ®™. En utilisant (3.25)
(3.19), 'équation du mouvement s'écrit :

(R Rcostb) O(u(R)Rsin®)

=0
oz oy

en effet,
= z(k) = z(|Vul) = z(R).
ou encore :

(uR)’ [co«b Ok 1 sin@dlt ] + uR [m- sin@%%- + cos@%] =0

~~
e}
I
~1

e’

Jy

Le (") indique une différentiation par rapport a K.

A ce stade, on a besoin d’ecrire %‘? , %% et ?T(f , i?% en fonction de K, @ et de

U(R,®). Pour cela, en employant les coordonnées polaires (R, ®), la premiere formule
qui apparait dans (3.24) devient :

S5
=

sin@

L= cos@gr~

?94

)

cosd ol

y = = sin® %% + R a

l

KX
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Or, omra: -
de = od® + BdR
dy = vd® + 6dR

En supposant que le jacobien v = ad -3 du systéme ci-dessus est non nul, on obtient :

ou

ORI® ~ R g9
U

Aingsi, 'équation peut s’écrire :
({R)R)' [~y cos® + arsin®] + u(R)R L—6 sind — f)’cos@% =0

ou encore, en tenant compte des expressions de «, g, Y et e

g lou | 18°0) e onpdU (
((RRY | 5%+ 5T | +nRIR 0 (3.29)

L'éguation écrite dans le plan de I'hodographe est bien linéaire et homogeéne de degré
1 en 7. Les conditions aux limites imposées dans le plan physigue ont pour équivalent
dans le plan de 'hodographe :

g%zo 6 d=0 eto ®==m, VYR>O0.
i (3.30)
U:‘:-Q—%Urf—cos@') quand R -— 0, 0< & < 7.

De plus, u est 1ié a I/ par la formule :

. 0 U

u=R"— (_\ 3.31

"= AR \R/ (3:31)

L’existence d’une solution [/ du probléme aux limites, ainsi posé dans le plan de

I'hodographe , entrainera P'existence d’une solution « dans le plan physique moyernant la
formule (3.31).
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3.4.3- Reésolution du probleme

On donne ci-dessous la solution exacte du probleme (3.29) (3.30) et par conséquent du
probléeme (3.19) (3.20) (3.21). Ensuite, en se servant de la loi de comportement (3.16)
(3.17) (3.18), la méthode d’hodographe nous permet de déterminer analytiquement les
régions de phase-mére et de phase-produit dans le plan R .

La forme des conditions aux limites nous conduit a chercher U(R, ®) sous la forme :

U(R,®) = RI(R)cos® VYR>0, 0<® <, (3.32)

En linjectant dans I’équation (3.29), on trouve :

I(R) =

/=0
2K, = dt
Yot 7 VR > 0 (3.33)

pam Jr ()t

Les coordonnées polaires (7,0) dans le plan physique sont reliées au couple (R, ®) des
coordonnées polaires dans le plan d’hodographe par la relation duale qui s'écrit en tenant
compte de (3.32) (3.33) :

x = rcosf = a(R) — b(R) cos 2¢
(3.34)

y = rsinf = ~b(R) sin 2@ 0<R<x, 0<P<m)

R R, .

avec : a(R)=I(R) + ;I’(R} et b(R) = -5 I'(R)
Ainsi, pour chaque r > 0 et pour chaque § &€ [—#.7|, on cherche le couple (R =
R{r,0),® = ®(r,0)) o R > 0et 0 < ® < 7. Une fois R = R(r,0) et & = &(r,0)
connus, la deuxiéme relation duale, en utilisant (3.31), donne la forme du déplacement et

du parametre interne z suivante :

u(z,y) = R*I'(R) cos ® (3.35)
-
7 = \}? — (3.36)

3.4.4 Solution du probleme

Pour chaque branche de la courbe 7(k) = £k, on calcule I{R), a{R) et b(R). Ensuite,
grace aux formules (3.35) (3.36), on obtient analytiquement les expressions u et z en
fonction des coordonnées des points du plan physique et des caractéristiques élastiques de

chaque phase.
Si: k<FE
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K3 VIE (dt VIF o dt
(w = S| =+ [ (3.
(F) ﬂlm [ R ;1,11‘3 viE At? + VIF ,uit” (3-37)
N ,ufr 2, R? A FE dps 2 44, E? (3.38)
avec e
FM
A=yl e (3.39)
H1—
Par les formules (3.34), on a:
] K?
R = | L - (3.40)
\! 2t ((r — H)* + y2) :
avec
¢, 1 F-F 1 1
H = “ﬂi__( )+ I . (3.41)
um{A_FE 1 w@l (34l)

Or, la condition R < +/2F impose que cette solution ne soit valable qu’a 'extérieur du

’1_

_r)_‘ t(/ .
4,u.%b'“7r' noté Cy

cercle du centre §2;(H,0) et de rayon

Afin simplifier les calculs, on opéere un changement de repere d'origine ;. On appelle
(11, 61) les coordonnées polaires pour ce nouveau repére. L’expression de R devient :

R — I(}ZII
\] 2pi7ry
d — 1(:1'91
B 9

F

Les solutions u et z sont obtenues a 'aide des formules (3.35) (3.36) :

Ky [2r0 8,
“—sin—
11 G 2

-~ —_— 0
z =

Uy =

Si k>F

Les calculs sont semblables & ceux du cas précédent. En effet, dans ce cas :

mmzzﬁﬁ[”dﬂ

i YR it

K}y, 1
omE | 2ma R

Eun employant les formules {3.34), on obtient :

R - Kl :
2141 fhoTT (:L +y >2
avec
Ky = mk®Vra

(3.42)

(3.43)

(3.44)
(3.45)

(3.46)

(3.47)
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La condition R > /2F, (R = v/2k) implique que cette solution est valable & intérieur
y

du cercle de centre O(0, 0) et de rayon ZL(ULE—,Q que 'on note Cy. La solution est :

Hifa™
{ o7 .6

Uy = l%)%}{]{f\l/'—;‘?lni (350)
2 i

S: E<k< F
Nous obtenons :

K} 1 V2 o1
I(R) = B L YL ] , 3.52
(R) pmr (4uF? AR AF) (3.52)
(3.53)
Les formules (3.34) donnent par conséquent les résultats suivants :
)
K A e F?
R = = I - Afilliz . . {3.54)
Ly T (£ .
Vsl T4 —lI +y‘>
4jiq pgm 2
R
Nl
: = M (3.55)
K%, 1
uy = 1 S (3.56)
z4——HL ) 4y
4#1#27TF”)

La condition v/2F < R < v/2F implique que cette solution est valable dans le domaine
constitué par l'intersection de Vextérieur du cercle C; et du cercle C; fig(3.12)

Le centre du cercle C; se trouve sur P'axe des abscisses positives, H étant positif.

De plus, (' intercepte 'axe des abscisses négatives au méme point que le cercle Cy. Soit

‘
72

le point B{—-—— IIi

—.0). La figure (3.12) donne les domaines de validité des solutions
4ty pow Fe

Uy, U, Ug.

Afin de pouvoir comparer ces résultats avec le calcul numérique, on a - & I'aide de
castem 2000 - tracé les isovaleurs de la proportion de phase 2 en utilisant ses expressions
analvtiques. Le calcul consiste a :

e réaliser un maillage de la plague (identique & celui utilisé pour le calcul numérique)

e extraire les coordonnées de chaque point du maillage.

e 5 Vaide de ces coordonnées, calculer la valeur de z via les formules analytiques (3.45),
(3.51) et (3.55)
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v v)

Figure 3.12: Domaine de validité des solutions.

e construire un champ par points contenant toutes les valeurs locales calculées

¢ tracer ce champ.

Les résultats de ce calcul sont représentés sur la figure (3.14). Ils seront utilisés ensuite
pour établir une validation de I’algorithme numérique par comparaison avec les résultats
numériques de ce méme probleme, traité dans le paragraphe suivant.

3.4.5 Résolution numérique.

Nous nous proposons de résoudre numériquernent le probléme la fissure en mode II1. On
emploie dans ce sens la méthode des éléments finis. L’algorithme de calcul est identique
& celui utilisé pour les autres exemples déja présentés.

Position du probleme.

Nous considérons le méme solide qu’au paragraphe précédent. Etant donné que l'on se
trouve en mode anti-plan, le probléeme consiste & trouver u vérifiant :

((2)te )i = 0 V (r,y) € R (3.57)
g = 0 Yz<0 (3.58)
u = k™h pour Ty = h (3.59)
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aved
™ st |Vu< V2E
j(z) = ad Lt si V2E <|Vul< V2F (3.60)
iz 4+ (1 - 2)p
o si |Vu> V2F

Calculs et résultats.

Comme dans le cas de la torsion d’un cylindre de section triangulaire, on opére une
analogie identique avec le calcul thermique :
- le déplacement anti-plan u sera considéré comme étant une température T’
- et le coefficient de cisaillement g comme étant le coeflicient de conductivité ther-
mique.
On réalise le maillage de la figure (3.13) :

o

R ——

Figure 3.13: Maillage : fissure en mode I

Les conditions aux limites sont elles aussi imposees par analogie. En effet, pour
créer la fissure, on bloque le déplacement u sur la droite P,FP5;. Cela revient a imposer
une température nulle et & libérer de toute contrainte la droite P P (ce qui constitue la
fissuve). Ensuite, on impose un déplacement {donc la température) sur la droite (PyFs).

Nous avons une convergeice des calculs au bout d’une trentaine d’itérations. La
fig(3.15) montre les isovaleurs du paramétre z. Leur allure nous semble en parfaite har-
monie avec celle de la figure {3.14) données par le calcul analytique. Cet état de fait nous
permet de conclure quant & la validité de notre algorithme de calcul.
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Figure 3.14: Isovaleurs de la proportion de phase (mode III) : numérique .
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Figure 3.15: Isowvaleurs de la proportion de phose (mode III) :
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3.5 - Conclusion

‘Les problémes en mécanique des solides solvables analytiquement sont rares. Le recours
au calcul numérique est souvent inévitable. Dans ce chapitre, on a montré, via quelques
exemples numériques, que le modéle ‘changement de phase solide/solide’, présenté dans le
chapitre précédent, peut se préter a une utilisation numérique indispensable pour le calcul
des structures. En outre, on a validé 'algorithme mis au point par une comparaison entre
les résultats numériques et analytiques d’un méme probléme, celui la fissure en mode 1I1.




Chapitre 4

Stabilité et changement de phase.

4.1 Introduction.

La stabilité d'un matériau avec changement de phase fait 'objet de ce chapitre.

L’analyse de stabilité des systémes conservatifs sous liaisons parfaites est relativement
classique en théorie de stabilité élastique. Nous rappelons dans un premier temps, les
principaux résultats (cf. Nguyen Q.S [16]). Nous commencons pour cela, par traiter un
exemple simple [16] permettant une mise en évidence des différents problémes 4 prendre
en considération. Fnsuite, nous formulons le probleme d’équilibre en terme du lagrangien
pour un systéme soumis a des liaisons. On montre qu une position d’éqguilibre est définie
par la condition de stationnarité du lagrangien analogue & la condition de stationnarité
de I'énergie potentielle totale pour un systéme libre de lLiaisons. La stabilité de cette
position d’équilibre est ensuite envisagée : sous les contraintes de liaisons, la condition de
minimum local de I'énergie potentielle des efforts donnes forme un critere de stabilité. La
combinaison des conditions de minimum local et de stationnarité du lagrangien permet
d’obtenir le critére de la seconde variation du lagrangien [3] et [2]. Cette analyse est ici
appliquée au cas du matériau avec changement de phase. La stabilité de ce matérian est
déterminée en fonction de 'énergic d'interaction entre les deux phases.

4.2 Rappels des résultats sur la stabilité d’un systéme
conservatif avec liaisons internes parfaites.

4.2.1 Exemple simple

Considérons d'abord I'éguilibre sous l'action de la pesanteur d'un point matériel de
magse m, de coordonnées (xy,xs.x3), astreint a se déplacer sur une surface support
d’équation :

h{xy, o, 23) = x3 — {1y, 72) = 0.

Une telle situation peut faire penser au cas d une bille de rayon r se déplacant sans frot-
tement a U'intérieur d’une fente de largeur d = 2r constituée de deux surfaces matérielles
paralleles & une surface moyenne admettant pour équation h{wy, 2e,203) = 0 (cf. figure
(4.1)).
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Figure 4.1: Forces agissant sur la bille : haison bilatérale.

La bille subit l'action de la pesanteur et la réaction des surfaces servant de support.
En 'absence de frottement, cette réaction est une force normale au support et s’écrit donc
sous la forme : o

I
Ri — /\ "
oxz;
ol le vecteur h, fixe une direction de la normale et le coefficient A désigne un nombre de
signe quelconque définissant le module et le sens de la force de réaction.
L’équilibre statique de la bille se traduit par l'équilibre des forces :

ou R =M«

Mhi, =0
Ay, =0

—mg+ A, =0

Les positions d'équilibre possibles du systéeme sont donc caractérisées par :

;

S
I

Ce sont ainsi des bosses ou des creux de la surface support fig{4.1).
D’une facon intuitive, un tel équilibre est stable s'il s’agit d’un creux, Le. un minimum
local de (.

Il est & noter que la réaction du support ne travaille pas dans une vitesse virtuelle
compatible avec la liaison, c'est-a-dire vérifiant :

En effet. en multipliant I'équation {4.1) par A, on obtient :

dx A yxy=0=40x-R=0
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Exprimons maintenant ’équilibre comme étant le résultat d'une condition de station-
narité de I'énergie potentielle totale du systeme. Vu l'expression de R. on peut déduire
qu'elle dérive d’une énergie potentielle F; = —\h(x). De plus, la contribution de la
pesanteur a 'énergie potentielle du systéme est :

Eqy(x) = mgaxs

Introduisons le lagrangien associé L(x,A) qui n’est autre que !'énergie potentielle du
systeme en tenant compte de la force de liaison, définie par :

L(x) = Fq(x) — Ah(x)
Les équations d’équilibre statique précédentes s’écrivent également sous la forme :
‘C'»x =0

Ceci montre que I'équilibre de la bille est défini par la condition de stationnarité du la-
grangien associé. Une généralisation de ce résultat sera donnée ultérieurement.

Si la liaison imposée est unilatérale au sens suivant :
h(x) = z3 — l{x1,22) > 0,

la situation rencontrée est celle de la méme bille pesante se déplacant dans une région
de P'espace limitée par une seule surface matérielle d’équation x3 = g(uy,25) (cf. figure
(4.2)).

Figure 4.2: Forces agissant sur la bille : liaason umilatérale.

Si le contact est sans frottement, R admet encore 'expression précédente avec en plus
la condition :
A>0 et Ah =10

imposée par la physique de contact.
En résumé, cet exemple nous permet de tirer les remarques suivantes :
e 1’équilibre de la bille est défini par la condition de stationnarité du lagrangien associé,

e les équilibres stables sont intuitivement des creux du support sur lequel roule la bille
et sont par conséquent des minima locaux de I’énergie potentielle.
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4.2.2 ~ ‘Formulation du probléme d’équilibre pour un systéme
conservatif.

Soit un systéme mécanique défini par des parametres de déplacement u = (u;), 1 = 1,1
liés par des liaisons parfaites bilatérales, k(u) = 0 et unilatérales h(u) > 0. On suppose
qu’il est conservatif, ce qui veut dire que les forces intérieures et extérieures auxquelles il
est soumis dérivent d’une énergie potentielle Ey(u). Pour tenir compte de ces liaisons, on
introduit le lagrangien associé :

Llu, A, v) = Eq(u) — A(u) — vk(u) (4.2)
Proposition :

Une position d’équilibre statique est définie par les fonctions inconnues {u®?, A\°, v®9),
solution des équations suivantes :

Ly = 0 (4.3)
Elu) = 0 {4.4)
A>0, h{u)>0 et Ah{u) = 0 (4.5)

Déinonstration.

Il est bien connu que, pour un systeme conservatif, ’équilibre est obtenu - via le
principe des puissances virtuelles - par la premiére variation de !'énergie potentielle totale.
On va montrer que dans ce cas (présence des liaisons), en tenant compte du travail des
efforts de liaison, cette premiére variation s’identifie & celle du lagrangien associé.

Comme pour |'exemple de la bille, la condition de compatibilité d'une vitesse virtuelle
Su avec les liaisons A{u) > 0 et k{u) = 0 s’exprime par :

[ b 5u >0 si h(u) =10
(4.6)

1 du  quelconque sl h(u) > 0.
ko bu =20 (4.7)

Le travail virtuel des réactions de liaison, positif (resp. nul) par définition de la liaison
parfaite unilatérale (resp. bilatérale). dans un mouvement virtuel compatible avec les
deux types de Liaicon s’écrit :

SWH = Ri™6u > 0 bu vérifiant les conditions (4.6} (4.8)

WY = RVMsu =0 6u vérifiant les conditions  (4.7) (4.9)

Le théoréeme de Lagrange appliqué a (4.6} ,(4.8) et (4.7). (4.9) implique 'existence
d’un réel A non négatif pour la liaison unilatérale et un réel v quelconque pour la liaison
bilatérale tel que :
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R = Ahy, A >0 pour la liaison unilatérale (4.10)
RY = vk, pour la liaison bilatérale. (4.11)

On peut déduire des expressions (4.11) (4.11) que les efforts de liaison dérivent des
deux potentiels E] et E? pour chaque type de liaison :

El = -\h(u) (4.12)
E} = —vk(u) (4.13)

Par conséquent, I'énergie potentielle totale du systeme est :

E = E;+E!'+E! (4.14}

Or, on sait que pour un systéme conservatif, les premiéres variations de 1’énergie po-
tentielle traduisent P'équilibre, ¢'est-a-dire :

E,(@"s, = 0 Y & U™ (4.15)

Ut étant le champ des vitesses virtuelles cinématiquement admissibles.
En remplacant £ et E? par leurs valeurs suivant (4.12) et (4.13), on obtient le
résultat souhaité :

L, (u*)6, =0 Vo bue U (4.16)

4.2.3 Critere de la seconde variation du lagrangien.

Une fois déterminée la position d'équilibre, définie par (4.16}, nous nous intéressons a
sa stabilité dans le sens suivant : elle est dite stable si une petite perturbation de position
ou de vitesse initiale donne un mouvement perturbé qui lui est toutefois toujours proche.

Nous allons pour cela nous ramener aux conditions de 'établissement du théoreme
de Lejeune Dirichiet, a savoir la propriété de conservation de I'ériergie totale. En effet, la
relation Ah = 0, valable dans tous les cas et & tout instant, donne apres dérivation par
rapport, au temps :

M4+ kA =0 (4.17)
lorsque la liaison est effective, c’est-a-dire h = 0. on obtient :

Moo= M, (4.18)
= Ru=090 (4.19)
On constate que les réactions de liaison ne travaillent pas dans le mouvement perturhé. Ce

résultat permet de conclure que la propriété de conservation de 'énergie totale, composé
de I'énergie potentielle et de I'énergie cinétique | veste valable et se véduit a :
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Eju(t)+Ci=cte ¥ t>0 (4.20)

ou C désigne 'énergie cinétique du svsteme.
On se place ainsi sous les hvpotheses du théoreme de Lejeune Dirichlet tel qu’il est
utilisé en élasticité classique. La proposition suivante en découle :

I’équilibre est stable s’il réalise un minimum local de 'énergie potentielle des efforts
donnés E4(u) sous les contraintes de liaisons.

Comme en élasticité classique, la combinaison de la propriété de minimum local
et de la stationnarite du lagrangien peut conduire a un critére de seconde variation du
lagrangien ;

Notons V 'espace des vitesses virtuelles compatibles avec les liaisons A{u) > 0 et
k{u)=0:

V= {bueU/sk =k bu=0 et 6h=h,6u>0 si h=0avecu=u (4.22)
Par définition, V est inclus dans 7729, ensemble des vitesses virtuelles du cinemeatiquement
admissibles.

Soit V4, un sous-ensemble ¢

[N

e V.

Vo={tueV/idh=0 si X7>0;} (4.22)
appelé ensemble des vitesses admissibles. Soit une courbe d'évolution u{r} continue par
rapport au parametre de temps cinématique 7 et vérifiant la condition initiale % (0) = u*?
ainsi que les conditions de liaisons. Effectuons un développement asymptotique de u
autour de u(0) :

2

w7y = u + bu - T+2Lg-/j§— + .. (4.23}

alors du € V par définition. Les variations correspondantes de E,; et de L sont :

(R

~1

E Z!T) = E;q + 6Ed7’ + 62Ed + .. (424)

2

Clu(T) X925 = L9+ 80T + (5213%- o (4.25)

Etant donné que V7 est inclus dans U%%, et que la position étudiée est une position
d’équilibre, on obtient alors :

tL =10 v fuelV (4.26)
Si du appartient a V' — V5. alors Adk > 0. On a de plus:
CEg = 6L 4+ Moh. (4.27)

On trouve par conséquent ;

§E; > 0 ¥ bueV -1 (4.28)
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La position d’équilibre étudiée réalise donc un minimum de E; dans ’ensemble des mou-
vements appartenant a V — V4.
'En revanche, si du appartient & V, on a Adh =0 et :

fE;=6L=10 ¥ du €V {4.29)
Par définition du lagrangien, on obtient également :

Ey(u(r)) > L{u(r), A%, (4.30)
Eq(u®) = L{u®, %7, 1) (4.31)
Ainsi si le lagrangien est localement minimum a I’équilibre dans V4, il en sera de méme

pour l'énergie potentielle.
D’autre part :

62,45 = O - E,uueq Hu -+ l‘:meq U = du - l:,uueq Su (432)
Pour que Ey soil localement minimum, il suffit que :
8w Loy 0u >0 V bue (4.33)

D’ou la propaosition suivante :
un équilibre est stable :
- si la seconde variation du lagrangien est strictement positive dans Vj
- ou si Vg est vide.

4.3 Application au modele de matériau avec change-
ment de phase

Nous appliquons dans ce paragraphe le critere de seconde variation du lagrangien afin
d’étudier la stabilité d’un matériau avec changement de phase.

Pour ce faire, on considére le méme modele rhéologique de la figure (2.1) . Les liaisons
auxquelles le systéme est soumis sont :

l—2z)e+zf—€ = (4.34)
z o> {(4.35)
1—-2 > 0 (4.36)

qui représentent des liaisons parfaites lorsque le phénomeéne de changement de phase est
supposé réversible. Pour garder les mémes notations qu’an paragraphe précédent, on
note :

u = (e¢, f,2) (4.37)
bu = (be, be,bf,6) (4.38)

Il s'agit ici de I'étude de stabilité d'un modele de matériau avec changement de phase
d’énergie libre :
Waer = (1= 2)U(e) + 2V () + I(2), (4.39)
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Si P'on suppose que la force est controlée, le lagrangien du systéme s’écrit :

Llee £z A ) = (1= 2)U(e) + 2V(f) + I(z) — (1 — 2)e + 2f —¢)
(4.40)

~A (1= 2) — Agz — o€

La stabilité du matériau s’obtient par le critére de seconde variation du lagrangien en
considérant les différents états de déformation obtenus par la positivité des multiplicateurs
de Lagrange (paragraphe ..) :

o St el FE

Les calculs du paragraphe (2.2) donnent :

= (e f,0) (4.41)
AT > 0 (4.42)

[’ensemble des vitesses virtuelles compatibles & 1'équilibre est par conséquent :
V ={bu/ ée et &f sontarbitraires,éz(f —e)+de—de =0 et b6z > 0}
I'ensemble des vitesses admissibles est donné par :
Vo={bucV [/ &2=0}

Etudions maintenant la positivité, dans V5, de la forme quadratique 5°L = [§u]lL.57 }[6u]
avec

[ ]
0 0O 0 0
o 0 K, 0 0
wmu WU T ) =
Q [ 0 ) 0 (\I‘;zf —J}
0 0 (Kyf—o; I'"iz)

ainsi

S = K 8%+ I"(2)6° 2 + 2(Ko f — 0)8fbz.
En ne prenant en compte que les vitesses virtuelles appartenant a Vg :
8L = Ki6¢* > 0

L’état de déformation considéré est par conséquent stable. Ceci est prévisible compte
tenu de la pente positive de la portion considérée de la courbe contrainte-déformation (cf.
figure 4.3).

e Si e>F

L’equilibre est défini dans ce cas par :
u = (e, 6,6 1) (4.43)
M7 > 0 (4.44)
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L’ensemble des vitesses admissibles Vg correspond & :
Vo = {bu/be et be sont arbitraires, 5 f = d¢, 6z = 0}

La matrice des dérivées secondes est :

0 0 0 0

0 0 0 (=Kie+o)
Lo (u™) =

0 0 K, 0

0 (-Kie+0) 0 I"(z)

Pour éu € Vg, on a :
8L = K86 > 0

La variation seconde du lagrangien reste positive, et 'état de déformation stable.

o Si1 E<e< F
Le calenl donne il :
u? = (¢, B, F,z# 0et 1) (4.45)

L’ensemable des vitesses admissibles correspond & :
Vo = {du/be et &z sont arbitraires,6z(F - E) + (1 — 2)6e + 26f — 8¢ = 0}

La matrice L,,, est donnée par :

0 0 0 0

0 (1-2)K; 0 0
Eauu -

0 0 2K, {

0 0 0 I'(z)

L .

d’otu :
. YL TRy
SPL = (1 — 2)16e” + KO8 f° + T7(2)64%.

Donc 6*L, parmi les vitesses admissibles, n'est strictement positive que s'il existe une
énergie d'interaction convexe [”(z) > 0.
On verra plus loin que l'existence de cette énergie provoquera un changement dans la
pente de la portion de la courbe contrainte-déformation :

Si I{z) est convexe (I"(z) > 0), alors la pente est positive et 'état de déformation
considéré est stable fig(4.3).

Cette proprieté de stabilité dn matériau, assure que la densité d’énergie élastique,
obtenue implicitement en remplacant e, f et z par leurs valeurs en fonction de € est
convexe par rapport i cet argument.




58 Stabilité et changement de phase.

o stable (I(z) est convexe)
) —
—
instable (I(z) est concave)

Figure 4.3: Influence de I'énergie d’interaction sur lo stabilité du motériau.

4.4 Conclusion

L’étude de la stabilié du modele de changement de phase montre que, dans la zone de
transition. la stabilité du matériau est liée a ia convexité de 1'énergie d’interaction entre
les deux phases.

Nous verrons par la suite que cette énergie I(z) joue un role tres important dans la
modélisation de I'hystérésis des matériaux a mémoire de forme.
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Chapitre 5

A propos des alliages a mémoire de
forme

5.1 Introduction

Les matériaux & mémoire de forme ont des comportements inhabituels par rapport
aux matériaux “classiques” . Ils peuvent présenter des déformations réversibles treés
importantes par rapport aux déformations élastiques ou des déformations permanentes
qui disparaissent par simple ¢élévation de température. Cette derniére propriété est i
lorigine de la dénomination matériaur ¢ mémoire de forme : le matériau se “rappelle”
et retrouve sa forme initiale apres avoir été déformé d’une maniere non élastique.

I1 est bien établi que ce comportement est dii & un changement de phase solide/solide
1] [3} [6], & savoir la transformation martensitique.

Dans ce chapitre, nous donnons une breve description de ces deux phénomenes qui
conférent aux matériaux a mémoire de forme leurs particularités. Cela nous permettra
ensuite de les modéliser & ['aide du modele introduit dans la premiere partie de ce mémoire.

5.2 Propriétés thermo-mécaniques des alliages a mé-
moire de forme

5.2.1 Description des phénomeénes.

Un fil en alliage & mémoire de forme peut étre déformé d’une maniere non élastique
comme beaucoup d’autres fils. Il possede toutefois la propriété de reprendre sa forme
initiale apres avoir été chauffé et de la garder {cf. figure (5.1)).

Ce phénomene s’explique par la forte sensibilité de la lol de comportement du matériau
aux variations de la température : si on applique - a basse température - un charge-
ment & un matériau & mémoire de forme, on obtient une déformation résiduelle apres la
décharge (cf. figure (5.2)). La différence entre ce comportement et la plasticité “clas-
sique”, réside dans le fait qu'une fois atteinte la limite élastique de la phase-mére. on
observe un écoulement quasi-plastique jusqu’ a une certaine valeur de la déformation (e,
sur la figure (5.2)) & partir de laquelle on aura de nouvean un comportement élastique.

Si on répete l'expérience a une température supérieure, la décharge n’entraine pas de
déformation résiduelle. Néanmoins, le trajet de charge et décharge n’est pas le méme |
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b

c) - i

d) ——— —_———

Figure 5.1: Effet mémoire de forme dans un fil en allinge & mémoire de forme
a: état instial sans déformation,
b: déformation du fil @ la méme température,
c: retour 4 la forme inttiale par chauffage,
d: le fil garde sa forme méme aprés refroidissement.

¥
|

Figure 5.2: Comportement ¢ bassze température © guasi-plasticite,

d’otr la présence d’un hystérésis (cf. figure {3.3)). Ce comportement est nommé pseudo-
élasticite.

A trés haute température, le matériau se comporte élastiquement sans “anomalie” (cf.
figure (5.4)).

L’effet mémoire de forme peut &tre expliqué a partir de ces trois courbes contraintes-
déformations de la maniére suivante : sur la figure (5.2), on observe qun’a une contrainte
nulle correspond une déformation résiduelle ¢;. Lorsque ['on porte le matériau a treés
haute température, le comporiement de ce dernier est alors celui représenté dans la figure
(5.4) : & une contrainte nulle correspond une déformation nulle. Ceci nous montre que,
lors du chauffage, des phénomeénes internes (transformation martensitique [1] [10] [7]) se
sont produits et ont fait disparaitre la déformation résiduelle.

Cle changement de phase & 1'état solide peut étre d’origine thermique ou induit par la
contrainte : & haute température, le corps non chargé se trouve dans une phase hautement
symétrique appelée austénitique et a faible température dans une phase moins symeétrique
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]

Figure 5.3: Comportement & tempéraiure moyenne ;. pseudo-élasticité.

appelée martensitique. Le passage d’uue phase a I'autre se fait par simple variation de
ternpérature ou alors par variation de contrainte.

5.2.2 Meécanisme de la transformation martensitique

La transformation martensitique est un changement de phase a ’état solide du & une
déformation inélastique du réseau cristallin. Elle se produit saus diffusion par un mouve-
ment coopératif des atomes. La vitesse de transformation est proche de la vitesse du son
(= 10°m/s).

Cette transformation se produit de facon telle que l'interface entre la martensite formée
et la phase-meére, en 'occurence 'austénite, devient un plan invariaut {plan d’habitat) afin
de minimiser 'énergie d’interaction entre les deux phases.

Les caractéristiques cristallographiques de cette transformation sont maintenant bien
connues. Elles consistent en trois opérations:

e une transformation du réseau cristallin (déformation de bain),
e une transformation & résean invarians (glissement, maciage) et

e une rotation.

Dans un monocristal d'austénite, ii existe 24 possibilités d’orientation de la martensite,
appellées variantes. Elles sont caractérisées par des plans d’habitat et des cisailiements
d’orientation différentes.

Ainsi qu’on I'a déja mentionné, la transformation martensitique peut éfre dorigine
thermique ou induite par I'application d’une contrainte. Il existe donc des températures,
dépendant du matévian, qui la caractérisent.
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Figure 5.4: Comportement 4 trés haute températfure.

La température M, : il s’agit de la temnpérature de début de transformation martensi-
tigue en 'absence de déformation. Au-dessus de M, la structure est entierement ansténitique,
en-dessous l'austénite peut étre partiellement ou votalement transformeée.

La température Ay : il s’agit de la température de fin de transformation marten-
sitique en ['absence de déformation. En-dessous de cette température, la structure est
entierement martensitique.

La température A4, : il s’agit de la température de début de transformation inverse
(austénitique) en 'absence de déformation. En-dessous de A, la structure est entierement
martensitique, au-dessus, la martensite peut étre partiellement ou totalement transformée.

La température A; : il s’agit de la température de fin de transformation inverse en
Vabsence de déformation. Au-dessus de cette température, la structure est entiérement
austénitique.

La température M, : C'est la température maximale de formation de martensite in-
duite par les contraintes.

Remarques
En général, les températures M, # Ay et A, # A, . cela se traduit dans ie

diagramme (o, T) par un décalage des droites définissant les frontiéres entre les domaines
[austénite]/{austénite + martensite]/{martensite] (cf. figure (5.5)). Ce décalage est le
résultat d'une dissipation d’énergie mécanique (transformée en chaleur).

Ce diagramme {o,T) montre qu'a une température constante T supérieure a M,, la
transformation martensitique peut s'obtenir par application d'une coutrainte o,. 1l s’agit
alors de martensite induite par les contraintes.
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A une température (1" < M), I'état du matériau est martensitique sous forme de vari-
antes auto-accommodantes. Sous l'effet d’une contrainte une déformation macroscopique
est'obtenue. Cette derniére n'est pas due a un changement de phase mais c’est défomation
par réorientation des variantes due au mouvement des interfaces entre celles-ci.
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Figure 5.5: Domaines de stabilité de Uausténite et de la martensite.

La transformation martensitique posséde deux grands domaines d’application :
- les traitements thermiques des aclers et
- les alliages & mémoire de forme : effet mémoire de forme, pseudo-élasticité.

Dans le paragraphe sunivant, une explication - via la transformation martensitique - du
comportement pseudo-élastique des alliages & mémoire de forme est donnée.

5.2.3 La pseudo-élasticité

Dans ce paragraphe, nous souhaitons analyser de pres le comportement pseudo-élastique
des matériaux & mémoire de forme (cf. figure (5.6)). Ce comportement est observé & une
température supérieure a M;. Le matérian non déformé est alors constitué d’une seule
phase, lausténite (cf. figure (5.5)). Si, a partir d’un état initial non chargé, on applique
une contrainte, la courbe contrainte-déformation {cf. figure (5.7)) suit une droite élastique
jusqu’d une certaine valeur de la contrainte o, . C’est la que débute la transformation
de phase. On observe une ligne d'écoulement comparable & celle observée en plasticité
parfaite. Les points situés sur cette ligne correspondent a des états successifs de pas-
sage de I'austénite & la martensite. Lorsque toute l'austénite est transformée, la courbe
reprend une droite élastique mais cette fois avec un matériau a microstructure martensi-
tique. Lors de la décharge, la transition inverse se produit et on passe de la martensite a
lausténite. La contrainte & partir de laquelle la transformation commence est inférieure
a 0., notée ici g, (cf. figure (5.7)). cela engendre la formation d’une boucle d’hystérésis.
Lorsque le matériau est complétement déchargé, il retrouve sa microstructure initiale.
Si on recommence ’essal & une température supérieure, on constate que la contrainte a
partir de laquelle la transformation commence croit avec la température (cf figure (5.6)).
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Figure 5.6: Pseudo-élasticité : courbe expérimentale, Miller 1993.

Figure 5.7: Pseudo-élasticite : idéalisation.

5.2.4 Les alliages a mémoire de forme courants.

L’effet mémoire de forme a été observé pour la premiere fois vers 1938 sur des alliages
or-cadium. Mais la possibilité d'utiliser ce phénomene dans des applications industrielles
n’a débuté que vers 1962 apres avoir remarqué que les alliages nickel-titane possédaient
également cette propriété. La difficulté d’élaborer des monocristaux de cet alliage a
rendu difficile la compéhension des aspects métallurgiques associés a l'effet mémoire de
forme. Cette difficulté a été surmontée vers les années quatre-vingt par l'apparition des
alliages & base de cuivre beaucoups moins coiteux et offrant la possibilité d’élaborer des
monocristaux. Actuellement deux familles d’alliages, les nickel-titane et les bases cuivre
(Cu-Zn-Al, Cu-Al-Ni). assurent I’essentiel de ce développement bien gque de trés nombreux
autres alliages & base de fer (Fe-Mn-Si) présentent les mémes propriétés.
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5.2.5. ‘Application des matériaux a mémoire de forme.

Nous donnons dans ce paragraphe une liste non exhaustive des secteurs industriels
concernés par l'utilisation des aliiages a mémoire de forme :

¢ industrie aérospatiale : antenne de satellite (NASA), manchon de raccordement et
d’étanchéité pour tuyauterie d’avion militaire (F-14) ;

e applications biomédicales : fil dentaire, fil de localisation pour mammographie,
reduction de fracture;

o industrie électrique : capteurs électriques ;

¢ industrie mécanique : capteurs thermiques.

Il est évident que rette liste est loin d’étre exhaustive. Il existe certainement d’autres
applications intéressantes des alllages a mémoire de forme.

Pour pius de détail . nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Pattor et Berveiller
[10]

e
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Chapitre 6

Modélisation des alliages a mémoire
de forme

6.1 Introduction

Il s’agit maintenant de modéliser les deux principaux phénomenes qui conferent aux
alliages & mémoire de forme leurs principales particularités a savoir :
la pseudo-¢lasticite et ['effet mémoire de forme.

Frémond [1] a proposé une description macroscopique de ces phénoménes. Sa
démarche - basée sur 1'analyse convexe - permet une extension de la méthode des deux
potentieis. Il y introduit en effet les notions de sous-gradients et de fonctions indicatrices
des ensembles des variables d’état admissibles [2].

Miuller [6!, quant & lui, s’est servi d’une énergie libre non convexe pour modéliser
la transition de phase. Il a tenu & formuler cette énergie en appliquant les principes
de la mécanique statistique. Il a pu ainsi simuler la pseudo-élasticité en exploitant les
conséquences de la non-convexité.

Notre modélisation est directement inspirée des discussions de ces auteurs. Nous
commeuncerons par écrire le modele dans le cas unidimensionnel en tenant compte de
la température. Le facteur température nous rendra possible la description de Deffet
mémoire de forme que nous illustrerons par un exemple simple. celui d'une poutre en
flexion. L hypothése du comportement dissipatif ainsi que le choix judicienx du pseudo-
potentiel de dissipation nous ameneront ensuite a modéliser la boucle d’hystérésis (pseudo-
élasticité) [8] [12].

6.2 Modélisation de 'effet mémoire de forme dans
le cas unidimensionnel.

Commie nous l'avons déja mentiouné, la particularité du comportement des alliages

a mémoire de forme est due & la transformation martensitique. Cela explique qu’une

modélisation du type “changement de phase” soit nécessaire & la simulation des phéuomeénes
observés, Ce paragraphe présente un modele dérivé de celui écrit dans la premiere partie.

71
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Les deux modeles different principalement par le choix de la forme de 'énergie élastique
relative & chaque phase et par la prise en compte de la température.

"Nous nous plagons dans le cas ol deux variantes de martensite, M™ et M~ peuvent se
former. Pour simplifier la présentation. nous adoptons (comme Frémond {1]) les notations
suvantes :

o Ty, la température au-dessous de laguelle les deux variantes de martensite existent
de facon préférentielle.

e T., la température au-dessus de laguelle 'austénite est la seule phase existante. Nous
supposons qu’au dessus de cette température la martensite ne peut plus étre induite
par la contrainte.

Entre Ty et T, les trois phases penvent exister et leurs proportions sont fixées par les
actions mécaniques.

La loi de comportement est établie selon une démarche identique a celle adoptée
précédemment (cf. premieére partie) . Pour simplifier la présentation, nous ne donnons
ici que les résultats obtenus. Nous renvoyons le lecteur a 'annexe A pour les détails dn
calcul. Notre modélisation est fondé sur le modele rhéologique de la figure (6.1). Ce
dernier est caracterisé par :

e ¢ . déformation macroscopique,

e ¢ : déformation locale de la phase austénitique,

e [ : déformation locale de la variante M~ de la phase martensitique,
e m : déformation locale de la variante M™ de la phase martensitique,
e 1 : proportions de la phase austénitique,

e y : proportions de la phase martensitique M ™ |

e z : proportions de la phase martensitique M™*.

S| e - m+ o oo : -9,
X ¥ oz

Figure 6.1: modéle vhéologique.

Puisque le milieu possede trois phases, il est naturel d’écrire que 1'énergie libre est
constituée par Uénergie relative a chaque phase augmentée éventuellement de 1énergie
d’interaction entre elles :

W =aUle) + gV {f) + W {m) + I{z,y.2). (6.1)

avec cf. figure {(6.1) :
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Ule) = LKe?,
V(f)=3K(f+ €)' +C(T), (6.2)
Wim) = 3K(m — &)* + C(T),

Nous avons supposé (suivant la littérature) que la phase austénitique et la martensi-

.....

I'incompatibilité des déformations entre les phases. C'{T) est une constante dépendant de
la ternpérature de la maniére suivante :

C(T) <0 st T < T,

CITy>0s Ty<T <T, (6.3)

{7y — +oo si T — T..
Enfin, par souci de simplicité. nous supposons que 1'énergie d’interaction est nulle. Nous
allons en tenir compte ensuite pour modéliser I'hystérésis.

On note A, Ay, Az, Ay, et A, les multiplicateurs de Lagrange associés aux liaisons
évidentes suivantes :

rze+yf+z2m—c¢ a, (6.4)
T4y +z o= 1, (6.5)
r > 0, (6.6)
y =2 0, (6.7)
z > 0. (6.8)
Le lagrangien s'écrit :
L=W-—XNzet+yf+zm—e) = M{z+y+2z—-1)— A2 —\y— A,z (6.9)
Les lois d’état s’écrivent :
L. = \=o, (6.10)
£, = x{Ke—-X) =0, (6.11)
Ly = y(K(f+e)=A)=0, (6.12)
L, = 20K(m—¢)—A)=0, (6.13)
1_,.
L. = 5}((3)2 —de— A =) =0, (6.14)
1, .
L, = 5K(\f e +CT)=Af =X — X, =0, (6.15)
1
L, = 5K(m — &)+ C(T) = Am — Ay — A. = 0. (6.16)

auxquelles s’ajoutent les liaisons et les relations associées :

Ae >0, A, 20 A, 20 avec Xar=0Xy=0 et Az=0 (6.17)
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La réselution de ce systéme ne pose pas de difficulté particuliere. II est {acile de vérifier
que dans ce cas : ([{z) = 0,U(e),V (e}, W{e) sont convexes) ces équations permettent
d’obtenir un modeéle d’élasticité non linéaire avec une énergie élastique convexe. Cette
énergie est obtenue, via la positivité des multiplicateurs de Lagrange, par une opération
de convexification de U,V et W (cf. chapitre 2).

6.2.1 Comportement a basse température T < T

Dans ce cas, C(T') < 0, les énergies associés & chaque phase ainsi que l'opération de
convexification sont représentés sur la figure (6.2 a). Il est facile de constater que cette
énergie (obtenue implicitement par convexification )correspond & la courbe contrainte-
déformation de la figure (6.2 b).

La résolution du systeme d’équation ([6.10]-[6.17]), détaillée en annexe A, permet
d’obtenir 1a loi de comportement suivante :

€< —eg == ’ (6.18)

T =0,
€ — €p
=
—eg<e<eq o= 4 —26 (6.19)
€ — €p
z=1—- —
——250
g =
z=0y=0z2z=1
€ > € = (6.20)

o= K{e— ¢)

6.2.2 Comportement a température moyenne 7y < 7T < T,

Dans ce cas, C(T} > 0, les énergies associés a chaque phase ainsi que ['opération de
convexification sont représentés sur la figure (6.3 a). De méme que pour le cas précédent,
la correspondance entre ’énergie convexifiée et la courbe contrainte-déformation de la
figure (6.3 b) est claire.

La loi de comportement s’écrit dans ce cas :
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y::O./
F—¢
T = ——
E<e<F = €0 (6.22)
z=1-—z
C(T)
o = —r,
€0

e>F = (6.23)
o= K(e— &)
2 ==
F+e
r = -
~-F<e<-E = €0 (6.24)
y=1-—x
~C{(T)
o= - .
\ 60

r=0,y=1,z=10
e<—-F = (6.25)

g = [{{E -+ E@)

AT C{T) + K¢
E(T) = c(T) F(T) = CU)+ Iveg

Kep ' Keg

6.2.3 Comportement a haute température 7' > T,

Puisque la censtante C(T') tend vers l'infini, seule P'énergie de la phase austénitique
apparalt sur la figure (6.4 a). Cette énergie est par définition convexe. Nous obtenons
par conséquent la courbe contrainte-déformation de la figure (6.4 b).

La loi de comportement s’écrit :

v € r=1y=0,2=0 et oc=Ke.

N
(=)
g
(e

N

6.2.4 Discussion

Dans le cas non dissipatif, cette simple modélisation décrit 'effet mémoire de forme :
& basse température, un état de déformation (0 =0, € = ¢p) est un état d’équilibre (cf.
figure 6.2 b), ¢ étant une déformation permanente. A haute température, cet état n’est
plus un état d’équilibre, la déformation permanente ayant disparu (o = 0, € = 0 cf. figure
6.4 b). C'est I'effet mémoire de forme [1] : une simple élévation de température permet &
Palliage de reprendre sa forme premiere.
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Figure 6.2: Lot de comportement 4 basse température : T < Ty,
a: converification de ['énergie,
b: courbe contrainte-déformation associée.
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Figure 6.3: Lot de comportement & température moyenne : To < T < T,
a: convexification de Uénergie,
b: courbe contrainte-déformation ussociée.
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Figure 6.4: Loi dc comportement 4 houte température moyenne : T > T,

a: converification de l'énergie,
h: courbe contrainie-déformation associée.
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6.2.5 ‘Exemple simple d’illustration : flexion d’une poutre

‘Nous considérons la flexion de la poutre console en matériau & mémoire de forme définie
sur la figure 6.5 : le matériau obéit a la loi de comportement établie dans le paragraphe

X 2h
; 1
*
P=-P
= - x3

Figure 6.5 Poutre en flexion.

précédent, & savoir :

T>T, o= Ke

o

7)
o = (e —¢€) pour o >0,

T <Ty {6.28)
o= kK(e+¢e) pour ¢ <0.

Nous nous limiterons & l'illustration de 'efet mémoire de forme et dans ce sens, nous avons

tenu a simplifier notre exemple en omettant la pseudo-élasticité. La loi de comportement
de la poutre est représentée sur la figure {6.6)

Figure 6.6: lot de comportement locale de la poutre.

Comportement global de la poutre Nous nous placons dans Phypothése de
Bernouilli : toute section droite normale a la fibre moyenne le reste aprés déformation..
Il s’en suit que la déformation dans la section de la poutre est fournie par:

[ES —$3‘Z’1/(Il_’g) (629)
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v(zy) désigne la fleche de la poutre et e la déformation selon V'axe z.. Le moment
fléchissant M nous est donné par :

M= ~/x3c7ds. (6.30)

Deux cas se présentent :
o P>0

Suivant le signe de x3, nous adopterons la loi de comportement adéquate. Il s’en
suit :

b h 0
M = _/bdxl{/o (—*KJZQ,U” - KGQ)JJgdSL‘g + /h<~K.’L'3’U” -+ A€0>£3d13} (631)

En effet, dans le cas ou P > 0, nous avons les implications suivantes :

T2 > 0= 0 >0

(6.32)
T3 < 0= 0 <
d’olt
M = KIv" + 2bh* K¢ (6.33)
4bh3
avec : [ =
e P LD
Un calcul identique montre que pour P < 0, on obtient :
M = KIv" — 2bh° K¢ (6.34)

On remarque que M = P{xzy— L). Il est possible, si l'on integre les relations précédentes
(6.33) (6.34), de trouver la loi de comportement globale liant Ueffort P et la fleche a
Iextrémité de la poutre. Le calcul aura pour résultat :

’ —~ I 3 . 2 3

KIv(xy) = (_xi—ﬁ—lP + Kbh*eyrs — P—-zy + P—é— st P <0 (6.35)
— L 3 ) L_’ L3

Klv(zy) = (z: G ) P — Kbh*cal —~ P, P%— si P >0 {6.30)

En remplacant 7, par L dans les équations (6.36) et (6.36), nous aurons :

—L3 3€0L2 i -

v(L) = BKTP + TRl P <0, (6.37)
__LS 360[/2

{ = —P - - 51 P>0. 6.38

v(L) SKIP ) si > (6.38)

(6.39)

Ceci nous fournit la loi de comportement globale de la poutre ( cf. figure 6.7}.
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Figure 6.7: Comportement global de la poutre .
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Figure 6.8: Trajel de chargement
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Effet mémoire de forme Soit un état initial de la poutre défini par une température
Ty > T, et un chargement mécanique nul P = 0. Nous nous proposons de réaliser le trajet
de de chargement de la figure (6.8).

Sur le trajet ApA; : la température reste égale & Ty, le matériau de la poutre obéit
alors & la loi de comportement élastique classique, soit :

o= Ke (6.40)

nous pouvons toutefois faire usage des équations établies précédemment mals en annulant
€n, d'otu :
I3
v(L) = g7t (6.41)
Sur le trajet A;A; : P est maintenant constante (= P,) cependant que la température
diminue. Comme eun Ay, la fleche v(L) a une valeur négative. La figure (6.9) montre que

la loi de comportement de A; & A, est :

) xq — L)3 : L? L?
“ L3 3eq L2
— € .
(LY = —_—  4c
V) = g~ (6-43)

On note que la fleche reste négative et augmente en valeur absolue.
Sur le trajet A3 Az : la température reste fixée a une valeur 7' < T et P passe de Fy a
0. Nous obtenons :

2
(L) = 34@ © {6.44)
Effet mémoire de forme :sur le diagramme de la figure (6.9), on releve que si l'on
suit le trajet A3 Ay qui nous ramene a 'état initial (P = 0,7 = T,), la déformation de la
poutre disparait. C'est l'effet meémoire de forme : une simple élévation de température
fait reprendre & la poutre sa forme initiale.
Dans le cas ou 'on impose une charge P négative, la déformée de la poutre est en
valeur absolue identique & celle trouvée précédemment mais de signe opposé {(cf. figure
6.10).
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Figure 6.10: Traget suivt par la poutre P < 0.
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6.3 Modélisation de la pseudo-élasticité (I’hystérésis).

6.3.1 Introduction

A température moyenne (T, < T < T.), les alliages & mémoire de forme font preuve
d'in comportement pseudo-€lastique @ le trajet de chiarge et de décharge n'est pas le méme
et la courbe contrainte déformation présente un hvstérésis (figure (5.3) ).

Notre interprétation de 'hystérésis est fondée sur 'irréversibilité du changement de
phase essentiellement atfribuée a une dissipation. Cette dissipation est engendrée par
Uincompatibilité des déformations des différentes phases aux interfaces.

La figure {6.3) montre que seul une variante de martensite YW ou M~ - selon
qu'on ait en traction ou compression - peut se former. Pour simplifier la présentation de
ce paragraphe nous adoptons donc le modele rhéologique bi-phasique représenté par la
Hgure {6.11) et caractérisé par :

a

' N
4

€

Figure 6.11: modéle rheologique.

e ¢ . déformation macroscopique,

e ¢ déformation locale de 'austénite (phase-mere).

e 17, - déformation locale de la variante martensitique M (phase-produit).
] \

e - . proportion de la phase produit.

Seul I'aspect mécanique serva discuté ici. La température est suppoesée constante.

6.3.2 Choix de I’énergie d’interaction

La phase martensitique et la phase ansténitique coexistent dans la zoue de transition.
On releve une incompatibilité des déformations entre les deux phases aux interfaces qui
les séparent. La formation de ces dernieres nécessite une énergie supplémentaire que nous
appelons énergie d'interaction. Dans notre modélizsation de 'hystérésis. certe énergie joue
nn role tres important du fait que ia forme de la courbe o — e hul est mmtimement liée.

Le choix de I'énergie d'interaction est basé sur les considérations physiques suiv-
antes :

I{=) est d'une part proportionnelle & ¢ ¢ la déformation £ est & Vorigine de
Uincompatibilité des déformations entre les deux phases) et d'autve part a z{z — 1) (cette
auantité est proportionnelle au nombre d'interfaces [6]).
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Nous adoptons pour I{z) la forme suivante :

Pt’og
T21-1)

2
S

Az =1)

P <0, ¢y >0sont des constantes caractéristiques du matérian pouvant étre detérminées
par un Dl*npie essai de traction. Le lagrangien s’écrit :

Lle,e,m,z, A A, Ay) = (1 —=2)U(e) +2W{m) + I{z) = M(1 - 2)e +z2m — ¢€)
—A1{1 = 2) = Az

U et W ayant les méme expressions que ci-dessus.

6.3.3 Changement de phase non dissipatif.

Cormpte tenu de 1'énergie d'interaction, un calcul similaire & celui du chapitre précédent
permet d’obtenir la loi de comportement suivante :

=10
e << E = (6.45)
g = Ke
o (A hd vr - L
E<e<F = Keg (6.46)
o= Pe+ L
z=1
o= K{e— ¢}
C(T) + I'{0) C(T) + I'(1) + Ke? c(T) p. P
Keg ‘ Keq €o ( K ) 2 o

ce qui conduit & la courbe contrainte - déformation de la figure (6.12)

Une augmentation de la température { 7y < T < T, ) fait croitre la constante C(7') et
par suite la contrainte-seuil & partir de laquelle le changement de phase commence. Nous
verrons ci-apres que cecli entraine une élévation de [ hystérésis conformément & l'expérience
8].

Selon la pente négative que présente la courbe contrainte -déformation, nous pou-
vons déduire gque les états d’éguilibre correspondants sont instables. Cela peut étre
démorntré par le critere de seconde variation du lagrangien. En etfet, pour £ < e < F, on




&4 Modélisation des alliages a mémoire de forme

P
-

A 2
m

Figure 6.12: Courbe contrainte-déformation dans le cas réversible avec prise en compte
de ’énergie d'inleraction.

doit discuter la positivité de la matrice L,,, avec u = ( ¢,¢e,m, zj el

[:’-,uu -

0 0 o 1"
sur ensemble des vitesses admissibles (6e arbitraive, éz arbitraive, éz{e — m) -+ zde + (1 —
N P602 . s |
z)ém — e = 0.} Or [" = —— < 0. Il est clair que la seconde variation du lagrangien

-
n’est pas strictement positive sur 'enseinble des vitesses admissibles (cf. chapitre, stabilité
et changement de phase, premiere partie).

6.3.4 Changement de phase dissipatif.

Lors de la modélisation de la houcle d’hystérésis, on suppose que le changement de
phase est irréversible. Une dissipation est ainsi engendrée. On en tient compte en
s'inspirant de la plasticité et en supposant que le processus est indépendant du temps
physique.

Mais pour cela, nous commencons d’abord par calculer la force thermodynamique associée
a la variable interne z :

A = —L,, {6.48)

/

1 2, Lo, ' : .
= —-—2~K(m —€0)" + ;Ke“ - C(T)y=TI'(z2)+ AX(m —€). {6.49)

Z

Nous introdunisons ensuite le potentiel de dissipation D suivant dont I'expression dépend
de I'état actuel :
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—1I'{z)+1'(0)} z si 2>0 et 0<z<x1
D= (6.50)

[—I'(z)+1'(1)] = st 2<0 et 0<z2<1

On montre facilement que pour 0 < z < 1:

~I'(z) + T'(0) > 0 (6.51)
~I'(z) + I'(1) < 0. (6.52)

Ceci implique que le produit D,; 2 = A2 = d; > 0 ou d; est la dissipation intrinseque,
d’ou la vérification de 1'inégalité de Clausius-Duhem.

A ce potentiel correspond un domaine des forces admissibles dépendant de I'état actuel
par U'intermédiaire de = :

Clz) ={A/I'(1) S A+ T'(z) < I'(0)}. (6.53)

Afin d'écrire la loi de normalité associée, on définit respectiverment pour la charge et
la décharge deux fonctions seuils :

fi(z) = A+T(z) - 1'0) (6.54)
fal2) = —A-TI'(z)+I'(1) (6.55)

Loi de comportement.

La loi de comporteraent est obtenue sous forme incrémentale. Cela est imputable au
caractére dissipatif du phénomene. Nous 'exprimons ict en usant de la loi de normalité
{comme dans le cas de endommagememt partiel) pour chaque cas de transformation :
transformation de phase austénite — martensite et transformation inverse.

Transformation de phase austénite — martensite. La transformation de phase
directe, austénite — martensite, se produit lorsque la force thermodynamique A atteint
le seuil donné par 'équation { f1{z) = 0). L’évolution du parametre interne = résulte de
1a loi de normalité -

fi<0 trajet 1 sur la figure (6.13)

—0 s » (6.56)

fi=0 et f; <0 trajet 2 sur la figure (6.13)

\

z= Ay 81 { fi=0 et fi=0 trajet 3 surla figure (6.13) (6.57)
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A est detérminé par la condition de cohérence fl =0
En dérivant les équations d’état par rapport au temps, nous obtenons un systeme d’équation
dont la résolution donne la loi de comportement en vitesse. Nous en fournissons ci-dessous
les résultats. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a 'annexe B.
Les calculs développés peuvent étre résumés comme suit :

Si z = 0, seule la phase austénitique existe.J

z=10
)+ c(T) .
£ < -——}?‘—— == o= K¢ (6.58)
é=¢
z=20
I'oy+c(r
€= mi*ﬁi(;—g——) et €<0 = b= Ké (6.59)
€ =¢
z = < >0
I'(0) + C(T) K
= e et A+I"(z)2=0 = 1 6=0 (6.60)
e=20

z =1
I(0) + C(T) + K ze2 m=¢
O+ )+ hze (6.61)
Keg ) .
e =€
o= Ké¢
\
2=10
, ” [re? m =€
. ](0)+CQ,T)‘+ Y26 e <o — (6.62)
héo . .
€=¢
g = K¢
\
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2=—>10
1)+ C(T) + Ko o ) N
€= et A+1"(z)2=0 = F=0 (6.63)
I{EQ
e=m=10
ESi z = 1, seule la phase martensitique existe.}
z=10
m=¢ (6.64)
a= K¢
\
Transformation de phase martensite — austénite. La décharge entraine une

transtormation de phase inverse, martensite — austénite. Elle se produit lorsque la force
thermodynamique A atteint le seuil donné ici par Péquation (f(2) = 0). Comme dans le
cas de la transformation directe, 'évolution est obtenue par la loi de normalité :

fa<O trajet 4 sur la figure (6.13)

f2=0 et f, <0 trajet5 sur la figure (6.13)

0t

“=Ragy

n

1 { f2=0 et f,=0 trajet 6 sur la figure (6.13) (6.66)

Ay est déterminé par la condition de cohérence f, =0

Les calculs sont analogues a ceux du cas précédent.

;Si z = 1, seule la phase martensitique existe.l

&
i
o]

L)+ O + Ké

= 5= K¢ (6.67)

[X’EO

M = €
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t €e>0 =

(1) + C(T) + K&
€= - e
AGQ

() +C(T) +Keg
cT Kep

et A+I"(2)i=0 =

z2=10
= K¢ (6.68)
m = ¢
N
¢
z=—<90
€
g =0 (6.69)
m =0

() + C(T) + K ze

€ _
K€0
74 T —%—I", 2
62[\1)+C() L2600 L eop N
}‘{Eg
(NS o .
L EM O T RG g pyimn =

I(ﬁg

Si z = 0, seule la phase austénitique existe.}

é = =10

(6.73)
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Figurd 713: Cou}rbe contmmte—déformat:ion dans le cas dissigagtif.

E F

(D) + C(T) + Ke}
. Jg = "
Kﬁg Kt’@

T = IS

6.3.5 Discussion

La loi de comportement en vitesse, mentionnée supra, décrit tout le processus de
changement de phase a l'origine du comportement pseudo-élastique : tant que la con-
trainte n'a pas atteint la valeur o, (fi < 0}, le matériau reste & I'état austénitique {z =0
et 2 = 0). Une fois cette valeur atteinte { f; = 0), le changement de phase direct commence
{#>0). 1l se produit & contrainte constante (¢ = 0) d'une maniére comparable & ia plas-
ticité parfaite. Lorsque la phase austénitique est entierement transformée en martensite
(z = 1), la transformation directe ne peut plus se produire (2 = 0).

Si maintenant nous effectuons une décharge a partir de cet état, la loi de com-
portement montre que tant que o, n’est pas atteinte (f; < 0), le matériau reste a 1’état
martensitique ( z = 1 et 2 = 0). La transformation inverse débute pour ¢ = o, (f2 = 0).
Elle se produit de la méme maniére que pour la transformation directe a ’exception faite
qu’ici Z est négatif.

Supposons que nous arrétions la charge avant qu’elle n’ait atteint la seconde branche
élastique et que nous procédions & une décharge, I'état du matériau suit alors une droite
& Vintérieur de 'hystérésis parallele aux deux branches élastiques. Le fait que A4 € C
interdise & ¢ d’atteindre zéro. Quand A = ~I'(z) + I'{1) {f; = 0), la transformation
inverse se déclenche (2 < 0). D’une maniére similaire, la décharge peut étre interrompue.
Le matériau aura un comportement analogue au précédent.

L’aire de la boucle d’hystérésis représente la quantité d’énergie dissipée. Ceci se
vérifie si I’on calcule la dissipation totale pendant un cycle de chargement. D’une part,
sur la courbe contrainte déformation Uaire S;, de la boucle est donnée par :

, Peé?
Sp={0m — Ua)Eo = ?‘“0—

P
o
-1
N

~——
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et d’autre part. la dissipation fotale est obtenue par :

T
D = / ddt (6.75)

025 -

_ /O (—I'(2) + I'(0))2dt + /z(—f’(s)w’m)gdf (6.76)

= ['{0) - I'(1) (6.77)
Pe; ]

- 5 (6.78)
R
K

Dans ce caleul nous avons supposé que chaque transformation (directe et inverse)se
fait en un demi-cycle : z(0) = 0,2(%) =1, 2(T) = 0).

L’aire de Phystérésis est une constante indépendante de la température, ce qui est en
accord avec I'expérience [7]. 1l s’agit d’une caractéristique du matériau proportionnelle &
€o qui est justement a l'origine de I'incompatibilité de déformations entre les deux phases.

6.4 Conclusion

Un modele décrivant le comportement des alliages a mémoire de forme (effet mémoire
de forme et pseundo-élasticité) a pu étre élaboré au cours de cette seconde partie.

Afin de modéliser ces phénomenes, nous avons choisi d’adopter une démarche ana-
logue & celle développée en premiére partie en tenant toutefols compte ici du facteur
température. Cela nous a permis de décrire 'effet mémoire de forme.

Nous avons par la suite introduit une énergie d’interaction entre phases dont une
interprétation physique a également été donnée. Considérer que le changement de phase
se produit de maniere irréversible et introduire un potentiel de dissipation qui dépende de
I’état actuel nous a amenés & modéliser la boucle d’hystérésis observée expérimentalement
6].

Il est & noter que l'introduction du comportement irréversible a stabilisé le modéle.
En effet, la figure (6.13) ne montre plus de portions de courbes avec une pente négative.

Ce modele peut facilement étre étendu au cas tridimensionnel. Ii suffit en effet de
remplacer les variables scalaires par des variables tensoriclles [4] [5].
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Modélisation de 'endommagement
fragile partiel.
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Chapitre 7

Présentation du probleme
d’endommagement

D’endommagement est un phénomene évolutif irréversible di &4 Vapparition et au
développement de défauts (micro-fissuration, micro-vides, ...} au niveau de la microstruc-
ture. Cela se traduit macroscopiquement par une perte de rigidité du matériau [8).[11].

Plusieurs modeles ont été proposés pour simuler ce comportement. Ils sont tous
fondés sur lintroduction d'une variable interne a(w,t) qui mesure le degré d’altération
des caractéristiques mécanigques du matériau. Une fois cette variable choisie, le probléme
réside dans la description de son évolution quand un certain critere { en déformation. en
contrainte ou en énergie) est atteint.

Dans le cas o 'endommagement est un phénomene évolutif indépendant du temps
physique, il est qualifié d’élastique-fragile : le matériau reste élastique mais ces carac-
téristiques mécaniques (module de Young, module de cisaillement ...) sont irréversible-
ment affectées par les déformations auxquelles il est soumis. Suivant que le matériau garde
ol non une rigidité résiduelle, on distingue 'endommagement partiel de lendommagement
total. Dans chacun de ces cas, la dégradation peut étre progressive ou brutale (cf. figure
7.0 (2], [4 [3LIs1. [11].

Nous souhaitons présenter ici un modele d’endommagement fragile, progressif et
partiel au sens suivant : un matérian élastique 1 {(sain) se transforme localement en un
matériau élastique 2 {endommageé) via une zone dans laquelle les deux matériaux peuvent
coexister a U'échelle microscopique (partiellement endommagée) (cf fignre 7.2} . Cect se
traduit macroscopiquement par une dégradation des caractéristiques élastiques {cf figure
7.3). Pour ce faire, nons considérous an parametre interne z qui représente la proportion
volumique de la partie endommagée (= € [0,1]). Le solide £ se partage par couséquent

en trois zones : une zone saine {z = 0), une zone partiellement endormmagée (0 < = < 1)
et une zone complétement endommagée (= = 1). (cf figure 7.4).

[l est clair que ce modele est tres similaire a celui du changement de phase solide /solide
introduit dans la premiere partie de cc mémoire. Il suffit de considérer 'endommagement
comme étant un changement de phase c'est-a-dire comme la transformation d’un matérian
sain {phase-meére) en un matériau endominagé (phase-produit). La différence principale
entre les deux modeles réside dans le caractére irréversible de endommagement. Nous en
tenons compte par le choix judicieux du pseudo-potentiel de dissipation. Ce dernier nous
permet, sous 'hvpothése du mécanisme dissipatif normal [6], d’écrire la loi d’évolntion du

95
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o )
a) 4 by 4

Figure 7.1: Modéles d’endommagement fragile
a: brutal total

progressif total.

o brutal partiel,

o progressif partiel.

[or T

=

parametre interne z (loi de normalité) sous forme d une expression en vitesse (2 € Ng(A)).
De ce fait, la nature incrémentale du comportement est mise en évidence et conduit a
I'étude du probleme en vitesse.

Cette partie s'articule en deux chapitres. Notie objectif, dans le second chapitre, est
Vécriture de la lot de comportement d'endommagement fragile partiel. Pour y parvenir,
nous counsidérons un simple modele rhéologique en série, et par le biais de la méthode
des deux potentiels avec des variables d'état lies. nous définissons les forces thermody-
namiques via les lois d’état. L’évolution de 'endommagement est ensuite décrite grace au
potentiel de dissipation et au principe de dissipation maximale de Hill (loi de normalité).
Les équations d'état ainsi que leurs dérivées par rapport au temps nous permettent d’écrire
la loi de comportement en vitesse.

Une généralisation tridimensionnelle est ensuite étudiée. Nous fornnilons alors le
probleme d’endommagement pour une structure massive de géométrie quelconque. Les
champs de contrainte et de déformation solutions devront vérifier un systeme d’équations
aux dérivées partielles non linéaires extrémement difficile a résoudre. Une premiere sim-
plification consiste & étudier le probléme en vitesse a chaque instant ¢ fixé. La solution
globale est obtenue par intégration par rapport au temps.

Le troisitme chapitre sera l'occasion pour nous d'expliciter le recours an calcul
numérique par I'écriture d'un programme de calcul utilisant la méthode des ¢léments finis
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Figure 7.2: Solide endommageable partiellernent.

o
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e

/
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Figure 7.3: Endommagement fragile progressif partiel .

1\

Figure 7.4: Paramétre d’endommagement.
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pour stmuler ce comportement incrémental. Comme exemple d’illustration, 1ous traitons
le probléme d’une fissure sollicitée en mode 1. Nous nous placons en régime permanent
et ‘nous analysons la distribution d’endommagement au voisinage de la fissure lors de son
mouvement. Une méthode itérative fondée sur une discrétisation implicite est réalisée.
Les résultats qualitatifs obtenus sont satisfaisants.




Chapitre 8

Loi de comportement.

8.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I'écriture de la loi de comportement simulant,
I'endommagement fragile partiel. L’endommagement sera considéré comme un change-
ment de phase irréversible. Nous nous rapprochons ainsi de la formulation mathématique
introduite dans la premiere partie de ce mémoire. L’évolution locale du phénomeéne sera
par conséquent décrite par la méthode des deux potentiels en présence de liaisons internes.

Notre modélisation se fonde sur un modele rhéologique identique a celui utilisé
précédemment avec toutefois une légere dissemblance. En eflet. la signification physique
des variables d'état n'est pas la méme.

Notre étude se limite ici & une description purement mécanique ; le potentiel thermo-
dynamique se réduit en fait a U'énergie mécanique réversible. Le potentiel de dissipation
associé est une fonction convexe positivement homogene de degré 1 ou autrement dit,
le systeme obéit au principe de dissipation maximale en ce qui councerne l'évolution de
I'endommagement. Nous supposons toujours l'existence d’une zone de transition dans
laquelle les deux matériaux peuvent coexister. Nous supposons egalement que zeul le
module de cisaillement est affecté par 'endommagement ; le module de compressihilité
volumique reste le méme pour les deux matériaux, le sain et 'endommagé.

Nous commencons par écrire la loi de comportement dans le cas unidimensionnel
poiur ensuite passer au cas tridimensionnel. Nous pourrons ainsi formuler le probleme
global d’évolution d'une structure endommageablie au sens défini précédemment. Cepen-
dant 1a loi d’évolution étant une loi en vitesse. le probleme s'avere de nature incrémental :
il nous faut donc suivre de proche en proche 'évolution du systeéme et ¢’est pourquoi on se
propose d’écrire le probleme en vitesse. 1l se présente formellement comme un probleme
d’élasticité non linéaire avec couune inconnues les champs de vitesse.

8.2 Modele rhéologique.

Considérons le modele rhéologique unidimensionnel a montage en série (cf. figure 8.1).
It g’agit d'un modele de ressorts caractérisé par les variables d'état :

e ¢ . déformation macroscopique,

o ¢ déformation locale dn matériau sain,

99
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A
4

€

Figure 8.1: modéle rhéologique.

e f : déformation locale du matériau endommagé,
e 2z : proportion du matériau endommage.

Ce sont des variables liées par des liaisons internes évidentes :

(1-zled+zf—-€e = 0, (8.1)
: > 0, (8.2)
-z > (8.3)

8.2.1 Lois d’état

L'énergie de déformation emmagasinée est constituée par P'énergie relative & chaque
matériau et, éventuellement, par I'énergie d'interaction entre eux :

des = (1= 2)U{e) + 2V (f) + I{z). (8.4)

On admettra que :

1 . K
Tio) — I 2 iat — 1 R 2 — 1
Ule) = 2}x16 VIfy=sKof* r %

> 1. (8.5)

K, (a = 1,2) étant les modules de rigidité respectifs des matérianx sain et endommagé.
Pour simplifier, on suppose que la température est uniformément constante (seul
I’aspect mécanique sera discuté) et que ’énergie d’'interaction est nulle.

Pour tenir compte des liaisons existant entre les variables d’état, on introduit le mul-
tiplicateur A associé i la liaison bilatérale.

Le lagrangien associé s’écrit :
Lie,e, foz,A)={1—2)Ule)+2V(f) - M1 —z)e+2f—¢) (8.6)

Notons que les deux liaisons unilatérales ne sont pas prises en considération. L'explication
en a déja été donnée dans le premier chapitre de la premiere partie. Nous la rappelons
toutefois ci-dessous :

Si une liaison dépend uniguement du paramétre irréversible, il n’est pas nécessaire
d’en tenir compte dans 'expression du lagrangien pour obtenir la force thermodynamique
associée & la variable irréversible z.
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Nous tiendrons ultérieurement compte de ces liaisons dans l'expression du pseudo-
potentiel de dissipation.
Les équations d’etat s'écrivent :

£ = \ = 0. (8.7)
L, = (1-x)[U'e) =2 =0, (8.8)
L= 2AVIf) = =0, (8.9)

—L,,= =V()+Ule)+Mf—-e) =A, (8.10)
Ly = (1—zje+zf —¢ = (8.11)

Il est clair que ces lois permettent de définir les forces themodynamiques (o, .4) associées
a leurs variables duales dans l'expression de l'énergie (e, 2). Mais en aucun cas, elles ne
peuvent décrire I'évolution de 'endommagement. Il nous faudra si I'on soithaite y parvenir
introduire des lois complémentaires via le pseudo-potentiel de dissipation. Ce sera ’objet
du point suivarnt.

8.2.2 Pseudo-potentiel de dissipation

Pour que l'irréversibilité de 'endommagement soit prise en compte, on postule que la
densité d’énergie dissipée par unité de masse suite a la perte locale de la rigidité est égale
a K, constante positive caractéristique du matériau.

Le pseudo-potentiel de dissipation pourra donc étre défini comme suit. :

D(z) = +oo s 2<0 (8.12)

0< <1

1 résulte de cette expression que le pseudo-potentiel de dissipation est convexe {cf.
figure 8.2), positivement homogene de degré 1 par rapport & 2, ce qui assure l'indépendance
du phénomene vis-a-vis du temps. Er outre. le caractere irréversible de I'endommagement
ressort parfaitement. Nous imposons en effet an potentiel des valeurs non physiguement
admissibles (4+00) pour Z < 0 ; z ne peut par conséquent décroitre.

Il faut noter enfin que le poteutiel en question n'est pas défini pour = = 1
Pendommagement ne peut plus évoluer du fait que 1'on se trouve en présence d un matériau
élastique non endominageable de rigidité K5 # 0 (la charge n'entraine aucune dissipation),
d’ou le caractére partiel de 'endommagement.

La force thermodynamique agsociée a la variable = est donnée par la loi complémentaire :

A=D,. (.15

8.2.3 Loi d’évolution

Dans le cas de phénomenes irréversibles indépendants du temps, le pseudo-potentiel
de dissipation n’est pas différentiable en 2 = 0 (parce qu'il est positivernent homogene
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D(z)

Figure 8.2: Pseudo-potentiel de dissipation.

de degré 1 par rapport & cet argument), 1'équatinn {8.13) reste toutefois valable si 1'on
considere D,; comme un sous-gradient au sens de Panalyse convexe [12]. Un domaine des
forces admissibles, C, pourra de ce fait étre associé au potentiel de dissipation D{z, 2). C
représentant 'ensemble des sous-gradients de D au point 2 = 0 ¢

C={A/A< K} (8.14)

Unc force associée & 5 0 par I'équation (8.13) doit donc appartenir & C{z) de maniere
a ce que i'évolution soit donnée par la loi de normalité :

3 = Ne(A). (8.15)

ou Ng( A} est un opérateur qui associe & tout point A du bord de C la direction d'une
normale extérieure {cf. figure 8.3).

Figure 8.3: mécanisme d’évolution du parameétre d’endommagement.
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C{z) est souvent défini par une fonction-critere. Elle s'exprime ici par

g=A-K (8.16)
de sorte que la loi de normalité s’écrit :
dg ,
z =/ . '_’\\
Am (8.17)

A=0 510 g<0 ou ¢g=0 e ¢g<0
(8.18)
A>0 si g=0 et ¢g=0

8.3 Loi de comportement en vitesse.

La nature incrémentale du comportement étudié ressort naturellement de l'équation
(8.17). Le probleme ne peut donc étre résolu que pas a pas, via une formulation en vitesse.
C’est pourquoi une écriture de la loi de comportement sous forme incrémentale s’'impose.
Il s’agit d’exprimer les vitesses des contraintes ¢ et du parametre d’endommagement 2 en
fonction de é. Pour y parvenir, on dérive les équations d'état {(8.7):(8.11)] par rapport au
temps et on obtient le systéme suivant :

.

+£3£,\ /\ = O."3

&8

I:,(eé ”{"[z.ﬂceé +£«ef f +£~,e:
E’afE € +['7€e e ‘+‘C»e_f f +£:€: = jl"'Cue/\ /\\ = Of

Lk =0, (8.19)

{3

Lot +Ljeé +Lypf +L.-
L6 4Ll +Lopf +Lo.i +Lad =—A

Loveé +Leb +Lopf +Lon:5 +LonA =0

Ce systeme, résolu pour chaque valeur de = (¢ = 0.0 < z < 1,2 = 1), nous donne
le résultat prévu : on se place a 'instant ¢ ou l'on suppose connus les champs &, ¢ et 2
et par Uentremise de la loi d’évolution (8.17) et des équations d’état, on se propose de

déterminer les relations qui lient les vitesses de ces quantités, a savoir ¢, € et 2.
8.3.1 Matériau sain : z = 0

Soit un point matériel appartenant a la partie saine du matérian. Les équations d’état
donnent dans ce cas :

fest arbitraire
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De cet-état, on suppose quun incrément de chargement entraine une variation de l'état
des contraintes, des déformations et du champ d’endommagement. Pour obtenir les rela-
tions qui lient ces différentes quantités, on utilise 1a loi de normalité :

e g <0 (1 surla figure 8.4)

Le critére n’est pas atteint en ce point (A est & lintérieur du convexe des forces
admissibles). Les déformations {ou les contraintes) ne sont pas assez importantes pour
endommager localement le materiau. Cette condition (g < 0) peut étre exprimée en
fonction de la déformation macroscopique de la maniére suivante :

¢g<0 = A<K (8.21)
avel
A = Ule=V(f)~ole-f) (8.22)

On remarque que .4 dépend de la valeur arbitraire f. On a donc un ensemble de forces
admissibles qui doivent vérifier le critere A; < K. On entreprend une démarche semblable
& cele utilisée pour discuter de la positivité des multiplicateurs de Lagrange (cf. le premier
chapitre de la premiére partie}). En eflet, il sutfit que la force maximale par rapport a f
vérifie le critere pour que l'on zait :

Par ailleurs :

Ay = —Kof + Kie,
d’ou
L IG o
A=0 —= f=—e=r¢ (8.23)
’ [Kg
et
.A,ff - —[(-3 S Q

Par conséquent, le maximum de A est :

T S
;’*l e ——-5]\16 —f—a]&l7t

[.a condition A < K donne donc :

) 2K

€8 < ————

f&l(;‘" - 1)
La loi de normalité (8.18) indigue dans ce cas :
z = Q.

et PVintroduction de cette valeur dans le gysteme (8.19), fournit la solution suivante :

c=c¢ o= e
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eg=0 et ¢ <0(2surlafigure 8.4)

Le critére est atteint (A4 est sur le bord du convexe). Etant donné que nous nous
trouvons en un état de décharge (g < 0}, la loi de normalité fournis :

z=0

Rien ne change en ce qui concerne le résultat de la résolution du systeme (8.19) si ce n’est
que le critere s’exprime différemment :

2K
— () —, £2
g=0=3¢€ = 1(’[‘—1) (8.24)
§<0 = A<0 (8.25)

Cette condition peut étre explicitée en fonction de la vitesse de la déformation macro-
scopique, de la maniére suivante :

A = Kieé — Koff = Mé— f) = Me — f). (8.26)

Il suffit de remplacer tontes les variables ainsi que leurs vitesses figurant dans Vexpression
de A par leurs valeurs en fonction de ¢ et é. En effet, les équations (8.20),(8.23) impliquent
que :

e = € (8.27)
= Te. (8.28)
D’autre part, la dérivée par rapport au temps de 'équation (8.8) donne :
(1-2)[K1é— A — [Re— Al =0
or z=0et 2 =0 (loi de normalité}, d'on :
Kié=A (8.29)

En outre, en dérivant par rapport au temps 1'équation (8.11) et en remplacant = et z par
leurs valeurs nous obtenons :

6 = ¢ (8.30)

d’on :
A= ([\,1 — f\J)TCC

par conséquent, puisque K; > Ay, on a:
A<= ¢ <0

Cecl est en parfaite correspondance avec la figure (8.4), le point 2 montre en effet que la
décharge correspond bien a €€ < 0 .
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eg=0 et ¢g=0(3sur la figure 8.4)

Le critere est maintenant atteint au point considéré (A}, cela est suivi d’'une charge.
L’endommagement évolue suivant la loi de normalité :
g
z = A== (8.31)
dA ‘ ’
le multiplicateur A est déterminé par la condition ¢ = 0 qui se traduit dans notre cas
par :
A =0. (8.32)

En reportant cette condition dans le systéme (8.19), on obtient par la résolution de celui-ci
la loi de comportement incrémentale suivante :

g=10 e=f=20 z= -
Les résultats obtenus imposent quelques remarques : les vitesses des déformations lo-
cales sont nulles (¢ = f = 0}, Ceci est lié au fait que l'endommagement se produit &
contrainte constante d une maniére comparable a la plasticité parfaite. L’évolution de
I'endommagement est donc fonction de la vitesse de déformation macroscopique €.

8.3.2 Matériau partiellement endommagé : 0 < z < 1

On suppose maintenant qu'on se place dans un point partiellement endommagé (z £ 0).
La démarche reste la méme et les équations d’état donnent :

/\- = 0’./ (/S-\ 3\)

L — 34

/ (1—2z)+7rz { /

€
P : - 8.35
(1—-2)+rz ( )
I{lf s

- L {8.36)
(I—-zj+r2

A = Ule) = V() +Mf —e). (8.37)

e g <0 (4surlafigure 8.4)

Comine pour le cas précédent {z = 0), nous commengons par calculer la force
thermodynamique associée a =~ .

1 s 1. ‘e
A = 5[\/262 - §k272 + '\\j - €)=

En remplacant e . . A par leur valeurs données par (8.33) (8.34) (8.35) et (8.36) dans .A.
on obtient :

-

1€

2(
7
(ra+ (T= )7

oy

—
S’

A=

o] o=
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La condition exprimant que le critére n'est pas atteint s'écrit maintenant en fonction de
la valeur actuelle de z par :

. 2K (rz + (1 —2))? I
< 0= K=< 2 avec T = —m
g = A < € R =1) avec T ,
et la loi de normalité donne :
z=90
Le systeme devient:
( )
A =a,
(1-2)Ké + (—Kie+MNi — (1-2)A =0,
2K f + (Kof + X2 — ZA =0, (8.38)
(~Kie+Né + (Kof =Nf — (f—e)A = —A,
(1—2x)e + 2f + (f—e)z = €.

\

En reportant la valeur de # dans ce systéme et en le résolvant, on obtient le résultat

suivant :
N o= 4, (8.39)
. TE
= —————, 8.40)
f (1—2)+rz ( '
, é
b = TERET (8.41)
ey
R — (8.42)
(1—-z)+rz ‘

La présence da la valeur actuelle de » dans ces formules nous éclaire sur le caractere

partiel de I'endommagement. En effet, Phypothese selon laquelle nous avons admis que

les deux matérianx (sain et endommagé) peuvent coexister dans la zone de transition est

A lorigine de cette présence. En un point de cette zone, le matériau a un comportement
KK

Kz + (1 — 2K

eg=0 et g <0(5surlafigure 8.4)

élastique mals de rigidité K, < K(z) = < Kj.

Les résultats sont exactement les mémes que pour le cas précédent. Nous exprimons
seulement les conditions traduisant le fait que le critére est atteint (g = 0), mais que cela
est suivi d’'une décharge (¢ < 0) :

g=0 = A=K (8.43)

2 _ 2K((1 = 2) +rz)?
[’i’1<’i“ — 1)

€
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et un simple calcul, semblable au cas z = 0 montre que

§<0 = A<0, (8.44;
— ¢ < 0. (8.45)

eg=0 et g=0/{(6 surla figure 8.4)

[1 s’agit d'un point de la structure partiellement endomimagée, dans lequel le critére
est atteint, en état de charge. L'endommagement évolue avec une vitesse z donnée par :

. dg
= A=, A4
Z B (8.46)
Les conditions g = 0 et g = 0 s’expriment respectivement par :

2C(r(1 — 2) + 2)?

? = ((, — (8.47)
Kyl —r)

A =0 (8.48)

Par conséquent, la résolution du systéme (8.38) donne :
=0 f=0 é=0.

E({1—2)+rz)
(r—1)e

8.3.3 Matériau complétement endommagé : > = 1.

D’aprés Pexpression du pseudo-potentiel de dissipation et I'hypothese selon laquelle.
pour z = 1, le matériau est élastique de module de rigidité K, 'endommagement ne peut
plus se produire. Ainsi, la vitesse d’évolution de z est identiguement nulle :

Les équations d’état donnent dans ce cas :

f=c¢ g = Kqe ¢ est arbitraire

et la résolution du syvstéme (8.38) permet d’obtenir la loi de comportement incrémentale
suivante :
f=¢€ & = Kqé.

8.3.4 Résumé

Les calculs développés ci-dessus peuvent étre résumés de la maniere suivante :
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[8iz =0
le| < F(0) =
le| = £(0) et ¢ <0
lel = E(0) et A=0 =
Si0<z<1]

le| = E(z) et €6 <0 =

™

le] = £(

)etA:() -

o= K¢

2 =10

: TE

/ (1=2)+rz

R
(1-2)+7rz

L [&'1':;

T (A2 +rs

Ll =2) +r2)

T (r—1)e

g=20

/\
4]
N
Ne)

R

(.50)

(8.51)

(8.54)
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@_z = 71l

p
z=0
f=e¢ (8.55)
é' - A’Qé

2K(rz + (1 — 2))?
Kl(r —_ 1)

E(z) =

Ce qui conduit & la courbe contrainte-déformation de la fig.(8.4} {seuls les points situés
dans le quadrant {oc > 0,¢ > 0) sont représentés).

8]
Iy

Figure 8.4: Courbe contrainte déformation.

Ces calculs seront ultérieurement généralisés dans le cas tridimensionnel. Nous
formulons par conséquent le probleme en vitesse nécessaire a 'analyse numérique des
structures a endommagement fragile partiel.

8.4 Généralisation tridimentionnelle

Si on suppose, afin d’alléger le formalisme. ia température uniforme, 'état local du
matériau se trouve défini par la déformation macroscopique €, les déformations locales :
e pour le matériau sain. f pour le matériau endommagé ainsi que la variable interne 2
représentant la proportion volumigue du matériau endommagé. On définit le potentiel
thermodynamique associé a chaque phase par :

, 1.
Ule,8) = me: e+ s K (8.56)

. o, < =m
V(f,0) = pf - f + :;ng (8.57)

F

jle (0= 1,2) étant les modules de cisaillement respectifs de chaque phase et & la trace du
tenseur déformation.
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Comme dans le cas unidimensionnel, les contraintes existant entre les variables
d’état s’écrivent :

(1—zje+zf — e = 0 (8.58)
z >0 (8.59)
11—z =2 0 (8.60)

e? désigne la partie déviatorique du tenseur déformation.
La densité d’énergie de la structure est par conséquent :

Wies = (1 = 2)U + 2V (3.61)

Nous supposons que ’énergie d’interaction entre les deux phases est nulle
On introduit le tenseur des multiplicateurs A associés aux liaisons bilatérales. Le
lagrangien associé s’écrit :

L=01=-2U4z:V-A{1-2)e+z2f - €Y. (8.62)

Le tenseur des contraintes de Cauchy o et la force thermodynamique A associée & la
variable d’endommagement z dérivent des lois d’état :

o = LZ,E ./4 = _£;z (863)

Puisque le parametre d’endommagement est toujours un scalaire, nous gardons la méme
définition pour le pseudo-potentiel de dissipation, & savoir :

§
Kz s1 2>0
D(z) = +00 st <0 (8.64)
0<z2<«1
\

Le convexe des forces admissibles est par conséquent défini comme suit :

C={4/A<K} (8.65)

La 1ol d’évolution s'éerit - ‘
z = "x@ 8.66
f=Ay (8.66)

SN
QO
D
-3

~—

avec
g=A-K (8.68)
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Figure 8.5: Structure a endommagement fragile partiel .

8.5 Formulation du probléeme d’endommagement

Nous considérors, sous I’hypothese des petites perturbations, un solide occupant une
région bornée de 'espace 2 € R™ (n = 1,2,3). Ce solide est soumis & des forces de
volumes f%(x,t),t € [0.T] T > 0, des forces surfaciques F?(x,t) sur une partie 9 du
bord 892 (de normaie extérieure n) de ), et des déplacements donnés u®(z. ¢} sur la partie
complémentaire 9,92 de 082 (ct. figure 8.5). Nous supposons que le solide est constitué
d’'un matériau endommageable suivant la loi établie dans le paragraphe précédent (8.62)
a {8.67).

Afin de connaitre ['évolution du comportement de la structure durant Uintervalle de
temps [0, T}, nous sommes amenés & résoudre le probléme aux limites quasi-statique et
non linéaire (P) suivant : il s'agit de trouver u({z,t), o(x.t) et z(x,t) définies pour tout
x € et 0<t<T et satisfaisant :
les équations d’équilibre

dive + fi{x.t) =0 dans QX[0,7) (8.69)

{es conditions de compatibilité

1 . . . o
e(u) = = [Vu + (V)T dans QX|{0,T] (8.70)

L

les relations de comportement {%.62) a (3.67)

les conditions aux limites

on = F*° sur QX 1[0,7] (8.72)
u = u’ sur 9,QX1[0,T] (8.73)
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les conditions initiales

u(x,0) = ug(x) dans Q2

—
oo
-]
M.
—

2(x,0) = z(x) dans €

/\
o
—»‘]
S

Il est clair qu’une résolution directe du probleme aux limites s'avere difficile. Une
premiere simplification consiste a étudier pour chaque ¢ fixé, ie probléme partiel suivant
appelé probléme en vitesse.

8.6 Probléeme en vitesse

Supposons que a un instant ¢ donné au cours du processus de déformation du solide, soit,
connue la distribution des contraintes et de 1'endommagement, notre attention se porte
alors sur la réponse du solide pour une variation infinitésimale du chargement extérieur

, . . . wd . . d .
représentée par les vitesses des forces volumiques f,(x.t), des forces surfaciques F' (z, 1)
sur une partie Jpf) du bord 002 {de normale extérieure n) de 1 et des déplacements
donnés u%(z,t) sur la partie complémentaire 9,0 de 9.

8.6.1 Loi de comportement en vitesse.

Avant de formuler le probléme a résoudre. nous nous proposons , comme dans le cas
unidimensionnel, d’écrire la loi de comportement en vitesse : nous supposons connue la
vitessce de déformation € ; il s’agit alors de dérerminer les vitesses &. 2, e et f en fonction
de €, € et 2. La démarche est exactement la méme que dans le cas unidimensionnel. Nous
donnerons ici uniquement les résultats des calculs (le lecteur trouvera les détails en annexe

C):

Sirz:0|

2=0
; ) S = 2/L1€d
le®] < E{0) = (8.76)
p =Ko
8 ey (:-d
z=0
. S = 2#’16({
lelf = B(0) et A<0 == | | (8.77)
P =Ké
e = éd
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led] = E(0) et A=

le?| < B(

o8

el = FE(z) et A<0

-

) =

_ et el
T (np—1)et: e
S ) Ed(Ed €d> _ (éd : ed) e
= i
el . el
P=K¢
o et el — (€1 ed).et
e= d
€€
- €l ) — (e%: e?). el
f=n 3
€€
z=0
f ne
(1 —2) +nz
. €’
€= -
{(1—2)+nz
d
€
S = Zul N
(1 =2 +nz
P =K
=0
f l?Ed
C(1=—2)+nz
&
=
(1—2z)+nz
":d
S = 2,U,1 -
(1—2)+nz
P =K
( 4 ed (1] = 2 L2
Lo € € k\ ~ !7")
~ (ﬂ__]‘)ed,eu
5 ed(ed L e?) — (ed‘ s et el
S =2p— ) d. .d
((1—z)+n2)e’ 1€
P=FK8
I (= I L R
e =
({1 —2) +nz)e? €
; ee? ) - (¢! el).et
= 77 ¢ ,
(1= 2)+nz)et: €

S~
o0

~1
e}

R

(8.80)

.

@4
i
g
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z=0
f=é
(8.82)
S = 2
P =K#
r K(nz+ (1 - z))?
et = /et : €l B(z) = (nz + ( - )
m(n ~1)

8.6.2 Formulation locale du probleme en vitesse.

La structure incrémentale des lois de comportement nous permet de discuter la réponse
incrémentale de la structure associée a une vitesse des données & partir d’un état actuel
quelconque. D'une fagon plus précise, il s’agit de déterminer les champs de vitesses o ,
z, € lorsque 'on impose une vitesse des données en force et en déplacement. Ces champs
permettent de mieux comprendre 'évolution de la structure étudiée.

A chaque instant, 'état actuel, ¢’est-a-dire les contraintes, les déformations et le
champ d’endommagement, étant supposé connu, on souhaite déterminer les champs de
vitesses o , 2, € en fonction de I'état actuel et des vitesses de données :

& = olo,ze fo F A (8.83)

€ = &(o'j:,e,j"'i,l.?d,ud) (8.84)
cd d L ,

i = o,z e f, F 0t (8.85)

Cette dépendance est évidemment, assez complexe. Eile correspond a la résolution du
probleme aux dérivées partielles qui consiste a déterminer &, 7 et w vérifiant :
les équations d'équilibre

dive + fi(a:t) =0 dans {8.86)
les conditions de compatibilité
(i) = %[Vu + (V)] dans Q (8.87)
les relations de comportement en vitesse (8.76) et (8.82)
(8.88)
tes conditions aux limites
emn = F° sur Jpf) (8.89)
u = u? sur 0,0 (8.90)

Il s’agit d’'un probleme aux dérivées partielles non-linéaire. La non-linéarité provient
de la loi de comportement en vitesse. En eflet, la correspondance ¢, ¢ n’est pas linéaire.
Ces équations sont celles de ['élasticité non-linéaire, avec comme variables les champs

de vitesse.
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8.7 - Analyse de stabilité.

‘Nous appliquons, dans ce paragraphe. les résultats généraux de analyse de stabilité
et de bifurcation des systemes dissipatifs (cf. Nguyen Q.S [15]) & 1'étude de stabilité du
matériau & endommagement fragile partiel.

8.7.1 Rappel des résultats.

Soit un systeme défini par les parametres g{u,a) ol u représente les parameétres
réversibles, o les parameétres irréversibles, et A(f) un parameétre de contrdle (en force
ou en déplacement). On désigne par W(g, A) I'énergie libre du systéme et par D{c, q, \)
son pseudo-potentiel de dissipation tel que (voir chapitre 1) :

A=Dy (o) (8.91)

Dans le cas ou le processus est indépendant du temps physique, D est positivement ho-
mogéne de degré un :

Vm >0 Dimé.g, \) =mD{a,q,\) (8.92)

L’évolution quasi-statique du systéme est obtenue par la résolution des équations sui-
vantes :

W = 0, (8.93)
A = —W, . (8.94)
6 = Nel(A). (8.95)

¢(0) = 4" (8.96)

Etant donné la nature incrémentale de la loi de normalité, nous sommes amenés & étudier
le probleme en vitesse. Ce dernier peut étre formulé sous la forme d'une inéqnation
variationnelle. En effet, on montre [15] que pour un incrément de chargement A donné,
la vitesse (1. ) est solution de l'inéquation suivante :
(Wi o+ Wia & + Wi A)0u -+ W,y 0+ Wy a+ Won A (ba — &)
+(2<Daq (605*, q, ’\> - Daq (Q' q, \>\‘ + /\(,Dv\ {éav 6(]1 ’)\) - T):A (Q’, éq, /\:,} 2 0
¥ 6g € U™ (8.97)

U désigne l'ensemble des vitesses admissibles avec les données en déplacement.

Tl est établi dans [15] qu'une condition suffisante de stabilité d'un état d’équilibre du
systéme est fournie par la condition d’existence d'une solution (%, &) associée a A, Ceci
s'exprime par 'inéquation variationnelle suivante :

5. Wgq 6q +6qD,, (6c,q,\) >0 Y 6g € U (.98)

Pour un systeme avec liaisons internes, cette condition peut s'écrire en fonction du
lagrangien associé :

8. Lygq -6+ 6qD o (brx,q, X)) >0V 6g € V. (8.99)

Vi = {éq c U et bg compatible avec les liaisons imernes.}
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8.7.2 ~Application au modeéle d’endommagement.

. Nous rappelons que le lagrangien du systéme ainsi que son pseudo-potentiel de dissi-
pation sont donnés par :

Lle,e, foz, )= {1 —2)U(e)+2V(f) +1(z) - M1 — 2)e + 2] — €). {8.100)
avec
Ue) = %Klez V(f)=1Kf* r= % > 1. (8.101)
et

K2 si >0
D(z) = +oo  si 2<0 (8.102)

0<2<l

S

Nous adoptons la notation suivante :
qg={ee f,z),0q= b€ e, 6f, 0z)
Dans la zone de transition, 0 < z < 1, le critere de stabilité s'écrit :

(1 - 2)K166* + 206 + T'(2)62 >0V &g € Vg

Vo =168q/6z(f —e)+ (1 —2)de+ 26f —be =0 et 6z > 0.}

Nous sommes amenés & étudier la positivité de la seconde variation du lagrangien. Ceci
est dil au fait que le potentiel de dissipation ne dépende pas de ’état actuel, le second
terme de l'inéquation (8.99) étant nul. La stabilité du matériau, & contrainte contrélée,
n’est donc assurée que g’il existe une énergie d’interaction convexe par rapport a z. Ceci
se manifeste sur la courbe contrainte déformation par une pente positive dans la zone
de transition. Mais cette situation peut également étre obtenue & [(z) = 0. Il sufhit de
considérer un potentiel de dissipation dépendant de I'état actuel via la valeur de z. Nous
pouvons par exemple prendre un seuil d’endommagement K dépendant d’une maniere
croissante de z. Ceci est comparable & I'écrouissage positif en plasticité. Le critére de
stabilité devient :

(1— 2)K\8e* + 2K f2 +K,,62° >0V bg € Vg

La stricte positivité est également assurée dans ce cas.

8.8 Conclusion

Aprés avoir généralisé la loi de comportement en vitesse dans le cas tridimensionnel,
nous avons formulé le probleme d’endommagement fragile partiel. 1l s’agit d'un probleme
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incrémental. 1l est donc nécessaire de tenir compte de Uhistoire de 1'évolution dans sa
totalité avant I'instant ¢ pour trouver la solution a cet instant. Le probleme est déterminé
pas & pas via le probléme en vitesse se présentant formellement comme un probléeme
d’élasticité non-linéaire, si ce n’est qu’ici les inconnues sont des champs de vitesse.

Dans le cas général de chargement et de géométrie, la résolution analytique du
probléme en vitesse est elle-méme assez difhicile, le recours au calcul numérique s’avére
par conséquent inévitable.

Nous proposons, dans ce qui suit , un programme d’éléments finis simulant ce com-
portement.




Chapitre 9

Simulation numérique

9.1 Introduction

Nous avons vu que la résolution directe du probleme d’endommagement n'est pas
simple. Cette difficulté est due a la non-linéarité de la loi de comportement. Une sim-
plification possible consiste & étudier le probleme en vitesse, puis par une intégration par
rapport au temnps, a remonter 3 la solution globale.

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme itératif permettant d’analvser numé-
riquement, le probléme en question. L’algorithine est comparable a celui de 1'élastoplastici-
té dont la convergence théorique a été démontrée par Nguyen Quoc Son [14]. La méthode
consiste a résoudre, a chaque itération, un probleme élastique avec des caractéristiques
mécaniques dépendant des valeurs du champ d’endommagement de I'itération précédente

Comme support de présentation, nous avons choisi d’analyser la distribution des
contraintes et de 'endommagement lors du mouvement permanent d’une fissure en mode
I dans un milieu partiellement endommageable.

Une fissure dans un solide est en général idéalisée par une surface de discontinuité
dont le front est une ligne telle que les déformations tendent a I'infini au voisinage de cette
ligne. Dans la réalité, le voisinage de la fissure est endommagé et microfissuré sur une
certaine épaisseur. Selon notre modélisation, le solide comporte trois zones. Une premiere
zone, le long des levres de la fissure, ol le matériau est completement endommagé {z = 1).
une deuxieme zone partiellement endommagée (0 <0 z < 1) et enfin une troisiéme zone
saine (z = 0},

Nous donnons upe formulation du probléeme de mouvement permanent de fissure. Ce
dernier revient a résoudre un probleme de type élastique avec une loi de comportement
non locale. Une méthode itérative basée sur une discrétisation implicite est réalisée. Cette
méthode trouve son origine dans un algorithme élastoplastique stationnaire que 'on doit
& Nguyen Q.S [16] et formulé initialement pour un matérian élastique parfaitement plas-
tique. Dang Van et Maitournam [7] 'ont étendu au cas du matériau standard écrouissable
afin de traiter le probleme du rail.

Les résultats numériques obtenus témoignent du fait que le modele d’endommagement
peut se préter a une simulation numérique.

119
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9.2 ' Position du probleme

‘Nous considérons le mouvement permanent d’une fissure sollicitée suivant le mode 1
en déformation plane (cf. figure 9.1).

q
IR RSN

R R R TR RN R
q

Figure 9.1: Plaque fissurée sollicitée en mode L

Il s’agit d’une plaque de hauteur 2/ et de longueur infinie suivant 'Oz, soumise a
des efforts de traction ¢ sur les bords inférieur et supérieur {cf. figure 9.1) . La fissure
est centrale et correspond a la demi-droite z'O. Les contraintes & 'infini suivant z’x sont
nulles. Le matériau est supposé initialement sain, sans endommagement.

Nous cherchons & déterminer les champs de contraintes, de déformations et d’endom-
magement dans le voisinage de la fissure, & I’état permanent en postulant l'existence de
celui-ci.

9.2.1 Hypothése du régime permanent

Nous faisons ’hypothése du régime permanent par rapport au repére lié a la pointe de
la fissure. Cela signifie que, pour un observateur lié a ce repere, les grandeurs physiques
sont indépendantes du temps. Il s’en suit que la dérivée particulaire d’une quantité A liée
a la matieére devient : . ‘

A=-IlA, (9.1)

ot | est la vitesse d’avancement de la fissure et z la coordonnée selon e
Cette derniére relation est une conséquence de ’hypothése de petites perturbations.
Nous allons P'établir dans ce qui suit.

R est le référentiel 1ié a la pointe de la fissure dans lequel le probleme est stationnaire,
R*, le référentiel se déplagant & la vitesse —/ par rapport a H. Les repéres choisis dans
les deux référentiels coincident & l'instant initial.

On se place en variables eulériennes. Un point matériel M de la configuration de
référence (4 linstant initial) va occuper la m dans la configuration actuelle (a 'instant ¢).
Soit M~ le point géométrique de R* coincidant avec la de M de R (cf. figure 9.2).

Ona:

Om = OM+ MM* + Mm (9.2)
o= X't +r (X5t (9.3)
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R*
) o "
1 1)
R
bmim —— e s m e — i ——— . TE— W — O S e e——
/ T e— e
s
7/ ‘ I !
] - !
i a 4’
0 X' o X
X X
(0
Figure 9.2: a) Ftat de référence initial b; Etat actuel.
i alrl g 4\
N = ot
T al, K /
La vitesse absolue du point m est donnée par :
vt =l —1(F) (9.5
La dérivée particulaire d'une grandeur A liée & la miatiere s'écrit :
- JA 04
A = —+v 9.6}
ot dat (9:6)
_ 0A (v~ | L 04 (0.7
at “r \ /’)OIY' s
L’hypothese du régime permanent permet d’annuler toutes les dérivées par rapport au
. . : L1 ..., OA
temps et 'hypothese des petites perturbations permet de négliger le produit { a———.) par
xl

, ., 0A . L
rapport au terme (\—wl{t);)——i). On retrouve alors la relation (9.1).
0x
Dans le repere local X = 2 — 1,V =y, il s'agit de déterminer les champs o{X,Y),
e(X.Y), z(X,Y) vérifiant les conditions suivantes :
e conditions statiques :

divo =0

.
Se}
oo

—

e conditions de lalson :
up(X,0) =0 pour X >0 (9.9)

e conditions aux limites :
- dues & la fissure :

0N, 0) =0 o12(X.0)=0 VX <0 (9.10)
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- dues aux chargements :

o X, h)=q o0)2(X,h)=0 YX >0 (9.11)

- & Vinfini :
X == +00 giz=01 =0 093=9 (9.12)
X — -0 opp=01=0 09=0 (9.13)

o La loi de comportement : 'hypothése du régime permanent affecte la loi de comporte-
ment. Nous avons établi dans le chapitre précédent que cette derniére s’écrit :

o =2u(z).€* + Kf (9.14)

Dans la zone endommagée correspondant a g{.4) = 0, la régle de normalité est vérifide :

. a
Le multiplicateur A est donnée en fonction de € par :
A ((1—2)+n2) < &6 > .\
- {(n—1) el el (9.16)

< €' ¢t > désignant la partie positive de € : €.

P . ; . [1'
Or, en régime permanent, z = —[z,,. €

vitesse d’avancement /, la relation :

= —le?,, : nous avons donc quelle que soit la

nz) < €l et >

(9.17)

Nous supposons d’autre part que le matériau est initialement a I'état naturel sans endom-
magement, ce qui revient a :

lim 2(X,})=0 ¥ Y (9.18)

X—+4coo

Les équations (9.17) (9.18) permettent de calculer z(.X.Y) a partir de la répartition de la
déformation €(X,Y). Nous obtenons en effet :

— L)z.; < d,m: 4~
(n—1)z+1 el el
o (77 - 1\ZI = < '€d~,.’r: Ed >, - . .
(£ Y )dE = / e (£} 7)d (9.20)
/\ (n—l}z+1\5 ST el el (€3¢ ‘
- .o.d d .
- » et et > 014
= [In((f] — 1)+ 1)}:{ = ./_‘\' *‘W—(Q) H_l?gc (921,

d’olt v 7
L<el et >
————(&,Y)d
(X }' eJlX Ed : Ed ( )4 o 1 (9 2._))
Z(X,Y) = Gr—1) 22
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Remarque
el et >
t9 e R e 1 . L.
Dans le cas d’une charge, la quantité T est intégrable et on obtient :
€€
o (1 — 1)z, o el el ,
— (£ Y}dE = / = (£.Y)d¢ (9.23)
/}: (-r)—l)z%—l‘g’ jad& x elied >0 19:23)
— (-1 + D = [nvel: el (9.24)
e I
) Ve e X) — /el ed{+00)
dou 2(X,Y) = e {(9.25)

Cette formule ressemble beaucoup a celle obtenue pour le cas réversible {c¢f. chapitre2 de

i
L

/

que, dans le cas de charge, le calcul ne fait pas la différence entre un phénomene réversible
et irréversible.

la premiére partie} avec E = V’e’f cet{4o0), F = ?7\/ed : ed{+2c). Ceci est logique du fait

La formule {9.22) montre que I'état d'endommagement en un point (N,Y) dépend de
Vétar de déformation en amont aux points (£, 1Y), X < { < +oc. Ce qui est physique-
nient naturel. Le probleme & résoudre est, par conséquent. élastiqie avec une loi de
comportement non locale.
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9.3 - Algorithme de résolution

‘On effectue le calcul numérique sur un domaine fini discrétisé. Les points de discrétisa-
tion ol sont définis les déplacements sont les intersections de deux familles de lignes respec-
tivement paralleles et orthogonales & Oz. Les points de gauss ot sont déterminés les con-
traintes, les déformations et 'endommagement sont alignés dans la direction d’avancement
de la fissure. Les points de méme ordonnée Y sont numérotés dans la direction opposée au
mouvement (cf. figure 9.3). Pour une cote Y donnée, z, est la valeur de 'endommagement
au point de gauss numéroté n. Connaissant la valeur de z & Uinfini, la relation (9.22) per-
met de définir partout endommagement z(e) et la contrainte associée & un champ de
déformation e.

n+l | n

Figure 9.3: Discrétisation spatiale par éléments finus.

Le probléme sera résolu par itération successive selon le schéma suivant :

- on commence par résoudre un probleme élastique en supposant le matériaun initiale-
ment sain (u;, K);

- on détermine & litération 7 les distributions d’endommagement z(€*) et de force
thermodynamique A(€e') associées & la déformation totale €.

- €1 est alors la solution du probléme élastique avec des caractéristiques mécaniques
(u(z(€')), K) dépendant de z(€') ;

- on arréte le processus lorsque la force thermodynamique A(e™?) vérifie le critére avec
Perreur voulue.

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que ’hypothese du régime perma-

nent concerne uniquement la loi de comportement. Nous proposons sa discrétisation de
la maniere implicite suivante :

Un—i—l = 2#(2n+1\)€i+1 + ](gn—H
dg
Zntl T 2n = Ao 9.26)
“nl A1 ( )

A>0 g(Any) <0 Ag(Anp) =0

Concevoir une pareille discrétisation revient a écrire la loi de normalité au point d’arrivée
n 4+ 1 : elle assure le respect du critere d’endommagement dans toute la structure.
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I/'algorithme de calcul correspond aux étapes suivantes :
i) premieére étape
Nous commencons par déterminer la solution purement élastique en supposant que
la structure est initialement saine, donc élastique, avec des constantes élastiques u, K :
1 . ~ : ; N . N ., . . .
el o et A% On note €, o°, A*, 2 les solutions & Vitération 1.
ii) deuxiéme étape
On initialise : 6! = 0%, € = €, 2 = z(+0) = 0, A! = A%
iil) troisieme étape

Nous définissons :

gy Laidy | dmy
A* ) Lﬁl(?? - 1)€n+1 C€nit
{141}

((n =1z +1)2

St g(A*) < 0, alors ’élément n + 1 ne s'endommage pas el on a

Ly o GHD
“r41 - “n
Sig(A*) > 0, alors :

PR : g

CESY Gi+1) [ y

zy 7, VT A—2 9.27

-+l n 8/472—}—1 N )
gl Ay = 0 (9.28)

ili) quatrieme étape

Les équations {9.27) (9.28) permettent de calculer z;;; en tout point. Le probléeme
élastique avec (p(z**1), K) est résolu. Un champ de déformation cinématiquement admis-
sible €*1 . un champ de contrainte statiquement admissible '™ et un champ de force
thermodynamique [A'+ sont déterminés. Si A" vérifie le critére, alors la solution est
bonne ; sinon on revient & la troisiéme étape.

Remarque :Nguven et Rahimian [16] ont étudié le méme probléme pour un matériau
parfaitement plastique. Ils ont présenté un algorithme de méme architecture, fondé sur une
discrétisation implicite. Nguyen [14] a étudié la convergence théorique du schéma implicite
dans le cas de 'élastoplasticité et a prouvé sa convergence dans le cas de I'écrouissage
positif. Dang Van et Maitournam [7] et Maitournam [9] ont présenté une application pour
Panalyse des structures soumises & des roulements répétés.
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9.4 - Résultats numériques

‘Le maillage a été réalisé a 'aide d'un mailleur automatique de MODULEF. Nous nous
intéressons au domaine proche de P'extremité de la fissure. Le maillage dans cette zone
est plus dense que dans le reste de la plagne (cf. figure 9.4).

La solution est obtenue par approximations successives en recalculant & chague
itération la matrice de rigidité qui dépend du parameéire d'endommagement z. La con-
vergence est obtenue au bout d’une dizaine d’itérations.

La figure (9.5) montre les isovaleurs du parameétre d’endommagement 2. Nous re-
marquons que I'endommagement, lors du mouvement de la fissure, est bien simulé par la
zone rouge {z == 1). L’hypothése du régime permanent explique que l'endommagement
apparaisse tout au long de la fissure : la fissure se “rappelle”, lors de son mouvement,
de son état antérieur. La zone de transition correspondant aux valeurs 0 < 2z < 1 se
situe le long de l'interface entre les deux matériaux (sain et endommagé) simulant ainsi
le caractére progressif du phénoméne.

Sur les figures (9.6) et {9.7) sont représentées les isovaleurs respectivement des con-
traintes et des déformations équivalentes, maximales a la pointe de la fissure (ce qui est
physiquement naturel). La forme des isovaleurs se rapproche de celle de la zone plastique
en déformation plane pour un matériau élastoplastique.
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Figure 9.4: maillage de la structure .
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Figure 9.5 isovaleurs du paraméire d’endommagement.
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9.5 - Conclusion

‘Le modele d’endommagement peut se préter a une utilisation numérique. Nous avons
considéré pour le montrer le mouvement permanent d'une fissure pour un matériau en-
dommageable partiellement & notre sens. Un programme de calcul stationnaire, fondé
sur un algorithme implicite a été mis au point. Les résultats qualitatifs obtenus sont
satisfaisants comme le témoignent les figures (9.5)(9.6){9.7).
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Conclusion générale

\

Le changement de phase est un phénomeéne & prendre en considération lorsque 'on
souhaite expliquer le comportement de certains matériaux solides, notamment celul des
matériaux a mémoire de forme.

C’est dans le cadre de la théorie des matériaux standards généralisés que nous avons
choisi de décrire ce comportement.

Nous avons, dans un premier temps, pris soin d'étendre la mérhode des deux po-
tentiels, en envisageant le cas ou les variables d'état sont liées. Ces liaisons, nous en
avons tenu compte, dans un souci de simplicité, selon le formalisme des multiplicateurs
de Lagrange. Les équations d'état ont pu alors étre écrites en fonction du lagrangien. Le
potentiel de dissipation nous a permis, quant a lui, de décrire I'évolution des variables

internes irréversibles.

Nous avons d’abord analyseé le cas ot le changement de phase est réversible. On
aboutit & ur modele d’élasticité non linéaire et, sous 'hvpothése d'izotropie de chaque
phase, on parvient & une généralisation tridimensionnelle. Ce qui, dans une optique de
résolution numérique, revet un intéréet certain. Des exemples dillustration nous ont servi

& souligner la possibilité d'élaboration d’ mmn*hmeb aisérient utilisables dans les codes
eiements finis traditionnels.
L'analyse du probleme de la stabilité du martériau et de la réponse globale d'une struc-
ture se révele étre un cas particulier de 'étude de la stabilité d'une structure élastigue
soumise a des liaisons parfaites. Il a été établi. dans ce cas. que la stabilité d’une posirion
d’équilibre est assurée lorsque la seconde variation du lagrangien est strictement positive
sur un ensemble de vitesses admissibles.
En apphquanf ces réanlrats & notre modele. nous avons constaté que la stabilite du
matériau est en fait intimement lide & la convexité de 1'énergie d'interaction entre les
phases.
En nous inspirant des travaux de Frémond et Miller, nous avons proposé comnie appli-
cation directe, une description simple de 1'effet mémoire de forme.

té considére. On

D

Ensuite, le cas
aboutit & une 101 mcxe?nemale comparable & la loi de comportement plastique. Par
des choix judicieux du pseudo-porentiel de dissipation, nous avons pu deécrire aussi bien
le comportement pseudo-élastique (hvstérésis) des matériaux a mémoire de forme que
I'endommagement fragile partiel. Notre modéle s'avere utile pour expliquer fa perte de
rigidité due & Uextension de ['endommiagement local. comme la microfissuration ou le
délaminage partiel entre les couches des composites stratifiés.

\;,.4

le changement de phase est irréversible a



132 , Simulation numérique

L’étude de la stabilité d’un matériau a endommagement fragile partiel montre,
comme pour le cas réversible, que la convexité de l'énergie d’interaction joue un role
primordial.

Dans un but d'illustration, nous avons élaboré un algorithme de calcul fondé sur un
schéma implicite simulant ce comportement incrémental. Comme support de présentation,
nous avons décrit le mouvement permanent d’une fissure en milieu partiellement endom-
mageable. Les résultats obtenus attestent du fait que le modeéle se préte & une mise en
ceuvre numérique utilisable en calcul des structures.

Notre miodélisation présente les avantages suivants :

¢ une simplicité et une maniabilité certaines : le choix judicieux du pseudo-potentiel
de dissipation permet de modéliser des phénomenes aussi différents que la pseudo-
élasticité des matériaux & mémoire de forme et 'endommagement fragile partiel;

e la possibilité d'une généralisation tridimensionnelle ; ce qui permet la construction
d’algorithmes en vue d’'une mise en ceuvre numeérique.

La réponse a la question d’existence et d’unicité de la solution n’a pas été abordée au
cours de cette monographie, ceci fait 'objet d’un travail en cours.
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Annexe A

Modélisation de Peffet mémoire de
forme

On développe ici les calculs qui nous ont permis d’obtenir la loi de comportement
des matériaux a mémoire de forme dans le cas non dissipatif. II s’agit de résoudre le
systéeme d’équations [(A.4)-(A.13)] ou les inconnus sont (z,y. z, e, f,m, d), € est supposée
une dounée du probleme. Le lagrangien s’écrit :

L=W-—XNret+yf+om—e)-Alz+y+z2-1)—Az— Ay~ Az (A1)
avec
W =zU(e) + yV(f) + :W{m). (A.2)
avec
Ule) = 3Ne?,
V(f) = LK(f +e)? + C(T), (A.3)

Wim) =3tk (m—e)* +C(T),

“

Les lois d’état s’écrivent :

o = L=\ (A.4)

L, = x{Ke—X)=0. (A.5)

Ly = y(E(f+c)— A =0 (A6

L. = z(Kim—¢'— A =0, (A7)

1T, .

Lo = sKle) =Ae - A =0, (A8)

| ;. ~

Ly = K[ +e) +CiT)=Af = A=Ay =0, (A.9)

L. = ~2—h(m -+ C(TY=AJ = — A, =0, (A.10)

re+yf +am = e (A.11)

r+y+z = 1 (A.12)
Auxquelles s’ajoutent les liaisons et les relations associées :

A, >0, Ay >20 A>0 avec Aor=0Ay=0 e Az=0 (A.13)

1

13

€.
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x=0 + zé
,Eﬂ x=0 y &0
€ £
()
x=0,y=1,2=0

Figure A.1: loi de comportement a basse température.

A.2 Loi de comportement a température moyenne.

Il n’est pas nécessaire de refaire les calculs. Il suffit d’examiner les changements que
peut engendrer I'hypotheése C > 0 sur les calculs précédents. Par exemple :
e Siz=0,y=0,z=1.

La résolution du systéme {(A.4)-(A.13)! donne le méme résultat que précédement. En
revanche, la positivité des multiplicateurs de Lagrange implique dans ce cas :

C + Ke; o
A > 0= ¢> ——2 (A.28)
Keq ’
Ay > 0= € > €. {A.29)

C +~ Ké
R PRSP TS B < < A, : 0 . i dam Amtrer e dibiamn FA OOY At [ A OON ot
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Ceci est impossible, du fait que C est srictement positive. Cette situation n’est donc pas
physiquement réalisable.
‘e Siz=1,y=0,z=0.

Contrairement au cas C' <2 0, les deux mulfiplicateurs A, et A, peuvent étre positifs en
méme temps. Ce qui donne :

o= Ke.
et un domaine d’amissibilité :
I(E() b KEQ.
o Siz#0,y#0,z=0.
Nous obtenons dans ce cas :
A = Ke,
K{f +¢), (A.32)
K(f +¢)?
o= BUReR ey oy
Ke?
= 5 Ae, (A.33)
A >0, A, =0, A, =0. (A.34)
d’aprés (A.32) et (A.33)on a:
—C
A=g = —,
£y
d’on
B C+ Ke? e
f= - oo (A.35)
C
= — {A.
e Ko (A.36)

en remplagant dans 'équation (A.11), nous obtenons :

Keeg +C + Ké3 ‘
. - 1663-’;‘—9 € (A37)
Keg
y = 1l-—uz. (A.38)

La condition 0 < z < 1 implique :
C + Ké? < C
I\/EO [{60
e Siz#0,y=0,z#0.
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Le calcul est similaire que pour le cas ci-dessu. On trouve :

C

o= —

€0
C <6’C+KE§
Keo Kep

Ceci conduit & la courbe-contrainte déformation représentée par la figure (A.2). On

C C + Ké
te F= — et Fo= —©~— 0
note K et Ke

And,y<C, Tl

A=2 yei, ze

Figure A.2: lot de comporiement a température moyenne.

A.3 Loi de comportement a haute température.

Nous avons fait 'hypotheése que C tend vers Uinfini. Ii suffit d’examiner implication
de cette hypothése pour chague cas en utilisant les équations précédentes pour constater
que :

Ve o= Ke.

Ceci conduit & la courbe-contrainte déformation représentée par la figure (A.3).

Figure A.3: loi de comportement a4 haute températurc.




Annexe B

Modélisation de ’hystérésis.

Nous présentons dans cette annexe les calculs ayant permis P'établissement de la loi de
comportement incrémentale modélisant la pseudo-élasticité des matériaux & mémoire de
forme (I'hystérésis). Nous commencous par rappeler les lois d’état :

Lo = 0= (B.1)

Lo = (L=2){Ke—-X\ =0, (B.2)

Ly = 2(E(m—e(T))-))=0, (13.3)
.1 ,

L, = %K(m —e(T))" — §Ke2 + C(T) - A(m —e) = —A, (B.4)

auxquelles s’ajoutent les liaisons et les relations associées :

A >0, X200 avec A= et Al—2)=0.

Pour obtenir la loi incrémentale, nous dérivons le systéme précedent par rapport au temps.
Nous obtenons :

A= & (B.5)

(1—2)Ké+(=Ke+ Ni—(1-2)\ = 0, (B.6)

2K+ (K(m — ) = A\)i—z\ = 0, (B.7}

(=Ke+ Né+ (K(m—e)—Nm+1"2):+e—mA = —A, (B.8)
(1—=2)4zm+(m—e)z = ¢ (B.9)

Nous nous proposons de résoudre ce systéme dans les deux cas de transformation :
transformation directe {austénite — martensite) et transformation inverse (martensite
—- austénite).

B.1 Transformation de phase directe

Nous supposons qu’au cours du processus de chargement. I'état du matériau (2.0, €)
est connu & Uinstant £. A 'instant ¢ + dt. les vitesses de ces variables s’obtiennent de la
maniere sutvante :

z = 0 :Austénite uniquement.

141
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Les équations d’état donnent :

f

e =¢,

g = Ke,
< (B.10)

A=—-2K{m—e(T)) + Ke* = C(T) - I'(z) + o(m —¢),

m est arbitraire.

“

Pour obtenir les relations qui lient {&,¢é,1m, 2, €), on utilise la loi de normalité :
e f1 < 0 (1 sur la figure B.1)

Cette condition peut étre exprimeée en fonction de la déformation macroscopique de la
maniere suivanfe :
fi<0= A< -I'(z) + I'(0). (B.11)

On remarque que A dépend de la valeur arbitraire m. On a donc un ensemble de forces ad-
missibles qui doivent vérifier le critére A, < —I'(z)-+1'(0}. On entreprend une démarche
semblable & celle utilisée pour discuter de la positivité des multiplicateurs de Lagarange.
En effet, il suffit que la force maximale par rapport a m vérifie le critére pour que 'on
ait :

vom A, <-=I'{z)+I'0).

Par aillenrs :

A = —K{im-—e)+ Ke,
d’ot
Am=0 = m=c¢+ ¢, (B.12)
et
A = =K <0

Par conséquent, le maximum de A est :
A = —C(T)— I'{z) + Kee.
La condition A < -—-J'(z) + I'{0) donne donc :

I'(0) + C(T)
1{60 ‘

Dans ce cas la loi de normalité montre que :
z =0,

et Pintroduction de cette valeur dans le systeme (B.5-B.9), fournit la solution suivante :

€ =¢ o = Ke.
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e fi =0 et fi <0(2surla figure B.1)

La loi de normalité donne :

s =0,
et
. I'0)y+C{T)
=0 = €= ", 13)
.fl € KGO . (B 13),
fi<0 = A< -TI"(z)z (B.14)

Cette condition peut étre explicitée en fonction de la vitesse de la déformation macro-
scopique de la maniere suivante :

Il suffit de remplacer toutes les variables et leurs vitesses qui figurent dans expression
de A (B.8) par leurs valeurs en fonction de e et ¢. En effet, les équations (B.10), (B.12)
impliquent que : -

e = e (B.15)
m = €+ ¢, (B.16)

d’autre part 'équation (B.10) montre que :

A= Ke
et les équations (B.6) et (B.9) montre que :

Ke = ), (B.17)
e = ¢ (B.18)

en remplagant dans (B.8) nous obtenons :
A= —I"(2): + K¢
par conséquent, puisque € > 0, on a:
A< -I"z)2 =<0
Ceci est en parfaite correspondance avec la figure (B.1), le point 2 montre en effet que la
décharge correspond bien & € < 0.

e fi=0 et f;=0(3surlafigure B.1)

La transformation de phase directe évolue suivant la loi de normalité :

. 8 fl
2 = Ay-
'oA

(B.19)

Le multiplicateur A, est déterminé par la condition fi = 0 qui se traduit dans notre cas
par : .
A+ T1"(z)z2=0. (B.20)
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En reportant cette condition dans le systeme (B.5-B.9), sa résolution permet d’obtenir la
loi de comportement incrémentale suivante :

, . . €
og=10 e=10 = —>0.
€0
0 < 2 <1 Mélange austénite-martensite
On suppose maintenant que nous nous placons dans un point ou les deux phases
coexitent (z # 0). La démarche reste la méme et les équations d’état donnent :

A = o (B.21)
m-—e = ¢, (B.22)
e = €-— zeg, (B.23)
g = K(e— zeg). (B.24)
A =" =C(T) = I'(z) + oeg. (B.25)

e fi <0 (4 sur lafigure B.1)

La condition exprimant que le critére n’est pas atteint s’écrit maintenant en fonction
de la valeur actuelle de z par :

[i<0=A<-T2)+T{0)=¢c<

Keg
et la loi de normalité donmne :
Z=0.
En remplagant dans le systeme (B.5-B.9) :
A o= o, (B.26)
m = ¢, (B.27)
€ = € (1B.28)
o = Ke (B.29)
(B.30)

o fi=0 et f; <0(5 surlafigure B.1)

Les résultats sont exactement {es meémes que pour le cas précédent. Nous exprimons
uniquement les conditions traduisant le fait que le critére est atteint { f; = 0) suivi d’une
décharge (f; <0} :

IO+ C(T) + Kzej

fi=0 = . (B.31)
K €0
Un simple calcul semblable au cas z = 0 montre que
fi<o = A+I"(z): <0, (B.32)

= €< {. (B.33)
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e fi=0 et f1=0 ( 6 sur la figure B.1)

La transformation de phase directe évolue avec une vitesse z donnée par :

: 0f
=A==
les conditions f; =0 et fl = 0 s’expriment respectivement par :
_ I'(0)+ C(T) + Kzé] )
€ = Ko, , (B.35)
A+1"(z)z = 0. (B.36)

Par conséquent, la résolution du systéme (B.5-B.9) donne :

g =20, m =0, e =0,
, £
z=—2>0
€p

z = 1 :Martensite uniquement (7 sur la figure B.1) .

D’apres Vexpression du pseudo-potentiel de dissipation et 'hypothése selon laquelie
pour z = 1 le matériau est de nouveau élastique de module de rigidité K, la transfor-
mation de phase directe ne peut plus se produire. Ainsi, la vitesse d’évolution de z est
identiquement nulle :

=0,
les équations d’état donnent dans ce cas :
q
m o=, o= K(e — &),

et la résolution du systéme (B.5-B.9) permet d’obtenir la loi de comportement incrémentale
suivante :

m = ¢, o= K¢

B.2 Transformation de phase inverse

Les calculs restent identiques & ceux du cas précédent. La seule différence réside dans
le fait que dans ce cas 1'évolution du changement de phase est gouvernée par la fonction
f2.

z = 1 : Martensite uniquement .
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Les équations d’état donnent :

;

fee
o= K(e— €),
A=—-LK(m—e(T) +1i1Ke? - C(T) - I'(z) + o(m —e),

e est arbitraire.

N

* fo < 0 (8 sur la figure B.1)

Cette condition peut étre exprimée en fonction de la déformation macroscopique de la
maniére suivante :
fo<0=A>-I'(2)+1(1) (B.38)

La condition A > —1'(z) + I'(1) donne :

1)+ C(T) + K
A’EO

€ >
Dans ce cas, la lot de normalité montre que :
2 =0,

et I'introduction de cette valeur dans le systéme (B.5-B.9), fournit la solution suivante :

m = ¢, o= K¢
e fo=0 et f2<0 ( 9 sur la figure B.1)

La loi de normalité donne :

2 =10,
et
I'(1) + C(T) + Ké?
fo=0=s = LU HCT T Kep (B.39;
Keg
fr<0 = A>-I"(2): (B.40)
d’on
e>0
e fr = et f, =0 ( 10 sur la figure B.1)
La transformation de phase inverse évolue suivant la loi de normalité :
;= a2k (B.41)

oA
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le multiplicateur A, est déterminé par la condition f, = 0 qui se traduit dans notre cas
par :

" A+TI"(2)z = 0. (B.42)
En reportant cette condition dans le systeme (B.5-B.9), sa résolution permet d’obtenir ia
loi de comportement incrémentale suivante :

& =0, é =0, i=— <0

0 < z < 1 Mélange austénite-martensite
La démarche reste la méme et les équations d'état donnent :

A = o, (B.43)
m—e = g, (B.44)
e = €— 26, (B.45)
o = K{e— ze), (B.46)
A = =C(T)— I'(2) + o¢. (B.47)

e fo < 0 ( 11 sur la figure B.1)

La condition exprimant que le critére n’est pas atteint s’écrit maintenant en fonction
de la valeur actuelle de z par :
')+ C{T)+ Kze

N

fa< 0= A>-Tiz2)+T'(1)= ¢ >

Keg ’
et la loi de normalité donne :
2 =0,
En remplagant dans le systéme (B.5-B.9) .
A= 4 | (B.48)
m = ¢, (B.49)
e = ¢, (B.50
o = K¢ (B.51)
(B.52)
e f=0 et f, <0(12 sur la figure B.1)
I'(1)+ C(T) + K zé?
fo=0 => ¢e= W+ f, (B.53)
K€0
fr<0 = A+TI"(2):>0, (B.54)

= é>0. (B.55)




148 : Modélisation de 'hystérésis.

o f2=0 et f,=0(13 sur la figure B.1)

La transformation de phase inverse évolue avec une vitesse Z donnée par :

adfs
é:Ag'_fi<

1 <0 (B.56)

les conditions fy = 0 et fy = 0 s’expriment respectivement par :

')+ C(T) + Kze
= Ko : (B.57)

A+1"(z): = 0. (B.58)

Par conséquent, la résolution du systéme (B.5-B.9) donne :

o=0, m =0, e = 0.

r<
<

7= - <0
€g

z = 0 : Austénite uniquement.

D’apres U'expression du psendo-potentiel de dissipation et 'hypotheése selon laquelle
pour z = 0, le matériau est de nouveau élastique de module de rigidité K, la transfor-
mation de phase inverse ne peut plus se produire. Ainsi, la vitesse d’évolution de z est
identiquement nulie. On retrouve donc 1'état initial :

£=0

=€ o= Ke

et la résolution du systéme (B.53-B.9) permet d’obtenir la loi de comportement incrémentale
sulvante :
E=¢ o= K¢
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o
A
- —>—
o, Sy
| ~ |
| ~ |
| AL |
m I |
I
Figurci B.1: Courbe contrainte-déformation d!m.s le cas dissipatif.
! ! >
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Annexe C

Loi de comportement en vitesse

Nous développons ici les calculs qui nous ont permis d’établir de la loi de comportement
en vitesse dans le cas tridimensionnel (cf chapitre 3 paragraphe 3.4.1). Les quantités en

gras désignent des tenseurs d’ordre deux.

Le lagrangien dn systeme tridimensionnel s'écrit :

avec

1
lile By = e e+ ;KHQ

Z

l. y3
VIF,0)=paf  f + 5 K6

les lois d’état écrites en fonction du lagrangien donnent :

L= A

L= K0
Lie= (1-2){U'(e)— Al
L= V()= A

= V-U=-Af-e)

Ly = (1-zletzf—€ =0

A
—
R

STt 0y
Llo.a

P e e Lo
a oo
Sy UL
S ame” s

(‘"‘\
-1
R

/\A
SIS
© 0o

R

Afin d’obtenir la loi de comportement en vitesse, nous avons dérivé les équations d’état

par rapport au temps. Le systéme snivant est par conséquent obtenu :
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E;Eded fd +E,€de 8 ”{‘“’ﬁ,edf f 'I"L:’e(i’: +£7€dA ,\ —}_L’fdﬁ 0 el S

-

Lieet€ +Leee +Lopf +Le-i +LaA +Lesf =0,

4 Lpere? +Lgoe +Lgpf +Lp 5 +Lgax +Lg0 =0

. . . . (C.10)
L,,e€ +L eé +£,zf Fo+L.2 +L, A +Le0 = —-A.
Lones€ +Lree +LafF +La 2 +LaxA +L3,0 =0
| L el +Lgee +Lop foo+Lei LA 4Ll =P
Le but du calcul est la détermination pour chaque valeurde z (2 = 0,0 < 2z < 1,z = 1)

S, P, e, fet 2 en fonction de €.

C.1 Matériau sain : z =20

Soit un point matériel appartenant a la partie saine du matériau. Les équations d'état
donnent dans ce cas :

e =c¢

S = 24, €°

A=U(e)=V(fi-S:(e—f)

f est arbitraire
e g <0

Cette condition (g < 0) peut étre exprimée en fonction de la déformation macro-
scopique de la maniére suivante :

g<0 = A<K (C.12)
avec
A = U -1V(f) - S~ f (C.13)

On remarque que A dépend de la valeur arbitraire f. On a donc un ensemble de forces
admissibles qui doivent vérifier le critere .4 f < K. . Il suffit que la force maximale par
rapport a f vérifie critere pour que l'on ait :

Vf Af</C
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Par ailleurs :

A;f = —2uf +2me,

d’ol
oy .

Agp=0 = f=Pel=neln=1 (C.14)
2 M2
et
A’ff = —2u, <0.
Par conséquent, le maximum de A est :
A = —piet et + et €

La condition A < K donne donc :
K
et <« ————
p{n —1)

Dans ce cas, la loi de normalité {8.18) montre que :
s =0

et Uintroduction de cette valeur dans le systéme (C.10) fournit la solution suivante :

é = ¢d S = 2 el P=Kb

eg=0 e g<0

Le critére est atteint (A est sur le bord du convexe). Etant donné que nous nous
trouvons en état de décharge (¢ < 0), la ioi de normalité donne :

z=0

De point de vue du résultat de Ja résolution du svstéme rien ne change si ce n'est que le
critere s’exprime différemment. En effet, exprimé en déformation, ce dernier s’écrit :

K
_ ool gd v 15
g=0=¢€":€" = =T (C.15)
<0 == A<0 (C.16)

Cette condition peut étre explicitée en fonction de la vitesse de la déformation macro-
scopique, de la maniére suivante :

A = 2#182&—2#2]01f"Af{é—f)—)-‘:(e‘f\)- (C.17)

I suffit de remplacer toutes les variables et leurs vitesses qui figurent dans 'expression
de A par leurs valeurs en fonction de e? et ed. En effet, les équations (C.11),(C.14)
impliquent que :

b (0
i
iy 42}
o =9
e
o
ket
O 0o
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d’autre part la dérivée par rapport au temps de I'équation (C.6) donne :

(1—-2)2pe — A} = 2[21e — A] =0
or z =0et 2 =0 (loi de normalité), d’olt :
e = A, (C.20)

De plus en dérivant par rapport au temps 'équations (C.9) et en remplagant z et 2 par
leurs valeurs, nous obtenons :

e = ¢ (C.21)
(C.22)

d’on :
par conséquent, on a :

eg=0 et g=20

Le critére est maintenant atteint au point considéré (A) avec une charge. L'endomma-
gement évolue suivant la lol de normalité :

dg

z = A
0A

(C.23)

Le multiplicateur A est déterminé par la condition ¢ = 0 qui se traduit dans notre cas
par :

A=o. (C.24)

En reportant cette condition dans le systéme (C.10), sa résolution permet d’obtenir la loi
de comportement incrémentale. En effet, le systéme devient dans ce cas :

A =8 (C.25)
K§ = P (C.26)
(216 — A) — 3(2me—A) = 0 (C.27)
22mf - = 0 (C.28)
—2me: e+ 2af i F+A: fe—fl+X:(e—- f\, = 0 (C.29)
e+i:(f—-e—€e = 0 (C.30)
les équations (C.4), (C.6), (C.25) et (C.27) impliquent que :
e = S (C.32)

d’autre part, z £ 0 'équation (C.28) donne :

22 = S (C.33)
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en reportant (C.32) et (C.33) dans (C.29) on obtient :

S:(f-e)=0 (C.34)
or on sait que :
f=ne
d’ott _
S:((n—1)e)=0. (C.35)

En remplacant S par sa valeur en fonction de e en utilisant (C.32), on obtient :
e:e=10 (C.36)

L’équation (C.36) est analogue a celle que donne é = 0 dans le cas unidimensionnel. Elle
est utile si on veut obtenir la valeur de z. En effet, il suffit de multiplier I'équation (C.30)
par e :

n-Ne:e=¢:e (C.37)
or e s’exprime en fonction de € par :
e =€ (C.38)
d’on i o
= (—ntm (C.39)

les autres quantités s'obtiennent simplement en utilisant les équations (C.30) (C.32)
(C.33) et ceci en remplacant z par sa valeur :

eled: e?) — (e : €

e = ‘ (ed - €] (C.40)
cd( d . d degd . dy
~ e“(ed: e?) — e(e" 1 %) .
_ r41)
cdy d . oy _ died L dy
§ = 2t (e an ed\(e . (C.42)
{e™ 1 €%)

C.2 Matériau partiellement endommagé : 0< z <1

On suppose maintenant que nous nous plagons en un point partiellement endommagé
(z # 0). La démarche reste la méme si ce n’est que dans ce cas la valeur de z apparait
dans les formules. Les équations d’état donnent :

A =S (C.43)
K§ = P (C.44)
d
e .
— C.45)
f (1-2)+nz ( '
e .
e = (C.46)
(1—2)+7z

Z;L]tid _

§ = — C.A47
(1-2z)+nz ( )

A = Ule)= V) +A(F —e) (C.45)
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e g <0

Comme dans le cas précédent (z = 0), nous commengons par calculer la force
thermodynamique associée a z :

A= e e—uwf f+AX:{f~-e)

En remplacant e , f . A par leur valeurs fournies par (C.45) (C.46) (C.47) dans A4, on
obtient : ’

et ef(n—1)

C{nz (1 - 2))2

La condition exprimant que le critére n’est pas atteint s’écrit maintenant en fonction de
la valeur actuelle de z par :

K(nz+(1-2))? L
4 < \7 : ) avecn:-"li

g<0= A<K==¢"":¢ - :
pa{n —1) Ha

et la loi de normalité donne :
£=10

En reportant la valeur de Z dans ce systéme et en le résolvant, on obtient le résultat
suivant :

=~ S (C.49)
K§ = P (€.50)

d

ne
f = aon (©a0
€= (1—2)+n2 (£:52)

. 2 » .d
§ = i (C.53)

(1 —-2z)+nz

eg=0 e g<0

Les résultats sont exactement les mémes que pour le cas précédent. Nous exprimons
seulement les conditions traduisant le fait que le critére est atteint {g = 0) suivi d’une
décharge (§ < 0) :

g=0 = A=Kk (C.54)
(- _ )2
— Cd d __ h'('}”+(1 \"’)/_ (CE)S)
pi{n—1)
et
g<0 = A< (C.56)
= €. é&'<0 (C.57)

eg=0 e g=0
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Il ¢'agit d’un point de la structure partiellement endommagée, dans laquelle le critére
est atteint, en état de charge. L’endommagement évolue avec une vitesse z donnée par :
_ 29

Z = e (C.SS)

Les conditions g = 0 et ¢ = 0 s’expriment respectivement par :

K((1 - z) +nz2)?
d . ,d —_ \
€€ il = 1) (C.59)

A =0 (C.60)

Le calcul est identique au précédent si ce n’est que z est non nul. On obtient le résultat
suivant :

e (1 —2) +nz)

z (= 1)el: e (C.61)
s et edj) - ed(\éd : %) (C.62)
(ed: e)((1 = 2) +7nz)
- et ef) — el(e': €9)
_ el ) - el C.63
! 7 (e?: e)((1 -~ 2) +n2) ( )
& - et €?) — €€ €?) (C.64)

)
e {(1T- 2 + 0

C.3 Matériau completement endommagé : z =1

D'apres Pexpression du pseudo-potentiel de dissipation et Phypothese selon laquelle
pour z == 1 le matériau est élastique de module de cisaillement u, 'endommagement ne
peut plus se produire. Ainsi, la vitesse d’évolution de z est identiquement nulle :

z=0
les équations d'état donnent alors :
d _ d ] . .
f=c¢ S = e e est arbitraire

et la résolution du svsteéme {C.10) permet d’obtenir la loi de comportement incrémentale

suivante : _ _ ) _
f=é S = 2uq&? P = K§.




