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RésuméCe mémoire présente mes travaux de re
her
he de 1988 à 2001, travaux e�e
tuésd'abord à l'INRIA Ro
quen
ourt au sein du projet Algo (1988 à 1992), puis à l'INRIALorraine et au LORIA dans les projets Euré
a (1993 à 1997), PolKA (1998 à 2000), etSpa
es (2001). Au niveau thématique, on peut distinguer grosso modo trois phases : unepremière période allant de 1988 à 1992 où j'ai surtout travaillé sur l'analyse d'algorithmeset la génération aléatoire, une se
onde période de 1993 à 1997 où je me suis investi dansle 
al
ul formel et les algorithmes sous-ja
ents, en�n une troisième période depuis 1998où je me suis intéressé aux problèmes d'arithmétique exa
te en pré
ision arbitraire.Abstra
tThis do
ument presents my resear
h 
ontributions from 1988 to 2001, performed�rst at INRIA Ro
quen
ourt within the Algo proje
t (1988 to 1992), then at INRIALorraine and LORIA within the proje
ts Euré
a (1993-1997), PolKA (1998-2000), andSpa
es (2001). Three main periods 
an be roughly distinguished : from 1988 to 1992 wheremy resear
h fo
used on analysis of algorithms and random generation, from 1993 to 1997where I worked on 
omputer algebra and related algorithms, �nally from 1998 to 2001where I was interested in arbitrary pre
ision �oating-point arithmeti
 with well-de�nedsemanti
s.
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Introdu
tionCe do
ument présente mes travaux en vue de l'obtention de l'habilitation à diriger desre
her
hes. Cette introdu
tion résume mes 
ontributions en les regroupant par thèmes.On peut distinguer grosso modo trois phases : une première période allant de 1988 à 1992où j'ai surtout travaillé sur l'analyse d'algorithmes et la génération aléatoire, une se
ondepériode de 1993 à 1997 où je me suis investi dans le 
al
ul formel et les algorithmes sous-ja
ents, en�n une troisième période depuis 1998 où je m'intéresse plus aux problèmesd'arithmétique exa
te en pré
ision arbitraire.Un 
heminement naturel m'a mené de l'un à l'autre de 
es trois axes de re
her
he. Lestravaux que j'ai e�e
tués en analyse d'algorithmes étaient validés par une implantationutilisant un logi
iel de 
al
ul formel, en l'o

urren
e Maple, 
e qui m'a permis de mefamiliariser ave
 
e genre de logi
iel. La suite logique de 
es travaux en génération aléatoirefut également implantée en Maple. Cela m'a amené tout naturellement à m'intéresserde plus près au 
al
ul formel, à la fois en tant qu'utilisateur et en tant que développeur.L'utilisation intensive de logi
iels de 
al
ul formel m'a permis de 
onstater que 
eux-
iétaient loin d'être parfaits pour les 
al
uls numériques en pré
ision arbitraire. Cela m'apoussé à m'interroger sur les moyens possibles pour remédier à 
et état de fait, et m'a
onduit logiquement à regarder les normes existant en pré
ision �xe, d'où mon intérêtpour l'arithmétique exa
te.Le do
ument est organisé de la façon suivante : mes travaux en algorithmique sontdé
rits dans le 
hapitre 1, 
eux en 
al
ul formel dans le 
hapitre 2, 
eux en arithmétiquedans le 
hapitre 3, puis le 
hapitre 4 rassemble quelques � 
al
uls de l'extrême � auxquelsj'ai parti
ipé, en�n quelques perspe
tives de 
es travaux sont présentées.

1



2 Introdu
tion



Chapitre 1AlgorithmiqueInitiées au 
onta
t de Philippe Flajolet dans le domaine de l'analyse en moyenne(�1.1), mes re
her
hes en algorithmique se sont naturellement orientées vers la générationaléatoire (�1.2), sujet qui a également donné lieu à des 
ontributions en 
al
ul formel,mentionnées en �2. La thèse de François Bertault,1 que j'ai en
adrée, 
omplète les volets� analyse � et � génération aléatoire � par un troisième volet sur le tra
é de stru
turesdé
omposables. Certains travaux pon
tuels, 
omme le logi
iel Epelle de déte
tion defautes d'orthographe (�1.3) ou plus ré
emment l'étude de 
ertains 
hemins du plan dis
ret(�1.4), ne sont pas dans 
ette ligne dire
tri
e, mais ont béné�
ié néanmoins des stru
turesde données ou méthodes étudiées.1.1 Analyse en moyenne : Lambda-Upsilon-OmegaL'analyse en moyenne d'algorithmes était le sujet de ma thèse de do
torat [25℄, et dulogi
iel Lambda-Upsilon-Omega réalisé en 
ommun ave
 Bruno Salvy [12, 13℄. L'obje
tifétait de valider et d'étendre les travaux théoriques entrepris par Philippe Flajolet etJean-Mar
 Steyaert quelques années auparavant.2 Ce travail m'a permis notamment deme familiariser ave
 les outils puissants que sont les séries génératri
es, l'analyse 
omplexeet le 
al
ul formel.Un des résultats prin
ipaux de ma thèse est le théorème suivant sur l'analyse algébriqued'une 
lasse de programmes opérant sur une 
lasse de stru
tures ré
ursives non étiquetées(
) :Théorème 1 [25, Théorème 4℄ Tout programme dont la spé
i�
ation des données est dans
, et dont les pro
édures sont dé�nies à partir d'instru
tions élémentaires, des s
hémasd'exé
ution séquentielle, de séle
tion dans une union ou dans un produit 
artésien, deséle
tion ou d'itération dans une séquen
e, un ensemble, un 
y
le ou un multi-ensemble,se traduit en un système d'équations pour les des
ripteurs de 
omplexité asso
iés auxpro
édures. Ces équations sont de la forme � = f , � = � 0 + � 00, � = f� 0, � = �(� 0; f) où1F. Bertault, Génération et tra
é de stru
tures dé
omposables, thèse de l'université Henri Poin
aréNan
y 1, 1997.2Ph. Flajolet, J.-M. Steyaert, A Complexity Cal
ulus for Re
ursive Tree Algorithms, Mathemati
alSystems Theory 19, 1987. 3



4 Chapitre 1. Algorithmique� , � 0 et � 00 sont des des
ripteurs de 
omplexité, f une fon
tion de la 
lasse UR et � l'undes opérateurs suivants [...℄(La �n du théorème pré
ise la forme des équations obtenues pour 
ette 
lasse.)Ce théorème a été implanté dans le logi
iel Lambda-Upsilon-Omega 
o-é
rit ave
Bruno Salvy, ave
 d'autres résultats similaires. L'une des originalités de Lambda-Upsilon-Omega est d'appliquer à des programmes la méthode ré
ursive bien 
onnue des 
ombina-tori
iens pour l'énumération de stru
tures de données (S
hutzenberger, Foata, Viennot,Labelle, Leroux). Les programmes sont don
 eux aussi 
onsidérés 
omme des stru
turesde données, la ré
ursivité permettant d'analyser des fon
tions ré
ursives voire mutuelle-ment ré
ursives, 
e que d'autres méthodes d'analyse ne savent pas bien faire. Nous avonsainsi obtenu ave
 Bruno Salvy et Philippe Flajolet un 
adre théorique à la fois généralet puissant pour l'analyse en moyenne d'algorithmes [14℄. À partir de spé
i�
ations tellesque :type Heap = leaf | min(key) Heap Heap;key = Latom(1);leaf = Latom(0);pro
edure PathLength (h : Heap);beginsize(h);
ase h of(k,h1,h2) : begin PathLength(h1); PathLength(h2) end;end;end;pro
edure size (h : Heap);begin
ase h ofleaf : zero;(k,h1,h2) : begin one; size(h1); size(h2) end;end;end;measure one : 1;zero : 0;
ette méthode produit des � théorèmes automatiques � :Théorème 2 [14, Automati
 Theorem 17℄ The average internal pathlength in a heap-ordered tree of size n is asymptoti
ally2n logn + (2
 � 3)n+ 2 logn +O(1):Ma 
ontribution à 
e théorème est la transformation de la spé
i�
ation 
i-dessus en équa-tions de séries génératri
es, de dénombrement pour la stru
ture de données heap, et de
oût � les séries génératri
es de 
oût sont aussi appelées des
ripteurs de 
omplexité �pour la pro
édure PathLength ; i
i 
es séries (exponentielles) ont une forme expli
ite :Heap(z) = 11� z et �PathLength = � zz2 � 2z + 1 � 2 log(1� z)z2 � 2z + 1 :



1.1. Analyse en moyenne : Lambda-Upsilon-Omega 5Grâ
e au programme equivalent de Bruno Salvy, un développement asymptotique du
oe�
ient de zn de 
es séries est obtenu, d'où on déduit le 
oût asymptotique moyen duthéorème 2.J'ai proposé une première extension de 
ette méthode à l'analyse de fon
tions à nombre�ni de valeurs dans [25, 
h. 4℄ et [26℄. L'idée prin
ipale est que si les valeurs renvoyéespar une fon
tion sont en nombre �ni, on peut asso
ier à 
haque valeur une grammairedé
rivant les entrées pour lesquelles la fon
tion donne 
ette valeur. (Ces di�érentes gram-maires forment ainsi une partition de l'ensemble des données de la fon
tion.) Ce
i permetde se ramener par simple réé
riture à la 
lasse des programmes sans fon
tion, que l'on saitanalyser automatiquement. Cette extension est très puissante puisqu'elle autorise l'é
ri-ture de programmes utilisant des 
onditions if f(a)=b then P(a) else Q(a), qui viala ré
ursivité de la fon
tion f peuvent dépendre d'une partie non bornée de la stru
turea, alors qu'un simple �ltrage ne teste qu'une partie bornée. Dans l'exemple 
i-dessous, lafon
tion pair séle
tionne les expressions arithmétiques ayant une valeur paire :type N = zero | one | plus(N,N) | times(N,N);zero,one = atom(0);plus,times = atom(1);fun
tion pair (n : N) : boolean;begin
ase n ofzero : true;one : false;plus(i,j) : if pair(i) then pair(j)else if pair(j) then false else true;times(i,j) : if pair(i) then true else pair(j);end;pro
edure proba_pair (n : N);beginif pair(n) then 
ountend;measure 
ount : 1;À partir de 
e programme, Lambda-Upsilon-Omega obtient le résultat suivant (seulementsemi-automatique 
ar Maple doit être assisté pour résoudre les équations produites).Théorème 3 [25, Théorème semi-automatique 10℄ La probabilité qu'une expression aléa-toire de taille n tirée uniformément dans N soit paire estpn = [zn℄2�p2p1+p1�16z4z[zn℄1�p1�16z4z ;et véri�e asymptotiquement pn = 1p2 +O(1=pn):



6 Chapitre 1. AlgorithmiquePour 
et exemple simple, on pourrait fa
ilement produire à la main une grammaire desexpressions arithmétiques paires et impaires :type Neven = zero | plus(Neven,Neven) | plus(Nodd,Nodd)| times(Neven,N) | times(Nodd,Neven);Nodd = one | plus(Neven,Nodd) | plus(Nodd,Neven)| times(Nodd,Nodd);Mais on s'aperçoit rapidement que 
ette grammaire peut être de taille exponentielle parrapport à la des
ription sous forme de fon
tions à nombre �ni de valeurs, d'où l'intérêt de
es dernières pour rendre la des
ription plus aisée. (La suite de l'analyse reste 
ependantin
hangée, don
 de 
omplexité au pire exponentielle par rapport à la spé
i�
ation.) Ilserait d'ailleurs intéressant, en dehors du 
adre stri
t de l'analyse d'algorithmes, d'avoira

ès à 
es grammaires-partitions produites en interne par Lambda-Upsilon-Omega.Une se
onde extension est proposée dans [29℄, pour la 
omposition de fon
tions. Làen
ore, la 
lasse des programmes analysables automatiquement n'est pas étendue, seulela des
ription de 
es programmes est fa
ilitée en se rappro
hant des langages usuels. Illus-trons 
ette extension sur un exemple. À partir de la spé
i�
ation expression d'expressionsarithmétiques,type expression = zero | one | x | plus(expression,expression)| times(expression,expression);et de la fon
tion diff de dérivation de telles expressions,fun
tion diff (e : expression) : expression;begin
ase e ofplus(e1,e2) : plus(diff(e1),diff(e2));times(e1,e2) : plus(times(diff(e1),
opy(e2)),times(
opy(e1),diff(e2)));zero : zero;one : zero;x : one;end;end;(la fon
tion 
opy re
opiant une expression est dé�nie de même) on peut spé
i�er la déri-vation se
onde simplement par :fun
tion diff2 (e : expression) : expression;begindiff(diff(e))end;Cette fon
tion est automatiquement traduite par Lambda-Upsilon-Omega en fon
tionéquivalente sans 
omposition (plus et times sont des opérateurs formant l'expressionrésultat, et non des fon
tions) :fun
tion diff_of_diff (e : expression) : expression;begin
ase e of(plus,e1,e2):plus(diff_of_diff(e1),diff_of_diff(e2));



1.1. Analyse en moyenne : Lambda-Upsilon-Omega 7(times,e1,e2):plus(plus(times(diff_of_diff(e1),
opy_of_
opy(e2)),times(
opy_of_diff(e1),diff_of_
opy(e2))),plus(times(diff_of_
opy(e1),
opy_of_diff(e2)),times(
opy_of_
opy(e1),diff_of_diff(e2))));zero:zero;one:zero;x:zero;end;end;où les trois fon
tions 
opy_of_diff, diff_of_
opy, 
opy_of_
opy ont des des
riptionsanalogues. On obtient don
 4 fon
tions mutuellement ré
ursives. Ce pro
édé a rendupossible (
f [29℄) le développement asymptotique jusqu'à k = 7 de la taille moyenne�di�(k) de la dérivée ke d'une expression arithmétique, 
e qui a permis de 
onje
turer laformule générale �di�(k)n = �(k=2 + 1)2k=2 nk=2+1 +O(n(k+1)=2);formule qui a ensuite été prouvée. Un autre résultat non trivial obtenu dans [29℄, toujoursgrâ
e à la 
omposition des fon
tions, est une expression régulière pour la représentationbinaire des entiers se réduisant à 1 après exa
tement 3 transformations n! (3n+ 1)=2k,où 2k est la plus grande puissan
e de 2 divisant 3n+ 1 :S3 ! ((�j(100101111011010000)�1001011(�j1j1101j110110011j11011010000j11011010000011))(100011)�1000j(100101111011010000)�100101(�j11101100j1110110100000))(�j1)(10)�10�:Ce 
al
ul, relié évidemment à la 
onje
ture de Collatz, rend e�e
tif le résultat de Wilsonet Shallit,3 qui ont montré que les ensembles Sk sont 2-automatiques, don
 s'exprimentsous forme d'expressions régulières.Perspe
tives. Les travaux sur l'analyse automatique d'algorithmes ont été poursuivisau sein du projet Algo de l'INRIA Ro
quen
ourt ave
 le développement de la biblio-thèque algolib.4 L'utilisation d'un unique langage (en l'o

urren
e Maple) évite lesproblèmes d'interfa
e ren
ontrés lors du développement de Lambda-Upsilon-Omega, les
onventions d'é
riture et de le
ture de Maple 
hangeant d'une version à une autre. Labibliothèque algolib regroupe en outre d'autres outils 
omme gfun (�2.1) et 
ombs-tru
t (�2.2).Au niveau plus théorique, une des limitations prin
ipales de 
ette appro
he est que� malgré les extensions proposées � peu de programmes réels s'expriment sous la formeimposée par Lambda-Upsilon-Omega. Dans 
ertains 
as, un expert saura 
ontourner 
ettedi�
ulté : par exemple, une mar
he aléatoire qui ne des
end jamais sous l'axe des abs
isses(i.e. un mot de � grand Dy
k � en termes 
ombinatoires) se dé
ompose en une suited'ar
hes suivie d'une demi-ar
he, 
es ar
hes s'exprimant elles-mêmes de façon ré
ursive.53J. Shallit, D. Wilson, The 3x+ 1 problem and �nite automata, Bull. EATCS 46, 1992.4http://algo.inria.fr/libraries/software.html5J'ai pu utiliser 
ette expertise dans [20℄ pour l'analyse de la déviation moyenne par rapport à l'axedes abs
isses d'une mar
he aléatoire dans le plan dis
ret ; un des résultats de 
et arti
le est un algorithme



8 Chapitre 1. AlgorithmiqueMais pour nombre de programmes fon
tionnant par e�et de bord sur les données, 
ommepar exemple le tri shell-sort, l'appro
he ré
ursive semble ne pas pouvoir s'appliquer.1.2 Génération aléatoireContexte. Des algorithmes e�
a
es de génération aléatoire sont 
onnus depuis long-temps pour des stru
tures de données parti
ulières 
omme les mots de parenthèses.6 Hi-
key et Cohen ont mis au point en 1983 deux algorithmes généraux7 pour les grammaires
ontext-free, l'un en espa
e linéaire et temps O(n2 log2 n) pour produire une stru
turede taille n, l'autre en temps linéaire et espa
e mémoire O(nr+1) pour r non-terminaux.Mairson a amélioré en 1994 
e résultat ave
 un algorithme de 
omplexité O(n2) en tempset en espa
e.8 D'autre part, Nijenhuis et Wilf ont montré dès 1978 
omment générer defaçon aléatoire et e�
a
e des 
ompositions ou partitions d'entiers.9 Greene avait aussiobservé dans sa thèse10 que la des
ription ré
ursive de stru
tures de données pouvait êtreutilisée pour générer des objets aléatoires.Contribution. Reprenant et généralisant les idées de Wilf et Nijenhuis, nous avonsmis au point ave
 Philippe Flajolet et Bernard Van Cutsem un algorithme e�
a
e � enO(n logn) opérations arithmétiques � pour la génération aléatoire uniforme de stru
turesdé
omposables [15℄. La méthode présentée s'applique aux stru
tures étiquetées dé�nies àpartir d'objets atomiques par les 
onstru
teurs �union�, �produit�, �ensemble de� et�
y
le de�. Ces deux derniers 
onstru
teurs sont réduits sous forme standard grâ
e au
onstru
teur de marquage � :A = Set(B)) �A = A ��B; A = Cy
le(B)) �A = Sequen
e(B) ��B:Marquer un ensemble revient en e�et à marquer un de ses éléments, le reste formantun nouvel ensemble ; de même, marquer un 
y
le (orienté) revient à marquer un de seséléments, le reste formant une suite ordonnée. Une fois sous forme standard, les produitsk-aires étant mis sous forme binaire via l'introdu
tion de nouveaux non-terminaux �
omme pour une forme normale de Chomsky �, on peut générer e�
a
ement des objetsaléatoires de façon uniforme simplement en suivant ré
ursivement les probabilités asso
iéesà 
haque bran
he de l'arbre 
orrespondant à la 
onstru
tion de tels objets. Il su�t pour
ela de déterminer au préalable le nombre ak d'objets de 
haque taille k dérivés par 
haquenon-terminal A. Chaque produ
tion de la forme standard se traduit dire
tement en unepour dé
omposer une série génératri
e rationnelle bivariée en ses parties positive et négative par rapportà l'une des variables.6D. B. Arnold, M. R. Sleep, Uniform Random Generation of Balan
ed Parenthesis Strings, ACMTransa
tions on Programming Languages and Systems, vol. 2, nÆ 1, 1980.7T. Hi
key, J. Cohen, Uniform random generation of strings in a 
ontext-free language, SIAM Journalof Computing vol. 12, nÆ 4, 1983.8H. G. Mairson, Generating Words in a Context Free Language Uniformly at Random, InformationPro
essing Letters, vol. 49, nÆ 2, 1994.9A. Nijenhuis, H. S. Wilf, Combinatorial Algorithms, A
ademi
 Press, 2e édition, 1978.10D. H. Greene, Labelled formal languages and their uses, PhD thesis, Stanford University, 1983, rapportSTAN-CS-83-982.



1.2. Génération aléatoire 9pro
édure de génération, 
hoisie parmi 6 modèles 
orrespondant aux objets atomiquesde taille 0 et 1, à l'union, au produit, au marquage et à son inverse. L'algorithme degénération aléatoire ainsi obtenu a une 
omplexité arithmétique en O(n2).Pour un produit C = A � B, la taille k de la première 
omposante doit être 
hoisieave
 une probabilité proportionnelle au produit akbn�k. La méthode séquentielle dé
rite
i-dessus par
ourt les valeurs de k possibles dans l'ordre 0; 1; 2; ::: Or l'espéran
e de k pourun tirage uniforme est en général linéaire en n, en parti
ulier lorsque A = B. L'idée géniale
onsiste à par
ourir les valeurs de k en suivant l'ordre boustrophédon (0; n; 1; n� 1; 2; n�2; :::). Le 
oût f(n) de génération de stru
tures de taille n véri�e alors la ré
urren
ef(n) � maxk[f(k) + f(n� k) + min(k; n� k)℄;donnant un 
oût O(n logn) non seulement en moyenne, mais surtout dans le pire 
as, etde plus quelle que soit la stru
ture 
onsidérée !Théorème 4 [15, Theorem 4.1℄ Any de
omposable stru
ture has a random generationroutine that uses pre
omputed tables of size O(n) and a
hieves O(n logn) worst-
ase time
omplexity.L'e�
a
ité de 
ette méthode s'explique intuitivement de la façon suivante : un 
oût im-portant pour le 
hoix de k est 
ontre-balan
é par des tailles k et n � k plus équilibréeslors des appels ré
ursifs, 
e qui donne au �nal une 
omplexité arithmétique O(n logn).Une autre 
ontribution de [15℄ est la mise en éviden
e d'un véritable 
al
ul symboliqueproduisant un système d'équations pour les séries génératri
es de 
oût, permettant ainside déterminer le 
oût moyen de la méthode séquentielle, et don
 d'optimiser 
elle-
i,notamment de 
hoisir le bon � sens � des produits A �B, ou la dé
omposition asso
iativeoptimale de A�B �C. Une idée 
onnexe 
onsiste à déséquilibrer arti�
iellement les produitsB � B en leur appliquant l'opérateur de marquage �, la méthode séquentielle étant pluse�
a
e pour B ��B (méthode di�érentielle).Nous avons ensuite étendu11 ave
 Philippe Flajolet 
ette méthode, baptisée méthoderé
ursive, aux stru
tures non étiquetées. Tous 
es résultats ont été implantés en Mapledans le logi
iel Gaïa [28℄ devenu depuis Combstru
t, et en MuPAD dans le logi
ielCS. Cet aspe
t plus � logi
iel � de mes travaux en génération aléatoire est dé
rit en �2.2.Ave
 Laurent Alonso et Alain Denise, nous avons remarqué que l'un des fa
teursbloquants de la génération aléatoire était la taille des nombres entiers an manipulés,généralement de taille n ou n logn, et pouvant don
 faire plusieurs 
entaines de 
hi�res. Lagénération d'un objet de taille n par la méthode boustrophédon dé
rite 
i-dessus né
essiteen e�et un temps de 
al
ul12 O(n lognM(n log n)), soit O(n3+o(1)) ave
 la multipli
ationnaïve. Nous avons proposé une variante qui rempla
e les 
al
uls entiers par des 
al
uls11Malheureusement, l'arti
le dé
rivant le 
as non étiqueté n'est pas terminé, mais plusieurs 
opies
ir
ulent � sous le manteau �.12On 
onsidère à présent le temps de 
al
ul (bit 
omplexity), qui est le produit de la 
omplexité arith-métique (arithmeti
 
omplexity) 
onsidérée jusqu'alors par le 
oût d'une opération sur les 
oe�
ients an.Si an = O(n logn), 
e 
oût est borné par O(M(n logn)) où M(n) désigne le 
oût de la multipli
ation denombres de n bits.
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ette idée avait été évoquée par Mairson en 1994). Alain Denise et moi-mêmeavons analysé pré
isément la probabilité d'erreur lorsqu'on utilise des nombres �ottants :Théorème 5 [9, Theorem 4.3℄ The average bit-
omplexity of the ADZ method prepro
es-sing, a

ording to n and to the 
omputer pre
ision ", isP1(n; ") = O(n2M(log 1")) ;the average bit-
omplexity for the generation of one stru
ture isC1(n; ") = O�n lognM(log 1") + n6"M(n logn)� ;where M(x) stands for the 
ost of multiplying two x-bit numbers. [...℄En 
hoisissant bien la pré
ision ", par exemple " = n�7, on obtient une 
omplexité quasi-linéaire en n. Cette estimation est sans doute pessimiste, puisque " = n�3 semble su�santen pratique : pour la génération d'arbres de Motzkin (unaires-binaires) de taille n = 105,l'utilisation de �ottants ma
hine (53 bits de mantisse) su�t dans plus de 99% des 
as, les
as restants requérant davantage de pré
ision. Cet algorithme a été implanté par IsabelleDutour en MuPAD dans le logi
iel CS [8℄ (�2.2).Ce dernier travail illustre parfaitement mon intérêt pour les trois thèmes présentésdans 
e mémoire, puisque partant d'un problème de génération aléatoire, nous avonsutilisé les propriétés de l'arithmétique ma
hine en double pré
ision, et �nalement implantél'algorithme obtenu dans un logi
iel de 
al
ul formel.Perspe
tives. Au niveau théorique, on ne sait pas traiter de manière aussi e�
a
e des
onstru
teurs tels que les ensembles sans répétition (dans le 
as non étiqueté).13 Une dif-�
ulté intrinsèque de 
e 
onstru
teur est qu'il n'est pas véritablement � dé
omposable� : deux éléments d'un ensemble sans répétition ne peuvent pas être produits indépen-damment, 
ontrairement au 
as des multi-ensembles. À mon avis, 
e problème doit êtreabordé dans le 
adre du � rang inverse � (voir 
i-dessous). Le 
onstru
teur � substitution�, très puissant, pose également problème, la méthode 
lassique requérant des tables deO(n2) 
oe�
ients. Au niveau logi
iel, le problème prin
ipal, détaillé en �2.2, est de savoir
omment mixer des algorithmes sous-quadratiques ave
 l'utilisation de �ottants ma
hine.Sur un plan plus 
on
ret, la distribution uniforme de stru
tures de données induite parune grammaire 
ontext-free ne 
orrespond pas toujours à 
elle attendue par l'utilisateur.Ainsi le fait qu'un arbre binaire aléatoire ait une fois sur deux une bran
he réduite à unn÷ud surprend toujours. Il faudrait don
 trouver des solutions pour pouvoir modéliserdes distributions quel
onques, ou restreindre 
ertains paramètres des stru
tures généréesà 
ertaines plages de valeurs.Une autre piste, suivie par Gilles S
hae�er et Philippe Flajolet, 
onsiste à utiliser ungénérateur aléatoire e�
a
e, mais ne produisant pas des objets de taille �xée a priori.Supposons que l'on dispose d'un algorithme prenant en entrée un paramètre entier m13J'ai 
ependant donné dans [30℄ une méthode permettant de générer un arbre à sous-arbres distin
ts� 
orrespondant à la spé
i�
ation A = Prod(Z, PowerSet(A))� de taille 200 en quelques dizaines dese
ondes. Mais 
e résultat est obtenu au prix d'un pré
al
ul en O(n3), 
e qui est rédhibitoire en pratique.



1.2. Génération aléatoire 11et produisant en sortie des stru
tures aléatoires de taille Xm, où Xm est une variablealéatoire. Si on sait analyser pré
isément la distribution de Xm, on peut en déduire lavaleur optimale de m pour obtenir en sortie une taille n donnée. Si Xm est su�samment� 
on
entrée �, 
ela fournit un algorithme e�
a
e. Cette appro
he a été employée ave
su

ès par Gilles S
hae�er pour 
ertaines 
lasses de graphes.14 Cette méthode fait partiedes algorithmes � ave
 rejet �, le 
ritère de rejet étant i
i la taille de la stru
ture produite.Dans d'autres 
as, on rejette les objets n'ayant pas les bonnes propriétés, par exemple unensemble ayant deux éléments identiques si l'on désire un ensemble sans répétition. Làen
ore, pour obtenir un algorithme e�
a
e, il est 
ru
ial que les � bonnes � stru
turesaient une densité su�samment grande, et pour déterminer 
ette densité, des méthodespuissantes d'analyse d'algorithmes sont essentielles.Rang inverse. Une question étroitement liée à la génération aléatoire est le problème durang inverse. Étant donnée une 
lasse A d'objets 
ombinatoires, telle que pour tout entiern � 0, le sous-ensemble An des objets de taille n est �ni � soit alors An son 
ardinal �,une fon
tion de rang inverse est une fon
tion inje
tive :f : (n; 1 � k � An)! a 2 An:Comme 
ardAn = An, 
'est en fait une bije
tion. Le terme � rang inverse � provientdu fait que la fon
tion inverse f�1 
ara
térise 
haque objet de An par un unique entierk 2 [1; An℄, appelé son � rang �. Un algorithme de rang inverse est une méthode e�e
tiveimplantant une telle fon
tion f . Trouver un tel algorithme est intéressant dans la mesureoù 
ela fournit immédiatement une pro
édure de génération aléatoire uniforme pour la
lasse A à partir d'un générateur aléatoire uniforme d'entiers. Il su�t en e�et de donner
omme argument à f la taille n désirée, et un entier aléatoire dans l'intervalle [1; An℄.Nous avons proposé ave
 François Bertault une méthode générale pour le rang inversede stru
tures dé
omposables non étiquetées [3℄. C'est un premier résultat général dansle domaine des stru
tures non étiquetées, qui peut sans doute être amélioré. L'idée debase, dé
rite par François Bertault dans sa thèse de do
torat,15 
onsiste à utiliser 
ommestru
ture intermédiaire la notion de � forme �. Une forme est une stru
ture de donnéesindiquant la taille de l'objet à générer, le nombre de ses 
omposantes ainsi que la taillede 
ha
une de 
elles-
i. Le rang inverse de stru
tures dé
omposables se ramène ainsi auproblème de rang inverse sur les formes ; 
e dernier, selon la stru
ture des objets, se ramèneau rang inverse sur des listes ou ensembles, pour lesquels des algorithmes 
lassiques sont
onnus.16 Nous obtenons aussi via les formes un algorithme de rang inverse in
rémentalde 
oût amorti 
onstant :Théorème 6 [3, Theorem 5.5℄ For spe
i�
ations using 
ontext-free grammars, i.e. usingonly Union and Prod 
onstru
tors of arity 2, the amortized 
ost of the next_unrankingfun
tion is O(1) if there are 
(n2) stru
tures of size n.14G. S
hae�er, Conjugaison d'arbres et 
artes 
ombinatoires aléatoires, thèse de do
torat, UniversitéBordeaux I, 1998.15F. Bertault, Génération et tra
é de stru
tures dé
omposables, thèse de l'université Henri Poin
aréNan
y 1, 1997.16A. Nijenhuis, H. S. Wilf, Combinatorial Algorithms, A
ademi
 Press, 2e édition, 1978.



12 Chapitre 1. AlgorithmiqueUne implantation enMaple de 
et algorithme nous a permis de générer automatiquementles 24 ensembles de 
olliers bi
olores de taille 6, 
haque 
ollier ayant au moins 3 perles.1.3 Déte
tion de fautes d'orthographe : EpelleContexte. La 
ommande spell du système d'exploitation Unix permet la déte
tion defautes d'orthographe en anglais. Elle est basée sur un algorithme utilisant une table dera
ines usuelles, a

ompagnée de tables de pré�xes et su�xes.17 À la �n des années 1980,au
un logi
iel équivalent n'existait sous Unix pour le français. Ma motivation prin
ipalepour en développer un provenait du 
ours d'algorithmique et de stru
tures de données dePhilippe Flajolet.Contribution. Le prin
ipe du logi
iel epelle [27℄ di�ère de 
elui de spell. Au lieude 
onsidérer plusieurs tables (ra
ines, pré�xes et su�xes), epelle prend en entrée uneseule table, 
ontenant toutes les formes 
orre
tes possibles dans la langue 
onsidérée. De
e fait, 
e programme peut être utilisé dire
tement pour n'importe quelle langue � sansavoir à dé�nir pré�xes ni su�xes 
ourants � ou même pour n'importe quel ensemble demots. L'in
onvénient majeur est que la liste exhaustive des mots 
orre
ts peut s'avérertrès longue. On pallie 
e problème en utilisant une représentation sous forme d'arbredi
tionnaire (di
tionary trie), ave
 un partage maximal des su�xes. Cette représentationest 
onstruite e�
a
ement par une méthode d'insertion in
rémentale via une fon
tion deha
hage (voir [27℄ pour les détails te
hniques). Ainsi, une table interne de 506Ko su�tà sto
ker les quelques 260000 formes françaises de la version 2.3 d'epelle, soit près de3Mo sous forme ASCII :% w
 -l di
o260689 di
o% time ./zpellin < di
o > di
o.z260689 words, 563526 nodes, 84269 nodes after 
ompa
tion1.440u 0.100s 0:01.57 98.0% 0+0k 0+0io 77pf+0w% ls -l di
o*-rw-r--r-- 1 zimmerma 2952153 Jun 6 21:19 di
o-rw-r--r-- 1 zimmerma 505614 Jun 6 21:20 di
o.zPerspe
tives. La représentation interne sous forme de trie d'epelle utilise des listespour sto
ker les di�érents 
hoix possibles à un endroit de l'arbre. Il existe une stru
turede données théoriquement plus e�
a
e, à savoir les tries hybridés par des arbres binairesde re
her
he, ou ternary sear
h tries. Ainsi le 
oût de re
her
he pour un n÷ud ayant n �lsest O(logn) au lieu de O(n). Julien Clément a modi�é epelle a�n d'utiliser des ternarysear
h tries à la pla
e des listes.18 La nouvelle version obtenue gagne e�e
tivement ene�
a
ité, mais aussi en pla
e mémoire utilisée par la table interne.D'autres optimisations restent sans doute possibles, mais sur des exemples réels, on serend vite 
ompte que la phase de véri�
ation des mots dans le di
tionnaire est peu 
oûteuse17J. A. Bentley, A spelling 
he
ker, Communi
ations of the ACM, vol. 28, nÆ 5, 1985.18J. Clément, Arbres digitaux et sour
es dynamiques, thèse de do
torat, Université de Caen, septembre2000.



1.4. Estimations asymptotiques 13par rapport aux autres phases (transformation des a

ents d'un système de 
odage à unautre, suppression des 
ommentaires ou 
ommandes spé
i�ques au langage utilisé 
ommepar exemple LATEX, tri des mots restants).Ce travail a montré que des stru
tures de données évoluées 
omme le trie ou sa varianteternary sear
h trie sont très utiles � elles sont employées dans d'autres domaines 
ommela re
her
he de motifs en génomique � dès lors que l'on sait les manipuler e�
a
ement.1.4 Estimations asymptotiquesSuite à une question posée par Bernard Mourrain, nous avons étudié ave
 IsabelleDutour et Laurent Habsieger le nombre de 
hemins nord-est dans le plan dis
ret, depente bornée et de largeur �xée [11℄. Le problème posé par Bernard Mourrain est lié au
al
ul des solutions d'un système d'équations polynomiales et à la borne de Bezout. Pluspré
isément, soient d 2 N n f0; 1g, Fd;n le sous-ensemble des (a1; : : : ; an) 2 Nn dé�ni par8>>><>>>: a1 � d� 1a1 + a2 � 2(d� 1)... ...a1 + � � �+ an � n(d� 1)et soit gn;k le nombre d'éléments de Fd;n tels que a1 + � � � + an = k. Si l'on 
onsidèreque 
haque aj 
orrespond à un dépla
ement vers le nord de aj pas et vers l'est d'un pas,
haque (a1; : : : ; an) 
orrespond à un 
hemin de n pas vers l'est et de a1 + � � � + an pasvers le nord, restant toujours en dessous de la droite de pente d � 1. La question poséepar Bernard Mourrain, liée au rang de la matri
e Bezoutien de n polyn�mes, 
onsiste àobtenir une estimation asymptotique en n et d deGd;n = X0�k�n(d�1)min(gn;k; gn;n(d�1)�k) :Une majoration grossière donne Gd;n = O(endn). Nous avons obtenu une estimation pluspré
ise, par exemple pour d impair :Théorème 7 [11℄ Soit d impair, et 
d = (d+12 )(d+1)=2( 2d�1)(d�1)=2, alorss bd+12 
2�n3bd�12 
 
n+1d (1 + o(1)) � Gd;n �r 2�n d+ 1d� 1 
nd (1 + o(1)):Ce résultat pourrait avoir un lien ave
 un vieil arti
le de Motzkin 
ommuniqué par MireilleBousquet-Mélou.19Mes re
her
hes en algorithmique, présentées dans 
e 
hapitre, ont porté prin
ipale-ment sur l'analyse en moyenne et la génération aléatoire. Si mes re
her
hes a
tuelles,dé
rites dans les 
hapitres suivants, se situent plus en 
al
ul formel et en arithmétique,ma formation initiale en algorithmique reste extrêmement utile.19A. Dvoretzky, Th. Motzkin, A Problem of Arrangements, Duke Math. J. 14, 1947.
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Chapitre 2Cal
ul formelMes a
tivités en 
al
ul formel ont eu prin
ipalement pour but de mettre à la disposi-tion de la 
ommunauté s
ienti�que des outils de manipulation d'objets symboliques, soit
orrespondant à mes re
her
hes, soit en implantant de nouveaux algorithmes a�n de mieuxles 
omprendre. Ces implantations ont été faites dans les logi
iels de 
al
ul formelMapleet MuPAD, et plus ré
emment dans les outils plus spé
ialisés NTL de Vi
tor Shoup etRS de Fabri
e Rouillier. Le livre [17℄ é
rit ave
 Claude Gomez et Bruno Salvy montre
omment utiliser le logi
iel Maple pour traiter des problèmes issus de divers domainesdes mathématiques. J'ai également implanté lors de mon séjour à Paderborn en 1994-1995plusieurs algorithmes fondamentaux de 
al
ul symbolique, 
e qui m'a notamment permisd'apprendre 
es algorithmes et don
 de savoir � 
e qu'il y a dans la boîte � [16℄. J'ai aussi
ontribué à l'évaluation des logi
iels existants dans des domaines pré
is [21℄.Ce 
hapitre 
ommen
e par dé
rire en �2.1 la réalisation du programmeGfun de mani-pulation de fon
tions holonomes, puis en �2.2 le volet logi
iel de mes travaux en générationaléatoire (
f �1.2), ave
 les outils 
ombstru
t et CS. Les deux se
tions suivantes portentsur deux problèmes majeurs pour la manipulation de polyn�mes univariés : la fa
torisa-tion en �2.3, et l'isolation des ra
ines réelles en �2.4. En�n, les travaux de synthèse et devulgarisation sont mentionnés en �2.5.2.1 Fon
tions holonomes : GfunMa première implantation de grande envergure en 
al
ul formel fut le logi
ielGfun demanipulation de fon
tions et ré
urren
es holonomes, é
rit ave
 Bruno Salvy [24℄. Gfun
ontient d'une part des fon
tions permettant, à partir d'une liste de 
oe�
ients, de �deviner � une série génératri
e, sous forme expli
ite (fra
tion rationnelle ou hypergéomé-trique) ou impli
ite (équation algébrique, di�érentielle ou ré
urren
e), étendant ainsi lafon
tion 
onvert/ratpoly de Maple :> with(share): with(gfun):> deq := listtodiffeq([3, 19, 193, 2721, 49171, 1084483, 28245729,848456353, 28875761731℄, y(z));2 2 /d \deq := [{-3 - z + (1 - 6 z - z ) y(z) - 4 z |-- y(z)|, y(0) = 3}, ogf℄\dz /15
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ul formelD'autre part Gfun 
ontient des fon
tions de manipulation de fon
tions holonomes (solu-tions d'équations di�érentielles à 
oe�
ients polynomiaux) :> re
 := diffeqtore
(deq[1℄, y(z), u(n));{u(0) = 3, -u(n) + (-10 - 4 n) u(n + 1) + u(n + 2), u(1) = 19}ainsi qu'un � 
ompilateur � produisant des fon
tions e�
a
es de 
al
ul des 
oe�
ients de
es séries :> foo := re
topro
(re
, u(n));foo := pro
(n)lo
al i, u0, u1, u2;u0 := 3;u1 := 19;for i from 2 to n-1 do u2:= u0 + 2*u1 + 4*u1*i; u0:= u1; u1:= u2od;u0 + 2*u1 + 4*u1*nend> seq(foo(i), i=0..11);3, 19, 193, 2721, 49171, 1084483, 28245729, 848456353,28875761731, 1098127402131, 46150226651233, 2124008553358849Nous nous sommes 
ontentés d'implanter dans Gfun des algorithmes 
lassiques de lalittérature. Ce logi
iel s'est pourtant révélé extrêmement utile, à la fois pour nos propresre
her
hes, mais aussi pour la 
ommunauté s
ienti�que. Il 
ontinue à être utilisé puisquedes � bugs � sont en
ore signalés sur la liste gfun�inria.fr. Le prin
ipal utilisateur estd'ailleurs Neil Sloane, qui utilise Gfun pour son programme SuperSeeker,20 essayant demultiples transformations pour ramener une suite d'entiers donnée par l'utilisateur à unesuite 
onnue.Au delà de l'intérêt du logi
iel en lui-même, la leçon que j'ai tirée de Gfun est qu'en
al
ul formel, il ne faut pas 
her
her à tout prix des formes 
loses : des formules im-pli
ites s'avèrent tout aussi intéressantes, dès lors que l'on dispose d'outils e�
a
es demanipulation de 
elles-
i.2.2 Génération aléatoire : Combstru
t et CSIsabelle Dutour a implanté dans le système de 
al
ul formel MuPAD l'algorithme degénération aléatoire utilisant des nombres �ottants développé ave
 Alain Denise (�1.2) ; lelogi
iel 
orrespondant s'appelle CS [8℄. Comme son équivalent Combstru
t en Maple,à partir d'une spé
i�
ation de stru
ture de données, CS permet de 
ompter le nombred'objets de taille donnée,>> S
hroeder := [S, {S=Union(Z, Prod(Z, Sequen
e(S, 
ard>=2)))}℄:>> 
s::
ount(S
hroeder, size=100);6307128672549929005187958707700917978106146120http://www.resear
h.att.
om/~njas/sequen
es/



2.3. Fa
torisation de polyn�mes 17ou bien de générer un objet aléatoire de taille donnée :>> 
s::draw(S
hroeder, size=17);Prod(Z, Sequen
e(Z, Z, Prod(Z, Sequen
e(Z, Prod(Z, Sequen
e(Z, Z)),Z)), Z, Prod(Z, Sequen
e(Prod(Z, Sequen
e(Z, Z, Z, Z)), Z))))Par rapport à Combstru
t, la parti
ularité de CS est la possibilité de produire dire
-tement un programme en langage C utilisant les �ottants-ma
hine pour la générationaléatoire e�
a
e de telles stru
tures :>> 
s::
ompile(S
hroeder[2℄, target=C, file="s
hroeder.
", main=S);Le programme s
hroeder.
, une fois 
ompilé, permet la génération rapide de stru
turesde données de grande taille, pouvant aller jusqu'à un million en moins d'une minute pourles arbres de S
hröder 
i-dessus.CS est don
 un véritable 
ompilateur de MuPAD vers C. Le thème de la 
ompila-tion de sous-langages du 
al
ul formel vers des langages de plus bas niveau 
omme C ouFortran est du plus grand intérêt. Il est illusoire de vouloir 
ompiler n'importe quelprogramme de 
al
ul formel, mais 
ertaines 
lasses bien dé�nies donnent lieu à une 
om-pilation e�
a
e, 
omme nous l'avons montré dans le 
as de la génération aléatoire. Unautre exemple est la génération de 
ode C ou Fortran pour des 
al
uls matri
iels viales programmes Ma
roC ou Ma
roFort, développés en Maple par Patri
k Capolsiniet Claude Gomez, et portés tous deux en MuPAD par Tony S
ott.Perspe
tives. En 
e qui 
on
erne la 
omplexité arithmétique, si la génération aléatoired'un objet est quasi-linéaire, l'étape limitante reste le pré
al
ul des tables de 
oe�
ients,qui est quadratique. Joris van der Hoeven a montré 
omment e�e
tuer 
e pré
al
ul ave
une 
omplexité arithmétique quasi-linéaire via la multipli
ation détendue de séries for-melles.21 Isabelle Dutour a implanté l'algorithme de van der Hoeven en CS, mais uni-quement dans l'interprète, qui manipule des entiers en pré
ision arbitraire. Il n'est paspossible de s'en servir tel quel dans le 
ompilateur, 
ar les algorithmes de multipli
a-tion rapide dégradent fortement la qualité numérique des approximations �ottantes. Ona don
 a
tuellement le 
hoix entre l'utilisation de CS entièrement sous MuPAD, de 
om-plexité O(M(n)2) pour le pré
al
ul, et la génération de 
ode C, de 
omplexité O(n2). Ilfaudrait don
 
omprendre 
omment 
ombiner e�
a
ement les algorithmes rapides sur lesséries formelles ave
 des 
oe�
ients �ottants, sans trop dégrader la qualité des résultatsnumériques.2.3 Fa
torisation de polyn�mesContexte. La fa
torisation de polyn�mes de Z[x℄ 
omporte quatre étapes : (i) élimi-nation des fa
teurs 
arrés via pg
d ; (ii) fa
torisation modulo un entier premier p ; (iii)remontée de 
ette fa
torisation modulo pk (Hensel lifting) ; (iv) re
ombinaison des fa
teursmodulaires pour trouver les vrais fa
teurs sur Z[x℄. Pour la dernière étape, deux variantes21J. van der Hoeven, Relax, but don't be too lazy, http://www.math.u-psud.fr/~vdhoeven, 1999.
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ul formelexistent : l'algorithme de Zassenhaus, de 
omplexité exponentielle dans le 
as le pire, etun algorithme polynomial utilisant la rédu
tion des réseaux inventé par Lenstra, Lenstraet Lová
z.22 La plupart des implantations utilisent toujours l'algorithme de Zassenhaus,
ar l'algorithme de Lenstra, Lenstra et Lová
z, malgré une meilleure 
omplexité asymp-totique, reste plus 
oûteux sur les polyn�mes que l'on parvient a
tuellement à fa
toriser.Ce
i reste vrai même dans le pire 
as de l'algorithme de Zassenhaus, à savoir pour lespolyn�mes de Swinnerton-Dyer,Y(x�p2�p3�p5� � � � � ppj);où pj désigne le je nombre premier. Ces polyn�mes, de degré 2j, se dé
omposent en pro-duits de fa
teurs de degré au plus 2 modulo tout nombre premier, mais sont irrédu
tiblesdans Z[x℄.Contribution. En 1999, ave
 Vi
tor Shoup et John Abbott, nous avons amélioré l'al-gorithme de re
ombinaison de Zassenhaus. S'il y a r fa
teurs modulaires, l'algorithmede Zassenhaus teste 2r 
ombinaisons dans le pire 
as, 
'est-à-dire lorsque le polyn�meest irrédu
tible. Notre amélioration, présentée à ISSAC'2000 [1℄, réduit la 
omplexité de
ette étape à O(r2r=2). Les deux ingrédients essentiels sont d'une part l'utilisation detables (memory sta
ks) pour sto
ker les valeurs 
orrespondant à 
ertaines 
ombinaisonsde fa
teurs, d'autre part l'utilisation astu
ieuse d'opérations sur les entiers ma
hine poure�e
tuer de l'arithmétique d'intervalles en virgule �xe.Si a1; :::; ar sont les 
oe�
ients de degré d � 1 des fa
teurs modulo pk � on désignede façon générique par d le degré, non né
essairement identique, de 
es polyn�mes �, la
ombinaison des l fa
teurs modulaires d'indi
es i1; i2; :::; il a 
omme 
oe�
ient de degréd� 1 : ai1 + ai2 + � � �+ ail mod pk:Lorsque 
ette 
ombinaison donne un vrai fa
teur, l'entier obtenu après rédu
tion modulopk est petit,23 alors qu'une 
ombinaison ne donnant pas un fa
teur de Z[x℄ produit un
oe�
ient pouvant prendre n'importe quelle valeur entre �pk=2 et pk=2. L'idée est don
de tabuler des sommes partielles ai1 + ai2 + � � �+ aim mod pk a�n d'a

élérer la re
her
hed'éventuelles bonnes 
ombinaisons. Si on tabule 
es sommes jusqu'à im � s, la 
omplexitépasse de 2r à s2r�s au prix d'un espa
e mémoireO(2s).24 Cette méthode s'étend fa
ilementau test des 
oe�
ients de degré d� 2 (voir [1℄).L'amélioration que nous avons proposée reste une heuristique, 
ar dans le 
as où lasomme des 
oe�
ients de degré d � 1 d'une 
ombinaison des r � s derniers fa
teursmodulaires � 
orrespond � à une valeur dans la table, il faut a priori par
ourir les 2s
ombinaisons des s premiers fa
teurs pour identi�er la partition 
orrespondante. Cepen-dant en pratique le gain est très signi�
atif, même sur les polyn�mes de Swinnerton-Dyer,
omme le montre l'implantation faite par Vi
tor Shoup dans la bibliothèque NTL.25 Le22A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, L. Lová
z, Fa
toring Polynomials with Rational Coe�
ients, Mathe-matis
he Annalen, vol. 261, 1982.23On e�e
tue i
i une rédu
tion symétrique, 
'est-à-dire entre �pk=2 et pk=2.24Le par
ours des r � s fa
teurs restants 
oûte 2r�s, et la re
her
he di
hotomique dans la table 
oûtes. 25http://www.shoup.net/ntl/



2.4. Isolation des ra
ines réelles d'un polyn�me 19prin
ipal su

ès de 
ette implantation a été obtenu sur un polyn�me de degré 972 
om-muniqué par Jean-Charles Faugère.26 La fa
torisation de 
e polyn�me, ayant au moins54 fa
teurs modulaires modulo tout � petit � nombre premier p, est hors d'atteinte del'algorithme de Zassenhaus, 254 étant de l'ordre de 1:8 � 1016. Ave
 s = 24, soit une tablede quelques 
entaines de Mo, l'implantation en NTL de notre méthode prouve que 
epolyn�me est irrédu
tible en une heure environ sur une ma
hine a
tuelle.Perspe
tives. En juillet 2000, Mark van Hoeij a annon
é une nouvelle méthode pour lare
ombinaison des fa
teurs modulaires, qui a 
réé une petite révolution dans le domainede la fa
torisation de polyn�mes.27 L'algorithme de van Hoeij est basé sur la rédu
tionde réseau 
omme 
elui de Lenstra, Lenstra et Lová
z, la di�éren
e essentielle étant que leréseau 
onsidéré est de taille égale au nombre r de fa
teurs modulaires, et non au degrén du polyn�me à fa
toriser. Par exemple, pour le polyn�me de Jean-Charles Faugèrementionné plus haut, la taille du réseau à réduire passe de 972 à 54 ! Sa
hant que dans lepire 
as r � n=2, et que la 
omplexité de l'algorithme LLL de rédu
tion des réseaux esten O(n5+"), on 
omprend tout l'intérêt de 
ette variante.28L'algorithme de van Hoeij étend en quelque sorte l'amélioration proposée ave
 Abbottet Shoup. Au lieu de 
onsidérer uniquement les 
oe�
ients de degré d�1 ou d�2, van Hoeij
onsidère toutes les tra
es des re
ombinaisons, tra
es qui s'obtiennent linéairement à partirdes fa
teurs modulaires. Il étend 
onjointement les 
al
uls aux nombres p-adiques : ainsiun � vrai � fa
teur s'identi�e par des tra
es qui sont des entiers. L'utilisation astu
ieusede la rédu
tion des réseaux permet de grouper progressivement les fa
teurs modulairesné
essairement asso
iés dans une � vraie � re
ombinaison, et ainsi d'obtenir en quelquesétapes de rédu
tion de réseau la fa
torisation sur Z[x℄. Ave
 Guillaume Hanrot, nousavons implanté en NTL l'algorithme de van Hoeij. Ave
 
ette implantation, le polyn�mede degré 972 de Jean-Charles Faugère, impossible à fa
toriser il y a deux ans, et pourlequel il fallait de l'ordre d'une heure via l'amélioration proposée ave
 Abbott et Shoup,est maintenant fa
torisé en quelques se
ondes seulement !À ma 
onnaissan
e, le 
ara
tère polynomial de l'algorithme de van Hoeij n'a pasen
ore été prouvé. Cependant, 
et algorithme fon
tionne si bien qu'on peut 
onsidérerle problème de la fa
torisation de polyn�mes sur Z[x℄ 
omme 
los en pratique. Il restemaintenant à identi�er les 
lasses de polyn�mes (en une ou plusieurs variables, ave
 des
oe�
ients entiers ou sur une extension algébrique) pour lesquelles l'algorithme de vanHoeij s'applique.2.4 Isolation des ra
ines réelles d'un polyn�meContexte. Isoler les ra
ines réelles d'un polyn�me univarié à 
oe�
ients entiers est unproblème fondamental du 
al
ul formel. Cela permet par exemple de 
ompter le nombre26J.-C. Faugère, How my 
omputer �nd all the solutions of Cy
li
 9, Rapport LIP6 007, 2000.27M. van Hoeij, Fa
toring polynomials and the knapsa
k problem, Journal of Number Theory, à paraître,http://www.math.fsu.edu/~hoeij/papers.html.28Plus pré
isément, le thèorème 16.11 deModern Computer Algebra donne pour la rédu
tion d'un réseaude taille n ave
 des 
oe�
ients bornés en valeur absolue par A un 
oût de O(n4 logA) opérations sur desentiers de taille O(n logA), soit une 
omplexité en temps de O(n4 logA �M(n logA)) = O(n5+" log2+" A).
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ul formeltotal de ra
ines réelles, ou dans un intervalle donné, ou en
ore d'obtenir par di
hotomieune approximation numérique très pré
ise de 
es ra
ines. Deux 
lasses de méthodes exa
tesexistent : 
elles utilisant les suites de Sturm � basées sur l'opérateur de dérivation P !�P�x � et 
elles utilisant la règle de Des
artes � basées sur l'opérateur de translationP ! P (x+ 1). Ces deux méthodes sont implantées en Maple :> p := -85*x^5-55*x^4-37*x^3-35*x^2+97*x+50:> readlib(sturm)(sturmseq(p, x), x, -infinity, infinity);3> readlib(realroot)(p); [[0, 2℄, [-1, 0℄, [-2, -1℄℄Le résultat renvoyé par sturm indique que p admet 3 ra
ines sur R, alors que 
elui renvoyépar realroot � utilisant la règle de Des
artes � isole 
es trois ra
ines via les intervalles[�2;�1℄, [�1; 0℄ et [0; 2℄.La règle de Des
artes exprime que le nombre de ra
ines positives d'un polyn�me estborné par le nombre de 
hangements de signe dans la suite de ses 
oe�
ients. Le poly-n�me 
i-dessus a un seul 
hangement de signe dans la suite �85;�55;�37;�35; 97; 50 deses 
oe�
ients, don
 au plus une ra
ine positive. Vin
ent en 1836 a énon
é une sorte deré
iproque de la règle de Des
artes, et on attribue à Uspensky en 1948 le premier véritablealgorithme basé sur 
ette règle.29 Depuis, plusieurs auteurs, notamment Collins et Akri-tas, Johnson et Krandi
k, ont proposé des variantes et améliorations de l'� algorithmed'Uspensky �.Contribution. Dans l'arti
le [23℄, nous donnons ave
 Fabri
e Rouillier une présentationuni�ée � sous forme de par
ours d'arbre � des méthodes basées sur la règle de Des
artes,notamment l'algorithme de Collins et Akritas, et 
elui de Krandi
k. En remarquant que lespolyn�mes P (x+
2k ) né
essaires à l'algorithme peuvent être 
al
ulés dire
tement à partirdu polyn�me initial P (x) et de manière e�
a
e, nous déduisons une version optimalequant à l'o

upation mémoire : 
ette version ne sto
ke en e�et qu'un nombre 
onstant depolyn�mes, alors que la variante de Collins et Akritas (respe
tivement de Krandi
k) sto
keun nombre de polyn�mes proportionnel à la profondeur (respe
tivement à la largeur) del'arbre de re
her
he asso
ié à la méthode d'Uspensky. Nous donnons aussi une versionoptimale à la fois en mémoire et en temps de 
al
ul, et 
al
ulant exa
tement la mêmesuite de polyn�mes que la version de Collins et Akritas. La remarque 
ru
iale est le fait quedans un par
ours en � profondeur d'abord � (depth �rst sear
h) d'un arbre binaire, deuxn÷uds 
onsé
utifs sont reliés par une relation très simple, par 
onséquent une homothétieet une translation unitaire su�sent pour passer d'un polyn�me à l'autre :Proposition 1 Dans l'algorithmeGeneri
Des
artes(initializeTreeConst, getNewNodeRel,addSu

essorsConst, <ba
k)toutes les translations dans la pro
édure getNewNodeRel sont soit T0, soit T1. En d'autrestermes, si (k; 
) et (k0; 
0) sont deux n÷uds 
onsé
utifs dans la liste ordonnée [(ki; 
i)℄i=0::s29J. V. Uspensky, Theory of Equations, M
Graw-Hill 1948. Cette attribution est 
ontestée par Akritasdans son arti
le There is no "Uspensky's method", a
tes de SYMSAC'86, Waterloo, Ontario, ACM, 1986.



2.5. Travaux de � vulgarisation � 21� par rapport à l'ordre <ba
k � représentant Tree(P ), alors l'expression 2k�k0
0� 
 vautsoit 0, soit 1.Si la 
omplexité en temps reste in
hangée, le gain en o

upation mémoire est trèssensible, et permet don
 de résoudre des problèmes ina

essibles jusqu'alors. Nous avonspu ainsi isoler ave
 moins d'1 Mo de mémoire les ra
ines du polyn�me de Wilkinson dedegré 500 et du polyn�me de Mignotte de degré 200, alors que l'algorithme de Collins etAkritas né
essite au moins 36 Mo pour les mêmes 
al
uls, et 
elui de Krandi
k au moins50 Mo.Perspe
tives. Le par
ours d'arbre e�e
tué par l'algorithme d'Uspensky est, sauf po-lyn�mes pathologiques, quasi-optimal. De plus, plusieurs astu
es évitent les bran
hes in-utiles. Les améliorations potentielles 
on
ernent don
 les 
al
uls e�e
tués pour passer d'unn÷ud au suivant. Il s'agit prin
ipalement d'une translation P (x) ! P (x + 1), 
oûtant� n2=2 additions de 
oe�
ients, où n est le degré de P . Des algorithmes sous-quadratiquesexistent30 pour de telles translations, mais ne semblent pas utilisables i
i, 
ar ils né
es-sitent des multipli
ations de 
oe�
ients, plus 
oûteuses au total que les additions de latranslation 
lassique.Une autre idée est de diminuer le 
oût des translations en ne 
onsidérant que les bitsde poids fort des 
oe�
ients, par exemple via une arithmétique d'intervalles à pré
isionvariable, et en augmentant 
ette pré
ision lorsqu'elle est insu�sante pour dé
ider du signed'un 
oe�
ient lors de l'appli
ation de la règle de Des
artes. Fabri
e Rouillier développeune telle version � hybride �.Une dernière piste 
onsiste à généraliser la règle de Des
artes à une autre base depolyn�mes, qui permettrait des translations plus rapides. Par exemple, le 
al
ul de P (x+1)dans la base des fa
torielles dé
roissantes x(x�1):::(x�n+1) s'e�e
tue en O(n) additionsvia la � table des di�éren
es �, au lieu de O(n2) dans la base des xn. Ainsi, un analoguede la règle de Des
artes dans la base des fa
torielles dé
roissantes pourrait diminuerd'un fa
teur n la 
omplexité totale. On pourrait aussi utiliser les polyn�mes de BernsteinBnk (x) = �nk�xk(1� x)n�k, véri�ant Bnk (x + 1) = Bnn�k(�x).2.5 Travaux de � vulgarisation �Mon prin
ipal travail de vulgarisation s
ienti�que fut la réda
tion en 1994 et 1995,ave
 Claude Gomez et Bruno Salvy, du livre � Cal
ul formel : mode d'emploi. Exemples enMaple � [17℄. À l'inverse de la plupart des ouvrages sur le 
al
ul formel, nous avions 
hoisidès le départ de partir des domaines d'appli
ations, et non des 
ommandes du système.C'est sans doute la raison pour laquelle 
et ouvrage reste d'a
tualité, même si la syntaxede Maple a 
hangé depuis.Outre 
e livre, j'ai rédigé ave
 Frank Postel le 
hapitre � Solving Ordinary Di�erentialEquations � [21℄ de l'ouvrage 
olle
tif � Computer Algebra Systems : A Pra
ti
al Guide� édité par Mi
hael Wester. Ce 
hapitre, 
omparant les solveurs d'équations di�éren-tielles ordinaires d'Axiom, Derive, Maple, Mathemati
a, Ma
syma, MuPAD et30J. von zur Gathen, J. Gerhard, Fast algorithms for Taylor shifts and 
ertain di�eren
e equations,ISSAC'97, pages 40�47.
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ul formelRedu
e, indique quels types d'équations ou de systèmes (linéaires ou non, équations ad-mettant une solution expli
ite, ou se ré
rivant en un autre type d'équation) les di�érentslogi
iels savent résoudre, ou simplement manipuler.En 1997, j'ai été solli
ité par Ni
ole Berline et Claude Sabbah pour faire un exposésur le 
al
ul formel aux enseignants de 
lasses préparatoires aux grandes é
oles lors desjournées � X-UPS �. L'arti
le 
orrespondant intitulé � Cal
ul formel : 
e qu'il y a dans laboîte � [31℄ dé
rit sommairement 
inq algorithmes de 
al
ul symbolique : les algorithmesde sommation de Gosper et de Zeilberger, les algorithmes de Berlekamp et de Zassenhaus31de fa
torisation dans Fp [x℄ et Z[x℄, en�n l'algorithme ECM de fa
torisation d'entiers dû àLenstra. Le but de 
e 
ourt arti
le était de faire 
omprendre aux utilisateurs les méthodesutilisées par les systèmes de 
al
ul formel. En e�et, l'un des aspe
ts dé
on
ertants parrapport au 
al
ul numérique est le fait que 
hanger un signe + en � peut faire bas
u-ler d'une 
lasse de problèmes à une autre. Pour l'intégration de fon
tions algébriques,l'exemple 
i-dessous, dû à Manuel Bronstein, illustre bien 
ette parti
ularité : la fon
tiont+1(t�2)pt3+1 admet une primitive élémentaire, 
e qui n'est pas le 
as pour t�1(t�2)pt3+1 .G82268 (3) -> integrate((t+1)/(t-2)/sqrt(t^3+1), t)+------+| 3 3 2(6t + 6)\|t + 1 + t + 12t - 6t + 10log(---------------------------------------)3 2t - 6t + 12t - 8(3) - --------------------------------------------3G82268 (4) -> integrate((t-1)/(t-2)/sqrt(t^3+1), t)t++ %Q - 1(4) | ------------------ d%Q++ +-------+| 3(%Q - 2)\|%Q + 1Pour bien 
omprendre 
ette di�
ulté, il est indispensable d'appréhender les algorithmesutilisés en 
al
ul formel et les 
lasses de problèmes auxquelles ils s'appliquent. Je déploraisainsi dans [31℄ l'absen
e d'ouvrage dé
rivant les prin
ipaux algorithmes du 
al
ul formel ;
e manque a été 
omblé ave
 l'ex
ellent livre � Modern Computer Algebra � de vonzur Gathen et Gerhard, et plusieurs autres ouvrages plus spé
ialisés (
elui de ManuelBronstein sur l'intégration symbolique de fon
tions trans
endantes, 
elui de Petkov²ek,Wilf et Zeilberger sur la sommation symbolique, ...)La présentation 
hronologique de mes travaux en 
al
ul formel montre une doubleorientation : d'une part de problèmes plus exotiques (fon
tions holonomes, génération31Cet algorithme est maintenant dépassé (
f �2.3).



2.5. Travaux de � vulgarisation � 23aléatoire) vers des problèmes plus fondamentaux du 
al
ul formel (polyn�mes univariés),d'autre part de travaux d'implantation d'algorithmes 
lassiques vers la mise au point denouveaux algorithmes. Cette orientation va de 
on
ert ave
 le passage de logi
iels géné-raux, 
omme Maple ou MuPAD, à des outils plus spé
ialisés 
omme NTL ou RS, é
ritsen C ou C++. Cette tendan
e à m'intéresser à des aspe
ts de plus en plus fondamentauxdu 
al
ul formel, né
essitant par 
onséquent des outils de plus bas niveau pour une im-plantation e�
a
e, se poursuit dans mes travaux en arithmétique, dé
rits dans le 
hapitresuivant.
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Chapitre 3ArithmétiqueMon attrait pour l'arithmétique � en parti
ulier en pré
ision arbitraire � ne datepas d'hier, puisqu'en 1987 je réalisais ma première implantation des algorithmes de mul-tipli
ation entière de Karatsuba et de S
hönhage, sous la dire
tion de Jean Vuillemin.Mon intérêt plus ré
ent pour l'arithmétique �ottante � exa
te �, dont la signi�
ationsera pré
isée plus loin, provient de mon expérien
e des logi
iels de 
al
ul formel, en tantqu'utilisateur. J'avais en e�et remarqué que 
es logi
iels ne sont pas tout-à-fait satisfai-sants dès que l'on e�e
tue des 
al
uls �ottants. D'une part le résultat d'un même 
al
ulpeut varier d'un logi
iel à l'autre, dépendant en parti
ulier de la base interne du système(2 pour la majorité des systèmes, et 10 pourMaple). D'autre part le même logi
iel donnemême parfois des résultats di�érents sur des ma
hines di�érentes. En�n il est rarement �voire jamais � possible de déduire une information 
ertaine d'un 
al
ul �ottant, mêmeen augmentant la pré
ision de 
al
ul. Ces trois défauts ont une seule et même origine : lemanque de spé
i�
ation mathématique pré
ise des 
al
uls �ottants faits par 
es logi
iels.Une telle spé
i�
ation, le standard32 IEEE 754, existe pour les 
al
uls en double pré-
ision (dans les langages C ou Fortran par exemple) ; 
e
i a révolutionné les 
al
uls numé-riques depuis une quinzaine d'années. La norme IEEE 754 exige l'arrondi exa
t � on ditaussi arrondi 
orre
t � pour les quatre opérations de base et la ra
ine 
arrée, 
'est-à-direque le résultat d'un 
al
ul doit être le nombre ma
hine le plus pro
he de la valeur exa
te,suivant le mode d'arrondi donné par l'utilisateur. Il est don
 naturel de souhaiter � KeithGeddes, l'un des développeurs de Maple, m'a aussi exprimé 
e souhait � un logi
iel de
al
ul formel dont les 
al
uls �ottants soient spé
i�és rigoureusement.33 En parti
ulieril serait très agréable de pouvoir indiquer ave
 quel mode d'arrondi doit être e�e
tuée
haque opération �ottante, 
omme 
'est le 
as dans la norme IEEE 754. Du rêve à laréalité, il n'y a qu'un pas !Deux faits ont servi de 
atalyseur pour � essayer de � fran
hir 
e pas. D'une part32IEEE Standard for Binary Floating-Point Arithmeti
 ANSI-IEEE Standard 754-1985, 1985, NewYork, approuvé le 21 mars 1985 par le IEEE Standards Board, et le 26 juillet 1985 par le Ameri
anNational Standards Institute.33Maple 6 autorise des arrondis dirigés, mais l'implantation laisse en
ore à désirer (Rounding :=0positionne l'arrondi vers zéro) :> Digits :=3 : a :=1.0 : b :=9e-5 : Rounding :=0 : a-b;1.0 25



26 Chapitre 3. Arithmétiqueles travaux ave
 Alain Denise sur la génération aléatoire utilisant des 
al
uls �ottants(�1.2), et le développement du logi
iel CS ave
 Alain Denise et Isabelle Dutour (�2.2),d'autre part l'a
tion de re
her
he 
oopérative � Outils pour un 
al
ul numérique �able �,et notamment la 
oopération ave
 l'équipe SAAO (aujourd'hui Arénaire) de Jean-Mi
helMuller. Le développement de CS a démontré l'intérêt des �ottants pour rempla
er lesentiers, ainsi que l'e�
a
ité des 
al
uls en nombres ma
hine.Cependant, nous avions buté sur une limitation importante des �ottants double-pré
ision, qui ne peuvent pas représenter des nombres plus grands que 21024 � 1:8 � 10308.Ce
i pose problème pour les appli
ations en 
al
ul symbolique où les entiers de plusieurs
entaines voire milliers de 
hi�res sont 
hose 
ourante. Il a don
 fallu pour CS fabriquerdes �ottants ave
 une plus large plage d'exposants. Nous avons 
hoisi de représenter l'ex-posant par un mot signé de 32 bits, la mantisse étant représentée par un �ottant ma
hine.Cela repousse la limite à des nombres d'environ 646 millions de 
hi�res dé
imaux. Celadevrait être su�sant pour la plupart des appli
ations... L'implantation 
orrespondante, dunom de DPE pour Double Plus Exponent, peut bien sûr être utilisée indépendamment deCS ; elle a d'ailleurs été intégrée par Fabri
e Rouillier dans le logi
iel RS. DPE permet dereprésenter des intervalles de nombres �ottants et d'e�e
tuer les opérations arithmétiquesde base sur 
es intervalles. Initialement prévue uniquement pour des nombres positifs,
ette bibliothèque a été étendue en 2000 à des nombres quel
onques, ave
 une base para-métrable. Par exemple, le nombre d'arbres binaires de taille n = 1000 � soit le nombrede Catalan 1n�2n�2n�1 � � est in
lus dans l'intervalle en base 2 :1.1696822755901528*2^1982..1.1696822755948506*2^1982ou en base 10 :5.1229405377312798*10^596..5.1229405377539834*10^596L'arti
le de synthèse [35℄ dé
ortique en une trentaine de pages les prin
ipaux algo-rithmes 
onnus pour e�e
tuer des 
al
uls entiers ou �ottants, qu'ils soient naïfs ou demeilleure 
omplexité asymptotique, mais aussi les algorithmes intermédiaires 
omme 
e-lui de Karatsuba pour la multipli
ation, qui ont souvent une large plage d'utilisation.Pour 
e qui est des 
al
uls �ottants, 
et arti
le se limite aux opérations de base. L'un demes obje
tifs est, parallèlement au développement de la bibliothèque mpfr, de détailler34les algorithmes qui y sont implantés pour le 
al
ul des fon
tions élémentaires et spé
iales.Un tel do
ument 
ompléterait pour la pré
ision arbitraire l'ex
ellente bibliographie deLozier et Olver35 et le projet DLMF36 de version éle
tronique du fameux Handbook ofMathemati
al Fun
tions d'Abramowitz et Stegun.Ce 
hapitre est organisé 
omme suit : en �3.1 sont dé
rits les travaux sur la divisionet la ra
ine 
arrée entières, primitives de base pour les mêmes opérations sur les nombres�ottants (�3.2), et qui ont été intégrées à la bibliothèque GNU MP (GMP).37 Ces re-
her
hes fondamentales ont été motivées par le développement de la bibliothèque mpfr34Y 
ompris l'analyse d'erreur garantissant l'arrondi exa
t.35D. W. Lozier, F. W. J. Olver, Numeri
al Evaluation of Spe
ial Fun
tions, National Institute ofStandards and Te
hnology, rapport NISTIR 5383, 1994.36http://dlmf.nist.gov/37http://www.swox.se/gmp/



3.1. Division et ra
ine 
arrée entières 27d'arithmétique �ottante en pré
ision arbitraire (�3.3). En�n un premier résultat reliantl'arithmétique des ordinateurs à la théorie des nombres est dé
rit en �3.4.3.1 Division et ra
ine 
arrée entièresContexte. Dans un rapport de re
her
he38 datant de 1998, Christoph Burnikel et Joa-
him Ziegler présentent un algorithme de division ré
ursive sur les entiers. Cet algorithme� qui prolonge des travaux de Moen
k et Borodin,39 puis Jebelean40 � fournit quotientet reste de la division d'un nombre de 2n 
hi�res par un nombre de n 
hi�res, en essentiel-lement deux fois le temps d'une multipli
ation n�n via l'algorithme de Karatsuba. Aprèsavoir implanté 
et algorithme dans la bibliothèque GNU MP, j'ai naturellement 
her
héun algorithme similaire pour la ra
ine 
arrée, autre primitive de base de la 
ou
he mpn deGNU MP.Contribution. Le rapport [33℄ dé
rit un algorithme de ra
ine 
arrée ré
ursive sur lesentiers : étant donné n � 0, il renvoie s; r � 0 tels que n = s2 + r ave
 0 � r � 2s, 
e qui
orrespond à l'arrondi vers zéro :Algorithm SqrtRem(n = a3b3 + a2b2 + a1b + a0)Input : 0 � ai < b with a3 � b=4Output : (s; r) su
h that s2 � n = s2 + r < (s+ 1)2(s0; r0) SqrtRem(a3b+ a2)(q; u) DivRem(r0b + a1; 2s0)s s0b+ qr  ub+ a0 � q2if r < 0 thenr  r + 2s� 1s s� 1return (s; r)L'implantation41 en GNU MP a permis de gagner un fa
teur deux par rapport à la ver-sion pré
édente de mpn_sqrtrem, basée quant à elle sur l'itération de Newton. La note[34℄ donne une preuve � sur papier � des implantations que j'ai faites en GNU MP de
et algorithme de ra
ine 
arrée, ainsi que de l'algorithme de division rapide de Moen
k-Borodin-Jebelean-Burnikel-Ziegler. Ave
 l'aide d'Yves Bertot, Loï
 Pottier, Lauren
e Ri-deau, et de l'assistant de preuve Coq,42 nous avons obtenu une preuve � sur ma
hine �de la validité de la des
ription mathématique de 
et algorithme.Perspe
tives. Prouver la spé
i�
ation d'un algorithme ne garantit rien quant à sonimplantation ; prouver 
ette dernière est bien plus di�
ile 
ar il faut notamment véri�er38Ch. Burnikel, J. Ziegler, Fast Re
ursive Division, rapport de re
her
he MPI-I-98-1-022, Saarbrü
ken,1998.39R. Moen
k, A. Borodin, Fast modular transforms via division, 13th Annual IEEE Symposium onSwit
hing and Automata Theory, 1972.40T. Jebelean, Pra
ti
al Integer Division with Karatsuba Complexity, ISSAC'97, 1997.41Je suis un peu �er de 
elle-
i, notamment de la routine prin
ipale mpn_dq_sqrtrem qui implante 
etalgorithme en pla
e.42http://pauilla
.inria.fr/
oq/
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orre
te de la mémoire, 
e qui est non trivial pour les grands entiers dé
oupés enplusieurs mots-ma
hine. C'est le travail de titan auquel Yves Bertot, Didier Bondyfalat etNi
olas Magaud se sont attaqués : la preuve des implantations en GNU MP de la divisionet de la ra
ine 
arrée ré
ursive, y 
ompris la gestion de la mémoire.À partir d'un algorithme de ra
ine 
arrée entière, 
omme montré dans [35℄, on obtientimmédiatement la ra
ine 
arrée �ottante. Étant donnés s et r tels que n = s2 + r ave
0 � r � 2s, il est fa
ile de déterminer l'arrondi exa
t de pn. Pour l'arrondi vers 0 ou vers�1, 
'est s ; pour l'arrondi vers +1, 
'est s si r = 0 ou s+1 sinon ; en�n pour l'arrondiau plus pro
he, 
'est s si r � s et s + 1 sinon (le 
arré de s + 1=2 n'étant pas entier, leproblème de l'arrondi pair ne se pose pas).La ra
ine 
arrée ré
ursive n'est en fait qu'une simple itération de Newton, ave
 
al
ulin
rémental du terme d'erreur. Un des problèmes pour une utilisation en pratique pour ladouble pré
ision est la né
essité de disposer d'une fon
tion de division entière, relativementlente sur les pro
esseurs a
tuels. Or l'itération 
lassique pour 1=pn n'utilise que desmultipli
ations. On peut don
 se demander s'il existe une version analogue � ave
 
al
ulexa
t et in
rémental du terme d'erreur � pour 1=pn.3.2 Division et ra
ine 
arrée �ottantesContexte. Soit l'itération de Newton pour le 
al
ul de l'inverse de a :xk+1 = xk + xk(1� axk):Si xk est une approximation de 1=a ave
 n 
hi�res 
orre
ts, alors pour obtenir une ap-proximation xk+1 ave
 2n 
hi�res, il faut prendre les 2n 
hi�res de poids fort de a, quel'on multiplie ave
 les n 
hi�res de xk, 
e qui donne un produit axk de 3n 
hi�res. On saitd'avan
e que les n 
hi�res de poids fort de 
e produit donnent 1 ; d'autre part les n 
hi�resde poids faible n'in�uent pas sur xk+1. Il est don
 naturel de se demander si l'on peut 
al-
uler dire
tement les n 
hi�res du milieu. Par exemple, si a = a0+a1t+a2t2+a3t3+O(t4)et x = x0 + x1t+O(t2), alorsax = a0x0 + (a0x1 + a1x0)t+ (a1x1 + a2x0)t2 + (a2x1 + a3x0)t3 +O(t4);et on voudrait par exemple 
al
uler dire
tement les termes en t2 et t3. Il est 
lair que
'est possible en n2 opérations, mais est-il possible de le faire plus rapidement ave
 unalgorithme à la Karatsuba ?Contribution. La réponse est � oui �. Dans l'exemple 
i-dessus, on 
al
ule � = (a1 +a2)x1, � = a2(x0 � x1), 
 = (a2 + a3)x0, et les 
oe�
ients de t2 et t3 du produit ax sontdonnés respe
tivement par � + � et 
 � �, soit via 3 multipli
ations au lieu de 4 :> alpha:= (a1+a2) * x1: beta:= a2 * (x0-x1): gamma:= (a2+a3) * x0:> expand([alpha + beta, gamma - beta℄);[x1 a1 + a2 x0, x0 a3 + x1 a2℄Ce
i se généralise à des tailles quel
onques ; l'algorithme MP (pour Middle Produ
t), misau point ave
 Guillaume Hanrot et Mi
hel Quer
ia [18℄, 
al
ule dire
tement les n termesintermédiaires d'un produit de 2n termes par n termes :



3.3. La bibliothèque mpfr 29Algorithm MP([a0; :::; a2n�1℄; [x0; :::; xn�1℄)0. If n = 1, return [a0x0℄1. � = MP([a0 + an=2; :::; an�1 + a3n=2�1℄; [xn=2; :::; xn�1℄)2. � = MP([an=2; :::; a3n=2�1℄; [x0 � xn=2; :::; xn=2�1 � xn�1℄)3. 
 = MP([an=2 + an; :::; a3n=2�1 + a2n�1℄; [x0; :::; xn=2�1℄)4. h = � + �5. l = 
 � �6. Return the 
on
atenation of h and lThéorème 8 [18, Th. 1℄ Algorithm MP returns [
n�1; :::; 
2n�2℄, where 
k =Pi+j=k aixj,using exa
tly K(n) = nlog2 3 ring multipli
ations.Cet algorithme peut être utilisé pour a

élérer les itérations de Newton 
omme 
i-dessus,mais aussi dire
tement 
omme remarqué par Mi
hel Quer
ia pour la division et la ra
ine
arrée �ottantes.Perspe
tives.Mi
hel Quer
ia a montré ré
emment queMP(n) =M(n), 
'est-à-dire quesi l'on dispose d'un algorithme multipliant deux polyn�mes de n termes sur un anneau
ommutatif en M(n) opérations, alors on peut transposer 
et algorithme en une méthodede 
al
ul du produit médian de polyn�mes de 2n�1 et n termes, et vi
e-versa. Ce résultatnon seulement résout le problème de l'analyse de 
omplexité de MP, mais aussi étend saportée aux algorithmes asymptotiquement optimaux, puisque l'identité MP(n) = M(n)vaut aussi pour la FFT.L'algorithmeMP, initialement mis au point dans un 
adre arithmétique, devrait trou-ver sa pla
e plus généralement en 
al
ul formel, puisqu'il s'applique aussi bien aux po-lyn�mes qu'aux séries formelles. Cela montre à nouveau le lien étroit existant entre mestrois thèmes de re
her
he.3.3 La bibliothèque mpfrContexte. Depuis le programme mp é
rit en Fortran par Ri
hard Brent à la �n desannées 1970,43 qui don
 pré
édait l'apparition de la norme IEEE 754, personne n'avaitessayé de donner une sémantique pré
ise au 
al
ul en pré
ision arbitraire. Les logi
iels de
al
ul en pré
ision arbitraire, à la fois 
eux de 
al
ul formel (Maple, Mathemati
a, ...)et les bibliothèques spé
ialisées (Pari, CLN, ...) n'o�rent pas de sémantique pré
ise aux
al
uls �ottants, mais se 
ontentent de garantir � plus ou moins � une erreur d'au plusune unité sur le dernier 
hi�re signi�
atif. En termes plus te
hniques, il s'agit d'une erreurd'au plus un ulp (unit in last pla
e).Un réel besoin existait don
. D'ailleurs d'autres groupes de 
her
heurs y ont réponduparallèlement à nous : la bibliothèque Arithmos44 fournit l'arrondi exa
t ave
 une base43R. P. Brent, A Fortran Multiple-Pre
ision Arithmeti
 Pa
kage, Transa
tions on Mathemati
al Soft-ware 4, 1978.44http://win-www.uia.a
.be/u/
ant/arithmos/, université d'Anvers, Belgique.



30 Chapitre 3. Arithmétiqueinterne pouvant varier de 2 à 224, mais n'implante a
tuellement au
une fon
tion trans-
endante. La version 6 de Maple propose plusieurs modes d'arrondi en base 10, maisl'implantation (ou la spé
i�
ation) laisse à désirer 
omme on l'a vu page 25.Contribution. Après de fru
tueuses dis
ussions, notamment ave
 Jean-Mi
hel Mul-ler, Joris van der Hoeven et Torbjörn Granlund, nous45 nous sommes lan
és début 1999dans la réalisation de MPFR [7℄, une bibliothèque de 
al
ul �ottant en pré
ision arbi-traire permettant à l'utilisateur de 
hoisir au bit près la pré
ision de 
haque variable,ainsi que le mode d'arrondi de 
haque opération (vers zéro, vers moins l'in�ni, vers plusl'in�ni, ou au plus pro
he). Pour des raisons d'e�
a
ité et de portabilité, MPFR est
onstruite au-dessus de la 
ou
he mpn de GNU MP. La version a
tuelle (MPFR 2001)implante les quatre opérations arithmétiques de base (addition, soustra
tion, multipli-
ation, division), la ra
ine 
arrée, l'exponentielle et le logarithme, le sinus et le 
osinus,la moyenne arithméti
o-géométrique, les 
onversions et entrées-sorties (
hangements debase), les 
onstantes log 2 et �. De nombreuses nouvelles fon
tions sont déjà disponiblesdans la version de développement : l'exponentielle en base 2, l'ar
-tangente, les sinus,
osinus et tangente hyperboliques et leurs inverses, et la fa
torielle. Notre obje
tif est defournir �n 2001 une version implantant toutes les fon
tions mathématiques du standardC9X.Perspe
tives. MPFR est pour l'instant surtout un prototype montrant la faisabilitéd'une arithmétique �ottante en pré
ision arbitraire ave
 une sémantique formelle, sansperte notable d'e�
a
ité. La 
omparaison ave
 des outils spé
ialisés pour une pré
isiondonnée, 
omme la bibliothèque QD46 (Quad Double) de Bailey et al � qui ne garantit pasl'arrondi exa
t � n'est pas au désavantage de mpfr. Les appli
ations d'une telle biblio-thèque sont multiples : arithmétique d'intervalles, 
al
ul 
erti�é de 
onstantes mathémati-ques, émulation d'arithmétiques en pré
ision �xe. Nathalie Revol et Fabri
e Rouillier ontdéjà réalisé à partir de MPFR une bibliothèque MPFI d'arithmétique d'intervalles, elle-même utilisée par Nathalie Revol pour déterminer le maximum global d'une fon
tion surun domaine �ni.3.4 Liens ave
 la théorie des nombresContexte. De nombreux problèmes d'arrondi exa
t, une fois traduits en termes arith-métiques, se ramènent à des problèmes de théorie des nombres, dont 
ertains sont non-triviaux. En parti
ulier, la re
her
he de pires 
as pour l'arrondi exa
t 
orrespond à l'iden-ti�
ation de points du plan dis
ret pro
hes de 
ourbes, qui peuvent être algébriques outrans
endantes. Trouver des bornes inférieures �nes pour 
e genre de problème, ou mieuxmettre au point des méthodes trouvant les points les plus pro
hes de telles 
ourbes, auto-rise la mise au point d'algorithmes e�
a
es pour l'arrondi 
orre
t de fon
tions algébriquesou trans
endantes.45La � mpfr team �, initialement 
omposée de Guillaume Hanrot, Fabri
e Rouillier et moi-même, s'estélargie depuis ave
 les 
ontributions de Sylvie Boldo, David Daney, Mathieu Dutour, Emmanuel Jeandel,Vin
ent Lefèvre et Nathalie Revol.46http://www.ners
.gov/~dhbailey/mpdist/qd/qd.html



3.4. Liens ave
 la théorie des nombres 31Un exemple de tel problème d'arithmétique des ordinateurs est l'existen
e d'un inversepour l'arrondi au plus pro
he : étant donné un nombre �ottant x ave
 une mantisse dek bits, existe-t-il y de pré
ision k également tel que xy, une fois arrondi au plus pro
hesur k bits, donne exa
tement 1. Jean-Mi
hel Muller s'est intéressé à 
e problème47 et amontré qu'il se ramenait à la question suivante : étant donné 2k � m < 2k, existe-t-il2k � n < 2k tel que 22k�1�2k�2 � mn � 22k�1+2k�1 ? Des expérimentations l'ont amenéà 
onje
turer une densité limite de 12 � 32 log 43 pour les nombres sans inverse.Contribution. Ave
 Gérald Tenenbaum, Joël Rivat et Guillaume Hanrot, nous avonsprouvé dans [19℄ 
ette 
onje
ture :Théorème 9 Pour r = 0; 1; 2, soit 
r(k) le nombre de x 2 Fk \ [1; 2℄ ayant exa
tementr FP-inverse(s). Alors
0(k)=2k�1 = 12 � 32 log 43 +O(2�k=3) = 0:0684768917:::+O(2�k=3)
1(k)=2k�1 = 1� 32 log 98 +O(2�k=3) = 0:8233254464:::+O(2�k=3)
2(k)=2k�1 = �12 + 32 log 32 +O(2�k=3) = 0:1081976622:::+O(2�k=3):Nous avons également obtenu un résultat similaire pour la ra
ine 
arrée inverse : la densitédes nombres de [1; 2[ (respe
tivement [12 ; 1[) admettant une ra
ine 
arrée inverse tend vers3p2�32 (respe
tivement 3p2�32p2 ). La preuve fait intervenir des résultats 
lassiques de théoriedes nombres (expression en termes de la fon
tion de BernoulliB1, rédu
tion à un problèmede sommes d'exponentielles via un résultat de Vaaler, et utilisation d'un résultat de vander Corput pour borner 
ette somme).Perspe
tives. Certaines questions de théorie des nombres issues de problèmes appa-remment simples d'arithmétique des ordinateurs semblent hors de portée des te
hniquesa
tuelles. Une telle question est la suivante : étant donné un nombre �ottant x ave
 unemantisse de n bits tel que y = 1px n'est pas représentable exa
tement sur n bits, quel est lenombre maximum de 0� ou de 1� 
onsé
utifs dans le développement binaire de y, aprèsles n premiers bits ? Si bn est 
e nombre, on sait juste que bn est borné par 2n+o(1).48 Entermes arithmétiques, 
ela revient à 
her
her des bornes inférieures pour j23n�1�x2yj où xet y sont des entiers de n bits. Un tel exemple pour n = 21 est x = 1721436, y = 1556245,qui donnent : x2y = 262 + 1616:Cette identité donne lieu à 1=py dont le développement binaire 
ontient 31 bits à � 1 �après les 21 premiers bits :> Digits:=61: 
onvert(evalf(1/sqrt(1556245)), binary); -10.1101001000100010110111111111111111111111111111111111000000000 1047J.-M. Muller, Some algebrai
 properties of �oating-point arithmeti
, a
tes de RNC'4, Dagstuhl, avril2000, http://www.dagstuhl.de/DATA/Events/00/00162.pro
eedings/papers/p16.ps48T. Lang, J.-M. Muller, Bounds on Runs of Zeros and Ones for Algebrai
 Fun
tions, a
tes d'ARITH'15,Vail, Colorado, IEEE Computer So
iety, 2001.
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Chapitre 4Cal
uls de l'extrêmeLes � 
al
uls de l'extrême � m'ont toujours 
aptivé, moins 
omme une �n en soi que
omme un moyen de se 
onfronter aux meilleurs 
her
heurs a
tuels, et parfois d'inventerde nouveaux algorithmes. En e�et, pour battre un re
ord, il ne su�t pas de disposerd'une ma
hine très rapide, ni d'implanter le meilleur algorithme 
onnu, il faut 
ombinerles deux. Mon attrait porte don
 à la fois sur la partie algorithmique et sur l'implantatione�
a
e.Les problèmes dé
rits i
i tournent autour de la 
ombinatoire énumérative (problèmedes n reines en �4.1), de l'arithmétique (sommes de 
ubes en �4.2 et suites de nombrespremiers en �4.3), de la 
ryptographie (fa
torisation d'entiers en �4.4), et des générateurspseudo-aléatoires (trin�mes irrédu
tibles en �4.5).D'autres 
al
uls ont été omis soit par
e qu'ils n'ont pas été 
ouronnés de su

ès (parexemple l'extension des 5 suites aliquotes 
ommençant par un entier inférieur à 1000 et destatut in
onnu) soit par
e que ma 
ontribution s'est limitée au développement de logi
iel(par exemple le programme gmp-e
m [32℄ de fa
torisation d'entiers par la méthode des
ourbes elliptiques, qui détient le re
ord a
tuel pour 
ette méthode ave
 un fa
teur de 54
hi�res trouvé par Nik Lygeros et Mi
hel Mizony).4.1 Les n reinesLe problème des n reines � 
omment pla
er n reines ne s'attaquant pas sur un é
hi-quier n�n ? � m'a toujours fas
iné. Dès 1987, lors de mes débuts en algorithmique ave
le langage Pas
al, au 
ours d'une séan
e de travaux dirigés sous la dire
tion de PhilippeFlajolet � qui devait par la suite devenir mon dire
teur de thèse � j'ai dé
ouvert uneméthode de génération aléatoire de solutions au problème des n reines pour de grandsé
hiquiers (taille 1000 voire 10000). L'idée, qui a sans doute déjà été énon
ée par ailleurs,est la suivante : au lieu de par
ourir l'arbre de re
her
he de la gau
he vers la droite, onpar
ourt les bran
hes partant de 
haque n÷ud interne dans un ordre aléatoire. Dans le
as des n reines, un n÷ud interne 
orrespond au pla
ement de reines sur les 
olonnes 1à j, et ses �ls aux lignes autorisées pour le pla
ement de la reine en 
olonne j + 1 ; unesolution fa
ile à implanter 
onsiste à 
hoisir de façon aléatoire l'indi
e i de la premièreligne essayée, puis à par
ourir les autres en ordre 
ir
ulaire : i+1; :::n; 1; 2; :::; i� 1. Cette33
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uls de l'extrêmeméthode qui amortit les � e�ets de bord � � au sens propre i
i � fon
tionne bien lorsquela longueur de 
heminement dans l'arbre de re
her
he n'est pas trop grande par rapport aunombre de solutions. Cet exer
i
e fut pré
urseur de mes re
her
hes en génération aléatoire(�1.2).L'un de mes premiers � 
al
uls de l'extrême � fut 
elui de T (23) = 128850048, lenombre de solutions du problème des n reines sur un é
hiquier toroïdal pour n = 23 [22℄.Ilan Vardi m'avait � initié � au problème des n reines sur tel é
hiquier,49 qui n'a de solutionque pour n premier ave
 6. Un tel 
al
ul s'étalant sur plusieurs mois est toujours périlleux,surtout lorsque la répartition des 
al
uls et la 
ompilation des résultats sont en partiemanuelles. J'ai appris depuis que le résultat de 
e 
al
ul avait été 
on�rmé.50 Le re
orda
tuel est T (25) = 1957725000, et pour un é
hiquier 
lassique Q(23) = 24233937684440.Ces valeurs 
onfortent la 
onje
ture énon
ée dans [22℄ :Conje
ture 1 limn!1(n;6)=1 T (n)n logn = � > 0; limn! Q(n)n logn = � > 0:Il est un peu frustrant de ne pas disposer d'algorithme plus e�
a
e que la re
her
heexhaustive � modulo quelques améliorations par 
i par là � pour 
al
uler Q(n) ou T (n).Rivin et Zabih ont pourtant proposé une méthode originale,51 basée sur le 
al
ul destermes sans 
arré du permanent d'une matri
e bien 
hoisie, dont le temps de 
al
ul estborné par 8n. Si on 
roit à la 
onje
ture 
i-dessus, 
et algorithme est plus rapide quela re
her
he exhaustive. Malheureusement l'espa
e mémoire né
essaire (en 4n) rend 
etalgorithme inutilisable en pratique.4.2 Sommes de 
ubesIl s'agit là d'un travail e�e
tué en 
ollaboration ave
 François Bertault et Olivier Ra-maré [2℄. Nous avons montré que tout entier 
ompris entre 1290741 et 3:375 � 1012 peuts'é
rire 
omme somme d'au plus 5 
ubes. Ce résultat, obtenu par re
her
he exhaustivegrâ
e au soutien du Centre Charles Hermite, a été amélioré depuis par Jean-Mar
 De-shouillers, François Henne
art et Bernard Landreau, qui ont montré que tout entier del'intervalle [1290741; 1016℄ est somme de 5 
ubes. La méthode utilisée par Deshouillers,Henne
art et Landreau 
onsiste dans un premier temps à déterminer des plages e�e
-tives où tous les entiers 
ongrus à k mod 9 sont somme de 4 
ubes � par exemple toutn 2 [4 � 108; 4:5 � 1011℄ 
ongru à 0 mod 9 est somme de 4 
ubes � puis à étendre 
esrésultats pour les sommes de 5 
ubes grâ
e au lemme suivant.49Contrairement à l'é
hiquier 
lassique ayant 2n � 1 diagonales montantes (respe
tivement des
en-dantes), l'é
hiquier toroïdal n'a que n diagonales montantes (respe
tivement des
endantes).50Voir la référen
e A051906 de l'en
y
lopédie éle
tronique des suites d'entiers, http://www.resear
h.att.
om/~njas/sequen
es/51I. Rivin, R. Zabih, A dynami
 programming solutions to the N-queens problems, Information Pro
es-sing Letters 41, 1992.



4.3. Premiers 
onsé
utifs en progression arithmétique 35Lemme 1 (Deshouillers,Henne
art, Landreau, 1996) Si tout n 2 [a; b℄, (b�a � 9),
ongru à i mod 9 est somme de 4 
ubes alors1. tout n 2 [a; a + (b�a)3=227 ℄ 
ongru à i mod 9 est somme de 5 
ubes,2. tout n 2 [a; a + (b�a)3=227 ℄ 
ongru à i+ 1 mod 9 est somme de 5 
ubes,3. tout n 2 [a; a + (b�a)3=227 � (b�a)3 ℄ 
ongru à i� 1 mod 9 est somme de 5 
ubes.Ce lemme réduit la 
omplexité de la véri�
ation que tous les entiers dans l'intervalle[1290741; N ℄ sont somme de 5 
ubes de O(N) � 
omplexité de la méthode exhaustiveque nous avions utilisée � à O(N2=3). Il est naturel de songer à se ramener dere
hef auxsommes de 3 
ubes, 
e qui permettrait d'avoir un algorithme en O(N4=9) ; malheureuse-ment 
ela é
houe 
ar les intervalles ne 
ontenant que des sommes de 3 
ubes sont de tailletrop réduite, même en se restreignant à des 
lasses modulaires.Ce problème reste d'ailleurs non 
omplètement résolu. Deshouillers, Henne
art et Lan-dreau ont formulé la 
onje
ture suivante :Conje
ture 2 (Deshouillers, Henne
art, Landreau, 1996) 52 Tout entier supérieurà 7 373 170 279 850 est somme de 4 
ubes.Cette 
onje
ture, et par suite le nombre 
i-dessus qui est le plus grand 
onnu n'étant passomme de 4 
ubes, a été obtenue en 
onsidérant les di�érentes 
lasses modulo 63, et en
her
hant pour 
haque 
lasse la plus grande ex
eption n suivie d'un intervalle [n+1; 10n℄sans ex
eption. La preuve de 
ette 
onje
ture semble a
tuellement hors de portée.Une autre question non résolue 
on
erne la densité des sommes de 3 
ubes : est-elle nulle ou stri
tement positive ? Deshouillers, Henne
art et Landreau ont observé desphénomènes 
urieux : la densité expérimentale � ave
 sommants distin
ts � qui vaut0:099902 jusqu'à 2�1012, a

use un minimum vers 3�1012 avant d'augmenter sensiblement.53Leur modèle fon
tionne en revan
he très bien pour les sommes de 4 bi
arrés.544.3 Premiers 
onsé
utifs en progression arithmétiqueCe problème, énon
é par Ri
hard Guy dans le 
hapitre A6 de son livre UnsolvedProblems in Number Theory � et posé par un le
teur du magazine Pour la S
ien
e en1997 � 
onsiste à trouver k nombres premiers 
onsé
utifs en progression arithmétique.Soient p1; p2 = p1+ a; p3 = p1+2a; :::; pk = p1+(k� 1)a 
es k entiers. Il est fa
ile de voirque la raison a de la progression est for
ément un multiple de tous les nombres premiersp inférieurs ou égaux à k, dès lors que p1 > k. En e�et, si a est premier ave
 p, 
'estun générateur de Z=pZ, et l'un des pj est for
ément multiple de p. Ave
 Harvey Dubner,Tony Forbes, Nik Lygeros et Mi
hel Mizony [10℄, nous avons trouvé des progressions dehuit et neuf nombres, et une de dix nombres de 93 
hi�res :52J.-M. Deshouillers, F. Henne
art, B. Landreau, I G. P. Purnaba, 7 373 170 279 850, Mathemati
s ofComputation, vol. 69, nÆ 229, 2000.53J.-M. Deshouillers, F. Henne
art, B. Landreau, Sums of powers : an arithmeti
 re�nement to theprobabilisti
 model of Erdös and Rényi, A
ta Arithmeti
a 85, nÆ 1, 1998.54J.-M. Deshouillers, F. Henne
art, B. Landreau, Do sums of 4 biquadrates have a positive density ?,ANTS III, Portland, LNCS 1423, 1998.
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uls de l'extrême> p[1℄ := 1009969724697142476377866555879698403295093246891900\41803603417758904341703348882159067229719:> for i from 2 to 10 do p[i℄:=nextprime(p[i-1℄) od:> seq(p[i+1℄-p[i℄, i=1..9);210, 210, 210, 210, 210, 210, 210, 210, 210Pour 
ela, nous avons repris la méthode mise au point par Harvey Dubner et Harry Nelsonen 1997, qui leur avait permis de trouver une progression de sept nombres premiers.55L'idée de base 
onsiste à 
her
her le premier nombre p1 de la formep1 = x +Nmoù x et m sont �xés, et N est un entier positif ou nul que l'on fait varier jusqu'à trouverune solution. L'entier m est le produit de petits nombres premiers qj, et x est 
hoisi detelle sorte qu'au
un des entiers p1; p1 + a; :::; p1 + (k � 1)a ne soit divisible par qj, etque le plus possible de nombres intermédiaires le soient. (La di�éren
e 
ommune a est
hoisie la plus petite possible, 
e qui maximise la probabilité de su

és, soit a = 210pour 7 � k � 10.) Dubner et Nelson ont montré dans leur arti
le de 1997 qu'un telx peut se trouver fa
ilement par une pro
édure ré
ursive de re
her
he. Ma 
ontributiona été prin
ipalement d'améliorer 
ette phase initiale de 
hoix de m et x en in
orporantdes 
hoix aléatoires à la Las Vegas, et y 
onsa
rant plus de temps de 
al
ul. En e�et,une meilleure valeur de x augmente la probabilité de trouver une solution, don
 diminuel'espéran
e du nombre de valeurs de N à essayer. Toutes proportions gardées, il y a là une
ertaine analogie ave
 les améliorations e�e
tuées ré
emment par Brian Murphy dans laphase de séle
tion du 
rible algébrique pour la fa
torisation entière, où l'on doit trouverdes polyn�mes ayant les meilleures propriétés possibles.Perspe
tives. Une progression de 11 nombres premiers en progression arithmétiquené
essite une di�éren
e 
ommune d'au moins 2310, soit 23090 nombres intermédiairesqui doivent être 
omposés. Le temps de re
her
he d'une telle progression selon la mêmeméthode est estimé à environ 1012 fois 
elui pour k = 10 ! Il est don
 très probable que lere
ord de 10 nombres premiers demeure un 
ertain nombre d'années.Un problème 
onnexe 
onsiste à trouver la plus petite progression de k nombres pre-miers 
onsé
utifs. Pour k = 6, on sait56 depuis 1967 que la plus petite progression 
om-men
e par 121174811. Pour k = 7, nous avons trouvé dans [10℄ une progression d'entiersde 37 
hi�res, mais la plus petite progression reste in
onnue ; on peut 
onje
turer que
elle-
i se situe aux alentours de 20 
hi�res, don
 à la portée d'une re
her
he exhaustive.En revan
he k = 8, ave
 un minimum estimé à 25 
hi�res, semble hors de portée.4.4 Fa
torisation d'entiersGrâ
e à mes 
onta
ts ave
 la 
ommunauté internationale de re
her
he en théorie al-gorithmique des nombres, j'ai pu parti
iper aux fa
torisations de RSA-140, a
hevée le 255H. Dubner, H. Nelson, Seven Conse
utive Primes In Arithmeti
 Progression, Mathemati
s of Com-putation, vol. 60, nÆ 220, 1997.56L. J. Lander, T. R. Parkin, Conse
utive Primes in Arithmeti
 Progression, Mathemati
s of Compu-tation 21, 1967.



4.5. Trin�mes irrédu
tibles 37février 1999 [5℄, et de RSA-155, a
hevée le 22 août 1999 [6℄, la fa
torisation de RSA-140ayant été en quelque sorte une � mise en jambes � pour 
elle de RSA-155 :RSA-155=109417386415705274218097073220403576120037329454492059909138421314763499842889n34784717997257891267332497625752899781833797076537244027146743531593354333897=102639592829741105772054196573991675900716567808038066803341933521790711307779� 106603488380168454820927220360012878679207958575989291522270608237193062808643:Ces deux re
ords de fa
torisation de nombres � généraux � furent établis grâ
e au � 
riblealgébrique � (Number Field Sieve ou plus simplement NFS). Ma 
ontribution se borna à lapremière étape de la fa
torisation, 
elle de 
rible à proprement parler. La fa
torisation deRSA-155 utilisa environ 8400 années-MIPS57 de temps de 
al
ul, soit seulement quatre foisplus que 
elle de RSA-140, grâ
e notamment à un nouvel algorithme dû à Brian Murphy,mis en ÷uvre par Peter Montgomery, pour la re
her
he de � bons � polyn�mes pourle 
rible algébrique. L'étape de 
rible, la plus 
oûteuse, mobilisa 300 ma
hines pendantpresque 4 mois ; ma modeste 
ontribution produisit environ 4:5% � soit 5:64 millions �du nombre total de relations.Au-delà du re
ord, 
es 
al
uls ont permis de juger de la sé
urité des systèmes 
ryp-tographiques basés sur la di�
ulté de la fa
torisation entière, en parti
ulier le systèmeRSA. La fa
torisation de RSA-155 eut un 
ertain retentissement, puisque la barrière psy-
hologique de 512 bits venait d'être fran
hie.Ri
hard Brent remarque58 la relationY = 13:24D1=3 + 1928:6pour l'année Y où l'on a pu fa
toriser des entiers quel
onques de D 
hi�res. Si 
etteformule reste valide dans le futur, on devrait pouvoir 
asser un nombre de 768 bits (231
hi�res) vers 2010, et un nombre de 1024 bits (309 
hi�res) vers 2018. La so
iété RSAa d'ailleurs ré
emment annon
é59 des prix en espè
es sonnantes et trébu
hantes pour lafa
torisation d'entiers de 576 bits (10000 $) à 2048 bits (200000 $) :RSA576 = 1881988129206079638386972394616504398071635633794173827007633564229888597152346654n85319060606504743045317388011303396716199692321205734031879550656996221305168759307650257059 ;Selon la formule de Brent, 
es nombres devraient être dé
omposés en 2003 pour RSA576(174 
hi�res), et 2041 pour RSA2048 (617 
hi�res).4.5 Trin�mes irrédu
tiblesContexte. Un polyn�me f(x) de degré r sur GF(2) est dit primitif s'il est irrédu
tibleet si x engendre GF(2)=f , 
'est-à-dire si fxi; 1 � i < 2rg dé
rit les 2r � 1 polyn�mes nonnuls de GF(2)=f . Par exemple, f = x6 + x3 + 1, qui est irrédu
tible sur GF(2), n'est pas57Une année-MIPS (MIPS year) 
orrespond à un an de 
al
ul sur une ma
hine e�e
tuant un milliond'instru
tions par se
onde.58R. P. Brent, Some parallel algorithms for integer fa
torisation, EuroPar'99, LNCS 1685, 1999.59http://www.rsase
urity.
om/rsalabs/
hallenges/fa
toring/index.html



38 Chapitre 4. Cal
uls de l'extrêmeprimitif, 
ar x9 = 1 mod x6 + x3 + 1, et x n'engendre que 9 des 63 éléments non nuls deGF(2)=f . En revan
he x6 + x + 1 est primitif sur GF(2).Un polyn�me primitif permet de fabriquer un générateur aléatoire de période r. Pour2r � 1 premier, 
ela revient à 
her
her des trin�mes xr + xs + 1 irrédu
tibles sur GF(2)(i
i et dans la suite, on 
onsidère r > s > 0). Les nombres premiers de la forme 2r � 1sont appelés nombres de Mersenne ; on en 
onnaît a
tuellement 38, d'exposants :2; 3; 5; 7; 13; 17; 19; 31; 61; 89; 107; 127; 521; 607; 1279; 2203; 2281; 3217; 4253; 4423;9689; 9941; 11213; 19937; 21701; 23209; 44497; 86243; 110503; 132049; 216091;756839; 859433; 1257787; 1398269; 2976221; 3021377; 6972593:Pour obtenir des générateurs aléatoires de grande période, il est don
 naturel de 
hoisirr parmi les exposants de Mersenne.Contribution. Ave
 Ri
hard Brent et Samuli Larvala, nous avons entrepris mi-2000 lare
her
he de polyn�mes de la forme xr + xs+1 primitifs sur GF(2). Après avoir véri�é et
orrigé60 les 
al
uls e�e
tués par Kumada et al. pour r = 859433, nous avons e�e
tué unere
her
he 
omplète pour r = 3021377 [4℄, et débuté la re
her
he pour r = 6972593.61 Pourr = 3021377, le 
al
ul s'est a
hevé début 2001, ave
 deux trin�mes primitifs dé
ouverts(s = 361604 et s = 1010202) modulo la transformation s! r � s.Perspe
tives. Le 
as r = 6972593 est un véritable � 
al
ul de l'extrême �, ave
 uneestimation de 3 millions d'heures de 
al
ul. D'ailleurs notre demande de ressour
es en2001 au CINES (un tiers du temps estimé, soit un million d'heures) 
hangea l'ordinairedes membres du 
onseil s
ienti�que de 
et organisme, puisque même les physi
iens les plusgourmands n'avaient demandé que 300000 heures ! Une fois 
e 
al
ul terminé, il faudraattendre le pro
hain nombre de Mersenne trouvé par GIMPS,62 puisque 6972593 est ledernier 
onnu.

60Kumada et al. avaient en e�et � manqué � le trin�me x859433 + x170340 + 1, à 
ause d'un � bug �dans leur programme : T. Kumada, H. Leeb, Y. Kurita, M. Matsumoto, New primitive t-nomials (t = 3,5) over GF(2) whose degree is a Mersenne exponent, Mathemati
s of Computation 69, 2000.61Cf http://web.
omlab.ox.a
.uk/ou
l/work/ri
hard.brent/trinom.html pour suivre l'état a
-tuel de nos re
her
hes.62The Great Internet Mersenne Prime Sear
h, http://www.mersenne.org/



Et demain ?Une des parti
ularités de mes travaux de re
her
he est le fait qu'ils sont indisso
iablesdu développement de logi
iels (gfun, mpfr, epelle, ...). Ce goût pour 
e que d'au
unsappellent les � mathématiques expérimentales � ne devrait pas varier dans les annéesà venir. Le développement logi
iel non seulement valide de nouveaux algorithmes, maisaussi aide à les rendre populaires. D'autre part, la résolution systématique de 
ertaines
lasses de problèmes grâ
e à 
es logi
iels permet d'a

éder à de nouvelles questions, etdon
 pose de nouveaux dé�s s
ienti�ques.Mes re
her
hes dans les pro
haines années devraient se 
on
entrer sur le thème �arithmétique �, ave
 bien sûr la poursuite du développement de la bibliothèque mpfr etla des
ription des algorithmes qui y sont implantés, à la fois pour 
erti�er la 
orre
tionde 
es algorithmes, et pour faire une synthèse des méthodes d'évaluation de fon
tionsélémentaires et spé
iales. Ma formation en algorithmique et en 
al
ul formel restera sansnul doute extrêmement pré
ieuse !Pour atteindre l'obje
tif �nal de fournir aux logi
iels de 
al
ul formel une arithmétique�ottante portable, e�
a
e et 
lairement spé
i�ée, beau
oup reste à faire. Il faudra en e�etpouvoir 
al
uler aussi ave
 des nombres 
omplexes, et don
 dé�nir la notion d'arrondiexa
t sur les 
omplexes... On pourrait également étendre la notion d'arrondi exa
t àl'intégration numérique, à la résolution numérique d'équations di�érentielles, ..., bref assezde sujets passionnants pour au moins 10 autres années de re
her
he !
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