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Introduction

L’objectif de ce travail est de proposer et d’étudier des schémas numériques de type volumes finis adaptés a la
simulation de certains problémes intervenant en mécanique des fluides. Le point commun de tous les problémes
cités ci-dessous, du point de vue de la résolution par volumes finis, réside dans la nécessité d’approcher toutes
les composantes du gradient de la solution.

Diffusion anisotrope : On s’intéresse tout d’abord & ’écoulement d’un fluide en régime permanent dans un
milieu poreux 2D hétérogéne, caractérisé par la perméabilité de ses différentes strates. L’écoulement est régi par
la loi de Darcy qui relie la vitesse de filtration u du fluide au gradient de pression p :

u=—AVp,

ou A est le tenseur de perméabilité. Ce coefficient A est variable et dépend du milieu poreux, il peut donc
présenter des discontinuités dans les milieux hétérogénes. Dans un milieu isotrope, ce coefficient est un scalaire,
tandis que dans un milieu anisotrope, c’est un tenseur symétrique. Ainsi grace & la conservation de la masse,
on obtient le probléme suivant :

—div(AVp) = f,

ou f est une fonction qui modélise les sources de masse (puits,---). On étudie la discrétisation de ce type de
problémes pour des conditions aux bords mixtes de type Dirichlet/Fourier (Chapitre II), afin de construire
ensuite des algorithmes de Schwarz discret sans recouvrement avec des conditions de transmission de type
Fourier (Chapitre III).

Probléme de Stokes : Dans une deuxiéme partie, on se propose de discrétiser des problémes de Stokes en
2D de la forme :
div (—2n(z)Du+pld) =f, et div(u) =0,

ol u € R? est la vitesse du fluide, Du = %(Vu+tVu) le tenseur des taux de déformation et p la pression du fluide.
L’originalité de ces modéles tient dans le fait que la viscosité n peut dépendre de la variable spatiale x. Noter que
dans les modéles physiques, la viscosité dépend d’autres caractéristiques de 1’écoulement comme la densité, la
température, par 'intermédiaire du couplage avec d’autres équations. De plus, dans de nombreuses simulations
numériques, les écoulements diphasiques sont modélisés par un ensemble unique de lois de conservation sur
I’ensemble du domaine de calcul. Une telle approche conduit & des équations de Navier-Stokes avec une densité
et une viscosité variables et éventuellement discontinues. Les équations de Stokes avec une viscosité discontinue
peuvent alors étre considérées comme un premier pas dans I’étude d’écoulements diphasiques visqueux. On
commencera par présenter le cas d’une viscosité constante qu’'on prendra égale a 1 (Chapitre V), ainsi le
probléme se raméne & —Au + Vp = f. On abordera ensuite le cas d’une viscosité dépendant de la variable
spatiale de maniére réguliére (Chapitre VI et Chapitre X en 3D) et pour finir la viscosité sera autorisée a
présenter des discontinuités (Chapitre VII).

Dans la suite de cette introduction, je donne une description rapide des différents chapitres du mémoire,
certaines notations et énoncés seront précisés dans les chapitres concernés. En annexe, je rassemble la plupart
des notations de ce manuscrit. On précise que I’essentiel du manuscrit se place en 2D a ’exception de la Partie
3 qui sera en 3D.
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On commence par rappeler le principe des méthodes volumes finis & deux points pour approcher la solution de
l’équation de Laplace —Awu = f sur un domaine € de R? avec des conditions aux bords de Dirichlet homogéne :

on se donne une partition de @ = |J k en fermés polygonaux d’intérieur disjoint appelés volumes de controle.
KeM
A chacun de ces volumes de controle x, on associe un point z, € (. n’est pas forcément dans k) et on

cherche une approximation u, de la solution du probléme au point z,. On obtient alors un schéma numérique

en intégrant sur chaque volume de controle I’équation de Laplace — | Audx = / fdz. La formule de Green
K K

nous améne & approcher, sur chaque aréte o C dk du maillage, les flux normaux — / Vu(s) 1, ds ot i, est

o
la normale & o sortant du volume de contréle k. Si la solution u est réguliére, par un développement de Taylor
u(ze) —u(z,)

(voir [EGHO0]), on vérifie que le quotient différentiel m,, y
KK,L

est une approximation a l'ordre 1 de

— / Vu T, ds ot 0 = KN est 'aréte entre les volumes de controles k et £, T - est le vecteur unitaire orienté
o

de z, vers x, et de = d(xx,x.). En particulier le flux normal est bien approché par ce quotient différentiel
a condition que les vecteurs @, et Ty, . soient colinéaires ou en d’autres termes que la droite (z,cx.) soit
orthogonale a 'aréte o = k£ N £. Les approches volumes finis a deux points [EGH00] consistent alors a travailler
avec des maillages respectant cette condition d’orthogonalité, ces maillages sont dits admissibles et le schéma
(appelé VF4) pour le probléme de Laplace avec des conditions aux bords de Dirichlet homogeéne s’écrit alors :

Trouver u™ = (ux)cem € R™ tel que

veem, Y F,c,a(um):/f(x)dx,

o€k
VF4)
u
avec F,Cyg(um) =-—m,——~% sioc=cxl|c € Epnt, (
d)C,E
avec Fy o(u™) = —m,—=, si 0 € Eeut.
di,o

)

Cette condition d’orthogonalité permet donc d’obtenir une bonne approximation de la composante du gra-
dient de la solution dans la direction de deux centres voisins sur chaque aréte du maillage. Notons que, si
le maillage 9 est composé de triangles, une famille (z,)c qui rend le maillage admissible n’est autre que la
famille des centres des cercles circonscrits des mailles (si un triangle & un angle obtus alors le centre du cercle
circonscrit est & I'extérieur du triangle) ; pour un maillage cartésien, plusieurs choix sont possibles, par exemple
la famille des barycentres ; on peut également utiliser les maillages de Delaunay-Voronoi, en effet le maillage de
Delaunay donne la triangulation du domaine et les sommets du maillage de Voronoi donnent les points (2 ).
Malheureusement, dans de nombreuses situations cette condition d’orthogonalité peut ne pas étre vérifiée :

— Si on utilise un maillage provenant d’'une décomposition de domaines, dont les sous-domaines sont maillés

indépendamment les uns des autres.

— Sur des maillages localement raffinés avec des mailles non-conformes, méme avec des volumes de contrdle

rectangulaires.
De plus, dés que l'on souhaite discrétiser une équation de diffusion plus générale —div(A(z)Vu) = f ou A est
une matrice 2 X 2 symétrique définie positive, la condition géométrique nécessaire a la consistance du schéma a
deux points devient une condition de A-orthogonalité A=!(zcz.) L o. Lorsque la matrice d’anisotropie A est
a coeflicients constants, il peut exister des maillages qui vérifient ces conditions mais dés que les coefficients A
varient, il est illusoire d’espérer construire un maillage adapté au probléme.

Une facon de lever cette condition d’orthogonalité est de trouver une approximation du gradient dans une
direction transverse a Ty ., ou ceci est équivalent obtenir une approximation de tout le vecteur Vu sur chaque
aréte du maillage. Différentes méthodes volumes finis de reconstruction de gradient discret ont été proposées
depuis une dizaine d’années. Un grand nombre de ces méthodes ont été comparées dans le benchmark de la
conférence FVCA5 [HHO8b], pour des problémes de diffusion scalaire 2D, voir [ABBM98a, ABBM98b, CVV99,
Her00, AGW04, BM05, DO05, Pot05, DE06, Dro06, EGH06, EGHO7, Her07, MP07, ABH07, BLSS07, BHOS,
BBL09] pour plus de détails.

On s’intéresse plus particuliérement dans ce manuscrit a I'une des méthodes de reconstruction de gradient, la
méthode appelée DDFV acronyme de “Discrete Duality Finite Volume”. Les méthodes DDFV ont été introduites
et étudiées dans [Her00, DO05] pour approcher les solutions du probléme de Laplace sur des classes de maillages
trés larges incluant des maillages déformés et localement raffinés, sans supposer la condition d’orthogonalité.
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Pour cela, on considére une partition du domaine de calcul 91, formée de polygones. Le maillage primal est
constitué de cette partition 9 et de ’ensemble des arétes du bord du domaine. Ces arétes sont appelées par
la suite les mailles primales dégénérées, et 'ensemble de ces mailles du bord est noté 9. L’ensemble O est
introduit pour imposer les conditions aux bords. Le principe de la méthode DDFV consiste alors a ajouter des
inconnues aux sommets des volumes de controle. Ces sommets sont alors vus commes des centres de volumes
de controle d’un nouveau maillage appelé maillage dual 9T U 099T*, comme le montre la Figure 1.

" » n mo---E--p--m

I
" o Centres zx I | " | |
o * o — Mailles primales x ql‘)_ - .q)_lc_ - - - Q. - _(JT)
. I

- - Mailles duales x* 1 | Iy |
K 1 I 1

® Sommets z,+ sur le bord Lycx \
[ 0 £ N [ | ! o ‘0O |
O Sommets T+ intérieurs I | K* 4 A
@ o ! - Q- m @
o b—a—u e ]

I -~A

o | o -
[ | - » u B--9---B-OE-9-H

FI1G. 1 — Un maillage primal 9t U 99 (a gauche). Le maillage dual 9t* U 990" correspondant (& droite).

Les inconnues aux sommets sont considérées comme des inconnues & part entiére du schéma pour lesquelles une
équation est obtenue en intégrant le probléme de départ sur les mailles duales. Ces inconnues aux centres et
aux sommets du maillage primal sont rassemblées dans la famille :

(O ((“}c);ce(mzuam) ; (“K*)me(m*uam*)) €R”.

Ainsi pour le probléme de Laplace avec des conditions de Dirichlet homogéne, on intégre I’équation sur les
mailles intérieures du maillage primal et dual :

Ve m, /Kf(:c)dx _— /K Au@)dz = — 5 [ Vuls) - foeds,

occok Jo
VK€ fm*/ f(z)de = —/ Au(z)de = — Y, / Vu(s) - Boxerds.
K* K o*edx* Jo*

Il faut maintenant approcher les deux flux normaux suivants / Vu(s) - fi,cds et / Vu(s) - Bgxexds. Pour

cela on utilise un gradient discret défini sur le quadrangle de diagonales o et o*, appelé diamant D, ., (voir
la Figure 2). Ceci est possible car on remarque qu’en deux dimensions, les deux directions complémentaires (la
direction de ¢*, c’est-a-dire des centres de deux volumes de controle du maillage et la direction de o, c’est-a-dire
des deux sommets de 'aréte) permettent de définir entiérement un gradient discret V® : R7 — (R2)© (voir
Définition 1.7), avec pour D € D :

Upx — Uge*
. VU Py o =
Ue — Uk Upx — Uk m
VPuT = — (an) ( Mo+ —————— N aper | < u i u
S« m m £ — U
D o* o VDUT . ‘FK.,[. — _—
m,=

On définit également une divergence discréte div” : (R2)© — R7” (voir Définition 1.9) par :

1 _
VYV keM, divie® = — Y m,EP ik,
M D, o+ €DK
Vremr, divie® = S M€ e,

Mr* p_ €Dy

o,0

. 1
Ve € o, diveTeR = < ST M€l s + > dier &7 - ﬁm>.

Dy ox €D o Dy ox EDjexNDeat
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. /—\O_
-"‘ - ‘\.
T &7 . S —————- Diamant p
Y N
AN N T N
/ 1 e 1SN B Sommets
. ap)~~ N
N\ D/ ~
o T;c* b= R \\@x O  Centres
N N, 7702 — Aréte primale o = K|z
‘/
\ e - - Aréte duale o* = k*|z*
AY Rd
w
X+

Fic. 2 — Un diamant o = D, ~.

La formule de Green montre que ces deux opérateurs sont en dualité, ceci a donné le nom a la méthode.

Théoréme 1 (Formule de Green)

Pour tout £2,u” € (R2)© x Eg, on a
[div7 €2, uT]; = —(£°,V®uT)p,

ot By = {vT € R” tel que ve =0, VK € OM et v = 0, VK= € OM*}, et les produits scalaires sont définis
par (L.11).

Le schéma discret du probléme de Laplace avec des conditions de Dirichlet homogéne s’écrit alors

Trouver u” € Ey  tel que

vV keM, —myediv® (VPu”) = / f(x)dz,
K
Yot € MF, —mye-div (VPuT) = / f(z)dz.
o

Les méthodes DDFV ont été développées avec succés depuis quelques années, en 2D : pour les problémes
de diffusion scalaire anisotrope [BHK10, DO05, Her00, Her03]; pour les problémes de convection-diffusion
[CM10]; pour les systémes Div-Rot [DDOO0T] ; pour les équations elliptiques linéaires et /ou non linéaires de type
Leray-Lions [ABHO7, BHO8]; pour le probléme de Stokes et de Navier-Stokes [Del07]; pour des problémes en
électrocardiologie [CPRT09]; pour les équations de Maxwell [HLOOS§] ; en 3D : pour les problémes de diffusion
scalaire anisotrope [CPT08, ABKO08, Her07], pour les équations elliptiques linéaires et/ou non linéaires de type
Leray-Lions [CHO09]. Cette approche double essentiellement le nombre d’inconnues en 2D mais a des avantages
multiples, les plus significatifs étant : le peu de contraintes imposées sur les maillages et la conservation de
la structure du probléme continu, notamment la symétrie, qui permet une adaptation efficace aux problémes
non-linéaires. Le benchmark [HHO8D] fait ressortir que la méthode DDFV 2D est une méthode d’ordre 1 compé-
titive en ce qui concerne la précision des gradients. On souligne également que 'implémentation des méthodes
DDFV est simple étant donné qu’elle nécessite la méme structure (avec quelques informations géométriques
supplémentaires) que celle utilisée classiquement pour implémenter le schéma (VF4). En particulier, il n’est pas
nécessaire de connaitre la correspondance entre une maille (primale ou duale) et 'ensemble de ses sommets.
Tous les tests numériques 2D de ce manuscrit ont été réalisés a 1’aide d’un code en fortran90. Lors de journée
numériques de Lille 2010 https://rnl0vf.lille.inria.fr/, des programmes en scilab, pour les problémes
anisotropes, ont été réalisés par F. Boyer et moi-méme & des fins pédagogiques, ils sont accessibles & ’adresse
http://www.cmi.univ-mrs.fr/“krell/Projet/VF_scilab.tar.gz.

Chapitre I : Description générale des méthodes DDFV

Dans ce chapitre, nous décrivons les grands principes et les principaux résultats connus sur les opérateurs
discrets de la méthode de volumes finis DDFV dans le cadre 2D. On introduit les maillages DDFV et toutes
les notations utiles pour les chapitres ultérieurs. La derniére section du premier chapitre est consacrée aux
principaux résultats concernant les opérateurs discrets DDFV démontrés pour Uessentiel dans [ABH07], comme
par exemple I'inégalité de Poincaré :
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Théoréme 2 (Inégalité de Poincaré discréte)

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement du diamétre de Q et de reg(T), telle que V u” € Ey :

a7 |2 < ClIVEu]|2.

La régularité géométrique d’un maillage donné sera mesurée par un nombre noté reg(7) (défini par (I.1)) et
qui est utilisé dans tous les théorémes qui suivent. Ce nombre reg(7 ) mesure essentiellement ’applatissement
des diamants et le rapport entre la taille des mailles primales (resp. duales) et la taille des diamants.

Chapitre 11 : Problémes de diffusion scalaire anisotrope avec des condi-
tions aux bords mixtes

Le deuxiéme chapitre est consacré a la discrétisation de problémes de diffusion scalaire anisotrope et hété-
rogéne avec des conditions aux bords mixtes de type Dirichlet/Fourier :

—div(A(x).Vu(x)) = f(z), dans Q,
u=g, sur['p, (1)
—(A(s).Vu(s)) - i = Au(s) — h(s), sur T'p =T,

On distinguera dans ce chapitre les mailles primales (resp. duales) du bord appartenant aux bords de type
Dirichlet, ensemble noté 09Mp (resp. 9MF,), des mailles primales (resp. duales) du bord appartenant aux bords
de type Fourier, ensemble noté 0Mp (resp. 09%). Le but de ce chapitre est de construire un schéma pour le
probléme (1) et d’établir des estimations d’erreur pour ce schéma. Ce chapitre prépare le chapitre suivant, qui
étudie des algorithmes de Schwarz sans recouvrement pour les méthodes DDFV qui utilisent les conditions de
Fourier pour les communications entre les sous-domaines. Notons qu’on s’attachera a travailler avec des tenseurs
anisotropes pouvant présenter des discontinuités le long des arétes primales du maillage comme dans [Her03].
On sait que de telles discontinuités peuvent impliquer un défaut de consistance des flux numériques pour les
schémas volumes finis. En effet, ce sont les flux normaux, (A.Vu) - i, qui sont continus & travers les interfaces
de discontinuité et non le gradient lui-méme. On a ainsi pour o = D1|D2 (D1 et Ds étant deux demi-diamants) :

/ (A@I.VU@I) -D, . ds :/ (A|132'Vu|132) -0,k ds. (2)

Par conséquent, notre schéma numérique doit conserver la continuité de ces flux normaux discrets a travers
les interfaces, sinon on observe une diminution de la vitesse de convergence. Pour imposer cette continuité, on
ajoute une inconnue u, sur chaque aréte du maillage primal, ceci nous permet de définir un gradient discret

R 5 D - e e ~ =
modifié V® : u? € R — (VDUT)ﬁef) € (R?)” sur les demi-diamants (voir Définition II.1) avec pour B € D,
de sommets T, T+ et T :

=~ 1 Uy, — Ui Upx — U
VPuT = = Z N + Wowpcn |
sin(ap) My m,

On détermine les nouvelles inconnues u, sur les arétes du maillage primal, en imposant pour tout o € 2
Péquivalent discret de (2), c’est-a-dire :
(Ap, VP u7) - B, = (Ap, . VP20u7) - i, ,
oll D = D1 UDy et Az est une matrice définie positive qui approche A sur le demi-diamant . On définit alors les
. 5 ) d 1 5
flux sur les diamants par A®(V®) : R” — (R?)", o Ap(VPuT) = — 3 mzAs.VPu7, pour tout o € D
mp PEDD

et u” € R” .

La nouveauté de ce travail se situe dans les conditions aux bord de type mixte. Tout d’abord, on intégre
I’équation de diffusion sur le maillage primal intérieur 9t et dual intérieur 9* et la condition de Dirichlet est
imposée sur les mailles primales dégénérées du bord Dirichlet 90ty et sur les mailles duales du bord Dirichlet
O09M7,. La prise en compte des conditions de Fourier peut se faire de différentes facons :

— Méthode 1 : On intégre I’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 091}, puis on impose
la condition de Fourier sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 0 p.
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— Méthode 2 : On inteégre 1’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 091}, en remplagant
les flux normaux, c’est-a-dire (A.Vu) - i, sur les arétes du bord par la condition de Fourier A — Au. Puis
on impose la condition de Fourier sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 09t p.

— Méthode 3 : On intégre I’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 901},, mais cette fois-ci,
on remplace les flux normaux des arétes du bord Fourier par de nouvelles inconnues de flux, notées ¢7,
(situées sur les demi-arétes du bord). Ces nouvelles inconnues doivent alors approcher les flux normaux
sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 09tr. Finalement, on impose la condition de Fourier
sur chaque demi-aréte du bord Fourier. Pour cette méthode, on ajoute exactement deux fois le nombre
d’arétes de l'interface d’inconnues. Ceci n’augmente pas considérablement le nombre total d’inconnues du
systéeme.

La stratégie proposée par F. Hermeline est la seconde. Il montre dans [Her00, Her03] que le schéma correspondant
a la méthode 2 est bien posé pour des maillages DDFV généraux. Nous montrerons au Chapitre III qu’en utilisant
la méthode 3 l'algorithme de Schwarz DDFV converge vers le schéma DDFV, ceci n’est pas forcément le cas
pour les autres méthodes (voir la Remarque II1.7). Le schéma correspondant a la méthode 3 pour un tenseur
anisotrope discontinu s’écrit :

Trouver u”, 7 € R” x ®f tels que,
Ux = Jx, Ve GS)LRD,
Ui = Jrc*, V K € 8931*,3,
—div® (A’D(vf’uf)) —f., Ve,
—div© (Ai’(v%”f)) .. VK€M

m = dic*,a

DT = .
Ap(VOUT) e — Y L e, Vi€ OO,
DU’U* EQ}C* M+ DE@K*QQF M

dje* d =
%Sﬁmﬂg + ;’L,C Pr*c — AD(VQUT) . ﬁo’[, = 0, V= [ZL'K*SCE*] S 393?}?,

o o

U + Ug
2

On montre que le schéma (3) est bien posé pour des maillages généraux. Pour simplifier un peu les notations,
on note maintenant le fait que (17, ¢7) est solution de (3) de la maniére compacte suivante :

Lor™, o™, 17,97, h7) = 0. (4)

SDK*,L—’—)\ :h}c*7£, v[w;c*l'ﬁ] GanF

On établit Iestimation d’erreur associée.
Théoréme 3 (Estimation d’erreur)

On suppose que la solution de (1) u est W par demi-diamants. Soit u” € R7 la solution du schéma (4).
Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de A, de u et reg(7T), telle que

lu — 7|2 + ||Vu — VPuT || < Csize(T).

Pour montrer ce résultat, on s’est servi de I'estimation d’erreur faite dans [BHOS], obtenue uniquement pour
des conditions aux bords de Dirichlet. L’adaptation de ce résultat a nécessité I’obtention d’un théoréme de trace
(voir Théoréme I1.15) et d’une nouvelle étude de l'erreur de consistance due au bord Fourier (voir Section I1.7).

Dans la Section I1.9, les tests numériques illustrent le comportement du schéma (3). On remarque que l'ordre
de convergence n’est pas sensible a la présence de mailles non-conformes. On observe également une super
convergence en norme L? pour la solution qui est classique en volumes finis. Rappelons que la démonstration de
cette super convergence pour des maillages généraux est toujours un probléme ouvert méme pour le probléme
de Laplace (voir la Section II.11).

Chapitre III : Algorithmes de Schwarz sans recouvrement dans le cadre
DDFV

On étudie dans le Chapitre III une méthode de Schwarz discréte sans recouvrement afin d’approcher les
solutions du probléme de diffusion anisotrope en profitant d’une décomposition en sous-domaines. En 1870, H.A.
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Schwarz a proprosé des méthodes itératives qui consistent a transférer la solution ou sa dérivée normale d’un
sous-domaine & 'autre, afin de traiter des domaines complexes. Cette méthode de Schwarz classique converge
uniquement quand les sous-domaines se recouvrent. De plus, cette convergence est d’autant plus lente que le
recouvrement est de petite taille. P.L. Lions montre dans [Lio90] qu’avec des conditions de transmission de
type Fourier I'algorithme de Schwarz pour 'opérateur de Laplace converge méme en ’absence de recouvrement.
Cette méthode a été adaptée au cadre discret pour plusieurs problémes de diffusion isotrope [AJNM02, CHH04,
GJMNO5] et pour des problémes d’advection-diffusion-réaction [GHO7, DG09]. Ce chapitre est consacré au
développement de la version DDFV de cette méthode itérative de Schwarz sans recouvrement pour des problémes
de diffusion anisotrope. L’idée est d’utiliser le schéma (4) (avec la notation Lg)' ) sur chaque sous-domaine Q; en
les couplant & travers des conditions de Fourier & l'interface. Plus précisément; on propose l'algorithme suivant :

— Pour i € {1,2}, on choisit hj* € 1.

— Pour tout n > 0, et pour i,j € {1,2},j #i:

— On obtient (u;’ 1, ¢n%q) € R x &L solution de

STQ:,F(uZi-la(pzfi-lafTiagTiah'rsz) =0. (5)
— On évalue h, ", grace a
w4l t!
Vloeewe] € 0Up, L L = —pil AT (6)

On rappelle que la notation Egz r désigne le schéma DDFV correspondant & la méthode 3. Cependant, on a
vu que plusieurs méthodes étaient possibles pour prendre en compte les conditions de Fourier. Chacune de ces
stratégies conduit & un algorithme de Schwarz différent (voir la Remarque II1.7). Il faut alors étudier la limite
de l'algorithme de Schwarz, cette limite est la solution du schéma DDFV avec des conditions aux bords de type
Dirichlet sur tout le domaine uniquement pour la méthode 3, c’est-a-dire pour 'algorithme (5)-(6).

Théoréme 4 (Lien avec le schéma DDFV)

Soit u” la solution du schéma DDFV avec des conditions aux bords de type Dirichlet (c’est le systéeme (3)
avec I = () sur tout le domaine. Pour i € {1,2}, il existe (u”?, 7, h7) € RTi x &L x BL' tel que

LG p(uTi, @7 £ g7 kT =0, (7)
pour i = 1, 2, on a ujx = ug, pour £k € M; UM, p, Uixx = Ug+, pour £* € M U IM}, et

> (Pixr.c — Picrc) =0 pouri=1, 2.
[I)c* 7IL]€6QlF

On impose la condition de normalisation > (@ix*,c — @icr.c) = 0 afin de définir de maniére unique
[m)c* ,Ig]eamr
les inconnues de flux ¢; . Dés lors, on peut établir la convergence de 'algorithme (5)-(6) vers la solution du
schéma DDFYV sur le domaine complet.

Théoréme 5 (Convergence de 1’algorithme de Schwarz)

Pour tout hy' € ®L%, i € {1,2}, la solution (uli)i=12 de Ualgorithme itératif (5)-(6) converge vers la
solution u” du schéma DDFV avec des conditions auzx bords de type Dirichlet (c’est le systéeme (3) avec
I'=0) sur tout le domaine Q, quand n — oo.

De plus, si on suppose que hi® est choisi de sorte que

(9(x) —g(y)), i={1,2},

| >

Z (hZQ,)C*,L - th,L*,C) =

[m)c* ,IE]EBQ[F

ot Uintersection de T' et 0 est réduite aux deuxr sommets x et y, alors, les inconnues ga?jg*l -
K

Ualgorithme (5)-(6) convergent aussi vers les inconnues ;.. . du schéma (7) quand n — oo.

données par

Idée de démonstration : On définit 'erreur sur chaque sous-domaine a 'itération n comme suit ej’ = u] —
= Qicr,c — Ppr - On calcule —[div” (A® (Vge?H)) e’-’H]Ti —

ul et erreur sur les flux a l'interface par ¢ , €5

n
1L,K*, L
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[divT(AQ(VEJ e}‘“)), e?H]Tj = 0 directement et en utilisant la formule de Green, afin d’obtenir

0= mpAp(Voe! ™) - VPt + 3 mpdp(V2elTh) - Vet
DED; DED;

1 1 1 1
- > m;c*,aw%ﬂn*,n@T ) — > mK*,EwZI*1£7K*75(6?+ )-
[, c]€OAR [z, xc]€0UAT

On applique la formule —ab = 75 ((a — Ab)? — (a + Ab)?) , & chaque terme wz:*lﬁ%c*i(e?ﬂ) et w;‘:,}iv,c*,ﬁ(e?*'l).
nHl o et |
i J

Ensuite en considérant le schéma vérifié par e , il vient que

0= mpAp(VZelth) . VPertt + mDAD(Vge?H) . VDe?H
DED; DED;

M n . 9 . 2
‘ Z] o {(fwiy,iiﬁﬁh\vm,ﬁ(eﬁl)) — (Ve o+ M= c(€])) ]
T,z o] €E0/AT

- 5. n 2 n ny\ 2
+[ z:] oA % {(*1/1]472*1# + AFYK*’L(ejJrl)) - (7"#]}&*15 + )\’Y}C*y[,(ej )) ] .
Tycx,ro|€E0UAD

On somme cette égalité pour n variant de 1 a M. Ceci donne 'existence d’une constante C' > 0, indépendante
de M, telle que

M ~ M _
> X modp(VIH) VPt £ 3 8 mpAp (Vo) VPt <
n=1peD; n=1peD;

On en déduit grace a la définition des flux AD(Vﬁ) que
LoD nt12 L S (oD ntl)2
i, ioMn
Zl||v ei 2+ Z1||V el [z < CaC.
n= n—=

Par conséquent on a que pour ¢ = 1,2

D, 1
Ve — o,

Grace a l'inégalité de Poincaré discréte, on obtient la convergence de e?“ vers 0 quand n tend vers co. ]
Finalement des tests numeériques illustrent le comportement de notre algorithme de Schwarz DDFV sans
recouvrement comme solveur itératif dans la Section II1.5 et comme préconditionneur dans la Section I11.6. Ce

travail a donné lieu & une publication dans IMA J.N.A. [BHK10| en collaboration avec F. Boyer et F. Hubert.

Chapitre 1V : Introduction des méthodes DDFV pour Stokes

La seconde partie est consacrée & I’approximation des solutions du probléme de Stokes stationnaire par les
méthodes DDFV. L’approximation des solutions du probléme de Stokes par des volumes finis est un sujet de
recherche actuel, on référe a [EHL06, Del07, DE09, BAVGLMO09, BAVL10| pour la description et 'analyse de
certains schémas disponibles jusqu’a présent.

Insistons encore sur le fait que le choix de la méthode DDFV est d’une part di au large choix de maillages
que 'on peut considérer et d’autre part au fait que la présence d’une viscosité variable (Chapitres VI et VII),
nécessite la reconstruction de tout le gradient de vitesse sur tout le domaine permettant une discrétisation
naturelle du tenseur des taux de déformation.

La méthode DDFYV pour le probléme de Stokes conduit naturellement a décaler les inconnues en vitesse et en
pression, c’est-a-dire que les inconnues discrétes (les composantes de la vitesse et la pression) sont localisées en
des points différents. Les schémas décalés les plus célébres sont le schéma MAC (Marker and Cell) [HW65] qui est
limité & des maillages rectangulaires, les schémas éléments finis utilisant les éléments de Crouzeix/Raviart [CR73]
pour des triangles ou de Rannacher/Turek [RT92] pour des quadrilatéres, par exemple. Une généralisation des
schémas MAC a des maillages triangulaires ou de forme plus générale est donnée par les méthodes dites de
covolumes qui ont été étudiées dans [HN92, Nic92a, Nic92b, NPH95, Cho97, CK97], elles utilisent un couple de
maillages composés de “volumes complémentaires”. Par exemple, on peut utiliser le couple de maillage Delaunay-
Voronoi, formé de volumes triangulaires pour le premier maillage et de volumes polygonaux pour le second
maillage. Ces maillages ont la propriété suivante : les arétes de chaque maillage sont orthogonales aux arétes de
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l’autre maillage. Etant donné un maillage du domaine de calcul, les schémas MAC et covolume utilisent comme
inconnues de vitesse les composantes normales du champ de vitesse sur les arétes des volumes de controle
tandis que les inconnues de pression sont situées au centre des cercles circonscrits. Le schéma MAC discrétise la
formulation vitesse-pression du probléme de Stokes (8) tandis que le schéma covolume discrétise la formulation
tourbillon-vitesse-pression du probléme de Stokes en utilisant le fait que —Au = V x V x u — Vdivu. Il est
prouvé dans [NPH95| que la discrétisation MAC peut étre obtenue par le schéma covolume en utilisant des
maillages triangulaires bien choisis.

On présente une autre maniére de généraliser le schéma MAC grace a la méthode DDFV en gardant la
formulation vitesse-pression du probléme de Stokes (8). Pour cela, on va utiliser toutes les composantes de la
vitesse. En effet, le schéma DDFV que nous étudions consiste a associer & chaque maille primale K € 9T U 9N
une inconnue u, € R? en vitesse, & chaque maille duale £* € 91* U d9* une inconnue ue~ € R? en vitesse et a
chaque diamant D € ® une inconnue p” € R en pression. L’ensemble de ces inconnues est noté :

u” = ((ufc);ce(zmuann) ) (ufc*);c*e(zm*uazm*)) € (RQ)T’ P = ((pD)ve’D) €R®.

On montrera dans le Chapitre VI que, sur des maillages rectangulaires avec une viscosité constante, notre
schéma DDFV (13) est équivalent (excepté sur le bord) a des schémas MAC découplés écrits sur deux maillages
différents et décalés (voir la Section VIL.5).

Dans le Chapitre IV, on définit les opérateurs discrets et les projections discrétes dans le cadre vectoriel.
On montre que le gradient discret DDFV V? : (RQ)T — (M3(R))® (voir Définition IV.1) et la divergence
discrete div” : (M2(R))® — (R?)” (voir Définition IV.4) sont en dualité (voir Theoréme IV.9). Grace au

t
gradient discret, on peut également définir un tenseur des taux de déformation DPu? = w et
une divergence discréte div®u? = Tr(V®u7?) d’un champ de vecteurs u? € (RQ)T. La derniere section de ce
chapitre est consacrée aux principaux résultats sur les opérateurs discrets DDFV dans le cadre vectoriel, qui
sont pour la plupart des généralisations de ceux montrés dans le Chapitre I.

Chapitre V : Le probléme de Stokes standard

Dans ce chapitre, on se place dans le cas d’une viscosité constante (qu’on prendra égale a 1); le probléme
est donc le suivant :

Trouver u :  — R? une vitesse et p : 8 — R une pression telles que
—Au+Vp=f, dans(,
div(u) =0, dans Q, (8)

u=g, surd, / p(z)dz =0,
Q

ot Q est un domaine ouvert borné polygonal de R?, f appartient a (L?(Q))? et g appartient a (H B (09))? qui
vérifie la condition de compatibilité suivante :

/ g(s) -fids =0, (9)
o0

ol 11 est le vecteur normal sortant du domaine Q. Le caractére bien-posé du probléme (8) est étudié par exemple
dans [Tem77, BF91]. Il faut noter que l'obtention d’estimation d’erreur, pour n’importe quel schéma, nécessite
des hypotheéses de régularité de la solution exacte (u,p) du probléme (8). Par soucis de simplicité, on restreindra
notre étude & des termes sources réguliers. Auquel cas si €2 est un polygone convexe et g est nulle, alors dans
[KOT6, Tem77] la régularité de la solution est :

uc (H*(Q)? et pec H(Q).

La stratégie DDFV pour le probléme de Stokes est la suivante : la vitesse approchée u” est définie aux centres et
aux sommets du maillage et la pression approchée p® sur les diamants, 1 ot existe le gradient discret de vitesse.
Ensuite, on intégre le bilan de quantité de mouvement du probléme (8) sur les mailles primales intérieures 2 et
sur les mailles duales 9t* U 090t*. L’équation du bilan de masse est directement approchée sur les diamants .
On impose la condition de Dirichlet uniquement sur les mailles primales du bord 993, on parlera de conditions
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de Dirichlet faibles car sur les mailles duales du bord 99t*, on a intégré le bilan de quantité de mouvement,
on ne peut donc pas imposer la condition de Dirichlet. Finalement I'intégrale de la pression doit étre nulle et
on doit également imposer que 'intégrale sur les mailles primales de la vitesse doit étre égale a 'intégrale sur
les mailles duales de la vitesse. Ceci vient de la condition de Dirichlet faible qui requiert cette condition de
compatibilité supplémentaire pour la solution approchée. Avec les opérateurs discrets définis dans la Section
IV.2, le schéma correspondant s’écrit

Trouver u” € (RQ)T et p© € R® tels que,
div” (-V®u” +p°Id) = 7,
div® (uT) = 0,
AT (u7T) = gam7 (10)

Z Ml — Z Mycx Wpex = 0,
KeM K €OM*UOIM=

> mpp” =0.

DED

Malheureusement, ce schéma (10) n’est bien posé que pour des maillages particuliers (voir la thése [Del07]). Il
faut noter que pour obtenir ce résultat, on a besoin d’intégrer le bilan de quantité de mouvement sur les mailles
primales intérieures 9 et toutes les mailles duales intérieures et du bord 9t U 99t*. C’est pour cette raison
que l'on utilise dans ce chapitre des conditions de Dirichlet faibles, c’est-a-dire uniquement sur 099t. En effet, le
résultat d’existence et unicité repose sur une condition inf-sup discréte, qui est & ’heure actuelle un probléme
ouvert pour des maillages généraux. Pour surmonter cette difficulté, on propose de stabiliser ’équation du bilan
de masse en y ajoutant un terme de stabilisation proportionnel & la pression et/ou un autre correspondant a une
approximation volume fini non consistante de 'opérateur de Laplace (voir Définition IV.10), noté —Adz A®p®,
inspiré de la méthode de Brezzi-Pitkéranta bien connue en éléments finis [BP84]. Cette derniére stabilisation
pénalise les oscillations de la pression. D’autres stratégies de stabilisation sont possibles comme par exemple les
méthodes GLS [FF92, FH93], les méthodes de projection locales [BB01, CB97, CB00a, CB0O0b], les méthodes par
cluster [EHLP07, EHLP0Y] - - - mais elles ne seront pas considérées dans ce travail. Le schéma DDFV stabilisé
que 'on considérera s’écrit

Trouver u” € (RQ)T et p° € R® tels que,
div” (-V®u” +p°Id) = 7,
div® (uT) + p size(T)p® — A2 APp® =0,

7 (u”) = g”, (11)
Z MU — Z MU = 0,
KreEM K*EM*UoM*
Z mDpD = 0)
DED

avec les parameétres de stabilisation p, A > 0 donnés. Le schéma DDFV stabilisé (11) est bien posé pour des
maillages généraux si 4+ A > 0 (voir Théoréme V.2). Si pu > 0, on obtient une premiére estimation (voir
Théoréme V.4) qui ne donne que de l'ordre 0.5 en norme L? pour le gradient de vitesse uniquement. Il faut
noter que 'obtention d’une estimation en norme L? sur la vitesse repose sur une inégalité de Poincaré non vérifiée
pour des conditions aux bords faibles. Pour obtenir de 'ordre 1 pour le gradient de vitesse et la pression, il
suffit d’utiliser la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta (ie A > 0). En effet, dans la Section V.12, on montre
le résultat suivant.

Théoréme 6 (Stabilité du schéma)

On suppose A > 0. Il existe deux constantes C1,Cy > 0, dépendant uniquement de Q, X et reg(T), telles

que pour chaque couple (u”,p®) € (RQ)T x R® avec v (uT) =0 et > mpp® = 0, il existe U7 € (RQ)T
DED

et p° € R® avec v7(u7) = 0 vérifiant :

IVoaT]l2 + 522 < C1 (IV2u” 2 + 177 ]2) ,

et

IV a3 + [[p®]3 < C2B(u™,p®; 47, p%),
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ot B est la forme bilinéaire associée au schéma (11) pour tout (u®,p®), (u%,p°) € (RQ)T x R®

B(u”,p®;u7,p®) = [div7 (=V®u” + p®1d), 077 + (div® (u7) + pu size(T)p® — Ad5A%p®,5%)s.

Ainsi on en déduit le résultat important de ce chapitre : 'estimation d’ordre 1 en norme L? pour le gradient
de vitesse et pour la pression.

Théoréme 7 (Estimation d’erreur)

On suppose que la solution (u,p) du probleme de Stokes (8) appartient a (H*(Q))? x HY(Q). Soit A > 0
et (u?,p®) € (RQ)T x R® la solution du schéma (11). Alors il existe une constante C > 0 dépendant
uniquement de ), reg(T), A, |[u|lg= et ||p||g:, telle que

IVu — VPu” ||y < Csize(T) et lp — p® |2 < Csize(T).

Notons que ’on n’a pas de résultat sur la norme L? de la vitesse, toujours & cause des conditions aux bords
imposées faiblement sur 991. Cette restriction sera levée au chapitre suivant en modifiant la prise en compte
des conditions aux bords. Dans la Section V.4, les tests numériques illustrent le comportement du schéma (11)
et plus particuliérement les trois cas suivants :

— u =0, A = 0, schéma non stabilisé (US) : c’est le schéma (10), qui semble étre le plus naturel pour
approcher le probléme.

— =0, A >0, schéma (BPS) : c’est un schéma stabilisé de type Brezzi-Pitkiranta.

— >0, A =0, schéma (PS) : cela correspond au schéma stabilisé par un terme d’ordre 0 de la pression
comme dans [BEHO5].

11 faut remarquer que la programmation du schéma (PS) est plus simple que celle du schéma (BPS), qui nécessite
de connaitre les diamants voisins de chaque diamant. On observe une super convergence en norme L? pour la
vitesse qui est classique en volumes finis. On remarque également que ’ordre de convergence n’est pas sensible
a la présence de mailles non-conformes. On observe que la stabilisation provoque un gain de précision sur la
vitesse pour le schéma (PS), ou sur la pression pour le schéma (BPS). Néanmoins, a cause de la déterioration
de l'approximation de la pression, le schéma (PS) ne semble pas apporter d’importantes améliorations. C’est
pourquoi malgré sa simplicité de programmation, dans la suite du manuscrit, on ne s’intéressera plus a la
stabilisation avec un terme d’ordre 0 en pression mais uniquement a la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta.

Chapitre VI : Le probléme de Stokes avec une viscosité variable régu-
liére

Dans ce Chapitre VI, on travaille avec une viscosité qui dépend de z de fagon réguliére. C’est un travail
publié dans [KrelOb]. On veut approcher la solution du probléme suivant :

Trouver u : Q — R? une vitesse et p : @ — R une pression telles que
div (—2n(z)Du + pId) = f, dans ©,
div(u) =0, dans ©, (12)

u=g, surdf, / p(z)dz =0,
Q

ou Du = %(Vu + 'Vu) est la partie symétrique du gradient de vitesse, la viscosité 1 appartient a W1 (Q)
avec Igf n > 0. On procéde de la maniére suivante : on intégre le bilan de quantité de mouvement du probléme

(12) sur les mailles primales intérieures 9 et uniquement sur les mailles duales intérieures M*. L’équation du
bilan de masse est directement approchée sur les diamants ® en ajoutant le terme de stabilisation de type
Brezzi-Pitkdranta. Pour lever les soucis liés & I'inégalité de Poincaré vus dans le chapitre précédent, on impose
dorénavant la condition de Dirichlet sur les mailles primales et duales du bord 99t U 099t*, on parlera de
conditions aux bord de Dirichlet fortes. Finalement, I'intégrale de la pression doit étre nulle. Le schéma DDFV
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correspondant s’écrit alors

Trouver u” € E, et p° € R® tels que,
div™(—2n°D®u” + p®1d) = ™,
div™" (—27p°D%u” + p°Id) = ™, (13)
div® (u7) — \d% APp® = 0.
Z mDpD =0,
DED

avec A > 0 et n° = (/ n(s)dup (s)) oll iy est une mesure de probabilité sur D, qui permet d’inclure dans
D DE’D

Panalyse les cas 1, = n(xp), 1p = — / x)dz ou toute autre formule de quadrature utilisée pour approcher

la viscosité sur le diamant. Ce schema (13) est bien posé pour des maillages généraux (voir Théoréme VI.9). Le
coeur de la démonstration est I’ obtentlon d une inégalité de Korn discréte.

Théoréme 8 (Inégalité de Korn discréte)

Pour tout u™ € Eg, on a

IV2uT ]2 < V2D u 2.

Grace au terme de stabilisation —\d%A®p®

schéma en introduisant la forme bilinéaire associée définie pour tout (u?,p®), (U%,p°) € (RQ) x R® par

, on peut montrer comme dans le Théoréme 6 la stabilité du

B(u”,p®;u7,p°) = [divT (=27°Du” + p°1d), 7|7 + (div® (u”) — Ad5 A®p®,5°)o.

Ce résultat de stabilité nous permet d’établir le résultat important de ce chapitre : I’estimation d’erreur d’ordre
1 en norme L? pour la vitesse, pour le gradient de vitesse et pour la pression.

Théoréme 9 (Estimation d’erreur du schéma DDFYV)

On suppose que la solution (u,p) du probleme (V.1) appartient a (H%(Q))? x HY(Q). Soit (u?,p®) €
(R2)T x R® la solution du schéma (13). Il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de Q, reg(T),
)‘7 7, HuHH2 et HpHH17 telle que .

[u—u”|s + [[Vu - V2u7 |y < Csize(T) et lp — p®°|l2 < Csize(T).

Dans les tests numériques de la Section VI.6, on observe le comportement du schéma (13) avec une viscosité
variable. Le premier test est réalisé avec une viscosité réguliére polynomiale. Les ordres obtenus pour la vitesse,
son gradient et la pression, sont méme plus grands que ceux donnés par le Théoréme 9. Ceci est lié & une certaine
uniformité des mailles primales considérées. Ensuite, on s’est intéressé au cas d’une viscosité discontinue a travers
Pinterface {y = 0.5} dans le cas test 3. Dans ce test, les hypothéses du Théoréme 9 ne sont plus satisfaites et
Du est discontinu a travers I'interface {y = 0.5}. On observe que le schéma converge encore mais qu’il n’est plus
d’ordre 1, comme attendu. Dans ce cas, la discontinuité de la viscosité doit étre prise en compte par le schéma
pour surmonter la perte de consistance des contraintes & I'interface. C’est ce que 'on propose de faire dans le
chapitre suivant.

Chapitre VII : Le probléme de Stokes avec une viscosité discontinue

Dans ce chapitre, on travaille avec une viscosité discontinue. Une hypothése importante de notre analyse est
que 7 le maillage DDFV respecte les discontinuités de la viscosité. On travaille alors avec une viscosité qui peut
présenter des discontinuités le long des arétes primales et duales du maillage. On a ainsi que la viscosité est

1
réguliére par quart de diamant ¢ € Q et on note g = — / 1(s)ds la moyenne de 1 sur un quart de diamant
Mo Jo
o€ Q.

Sous ces hypothéses, on observe numériquement une perte de précision du schéma (13). En effet, méme
pour les problémes de diffusion scalaire de la Partie 1, on sait que les discontinuités de coefficients de diffusion
induisent un défaut de consistance des flux numériques construits pour des coefficients réguliers. Le but de ce
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chapitre est d’expliciter la construction d’un schéma modifié qui prend en compte les sauts des coefficients du
probléme et d’en faire son étude. Ce travail est soumis pour publication [KrelOal.

Construction de nouveaux opérateurs discrets

On suppose que la viscosité 17 peut présenter des sauts a travers les arétes primales et duales du maillage.
Au niveau continu, ce sont les composantes normales du tenseur des contraintes ¢(u, p) = 2nDu — pId qui sont
continues & travers les arétes primales et duales du maillage. Par exemple, on a

/ SD|Q)<,;<* (u7p)ﬁ07cds = / (ID‘QL,;C* (u7p)ﬁ07cds' (14)

K Trc*

On a besoin d’imposer 1’équivalent de cette propriété dans le cadre discret. Ainsi on exprime un tenseur des
contraintes discret ¢, comme o = 27Dy u” — p2Id par quart de diamant, (voir Définition VIL.6) grace a des
inconnues en pression en plus p2? = (p?)oeq, et un tenseur des taux de déformation modifié DY. Pour cela,
on commence par définir un gradient discret modifié sur les quarts de diamants (voir Définition VII.2) comme
suit

ViuT =VPu” + 'sPt By, pour tout D € D et pour tout @ € Qp,

avec 07 € My 2(R) un ensemble d’inconnues artificielles en vitesse et B, des matrices dans M 4(R) connues ex-

plicitement. Le tenseur des taux de déformation modifié D¥ est alors donné par D¥u” = 1 (Vg u? + t(Vg uT)) ,

pour tout 0 € 9, (voir Définition VIL.3). Avec cette définition du tenseur des taux de déformation, le tenseur
des contraintes peut s’écrire :

po(DPu”, 67, p7) = 2o DPu” + 1 (Bod” + 67" By) — p°Id.

Pour chaque diamant D, on a 12 inconnues scalaires (67,p2?) a déterminer en fonction des inconnues
principales (uT,pQ) du schéma. On commence par imposer la version discréte de (14) sur D = Qx g+ U Qo+ U
QrcxUQp ox ¢

T Qp\= T O\ =

(‘DQ}C,K* DDu ’6D’p P Ny = @Qg,}c* (DDu )6Dap D)nalca
= T 9 —

Ny = SDQE’L* (DDU. ,6D,p D)l’la,c’

Q
Pop .. (D7uT, 57, p2®

Q Op\=
QDQ,C,,C* (DDuTaévap P na’CKl* = QDQ,C,E* (DDuTa(SDap D)na,CIC*;

T Qp\= T Qp\=
SDQL,;C*(DDU 55D7p D)na'[_K-* :SDQL,E*(DDU 55D7p D)nG'[_K-*'

)
) (15)

Ceci donne 8 équations. Pour déterminer les autres équations, il faut se rappeler que 'on considére des fluides
incompressibles, c’est-a-dire que la vitesse vérifie div u = 0. Au niveau discret, on a ajouté un terme de
stabilisation ainsi on n’a pas div®u? égal & zéro. Néanmoins, on souhaite imposer Tr(V&u?) = divPu” pour
tout 0 € Qp, et pour tout D € ®. Pour cela on impose que

Tr(*6P'Bo) =0, Vo€ Qp. (16)

Comme les matrices By vérifient oenp MeBo =0, ces équations ne sont pas indépendantes, on ajoute donc
la condition

S mep® = mop®. (17)

Q€D

Les 13 équations (15)-(16)-(17) forment un systéme linéaire rectangle dont le noyau n’est pas forcément trivial.
On ajoute donc une condition d’orthogonalité sur le noyau qui est (6% : dg) = 0 avec &y définie dans la Proposition
VIL7, c’est le vecteur qui engendre I'espace des solutions de *6”! By + Bod® = 0, pour tout @ € Q,. On montre
que les conditions (15)-(16)-(17) et (6® : dp) = 0 sont équivalentes, au systéme linéaire

Z mQSDQ(DDuT’(SDapQ)BQ = 0)

Q€ND

Tr('67tBy) =0, Vo € Qp, 5. mop® = mpp®, (18)
Q€D

(67 : §p) = 0.

Ceci utilise les valeurs explicites des matrices By qui seront précisées dans la Définition VII.2. On montre ainsi
pour chaque diamant D le théoréme suivant qui nous permettra de déterminer les inconnues intermédaires de
maniére locale diamant par diamant.
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Théoréme 10

Pour tout D € ® et pour tout (DPuT,p?) € Ma(R) xR, il existe un unique couple (57, p2P) € Myo(R) x R*
vérifiant (18).

Le gradient discret modifie V¥ et le tenseur des taux de déformation discret modifié D% sont maintenant
complétement déterminés par

V¥uT =V2u” + '6%(Du”,p”)'Bs, Vo € Q,,¥p e D.
D¥u” =D”u” + Bod®(Du”,p”) + '67(Du”,p")'Bs, Vo € Q,, VD€ D.

Exemple de calcul des inconnues artificielles

On peut expliciter le calcul des inconnues artificielles (67, p27) dans le cas ot la viscosité 1) est constante par

maille primale, égale & 71 sur K et & 72 sur £. La solution (t(é,c, Oz, 0, 0% ), t(pg,C Doy 1 Poy xiPay o ))7

T pc*

. \.
./ LD\
/ KN
VLN REREEN
. - .

/ DT A N\

. 7 L ~._-x
/’/. \\O
d

L
F1c. 3 — La viscosité constante par maille primale.

dans le cas de la Figure 3, vaut

D.. T = —
Mo oM, o (M —1m2)(DPU” Hox) - Frox,ox
. . Tirc*,c*
MmMoy oo +MMa, o

mQL,,C*

Sk =062 =0, Or=0p =—

Poy r =P" +2(m —m2)(DPu” fiox) - fiox s Pogpr = Do s

Moy v T Mo, cu

mQ,C,,C*

Doy o+ = pD +2(n2 — nl)(DDuT-ﬁaK-) Tox v Pop px TPop gx-

Moy o + Mo, cx

Dans la Figure 3, le vecteur i, est colinéaire & I'axe des abscisses, ceci va simplifier 'expression du tenseur
des contraintes modifié dans la base canonique donnée ci-dessous. Dans ce cas, si on note le tenseur des taux

de déformation par la matrice DPu? = <: 23) dans la base canonique, le tenseur des contraintes modifié
m—1D ZQEQD Mo (2neD¥u” — pId), noté ©?(D®u7,p®) vaut
Moy M+Mo M2 (Mo +mo . )m17m2
PO D) = 2| (S megm by | P71
Mg, N1+Mo N2 Moy +Meo

On constate que la partie visqueuse de ¢?(D®u7,p®) n’est pas proportionnelle au tenseur des taux de dé-
formation DPu?. On a une moyenne arithmétique de la viscosité sur les termes diagonaux et une moyenne
harmonique de la viscosité sur les termes non diagonaux. On remarque que, sur des maillages rectangulaires,
notre schéma (19) permet de généraliser les schémas MAC appliqués a des écoulements multiphasiques (voir la
Remarque VIIL.16).

Le schéma m-DDFV

On va travailler & nouveau avec un terme de stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta qui prend en compte
cette fois les sauts de pression entre quarts de diamant (voir Définition VII.13) f)\d% A®p2. Le schéma DDFV
modifié, dénommé m-DDFV, consiste a remplacer dans le schéma DDFV (13) le tenseur des contraintes discret
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27 D®u? — p®1d par le tenseur modifié ¢® (D®u?,p®) et le terme de stabilisation —\d% A®p?® par le nouveau
terme —)\d%é@pn :

Trouver u? € Eg et p® € R® tels que,
div™ (—¢® (D®u”, p?)) = ™,
div™" (—¢® (D®u, 33)) = (19)
div® (u”) — )\d%égp =0,
> mpp® =0,
DED

Comme les inconnues artificielles (67, p2?) sont entiérement définies sur chaque diamant a I’aide du couple
(DPu”,p?) et ce de fagon linéaire, le systéme reste linéaire et le nombre d’inconnues du schéma modifié est
le méme que celui du schéma DDFV (13). On illustre dans les Tableaux VII.1 et VIL.2 le nombre d’élements
non nuls des matrices correspondantes aux schémas DDFV (13) et m-DDFV (19). Pour les deux schémas, les
nombres d’éléments non nuls sont équivalents. En fait, le schéma m-DDFV (19) ajoute moins d’un pourcent
d’éléments non nuls dans les deux cas tests considérés. Cette différence n’est due qu’a la forme particuliére du
nouveau terme de stabilisation proposé.

Une inégalité de Korn discréte

La encore ’étude de ce schéma repose sur une inégalité de Korn discréte pour les opérateurs discrets modifiés,
dont la démonstration est sensiblement plus technique que celle du Théoréme 8, car elle nécessite de travailler
avec les inconnues artificielles.

Théoréme 11 (Inégalité de Korn discréte)

Il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de n et reg(7T) telle que :

IVSuTllz < CIDZuT]2,  Vu™ € Eo.

La démonstration repose sur les deux résultats suivants, le premier concerne les inconnues artificielles 67, il
peut étre vu comme une inégalité de Korn locale au diamant (on majore les matrices Bgd® par leurs parties
symeétriques). Le deuxiéme montre 1’équivalence des normes des tenseurs des taux de déformation D? et DY.

Lemme 12

Pour tout D € D et pour tout 6 € My, 2(R) tel que (7 : dg) = 0, il existe une constante C' > 0, dépendant
uniquement de reg(T), telle que

> mollBod”|F < C Z mol|Bod” + 67 Bo| -

Q€D 2€Qp

Lemme 13

1l existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de n, telle que pour tout u” € (RQ)T

D D
[ID®u”[l2 < [DFu™ |2 < CID |,

Pour insister sur 'importance des inconnues artificielles introduites et sur l'utilisation des conditions de
continuité des contraintes (18), on détaille la démonstration de ce dernier résultat.

Démonstration : Estimation de gauche. Soit p € ®. L’estimation est juste une conséquence de la

1
propriété sur les matrices By quiest Y. mgBg = 0. Ainsi on a |[D¥u” |2 = [|[D®u” |3 + Z|||BQ6D +'87 B3
2€Qp

Estimation de droite. Soit » € ©. On multiplie la premiére relation de (18) par é” et on en prend la

trace, ceci fournit la relation fondamentale suivante

S mone(2DPu” + Bod® + 6P B, : Bod® + 1671 B,) = 0. (20)

€D

ZZDguT
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Comme DYu” = D”u” + 1(Bod0” + '5P'B,), il vient que

> mQUQ|||DguT”|2f: > mQUQ(DguT3DDUT)-
Q€END QEND

On utilise le fait que 7 est bornée par 677 et C, pour obtenir

C, ¥ me|D¥uT|3<C, ¥ mo(Dyu” :D”u”).
2€0p €D

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit ’estimation avec C' =

Ll
]

En fait, I’égalité (20) est une propriété importante car elle nous permet a la fois de comparer |[DYu”||2 et
D2 u7 |2, et de comparer [|[Bod” + 6P Bg||2 et |[D®u7 2. Cette derniére comparaison, le lemme 13 et les deux
inégalités de Korn nous permettent de comparer également le gradient discret avec le gradient modifié. Il faut
remarquer que le résultat suivant est déduit des inégalités de Korn. Il ne semble pas possible de le montrer de
maniére indépendante, du moins en ce qui concerne ’inégalité de droite.

Lemme 14

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de n et reg(7T), telle que pour tout u* € By :

IVouT]lz < [Viu™]l2 < C2VEuT.

Stabilité du schéma m-DDFV

L’étude de la stabilité du schéma (19) est plus complexe que pour le schéma (13), car il faut travailler avec
les inconnues artificielles (bien qu’elles soient algébriquement éliminées dans le systéme).

Théoréme 15 (Stabilité du schéma m-DDFV)

On suppose que X\ > 0 est assez petit. Il existe deux constantes C1,Co > 0, dépendant uniquement de €,
A, n et reg(T), telles que pour tout couple (u”,p®) € By x R® tel que > mqpp® = 0, il existe un couple

DED
(u%,p®) € Eg x R® avec :
IVyallz + 1592 < Oy (IVEuTll2 + [1p7]2) .

et
IV¥aT (2 + [Ip2% < CoB(a”,p°; 7, 5°),

avee (6°,p2) (resp. (6°,52)) la solution de (18) pour D2uT et p° (resp. D®UT et p°), et la forme
bilinéaire associée au schéma (19) pour tout (u®,p®), (u%,p°) € (RQ)T x R® :

B(uT,pQ; ﬁTvi)@) = [[diVT(igOQ (DguTva))v ﬁT]]T + (leQ (uT) - Ad%égpgvi)@)Q

On en déduit le caractére bien posé du schéma (19).

Théoréme 16 (Existence et unicité du schéma m-DDFV)

Le schéma (19) avec A\ > 0 assez petit admet une unique solution (u”,p®) € (RQ)T x R®.

Estimation d’erreur du schéma m-DDFV

On obtient enfin des estimations d’erreur en vitesse et en pression pour le schéma m-DDFV.

Théoréme 17 (Estimation d’erreur du schéma m-DDFV)

On suppose que X > 0 est assez petit et que la solution (u,p) de (12) est régulicre sur les quarts de diamant.
Soit (u?,p®) € (RQ)T xR® la solution du schéma (19). Il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement
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de Q, reg(T), A\, n, de normes de u et p, telle que :
[u—u?|s +[|Du—D¥u” |y < Csize(T) et ||p—p22 < Csize(T).

avec (6°,p2) la solution de (18) pour D®u” et p®.

L’erreur de consistance associée a cette estimation d’erreur est assez complexe a prouver. Elle repose sur
plusieurs lemmes intermédiaires ot 'on a souvent besoin de travailler avec le couple (u,p) solution exacte de
(12). En particulier, le résultat suivant a demandé beaucoup d’efforts. Le couplage vitesse/pression implique
que 'estimation de la consistance en vitesse dépend de p.

Lemme 18

On suppose que la solution (u,p) de (12) est réguliere sur les quarts de diamant. Il existe une constante
C > 0 dépendant uniquement de n et reg(T), telle que pour tout D € D, on a

I[Du—DIPTul}, < Cdy 32 [ (IVu)lF + V) + [Vp(2)]*)dz.

ocQp Jo

I1 faut noter que le résultat équivalent avec le gradient complet dans le membre de gauche (et non sa partie
symétrique) n’est montré qu’en ajoutant une hypothése sur le maillage DDFV (voir Corollaire VIL.40).

La Section VI.6 illustre numériquement le réel gain de cette construction. Il faut souligner que, malgré les
notations assez lourdes et une construction qui peut paraitre compliquée, la mise en oeuvre du schéma m-DDFV
est en fait facile & réaliser et que la résolution du schéma n’est pas plus cotiteuse.

Chapitre VIII : Le probléme de Navier-Stokes

L’intérét pour la discrétisation des équation de Navier-Stokes par des méthodes volumes finis s’est développé
au cours de ces derniéres années, on référe & [PBH04, EHL07, EHO7, Del07, CEH08, DE09] par exemple. Dans ce
chapitre, on présente un travail préliminaire sur le probléme de Navier-Stokes instationnaire avec une viscosité
variable :

Trouver u: Q x [0,7] — R? et p: Q x [0,T] — R tels que
Opu + div (—2n(z)Du + pId) 4+ (u - V)u = £, dans Qx]0,T7,
div(u) =0, dans 2x]0,T7,
u =0, sur 90x]0, T,

u(.,0) = i, dans Q, / p(z)dz =0,
Q

(21)

ot  est un domaine ouvert borné polygonal de R*, T' > 0, f appartient a (L?(Q x [0,7]))?, uin; appartient
a (L*=(Q))?, Du = %(Vu + 'Vu) est la partie symétrique du gradient de vitesse et la viscosité 1 appartient a
W10 (Q) avec Igf 7 > 0. On travaille dans le cas d’une viscosité variable mais réguliére comme dans le Chapitre

V1. Par soucis de simplicité, on restreint notre étude & des conditions de Dirichlet homogéne. On commence par
introduire les nouveaux opérateurs discrets utilisés pour discrétiser le terme de convection non-linéaire (u-V)u
qui est linéarisé en explicitant la vitesse d’advection (u” - V)u™*!. On utilise ainsi un schéma linéaire a chaque
pas de temps qui est bien posé pour des maillages généraux (voir Théoréme VIIL5). Dans un travail en cours,
il reste a établir Panalyse de convergence du schéma DDFV correspondant au probléme (21) et a étudier son
comportement numérique.

Chapitre IX : Introduction aux méthodes DDFV en 3D

Dans ce chapitre, nous présentons les méthodes DDFV dans le cadre 3D afin de généraliser a des maillages
DDFV polyédraux 3D les résultats du Chapitre VI. Il est intéressant de noter que le passage 2D-3D dans
le cas de la diffusion scalaire a conduit & trois formulations DDFV différentes. Comme en 2D, toutes ces
approches font intervenir, outre le maillage initial, le maillage des mailles duales construites autour des sommets
du maillage primal. Mais cela ne suffit pas, en 3D, car la construction d’un gradient discret nécessite trois
directions indépendantes. On a naturellement deux directions : la direction des centres des mailles primales et
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la direction des sommets des mailles primales. Le choix de la troisiéme direction différe selon les approches (voir
[CPT08, ABKO8|, [Her07] et [CHO09]). Dans le cas o les interfaces du maillage primal sont des triangles ou des
quadrilatéres, les auteurs de [CPT08] définissent un gradient discret par faces du maillage primal, grace a la
direction des centres et deux directions complémentaires données grace aux sommets de la face. Une extension
a des polyédres généraux mais conformes est proposée dans [ABKO08|. F. Hermeline propose quant a lui dans
[Her07] de définir un gradient discret pour chaque couple face-aréte du maillage primal. En effet pour un couple
face-aréte= (f,e), on a deux polyédres pyi et py, tels que f = pi|p;, et on a deux sommets va et vp tels
que e = [va,vp| C f, ainsi les trois directions complémentaires sont la direction des centres de pk et py, la
direction des sommets va et vg et la direction des centres de f et e. Deux inconnues auxilaires sont formellement
introduites aux faces et aux arétes du maillage primal, et sont ensuite éliminées algébriquement. Le schéma
obtenu pour des maillages polyédraux généraux conduit & des opérateurs linéaires non-symétriques, ceci rend
Panalyse théorique de ce schéma plus difficile. Dans [CH09], les dégrés de liberté aux faces et aux arétes sont
introduits comme dans [Her07]. Dans cette troisiéme approche, les nouvelles inconnues aux faces et aux arétes
vont jouer un réle analogue aux autres inconnues. Les auteurs construisent alors un troisiéme maillage autour
des inconnues face-aréte et obtiennent ainsi une structure variationnelle semblable au 2D. Le maillage global
T est constitué d'un triplet de maillages T = (9T, MY, INES) composé du maillage primal 9, du maillage
“sommet” MY et du maillage “face-aréte” M (voir la Figure 5). Le maillage diamant © est alors associé a
chaque couple face-aréte.

Pour les problémes de diffusion scalaires, les inconnues sont localisées sur le triplet de maillages 7 et I’équa-
tion de diffusion est intégrée sur chacune des mailles intérieures de ce triplet de maillages 7. Le gradient discret
V®uT, localisé sur le maillage diamant ®, est défini comme 1'unique vecteur tridimensionnel constant sur »
(voir la Figure 4) qui vérifie

DT TeT _ o DT AR _ o DT TP _ .
VPu? KL =up, —ug, V7u? -AB=ug —ua, VTu” -EF =up — ug.

Ainsi cette méthode DDFV peut étre appliquée & des maillages polyédraux trés généraux, elle conduit toujours

A

Fi1G. 4 — Le diamant et les sept points géométriques associés.

a un opérateur linéaire symétrique et Panalyse de la convergence peut étre faite, comme dans [CH09].

Chapitre X : Méthode DDFV 3D pour le probléme de Stokes

Dans ce chapitre, nous généralisons & des maillages DDFV polyédraux 3D les résultats du Chapitre VI, dans
le cas du probléme de Stokes stationnaire avec une viscosité réguliére. Avec G. Manzini (article soumis [KM10]),
nous avons choisi de considérer 'approche de [CH09| pour le probléme de Stokes. Plus précisément, les inconnues
en vitesse sont définies sur le triplet de maillages 7, c’est-a-dire aux centres, aux sommets, aux faces et aux
arétes du maillage primal et les inconnues en pression sont définies sur le maillage diamant . Les difficultés
de D’extension au 3D de la discrétisation DDFV du probléme de Stokes se trouvent dans 1’établissement de
I'inégalité de Korn et ’écriture appropriée du terme de stabilisation. Sous des hypothéses trés générales sur le
maillage, en particulier pour des polyédres non-convexes et non-conformes, nous avons montré la stabilité et le
caractére bien posé du schéma DDFV 3D pour le probléme de Stokes. Nous avons aussi établi des estimations
a priori pour les erreurs d’approximation en vitesse, en gradient de vitesse et en pression. Finalement, des tests
numériques confirment les résultats théoriques.
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(a) Le triplet de maillages 7 :

ol
7
. e

¢

i

(b) Le maillage primal 9 et une maille duale associée au sommet v

B

e

a la fac

(c) Le maillage primal 9t et une maille duale associée

a aréte e

d) Le maillage primal 9% et une maille duale associée

F1G. 5 — Vue 3D du triplet de maillages 7 associé & une grille cartésienne.
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Partie 1

Discrétisation DDFV des problémes de
diffusion scalaire anisotrope
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Chapitre I

Description générale des méthodes DDFV

Dans ce chapitre!, on commence par introduire les maillages DDFV et les notations associées que nous
utiliserons tout au long de ce manuscrit dans le cadre 2D. Toutes les notations sont rassemblées dans I’annexe
de ce manuscrit. Cette méthode numérique peut étre vue comme agissant sur trois grilles décalées que 1'on
nomme maillage primal, maillage dual (centré sur les sommets du maillage primal) et maillage diamant noté ©
(centré sur les arétes du maillage primal). Le maillage dual (aussi appelé maillage dual direct) est construit a
I’aide des centres des mailles primales. Dans certains cas, les mailles duales directes peuvent se recouvrir. Pour
éliminer ces cas particuliers, on introduit le maillage dual barycentrique qui est construit grace aux centres et aux
milieux des arétes des mailles primales. Le couple du maillage primal et du maillage dual constitue le maillage
DDFV noté 7. A chaque maille primale et duale, on associe une inconnue. A I’aide de ces deux jeux d’inconnues,
on peut définir un gradient discret DDFV V?® : R7 — (RQ)33 (voir Définition 1.7). La stratégie volumes finis
qui consiste & intégrer ’équation sur chaque volume de contréle et & se ramener & une approximation des flux
normaux, nous permet de construire une divergence discréte div” : (RQ)D — R7 (voir Définition 1.9) en dualité
(voir Théoréme 1.10) avec le gradient discret. La derniére section de ce chapitre est consacrée aux principaux
résultats essentiellement démontrés dans [ABHO7| concernant les opérateurs discrets DDFV .

I.1 Construction des maillages DDFV

Rappelons le cadre géométrique 2D de la méthode Discrete Duality Finite Volume. On se donne un maillage
primal 9 constitué de polygones disjoints k appelés mailles primales dont leur réunion recouvre . On note
09 I'ensemble des arétes des mailles primales de 99T incluses dans 92 qui sont considérées comme des mailles
primales dégénérées. On associe & chacune des mailles primales un point x,, appelé centre de la maille, voir la
Figure I.1. On précise que le point z, est situé au milieu des mailles primales dégénérées du bord. Pour toutes les
mailles primales voisines K et £, on suppose que dxNJL est un segment que I'on appelle une aréte o du maillage
primal 9, notée o = x|c. D’aprés cette définition, une aréte peut intersecter de fagon non triviale plusieurs
autres mailles. On note &£ ’ensemble de ces arétes. On ne considére pas ici d’hypothése de type admissibilité du
maillage. Autrement dit, il n’est pas nécessaire que soit vérifiée une condition d’orthogonalité entre les arétes
et les droites joignant les centres des mailles.

Hypothése 1.1

On suppose que toute maille primale x € M est étoilée par rapport & x.

Cette hypothése simplifie un peu l'analyse (voir la Remarque 1.6) et n’est pas trés restrictive. En particulier si
les mailles primales sont toutes convexes, c’est hypothése est triviale.

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible pages 240 et 241.
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I I
" o Centres xx I | " | 1
o F o — Mailles primales « ql‘)_ - .q)_}c_ o T _(JT)
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® Sommets xx+ sur le bord Licx !
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F1G. I.1 — Un maillage primal 9t U 990t (a gauche). Le maillage dual 9t U 99* correspondant (a droite).

A partir de ce maillage primal, on forme le maillage dual associé. Une maille duale £* est associée & un sommet
Zx~ du maillage primal. Les mailles duales dites directes sont obtenues en joignant (dans le sens trigonométrique
par exemple) les centres des mailles primales qui ont pour sommets z+. Le point x« est alors appelé le centre
de la maille duale directe x*. Les mailles duales directes sont donc des polygones qui ne sont pas forcément
d’intérieurs disjoints. On distinguera par la suite les mailles duales intérieures, celles dont le sommet associé
T+ Nappartient pas a 9<2, ensemble noté M™* et les mailles duales du bord, celles dont le sommet associé .«
appartient & 02, ensemble noté 991*. On désigne par o* = k*|c* les arétes du maillage dual direct 9* U 09*
et £" désigne I'’ensemble de ces arétes. Dans certains cas, les mailles duales directes peuvent se recouvrir, ceci
est illustré dans la Figure 1.2. Pour éliminer ces cas, on peut supposer que tous les diamants sont convexes ou
alors on peut prendre comme définition des mailles duales la définition barycentrique.

—— Mailles primales
= Maille duale k*

2N Maille Duale c*

Fi1a. 1.2 — Un exemple ot deux mailles duales directes k* et £* se recouvrent : £* C K*.

Hypothése 1.2

On suppose que toute maille duale K* € IM* U OM™ est étoilée par rapport & Ty .

Cette hypothése permet encore de simplifier un peu 'analyse (voir la Remarque 1.6).

Les mailles duales barycentriques (voir la Figure 1.3) sont obtenues en joignant (dans le sens trigonométrique
par exemple) les centres des mailles primales qui ont pour sommets x,+ et x,, les milieux des arétes qui ont pour
sommet z,+. Avec ce choix barycentrique, les mailles duales sont d’intérieurs disjoints grace a ’'Hypothese 1.1.

i{emarque 1.3

Dans le cas d’un maillage dual barycentrique la notation o* désignera le segment [z, x| (droite joignant
deuzx centres voisins) et non pas une aréte. En effet, les arétes des mailles duales barycentriques sont les
segments [T, T,] qui seront notés oy.

Un maillage DDFV est un couple constitué d’un maillage primal 9UOIMN (voir la Figure 1.1 & gauche) et d’un
maillage dual 9t U 99N* direct (voir la Figure I.1 a droite) ou barycentrique (voir la Figure 1.3), il sera désigné
par 7. Dans tous les chapitres suivants, la plupart des résultats fonctionnent avec les maillages dual direct ou
dual barycentrique, ainsi on parlera souvent de maillage dual, on ajoutera la précision direct ou barycentrique
que lorsqu’elle est nécessaire.
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m Sommets x,* sur le bord

AR Rl bl S
| I 1
1 o
T I o Sommets z,* intérieurs
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| -(?_ A _CID o Centres xx
| 1 e x, les milieux des arétes o
. .
]
1
1
G)_
1
1

— — Mailles duales Barycentriques x*

Fi1G. 1.3 — Un maillage dual barycentrique 99" U 09t* correspondant au maillage primal de la Figure I.1.

x’c* x’C*

i )
o= . S Diamant D Phie
)CQ'\ N, i
- N .
e N m  Sommets T &~ - _ }
\, N o Centres ~ 4 c
o* N \}®x£ — Aréte primale o0 = K|z N
, e - - Aréte duale o* = k*|cr o7
\ R N\,
| § n
SL’L* xﬂ*

Fic. I.4 — Un diamant D = D, .

Le maillage diamant est constitué de quadrilatéres (voir la Figure 1.4) d’intérieurs disjoints (grace a I’'Hypothése
1.1) tels que leurs diagonales principales soient une aréte primale o = k|2 = [zxx, 2 .+] et le segment 0™ = [z, 2],
appelés diamants et notés » ou D, ,~. Un diamant est ainsi le quadrilatére de sommets zx, x,, Tx+ et x.«. On
remarque que les diamants sont une réunion de deux triangles disjoints (2, Tx«,xs+) et (Zz, Txx, T+ ) et que
les diamants ne sont pas forcément convexes. En outre, si o € £ N 0}, le quadrilatére D, ,~ est dégénéré, c’est
un triangle. L’ensemble des diamants est noté ® et on a = DLEJ@D. On distingue les diamants intérieurs et

diamants sur le bord :
— Dewt = {Do.ox €D, tel que o C IN},
— Dint = D\Deat.

_Remarque 1.4

On a ainsi une bijection entre les diamants D € © et les arétes £ du maillage primal, de méme entre les
diamants D € O et les arétes £ du maillage dual.

Notations : On introduit maintenant quelques notations. Pour une maille primale £ € 9TU9J9N, on définit :

— my la mesure de la maille k,

— &k I'ensemble des arétes de k£ € M et I'aréte 0 = k£ pour k£ € IM,

— Dy ={Dy o €D, 0 €&},

— M, la normale extérieure a «,

— dyx le diameétre de «,

— B = B(zx,pc) NOQ C K pour £ € OM, mp, sa longueur, la valeur p,. est choisie de telle sorte que
Iinclusion soit vérifiée.

De méme pour une maille duale x* € 91" U 99*, on définit :

— My~ la mesure de la maille

— &~ ensemble des droites o* de k* € 9N* U 9O9N*,

— Dy ={Dyov €D, 0* € Eicn },

— M~ la normale extérieure a k*,

— dx~+ le diamétre de k*,

— B+ 1= B(xx+, pc-) N 02 C £ pour k* € OM*, mp,.. salongueur, la valeur p,- est choisie de telle sorte
que l’inclusion soit vérifiée.
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F1G. 1.5 — Les notations d’un diamant D, .

Pour un diamant D, . dont les sommets sont (2, Txx, s, z.+) (voir la Figure 1.5), on note :

— x, le milieu de l'aréte o,

— xp le centre du diamant D : zp, = o N ¢* pour un maillage dual direct et x5, = 2, pour un maillage dual

barycentrique,

— m, la longueur de 'aréte o,

— m,~ la longueur de o*,

— mp la mesure du diamant D, ,«,

— dp le diamétre du diamant D, ,«,

— ap l'angle entre o et o*,

— dy- . la distance entre zc« et .,

— d.~ . la distance entre x.~ et z..
Pour tout D € ey, on a p =z, d'0U My = dix 2 €6 Mg, =dpx .

On introduit pour chaque diamant dans la Figure 1.5 les deux bases orthonormées directes (Ticx, o, Hoxc) €t
(Hpwrc, ‘T-’IC,L)) ol

— 1,x la normale unitaire & o sortante de «,

— Ty, o+ le vecteur tangent unitaire & o orienté de k* & c*,

— M=, la normale unitaire & o* sortante de k*,

— Tx,c le vecteur tangent unitaire a ¢* orienté de £ a c.

On a les relations suivantes : Ty o - Mrer = Trer or Mo = 0, Trex o - lonier = Tre,z - Hoxe = sin(ap).

L yc* 5= [l’zc*’xn]

3 .
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.; o, "\
. ~ .,
&4 T Lpx Nieag .
K4 Rd i, ‘s
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I~ ¢“
- RS
%o

Fi1G. 1.6 — Un diamant et ses cotés.

On note, pour chaque diamant D,

— ses cOtés 5 (par exemple § = [z, Z,c+| voir la Figure 1.6),

— Ep={s, s COD et s ¢ N} I'ensemble des cotés intérieurs du diamant D,
— ms la longueur d’un cété du diamant s,

— Migp la normale unitaire a s sortante de D,

— G P’ensemble des cotés intérieurs de tous les diamants.
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Le maillage dual barycentrique nécessite de nouvelles notations (voir la Figure 1.7), pour un diamant o = p, -
ou :

— ok (resp. 0.) le segment [z, zp] (resp. [zp,x.]),

— ok (resp. o.+) le segment [zc+, 25| (vesp. [Tp,Zox]),

— ax angle entre o, et o,

— a, 'angle entre o, et o,

— me la longueur de ¢ et x¢ le milieu du segment ¢ pour chaque ¢ € {ox,0.,0c*, 0.+ }.
On introduit pour chaque diamant dans la Figure 1.7 les deux autres bases orthonormées directes (ii, s,
‘l_-’a—K_K.*) et (_’”[.K-* ¥°LK*) ou

- na,c,c* la normale unitaire & o, orienté de T+ & T,

- ‘rc,,c,c* le vecteur tangent unitaire & o, orienté de x. a zp,

- n,L,C* la normale unitaire & o, orienté de x,+ & x,+,

o

— Topx* le vecteur tangent unitaire & o, orienté de zp a .
Pour tout » € D, on remarque que I'on a M «Mgxxcx = Moy g + Mo, Dy cn-

x’c*
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Fi1G. 1.7 — Les notations d’un diamant b, .- avec un maillage dual barycentrique.

i{emarque L5

On a que toute maille diamant D est étoilée par rapport G xp.

A chaque diamant D € D, on associe des demi-diamants de la maniére suivante D, = DN p tel que pN D # ()
pour p € {K,£}. Si D € Djnt, on a D =D UD, et si D € Deyt, 0N a D = Dic. L'ensemble des demi-diamants est
noté par ®. Pour un demi-diamant €~5, on note mp sa mesure. Pour chaque diamant D € D, on définit un
sous-ensemble de demi-diamant de  : D, = {D €D, D C D}.

Ensuite a chaque diamant » € D, on associe des quarts de diamant de la maniére suivante 0, ¢ = DNpNd,
tel que pND # P et dND #P, pour p € {K, 2} et d € {k*, 2"}, comme le montre la Figure I.8. Si D € D¢, on
aD= Qi+ UQxpxUQrxrUQ, o+ etsiDE Deyy, 0N & D= Qp xx UQx .. L'ensemble des quarts de diamant
de D est noté Qp et Q = DLer)QD désigne I’ensemble de tous les quarts de diamant. Pour un quart de diamant

Q € 9, on note :

— o son barycentre,

— Mg Sa mesure,

— dg son diamétre,

— &g ={s, s Cdo et s ¢ D} l'ensemble des cotés du quart de diamant o € Q qui sont & l'intérieur du

diamant D € ©.

On remarque que ’on a un lien entre les demi-diamants et les quarts de diamant : on a Dy = Qe+ U Qg o=

et D, = Qo U QL c+.



36 Chapitre I. Description générale des méthodes DDFV

'/’E’C*
A,
~' ‘&
~' ‘d
s' "
’ S,
’ s,
‘ Qr.c*™s
O s P
LN o N .
4 ? N .
R ’ N .
’ . 4 N .,
< A
s *
4 7 Ql:vﬁ h ~ .
4 , ~ ‘a
Y s h N
~ N
K4 // Q’(:’ﬁ \'..'.'. N
L d ' N
R R Lpx T'~rmig
e’ v ‘\‘ ~,.'. ‘ x
s P [N
f'/ "’\ '~b L
S "4‘
,CE I/“\
K

Fia. 1.8 — Les quarts de diamant.

Régularité du maillage : Soit size(7) le maximum des diamétres des diamants. Pour mesurer I’applatis-
sement des diamants, on note a; 'unique réel dans ]0, 7] tel que sin(a;) := mi% |sin(ap )| si le maillage dual
DE

es rect et sin Q) = min{|smfc )|, | SI{ G, S1 le mailllage dual €S arycentrique. n 1mmtrodult un nompre
t di t si '@ i i il ill dual est b tri On introduit b
DE

positif reg(7) qui mesure la régularité d'un maillage donné et qui est utilisé pour réaliser la convergence des
schémas :

N7 = sup Card (D/ TEDUK,DE Dy, K E im) + sup Card (D/ TEDUK",DE De-,k* € M Uaim*) ,
zeQ zeQ

1 dD d)c dK*
T = e\ )N*7 Y TN T ? T Y
res(?) maX(sm(aT) NATNT B S8 i () (=) o
(1S}

d)c d)c*
max max ( — |, max max ,
KEMDEDK \dp | K €EM* DEDx \ dp

ot P désigne ’enveloppe convexe d’un ensemble P, N et N* sont le nombre maximum d’arétes d’une maille
primale et le nombre maximum d’arétes incidentes d’un sommet du maillage primal. Ce nombre reg(7 ) mesure
essentiellement l'applatissement des diamants et le rapport entre la taille des mailles primales (resp. duales)
et la taille des diamants et il doit étre uniformément borné quand size(7) — 0 pour avoir la convergence.
Par exemple, ce nombre reg(7) implique les résultats géométriques suivants : il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de reg(7) telle que

Ao <C,Vped, do

Vi Ve

<C,Voeg et dp < Cmin(m,,m,), ¥V D, .~ €D.

i{emarque 1.6

Grace aux Hypothéses 1.1 et 1.2, on a également :
diam(K) < 2d,, ¥ £ € M et diam(c*) < 2d,c-, ¥V £* € 9M* U IM*,

de plus la Remarque 1.5 implique :
diam(D) < 2d,, VD €D.

I.2 Espaces d’approximation et définitions des projections sur les
maillages DDFV

La méthode DDFV associe, & chaque maille primale £ € 99t U 99, une inconnue scalaire u, et, a chaque
maille duale £* € 99" U 9M*, une inconnue scalaire wu,+. Ainsi ensemble des inconnues associé au maillage
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DDFV 7T est défini de la maniére suivante :
ut €RT = u” = ((U;c);ce(anuazm) ’ (“K*)me(zm*uazm*)) ' (L.2)

On a environ deux fois plus d’inconnues que dans la méthode VF4 mais cela permet de définir une approximation
compléte du gradient et pas uniquement dans la direction normale, ceci rend la méthode beaucoup plus robuste.
On définit des projections moyennes discrétes, pour toute fonction dans H!(€) : une sur le bord comme suit

Py — ((m; /B ) U(ac)dx) o <m;€* /B ) U(x)dx) Nm) , (1.3)

on rappelle que By (resp. By+) est défini pour tout k£ € 99 (resp. pour tout k* € IM™*). Une autre projection
moyenne est définie & l'intérieur :

Py — <<mi}c /,< v(z)dx) Kem), Py — <<ml}c /K * v(x)dz) K*ew) . (1.4)

Finalement, on les regroupe de la maniére suivante :

Py o= (Pho, P2 v, Porv), Yove HY(Q). (L.5)

On introduit également une projection centrée (qui n’est définie que pour les fonctions continues) :
Prv = ((v(zc))ce@muam), (0(Txc)) e (m=uom=)); Vv e Q). (L6)
On spécifie deux sous espaces discrets de (RQ)T utilisés pour prendre en compte les conditions aux bords de

Dirichlet
Eg = {v” € R” tel que v =0, Vk € 9M et vex =0, VEr € OM*},

L7
E, = {v7 € R” tel que ve = (P0}g)c, Yk € OM et v = (Pog) -, VK € OM }. @7
On définit ensuite la projection P, 4 sur 'espace E, :
m.g . R7 E
Bog: B — K (L.8)

U — ((U;c)zceﬁﬁa (Pfr?g);ceam, (U;c*);c*eﬁﬁ*v (]P’fy?g);c*eamz*)-

I.3 Définitions des opérateurs discrets

Dans cette section, on définit deux opérateurs discrets : un gradient discret et une divergence discréte qui
sont en dualité discréte. Ceci est montré dans la section suivante.

Définition 1.7 (Gradient discret)

Le gradient discret est défini de la maniére suivante : V° : RT — (RQ)E. Soit u” € R”, on pose

VPuT = (VPu”) ol pour D €D :

DED?’

Upr — U
1 Uy — U U U VIUT - Tnox = ’

£ — Uk c* T Uk m

VPu” = — N, + Oorpex | < 7
sin(ap) M, m, VouT - P . — Ye ~ Ue

K, —
9 md*

L’aire mp d’un diamant p est la suivante : mp = §m6mg* sin(ap ), on peut alors réécrire le gradient discret :

1
VD T —
Y 2mop

[(Uﬁ - u)C)ma'ﬁchl + (Uﬁ* - uK*)ma*ﬁa*Kl*] .

On peut également définir le gradient discret en utilisant une fonction IT® 7 affine par diamant ((Hi)u”[)‘p €
Pl(p), Vp € D) telle que ses valeurs aux milieux des cotés de D soient imposées par la demi-somme des valeurs
de u” aux sommets correspondant (voir la Figure 1.9). On obtient alors que le gradient discret sur le diamant
D est égal au gradient de la fonction affine IT® 47 restreint & D :

VPuT = (VII?uT),.
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F1G. 1.9 — La fonction II® 47 affine par diamant.
Eemarque 1.8
Pour tout u” € R, la propriété VPuT = 0 implique Uexistence de deux constantes co et ci telles que :
YV ke (MUIM), ue = co, Vo € (M UIMY), uer = .

Si de plus u” est imposé nul sur une partie du bord (voir définition de Ey ou de Ef donné par (I1.9)), alors
on en déduit co = c¢1 = 0 et finalement u” = 0.

On remarque que pour une fonction vectorielle réguliére £, on a en appliquant la formule de Green :
/ div(¢(z))dz = 3 /f(s) -1, cds, Vi € M. (I.9)
I ccok Jo

Par conséquent, la divergence discréte div? est définie a aide de la version discréte de (1.9).

Définition 1.9 (Divergence discréte)

L’opérateur de divergence discréte est défing de la maniére suivante : div” : (RQ) — R7. Soit £® € (RQ) ,
on pose
divT€® = (divm§© L divOTe® iy e, diva”ﬁ*gi’) :
.om . . oM Lo S KC* . OM*
avec div’"'E® = (dlv’cfg)’cem, div?™¢® = 0, div’"' €0 = (div® fg)mem* et dive™t €2 =
s KD .
(dlv & );c*easm* :
1
Y ke M, divie® = — Y m €7 ik,
me Dy o* €Dk
. 1
Viremr,  diveR = 2 M€ s,
Mic* D, €D
. 1 - ~
V K* € 69ﬁ*, le’C 69 = Z md*fp R 1 P + Z dK*,C€D Ny |-
Micx \ D, yx €D e Dy or €D jex NDeat

1.4 Relation de dualité : Formule de Green

Afin d’écrire la dualité discréte entre les deux opérateurs discrets introduits dans la section précédente, on
introduit des opérateurs de traces et des produits scalaires. On définit des opérateurs traces sur R” et sur

(RQ)Q. Soit ¥7 : u? € R7 — 47 (u7) = (Vo (u7))seoom € RO™, tel que :

_ dic*,c(ufc* + UL) + dﬁ*,L(UL* + UL)

o Vo= [zxr,x.x] € OM. (1.10)

Yo (UT)

3

Cet opérateur nous permet d’imposer les conditions de Dirichlet au sens faible. Le second opérateur est noté
7P ¢° € R® = (¢P)pem.,, € RPe=t, c’est uniquement la restriction sur le sous-ensemble D.,; de D.
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On introduit les produits scalaires sur les espaces d’approximation :

[ u']ly = t (

2

Z MUV +
(¢©7 UT)@Q =

Z Myex U x Vye
KeM

, YuT vT e R7,

K*eEM*UOM™* )

S m,¢Pv,, V¢ e Rt pT e RO

Dy e €Dt

(§©a¢©)© = Z mD«fD . ¢D, V§©,¢© € (R2)©
DED

et les deux normes correspondantes :

(L11)

1 1 )
[ullz = [u” w17, Vu” €RT,  [|€°]2=(°.€7)3, VE° € (R®)".

(1.12)
on peut écrire une formule de Green. C’est cette propriété de dualité qui a donné le nom a la méthode. La

Les deux opérateurs discrets introduits sont en dualité. En effet, grace aux produits scalaires ci-dessus,
démonstration de cette formule de Green n’est pas donnée ici, on référe a [DO05, ABHO7].
Théoréme 1.10 (Formule de Green)

Pour tout €2 ,u” € (RQ)D x R7, on a

[div7E®, uT]y = (62, VouT)o + (72 (£%) - 1,77 (u”))s0,
ou 1 est la normale unitaire sortante du domaine.

I[.5 Reésultats sur les opérateurs discrets et les projections

Dans [ABHO07], plusieurs résultats ont été démontrés. On présente les résultats dont on aura besoin dans la
suite sans les redémontrer. On introduit tout d’abord I'inégalité de Poincaré discréte suivante.
Théoréme 1.11 (Inégalité de Poincaré discréte [ABHO07, Lemme 3.3])

Soit T un maillage DDFV associé a Q). 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement du diamétre
de Q) et de reg(T), telle que V u” € Ey :

a2 < C[V2uT ][>

Lemme 1.12 ([DE06, Lemme 6.3] ou [ABHO07, Lemme 3.4])

1
|U'P - Uo’|2 <

Il existe une constante Cy > 0 telle que pout tout domaine polygonal borné P C R? de mesure strictement
positive, pour tout o C R? et toute fonction v € H*(R?), on a

e [ [ @ —vpary < 0,

: D \3

M/ IVo(z)[2dz,
m,mmp 75;

de PUo.

ol vp représente la moyenne de v sur P, v, la moyenne de v sur le segment o, et P, est l’enveloppe convexe

Les propriétés suivantes de la projection centrée, définie par (1.6), sont utilisées dans ’estimation de l'erreur
de consistance pour notre schéma volumes finis.
Lemme 1.13 (JABHO07, Relation (7.14)])

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans H%(R)), on a

/ |Vo(z) — VDsz|2dx < C(reg(T))d%/A |V2v(s)|2ds,
D D

ot D est l'enveloppe conveze de D.
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Lemme 1.14 ([ABHO07, Lemme 7.5])

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans H2(S2), on a

Vo — VPPZo|| < Csize(T)||Vol| g1

On a le corollaire immédiat suivant.
Corollaire 1.15 ([ABHO07, Lemme 7.5])

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans H%(R), on a

IV2PZol| < CI Vg2

On a aussi besoin d’évaluer la contribution de I'erreur des deux différentes projections PZ v, Py, ¢P7 v, définies
par (L.6) et (I.8), avec g = v(v). Il faut remarquer que ces deux projections différent uniquement sur les mailles
du bord. Pour le Lemme 1.16 il est crucial que le projecteur P2, définie par (1.3), utilise la moyenne sur By
(resp. By~ ) avec le point 2, (resp. x+) situé au milieu de By (resp. Bi+).

Lemme 1.16 ([ABHO07, Lemme 7.4])

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans H2(SY), dont la trace est notée g = v(v), on a

HVQIP’ZU — VQ‘I?WQIPZUH < Csize(T)||v|| g2

Le lemme ci-aprés donne les propriétes principales de la projection moyenne, définie par (I.5), pour des
fonctions dans H'.

Lemme 1.17 ([ABHO07, Lemme 3.5 et Proposition 3.6])

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que :
V2P0l < CVull2, ¥V wve HY(Q),

v — P vy < Csize(T)|[Volla, Vv e HY(Q).

On donne ci-dessous les propriétes principales de la projection centrée, définie par (1.6).
Lemme 1.18

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que :

[lv = PZo||2 < Csize(T)|| Vv g, Vv e H?(Q),
[lv =P, oPrv|l2 < Csize(T)|| V| g1, Vv e H?(Q),

avec g = y(v).

Démonstration : On prouve uniquement la deuxiéme inégalité. La définition de la projection B, 4 implique
que B, P v et P7 v différent uniquement sur les bords 090t et 09 tandis que By, P2 v et P7 v coincident sur
les bords 99 et 0M*. Ainsi on obtient

2dx

1 1
lo =P oPevllz =5 3 /Iv(w)*v(x;c)lzdz+— > / [o(2) = v(zx-)
reMJk Krem* Jcx
by 2 @[ e
- v\x) — v(z)dz
2 K*edM* Jc* mBK* B«

[v =B gPevll3 < llo —PLol3 + v = Proll3.

dx.

On déduit que

Le Lemme 1.17 et la premiére inégalité concluent la démonstration. [
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Lemme 1.19

telle que pour tout u” € R”, on a

s ? = Jues | < CIIV2 7|2 [u7]l2,

> Myge
DED

et
S g |fucl® = Jus | < CI[VPuT[fo|[u”]]2.
PED

Démonstration : On a

2 2
S e [l — fue P < 5 mom, | e =l

DED DED

m

o

D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2C
2 Mg [Jues |* = Jugs]?| < (z mo

DED sin(aT) DED

[

U — Up*

1
2\ 2
) (gt
DED

o
On réorganise la derniére somme :

U 2+ |U£*|2) <2 > |t

K*eEM*UoM* DED jc*

2 mymgs (Jue | + |uge])? <23 mom,-(
DED DED

On utilise le fait que

d
MMy < doe—— < C(reg(T))myc-,

et que le nombre maximal d’arétes d’une maille duale est borné, il vient que

32 momge (Jue [ + [ug-[?) < Clreg(T)) > e
peD C* €M UOM*

U;c*|2-

d’oll

[ 2 = Jue- | < Cl[V2uT[a][u7 2.

S m,

DED

On fait de méme pour la seconde inégalité.

2% mom,-.

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
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Chapitre 11

Problémes de diffusion anisotrope avec
des conditions aux bords mixtes

Dans ce chapitre®, on s’intéresse a4 ’approximation des solutions du probléme de diffusion anisotrope avec des
conditions aux bords mixtes de type Dirichlet /Fourier. On utilisera dans le Chapitre III les schémas développés
dans ce chapitre pour écrire des algorithmes de Schwarz DDFV sans recouvrement. On se place ici dans le cas oil
les discontinuités du tenseur anisotrope se situent le long des arétes primales du maillage comme dans [Her03].
Au niveau continu, ce sont les flux normaux qui sont continus & travers les interfaces de discontinuités. Ainsi
notre schéma numérique doit conserver ces flux normaux discrets & travers les interfaces, sinon on observe une
diminution de la vitesse de convergence. Pour cela on ajoute une inconnue sur chaque aréte du maillage primal,
ceci nous permet de définir un gradient discret modifié sur les demi-diamants (voir Définition II.1). Le principe
pour obtenir le schéma DDFV, pour un probléme de diffusion anisotrope avec des conditions aux bords mixtes
de type Dirichlet/Fourier, est le suivant : Tout d’abord, on intégre 1’équation de diffusion sur le maillage primal
intérieur 9 et dual intérieur M* et la condition de Dirichlet est imposée sur les mailles primales dégénérées du
bord Dirichlet 0Mp et sur les mailles duales du bord Dirichlet 9917,. Ensuite il y a plusieurs fagons de prendre
en compte les conditions de Fourier :
— Méthode 1 : On intégre I’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 091}, puis on impose
la condition de Fourier sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 001 p.

— Méthode 2 : On intégre I’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 97, en remplacant
les flux normaux, c’est-a-dire (A.Vu) - fi, sur les arétes du bord par la condition de Fourier h — Au. Puis
on impose la condition de Fourier sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 09t p.

— Méthode 3 : On intégre I’équation de diffusion sur le maillage dual du bord Fourier 991},, mais cette fois-ci,
on remplace les flux normaux des arétes du bord Fourier par de nouvelles inconnues de flux, notées @7,
(situées sur les demi-arétes du bord). Ces nouvelles inconnues doivent alors approcher les flux normaux
sur les mailles primales dégénérées du bord Fourier 091r. Finalement, on impose la condition de Fourier
sur chaque demi-aréte du bord Fourier. Pour cette méthode, on ajoute exactement deux fois le nombre
d’arétes de l'interface d’inconnues. Ceci n’augmente pas considérablement le nombre total d’inconnues du
systéme.

La stratégie proposée par F. Hermeline est la seconde. Il montre dans [Her00, Her03| que le schéma corres-
pondant & la méthode 2 est bien posé pour des maillages DDFV généraux. On s’intéresse ici & étudier 1’existence
et 'unicité des solutions du schéma correspondant & la méthode 3 pour un tenseur anisotrope discontinu. En
fait, nous montrerons au Chapitre III qu’en utilisant la méthode 3 ’algorithme de Schwarz DDFV converge
vers le schéma DDFV. Ensuite on établit I'estimation d’erreur du schéma correspondant a la méthode 3 (voir
Théoréme I1.12), en se servant de celle faite dans [BHOS| en remarquant que leur schéma redonne le notre (a
lexception des conditions aux bords) dans le cas particulier ou les discontinuités se situent uniquement le long
des arétes primales du maillage (et non également le long des arétes duales). On insistera tout particuliérement

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 242.
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sur la nouvelle erreur de consistance due au bord Fourier dans la Section I1.7 et sur le Théoréme de trace I1.6.

II.1 Probléme de diffusion/transmission anisotrope

On étudie le probléme suivant avec des conditions aux bords mixtes :

—div(A(x).Vu(x)) = f(x), dans Q,
=g, sur I'p, (IL.1)

ot Q est un domaine ouvert convexe borné polygonal de R%, I'r est une partie ouverte non vide de 99 aussi
notée I' et I'p = IN\T'p est également supposée non vide, le parameétre A > 0 est donné. La matrice de diffusion
A : Q — Mj2(R) du probléme est supposée coercive, il existe une constante C4 > 0 telle que

(A(2).€) - € > CiAl«EF,vseR%V:cen, (1)

bornée
|A(z).£] < Cal€l,V E€R2 VY z €Q, (H2)
et réguliére par morceaux (par exemple par demi-diamant)

|A(z) — A(s)| < Calz — 8|,V (z,5) €D, VD € D. (Hs)

Ces hypothéses assurent que le probléme (II.1) a une unique solution dans H(Q) pour tout f € H~1(Q) et
h, g € H2(0S). On restreint ici les termes sources f a L2(1).

II.2 Gradient discret sur les demi-diamants

I1.2.1 Définition du gradient discret sur les demi-diamants

Lorsque le tenseur anisotrope A posséde des sauts, c¢’est la composante normale de A.Vu qui est continue a
travers toutes les arétes primales. On a ainsi pour o = Dy |Dy

/(A@I.vu‘ﬁl) i, eds :/ (A@Z.vu@) B, eds.

On a besoin d’assurer cette consistance au niveau discret. On introduit ainsi un nouvel opérateur discret qui
approche le gradient sur les demi-diamants. Pour cela, on rajoute une inconnue par aréte primale u,, qui sera
éliminée algébriquement par la suite.

Définition II.1 (Gradient discret par demi-diamant)

Le gradient discret par demi-diamant est défini de la maniére suivante : Vo . RT (R2)©. Soit u” € R,

on pose V2uT = (VDUT) _, et pour D € D de sommets Ty, Ty €t Tpx :
€D

~ Upr — U
. VD’U/T . ?K*,L* — ,
5 Uy — Uk Upr — U m
VPuT = — - O, + Mowpc | <= 7
oK o* K ~ U —u
sin(ap) \ Moy m, VP R . — s~ Uk

K, — .

9 mU}C

Pour déterminer les inconnues u,, on impose, pour tout D, - € Din: tel que D = Dy U Do, la condition
suivante :

(Ap, . VPuT) B, = (A5,.VP2uT) - fon, (11.2)
ol A est une matrice définie positive qui approche A sur le demi-diamant D, on prend Az = / A(s)dps(s),
B
1
ou i3 est une mesure de probabilité. Ceci inclut le cas Az = —/ A(z)dz ou Ay = A(zp) avec p = Xy, S
mp Jp
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D C KouZp=as, si DC £ Pour tout D, ,+ € Dyt On pose u, = u,. En fait, pour tout D € Dy, il existe un
seul demi-diamant D c’est le diamant D, ainsi on a

VDUT — VBUT

Proposition 11.2

Pour tout D, .« € Dint et u? € R, il existe un unique u, tel que (I1.2) soit vérifiée. En fait, on a

u, = Mo Mo, _ _ [U;c (Aﬁl 'ﬁaic) T T, (AﬁQ-ﬁarc) B T
((Ap, Moy + ApyMoy ) Box) + Tox Mo Moe (IL3)
Upx — Uk*

Démonstration : La condition (II.2) est une équation linéaire en w,,, il suffit de montrer qu’elle est injective.
Soit 47 nul sur toutes les mailles du maillage 7, il faut montrer que u, est nul. La condition (II.2) devient

Az Az
Uy (( =1 + ﬂ) ﬁchl) : ﬁaKl = 07
Mo Mg,

et comme les matrices Ay sont définies positives, ceci implique bien que u, = 0. ]

I1.2.2 Définition et propriétés des flux numériques

Le gradient discret par demi-diamant nous permet de considérer un nouveau flux numérique qui prend en
compte les valeurs du tenseur anisotrope sur les demi-diamants de la maniére suivante.

Définition I1.3

On définit AQ(VEJ) :R” — (R2)© pour uT € R”, en posant A® (VE)UT) = (AD(VEJUT)) o ot pour
DE
tout p €D - 1
.AD(V@UT) = — Z m@A@.VBUT.
Mo PED D

En fait, pour tout D € D.¢, on a D = D ainsi le flux numérique devient A, (VﬁuT) = A, VPu~.

Remarque I1.4

1. Si A est réguliere sur tout le domaine on peut remplacer cette définition par AD(VéuT) = A(zp).VPu”
pour tout D €.

2. Si A est constante par maille primale, on note sa valeur Ax sur la maille primale K, ainsi on a
Ap(VPuT) = A" VPuT avec

—D = - m = (A)c ﬁcrlC) : ﬁaiC(AL'ﬁaK) oK
(A 'ncrlC) Noe = = = — =~
moL( ;c-nafc) N, + Moy (Aa-narc) N,
— My, (A1 n + Mg, (Acnd n
(AD.ﬁa*,c*) ﬁa*K,* — Uﬁ( £ U*K*) ”*’C;ng* U)C( Kilo* K™ cr*iC*)
Mo Mo, ((A)c ﬁaiC) : ﬁcr*IC* - (AC'_‘UIC) 'ﬁcr*IC*)Q
mg~ Mo, (A;c-ﬁaic) ﬁa’K + Moy (A[,'_’O'K) : ﬁa’K ’
(ZD i ) i Mg, (AL ncrlC) ﬁa*lC* (A}C'ﬁaiC) : ﬁalC + Moy (A}c-ﬁalc) : ﬁa*lC* (AL'ﬁUIC) ﬁcrlC
—e
e o Mo, (A}C'ﬁaic) : ﬁa’K + Moy (A[,'ﬁaic) : ﬁa’K

(I1.4)
Cette expression redonne celle donnée dans [Her03, BHOS].
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Une propriété importante des flux sur les demi-diamants est la suivante. Ceci nous permet de comparer le

gradient discret sur les diamants et les demi-diamants (voir Proposition II.6).

Lemme I1.5
Pour tout u” € R”, on a pour tout D € D
= Y mp(A5.VPuT) - VPu7.

S ma(Ap.VPuT) - VPuT
756’59

7563513

On commence par calculer VPu? — V247, tout d’abord pour D = Dy

Démonstration :
vBKuT_VDuT: : 1 U, — Uk _uﬁ_u}c ﬁo,,c.
sin(ap) | Mox M=
En posant § = 52— (mo, (u, — ux) + Moy (u, — u,)), on en déduit
VYT VPl = — 20 M.
sin(ap )Moy
Maintenant on prend D = D,, de la méme maniére on trouve
T VLI
sin(ap )My,
On remarque de plus que
mﬁK(Vﬁ’cuT —VPu?) = dm,fe = —ms, (VBLUT - VPu").
On en déduit
> mﬁ(Aﬁ.VﬁuT) . (VTDUT —VPu") = dm, (AﬁK.Vﬁ’CuT — AﬁL.VBEuT) T
ﬁGﬁD
La condition (II.2) implique
> mp(As.VPuT) - (VPuT = VPu") =0
PED D
On en déduit B B
> oms(45.VPuT) - VPuT = > mp(45.VPuT) - VPu7.
peDp PEDD

Proposition 11.6
Pour tout u” € R”, on a

IV2uT|l2 < [VFuT||2 < C3IVuT]|2.

Premiére inégalité : Soit D € ©. Apreés calcul, (IL.5) donne

Démonstration :
> mpVPul = mpVou”.

ﬁ€5D

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique
mo|VPuT 2 < Y ma|VPuT|?
563513

Deuxiéme inégalité : Le Lemme I1.5 donne
S mp(A45.VPu?)-VPuT = Y mp(A4.VPu?) - V2u7.
PEDD

PEDD

(IL5)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique

1
3
S mp(As.VPuT) - VPuT < < 3 m@|A@.V5uT|2> (mo|VPuT[?)?.
peDp bEDp
Comme A est coercive (H;) et bornée (Hz), on a
1

— m@|V5uT|2§CA< 2 m@|V5uT|2> (mo|VPuT?)

Ca PEDp HeEDp

1
2

On en déduit _
2 mz|VPu”|? < Chmop|VPu” |2

DEDp

I1.2.3 Lien avec les travaux antérieurs [Her03, BHOS§|

Comme dans [Her03], on a considéré que le tenseur anisotrope A est régulier sur les demi-diamants. La
différence, avec l'article [Her03], est dans le choix de la méthode pour la prise en compte des conditions aux
bords de type Fourier.

Dans [BHO0S], le tenseur anisotrope A est régulier seulement par quarts de diamant. Les auteurs introduisent
ainsi un gradient discret V¥ sur les quarts de diamants @ € 9. On rappelle briévement la construction de ce
gradient discret afin de faire le lien avec notre gradient discret par demi-diamants. Tout d’abord, on a vu que
le gradient discret VPu? (voir Définition 1.7) peut étre défini comme le gradient de la fonction IT®u7 affine par

diamant (voir la Figure 1.9).

UK+ c* .I'/,v "(;xolc*
2 \A./ \‘/.
LN metue
:EK: \‘\ | \I\_/ 2
'I.O-K: --------- \:>T\\\ :\ _.,-'xa’[,
\I‘\ \\\I‘A'\"
\\\*\\ :\/\.\ZEL
U}C+U£* AN A
5 e S~ Uctupx
Lpx
To,

Fic. I1.1 - La fonction II®u7 affine par quart de diamant.

Le gradient discret modifié V% est choisi comme le gradient d’une fonction Hpu? affine sur chaque quart
de diamant @ € 5, qui coincide avec Il,u” aux milieux des cotés du diamant D et qui est continue a

chaque point oy, To; Tops, T, (voir la Figure IL.1). On introduit alors quatre inconnues artificielles 67 =
"8, 0., 0+, 0.+) € R* définies comme la différence entre IL,u7 (y) et Ipu” (y) pour chaque y € {Zox, To, » Top,
T, . }. Maintenant on peut écrire VYu” = VPu” +Bo07, ol (Bg)oen, est une famille de matrices de My 4(R)
qui peuvent étre calculées explicitement en fonction de la géométrie des quarts de diamant (voir (VIL.5) pour
les expressions des B,). Ensuite on détermine ces inconnues artificielles ¢” en imposant la continuité des com-
posantes normales des flux A.Vu a travers chaque bout d’aréte :

(VPu” + Bo, .07) o = Ao, o (VPUT + Bg, . 07) - Tyx,
A ( ) U,c:AQL,E*.(VDuTnLBQL,E*éD)~f1’c,,c,
Aoy ien (VPuT + BQK’K*cSD) THgeer = Ao . AVPuT + Bo,. .. 67 -
A ( ) - Bprer = Ao, o (VPu” 4+ B, . 07) - yece.

=11

(I1.6)

=]

T*IC*

=1}

Y
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Dans le cason Ao .. = A et A =A on peut facilement voir que la solution 6” de (I1.6) vérifie

(cf [BHOS]) :

K, L* Qr,K* Qr,c*?

O =0,=0 et O =0+ =0

Dans ce cas précis, on a en fait un lien entre § et notre u,, calculé en (I1.3) qui est :

1
6 = 2m (mUL (uU - U;C) + mU}C (urf - uﬁ)) )
et on a B -
vy ut =YY uT =VPruT et vy ulT=Vy uT =VPeuT. (IL.7)
K,K K,.L L,K L,L

On en déduit donc que
3 1
Ap(VPuT) = — 3 moAg.VNu”.

Mp ocp
Ainsi dans le cas ou AQK,K* = A.QK’L* et AQ.E’K* = AQE’L*, nos flux sont .ic.lentiques aux ﬂu>.( de [BHO§],
néanmoins la nouveauté de ce chapitre est ’estimation d’erreur avec des conditions aux bords mixtes de type
Dirichlet/Fourier.

II1.3 Principe du schéma DDFYV pour le probléme de diffusion aniso-
trope

On discrétise le domaine €2 en un maillage 7 = (9T U 9N, M* U 9M*). On suppose que les frontiéres entre
les bords Dirichlet et Fourier sont situées aux noeuds du maillage dual. Ainsi les centres x, des mailles primales
dégénérées appartiennent exclusivement & I'p ou exclusivement & I'z ainsi la définition de 99 p et Mg ne
pose pas de problémes. Par contre, les sommets z,« des mailles duales du bord peuvent appartenir & la fois &
I'p et 4 I'r, dans ce cas on impose que la maille duale x£* correspondante appartienne & 901}, et pour les noeuds
X~ appartenant uniquement a I'p (resp. I'r), leur maille duale k* est dans 991%, (resp. 9M%). On a ainsi les
notations des bords Dirichlet et Fourier suivantes (voir la Figure 11.2) :

OMp = {kedMaxelp}, OMp = {xe€iMua.elr}, (IL.8)
oMy = {k* € M,z €Tp}, oMy, = {x* € 0M", xc- € 'p\I'p}. '
I'p

z K* € OMp
K* € OMp
I'r

< < 0D

I'p

] -)CE@QJTF

I'p

F1G. 11.2 — Exemple de condition mixte de Dirichlet/Fourier.

On a besoin de deux sous espaces discrets de (RQ)T pour prendre en compte les conditions aux bords de Dirichlet
uniquement sur 0Mp et OM, :
EJ = {v? € R” tel que ve =0, Vk € OMp et ver =0, Vir € OMp},

- . 11.9
Ey = {v" € R” tel que ve = (P};'g)x, VK € 0Mp et v = (Pry)g)icx, VEr € OMp}. (IL.9)
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On définit également la projection Py,  sur 'espace E :

Po,: RN — B

. - I1.10
u” o ((ux)cemuome, (Poyg)ceomp s (U= )= emvoms , (Poy'9) - comr ) ( )

On introduit le mailllage 0 suivant du bord I'g :
OUp = {[zic-x,], [Xo+ 2] telles que [xex,] € OME}. (IL.11)

On note également D = {D, .- € D, tels que o C I'} 'ensemble des diamants du bord T.
On rajoute des inconnues de flux sur chaque demi-aréte du bord I'r notées @x« . et @« ., pour £ =
[T, 2.+] € OMp. Ces inconnues vont approcher les flux normaux sur chaque demi-aréte A, (Vou7) - 1, ..
On obtient donc un nouvel espace d’approximation U” € (R” U ®7) ou

U7 = (’U,Ta 507) = ((un);ce(smuawz) s (u’C*)lC*E(Em*UBEm*) ; (@K*,Lv ch*’E)L:[IK*ny*]Gamr) . (1112)

La démarche pour obtenir notre schéma DDFV pour le probléme (I1.1) est la suivante. On intégre I’équation
sur les mailles primales intérieures 9 (cf (II.13b)) et sur les mailles duales intérieures I* (cf (II.13c)). On
intégre également 1’équation sur les mailles duales du bord Fourier 991}, en utilisant les inconnues @« . au lieu
de Ap(VPu7) i, . 1a oil c’est nécessaire (cf (I1.13d)). Ensuite pour Péquation sur 9, on écrit que les @y - .
approchent A, (V®u7T) - &, (cf (I1.13e)). Enfin, on impose la condition de Fourier sur chaque demi-aréte de
0Up en utilisant @~ . (cf (I1.13f)) et la condition de Dirichlet sur les mailles duales du bord 995, et sur les
mailles primales du bord 0Mp (cf (II.13a)).

L’approximation DDFV de la solution du probléme (II.1) est alors le couple U7 = (u”,¢”) € R” x ®f
solution de ’ensemble des équations linéaires suivantes :

Trouver u”, " € EJ x ®F tels que, (IL.13a)

—div" (A® (vf’uT)) =fe, VikeMm, (IL.13b)

—div (A© (vf’uf)) = fe., VK€M, (IL.13c)

Me» D, T\ = dc= e X
- Z AD(V u ) Mgk — z — P, = f;c*, YV k* € amF, (1113(1)
Dy g €D cx 1Tl PED,+NDp Mik*

dic*,a dL*,L D T\ =

Pr*,c + Pr*c = AD(V u ) ‘N,p, V= [SC;C*SCE*] S (99ﬁp, (11136)

O e+ Mer () = hyex oy V [2xr2,] € OUp. (I1.13f)
avec N

Yo e(u) = TR 5 e (IL.14)

dy* dex o

mf Prx,e+ S Pen c, poUr tout o € OMp et pour tout 7 € OF.

on définit, par abus de notation, v, (p”) =
On a pour les termes sources f7 :

« « « 1
U pYp P PUTE fomE < / f(z)d:c) : (IL15)
MBr B K= €oms,

pour la condition de Dirichlet g7 :

: 1 - 1
po (o) g (]
MBr JBx KEMp MBy- JB

et enfin pour la condition de Fourier A7 :

. 1 re
pour _ (d * / h(z)dsc) . (IL17)
K*L Jax [0 22]€OUp

c*
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Pour simplifier un peu les notations, on note maintenant le fait que U” = (u”, »7) est solution de (II.13),
pour des données (f7, g7, h”) € R” x ®f définies par (I11.15)-(I1.17), de la maniére compacte suivante :

Lo r(u”, 9" 17, g7, h7) = 0. (IL18)

Théoréme 11.7

Le schéma (11.13) qui approche la solution du probléme (I1.1) sur un maillage DDFV T posséde une unique
solution U™ = (u”, ") € R x ®F.

Tout d’abord, on donne un lemme et une proposition techniques qui sont utilisés dans la démonstration du
Théoréme I1.7 et du Théoréme II1.5.
Lemme I1.8

Soit UT = (u”,¢7) € R” x ®F et {7, h7 € R x ®L vérifiant

Lo r(u”, " £7,0,h7) = 0.

Alors on a

3 A
S mpAp(VPuT) - VPuT + X S m, (7 (u?))? + 1 ST My (e — upr)?
DED DEDP DED
A
=", u"]+ > move(u ). (hT) + B S My (hyerp — hper)(Ugs — ugpr).
DEDT DEDr

. dyr pdps . )
ou M, = %, si o est Uaréte de [xxx,xpx].

Démonstration : On applique la formule de Green (Théoréme 1.10), on obtient

—[divT (A2 (V2u)),uT ]y = 3 modn(V2UT) - VPuT — 3 moye(u”) Ap(VOuT) - i,
DED DEDr

D’aprés I’équation (II.13e), on a AD(VEJ u”) Tl = v, (¢7), pour tout D € Dr. De plus, en utilisant I’équation
(IL.13f), on a v, (¢7) = = Mo (u”) + vo(h7). Ceci implique,

A (AR (V) 0]y = 5 maAs(VOT) VT S (w3 m e e (7). (1L19)

En utilisant la définition des crochets [-, -], sur Q et (II.13a)-(I1.13d), il résulte

: 5 1 -
v (A (VU Tl = [Tl =5 Y we Y dee (Aa(VOUT) Hy — o)
K*€OMy DED cxNDr
L’équation (II.13e) implique
s T 3 D T T I s S 1 d}c*,LdL*,L
—[divT (AT (VEu")),u”] = [" u]r =5 X ke > ———= ($er,c — Prrz) -
2 K* €M DED xNDr me
Gréace a (I1.13f), on obtient alors :
. D 1
SV (AT (VEIUN)) Tl =l 0T - Y e 3 MoA (e e (uT) = e o (u7))
K*€OM; DED cxNDr
. (11.20)
- 5 Z U Z M, (ha*a - h}c*a) 5
K* €M DED c+NDr

dys pdp «—Upx o
on rappelle que M, = —=£-£2£ On remarque que Ve (u”) — e+, (u”) vaut ““=“£=_ On s’intéresse aux
deux sommes sur I'. On réordonne la somme sur les diamants d’une part, on a,
1 A 1 A 2
- Z Ui Z MO'_ (UK* — uﬁ*) = — Z MO'_ (U}C* — U’E*) s (1121)
2 K*Gam; DG@K* NDr 2 2 DEDP 2
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d’autre part, on a
A A
5 Z U+ Z Mo’(hL*L — h}C*E) = — Z Mg(hE*L — hK*L)(’LLK* — ’LLL*). (1122)
K*Eamiﬁ DED cxNDr DED
Finalement, en injectant (11.21) et (I1.22) dans (I1.20), on en déduit

A
S My (urr — )2 += S My(hyerp—hpeg) (e —ugs). (I1.23)

_[divT(AQ(vﬁuT)),uT]T - [fT’uT]T_Z 5
DEDT DEDT

En regroupant (II.19) et (I1.23), on obtient le résultat voulu. ]

Proposition I1.9
Soit UT = (u”,¢7) € R” x ®F et {7, h7 € R x ®L vérifiant

Lo r(u”, @ £7,0,h7) = 0.

Alors, il existe une constante C > 0, dépendant uniquement que de X et C4, telle que

IVouT|l} < C <|[fTaUT]T| + % mo (Y6 (h7))* + % Mo (heec —th)Q) :
DEDT DED

Démonstration : En utilisant le Lemme II.8, puis en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

D A
5 Ao (VOUT) VPUT 4 A S my (o) 4D S My — )’
DED DEDT 4D€©r‘

W=

suff,u%u(A > ma(%(uT)P) G > mc,(%(m))?)

DEDr DEDr

[N

4 DEDT €Dr

A ? >
+ <_ Z Ma(u)c* _UL*)2> <)‘ Z Ma(hﬁ*a - h}c*a)2> .
D
On applique l'inégalité de Young sur les deux derniers termes du membre de droite pour obtenir

> mDAD(VﬁuT) VPuT A Y m, (e (uT))? + é S My (g — up-)?

DED DEDr 4 DEDT
A 1
< wrl+ 5 2 mo(e()? + 55 X mo(1e(h7)?
2 DEDT 2 DEDT
A 2 A 2
+ ] Z Ma(u)c* —Ugs )T+ o Z Ma(ht*t - h’C*E) :

DEDT DEDT

On en déduit,

D A A
5 moAp(VOUT) VU D 5 m o)) S S Myl — e’
DED DED DED
= (HfT,UT]ﬂ + 2 ma (Ve (W) + 3 Ma(hesr — hK*£)2> ’
DEDT DEDT

ot C; = max (1, 5% %) Il vient que

> mpAp(VOuT) - VPuT < Cy <|[f7au7]7’| + 2 mo(e(h))?+ Y Mo(her — h;m)2> :

DED DED DEDP
Or d’aprés la Définition 113 de A® (V2u7T), on a

> mDAD(VéuT) VP = Y Y ma(4s.VPuT) - VPuT.
DED DED HcDp
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Grace au Lemme II.5, on obtient

S mpd(VPuT) - V2T = 3 Y ma(As.VouT) - VPuT.
DED DED HcDp

Comme la matrice A vérifie (H1), on en déduit

~ 1 _
> mpAp(VOuT) - VPuT > | V2u"|f3.
pED Ca

Finalement, le résultat est prouvé avec C' = C1Cy.

Maintenant on peut procéder & la démonstration du Théoréme I1.7.

Démonstration du Théoréme I1.7 :

Le caractére bien posé d’un systéme linéaire carré est équivalent a montrer que son noyau est trivial. Soit
donc UT = (u7,¢7) € R” x ®F vérifiant :

‘Cle,F(uTa SDTv 05 07 0) =0.
L’estimation de la Proposition I1.9 implique :
V272 =0,

car f7 = 0 et h7 = 0. Ensuite, on applique la Proposition I1.6. Ceci donne ||[V®u” ||z = 0. Comme u? € EJ,
la Remarque 1.8 implique u” = 0. Comme, pour tout o = [Zxx,Z.+] € OMp, on a @ex o + Ayex (u”) = 0 et
Yex. e+ Nyex . (u”) =0, on obtient que pi- , =0, et ¢~ . = 0, par conséquent U7 = 0.

|

II.4 Propriétés du gradient discret sur les demi-diamants
On définit 'espace de régularité suivant
H*(®) = {u € H'(Q), telle que u_ € H(B), VB € D},

doté de la norme brisée )

3
2,112
|mm@f4mm®+<zwva@>.
DED
On rappelle que dans le cas ou AQK,K* = AQK’L* et AQL,K* = AQE’L*, on a (I1.7). Ceci implique que les
deux résultats suivants sont des cas particuliers des résultats correspondants dans [BH08|, qu’on ne redémontre
donc pas.

Lemme I1.10
Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de reg(7T) et

de Cy, telle que la solution u du probleme (I1.1) appartenant a H*(D) vérifie pour tout D € Djpy
> / Vu(z) — VPPZu|*dz < Csize(T)? <|u|12r{1(p) + X |V2u|12(5)> :
DeDp /P DEDD

pour tout D € Deyr, ON 4 D =D
/ |Vu(z) — VPPZu2dx < C’size(T)QHVQuH%z(D),
D

et finalement

(|Vu — VQPCTUHQ < CSize(T)HuHHZ(ﬁ)'
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On rappelle que les projections Py u et P, P7u différent uniquement sur les mailles primales et duales du
bord Dirichlet et que la solution u du probléme (II.1) est réguliére sur les diamants du bord. Ainsi ce résultat
est démontré dans [ABHO7]|, on ne refait pas la démonstration ici.

Lemme I1.11
Soit T un maillage DDFV associé & Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(7) et

de Cy, telle que la solution u du probléme (11.1) appartenant a H*(D) vérifie

IVPRZu — VOB, Prulls < Csize(T)|[ul o5

I1.5 Estimation d’erreur pour le schéma DDFV

Ici on a des conditions aux bords mixtes de type Dirichlet/Fourier, c’est-a-dire I'r # (), ainsi on a besoin de
supposer plus de régularité sur la solution exacte u (voir Remarque I1.20) afin d’obtenir une estimation d’ordre
1. Pour cela, on définit 'espace de régularité de la solution de (II.1) comme suit

W (D) = {ue Wh(Q), t. q. u_ € W>(B), ¥b € D},
doté de la norme

ullyyz.ce @y = lullwre@) + 2 1Vl w):
DED D

Théoréme 11.12 (Estimation d’erreur)

On suppose que la solution de (IL.1) u € W2>(D). Soit u” € R7 la solution de (11.13). Il existe une
constante C > 0, dépendant uniquement de A, u, , X et reg(T), telle que

= w7 |2 + [ Vu — V2uT || < Csize(T).

Début de démonstration On pose v = PP PTu et w” =07 —u”, 7 = (A® (VBSUT)) - — T
1. Grace a (II.13b) et (II.1), on a Vk € M

—medive (A2 (VPuT)) = micky,
f/div(A(z).Vu(x))dz: Mmycfe.
K
Ainsi, on en déduit

—m,cdiv'c(.A@(Vf)wT)) = —mKdivK(AD(VE)‘Ii%gIPZu)) + / div(A(z).Vu(z))de.

K

La Définition 1.9 de la divergence discréte et la formule de Green impliquent

CmedivS (A2 (VT = T / (A().Vu(s) — Ap(VOPE PTu)) - fopeds.

DED K

En utilisant la Définition 11.3 de A, (V”B‘B%gpgu) et la condition (II.2), on a

Y meAn(VOPE PTu) - fpe = 3 m,(As.VPRE PTu) - iy,

—~ m,g- ¢
DED K DED K

ol 35& est ’ensemble des demi-diamants inclus dans la maille primale k. On en déduit que

—medivi (A2 (VPuT) = [ (A(s).Vu(s) — A5.VPBE PTu) - F,eds. (I1.24)

peDi /o
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2. On fait de méme pour tout £* € 9", on a

e divS (AR (VPuT) = = mye Ap(VORE PTu) - e

DED e

+ X > (A(5).Vu(s)) - i xexds,

PED i s€DNIK*

ou BS,C* est I’ensemble des demi-diamants D tels que DN Kk* # () et ¢ vaut soit o, soit o, et on a ainsi
D™D — . Grace a la Définition I1.3 de AD(VQ‘I?

g u), on en déduit que

mgc

—medivS (AR (VPuT)) = Y Y [ (A(s).Vu(s) — A VPBE, PTu) - fpeeds.  (I1.25)

DED cx s€DNIK*
3. Maintenant on considére x* € I, grace a (I1.13d) et (IL.1), on a

- E mg*AD(vguT) e — Z d}c*,t‘P}c*,ﬁ = Myxfi-,

GQK* DG@K* NDr

—/* div(A(z).Vu(z))de = mye-fic-.

DPo,o*

Ainsi, il vient que

- Z ma*AD(vng) s S Z d}c*,L (-AD(VQU)T) e — (P}c*,a)

Da,a* E@K* DE@K*QQF

Y e Ap (VP B — Y de s An(VOUT) g + / div(A(z).Vu(z))dz
.

Dy €D DED jx NDr

En utilisant (I1.25) pour les mailles duales intérieures, on en déduit

Y M A (VRWT) fer — d,C*VL(AD(VQwT)~ﬁ¢,,cfgp,<*7£)

* €D o DED c+NDr

oo

= ¥ X [(A($)-Vuls) = As. VOP), PTu) - fpnrc-ds (I1.26)

HED e s€DNIK*

LT /“<A<s>.w<s>—AD<vf’vT>>-ﬁmds.

DED e« NDr J Ty

4. Maintenant on considére [xx~x.] € OUp, grace & (I11.13f) et (I1.1), on a

U= + U
Pr*,c + )\% = hyr,
1 re A re
/ (A(s).Vu(s)) - i eds + / u(s)ds = hgs ..
d?c*,ﬁ Ty d}c*,a Tyex
Ainsi, on obtient
Av(véwT) e — Prx,c + )\W*T—’—wﬁ
x z I1.27)
1 “ . 1 c (
= / (Ap. VPP, JPru— A(s).Vu(s)) - igeds + A Vet e / u(s)ds | .
dK*,L Tyec* 2 dK*,L Tjc*
On définit I’erreur de consistance pour tout D € ’5, z € D, par la formule :
Rs(2) = A(2).Vu(2) — A (VOPE, ,PTu),
et, on note :
R75 = 1 /Rﬁ(S)'ﬁ —,3(18 R6 * = i/Rfj(,s)'r_l’c,c*ds |R *|
7 me o ’ ’ o m§ S ’ o

1 L N 1 xrrc
R2., = 7 / Ry(s) -, xds, T2, = (UK ;FUE g / u(s)ds) .
K*, L K*, Jx

Xy *
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Gréce aux relations (I1.24)-(I1.27), le couple (w”,17), qui représente lerreur sur la solution et sur les flux a
Iinterface, est solution de :
(TZ,F(wTa Q/JT) R;a Oa RZQ(F) = Oa

ou R? = ((R?)Kem, (R?*)m*ezm*uazm*) est défini comme suit

1 .
VKEW’R?:m_ Z maRga

K BeDx

. 1 s

VKJ*Em*,R? :m Z ~Z mg CDJC*a
K* peDx c€DNIK*
« 1 1
Y k* € O™, R? = Z ;: ngfK* — > d o R2.

MK 5ed v ceDNOK Mic* peD - NDr

*

et Ry™ = (RF™“) g enz)con, est défini comme suit V [z-x.] € 0Up,
Ry =—RP..+TE.,.

On veut appliquer la Proposition I1.9, c’est pourquoi on doit estimer [R},w”], :

—[R},wT]y = 3 Z we Y mRD+§ > Wes 2 S meRE.

KreM DE@}C K*EM*UOM* DED o geﬁma’(:*
1
+ - > wie > dix R,
2 c<Eom: peDanDr
On réorganise la somme sur les diamants, en utilisant le fait que R?,C* = fR?L* si k* et £* sont adjacents
m, D me d;c*
—[Rf,w']y = . RPwy + Z~ ;: > R?K*(w,c* —wex) + > > L ERP,,
HeED HED €DNHK* [x=wc]€dUr
On note Dr = {pe D tel que NI # (}. De plus on a que
My 5
> R2w, =0,
565\51"
car pour 0 = D1|Dy on a RE2* = —RP2 et w, = 0 pour tout D € D tel que DN Tp # 0. Ainsi il vient que

SRfwTlr = Y TERNwe w4 Y Y TERN(we )

HED\Dr HED c€DNIK*
d;c* m ~
D g D
+ > W ——=RP..+ 3 R wy.
[Z,C*IL]EBQ[F DEE)F
On remarque que
- 2 - -
D D T = D
m,R2 (we —w,) = ———mapV7w? - P R7,
sin(ap)
et que
D DT =
MeRE - (Wier —wer) = ——F—mp V7w’ - Frx L*Rg,c*
sin(ap)
d’ou
T T _ 1 DT = 1 D w”
—[Ri,w]yp=— > sn(an) )mﬁV w” - T, . RD — E > sn(an) )V CTex L*mDRCK*
peD\Dp S peD ceDnok* S

d*
+ Y we—ERL+ N

[IK*Ig]EBQIF DEE)F
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1

1 NE ) NE
|[R}—7U}T]| < ( Z mﬁ|R§|2> HVQU)T”Q + m ( Z m,~3|R§D|2> HVQU)TH2
T

sin(az) ‘ o

DED 1~i€© l (1128)
1 ! _
+§||w7|amp< 2 dn*,z|R§*L|2> +§||w7|©r< 2 m(,|R§|2> ;
[eexxc]€0UAR HEDr
olt [|w” |3, = > die clwes* et |w”||B,. = > m,|wk|*. La Proposition I1.9 implique :
[m)c*mg]eamp 75651‘
V0w |3 < C (I[RT,wT]TI T m e (R Y Ma(REE - RE”“V) S 129)
DEDD DEDr
Grace aux inégalités (I1.28) et (I1.29), il vient que
Vw3 <C ( 2. mﬁlRf|2> Vw2 +C ( 2 m,5|R?|2> V2w |2
HeD HeED
+C Y m,(v(R))?+C Y My(RyF — R4 (11.30)

DEDT DEDT

1
2

W=

+C||w7|62lF< > dm*,c|RE*L|2> +C||w7|©r< b mU|Rf|2>
DED

[eexxc]€0UAR

Il reste & montrer des estimations sur les erreurs de consistance et un théoréme de trace pour traiter les termes
de bord.

I1.6 Théoréme de trace

On introduit tout d’abord une nouvelle inégalité de Poincaré discréte. En effet, on n’a pas besoin que u”
appartient a Eg mais uniquement & Eg.

Théoréme 11.13
1l eziste une constante C' > 0 telle que ¥V u” € Ef :

[u”]]2 < C diam(Q)||VZuT||z.

Remarque 11.14

On ne refait pas la démonstration du Théoréme I1.13, qui est inspirée de celle faite dans [AGWO04, Lemme
2.6/, [ABHO7, Lemme 3.2] et aussi [EGHO00, Lemme 8.1]. Dans [AGW04, Lemme 2.6/, si u” est nul sur tout
le bord du domaine, la démonstration consiste a écrire |uxc|? = |ux|? —ug|? +|us)®>+- - - +10|%, on remonte de
voisin en voisin pour arriver au bord. Pour cela il faut introduire une fonction qui permet de déterminer les
v018ins successifs d’'un élément ux dans une certaine direction arbitraire. Ainsi si le domaine € est conveze,
il suffit de choisir correctement la direction afin d’atteindre le bord Dirichlet I'p et non le bord de Fourier.
En effet, on peut trouver un nombre fini de directions & tel que les sous-domaines Q¢ = (I'p + ER) N Q
recouvrent le domaine €.

La démonstration du théoréme de trace est inspirée de celle faite dans [EGHO00, Lemme 3.10] pour le schéma
volumes finis & deux points.

Théoréme 11.15

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement du domaine Q et de reg(7T), telle que ¥V u” € B :

[ 13er, < CIIVZuT]3. (I1.31)
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Démonstration : On note F(u”) la fonction définie sur le bord du domaine T telle que F(u”)(z) = uxc~,
si & € K* pour tout £* € 99*. Ainsi on a

1™ 3o, = 7@ ) Z2 ) = /F 7 (™) (@) dz.

Fia. I1.3 — Résumé des propriétés de la frontiére I'.

Propriété de la frontiére : Par compacité du bord T, il existe un nombre fini d’ouverts rectangulaires,
{R;,i=1---N}, et des vecteurs unitaires de R?, {n;,i =1--- N}, tels que

FCUII\LlRZ,
(ni, 7(x)) > a> 0 pour tout € R; NI, € {1---N},
{z+tn,ze RN, teRy}NR; CQ,

ol « est un nombre strictement positif et 7(x) représente le vecteur unitaire normal a T' en z, orienté vers

N
lintérieur de Q (voir la Figure I1.3). Soit {a;,% = 1--- N} une famille de fonctions telle que > a;(x) = 1, pour
i=1
tout 7 € T', a; € C°(R% R,) et a; = 0 en dehors de R;, pour tout i = 1---N. On pose I'; = R;NT'; on va
montrer qu’il existe C; > 0 dépendant uniquement de «, de reg(7) et de a; tel que

l/m@W@U@ﬁhé@Wgﬂb

7

N
Enfin, il suffira de poser C' = Y C;, qui dépend uniquement de 2 et de reg(7), pour que (I1.31) soit vérifiée.
i=1
Notations : On introduit les fonctions de [EGH00] qui permettent de déterminer les voisins successifs d'un
élément ux~ : pour x,y € Q et o* € £*, on pose

vren) = {o SEUNTZY

et pour £* € 9" U 99M*, on pose

B 1 si|zy]nks #£0,
Yee (2,y) = {O si [z, y] Nk =0.

Soit i € {1,---, N} et & € T';. Il existe un unique ¢ > 0 tel que z+tn; € OR;, on pose y(x) = x+tn;. Pour o* € £*,
dans le cas o [z, y(z)]No* # 0, soit cette intersection est réduite & un point on pose alors z,«(z) = [z, y(z)]No*,
soit cette intersection est un segment [x,y(x)] N o* = [a(z),b(z)] avec la notation (a(x)b(z),n;) > 0 on pose
alors z,«(z) = b(x). Pour x* € 9 U 9IM*, on pose s (), nex () tels que [z, y(z)] Nk = [Eex (x), N ()],
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st [z,y(x)] Nk # O et tels que (& (x)nex(x),m;) > 0. Ainsi si o* = x|+ dans le cas ou [z, y(z)] N o* est
réduite & un point, alors on a 1« () = 2o+ () = &« (), dans le cas ou [z, y(x)] N o* est un segment, alors on a
e (2) = 20+ (2) = 172+ ().

Premiére majoration : Par exemple, on suppose x € k§ et y(z) € cf tel que «f, £ soient deux voisins,
on pose o = Kj|cs. Deux cas se présentent (voir la Figure I1.4) soit [z, y(x)] N o est réduit & un point z,: (z),
soit [z, y(x)] Nof vaut le segment [z, y(z)].

=& () z =&y () = &5 ()

F1G. I1.4 — (A gauche) [z,y(z)] N og est réduit & un point z,x(x). (A droite) [z,y(x)] N og vaut le segment

[z, y(x)).

Dans les deux cas, on a alors x = {cx () et y(x) = n.x () et ainsi n.s(z) € OR;, on en déduit a;(n.x(x)) = 0.
Pour le premier cas, on a 1 () = zyx (7) et §.: () = 25; (), on obtient alors

ai (@) |urg|* = (0i(§eg () — il (2))) T [* + (i (Eeg (2)) — i (e (2)) g + iy e (2)) (Jun |* = ueg]?)-

Pour le deuxiéme cas, on a 7.z (z) = y(x), ainsi a;(ncx (z)) = 0, on obtient alors

2 = (i&es () — ilnes (2))) Juxs >

Dans les deux cas, on peut alors majorer de la maniére suivante

i (z)|ucy

ai(@)|ux; |* < ;@ Yo (2, y(@)) i (20+ (%)) | [* = [u2-]
+ Y (& (@) = (e (@) Juxe | e (2, y(@)).
KX EM*UOM™*
On pose
Alx) = ;@ Yo (2, y(@)) i (2 (@) |- — [u2-]]
et
B(z)= ¥ i€ (@) — ilmes ()] e * e (2, y(2)),
c* €M UOM*
il vient que
o (@)|uxg |* < A(z) + B(z).

On s’intéresse d’abord a A : En utilisant le fait que la fonction «; est bornée, on a

A2) < laillos X ton (@, y()) [fue- |* — [
DED

On remarque 'inégalité suivante est vérifiée

\/Fi 7/10* (z,y(z))dx < ma*é,

En effet, on pose mr, = / Yo+ (2, y(x))dx, cette longueur est représentée sur la Figure I1.5. Pour calculer mp,,
r;
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myi
I /\

F1G. I1.5 — Illustration pour le calcul de 'intégrale.

on lexprime en fonction de m et de 8 (voir la Figure IL.5),

m
mr. =

I sin(8)’

et sin(B) = (n;, ¥(x)). Maintenant on relie m et m,~ avec 6 (voir la Figure I1.5),

m = sin(0)m,«,

et sin(f) = cos (g - 9) = (0, My~ ). Ceci implique

(niﬂﬁd*> 1
Vo (@, y(x))dr = Z———my= < my-—,
|, e watenan = (2 o
car (n;,”(z)) > a > 0. Ainsi on a
A= [ 4w <l E ([ vrlop@)ie) P = 01| <€ T me fluc? - i
T; DED T, DED

Le Lemme 1.19 imlique
A< OIV2uT lou 2.

D’aprés 'inégalité de Poincaré discréte Théoréme I1.13, on a
A< G| VPuT|3.
On s’intéresse a B : En utilisant le fait que la fonction «; est C°°, on a

B@) < Vol 5 e (@) = e (@) e e (2,(2)

On remarque 'inégalité suivante :
[ e 9(@) 16 (@) e @] do < Come
T

En effet, on a tout d’abord
&= () — M= ()] < e
Ensuite il reste a calculer mr, = / Y~ (2, y(x))dz, ceci correspond a la Figure I1.5 en remplagant o* par le
T
diamétre de x*. Ainsi on peut refaire exactement le méme calcul, et on obtient

dyer

mr, <

i =
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Ceci implique,
d2
<.

[ e @@ 16 @) = e ()] da < T

Or d2. <reg(7T)my-. D’ou
/ e (2, 9(2)) |- (8) — - ()] dz < e
T

Ainsi on a

2
U e *

B =/ B(z)dz < [[Vaile > (/F Pree (2, y(2)) [Ex () —n;c*(w)ldx) e <C X mge

T, Kc* EM* UM £* EM*UHM*
D’aprés I'inégalité de Poincaré discréte Théoréme I1.13, on a
B < Gil|Vou" 3.

En conclusion : on a

| a@n) @l < A4+ B < GV,

On obtient également le résultat suivant en faisant la méme démonstration que précédemment en remplagant
K* par K et o* par o.

Théoréme 11.16

Il existe une constante C' > 0, dépendant uniqguement du domaine Q et de reg(7T), telle que ¥V u” € Ef :

lw (I3, < CIVouT|3.

I1.7 Erreur de consistance

On a défini 'erreur de consistance pour tout D € D, z € D de la maniére suivante :

Ra(2) = A(2).Vu(z) — As(VORE PTu).

On rappelle que dans le cas o0t Ag, . = Ao .. et Ao, . =Ao, ,.,0na (IL.7)
N T _ N T _ 7Dk, T N T _ N T _ Dr, T
Vo et =V, ut =Viru et Vo, et =Vy, ut =Vieu.

Ceci implique que 'estimation de notre erreur de consistance s’obtient comme un cas particulier de ’estimation
introduite dans [BHO08|. On ne redémontre pas cette estimation qui utilise les Lemmes I1.10 et IT.11.

Lemme I1.17
1l existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de A, de Q et reg(7T), telle que la solution u du

probleme (I1.1) appartenant & H?*(D) vérifie

> ma|R2|? < Csize(T)QHuHHZ@) et S mp|RP)? < Csize(7)2||u||H2(5

. )’
DED DED

On va se concentrer uniquement sur l’estimation de l’erreur de consistance sur le bord Fourier, c’est-a-dire
sur les quatre termes suivants :

> mo (e (Ry7))%, 3 Mo (RE™S — R9)%, Y de R et 3 mo|RDP

DED DED [z,c*zg]eaglp DEDT

On rappelle que RZ”F = (R,’f*ﬁ)[%*u]eamF oll

RE*E = *RE*L + TKD*E, Y [Z'K*l'L] S anF,
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avec

1 rr . 1 rr
RY.,. = —/ Rp(s) -fiyeds et TE,=A (UK ;LUL 3 / u(s)ds) ,
T K*, T

d)c*,a e

et 1
R? = —/Rﬁ(s) “H,5ds.
ms Jo

Ainsi on travaille avec D € Dr et les flux A, (VOPZu) valent A?.VPPZy car A est réguliére sur les diamants p
du bord. On décompose lerreur de consistance de la maniere suivante Ry (z) = RA(z) + R + RZ, ou l'erreur
de consistance due a 'approximation de A.Vu sur chaque diamant vaut

RA(2) = A(2).Vu(z) — mip / A(z).Vu(z)de,

Perreur de consistance due a ’estimation du gradient vaut

L/ A(x).(Vu(z) — VPPIu)de,

grad __
RIT =
mp

I'erreur de consistance due a I’approximation de A sur chaque diamant vaut

1
Rz = (—/ A(x)dx — AD) VPP u.

mp

Remarque I1.18
Si on choisit AP = #D [, A(z)dz, alors R = 0.

Lemme I1.19

11 existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de A, 2 et reg(T), telle que, pour tout u € W2°°(D),

S die ol RE [P < Csine(T)|ull? 0 -

[e)cxxzL]€0UR

Démonstration : On rappelle que A est supposée réguliére sur les diamants D appartenant & ©p. D’aprés
I'inégalité de Jensen, on peut majorer de la maniére suivante

x

L
Y de RS X |Ro(s)|ds.

[IK*Ig]EBQIF [EK*IL]EBQIF Ty

De plus Ry (s) = RA(s) + R&* + Rz,

Etape 1 - On s’intéresse d’abord a RZ*. D’aprés 'hypothése (Hz) faite sur A, on a pour z € D,
|[A(z).(Vu(z) — VPPLu)| < Ca|Vu(z) — VPPLul,
et I'inégalité de Jensen implique
CQ
|RZ? < —A/ |Vu(z) — VPP ul*dx.
Mo Jp
Grace au Lemme 1.13, on déduit

|R%Md|2 < C/ |V2u(s)|?ds.
D

De plus comme p € Dr, D est un diamant du bord donc il est convexe car c’est un triangle, on en déduit que

z d;c*7L|RgDTad|2 < C’size(T) z |V2U(S)|2d5

[w)cxxc]€0UAR [eyxxc]€0Ur J D
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Etape 2 - On s’intéresse a Rg(z). On a, en utilisant 'inégalité de Jensen, le résultat suivant,

/x: [RA)[ as < — /x: [ 146).Vulz) = A@)- V(o) dad.

En faisant intervenir 0 = —A(z).Vu(z) + A(x).Vu(z), on obtient,

/Z |Ra(2) |dz<—/ /|A ).Vu(z) — A(z).Vu(z)|* dzdz

+m_D/z */D|A(:E).Vu(z)fA(x).Vu(z)|2d:cdz.

D’aprés les hypothéses (Hs) et (Hz) faites sur A, on obtient

rrc 2
/ |RA (= ‘ dz < CA/ /|Vu 2|z — | dxdz—l——/ /|Vu Vu(z)[? dedz.

K

Or la premiére intégrale est majorée par

1 L L
—/ |Vu(z)|2/ |z — 22dzdz < size(T)Q/ |Vu(z)2dz,
z D T e *

mp o

et d’aprés Lemme .12 et comme diam(p U [z, z.]) < Cdp, on a également la majoration suivante pour la

deuxiéme intégrale
1 re
—/ /|Vu(z)fVu(x)|2dzdz§CdD/ |V2u(s)|?ds.
mp Tyex JD D

De plus comme D € ®r, D est un diamant du bord donc il est convexe, on en déduit que

xL
> ‘Rﬁ(z)’2 dz < Csize(T)QHVUHQLQ(F) + Csize(T) > |V2u(s)|*ds.

[IK*Ig]EBQlF Ty * [IK*Ig]EBQIF D

Etape 3 - On s’intéresse a R?. On rappelle qu’en utilisant la définition de A” on obtient

R = = // (s)) .VPPIudzdps(s).

D’apreés 'hypothese (Hs) faite sur A, on a
VDPT
RZ <Ca u| / / |z — s|dzdup(s) < Casize(T)|VPPLul.
D
Finalement,
ST der|RE|? < COsize(T)? S der | VPPTuA

[xy*zL]€OUR [xxxc]€dUR

Etape 4 - Le terme R,. FEn résumé, on a obtenu

L

> |Rp(s)|>ds < Csize(T) > |V2u(s)|*ds
[Z,C*IL]Eag[F Ty * [m)c*zg]eamp D
+ Csize(7)? ||u||W2 @)t Csize(T)? > dicx ¢ |[VPPTul?.
[m)c*zg]eamp
Etape 5 - Régularité sur u
Si u € W%>(D), alors
S [ Vuls)Pds < [l . g size(T)m(D),

[xxxc]€dARr JD
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et
) / [Va(s)Pds < [[ul?, . 5, size(T)m(T).

[xexx]€0UR
De plus on a
> di= | VPPZul? < C’size(T)||u||€V2m ~..
[w)cxxc]€0UAR @)
On en conclut que

S de ol RE[P < Csine(T)|ull? 0 -

[w)cxxc]€0AR

Dans cette démonstration on a eu besoin d’utiliser u € W%°°(D), afin d’obtenir une estimation d’ordre 1,

on a le résultat suivant si u € H?(D).

Remarque 11.20

On pose AP = mLD fD A(z)dz, pour tout D € Deyt. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de

A, Q etreg(T), telle que, pour tout u € H*(D),

2. die | R,

[w)cxxc]€0UAR

2 < Csize(7)||u||§12(35)'

En effet, siu € H*(D), alors

2 [VZu(s)ds < [[VZul3 et 2 / [Vu(s)[*ds < [[Vul3,
D

[IK*Ig]EBQIF D [m,c*mg]eamp

donc

> dic+ ¢|RE..|? < Csize(T)||u||i12(5).

[Z,C*IL]Eag[F

On obtient également le résultat suivant en faisant la méme démonstration que précédemment en remplagant
[xx~,x.] par o.

Lemme I11.21

11 existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de A, 2 et reg(T), telle que, pour tout u € W2°°(D),

S ma B2 < Csie(T)|ul . 5.
DEDT

Corollaire 11.22

Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de A, de Q et reg(7T), telle que, pour tout u €

W2 (),
Z MU|RE*L _R?*c
DEDT DEDr

£ S m PR < Csie(T) [l 5,

. dyr pdps . )
ou M, = %, si o est Uaréte de [xx«,xp+].

Démonstration : Pour p € Dr, l'inégalité de Young implique

MU|RE*£ - R?*C 2 < QdK*aﬁ|RE*L|2 + 2dﬁ*,C|R5*L|2'

D’aprés le Lemme I1.19, on a donc

Z MU|RE*L - R?*L
DED

2 < Csize(7)2||u||?/vz,oo(§))‘

De méme, I'inégalité de Young implique

> mPRIP <2 3 des|RR,

DEDT [IK*ZL]EBQ[F

2
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Le Lemme II1.19 conclut la démonstration.

Lemme 11.23
Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de Q, X et reg(7T), telle que, pour tout u € W2’°°(35),

Y de [T P < Osize(T)?|Jull? v 5
[xexxc]€0UAR e w @)

Démonstration : Soit » € Dr. On rappelle la définition de T2, :

TE. .=\ (U(.r,c*) + u(z,) 1 /956 u(s)dS) )

2 d;c*,L e

ot la trace de u sur le bord T est encore noté par u. On suppose ici que [z, z.] =]0, hex[x{0}. On peut écrire

1 er 1 fhee g1
/ (u(zer) — u(s))ds = / / Vru(tz)zdtde.
dlC*,[, x hK* 0 0

o*

On a donc

1 zr 1 -
/ (u(zpex) —u(s))ds < sup |Vyu(z) h—/o zdx < Hu|\W2,w(5)d,€*7L.
x K*

d)c*,a e TE€[T)ex,xL]

On en déduit que

2
1 re
doe| 7 [ o) ~u(e)ds| £ T b ull sy
[zyexzL]€EOUR K* L Japes [eexxc]€0UAR
On fait de méme pour obtenir
2
1 e 3 2
S dee|— [ e -uds| <8 db ful s,
[Tz c]€0AR K* L J e [x*xxc]€0UAR

En utilisant le fait que
2

> di | T2 |2 <2X\2 > dic= ¢
[xcxzc]€E0AR [xxxxc]€0AR

L /:E(u(z,c*) — u(s))ds

K*,C co*
2
+2)2 > dy~ ¢

[m)c*mg]eamp

)

= [ (o) - utsas

d;c*,L o
et que de~ , < size(T) on en déduit

> die= | T2 |2 < Csize(T)?||Jull?, . ~..
[m)c*zg]eamp e w2 (Q)

Corollaire I1.24
Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de Q, de )\ et reg(T), telle que, pour tout u €

W2’OO(©),

2+ X m P (TP < Csize(T)?|ull;

Z M0|T}CD*L - Tg“z: Wz,oo(f))'

DEDr DEDr

Démonstration : On procéde comme dans le Corollaire I1.22; on obtient

Z M0'|TI?*L - TZD*E 2 <2 Z dK*7E|TI?*L
DED [mK*ZL]EBQ[F

2

)
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et
> om NPT <2 Y deo|TEL

DEDr [w)cxxc]€0UAR

On conclut avec le Lemme 11.23. [ ]

I1.8 Fin de la démonstration de ’estimation d’erreur (Théoréme I1.12)

On a pos¢ w” =P Plu—u” et prouvé (IL.30) :

Vw3 <C ( 2 m@IR?|2> V2w +C < 2 mélR?F) V2wl

DED DED
+C Y m.(w(R))?+C X My(R; © — Ry ©)?
DEDP DEDr

N

1
2

+ Cllw [lony < 2 dn*,clRi’mF)

[Z,C*IL]EBQIF

+C||wT|z>p< 2 malRfl2>

5651"
Les Théorémes I1.15, 11.16 et la Proposition I1.6 donnent

IVowT |3 <C < 2 mﬁIR?F) Vw2 +C ( 2 mélRf|2> V2wl

DED DED
+C Y m,((R7))P+C Y Mo(RE - Ry ©)?
DEDT DPEDD
SR C\?
+C< > dm*,LIREmQ> ||V©w7|2+0< > ma|35|2> V2w |,.
[mcxzc]€0UAF DEDr

En utilisant les Lemmes 11.17, 11.19 et I1.21, on obtient

V2w |[3 <Csize(T)| V2w s +C ¥ m,(ww(RI¥)2+C Y M, (Ri™“ — Rf™)2.
DED DED

Les Corollaires I1.22 et 11.24 impliquent enfin

V2w ||, < Csize(T). (IL32)

Estimation de ||u — u”||2. En utilisant 'inégalité de Poincaré discréte Théoréme I1.13, on obtient

lu— w2 < [lu =By, JPlulla + 1B, JPlu —u”lla

m,g— cC

< flu = B3, JPrullz + O V2w .
Comme dans la démonstration du Lemme .18, on a

lu =B Poullz < llu = Plulls + [lu = Prull,

m,g— c
et la Proposition I1.6 implique
l[u — u |l < Csize(T) + C| V2w ||a.

On conclut donc grace a (11.32) :
|lu — u”|2 < Csize(T).
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Estimation de |Vu — V5u7||2. On a
IVu — V2u7 |2 < |V — VPPTulls + [VOPTu — VOPE, BTy + | V2w |2
D’apreés les Lemmes I1.10 et I1.11, on obtient
IVu — V2uT||5 < Csize(T) + | V2w ||

On conclut donc grace a (I1.32) : -
[Vu — VPu” ||y < Csize(T).

I1.9 Tests numériques

On illustre quelques résultats numériques obtenus sur le domaine carré unité Q =]0, 1[2. On précise que pour
tous les tests numeériques le bord de la condition de Fourier se situe en {x = 1} avec A = 5, voir la Figure I1.6.
Pour chaque cas test, on donne ’expression de la solution exacte u de laquelle on déduit le terme source f et
les conditions aux bords g, h pour que le probléme (II.1) soit vérifié.

(0,1) (1,1)
Dirichlet
Dirichlet Fourier
Dirichlet
(0,0) (1,0

F1G. I1.6 — Conditions aux bords.

On rappelle que pour illustrer I’estimation d’erreur, la famille de maillages est obtenue en raffinant succes-
sivement et uniformément le maillage primal original. Afin de mettre en évidence le processus de raffinement
choisi, on présente sur les Figures I1.7(a) et I1.9(a) le maillage primal original et sur les Figures I1.7(b) et 11.9(b)
le maillage primal obtenu aprés le processus de raffinement. Plus précisément, la famille de maillages, corres-
pondant a la Figure I1.7, est obtenue en divisant chaque aréte primale en deux, alors que la famille de maillages,
correspondant a la Figure I1.9, est obtenue en dupliquant le maillage grossier en quatre afin de garder le motif
en damier. On précise que les centres (zx)c sont choisis comme les barycentres des mailles primales. Dans les
Figures I1.7-11.9, on compare la norme L? de I'erreur obtenue avec le schéma DDFV (I1.18) pour la solution
[PEw — u” [l IV2PTu — VouT |2

[PZ ul|2 V2P ull;
en échelle logarithmique. Les ordres de convergence indiqués sur les Figures I1.7-11.9 sont calculés a I’aide d’une
approximation par les moindres carrés des données calculées.

et pour son gradient

respectivement, en fonction du pas du maillage size(7 )

I1.9.1 Test 1 - Solution raide - Tenseur anisotrope constant

Ce cas test a été proposé dans le benchmark de la conférence FVCA5 [HHO8b|. On prend le tenseur anisotrope
constant suivant :
1.5 0.5
Alzy) = (0.5 1.5) '
La solution exacte est donnée par

u(z,y) =sin((1 - z)(1 —y)) + (1 —2)*(1 - y)*
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On utilise le maillage primal de quadrangles déformeés (voir les Figures I1.7(a)-I1.7(b)).

= mn
EENEN s S EE
() L~ fé ’\E
N 0 g
muN N
REN |
HEN ”
BN W
N }
BN L BN
——1— | /::\
mERgNEN sasn HH
(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
. Erreur en norme L2 sur le gradient Erreur en norme L2 sur la solution
10 10
——Maillage dual classique T’T Mafllage dual cla33|que.
~-Maillage dual barycentrique 10—1 ~O~ Maillage dual barycentrique
-1
10 3 Ordre : 1.12
Ordre : 1.05 o 102
10° Nz B
Ordre : 1.52 ,© 10 o
- Ordre : 2.04
3 74 o2
07 10" 10° 07 10" 10°
Pas du maillage Pas du maillage
©) IVEPTu — Vo uT |l @) IPEw —u”l2
IV2PT ull PZ |2

FiG. I1.7 — Test 1 sur le maillage primal déformé.

On a comparé la solution obtenue en utilisant le maillage dual direct et celle obtenue avec le maillage
dual barycentrique. Les ordres de convergence sont trés différents dans ce cas, car pour ce maillage primal, les
diamants ne sont pas forcément convexes voir la Figure I1.8 et certaines mailles duales directes se recouvrent.

F1G. I1.8 — Le maillage diamant du maillage primal I1.7(a).

En effet, pour le maillage dual direct on trouve de 'ordre 1 pour la solution et pour son gradient en norme
L?, Tordre est le méme que celui théorique donné par le Théoréme I1.12. Pour le maillage dual barycentrique
on trouve de l'ordre 2 et 1.5 pour la solution et pour son gradient en norme L2. Ainsi, lorsque les diamants ne
sont pas convexes, il est préférable d’utiliser le maillage dual barycentrique.

I1.9.2 Test 2 - Solution polynomiale - Tenseur anisotrope discontinu

On prend le tenseur anisotrope discontinu suivant :

Alx,y) = (lf ;) six <05, etA(z,y)=1Idsiz>0.5.



68 Chapitre II. Problémes de diffusion anisotrope avec des conditions aux bords mixtes

Ainsi interface I' de discontinuité est localisée en {2 = 0.5}. La solution exacte est donnée par

—0.5(z — 2y +0.5)* siz>0.5
u(z,y) =

—2(x —1y)? sinon.

On utilise le maillage primal en damier (voir les Figures I11.9(a)-11.9(b)).
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+
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(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
_ Erreur en norme L2 sur le gradient . Erreur en norme L2 sur la solution
10 10
Ordre : 1.01 1072 Ordre:2.03
Ordre : 1.01 Ordre : 2.02
107 10°
% Maillage dual classique 10" —— Maillage dual classique
—->-Maillage dual barycentrique ~5- Maillage dual barycentrique
-3 -5
10 10
107 10" 10° 107 10" 10°
Pas du maillage Pas du maillage
C
V2 PZ ul|2 P ull2

Fi1G. 11.9 — Test 2 sur le maillage primal en damier.

On a comparé la solution obtenue en utilisant le maillage dual direct et celle obtenue avec le maillage dual
barycentrique, les solutions sont semblables. En effet, pour ce maillage primal, tous les diamants sont convexes
(voir la Figure I1.10) et les mailles duales directes ne se recouvrent pas.

F1a. I1.10 — Le maillage diamant du maillage primal I1.9(a).

Pour la solution et son gradient, on obtient numériquement de I'ordre 2 et 1 respectivement pour le schéma
(I1.18). On souligne que le taux de convergence n’est pas sensible a la présence de volumes de controle non
conformes. On observe la super convergence en norme L2 qui est classique en volumes finis, cependant sa
démonstration dans le cadre général est toujours un probléme ouvert méme pour le probléme de Laplace (voir
la Section IL.11).
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II.10 Quelques remarques sur 'implémentation

Tous les tests numériques 2D de ce manuscrit ont été réalisés a 1'aide d’un code en fortran90. Lors de journée
numériques de Lille 2010 https://rnl10vf.lille.inria.fr/, des programmes en scilab ont été réalisés par F.
Boyer et moi-méme a des fins pédagogiques, ils sont accessibles & l'adresse http://www.cmi.univ-mrs.fr/
“krell/Projet/VF_scilab.tar.gz. Dans cette bréve présentation, on se sert des notations de ces programmes
scilab.

Pour assembler la matrice et le second membre correspondant a un schéma de type volumes finis, on travaille
essentiellement aréte par aréte. Dans le cadre DDFV, on va parler plutét d’assemblage diamant par diamant, on
rappelle qu’il existe une bijection entre les arétes du maillage primal et les diamants et qu’'un diamant est défini
par deux sommets z«, x.+ et par deux centres z,, x.. Un maillage DDFV est ainsi défini de maniére unique
par les coordonnées des sommets et des centres et par une structure diamant. On commence par construire une
structure appelée mesh qui contient les coordonnées des sommets et des centres et des informations pour chaque
diamant, de maniére & définir de fagon unique le maillage considéré.

— Sommets : coordonnées du sommet numéro i

mesh.sommets(i,_X), mesh.sommets(i,_Y)
— Centres : coordonnées du centre du volume j
mesh.centres(j,_X), mesh.centres(j,_Y)

— Diamants : Pour le diamant numéro k
— Numéros des deux sommets - et 2.+, notés KS et LS pour (K“Star”)

mesh.diamants (k,_KS), mesh.diamants(k,_LS)
— Numéros des deux centres xx et z.
mesh.diamants(k,_K), mesh.diamants(k,_L)
— Mesure des arétes m, = |Tcx Tpx| €t Mox = |2x x| = dic 2
mesh.diamants (k,_MES), mesh.diamants(k,_DKL)
— Coordonnées du centre du diamant zp
mesh.diamants(k,_XD), mesh.diamants(k,_YD)

— Mesure du diamant mp
mesh.diamants (k,_MESD)

— Mesures des quarts de diamant
mesh.diamants (k,_MES_K_KS), ...

o _ S
— Normales unitaires 1, et @,

mesh.diamants (k,_N_KL_X), mesh.diamants(k,_N_KL_Y)
mesh.diamants (k,_NS_KSLS_X), mesh.diamants(k,_NS_KSLS_Y)

— Label (>0 a linterieur, =-1 bord Dirichlet, =-2 bord Fourier)
mesh.diamants (k,_LABEL).

Si le tenseur anisotrope est discontinu, on a également besoin de
— Mesures Mgy = dxo €t My, =dro

mesh.diamants(k,_DKsig), mesh.diamants(k,_DLsig)

A partir de toutes ces données, on peut assembler le systéme associé au schéma volumes finis.

Remarque I1.25

1) Il n'est pas nécessaire de connaitre la correspondance entre une maille (primale ou duale) et I'ensemble
de ses sommets.
2) La structure est indépendante de la géométrie des mailles (triangles, quadrilatéres, pentagones, --- ).
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I1.10.1 Implémentation de VF4 pour le probléme de Laplace

Afin de mettre en évidence la spécificité de la programmation des schémas DDFV, on commence par présenter
la programmation du schéma VF4 pour le probléme de Laplace avec notre structure maillage. On rappelle que
le schéma VF4 pour le probléme de Laplace avec des conditions aux bords de Dirichlet homogéne s’écrit :

Trouver u™ = (ux)ceom € R™ tel que

VeemMm, > F,Cﬁg(um) = myf dz,
o€

U — Uk .
avec F,Qg(um) =—-m, , sio=ck|c € &nt,
M.

o

Uk .
avec F,Cyg(ugm) = —m, , Sio € Eeyt.
My*

Pour chaque diamant, on calcule le rapport, appelé transmissivité (voir [EGHO00])

m, . .
— mesh.diamants(:,_MES) ./ mesh.diamants(:,_DKL).
m, =

flux_NN(:) :=

La matrice & assembler est de taille IV x N, out IV représente le nombre de volumes de controle, elle est assemblée

diamant par diamant

A(mesh.diamants(:,_K) ,mesh.diamants(:,_K)) +— + flux_NN(:);

// A Uintérieur du domaine :

where (mesh.diamants(:,_LABEL)>0) then
A(mesh.diamants(:,_K) ,mesh.diamants(:,_L)) = -flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_L),mesh.diamants(:,_L)) +— + flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_L) ,mesh.diamants(:,_K)) = -flux_NN(:);

end;

ol la notation a «— +b correspond & a=a+b. Comme la mesure d’'une maille primale peut étre obtenue en

sommant la mesure des demi-diamants D, contenus dans la maille, on écrit que myfe = Z;DCK mpf(zs), ou

Tp = w, d’autres quadratures sont possibles. On calcule le second membre diamant par diamant, de

la, maniére suivante :
b(mesh.diamants(:,_K)) «— + (mesh.diamants(:,_MES_K_KS)+mesh.diamants(:,_MES_K_LS))...

(-rn + Tyex +$L*)
S

// A Uintérieur du domaine :

where (mesh.diamants(:,_LABEL)>0) then
b(mesh.diamants(:,_L)) «— + (mesh.diamants(:,_MES_L_KS)+mesh.diamants(:,_MES_L_LS))...

<$c + Ty~ JFI'L*)
S G e

end;

11.10.2 TImplémentation de DDFV pour le probléme de Laplace

On rappelle que le schéma DDFV pour le probléme de Laplace avec des conditions aux bords de Dirichlet

homogéne s’écrit :

Trouver u” € Eq tel que
Vk € I, S Feo(u”) = mgty,
D, o+ E€EDK
VK* € Dﬁ*, Z F;c*,o* (UT) = Mycsfiex,
Do,ox €D pcx
avec Fy o(u”) = —m,VPu” ‘i ., sio €€,
avec Fir o (u”) = =m«VPuT - fnpex, sio™ €&
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Grace a la Définition 1.7 du gradient discret, pour chaque diamant, on peut écrire les flux de la maniére suivante

Feo(u”) = £lux _NN*(ux — uz) + £1ux_NSN*(uxx — Ugx ),
Fer o+ (u”) = £1lux_NNS*(ux — u,) + £Llux _NSNS*(uxs — uzs),

avec
m? MeMy* _, R m2.
flux_NN = —%. flux_NNS = flux_NSN = Ny - Nywgc*, flux_NSNS = —=2
2mop 2mop Mp

Ainsi pour chaque diamant, on calcule le produit scalaire entre la normale primale et la normale duale, c’est-a-
dire ﬁaK, . ﬁa*;c*
N_scaNS(:)=mesh.diamants(:,_N_KL_X) .*mesh.diamants(:,_NS_KSLS_X)...
+mesh.diamants(:,_N_KL_Y) .*mesh.diamants(:,_NS_KSLS_Y);

on en déduit

flux_NN(:)=0.5.*mesh.diamants(:,_MES) .*mesh.diamants(:,_MES)./mesh.diamants(:,_MESD);
flux_NNS(:)=0.5.*mesh.diamants(:,_MES) .*mesh.diamants(:,_DKL) .*N_scaNS(:)
./mesh.diamants(:,_MESD);
flux_NSN(:)=flux_NNS;
flux_NSNS(:)=0.5.*mesh.diamants(:,_DKL).*mesh.diamants(:,_DKL)./mesh.diamants(:,_MESD);
Le vecteur des inconnues est rangé de la maniére suivante : tout d’abord les inconnues primales u, ensuite les
inconnues duales uy~, il est de taille N + M, ot N (resp. M) représente le nombre de mailles primales (resp.
de sommets). La matrice & assembler est donc de taille (N + M) x (N + M) et elle est assemblée diamant par
diamant
A(mesh.diamants(:,_K) ,mesh.diamants(:,_K)) +— + flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_K) ,mesh.diamants(:,_KS)+N) «+— + flux_NSN(:);
A(mesh.diamants(:,_K) ,mesh.diamants(:,_LS)+N) «+— - flux_NSN(:);
// A Uintérieur du domaine :
where (mesh.diamants(:,_LABEL)>0) then
A(mesh.diamants(:,_K),mesh.diamants(:,_L)) = -flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_L) ,mesh.diamants(:,_L)) «— + flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_L) ,mesh.diamants(:,_K)) = -flux_NN(:);
A(mesh.diamants(:,_L) ,mesh.diamants(:,_KS)+N) «— - flux_NSN(:);
A(mesh.diamants(:,_L) ,mesh.diamants(:,_LS)+N) «+— + flux_NSN(:);
A(mesh.diamants(:,_KS)+N,mesh.diamants(:,_KS)+N) «+— + flux_NSNS(:);
A(mesh.diamants(:,_KS)+N,mesh.diamants(:,_LS)+N) = -flux_NSNS(:);
A(mesh.diamants(:,_KS)+N,mesh.diamants(:,_K)) +«— + flux_NNS(:);
A(mesh.diamants(:,_KS)+N,mesh.diamants(:,_L)) +«— - flux_NNS(:);
A(mesh.diamants(:,_LS)+N,mesh.diamants(:,_LS)+N) «— + flux_NSNS(:);
A(mesh.diamants(:,_LS)+N,mesh.diamants(:,_KS)+N) = -flux_NSNS(:);
A(mesh.diamants(:,_LS)+N,mesh.diamants(:,_K)) +«— - flux_NNS(:);
A(mesh.diamants(:,_LS)+N,mesh.diamants(:,_L)) +«— + flux_NNS(:);
end;
//Sur le bord Dirichlet du domaine :
where (mesh.diamants(:,_LABEL)==-1) then
A(mesh.diamants(:,_KS)+N,mesh.diamants(:,_KS)+N) = 1;
A(mesh.diamants(:,_LS)+N,mesh.diamants(:,_LS)+N) =1;
end;

Comme pour VF4, on construit le second membre diamant par diamant. En effet, on a vu que la mesure d’une
maille primale Kk peut étre obtenue en sommant la mesure des demi-diamants D, contenus dans la maille x,
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il en est de méme pour la mesure d’une maille duale x*, elle peut étre obtenue en sommant la mesure des
demi-diamants D,-. Ainsi on calcule le second membre diamant par diamant, de la maniére suivante

b(mesh.diamants(:,_K)) «— + (mesh.diamants(:,_MES_K_KS)+mesh.diamants(:,_MES_K_LS))...
Tx + T + T
wf | ———————— ] ;
3
//A Uintérieur du domaine :
where (mesh.diamants(:,_LABEL)>0) then
b(mesh.diamants(:,_L)) «— + (mesh.diamants(:,_MES_L_KS)+mesh.diamants(:,_MES_L_LS))...

($L+J7K* +-77L*)
S a—

b(mesh.diamants(:,_KS)+N) «— + (mesh.diamants(:,_MES_K_KS)+mesh.diamants(:,_MES_L_KS))...

(zK*JFl'KJFIEL)
* f e a—

b(mesh.diamants(:,_LS)+N) «+— + (mesh.diamants(:,_MES_K_LS)+mesh.diamants(:,_MES_L_LS))...

<$L*+$}c+xﬁ)
*f -5 ;

end;

On a restreint notre présentation a des conditions de Dirichlet homogéne. Pour des conditions de Dirichlet
non homogéne, il suffit de changer le second membre en prenant en compte les valeurs de la solution exacte
aux points considérés. Pour des conditions de Neumann non homogéne, il suffit de déplacer les trois premiéres
lignes de I'assemblage de la matrice dans la boucle & 'intérieur du domaine et de changer le second membre en
prenant en compte la condition. Pour les conditions de Fourier, c’est un peu plus technique car il faut ajouter
les inconnues de flux, on ne détaillera pas cette partie ici.

11.10.3 Prise en compte du tenseur anisotrope régulier

Si maintenant on travaille avec un tenseur anisotrope A régulier sur tout le domaine, voir 1) de la Remarque
II.4. Les flux numériques s’écrivent toujours

Fe o(u”) = flux _NN*(u — u.) + £1lux_NSN*(uxx — wpx),
Fer o+ (u”) = £1lux_NNS*(ux — u,) + £Lux _NSNS*(ux+ — uzs),

mais maintenant avec

m? - . M, M, . ~
flux_NN = 2m:3 (A(zp) M) - Dose, flux_NSN = pH (A(zp) M) - Tonpen,
m2. o .
flux_NNS = flux_NSN, flux_NSNS = 5 T (A(xp) Torper ) * Wprpen.
mp

Tout le reste de I’assemblage est strictement identique.

11.10.4 Prise en compte du tenseur anisotrope constant par maille primale

Si le tenseur anisotrope A est constant par maille primale, voir 2) de la Remarque I1.4. Les flux numériques
s’écrivent toujours
Fe o(u”) = flux _NN*(u — u.) + £1lux_NSN*(uxx — wex),

Fer o+ (u”) = £1lux_NNS*(ux — u.) + £Lux _NSNS*(ug+ — uzx),
mais maintenant avec

—D

(A

m2 —p . TNy M*
flux NN = —= (A f,) - fyx, flux_NSN =
mp 2mp

— —

M) - Howpe,

m2* —D _, N
flux_NNS = flux_NSN, flux_NSNS = 5 (A" M wpe ) - s
mp
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oit A" est le tenseur équivalent défini dans la Remarque I1.4 comme suit

avec A = A(zx) et A, = A(z.). Tout le reste de 'assemblage est encore une fois strictement identique.

II1.11 Conclusions

En conclusion, on a présenté un schéma DDFV (II1.18), pour le probléme de diffusion anisotrope avec des
conditions aux bords mixtes de type Dirichlet/Fourier (II.1), dont 'ordre de convergence théorique est 1 méme
lorsque le tenseur de diffusion anisotrope est discontinu. On utilise le schéma DDFV (I1.18) étudié¢ dans ce
chapitre dans le chapitre suivant pour écrire des algorithmes de Schwarz discret sans recouvrement associés
a des décompositions de domaines. Numériquement, on a méme obtenu une super-convergence en norme L?
qui est classique en volumes finis, cependant sa démonstration dans le cadre général est toujours un probléme
ouvert méme pour le probléme de Laplace. En effet, dans [FS88, WW88, LMV96], les auteurs montrent la super
convergence de la solution du schéma (VF4) dans le cadre particulier de famille de maillages rectangles pour des
points zx barycentres des rectangles £ € 9 et pour un terme source H(£2). En ce qui concerne les méthodes
DDFV, P. Omnés et K. Domelevo ont montré dans [DO05] la super convergence d'une fonction P! par diamant
reconstruite grace aux inconnues si le terme source est H'(€) dans les deux situations suivantes :

— pour une famille de maillages rectangles avec les points z, les barycentres des rectangles K € 9,

— pour une famille de maillages triangles homotheétiques, c’est-a-dire lors du raffinement du maillage, chaque

triangle est découpé en quatre triangles semblables en connectant les milieux de ses arétes, avec les points
Ty barycentre des triangles k£ € 9.

Plus récemment, P. Omnés a étendu dans [Omn10] ce résultat a des familles de maillages Delaunay-Voronoi.
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Chapitre III

Algorithmes de Schwarz sans
recouvrement dans le cadre DDFV

Ce chapitre! est dédié au développement de la version DDFV d’une méthode itérative de Schwarz sans
recouvrement. C’est un travail publié dans IMA J.N.A. [BHKI0], il a été réalisé avec la collaboration de F.
Boyer et F. Hubert. Une méthode de Schwarz discréte permet d’approcher les solutions du probléme de diffusion
anisotrope en profitant d’'une décomposition en sous-domaines du domaine de calcul. Tout d’abord, on rappelle
le schéma DDFV pour les problémes de diffusion anisotrope pour des conditions aux bords de Dirichlet (voir
Chapitre II)

Trouver u” € R” tel que,

U = g, ¥V K EIM, Uicr = Jcx s Y K* € 0",
— div® (AQ (vf’u’f)) —fe, Ve, (IL.1)
— div® (AQ(VﬁuT)) =fc-, VK€M

L’algorithme de Schwarz DDFV (voir Section III.2) est réalisé en décomposant le probléme de diffusion aniso-
trope sur chaque sous-domaine avec des conditions de transmission de type Fourier. On va ainsi se servir du
schéma DDFV (II.18) avec des conditions mixtes du Chapitre II sur chaque sous-domaine. On illustre a la fois
I'utilisation de notre algorithme de Schwarz DDFV comme solveur itératif et comme prédonditionneur dans la
méthode de gradient conjugué pour résoudre le schéma (I11.1).

Avant d’étudier sa convergence (voir Théoréme IIL.5), on montre que la limite de notre algorithme de Schwarz
DDFV est bien solution du schéma DDFV (III.1) sur tout le domaine (voir Théoréme III.4). C’est cette étude
qui nous a conduit a utiliser la méthode 3 du Chapitre II sur chaque sous-domaine (voir Remarque II1.7). On
rappelle que cette méthode consiste & introduire des inconnues de flux sur les demi-arétes des bords Fourier.
Dans l'article [BHK10], nous avons travaillé dans le cadre général m-DDFV proposé dans [BHO08], ici on considére
uniquement le cas particulier ol le tenseur anisotrope est régulier sur les demi-diamants.

Dans les Sections II1.5 et II1.6, les tests numériques ont été réalisés avec le maillage dual direct, ils illustrent
le comportement de notre algorithme de Schwarz DDFV sans recouvrement. Les tests numériques de la Section
II1.5.6 illustrent I'influence du choix du parameétre des conditions de Fourier sur les performances de I’algorithme.
En particulier, on observe une performance assez lente de la méthode méme avec le choix optimal du paramétre
proposé dans [Dub07, Gan06], c’est-a-dire qu’un grand nombre d’itérations est nécessaire pour atteindre une
bonne précision. Néanmoins, on sait (voir par exemple [Saa03]) que ces méthodes non optimisées peuvent servir
de préconditionneur dans un solveur itératif (GMRES, gradient conjugué, ...). On étudie ainsi dans la Section
II1.6 la performance de la méthode de gradient conjugué préconditionnée avec notre algorithme de Schwarz
DDFV pour résoudre le schéma DDFV (II1.1) sur tout le domaine.

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 242.
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III.1 Maillages compatibles. Maillage composite

On considére ici uniquement le cas ou 1, {22 sont deux sous-domaines connexes tels que 2 = Q; UQo UT,
avec I' I'interface entre les deux sous-domaines I' = Q; N Q5 et on suppose que I' est connexe et que I'N AN # (.
Ces hypothéses ne sont pas nécessaires et servent juste a simplifier la présentation.

Pour chaque sous-domaine €2;, on considére un maillage DDFV 7; = (91; U 991;, DX U 9MF) et le maillage
diamant associé ©,. On distingue les mailles du bord Dirichlet de celles du bord Fourier. Ainsi on note 09; p =
{C S 893?1, T, € 00; N 89}, 893?i7p = {ll S 893?1, T, € F}, 8931;,3 = {Kl* S 8931;‘, Trx € 0 N 89},
OM; p = {K* € OM}, wr- € I\OQ} et enfin D;r = {P € D;, vp € I'}. On va supposer que les deux maillages
sont compatibles au sens suivant :

Définition III.1

On dit que 11 et Ty sont compatibles, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Les deuz maillages ont les mémes sommets sur I'. Ceci implique en particulier que les deux maillages
ont les mémes mailles dégénérées sur ', c’est-a-dire 09y r = OMa .

2. Le centre x, des mailles dégénérées de linterface £ = [Xxx, .| € OMyp = OMar est lintersection
de (Ticx, Tpx) et (Txy, Txy), 0U K1 € My et kg € My sont les deux mailles primales telles que £ C Ok
et £ C OKs.

e "
| __ Maillage primal
“T177*°"1 ___Maillage dual
-
L

A d L4 | . .

| K1 | | —Maillage primal

L e
~o--l__e-_24 Maillage dual

| |
| |

[ ] [ + L] + N
| |

b r [ S |

Uy S S e

T

Wlp: ® ] = . &

Fic. II1.2 — Les maillages compatibles 77 et 73 correspondant au maillage DDFV 7 de la Figure I11.1.

Remarque II1.2

En pratique, les deux conditions de compatibilité ne représentent pas de contraintes importantes sur les
maillages o considérer. En effet, on va normalement rencontrer deux situations opposées :

1. soit T le maillage DDFV sur tout le domaine Q (voir la Figure II1.1) est tel que chaque maille primale
K €M est soit dans 21, K C Qy soit dans Qa, £ C Qo. Dans ce cas, la construction des deux maillages
compatibles T; revient uniquement & diviser les mailles duales traversées par Uinterface T (voir la Figure
111.2).

2. soit on a a priori des maillages DDFV indépendants T; pour chaque sous-domaine §; (voir la Figure
II1.3). Dans ce cas, on a juste 4 rajouter les sommets de I', en s’assurant que Oy = OMar et
puis de diviser les mailles duales traversées par Uinterface O9M; r de maniére & prendre en compte
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ces nouveaur sommets. Les centres x, des mailles primales dégénérées sont alors définis grdce a la
Définition II1.1 (voir la Figure II1.}). Remarquer que cette modification sur les maillages n’augmente
pas significativement le nombre d’inconnues du probléme.

? * * * *
| . .

: | L+ | e _]_ e _{—Maillage primal
NS N A | w | - - - Maillage dual

| | | |

| | | | |

| | | | |

| T i Sl nlak Sl Bl Sl

| | | | |

1 I 4 + +
G i M ! ! |

! ! SN N S

| | [ | |

| | | | |

Fia. I11.3 — Les deux maillages DDFV indépendants 77, 75 pour chaque sous-domaine €2;.

\d * Xy g ¢ ¢

| | €T | | | . .

| To! z, "% -4- -} -+ -4 —Maillage primal
R | ! l - - - Maillage dual

I N . ! I

I I ~ Le L | I

| | ~ | | |

T | P o e el oK R

| I L7 | |

| 7 | | ;
- - — - — | — - 47 ! | |

! ! T '\\~L-—-—-$————‘——1

| | I | |

| | | | |

Fia. 1114 — Le maillage DDFV compatible correspondant aux deux maillages indépendants 77, 75 de la Figure
I11.3.

Soit deux maillages compatibles 77 et 75 au sens de la Définition III.1, un maillage DFFV composite 7 =
(MU O, M* UOIM™) peut étre construit sur tout le domaine 2. On remarque que dans le cas 1 de la Remarque
II1.2, le maillage composite 7 est vraiment disponible par construction (voir la Figure IIL.1). Dans les autres
cas, le maillage primal composite est simplement donné par 9t = Ny U My et 99 = 0y, p U 095 p. Puis,
on a besoin de réunir les mailles duales de 'interface des deux maillages correspondant au méme sommet. Pour
cela, on introduit ’ensemble

o
P

M = {* =xi UK, K € OM] r, K3 € OM; 1, telles que zxr = wiy € T},

il faut noter que ’on ne considére pas les sommets du bord 9€) dans la formule ci-dessus, grace a la définition
de M .. Ainsi le maillage dual composite intérieur I* est défini par 9" = M7 U M3 U M. Pour le maillage
dual composite du bord, on a besoin de réunir les mailles duales des sommets appartenant a I' N 9€2, pour cela
on introduit ’ensemble suivant

o
T

b ={K" =KjUK3, k] € 0M] p, K5 € OM; p, telles que acx = Ty, ie pour zr = z,c; € [ NINY,
et il faut enlever 893?;‘7 p les mailles duales de sommet appartenant & I' N 0€2, ainsi on note
IM; p = {K* € M} p telles que z- ¢ T'NONY.

Finalement, les mailles duales du bord sont données par O™ = M} , UIM; , UMY, (voir la Figure 111.5). On
remarque que les mailles primales dégénérées de l'interface £ € M r = Mo r ne sont plus présentes dans le
maillage composite. En particulier, les inconnues correspondantes dans le schéma suivant ne correspondent pas
naturellement aux inconnues du schéma DDFV (II1.1) sur le maillage composite 7.
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r

- -¢ —DMaillage primal
- - - Maillage dual

~

*
|
|
D
| RN
|
T
|
|
&
|
|
|

~

-

-
-
-

?
|
[T SR S
|
|
|
|
>,___
|
|
|__
T
|

F1c. II1.5 — Le maillage composite 7 correspondant aux deux maillages compatibles de la Figure III.4.

Pour deux maillages compatibles 77 et 75, on note N + 1 le nombre de sommets des deux maillages appar-
tenant & Uinterface I' (ce nombre est le méme pour les deux maillages grace aux conditions de compatibilité).
Pour faciliter les écritures on a besoin de trier et de numéroter ces N + 1 sommets xy:,--- T tel que
[zIC27:C)CZ+1] € OMyr = OMyr et [z, :C’C*N+l] =T'NoN (voir la Figure II1.6). On fait la méme chose avec les N
centres 2, € I’ qui sont triés et numérotés de la maniére suivante : z,,, -, &, avec L = [Z'IC27:C)CZ+1]~

r

N
Tl

Trn

ICE;CS

Trq

*
Z'Kl

F1G. II1.6 — Numérotation des éléments de l'interface I'.

IT1.2 Présentation du solveur itératif

L’idée des méthodes de décomposition de domaine est d’utiliser le schéma (I1.18) avec la notation E;[f r sur
chaque sous-domaine de maniére a construire une méthode itérative de Schwarz qui converge vers la solution
du schéma DDFV (II1.1) standard sur tout le domaine . Plus précisément, on propose 'algorithme suivant :

— Pour i € {1,2}, on choisit hj* € .

— Pour tout n > 0, et pour i,j € {1,2},j #i:

— On obtient Uiy = (uniq,¢p51) € R™H x @7 solution de

g:,r(uﬁ-lv @Zfi_l, 7 g7 h17) = 0. (I11.2)
— On évalue h, | grace a

unJrl + uzzrl

Y [zeeze] € 0UAr, RUEL = —Pfl A 5 (I1L.3)

1,K*, L

On remarque que 1'égalité (II1.3) est exactement la contrepartie discréte de la condition d’interface de P. L.
Lions au niveau continu [Lio90] :

(A(2).Vul ™) - i + Mt = —(A(2).Vu?) - i) + A,
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ol 1i; est orienté de §2; vers ; et ©i; = —ii;. Ceci donne

—(A(2).Vulth) - = Tt —

1,K*,

- n+1 Uj icox i,L 4 n+1
avec h! = —(A(z).Vu})-1i;+Auj. En effet, ¢ . | resp. —————— | est supposé approcher (A(z).Vu;"")-
n; (resp. u?“).

Grace au Théoréme I1.7, on a le résultat suivant.
Proposition I11.3

Pour tout choiz de hy', Ualgorithme (I11.2)-(IIL.3) définit une unique suite (UZ"), dans R7: x ®L¢, pour
i=1,2.

On souhaite maintenant montrer que cette suite converge vers la solution du schéma DDFV (IIL.1) sur le
domaine complet €.

I11.3 Construction préliminaire

La premiére étape dans I'analyse est de montrer que la solution du schéma DDFV (IIL.1) sur tout le domaine
Q) peut s’écrire comme la limite possible de la suite (UZ%),, i € {1,2} obtenue par l’algorithme de Schwarz. Le
résultat de maniére précise est le suivant :

Théoréme II1.4 (Lien avec le schéma DDFV)

Soit u” la solution du schéma DDFV (IIL.1) sur tout le domaine Q2 associé au maillage composite T
construit avec T et To. Pour i € {1,2}, il existe (u”, @71, h7i) € RTi x L7 x ®L tel que, on a

Lo p(uT T £ g7 AT =0, (ITL.4)
de plus,
Ui = Uk, pour K € M; UOM; p, (11L5)
Ujpex = Ugx, pour K* € M UM,
et enfin
N
Z (Sﬁi,)c;;,Lk - <Pi,;<;+1,ck) =0. (HI.G)

k

1

Démonstration : Les équations (IIL.5) définissent toutes les valeurs de u?¢, a part les valeurs sur les
mailles primales dégénérées a l'intérieur de I, sur les deux cotés de l'interface. Par conséquent, il reste a définir
les valeurs de u; p et @; c+,» pour tout diamant D € ® qui intersecte U'interface I' (voir la Figure IIL.7).

Etape 1 - Calcul des valeurs de ’interface. On note £ € M et £ € My les mailles primales telles que
DNk #Det N e # (. Un tel diamant s’écrit D = Dx U D, avec D € D1, D, € Do. Nous imposons d’abord
légalité uy p = ug,p. Cette valeur commune notée up est en fait égale & u, donnée par I'équation (IL.3) :

Mo Mo, (A;c-ﬁaic) : ﬁcﬂc (Aa-ﬁarc) : ﬁa’K
-y -y U1, + u2
((Acmo, + Armg, ) Tigx) « Tiox Moy Mo,

Up =

(ITL.7)

Etape 2 - Conséquences sur les flux numériques. La valeur de up donnée par (ITI1.7) implique, avec
notre choix particulier de A® (V?), les égalités suivantes

An(VPUT)  foe = (Ae.VPRu™) R = (A, VP2uT2) - f, (IIL8)
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I
0 Qs

P1,24p =7
U, x®@ < N

\ ~
. ~ . N
Ul,wmuzp

P1,c%,p .
\_)/\/_f/sow,p
\ -
>
F’U,;C*

Fi1G. II1.7 — Notation dans un diamant D intersectant l'interface I'.

Mo Ap (VOUT) - Bprger = Moy (A VPRUTY) - Bgger + My (Ap . VPEUT2) - H e en. (111.9)
Celles-ci proviennent de la propriété (I1.2). Donnons maintenant une démonstration détaillée de (II1.9). Dans
la Remarque I1.4, on a vu que l'on peut écrire A, (V2u”) = A" .VPuT avec la matrice A définie par (I1.4).

Ainsi en utilisant la Définition II.1 du gradient discret par demi-diamant, on obtient

Mye Ap (VPUT) - Bpercr — Mgy (A VEEUTY) - fyuren — Moy (A VPEUT2) - e
_

N St SO0 O Y Stk /50 By L S S

2myp 2myp
Up — Ul,x A i - (uﬁ* — U’C*) A7 n
- 72 mo')cmd( }C'ncriC) cgwpcx — 72 mo;cma;c( }C'ncr*IC*) s g *
T)’LD,C 77”L1))C
Up — U/Q,C A - N (uﬁ* — UK*) A — —
"M M (AL B ) * Borger — "M, My (A Bgrger ) - Borer.
QTI’LDL QTI’LDL

En utilisant la formule (II1.7), on peut réorganiser tous les termes comme suit
o (ZD.VDUT) Mg — Mgy (A,C.Vvluﬁ) M grgex — Mg, (AE.VDZuTZ) -
= Ul,)cT)c + UQ,ETC + (U)c* — Ugx )T*7

avec

1 _ — A" n
T = siD(CYD) (A?C naK.) T — ( D' ”’c) Borrc
. (AT ) - T
+ ((Ay — A Box) - Bowger Mo i i ’
((Ae = Ae) o) - Rovreemoe e e T Fon
T, (A fi) (Ac Foc) - 1
= n 1 g n Noxpex
“ 7 sin(ap) T T
~ . (Ap M) Tox
A. — A, CD e My ’
T ((Ae = A) Blose)  Bomser Mo e S e hon
et
* 1 mey* — = = Mo n i
T = m [ m, (AD na*;c*) e — mj (AK'na*TC*) B
— = 2
_ maﬁ.(A n ) -1 Mo Mo, (( (A — Ax) -no*’c*) ) nc,,c)
m, Lo e m, ((A;chL + ALmU)c) .ﬁ,,;c) Mg .

Grace aux valeurs de A" définies par (IL.4), on a directement que les trois termes Ty, T, et T sont nuls.
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Etape 3 - Calcul des inconnues de flux. Dans la suite, tous les objets mathématiques associés & un
sous-domaine §2; seront marqués par l'indice ¢ comme suit

e D! est le k° diamant appartenant & D; r en respectant la numérotation introduite dans la Figure II1.6. En

particulier, D}; C Q.

® K est la k° maille duale appartenant a 99} . avec k7, C ;.

On a 2N inconnues @; = . et seulement 2N — 1 équations données par (I1.13d) et (II.13e), ¢’est pourquoi on
impose la condition de normalisation (IT1.6) afin de définir de maniére unique les inconnues de flux @; c« .. On va
étudier séparément ce qui se passe dans chaque sous-domaine. On a a résoudre le systéme linéaire correspondant
aux équations (I1.13d)-(II.13e) et (II1.6) pour le sous-domaine §2;

1
D T =
Mo, (AD%.V 1y 1) ‘Mg,

di  ds P1,c*,c )
KT, L1 _ . D, 71\ . ® 3
d2 d3 01 2 o m;cizf;c’lkg Z mU*AD(V u ) nU*}C2
T2 DG@;@{Z
= T , (III.10)
daon—1 dan Pl kLN .
D ,
1 -1 ... 1 -1 Plici,oen Moy (AD}V.V Ny 1) T P
=B =P, 0
avec les notations dop_1 = Mycr €t dop, = My, e, POUT tout k = 1,---,N. On voit facilement que le

2N aN 1
déterminant de B vaut det(B) = — (H di> (Z = | Ainsi B est inversible et il existe un unique vecteur ®;
i=1 J=1%

solution de (II1.10).
On s’intéresse maintenant au sous-domaine €25. On pose ®5 = —P; et on a & montrer que P, vérifie le
systéme suivant sur s :

2
—Mgy (AD%.VDIUTZ) TP
DT
My frg, — 2 Mo Ap(VIU™?) - Hlgnyy

,
DED
K32

B®, = _ : (II1.11)

2
—Mey (AD%.VDNUTQ) Myr

0
avec la convention que ., est la normale unitaire sortante de €23 sur o, pour tout k= 1,--- , N. En utilisant
le fait que @3 = —P; et 'équation (II1.10), la derniére équation est directement vérifiée :

N
kzl ((PQ,)CZ,Lk - 902,/c;;+1,£k) =0,

et on a également pour tout k =1,--- | N
1
— — D 71 =
My, crn'P2,K5,Ch + Mycq ek P2h e = “ My en Pl e — My ek PLE ek = Moy, (Avi-v ku ) Nopy -
Gréace a la conservativité locale de 1’équation (I111.8), on obtient pour tout k =1,--- | N
2
_ D T2 =
My, e P2,K5, Lk + m/cz+l,ak902,}cz+l,ﬁk = Mgy, (AD%.V kuy ) *Nogy-
Soit k € {2,---, N}. D’une part, il existe une unique maille duale «j, € I* telle que on a kj = K] , UK} ., avec

K5 € 95, voir la Figure II1.8. En utilisant I'égalité (II1.9) et le fait que @2 = —@4, il vient que

D To\ =
- 2 meAp(Vou") ‘Dorer = Mk 2, P2,k5,c0 — MKy, cp- 192,85, L6-1
PEDKy

= — Z mU*AD(VguT) . ﬁa*lcz+ Z mU*AD(VguTl) . ﬁa*)cz + m)CZ,chpl o*

Khow Tt 2 1 Pk Ly
DED o DED jc*
Kk Kk
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r
- .
- 7
- | - I
// xﬂk |
- T | e |
//* N Ky | ///* x;c"]; IC* :
b -

o _ K : o Nk ko
— - - = |

| Lo --_
-e cret *

Fi1c. II1.8 — Décomposition de «j, en deux mailles duales des sous-domaines.

D’autre part, la définition de ¢ x~ . implique :

D, T\ =
Mo+ Ap(VZu"t) ‘Doxxy = Mk e Pley,ce — Mk, cr_1PLES, L1

2.

= M} kf’q k*
PEDKy

Puisque, u” est solution du schéma (II1.1) sur le maillage 7, on a en particulier I’équation suivante

— Z mg*.AD(VQUT) . ﬁg*;cz = m;czf;c;;.
DE’L‘)K:

On en déduit que

D To\ =
- > meAp(VTu"?) Moy = My ceP2,c5,c0 — Tk, 20—1 P2,K5 L1
DE@;C; .

:m)czf}cz_m)cfkf)c’{k :/ f(w)dm_/ f(l’)dl‘Z/ f(ac)dm:m,czkf,c;k,
Y 7 K5 1k 3k Y Y

ceci donne exactement (II1.11).

Etape 4 - Conclusion.

Il reste a définir A”%, pour 7 = 1,2, comme suit :

Uj cx + U .

hijsc=—@ixec+A 5 (II1.12)
En résumé, on a bien obtenu une solution a
Lo, p(u™, 0" £, g™ hT7) =0
pour i = 1,2, j # i et vérifiant de plus la condition (IIL.6).
]

ITI1.4 Analyse de la convergence de la méthode itérative

On montre maintenant, comme dans [CHHO4] pour le schéma volume fini classique VF4, le résultat important

de cette section, qui est la convergence de la méthode itérative de Schwarz vers la solution du schéma DDFV
(I11.1).

Théoréme II1.5 (Convergence de ’algorithme de Schwarz)

T

Soit T un maillage DDFV composite associé a 2. Pour tout hy' € ®17, i € {1,2}, la solution (ul');=1,2
de Ualgorithme (I11.2)-(II1.3) converge vers la solution u” du schéma DDFV (II1.1) sur tout le domaine Q
quand n tend vers linfini.

De plus, si on suppose que hy' est choisi de sorte que

N A
SR e, — A2 ==
= 1,K Lk LR 41 Lk 2

(9/6’{ - 9K?V+1) . i={1,2}, (II1.13)
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alors, les inconnues @?I}L données par Ualgorithme (111.2)-(II1.3) convergent aussi vers les inconnues

@7 e+ o du schéma (11L4) quand n tend vers linfini c’est-a-dire que la solution U™t de l’algorithme (111.2)-
(II1.3) converge vers la solution UT du schéma (IIL.4) quand n tend vers linfini.

Remarque II1.6

Une remarque importante est que les valeurs de ul' et ul? correspondant aur mémes points sur linterface
T" peuvent ne pas coincider, en général, mais elles convergent vers la méme valeur donnée par la solution u™
du schéma DDFV (I11.1) (voir le Théoréme III.4) quand n tend vers l’infini.

Démonstration : Pour i € {1,2}, on définit l'erreur sur chaque sous-domaine a l'itération n comme suit

n_ 7T . n D n _ . _.n n . _1n T;
€ = U u; € Eg’ i = Pi,k*,c Pix*,c € (I) ’ hz K*,c T hh’C*yﬁ hi,}c*,a € (I)F :

1L,K* L

L’erreur vérifie le systéme suivant : pour i =1, 2 et j # i.

_div® (A”D(vf’e?*l)) =0, VkeM, (I1L.14a)
—div® (AQ(Vf)e?H)) =0, VK eM, (II1.14D)
— Dg My Ap (V2P ) - fgeper — mq,ﬁkwgfgzﬂﬁk — m,cz,tkflngggwl =0, Yke{2,---,N}, (ILl4c)
K

Micr.ce p Tk 1oLk n D n —
mikgkwi’gg’ﬁk + kitwi,zzlJrlek - AD(VQGZ- +1) MNogy, = 0? Vke {15 U aN}a (IIIl4d)
U e T Mg (687) = R o YR E{L - N (IT1.14e)
Ui e N e () =R L, YRE{L N, (TI1.14f)

avec

h;é,c* e = WUl o T M2 (e?) V[z-x,] € OAr. (II1.15)

Etape 1. On définit I = —[div” (A® (Vée?ﬂ)) e’-‘“]T. Gréace a la relation (I1.23), on a :

Eie2

A X 2 1 X _
+1 _ +1 +1 +1 +1
[ == Mo (= bl ) =5 8 Mo (0] = el ) (Bren ~ B
d)c* Ly MK
on rappelle que M,, = m— L’équation (II1.15) et la définition (I1.14) de vk« . conduisent a
Tk
In+1 __é % M n+l _ n+l 2 _ l X M _ n _am n+1 _ n+1
i Ty e Mo Cixy ~ Cixpy, 9 &y o 5Ky 1s LR JKT L Cicy ~ Cixp,,
\ N B (II1.16)
n n n+1 n+1
7 > M, (%‘,;czﬂ - ej,;c;) (ez Kiea ez‘,;c;)-

=~
[|
N

Etape 2 . On calcule maintenant Ii"Jr1 d’une autre maniére, en utilisant la formule de Green discréte (Théo-
réme 1.10) sur le sous-domaine §; :

I = (A2 (V2P H), Ve ) n, — (72 (A2 (V2 H1))) - i, 77 (7))o,

— Z mDAD(Vﬁe?H) . vve?-l-l o Z m,ry ( n+1)AD(v©€?+1) . ﬁa’L' (IIIl?)
DED; DED;r
En combinant (II1.16) et (III.17), on obtient
0= 3 mpdp(VOert1) . voert!

DED;
A N n n+1 n+1 A N n+1 n+1 2

4 g Tk ( A ej”cz) (ei,;czﬂ B ei”cz) * 4 };::1 Mo (ei”c* B Z”CZH) (II1.18)
1 N n n n n D n -

_ 5 X_: ( oty rilk j,KZ,Ek) (ei;;;l — ei,jc_zlﬂ) — mg’yv (ei +1)AD(V©ei +1) ‘N, .

=B :=B>
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L’équation (111.14d) et la définition (I.10) de lopérateur trace v7 impliquent que le terme By s’écrit

N M My * M M *
Ki,Lk K Lk Ky ,Lk K Lk
B k> n+1 k41 n+1 k? n+1 k41 n+1
2 = Z Mgy, ( m %Ckaﬁk(e )‘| 7’C2+1,£k(€i )) (— wi,;cz,tk m _wz‘,quk :

k=1 Tk Mgy, Mgy, Ok

On utilise maintenant (ITI.14e)-(II1.14f) et (III.15) pour trouver que

A A
n T _ - n+l  n+l - n _.n n+1 _ntl
JKh 1Lk Btk T 9 (ei,fc; eiv’cz+1) + 2 (eja’ci+1 eia’CZ) +wi»’<iwﬁk ¢iv’<?§+1vﬁ
dans le terme Bi, il vient que B = By — By s’écrit :
5y A& +1 +1 +1 +1
- ntl_ en n ntl _ on
B = 4 = IMUk ( 1,K5, ei,;c;;+1) Z M(Tk ( ],}Ck e],KZH) (ez,;c; ez,;c;;+1)

1
n+1 n+1 n+1 n+1
*5 ZMdk ( [ SHvaS 71/)1 K;+1,Lk) (ei,;c;; 7ei,;<;+l)

m;cz+175k

Mix ¢
Kotk n+1 n+1 n+1 n+1
- 21 (7’71%,% (e )+ Vi 1oLk (ei )) (m’CZyﬁkwi,Kz,Lk + m’CZ+1kawi,Kz+l,Lk) )

mo'k mo’k

et on obtient facilement

n+1 n+1 n+1 n+1
Mdk (1/} (VI ’l/)z K;+1,Lk) (ei,;cz - ei,;c*,;+1)

243
N /1= My *
Ky, Lk K 'Lk
k> n+1 k+1 n+1 n+1 n+1
- kzl( My Vot (™) + My Ve 1cn (€] )) (m’czaﬁkwi,ic;,ﬁk + m’cz+17£kwi,?€2+laﬁk)
= k k

+1 +1 +1
Z (mﬂk,ﬁsz )ck gk/ka,Ck(e ) +m}cz+1’£kw?’ck+1aﬁk7}ck+l’ (e? )) .

On en déduit

2 A +1 1\ A X +1 +1
B = = et —el' - M, (e . —e? . el —el'
4 ; lle LR 41 +4 k;l Ok 7:K5 I K41 1,Ky LR
N n+1 n4+1
=1 ka,Ckw Ek’Y}ck,Lk(e )"'m)ckﬂ,asz ’CZ+laﬁk’y’CZ+1’£k(ei ))-

Ainsi, (IT1.18) devient

0 = 3 mpdAp(V2eh) . vPelt!
DED;
> 11 11 ) A +1 +1
n n n n n n

— —e; T, - — M el —e ) le e —ells

4 X:: ( wc'““) 4 k§2 " ( Pk J’Kk) ( Bt “Ck)
N N

é Z n+1 _ e'(erl 2 4 é Z M e” _ n+1 n+1

4 k=1 ZJC;;JA 4 [} Tk I, 7 Z+1 1,K; 4,K5

-5

n+1 n+1 n+1 n+1
= m;cz,asz ;ck,gk%ck,ﬁk(e ) +mlcz+l,ﬁkwi7mz+1,gk7lcz+l,ﬁk(ei )i|a

—

=

et on observe que la somme du deuxiéme jusqu’au cinquiéme terme est nulle, ainsi il reste seulement

(e ™)

~ N
0= 3 mpAp(V2elth) . voertt - m,czyﬁkq/)f:iﬁﬁkmyﬁk(e )+ka+17Lk¢n+1

£y VK 1Lk
PED; k=1 kel

On fait exactement la méme chose sur le sous-domaine €2;. On ajoute les deux résultats pour obtenir

0= 3 mpAp(VZelth) . VPeltt + mDAD(Vge?H) . VDe?H
DED; DED;

{mnk,ﬁsz o e Venen () F i e U e (e;’“)} (I11.19)

|
M=

k=1

n+1 n+1 n+1 n+1
|:mK:Za£k w],)ck,gk%ck,tk (ej ) + mKZ+17ﬁkwg,)ck+l,Lk’y’Ck+1, (6]- )} .

|
M=z

el
Il

1
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Etape 3. En utilisant la formule —ab = J ((a — Ab)? — (a + Ab)?) , et les équations (III.14e)-(IIL.14f) et
(IT1.15), on obtient pour tout k =1,..., N que :

+1 +1 +1 +1
_Q/JZ}CZ,Lk’y’szﬁk (e? ) - w_;l,KZ,Ek’y’C27£k (e;l )
2

1 1 10\ 2 . )
I (—Wz,aﬁmz,nk(e?* >) — [ L+ Mrepen (T

:*d};sz’LkJr/\’Y;cz,Lk (e})

2

1 1 1) 1 1
+ﬁ (_Q/J?jc_;,gk + Micr,cx (6?—"_ )) - W,I;,gk + Micr,cx (6?—"_ )

:7¢;K2,Lk+)‘7’<2,5k (ef)

1 n n 2 n " 2
= |:<7/)i,;<r;;1,£k + Aycs,ch (e; +1)) - (f ixctce T ANVxs,cx (e} )) ]

1 n N 2 . 2
+ﬁ |:<_1/Jj7-"lc_zl,£k + )\’Y}CZ,C}c (€j+1)) - <_wj,)cz,£k + )\’Y’CZ7£I€ (ej )) :| .

On fait la méme chose pour _w2221+1,£k7‘2+1aﬁk (e?“)—wzziﬂ,ﬁkyqﬂjﬁk (e}’“) avec (IT1.14f) et (III1.15). Ainsi,
on trouve que (I11.19) devient :

0=>" mD.AD(V@e?“) . VDe?H + > mDAD(Vge?H) . VDe?H
DED; DG@j

+r TR (A M () = (e e+ M e(el)] (II1.20)

[z)e*,xc]€0AP

— i " 2 14 ny\ 2
bR R [t e ) ~ (Wt Mol
Tyc*,xc|€0%Ur

Etape 4. Soit M € N* on somme l'égalité (II1.20) pour n variant de 1 & M, et on remarque que des
simplifications se produisent dans les termes de 'interface pour les itérations n et n + 1. Il vient que

M ~ M ~
Z Z mDAD(V’De?Jrl) . vDe?Jrl + Z Z mDAD(V’De;erl) . vDe;erl
n=1peD; n=1peD;

My~ ¢ My,

2
+ ) (it + A e () X

2
£ (—pMEL | e (M)

[z)e*,xc]€0AP 42 [z)ex ,x ]€0AT 4A !
>0
T e 2 TN e * 2
= Z % (—’lbz-l,,c*7£ + )\W,C*,E(ezl)) + Z % (—1/1]17,C*7£ + )\’YK*,L(e;)) ,

[xxcx,xc]€0Ur [x)cx,wc]€0Ur

ceci donne 'existence d’une constante C' > 0, indépendante de M, telle que

M ~ M _
> X modp(VIH) VPt £ 3 8 mpAp (Vo) - VPt <
n=1peD; n=1pED;

De plus, I'égalité (I1.5) implique que

Ap (V2 el t1) - vPent!

S ma(As.VPertl) . vPertt,

1
Mo PED D

Gréace a la coercivité de la matrice A et a la Proposition I1.6, on obtient

M M
2 (V2 e, + 3 (Ve |, < Ca
n= n=

2 : 2t D, n+1[2 D, n+12 -
On déduit que les deux séries > [[V=ief ™ [[5, et 3 [[V77e] T [|5, convergent et par conséquent on a que
n>1 n>1
pour i = 1,2

D; +112
925, — 0.



86 Chapitre III. Algorithmes de Schwarz sans recouvrement dans le cadre DDFV

Selon I'inégalité de Poincaré discréte (Théoréme I1.13), on obtient la convergence de e?“

quand 7 tend vers oo.

vers 0, pour ¢ = 1,2,

n+1

Etape 5. Sous la condition (II1.13), on va montrer maintenant que les erreurs sur les flux de I'interface ;" .

convergent vers 0. En utilisant les équations (III.14c)-(111.14d), on a déja que V k € {1,--- ,N} :

Myt 24 Mycx ek ~
ko n+1 k41 n+1 _.A V’D n+1 —
— )] — ) = e -n — 0
m, wZ,KZ,Ck + i wz,}cz+1,£k D( i ) oL notoo
etVke{2, - N}
n+1 — 5 n+1 —
771,%15,61/)Z roe T m,czﬁﬁkfli/)ixzy%il =— %: m«Ap (Ve ™) - L 0.
DED cx
k

Tout d’abord, on montre par récurrence que pour tout n > 0, on a
N _
n n —
p) (hz o hiv%lﬁﬁk) —0. (IIL.21)
Pour l'initialisation, on utilise la définition de l_z?,,c*, ~ pour obtenir
X (70 70 N X (10 0
kzl (hz Ki,Le hi,)c;+1,£k) = kzl (hi,fc:,ﬁk - hi,lcz+1,£k) kz (hz KLk hi,}c;+1,£k) :

Gréce au choix de h; = . donné par (III1.12), puis & (IIL.5) et & la condition de Dirichlet sur u”, on a

kg: (um a Z“)
(9

gICN+1) 9

N

N A
Z (hi,;c;,ﬁk - hi,;cz+l,gk) = - Z (@i,;c;,ﬁk - Sﬁi,;c*,;+1,ak) 5
k=1 k=1

A
2

N
== kzl (‘Pi,nz,ﬁk - 90i,/€2+1,£k)
puis, (IT11.6) donne finalement
N

Z (hi,KZ,Ck - hi7’CZ+1,Ck)

k=1

l\9|>

(g)cl g)cj\,H) .

Ceci implique en utilisant la condition (IT1.13) que

N _
P (h?,ckyﬁk - h?y,%lqﬁk) —0. (I11.22)

On suppose que Pégalité (I11.21) est vraie pour un certain n > 0. En utilisant la définition (II1.15) de A7}

1,K*, L
successivement les équations (I11.14e)-(I11.14f) puis e € EZ, il vient que

y +1 pn+1 al +1 +1 A +1 +1
n n _ n o i n n
z_: (hz Kis Lk hi,;c*,;+1,5k) - 2_: (’l/)z ;ck+1, ’l/)i,;c;,ak) + 2 z_: (ei,;c;; z,ic*,;+1)
k=1 k k=1
N
— _pn n+l _ _n+l1
- Z ( ],)ck+1, hg,}ck,ak) +A Z (ei,;c;; ei,;c*,;+1)

k=1 k=1

=0 par récurrence
_ n+1 n+1
- Az(w et )
)\enJrl n+1

iKY

= 0.

ok
LN 41

Par conséquent, on obtient que

M=

by N
n+1 n+1 n+1 n+1 _
(hz S ) -5 (emz - emﬂ) =0.

k+1’

AR

=1 k41>

=~
Il
_

En résumé, on a montré que
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- n+1 n+1

Vike {L aN}a mKZkai,;c;,ak + m;c;+1,akwi,;cz+l7£k n~>+}oo 0,
- n+1 n+1

Vke {2a 7N}a m}c;,akwi,q,gk + m/cpakqwi,;c;,gk,l nHJr’OO 0,
N +1 +1

n — Y = 0

kgl ( LKL 1Lk 1/}17’<;;15k) ’

c’est-a-dire dans une forme plus compacte que

Byt 0,

n—-+4oo
ol B est la matrice définie dans (II11.10). Comme cette matrice B est inversible, on en déduit que

\Ijn+1 . 0,

n—-+o0o

et le résultat est montré. ™

Remarque II1.7

Pour chacune des trois prises en compte des conditions aux bords de Fourier, on obtient un algorithme de
Schwarz, on désignera par 1, 2, 8 chacun de ces algorithmes. Comme pour ’algorithme 3, on peut voir que
la solution (uf™t, uith), des algorithmes 1 et 2 converge vers une limite (uf, u3), quand n tend vers oo
sur le maillage fixé et que cette limite vérifie que pour i=1, 2 et j #1i :

VD € Or, Yo (W]) = o (ﬂj) , —(VPu],f,.,) = — (VDQJT, ﬁg,cj) .
Mais attention, & la limite on n’a pas forcément u] qui vaut ﬂ;»[ sur Uinterface T' pour les algorithmes 1 et 2
(voir la Section II11.5.4).

II1.5 Reésultats numériques

On illustre dans cette section les propriétés de convergence de ’algorithme de Schwarz presenté ci-dessus sur
plusieurs cas tests en utilisant le maillage dual direct. On montre également comment la convergence dépend
du parameétre des conditions de Fourier \.

Pour chaque cas test, on donne ’expression du tenseur de diffusion A et la solution exacte u desquelles on
déduit le terme source f = —div(AVu) et les conditions aux bords utilisés dans les calculs numériques.

II1.5.1 Remarques sur l’initialisation de 1’algorithme

Dans toutes les simulations numériques suivantes, on choisit la valeur initiale pour u] suivante :
u? =0, Vi€ {1,2},

et on prend la valeur initiale pour la condition de Fourier égale a hg' telle que

N A
0 0 )
sz:l (hi,icz,mc - hi,Kz+l,Lk) =3 (g/c{ - g’C*N+1) ) Vie{1,2}.
0) t d 1 h e {1,2}, nY _ 2 t hY =0,V2<k<N
1 peut prendre par exemple pour chaque ? e { s }7 iﬂcf,h — 5 g?CI _ g}q\ul e ixi,ﬁk —0, < < 7

et h? . =0, V1l < k < N. Le Théoréme IIL.5 implique que ce choix conduit aussi & la convergence des
Z7Kk+1 y Lk

inconnues de flux ¢ . ..

II1.5.2 Présentation des domaines et des maillages utilisés

N
Dans la suite, §2 sera un domaine décomposé en sous-domaines rectangulaires €2 = kule, avec N égal &4 2,3
ou 4.
Les Figures I11.9, IT1.10, I11.11, TI1.12 et IT1.13 montrent le maillage grossier Mesh’f d’une famille de maillages
raffinés (Meshfn)m qu’on utilisera par la suite. Plus précisément, Meshfn est obtenu a partir de Mesh’fn_1 en
divisant en deux toutes les arétes du maillage, ceci implique que chaque maille primale est divisée en quatre.
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r r

Q] Q2 0

(0,0) (0,0)

F1G. II1.9 — Le domaine Q = [1,1] x [0, 1] est divisé en 2 sous-domaines. (A gauche) Mesh;. (A droite) Mesh?.

Fl F1

FQ FS FZ

(0,0) Ty (0,0) Ty

FIG. II1.10 — Le domaine Q = [0, 1]2 est divisé en 4 sous-domaines. (A gauche) Mesh?. (A droite) Mesh].

ry (0,0)

[~
~

n
S
)

I8

0, 0] O Ll 10

3

-

> (1,0) (1,0)

FiG. IT1.12 — Le domaine Q = [—1,2] x [0,1]. (A gauche) Q est divisé en 2 sous-domaines Mesh®. (A droite) Q2
est divisé en 3 sous-domaines Mesh].

I, Iy T, s

Q, 0, Qp |92 |95 1%

(0,0) (0,0)

Fic. IT1.13 — Le domaine Q = [~1,1] x [0,1]. (A gauche) Q est divisé en 2 sous-domaines Mesh{. (A droite) 2
est divisé en 4 sous-domaines Mesh?.
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I11.5.3 Convergence de l’algorithme de Schwarz utilisé comme solveur

On commence par illustrer la convergence de ’algorithme de Schwarz sur plusieurs cas simples.
e Cas 1 : Condition aux bord de type Dirichlet homogeéne :

u(z,y) = sin(wz) sin(my) sin(7(z + y)),

Alz,y) = ((1)2 (1)2) six<0, etA(xy) = (ég 015) siz > 0.

e Cas 2 : Condition aux bord de type Dirichlet non homogéne :

u(z,y) = cos(2.5mx) cos(2.57y),

Alz,y) = (ég (1)2) siz<0, et A(x,y) = (ég 015) sia >0,

Afin d’illustrer la convergence de I’algorithme de Schwarz, on décide que le critére d’arrét de I'algorithme est

(g —w™ [

Tar <1077,
’LL k2

2

On observe pour le cas 1 (resp. le cas 2) sur les maillages Mesh% et Meshg, (voir la Figure II1.14), que presque
103 itérations sont nécessaires pour atteindre la convergence.

Cas 1, Mesh} Cas 2, Mesh;
A =160 A =200

7 L L L L L L L L Ly L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

le nombre d'iterations le nombre d'iterations
Cas 1, Mesh? Cas 2, Mesh?
A =160 A =200

—FB

-e-E,

100 200 300 400 500 600 700 800 100 200 300 400 500 600 700 800
le nombre d'iterations le nombre d'iterations

. |Juz’ — u™ |2 |Juz’ — ull2 . e
Fi1a. 111.14 — Evolution de By = —3———= et E = —2>——= en fonction du nombre d’itérations. (A

(w7l [lull2
gauche) Cas 1. (A droite) Cas 2.

[|uit — ull2

Puisque u]* converge vers u”* quand n tend vers oo, pour ¢ = 1,2, on s’attend a ce que l’erreur Il
uj|2

[|[u”* — ull2

[lull2

soit du méme ordre que , pour des valeurs de n assez grandes. Ainsi, un critére d’arrét naturel de
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I’algorithme peut étre le suivant
lug' =™ lp _Jlu™ —ull
= <n , (II1.23)
[lue]2 [[ul]2
pour un certain n < 1. Malheureusement, en pratique u est inconnue a priori, cependant on sait que l'erreur du
schéma DDFV se comporte comme h* avec a@ = 1 en général et a = 2 pour des maillages rectangles. Donc, on

peut utiliser, en pratique, le critére d’arrét suivant

[fupt = u™

[|uTs

2 < nh®,

2

avec 1 = 0.1 par exemple.

Etudions le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la condition (II1.23) dans les cas suivants proposés
dans le Benchmark on Discretization Schemes for Anisotropic Diffusion Problems on General Grids élaboré pour
la conférence FVCAS [HHO8D).

e Cas 3 : Anisotropie légére :

. 1.5 0.5
) =sin((1 =) )+ (-2 -0 A= (3 12).
e Cas 4 : Anisotropie hétérogéne en rotation :

3,2 2 -3 _
Al,y) = 1 (10 z+y> (10 1)xy)

u(x,y) = sin(rz)sin(ry), T 242 \(1073 — Dzy a2 410732

Le Tableau III.1 donne le nombre d’itérations nbit nécessaires pour réaliser (I11.23).

Cas 3 - Mesh? - A = 160 | ubit =99 |
Cas 4 - Meshi - A = 205 | ubit = 134 |

TaB. III.1 — Le nombre d’itérations nbit nécessaires pour réaliser (111.23) pour les cas 3 et 4.

Le cas 5 illustre le comportement de P'algorithme de Schwarz quand u ¢ H?(2). L’ordre 1 de I'estimation
d’erreur pour le schéma DDFV donné par le Théoréme I1.12 n’est plus valable. Pourtant, on sait que le schéma
converge (voir [ABHO07]).

e Cas 5 : Diffusion isotrope constante sur le domaine en forme de L, u ¢ H*(Q) :

w(z,y) = u(r,0) = r3 sin (; (0+ g)) . A= <(1) (1)) .

Le Tableau III.2 donne le nombre d’itérations nbit nécessaires pour réaliser (I11.23). Ce nombre est du méme
ordre de grandeur que ceux du Tableau III.1. Ainsi, on ne remarque pas d’influence de la régularité ici.

Cas 5 - MeshS - A = 800 | nbit = 139 |

TAB. II1.2 — Le nombre d’itérations nbit nécessaires pour réaliser (I11.23) pour le cas 5.

II1.5.4 Remarque sur les autres prises en compte des conditions de Fourier pos-
sibles

Comme on I’a vu dans la Remarque II1.7, on a trois algorithmes de Schwarz différents désignés par 1, 2, 3 qui

convergent et on note leur limite (a7, 43 ), ouu; désigne les valeurs dans le sous-domaine ¢. On a vu pour les trois

algorithmes que v, (4] ) = 7, (43 ) pour tout D, .« € Dr (on rappelle que v, (u”) = LSO +u52);;jﬁ*’ﬁ(u‘* tuc) ,

pour tout 0 = [+, z.+] € OMr). Ainsisi on a uj . = U3 . pour tout xc~ € I' et uf . = U3 . pour tout z, € T’
alors leur limite (a7, 3) est la solution «” du schéma DDFV (IIL1) sur tout le domaine. On a montré dans le
Théoréme II1.5 que la limite de 'algorithme 3 est la solution «4” du schéma DDFV (III.1) sur tout le domaine.
On va mettre en évidence le fait que ce n’est pas forcément le cas pour les algorithmes 1 et 2. Pour cela, on




II1.5. Résultats numériques 91

Algorithme 1 | Algorithme 2

Ve (@] —3) |leo 0 0
47« — U3k lloo 9.87¢ — 2 0.34

TAB. III.3 — Comparaison de la limite (u], u3) et de u”.

montre dans le Tableau II1.3 la norme infinie de 7, pour tout o C I, notée |7, (4] — 43 ) ||, la norme infinie
~T ~T 2 ~T ~T : s ~7T ~7T

de uf .. — U3 .« pour tout xx- € I', notée ||uf ,r — Uj .« ||oo, €t la norme infinie de uf , —u3 . pour tout z, € T,
4 ~T ~

notée Hul,fc - u2,}<||007

Le Tableau III.3 est réalisé avec le cas 1, un terme anisotrope qui vaut Id et A = 5 sur le maillage Meshé.

On a bien que 7, (u]) = v, (u3) pour tout D, .. € Dr. Mais dans ce cas, u; est différent de uj sur l'interface

I" pour les algorithmes 1 et 2. En conséquence pour ce cas test, la limite des algorithmes 1 et 2 n’est pas la
solution u” du schéma DDFV (IIL.1) sur tout le domaine.

I11.5.5 Influence de la forme du domaine de décomposition
On compare algorithme pour différentes décompositions du méme domaine 2 = [—1,2] x [0,1] (voir la

Figure I11.12) et pour le méme cas test correspondant & une localisation spatiale du terme source.

e (Cas 6 : Diffusion anisotrope. Le terme source est donné par

—1000sin(2.57(z — 1.3)) si 1.3 <z < 1.8,
f(z,y) =

0 sinon,

et le tenseur de diffusion par

Alx,y) = ((1)2 (1)2) siz<Ooux>1, et A(r,y)= ((l)g 015) sinon.

La solution exacte est donnée par

! si —1<x<1.3,
1000 [z — 1.3 1
N in(2.57(z — 1.3 i1.3 1.8
u(z,y) = x+ 1% ( 5 5r 2.57)2 sin(2.57(z ))) sil3<a<1.8,
1000 / 1 1
15 \5r @2 i 1. 2.
1.5 <57r (2.57)2 Sln(57r)) sil8<z<

La Figure II1.15 représente lerreur |ui; — u”| sur le maillage primal (resp. maillage dual) pour A = 250. Le
maximum |[u? — u” ||« pour la décomposition en 2 sous-domaines (Mesh) sur le maillage primal (resp. dual)
diminue de 1.07 (resp. 0.4) a 0.31 (resp. 0.12) aprés 10 itérations. Pour la décomposition en 3 sous-domaines
(Mesh?) |[uZ — u7||s sur la maillage primal (resp. dual) diminue de 1.1 (resp. 1.08) a 0.8 (resp. 0.62) aprés
10 itérations. Remarquons que le maillage composite 7 est le méme pour les deux décompositions étudiées. Il
semble que, pour un terme source localisé, la décomposition en 2 sous-domaines soit plus précise (& n fixé, ceci
est assez naturel).
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Mesh? - Maillage primal - [[u? — 47 ||oo = 0.311 Mesh{ - Maillage primal - [[u? — u7||o = 0.798

.

Mesh? - Maillage dual - |[u? — u”||o = 0.118 Mesh; - Maillage dual - |[uZ — u”||o = 0.62

n—

Fia. II1.15 — Graphe de |ul — u”|. Cas 6, A = 250, itération n = 11. (A gauche) Décomposition en 2
sous-domaines Q = Q1 U Q. (A droite) Décomposition en 3 sous-domaines 2 = Q1 U Q5 U Q3.

I11.5.6 Influence du paramétre des conditions de Fourier \

Jusqu’a maintenant, la valeur de A > 0 était fixée, mais on sait que le choix de A influence généralement
le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence de I’algorithme (voir [AJNMO02]). On illustre
ce comportement dans la Figure III.16. Le choix optimal pour A, comme le montre la Figure II1.16, semble
augmenter avec le nombre d’inconnues.

Mesh} Mesh?

—— Mesh2_3|
—&—Mesh2_4|
—&— Mesh2_5

ool | —+—Mesh1_3| 600
) § ——Mesh1_4
| Y —=—Meshl_5|

Le nombre d'itérations

0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
Lambda Lambda

Fia. I11.16 — Le nombre d’itérations en fonction de la valeur de A pour le cas 2.

Plus précisément, le Tableau III.4 donne la valeur optimale de A en fonction du pas de maillage pour le
cas 2 sur le Mesh?. Puisque le pas du maillage h est divisé par 2 a chaque niveau de raffinement, on observe
que, dans ce cas, Ao semble se comporter comme %, ceci différe du A,p; de [Dub07, Gan06] qui semble se

comporter comme ﬁ Cette différence vient peut-étre de la présence des inconnues de flux ngrl. Une étude
plus approfondie est en cours.

Meshj | Mesh] | Mesh?
Aopt 94 164 333

TaB. II1.4 — La valeur optimale de A en fonction du pas de maillage h pour le cas 2.

On considére encore le cas 6 avec deux différentes décompositions de €2 avec le paramétre n = 0.01 dans
le critére d’arrét (I111.23). Pour notre terme source particulier, on observe dans la Figure II1.17 que pour une
décomposition en 2 sous-domaines on a besoin de moins de 20 itérations pour atteindre (II11.23) pour tout A,



I11.6. Application au préconditionnement du gradient conjugué 93

0.1 < X <400, alors que pour la décomposition en 3 sous-domaines on a besoin d’au moins 60 itérations (atteint
pour A autour de 225). Le Tableau III.5 résume le nombre d’itérations nbit nécessaires pour atteindre (II1.23)

avec 17 = 0.01 pour la valeur optimale de A. Donc, dans ce cas, la décomposition en 2 sous-domaines est plus
efficace que celle en 3 sous-domaines.

—+— Mesh6_5|
- & - Mesh7_5

—of
00®

Le nombre d'itérations

(] 50 100 150 25 300 350 400

200
Lambda

Fig. II1.17 — Cas 6 - Le nombre d’itérations nécessaires en fonction de A pour les deux maillages Meshg et
Mesh?.

2 sous-domaines Aoy = 20 nbit = 2

3 sous-domaines A,y = 250 | nbit = 59

TAB. IIL.5 — Le nombre d’itérations nbit nécessaires pour atteindre (III.23) pour le cas 6.

En fait, ce comportement n’est pas toujours observé, et on donne maintenant un exemple ot si ’augmentation
du nombre de sous-domaines dans la décomposition de 2 améliore la performance du solveur. On considére
encore le cas 1 avec deux décompositions différentes de €2 en 2 et 4 sous-domaines c’est-a-dire avec les maillages
Mesh? et Mesh? (voir la Figure I11.13) pour différents niveaux de raffinement (5 = 3 ou j = 5). Pour le maillage
grossier (j = 3), la partie gauche de la Figure I111.18 montre que les performances du solveur pour les deux
décompositions sont équivalentes. Pourtant, pour le maillage plus fin (j = 5), la partie droite de la méme Figure
II1.18 montre que la décomposition en 4 sous-domaines a besoin de moins de 36 itérations pour atteindre (II1.23)

pour tout 10 < A < 300, alors que la décomposition en 2 sous-domaines a besoin d’au moins de 135 itérations
(obtenu pour A autour de 150).

—+— 2 sous—-dom
300 —e— 4 sous-dom %0 ‘

Le nombre d'itérations
Le nombre d'itérations

0 50 100

200 250 300 o 50 100 200 250 300

150 150
Lambda Lambda

Fig. TII.18 — Cas 1 - Le nombre d’itérations nécessaires en fonction de A pour les deux familles de maillages
Mesh? et Mesh?. (A gauche) pour j = 3. (A droite) pour j = 5.

En conclusion, pour ce cas test, plus le nombre de sous-domaines est grand plus la performance du solveur
est importante.

II1.6 Application au préconditionnement du gradient conjugué

La méthode de Schwarz sans recouvrement étudiée ici a été tout d’abord utilisée comme un solveur itératif
pour notre schéma DDFV (IIL.1). Pourtant, on observe dans la section précédente que la performance n’est pas
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toujours trés bonne, du moins si on ne choisit pas la valeur optimale du paramétre des conditions de Fourier
associée a la situation (cela dépend de lanisotropie, de I'hétérogénéité du probléme, mais aussi du maillage
lui-méme et des sous-domaines considérés). Comme la valeur du paramétre optimal n’est pas toujours connue
précisément, on peut également tirer profit de la méthode de décomposition de domaine en la considérant comme
un préconditionneur.

En effet, a la fois ’efficacité et la robustesse des techniques itératives peuvent étre améliorées par 'utilisation
de préconditionnement. Cela consiste simplement & résoudre un systéme linéaire qui admet la méme solution
que celle d’origine. Afin d’accélérer les méthodes itératives, ce nouveau systéme linéaire est choisi pour avoir
un bien meilleur conditionnement. On référe a [Saa03] pour les techniques standard de préconditionnement. En
particulier, les méthodes de Schwarz sans recouvrement peuvent étre vues comme des solveurs de Jacobi par
blocs, et on sait qu’un faible nombre d’itérations de ’algorithme de décomposition de domaine peut étre un
préconditionneur efficace pour les méthodes de gradient conjugué.

On propose dans cette section quelques illustrations en évaluant le nombre d’itérations nécessaires pour
atteindre la convergence de la méthode de gradient conjugué. On étudie en particulier comment la méthode
de gradient conjugué dépend du nombre n d’itérations de 'algorithme de Schwarz comme préconditionneur a
chaque itération du CG. Le nombre d’itérations n = 0 signifie que le préconditionneur n’est pas utilisé. Le cas
test utilisé est décrit ci-dessus et les résulats sont donnés dans la Figure III1.19.

e Cas 7 : Anisotropie constante :

u(z,y) = 16y(1 —y)(1 —2?), et A(z,y) =1d.

On observe que pour une valeur raisonnable de n (ici, n = 3), le nombre d’itérations de CG nécessaires augmente
vraiment lentement avec la taille du systéme linéaire & résoudre. Donc, notre méthode de Schwarz semble étre
un préconditionneur satisfaisant pour résoudre notre schéma DDFV (III.1).

Cas 7, Mesh}, A = 205

—+—grad

[1—e—grad prec n=1|

—=&—grad prec n=2|
—4—grad prec n=3|
00| —* grad prec n=4|
~—+—grad prec n=5|
250 | —&— grad prec n=6

Le nombre d'itérations

F1G. II1.19 — Le nombre d’itérations en fonction du nombres d’inconnues.

Comme indiqué dans la Section II1.5.6, la valeur du paramétre des conditions de Fourier A a une influence sur
la performance de ’algorithme de Schwarz et il semble qu’il existe un choix optimal de cette valeur. On souhaite
voir maintenant s’il existe aussi un choix optimal de la valeur de A quand la méthode de Schwarz est utilisée
comme un préconditionneur. A cette fin, on considére les résultats obtenus pour le cas 7. La valeur optimale de A
pour un algorithme, utilisé comme un solveur itératif, est autour de 115 (voir la Figure II1.20(a)) pour atteindre
une erreur de 10~8. La Figure I11.20(b) montre le nombre d’itérations du gradient conjugué préconditionné avec
2 itérations de l'algorithme de Schwarz nécessaire pour atteindre la méme précision en fonction de A\. On observe
que l'influence de A n’est pas si claire que pour l'algorithme de Schwarz utilisé comme solveur itératif mais il
semble que la valeur optimale de A soit autour de 3 (voir le zoom dans la Figure II1.20(c)).
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Algorithme de Schwarz utilisé comme solveur Gradient conjugué

——
480 —+— Mesh1_4| 1 as Meshl_4

40

N
il

Le nombre d'itérations
©
8

Le nombre d'itérations
©
8

©
3
3

340 1 15

320 10
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Lambda Lambda

(a) Algorithme de Schwarz. (b) Méthode du gradient conjugué.

Gradient conjugué

25 —+—Mesh1_4

Le nombre d'itérations
N
R

7 8 9 10

4 5 6
Lambda

(¢) Zoom X € [0,10].

F1G. II1.20 — Le nombre d’itérations pour atteindre une erreur de 10~8 en fonction de ). Cas 7.

II1.7 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, on a présenté un algorithme de Schwarz sans recouvrement associé a une décomposition de
domaines pour résoudre le schéma DDFV (III.1). L’algorithme de Schwarz que nous avons obtenu converge vers
la solution du schéma DDFV (III.1) sur tout le domaine. Les propriétés de cet algorithme sont illustrées par
des résultats numériques pour des équations elliptiques anisotropes. On illustre en particulier I'existence d’une
valeur du paramétre des conditions de Fourier unique pour laquelle la convergence est plus rapide. Néanmoins,
on observe comme d’habitude que les performances d’une telle méthode utilisée comme un solveur direct ne sont
pas trés bonnes alors qu’il y a un réel intérét pratique a utiliser quelques itérations de cet algorithme comme
préconditionneur de la méthode de gradient conjugué.

Les conditions de transmission étudiées ici sont de type Fourier. Dans un travail en cours, on propose d’amé-
liorer ces conditions en considérant des conditions d’ordre 2 optimisées, appelées Ventcell dans la littérature.
L’une des premiéres difficultés est de généraliser au cadre DDFV les conditions d’ordre 2 aux conditions de
diffusion anisotrope.
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Partie 2

Discrétisation DDFV des problémes de
Stokes 2D
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Chapitre IV

Introduction des méthodes DDFV pour
Stokes

On va maintenant s’intéresser a l’approximation des solutions du probléme de Stokes stationnaire par les
méthodes DDFV. Ce probléme a fait 'objet de plusieurs études on référe par exemple a [EHL06, Del07, DE09,
BAVGLMO09, BAVL10]. La méthode DDFV pour le probléme de Stokes conduit & des inconnues décalés, c’est-
a-dire localisées en des points différents. Le schéma décalé le plus célébre est le schéma MAC (Marker and Cell)
[HW65] qui est limité a des maillages rectangulaires.

Dans ce chapitre!, on commence par introduire les espaces d’approximation et les projections discrétes. On
deéfinit ensuite les opérateurs discrets dans le cadre vectoriel. On montre que le gradient discret DDFV (voir
Définition IV.1) et la divergence discréte (voir Définition IV.4) sont toujours en dualité (voir Théoréme IV.9). La
derniére section est consacrée aux principaux résultats sur les opérateurs discrets DDFV dans le cadre vectoriel,
qui sont pour la plupart des généralisations de ceux montrés dans le Chapitre I, et qui seront utilisés dans toute
cette deuxiéme partie.

IV.1 Localisation des inconnues et définition des projections sur les
maillages

La méthode DDFV pour le probléme de Stokes va mettre en jeu des inconnues décalées. On associe a chaque
maille primale £ € 9 U M une inconnue u,e € R? en vitesse, & chaque maille duale £* € MM* U 99* une

. 2 . N . . . .
inconnue ux+ € R en vitesse et & chaque diamant » € ® une inconnue p® € R en pression. Ces inconnues sont
rassemblées dans les familles :

u” = ((u’C);ce(Dnuaim) ’ (un*)me(wuam*)) € (RQ)T et p° = ((P")pen) € R®. (IV.1)

On définit maintenant les projections moyennes discrétes, pour toute fonction v dans (H'(£2))?2, une sur le

bord comme suit
o0 1 1
PV = v(z)dx , v(z)dx , (IV.2)
MB JBx KoM MByx J By K+ €oM*

et une autre & l'intérieur :

PRy = ((m%/}cv(:c)dx) Kem) ., P2y = ((ml’c /,< v(ac)dx) K*GW) . (IV.3)

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 243.
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Finalement, on les regroupe de la maniére suivante :
Prv = (Pov, P2 v, Poov),  Vve(H(Q). (IV.4)
On introduit également une projection centrée sur le maillage 7 :
P2 v = ((v(zx))ce@muamy: (V(Tic)) e om-uom=) ) Vve(H Q)7 (IV.5)

une projection moyenne sur le maillage diamant ®

PPq= ((m% /D q(x)dx) De@) ., VYqeHY(Q), (IV.6)

et une projection moyenne sur les quarts de diamant Q

Pq = <<m% /Q q(x)dz) Q€D> ., YqeHY Q). (IV.7)

On spécifie deux sous espaces discrets de (R2)T utilisés pour prendre en compte les conditions aux bords de
Dirichlet

Ey = {VT € (RQ)T tel que vie =0, VK € OM et viex =0, VK* € 89)?*},

(IV.8)
Eg = {VT € (RQ)T tel que vie = (Poyg)x, VK € OM et vier = (P2)E)xx, VK € 893?*} .
On définit également la projection B, , sur I'espace Eg :
T
Prmg: () — B on on (IV.9)
u? o ((uc)cem, (Pr8)ceom, (Wex ) cxem, (Pry 8)c-com=),
et une projection Pg™* faible :
T T

g 0 ®)  — (B (IV.10)

u — ((ux)cem, (8o )ocom, (W) xcem=uam=),

1
avec gy = / g(x)dz.
m (o2

o

IV.2 Définitions des opérateurs discrets

Dans cette section, on définit les opérateurs discrets qui sont nécessaires pour écrire et analyser le schéma
DDFV. On commence par le gradient discret d’un champ de vecteurs.

Définition IV.1 (Gradient discret)

Le gradient discret d’un champ de vecteurs de (RQ)T est défini de la maniére suivante : V® :u? € (RQ)T —

(VPuT)pen € (M2(R))®, avec pour D €D :

1 U, — Ux Ugx — Upex
Qg + ——

vDuT = —
sin(ap) | m,= m,

-
@ Ngwsen ’

ot ® représente le produit tensoriel. Il peut aussi s’écrire de la maniére suivante :

1 N N
VPu? = o~ Mo (us — ) @ Moxe + Mo (Upx — Uger ) @ Tynpex] -
D

Remarque 1V.2

1l peut étre également vu comme le gradient discret de ses composantes en utilisant le gradient discret d’un
champ scalaire de R™ (Définition 1.7) :

T txop,, T
VPuT = V? (ul):(v ul), VD € D.

¢
uy VPu3
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Remarque 1V.3

Pour tout u” € (RQ)T, la propriété V2uT = 0 implique Uexistence de deuz constantes co € R? et ¢q € R?

telles que :
V ke (MU om), U< = Co,
Ve e (M UM, wex = c1.

Si de plus u™ € Eg alors, on en déduit cg = c1 = 0 et finalement u® = 0.

Définition IV.4 (Divergence discréte)

L’opérateur de divergence discréte d'un champ de tenseurs discrets de (Ma(R))® est défini de la maniére
suivante : div™ : €2 € (M2(R))® — div7E® € (RQ)T. Soit £° = (£P)pen € (M2(R))®, on pose
div7€® = (div™é®, div®™¢®, div™ €0, div®™ ¢P),

ot div™'¢® = (div©e®) div®™¢® =0, div™ = (div® ¢?) et div®™" = (div ¢?)

KeM’ KX EM* K* €OM*
avec :
div<e® = € S mEP M, VEEM
- o oKy 9
My D, o+ EDK
. 1 .
div<e® = S my-EP R e, VKT € I,
Mycx Dd,a* GQK*
. 1 . ~
div<"¢® = S M€ Mg + > A EP W |, VK- € OMF.
Micx \ D, v €D Dy o €D jcr ND ezt

Gréace au gradient discret on peut définir un tenseur des taux de déformation et une divergence discréte d’un
champ de vecteurs de (RQ)T )

Définition IV.5

Le tenseur des tauz de déformation d’un champ de vecteurs de (R2)T est défini de la maniére suivante :
D® :u” ¢ (RQ)T — (DPu?)pen € (M2(R))®, avec

prgr — VouT 4 (VPuT)
B 2

, VD eD.

Définition IV.6

La divergence discrete d’un champ de vecteurs de (R2)T est définie de la maniére suivante : div® : u” €
(R?)” i (divPu7)peo € R®, avec

divPu® = Tr(VPu?), VD €®.

Remarque IV.7

On remarque que pour tout D € D, diviu? peut s’exprimer de la maniére suivante :

1

divPu” = [m,(us —Ux) » Box + Mys (Ugx — Ugex ) + Worex] vV u? e (RQ)T ,
2mp
et 1 n
divPu? = — Y meEt TUC .. VuT €k, (IV.11)

2

Mp s—[zx,zcx]EED

La relation IV.11 est la version discréte de /

D

div(u)(z)dz = / u(s) -fipds, pour toute fonction u réguliére.
oD
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IV.3 Définitions des produits scalaires et normes associées

Dans la suite, || - ||2 représente la norme L? classique quand on considére une fonction scalaire ou vectorielle
et la norme de Frobenius quand on considére une fonction matricielle :

Il = (€:€), VEe Ma(R),
el :/Qlllé(z)lllfrdx, VE € L*(Q, Ma(R)),

ou (€:6)= ¥ & ;& =Tu("€E), VEEe€ My(R).

1<ij<2

Remarque IV.8

La norme matricielle || - || vérifie la propriété suivante

I

tA
- \H < IAlr. VA€ Mo(R).
F

On définit ensuite les opérateurs de trace sur (RQ)T et (RQ)Q_ Soit ¥7 : u? € (RZ)T s 4T (uT) =
(Yo (uT))ocom € (RQ)am, tel que :

_ d;c*,L(urc* + uz_) + da*,L(uz_* + uz_)
2m,

Yo (u¥) , Vo= [T, Tex] € O0M. (IV.12)

Cet opérateur nous permettra d’imposer les conditions de Dirichlet au sens faible. Le second opérateur est noté

D . L .
¥®9® € (RQ) = (¢)pem.,, € (R*)®et, c’est uniquement I'opérateur de restriction sur D, On définit
maintenant les produits scalaires sur les espaces d’approximation :

1
[vi,u]r == ( ST Mgl - Ve + YL Myer Ugenr v,c*) , VuT,vTE(]RQ)T,

2 \cem K+ €M LUOM*
(¢®,VT)6Q _ Z ma¢D v, v ¢D c (RQ)QE“,VT c (R2)89R,
= (IV.13)
(£°:¢%)p = 2, mo(€” 1 67), VER, ¢® € (Ma(R))?,
D
®°.¢%)o = 3 mpp”q®, ¥p°,q° €R®,
DED

et les normes correspondantes :

7)o = [T, 0], VaT e (R?),
€22 = (€2 : €2)2,  VE® € (Ma(R)), (IV.14)
Pl = @, p)3,  ¥p° €R>.

IV.4 Relation de dualité : Formule de Green

On a vu dans le Théoréme 1.10 que les opérateurs gradient discret d’un champ scalaire de R” et divergence
. . D . . . .
discréte d'un champ vectoriel de (RQ) sont en dualité. On souhaite généraliser cette formule de Green discréte

pour les champs de (RQ)T et de (M3(R))®. Cette nouvelle formule de Green discréte est déduite du Théoréme
1.10 en travaillant composante par composante.

Théoréme IV.9 (Formule de Green discréte)

Pour tout £€° € (M3(R))®, u € (RQ)T; on a

[div7e®, uT]r = —(€7 : VouT)p + (v (£°).H, 47 (u7))oe,

ou 1 est la normale unitaire sortante du domaine.
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teD T
Démonstration : Soit £ € (My(R))® avec (P = <t?3), EP,EP € R?, et u? = (Z},) € (RQ)T. Par
2 2

définition de (- : -)p, on a

(59 : VQUT)E = Z mvgf' DulT + Z meQD : vvug'
DED DED

On applique la formule de Green discréte (Théoréme 1.10) & chaque composante de la vitesse

(€2 :VouT)p =~ [div P uily + X mo(E  fax) Ve (u])

Dy ox €Deat

— [divTeD, u]; + Z@ M, (€3 + Tgre ) Vo (u3).
D +EDext

0,0

De plus, comme (6°.8,x) - Yo (07) = (67 - o) o (u]) + (€5 - Hoc) 7o (uF) pour tout D € Doy, on obtient

> om (& ) v (ul) N me(E fax) Ve (uz) = (Y2 (6°).H, 47 (u7))an.

Dy ox€EDeat Dy ox EDeat
Le produit scalaire [-, ]z et la Définition IV.4 de la divergence impliquent

2[[divT£©,uTﬂT = > S omaue - (EP ML)+ D) > Mgs Wyer = (EP D gogen ).

KEMD, . €Dk K* €M UIM* D, 2 €D

On conclut en utilisant comme précédemment que uy - (§7.0,c) = (€ - Hor)Uix + (67 - Toxc)U2 . €6 Uper -
(6P Mpuen) = (7 - Tomsew Ut o + (§ - Tompen JUg o+ poUr tout D € Dy, ainsi

[[dingi)v uTHT = [diVTf?,U{]T + [diVT§2©au27]Ta

ceci finit la démonstration. [ ]

IV.5 Stabilisation de type Brezzi-Pitkiranta

Finalement, un opérateur du second ordre discret est nécessaire pour définir le terme de stabilisation dans
le probléme de Stokes, comme on le verra par la suite. Cet opérateur pénalise les oscillations de la pression.

Définition IV.10

On définit un opérateur du second ordre discret, noté A® : p® € R® — A®p® € R®, comme suit :

1 d2 d2/ ’
APp® = — > g(p” —p"), VpedD.

2
Mp s=D|D'EED dD

Remarque I1V.11

On rappelle que E, me contient que les cotés intérieurs des diamants. En effet, on ne considére jamais
s C 0N). Ceci revient a dire que l’'on a imposé une condition de Neumann homogéne sur le bord 02 directement
dans Uopérateur A®.

De plus, il faut remarquer que cet opérateur n’est pas une approximation consistante de l'opérateur de
Laplace. Ceci n’est pas nécessaire. En fait, une approximation consistante est basée sur une formule de flux a
deux points qui nécessite un maillage diamant vérifiant la condition d’orthogonalité comme c’est le cas pour des
maillages admissibles [EGH00], ceci n’a pas de raison d’étre vérifié pour le maillage diamant © obtenu a partir
de 9.

Relativement & cet opérateur, on définit une semi-norme dépendant du maillage | - |5 sur R® par :

PP = X (@ +d2)p” -pP)? W eR®. (IV.15)

s=D|D'€S

On peut voir cette semi-norme |p|p, comme la version discréte de size(7)|Vp|sa.
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Remarque 1V.12

En réorganisant la somme sur les cotés s € & des diamants, on a pour tout p° € R®

—(BARP° 2o = X p° Y (B +d2)p° —p7)

DED s=D|D’'EED

S (a2 +d2)(pP - pP)?

s=D|D'€S

= |p® 3.

Le lemme suivant est un lemme de Sobolev inverse, c’est-a-dire que la semi-norme discréte | - |5, définie par
(IV.15), est bornée par la norme L? || - ||2.

Lemme IV.13

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante Co > 0, dépendant uniquement de reg(7),
telle que pour tout p® € R®, on a

P°n < Callp® |2

Démonstration : La définition (IV.15) de la semi-norme discréte | - |5, et 'inégalité de Young impliquent

PPl <2 X (dh+di) (™) + (7))

s=D|D'€S
En réorganisant la somme sur les diamants, on obtient

PR <2 T malP) (i > <dz+da,>>.

DED Mp s—p|p'etp

On conclut en utilisant la relation (I.1) et le fait qu'un diamant a au plus quatre voisins. ]

IV.6 Propriétés des opérateurs discrets

Maintenant on donne plusieurs résultats sur les opérateurs discrets et sur les projections de fonctions sur
le maillage. On montre seulement les résultats qui ne peuvent pas se déduire immédiatement de leurs versions
scalaires, énoncées dans le Chapitre I, en travaillant composante par composante.

Lemme IV.14 (|[Dro06, Lemme 8.1])

Pour d = 2,3. Soit K un ouvert non vide polygonal convexe de R? tel que, pour un certain o > 0, il existe
une boule de rayon adiam(K) contenue dans K. Soit E un hyperplan affine de R? et o un ouvert non vide
de E contenu dans OK NE. Alors il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de «, telle que pour
tout v € (H*(K))?

1 2
’m—g /U v(s)ds

Théoréme IV.15 (Inégalité de Poincaré discréte. Version vectorielle du Théoréme 1.11)

Cd
< Cdiom(K /|||vV s + e [ (o) P

Soit T un maillage DDFV associé a Q). 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement du diamétre
de Q) et de reg(T), telle que V u” € Eg :

[ul2 < CIIVu]-.

Les propriétés suivantes pour la projection centrée, définie par (IV.5), seront utilisées par la suite dans
Pestimation d’erreur de notre schéma.
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Lemme IV.16 (Version vectorielle du Lemme 1.14)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans (H*())?, on a

IVv = VEPZ V|2 < Csize(T)[|[Vv]|z .

Corollaire IV.17 (Version vectorielle du Corollaire 1.15)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans (H*())?, on a

IVOPZv]2 < ClIVV]:-

Corollaire IV.18

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans (H*(Q))? qui vérifie div v =0, on a

|div®PE v]la < Csize(T)| V] -

Démonstration : Soit v € (H?(2))? qui vérifie div v = 0. Soit D € D ; en utilisant le fait que div” (P2 v) =
Tr(VPPIv) et div v ="Tr(Vv) =0, on a

div?(PIv) = Te(VPPIv — Vv(z)), Vaxen.
Le Lemme IV.16 donne

[div® (PZV)[l2 < VPPV = Vvllz < Csize(T) |V 1.

Ensuite on donne les propriétés suivantes pour la projection moyenne, définie par (IV.4).

Lemme IV.19 (Version vectorielle du Lemme 1.17)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante Cs > 0, dépendant uniquement de reg(7T),
telle que pour toute fonction v € (H'(Q))?, on a

IVoPL Vo <Cs et |[v—Phv]s < Casize(T)[ V]

On a aussi besoin d’évaluer la contribution de I'erreur des deux différentes projections P2 v, ‘A]3m7gIP’CTV,
définies par (IV.5) et (IV.9), avec g = v(v). En fait la différence entre la projection P et B, ,Pa se situe sur
le bord primal 99 et sur le bord dual O9T*.

Lemme IV.20 (Version vectorielle du Lemme 1.16)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans (H?(Q))?, dont la trace est notée g = y(v), on a

IVoBTv — VOB, BTz < Csize(T) V]| 2.

On a aussi besoin d’évaluer la contribution de Perreur des deux différentes projections Pz v, Pg™ Pz v,
définies par (IV.5) et (IV.10), avec g = (v). En fait la différence entre la projection Pg et Pg™ Pz se situe
uniquement sur le bord primal 99t. On peut refaire la méme démonstration que pour le Lemme IV.20 car
l’argument principal est que (P25'g), vaut ; / B, 8(z)dz avec z,c le milieu de k pour k£ € 9M. Et maintenant

K
on travaille avec gy = = fg g(s)ds et z, le milieu de o, on a donc bien le résultat suivant :

m

m
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Lemme IV.21

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v dans (H%(2))?, dont la trace est notée g = ~(v), on a

IVoPEv — VOB PI vl < Csize(T)|[v] 2

Lemme IV.22 (Version vectorielle du Lemme 1.18)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction v € (H?(Q))?%, on a

v =PZvllz < Csize(T) [Vl et [|v =B, (PIl2 < Csize(T)[ Vv,

ot g =(v).

Puis on montre les propriétés suivantes pour la projection moyenne sur les diamants, définie par (IV.6). On
rappelle que I’ensemble & ne contient que les cotés s des diamants tels que s C 2.

Lemme IV.23

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction p dans H*(2), on a

> (Phnp—PRp)” < C|Vpls.

s=p|D'€S
Démonstration : Soit p € H'(£2). On note pour simplifier p? ]P’Dp pour tout p € D et p* = — / y)dy,
pour tous les cotés intérieurs des diamants s € &. On ajoute 0 = p® — p® et on utilise I'inégalité de Young
, 2
> (" —pP)? <2 ’p -’ +2 X pT-pl (IV.16)
s=D|D' €S 5= DlD €6 s=D|D' €S

Le Lemme 1.12, appliqué a un diamant D et & un de ses cotés s, conduit a

p” —p°|? 2)[2dz.
3
Comme < C(reg(7)), (voir la relation (I.1)), on obtient
MesMp
- <C [ 1Vpla)Pa (Iv.17)
D

En substituant (IV.17) dans (IV.16), il vient que

S o -rrse £ ([mieras [ vaeke).
s=D|D'€S s=D|D'€S D D’

Comme un diamant posséde au plus quatre diamants voisins, on en déduit le résultat

S 07 - <40 T [ Vpalas =0 [ [Vpe)Pa.

s=D|D'€G DED

Proposition IV.24

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction p dans H*(2), on a

P2 p — plla < Csize(T)||Vp|2.
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Démonstration : Soit p € ®. Comme dans la démonstration précédente, on note pour simplifier p” = P% p
pour tout » € ®. On applique 'inégalité de Jensen

/ Ip® —p(@)l*de < mLD/D/DH?(Z) — p(z)|*dzda.

Soit s € &5, on ajoute 0 = — / y)dy — — / y)dy et on utilise I'inégalité de Young et de Jensen :

/Ip 2dx<—//|p y)|* dydz.

On applique le Lemme [.12 & un diamant D et & un de ses cotés s

3
//|p x)| dydx<C—/ |Vp(2)|?dz.
dp

La relation (I.1) donne que ;2 < C'. Finalement, on obtient

/ Ip? — p(z)*dx < size(T)QC’/ |Vp(2)|2dz,
D D
ceci conclut la démonstration. [ ]

Le résultat suivant est trés important dans les démonstrations de stabilité des schémas DDFV étudiés
dans la suite. I faut remarquer que 1’on utilise les ensembles & et £, qui ne contiennent que les cotés s des
diamants tels que s C Q (voir la Remarque IV.11). Les cotés des diamants situés sur 99 n’interviennent pas
dans la démonstration du fait que les fonctions considérées sont dans (H}(€))?. Ce résultat est une forme de
consistance faible de Popérateur de divergence discréte [EHLOG].

Proposition IV.25

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante Cy > 0, dépendant uniquement de reg(7T),
telle que pour toute fonction v dans (H(2))? et tout p° € R®, on a

> p” (divP(vT) — div(v)) dz < C4|p©|h|\v||H1,
DED

ou vT =PI v est la projection moyenne de v, définie par (IV.4), sur le maillage T .

Démonstration : En utilisant 1’égalité (IV.11) et la formule de Green, on a pour tout o € D :
1 -
[ —avivenas= 8 e [(EEE ) s
D s=[zx,xicx]EED Ms Js 2

Cette formule est vraie car v est nulle sur 0f) et que I'ensemble £, ne contient que les cotés s intérieurs des
. . . 1 Vi + Vi
diamants, c’est-a-dire s C Q (voir la Remarque IV.11). On note R, (v) = —/ <% - v(z)) dz. Tout
Ms Jq
d’abord, on multiplie par p® et puis on somme sur les diamants D €

> [ pP(divP(vT) —div(v(2)))dz = 3 p® 30 msRE; (V) - fsp.
peED JD DED s€€p
On réorganise la somme sur les cotés des diamants s € & pour obtenir
Y [ PP (divP(vT) —div(v(2)) dz = X meR%, (V) en(p” — 7).

pED JD s=D|D'€G

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la semi-norme |.|p, (IV.15) impliquent que

2
DED s=D|D’ e dp +dzy

> pP(divP(vT) —div(v(2))) dz < Ip©|h< Yt [RE(V)) ) :
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Pour conclure il reste & montrer que

2 2
( > mr R >|2> < O]
s=D|D' €S
vl 1 .
On note v = 2 et vy i= — /v(y)dy, pour tout s € &. Pour montrer le résultat on travaille composante
ms

par composante. Soit ¢ = 1, 2. Comme s € &, on peut écrire s = [z, Zx] C K par exemple, on applique le
Lemme 1.12 & une maille primale x et & un coté s

di K -
vy ‘ // ))dzdx < C( fam(K)) |Vo'(2)|?dz
MMy MMy IS
2 di =\\3
Gréace a la relation (I.1), o ms( 1am(/c))2 < C. 1l vient que
msmy (d2 + d3,)
m2 vil? i\(2
On en déduit que
m; RS, (v )|2< ms ’ i i‘2+ m; i i’2<c v ( )|2d
—— | Ry < —— 5 |v.—v ——— v — v < v z.
@ d+dp, Ut g dy, T RURF

Ainsi, on obtient pour i = 1, 2

m2 i i
SRR <c [ v P
Q

s=D|D'€S

En sommant sur ¢, on montre le résultat souhaité. [ |
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Chapitre V

Le probléme de Stokes standard

Dans ce chapitre!, on commence par s’intéresser au probléme de Stokes avec une viscosité constante qu’on
prendra égale & 1, le probléme est donc le suivant :

Trouver u :  — R? une vitesse et p : 2 — R une pression telles que
—Au+Vp=f, dans(,
div(u) =0, dans ©, (V.1)

u=g, sur J, / p(z)dx = 0.
Q

Comme on ’a vu dans I'Introduction, on a choisi de stabiliser ’équation du bilan de masse, afin d’obtenir
un schéma bien posé pour des maillages généraux. On présente un schéma DDFV stabilisé correspondant au
probléme (V.1), puis on montre qu’il est bien posé pour des maillages généraux (voir Théoréme V.2). En effet, si
les termes de stabilisation sont nuls le schéma DDFYV est bien posé pour des familles de maillages particuliéres.
Pour obtenir ce résultat, on a besoin d’intégrer le bilan de quantité de mouvement sur les mailles primales
intérieures et toutes les mailles duales intérieures et du bord. C’est pour cette raison que ’on utilise dans ce
chapitre des conditions de Dirichlet faibles, c¢’est-a-dire uniquement sur 09t.

On obtient ensuite une premiére estimation d’erreur (voir Théoréme V.4) qui ne donne que de l'ordre 0.5
en norme L2 pour le gradient de vitesse uniquement. On n’a pas d’estimation sur la norme L? de la vitesse
car les conditions au bord sont imposées de maniére faible, et donc on ne peut pas appliquer une inégalité de
Poincaré. Pour obtenir de 'ordre 1 pour le gradient de vitesse et la pression, il suffit d’utiliser correctement
la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta, c’est 'objet du Théoréme V.13 qui est le résultat principal de ce
chapitre. En effet, dans la Section V.3.4, on montre la stabilité du schéma DDFV, ceci nous permet d’obtenir
de l'ordre 1 en norme L? pour le gradient de vitesse et pour la pression. Notez que 'on n’a pas de résultat sur
la norme L? de la vitesse, toujours a cause des conditions au bord imposées sur O9. Cette restriction sera levée
au chapitre suivant dans un cadre plus général en modifiant la facon de prendre en compte les conditions au
bord dans le schéma.

V.1 Principe du schéma DDFYV stabilisé (S-DDFV) pour le probléme
de Stokes standard

Le principe pour obtenir un schéma DDFV stabilisé correspondant au probléme (V.1) est le suivant. On
approche la vitesse sur les centres et les sommets du maillage primal et la pression sur le maillage diamant. On
intégre le bilan de quantité de mouvement du probléme (V.1) sur le maillage primal et dual 7. L’équation de
conservation de la masse est directement approchée sur le maillage diamant ® en rajoutant un terme de stabi-
lisation proportionnel & la pression et un autre correspondant & une approximation volumes finis de I’opérateur

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 243.
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de Laplace (voir Définition IV.10), inspiré par la méthode de Brezzi-Pitkdranta, bien connue en éléments finis
[BP84]. On impose la condition de Dirichlet au sens faible sur 99. Finalement l'intégrale de la pression doit
étre nulle et on doit également imposer que 'intégrale sur les mailles primales de la vitesse doit étre égale &
Iintégrale sur les mailles duales de la vitesse. Ceci vient de la condition de Dirichlet faible. Le schéma DDFV
stabilisé, appelé S-DDFV, pour le probléme (V.1) s’écrit alors :

Trouver u” € (R2)T et p° € R® tels que,
div? (—=V®u” +p®°Id) = 7,
div® (uT) + p size(T)p® — A% APp® =0,

77 (u7) = g™, (V.2)
Z MUy — Z Mycx Wy = 07
KEM K EMTUOM*
Z mDPD =0,
DED
avec p,A > 0 donnés. On a pour les termes sources f7 = (£7,0,f”" f27) avec f™ = (fic) con, ™ =
(fK*)K*EDﬁ* et fBﬂ)“(* = (fK*)K*Eam* 011 .
1 1
fo =— [ f(x)d t ficx = f(z)d V.3
e o [f@dr et e = —— [ o (v.3)
et pour la condition de Dirichlet gf™ = (80)ycom avec :
1
8o = o [ slolde (V.4)
me, Jo

Etude préliminaire du schéma S-DDFV (V.2) :
Les équations sur le bilan de quantité de mouvement sur 7 ne sont pas linéairement indépendantes, il

faut donc rajouter la relation > mcuxe — > Mye~Uxx = 0. En effet, si on pose 97 € (RQ)T telle que
KEM K* €M UAM*

t
VK€ (MUIM), ¢, =& := ((1)) et V k7 € (M UIM*), 4. = 0, ceci impose V27 = 0 et 47 () = (— 0).

On a
e d’une part, grace au schéma S-DDFV (V.2)

2[divT (=V®u” +p°Id), ¥ |7 = 3 myfi - &1,
KeM

puis la définition du terme source (V.3) implique

2[div™ (—=V®u” + p®°Id), v |7 = / f(z) - &1da.
Q

e D’autre part, la formule de Green (Théoréme IV.9) donne
2[div™ (=Vou” +p?Id), 7 [r =2(VIuT : VI9)o — 2(v7 (VouT).&, 77 (¢))oe
=207, TiV®9)o +2(y® (p°1d) 8,77 () o0
Le choix de 7 méne a

2[div7 (—-V®u” +p°1d), v |7 = . m, ((-V®u” +p°Id).fi,«) - &1.
DEDeat

En résumé, on arrive a la relation :

> m, ((7v©ur +p©1d).ﬁ’a,c) .8y = / f(x) - &1 dz.
Q

DED eyt

On peut refaire exactement le méme calcul en utilisant : 97 € (RQ)T telle que V k € (MUIM), ¢, = & := ((1))

t
o 1
et V k* € (M* UIM*), 4. = 0, ceci impose VX7 =0 et v7 () = <0, 5) On a alors le résultat suivant :

> om, ((7v©ur +p331d).ﬁ’a,c) - 8g = / f(x) - 8xda.
Q

DEDext
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On obtient donc
S m, (=VPuT 4 p°ld).fi . = / f(z)dz.
Q

DED eyt

En refaisant la méme chose en utilisant ¥’ € (R2)T telle que V £ € (MU M), ¢, = 0etVxr e (o> u

t
1
OM*), 1. = &1, ceciimpose v (1) = (5, 0) et VP¢” =0, puis 97 € (RQ)T telle que V k£ € (IMUIM), v, =

¢
- 1
OetVk*e (M UIM ), 1P, =8z, ceci impose y7 (¢) = (0, 5) et V247 = 0, on obtient finalement le méme

résultat :
> m, (=VPu” +p°ld).ii, = / f(z)dz.
Q

DEDext

Ainsi les équations sur le bilan de quantité de mouvement sur 7 ne sont pas linéairement indépendantes. De
plus, au niveau continu, on a la condition de compatibilité (9). La méme relation est encore vérifiée au niveau
discret. En effet, méme avec le terme de stabilisation, on a

(div® (uT) — MAA®PP® 1)p = (divPuT, 1) = (V2u” : 1d)p.
La formule de Green (Théoréme IV.9) implique
(div® (uT) — AdHA®p®, 1) = (v® (1d).d,77 (u7))s0-
Grace a la condition de Dirichlet, on obtient la condition suivante

=g J—
Z m,8o ' Nox =
D, o EDent

0,0

On déduit une relation entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet.

On rajoute la version discréte de fQ p(z)dx = 0, c’est-a-dire Y. mpp” = 0 afin d’avoir unicité de la pression.
DED

Eemarque V.1

Il faut noter qu’avec notre choix de £¥ donné par (V.3) et de g% donné par (V.4), on a toujours

> myfe = > T et > MyBo - Ny = / g-n=0,
KeEM K* EM*UOM™* Dy o+ €EDeat

car on suppose que g vérifie la condition de compatibilité (9).

On va étudier plus précisément trois schémas particuliers en fonction des valeurs de A >0 et u > 0:

— =0, XA =0, schéma non stabilisé (US) : il semble étre le plus naturel pour approcher le probléme. Ce
schéma non-stabilisé est étudié¢ dans [Del07].

— =0, A >0, schéma (BPS) : c’est un schéma stabilisé de type Brezzi-Pitkiranta.

— >0, A =0, schéma (PS) : cela correspond au schéma stabilisé par un terme d’ordre 0 en pression de
[BEHO5].

V.2 Existence et unicité de la solution du schéma S-DDFV

Schéma non-stabilisé : Nous savons montrer que le schéma (US) (A = p = 0) est bien posé (voir [Del07])
mais seulement pour les familles de maillages décrites ci-dessous. On dit qu'un maillage DDFV 7 satisfait la
condition (H) :

(Ha)

{ Si 7 est un maillage avec des triangles conformes et des angles aigus,

ou si 7 est un maillage avec des rectangles non-conformes.

Schéma stabilisé : Le schéma stabilisé S-DDFV (V.2) avec A + g > 0 est bien posé pour tout maillage
DDFV.
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Théoréme V.2

Soient A\, > 0 et T un maillage DDFV. Si A = p =0, on suppose de plus que T vérifie (H). Alors, le
schéma S-DDFV (V.2) posséde une unique solution (u?,p®) € (RQ)T x R®.

Démonstration : Si A = pu = 0, on référe a [Del07] pour la démonstration. On ne considére ici que le cas
A+ > 0. On note N la dimension de (RQ)T x R®. Le schéma (V.2) peut s’écrire avec ¢® =0 et a = 3 =0

comme suit ,
Trouver u” € (R?)" et p® € R? tels que,

div? (-V®u” +p°Id) = f7,
div® (uT) + p size(T)p® — Adp A®p® = ¢°,

7T (u”) = g™,

Z MU — Z MycxUpex = (O,
KeM K*EM*UoM*
Z mDpD = 6)
DED

C’est un systéme linéaire : Av = b avec une matrice rectangle A € My 42 n(R), v € RV et le second membre
b= t(fT, 7®, g% a, ) € RV*2, Soit X l’ensemble suivant

X = (f‘T’q@’gagﬁ,a,ﬁ)/ S RN+2) Z mICfIC = Z m}c*flc* et Z mago' : ﬁcriC — Z meD- )
KeEM K EM*UoOM* Dy ox EDeat DED

la dimension de X vaut N. On a que t(fT, 0,g%™,0, 0) appartient & X, (voir la Remarque V.1). Grace a I’étude

préliminaire du schéma S-DDFV, on a que ImA C X. Si on montre que la matrice A est injective, on conclut
. . . . . . T

que dim ImA = N et ainsi ImA = X. Etudions donc le noyau de la matrice A. Soit u” € (RQ) et p® € R®

tels que :

div” (—V®u” +p®°Id) =0,
div® (u7) + p size(T)p® — A3 APp® =0,
v*(u?) =0,
Z MU — Z Mycx Wpex = 0,
KeEM K* €M UOM*
> mpp” =0.
DED

On en déduit que
[div™ (—=V®u” + p°Id),u”]r = 0.
En utilisant la formule de Green discréte (Théoréme IV.9) et le fait que divou? = TrvV2u? = (Id : V2u?) et
que ¥7(u”) = 0, on obtient
[div7 (-V®u” + p°Id),u” [ = (Vou” : Vou”)  — (divPu™, p®)e.
De plus, I’équation de la conservation de la masse et la Remarque IV.12 donne :
—(divou”,p?)p = wsize(T)|p° |3 — MDA, p®)p = usize(T)|p® |3 + Alp® 7,
ol |.|n est la semi-norme introduite dans (IV.15). Il vient que :
0 = [div7 (=V®u” +p°1d), uT]7 = [VuT3 + pu size(T)[p®[I3 + Alp® 3.

Ceci implique que si 4 > 0 on a |[p®||3 = 0 donc p® = 0 et sinon on a forcément A > 0, d’ott [p®|? = 0, ceci

donne que p® est constant. Comme p® vérifie > mpp® = 0 on a également p® = 0. On a également que
DED

IVPuT|3 = 0, dott V®uT = 0. La Remarque IV.3 implique lexistence deux constantes co € R? et ¢c; € R?

telles que :

Ve (muUoIm), uc = co,
Ve € (M UIM*), uer = ci.
Or 47 (u”) =0, donc ¢cg + ¢1 = 0. De plus, comme on a imposé > mcu,e — > My W = 0, il vient
KEM KC* €M UOM*

que cg = ¢1. Ainsi on a ¢cg = ¢; =0, d’'ott u” = 0.
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V.3 Estimations d’erreur pour le schéma S-DDFV

V.3.1 Premiére estimation

On commence par donner la forme bilinéaire associée au schéma S-DDFV (V.2).
Définition V.3

On définit la forme bilinéaire associée au schéma S-DDFV (V.2) pour tout (u%,p®), (u%,p*) € (RQ)T xR?®
par :

B(u™,p®;u7,p°) = [divT (=V2u” + p®1d), a7 |1 + (div® (uT) + p size(T)p® — M3 A®p®,5°)n

)

avec >0 et A > 0.

On va maintenant reformuler une premiére estimation d’erreur d’ordre 0.5 en norme L? pour le gradient de
vitesse. Notez qu’on n’obtient pas d’estimations en norme L? pour la vitesse. Cela est dii aux conditions aux
bords qui ne sont imposées que de maniére faible, c¢’est-a-dire uniquement sur 991t. On ne suppose pas ici que
A > 0. On peut en effet dans ce cas 1a obtenir des meilleures estimations (voir section V.3.5).

Théoréme V.4

On suppose que la solution ( ,p) du probléeme de Stokes (V.1) appartient a (H?(Q))? x H'(Q). On suppose
que p > 0. Soit (u™,p®) € (R?)" x R® la solution du schéma S-DDFV (V.2). Alors il existe une constante
C > 0 dépendant uniquement de reg(7T), p, ||lullmg2 et ||p|lmr, telle que

IVu — V2uT ||, < Csize(T)?.

Eléments de démonstration : On pose e = (PP u) —u” € (R?)” Terreur pour le champ de vitesse

et e® =P2p — p® € R® l'erreur pour le champ de pression. On rappelle que g = y(u). Grace a (V.2) et (V.1),
onaVikeM
div"(—v@uT +p°1d) = fy,
L / div(Vu(z))dz + — / Vp(z fie.
M S
Ainsi, on en déduit

mediv®(—=V®e” + e°Id) = mdiv® (- VP PTu + P pld) + / div(Vu(z))dz — / Vp(x)dz.
K

K

La Définition IV.4 de la divergence discréte et la formule de Green impliquent

medive(=V®e” +e°1d) = 3 /(Vu() VPP PIu) foeds + Y /(]P’fnp—p(s))ﬁa,cds. (V.5)

DEDK DEDK

De la méme maniére, on obtient pour tout x£* € 9* que

Me-dive™ (=VPe” +e°1d) = 3 / (Vu(s) — VPP PL u).f,«x-ds

Dy
P (V.6)
b5 [ @ ple)ieeds,
DE’DK* o*
et pour tout £* € OM* :
Me-dive™ (=V®e” 4+ e71d) = 3 / (Vu(s) = VPP PL u).f,«x-ds
DEDcx Jo*
b5 [ ®np s
DE’DK* o*
o (V.7)
+ > / (Vu(s) — VOB PL u).ii,cds
UU*E@)c*ﬂ@eer Tje*

s [T )

Dy o €D cxNDeat J Ty
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On définit Perreur de consistance sur les diamants ©

R3(2) = Vu(z) - VPP"Pru, pour z €D, DE D,
Ry (z) = Php—p(2), pour z €D, DE D,

et pour ¢ € {u,p} :

R?mc = 7R2,£ = m_/RZD(S)ﬁaKdSa
o Jo
Ry v = Rl = p— / Ry (8)lnpcxds,
o o*
R’_g = |Rf7,)c| = |R_'i,a )
Ry = Ry = IR, .+

On note les normes L? des erreurs de consistance comme suit, pour i = u, p :

IRo3= X moRe[ et [Rp.3= X moRG.[

D, 5% €D D, ox €D

On définit erreur de consistance sur les demi-arétes du bord pour i € {u,p} :

. 1 Teo ) 1 Tex
Ry., = / Ry (s)fi,cds et R.. .= / Ry (s)li,eds, Vi = |xex,x.+] € OM.
’ dic e Jo o ’ dese Jop

On remarque que pour 0 = [T+, Tp+] C O :

m(,RfmC = d,c*7£Rf'<*7L + dﬁ*7£RZ'L*7L, pour i = u, p. (V.8)

Grace a (V.5), (V.6) et (V.7), le couple (e7,e®) € (RQ)T x R® est solution de :

div” (—-V®e” +¢*1d) =R,
div®(e7) + p size(T)e® — AdAA®Pe® =R,
T T\ __
77 () =0, B _ (V.9)
> mce — > M€ =y Mme(Pru)e — > My (PI ) e,
KeM KK*eM*UoM* KeM K*EM*UOM™
> mpe® =0,
DED
ot Ry = ((Rx)xem, (Ri+)xrem=vam=) et Ry = (Rp)pep avec :
1 Y 1
Rc=— > m,Re ,+— > m,RE,., VkeM,
M peDy ' M peDy ’
1
R = > maRY o+ > maRE. ., Ve
Mi* peD cx ’ Mi* peD cx '
1 1
Ry = > om.e (R% - +RE. L)+ > de-c (RY-  +RY. L), VK €0M
Mic* peD s Mi* D €D NDegt
Ry =div® (B2 PIu) + p size(T)Prp — Ad2APop, VD ED.

Grace a la Définition V.3 de B et a (V.9), on a B(eT,e®;e7,e®) = [R7,eT]r + (R®,e®)n. On note
I:=[R7,e"]r et T:=(R®,e%)s.

Estimation de I. La définition de I donne

1 1
I=- Z Z md(Rg,K + Rg,;c) e+ - Z Z md(Rg*,K* + Rg*,;c*) *Crx
2 KempeDk 2 e LOM* DED o
1
+5 2 > dic= e (RE*,L + Ri*,a) "€

2 EDM* D, 4 €D ND et
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En réorganisant la somme sur les diamants © € D et en utilisant le fait que Rf,, o = —Rf,, - et Rf, o = —Rf,*7 o
pour i = u, p, il vient que
1 s 1 . “
I :5 Z mo(Ra,ic + Ra,}c) ’ (e’C - eE) + 5 Z Myx (Ra*,)c* + RU*,K*) ’ (eK* - eL*)
D, o+ €D D, o+ €D
1 1
t5 X mRE ARy ety X dec (R R L) e
2 D, o EDeat 2 Dy ox €EDeat
1 a p
3% des(RELHRL) e
Dy ox EPeat
Comme on a y7 (e”) = 0, on obtient
m,e, = _d)C*,Le)C* - da*,ﬁeﬁ*;
ainsi on en déduit
1 » u 1 P u
I =3 > m,(RL  +RY ) - (ex —e.) + 3 > Mo (Rps o + RYw ) - (€ —€)
D, ,+€D D, o+ €D
1
+5 Z@ dev e (RE. . —RY+RE. . —RE ) - ec-
Dy o+ EDeat
1
+§ Z@ d[,*,[, (RE*,LiRg,K+RZ*,L7RZ,K) €k,
DU’U*E ext
Grace a (V.8), on a pour i = u,p
de (Rp o+ des (RL. , =m,RE  =de- (R +de- (RL
ainsi il vient que
dt*,ﬁ (Rlﬁl*,ﬁ - R;,}c + RIE)*,E - Rg,)c) = _dK’ﬂE (Rl)é*,a - R;,}c + Ri*,a - Rg,)c) .
Ceci implique que
1 s 1 . “
d :5 Z mﬂ(Ra’,K + Ra’,lc) ’ (e’C - eE) + 5 Z Meo* (Ro'*,)C* + Ra*,)c*) ’ (eK* - eﬁ*)
D, o+ ED D, o+ €D
1
+ 5 E@ d?C”WE (RE*,L - Rg,;c + Ri*,a - Rg,;c) : (eK* - eﬁ*)-
Dy o+ EDeat
On remarque que
E@ diC*,C (RE*,L - Rg,;c + Ri*,L - Rg,;c) : (eK* - et*)
Dy ox EPeat
v nd o
— Z L (RE*7£ + Ri*,n) . (e}c* _ et*)
Dy o EDent me
dicx od
— XE:@ %(RE*,E+R]Z*,C)~(e,<*7eE*).
Dy, o* ext o
On en déduit que
1 p u 1 p u
I =5 > m,(RY . + Ry ) - (ex —e.) + 3 S M (Row or + ROw o) - (€1 —€%)
Dy o+ €D Dy o+ €D
dicw,elex 2 1y p i, el 1o P
+ Z@ m (RK*,L + RK*,E) (e —ecx) — > (RL*,L + RL*,L) “(exr —ecr).
Dy o EDeuat 7

Dy ox €EDeat mo
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La Définition IV.1 du gradient discret conduit &
&(Rp +RE) - ((VPeT) k)
D, - €D sin(ap) - 7* o,K ,
mp
- R2, . +RY .)-((VPeT).Fn o
D, o ED Sin(av)( g,k T Re K ) (( e )TK. L )
d?C*,Ldﬁ*,L mop .
my«m, sin(ap) (R . +RE. L) - ((VPeT) Frn,cv)
dicx pd o
Rt P (RE R L) - ((V767) T e,

+ -
D, e MM, sin(ap)

J=—

Dy ox EDeat

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (I.1) donnent

I <C(reg(T))IV7e7 ||z [ RS [l2 + [IRS- |2 + [IRE |2 + | RE- 2]

+ C(reg(T)) V7™ |2 < > omo |[RE L+ R’é*,g\2>

Dy oxEDeat
1

+C(reg(7))|||V©eT|||2< 2z mv|R‘2*,L+R5*,z\2>’

Dy o €EDeat

ou encore

N

I <C(reg(T))IVZe™ [l [IRE]2 + IR |l2 + [[RE |2 + R ||2]
i :
a2 2
( Z Mp ’RK*,L’ ) + ( Z Mp ‘Ri*#’ )
Dy ox EDeat

Dy oxEDeat

3

u 2 2

+C(reg(T) Ve |2 ( 2 mvﬂ%*,J) +< bD mv\Ri*,n‘>
D «€Dext D « EDeqt

+ Creg(T)IV7e™ |12

1
2

o,0 0,0

Estimation de T'. Premiérement, on a
|div® (B PT )2 < [IVZ (B PTu — PTu)ll2 + [|div® (BZ w)].

Ainsi le Lemme IV.21 et le Corollaire IV.18 impliquent que
[div® (B PZu)|2 < Csize(T)||ul| 2.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
(div® (P27 PIu),e®)p < Csize(T)|ul g2 |[e® 2. (V.10)
— (A5 APPEp, e®)p, on a comme dans la Remarque

En réorganisant la somme sur s € S dans le terme 77 :
V.12
Ti=-\ Y mpePdzAPPRp=X 3 (df+dy) (PR p—Prp)(e” —eP).
DED s=p|D'€S

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de la semi-norme |.|5 (IV.15) donnent

(3 + d2)(e” — 61’)2>

2

T3] < A < > (dy+d3)(Prp - PZW) ( 2
s=D|D' €S

s=D|D'€S

1
3
< 2size(T)\e® |, < > (P%P - PZPY) .

s=p|D'€G

Les Lemmes IV.13 et IV.23 conduisent a
Ty| < Csize(T)|[€® ||| Vpll2. (V.11)
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Ensuite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la Proposition IV.24 donnent
(1 size(T)P2p,e®)s < Csize(T)|pll i €2 (V.12)

On remarque que 7' = (div®( 27 PTu), e®)o + (u size(T)Ppp, €°)o + T, grace a (V.10), (V.11) et (V.12), on
déduit que
7| < Csize(T)||e® |2 (w2 + [pll1) -

Estimation de B. En regroupant ’estimation sur I et T', on a
[B(e™,e®;e7,e)| <C[[VTe[|2 [|RY ]2 + [IRE-|l2 + [RE |12 + RS- 2]

1

DEDext DED et

+CIV2eT s ( ZmD|Rz*,L|2> +< va\Ri*,g\2>
- (V.13)

W=

+ V2|2 ( 2 mD\RZ‘*,f) +< 2 mv|Rﬁ*,a|2>

DEDext DEDeat
+ Csize(T) [[€® |2 (]l g2 + [[plla2) -

On calcule la valeur de B donnée par la Définition V.3. On applique la formule de Green discréte (Théoréme
IV.9), en remarquant que ¥ (e”) = 0, on obtient ainsi

B(e™,e%;e7,¢®) = V2| + u size(T)||e® |3 — Mdp A%, e®)p.
Grace a la Remarque IV.12, on a
B(eT,e®;e”,e®) = |[VPeT |3 + psize(T)|[€® 3 + Ne®|;, -
——
>0

Ceci et (V.13) impliquent

IV2eTlI3 + u size(T) €23 <CIVT ™ 2 [|RY]|2 + [RY-||2 + [RE||2 + R ||2]

W=

DEDext DED et

+ Ve ( > mv|RE*,L|Z> +< > mv\Ri*,g\2>
- (V.14)

1
2

+CIV2eT s ( > mD|Rz*,L|2> +< ) mD|R£*,L|2>

DED et DEDeat
+ Csize(T)lle® |12 ([ull = + llpll ) -

Il reste & montrer les estimations des erreurs de consistance.

V.3.2 Erreur de consistance

Estimation de la vitesse : Derreur de consistance R peut étre décomposée en trois contributions RY",

R%’D“ et R%’bd venant, respectivement, de l’erreur due a ’approximation des flux, a 'approximation du gradient
et a I'approximation de la donnée du bord :

R3(2) = BY(:) + RSP 4 R, (V.15)
avec, pour z € D,
1
RY") = V() - [ s,
Mp Jp
1
R%,Du _ / (Vu(z) — VPPZu)dz,
Mmp Jp
R%’bd _ VD]P)Z‘U _ VDq}ZﬂnPZu.

Afin de controler RY et R2., on va estimer séparément les différents termes du membre de droite de (V.15).
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Proposition V.5 (Erreur due au gradient)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction u dans (H%(2))?, on a

IRSP )2 < Csize(T)|Vul| 1.

Démonstration : L’inégalité de Jensen donne

1 2
— / (Vu(z) — VPPZTu)dz| < |[Vu-— V®PZul2,

D

D
IRS™VE = X mo
DED

puis on applique le Lemme IV.16 pour obtenir le résultat. ]

Proposition V.6 (Erreur due au bord)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction u dans (H%(2))?, dont la trace est notée g = v(u), on a

IB5"l2 < Csize(T) [l 2.

Démonstration : Par définition, on a
bd :
IRS N2 = IVPPIu — VORI P ull,.

Le Lemme IV.21 implique le résultat. n

Proposition V.7 (Erreur due au flux)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction u dans (H*(Q))?, on a

5 mv[ - [ [ g |||fds]<0s1ze< PIval.

«ED

oo

Démonstration : On applique I'inégalité de Jensen

s / IR (s)[ds < m;% /U /D IVu(s) — V() |%dads,

Une extension matricielle du Lemme 1.12, appliqué & un diamant D et & o, implique

— / / [Vu(s) - Vu()l; o [ v huray

Grace a la relation (I.1), on a £2& < (' il vient que
2 mp—— / IRS" (s)l7ds < Csize(T)?[Vull7:.
Dy on €D
On fait la méme chose pour les arétes duales o*. [

Maintenant, on peut controler RY et Ry., comme suit.
Lemme V.8

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction u dans (H%(2))?, on a

IRG[l2 + [IRZ

2 < Csize(7)||Vul g1
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Démonstration : Grace a (V.15) et I'inégalité de Jensen, on obtient

D bd
> msRpF<3 X mp—— / [RS" () Fds + 3[Ry 13 + 3[Ry 13-
D, .+ €D D, €D
On conclut en utilisant les Propositions V.5, V.6 et V.7. On fait de méme pour l'estimation de R2.. [ |

On peut faire de méme pour controler R ..
Lemme V.9

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),

telle que pour toute fonction u dans (H*(Q))?, on a

S meRET+H D me R | < Csie(T)? V] 1

Dy o* EDeat Dy ok EDext

Démonstration : Grace a (V.15) et I'inégalité de Jensen, on obtient

u 2 )
Y omp[REL T3 7d /IIIR@’7 (s)I5ds + 3IRSV3 + 31 RS I3-
K*, cm

Dy o €EDeat D, o EDeat

La relation (I.1) conduit a

< reg(7) pour tout D, ,- € Dyt et ceci implique

u 2 u,Du u,
Z@ mo [RL |7 <3reg(T) Z S /IIIR s)I5ds + 3| Ry V5 + 3IRS™|5.
«* €D ent

crcr oo

Par conséquent, on conclut en utilisant les Propositions V.5, V.6 et V.7. On fait de méme pour le second terme.
[

Estimation de la pression : on controle R? et RE., comme suit.
Lemme V.10

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction p dans H*(2), on a

IRZ ]2 + [IRg

2 < Csize(T)||Vp|2.

Démonstration : On applique le Lemme IV.14 sur 'aréte primale ¢ et le demi-diamant Dy tels que
D, ,« = D1 UDy avec D1 N Dy = 0 pour RY (s)ii,c : pour i =1,2

1 . > Chy, . C .
REP |- [ Ry (@)iiaeds| < S22 [ R ) s + - [ (RGP
Ms Jo me Dj hDi o JD;
o _ oho, 1 ) )
Grace a la relation (I.1) on a L < §SIZG(T) et . < C. On rappelle que Rgy = P2 p — p, on déduit
m, D; Mo

> mo|RE[ < Csize(T)? X [ |Vp(2)]Pdz+C X IPmp p(2)]*dz.
«E€ED pED JD DED

oo

Finalement, la Proposition IV.24 implique

> mp|REJ? < Csize(T)?(| V|3,
« €D

oo

On fait de méme pour I'estimation de RZ.. ]

On controle R,C* -, en refaisant la méme démonstration que ci-dessus en remplagant o par [z, z.] pour
tout o C 0N
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Lemme V.11

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction p dans H*(2), on a

Y omoRL T+ Y mo|RE | < Osize(T)?|Vpl3.

D, o EDeat Dy o+ EDeat

0,0 o,0

V.3.3 Fin de la démonstration du Théoréme V.4
On avait posé €™ = P Pru —u” et e® =P p —p® et obtenu I'inégalité suivante (V.14) :

V2T + pu size(T) €23 <CIVZe™ 2 [IRY]|2 + [RY-||2 + [RE[|2 + R ||2]

W=

+CIV2eT |y < > mD|R;*,L|2> +< ) mD»Ri*,ﬁ»2>

DEDeat DEDext
r 1 1
2 2
2 2
+ Ve < > vaRE*,J) +< > mv\Ri*,g\>
DEDext DEDext

+ Csize(T) | €® ||z ([l = + lIpllz) -
Les Lemmes V.8, V.9, V.10 et V.11 impliquent
IV |3 + o size(T)||e®||3 < Csize(T)| V2T |2 + Csize(T)||e® 2.
On applique I'inégalité de Young pour obtenir
IVoeT |} < Csine(T) et [e®|l2 < C. (V.16)

Estimation de |[Vu — V®u7| : Ona
[V - Vou[l; < [Vu - VEPTullz + [[VOPZu - VOB PTulls + VOB PTu — VIuT ..
Finalement, les Lemmes IV.16 et IV.21 et la relation (V.16) donnent

[Vu — V2uT ||, < Csize(T)?.

V.3.4 Stabilité du schéma S-DDFV

Dans cette section, on suppose que A > 0. On améliore 'estimation d’erreur pour le schéma (BPS). En
particulier on obtient une pour la pression. Ces estimations reposent sur le résulat de stabilité du schéma, que
I’on montre dans le Théoréme V.12. La stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta joue un réle essentiel ici.

Théoréme V.12 (Stabilité du schéma)

On suppose que X\ > 0. Il existe deux constantes C1 > 0 et Cy > 0, dépendant uniquement de Q, X et
reg(T), telles que pour chaque couple (u7,p®) € (R2)T x R® avec ¥T(uT) =0 et Y. mpp® =0, il existe
DED
u” € (RQ)T et p° € R® avec v7(u7) = 0 vérifiant :
IV2aTfla + 7212 < Cy (IV2uT ]2 + [Ip°]2) , (V.17)
et
IV2uT[3 + [p°]l5 < CoB(a™,p®; 07, 57). (V.18)

Démonstration : Soit (u,p®) € (RQ)T x R® tels que y7(u?) =0 et > mpp” = 0. La démonstration
DPED
de ce résultat est obtenue en construisant explicitement (u7,p®) € (RQ)T x R® tels que les relations (V.17) et

(V.18) soient vérifiées.
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Etape 1 : On applique la formule de Green discréte (Théoréme IV.9) & B Définition V.3, en remarquant que
7 (u”) =0 et on obtient

B(u,p®;u”,p®) = [VuT|3 + p size(T)|[p®[|3 — Ad5 Ap?, p®)s.
Grace a la Remarque IV.12, on a

B(u™,p®;u”,p®) = [V2uT |3 + o size(T)|[p®|I3 + Alp® 7. (V.19)

Etape 2 : On utilise le Lemme de Necas (voir [GR86, Corollaire 2.4] ou [BF06, Lemme II1.1.17]) : comme
p° = 3 pP1, € L*(Q) est d’intégrale nulle sur €, il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de
DED

Q, et v € (H3(Q))? telle que div(v) = —p® et
Vil < Clip® 2. (V.20)

On pose v7 = P} v, définie par (IV.4). En particulier, on a 47 (v”) = 0. En utilisant le Lemme IV.19, on
obtient

IVovTllz < Cllvlim < Cllp®|l2- (V.21)

La formule de Green (Théoréme IV.9) implique que
B(u®,p®;v7,0) = (VPu” : VovT)p — (p°,div® (v7))o.
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ensuite on ajoute et soustrait ) 5 fD pPdiv(v(z))dz afin obtenir

B(u,p?;v7,0) > — [VPuT[o[VOVT o = ¥ [ pPdiv(v(z))dz — X [ p? (div?(vT) = div(v(2))) dz.
DED

D DED JD

En utilisant la relation div(v) = —p®, Iinégalité (V.21) donne

B(u”,p®;v7,0) > = CIVou[la[[p® |12 + [Ip° 3 — Z@/ p” (div® (v7) — div(v(2))) dz.
DE D

La Proposition IV.25 et Pestimation (V.20) impliquent

> [ PP (divP(vT) = div(v(2))) dz < CIp®[u[lvIim < Clp® |[p®l2-
peED JD
On en déduit que
B(u”,p®;v7,0) 2 [p°13 = Clp® 20V "uT |2 — Clp® |llp®|l2.

En utilisant 'inégalité de Young, on obtient I’existence de trois constantes C, Cy, Cs > 0, dépendant uniquement
de Q et reg(7), telles que

B(u”,p®:v7,0) 2 Ci[p® |3 = C2IV2uT |13 — Cslp® . (V.22)

Etape 3 : La bilinéarité de B, les estimations (V.19) et (V.22) donnent pour tout nombre strictement positif
E>0:

B(u”,p®;uT+&v7T, p®)>(1 = £0o) [[VEuT[3 + EC1p® 3 + (A = £C3) [p° 7. (V.23)

On choisit la valeur de £ > 0 suffisamment petite (dépendant uniquement de Ca, A et C3) telle que toutes les
constantes devant les normes soient strictement positives, cette inégalité (V.23) conduit a 'estimation (V.18).
La relation (V.17) est vérifiée pour le couple U7 = u? + &v? et p° = p®°, grace a (V.21) ceci conclut la
démonstration. ]
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V.3.5 Estimations d’erreur optimale pour le schéma S-DDFV

On applique le théoréme de stabilité a la différence entre la projection ‘,]3‘;ﬂn PZ de u et u” et a la différence
entre la projection P2 de p et p® ot (u,p) est la solution exacte du probléme de Stokes (V.1) et (u7,p®) €
(RQ)T x R® est la solution du schéma S-DDFV (V.2) avec A > 0.

Théoréme V.13

On suppose que la solution (u,p) du probléme de Stokes (V.1) appartient a (H*(Q))? x HY(Q). Soit A >0
et (u?,p®) € (RQ)T x R® la solution du schéma S-DDFV (V.2). Alors il existe une constante C' > 0
dépendant uniquement de Q, reg(T), A, ||ullg= et ||pl|g1, telle que

[Vu - VPu7 |, < Csize(T),

et
|p — p®||2 < Csize(T).

Démonstration : Sion pose 7 = P27 PZu—u” et e® =P p—p®. On rappelle que grace a (V.5), (V.6)
et (V.7), le couple (e7,e®) € (RQ)T x R® est solution de (V.9) :

div? (—-V®e” +¢*1d) =R,
div® (eT) + p size(T)e® — Ad5APe® =R,
77’(67’) :0’
> Mgex — > Myeece = > me(Pgu)e — > M+ (Pg ),
KEM K EM* UOIM* KEM KK €M* LOM*
> mpe® =0,
DED

ou R; = ((Ric)lceima (R;c*);c*ezm*uazm*) et Ry = (RD)D€© avec

1 1
Rc=— > mRY +— > mRL,., Vkein,
Mx peDx ' Mk peDx 1
1 1
R = > maRj o+ >, maRL. o, Ve
MK* pED ex M* pED jex
1 1
Ry = > Mo (R;*,;c* + Rg*,;c*) + > Ay e (RE*,ﬁ + Rg*,ﬁ) , VK eom
Mi* peD s Mic* D, v €D cxNDeat
Ry =div?(P"PIu) + p size(T)Pop — Ado APPrp, VD ED.

Le Théoréme V.12 implique qu’il existe €” € (RQ)T avec Y7 (€7) =0, € € R® et C > 0 tels que :
IVEe Iz + €]l < C (IVTe™ Iz + €®]l2) , (V.24)

et

V2|3 + [[€®]l3 < CB(e™,e”;e7,e?). (V.25)
Grace a la Définition V.3 de B et a (V.9), on a B(e7,e®;e7,¢®) = [R7,e7]7 + (R®,¢®)o. En faisant de la
méme maniére que dans la démonstration du Théoréme V.4 pour estimer B (cf (V.13)) en remplacant e” par

&7 et €® par ¢, (V.25) devient

IV2eTl3 + 11e®3 < ClB(e™, e®;87,%)| <CIVOeT|l IRl + | R

2+ [RE]l2 + [[RG- [l2]

1

1 1
+ O|Vo& ( ZmD|Rz*,L\2> +( ZmD\Ri*,Ef)

DED eyt DED cat

+ Osize(T) €212 (ull = + lIpll ) -
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Finalement, en utilisant (V.24), on obtient

V23 + [le® 13 <C(IRZ 2 + IR )(IV2eTll2 + [|€®]2)

2+ [R7[l2 + R

1

a2 ’ 2
+C(IV2eT |z + [|e®]2) ( va|RK*,E\> +< va\Ri*,J)

DEDext DED eyt

Nf=

+ Csize(T) ([[ull gz + [Ipll ) (IVFe7 (|2 + [[€®]]2)-
Les Lemmes V.8, V.9, V.10 et V.11 impliquent

IV2elI5 + €213 < Csize(T)*. (V.26)

Estimation de |[Vu — V®u7| : Ona
[Va - V2uT ||y < [[Vu - VOPZulls + [VOPZu — VOB PTulls + [VEOPL"PIu — VIuT |,

Finalement, les Lemmes 1V.16 et IV.21 et la relation (V.26) donnent Iestimation sur ||[Vu — V2 u7 2.

Estimation de |[p—p®[2: Ona

Ip =022 < llp — Poplle + IPop — p° |2

On conclut grace a la Proposition IV.24 et (V.26). ]

V.4 Tests numériques

On présente quelques résultats numériques obtenus sur le domaine Q2 =]0,1[2. On compare les schémas
(US), (BPS) et (PS) sur différents tests. Le premier est celui des tourbillons de Green-Taylor sur un maillage
rectangulaire localement raffiné (voir la Figure V.2). Dans le second test, la solution exacte est polynomiale sur
un maillage de quadrangles trés déformés (voir la Figure V.3). Le dernier test est celui de la cavité entrainée
sur un maillage triangulaire (voir la Figure V.5).

Pour les deux premiers cas tests, on donne 'expression de la solution exacte (u,p) desquelles on déduit le
terme source f et la condition aux bords g pour que (u,p) soit solution du probléme (V.1).

On rappelle que pour illustrer 'estimation d’erreur, la famille de maillages est obtenue en raffinant successi-
vement et uniformément le maillage original. Afin de mettre en évidence le processus de raffinement choisi, on
présente sur les Figures V.1(a) et V.3(a) le maillage primal original et sur les Figures V.1(b) et V.3(b) le maillage
primal obtenu aprés le processus de raffinement. Plus précisément, la famille de maillages, correspondant aux
Figures V.2 et V.3, est obtenue en divisant chaque aréte primale en deux. On précise que les centres (xx ), sont
les barycentres des mailles primales et que 1’on a utilisé le maillage dual direct pour tous les tests numériques.

On définit la projection centrée sur ® :

P2p = (p(20))pes -

Dans les Figures V.2 et V.3, on représente, pour chacun des schémas, la norme L? de l’erreur de la pression
[B2p —p°|2 [V2PZu — VouT|, : [Pau—u|,
— opT et de la vitesse —PTal.

P22 IV2FE ully P& ull2
fonction du pas du maillage size(7") en échelle logarithmique. Les ordres de convergence indiqués sur les Figures
V.2 et V.3 sont obtenus & 'aide d’une approximation par les moindres carrés des données calculées.

, du gradient de vitesse respectivement, en

V.4.1 Test 1 - Tourbillons de Green-Taylor

La solution exacte est donnée par

1

5 sin(27x) cos(2my) 1 _
u(x,y) = , z,y) = = cos(4dnx)sin(4rny).
(2,y) (_% COS(QM)Sm(%y)) p(z,y) = g cos(4mz) sin(dmy)
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(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.

Fi1a. V.1 — Un maillage rectangulaire localement raffiné.

On considére le maillage primal localement raffiné (voir la Figure V.1). On rappelle que le schéma (US) est
bien posé sur un tel maillage. La Figure V.2 compare les normes L? des erreurs obtenues avec les trois schémas
(US), (BPS) et (PS), pour la pression, la vitesse et le gradient de vitesse. On remarque que les ordres de
convergence obtenus dans ce test sont plus grand que les ordres théoriques donnés par les Théorémes V.4 et
V.13. En effet, on observe une super convergence en norme L% pour la vitesse qui est classique en volumes
finis. On remarque également que 1'ordre de convergence n’est pas sensible a la présence de mailles localement
raffinées non-conformes.

Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme Hé pour la vitesse

10 100
Ordre : 1.59
—t—Sch. (US) Ordre : 1.59
10° % Ordre : 1.77 | 107 ~&-sch. (BPS) A=10"3 2
Ordre : 1.54 ——Sch. (PS) u=10"3
l rdre : 1.
o —}—Sch. (US) 5 Ordre : 1.30
10 -G Sch. (BPS) A=10"] 10
& —¥—Sch. (PS) p=10"°
| Ordre:1.82 3
10 -2 ‘71 0 10 ‘71 0
10 10 10 10 10 10
Pas du maillage Pas du maillage
P2 pll2 IV2PZ ull2
0 Erreur en norme L2 pour la vitesse
10
10"
_,| Ordre : 1.98
10
Ordre - 1.9 ——Sch. (US)
107 ~©-Sch. (BPS) A=10"|]
——Sch. (PS) u=10"2
_4| Ordre:1.75
10 -2 ‘71 0
10 10 10

Pas du maillage
[IPZ ull2

F1G. V.2 — Tourbillons de Green-Taylor sur le maillage rectangulaire localement raffiné de la Figure V.1.

Pour le schéma (PS), Pordre de convergence en norme L? pour la vitesse et le gradient de vitesse est plus
petit que pour les deux autres schémas méme si le schéma (PS) semble plus précis pour la vitesse en norme L2.
Pour la pression, le schéma (PS) semble avoir une précision légérement plus faible que les deux autres schémas.

Les résultats obtenus pour les schémas (BPS) et (US) sont essentiellement identiques en ce qui concerne la
vitesse. Toutefois, pour la pression, le schéma (BPS) est plus précis que le schéma (US).
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En conséquent, la stabilisation provoque un gain de précision sur la vitesse pour le schéma (PS), ou sur la
pression pour le schéma (BPS). Au niveau de I'implémentation, le schéma (PS) est d’une extréme simplicité
comparé a 'implémentation du schéma (BPS). Néanmoins, a cause de la déterioration de la pression, le schéma
(PS) ne semble pas apporter d’importantes améliorations. C’est pourquoi dans le test suivant, on compare
uniquement les schémas (BPS) et (US).

V.4.2 Test 2 - Solutions polynomiales

Dans ce test, on choisit

1000x2(1—2)?2y(1—y)(1—2y) )

u(z,y) = : pz,y) = 2% +y* -
—1000y?(1—y)?2x(1—z)(1—2z)

Wl

On utilise un maillage de quadrangles déformés (voir la Figure V.3(a)). Pour un tel maillage, I'existence et
l'unicité des solutions du schéma (US) est toujours ouverte. Néanmoins, numériquement, le schéma semble bien
posé et il converge.

AE R
777

AV AT T

INNENNEEEEEEREENERE

A A AT SIS,

4
3%,
N
N7
NV
A
W
N
N
N7
YA
N7
N
N7
a7

(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme H(l) pour la vitesse
‘ 1070.2 o
10** Vat
/ 10—0.4 )
| Ordre:0.97 // Ordre:0.95 Ordre : 1.01
10~ Ordre : 1.01
10—0.6
10 —f+—Sch. (US) | —+—Sch. (US)
~©-Sch. (BPS) A=10"" o8 —&-Sch. (BPS) A=10"%
( 10 1
101 ’ -2 C// -1 - 0 -2 '; -1 0
10 10 10 10 10 10
Pas du maillage Pas du maillage
IE2 p —p® |2 IVEPTu — VouT |,
(¢) i (d) 557
P2 pll2 V2P ull2
Erreur en norme L2 pour la vitesse
i
10*0.3
-0.5
10 Ordre : 1.04
Ordre : 1.04
1070.7
—}—Sch. (US)
~©-Sch. (BPS)A=10"°
-0.9
10
- & =
107 10" 10°

Pas du maillage
[PZu—uT|>
IPZ ull2

(e)

Fi1a. V.3 — Fonctions polynomiales sur un maillage quadrangle déformé.
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Les Figures V.3(c), V.3(d) et V.3(e) comparent les normes L? des erreurs obtenues avec les deux schémas
(US) et (BPS), pour la pression, la vitesse et le gradient de vitesse. Comme dans le premier test, les deux
schémas donnent essentiellement les mémes résultats pour la vitesse, et le schéma (BPS) est plus précis pour la
pression. Tel que prédit par le Théoréme V.13, on observe de l'ordre 1 pour le schéma (BPS) et pour toutes les
normes considérées, ceci semble optimal. Il faut remarquer que sur ce maillage primal de quadrangles déformés,
on n’observe plus la super-convergence de la vitesse en norme L2,

V.4.3 Test 3 - Cavité entrainée

On considére un écoulement dans une cavité carré dont la paroi du haut est défilante a vitesse constante
1 . .. . . 1 .
(0) , les autres étant statiques. Ceci impose le déplacement du fluide & vitesse constante (0) sur le bord situé
en haut du domaine. On ne connait pas la solution analytique de ce probléme qui s’écrit :
div(=107*Vu + pld) = 0 dans ,
div(u) =0 dans (2,

u= (g) , sur 02,

lsiy=1,
U(x,y)={

avec

0 sinon.

On utilise un maillage constitué de triangles (voir la Figure V.4). Les caractéristiques de ce maillage sont

Fia. V.4 — Maillage primal avec 896 triangles.

données dans le Tableau V.1. Pour un tel maillage, le schéma (US) posséde une unique solution. On montre sur

Nombre de triangles | Pas du maillage | Nombre d’inconnues
896 6.25e-2 1441

TAB. V.1 — Caractéristiques du maillage V.4.

la Figure V.5 le champ de vitesse et les lignes de niveaux de la pression pour les trois schémas (US), (BPS) avec
A =1073 et (PS) avec u = 1072, Les résultats sont en accord avec [aKKCSKO05]. On constate encore une fois
que le schéma (PS) est plus précis pour le champ de vitesse que les deux autres schémas mais qu’il détériore la
pression dont les lignes de niveaux ne sont plus symétriques. Les schémas (US) et (BPS) donnent des résultats
trés semblables avec une pression symétrique.

Dans la Figure V.6, on s’intéresse aux profils de la vitesse. Sur la colonne de gauche (resp. droite) de la
Figure V.6, on observe le profil de la premiére composante de la vitesse u; (resp. deuxiéme composante de la
vitesse uz) en fonction de y en x = 0.5 (resp. « en y = 0.5). Ces profils sont obtenus pour les trois schémas
(US), (BPS) avec A = 1072 et (PS) avec p = 1073, pour deux maillages : le premier est le maillage de la Figure
V.4, le second est le premier maillage raffiné deux fois. Ainsi pour le premier maillage, on a 17 points le long de
{z = 0.5} et de {y = 0.5} et pour le second, on a 65 points. Ces profils correspondent trés bien a ceux donnés
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(b) Le schéma (US).

(a) Le schéma (US).

Le schéma (BPS) avec A

(d)
10~3.

(c) Le schéma (BPS) avec A = 1073.

f) Le schéma (PS) avec p =

(
103,

(e) Le schéma (PS) avec p = 1073.

Le champ de vitesse. (A droite) Les

A gauche)

(

F1G. V.5 — Cavité entrainée sur le maillage de la Figure V.4.

lignes de niveaux de la pression.
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profil u ,€n fonction de x en y=0.5

(e) Le schéma (PS) u = 1073

profil u Len fonction de y en x=0.5
0.2
Ve o N=17
/
0.1 / —N=65
+ N=17 /
—N=65 ~ /
S [0 ¢
-0.1 /‘i/
— 2 —
05 1 15 %% 02 04 06 08 1
1 X
(a) Le schéma (US). (b) Le schéma (US).
profil u L €N fonction de y en x=0.5 profil u ,€en fonction de x en y=0.5
0.2 —
0 B
/ o N=17
0.1 4 ——N=65
+ N=17 / ~
N\
—N=65 /
N 0¢ \\ %
-0.1 7
0 05 1 15 0% 02 04 06 1
1 X
(c) Le schéma (BPS) A = 1073 (d) Le schéma (BPS) A = 1073
profil u L €N fonction de y en x=0.5 profil u ,€en fonction de x en y=0.5
1 0.2 —
/ ™~ o N=17
0.8
+ N=17 0.1 f —N=65
06 —N=65 / :
> :N 0’ N $
0.4 \
0.2 01 \ /
0 05 1 15 0% 02 04 o06 08
1 X
(f) Le schéma (PS) p =103

F1G. V.6 — Cavité entrainée sur les maillages de la Figure V.4.
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par exemple dans [DSCT06] pour les trois schémas. De plus, on remarque que le premier maillage donne une
approximation trés raisonnable des profils. On constate néanmoins que la premiére composante de la vitesse au
point (x = 0.5,y = 1) est plus grande que 1 pour les deux schémas (US) et (BPS). Ces valeurs sont données
par le tableau V.2. Ceci vient des conditions de Dirichlet faibles.

Maillage Le schéma (US) | Le schéma (BPS) A = 1072 | Le schéma (PS) u = 1073
Premier maillage (N=17) 1.009185 1.009185 1
Second maillage (N=65) 1.001075 1.001075 1

TAB. V.2 — La valeur de uy(0.5,1).

V.4.4 Quelques remarques sur I'implémentation

Pour assembler la matrice correspondant au schéma S-DDFV (V.2), on travaille encore diamant par diamant
comme dans la Section I1.10.2. On adopte la méme structure mesh décrite dans la Section I1.10.2. On commence
par réécrire le schéma (V.2) en mettant en évidence les flux numériques :

Trouver u? € (RQ)T et p° € R® tels que,

Vi € M, > Feo, . (ur,p’D) = myfi,
D, €DK Y
Vi € M* U oI, Y Feo, . (uT,p%) = mefie-,

Dy e €Dy
avec Frp . (u”,p®) = m,(~VPu” 4 p®Id).f,x, siD, € Dy,
avec Fp_ . (u”,p®°) = m,« (=VPu? 4 pPId).fH,=x=, SiD,,- € Dyx,

Vo e®, div®(u”) + p size(T)p® — M2 APp® =0,
Vo € oM, ~,(u?) =g,

> MU — > MyerUex = 0,
KreEM K*EM*UoMm*

> mpp” =0.
DED

Grace a la Définition IV.1 du gradient discret, pour chaque diamant, on peut écrire les flux intervenant dans
les équations du bilan de quantité de mouvement de la maniére suivante

Fro, . (uT,pE) = flux_NN*(ux — u.) + flux_NSN*(uxx — uzx) + flux_N*p?®,

FK*,DG o (uT,pQ) — flux_NNS*(u,c — uc) + flux_NSNS*(u’c* _ uc*) + flllX_NS*pD,
avec
m2 MMy m2.
flux_NN = > flux_NNS = flux_NSN = N Dowpex, flux_NSNS = ——,
2mop 2mp 2mp
flux_N=m, M «, flux_NS = m_«D_xpcx.

Pour I’équation de conservation de la masse sur les diamants, on a tout d’abord
1 1
divPu” + p size(T)p” = ——flux N- (uxe —uz) + ——flux_NS- (Wex — =) + p size(7)p”,
2mop 2mp
ensuite on doit connaitre les diamants voisins pour la seconde stabilisation

2\size(7T)? ,
2stzo(T) > " -p").
mp D'eD
DND’ #)

—AdZAPp® =

En fait, dans la structure mesh, on rajoute I'information des voisins d’un diamant. Pour le diamant numéro k,
on a une liste d’au plus 4 éléments contenant les numéros de ces voisins mesh.diamants (k,_Num_Vois). Il faut
quand méme faire attention aux deux derniéres équations, sur 'intégrale de pression et celle sur la vitesse. En
effet, il faut remplager une équation sur I'une des mailles duales (resp. sur un diamant) par ’équation d’égalité
des intégrales de vitesse (resp. de pression).
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V.5 Conclusions

Dans ce chapitre, on a présenté un schéma DDFV stabilisé (V.2), bien posé pour des maillages généraux,
pour le probléme de Stokes avec des conditions aux bords de type Dirichlet. On a obtenu une estimation d’erreur
en norme L? d’ordre 1 pour le gradient de vitesse et pour la pression grace a la stabilisation de type Brezzi-
Pitkiranta. Notez que I’on n’a pas de résultat sur la norme L? de la vitesse, ceci & cause des conditions au bord
imposées faiblement. Cette restriction sera levée au chapitre suivant dans un cadre plus général en modifiant
cette fagon de prendre en compte les conditions au bord dans le schéma.

Numériquement, on a comparé les trois schémas, le schéma (US) non stabilisé, le schéma (PS) stabilisé avec
un terme d’ordre 0 en pression et le schéma (BPS) stabilisé avec un terme d’ordre 2 en pression de type Brezzi-
Pitkdranta. Le schéma (US), pour lequel on n’a aucun résultat théorique, se comporte de la méme maniére
que le schéma (BPS). Au niveau de I'implémentation, le schéma (PS) est d’une extréme simplicité comparé
a limplémentation du schéma (BPS). Néanmoins, on observe que les résultats en pression pour le schéma
(BPS) sont bien meilleurs que pour le schéma (PS). C’est pourquoi dans les chapitres suivants, on s’intéresse
uniquement & la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta qui apporte énormément au niveau théorique grace aux
résultats de stabilité du schéma (voir Théoréme V.12).
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Chapitre VI

Le probléme de Stokes avec une viscosité
variable réguliére

L’objectif de ce chapitre! est d’approcher par une méthode DDFV la solution du probléme suivant :

Trouver u :  — R? une vitesse et p :  — R une pression telles que
div (—2n(z)Du + pIld) = f, dans ©,
div(u) =0, dans ©, (VL)

u=g, surdf, / p(z)dz = 0.
Q

ol Du = %(Vu + tVu) est la partie symétrique du gradient de vitesse, la viscosité n appartient & L>°(2) et elle
est supposée lipschitzienne sur tout le domaine € : il existe trois constantes Cy, anan > 0 telles que

C, <n(x) <C,, pour presque toutz € €, (V1.2)

et
In(x) = n(z')| < Cylz — 2’|, Va2’ €Q. (VL3)

On travaille maintenant avec une viscosité variable mais réguliére, ceci généralise le chapitre précédent. Dans
ce chapitre, on s’intéresse au terme de stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta uniquement et a des conditions
aux bords de Dirichlet fortes. On commence par présenter le schéma DDFV stabilisé (VI.4) correspondant au
probléme (VI.1). La présence de la partie symétrique du gradient de vitesse Du impose obtention d’une inégalité
de Korn discréte (voir Théoréme VI.4). Comme dans le chapitre précédent, grace a la stabilisation de type Brezzi-
Pitkéranta, on peut montrer la stabilité du schéma (VI.4) (voir Section VI.6) et en particulier le caractére bien
posé du schéma (VI.4) pour des maillages généraux (voir Théoréme VI.9). Les résultats importants de ce chapitre
sont les estimations d’erreurs (voir Théoréme VI.10) d’ordre 1 en norme L? pour le gradient de vitesse, pour la
pression et pour la vitesse. Ces estimations sont illustrées par les tests numériques (voir Section VI.6). Dans les
deux derniers tests, on considére une viscosité discontinue, afin de mettre en évidence la détérioration de I'ordre
de convergence du schéma (VI.4) dans ces cas 1a. En effet,le schéma est encore convergent mais plus d’ordre 1.
Dans le chapitre suivant, on présente un schéma modifié pour regagner l'ordre 1. Le présent chapitre a donné
lieu & une publication dans Num. Methods for PDEs [KrelOb].

VI.1 Principe du schéma DDFV pour le probléme de Stokes

Le principe de la méthode est le suivant : on intégre le bilan de quantité de mouvement du probléme (VI.1)
sur les mailles primales intérieures M et sur les mailles duales intérieures 9* uniquement. L’équation du bilan

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 243.
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de masse est directement approchée sur les diamants ® en utilisant un terme de stabilisation de type Brezzi-
Pitkdranta. Contrairement au chapitre précédent, on impose la condition de Dirichlet sur les mailles primales et
duales du bord 09t U 091t*. Finalement U'intégrale de la pression doit étre nulle. Le schéma DDFV du probléme
(VIL.1) s’écrit alors

Trouver u? € Eg et p® € R® tels que,
div™(—27°D®u” + p*1d) = f™,
div™" (—27°D®u” +p®Id) = f™", (V1.4)
div® (u7) — A3 APp® =0,
> mpp® =0,
DED

D
7 =P2f et £ = IP’ffb*f , oll les projections sont définies par (IV.3), le paramétre de stabilisation A est choisi

strictement positif. Le choix de 7® inclut les cas :

avec ° = (1p)peo, avec Np = / n(s)duon(s), pour tout € D, ou up est une mesure de probabilité sur D,

Np = N(Tp) ou Np = mi / n(x)da. (VL5)

D
Comme pour le schéma précédent, on a I’équivalent discret de la condition de compatibilié (9). En effet, on a
(div® (uT) — MdAA®p® 1)p = (divPuT,1)p = (VPu” : 1d)o.
La formule de Green (Théoréme IV.9) implique
(div® (™) = AR A%, 1) = (v° (1d).), v ™ (u7))oo.
Gréce a la condition de Dirichlet, on obtient la condition suivante

0= (div®(u7) = Ad3A%p° 1o = 3 m,y"(u7) f,x.

Dy ox €EDeat

On déduit une relation entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet.

On rajoute la version discrete de [, p(z)dz = 0, c’est-a-dire Y- mpp” = 0 afin d’avoir unicité de la pression.
DED

V1.2 Résultats sur le tenseur des taux de déformation

Dans cette section, on présente plusieurs résultats sur 'opérateur du tenseur des taux de déformation. Le
résultat important est 'inégalité de Korn. On commence par majorer le tenseur des taux de déformation discret
par le gradient discret.

Proposition VI.1

Pour tout u” € (R2)T, on a
IDuT |2 < [VEuT |,

Démonstration : Grace a la Remarque IV.8, on obtient

ID®uT |3 = Z@ mp[DPu”[|% < Z@ mo [VPuT % = [VouT 3.
DE DE

On introduit la notation suivante
Yu = <u1> ,V = (Vl) € R?, UAV =uivy — ugVvy.
U9 V9
Aprés des calculs différentiels classiques, on sait que pour toute fonction réguliére u: Q — R2?, on a

div (t(Vu)) = div (div (u) Id) = V(div(u)).
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La propriété correspondante au niveau discret est montrée dans la proposition suivante.

Proposition VI.2

Pour tout u™ € Eg, on a
div” ((v®u”)) = div (div® (u™)ld).

T
Démonstration : Soit u” = (z}r) € Eo. Pour tout diamant » € D, la matrice (t (VPu”) — divDuTId)
2
est donnée par

(- = (Y o)

Soit £ € M. on obtient

mediv® (t(v@uf) — div® (uT)Id) = 3 m, ( Vg A fiox ) :

DT =
DED —V u1 /\I'IU,C

En utilisant la Définition 1.7 du gradient discret d’un champ scalaire et le fait que fi,c A Tl xxcx = sin(ap ), on

en déduit
W o+ — W c*

, , U cx — U4 o
VDUZT A ﬁa.;c - .71—1’0*16* AN ﬁa—K - .
sin(ap)m, m,
11 vient que
. t . U jcx — U2 g*
K K c
mydiv ( (VuT) — div® (uT)Id) = Y ’ I (VL6)
peDr \Ulcx — Ul k=
i &
K R4 D
R4 N
- .
ST 7//6)
$;c¢,’:’/ /
o TG e /
’ VN ’
, VN !
’ v ! s inD
’ \ N5 e
i \:/

Fia. VI.1 — Sens trigonométrique.

—

On rappelle que pour chaque diamant D € D, la base (T, ., Doxxcx) est supposée directe. Cela implique que
pour chaque diamant D € ® les points z« et z .~ sont définis par ce choix d’orientation et pour deux diamants
voisins D et D', tels que D N D’ # (), le point x.~ de D coincide avec le point z,« de D, (voir la Figure VIL.1).
Ainsi le membre de droite de (VI.6) est une somme télescopique, il est donc nul. D’oit pour tout k£ € M, on
conclut

dive ((v7u7)) = div® (div®(u™)1d)
Le méme résultat est vérifié pour tout x£* € 9t*. Premiérement, on obtient

DT =
mK*diV’C* (t (Vgu’r) _ leQ (uT)Id) — Z M < V u2 /\nc,*,c* > 7

D417 =
DE@;C* —V u1 /\na*,c*

puis

m,c*div’c* (t (V@ur) N diVQ (UT)Id) _ Z <112,L - ll2,}c> ) (VI.?)
DEQK* ul,}C - ul,C
Gréace a Vorientation choisie, le membre de droite de (VI.7) est une somme télescopique, il est donc nul, il vient
que

div®” ((vPu7)) = div<" (div®(u)ld), Vo e,
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Le cas oul k* € 09" est un peu différent, la Définition IV.4 de la divergence discréte donne

Mye-div’” (t (VPuT) — div® (uT)Id) = > m, (t(VDuT) - diVDU.TId) TR

3 I
e (VL8)
+ Y dees (t(VDu")—divDu"Id) .
DED e+ ND ezt

Pour la premiére somme sur » € ©,- du membre de droite de (VI.8), on peut faire la méme chose que pour
K* € M* : (VL.7) donne

Z M (t(vDuT) o leDuTId) ﬁa*;c* _ Z <u2,L - u2,)€) . (VIQ)

DED o DED o U — Ul
Pour la seconde somme du membre de droite de (VI.8), on peut faire la méme chose que pour £ € M : (VL.6)
implique

dc~ - — g -
> deee (t(VDuT) — divDuTId) e = s S (u2,;c LE ) _ (VL10)

DED cxND et DED o+ ND ot Mo Ui, cx — Ul k*
En combinant (VI.9) et (VI.10) dans (VI.8), on obtient
" — d * * — *
mK*diV’C (t (VQUT) - diV’D (uT)Id) _ Z <u2,a UQ,K) + Z K*,L <112,/c uz . ) '

DED U — Ul DED or NDeny Mo U, o+ — U1 >

La condition aux bords u” € Eq implique que ug g« = U2 o+ = U2+ = U+ = 0. Il vient que
Z d}c*,t (U-Q,)c* - UQ,L*) —0
DED cxNDeut me Up,cx — U g

S
Q. VA Y

'\ \TICL
Ve 1, oI
,’TICL
/

T \
Z‘Kgﬁ <, [. /@ x}(:g
a— * e .

< . N
e TIC, L\ \ s T;C, _'U*‘ *
z D1 L 4Dy _ﬁ\m
= = 1=}
xﬁ){ $£1 T 21352 $£§

Fi1G. VI.2 — Sens trigonométrique.
En utilisant les notations de la Figure VI.2, la somme sur les diamants D € O« de k* vaut
Z Uz, — U2 ) (U2, — U2,
DED o Uy — Ul,c Ui o, — Ul
- _ _ _ _ .
Comme u? € Eg, on a Uz, = Uz, = Uiz, = U1, = 0. On en déduit
Z <u2,£ - u2,}€> + Z dlC*,L <u2,)c* - u2,£*> —0.
DED Ul — U1 PED x NDear Mo Ujp,cx — U1,k
Ceci conclut la démonstration. [ |

Remarque VI.3

On a besoin de u” € Ey pour montrer div™” (t(VguT)) = div™” <fdivg (uT)Id), pour tout k* € oM™,

sinon on a des termes de bords & rajouter.

On est maintenant en mesure de montrer ’'inégalité de Korn.
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Théoréme VI.4 (Inégalité de Korn discréte)

Pour tout u® € Ey, on a
[V2u[l2 < V2[D2u.

Démonstration : Tout d’abord, on a
D72 1 D72 Lt DT DT
ID2 I = IV + 5 ((V2um) s Vo)

On va montrer que le dernier terme du membre de droite est positif. En appliquant la formule de Green
(Théoréme IV.9), le fait que u” € Ey, on a

(67 7], = (5 a1

D

La Proposition VI.2 implique

(’f (VouT) : VguT)Q = [div™ (div® (u”)1d), u”] 7.

En utilisant encore une fois la formule de Green (Théoréme IV.9) pour u? € Eg et en remplagant divPu” =
TrvV®u? = (Id : VPu7), on obtient

(t(VguT) : Vgu")@ = (divg (u™)Id : Vgu'r)@ = ||div® (uT)||2 > 0.

Ceci conclut la démonstration. [ ]

V1.3 Stabilité du schéma DDFV

Dauns cette section, on montre la stabilité du schéma DDFV (VI1.4) grace a la stabilisation puis en conséquence
le caractére bien posé du schéma (voir Théoréme VI.9). Dans le Théoréme VI.6, le choix de la stabilisation de
type Brezzi-Pitkdranta est crucial, comme on I’a vu dans le chapitre précédent. La nouveauté repose ici sur
la présence du tenseur visqueux variable 27(z)Du. On commence par donner la forme bilinéaire associée au

schéma (VI.4).
Définition VI.5

On définit la forme bilinéaire associée au schéma (V1.4) par :

Y (u”,p®), (0%, p°) € (RQ)T x R®,
B(u”,p%;u7,5°) =[div7 (=2¢°D®u” + p®Id), a7 + (div® (u”) — AdH A®p®,5°)s,

ot le parameétre de stabilisation \ est strictement positif.

Théoréme VI.6 (Stabilité du schéma)

On suppose que 1 vérifie (V1.2). Il existe deux constantes C1 > 0 et Cy > 0, dépendant uniquement de
Q, A\, C,, Gy, et reg(T), telles que pour chaque couple (u”,p®) € Eg x R® avec Y. mpp® =0, il eviste
DED
u? € By et p° € R® wvérifiant :

IV 2 + 1P|z < C1 (IV2 0|2 + [|p®]|2) . (VL11)

et
IV2uT[5 + [p°]I5 < CaB(u”,p®; 0, p%). (VL12)

Démonstration : Soit (u7,p®) € Eg x R® tel que > mpp® = 0.
DED
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Etape 1 : On applique la formule de Green discréte (Théoréme IV.9) & B donnée par la Définition VI.5, en
remarquant que v7 (u?) = 0 et que D®u? est une matrice symétrique, on obtient

B(u”,p®;u”,p®) = (27°D®u” : DuT)p — A(d5A®p®,p®)s0.
Gréce a I'inégalité sur la viscosité (VI.2) et a la Remarque V.12, on obtient
B(uT,p®;u”,p®) > 2C, [DTuT 3 + Ap® 7.
Finalement on applique l'inégalité de Korn (Théoréme VI.4) afin d’obtenir
B(u”,p®;u”,p®) > C, IVTuT |5 + Ap®|3. (VL13)

On remarque que l'estimation sur la pression ci-dessus dépend du maillage. En effet, on rappelle que la semi-
norme |.|, dépend elle-méme du maillage. C’est pourquoi on ne peut pas borner uniformément la norme L? de
la pression par la semi-norme |.|p.

Etape 2 : On fait comme dans I’Etape 2 de la démonstration du Théoréme V.12. On utilise le Lemme de

Necas (voir [GR86, Corollaire 2.4 ou [BF06, Lemme IT1.1.17]) : comme p®° = 3 pP1, € L*(Q) est d’intégrale
DED

nulle sur €, il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Q, et v € (H}(Q2))? telle que div(v) = —p

et

)

[vllz < Cllp®|l2- (VL.14)

On pose v = P? v, définie par (IV.4). En particulier, on a vZ € Eg. En utilisant le Lemme IV.19, on obtient
IVovTlz < Cllviim < Cllp® |2 (VL15)
La formule de Green (Théoréme IV.9) implique que
B(u7,p®;v7,0) = 2(n°D°u” : VOv7)p — (p°,div°® (v7))p.

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ensuite on ajoute et soustrait D 5 fD pPdiv(v(z))dz afin obtenir

D pED JD

B(uT,p?;v7,0) > = Cy[D2uT[o[VOVT o — X [ pPdiv(v(z))dz — X [ p” (div?(vT) — div(v(2))) dz.
DED
Puisqu’on a div(v) = —p®, I'inégalité (VI.15) et la Proposition VI.1 donnent

B(u”,p®;v7,0) 2 = CVIuT |l2[p®|2 + [1P° 13 — E@ p” (div?(v7) — div(v(z))) dz.
DE D

La Proposition V.25 et lestimation (VI.14) impliquent

E@ p? (div® (vT) = div(v(2))) dz < CIp®allvllen < Clp®[n][p® 2-
DE D

On en déduit que
BT, p?;v7,0) > [p 3 = Clp® [0V uT[l2 — Clp® [n]p° 2.

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient I'existence de trois constantes Ci,Cs,C3 > 0, dépendant uniquement
de Q, C,, et reg(7), telles que

B(u”,p®v7,0) > Ci[|[p° 3 = C2V=uT |13 — Cs|p® . (VL16)

Etape 3 : La bilinéarité de B, les estimations (VI.13) et (VI.16) donnent pour tout nombre strictement positif
£E>0:
B(u™,p®iu” +&v7,p®) = (C, — £C2) IV2uT |5+ £C1[p®]I3 + (A — £C3) [P 5. (VL17)

On choisit la valeur de £ > 0 suffisamment petite (dépendant uniquement de C,, Ca, Aet Cs) telle que toutes les
constantes devant les normes soient strictement positives, cette inégalité (VI.17) conduit a ’estimation (VI.12).
La relation (VI.11) est vérifiée pour le couple U7 = u? + &v7 et p° = p®, grace a (VL.15), ceci conclut la
démonstration. ]
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Remarque VI.7

1l est clair que la démonstration n’est plus valable si on ne considere pas de termes de stabilisation, c’est-a-
dire st A = 0.

Une conséquence immédiate des inégalités de stabilité est la dépendance des solutions DDFV de maniére
continue aux données du probléme.

Corollaire VI.8

On suppose que n vérifie (VI.2) et X > 0. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement du diamétre
de 2, A, C,, Cy et reg(7), telle que le couple (u7,p®) € Eg x R®, solution du schéma (V1.4) avec g¥ = 0
vérifie :

D D
IV2u]3 + P13 < ClIE7 3.

Démonstration : Soit (u7,p®) € Eg x R® solution du schéma (VI.4). Grace au Théoréme VL6, il existe
u? € Ko, p° € R®, tels que

IVoaT ]2 + P71l < C1 (IV2u™ |2 + [Ip°]l2) , (VL18)

et
IV2uT[5 + [p°]I5 < CoB(a”,p®; 0", p%).

La Définition V1.5 de B implique que B(u®,p®;u7,p°) = [f7,u? 7. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et le Théoréme IV.15 de Poincaré pour obtenir

D D ~ D~
IVEuT 3 + 9713 < Collf7 2|07 ]2 < CIET | VE ™ |l2.

En utilisant (VI.18) et l'inégalité de Young, le résultat est montré. ]

Théoréme VI.9

On suppose que n vérifie (VI.2) et A > 0. Soit T un maillage DDFV associé a Q. Le schéma (V1.4) admet
une unique solution (u®,p®) € (RQ)T x R®.

Démonstration : On note N la dimension de (RQ)T x R®. Le schéma (VI.4) peut s’écrire avec ¢° = 0 et
o = 0 comme suit .
Trouver u” € (RQ) et p° € R® tels que,

div™ (—27°D®u” + p*1d) = f™,
div™" (—27°D®u” + p®1d) = ™"
div® (uT) — M3 A®p® = ¢°,
U = Er, VK EIM,
Ui = Cpex, V K* € OM*

> mpp” = .
DED

3

C’est un systéme linéaire : Av = b avec une matrice rectangle A € M1 n(R), v € RV et le second membre
t * * . .
b= (f7, 7", ¢°, g™, g o) € RV*1. Soit X I’ensemble suivant

X = {(fm,fﬂn*7q©,g6m,g6m*7a)/ERNJrl, Z ma'?’T(gT)'ﬁax: Z meD'},
Dy o+ EDent DED

la dimension de X vaut N. On a que t(f”‘, £2° 0, g™, g () appartient & X et que ImA C X car on a une
relation entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet grace a la formule
de Green (Théoréme IV.9). Si on montre que la matrice A est injective, on conclut que dim ImA = N et ainsi
ImA = X. Etudions donc le noyau de la matrice A. Grace au Corollaire V1.8, il vient que V2u? =0 et p® = 0.
Comme u” € Eg, la Remarque IV.3 implique u” = 0. [
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V1.4 Estimations d’erreurs du schéma DDFV

On donne maintenant une estimation de Perreur dans le cas ou la solution exacte du probléme (VI.1)
appartient & (H?(Q))? x H*() et la viscosité est assez réguliére. Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme VI.10

On suppose que n vérifie (VI.2) et (VL.3) et que A > 0. On suppose que la solution (u,p) du probléeme
(VL1) appartient a (H?(Q))? x HY(Q). Soit (u™,p®) € (R?)” x R® la solution du schéma (V1.4). Il existe
une constante C > 0 dépendant uniquement de Q, reg(T), A, C,, C,, C, |ullg= et ||pllg:, telle que :

lu = u[l2 + [Vu = V2uT > < Csize(T),

et
p — p®||2 < Csize(T).

Début de la Démonstration du Théoréme VIL.10 : Soit €7 = P, ,Pru —u” € Ey erreur pour la
vitesse et €® = P2p — p® € R® l'erreur pour la pression. On rappelle que g = v(u). Grace a (VL.4) et (VIL.1),

onaVkeM
diVK(—QngDQuT +p°1d) = fy,
1
- / div(2n(z)Du(x))dz + —/ Vp(z fi.
My S

Par conséquent, on en déduit

mediv®(—2n°D%e” + €°1d) = mdiv®(—2n°D?P,,, PTu+Popld) + /

K

div(2n(z)Du(z))dz —/ Vp(z)dz
K
La Définition IV.4 de la divergence discréte et la formule de Green impliquent

medive(—2n°D%e” 4 ¢°1d) =2 Y /(n(z)Du(z) —npDPP,, Pau).ii,cdz

PERK (VL.19)
b5 [ ) e
PEDK Jo
De la méme maniére, on montre que pour tout £* € 91" on a
M (div®" (—27°D%e” + ¢°1d)) =2 Y / (n(z)Du(z) — noD”P,, (Pru).ii xcrdz
Dyx Jo*
POk (VL.20)

+ > /*(P%p—p(z)).ﬁa*mdz.

DED e
On définit 'erreur de consistance de la maniére suivante

R%(2) = n(z)Du(z) — npsD”P,, [Pru, pour z € D, DE D,
R%L(z) = PZp—op(2), pour z €D, DED,

on note pour i € {u,p} :

R, - -RI, / R () edls,
’ ’ me
Rf, o = —Ri o = / Rl ( )n wexds,
m,= o*
R = [Ri. = R,
RS- = |Ro ;c*| = |Rc7 L*

et les normes L2 correspondante pour ¢ = u, p :

Rol3= X moRoP |Re.[3= ¥ moRG.[%

D, 5% €D D, ox €D
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Grace a (VL.19) et (VL.20), le couple (e7,e®) € Eg x R® est solution de

div™(—2°D%e” +¢®°Id) = Ry,
div™ (—27°D®e” +€°1d) = Ry,
div®(eT) — A3 A%e® = R, (VL.21)
> mpe® = 0,
DED
ott Ryy = (Ry)xem, Rone = (R ) e+ et Ry = (Rp)pep avec :
2 1
Re=— > mR . +— > m,RE,. VkeM,
Mk peDx ’ Mk peDi 1
2 1
Ro = S me-R% o+ S mRE ., Ve,
M peED (cx ’ Mi* pED 1

Rp = div® (P, gPTU) — A2ATPDp, VD e D.
Le Théoréme V1.6 implique I'existence de €7 € Eg, € € R® et C > 0 tels que :
IVoeTllz + 116°12 < C (IV2eTll2 + [le®]|2) , (VL.22)

et
IVEe I3 + €®]l5 < CB(e™, e®;87,e%). (VL.23)
Grace a la Définition VI.5 de B et de (VI.21), on a B(e7,e®;e7,¢®) = [div7 (—2n°D®e” + €®°1d), 7|1 +
(R®,8®)p. On note I := [div” (—27°D®e” + €®°1d), &7 |1 et T := (R®,&°)p.
Estimation de I. En utilisant le fait que €7 € Eq et la définition de I, on a

1 ~
I=- Z Z me (Rg,}c + QRE,}C) “€x
2 KEMDED K

1 ~
+3 > > my (R o + 2R () - €.
K*EM*UOM* DED )+

~Ri. .

et RZ

o* K T

En réorganisant la somme sur les diamants D € © et en remarquant que Ry, . = —R;, .
pour i = u, p, il vient que

1 ~ ~
I :5 Z mo(Rg,)c + 2R3,)c) ’ (eK - eL)

Dy ge €D

1 - ~
+ - Z m,* (RZ’*,K* + 2R:;.I*JC*) . (e,c* — €,x )
D, ,xED

La Définition IV.1 du gradient discret et I'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent que
mp

Dy o €D sin(avp)
mp

o) sin(ap)

I=-—

(RE . +2RY ) - (V7€) .7 c)

(Rg*,)c* + QR;*,K*) ) ((VDET)-?K*yﬁ*) (VI.24)

<[ V=&

IRl + R

2+ [RG [z + [IRG- 2] -

sin(ar)
Estimation de 7. Tout d’abord, le Corollaire IV.18 et le Lemme IV.20 donnent
[div® (B P02 < Csize(T) ull .

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (divg (‘Bm’g]P’Zu), ¢®)p pour obtenir

(div® (P P70, 7)o < Csize(T) [u] 2|2 (VL25)

D

mpaé©)©7 on a de

En réorganisant la somme sur les cotés des diamants s € G dans le terme T := —(\d% A®P
la méme maniére que dans la Remarque IV.12

Ty=-AY mpe®d2APP2p=X 3 (d2+d2) (P2 p—P2p)(e® —&®).

DED s=p|D'€S
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la semi-norme |.|5, (IV.15) conduisent a

|T1|9< > <di+dil><m’pm>2> (z <di+dil><€D’é®>2>

s=D|D'€S DD’ €S

< QSize(T))\E@

1
n < > (®hp- PZPV) :
s=p|D'€S
En utilisant les Lemmes IV.13 et IV.23, on obtient
Ty | < Csize(T)||€° ||2]|Vp]|2- (VI1.26)
On remarque que T = (div® (B gPau), e°)p + Ty et grace a (VI.25) et (VL.26), on en déduit
7| < Csize(T)[[€° 12 ([ull = + [ Vpll2) - (VL.27)

Estimation de B. En combinant (VI.24) et (VI.27), (VI.23) devient

IV2e |13 + [le®|13 < IVoe I [IIRZ 2 + IR

2+ [RZ ]2 + [IRG- 2]

sin(ar)
+ Csize(T)|[[€° 2 ([ull = + [ Vpll2) -
Finalement, (VI.22) donne

IV2e™l5 + (€[5 <CIRF |2 + [IRS- [l + [RE ]2 + [RE-[l2) IV €7 |2 + [l 2)
+ Osize(T) ([ull = + 1 Vpll2) (IV2eT[l2 + [|e®]|2).

En utilisant le résultat du Lemme V.10, on obtient

IV2e™lI5 + €113 <CURZ |2 + R [2) (V2 e[|z + [[€®]2)
+ Csize(T) ([[ull 2 + [[Vpll2) (IV2€7 [l + [ ]2).

(VI.28)
Il reste & montrer les estimations des erreurs de consistance en vitesse.

VI1.4.1 Erreur de consistance de R}

On s’intéresse maintenant a l'erreur de consistance RY, on la décompose en quatre contributions R%’",
R%’D“, Ry et R%’bd, respectivement 1’erreur de consistance due a I'approximation des flux, a Papproximation
du tenseur des taux de déformation, a I’approximation de la viscosité et & approximation de la condition aux
bords :

) D ) ,bd
R3(2) = Ry"(z) + Ry "+ Ry” + RY™, (VL.29)

ol, pour 2z € D, .
RS(:) = n(2)Du(z) - = [ @)Du(o)ds,

mp

1
RSP = - [ @) (Dute) - DBTu)ds,
mp Jp
1
Ry™ = (— / n(w)de — %) D*FCu,
mp Jp

Ry™ = o (D7Ffu — DPR,, (P7u).
Afin de controler RY et RY., on va estimer séparément les quatre termes de (VI.29).

Proposition VI.11 (Erreur due aux gradients)

On suppose que n vérifie (V1.2). Soit T un maillage DDFV associé a S. 1l existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de reg(T) et C,, telle que pour toute fonction u de (H?(Q))?, on a

IRS 2 < Csize(T)IVull .
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Démonstration : L’inégalié de Jensen et (VI.2) donnent
u,Du 2 =2
RS ™5 < Z |77( )(Du(z) — DPPZu)|"dz < C, [[Du — D*FZ ul3.
La remarque IV.8 implique que
[Du — D*PZTullz < [Vu — VOPZ ul2,

puis, appliquant le Lemme IV.16, on conclut le résultat. ]

Proposition VI.12 (Erreur due a la viscosité)

On suppose que 1 vérifie (V1.3). Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0,
dépendant uniquement de reg(T) et C,, telle que pour toute fonction u de (H*(Q))?, on a

[R5%ll2 < Csize(T)|Vullz:.

Démonstration : L’inégalié de Jensen implique
175 < mom ([ [ 100) = 1) ol ) 0Pl
Grace a (VI.3) et la Proposition VI.1, on obtient
RS <2 5 ( / / & — 2 duD(z)dx) IDPP7ul% < Csize(T)2 [ VBT ul2.
pED\JD JD
Finalement, le Corollaire IV.17 donne le résultat. ]

Proposition VI.13 (Erreur due aux conditions aux bords)

On suppose que n vérifie (V1.2). Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de reg(7T) et 6,7, telle que pour toute fonction u de (H?(2))?%, dont la trace est notée
g=17(u), ona

IR |12 < Csize(T)|[ul 2.

Démonstration : L’inégalité (VI.2) et la Proposition VI.1 impliquent
u,bd
IR 3 < TID® (PTu — B, (PTu)[l3 < CIV® (PTu— P, ;PTu) |2,

et finalement, le Lemme IV.20 conclut le résultat. [ |

Proposition VI.14 (Erreur due aux flux)

On suppose que 1 vérifie (V1.2) et (VL.3). Soit T un maillage DDFV associé a 2. Il existe une constante
C > 0, dépendant uniquement de reg(T), C,, et C,,, telle que pour toute fonction u de (H?*(Q))?, on a

% oo 1R

0,0

|||fds] < Csize(T)*|Vul.

Démonstration : On applique I'inégalité de Jensen pour obtenir

IR (6)1E <~ [ In(e)Du(s) ~ n(e)Dufa) rd.

Puis, en ajoutant 0 = n(s)Du(z) — n(s)Du(zx), 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

RS ()7 < —/ n(s) |* IDu(x )Illfdw+—/ [n(s)” IDu(s) — Du(z)|3da.
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Les inégalités (VI.2) et (VI.3) donnent

. _ 202 2C,
RS () < size(TP =2 [ Du(e)do+ =2 [ [Dus) - Dute) (V30)

D

On fait la moyenne de la seconde intégrale du membre de droite de (VI.30) sur o et on applique une extension
matricielle du Lemme 1.12

3
[ [ 1puts) = Dute)dnds < €22 [ {9 (D).

MpMm, m,m

Gréace a la relation (I.1), il vient que

1
S . / / [Du(s) — Du(a)|2deds < Csize(T)2 [Vl

Dy on €D mpmm,

Donc on obtient

va

DUU

/ RS (s)IFds < Csize(T)*[|VullZ: .

On procéde de la méme maniére pour le terme sur les arétes duales o*. [

Maintenant on peut controler Ry et Ry., comme suit.
Lemme VI.15

On suppose que 1 vérifie (V1.2) et (VL.3). Soit T un maillage DDFV associé a . Il existe une constante
C > 0, dépendant uniquement de reg(T), C,, et C,, telle que pour toute fonction u de (H*(Q))?, on a

RS2 + IR

2 < Csize(7)||Vul g1

Démonstration : Grace & (VI.29) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

u,Du u,bd
> mo|Ry[? <4 Z S /IIIR s)%ds + 4[| Ry~ 13 + 4| Ry 7113 + 4IRS ™3

Dy o+ €D D, o

On conclut en utilisant les Propositions VI.11, VI.12, VI.13 et VI.14. On procéde de la méme maniére pour
I’estimation de R}.. ]

VI.4.2 Fin de la démonstration du Théoréme VI.10

Nous pouvons maintenant rassembler tous les résultats précédents en vue de conclure la démonstration du
Théoréme VI.10, commencé au début de la section.
Démonstration : On a noté e” = mmngZu —u” et ® = P2p — p®, et obtenu l'estimation suivante
(VI.28)
IV2e™3 + (€[5 <C(IRE |2 + [IRS-[12) (Ve [|2 + [|€®]]2)

+ Osize(T) ([l = + [IVpll2) (IV2eT[l2 + [|e®]|2).

Le Lemme VI.15 implique que
[VPe™|la < Csize(T) et ||e® |2 < Csize(T). (VIL.31)
Estimation de |ju—u”||z: Ona
Ju—u s < 1 — P P70l + [y P71 — 07l
Le Lemme IV.22 et I'inégalité de Poincaré (Théoréme IV.15) donnent
[ — a2 < Csize(T)[Vull 2 + CIVOP,p, gPZTu— VuT|o.

Finalement, (VI.31) conclut 'estimation de ||ju — u®||2.
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Estimation de [|[Vu — V®u”|z: Ona
[Vu - V2uT ||z < [Vu — VPP ulls + [VOPTu — V2R, PTulz + [VOB,, Pru— VuT 2.
Finalement, les Lemmes IV.16, IV.20 et (V1.31) impliquent 'estimation de ||[Vu — V®u7 ||s.

Estimation de |p—p®[2: Ona

Ip =22 < llp — Popll2 + |IPop — p°|2.

On conclut grace a la Proposition 1V.24 et (VI.31). ]

V1.5 Lien avec le schéma MAC

Le schéma décalé le plus célébre est le schéma MAC (Marker and Cell) [HW65, Nic92a] qui se limite a des
maillages rectangulaires. On montre dans cette section que, sur des maillages rectangulaires avec une viscosité
constante égale & 1, notre schéma DDFV (VI.4) est équivalent (excepté sur le bord) a des schémas MAC

découplés écrits sur deux maillages différents et décalés. Pour cela, on note f = (g) etu= (Z) On va utiliser

dans cette section les notations classiques des méthodes MAC de la Figure VI.3.

u, ., 3
1,] 5
B g2 » n
o ' Vgrity e
Wi g+ g4 i+1fi+1
» » n
] 1 1
Pili+% Pitg.+3
D Pi41,5
° ° °
u. u. . u. 3 .
i—5,J i+1,j i+3,j
Pitgi-3
B ih » n
i3 Wit1li—1
k ° ° °
Yitd-1
" ¥ . »
_—=
h

F1G. VL.3 — Inconnues DDFV sur le domaine [0, 3h] x [0, 3k]

Réécrivons le schéma DDFV (VI.4) avec ces notations. L’équation correspondant au bilan de quantité de
mouvement pour une maille primale «; 14 ne touchant pas le bord, est donnée par :

Uirdy = 2ip g Uisgy Wigggen — 2t iy L Pit1g —Pij
)

fi-i-%d = 12 k2 h (V1.32)
et
s = Uiz T2t Vot Vg — 2ig 5 H Vg L Pirdirs TPidog (V1.33)
i+3,] h2 k2 k ’
et pour une maille duale IC;‘J, 41 € om=
?. 2
f _ o Wig+d T 2 541 T Uy Gyl _ Yigys T PR TS TR I R T RS A | (VI.34)
ijtg h2 2 h ’ :
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et
_ Vgt T Mg POy Viged T 2iged FUGd | P = Pig
Gij+% = n2 %2 A :

L’équation de bilan de masse s’écrit pour un diamant intérieur ;41 ;

Yirg,g ~ Yityg | Vitlg+s — Vit1j-3

h k

= 0,
et pour un diamant intérieur D, 14k

Yit1,j45 ~ Yig+s | Viddg+1 T Vit gy

=0.
h k

(VL35)

(VL36)

(VL37)

Pour les deux schémas MAC écrits sur deux maillages différents et décalés correspondant aux Figures VI.4 et
VL5, il faut remarquer que le domaine considéré est un peu plus grand que le domaine de la Figure VI.3.

o— o— o—
Pird g2 = Yy d 1
ﬁv:O i\v:() v=20 v=20
| Vi3
u:O‘ ]),‘J,‘Jr] u=0 - ---"
o— X o— X o— o— 0o—

i+ 3ld+1

—
-
=
=
N
<&
+
+
N

Maillage DDFV

= . [ [ A = —v. .
i—2+3 = TVierg+t | Viclgtd | | Viegj+3 T TVi—2,j+1
u=0 Piyj Pit1,5 w=20
ﬁ ﬁ Yidl.j /I\ Yitld,j /I\ YirB.j ﬁ
= L.
_ V. . . —V. o .
Vicoj-1 = TVio15- 0 : ’L,]‘L% : Vi-3,j-1 Yi2,j-1
u= _
u =
k 00— X o— ‘ >:< o— 0—

—
<
Il
()
">
&4
I e
(=TS
+
N|=
h
L
<
Il
()

Yipd j—2 = TWipl 51
o—

F1G. VI.4 — Inconnues MAC sur le domaine [f%, 3h + %] x [0, 3k]

Le schéma MAC correspondant au maillage de la Figure V1.4 s’écrit alors

PP T i 2uip gt Uit Uipdge T 2t Uiy i 4 it —Pij
i+3.4 2 12 h

et

_ Vit1grd T 2iged V-l Viges — 2Viged Tl 4 Pigt1 = Pij
Gij+3 = n2 %2 A :

L’équation de bilan de masse s’écrit alors

Yir§,g ~ Yitgg | Vitlg+s — Vit1j-4

=0.
h k

Et le schéma MAC correspondant au maillage de la Figure V1.5 s’écrit

O Uil T2yt Ui g Uages — 200 F U1 Pt et T Picdgtd

Y

Maillage MAC

(V1.38)

(VL39)

(VL40)

fi,j-i-% = 2 2 h
et

Vi3, T 2igd i T Violy Virdgan — 2Vig i Vg n

Pirdj+i ~ Pitdi-}

., (VL41)

(VL42)

9it+i,j = B2 12 k
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Yig+s =g %ig+3
oo feo b
% ui,i+§; X < u =
R R SR i Maillage DDFV
ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ i ______ Maillage MAC
Vit d 41
Pl i1 Piyl jtl w—
| SRV S S 7 A L
ﬁuilﬁi ﬁ Yig+3 ﬁ“m_w% ﬁ i
Vimg.d pvi+%ﬂl Vit R
i+5,0—% u=0
H=OF—9'-><--—1—>—Z ->--F—°>-><———H
Lt L]y
Vit d,i-1
u =0 w=0
k — X --g—=-X---b= X --8—
ﬁv:O ﬁy:(j ﬁvzo
-
h
= =

F1a. VL5 — Inconnues MAC sur le domaine [0, 3h] x [—£ 3k + £]

L’équation de bilan de masse s’écrit alors

Uit1,5+3 — Yig+1  Virlj+1 — Vitlj
h k

Ainsi on a que les équations coincident entre le schéma DDFV (VI4) et deux schémas MAC décalés, car

(VL.38) <—(VL.32), (V1.39) < (VL.35), (VI4l) < (VL.34), (V1.42) < (VIL.33), (VI.40) <= (VL.36) et
(VI1.43) < (VL.37).

Maintenant si on regarde plus précisément ceci se passe au bord du domaine, on obtient pour la maille

primale K, 11 qui touche le bord (hors un coin du domaine), les mémes équations pour le schéma DDFV

(VIL.4) et le schéma MAC correspondant au maillage de la Figure VI.4. Par contre, pour la maille primale

Kiolj1 qui touche un coin du domaine, par exemple le coin en bas & gauche, la équation pour le schéma
DDFV (VI.4) est la suivante :

= 0. (VL.43)

; I I e e B TR T SN N g ISR (VI44)
at Eat h2 i h ’ '

et celle pour le schéma MAC correspondant au maillage de la Figure V1.4 :

Yitd -1~ 2Misgir Uiy T3 b1 pigo1 — Picg
ficrjo1=- % - 2 + . . (V1.45)
Ainsi on n’a plus équivalence entre les équations sur les coins du bord pour le schéma DDFV et le schéma MAC
décalé, car seul le coeflicient de u,_ 11 (Pinconnue de maille primale considérée x;_ %J-A) n’est pas le méme
pour les deux schémas, ainsi (VI1.45) <« (VI.44). On remarque également qu’on n’a pas équivalence entre les
équations pour les sommets du bord. Par exemple, I'inconnue u,_, ; 41 est nulle pour le schéma DDFV (VI.4)

alors que pour le schéma MAC correspondant au maillage de la Figure VI.4, on obtient

Y e 3V;15+1 _ =20 141 T V151 4 Pt —Dicay
giflﬁjJrg - h2 k2 k '

On ne détaille pas les autres différences dues au bord. En conclusion, on a équivalence entre les équations
uniquement & l'intérieur du domaine pour le schéma DDFV (VI.4) et les deux schémas MAC décalés.
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VI.6 Tests numériques

On présente quelques résultats numériques obtenus sur le domaine £ =0, 1[2. Dans toutes les simulations
numériques le paramétre de stabilisation est fixé a A = 1073,

Pour chaque cas test, on donne 'expression de la solution exacte (u,p) et la viscosité 1 desquelles on déduit
le terme source f et la condition aux bords g pour que (u,p) soit la solution du probléme (VI.1).

On rappelle que pour illustrer les estimations d’erreurs, la famille de maillages est obtenue en raffinant
successivement et uniformément le maillage original. Afin de mettre en évidence le processus de raffinement
choisi, on présente sur les Figures VI.6(a), VI.8(a) et VI.9(a) le maillage primal original et sur les Figures
VL.6(b), VI.8(b) et VI.9(b) le maillage primal obtenu apreés le processus de raffinement. Plus précisément, la
famille de maillages, correspondant aux Figures VI.6 et VI.9, est obtenue en divisant chaque aréte primale en
deux, alors que la famille de maillages, correspondant & la Figure V1.8, est obtenue en dupliquant le maillage
grossier en quatre afin de garder la forme des triangles. On précise que les centres (). sont les barycentres
des mailles primales et que l'on a utilisé le maillage dual direct pour tous les tests numériques. On rappelle la
définition de la projection centrée sur © :

P2p = (p(#5)) pep -

Dans les Figures VI.6-V1.9, on représente la norme L? des erreurs obtenues avec le schéma DDFV (V1.4), pour
P2 —p® 2 [VoPZu — VouT| [Peu—u7|l;
IP2pl2 IV2PZ ull P2 ull
respectivement, en fonction du pas du maillage size(7) en échelle logarithmique. Les ordres de convergence

donnés sont calculés a ’aide d’une approximation par les moindres carrés des données calculées.

la pression , pour le gradient de vitesse et pour la vitesse

VI.6.1 Test 1 - Solutions polynomiales - Viscosité non constante

La solution exacte est donnée par

100022 (1—2)%2y(1—y) (1—2y) )
u(z,y) = : plz,y) =2 +y* - 3,
—1000y2(1—y)22x(1—x)(1—2x) 3

et la viscosité n(x,y) = 2z + y + 1. On utilise le maillage primal localement raffiné (voir la Figure VI.6(a)).
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(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme Hcl) pour la vitesse
10 T 100
Ordre : 1.87
10t | 10 Ordre : 1.43
0 . 2 L

1010’2 10 10° 1010’2 10 10°

Pas du maillage Pas du maillage

(o P22 =2 @) IV2PZu—vouTls
P2 pll2 IV2PZ ull2

Erreur en norme L2 pour la vitesse

10°

10
Ordre : 1.97

10”

10°
10 107 10°
Pas du maillage
[PZu—uT|>
IPZ ull2

(e)

Fi1G. VI.6 — Test 1, fonctions polynomiales sur un maillage primal localement raffiné.

Pour la vitesse, son gradient et la pression, on obtient numériquement un ordre de convergence de 2, 1.4 et
1.9 respectivement pour le schéma (VI.4) (voir la Figure VI.6). On remarque que les ordres obtenus sont plus
grands que ceux théoriques donnés par le Théoréme VI.10. Ceci est lié & une certaine uniformité des mailles
loin de la zone de raffinement. En outre, on souligne que le taux de convergence n’est pas sensible a la présence
de volumes de contréle non conformes. On a encore une super-convergence de la vitesse en norme L2

On s’intéresse maintenant au parameétre de stabilisation A. En effet, dans la Figure VI.6, le paramétre \ est
fixé 4 1073, dans la Figure VL7, on compare quatre valeurs de A : 0, 1072, 1073 et 1074,
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. 1 .
, Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme H pour la vitesse
10 E—— 10°
—1074
, *"‘10_3 Ordre : 1.48
L 11— A=
10 i ig_z Ordre : 1.47
—F— A=
. Ordre : Ordre : 1.43
107 f § 10 Ordre: 1.41
Ordre :
10° [Ordre :
Ordre :
= -2
10 10 " -
107 10" 10° 107 10" 10°
Mesh size Pas du maillage
A L Rl () IVOFEu— VOuT],
P2 pll2 IVOPZ ull2
o Erreur en norme L2 pour la vitesse
10
——A=0
Ordre : 1.97 4 a=104
Ordre : 1.97 4@,)\:10‘3
-1
10 '} Ordre : 1.97 - A=1072
Ordre : 1.96
107
-3
10
107 107! 10°

Pas du maillage

IPZ ull2

F1G. VI.7 — Test 1, fonctions polynomiales sur le maillage primal localement raffiné VI.6(a).

On rappelle que, pour le maillage de la Figure VI.6(a), le schéma (VI.4) est bien posé pour A = 0. On
constate que le parameétre A n’influence pas énormément sur la vitesse et son gradient, car on trouve le méme
ordre pour les quatre valeurs, c’est-a-dire 2 pour la vitesse et 1.5 pour le gradient de vitesse en norme L2. Par
contre, le paramétre A a une grande influence sur la pression. On observe presque de 'ordre 2 pour les valeurs
1073 et 1074, et de l'ordre 1 pour les valeurs 1072 et 0. Le choix A = 1072 semble étre un bon choix pour la
suite des tests numériques.

VI.6.2 Test 2 - Viscosité discontinue

La solution exacte est la suivante :

—ry
u(z,y) = , z,y) = 2.5(x —y).
(z,y) sin(r(z — 0.5)) p(x,y) (x—y)

Ici, on considére une viscosité discontinue :

1 siz>0.5

T,y) =
77( v) 10™* sinon.

On utilise le maillage triangle de la Figure VI1.8(a).
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(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
_ Erreur en norme L? pour la pression Erreur en norme Hcl) pour la vitesse
10 T
B Ordre : 0.89
10 Ordre : 1.16

10

-2 -1 0 -2 -1 0

10 10 10 107 10
Pas du maillage Pas du maillage

Lt Al (@ IV2FZu - vouT];
(P2 pll2 IVoPT ull2
Erreur en norme L2 pour la vitesse
10 T
10"
Ordre : 1.85

107

S ‘
1010’2 10" 10°

Pas du maillage
[PTu—uT|>
[IPZ ull2

(e)

Fia. VLI.8 — Test 2, Viscosité discontinue sur maillage triangle.

Avec cette viscosité, les hypothéses du Théoréme VI.10 ne sont plus satisfaites. Pourtant, numériquement,
on obtient de I'ordre 1 pour la pression et le gradient de vitesse en norme L? et de lordre 2 pour la vitesse
en norme L? (voir la Figure VI.8). Ceci semble venir du fait que Du est nul le long des discontinuités de la
viscosité {x = 0.5} ainsi le saut de la viscosité n’affecte pas les propriétés de consistance des flux numériques a
Iinterface. On va voir dans le test suivant que ce n’est pas toujours le cas.

Si on fait varier les valeurs du paramétre A avec les valeurs : 0, 1072, 1073 et 10~%, on obtient pour les
quatre valeurs les mémes droites avec bien stir les mémes ordres pour la vitesse, la pression et le gradient de
vitesse.

VI1.6.3 Test 3 - Viscosité discontinue et tenseur des taux de déformation discontinu
La solution exacte est donnée par :
y?—05y siy>0.5
u(z,y) = 10%(y* — 0.5y) sinon.
0

) p(x,y) :2:6_17
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et la viscosité est discontinue :

1 siy>0.5

SC, =
n(,9) 10~* sinon.

On utilise le maillage localement raffiné le long de la discontinuité de la viscosité de la Figure VI.9(a).

(a) Maillage primal grossier. (b) Maillage primal raffiné.
Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme Hcl) pour la vitesse
10 " 10°
107} ] 10"
Ordre : 0.78 Ordre : 0.34
107 : 10°

-2 -1 0 -2 -1 0

10 10 10

1
Pas du maillage
IV2PZu— v2uT|,
IV2PZ ull2

1

Pas du maillage

IP2p —p° |2
P2 pll2

(d)

Erreur en norme L2 pour la vitesse

107

10718 Ordre : 0.83

-1.7

10

1070

107 10 1}1
Pas du maillage
[PZu—uT|>

[IPZ ull2

(e)

Fi1G. VI.9 — Test 3, Viscosité discontinue sur un maillage localement raffiné.

Encore une fois les hypothéses du Théoréme VI.10 ne sont plus satisfaites mais cette fois Du est lui aussi
discontinu & travers l'interface {y = 0.5}. On observe que le schéma converge encore mais il n’est plus d’ordre
1, comme attendu (voir la Figure VI.9). En effet, numériquement, on obtient de l'ordre 0.8, 0.3 et 0.78 pour la
vitesse, le gradient de vitesse et la pression en norme L?. Dans ce cas, la discontinuité de la viscosité doit étre
prise en compte par le schéma pour surmonter la perte de consistance. C’est ce que ’on propose de faire dans
le chapitre suivant.
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VI.6.4 Quelques remarques sur 'implémentation

Comme dans la Section V.4.4, on écrit le schéma (VI.4) de la maniére suivante

Trouver u” € Eg et p® € R® tels que,

Ve € M, Z F;c,vg o* (ur,pQ) = Myfi,
D, +EDK '

0,0

VK* € Dﬁ*, Z F- Dy o (uT,pQ) = Mycxfic,

Dy g €D o ’
avec F p . (u”,p®) = m,(—21,D?u” + p”Id).fi c, siD, . € Dy,
avec Frerp (u”,p®°) = m,+ (=20, DPu” + pPId).fi wxx, SiD,,« € Der,
Vo e®, div®(u?) - Md2APp® =0,

> mpp” =0.
DED

La différence avec 'implémentation du schéma de la Section V.4.4 se situe dans les flux numériques. Grace a la
Définition IV.5 du tenseur des taux de déformation discret, pour chaque diamant, on peut écrire les flux de la

maniére suivante

Frp, . (07, p°) = flux_N.V,

Feop . (u”,p°) = flux_NS.V,
avec le vecteur V dans R® suivant
U — U,
V=1|uer —us |,

D

p

et flux_N, flux_NS les matrices 2 X 5 suivantes

2mp 2mp

2
£1ux N = ((ap) 222 (I + T © Ti) (@) 5225 (Id 4 iyerce © i) Mofiac)

2
£1ux NS = () e (1d + By @ Bome)  0(10) 1o (14 + Hyee © Foce) e Boone )

Qmp 2mD

Pour I'équation sur les diamants, on fait comme dans la Section V.4.4 en prenant p = 0.

V1.7 Conclusions

Dans ce chapitre, on s’est intéressé au probléme de Stokes avec une viscosité réguliére sur tout le domaine et
des conditions aux bords de type Dirichlet. On a présenté un schéma DDFV stabilisé (VI.4) pour ce probléme
bien posé pour des maillages généraux. On a établi des estimations d’erreurs d’ordre 1 pour la vitesse, le gradient
de vitesse et pour la pression en norme L? grace i la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta. Notez que I'on a
un résultat sur la norme L2 de la vitesse, car les conditions au bord sont imposées de maniére forte sur 99 et
sur 09M*. Ceci nous a permis d’utiliser I'inégalité de Poincaré.

Numeériquement, on a testé le comportement de notre schéma (VI.4) pour une viscosité réguliére, mais on
s’est intéressé également & son comportement lorsque la viscosité est discontinue. Dans ce cas, les hypothéses du
Théoréme VI.10 ne sont plus vérifiées. On observe que le schéma converge encore mais qu’il n’est plus d’ordre
1, comme attendu. Dans ce cas, la discontinuité de la viscosité doit étre prise en compte par le schéma pour
surmonter la perte de consistance des contraintes a 'interface. C’est ce que ’on propose de faire dans le chapitre
suivant.

Les schémas de ce chapitre sont également généralisés au cas d’une géométrie tridimensionnelle dans le
Chapitre X. L’extension au probléme de Navier-Stokes de ces schémas est traitée dans le Chapitre VIII.
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Chapitre VII

Le probléme de Stokes avec une viscosité
discontinue

L’objectif de ce chapitre! est d’approcher la solution du probléme de Stokes avec une viscosité discontinue :

Trouver u :  — R? une vitesse et p :  — R une pression telles que
div (—¢(u,p)) = £, dans Q,
div(u) =0, dans ©, (VIL.1)

u=0, surdf, / p(z)dz = 0.
Q

ot p(u,p) = 2n(x)Du — pld représente le tenseur des contraintes, avec Du = %(Vu +'Vu) la partie symétrique
du gradient de vitesse, la viscosité ) appartient a L°(£2). Une hypothése importante de notre analyse est que
T le maillage DDFV respecte les discontinuités de la viscosité. On suppose que la viscosité 1 est lipschitzienne

par quart de diamant : il existe trois constantes C,, C,, C;, > 0 telles que

C, <n(z) <C,, pour presque toutx € , (VIL.2)

n

et
In(z) —n(z)| < Cyle — 2’|, Vz,2’ € @, pour tout ¢ € Q. (VIL.3)

On travaille alors avec une viscosité qui peut présenter des discontinuités le long des arétes primales et duales du
maillage. Cette hypothése suppose que 'on sache identifier les discontinuités et elle n’est pas restrictive méme
si bien siir on ne peut pas encore prendre en compte des interfaces immergées.

On a vu que, méme pour les problémes de diffusion scalaire de la Partie 1, des discontinuités dans les
coefficients impliquent un défaut de consistance des flux numériques du schéma. Le reméde consiste & modifier
le schéma afin de prendre en compte les sauts des coeflicients du probléme et ensuite de récupérer la convergence
d’ordre 1 optimale. Le but de ce chapitre est d’expliciter la construction de ce schéma modifié et d’en faire son
étude. Par souci de simplicité, on restreint notre étude a des conditions de Dirichlet homogéne.

Remarque VII.1

Ici on note le tenseur des contraintes ¢ au lieu de la notation usuelle o pour ne pas confondre avec les arétes
du maillage primal.

Dans ce chapitre, il faut faire attention si I'on souhaite travailler avec le maillage dual barycentrique. En
fait, on va légérement modifier certaines mailles duales. On rappelle qu'une maille duale barycentrique x* est
construite en joignant les centres des mailles primales qui ont pour sommets x« et z, un point de l'aréte

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 244.
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qui a pour sommet xc«. En général, le point x, est choisi comme le milieu de I’aréte o. Ainsi, pour chaque
diamant, on voit apparaitre deux angles o, et o, comme le rappelle la Figure VII.1. Dans les démonstrations
des Propositions VII.7 et VIL.8, du Théoréme VII.10, du Lemme VII.11 et du Corollaire VII.40, on a besoin de
controler la différence o — .. On se donne donc un petit paramétre ¢y > 0. Si les angles sont trop proches
lae — az| < €, alors on redéfinit x, comme l'intersection entre I'aréte o et le segment o*. On modifie ainsi
quelques mailles duales afin d’avoir soit des angles ax et a, identiques comme pour le maillage dual direct, soit
des angles éloignés au moins de €.

Fia. VIL.1 - Les notations d’un diamant D, ,- avec un maillage dual barycentrique.

VII.1 Construction de nouveaux opérateurs discrets

On suppose que la viscosité 1 peut présenter des sauts a travers les arétes primales et duales du maillage.
On a ainsi une viscosité réguliére par quart de diamant o € 9 (voir (VIL.3)) et on note n? = (Ne)een avec

1
ne = — [ n(s)ds la moyenne de n sur un quart de diamant o.
Mo Jo
Au niveau continu, ce sont les composantes normales du tenseur des contraintes ¢(u, p) = 2nDu — pld qui

sont continues a travers les arétes primales et duales du maillage. Par exemple, on a

/ P10y k- (u,p).1d, cds = / P1Q, on (u,p).1,ds. (VIL.4)

K Txc*

On a besoin d’imposer 1’équivalent de cette propriété dans le cadre discret. Ainsi on exprime un tenseur des
contraintes discret o comme pgo = 2noDYu” — p2Id par quart de diamant, (voir Définition VII.6) grace a
des inconnues en pression en plus p2? = (p2)gen, et un tenseur des taux de déformation DY (voir Définition
VII.3). Les nouvelles inconnues seront éliminées algébriquement sur chaque diamant dans la Section VII.1.3.

VII.1.1 Rappel sur les problémes de transmission scalaire

On redonne les principes de la méthode proposée dans [BHO8| pour des problémes de diffusion scalaire déja
présentés dans la Section I1.2.3. On a vu que le gradient discret VPu” (voir Définition 1.7) peut étre défini comme
le gradient de la fonction II® w7 affine par diamant telle que ses valeurs aux milieux des c6tés de D soient impo-
sées par la demi-somme des valeurs de u” aux sommets correspondants (voir Figure VIL.2). Le gradient discret
modifié V¥ est choisi comme le gradient d’une fonction ﬁDuT affine sur chaque quart de diamant ¢ € Qp, qui
coincide avec Ilpu” aux milieux des cotés du diamant D et qui est continue a chaque point zo,., To s Toy s s To
(voir Figure VII.2). On introduit alors quatre inconnues artificielles 6” = 25(5,<, 8z, 0k, 0.+) € R définies comme
la différence entre ﬁDuT(y) et Ilpu”(y) pour chaque y € {ZTox, %o, Topns To,. ;- Maintenant on peut écrire
ViuT = VPu” + Bod”, ot (Bg)gen, est une famille de matrices de Mz 4(R) qui peuvent étre calculées expli-
citement en fonction de la géométrie des quarts de diamant (expression donnée par (VIL.5)). Cette construction,
valable pour un diamant intérieur, peut s’étendre au cas d’un diamant du bord D € D.,; avec §® = (0c) € R.
Sionnote np, =481 D€ Dy et np =181 D E Deyy, alors 67 est un vecteur de R™P.,
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xgﬁ*

FI1G. VIL.2 — La fonction [I°u7 affine par quart de diamant.

VII.1.2 Opérateurs sur les quarts de diamant dans le cas vectoriel

On propose ici d’adapter la méthode décrite ci-dessus dans le cas vectoriel. On va maintenant travailler avec
0P = t(5,<, 0z, 0=, 0.+ ) appartenant & M, o au lieu d’un vecteur de R"® et la famille de matrices By est la
méme. On définit les opérateurs discrets qui interviendront dans notre schéma modifié et dans son analyse.

Définition VIIL.2 (Gradient discret sur les quarts de diamant)

Le gradient discret sur les quarts de diamant d’un champ de vecteur de (R2)T est défini par VY (RQ)T —

(vguT)Qgg € (M2(R))Q7 ou
VNu” = VPu? + '67'B,, Vo€ Q,, VpeD,

avec 0° € (M, 2(R))® un ensemble d’inconnues artificielles et (Bo)geq,, une famille de matrices de
Mo (R) définies de la maniére suivante :
e VD € Djpns, on prend 0° = t(5,<, Op,Oxcx, 0% ) € Myp 2(R) et pour les quatre matrices Bg :

— = = —

Moy Doy e mo')c* Noxc Moy Noye1c* mo'ﬁ* Noxc

BQ}C,}C*: m ,0, m 0, BQK’L*: - ,0,0, )
Qi ic* Qi ic*

= -
B _ mO’LﬁULIC* Mo+« Noxc B o Mo, ﬁcrLKl* Mo« Norc
Qr c*x— 077 7077 ’ Qro*— 07 - 70 .

b
Mo, o« Mo, p« Mo, jox Mo, o«

(VIL5)

e VD € Deyy, il y a seulement deux quarts de diamant dans Qp, on prend §° = (5,<) € My, 2(R) et les
deux matrices correspondantes Bo sont données par :

N _
B - mo,cn,,,c,c* B o mo;cna;cic*
Qe c* ’ Qe — | .
Moy o Moy o*

Grace au gradient discret sur les quarts de diamant, appelé aussi gradient discret modifié, on peut définir
un tenseur des taux de déformation sur les quarts de diamant d’un champ de vecteurs de (RQ)T, appelé aussi
tenseur des taux de déformation modifié.

Définition VIIL.3 (Tenseur des taux de déformation sur les quarts de diamant)

Le tenseur des tauzr de déformation d’un champ de vecteurs de (RQ)T sur les quarts de diamant est défini
de la maniére suivante : DY : (RQ)T — (DYuT)geq € (M2(R))2, avec
1

D¥u” = 2 (ViuT +(Viu7)),  veeq.
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On remarque qu’il peut également s’écrire comme

1
DY¥u” = Du” + 5 (tamBQ n BQ(SD) . VYoeQ, VYpeDd.

De plus, d’aprés les expressions (VIL.5) données des matrices Bg, on a la propriété suivante

> mgBg = 0, pour tout € D.
Q€D

Une conséquence de cette propriété est le résultat suivant.

Lemme VII.4
Pour tout o € @, tout £ € M2(R) et tout § € Mo, (R), on a

‘fzi Z Mo (‘f"‘%(BQé"'tétBQ))-

Mp ocp

Meéme si on n’a pas encore déterminé les valeurs des inconnues artificielles 67, ce lemme implique que les
opérateurs D® | DY, V® et VY vérifient les relations suivantes :
D, T 1 N T DT 1 N T
DPu” = — 3 moDju”, VPu® = — > moVyu?, Vped. (VIL6)
Mp genp Mp genyp
Gréace au tenseur des taux de déformation sur les quarts de diamant, on peut définir un tenseur des contraintes
visqueuses et un tenseur des contraintes sur les quarts de diamant, comme suit.

Définition VIL.5 (Tenseur des contraintes visqueuses sur les quarts de diamant)

Le tenseur des contraintes visqueuses d’un champ de vecteurs de (RQ)T sur les quarts de diamant est défini

de la maniére suivante : DY : u% € (RQ)T — (DZ’NUT)Deg € (M2(R))®, avec

1
DINu” = — > mgnoDY¥u”, VpeD.
Mp genp

Définition VII.6 (Tenseur des contraintes sur les quarts de diamant)

Le tenseur des contraintes ¢ d’un champ de vecteurs de (RQ)T sur les quarts de diamant est défini de
la maniére suivante : p2 : (€2,8%,¢2) € (M2(R))® x (Myp 2(R))® x RY — (gpg(gp,ﬂb,qu))geg €

(Mo (R))2, avee

0o (€7, 87,¢7P) = 2no€” + no(Bof® + 'BP'By) — ¢°1d, VYo €Qp, VYpeED.

VII.1.3 Détermination des inconnues artificielles

Sur chaque diamant D € D, on a 3 X n, inconnues scalaires artificielles (67, p2?) qui peuvent étre éliminées
en imposant la continuité de la composante normale des tenseurs des contraintes a travers les diagonales du
diamant p. La version discréte de la conditon (VIL.4) est pour tout D € Dipns, D = Qi e U Qe+ UQp xx UQp o+

— DT D =
""cisDQL,)C*(D u 55 7pQ£7;C*)n0K.7

ﬁaK. = @QL,L* (DDUT, 5D;pQL,L* )ﬁ"’c’ (VII?)

=11

D T D
SDQ}C,)C* D"u 75 ’pQ}C,K*

)

SDQ;C’E* DDuTv(SDva;C,L*)

DDuT7 6DapQ;<,;<* )ﬁa;CIC* = QDQK,E* (DDuT7 6D7PQK,E*)
)

—

(
(

QDQ;C,;C*( ncr;CTC*7
(

D..T D _ D..T D —
Poy = D"u”,0 1Poy o /o prc* —‘PQLE*(D u”, 7179&@)“:%&*7

et pour tout D € Doy, D= Qi cx U Qc o*
{ CPQK’K* (DDuTv 5DapQ,<,,<* )ﬁa';clc* = @QK,E* (DDuTv 5D7pQ}<,L* )ﬁf’ic’c* (VHS)
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Cela nous donne 2n, équations, le systéme linéaire est sous-déterminé. On va ajouter d’autres conditions, pour
cela, on se rappelle que 'on considére des fluides incompressibles, c’est-a-dire que la vitesse vérifie divu = 0.
Au niveau discret, on a ajouté un terme de stabilisation ainsi on n’a pas divPu” égal & zéro. Néanmoins, on
souhaite avoir Tr(V&u”) = div"u” pour tout @ € Q4 et pour tout » € D. Pour cela on impose que

Tr("0”'B,) =0, Ve € Qy. (VIL9)

Comme les matrices By vérifient Y
la condition

ocnp, MeBo = 0, ces équations ne sont pas indépendantes, on ajoute donc

3 mop® = mpp”. (VIIL.10)
Q€D
Il faut remarquer que I’étude de existence des inconnues (67, pQD) n’est pas une simple adaptation de la
démonstration dans [BHOS8], car on utilise le tenseur des taux de déformation et non pas le gradient discret.
On commence par étudier le systéme linéaire surdéterminé suivant : pour Fg € M3(R) donné, peut-on trouver
0% € My, 2(R) tel que
'6P'By 4+ Bod® = F,, Vo€ Q. (VIL11)

Proposition VII.7

Si Fg =0, pour tout @ € Qp, les solutions de (VIL.11) sont engendrées par §o € My, 2(R) -
— 00 =0, si ax # a,, (angles définies sur la Figure VII.1).
¢

—

- - -

Ny Noxe Noxex N, .

750: - 3 3 y T ; ST Qe = Q.
Mo Mo, Mo Mo«

Proposition VII.8

Sous les hypothéses suivantes

Fy est symétrique pour tout @ € Qp et Y. mgoFy =0,
2€fp (VIL.12)
t= — t = -
Moy o TIC,LFQK,K* Tr,c+ Mo o« TIC,LFQK,L* Tr,e =0,

- Si ax = a,, le systeme (VIL.11) admet une solution (non unique) si on ajoute ’hypothése suivante :
Mo oo TrorenFog oo Trmer + Moy oo Tro oo Foy oo Free e = 0. (VIL.13)

La solution est unique si on impose la condition dite “d’orthogonalité” : (6 : &) = 0.
- Siae # ag, le systeme (VIL11) admet une unique solution. Il faut noter que dans ce cas on a toujours
(0 : d0) =0, car on a posé §y = 0.
On rappelle que 0y est défini dans la Proposition VII.7.

Proposition VII.9
Pour tout p € @, les conditions (VILT) ou (VIL8), avec (VIL.9)-(VIL.10) et (67 : d9) = 0 sont équivalentes

a
Z mQ@Q(DDuTa 5DapQ)BQ = 07 (VHl4a)
Q€D
Tr("07'Bo) =0, Yo € Qp, Y mop® = mpp?, (VIIL.14b)
Q€D
(67 : 60) =0, (VII.14c)

ou ¢ est défini dans la Proposition VIL7.

On peut maintenant montrer 1’existence et I'unicité des inconnues (62, p2?) € M,,,, 2(R) x R"® entiérement
déterminé diamant par diamant par (D”u”,p”) € M3(R) x R.

Théoréme VII.10

Pour tout D € D et tout (DPu7,p?) € Ma(R) x R, il existe un unique couple (67, pI?P) € My, 2(R) x R"P
vérifiant (VII.14).
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Démonstration : On travaille diamant par diamant. On fait la démonstration uniquement pour des
diamants intérieurs D € ®;,¢, ainsi on a np = 4. Le cas des diamants du bord D € D.,; peut se traiter de la
méme maniére. Soit D € D;pe. On écrit le systéme (VIL.14) comme un systéme linéaire rectangle AX = b avec
Ae M14712 (R) etbe R14, donné par :

2oy or = Moy o DU Hox
2Ny o+ — Mo, o+ )D7UT A
Q(UQ,C,,C* - WQ,C’L*)
2(Nay v —Nep »)D"u
b= 8 eR™. (VIL15)
0
0
mpp”

0

o
=
Ny
1
9
a
a
*

On commence par déterminer le noyau de A. On prend donc DPu? et p” égaux a zéro, ainsi le second membre
b est nul. En multipliant & droite la relation (VII.14a) par 6” et en prenant la trace, il vient que

> mg(@Q(DDuTa(SDaPQ) : Bod”) = 0.
Q€eNp

La Définition VII.6 du tenseur des contraintes ¢o, qui est une matrice symétrique, donne alors

% Mo (20eDPu + 1o(Bod® + 07t By) — p2lId : Bod® + 67t B,) = 0.
(21395}

De plus, on a (Id : Bod® 4 67" By) = Tr(Bo6?). D’aprés (VIL.14b) on a Tr(Bod”) = 0, ceci conduit &

ZQ Mo (2neDPu” 4 1o (Bod® + 07! B,y) : Bod®) = 0. (VIL.16)
QEN D

Grace a DPu” = 0, on obtient

> anQ(t(SDtBQ + Bod” : Bod”) = 0.

2€0p
Comme la matrice "67* B, + Bo0” est symétrique, on en déduit

5 manol'97 B + Bob [ = 0.
Q€D

Par conséquent, il vient que
"7t By + Bod® =0, Vo€ Qy.

On en déduit, en utilisant le fait que (6” : dg) = 0 et grace a la Proposition VIL.7, que 6® = 0. De plus, la
condition (VIL.7) se réduit ainsi a

(pg,c,,c* *pQL,,C*)nafc =0, (pQ,C,E* *pQE,L*)ﬁa =0,

<
g —
(pQK,,C* - pQK,E* )na;clc* = 07 (pQL,)C* — pQL,L* )naﬂ,c* = 0.

On obtient alors que po, . = Po, o« = Po, ,« = Po, .. €t grace a (VIL.10), finalement on en déduit pRP = 0.

Il reste & étudier le noyau de I'adjoint de la matrice A. Pour cela on a besoin de différencier deux cas en
fonction des angles ay et a..

eCas o, # o, : On montre que le noyau de I'adjoint vaut Ker’ A = VectX, avec :

_t 14
Xl - (Oa : 507mQKV,C*amQ,CYC*amQLK*amQLL*aOaO) eER™.

On obtient immédiatement que (X1,b) = 0 ou b est donné par (VII.15). Ceci donne b € (Ker’fA)L = ImA et
ainsi on en déduit I'existence du couple (67, p2P).
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eCas ax = a, : On détermine le noyau de I’adjoint KertA = Vect(X1, X2) avec X; donné ci-dessus et

t—

t - - —
X2 = (7tna-,<7€*; na—,cic*;tnalcaitna-ic;ov"' 50) S R14'
. . € . N
On doit encore une fois montrer que b € ImA = (KertA) . On a toujours (X7,b) = 0. Il reste & montrer que
(X2,b) = 0, ainsi on calcule le produit scalaire :

T =

—

(X2,b) = 2(77@,9,@* Ne, xx )(DDuTﬁaK) : ﬁa,crc* + 2(77@,9@* Nep p* )(DDU Hox) - Noperc*

+ Q(WQK’K*_ Ny o+ )(DDuT.ﬁUK,C*) Do — Q(nQE’K*— Ny o )(DDuT.ﬁc,’c,c*) “Dosc.
Comme DPu” est une matrice symétrique, on a que (DPu”.fi,«) - i, x+ = (DPu” .M, k) - fi,x, On obtient
(Xa,b) = 0. Par conséquent b € ImA, et on en déduit I’existence du couple (67, p2?). [

A partir de maintenant, les inconnues artificielles (67, p2?) sont déterminées, elles dépendent linérairement
du couple (DPu?,pP). En fait, on montrera dans la suite que I'inconnue §% est entiérement connu a partir de
la valeur de DPu”. Ainsi les opérateurs sur les quarts de diamants sont complétement fixé. En effet, on a pour
tout 0 € Qp et tout D€ D :

VAu” = VPu” + 67 (D”u”)! B,
D¥u” = DPu” + Bod®(DPu”) + 67 (DPu”)  B,.
De plus, pour tout » € ®, au vu du choix de §7, on a pour tout @ € Q :

Tr(V¥u7) = div®(u7). (VIL17)

VII.1.4 Exemple de calcul des inconnues artificielles

On peut expliciter le calcul des inconnues artificielles (67, p27) dans le cas ou la viscosité i est constante
par maille primale, égale & n; sur K et & 72 sur c.

F1c. VII.3 — La viscosité constante par maille primale.

La solution (59 - t((S,C, 8y 0xcn,0,%),p2P = t(pQK’K* ‘Do g Pop s Pag o )), dans le cas de la Figure VII.3,

vaut bz
— =
0 =0, =0 O+ = O0p» = Moy xxMay (m —n2)(D7u” digxc) - Frex,ex
K =0 =0V, K* = Og*x = — Tic*,c*,
Mo v T MM,
Mo, yx

Pog x = D" +2(m —12)(D7u” fiox) - fioxc s Do e = Do

Moy v + Mo, icx

Moy o=

Poy r =P° +2(n2 —m)(DPuT figx) - flox s Pop e =Pog e

Moy o +m9£,)c*

Dans la Figure VIIL.3, le vecteur mi,, est colinéaire & ’axe des abscisses, ceci va simplifier I’expression du tenseur
des contraintes visqueuses dans la base canonique donnée ci-dessous. On peut calculer les valeurs de Bod6” :

DT = =
B.  §p— _ Mook (m — n2)(DPuT figx) - Trex,on b .
QO o = - Mo (ch*,z_* ® fox ),
’ 772mQ,<,,<* + nlmgﬁ’,@

DT = =
B. §7— Mekkr (m —n2)(DPu fi,x) - Trex, o b .
o 0 = Mo (Trex,cx @ forc),
’ M2Mg o + MMa, o«

DT = —
D Moy v Moy o (771 - 772)(D u” i) Trre* Mow ¢, N
BQ L0P = — . - (TK.* cx O n 1c)
K,L , oK)
772m9,<,,<* + nlmgL,K* mQ;c,L*

DT = -
5P Moy cxMay o (771 - 772)(D u 'nv’C) "Trxer Moo ¢, ,
BQL,L* = (TK*,L* ® ncﬂc)-
M2Meo o + hme, - Mop c
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1
Ainsi le terme — % Mone(Bod® + '67¢By) vaut :
D oeldp
L Z me™n (B 0% + t(SDtB ) = —-2m Moy ox Moy o (771 - UQ)Q(DDU-T'ﬁU’C) '?K*,ﬁ*
Mo ocp erenTe ° ’ (UQmQ}c,)c* + Mmme, - )mD

("_"1:*,1:* & ﬁafc) .

Dans ce cas, si on note le tenseur des taux de déformation par la matrice DPu? = (?; 7) dans la base

8

canonique, le tenseur des contraintes visqueuses vaut

Mo N+Mmo N2 (Moy +Mo )N1n2
DTN uT = Moy +Mo Mo N1+Moy N2
D (Mo +mMo )Min2 ma,cm-l-matnzﬁ
Mo N1+Mo N2 Mo +Mo

N . L .

On constate que D™ u” n’est pas proportionnel au tenseur des taux de déformation D?u?. On a une moyenne
arithmétique de la viscosité sur les termes diagonaux et une moyenne harmonique de la viscosité sur les termes
non diagonaux.

On remarque dans le cas ot 173 = 72, que 67 = 0 et p© = p?, pour tout @ € Qp. Ainsi on en déduit que

N . . N .
DZMu? = n;DPu?. Dans ce cas, le tenseur des contraintes visqueuses D" u? est proportionnel au tenseur des
taux de déformation DPu? et uniquement dans ce cas.

VII.1.5 Propriétés des inconnues artificielles

On présente deux résultats sur les inconnues artificielles (62, p2?). Tout d’abord, on montre une estimation
entre Bod” et Bod® + ‘6P By, qui peut étre vue comme une inégalité de Korn locale a un diamant D par
rapport aux inconnues artificielles en vitesse. Comme dans la démonstration de l'existence de §7, les deux cas
o = a, et ax # a, doivent étre étudiés. Le second résultat illustre la forme générale des inconnues pQD.
Lemme VII.11

Pour tout D € D, pour tout §® € My, 2(R) tel que (87 : §) = 0, il existe une constante Cs > 0, dépendant
uniquement de reg(T) et sin(eg), telle que

> mollBod®lIF < Cs 32 moll Bod” + 67" BollF,

Q€D Q€D

ot &g est défini dans la Proposition VIL7.

Démonstration : On fait la démonstration uniquement pour des diamants intérieurs D € 9;,, ainsi on a
np = 4. Le cas des diamants du bord p € ®.,; peut se traiter de la méme maniére. Soit D € D;;,;. On commence
par rappeler les notations des différentes bases présentent dans un diamant o dans la Figure VII.4.

x;c*
a
K ‘,‘ -
K 'palc
~' E Y
&4 ~
K4 — ?
Q LSV
’ A
8 , ~ ,
Y N )
’ s N o
’ z L, N ,
. /Z nf’L’C* kS
U T * =
R oIk TO'LIC* ““
¢ = (ol S NERCN
K - 0
~l /n"’ch;f“ z '.'.'n - \\‘—
~' 7 R — .'.'\\%xﬁ
¢ 7 - - TK. C -

5]

Fi1G. VII.4 — Notations dans un diamant b.
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On rappelle également quelques produits scalaires entre ses différents vecteurs

~ - . - - . _, -
fox * Toerr = sin(ax), Oox T+ = sin(ay.), Mo - Trw,ex =0,

O, xcx - Tre,cx = sin(og), O, e - Trx,cx = sin(a;), O, xcx " Toer= =0,

o Toper = sin(ae —ag), O, xcx - Torcr = sin(a, — ax),

Mg xx -y e = cos(ax — o), 0,  Toprx = 0.

Estimation entre 6 et Bod” + 67" B, : On explicite les composantes de 6 dans les bases d’un diamant

[0k =pxTrmer + Acllare, e = peTre,ex + Aclox, (VIL18)

t - — t - —
O =pr*Toprc* + )\;c*na,crc*a O = PorToprex + A= Nocic*s

ol ., \. appartiennent a R. On pose So = Bod” + "6 By, pour tout @ € 94, on remarque que ' X Bod?X =
tXtévtBQX pour tout X € R2, pour obtenir

Mot X'6Pt BoX = %tXSQX, VXeER?, VYoe,.

Ainsi la définition de Bg (VIL5) et la décomposition de 7 (VII.18) impliquent quatre équations correspondant
a chaque ¢ € Q,, pour tout X € R? :

HicMeoy (X : "_"rc*,c*)(X : ﬁa,crc*) + >\)<ma;< (X : ﬁaic)(X : ﬁaKK*)

B B B B Moy o (VIL19a)
+ Mo yw P (X : Ta,CIC*)(X M) + )‘/C*mUK* (X : no’;CKl*)(X : nchl) = T XSQ;C’K* X,
— Moy Pk (X : ¥x*,c*)(X : ﬁa,cfc*) - )\;cmo;c (X : ﬁa’K)(X : ﬁa'KIC*)
. . . . Moy pny (VH.lQb)
+ Mg o fhr* (X : Ta,cm*)(X : narc) + )\L*mo'L* (X : naKK*)(X : narc) = 9 XSQK’L* X,
ma’g,uE(X : ¥x*,c*)(X : ﬁo'LIC*) + >\Lmo'L (X : ﬁa’K)(X : ﬁa[_x*)
_ o . _ L Mo, (VIL19c)
Mo Pic* (X - Ta,CIC*)(X Tigx) )‘K*mU,C* (X - ncr;CTC*)(X M) = B) XSQE,;C* X,
- mo’L:u’l:(X : ?K*,L*)(X : ﬁaﬂlc*) - )‘Lmag (X : ﬁa;c)(X : ﬁaﬁrc*)
(VIL19d)

- _ _ - Mo, o
— Mo o= (X : TU;CIC*)(X : ncrlC) - )\ﬁ*maﬁ* (X : na’CIC*)(X : naiC) = — tXS X.

2 Qr.c*

On en déduit les quatre différentes valeurs de . en prenant X = 7, _,~ dans (VIL.19a)-(VIL.19b) et en prenant
X = Ty, dans (VIL.19¢)-(VIL.19d).

Moy t o =
M = 1 TIC*,L*SQ;C’K* Tirc*,c*s
He :%t‘?m*,c*sgﬁx* Trex,c*,
Horc* :m:;)c t%’x*,c*sg,cy,c* 7_-’76*,[,*5
= :m:;)c t%’x*,c*sgmﬁ* 7_"7<.*,c*-

Gréace a la relation (I.1), on a l'estimation suivante pour les quatre . :

p? < Clreg(T)) 3, mollSoll7- (VIIL.20)

2€0p

Maintenant on s’intéresse aux quatre valeurs de A . Les équations de (VII.19) peuvent se réécrire comme suit

()\}Cmo';c +)"C*m‘7)c* )(X : ﬁaiC)(X : ﬁa,CIC*)

ey ) ) } _ (VII2la)
:T, XSQ}C,)C*X — HxcMoy (X ! TK*,L*)(X ’ nff;c’c*) — Moy K (X ’ TUK.K*)(X ’ n"’c)7
(_)‘lcma)c + )‘C*maz;* )(X ’ ﬁU’C)(X ’ ﬁUICK*)
(VIL21b)

X+ ma;chC(X : ?K*,L*)(X : ﬁcr;cic*) — Moo o> (X : ?amm*)(X : ﬁcﬂc)’

K, L*

Mo p+ 4
—_Cxrtixg
2
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()\Lmo'g (X : ﬁaﬁic*) - )\K*mo',c* (X : ﬁa,clc*))(X : ﬁalC)

Moy k= - N N . (VIL.21c)
= 2, XSQL,K*X_mO'LME(X.TIC*,L*)(X'naﬁiC*)J’_mo'K*/'[/}C*(X'TU;CIC*)(X'HUIC)7
(_)\Cmo'g (X : ﬁaﬂic*) - )\L*maﬁ* (X : ﬁa,clc*))(X ) ﬁaiC)
Mor ey = L . . (VII1.21d)
R X Mg (X - B ) (X ) g e (X - P ) (X - T,
Maintenant on différencie deux cas en fonction des angles.
eCas ax # a, : On adans ce cas |ii, . cx - Tooxcx| = |sin(a, — ax)| > sin(eg) # 0. On obtient les quatre

différentes valeurs de A, en prenant dans (VII.21c) respectivement X = 7, _,c« et X = T, _x~«, et dans (VII.21d)
X =7, x+. La valeur A¢ se déduit a partir des autres et de (VII.21a).

Mg, ., sin(a,) : 1 My, .
_ < — — — — <
Az s - O'KK*SQE’}C* Towr* = 7 MeToex* " Trx,cx T - M,
sin(a, — ay) sin(ax) sin(ay) Mo, sin(a, — ax)
1 Mo
L t= — — —
Ars = — 7 3 [ 1 TULK*SQEJC*TGLIC* + e Toprc* 'Ta,CIC*i| )
opek* T oy c*
1 Mo
L t= — — —
Agr = — 7 3 [ 1 TULK*SQEVL* Topx* T HerTopr* 'TU;CIC*:| )
ope* T oy c*
Mos ¢
_ j — — — —
Axc 4sin(a ) (TIC*,L* + TG'KK*)SQK,’C* (Trc*,c* + Ta,cic*)
K
1 R - o Mo
K* =
- [+ o) (T + e
K oK
Mg« Mo, ¢t
j L t—= — — —
+ = = |: TULK*SQL o Topr T U Toprex 'TUKK*:| .
mU}CTULIC* : na’CKl* 4 ’
En utilisant le critére € et 'estimation (VII.20), on obtient
2 : 2
A7 < C(reg(T),sin(e0)) 22 mollSell%- (VIL22)

2€Qp

Finalement, on déduit grace a (VI1.20) et (VI1.22) que

16717 < C 32 mollSollF = Clreg(T),sin(eo)) 32 moll Bod® + 67 Boll7-.

2€0p €D

eCas o, = a, : On rappelle que dans ce cas, on a choisi §7 tel que (67 : dy) = 0. Le systéme linéaire
vérifié par les quatre A est le suivant BA = F, ou B est la matrice de M5 4(R) suivante

Moy 0 Mo 0
Moy 0 0 Mo
B = 0 Mo, Moy 0 ,
0 —Mo, 0 Mo
1 1 1
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A= t()\,c,)\ﬁ, Acs, Ao+ ) est un vecteur de R* et F' = t(FQ,CYK*,FQKWL*,FQLK*,FQLH,O) est un vecteur de R®
avec
1 mQ;c K* t
FQ;C,/c* :sin(T)Q 9 (TIC* e+ T L)SQK o (TK.* o+ Tr [_)
D
My - . .
 sin(a )MK(TK*,L* + Tr,e) - Trex,cx
D
ma';c* — — — — — —
sin(ap )? fics (Trcxox + Tre,2) - Tre,e(Frer,ex + Teye) * Mo,
1 mg
FQK,E* :m ;L* t(?ic*,g* + ?K,L)SQK’L* (?K*,L* + 7_:IC,£)
D
Mo - — —
sin(a )“K("'m*,c* + Tr,z) - Trex,cx
D
Mo . . . L - .
- sin(a )2 Mg (TIC*,L* + TIC,L) : TIC,L(TIC*,L* + TIC,L) *Noxc,
D
1 mg
FQC,}c* :—Sin(a )2 ;,K* t(q_",c*,[_* —+ ¥K’L)SQ£,K* (7_:16*,[.* —+ 7_:76,[_)
D
Mo, - . .
 sin(a )Ma(ﬂc*,g* + Tr,e) - Trex,cx
D
m
sinz(’lc* )“K* (T ex + Treye) * Tryes
D
1 mg
FQL,L* :m%t(?lﬁ,g* + T L)SQL ¥ (TIC*,L* + ?K,L)
D
m
sin(zj )ML(TK* o+ Tre,e) - Trex,cx
D
m
sin;oeﬁ )M“ (Trex,ex + Tr,2) * T,
D
De plus, on a . Fg = 0. Ainsi estimation (VII.20) donne, pour tout o € 9, que
2€0p
[Fol? < Clreg(T))d > mollSol%- (VIL.23)
€D

La solution de BA = F est solution de

Mgy 0 0 Mo s 7FQL,)C*
0 Mo, 0 Moo | A — fFQLC*
0 0 Mo Mo, FQ}CYK:* +FQK:7£* ’
0 0 0 b* b
1 1 1 1 . F. . F. .+ F .
avec b* = —my . —t—t——+— et b = — QCQ”C Qgt _ Sk 5 SkL”  Ainsi on
ma;c mag ma,c* O oK ma[; O c*
obtient la solution suivante
b 1 b
>\L* b*’ >\IC* :m (FQIC,IC* +FQ?€L* mgﬁ*b_*)7
. oK ) . ) (VII.24)
Ae = Moy (_FQE’L* — Mo, g) ) A = Moy (_FQE’K* +maﬁ g) .
On remarque que
* * 1
B> < Creg(T)) 5 > mallSallF et [b*|= —b" > Clreg(T)) - (VIL25)
dD eep dD
Grace a (VIL.25), on obtient
2
2
Ae- "= 12| < Clreg(T)) Z mollSell%-
2€Qp
Ensuite on déduit grace a (VIL.24), (VIL.23) et (VIL.25) que
A < Clreg(T)) X mellSall% (VIL26)

Q€D
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Finalement, on obtient en utilisant (VI1.20) et (VIL.26) que

67115 < Clreg(T)) 3= maollSollF = Clreg(T)) 3 mollBod” + 67 Boll3-

2€0p eep

Estimation entre B,4” et 67 : Par exemple pour @ = 9k =, on a

1
Bg, .07 = (mg,C TT 5L+ Moy TR mg,cﬁc,,c,c*é,% + Mgy ﬁa,c(;?c*) .
Y mQ;c,;c*
Ainsi, il vient que
IBoy - 071% < 8 I*8c 13 + éﬂw I3
Gierex” MF = sin(ar)?m? 12 sin(ar)2m2 "2

Grace & dp < Cmin(mg,, Mo, ), on en déduit

1
IBey - 87l < C 167 1%
D

L, kc*
De la méme maniére, on obtient pour tout ¢ € Q,
D2 1 D2
I1Bo0”l7 < Clreg(T)) 16”7
D

Finalement en utilisant la relation reg(7), il vient que

> mollBod” % < Clla” |17,

€D

ceci conclut la démonstration.
]

On généralise maintenant la forme de I'inconnue p2? donnée dans la Section VII.1.4 pour un cas particulier.
Lemme VII.12

Pour tout p € D, tout (D”u”,p”) € M2(R) x R, il existe une constante Cg > 0, dépendant uniquement
de reg(7T) et C,,, et une fonction linéaire o » telles que la solution (67,p27) de (VIL.14) avec (DPu7,p®),
est la forme suivante :

p° =p” + a5 p(D"u”), ot s = &p N do,

avec |as,p(q7)|* < Collg®||%, pour tout g7 € Ma(R).

Démonstration : On suppose que (67,p2?) est solution de (VII.14) avec (DPu7,p?). Pour simplifier les
notations dans cette démonstration, on désigne as »(D”u?) par ag si s = 9pNJQ. On pose alors ag = p© —p=.
Ainsi on a que le couple (07, ag,, ) vérifie le systéme suivant

> mope(DPu”, 6%, ag)Be =0, Tr(t(SDtBQ):Oa Vo € Qp,
2€0p
VII.27
> moage =0, (6% : dp) = 0. ( )

€D

On remarque que ceci implique que 6 ne dépend que de D”u?. En utilisant la valeur de ¢4 dans (VIL.27), on
en déduit que
> moagBo =2 Y mgneDYu” B,. (VII.28)
2€Qp Q€D

On remarque que [[me . Bo, . I = m2 +m? . < 2d3. En fait, cette estimation est vraie pour tout @ € Qp.

Ainsi on estime le membre de droite de (VII.28) grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2€0p 2€0p

2 > mgnnguTBglllfondD( > |||DSUT|||2f> : (VIL.29)
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Puis on calcule le membre de gauche de (VII.28), il vient que
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> mQaQBQ|||2]: =Mg, (OZQ,C,K* — Qoy )2 + mgﬁ (OZQE,,C* - O‘QLE*)
€D (VIL.30)
+ Mo (CYQ,CV,C* — Qo s )2 + mit* (O‘Q;c,a* — Qop - )2
En regroupant les deux résultats donnés par (VIL.29) et (VIL.30), la relation (I.1) implique que

oo — vor| < 2Cyreg(T) ( >, IDSuT|%

) ,Vo,0’ € Qp tel que 2N 3" # 0.

2€Qp
En utilisant ’estimation suivante (VIL.36), on renvoie pour sa démonstration a celle de Lemme VII.18

=2
G, 3 molPFu|% < Cyms[D7u”|%,
Q€D
et le fait que 22 < reg(T )3, on obtient

—2
C
% IDSu™ (% < reg(T)* =5 ID”u”||%.
QEN D
Ceci donne

=N

—2

C
lovg — agr| < 2reg(T)5/QC—n|||DDuT|||}-. (VIL31)

~n
Maintenant on peut estimer |ag| avec des différences comme agr — agr, et en utilisant (VIL.27), c’est-a-dire que
mgoao = 0. Finalement, I’estimation (VII.31) conclut la démonstration en posant Cg = 6

oo
Q€0

reg(7)5/26i
S T

=N

]
VII.1.6 Définitions des produits scalaires et normes associées sur les quarts de
diamant

On définit maintenant les produits scalaires sur les espaces d’approximation sur les quarts de diamant :
(2,970 = X mopqS,

vp?, ¢? € RY,
€N
(2 :9P)q = ang(sg L 99),
Q€

et les normes correspondantes :

v&-ﬂ, ¢Q S (MQ(]R))Qv

g%z = (¢%,¢%)3, VYg? €R2, €2 = (67 :€9)3, VET € (Ma(R))?
VII.2 Définition du nouveau terme de stabilisation
sur les quarts de diamant.

Maintenant, on peut définir un nouveau terme de stabilisation, qui prend en compte les sauts de pression
Définition VII.13

On définit un opérateur du second ordre discret, noté A® : p? € R2 — A®pQ € R?, avec (voir la
Figure VIL.5) :
ADpQ = L d723 + d723’

o’ o)
(p -Pp )7
m ;o d2
Ds=9|o D
=D|D'E€ED

VDeD.
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s =9l =p|D

Fi1c. VIL.5 — Un diamant D et ces diamants voisins D’.

Comparé au terme de stabilisation de la Définition IV.10, on a juste remplacé la différence le —p® par pQ, —p=.
Ceci nous permet de considérer les sauts de pression sur les quarts de diamant. On définit un autre opérateur
qui utilise la fonction o, » introduite dans le Lemme VII.12, afin de donner le lien entre A® et AP,

Définition VII.14

On définit un opérateur du second ordre discret, noté A2 : ¢® € (M3(R))® — A®2¢® € R®, avec :

1 d2 +d2,
qu’D:_ Z Dd%D

D s=Dp|D'€ED

(s, pr (qD/) —as5(q")), VD €D,

ol o p est la fonction définie dans le Lemme VII.12.

Définition VII.15
On définit la semi-norme discréte, pour tout ¢° € (Mo(R))® :

o= X (d3 +d3) (00 (¢7) — asn(q7))?,

s=D|D’'€S

ol o p est la fonction définie dans le Lemme VII.12.

On peut estimer cette semi-norme avec la norme ||.||2. En effet, 'inégalité de Young donne

®an<2 X (d+d3)(laso (@) + laso(d®)).

s=p|p'€&
Gréce a la propriété |as »(¢7)|*> < Csllg” | % et a la relation (I.1), on obtient
®150 < Cella® I3,V ¢® € (Ma(R))?, (VIL32)

avec Cy = 8Cgreg(T)%(1 + reg(7)?). Maintenant on peut relier les deux opérateurs A® et A®, grace a AZ. Le
Lemme VII.12 donne les valeurs de p2 en fonction de DPu7 et p®, il vient que

dymsAPpY = Y (dp+dR)(p? - p?)
s=go|o'=p|D'€fD

> (@4 d2)(p” + e (D7'UT) = pP — g, p(DPu”)).

5:D|D’E€D

Les Définitions 1V.10 et VII.14 impliquent donc que
Vpe®,  APp?=APp° + ATD®u”. (VIL33)

VII.3 Principe du schéma m-DDFV

Le schéma m-DDFV est le suivant. On intégre le bilan de quantité de mouvement du probléme (VII.1) sur
les mailles primales intérieures 91 et sur les mailles duales intérieures 9t*. L’équation du bilan de masse est
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directement approchée sur les diamants en utilisant le nouveau terme de stabilisation. On impose la condition
de Dirichlet sur les mailles primales et duales du bord 991U IM*. Finalement l'intégrale de la pression doit étre
nulle. Les différences avec le schéma (VI.4) sont le tenseur des contraintes visqueuses et le terme de stabilisation.
En effet, on remplace n® D®u? (resp. —Ad% A®p®) par DY u” (resp. —)\d%é@pn) comme suit :

Trouver u? € Eg et p® € R® tels que,
div™ (—2D%Vu” + p®Id) = ™,
div™" (—2D%Vu” + p®1d) = £, (VIL34)
div® (uT) — A3 APp? =0,
> mpp® =0,
DED

avec A > 0 donné, £ = P2 f et £ = P2 f, ot les projections sont définis par (IV.3), et pour tout o € D,
(67,p2P) € My, 2(R) x R vérifie (VIL.14). Comme les inconnues artificielles (67, p2P) sont entiérement
définies sur chaque diamant a l’aide du couple (DPu”,p?) et ce de fagon linéaire, le systéme reste linéaire et le
nombre d’inconnues du schéma modifi¢ est le méme que celui du schéma DDFV (VI1.4).

Si on prend le terme de stabilisation —\d% A®p® au lieu de —\d% A®p2, le schéma est encore bien posé
néanmoins ’estimation d’erreur d’ordre 1 ne marche pas, car on ne prend pas en compte les sauts de pression.
Les tests numériques illustrent la différence de comportement des deux termes de stabilisation. On observe dans
la Section VIL7 une perte de convergence si on utilise le terme de stabilisation —A\d% A®Pp?®.

Remarque VII.16

Comme on l’a vu, dans la Section V1.5 avec une viscosité constante, notre schéma (VIL.34), sur des maillages

rectangulaires, est équivalent (excepté sur le bord) & des schémas MAC découplés écrits sur deux maillages
différents et décalés. Ainsi lorsque la viscosité est discontinue, le schéma (VI1.34) donne une généralisation
possible des schémas MAC pour des fluides diphasiques.

VII.4 Reésultats sur les tenseurs des taux de déformation discrets

Dans cette section, on présente plusieurs résultats sur ’opérateur du tenseur des taux de déformation modifié.
On commence par comparer le tenseur des taux de déformation discret et le modifié. Puis on montre le résultat
important qui est une inégalité de Korn pour les opérateurs modifiés. La démonstration de cette inégalité n’est
pas juste une extension de celle du Théoréme VI.4, elle utilise les inconnues artificielles et le Lemme VII.11,
qui est une sorte d’inégalité de Korn locale & un diamant. On commence par majorer le tenseur des taux de
déformation discret par le gradient discret.

Proposition VII.17

Pour tout u” € (RQ)T, on a
IDZu 2 < [VEuT2.

Démonstration : Grace a la Remarque IV.8, on obtient

[IDE |3 = ZQ mo|DFuT |3 < ZQ Mo VEuT[% = [Viu~ 3.
Qc Qc

On compare le tenseur des taux de déformation discret et le modifié.
Lemme VII.18
On suppose que n vérifie (VI1.2). Il existe une constante Cs > 0, dépendant uniquement de G, et 6,7, telle

T

que pour tout u* € (RQ)
[ID®uT |2 < [DYuT |2 < Cs[[DuT .

Démonstration : Estimation de gauche. Soit p € ®. L’estimation est juste une conséquence de la

1
propriété sur les matrices Bg qui est >, mgoBg = 0, ainsi on a |||Dgfu"|||§ = |ID®u”||2 + Z|||BQ5D + témBng.
Q€eNp
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Estimation de droite. Soit » € ©. On a vu que la condition (VII.14a) implique la relation (VIL.16),
c’est-a-dire

> meno(2DPu” + Bod® + ‘0P B, : Bod® + 6P Bg) = 0. (VIL35)
€0 :QDguT
Comme D¥u” = D?u” + 1(Bod0” + '5P'B,), il vient que

> monelDIuT|E = Y mene(DYu” : DPu”).
Q€D €0

On utilise maintenant la relation (VIL.2) sur la viscosité pour obtenir

C, Y molDYuT}3 <T, X mo(D¥u” :D7u?).
2€0p €D

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit

—2
(G ZQ molDFu”[|% < C;mo D" %, (VIL.36)
Q€D

on pose alors Cg =

\QL@\

n

On est maintenant en mesure de montrer 1'inégalité de Korn.

Théoréme VII.19 (Inégalité de Korn discréte sur les quarts de diamant)

On suppose que 1 vérifie (VIL.2). Il existe une constante Cg > 0, dépendant uniquement de C,, C,, reg(T)
et sin(eg) telle que :

IVauTll2 < ColDFu™ ]2, Vu™ € K.

Démonstration : L’égalité (VII.35) conduit a

Y. monelBed” + t5DtBQ|"2f =— mQUQ(QDDuT 1 Bod” + t5DtBQ)-
Q€ND Q€N

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (VIL.2) sur la viscosité impliquent

%
Qn Y. mollBod” +t5DtBQ|||2f Sén (mv|||DDuT|||27)§ ( > mol|Bod” +t5Dth"|27> .
2€0p 2€0p

Il vient que

—=2

C
t

ZQ mol|Bod” + "7 Bo|lF < —gma|D7u %
Q€D

=0
Grace au Lemme VII.11, on déduit

—2
C
> mollBod?|F < Cs—gmo|[D7u” 7.
2€Qp Qn
De plus, on obtient ainsi

=2
C
ZQ mol|VEuT % < 2mo||[VPuT |5 + 205 —gmo [D7u” |5
Q€D

=
On conclut en appliquant I'inégalité de Korn (Théoréme VI1.4) et le Lemme VII.18 :

=2

-2
C C
Va3 < 4 (1 + Csc—Z> IDuT |3 < 4 (1 + Csc—Z> DY [I3.

=n =n
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Le lemme VII.18 et les deux inégalités de Korn nous permettent de comparer également le gradient discret
avec le modifié. Il faut remarquer que le résultat suivant est déduit des inégalités de Korn pour la seconde
estimation. Il ne semble pas possible de la montrer de maniére indépendante. En effet la premiére estimation
est juste une conséquence de la propriété >, mgBg = 0.

€D

Lemme VII.20

On suppose que n vérifie (VIL.2). Il existe une constante Chg > 0, dépendant uniquement de G, 6,7, reg(7)
et sin(eq) telle que pour tout u” € Eq, on a :

IVouT 2 < [VYu]2 < Cio| Vo u.

Comme on a introduit les opérateurs modifiés sur les quarts de diamant, on souhaite réécrire la formule de
Green pour le tenseur des contraintes visqueuses D%Nu" donné par la Définition VIL5.

Théoréme VII.21

Pour tout (u™,v7) € (RQ)T x Eg, on a

[div” (DL uT),vT]r = —(nD¥u” : VAvT)q.

Démonstration : La formule de Green (Théoréme IV.9) donne
[divT (DZVu™),vT]r = —(DEVu” : VOv7)yp.
Pour chaque diamant p € ®, la Définition VIL5 de D, matrice symétrique, implique

mp(DLNu” : VPvT) = 3 mgone(DYu” : DPv7).
€D

Gréace au Théoréme VIIL.10, il existe un unique couple (SB,p/QT?) € My, 2(R) x R™ vérifiant (VIL.14), avec

D?v7T et p® et on peut écrire :

1 /t— —
mp(DZNUT : VPVvT) = Y mone (DguT :DYvT — 3 ( 0P By + BQ(SD)) . (VIL.37)

€D

En multipliant a droite (VII.14a) par 5P et en appliquant 'opérateur de trace, il vient que

— t o~
% Mo (2noDPu” 4 1o (Bod® + 07! By) — p°lId : Bod® + 67'B,) =0,
Qe D

=po(DPu7 §7,pD)

o~ b _
puisque g, (DPu7, §7, p2) est une matrice symétrique. De plus, comme on a (Id : Bod6P+ 07" B,) = Tr(Bod?) =
0, on obtient
— t—~
> mane(ZDTu” + Bod” + ‘57 By 1 Bod® + 0P'By) =0,
Q€D

=2D¥u”?
La Définition VIL.3 de D implique
t—~ —~
> maone(DN¥u” 1 67" Bg + Boé?) = 0.
2€0p

On remplace cette derniére égalité dans (VIL.37) ceci donne :

mp(DINVu” : VPvT) = 3 mgne (DYu” : DYVT).
Q€D

Finalement, comme la matrice DJu” est symétrique, on en déduit que

mp(DLNu” : VPvT) = 3 mgono(DYu” : VIvT).
2€0p

Ceci conclut le résultat. n
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VII.5 Stabilité du schéma m-DDFV

Dans cette section, on montre la stabilité et le caractére bien posé du schéma m-DDFV (VIL.34). Dans le
Théoréme VII.23, le choix de la stabilisation est crucial. La nouveauté repose ici sur la présence des inconnues
artificielles (6°,p2) (bien qu’elles soient algébriquement éliminées dans le systéme). On commence par donner
la forme bilinéaire associée au schéma m-DDFV (VII.34).

Définition VII.22
On définit la forme bilinéaire associée au schéma m-DDFV (VIL.34) :

¥ (uT,p?), @, 5°) € (R°)" x R?,
B(u”,p®;u7,p®) = [div7 (—2DF" u” +p°Id),u"]7 + (div® (u7) - AdHA® (p7),5°)»,

ot A > 0 et (62,p2) est la solution de (VIL.14) pour D®u™ et p®.

Théoréme VII.23 (Stabilité du schéma)

. C .
On suppose que n vérifie (VIL2) et que A < 46;:' 1l existe deux constantes C11,Ch2 > 0, dépendant
uniquement de 2, A, C,, C,,, reg(T) et sin(eg), telles que pour tout couple (uT,p°) € Eq x R® tel que

D _ (0 i ericte (GT 3D o) .
D - Y ) :
> mpp” =0, il existe (UT,p”) € Eg x R® avec
DED

[VEa©lls + 1522 < Cuix (IVEu™ 2 + [p7]2) , (VIL38)

et
[VEuTI3 + [p23 < Ci2B(u™, p®;u”, p°). (VIL.39)

ot (6°,p2) (resp. (6°,p2)) est la solution de (VIL14) pour D®uT et p° (resp. DUT et p°).

La constant _2 12reg(T)9/2reg(T)2(1+reg(T) )

Pour un maillage umforme et un saut de viscosité de 10™%, cette constante est de I’ordre de 1078, Dans les tests
numériques, on a choisi A = 1073, néanmoins le schéma semble bien posé.
Démonstration :

Etape 1 : On applique la formule de Green discréte (Théoréme IV.9) et le Théoréme VII.21, a la Définition
VII.22 de B, en remarquant que v (u”) = 0, on obtient

B(u”,p®u”,p®) =(2nDYu” : ViuT)a — (A5 A% (p9),p°)0.
Comme la matrice DY u? est symétrique, on a en utilisant la relation (VII.33) que
B(u”,p®;u”,p°) = (QUDDAquT :DY¥uT)q — (A5 AP (p®) + X5 A2 (D u”),p®)o. (VII.40)
En réorganisant la somme sur les cotés s € G des diamants, on a

—(@5A7(D°uT),p%)p = X (dh +dp)(as,0 (D7 u7) — asp(D7uT))(p” —p7).

s=D|D'€S

L’inégalité de Young conduit a
1 1
(@A DPUT). )0 = — SR — 5ID%uT L,
Gréace a le Remarque IV.12 sur la semi-norme | - |, il vient que
“AMdpA® (p?) + db AT (D%uT),p®)p > 2| P~ IDQHTli,h-
En regroupant 'inégalité ci-dessus et I'inégalité sur la viscosité (VII.2) dans (VII.40), on obtient

A
B(u”,p®;u”,p®) > 2C, IDFuT 3 + S Ip°fh - 5 |D© i (VIL41)

a7
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La relation (VII1.32) et le Lemme VII.18 impliquent que
IDPu[2 , < C7|DEuT|5.

Finalement, on utilise cette inégalité et celle de Korn sur les quarts de diamant (Théoréme VII.19) dans (VII.41)
pour en déduire

1 A A
B TP 2 g (20, - €3 ) IVETI + S (VIL42)
9

4C . . . . .
Avec )\ < = toutes les constantes de ’estimation ci-dessus sont strictement positives.

Etape 2 : On utilise le Lemme de Necas (voir [GR86, Corollaire 2.4]) : comme p? = > 30 p°1, € L%(Q)

DED Q€D
est d’intégrale nulle sur , (car on a mpp” = >, mgp®, pour tout » € D), alors il existe une constante
€D
C > 0, dépendant uniquement de , et v € (HI(Q))? telle que div(v) = —p= et
[Vl < Cllp=lo- (VIL43)

On pose v7 = P7 v, définie par (IV.4). En particulier, on a v7 € Eq. Le Lemme VIIL.18 et la Proposition VI.1
impliquent
IDEVT ||z < Cs[DPvT[l2 < Cs[[VEVT .

Ensuite grace au Lemme IV.19, il vient que
IDEvTll2 < CsCs[ v -

Pour finir, 'estimation VII.43 donne
IDIVT ||z < CsC3C|p2J2. (VIL44)

De plus, la formule de Green discréte (Théoréme IV.9) et le Théoréme VII.21 conduisent a
B(u™,p®;v7,0) = 2(n2DY¥u” : V¥V )q — (p°,div® (v7))o.

En utilisant le fait que (n2DY¥u” : VAvT)q = (n2VY¥u” : DY¥v7)q et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en
déduit que _
B(u™,p%v™,0) = =C [ VEu [l DIvT [l — 3 mpp”div® (v7).
DED

Ensuite, on ajoute et soustrait d’autres termes de contribution nulle que 1’on estime par la suite de la maniére
suivante :

Bu”,p®;v7,0) > - Cy[ViuT [l [DYvTla = X X / pediv(v(z))dz
DED 2€Np J o

— 2 pP(dVT(vT) —div(v(2)))dz+ > 3] /Q(pg—p”)diV(V(z))dZ-

peED Jp DED Q€D
Puisqu’on a div(v) = —p2, l'inégalité (VI1.44) donne
B(uT,p®;v7,0) > — C,CsCsCI VY uT 20712 + 19713

— 2 pP(dVT(vT) —div(v(2)))dz = > 3] /Q(p”—pg)diV(V(z))dZ-

DED JD PED QEND

(VIL45)

e Grace a la Proposition IV.25 et a estimation (VII.43), on obtient
> [ PP (div?(vT) = div(v(2))) dz < CCulp® |1 |2-
DED JD

e Puis, le Lemme VII.12 donne p” —p® = —a, »(D7u?), avec s = 9pNJQ et 'inégalité de Cauchy-Schwarz
implique donc

> 2 /(pl’*pg)diV(V(Z))dZS [div(v)llo ( IR mvlas,v(DDuT)l2> :

DED QEND DED s€€p
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Puisqu’on a div(v) = —p2, I'estimation du Lemme VII.12 conduit &

)ONDY /Q(p” —p2)div(v(2))dz < V/Cs|[p?||2[D”u7 2.

PED QEND

Pour finir, le Lemme VII.18 et la Proposition VII.17 impliquent

)ONDY /(p” —p®)div(v(z))dz < V/Cslp? I VI uT .

PED Q€ND

On déduit de V'estimation (VIL.45) que
B(u”,p®:v7,0) 2 [[p713 — CyCsC5C[p|2IVEuT |2 — (v/Co + CC0) 0 [1llp? 2.

En utilisant 'inégalité de Young, on obtient ’existence de trois constantes 5’1, 52, 53 > 0, dépendant uniquement
de Q, n et reg(7T), telles que

B(u”,p®v7,0) = Ci|lp?5 — Co VU3 — Calp®|7. (VIL46)

Etape 3 : La bilinéarité de B, les estimations (VIL.42) et (VIL.46) donnent pour tout nombre strictement
positif £ >0 :

1
B(u”,p®;u” +¢vT,p®) > (

A - - A~
7 (26, - €3 ) ~ €0 ) IV5u 1 + €l + (5 — <G ) PR

On choisit la valeur de ¢ > 0 suffisamment petite telle que toutes les constantes devant les normes soient
strictement positives, cette inégalité conduit a l'estimation (VII.39). La relation (VIL.38) est vérifiée pour le
couple U7 = u”? +¢v7 et pP = p?, grace a (VIL44) et au Théoréme VIL.19, ceci conclut la démonstration.

]

Une conséquence immédiate des inégalités de stabilité est le caractére bien posé du schéma m-DDFV (VIL.34).
Théoréme VII.24
On suppose que 1 vérifie (VIL.2). Soit T un maillage DDFV associé a Q. Le schéma m-DDFV (VI1.34)
avec 0 < A\ < %%1 admet une unique solution (u¥,p®) € (RQ)T x R®.

Démonstration : On note N la dimension de (RQ)T x R®. Le schéma (VIL.34) peut s’écrire avec ¢° = 0,
g™ =0, g® =0 et a = 0 comme suit

Trouver u” € (RQ)T et p° € R® tels que,
div™ (—2DLYu” +p®Id) = £™,
div™" (—2D%Vu” +p°1d) = £,
div® (uT) — AB AP = ¢,
U = Er, VK EIMM,
Ui = Cex, V K* € OM*

> mpp” = a.
DED

C’est un systéme linéaire : Av = b avec une matrice rectangle A € M1 n(R), v € RV et le second membre
b= t(f””, £ 2, g% g o) e RN*1. Soit X l'ensemble suivant

X = {(fm7fﬂn*7q©,g6§m,g6{m*7a)/ c RNJrl, Z mg’yT(gT) . ﬁaic — Z meD'},

D, o+ EDent DED

o,0

la dimension de X vaut N. On a que t(f”", £ 0,0,0,0) appartient & X et que ImA C X car on a une relation
entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet grace a la formule de Green
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(Théoréme IV.9). Si on montre que la matrice A est injective, on conclut que dim ImA = N et ainsi ImA = X.
Etudions donc le noyau de la matrice A. Grace au Théoréme VII.23, il existe U7 € Eg, p° € R®, tel que

IVEuTl3 + [Ip2]13 < CroaB(u™,p; 07, p?).
La Définition VIL.22 de B implique que B(u?,p®;u7,p®) = 0. Il vient que V¥u7 = 0 et p2 = 0, avec (67, p2)

la solution de (VII.14) pour D®u7? et p®. On déduit de la relation (VII.10) que p® = 0. On a également grace
au Lemme VIL.20 que V®Pu7 = (0. Comme u” € Ey, la Remarque IV.3 implique u? = 0. [

VII.6 Estimations d’erreurs du schéma m-DDFV

Pour étudier les ordres de convergence de notre schéma, on a besoin de faire des hypothéses de régularité de
la solution exacte (u,p) du probléme (VIL.1). On suppose que :

(H*(Q))* = {ue (H'(Q)?, u, € (H?(2))?, pour tout ¢ € Q}, pour la vitesse,

HY(Q) = {pe L*Q), Plg € H'(2), pour tout o € Q} pour la pression,
avec les normes correspondantes :
[ullzz )2 = llallZq) + Z IV2ulzgy ¥ ue (H*(Q))?

1Pl ) = IIPII7Z2(0) + Z HVPHL?(Q)a VpeHY(Q).

On remarque que pour des fonctions dans (H?(9Q))?, la projection centrée P2, donnée par (IV.5), est bien

définie. On donne maintenant une estimation de l’erreur dans le cas o la solution exacte du probléme (VII.1)
appartient & (H?(Q))? x H*(Q).

Théoréme VII.25

On suppose que n vérifie (VIL2) et (VIL3) et que 0 < A < 45, On suppose que la solution (u,p) du

probleme (VIL1) appartient a (H?(Q))? x HY(Q). Soit (u?,p®) € (RQ) x R® la solution du schéma
(VIL34). Il existe une constante C13 > 0, dépendant uniquement de Q, reg(T), A, sin(eo), Cy, C,, 6,7,
||uH(H2(Q))2 et ||p||H1(Q), telle que :

lu— a7z + |Du — DFu|l> < Ciasize(T) et ||p—p? 2 < Crssize(T),

avec (6°,p2) la solution de (VIL.14) pour D®u? et p®.

Début de la Démonstration du Théoréme VIL.25 : Soit €7 = PZu — u”? € Eq l'erreur pour la vitesse
et e® =P2p — p® € R® Perreur pour la pression. Grace a (VIL.34) et (VIL1), on a Vi € M

1
div*(— D"Nu"—i—pgld)_f,c_——/div(277( )Du dx—l——/Vp
K

mi

Par conséquent, on en déduit
mediv®(—2D%Ye™ + €®1d) = mediv(—2DLVPTu + P2 pld) + / div(2n(z)Du(z))dz — / Vp(x)dz.
K K
La Définition IV.4 de la divergence discréte et la formule de Green impliquent

mediv®(—2D%Ve” +e°Id) = Y. 3 /277(2)Du(z).ﬁsgdz— > m,(2DZNPIu).0, .

QCK se€g DED K
sCOK

+ > m,PPphi.— > > /p(z)ﬁﬁgdz.
DED K QCK se€g Vs

sCOK
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On introduit la définition suivante qui est une conséquence du Théoréme VIIL10. Il existe (63, p2P) € M, 2(R)x
R"P vérifiant
Z mQ(pQ(D PTu 5exapex)BQ = Oa Tr(t(sg(tBQ) = Oa VQ € QDa

ecan (VILAT)
> Mmopg =moPrp, (65 :d0) =0,
eep

et on note dans toute la suite

Pa=P2p—pd,VoeQetona > mop =0. (VII.48)
2€0p

En utilisant la Définition VIL.6 du tenseur des contraintes po et (VIL.47), on déduit, pour tout o € D, que

m. T — — —
Y. Mmope(DPPLu, 5ex7pex )Mo =Moyr Por o Do T Mo Por o Moxce
Mp geqp

Finalement, on obtient

mediv®(—2DLVe” +e°Id)=—-2 Y. 3 /( oDY¥PZu — n(z)Du(z)).fisodz

QCK se€o
scox (VIL49)
+ 2 % [0 - pe)ieds,
QCK s€€g Js
sCOK
De la méme maniére, on montre que pour tout c* € 9t* on a
me-dive” (—2DL Ve +e°Id)=-2 Y. 3 /( oDY¥PZu —n(z)Du(z)).fisodz
QCK* s€€g Js
ook (VIL50)
+ 25 [08 - p)ieds
QCK* s€€g Js
sCOK*
On définit Verreur de consistance de la maniére suivante pour tout @ € £, pour tout z € @
R5(2) = n3(2)Duys(z) — neDIP u, (VIL51)
RY(2) =Prp —ps(z),
on note pour tout s = ¢|a’ € &,
i i 1 i _, .
R; ,=-R; o = — [ Ry(2).Msedz, pour i = u, p,
; : me s
et les normes L? correspondante pour ¢ = u,p :
IR, all3 = > 3 molR; of*.
€N sefg
Grace a (VIL.48), on définit aussi pour tout s = 9|0’ € & :
Rs,g = 2R;Q + Rg, ﬁegxﬁse
Grace a (VIL49) et (VIL50), le couple (e7,e®) € Eq x R® est solution de
div™ (—2D%"e” + €®1d) = Ry,
div™" (—2D%"e” + €®°Id) = Roy-,
(VIL.52)

div® (e7) — Md3 A®e? = R,

> mpe” =0,
DED
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ot Royy = (Ric)keom, Rox = (Re* )i et Ro = (Rp)pen avec :

1
Re=— > > msR; o, V £ €M,
Mk oCkse€g
sCOK
1 *
R = >3 msRs,Q, V ke IM",
Mi* oCk* se€qg
sCOK*

Ry = div?(PTu) — M2 APp, VD e D,
e =p2 —p°, Vaoen

Le Théoréme VII.23 implique lexistence de €7 € Ey, € € R® tels que :
IVYeTll2 + 1622 < Cra (Ve ll2 + [le2]2) , (VIL53)

et
[V5el5 + [€2]I5 < CraB(e™, e®;67,e%). (VIL54)
Grace a la Définition VII.22 de B et de (VIL.52), on a B(e?,e®;e7,¢®) = [+ T, avec I := [[divT(—2D%Ne'r +
€®1d),&7] et T := (div®(e?) — \d3 A e?, 29) 5.
Estimation de I. En utilisant le fait que €7 € Eq et la définition de I, on a
I=% X X msRs,Q € + > > 2 msRs,Q €.

KEM QCK s€Eg K*EM*UIM* QCK* s€€o
sCOK sCOK*

En réorganisant la somme sur les diamants » € ©, on obtient
=5 <m,,,c (R%Qm* B Ry o L -eﬂ*)
DE

+ Mo, (Rgbgﬁ’m -y +RGEvQL,L* -eﬂ*)

(VIL.55)
T Moy (RU)C* Qxkr Ox + RU}C*ng,K* ' e‘)
+ Mo (Raﬁ*vg}c,ﬁ* "ex T RUL* Qe ox ez_) ) '
On remarque que RU,QQK’K*:—RU,C,QK’L* , ainsi on a pour le premier terme de (VII.55)
Moy (RUKvQ;c,;c* c € + RU)QQK,E* .em)
2 €L+ — Eycx 2 €.+ — Eycx
=—mg ———R 4+ Mg ———R —
KK gin(aye ) 7R 2Kk m, KL% sin(qye) K02k m,
La Définition IV.1 du gradient discret implique que
Max (R‘T?C,Q)c,}c* "€ R‘T?Ca@;c,ﬁ* .e[’*)
——Lm R (VP€T Frex ox) + ——m R (VPE€T Frex ox)
- . Q kv, . Q Tic*,c* ).
sin(ay ) TORTTTOR kK ’ sin(ay ) LTSk ’

De plus, on remarque que Ry, .. ,QK’K*:—R%MQL,K* , ainsi on a pour le troisiéme terme de (VII.55)

Mo (R S+ R, &) =mo R (B — &,).

Oic* Qe Ko Oxc*,Qp c* O QKo

La Définition IV.1 du gradient discret implique de nouveau que

~ ~ DXT 2
Moo (R -~ € + RU}C*@E - ~eL) =My MR (VPeT T )

O Qpc o O, Qc, Ko

ng,cy,c* M ,*

- kKT . DT =2
o Sin(a}c) Moy RUK&QK’K* (v © .TK’L).
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En faisant de méme pour les autres, une premiére estimation donne

I<C Y > X molR, [IV7e |,
DED 0€Np s€E€Q

Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et au Lemme VII.20, on obtient

I < CIR, g2V l2- (VIL56)
Estimation de 7. Tout d’abord, on note 1T} := —)\(d%é@pg(,é@)@. En réorganisant la somme sur les cotés
des diamants s € G, on a
Ti=X R () (pd — pR)E ).

5=0|Q'=D|D'€&

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la semi-norme |.|p, (IV.15) donnent

1
2 2
mm( > (di+d%f)(p§x—pfx)2> ( > <di+d;><e@’—?>2)
s=0|Q’

—D|D'e6

1
2
h ( E (peQx pegx)2> .
s=Q|Q'=D|D'eS

On applique le Lemme IV.13 pour obtenir

< 2size(T)\[e®

2

ITy| < Cy2size(T)A||E2 |2 ( (r2 p?x)2>

5s=Q|Q'=D|D'eS
On a ainsi T = (div® (P7u),é®)p + T} et on en déduit 'estimation suivante pour le terme 7 :
IT| < [[€®]]2 | 2size(T)ACe 2 (pS —p2)* |+ divPPZullz | . (VIL57)
s=0|Q'=D|D’'eS
En combinant (VIL56) et (VIL57) et en utilisant le fait que [|€°||o < ||€2||2, (VIL.54) devient

~ : D
IVEeT3 + 2[5 <Cr2CIIVEeT 2Ry all2 + Cra[e?]|2]|div T ull

N[

+ C1a2size(T)AC, ][22 ( (pS, — pif)

5s=0Q|Q'=D|D’'e&
Finalement, (VIL.53) conduit &

IVEeTl3 + 2113 <CrlVeT Iz + e ]2) (IRs all2 + lldivoPE ull2)

W=

(VIL58)

+ Cysize(T)([|Vye™ |2 + lle?|2) ( > (P pfx)2> ;
s=Q|Q'=D|D'e&

ol 51 = C12C11 max (2reg(7)(1 +reg(7)),1) et 52 = 2C15C11AC5. Il reste & montrer les estimations des erreurs
de consistance.

VII.6.1 Erreur de consistance en pression

Lemme VII.26

11 existe deux constantes C14,C15 > 0, dépendant uniquement de reg(T), telles que pour tout p € H(Q) et
pour tout D € D

Y me X RIP<Cud Y / Vp(z) 2dz,
o€eNp Jo

Q€D se€€o

et
IRG13 < Cussize(T)?(|pl|F (-




VII.6. Estimations d’erreurs du schéma m-DDFV 177
Démonstration : On rappelle la définition de RY , = / mP —Po(2))sodz, pour s € £, ainsi on a
1 2
S % meRLLE F S malo [ (@ap-pe)
Q€N D s€EEQ Q€N D s€EEg s Js
3
On applique le Lemme 1.12 & un quart de diamant @ et & un de ses cotés s, en utilisant le fait que mfﬁ@ <

reg(7)3, on obtient

2
a3
<Cp—=2 |Vp2dz < Clreg(T)g/ |Vp|2dz.
o

msMe Jo

i/a@gp p(2))dz

’mﬁ 5

On en déduit que

S Y melR? [ < Cureg(TPd: Y / Vp(2)[2dz.
Q

Q€ENp s€€g Q€END

Ceci conclut la premiére estimation avec C14 = Cireg(7)3. Pour la seconde, on ajoute et soustrait mis [, p(z)

dont la contribution est nulle, & RS (2) = p(z) — P2 p pour obtenir

/Q (p(z) = Pgp)*dz < 2/@

On applique ensuite I'inégalité de Jensen

[ 0 =5z <amor—e [ [ (0(2) = p(o))” dndtz

2
+ 2mg

2

L / (0(z) - pl(a))dzd

o (AR OIE

5 Js

dz,

3
On applique le Lemme 1.12 & un quart de diamant ¢ et & un de ses cotés s, en utilisant le fait que _do <
msmg

reg(7)3, on obtient
/(p(z) 2 p)? dz < 4C reg(T )?size(T /|Vp| dz,
Q

ceci conclut le résultat avec C15 = 4Cqreg(7 )3.

VI1I.6.2 Erreur de consistance en vitesse

Propriétés de la projection centrée

En utilisant les formules de Taylor usuelles sur chaque quart de diamant ¢ (voir [BHO§|, pour plus de détail),

on peut facilement montrer le résultat suivant.
Lemme VIIL.27

dans (H*(Q))?, on a

[v —Pzvla < Cigsize(T) ||Vl a2y et |VaPzvia < Cirllvlia2a))e-

Définition VII.28

Par exzemple, dans le cas du quart de diamant @ = Qx » (voir la Figure VIL6), cela s’écrit :

pe (w;c +-T)c*) _ u(ze) +ulwe)

Pfu(xmc) = u(xa)c )7 chu(xa;c* ) = u(xa;c* )s cu 9 D)

Il existe deux constantes Cig,C17 > 0, dépendant uniquement de reg(T), telles que pour toute fonction v

On définit la projection P?u de u sur les quarts de diamant comme suit. Pour chaque quart de diamant
0 € Q, la restriction de P2u sur le triangle o est l'unique fonction affine P2u qui coincide avec u auz milieuz
des demi-arétes s € Eg et dont la valeur au milieu du troisiéme coté de @ vaut la moyenne des valeurs de
u auz deur extrémités du coté. Il faut noter que cette définition a un sens car U, € (H?(Q))? C (C%(2))>.
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Ty *
$(u(ex) + ula) _ulzo,)
N\ P -
za}c*
T P /7$a,c Trp

u(za,c)

Fi1a. VIL.6 — La projection P2 sur le quart de diamant 0 = Qy x=.

La proposition suivante est la version vectorielle de [BHO8, inégalité (5.4)] et peut se montrer de la méme
maniére en travaillant composante par composante.

Proposition VII.29

Il existe une constante C1g > 0, dépendant uniquement de reg(7T), telle que pour toute fonction v dans
(H?(Q))?, on a pour tout ¢ € Q

/ IVv(z) — VPCQV|||_27:dZ+/ IDv(z) — DP2v|%dz < Clgdi/ |V2v(2)[*dz.
Q Q Q

On s’intéresse maintenant a I’erreur de consistance Ry définie par (VIL.51), on la décompose en deux contri-
butions Rg" et R‘QI’D“. Elles proviennent, respectivement, de ’erreur de consistance due a 'approximation des
flux et a 'approximation du tenseur des taux de déformation :

R3(z) = R2"(z) + R&PY, pour z € o (VIL.59)

RY"(:) = nia(2)Dua(z) - == [ n()Du(z)da,

Q

J / n(z)(Du(z) — DYPTu)de.
Q

Mo
On définit également la quantité suivante pour tout s = 9|Q’ € &, :

u u 1 u —
Rd = *Rs_”g/ = — /RQ’"(Z).nﬁgdz.

ms Jg

Approximation du tenseur des contraintes visqueuses

Lemme VII.30

Il existe une constante Crg > 0, dépendant uniquement de C,, 677 et reg(7T), telle que pour toute fonction
u dans (H*(Q))?, on a pour tout D € D

mo|REI[? < Chod2 / (IVulZ + |V2ul?)dz, Vo€, Vse .
Q

Démonstration : On applique I'inégalité de Jensen pour obtenir
" 1
RS ()5 < m—/ In(2)Du(z) - n(z)Du() | da-.
o Jo
Puis, en ajoutant 0 = n(z)Du(x) — n(z)Du(z), 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

RS ()% < mlg/ [1(2) = (x)|” IDu(2)|5dz + mig/ [n(=)[* IDu(z) — Du(z)|Fdz.
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Les inégalités (VII.2) et (VIL.3) sur la viscosité donnent
9 —2
u 2 _ 2G5 2 2G, 2
1R8I < 22 [ IDute) e+ == [ [Du(e) - Du(o)fds, (VIL6O)
mg o me Jo
L’inégalité de Jensen implique
malREZ? < 12 [ Rz, (VILG1)
5 Js

En remplacant (VIL.60) dans (VIL.61), il vient
—2
2C,,

mg

moRE? < d22C2 / IDu(a)|3dz + / / IDu(z) — Du(a)|%dxd-.
Q 5 Q

Pour la seconde intégrale, on applique le Lemme .12 & un quart de diamant @ et & un de ses c6tés s pour

obtenir o
1
L / / IDu(z) — Du()[3dedz < ¢ 22 / VDu(y)2dy.
ms sJQ ms Q
3

Comme de plus on a % < reg(7)d?%, on obtient que
RE11? < d22C? | |Du(z)|%dz + 2C, Cireg(T)d% | |VDu(y)[?d
mo|RYZ|™ < d32C; [ |Du(z)|Fzdz + 2C, Cireg(T)dy, | [VDu(y)|"dy.
o o

Finalement, on déduit le résultat avec Cig9 = maX(QCﬁ, QGiclreg(T)).

Approximation du tenseur des taux de déformation

Définition VII.31
On définit R? € M3 4(R), pour tout D € D, comme suit

u,n u,n p p

Moy (Q(Rdfc,Q;C’L* - RU;QQ;C,K*) + RGK,QK’L* - RGK,QK’K*)
u,n u,n p p

Mo, (Q(RULQL,L* - RO’LyQL’;C*) + RGL,QL,E* - RG’LyQL,;C*)

R? = u
sM u,n p P )
Moy (Q(RU}C* Qrocx R")c*vg)c,)c*) + RU}C* Qe R")c*ag}c,)c*)
u,n u,n p P
mat* (2(RU£*7QE7£* - Raﬁ*,Q,CYE*) + RUL*,QLC* - Raﬁ*,gmt*)

avec les erreurs de consistance définies par (VIL.51) et (VIL.59).

On introduit une nouvelle norme pour tout o € O

AR, = > 1AlZ2 ()

2€0p

VA, € L*(e, M2(R)), pour tout @ € Qp.

Proposition VII.32

et tout 6© dans My 2(R), on a

2€Qp

Démonstration : On calcule Tr(*6®R?) :
¢
Tr ( 5DRD) =g (RS, ~RET, )4RE L -RE )0
+ Mg, (2(R;Z7,QLC* - Rgﬁgﬁx*) + R§L7Q£7£* - RZE,QLYK:*) : 55
+ e 2R o, R o ) FRE o - RE o) O

— RP
O Qpc £*

+mo,. (2R

O Qp o

— Ruﬂ] ) + Rp

Or*,Qpc o* OrxQp o

)b

Il eziste une constante Cao > 0, dépendant uniquement de C, , 6,7, C,, etreg(T), telle que pour tout D € D,

| Tr("6” RP)[? SCzo( > mQIIIBQWIIIQf) d3, ZQ /(IIIVu(Z)IIIQf+IVQU(Z)IQHVP(Z)IQ)dZ-
ocdp Jo
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On obtient donc une premiére estimation
t—~ —~
T (PR) | < % mallBod®lr ¥ (IRE+ RE]).
Q€ND s€€g

Puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
| Tr("67RP)|* < ( > mg|||Bg5D|||3r> ( > Mo ) (|R?,’3|2+|R§,g|2)>-
Q€ND €D s€Eg

Les Lemmes VII.30 et VII.26 concluent la démonstration. [ ]

Lemme VII.33
On suppose que (u,p) est la solution du probleme (VIL.1). Pour tout D €D, on a

> /n(z) (Bgév +'67'B, : Du(z) ngIP’Zu) dz
2€Qp Jo
~ Y moTr (tamBg) Fe =Tr (tcSDRD) V0P € My o(R).

2€Qp

Démonstration : On fait la démonstration uniquement pour des diamants intérieurs D € ©;,;, ainsi on
a np = 4. Le cas des diamants du bord D € D+ peut se traiter de la méme maniére. Comme le couple (u,p)
résout (VIL.1), on a la continuité du tenseur des contraintes normal & travers s = ¢|Q’ comme suit

/5 (2n5(=)Duig () — prg(=)d)fsadz = / (2057(2)Du (=) — pg() ) 2.

Grace 4 la définition de (62, pP) donnée par (VIL.47), on en déduit que

ex? X

1 —
(5 [Cr(eDug(e) - pelea: - 21eD3FTu -~ pS10) ) fuo
5 Js

1 R
— (— /(QU‘@(z)Du‘g(z) - piz(2)Id)dz — (2o DG/ P u —pfxld)) fiso = 0.
5

ms

Les définitions des consistances données par (VIL.51) et la derniére égalité impliquent

2 / n(z) (Du(z) — DYP. u) fisodz —

meo

/ n(z) (Du(z) — DY, P7 u) fi;odz
Q/

Mo

1 /
[ (pl2) = 5) fuad = 2R2L - 2R
Q/

- L / (b(2) — P2) Foadz +

meo

g

Mo
On somme sur les quarts de diamant ¢ € £, du diamant D pour obtenir

5 ([ 206 ) - p2PTwas) Bo - 5 ([ 06) - 080 as) Bo = (VIL62)

€0 Q Q€D Q
avec R donné par la Définition VII.31. On multiplie (VIL.62) a droite par un 6” € M, 2(R) et on prend la
transposé, grace a la symétrie de Du(z) et DYPZ u, on obtient
= / 167 Bo2n(2) (Du(z) — DYPZu)dz — 3 mo 67 Bop = '0°R”.
e€eNp Jo Q€D

On applique maintenant l'opérateur trace en utilisant le fait que la matrice Du — DYPZ u est symétrique pour
déduire le résultat.
]

Proposition VII.34

On suppose que (u,p) est la solution du probleme (VIL.1). Pour tout o € ® , il existe une constante Cz; > 0,
dépendant uniquement de C,, C, et reg(7), et une fonction Vp qui est affine sur chaque quart de diamant
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2 de Qy, telle que v, € (HY (D)2 N (H?(Q))?, pour tout @ € Qp, et

IDV5> — DEPZVollap < Cor([5a2 |2 + [[Du — DIPTullay + do),

L~ o~ 1 .
- % [ dvvopide > ~CullDu - DYPTul, + 3 IFE7| - Carsize(T)
Q

€D

Il faut noter que P2 v, n’est pas bien défini, il faut comprendre cette notation comme P2 v, = (Vo (7)), Vo (22), Vo (Tk+),
Vp(2,+)), pour chaque diamant D.
Démonstration : Soit D € ®. On pose Fy pour @ € Q, de la maniére suivante :

r Id I Id P Id I Id

Qe ’ Qo T ’ Qpxx — ) Qi cx — :
mQ}CyK* mQKVL* mgﬁx* mgﬁwt*

On remarque que Fy, vérifie les conditions (VIL.12) et (VIL13) si ax = .. Ainsi, il existe 67 € M,,, 2(R) tel
que (Bo6® + tEDtBQ) =F,, ¥ 0 € Qyp et (07 : §) = 0. En prenant 6% égal a §” dans la formule du Lemme
VIIL.33, on en déduit que

S [ n(2) (Fo:Du(z)—D¥PTu)dz — 3 moTr (Fo) 52, =Tr (tSDRD) . (VIL63)

eeQp/Q o€Qp

On va construire une fonction vy telle que v, € (H'(p))? N (H?(2))?, pour tout ¢ € Qy, telle que

d. D PT 1 _
- Negx y/ n(z)dz - iTr(t(SDRD)a siz € Qic,k*s
. m
div(¥p)(z) = o (PQT o 2 (VIL64)
_ ~eQX 7‘:/ n(z)dz, six € g, aNn Qx,k* = @7
2mg o

avec R” défini dans la Définition VIL.31. On choisit v, linéaire par quart de diamant de la forme Ag(x — xp)
six € 9, avec

~ — ~ — ~ - ~ —
4 Ve @ T, e VE @, 4 Ve QT gcx V2 @,
Qi rc* — = — + — — ’ Qi rc* = = — + — — 9
' N, cx - Tre*,c* Ny " Toperc* ’ N, e " Trex,c* Ny " Toprc*
~ — ~ _ ~ - ~ -
4 Ve @ T, e V2 ® 0,k A Ve QT V2 @ ok
Qrx* — = — + — — 9 Qrrox — = — + — — )
' N c* - Trc*,c* Ny " Topx* ’ N c* - Trc*,c* Ny " Topxc*

ol v2, v2 V2. VZ. appartiennent a4 R?, ces valeurs seront déterminées ci-dessous.

FiG. VIL.7 — Construction de la fonction vp.

On remarque qu’on a (voir la Figure VIL.7), par exemple,

V2., Sl Tp + QT cx,cx € Oy

~ -
VD(J/'D + aTIC*,L*) = . -
Sl Tp + QT sc*, ox € Opx.

Ainsi v, est continue a travers les diagonales du diamant D et de plus on a vy (z5) = 0.
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— Cas ax = a, : On choisit V@ = axlox, V2 = Glloxc, Viw = Q= Tre,c; Vor = Qprlg=xcx. 11 reste & fixer
les valeurs des scalaires ay, a,, ag=, az+, qui sont imposées par (VIL.64), comme suit :

i, D T
ax =sin(ap) <_ﬁ5{}c,)€* + M/ n(z)dz — %Tr(tSDRD)> := sin(ap)bi,
)

2mg)€7}c* Lk
. . div? (P7u .
as =sin(ap) <—ffé£x* + %/ n(z)dz) := sin(ap)b2,
L,K* Qr xc*

. ex div® (P7u .
ax + apx =sin(ap) <p91<,a* + %/ n(z)dz) := sin(ap)bs,
K,c* Q)(:“C*

. ~ex di P PCT .
az + agx =sin(ap) <_p9£,£* + %/ n(z)dz) := sin(ap ) bs.
ccr JQp pw

Il vient que
ax = sin(ap)by, a, = sin(ap)ba, a.~ = sin(ap)(bs — b1).

Grace a (VIL.63), c’est-a-dire by — by — bg + by = 0, on a également a, = sin(ap)(b; — bs + by) et on peut
choisir arbitrairement la derniére valeur, on prend a,- = 0. On en déduit qu'il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de reg(7) et C,, telle que

> mollAallF < C( S molPEl” + moldiv? (PZu)[* + mo|Tr("3° R”)P?). (VIL65)

2€Qp €D

— Cas ax # a, : On choisit VQ = axlix, VZ = A liox, Vix = Qs Toxcr, Vox = -l e+, Il Teste a fixer
les valeurs des scalaires ax, a,, ag=, az+, qui sont imposées par (VIL.64), comme suit :

ax = sin(ay )by, ax + aq- = sin(ay)bs,

ap + apx sin(ax — ) = sin(a, )be, ap + apx cos(ax — a,) = sin(a,)by.
Il vient que

ax = sin(ayx )by, a, = sin(a, )by + cos(ae — a,) sin(ax)(by — bs),
_sin(ag)(ba — by) 4 cos(ae — a) sin(ax) (b3 — b1)

K* — )

R p—— ag~ = sin(ay)(bs — by).

Dans ce cas, on a que a,~ explose si les angles ax, o, sont trop proches. Ainsi il existe une constante
C > 0, dépendant uniquement de reg(7), C,, et sin(ep), telle que

> mallAolF < CC Y molP& I +moldiv? (BZw)” + mo| Tr('6°R?)P). (VIL66)

Q€D €0
De (VIL.65) ou de (VIL.66), le Lemme VII.37 conduit a
Vollui ) < CUBE |- u — DY¥PTulq, + vmo|Tr('6° RP))). (VIL6T7)
¥l () < CUIF2 12 + IDu — DYPTula, + /| Tr(

De plus, le Lemme VIL11 implique que my[|Bod® |4, < C(reg(T)). Grace & la Proposition VII.32, il vient que

mo| Te("6PRP)? < Cdd Y /<|||Vu<z>|||3f+|v2u<z>|2+|w<z>|2>dz. (VIL6S)

e€eNp Jo

On a
IDVs — DEPE Vo llas < [I¥ollui (o) + IDSPE Vollas-

On applique la Proposition VI.1 et le Lemme IV.22 pour obtenir
IDVy — DIPZVollap<(1 + Ci7)[Vollmi(p)-
Puis les estimations (VIL.67) et (VIL.68) donnent

IDV5> — DYPZVola, < C(IPSR |12+ IDu — DYPTulla, + Cdy).
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De plus, on a

o~ . ~ te <
- Z / leVDpeQde Z H]ag(D ||% - leD]P)Zu % / W(Z)deeQx - mQK’K* TI‘( 5DRD)§ZK P
oeQpJo ocQpJo ’

Gréace a diva = 0, il vient que

o .
- 2 / divvppgdz > +[P52 (13 — ClIDu — DIPZ ulla, [IPE2 |2 — vmo|Te('6” R)|I552 l2-
Q

€D

La Proposition VII.32 implique que

- % / divvppdz > [[5ar |3 — ClIDu — DYPZullap [5er |2 — Csine(T) |5 |l2-
oe)p JQ

Finalement 'inégalité de Young conclut la démonstration. [

On va montrer une estimation de consistance du tenseur des taux de déformation modifieé D¥. C’est la
principale différence entre ces travaux et ceux des chapitres précédents car le tenseur des taux de déformation
modifié dépend des sauts de la viscosité 1 dans chaque diamant. Ainsi, ’estimation ne peut pas s’obtenir de
la maniére classique en appliquant des formules de Taylor appropriées. On a besoin d’utiliser le couple (u,p)
solution du probléme (VIIL.1) et le Lemme VII.11. Il faut également noter que l’on ne peut pas séparer I’estimation
en vitesse de celle en pression, ainsi les deux estimations dépendent du couple (u, p).

Lemme VII.35

On suppose que (u_,p) est la solution du probleme (VIL.1). Il existe une constante Caa > 0, dépendant
uniquement de C,, Cy,), C;, reg(7) et sin(eg), telle que pour tout D €D, on a

IDu — DEPZuld,, + 1757 |13 < Caadi, % /(|||VU|||3r +|V2uf? + [Vp(2)*)dz.
ee)p JQ

Démonstration : On fait la démonstration uniquement pour des diamants intérieurs D € ;,¢, ainsi on a
np = 4. Le cas des diamants du bord D € D.,; peut se traiter de la méme maniére.

Etape 1 Pour u,v € (H?(Q))?, et p2,¢2 € R, on définit une forme bilinéaire B, de la maniére suivante :

Byo(u,p?,v,¢?) = 3 2/ n(z)(Du — DYPZu: Dv — DYPZv)dz
2€0p Q

-3 /Tr(Dv—DgIPZV)dez—i— > /Tr(Du—DgIP”cru)quz.
o =

2€0p e€ep

On a facilement que
Bo(u, po? u, pP) > 2C, |Du — DYPTull3,, . (VIL.69)

On utilise la fonction v, introduite dans la Proposition VII.34. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient
que
Bo(u,5ef , Vo, 0) 2 — 2Cy[Du — DYPZ ufla, [[DV5 — DYPE Vo [las

- 3 / divvppSdz + > moTr(DYPIVL)DL.
e€Op Jo Q€D

On va montrer que le dernier terme de 'estimation ci-dessus est nul. Comme on a impos¢ Tr(DYP2vy) =

div?(PZvp) (voir (VIL17)), pour tout @ € Qp, on a

> moTr(DIPI Vo )ps, = div? (P Vs) 3 moPe
€0 €D

De plus d’aprés la définition de pg, on a Y g mope = 0 (voir (VIL.48)), on en déduit que

% moTr(DYPE v, )ps = 0.
QEN D
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Finalement, ’estimation de v, dans la Proposition VII.34 et I'inégalité de Young conduisent &

~ 1

Bo(w, 727, 95,0) > ~ClIDu ~ DYBTulfh, + P23 — Osize(T)2 (VILT0)

La bilinéarité de By, les estimations (VIL.69) et (VII.70) donnent pour tout nombre strictement positif & > 0 :
By (u, P u+ ¥, i) + ECsize(T)? > (2C, — £C) [Du — DFPTul3,, + guﬁgf 13-

On choisit la valeur de £ > 0 suffisamment petite (dépendant uniquement de reg(7), C, et 6,7) telle que
'estimation ci-dessus conduit & I’estimation suivante pour @i = u + £v,, € (H?(Q))?

IDt — DYPTa]a, < C (JDu — DYPTulla, + 7272 + do) | (VILTL)
et
IDu — DYPTuly,, + 5223 < CBo(u, 522 0, 52P) + Casize(T)%. (VILT2)

L’estimation (VIL.71) est obtenue en utilisant la Proposition VII.34.

Etape 2 On définit maintenant I’erreur de consistance de la projection IP”CQ comme suit
Té,ﬁ(z) = Dl_].(Z) — DPCQﬁ, Vze Q, Voen.

Ensuite, il faut remarquer que 2DP2a — 2DPPZ a vérifie les conditions (VIL.12) et (VIL.13) si axe = a, ainsi
grace & la Proposition VILS8, il existe un unique 62 € My, 2(R) tel que (67 : §y) = 0 (avec dp défini dans la
Proposition VIL.7) et

1 —  t——
DP2a — D?PZa = §(BQ5D + 07'By), Vo€ Qp.

Puis en appliquant le Théoréme VIL.10 avec (DPPZ @1, P2 p), il existe un unique couple (62,p27) € M,,,, 2(R) x
R"? vérifiant (VIL14). Ceci donne DYPZa = D”PZ i + 3(Bod® + '37'B,), avec (37 : 5y) = 0. On note

o~

maintenant 6 = §? — §? qui vérifie (6/5 :00) =0 et
1 ~ ot~
DP2d — DY¥PIa = §(BQ(5” + 6P'By), V o€ Qp.
On remplace 6% par 57 dans la formule du Lemme VIL.33 et on utilise le fait que

(Bad? + 07'Bg) = DP2h — DYPT = Dii(z) — DYPT i — T u(2), (VIL73)

N =

pour déduire que

T (' R7) = % / 20(2) (Dii(2) — DYPT@ : Du(z) - DYPTu)dz + 5 moTr (Tou(2)) P

2€0p €D

= 5 [ 200 Tes(): Du(e) - DYPTW e moTr (Da(s) - DYPT) 7S

2€0p 2€0p

On relie les deux quantités R” et By de la maniére suivante

t—~ ~ ~
Bo(w, 5375w, 587) =Tr ((0PR7) = 32 moTr (Toa(:) P&+ 3. moTr(Du(z) - DYPI)pS,
2€0p 2€Qp

+ > / 2n(2) (Ts,a(2) : Du(z) — DYPZ u) d=.

Q€D

En utilisant (VIL.2) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, la Proposition VIL.32 donne que

[N

Bo(u, 5P 0, 557) <Cdo|Bod® lap < 2 /(IIIVU(Z)III?+IV2u(Z)I2+ IVP(Z)IQ)dZ> + T allas 5212
Q

€QpJo

- _
+IDu — DSPZ ulla, el |l2 + 2C, IDu — DIPZ ulla, ITa alla -
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De plus, le Lemme VII.11 et la définition de 57 donnée par (VIL.73) impliquent

E;Q mol|Bod® |7 < C (D@ — DYFZ al3, + I Taald,) -
Qe p

Finalement, on obtient en utilisant la Proposition VII.29 et la définition de @

=

Bo(u,pel; @, pe?) <Cdp

|||Da—DgPZﬁ|||QD+CdD< > /IVQu(Z)IQdZ>
ocapJo

|

1
2
+Cdv|5§?||2< > /|V2u(z)|2dz> + |Du — DEPT ulap, [5S7 12
2ecQpJo

2

< 2 /Q(IIIVU(Z)III?+|VQU(Z)|2+IVP(Z)I2)dZ>

Q€0 p

1

2

+0dD|||Du—DgPZu|||QD< 5 /|V2u(z)|2dz> A
QeNpJo

En utilisant (VIL.71) et (VIL.72), on en déduit

IDu — DSPZ ully,, + 15" I3 SCd%ng}D/ (Va7 + [V*u(2)]” + [Vp(2)[*)dz + [Du — DSPZ ulla, 55" |2
Q

1
2

+ Cdo(IDu ~ DYFTulap+ 522 ]2) < % [Uvus + vt + |Vp<z>|2>dz>
Qe Q
Finalement, I'inégalité de Young conclut le résultat

IDu — DYPZull},, + 1757 13 < Cd3, %D/(IIIVH(Z)HI? +[V2u(2)]? + [Vp(2)*)dz.
QE Q

]
Remarque VII.36
On a immédiatement estimation sur les normes
[Du — DYPTul3 + |pll5 < Cassize(T)*(|ullfz(ayz + P17 a)- (VIL.74)

Lemme VII.37

On suppose que (u_,p) est la solution du probleme (VIL.1). Il existe une constante Caz > 0, dépendant
uniquement de C,, C,, C;, reg(T) et sin(eo), telle que

mp|div?PTul? < [DYPTu—Dul|},, ¥peD,

|div® BT ullz < Cassize(T) (1ull a2y + Pl 2))-

Démonstration : Grace a div”(PZu) = Tr(D?PZu) et div u = Tr(Du) = 0, la relation (VIL.6) donne

1
div?(PZu) = div?(PZu) —divu=— / Tr(DYPZ u — Du(z))d=.
o

Mp ocap

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique
moldi®(FTw < 5 [ ID¥PTu - Dute)l3dz,
o€eQp Jo

Ceci donne la premiére estimation. On somme sur les diamants D € © et grace a (VII.74), on obtient la seconde
estimation avec Cy3 = /Cas. [ |
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Maintenant on peut contréler R} ,, comme suit.

Lemme VII.38

On suppose que (u,p) _est la solution du probleme (VIL.1). Il existe une constante Caq > 0, dépendant
uniquement de C,, C,, C;, reg(7) et sin(eo), telle que

5,Q7

IR: qll2 < Cassize(T)([[ull(z2(a))2 + IPlla(9))-

Démonstration : Gréce a (VIL.59), on obtient

IREal < 3 mo 5 (IREZP+1R5™IR).

se€€g

Premicérement, 'inégalité (VII.2) donne
D —=2
[R5 <C, X / [Du(x) — DIPZ ul3dz.
€N Jo

Puis le Lemme VII.35 conduit a

_2 .

IRSPH(E < C,Cassize(T)* X [ (IVu(@)l3 + [V>u(@)* + |Vp|*) de.
€N Jo

Ensuite, le Lemme VII.30 implique

2 molR&AP < Crgsize(T)? Y. [ (IVull% + [V?ul*)dz
oeN sefo €N Jo

On conclut en posant Coy = \/aiCQQ + Chg.

VI11.6.3 Les sauts de pression entre quarts de diamant

Lemme VII.39
On suppose que (u,p) est la solution du probleme (VII.1). Il existe une constante Cos > 0, dépendant

uniquement de C,, Cy,, C;, reg(T) et sin(eo), telle que

a0 D‘D,EG(PeQx —18)? < Cos(ullErz(ayz + 107 a)-

Démonstration : Pour simplifier, on note P p := — / y)dy, pour tout s € &. On ajoute 0 = P3 p—P3,
pour obtenir
(pegx 7pegx)2 < 2 Z (pegx - ]P)fnp)2 +2 Z (Ps D — pex)
s=Q|Q'=D|D'e& 5=Q|Q'=D|D'e& 5=0Q|Q'=D|D' €&

Ensuite, on réorganise la somme sur les diamants D €

(AR DD DI DI A L

s=0Q0|Q'=D|D'eS DED Q€N P s€9QNID

Maintenant on ajoute 0 = P2p — P2 p pour déduire

(P& —p2)* <8 > IS —PoplP+8> > X [Pap—Pipl

s=Q|Q'=D|D'eS DEDQOEND DPEDQENPSEIQNID

Comme on a p € H(@), le Lemme 1.12, appliqué & un quart de diamant ¢ et & un de ses c6té, donne

PSp — P2 pf? < Cyreg(T)? / Vp(z) 2d. (VIL75)
Q
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On rappelle que p2. = P2 p — pS,, ainsi le Lemme VIL.35 et (VII.75) impliquent

o0 6(179% = p&)* < 8Casize(T)*([ulltyz(q))2 + Ipllin ) + 8Cires(T)?Ipl7n )
5= '=D|D'e

Ceci conclut la preuve avec Cos = 8(Caz + Cireg(T)3).

VII.6.4 Fin de la démonstration du Théoréme VII.25

Nous pouvons maintenant rassembler tous les résultats précédents en vue de conclure la démonstration du
Théoréme VII.25, commencée au début de la Section VII.6.
Démonstration : On a noté e = PZu —u? et €® = P2p — p®, et obtenu I'estimation suivante (VII.58)

IV5eTl3 + 9113 <CrIVyeTl2 + e ]2) (IR all2 + lIdivoPZ ull2)

2

+ Cosize(T) IV e ||2 + [le?2) <
5=Q|Q'=D|D'e

(pegx - pegx)2>
En utilisant I'estimation || R, gll2 < 2[R qll2 + [[R] gll2 + 1222 |2, le Lemme VII.26, 'estimation (VIL.74), le
Lemme VII.38 et le Lemme VII.37 impliquent

IR ql2 + [|divEPZ > < Csize(T).
Finalement, le Lemme VII.39 conduit &

[V¥e [y < Csize(T) et |je2||s < Csize(T). (VIL76)

Estimation de |ju—u”||z: Ona
[u—u"2 < [lu—PZufz+ [Pu—u”|s.
Le Lemme VII.27 et I'inégalité de Poincaré (Théoréme IV.15) donnent
[u—uZ|y < Csize(T) + C|[VPTu — Vou7||s.

Finalement, le Lemme VII.20 et (VIL.76) conclut 'estimation de |[ju — u®||2.

Estimation de |[Du—D¥u”|z: Ona
[Du — DFu |2 < [[Du — DJPTulz + [DIPFu — Dyu” ..

Finalement, les estimations (VIL.74) et (VIL.76) impliquent 'estimation de [|[Du — D¥u” |».

Estimation de ||p — p2|2 : L’estimation (VIL.76) conduit &
IB5ap — 2|2 < Csize(T).
On conclut grace au Lemme VII.26. [

Il faut noter que ’on peut améliorer ’estimation sur la vitesse. Pour cela, on a besoin de faire une hypothése
sur le maillage. En effet, on a besoin que les deux angles o, et o, de la Figure VII.1 soient suffisamment éloignés.
Pour chaque diamant D, -, on choisit le point =, sur 'aréte o tel quel les angles vérifient |a, — | > €g. Cette
hypothése n’est que théorique, en fait numériquement on n’a jamais besoin d’utiliser le critére €.

Corollaire VII.40
Si pour tout D €D, on a |ax —a,| > 9. On suppose que les hypothéses du Théroéme VII.25 sont vérifiées.

Il existe une constante Cag > 0 dépendant uniquement on reg(T), A, sin(eo), Cp, C,, Cy, ull2(a))> et
ol (), telle que :

|||VU. — V'gU.T |||2 S CQGSiZG(T).
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Démonstration : La difficulté de cette démonstration repose sur I'existence d’une constante Cy7 > 0, telle
que
[Vu — ViPZullz < Corsize(T)(J|ull(mz(a))2 + llpllai(a))-

En effet avec cette estimation, on a
IVa — Va7 |2 < Corsize(T)([[ull 22 + [Pl () + IVAPT0 = VT o,

Et finalement, (VIL.76) implique lestimation de ||[Vu — V¥u”|,. II faut donc montrer l'existence de Cor.
Soit » € D. Grace a la condition (VILAT), il existe 63, € My, 2(R) tel que (62 : §) = 0 et DXPZu =
DPPZu + 1(BodZ, + '65.'By) pour tout @ € Qp. Ainsi on peut écrire VAPZu = VPPZu + '65'B, pour
tout @ € Q5. En utilisant la discussion de la Section VII.1.1, on remarque qu’il existe 62 € M, 2(R) tel que

t—~—
VP2u = VPPZu+ §7'Bg, en utilisant la fonction affine II,PZu (voir la Figure VIL.2) on a méme les valeurs :

b = (o) — ToPT 0 () Oz = u(rge) ~ IpPTu(zs) L)

Or = W(Zon ) — PR u(z4,.) Opr = u(xo,. ) — PR u(z,,. ).

t— —~ t—~
on en déduit que VP2u— V¥PZu = 67'B, et DPu—DY¥PZu = (Bo6? + 07'By,).

—

Onposegg:ggféD

ex’

Comme dans le cas a, # a,, do est nul, on a forcément (67 : §p) = 0 et ainsi le Lemme VII.11 implique

> molBod?[F < Cs Y molDPZu— DYPZull%.
2€0p €D

Puis le Lemme VII.35 donne

> mallBedPlF < C5Cndl 3 [ (IVU(2)5 + [V?u(z)” + [Vp(2)]?)dz. (VIL78)
Q€D eeNp Jo
La Proposition VII.29 et (VIL.78) concluent le résultat. ]

Remarque VII.41

Dans le cas ot o = oz, on écrit 5P = (S/BJ_ + 5/7;” avec (5/7;J_ :00) = 0. On en déduit que

> mollBodPF <2 3 mollBo(0P1L — 05T +2 3 mollBo(07)lI-

2€0p 2€0p 2€Qp

_— _— t o~
On obtient (07 | — 02, : 89) = 0. On remarque que Bo(0” | — 62) + (671 — 6Z,)"Bo = 2DP2u — 2DYPZ .
Par conséquent, les Lemmes VII.11 et VII.35 impliquent

> mollBo(67 1 — 85I < C5Caad /(IIIVH(Z)III? +[V2u(z)[* +[Vp(2)[*)dz.
Q

Q€D

De plus dans la démonstration du Lemme VII.11, on a montré que

> mollBo(a” )% < €075 < Cllo7 |3

Q€D
On obtient en utilisant (VILTT) que
lorlz<C 3 [(IVu(2)lF + [V*u(2)*)dz.
eeNp Jo

Finalement, on en déduit que

> mollBad?lF < Cldr +1) 5 [(IVu()Ix + IV?u(z) + |Vp(2))dz.

€D oeNp Jo
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VII.7 Tests numériques

On présente quelques résultats numériques obtenus sur le domaine Q =]0, 1[2. Dans toutes les simulations
numériques le paramétre de stabilisation est fixé & A = 1073,

On rappelle que pour illustrer I’estimation d’erreur, la famille de maillages est obtenue en raffinant succes-
sivement et uniformément le maillage original. Afin de mettre en évidence le processus de raffinement choisi,
on présente sur les Figures VII.8(a), VIL.8(c) et VIL.8(e) le maillage primal original et sur les Figures VIL.8(b),
VIL.8(d) et VIL.8(f) le maillage primal obtenu aprés le processus de raffinement. Plus précisément, la famille de
maillages, correspondant a la Figure VIL.8, est obtenue en divisant chaque aréte primale en deux. On précise
que les centres (xx ) sont les barycentres des mailles primales.

(a) Maillage des quadrangles
non-conformes grossier.

(c) Maillage de losanges et tri-
angles grossier.

(e) Maillage de quadrangles et
triangles grossier.

(b) Maillage des quadrangles
non-conformes raffiné.

(d) Maillage de losanges et tri-
angles raffiné.

(f) Maillage de quadrangles et
triangles raffiné.

Fia. VIL.8 — Maillages utilisés.

On rappelle que pour toute la théorie développée ici, pour chaque diamant D € ®, on a supposé que les deux
angles a, et a, de la Figure VII.1 sont soit les mémes, soit suffisamment éloignés, c’est-a-dire |ae — a.| > €.
Cette restriction n’est pas nécessaire sur le plan numérique. En effet, pour tous les tests numériques de cette
section, on obtient les mémes résultats qu’on utilise le maillage dual direct ou le maillage dual barycentrique.
De méme, on observe que dans tous les tests numériques ’ordre de convergence du gradient de vitesse en norme
L? est bien 1 voire plus grand, méme pour le maillage dual direct, exclu par les hypothéses du Corollaire VII.40.
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Pour chaque cas test, on donne 'expression de la solution exacte (u,p) et la viscosité n desquelles on déduit
le terme source f et la condition aux bords g pour que (u, p) soit la solution du probléme (VIL.1).
On définit une projection centrée sur 9Q :

]P’f}p = (p(xQ))QGQ .
Dans les Figures VII.9, VII.10 et VIL.11, on compare les trois schémas suivants : le schéma DDFV (VIL.4),
le schéma m-DDFV (VIL34) et le schéma m-DDFV-AP (VIL34) avec le terme de stabilisation —Ad% A®p® au
P2p —p2

lieu de —\d% A® p2. Cette comparaison est faite en terme de la norme L? pour la pression w
® IP2p2

[P2Vu — ViuT|, [Peu —u”||
[P2Vu2 P2 ull2

du maillage size(7) en échelle logarithmique. Les ordres de convergence donnés sur les Figures VII.9, VII.10 et

VII.11 sont calculés a ’aide d’une approximation par les moindres carrés des résultats obtenus.

, pour

le gradient de vitesse et pour la vitesse respectivement, en fonction du pas

VII.7.1 Test 1 - Viscosité discontinue et pression réguliére

On reprend le cas test de la Section VI.6.3 du chapitre précédent. On rappelle que la vitesse, la pression et

la viscosité valent u(x,y) = (u(:g, y)), avec :

y? =05y siy>05

(1) 1 siy>0.5
u(z,y) =
Y 10*(y* — 0.5y) sinon.

) p(x,y) =2zr—1 et 77(%?}) = { 10_4

sinon.

Ainsi, Du et n sont discontinues a travers 'interface I' localisée en {y = 0.5}. On utilise le maillage primal
non-conforme de la Figure VII.8(a), localement raffiné le long de la discontinuité. Ce maillage primal respecte
la discontinuité de la viscosité. Comme on ’a vu dans la Section VI.6.3, le schéma DDFV converge encore

Erreur en norme L2 pour la pression Erreur en norme H(l) pour la vitesse

0
10 10°
//+ Ordre : 0.35 L
10" Ordre: 0.79 +//+ 1 107t "t
107 —}—DDFV | 107 Ordre:13 ——DDFV 1
Ordre : 1.8 -©-m-DDFV-A -©-m-DDFV-A
o —f-m-DDFV —%-m-DDFV
-3| Ordre : 1.87 -3 Ordre : 1.39
10 2 = 0 10 -2 -1 0
10 10 10 10 10 10
Pas du maillage Pas du maillage
d ill d ill
(o 1E2p =l () IV2PZu = V2uT,
P2 pll2 IV2PZ ull2

_ Erreur en norme L2 pour la vitesse
10 ——

102 Ordre : 0.85

Ordre : 1.9
——DDFV
10° GE
~-©-m-DDFV-A
Ordre : 1.93 —*~m-DDFV
-4
10
107 10" 10°

Pas du maillage
[PZu—uT|>
IPZ ull2

(c)

F1a. VIL.9 — Test 1, viscosité discontinue sur le maillage primal de la Figure VIL.8(a).

mais il n’est plus d’ordre 1 (voir la Figure VIL.9). Le schéma m-DDFV est quant & lui d’ordre 1.9 en vitesse



VII.7. Tests numériques 191

et en pression en norme L? et d’ordre 1.4 en vitesse en norme H}. On remarque que les ordres de convergence
obtenus sont meilleurs que ceux prédit par la théorie donnés par le Théoréme VII.25. Ceci est 1ié & une certaine
uniformité des mailles loin de la zone de raffinement. En outre, on souligne que le taux de convergence n’est
pas sensible a la présence de volumes de contrdle non conformes. Avec I’approche m-DDFV, on a amélioré non
seulement ’ordre de convergence mais aussi la précision du schéma sur le maillage grossier. En effet, lerreur
(pour toutes les normes considérées) du schéma m-DDFV obtenue sur le maillage grossier est plus petite que
celle du schéma DDFV obtenue sur le maillage le plus fin lorsque ’on considére la vitesse et que celle du schéma
DDFV obtenue sur le maillage deux fois raffiné lorsque 1’on considére la pression.

La Figure VIL.9 montre également que dans ce cas les erreurs obtenues en utilisant le schéma m-DDFV-AP
sont essentiellement les mémes que celles obtenues en utilisant le schéma m-DDFV. Ceci nous ameéne & croire
que le nouveau terme de stabilisation AD, un peu plus technique & programmer, n’est pas forcément utile.

On compare également le nombre d’éléments non nuls des matrices correspondant aux trois schémas (voir le
Tableau VII.1) pour les cing maillages successivement raffinés, c’est-a-dire la premiére ligne du Tableau VII.1
correspond au maillage grossier, la seconde correspond au maillage raffiné une fois, la troisiéme correspond au

maillage raffiné deux fois, . ... Ainsi le nouveau terme de stabilisation A® ajoute trés peu d’éléments comparé
Nombre total d’inconnues Nombre d’éléments non nul
le schéma DDFV | le schéma m-DDFV-AP | le schéma m-DDFV
392 3 863 3 863 3 959
1 358 14 421 14 421 14 613
5018 55 551 55 551 55 935
19 250 217 881 217 881 218 645
75 362 862 847 862 847 864 373

TaB. VII.1 — Nombre d’éléments non nuls dans la matrice pour les trois différents schémas.

aux deux autres schémas moins d’un pourcent d’éléments en plus. Comme les erreurs obtenues pour le schéma
m-DDFV et le schéma m-DDFV-AP sont équivalentes, I’ajout de ces éléments dans la matrice ne semble pas
améliorer les résultats ici. Par contre, la différence entre le schéma m-DDFV-AP et le schéma DDFV se situe
dans le tenseur des contraintes visqueuses. On a vu que ’ordre de convergence est nettement amélioré ainsi que
la précision de I’erreur alors qu’on observe que les matrices ont exactement le méme nombre d’éléments non nuls.
Ainsi les inconnues intermédiaires dans le tenseur des contraintes visqueuses améliore la précision des solutions
discrétes sans changer le profil de la matrice du systéme dans ce cas. De plus, le stencil moyen, c’est-a-dire le
rapport entre le nombre d’éléments non nuls de la matrice et le nombre de lignes de la matrice, est semblable
pour les trois schémas, il est compris entre 10 et 11.

Si on considére maintenant le maillage primal de la Figure VIL.8(c). Dans ce cas, c’est le maillage diamant
qui respecte la discontinuité de la viscosité Comme la viscosité est constante sur chaque diamant, le schéma
DDFV, le schéma m-DDFV et le schéma m-DDFV-AP sont exactement les mémes. En effet, dans ce cas 13, les
inconnues artificielles 62 sont nulles et les pressions p2? valent p®. Ainsi le gradient modifié V¥ vaut le gradient
discret V®, de méme pour le tenseur des taux de déformation modifié DY qui vaut D?, et le nouveau terme
de stabilisation égpm vaut A®p®. On observe les ordres de convergence suivants 1.6, 1.5 pour le gradient de
vitesse et la pression en norme L2. On constate la super convergence en norme L? pour la vitesse.

VII.7.2 Test 2 - Viscosité discontinue et pression discontinue

On considére maintenant un cas test avec une viscosité et une pression discontinue a travers 'interface I'
localisée en {z = 0.5}. On prend la viscosité discontinue suivante :

.9) m=10* siz<0.5
z,Y) =
ey no := 1072 sinon.
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p p
. Erreur en norme L? pour la pression Erreur en norme H(l) pour la vitesse
10 -1
10
—+—DDFV | ——DDFV
~©-m-DDFV-A -©-m-DDFV-4P
—¥—m-DDFV —k—m-DDFV
107 1072
Ordre : 1.68 g
Ordre : 1.68 Ordre : 1.53
Ordre : 1.68 Ordre : 1.53
s _,| Ordre : 1.53
10 " 1 0 10 = -1 0
10 10 10 10 10 10
Pas du maillage Pas du maillage
P2 p —»® |2 [VEPTu — Vo uT|s
(a) 22 (b) bl
P2 pll2 V2P ull2
_, Erreuren norme L2 pour la vitesse
10
—+—DDFV
-©-m-DDFV-4Y
—¥—m-DDFV
107
Ordre : 2.00
Ordre : 2.00
Ordre : 2.00
-3
10
107 10" 10°
Pas du maillage
PTu—u?
(o IFZu a7
P ull2
F1G. VIL.10 — Test 1, viscosité discontinue sur le maillage primal de la Figure VIL.8(c).
On pose ¢ = fm—_ﬂgm. La solution exacte est donnée par
4.0 4.0
(z — 0.5)(cz + sin(5.07r:v))w, siz <05
.0C
(z — 0.5)(cos(mz) + 1)4.07 cos(4.0my), sinon.
u(z,y) = )
. sin(4.0my) .
—(cz + sin(5.0mz) + (2 — 0.5)(c + 5.0 005(5'0”1)))m7 siz <05
.0C
—(cos(mz) + 1 — w(z — 0.5) sin(wz)) sin(4.0my), sinon.
sixz <0.5

8.0m(m — n2) cos(4my) + cos(4mz) sin(4ry),
p@,y) = { cos(4mz) sin(4my), sinon.
On utilise le maillage des quadrangles et triangles de la Figure VIL.8(e). Dans ce cas, c’est le maillage dual qui
respecte la discontinuité de la viscosité.

Comme le prédit le Théoréme VII.25, on observe, sur la Figure VII.11, que seulement le schéma m-DDFV
est d’ordre 1 en norme L? pour le gradient de vitesse et pour la pression, ceci semble optimal dans ce cas. On
constate la super convergence en norme L? pour la vitesse pour le schéma m-DDFV. Pour ce cas test, on observe
que le schéma m-DDFV-AP est encore un peu meilleur que le schéma DDFV qui converge encore, et que le
schéma m-DDFV-AP converge également mais il n’est plus d’ordre 1. Par conséquent le schéma m-DDFV-AP
n’%st plus équivalent au schéma m-DDFV. On a donc vraiment besoin de travailler avec le terme de stabilisation
A~

On compare également le nombre d’éléments non nuls des matrices correspondant aux trois schémas (voir le
Tableau VII.2) pour les cing maillages successivement raffinés, c’est-a-dire la premiére ligne du Tableau VII.2
correspond au maillage grossier, la seconde correspond au maillage raffiné une fois, la troisiéme correspond au
maillage raffiné deux fois, . ... Pour ce cas test, les matrices du schéma m-DDFV-AP et du schéma DDFV ne
possédent plus exactement le méme nombre d’éléments non nuls. L’ajout de ces éléments améliore un peu la
précision des erreurs obtenues. D’autre part, le nouveau terme de stabilisation A® ajoute également trés peu
d’éléments comparé aux deux autres schémas : moins d’'un pour cent d’éléments en plus. Néanmoins ’ajout
de ces éléments dans la matrice augmente 'ordre de convergence du schéma m-DDFV. En fait, pour les trois
schémas, les nombres d’éléments non nuls sont équivalents. Pourtant I’approche m-DDFV dans le tenseur des
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Erreur en norme L? pour la pression

Erreur en norme H(l) pour la vitesse

0

0
10 10
EDD;\;FV AP —oborv
mmEPrvE -0~ m-DDFV-A"
} —k~m-DDFV % m-DDFV
10 , 10"
Ordre : 0.5;{/4/
Ordre : 0.68
OQrdre : 0.5
Drdre : 0.8
_Ordre 1 1.1 _Ordre : 1.0
10 -3 -2 -1 0 10 -3 -2 -1 0
10 10 10 10 10 10 10 10
Pas du maillage Pas du maillage
(o [P22 =22 () 1P Vu = VHuT |z
P2 pll2 P2 Vul|2
0 Erreur en norme L2 pour la vitesse
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107%|Ordre : 1.16
—+—DDFV
1o Prdre 1 1.28 ~©-m-DDFV-4" |
Ordre : 1.99 —%-m-DDFV
-4
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() [PZu—uT]>
IPE ull2

F1a. VIL.11 — Test 2, viscosité discontinue et pression discontinue sur le maillage primal de la Figure VIL.8(e).

contraintes visqueuses et le terme de stabilisation améliore la précision des solutions discrétes et l'ordre de
convergence du schéma en changeant trés peu le profil de la matrice du systéme. De plus, le stencil moyen,
c’est-a-dire le rapport entre le nombre d’éléments non nuls de la matrice et le nombre de lignes de la matrice,

est semblable pour les trois schémas, il est compris entre 17 et 19.

Nombre total d’inconnues Nombre d’éléments non nul
le schéma DDFV | le schéma m-DDFV-AP | le schéma m-DDFV
2 226 39 363 39 379 39 443
8 674 159 763 159 797 159 927
34 242 644 019 644 093 644 363
136 066 2 586 355 2 586 495 2 587 120
542 466 10 366 323 10 366 645 10 368 019

TaB. VIL.2 — Nombre d’éléments non nuls dans la matrice pour les trois différents schémas.
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VII.7.3 Quelques remarques sur ’implémentation

Comme dans la Section VI.6.4, on écrit le schéma (VII.34) de la maniére suivante :

Trouver u? € Eq et p® € R® tels que,

Vk € M, Z F}C,DU - (u’r’pﬁ) = myfx,
D, «EDK '

o,0

Vicr € M*, > F;c*,vg,g* (u’r’pﬁ) = My~ Fiex,
Dy,ox €D e

(VIL79)

avec Frp_ | (u%,p®) = mg(fQD%NuT +pPId). M e, Si D, € Dy,

avec Fx p (u®,p®°) =m,- (fQD%NuT + pPId).fBonicx, Si Dy pe € Dicx,

Vpe®, div®(u¥) - Ad2APp? =0,
> mpp” =0.

DED

La différence avec I'implémentation du schéma de la Section VI.6.4 se situe dans le calcul des flux numériques
et dans I’équation du bilan de masse sur les diamants. Tout d’abord, on rappelle la définition du tenseur des
contraintes visqueuses D%Nuf, pour tout D € D :

1
2DFNuT = —— 5 mane (2077 + 67! By + Bod®).
Mp genp

—

Il faut donc évaluer les termes DPu” .0, et (t(SDtBQ + Bgév) 1, pour les flux normaux des mailles primales.
Le terme 2D"u” .1, : grice a la Définition IV.5 du tenseur des taux de déformation discret, pour chaque
diamant, on peut écrire
2DPu” ., = Du_N.V,

VIIL.80
QDDUT.ﬁU*;C* = DU_NS.V, ( )

avec le vecteur V dans R® suivant
U — Ug
Upcx — Up* s
p

S
I

et Du_N, Du_NS les matrices 2 x 5 suivantes

Du_N = ( o (Id + ﬁaic & ﬁaic) St (Id + ﬁa*lc* b2y ﬁaTC) 0) ’

2mp 2mp
Du_NS = (5= (Id + e @ Tonicx) (Id + fiepex @ fperex) 0).

2mp

m*
2mp

1
Reste a exprimer — . mgne (témBQ + 3967’) .1, en fonction de V. Pour cela, on calcule d’abord les
Mp oenp

inconnues intermédiaires (67, p2?).

Calcul des inconnues intermédiaires (67, p2?) : on commence par expliquer 'implémentation du cal-
cul des inconnues intermédiaires (5D,pQD) pour chaque diamant. En effet avant d’implémenter la matrice
correspondant au systéme (VII.79), on résout pour chaque diamant p € © le systéme (VII.14) vérifié par
(67, p2P) € M 2(R) x R"™. On présente le cas d’un diamant intérieur D € Dy, ainsi on a np, = 4. On écrit
le systéme (VII.14) comme un systéme linéaire rectangle AX = b avec A € My412(R) et b € R, donnés par :

5N
|

)

oW

c
0
D
0

avec A € Mgg(R), dépendant de 7o, de mo, de @i, de M, x~ et de i, =, C € Mg4(R), dépendant de
Oy, de @i, c» et de I, x+, B € Myg(R), dépendant de my, de fi,x, de i, x+ et de @i, xc«, D € My 4(R),
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dépendant de mo, E € M g(R), dépendant de mo, de i, x, de i, = et de @i, = et

2(Nax gr = Moy or )DPUT Higx

2oy o« — Moy o )]?DDuTAﬁU,C
Q(UQIC,)C* Mok o )DD
2(May or — Moy o+ )D

b= 0 e R™.
0
0
0
mpp”

0

Grace & la relation (VIL.80), on peut écrire b sous la forme b.V avec b la matrice de taille 14 x 5 dont ses 8
premiéres lignes sont données par :
(UQ,C,,C* “Noy k= )Du_N
(WQ,CYE* — Mo, p= )Du_N
(77Q,<,,<* ~ Noy o* )Du_NS
(UQL,K* —Ney o )Du_NS
ses lignes 9 & 12 et 14 sont nulles, sa treiziéme ligne vaut

(0 mD) .

Ainsi le systéme AX =b s’écrit Z)_( =b.V, on pose X = X.V avec X une matrice de taille 12 x 5. Pour chaque
diamant D € D, on résout A X = b.

3

1
Le terme — Y mgig (t(SDtBQ + BQ(SD) 1, :on veut écrire ce terme comme BQ_N.V avec BQ_N une
Mp ocp

matrice 2 x 5. Cette écriture est possible car §” est donnée par les 8 premiéres lignes de la matrice X multipliées
par V, ainsi la matrice BQ_N dépend des 8 premiéres lignes de la matrice X noté X;.5. Par conséquent, on a

BQ_N = MB.X .5,

ou la matrice MB 2 x 8 dépend des valeurs 75 et des normales 1, x, ,*c+. De méme, on peut écrire
1
— > mane (t(;DtBQ + BQ5D) Mg« = BQ_NS.V,
Mp ocp

avec BQ_NS la matrice 2 x 5 dépendant de X1.s.
Les flux : On peut maintenant réécrire les flux en fonction de V :
Feo, . (u”,p®) = flux_N.V,
Frep . (u7,p”) = flux_NS.V,

avec flux_N, flux_NS les matrices 2 X 5 suivantes

1
flux N=—-m,— | Y. mgno | Du_N—m,BQ_N-+ (0 mdﬁa,c) ,
Mp \ geqp

1
flux_NS = —m+ > mene | Du_NS — m ,BQ_NS + (0 ma*ﬁa*,c*) .
Mp \ 0ep

Pour ’équation de conservation de la masse sur les diamants, on peut également exprimer le terme divZu? de
la maniére suivante

divPu® =

terme_N- (ue —u.) + terme_NS - (Uxx — Ugx).

mp 2mp
Le terme de stabilisation nécessite des informations supplémentaires sur les quarts de diamant pour implémenter
le terme :

2size(T)? ,
IV IN T CU (p° —p%).
Mp s=9|o’
=p|D’'€€D

Dans un diamant D = (2, Txcx, T, T.+ ), chaque quart de diamant ¢ est uniquement défini par un centre x, ou
. et par un sommet T+ ou z.-. On construit un tableau tab_Q qui contient les 6 informations suivantes :
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le numéro de son sommet correspondant au centre de la maille primale,
— le numéro de son sommet correspondant au centre de la maille duale,

— un numéro num entre 1 et 4 correspondant & 9y c~ si 1, Qx o~ si 2, ...
— le numéro du diamant qui le contient,

— le numéro de 'autre centre de maille primale du diamant,

le numéro de l'autre centre de maille duale du diamant.

VII.8 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, on a considéré le probléme de Stokes avec une viscosité discontinue et ce, toujours pour des
conditions aux bords de type Dirichlet. Le schéma m-DDFV (VIL.34), présenté ici, prend en compte les sauts
de la viscosité et de la pression. On a montré que ce schéma était bien posé pour des maillages généraux. On a
obtenu des estimations d’erreurs d’ordre 1 pour la vitesse, le gradient de vitesse et pour la pression en norme
L? grace a la stabilisation de type Brezzi-Pitkiiranta qui prend en compte les sauts de pression.

Numeériquement, on a comparé les trois schémas : le schéma DDFV (VI.4), le schéma m-DDFV avec le terme
de stabilisation par quart de diamant et le schéma m-DDFV-APL avec le terme de stabilisation par diamant.
Dans certains cas, le seul schéma d’ordre 1 est le schéma m-DDFV (VIL.34).

Une hypothése importante de notre analyse est que 7 le maillage DDFV doit respecter les discontinuités
de la viscosité. Cette hypothése suppose que 'on sache identifier les discontinuités. Dans le cas, plus réaliste,
d’une interface mobile qui n’est pas nécessairement alignée avec le maillage & chaque instant du calcul, il serait
intéressant de voir comment on pourrait coupler 'approche développée ici avec des méthodes de suivi d’interface.

Le travail présenté ici pour le probléme de Stokes peut vraissemblablement étre adapté a I’étude de problémes
d’élasticité linéaire pour des matériaux composites car les opérateurs différentiels mis en jeu ainsi que les
conditions de saut & prendre en compte sont de méme nature mathématique. Dans ce nouveau cadre, le fait de
mailler le domaine en respectant les sauts de coefficients de Lamé semble tout & fait raisonnable.
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Chapitre VIII

Le probléme de Navier-Stokes
instationnaire

L’intérét pour la discrétisation des équations de Navier-Stokes par des méthodes volumes finis s’est développé
au cours de ces derniéres années, on référe & [PBH04, EHL0O7, EHO7, Del07, CEH08, DE09, EGHL07, EHLPQ9]
pour la description et ’analyse de certains schémas disponibles jusqu’a présent.

On présente dans ce chapitre! un travail préliminaire sur le probléme de Navier-Stokes instationnaire avec
une viscosité variable :

Trouver u: Q x [0,7] — R% et p: Q x [0,T] — R tels que
dru + div (—2n(z)Du + pId) + (u - V)u = £, dans Ox]0,T
div(u) =0, dans Qx]0,T
u =0, sur 90x]0,T
u(.,0) = uyy;, dans Q,

[
[

[ (VIIL1)

/ p(z,t)dz = 0, pour tout ¢t € [0,T],
Q

ot Q est un domaine ouvert borné polygonal de R?, T' > 0, f appartient a (L?(€2 x [0,7))?, win; appartient a
(L>=(Q))?, Du = %(Vu + "Vu) est la partie symétrique du gradient de vitesse u et la viscosité  appartient &
2
W10 (Q) avec Igf n > 0. On rappelle que (u- V)u vaut ) u;0;u pour u = (3;)
i=1

Par souci de simplicité, on restreint notre étude & des conditions de Dirichlet homogéne. On se place dans le
cas d’une viscosité variable mais réguliére comme dans le Chapitre VI. Le principe du schéma proposé est exposé
dans la Section VIII.1. La difficulté de la construction d’un tel schéma réside dans ’approximation du terme
non-linéaire qui fait 'objet de la Section VIII.2. On va utiliser 'idée déja présenté dans [EGHL0O7, EHLP09]| qui
est d’utiliser les flux de masse (prenant en compte la stabilisation) pour définir le terme d’inertie, ceci assure
la bonne propriété qui est la Proposition VIII.4. Dans la derniére section, on montre le caractére bien posé du
schéma pour des maillages généraux (voir Théoréme VIIL5).

VIII.1 Principe du schéma DDFYV pour le probléme de Navier-Stokes

Soit N € N* donné. On note ot = % et t, = ndt pour n € {0,--- , N}. Pour obtenir notre schéma DDFV, on
fait une méthode d’Euler implicite pour la discrétisation en temps et on utilise les méthodes présentées dans le
Chapitre VI pour la discrétisation en espace. Le terme non-linéaire est approché par une méthode semi-implicite.

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible page 244.
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(’est pourquoi, on souhaite avoir la propriété div® (u™) — A5 A®p"™ = 0 pour tout n € {0,---, N}, méme pour
I'instant initial. Notre schéma DDFV correspondant au probléme (VIII.1) s’écrit de la maniére suivante :
N+1
Trouver u™ 7 = (u"),¢co,... N} € ((RQ)T) et p™ " = (p")nego,... N} € (RQ)NH tels que

— on initialise avec

uO = mm,opz;zuini S Eo,
1 VIII.2
p° € R®, tel que A®p® = —2diV© (B, 0P Wini) avec mpp2 = 0. ( )
)\d© DED
Le vecteur p® est bien défini car c’est la solution d’un systéme linéaire carré, dont la matrice est inversible.
En effet, si A®p? = 0, alors la Remarque IV.12 implique que p° est constant comme son intégrale est
nulle, on en déduit que p° = 0 . Avec ce choix de (u®,p%), on assure bien la propriété suivante div® (u®) —
A% A®Pp® =0 a l'instant initial.
~ Ensuite étant donné n € {0,--- , N — 1} et (u™,p") € Eg x R? vérifiant div® (u”) — \d3A®p" =0,

il faut trouver u" ! € Eg et p"* € R tels que,

n+1 n

Vi € M, % + dive(=27°D2u ! + p"Hd) + be(u”, pt, u ) = £
uft —un. »
Vi e MmE, = 5 < 4 dive (=202 D2u ! + pTId) + by (u”, pt,u ) = £, (VIIL3)

div® (") — Adp A®p"T =0,

1
Z mng-’_ = 07
DED

avec N = (p)peo, avec 1, = / n(s)dup(s), oit p est une mesure de probabilité sur D, pour tout » € D,
D
(voir (VL5)), fot! = ! /tn+1 / f(z,t)dzdt pour tout k € Met LI = ! /tn+1 / f(z,t)dzdt
e ot my J, o * 5t My~ Jy, o
pour tout x* € IM*, le parameétre de stabilisation A est choisi strictement positif. La définition de I'ap-
(u™ - V)u"t'da par by et / (u™ - V)u"t'dz par by~ est présentée

c*

proximation du terme non-linéaire /
K
dans la section suivante.

VIIL.2 Approximation du terme de convection non-linéaire

On rappelle tout d’abord que
Er={s,5€0pets ¢ N}, VDED, et S={seé&, VDED}
et on introduit deux sous-ensembles de & suivants :

Se={s€6,telques Ck}, VkeM, et Sy ={s € 6,tel que s C k*}, Vk* € M*.
VIII.2.1 Approximation des flux normaux de la vitesse

On cherche & approcher /(un Viu"tldr = Z (u" - i, )u”*'ds. On veut pour cela approcher / u”-
K ocecoK "’ 5 g
N, cds. Remarquons qu’en intégrant I’équation de bilan de masse sur le demi-diamant Dy de sommets 2, X+

et z.+ (voir la Figure VIIL.1), on a :

0:/ divu”dx:/u"m‘i‘, ds + u” - ngpds.
[ v = [t 3 -

s€SKNEP Y

Ceci permet d’exprimer / u” - m,ds a aide des flux normaux sur les cotés s des diamants — / u” - fgpds.
g 5
Ces flux interviennent également lorsqu’on intégre I’équation de bilan de masse sur chaque diamant D :

/ div(u™)dz = / u" - figpds = Z u” - fgpds.
D

oD scoD Vs
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Au niveau discret, cette relation s’écrit de la maniére suivante :

mpdiv® (u™) — AdZmp,APp" =

>

EZD‘D’ESD

GS,D(unapn)a
ainsi /u"~ﬁ'ﬁvds est approchée par G, »(u”,p") = ms
S

n n
u,c*+u,c._,

2
de la stabilisation. La discrétisation Fi. , de /

g

s — A(d2 +d2,)(p, —p™) qui tient compte

u-1i,ds est obtenue & I'aide de G »(u%,p®) pour s € &, NEp.

Fic. VIII.1 — Un diamant D et un diamant voisin D’.

On définit les opérateurs G©, Fy , et Fi~ .« de la maniére suivante.
Définition VIII.1

On définit Uopérateur suivant GS : (u7,p®) € (R?)” x R? s (Gs,n(u”,p®))
DED

N o N —

S s€Ep,DED €RY, ou N =

> card(Ep). Pour un cotés € &, on désigne par D et D’ les deux diamants voisins qui ont pour c6té commun

s et on désigne par T et Tix les sommets du coté s (voir la Figure VIIL1), ainsi le terme G »(u”,p®) est
donné par :

U + Ugex

GS,D(uT,pQ) = M, L <

5 Mep —
Les flux de masse Fy , et Fix .« sont alors définis par :

fon — A(d2 +d2,)(p" — p®)
FK,a(uTapg) = - Z GE,D(uT7p©)7

s€eSxNéEp
F)C*,o* (uT,pQ) = -

VK € M, D, ,+ € D,

Gs,D(uTvpg)a
SEGK* NED

VK* € Dﬁ*, Dy, ox € Dy

flux Fx,, et Fic» .+ & savoir :

On remarque que si (u?,p®) € (RQ)T x R® vérifie div® (u™) — \d% A®p® =0, on a bien conservativité des
Fye, (ur, p’D)

= —F.,(u",p°), VYo=ck|c et Fee-(u”,p°)=—F «(u”,p°), VYo*=x|c".
Proposition VIII.2
Soit T un maillage DDFV associé a ). Pour tout (u®,p®) € (RQ)T xR®, on a
VeeM, 3 Fe,(uT,p®)=0 et YereM, Y Fee(uT,p°)=0.
DED DED o
Démonstration

maille primale «, on obtient

En fait, en réorganisant la somme sur les cotés des diamants s € S, appartenant a la
Uy + Uper Upe + U - -

- Z msg B ‘Ngp = — Z ms 5 : (ns‘D + nsv’) =0,

DED K s€SNED se€G
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car fiyp = —Ngpr €t en rappelant que pour un co6té s € &, on désigne par D et D’ les deux diamants voisins qui
ont pour cdté commun s et on désigne par x et z« les sommets du cété s. On fait de méme pour
- X X (d+di)p” —p7) =~ ¥ (dy+d5)(p" —p° +p7—p") =0,
DPEDKk s€SkNED s€Gk
on en déduit que Y FK,U(uT,pQ) = 0. On procéde de la méme maniére pour K* € I*. [ |
DED

VIII.2.2 Discrétisation du terme non-linéaire

Le terme non-linéaire est discrétisé par une méthode upwind.

Définition VIII.3
On définit b7 : (u”,p°,v7T) € (RQ)T x R® x (RQ)T — b7 (u?,p°,v7T) € (RQ)T, comme suit :

1
b/c(U-TvP@aVT) = Z F)C,a(uTapD)VU+a VIC S Dﬁ,
m

K seox

1
Z Fiex o (uTvpg)VU*+a Vit € M,

My
K" oxear*

b)c* (u17p© ) VT) =

o
Vi St FK,U(uT,pE) >0, Vs St F,C*,U*(uT,p@) >0,
Vo+ = Vox+ =

V. Sinon. Vex  SINon.

Proposition VIII.4

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Pour tout (u?,p®,v7) € Eg x R® x Eq tels que diVD(uT) -
)\d%A@pE =0, on a la propriété suivante

[[bT(uT,p33 VI, v > 0.

Démonstration : On décompose ce produit scalaire sur le maillage primal et le maillage dual :

1 1
[[bT(uTapgavT)va]]T = §P+ §Da

ou P := g Vier S Fe (T, p°)v,r et D= g Vieer S0 Free o (U7, p®)v,e+. On va se concentrer
xem  PEPK K* €OM* UOM* DED e

sur la minoration de P, sachant que l'estimation de D se traitera exactement de la méme facon. On réorganise

la somme sur les diamants

Yover X BT pP)ver = X Fe (0T p0)var - (Vi — V),
ceM PEDK D, o+ €D

en utilisant le fait que Fy ,(u%,p®) = —F. ,(u?,p®). De plus, le terme Fy. ,(u”,p®)(vx — v.) peut s’écrire de
la fagon suivante |Fy ,(u”,p®)|(vVo+ — v,- ), avec

ve siFye,(u”,p®) >0,
Vo- = .
Vi Slnon.

On en déduit que

P = Z |FK76(UT,p©)|(VU+ 7V0'7).V0'+'
D, +ED

o,0

1
En utilisant ’égalité suivante (a — b)a = 5((@ —b)*+a*—b?),0na

1
P = 5 Z |F’C,U(u1ap©)| ((Va+ - Vo*)2 + (V§+ - Vi*)) .
D, ox €D
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Comme le premier terme du membre de droite est positif, le terme P est minoré par

1
P25 X Ry (vE - vE ).
D, ,+«ED

De méme que précédemment, on a D'égalité suivante |Fx ,(u”,p®)| (vZ, —v2_) = F,(u”,p®) (vi —v2). 1l
vient que

P> Z F;c,a(uTapg) (V12c - Vi) :

1
2D « €D

o,0

En réordonnant la somme sur les mailles primales k£ € 91, on obtient
1
P22 S VRS B, pP),
KeM DED K

On conclut en appliquant la Proposition VIII.2 que P > 0. [ |

VIII.3 Propriété du schéma DDFYV pour le probléme de Navier-Stokes

On commence par montrer le caractére bien posé du schéma linéaire (VIII.2)-(VIIL.3). Ensuite on présente
les premiéres estimations d’énergie.

Théoréme VIII.5
On suppose que n est bornée, voir (V1.2). Soit T un maillage DDFV associé a . Le schéma (VIII.2)-

N+1
(VIIL.3) admet une unique solution (u™ 1Tl p=:0.11) ¢ ((RQ)T) X (RQ)NJrl.

Démonstration : Soit n € {0,---,N}. Il faut noter que le schéma (VIIL.3) est un systéme linéaire en
(u™*t, p"*t1). On note N la dimension de (RQ)T x R®. Le schéma (VIIL.3) peut s’écrire avec ¢® = 0, g™ = 0,

g™ =0 et o = 0 comme suit

Trouver u"*! e (RQ)T et p"t € R® tels que,

uZJrl s LK DD, ,n+1 n+1 n ,n n+1\ _ en+1 uz
Vic € M, 50 +div(=2n"D¥u"" +p" " Id) + b (u”,p",u" ) = £2 +—6t,
1
« * U‘ZJ*F s K 9, OO, ntl n+1 n ,n n+ly __ en+l U.;é*
Vicr € IM*, 50 +div® (=2p7"D7u"" 4 p"TId) + byex (u”, p",u" ) =205 + S50

diV© (un-l-l) _ )\d%A’Dpn-l-l — q’}D,
ultl =g Vkeom,
ultt = g, VKt €0,

1
ST mppttt = .
DED

C’est un systéme linéaire : Av = b avec une matrice rectangle A € M1 n(R), v € RV et le second membre
t . . . .
b= (f7, 7", ¢°, g™, g o) € RV*!1. Soit X I’ensemble suivant

X = {(fim’ fim*7q©,g69ﬁ, gaﬂﬁ*’a)/ S RNJ’_l) Z ma’yT(gT) : ﬁaiC = Z meD'} )
Dy ox EDeat DED

la dimension de X vaut N. On a que t(f”“, £70,0,0,0) appartient 4 X et que ImA C X car on a une relation
entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet gréace a la formule de Green
(Théoréme IV.9). Si on montre que la matrice A est injective, on conclut que dim ImA = N et ainsi ImA = X.
Etudions donc le noyau de la matrice A. Soit (u"*!,p"*!) € Eg x R® appartenant au noyau pour la donnée
(u™,p™), on a ainsi :

1
5[0 VT [divT (<20 D2 4 "), v g 4 [bT (" p" ut ), VT =0, YT € Ry,
(div® (u ) — AdA AP ¢®)p =0, V¢° € R®,

1
Z mngJr =0.
DED
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"+l 11 vient

On prend vZ =u"*let ¢® =p
%[[u"“, w7 + [divT (=20° D u™ ! + p"THd), u" T + [T (u”, p", u" ), u" ] = 0.
En utilisant le fait que div® (u") — Ad% A®p™ = 0, la Proposition VIIL4 implique que
S0 4 [divT (-2 DPu ), u ] < 0.

Par conséquent, en ajoutant le terme nul (div® (u+1) — A2 APt pntl) 5 on a

1
7 + [divT (=27 DPu™*" + p"H1d), w7 + (div® (u* ) = Adp APp T pt s < 0.

De plus, on rappelle lestimation (VI.13) faite dans le Chapitre VI :

[div™ (—27°D®u™ ! + p"HHd), u" 7 + (div® (u" ) — AdHAPp L pitl) g

> C V23 + Ap . (VIIL4)
On en déduit que
L 4 IV 4 A <0
Par conséquent, on a u™t = 0 et p"t! est constant. Comme p™T! vérifie > mDpZH 0, onap™t = 0 ot
u™t! = 0. DED .

Proposition VIII.6 (Estimations d’énergie discrétes)

) . . . \ N+l N+1 .
Soit T un maillage DDFV associé & Q. Soit (u™ T p=:011) ((RQ) ) X (RQ) la solution du
schéma DDFV (VII1.2)-(VIIL3). Pour N > 1, il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de €2,

A G Wi et £, telle que :

N N N-1
Zl StIVour); < C, Zl 20tAlp" |5 < C, ZO ot —wE <O et uV3<C
n—= n= n=

Démonstration : Comme (u"*! p"*!) € Eg x R® vérifie (VIIL.3), on a

1
_[[unJrl - unv VT]]T + [[diVT(72n©D©un+l + anrlId)a VTHT + [[bT(unapnv un+1)7 VT]]T

ot
= [ vT]r, W €Ky,
(div® (™) = AdHA®p" T ¢P)p =0, Vg® € R,

1
Z mng+ = 0)
DED

avec £ = ((f2+1);c69n + (0)ceom > (ffzjl)mezm* 7(0);<*669ﬂ*)- On prend v7 = u™t! et ¢® = p"+1 .
1
Lt~ w4 [divT (<207 DPu 4 p ) e + [T ()

ot
= [ w

En utilisant le fait que div® (u”) — Ad% A®p™ = 0, la Proposition VIIL4 et la relation (VIIL4) impliquent que

1
Lp -t w4+ A < [ a
En remarquant I'égalité suivante 2[u™ ™ — u™, u" 1]z = [[u"™! — u”||3 + |[u" "% — ||u"|3, on en déduit

1

ﬁ”unﬂ —u"|3+

1 n n s n n 1 n
s B + O VR AR < [ o3
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le terme [f"! u" 1]+

1 n+1 n|2 1 n+12 D 1
o C V n+1)2 )\ n+1(2 < fnJrl n+1 n 2.
Sl = 0 S+ VR A < ol + o a3

Ensuite I'inégalité de Poincaré (Théoréme IV.15) donne

€
26t

[l = a3+ S S + C IV S+ AR < CIE TV + o a5

L’inégalité de Young avec le paramétre ¢ = C2/ C,, implique en multipliant par 26t :

02
[ — ([ 4 [+ G0t VPTG + 20t [pm ) < 5tc_|\f"“||§ + [Ju”3.
—=n

On termine en sommant sur n de 0 & N — 1 > 0 pour obtenir

=t n+1 n||2 N2, & D nt1y2 =t n+1(2 C? N1 n+12 02
ZO [u"™ — a3 + a2 + ZOQn&lHV w20 20eAP T < = 2 GtIETlE A+ flut.
n= n—=

n=0 ~n n=0

T

N+1
Cette proposition implique que la solution (u”:®7! p=:.[0.7) ¢ ((RQ) ) X (RQ)NH du schéma DDFV
(VIIL2)-(VIIL3) vérifie

u”™ 7! est bornée dans L*([0, T, H}()),

u” " est bornée dans L™ ([0, T], L2(9)).

VIII.4 Conclusions et perspectives

Ce chapitre est un travail en cours. On a proposé un schéma DDFV stabilisé (VIIL.2)-(VIIL.3) pour le
probléme de Navier-Stokes avec une viscosité réguliére sur tout le domaine et des conditions aux bord de type
Dirichlet. Ce schéma est bien posé pour des maillages généraux. L’étude de ce schéma reste & compléter par
I’établissement de la convergence du schéma et par des tests numériques. En perspective, on pourrait également
s’intéresser a sa généralisation a des domaines 3D (voir la partie 3 du manuscrit).
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Partie 3

Probléme de Stokes sur des maillages 3D
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Chapitre IX

Introduction aux méthodes DDFV en 3D

On a vu qu’en 2D, le probléme de diffusion scalaire anisotrope nécessite un deuxiéme jeu d’inconnues en plus
des inconnues primales. Ce double jeu d’inconnues permet de définir un gradient discret & partir de deux de ses
composantes dans deux directions complémentaires. En 3D!, la reconstruction d’un gradient a besoin de trois
directions complémentaires. Il est intéressant de noter que le passage 2D-3D dans le cas de la diffusion scalaire
a conduit & trois formulations DDFV différentes proposées dans [CPT08, ABKO08|, dans [Her07] et dans [CH09].
En effet, comme en 2D, toutes ces approches font intervenir outre le maillage initial, le maillage des mailles
duales construites autour des sommets du maillage primal. On a naturellement deux directions, la direction des
centres des mailles primales et la direction des sommets des mailles primales. Le choix de la troisiéme direction
différe selon les approches.

Dans le cas ou les interfaces du maillage primal sont des triangles ou des quadrilatéres, dans [CPT0§],
les auteurs définissent un gradient discret par faces du maillage primal, avec la direction des centres et deux
directions complémentaires données grace aux sommets de la face. Une extension & des polyédres généraux
mais conformes est proposée dans [ABKOS|. Dans la seconde approche [Her07], un nouveau jeu d’inconnues
est formellement introduit aux faces et aux arétes du maillage primal afin de reconstruire un gradient discret
pour chaque couple face-aréte, ces inconnues sont ensuite éliminées algébriquement. Le schéma obtenu pour des
maillages polyédraux généraux conduit a des opérateurs linéaires non-symétriques, ceci rend ’analyse théorique
de ces schémas plus difficile. Dans la troisiéme approche [CH09|, des dégrés de liberté similaires sont introduits,
ils vont jouer un role analogue aux inconnues localisées aux centres et aux sommets du maillage primal. On
travaille alors avec un triplet de maillages 7 := (97, MY, M), composé du maillage primal 97, du maillage
“sommet” MY et du maillage “face-aréte” M| et avec le maillage diamant ® associé a chaque couple face-aréte.
Ainsi I’équation de diffusion est intégrée sur toutes les mailles intérieures de ce maillage 7. Dans ce chapitre on
décrit ces maillages 7 := (97, MY, IME” ). Puis, on construit un opérateur gradient discret V®? :u” € RT —

(VPuUT) pen € (RB)Q (voir Définition IX.1), cet opérateur est en dualité avec opérateur divergence discréte
div” : (R3)© — R7” (voir Définition IX.2).

IX.1 Construction des maillages

Revenons sur la construction de 7 et de ®. La construction des maillages commence par 91, une partition
du domaine de calcul €, elle est formée par Np polyédres, N faces planaires, Ng arétes, et Ny sommets. Nous
notons :

- P I'ensemble des polyédres, p un polyedre, mp son volume, P son barycentre; on a Q= Upﬁ;
pe

- F Pensemble des faces, f une face, |f| son aire, F son barycentre ; chaque face d’un polyédre est soit une
interface entre deux polyédres distincts soit une face du bord du domaine; par conséquent, si f est une

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible pages 245 et 246.
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(d) Le maillage primal 9t et une maille duale associée a I'aréte e

F1c. IX.1 — Vue 3D du triplet de maillages 7 associé a une grille cartésienne.
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face de F soit il existe deux polyédres pk et pp, dans P tels que f = p NPy, soit il existe un polyédre px
dans P tel que f = Opg NN ;
- & lensemble des arétes, e une aréte, |e| sa longueur, E son milieu; chaque aréte d’une face de F est une
aréte de & ;
- VY Pensemble des sommets, v un sommet et &, ses coordonnées; chaque sommet d’une face de F est un
sommet de V.
Les mailles du maillage 97 sont associées aux polyédres de P, les mailles du maillage 91Y sont associées aux
sommets de V, tandis que les mailles du maillage 9% sont associées aux arétes de &£ et aux faces de F. Nous
les appelons respectivement mailles primales, mailles de type sommet, et mailles de type face-aréte. Comme il
y a une correspondance entre les sommets du maillage et les mailles de type sommet, nous allons utiliser le
méme symbole sommet v pour les représenter et le volume d’une maille sommet v est désigné par m,. Nous
notons génériquement s les mailles de type face-aréte, qui interviennent dans la définition du maillage 957 ;
et mg représente le volume d’une maille générique s € M. Les symboles p, v, s peuvent étre commodément
notés pour représenter différents cas, par exemple, pk, pr,, Va, VB, etc. Nous notouns size(7) le pas du maillage,
c’est-a-dire, une longueur caractéristique du maillage, et défini par size(7) = rilea‘g( le|.

Construction de ©

Le maillage diamant est composé de volumes de controle associés & un couple face-aréte. Pour une aréte e
d’une face f avec e C Of, on considére les sept points géométriques suivants (voir la Figure 1X.2) :

- F, le barycentre de la face f;

- E, le point milieu de 'aréte e;

- A, le premier sommet de 'aréte e;

- B, le second sommet de ’aréte e;

- K, le barycentre de la premiére maille qui a pour face f;

- L, le barycentre de la seconde maille qui a pour face f quand f est une face intérieure ; Si f est une face du

bord, on prend L = F;
- D, le barycentre du triangle dont les sommets sont les points F, A et B.

A

FiG. IX.2 — La construction d’un diamant

A T'aide de ces septs points, on peut définir un diamant D ) ou D associé a chaque couple face-aréte (e, f) avec
e C Of (voir la Figure IX.3) comme la réunion de huit tétraédres ayant D comme sommet commun, avec trois
autres sommets choisis dans les couples (A, B), (K,L) et (E,F), ce qu'on représente par

ommnfo (). (). (9}

oll HULL{*} représente l'enveloppe convexe de l’ensemble des points représenté par x. Si f € 99, alors le diamant
dégénére en seulement quatre tétraédres, car L = F, & savoir

o o, (4). (5) k).

Pour chaque diamant » € ® on note son volume my, et une longueur caractéristique dp, qui est de 'ordre
du pas du maillage size(7), par exemple dp = diam(D).

On choisit Porientation suivante. Quand f est une face du bord, le vecteur unitaire n¢ orthogonal & f sort
toujours du domaine (Q, tandis que, si f est une face intérieure, ns est orienté du point K vers le point L. De
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A

Fic. IX.3 — Le diamant et les sept points géométriques associés

méme, on suppose que le vecteur unitaire paralléle & la direction de ’aréte e est orienté du sommet A vers le
sommet B. Une fois que 'orientation des faces et des arétes a été fixée dans le maillage primal 97, les sept
points A, B, D, E, F, K, et L sont déterminés de maniére unique pour chaque couple admissible (e, f).

Dans la suite, le symbole T},,y, représente le triangle dont les sommets sont vy, va, et vs.

La construction des mailles de 97, MY, et ME” est basée sur trois décompositions différentes et réassem-
blages des diamants de ©. Chaque diamant, en effet, peut étre décomposé en deux sous-cellules de trois maniéres
différentes, chacune conduit & un maillage du triplet 7. On utilise le symbole D), ot v est le volume de controle
associé a 1'un des points de ’ensemble {A, B,E,F. K, L} ou & I'un des volumes de controéle p,v,s pour désigner
des sous-ensembles de © des diamants D) tels que m,np o > 0. De méme, D|p représente 'ensemble des

diamants D’ qui sont voisins du diamant D, c’est-a-dire tels que la surface ¢ = DN D’ est non vide. On note par
(p|D’) et 0 = (p|D’) de tels couples (p,D’') dans ® x D.

Caractérisation de 9"
NP est composé de la partition initiale 9, de laquelle toutes les constructions de maillage commencent, et des
faces du bord du domaine. Ici, on relie M” et D, c’est-a-dire on relie les mailles primales et les diamants, et on
introduit quelques notations supplémentaires.

Les volumes de controle p peuvent étre définis comme suit en regroupant quatre tétraédres qui ont comme
un sommet commun P au sein de chaque diamant D pour lequel P est un sommet. Ainsi les mailles primales
pk et pr, sont données par

A E A E
Pk = De%‘KHULL {D, <B> , <F> ,K} et pL = De%‘LHULL {D, <B> , <F> ,L}.

On remarque que pour les diamants du bord D € D.,+ on a L = F, ainsi les mailles primales du bord sont des

mailles dites dégénérées :
A
= U HULL<D E, L.
oot e 2 (5) 2

En effet, elles dégénérent en les faces du bord du domaine. Le maillage 9” peut se partager en deux sous-
ensembles : MP- " les mailles dites intérieurs K € Q et 99M7 les mailles dites dégénérées du bord K € 9 :

mPnt = fp e MP, tels que P € Q} et OM? = {p € M7, tels que P € 9N}.

Pour chaque diamant D, on considére la surface donnée par I'union des quatre triangles suivants illustrée sur la
Figure IX .4 :
Sp,xr. = Tpra UTpar UTpeB U TDBF, (IX.1)

qui est dans l'intérieur du diamant p. Ces surfaces Sp k1, décomposent les faces des deux mailles primales py
et py,. Finalement, nous introduisons le vecteur Nk 1, qui est donné par la somme des vecteurs produits par les
quatre triangles de (IX.1) a travers la formule :

— — — — — — — —
2Nk 1. = DA xDF +DF x DB+ DB x DE + DE x DA.

—
L’orientation est telle que Nk 1,- KL = 3mp h > 0. On remarque que les quatre triangles qui composent Sp k.
dans (IX.1) appartiennent au méme plan de la face f, si on fait varier 'aréte e C Of, on obtient d’autres triangles
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N
4
| ==

Fic. IX.4 — La surface Sp k1, dans le cas d’une maille primale cubique

et tous ces triangles doivent redonner la face f. Ainsi, les vecteurs donnés par tous les choix possibles de e C Of
sont paralléles au vecteur unitaire n¢ orthogonal & f, et la taille de chaque vecteur vaut la mesure de la surface
correspondante Sp Kr..

Construction de 9V

Dans ce paragraphe, on détaille la construction du maillage sommet 9t dont les mailles sont associées & V,
les sommets du maillage 9. Les volumes de contréle v peuvent étre définis comme suit en regroupant quatre
tétraédres qui ont comme un sommet commun V au sein de chaque diamant D pour lequel V est un sommet.
Ainsi une maille duale “sommet” est donnée par

E K
VA = DG%MHULL {D,A, (F) , (L) } .

Cette définition est valable pour les sommets intérieurs et du bord. Le maillage 9t peut se partager en deux
sous-ensembles : MYt les sommets intérieurs V € et MY les sommets du bord V € 95 :

MY = v e MY, tels que V € Q} et OMY = {ve MY, tels que V € 90Q}.

Pour chaque diamant D, on considére la surface donnée par I'union des quatre triangles suivants illustrée sur la
Figure IX.5 :

Sp,aB = Ipkr UTprL UTbLE U ThEK, (IX.2)

qui est dans I'intérieur du diamant p. Ces surfaces Sp,ap décomposent les faces des deux mailles duales sommets
va et vp. Un exemple de maille duale de 9tV de type sommet, dans le cas du maillage primal 9% formé de

Fi1G. IX.5 — La surface Sp ap dans le cas d’une maille primale cubique

cubes, est donné dans la Figure IX.1(b). Finalement, nous introduisons le vecteur N p qui est donné par la
somme des vecteurs produits par les quatre triangles de (IX.2) a travers la formule :

— — — — — — — —
2NaB = DF x DK+ DK x DE + DE x DL 4+ DL x DF.

—
L’orientation est telle que No g - AB = 3m73(e 0> 0.
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Construction de M

Dans ce paragraphe, on détaille la construction du maillage face-aréte 9" dont les mailles sont associées a
E et F, les arétes et les faces du maillage 91, respectivement. Les volumes de controle s peuvent étre définis
comme suit en regroupant quatre tétraédres qui ont comme sommet commun S au sein de chaque diamant D
pour lequel S est un sommet. Ainsi les mailles duales sg et sp sont données par

A K A K
Sg = DG%MHULL {D, <B> E, (L)} et Sp = DG%MHULL {D, <B) ,F, <L>} .

Cette définition est valable pour les faces et arétes intérieures et du bord. Le maillage 9 peut se partager en
deux sous-ensembles : ME "t les sommets intérieurs S € Q et M les sommets du bord S € 9 :

MEF it = L5 € ME | tels que S € Q} et oM = {s € M, tels que S € 90}.

Pour chaque diamant D, on considére la surface donnée par I'union des quatre triangles suivants illustrée sur la
Figure IX.6 :
Sp.EF = Ipka UTpaL UTpLs UTDBK- (IX.3)

Ces surfaces Sp gr décomposent les faces des deux mailles duales sg et sp. Un exemple de deux mailles duales de

Fic. IX.6 — La surface Sp gr dans le cas d’une maille primale cubique

INEF de type face et aréte, dans le cas du maillage primal 97 formé de cubes, est donné dans la Figure IX.1(c)
et la Figure IX.1(d), respectivement. Comme pour les mailles des maillages 9M” et MY, nous introduisons le
vecteur Ng g qui est donné par la somme des vecteurs produits par les quatre triangles de (IX.3) a travers la
formule :

— — — — — — — —
2Ngr =DA x DK+ DK x DB+ DB x DL 4+ DL x DA.
L’orientation est telle que Ng p - ﬁ‘ = 3mp(e,f) > 0.

Finalement, nous introduisons les notations suivantes pour les vecteurs normaux :

No o — +Nk,L sip=pk
DPp=
P *NK,L si p= pL

ND,V =

+Nap siv=va
_NAB SiVEVB

N +NE,F Si s =sp
D,s — .
7NE F S1S=Sfg

Oll D = D¢ ) est le diamant associé au couple (e,f) et A, B, K, L, E, F sont les points correspondants. Cette
notation sera utilisée dans la définition de la divergence discreéte.

Régularité du maillage

Nous nous intéressons a la formulation d’une méthode d’approximation basée sur la famille de maillage {(7,D)}
pour size(7) — 0. Ces maillages peuvent contenir des éléments de forme trés générale et des mailles non-convexes
peuvent étre présentes. Cependant, nous allons supposer quelques hypothéses minimales listées ci-aprés pour
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la forme des éléments du maillage 991 afin d’éliminer quelques situations pathologiques qui peuvent apparaitre
dans la procédure de raffinement.

Le nombre de faces de chaque maille p € P et le nombre d’arétes de chaque face f € F sont uniformément
bornés par un entier Ngz donné quand size(7) — 0; le nombre d’arétes de chaque sommet est uniformément
borné par un entier Ay, donné quand size(7) — 0. La décomposition de chaque polyédre p € M en tétracdres
est formée par au plus N, tétraédres, ou N, est un entier donné indépendant de size(7) ; Toutes les quantités
géométriques des trois maillages qui forment 7 et du maillage © sont de méme échelle. En particulier, il existe
une constante Creq > 0 indépendante de size(7) telle que

Ve €& : Cregsize(T) < le|],  VF€F : Ch size(T)* <|f|,  VpeP : Cpysize(T)® < mp;

VYT C 0pU SD,KL U SD,AB @] SD7EF,VD €D : C? SiZG(T)2 <mr< size(T)Q;

reg

(IX.4)
VD €D : Cregsize(T) < dp < size(T) et Cp, size(T)* < mp;

Vv € MP MY, M - diam(v) < Creysize(T).

IX.2 Opérateurs discrets dans le cas scalaire

On considére les espaces d’approximation suivants :

— un nombre par maille des maillages M7, MY, M pour définir espace linéaire du champ scalaire discret
sur 7, qui est noté R7 ;
— un vecteur tridimensionnel par maille du maillage © pour définir ’espace linéaire du champ tridimension-
. . TN
nel discret sur ©, qui est noté (]R ) ;
Ainsi, on a que u” € R” signifie u” = {(up)peom?, (Uv)veomv, (Us)scomer }, olt up est le nombre attaché a la maille
p, etc. Nous utilisons aussi la notation simplifiée uk, ua, etc pour représenter 'inconnue associée aux mailles
Pk, VA, etc. Nous définissons également Eg, qui représente le sous-espace de R”, dont les inconnues du bord
sont nulles :

Eo = {(up)peom.int, (0)pecom®, (Uv)yemv.int, (0)yecamv , (Us)scomer int, (0)scomer }- (IX.5)

Maintenant, on définit les opérateurs discrets qui agissent sur les espaces linéaires introduits.

Opérateurs discrets

Définition IX.1

Le gradient discret est défini de la maniére suivante : V° : RT — (Rg)g. Soit u” € R”, on pose

VouT = (VPu7),cp, €t pour D €D :
1
VPu® = % ((UL — UK)NK,L 4+ (’LLB — uA)NAﬁB —+ (UF — UE)NE,F)
D

Il est défini comme 1'unique vecteur tridimensionnel constant défini sur o (voir la Figure 1X.3) qui vérifie

VDuT-ﬁ:uL—uK, VDuT-ﬁ:uB—uA, VDuT-ﬁ?:uF—uE.

Définition IX.2

L’opérateur de divergence discréte est défini de la maniére suivante : div” : (R3)© — R7. Soit £® € (RB)E,
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on pose div’ ¢® = (divp(§©), divY (£9), divg}-(«fz’)) avec

divP (€2) = {(div"({g))pemp} ot Vpe MPn : divP(e9) =

—_ Z §D'ND,pv
mP DE’D‘P

Vp e dm> : divP(€®) =0
divY (£2) = {(divV(gi’))vew} o YvemY : div(e®) = —

D" N Vs
m,, DGZQ‘Vg P
div™(62) = { (Aiv'(€9)) seqper } 00 Vs € MT 1 divi(€D) =

L Z gD 'ND,S-

Ms ped |,

Relation de dualité : Formule de Green

On considére les produits scalaires suivants :

1
W u']ly == S ompupup + Y. myugty + Y, msusvs |, Vu',v" € R,
3 pemﬂ?,int veEMV SEMEF
D D D D 2
(62,670 = 3 mpt” -7, VE°,0° € (R?)",
DED
et les normes correspondantes

(IX.6)

1
[ull2 = [u”,u"]F, Vu” €RT,
On remarque que si (u”,v7) € Eg x R7, on a alors

1622 = (62,62)3, Ve e (R)®

1
[T, u"]y = 3 ( Y. Mpupvp +

. > My +
pemP,mt

S mgusvs | -
VeV int SCONEF int

Comme en 2D, les deux opérateurs discrets introduits sont en dualité. En effet, grace aux produits scalaires
ici, on référe a [CHO9).

Théoréme IX.3 (Formule de Green)

ci-dessus, on peut écrire une formule de Green. La démonstration de cette formule de Green n’est pas donnée

Pour tout €2, u” € (RB)D x Eq, on a

[div7e®, uT]y = —(£7,Vou")o
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Chapitre X

Méthode DDFV 3D pour le probléme de
Stokes

Nous nous intéressons maintenant & ’approximation du probléme de Stokes stationnaire en 3D par les
méthodes DDFV!. Nous nous placons dans le cas d’une viscosité variable mais réguliére. Ce travail est soumis
[KM10], il a été réalisé avec la collaboration de G. Manzini. Le probléme s’écrit comme (VI.1) du Chapitre VI :

Trouver u : 0 — R3 une vitesse et p: 8 — R une pression telles que
div (—2n(z)Du+pld) =f, dansQ,
div(u) =0, dansQ, (X.1)

u =0, surdQ, / p(z)dx = 0,
Q

ol  est un domaine ouvert borné polygonal de R3, f appartient a (L%(2))%, Du = 2(Vu + ‘Vu) représente
toujours la partie symétrique du gradient de vitesse et la viscosité n appartient a L>(Q) et elle est supposée
lipschitzienne sur tout le domaine €2 : il existe trois constantes Cy, C, . C, > 0 telles que

C, <n(x) <C,, pour presque toutx € €2, (X.2)

n

et
n(x) = n(z')| < Cylz — 2’|, Va2’ €T (X.3)

On définit, dans les sections X.1 et X.2, les projections discrétes et les opérateurs discrets dans le cadre vectoriel.
On montre que le gradient discret DDFV (voir Définition X.1) et la divergence discréte (voir Définition X.2)
sont en dualité discréte (voir Théoréme X.5). Puis on présente le schéma DDFV stabilisé (X.14) correspondant
au probléme (X.1). Les propriétés des opérateurs discrets DDFV (cas vectoriel) sont énonceés dans la section X.6.
Nous insistons sur les démonstrations des résultats ou la géométrie 3D engendre des difficultés supplémentaires
par rapport au 2D (Chapitre IV). Ces résultats sont les Lemmes X.14, X.16 et la Proposition X.17 qui est utilisée
dans la démonstration de l'inégalité de Korn discréte (voir Théoréme X.19). Comme dans le Chapitre VI, grace
a la stabilisation de type Brezzi-Pitkdranta, on peut montrer la stabilité du schéma. Une conséquence immédiate
de ce résultat est le caractére bien posé du schéma (X.14) pour des maillages généraux (voir Théoréme X.21). Le
résultat important de ce chapitre est ’estimation d’erreur (voir Théoréme X.22) qui donne de l'ordre 1 en norme
L? pour le gradient de vitesse, pour la pression et pour la vitesse. Pour finir, ces estimations sont illustrées par
des tests numériques (voir Section X.9).

1Un aide mémoire rassemblant les notations de ce chapitre est disponible pages 247.
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X.1 Localisation des inconnues et définition des projections sur les
maillages 3D
On considére les espaces d’approximation suivants :
— un vecteur tridimensionnel par maille des maillages IMF, MY, ME” pour définir 'espace linéaire du champ
tridimensionnel discret sur 7, qui est noté (Rg)T ;
— un nombre par maille du maillage ® pour définir 'espace linéaire du champ scalaire discret sur ®, qui
est noté R? ;
— une matrice 3 X 3 par maille du maillage ® pour définir I’espace linéaire du champ matriciel discret sur
D, qui est noté (M3(R))? ;
Ainsi la méthode DDFV pour le probléme de Stokes associe & la vitesse les inconnues u? € (Rg)T et ala
pression les inconnues p® € R®, c’est-a-dire on a

T

u” = ((up)peﬁﬁpv (uv)vemt‘f, (us)seimgf) S (R3) et pD = ((pD)DEQ) € RD

Le sous-espace Eq de (Rg)T représente toujours les éléments de (Rg)T dont les inconnues du bord sont nulles :
EO = {(up)pefmp"“tv (0>p€6§m7’7 (uV)VGEmV’i“tv (0>v€6§mvv (us)seanff,inta (0)5689315-7}'

Les variables continues sont projetées sur le maillage 7 de la maniére suivante :

PLv = (PR (v), BY.(v), PEE(v)), (X.4)

1 1 1
PP (v) = —/vdV , PY(v)= —/vdV , P (v) = —/vdV :
Mp Jp peMmP my Jv veMY ms Js SCOMEF

et sur le maillage © :

avec

P2q = < q(z)dx ,  VYqeHYD), (X.5)
((mD D DED

on parlera de projection moyenne. On peut également pour des fonctions plus réguliéres introduire une projection
centrée sur 7 :

PIv = ((V(mp))pewﬂ’a (V(zv))vemv, (V(mS))seimff) 3 Vve (H*(Q)" (X.6)

X.2 Définition des opérateurs discrets

Dans cette section, on introduit les opérateurs discrets nécessaires pour écrire notre schéma DDFV en 3D.
On commence par le gradient discret.

Définition X.1 (Gradient discret)

Le gradient discret est une application de V® : (R3)T — (M3(R))®, telle que pour tout u? € (R3)7,

Vou” = (V°u”), o, avec pour 0 €D :

1
VPu® = T ((uL —ug)Q N+ (ug —upa)® Nap+ (up —ug) ® NE,F)7
D

ot ® représente le produit tensoriel.

Il faut noter que VPu? est 'unique tenseur tridimensionnel constant défini sur o qui vérifie
—
VPu? KL = uy, — ug,
—
VPu?.AB = up — ua, (X.7)

VPuT.EF = up — ug.
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Comme en 2D, la divergence discréte est définie a I'aide de la version discréte de :
/ div(e(@)dz = 3 / £(s).&,ds.
C ocoC Jo

Définition X.2 (Divergence discréte)

La divergence d’un champ de tenseurs discrets de (M3(R))® est définie de la maniére suivante : div7 :
€9 € (My(R))® > divTE® € (B)”. Soit £ = (€”)peo € (Ms(R)), on pose

divTe® = (div”’ (€9), divY (€2), divE (€9) )

avec
div® (€2) = {(divf’(g’ﬁ))pew} ot Vp e MP : divP(€D) = mi S &Ny (X9)
P DEDp

Vp e oMm” : divP(¢®) =0, (X.9)
divV(e?) = {(divV(g’D))vew} ot Yve M : div'(€?) = mi S €.Np.. (X.10)

v pED),
divE” (€2) = {(diVS(g’D))Sve} ot Vse M divi(e®) = mi S €0.Np.s. (X.11)

s DED |,

Comme en 2D, nous allons intégrer ’équation de bilan de quantité de mouvement sur les volumes “intérieurs”
et utiliser 'opérateur divergence interne

divT,int(é—@) — (diVP’i"t(ED), divv,xnt(€©)7 divE.’l—'.,im(Ei)))7

ot divZ (&), divY "™ (£?) et div¥ ™ (¢?) sont définis comme dans (X.10)-(X.11), mais uniquement pour
les volumes de contréle intérieurs p € 2, v e Q et s € Q.

Gréace au gradient discret on peut définir un tenseur des taux de déformation et une divergence discréte d’un
champ de vecteurs de (R?’)T .

Définition X.3

On définit un tenseur des taux de déformation d’un champ de vecteurs de (R?’)T notée : D® :u7 € (R?’)T —

(DPu?)pen € (M3(R))®, avec

B vVPu? + t(VDuT)

D”u” ,
2

VD eD.

Définition X.4

On définit une divergence discréte d’un champ de vecteurs de (RB)T notée : div® : u? € (Rg)T —
(divPuT)pen € R®, avec
divPu® = Tr(VPu7), VD e D.

X.3 Relation de dualité : Formule de Green

Afin d’écrire la dualité discréte, on introduit les produits scalaires suivants :

[u”,vT]r = 1 Sompupvp + Y, mywyvy + Y. msusvs |, Yu?,vT € (RS)T,
3 pegjﬂ?,int vemv SEMEF

(€2 ¢%)p = 3 mp(€P: 47), VE®,9° € (M3(R))®, (X.12)
DED

P°,¢%)o = 3 mop®q®, WW°,¢° €R®,
DED
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et les normes correspondantes

[uTllo = [u7,u7]3, Va7 e (B9,
I1€2]2 = (€° : €2)3,  VE° € (M3(R))®,
1p°ll2 = (°,p°)3,  Vp° €R®.

Comme en 2D, les deux opérateurs discrets vectoriels sont en dualité.

Théoréme X.5 (Formule de Green)

Pour tout £€°,u” € (M3(R))® x Eg, on a

[div™e® uT]r = —(£° : VPu?)s.

X.4 Stabilisation 3D de type Brezzi-Pitkiaranta

On définit maintenant le terme de stabilisation considéré en 3D.
Définition X.6

On définit un opérateur du second ordre discret, noté A® : p® € R® — A®p® € R?, comme suit :

N o t dor (™ —p®),

Vped.
mp D/EQ‘D 2

Comme en 2D, cet opérateur n’est pas une approximation consistante de I’opérateur de Laplace. En relation
avec cet opérateur, on définit une semi-norme dépendant du maillage | - |, sur R® par :

dp +dp s
Dt e g2 w® e RP.

o= 3

(X.13)
(o) 2

Cette semi-norme |p|;, est la version discréte de +/size(7)|Vp|sa.
Eemarque X7

En réorganisant la somme sur les cotés des diamants, on a pour tout p® € R®
dp + dp /
—(A%p° pP)o = 3 p” 2 %(I’D -p”)
DED D/EQ‘D
dp + dp ’
— Z DQD(pD 7pD)2
(DID)
= p° i

Le lemme suivant est un lemme de Sobolev inverse, c’est-a-dire que la semi-norme discréte size(7)| - |p,
définie par (X.13), est bornée par la norme L? | - ||z.

Lemme X.8

Soit T un maillage DDFV associé a 2. Il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement de Cyeq, telle
que pour tout pD € RD, on a

size(T)|p®|n < C|lp® |2

Démonstration : La définition (X.13) de la semi-norme discréte | - |, et I'inégalité de Young impliquent

size(T)*|p®j, <2 (D%)(dv +do ) (P7)7 + (07)).
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En réorganisant la somme sur les diamants, on obtient
: size(T)?
e <2 & mor®)” (Z2IE 5 (4 ]
DED mp D/GQ‘D

On conclut en utilisant la relation (IX.4) et le fait qu'un diamant a un nombre fini de voisins. ]

X.5 Schéma DDFV 3D pour le probléme de Stokes

Le principe de la méthode est le suivant : on intégre la loi de conservation de quantité mouvement du
probléme (X.1) sur les mailles primales intérieures M7 "t et sur les mailles duales intérieures de 9"t et
INEF = 1équation du bilan de masse est directement approchée sur les diamants et utilisant un terme de
stabilisation de type Brezzi-Pitkidranta. On impose la condition de Dirichlet sur les mailles du bord. Finalement,
I'intégrale de la pression doit étre nulle. Le schéma DDFV du probléme (X.1) s’écrit alors

Trouver u? € Eq et p® € R® tels que,
divT,int( - 2’)’]©D©uT +p©1d) — f;;,int,

div® (uT) — Asize(T)?APp® =0, (X.14)
Z mDpD = 0)
DED

ot N° = (Np)peo, avec Ny = /n(s)d,up(s), pour tout D € ®, ol pp est une mesure de probabilité sur

D
D, £5™ = {Pz’i“t(f), PY:int(f), ng’int(f)} est la moyenne de f définie par (X.4) en restreignant aux mailles
intérieures MP it MV>int ot IMEF ¢ Le paramétre de stabilisation A est choisi strictement positif.

X.6 Reésultats sur les opérateurs discrets dans le cadre vectoriel

On se contente dans cette section de démontrer les résultats qui ne peuvent pas se déduire immédiatement
de leur version scalaire, montrée dans [CHO09|, en travaillant composante par composante ou de leur version 2D
du Chapitre IV.

Lemme X.9 (Inégalité de Poincaré. Version vectorielle de [CH09, Théoréme 4.2])

Soit T un maillage DDFV de Q. Il existe une constante C > 0, dépendant uniquement du diamétre de )
et de Creg, telle que ¥V u* € Ey, on a :

lu]l2 < CIVZuT .

Lemme X.10 ([DE06, Lemme 6.3])

Il existe une constante C' > 0 telle que pout tout domaine polygonal borné P C R de mesure strictement
positive, pour tout o C R? et toute fonction v € H(R?), on a

1 iam (P,
op ol < e [ [ o) vty < 80P [ jopas
oJP

m,mp m o

o

ou vp représente la moyenne de v sur P, v, la moyenne de v sur le segment o, et P, est l’enveloppe convexe

de PUo.

Lemme X.11 (Version vectorielle de [CH09, Lemme 6.8])

Soit T un maillage DDF'V associé a 2. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Cyqq, telle

que pour toute fonction v dans (H*(2))3, on a

IV =PVl + Vv = VOBZ vz < Csize(T) Vvl et [VOPZv]2 < Cliviiae.
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Corollaire X.12 (Version 3D du Corollaire IV.18)

Soit T un maillage DDF'V associé a Q. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Cyqq, telle
que pour toute fonction v dans (H*(Q))? qui vérifie div v =0, on a

|div®PE v]la < Csize(T)| V] -

Démonstration : Soit v € (H?(2))? qui vérifie div v = 0. Soit D € D ; en utilisant le fait que div” (P2 v) =
Tr(VPPIv) et div v ="Tr(Vv) =0, on a

div?(PZv) = Tr(VPPLv — Vv(z)), Ve .

Le Lemme X.11 donne
[div® (PZ V)2 < [[VOPEv — V|2 < Csize(T)[| V1.

Lemme X.13 (Version 3D du Lemme IV.23)

Soit T un maillage DDF'V associé a §2. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de Cheq, telle
que pour toute fonction p dans H*()), on a

dp + dp /
Poplh = (D%) %(R’;p —Php)* < C|Vpl3.

Démonstration : Soit p € H(Q). On note pour simplifier p? = P2p pour tout D € D et p* =
1
— / p(y)dy, pour toutes les faces des diamants T = (p|p’). On ajoute 0 = p™ — p* et on utilise I'inéga-
mr Jp

lité de Young :

2
+2 Y (do+dp)|p® —p .  (X.15)
T—=(D|D")

> (do+dp)(p” —p?P <2 Y (dp+do)|[p7 —p"
(PID") T=(D|D’)

Le Lemme X.10 appliqué a un diamant D et & une de ses faces T conduit a

d
pfp2_ — p(z)|“dz.
p” —p*"<C Vp(2)[*d
mr Jp

d
Comme (dp + dpr)—= < C(Crey), (voir la relation (IX.4)), on obtient

T
(do + dor) o7~ °* < C [ [Vp(a)Pd. (X.16)
D
En substituant (X.16) dans (X.15), il vient que

S (o +do)o” <0 & ([ wnepass [ [waera:).
(DID’) (PID") \Jp o’
Comme un diamant posséde un nombre fini de diamants voisins, on en déduit le résultat

> (do+dp)(p” —p")* < C X [ |Vp(2)Pdz = C/ Vp(2)[*dz.
(DID") pED Jp o

Lemme X.14 (Version 3D du Lemme IV.19)

Soit T un maillage DDF'V associé a 2. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Cyqq, telle
que pour toute fonction v dans (H*(2))3, on a

IVoPT vz < Clivil.
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Démonstration : Pour simplifier les notations, on désigne par v” 1'une des trois composantes 5, v; pour
. t
i=1,2,3de P2, v ="(Pv1,P},v2, P} v3), et on a

1 2
VP <3 (—Sm ) (lon. = o Nk + o = val* [Na 5> + [or = vs ] [NEr[?)
D

ol va, VB, VE, UF, UK, U, sont les dégrées de liberté de v” pour les six points A, B, E,F, K, L que 'on a défini
pour un diamant p. Maintenant, on considére la face T' = Jpx NIp;, qui est partagée par les mailles primales py
et pr, relatives aux points K et L, respectivement, et on note la moyenne de v sur la face T par vy = mLT vs dS.
Le Lemme X.10, appliqué a p et T, implique que

lor — vk|? < cm/ IVol? dv. (X.17)
mr Pk

Grace a la relation (IX.4), on a

Nic.o|” diam(p) _ 1

mp mr - C4 g

En ajoutant 0 = vy — v dans |ur, — vk |, I'inégalité (X.17) implique

1 2 C
B1mp o for, — vx|? N Lf? < 2o / Vol? av.
(3mop) 3C PkUPL

reg

On fait de méme pour les deux inégalités sur |vg — va| et |[vp — vg|. Par conséquent, on en déduit que

IV 5 = 3 mo [VP07 |

DED
< 2 C 2 2 2
<om 2 [Vol” dV + [Vo|” dV + [Vo|” dV
3 Creg DED P UPL, vaUvp sgpUsg
~2 C
<N- V|2
<N3 o IVl L2,
ot N = 2(N. + Ny + Ner). Il ne reste plus qu’a sommer sur les composantes pour avoir le résultat. [ |

Lemme X.15 (Version 3D de la Proposition IV.24)

Soit T un maillage DDF'V associé & 2. Il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de Cyqq, telle
que pour toute fonction p dans H'(S2), on a

PP — pll2 < Csize(T)||Vp| 2.

Le résultat suivant est la généralisation de la Proposition IV.25. Les triangles des diamants situés sur OS2
n’interviennent pas dans la démonstration du fait que les fonctions considérées sont dans (H}(Q))3. Ainsi pour
un triangle, on a naturellement deux diamants d’ou la notation T = (p|D’).

Lemme X.16 (Version 3D de la Proposition IV.25)

Soit T un maillage DDFV associé a §2. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de Cheq, telle
que pour toute fonction v dans (HZ(2))? et tout p® € R®, on a

> p” (divP(vT) — div(v)) dz < C|p©|h||VHH17

pED JD

ou vT =PI v est la projection moyenne de v, définie par (X.4), sur le maillage T .

Démonstration : On note v7 = P7 v. Soit T},;,i, un triangle du bord 9p du diamant D qui n’est pas
sur le bord du domaine 992. Ces triangles sont donnés par les huits combinaisons possibles des indices (i1, i2, i3)
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avec i1 € {A,B}, i2 € {K,L}, et i3 € {E,F}. De plus, on suppose que Uorientation de T}, ;,:, est telle que le
vecteur normal du triangle np 7 sort du diamant ». On remarque que

1
divP(vT)=— > mgv} -npr ou v =

3
Z Vi, (X18)
Mp 7=(D|D") i=1

Wl

avec v;, pour i € {i1,1i9,13}, les dégrés de liberté du triangle T' = T;,;,;, du bord dp du diamant D qui n’est pas
sur le bord du domaine 99Q. Par exemple, si T = Takg, alors vi! = (1/3)(va + Vi + Vk), et, par comparaison,
v;, = va, etc. Pour faciliter les notations, on note la moyenne de v sur le triangle 7" par vp

vy = L/ vdS, (X.19)
mr Jr

et Ry (v) la quantité suivante :
Ry (v) =v} —vr. (X.20)

En utilisant les notations (X.19) et (X.20), la formule (X.18) et le théoréme de Green permettent d’obtenir :

/ (div? (vT) — div(v)) dV = mpdiv® (v7T) — / div(v) dV
D D

= > / (v?I — v) ‘nprdS= Y meopr-Rp(v). (X.21)
T=(D|D") JT T=(D|D’)

On multiple les deux cotés de légalité (X.21) par p® et on somme sur tous les diamants » € ©. Puis, on
réorganise la somme sur les triangles T' = (p|D’) qui séparent deux diamants voisins

> PD/ (div?(vT) —div(v)) dV = 37 p” > mrnpr - Rr(v)
peo  Jp pE®  T=(D|D')

= X (p°—p”)mrnpr- Rr(v).
T—(D|D")

On multiplie et divise chaque terme de la somme par ((dD +dpr)/ 2)1/ ? et on applique I'inégalité de Cauchy-

Schwarz
3 3
d dp /)2 2m?2
50 [ @) divie) av < (5 S e g S BeOf
ped  JD (o) 2 7=(D|p) dp + dor

1

2

T s L SR (X.22)
T=(D|D’) dp +dp

En remplacant (X.19) et (X.18) dans (X.20) il vient que :

1 3

Rr(v)=vy —vr=33 (vi, = vr),
Jj=1

et aprés avoir appliquer I'inégalité de Jensen on a que

|Rr(v)]” <

| (X.23)

3
21 ‘vi]. — v
J=

Wl =

Finalement, on applique le Lemme X.10, & chaque différence ‘vij — vT’. De plus, on remarque que l'indice i
pour j = 1,2, 3 correspond & une maille d'un des maillages de 7, et que le triangle T = T, ;,;, est & Uintérieur
de cette maille. Par exemple, si i; = K, on considére la maille primale px et on a que :

2

vic vl = ’mjmT [ [ @) - v aviz)as
< cd'%(;”/ Vv(z)? dV (). (X.24)

Pk
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On remplace (X.24) dans (X.23), puis, on utilise la relation (IX.4) pour obtenir %’22’@ < Csize(T)? et
déduire

2m?2 2 .
( = ﬁuﬁ(v)ﬁ) < Csize(T)|v]l @ (X.25)
T=(D|D’) &p * dp’

ou C dépend de N Tentier introduit & la fin de la démonstration du Lemme X.14. Finalement, le résultat est
montré en utilisant I'inégalité (X.25) dans (X.22). |

La proposition suivante sera utile dans la démonstration de I'inégalité de Korn cf. Théoréme X.19. Comme
en 2D, aprés des calculs différentiels classiques, on sait que pour toute fonction réguliére u: Q — R3, on a

div (t(Vu)) = div (div (u) Id) = V(div(u)).

La propriété correspondante au niveau discret est montrée dans la proposition suivante.

Proposition X.17 (Version 3D de la Proposition VI1.2)

Pour tout u® € Ey, on a
div” ((V®u”)) = div (div® (u?)ld).

Démonstration : Pour simplifier les notations, on pose
P =" (VPuT) — div® (u”)Id € (M;5(R))>.

On va montrer que div?4® = 0. On désigne par u; les trois composantes du vecteur uZ € (Rs) ’ pouri=1,2,3,
et le i® vecteur canonique de R par e;. Un calcul direct donne 'expression de 1)?

3
- Zi:2 VDui - €5 VDUQ - ex VDU3 - el
D _ D 3 D D
1/) = Vv up - es 7zi:17i¢2v Ui - €5 AV us - €9
2
VDul - e3 VDUQ - €3 — Zi:l VDui - €e;

En utilisant cette expression, on obtient facilement pour le vecteur Nk 1, = t(NK,L e, Nk, - e, Nk, -e3)
que

3
—> i oVPu;-e;Nky - e+ VP uz-e; Nk, -ex+VPus-e Nk, - e3
D 3
YNk = | VPui-esNgr- e — >, V7ui-e Nk e+ VP u3-eaNky, -e3
2
VDul - €3 NK,L -e1 + VDUQ - e3 NK,L €y — Zi:l VDui - €5 NK,L - €3

Apreés quelques manipulations algébriques, on peut réécrire la expression précédente sous la forme compacte qui
comprend deux produits vectoriels :

ua — up ur — u
PPNk, = — X (xp — zg) + % X (xg — xA)-
De méme on déduit que
up, — uk ug — up
PNap = S (@ - ap) + S (@ - ax),
ug — ur, up — up
YPNgr = — 5 X (xp —xa) + — X (z1, — TK).

Ainsi en utilisant la Définition X.2 de la divergence discréte, on obtient

mpdiv? () = 3 Ua—us (zr — o5) + ur —ue (x5 —za) |,
DEQ‘P 2 2

v u;, —u ug —u
mydiv'(y®) = 3 (% X (zp — ) + % x (wL — ch))a
DE@\\,

medivi(¥®) = 3 <¥ X (Tp —A) + % x (zy, — xK)>.
DE@\,
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Finalement, le résultat est une conséquence de la Proposition X.18. [ |

Pour simplifier les notations, dans les formules suivantes, on fait implicitement référence aux six points
A,B,E,F,K, L de chaque diamant .

Proposition X.18

Soit T = (IMP, MY MEF). Pour chaque u™ € By les égalités suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout s € M, on a :
s W UK (g —zA)=0 et s BB UA (e — ak) = 0
DEQ‘, 2 DGQ‘, 2
(ii) Pour tout p € MF, on a :
s> BATUB e —ap) =0 et Y ETE (o - @) = 0
DE@\F 2 DG@\F 2
(iii) Pour tout ve MY, on a :
u, —u ug —u
> Mx(mpme):O et S 2 (@, — ak) = 0.
DED)y 2 DED|y 2

Démonstration :
(7). Tout d’abord, on considére le cas s = f. Il vient que

Y. (B —mA) =0, (X.26)
PED|p

parce que la suite des arétes e = vg — va = Taxp forment une boucle fermée, c¢’est-a-dire, une somme télesco-

pique dont le premier et le dernier termes coincident. La premiére relation de l'item (i) vient immédiatement

en utilisant (X.26) dans :

up, — uK up, — uK

_— X(:BB—JZA)ZTX > (zp—xa)=0.
DG@\F

2

DE@\F 2

La seconde relation est déduite en utilisant les mémes arguments aprés avoir échangé les réles de x5, T par
up, up.
Ensuite, on considére le cas s = e. Il vient que

—0. (X.27)
DEZ)‘E 2

En fait, si e est une aréte intérieure, la droite Txxr,, qui correspond a la suite des mailles primales px — py,
autour de l'aréte e pour D € D, forment une boucle fermée, comme dans le cas précédent. En revanche, si e
est une aréte du bord, elle doit appartenir & deux faces du bord différentes. Par conséquent, on peut réordonner
la somme avec une somme sur les deux faces du bord, et ainsi la somme télescopique (X.27) vaut la différence
du terme ur, des deux faces du bord. Comme, on a u? € Eg, cela implique que ur, = 0. La premiére relation de
litem (¢) vient immédiatement en utilisant (X.27) dans :

< > %) X (xg —xpa) =0.

DE’D‘E

Si e est une aréte intérieure la seconde relation est déduite en utilisant les mémes arguments apreés avoir échangé
les roles de ¢ 5, T par up, ug. Si e est une aréte du bord, la seconde relation est vraie car va et vg, i.e., A et
B, sont sur le bord du domaine €, et u” € Eq implique que up = ug = 0.

(i4). Le membre de gauche de la premiére relation de I'item (i7) peut se découper en

AU gp—azp) =S [ ¥ 22U g & s BATUB ) e (X.28)
2 2 DED |END|p 2

feop \Pe®D|p ecdp

2

DED|p
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Grace a (X.26), le premier terme du membre de droite de (X.28) est nul.
Puis, on remarque que pour chaque aréte e qui appartient & p on a :

uA — up

) —0.

DE’D‘EQ’Q‘P 2

En fait, pour chaque aréte e il existe deux et seulement deux faces de p auxquelles e appartient, et ainsi
uniquement deux diamants distincts D). Avec 'orientation choisie, le segment correspondant & I'aréte e, qui
connecte & et g, est orienté de maniére opposée dans chacun des diamants. La seconde relation est déduite
en utilisant les mémes arguments aprés avoir échangé les roles de ug, ur par g, Tp.

(7i1). Le membre de gauche de la premiére relation de l'item (#i7) peut se découper en

ur, — UK ur, — uK urp, — uk
Z 9 X (-'L'F - -'L'E) = Z Z T X Tp — Z Z T X TR. (X29)
DED|y fEF \PeED|AND|F eeeag DED|E
v vEDe

Le second terme dans le membre de droite de (X.29) est nul grace a (X.27). Puis, on remarque qu’un sommet
v et une face f, a laquelle appartient le sommet v, appartiennent seulement & deux diamants, et que la face f
détermine les mailles primales py et py,. Ici, on suppose que p;, peut étre une maille primale dégénérée telle
que L = F si f est une face du bord. De plus, l'orientation choisie implique que le segment connectant xk a
x1, dans le premier diamant est orienté de maniére opposée au segment connectant les mémes mailles dans le
second diamant. Ainsi, pour un couple (v,f) on a

ur, — uK
Z -

= 0,
DE’D‘VI'YD‘F 2

a partir de laquelle on déduit le résultat. La seconde relation de l'item (iii) est déduite en utilisant les mémes
arguments aprés avoir échangé les roles de uk, uy, et Tk, x1,. [

Théoréme X.19 (Inégalité de Korn discréte. Version 3D du Théoréme VI1.4)

Soit T un maillage DDFV associé a Q. Pour tout u” € Eqy, on a

IV2uT ]2 < V2[D®uT 2.

Démonstration : On a I’égalité suivante
D72 1 D72 1 DT DT
D% a3 = SIVou]l; + 5((VPuT) : VOuT)s.

On va montrer que le second terme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus est positif. En appliquant la
formule de Green Théoréme IX.3 et le fait que u” € Eg, on a

(t(VguT) : VguT)Q = —[div” (t (Vgu"r)) ,u”]r.
La Proposition X.17 implique
(t (VPu™) : Vguf)g = —[div7 (div® (u7)Id), u”] .

En utilisant encore une fois la formule de Green Théoréme 1X.3 pour u? € Eg et en remplagant divPu” =
TrvV®u? = (Id : V®u7), on obtient

("(v®um) ; vi’uf)@ = (div® (uT)Id : V2uT)p = ||div® (u™)[2 > 0.
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X.7 Stabilité du schéma DDFV 3D

Dans cette section, on montre la stabilité et le caractére bien posé du schéma DDFV (X.14) (voir Théo-
rémes X.20 et X.21). La démonstration du Théoréme X.20 est identique & la démonstration du Théoréme VI.6,
maintenant qu’on a montré les résultats équivalents sur les opérateurs discrets en 3D, on ne la redonne pas ici.

Théoréme X.20 (Stabilité du schéma. Version 3D du Théoréme VI.6)

On suppose que n vérifie (X.2). Il existe deux constantes C1 > 0 et Cy > 0, dépendant uniquement du
diametre de Q, A, C,, Cy, et Cpeg, telles que pour chaque couple (u7,p®) € Eg x R® avec > mpp® =0,
DED
il existe T € Bg et p° € R® wvérifiant :
IV2aT )z + [17°]l2 < Gy (IVFuT[l2 + [Ip®]2) |

et
IV=a |3 + [p°]5 < CoB(u™, p®; a7, p®),

avec

B(u”,p®;u”,p%) = [div7 (~2¢°Du” +p®1d), 077 + (div® (u”) = Asize(T)*A%p®, 57)s.

Théoréme X.21

On suppose que n vérifie (X.2). Soit T un maillage DDFV de §, le schéma (X.14) admet une unique
solution (u”,p®) € (R?)” x R?,

Démonstration : On note N la dimension de (RQ)T x R®. Le schéma (X.14) peut s’écrire avec q° =0,

gI™” =, g™ =, gasmff =0 et @ = 0 comme suit

Trouver u? € (RQ)T et p° € R® tels que,
div™ ™ (— 27°D°u” + pQId) = {7
div® (uT) — Asize(T)2A®p® = ¢°,
Vp € OM”, up = gp,
Y e omY, u, =gy,
Vs € oMT, us =g,

> mpp® =«
DED

C’est un systéme linéaire : Av = b avec une matrice rectangle A € My41, n(R), v € RY et le second membre
t A . .
b= (£t ¢® gdM” g0M” g0MT ) c RN+1 Soit X l'ensemble suivant

. P v eF R
X = {(fﬁ"‘“,q@,gém g2 g o) e RV S mAT(gT) Hax = 3 meD-},
D, «EDeaxt DED

la dimension de X vaut N. On a que t(fnf'f““, 0,0,0,0,0) appartient & X et que ImA C X car on a une relation
entre I’équation de la conservation de la masse et la condition aux bords de Dirichlet grace a la formule de Green
(Théoréme IV.9). Si on montre que la matrice A est injective, on conclut que dim ImA = N et ainsi ImA = X.
Etudions donc le noyau de la matrice A. Grace au Théoréme X.20, il existe u7 € Eg, p° € R?, tels que

IVl + 17212 < C1 (IVFuTll2 + [p®]l2) »

et
IV=a |3 + [p°]5 < CoB(u™,p®; a7, p°).

La définition de B implique que B(u%,p®;u7,p°) = 0. Il vient que V®uZ = 0 et p® = 0. Ainsi on a que les
degrés de liberté de la vitesse u” sont constants, comme u” € Eg, on conclut que u? = 0. ]
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X.8 Estimations d’erreurs du schéma DDFV 3D

On donne maintenant une estimation de l’erreur dans le cas ou la solution exacte du probléme (X.1) appar-
tient a (H?(2))3 x H*(Q) et la viscosité est assez réguliere. Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme X.22 (Estimations d’erreurs)

On suppose que n vérifie (X.2) et (X.3). On suppose que la solution (u,p) du probléeme (X.1) appartient
a (H%(Q))3 x HY(Q). Soit (u7,p®) € (RQ)T R® la solution du schéma (X.14). Il existe une constante

C > 0 dépendant uniquement de Cyeq, A, Gy, C,,

C, |ullg= et ||pllg:, telle que :
lu = u[l2 + [ Vu = V2uT > < Csize(7),

et
p — p®||2 < Csize(T).

Début de la Demonstration du Théoréme X.22 : Soit €7 = PZu — u? € Ej l'erreur approchée pour la
vitesse et e® ng p® € R® l'erreur approchée pour la pression. Grace a (X 14) et (X.1), on a Vp € M”

div®(—27°D%u” 4 p°Id) = — / £dv,

mip /p div(2n(z)Du(z))dz + mip /p Vpe)de = - /p £av.

Par conséquent, on en déduit

mpdivP (=27 D%e” + ¢®Id) = mpdivP(—2n°D®PZu + P2 pld) + /div(277(1:)Du(ac))dx — /Vp(x)dac.
P p
La Définition X.2 de la divergence discréte et la formule de Green impliquent

mpdivP (=27 D%e” 4+ °1d) =2 > 3O /(n(z)Du(z) — npDPPZ u).0ir pdz
DED|p TESD,KL /T

(X.30)
DS / (B2p — p(2) fir pd,

DED |, TESD KL

on rappelle que la surface Sp k1, est composée de quatre triangles (voir (IX.1)), ainsi T représente 'un de ces
triangles et fiT , désigne le vecteur normal & T sortant de p. De la méme maniére, on a V v € 9V

mydiv'(—27°D?e” +€°1d) =2 3 3 /(n(z)Du(z) — npDPPZu).fr dz
T

DED |, TESD,AB

(X.31)
+ x5 [@ne-pe)ands,
DGQ‘V TESDVAB T
et Vs € M
mediv®(—27°D%e” +€°1d) =2 3. 3 /(n(z)Du(z) — npDPPZu).fi7 <dz
DEQ‘, TESp,EF J T
(X.32)

S / (B2p — p(2)).Tiradz.

DED|s TESD,EF
On définit 'erreur de consistance de la maniére suivante
R%(z) = n(2)Du(z) —npD”P} u, pour z €D, D E D,
Ry (z) = Php—p(z), pour z € D, D E€D.
Pour chaque diamant » € ®, on a quatre triangles qui composent Sp k1., Sp,aB, SD,EF, on définit grace a ces

mer
D

»
T2 ={Tpra, Toar, Toes, TDBF},

v
T2 ={Tokr, Torr, Tore, Toek }

m&?
TD

. P v
triangles des nouveaux ensembles T2 | T?" T

={Tpka,TpoarL, ToLe, TDBK },
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. L . P v EF . .
puis on définit T%n ,T%ﬁ ,T%ﬁ de la maniére suivante

T%ﬁp :{T?DRP, pour tout D € D},
T%nv :{T%’tv, pour tout » € D},

T%TEF :{TDDREF, pour tout p € D}.

On note pour i € {u,p} :

i 1 i . P
D = /TR,D (2)firpdz, VT € T2
i 1 i — omVY
Dt = - i Ry (2)iipdz, VT eTi ,

. 1 ;
o= [ B, vreTn®,
|s» m T

T

et la norme L2, pour Tp € {T%ﬁP,T%IV,T%IEF} :

IRor,ll5= 2 > molRo .
DED TET P

Grace a (X.30), (X.31) et (X.32), le couple (e7,e®) € Eg x R® est solution de

div? " (—2®D%e” +¢®Id) = Ryruin,
divV™ (—2n°D%e” +€e°1d) = Ryv.in,
div ™ (—29°D%e” 4+ €°1d) = Ruyperin,
div®(eT) — Xsize(T)2A%e® = R,,
> mpe® = 0,

DED

ou Rgﬁp,inc = (Rp)pemP,int, Rgﬁv,inc = (RV)Vemv,int, Rms:F,inc = (Rs)semgf,int et R@ = (RD)DGQ avec

1 int
Ry=— ¥ ¥ mu(2R% . +Rb ), Vpem™,

Mp peD), TET%ﬂP

1 )
R,=— Y ¥ m:(2R§ . +Ry ), Vv e mYin

my DED), TeT%W v

1 .
RS = Z Z mT(2R%‘,,T + R%‘hT)’ v S E Dj’tg]:ﬁ"t,

Ms e, reTR

Ry = div® (PZu) — Asize(T)?APP2p, Vpe®.

(X.33)

On remarque que Y. mpR, = 0. Le Théoréme X.20 implique I'existence de €7 € Eg, €© € R® et C > 0 tels

DED
que :

IVl + [1€%]2 < C (IV=e7 [l + €°]2) ,

et
Ve |3 + [[€®])3 < CB(eT,e®;67,e?).

(X.34)

(X.35)

Grace a la définition de B et de (X.33), on a B(e7,e®;e7,e°) = [div” (—2n°D®e” +€®1d), &7 + (R®,e°)p.

On note I := [div” (—27°D®e” + €®1d), 7|1 et T := (R®,&°)p.
Estimation de I. En utilisant le fait que €7 € Eq et la définition de I, on a

1 u _
I[=2 ¥ % ¥ mi(2R ,+Rh )&

3 pEMP DED|p peTH”

1 . _
=+ g Z Z Z mT(2R©‘,,T + R%‘,,T) "€y
VEMY DED|s peTI

1 u N
+ a9 Z Z Z mT(2R©‘,,T + R%‘,,T) " €s.

3 SEMEF DED |, TGT%zE}'
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En réorganisant la somme sur les diamants D € © et en remarquant que R%‘K = —R! etc, pour ¢ = u, p,

,T D|L,T?
il vient que
1 ~ ~
I=3 % % miRY . +Rp L) @~ E)
3 DED TET%’IP p> lp>

1 - -
+3 2 X me(2RY . +RG ) (€ —ep)

3 DED TGT%IE}'

1 SO
+=- > > mT(QR%‘vT—i—R%‘MT).(eE—eF).

DED TGT%IE]:
~. 4 ~ ~ . .
Grace a (X.7), on a VPe” - LK = ek — ey, il vient que

mr 2

1 ~
I:g S mp Y (QR%‘,,TJFR%‘WT)-(V%T-L )

DED TET%TP Mmp

1 -
+3 Y my ¥ TT(RY . +Rp ) (VPET.BA)

DPED Tengf}‘ mp

+g Some ¥

DED TR mp

mr ’

(2R%‘57T + R%‘,,T) - (VPE7.FE).
En utilisant le fait que i—ZmT < C(Creg), I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

I <CIvoe 2 (IRS 1 ll2 + RS 1, ll2)

Toe{TZ” TZY T3}
Estimation de 7. Tout d’abord, le Corollaire X.12 donne

| div® (PZu)|s < Csize(T)|ul|g2.

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a (divg (PZu),e®)p pour obtenir
(div® (PTu),e®)p < Csize(T)|ul|z2[®||2. (X.36)
En réorganisant la somme sur les faces des diamants (D|p’) dans le terme Ty := —(size(7)2APP2p,e®)g, on

a de la méme maniére que dans la Remarque X.7

d dp
Ty = —Xsize(T)? Y. mpe® APPEp = size(T)*\ 3 Io + dor

5 (Pop —FLp)(E — &),
DED (D|D)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la semi-norme définie par (X.13) conduisent a
do +dpr : do + dpr :
T3] < Asize(T)? ( I A PapV) ( > et 61’)2) = size(T 2\ [4[P2pln.
(D|D") (DID")
En utilisant les Lemmes X.8 et X.13, on obtient
71| < Csize(T)|[€° 2] Vpl2. (X.37)
On remarque que T = (div® (PZu),e®)p + T} et grace a (X.36) et (X.37), on en déduit
7| < Csize(T)[[€° 12 ([ull = + | Vpll2) -

Estimation de B. En résumé, (X.35) devient

IV2e I3 + [le®[I3 <CIV=eT|- 2 (IR 75 ll2 + IRD 1, ll2)

P v EF
Toe{TH , T, TH }

+ Osize(T)[[€° 12 ([ull = + | Vpll2) -
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Finalement, (X.34) donne

IV2elI3 + €213 <C(IV2eTll2 + [|€®]2) 2 (RS 5 2 + IR 1, ll2)
Toe{TZ” T2V T2} (X.38)

+ Csize(T) ([ull = + [IVpll2) (IVFe7 12 + [|e®]|2)-

Il reste & montrer les estimations des erreurs de consistance.

X.8.1 Erreur de consistance R 1 en vitesse

o . N . 3 . o D

On s’intéresse maintenant & 'erreur de consistance %, on la décompose en trois contributions R%’”, R%’ u
et Ry”, respectivement l'erreur de consistance due a 'approximation des flux, a I'approximation des gradients
et & 'approximation de la viscosité :

R (2) = RY"(z) + Ry"" + R%*, (X.39)

ou, pour z € D,
1
RE7(2) = 5(=)Du(z) — — / n(x)Du(x)de,
m D

D

1
RE™ = - [ n(e)(Du() - DPETu)d,
D JD
1
Ry* = (— / n(z)dz — %) D”P7u.
Mmp Jp

Afin de controler Rg r_ pour Tp € {T%ﬁP,T%IV,T%IgF}, on va estimer séparément les trois termes de (X.39).

Proposition X.23 (Erreur due aux gradients)

On suppose que n vérifie (X.2). Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de Crey et C,), telle que pour toute fonction u de (H%(Q))3, on a

S mp|REPY? < Csize(T)?|Vul|%: .
DED

Démonstration : On fait exactement comme pour la démonstration du Lemme VI.11, en remplacant le
Lemme IV.16 par le Lemme X.11. [

Proposition X.24 (Erreur due a la viscosité)

On suppose que n vérifie (X.2). Soit T un maillage DDFV associé a Q. Il existe une constante C' > 0,
dépendant uniquement de Crey et C,), telle que pour toute fonction u de (H%(Q))3, on a

3 mD|R%’Z|2 < Csize(T)?||Vul|3..
DED

Démonstration : On fait exactement comme pour la démonstration du Lemme VI.12, en remplacant le
Corollaire IV.17 par le Lemme X.11. [ |

Proposition X.25 (Erreur due aux flux)

On suppose que 1 verifie (X.2) et (X.3). Soit T un maillage DDF'V associé a Q. Il existe une constante
C > 0, dépendant uniqguement de Cieq, C,, et C,), telle que pour toute fonction u de (H%(Q))3, on a

2
< Csize(T)?[|Vu|%:, pour Tp € {T%IP,T%IV,T%IW}.

> 2 mo

peED TETD

1
— [ R%"(2)iird
— /T o (z)trdz

T
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) . . , . P . R
Démonstration : On fait la démonstration pour To = T%n , les deux autres cas fonctionnent de la méme

maniére. On applique 'inégalité de Jensen pour obtenir

1 /
S_
My Jr

1
<
MrMp

2 2

dz

’m% /T RY(2)fird> n(z)Du(z) — mi /D n(z)Du(z)dz

D

[ [ inzi0u(z) ~ na)Dute)f s

Puis, en ajoutant 0 = n(z)Du(x) — n(z)Du(z), 'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

2

1 2 )
— [ R2"(»)iirdz| < / 2) — n(z)|” | Du(z)||%dzdz
\mT/T 5"()iirdz| <= | [ () = (@) IDu@)
2 5 )
+ z Du(z) — Du(zx dzdz.
WHmD/;LhK)Im (2) (@)%

Les inégalités (X.2) et (X.3) donnent
—2

' 202 2C
<size(T)= 2 [ Du(@)rds + - [ [ |Du) - Du(o)|dedz,

mrMp

2

1
— | R¥"(2)iipdz
‘mT/T’D()T

On applique le Lemme X.10 avec un diamant D et une face T

mpMmr T

— [ [ IDuz) - Du@)lrdsd: < 2= [ 1V (Du(y) Py

On remarque qu’on utilise une extension matricielle du Lemme X.10. Grace a la relation (IX.4), il vient que

Y Y me—

DED TETH mpMmr

/ / [Du(z) — Du(z)|||2fdzdz < Csize(T)2|||Vu|||§11.
T Jp

Donc on obtient
2

S0 mp < Csize(T)?|[Vul3: .

pe®D T€TD

1
— | RY¥(»)idrdz
mT/TQ()T

Maintenant on peut controler Rg . pour Tp € {T gP,T%ﬁv,T gsf}, comme suit.
Corollaire X.26

On suppose que n vérifie (X.2) et (X.3). Soit T un maillage DDF'V associé a (). Il existe une constante
C > 0, dépendant uniguement de Cireq, C,, et C,), telle que pour toute fonction u de (H%(Q))3, on a

IRS e ll2 + RS panv ll2 + RS paner ll2 < Csize(T)[Vullz: .

Démonstration : Pour Tp € {TgP,T%ﬁv,ngf}, grace a (X.39) et a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient

2

+3 > mp ’R%’Du
DED

2
+3 3 mp |RE.
DED

S Y me|RELF<3Y X ma

peE® TeTD peE® T€TD

1
— | R¥"(nrdz
mT/T m ()i

On conclut en utilisant les Propositions X.23, X.24 et X.25. ]

X.8.2 Erreur de consistance RY T, €N pression

On controle R pour Ty € {TgP,T%ﬁv , T%ﬁgf}, comme suit.
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Corollaire X.27

Soit T un maillage DDFV associé a Q. 1l existe une constante C > 0, dépendant uniquement de reg(T),
telle que pour toute fonction p de H*(S2), on a

IR pon ll2 +IRG o 2 +IRY (oner ll2 < Csize(T)|[Vpll2-

Démonstration : Soit Ty € {T%ﬁP,T%IV,T%IgF}. On applique le Lemme IV.14 sur une face T et sur un
diamant D, pour R (s)fiT on a

2

T D T

1 Cdp c
‘m—T/R%(z)ﬁsz < — /|VR%(Z)|2dz+d /|R%(z)|2dz.

d
Grace a (IX.4) on a Mofe < Csize(T)? et e < C. On en déduit

My pIMT

2
S % mo[Rh| < Csine(D? T [ VR € T [ RGPz,
pe® TETD ped Jo o Jo

On rappelle que R% (z) = Php — p(z), ainsi VRY () = Vp(z) et la Proposition X.15 impliquent

2
3 mo [RE p| < Osize(T)?(Vpl3.

peE® TETD

X.8.3 Fin de la démonstration du Théoréme X.22

Nous pouvons maintenant rassembler tous les résultats précédents en vue de conclure la démonstration du
Théoréme X.22, commencé au début de la section.
Démonstration : On a noté¢ e = PZu —u? et €® = P2p — p®, et obtenu I'estimation suivante (X.38)

Ve Iz + 1”13 <CUIVe™ ll2 + [le® ) 2 (RS 75 ll2 + IRS 1, l2)

P Y EF
Toe{TH , T3, T3}

+ Csize(T) (|[ull = + [[Vpll2) (IVF e [l2 + [[€®]]2)-
Les Corollaires X.26 et X.27 impliquent

[VPeT |2 < Csize(T) et ||e® ||z < Csize(T). (X.40)

Estimation de |ju—u”||z: Ona
[lu—u™2 < [lu—PFulls + [PTu—u”2.
Le Lemme X.11 et l'inégalité de Poincaré (Théoréme X.9) donnent
[ —u7||> < Csize(T)[Vull sz + CIVIPZu — VouT .
Finalement, (X.40) conclut lestimation de |ju — u® ||2.
Estimation de [|[Vu — V®u7| : Ona
[Vu - VouT|l; < [Va — VOPZulz + [VoPZu - VouT .

Finalement, le Lemme X.11 et (X.40) impliquent Iestimation de ||[Vu — V®u7|,.
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Estimation de |[p —p®°|lz: Ona
lp = 2® 112 < llp = PR pll2 + [P0 — p°|l2-

On conclut grace a la Proposition X.15 et (X.40). |

X.9 Tests numériques

On illustre les résultats théoriques par quelques résultats numériques obtenus sur le domaine Q =0, 1[3.
Dans toutes les simulations numériques le paramétre de stabilisation est fixé 4 A = 1073.

On considére deux familles de maillages 3D raffinés {(7,D)%} pour i = 1,2 qui partionne le domaine Q. La
premiére famille de maillages 917! est localement raffinée dans un des coins du domaine (2. La seconde famille
de maillages M7 2 est formée par des mailles hexahédrales obtenues par une décomposition conforme d’un
maillage sous-jacent tétraédrique généré par le logiciel tetgen. On remarque que dans ce cas, les maillages n’ont
ni de structure particuliére ni de caractéristiques de raffinement. Les deux Figures X.1(a) et X.1(b) illustrent
les maillages P; et Py pour MP ¥, i = 1,2, tandis que dans le tableau X.1 nous indiquons les informations sur
la taille des maillages utilisés dans nos calculs.

(a) Maillage P1 (b) Maillage P2

F1c. X.1 — Les figures (a)-(b) montrent les ensembles des polyédres P! et P? des deux familles de maillages

(T,D)l et (T,©)2. Dans la figure (b), une partie des mailles autour du sommet (1,1,1) a été enlevée pour
mieux visualiser la structure des mailles.

Sur les familles de maillages raffinés 917 %, on résout le probléme de Stokes stationnaire (X.1) avec la viscosité
donnée par

n($7yaz):1+$2+y2+z2 V(ac,y,z)eQ

Les conditions aux bords, qui sont explicitement introduites dans le schéma par la prise en compte de ces valeurs
par les inconnues de u? situées sur le bord, et le terme source f sont considérés en conformité avec la solution
exacte :

aq sin(27z) cos(2my) cos(2mz)
u(x,y,z) = | agcos(2rz) sin(27y) cos(27z) avec ag + ag + az =0,
ag cos(2mx) cos(2my) sin(27z)

p(z,y, z) = sin(2nz) sin(27y) sin(27z).



234 Chapitre X. Méthode DDFV 3D pour le probléme de Stokes

TAB. X.1 — Paramétres des maillages utilisés : n est le niveau de raffinement, Np est le nombre de polyhédres,
Nz est le nombre de faces, Ng est le nombre d’arétes, Ny, est le nombre de sommets, Np est le nombre de
diamants, size(7) est le pas du maillage.

Maillage [ n Np Ng Ng Ny Np size(7)
0 120 444 546 223 945 2.5001071
Pl 1 960 3216 3588 1333 5811  1.250107!
2 7680 24384 25800 9097 40275  6.2501072
3 32768 101376 104544 35937 298581  3.1251072
0 176 600 698 275 2400  5.000107!
P2 1 888 2865 3153 1177 11460 2.70610!
2 11444 35451 37495 13489 141804 1.277107!
3 61440 189696 195216 66961 1150428 6.4871072

Les erreurs d’approximation relative sont alors définies comme suit

_ PTu—u7|,

E = X.41
rreur(u) PTul ( )
IVoPZu — VouT],
E Vu) = < , X.42
rreur(Vu) [VoPul, ( )
[Pop — Pl
Erreur(p) = —/——— X.43
)= izl X4
101!\\\\\ ARRmaE . 3 101!\\\\\ ARRmaE . 3
i o Erreur(u) 1 i o Erreur(u) 1
r o Erreur(Vu)] r o Erreur(Vu)]
P ¢ Erreur(p) | s ¢ Erreur(p) |
0 3 0 3
0°E ; 3 0°E ; 3
10—31‘\ L Ol.:‘L‘ L o1 10—31‘\ L Ol.:‘L‘ L o1
(a) Les erreurs sur le maillage (7, D)! (b) Les erreurs sur le maillage (7, D)2

F1G. X.2 — Les erreurs d’approximation relatives en fonction du pas du maillage size(7). (A gauche) pour
le maillage (7,D)!. (A droite) pour le maillage (7,D)?. Les deux lignes droites en bas & gauche des figures
montrent les pentes théoriques O (size(T)) et O (size(7)?).

La Figure X.2 montre les erreurs relatives définies par (X.41)-(X.43) pour les approximations numériques
de u, Vu, et p utilisant les maillages (7,D)! (voir la Figure X.2(a)) et (7,D)? (voir la Figure X.2(b)). Le
bon comportement de convergence du schéma est représenté par les pentes des courbes d’erreurs, qui sont &
comparer avec 'ordre théorique O (size(7)) et O (size(’T)Q) pentes signalées dans le coin en bas a gauche de
chaque figure. En particulier, 'ordre 2 semble caractériser les courbes d’erreur pour la vitesse et la pression
de la figure de gauche, c’est-a-dire quand les calculs sont réalisés avec le maillage localement raffiné (7,D)!.
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L’ordre de convergence pour la vitesse et la pression de la figure de droite semble lui-aussi un peu meilleur que
1, Pordre théorique prédit par le Théoréme X.22. On a ainsi une super-convergence de la vitesse en norme L?
comme en 2D. En ce qui concerne le gradient de vitesse, la Figure X.2 montre un taux de convergence linéaire,
ceci est parfaitement en accord avec l'ordre théorique.

X.10 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, on a présenté un schéma DDFV stabilisé (X.14) bien posé pour des maillages 3D généraux
pour le probléme de Stokes avec une viscosité réguliére sur tout le domaine et des conditions aux bord de type
Dirichlet. On a établi une estimation d’erreur d’ordre 1 pour la vitesse, le gradient de vitesse et pour la pression
en norme L? grice & la stabilisation de type Brezzi-Pitkiiranta.

Dans le cas ot la viscosité est discontinue, on a vu dans le Chapitre VII que le schéma doit prendre en compte
ces discontinuités pour surmonter la perte de consistance des contraintes a l'interface. Ce travail pourrait étre
généralisé aux domaines 3D. En perspective, on pourrait également s’intéresser a la généralisation 3D du schéma
pour les équations de Navier-Stokes vu au Chapitre VIII.
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Conclusions et perspectives

En conclusion, j’ai développé et analysé dans ce mémoire des méthodes DDFV pour approcher différents
écoulements : écoulements d’un fluide en régime permanent dans un milieu poreux hétérogéne dans la premiére
partie et écoulements visqueux dans les deux derniéres parties. Les méthodes DDFV utilisées ont la particularité
de permettre un large choix de maillages grace a la reconstruction du gradient discret sur tout le domaine. Le
benchmark [HHO8b| fait ressortir que la méthode DDFV 2D est une méthode d’ordre 1 compétitive en ce qui
concerne la précision des gradients.

Dans le Chapitre II, on a présenté un schéma DDFYV, pour le probléme de diffusion anisotrope avec des
conditions aux bords mixtes de type Dirichlet/Fourier, dont 'ordre de convergence théorique est 1 méme lorsque
le tenseur de diffusion anisotrope est discontinu. Numériquement, on a méme obtenu une super-convergence
en norme L2. On a utilisé dans le Chapitre III les schémas développés dans le Chapitre IT pour écrire des
algorithmes de Schwarz DDFV sans recouvrement. L’algorithme de Schwarz que nous avons obtenu converge
vers la solution du schéma DDFV sur tout le domaine. Ceci nous permet d’utiliser quelques itérations de cet
algorithme comme préconditionneur de la méthode de gradient conjugué plutét que comme un solveur itératif
direct dont la convergence est assez lente. Les conditions de transmission considérées ici sont de type Fourier,
elles seront comparées aux conditions d’ordre 2 optimisées, appelées Ventcell dans la littérature, comme cela
a été fait dans [HHO08a] pour la méthode volumes finis & deux points. Un travail en cours propose un schéma
DDFYV pour les problémes de diffusion anisotrope avec des conditions mixtes de type Dirichlet/Ventcell afin
de faire ces comparaisons. L’une des premiéres difficultés est de généraliser dans le cadre DDFV ces conditions
d’ordre 2 aux problémes de diffusion anisotrope.

Dans la seconde partie, on s’est intéressé a la discrétisation du probléme de Stokes en 2D. Le cas de la
viscosité constante est traité dans le Chapitre V, ensuite le cas de la viscosité dépendant de la variable spatiale
de maniére réguliére est traité dans le Chapitre VI. Dans tous les cas, le schéma DDFV est un schéma stabilisé
bien posé pour des maillages généraux. On a obtenu pour chacun de ces schémas des estimations d’erreur d’ordre
1 pour la vitesse, le gradient de vitesse et pour la pression en norme L2. Dans le Chapitre VII, on a autorisé
la viscosité a présenter des discontinuités. On suppose dans cette étude que les discontinuités soient identifiées
de sorte que le maillage soit compatible avec les sauts de la viscosité. On ne peut donc pas encore prendre en
compte des interfaces immergées. On a mis en évidence le fait que la discontinuité de la viscosité doit absolument
étre prise en compte par le schéma pour surmonter la perte de consistance des contraintes & l'interface. C’est
ce que 'on a fait avec 'approche m-DDFV qui prend en compte les sauts de la viscosité et de la pression.
On a montré que ce schéma était bien posé pour des maillages généraux. On a obtenu une estimation d’erreur
d’ordre 1 pour la vitesse, le gradient de vitesse et pour la pression en norme L2 grace a la stabilisation de type
Brezzi-Pitkdranta qui prend en compte les sauts de pression.

Tous les résultats obtenus pour les schémas DDFV pour le probléme de Stokes peuvent s’étendre au pro-
bléme de Stokes généralisé, c’est-a-dire avec un terme en vitesse supplémentaire dans le bilan de quantité de
mouvement.

Dans un travail en cours, je me suis intéressée au probléme de Navier-Stokes avec une viscosité réguliére sur
tout le domaine et des conditions aux bord de type Dirichlet. Un schéma DDFV bien posé pour des maillages
généraux est présenté et des premiéres estimations d’énergie sont établies. L’étude de ce schéma reste & compléter
par ’établissement de la convergence du schéma et par des tests numériques.
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Dans la derniére partie, on a généralisé au cas 3D le probléme de Stokes avec une viscosité réguliére. Comme
en 2D, le schéma DDFV est stabilisé et bien posé pour des maillages 3D généraux. On a établi une estimation
d’erreur d’ordre 1 pour la vitesse, le gradient de vitesse et pour la pression en norme L2.

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. Outre celles présentées plus haut, on peut remarquer que les
paramétres de stabilisation qui pénalisent les oscillations de la pression, sont uniformes dans tout le domaine
de calcul, on pourrait envisager d’utiliser une stabilisation par cluster. Le principe consiste & regrouper un
certain nombre de volumes de controle voisins dans un élément appelé cluster et on empéche les oscillations
de la pression seulement sur les arétes intérieures de chaque cluster, comme dans [EHLP07, EHLP09]. Pour les
écoulements visqueux, toutes nos études ont considéré des conditions aux bords de type Dirichlet. On pourrait
maintenant considérer des conditions aux limites en contrainte par exemple ou des sauts de contrainte dans le
systéme (tension de surface). L’écriture du schéma DDFV correspondant est facile grace aux opérateurs discrets
déja étudiés. Néanmoins, I’étude de ce schéma reste quant & elle assez délicate, elle repose sur une généralisation
de l'inégalité de Korn, lorsque u” n’appartient plus & Eg, qui n’est pas encore établie.

On peut remarquer que dans ce manuscrit on a étudié uniquement des estimations a priori, on pourrait faire
des estimations a posteriori comme dans [OPR09]| pour le probléme de Laplace ou dans un travail de P. Omnés
en cours pour le probléme de Stokes.

Une autre perspective pourrait étre de considérer des fluides non-Newtoniens. Pour de tels fluides, la loi de
viscosité est non-linéaire ; elle dépend du tenseur des taux de déformation Du et de la variable z. A priori, les
méthodes DDFV coustituent un cadre approprié pour ce genre de probléme (voir les modéles de Leray-Lions
dans [BHO8]). On pourra également adapter approche m-DDFV aux équations d’élasticité. Dans ce cas, on
connait les caractéristiques des matériaux mis en jeu et ainsi on sait identifier les interfaces de discontinuité.

Bien siir, I'extension des différents travaux de ce manuscrit au cas 3D est & poursuivre, comme par exemple
pour les équations de Navier-Stokes ou le probléme de Stokes avec une viscosité discontinue, ou bien encore
pour les algorithmes de Schwarz sans recouvrement.
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Notations générales sur les maillages 2D (page 31-36)

Symbole | Description Symbole | Description
T Maillage DDFV reg(7) Régularité géométrique d’un maillage 7°
m Maillage primal intérieur > Maillage dual intérieur
oMm Maillage primal du bord oM™ Maillage dual du bord
K Maille primale K Maille duale
My Mesure de la maille k My Mesure de la maille «©*
Tx Centre de la maille Ticx Centre de la maille x*
Ex Ensemble des arétes de k Excx Ensemble des arétes de x*
Dy Diamant intersectant la maille k Dy Diamant intersectant la maille xc*
M Normale extérieure a K I Normale extérieure a x*
dy Diamétre de k dcx Diamétre de x*
By Boule(zx, px) NOQ C k By Boule(xx, prex) NON C K~
MBy Longueur de By MB Longueur de B~
o Aréte primale o* Aréte duale
My Longueur de l'aréte o My Longueur de o*
& Ensemble des arétes primales E* Ensemble des arétes duales
Eint Ensemble des arétes primales intérieurs Eert Ensemble des arétes primales du bord
D Maillage diamant D =D, | Diamant
T, Milieu de 'aréte o Tp Centre du diamant D
Mp Mesure du diamant D dp Diamétre du diamant D
n, . Normale unitaire & o sortante de K 0 g x Normale unitaire & ¢* sortante de K*
Txx e+ | Tangente unitaire & o orientée de £~ & Tr,c Tangente unitaire a ¢* orientée de K a £
Qp Angle entre o et o* s Cotés d’un diamant D
Ep Ensemble des cotés intérieurs de o (G} Réunion de tous les &,
M Longueur d’un coté s Nsp Normale unitaire & s sortant de D
Ox Segment [z, Zp] Oy Segment [z, Tp]
or Segment [zp,z,] o Segment [Ty, x+]
Qx Angle entre o et o op Angle entre o, et o
i, Normale unitaire & o, sortante de -« i, Normale unitaire & o, sortante de z,«
?UK,C* Tangente unitaire a o, orientée de xx a xp 7"’%,6* Tangente unitaire & o, orientée de rp & =,
Dewt Ensemble des diamants du bord Dint Ensemble des diamants intérieurs
dic~ . Distance entre xx« et x. de~ Distance entre x .- et x,
D Ensemble des demi-diamants D Demi-diamants
Dy Demi-diamants intersectant D, Demi-diamants intersectant c
ma Mesure d’un demi-diamants 3573 Ensemble des D intersectant D
Q Ensemble des quarts de diamant Q Quart de diamant
O 2 de sommet x,, T et Tp Qi 1+ o de sommet T, T+ €t Tp
Qp xc* o de sommet ., T+ et xp Q. o o de sommet x., T~ et xp
To Barycentre de ¢ Mo Mesure de o
do Diamétre de ¢ Qp Ensemble des ¢ du diamant p
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Notations générales de la Partie 1

Symbole | Description Page
Uk Inconnue sur la maille k 37
U e Inconnue sur la maille x* 37
u” Inconnues u, pour tout k£ € (MU IM) et uc- pour tout k* € (I* U OM*) 37
R” Ensemble des inconnues u” 37
P2y Projection moyenne sur By pour tout k£ € 09 et sur By« pour tout x* € 09* 37
P> Projection moyenne sur K pour tout k£ € M 37
P2y Projection moyenne sur x* pour tout c* € IM* 37
P7 o (P2, P2 v, PO v) 37
P7 Projection centrée sur £ pour tout £ € M U IM et sur £* pour tout £* € M* U IM™ 37
Eo Sous-ensemble de R” avec u, = 0 Vk € O et ux = 0 VK= € O™ 37
E, Sous-ensemble de R” avec u,e = (P22g)c VK € OM et uex = (P2 g)x Vicr € OM* 37
PBorng Opérateur de projection de R” — E, 37
(]RQ)33 Ensemble de vecteurs de R? définis par diamant » 37
v® Opérateur gradient discret de R7 — (RQ)33 37
VPu” Gradient discret de u” sur le diamant D 37
div” Opérateur divergence discréte de (]RQ)33 — RT 38
div™ Divergence discréte sur I 38
div?™ Divergence discréte sur 909 38
div™ Divergence discréte sur 9M* 38
div?™ Divergence discréte sur 09t 38
div©e® Divergence discréte de € sur la maille © 38
div® €® Divergence discréte de ¢€® sur la maille 38
~T Opérateur de trace de R7 — R97 38
Yo (uT) d’c*’L(u’c*+uﬁ2)ntjﬁ*’ﬁ(uﬁ*+u£) si o= [wer, 2o 38
Vier e (uT) w 49
P Opérateur de trace de R® — RPewt 38
w7, u”], 1 3T Myt + = > Myer UV pour tout u?,v? € RT 39
2 xem K+ EMM-LOM*
(#®,v7) a0 S m,¢ v, pour tout ¢° € RPest et v7 € ROM 39
Dy ox EDeat
(€2,6)0 | 3 mn€” - 6° pour tout €2, ¢° € (R?)® 39
DED .
lu”]|2 [u”,u”]% pour tout u” € R” 39
12, | (€2,€2)2 pour tout €2 € (R?)® 39
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Notations spécifiques au Chapitre 11

Symbole Description Page
v® Opérateur gradient discret sur les demi-diamants de R” — (R2)© 44
VPuT Gradient discret de 47 sur le demi-diamant D 44
As Matrice définie positive qui approche A sur le demi-diamant D 44
U, Inconnue sur aréte o 45
A®(V?®) | Opérateur de flux numérique de R7 — (RQ)33 45
Ap(VPu7) | Flux numérique de u” sur le diamant D 45
OMp Maillage primal du bord Dirichlet 48
oMy Maillage dual du bord Dirichlet 48
OMp Maillage primal du bord Fourier 48
oMy Maillage dual du bord Fourier 48
oAp Ensemble des demi-arétes du bord Fourier 49
Dr Ensemble de D, ,« tel que 0 C T’ 49
Ey Sous-ensemble de R” avec ux =0 VK € 0Mp et ue- =0 Vr € OM, 48
ES Sous-ensemble de R” avec ux = (P22g)c VK € OMp et urr = (P22g) e Vir € O, | 48
By Opérateur de projection de R” — E7 49
Pr*,c Inconnue de flux sur la demi-aréte [+, 2.] du bord Fourier 49
O, Inconnue de flux sur la demi-aréte [z,«,z.] du bord Fourier 49
o7 Inconnue de flux @, » et @« . pour tout £ = [Ticx, z.+] € OMp 49
o7 Ensemble des inconnues p” 49
M, %, si o est Varéte de [z,cx, 2 .+] 50
D e Ensemble des demi-diamants inclus dans la maille primale 53
Do Ensemble des demi-diamants D tels que DN k* # () 54
35p Ensemble des demi-diamants dont un c6té appartient a I' 56
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Notations spécifiques a la Partie 2

Symbole Description Page
Uy Vecteur inconnu de R? sur la maille k 99
Uy Vecteur inconnu de R? sur la maille x* 99
u” Vecteurs inconnus u, pour tout k£ € (MM U IIM) et e~ pour tout k* € (M* U 99IM*) 99

(RQ)T Ensemble des inconnues u? en vitesse 99
p? Inconnue sur le diamant D 99
p° Inconnue p® pour tout » € © 99
R® Ensemble des inconnues p® en pression 99
P2 Projection moyenne sur B, pour tout K € 99 et sur By« pour tout £* € 9IN* 99
P Projection moyenne sur £ pour tout £ € 9 99
IP";’f: Projection moyenne sur £* pour tout x* € 9t* 99
Pz v (Priv, P2 v, P22v) pour tout v € (H%(0))? 100
P7 Projection centrée sur x pour tout £ € 9 U IM et sur £* pour tout £* € M* U IIM* | 100
P2 Projection moyenne sur D pour tout D € © 100
Pﬁl Projection moyenne sur @ pour tout 0 € Q 100
Eo Sous-ensemble de (R2)T avec ux = 0 VK € OM et ux+ = 0 V= € OM™ 100
E, Sous-ensemble de (R2)T avec uxe = (P21g)x VK € OM et uer = (P25 g)cx Vicr € OM* | 100

PBorne Opérateur de projection de (R?)” — Egq 100

Zm Opérateur de projection : ((Ux)cem, (8o )ocom, (Wicx ) cx com=Lom= ) 100
(M2(R))® | Ensemble de matrices de Ms(RR) définies par diamant D 100
v Opérateur gradient discret de (R?)” — (M3 (R))® 100
VPu® Gradient discret de u” sur le diamant p 100
div” Opérateur divergence discréte de (Ma(R))® — (R?)” 101
div™ Divergence discréte sur 9 101
div®™ Divergence discréte sur 0991 101
div™” Divergence discréte sur 9t* 101
div®™” Divergence discréte sur OOt* 101
div’<¢® Divergence discréte de €2 sur la maille « 101
div<"¢® Divergence discréte de £€® sur la maille 101
D® Opérateur tenseur des taux de déformation discret de (RQ)T — (M2(R))® 101
D?Pu” Tenseur des taux de déformation discret de u® sur le diamant D 101
div® Opérateur divergence discréte de (RQ)T — R® 101
divPu? Divergence discréte de u” sur le diamant D 101
A® Opérateur de stabilisation de R® — R® 103
APp® Terme de stabilisation de p® sur le diamant D 103
~T Opérateur de trace de (RQ)T — (R2)9™M 102
Yo (u) LSRG S, +u£2):j£*’ﬁ(u‘*+u£) sio =[x, x,] 102
~® Opérateur de trace de (R2)© — (R?)Deor 102
[vT,uT]r 1 S Myl - Ve + = > Myr s Viex pour tout u?,v7? € (RQ)T 102
2 xem 2 - eom-Lom

(¢, vT)aa S m,¢” - v, pour tout ¢° € (R?)De=t et v7 e (R?)?M 102
D, o EDeat

(€2 :6®)0 | % mol€” : 67) pour tout £2,6 € (Ms(R))® 102
DED

»®,¢°)o 3 mppPq® pour tout p®, ¢° € R® 102
DED

luTlly | [u”,u?]Z pour tout u € (R?)” 102

1620 | (€2 :€2)3 pour tout €2 € (Ma(R)? 102

1P°ll: | (¥°,p°)3 pour tout p° € R? 102
P17 > (d2 +d2%)(p” - p®)? pour tout p° € R® 103

s=D|D'€S
Np Scalaire qui approche 77 sur un diamant D 132
n® Ensemble des 1, pour tout p € ® 132
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Notations spécifiques au Chapitre VII

Symbole Description Page
Mo Moyenne de i sur un quart de diamant o 154

n2 Ensemble des 1, pour tout ¢ € Q 154

A% Opérateur gradient discret modifié de (RQ)T — (M2(R))2 155
Viu* Gradient discret modifié de u” sur le quart de diamant ¢ 155
Bo Matrice intervenant dans le gradient discret modifié pour tout ¢ € Q 155

DX Opérateur tenseur des taux de déformation discret modifié de (RQ)T — (M2(R))2 155
DYyu” Tenseur des taux de déformation discret modifié de u” sur le quart de diamant 9 155
DLV Opérateur tenseur des contraintes visqueuses discret de (RQ)T — (Ma(R))® 156
DZMuT Tenseur des contraintes visqueuses discret de u? sur le diamant D 156
o2 Opérateur tenseur des contraintes discret :(Ma(R))® x (Mnp 2(R))® x R? — (Mz(R)2 | 156
©0o(€P,8%,¢27) | Tenseur des contraintes discret de (€7, 37, ¢2?) sur le quart de diamant o 156
A® Opérateur de stabilisation de R — R® 165
APpR Terme de stabilisation de p2 sur le diamant D 165
67 Inconnues intermédaires en vitesse sur les diamants p € © 155

do Vecteur qui engendre Pespace des solutions de 6B, + Bod” = 0, pour tout @ € Q. | 157

paP Inconnues intermédiaires en pression sur les quarts de diamant ¢ € Q, du diamant D 154

Doy o Inconnues intermédiaires en pression sur le quart de diamant 9y j~ 154
Doy o+ Inconnues intermédiaires en pression sur le quart de diamant 9, = 154
Doy s Inconnues intermédiaires en pression sur le quart de diamant 9, -~ 154
Doy .- Inconnues intermédiaires en pression sur le quart de diamant o, .- 154
p2 Inconnues intermédiaires en pression sur les quarts de diamant ¢ € 154
(p2,q)a 3 mep2q® pour tout p?, ¢? € R 165

Q€N
(€2 : D) 3 mo(€2 1 ¢2) pour tout €2, ¢ € (M,(R))2 165
Q€N

llgl2 (¢2,42) pour tout ¢2 € R2 165
120 | (€2:€2)4 pour tout €2 € (M(R))? 165

Notations spécifiques au Chapitre VIII

Symbole Description Page
S Cotés intérieurs des diamants s inclus dans la maille « 198

(e Cotés intérieurs des diamants s inclus dans la maille c* 198

G°® Opérateur de (RQ)T x R? — R® 199
G57D(u”,p9) Discrétisation de fs u-fgpds 199
Fe., Discrétisation de [ u-fi,cds 199

Fix on Discrétisation de [ . u - fi xc+ds 199

b~ Opérateur de (R?)” x R® x (R?)” — (R?)” 200

b, (u”,p®,vT) | Discrétisation de [_(u-V)vdz 200
b.-(u”,p®,v7) | Discrétisation de [ . (u- V)vdz 200
Vot Vi si Fr,(uZ,p®) >0 et v, sinon 200

Voo vz si Fre,(u?,p®) > 0 et v, sinon 200

Vst Vier 81 Fiex o+ (u7,p®) > 0 et v« sinon 200
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Notations générales 3D sur les maillages (page 207-213)

Symbole | Description Symbole | Description
T Maillage DDFV Creg Régularité géométrique d’un maillage 7°
mr Maillage primal g ne Maillage primal intérieur
omP Maillage primal du bord mv Maillage “sommet”
Y ime Maillage “sommet” intérieur omv Maillage “sommet” du bord
ME” Maillage “face-aréte” INEF vime Maillage “face-aréte” intérieur
OMET | Maillage “face-aréte” du bord D Maillage diamant
P Ensemble des polyédres p Polyedre
mp Volume du polyedre p P Barycentre du polyédre p
F Ensemble des faces f Face
If] Aire de la face f s Mailles de type face-aréte
& Ensemble des arétes e Aréte
le] Longueur de l'aréte e E Milieu de laréte e
1% Ensemble des sommets v Sommet ou maille associé(e) au sommet
xy Coordonnées du sommet v My Volume de la maille v
E Milieu de ’aréte e F Barycentre de la face f
A Premier sommet de ’aréte e B Second sommet de I'aréte e
K Barycentre de la 1'® maille de face f L Barycentre de la 2¢ maille de face f
D Barycentre du triangle de sommets F, A, B || D =1D( s | Diamant
Mp Mesure du diamant D dp Diameétre du diamant D
PK Polyédre associé & K PL Polyédre associé a L
VA Maille associée & A VB Maille associée & B
SE Maille associée & E Sp Maille associée a F
33|l, Ensemble des diamants p t. q. mynp >0 Tyivovs Triangle de sommets vy, va, et vg
Dip Ensemble des diamants voisins de o = (p|p’) | Couples (D, D) dans ® x D
Sp.KL Surface de la face entre py et pp, Sp,AB Surface de la face entre va et vp
Sp,EF Surface de la face entre sg et sp Nk L Normale de la face entre py et py,
Nag Normale de la face entre va et vg Ng Normale de la face entre sg et sgp
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Notations spécifiques au Chapitre 1X

Symbole | Description Page
Up Inconnue sur la maille p 213

Uy Inconnue sur la maille v 213

Us Inconnue sur la maille s 213
u? Inconnues u, pour tout p € M”, u, pour tout v e MY et us pour tout s € MEF 213
R” Ensemble des inconnues u” 213
Eo Sous-ensemble de R” avec up, =0 Vp € OMF ., uy, =0 W e OMY et us =0 Vs € M | 213
v Opérateur gradient discret de R” — (R3)© 213
VPuT Gradient discret de u” sur le diamant D 213
div” Opérateur divergence discréte de (RB)D — R7” 213
div” Divergence discréte sur 9P 213
divY Divergence discréte sur Y 213
div®” Divergence discréte sur 9 213
divP(¢®) | Divergence discréte de £€® sur la maille p 213
div¥(¢®) | Divergence discréte de €® sur la maille v 213
div®(¢®) | Divergence discréte de ¢® sur la maille s 213
W7, uT], % > - mpUpvp + % > - myuyty + % > - msusvs pour tout u?, v € Eg 214

peMPint VeV, int SEONEF int
(€2,6%)0 | 3 mnt® - ¢” pour tout £2,¢° € (R3)® 214
DED

[l ]2 [u”, uT]é— pour tout u” € Eg 214
I€2]l2 | (€°,€2)3 pour tout €2 € (R¥)® 214
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Notations spécifiques au Chapitre X

Symbole Description Page
up Vecteur inconnu de R? sur la maille p 216
u, Vecteur inconnu de R? sur la maille v 216
Us Vecteur inconnu de R? sur la maille s 216
u” Vecteurs inconnus u, pour tout p € M7, u, pour tout v € MY et us pour tout s € IMEF 216
(R?’)T Ensemble des inconnues u® 216
Eq Sous-ensemble de (R3)T avec u, =0Vp € OMP, u, =0W € IMY et us =0 Vs € OMEF | 216
pP Inconnue sur le diamant p 216
p® Inconnue p” pour tout p € ® 216
R® Ensemble des inconnues p® en pression 216
(M3(R))® | Ensemble de matrices de M3(R) définies par diamant D 216
PP Projection moyenne sur p pour tout p € 9MMF 216
IE"XI Projection moyenne sur v pour tout v € 9tV 216
PEF Projection moyenne sur s pour tout s € 9" 216
PZ v (PP (v), PY(v), P& (v)) pour tout v € (H*(Q))? 216
P?L Projection moyenne sur p pour tout p € © 216
PIv Projection centrée sur 7 216
v Opérateur gradient discret de (R?’)T — (M3(R))® 216
VPu® Gradient discret de u” sur le diamant p 216
div” Opérateur divergence discréte de (Msz(R))® — (R3)” 217
div? Divergence discréte sur 97 217
divY Divergence discréte sur 9tV 217
div¥” Divergence discréte sur 9" 217
divPnt Divergence discréte sur 97 217
divY Divergence discréte sur 9tY- 217
div®¥” ™ | Divergence discréte sur 9EF-ne 217
divP(¢®) | Divergence discréte de £€® sur la maille p 217
div'(¢®) | Divergence discréte de £® sur la maille v 217
div®(¢®) | Divergence discréte de £€® sur la maille s 217
D? Opérateur tenseur des taux de déformation discret de (R3)T — (RQ)T 217
DPu” Tenseur des taux de déformation discret de u? sur le diamant D 217
div® Opérateur divergence discréte de (Rg)T —R? 217
divPu?® Divergence discréte de u” sur le diamant D 217
A® Opérateur de stabilisation de R® — R?® 218
APp® Terme de stabilisation de p® sur le diamant D 218
[v7,u”], % > - mpup - Vp + % > Comyuy vy + % > - Msus - Vs pour tout u?,v? € Eg 217
pEM P int VeV int SEONEF imt
(€ :6®)n | 32 mal€” : 67) pour tout £2,6® € (Ma(R))? 217
DED
®®°,¢®)o 3> mppPq® pour tout p*,¢® € R® 217
DED )
[lu™]|2 [u”,u”]% pour tout u” €k, 217
1
€22 | (€2 :€2)% pour tout &2 € (M3(R))® 217
P2l | (®,p®)3 pour tout p® € R® 217
D2 d2D + d123’ D’ D\2 D D
p*1; > T(p —p®)* pour tout p® € R 218

s=p|D'€S
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Schémas Volumes Finis en mécanique des fluides complexes.

Résumé : Le travail de thése exposé dans ce manuscrit porte sur le développement et ’analyse numérique
de schémas volumes finis de type dualité discréte (DDFV) pour la discrétisation des équations de Darcy en
milieu poreux hétérogéne anisotrope et celle des équations de Stokes avec viscosité variable. Un point commun
a ces problémes, qui motive ’emploi des schémas DDFV, est que leur résolution par volumes finis nécessite
d’approcher toutes les composantes du gradient de la solution. Les schémas DDFV consistent & discrétiser la
solution de l’équation simultanément aux centres des volumes de contréle et aux sommets du maillage. Ce
double jeu d’inconnues permet de définir naturellement un gradient discret sur des maillages trés généraux, ne
vérifiant en particulier pas nécessairement la condition d’orthogonalité classique des maillages volumes finis. On
étudie tout d’abord la discrétisation du probléme de diffusion scalaire anisotrope pour des conditions aux bords
mixtes de type Dirichlet/Fourier. Le schéma que nous proposons permet de construire un algorithme de Schwarz
discret associé & une décomposition de domaine sans recouvrement avec des conditions de transmission de type
Fourier qui converge vers la solution obtenue sans décomposition. Des expériences numériques illustrent les
résultats théoriques d’estimation d’erreur et de convergence des algorithmes de Schwarz DDFV. On se propose
ensuite de discrétiser des problémes de Stokes avec une viscosité variable. Les schémas DDFV correspondant
sont en général mal posés. Pour y remédier, on stabilise le bilan de masse par différents termes en pression.
Dans un premier temps, on suppose la viscosité réguliére. L’analyse du schéma, qui conduit & une estimation
d’erreur optimale, repose sur une inégalité de Korn discréte et sur une condition inf-sup discréte utilisant le
terme de stabilisation en pression. Dans un second temps, on considére le cas ou la viscosité est discontinue.
Ces discontinuités doivent étre prise en compte par le schéma pour surmonter la perte de consistance des
contraintes & l’interface. Ceci nécessite la construction de nouveaux opérateurs discrets définis a l'aide des
inconnues artificielles. L’étude théorique devient plus compliquée. Dans tous les cas, ’existence et 1'unicité
de solutions discrétes sont démontrées, ainsi que des estimations d’erreur optimales. Une premiére étude de
I'extension des schémas DDFV des équations de Stokes aux équations de Navier-Stokes est également présentée.
Une généralisation des résultats pour le probléme de Stokes avec une viscosité variable et réguliére est donnée
dans le cas tridimensionnel. Des tests numériques illustrent les différentes estimations d’erreur.

Mots-clés : Volumes finis, dualité discréte, mécanique des fluides, algorithmes de Schwarz, décompostion de
domaine, équations de Stokes, viscosité variable, coefficients discontinus.

Abstract : This manuscript deals with the development and numerical analysis of finite volume schemes of type
discrete duality (DDFV) for the discretization of the Darcy equations in porous heterogeneous anisotropic media
and the Stokes equations with variable viscosity. A common feature of these problems, which motivates the use of
DDFV schemes, is that their finite volume resolution requires to approximate all the components of the gradient
of the solution. The DDFV method consists in discretizing the solution of equations simultaneously on the centers
of the control volumes and on the vertices of the mesh. These two sets of unknowns allow to reconstitute a
two-dimensional discrete gradient on a large class of 2D meshes, without assuming the “orthogonality” condition
required for classical finite volume methods. We first study the discretization of anisotropic elliptic problems
with mixed Dirichlet/Fourier boundary conditions. The scheme we propose allows to build the corresponding
discrete non-overlapping Schwarz algorithm associated to a decomposition of the domain with Fourier interface
conditions, which converges to the solution of the DDFV scheme on the initial domain. Numerical experiments
illustrate the theoretical results of error estimates and of the DDFV Schwarz algorithm convergence. We then
propose to discretize Stokes equations with a variable viscosity. The corresponding DDFV schemes are generally
illposed. To overcome this difficulty, we stabilize the mass conservation equation with different pressure terms.
First, we assume that the viscosity is smooth enough. The analysis of the scheme, which gives optimal error
estimates, relies on a Korn inequality and on a uniform discrete inf-sup condition using the stabilization term.
Secondly, we consider the case where the viscosity is discontinuous. The discontinuities must be taken into
account in the scheme to overcome the consistency defect of the numerical fluxes. We need to build new
operators with artificial unknowns. The theoretical study becomes more tricky. In all cases, the existence and
uniqueness of the discrete solution are proved, as well as optimal error estimates. A first study of the extension
of the DDFV schemes to Navier-Stokes equations is presented. A generalization in 3D of the results is given in
the case of the Stokes problem with smooth variable viscosity. Numerical experiments illustrate the different
error estimates.

Keywords : Finite volume methods, DDFV methods, Schwarz Algorithm, domain decomposition methods,
Stokes problem, variable viscosity, discontinuous coefficients.
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