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RESUME

Une modélisation de la courbure d'une dalle bicouche armée est présentée. La premiére
couche est formée d'un matériau armé stable en voile de verre, & comportement élastique
linéaire. La seconde est une couche en "matiéres plastiques” a base de PVC, dont le
comportement est viscoélastique. L'instabilité de la structure est due au retrait induit
dans la couche viscoélastique aprés la fabrication.

Le modeéle utilisé est le Modéle Multiphasique des Matériaux Multicouches appelé
"modéle M4". Il propose une modélisation alternative des structures multicouches, par
rapport aux deux grands courants, bidimensionnels et tridimensionnels. Une solution
analytique, a cott numérique réduit, est proposée. .

Le comportement de la couche viscoélastique est identifié a un modeéle de Zener. Les
différentes caractéristiques du modéle sont déterminées, en se basant sur des séries
d'essais expérimentaux simples, inspirés par le comportement réel du matériau.

Le probléeme a résoudre est donc celui de I'évolution de la géomeétrie de ce bicouche
(Elastique - Viscoélastique) avec le temps. ainsi que le réle de chaque parametre dans

cette évolution.

ABSTRACT

This paper presents a modelling of the bending of a reinforced double-layer floor. The
first layer is made of a solid glass reinforced material with a linear elastic behaviour. The
second layer is a PVC-based "plastic" layer whose behaviour is viscoelastic. The
instability of the structure is caused by the shrinkage induced in the viscoelastic layer
after manufacture.

The model used is the Multiphasic Multilayer Material Model called "M4 model". It
provides an alternate modelling of the multilayer structures respect to the two main
currents, namely the two-dimensional and three-dimensional currents. An analytical
solution including a reduced numerical cost is proposed.

The behaviour of the viscoelastic layer is identified with a Zener model. The different
characteristics of the model are determined based on the series of a simple experimental
tests inspired by the actual behaviour of the material.

The problem to be solved is therefore the evolution with the time of the geometry of this
two-layer material (Elastic - Viscoelastic), as well as the influence of each parameter on

this evolution.
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NOTATIONS

: Temps.

: Pas de temps.

: Déformation élastique.

: Déformation visqueuse.

: Déformation de retrait.

: Déformation de relaxation.

: Vitesse de déformation de retrait.

: Contrainte.

: Raideur membranaire de la couche i.
: Raideur de cisaillement d'interface.
: Module d'Young de la couche i.

: Module de cisaillement.

: Viscosité.

: Longueur totale.

: Longueur de contact.

: Epaisseur de la couche i.

: Vitesse de traction.
: Tenseur des déplacements dans le plan d'un point de la couche i.

: Déplacement vertical d'un point de la couche i.
: Tenseur de discontinuité tangente d'interface entre les couches i et i+1.

: Discontinuité normale d'interface entre les couches i et i+1.

: Tenseur des efforts membranaires de la couche i.

: Tenseur des efforts de cisaillement d'interface entre les couches i et i+1.






: Effort normal d'interface entre les couches i et i+1.

: Tenseur des moments de flexion de l'interface entre les couches i et i+1.
: Moment de torsion de l'interface entre les deux couches i et i+1.

: Tenseur des efforts externes appliqués dans le plan du multicouche.

: Efforts externes perpendiculaires au plan du multicouche (Poids).

: Tenseur des efforts externes appliqués sur le bord dans le plan

du multicouche.

: Efforts externes appliqués sur le bord, perpendiculaires au plan

du multicouche.

: Réaction du sol.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

I-PRESENTATION DU SUJET

Nous présentons, par ce travail, une mise au point d'un modéle mécanique
adapté a l'analyse du comportement d'un bicouche formé d'une couche
élastique et d'une couche viscoélastique. Cette structure est soumise a son
poids propre et a une déformation de retrait imposée dans la couche
viscoélastique. Le modéle élaboré nous permet de prévoir I'évolution , dans le
temps, de la géométrie du bicouche soumis a ces chargements.

II-BUT DE L'ETUDE

Les produits concernés par notre étude sont les revétements de sol
plastiques (Annexe A) formés, principalement, d'une

ecouche d'usure ou couche de surface transparente, concue surtout pour
résister au poinconnement,

ecouche armeée (voile de verre imprégnée PVC]}, jouant un réle important
dans la stabilité dimensionnelle du multicouche dans son plan,
esous-couche calandrée destinée a augmenter la rigidité du multicouche,
ecouche d'envers, en mousse, généralement.

Les différentes couches sont a base de chlorure de polyvinyle (PVC).

Le but de notre étude est 'aide a la conception d'une nouvelle gamme de ces
revétements, sous forme de dalles carrées, posées (non collées) sur le sol,
industriellement connues sous le nom de "Dalles Plombantes Amovibles".

La conception de ces dalles {choix des couches, leurs positions, leurs
épaisseurs, ...) a été, jusqu'aujourd'hui, empirique, basée sur l'expérience
des industriels. Ces derniers ont, cependant, observé l'apparition, avec le






temps, d'une incurvation de ces revétements par rapport a leur plan initial.
Ils ont attribu€ a ce phénomeéne le terme anglais "Curling”. Il peut apparaitre
au bout d'une a plusieurs semaines aprés la fabrication du revétement et
cause un probléme d'aspect et de fonctionnement.

Le "Curling" peut étre "positif", c'est-a-dire tourné vers le haut, ou "négatif",
vers le bas (fig. I-1).

S~

"Curling” positif "Curling" négatif

(I-1): Aspects du Curling

Afin de pouvoir modéliser ce désordre mécanique, dans le but de le limiter, il
faut commencer par analyser son origine et connaitre les paramétres qui
I'influencent.

II-1:Cause du désordre observé

Partant d'un état initial plan, imposons un rétrécissement unidirectionnel
dans le plan d'une des couches d'une structure formée de deux couches
parfaitement adhérentes. Ceci entraine une incurvation du bicouche par
rapport a son plan de référence.

: = > ==

-

Le méme phénomeéne peut étre observé pour une structure formée de
plusieurs couches dont l'une est stable (la couche armeée), les autres, mises
de part ou d'autre de la premiére, sont soumises a des déformations
imposées, de valeurs différentes. La géométrie finale du multicouche
dépendra de I'équilibre interne établi.






II-2:Premiére hypothése : Modélisation d'un bicouche

Des essais de traction a vitesse de déplacement constante, réalisés sur les
difféerentes couches isolées du composite et dont les résultats (Contraintes -
Déformations) sont portés sur une méme échelle, dans le graphique (fig. I-2),
montrent que la couche armée et la sous-couche calandrée jouent un réle
meécanique plus important que celui des autres couches.

Tractions des différentes couches (V2)

10+
(Rupture)
~ 8t
E
> 5 Armature
L S-¢ Calandrée
.g .
5 |\
Q ] N -
N — J
// Usure
0 - Mousse
0 0.05 0.1

Déformation

(I-2); Courbes (Contrainte-Déformation) de traction des 4 couches du revétement.

Ajoutons que le processus de fabrication par calandrage de la sous-couche y
crée des contraintes internes plus importantes que celles crées dans les
autres couches visqueuses du revétement obtenues par enduction (Annexe
A), la soumettant ainsi & une déformation imposée jouant un rdle plus
déterminant ; et que la couche armée, ajoutée au revétement pour limiter ses
déformations dans le plan, se distingue des autres par sa stabilité
dimensionnelle.

L'étude du multicouche complet étant assez complexe, nous faisons une
premiére hypothése simplificatrice dans laquelle nous proposons de






modéliser un bicouche formé d'une armature stable et d'une couche
calandrée en PVC, a déformation imposée et d'étudier le Curling résultant.

Des essais expérimentaux (détaillés au chapitre VI) montrent que la couche
armée suit un comportement élastique linéaire, tandis que la calandrée
présente un comportement visqueux (La contrainte dans le matériau est
fonction de la vitesse de déformation).

II-3:0rigine du probléme

Les processus de fabrication, décrits dans l'annexe A, soumettent les
différentes couches, ainsi que le multicouche, a une série de contraintes
meécaniques et thermiques. A sa sortie de la chaine de fabrication, la dalle
libre n'est plus soumise a ces contraintes. La contrainte totale dans le
revétement s'annule; de méme que dans chacune des deux couches.

La sous-couche, comme tout matériau ayant un comportement solide
visqueux, siége d'un effet de mémoire, présente une recouvrance de la
déformation apres cessation de ia contrainte.

La recouvrance (fig. 1-3) est définie comme étant la variation de la
déformation en fonction du temps, a contrainte nulle. Ce phénomeéne est
industriellement appelé, Retrait aprés fabrication.

Eot---.
IAS

to

to

(I-3): Schéma de Recouvrance d'un matériau viscoélastique.






Désignons par tg l'instant ou la dalle sort de sa chaine de fabrication. A tg, la
sous-couche est munie d'une histoire de déformation ¢(t), fonction, bien
évidemment, de son histoire de chargement au temps t<tg.

A tg, la dalle est plane. Les deux couches (Armature et sous-couche) ont des
dimensions égales. L'armature garde ensuite ses dimensions; tandis que la
sous-couche tend a se rétrécir. L'adhérence entre les couches explique
I'apparition d'une incurvation de la structure (Curling), fonction du temps.

Dans la suite, nous noterons ¢t} la déformation de retrait subie par la
couche visqueuse a partir de l'instant tg (g:(tg)=0).

II-4:Deuxiéme hypothése : Déformations planes

Les contraintes mécaniques, exercées sur la sous-couche lors de sa
fabrication, sont surtout dans le sens de la chaine (Sens longitudinal). Le
retrait mesuré a la sortie de la fabrication est beaucoup plus important dans
le sens longitudinal que dans le sens transversal. Nous pouvons donc
adopter lhypothése de déformations planes, en considérant que les
déformations dans le sens transversal du plan de la dalle sont nulles. Cette
hypothése nous permet d'effectuer une modélisation bidimensionnelle.

1I-5:Choix du modéle

Parmi les modéles de calcul des structures composites multicouches, que
nous exposerons dans le chapitre II, nous choisissons le Modéle
Multiphasique des Matériaux Multicouches, appelé modéle M4, élaboré, en
1993, au laboratoire CERAM (Centre d'Enseignement et de Recherche en
Analyse des Matériaux) de 'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées.

M4 parait bien adapté au probléme posé. Son application, en hypothése de
déformations planes, sur un bicouche, nous donnent des solutions
analytiques de la description de la géométrie du Curling positif et négatif.






III-DEROULEMENT DE L'ETUDE

La structure a eétudier est donc celle dun bicouche ( Elastique -
Viscoélastique } soumis aux chargements suivants:

-Le poids propre de la dalle (Perpendiculaire au plan de la dalle).

-La déformation de retrait imposée dans le plan de la couche visqueuse
suivant le sens de sa fabrication.

Les différents essais détaillés dans le chapitre VI montrent que le
comportement de cette derniére peut étre décrit a l'aide du modéle
viscoélastique de Zener. Ce modéle est formé de deux "branches" en série,
l'une ayant wun comportement eélastique, l'autre un comportement
viscoélastique. La déformation totale de la sous-couche est égale a la somme
de la déformation é€lastique de la branche 1 et de la déformation
viscoélastique de la branche 2. A sa sortie de la chaine de fabrication, c'est-
a-dire, au temps tp, la contrainte dans le matériau est relachée. La partie
élastique prend instantanément ses dimensions a charge nulle, tandis que la
déformation visqueuse, que nous noterons &y, diminue avec le temps, jusqu'a
I'équilibre a charge nulle.

a A
Y

a t=t0

at







La déformation de retrait observée n'est donc que la différence entre la
déformation visqueuse a l'instant t et celle a l'instant tg :

er(t) = &,(t) - gy(to) (E: I-1)

Nous ferons notre étude en deux parties.

Dans la premiére partie, nous considérerons un comportement élastique
linéaire pour les deux couches. La déformation totale dans le bicouche
résulte de :

- La déformation dans la couche stable

c=E.¢

- La somme de la déformation finale et de la déformation de retrait imposée
dans la couche visqueuse

c=E.(e-¢)

Si a la sortie de la chaine de fabrication, nous isolions la couche visqueuse,

nous observerions une déformation progressive de retrait sous contrainte
nulle. Notons £2(t) cette histoire de déformation (négative).

Nous ferons, dans cette partie, un calcul itératif sur le temps, dans lequel
nous considérerons que l'histoire de la déformation imposée dans la couche

visqueuse du bicouche est la méme que celle observée sur cette couche
isolée, aprés sa sortie de la chaine de fabrication : £9(t). A chaque pas de

temps, la contrainte dans la couche calandrée sera sous la forme :

o(x.t)=E.(e(x,t) - €°(t))

avec J =0
Ce premier calcul sera appelé "Elastique’.
Dans la seconde partie, nous prendrons en compte linfluence de la

contrainte dans la couche calandrée sur la déformation de retrait. En effet,
les équations de comportement du modéle rhéologique de Zener montrent






que l'évolution de la déformation visqueuse est fonction de la contrainte
membranaire dans le matériau :

€, (x.1) = f(e, (x.1),6(x.t)) (E: I-2)
X représente la position d'un point matériel M de la dalle.

Nous déduisons des deux relations (E: I-1) et (E: I-2) que le niveau de
contrainte dans la couche calandrée influence 1'évolution de la déformation
de retrait :

é.(x,t) =f(e (x,1),0(x,1)) (E: I-3)

La déformation de retrait devient alors fonction de la position du point M
appartenant a la dalle:

g, =g (x.1)

Le calcul dans cette partie sera, de méme, itératif sur le temps. A chaque pas
de temps (irés court par rapport au temps caractéristique du matériau),
nous considérerons que le comportement de la sous-couche calandrée est
élastique linéaire, avec une déformation de retrait imposée, fonction de x :

o(x.t)=E.(e(x.t) - g, (x.1))

de (x,t)

- fe,(x.t),0(x.t))

avece

A chaque pas de temps, la loi de comportement viscoélastique réactualisera,
suite a la relation qui lie la contrainte a la déformation visqueuse, la fonction
de retrait avant de la réutiliser dans le calcul itératif.

Ce second calcul sera appelé "Viscoélastique".






PREMIERE PARTIE

MODELISATION DES MATERIAUX
MULTICOUCHES






CHAPITRE I1

ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE

I-LES POLYMERES

De nombreuses études ont €té faites sur les propriétés mécaniques et le
comportement rhéologique des matiéres plastiques. La majeure partie de ces
études traitent le polymére a l'état fondu liquide, ou au cours de sa
transition vitreuse. Citons en particulier, les travaux d'AGASSANT, AVENAS
et SERGENT au Cemef (Centre de Mise en Forme des Matériaux de 1I'Ecole
des Mines de Paris) [2]. Ils ont, en premier, modélisé les différents processus
de fabrication des polymeres, puis ont traité le comportement viscoélastique
des polymeéres fondus. Ces derniers, jusque-la, ont été considérés comme un
liquide visqueux newtonien.

Les propriétés mécaniques du polymeére a l'état solide dépendent,
essentiellement, des deux aspects suivants :

1-La nature chimique du polymeére a l'état fondu (unités monomeéres,
structure macromoléculaire, masse molaire, ..).

2-Le mode de fabrication et l'histoire de son passage de l'état fondu a l'état
solide.

Ce qui explique l'orientation majeure des études vers les polymeéres fondus.

Trés peu d'études, en mécanique des matériaux, ont été faites sur les
polymeres a l'état solide. PEREZ [43] a suivi une approche originale, en
abordant les matériaux polyméres amorphes avec une démarche propre a la
métallurgie solide, tout en reliant les mouvements, dans l'état solide a ceux
responsables de la transition vitreuse. 1l a traité des phénoménes trés divers
présentés par ces matériaux, en se basant sur des propriétés mécaniques:
Plasticité, Evolution du module dynamique avec la température, Fluage,
Relaxation, Vieillissement physique...
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Dans notre étude, nous allons considérer le polymére comme un solide
viscoélastique ayant le comportement dun modéle de Zener. Les
caractéristiques du modéle sont calculées en se basant sur des essais
expérimentaux "simples" et "significatifs" de l'histoire de chargement des
structures étudiées.

II-LES STRATIFIES

De fagon générale, les matériaux composites résultent de l'association de
matériaux différents, par leur nature chimique et par leur forme [10].
Lorsque ces matériaux sont empilés sous forme de plis, le composite est dit
"stratifié".

La modélisation du comportement d'un stratifié peut étre envisagée
differemment selon l'application et les exigences requises. Des soucis de
temps de calcul et de disponibilité des outils peuvent nous orienter vers des
simplifications.

Nous pouvons choisir de n'en faire aucune. Le probliéme est alors traité,
d'une facon traditionnelle, dans sa géométrie tridimensionnelle. Des codes de
calcul par éléments finis ou par différences finis sont alors utilisés. Ceci
implique un temps de calcul important et des précautions a la présentation
des champs de contraintes tridimensionnels. Ce type de calcul sert souvent
de point de comparaison et de validation pour d'autres modéles. Il est
difficile de comparer et de classer toutes les méthodes tridimensionnelles.
Bon nombre d'entre elles consistent a calculer au voisinage des bords les
contraintes tridimensionnelles d'arrachement et de cisaillement. De telles
approches ont été proposées par différents auteurs, comme ENGRAND [17],
PAGANO [40}], PUPO et EVENSON [46], RAJU JOHN et CREWS [47].

Les autres approches traditionnelles sont les modéles bidimensionnels de
plaques et de coques . La plus ancienne des théories est celle de LOVE-
KIRCHHOFF [32] postulant l'hypothése suivante : Les particules, situées
avant déformation sur une normale au feuillet moyen, restent aprés
déformation sur une normale a ce feuillet déformé. D'autres théories, en
particulier celle de REISSNER-MINDLIN [50][38], modifient cette hypothése
cinématique en supposant que les sections normales au plan ne sont plus
astreintes a le rester au cours de la déformation.
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D'autres corrections ont été faites sur la théorie cinématique de
KIRCHHOFF-LOVE en proposant des cinématiques plus variées par VALID
[54](55], CHENG [6], LEVINSON [37], REDDY [49] et RYCHTER [51].

Dans le cas des structures monocouches, ces théories de plaques et de
coques étaient jugées satisfaisantes. Appliquées classiquement aux stratifiés
(TSAI et HAHN [53]), elles le paraissent moins. Des phénoménes locaux
apparaissent prés des bords. Depuis 1970, des évaluations de l'erreur
commise en utilisant la théorie de KIRCHHOFF-LOVE pour les stratifiés ont
été faites. Citons notamment les travaux de KOITER et SIMMONDS {[26],
DANIELSON [8] et LADEVEZE [28] [29] qui ont estimé l'erreur sur la solution
intérieure, les conditions aux limites n'étant prises en compte qu'en
moyenne.

LADEVEZE [30][31] a estimé l'erreur commise sur l'ensemble de la plaque,
en utilisant la théorie de KIRCHHOFF-LOVE ou celle de REISSNER-MINDLIN
avec correction des effets de bords. Ces erreurs sont proches de celles
estimées par DESTUYNDER [11] dans le cas de la théorie de KIRCHHOFF-
LOVE. Ces travaux ont été complétés par PECASTAINGS [42] et VAN DER
HEYDEN [56][57].

Parallelement a ces études, des techniques de calcul des effets locaux, prés
du bord, ont été développées. Les études sur les effets de bords dans les
coques stratifiées sont nombreuses. PIPES et PAGANO [45] furent parmi les
premiers a étudier les phénoménes de contraintes interlaminaires par la
méthode de différences finies, en déclenchant une série d'études sur
l'existence ou non d'une singularité de contrainte. Les réponses a cette
question ont été apportées grace aux travaux de ALTUS et al. [4], WANG et
CROSSMAN [58], YEH et TADJBAKHSH [61], DESTUYNDER STACKLER et
OUSSET [12], LEGUILLON et SANCHEZ-PALENCIA [34].

Cette singularité des contraintes a entrainé une série d'études sur le plan du
délaminage des stratifiés. Le probléme de la poutre en extension traité par
PIPES et PAGANO [45] a servi de référence. Mais le traitement de situations
plus complexes a nécessité 'emploi de méthodes plus générales comnme celle
de la couche limite : A la solution intérieure, proposée par la théorie des
plaques, en contraintes planes, se superpose une solution localisée
permettant de satisfaire exactement les conditions limites. Les champs
supposés plans, compte tenu des faibles épaisseurs, deviennent
tridimensionnels au voisinage des bords libres (bords, trous, ..).
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Les premiers qui ont montré la voie a suivre semblent étre FRIEDRICHS et
DRESSLER [20], en étudiant des coques homogénes et isotropes par une
méthode asymptotique. ENGRAND [16] et LECUYER [34] ont calculé les
contraintes d'arrachement et de cisaillement transverses pour un
empilement quelconque. La solution intérieure additionnée a la solution
extérieure vérifie les conditions aux limites.

D'autres auteurs au L.M.T de Cachan, comme ALLIX [3] et DAUDEVILLE [9],
ont repris la méthode de couche limite en traitant difféeremment le probléme
extérieur. Par des développements en séries de Fourrier, le probléme
tridimensionnel a traiter est décomposé en plusieurs problémes
bidimensionnels, de petites tailles. Une étude comparative entre ces études
2D et 3D a été menée par PERRET, LECUYER, ALLIX et ENGRAND [44].

Une autre approche alternative des deux courants bidimensionnels et
tridimensionnels a été proposée par les modé€lisations multiphasiques. Elles
permettent de contracter les dimensions du modéle en considérant qu'en un
point M de la structure, on a plusieurs milieux différents (Chaque point M
du multicouche est formé de n particules, n étant le nombre de couches).

GARETT et BAILEY [21] ont introduit le modéle multiphasique nommé
Shear-Lag Analysis qui contracte le matériau multicouche en un matériau
uniaxial. Ils ont appliqué leur modéle a 1'étude de la fissuration transverse
des matériaux composites. En faisant 'équilibre des contraintes pour les plis
pris séparément, ils ont introduit une expression du cisaillement 1(x) a
l'interface des couches 1 et 2, proportionnelle a la discontinuité des champs
de déplacements :

1(x) = K(u, (x) — uy(x)) (E: II-1)

FLAGGS [19] a présenté une modélisation bidimensionnelle qui fait une
extension du mode¢le uniaxial de GARETT et BAILEY. Sa modélisation permet
de prendre en compte les efforts membranaires dans le plan des couches.

Ces deux modeéles, uniaxial et bidimensionnel, restent trés simples pour
traiter des cas généraux. Leur généralisation retomnbe dans les modéles
tridimensionnels de PAGANO.

PAGANO [40] a utilisé les mémes approches en supposant une forme simple
des champs de contraintes tridimensionnels. II en déduit des efforts
intérieurs généralisés qui comprennent, pour chaque couche, des efforts de
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plaque. Il a ajouté a ces efforts, des efforts intérieurs d'interface entre deux
couches voisines. Le modéle de PAGANO est certes trés riche; mais la prise
en compte des termes de flexion de chaque couche le rend assez lourd a
utiliser, surtout dans le cas des stratifiés non symétriques.

EHRLACHER et NACIRI [15] ont adopté ces méme approches multiphasiques
en les généralisant dans un modéle qu'ils ont appelé Modéle Multiphasique
des Matériaux Multicouches (M4). Géométriquement bidimensionnel, il
permet de prendre en compte les chargements et efforts hors plan, tout en
introduisant "naturellement” les efforts d'interface.

Le modéle M4 fait apparaitre des raideurs d'interface en cisaillement et en
flexion. Ces coefficients sont en cours d'identification au laboratoire CERAM,
dans le cadre d'une thése qui paraitra prochainement.

CARON [5] s'est basé sur le modéle M4 "Simplifié", avec des chargements
dans le plan de la plaque multicouche, afin de modéliser la fissuration
transverse en fatigue dans les stratifiés. Son application uniaxiale du modéle
M4 "simplifié" a permis de retrouver les équations du modéle Shear-Lag
Analysis.

Nous allons utiliser, dans notre étude, le modeéle M4 "simplifié". La
complexité de cette étude réside dans la non symétrie de la structure et dans
le comportement non linéaire des matériaux. Ce modéle parait bien adapté
pour prendre en compte des déformations imposées dans le plan et des
chargements hors du plan, tout en donnant, directement, l'expression des
efforts d'interface. Cette application sera la premiére application en
viscoélasticité du modéle M4.

De nombreuses études ont été faites sur les composites viscoélastiques. Les
méthodes proposées pour la formulation des lois de comportement des
composites sont basées soit sur l'étude du matériau en le considérant
comme homogéne et isotrope, soit sur la connaissance du comportement de
chaque phase et sur la prévision du comportement de l'ensemble en
appliquant des régles d'homogénéisation (KRUSH [27], HAMELIN ([23],
CORNE [7]).

JOUVE et KHALIDJ [24] ont étudié le comportement viscoélastique de
chaque couche en se basant sur la loi de mélange, puis pour un ensemble de
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strates formant une section de plaque multicouche. Ils proposent une
solution semi-analytique en discrétisant suivant l'espace et le temps, les
équations différentielles obtenues.

Nous allons voir que l'avantage de notre démarche est que les solutions que
nous obtenons sont analytiques.
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CHAPITRE III
LE MODELE M4

I- MODELE MULTIPHASIQUE DES MATERIAUX MULTICOUCHES (M4}

Cette méthode, élaborée par EHRLACHER et NACIRI [15] en 1993, propose
une Modélisation Alternative des structures multicouches par rapport a deux

grands courants:

-Les modéles Bidimensionnels de plaque qui s'avérent incapables de prédire

correctement les efforts d'interface entre les couches.

-Les modeéles Tridimensionnels des structures.

Son originalité réside dans le fait que le multicouche est considéré comme
une surface de R3, et en chaque point de la surface (point de matiere), il y a
n particules de matériaux (n = nombre de couches).

Chaque particule a son propre champs de déplacements et les mouvements
rigidifiants sont choisis de maniére a redonner l'épaisseur et l'ordre
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d'empilement des couches. Cette modélisation, basée sur le principe des
puissances virtuelles, fait apparaitre des efforts d'interface entre les couches,
importants pour décrire une majeure partie des problémes posés pour les
multicouches composites.

Nous exposons, dans le paragraphe suivant, le modéle M4 qui a donné
naissance, suite a des hypothéses simplificatrices, a un modéle M4
"Simplifié" qui se préte, en particulier, a 'obtention de solutions analytiques.

I-1: Modéle M4 général

Pour les présentations futures du modéle et des différentes applications,
nous allons adopter l'architecture suivante :

1-Géométrie

Les objets sont des surfaces de R3 décrites par un domaine w du plan X3=0
de bord Y. La surface est supposée plane dans sa configuration de référence.

Le repére choisi est le repére orthonormeé (0,e;,e5,e3).

e3

4

© o €2

o

el

2-Mouvement

L'hypothése adoptée est celle des petites perturbations. Les gradients des
champs sont donc petits devant 1, et les déplacements sont petits par
rapport aux dimensions de w dans le plan (0,e1,e9). La configuration actuelle
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peut alors étre confondue avec la configuration de référence (Description
Lagrangienne).

Chaque point de matiére M de coordonnées (X;,X5) de w comporte n
particules. Le mouvement de chaque particule est donné par son
déplacement :

UX,. X,) ={U'(X,.X,).i e [1.n]:(X,.X,) e w;U'(X,.X,) € R®}
Le déplacement est divisé en :

U'(X,.X,)=0"(X,,X,)+ Us(X,, X, )es (E: III-1)
U'(X,,X,) :Déplacement dans le plan.
UL(X,,X,) : Déplacement perpendiculaire au plan.

[Nous laisserons le soin aux intéressés par la description de ce modéle de
consulter la référence [15] "Cours de Modélisation des Matériaux Composites”
enseigné par le Professeur EHRLACHER a l'Ecole Nationale des Ponts et
Chaussés.

Un point important doit étre signalé: le concept des efforts d'interface qui est a
la base du Modéle Multiphasique des Matériaux Multicouches est défini de la
Jfacon suivante:

Pour "mesurer” les efforts a l'interface entre les couches p et p+1 , qui sont des
efforts intérieurs, un champs de vitesses virtuelles est construit de facon a les
faire "travailler” eux seulement. Il suffit, pour cela, de choisir un champs de
vitesses virtuelles qui rigidifie séparément les blocs de couche 1 ap et p+l a
n.}

3-Déformations

Les déformations généralisées sont :

En translation

-La déformation membranaire de la couche i, de composantes dans le plan
(O.,e1,e9) :
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1{oU!, 9Ug
=—| =2+ £ Bell,2 : II-
€up 2[8 B+a ° o, B e[l,2] (E: 11-2)

-La discontinuité tangente d'interface entre les couches i,i+1 dans le plan
(O,e1.e9) :

f)i.i+l_f]i,i+l+ej+l 2d U - T el d U '
oU; _  JUj, _
e, +

Avec : grad Ul = €
e

el: épaisseur de la couche i.

-La discontinuité normale d'interface entre les couches i,i+1:

Di?;i+l - U§3+1 _ Ug (E: I1I-4)

En rotation

-La discontinuité de rotation dans le plan (0,ey,e2) :

wh = (0 ) - r(07) (E: III-5)
Avec: . .
(0= %[ ?)[)f;l? _ ggi] (E: 111-6)

-La discontinuité de rotation orthogonale au plan (0,e1,e9) :

Qiit! = grad Uy! — grad U}, (E: III-7)

4-Contraintes

Les efforts internes sont :

-L'effort membranaire de la couche i : N
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-L'effort de cisaillement d'interface i,i+1 : $**!

-L'effort normal d'interface i,i+1 : v

i+l

-Le moment de torsion de l'interface i,i+1 : 6"

i,i+]

-Le moment de flexion de l'interface i,i+1 : Ji

5-Equations d'équilibre

L'application du principe des puissances virtuelles nous conduit aux
équations d'équilibre et aux conditions aux limites entre les efforts internes
et les efforts externes (86):

(P.V.I. + P.V.E. = 0 : quasi-statique)

VX, X,ew
div N' 4+ 4+ 71l %rot((ei‘m _gi-li )23) +F =0 (E: 1Il-8)
div! i - gt _e_i_(~i,i+1 ~i—1,i) L+l i-Li i_ )
- TR 5 T+ +V v " +F3=0 (E: II-9)

F! : Efforts exterieurs appliqués dans le plan w.

F, : Efforts exterieurs perpendiculaires 4 w, suivant e;.

6-Conditions aux limites

Ce sont des conditions périphériques externes au composite.

En contraintes

VX, X5 €ey:
S 1 (niin sl i
-N ._n_—g(e‘ -0 ‘)QS/\Q+T =0 (E: OI-10)
~ i+l -l e_l zii+l | mi-Li o
T A n+Ti=0 (E: II-11)
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T': Efforts extérieurs appliqués sur le bord y
dans le plan w.

TS : Efforts extérieurs appliqués sur le bord y suivant e,

perpendiculaire au plan w.

En déplacements

U' = U} (Imposés par la structure, les symétries, ...).

Les tenseurs des efforts internes sont des tenseurs symétriques. Nous avons
en chaque point (Xj,X2) de w : 3n+6{n-1) composantes d'efforts internes et
autant de déformations.

Le comportement linéaire général du Multicouche Multiphasique ferait
intervenir une "matrice" : 9n-6 x 9n-6. Cela semble peu opératoire.

Notons que, par changement d'échelle, en intégrant, par couche, les
équations d'équilibre du milieu 3D, les auteurs [15] ont montré que l'on peut
éliminer des équations le moment de torsion d'interface. Le modéle reste,
cependant, assez complexe et il est nécessaire, pour notre application,
d'adopter la version M4 Simplifié.

I-2: Modéle M4 Simplifié

L'idée de base de la simplification consiste a introduire une liaison entre les
couches pour ce qui concerne le déplacement orthogonal au plan du
multicouche :

5=U, Vie{l,n}
Ceci revient a imposer une rigidité normale d'interface infinie.

Le nombre de champs scalaires cinématiques est ainsi réduit de 3n a 2n+1.

Les équations d'équilibre sont alors, elles aussi, réduites a 2n+1 et ne font
intervenir que les efforts membranaires N' et les cisaillements d'interface

~i,i+] ,

T
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divN' + 3+ -3 M 4+ F = 0 (E: III-12)

n

Z{div%—(%““ +3) 4 F;i,} =0 (E: I -13)

i=1

Les conditions aux limites en contraintes s'écrivent :

N'.n=T! (E: II-14)
")-Q—T3}=0 (E: Il -15)

Dans le modéele M4 Simplifié, les efforts normaux d'interface n'apparaissent
plus. Le changement d'échelle pourra se faire en négligeant les contributions
des composantes ¢33 dans l'expression de l'énergie élastique en contrainte
3D. L'expression de I'énergie élastique en contrainte, associée au modéle M4
Simplifi¢, donne une expression dans laquelle les efforts membranaires sont
découplés des efforts d'interface.

Cela conduit a l'existence, pour chaque couche, d'un tenseur de raideur
membranaire d'ordre 4 tel que :

1l

N =K':& (E: III-16)

Si nous considérons la raideur membranaire d'un empilement de couches

identiques, nous remarquons que K' s'identifie a la raideur membranaire
"classique" de la couche i.

Une derniére simplification consiste a supposer que les efforts de chaque
interface peuvent étre découplés. Nous considérons que pour chaque

interface i,i+1 il existe un tenseur d'ordre 2 noté K:'*! tel que :

%1,1+l — K1t,1+1'D1.1+1
ei +ei+1
2

(E: HI-17)

N
R

L,HI[UH-I _ [’_']i + grédUS]

Remarquons que ce tenseur K!'*' ressemble a la raideur d'interface K

introduite par GARETT et BAILEY (E: II-1) dans leur étude uniaxiale d'un
multicouche symétrique [0,90]. Ces auteurs ont donné une expression
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simple du coefficient K, en supposant que tout le cisaillement est pris par la
couche 90 :

K=—%

d

Gxy étant le module de cisaillement de la couche 90, d son épaisseur.

KAMIMURA [25] considére que la raideur d'interface K"*' entre deux
couches i et i+1 est égale a :

1 _ 1 1 ]
K it - Gixy + G;;l (E: III-18)
ei €i+1

Avec el et ei*l les demi-épaisseurs des couches i et i+1.

Le changement d'échelle conduit aux résultats de KAMIMURA .

CARON [5] a effectué un changement d'échelle et a déterminé
numériquement le coefficient K, par le calcul par éléments finis d'un modéle
tridimensionnel, d'un multicouche carbone-epoxy T300/174 de séquence
[0,90]. I a remarqué que ce coefficient semble indépendant de la position
d'un point quelconque de linterface. (Indépendant de x dans son étude
uniaxiale). Ce qui rejoint I'hypothése de GARETT et BAILEY (E: II-1).

Dans notre étude, nous allons considérer que :

- La raideur d'interface est une constante

=i+l K O
K=o k

- La valeur de cette raideur est égale a celle proposée par KAMIMURA (E:III-
16).

Cette derniére considération n'est pas déterminante. Nous allons voir que,
dans nos applications, les résultats sont trés peu sensibles a la variation de
la valeur de K.
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Il reste, cependant, a souligner qu'il est possible de déterminer les efforts
normaux d'interface en reprenant les équations d'équilibre du modéle M4
géneéral :

€. iy i . 1 .
diVE’(‘El’Hl + M) Vil LR 2 0 (E: 1II-19)

Cette €quation doit étre comprise, néanmoins, au sens des distributions car
les efforts de cisaillement d'interface peuvent étre discontinus :

La derniére condition aux limites du modele M4 Simplifié

i[%(%i.iﬂ + %i-l,i)_g_Té:! -0

i=1

assure I'équilibre au bord en "moyenne".

Pour pouvoir assurer cet équilibre "localement "par

i

€ [.;; ~i=1i i .
S (" 43 M) n-Ti=0 Vi=1,n

il faut admettre que T puisse étre discontinu au bord de la plaque et que v
puisse admettre un effort concentré de type Dirac sur ce bord :

%1(%““ +37M) n+s, (Vi -V ) T =0 (E: I11-20)

Ce dernier point est trés intéressant car cet effort concentré au bord du
multicouche peut constituer un critére d'initiation du délaminage.
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I-3: Comparaison entre le modéle général et le modéle simplifié

Déformations g1, D DI gl ghiv!
Contraintes I:\Ii , ,"cl,l+1 , vl,1+1 , ﬁl,H—l Bi,i+1
Equations div N4 744zl —lrot((ei'“l _ gLt )§3)+ I
d'équilibre . 2
_div(ﬂi.iﬂ ~ %(;ci,m + :ti—l,i)) VIS R § I Fé -0

L
Conditions _Ni.g_%(ei.iﬂ _ g )§3 An+Ti =0
aux limites .

(ﬂi.iﬂ — i _?__(;ci.m n :ci—l.i)).g_l_ TL =0

| 2

U' =U,
Régularité Régularité des champs.

Modéle M4 Général.
Déformations g D!
Contraintes ﬁ] ghitl Litl
Equations I div ﬁ] y bl _zitli L B2
‘A 13 I F b3

d'équilibre div (_( Flitl o zi-l 1) + Fé} -0

| =1L 2
Conditions ﬁ}l .n=T
aux limites i (e (~11+1+%i_1_i)) n—T§]=O

Li=1] 2 N

U = U,

It t z z -

Comportemen R =R

Fitl _ glitl Hliel

.

Définition des dlv(e‘ (;E11+1 + 5 11))+ yii*l -1, +F§ =0

efforts normaux

Régularité

Discontinuité possible de T avec des Dirac associés
aux efforts normaux

Modeéle M4 Simplifié.
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C'est le modéle M4 Simplifié que nous allons utiliser dans la modélisation du
"Curling". Nous traitons, en détail, dans le chapitre IV qui suit, la
modélisation ¢lastique d'une structure bicouche présentant un "Curling”
positif, ou les bords de la dalle sont soulevés, une partie reste en contact
avec le sol. Nous montrons, dans le chapitre V, les résultats d'un calcul
élastique du "Curling" négatif dans lequel la dalle est courbée vers le bas et
les bords restent reposés sur le sol ainsi qu'une partie de la dalle, médiane.
Dans le chapitre VIII, nous traitons le cas du "Curling" positif en
viscoélasticité.

Ces applications illustreront bien, par leurs résultats, l'intérét du modéle M4
Simplifié.
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DEUXIEME PARTIE

COMPORTEMENT "ELASTIQUE"
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CHAPITRE IV

MODELISATION MULTIPHASIQUE D'UN BICOUCHE

"CURLING" POSITIF

I-INTRODUCTION

S'appuyant sur le modele M4 Simplifié, décrit dans le chapitre précédent, ce
chapitre traitera le Curling d'un bicouche dont la couche inférieure est stable
et la couche supérieure soumise a une déformation de retrait imposée.

L'exemple pris est celui d'une dalle formée de deux matériaux isotropes et
posée librement sur le sol. Le role du sol apparait dans la réaction qu'il
exerce sur la dalle. Nous faisons une hypothése de déformations planes
suivant eg (fig. IV-1). Ainsi le probleme se raméne a une étude dans le repére
(e1. e3). Nous considérons que le comportement des deux matériaux est
élastique linéaire.

II-PRESENTATION

Nous considérons, par symétrie, la moitié d'une dalle de longueur 2/ (fig. IV-
1) dont la couche 2 subit un retrait = a?(t) .

2
1

; e

(IV-1): Schéma du bicouche (1:Elastique - 2:Viscoélastigue)

28






La dalle est soumise a :
1-Son poids propre.
2-Une déformation de retrait dans la couche 2.

La déformation différentielle des deux couches collées entraine une courbure
de la dalle. Le Curling ainsi décrit est positif, la concavité de l'incurvation
étant toujours située du coté de la couche qui subit le retrait. Cette courbure
entraine le soulevement de la dalle dont une partie, de longueur /' (Fonction
de la valeur de la déformation de retrait), que nous appellerons "longueur de
contact", reste en contact avec le sol.

Pour résoudre ce probléme analytiquement. nous allons considérer la dalle

déja soulevée d'une longueur (¢-/):

La géométrie divise cette étude en deux parties :

1-  x€[0,/'] : La dalle est en contact avec le sol.

Les déplacements verticaux sont nuls.
2-  xe[¢,4]: Ladalle est soulevée.

La réaction du sol est nulle.

Reliées entre elles par les conditions de continuité au point d'abscisse £'.
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III- RESOLUTION

1-Partie en contact avec le sol: [0,/']

-
—= >

Suivons, pour cette premiére application, la méme architecture que le
modéle exposé au chapitre précédent.

Dans cette partie, les déplacements verticaux sont nuls : U; = 0.

1-Géométrie
Etant en hypothése de déformations planes, toutes les déformations suivant

e sont prises égales a 0 : U, = 0.

Nous considérons 'axe x de vecteur unitaire e;.

2-Mouvement

En chaque "point de matiére" de l'axe x, nous avons deux particules. Le

mouvement de chaque particule est donné par son déplacement suivant l'axe
x (Ug=0):

3-Déformations

-Déformations membranaires :
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. {dui O}
Couchel : € =| gx

0 O

: Fuf 0
Couche2 : &, =| g

0O O

-Discontinuité tangente d'interface 1,2 :
DL2 = D' _ ulﬂ_ U
! 0 0 J 0
Les gradients des déplacements verticaux étant nuls.

4-Contraintes

-Efforts membranaires :

Couchel :

1:\11
Couche?2 : 1%2

-Effort de cisaillement d'interface 1,2 : 2

(L'effort de cisaillement entre le sol et la dalle est négligeable).

-Efforts normaux d'interfaces :

L'effort normal exercé par la couche 2 sur la couche 1 :
(Couchel, Couche?2) : v'?

L'effort normal exercé par la couche 1 sur le sol :
(Support, Couchel) : v*

5-Comportement

-Comportement membranaire:

Ce qui compte tenu des symétries de N et § se réduit a :






IR A

Couchel : N! = K':§'

1 1 1 du}
Nll Kll KIZ O dX
Nizz = KiQ Klzz 0 0
N, 0 0 K 0
joes$
du!l
du!
Nle:Kb'———Xm

(E: IV-1)

(E: IV -2)

R < - . . (¢} N
La couche 2 est soumise a une déformation de retrait €, sous contrainte

nulle. La déformation élastique membranaire dans cette couche est due a la
déformation finale de celle-ci diminuée de la déformation de retrait. D'ou :

Couche?2 : N? = K2:§2°

, du?
Nl TR R, 0 ]S
N§2 = Kfz ng o | 0
N?, 0 0 K 0

-Comportement de cisaillement d'interface 1,2 :

1.2

1}
R

.D"?
te _ K O0}]iul-u
221710 k]| o

t? =K(u}-u})

L1
2

1

U

2

————

(E: IV -3)

(E: IV -4)

(E: IV -5)
(E: IV-6)






6-Equations d'équilibre

Les premiéres équations d'équilibre du modéle M4 "Simplifié" (E: III-12)
donnent des relations entre les efforts membranaires, les efforts de
cisaillement d'interface et les efforts externes appliqués dans le plan. Ces
derniers sont nuls. Ce qui nous donne le premier systéme d'équation
d'équilibre :

{divﬁv +72 20
» (E: IV-7)

divN? -32 =0

La deuxiéme équation d'équilibre du modéle (E: III-13) établie une relation
qui lie la somme des efforts de cisaillement d'interface entre les deux
couches, sur toutes les couches, aux efforts exterieurs appliqués
verticalement (Poids propres) :

2

Z(di\f%(%““ +3M) 4 F;) =0

i=1

=
Er;i div(3'?)+F) +F2 =0 E: IV-8)
Avec :

el : épaisseur de la couche 1

€o : épaisseur de la couche 2

F, : poids surfacique de la couche 1

F2  : poids surfacique de la couche 2

vol : effort exercé par la couche 1 sur le sol.

Pour simplifier ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
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u; = u,

u; =u,
Ny, =N,
N?1 =N,
K., =K,
K121 =K,

7-Conditions aux limites

La symétrie de la dalle par rapport a la verticale nous donne les premiéres
conditions aux limites en déplacement :

En x=0 u(x) = 0.
us(x) = 0.

La continuité des contraintes et des déplacements au point ¢' entre la partie
en contact avec le sol et la partie soulevée nous donne :

En x=¢' Continuité de N;(x)
Na2(x)
u;(x)
ug(x)

8-Résolution des équations d'équilibre

Le premier systéme d'équations d'équilibre de M4 Simplifié (E: IV-7) nous
donne, en remplacant les efforts membranaires et les efforts de cisaillement
d'interface par leurs valeurs en fonction des déplacements :

2
K, §_‘12_1+K(u2_u1) =0
éig; (E: IV-9)
K, dx22 -K(u,-u,)=0
Posons :
u, =o,e™
u, =0,e™
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=

Klaw+K ~a,)=0
K, o (ocz—al)zo
-

(K, w? -K)o, + Ko, =0
Ko, +(K, w?-K)o, =0

Pour que le systéme d'équations posseéde une solution non nulle, il faut que
le déterminant de la premiére matrice soit nul.

(K,w?-K)(K,w>-K)-K?>=0
w[KK,w” -K(K, +K,)]=0
=

2=0=w=0
KO
V KK,

Les quatre valeurs possibles de w, dont deux sont nulles et les deux autres
de signes opposés. orientent vers une expression des déplacements des deux
particules de M, suivant x, sous la forme suivante :

u, = A, coshwx + B, sinhwx+D;x+E,
u, = A,coshwx +B, sinhwx+D,x+E,

cosh et sinh étant respectivement les fonctions cosinus et sinus
hyperbolique.

Avec, a déterminer, huit constantes, se basant sur les conditions suivantes:

1- Dans le premier systéeme d'équations d'équilibre (E: IV-9), les termes
constants et les termes en x ne figurent pas, ceci implique que :
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D; =Dy E; =Eq

2- Remplagons u; et up par leur valeur dans le systéme d'équations (E: IV-9) :

K,[A,w? cosh wx + B,w? sinh wx]+ K[(A, — A,)coshwx + (B, - B,)sinh wx] = 0
K,[A,w? coshwx + B,w” sinh wx] - K[(A, — A,)cosh wx + (B, — B,)sinh wx] = 0

=
[K,A,w? +K(A, - A))lcoshwx +[K,B,w? + K(B, - B,)]sinh wx = 0
(K,A,w? -K(A, - A,)lcoshwx +[K,B,w? ~K(B, -~ B,)]sinh wx = 0

Pour que chaque équation soit identiquement nulle pour tout x, il faut que :

=

A, = Al[l— 5, W""}:—Alﬁ
K K,

B, = Bl[l—ﬁw"’J:—BlE‘—
K K,

3- Le probléme représente la moitié d'une dalle, la symétrie nous impose :

u,(-x)+u,(x)=0 vx
u,{-x)+u,{x)=0 vx
=

2A,coshwx+2E, =0 Vx
= A =0E =0
2A,coshwx+2E, =0 Vx

= A,=0,E,=0

u, =B, sinhwx+D,x
u, = B, sinhwx +D,x
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En remplacant B, par sa valeur en fonction de Bj, nous obtenons :

'UJ(X]':BISInhWX‘*'DIX (E: IV -10)
K

uz(x)=—Bl—K—lsmhwx+Dlx (E: IV-11)

L 2

Y

( - .

N,(x)=K,[B,wcoshwx +D,] (E: IV-12)

N,(x)=K, —Bl%wcoshwx+Dl—ef] (E: IV -13)

2
=
1?(x) = -B,K,w? sinh wx (E:IV-14)

Les deux coefficients B; et D; restent a trouver dans l'expression des
déplacements des deux particules du point M(x), des efforts membranaires
dans chacune des couches et du cisaillement interlaminaire a l'interface,
dans la partie en contact avec le sol. lls sont déterminés par la continuité
des champs avec la partie soulevée du sol.

2-Partie soulevée du sol: [/',/]

Toutes les variables dans cette partie sont distinguées de celles de la partie
précédente par un astérisque (*).

1-Mouvement

Les déplacements sont divisés en déplacements dans le plan de la dalle
(suivant e1) et déplacements verticaux (suivant es).
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u'’(x)=uje, +uze,

u”(x)=ue, +u,e,

2-Déformations

-Déformations membranaires :

.. | dy 0

Couchel : g =| gx
0O O
.. | dug o

Couche2 : €, =| 4«
0O O

-Discontinuité tangente d'interface 1,2 :

. N . . €, +€e .
D;'Z ‘:Dilz e, =(u,-u+ 12 2 gradu,)e,

3-Contraintes

-Efforts membranaires:

Couchel : I‘Z\T"
Couche2 : N¥

-Effort de cisaillement d'interface 1,2: %

-Efforts normal d'interface 1,2: v**

L'effort normal v*" exercé par la couche 1 sur le sol est nul.

4-Comportement

-Comportement membranaire :

du;
dx

Couchel : IiI" = I:{]:El'
N; = Kl
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L'effort membranaire, dans la couche 2, est fonction de la déformation finale

dans cette couche, diminuée de la déformation de retrait :

Couche? : N2 = IZ{Z:ET
. du’
N, =K2[ diz —sf) (E: IV-17)

e kD
| [K 0][DY?
[Ho KH o}
=
1, =K[u;—u;+ 1S gradu;)
2 , (E: IV-18)

5-Equations d'équilibre

Les équations d'équilibre (E: I1I-12) du modéle M4 Simplifié nous donnent :

Rl =12t _

d1v1:\1.+r ‘ =0 (E: IV-19)
divN> -7 =0

=

2 *
K1 C(li}:lzl + TLT =0

d*u; .
27 =0

K,

La deuxiéme équation d'équilibre (E: 1II-13) nous donne en sommant sur les

deux couches :

e, t+e o ,
L 2divt"* +F,+F. =0 (E: 1V-20)
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6-Conditions aux limites

Au point d'abscisse /', nous avons une continuité des déplacements dans le
plan des deux particules du point M et des efforts membranaires dans les
deux couches, entre la partie en contact avec le sol et la partie soulevée.

En x=¢' Continuité N;{¢) = N;*(¢)
Na(£) = No*(4)
ui(f) = u;*(¢)
ug(f) = ux'(?)

Ajoutons qu'au point d'abscisse /', le déplacement vertical est nul :
En x=/{' uslx) =0

La premiére condition aux limites du modéle M4 Simplifié (E: I1I-14) nous
donne au point d'abscisse 7 :

En x=¢ N;*(x)
N2* (%)

0
0]

La deuxiéme condition aux limites du modéle M4 Simplifié (E: I1I-15) nous
donne au point d'abscisse / :

En x=¢ 1.2*(x) = 0

7-Résolution des équations d'équilibre

Reprenons l'équation (E: IV-20) :

e +e, . o
L 2divt"™® +F, =0

Tel que : F, =F, +F est le poids propre surfacique de la dalle.

. 2F,
T =-—2 x+q0
e t+e,

La valeur du cisaillement a l'interface s'annule au bord libre de la dalle :

T =~ 2F, (x— 1) (E: IV-21)
€, +e,
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Le premier systéme d'équations d'équilibre (E: IV-19) nous donne, en
remplacant les efforts membranaires par leurs valeurs en fonction des
déplacements dans le plan :

2 -

Kldil— 28 (x—p)=0
dx e t+e, (E: 1V-22)
2. " .

g, 4%, 28 o o

272
dx e +e,

La résolution de chaque équation différentielle du second ordre a variables
séparées du systéme ci-dessus nous donne l'expression des déplacements
dans le plan des deux particules du point M d'abscisse x, ainsi que les
expressions des efforts membranaires dans chacune des couches :

* 2F3 XS g 2 7 IIV
U = ——2— | — ~—x*+ 0] x+ o
(e,+e,)K, | 6 2
* 2F3 X3 67 2 ’ ”
g = ———3— | T x% 4ol X+ af

Et

. 2F 2
N = 2P (L_m;j
e +e,
2
N, = — 25, X ix+ap |-€9K,
e, tey,l 2

Les six conditions aux limites donnent les valeurs des six coefficients
B1,D;. of,05.af, a5 en fonction de /' (Annexe C)

3-Calcul de la longueur de contact /'

Elle est calculée en écrivant l'équilibre des forces externes appliquées a la
structure (fig. IV-2). Cet équilibre étant établi entre R(x}, la réaction du sol,
qui agit sur toute la longueur ¢' de la dalle en contact avec le sol et le poids
total de la dalle de longueur 7 :
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A

o>

R(x)
{IV-2): Equilibre des forces externes appliqguées a la dalle.

[ R(x)dx+(FF +F§)e=0 (E: 1V-27)

La réaction du sol sur le revétement est égale a l'effort v0.1(x) qu'exerce la
couche 1 sur le sol :

R(x) = -v¥(x)

La valeur de v91l(x) est donnée par les équations d'équilibre (E: I1I-19),
écrites séparément pour chaque couche, dans la partie entre O et ¢'. Nous
avons vu que cette écriture, qui reprend les équations d'équilibre du modéle
M4 général. est possible.

div[%— T2 j +v?2 v +F, =0
div(e—2 ' )— V2 +F2=0
2
=
div(e—lJﬁ ' ) ~v* +F; =0
2
=

v (x) = div(e]—;el "2 (x)) +F} (E: IV-28)

1 faut d'abord démontrer qu'on n'a pas une singularité de l'effort normal, et
par suite une discontinuité de l'effort de cisaillement d'interface au point
d'abscisse /.

Au point ¢', la réaction du sol ne peut étre que positive car le matériau n'est
pas collé au sol :

R(¢) 20
= v () <0

= 1)~ <0
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= [t"z]l, <0
D'autre part, la discontinuité de l'effort de cisaillement d'interface est de
meéme signe que le gradient du déplacement vertical:

[tl_g] _ ¢, te, dll;

2 dx

La pente du déplacement vertical au point ¢' ne peut pas étre négative car il
ne peut y avoir interpénétration entre le revétement et son support :

/ du; (1)<0 <

dx

N

) a5 )

Pour que ces deux conditions soient vraies en meéme temps :

Jdd‘;:"’ (¢)=0

t [1"2]', <0

11 faut que :
du;
7)=0
o )
[11.2] = 0
f

Ce qui nous donne la continuité du cisaillement d'interface au point
d'abscisse ¢'.

En remplacant t1-2(x) par sa valeur dans l'équation (E: IV-28) et en dérivant
par rapport a x, nous obtenons :

€, +€,

Vo (x)= - 7

K,B,w® coshwx + F}
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En intégrant entre O et /', et en remplacant B} par sa valeur calculée en
utilisant les conditions de continuité (Annexe C), I'équation d'équilibre des
efforts extérieurs (E: IV-27) nous donne une relation permettant de calculer
la valeur de la longueur de décollement (¢/-¢') dont l'expression est :

_tanhw{’| KF,
w 2

1 1 1\ 2 0 K 2
. S +e,)—=|-F,(/-2)=0
(Kl K2 )( ) s’r (el 62) 2:! 3( )

tanh w?” — 1siw/’ >> 1(C'est le cas des grandeurs de notre application).

=

KF,(1 1 2 o K
— ==Y +wWF, (0= 1) -e%(e, +e,)= >0
(KI K )( ) 3( ) r(l 2)2

2

C'est une équation du second degré qui nous donne une solution approchée
de la longueur de décollement :

f

e%(e, +
f—r=-Ly 12+ (e te,) (E: IV-30)
w w 1 1
FS(—-+—1
K1 Kz/

Remarquons que :

*/'=¢ quand £ =0

* ¢-¢' est une fonction croissante de [e?

4-Forme de la déformée

Le comportement du cisaillement d'interface est fonction des déplacements
dans le plan des deux particules du point M ainsi que du gradient du
déplacement vertical en ce point (E: IV-18) :

% = K(u,—u;+ el—zﬁlgrad u,)

=

1.2+
e, + e, . ' ..
———2gradu, =—+u,—u,
K

=

44






- 3 2
dus _plpf X LX) gxem
dx 6 2

Avec:
P 4F,

(e, +e,)?
=Lt .1

Kl K2
J:al +_(x_2_i

K, K, K
M:ﬂ.;__(_xﬂ._*.i

K, K, K

En intégrant, nous obtenons l'expression du déplacement vertical d'un point
M du plan, qui, tracé en fonction de x. donne la forme de la dalle aprés

déformation :

4 3 2
u;=p1(i‘~—“‘ +JX—+MX+(13
' 24 6 2

Au point d'abscisse (', le déplacement vertical est nul. Cette condition nous
permet de calculer la constante d'intégration as :

x={"=u;=0

e
74 23 2

oc3=—1[€ LA S LI 2
24 6 2

=

. (x*=0t) o(xP=1® 2_ g2

u,(x)=P|I ( )_ ( ) +Jx ! + M(x-¢") (E: IV-31)

24 6 2
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IV-APPLICATION

Les calculs et les sorties graphiques sont faites a 'aide du logiciel de Calcul
et de Visualisation "MATLAB" (The Math Works, Inc.).

1-Caractéristiques des couches

Nous considérons une dalle de :

-Longueur : 2/ = 500 mm

-Epaisseur de la couche 1 : €¢; = 0.4 mm

-Epaisseur de la couche 2: e = 1. mm

-Module d'Young de la couche 1 stable : E; = 200 N/mm? (K;=E;* e;)
-Module d'Young de la couche 2 avec retrait : Eg = 20 N/mim? (Ko=Eq* €5)

-Poids total par métre carré : F3 = -6.10°5 N/mm?
-La raideur de cisaillement : K = 7. N/mm3 (Calculée a partir de la formule
de Kamimura (E: I1I-18)).

Le module dYoung de la couche stable est obtenu en mesurant la pente de
la courbe (Contrainte-Déformation) de traction a vitesse constante. Celui de
la couche visqueuse représente la pente de la courbe ( Contrainte a l'infini -
Déformation de relaxation ) obtenue a partir des essais de relaxation décrits
dans le chapitre VI dans la deuxiéme série expérimentale.
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2-Longueur de contact

Reprenons I'expression approchée (E: IV-31) de la longueur de décollement

1 e le +e
g_glz__+ 2+ ( 1 2)
w w 1 1
F,| = +—

Kl K2

Le graphique suivant (fig. IV-4) montre la variation de la longueur relative de
décollement en fonction du retrait qui varie, en valeur absolue, entre O et
0.02 (Retrait entre 0% et 2%).

Curling positif - Retrait entre 0 et 2%
0.35 . .

0.3r

0.25¢

7

7
/

7

o
()

o
—
4]

(L-Lprim)/L

o
—_
La

0.05¢

0 0.005 0.01 0.015 0.02
IRetrait]

(IV-4): Variation de la longueur relative de décollement en _fonction du retrait
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3-Déformée

Pour une valeur de £° donnée, remplacons ¢' par sa valeur dans l'expression
du déplacement vertical (E: IV-32) :

u;(x)=P[I[(X ! )J?(X ! )J+JX2_E12+M(x—€’)

24 6 2

Le graphique (fig. IV-5) montre la forme de la déformée, en tracant en
fonction de x le déplacement vertical pour des valeurs du retrait comprises
entre O et 2%.

Déformeée de la dalle - Retrait entre 0 et 2%.
250

—_ — N

o [2) Q

o o o
T T T

Deplacemnt Vertical (mm)

W
o

\

0 50 100 150 200 250
X {mm)

(IV-5): Forme de la dalle déformée pour plusieurs valeurs du retrait comprises entre O et 2%.

En remplacant x par ¢/ dans l'expression de uz, nous obtenons 1'évolution du
déplacement vertical du bord de la dalle, en fonction du retrait (fig. IV-6)
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Curling Positif - Retrait entre 0 et 2%.

N
o

n
o

o
o

N
o

—_
[an)

Déplacemnt vertical maximal (mm)
[#3)
o

0 0.005 0.01 0.015 0.02
| Retrait |

(IV-6): Valeurs du déplacement vertical du bord de la dalle

pour plusieurs valeurs du retrait comprises entre 0 et 2%

4- Réle de la raideur d'interface K

Faisons varier K entre deux valeurs 1 et 20 N/mm3. Les graphiques (fig. IV-
7) et (fig. IV-8) nous montrent que la variation de K n'influence quasiment
pas le déplacement vertical maximal ni la longueur de décollement ¢-¢'.
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Curling Positif - Retrait = 1%.

-
($)]

—_
- >
O

13.5¢

12.5¢

—
—

B —
[82] [\ ]

Déplacement vertical maximal (mm)
o

—
—

5 10 15 20
Raideur de cisaillemnt d'interface (N/mm3)

(IV-7): Variation du déplacement vertical maximal en fonction de la raideur d'interface K.

Curling Positif - Retrait = 1%.
1.5 ' , ,

0.5+

(L-Lprim)/L

-0.5¢

5 10 15 20
Raideur de cisaillemnt d'interface (N/mm3)

(IV-8): Variation de la longueur relative de décollementt en fonction de la ruideur d'interface K.
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La variation de la raideur d'interface n'agissant pas sur le désordre observé,
le choix de la formule qui la détermine n'est pas trés critique.

5- Commentaire

1-Remarquons que la géométrie des déformées obtenues pour des valeurs de
retrait inférieures a 1% sont proches de la géométrie plane initiale. Cette
valeur du retrait, qui constitue un seuil de validité de notre modeéle basé sur
I'hypothése de petites perturbations (H.P.P), dépend des caractéristiques des
deux couches. Pour des valeurs de retrait plus élevées, 1'étude devrait étre
faite en se basant sur I'hypothése des grandes perturbations.

2-L'application du modéle M4 simplifié, qui néglige l'effet des moments de
flexion de l'interface entre les deux couches, nous donne des valeurs non
nulles de /' et de ug pour toute valeur du retrait. Ce qui signifie que I'on a un
décollement immédiat de la dalle. Ceci est un peu différent de la réalité ou
I'effet du poids propre de la dalle compense, dans les premiers temps, l'effet
"Curling" du au retrait.

3-La déformée de la dalle obtenue par le calcul M4 Simplifié a une forme
validée par l'observation des industriels. Une validation quantitative, faite a
l'usine de fabrication des revétements de sol, dans le cas du Curling positif,
est présentée au chapitre VIIIL.
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CHAPITRE V

MODELISATION MULTIPHASIQUE D'UN BICOUCHE

"CURLING" NEGATIF

I-INTRODUCTION

Nous avons étudié, dans le chapitre précédent, le Curling d'un bicouche formé
d'une couche supérieure stable et d'une couche inférieure soumise a une
déformation imposée. Le Curling obtenu est positif. Nous reprenons, dans ce
chapitre, le méme bicouche en le retournant de sorte que la couche calandrée
soit en contact avec le sol. Le Curling résultant est négatif. Le comportement
des deux couches est considéré comme élastique linéaire.

Nous exposerons, dans ce chapitre, les résultats du calcul, détaillé dans
I'annexe B, effectué suivant la méme démarche que le Curling positif.

II-CRITERES DE DECOLLEMENT

Selon la valeur du retrait imposé dans la couche inférieure, le "Curling"
négatif peut étre complet (toute la dalle est soulevée, sauf aux deux bords) ou
incomplet (une partie de la dalle reste en contact avec le sol).

Le calcul aboutit a deux valeurs du retrait qui constituent des critéres
déterminant la forme du Curling. Ces critéres sont fonction des
caractéristiques des deux couches, du poids propre total et des dimensions de
la dalle. Le premier (A) est un critére de décollement, a partir duquel le
Curling devient complet. Le deuxiéme (B) est un critére qui détermine la forme
du Curling complet.
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Ces deux critéres ont les valeurs suivantes :
2|F R
Ao ARl 5 (1 1), 1
e, +e,| 121 K, K, K
2|F.
po2Fal 11 13. 1
e, +e,{ 2 K, K, K

Tel que :

Le Curling est incomplet
'[ Une partie de la dalle reste

Azl = 7\ en contact avec le sol

La dalle est complétement
soulevée, avec affaissement

de la partie médiane

.
>
4

La dalle est complétement
soulevée en forme de déme
1 Le déplacement vertical est

>B = P_\ maximal au centre

Q

-

III-RESULTATS

III-1:Décollement Total: > A

&

La résolution des équations d'équilibre et des conditions aux limites du
modele M4 Simplifié donne les résultats suivants :

- Les déplacements, suivant x, de chaque particule d'un point M :

3
ul(x):——2F3— X X lieox (E: V-1)
(e, +e,)K, | 6 2
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- 3
2F, (Z(_ —7? _}_(_) (E: V-2)

u,(x)=—-7"—"3—
2(%) (e, +e,)K,{ 6 2
- Les efforts membranaires, suivant x, dans chaque couche :
N, (x) = —2 (x2-¢?) (E: V-3)
e, +e,
N,(x)= - F (x2-¢?) (E: V-4)
e +e,
- L'effort de cisaillement d'interface entre les deux couches :
T2 (x) = - 2R (E: V-5)
e +e,

Ce dernier effort connu, son expression dans (E: III-17) nous permet de

trouver celle du déplacement vertical :
S AND <
x)=P|1I —+J : V-6)
ua(%) [ 24 2 ®
Avec:
p__ AF,
(e,+e,)
=14 L
Kl K2
g% % 1
K, K, K

II-2:Décollement Partiel: )/ < A

Divisé, géométriquement, en deux parties reliées entre elles par les conditions

de continuité au point de la dalle d'abscisse ¢' :

1- x€[0.¢]: La dalle est en contact avec le sol.
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La résolution des équations d'équilibre nous donne les expressions des

déplacements et des efforts:

- Les déplacements dans le plan des deux particules d'un point M :

u,(x) = B;sinhwx + D x

u,(x)=-B —K—lsinhwx+D X
2 IK 1
2

- Les efforts membranaires dans les deux couches :

N, (x) = K,[B, wcosh wx + D, - Sf]

N,(x)= KQ[—BlﬁWCOShWX+D1]
- K

2

- L'effort de cisaillement d'interface :

1 (x) = ~B,K,w’sinh wx

2- xe[¢,/: Ladalle est soulevée du sol.

- Les déplacements dans le plan sont :

. 2F x® x>
Uy (X) = —— | —+ o+ ox+ oy
\e, +€, K, ©
. 2F, x* X2
U,(x)=——"—| —+oa—+a,x+07
(e, +e,)K,\ 6 2

- Les efforts membranaires s'écrivent :

2
Ni(x)= 2K, 2 rox+oll-eK
1 1 r-*1
e, +e,\ 2
2
N, (x) = __2F (L+ OX + U
e]+ezk2
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-L'effort de cisaillement d'interface :

1 (1) = -2 (x +a) (E: V-16)
el e2

Les conditions aux limites, les conditions de continuité et 1'équation
d'équilibre des efforts extérieurs nous permettent de calculer les constantes
de calcul. L'expression du cisaillement d'interface (E: 11I-17) nous donne celle
du déplacement vertical en fonction de la longueur de contact :

. (x*-=1*) alx®-£°))  x2-
u.(x)=-P|1 + +dJ +M(x—¢ : V-17)
5(x) {( o4 6 5 ( ) E
Tel que :
P ——4F32
(e,+e,)
I:L_F._l_
I{1 K2
J= o ay 1
K, K, K
M = o o, o

Le déplacement vertical est nul au point d'abscisse /', ce qui nous permet
d'obtenir l'expression de la longueur de contact :

'f;4 __64 Els _63 ()ll?. _62
I + o +dJ +M(£'-£)=0 - V-18)
{ 51 5 J (¢ -2) E

IV-APPLICATION

Nous considérons les mémes caractéristiques de matériaux que dans
l'application faite au chapitre précédent :

56






IV-1:DECOLLEMENT TOTAL

1-Critéres de décollement total

o

Cette partie correspond a des valeurs de lg | comprises entre les deux

critéres A et B que nous calculons :

olF
P L = ( 1 +3—Je2+%}=o.1395

e +e, |12\ K, K,
olF. |

B= [Fs| 1 i+i £2+i =0.1674
e, +e,| 2\ K, K, K

(Ces valeurs sont trés grandes par rapport aux valeurs réelles du retrait
mesuré en usine qui est de l'ordre de 1%).

2-Déformée

En faisant varier ¢! entre les deux valeurs A et B calculées, le graphique (fig.
V-3) nous montre la forme de la déformée basée sur l'expression du
déplacement vertical (E: V-6).

x'- xP-7 :I

x)=P|1 —+J
us(x) I: 0a 9

La courbe supérieure correspond a la valeur de le’| égale a B, la courbe

inférieure a celle égale a A.
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Curling Négatif - Retrait entre A et B.
1500

1000+

500+

Déplacement vertical maximal (mm)

0 50 100 150 200 250
x(mm)

(V-3): Forme de la dalle déformée pour plusieurs valeurs du retrait

comprises entre les deux critéres de décollement.

Pour une valeur de

g/

inférieure a A, une partie de la dalle reste en contact

avec le sol.

Etant en hypothése de petites perturbations, les résultats obtenus dépassent
la limite de validité du modéle. Celui-ci reste, néanmoins, applicable pour
d'autres valeurs de données aboutissant a des géométries peu déformées par
rapport a la géométrie initiale.

IV-2: DECOLLEMENT PARTIEL

1-Longueur de contact

Nous remplagcons J, M et o par leurs valeurs en fonction de ¢ dans
l'expression (E: V-18) :

4 g4 3 3 ;2__ 2
I il +o¢£ ! +J€ ¢ +M(¢'-74)=0
24 6 2
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Remplacant /' par x, nous tracons la courbe :

4 4 3 3

X" -/ xX° -4
Y—I[ 54 +o(x) )+J(x)

XZ_EZ

+M(x)(x - ¢)

¢ correspond au point o Y coupe l'axe des x (fig. V-4).

X 10°  Curling Négatif - Retrait = 2%.

0 50 100 150 200 250
x (mm)

(V-4): Calcul de la longueur de contact.

Nous remarquons que cette courbe coupe l'axe des x en deux points (/' et /),
deux valeurs de x pour lesquelles uz s'annule.

Les valeurs de la longueur relative de décollement, trouvées en faisant varier
e’| entre O et 2%, sont reportées dans le graphique (fig. V-5) suivant :
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o
o

Curling Négatif - Retrait = 2%.

(L-Lprim)/L
o o) o o
N w )

o
—

0 0.005 0.01 0.015 0.02
| Retrait |

(V-5): Variation de la longueur relative de décollement en fonction du retrait.

2-Déformée

Ayant calculé /', nous la remplacons par sa valeur dans l'expression de us
(E:V-17) :

u;(X)=—P{I((X2—j )+0t(X — ¢ )J+JX2_£2 +M(x—f)}

6 2

Ce qui nous donne la forme de la dalle déformée pour plusieurs valeur de
retrait entre O et 2% (fig. V-6).
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Curling Négatif - Retrait entre 0 et 2%.

T

o
o

i .S
o

w
o

N
o

—
o

Déplacement vertical maximal (mm)

50 100 150 200 250
X (mm)

o

o

(V-6): Forme de la dalle déformée pour plusieurs valeurs du retrait comprises entre O et 2%.

{L'échelle des ordonnés est multipliée par 5)

3-Commentaire

1-Etant toujours en hypothése de petites perturbations, nous ne retenons des
résultats que ceux dont la géométrie n'est pas trés différente de la géométrie

plane initiale.

2-La forme du Curling négatif est validée, de méme que celle du Curling
positif, par l'observation des industriels.

IV-3: COMPARAISON ENTRE CURLING POSITIF ET NEGATIF

La figure suivante (fig. V-7) nous montre la géométrie de la déformée de la
meéme dalle en Curling positif et négatif.

La longueur de décollement, dans le cas du Curling négatif est plus grande
que celle dans le cas du Curling positif; et inversement pour le déplacement
vertical.
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Déformée de la dalle - Retrait entre = 1%.

(&)}
o

N & S
O O o

—
o

Deplacement vertical Max. (mm)

0 50 100 150 200 250
x (mm)

{V-7): Curling positif et Curling négatif pour une valeur du retrait égale a 19%.

(L’échelle des ordonnés est multipliée par 5]
Curling >0 Déplacement vertical maximal = 15.34 mm
Longueur de décollement = 70.16 mm

Curling <0 Déplacement vertical maximal = 2.06 mm
Longueur de décollement = 98.00 mm

Nous remarquons, visiblement, que le désordre fonctionnel causé par le
Curling positif est plus important. Il est donc conseillé de mettre la couche
calandrée au-dessous de 'armature dans la conception du multicouche.
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TROISIEME PARTIE

COMPORTEMENT "VISCOELASTIQUE"
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CHAPITRE VI

MODELISATION DU COMPORTEMENT VISCOELASTIQUE

Dans la seconde partie de cette étude, le comportement de la sous-couche
calandrée. formant un bicouche avec l'armature, était considéré comme
élastique linéaire. Le retrait imposé dans cette sous-couche sous forme de
déformation constante fut le seul point ot son c6té visqueux intervint.

Dans cette seconde partie, nous prendrons en considération le comportement
viscoélastique de la sous-couche et l'influence de sa loi de comportement sur
le retrait. Ce dernier est introduit dans le calcul comme une fonction de
I'espace réactualisable avec le temps, compte tenu de sa variation en fonction
de la contrainte dans le matériau.

Avant de passer, au chapitre suivant, a la modélisation "Viscoélastique", nous
proposons, dans ce chapitre, de caractériser le comportement de la couche
calandrée.

LEMAITRE [35] a bien décrit les différentes méthodes et appareils utilisés
pour la caractérisation des matériaux élasto-visco-plastiques. Les essais sont
multiples. Nous retenons ceux qui sont les plus simples ou les plus
"significatifs"” du "vécu" des matériaux.

I-EXPERIMENTATION

1-Premiére série expérimentale

Traction a vitesse de déplacement constante.
Les premiers essais d'identification du comportement du matériau sont des

essais de traction a vitesse de déplacement constante, jusqu'a 10% de
déformation.
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L'appareil utilisé est une machine de traction (fig. VI-1), munie d'un capteur
de force et d'un extensométre adapté a la détermination des allongements
jusqu'a la rupture des matériaux a grande capacité de déformation tels que

les caoutchoucs, les élastomeéres, etc... .

Ces essais sont faits a quatre vitesses de traction différentes, allant de la

vitesse 1 trés faible jusqu'a la vitesse 4, assez importante.

Les quatre vitesses sont :
V1 =0.1 mm/mn.
Vo = 1.0 mm/mn.
V3 = 50. mm/mn.
V4 = 500 mm/mn.

Dispositif expérimental

— —  Capteur de force.

Pa .
Emplacement M——--—t— —- Extensométre.
de I'éprouvette #i, .H

de commande.

J Pupitre
|
I
]

Machine
de traction.

) T~ Microordinateur -
T - de pilotage.

(VI-1): Dispositif d'essai.






Les courbes de traction (Contrainte-Déformation) sont tracées pour les quatre
vitesses a la méme échelle (fig. VI-2) :

Essais de traction de la couche calandrée
1 2 T T T T T

V4
10+
V3
8-
g
=
1]
§ 6 2 1
4t / / v 7
7
2‘=
0 <

0 002 004 006 008 01 012
Déformation

(VI-2): Courbes de traction a vitesse de déformation constante

pour quatre valeurs différentes de vitesse de traction

Nous remarquons que le niveau de contrainte est fonction de la vitesse de

traction. La contrainte augmente avec la vitesse pour une méme déformation.
Ceci met en évidence l'aspect viscoélastique : o = f(g,¢).

2-Deuxiéme série expérimentale
Relaxation - Equilibre a I' "infini".

Ce sont des essais de traction a vitesse de déplacement constante, suivie
d'une relaxation (Variation de la contrainte en fonction du temps effectuée a
une déformation & constante) (fig. VI-3).

La courbe de relaxation (o,t) tend a se stabiliser au bout d'un temps infini (te9
asymptotiquement a une valeur (6o9 de la contrainte.
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Les essais sont répétés en balayant plusieurs valeurs de la déformation g de

relaxation.

- a

G2
G

»t

(ms

&1 &9

{VI-3): Schéma des essais de relaxation.

La courbe obtenue par les couples de valeurs ( g ) (fig. VI-4) caractérise

I'équilibre du comportement apreés relaxation ( A long terme = 5 jours ).

Essai d'équilibre aprés relaxation

2
~
: "
*2;'1.5- /.Cr :
L
S
o
Q
E
© 0.5
I=
@]
O

0 L : L

0 5 10 15 20

Déformation de relaxation (%)

(VI-4): Courbe d'équilibre (Contrainte-Déformation) aprés relaxation.

Cette courbe d'équilibre est visiblement élastoplastique présentant un seuil

plastique a 6% de déformation environ.
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Ces essais, répétés a plusieurs valeurs de la vitesse de traction avant
relaxation, donnent, sensiblement, la méme courbe d'équilibre. Ce qui montre
que cet état d'équilibre du matériau caractérise son comportement
indépendamment de la viscosité, pour des temps caractéristiques de quelques
jours.

Les deux séries d'essais classent le comportement de la sous-couche sous le
titre général de 1'élasto-visco-plasticité.

Partant de I'hypothése des petites déformations (1% de déformation) dans la
description du désordre observé, nous restons toujours dans la zone
élastique, c'est-a-dire en- dessous du seuil plastique.

Ce seuil caractérise bien ces matériaux "plastiques” et intéressera toute étude
effectuée en grandes déformations. Ce qui limitera notre étude du
comportement a la viscoé€lasticité.

3-Troisiéme série expérimentale

Recouvrance - Ou retrait aprés fabrication.

Ces essais commencent au temps tp qui correspond a la sortie du matériau de
sa chaine de fabrication ( Ces essais sont obligatoirement faits a I'usine de
fabrication ).

A linstant tg, le matériau est relaché; la contrainte, crée lors de la fabrication
a l'intérieur de celui-ci, s'annule instantanément, tandis que la déformation
diminue progressivement avec le temps, en partant d'une valeur maximale
(Celle que connait le matériau au temps tg). Cette diminution de la
déformation est appelée Retrait.

Cette histoire de retrait met en évidence, encore une fois, la viscosité de ces
matériaux plastiques. Elle met, de méme, le doigt sur l'origine de l'instabilité
dimensionnelle des revétements de sol plastiques.

Les résultats des mesures du retrait (en sa valeur absolue) d'un échantillon
de 100cm de longueur d'une sous-couche, sont présentés dans le graphique
(fig. VI-5) (tg est pris égal a 0).
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0 10 20 30 40 50
Temps (joun)

(VI-5): Retrait mesuré a l'usine en fonction du temps.

II-MODELISATION

La premiére série expérimentale donne des courbes de traction a différentes
vitesses ayant des pentes différentes a l'origine du temps.

Ceci ressemble au comportement des matériaux qui suivent les modéles
rhéologiques a plusieurs temps caractéristiques (Modéle de Zeners en
paralléle).

En nous situant dans les conditions réelles de comportement concernées par
I'étude:

-Petites déformations.

-Faibles vitesses de déformation.

-Comportement a long terme.

Nous pouvons limiter le comportement rhéologique a celui d'un modéle de
Zener simple, élastique a court terme, viscoélastique a long terme.

Nous remarquons que le temps correspondant a I'équilibre apreés relaxation (5
jours) est le méme que celui de la stabilisation du retrait mesuré en usine de
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fabrication. Ceci nous permet de considérer que les 5 jours correspondent au
temps caractéristique a long terme de nos matériaux.

Avant de présenter le modeéle de Zener, faisons un petit rappel sur le
comportement rhéologique des matériaux.

1-Modéles rhéologiques analogiques (Rappel)

Les modeéles rhéologiques sont formés d'éléments simples inspirés de la
mecanique dont les réponses a des sollicitations sont similaires a celles des
matériaux (LEMAITRE [33]). Ces éléments mécaniques sont surtout :

-Le ressort qui symbolise 1'élasticité linéaire : 6 = E.¢

o~
h 4

N
—
w

<e<fe

s = - s

-La butée qui symbolise un seuil de déformation : —¢
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Ces différents éléments peuvent étre regroupés :

-En série
£=)Y g
i
O =0,

-En paralléle

=3 0,
i

£E=¢,

1

-En groupements mixtes.

2-Modéle de Zener

E2
ET

-
A

O ©

Il est formé de deux parties en série. La partie 1 est formée d'un ressort de

module E;, la partie 2 est formée d'un ressort de module E5 en paralléle avec
un amortisseur de viscosité 1 {(Kelvin).

Equations caractéristiques du modéle

Nous adoptons les notations suivantes :

G : Contrainte totale.

Ge1 . Contrainte dans le ressort 1.
Oeo : Contrainte dans le ressort 2.

Oy : Contrainte dans l'amortisseur.
£ : Déformation totale.

ge1 : Déformation dans le ressort 1.
€eo . Déformation dans le ressort 2.
£y : Déformation dans l'amortisseur.
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Ona:

c=0,=0,
£=¢g +¢,

81 =Eel

G, =0 =€4E,
82 =ty = ev

c=¢,E, +€n (E: VI-1)

Résolution des équations

£=¢g, +&,
=
£€=¢ +§€,
€) =&
_64_6,_6
_E] —El —El
g, = ¢,

n n
_E_EezEz E_(E_Sl)Ez
n n n n
:E_EE_+£E2
n n E n
=E]+E2G E28
nE, m

En séparant les variables, nous obtenons I'équation générale du modéle de
Zener reliant les contraintes (et leurs variations) aux déformations (et leurs
variations).

G+ E +E,
n
Cette expression est la formulation de la loi de comportement associée au
modeéle.

c:Ele+Ef2e (E: VI-2)
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3-Calcul des grandeurs caractéristiques du modéle de Zener : E;, E2, 1.

Nous allons nous baser, dans la détermination de ces trois grandeurs, sur les
séries d'essais expérimentales décrites dans le paragraphe précédent.

3-1: Traction a vitesse de déformation constante

Parmi ces courbes, nous choisissons celle obtenue avec la vitesse de
déformation la moins élevée (V). Cette vitesse de tarction, la plus petite que
nous avons pu obtenir a l'aide de la machine de traction, est considérée trés
élevée par rapport aux vitesses du phénoméne modélisé. A une grande vitesse
de traction, seul le ressort E; du mode¢le choisi se déforme. Le ressort E5 est
bloqué par l'amortisseur 1. Ceci peut étre déduit de l'expression de la loi de
comportement (E: VI-2): La vitesse de déformation, trés grande par rapport a
la déformation est multipliée par le module E;. La pente a l'origine de la
courbe (Contrainte - Déformation) nous donne le module E; (fig. VI-6):

Essais de traction de la couche calandrée
12

‘ ' ' " V4
10} ]
V3
8! ]
O
g yd
m -
g Ji V2
2t / -
//

0 002 004 006 008 01 012
Déformation

(VI-6). Courbe de traction a vitesse de déformation = V1.
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3-2: Essais de relaxation jusqu'a I'équilibre

Nou reprenons l'équation générale d'un Zener (E: VI-2) :

6+E1+E2

c=E¢é+ EE, €
n n
Dans le cas d'une relaxation qui démarre a une valeur g de déformation :

€ =¢,, = Cte.

La vitesse de déformation est égale a zéro :
£=0

L'équation générale devient :

LEtE BB,
n n

A long terme, la courbe est stabilisée, la contrainte ne varie plus avec le
temps. On atteint un équilibre:

t > o, 0 > cte

fmet

c—0

=

o =2 o
E +E,

Cette derniére expression n'est que celle de la droite obtenue par le couple de
valeur (e,,,0.,) de l'essai de relaxation a l'infini, décrit dans la deuxiéme série

expérimentale.

E=-E-:——E—1§E2:— est donc le module de cette courbe d'équilibre aprés relaxation.
1 + 2

Connaissant la valeur de E; (3-1), la détermination de E nous donne celle de

Eo.
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3-3: Essais de Recouvrance (Retrait)

Reprenons les résultats de la courbe de recouvrance que nous avons appelé
courbe de retrait. Au temps t=tp, la contrainte appliquée s'annule. Le ressort
E1 du modeéle de Zener est relaché instantanément. Le ressort Eg, bloqué par
I'amortisseur 7, reprend ses dimensions a charge nulle progressivement avec
le temps. La déformation visqueuse (fig. VI-7), de valeur maximale égale a A
au temps tp, diminue.

N\ m
/<

A

Nt
4

(VI-7): Variation de la déformation visqueuse.

Or cette déformation visqueuse est reliée a la contrainte totale (égale a zéro)
par la relation (E: VI-1) :

év+§—2—£v =Z_.0
n n

D'ou lI'expression de la déformation visqueuse en fonction du temps :
e (t)= Aexp[—&t)
n

Le retrait, que nous mesurons, n'est que la diminution de cette déformation
visqueuse a partie de sa valeur maximale d'origine, A (fig. VI-8) :

NS
Vg

/A
? Nt
/7

(VI-8): Variation du retrait.
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L'expression du retrait en fonction du temps sera donc :

sr(t)zA(exp[-% )—1) (E: VI-3)

Remarquons que quand t — «,¢_(t) > A.

A est donc donnée par la valeur maximale du retrait stabilisé.

Connaissant A et Eg9, nous calculons n en calant, sur la courbe de retrait
mesure, la courbe (en pointillé) de I'équation (E: VI-3) :

x 10°  Retrait mesuré - Retrait calculé

-

‘s‘”] -
o
— 3 :
|
21
|
1}
0 L 2 i L
0 2 4 6 8 10
Temps (s) = 10°

(VI-9): Comparaison entre le retrait mesuré en usine

et la courbe de retrait calculée théoriguement avec le modéle de Zener
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nI-CONCLUSION

La courbe d'équilibre aprés relaxation décrit le comportement de la couche

calandrée a long terme. Toute déformation €=¢_, du matériau y crée une

contrainte o_. La relation ¢6_=E.e, |/E= EE, constitue une loi de
E, +E,

comportement a long terme. Nous avons donc utilisé, dans notre application

en calcul Elastique, ce module E comme module d'élasticité.

Dans le chapitre suivant, nous exposerons la méthode du calcul que nous
appelerons calcul "Viscoélastique". Nous nous intéresserons toujours au
calcul a long terme. En discrétisant sur le temps, le calcul M4 sera un calcul
itératif, dans lequel le comportement de la couche calandrée sera considéré
comme €lastique linéaire avec une déformation de retrait imposée. Le module
élastique sera le méme que dans le calcul Elastique. Nous prendrons,
néanmoins, en compte linfluence de la contrainte membranaire dans cette
couche sur la déformation de retrait, relation imposée par la loi de
comportement du matériau.
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CHAPITRE VII

MODELISATION MULTIPHASIQUE "VISCOELASTIQUE"

I-INTRODUCTION

Soit g,(t) 1a déformation visqueuse dans la couche viscoélastique a l'instant t.
A la sortie de la chaine de fabrication, c'est-a-dire au temps t=tp=0,
ev(t)=ev(0)=A.

Rappelons qu'a partir de cette valeur maximale A, la déformation visqueuse
diminue avec le temps jusqu'au moment ou elle tend vers zéro. La courbe de
retrait e-(t}), que nous mesurons expérimentalement, n'est que la diminution
de cette déformation visqueuse :

e, (t)=€,(t)-¢,(0)
=g (t)-A

Le retrait, qui constitue la seule histoire de chargement dans le calcul du
"Curling” d'un bicouche est fonction du temps.

D'autre part, dans le comportement viscoélastique du matériau, une relation
lie la vitesse de déformation visqueuse a la contrainte totale et a la
déformation visqueuse :

£, (t) =1f(o(t).e, (1))
Plus particuliérement, dans le cas du modéle de Zener :

g, (t)= %[G(t)—ev(t)Ez]
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Or, la contrainte dans la couche viscoélastique, comme le montre le calcul M4
Elastique effectué a retrait constant. est une fonction de x ( x étant l'abscisse
d'un point M quelconque de la dalle, compris entre O et ¢).

o = o(x.,t)

Nous en déduisons que la déformation visqueuse, et donc le retrait est une

fonction de x.

£.(x,t)==0o(x,t)- EEV(X,’[)
=

g (x,t)= lG(X,t)—--E—2(er(x,t) +A)
ll n

Remplacons la contrainte dans la couche visqueuse i par sa valeur en
fonction de 'effort membranaire dans cette couche.
IR N‘(X,t)
o{X,t) = ———

€.

1

ej : épaisseur de la couche i.

=

ér(x,t):w——E—z(ar(x.tHA) (E: VII-1)

n- € n

II-METHODE DE CALCUL

Le probléme a traiter est donc un probiéme a deux variables x et t.

Nous partons d'un état initial de temps (t=0) ou :

ev(x,0) = A
N;j(x,0) = 0O
&(x,0) =eyx.0)-A=0
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L'équation (E: VII-1) nous donne une premiére valeur de la vitesse de retrait,
en incrémentant sur le temps d'un pas At :

¢ (x,At) = f(N,(x,0) = 0,&,(x,0) = 0)
=

ér(x,At)z—&A
n

Ce qui nous donne la premiére valeur du retrait au temps At :

g, (x,At) =g,(x,0) + At.€_(x,At)
=

€. (x,At)=-—2A.At=¢  =constante
n

Au premicr pas de temps  t, un calcul "Elastique” est effectué, en utilisaiit la

valeur constante gr) de retrait dans le calcul Multiphasique par M4. (Ce
premier pas de temps est choisi infiniment petit).

Une premiére expression de l'effort membranaire Nj(x), dans la couche i
visco€lastique, est obtenue, en suivant le méme calcul que dans la premiére

partie "Elastique” de cette étude et en prenant une valeur du retrait constante

N, (x,At) = f(erl)

Nous utilisons cette expression dans le calcul de la nouvelle valeur de la
vitesse de retrait:

¢ (x,2At) = f(N,(x,At), g, (x, At))

Ce qui nous donne la nouvelle valeur du retrait, fonction de x:

e, (x,2At) = e (x,At) + At.€, (x,2At)

A partir de ce second pas de temps, le calcul dans M4 est "Viscoélastigue' (Le
retrait est une fonction de x) et s'effectue par itérations successives.
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A chaque itération, c'est-a-dire, & chaque pas de temps, nous calculons la
vitesse de retrait dans la couche i visqueuse, en fonction de !leffort
membranaire dans cette couche, obtenu dans le calcul M4 précédent.

£.(x,t+At) = %N,(X,t)—&(e,(x,t)~A) (E: VII-2)
e n

i
Ce qui nous donne la nouvelle valeur du retrait.

£ (X, t+At) =g, (x,t) + At.€ (X, t + At) (E: VII-3)

Valeur que nous utilisons dans le nouveau calcul, par M4, de l'effort
membranaire dans la couche viscoélastique, ainsi que des autres grandeurs
du modeéle (Déplacements horizontaux et verticaux, efforts de cisaillement, ...)
de la structure du bicouche.
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IHI-ALGORITHME

Le raisonnement qui précede peut étre décrit par l'algorithme ci-dessous :

=0
Er (XO) =0
N;{x.,0)=0
1
T, At
[

€r1

T

Analyse M4 "Elastique”

N (x, At)
<
t=t+ At

e xt+A) = f(Nj(x,t) , €.(x1))

g +A) = £ (xt) + ALE; (X t+AL)

Analyse M4 "Viscoélastique”

Nl (X.t+ At)

axigleaN\O U 1
t<T

Non






IV-MODELISATION M4

Se basant, toujours, sur le modéle M4 "Simplifié", nous traitons, dans ce
paragraphe, le probléme du Curling positif d'un bicouche en calcul
Viscoélastique.

Rappelons que le calcul qui suit est un calcul itératif (qui s'effectue a chaque
pas de temps At).

Nous allons utiliser les mémes équations et notations que dans le calcul
"Elastique” d'un Curling positif fait dans le chapitre IV de la deuxiéme partie,
en prenant en considération la dépendance du retrait du temps et de 1'espace,
€r = &r (X,1).

L'étude est toujours divisée en deux parties (Selon la géométrie de Ia

déformeée) :
1- x €[0.#'] : La dalle est en contact avec le sol.

Les déplacements verticaux sont nuls.
2-  xe[¢,¢]: Ladalle est soulevée.

La réaction du sol est nulle.

IV-1:Résolution

1-Partie en contact avec le sol







Les équations d'équilibre (E: I1I-12) du modéle M4 Simplifié s'écrivent :

divN, (x,t)+1(x,t)=0
{w (x )+t (x,t) & Vi)

divN,(x,t)-1t"?(x,t)=0

Compte tenu de la dépendance de toutes les grandeurs du temps et de
I'espace, les dérivées par rapport a x sont des dérivées partielles :

N, (x,t) =K, 9u,x.t) (E: VII-5)
ox
N,(x,t) = KQ(w—er(x,t)) (E: VII-6)
o0x
2 (x,t) = K(u,(x,t) - u,(x.t)) (E: VII-7)

Nous remplacons les efforts membranaires et de cisaillement par leurs valeurs
en fonction des déplacements dans le systéme d'équations d'équilibre (E: VII-
4). Nous obtenons un systéme d'équations différentielles du second ordre en
uj et ug, avec un second membre fonction de x :

2
K, SR K, (.0 - w, (x,1)] = 0
9*u, (x,t Pclxt)
Kz_%{_)_K[uz(X,t)—uJX’t)]=K2T

La résolution de ce systéme de 2 équations différentielles [13] nous donne les
valeurs de uj et up sous la forme suivante :

SRR TS A N

2
Ko w X 0

——%[A cosh(wx)+Bsinh(wx)]+Cx + D

ﬁl( sinh w(x —u) aer(u,t))du] . (1 ~
w? ox K

u,(x,t) =

K _ }J‘ g, (u,t)du
2W /o

0

~IRall

+K—[A cosh(wx) + Bsinh(wx)]+ Cx + D
2
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Avec la méme valeur de w trouvée dans le chapitre IV.

K(K, +K,)

w=x
KIKZ

Vue la symeétrie de la dalle, ces déplacements sont des fonctions impaires de x

ujlx) = -uy(-x).
Les expressions des déplacements des deux particules d'un point M dans le

plan de la dalle (suivant x) deviennent :

f X/ X
K sinhw(x —-u) de_(u.t
ui<x,t>__K_M o) 200, ———?jer(u,t)du}
110 0
K n P TR S, s (E VII - 8)
—— Bsinh{wx)+Cx
K]
u, (x t):ﬁ I sinh w(x ~u) a'S’"(u’t))du +|1- K Ier(u,t)du
K,|? w® ox W2
K .
+-- -Bsinh(wx)+ Cx
| K, (E: VII - 9)

Celles des efforts membranaires dans les deux couches (E: VII-5) et (E: VII-6)

s'écrivent :
N, (x.t) = “K‘:j[cosh w(zx —u) 88,(u,t))du —%er(x,t)]
: w Jx w
-KBw cosh(wx) + CK, (E: VII-10)
7 coshw(x —u)de (u,t) 1
N,(x,t)= KH( - = du —Fer(x,t)
+KBw cosh(wx) + CK, (E: VI-11)
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L'expression (E: VII-7) du cisaillement d'interface t!1.2 devient :

T2(x,t) = K[u, (x,t) - u,(x,1)]
_ Kﬁ(sinh w(x—u) de,(u,t)

)du + Bw?® sinh(wx)

W X (E: VII-12)

Les deux coefficients B et C restent a déterminer.

2-Partie soulevée du sol

Les variables dans cette partie sont distinguées de celles de la partie
précédente par un astérisque (*).

Notons que le retrait dans la partie soulevée, € (x,t), est fonction de l'effort
membranaire N, (x,t).

L'équation d'équilibre (E: [II-13) du modéle M4 Simplifié nous donne :

1

E[div%(%““' F ) F;} =0

i=]

=

e, +e, 01" (x,t) N
2 ox

F,=0

Rappelons que F, = F; + F] est le poids surfacique total de la dalle.

2F,
e +e,

= 1% (x,t)=-

X+ (E: VII-13)

86






La valeur du cisaillement a l'interface des deux couches tend vers zéro au
bord libre de la dalle:

X/
=1 t)>0

2F,
e +e,

= 1% (x,t)= - (x-1)

L'expression du cisaillement connue, les efforts membranaires seront calculés
en utilisant les équations d'équilibre (E: VII-4} :

divN;(x,t)+ 1" (x.t) =0
divN,(x,t)-1t"%(x,t)=0

=
2
[ N;(x,t)= 2F3 [E——ex+a;\ (E: VII-14)
J € T &, J
. _ 2F, (x* ,
]Ng(x,t) "o e (?—€X+a2J Er VI 15)

A partir desquels nous obtenons les expressions des déplacements dans le
plan:

au;(x,t) _ NI (x,t)
ox K,

du,(x.t) _ Np(x.t) .
= .t

¢
=

[

En intégrant entre ¢' et x nous obtenons les expressions des déplacements
dans le plan de la partie décollée :

3 2
uI(x,t)z—EB—— —{——€§—+a;x+o¢;’ (E: VII -16)
K,(e, +e,)| 6 2
. 2F XS X2 b q .
A= oyt afx + 0 |+ | £ (u, t)du _
us(x.1) Kg(e1+e2)[6 2 2 2] J (u,t) (E: VII-17)
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Les conditions aux limites au point d'abscisse ¢ :

N (4t)=0
N, (¢,t)=0

Les conditions de continuité au point d'abscisse ¢', entre la partie en contact
avec le sol et la partie soulevée:

N (£, t)=N,(¢.t)
N

() =N, (¢,1)
u (£, t) =u,(#,1)
u, (#,t) =u,(¢,t)

Nous donnent les valeurs des six coefficients de calcul (Annexe D):

I4 ’ 44 2”
B.C.o,.0,, 00,0

Pour alléger, nous omettons, dans ce qui suit, la wvariable t dans les
expressions.

3-Calcul de la longueur de contact /'

Les forces exterieurs appliquées a la structure sont le poids propre de la dalle
de longueur ¢/ et la réaction du sol, répartie sur la partie de la dalle en contact
avec le sol de longueur /. Un calcul identique a celui fait au chapitre IV nous
montre qu'il y a une continuité des efforts de cisaillement d'interface au point
d'abscisse /'. L'équilibre de ces forces externes nous donne :

[[Rx)dx+Fie=0 (E: VII-18)
Avec:
R(x)=-v"(x)

v>'(x) étant l'effort exercé par la couche 1 sur le sol. L'équation d'équilibre (E:

II-19) du modéle M4 nous permet de le calculer, comme nous avons vu au
chapitre IV, dans le calcul "Elastique”.
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vo(x) = div(———el ;ez Tl'z(x))+ F,

_ K(‘f_ﬂ“e)m cosh w(x - u)ﬂ“—))du +Bw’ cosh(wx)}rF;
2 2\ aX

Ce qui nous donne, en intégrant, entre O et /', 'équation (E: VII-18) :

Kle, +62 ﬁ]icoshw(x u) & (u )d udx + Bw? sinh(w/’ ):l Fi(/-1¢)=0
00 ox

En remplagant B par sa valeur calculée dans I'annexe D, nous obtenons une
relation qui nous permet de calculer Ia valeur de la longueur de contact ¢

2F,(/—¢) FF . . oe(u),
————]jcoshw(x-uj dudx
tanhw/’ K(e +e,) 0D 9x (E: VII-19)
- i 2 gt 2 2 ' i
d _Ew(e-£) +er(é’)—J.coshw(/i’—u)agr(u)du
K(e, +e,) ] ox

4-Forme de la déformée

L'effort de cisaillement d'interface entre les deux couches, dans la partie
soulevée de la dalle, est fonction des déplacements dans le plan et du gradient
du déplacement vertical (E: 11I-17):

% (x) = Kliu;(x) —u;(x)+ e—‘—;—%gradu; (x)}

=
- 1.2* o
duy(x) 2 {T (x) +u;(x)—u;(X)}
ox e,+e,| K
=
. 3 2 X
(0 I[X__K_}JHM 2 [e(wdu
X 6 2 € +e, o

Avec :
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(e,+e,)
= 1,1

K, K,
Jm(x{ a; 1

K, K, K

o al ¢
M_____}_. —_—

K, K, K

En intégrant entre /' et X, nous obtenons l'expression du déplacement vertical
d'un point M d’'abscisse x de la partie soulevée de la dalle :

4 2

u;(x)zP[I[—}(———€£]+Jx—+Mx+a}—

_‘fe;(u)du2

2 ¢

24 6 2 e +e

1

La constante d'intégration o est donnée par la condition aux limites au point
d'abscisse /', ou le déplacement vertical est nul :

u,(¢)=0

Ce qui nous donne l'expression du déplacement vertical, qui tracé en fonction
de x, donnent la forme de la dalle déformée.

. ‘X4 _2;4 XB _ﬁzs X2 _ﬁ/2 2 X X . )
u (x)=P 1[— | |+ J] —— |+ M(x - 1) |- jjer(u)du
24 6 2 e +e,

(E: VII-20)

90






IV-2:Application

1-Caractéristiques

Nous considérons la méme dalle de longueur 2/ = 500 mm et de poids
surfacique total Fgi = 6.10-5 N/mm2. La couche 1 est la couche armée
élastique, la couche 2 est la sous-couche viscoélastique. Le comportement de
cette derniére, soumise a une histoire de déformation de retrait g(t), est
assimilé & un modéle de Zener simple . Nous suivons, pour la détermination
des caractéristiques de la couche 2, la méthode, exposée dans le chapitre
précédent, de détermination des caractéristiques d'un modéle de Zener
simple.

Couche 1 :
- Epaisseur : e} = 0.4 mm.
- Module d'Young élastique : E1e = 200 N/mm?2.

Ki=e; *Eje.

Couche 2 :
- Epaisseur : e2 = 1 mm.
- Caractéristiques viscoélastiques:
Premier module élastique du Zener : E1y = 20 N/mm?2
Ko=eg2 *Ey
Deuxiéme module élastique du Zener : Egy = 25 N/mm?2
Eg = Egy
Viscosité du Zener : 1 = 45.105 N.s/mm?

- Valeur maximale du retrait : A = 0.01
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2-Organigramme du calcul "Viscoélastique"

Caractéristiques des deux couches

T.At

Calcul "Elastique” - M4.
Er = E:. = E!‘l = _(E2 /n).A.At

74 * -
¢,N,,N,,u,

<

{=t4At

At = (Ny/mey) «(Ey /m)E +A)
A€, = (N} /ney) (B /m)(E 4 A)

£ =g, 4+ At.Ag;

e, =€, + At Ag,

Calcul "Viscoélastique” - M4.

7,,N,,Nj. uy

Oui
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3-Comparaison entre le calcul "Elastique" et le calcul '"Viscoélastique"

Le graphique (fig.VII-1) montre le tracé de la déformée de la dalle pour deux
calculs, élastique et viscoélastique, faits pour une méme valeur de retrait
maximal égal a 1%.

1-Calcul Elastique. 2-Calcul Viscoélastique. Retrait=1%

50 . T
3
E 40! ]
5
(3
=
= 30t
(&)
g
[19]
=
£ 20}
[}
£
S 10 1
o 2
O /

0 1 N L
0 50 100 150 200 250

X (mm)

(VII-1): Forme de la dalle déformée pour une méme valeur du retrait égale a 1%

pour les deux calculs "Elastique” et "Viscoélastigue.

Calcul "Elastigue’ :

-Longueur de contact /' = 189 mm
-Déplacement vertical maximal (Bout de la dalle) = 13.3 mm

Calcul 'Viscoélastique" :

-Longueur de contact /' = 202 mm ‘
-Déplacement vertical maximal (Bout de la dalle) = 7.89 mm






La longueur de décollement (fig. VII-2), pour les mémes valeurs de retrait
maximnal, est plus petite, quand la viscosité est prise en compte, comme le
montre le graphique ci-dessous.

1:Calcul Elastique.2:Calcul Viscoélastique.Retrait entre 0 et 1%

0.25 , : , . 1
0.2+ 12
—
~.0.15
£
S8
—t
1 0.1
=
0.05¢

O ' " ! i
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
| Retrait |

(VII-2): Variation de la longueur relative de décollement en fonction de

la valeur maximale du retrait pour les deux calculs "Elastique” et "Viscoélastique”.

Les déplacements verticaux sont, de méme, moins importants (fig. VII-3):
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1-Calcul Elastique. 2-Calcul Viscoélastique. Retrait entre 0 et 1¢
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| Retrait |

(VII-3): Variation du déplacement vertical du bord de la dalle en _fonction de la valeur maximale
du retrait pour les deux calculs "Elastique” et "Viscoélastique”,

IV-3:Commentaire

1- La viscosité de ces matériaux plastiques est a l'origine du phénomeéne du
"Curling” que nous étudions. Cependant, en prenant en compte le
comportement viscoélastique de la sous-couche, nous aboutissons a des
résultats du "Curling" corrigés d'environ 40%, par rapport a ceux du calcul
"Elastique”. La viscosité parait comme un facteur de correction. Il est donc
intéressant de la prendre en considération, dans l'étude de l'évolution du
désordre.

2- Se basant, toujours, sur I'hypothése des petites perturbations (H.P.P), nous
ne retenons que les résultats dont la géométrie est proche de la géométrie de
référence.

3- Une étude du "Curling" négatif, en viscoélasticité, peut étre menée dans le
meéme esprit que celui du "Curling" positif. Un raisonnement identique a celui
du chapitre V serait a suivre.
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CHAPITRE VIII

ETUDE DE LA SENSIBILITE DES PARAMETRES

Beaucoup de facteurs entrent en jeu dans la détermination de la géométrie du
"Curling” (les rigidités, les épaisseurs, le poids propre, la viscosité, ..). Nous
représentons, dans ce chapitre, linfluence de chaque parameétre sur le
désordre observé. Nous faisons cette étude de sensibilité des parameétres dans
le cas du "Curling" positif en calcul "Elastique". Les parameétres en calculs
"Elastique” et "Viscoélastique" influencent dans le méme sens. La variation de
ces paramétres en calcul "Elastique” nécessite un temps de calcul moins
important. Ajoutons que la viscosité n n'intervient pas dans le calcul itératif
M4 en viscoélasticité. Son influence apparait sur l'évolution du désordre dans
le temps.

En se basant sur les valeurs des caractéristiques utilisées dans les
applications précédentes, nous avons fait varier chacune des caractéristiques
autour de ces valeurs.
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I- ROLE DU POIDS PROPRE

Faisons varier le poids propre surfacique F3 de la dalle entre deux valeurs
0.1x10% et 3.0x104 N/mm?, en gardant les mémes valeurs déja utilisées
pour les autres grandeurs. Ceci revient a faire varier la densité des matériaux
(les épaisseurs n'ayant pas changé). Nous remarquons, dans les graphiques
(fig. VIII-1) , que le phénoméne du "Curling" diminue en augmentant le poids
propre de la dalle (Déplacement vertical maximal et longueur relative de
décollemment sont décroissants en fonction de F3). Cela nous parait bien
cohérent, le poids propre de la dalle étant la seule force extérieure appliquée a
la dalle qui travaille dans le sens inverse du désordre. Les dalles pondérantes
sont plus stables.

Curling Positif - Retrait = 1% Curling Positif - Retrait = 1%.

80 0.6
7ol |
= ~ 0.5
E 60} |
IR =
ES50- | 1 204f
[v]
£ 40 \ 1 =
2 0.3}
2300\ S
Q
5 20 \ : 0 N |
fﬁ) 10 \\ . \
o
0 ; 01 : v
0 1 2 3 0 1 2 3
Poids propre surfacique (NNmm2) | 444 Poids propre surfacique (Nfmm2) _ 444
(VIII-1): (a) (b}

(@) Variation du déplacement vertical maximal en_fonction du poids propre de la dalle.
{b)  Variation de la longueur relative de décollement en fonction du poids propre de la dalle.

Nous tracons, dans le graphique (fig. VIII-2), la variation des déplacements
dans le plan u; et us des deux particules du point M, en fonction du poids
propre de la dalle. Nous remarquons que le déplacement suivant x dans la
couche calandrée diminue tandis que celui dans la couche armée augmente,
de sorte a diminuer la différence entre les déplacements dans le plan des deux
couches. Ceci entraine une diminution du déplacement vertical.
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Curling Positif - Retrait = 1%
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(VIII-2): Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en fonction du poids propre surfacique de la dalle.
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II- ROLE DU MODULE D'YOUNG DE LA COUCHE CALANDREE

Pour une méme valeur du retrait, nous faisons varier le module d'Young de la
couche calandrée E. entre deux valeurs 10 et 100 N/mm?2. Les graphiques
(fig. VIII-3) nous montrent que le phénoméne du "Curling" devient plus
important quand E. augmente. Ceci s'explique par une augmentation des
contraintes dans les deux couches, la déformation de retrait imposée étant la
meéme.

Curling Positif - Retrait = 1%

Curling Positif - Retrait = 1%

40 0.45;
E
=3 / 0.4} :
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Moduie d"Young de la couche calandrée (N/mm2) Module d'Youna de la couche calandrée (Nfmm2)

(VIII-3): (a) (b)

{a) Variation du déplacement vertical maximal en fonction du module

d’Young de la couche calandrée.

(b)  Variation de la longueur relative de décollement en _fonction du module d'Young

de la couche calandrée.

Nous nous devons de faire ici une remarque importante : La valeur du module
d'Young de la couche calandrée dépend d'autres grandeurs comme la valeur
du retrait. La détermination des parameétres du matériaux étant basée sur
cette valeur du retrait. Néanmoins, méme si les valeurs numériques ne sont
pas réelles, le sens croissant du désordre en fonction du module E. reste vrai.

Le graphique (fig. VIII-4) montre que les déplacements dans le plan des deux
couches augmentent aussi avec le module d'Young de la couche calandrée. Ce
qui veut dire qu'une augmentation du module d'Young de la couche calandrée
entraine une augmentation du "Curling” et du rétrécissement de la dalle dans
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son plan. Une couche viscoélastique moins rigide donne, pour la méme valeur
du retrait, un désordre moins important.

Curling Positif - Retrait = 1%
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N R O ®

|Déplacements maximaux dans le plan| (mm)
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o o o o

{VIII-4): Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en _fonction du module d'Young de la couche calandrée.
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III- ROLE DU MODULE D'YOUNG DE LA COUCHE ARMEE

Faisons varier le module dYoung de la couche armée E, entre 50 et 500
N/mm?2. Les deux graphiques (fig. VIII-5) montrent que le déplacement vertical
maximal et la longueur de décollement augmentent quand le module d'Young
de la couche d'armature augmente. Ceci nous parait, au premier abord, un
peu contradictoire. Cependant, en imaginant que le retrait dans la couche
calandrée est équivalent a une déformation positive dans la couche armée, les
résultats rejoignent ceux du paragraphe précédent.

Curling Positif - Retrait = 1% Curling Positif - Retrait = 1%
16 , . . . — . . . —

£
£ 15} PRt 0.26¢+ ]
= — —
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j% gr / 0.2+
(=} /

8 s " L n " A N

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Module d'Young de la couche armée (N'mm2) Module d'Youna de la couche armée (NMmm2)

(VIII-5): (a) (b)

(a)  Variation du déplacement vertical maximal en fonction du module

d'Young de la couche armée.

(b}  Variation de la longueur relative de décollement en _foriction du module d’Young

de la couche armée.

Quand la couche armée a un module dYoung relativement faible, elle suit
plus facilement la déformation imposée dans la couche calandrée. La
différence dimensionnelle sera réduite, ainsi que le désordre qui en résulte.
Ceci est bien illustré dans le graphique (fig. IX-6) qui montre que les
déplacements dans le plan des deux couches diminuent quand le module de
la couche armée augmente.






€ Curling Positif - Retrait = 1%
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(VIII-6): Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en fonction du module d'Young de la couche armature.

La couche armeée est ajoutée au revétement pour augmenter sa stabilité dans
le plan. Plus son module dYoung augmente, plus le rétrécissement dans le
plan de la dalle diminue en méme temps que le "Curling" augmente. Il faut
savoir trouver, dans la conception des dalles armées, un compromis du
module d'Young de l'armature assez faible pour limiter les déplacements
verticaux et assez élevé pour limiter les déplacements dans le plan.






IV- ROLE DE L'EPAISSEUR DE LA COUCHE CALANDREE
Nous avons envisagé deux cas:

Nous faisons varier, dans un premier cas, I'épaisseur de la couche non stable,
entre les deux valeurs 0.2 et 4 mm en gardant la méme valeur du poids
propre de la dalle. Nous remarquons (fig. VIII-7) que, pour une méme valeur

du retrait imposé, le désordre est croissant avec I'épaisseur de cette couche.

Curling Positif - Retrait = 1%. - (Poids constant)

Curling Positif - Retrait = 1%. - (Poids constant)
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(VIII-7): (a) (b)
(a)  Variation du déplacement vertical maximal en _fonction de U'épaisseur

de la couche calandrée.(Poids surfacique constant).

(b}  Variation de la longueur relative de décollement en fonction

de l'épaisseur de la couche calandrée.(Poids surfacique constant).

Dans un second cas, nous changeons, en méme temps que l'épaisseur, le
poids propre de la dalle, de sorte a garder la méme densité des matériaux (fig.
VIII-8). Ces deux grandeurs (épaisseur de la couche calandrée et poids propre
de la dalle) jouent dans deux sens opposés sur la géométrie du "Curling". Ceci
explique l'allure croissante puis décroissante de la courbe de variation du
déplacement vertical maximal en fonction de I'épaisseur. Celle-ci présente une
valeur critique, qui correspond au maximum de la courbe, et qui sera a éviter
dans la conception des dalles. Nous remarquons, cependant, que la courbe de
variation de la longueur relative de décollement reste croissante.
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Curling Positif - Retrait = 1%. - (Densité constante) Curling Positif - Retrait = 1%. - (Densité constante)
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(VIII-8): (a) (b)
(a)  Variation du déplacement vertical maximal en fonction de l'épaisseur
de la couche calandrée.(Densité constante).

{b)  Variation de la longueur relative de décollement en _fonction

de l'épaisseur de la couche calandrée.(Densité constante).

Nous tracons dans les graphiques (fig. VIII-9) et (fig. VIII-10) la variation
croissante des déplacements dans le plan des deux couches en fonction de
I'épaisseur de la couche calandrée, dans les deux cas précédemment décrits.

€ Curling Positif - Retrait = 1% - (Poids constant)
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(VIII-9): Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en fonction de l'épaisseur de la couche calandrée (Poids surfacique constant).
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= Curling Positif - Retrait = 1% - (Densité constante)
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(VIII-10}: Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en fonction de l'épaisseur de la couche calandrée (Densité constante).
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V- ROLE DE L'EPAISSEUR DE LA COUCHE ARMEE

Cette étude est, de méme, faite en deux cas. Dans le premier cas, le poids
propre de la dalle garde sa valeur constante. Nous remarquons alors que le
désordre est croissant quand l'épaisseur de la couche stable, qui varie entre
0.1 et 2 mm, augmente (fig. VIII-11).

Si la couche armée n'existait pas, c'est-a-dire si son épaisseur était nulle, le
"Curling" n'aurait pas lieu. La déformation de la couche calandrée serait dans
le plan. Ce qui nous montre, effectivement, que plus I'épaisseur de la couche
armée est grande plus le "Curling” est important.

Curling Positif - Retrait = 1%. - (Poids constant) Curling Posttif - Retrait = 1%. - (Poids constant)
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(VIII-11): (@) (b)

(a)  Variation du déplacement vertical maximal en fonction de l'épaisseur

de la couche armée (Poids surfacique constant).

(b}  Variation de la longueur relative de décollement en_fonction de I'épaisseur

de la couche armée (Poids surfacique constant).

Dans le deuxiéme cas, nous faisons varier, en méme temps que l'épaisseur de
l'armature, le poids propre surfacique de la dalle de sorte a garder constante
la densité des matériaux. Nous remarquons (fig. VIII-12), comme dans le
paragraphe précédent, que l'épaisseur et le poids propre influencent chacun
dans un sens différent la géométrie du "Curling". En les faisant varier
ensemble, nous pouvons obtenir un sens croissant ou décroissant de la
variation du déplacement vertical maximal. Cette courbe présente, de méme,
une €paisseur critique a éviter.
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Curling Positif - Retrait = 1%. - (Densité constante) Curling Positif - Retrait = 1% - (Densité constante)
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(VIII-12): (@) (b)

{a)  Variation du déplacement vertical maximal en fonction de l'épaisseur

de la couche armée (Densité constante).

(b)  Variation de la longueur relative de décollement en fonction

de l'épaisseur de la couche armée (Densité constante).

Nous tracons, dans les graphiques (fig. VIII-13) et (fig. VIII-14) la variation des
déplacements dans le plan des deux couches en fonction de 1'épaisseur de la
couche armeée. Le sens de variation est décroissant.

Nous concluons encore une fois que cette couche armée, ajoutée au
multicouche pour limiter ses variations dimensionnelles dans le plan,
favorise, par sa présence, l'incurvation de la dalle hors de son plan; d'autant
plus que le multicouche n'est pas symétrique.

108






£ Curling Positif - Retrait = 1% - (Poids constant)
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(VIII-13): Variation des déplacements maximaux suivant x dans les deux couches

en fonction de l'épaisseur de la couche armature (Poids surfacique constarnt).
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(VIII-14): Variation des déplacements maximauix suivant x dans les deux couches

en fonction de l'épaisseur de la couche armature (Densité constante).
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CHAPITRE IX

VALIDATION EXPERIMENTALE

I- INTRODUCTION

L'observation a montré que les géométries des Curling positif et négatif,
obtenues par calcul, sont les mémes que celles constatées réellement.
Encouragés par cette premiére validation qualitative, nous avons tenté une
autre, quantitative, du Curling positif dun bicouche. Des essais
expérimentaux. identiques a ceux décrits dans le chapitre VI, nous ont permis
de caractériser les deux matériaux élastique et viscoélastique. Les
caractéristiques obtenus sont introduits dans le modéle du Curling positif. Les
résultats du calcul (Longueur de décollement, déplacement vertical) sont
comparés a ceux mesurés sur un bicouche armature-calandrée formeé
immeédiatement aprés la fabrication de la sous-couche.

II-MESURES EXPERIMENTALES

II-1:Les essais mesurés immédiatement aprés la fabrication

-Mesure du retrait de la couche calandrée :

Nous découpons, dans un 1é calandré, juste a la sortie de la chaine de
fabrication (t=tg), une bande sur laquelle nous posons deux repéres distants
de a=300mm. Nous mesurons, ensuite, en fonction du temps, la variation de
la distance qui sépare les deux repéres par rapport a la distance d'origine a.
Les résultats des mesures du retrait sont représentés sur le graphique suivant
(fig. IX-1). La valeur maximal du retrait est A=0.01. En calant la courbe
théorique du retrait (E: VI-3) sur cette courbe mesurée, nous obtenons la
valeur de la viscosité du matériau. 1=1.45.10*5 Poise.
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Mesure du retrait en usine

Ketrdan mesure
[en)
o
o
(2]

0.004
0.002; .
0 L 2
0 5 10 15
Temps (s) x 10°

(IX-1): Valeurs du retrait mesuré en usine.

-Elaboration du bicouche et mesure des caractéristiques du Curling :

Nous découpons, dans le méme produit fabriqué, une dalle calandrée, de
dimensions (300 x 300 mm), que nous couplons immeédiatement avec une
dalle de voile de verre (Couche armeée). Nous posons le bicouche sur un
support plat, la couche armée en contact avec le sol. Nous mesurons, en
fonction du temps, la longueur de décollement et le déplacement vertical
maximal au bord de la dalle. Les valeurs du Curling obtenues au bout de
deux semaines sont :

La longueur de décollement (¢-£') = 30 mm
Le déplacement vertical maximal = 12 mm

II-2:Les essais mesurés aprés la stabilisation du retrait

-Traction de la couche armée :

Un essai de traction a vitesse de déplacement constante égale a Imm/mn, est
effectué sur la couche armée. La courbe (contrainte-déformation) obtenue est
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une droite (Comportement élastique) de pente égale au module d'Young de la
couche armée. E; = 732 N/mm?2.

-Traction a grande vitesse de la couche calandrée :

La traction a vitesse de déplacement relativement trés élevée (lmm/mn)
effectuée sur la couche calandrée, nous donne son module d'élasticité
instantané (Chap. VI - § II-3). E¢; = 98 N/mm?2.

Traction a vitesse trés élevée de la couche calandrée

8 T T T T

-~

Contrainte (N/mm?2)

N W AR g D

—
T

o

002 004 006 008 01 012
Déformation

(ow)

(IX-2): Courbe [Contrainte-Déjormation) de traction a vitesse de déplacement élevée.

-Relaxation a l'infini de la couche calandrée :

Ce sont les essais de traction suivie de relaxation décrits dans le chapitre VI
(8: I-2) qui nous donnent le module de relaxation de la couche calandrée. Les
résultats forment une droite (fig. IX-3) de pente Ec=10 N /mm?2.
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Essai de relaxation a l'infini
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(IX-3): Courbe (Contrainte a l'infini - Déformation de relaxation).

III-VALIDATION

III-1:Caractéristiques

Les caractéristiques de la couche armeée sont :
-Module d'Young : E; = 732 N/mm?2

-Epaisseur : e3 = 0.32 mm

Celles de la couche calandrée sont :

-Module d'Young instantané : Eq; = 98 N/mm?2
-Module de relaxation a l'infini : E¢ = 10 N/mm?2
-Viscosité : 1 = 1.45.10*5 N.s/mm?2

-Epaisseur : ¢¢; = 0.49 mm

Le poids propre surfacique de la dalle : F3 = 2.10-5 N/mm?
Dimensions de la dalle : 300 x 300 mm?2

La valeur maximale du retrait : A = 0.01.
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III-2:Calcul Elastique

Le Curling obtenu par calcul élastique, pour la valeur maximale du retrait
observé, figure dans le graphique ci-dessous (fig.: IX-4) :

Validation Elastique
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(IX-4): Calcul Elastique.

La longueur de décollement obtenue par calcul (/-/) = 44.09 mm
La longueur de décollement visible Lv = 30 mm
Le déplacement vertical maximal = 11.98 mm

Nous remarquons que les résultats obtenus en calcul Elastique, sont
parfaitement validés par ceux mesurés en usine :

La longueur de décollement (/-¢') = 30 mm
Le déplacement vertical maximal = 12 mm
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III-3:Calcul Viscoélastique

Le calcul Viscoélastique donne, pour la derniére valeur du retrait = 1%, les
résultats suivants (fig.: IX-5) :

Validation Viscoélastique
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(IX-4): Calcul Viscoélastique.
La longueur de décollement (/-¢') = 33 mm

La longueur visible de décollement Lv = 20 mm
Le déplacement vertical maximal = 5.921 mm

IV-CONCLUSION

Les valeurs des mesures expérimentales du Curling valident bien les résultats
obtenus par le calcul Elastique et sont supérieures a ceux du calcul
Viscoélastique. Ceci peut étre expliqué par plusieurs raisons, vue la
complexité du phénoméne modélisé. Nous en citons principalement deux.

1- Le modele viscoélastique de Zener, choisi pour décrire le comportement de
la couche calandrée est un modéle simplifié. Le comportement de ce matériau
est beaucoup plus compliqué. Un choix plus adéquat du modéle
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viscoélastique de comportement de la sous-couche peut donner des résultats
plus exacts. Notons, néanmoins, que la loi de comportement viscoélastique
n'entre pas dans le calcul M4 itératif. Son réle intervient dans la
réactualisation, a chaque pas de temps, de la valeur du retrait. Une loi plus
complexe ne complique pas énormément le calcul.

2- Le retrait de la couche calandrée commence instantanément a sa sortie de
la chaine de fabrication, a l'instant tg. Il y a, cependant, un temps perdu entre
tp et le début des mesures du retrait (tg*), qui correspond a la découpe d'une
bande dans le 1€ calandré et a la mise des deux repéres de mesure. L'origine
du temps et du retrait mesuré est donc décalé par rapport a sa vraie position.
La valeur du retrait mesuré est donc inférieure a sa valeur réelle.

Er

Le calcul Elastique est majoré par rapport au calcul Viscoélastique. Cette
majoration parait étre de la méme grandeur que les erreurs de mesure (perte
de temps, précisions..). Il est plus prudent de se baser sur ce calcul Elastique
pour toute étude de conception des dalles.
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CHAPITRE X

CONCLUSION

I-RECAPITULATIF

I-1:Etude Bicouche

Le but de I'étude que nous avons menée est l'aide a la conception de dalles
plastiques multicouches, posées sur le sol, industriellement appelées "Dalles
Plombantes Amovibles". La seule force qui retient ces dalles non collées en
contact avec le sol est leur poids propre. D'ou la nécessité d'avoir des dalles
stables. Ces dalles sont formées de plusieurs couches viscoélastiques munies
d'une histoire de retrait imposé. Elles sont placées de part et d'autre d'une
couche armée élastique et stable. Le comportement du multicouche dépend
de l'équilibre interne établi.

L'étude de ces dalles multicouches complétes est est un probléme complexe ;
beaucoup de facteurs entrent en jeu. Afin de mieux comprendre le role que
joue chaque couche dans la génération et I'évolution du désordre, nous avons
fait notre étude sur un bicouche formé d'une armature élastique et d'une
couche viscoélastique placée au-dessus (Curling >0} ou au-dessous (Curling
<0) de la premiére.

I-2:Calcul Elastique - Calcul Viscoélastique

Nous avons modélisé le Curling en deux parties, en se basant sur le modéle
M4 Simplifié (EHRLACHER et NACIRI [15]). Dans la premiére partie, nous
avons considéré que le comportement de la couche calandrée est élastique
linéaire. Elle est soumise a4 une déformation imposée égale & la valeur
maximale constante du retrait que subit cette couche isolée, a partir de sa
sortie de la fabrication.
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Dans la deuxiéme partie, nous avons caractérisé le comportement de la
couche viscoélastique en l'identifiant a un modéle de Zener simple. Une série
d'essais expérimentaux nous a permis de trouver les trois caractéristiques du
modele choisi qui entrent dans l'expression de sa loi de comportement. Nous
nous sommes basés sur des essais simples approchant pour le mieux le
"vécu" du matériau :

- Le retrait joue un rdle important dans I'étude, il est a l'origine du désordre
des dalles. Nous avons choisi la courbe du retrait mesuré en usine pour
calculer la viscosité n.

- Le Curling modélisé est un phénomene a long terme. Le retrait est stabilisé
au bout d'un certain temps caractéristique du matériau (5-7 jours). D'ou
l'intérét de se baser sur un essai a long terme (Relaxation stabilisée au bout

du méme temps caractéristique) pour calculer le module dYoung élastique
EIEZ

équivalent E = .
E +E,

- Nous avons choisi un essai de traction a vitesse de déformation trés élevée
par rapport au phénomeéne de retrait lent, pour calculer le premier ressort
élastique du modeéle de Zener E;. Cet essai, trés rapide, rappelle la relache
instantanée de ce ressort a sa sortie de la chaine de fabrication. Le ressort Eo,
couplé avec I'amortisseur, est relaché progressivement avec le temps.

La loi de comportement, ainsi établie, de la couche calandrée a montré qu'il y
a une liaison entre le retrait et le niveau de contrainte membranaire dans
cette couche. Dans le calcul Viscoélastique, nous avons une réactualisation, a
chaque pas de temps. de la fonction de retrait. Le calcul itératif, dans M4
Simplifié, reste un calcul élastique dans lequel le retrait est une fonction de x.

Les deux calculs Elastique et Viscoélastique donnent la méme géométrie du
Curling. Les résultats du calcul Viscoélastique sont, néanmoins, moins
importants (40%). A chaque pas de temps, la viscosité relaxe la contrainte due
a la déformation imposée.

Nous avons remarqué, cependant, que les résultats de la validation
expérimentale, trés proches des résultats du calcul Elastique, le sont moins
du calcul Viscoélastique. Le modéle de Zener, choisi pour sa simplicité, ne
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décrit pas parfaitement le comportement du matériau. Le calcul Elastique,
défavorable par rapport au calcul Viscoélastique, dans la mesure ou il majore
les effets du Curling, nous garantit une marge d'erreur due aux précisions de
mesure et a la perte d'une partie du retrait mesuré. Il est préférable de
s'appuyer sur ce calcul pour la conception des dalles.

I-3:Sensibilité des paramétres

Le role de la couche armée est de limiter les déplacements dans le plan de la
dalle. Ces déplacements positifs ou négatifs (allongements ou rétrécissements)
entrainent des désordres fonctionnels et d'aspect (flambement, ouverture des
joints). L'étude de la sensibilité des paramétres nous a montré, cependant,
que cette couche favorise le Curling: Le déplacement vertical et la longueur de
décollement sont des fonctions croissantes du module dYoung et de
I'épaisseur de la couche armée. Un compromis sera a trouver, répondant aux
exigences des déplacements verticaux et des déplacements dans le plan.

D'autre part, le poids propre de la dalle est le seul parameétre en fonction
duquel le Curling diminue. Cependant, en augmentant le poids propre des
matériaux (avec une densité constante), nous augmentons les épaisseurs des
couches. La variation du Curling, sous leffet de la variation de deux
parametres influencant chacun dans un sens différent le désordre, présente
des maxima Ces maxima correspondent a des valeurs d'épaisseurs des
couches a éviter dans la conception des dalles.

II-PERSPECTIVES

II-2: Dalle Multicouche

Nous avons mené l'étude sur un bicouche (Armature, Sous-couche),
négligeant, ainsi, le role des autres couches. D'autre part, le modéle M4
simplifié est basé sur une hypothése simplificatrice qui néglige les moments
de flexion. Ces deux hypotheéses simplificatrices nous ont permis de visualiser
la géométrie du Curling et d'étudier le réle de chaque couche, sans alourdir le
calcul. La solution des systémes d'équations différentielles du modéle est
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analytique, pour les deux calculs Elastique et Viscoélastique. Un calcul en
multicouche, avec un nombre plus élevé d'équations différentielles dans le
systéme, n'aboutira pas facilement a une solution analytique. Une
discrétisation dans l'espace (suivant x) sera a faire.

II-2: Role de la Température

La variation dimensionnelle différentielle entre les couches, source du
désordre, est due principalement, au retrait aprés fabrication. En réalité, ce
"retrait" n'est pas, uniquement, du au comportement viscoélastique du
matériau (Phénoméne de recouvrance). Ce dernier connait, tout le long de sa
chaine de fabrication (Annexe A), des températures assez élevées. Ceci crée en
lui, méme aprés le passage sur les cylindres refroidisseurs, des contraintes de
dilatation thermique. Et le matériau continue a se rétrécir par refroidissement
apres sa sortie de la fabrication.

Ajoutons que les caractéristiques mécaniques d'un matériau viscoélastique
dépendent de la température. Toutes les mesures que nous avons faites dans
notre étude sont a température ambiante constante.

Une étude, qui prend en compte le role de la température, sera intéressante a
faire.

1I-3: Vieillissement des matériaux

Les différentes couches du revétement sont des matériaux plastiques a base
de PVC (Annexe A), plus ou moins chargés, selon le réle que joue la couche
dans la dalle. Un échange de plastifiants se produit entre les couches elles-
meémes, et entre le revétement et le milieu ambiant. La composition des
matériaux change, avec le temps. C'est le phénoméne de "vieillissement". Il
entraine une perturbation de l'équilibre initial par changement des
caractéristiques mécaniques et physiques des différentes couches.

Nous pouvons prendre en considération, dans notre étude, le vieillissement
des matériaux, d'une facon simple en empilant, dans le méme ordre du
revétement, les différentes couches du multicouche. Toutes les mesures de
caractérisation des matériaux seraient refaites a des intervalles de temps. .
Les caractéristiques seront représentés par des courbes d'évolution, donnant
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le vieillissement en fonction du temps. (L'essai de retrait, qui doit étre fait
immédiatement aprés la fabrication, peut étre remplacé par un autre, un
essai de fluage par exemple).

III-4: Etude en Grandes Perturbations

L'hypothése de petites perturbations que nous avons adoptée limite nos
résultats a ceux dont la géométrie n'est pas trés différente de la géomeétrie
initiale. Une étude en grandes perturbations permettrait de modéliser des
géométries plus évoluées. A chaque pas de temps, la géométrie devient une
géométrie de référence. L'étude se ferait en utilisant, dans le modéle
multiphasique, les coordonnés curvilignes d'un point M appartenant a la
dalle.
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ANNEXE A
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REVETEMENTS DE SOL PLASTIQUES

I- HISTORIQUE

Apreés l'argile simplement battue, puis liée de branchage pour former le
premier planchéiage, on utilisa le bois, la pierre en dalle ou en cubes
assemblés en composition mosaique artistique, la terre cuite brute puis
vernissée et décorée. Jusqu'au XIX° siécle, ce furent les seuls matériaux de
revétements de sol [44].

Mais c'est seulement dans la seconde moitié¢ de ce méme XIX® siécle, a 'ére de
la révolution industrielle, que, s'appuyant sur les recherches du début du
siécle et sur les progrés rapides de la chimie, deux voies de recherche, bien
différentes, orientérent certains producteurs de revétements de sol vers de
nouvelles sources de matiéres premiéres conduisant a la diffusion de
revétements minces, déformables, ne constituant guére qu'une "peau”
assujettie sur le support rigide.

II- REVETEMENTS DE SOL SOUPLES

Ces revétements, en pleine évolution, ont une épaisseur au plus égale 4 8mm
environ. La surface d'usage est a base de caoutchouc, linoléum, textile ou
plastique. Ils sont en forme de 1és ou de dalles, peuvent étre monocouches ou
multicouches, avec présence ou non de couches armées. Ils sont collés sur
leur support ou posés libres.

II-1:Composition

Ces revétements sont formés en général de plusieurs couches :
e Couche d'usure ou de surface.

» Sous-couches.

» Armature.

« Support placé en envers du matériau.
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II-2:Types
Selon la nature de la couche d'usure, on distingue :

Les revétements textiles dont la couche de surface est constituée de matiére
textile naturelle, artificielle ou synthétique.

Les revétements dont la couche de surface est constituée par un mélange
aggloméré a base de liant organique. Ils peuvent se répartir en trois grandes
classes :

- Revétements a base d'élastomeéres: caoutchoucs naturels ou artificiels.

- Revétement a base de linoxyne: linoléums, qui sont un mélange a chaud de
I'huile de lin oxydé avec des résines et des farines de liege et de bois.

- Revétements plastiques aimantés et surtout vinyliques a base de chlorure de
polyvinyle (PVC).

III- REVETEMENTS DE SOL PLASTIQUES

Par revétements de sol plastiques, on entend un revétement de sol dont la
couche d'usure compacte est constituée par un mélange aggloméré a base de
liants organiques (naturels ou synthétiques) [39].

III-1:Matiéres Premiéres

La pate initiale est a base de plastisol dont la formule nécessite la
connaissance de deux formules fondamentales :

-Les propriétés demandées a l'objet fini.

-La rhéologie du plastisol.

Les constituants du plastisol sont :

La résine de base : PVC préparé par polymérisation en émulsion.

Les résines d'addition : Autres résines (VC/VAC) dont le but est de baisser le
prix, de donner un aspect mat et de changer la viscosité.

Les plastifiants : Leur but est de conférer au produit fini souplesse et
flexibilité.

Les stabilisants : Leur but est de rendre le PVC moins sensible a la lumiére et
a la chaleur.

Les charges : De but économique et technique, influent le comportement
rhéologique.
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Les colorants et pigments.
Les agents gonflants, etc., ...

III-2:Modes de Fabrication

Les revétements de sol plastiques sont obtenus par deux modes principaux de
fabrication: le calandrage et 1'enduction.

I11-2-1:Le Calandrage

Une calandre est une machine a cylindres permettant d'obtenir des feuilles ou
des plaques en €lastomeéres ou en matieres plastiques [1].

Contrairement aux autres procédés de fabrication des matiéres plastiques
(Extrudeuse, presse a injecter, etc., ..} ou toutes les étapes de la
transformation de la matiére sont concentrées dans une seule machine, la
chaine de calandrage est constituée de plusieurs machines qui ont chacune
un roéle a jouer dans le processus de fabrication.

Ce dernier comporte les phases successives suivantes:

1° Mélange des constituants : PVC en poudre + Plastifiants + Charges +
Colorants + Pigments + Adjuvants + .....
Ce mélange s'effectue a une température d'environ 60 a 70 °C

2° Plastification : C'est le passage de l'état de solide en poudre ou en
granulés a un état liquide suffisamment homogéne et fluide (C'est la
gélification pour les polymeéres amorphes qui passent de l'état vitreux & 1'état
caoutchoutique en traversant la température de transition vitreuse).

On travaille le mélange sous les effets conjoints de la chaleur et de la pression
(120-180 °C), avec, a la sortie, passage en laminoir pour obtenir une feuille
épaisse.

3° Calandrage de la feuille brute venue du laminage par passage en
calandrage chauffé (110-140°C) pour 1'étirer en feuilles continues, d'épaisseur
constante, découpées ensuite aux longueurs voulues.

Ces feuilles constituent :

-Soit le produit fini homogéne.

-Soit des feuilles élémentaires reprises et assemblées a chaud et sous
pression en plis superposés pour constituer des revétements multicouches.
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11I-2-2:Schéma du Calandrage

rCahndrE
F\\'rpuse
f‘
(K/

Phase M
Phase G
Phase H
Phase F
Phase A
Phase C
Phase E
Phase R

Phase En

: Mélangeage du P.V.C. et des additifs (mélangeur).
: Gélification (gélifieur).

: Homogénéisation (malaxeur).

: Filtration ({filtreuse).

: Alimentation.

: Calandrage (calandre).

: Extraction {extracteur).

: Refroidissement (refroidisseur).

: Enroulage.

QDG 7 T *f/ \//
. ] 1 mm——i—
F C E TL

Chaine de Calandrage.
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11-2-3:L'enduction

Ce procédé de fabrication consiste en un épandage superficiel, sous épaisseur
controlée et constante, au moyen dun couteau horizontal fixe, d'une
composition & base de résine plastifiée. sur un support {35].

L'enduction se fait en un, deux ou trois passes au métier a enduire. La
transformation de la pate, appliquée par enduction mécanique, en un film
plastique, sec et continu, est réalisée par un procédé purement physique: la
gélification effectuée en tunnel chauffant.

1-2-4:Schéma de 'enduction
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-~ v — | a— : <7
/ N 1 ! ¢ A
. > - /!
('(’5 | ;/’ _
|7 R
- N
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\, P LU )
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) -
a enducticn directe
PN
(“ A >
sz \\\./ r 4
N, P 1 l
o !
| AN |0
) ~/('/C \ HL__,_ !
e \v,/ —
(5)
,\\d/
&/ ’u\\
)
S
& enduction par transfert
A suppornt & endurre G support enguit
8 cylindre dérouteur H papier transfert
(o cylindre de contrepartie en / enroulement du support
caoutchouc enduit
D four runnel J enroulement du papier
£ cylindre graineur pl piastisol
F cylindre refroidisseur 14 racle

Enduction sur support.
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III-3:Produit Fini

Le calandrage et I'enduction peuvent étre suivis de :

*Un doublage : Consistant a effectuer l'assemblage a chaud de deux ou

plusieurs feuilles élémentaires entre elles.

*Un pressage : Consistant a traiter sous pression et a chaud une ou plusieurs
feuilles calandrées.

III-3-1:Exemple de Composition d'un Revétement Plastique

Couche de surface

Dessin par impression
Feuille de verre enduite
Sous-couche

Couche d'envers en mousse,
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ANNEXE B






CALCUL ELASTIQUE DU CURLING NEGATIF

I-PRESENTATION

Nous considérons, par symétrie la moitié d'une dalle de longueur 2/ {fig. B-1)
dont la couche 1 subit un retrait = €°

e3

7 §

2
11
0 I

(B-1): Schéma du bicouche (1: Viscoélastigue - 2: Elastique)

P el

Selon la valeur du retrait, le "Curling" peut étre complet (toute la dalle est
détachée du sol, sauf aux deux points du bord) ou incomplet (une partie de la
dalle reste en contact avec le sol).

Cette étude est donc divisée en deux parties :

Partie 1 : La totalité de la dalle est détachée du sol (sauf, évidemment, aux
bords).

—

Partie 2 : Une partie de la dalle de longueur ¢' reste en contact avec le sol.

h\’d
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Nous allons déterminer les critéres sur les valeurs du retrait qui permettent
de retrouver 1'une ou l'autre géométrie.

II-1: DECOLLEMENT TOTAL
1-Résolution

Nous suivrons la méme architecture que pour le modéle M4 simplifié.

1-Géométrie

Etant en déformations planes, toutes les déformations selon ey sont prises
égalesa 0: U, =0.

= Le plan est réduit a 1'axe x de vecteur e;.

2-Mouvement

En chaque "point de matiére" de l'axe x, nous avons deux particules. Le
mouvement de chaque particule est donné par son déplacement suivant l'axe
X:

3-Déformations

-Déformations membranaires :
du;

Couchel:.%l: dx 0
0O O
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5 du? o
Couche2 : g, =| 44
0O O

-Discontinuité tangente d'interface 1,2 :

~ e +e
D}'z = D}'Z & = (ulz_ u{+ —'—Z—Q—grad u}s )Ql

4-Contraintes

-Efforts membranaires :

Couchel : I‘ill
Couche2 : N?

-Effort de cisaillement d'interface 1,2 : 1'?

-Efforts normaux d'interfaces 1,2 : v1.2

L'effort normal exercé par la couche 1 sur le sol est nul, en tout point x de la
dalle, sauf au bord. A ce point d'abscisse /4, la réaction du sol est une force
ponctuelle.

5-Comportement

-Comportement membranaire:

Le comportement membranaire dans la couche 1 qui est soumise a un retrait
imposé € a contrainte nulle est due a la déformation finale de cette couche

diminuée de la déformation de retrait. D'ou:

1

Couchel : N' = K:§"

du;
Nil Kil K;Q 0 dx —&
lez = Kiz Klzz 0 | 0
Niz 0 0 Kéﬁ 0
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=
du! ‘

N =K! | =t _¢°
11 ll(dx r)

du?
N =K. .(——L—e(‘
22 12 dX

T

R

Couche?2 : N2 = 2.52
du?
N7, K, K O dxl
N, |=|K, K O} O
N2l o o K|l o
=
., [ du
NZ% =K?,. !
11 11 ( dX )
du?
N2 =K. .| —L
22 12 ( dX )

-Comportement de cisaillement d'interface 1,2 :

7[1.2 — RT.I”)].Q

6-Equations d'équilibre
{div N'+32 =0

divN? - %2 =0

=
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d?u!
K, 2‘ +12 =0
2 d2u2 2
I( 1
11 1 21 - =0

Et

2
3 fan( Sl s ) rt] -0
i=1

Avec :

e; : épaisseur de la couche 1

€g : épaisseur de la couche 2

F; : poids surfacique de la couche i

Pour simplifier ce qui suit, utilisons les notations suivantes :

u; =,

uf =4,
Nil =N,
N121 =N,
Ki] =K,
K121 =K,

7-Conditions aux limites

Le point x=0 correspond au milieu de la dalle, la symétrie nous impose :
En x=0 mx) =0
U2(OX = 0.
Au bord libre de la dalle, la contrainte membranaire passe a z€éro :

En x=/ Nix)=0
N2(X) =0
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8-Résolution des équations d'équilibre

La deuxiéme équation d'équilibre du modéle nous donne :

e,+e, ..
——2divt"*+F, =0
2
et
2F
T2 =-"3 x+a
e,+e,

Le premier systéme d'équations d'équilibre nous donne :

d’u, 2F
dx? e +e,
2
K, d 1122 N 2F,
dx e, +e,

K

2F x X
U = ——3—| -+ x+ 0]
(e,+e,)K, |\ 6 2

2F x° x?
U, =———3—| — -0 —+ 0, X+ 0
(e,+e,)K, | 6 2

u,(-x)=—-u,(x)
(=x) X = u, et u, sont deux fonctions impaires de x
u, (~x) = —u,(x)

=

oa=0;/=0

o=0a,=0

=

2 _ 2K,
e +e,

Et

- 2% X—3+a’x
(el+e2)Kl 6 :

u o 2F X—3+oc’x
2 (e+e,)K,\ 68 7
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Remplac¢ant les déplacements dans le plan par leurs valeurs en fonction de x
dans les expressions des efforts membranaires :

2F. 2
N, = : (E—+QIJ—ESK1
e+e, | 2

2F, 2
N, =25 [X_m;)
e, +e, | 2

Les conditions aux limites nous donnent :

N,(#)=0
:>(X; — E’?Kl(el+62)_£
2F, 2
N,(¢)=0
—62
=0y = ——
2 2

Le déplacement suivant x de chaque particule d'un point M :

e +e, 6 2 :
e 2F (X 2
g (e,4e,)K,\ 6 2

Les contraintes membranaires, suivant x, dans chacune des couches :

F .
Nl(x) = e +3€ (Xz_ é‘2)
17 Cg
F
Nz(x)z”‘e +Se (Xz—’g2)
17 €2

Les expressions des déplacements suivant x permettent de trouver la forme de
la déformée exprimée par le déplacement suivant ez du point M(x) dont le
gradient est donné par l'expression du comportement de cisaillement a
l'interface entre les deux couches.
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2-Forme de la déformée

Le comportement de cisaillement d'interface :

e +e
2 = K(u?_— u1+m—‘—2——2gradu3)

=
e+ 1.2

T%gradus =?+ul—u2

-

3
du, _ P[I§—+ij|
dx 6
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3-Critéres de décollement total

Analysons la forme de la déformée suivant e;:

2 [0]
0y =p] B L L), £ _erleres)
24 K K, 2K 4F,

On a

u,(0)=20

=

2 0

5(1, 1), ¢ elete) o

24 K, K, 2K 4F,

(P <0)
Si

r

2 "
AR5 (1 1, 1,
e,+e, |12\ K, K, K

Ceci constitue un premier critére pour lequel le milieu de la dalle est souleveé
du sol.

D'autre part :

3
AUy =P 1%+ Jx
dx 6

3
dus )= pl1Z + e
dx 6

On a:

du,
dx

(/)<0

AR (11 13,1
e,+e, | 3LK, K, K

Si

e

Cette inégalité est vérifiée si le premier critére est vérifié. Ceci veut dire que:
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Quand u; est positif au point d'abscisse 0, la pente de la courbe au point
d'abscisse ¢ est négative, c'est-a-dire au point /-, u; est positif, la courbe est
au dessus de l'axe.

Pour savoir si la courbe reste au-dessus de l'axe sur toute la longueur ¢,
cherchons les points qui correspondent a un maximum ou un minimum de la
valeur de ug, c'est-a-dire, les points ou sa dérivée premiére s'annule :

us(x)=0
=
3
12 +0x=0
=
2
X(IX—+J):O
6
=
x=0
ou
P
J =2 0 = Asolution
‘(2+—6i"‘0 —-6J
: 1 JJ<0=>x=+ ] >0

Il existe, au plus, deux points a dérivée nulle: Le premier correspond au point
d'abscisse 0, la présence du second est conditionnée par l'inégalité : J<O :

J=<0

=
2
J2ARf (21 1) 1) g
e,+e,| 2\ K, K,) K

€C\

r

B constitue un second critére pour £, qui, dépassé, entraine le bombement
total de la dalle, n'ayant plus qu'un seul maximum correspondant au point
d'abscisse O.
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Nous concluons cette partie par deux remarques importantes.

1-Quand u;(0) est positif, c'est-a-dire quand le milieu de la dalle est détaché
du sol, la pente de la courbe a x=¢ est négative, toute la courbe est alors
nécessairement au dessus de l'axe des x entre O et ¢, toute la dalle est
décollée, et il existe au plus un seul point optimal (autre que l'origine).

2-La forme de la déformée suivant u, est donnée par les critéres suivants :

v

AZ]ES] = I N

E0

r

€2|zB = T_x

>A = —

B2

-

v

II-2: DECOLLEMENT PARTIEL

N - P . N
Elle correspond a une valeur de ef| inférieure au premier critére tel que :

F'E
(2RI 1) 1),
e,+e,|12( K, K, K

Une partie de la dalle est détachée, une autre partie de longueur /' reste en

0
Er

contact avec le sol. Ces deux parties sont raccordées entre elles par les
conditions de continuité au point d'abscisse /'.

1- x €[0,#’] : La dalle est en contact avec le sol.
Les déplacements verticaux sont nuls.

2- x e[t 4[: La dalle est soulevée du sol.

La réaction du sol est nulle..

140






1-Partie en contact avec le sol

Les déplacements suivant ez sont nuls. Ce qui réduit l'expression de la
discontinuité tangente d'interface 1,2 a :

12 _
D;* =u,-u,

Et aux efforts normaux d'interface 1,2 est ajouté celui exercé par la couche 1
sur le sol : vO.1,

Les équations d'équilibre deviennent :

Equations d'équilibres :

{divl‘:\I1+ T2 =0

divN?-3? =0
=
2.1 ,
Kl T3 +K(ut-ul) =0
, d*u?
Kfl'gx‘?l ~K(uf-u})=0
Et

2
Z{div(%—(%i'”’ 4+ g )) + Fg} =0

i=1

Avec les conditions aux limites suivantes :

Conditions aux limites

A x=0 u;(x) = 0.
us(x) = 0.

Ax={l Continuité entre les parties détachée et non détachée du sol, de
N (x)
Na(x)
u;(x)
ua(x)
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Résolution des équations d'équilibre

Posons:
u, =o,e™

u, = o,e™
K,w’-K K Yo) (0O
K K,w?-K Jlo,) (0

Pour que le systéme d'équations posséde une solution non nulle, il faut que le
déterminant de la premiére matrice soit nul :

(K,w?-K)(K,w*-K)-K?=0
K,K,w?-Kw?(K,+K,)=0

—
w’=0>w=0
wet K(K,+K,)
\ KIKZ

u, = A, coshwx +B,sinhwx+Dx+E,
u, = A,coshwx +B,sinhwx+D,x+E,

Ce qui donne l'expression des déplacements des deux particules de M, avec, a
déterminer, huit constantes, se basant sur des conditions aux limites.

Un raisonnement identique a celui fait au chapitre précédant, nous emmeéne a
I'expression suivante des déplacements dans le plan :

u,(x) = B;sinhwx + D,x

u,(x)=-B —I—{—‘—sinhwx+D X
2 IK 1
2






Ce qui nous donne les efforts membranaires et de cisaillement :
N, (x) =K, [B, wcoshwx +D, -]

N,(x) = Kz[—B,%wcoshwx+DlJ

2

1,2(

1?(x) = - B,K,w’sinh wx

Deux inconnus B; et D; restent a trouver.

2-Partie soulevée du sol

Toutes les variables dans ceite partie sont distinguées de celles de la partie
précédente par un astérisque (7).

Résolution des équations d'équilibre

La deuxiéme équation d'équilibre nous donne :

S8 dive® +F, =0
=
» 2F
T =3 (x+0a)
e, te,

o est une premiére constante d'intégration.

Le premier systeme d'équations d'équilibre nous donne :

2 v
g IW_ 28 o Lay-o0
dx e +e,
2 =
K, 4%, 28 o-0
dx e +e,
=
u'—ﬂ‘—[x—3+a~—2+a’x+a”
) (e, +e )KL 6 2 ! !
. 2F, x° x> .
u2=—(———— o=+ 0 X + O
e +e,)K,{ 6 2
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. F, (x*
N; = 2%, X tox+a |-€%K,
e te,\ 2
s
N, =- 2K, [Xx + 0X + 0
e +e, 2

Les six conditions aux limites :

A x=¢ Continuité Nj(x) =N;*(x)

N;*(x)=0
N2 *(x)=0

Nous donnent les valeurs des constantes Bi,Dy,of.0),a, ) en fonction des
1.1, 0y, Uy, U, Uy

deux valeurs a. et (' , encore inconnues.

3-Forme de la déformée

Calcul de o :

Elle est calculée, en fonction de ¢ en faisant l'équilibre des forces externes

appliquées a la structure (fig. B-2) :

Imnmﬁ >
R{x) 1‘[3

(B-2): Forces extérieures appliquées a la structure.

Désignons par Ty la réaction ponctuelle du sol appliquée au bord de la dalle,
R(x) celle répartie sur la partie entre O et /. F3 est le poids surfacique propre
de la dalle, que nous considérons uniformément réparti sur toute la longueur
¢ de la dalle.
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Faisons 1'équilibre de toutes ces forces extérieures appliquées a la structure :

Ty+F, £+ [ R(x)dx =0
Avec:

R(x) = -v®(x)
=

T, = [ VO (x)dx - F, ¢

Nous avons démontré, comme dans le chapitre IV, la continuité de l'effort de
cisaillement d'interface au point d'abscisse /.

Or la valeur de v0-1 est donnée par :

(e +e .
d1v(‘——2t1'2)— v +F, =0

2
=
Voi(x)= -2 ;eg K,B,w®coshwx +F,
=
T, = - ;(32 K,B,w?sinhw/’ - F (¢ - ¢’)

Le deuxiéme systéme d'équations de conditions aux limites, dans la partie
entre /' et /, nous donne :

22‘— T () +8. V7 =T,

S22 () 5.1 =0
2

=
€, +e,

5 () = T,

v0.1* étant égal a O dans cette partie détachée du sol.
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=

12" (4) = -B,K,w? sinh wl’ - —22_ (¢~ 1)
el + (32
Or
22 () =28 (44 0)
e, +e,
=

= ﬁi——e—g—BlKlwg sinh w¢’ — ¢’
oF,

En remplacant B par sa valeur calculée dans 'annexe B :

’ 12_ 2

Ktanhwf__ { 1 N 1 +e?Kel+ez _
w 2 K, K, 2F,

o= g

1_KM(L+L)(3'_@
w K, K,

C'est I'expression de la constante o, en fonction de la longueur de contact /',

qui reste a déterminer, en se basant sur les conditions aux limites du
déplacement vertical.

La déformée suivant e

La déformée est donnée par le tracé du déplacement suivant eg, en fonction de

x. Le gradient du déplacement vertical est dans l'expression du comportement
de cisaillement a l'interface :

1.2+ +62

. . €
% =K{u,-u,+-=

graduy)

=

1,2+

e+e . ..
L2 gradu;, = +1,-u,
K
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— "4F3
(e, +e,)
= L1
Kl K2
J_OL; oy 1
K, K, K
M= 0 &
K, K, K
=
4 3 2
u, =-p/1| 2+ 2% )+JX—+MX+(13
24 6 | 2

L'extrémité de la dalle étant en contact avec le sol :

=
4 3 2
U G PR A VY
24 6 2
=
x*=0*) oaf{x®-¢° 2_ 42
u,(x)=-P|1 ( )+ ( ) JE L S M(x~ 1)
24 6

Tous les coefficients de u; sont paramétrés par ¢'.

4-Calcul de la longueur de contact /'

u; s'annule pour deux valeurs de x qui sont f et /' :

u,(/)=0

=
r4 g4 ﬁ/3_ 3 2 __ 2

If ‘ + 0= d +Jf d + M -4)=0
24 6 2

Le remplacement de tous les coefficients par leurs valeurs en fonction de ¢
nous donne la valeur de /.
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ANNEXE C
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COEFFICIENTS DU CALCUL ELASTIQUE

I-CURLING POSITIF

[0— 7]

u,(x) =B, sthX+Dx

u,(x)=-B, ~—smhwx+D b
2

{ N, (x)=K,[B,wcoshwx + D, ]

N,(x)=K, B£WCOShWX+D1—8?}
K

2

1?(x) = -B,K,w” sinh wx

[0 — 1]

3 2
ul(x):———gl—rg—— L YES +oyx+af
(e, +e,)K,| 6 2

3 L2
u;(x)z———Q—L L—Eh—+a;x+a;’
(e, +e,)K,| 6 2
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Conditions aux limites

N (#)=0

:>%~€2+a;=0

62
=>(x{=5

Conditions de continuité

N; () =N, (¢)

Ko (¢-¢)" =K,[B,wcoshw/’ +D, ]
e, +e,

=

N; (f’) = Nz(g/)
F;
e +e,

= - ((-0) =K, |:—B1 B, weoshwt + D, -¢€?
K

2

En additionnant membre 4 membre ces deux équations, on obtient la valeur
de B] :
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_1_+_1_ Fy (g_f’)2=£W3coshwf’Bl+£f
K, K, /e +e, K

R e P
Kwcoshw/' || K, K, je +e,

En remplacant dans la premiére équation, on obtient la valeur de D; en
fonction de B; :

D, = F—S(é - ;Z’)2 - B,wcosh w/¢’
K,(e, +e,)
u, (4) = u, ()
’3 2
— 2F; e / d +of +a|=B,sinhw/ +D ¢
(e,+€,)K,| 6 2
=
K + 13 ’2
of = M[Bl sinhw¢ + D, '] - £ ¢ f +ogt’
2F, 6 2

u;([’) = u2(€1)

ﬂ;S ’2
:,__ﬂ_ - _gf_+a;g'+ag = B, sinh w{’ + D, ¢’
(e, +e,)K,| 6 2
—
K,z(el +ez) grs 5,2
ay =-—2-1_"2'IB, sinhw¢ +D,¢’]- ——+ oyt
2 2F3 2 1 6 2
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H-CURLING NEGATIF

[0— #]:

=B, s1nhwx+D bid

u2(x) =-B, —~—smhwx+D X
2

{ (x)=K choshwx+D —e]

Bl%—wcoshwx+Dlil

2

2 (x) = -B,K,w? sinh wx

[/ — ¢]
. 2F, x* X, "
u (x)=+—""3—|"—+0a—+o;x+0,
) (e, +e,)K,| 6 2
. 2F, x3 x>, .
Uy(x)=—+—23—| —+o—+0,x + 0,
(e, +e,)K,| 6 2
[ 2F, |x? o
Ni(x)= Ll —toax+0 |-&K,
< e, +e, ]
N, (x)=— 261X, ox+a
2 e +e, 2
2 (x) = ——2F2 (x4 o)
e, +e,
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Conditions aux limites

N(9)=0=
o =e’K el+ez—£-—af
1 r+*1 2F3 2
N, (£/)=0=
[2
o, =———of
2 2
=
.2 2
N () = 2L ["— ———océil
e +e,| 2
2 2
STOMEL N F SO
e +e,| 2

Conditions de continuité

NI (¢)=N,(¢)
2F,
€ +e,

[f _ +a€'—f——a£} = Kl[Blwcoshwf’wLD1 ~s?]
2 2

’2 2
- 2F, | ¢ +ag'._£-—0t€ =K, —BlﬁwcoshWE%D1
2 2 K,

En additionnant membre a membre les deux équations, nous obtenons la
valeur de B; :
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F (L+_1_J(g’_£)(€’+€+2a) =B, %ws cosh w{’ —¢?

e +e, | K, K,

-

B = O S [ ey es e+ 20) 460
K,w?coshw/’'| e +e,\ K, K,

La premiére équation nous donne Dj :

D, = —~F3—(£—£’)(£+£’+2a)~B}wcoshw€’+ef
K](el +e,)

6
_ Kl(el + 62)
oF,

2F3 E,S - s p’ 14 0 7 ’
:>———)—K +oc2 + 0o +a]|=DB,sinhw/ + D,/
1

E,S /12
[B,sinhw¢' +D¢']- { g test (xjé’}

2F, ¢ S . y y
:>—E—+—e)—K 6 + O 5 +(12£ + 0, =B251I1hW£ +Dl/'
1 2 /g
K + 3 ’2
:>ot’2':——2(e‘—e22 —BIEI—Sinth’-Fle’ N +o—+ ol
2F, K, 6 2

154






ANNEXE D
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COEFFICIENTS DU CALCUL VISCOELASTIQUE

CURLING POSITIF

K | t( sinhw(x ~u) o, (u) 1 7 K _ .
UI(X):MI_{TL[( 3 " )du—?_([sr(u)du]—K—]Bsmhwx+Cx

u,(x) =_Ii J Sth[X u) de, (u))du}+ 1———K—2)J’sr(u)du+£Bs'mhwx+Cx
K, K,w* J3 K

3
2 2

w 0x

KD LOShW(X u) Je, (u ))du—sr(§)+choshwx}+CK]
0

ox w
K[J‘(COSh w(x - u) de, (u)Jdu— E’(Z() +choshwx}+CK2
! ox w
[j sinh w(x - u) de, (u ))du+va2 sinhwxi]
0 ox
[0 — ¢]:
3 2
X)__EL[X__KE.M;XM;}
(e, - 2)K1 6 2
3 2
U,(Xx) = 25, 5——(—Jroa X+, J.e
(e, +e,)K,| 6 2
e
x4
e +e2 2 j
.2
N, (x)= [L—€x+a }
el+e2 2
- 2Fs
e +e,
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Conditions aux limites

N;(©)=0
€2
:>E—€2+OL; =0

2

, ¢
= o) = —
2
N, (1) =0
52
=—-0+a,=0
fZ
= 0, = —
-
N;(x) = —&—(x - 1)’
e, +e,
N: () = - —2(x = )?
€1+€2

Conditions de continuité

En efforts

FS
€, +e,

(€_21)2 =-K w2

£ _ £

J(COShW (&~ u de, (u))duu——er(; ) +choshw£’}+CK1
w

0

N, (¢) =N, ()

[ coshw(é’—uai—: (u) (1?’)
KL[ w )du o7

—/——+ Bwcoshw/ } +CK,
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En additionnant membre & membre ces deux équations, nous obtenons la
valeur de C:

C=0

En remplacant dans la premiére équation, nous obtenons la valeur de B en
fonction de ¢':

Ly ’ ’
B 1 K (f_é,,)g_”coshw(j —-u) Bar(u))du+£,(i)-l
wcoshw/’ | Kle, +e,) AN w ox wo

En déplacements

u, (£) =, (¢)

=
3 2
_ 2% l:g - 8[— +ol + a;’} =
(e, +e,)K,| 6 2
o ’ L
_K j(smhw(f —u) aer(u))du-j———gr(‘j)dmasmhwf'
K 17 w ox W
=

a,,z_K(el +e,) f’(sinhw(g,_u) agr(u)Jdu_js,(u)du+BsinhW€,
' 2F, A w? ox . w?
+3 72
- L—ég + ol
6 2
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u;(f’) = uz(gl)

=
2F3 (rS g/2

_ __[ ﬂ’ -

(e, +e,)K, {6 5 T2 +a2}

i ’ ’

K J‘(SlnhW(g U) BE( ))du 1= K J’E (u)du+_I_{__Bsn'1hw//
0 aX E K2W7 /0 W K2

—y

o _K(el+e2) j.(smh“](k '-1.1) 88 ( ))du—(l— K2 )jisr(u)du+Bsth£"
2 2F, 0 w ox Kw® 0 w?

’3 2
|4 —Eé +a;€’_]

6 2 ]
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