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Introduction généraleMalgré le développement des puissances des machines de calculs (la puissance desmachines est multipliée par 10 tous les quatre ans, pour le même coût), les simulationsdemandent de plus en plus de temps de calcul et occupent de plus en plus de placemémoire. Ceci rend impossible l'utilisation de tels modèles (dits détaillés) pour des ap-plications de type commande ou pour la résolution de problèmes inverses. Dans ces deuxcas, le besoin d'obtenir des réponses �ables et rapides est primordial. C'est à ce niveauque les méthodes de réduction de modèle jouent pleinement leur rôle.Pour l'utilisation des algorithmes de la théorie de la commande optimale, les modèlesdynamiques d'ordre faible sont particulièrement adaptés. De nos jours, les besoins d'opti-miser le fonctionnement des systèmes est devenu indispensable pour réduire, par exemple,des fonctions de coûts de production ou encore des taux de pollution comme les émissionsdes gaz à e�et de serre. Les industries sont de plus en plus confrontées à ce type de pro-blème : le contrôle commande des processus devient de plus en plus nécessaire. La gestionoptimale d'un système permet d'atteindre un objectif �nal satisfaisant tout en respectantcertaines contraintes.Depuis de nombreuses années, les automaticiens ont développé de nombreuses théo-ries et stratégies de commande. La première étape, lorsqu'on envisage la commande d'unsystème consiste à le modéliser. Cette modélisation permet de décrire et de prédire lecomportement du système lorsque celui-ci est soumis à des sollicitations externes.Dans les domaines de la thermique et de la mécanique des �uides, la modélisationrevient souvent à une discrétisation des équations locales (l'équation de la chaleur et/oules équations de Navier-Stokes) et ensuite à une résolution des équations aux dérivéesordinaires qui en découlent. Cette discrétisation, qui devient de plus en plus �ne pourcomprendre et simuler certains phénomènes jusqu'ici inconnus, implique donc des mo-dèles avec un grand nombre de degrés de libertés.Le but de la réduction de modèle est donc de construire un modèle de petite taille, per-mettant des temps d'exécution très courts et occupant une faible place mémoire. Ils sontparticulièrement adaptés à des applications en temps réel. Ce modèle réduit doit conserverles propriétés des phénomènes physiques étudiés et doit aussi capturer les caractéristiquesessentielles du modèle de référence (modèle détaillé) pour avoir une précision acceptable.1



Introduction généraleIl existe une bibliographie abondante où l'on peut trouver de nombreuses techniquesde réduction de modèles que ce soit pour les systèmes linéaires ou non. Bien que nous n'encitions que quelques unes dans le chapitre suivant, le lecteur intéressé par les techniqueset les commentaires de ces méthodes peut se référer aux revues et articles plus détaillés[91, 62, 11, 44, 23, 79] pour n'en mentionner que quelques uns. Les travaux présentésdans ce mémoire sont consacrés spécialement aux développements les plus récents de laMéthode d'Identi�cation Modale (MIM).L'approche MIM utilise des concepts provenant de la communauté d'automatique.Elle est basée sur la représentation d'état sous forme modale. La MIM a été développéeà l'origine pour identi�er des modèles réduits dans un processus de di�usion thermiquelinéaire à partir de mesures de champ de température par thermographie infrarouge [71].La méthode a ensuite été étendue aux transferts thermiques non linéaires [103, 44, 15].L'apport de cette thèse par rapport aux travaux précédents se situe principalementdans :� la formulation d'une structure de Modèle Réduit (�uide) sur des systèmes d'écoule-ments laminaires incompressibles ;� la formulation d'une structure de Modèle Réduit (thermique) dans le corps descomplexes ;� la formulation des Modèles Réduits comprenant le couplage (faible) du champ devitesse et du champ de température ;� la mise en place de méthode d'optimisation d'ordre zéro (algorithmes génétiques etessaim de particules) pour l'identi�cation de tels modèles ;� une application combinant la théorie du contrôle par retour d'état et un ModèleRéduit.Ainsi ce mémoire est organisé de la façon suivante :Dans le chapitre 1, nous présentons quelques techniques de réduction de modèleen mettant l'accent sur les méthodes qui nous semblent les plus importantes dansle domaine du contrôle, à savoir la réalisation équilibrée, la décomposition orthogo-nale aux valeurs propres (POD 1) avec la projection de type Galerkin et la Méthoded'Identi�cation Modale (MIM). Nous rappelons aussi l'écriture sous forme de repré-sentation d'état, qui est la base de la méthode MIM développée dans ce mémoire.La MIM est ensuite décrite plus en détail, ainsi que les techniques d'optimisationutilisées.Dans le chapitre 2, nous appliquons l'approche MIM à des problèmes de convection-di�usion. Nous proposons la forme modale correspondante du Modèle Réduit Ther-mique (MRT) qui tient compte à la fois des conditions aux limites thermiques etdu champ stationnaire en vitesse. Le cas de l'écoulement incompressible chau�é enamont d'une marche descendante est pris comme exemple d'application.1. Proper Orthogonal Decomposition2



Dans le chapitre 3, la MIM est appliquée à des écoulements laminaires pour des�uides newtoniens incompressibles. Après un rappel des équations de Navier-Stokes,nous proposons la structure du Modèle Réduit � Fluide � (MRF). Dans l'hypothèsede stationnarité, deux con�gurations d'écoulement sont présentées : la cavité entraî-née et l'écoulement le long d'une marche descendante.Le chapitre 4 concerne le couplage de deux Modèles Réduits. L'objectif est l'iden-ti�cation de Modèles Réduits Couplés (MRC) non linéaires, relatifs aux équationsde Navier Stokes et de l'énergie. On s'intéresse ici plus particulièrement à un écou-lement paramétré par un nombre de Reynolds, au champ de vitesse qui en résulte,ainsi qu'au champ de température lorsque des conditions aux limites thermiquestransitoires sont appliquées. À titre d'illustration, l'écoulement de convection forcéele long d'une marche descendante est repris avec des conditions aux limites en tem-pérature et en �ux.En�n, dans le chapitre 5, nous abordons l'aspect de la commande optimale parretour d'état. Ce chapitre concerne plus précisément l'utilisation des MRT dans desapplications de contrôle : il s'agit de déterminer le jeu de paramètres de commandepour contrôler une partie du champ de température, en tenant compte des �uctua-tions des conditions aux limites et de mesures simulées et bruitées. Un des MRTexposés au chapitre 2 est choisi comme application.
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1.1. Introduction
1.1 IntroductionL'utilisation des méthodes de réduction de modèle intervient pour faire face au coûtélevé des simulations numériques de Modèles Détaillés. Ce coût provient de la résolutiondes systèmes matriciels de plus en plus grands. L'utilisation en délai rapide est plus pres-sante lorsqu'il s'agit de résoudre des problèmes d'optimisation (problème inverse ou decommande optimale par exemple). La réduction de modèle o�re une alternative intéres-sante pour l'ingénieur et le chercheur, elle apporte un gain de temps et un gain de placemémoire très signi�catifs comparés au modèle de référence.Beaucoup de techniques de réduction utilisent la représentation d'état des systèmesdynamiques, issue du monde de l'automatique. Dans cette perspective, la connaissanceinstantanée d'un système, est comprise dans un vecteur d'état X(t) comprenant N com-posantes, associé à un vecteur d'état initial X(t0) et un vecteur de commande U(t0, t).Ce vecteur d'état est calculé à chaque instant à travers une relation :

F (X(t),X(t0),U(t0, t)) = 0 (1.1)d'ordre N que nous appelons Modèle Détaillé, où U(t0, t) est un vecteur d'entrée com-portant p composantes et comprenant l'histoire de la commande depuis l'instant t0.L'objectif de la réduction de modèle consiste alors à trouver un état d'ordre faible
x ∈ R

n (où n� N) avec une équation :
Fr (x(t),x(t0),U(t0, t)) = 0 (1.2)appelé Modèle Réduit.On notera par la suite U(t0, t) = U(t).Dans la pratique, l'utilisateur est concerné par des observables compris dans un vecteurde sortie Y (t). La réduction de modèle peut être vue alors de la façon suivante : il s'agitde trouver un Modèle Réduit tel que la sortie du Modèle Réduit y(t) soit très proche decelle du Modèle Détaillé, comme présenté en �gure 1.1 : 7



Chapitre 1. Réduction de modèle
U (t)

Modèle Détaillé
F (X(t),X(t0),U(t)) = 0

X ∈ RN

Modèle Réduit
Fr (x(t),x(t0),U(t)) = 0
x ∈ Rn avec n� N

Y (t)

y(t) ≈ Y (t)

Figure 1.1 � Principe de la réduction de modèle.Nous présentons dans ce qui suit quelques techniques de réduction qui se rattachentà la représentation d'état. L'accent est mis ensuite sur la présentation de la Méthoded'Identi�cation Modale (MIM) ainsi que sur les méthodes d'optimisation qu'elle emploie.1.2 Représentation d'état des systèmes dynamiquesD'une façon générale, trouver une solution à un problème physique revient souvent àformuler, puis à résoudre, un système d'équations aux dérivées partielles. Souvent, la ré-solution analytique des ces équations aux dérivées partielles n'est pas possible. On passealors à une discrétisation spatiale, et les méthodes numériques habituellement utilisées(éléments �nis, di�érences �nies, . . .) conduisent à une représentation matricielle compo-sée de N équations di�érentielles.Dans le principe, une équation aux dérivées partielles sur une variable X (M, t) peuts'écrire sous la forme :
∂X (M, t)

∂t
= L (X (M, t)) (1.3)où L (X (M, t)) est l'opérateur aux dérivées partielles sur l'espace.En plus de la condition initiale et des conditions aux limites, le problème (1.3) aprèsdiscrétisation spatiale peut s'écrire :Trouver X =X (t) ∈ RN tel que :dXdt = A (X,U) ∀t ∈ I

X (0) =X0

(1.4)où :� N est le nombre de degrés de liberté, également appelé ordre du système ;8



1.2. Représentation d'état des systèmes dynamiques� X est le vecteur d'état solution du problème discret, par exemple la variable tem-pérature T sous forme discrète dans le cas de l'équation de la chaleur ;� U est le vecteur regroupant les conditions aux limites et/ou les termes sources ;� A (X,U) est l'opérateur di�érentiel discret décrivant le système d'équations du phé-nomène.Par la suite nous cherchons à décomposer l'opérateur discret A (X ,U) sous laforme :
A (X) = AX +Φ (X) +BU (1.5)où :� A est la matrice de transition d'état, AX étant la partie linéaire de l'opérateur

A (X) ;� Φ (X) est un opérateur représentant la partie non linéaire ;� B est la matrice d'application du vecteur U .La résolution numérique des équations (1.4), après discrétisation temporelle, mène àla solution X cherchée. Dans la pratique, l'utilisateur n'est intéressé que par une partiedu champ. On introduit alors un vecteur de sortie Y de dimension q ≤ N , permettantd'observer la solution X (t) en certains points à travers une matrice de sélection C :
Y = CX (1.6)Si la solution X est observée en tout point du domaine Ω alors C = I et q = N .Le problème (1.4) associé à l'équation (1.5) et à l'équation de sortie (1.6) s'écrit :Trouver X =X (t) ∈ RN ,Y = Y (t) ∈ Rq tels que :dXdt = AX +Φ (X) +BU ∀t ∈ I

X(0) =X0 t = 0
Y = CX ∀t ∈ I

(1.7)Remarques :� Nous détaillerons dans les prochains chapitres comment obtenir cette formulation(1.7) à partir d'un problème physique gouverné par des équations aux dérivées par-tielles.� Dans le cas où les systèmes étudiés sont linéaires, le terme Φ (X) dans l'équation(1.7) est nul.L'objectif de cette section est de présenter un certain nombre de méthodes de Réduc-tion de Modèle qui permettent de traiter des problèmes de commandes et dont le forma-lisme correspond à une représentation d'état permettant de distinguer l'impact des entréessur les sorties via un vecteur d'état. De nombreuses techniques de réduction existent, cha-cune avec ses avantages et ses inconvénients. Selon Antoulas [11], ces techniques deréduction doivent satisfaire les qualités suivantes : 9



Chapitre 1. Réduction de modèle� un écart (entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit) faible et borné ;� la conservation de la stabilité du système ;� la procédure de réduction doit être numériquement stable.Antoulas [11] classe les méthodes de réduction en trois catégories :� celles basées sur la Décomposition aux Valeurs Singulières SVD (Singular ValueDecomposition) ;� celles basées sur une méthode de Krylov ;� celles qui visent à combiner certains aspects de la SVD et des méthodes de Krylov.Parmi les méthodes de réduction, nous nous intéressons ici à celles qui font ressortirun formalisme de représentation d'état, basé sur la distinction des entrées U d'un systèmeet de ses sorties Y , et tout particulièrement à deux méthodes :� la réalisation équilibrée (Balanced Realization) [59, 99, 72] ;� la Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres avec une projection de Galerkin[10, 15, 21].1.3 Méthode de réalisation équilibréePour son formalisme entrée-sortie, et ses propriétés de commandabilité et d'observabi-lité adaptées aux problèmes de contrôle, on s'intéresse tout particulièrement à la méthodede réalisation équilibrée.En reprenant le système (1.7) sous sa forme linéaire (Φ(X) = 0), le système s'écrit :dXdt = AX +BU

Y = CX
(1.8)ce système est caractérisé par les trois matrices A, B et C et noté par S = {A,B,C}.Développée par Moore [66], la méthode de réalisation équilibrée (Balanced Reali-zation) est basée sur la transformation du système dynamique S (1.8) sous forme dereprésentation d'état, en une forme équilibrée : une forme dont le grammien de com-mandabilité Wc (1.9) est égal au grammien d'observabilité Wo (1.11), tous deux étantsolutions des équations de Lyapunov (1.10) et (1.12). Dans ses travaux Moore, [66]dé�nit les grandeurs suivantes :� Le grammien de commandabilitéWc :

Wc =

∫ ∞

0

expAtBBT expAT t dt (1.9)qui est solution de l'équation de Lyapunov :
AWc +WcA

T = −BBT (1.10)et qui quanti�e le degré de commandabilité 2.2. Dé�nition donnée dans le paragraphe 5.2.2 page 14010



1.3. Méthode de réalisation équilibrée� Le grammien d'observabilitéWo :
Wo =

∫ ∞

0

expAT tCTC expAt dt (1.11)qui est solution de l'équation de Lyapunov :
ATWo +WoA = −CTC (1.12)et qui quanti�e le degré d'observabilité 3.Remarque : Pour A stable 4,Wc est dé�ni positif si la paire (A,B) est contrôlable,etWo est dé�ni positif si la paire (A,C) est observable.Le système S = {A,B,C} est dit équilibré si et seulement si les solutions des équa-tions de Lyapunov (1.10) et (1.12) véri�ent :

Wc =Wo = Σ = diag(σi) (1.13)où les σi sont les valeurs singulières de Hankel données par :
σi =

√
λi (WcWo) (1.14)Si le système S = {A,B,C} est contrôlable et observable, il existe alors une trans-formation par changement de base X = T̃ X̃ telle que S

′

=
{
T̃

−1
AT̃ , T̃

−1
B,CT̃

} soitéquilibré : dX̃dt = T̃
−1
AT̃X̃ + T̃

−1
BU

Y = CT̃ X̃
(1.15)La technique de Moore [66] consiste alors à éliminer les états peu contrôlables et peuobservables. Ceci permet donc de construire par troncature un modèle réduit composé de

n vecteurs propres associés aux n plus grandes valeurs propres de Σ [23] :dxdt = Arx+BrU

y = Crx
(1.16)où le système Sr = {Ar,Br,Cr} est une sous partition du système équilibré (1.15), avec

x l'état réduit et y le vecteur de sortie du Modèle Réduit.Pour distinguer les modes dominants, Moore suggère d'utiliser le critère :
[

n∑

i=1

σ2
i

]1/2
�

[
N∑

i=n+1

σ2
i

]1/2 (1.17)3. Dé�nition donnée dans le paragraphe 5.2.1 page 1404. Une matrice est dite stable si toutes ses valeurs propres sont à parties réelles strictement négatives.11



Chapitre 1. Réduction de modèleoù n est cherché de façon récurrente.L'avantage, qui rend cette approche attractive pour la réduction de modèle, est quesa mise en ÷uvre est particulièrement aisée. Une partition quelconque d'une réalisationéquilibrée est toujours stable. Elle possède aussi l'avantage d'avoir une erreur bornéeglobalement [108] :
‖Y − y‖L2

≤ 2

N∑

i=n+1

σi ‖U‖ (1.18)L'inconvénient principal de cette méthode réside dans la résolution des équations deLyapunov (1.10) et (1.12) pour des problèmes de grandes dimensions.
1.4 Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres envue de la réduction de modèle1.4.1 La décomposition orthogonale aux valeurs propresLa méthode qui ressort le plus lors d'une recherche bibliographique pour des systèmesnon linéaires est la décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD), appelée aussiDécomposition de Karhunen-Loève (KLD) ou Analyse des Composantes Principales(PAC).La POD fut introduite dans le domaine de la mécanique des �uides par Lumley [63],dans le but d'identi�er les structures cohérentes 5 d'un écoulement turbulent. Elle a étéappliquée ensuite dans de nombreux domaines, comme en traitement d'images [56], engénie chimique [70] ou aussi en mécanique des �uides [9, 8, 10, 14] notamment pour desproblèmes de contrôle [51, 22, 80].Parmi les di�érentes variantes de la POD, la POD classique introduite par Lumley[63], consiste à chercher, sous les hypothèses de stationnarité et d'ergodicité 6, une basede modes qui approche au mieux en moyenne une réalisation v(M , t), avec M ∈ Ω lavariable d'espace et t ∈ I la variable temporelle.D'un point de vue mathématique, la détermination de ces modes consiste à chercherà maximiser la moyenne de projection du signal v sur la base constituée des vecteurspropres Φ :

max
Ψ∈H∗

〈(v,Ψ)〉

(Ψ,Ψ)
=

〈(v,Φ)〉

(Φ,Φ)
(1.19)5. Un motif qui apparaît de manière répétée dans l'écoulement.6. L'hypothèse d'ergodicité permet de confondre la moyenne statistique et la moyenne temporelle.12



1.4. Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres en vue de la réduction de modèleoù H∗ = H \ {0}, et H est l'espace muni du produit scalaire (•, •) et 〈•〉 désigne l'opéra-teur moyenne.De nombreux travaux [21, 102] montrent que le problème de maximisation (1.19) seramène à la résolution d'un problème aux valeurs propres. On cherche donc Φ dans H∗solution du problème :
〈(Φ, v)v〉 = λΦ (1.20)Dans le cas où on se place dans un espace L2(Ω) 7, le produit scalaire est alors dé�nipar :

(f , g) =

∫

Ω

f (M) · g(M) dM (1.21)le problème (1.20) peut être alors reformulé comme une équation intégrale de Fredholm :
∫

Ω

R(M ,M
′

)Φ(M
′

)dM ′

= λΦ(M) (1.22)où R(M ,M
′

) =
〈
v(M , t)⊗ v(M

′

, t)
〉 est le tenseur des corrélations spatiales.En fonction du choix de l'opérateur de moyenne 〈•〉 utilisé, di�érentes approches dela POD peuvent être obtenues. On s'intéressera dans ce qui suit aux deux approches lesplus utilisées : la POD classique (�1.4.1.1) et la POD � snapshot � (�1.4.1.2)1.4.1.1 POD classiqueIntroduite par Lumley [63], la POD classique considère l'opérateur moyenne 〈•〉comme une moyenne temporelle :

〈•〉 =
1

T

∫ T

0

• dt (1.23)Les modes propres obtenus par résolution de l'équation intégrale de Fredholm sontorthogonaux et toute réalisation v peut être écrite sur la base des fonctions propres :
v(M , t) =

∞∑

i=1

ai(t)Φi(M) (1.24)où les coe�cients temporels ai(t) sont obtenus par projection de v sur la base (Φi) :
ai(t) = (v(t),Φi) (1.25)Ces coe�cients de projections sont non corrélés et leurs valeurs moyennes sont lesvaleurs propres λi :
〈aiaj〉 = δijλi (1.26)D'autres propriétés de la POD classique sont discutées dans [15, 21, 61].7. L2 est un espace hilbertien des fonctions à valeurs réelles de carré sommable telles que :
∫

Ω

|f(x)|
2 dx <∞ 13



Chapitre 1. Réduction de modèle1.4.1.2 POD snapshotPour des problèmes de grande dimension (maillage très �n, problème 3D) la méthodePOD classique peut s'avérer très coûteuse lors du calcul du tenseur des corrélations spa-tiales R(M ,M
′

).C'est la raison pour laquelle Sirovich [95, 96, 97] a introduit la méthode des Snap-shots. La POD snapshot considère que seulement K réalisations (snapshots) non corréléessont su�santes pour décrire d'une manière satisfaisante la dynamique observée.L'opérateur moyenne de la POD snapshot di�ère de la POD classique, dans le sens oùil correspond à une moyenne spatiale évaluée sur tout le domaine :
〈•〉 =

∫

Ω

• dM (1.27)Soit alors {v(M , ti)}i=1,...,K l'ensemble des K réalisations. Le principe de la PODsnapshot est de chercher en premier lieu les coe�cients a(ti) {i = 1, . . . , K} tels que :
Φ(M) =

K∑

i=1

a(ti)v(M , ti) (1.28)On montre que [21, 7, 102], dans la méthode snapshot POD, on se ramène à un nouveauproblème aux valeurs propres, de dimension K :
1

K

K∑

k=1

Cikak = λai ∀i = 1, . . . , K (1.29)où Cik est le tenseur des corrélations temporelles :
Cik = (v(ti), v(tk)) ∀i, k = 1, . . . , K (1.30)En général le premier mode représente le champ moyen. Les modes suivant repré-sentent les contributions de l'écart à la moyenne.La principale caractéristique de la POD est son optimalité énergétique. En e�et, trèspeu de modes su�sent pour capturer l'essentiel de l'énergie. On peut citer l'exempled'Allery [9] où 4 modes sur 100 capturent 99,9 % de l'énergie dans le cas d'un écou-lement à travers un di�useur. Liberge [61], dans son application d'écoulement autourd'un cylindre à Re = 200, constate que 7 modes sur 20 su�sent à reconstruire la solutionavec une erreur inférieure à 1 %.1.4.2 La projection POD-GalerkinL'optimalité énergétique de la base POD permet ainsi, en utilisant une projectionde type Galerkin des équations aux dérivées partielles, de construire des systèmes dyna-14



1.5. Méthode d'Identi�cation Modalemiques d'ordre faible.Comme l'a rappelé Bui-Thanh [27], il convient de noter que la propriété d'optimalitéde la POD n'est relative qu'aux données reconstruites et ne concerne pas la solution d'unmodèle réduit basé sur la POD.Le premier Modèle Réduit POD-Galerkin capable de reproduire un écoulement tur-bulent a été présenté dans le papier pilote d'Aubry [14] en 1988. Elle a construit unmodèle d'ordre faible pour décrire la dynamique des structures cohérentes pour un écou-lement sur une paroi à l'intérieur d'un canal. Depuis cet article, la réduction de modèlepar POD-Galerkin a été appliquée à di�érentes con�gurations en mécanique des �uides,par exemple à la couche limite en proche paroi [81, 82], à l'écoulement dans un canal[33, 76] ou à l'écoulement dans une cavité entraînée [28] et, récemment, à l'écoulement lelong d'une marche descendante [10].Dans le cas des équations de Navier-Stokes, de nombreux auteurs [7, 61, 102] montrentque la projection de type Galerkin donne un système dynamique d'ordre réduit n s'écrivantsous la forme : daidt = Di +
n∑

k=1

n∑

j=1

akajCkji +
n∑

j=1

Aijaj (1.31)On peut citer aussi les travaux de Balima [15, 16] pour une application sur un pro-blème instationnaire de conduction non linéaire dans laquelle il a mis en place la POD-Galerkin sous forme de représentation d'état :daidt = (BU)i +
n∑

k=1

n∑

j=1

akajCkji +
n∑

j=1

Aijaj (1.32)On retrouve bien un système dynamique non linéaire d'ordre réduit, représenté pardes équations di�érentielles ordinaires contenant un opérateur linéaire A ainsi qu'un opé-rateur non linéaire C, ici quadratique.D'autres approches de réduction telles que la POD équilibrée ont été proposées parWilcox [108] et Rowley [89]. L'idée principale de la POD équilibrée est d'obtenir pourdes systèmes linéaires de grande dimension une approximation de la réalisation équilibrée,en considérant des snapshots des gramiens empiriques sans devoir calculer les gramienseux-mêmes.1.5 Méthode d'Identi�cation ModaleIl existe de nombreuses méthodes de réduction basées sur l'espace modal ; ces méthodess'appuient sur un changement de base pour trouver une forme modale du Modèle Détaillé(1.7). 15



Chapitre 1. Réduction de modèle1.5.1 Forme modale des équations de représentation d'étatReprenons l'équation d'état non linéaire (1.7) :Trouver X =X (t) ∈ RN ,Y = Y (t) ∈ Rq tels que :dXdt = AX +Φ (X) +BU ∀t ∈ I

X(0) =X0 t = 0
Y = CX ∀t ∈ I

(1.33)avec A ∈ R(N,N), Φ ∈ RN , B ∈ R(N,p) et C ∈ R(q,N) où p est le nombre d'entrées et q lenombre de sorties.Le principe est de reformuler l'équation du Modèle Détaillé (1.33) par un changementde base qui fait intervenir les vecteurs propres de la matrice A (c'est-à-dire la partie li-néaire de l'opérateur discret A ( 1.4 page 8)). Nous mettons en ÷uvre dans ce qui suit lesdi�érentes étapes pour obtenir la forme modale du système (1.33).Imaginons que l'on résolve le problème aux valeurs propres associé à la matriceA. Soit
M et F respectivement la matrice des vecteurs propres et la matrice des valeurs propresde A. On a alors :

F =M−1AM (1.34)soit le changement de variable :
X =MX∗ (1.35)L'introduction du changement de variable (1.35) dans (1.33) permet de réécrire leproblème (1.33) :Trouver MX∗ =MX∗ (t) ∈ RN ,Y = Y (t) ∈ Rq tels que :d(MX∗)dt = AMX∗ +Φ (MX∗) +BU ∀t ∈ I

Y = CMX∗ ∀t ∈ I
MX∗(0) =MX∗

0 t = 0

(1.36)En multipliant (1.36) à gauche parM−1 et en utilisant l'équation (1.34) on obtient :Trouver X∗ =X∗ (t) ∈ RN ,Y = Y (t) ∈ Rq tels que :dX∗dt = FX∗ +M−1Φ (MX∗) +GU ∀t ∈ I

Y =HX∗ ∀t ∈ I
X∗ =X∗

0 t = 0

(1.37)où
G =M−1B (1.38)et
H = CM (1.39)16



1.5. Méthode d'Identi�cation ModaleL'originalité de l'approche [44, 15] consiste à introduire un vecteur traduisant les non-linéarités Z (X∗) et une matrice Σ tels que :
ΣZ (X∗) =M−1Φ (MX∗) (1.40)Cette transformation permet d'exprimer la non linéaritéM−1Φ (MX∗) dans une basede fonctions polynomiales qui dépendent des éléments X∗ (i), i = 1, ..., N .Dans cette transformation, les éléments de la base constituent les composantes duvecteur Z (X∗) et les éléments de la matrice Σ sont les coe�cients de projection de

M−1Φ (MX∗) dans cette base [15].En tenant compte de la relation (1.40), le problème (1.37) devient :Trouver X∗ =X∗ (t) ∈ RN ,Y = Y (t) ∈ Rq tels que :dX∗dt = FX∗ +ΣZ (X∗) +GU ∀t ∈ I

Y =HX∗ ∀t ∈ I
X∗ =X∗

0 t = 0

(1.41)La nouvelle structure du système (1.41) est appelée forme modale du Modèle Détaillé(1.7). Elle est relative aux matrices F ∈ R(N,N),Σ ∈ R(N,dim(Z)),G ∈ R(N,p) etH ∈ R(q,N).La forme modale o�re l'avantage, dans le cas linéaire, d'avoir N équations découplées.La taille de la matrice Σ dépend de la dimension de Z (X), avec dimΣ = (N, dimZ).Nous montrerons dans les prochains chapitres comment exprimer l'opérateur Z (X∗) etsa dimension en fonction de la non linéarité traitée. En général si N est grand, la dimen-sion de Σ est très grande, rendant ainsi inintéressante la formulation (1.41) en ModèleDétaillé. Ceci ne sera pas le cas pour un Modèle Réduit d'ordre n avec n� N .Parmi les méthodes de réduction modale dans le cas linéaire (Σ = 0), on peut citer :� la plus simple à mettre en ÷uvre, la méthode de Marshall [64] qui consiste à conser-ver les n plus grandes valeurs propres ;� la méthode d'Agrégation [12] qui di�ère de la méthode deMarshall par son critèrede sélection des modes ; en e�et il s'agit de classer les valeurs propres en fonction dupotentiel énergétique des modes. Le principe consiste à imposer une relation linéaireentre les états du Modèle Détaillé et du Modèle Réduit x = LX , où L de dimension
(n,N) dépend de la contribution énergétique de chaque mode dans la reconstructiondes sorties ;� la méthode d'amalgame modal [69] qui utilise une partition de l'espace modal en nsous-espaces. Chacun de ces sous-espaces contient un mode dominant qui est ensuiteassocié à quelques modes dits � mineurs � pour former un pseudo-mode appelé modeamalgamé. Ces n modes amalgamés forment le Modèle Réduit.Une autre formulation modale, permettant de traiter des phénomènes thermiques nonlinéaires, se situe dans la technique de réduction par � modes de branches � [53] qui peut17



Chapitre 1. Réduction de modèleêtre également associée à la méthode de Marshall [67] ou à la méthode d'amalgamemodal [105, 78].Ces méthodes s'appuient donc sur des critères de dominance pour choisir les n valeurspropres parmi les N existantes. Leur inconvénient majeur est qu'elles nécessitent le calculdes valeurs et des vecteurs propres de la matrice de transition d'état A.La Méthode d'Identi�cation Modale repose sur une approche di�érente : plutôt quede calculer les N valeurs propres, puis de sélectionner les n valeurs propres dominantes,la détermination du Modèle Réduit repose sur l'identi�cation d'un Modèle Réduit sousforme modale avec les n valeurs propres associées.1.5.2 Historique de la Méthode d'Identi�cation ModaleLa méthode de réduction de modèle utilisée dans ce travail est basée sur la Méthoded'Identi�cation Modale. Cette méthode permet d'obtenir un modèle dynamique d'ordrefaible à partir de données. Ces données peuvent provenir soit de simulations issues de mo-dèles de référence, soit de mesures réelles issues d'une expérimentation. La méthodologieest la même dans les deux cas.Cette approche est développée depuis plusieurs années dans notre laboratoire. Initiale-ment, elle a été développée pour analyser les modes d'un processus de di�usion thermiqueà partir de données mesurées par thermographie infrarouge [71]. Elle a été ensuite em-ployée par Petit [73] dans le but d'identi�er des modèles linéaires d'ordres réduits.Dans le cadre de la thèse de Hachette [50, 75, 74], la technique de réduction demodèle linéaire a été améliorée en introduisant le principe de superposition : des ModèlesRéduits Élémentaires ont été étudiés. Le couplage de Modèles Réduits par une techniquede �ux d'interface a été également traité.Dans les travaux de Videcoq [103, 107, 106], toujours sous l'hypothèse de linéarité,les Modèles Réduits ont été utilisés pour résoudre des problèmes inverses en conductionthermique : identi�cation de densité de �ux et de sources thermiques à partir de mesuressimulées ou réelles.Dans les travaux de Girault [44] la méthode a été modi�ée pour identi�er des Mo-dèles Réduits dans le cadre de problèmes de conduction thermique non linéaires pourlesquels la conductivité variait avec la température [48, 47]. Plusieurs applications dans larésolution de problèmes inverses ont été également présentées : en convection forcée [46]et en conduction non linéaires [47], où le but était d'estimer des conditions aux limites(densité de �ux et température). Une formulation de la méthode en convection naturellea également été proposée [45].Dans une phase plus récente, dans les travaux de Balima [15], la méthode a été amé-liorée par la mise en place de la méthode de l'état adjoint et des équations de sensibilité18



1.5. Méthode d'Identi�cation Modalepour le calcul du gradient permettant l'identi�cation. Une formulation a été proposée pourdes systèmes conductifs avec des conditions aux limites radiatives [17] et une comparaisona été e�ectuée entre la Méthode d'Identi�cation Modale et la méthode POD-Galerkin surun système instationnaire de di�usion non linéaire [16]. Une première approche de réduc-tion de modèle dans des écoulements incompressibles stationnaires laminaires a égalementété proposée [18], sur la base des variables fonctions de courant/vorticité (ψ, ω).Le problème d'identi�cation d'un Modèle Réduit en utilisant la Méthode d'Identi�ca-tion Modale se pose en deux grandes étapes :� le choix d'une structure (paramétrique) du Modèle Réduit à partir de la forme duproblème physique ;� l'estimation des paramètres de ce modèle à travers la résolution d'un problèmed'optimisation.1.5.3 Structure du Modèle RéduitOn a dé�ni dans la section 1.5.1 la forme modale du Modèle Détaillé. L'idée consistemaintenant à dé�nir une structure du Modèle Réduit analogue à celle de la forme modaledu Modèle Détaillé (1.41) mais avec n� N équations. Le problème dé�nissant le ModèleRéduit s'écrit donc :Trouver x = x (t) ∈ Rn,y = y (t) ∈ Rq tels que :dxdt = Fx+ΣZ (x) +GU ∀t ∈ I

y =Hx ∀t ∈ I
x = x0 t = 0

(1.42)où :� x ∈ Rn est la variable d'état réduite ;� F ∈ R
(n,n) est la matrice diagonale contenant les n valeurs propres ;� Σ ∈ R(n,dim(Z(n))) est la matrice de non linéarité ;� U ∈ Rp est le vecteur d'entrée du Modèle Réduit (identique au vecteur d'entrée Ude (1.41)) ;� G ∈ R(n,p) est la matrice d'application du vecteur U ;� H ∈ R(q,n) est la matrice d'observation ;� y ∈ Rq est le vecteur de sortie approché y ≈ Y .L'ensemble des matrices peut être regroupé dans un vecteur θ = [F ,Σ,G,H ] quireprésente le vecteur des paramètres du Modèle Réduit. Il est constitué de l'ensemble descomposantes des matrices et des vecteurs qui interviennent dans les équations du Modèle19



Chapitre 1. Réduction de modèleRéduit.Dans la matrice diagonale F , on trouve des modes dits dominants du système étudié.La Méthode d'Identi�cation Modale repose sur l'identi�cation des paramètres θ du ModèleRéduit permettant aux équations (1.42) de reproduire de manière satisfaisante la sortiedu Modèle Détaillé (1.41) et ce, avec un ordre réduit n� N .1.5.4 Identi�cation des paramètres du Modèle RéduitLe vecteur des paramètres θ est identi�é par la résolution d'un problème d'optimisa-tion. Le problème d'optimisation consiste à chercher le vecteur des paramètres optimal θ̄minimisant la norme d'un critère J . Le critère J est basé sur l'écart e entre la réponse
Y du Modèle Détaillé et la réponse y du Modèle Réduit, pour un même signal d'entrée
U . Ce signal d'entrée U doit couvrir l'ensemble des phénomènes physiques du problème.On dé�nit l'écart par :

e = Y − y (1.43)La norme L2 de l'écart est la plus courante, ainsi, le problème d'identi�cation se ramèneà la minimisation du critère quadratique :
J (θ) = ‖e‖L2

= [Y − y (θ)]T [Y − y (θ)] (1.44)Remarque : dans la pratique, on n'a pas besoin de connaître les matrices du ModèleDétaillé : seules les données provenant du Modèle Détaillé sont nécessaires.Le problème d'optimisation qui permet d'identi�er les paramètres s'écrit alors :Trouver θ̄ ∈ R
dim(θ) tel que :

θ̄ = arg [minJ (θ)]
(1.45)où dim (θ) dépend implicitement de l'ordre n du Modèle Réduit, de la dimension p duvecteur d'entrée U et de la dimension q du vecteur de sortie y :

dim θ = n+ n× dim (Z (n)) + n× p+ n× q (1.46)Pour résoudre le problème (1.45), il est nécessaire d'introduire une méthode d'optimi-sation. Tout d'abord on remarque dans le système (1.42) que le vecteur de sortie y estlinéaire par rapport à la matrice H . Ainsi, une fois que le vecteur d'état réduit x estdéterminé pour F , Σ et G donnés et pour chaque vecteur d'entrée U , la matriceH peutêtre obtenue directement par une méthode de moindres carrés linéaires :
HT =

(
χ χT

)−1
χ ΥT (1.47)où ΥT =

[
y1,y2, . . . ,yl

] et χT =
[
x1,x2, . . . ,xl

], avec pour chaque l simulation
y1 = Hx1

y2 = Hx2... ...
yl = Hxl

(1.48)20



1.5. Méthode d'Identi�cation ModaleCeci permet de scinder le problème d'identi�cation en deux parties :� une partie non linéaire portant sur F , Σ et G ;� une partie linéaire portant sur H .Concernant l'identi�cation des composantes des matrices F , Σ et du vecteur G, l'utili-sation d'une méthode itérative de programmation non linéaire de type Quasi-Newton ouune méthode stochastique est nécessaire. Dans ce qui suit, le vecteur de paramètres θreprésente les composantes à identi�er, autant pour les méthodes de programmation nonlinéaire, que pour les méthodes stochastiques :
θ = [F ,Σ,G] (1.49)En résumé, la Méthode d'Identi�cation Modale comporte donc deux étapes :� La première consiste à dé�nir la structure du Modèle Réduit. En partant des équa-tions aux dérivées partielles décrivant le problème physique, les méthodes de dis-crétisation permettent de dé�nir la structure sous forme représentation d'état duModèle Détaillé. Finalement, la structure du Modèle Réduit est choisie similaire àcelle du Modèle Détaillé sous forme modale.� Une fois la structure du Modèle Réduit établie, l'étape suivante consiste à identi�erles paramètres du Modèle Réduit à travers la minimisation d'un critère quadratique.Ce critère est bâti sur l'écart entre les réponses du Modèle Détaillé et celles du Mo-dèle Réduit pour un même signal d'entrée.Il faut noter qu'aucune information géométrique et aucune propriété physique n'appa-raît explicitement dans le Modèle Réduit. Toutes ces informations sont en fait contenuesdans les données utilisées pendant la procédure d'identi�cation et donc implicitementtransmises au Modèle Réduit via les simulations ou les mesures réelles.Pour la Méthode d'Identi�cation Modale au même titre que la POD-Galerkin, la me-sure de l'erreur commise par le Modèle Réduit est obtenue uniquement pour les donnéesutilisées dans la procédure d'identi�cation. Ceci ne pose pas de problème dans le cas deModèles Réduits linéaires, où le principe de superposition permet de quanti�er l'erreurpour n'importe quelle autre entrée. Pour des Modèles Réduits non linéaires, une erreursu�samment faible obtenue pour un signal � su�samment riche �, permet d'espérer maissans aucune garantie que l'erreur commise par le Modèle Réduit reste faible pour un autresignal d'entrée.Cependant, si la solution du Modèle Détaillé est disponible pour n'importe quelle en-trée, on peut toujours analyser la qualité des Modèles Réduits par le calcul a posterioride l'erreur.Le principe général de la procédure de l'identi�cation modale est résumé dans le schéma1.2 :

21



Chapitre 1. Réduction de modèle
Entrée connue

U(t)

MODÈLE DÉTAILLÉ (MD)de dimension N
MODÈLE RÉDUIT (MR)

x ∈ Rn, n� N
dx
dt

= Fx+ΣZ (x) +GU(t)
y =Hx

sortie (MD)
Y (t) ∈ Rq

sortie (MR)
y(t) ∈ Rq

Critère d'écart quadratique :
j(F ,Σ,G,H)

Algorithmes de minimisation :�moindres carrés linéaires pour H�programmation non-linéaire pour F ,Σ et GProcédure itérative
Figure 1.2 � Principe de la Méthode d'Identi�cation Modale.1.6 Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Mé-thode d'Identi�cation ModalePour résoudre le problème d'optimisation (1.45), on dispose des méthodes itérativesdites :1. de type gradient, qui s'appuient sur une étude locale du critère quadratique J . Cesméthodes déterministes de descente nécessitent une évaluation simultanée du critèreainsi que de ses dérivées par rapport aux paramètres ;2. d'ordre 0 (stochastiques ou déterministes) ne nécessitant aucune information concer-nant l'étude di�érentielle locale du critère J .1.6.1 Méthodes de type gradientEn plus de l'évaluation de J , les méthodes d'ordre 1 nécessitent le calcul du gradientde J à chaque itération. Pour des fonctions convexes, les méthodes de gradient convergentsans problème vers la solution quelque soit l'initialisation. Par contre, si le critère J pré-sente des minima locaux, alors la solution obtenue dépendra du jeu initial des paramètres.1.6.1.1 Le principe de la méthode de NewtonLa méthode de Newton est un algorithme itératif qui permet de trouver des approxi-mations d'un zéro d'une fonction.22



1.6. Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Méthode d'Identi�cation ModaleIci, on cherche à obtenir la condition d'Euler :
∇J

(
θ̄
)
= 0 (1.50)La méthode de Newton consiste à linéariser la fonction en un point et à prendre lepoint d'annulation de cette linéarisation comme approximation du zéro recherché. Les ap-proximations successives obtenues convergent généralement avec une vitesse quadratiquevers le vrai zéro de la fonction.Ici, ∇J (θi) est remplacé par son approximation linéaire (formule de Taylor) autourde θi :

∇J
(
θi+1

)
= ∇J

(
θi
)
+∇2J

(
θi
)
di + o

(∥∥di
∥∥) (1.51)où ∇2J est la matrice Hessienne de J .On veut avoir ∇J

(
θi+1

) le plus petit possible c'est-à-dire, si on néglige o (∥∥di∥∥), diest solution de :
∇J

(
θi
)
+∇2J

(
θi
)
di = 0 (1.52)donc :

di = −
[
∇2J

(
θi
)]−1

∇J
(
θi
) (1.53)Pour calculer θi+1 la méthode de Newton revient donc à :� calculer :

di = −
[
∇2J

(
θi
)]−1

∇J
(
θi
) (1.54)� puis poser :

θi+1 = θi + di (1.55)Remarques :� Pour résoudre (1.54), il faut à chaque itération disposer de J
(
θi
), ∇J

(
θi
) et

∇2J
(
θi
). Or si le système est très grand, le calcul de la matrice Hessienne (∇2J

(
θi
))et de son inverse ([∇2J

(
θi
)]−1) peut être une opération très coûteuse en temps decalcul.� di n'est pas forcément une direction de descente. Elle ne l'est que si la matriceHessienne ∇2J

(
θi
) est dé�nie positive.1.6.1.2 Le principe de la méthode de Quasi-NewtonA�n de surmonter les di�cultés propres à la méthode de Newton (calcul de la matriceHessienne et de son inverse), des méthodes alternatives dites de type Quasi-Newton ontété développées. Le principe des méthodes de Quasi-Newton est d'approcher la matriceHessienne ∇2J

(
θi
) par une matrice d'approximation beaucoup plus simple à calculer

Bi. La direction de descente di est alors construite par :
di = −

(
Bi
)−1

∇J (θi) (1.56)et la solution à l'itération i+ 1 est donnée par :
θi+1 = θi + ρidi (1.57)23



Chapitre 1. Réduction de modèleavec Bi ≈ ∇2J (θi) est l'approximation de la matrice Hessienne du critère J , mise à jourà chaque itération, et ρi est le pas à e�ectuer (le long de la direction de descente di) pourdiminuer su�samment le critère J .Plusieurs approches ont été développées pour calculer cette approximation. Parmielles, l'approche la plus stable numériquement dite de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) [65] où l'approximation du Hessien est donnée par :
Bi+1 = Bi +

γi γiT

γiTsi
−
Bisi siTBi

siTBisi
(1.58)avec si = θi+1 − θi et γi = ∇J i+1 −∇J i.Pour chaque itération i, on calcule l'approximation de l'inverse du Hessien, qui permetensuite de déduire la direction de descente.1.6.1.3 Problème de l'état adjoint et calcul du gradientLe calcul du gradient du critère J est e�ectué par la méthode de l'état adjoint [39, 52].Cette méthode permet de mettre en ÷uvre des algorithmes à faible coût par rapport à uneméthode de type di�érence �nie, car seul le problème adjoint (linéaire) doit être résolu enplus du problème réduit (1.42).On se base ici sur une une formulation lagrangienne pour établir les équations duproblème adjoint. À partir du problème d'optimisation, décrit par les équations (1.45),on considère la formulation lagrangienne dé�nie par :

L (x, θ,λ) = J (θ) +
(
L1 (x, θ) ,λ

)
Rn×I (1.59)où L1 est l'équation de contrainte sur la variable d'état x dé�nie par :

L1 (x, θ) =
dxdt − Fx−ΣZ (x)−GU = 0 (1.60)et λ est la variable adjointe associée à l'équation de contrainte. Dans (1.59) le produitscalaire (., .)

Rn×I est dé�ni par :
(a, b)

Rn×I =

∫

I

n∑

i=1

aibi dt (1.61)On remarque que l'équation de contrainte est par dé�nition toujours nulle, ce qui nousmène à une égalité entre le lagrangien L et le critère J .On dé�nit les sensibilités x̂, obtenues à travers le calcul des dérivées directionnellespar rapport aux composantes du vecteur des paramètres θ :
x̂ (θ, δθ) = lim

ε→0

x (θ + εδθ)− x (θ)

ε
(1.62)24



1.6. Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Méthode d'Identi�cation ModaleLa di�érentiation de L1 permet d'écrire :
∂L1

∂θ
× δθ = −

∂L1

∂x
× x̂ (1.63)et la di�érentiation du lagrangien L (1.59) par rapport à θ s'écrit :

∂L

∂θ
× δθ =

(
∂J

∂θ
, δθ

)
+

(
∂L1

∂θ
× δθ,λ

)

Rn×I

(1.64)et en tenant en compte de (1.63) l'équation (1.64) devient :
∂L

∂θ
× δθ =

(
∂J

∂θ
, δθ

)
−

(
∂L1

∂x
× x̂,λ

)

Rn×I

(1.65)La condition nécessaire d'optimalité pour que θ soit solution du problème d'optimisa-tion (1.45) s'écrit :
J

′

(θ) .δθ =

(
∂J

∂θ
, δθ

)
+

(
∂J

∂x
, x̂

)
= 0 ∀δθ (1.66)Nous choisissons λ de sorte que :

∂L

∂θ
× δθ = J

′

(θ) .δθ (1.67)ceci implique que λ doit véri�er :
(
∂L1

∂x
× x̂,λ

)
+

(
∂J

∂x
, x̂

)
= 0 (1.68)Par transposition dans le produit scalaire, on obtient le problème adjoint :

((
∂L1

∂x

)∗

× λ, x̂

)
+

(
∂J

∂x
, x̂

)
= 0 (1.69)soit, si x̂ 6= 0 : (

∂L1

∂x

)∗

× λ+
∂J

∂x
= 0 (1.70)Dans les équations (1.70), l'exposant (∗) désigne la transposée des opérateurs. L'équa-tion (1.70) constitue l'équation de la variable adjointe. Lorsque l'équation L1 décrivant leModèle Réduit est donnée par (1.42), alors le problème adjoint s'écrit [39] :Trouver λ = λ (t) ∈ Rn tel que :

−
∂λ

∂t
− F Tλ− Z̃

T
ΣTλ+

∂J

∂x
= 0 ∀t ∈ I

λ = 0 t = tf

(1.71)25



Chapitre 1. Réduction de modèleoù Z̃ est le jacobien de Z (x) par rapport à x. Le problème adjoint (1.71) doit êtrerésolu de manière rétrograde. Ainsi pour que le problème adjoint (1.71) soit bien posé, ilfaut le munir d'une condition terminale.Une fois la variable adjointe déterminée (équation (1.71)), les composantes du gradientde J sont déduites par simple somme de produits scalaires :
J

′

(θ) .δθ = (∇J (θ) , δθ) =

(
∂L1

∂θ
× δθ,λ

)
+

(
∂J

∂θ
, δθ

) (1.72)Si le critère J ne contient pas de terme de pénalisation (J ne dépend pas explicitementdes composantes de θ), alors ∂J
∂θ

= 0 et (∇J (θ) , δθ) =
(

∂L1

∂θ
× δθ,λ

)
∀δθ.1.6.1.4 Algorithme globalNous résumons dans l'Algorithme 1 le processus d'identi�cation du vecteur des pa-ramètres θ des Modèles Réduits dans la Méthode d'Identi�cation Modale. Les critèresd'arrêt utilisés sont dé�nis ci-dessous.

n = 0, n l'ordre du Modèle Réduit;répéter
n = n+ 1;Soit i = 0, initialiser θ0. Choisir une matrice B0 dé�nie positive;répéterDéterminer x solution de (1.42);Estimer H par moindres carrés (1.47);Calculer J (1.44);Déterminer λ (1.71);Calculer ∇J (1.72);Construire la direction di = −Bi∇J

(
θi
) et trouver θi+1 au minimum de

J
(
θi + di

);Poser si = θi+1 − θi et calculer γ i = ∇J
(
θi+1

)
−∇J

(
θi
) pour actualiserla matrice Bi (mise à jour BFGS);

i = i+ 1;jusqu'à Test d'arrêt 1 ;jusqu'à Test d'arrêt 2 ;Algorithme 1 : Méthode d'Identi�cation ModaleTest d'arrêt 1 : Ce critère est utilisé pour arrêter l'itération pour un ordre n �xé duModèle Réduit, lorsque on trouve le minimum de J (c'est-à-dire ‖∇J ‖
∞

≤ ε) oulorsque le nombre maximal d'itérations est atteint (c'est-à-dire i = imax).Test d'arrêt 2 : Le test d'arrêt 2 permet d'arrêter l'incrémentation de l'ordre duModèle Réduit lorsque :26



1.6. Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Méthode d'Identi�cation Modale� on atteint une stabilisation globale de J c'est à dire :
J
(
θ̄
n)

− J
(
θ̄
n+1
)

J
(
θn+1

) ≤ ε (1.73)où ε est un paramètre �xé par l'utilisateur ;� ou lorsque l'erreur quadratique σ atteint, soit une précision demandée par l'uti-lisateur dans le cas où les données du Modèle Détaillé sont obtenues par des si-mulations, ou l'ordre de grandeur de la précision des mesures lorsque les donnéessont issues de manipulations expérimentales.1.6.2 Méthodes d'ordre 0Ces méthodes se basent sur une exploration globale du critère à partir d'un certainnombre d'estimations. Elles ne nécessitent pas de calcul de gradient et elles permettent demieux résoudre les problèmes présentant des minima locaux. Leur principal inconvénientest la nécessité d'évaluer le critère J un grand nombre de fois ce qui les rend coûteuses entemps de calcul. Parmi les méthodes d'ordre 0 on peut citer les Algorithmes Génétiques(AG) et l'Optimisation par Essaim de Particules (OEP)1.6.2.1 Optimisation par Essaim de ParticulesL'Optimisation par Essaim de Particules [31] est une méthode d'optimisation stochas-tique. L'algorithme a été décrit pour la première fois en 1995 parKennedy et Eberhart,sous le nom de Particle Swarm Optimization (PSO).L'algorithme est basé sur une métaphore de l'interaction sociale : on considère unensemble d'individus originellement disposés de façon aléatoire, que nous appelons dèslors des particules. Chaque particule se déplace dans l'espace de recherche, et constitueune solution potentielle. Chaque particule est capable de communiquer à certaines autressa meilleure position, et de les interroger a�n d'obtenir leurs meilleures positions. À partirde ces informations, la particule va suivre une tendance faite, d'une part de sa volonté derevenir vers sa meilleure position, et d'autre part, de son mimétisme par rapport à sonvoisinage. La �gure 1.3 résume le schéma de déplacement d'une particule.La formulation générale de ce comportement est donné par :
δθi = χ δθi + λ1 aléa1 (pg − θi)+ λ2 aléa2 (pi − θi)
θi = θi + δθi

(1.74)où :� θi est la position de la particule, représentant le jeu de paramètre à l'itération i ;� δθi sa vitesse de déplacement ; 27



Chapitre 1. Réduction de modèle
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Figure 1.3 � Shéma du principe du déplacement d'une particule.� pg la meilleure position atteinte dans son voisinage ;� pi sa meilleure position atteinte ;� χ, λ1 et λ2 sont des coe�cients pondérant les trois directions de la particule : vo-lontariste, suiviste et conservatrice ;� aléa1 et aléa2 sont des variables aléatoires qui suivent une loi uniforme sur [0, 1].Con�guration de la méthodeTaille de l'essaim : en premier lieu, il faut dé�nir la taille de l'essaim. L'idée la plussimple est de lui donner une taille �xe. Il n'y a pas de règle pour déterminer ceparamètre. Faire de nombreux essais permet de se doter de l'expérience nécessaire àl'appréhension de ce paramètre. En e�et les expérimentateurs proposent des taillesde l'ordre de 20 à 30 particules qui se révèlent tout à fait su�santes pour résoudrela quasi-totalité des problèmes. À noter que cette valeur est faible comparée à cellesutilisées par exemple dans les algorithmes génétiques.Initialisation : À l'état initial, chaque particule se voit attribuer une position θ0 aléa-toire dans l'espace de recherche. Cette étape est commune à tous les algorithmesd'optimisation stochastique mais, pour l'optimisation par essaim de particules, enplus de la position, les particules possèdent une vitesse de déplacement δθ, qui,appliquée à une position va donner une autre position. La vitesse initiale δθ0 dechaque particule est initialisée suivant une loi uniforme sur [0, 1].28



1.6. Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Méthode d'Identi�cation ModaleTopologie du voisinage : La topologie du voisinage dé�nit avec qui chacune desparticules va pouvoir communiquer. La version la plus simple est la topologie �xede type social circulaire (�gure 1.4), où les Np particules de l'essaim sont dispo-sées virtuellement sur un cercle. Chaque particule a un ensemble d'informatrices(couramment de taille 3), d'abord elle-même, puis celle à sa droite et celle à sagauche.
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Figure 1.4 � La topologie circulaire pour un essaim de 8 particules.La dé�nition du voisinage n'a ici aucune notion de distance entre particules dansl'espace de recherche. Elle di�ère du voisinage géographique qui utilise une métrique,et pour lequel le voisinage est formé par des particules les plus proches, cette versionest plus coûteuse en temps de calcul [31]. Il existe de nombreuses topologies parmilesquelles ont peut citer aussi la topologie étoile (�gure 1.5) où chaque particulecommunique avec toutes les autres, et la topologie rayon (�gure 1.6) où les particulesne communiquent qu'avec une particule centrale.Facteur d'inertie : le facteur d'inertie χ introduit par Shi et Eberhart [94] permetde dé�nir la capacité d'exploration de chaque particule en vue d'améliorer la conver-gence de la méthode. Une grande valeur de χ est synonyme d'une grande amplitudede mouvement et donc, in �ne, d'exploration globale. A contrario, une faible valeurde χ est synonyme de faible amplitude de mouvement et donc, d'exploration locale.Fixer ce facteur revient donc à trouver un compromis entre l'exploration locale etl'exploration globale. Shi et Eberhart [94] ont étudié l'e�et du facteur χ dansl'intervalle [0; 1, 4] sur la fonction Scha�er F6 de dimension 2 ; cette étude montreune meilleure convergence pour χ ∈ [0, 8; 1, 2] et au delà de 1, 2 l'algorithme tend à29



Chapitre 1. Réduction de modèle
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Figure 1.5 � La topologie étoile.
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Figure 1.6 � La topologie rayon.avoir des di�cultés de convergence.Coe�cients de con�ance : concernant les facteurs de constriction λ1 et λ2, uneanalyse mathématique mené par Clerc et Kennedy [32] de l'algorithme (1.74),a été faite en faisant appel à des résultats de la théorie des systèmes dynamiques.Ils ont montré que le choix de ces coe�cients aide à assurer une convergence del'algorithme.30



1.6. Les méthodes d'optimisation utilisées avec la Méthode d'Identi�cation ModaleL'un des choix les plus populaires testé sur plusieurs types de fonction 8 (celui choisipour la suite de ce travail) est λ1 = λ2 = 1, 46618 et χ = 0, 7298 [35]. Ce choix mèneà un comportement convergent sans avoir à borner la vitesse de déplacement δθ.Pour de plus amples informations sur les réglages et les tests de ces paramètres, onpeut se référer à [100, 101].Critères d'arrêt : la convergence vers le minimum global n'est pas garantie danstous les cas. Pour cette raison, il existe deux critères d'arrêt, le premier est unnombre d'itérations maximum assurant une porte de sortie pour l'algorithme et ledeuxième est atteint quand la solution ne varie plus sensiblement au cours des ité-rations.Il existe plusieurs librairies libres 9 plus ou moins évoluées. L'algorithme de base étantfacile à coder, nous avons donc décidé d'écrire notre propre code Fortran. Ce code maisonutilise les paramètres décrits ci-dessus (λ1 = λ2 = 1, 46618 et χ = 0, 7298). Un essaim de20 particules avec un voisinage circulaire de taille 3 a été utilisé.1.6.2.2 Algorithmes GénétiquesL'Algorithme Génétique [34] est une métaphore biologique inspirée des mécanismesde la sélection naturelle et de la génétique de l'évolution. Il s'agit d'un algorithme itératifde recherche globale dont le but est d'optimiser un critère. Pour atteindre cet objectifl'algorithme travaille sur une population d'individus, appelés aussi chromosomes. Chaqueindividu est caractérisé par un ensemble d'éléments appelés génomes. À chaque itéra-tion, appelée génération, l'algorithme génétique fait évoluer la population en créant unenouvelle population avec le même nombre d'individus 10, cette évolution consiste généra-lement en des individus mieux adaptés à l'environnement (critère). Au fur et à mesuredes générations, la population d'individus tend en général vers un optimum du critère.L'algorithme génétique fait évoluer une population d'individus à partir de la générationprécédente en quatre étapes :évaluation : l'algorithme génétique évalue le critère J de chaque individu de l'an-cienne population.sélection : l'algorithme génétique sélectionne les individus. Il existe plusieurs tech-niques de sélection. Voici les principales utilisées :1. Sélection par rang : cette technique de sélection choisit toujours les individussur la base de leur critère J . Plus précisément, seuls les individus les mieuxadaptés gagnent la compétition de la reproduction tandis que les moins adaptésmeurent avant la reproduction, ce qui améliore globalement l'adaptation.8. de type sphère, Rosenbrock, Rastrigin, . . .9. les sources sont disponibles sur le site internet : http ://www.particleswarm.info/Programs.html.10. D'autres variantes d'algorithme avec des tailles de population variables existent. 31



Chapitre 1. Réduction de modèle2. Probabilité de sélection proportionnelle à l'adaptation : pour chaque individu,la probabilité d'être sélectionné est proportionnelle à son adaptation au pro-blème (critère J ).3. Sélection par tournoi : cette technique utilise la sélection proportionnelle surdes paires d'individus, puis choisit parmi ces paires l'individu qui a le meilleurscore d'adaptation.4. Sélection uniforme : la sélection se fait aléatoirement, uniformément et sansintervention de la valeur d'adaptation. Chaque individu a donc une probabilitéd'être sélectionné.Ainsi après l'étape de sélection, l'algorithme recombine les individus sélectionnésau moyen d'opérateurs génétiques tels que le croisement et la mutation. Ces deuxopérateurs sont appliqués respectivement avec des probabilités �xées pc et pm.croisement : il symbolise la reproduction sexuée en associant aléatoirement des indi-vidus de la population. Le cas le plus courant est celui où deux individus s'associenta�n de former un couple. Chaque couple donne naissance à deux enfants compor-tant chacun des séquences de chaque parent. Remplacer un couple de parents parles enfants permet de conserver une taille de population constante. La �gure 1.7illustre un croisement à un point avec deux parents (A,B) qui échangent une partiede leur gènes pour donner naissance à deux enfants (C,D).
A

B

D

CFigure 1.7 � Schéma de croisement à un point.mutation : en biologie, ce terme désigne des changements dans la séquence de l'ADNdes individus. Dans le domaine de l'algorithme génétique, comme pour le croisement,la mutation vise à modi�er de façon aléatoire une partie des génomes de certainsindividus dans la population concernée. À travers le taux de probabilité de la muta-tion pm, l'opérateur ne s'applique pas à tous les individus de la population à chaquegénération. Il permet ainsi, tout au long de l'algorithme de maintenir une certainehétérogénéité dans la population et ainsi d'éviter une convergence trop rapide versun optimum local. À noter qu'un taux pm élevé risque de produire une dispersionaléatoire importante de la population et de ralentir la convergence de l'algorithme.L'algorithme génétique réside en un assemblage des étapes de sélection, croisement,mutation et évaluation jusqu'à un test d'arrêt :32



1.7. ConclusiondébutInitialisation de la population P ;Évaluation de P 0;répéterA l'étape i;Sélection ;Croisement;Mutation;Évaluation de P i ;
i = i+ 1;jusqu'à Test d'arrêt ;�n Algorithme 2 : Algorithme GénétiquePour ce qui est du critère d'arrêt, le plus courant est le nombre maximal de généra-tion �xé à l'avance. On peut aussi suivre le meilleur élément de la population et déciderde construire le critère d'arrêt sur une absence d'évolution pendant un certains nombred'itérations, ce qui nécessite de �xer une tolérance d'évolution.Globalement, il y a trois paramètres de base au fonctionnement d'un algorithme géné-tique : le nombre d'individus dans la population, les taux de croisement pc et de mutation

pm. Trouver de bonnes valeurs à ces paramètres est un problème parfois délicat. La taillede la population dépend fortement du problème (nombre de paramètres à identi�er), tan-dis que les valeurs des taux pc et pm sont parfois di�ciles à déterminer. Or le succèsde l'évolution en dépend et plusieurs essais sont donc nécessaires. Les valeurs pc = 0, 7et pm = 0, 005 sont souvent utilisées, elles peuvent être de bons points de départ pourdémarrer une recherche de solution à l'aide d'un algorithme génétique.Il existe d'excellentes librairies en C qui fournissent toutes sortes d'Algorithmes Gé-nétiques, il su�t de leur fournir le calcul du critère J . Parmi ces librairies ont peut citercelle qui a été utilisée pendant ce travail, la PGAPACK [58]. Cette librairie utilise l'inter-face MPI pour fonctionner en parallèle mais fonctionne aussi en séquentiel. On peut citeraussi les librairies Galopps [2] en C et GALIB [3] en C++.1.7 ConclusionDans ce premier chapitre, nous avons d'abord présenté quelques techniques de réduc-tion de modèles. Nous avons plus particulièrement détaillé la Méthode d'Identi�cationModale développée dans notre laboratoire. Nous avons montré comment obtenir la for-mation modale à partir de la formulation discrète du Modèle Détaillé. Cette forme modaledé�nit la structure du Modèle Réduit. On dé�nit alors un vecteur des écarts entre les sor-ties du Modèle Détaillé et celles du Modèle Réduit. Un critère quadratique, construit surla norme de ce vecteur, permet de dé�nir une fonctionnelle dépendant des paramètres du33



Chapitre 1. Réduction de modèleModèle Réduit. La minimisation permet d'identi�er ces paramètres. Nous avons introduitles di�érents outils d'optimisation que nous utiliserons par la suite : méthode de typegradient-Quasi-Newton utilisant l'état adjoint, Optimisation par Essaim de Particules etAlgorithmes Génétiques.Dans les chapitres suivants, nous allons mettre en ÷uvre la Méthode d'Identi�cationModale pour des applications thermiques dans des écoulements.
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Chapitre 2La Méthode d'Identi�cation Modalepour un écoulement convectifstationnaire : application à un champthermique sur un écoulement chau�é enamont d'une marche descendante
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2.1. Introduction2.1 IntroductionAprès avoir introduit au chapitre précédent le formalisme de la Méthode d'Identi�-cation Modale (MIM), ainsi que les étapes de l'identi�cation d'un Modèle Réduit pourun système issu de la discrétisation des équations aux dérivées partielles, nous présentonsdans ce chapitre une application de la Méthode d'Identi�cation Modale à un problème deconvection-di�usion.Il s'agit d'un écoulement de convection forcée le long d'une marche descendante, oùle chau�age est situé en amont de la marche. Rappelons qu'une des principales caracté-ristiques de la MIM consiste en une relation entrées/ sorties à travers un état d'ordre faible.Pour le même système convectif, nous proposons donc plusieurs cas :cas 1 : Un Modèle Réduit à une seule entrée (une densité de �ux) et tout le champthermique (144 247 observables issus d'un maillage 2D) est considéré en sortie.cas 2 : Un Modèle Réduit avec la même densité de �ux comme entrée et les points surune ligne (135 observables) sont considérés en sortie.cas 3 : Un Modèle Réduit construit sur trois entrées (deux densités de �ux et une tempé-rature d'entrée du �uide) par superposition de trois Modèles Réduits élémentaires,chacun étant relatif à une seule entrée et à la même sortie (135 observables).cas 4 : Un Modèle Réduit identi�é directement sur les trois entrées du cas 3 avec lamême sortie (135 observables).L'identi�cation des paramètres des Modèles Réduits est faite à travers la résolutiond'un problème d'optimisation avec deux méthodes : Quasi-Newton et Optimisation parEssaim de Particules. Une ouverture consistant en l'identi�cation d'un Modèle Réduitdans le corps des complexes a été réalisée dans les cas 1 et 2.2.2 Le système étudié et sa modélisation2.2.1 DescriptionOn considère l'écoulement de convection forcée 2D stationnaire, laminaire, d'un �uideincompressible et newtonien le long d'une marche descendante (�gure 2.1).
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Figure 2.1 � Géométrie du système étudié. 37



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueOn suppose que les propriétés thermophysiques du �uide (air) ne dépendent pas de latempérature. La température est donc un scalaire passif ; le champ de vitesse est indépen-dant du champ de température. Dans cette partie on s'intéresse au champ de températurepour un champ de vitesse �xé.L'équation de la chaleur qui gouverne l'évolution du champ instationnaire de la tem-pérature est :
∂T

∂t
+

→

V ·∇T −
λ

ρCp
∆T = 0 (2.1)avec t ∈ I la variable temporelle, x ∈ Ω la variable d'espace, →

V (x, t) ∈ R2 le vecteurvitesse, T (x, t) ∈ R la température, ρ la masse volumique du �uide, λ la conductivitéthermique et Cp la chaleur massique.La condition initiale et les conditions aux limites associées à (2.4) sont :� la condition initiale à une température de T (x, 0) = T (0) = 300 K sur tout lechamp ;� une température T∞ = g = 300 K imposée à l'entrée du canal (∂Ω1) ;� une densité de �ux de chaleur pariétale ϕ (t), variable au cours du temps, appliquéeen amont de la marche, pour x1 ∈ [−2h; 0] et x2 = h (∂Ω2), et un �ux nul sur lesautres parois solides (∂Ω3) (c.f. �gure 2.2) ;� un pro�l de vitesse parabolique et constant à l'entrée du canal 11.� à la sortie (∂Ω4) une condition de type frontière ouverte dite � out�ow boundary �où →
η est la normale extérieure :

∇
→

V ·
→
η=

→

0 (2.2)
∇T ·

→
η= 0 (2.3)Cette condition à la limite suppose que l'écoulement est entièrement développé à lasortie du domaine, elle peut être utilisée quand la sortie est située assez loin de lamarche [41]. Dans notre problème la sortie est localisée à 30h.Remarque :Dans notre cas T∞ = T (x, 0) = 300, le changement de variable T ′

= T−300 ramènel'équation 2.1 à :
∂T

′

∂t
+

→

V ·∇T
′

−
λ

ρCp
∆T

′

= 0 (2.4)avec une condition aux limites homogène T∞ = g = 0 K sur ∂Ω1.La construction des données du Modèle Détaillé pour l'identi�cation est issue du lo-giciel Fluentr [41]. La taille du maillage a fait l'objet d'une étude de convergence qui amontré la nécessité d'une discrétisation en 144 247 n÷uds (c.f. �3.5.1 pour la validationdu Modèle).11. Les paramètres et la description de l'écoulement �uide sont donnés dans le �3.538



2.2. Le système étudié et sa modélisationLes simulations issues de ce Modèle Détaillé constituent les références. Ce Modèle Dé-taillé permettra d'obtenir les données nécessaires à l'identi�cation des Modèles Réduits.2.2.2 Modèle de référenceOn applique une densité de �ux de chaleur ϕ(t) sur une partie du canal, juste avantla marche descendante le long de 2h (�gure 2.2).
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ϕ(t) Figure 2.2 � Le système étudié.Nous souhaitons rester dans un régime de convection forcée. Pour cela nous � contrô-lons � la densité de �ux a�n que le rapport entre l'énergie potentielle gravitationnelle etl'énergie cinétique soit très inférieur à 1. Rappelons que ce rapport sans dimension estconnu sous le nom du nombre de Richardson Ri (appelé aussi le nombre d'Archimède

Ar) :
Ri =

Gr

Re2
=
gβ∆TD

U2
(2.5)avec :� Gr nombre de Grashof ;� Re nombre de Reynolds ;� g accélération de la pesanteur [m s-2] ;� β coe�cient d'expansion thermique [K-1] ;� D longueur caractéristique [m] ;� ∆T di�érence de température (∆T = Tparoi − T∞) [K] ;� U vitesse du �uide [m s-1].Dans la con�guration de l'écoulement chau�é en amont de la marche descendante etpour un champ de vitesse �xé (ici Re = 500), seul le terme ∆T dans l'expression dunombre de Richardson peut varier. En e�et ce terme dépend de la densité de �ux ϕ(t)appliquée, ce qui impose une densité de �ux à ne pas dépasser (donc un ∆T maximal)a�n de rester dans l'hypothèse de convection forcée.Dans cette application, en régime stationnaire et pour une densité de �ux ϕ = 300(W/m2) on trouve un écart ∆T ≈ 21 K, ce qui correspond à Ri = 0, 11, permettant ainside rester dans l'hypothèse du régime en convection forcée. Ceci nous impose donc par lasuite des écarts de température qui ne sont pas très grands. 39



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique2.2.3 Formulation de l'équation de la chaleur sous forme discrèteDans un premier temps, nous utiliserons une formulation sous forme d'équation d'étatde l'équation de la chaleur (2.4). Une formulation modale est ensuite proposée dans leparagraphe 2.2.4.On multiplie l'équation de la chaleur (2.4) par la fonction scalaire ψ ∈ H1
g=0 (Ω)

12,puis on intègre par parties en utilisant la formule de Green 13 sur le domaine Ω. On obtientalors la formulation faible de (2.4) (en omettant le symbole ′) :
∀ψ ∈ H1

g=0 (Ω) on cherche T ∈ H1
g (Ω) solution de :∫

Ω

∂T

∂t
ψ dx+

∫

Ω

→

V ·∇Tψ dx+

∫

Ω

λ

ρCp

∇T · ∇ψ dx−

∫

∂Ω2

λ

ρCp

∇T · n ψ ds = 0(2.6)Seul l'intégral sur la frontière ∂Ω2 apparaît dans la formulation faible (2.6) : sur lafrontière ∂Ω3 et ∂Ω4 on a une condition de �ux nul et sur ∂Ω1 on a ψ = 0.Soit N le nombre de n÷uds issus de la discrétisation spatiale du domaine Ω. Nousprenons N fonctions tests ψi tel que la solution approchée T̃ de T solution de (2.4)s'écrive :
T̃ (x, t) =

N∑

i=1

ψi (x) T̃ i (t) (2.7)Pour un champ de vitesse �xé, l'introduction du développement (2.7) dans l'équation(2.6) nous donne le système dynamique suivant :
E
dT̃

dt
= F T̃ + G

(
→

V
)
T̃ +Hϕ (t) (2.8)12. H1

g (Ω) est l'espace des fonctions régulières avecH1
g (Ω) =

{
ψ ∈ H1 (Ω) |ψ = g ∀x ∈ ∂Ω1

} oùH1 (Ω)est l'espace de Sobolev dé�ni classiquement par :
H1 (Ω) =

{
ψ ∈ L2 (Ω) | ‖∇ψ‖ ∈ L2 (Ω)

}avec L2 (Ω) l'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable sur Ω. L2 est dé�ni par :
L2 (Ω) =

{
ψ (x) |

∫

Ω

|ψ (x)|
2
dx <∞

}
.13. Pour deux fonctions à valeurs scalaires f et g, la formule de Green s'écrit :

∫
Ω f∆g dx =

∫
∂Ω (∇g · n) f ds− ∫Ω∇f · ∇g dx40



2.2. Le système étudié et sa modélisationoù les opérateurs E, F , G et H intervenant dans l'équation (2.8) s'écrivent :
E ij =

∫

Ω

ψiψj dx
F ij = −

λ

ρCp

∫

Ω

∇ψi · ∇ψj dx
Gij

(
→

V
)
= −

∫

Ω

(
→

V ·∇ψi

)
ψj dx

Hi = −
1

ρCp

∫

∂Ω2

ψi ds
(2.9)

À partir de (2.8), le problème peut s'écrire sous la forme :
dT̃

dt
= F∗T̃ + G∗

(
→

V
)
T̃ +Bϕ (t) (2.10)où F∗ = E−1F , G∗ = E−1G, et B = E−1H, ou encore :

dT̃

dt
=
[
F∗ + G∗

(
→

V
)]
T̃ +Bϕ (t) (2.11)Soit la matrice Adc telle que :

Adc = F∗ + G∗

(
→

V
) (2.12)Cette matrice tient compte à la fois des phénomènes de di�usion à travers la matrice

F∗ et des phénomènes de convection à travers G∗

(
→

V
).En omettant le tilde dans l'équation (2.11) on obtient :

Ṫ = AdcT +Bϕ (t) (2.13)Par ailleurs, on considère la matrice d'observation C ∈ R(q,N) où q est le nombred'observables :
Y = CT (2.14)Ainsi l'équation dé�nissant le problème thermique peut s'écrire sous la forme :

{
Ṫ = AdcT +Bϕ (t)
Y = CT

(2.15)où T est le vecteur des températures et Ṫ sa dérivée temporelle. On a donc la mêmeforme que la représentation d'état ( 1.7 page 9) avec T ≡ X, Φ (·) ≡ 0 et U (t) ≡ ϕ (t).41



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique2.2.4 Formulation de l'équation de la chaleur sous forme modaleDe façon similaire à ce qui a été fait au paragraphe 1.5.1, appliquons ici le changementde variable tel que :
T =MX (2.16)où M est la matrice des vecteurs propres de Adc.Le fait que la matrice Adc tienne compte à la fois des phénomènes de convection etde di�usion (transfert non-réciproque) permet de dire que les éléments propres de Adc nesont pas que des réels.En e�et, les travaux [36, 77] ont permis d'élargir le champ d'application de l'analysemodale des systèmes thermiques dans le cadre de transferts non-réciproques (Adc opéra-teur non auto-adjoint). Dans ces cas, les éléments propres de la matrice diagonale de Adcsont complexes conjugués deux à deux ou réels.On obtient ainsi la forme modale du Modèle Détaillé :

{
Ẋ = F

′

X +G
′

ϕ (t)

Y =H
′

X
(2.17)avec F ′

=M−1AdcM , G′

=M−1B, et H ′

= CM .Dans (2.17) :� X ∈ CN est le vecteur d'état et Ẋ ∈ CN sa dérivée par rapport au temps ;� F ′

∈ C(N,N) est la matrice des valeurs propres complexes conjugués deux à deux ;� ϕ (t) ∈ R est la condition de �ux en amont de la marche ;� G′

∈ CN est le vecteur d'entrée lié à ϕ (t) ;� H ′

∈ C(q,N) est la matrice d'observation ;� Y ∈ Rq est le vecteur de sortie.2.3 Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule en-trée2.3.1 Forme modale du Modèle Réduit pour une seule entréeRappelons que le principe de la réduction de modèle en utilisant la MIM est d'admettreque le Modèle Réduit a la même structure que la forme modale du Modèle Détaillé, maisavec un vecteur d'état réduit x ∈ Cn où n� N . La forme du Modèle Réduit est donc :
{
ẋ = Fx+Gϕ (t)
y =Hx

(2.18)avec y ∈ Rq le vecteur sortie du Modèle Réduit tel que y ≈ Y . F ∈ C(n,n), G ∈ Cn et
H ∈ C(q,n) sont les paramètres du Modèle Réduit (2.18).42



2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entréeLe nombre de composantes complexes à identi�er est n+n+q×n, soit au total n(2+q)inconnues, correspondant à n composantes de la matrice diagonale F , n composantes dela matrice G et q × n composantes de la matrice de sortie H .Nous allons voir comment réduire ce nombre de composantes à identi�er en �xant lamatrice G et en n'identi�ant que les matrices F et H .Comme dans [44], en e�ectuant le changement de variable suivant dans (2.18) :
x = Diag(G)x

′ (2.19)où Diag(G)ij = Giδij, on obtient :
{
ẋ

′

= Fx
′

+ 1ϕ (t)

y =H
′

x
′ (2.20)avec H ′

= HDiag(G) et 1 le vecteur de dimension n dont chaque composante vaut 1.Dans la suite, les symboles prime seront omis a�n d'alléger les notations.2.3.2 Identi�cation des paramètres du Modèle RéduitComme il a été exposé au paragraphe (1.5.4), le critère quadratique J à un ordre
n donné intègre les di�érences entre les sorties du Modèle Détaillé Y et les sorties duModèle Réduit y sur tous les observables et pour tous les pas de temps :

J (θ) =

nt∑

i=1

q∑

j=1

(
Y ij − yij (θ)

)2 (2.21)où nt est le nombre de pas de temps utilisés pour l'identi�cation et q correspond au nombred'observables.La MIM est un processus d'identi�cation. Jusqu'à présent, même en présence de trans-ferts non réciproques, nous n'avons identi�é que des composantes réelles de Modèle Réduit[103, 44].La contribution de nos travaux réside ici dans l'identi�cation des composantes com-plexes et dans la comparaison des deux Modèles Réduits à composantes réelles et à com-posantes complexes.On rappelle que, comme au chapitre 1, cette minimisation est faite à travers la réso-lution du problème d'optimisation pour un ordre n donné :Trouver θ̄ ∈ C
dim(θ) tel que :

θ̄ = arg [minJ (θ)]
(2.22)sous la contrainte que les équations dé�nissant le Modèle Réduit (2.18) soient satisfaites.43



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueComme on l'a vu au chapitre 1, chaque itération i du problème d'optimisation deQuasi-Newton consiste en deux étapes :� on identi�e les matrices F et G au minimum de J (θi + di), avant d'actualiserl'approximation de l'inverse du hessien ;� le vecteur d'état x peut alors être calculé ; la matriceH est déterminée par moindrescarrés.De même, pour l'Optimisation par Essaim de Particules, à chaque particule est asso-ciée la matrice de sortie H .A�n de quanti�er la qualité de la réduction de modèle, nous utilisons les deux critèressuivants : l'erreur quadratique σ =

√
J (θ)

q nt
(2.23)l'erreur maximale ε = sup

j=1,...,q
i=1,...,nt

∣∣Y ij − yij (θ)
∣∣ (2.24)Le choix de l'ordre du Modèle Réduit se fait en utilisant :- l'évolution de la fonctionnelle J : plus J est faible et plus le Modèle Réduit sera apriori précis ;- la valeur de l'erreur quadratique σ : peut être aussi considérée comme un critère no-tamment si on se base sur des mesures expérimentales.2.3.2.1 Formulation du Modèle Réduit avec des paramètres réelsC'est la méthode classique qui a été développée jusqu'à présent, tous les paramètresà identi�er (matrices F et H) ont des composantes réelles et le modèle à identi�er a laforme : {

ẋ = Fx+ 1ϕ (t)
y =Hx

(2.25)ou encore : 
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(2.26)
Au �nal, pour un Modèle Réduit d'ordre n on a donc n+n×q composantes à identi�er.44



2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entrée2.3.2.2 Formulation du Modèle Réduit avec des paramètres complexesComme l'étude présentée est le siège d'un phénomène de transport, le problème auxvaleurs propres de l'opérateur discrétisé conduit à une mise en évidence de fonctionspropres complexes (c.f. �2.2.4). Nous cherchons donc maintenant en respectant plus cettecaractéristique : un Modèle Réduit à composantes complexes. La forme de ce ModèleRéduit reste semblable à la précédente (2.25), mais cette fois les paramètres sont complexesconjugués deux à deux. Pour nc paires de valeurs propres complexes conjuguées, ce modèles'écrit sous la forme :







ẋ1
˙̄x1...
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(2.27)
En posant fj = f r

j + if i
j , xj = xrj + ixij et hjk = hrjk + ihijk le système complexe (2.27)peut être transformé, en faisant apparaître la matrice de similitude directe ( f r

j −f i
j

f i
j f r

j

)correspondante aux valeurs propres complexes fj, en un système réel non diagonal :
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(2.28)
On remarque bien que, dans le cas où les parties imaginaires des paramètres sontnulles, c'est à dire f i

j = 0, xij = 0 et hijk = 0, on retrouve bien la forme (2.26) correspon-dant à un Modèle Réduit à composantes réelles.Remarque : 45



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiquePar la suite, on quali�era la dimension n d'un Modèle Réduit dans le corps descomplexes par le nombre d'équation d'état dans (2.27), ce qui correspond à n = 2nc.2.3.3 Exemples d'applicationLes simulations de référence proviennent du code FLUENTr. Le champ de vitesseétant �xé pour Re = 500, nous appliquons un échelon de densité de �ux ϕ (t) :
{

ϕ (t) = 0 t = 0 s
ϕ (t) = 300W m−2 0 < t ≤ 30 s (2.29)Les températures obtenues auxquelles a été retranchée la température initiale T (0) =

300 K, ont ensuite été utilisées comme données pour l'identi�cation.2.3.3.1 Cas 1 : identi�cation du Modèle Réduit sur tout le champLe but ici est d'identi�er un Modèle Réduit sur tout le domaine incluant les 144 247n÷uds du maillage FLUENTr (c'est-à-dire pour x1 ∈ [−4h; 30h]).La valeur moyenne des écarts de températures utilisées pour l'identi�cation par rap-port à T (0) est de 2,25 K.a - Modèle Réduit à composantes réellesDans une première étape, nous identi�ons les paramètres du Modèle Réduit sur lecorps des réels (2.26). On présente dans le tableau 2.1 les résultats de l'identi�cation desModèles Réduits d'ordre 1 à 10 en utilisant la méthode de Quasi-Newton d'une part, etl'Optimisation par Essaim de Particules d'autre part, pour minimiser le critère J .Quasi-Newton OEPordre n J (K2) σ(K) J (K2) σ(K)1 7, 11×10+5 1, 81×10−1 7, 11×10+5 1, 81×10−12 6, 73×10+4 5, 57×10−2 6, 73×10+4 5, 57×10−23 1, 99×10+4 3, 04×10−2 1, 99×10+4 3, 04×10−24 4, 30×10+3 1, 41×10−2 4, 16×10+3 1, 39×10−25 9, 56×10+2 6, 64×10−3 9, 31×10+2 6, 56×10−36 1, 85×10+2 2, 92×10−3 1, 76×10+2 2, 85×10−37 5, 10×10+1 1, 53×10−3 4, 71×10+1 1, 48×10−38 1, 74×10+1 8, 95×10−4 1, 44×10+1 8, 15×10−49 1, 72×10+1 8, 90×10−4 4, 19×10+0 4, 40×10−410 1, 72×10+1 8, 90×10−4 1, 15×10+0 2, 31×10−4Tableau 2.1 � Résultats relatifs à l'identi�cation des composantes réelles des ModèlesRéduits. Évolution du critère J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n duModèle Réduit.46



2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entréeCommentaires :� on remarque que pour les deux méthodes d'optimisation le critère quadratique Jainsi que l'erreur quadratique σ décroissent en fonction de l'ordre n du ModèleRéduit ;� avec les deux méthodes, jusqu' à l'ordre n = 3 la décroissance de la fonctionnelle Jest la même ;� à partir de n = 4 la décroissance avec l'OEP est meilleure qu'avec Quasi-Newton.Ceci prouve que pour la méthode de Quasi-Newton le minimum n'est pas atteint :soit la descente n'est pas terminée, soit on est dans un minimum local ;� à partir de n = 8 l'incrémentation sur n n'améliore pas les résultats avec Quasi-Newton mais les améliore très nettement avec l'OEP. Ceci montre que l'optimumde Quasi-Newton ne correspond pas au minimum alors que l'OEP semble l'avoirtrouvé : ceci pose le problème général de la découverte d'un minimum local ;� l'amélioration apportée par l'OEP s'accompagne cependant d'un coût supplémen-taire de temps de calcul : à titre d'exemple, pour obtenir un Modèle Réduit d'ordre8 l'OEP nécessite environ 10 heures de temps de calcul pour environ 1 heure enQuasi-Newton.Dans le tableau 2.2, nous montrons les résultats de l'identi�cation (avec Quasi-Newton)des valeurs propres de la matrice diagonale F (équation 2.26) sous forme de constantesde temps τi telles que : τi = −1/fi.Ordre n Constantes de temps identi�ées1 1,3912 1,695 0,1433 1,685 0,542 0,1504 1,747 0,429 0,236 0,1775 1,781 0,388 0,276 0,230 0,1486 1,778 0,353 0,271 0,235 0,168 0,1217 1,779 0,356 0,274 0,238 0,170 0,123 0,1018 1,779 0,356 0,274 0,238 0,170 0,123 0,101 0,100Tableau 2.2 � Constantes de temps identi�ées avec Quasi-Newton.On voit comment la première constante de temps τ1 se stabilise à 1,78 à partir de
n = 5, de la même manière τ2 se stabilise à partir de n = 6 et ainsi de suite. À partirde n = 8, l'algorithme ne trouve pas un gros écart entre τ8 et τ7. On comprend pourquoil'incrémentation de n à partir de 8 n'améliore pas les résultats (c.f tableau 2.1).Remarque importante : l'analyse des tableaux 2.1 et 2.2 montre que l'obtentiondu minimum réel n'est pas vraiment un problème : il su�t d'avoir � minimisé su�-samment � la fonctionnelle pour obtenir un Modèle Réduit satisfaisant par la suite.Il n'y a pas de notion d'unicité de la solution mais plutôt une notion de � quasi-solution �. On aurait eu naturellement cette notion si les données avaient été des47



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiquemesures bruitées avec un écart type connu : il n'est alors pas nécessaire de minimiserl'écart quadratique en dessous de l'écart type. C'est le principe de l'écart généralisé.Par la suite, nous validerons le Modèle Réduit d'ordre 8 obtenu par Quasi-Newton.Après avoir présenté les valeurs propres identi�ées (matrice F ), nous montrons main-tenant la matrice H formée par les modes spatiaux associés aux constantes de tempsidenti�ées. Pour le Modèle Réduit d'ordre 8 obtenu par Quasi-Newton, la �gure 2.3 pré-sente ces modes thermiques : ils correspondent en fait aux 8 colonnes de la matrice H .Rappelons que les sorties du Modèle, contenues dans le vecteur y, sont une combi-naison linéaire de ces modes, les coe�cients de pondérations étant les composantes duvecteur d'état réduit x qui sera fonction de l'entrée ϕ(t) (c.f. 2.25).
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2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entrée
Limite de la zone de recirculation
1er Mode identi�é H1 ∈ [0; 0, 03]

2ème Mode identi�é H2 ∈ [−7, 1; 4, 2]

3ème Mode identi�é H3 ∈ [−50; 57]

4ème Mode identi�é H4 ∈ [−81; 83]

5ème Mode identi�é H5 ∈ [−112; 74]

6ème Mode identi�é H6 ∈ [−190; 354]

7ème Mode identi�é H7 ∈ [−3407; 1802]

8ème Mode identi�é H8 ∈ [−1654; 3133]Figure 2.3 � Modes thermiques spatiaux.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueD'après la �gure 2.3, on observe les phénomènes suivants : le premier mode identi�éa des amplitudes minimum et maximum faibles dont les e�ets se font ressentir essentiel-lement en contrebas de la marche et dans la zone de recirculation. Les autres modes ontdes amplitudes qui sont de plus en plus importantes avec le numéro du mode.Dans la combinaison linéaire qui restitue le vecteur de sortie, cet inconvénient apparentn'est cependant pas pénalisant car chaque amplitude est pondérée par le terme e−t/τi : lesconstantes les plus courtes verront donc leurs contributions s'éteindre rapidement.b - Modèle Réduit à composantes complexesConsidérons maintenant la forme complexe du Modèle Réduit (2.27). Nous résumonsdans le tableau 2.3 les résultats de l'identi�cation des Modèles Réduits à composantescomplexes obtenus par l'Optimisation par Essaim de Particules.ordre n J (K2) σ(K)2 1, 50×10+5 8, 31×10−24 6, 94×10+3 1, 79×10−26 4, 81×10+2 4, 71×10−38 2, 46×10+1 1, 07×10−310 1, 08×10+0 2, 24×10−412 1, 06×10−1 7, 00×10−5Tableau 2.3 � Résultats de l'identi�cation des Modèles Réduits complexes. Évolution ducritère J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n.On remarque que ces résultats (en termes de J et σ), par rapport aux Modèles Réduitsréels (tableau 2.1) ne sont meilleurs que pour n = 10.Cela nous pousse à reprendre une identi�cation de Modèle Réduit réel pour n = 12,a�n de savoir si cette tendance se con�rme. E�ectivement, à l'ordre n = 12 l'erreurcommise avec le Modèle Réduit à composantes complexes (J = 1, 06×10−1 K2 et σ =
7, 00×10−5 K) est inférieure à celle commise par le Modèle Réduit réel (J = 2, 81×10−1 K2et σ = 1, 14×10−4 K).Dans le tableau 2.4, nous présentons pour n = 12, c'est-à-dire 6 paires de valeurspropres complexes conjuguées deux à deux, les valeurs des parties réelles et imaginairesde l'équation (2.28).
50



2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entréepaires de valeurs propres f r
n f r

n1 -5, 62× 10−1 1, 25× 10−32 -2, 08× 10+0 1, 55× 10+03 -2, 43× 10+0 1, 98× 10+04 -5, 23× 10+0 8.36× 10+05 -1, 17× 10+1 2, 82× 10+06 -1, 71× 10+1 2, 52× 10+0Tableau 2.4 � Valeurs complexes conjuguées identi�ers.Ces valeurs montrent que :� toutes les parties réelles sont négatives (le système est stable) ;� on retrouve la constante de temps principale dans la partie réelle de la premièrevaleur propre identi�ée ;� l'interprétation des parties imaginaires de ces valeurs propres reste délicate.El khoury[36] dans ses travaux, les assimile à des pulsations.Les �gures 2.4 et 2.5 présentent respectivement les parties réelles et imaginaires desmodes thermiques issus du Modèle Réduit complexe d'ordre 12 identi�é à partir des don-nées en température sur tout le champ. À la suite de la remarque du paragraphe 2.3.2.2,l'ordre du Modèle Réduit complexe est pair et égal au double du nombre de paires devaleurs propres complexes conjuguées.On remarque que la variation spatiale des composantes réelles des modes complexes(�gure 2.4) est surtout présente dans la zone de recirculation. D'une façon globale la par-tie réelle de ces modes est semblable aux modes du Modèle Réduit réel (�gure 2.3). Parcontre, la variation spatiale des composantes imaginaires (�gure 2.5) est surtout présenteà proximité de l'élément de chau�age, dans la zone de recirculation, ainsi que loin en avalde la marche.Il nous reste maintenant à valider et comparer les di�érents Modèles Réduits.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique

Partie réelle du 1er couple de modes conjugués identi�é Hr
1 ∈ [−0, 12; 0, 37]Partie réelle du 2ème couple de modes conjugués identi�é Hr

2 ∈ [−0, 2; 0, 2]Partie réelle du 3ème couple de modes conjugués identi�é Hr
3 ∈ [0; 0, 01]Partie réelle du 4ème couple de modes conjugués identi�é Hr
4 ∈ [0; 0, 02]Partie réelle du 5ème couple de modes conjugués identi�é Hr

5 ∈ [−0, 17; 0, 12]Partie réelle du 6ème couple de modes conjugués identi�é Hr
6 ∈ [−0, 44; 0, 23]Figure 2.4 � Parties réelles des modes thermiques.
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2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entrée

Partie imaginaire du 1er couple de modes conjugués identi�é H i
1 ∈ [−20, 4; 35, 7]Partie imaginaire du 2ème couple de modes conjugués identi�é H i

2 ∈ [−161; 280]Partie imaginaire du 3ème couple de modes conjugués identi�é H i
3 ∈ [−0, 22; 0, 12]Partie imaginaire du 4ème couple de modes conjugués identi�é H i
4 ∈ [−0, 29; 0, 18]Partie imaginaire du 5ème couple de modes conjugués identi�é H i
5 ∈ [−34, 9; 20, 5]Partie imaginaire du 6ème couple de modes conjugués identi�é H i
6 ∈ [−29, 2; 54, 0]Figure 2.5 � Parties imaginaires des modes thermiques.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique2.3.3.2 Validation du Modèle Réduit sur tout le champLa validation consiste à tester le Modèle Réduit, en s'assurant qu'il est capable dereproduire la réponse du Modèle Détaillé quand celui-ci est soumis à un �ux test ϕ (t)autre que celui utilisé lors de l'identi�cation.La �gure 2.6 présente le �ux ϕ (t) utilisé pour la validation.

100150200250300

0 5 10 15 20 25 30
Flux(Wm-
2 )

Temps (s)

ϕ

Figure 2.6 � Flux test ϕ (t) en fonction du temps.En partant de l'état stationnaire avec ϕ(0) = 100 W m-2 et où la sortie est donnéepar ysta = −HF −11ϕ(0), ce �ux est appliqué à la fois sur le Modèle Détaillé et sur lesdi�érents Modèles Réduits, à savoir :� le Modèle Détaillé d'ordre N = 144 247 obtenu par le code Fluentr ;� le Modèle Réduit réel d'ordre n = 8 obtenu par la méthode de Quasi-Newton ;� le Modèle Réduit réel d'ordre n = 8 obtenu par l'Optimisation par Essaim deParticules ;� le Modèle Réduit complexe d'ordre n = 8 obtenu par l'Optimisation par Essaim deParticules.Pour évaluer la qualité des di�érents Modèles Réduits, nous utilisons les deux critères
σ (équation 2.23) et ε (équation 2.24). Nous résumons dans le tableau 2.5 les erreurs as-sociées à chaque Modèle Réduit. Les positions de l'erreur maximale dans l'espace et dansle temps y sont aussi données pour permettre de localiser le point où l'erreur est maximale.D'après le tableau 2.5, on remarque que les erreurs commises par les Modèles Réduitsrestent très faibles comparées au niveau atteint de température.54



2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entréeMéthode d'optimisation ordre n σ(K) ε(K) x1/h x2/h Temps (s)Quasi-Newton 8 8,14×10−4 1,20×10−2 -1,88 1 16,6OEP réel 8 6,70×10−4 1,13×10−2 -1,85 1 16,9OEP complexe 8 8,92×10−4 1,83×10−2 -1,82 1 15,2Tableau 2.5 � Comparaison entre le Modèle Détaillé et les di�érents Modèles Réduits àl'étape de validation.
On constate aussi que les Modèles Réduits réels d'ordre n = 8 sont sensiblement plusprécis que le Modèle Réduit complexe du même ordre. Concernant les Modèles Réduitsréels, l'Optimisation par Essaim de Particules est plus précise que la méthode de Quasi-Newton. Il faut rappeler que cette précision s'est accompagnée par un e�ort considérableau niveau des temps de calcul à l'identi�cation.À titre d'illustration, dans ce qui suit, on va se limiter à comparer le Modèle Détailléau Modèle Réduit d'ordre n = 8 obtenu par Quasi-Newton (le Modèle Réduit le moinsprécis).Les �gures 2.7 à 2.9 présentent respectivement les champs de température calculésavec le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre n = 8 pour les temps t = 0 s, t = 5s et t = 16, 6 s, ces temps correspondent respectivement au temps initial, au temps où ladensité de �ux est maximale et au temps où l'écart est maximal.

307.0300.0 300.7 301.4 302.1 302.8 303.5 304.2 304.9 305.6 306.3

Figure 2.7 � Champs de température obtenus par le Modèle Détaillé (haut) et par leModèle Réduit d'ordre n = 8 (bas) à t = 0 s.On remarque la bonne adéquation entre les champs obtenus par les deux modèles.A�n de mieux visualiser la di�érence entre les deux modèles, détaillé et réduit d'ordre
8, on a�che respectivement sur les �gures 2.10 à 2.12 la di�érence en valeur absolue entre,d'une part le champ obtenu avec le Modèle Détaillé et d'autre part le champ obtenu avecle Modèle Réduit d'ordre 8 pour t = 0 s, t = 5 s et t = 16, 6 s. 55



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique
320.9300.0 302.1 304.2 306.3 308.4 310.5 312.6 314.7 316.8 318.9

Figure 2.8 � Champs de température obtenus par le Modèle Détaillé (haut) et par leModèle Réduit d'ordre n = 8 (bas) à t = 5 s.
317.3300.0 301.7 303.5 305.2 306.9 308.6 310.4 312.1 313.8 315.6

Figure 2.9 � Champs de température obtenus par le Modèle Détaillé (haut) et par leModèle Réduit d'ordre n = 8 (bas) à t = 16, 6 s.
3.2e-030.0e+00 3.6e-04 7.1e-04 1.1e-03 1.4e-03 1.8e-03 2.1e-03 2.5e-03 2.9e-03

Figure 2.10 � Écart absolu entre les sorties du Modèle Détaillé et les sorties du ModèleRéduit d'ordre 8 à t = 0 s.
3.0e-030.0e+00 3.3e-04 6.7e-04 1.0e-03 1.3e-03 1.7e-03 2.0e-03 2.3e-03 2.7e-03

Figure 2.11 � Écart absolu entre les sorties du Modèle Détaillé et les sorties du ModèleRéduit d'ordre 8 à t = 5 s.
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2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entrée
1.2e-020.0e+00 1.4e-03 2.7e-03 4.1e-03 5.4e-03 6.8e-03 8.1e-03 9.4e-03 1.1e-02

Figure 2.12 � Écart absolu entre les sorties du Modèle Détaillé et les sorties du ModèleRéduit d'ordre 8 à t = 16, 6 s.En faisant référence à tous les résultats présentés dans ce paragraphe, on constateque la précision du Modèle Réduit est très satisfaisante. On souligne que les temps desimulation avec les Modèles Réduits sont de l'ordre de 21 s contre 420 s pour le ModèleDétaillé.2.3.3.3 Identi�cation du Modèle Réduit relatif au cas 2.À travers la matrice d'observation H , nous considérons une ligne dont une partie estsituée dans la zone de recirculation à x1/h = 6. Cette ligne comporte 135 observables.Elle est indiquée par des pointillés sur la �gure 2.13.
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x1/h = 6Figure 2.13 � Géométrie du système étudié. Cas 2.De la même manière que dans le cas 1, le champ de température a été calculé avecle Modèle Détaillé pour un �ux appliqué de ϕ (t) (équation (2.29)) pendant 300 pas detemps de 0,1 s.a - Modèle Réduit à composantes réellesLes résultats de l'identi�cation des Modèles Réduits à composantes réelles d'ordre 1 à10 sont résumés dans le tableau 2.6.Notons à titre d'information que 2,71 K est la valeur moyenne des écarts de tempéra-ture utilisées pendant l'identi�cation.Concernant les résultats de l'identi�cation on remarque que : 57



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueQuasi-Newton OEPordre n J (K2) σ(K) J (K2) σ(K)1 2, 23×10+2 1, 05×10−1 2, 23×10+2 1, 05×10−12 2, 55×10+1 3, 55×10−2 2, 55×10+1 3, 55×10−23 1, 14×10+1 2, 37×10−2 1, 12×10+1 2, 35×10−24 1, 22×10+0 7, 74×10−3 6, 04×10−1 5, 46×10−35 1, 25×10−1 2, 48×10−3 9, 52×10−1 2, 17×10−36 3, 70×10−2 1, 35×10−3 3, 58×10−2 1, 33×10−37 2, 51×10−2 1, 11×10−3 8, 63×10−3 6, 53×10−48 1, 68×10−2 9, 08×10−4 1, 80×10−3 2, 98×10−49 1, 67×10−2 9, 07×10−4 2, 75×10−4 1, 16×10−410 8, 03×10−5 6, 30×10−5Tableau 2.6 � Résultats de l'identi�cation des Modèles Réduits réels. Évolution du critère
J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.� pour les deux méthodes J et σ décroissent en fonction de l'ordre n du ModèleRéduit ;� jusqu'à l'ordre n = 3 la décroissance est la même pour les deux méthodes d'optimi-sation ;� l'OEP améliore nettement la minimisation de la fonctionnelle à partir de n > 3 ;� avec la méthode de Quasi-Newton, J et σ décroissent en fonction de l'ordre dumodèle jusqu'à atteindre un quasi-plateau à l'ordre n = 8 ;� à l'ordre 10 l'algorithme de Quasi-Newton explose alors que l'OEP continue sa des-cente.On note que les temps d'identi�cation du Modèle Réduit d'ordre n = 8 par les deuxméthodes sont 0,16 s pour Quasi-Newton et 49 s pour l'Optimisation par Essaim de par-ticules.b - Modèle Réduit à composantes complexesDans le tableau 2.7, on donne les résultats de l'identi�cation en termes de J et σ desModèles Réduits sur le corps des complexes obtenus par l'Optimisation par Essaim deParticules.On remarque que J et σ décroissent en fonction de l'ordre n et que ces résultats sontplus satisfaisants pour n ≥ 6 que ceux des Modèles Réduits réels. Le temps de calcul pourl'identi�cation du Modèle Réduit à l'ordre n = 8 est de 56 secondes.
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2.3. Méthode d'Identi�cation Modale avec une seule entréeordre n J (K2) σ(K)2 5, 63×10+1 5, 27×10−24 3, 18×10+0 1, 25×10−26 1, 97×10−2 9, 87×10−48 3, 77×10−4 1, 36×10−410 7, 34×10−5 6, 02×10−5Tableau 2.7 � Résultats de l'identi�cation des Modèles Réduits complexes. Évolution ducritère J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n.2.3.3.4 Validation du Modèle Réduit. Cas 2La validation du Modèle Réduit est e�ectuée par le premier �ux test présenté sur la�gure 2.6. Les résultats sont résumés dans le tableau 2.8.Méthode d'optimisation ordre n σ(K) ε(K) x1/h x2/h Temps (s)Quasi-Newton 8 8,06×10−4 3,30×10−3 6 0 15,3OEP réel 8 2,16×10−4 9,98×10−4 6 7,31×10−1 15,6OEP complexe 8 1,36×10−4 7,85×10−4 6 7,46×10−2 0Tableau 2.8 � Comparaison entre le Modèle Détaillé et les di�érents Modèles Réduits àl'étape de validation. Cas2.Comparés aux niveaux de di�érence de température atteints par rapport à T (0) (enmoyenne 2,71 K), on peut dire que les écarts σ et ε sont très faibles, en particulier pourle Modèle Réduit complexe d'ordre n = 8.L'illustration de la validation ne concernera que le Modèle Réduit donnant les moinsbons résultats c'est à dire le Modèle Réduit d'ordre 8 identi�é par la méthode de Quasi-Newton.La �gure 2.14 présente l'écart de température entre le Modèle Détaillé et le ModèleRéduit au point où l'écart est maximal (en (x1/h = 6; x2/h = 0)).La �gure 2.15 donne les pro�ls de température obtenus par le Modèle Détaillé en
x2/h = 6 et à t = 0 s, t = 5 s, t = 10 s, t = 15, 4 s, t = 20 s, t = 25 s et t = 30 s.A�n de comparer ces pro�ls au Modèle Détaillé, on trace sur la �gure 2.16 l'écart entrele Modèle Détaillé et le Modèle Réduit (Y − y) aux temps donnés ci dessus.L'évolution des écarts entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre n = 8 etles erreurs σ et ε associées sont très faibles comparées aux valeurs moyennes. 59



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique
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Figure 2.14 � Évolution des écarts ε de température entre le Modèle Détaillé et le ModèleRéduit en fonction du temps en (x1/h = 6; x2/h = 0).
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Figure 2.15 � Pro�ls de température donnés par le Modèle Réduit d'ordre n = 8.Notons que les temps de simulation sont de 420 s pour le Modèle Détaillé et de
3 × 10−2 s pour le Modèle réduit.60



2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entrées
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Figure 2.16 � Écarts des Pro�ls de température. Comparaison entre le Modèle Détailléet le Modèle Réduit d'ordre n = 8.2.3.3.5 Synthèse et discussionÀ travers ces deux exemples, nous avons montré comment identi�er un Modèle Réduità partir de données provenant d'un modèle de référence. Nous avons vu deux types deModèles Réduits : un sur le corps des réels, et un sur le corps des complexes. En présenced'opérateur de transport, le Modèle Réduit à composantes complexes est plus représentatifde la physique du système.Néanmoins, les résultats de l'exemple d'application montrent que pour ce type d'écou-lement, le Modèle Réduit à composantes complexes n'est plus précis que pour des ordresélevés. Dans la suite, puisque nous n'identi�erons que des modèles d'ordre faible (n < 10),nous nous contenterons alors de Modèles Réduits à composantes réelles.2.4 Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs en-trées2.4.1 Formulation du Modèle Réduit pour trois entréesDans ce paragraphe, nous mettrons en ÷uvre un Modèle Réduit à trois entrées ther-miques.Dans le paragraphe 2.3.1 page 42, on a vu comment écrire la représentation d'état d'unModèle Réduit relatif à une entrée. En reprenant ces résultats la structure d'un Modèle61



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueRéduit relatif à p = 3 entrées s'écrit sous la forme :
{
ẋ = Fx+GU (t)
y =Hx

(2.30)où : x ∈ Rn, F ∈ R(n,n), G ∈ R(n,p) est la matrice d'entrée liée à p entrées, U ∈ Rp est levecteur des p entrées, H ∈ R(q,n) est la matrice d'observation et y ∈ Rq est le vecteur desortie.L'identi�cation de F , G et H peut se faire d'une manière directe pour les p entréessimultanément :
Entrée u1

Entrée u2

Entrée u3

MR Global

Vecteur d’état x ∈ R
(n)

y ∈ R
q

Figure 2.17 � Identi�cation d'un Modèle Réduit Global pour p = 3 entrées.On peut aussi se baser sur la construction de Modèles Réduits dits élémentaires [103,75, 74] relatifs à chacune des entrées (les sorties y du modèle étant linéaires par rapportà chacune des entrées ui). On procède ensuite à un assemblage par superposition pourobtenir le Modèle Réduit global :
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2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entrées
Entrée u1

MRE no 1

Vecteur d’état réduit x1 ∈ R(n1)
y1 ∈ Rq

Entrée u2
MRE no 2

Vecteur d’état réduit x2 ∈ R(n2)
y2 ∈ Rq

Entrée u3
MRE no 3

Vecteur d’état réduit x3 ∈ R(n3)
y3 ∈ RqFigure 2.18 � Modèles Réduits Élémentaires relatifs aux p = 3 entrées.où chaque Modèle Réduit élémentaire s'écrit sous la forme :

{
ẋi = F ixi + 1ui (t)
yi =H

ixi (2.31)La forme globale du Modèle Réduit correspondant aux trois entrées a la forme (2.30).Formellement x, F , G, U , H et y s'écrivent :
U (t) =



u1 (t)
u2 (t)
u3 (t)


 (2.32)

x (t) =



x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)


 =




x11 (t)
x12 (t)...
x1n1

(t)
x21 (t)...
x2n2

(t)
x31 (t)...
x3n3

(t)




(2.33)
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique
F =



F 1 0 0
0 F 2 0
0 0 F 3


 =




f 1
1 . . .

f 1
n1

f 2
1 . . .

f 2
n2 . . .

f 3
n3




(2.34)

G =




1 . . .
1 . . .

1



=




1 0 0... ...
1 0

...
0 1

......... 1 0... 0 1... ...
0 0 1




(2.35)
y (t) =

p=3∑

i=1

yi (t) (2.36)La relation (2.36) exprime le principe que la sortie du Modèle Réduit global est la super-position des réponses des p = 3 Modèles Réduits Élémentaires.
H =

[
H1H2H3

] (2.37)L'ordre n du Modèle Réduit global est égal à la somme des ordres des Modèles RéduitsÉlémentaires :
n =

p=3∑

i=1

ni (2.38)L'in�uence de chaque entrée est découplée à travers les matrices dé�nissant les ModèlesRéduits Élémentaires. En e�et, chaque Modèle Réduit Élémentaire agit avec sa propredynamique (F i) relative aux sorties (yi) via la matrice d'observation (H i).2.4.2 Modèle Réduit à trois entrées : construction par modèlesréduits élémentaires. Cas 3Pour illustrer le principe de superposition des Modèles Réduits linéaires et en vue duproblème de contrôle optimal (chapitre 5), on développe ici un Modèle Réduit à p = 364



2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entréesentrées, ϕ1, ϕ2 et ∆T∞ (�gure 2.19). C'est le cas 3 envisagé dans l'introduction. ϕ1 s'ap-plique en x2 = h, x1 = [−2h; 0], ϕ2 s'applique en x2 = 2h, x1 = [−2h; 0] et ∆T∞ estl'écart de température à l'entrée du canal par rapport à la température initiale (300 K).
0

h

h ∆T∞

X1

X2 X3h
h 4h 30h

ϕ2

x1/h = 16

e2
e1ϕ1 Figure 2.19 � Système étudié. Cas 3.Pour chaque entrée, on dé�nit un Modèle Réduit Élémentaire de la même structureque (2.31). On applique ensuite le principe de superposition.Ici, la sortie du Modèle Réduit est composée de q = 135 observables sur une lignesituée à x1/h = 16 (�gure 2.19).2.4.2.1 Identi�cation du Modèle Réduit relatif à ϕ1En utilisant la méthodologie décrite dans la section 2.2.2, on applique un créneau de�ux sur ϕ1 (équation 2.39) pendant 300 pas de temps de 0,1 seconde, ϕ2 et ∆T∞ étantmaintenus respectivement à 0 W m−2 et 0 K :






ϕ1 (t) = 0 t = 0 s
ϕ1 (t) = 300 W m−2 0 < t ≤ 30 s
ϕ2 (t) = 0 ∀t
∆T∞ (t) = 0 K ∀t

(2.39)Les écarts de température obtenus de valeur moyenne de ∆T = T − T (0) = 1, 54 K,ont été ensuite utilisés comme données pour l'identi�cation.Le tableau 2.9 résume les résultats de l'identi�cation. On constate la décroissance ducritère J en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit jusqu'à n = 6.
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Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueOrdre n J (K2) σ(K)1 6,76×10+1 5,00×10−22 1,53×10+1 2,38×10−23 6,25×10+0 1,52×10−24 1,15×10+0 6,52×10−35 1,01×10−1 1,93×10−36 2,63×10−2 9,85×10−4Tableau 2.9 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit Élémentaire relatif à ϕ1.Évolution de la fonctionnelle J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n duModèle Réduit.2.4.2.2 Identi�cation du Modèle Réduit relatif à ϕ2Pour identi�er le Modèle Réduit Élémentaire relatif à ϕ2, cette fois-ci ϕ1 et ∆T∞ sont�xés respectivement à 0 W m−2 et 0 K, et on applique un échelon de �ux sur ϕ2 (équation2.40) pendant 30 secondes. La valeur moyenne des données utilisées pour l'identi�cationest de ∆T = 1, 65 K.




ϕ1 (t) = 0 ∀t
ϕ2 (t) = 0 t = 0 s
ϕ2 (t) = 300 W m−2 0 < t ≤ 30 s
∆T∞ (t) = 0 K ∀t

(2.40)Le tableau 2.10 présente les résultats de l'identi�cation. On constate la décroissance ducritère J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.Ordre n J (K2) σ(K)1 1,70×10+2 7,93×10−22 2,53×10+1 3,06×10−23 1,91×10+0 8,39×10−34 1,18×10+0 6,60×10−35 1,48×10−1 2,34×10−36 7,60×10−2 1,68×10−3Tableau 2.10 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit Élémentaire relatif à ϕ2.Évolution de la fonctionnelle J et de l'erreur quadratique σ en fonction de l'ordre n duModèle Réduit.2.4.2.3 Identi�cation du Modèle Réduit relatif à ∆T∞On utilise un échelon (équation (2.41)) pour identi�er un Modèle Réduit Élémentairerelatif à ∆T∞. Les températures obtenues, dont la moyenne est ∆T = 24, 8 K ont étéensuite utilisées comme données pour l'identi�cation.66



2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entrées




ϕ1 (t) = 0 ∀t
ϕ2 (t) = 0 ∀t
∆T∞ (t) = 0 t = 0 s
∆T∞ (t) = 25 K 0 < t ≤ 30 s (2.41)Le tableau 2.11 présente les résultats de l'identi�cation.Ordre n J (K2) σ(K)1 2,54×10+4 5,60×10−12 5,33×10+3 5,57×10−13 1,68×10+3 1,44×10−14 7,37×10+2 9,54×10−25 2,97×10+2 6,06×10−26 5,43×10+1 2,59×10−2Tableau 2.11 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit ∆T∞. Évolution du critère

J et de l'erreur quadratique σ(K) en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.2.4.2.4 Validation du Modèle Réduit Global. Cas 3Les équations ( 2.31 page 63) permettent de dé�nir un Modèle Réduit Élémentairepour chaque entrée. Le Modèle Réduit Global relatif aux p entrées est obtenu par super-position des p Modèles Réduits Élémentaires (2.30).L'objectif de cette partie est de valider le Modèle Réduit Global, c'est-à-dire, de com-parer les réponses en température données d'une part par le Modèle Détaillé et d'autrepart par le Modèle Réduit Global, pour un même jeu de sollicitations.La �gure 2.20 donne l'évolution en fonction du temps des sollicitations thermiques ϕ1,
ϕ2 et ∆T∞ utilisées pour tester le Modèle Réduit.Pour construire le Modèle Réduit Global, on assemble les Modèles Réduits Élémen-taires du même ordre (on peut choisir des ordres di�érents). Trois Modèles Réduits Glo-baux sont ici construits , d'ordre 12, 15 et 18.Le Tableau 2.12 résume tous les résultats de la validation et montre que les tempé-ratures calculées avec les Modèles Réduits Globaux sont très proches de celles calculéesavec le Modèle Détaillé avec un faible écart quadratique σ. L'erreur maximale ε ainsi quela position correspondante dans l'espace et dans le temps sont aussi données.La �gure 2.21 présente le comportement, d'une part du Modèle Détaillé, et d'autrepart du Modèle Réduit Global d'ordre n = 18, au point où l'erreur ε est maximale (c'est-à-dire x1/h = 16 et x2/h = 1, 95). 67



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique
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Figure 2.20 � Entrées ϕ1, ϕ2 et ∆T∞ pour valider les Modèles Réduits identi�és.Ordre n σ(K) ε(K) x1/h x2/h Temps (s)12 6,21×10−3 3,11×10−2 16 1,5×10−2 16,815 4,20×10−3 2,02×10−2 16 0 17,018 3,41×10−3 1,02×10−2 16 1,95 23,1Tableau 2.12 � Validation des Modèles Réduits Globaux.Sur la �gure 2.22, on trace les écarts des Modèles Réduits Globaux (d'ordre 12, 15et 18) par rapport au Modèle Détaillé aux points où ε est maximale (c.f. tableau 2.12),c'est-à-dire aux points : B(16h,1,5×10−2h) pour l'ordre 12, A(16h, 0) pour l'ordre 15 etC(16h, 1, 95h) pour l'ordre 18.On constate que les niveaux d'erreur sont très faibles, notamment pour le ModèleRéduit Global d'ordre 18. On note également des pics d'erreurs plus importants pour leModèle Réduit Global d'ordre 12. Ces pics correspondant aux changements brusques des68



2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entrées
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Figure 2.21 � Comparaison Modèle Détaillé-Modèle Réduit Global d'ordre 18 pour lepoint x2/h = 0.
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Figure 2.22 � Écarts entre le Modèle Détaillé et les Modèles Réduits Globaux.entrées appliquées, montrant la di�culté du Modèle Réduit à reproduire les plus hautesfréquences. Ces pics ont tendance à s'atténuer lorsqu'on augmente l'ordre du modèle. 69



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueConcernant le temps de simulation du Modèle Détaillé, pour 800 pas de temps il afallu environ 15 minutes. Donc pour chaque itération le temps de simulation était del'ordre de 1,13 s, tandis que pour le Modèle Réduit Global d'ordre 18, la simulation de800 pas de temps n'a duré que 7, 19 × 10−2 s.L'inconvénient majeur de la méthode de superposition des Modèles Réduits Élémen-taires est dans le fait qu'elle nécessite autant de procédures d'identi�cation que d'entrées.On montre par la suite comment identi�er un Modèle Réduit Global � directement � enn'utilisant qu'un seul problème d'optimisation.2.4.3 Modèle Réduit à trois entrées : construction � directe �.Cas 4On cherche ici à identi�er le Modèle Réduit de la forme (2.30) rappelée ci-dessous,mais sans passer par le principe de superposition des Modèles Réduits Élémentaires :
{
ẋ = Fx+GU (t)
y =HxPendant la procédure d'identi�cation, le choix de la forme de l'entrée U (t) est très im-portant. L'entrée U (t) est choisie de telle sorte à bien reproduire la dynamique de chaqueentrée ui séparée : on applique en fait les trois échelons des Modèles Réduits Élémen-taires, mais en donnant le temps aux thermogrammes d'atteindre les régimes permanents(équation (2.42)) :





ϕ1 (t) = 0 ϕ2 (t) = 0 ∆T∞ (t) = 0 t = 0 s
ϕ1 (t) = 300 ϕ2 (t) = 0 ∆T∞ (t) = 0 0 < t ≤ 40 s
ϕ1 (t) = 300 ϕ2 (t) = 300 ∆T∞ (t) = 0 40 < t ≤ 80 s
ϕ1 (t) = 300 ϕ2 (t) = 300 ∆T∞ (t) = 25 t > 80 s (2.42)2.4.3.1 Identi�cation du Modèle Réduit à construction directeLe tableau 2.13 résume l'évolution du critère J ainsi que de l'erreur quadratique σ enfonction de l'ordre du modèle n.On remarque que la fonctionnelle J décroît avec l'ordre du Modèle Réduit jusqu'à at-teindre un quasi-plateau à l'ordre n = 12. Ces résultats ont été obtenus avec la méthoded'optimisation de Quasi-Newton. Notons que plusieurs tests de paramètres initiaux ontété e�ectués pour avoir une bonne diminution du critère J .Pour éviter ce problème d'initialisation des paramètres, on a procédé à une autre iden-ti�cation en utilisant cette fois-ci la méthode d'Optimisation par Essaim de Particules. Onrésume dans le tableau 2.14 les résultats de l'identi�cation obtenus avec une Optimisationpar Essaim de Particules, où 20 particules ont été utilisées avec un voisinage circulaire detaille 3.70



2.4. Méthode d'Identi�cation Modale à plusieurs entréesordre n J (K2) σ(K)1 2,14×10+5 1,41×1002 2,21×10+4 4,52×10−13 7,83×10+3 2,69×10−14 2,34×10+3 1,47×10−15 8,72×10+2 8,99×10−26 5,17×10+2 6,92×10−27 3,34×10+2 5,56×10−28 2,96×10+2 5,23×10−29 1,28×10+2 3,44×10−210 6,66×10+1 2,48×10−211 5,87×10+1 2,33×10−212 5,66×10+1 2,29×10−2Tableau 2.13 � Résultats de l'identi�cation par Quasi-Newton du Modèle Réduit àconstruction directe. Évolution du critère J et de l'erreur quadratique σ en fonctionde l'ordre n. ordre n J (K2) σ(K)8 7,61×10+1 2,66×10−29 3,31×10+1 1,75×10−210 2,29×10+1 1,45×10−211 9,92×10+0 9,85×10−312 4,74×10+0 6,63×10−3Tableau 2.14 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit à construction directe enutilisant l'Optimisation par Essaim de particules. Évolution du critère J et de l'erreurquadratique σ en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.On note alors que les résultats obtenus avec la méthode OEP sont meilleurs que ceuxobtenus avec la méthode de Quasi-Newton. Cela con�rme que certains des résultats d'op-timisation dans le tableau 2.13 correspondent à des minima locaux.2.4.3.2 Validation du Modèle Réduit à construction directeDans le tableau 2.15 sont donnés les résultats de la validation des Modèles Réduitsà construction directe d'ordre 12 identi�és par les deux méthodes : Quasi-Newton etOptimisation par Essaim de Particules pour le jeu d'entrées test tel que présenté sur la�gure 2.20. Les températures calculées avec les deux Modèles Réduits sont très prochesde celles calculées avec le Modèle Détaillé avec un faible écart quadratique σ. L'erreurmaximale ε ainsi que la position correspondante dans l'espace et dans le temps sont aussidonnées. 71



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermiqueMéthode d'optimisation Ordre n σ(K) ε(K) x1/h x2/h Temps (s)OEP 12 2,47×10−2 5,50×10−2 16 1,25 77,1Quasi-Newton 12 2,68×10−2 5,54×10−2 16 1,75 22,4Tableau 2.15 � Comparaison entre le Modèle Détaillé et les Modèles Réduits Directs pourla sollicitation test (�gure 2.20).En comparant ces résultats avec ceux du tableau 2.12, on constate qu'ils sont moinsbons que ceux des Modèles Réduits assemblés d'ordre 12. Ceci est probablement dû auchoix des entrées qui n'ont pas été normalisées : par exemple les variations de la tempé-rature dues à ∆T∞ sont importantes (par rapport aux entrées) et donnent ainsi un poidsplus fort dans la fonctionnelle à minimiser.La �gure 2.23 montre l'évolution de la température obtenue d'une part, par le ModèleDétaillé et d'autre part par le Modèle Réduit Direct d'ordre 12 identi�é par la méthodeOEP, au point de coordonnées (x1/h; x2/h) = (16h; 1, 25h).
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Figure 2.23 � Évolution de la température en fonction du temps au point (16h; 1, 25h).L'évolution des écarts entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 12 au pointoù l'erreur est maximale est représentée sur la �gure 2.24.
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2.5. Conclusion
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Figure 2.24 � Évolution de l'écart de température entre le Modèle Détaille et les deuxModèles Réduits à construction Directe d'ordre 12.2.5 ConclusionUne méthode d'identi�cation de Modèle Réduit thermique pour les écoulements deconvection forcée est proposée dans cette étude. Nous avons montré comment formuler lastructure du Modèle Réduit à partir de la discrétisation spatiale de l'équation de l'énergie,puis comment identi�er les paramètres des Modèles Réduits en utilisant un algorithme deminimisation.Le cas d'un écoulement 2D, laminaire, incompressible, soumis à une densité de �uxde chaleur ϕ (t) est considéré, le champ de vitesse étant par hypothèse indépendant de latempérature. Deux types de sorties ont été traités :� une matrice d'observation permettant de considérer tout le champ ;� une matrice d'observation qui permet de sélectionner quelques points du domaine.Les résultats de la validation des Modèles Réduits sont très satisfaisants par leursprécisions ainsi que par leurs temps de simulation. L'identi�cation des Modèles Réduits àcomposantes complexes n'a donné, pour cette application, de meilleurs résultats que pourdes ordres n ≥ 10. Dans la pratique les Modèles Réduits réels seront largement su�santspour des ordres n < 10.Nous avons aussi montré comment construire un modèle réduit relatif à plusieursentrées, soit en utilisant le principe de superposition de plusieurs Modèles Réduits Élé-mentaires, soit par construction directe. Il faut remarquer que l'ordre 12 sélectionné cor-respond à 3 Modèles Réduits Élémentaires d'ordre 4. Chaque Modèle Réduit Élémentaire73



Chapitre 2. la MIM appliquée au champ thermique(donc chaque entrée) n'a donc que 4 valeurs propres pour exprimer sa dynamique. Dansle Modèle Réduit d'ordre 12 identi�é par construction directe, chaque entrée béné�ciealors de 12 valeurs propres pour exprimer la dynamique du système. Celui-ci devrait doncêtre a priori plus précis que l'assemblage des Modèles Réduits Élémentaires. Ceci n'estpas le cas dans notre application, il aurait fallu construire ce modèle avec des entréesadimensionnées pour éviter une pondération de la fonctionnelle à minimiser.On souligne que dans cette étude, la construction de Modèles Réduits par identi�cationmodale a permis un gain considérable en temps de simulation et en place mémoire avecune précision très satisfaisante. Une partie des résultats présentés dans ce chapitre a faitl'objet de publications [86, 85, 40]
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Chapitre 3La méthode de réduction de modèle paridenti�cation appliquée à unécoulement stationnaire laminaireincompressible
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3.1. Introduction3.1 IntroductionDans le chapitre 2, nous avons vu comment la Méthode d'Identi�cation Modale per-mettait d'identi�er un Modèle Réduit thermique dynamique linéaire. Dans ce cadre, nousavons traité plus précisément l'équation de l'énergie sur un système d'advection-di�usion,sous la condition que le champ de vitesse restait constant et stationnaire, seules les condi-tions aux limites thermiques étant des fonctions du temps.A�n d'aborder des problèmes convectifs plus complexes où le champ de vitesse estsusceptible de varier, nous formulons dans ce chapitre, une approche de la MIM relativeaux équations de Navier-Stokes, pour des écoulements stationnaires laminaires incompres-sibles. Nous verrons donc successivement dans ce chapitre :� les équations de Navier-Stokes sous forme de représentation d'état, faisant ressortirles entrées et les sorties du système (sections 3.2.1 et 3.2.2) ;� cette représentation sous forme modale (section 3.2.3) ;� l'écriture de cette représentation modale en régime stationnaire, donnant la structuredu modèle réduit, et le principe de l'identi�cation du modèle réduit correspondant(section 3.3) ;� deux exemples d'application d'écoulement : un écoulement fermé dans une cavité en-traînée et un écoulement ouvert le long d'une marche descendante. Après obtentiondes modèles réduits, la simulation de champs de vitesse stationnaires pour di�érentesvaleurs du nombre de Reynolds d'entrée (sections 3.4 et 3.5) devient possible.3.2 Le type d'écoulement étudié et sa formulation3.2.1 Équations de Navier-StokesSoit Ω ∈ Rd le domaine physique occupé par un �uide à tout instant t, où d correspondà la dimension du problème, et ∂Ω la frontière du domaine Ω.On considère l'écoulement d'un �uide visqueux, incompressible et newtonien pour le-quel les forces volumiques sont nulles, décrit par les équations de continuité et de conser-vation de la quantité de mouvement :
∇·

→

V= 0

∂
→

V

∂t
+
(

→

V ·∇
)

→

V= −
1

ρ
∇p+ ν∆

→

V
(3.1)où t ∈ I est la variable temporelle, →

V (x, t) ∈ R
d est le champ de vitesse et p (x, t) ∈ Rest le champ de pression, ρ est la masse volumique du �uide et ν sa viscosité cinématique.Pour calculer à chaque instant le champ de vitesse et le gradient de pression dans toutle domaine Ω, il est nécessaire d'associer au système (3.1) des conditions aux limites et77



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesdes conditions initiales.Pour les écoulements que nous allons étudier nous avons les conditions aux limitessuivantes :� pour un écoulement fermé : des conditions aux limites de type adhérence aux parois(vitesse nulle sur la frontière ∂Ω2) et des conditions aux limites de type Dirichlet(une vitesse imposée sur la frontière ∂Ω1) ;� pour un écoulement ouvert, une condition à la limite d'entrée imposant une vitessequi peut se traduire par un nombre de Reynolds, des conditions aux limites detype adhérence aux parois et des conditions de sortie de type frontière ouverte, dite� out�ow boundary �.3.2.2 Représentation d'état des équations de Navier-StokesSoit un écoulement décrit par le modèle (3.1) muni de ses conditions aux limites. Dansla plupart des cas, un tel modèle n'a pas de solution analytique et l'on a recours à unediscrétisation spatiale du domaine pour trouver une solution approchée. L'objectif de ceparagraphe est de déterminer une structure discrète de ce système basée sur la méthodedes éléments �nis.La résolution des équations de Navier-Stokes nécessite le traitement de la variable depression p, qui n'intervient que par son gradient (∇p) dans les équations (3.1). Une foisle problème résolu, la solution des équations de Navier-Stokes ne fera donc intervenir quele champ de vitesse et le gradient de pression. Il convient alors d'avoir une pression deréférence. Pour traiter le terme ∇p dans les équations de Navier-Stokes, il existe plusieursapproches :� Rempfer [81] propose d'utiliser une équation de Poisson pour relier la pression à lavitesse ;� d'autres auteurs [7, 15] ont choisi d'utiliser dans le cas bi-dimensionnel, la formula-tion en vorticité/fonction de courant de l'équation de Navier-Stokes a�n d'éliminerle terme de ∇p ;� l'approche � Navier-Stokes Généralisée � [30], que nous développons ci-dessous per-met d'exprimer la pression comme une forme quadratique de la vitesse.Appliquons l'opérateur divergence à l'équation de la quantité de mouvement :
∇ ·

(
∂

→

V

∂t
+
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→

V ·∇
)

→

V −ν∆
→

V +
1

ρ
∇p

)
= 0 (3.2)d'où :
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V ·∇
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+
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∆p = 0 (3.3)soit encore :

∇ ·
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→

V ·∇
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V
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1

ρ
∆p = 0 (3.4)78



3.2. Le type d'écoulement étudié et sa formulationLe Laplacien de la pression peut alors s'écrire :
∆p = −ρ∇ ·

((
→

V ·∇
)

→

V
)
= −ρ

d∑

i,j=1

∂ui
∂xj

∂uj
∂xi

(3.5)À partir de cette relation, on peut dé�nir un opérateur inverse de l'opérateur Laplacienque nous notons ∆−1. On peut donc écrire la pression sous la forme :
p = ∆−1

[
−ρ

d∑

i,j=1

∂ui
∂xj

∂uj
∂xi

] (3.6)À partir de ce résultat, on peut réécrire le système de Navier-Stokes sous la formegénéralisée [30, 29] :
∂

→

V

∂t
= ν∆

→

V +q(
→

V ,
→

V ) (3.7)où q(→V , →

V ) est une forme quadratique des composantes de la vitesse dé�nie par :
q(

→

V ,
→

V )
déf
= −

(
→

V ·∇
)

→

V +
d∑

i,j=1

∇∆−1 ∂ui
∂xj

∂uj
∂xi

(3.8)et où les ui sont les composantes de vitesse de →

V .Remarque :On retrouve dans [30] une autre écriture du système (3.7) :
∂

→

V

∂t
= ν∆

→

V +P

((
→

V ·∇
)

→

V
) (3.9)où P = −Id+∇∆−1div· est le projecteur de Leray sur les champs à divergence nulleet Id est l'identité sur Rd.En vue d'établir une représentation d'état, on utilise ici la formulation variationnelle.L'équation (3.7) est classiquement multipliée par une fonction vectorielle test ψ. Le choixde cette fonction test dépend de la nature des conditions aux limites. Généralement onchoisi une fonction test ψ qui s'annule sur la frontière (∂Ω1) là où on impose une conditionde Dirichlet (condition dite essentielle).Soit H1

g(Ω) l'espace des fonctions dans lequel on cherche la solution de (3.1) :
H1

g (Ω) =
{
ψ ∈ H1 (Ω) |ψ = g∀x ∈ ∂Ω1

}où H1 (Ω) est l'espace de Sobolev dé�ni dans le chapitre 2. 79



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesPour des fonctions su�samment régulières →

V , l'équation (3.7) nous conduit à la formu-lation variationnelle, qui consiste à chercher →

V ∈ [H1
g=u(Ω)]

2 satisfaisant ∀ ψ ∈ [H1
g=0(Ω)]

2 :
∫

Ω

∂
→

V

∂t
ψdx = −ν

∫

Ω

∇
→

V ·∇ψdx+ ν

∫

∂Ω

∇
→

V ·nψds+ ∫
Ω

q(
→

V ,
→

V )ψdx (3.10)Le choix de l'espace H1
g=0(Ω) ainsi que les autres conditions aux limites (c'est-à-direadhérence aux parois (vitesse nulle) et frontière libre à la sortie (∇ →

V ·
→
n= 0)) nouspermet d'obtenir :

∫

Ω

∂
→

V

∂t
ψdx = −ν

∫

Ω

∇
→

V ·∇ψdx+

∫

Ω

q(
→

V ,
→

V )ψdx (3.11)Soit N le nombre de n÷uds issus d'une discrétisation spatiale du domaine Ω. Nousprenons N fonctions vectorielles tests ψi telles que la solution approchée →

V de (3.1)s'écrive :
→

V (x, t) =
N∑

i=1

Ṽ i (t)ψi (x) (3.12)L'introduction de (3.12) dans (3.11) donne la formulation discrète :
A
dṼdt = BṼ + CṼ ⊗ Ṽ (3.13)où les opérateurs A, B et C intervenant dans l'équation (3.13) s'écrivent :

Aij =

∫

Ω

ψiψjdx
Bij = −ν

∫

Ω

∇ψi · ∇ψjdx
Cijk =

∫

Ω

ψi ·
(
ψj∇

)
ψkdx+

∫

Ω

ψk∇∆−1
∑

j,k

∂ψi

∂xj

∂ψj

∂xi
dx (3.14)

et V ⊗ V est le tenseur d'ordre 2 de composantes V iV j.Remarques :� Dans l'équation (3.13), la condition de Dirichlet n'est pas e�ective, elle est forcée parl'appartenance à l'espace H1
g=u(Ω). Dans notre méthodologie, on cherche à imposercette condition essentielle dans l'équation (3.13).� On impose donc la condition de Dirichlet en modi�ant le système (3.13). Le nombrede modi�cations est égal au nombre de n÷uds pour lesquels une condition de Diri-chlet est appliquée.� Classiquement, pour un système linéaire Ax = B, la modi�cation est e�ectuée, pourchaque n÷uds i où l'on a une condition essentielle ui, comme suit [55, 57, 84] :80



3.2. Le type d'écoulement étudié et sa formulation1. On multiplie la i-ième colonne de la matrice A par la valeur ui, et on la soustraitau second membre.2. La i-ième ligne et la i-ième colonne de la matrice A sont remplacées par uneligne et une colonne de zéros.3. Le terme Aii est remplacé par 1.4. La composante Bi est remplacée par ui.L'introduction de la condition à la limite sur ∂Ω1, de type Dirichlet u = ū(x, t), nouspermet de réécrire le système di�érentiel (3.13) sous la forme :
Ā
dṼdt = B̄Ṽ + C̄Ṽ ⊗ Ṽ + D̄ū(x, t) (3.15)où Ā, B̄ et C̄ sont les matrices modi�ées de A, B et C, a�n de prendre en compte lesconditions aux limites de Dirichlet sur les n÷uds concernés.Remarque :L'écriture formelle de ces matrices est inutile pour nous : seule la structure du sys-tème (3.15) nous intéresse par la suite.Dans le cas où on peut exprimer ū(x, t) en fonction d'un scalaire Ū (par exemple vitessemoyenne ou vitesse maximale) alors le système (3.15) peut se mettre sous la forme :
Ã
dṼdt = B̃Ṽ + C̃Ṽ ⊗ Ṽ + D̃Ū (3.16)Sous l'hypothèse que Ã soit inversible, en multipliant par Ã

−1 à gauche le système(3.16) devient : dṼdt = B
∗Ṽ + C

∗Ṽ ⊗ Ṽ +D
∗Ū (3.17)où

B∗ = Ã
−1
B̃ ,C∗ = Ã

−1
C̃, D∗ = Ã

−1
D̃. (3.18)En vue de privilégier certains points sur lesquels les Modèles Réduits interviendront,nous introduisons un vecteur de sortie Y ∈ Rd×q permettant d'observer une partie q duchamp de vitesse à travers la matrice de sélection H ′

∈ R(d×q,d×N) :
Y =H

′

Ṽ (3.19)Finalement les équations de Navier-Stokes sous forme discrète peuvent s'écrire sous laforme d'un système formé de l'équation du système dynamique (3.17) associé à l'équationdu vecteur de sortie (3.19). Pour des raisons de lisibilité, on omettra les symboles˜et ∗dans les équations (3.17) et(3.19). 81



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesLes équations sont alors :




Trouver V = V (t) ∈ Rd×N , Y = Y (t) ∈ Rd×q tels que :dVdt = BV +Ψ (V ) +DŪ ∀ t ∈ I

V (0) = V 0 t = 0

Y =H
′

V ∀t ∈ I

(3.20)où Ψ (V ) = CV ⊗ V représente le terme convectif, non linéaire en V .3.2.3 Forme modale des équations de Navier-Stokes discrèteDe façon analogue à ce qui a été exposé au chapitre 1, on cherche une formulationmodale des équations (3.20) qui serviront ensuite de structure pour les Modèles Réduits.En diagonalisant la matrice B (F = Σ−1BΣ) du système (3.20) et en utilisant lamatrice Σ des vecteurs propres correspondants (V = ΣX), on obtient :




d(ΣX)dt = BΣX +Ψ (ΣX) +DŪ

Y =H
′

ΣX
(3.21)En multipliant à gauche par la matrice Σ−1, on arrive à :

{ dXdt = FX +Σ−1Ψ (ΣX) +GŪ

Y =HX
(3.22)où

G = Σ−1D (3.23)et
H =H

′

Σ (3.24)Le terme quadratique peut être écrit dans une base de fonctions polynômiales (d'ordre2) Z sous la forme [15] (développement détaillé dans l'annexe) :
ΩZ (X) = Σ−1Ψ (ΣX) (3.25)où les éléments de la matrice Ω ∈ R(d×N,dim (Z)(d×N)) sont les coe�cients de projectiondans la base Z ∈ R(d×N)(d×N+1)/2 composée des éléments du second ordre en X (i),

i = 1, . . . , d×N :82



3.3. Identi�cation du Modèle Réduit
Z (X) =




X2
1

X1X2

X1X3...
X1Xd×N

X2
2

X2X3...
X2Xd×N...
X2

d×N−1

Xd×N−1Xd×N

X2
d×N




(3.26)
L'introduction de la forme quadratique (3.25) nous conduit à réécrire la forme modaledu système (3.22) :





Trouver X =X (t) ∈ Rd×N ,Y = Y (t) ∈ Rd×q tels que :dXdt = FX +ΩZ (X) +GŪ

Y =HX

(3.27)avec F ∈ R(d×N,d×N) matrice diagonale, Ω ∈ R(d×N,dim (Z)(d×N)), G ∈ Rd×N et la matricede sortie H ∈ R(d×q,d×N). La formulation (3.27) mène à la résolution d'un système de
d×N équations. L'idée de base de la Méthode d'Identi�cation Modale est d'utiliser cetteforme pour construire la structure du Modèle Réduit de dimension beaucoup plus petite.3.3 Identi�cation du Modèle Réduit3.3.1 Structure du Modèle RéduitLa Méthode d'Identi�cation Modale utilise la forme modale du Modèle Détaillé (3.27)pour dé�nir une structure de Modèle Réduit avec un état x tel que dimx� dimX :





Trouver x = x (t) ∈ Rn,y = y (t) ∈ Rd×q tels que :dxdt = Fx+ΩZ(x) +GŪ

y =Hx

(3.28)où les paramètres du Modèle Réduit sont : F ∈ R(n,n), Ω ∈ R(n,dim (Z)(n)), G ∈ Rn et lamatrice de sortie H ∈ R(d×q,n). On rappelle que dim (Z)(n) = n(n + 1)/2.Dans la suite de ce travail, nous nous limiterons à un régime d'écoulement stationnairepour lequel : dxdt = 0 83



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesconduisant au nouveau problème :




Trouver x ∈ Rn,y = y (t) ∈ Rd×q tels que :
0 = Fx+ΩZ(x) +GŪ
y =Hx

(3.29)Et en multipliant à gauche la première équation de (3.29) par la matrice F−1, on arriveà la nouvelle forme :




Trouver x ∈ R
n,y = y (t) ∈ R

d×q tels que :
0 = x+Ω

′

Z(x) +G
′

Ū
y =Hx

(3.30)où Ω
′

= F−1Ω et G′

= F−1G.3.3.2 Identi�cation des paramètres du Modèle RéduitL'objectif de la prochaine étape consiste à identi�er un Modèle Réduit dans une gammede Ū donnée, correspondant à une gamme de nombre de Reynolds Re. Le vecteur desparamètres dé�nissant le Modèle Réduit stationnaire (3.30) est dé�ni par :
θ =

[
Ω

′

,G
′

,H
] (3.31)Pour identi�er le vecteur des paramètres θ dans une certaine gamme de fonctionne-ment, il nous faut un certain nombre NRe de champs stationnaires (correspondant chacunà une valeur de Ū (3.30)) dans la gamme considérée.Comme dans les chapitres précédents, pour chaque ordre n donné, l'identi�cation de

θ est faite à travers la minimisation du critère quadratique J :
J (θ) =

NRe∑

i=1

d×q∑

k=1

(Y ik − yik(θ))
2 (3.32)oùNRe est le nombre de champs stationnaires utilisés pendant la procédure d'identi�cationdu Modèle Réduit et d× q est le nombre d'observables. Il faut noter que l'incrémentationde l'ordre n du Modèle Réduit est limitée par un ordre critique : le nombre de donnéesdoit être supérieur au nombre d'inconnues.

NRe champs stationnaires et d×q observables donnent NRe×d×q données. Le nombrede paramètres inconnus correspond aux dimensions des matrices dé�nissant le ModèleRéduit (3.30), c'est-à-dire les matrices Ω
′, G′ et H . Ainsi, le nombre d'inconnues est

n2 (n+ 1) /2+n+n×d× q. L'ordre n du Modèle Réduit doit donc satisfaire la conditionsuivante :
NRe × d× q > n2 (n + 1) /2 + n+ n× d× q (3.33)84



3.4. Application : cavité entraînéeDans la pratique quand q est très grand, l'ordre maximal qui peut être identi�é estdonné par nmax = NRe − 1.A�n d'illustrer la méthodologie d'identi�cation de Modèle Réduit pour des champsde vitesse stationnaires, deux exemples sont présentés ici : l'écoulement dans une cavitéentraînée (section 3.4) et l'écoulement le long d'une marche descendante (section 3.5).3.4 Application : cavité entraînéeL'écoulement dans une cavité entraînée compte parmi les problèmes les plus étudiésdans le domaine de la mécanique des �uides ([25, 38, 68, 92] pour ne citer que quelquesréférences). Bien que la géométrie soit simple, cet écoulement présente une certaine com-plexité : grande structure tourbillonnaire au centre, et structures de petites tailles situéesdans les coins de la cavité.L'exemple considéré consiste en un écoulement stationnaire bi-dimensionnel laminaireincompressible dans une cavité de coté D = 1 m (�gure 3.1 page suivante). Le �uide estconsidéré newtonien de viscosité cinématique ν. Le nombre de Reynolds est basé sur lavitesse de la paroi supérieure mobile U∞ :
Re =

U∞D

ν
(3.34)3.4.1 Simulations de référenceDans ce qui suit, nous considérons une gamme de nombre de Reynolds entre Re = 400et Re = 2500 pour laquelle le régime de l'écoulement est laminaire et stable [38]. Lesdonnées du Modèle Détaillé constituant le vecteur de sortie Y proviennent de simulationsfaites en utilisant le code FLUENTr. Un maillage cartésien avec N = 131× 131 = 17161n÷uds et un ra�nement près des cotés a été utilisé (�gure 3.1).Les conditions aux limites sont une vitesse imposée U∞ pour la paroi supérieure et lacondition de non-glissement pour les autres cotés :

u1 = U∞ u2 = 0 en x2 = 1
u1 = 0 u2 = 0 en x2 = 0, x1 = 0 et x1 = 1

(3.35)La validation des simulations de ce modèle de référence a été faite avec des donnéesissues de la littérature, en particulier les travaux numériques d'Erturk [38], qui utiliseune formulation fonction de courant ψ vorticité ω et ceux de Botella [25] qui utilise ladiscrétisation spatiale de type Tchebychev Collocation à grille unique.La formulation fonction de courant vorticité (ψ, ω) est classiquement utilisée pour desécoulements bi-dimensionnels. Elle permet de décrire la dynamique d'un écoulement de�uide à travers le calcul des deux variables : fonction de courant ψ et vorticité ω. 85



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
u

0

0

0u 0vFigure 3.1 � Géométrie et maillage de la cavité entraînée.Dans le cas d'un écoulement 2D, la formulation (ψ, ω) des équations de Navier-Stokes(3.1) s'écrit :
∆ψ = −ω
∂ω

∂t
+ v.∇ω = ν∆ω

(3.36)Cette formulation élimine la variable de pression p. Elle permet ainsi de réduire lenombre d'inconnues (3 à 2). On passe d'une formulation en u1, u2 et p à une formulationen ψ et ω, dé�nis par :
∂ψ

∂x2
= u1

∂ψ

∂x1
= −u2 (3.37)

ω =
∂u2
∂x1

−
∂u1
∂x2

(3.38)Dans le tableau 3.1, nous comparons les résultats obtenus, avec le Modèle de référenceet les résultats issus de la littérature, en particulier : la valeur de la vorticité au centre dutourbillon principal ainsi que les coordonnées qui correspondent et la valeur de ψmax quireprésente le débit entre une paroi verticale et le centre de la cavité.Nous présentons dans la �gure 3.2 le champ de vorticité obtenu par le Modèle Détaillé.Nous comparons ensuite sur les �gures 3.3 et 3.4 les pro�ls de vorticité ω, issus duModèle Détaillé, avec les résultats de Botella [25] et du code 14 d'Erturk [38], le longdes axes x = 0, 5 et y = 0, 5.
14. code fortran disponible sur http ://www.cavity�ow.com86



3.4. Application : cavité entraînée
Référence Maillage ψmax ω x yModèle Détaillé N = 131× 131 0,1204 2,0576 0,5300 0,5625Erturk [38] N = 401× 401 0,1186 2,0627 0,5300 0,5650Erturk [38] N = 601× 601 0,1187 2,0655 0,5300 0,5650Botella [25] N = 128× 128 0,1189 2,0677 0,5308 0,5652Schreiber [92] N = 141× 141 0,1160 2,0260 0,5286 0,5643Nishida [68] N = 129× 129 0,1190 2,0685 0,5313 0,5625Tableau 3.1 � Comparaison entre les résultats du Modèle Détaillé et les résultats numé-riques issus de la littérature pour Re = 1000.
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Figure 3.2 � Champs de vorticité ω du Modèle Détaillé pour Re = 1000.
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Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
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3.4. Application : cavité entraînée3.4.2 Identi�cation des paramètres du Modèle RéduitNous utilisons pour l'identi�cation du Modèle Réduit NRe = 8 champs de vitesse sta-tionnaires obtenus avec des nombres de Reynolds égaux à 400, 800, 1100, 1400, 1700,2000, 2300 et 2500, correspondant respectivement à des vitesses U∞ de 0, 4 m/s, 0, 8 m/s,
1, 1 m/s, 1, 4 m/s, 1, 7 m/s, 2, 0 m/s, 2, 3 m/s et 2, 5 m/s.On rappelle que l'identi�cation des paramètres du Modèle Réduit (3.30) est faite à tra-vers la minimisation du critère J (3.32) par la méthode de Quasi-Newton. On commencepar l'identi�cation du Modèle Réduit d'ordre n = 1, et on incrémente ensuite l'ordre njusqu'à atteindre le critère d'arrêt dé�ni par la condition (3.33), ici NRe − 1.Une série de 7 Modèles Réduits d'ordre n = 1 à 7 est alors identi�ée. Le tableau 3.2résume les résultats de l'identi�cation en terme de valeur du critère J , d'écart quadratiquemoyen σ et d'écart maximal εmax.Ordre n J (m/s)2 σ (m/s) εmax (m/s)

1 9, 13× 10+1 2, 58× 10−2 1, 68× 10−1

2 4, 78× 10+0 5, 90× 10−3 5, 69× 10−2

3 4, 42× 10−1 1, 79× 10−3 1, 71× 10−2

4 2, 18× 10−2 3, 99× 10−4 4, 35× 10−3

5 5, 98× 10−4 6, 60× 10−5 8, 68× 10−4

6 1, 65× 10−5 1, 09× 10−5 2, 64× 10−4

7 3, 36× 10−6 4, 95× 10−6 2, 09× 10−4Tableau 3.2 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit. Évolution de J , de σ et de
εmax en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.Bien évidement, ces grandeurs sont relatives aux 8 champs stationnaires de vitesseutilisés, tenant compte des 8×2×17 161 = 274 576 composantes de vitesses. Pour donnerquelques ordres de grandeur, le tableau 3.3 présente les valeurs maximales et les moyennesstatistiques 15 et quadratiques 16 des champs de vitesse utilisés.15. La moyenne statistique est dé�nie par :̄

ui =
1

N

N∑

j=1

|uij |16. La moyenne quadratique est dé�nie par :
u∗i =

√√√√ 1

N

N∑

j=1

u2ij 89



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesVitesse (m/s) maximale moyenne statistique moyenne quadratiqueComposante |u1| 2, 50× 10+0 1, 41× 10−1 3, 36× 10−1Composante |u2| 1, 72× 10+0 1, 25× 10−1 2, 72× 10−1Tableau 3.3 � Valeurs maximales et moyennes des champs de vitesse utilisés dans laprocédure d'identi�cation du Modèle Réduit.On remarque d'après le tableau 3.2 qu'à partir de l'ordre n = 5 les écarts sont trèsfaibles par rapport au niveau des vitesses utilisées pendant la procédure d'identi�cationdes Modèles Réduits (voir tableau 3.3). Cependant, par la suite on choisit pour la valida-tion le Modèle Réduit d'ordre n = 7 qui donne les plus faibles valeurs pour J , σ et ε.3.4.3 Validation du Modèle RéduitLa validation du Modèle Réduit d'ordre n = 7 est faite avec des nombres de Rey-nolds Re di�érents de ceux qui ont servi à construire le modèle. Il faut évidement que lesnombres de Reynolds tests soient compris dans la gamme [400, 2500].Nous présentons ici la validation sur les deux nombres de Reynolds suivants : 1000et 1800. Pour ces nombres de Reynolds les vitesses imposées sur la paroi supérieure sontrespectivement égales à 1 m/s et 1, 8 m/s.
• Validation à Re = 1000Les valeurs maximales et les moyennes statistique et quadratique des composantes devitesse pour Re = 1000 sont données dans le tableau 3.4.Vitesse (m/s) maximale moyenne statistique moyenne quadratiqueComposante |u1| 1, 00× 10+0 9, 31× 10−2 2, 10× 10−1Composante |u2| 6, 74× 10−1 8, 29× 10−2 1, 64× 10−1Tableau 3.4 � Valeurs maximales et moyennes des composantes de vitesse du ModèleDétaillé pour Re = 1000.Les �gures 3.5 et 3.6 présentent respectivement les champs des composantes de vitesse

u1 et u2 obtenus avec le Modèle Détaillé et avec le Modèle Réduit d'ordre 7.Dans le tableau 3.5 on compare les deux modèles en terme d'écart quadratique σet d'écart maximal ε. On constate que ces écarts sont faibles par rapport aux valeursmaximales et moyennes des champs de vitesses donnés par le modèle Détaillé (tableau3.4).Les équations du Modèle Réduit (3.30) fournissent le champ de vitesse en sortie (com-posantes u1 et u2). À partir de ce champ de vitesse calculé, on peut remonter aux champs90



3.4. Application : cavité entraînée
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Figure 3.5 � Champs de la composante de vitesse u1 du Modèle Détaillé (à gauche) etdu Modèle Réduit (à droite), pour Re = 1000.
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Figure 3.6 � Champs de la composante de vitesse u2 du Modèle Détaillé (à gauche) etdu Modèle Réduit (à droite), pour Re = 1000.Écart (m/s) maximal ε quadratique σComposante u1 3, 27× 10−4 2, 64× 10−5Composante u2 3, 52× 10−4 2, 42× 10−5Tableau 3.5 � Écarts ε et σ entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre n = 7pour Re = 1000.de fonction de courant ψ et de vorticité ω. Les �gures 3.7 et 3.8 présentent respectivementles champs de la fonction de courant ψ et de vorticité ω obtenus avec les deux modèles.Ces �gures montrent la bonne adéquation entre les résultats du Modèle Détaillé etceux du Modèle Réduit d'ordre n = 7. Les résultats sont meilleurs pour la fonction decourant que pour la vorticité. Ceci est dû au fait que la fonction de courant est obtenue àpartir d'une intégration du champ de vitesse, tandis que la vorticité est obtenue par unedi�érentiation. Le champ de vorticité est ainsi sensible aux erreurs sur la solution, parti-91



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
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Figure 3.7 � Champs de fonction de courant ψ du Modèle Détaillé (à gauche) et duModèle Réduit (à droite) pour Re = 1000.
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Figure 3.8 � Champs de vorticié ω du Modèle Détaillé (à gauche) et du Modèle Réduit(à droite) pour Re = 1000.culièrement quand la discrétisation est �ne. À l'opposé, l'intégration du champ de vitessejoue le rôle de �ltre ; c'est ainsi que le champ de la fonction courant est plus continu quecelui de la vorticité.Pour ces écoulements stationnaires, les lignes de courant sont données par les lignesà ψ constante. On peut également comparer les deux modèles détaillé et réduit au ni-veau de la valeur maximale de la fonction de courant ψmax. Avec le Modèle Détaillé nousavons ψmax = 12, 041 × 10−2 kg/s et avec le Modèle Réduit d'ordre n = 7 nous avons
ψmax = 12, 048 × 10−2 kg/s. Rappelons que cette valeur représente le débit massique(∫ ρu1dx2 = δψ) entre une paroi et le centre de la cavité.

• Validation à Re = 1800De façon semblable nous comparons le Modèle Réduit d'ordre 7 et le Modèle Détaillépour Re = 1800. Le tableau 3.6 donne l'écart maximal ε et l'écart quadratique σ entre92



3.4. Application : cavité entraînéele Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 7. Les valeurs maximales et moyennes deschamps de vitesse pour Re = 1800 sont données dans le tableau 3.7.Écart (m/s) maximal ε quadratique σComposante u1 1, 42× 10−4 9, 59× 10−6Composante u2 2, 67× 10−4 1, 06× 10−5Tableau 3.6 � Écarts ε et σ entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre n = 7pour Re = 1800.Vitesse (m/s) maximale moyenne statistique moyenne quadratiqueComposante |u1| 1, 800× 100 1, 66× 10−1 3, 63× 10−1Composante |u2| 1, 23× 100 1, 47× 10−1 2, 93× 10−1Tableau 3.7 � Valeurs maximales et moyennes des composantes de vitesse du ModèleDétaillé pour Re = 1800.L'exemple de comparaison entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit est fait ici surles pro�ls des composantes de vitesse. Les �gures 3.9 et 3.10 donnent respectivement lespro�ls des composantes de vitesse u1 et u2 le long des axes x1 = 0, 5 et x2 = 0, 5.

00.250.5
0.751

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Positiony(m
)

Vitesse u (m/s)

MDMR

Figure 3.9 � Comparaison Modèle Détaillé-Modèle Réduit des pro�ls de la composantehorizontale de vitesse u1 le long de l'axe x1 = 0, 5.
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Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
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Figure 3.10 � Comparaison Modèle Détaillé-Modèle Réduit des pro�ls de la composanteverticale de vitesse u2 le long de l'axe x2 = 0, 5.3.4.4 Conclusion partielleÀ travers l'analyse de ces résultats, nous pouvons conclure que le Modèle Réduitd'ordre 7 est validé.Le temps de simulation pour le Modèle Détaillé Fluent r pour Re = 1000 est del'ordre de 1800 secondes et 2700 s pour Re = 1800. Le code d'Erturk, pour un maillagecartésien régulier avec N = 131×131, nécessite quant à lui environ 500 secondes de tempsde calcul. Pour le Modèle Réduit d'ordre 7, quelque soit le nombre de Reynolds, les tempsde simulation sont inférieurs à 0,1 seconde.3.5 Application : écoulement le long une marche des-cendanteLes écoulements décollés-recollés reçoivent une attention toute particulière car ils sontprésents dans de nombreuses applications dans le domaine de l'ingénierie. Parmi eux, onpeut citer l'écoulement le long d'une marche descendante. Cet écoulement est un cas-testpour de nombreux codes de simulation, et pour lequel il existe de nombreux résultatsnumériques et expérimentaux [13, 20, 37, 49, 43, 109].On considère l'écoulement bidimensionnel stationnaire incompressible et laminaired'un �uide (air) newtonien le long d'une marche descendante (�gure 3.11). La géomé-94



3.5. Application : écoulement le long une marche descendantetrie de l'écoulement a été considérée par Armaly [13], qui a choisi de dé�nir le nombrede Reynolds tel que :
Re =

U∞2h

ν
(3.39)où U∞ est la vitesse moyenne à l'entrée du canal et ν = µ

ρ
est la viscosité cinématiquedu �uide avec µ = 1, 81× 10−5 kg/(m s) et ρ = 1, 205 kg/m3. L'utilisation de 2h commelongueur caractéristique est due au fait que le nombre de Reynolds Re est construit surle diamètre hydraulique du canal à l'entrée.
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Figure 3.11 � Géométrie du système étudié.On considère un pro�l de vitesse parabolique à l'entrée du canal :
{
u1(−4h, x2) = 3

Re ν

h3
(x2 − h)(2h− x2)

u2(−4h, x2) = 0
(3.40)où (u1, u2) sont les composantes de la vitesse →

V .Pour cet écoulement ouvert, la condition de sortie employée peut tout à fait êtreinterprétée comme une condition de Neumann. En e�et, la composante normale de lavitesse est alors extrapolée tandis que le gradient normal des composantes tangentiellesest choisi nul :
∇

→

V ·
→
η=

→

0 (3.41)Sur les autres frontières du domaine la condition de non-glissement est appliquée.Nous considérons une gamme de vitesse U∞ à travers le nombre de Reynolds, de tellesorte que le régime de l'écoulement soit laminaire. De nombreuses études [43, 49] ontconclu qu'il était possible d'obtenir une solution stable jusqu'à Re = 800. Barkley [19]a continué une analyse de stabilité jusqu'à Re = 1500, en a�rmant que le régime restaitstable.Concernant notre étude, nous avons choisi de nous placer dans une gamme de Rey-nolds entre 100 et 800. 95



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesBarton [20] déclare que lors de l'utilisation de la condition d'entrée (équation (3.40))en amont de la marche, d'importantes erreurs peuvent se produire pour les faibles nombresde Reynolds. Cependant, ces erreurs sont localisées dans la région de l'expansion du ca-nal. Dans cette étude, a�n de réduire au minimum son incidence possible sur la solutionnumérique, nous avons décidé d'utiliser un canal de longueur 4h avant la marche.Selon Erturk [37] la position de la condition de sortie est également très importantepour la précision du calcul, car elle peut a�ecter les positions des zones de décollement etde recollement. Pour minimiser l'e�et de la condition de sortie sur les longueurs des zonesde recirculation, la sortie a été placée su�samment loin de la marche, à 30h.3.5.1 Simulations de référenceLe code de calcul Fluent® [41] a été utilisé pour e�ectuer les simulations numériquesde référence du Modèle Détaillé. Des tests de convergence de maillage ont été e�ectués enutilisant plusieurs densités de maillage. La présence de la marche provoque le décollementde l'écoulement et la formation de tourbillons en aval (�gure 3.11).Un maillage comportant 144 247 n÷uds a été utilisé. Pour valider notre Modèle Dé-taillé, l'étude expérimentale d'Armaly [13] et les études numériques fournies par Erturk[37] et Zang [109] ont été utilisées. Pour tous les nombres de Reynolds dans la gammechoisie, on trouve une zone de recirculation principale, dont la longueur X1 augmenteavec le nombre de Reynolds. À partir de Re = 400 une deuxième zone de recirculationapparaît, mais cette fois ci elle est attachée à la paroi supérieure entre X2 et X3.Les points de décollement et de recollement X1, X2 et X3 ont été pris comme critèresde validation.Les �gures 3.12 et 3.13 présentent l'évolution des longueurs adimensionnées X1/h,
X2/h et X3/h en fonction du nombre de Reynolds compris entre 100 et 800. On peut ycomparer les résultats de notre Modèle Détaillé et ceux de la littérature : la concordanceest très satisfaisante.Le but ici n'est pas de faire une étude exhaustive de l'écoulement le long de la marchedescendante, mais de fournir un Modèle Détaillé avec des simulations de référence a�nd'illustrer la méthodologie de la Réduction de Modèle.À titre d'illustration nous présentons respectivement sur les �gures 3.14 et 3.15, leschamps de vitesse des deux composantes u1 et u2 dans le cas Re = 600.
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3.5. Application : écoulement le long une marche descendante
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Figure 3.12 � Évolution de la longueur X1/h en fonction du nombre de Reynolds Re.
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Figure 3.13 � Les longueurs caractéristiques de l'écoulement X2/h et X3/h en fonctionde Re.
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Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
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Figure 3.14 � Champ de vitesse horizontale u1 (m/s) donné par le Modèle Détaillé pour
Re = 600.
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Figure 3.15 � Champ de vitesse verticale u2 (m/s) donné par le Modèle Détaillé pour
Re = 600.
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3.5. Application : écoulement le long une marche descendante3.5.2 Identi�cation du Modèle RéduitEn utilisant ce Modèle Détaillé (144 247 n÷uds), NRe = 8 champs de vitesse ont étécalculés pour des nombres de Reynolds allant de 100 à 800 par pas de 100. Tous les n÷udsdont l'abscisse est comprise entre x1/h = −2 et x1/h = 30 (soit 139 677 n÷uds) sont utili-sés pour constituer les données qui vont servir à l'identi�cation des Modèles Réduits. Unesérie de 7 Modèles Réduits d'ordre n = 1 à 7 est alors identi�ée en utilisant la méthodede Quasi-Newton.Le tableau 3.8 résume les résultats de l'identi�cation, où J est donné, ainsi que lesécarts quadratiques moyens σ et les écarts maximum ε (dé�nis respectivement par (3.42)et (3.43)) entre le Modèle Détaillé et Modèle Réduit. Cette fois-ci, ces écarts sont dé�nispour chacune des composantes de vitesse u1 et u2, car les ordres de grandeurs des deuxcomposantes sont très di�érents, ceci est dû à la direction privilégiée de l'écoulement.
σui

=

√
J

NRe × q

∣∣∣∣∣
ui

(3.42)
(εui

)max = sup
j=1,...,NRe

k=1,...,q

∣∣Y jk − yjk

∣∣
∣∣∣∣∣∣
ui

(3.43)ordre n J σu1
εu1

σu2
εu21 4,96×10+2 2,92×10−2 1,31×10−1 1,62×10−4 4,22×10−22 7,22×10+1 1,09×10−2 4,95×10−2 9,92×10−5 1,89×10−23 1,33×10+1 4,63×10−3 2,36×10−2 6,44×10−5 9,02×10−34 2,18×10+0 1,84×10−3 1,28×10−2 4,06×10−5 5,52×10−35 4,09×10−1 7,80×10−4 3,71×10−3 2,64×10−5 2,41×10−36 5,51×10−2 2,79×10−4 1,44×10−3 1,58×10−5 1,03×10−37 4,80×10−3 8,15×10−5 4,91×10−4 8,54×10−6 3,39×10−4Tableau 3.8 � Évolution du critère J (m/s)2, de l'écart quadratique σui

(m/s), i = 1, 2 etde l'écart maximal εui
(m/s), i = 1, 2 en fonction de l'ordre n du Modèle Réduit.A�n de comparer ces résultats avec les ordres de grandeur des vitesses, nous présentonsdans le tableau 3.9 les valeurs moyennes et les valeurs maximales pour chaque composantede vitesse, relatives aux 8 champs de vitesse.Dans la pratique, l'identi�cation est faite en incrémentant l'ordre n du Modèle Réduit.Ainsi le résultat de l'identi�cation à l'ordre n − 1 sert à initialiser les paramètres avantla procédure d'identi�cation du Modèle Réduit à l'ordre n. Ceci nous permet a priori departir d'un jeu de paramètres initial proche de la solution recherchée. 99



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesVitesse (m/s) maximale moyenne statistiqueComposante |u1| 8,76×10−1 1,73×10−1Composante |u2| 1,04×10−1 4,95×10−3Tableau 3.9 � Valeurs maximales et moyennes des deux composantes de vitesse u1 et u2.On présente dans �gure 3.16 l'évolution du critère J (dé�ni par (3.32)). On remarqueque pour un ordre n donné du Modèle Réduit, la fonctionnelle J décroît en fonction desitérations intérieures (algorithme 1). Cette �gure montre aussi que J décroît en fonctionde l'ordre du Modèle Réduit n. Pour certains ordres n des pics apparaissent aux débutsdes itérations (ici n = 3, n = 6 et n = 7). Ces pics sont dûs à l'initialisation imparfaitedes paramètres du Modèle Réduit.
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Figure 3.16 � Évolution de J ((m/s)2) en fonction des itérations intérieures (de l'algo-rithme 1 page 26) pendant l'optimisation et de l'ordre du Modèle Réduit.Rappelons que l'équation de sortie du Modèle Réduit :
y =Hx (3.44)100



3.5. Application : écoulement le long une marche descendantepermet d'obtenir le champ de vitesse par une combinaison linéaire des colonnes de lamatrice H avec les composantes de l'état réduit x qui sont pris comme coe�cients depondération. Les colonnes de la matrice H correspondent en e�et aux modes spatiauxidenti�és. Les �gures 3.17 et 3.18 montrent respectivement les modes spatiaux pour lescomposantes de vitesse u1 et u2.
H1u1

∈ [−17, 77; 14, 74]

H2u1
∈ [−1, 21; 0, 96]

H3u1
∈ [−3, 03; 3, 44]

H4u1
∈ [−7, 39; 6, 80]

H5u1
∈ [−13, 28; 11, 87]

H6u1
∈ [−21, 38; 25, 35]

H7u1
∈ [−12, 07; 14, 43]Figure 3.17 � Modes spatiaux correspondant à la composante de vitesse u1. 101



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
H1u2

∈ [−9, 66; 7, 00]

H2u2
∈ [−0, 40; 0, 51]

H3u2
∈ [−1, 20; 1, 61]

H4u2
∈ [−2, 96; 3, 47]

H5u2
∈ [−5, 89; 4, 61]

H6u2
∈ [−12, 61; 14, 40]

H7u2
∈ [−6, 11; 7, 64]Figure 3.18 � Modes spatiaux correspondant à la composante de vitesse u2.

Sur les �gures 3.17 et 3.18, on distingue quelques structures de l'écoulement en faisantréférence aux �gures 3.14 et 3.15 qui donnent respectivement les champs des composantes
u1 et u2 de la vitesse.102



3.5. Application : écoulement le long une marche descendante3.5.3 Validation du Modèle RéduitLe but ici est de valider le Modèle Réduit en utilisant d'autres valeurs du nombre deReynolds que celles utilisées lors de l'identi�cation. En faisant référence au tableau 3.8,on remarque que le Modèle Réduit d'ordre 7 est le plus précis en terme d'écarts (J , σuiet εui
). Comparés aux niveaux atteints par les vitesses moyennes et maximales (donnéesdans le tableau 3.9), ces écarts peuvent être considérés comme étant faibles.Les résultats de la validation du Modèle Réduit d'ordre 7 pour des nombres de Rey-nolds allant de 150 à 750 par pas de 100 sont donnés dans le tableau 3.10, à travers desécarts σui

et εui
i = 1, 2.Re σu1

σu2
εu1

εu2150 3,98×10−4 2,23×10−4 2,27×10−3 1,44×10−3250 2,06×10−4 1,20×10−4 1,05×10−3 7,15×10−4350 1,25×10−4 7,47×10−5 5,34×10−4 3,82×10−4450 5,81×10−5 3,55×10−5 2,82×10−4 1,81×10−4550 5,77×10−5 2,74×10−5 2,56×10−4 1,47×10−4650 1,35×10−4 6,78×10−5 5,00×10−4 3,19×10−4750 2,57×10−4 1,26×10−4 1,00×10−3 6,09×10−4Tableau 3.10 � Résultats de la validation du Modèle Réduit d'ordre 7 en terme d'erreurquadratique σui
et d'erreur maximale εui

pour les deux composantes de vitesse, en fonctiondes nombres de Reynolds.Ce Modèle Réduit d'ordre 7 donne de bons résultats avec des erreurs quadratiquesmoyennes σui
et des erreurs maximales εui

très faibles.On s'attache maintenant plus particulièrement à la reconstruction des zones de recir-culation par Modèle Réduit. Le tableau 3.11 compare la longueur de la première zone derecirculation X1/h entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 7, et les tableaux3.12 et 3.13, donnent respectivement les positions des zones de décollement X2/h et derecollement X3/h, calculées avec les deux Modèles, Détaillé et Réduit.On constate que le Modèle Réduit d'ordre 7 est capable de retrouver la position despoints de décollement et de recollement avec une précision satisfaisante, sauf pour le point
X2/h à Re = 450 où l'erreur relative reste toutefois inférieure à 6%.À titre d'exemple, pour Re = 550, les �gures 3.19 et 3.20 donnent une vision globalede l'écoulement et permettent de comparer respectivement les champs des composantesde vitesse u1 et u2 calculés avec le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 7.Ces deux �gures montrent la bonne concordance entre les champs donnés par le ModèleDétaillé (haut) et le Modèle Réduit d'ordre 7 (bas). A�n de mieux visualiser la di�érenceentre les deux modèles détaillé et réduit, les �gures 3.21 et 3.22 donnent l'écart entre les103



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
Re (X1/h)MD (X1/h)MR ∣∣(X1

h

)MD −
(
X1

h

)MR∣∣ Erreur %150 3,962 4,038 0,076 1,917250 5,872 5,841 0,031 0,514350 7,507 7,450 0,057 0,748450 8,843 8,770 0,073 0,819550 9,885 9,809 0,076 0,767650 10,71 10,67 0,040 0,438750 11,44 11,39 0,050 0,459Tableau 3.11 � Longueur de la zone de recirculation X1/h pour les di�érents Re, obtenued'une part avec le Modèle Détaillé, et d'autre part, avec le Modèle Réduit d'ordre 7.
Re (X2/h)MD (X2/h)MR ∣∣(X2

h

)MD −
(
X2

h

)MR∣∣ Erreur %450 7,769 8,215 0,446 5,733550 8,190 8,503 0,313 3,821650 8,663 8,982 0,319 3,682750 9,145 9,423 0,278 3,035Tableau 3.12 � Position du point de décollement X2/h pour les di�érents Re, obtenued'une part avec le Modèle Détaillé, et d'autre part, avec le Modèle Réduit d'ordre 7.
Re (X3/h)MD (X3/h)MR ∣∣(X1

h

)MD −
(
X1

h

)MR∣∣ Erreur %450 11,633 11,290 0,343 2,951550 14,478 14,281 0,197 1,359650 17,011 16,727 0,284 1,668750 19,361 19,069 0,292 1,510Tableau 3.13 � Position du point de recollement X3/h pour les di�érents Re, obtenued'une part avec le Modèle Détaillé, et d'autre part, avec le Modèle Réduit d'ordre 7.deux modèles pour les deux composantes de vitesse u1 et u2.Sur ces deux �gures, on arrive à distinguer l'endroit où on commet le plus d'erreur,et plus particulièrement, on constate que les deux �gures 3.21 et 3.22 ont une certaineressemblance avec les modes spatiaux identi�és (�gures 3.17 et 3.18). Ceci nous laisseinterpréter ces écarts comme la contribution des modes non-identi�és.Les �gures 3.23 et 3.24 donnent respectivement les pro�ls des deux composantes devitesse, horizontale u1 et verticale u2 en X/h = 6, X/h = 14 et X/h = 30.
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3.5. Application : écoulement le long une marche descendante
0.60-0.07 -0.01 0.06 0.13 0.20 0.26 0.33 0.40 0.47 0.53

Figure 3.19 � Champs de vitesse horizontale u1 (m/s) donnés par le Modèle Détaillé(haut) et par le Modèle Réduit d'ordre 7 (bas) pour Re = 550.
0.02-0.058 -0.05 -0.042 -0.035 -0.027 -0.019 -0.011 -0.0034 0.0044 0.012

Figure 3.20 � Champs de vitesse verticale u2 (m/s) donnés par le Modèle Détaillé (haut)et par le Modèle Réduit d'ordre 7 (bas) pour Re = 550.
2.5e-04-1.8e-04 -1.5e-04 -1.1e-04 -6.7e-05 -2.8e-05 1.1e-05 5.0e-05 8.8e-05 1.3e-04 1.7e-04 2.1e-04

Figure 3.21 � Écart sur la vitesse horizontale u1 (m/s) entre le Modèle Détaillé et leModèle Réduit d'ordre 7 pour Re = 550. 105



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressibles
1.0e-04-1.5e-04 -1.2e-04 -1.0e-04 -7.9e-05 -5.6e-05 -3.4e-05 -1.1e-05 1.2e-05 3.4e-05 5.7e-05 7.9e-05

Figure 3.22 � Écart sur la vitesse verticale u2 (m/s) entre le Modèle Détaillé et le ModèleRéduit d'ordre 7 pour Re = 550.
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Figure 3.23 � Comparaison entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 7 :pro�ls de la composante horizontale de vitesse u1 pour Re = 550.106



3.5. Application : écoulement le long une marche descendante

-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02
0

0.5

1

1.5

2

X/h=6  DM

X/h=6  RM

X/h=14 DM

X/h=14 RM

X/h=30 DM

X/h=30 RM

Figure 3.24 � Comparaison entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit d'ordre 7 :pro�ls de la composante verticale de vitesse u2 pour Re = 550.
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Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblesDe même que pour l'exemple précédent (cavité), nous calculons et présentons dans les�gures 3.25 et 3.26 le champ de fonction de courant ψ et le champ de vorticité ω calculésà la fois par le Modèle Détaillé et par le Modèle Réduit d'ordre 7. De même que pour lacavité entraînée, les résultats sont bien meilleurs pour la fonction de courant que pour lavorticité, l'opérateur d'intégration spatial jouant le rôle d'un �ltre, alors que l'opérateurde dérivée spatiale augmente les erreurs.
5.30e-030.00e+00 5.30e-04 1.06e-03 1.59e-03 2.12e-03 2.65e-03 3.18e-03 3.71e-03 4.24e-03 4.77e-03

Figure 3.25 � Champs de fonction de courant ψ du Modèle Détaillé (haut) et du ModèleRéduit d'ordre 7 (bas) pour Re = 550.
3.7e+020 37 74 1.1e+02 1.5e+02 1.9e+02 2.2e+02 2.6e+02 3e+02 3.3e+02

Figure 3.26 � Champs de vorticité ω du Modèle Détaillé (haut) et du Modèle Réduitd'ordre 7 (bas) pour Re = 550.
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3.6. Conclusion3.5.4 Comparaison du Modèle Réduit avec une interpolation clas-siqueLe modèle Réduit identi�é grâce aux données d'écoulements relatifs aux di�érentsnombres de Reynolds, est en fait un � �ttage � de données qui s'appuie sur une structurede modèle qui décrit les équations de Navier-Stokes.Dans ce paragraphe, nous allons comparer les résultats obtenus avec le Modèle Réduità ceux obtenus par une interpolation linéaire. Nous employons encore le Modèle Réduitd'ordre 7 identi�é dans la section 3.5.2. Le principe de l'interpolation linéaire, pour unnombre de Reynolds Re inclus dans la gamme [Re−;Re+] où V (x, Re) représente le champde vitesse, est donné par :
V (x, Re) = V (x, Re−) +

V (x, Re+)− V (x, Re−)

Re+ − Re−
·
(
Re− Re−

)La méthode d'interpolation linéaire a été appliquée aux sept nombres de Reynolds précé-dents allant de 150 à 750 par pas de 100, avec sept Re− de 100 à 700 par pas de 100 et sept
Re+ de 200 à 800 par pas de 100. Le tableau 3.14 présente les résultats de l'interpolationlinéaire en terme d'erreurs quadratiques σui

et d'erreur maximum εui
pour les di�érentsnombres de Reynolds utilisés pour la validation.Re σu1

σu2
εu1

εu2150 1,547×10−3 4,891×10−4 7,321×10−3 2,774×10−3250 1,573×10−3 4,771×10−4 7,328×10−3 2,480×10−3350 1,618×10−3 4,883×10−4 7,279×10−3 2,432×10−3450 1,641×10−3 4,804×10−4 6,880×10−3 2,392×10−3550 1,673×10−3 4,606×10−4 6,790×10−3 2,424×10−3650 1,758×10−3 4,642×10−4 7,377×10−3 2,621×10−3750 1,846×10−3 4,844×10−4 8,033×10−3 2,895×10−3Tableau 3.14 � Résultats fournis par l'interpolation : σui
et εui

, i = 1, 2 pour les nombresde Reynolds allant 150 à 750 par pas 100.En comparant ces résultats à ceux du tableau 3.10, on constate que les résultatsfournis par le Modèle Réduit d'ordre 7 sont nettement plus précis que ceux obtenus parinterpolation linéaire : de 4 fois pour σu1
à Re = 150 jusqu'à 29 fois pour σu1

à Re = 550.3.6 ConclusionNous avons présenté dans ce chapitre la construction de Modèles Réduits en utili-sant la Méthode d'Identi�cation Modale sur des écoulements stationnaires 2D laminairesincompressibles. Nous avons montré comment trouver la forme non linéaire du ModèleRéduit à partir des équations de la quantité de mouvement et de l'équation de continuité.L'approche a été illustrée et validée sur deux géométries simples : l'écoulement dans une109



Chapitre 3. MIM appliquée aux écoulements laminaires incompressiblescavité entraînée et l'écoulement le long d'une marche descendante. Ces travaux ont étéprésentés en partie dans [84, 83, 18]. L'objectif était d'étudier la capacité des Modèles Ré-duits à reproduire les champs de vitesse calculés avec un Modèle Détaillé. Pour ces deuxcas tests, nous avons constaté que les Modèles Réduits identi�és d'ordre 7 représentaientde manière satisfaisante les écoulements fournis par les Modèles Détaillés, avec des tempsde simulation inférieurs à 0,1 s. Dans le cas de l'écoulement le long de la marche des-cendante, la comparaison avec une interpolation classique a montré que le Modèle Réduitétait beaucoup plus précis.Dans le chapitre suivant, nous allons aborder la formulation et l'identi�cation de Mo-dèles Réduits couplés, contenant le couplage faible des Modèles Réduits Fluides avec desModèles Réduits Thermiques.
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Chapitre 4Identi�cation de Modèle Réduit Couplépour des problèmes de convectionforcée
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4.1. Introduction4.1 IntroductionNous avons traité l'identi�cation des Modèles Réduits relatifs à l'équation de l'éner-gie d'une part (chapitre 2), et aux équations de Navier-Stokes d'autre part (chapitre 3).L'objectif de ce chapitre porte sur la mise en ÷uvre d'un Modèle Réduit non linéaire fai-blement couplé relatif aux équations de Navier-Stokes en régime permanent et de l'énergieen régime transitoire.Nous décrivons dans la section 4.2 les équations qui gouvernent le système considéré.Comme dans les chapitres précédents, nous montrons comment obtenir une formulation detype représentation d'état à partir de la discrétisation des équations aux dérivées partielles.Nous formulons ensuite dans la section 4.3 la structure du Modèle Réduit couplé ainsi quele problème d'optimisation permettant d'identi�er ses paramètres. En�n dans la section4.4, nous présentons l'exemple de l'écoulement de convection forcée le long d'une marchedescendante avec deux di�érents types d'observables.4.2 Le couplage faible des équations de Navier-Stokeset de l'énergie4.2.1 Mise sous forme d'équation d'étatOn considère dans un domaine Ω un écoulement incompressible de convection forcéed'un �uide Newtonien de masse volumique ρ et de viscosité cinématique ν. En chaquepoint x ∈ Ω et à chaque instant t ∈ I, le champ de vitesse →

V (x, t) ∈ Rd (d correspond àla dimension du problème) et le champ de température T (x, t) ∈ R sont donnés par :� les équations de Navier-Stokes :
∇·

→

V= 0 (4.1)
∂

→

V

∂t
+
(

→

V ·∇
)

→

V −ν∆
→

V +
1

ρ
∇p = 0 (4.2)� et l'équation de l'énergie :

∂T

∂t
+

→

V ·∇T −
λ

ρCp
∆T = 0 (4.3)avec p la pression, λ la conductivité thermique et Cp la chaleur massique. On supposeque les propriétés thermophysiques du �uide ne dépendent pas de la température et quele champ de température est un scalaire passif, c'est à dire qu'il n'in�ue pas sur le champde vitesse. À chacune de ces équations sont associées des conditions aux limites et desconditions initiales.Dans le chapitre 3, on a vu que la discrétisation spatiale des équations de Navier-Stokes((4.1) et (4.2)) aboutissait à une représentation d'état de la forme :

V̇ = AfV +Ψ(V )+BfUf (4.4)113



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcéeoù l'on rappelle que V ∈ RN×d est le vecteur de vitesse regroupant les composantes aux
N n÷uds de discrétisation, Af ∈ R(N×d,N×d) est la matrice qui correspondant à la discré-tisation du terme de di�usion ν∆ →

V .Le vecteur Ψ(V ) de dimension NΨ = N × d(N × d + 1)/2 représente les termesconvectifs V iV j , et BfUf est le terme résultant de la discrétisation des conditions auxlimites, Bf ∈ RN×d étant le vecteur d'entrée et Uf ∈ R la valeur de l'entrée. On note queces matrices sont indépendantes de la température, qui est considérée comme un scalairepassif.Une approche similaire au développement fait dans le paragraphe (2.2.3) (équation(2.8)) permet d'écrire la représentation d'état l'équation de l'énergie (4.3) sous la forme :
Ṫ = AdT +QtΠ(V, T )+BtUt(t) (4.5)où Ad ∈ R(N,N) est la matrice correspondant à la discrétisation du terme de di�usion

λ
ρCp

∆T , Qt ∈ R(N,NΠ) est la matrice correspondant aux termes de transport →

V ·∇T et
Π(V, T ) est le vecteur de dimension NΠ = N × d × N , modélisant les termes croisés
V iT j. En�n, Bt ∈ RN est le vecteur d'entrée qui relie l'évolution des températures à uneentrée thermique Ut (t) ∈ R (par exemple une densité de �ux).4.2.2 Formulation modaleOn a vu dans le chapitre 2 comment obtenir la structure d'un Modèle Réduit reprodui-sant le champ de température pour un champ de vitesse constant. Le but ici est de trouverla structure d'un Modèle Réduit couplé capable de fournir le champ de température quelque soit le champ de vitesse basé sur le nombre de Reynolds relatif à l'entrée Uf , et quelleque soit l'entrée thermique Ut (t) :Entrée �uide UfEntrée thermique Ut

Modèle Réduit Thermique CoupléVecteur d'état réduit Sortie thermique ytSous l'hypothèse du couplage faible où la température est considérée comme un sca-laire passif, le problème de la dynamique des �uides caractérisé par l'équation (4.4) et leproblème de transfert de chaleur (4.5) sont faiblement couplés :
{
V̇ = AfV +Ψ(V )+BfUf

Ṫ = AdT +QtΠ(V, T )+BtUt(t)
(4.6)On dé�nira dans une première étape (�4.3.1) la structure de Modèle Réduit à partirde la forme modale du Modèle Détaillé. On formulera ensuite un problème d'optimisationdont la résolution permettra d'identi�er les paramètres du Modèle Réduit (�4.3.2).114



4.3. Réduction de modèle par identi�cation4.3 Réduction de modèle par identi�cation4.3.1 Forme modale du Modèle Réduit coupléOn reprend ici le raisonnement qui a été fait au chapitre 1.Pour trouver la structure du Modèle Réduit couplé relatif au système (4.6), on introduitles changements de variables V =M
′

f
Z et T =M

′

t
X tels queM ′

f
etM ′

t
soient respec-tivement les matrices modales de Af et Ad. Ceci permet d'écrire les matrices diagonalesdes valeurs propres sous la forme :

F
′

f
=M

′

f

−1
AfM

′

f
(4.7)et

F
′

d
=M

′

t

−1
AdM

′

t
(4.8)En opérant les changements de variables dans le système (4.6), on obtient la formemodale du Modèle Détaillé couplé :





Ż = F
′

f
Z + Γ

′

f
Ψ (Z)+G

′

f
Uf

Y f =H
′

f
Z

Ẋ = F
′

d
X + Γ

′

t
Π(Z,X)+G

′

t
Ut (t)

Y t =H
′

t
X

(4.9)
où comme dans les chapitres précédents les matrices d'observationsH ′

f
etH ′

t
permettentde sélectionner un certain nombre d'observables en composantes de vitesse Y f et de tem-pérature Y t. Cette structure modale est relative aux deux états : Z ∈ RN×d et X ∈ RN .La procédure d'identi�cation du Modèle Réduit est relative aux deux états réduits :l'état réduit � �uide � z ∈ Rnf et l'état réduit � thermique � x ∈ Rnt avec nf � N × det nt � N : 




ż = Ffz + ΓfΨ(z)+GfUf

yf =Hfz

ẋ = Fdx+ ΓtΠ(z, x)+GtUt (t)

yt =Htx

(4.10)
Sous les hypothèses de couplage faible et de stationnarité du problème �uide, le modèleréduit couplé (4.10) peut ainsi être décomposé en deux sous Modèles Réduits :� un Modèle Réduit � �uide � stationnaire capable, à travers son état réduit z et samatrice d'observation Hf , de reproduire les vitesses aux points séléctionnés pourune entrée Uf donnée :

{
0 = z + Γ

′′

f
Ψ (z)+G

′′

f
Uf

yf =Hfz
(4.11)115



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée� et un Modèle Réduit � thermique couplé � au Modèle Réduit �uide, qui tient compteà la fois de l'entrée Uf à travers l'état réduit � �uide � z, et d'autre part, de l'entréethermique transitoire Ut(t) pour calculer les températures aux points sélectionnés :
{
ẋ = Fdx+ ΓtΠ(z, x)+GtUt (t)
yt =Htx

(4.12)où le vecteur Ψ(z) de dimension nΨ = nf (nf + 1) /2 est dé�ni précédemment dans lechapitre 3 :
Ψ (z) =




z21
z1z2
z1z3...
z1znf

z22
z2z3...
z2znf...
z2nf−1

znf−1znf

z2nf




(4.13)
et le vecteur Π(z, x) de dimension nΠ = nf × nt est dé�ni par :

Π (z, x) =




z1x1

z2x1...
znf
x1

z1x2...
znf
x2...

z1xnt...
znf
xnt




(4.14)
La �gure 4.1 explique de façon schématique la procédure du couplage faible des Mo-dèles Réduits :116



4.3. Réduction de modèle par identi�cation
Entrée Uf

Modèle Réduit FluideVecteur d'état réduit z ∈ R(nf )

nf � N × d
yf ∈ R

q×d

zEntrée Ut(t)
Modèle Réduit Thermique coupléVecteur d'état réduit x ∈ R(nt)

nt � N
yt ∈ R

q

Figure 4.1 � Principe des Modèles Réduits faiblement couplés.Remarque :Seul l'état réduit �uide z est nécessaire pour calculer, à partir de Uf et de Ut(t), lasolution thermique yt. On n'a pas besoin de calculer yf .4.3.2 Identi�cation des paramètres du modèle réduitLes structures des deux sous Modèles Réduits étant établies, l'objectif est d'identi�erles paramètres de chaque modèle. Pour cela, comme décrit dans le chapitre 1, on chercheà minimiser deux critères quadratiques bâtis sur l'écart entre les réponses du ModèleDétaillé et celles du Modèle Réduit, pour le Modèle Réduit �uide d'une part et pour leModèle Réduit thermique d'autre part.� on rappelle que pour le Modèle Réduit �uide, les paramètres à identi�er sont lescomposantes du vecteur θf =
[
Γ

′′

f
,G

′′

f
,Hf

].L'entrée de ce Modèle Réduit �uide est une vitesse caractéristique Uf correspondantà un nombre de Reynolds Re. Soit NRe le nombre de champs de vitesse utilisésdans les simulations nécessaires pour l'identi�cation, et q le nombre d'observables,l'expression du critère quadratique j est donnée par :
J (θf ) =

NRe∑

i=1

q×d∑

k=1

(
yf

ik(θf)− Y
f
ik

)2 (4.15)Cette procédure de minimisation utilise la méthode de programmation non linéaireQuasi Newton, développée dans le chapitre 1 pour identi�er Γf

′′ et G′′

f
, et danslaquelle le gradient du critère j est calculé par la méthode de l'état adjoint [39, 52].On rappelle que la matriceHf est identi�ée par moindres carrés linéaires en utilisantles NRe simulations :

Hf
T =

(
χf χ

T
f

)−1

χf Υf
T (4.16)où Υf ∈ R

(q×d,NRe) et χf ∈ R
(nf ,NRe) sont donnés par : 117



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée
Υf =

[
y1

f
, . . . ,yNRe

f

] (4.17)et
χf =

[
x1

f
, . . . ,xNRe

f

] (4.18)� Pour le Modèle Réduit thermique, les paramètres à identi�er sont les composantesdu vecteur θt = [Fd,Γt,Gt,Ht]. Les entrées du Modèle Réduit thermique sontl'entrée transitoire thermique Ut(t) et l'état réduit �uide z. Le critère à minimiserest :
J (θt) =

NRe∑

i=1

Npdt∑

j=1

q∑

k=1

(
yt

ijk(θt)− Y
t
ijk

)2 (4.19)où NRe est le nombre d'états réduits �uides utilisés pour l'identi�cation (chacun estassocié à une valeur de Uf ), Npdt est le nombre de pas de temps et q est le nombred'observables.De la même manière que pour le Modèle Réduit �uide, la matrice Ht est identi-�ée par la méthode des moindres carrés linéaires en utilisant les l = NRe × Npdtsimulations :
Ht

T =
(
χt χt

T
)−1
χt Υt

T (4.20)où Υt ∈ R
(q,NRe×Npdt) et χt ∈ R

(nt,NRe×Npdt) avec Υt =
[
yt

1,yt
2, . . . ,yt

l
] et χt =[

xt
1,xt

2, . . . ,xt
l
].Les composantes des matrices Fd, Γt et Gt sont identi�ées en utilisant les méthodesd'optimisation décrite dans le chapitre 1 (c'est-à-dire Quasi-Newton, AlgorithmesGénétiques et Optimisation par Essaim de Particules). Au total le nombre de para-mètres à identi�er pour le Modèle Réduit thermique couplé est donné par :

dim(θt) = nt + n2
t × nf + nt + nt × q (4.21)4.4 Exemples d'applicationOn réutilise l'exemple de l'écoulement chau�é le long de la marche descendante pourlequel on a déjà identi�é et validé, dans le chapitre 3, un Modèle Réduit �uide d'ordre

nf = 7 pour tout le champ, pour une gamme de nombres de Reynolds allant de 100 à800. Le système est décrit sur la �gure 4.2.Le but ici est d'utiliser ce Modèle Réduit �uide, pour ensuite identi�er le ModèleRéduit thermique couplé, capable de donner le champ de température quel que soit lenombre de Reynolds Re ∈ [300; 800] relatif à une entrée Uf à l'entrée du canal et quelleque soit la densité de �ux Ut(t) = ϕ(t) (appliquée juste avant la marche (c.f. �gure 4.2))dans une gamme respectant l'hypothèse de convection forcée.118



4.4. Exemples d'applicationRemarque : il est évident que pour identi�er le Modèle Réduit thermique couplé, il nefaut pas se contenter uniquement de la densité de �ux ϕ(t). Il faut aussi tenir comptedu nombre de Reynolds Re qui, en modi�ant l'état réduit �uide z, va égalementmodi�er l'état réduit thermique x.4.4.1 Modèle de référenceDans le but de constituer un ensemble de données représentatives de la dynamiquethermique de notre système, une densité de �ux de chaleur est appliquée sur une partiedu canal x1 ∈ [−2h; 0], juste avant la marche descendante :
h
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X2

4h 30h

e1
e2

X1

Entréeh

h

0
ϕ(t)Figure 4.2 � Géométrie du système étudié.Pour véri�er l'hypothèse d'un régime de convection forcée, c'est à dire véri�er que lenombre de Richardson Ri (dé�ni dans �2.2.2) reste très inférieur à 1, on a choisi d'appli-quer un échelon de �ux ϕ = 300 W/m2 pour 6 nombres de Reynolds allant 300 à 800 parpas de 100.Le champ de température a d'abord été calculé avec le modèle Fluent® (N = 144 247)pour les 6 nombres de Reynolds et pour l'échelon de densité de �ux ϕ = 300 W/m2 pen-dant Npdt = 300 pas de temps de 0, 1 s. Le tableau 4.1 donne les nombres de Richardson

Ri relatifs aux températures maximales en fonction du nombre de Reynolds Re.
Re 300 400 500 600 700 800
Ri 0,27 0,19 0,11 0,07 0,05 0,04Tableau 4.1 � Évolution du Ri en fonction de l'ordre Re.De même qu'au chapitre 2, les sorties des modèles seront des écarts par rapport à latempérature initiale T (x, 0) = 300 K.Deux cas de Modèles Réduits thermiques couplés, pour deux vecteurs d'observablesdi�érents, ont été envisagés :� Cas 1, un Modèle Réduit sur une ligne ;� Cas 2, un Modèle Réduit sur un quadrillage d'une partie du domaine. 119



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcéeCes deux Modèles Réduits sont relatifs au même Modèle Réduit �uide.Le Modèle Réduit �uide est obtenu à partir de ce qui a été fait précédemment sur toutle champ : {
0 = z + ΓfΨ(z)+GfRe
yf =Hfz

(4.22)Ce modèle a été validé dans le chapitre 3 (�3.5.3). Nous allons utiliser ces résultats parla suite, mais seulement aux observables choisis. Le Modèle Réduit correspondant peuts'écrire sous la forme :
{

0 = z + ΓfΨ(z)+GfRe
yf = CHfz

(4.23)où C est une matrice de sélection.Rappelons que le couplage �uide-thermique n'intervient que dans l'équation d'état(4.12) au niveau des états réduits z et x et non pas au niveau des sorties. Dans la pra-tique on n'utilise donc que la relation 4.23.Dans la mesure où l'on ne cherche que les évolutions de températures à travers leModèle Réduit thermique couplé, seul le système (4.12) est utilisé par la suite.4.4.2 Modèle Réduit relatif au cas 1 : 135 observables situés à
x1/h = 6On utilise les données du Modèle Détaillé relatives à 6 nombres de Reynolds Re allantde 300 à 800 par pas de 100, et à l'échelon de �ux ϕ = 300 W/m2. On considère une lignede 135 points située dans la zone de recirculation à x1/h = 6 (�gure 4.3).
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x1/h = 6Figure 4.3 � Géométrie du système étudié. Cas 1.4.4.2.1 Identi�cation par la méthode de Quasi-NewtonLes résultats de l'identi�cation par la méthode de Quasi-Newton sont résumés dans letableau 4.2 en terme du critère J et de l'écart quadratique σt. Ces résultats concernentles ordres nt allant de 1 à 10. En fait, l'identi�cation est faite en incrémentant l'ordre nt.Ainsi le Modèle Réduit d'ordre nt−1 sert à initialiser une partie des paramètres du Modèle120



4.4. Exemples d'applicationRéduit d'ordre nt, l'autre partie est initialisée par l'utilisateur. On donne également dansce tableau le nombre de paramètres à identi�er par une méthode de Programmation NonLinéaire (PNL), c'est-à-dire toutes les matrices sauf la matrice Ht qui est identi�ée parmoindres carrés. Ordre nt J (K2) σt(K) Nbparam1 1,67×10+4 3,70×10−1 92 1,40×10+3 1,07×10−1 323 9,41×10+2 8,79×10−2 684 4,13×10+2 5,82×10−2 1205 2,76×10+2 4,76×10−2 1856 1,80×10+2 3,84×10−2 2647 1,37×10+2 3,35×10−2 3578 1,27×10+2 3,24×10−2 4649 9,21×10+1 2,75×10−2 58510 5,48×10+1 2,12×10−2 720Tableau 4.2 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit couplé spéci�que aux 135points en utilisant une méthode de Quasi-Newton. Évolution du critère J de l'écartquadratique σt ainsi que le nombre de paramètres à identi�er par PNL en fonction del'ordre nt.On remarque que le critère J ainsi que l'écart quadratique σt décroissent en fonctionde l'ordre du Modèle Réduit jusqu'à atteindre un écart quadratique σt = 2, 12 × 10−2 àl'ordre nt = 10. On constate également que le nombre des inconnues à identi�er par PNL(Nbparam) passe de 9 pour nt = 1 à 720 pour nt = 10. À cause de ce nombre important, lesrésultats de l'optimisation sont très sensibles à l'initialisation. Par exemple, pour nt = 2(c'est-à-dire Nbparam = 32), il a été nécessaire d'e�ectuer 6 identi�cations avec des para-mètres initiaux di�érents avant d'obtenir le critère j = 1, 40× 10+3 K2.Cette dépendance à l'initialisation s'explique par le fait que l'algorithme reste piégédans des minima locaux. Ainsi, nous ne sommes pas assurés que le résultat obtenu cor-responde à la solution optimale. Cependant, nous pouvons constater que les résultats del'identi�cation sont satisfaisants en terme d'erreur quadratique comparés à la moyennequadratique des températures qui est de l'ordre de 302, 65 K.A�n de contourner la di�culté du choix des valeurs initiales des paramètres inconnus,nous nous sommes tournés vers des méthodes d'optimisation stochastiques d'ordre zéroutilisant les Algorithmes Génétiques ou l'Optimisation par Essaim de Particules. Cesalgorithmes munis d'une population, permettent de mieux balayer l'espace de rechercheà l'initialisation, et l'utilisation d'algorithmes globaux s'avère un choix pertinent pour lesproblèmes à plusieurs minima locaux. 121



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée4.4.2.2 Identi�cation en utilisant la méthode des Algorithmes GénétiquesL'Algorithme Génétique étant une méthode d'optimisation stochastique d'ordre zéro,il permet à l'utilisateur de s'a�ranchir de l'initialisation manuelle des paramètres : pourchaque ordre nt, l'initialisation est aléatoire pour chaque individu, sauf pour une partiede l'un des individus pour laquelle on utilise les paramètres du modèle d'ordre nt − 1. Leminimum trouvé est a priori le minimum global, et on n'a pas besoin de tester l'algorithmeà partir de plusieurs initialisations.Dans le tableau 4.3 on résume les résultats de l'identi�cation obtenus en utilisant unAlgorithme Génétique, en terme d'évolution du critère J et d'écart quadratique σt.Ordre nt J (K2) σt(K)1 1,49×10+4 3,50×10−12 7,89×10+3 8,04×10−23 3,67×10+2 5,49×10−24 1,25×10+2 3,21×10−25 9,20×10+1 2,75×10−26 3,90×10+1 1,79×10−27 2,09×10+1 1,31×10−28 1,40×10+1 1,07×10−29 9,43×10+0 8,79×10−310 6,27×10+0 7,17×10−3Tableau 4.3 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit couplé spéci�que aux 135points en utilisant un Algorithme Génétique. Évolution du critère J et de l'écart quadra-tique σt en fonction de l'ordre nt.On remarque également que les deux critères J et σt décroissent avec l'ordre nt duModèle Réduit, et plus particulièrement on constate que les résultats d'identi�cation ob-tenus sont meilleurs que lors de l'utilisation de la méthode de Quasi-Newton (tableau 4.2).Cependant, cette méthode nécessite de nombreux réglages (nombre d'individus, typede sélection et de mutation, taux de mutation) et des temps d'identi�cation conséquents.Pour ces raisons, nous nous sommes tournés vers la méthode d'Optimisation par Essaimde Particules qui est plus simple d'utilisation.4.4.2.3 Identi�cation par Optimisation par Essaim de ParticulesOn utilise ici la méthode d'Optimisation par Essaim de Particules décrite au chapitre1. Lors de l'identi�cation du Modèle Réduit d'ordre nt, on utilise le Modèle Réduit d'ordre
nt−1 pour initialiser une partie des paramètres d'une seule particule. L'autre partie ainsique les paramètres des autres particules sont initialisés d'une façon aléatoire.122



4.4. Exemples d'applicationOn récapitule dans le tableau 4.4 les résultats de l'identi�cation du Modèle Réduitthermique couplé, de l'ordre 1 à l'ordre 10.Ordre nt J (K2) σt(K)1 9,90×10+3 2,85×10−12 5,49×10+2 6,71×10−23 2,67×10+2 4,68×10−24 7,67×10+1 2,51×10−25 3,56×10+1 1,71×10−26 1,48×10+1 1,10×10−27 6,41×10+0 7,25×10−38 5,20×10+0 6,53×10−39 4,99×10+0 6,40×10−310 3,03×10+0 4,99×10−3Tableau 4.4 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit relatif au cas 1 en utilisantl'Optimisation par Essaim de Particules. Évolution du critère J et de l'écart quadratique
σt en fonction de l'ordre nt.On constate que les résultats de l'identi�cation en terme de critère j et d'écart quadra-tique σt sont nettement meilleurs que ceux obtenus avec les méthodes d'optimisation pré-cédentes (c'est-à-dire Quasi-Newton et Algorithmes Génétiques), tout en s'a�ranchissantdu choix des paramètres initiaux crucial avec Quasi-Newton, et des nombreux paramètresde réglage des Algorithmes Génétiques.Concernant ces réglages, on a utilisé 20 particules, un voisinage circulaire de taille 3,et le jeu de paramètres λ1 = λ2 = 1, 494 et χ = 0, 7298 proposé par Clerc et testé parEberhart [35] (c.f le chapitre 1). Ces réglages s'avèrent performants pour nos problèmesd'identi�cation.Le choix du Modèle Réduit se fait ici en fonction de l'écart quadratique σt. On considèrepour cette application σt < 10−2 (K) comme critère d'arrêt. Ainsi, d'après le tableau 4.4,le Modèle Réduit d'ordre nt = 7 sera choisi pour la validation.4.4.2.4 Validation du Modèle Réduit identi�éOn présente dans la �gure 4.4 la densité de �ux utilisée pour valider les ModèlesRéduits couplés :� Modèle Réduit couplé d'ordre nt = 7 identi�é par Optimisation par Essaim deParticules (MRC-OEP) ;� Modèle Réduit couplé d'ordre nt = 10 identi�é par Quasi-Newton (MRC-QN).

Re = 550 est le nombre de Reynolds utilisé, di�érent de ceux utilisés dans l'identi�-cation. 123



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée
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Figure 4.4 � Flux test ϕ (t) en fonction du tempsLes �gures 4.5 et 4.6 illustrent l'évolution de la température donnée par le ModèleDétaillé et par les Modèles Réduits couplés, en deux points A(6h; 1, 075h) (A correspondau point où l'erreur ε est maximale) et B(6h; 0, 835h) (B correspond au point où la tem-pérature est maximale).Pour mieux visualiser la di�érence entre les résultats du Modèle Détaillé et ceux desModèles Réduits aux deux points A et B, on trace respectivement sur les �gures 4.7 et4.8 l'évolution des écarts de température aux points A et B.
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4.4. Exemples d'application
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Figure 4.5 � Évolution de la température au point A. Comparaison Modèle Détaillé,Modèles Réduits.
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Figure 4.6 � Évolution de la température au point B. Comparaison Modèle Détaillé,Modèles Réduits. 125



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée
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Figure 4.7 � Évolution des écarts ε de température au point A entre le Modèle Détailléet les Modèles Réduits obtenus par Quasi-Newton et par Optimisation par Essaim deParticules.
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Figure 4.8 � Évolution des écarts ε de température au point B entre le Modèle Détailléet les Modèles Réduits obtenus par Quasi-Newton et par Optimisation par Essaim deParticules.126



4.4. Exemples d'applicationOn remarque que le Modèle Réduit identi�é par la méthode d'Optimisation par Essaimde Particules d'ordre nt = 7 (MRC-OEP) est beaucoup plus précis que le Modèle Réduitidenti�é par la méthode de Quasi-Newton nt = 10 (MRC-QN). Et plus particulièrement,le MRC-QN est surtout moins précis dans la zone où le �ux test est maximal, alors quele MRC-OEP est plutôt moins précis dans la zone où le �ux test est sinusoïdal.Le tableau 4.5 résume les résultats de la validation des Modèles Réduits. L'erreurmaximale ε par rapport au Modèle Détaillé et sa position dans l'espace et dans le tempssont aussi données.Méthode d'optimisation Ordre nt σt (K) ε (K) x1/h x2/h Temps (s)OEP 7 6,16×10−3 1,83×10−2 6 1,075 16,9QN 10 1,43×10−2 5,49×10−2 6 1,075 3,4Tableau 4.5 � Résultats de la validation des Modèles Réduits par le �ux test ϕ (t).Dans les �gures 4.9 et 4.10 sont respectivement comparés avec le pro�l fourni parModèle Détaillé, les pro�ls de température en x1/h = 6 obtenus respectivement auxinstants t = 16, 9 s par le MR-OEP d'ordre 7 et t = 3, 4 s par le MR-QN d'ordre 10.Dans la �gure 4.11 on trace les écarts entre les Modèles Réduits et le Modèle Détaillé auxinstants t = 3, 4 s et t = 16, 9 s.
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Figure 4.9 � Comparaison Modèle Détaillé/ Modèle Réduit-OEP du pro�l de tempéra-ture à x1/h = 6 et t = 16, 9 s. 127



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée
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Figure 4.10 � Comparaison Modèle Détaillé/ Modèle Réduit (Quasi-Newton) du pro�lde température à x1/h = 6 et t = 3, 4 s.
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Figure 4.11 � Écarts entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit OEP à t = 16, 9 s etle Modèle Réduit QN à t = 3, 4 s.Tous ces résultats montrent qu'on arrive à identi�er un Modèle Réduit couplé, capablede donner avec précision l'évolution de la température en fonction des conditions aux li-128



4.4. Exemples d'applicationmites �uide et thermique.On souligne que les temps de simulation avec les deux Modèles Réduits sont inférieursà 0, 1 s.4.4.3 Modèle Réduit relatif au cas 2 : 213 observablesA�n d'illustrer l'avantage de la Méthode d'Identi�cation Modale, qui permet de nesélectionner que les sorties désirées à travers la matrice d'observation, on s'intéresse ici àun ensemble de 213 points localisés dans la zone (−2 ≤ x1/h ≤ 6) (c.f la �gure 4.12).
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ϕ(t)Figure 4.12 � Géométrie du système étudié. Cas 2.4.4.3.1 Identi�cation par Optimisation par Essaim de particulesLes mêmes nombres de Reynolds (Re = 300, 400, . . . , 800) et le même échelon de den-sité de �ux (ϕ = 300 W/m2) qui ont servi pour construire le Modèle Réduit relatif au cas1, sont utilisés ici pour générer les données pour identi�er le Modèle Réduit relatif au cas 2.La moyenne quadratique de l'ensemble de ces données est 303, 76 K. Les écarts parrapport à la température initiale (300 K) sont utilisés comme données pour identi�er leModèle Réduit.Les résultats de l'identi�cation, sous la forme des valeurs de la fonctionnelle J et del'écart quadratique σt sont donnés dans le tableau 4.6. Ces résultats ont été obtenus enutilisant la méthode d'Optimisation par Essaim de particules avec le jeu de réglage pro-posé par Clerc et utilisé dans la section 4.4.2.3.
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Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcéeOrdre nt J (K2) σt(K)1 3,78×10+4 0,44×10+02 9,55×10+3 0,22×10+03 1,05×10+3 7,37×10−24 4,50×10+2 4,84×10−25 2,35×10+2 3,50×10−26 1,21×10+2 2,51×10−27 6,42×10+1 1,83×10−28 3,63×10+1 1,37×10−29 2,23×10+1 1,08×10−210 1,36×10+1 8,40×10−3Tableau 4.6 � Résultats de l'identi�cation du Modèle Réduit relatif au cas 2.En utilisant le même critère d'arrêt que dans le �4.4.2.3 c'est-à-dire σt < 10−2 K, lechoix se fait cette fois-ci sur le Modèle Réduit couplé d'ordre nt = 10.4.4.3.2 Validation du Modèle Réduit identi�éOn utilise le même test de validation utilisé dans le �4.4.2.4 pour valider le ModèleRéduit d'ordre nt = 10.Le tableau 4.7 résume les résultats de la validation, et montre que les températurescalculées avec le Modèle Réduit sont très proches de celles données par le Modèle Détaillé,avec un faible σt. L'erreur maximale ε et ses positions dans l'espace et dans le temps sontaussi données.Cas Ordre nt σt (K) ε (K) x1/h x2/h Temps (s)cas 2 (q = 213) 10 7.27×10−3 3.85×10−2 1 0 15.4Tableau 4.7 � Résultats de la validation des Modèles Réduits par le �ux test ϕ (t), pourle cas 2.Sur les �gures 4.13 et 4.14, on trace respectivement l'évolution de la température ainsique les écarts entre le Modèle Détaillé en 3 points, C(−h; h) (voisinage de la densité de�ux), D(h; 0) (en bas de la marche) et E(4h; 0, 77h) (à la limite de la zone de recirculation)(c.f �gure 4.12).Sur les �gures 4.15 et 4.16 on trace respectivement les pro�ls de température en
x1/h = −2,−1, 0 et en x1/h = 1, 2, 3, 4, 5, 6, à t = 30 s.
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4.4. Exemples d'application
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Figure 4.13 � Évolution de la température en 3 points C,D et E du domaine. ComparaisonModèle Détaillé/ Modèle Réduit.
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Figure 4.14 � Évolution des écarts de température aux 3 points C,D et E du domaine,entre le Modèle Détaillé et le Modèle Réduit. 131



Chapitre 4. Identi�cation de Modèle Réduit Couplé pour des problèmes de convection forcée

Figure 4.15 � Comparaison entre Modèle Détaillé et Modèle Réduit d'ordre nt = 10 :pro�ls de température en x1/h = [−2,−1, 0] à t = 30 s.

Figure 4.16 � Comparaison entre Modèle Détaillé et Modèle Réduit d'ordre nt = 10 :pro�ls de température en x1/h = [1, 2, 3, 4, 5, 6] à t = 30 s.
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4.5. ConclusionOn remarque là encore la bonne concordance entre les pro�ls donnés par les deuxmodèles, détaillé et réduit d'ordre nt = 10. Notons encore une fois que les temps de calculavec le Modèle Réduit sont toujours inférieurs à 0,1 seconde.4.5 ConclusionÀ travers ce chapitre nous avons complété la Méthode d'Identi�cation Modale pour lesécoulements de convection forcée. Nous avons proposé une formulation de Modèle Réduitqui inclut le couplage faible vitesse-température.Une application a été faite sur l'écoulement 2D laminaire incompressible le long d'unemarche descendante, soumis à une densité de �ux de chaleur ϕ(t). En minimisant le cri-tère quadratique basé sur l'écart entre les réponses du Modèle Détaillé et celles du ModèleRéduit, nous avons vu que les résultats de l'identi�cation dépendent du choix de la mé-thode d'optimisation. Malgré son coût (temps d'identi�cation), l'Optimisation par Essaimde Particules semble le choix le plus pertinent pour ce type de problème. En e�et, ellepermet de mieux balayer l'espace de recherche et d'éviter les minima locaux.Cette première approche d'identi�cation de Modèle Réduit faiblement couplé s'avèretrès prometteuse. Nous avons obtenus des résultats très concordants avec ceux fournis parle Modèle Détaillé, avec des temps de simulation inférieurs à 0,1 seconde. Ces travaux ontété présentés en partie dans [88, 87].Parmi les perspectives o�ertes par cette approche, on peut citer l'identi�cation desModèles Réduits fortement couplés pour des applications en convection naturelle.
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5.1. Introduction5.1 IntroductionDans le chapitre 2 nous avons utilisé la Méthode d'Identi�cation Modale (MIM) pouridenti�er des Modèles Réduits relatifs à plusieurs entrées. Le but de ce chapitre est d'abor-der l'aspect de la commande optimale en boucle fermée en utilisant ces Modèles Réduits.Dans un premier temps, la théorie de la commande optimale par retour d'état etplus spécialement les commandes Linéaire Quadratique (LQ) et Linéaire QuadratiqueGaussienne (LQG) sont présentées. L'estimateur d'état nécessaire à la commande LQGest ensuite introduit. En�n, a�n de montrer la faisabilité de l'approche combinant lesModèles Réduits identi�és par la MIM, et la théorie de la commande optimale, une ap-plication sur un Modèle Réduit thermique est présentée dans la section 5.5.Selon Brezinski [26], commander (ou contrôler) un système consiste à agir sur lesvariables de commande a�n que les sorties présentent les caractéristiques désirées.Il existe plusieurs stratégies pour dé�nir une loi de commande. On reprend dans la�gure 5.1 une classi�cation donnée par Gad-el-hak [42].
Stratégies du contrôle

Passif Actif

Prédéterminé Réactif

Boucle ouverte
Feedforward

Boucle fermée
Feedback

OptimalAdaptatifModèle physiqueSystème dynamiqueFigure 5.1 � Classi�cation des di�érentes stratégies de contrôle, d'après Gad-el-hak[42].Le choix d'une stratégie dépend de la nature du système à commander et de l'objectifde la commande en terme de performance et de coût. L'objectif peut être la réduction de137



Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduittraînée, la réduction de bruit, le pilotage automatique, la régulation de température ouencore le contrôle du pH d'une solution.D'après [42], un dispositif de contrôle peut être passif ou actif.Le contrôle passif utilise essentiellement des caractéristiques géométriques ou physiquesdu système pour agir sur la sortie. Il n'exige aucun apport d'énergie ni d'information pourfonctionner.À l'inverse, le contrôle actif nécessite la présence d'un capteur qui mesure la sortie,d'un actionneur qui apporte de l'énergie au système, et d'une loi de commande qui permetd'adapter la réponse de l'actionneur à la sortie.Le contrôle actif présente deux branches principales (voir �gure 5.1) : le contrôle prédé-terminé et le contrôle réactif. Le contrôle prédéterminé impose une loi de commande sanstenir compte de la réponse du système, ainsi il ne nécessite aucun capteur. Le contrôle ré-actif présente encore deux branches principales, qui sont les commandes en boucle ouverte� Feedforward � et en boucle fermée � Feedback �. Chacune possède ses propres avantageset inconvénients :La commande en boucle ouverte : le système cherche à commander la sortie sansen véri�er la valeur obtenue. Ce type de contrôle n'est performant que si le com-portement du système est déterministe et s'il n'existe pas de perturbations (ou quecelles-ci sont faibles). Ses avantages sont sa stabilité et son faible coût. La �gure 5.2présente le schéma-bloc relatif au système de commande en boucle ouverte.
Entrée : u(t) Équation d’état État : x(t)Figure 5.2 � Boucle ouverte.La commande en boucle fermée : le système cherche à ajuster continuellement lescommandes en fonction de l'état obtenu. La commande en boucle fermée est pluscomplexe, plus coûteuse et peut devenir instable. Le fait de modi�er la commandeen tenant compte de la sortie s'appelle commande par retour, bouclage ou rétroac-tion (en anglais Feedback). La �gure 5.3 présente le schéma bloc d'un système decommande en boucle fermée.Entrée : u(t) Équation d'étatLoi de commande État : x(t)

Figure 5.3 � Boucle fermée.138



5.2. Système dynamique et commande optimaleLa commande en boucle fermée est certainement l'approche la plus intéressante carelle s'adapte à tous les types de perturbations, internes ou externes. Elle demande ainsi laprésence de capteurs et d'actionneurs. Ceci fait donc intervenir deux notions importantesqui sont l'observabilité et la contrôlabilité :� L'observabilité : cette notion permet de savoir si les informations obtenues sontsu�santes pour déterminer l'état du système.� La contrôlabilité : cette notion concerne la possibilité de faire passer, grâce à unecommande appropriée, un système d'un état initial à un état �nal donné.Après l'introduction de la forme et de la représentation du système à commander,nous reviendrons plus loin sur les dé�nitions mathématiques des notions de contrôlabilitéet d'observabilité.5.2 Système dynamique et commande optimaleComme dans les chapitres précédents, nous nous intéressons aux systèmes dynamiquesMIMO (Multiple-Input Multiple-Output) d'ordre n à p entrées, q sorties et décrits parune représentation d'état : { dxdt = f (x,u, t)

y = h (x,u, t)
(5.1)où :� x ∈ Rn est le vecteur d'état où n représente la dimension du système ;� u ∈ Rp est le vecteur d'entrée ou de commande ;� y ∈ Rq est le vecteur de sortie ;� t est l'instant courant avec t > t0.Cette représentation a pour but de fournir une loi d'évolution de la variable d'état

x (t) en fonction des entrées u (t) et de l'état initial x (t0). Cette représentation fournitégalement les valeurs de sortie y (t) en fonction de la variable d'état x (t) et des entrées
u (t).Dans le cadre des systèmes linéaires invariants (LTI pour � Linear Time-Invariant �)le système (5.1) devient :

{ dx (t)dt = Ax (t) +Bu (t)

y (t) = Cx (t) +Du (t)
(5.2)avec A ∈ R(n,n), B ∈ R(n,p), C ∈ R(q,n) et D ∈ R(q,p). 139



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitLa matrice D représente un transfert direct d'information entre le vecteur de com-mande u (t) et le vecteur de sortie y (t). Dans la pratique, on se limite souvent au cas
D = 0.5.2.1 ObservabilitéL'observabilité d'un système est établie si la connaissance de la commande u (t) et dela sortie mesurée y (t) su�t pour connaître l'état x (t). Si c'est le cas, le système est alorsobservable, comme l'annonce le théorème suivant :Théorème 5.2.1 Le système est observable si, et seulement si, la matrice

O =
[
C CA CA2 . . .CAn−1

] (5.3)est de rang n.On trouve aussi d'autres critères d'observabilité, basés notamment sur le grammiend'observabilité Wo dé�ni dans le paragraphe 1.3 page 10 et solution de l'équation deLyapunov (1.12). Le système est observable si, et seulement si, le grammienWo est dé�nipositif.5.2.2 ContrôlabilitéLa contrôlabilité d'un système est établie si la commande u (t) agit sur toutes lesvariables d'état x (t). Si c'est le cas, le système est contrôlable et sa dynamique peut êtreimposée totalement, comme l'annonce le théorème suivant :Théorème 5.2.2 Le système est contrôlable si, et seulement si, la matrice
C =

[
B AB A2B . . .An−1B

] (5.4)est de rang n.De façon équivalente, le système est contrôlable si, et seulement si, le grammien Wcest dé�ni positif (voir �1.3).La théorie de la commande optimale s'est développée au cours des années 60-70, enparticulier grâce aux contributions importantes de Bellmann dans le domaine de laprogrammation dynamique, celles de Kalman avec la commandabilité, le �ltrage et lacommande linéaire quadratique, et celle de Pontryagin avec la commande optimale.Le problème de la commande optimale consiste à trouver une commande u∗ (t) mini-misant un certain critère J . Le choix de ce critère est important, car il doit tenir comptedes contraintes physiques imposées au système, sinon il peut aboutir à une solution nonréaliste.Ici, on s'intéressera plus particulièrement aux commandes par retour d'état avec uncritère quadratique :140



5.3. Commande Linéaire Quadratique (LQ)� � LQ � pour Linéaire Quadratique dans le cas d'un modèle parfait où l'état estcomplètement accessible ;� � LQG � pour Linéaire Quadratique Gaussien où l'estimation de l'état est traitéeen présence de bruit.5.3 Commande Linéaire Quadratique (LQ)Soit le système (5.2), la commande Linéaire Quadratique (LQ) consiste à minimiserun critère quadratique qui peut être basé soit sur l'état (�5.3.1) soit sur l'écart entre lesconsignes et les sorties (�5.3.2).5.3.1 Critère basé sur l'étatDans le cas où le critère à minimiser repose sur l'état du système, son expressioncorrespond à :
J (x,u) = xT (tf )Sx (tf ) +

∫ tf

t0

[
xT (t)Qx (t) + uT (t)Ru (t)

] dt (5.5)où :� x (t) ∈ Rn est l'état à l'instant t, et tf est l'instant �nal ;� S ∈ R(n,n) et Q ∈ R(n,n) sont les matrices de pondération symétriques dé�nies nonnégatives et quanti�ant les poids attribués à l'état ;� R ∈ R(p,p) est une matrice de pondération symétrique dé�nie positive. R quanti�ele poids de chaque commande : plus les composantes de R sont élevées, plus le coûtde la commande augmente.Le critère quadratique J permet donc de minimiser l'écart sur l'état mais égalementde limiter l'énergie consommée, quantité liée directement à la commande u (t). Il permetaussi de privilégier certains actionneurs (commandes) à travers la matrice de pondération
R. Pour caractériser l'optimum du critère J (5.5), l'une des méthodes consiste à reprendreles notions de fonction lagrangienne et de multiplicateurs de Lagrange introduits au cha-pitre 1. Cette méthode permet de déterminer la solution x et la commande u minimisantle critère J .Soit la fonction lagrangienne L :

L (x,u,λ) = J (x)− 〈F (x,u) ,λ〉 (5.6)où F (x,u) = ẋ −Ax −Bu = 0 représente la contrainte égalité liée à l'équation d'état(5.2), λ est un multiplicateur de Lagrange (variable adjointe) et 〈., .〉 désigne le produitscalaire dans Rn. 141



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitOn reprend également la dé�nition de la dérivée directionnelle de L utilisée dans lechapitre (1) :
∂L

∂α
· δα = lim

ε→0

L (α+ εδα)− L (α)

ε
∀δαLes conditions de stationnarité s'obtiennent en explicitant la variation δL de L quidoit être nulle pour toute variation in�nitésimale de δx, δu et δλ :

δL =
∂L

∂x
· δx+

∂L

∂u
· δu+

∂L

∂λ
· δλ = 0 (5.7)L'hypothèse que x, u et λ soient indépendants permet ainsi d'écrire :

∂L

∂x
· δx =

∂L

∂u
· δu =

∂L

∂λ
· δλ = 0 (5.8)� Commençons tout d'abord par écrire la variation de L dans la direction δλ :

lim
ε→0

L (x,u,λ+ εδλ)− L (x,u,λ)

ε
= 0

lim
ε→0

J (x,u)− 〈F (x,u) ,λ+ εδλ〉 − J (x,u) + 〈F (x,u) ,λ〉

ε
= 0soit :

〈F (x,u) , δλ〉 = 0 ∀δλCeci nous permet de retrouver l'équation d'état :
F (x,u) = 0 (5.9)� Continuons maintenant par écrire la variation de Lmais cette fois-ci dans la direction

δu :
lim
ε→0

L (x,u+ εδu,λ)−L (x,u,λ)

ε
= 0

lim
ε→0

J (x,u+ εδu)− 〈F (x,u+ εδu) ,λ〉 − J (x,u) + 〈F (x,u) ,λ〉

ε
= 0 (5.10)En insérant l'expression de l'équation d'état F (x,u) dans (5.10) on obtient :

∂J

∂u
· δu+ 〈Bδu,λ〉 = 0Comme on cherche à véri�er cette relation pour toute direction δu, on trouve alorsla condition d'optimalité :
Ru+BTλ = 0 (5.11)142



5.3. Commande Linéaire Quadratique (LQ)� Terminons par la variation de L dans la direction δx. On doit avoir, pour toutevariation δx une variation δL = 0

lim
ε→0

L (x+ εδx,u,λ)−L (x,u,λ)

ε
= 0en tenant compte des expressions du Lagrangien et de l'équation d'état, on peutécrire :

lim
ε→0

J (x+ εδx,u)− J (x,u)

ε
−

lim
ε→0

〈d(x+εδx)dt −A (x+ εδx)−Bu,λ
〉
−
〈dxdt −Ax−Bu,λ

〉

ε
= 0permettant d'écrire :

∂J

∂x
· δx−

〈d (δx)dt ,λ

〉
+ 〈Aδx,λ〉 = 0soit :

〈δx,Qx〉 −

〈d (δx)dt ,λ

〉
+ 〈Aδx,λ〉 = 0En transposant 〈Aδx,λ〉 =

〈
δx,ATλ

〉 et en faisant une intégration par partiessur le deuxième terme, nous pouvons éliminer le terme d(δx)dt et faire apparaître λ̇.De plus, en considérant δx(t0) = 0 et λ(tf) = Sx(tf), nous obtenons l'équationadjointe associée : {
−λ̇ = Qx+ATλ

λ(tf ) = Sx(tf)
(5.12)Connaissant l'état adjoint λ, la loi de commande u minimisant le critère quadratique

J , est alors déduite de l'équation (5.11) :
u (t) = −R−1BTλ (t) (5.13)Cette relation introduite dans l'équation d'état (5.2), donne :

ẋ (t) = Ax (t)−BR−1BTλ (t) (5.14)En reprenant les équations (5.12) et (5.14), on obtient le système d'équations :
{
ẋ (t) = Ax (t)−BR−1BTλ (t)

−λ̇ = Qx (t) +ATλ (t)
(5.15)Ce système couplé peut s'écrire sous la forme d'un système matriciel appelé systèmeHamiltonien : [

ẋ (t)

λ̇ (t)

]
=

[
A −BR−1BT

−Q −AT

] [
x (t)
λ (t)

] (5.16)143



Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduitoù la matrice [ A −BR−1BT

−Q −AT

] est la matrice Hamiltonienne.La particularité des équations (5.15) est qu'elles admettent une solution explicite sousforme d'une relation linéaire entre la variable d'état x (t) et la variable d'état adjoint
λ (t) :

λ (t) = P (t)x (t) (5.17)avec P (tf ) = P f .En reportant cette relation (5.17) dans l'équation adjointe (5.12), il vient, après éli-mination de l'état x (t), que la matrice P (t) est solution de l'équation di�érentielle, ditede Riccati :
Ṗ (t) + P (t)A+ATP (t)− P (t)BR−1BTP (t) +Q = 0 (5.18)Seule la condition �nale est connue. Ainsi cette équation doit être résolue en tempsrétrograde. Elle permet alors d'en déduire l'expression de la loi de la commande optimaleLQ, obtenue par retour d'état :

u (t) =Kx (t) (5.19)où K = −R−1BTP (t) désigne la matrice de gain.L'équation (5.18) peut être résolue en utilisant des algorithmes disponibles dans plu-sieurs bibliothèques comme par exemple SLICOT (Subroutine Library In Control Theory)[5] ou en utilisant des codes numériques tels que Scilab [1] ou Matlab [4].5.3.2 Critère basé sur l'écart consignes/sortieLe critère quadratique peut aussi être basé sur l'écart ε entre des consignes stockéesdans un vecteur z et les sorties correspondantes y :
ε (t) = y (t)− z (t) = Cx (t)− z (t) (5.20)Dans façon semblable à (5.5) on peut écrire le critère :

J (x,u) = εT (tf )Sε (tf) +

∫ tf

t0

[
εT (t)Qε (t) + uT (t)Ru (t)

] dt (5.21)Plutôt que de présenter le développement avec la méthode du Lagrangien, nous pro-posons ici un calcul variationnel équivalent s'appuyant cette fois-ci sur la notion du Ha-miltonien dé�ni par [24] :
H (x,u,λ) = J (x,u) + λT (Ax (t) +Bu (t)) (5.22)la minimisation de H nous amène aux équations d'optimalité [24, 79] :
−λ̇ =

∂H

∂x
= ATλ+CTQCx−CTQz (5.23)

0 =
∂H

∂u
= Ru+BTλ (5.24)

ẋ =
∂H

∂λ
= Ax+Bu (5.25)144



5.3. Commande Linéaire Quadratique (LQ)avec la condition terminale :
λ(tf ) = C

TS (Cx(tf )− zf) (5.26)En couplant ces équations, on obtient le système optimal :
[
ẋ

λ̇

]
=

[
A −BR−1BT

−CTQC −AT

] [
x

λ

]
+

[
0

CTQ

]
z (5.27)La forme linéaire de la condition terminale (5.26) permet de dé�nir une loi de rétro-action :

λ = Px+L (5.28)En insérant cette loi dans l'équation adjointe (5.23) et en y intégrant la conditiond'optimalité (5.24), on obtient l'expression de la commande optimale :
u(t) = −R−1BTPx−R−1BTL (5.29)où P et L sont respectivement les solutions des équations matricielles de Riccati :

Ṗ + PA+ATP − PBR−1BTP +CTQC = 0

L̇−ATL− PBR−1BTL+CTQz = 0
(5.30)Ce problème de commande (LQ) par retour d'état est connu sous le nom d'asservis-sement optimal (ou poursuite optimale) ; le cas z = 0 correspondant au problème derégulation.5.3.3 Ajout d'un intégrateurLa commande optimale présentée ci-dessus permet ainsi de régler la dynamique du sys-tème commandé. Cependant sous cette forme et en présence de perturbations constantes,cette commande ne permet pas toujours de garantir une erreur statique nulle. Pour cefaire, il est possible d'y insérer un intégrateur. Si on reprend la dé�nition de l'erreur εentre les consignes et les sorties décrites par (5.20), l'intégrale de l'erreur s'écrit :

I =

∫ t

0

(Cx − z)dt (5.31)avec I le nouvel état du système. On adjoint donc ce nouvel état à l'état � classique �pour construire l'état augmenté :
X =

(
x

I

) (5.32)L'équation d'état correspondant à l'état augmenté s'écrit alors :
Ẋ = AX +Bu− Cz (5.33)avec : 145



Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduit
A =

(
A 0
C 0

) , B =

(
B

0

) et C =

(
0
I

)La commande optimale assurant la précision statique s'écrit sous la forme générale :
u(t) =

[
K1 K2

] [ x
I

] (5.34)avecK1 etK2 matrices respectives de gain de la commande (LQ) et du retour d'intégrale.5.4 Commande Linéaire Quadratique Gaussienne (LQG)L'intérêt de la commande LQG par rapport à la commande LQ est qu'elle s'appliqueà des systèmes bruités, où l'on ne dispose que d'une connaissance incomplète de l'état xà travers un vecteur d'observation y. Elle s'applique également dans le cas où l'état n'apas de sens physique et n'est donc pas directement mesurable.Pour ce type de problème, il faut concevoir un estimateur (re-constructeur d'état)capable d'estimer l'état d'un système dynamique à partir des informations disponibles,c'est à dire les sorties y et la commande u.Le théorème de séparation énonce que la solution d'un problème LQG est la réuniondes solutions de deux problèmes :� rechercher l'estimation x̂ de l'état x ;� considérer ensuite un problème de commande par retour d'état LQ appliqué à l'es-timé x̂.Le �ltre de Kalman-Bucy est un re-constructeur d'état dans un environnement sto-chastique qui se base sur un certain nombre d'hypothèses, notamment sur la nature desbruits. Il permet de donner une estimation de l'état d'un système observable, compte-tenudes informations disponibles jusqu'à cet instant.On considère le système continu stochastique dé�ni par :
{
ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) +Gw (t)
y (t) = Cx (t) + v (t)

(5.35)où x (t) ∈ Rn est l'état du système, u (t) ∈ Rp est l'entrée (déterministe) connue, w (t)représente un bruit qui agit comme une perturbation sur l'état du système, y (t) ∈ Rq estle vecteur de sortie, et v (t) ∈ R
q est le bruit de mesure.On suppose que les deux bruits w et v sont des bruits blancs, gaussiens, centréscaractérisés par leurs matrices de covariance :

E[w (t)w (t+ τ)] =W δ(τ) (5.36)
E[v (t) v (t+ τ)] = V δ(τ) (5.37)
E[w (t) v (t+ τ)] = 0 (5.38)146



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduitoù E[.] est l'espérance mathématique et où δ(τ) est l'impulsion de Dirac en τ .Soient x̂ l'estimation de l'état x et ex(t) l'erreur d'estimation à l'instant t dé�nie par :
ex(t) = x(t)− x̂(t) (5.39)Le �ltre de Kalman-Bucy permet d'établir la structure du système linéaire (l'estima-teur) fournissant x̂ tel que la moyenne de l'erreur d'estimation ex(t) tende vers 0 lorsque ttend vers l'in�ni. L'équation de l'estimateur est donnée par [6, 24, 79] :

˙̂x (t) = [Ax̂ (t) +Bu (t)] +Kf [y (t)−Cx̂ (t)] (5.40)Le premier terme de cette équation représente le modèle du système, ce terme est uti-lisé pour prédire dans une première étape l'évolution de l'état x̂(t). Le modèle étant faux,la prédiction est corrigée par le deuxième terme, représenté par l'écart entre la mesure y (t)et la mesure prédite Cx̂ (t) et par la matriceKf , appelée matrice de gain de l'observateur.Cette matrice Kf est déterminée de façon à minimiser la variance de l'erreur d'esti-mation ex(t) pour tout t (c'est-à-dire E[exTex]). On montre que [6, 24] :
Kf (t) = ΣCTV −1 (5.41)où Σ (t) est la solution de l'équation de Riccati :

Σ̇ = ΣAT +AΣ−ΣCTV −1CΣ +GWGT (5.42)avec la solution initiale Σ (0) = Σ0 qui traduit la con�ance que l'on a dans l'initialisationdu �ltre.Les équations (5.40),(5.41) et (5.42) forment les équations du �ltre de Kalman continu.Maintenant que la loi de commande par retour d'état u est dé�nie ainsi que les équa-tions du �ltre de Kalman donnant l'estimation de l'état x̂, nous allons présenter unexemple d'application pour illustrer la méthode.5.5 Commande optimale appliquée à un Modèle RéduitLe but ici est de montrer la faisabilité de l'approche combinant la réduction de modèleet la théorie de la commande optimale. Il existe de nombreuses applications combinantces deux approches, parmi lesquelles on peut citer, entre autres :� le contrôle d'un processus de convection-di�usion décrit par des équations aux dé-rivées partielles [60] ;� le contrôle en boucle ouverte d'un écoulement en régime laminaire (Re = 200) autourd'un cylindre en utilisant un Modèle Réduit POD [22] ;� la mise en place de stratégies de chau�age optimal par la résolution d'un problème(LQ) utilisant un Modèle Réduit [98]. 147



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitPour notre part, nous proposons d'utiliser un Modèle Réduit identi�é par la Méthoded'Identi�cation Modale, a�n de déterminer une loi de commande pour contrôler une partied'un champ température ou un pro�l de température.5.5.1 Le système étudié et son Modèle RéduitComme exemple d'application, on s'intéresse au Modèle Réduit d'ordre n = 6 identi�éet développé dans le chapitre 2, section ( 2.4.3 page 70).On rappelle que ce Modèle Réduit est basé sur trois entrées ϕ1 (t), ϕ2 (t) et ∆T∞ (t),et a pour vecteur de sortie 135 observables localisés sur la ligne x1 = 16h. L'écoulementest chau�é par les deux densités de �ux ϕ1 (t) et ϕ2 (t) placées juste en amont de lamarche et ∆T∞ (t) correspond à la �uctuation de la température d'entrée par rapport àla température initiale : ∆T∞ (t) = T∞ (t)− T (0) avec T (0) = T0 = 300 K (�gure 5.4).
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x1/h = 16

Point BPoint AFigure 5.4 � Système étudié.La forme du Modèle Réduit correspondant est donnée par :
{
ẋ (t) = Fx (t) +GU 1 (t)
y (t) =Hx (t)

(5.43)avec :
U 1 (t) =




ϕ1 (t)
ϕ2 (t)

∆T∞ (t)



 (5.44)et où y est l'écart de température par rapport à T0.5.5.2 Commande LQG5.5.2.1 Commande LQOn formule le problème de commande ainsi :� Quelle que que soit la perturbation supposée inconnue ∆T∞ (t), on cherche les com-mandes ϕ1 (t) et ϕ2 (t) pour que le vecteur de sortie y (t) ∈ R
135 soit égal à un vecteur148



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduitconstant yc ∈ R135 �xé par l'utilisateur (dans la suite chaque composante de yc est égaleà 20 K pour T∞ ∈ [290, 310] c'est-à-dire ∆T∞ ∈ [−10, 10]) �.Le Modèle Réduit (5.43) est ainsi réécrit a�n de séparer les commandes déterministesdes perturbations :
{
ẋ (t) = Fx (t) +G1U (t) +G2∆T∞(t)
y (t) =Hx (t)

(5.45)où cette fois ci on a :
U (t) =

[
ϕ1 (t)
ϕ2 (t)

] (5.46)Dans la pratique, la commande par retour d'état (LQG) est un régulateur conçu pourconduire la sortie du système à zéro. Cependant, dans beaucoup d'applications, le butde la commande est de produire une sortie du système égale à une certaine valeur deréférence non nécessairement nulle.Comme dans [90], le but ici est de déterminer la loi de commande qui minimise ladi�érence entre la sortie désirée et un pro�l de référence. Il convient de corriger la com-mande δU par rapport à une commande de référence Ū a�n de compenser la déviationentre la consigne et la sortie.Pour déterminer la commande de référence Ū on considère un système stationnairesans perturbation (∆T∞ = 0 K) de sorte à obtenir un pro�l de température constant(yci ≈ 20 K ∀i). Ceci revient à résoudre le problème d'optimisation stationnaire suivant :minimiser la fonctionnelle
j̄(U) =

1

2
(Hx− yc,Hx− yc) (5.47)où x est fonction de la commande U et (·, ·) est ici le produit scalaire dans Rq.La résolution de ce problème d'optimisation nous donne la valeur de la commande deréférence Ū , permettant ainsi de déduire la valeur de l'état de référence x̄.La solution du problème (5.47) est Ū =

[
ϕ̄1

ϕ̄2

]
=

[
2182, 8
2174, 7

].Remarque :Cette valeur de référence (Ū) peut être aussi obtenue par la résolution du systèmesurdéterminé : (
STS

)
Ū = STyc (5.48)qui mène à la solution au sens des moindres carrés :

Ū =
(
STS

)−1
STyc (5.49)où S est la matrice des sensibilités statiques donnée par S = −HF−1G1. 149



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitDans la �gure 5.5, on donne le pro�l de température obtenu à x1 = 16h avec T∞ =
300 K et Ū .

00.250.5
0.751

318 318.5 319 319.5 320 320.5 321 321.5 322
Positionx 2/

h

Température (K)Figure 5.5 � Pro�l de température à x1 = 16h obtenu avec T∞ = 300 K et le vecteur de�ux optimal Ū .En l'absence de perturbations (c'est-à-dire T∞ = 300 K ou ∆T∞ = 0), cette com-mande permet ainsi de maintenir le pro�l de température sur la ligne x1 = 16h prochede 320 K (les valeurs sont comprises entre 318,2 et 321,05). Cependant, en présence deperturbations, ici lorsque la température à l'entrée du canal T∞ varie, la commande Ūn'est plus valable.L'objectif maintenant est donc de perturber la température d'entrée T∞ avec le signalde la �gure 5.6 et de chercher la commande permettant de corriger cette in�uence.Dans la �gure 5.7, on trace l'évolution de la température obtenue avec la commande Ūet la perturbation T∞(t) (�gure 5.6) en trois points représentatifs A(16h, 3h/2), B(16h, h)et C(16h, h/2).
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5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduit
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Temps (s)Figure 5.6 � Évolution de la température T∞(t).
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Figure 5.7 � Évolution de la température aux points A, B et C pour T∞(t) (�gure 5.6)et Ū .On remarque que les températures sont loin de la consigne. Il faut donc trouver uneloi de commande U(t) qui va compenser continuellement la perturbation ∆T∞(t) pourmaintenir le pro�l de température à 320 K, c'est-à-dire yi = 20 K. 151



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitDans la pratique la loi de commande par retour d'état (LQG) est la solution duproblème de minimisation de la fonctionnelle J , basée sur la déviation δx = x− x̄ entrel'état actuel x et l'état de référence x̄ et sur la correction de la commande δU = U − Ū :
J (U) =

1

2

∫

I

[
δxTHTHδx+ δUT`2

p
δU
] dt (5.50)où `2

p
= `2Ip est la matrice diagonale correspondant à la matrice R dans l'équation (5.5).

Ip est la matrice identité de dimension p et `2 le paramètre quanti�ant le coût de la com-mande : si le contrôle est coûteux, alors l'utilisateur choisit une valeur de `2 plus grande.Ce terme de pénalité est employé pour éviter l'utilisation de commandes excessives.En vue de la résolution numérique de la commande optimale et pour une question depratique le Modèle Réduit (5.45) est écrit sous forme discrète :
{
xk+1 = Axk +BU k +C∆T∞k

yk =Hxk
(5.51)où les matrices A, B et C sont obtenues par une discrétisation temporelle implicited'Euler, avec un pas de temps de δt :

A = (I − δtF )−1 (5.52)
B = (I − δtF )−1

G1δt (5.53)et
C = (I − δtF )−1

G2δt (5.54)La forme discrète de la fonctionnelle (5.50) s'écrit alors :
j (U) =

1

2

∑

k

[
δxT

kH
THδxk + δUT

k `
2

p
δU k

] (5.55)Dans le cas où on s'intéresse à une commande à horizon �ni avec k ∈ [1;K] la fonc-tionnelle peut être écrite telle que :
j (U) =

1

2
δxT

KH
THδxK +

1

2

K−1∑

k

[
δxT

kH
THδxk + δUT

k `
2

pδU k

] (5.56)où le terme 1
2
δxT

KH
THδxK est la contribution de l'état �nal. Cette partie du critère n'estplus pertinente sur un horizon in�ni.L'équation (5.51) écrite pour la variable stationnaire x̄ est de la forme :

x̄ = Ax̄+BŪ +C∆T̄∞ (5.57)152



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduitavec ∆T̄∞ = 0.Par di�érence avec l'équation (5.51) on obtient alors l'équation :
δxk+1 = Aδxk +BδU k +C∆T∞k

(5.58)par la suite, on notera ∆T∞k
= wk la �uctuation de la température à l'entrée du canal àl'instant k.Pour concevoir la commande, c'est-à-dire la relation entre l'état dévié δxk et la com-mande déviée δU k, on utilise la formulation Hamiltonienne introduite dans (5.22) maiscette fois-ci par rapport aux variables discrètes :

Hk =
1

2

(
δxT

kH
THδxk + δUT

k `
2

p
δU k

)
+ µk+1 · (Aδxk +BδU k +Cwk) (5.59)où µk ∈ Rn est la variable adjointe relative à l'état dévié (5.58) pour la fonctionnelle(5.56).Les conditions de stationnarité de l'Hamiltonien conduisent à :� l'équation de la variable adjointe

µk =
∂Hk

∂δxk
=HTHδxk +A

Tµk+1 (5.60)� et la condition d'optimalité
0 =

∂Hk

∂δU k
= `2pδU k +B

Tµk+1 (5.61)A�n d'obtenir la loi de commande, on utilise la propriété de linéarité entre l'état etl'état adjoint :
µk = Πkxk (5.62)Ainsi, la solution au problème de commande optimale LQG est la loi de commandepar retour d'état :

δU k = −Γkδxk (5.63)où le gain discret Γk est donné par :
Γk =

(
`2
p
+BTΠk+1B

)−1

BTΠk+1A (5.64)où Πk ∈ R(n,n) est solution de l'équation récurrente [24] :
Πk = ATΠk+1A−ATΠk+1B

(
`2
p
+BTΠk+1B

)−1

BTΠk+1A+HTH (5.65)L'équation de Riccati (5.65) est résolue en temps rétrograde avec la condition �nale
ΠK =HTH . 153



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitDans le cas d'une fonctionnelle à horizon in�ni (lorsqueK tend vers l'in�ni), la solution
Πk de l'équation de Riccati tend vers une matrice constante Π solution de :

Π = ATΠA−ATΠB
(
`2
p
+BTΠB

)−1

BTΠA+HTH (5.66)Dans ce cas il vient :
δU k = −

[(
`2p +B

TΠB
)−1

BTΠA

]
δxk (5.67)Ce résultat est particulièrement signi�catif pour le contrôle en temps réel, car le nombrede calculs qui doit être e�ectué en ligne est faible. En e�et, les expressions Ū , x̄ ainsique le gain Γ =

(
`2
p
+BTΠB

)−1

BTΠA, tous impliqués dans la loi de commande (5.67)peuvent être calculés hors ligne.La loi de commande étant dé�nie, il ne reste qu'à évaluer l'état xk. Pour cela, on vamettre en place un estimateur par �ltre de Kalman.5.5.2.2 Filtre de Kalman discretSoit le système discret :
{
xk+1 = Axk +Buk +Cwk

zk = Hmesxk + vk
(5.68)avec wk la perturbation sur la température T∞.Hmes est la matrice d'observation qui faitcorrespondre l'état x aux mesures z ∈ Rα, et vk est le bruit de mesure associé. En règlegénérale, l'entier α est indépendant de n (taille de l'état réduit, ici n = 6), de p (nombred'entrées, ici p = 3) et également de q (nombre de sorties égal à 135).Le principe du �ltre de Kalman discret est le même qu'en formulation continue. L'al-gorithme s'appuie sur deux étapes distinctes : la prédiction et la correction.L'étape de prédiction utilise l'état estimé à l'instant précédent x̂(k − 1|k − 1) pourdonner une estimée à l'instant courant x̂(k|k − 1) à laquelle on associe une matrice decovariance de l'erreur de prédiction P (k|k − 1) :

P (k|k − 1) = E
[
(x(k)− x̂(k|k − 1)) · (x(k)− x̂(k|k − 1))t

]
; (5.69)Dans la phase de correction, les observations de l'instant courant z(k) sont utiliséespour corriger l'état prédit et ré-estimer x̂(k|k). On associe aussi à l'estimée x̂(k|k) lamatrice de covariance de l'erreur d'estimation P (k|k) :

P (k|k) = E
[
(x(k)− x̂(k|k)) · (x(k)− x̂(k|k))t

]
. (5.70)154



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle RéduitLes équations récursives du �ltre de Kalman [54] donnant l'estimée de l'état sont :
x̂(k|k − 1) = Ax̂(k − 1|k − 1) +Buk−1 +CT̄∞ (5.71)

P (k|k − 1) = AP (k − 1|k − 1)At +W (5.72)
Kf(k) = P (k|k − 1)H tmes (HmesP (k|k − 1)Htmes + V )−1 (5.73)

P (k|k) = (In −Kf (k)Hmes)P (k|k − 1) (5.74)
x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) +Kf (z(k)−Hmesx̂(k|k − 1)) (5.75)L'équation (5.71) est initialisée avec l'estimée initiale x̂(0|0). L'équation (5.72) est ini-tialisée avec P (0|0).L'équation (5.73) est l'équation du gain de Kalman, et Kf(k) est appelé le gain deKalman. Les équations (5.72) et (5.74) permettent de calculer les matrices de covariance

P (k|k − 1) et P (k|k) nécessaires au calcul du gain Kf(k). On remarque que ces troiséquations ((5.72), (5.73) et (5.74)) sont indépendantes des mesures z(k) et des valeurs de
x(k|k − 1) et x(k|k). Ainsi, dans le cas où le modèle et les bruits sont stationnaires, leséquations (5.72), (5.73) et (5.74) peuvent être calculées hors ligne ; il s'agit dans ce cas destocker le gain Kf(k) pour chaque itération k.L'évolution du gain Kf(k) dépend de la con�ance que l'on a dans l'équation d'état àtravers la matrice W , de la con�ance que l'on a dans la mesure à travers la matrice Vainsi que de la con�ance que l'on a dans l'initialisation P (0|0). Le gain de KalmanKf(k)et l'erreur d'estimation de l'état ek = xk − x̂k dépendent du poids relatif de P (0|0) parrapport à V (en régime transitoire), et du poids relatif deW par rapport à V (en régimepermanent) [6].Les matrices de covariance V et W dans le �ltre de Kalman ont été choisies commesuit [93] :� Pour la covariance du bruit d'observation V , la connaissance du bruit de mesurepermet de la déterminer. On considère un bruit non corrélé ayant une variance βv.Ainsi nous écrivons :

V = βvIα (5.76)où Iα est la matrice identité de taille α et βv ∈ R+.� Le choix de la matrice de covariance de l'erreur d'état W portant sur x n'est pasévident. En toute rigueur, il faut tenir compte à la fois des erreurs de modélisation,des erreurs dues à la réduction de modèle et surtout des écarts concernant la tem-pérature d'entrée à travers la matrice C.Cependant, dans notre application, les erreurs de modélisation et de réduction étanttrès inférieures à la variation de la température à l'entrée du canal, seule l'erreurdue à la méconnaissance de la température d'entrée est considérée. On choisit donc :
W = βwCC

t (5.77)155



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitLa température à l'entrée est une variable aléatoire dans le temps avec une moyennede 300 K. Dans le cas traité, la température T∞ varie approximativement entre 290 K et310 K (�gure 5.6), c'est-à-dire que ∆T∞ varie entre -10 K et 10 K.On rappelle que notre objectif est de trouver, en ligne, les �ux ϕ1(t) et ϕ2(t) à ap-pliquer en amont de la marche, pour que la température y ∈ R
135 obtenue sur la ligne

x1 = 16h soit la plus proche possible de la consigne yc ∈ R135 quelle que soit la variationinconnue de ∆T∞.On rappelle que le �ltre de Kalman est utilisé ici pour évaluer l'état xk à partir desmesures de température z` ∈ R
α avec ` = 0, . . . , k. Soulignons ici la di�culté de remonterà l'estimation de l'état à partir d'un nombre limité α de mesures. Ce �ltre de Kalman estcependant indispensable pour évaluer l'état nécessaire à la loi de commande en feedback.Dans cette étude, pour remonter à l'état nous avons simulé trois mesures de tempé-rature dans l'écoulement, sur la ligne d'observables à contrôler, à x1 = 16h et pour despositions verticales x2 = h

2
(point A), x2 = h (point B) et x2 = 3h

2
(point C). Par consé-quent zk ∈ R3. On suppose que le bruit associé aux mesures est normal, centré, avec unedéviation de 0,05 K. On note que le nombre de mesures est inférieur à l'ordre du ModèleRéduit pour lequel xk ∈ R6 dans le cas considéré.Remarque :� Ce choix des positions de capteurs est le plus pénalisant : les entrées thermiques(perturbation et densités de �ux) sont très en amont et font sentir leurs e�et defaçon décalée dans le temps. Des capteurs plus proches des sources auraient facilitéle contrôle.Pour le cas test présenté, la matrice de covariance d'erreur de bruit de mesure et lamatrice de covariance d'erreur d'état ont été établies avec respectivement βv = 2 10−3 et

βw = 10−6.La �gure 5.8 présente le schéma fonctionnel de la commande utilisée ici pour réaliserle contrôle du pro�l de température.
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5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduit
Entrée : U k = Ū + δU k état : xk = Axk−1 +BU k +Cwk xk

Perturbation : wk

Estimateur : x̂(k|k)Commande : δU k = −Γ [x̂(k|k)− x̄]

Mesures : zk
Figure 5.8 � Schéma fonctionnel de la commande LQG.Une contrainte est appliquée aux commandes (densités de �ux de chaleur ϕ1 et ϕ2).Cette contrainte impose aux densités de �ux d'être positives, car physiquement ϕ1 et ϕ2peuvent ajouter de la chaleur à l'écoulement mais ne peuvent pas en enlever. En consé-quence, quand le résultat de la loi de commande est un �ux négatif, la contrainte imposeun �ux nul. On remarquera ici que l'on n'a pas introduit de contraintes pour des valeurspositives maximum.5.5.2.3 Application : commande LQG avec critère sur l'état réduitLe calcul de l'évolution des commandes ϕ1(t) et ϕ2(t) résultant de la loi de commande(LQG) est reporté sur la �gure 5.9. Cette solution est relative à une loi de commande(LQG) basée sur un critère sur l'état et pour un paramètres de coût `2 = 10−4 (on feravarier ce paramètre plus loin).Les �gures 5.10, 5.11 et 5.12 présentent respectivement l'évolution de la températureaux points A, B et C pour les di�érents cas :cas 1 : la température T∞ dé�nie dans la �gure 5.6 et une commande nulle ;cas 2 : la température T∞ dé�nie dans la �gure 5.6 et la commande de référence Ū ;cas 3 : la température T∞ dé�nie dans la �gure 5.6 et la loi de commande U = Ū+δUsolution du problème LQG.
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Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduit
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Figure 5.9 � Évolution des commandes ϕ1(t) et ϕ2(t) en fonction du temps pour T∞dé�nie dans la �gure 5.6.
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Figure 5.10 � Évolution de la température au point A.158



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduit
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Figure 5.11 � Évolution de la température au point B.
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Figure 5.12 � Évolution de la température au point C. 159



Chapitre 5. Commande optimale par modèle RéduitCommentaires :� pour le cas 1 (en bleu), seule la propagation de la �uctuation de l'entrée se faitressentir : on observe des amplitudes semblables à celles de la température T∞(t),avec des e�ets d'amortissement ;� pour le cas 2 (en vert), on voit l'e�et des �ux ϕ̄1 et ϕ̄2 calculés en régime stationnairepour ∆T∞ = 0 et la consigne à 320 K. On retrouve des évolutions semblables auxprécédentes, mais avec un décalage de l'ordre de 20 K vers le haut. Cependant les�uctuations sont toujours présentes ;� pour le cas 3 (en rouge), la commande optimale entre en jeu et vient réduire l'écartentre la consigne yc et les températures obtenues.In�uence du paramètre du coût de contrôle `2Les résultats précédents sont relatifs à une valeur du coût `2 = 10−4. Dans ce para-graphe on analyse la sensibilité des résultats à ce paramètre. Rappelons que dans le critèreà minimiser (5.50), le paramètre `2 vient pondérer l'e�et de la commande δU : pour avoirun δU faible il faut donner une valeur élevée à `2. Ceci permet d'éviter l'utilisation decommandes excessives.Pour di�érentes valeurs de `2, on présente dans les �gures 5.13 et 5.14 les évolutionsdes commandes optimales ϕ1 et ϕ2 et dans la �gure 5.15 l'évolution de la températuremoyenne correspondante.
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Figure 5.13 � Contribution du paramètre `2 sur l'évolution de la commande ϕ1.160



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle Réduit
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Figure 5.14 � Contribution du paramètre `2 sur l'évolution de la commande ϕ2.
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Figure 5.15 � Contribution du paramètre `2 sur l'évolution de la températures moyenne.Commentaires :� comme il était prévu, les variations δU = U − Ū (c'est-à-dire δϕ1(t) et δϕ2(t))161



Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduitdiminuent au fur et à mesure que `2 augmente (de 10−5 à 1). La valeur `2 = 1� écrase � la variation δU . On a alors ϕ1(t) = ϕ̄1 = 2182, 8 W m-2 et ϕ2(t) = ϕ̄2 =
2174, 7 W m-2 ;� pour une valeur faible de `2 (par exemple `2 = 10−5) les commandes optimalesprésentent de fortes �uctuations (ϕ1(t) ∈ [0; 4200] W m-2 et ϕ2(t) ∈ [1600; 2700]W m-2). En contrepartie, cette valeur permet d'obtenir le meilleur résultat vis à visde la consigne (c.f. �gure 5.15) ;� d'après l'ensemble de ces courbes, on voit donc que l'ajustement de la valeur de `2correspond à un compromis entre des �uctuations de densités de �ux acceptables etun écart par rapport à la consigne.� en ce sens, les résultats obtenus pour `2 = 10−4 présentent des �uctuations de com-mandes acceptables (entre 500 et 3500 W m-2 environ pour ϕ1(t) et entre 1700 et2600 W m-2 pour ϕ1(t)).Application de la commande optimale sur le Modèle DétailléOn vient de voir comment associer un Modèle Réduit identi�é par la MIM avec unproblème de commande optimale. On se propose ici de voir quel e�et a cette commandesur le Modèle Détaillé d'origine.Dans la �gure 5.16 on présente les évolutions des températures moyennes de la ligneobservée obtenues par le Modèle Détaillé et relatives aux di�érents cas présentés au pa-ragraphe 5.5.2.3.
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Figure 5.16 � Évolution de la température moyenne obtenu par le Modèle Détaillé pourles di�érents cas (c.f 5.5.2.3).162



5.5. Commande optimale appliquée à un Modèle RéduitOn voit que les résultats sont quasiment identiques à ceux du Modèle Réduit : la com-mande optimale réduit d'une manière signi�cative l'écart entre les températures obtenuespar le Modèle Détaillé et la consigne.5.5.2.4 Application : commande LQG avec critère sur la sortie du ModèleRéduitDans le paragraphe précédent, nous avons introduit une commande optimale par uneminimisation d'un critère quadratique construit sur un écart sur l'état (c.f paragraphe5.3.1). Nous proposons ici de minimiser un critère quadratique construit avec un écartsur les sorties (c.f 5.3.2). C'est cette procédure qu'il faut utiliser dans un problème depoursuite où la consigne dépend du temps. Pour se ramener à un problème de régulationoù la consigne est constante, nous �xons yc = 20 K.On présente dans la �gure 5.17 la commande optimale obtenue (avec `2 = 10−4).
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Figure 5.17 � Évolution des commandes ϕ1(t) et ϕ2(t) en fonction du temps.Nous ne présentons ici (�gure 5.18) que les évolutions des températures moyennesobtenues pour les di�érents cas étudiés :cas 1 : celle relative à la variation de la température ∆T∞ seulement (commandesnulles) ;cas 2 : celle relative à ∆T∞ et à la commande de référence stationnaire Ū (obtenueau paragraphe 5.5.2.1) ; 163



Chapitre 5. Commande optimale par modèle Réduitcas 3 : celle relative à ∆T∞ et à U solution du problème de régulation (paragraphe5.5.2.3) ;cas 4 : et celle relative à ∆T∞ et à U solution du problème de poursuite.
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Figure 5.18 � Évolution de la température moyenne à x1 = 16h pour les di�érents cas.On retrouve des résultats similaires à ceux du paragraphe 5.5.2.3. Les résultats issusdes deux commandes di�érentes (cas 3 et cas 4) sont équivalents. Cependant on remarquedans la �gure 5.18 qu'il y a un léger écart entre le cas 3 et le cas 4, tout en gardant la mêmedynamique. L'introduction d'un intégrateur permettrait de corriger cet écart statique.Tous ces résultats correspondent au cas où le coût de contrôle `2 est égal à 10−4.5.6 ConclusionDans cette étude, nous avons combiné deux techniques : la réduction de modèle par laMéthode d'Identi�cation Modale et la théorie de la commande optimale. Comme exempled'application, nous avons pris un écoulement laminaire chau�é en amont d'une marchedescendante. Cet exemple nous a permis d'illustrer la commande linéaire quadratiquegaussienne (LQG) avec le Modèle Réduit. L'intérêt principal de l'utilisation du ModèleRéduit, d'ordre faible n, réside essentiellement dans la résolution rapide des équations deRiccati nécessaires pour calculer les matrices de gain : le même travail avec un ModèleDétailé d'ordre N � n pourrait poser des problèmes, voire être impossible à résoudre. Parailleurs, si la dimension de l'état est petite, la construction de �ltre de Kalman à travers164



5.6. Conclusionl'observateur est certainement plus facile : dans notre cas l'état réduit était de dimension6 pour un observable de dimension 3. L'augmentation de ce nombre d'observables auraitconduit très probablement à de meilleurs résultats.Nous avons principalement travaillé sur un critère quadratique construit sur l'état dusystème (en fait une variation de l'état par rapport un état de référence), mais nous avonsaussi montré une illustration avec un critère quadratique construit sur un écart sur lessorties. Cette dernière formulation o�re une ouverture vers les problèmes de poursuite, cequi n'a pas été exploité dans ce travail où nous nous sommes restreints à un problème derégulation.D'une façon générale, les résultats obtenus sont très satisfaisants. On aurait pu lesaméliorer très sensiblement en rapprochant les capteurs de l'entrée du canal, a�n d'anti-ciper plus rapidement les perturbations et pouvoir ainsi ajuster plus tôt les commandesnécessaires pour compenser ces perturbations. Une partie des résultats de ce chapitre aété présentée dans [88].Ce travail constitue en fait une première approche. La suite de nos travaux permet-tra une étude paramétrique plus approfondie (positions et nombre de capteurs, matricesde pondération Q et R, réglages du �ltre de Kalman, introduction d'autres estimateursd'état, . . . ). Nous avons présenté ici un exemple de contrôle thermique sur un écoule-ment à vitesse constante. De futurs travaux seront relatifs aux Modèles Réduits couplés�uide/thermique développés dans le chapitre 4.
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Le travail présenté dans cette thèse est essentiellement une continuité de travaux pré-cédents relatifs à la réduction de modèle par identi�cation. Dans cette méthode, les modespropres dominants du système sont identi�és alors que dans les méthodes classiques, il estnécessaire de résoudre un problème aux valeurs propres, suivi d'une sélection d'un faiblenombre de modes.Cette identi�cation nécessite tout d'abord de mettre en ÷uvre une structure pourle Modèle Réduit. Celle-ci dépend de la physique du phénomène étudié (par exemple :conduction linéaire, conduction non linéaire, prise en compte de conditions aux limitesradiatives, couplage thermique/mécanique des �uides, . . . ). La structure est alors déduitede la forme modale du Modèle Détaillé relatif aux équations qui gouvernent le système.Le Modèle Réduit s'explicite en fonction de paramètres (matrices et vecteurs) qu'il fautensuite identi�er. Cette identi�cation est un problème d'optimisation qui consiste à mi-nimiser un critère quadratique, bâti sur les écarts entre les sorties du Modèle Détaillé etcelles du Modèle Réduit.Les principales contributions de ces travaux et les perspectives correspondantes consistenten :1. La mise en place d'un Modèle Réduit non linéaire, relatif aux équationsde Navier-Stokes pour les écoulements 2D stationnaires, laminaires et in-compressibles.Ce Modèle Réduit simule le champ de vitesse pour une seule entrée : dans cetteétude, il s'agit d'un nombre de Reynolds choisi dans une gamme spéci�que. Lesrésultats obtenus sont très satisfaisants par rapport à ceux du Modèle Détaillé etce, avec des temps de simulation qui sont de l'ordre de 0,1 s. Des perspectives im-portantes pour la MIM consistent à mettre en place des Modèles Réduits �uides,avec plusieurs entrées relatives à des nombres de Reynolds di�érents en régime sta-tionnaire, puis des formulations en régime instationnaire.2. L'application de la MIM sur un écoulement de convection forcée à champde vitesse �xé.Ici, les Modèles Réduits sont tous relatifs à des entrées thermiques transitoires, pourun champ de vitesse �xé. Une formulation mettant en ÷uvre un Modèle Réduit dansle corps des complexes a été proposée. Cette formulation est plus en accord avecle phénomène de transport qui engendre des valeurs propres complexes conjuguées.Dans nos exemples la contribution de ces valeurs propres complexes n'est pas si-gni�cative : le Modèle Réduit réel est su�sant. Pour tirer pro�t des ces ModèlesRéduits complexes, il faudrait trouver une con�guration adaptée et faire une analyse169



Conclusion générale et perspectivesfréquentielle pour solliciter les parties imaginaires de telles valeurs propres.3. La formulation des Modèles Réduits comprenant le couplage (faible) duchamp de vitesse et du champ de température qui correspondent auxéquations de Navier-Stokes et de l'énergie.Il s'agit du Modèle Réduit (�uide) statique précédent couplé avec un Modèle Réduitthermique dynamique. La variable de couplage est l'état réduit du modèle �uide.On souligne qu'il n'est pas nécessaire de calculer le champ de vitesse pour obte-nir �nalement le champ de température. Une ouverture de ce travail consisteraità identi�er directement un Modèle Réduit thermique tenant compte de conditionsd'entrée du �uide di�érentes, sans passer par l'identi�cation d'un Modèle Réduit�uide. Par ailleurs, il est envisagé de s'intéresser au couplage fort entre les équationsde la thermique et celles de la mécanique des �uides, pour traiter des situations detype convection naturelle ou mixte.4. La mise en place de méthodes d'optimisation d'ordre zéro (algorithmesgénétiques et essaim de particules) pour la minimisation de la fonction-nelle permettant l'identi�cation.On a constaté que le très grand nombre de paramètres à estimer dans les ModèlesRéduits non linéaires entraîne une fonctionnelle présentant des minima locaux : enutilisant des algorithmes déterministes, la solution était fortement dépendante del'initialisation des paramètres. Ce problème a été résolu par l'utilisation des algo-rithmes stochastiques d'ordre 0. L'inconvénient réside alors dans la longueur destemps de calcul. Il serait intéressant de se retourner vers des algorithmes mixtes,pour lesquels les algorithmes d'ordre 0 serviraient d'initialisation à une méthode detype gradient.5. L'utilisation de Modèles Réduits linéaires identi�és dans une applicationde commande optimale.La représentation d'état d'ordre faible est particulièrement bien adaptée au couplageavec la théorie de commande optimale. Notre choix s'est porté sur la commande li-néaire quadratique gaussienne (LQG) pour la simplicité de sa mise en ÷uvre et sesbonnes performances. Elle utilise la notion de retour d'état, qui nécessite la miseen place d'un estimateur (�ltre de Kalman), ainsi que la minimisation d'un critèrequadratique qui prend en compte une partie relative à l'état optimum, mais aussiune partie relative au coût de la commande. L'illustration de cette approche a étéréalisée sur un écoulement chau�é : les résultats montrent comment on peut réduireles écarts entre les consignes et les sorties du modèle malgré les perturbations. Lesoutils introduits dans cet aspect de contrôle vont être a�nés au niveau du labora-toire, notamment avec une étude de sensibilité à di�érents paramètres tels que lesmatrices de pondération de commande, le réglage du �ltre de Kalman, . . . . D'autresétudes, actuellement en cours, ont un aspect expérimental pour tester en temps réelce type de commandes sur un démonstrateur [104].170



Ces travaux, à l'articulation de la thermique, de la mécanique des �uides et de l'au-tomatique constituent un potentiel solide qu'il faut continuer de développer pour mieuxaborder les problèmes de gestion énergétique et gestion thermique dans le domaine dessciences pour l'ingénieur.
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L'objectif de cette annexe est d'expliciter le détail du développement du terme nonlinéaire Ψ (V ) de l'équation ( 3.25 page 82) :
ΩZ (X) = Σ−1Ψ (ΣX)La composante no i du tenseur d'ordre 1 (vecteur) V est Vi.La composante no i du tenseur d'ordre 1 (vecteur) Ψ (V ) s'écrit :

[Ψ (V )]i =

N∑

j=1

N∑

k=1

CijkVjVk (78)
Cijk est la composante du tenseur d'ordre 3 C.
VjVk est la composante courante du tenseur d'ordre 2 V ⊗ V .La double somme sur les indices j et k correspond à une double contraction du produittensoriel ⊗ (notée ⊗) entre les tenseurs C et V ⊗ V .On a donc :

Ψ (V ) = C⊗ (V ⊗ V )On opère le changement de variable :
V =M XRemarques :1. le produit matriciel est un produit tensoriel contracté 1 fois entre deux tenseursd'ordre 2 (matrices). En e�et, soient A ∈ Rn×p et B ∈ Rp×q :

[
A B

]
ij
=

p∑

k=1

AikBkj =
[
A⊗B

]
ij
⇒ A B = A⊗B2. le produit matrice vecteur est un produit tensoriel contracté 1 fois entre un tenseurd'ordre 2 (matrice) et un tenseur d'ordre 1 (vecteur). En e�et, soient A ∈ Rn×p et

W ∈ Rp :
[
A W

]
i
=

p∑

j=1

AikWj =
[
A⊗W

]
ij
⇒ A W = A⊗WD'où :

Ψ (V ) = C⊗ (V ⊗ V ) = C⊗
(
M X

)
⊗
(
M X

)
= C⊗

(
M⊗X

)
⊗
(
M⊗X

)Nous allons maintenant donner une autre expression du tenseur d'ordre 2 (V ⊗ V ) =(
M⊗X

)
⊗
(
M⊗X

). 183



D'une manière générale, soient A ∈ Rn×p et B ∈ Rm×q deux tenseurs d'ordre 2,
X ∈ Rp et Y ∈ Rq deux tenseurs d'ordre 1. Alors :

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=
[(
A⊗X

)]
i

[(
B⊗Y

)]
j

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=

(
p∑

k=1

AikXk

)(
q∑

l=1

BjlYl

)

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=

p∑

k=1

q∑

l=1

AikXkBjlYl

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=

p∑

k=1

q∑

l=1

AikBjlXkYl

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=

p∑

k=1

q∑

l=1

[
A⊗B

]
ijkl

[X ⊗ Y ]kl

[(
A⊗X

)
⊗
(
B⊗Y

)]
ij
=
[(
A⊗B

)
⊗ (X ⊗ Y )

]

ijFinalement : (A⊗X
)
⊗
(
B⊗Y

)
=
(
A⊗B

)
⊗ (X ⊗ Y ).Donc le tenseur d'ordre 2 (V ⊗ V ) =

(
M⊗X

)
⊗
(
M⊗X

) s'écrit aussi :
(V ⊗ V ) =

(
M⊗X

)
⊗
(
M⊗X

)
=
(
M ⊗M

)
⊗ (X ⊗X)D'où :

Ψ (V ) = C⊗ (V ⊗ V ) = C⊗
(
M⊗X

)
⊗
(
M⊗X

)
= C⊗

(
M ⊗M

)
⊗ (X ⊗X)

C est un tenseur d'ordre 3 et (M ⊗M
) est un tenseur d'ordre 4. Le produit tensorieldoublement contracté de C et (M ⊗M

) est donc un tenseur d'ordre 3 :
C⊗

(
M ⊗M

)
= RD'où :

Ψ (V ) = C⊗ (V ⊗ V ) = R⊗ (X ⊗X)Nous allons proposer une nouvelle expression pour le tenseur d'ordre 2 (X ⊗X).On dé�nit le tenseur d'ordre 1 (vecteur) Z (X) ∈ RNZ où NZ = N(N+1)
2

, tel que :
Z (X) =

(
X2

1 , X1X2, . . . , X1XN , X
2
2 , X2X3, . . . , X2XN , . . . , . . . , X

2
N−1, XN−1XN , . . .X

2
N

)T184



Chaque composante XiXj du tenseur (X ⊗X) peut s'écrire en fonction des compo-santes du tenseur Z (X) :
XiXj =

NZ∑

k=1

K
ijk

[Z (X)]kOn a donc :
(X ⊗X) =K⊗Z (X)La nouvelle expression de Ψ (V ) est maintenant :

Ψ (V ) = R⊗ (X ⊗X) = R⊗K⊗Z (X)

R et K sont des tenseurs d'ordre 3. Le produit tensoriel doublement contracté de Ret K est donc un tenseur d'ordre 2 :
R⊗K = ΩD'où :

Ψ (V ) = R⊗ (X ⊗X) = R⊗K⊗Z (X) = Ω⊗Z (X)D'près la remarque no 2, on a �nalement :
Ψ (V ) = Ω⊗Z (X) = Ω Z (X)Ce qui permet d'exprimer Ψ (V ) sous la forme d'un simple produit matrice-vecteur.
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RésuméLes travaux numériques décrits dans ce mémoire portent sur la réduction de modèle dansle domaine de la thermique et de la mécanique des �uides. Ces modèles réduits étant rapidesen temps d'exécution, ils permettent la mise en place d'algorithmes de contrôle optimal. Laconstruction des Modèles Réduits est réalisée à partir de la Méthode d'Identi�cation Modale(MIM) développée au laboratoire depuis de nombreuses années. Cette méthode s'appuie sur lareprésentation d'état sous forme modale : le modèle réduit est identi�é à travers la minimisationd'une fonctionnelle comprenant les paramètres du modèle et basée sur l'écart entre les réponsesdu modèle détaillé et celles du modèle réduit. Une application est proposée sur un écoulementle long d'une marche descendante, avec un �ux de chau�age intervenant en amont de la marche.On montre comment on peut réduire de façon importante les temps de simulation, tout engardant une très bonne précision. Sur cette application, nous proposons également une approchecombinant la théorie de la commande optimale avec les modèles réduits obtenus par la MIM.Cette approche est utilisée pour trouver une loi de commande en �ux permettant de maintenirun pro�l de température proche d'une consigne dans l'écoulement en aval de la marche.Mots-clés: Représentation d'état, analyse modale, système non linéaire, simulation numérique,méthodes d'optimisation, méthode adjointe, contrôle optimal LQG, �ltre de Kalman.AbstractModel reduction by identi�cation in forced convection for systemssubjected to unsteady thermal boundary conditions.Application to the �ow over backward-facing step with thermal state feedback controlThe numerical work described in this thesis deals with model reduction in the �eld of heattransfer and �uid mechanics. The Reduced Models being solved rapidly, they can be coupledwith some optimal control algorithms. The construction of Reduced Models is performed basedon the Modal Identi�cation Method (MIM) that has been developed in our laboratory for manyyears. This method is based on the state representation under a modal form. The reduced modelis identi�ed through the minimization of a function containing the parameters of the model andbased on the di�erence between the outputs of a detailed model and those of a reduced one. Anapplication is proposed dealing on a �ow over a backward-facing step, with a time-varying heat�ux density applied upstream of the step. Reduction modelling leads to important reduction ofsimulation times, still while maintaining a very good accuracy. We then propose an approachcombining the theory of optimal control with the model obtained by the MIM. This approach isused to �nd, on-line, the �uxes applied upstream the step such that the obtained temperaturestays as close as possible to the set point.Keywords: State representation, modal analysis, nonlinear system, numerical simulation, opti-mization méthods, adjoint method, optimal control LQG, Kalman �lter.
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