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Réduction de modèle par identification en
convection forcée pour des systèmes soumis à
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Thermique et mécanique des fluides : système et simulation
numérique

Sorties

(Températures, vitesses, ...)
Conditions aux limites

(flux, température imposée)
(vitesse imposée)

Système convectif

Sources

Entrées U(t)

EDP+Maillage

Modèle (EDO)

dimension N
Sorties Y(t)



Contexte de l’étude

Principe de la réduction de modèle

U(t)

Modèle Détaillé

N équations

Modèle Réduit

n équations avec n � N

Y(t)

y(t) ≈ Y(t)



Contexte de l’étude

Méthode d’Identification deModèle Réduit

U(t)

Modèle Détaillé N

Modèle Réduit n

paramètres θ

Y

y(θ)

J(θ) = ‖Y − y(θ)‖

Algorithmes de minimisation : min J(θ)

Procédure itérative

θ̄ = arg [min J(θ)]
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Modèle Réduit fluide
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Algorithmes d’optimisation utilisés

Quasi-Newton Optimisation par Essaims de
Particules

Méthode d’ordre 1 (calcul
du gradient)

Approximation du Hessien

Méthode déterministe

Minimum local

Sensible à l’initialisation

Méthode d’ordre 0 (pas de
calcul du gradient)

Basée sur l’interaction
sociale

Méthode stochastique

Minimum global

Temps de calcul important
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
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Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Problème de convection-diffusion

Hypothèses

Écoulements 2D laminaires et
incompressibles
Fluides Newtoniens

Champ de vitesse fixé
Convection forcée

Équation de l’énergie





∂T

∂t
+

→

V ·∇T −
λ

ρCp

∆T = 0

+ conditions aux limites

+ condition initiale

Représentation d’état après discrétisation spatiale





dT
dt

= AdcT + BU T = T (t) ∈ RN Adcmatrice de transition d’état

Y = CT Y = Y (t) ∈ Rq de diffusion convection
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
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Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Méthode d’IdentificationModale

Étapes de la Méthode d’Identification Modale (MIM)

Définir la structure (paramétrique) du Modèle Réduit (MR)

Similaire à la structure du Modèle Détaillé (MD) sous forme modale

Identifier les paramètres

Minimisation d’un critère d’écart entre les réponses du MD et celles
du MR
Méthodes d’optimisation
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Méthode d’IdentificationModale

Représentation d’état





dT
dt

= AdcT + BU

Y = CT

Changement de variable
T = MX avec F = M−1AdcM et M la matrice des vecteurs
propres

Forme modale





X = X (t) ∈ CN, Y = Y (t) ∈ Rq

dX
dt

= FX+GU

Y = HX

vndfjqv vndfjqv
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Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Méthode d’IdentificationModale

Forme modale





X = X (t) ∈ CN, Y = Y (t) ∈ Rq

dX
dt

= FX+GU

Y = HX

Forme du Modèle Réduit avec n � N





x = x (t) ∈ Cn, y = y (t) ∈ Rq

dx
dt

= fx+ gU

y = hx

Vecteur des paramètres θ = [fii, gi,hik] (i = 1, . . . ,n) et
(k = 1, . . . ,q)

vndfjqv vndfjqv
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Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Méthode d’IdentificationModale

Identification des paramètres θ. Formulation dans C
Minimisation du critère

J(θ) = ‖Y −y(θ)‖2

θ = [fii,gi,hik] ∈ C
dim(θ) paramètres du Modèle Réduit complexe
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Méthode d’IdentificationModale

Identification des paramètres θ. Formulations dans R
Minimisation du critère

J(θ) = ‖Y −y(θ)‖2

θ = [fii,gi,hik] ∈ R
dim(θ) paramètres du Modèle Réduit réel
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Méthode d’IdentificationModale

Identification des paramètres θ.
Minimisation du critère

J(θ) = ‖Y −y(θ)‖2

θ = [fii,gi,hik] ∈ R
dim(θ) paramètres du Modèle Réduit réel
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Erreur quadratique σ

σ =

√

J (θ)

q nt

Erreur Maximale ε

ε = sup
j=1,...,q
i=1,...,nt

∣

∣Yij − yij (θ)
∣

∣

vndfjqv vndfjqv
11 / 48



Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Écoulement chauffé en amont d’une marche

Fluide air

Écoulement laminaire Re = 500
Densité de flux ϕ(t)

Régime de convection forcée
pour ϕ = 300 W m-2

h

h

X3

Sortie

X2

4h 30h

e1
e2

X1

Entréeh

h

0ϕ(t)

Ri =
énergie gravitationnelle

énergie cinétique = Gr
Re2 coucou Ri = 0, 11 � 1 convection forcée

Modèle de référence

MD (Fluent)
N = 144247 nœuds de calcul

Données pour l’identification

ϕ(0) = 0 sinon ϕ(t) = 300 W m-2

300 pas de temps de 0,1 s
Observables = champ complet

vndfjqv vndfjqv
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Écoulement chauffé en amont d’une marche

Échelon de densité de flux
U = ϕ
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Problème physique
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Cas test
Synthèse

Identification

Critère à minimiser

J (θ) =

300∑

i=1

144247∑

j=1

(

Yij − yij (θ)
)2

3 identifications différentes
1 Par Quasi-Newton d’un

Modèle Réduit réel

2 Par OEP d’un Modèle
Réduit réel

3 Et par OEP d’un Modèle
Réduit complexe

Identification
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Erreur quadratique σ.
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Validation
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Thermogrammes obtenus par MR

Modèle Réduit n = 8

Modèle ordre n σ(K) ε(K)

QN 8 8,14×10−4 1,20×10−2

OEP R 8 6,70×10−4 1,13×10−2

OEP C 8 8,92×10−4 1,83×10−2

Comparaison entre le MD et les différents MRs.
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Thermogrammes obtenus par MR

Modèle Réduit n = 8

Modèle ordre n σ(K) ε(K)

QN 8 8,14×10−4 1,20×10−2

OEP R 8 6,70×10−4 1,13×10−2

OEP C 8 8,92×10−4 1,83×10−2

Comparaison entre le MD et les différents MRs.

Temps de simulation 21 s pour
144247 observables et pour 300
pas de temps

Temps de construction du MR
d’ordre 8 :

environ 1 heure pour QN
et 10 heures avec l’OEP
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Méthode d’Identification Modale
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Validation

Validation du Modèle Réduit n = 8

317.3300.0 301.7 303.5 305.2 306.9 308.6 310.4 312.1 313.8 315.6

Champs de température obtenus par le Modèle Détaillé (haut) et par le Modèle Réduit (QN)

d’ordre n = 8 (bas) à t = 16, 6 s (temps où l’erreur est maximale).

1.2e-020.0e+00 1.4e-03 2.7e-03 4.1e-03 5.4e-03 6.8e-03 8.1e-03 9.4e-03 1.1e-02

Écart absolu entre les sorties du MD et les sorties du MR d’ordre 8 à t = 16, 6 s.

vndfjqv vndfjqv
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Modèle Réduit à 3 entrées

0

h

T∞

X1

X2 X3

h

h

4h 30h

ϕ2

x1/h = 16

e2
e1ϕ1

Données pour l’identification
MD Fluent
Pas de temps 0.1 s
q = 135 observables sont situés à x1/h = 16
Entrée U(t) = [ϕ1 (t) ,ϕ2 (t) ,∆T∞ (t)]T où
∆T∞ (t) = T∞ (t) − T(t = 0)
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Modèle Réduit à 3 entrées

Identification
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Ordre du MR n

QN
OEP

Écart quadratique en fonction de n.

2 méthodes d’optimisation
1 Méthode d’ordre 1 :

Quasi-newton

2 Méthode d’ordre 0 :
Optimisation par Essaims de
Particules
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Modèle Réduit à 3 entrées

Validation

Modèle σ(K) ε(K) CPU(s)

MD −−− −−− ≈ 900

MR 12 OEP 2, 47 × 10−2 5, 50 × 10−2 < 0, 1

MR 12 QN 2,68×10−2 5,54×10−2 < 0, 1

Erreurs MD/MR et temps de simulation.
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Modèle Réduit à 3 entrées

Validation

Modèle σ(K) ε(K) CPU(s)

MD −−− −−− ≈ 900

MR 12 OEP 2, 47 × 10−2 5, 50 × 10−2 < 0, 1

MR 12 QN 2,68×10−2 5,54×10−2 < 0, 1

Erreurs MD/MR et temps de simulation.

Identification longue mais utilisation à volonté avec des temps de simulation très
courts

Ordre n 10 11 12

Quasi-Newton 872 939 952

OEP 13635 14554 15415
Temps d’identification des Modèles Réduits (en s).
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Modèle Réduit fluide
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Problème physique
Méthode d’Identification Modale
Cas test
Synthèse

Synthèse

Formulation Modèle Réduit thermique linéaire

Problème de diffusion-convection forcée
Écoulement fluide stationnaire
Identification dans C et R
Optimisation par Quasi-Newton et par Essaim de Particules

Application : Marche descendante

Modèle Réduit à une entrée thermique et 144247 observables
Modèle Réduit à 3 entrées thermiques et les d’une ligne comme
sortie
Bonne concordance MD/MR
Temps de simulation très court
Temps d’identification des Modèles Réduits
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MIM
Cas test
Synthèses

1 Contexte de l’étude : réduction de modèle en convection

2 Méthode d’IdentificationModale (MIM) en convection-diffusion

3 Écoulements laminaires incompressibles stationnaires

4 Couplage faible vitesse-température

5 Commande optimale parModèle RéduitMIM
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Synthèses

Écoulements incompressibles stationnaires

Hypothèses
Écoulement 2D laminaire et incompressible d’un fluide Newtonien

Équations de Navier-Stokes





∇ ·
→

V= 0

∂
→

V

∂t
+
(→

V ·∇
) →

V = −
1
ρ
∇p + ν∆

→

V

+ conditions aux limites

+ condition initiale

Représentation d’état après discrétisation spatiale





dV
dt

= AV +QΨ (V) + BU V = V (t) ∈ R2×N

Y = CV Y = Y (t) ∈ Rq

où Ψ (V) = ViVj i = j = 1, . . . , 2 ×N

vndfjqv vndfjqv
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MIM
Cas test
Synthèses

Méthode d’IdentificationModale

Changement de variable
V = ΣX avec F = Σ−1AΣ

Forme modale





dX
dt

= FX+ΩΨ (X) +GU X = X (t) ∈ R2×N

Y = HX Y = Y (t) ∈ Rq

Ψ (X) = (XiXj) 1 6 i 6 j 6 2 ×N

Forme modale du Modèle Réduit (n � 2 ×N)






dx
dt

= fx+ωΨ (x) + gU x = x (t) ∈ Rn

y = hx y = y (t) ∈ Rq

Vecteur des paramètres à identifier θ = [f,ω,g,h]
vndfjqv vndfjqv
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MIM
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Synthèses

Écoulement stationnaire

Écoulement stationnaire dx
dt = 0






x = x (t) ∈ Rn, y = y (t) ∈ Rq

0 = x+ω
′

Z (x) + g′U

y = hx

Vecteur des paramètres à identifier θ = [ω
′

,g
′

,h]

Échantillonnage de données pour l’identification, pour plusieurs
valeurs de U
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MIM
Cas test
Synthèses

Cas test : Marche descendante

h

h

0

X3
h

h

4h 30h

X2

→
e2→e1

X1

Entrée
Re ∝ Ū Sortie

Modèle de référence

Gamme de Re ∈ [100 : 800]
Re = 2hŪ/ν

Profil parabolique à l’entrée du canal

Modèle Détaillé (FLUENT)
Ordre N = 144247
Zones de recirculation

1ère zone de longueur X1

2ème zone à partir Re = 400
entre X2 et X3
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Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

Cas test : Marche descendante

Validation bibliographique du modèle FLUENT sur les zones de
recirculation.

2

4

6

8

10

12

100 200 300 400 500 600 700 800

Armaly
Zang
Erturk
MD Fluent

figure X1/h en fonction de Re.

5

10

15

20

25

400 450 500 550 600 650 700 750 800

X2/h Erturk
X2/h MD Fluent
X3/h Erturk
X3/h MD Fluent

fX2/h et X3/h en fonction de Re.
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

Identification

Données pour l’identification
Direction privilégiée

8 champs stationnaires
Re = [100 : 800; 100]

q = 2 ∗ 139677 observables

Nombre de données ≈ 2.23 × 106

Vitesse (m/s) moyenne maximale

|u1| 1, 73 × 10−1 8,76×10−1

|u2| 4, 95 × 10−3 1,04×10−1

Valeurs moyennes et maximales de u1 et u2.

Identification

J(θ) =

8∑

i=1

q∑

k=1

(Yik −yik(θ))
2
= Ju1(θ)+ Ju2(θ)

Erreur quadratique σui

σui
=

√

Jui
(θ)

8 ×q/2

Erreur maximale ε

(εui
)
max

= sup
j=1,...,8

k=1,...,q/2

∣

∣Y jk −yjk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ui
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

Identification

Variations des écarts en fonction de l’ordre n du Modèle Réduit
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Ordre du MR n

Évolution de ε u1
u2

Ordre n 1 2 3 4 5 6 7

Temps d’identification (s) 5 6 151 219 57 414 195

Temps d’identification pour chaque ordre n. 27 / 48



Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

ValidationMR n = 7

Validation pour Re = [150 : 750; 100], on s’intéresse à X1, X2 et X3

4

6

8

10

12

150 250 350 450 550 650 750

X
1/
h

Ordre du MR n

MD
MR

figureÉvolution de X1/h.

5

10

15

20

25

450 550 650 750
Ordre du MR n

MD X2/h
MR X2/h
MD X3/h
MR X3/h

figureÉvolution de X2/h et X3/h.
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

ValidationMR n = 7

Validation pour Re = 550

0.60-0.07 -0.01 0.06 0.13 0.20 0.26 0.33 0.40 0.47 0.53

Champs de vitesse horizontale u1 (m/s) donnés par le Modèle Détaillé (haut) et par le Modèle
Réduit d’ordre 7 (bas) pour Re = 550.

Temps de simulation avec le MR < 0, 1s et avec le MD ≈ 30 min
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèses

Synthèse

Formulation Modèle Réduit fluide non-linéaire

Problème d’écoulement 2D laminaire et stationnaire

Application : Marche descendante

Modèle Réduit d’ordre 7
Quasi-Newton
Résultats du MR en accord avec ceux du MD
Temps de simulation < 0, 1 s
Temps d’identification : quelques minutes.
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

1 Contexte de l’étude : réduction de modèle en convection

2 Méthode d’IdentificationModale (MIM) en convection-diffusion

3 Écoulements laminaires incompressibles stationnaires

4 Couplage faible vitesse-température

5 Commande optimale parModèle RéduitMIM
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Écoulements de convection forcée

Objectif

Entrée Uf Modèle fluide

Vitesse

Entrée Ut(t) Modèle thermique Température

Hypothèses
Écoulement 2D laminaire et
incompressible

+ Couplage faible
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Écoulements de convection forcée

Objectif

Entrée Uf Modèle fluide

Vitesse

Entrée Ut(t) Modèle thermique Température

Hypothèses
Écoulement 2D laminaire et
incompressible

+ Couplage faible

Équations locales





∇ ·
→

V= 0

∂
→

V

∂t
+
(→

V ·∇
) →

V= −
1
ρ
∇p + ν∆

→

V

∂T

∂t
+

→

V ·∇T −
λ

ρCp

∆T = 0

+ conditions aux limites

+ condition initiale
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Écoulements de convection forcée

Objectif

Entrée Uf Modèle fluide

Vitesse

Entrée Ut(t) Modèle thermique Température

Hypothèses
Écoulement 2D laminaire et
incompressible

+ Couplage faible

Équations locales





∇ ·
→

V= 0

∂
→

V

∂t
+
(→

V ·∇
) →

V= −
1
ρ
∇p + ν∆

→

V

∂T

∂t
+

→

V ·∇T −
λ

ρCp

∆T = 0

+ conditions aux limites

+ condition initiale

Discrétisation et changement
de base





Z (t) ∈ R2×N, X (t) ∈ RN

Ż = FfZ+ ΓfΨ (Z)+GfUf

Ẋ = FdX + ΓtΠ (Z,X)+GtUt (t)

Yf = HfZ

Yt = HtX
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Modèle Réduit couplé

Champ de vitesse stationnaire

Structure modale du Modèle
Réduit






0 = z + γfΨ (z)+ gfUf

yf = Hfz






ẋ = fdx+ γtΠ (z,x)+ gtUt (t)

yt = htx

Vecteur de couplage

Π (z, x) = [z1x1, z2x1, . . . , znf
x1, z1x2, . . . , znf

x2, . . . , . . . , znf
xnt

]T

32 / 48



Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Modèle Réduit couplé

Champ de vitesse stationnaire

Structure modale du Modèle
Réduit






0 = z + γfΨ (z)+ gfUf

yf = Hfz






ẋ = fdx+ γtΠ (z,x)+ gtUt (t)

yt = htx

Vecteur de couplage

Π (z, x) = [z1x1, z2x1, . . . , znf
x1, z1x2, . . . , znf

x2, . . . , . . . , znf
xnt

]T

Stratégie

Entrée Uf

Modèle Réduit

fluide

État réduit fluide z

Entrée Ut(t)
Modèle Réduit

thermique

Température yt
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Exemple d’application : marche descendante

h

0

X3
X2

h
e1

e2

h
Entrée

ϕ(t)

4h 30h
X1x1/h = 6

Sortie
Ū

Données pour l’identification θt = [fd,γt,gt,ht]

6 Champs de vitesse Re = [300 : 800, 100]
ϕ(t) pour chaque champ de vitesse

ϕ(0) = 0 sinon ϕ = 300 W/m2

300 pas de temps de 0,1 s
135 observables sur ligne x1/h = 6

Minimisation

J(θt) =

6∑

i=1

300∑

j=1

135∑

k=1

(

yt

ijk(θt)− Yt
ijk

)2
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Identification avec état réduit fluide d’ordre nf = 7
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vndfjqv vndfjqv
Nombre de paramètres à identifier augmente avec l’odre nt

Ordre nt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nbparam 9 32 68 120 185 264 357 464 585 720
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Exemple d’application

Validation

Re = 550
Entrée de validation ϕ (t)
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Exemple d’application

Validation

Re = 550
Entrée de validation ϕ (t)
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ε = 1, 83 × 10−2 K

0

0.5

1

1.5

2

300 300.5 301 301.5 302 302.5 303

P
os

it
io

n
x

2/
h

(m
)

Température (K)

MD
MR-OEP nt = 7
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Problème physique
MIM
Cas test
Synthèse

Synthèse

Formulation de Modèle Réduit incluant le couplage faible
vitesse-température

Couplage à travers l’état réduit fluide

Exemple d’application sur l’écoulement chauffé en amont de la
marche

Identification avec QN et OEP

Validation satisfaisante

Temps de simulation < 0,1 s
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

1 Contexte de l’étude : réduction de modèle en convection

2 Méthode d’IdentificationModale (MIM) en convection-diffusion

3 Écoulements laminaires incompressibles stationnaires

4 Couplage faible vitesse-température

5 Commande optimale parModèle RéduitMIM
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Objectif

0

h

T∞
Re = cte

h

4h 30h

ϕ2

e2
e1

X2 X3

X1

Point C

x1/h = 16

Point B

Point A

h

ϕ1

En entrée, on a :
Profil de vitesse parabolique
Champ de vitesse
stationnaire
Température d’entrée T∞(t)

inconnue autour de 300 K

En sortie, on veut :
Profil de température
constant en x1/h = 16

Moyens matériels :
Points de mesure A, B et C
Actionneurs ϕ1 et ϕ2
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Système dynamique et commande optimale

Système dynamique






dx (t)
dt

= Fx (t) +GU (t)

y (t) = Hx (t)

Consigne y = yc

Commande en boucle fermée par retour d’état LQ (Linéaire
Quadratique)

Minimisation d’un critère J

J =

∫

I

[

(y− yc)
TQ(y− yc) +UTRU

]

dt
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Système dynamique et commande optimale

Système dynamique






dx (t)
dt

= Fx (t) +GU (t)

y (t) = Hx (t)

Consigne y = yc

Commande en boucle fermée par retour d’état LQ (Linéaire
Quadratique)

Minimisation d’un critère J

J =

∫

I

[

δxTHTHδx+ δUTRδU
]

dt

δx = x− x̄ et δU = U− Ū où x̄ et Ū sont associées à yc

R coût et pondération de la commande
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Système dynamique et commande optimale

La fonction Lagrangienne L

L (x,U,λ) = J (x) − 〈E (x,U) ,λ〉

avec E (x,U) = dx
dt −Ax− BU = 0

Système d’optimalité






−
dλ
dt

= HTHx+ FTλ

RδU+GTλ = 0

Loi de rétro-action
λ = Px

vndfjqv vndfjqv
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale

Loi de commande LQ

δU (t) = −R−1GTP (t) δx (t)

P ∈ R(n,n) solution de l’équation matricielle non linéaire dite de Riccati

Ṗ (t) + P (t) F+ FTP (t) − P (t)GR−1GTP (t) +HTH = 0

Algorithme de la commande LQ
1 hors ligne

Connaissant les matrices du système dynamique F, G et H ainsi que
le coût de la commande R, on détermine P par la résolution de
l’équation de Riccati.
Puis on calcule la matrice de gain K = −R−1GTP (t)

2 en ligne
Connaissant la déviation δx du système à l’instant t, on détermine la
commande optimale par la relation δU = Kδx
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Estimation de l’état

Système bruité





dx (t)
dt

= Fx (t) +G1U (t) +G2w (t)

y (t) = Hx (t) + v (t)

w (t) est le bruit d’état, caractérisé par sa covariance W

v (t) est le bruit de mesure, caractérisé par sa covariance V

Difficulté : État w soit non mesurable ou soit pas en totalité

Estimateur d’état : filtre de Kalman
Hypothèses

Bruits blancs, gaussiens et centrés
Bruits d’état et de mesure indépendants

Estimation de x̂ à partir des mesures ym (t) :

˙̂x (t) = [Fx̂ (t) +G1U (t)] +Kf [ym (t) −Hmx̂ (t)]

avec Kf le gain de Kalman Kf (t) = ΣHTV−1 où
Σ̇ = ΣFT + FΣ− ΣHTV−1HΣ+GWGT

jvkqdfjkmqdf,klfsd,l jvkqdfjkmqdf,klfsd,l 42 / 48



Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM

0

h

T∞
Re = cte

h

4h 30h

ϕ2

e2
e1

X2 X3

X1

Point C

x1/h = 16

Point B

Point A

h

ϕ1

Modèle Réduit à 3 entrées thermiques





ẋ (t) = Fx (t) +G1U (t) +G2∆T∞(t)

y (t) = Hx (t)

2 commandes

U (t) = [ϕ1 (t)ϕ2 (t)]
T

Une perturbation
∆T∞(t) = T∞(t) − 300

jvkqdfjkmqdf,klfsd,l
jvkqdfjkmqdf,klfsd,l
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM

Commande de référence Ū

Système stationnaire
Pas de perturbation
∆T∞ = 0 et T∞ = 300 K
Consigne yc ≈ 320 K
commande Ū :

Ū =
(

STS
)−1

STyc

Ū =





ϕ̄1

ϕ̄2



 =





2182, 8

2174, 7





S matrice des sensibilités
statiques S = −HF−1G1

État de référence
x̄ = −F−1G1Ū
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jvnProfil optimal obtenu avec
∆T∞ = 0 K et Ū.
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM

Système perturbé T∞ , 300 K
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Modèle Réduit fluide
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Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM

Système perturbé T∞ , 300 K
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500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

0 5 10 15 20 25 30

D
en

si
té

d
e

fl
u

x
(W
/m

2 )

Temps (s)

ϕ1
ϕ2

Évolution de ϕ1(t) et ϕ2(t).

45 / 48



Contexte de l’étude
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Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Commande optimale parModèle RéduitMIM

310

312

314

316

318

320

322

324

326

328

0 5 10 15 20 25 30

Te
m

p
ér

at
u

re
(K

)

Temps (s)

Avec contrôle
Sans contrôle

Évolution de la température moyenne obtenue par le Modèle Détaillé.
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Contexte de l’étude
Modèle Réduit thermique

Modèle Réduit fluide
Modèle Réduit couplé
Commande optimale

Objectif
Commande optimale
Application

Synthèse

Aspect de la commande optimale par retour d’état LQ

Commande d’un Modèle Réduit MIM

Exemple d’application sur l’écoulement chauffé en amont de la
marche

Commande en temps réel

Résultats prometteurs
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Conclusions

1 Réduction de modèle en convection-diffusion

Modèle Réduit thermique linéaire dans C et dans R

2 Réduction de modèle en mécanique des fluides

Régime laminaire et stationnaire
3 Construction de Modèle Réduit thermique couplé

(vitesse-température)
Couplage à travers l’état réduit fluide

4 Application au problème de commande optimale

Commande Linéaire Quadratique
Filtre de Kalman



Perspectives

1 Identification de Modèle Réduit fluide relatif à plusieurs entrées

2 Identification de Modèle Réduit fluide instationnaire

3 Couplage fort entre les champs de vitesse et de température

4 Étude paramétrique de commande optimale

5 Contrôle en utilisant des Modèles Réduits couplés
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