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Chapitre 1

Introduction g enerale

1.1 400 ans d'instrumentation en astronomie

Voici 400 ans le premier télescope pointa vers le ciel. &aitompli par Galileo Galilei avec une
lunette d’a peine 2cm de diameétre permettant un grosaissed’environ 30x. Les conséquences de
ses découvertes sont multiples. Elles ont notammenttxlied et popularisé les idees héliocentriques
qui ont révolutionné la conception du systéme solainété des Grecs. En 2009 TUNESZ®t I'AU 2
célebrent le quatrieme centenaire de cet événemenniournable et marquant de I'Histoire de la
Science. Depuis que Galilee a pointé le ciel pour la peeenfois, les progres instrumentaux ont
été énormes. Le concept optique initial consistant eassemblage de lentilles réfractives a cédé la
place aux télescopes réflectifs et ensuite aux catadiops. Tout au long de son histoire la taille des
télescopes est passée de quelques centimetres a deredide metres. La Fid.1 décrit brievement
cette évolution sur les quatre derniers siécles. Ellemepussi le point de transition ou se trouvent les
télescopes actuels : a la charniere entre les 10m et lagd42i une décennie.

La taille des télescopes croit pour permettre I'augnt@niale la surface collectrice en proportion
du carré du diametre. On peut donc s’attendre a captwsrpthotons de sources de plus en plus
lointaines en quantité suffisante pour en retirer de liinfation. De plus, la résolution est inversement
proportionnelle au diameétre optique du télescope, @edire, la capacité a distinguer deux points
dans I'espace pour peu qu’ils soient séparés est fona®ra taille des télescopes. Cependant,
I'observation depuis le sol est gravement affectée patudsulences atmosphériques. Lors de la
traversée de I'atmospheére le front d’'onde lumineux,idfément plat, est déformé. Cela provoque
une perte de résolution qui ne permet guere de dépadtededa lunette de Galilée !

Pour pallier cette limitation, des systemes d'optiquepsakive (OA) ont été congus afin de
déformer, a I'aide d'un miroir déformable (MD), le fromtonde en sens inverse. La résultante se
veut aussi plate que possible. Ces systéemes opérent etelietmée, avec un analyseur de surface
d’'onde (ASO) derriere le miroir déformable pour mesuerésidu apres correction. A I'aide d’'un
calculateur temps réel, la déformation du miroir estut@ggement mise a jour pour I'adapter au
mieux aux perturbations sans cesse en évolution. Suitgrmiers systemes d'OA COME-ON et
ses successeurs COME-ONRdussetet al., 1997 et ADONIS [Beuzit et Hubin, 199Binstallés aux
telescopes de 3,6m de I'Observatoire européen aust@D)E& Paranal (Chili), le systeme NAOS
équipe les télescopes VLT de 8,2m de I'ESRb[issekt al., 200q. Plusieurs autres observatoires se
sont équipés de cette technologie. Les télescopes Kamkini North et Subaru a Hawaii, Gemini

!Acronyme anglais poubrganisation des Nations Unies pour I'Education, la Sciertla Culture
2Acronyme anglais poudnion Astronomique Internationale
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South au Chili, le LBT en Arizona et le GTC aux iles Canariedant partie d'une liste de plus en
plus longue.

Ces systemes ont permis de nombreuses découvertes esgguastrophysique, qu'il s’agisse du
systeme solaire ou extra-solaire ou encore extra-gglaetiParmi les découvertes les plus importantes,
citons I'observation directe de planétes sur des syst@rea-solairesGhauvinet al., 2004.

GEMINI GTC E-ELT
D=8,1m D=10,4m D=42m
Télescope
W. Hershel M. Wilson M. Palomar ESO Keck VLT LBT T™MT
D=1,24m D=1,5m D=6,05m D=3,6mD=10m D=8,2m D=8m D=30m
Galilée
| SIS SR BN | v vy v .
\ \ \ \ ? ? \
1909 2009 Temps

Babcock  Dicke propose
propose concept
concept OA OAMC

FiG. 1.1 — Historique succinct de I'évolution des télescopesuis que Galilee pointa la premiere fois
en 1609 voici 400 ans une lunette vers le ciel. Depuis que f@Aproposée par Babcock en 1953
seuls les télescopes équipés de cette technologieffiigguela droite. La liste demeure non exhaustive.
Images libres de droits.

1.2 Problematique specifique et objectifs de la these

A I'heure actuelle, le passage des télescopes de classeali®nelescopes de type EtTe
tailles de 30m pour le projet TMT et 42m pour le ELT europ&eose d'innombrables défis en ce
qui concerne la mise en ceuvre des systemes d’OA (voir laFiy. La reconstruction de front
d'onde et la commande des OA a grand nombre de degrés délig@NDL) est parmi un des
défis les plus importants. Ceci est d'autant plus vrai geecllences de la commande augmentent.
La commande en boucle fermée des OA a mérité une attepéidiculiere Gendron et Léna, 1994
Dessennet al., 1997, mais reste restreinte aux OA classiques et peu envisbgpabr les systemes
a grand nombre de degrés de liberté.

Par ailleurs de nouveaux concepts généralisent I'OAsaiag aux OA grand champ encore plus
complexes. Ces derniéres visent une correction sur un gliiobservation plus étendu. Or, celui-
ci est affecté par I'anisoplanétisme, du fait que la lemiissue d’'objets dans differentes directions
d’observation traverse des régions distinctes de I'aphege terrestre avant de parvenir aux détecteurs.
Par conséquent, les déformations subies sont aussialesi A cet égard, les idées de reconstruction
tomographique initialement proposées paiicke, 1973 ont été ensuite développées conceptue-
lement par Beckers, 198B [Tallonet al, 1993, [Fuscoet al, 1999 et [Ragazzonet al,, 2004.

La performance de ces systemes a été étudiée Elarljroek, 1994 [Tokovininet al., 200Q et
[Tokovinin et Viard, 2001dans le domaine des fréquences spatiales. Un effort itapiode recherche
a été consacré a l'optimisation de la reconstructiomdgraphique par Huscoet al., 200] et

3Extremely Large Telescopes.
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[Ellerbroek, 2002, ce dernier anticipant déja l'incroyable augmentatium nombre de degrés de
liberté des systemes futurs.

Pour des raisons de design optique visant I'augmentationiadgualite d'observatich les
télescopes actuels sont devenus adaptatitddberget al., 2004. Cela veut dire que des composantes
de grandes dimensions physiques font partie de leurs waingues s’adaptant aux déformations intro-
duites par I'atmosphere. C’est le cas dédaptive Optics Facilitydu VLT avec un miroir secondaire
déformable Arsenaultet al, 2009 ou du télescope a deux pupilles LBRiEcardiet al., 2004.

On est donc a nouveau a un tournant important de I'hisehireéveloppement de 'instrumenta-
tion astronomique. Un double défi est a relever : la gestistmale des lois de commande a la fois
pour des systemes GNDL et pour des composants adaptatédldenédite.

Dans le cadre de cette thése, ce double aspect est abard@o@te une formulation réductionniste
consistant a découpler les deux problemes initiaux esblpmes plus simples pour les traiter
séparément.

Aborder la gestion des GNDL commence par poser la questichaid des bases de représentation
mathématique, comme la base des polyndmes de Zernike, && Fourier et représentation zo-
nale. Les calculs étant effectués par un calculateur sen@gl, plusieurs options numériques
ont été suggérées. A titre d’exemple, les méthodesafai appel aux transformées de Fourier
spatiales Poyneeret al.,, 2002 Poyneer, 200Bet les méthodes itéeratives zonales avec accélération
de calculs. Gilleset al., 2002 Gilles, 2003h utilisent un pré-conditionnement multi-grille, alors
que [Yangetal, 2009 utilisent une approche Fourier distincte des travawesciplus haut de
Poyneeret al. Une approche plus récente exploite une description dlaale la phase turbulente
[Béchetet al., 200§9. Cependant, toutes ces méthodes ont été dévelopumesda reconstruction de
phase en boucle ouverte. Des adaptations a la boucle éeonté&eté proposées pdsilles, 2009 et
[Béchetet al., 2007 mais restent sous-optimales du point de vue de la commande.

En supposant que le miroir déformable est infiniment rapide Roux, 2003 formule le
probleme dans le cadre de I'approche linéaire quadratgaussienne (LQG). La commande LQG
utilise le formalisme d'état des systemes dynamiques wonaatique. Cette approche permet
I'estimation dynamique de la phase avec un critere de megianinimale dans des configurations
boucle ouverte et boucle fermée. Elle permet de facandagnmode d’isoler, grace au théoreme de
séparation stochastique, I'estimation et la commarfetif, 200§ et [Costille, 2009 développent la
solution et la valident expérimentalement pour des caiscep I'OA classique aux OA grand champ.

Cette thése se place dans la lignée des travauxedBpux, 2003 [Petit, 200§ et [Costille, 2009
réalisés par 'TONERAet le L2TP (Université Paris 13).

L'objectif est de proposer I'adaptation de la stratégiedmmande optimale au
télescopes de type ELT. D'une part le choix des bases @siteeafin de mieux
gérer les GNDL ; la commande optimale est simplifiee et tidap ce nouvea
contexte. D’autre part, la solution optimale est étendueas ou la dynamiqu
des miroirs déformables ne peut pas étre négligée.

X

—

D

Plusieurs aspects originaux sont abordés dans la peirapéess tres grands systemes. En terme
de gain de complexité, le point d’entrée est le choix dedsebde représentation de la phase. Deux

4La reduction du nombre de surfaces réflechissantes émitcertain nombre de complications : par exemple pertes de
lumiére, lumiére parasite, pertes de performance damfsd-rouge, polarisation interne, tolérances a laiitébmécanique
et configurations d’OAKendrewet al., 2007 Lloyd-Hart, 200Q.

SOffice national d'études et recherches aérospatiales.

SLaboratoire de traitement et transport de I'information.
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voies d’exploration sont proposées : avec une formulatmmale, des méthodes Fourier sont étudiées
en détail dans une logique de reconstruction de front déqragh partant des simplifications obtenues,
la commande optimale LQG est adaptée aux GNDL.

En terme de comportement des grands systemes, ce mémopenshe sur le probleme des
dynamiques temporelles des grands miroirs déformables dgs questions simples : Comment en
tenir compte dans un cadre optimal ? La solution optimalekistintéressante du point de vue de la
performance ? Ne peut-on pas simplement négliger ces dgoas?

Des cas illustratifs permettent de positionner les rassilsur des systemes d’intérét. A titre
d’exemple, sont traitées les dynamiques du miroir quaiezradaptatif, en phase de conception pour
le futur ELT européen, et le double correctemoofer-tweeterun concept trées en vogue a I'heure
actuelle, envisagé pour plusieurs sytemes d’OA.

1.3 Structure du manuscrit de these

Ce manuscrit est composé de 7 chapitres dont I'introdocfah. 1) et la conclusion (ch?).
Le chapitre2 est consacré a la présentation du formalisme qui seliaé,ti
a la description du phénomeéne turbulent, a I'impact @duieci sur la
formation des images et aux techniques d’optique adaptatiges en ceuvre
pour parvenir a I'atténuer. Une description des sysei®A et des lois de
commande développées pour les piloter est réalisée.

Le chapitre3 présente I'étape de reconstruction statique du fromiadio
comme un probleme inverse d’'estimation statique. Lestisolsi moindres
carrés et a variance minimale sont établies de mamigreuvoir les adapter
au cas d'un grand nombre de degrés de libertée. L'utiisaiil’une base
de Fourier (dans le domaine des fréquences spatiales)oestpoposée
puisque, grace a la FETles calculs sur cette base passent de I'ordne?D(| (MD rapide)
des algorithmes traditionnels a®g(n)), n étant le nombre de degrés de
liberté.

Afin de tenir compte du caractere dynamique de la pertwbate phase,
des retards de mesure et de toute I'informat@ipriori dont on dispose
(moments spatiaux et temporels d’ordre deux de la pertiorat bruits),
une solution au probleme de commande optimale est decrithapitret. Cette solution est simplifiée
en vue de son application aux GNDL. Les modeles d’évahutie phase sont analysés et réinterprétés.

Le chapitre5 integre la commande LQG du chapitfeavec I'approche Fourier du chapit@e
En suivant un raisonnement physique, une simplification &ipgtions est proposée qui rend tres
creux les opérateurs intervenant dans a la solution dolgmee. Ceci permet d’appliquer ensuite des
méthodes numériques de résolution de grands systéngesrés. Une nouvelle méthode basée sur les
gradients conjugués pré-conditionnée en Fourier ess &tudiée. La validation est faite au moyen de
simulations numériques Monte Carlo.

Enfin au chapitreéd I'hypothése sur la rapidité infinie de la réponse des MbDrekchée. La
solution générale a ce nouveau probleme est établis Bacadre de I'approche LQG du chapitte
La formulation proposée permet aussi de traiter de fagimale la commande d'un systeme d’OA
comprenant des miroirs a dynamique lente et de typefer-tweeteen aboutissant & une répartition
spatio-temporelle de I'effort de commande qui tient comgés caractéristigues dynamiques des
composants.

Reconstruction
statique optimale
Fourier

ch.3

Commande
LOG
optimale

ch.4

ch.5

Commande
LQOG optimale
(MD lent)

ch.6

"Algorithme rapide de calcul de la transformée de Fouriscudite.
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2.1 Introduction

Ce chapitre présente les concepts et résultats princip@gessaires a la compréhension de
'ensemble des travaux menés par la suite. On commencesaction 2.2 par les principes sur
de formation d'images. Pour les télescopes au sol, lesasagnt acquises a travers les couches
turbulentes de I'atmospheére terrestre. L'étude du cateprent de la turbulence est par conséquence
nécessaire, car celle-ci impacte les images. On préslemie les effets optiques de la turbulence a la
section2.3 puis la caractérisation statistique du phénomene tenibu

La modélisation du probléme d'imagerie effectuée @dra la turbulence est présentée a la section
2.4, suivie de la présentation des systemes d’optique atilap{®A) visant la compensation des effets
turbulents a la sectio.5. Ce chapitre d'introduction se finit par un exposé génées limitations
physiques et technologiques propres a I'GR.f et par les principes de commande classiquement
utilisés dans la mise en ceuvre des ces systemes sur desex@rimentaux et télescopes optiques

[§2.9].

2.2 Principes sur la formation d'images

La théorie de la diffraction décrit le processus de foiorat'images. Dans le cas ou le processus
est linéaire et invariant par translation, il peut aloneé&nodélisé par le produit de convolution de
I'objet observép et de la réponse impulsionnelle théorique de l'instrumaitisé :

i (5) —h (5) *0 (5) , 2.1)

ou i (5) est 'image obtenue au foyer du systéeme optique egprésente la convolution des deux

fonctions définie par
1(@)9(&) = [1(a(a-¢)aa 22)

La réponse impulsionnelle d’'un instrument est appelé&daction d’Etalement de Point (FEP).
Concretement, en lumiere incohérente, la FEP est le modarré de I'amplitude du champ
électromagnétique diffracté généré par une ouveraptique en imageant un objetponctuel et
monochromatique. Elle est égale au module carré de lsfoemée de Fourier de I'amplitude
complexey du champ scalaire électromagnétique dans la puilie I'instrument, soit

FEP (5) | F ()}, (2.3)
ou la pupilleQ2 est définie par
o[ 1 sireijoc,D/2];
o) = { 0 sinon (2.4)

avecr un vecteur de distances dans le plan. Le scalairest le rayon de I'occultation centrale du
telescope de diameti@. Le champ dans la pupille se calcule directement par laioelat = AQe'?,
ou A est 'amplitude et la phase du champ électromagnétique dans la pupille

Dans le cas d’'un systeme optique parfait, I'amplitude demgprovenant d’'une source ponctuelle
a I'infini est constante et peut &tre prise égale a 1 autetta pupille, la phase est constante. L'image
étant limitée par la diffraction du télescope, la répeme I'instrument est alors le module carré de
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la transformée de Fourier de la fonction pupille. Dans ke dane pupille circulaire sans occultation
centrale {;e. oc = 0), la FEP est une tache d’Airy, définie par

7D? 2

4)\2

2Jy (mDE/A)
7DE/A

Airy <§) =

(2.5)

ou J; est une fonction de Bessel d’ordre Leg¢st la longueur d’'onde d’observatioRdpoulis, 197p
Le modele de formation d'image précédent permet deessprter la répartition continue d’intensité
lumineuse dans le plan focal du détecteur.

La Fig. 2.1 montre la FEP bidimensionnelle d’'un instrument parfaitret aoupe radiale de cette
fonction

FEP théorique FEP théorique (coupe radiale)
6 10° . T T ;

position A/D
o
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0 3
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FIG. 2.1 — FEP théoriques. Gauche : FEP bidimensionnelle i®raioupe radiale.

La convolution de 'EqQ. 2.1) devient dans I'espace de Fourier une multiplication

i(7) = h (7)o (), (2.6)

ou 7 est un vecteur de fréquences spatialds ket fonction de transfert optique (FTO).
La FTO présente une coupurd @ A. Une définition qui lui est liée est celle de la résolutton
systeme optique. Dans la limite de diffraction, la retiolu peut &tre définie par

R = D (2.7)
c'est-a-dire par l'inverse de la frequence de coupureadETO. Plus la pupille est grande, plus le
pouvoir de distinguer deux points a I'infini augmente.

2.3 Les effets optiques de la turbulence atmosg@nique
2.3.1 Fluctuations d’indice de gfraction

Le déplacement de masses d'air dans le volume atmospkéemgendre des mouvement
tourbillonnaires. Par conséquent, le mélange de masdes températures hétérogenes engendre des
variations locales d'indice de réfraction, notées, valeur dont dépend la vitesse de propagation de
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la lumiere. Les variations d’indice le long du trajet opigdéphasent tout rayon par rapport a ses
voisins. Ceci conduit a la déformation progressive dunfrdonde collecté : initialement plan pour
un objet a l'infini, il se bosselle peu a peu. Les variatidegphase correspondantes rendent la pupille
partiellement incohérente. La figure de diffraction estifiée : des tavelures apparaissent, animées
de mouvements aléatoires.

Le phénoméne de la turbulence intrigue les scientifiqugaiid des siécles. Une vision artistique
est proposée par Leonardo da Vinci sur la @ qui semble &tre le premier a I'avoir abordée de
facon méthodologique.

i -
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FIG. 2.2 — Le phénomeéne turbulent comme l'imagina Leonardvidai.

Au cours du XXMe siecle, les travaux dekplmogorov, 1941aKolmogorov, 1941b proposent
une approche scientifique du phénomeéne turbulent. Basées idées de Lewis F. Richardson a
I'origine d’une vision en cascades de dissipation d’éigengn modele mathématique est enfin proposé
pour la turbulence atmosphérique.

Pour les travaux menés dans le cadre de cette these, ldédspsctrale de puissance est le
parametre pertinent. Elle se pose sous la forme

WE (7, h) = 0,033(2m) %3 C2(h)py~11/3, (2.8)
ol C2(h) est la constante de structure en fonction de I'altitude pmgrcouche a l'altitudé.
Cependant, ce spectre diverge a la frequence nulle. Unélmogui prend en compte les
echelles interné, et externelL, de la turbulence est celui de Théodor von Karmi&arfnan, 1948
L'expression du spectre s'écrit alors
—11/6

2
Wi‘?(ih)w0,033<2w>‘2/302<h)((%) —I—u2> e~ (W10)?, 2.9)
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2.3.1.1 FRepartition en altitude - profil de C2(h)

La constante de structure caractérise la force de la temoel en fonction de l'altitudé. Elle
évolue au cours du temps et dépend de nombre de parartéirame par exemple météorologiques
ou topographiques). Les mesures @ font apparaitre une propriété générale : la turbubeast
essentiellement localisée dans certaines couches. l&msbuches situées prés du sol présentent une
turbulence toujours tres forte. D’autres couches prialeip se distinguent en général, et ce jusqu'a
environ 15 a 20 km d'altitude. La Fi@.3 présente le profil d€2(h) a Cerro Paranal.

log—log I\ogf‘\og‘ log—log log—log
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1000 .. 1ooo L. 1000 e — .. 1000E
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Fic. 2.3 — Profil deC? en fonction de laltitude & Paranal. Les traits rouges @sentent
I'approximation par couches discréetes. Images graciaase fournies para Miska Le Louarn.

Ce type de profil distribué conduit & considérer la tugimge comme une succession de
couches turbulentes discretes et indépendantes, épaisseur est négligeabledddier, 198]. Cette
approximation sera utilisée dans toute la suite de ce nirémo

2.3.1.2 Proprietes ¢generales des fluctuations d'indice

L'atmosphére est supposée a la fois

Isotrope : Du greciso (égal) +tropos(direction) : les parametres statistiques de la turbidesunt
indépendants de la direction. Autrement dit, la turbuéeest invariante par rapport a une rotation et/ou
réflexion du systeme de coordonnées.

Stationnaire : Les propriétés statistiques de la turbulence sont iavées sous une translation
dans I'espace ou dans le temps.

Cependant, les deux définitions précédentes ne repgggeque des approximations du vrai
phénomene turbulent.

2.3.2 Caracerisation statistique de la phase

Jusqu’ici on s’est intéressé a la traduction du phésenturbulent en terme de fluctuations
tridimensionnelles d’indice de réfraction. Cette sattimalyse les effets des fluctuations d’indice sur
la propagation d’une onde plane, plus précisément lagpbadront d’'onde. Des déviations au plan
de réference impactent les images acquises et degriadeBP et la résolution du systeme optique.
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2.3.2.1 Fluctuations de la phase

Comme suggéré dans la secti@rB.1, on considére la turbulence atmosphérique comme une
succession de couches minces localisées. Pour compriagftiEe de la turbulence sur la formation
d'images, il est nécessaire d’analyser I'effet des fluibma de I'indice de réfraction.

Par la relation entre la phase et la variation du chemin aptiq

d(7, h) = — Ay (7, h)doh, (2.10)

un front d’onde plan qui traverse une couche d’épaisséugst alors affecté d’une fluctuation de sa
phase.

[Roddier, 1981montre que pour des observations astronomiques, les efadiffraction amenant
a des défauts d’amplitude sont négligeables. On ne deresialors que des effets de phase, subis au
long de la propagation au travets couches turbulentes, d’ou résulte

o) = 3 607, ho). (2.11)
=1

2.3.2.2 Statistiques spatiales

2.3.2.2.1 Fonction de structure La fonction de structure de la phase est donnée par

Dy(p.0) = Dy(p) = ([6(7) = 67+ )] (2.12)

ou la dépendance angulaire est absente, car la turbuéshceipposée isotrope et stationnaire.
La fonction de structure peut aussi s’écrire

Dy(p) = (|6(7) = &(F + p)I)
2[(¢(Me(7) = (d(F)d(7 + p))] - (2.13)

Le théoreme de Wiener-Khinchin permet d’obtenir

Dy(p) =2 / W,(7) (1 - e—%”'p) o7, (2.14)
ou W () est la DSP de la phase. La notatige= [v,,v,] etv = |V/| est adoptée.
2.3.2.2.2 von Karman Théodor von Karman a introduit de légeres modificatianu spectre de

Kolmogorov pour tenir compte des effets des échelles egtép et internel, de la turbulence. La
DSP de von Karman est donnée par

) 1\%/3 1\ /6 i
WE () 2 0.023 <—> <u2 + ﬁ) e~ ("0)” " Spectre de puissance de von Karman
To 0

(2.15)
ou L est I'échelle externe de la turbulenég)'échelle interne et le paramétre de Fried défini par

or\? 1 [ o
ro 2 <0,42 <—”> / 05(h)dh> , (2.16)
A cosy Jo
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ou ~ est I'angle zénithal. La paramétre de Fried correspongfagimativement a la distance pour
laquelle I'erreur quadratique de front d’onde est éqeinéd a 1rd [Roddier, 1999 Le paramétre de
Fried intervient aussi au niveau de la résolution maxindale télescope en présence de turbulence.
Le seeing qui retranscrit cette notion, est donné par

seeing = i (2.17)
To

Valeurs typiques dé, varient entre les dizaines et les centaines de metres @lers, @0, 5um
(mesuré pour\ = 0.5um) et de l'ordre de 10 cm a Paranal au Chili, pour sgeingde =~0,85
arcsecondes.

La fonction de structure obtenue a partir de cette DSP est@»par Conan, 200D

L\ 2161(11/6) [24_. /6\] |T(5/6) [2mp\"/® 2mp
v = (52) = 5 G e - () e ()
avecl la fonction « gamma» et K5 4 la fonction de Bessel modifiee du troisieme type.
A partir de 'Eqg. €.12), la fonction de structure peut également se poser sousrizef

D7) = 2C4(0) — 2C4(7). (2.19)

ouCy(p) est la covariance spatiale de la phase.
D’apres .18 la fonction de covariance de la phagg(p) = (¢(7" + p)¢(7)) en fonction de la

distancep = /Ax? + Ay? est donnée par

L\ T(11/6) [24_ /6\] [2mp\"/® 27p
s =(52) < mman [57(3)] () we(T)- e
La Fig. 2.4 présente les valeurs de I'EQ.20 pour differents échelles externes. Une remarque
curieuse, la largeur a mi-hauteur @g(p) ~ Lo /3 pour tous les cas testés.

. (2.18)

2.3.2.2.3 Kolmogorov Le spectre de puissance de la phase est donné par

To

1\%? .
W (7) = 0,023 <—> v~ 1/3 Spectre de puissance de Kolmogorov ~ (2.21)

ou le parametre de Fried, est défini a I'Eq. 2.16). Cette loi se déduit de celle de 'EQ.L5H en
prenantLy = oo etly = 0.
Clairement, pour un spectre de Kolmogorov, I'intégrald’de. (2.21) ne peut pas se calculer car
Cependant la fonction de structure peur se calcolép, (/) étant une fonction a symeétrie de
révolution, un changement en coordonnées polaires pet@erire

0o 27
Dy(p) = 20/ / v~ 13 (1 = cos(—2mivpcos(0)) vOhOv, (2.22)
0o Jo
ou C est une constante. En prenant

Jo(z) = %/0 cos(pcosh)dd, (2.23)



2.3 Les effets optiques de la turbulence atmosy@nique 27
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FiG. 2.4 — Comportement de la fonction de covariance spatiale phase en fonction de la distance
p = /Ax? + Ay?. Remarquablement, la largeur a mi-hauteur (FWHM) estwten L,/3 pour
tous les cas testés.

il vient finalement Gradstein et Ryshik, 1981

Dy(p) = 2C2n / v83 (1 = Jo(2mivp)) dw. (2.24)
0
La fonction de structure s’obtient a partir des calculs dragraphe.3.2.2.1lcomme

5/3
Dy(p) ~ 6.88 <ﬁ> . (2.25)

7o

2.3.2.3 Statistiques temporelles

Sous I'hypothese de Taylom@ylor, 193§, pour une couche donnée a l'altitudieles défauts de
phase se déplacent a vitesse de vent constante en ti@ms@m peut alors écrire

o(Ft+m) =0 (F-1Vt), (2.26)

ouv = |Y7|. L'interprétation physique est que la phase a un instantr est équivalent a la phase
deplacee deV'.

Sous cette hypothesdipddieret al., 1993 et [Conanet al., 1999 montrent que le spectre spatial
d’'une composante de la phase sous la forme

m(r) = M(F) * ¢(7), (2.27)

s'écrit
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FiG. 2.5 - DSP des modéles de von Karman et Kolmogorov.

ou M(7) est la transformée de Fourier de la fonction spatidlg”).
En s’appuyant sur I'hnypothese de Taylor, la densité spkcde puissance temporelle (monodi-
mensionnelle) peut se calculer a partir de la densitétsgleale puissance spatiale (bidimensionnelle)

en prenant
1

] _ f
W10 = 5[ W (5 )
ou f est la frequence temporelle (en Hertz)1éth) est le module vitesse de vent en fonction de

I'altitude, supposé aligné avec I'axe des "X’ dans urerep:Oy.
Finalement, en intégrant sur I'altitude

(2.29)

hmacc
Wi, (1) = [ Wy o (2:30
0
la DSP temporelle globale est obtenue.
Cette expression est intensivement utilisée aux chapitré et 6 afin d’obtenir des modeles
d’évolution temporelle de la phase pour une décompasitiodale de la phase sur les polyndmes de
Zernike. Pour ce cas, les fonctiong(7*) correspondent dans ce cas aux polyndmes de Zernike.

2.3.2.4 Perturbations optiques d’origine neécanique

Le diametre des télescopes croissant, la structure migaga devient par conséquent de plus
grandes dimensions. Ceci souleve des problemes deit&ahik vibrations incitées par le vent sur
la structure mécanique du télescope.

La rigidité de la structure du télescope tend a concermee impact sur les bas ordres optiques,
notamment le TT $edghi, 200F Ce phénoméne a comme conséquence néfaste une congosa
optique importante qui viendra s’ajouter aux perturbaigurement atmosphériques. La F&6
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compare deux types de DSP issues de perturbations d'asigiiverses. En noir, le spectre du TT
obtenu par combinaison linéaire de spectres en altitude dedirection perpendiculaire et paralléle
au vecteur vitesse de vent, selon la méthode détail@seéction?2.3.2.3 Les conditions de simulation
sont décrites dans la legende de la Ri@. En rouge, I'allure de la DSP de la perturbation mécanique
issue d’un modele a éléments finis réalisé a 'TESCsdartadre des études de conception de I'E-ELT.
Le rapport élevé entre la variance des perturbations gpiméEriques et mécaniques est tres clairement
visible. Ce rapport peut atteindre trois ordres de mageit{@h fonction des parametres pris pour le
TT atmosphérique, notamment I'échelle extefng, ce qui souligne I'importance d’'une commande
optimale pour obtenir une atténuation plus efficace.

A noter la ressemblance du spectre mécanique avec le spgatiosphérique, notamment aux
basses frequences.

Le tilt d'origine mécanique est traité au chapifaans le cadre de la commande optimale avec
dynamique miroir pour le miroir pré-focal M4 du futur E-EL&t le systeme a double correcteur
woofer-tweeter

Densité Spectrale de Puissance

10°

107
T
S~
o~
8]
()
]
£ 10°
@
10’B FN ol
Turbulence atmosphérique
Prise au vent du télescope
10_10 1 1
107 10 10° 10"

Fréquence temporelle, [Hz]

FIG. 2.6 — DSP de l'angle d’'arrivee (AA), avesl (V) = 2invF{Q}, D = 42m, Ly = 50m,

lp = 0m, seeing= 1,0 arcsec@0,am, ro~0,1m, avec trois couches en altitude de poids relatifs
{0,67;0,22;0,1}, V=12,5m/s et direction8; = {0°;45°,90°}. L'AA d’origine mécanique (prise au
vent du télescope) est issu de simulations d’éléementsrialiseé par 'TESO, avee280 mas rms de
perturbation totale. Le rapport des perturbations estiié4 en valeurs rms.

2.4 Imageriea travers la turbulence

2.4.1 Criteres de performance optique

Plusieurs criteres de performance optique peuvent éfiaid ayant pour base IBEP. Le rapport
de Strehl est défini par
» FEP(0)
~ Airy(0)’

SR (2.31)



30 Optigue adaptative pour I'astronomie

étant le rapport du pic central de &P de I'image corrigée par OA par celui de I'image théorique
limitée par la diffraction.

D’autres criteres basés surli@&P peuvent étre définis, tels la largeur a mi-hauteur ondtgie
encerclée. Cependant, ces définitions ne sont pasetilidans ce mémoire.

Une métrique d’intérét est 'énergie cohérente dampar

E. = e %, (2.32)

(aveco’, en rdf) car elle approxime le rapport de Strehl (approximation de@gdhal) J.W.Hardy, 1998

Ross, 200P ,
SR & e res, (2.33)

si la variance totale des défauts de phase (&nest petite. Le rapport de Strehl est toujours maximisé
en minimisant la variance de la phase résiduelerfmann, 199R C’est ce critére qui sera utilisé
tout au long de ce mémoire.

2.4.2 La base des polyomes de Zernike

Les polyndmes de Zernike en nombre infini forment une bagbénaatique orthonormale ou les
composantes radiale et azimutale sont séparables. Lysdmoés sont définis pad € r» < 1)

Vn + TR™(r)\/2cos(mf)  pourm # 0, j pair;
ZM(r,0) = { /n+ 1R™(r)v/2sin(m#)  pourm # 0, j impair; (2.34)
Vn+ 1RO (r)V2 pourm = 0;
avec ( y
n—m)/2 Y _ |
R (r) = (Z1)" (n— b 2k, (2.35)

kZ:O El((n+m)/2=Ek)!'((n—m)/2 —k)!

oun € Netm € N sont les ordres radiaux et azimutaux. L'indigeest une fonction den et
n. Celle de Noll, 1976 est adoptée. La FigR.7 montre les premiers polyndmes qui présentent la
caractéristique sympathique d’'étre les aberrationgops les plus communes.

Les transformées de Fourier des polyndmes de ZelZjk&’) sont définies par

J (27TDI/) (—1)(H+M)/2zm\/§cos(me) pourm ;é 0, ] pair;
Z(7) = v/n+ 1% (=1)(7=m)/2jm\/Zgin(mf)  pourm 0, j impair. (2.36)
mDv (_1)n/2 pourm = 0:

La DSP temporelle des polyndmes de Zernike se calcule orat@nent a partir de 'Eq2(28 en
prenantM|? = |Z™(7)|% .

Noll dérive aussi la matrice de covariance spatiale degndohes de Zernike pour une turbulence
de type Kolmogorov.Conan, 200Pgénéralise ce méme résultat pour une turbulence de&<@man.

2.4.2.1 Mocklisation avec la base de polyimes de Zernike

2.4.2.1.1 (@nrération d’écrans de phase Les écrans de phase turbulents sont simulés suivant la
méthode deljicGlamery, 197§ Cette méthode consiste a faire des tirages aléatoires

éi(z,y) = Re {TF—1 {\/vm \/W}} (2.37)
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FIG. 2.7 — Représentation bidimensionnelle des premierspohes de Zernike.
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ouw(#¥) est un bruit blanc, gaussien de matrice de covariance édadtentite, >, = I.

La méthode de McGlamery introduit une échelle externévéicL! "** ~ L/2, avecL la
longueur en métres de I'écran de phase. Pour pallier éffedt [Laneet al.,, 1999 propose de rajouter
des harmoniques correspondant aux frequences inféger/ D. La fonction de structure est ainsi
mieux représentéeRjpddier, 199Dpropose une méthode inspirée de celle de McGlamery,isarfa
des tirages aléatoires a partir de la matrice de covagides polyndmes de Zernike. Un inconvénient
est que les écrans de phase sont par construction a s@jnpataire.

Une méthode rapide proposée pétafdinget al., 1999 s'appuie sur la nature fractale de la
turbulence $chwartzet al., 1994. A la base est I'algorithme dmid-pointou des tirages aléatoires
sont effectués pour differentes résolutions spatiplegu’a ce que une résolution suffisamment fine
soit obtenue.

Une méthode permettant de simuler des écrans de phasetatmmmaires infiniment longs a
été proposée parAgsématt al., 2004 puis généralisée pamBeghiet al., 2008d. Cette méthode
consiste a rajouter successivement des colonnese@Enéde facon a garantir une covariance de phase
[Eg. (2.20] correcte.

En pratique les polyndmes de Zernike sont définis sur uile discrétisée de points. Afin d'éviter
la perte d’orthonormalisation suite a I'utilisation d’@chantillonnage spatial, la matrice suivante doit
étre calculée

Zoptho(i, §) = Siﬂ > Y Zi(r/R,0)Zi(r/R,0)rArAf. (2.38)

r<R0<0<2r

Avec l'inverse de celle-ci, les coefficients de la déconiipms sur la base des polyndmes de Zernike
sont réorthonormalisé$-{isco, 200D

Exemple : Génération d'écrans de phase a partir du spectre dagngs spatiale de von Karman
selon la méthode de McGlamery.

La Fig.2.8montre la variance théorique des polyndmes de Zernike gospectre de Kolmogorov
et von Karman. Une atténuation des basses frequentdsd. 2.5 donne lieu a une variance moins
importante sur tous les modes, plus visiblement sur les mdeétip/tilt. La simulation numérique
s’ajuste bien a la théorie, si I'on tient compte I'écleedixterne fictive.

2.4.2.1.2 Coefficients des polygmes de Zernike et erreur de front d'onde En général, I'erreur
de front d’onde est donnée par (er ke phase)

4 R ro2r J ?
&o={ = /0 /0 0- a;z; | roron ), (2.39)
=1

ou la moyenne de chaque mogg) = 0.
Puisque les polyndmes de Zernike sont orthogonaux

1

—/ Zj(T/R, 9) . Zj(T/R,H)TaT89 =1,Vi=75>0, (2.40)
So Sa

et normalisés

4 R pr27 )
— /0 /0 Z:(r/R,0)%rorof = 1, (2.41)
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Variance des polyndmes de Zernike
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FiG. 2.8 — Gauche : variance des modes de Zernike, théoriquienatég a partir de 100 tirages
aléatoires selon la méthode de de McGlamery. Parametigs= 25 m, D = 2 m,rg = 0,1
m ; Droite : matrice de réorthogonalisation des modes daiKer[Eq. 2.38)]. Les variances sont
moyennées sur 100 tirages avec> 2L .

donc, d'apresNoll, 197§

J
50 =1{(0") = > (la;|*). (2.42)
=2

J

La variance<<z>2> correspond a la phasedépistonnée, c’est-a-dire, apres élimination de la moyenne
sur la pupille. Ainsi, la variancé|aj |2> des polyndmes de Zernike avec coefficientgest directement
la variance en terme d’erreur de front d’'onde.

2.4.3 Langle d’'arrivée

L'angle d'arrivée correspond a I'angle de la phase bidisiennelle sur la pupille du télescope. La
Fig. 2.9illustre le principe et la distinction par rapport aux paynes de ZernikeZ, et Z3 (le tip/tilt)
pour une coupe monodimensionnelle. Les TT de Zernike s@iafemoyen (au sens moindres carrés)
quiintersecte la phase. Tous les modes avec frequencetatémm = 1 contribuent a l'angle d’arrivee
[Brummelaar, 199b

La DSP spatiale est donnée par

W(7) = [M(7)*W(7), (2.43)
ou, pour une pupille circulaire de raydn,

2J1(mD
M(v) = 2Wiu%.

(2.44)
L'obtention de ce mode se fait de facon trés simple en pelsamoyenne des gradients de phase.
En plus, couramment des miroirs de basculement peuventr@tr en place pour corriger le AA. La
correction de ce mode sera particularisé au chagita la dynamique de ce composant est prise en
compte.
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Modes de basculement: Z _, Z_et AA
20 T T T T T 2 3 T
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Phase turbulente
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FIG. 2.9 — lllustration des types de modes de basculement (nmoeodgionnel) le tip/tilt
correspondant aux modé$,, Z3 et I'angle d’arrivee (AA). Les premiers s’ajustent a laagk au
sens moindres carrés alors que I'AA est la pente de I'entendonc la difféerence de la phase aux
extrémités.

2.4.3.1 Angle d'arrivee et modes tip/tilt de Zernike

Pour les modes tip/tilt, la variance totale peut aussirs@&en terme de I'angle d’arrivée. Celui-ci,
on le souligne car cela préte a confusion, n'est pas ladarrivée du front d’onde turbulent, mais
tout simplement I'angle du TT, converti de’rde phase en fdd’angle équivalent.

La difference de phase aux bords de la pupille est donnée pa

2
Ap = %Aé (2.45)
ou ) est ici le deplacement aux bords. Puisgh& = Da, I'angle équivalent de<€» et Z3 est tout
simplementx = 4ay 3 (voir la définition des TT de Zernike a la sectigr.?).

2.5 Le principe de I'optique adaptative

Depuis pres de quatre siecles, tous les instruments ngsiatipour scruter I'univers souffrent du
méme mal, d'autant plus difficile a éliminer que le coupadst I'atmosphere terrestre.

Les moyens mis en oeuvre pour s’affranchir de la turbulecg sonnus sous le nom d’optique
adaptative. Concept initialement proposé pattjcock, 1958 I'optique adaptative est une technique
qui permet de corriger en temps réel les déformationsuéives d’un front d’'onde grace a un miroir
déformable.

La Fig.2.10présente le principe : la lumiére arrivant sur le télggcest bosselée par la turbulence
atmosphérique : le front d’onde n’est plus plan mais wfé&g. Il est envoyé sur un miroir déformable
auquel on applique des déformations inverses de cellesodtid’onde de fagcon qu’apres réflexion
sur ce miroir, il redevienne a nouveau plat.
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FiG. 2.10 — Principe de fonctionnement de I'optique adaptaivastronomie.

Tout le probleme revient donc a savoir quelles déforametiil faut appliquer au miroir. Puisque
les déformations doivent &tre inverses de celles du titwride, elles s’obtiendront donc en analysant
ce front d'onde. A cette fin, une petite partie de lumiere m&levée a l'aide d'une lame semi
réflechissante et on I'envoie sur un dispositif qui analys surface d’'onde. Ce dernier dispositif
adresse alors a un ordinateur les mesures de front d’ondel@tci calcule la valeur des signaux
électriques a envoyer aux actionneurs du miroir pourt®ner.

Un tel systeme n'a été réalisable que grace a un cosote deux circonstances essentielles :
1) existence d'une théorie intéegrée de la turbulenceogphérique 2) avancement technologique,
optique, informatique et mécanique.

Ces systemes operent en boucle fermée, consistarttér plaanalyseur de surface d’'onde derriere
le miroir deformable pour mesurer le résidu apres caivac Depuis les premiers systemes d’OA
COME-ON et ses successeurs COME-OR#®{issett al., 19970 et ADONIS [Beuzit et Hubin, 1998
installes aux télescope de 3,6m de I'observatoire egogustral (ESO) a Paranal (Chili), le systeme
NAOS équipe les télescopes de 8,2m de 'EROUssett al., 200Q. Plusieurs autres observatoires
se sont aussi munis ou sont en cours de se munir de cette kegiend.es télescopes Keck, Gemini
North et Subaru & Hawaii, Gemini South aussi au Chili, le LleBiTArizona et le GTC aux iles Canaries
font partie de cette liste de plus en plus longue — Eid.

2.5.1 Composants et moglisation classique

Les composants principaux d'un systeme d’optique adaptabnt
1. l'analyseur de surface d’onde

2. le miroir déformable
3. le calculateur numeérique temps réel
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La Fig. 2.10 montre leur disposition. On aborde séquentiellement ©ASe DM et enfin le
chronogramme d’opérations propre a I'OA et I'organisatdes opérations réalisées par le calculateur
numeérique.

2.5.1.1 Lanalyseur de surface d'onde

Phase résiduelle mesure

distance focale
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'E 777777777 = D res
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- | ] B - - — ==

plan pupille plan détector

FiG. 2.11 — L'analyseur Hartmann-Shack, vue latérale. Letfddonde est échantillonné spatialement
et le gradient moyen local (bidimensionnel) est mesuraidd d’'un des algorithmes décrits dans le
corps du texte.

2.5.1.1.1 Plan pupille : Hartmann-Shack - HS L'ASO HS représenté sur la Fig.11 mesure le
gradient moyen de la phaS§&y(x, y) sur chaque sous-pupille, défini par

Vo £ ( gf; > (2.46)

Les gradients locaux déplacent le centre de I'image aufpleal des sous-pupilles selon les relations

Az Oqsz y

A
= o Q (2.47a)
Ay o A d9(x,y)
70 QWQp//Qp . 0yox (2.47b)

ou fy est la distance focale des micro-lentilleSktest la surface total de la sous-pupille.

Les sous-pupilles placées aux bords du télescope (exetrimterne) sont souvent sous-éclairées.
Un seuil est choisi concernant le fraction de sous-édaiour valider la mesure d’'une sous-pupille,
car les mesures de sous-pupilles trés peu éclaireepapnbnséquent tres bruitées.

L'Eq. (2.46 peut s’écrire sous forme matricielle par la relatiorefire

s =D¢+ w, (2.48)
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ou s est un vecteur-colonne de mesures du gradient I@calst une matrice dont les lignes donnent
les relations du gradient sur une sous-pupille en fonctemmhrameétres de la phasewegst le bruit
de mesure. Le nombre de colonnesdest theoriquement infini. Dans la pratiqgue une base treaqu’
pour décrirep est utilisée et donb devient par conséquent de taille finie.

Les déplacementaz et Ay sont normalement évalués en mesurant le Centre de &r@itG)
de la tache image crée au foyer des sous-pupilles. Plasiaéthodes ont été développées visant
I'amélioration de la mesure et la diminution de l'impactlgwit par seuillage ou fenétrage. Outre ce
CoG classique ou pondeérdligolle et al,, 2004 Thomaset al., 2004, des méthodes de corrélation
existent — voir par exempleMichauet al.,, 1993. Une approche plus récente est le filtre adapté
[Gilles et Ellerbroek, 2006

2.5.1.1.2 Bruit de mesure On considere deux contributions principales au bruit deure: le
bruit de photon et le bruit de lectur®&pddier, 1999 Leur variance est rappelée sur le tableal
pour deux types d'algorithme de calcul des déplacementéntiege sur les sous-pupilles : [Bentre
of Gravity (CoG) etWeighted Centre of Gravifit'vCoG).

Les parametres suivants sont nécessaires a la casatit@r des bruits :

— N,y - nombre de photons par sous-pupille et par trame

— Nrp - largeur a mi-hauteur (en pixels) de I'image

— Np -fwhm de 'image de diffraction de la sous-pupille. En pieatette valeur est normalement

de 2, pour un échantillonnage a Shannon.
— N, - Nombre linéaire de pixels utilisé par I'algorithme dentre de gravité
— 0. - nombre rms de photo-&lectrons par pixel et par trame

TAB. 2.1 — Bruit de mesure de 'ASO Hartmann-Schadk. est approximé par le nombre total de
pixels dans sous-pupille. A noter quedsi> rg, Ny /Np = AA//’"; =d/ro.

Type CoG WCoG
2 2 2 2%
; 2 _ w2 1 (Nr 2 _o_n2 1 (Np (N2+NZ)
Bruit de photon (rd) Iph = "2 npn (ND) Toh = 290,) Tiph (ND (2N21N2) N
2 . 2 2)4
; 2 _ n2 o2 N 2 w3 o2 (NT+NS)
Bruit de lecture (rd) o2, = ERA ( ND) Tdet = 320n(2)2 n2,  NZNE

P

2.5.1.1.3 Planfocal : Pyramide - Pyr Le concept d’ASO plan focal proposé p&dgazzoni, 1996
est en effet une variation de 'AS® couteaux de Foucault Le faisceau lumineux qui arrive au
sommet de la pyramide produit quatre images de la pupilleusuplan d’observation, comme le
montre la Fig.2.12 La dérivée de la phase selerety est reliée a la difference d’intensité dans les
cadrants. Mathématiquement, cela se traduit par lestieggssuivantes :

L4+ L I I

sa(@,) P (2.49)

L4 L-L-1

sy(z,y) T , (2.49b)

'matched filteren Anglais.
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Pupil plane TOP VIEW

Relay lens

V// RN

ﬁ Detectﬁ

FiG. 2.12 — Principe d'opération de I'analyseur pyramide. dm&étirée de Vérinaud et al., 2004.

ou I; est I'intensité enregistrée dans la sous-pupille lsé&id z, y) sur le quadrant.
En régime de faibles perturbations

sin(sy) & Sy = %%, (2.50a)
. A0
Sin(sy) = sy = Wa_jj’ (2.50Db)

ou « est I'angle de modulation.

Pour une modulation inférieure @/ A cet analyseur présente un comportement analogue a un
analyseur de pente et au-dela il devient un analyseur deeglarinaud, 2004t En boucle fermée,
car seul le résidu de phase de faible amplitude est md&pproximation de mesures par des pentes
est donc raisonnable.

L'analyseur a pyramide ne sera pas utilisé dans ce memn@ependant, la nature des me-
sures étant étroitement liee aux gradients de phasejé&esloppements effectués sont facilement
généralisables a ce type d’ASO (voir notamment la se@id).

2.5.1.2 Le miroir déformable

Le miroir déformable, quelle que soit la technologie derifadiion et le composant exploité
pour produire des déformations, est caractérisé pampsgsrietés spatiales ainsi que temporelles.
Des propriétés spatiales font partie la position danspbee (plan bidimensionnel) et la forme
des fonctions d'influenceRoddier, 1993 Pour un apercu général du composant, la technologie de
fabrication et la modélisation a élements finis, sém&f a Ellis, 1999.

En absence de dynamique temporelle, la phase de correciagnahaque instant le produit des
tensionsu par la matrice d’'influence. On obtient donc la relation &imé

‘d)w = Nu, Phase de correction, MD infiniment rapi‘de (2.51)

avecN la matrice qui concatene les fonctions d'influence du MD.
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2.5.1.2.1 Fonctions d’influence Pour des fins de modélisation, plusieurs modeles d'IF sont
souvent utilisés. Les fonctions présentées ci-dessonsséparables, autrement dit

IF(x,y) = IF(z)IF(y), (2.52)

et supposées invariantes par translation. Cette ptépest exploitee aux chapitréset 5 pour la
modélisation dans une base de fréquences spatiales.

Ces fonctions sont normalisées par la distance inteoaiurd,,.;, c'est-a-dire que pour = 1 la
distance physique est dg ;. La constante représente le coefficient de couplage mécanique, défini
par la déformation normalisée subie par les premiersin®iguand un actionneur est poussé. Sur
la Fig. 2.13 sont représentées les coupes de fonctions d'influencelisscommunes et une vue
bidimensionnelle de la fonction gaussienne.

— Splines bilinéaires :

[ 41 size[-1,0];
'Fl(m)_{ z—1 size|0,1]. (2.53)

— Splines cubiques :

1+ (4c = 2,5)[z[* + (=3¢ + 1,5) z[* si[z] < 1;
IFe(z) =< (2¢—0,5)(2 — |z])? 4+ (—c+0,5)(2 — |z])? sil < |z] <2, (2.54)
0 sinon.
— Gaussiennes :
IFy(z) = e 1"y, (2.55)

Fonction d'influence mono dimensionnelle Fonction d'influence bidimensionnelle

—— Spline bilinéaire

—©— Spline bicubique, couplage 0%
1r — % — Spline bicubique, couplage 20%
— «— Gaussienne, couplage 20%

12

o o8f o X
2 J N
E 06 ! \
= 1 X
o ’
= \
O g4l f \
E ? §
< / :
£ o2t x X
© x/( \
o =% Ry

02 I I
2 -1 0 1
Localisation des actionneurs, [unités de d]

FiGc. 2.13 — Fonctions d'influence. Gauche : coupe radiale. Broieprésentation bidimensionnelle
d’'une fonction d’influence Gaussienne.

2.5.1.2.2 Dynamique temporelle Le design optique des télescopes de derniere génériatitut
des MD pré-focaux dans le train optigue (voir par exempls¢naultet al., 2006 Riccardiet al., 2004
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Riccardiet al.,, 2008), cas aussi du futur ELT Européen et du TMT. Ces structsmed alors parti-
culierement affectées par I'impact du vent sur I'enseai la structure mécaniqugddghi, 200]).
A ce propos voir aussi la sectiéh3.2.4

On fait comme hypothése que I'espace de correction darsslelynamique reste celui engendré
par les fonctions d’influence statiques du MD, concatérdans la matric&l. Ceci dit, la phase de
correction est donnée par

\¢°°“(t) = Np(t), Phase de correction, MD infiniment rapide (2.56)

ou p(t) est la déformation instantanée de la surface du miroiuger base normalisée de fonctions
d’'influence. Une description approfondie du comportemegmacdhique du MD est effectuée a la
section6.4.2

En général, la dynamique temporelle des MD reste a ce fjelativement peu connue. Cela
releve principalement du fait que les temps de réponseoragtionneur sont souvent faibles vis-a-
vis du temps d'intégration. En conséquence, l'impactlayserformance optique est généralement
négligeable.

Il faut noter que la connaissance de la dynamique d’'un seidraeur pris isoléement n'est pas
descriptive de la dynamique de I'ensemble de la structigetremécanique du MD.

L'étude du comportement dynamique par modélisatiodedents finis a fait I'objet de certains
travaux ; a titre d’exempleGhartonet al., 2003 et plus recemmeniGasmiet al., 2009.

Les études expérimentales sont rares car elles ném@ssies moyens techniques complexes.
Un exemple est la méthode stroboscopique. Elle consifaireal’acquisition cadencée d'images a
frequence élevée afin de reproduire le mouvement de facauréflectrice. Ces images peuvent étre
obtenues par techniques interferométrigudsrgleyaet al., 2007 Conwayet al., 2007. Suite a une
décomposition de la déformation sur une base de modes@ge, le comportement dynamique
global peut étre ainsi caractérisé. Des parameétres ddétes d’'ordre convenable calés sur le
comportement physique du MD peuvent étre alors détegsin’

2.5.2 Chronogramme d’ogerations

L'ASO integre la phase turbulente durant une périodeclit@tillonnage. Ceci correspond a
accumuler du flux lumineux (des photons) pour en déduirerasure de front d’onde. Aprés ce
créneau d'intégration, dans un deuxieme temps la mekud&tecteur est transformée en une mesure
de phase ou de ses dérivees2.5.1.1. Plus précisement, pour le HS, ce sont les gradientsiboqai
sont calculés. Il s’ensuit le calcul de la phase recortstreti I'application de la loi de commande. Le
MD est commandé avec deux trames de retard, puisque lel dglda commande appliquée au MD
(supposé constante sur un créneaux) est calculéeiagmba phase intégrée deux trames avant.

La Fig.2.14montre le principe et la notation utilisée. La phase iréégsur[(k — 1)T, kT| est
définie par

kT
o /( B(t)dt, (2.57)

k—1)Ts

alors que la commande appliquée sur la basé;dest

upr1 = u(t),  te[(k+1)Ts, (k+2)Ty. (2.58)
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FiG. 2.14 — Organisation des opérations en OA. Le temps djmt®n de 'ASO d’'une trame suivi
du temps de lecture et de la reconstruction et commandetéesant un systeme a retard. En général,
ces dernieres opérations équivalent a une trame delre@retard pur).W.Hardy, 1998 Le systeme
est donc dit a deux trames de retard.

2.5.3 Les diferents espaces en OA

Il est possible de décomposer I'espace de dimension infinigur lequel est défini le front
d’'onde ¢ en plusieurs sous-espaces, correspondant aux partievatles, commandables et a ses
compléments. La Fig2.15illustre les differents espaces rencontrés en OA.

m(N)Nker(D)*

Im(N)Lﬂker(D)

N\

~

L

Y= M+ M-

FiG. 2.15 — Espace des vecteurs de phlisphase observablédr(D)+) et commandableXt).

2.5.3.1 Espace commandable
L'espace des phase peut se décomposer en deux sous-esfthogenaux complémentairg'st
et M+ :
U=MaopMt (2.59)
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Le premier correspond a I'espace engendré par les forgetkinfluence du MD, soit donc I(h), et
le second a son complément.

2.5.3.2 Espace mesurable

L'espace mesurablker(D)~ est défini par I'espace orthogonal des vecteurs du noyd dine
partie deker(D)* intersecteM — il s'agit de la partie de I'espace observable qui est attdite par
les fonctions d’influence du MD. En général c’est dans asssespace réduit qu’on travaillera.

Le noyau deD (ker(D)) inclut le mode piston, puisque un retard ou avance de phasetante
implique une mesure nulle (les gradients sont nuls tous éex)det aussi le mode gaufre, qui se
trouve a la frequence spatiabg pour le HS. La Fig2.16illustre le mode gaufre pour un systeme
avec 20x20 sous-pupilles et la mesure résultante e#fecpar un HS géométrique par application
directe de I'Eq. 8.3). Les origines du mode gaufre sont abordées en plus di aédssection3.2.3

Mode gaufre Mesures de I’'ASO HS géométrique
. . . 1 T T T T T T
B VSR WY SRS SR DS S WX S e
LR DS DR DR DR DR DR DR DR 08
.....‘.....‘........
2t et ettt ettt °°
LR DR DR DR DR DR DR DR R = o 04f 1
e e T T T T E
LR DR DR DR DR DR DR DR DR 0.2t 4
."'............'-.. g 0
Fo B A e A A A4
..'..‘.‘....."..... n
- Q -0.2f o
LR DR DR DR DR DR DR DR DR €
..........'......-.. S oa : : |
L, .
............‘.‘.....
-0.6
- N B
T T e e e e e T eaTa"Ta"e
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distance, [m™] . 4 5 K

sous—pupille (ordre lexicographique)

FIG. 2.16 — Gauche : Mode gaufre pour 'ASO Hartmann-Shack a@@@ sous-pupilles. Droite :
Mesure non bruitées obtenue avec le HS géométrique 040ixéls par sous-pupille, masque de phase
rectangulaire pour éviter sous-éclairage pupillaires lvariations autour de zéro sont dues aux effets
de pixélisation.

2.6 Budget d’erreurs en OA

En OA, I'erreur totale peut étre décomposée par une soagriermes

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Ores = Oscint T Taniso T Palias T Pbruit T Tfit T Ttemp T Tcalib + Taberr T Trem- (2.60)

Ces erreurs sont séparées en trois sous-goupes : I'eleaaintillation et d’anisoplanétisme, pour
ce qui concerne les erreurs dues a I'atmosphere ; I'edewalibration et d’autres aberrations diverses
sont regroupées par les erreurs de mise en ceuvre. Ellemnhpaoabordées dans ce mémoire, leur
contribution pouvant donc &tre considérée nulle. Letarges sont intrinseques a I'OA, soit les erreurs
de repliement;,,, de mesurer, ;,, de sous-dimensionnemery; et 'erreur temporellerg, ., Elles
sont traitées en plus de détail dans ce qui suit.
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2.6.1 Erreurs duesa I'OA

(i) Erreur de repliement?, . : Cette erreur correspond aux fréquences spatiales deakepiui, a
cause de I'échantillonnage de la mesure, se replient surdsses frequences.

Dans ce cas, 'erreur de repliement dans I'espace des ppasése calculer comme étant la
variance totale hors bande.

La Fig.2.17montre le rapport de la variance des frequences repligs= [7° W vdv sur la
2d
variance des fréquences non repliées obtenu en prenant

2 B fgi: W yvdv

9 alias

2 - L :
O nonalias le/dD W¢ydy

(2.61)

Pour un échantillonnage spatial de 0,5m un rapport d& &8t obtenu, autrement dit, environ
0,1% de I'énergie est au-dela de la frequence im

I T
von Karman, Lo = 50m, IO:O,Olm

— — — Kolmogorov

@dr

1/(2d)
1/D

rapport JT/(Zd) @dr/ [

107 10 10° 10"
fréquence spatiale 1/(2d), [m _l]

FiG. 2.17 — Rapport de variances de la phase échantillonnéepléte.

(i7) Bruit de mesurer,; :
L'erreur de mesure est détaillée a la secttod.1.1.2pour I'analyseur Hartmann-Shack.
(4ii) Erreur temporeller? :
L'asservissement utilisé en OA introduit un retard de eoction, qui se cumule avec le retard

de mesure. Lerreur temporelle va s’accroitre avec lasgiged’évolution de la turbulence
relativement a la frequence d'échantillonnage de Eagssement.

(iv) Erreur defitting o7,

Le repliementfitting en OA correspond a l'erreur de sous-dimensionnement dtersygs
Formellement, cette erreur correspondv&- [voir Fig. 2.15, c’est-a-dire la projection de la
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phasep € ¥ sur M+,

T = s = 5 <H¢>W 2>. (2.62)

L'erreur defitting peut s’écrire en supposant que le miroir créé essesielht des basses
frequences

5/3
0%y = oM <d‘“t> : (2.63)
70

oll ™™ est le coefficient de I'erreur de sous-dimensionnementteGeteur a été étudiee par
differents auteurs, notamment paifJdgin, 1977, [Ellerbroek, 1994 et [Rigautet al., 1999
qui trouvent selon les hypotheses (prise en compte duampaiht)o/‘/‘L =0, 287, oM~ 0,3
eta™" = 0, 23 respectivement.

2.7 Differents concepts d’Optique Adaptative

Etoile guide  Objet observé

¥ Lt

Télescope

FIG. 2.18 — Anisoplanétisme : la phase turbulente dépend dedation d’observation. Pour une OA
classique, la correction est donnée par un seul miroirHzesp de correction est commune pour toutes
les directions.

Dans le budget d'erreurs de 'ER.60, le termeo?, .. représente I'erreur d’anisoplanétisme.
Lorsque l'objet d'intérét s’éloigne de I'étoile guidgilisée pour faire I'analyse de front d'onde, la
correction apportée par I'optique adaptative se déegraaé-ig.2.18schématise le principe.

L'origine physique de ce phénomene est liee a la distidm volumique de la turbulence
atmosphérique, déja présentée a la sec@i@nl.1 La phase turbulente est difféerente dans toutes les
directions car a chaque direction correspond une secfft@rehte du volume. La correction par un

seul miroir conjugué de la pupille ne suffit donc pas.
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Pour s’affranchir des limitations de correction en OA clgase imposées par I'anisoplanétisme,
le concept d’'OA multi-conjuguée a été développé. Bs&pinitialement parjicke, 1973, ce concept
a ensuite été développé sur le plan théorique paerdiffis auteurs, dont on cite les principaux
[Beckers, 1988Tallonet al.,, 1992 Fuscoet al., 1999 Ragazzonet al., 200q. La performance de ces
systemes a été étudiee p&ilgrbroek, 1994 [Tokovinin et al., 200Q et [Tokovinin et Viard, 2001
dans le domaine des fréquences spatiales. Un effort imuptoide recherche a été consacré a
I'optimisation de la reconstruction tomographique gangcoet al., 2007 et [Ellerbroek, 2002

L'objectif de TOAMC est donc de compenser I'anisoplaséte. Ce nouveau concept repose
sur la correction de la turbulence atmosphérique par @lusi miroirs optiguement conjugués en
altitude. L'analyse du volume turbulent est faite sur puss étoiles guides (EG) selon deux approches
différentes :

1. star-oriented: avec autant d’analyseurs que d’EG, chaque analyseuregl#® @& une EG et
mesure le front d’onde qui en provient. A partir des mesuiesctionnelles, la reconstruction
de phase se fait dans le volume pour remonter a la pertarbdéins les couches.

2. layer oriented: les analyseurs ne sont pas dédiés chacun a une EG maisosjugués a une
couche turbulente et récoltent la lumiere de toutes tees guides [Ragazzonet al., 200(0.
Les couches turbulentes sont reconstruites directemeaitié des données de chaque ASO.

La reconstruction dans le volume, appelée reconstrugtiorographique, est suivie d'une étape
consistant a projeter la phase, en général reconsttaiis plus de couches, sur les couches auxquelles
les MD sont optiquement conjugués.

La Fig.2.19montre I'apport de 'TOAMC en terme de correction sur un chatefl50 arcsecondes.

FiG. 2.19 — Simulation de correction par OA classique a gauthareOAMC a droite, pour un champ
de 150 arcsecondes et quatre couches turbulentes ausgiesliélD sont conjugués.

L'OAMC a depuis donné lieu a differentes variations qaot en commun la multi-analyse du vo-
lume turbulent, associée a une problématique de torpbgrales méthodes different essentiellement
par les objectifs et moyens de correction

— correction optimisée sur axe grace a un unique MD paucds de la LTAOl(aser Tomographic

AO);

— correction optimisée en des points localisés du change an MD spécifique pour chaque

localisation, pour le cas de la MOAM(Iti-Object Adaptive Optigs

— correction en moyenne sur un grand champ par un unique MDIadgBLAO (Ground-Layer

Adaptive Optick
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2.8 Introduction a la commande en OA

La commande classique en OA a été originalement formel&rement a temps continu
[Roddier, 1993 Cependant, la commande de systemes hybrides (phastsues) commandes et
mesures discrétes) mene plus naturellement a un traiterd temps discret, en s'assurant de la
discrétisation soigneuse des variables continues.

La Fig. 2.20illustre le principe. Des traits continus sont utilisesuptes parametres continus et
des tirets pour les parametres discrets. Cette distima@a gardée tout au long de ce mémoire. La
sortie de 'ASO est un vecteur de mesures discretes e#festa partir d'une phase continue. Le MD
fait 'opération inverse : il convertit les commandes diges en une phase de correction continue.

A Y ' -----------
Bruit de h
Phase Phase *mesure w
turbulente F— résiduelle ot G
¢tur .< : ) i
Régulateur
: G(2)
Phase de L.
corréction ¢°" Mirroir :
Déformable |eg-----naaaaaaaat
(='N)
Partie continue Partie discrete
\\ . € ]

Fic. 2.20 — Schéma-bloc d’'une OA.

Dans la cas particulier de I'OA, la synthése de la commarisie & asservir de fagon stable un
systeme en boucle fermée. Des criteres basés sur lgemae stabilité sont souvent utilisés :

Marge de Gain : l'inverse du module de la fonction de transfert de bouclés pour la frequence
correspondant & un déphasage de 918 pratique, la marge de gain est la garantie que la s@bilit
sera maintenue malgré les variations imprévues du gaboaole ouverte (BO).

Marge de Phase :le déphasage de la fonction de transfert de boucle, pris [odréquence
correspondant a un gain unitaire. En pratique, la margehdse est une garantie que la stabilité
persistera malgré I'existence de retards parasites natelisés.

2.8.1 Mocklisation continue des boucles de commande

En temps continu, la dynamique de I'ASO peut étre appreeinpar la fonction de transfert
continue Madec, 1999

1 — e 5T

haso(s) = e T 2sinc(fT,) = —T

(2.64)
avecs la variable d'intégration de la transformé de Laplage= iw, w = 27 f, f la frequence
temporelle en Hertz (Hz). Cette FT correspond a la coniaiutpar une fonction« porte »,
représentant l'intégration temporelle de la phase. @éast il n'y a pas d’échantillonnage temporel.
Les parameétres sont considérés continus.
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La FT haso peut a son tour etre approximée par un retard pur
1—e 5T
sT

Le MD est communément considéré infiniment rapide ou danseilleur des cas trés rapide
relativement a l'intervalle d’'intégration. Une fonatiale transfert permettant de représenter ce type
de comportement est la suivante :

haso(s) = ~ e Ts/2s, (2.65)

p
h = 2.66
MD(S) s +p7 ( )
oup est le pdle de la FT du MD, normalement de 'ordre de queldulebertz.
Enfin la FT du calculateur temps réel est approximée paetarda purr. Ceci dit, alors
hrro(s) =e °". (2.67)

La modeélisation a temps continu a été utilisee lors dedaception de differents systemes d’OA,
notamment les approches IGMO qu’on traitera ensuite. Gigpenon va plutdt modéliser la boucle
d’OA a temps discret en regardant brievement les diffées en terme de transfert.

2.8.2 Mocklisation discrete des boucles de commande

Les transferts de phase et de bruit a temps discret peugetiéterminer par simple procédure
d’identification sur la Fig2.21 La propriété suivante énonce le résultat.

Propriété 2.1 Le transferts de phase vaut

1
@reS(Z) _

= 1+Z_izc;(z)i»“”(z) Fonction de Transfert de phase (2.68)

avecG (z) = C(z)D'D.etC(z) la fonction de transfert du cordteur.
La fonction de transfert du bruit est Baire aussi identiie sur la Fig.2.21, ce qui conduit

2~ 1C(z)Df
q)reS(Z) _ C( )D

= mB(z) Fonction de Transfert de brulit (2.69)

Démonstration : Fonctions de transfert de phase et de bruit.

Bruit de Bruit de
i mesure i mesure
W W
Phase Phase V + Phase Phase V +
turbulente  F— résiduelle * Régulateur | turbulente  F— résiduelle * Régulateur |
o >® C(2) : e res >® C(9) H

Phasede | — — T T ——— > —==" " T 7 = !

- Mirroir
corréction $° .
Déformable

('N)

Phase de
corréction ¢

Mirroir
Déformable
(='N)

FIG. 2.21 — Gauche : Transfert de phase. Droite : Transfert dé bru
Sachant que

B = B — o5, (2.70)
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la relation suivante en s’appuyant sur le schéma de |a2Fg, peut &tre obtenu

Pres = " — ;7 INC(2) (DN)T 27 'D®"* 4 2~ INC(z) (DN)' B(z) (2.71)
par transformée e&, ce que conduit directement a la fonction de transfert ginése.
En posanB(z) = 0, alors
@reS( ) _ 1 @tur( ) (2 72)
TG ) '

avecG(z) = C(z)D'D.
La fonction de transfert du bruit est déterminée a paeit'Eq. 2.71) avec®™" = 0. La relation
suivante est obtenue

Pres — (1 + Z_QG(Z)) Pres — Z_IC(Z)DTB(Z)7 (273)
d’ou o) "
2z C(z)D

q)res — B 274

(2) 1+ 272G(z) (2), ( )

comme annonce. [ |

La Fig. 2.22gauche montre les fonction de transfert de phase et de fwuit deux valeurs de
gain differentes Un gain moins fort tend a rejecter plubdét moins la phase. Si I'on se restreint a
I'intervalle de stabilité, une valeur optimale peut &mmuvée mode a mode. C’est le but de I'approche
présentée a la sectidn8.2.2

Transferts de phase et bruit Transferts de phase et bruit

10

R Hcm, g=0.4
sl - - —H,0=04
_ _ _H_,g=02 s N

cor’ Loim -

ok H,g=0.2

== =" = I 7 N R or

~15}

—20}

-25

Magnitude, dB
\
\
7/
-

Fréquence, Hz

Magnitude, dB

-15H

—20H

-25

- = Hcor’ g=0.4 (disc)

- -H, 9=0.4(disc)
chr' g=0.4 (cont)

H,g=0.4 (cont)

10"

Fréquence, Hz

FiG. 2.22 — Gauche : Fonctions de transfert discretes peQr2 etg=0,4. Droite : Comparaison des
version continues et discretes pa0,4. Le comportement a basses frequences se rapproake ; a
hautes frequences cependant, des differences coaBldérsont présentes.
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2.8.2.1 Lapproche parC(z) intégrateur
L'intégrateur se caractérise par la récurrence
up = ugp_1 + Gyg. (2.75)

Pour cet asservissement, le transfert de boucle vaut dadiient la fonction de transfert discréete
2
propre

u(z) = G- z -2(2) (2.76)

La Fig.2.23gauche montre le diagramme de Bode pour le gain0, 5175. Ce gain garantie une
marge de phase de 4Bt une marge de gain de 1,9324.

A droite, sur la Fig.2.23est représenté le lieu des pdles. La boucle devienthlestzourg > 1,
valeur a partir de laquelle les pbles se trouvent a €agtir du cercle unitaire.

Diagramme de Bode Lieu des poles

20 T 1r

0.8 2
10- 1 System: untitled1

Gain: 1
0.6 Pole: 0.5 +0.868i

Damping: ~0.00127
Overshoot (%): 100

0.4r Frequency (rad/sec): 1.05e+03

Magnitude (dB)
o

021

axe imaginaire

-0.2r

-180 -0.4} System: untitled1

Pole: 0.5 - 0.868i

-0.6 Damping: ~0.00127
Overshoot (%): 100
Frequency (rad/sec): 1.05e+03

Phase (deg)

Marge de phase: 45° | -0.8f .

| !
) N
3 ~
=] =]

450 ‘ S S S E U
10 Fréquence 1(rad/sec) 10° -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
axe réel

FIG. 2.23 — Gauche : Diagramme de Bode pour un gain0, 5175, garantissant une marge de phase
de 453 et une marge de gain de 1,9324. Droite : Lieu des poles dsefadrde boucle. Pouy > 1 la
boucle devient instable.

2.8.2.2 Approches modalea gain optimisé - IGMO

L’ Intégrateur a Gain Modal Optimal(IGMO) a été proposée pafGendron et Léna, 1994t
validée expérimentalement pas¢ndron et Léna, 1995 e formalisme adopté consiste a prendre les
transferts continuscf. §2.8.7. Des optimisation de la loi de commande pour inclure un eigp&dictif
ont été proposées pddgssennet al,, 1997 Dessennet al., 19983 puis validées expérimentalement
par [Dessennet al., 1999. [Ellerbroeket al., 1994 propose une optimisation conjointe de la bande
passante et de la base de modes sur lesquels est décritsta ph

L'approche IGMO consiste a minimiser un critere de phés@uelle minimale pour chaque mode
du miroir (qui sont mécaniquement découplés). Cemigst la somme de deux sous-criteres, a savoir
une contribution de la phase résiduelle [E216@)] et une contribution liée au bruit [Eq269]. Le
critere de variance de phase résiduelle peut se posetastarse

J(g) = Js(g9) + Jb(9) (2.77)

2Une FT est strictement propre si le degré de son numérasustrictement inferieur & celui de son dénominateur
m < n. Propre tout court sin < n.
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, Ol g est le gain modal de I'intégrateur. En jouant sur le gaibbadade passante de la loi de commande
par intégrateur est ajustée [Fy22-gauche].

Exemple : La Fig. 2.24gauche montre le principe de la minimisation. Les vale@s d@eux criteres

\ Valeur du critere d’optimisation Densité spectale de puissance du TT et DSP réjection
10 T T T T T 10 T T T T
FTR phase
—— FTR bruit
TT DSP

~

8 10° | B
)

]

=]

]

cu o 10

g 8

<

[=%

[}

©

[}

o

s 1077

3

>

10 2 i i i i i 10 15 i i i i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 107 107 10° 10t 107 10°

Gain de l'intégrateur Fréquence, [Hz]

FIG. 2.24 — Principe de la minimisation de phase résiduelle @3auche : les valeurs des critéeres
Jy et J, et la somme. Droite : DSP temporelle du tip/tilt atmospipéei et fonctions de réjection de
phase et de bruit.

J et J, sont données en fonction du gain de l'intégrateur pour delentip/tilt atmosphérique. Les
fonctions de transfert utilisées sont intégralemernags discret (une difference par rapport au travail
original de [Gendron et Léna, 193¢ Pour cet exemple qui vise a illustrer le principe, un imom

est atteint pouy ~ 0,035. La DSP temporelle et les fonctions de réjection sontgrées a la
Fig. 2.24gauche. <



Chapitre 3

Reconstruction statique de front d’'onde —
I'approche Fourier

Ou les bases de la reconstruction statique de front d'onde danl’'espace de Fourier sont
poses en vue de l'utilisation par des sysimes d’'OA a grand nombre de degés de liberé
(GNDL).
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3.1 Introduction

La commande classique de systemes d'OA, introduite adtose?.8, utilise un reconstructeur
obtenu par inversion de la matrice de modélisation lirgedu probléme direct consistant a relier
les mesures aux parametres du phénomeéne physique queife a étudier. Cette étape dite de
« reconstruction» est couplée a un régulateur temporel pour asservir [&8ys en boucle fermée
[Fig. 2.20.

Avecn le nombre de degrés de liberté d’'un systeme d’OA, la cewit@l calculatoire de I'inverse
d’'une matrice est proportionnelle au cube dge soit O(n?), ce calcul étant réalisé hors ligne.
L'exploitation temps réel de ce type de commande est ddréad (n?) résultante de la multiplication
d’'un vecteur de mesures par ladite matrice de reconstrudtiextension directe de ce raisonnement
aux systemes de taille ELT souléve des complications\aanicalculatoire : pour les ELT un facteur
d’au moins10? en puissance de calcul supplémentaire est requis vis-des systémes actuels plus
complexe$. La « loi de Mooré€ » n’est donc pas suffisante car d’ici une décennie seul urdact
210/1,5 ~ 102 sera obtenu. Il y a donc la nécessité de réduire le nombp@dations calculatoires des
algorithmes de reconstruction et commande des systen@s eh vue des futurs ELT caractérisés
par un grand nombre de degrés de liberté (GNDL).

En mettant 'emphase sur la modélisation du problémectliree chapitre vise
a explorer les capacités d’estimation statique des ifigoes décrits sous unge
base de fréequences spatiales, en terme de performancpi®@i en terme de
performance calculatoire (c'est-a-dire la capacitéduire la quantité de calculs).
D’une part il s’agit de caractériser et d’'optimiser lesthu#les de reconstruction
existantes et de les réinterpréter afin de proposer undi@olpour répondre
aux GNDL. Les propriétés et résultats principaux ek base particuliere degs
frequences spatiales sont déclinés pour une explmitatiterieure dans le cadre
d’'une stratégie de commande avec estimation dynamiqugelation en boucle
fermée optimales au chapitée

Ce chapitre est consacré a I'analyse du probleme d’asitim statique séparément du choix du
regulateur pour I'application a la boucle fermée. Onpgaee ainsi de regarder indépendamment les
aspects purement spatiaux liés a la recontruction sigtiq

Les travaux précédents de reconstruction statique de §fonde dans I'espace des frequences
spatiales sont nombreux-ieischlad et Koliopoulos, 1986nt étudié le probleme de reconstruction
sur une grille discrétisée d€ x N points. Toutefois, ceci n’est pas adapté a I'OA qui sed@rése par
une pupille annulaire, en vertu du support carré utildén’est qu’en 2002 qué€pyneeret al., 2004
proposent une méthode d’extension des mesures de frontle’au-dela des limites de la pupille
du télescope, montrant ainsi que la méthode de Freisgidadait étre exploitée dans le cadre d'un
probleme réaliste d'OA.

Les descriptions discrétisées s’appuient sur des septations géométriques du front d’onde et
des approximations creuses de I'analyseur de surface @'bladtmann-Shack (HS32.5.1.1. A ce
sujet, plusieurs configurations ont été proposéesymoant celles deqried, 196%, [Hudgin, 1977 et
[Southwell, 198D Cependant, aucune de ces configurations n’est exactewisdu fonctionnement

!Systtmes d’EXAO pour les télescopes de classe 8-10m tets $PHERE RBeuzitetal, 200§ et GPI
[Macintoshet al., 2004.

2Selon G. Moore, la capacité de calcul double tous les 18 mefmiis 1965. Cette loi empirique, ou plutdt cette
constatation, reste valable a I'heure actuelle.
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réel du HS. Les méthodes d’extension théeoriquemeriv&®s des contraintes aux bords spécifiques
a I'OA, ne sont pas optimales non plus en présence de I@aft.deux aspects sont centraux dans ce
chapitre : optimisation du modele direct (de mesure) d@tdpation des méthodes d’extension (de la

pupille du télescope a la grille de reconstruction).

La construction du modele direct et le formalisme de n@smh de problemes inverses par
minimisation de critere sont présentés a la sec8dh Une discussion succincte sur les bases de
représentation est dévelopée a la sec8@)ou la potentielle utilisation d’'une base d’ondelettess es
discutée.

Une nouvelle approche visant a raffiner la modélisationH dans I'espace des fréquences
spatiales est présentée a la secBoh En revenant sur le formalisme établi pour le traitement du
probleme inverse, celui-ci est ensuite particularis@rpeette nouvelle modélisation a la section
3.5. Diverses méthodes d’extension de mesures sont peEseptiis optimisées selon le modéle de
mesure utilisé. Une méthode itérative est définie enifizod I'algorithme de Gerchberg, 1974afin
d’améliorer les propriétés des méthodes précédente

La performance optique est analysée a la sed@idgrpour la reconstruction statique en boucle
ouverte. Une étude de sensibilité aux parametres edisée, avant de proposer la généralisation
a la boucle fermée a la sectid8 La performance numérique en terme de colts calculat@te
application aux environnements temps réel est analgséesectiors.o.

3.2 Reconstruction statique de front d’onde — un probéme inverse

La reconstruction de front d’'onde s’insere dans le cadsepiteblemes inverses ou I'on cherche
a restituer les parametres d'un phénomene physiqud'decurrence le front d’onde) a partir des
observations (les mesures bruitées fournies par I'olasier, liees a la phase par des lois physiques
connues). Le cas particulier traité dans ce chapitre dst de I'analyse de front d’'onde caractérisé
par la phase a I'aide d'un analyseur Hartmann-Schack (H$).b.1.1.

La résolution du probleme inverse passe par une étajénile modélisation du phénomene, dite
probleme direct. Celle-ci décrit comment les paranmsthe modele se traduisent en effets observables
expérimentalement.

Un probléme inverse linéaire peut &tre décrit par umeadion de la forme suivante :

s=G xXp+w, (3.2)

ou s représente les mesures effectugeseprésente les valeurs des parametres du phénomene,
regroupe les bruits (de mesure et autreg) eist un opérateur linéaire qui représente la relatioreent
les mesures et les parameétres du modele.

Deux criteres de minimisation sont décrits a la sec822 pour I'inversion du probleme : le
critere par attache moindres carrés aux données etreré variance minimale (VM). L'analyse se
restreint & I’ASO HS.

3.2.1 ProbEme direct

Sous hypothese de linéarité, les mesures ASO peuvenbdéliser par une fonction linéaire de
la phase moyennée temporellement sur un intervalleedjinattion Ef. section2.5.1.3. A ces mesures
s’'ajoute un bruit, supposé blanc et de distribution Gamsg/\ (0,3,,), independant (spatialement
et temporellement) entre sous-pupilles. L'équation dsures’écrit donc

s = D¢ + w. (3.2)
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ou la barre sur la phase exprime l'integration temporelle. Dans ce qui suit, compénu des
intervalles d’intégration communément utilisés en @#éstpetits, on prend I'approximatiop = ¢
— elle n'est valable que si I'on considere des temps de trpatits [Petit, 200¢. La matrice de
covariance spatiale de la phagesoit:, est supposée connue. Dans I'E3} 2 les indices temporels
ne sont pas présents, renforcant le caractere statigpeothleme.

L'ASO HS (décrit a la sectior2.5.1.9 mesure le gradient moyen de la phase sur chague sous-
pupille. Cette opération s’exprime sous l'intégrale

Tr o rYs
/ Vé(x,y)dyox, Modele de mesure théorique du HS  (3.3)

Zs Yi

L1
S[m>n] :l E

s(zi, i)

ou | consiste a échantillonner les mesures tous leetres etry = z; + d, y5 = y; + d. La distance
d correspond au coté de la sous-pupille du HS. La notatfonn] =| s(x;,y;) est adoptée pour
indiquer I'echantillonnage exact de la fonction continue

Dans I'Eq. 8.3), V¢(z,y) est le gradient de la phase défini par

2o
Vo £ ( % > (3.4)
By(b

Pour des sous-pupilles de caie I'Eqg. (3.3 est mathématiquement équivalente a prendre la
difference de la moyenne sur les bords (gauche/droite/lieg) comme suit

Ym+1 Ym+1
sl = [ bty — [ bnidy, Pentesen|  (35)

m

pour les pentes selon I'axe de®t

Tp+1 Tn+1
sl = [ blagmids = [ @z, Pentesenyl  (@6)

n

pour les pentes ep, avec les définitions,,, £ xz(md), z,1 = z(md + d), m,n € Z et de méme
poury.

Les opérations des EqR8.5- (3.6) peuvent se mettre sous la forme matricielle de I'E32), ou
s est la concaténation des mesures dans les direction®htaie () et verticale {)) :

32[81}:D¢+w, (3.7)
Sy

D étant la matrice qui concatene les réponses individaele chaque sous-pupille a la phase incidente
sur€2. Implicitement, on considere ici que les sous-pupille® soutes pleines. Les sous-pupilles sous-
éclairées sont traitées de facon identique, les bartégant plus définies par les cotés mais par le bord
de la pupille principale du télescope. Se référer a tdiee2.5.1.1pour plus de détails.
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3.2.2 Reconstruction de front d’'onde : un probeme inverse

La reconstruction de front d’'onde sous-entend la déteatiin des parametres de la phase
a partir des mesures bruitées délivrées par 'ASQugnier et Le Besnerais, 200Mugnier, 2008.
Mathématiquement cela consiste a inverser le probléneetden posant

¢ = Rs, (3.8)

ou R est un opérateur linéaire qui sera particularisé sedarritere que I'on vise a minimiser.

3.2.2.1 Approche moindres carés sur les donies

Soit le critere de minimisation
ds = argmin || s = D¢ |12, (3.9)

ou I'on cherche la phase qui s’ajuste au mieux aux mesuremjpemisation de I'ecart quadratique.
Lindice L2(9) indique que la normé? est définie sur la pupill@. En prenant la dérivée partielle du
critere en fonction de, la solution qui minimise I'Eq.3.9) est alors donnée pahfthur Gelb, 1974

$Ls = Rss, (3.10)

avec

Rs=D'=(D'D)~'DT, Reconstructeur moindres carfés (3.11)

ou le symboler représente l'inverse généraliséelde

Remarques : Cet estimateur, plus simple du point de vu conceptuel,gmtesles inconvénients
suivants :

1. La matriceD est souvent mal conditionnéef] §2.5.3.1. On limite le nombre de modes
reconstruits en utilisant des procédueskhocpour filtrer les modes mal vus. Habituellement,
une troncature est appliquée suite a la décompositid ele valeurs singuliéres.

2. La troncature permet un certain niveau de filtrage des mode et mal vus. Malgré I'effet
atténuant, la propagation du bruit demeure non optimisée

3. En ajustant la phase estimée aux pentes mesurées atrigres moindres carrés, lapriori
statistiques sur la phase et le bruit ne sont pas pris en eoiogtoruit reconstruit dans I'espace
des phases (suite a la reconstruction) résulte en une Iputsance de la forme 2. Sachant
quex, oc v~ 11/3 il est clair qu'au-dela d’une certaine frequence I'esttion est donc dominée
par le bruit; la troncature est alors plus que nécessaite mmdre I'estimation physiquement
cohérente. <

3.2.2.2 Approche bagsiennea variance minimale : solutions MMSE et MAP

Afin d’améliorer I'estimation par moindres carrés et Fafchir des problemes soulevés au
paragraphe précédent, on cherche a estimer la phaseequapproche au mieux de la phase
vraie. Puisqu’en OA le rapport de Strehl est maximisé paniaimisation de la variance d’erreur
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d’estimation Herrmann, 199P il est alors souhaitable d’estimer la phase qui minimiser®yenne
I'écart quadratique & la phase vraie, ce qui méne aarerMMSE suivant

$MMSE = argmj%n <H o — Qg H%Q(Q)> . (3.12)

En considérant des distributions gaussiefirts phase et de bruit, I'estimateur linéaire MMSE qui
minimise I'Eq. 3.12 s’écrit [Wallner, 1983 Fuscoet al., 2001, Ellerbroek, 2002

—1
Rumse = (DTE;lD + 2;1) D'y 1 Reconstructeur & variance minimale  (3.13)

ou es termed, etX,, sont les matrices de covariance spatiale de la phase et tlugspectivement.
L'estimée est obtenue a partir @dguse = Rwwses-

Remarques : Le reconstructeuRyyse peut s’écrire aussi sous forme dite information

-1
Ruvse = Z4D7 (DXgDT +3,) (3.14)
par application directe du theoreme d’inversion mattiei <

Toujours sous les hypothéses de linéarité et statssiqgaussiennes, il est aussi possible de
montrer que la solution MMSE est équivalente a une apgrachtypemaximum a posteriofMAP),
ou I'on chercherait a estimer la phase la plus probableas@des mesures effectivement effectuées.
Selon le théoreme de Bayes, la fonction densité de pititéal® de ¢ sachants, notéeP(¢|s),
s’écrit

P(p|s) x P(s|p) x P(¢) ox exp (—% (s — ng)T Z;l (s — D¢)> X exp <—%¢TZ;1¢> . (3.15)

L'estimée dumaximuma posteriorj $MAP, vise alors a maximiser cette densité de probabilitéguie
met a profit les connaissancariori sur la perturbation et le bruit. Il vient donéfthur Gelb, 1974

$MAP = arg m$XP(¢|S)

= argmin ((s —D¢)T S (s — Do) + ¢Tz;1¢)
= Ruaes, (3.16)

ou ici Ryap = Rumse-

Cet estimateur garantit donc une reconstruction a vagianinmimale d’erreur d’estimation et la
meilleure interpolation des mesures ASO basée sua fgori spatiaux de la phase et du bruit. Grace
a la régularisation, I'estimation d’'un nombre infini de des est possible car le conditionnement de la
matrice a inverser est maintenant stabilisé.

Remarques : D’autres estimateurs se dérivent comme cas limites dellgico MMSE

3Minimum Mean Square Errcgn anglais.
4La phase sur la pupille étant la résultante d’un grand rmrerdle processus aléatoires indépendants (comme le passag
par de nombreuses couches turbulentes) par le théoretadiatéte centrale elle correspond donc & un processussisus
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— Si Z;l = 0, c'est le cas des moindres carrés pondérés
— Side plusX,, = |, alors on retrouve la solution moindres carrés de I'BglLY). <

La covariance de I'erreur d’estimation est donnée par
oy > T Tyl 1\
<¢ - QbMMSE) <¢ - ¢MMSE) = <D Y, D+ Z¢ ) . (3.17)

Dans ce qui suit, les nomenclatures MMSE, MAP«oariance minimale (VM) sont utilisés indis-
tinctement pour se référer aux estimateurs linéaireésnipimisent la variance d’erreur d’estimation.

3.2.3 Le probleme inverse en OA - inversion de la matrice d'interaction

L'approche communément mise en place en OA consiste adrecomme modele direct
I'opération reliant les mesures aux déformations du imisans passer explicitement par la phase. Ces
relations sont regroupées au sein d'une matrice d'intenacLa matriceD, qui représente l'influence
de la phase sur les mesures, n’est ainsi jamais calcul@ieiexpent. La matrice d'interactioBN est
obtenue en appliquant des tensions sur les actionneursetegistrant les mesures individuelles qui
en résultent.

Le modele s’exprime donc sous la forme

s = DNu + w. (3.18)

On obtient ainsi modele direct reliant les mesures auxiaess permettant de travailler s,
'espace mesurable et commandable sur la Eijsméme si, en toute rigueur, il faudrait cependant
aussi rendre compte du fait qge# M, car ses composantes sut participent aussi a la mesure.

L'inversion généralisée deN, dite matrice de commande, s’écrit

—1
Meom = (NTDTDN> NTDT. (3.19)
et les commandes s’obtiennent immédiatement de

u = Meom s

= MeomDNu + Meomw. (3.20)

ou le dernier terme de la deuxieme ligne représente laiboition du bruit propageé lors de l'inversion.
Des méthodes optimisées visant a améliorer le RSB lerd’ahregistrement de la matrice
d’interaction utilisent des motifs de Hadamaidagperet al., 2004 dans la base des tensions. Des
idées analogues en cours d'analyse visent plutdt I'amgatien de la dynamique du systeme dans
I'espace des mesureligimon, 2009.
La covariance de 'erreur d’estimation se calcule de lafeguivante

<(uk — ) (u— a)T> — Reom <wa> RT (3.21)

Cette équation représente le bruit propagé a traversdanstruction. Elle est explorée en plus de
détail dans le cadre de I'approche de reconstruction desigdce des frequences spatiales a la section
3.5.6
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3.2.3.1 Obtention de la matrice de command#l..,,,,

La matrice de commande est obtenue par decomposition eargaingulieéres de la matri€eN

v T
DN = [0 U] diag(S"*) { Vl ] , (3.22)

ou U est une base orthogonale de modes appartendndans la Fig2.15 c’est-a-dire les modes
qui sont a la fois mesurables (puisque associés a unangileguliere non nulle) et commandables
(puisquee M).

L'inverse généralisée deN s’obtient de

(DN)' = V [diag(5"*)] "t UT. (3.23)

Les vecteurs d& ;| engendrent I'espace des modes dont la mesure est nullement dit/, est
une base de modes du noyaué. Les vecteurs darig, sont une base des déformations engendrées
par le MD qui produisent une mesure nulle.

Le conditionnement d’'une matrice est défini par le rapped daleurs singulieres la plus et la
moins élevées
max(SY)
min(Svs)’

K(A) = (3.24)

ou SV* est donnée a 'Eq3(22.
La matriceDN est souvent mal conditionnée, comme le montre la ig).Le conditionnement

change en fonction de la configuration de sous-pupilles &brateurs, le seuil de sous-éclairage
considére, le RSketc

«10™ Mesure du mode le plus faible
of : : : i —
pentes en’x’
— — —pentesen’y’

Décomposition en valeurs singuliéres
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FiG. 3.1 — Gauche : Décomposition en valeurs singulieres dedice d’'interaction d’'un systéeme
d’'OA classique avec 2020 sous-pupilles avec configuration de Fried (actionneuxscains des sous-
pupilles). Droite : mesure engendrée par le modé& dessocié a la valeur singuliere la plus faible de
Svs (dans la matrice de décompositiiisSvsV' T| de I'Eq. 3.22.

Pour 'ASO HS, deux modes sont structurelement ddnsle piston et le mode gaufre. Le piston
car un retard ou avance de phase n’'induit qu'une mesure, 3alts impact en terme de correction par
OA; le mode gaufre, représenté sur la FAgl6 correspondant & une unique frequende @d)m—!
Cette fréequence spatiales conduit a une mesure thé&orignt nulle.
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La decomposition en valeurs singulieres montre aussittéa modes dans le noyau de la matrice
d’interaction, notamment le mode gaufre localisé. Segirgs sont approfondies dans la section qui
se suit.

3.2.3.2 Surles origines du gaufre locales

Le mode gaufre localisé ne correspond pas au mode gayifue » présenté sur la Fig2.16 Le
gaufre « pur» s'étend sur 'ensemble de la pupille alors que le gauflecalisé» correspond a une
sorte de damier irrégulier.

La présence de ce mode est intrinseque a la modélisdgsnsystemes d’OA, notamment au
probleme de bords, qu'il s’agisse d’'une pupille annulaiveautre et quel que soit le sous éclairage
considéré.

La pupille (2 étant finie, les combinaisons de déplacements aux borddgsguels la commande
des actionneurs engendre une mesure nulle sont moins iodsitlaes actionneurs placés aux bords
du support ont par conséquent plus de combinaisons tegde déplacements qui engendrent une
mesure nulle ou quasi nulle que les actionneurs entoureswe pupilles. Cet aspect est illustré sur
la Fig. 3.2 pour un masque pupillaire carré et sur la BgB pour un masque circulaire plus réaliste.

Gaufre localisé

Gaufre pur

actionneurs
actionneurs
actionneurs

0 2 4 5 8 10 12 1 1 18 2 2 4 6 8 10 12 14 15 15 20
actionneurs actionneurs actionneurs

FIG. 3.2 — Gaufre localisé. Ce mode correspond au modg dssocié a la valeur singuliere la plus
faible deS"P. Les composantes piston et gaufre pur ont été sépameggster avec la composante
gaufre localisée seule. Une couronne de valeurs alteraanontrent le mode gaufre localisé.

Damier irrégulier Gaufre pur Gaufre localisé

actionneurs
actionneurs

actionneurs

2 & 6 8 10 12 14 16 18 2 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
actionneurs actionneurs actionneurs

FiG. 3.3 — Méme legende que pour la F&2 pour un masque pupillaire circulaire.

Uniguement des mesures non bruitées sont utilisées maaxemple, permettant d’obtenir des
matrices synthétiques.

On rajoute aux justifications avancés p&alel, 2003 que le mode gaufre localisé n’est pas
généré seulement par le bruit de mesure, il est intgnsement lié au probleme de bords. Des matrices
d’interaction obtenues par simulation, enregistrées sanit et sans sous pupilles sous éclairées (voir
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définition a la sectior2.5.1.9) montrent que les valeurs singuliéres d’amplitude tegblé sont une
combinaison linéaire de trois modes, a savoir : pistonaeifrg¢ purs et gaufre localisé. Ceci illustre
I'apparition génante dans de divers systemes d’OA du ngaddre localisé et la mesure quasi nulle
engendrée. Le filtrage de ce mode est par conséquentsa@egscomme proposé dans plusieurs
travaux Wiberg et al., 1994h Diolaiti et al., 2003 Gavel, 2004

3.2.4 Meéthodes de reconstruction en OA

Une liste non exhaustive est présentée dans le but desrdpé principales méthodes proposées
ces derniéres années pour la reconstruction statiquened onde en OA.

1. Méthodes ieratives : La solution du probléme@ = Rs est obtenue au moyen de méthodes
iteratives pour I'inversion du probleme direct sans j@walculer explicitemerR. L'algorithme
des gradients conjugués est utilisé avec pré-condigorent multi-grilles [Hackbusch, 1985
en OA classique et multi-conjuguée dans les travaux \dmdl, 2004 Gilleset al., 2002
Gilles, 2003a Gilles et al., 2003k Gilleset al., 20033 et avec pré-conditionnement de Cho-
lesky [Saad, 199 dans [illes, 2003

2. Méthodes par inversion de matrices creuses La caractéristique creuse de la matrice du
probléme direct est exploitée pour aboutir au résutgtiisp = Rs en faisant toujours des mul-
tiplications par des matrices creuses et/ou de bas Elfeglhroek, 2002Ellerbroeket al., 2003.

3. Méthodes hérarchiques : Reconstruction du front d’'onde par résolutions spatidieeglus en
plus fines : MacMartin, 2003 Shiet al., 2003 ou par sous-régionJorreia, 200%

3.3 Bases de moglisation — révision succincte de la literature

Les bases utilisées en OA pour décrite la phase sont diveks modélisation et simulation peut
étre réalisée sur une base de polyndmes de Zerniketglada sectior?.4.2, une base de Karhunen-
Loeve (modes qui diagonalisent la matrice de covarianatap de la phasepai, 1999 ou de facon
plus restreinte, sur une base de modes liée au MD : les maodesep ou des projections S
convenablement tronquée®di, 2004 fait une présentation générale sur l'utilisation detames
bases et de leur conversion, dont les polyndmes de Zerhikesérie de Fourier .

Théoriquement, la base des modes de Karhunen-Loével&taase des composantes principales
est donc celle qui concentre sur un plus petit nombre de mledesiximum d’énergie. En plus, les
modes sont statistiguement indépendants vis-a-vis dertalence. Cependant, contrairement aux
polyndmes de Zernike, aucune expression analytique st&xt leur calcul numérique peut s’avérer
lourd.

D’autres bases peuvent aussi étre envisagées. Une batdérdérét est de plus en plus grand est
la base des ondeletteByrruset al, 1998 Walker, 1999, pour laquelle les coefficients sont calculés
de facon numériquement tres efficace. La transforméenelelettes permet de décomposer la phase
sur des modes a differentes résolutions spatialesctéistique adaptée a capturer la nature fractale
de la phasegchwartzet al., 1994. Une présentation succincte est donnée pour pointdqgas pistes
potentielles.

[Bowman et Rhodes, 19p@ét [Dowlaet al, 200q utilisent une base d’ondelettes pour diminuer
le nombre total de calculs lies a la reconstruction de @h&vur une équation de reconstruction
générale du type = Rs, ou R est un reconstructeur linéaire, une transformatiorRdet s dans
I'espace des ondelettes est proposée, les calculs sigdfeica moindre colt dans cet espace. Il est
argumenté que I'application de la transformée en onts&tant tres rapide, au total la reconstruction
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requiert moins de calculs. Les simulations réaliséessdarcadre de cette these montrent que la
performance est gravement affectée, notamment la recotish des plus hautes frequences. C’est
aussi le comportement constaté notamment par Deidé

Plus recemment,Hamptonet al., 2009 propose ['utilisation d’'une base d'ondelettes de Haar
pour représenter directement les mesures de pente du d&adeles zonaux de mesure de Hudgin et
Fried (voir ensuite la sectioB.3.1.) sont en effet la premiére étape de I'application de lagfarmée
de Haar. La phase est obtenue par transformée inverserael&ite de Haar.

Les travaux deJones, 2003Jones, 2004Jones, 200Rutilisent aussi une base d’ondelettes pour
la reconstruction de phase uniquement, malgré l'insertiompeuse dans le cadre d’'un probleme de
commande.

L'utilisation d’'une base de fréquences spatiales estjdioprincipal de ce chapitre. La section
suivante traite ce probléeme particulier dans le cadre deddélisation de 'ASO HS.

3.3.1 Mocklisation zonale

L'utilisation d’'une base de frequences spatiales poucéuer a la reconstruction de front d’'onde
présuppose que la phase, mesures et commandes sontilEgir@gs sur une grille de points. Cela
revient a dire qu’une approche zonale est sous-jaceritdilégsation de la transformée de Fourier et
conséquentes opérations dans I'espace de Fourier.

3.3.1.1 Mockles zonaux de 'ASO HS

Afin de simplifier le modele de mesure des Eq3.5@3.6) plusieurs configurations ont été
proposées. Ces configurations ne sont plus que des ap@tom® du vrai HS. Ces modeles
simplifiés admettent pour modele direct des représenigcreuses (car modélisées par I'intégrale de
convolution par une matrice de noyau localisé au niveatiadpaCe point se revét d’'une importance
majeure, puisque les mesures peuvent désormais étrexapges par des modeles point-a-point qui
echantillonnent la phase aux coins des sous-pupillesu@pose implicitement que I'echantillonnage
spatial de la phase est suffisamment élevé pour évitepridddemes de repliement de phase.

Les trois configurations principales qui sont abordéessdaa mémoire sont illustrées sur la

Fig. (3.4).

®[m-1,n]
------ o
S Om,nl. . ®[m,n+1]
d)[m,n]:~ S,[m,n] ‘._CD[m n+1] o % s "
. ..X—,>. K . :-
q N ] S omn1]s  @mnll  gme 10Mn+]
- ‘.~.“‘ "" : " N
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Y Y ol ¢ [l J
. 0' ’ “ "
e O[m+tnl ™, . < O[m+1,n+1]
dm+in] e o
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FiG. 3.4 — Configurations (ou géométries) de Hudgin (gaudregd (centre) et Southwell (droite).
Les cercles représentent les points de phase qui pariicipa mesure de pente et ce pour chaque
géomeétrie. Les circonférences pointillées représetes sous-pupilles fictives équivalentes qui n'ont
pas d’existence réelle.
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3.3.1.1.1 Hudgin Lagéométrie de Hudgin (représentée sur la Bgd(gauche), ainsi denommeée
d'aprés Hudgin, 1977, suppose que les mesures du HS sont les premieres diffssediscretes de
deux points adjacents :

sfm,n] = ¢m,n+1] — ¢[m,n], (3.25a)

pourm € [1,N],n € [I, N — 1] et

H

Sy

[’I?’L, ’IZ] = ¢[m + 17 Tl] - gb[m, n]v (325b)

pourm € [1, N — 1],n € [1, N]. Cette configuration néglige la moyenne aux bords [E85-3.6)],
autrement dit, la moyenne est approximée par un seul peiphdse.

3.3.1.1.2 Fried Lagéométrie deffried, 1977, (Fig. (3.4)-centre), remplace la moyenne aux bords
par une moyenne sur deux points placés aux coins de la smiltepCeci conduit au modele

sEm,n] = ¢y[m,n + 1] — ¢,[m,n], (3.26a)

sylm,n] = dz[m+1,n] — ggm,n] , (3.26b)
pourm € [1,N —1],n € [1, N — 1]. Dans ces équations,[m,n] = 3 (¢[m + 1,n] + ¢[m,n])
etg,[m,n] = 1 (¢[m,n + 1] + ¢[m, n]) sont les moyennes de phase sur les cotés, approximées par
deux points.

Contrairement a la configuration de Hudgin, le modele dedmest implicitement exact vis-a-vis
des Egs.3.53.6) pour une phase décrite sur une base de fonctions biilega

Remarques : Il faut noter que la géométrie de Fried esaveugle» a la fréquencék,l) = +N/2,
correspondant a la frequence physiqué2d)m~1, soit le mode gaufre de la Fig.16 <

3.3.1.1.3 Southwell La géométrie de Jouthwell, 198D (Fig. (3.4)-droite) suppose que les me-
sures se trouvent aux intersections de la grille de poimégigément ou les points de phase doivent
étre reconstruits :

2 (sZ[m,n+ 1]+ s [m,n]) =21 (¢lm,n+1]—¢lm,n]), (3.27a)
pourm € [1,N —1],n € [1, N] et
5 (splm+1,n]+sj[m,n]) =% (¢[m+1,n]—¢[m,n]), (3.27b)

pourm € [1, N],n € [1, N—1]. Ce modéle point a point néglige, comme celui de Hudgimbyenne
aux bords de la sous-pupille [Eq8.%-3.6)].

Exemple : Représentation matricielle des oprateurs de Hudgin et Fried.
Les matricesD pour le pour le probleme direct de I'Eg3.{) sont creuses comme le montre
I'exemple sur la Fig3.5
<
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Opérateur D, gradients discrets

Hudgin Fried
v ‘ ‘ O~z ‘ ‘
N AN
100} 1 100t
200} 1 200t
\. A
300 AN 300t AT
AN AN
\Q\ A
400} 1 400t
500} 1 500t
AN
600 | | Ry ] 600 f Ny,
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
nz = 1264 nz = 2528

FiG. 3.5 — Matriced etN, avec modele de mesure de Fried [E3)26)]. Représentation zonale pour
un systeme avec 20 sous-pupilles, dont 316 valides dans la pupille prideigaes 357 actionneurs
valides sont placés aux coins des sous-pupilles.

3.4 Modélisation du probleme direct dans le domaine des &quences
spatiales (ou de Fourier)

L'objectif de cette section est de présenter la modétieadu probleme de reconstruction statique
de front d’'onde dans l'espace des frequences spatialegilidation d’algorithmes numériques
rapides, plus précisément de la transformée de Foumjgide (FFT), est sous-entendue en vue de
la décroissance du codt calculatoire global.

Bien que I'analyse se focalise sur 'ASO HS, les mémes ftatians s'appliquent aussi a d'autres
ASO dont les mesures sont quasiment le champ des gradiergbase. Ce travail développé en
collaboration, est présenté dans I'articfguiros-Pachecet al., 2009.

Les ouvrages Qppenheim et Willsky, 19970ppenheim et Schafer, 199%ervent de base a
I'analyse développée dans cette section.

A partir des E@s.3.5- 3.6), le fonctionnement théorique du HS consiste a prenddifference
de la phase moyenne aux bords de la sous-pupille. Cette megencalcule par convolution par une
fonction « porte» de largeurd

i _d dy.
fm(a:):{ é/d :r"fofl[ 203 (3.28)

Puisque I'échantillonnage est effectué aux coins et nowemtre des cotés de la sous-pupille, un
décalage additionnel d&'2 est ensuite appliqué.
En s’appuyant sur les propriétés de la transformée deidoet sur des paires de transformées
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standard, la représentation des E§s53.6) peut s’écrire sous la forme

Sy =1 é (qﬁ(m,y) * F1 {e‘md”ysinc(dyy) (e%wzd = 1) }) (3.29a)
Sy = | % (p(z,y) x F! {e‘”d”x sinc (dvy) (eQ”i”yd — 1)}) (3.29b)
e T 7

(1) (2) (3) (4) (5)
pour les directions: ety, respectivement. La fonction sinus-cardianal est défiare

sin(mx) .

sinc(z) = (3.30)

X

La transformée de Fourier de la fonctign(x) de I'Eq. 3.28), estsinc(dv, ). La correspondance des
termes des Eq8(29a3.29h est immédiate :

— (1) échantillonnage spatial

— (2) convolution de la phase par un opérateur représelgahS

— (3) décalage d’'une demi sous-pupille en direction petjpetaire a celle de la mesure,

— (4) moyenne sur un segment de largéur

— (5) difference de la moyenne sur les deux cotés oppasés sous-pupille.

3.4.1 Mockle de mesure complet dans le domaine desfijuences spatiales

Pour permettre l'utilisation de la transformée de Fouxkéscrete (TFD) avec support borné
(nombre fini de points) et donc permettre d'estimer la phagartir d’'un jeu fini de mesures, on
est conduit a poser I'hypothése suivante.

Hypothese 3.1La phase atmosgnique ¢ esta bande limiée

1
B(vi,vy) = Fio(a,y)} = 0l vy > oo, (3.31)
et periodique
¢(z,y) = ¢(z +al,y+ BL),a, B € Z. (3.32)
]

Cette hypothése n’est pas plus réaliste que I'hypotlseses-jacente a la géométrie de Fried,
ou le modele est exact pour une phase décrite sur une leafmctions bilinéaires. Il s'agit d’'une
formulation alternative, ou la phase est cette fois-cr@spntée sur une base de sinus cardinaux.

Remarques : La phase réelle n’est ni périodique ni a bande limitéaldve cela, sachant que le
spectre spatial de la phase est—!'/3, pour un échantillonnagé suffisamment petit le repliement
tend a étre négligeable. A cet égard, se référer aga-17. |

Puisque la phase est supposée a bande limitée et biantéidmnée, alors une version discrétisée
tous lesd metres est suffisante pour estimer exactement la phas@ewennhon périodique a partir de
cet échantillon. En plus, cet échantillon n’est autre Ipsecoefficients de fonctions sinus cardinaux
normalisées centrées sur les points d’échantillonnagon le theéoreme de Nyquist-Shannon, la
phase continue non périodique est calculée par l'iaegde convolution des échantillons par les
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sinus-cardinaux. En conséquence on peut, sans pertemtiafion, reconstruire la phaggz, y) en
tout point & partir de ses échantillons sur le supgost L. Soit ¢.(z,y) cette phase échantillonnée
qui vaut zéro en dehors des points d’eéchantillonnage. Gona

d(x,y) = de(z,y) * sinc(z,y). (3.33)

Avoir un support borné avec un nombre fini de frequencesssntiel pour étre en mesure de pouvoir
utiliser la TFD dans la reconstruction de phase a partir e mentes au moyen de techniques de
filtrage.

Puisque la phase est aussi supposée périodique (secamddpol’hypothese 3.1), alors sa
représentation dans I'espace des fréquences spatsildserete.

Exemple : Soit le cas mono-dimensionnel. &im] = ¢(md) est une séquence d’échantillons d’une
fonction continue, périodique et de bande limitée omdgn échantillonnée en respectant le theoreme
de Nyquist-Shannon (c’est-a-dire qu'il n'y aura pas ddiespent spatial, sous I'hypothesel) il

en découle que la transformée de Foudigr{w) de ¢[m] est périodique (car il s’agit d’'une fonction
echantillonnée) et discrete (puisguiest périodique) comme celle représentée sur la Bi§).( <«

Al

-T/d m/d w, rads/s

FiG. 3.6 — lllustration de la transformée de Fourier (TF) éthimnnée du signal conting(z) (points
rouges) et de la TF discréte de la séquence discret@digue ¢[m| (cercles noirs). Une seule
dimension considérée.

Ces propriétés permettent d’énoncer le résultat siiva

Propri été 3.1 La représentation des mesures HS des EB29a3.29h peut se mettre sous la forme

¢ — Q_bfr =1 é <¢(;17,y) * F1 {e‘”d”ysinc (dvy) <627riuxd _ 1) })
! é <¢e(ﬂ7a y) * sinc(z,y) x F ' {e_md”ysinc (dvy) (62””1‘1 — 1) })
1 é <¢e(:r,y) * F {reCt(dum)rect(dyy)e—mdl’ySmc (dvy) (e2m'zzzd _ 1}) . (3.34)

ou rect(dv) est une fonction porte de largeur/d dans I'espace deséguences spatiales. Cette
fonction couvre la bande &équentielle de)(x, y).

Dans le but de renforcer le fait que les pentes sont legréifices prendires des moyennes aux
bords des sous-pupilles, la notatiep = ¢ — ¢, est utilise.

A partir de I'hypottese3.1, suitea la decomposition spectrale dg les frequences qui ont un

coefficient diftrent de 2ro sont celles de laésie de Fourier, soitf;, = %% fi= %% avec bande
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passante d&; < fi, fi < o. En remplagant, etv, al'Eq. (3.34 par f; et f; il vient

—mil

i l ) .
$[m,n] « TF! {eNsinc (ﬁ) (e% - 1)} , Modele mesure en Fourig

QU=
pi

5~ 3=

(3.35)

ou on a le droit de remplacer la transfoée de Fourier continue par la transfoéa de Fourier
discrete car les coefficients hors bande sont nuls. A

Démonstration : Equation de mesure exacte dans le domaine dé€quences spatiales.

L'équation @.39 revient a discrétiser directement 'EqB.29 sous I'hypothése d'une phase
périodique et a bande limitée a la frequence de Nyefiginnon. On peut le voir facilement en
remarquant que comme la partie frequentielle de I'Bd34) est nulle en dehors de-1/(2d), 1/(2d)]
lesrect(-) disparaissent dans une transformation en TFD. [

Le modele de mesure dans I'espace de Fourier s’écrit alors
SEk, 1) = l'1’[14 l]e_;\r’“ sinc L <6271r\§k - 1) (3.36a)
x ) - d ) N ) .
1 —mik k 27l
E =ik
Sy lk.1] = @[k, e ¥ sinc (N) <e i 1), (3.36b)

ou la notatiorS,[k,[] = TF{s,} etS,[k, ] = TF{s,} est adoptée pour les transformées de Fourier
des mesures.

Lareprésentation du filtre donné a I'EG.86) dans I'espace direct n’est pas creuse car les mesures
ne dépendent plus du gradient local de la phase mais, paisede la fonctior porte», de la phase
étendue sur la totalité du suppdrtx L. Les filtres des modeles creux de la sectioB& 1.1sont
présentés dans la section suivante.

3.4.2 Repgsentation de Fourier des modles simplifés de 'ASO HS

Les modeéles de mesure de Hudgin, Fried et Southwell ({d&cta sectior3.3.1.] sont maintenant
réécrits dans I'espace des frequences spatiales. L&) schématise leur principe d”opération.

3.4.2.1 Hudgin

Pour la géométrie de Hudgin, le modele de mesure dansalbesde Fourier s’écrit

SH[E, 1] = %@[k,l] (e% - 1) , (3.37a)
sS4k, 1) = %@[k,l] (e% - 1) . (3.37b)

Démonstration : La demonstration compléete se trouve daase[schlad et Koliopoulos, 1986 H
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3.4.2.2 Fried

Pour la géométrie de Fried, la moyenne aux bords est re@plpar une moyenne sur deux points
placés aux coins de la sous-pupille. Ceci conduit au neodel

]. -2k - 2]
F _ 15 —i 25
S¥lk, 1] = o= @[k, <e N 1) (1 b iR ) , (3.38a)
]. - 27l - 27k
F _ 15 —j 2=
SI 1k, ] = 5@k, 1 <e i 1) (1 +e iR ) . (3.38b)
Démonstration : La démonstration compléte se trouve dapsyneeret al., 2007. |

3.4.2.3 Southwell

La géométrie de Southwell suppose les pentes aux coinsalespupilles. Le modeéle dans
I'espace des fréquences spatiales s'écrit :

STk, 1] = 2@[1@ I <—i sin <%>> , (3.39)
1 27l
S _ - s . “ne
Sy [k, 1] = di’[k‘,l] < i sin < ~ >> . (3.39b)
Démonstration : La demonstration compléte se trouve daBsifeiaet al.,, 20083. |

3.4.2.4 Augmentation de la conformié des moeles au HS — écalages latraux

Afin d’augmenter la corrélation des pentes du HS avec letepdhéoriques des modeles creux
des décalages latéraux additionnels peuvent étretegj@u modele direct. Ceci résulte en un modele
qui se rapproche au mieux du réel fonctionnement de I'ASO.

En espace de Fourier, les décalages se traduisent par utigioaiion par

iR (harktvnl) (3.40)

ou hs etv, sont les décalages horizontal et vertical respectiveraenmnités de sous-pupilles. A titre
d’exemple, un décalage horizontal eadditionnel d’une sous-pupille correspond.a= 1 etvs = 0.

Théoriquement, pour la géomeétrie de Fried ces décalaget nuls alors que pour celle de Hudgin
on ahs = 0 etvs = 1/2 pour les pentes horizontales ereth; = 1/2 etv, = 0 pour les pentes
verticales ery. Intuitivement, pour la géométrie de Southwell un dégeh; = 1/2 etv, = 1/2 pour
les pentes em ety est adopté. Les simulations numériques mises en pladgroent ce choix.

3.5 Le probleme inverse de reconstruction dans le domaine dessiquences
Spatiales

La réduction du co(it calculatoire des algorithmes de mettaction en OA a fait I'objet de
plusieurs travaux de recherche. L'aspect commun de toudré®aux groupés ci-apres est la
modeélisation directe de la mesure avec des modeles crésgmés a la sectic@3.1.1 La distinction
reside dans la méthode utilisée lors de I'inversion dobpgme direct. Une synthése actuelle de la
litterature sur ce sujet est présentée fikerbroek et Vogel, 20009 Cette thématique est traitee dans
les ouvrages de référend@dggemann et Welch, 19p§J.W.Hardy, 199Bet [Roddier, 1999
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Dans cette section, l'inversion du probleme dans I'esmgieefréquences spatiales est exposée,
avec la dérivation des filtres moindres carrés et a vaganinimale. L'adaptation de I'algorithme par
FFT — l'implantation rapide de la TFD — aux mesures réaksgur la pupille annulaire du télescopes
est décrite a la sectio®.5.3 Une nouvelle approche itérative est proposée, basétatgorithme
d’extrapolation spectrale d&grchberg, 1974 Options de filtrage rapide de modes non-vus et modes
parasites est effectuée ala sect8ob.4 Enfin, la sectior8.5.5explicite I'obtention de la phase estimée
a haute-résolution a partir de I'estimée basse réisoiu

3.5.1 Reconstruction moindres cares sur les donges

Les Egs. 8.253.27) et (3.35 se présentent sous la forme du produit d'un terme lié adlignt
spatial G, ,[k,[] par un termeM, , [k, ], lié & la fonction moyenne (convolution par la fonction
« porte» f de I'Eq. 3.28). Ces deux termes dépendent du filtre spécifique que ko wtiliser.

En utilisant les propriétés de la transformée de Fouldeminimisation du critere des moindres
carrées de I'Eq. 3.9 est obtenue en isolant, frequence par frequence, leepifeass les équations de
mesure Eqs.3.253.27). Ceci conduit aux filtreR = (R, R,), souvent appelésfiltres inverses,
sous la forme

_ Q} a GH[k, )M [k, 1]
Rolb ] = (@ [P ~ TGk ML, P £ G, e MG, (3.412)
H H H
Ry [k, 1] = QU = Gy Lk, UM [k, [ (3.41b)

QP+ 1Qy? |Gk, ML [k, 1|2 + |Gy [k, 1M [k, 12

ol Q; £ Gk, UM, [k, 1] et Q, £ Gylk,]M,[k, ] sont définis sur le tablead1 pour les filtres
correspondant aux géomeétries de la secBdhl.1

TaB. 3.1 — Filtres des quatre géomeétries utilisées : Exattelgin, Fried, Southwell.

Filtre GY G} M, M,

Exact (e(ﬂ'%ﬂk) — 1) (e(_i%ﬂl) - 1) sinc (%) (Zi%D  gine (%) e(=i%ek)

Southwell  —i sin (2E)  —i sin (£¢) 1 1

AvecS,[k,l| = TF{s,} etS,[k,l] = TF{s,} les transformées de Fourier des mesures, I'estimée
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de la phase au sens moindres carrés s’écrit

0 Sik,l =0;

E)Ls[k, l] = { R [k, ]Sz [k, (] + Ry[k7 l]Sy[k:7 ] sinon.

(3.42)
Remarques : Le filtre « exact» dérivé ici est identique a celui présenté pRoyneer et Véran, 2005
Pour trouver le leur, il faut utiliser la relation de Eulegparer les parties réelle et imaginaire puis
simplifier en utilisant des relations trigopnométrique’mtérét de I'approche présenté ici est de justifier
le filtre « exact» sous certaines hypothéses sur la phat&3.4.1].

Vis-a-vis du filtre de Fried, le filtr& exact» n'a plus de pdle a la frequence du mode gaufres

3.5.2 Reconstruction egularisée - le filtre MMSE de Wiener

Les limitations du reconstructeur moindres carrés oatd&ja évoquées. Cela reste vrai qu’il
s’agisse d’'une base de polyndmes de Zernike ou de fonad®tessérie de Fourier. Prendre en compte
les informationsa priori que I'on possede sur la phase et le bruit tend a amélianesdonstruction de
phase. Le critere MMSE de I'Eq3(12 admet pour solution le filtre deWiener, 1949, en supposant
que la phase et le bruit sont stationnaires et que les mordertteuxieme ordre sont connus :

- HS. + Q'S
Pyt = %x ?y W Filtre & variance minimale de Wiener (3.43)
Qa2 +1Q,? + 7 3F

Les spectredV,, et W, [Eq. (2.19)], sont la densité spectrale de puissance du bruit et dedag
respectivement.

Comme précédemment, le bruit est supposé blanc, débdisbn gaussienne et indépendant entre
sous-pupillesj.e. W,, « pl,p € R une constante arbitraire. Un facteur d’échelle scalaqiie été
introduit dans I'Eq. 8.43 pour régler le poids de la régularisation afin de prendre@mpte d’autres
sources de bruit négligées dans ce formalisrhe terme i v peut s'interpréter comme l'inverse du
rapport signal sur bruit (RSB). Pour des frequences oliMean de bruit est plus important que le
niveau du signal de phase, le filtre adopte une estimée, nigist-a- dlregvvw — oo alors® — 0. En

régime de fort RSB il wen% 0 et par conséquent le filtre de Wiener tend vers le filtre m@sd
carrés de 'Eq. 3.42. Les effets du repliement frequentiel ne peuvent cepengdas étre pris en
compte par ce filtrage linéaire. En adoptaht, # pl une certaine prise en compte du repliement est
possible Neichelet al., 2009.

Remarques : Malgré I'existence d'un pble a la frequence nulle, ce@inpacte pas la performance
des systemes d’'OA . Le filtrage de Wiener permet d’élimlaempdles a la frequence du mode gaufre
et ainsi réduire les pertes de performance et conségpeopagation de bruit a cette frequence.«

3.5.3 Extension des pupilles circulaires aux pupilles cages

Dans le contexte de I'OA, la pupille du télescope restrigatlimites physiques de la région sur
laquelle les mesures sont effectuées. Les gradients e gloat ainsi disponibles sur toute la région
pupillaire, de forme annulaire (circulaire le plus comramrént).

L'utilisation des transformées de Fourier impose I'esigte de mesures sur une région rectangu-
laire (carrée dans la plupart des cas). Il faut donc addggenesures obtenues sur le systeme d’'OA a

SNotamment celles liees aux extensions de pentes et aemepiit spatial de la phase.
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I'utilisation des transformées de Fourier discreteslesisupports sont pour I'heure différents. A cette
fin, deux contraintes ont été identifiées :

(7) La phase est périodique (au sens spatial du tecmgs3.4.1)

% / V¢dL = 0. Contrainte de périodisatign (3.44)
L

Autrement dit, l'intégrale du champ des gradients sur lppsut de largeurl doit étre
exactement zéro. Cetteircularisation, proposée parHreischlad et Koliopoulos, 1986est
établie mathématiquement en imposant la somme des pente®u y égale a zéro dans la
directionz ety respectivement :

Zivzl Sz(m,mn) =0, E%:l sy(m,n) = 0. (3.45)

Pour une grille deV x N point avec(N — 1) x (N — 1) pentes, il en résulte que

N—1

Sz(m,N) = — Sz(m,n), 1<m<N, (3.46a)
n=1
N—1

sy(N,n) = — sy(m,n), 1<m <N, (3.46b)
m=1

une fagon aisée de garantir la circularité de la phaser &dter des sursauts abrupts aux bords
sz(m,N) >> sy(m,n < N), sy(N,n) >> s,(m < N,n) des fonctions d’apodisation
peuvent étre envisagées. Celles-ci tendent a lisséndep aux bords tout en garantissant la
périodisation. Les résultats obtenus se trouvent d@aosrgiaet al., 20084, mais ne sont pas
utilisés ici.

(i7) Le rotationnel du champ de gradients

‘TOt(V(ﬁ) =0, Contrainte de rotationnt#l (3.47)

en absence de bruit de mesure, doit &tre strictementagéato a l'intérieur et a I'extérieur
de la pupille. Par conséquent, la somme des gradients suchemin fermé (reliant quatre
points de phase quelconques) doit impérativement &tpesée nulle. Cette contrainte a été for-
malisée mathématiquement pétgrrmann, 198Pet ensuite utilisée paFoyneeret al., 2003.
Physiquement elle impose tout simplement la continuit#iale de la phase.

3.5.3.1 Application des contraintes d’extension aux mages du HS

Geéeometrie Exacte : Pour la géométrie exacte» [cf. §3.4.] on propose une méthode itérative décrite
en détaille a la sectioB.5.3.2 Cette méthode permet de garantir que le rotationnel dmphde
gradients est aussi proche de zéro que possible tout ersanpta circularisation de phase. Ce type
d’extension, basé sur I'extrapolation du contenu spectea pentes est général et peut donc étre
appliqué a n'importe quelle géométrie de mesure [sa@i7|.

Géometrie de Fried : Pour la géométrie de FriedCprreiaet al, 2007 ont explicitement résolu
I'application de la contraintéii.) ci-dessus. Cette géométrie suppose que la pente se aaumiieux
de la sous-pupille (calculée en prenant la moyenne auxsbelglq. 8.26) ; le calcul du rotationnel



72 Reconstruction statique de front d'onde — I'approche Fotier

est effectué sur des pentes reliant des points de phasectsitués aux coins des sous-pupilles. Par
conséquent, I'application de la contraint.) sur des pentes qui relient directement des points de
phase, conduit a

0 =sz[m,n]+ szm,n+ 1]+ sy[m,n+ 1] + sy[m+1,n + 1]
—sz[m+1,n+ 1] — sz[m + 1,n] — sy[m + 1,n| — sy[m, n], (3.48)
1<m<N-1,1<n<N-—-1.

ou la condition identifiée fait intervenir quatre sougpples. Ceci permet d’'établir une équation sur
les pentes extérieures de I'ensemble de 2x2 sous-pupilisgue les pentes intérieures s’annulent. La
Figure 3.7 schématise le principe d'opération. Les détails depliamtation de I'Eq. 8.48, méthode
dénommée mesh2x2», se trouvent dangJorreiaet al., 20083.

Toutefois, la contrainte ne peut pas étre imposée auxshdudsupport : il est intrinsequement
impossible d'imposer la circularisation en appliquantg.E3.48 et en méme temps conserver le
rotationnel égal a zéro. La priorité est donnée a tautarisation car en son absence des erreurs
sur les basses frequences sont produites, contrairenvernttationnel qui crée des erreurs haute
frequence. Cela va donner naissance a une erreur aduitierqui sera évaluée ensuite par simulations
numeériques.

[ ] L] L] L]

o[m,n]  o[m,n+1]  ¢[m,n+2]
(] [
] °

& ¢[m+1,nb

e

[m¥1,n+2] °

Fic. 3.7 — (Gauche) Géométrie de Hudgin ; les pentes sont ise®pers I'extérieur de la pupille,
comme I'exemple le montre. Un cas spécial : la sous-pupitiebas au centre exhibe trois pentes
(seul la sous-pupille fictive en bas est inexistante (volita 3.4 pour plus de détails). Pour ce cas la
somme indiquée doit étre réalisée, et d'ailleurs poute situation identique au bord de la pupille du
télescope.

(Centre) : GEomeétrie de Fried : I'application de la comt@décrite par I'Eq.$.26) est realisée comme
le montre la figure.

(Droite) : Extension des pentes pour la configuration dedraieec pentes recombinées, proposée par
[Freischlad et Koliopoulos, 1986Le rotationnel est en effet nul s& en procédant a I'extension
proposée pour la géométrie sur des directions modifiges.

Les cercles noirs correspondent aux points de phase arléotr de la pupille et les circonférences
aux points a I'extérieur.

Limposition de cette contrainte aux pentes horizontaleésverticales évite la recombinai-
son des pentes em et eny sur des directions inclinees a 45Cette solution a été proposée
par [Freischlad et Koliopoulos, 1986De méme, ceci évite la reconstruction qui s’en suit seud
grilles disjointes Poyneeret al., 2009 qu'’il faudrait par la suite recombiner pour en avoir I'esée
finale.
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En imposant les contraintes comme on le propose ici avedre @i correspond a la géométrie
de Fried il est possible de résoudre le probleme d’esiomate phase de facon en tout point similaire
a la geométrie de Hudgin, sans passer par des étapesamhbimaison et donc sans complexité de
calcul supplémentaire. En tout cas, méme en gardant legetles pentes a 45la reconstruction de
phase sur des grilles distinctes peut s’éviter en utitisae méthode d’extension adaptée, décrite par
[Correiaet al., 2007 et illustrée sur la Fig3.7-gauche.

Geéeometrie de Hudgin : Une méthode simple pour étendre les pentes en dehors depiléepgui
respecte entierement les contraintes identifiees préf@sée parfoyneeret al., 2003 :

0 = sz[m,n]+ sy[m,n + 1] — sz[m,n + 1] — sy[m, n], (3.49)
1<m<N-1,1<n<N-1 ’

La Fig.3.7-gauche, précise la procédure spécifique a adopterlpa@ométrie de Hudgin.

Géometrie de Southwell : L'extrapolation des pentes pour la géométrie de Southegtltout a fait
équivalente a celle adoptée pour la géométrie de FRedr s’en convaincre, remplacer les pentgs
ands, par leurs valeurs données par les E§i2¢-3.27). Ensuite, appliquer I'Eq.3.48 et vérifier que
la somme est en effet zéro. Comme précédemmetitdalarisation remplace la contraintéii) aux
bords de la grille de reconstruction.

Ces contraintes restent vraies tant que la mesure est naadirDans la cas général avec bruit
de mesure, il N’y a pas de raison concrete pour que les dotasaprésentées soient vérifies. Une
composante a rotationnel non nul est rajoutée par ce [peirmann, 198D

Une méthode alternative est la méthode d’extensiedge» proposée pafoyneer et Véran, 2005
consistant a imposer uniqguement la circularisation déésp, le rotationnel étant laissé tel quel. Cette
méthode a été développée pour le fonctionnement enlddermée ou les mesures sont les pentes
de la phase résiduelle, donc normalement trés proche&rde(gelon les conditions d’observation,
notamment fort RSB). La méthode consiste a égaliserfans®e des pentes a zéro sur chaque ligne et
colonne en faisant une répartition de la somme sur les deies ce la pupille. Cette méthode rend
possible la mise en place d’'un algorithme optimisé modeodercar les modes de Fourier restent
orthogonales sur la pupille. Toutefois, la méthode prosoane discontinuité du rotationnel du champ
de gradients aux bords de la pupille du télescope. Cetestatesponsable de pertes considérables en
boucle ouverte, mais reste raisonnable en boucle fernogemne le montrent les auteurs cités.

Des méthodes alternatives doivent donc étre mises ere.pBmpiriguement, la meilleure
extension consisterait a étendre les pentes en dehaapdeille en utilisant au mieux les informations
spectrales des pentes mesurées et les informadigmri que I'on possede sur la phase et le bruit.
C’est précisement 'objet de la section suivante.

3.5.3.2 Extrapolation spectrale iérative

La section précédente explicite la procédure a adgmer étendre les mesures en dehors de la
pupille du télescope. L'imposition conjointe des deuxtcaintes identifiees aux Eq83.44) et (3.47)
n’est mathématiquement exacte que pour la géométrieudigiA. Des résultats théoriques existent et
sont proposées pour toutes les autres géométries.

Une méthode permettant d’étendre les mesures tout ermgfalels contrainteg:.) et (ii.) est
présentée dans cette section. Elle consiste a modiéilgofithme de Gerchberg, 1974 qui a été
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! f(t) 4 F(w)

TIT t © o ®
ﬁg(t) 1 G(o)
S
()

DI N

FiG. 3.8 — lllustration des étapes de I'algorithme de Gerajpfapoulis pour des fonctions a bande
limitée. Ce schéma, inspiré de celui dkapoulis, 197F utilise, sans perte de généralite, des fonctions
temporelles. Le nombre d'itérations croissant, la famttreconstruite converge vers la fonction

originale, icif(t) ou de fagon équivalent®(w).

Données
|
> TF
]
i Rempllacer Reconstruire phase
données
a l'intérieur ]
de la pupille. A A
- Garder aP/0 x ; 0p/dy
données T
&
extrapolées TE-
Non
Convergence
OK?
Qui
FIN

FiGc. 3.9 — Etapes de 'algorithme de Gerchberg modifié.
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congu pour I'extrapolation spatiale et fréquentieller® fonction dont on ne connait que des régions
finies (dans I'espace direct et Fourier).

La Fig. 3.8 inspirée de celle présentée p&tapoulis, 197pbqui a ultérieurement analysé et
optimisé l'algorithme de Gerchberg, schématise lepésale I'algorithme.

L'algorithme de Gerchberg-Papoulis s’appuie sur des foamges de Fourier entre I'espace direct
et I'espace des frequences spatiales.

Dans sa version compléte, cet algorithme consiste aenettplace les opérations suivantes :

1. remplacer les pentes estimées dans I'espace direcepgrehtes mesurées a l'intérieur de la
pupille ; les pentes extrapolées sont gardées ;

2. transformée de Fourier directe ;

3. remplacer la portion du spectre au dessous de la freguencoupure par le spectre connu; le
spectre extrapolé reste gardé ;

4. transformée de Fourier inverse; recommencer a nougepartir de(a) juste a ce que un
critere d’arrét soit franchi (par exemple : stagnationlaeméthode, erreur en dessous d'un
seuil prédéfini).

Ce n'est pas la premiere fois que cet algorithme est etilighs un contexte d’OA. Déja
[Roddier et Roddier, 1991proposent son utilisation pour la reconstruction de phaseartir de
mesures de courbure, mais aucune mise en ceuvre éventeldlggalisée n’est connue.

Puisque I'algorithme de Gerchberg-Papoulis introduit eigations minimales d’énergie sur les
données a bande limitée.g les DSP initiale et finale sont aussi proches que possiblggviere un
moyen idéal pour créer des pentes dans des régionsesusalht inexistantes. Cette méthode impose
des conditions aux bords pour résoudre I'équation desBoiavec conditions limite de von Neumann
(dérivée radiale aux bords nulle), et, du fait de I'uéilion de la TFD, la circularisation est directement
imposée.

Dans un contexte d'OA, les données sont les pentes de la gha®n la phase elle méme. Pour
en tenir compte, deux étapes additionnelles sont inclaes dne version modifiée. Elles visent a
reconstruire la phase bi-dimensionnelle a partir desqseet, ensuite, a créer des mesures de pente a
partir de la phase (selon un modele a définir). La recaostn (étape (2) de I'algorithmg) utilise
directement les filtres proposés ci-dessus, tandis queelees sont a nouveau obtenues a partir de la
géomeétrie de Fried (étant celle qui se rapproche le plufodctionnement réel du HS tout en restant
creuse) (étape (3) de l'algorithnig. L'ensemble des opérations sont détaillées a I'algore 1.

Entrée Mesures de I'analyseur

pour chaque m = 0,1, ..., faire

1: Transformée de Fourier;

: Reconstruction de la phase;

: Calcul des gradients selon modaleriori;

: Transformée de Fourier inverse;

: Convergence ? Si OUb FIN;

: Remplacer pentes a l'intérieur de la pupille par lestpgmesurées ;

ook, wN

fin

Sortie: FIN : Grille de pentes sur domaing x N
Algorithme 1: Algorithme de Gerchberg modifié. Les pentes obtenuedia torrespondent a une
phase périodique et dont le rotationnel est d’autant pratghzéro que possible (bruit de mesure est
tenu en compte).
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La phase atmosphérique étant un phénomene a larges bb@pe 3 de l'algorithmel a été
enlevée. La Fig3.9en schématise la procédure finale.

3.5.3.3 PRecapitulatif des methodes d’extension

Trois méthodes d’extension sont utilisées dans ce m@mbin récapitulatif est manifestement
nécessaire.

1. « mesh2x2», consiste a appliquer 'Eq3(49, pour résoudre un systeme linéaire pour des
ensembles de 2-par-2 sous-pupilles — Big-centre.

2. « simpley, proposée paqoyneeret al., 2003, définit par I'Eq. 8.49, consiste a recopier vers
I'extérieur les pentes aux bords de la pupille du télescefrig.3.7-gauche.

3. « modGerchy, application de I'algorithme de Gerchberg-Papoulis médiermettant I'extra-
polation spectrale, schématisé a la B

3.5.4 Suppression des modes non-vus

Dans la sectio.2.3les modes non-vus par le HS ont été identifies et des déthd'élimination
réferencées. Un probleme identique se retrouve dareadiee de la reconstruction dans I'espace
des fréquences spatiales. A premiere vue, I'élimimatites modes de piston et gaufre pur aurait
pu s’achever directement en espace de Fourier en spédéiaatefficient de la frequence nulle et
1/(2d) a zéro. Cependant cela s’avere insuffisant car les é&néces dans le support rectangulaire
des transformées ne correspond pas exactement a la mémeerice dans le support annulaire.
Donc, la reconstruction de front d’'onde nécessite daspdiee direct d’une opération supplémentaire
d’attenuation de la présence parasite d’un résidudieraodes non vus.

L'élimination du mode piston est évidente ; elle consistmustraire la valeur moyenne de la phase
reconstruite.

Pour le mode gaufre en général, une convolution par latimmc

0,25 —0,25

G = ~0,25 0,25 |’

(3.50)
proposée parHoyneer, 200B€&limine avec efficacité le gaufre résiduel. Toutefdigpplication de

ce filtre dont la représentation fréquentielle est plwdncentrée aux hautes frequences, n'est pas
anodine pour les basses frequences car le filtre recouvedfetrtoute la plage fréequences. De ce fait,
un aspect de lissage de la phase reconstruite est cord@uerésultent des effets potentiellement
négatifs. Ce point est discuté en plus de détail d@usrgiaet al., 20083

3.5.5 Repgsentation continue de la phase

Dans le cadre de la reconstruction avec une base discrégact®ns de Fourier, la phase n’est pas
une fonction continue mais un jeu de coefficients sur unéegté N points. On souhaite utiliser une
base de fonctions invariantes par translation, en analogie I'opération effectuée par le MD (celui-
ci se comporte donc comme un interpolateur de phase). Scbosidére que la bande fréquentielle
des fonctions de la base ne dépasse pas la bande de calle<i,

¢[m,n] = ulm,n| % IF[m,n], (3.51)

IF étant une fonction d'influence, avec la méme résotutjae la phase.
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Dans 'espace de Fourier les coefficients des ces nouveltesions se trouvent a partir de

P

= TF!
v IF+ K’

(3.52)

ou® est latransformée de la phase discrékeest la transformée de Fourier de la fonction d’'influence
IF centrée.

Démonstration : La représentation de 'Eq3(51) consiste en effet a un produit de convolution des
coefficients zonaux par une base de fonctions normalidédes.telle convolution devient alors une

multiplication dans I'espace de Fourier. Ceci dit, une dergpération de filtrage doit donc étre mise
en place sous la forme

IFH
= TF ! P 3.53
“ {|IF|2 } (3:53)

L’Eq. (3.53 en découle immédiatement en multipliant gafF" et notant qudF"IF = [IF|2.
Le termeK est une fonction de régularisation bidimensionnelle guadta pénaliser I'amplification
exagérée de frequences non désirées. |

La phases(zx,y) a haute résolution, voire continue, s’obtient en faisant

N N

o(x,y) = ZZ@Z&[m,n]Ime(aﬁ,y). (3.54)

i=1 i=j

3.5.6 Coefficients de propagation du bruit

On s'intéresse ici aux pupilles annulaires avec extendmpentes en dehors de la pupille. Les
coefficients de propagation de bruit sont définis par
2
g
m 2 2 (3.55)

o2’

ou o—gp est la variance du bruit propagé. Ce coefficient peut saual@nalytiquement a partir de
I'expression

Ne = % [trace{(RD —1) Xy <(RD)T - I)} +trace{RZwRT}] , (3.56)

N

o Tiy = Ol

ou la premiere composante est le terme de biais et la dewexiun terme lié au bruit de mesure. Le
bruit de mesure est considéré indépendant entre squiigsuet de variance égale. Do, = o2,
aveco? la variance de bruit sur les sous-pupilles parfaitemelati@es.

L'Eq. (3.56 définit une expression linéaire du type

Ne = N + T, (3.57)

qui est a la fois fonction de la méthode de reconstructiomaiversk) et a la fois du modéle de mesure
(a traversD).
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Cependant, L'Eq. 355 n‘admet pas de solution analytigue simple quant il s’agt ld
reconstruction dans I'espace des fréquences spatiatesnsupupille() car les extensions ne sont
pas simples a modéliser sous forme de matrice. A la se@id6 I'Eq. (3.56) est statistiguement
évaluée en procédant a un tres grand nombre de tirdga®mes.

Les courbes sur la Fi®.10montrent les coefficients de propagation calculés amplgtnent par
[Hudgin, 1977, [Fried, 1977 et [Southwell, 198Drespectivement

Au moyen de simulations numérique&ou et Rolland, 200Bcalculent explicitement les coeffi-
cients donnés par 'Eq3(59), en distinguant les valeurs dépaires etimpaires pour les géométries de
Fried, Hudgin et Southwell. Des variations considérabtat trouvées vis-a-vis des calculs théoriques
sur la Fig.3.1Q le comportement logarithmique étant toujours présém.s’attend donc, dans le
cas particulier analysé ici, notamment puisque I'on cdérs les effets des extensions, a obtenir des
variations par rapport aux lois de la Fi§10 Cet aspect sera analysé en détail a la se&i@n

Coefficients de propagation du bruit

Géomeétrie Coefficients de propagatior

1.8

L no
1.6 qoo®
oo

Hudgin, 1997 niud = 0,561 + 0,103 In(V) I A

12f 5

[n,]

AAAAA

Fried, 1977 /™ = 0,6558 + 0,3206I0(N) o © .ecssssnnnianassststts

06},

0.4r O Fried

Southwell, 1980 7% = —0,10447 + 0,2963In(N o}

Southwell

i i I i B
15 25 30 35 40

0 5 10 20
Taille de la grille de reconstruction, [N]

FiG. 3.10 — Coefficients de propagation du bruit correspondaxtais sur le tableau a gauche.

3.6 Apercu ¢geréral des resultats des articles Correia et al., 2007 et
Correia et al. 2008a

Les articles Correiaet al., 2007 et [Correiaet al.,, 20083 discutent de I'effet de la régularisation
sur la performance des méthodes basées sur la FFT (aligg. ek systeme de taille inferieure a

Comme premiere observation, globalement la régulaoisaties filtres tend & améliorer les
résultats surtout pour des observations avec étoilefplbke. Une adaptation a I'opération en boucle
fermée a été proposée sur laquelle on reviendra a taoee®:8.

Dans [Correiaet al., 20083 plus précisément, I'algorithme de Gerchberg modifieagslysé. On
constate qu’'un nombre de 4 a 6 itérations est suffisantt &snla convergence ne stagne. Pour une
etoile de magnitude:,, = 8 les résultats sont déja legerement améliorés. Boeétoile de magnitude
m, > 8 'amélioration apportée par I'extension itérative sfale est plus importante, pouvant aller
au-dela de 7% @2;an.

Cependant, les résultats obtenus par les simulations eM@atlo montrent une performance
inféerieure de la géométrie de Hudgin vis-a-vis de celeFried car les décalages latéraux n’étaient
alors pas optimisés. Cette optimisation est opérante ;rehd en effet les géométries de Hudgin et
Southwell beaucoup plus performantes, comme le montreméfiltats qui suivent.
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3.7 Simulations Monte Carlo — résultats de reconstruction statique

La diversité des propositions pour modéliser le proldadirect et pour, a partir de cela, formaliser
le probleme inverse sont comparées dans ce chapitre &imd&duire les avantages et inconvénients
de leur utilisation. Pour simplifier la présentation, lésultats de cette section n’utiliseront que les
versions & variance minimale des filtres de reconstruction

Les résultats de performance sont présentés sous foemapgort de Strehl et de FEP [section
2.4.7. On ne va pas se concentrer sur la capacité d’estimation lgacadre restreint ou les données
sont générées par des modeles directs que I'on propgg®acédure communément denommée par
« crime inversey. Ces algorithmes visent plutdt a étre exploités enrenviement temps réel avec des
données réalistes délivrées par 'ASO HS. Ceci ditjfautation numérique de Monte Carlo qui a été
mise en ceuvre génere les pentes bruitées a partir delengédomeétrique du HS avec échantillonnage
spatial fin (plusieurs pixels par sous-pupille). Les altwnies de reconstruction sont ensuite appliqués
a de telles données pour en reconstruire la phase et pkgsrtensions a appliquer au MD pour la
compenser.

Dans ce scénario, un systeme d'OA classique comptanaB32 sous-pupilles est simulé, en
se rapprochant du banc HOTAller-Carpentieret al., 2009 en cours de mise en ceuvre dans les
laboratoires de 'ESO. Une campagne de tests est prevuélau de I'année 2010 pour vérifier les
prédictions numériques sur ce banc expérimental.

Sous les conditions présentées, plusieurs effets sodiés. D’abord, on analyse les méthodes
d’extension« simpley», « mesh2x2, « Gerchberg modifieé a la sectior3.7.2 Cette étude consiste
a repérer la méthode d'extension la plus adaptée auehditire. Ces simulations ne sont donc
pas comparées aux résultats de la reconstruction par VMMMr). Ensuite, pour la meilleur
combinaison d’extension/filtre, I'effet du sous-éclgieaest analysé a la sectiBti7.3ainsi que celui
de I'occultation centrale a la secti@i7.4 Enfin a la sectio.7.5'impact de la magnitude de 'étoile
utilisée pour I'analyse est quantifie. L'étude des méts de reconstruction par FFT (FFTr) se termine
par une caractérisation des coefficients de propagatidmudude mesure a la sectidh7.6et enfin le
calcul de la forme des FEP corrigées a la secBoh?.

Les résultats obtenus sont comparés a la VMMr consistanéndre

5=N(NTN) N (DTE,'D 4 5;Y) T DTs s (3.58)

ou N est la matrice des modes d’interpolation utilisés a ldise®.5.5 La matrice de covariance de
bruit est ici considére&,, = o2, olic?, est la variance du bruit sur chaque sous-pupille parfaiteme
éclairée.

Un point central qui mérite une justification particuggoncerne le choix de simuler des systemes
en boucle ouverte sachant que la généralité des sys@Ii@4 est asservie en boucle fermée. La raison
en est simple : d’'un coté on se place dans un scénario daeseuaction statique de front d’onde et
donc les performances purement spatiales peuvent étrdifigs ; d’autre part on procede ainsi a
une séparation nette des aspects spatiaux et des aspegtsdks. L'adaptation de ces méthodes a la
boucle fermée est abordée brievement a la se&in

3.7.1 Paranetres de simulation

Les parametres de simulation sont resumés dans le teBl2a

SHigh-order test bench.
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TAaB. 3.2 — Parametres de simulation. Les valeurs en graseepégs valeurs par défaut pour des
parametres dont la variation est testée par simulatiefdahte Carlo. En gras les parameétres utilisés
par défaut.

Parametres de simulation
C? 3 couches{0,5;0,2;0,3
Vent {10;5;13ms!
Direction {0;90;18Q°
No. modes 400
Lo 25m
A 0,5um
seeing 0,65”
ro@ 0,5:m 0.155m
Résolution spatiale  0,05m
Type géométrique
Nb. sous-pupilles 32 (linéaire)
Nb. pixels/sous-pupille 5
Sous-éclairage  0,26,5-0,75-1
A 0,5um
Bruit lecteur 2~
Type de fonctions  Gaussiennes
Interpolation Nb. de fonctions 21 (linéaire)
Couplage (actionneur voisin) 0,2
D 8m
Occultation centrale 0-1,2-2,4m
T, 1ms
Simulation Magnitude 8-9-10-11-12
Asci 2,2um
N ng+2
— grille étendue de 2 points

Atmosphere

ASO
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La phase turbulente est simulée par des écrans turb@ertanslation sous I'hypothese de Taylor
[cf. § 2.3.1.3, générés a partir de la méthode de McGlameify{2.4.2.1.

Les résultats de performance sont obtenus a défaut pewsaurce brillante de magnitude, = 8
en terme de rapport de Strere2um. Un systeme d’OA classique est simulé avec un miroiruwgumg
de la pupille au sol. Les actionneurs sont localisés auxsodés sous-pupilles, une disposition spatiale
communément dénommée deartésienne.

3.7.2 Performance optigue en fonction des gthodes d’extension

Sur la Fig.3.11sont montrés les résultats en rapport de Strehl longue @@2:m.

Le maximum global correspond a l'utilisation du filttexacts. Les filtres de Hudgin et Southwell
atteignent aussi une performance comparable a la peat@dar les décalages latéraux sont pris en
compte et optimisés. Les simulations numériques confitri@eprédiction théorique d’'une demi sous-
pupille d’écart Ef. §3.4.2.4.

Filtre : <<exact>> Filtre : <<Fried>>
1 T 1 T T
0.95- 5 0.95f
£ i I T 3 : r ;
N 09} L N 09 1 e I
< 0.85r < 0.85f
[ [
» )
o 0.8r o 0.38f
© o
S 0.75¢ S 0.75¢
g g
o7t T 07
0.65 0.65
mesh2x2 simple mod-Gerch mesh2x2 simple mod-Gerch
type d’extension type d’extension
a) b)
Filtre : <<Hudgin>> Filtre : <<Southwell>>
1 T T 1 T T
0.95r : b 0.95r '|'
g I T g T :
L T L
% 0.9 I 1 é 0.9 1 T 1
< 0.85r < 0.85f
[ [
» )
o 0.8r o 0.38f
© o
S 0.75¢ S 0.75¢
g g
o7t E T oo7t
0.65 0.65
simple mesh2x2 mod-Gerch simple mod-Gerch mesh2x2
type d’extension type d’extension
c) d)

FiG. 3.11 — Performance en rapport de Strehl authZ2n fonction des méthodes d’extension pour les
filtres a)« exact», b) « Fried», c) « Hudgin», d) « Southwell». La colonne a gauche sur chaque figure
correspond a I'extension naturelle adaptée a chaque [il8.5.3. Les barres en rouge représentent
I'écart type sur 10000 tirages de phase. Les décalagémwpant été optimisés, ce qui justifie les
différences vis a vis des résultats présentés dans¢iaet al., 20083.
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Ces résultats montrent aussi que la méthode d’extensituraile d’'une certaine géométrie peut
ne pas s'avérer la plus adaptée en combinaison avec &d#treconstruction (voir correspondances
géométrie/extension/filtre a la secti8rb.3.

Soit maintenant la méthode d’extensiemmesh2x2. Quand utilisée avec le filtre exact» la
performance est maximisée. Toutefois une fois utiliséecda géomeétrie de Fried (pour laquelle le
calcul est théoriquement exact) une légere perte depaance par rapport a la méthodsimple»
et « Gerchbergy est observée. L'explication en est la suivante : la mé&ho@dx2meshy introduit
une quantitée élevée de gaufre auquel la géométrie idd Est aveugle. La phase reconstruite contient
alors du gaufre en exces, d’ou résulte la perte obsgma@eaussi plus loin la Fig3.16).

Un point aussi remarquable que surprenant concerne laoaétt’extensiork simple» : elle
assure des niveaux de performance identiques au maximura guel que soit le filtre choisi.
Ceci s’ajoute aussi au fait suivant : étant la plus simplaceptuellement, la mise en ceuvre est
aussi la moins complexe au niveau calculatoire, surtosgldelle est comparée a la méthode de
« Gerchberg.

3.7.3 Effets du sousclairage

Les sous-pupilles sous-éclairees se trouvent aux bortsieur et intérieur (si I'occultation
centrale existe, ce qui en I'occurrence n’est pas le cas) gapille du télescope [secti@b5.1.]. Ces
sous-pupilles soufrent de mesures qui sont plus bruitéedes sous-pupilles totalement éclairées car
la baisse du nombre de photons augmente le bruit —-31g-droite.

Performance en fonction du sous—éclairage

= # = Exact+rmesh2x2

- # = Exact+modGerch

1| A Fried+mesh2x2

A\ Fried+modGerch

' -O-  Hudgin+simple
Hudgin+modGerch

= ¥ ~ Southwell+simple

=V — Southwell+modGerch

o9t —— VMM

rapport de Strehl @2,2 um

valeur.nominale v V

085l v ¢ : %

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
sous—éclairage, [0-1]

FiG. 3.12 — Performance en rapport de Strehl guy2en fonction du niveau de sous-éclairage des
sous-pupilles aux bords de la pupille du télescope. Pousaws-éclairage de 1, les sous-pupilles
participant a la mesure ne couvrent pas entierement léi@ppincipale du télescope, ce qui se traduit

par des pertes de performance. En I'occurrence, une peteiddn 5% est observée pour les FFTr,

étant moins accentuée pour la VMMr.

Sauf la méthode d’extension de Gerchberg, toutes lessanteghodes recopient les pentes aux
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bords. Les pentes sur ces sous-pupilles étant plus bsg,ig#les impactent de facon non prévisible la
qualité de la reconstruction. On pouvait donc s’attends aneilleur comportement de la méthode
d’extrapolation spectrale. Sur la Fig.12le rapport de Strehl est présenté en fonction de la valeur d
sous-éclairage.

En moyenne la difféerence de rapport de Strehl se situe amtairs d&—4%, avec une difféerence
plus marquée pour le cas ou I'on ne prend que les soushpsipitalement éclairées.

Globalement, les FFTr et la VMMr présentent un comporteness similaire. La matrice de
covariance du bruit de mesure a été prise pour la VMMr etrégale a%,, = o021, ol o2 est la
variance de bruit d’'une sous-pupille pleine. Les sousif@gpsous-éclairées ne sont donc pas plus
pénalisées en vertu de leurs mesures plus bruitées.

3.7.4 Effet de I'occultation centrale

Performance en fonction de I'occultation centrale

1 T
— # — Exact+mesh2x2
0.95 || = % = Exact+modGerch
c b © —_—) A\ Fried+mesh2x2
= o9l t T om - 1|+ A Fried+modGerch
~ SISSr - "
o ’\»:;\ ~o SN T - L4 -O—  Hudgin+simple
N, ~ ~
® o.85 DESTATN T~ el ] Hudgin+modGerch
: SUNAS ~h )
= ~ : SN =¥ — Southwell+simple
g 0.8 \\\\ 1| =¥ = Southwell+modGerch
b wos —6— VMM
() A N
T 075} AN 1
— N
) NS
Q. I\
o 07 WIS 4
© SV
1 %4 \\
N
0.65} 3 1
\\é
06 i i i i i i
-5 0 5 10 15 20 25 30 35

Occultation centrale, [%]

Fic. 3.13 — Performance en rapport de Strehl gu#y2en fonction du pourcentage d’occultation
centrale. L'algorithme d’extension de Gerchberg délieemeilleurs performances car les contraintes
d’extension sont imposées intrinsequement, avec ousanstation centrale.

L'occultation centrale joue un réle majeur en terme de mstwction. Jusqu'a présent, les
contraintes identifiees a la secti@b.3 ont été appliquées a I'extension des pentes en dehors de
la pupille vers I'extérieur. Or, avec une occultation celd I'extension doit aussi se réaliser vers
I'intérieur.

Naturellement, la méthode d’extension spectrale gdranthiveau de performance supérieur aux
autres méthodes car les contraintes d’extension sontségsointrinsequement. La Fig.13montre
les résultats comparatifs. Les quatre géométriessatili la méthode d’extension spectrale présentent
un comportement qui est similaire a la VMMr. Contrairementelles-ci, les FFTr qui utilisent
d’autres méthodes d’extension (en I'occurrercmesh2x2y et « simpley) sont affectées de pertes
considérables, surtout au-dela de 15% d’occultationtrak valeur pour laquelle les pertes dépassent
au moins 5% . En effet 15% est la valeur de l'occultation @eatdu VLT alors que le E-ELT se
caractérise par une occultation bien plus importante atelle de 30%. Pour ce niveau d’occultation
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les résultats montrent des pertes plus aigués de I'ordr@586, alors qu’avec I'extension spectrale
cela reste aux environs de 5%. Il y a donc tout intérét, densadre d’'application a I'astronomie, de
développer des méthodes qui soient performantes eemrésd’occultation centrale.

3.7.5 Effet de la magnitude de Etoile guide

Variance des bruits de mesure

] T T T T -}

Performance en fonction de la magnitude
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Fic. 3.14 — (Gauche :) Performance en rapport de Strehl an2,2n fonction de la magnitude de
I'étoile guide. Pour des sources plus faibles, la configomede Southwell combinée avec la méthode
d’extension de Gerchberg assure la meilleur performance.

(Droite :) Variance du bruit de mesure en fonction de la miagie de I'étoile guide.

Les systemes d’'OA extréme (se référer a la secBdf) sont trés sensibles a la magnitude de
I'étoile guide. Puisque les sous-pupilles sont nombreeteetites en taille, les nombre de photons
utiles pour procéder a I'analyse de front d’onde peu¢ &ible. Une dégradation du RSB est par
conséquent constatée. La Fgl4résume ces résultats.

La performance obtenue avec le modele de Southwell pournuagnitudem, = 11 peut
paraitre surprenante. Compte tenu des propriétés dmgadion de bruit de cette configuration, ce
résultat confirme les prédictions théoriques de la ea@&i5.6 On constate d’ailleurs que la méthode
d’extrapolation spectrale tend a se comporter mieux quesoles autres pour des étoiles guides de
magnitudemn,, > 10, sauf pour le filtre de Fried (celui-ci propage plus de brugst particulierement
sensible au mode gaufre).

3.7.6 Propagation du bruit dans la reconstruction

Malgré I'existence de résultats théoriques sur la pgagian de bruit pour les reconstructeurs
de phase a partir de mesures de pentes [sefibif, ces résultats ne considerent pas I'effet de
I'extension des pentes pour adaptation a I'utilisatios aethodes Fourier. La procédure d’extension
peut avoir un impact non négligeable sur les coefficientprdpagation. La difficulté d’aborder le
probleme théoriquement pour ce cas de figure méne atude aumérique de Monte Carlo dans les
mémes conditions des simulation précédentes. Pourotelaconstruit directement le bruit sur les
mesures de pente pour un signal de phasegnat, 0. Ceci permet de calculer directement le terme
n, indépendemment du terme de biais sur I'E3}56). Le niveau de bruit utilisé est de?, = 1rd?,
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FIG. 3.15 — Propagation du bruit en fonction du nombre de poedsmstruits dans la pupille:) et

de la taille de la grille de reconstructiolVj. N2 = (ns + n.)?, olin, est le nombre linéaire de sous-
pupilles etn. est le nombre de points utilisées pour I'extension. Auretrdit, une couronne de,
sous-pupilles artificielles est rajoutée autour de ldggdbrrespondant aux, sous-pupilles physiques.
Les courbes théoriques sont celles de la Bigh Calcul effectué sur 1000 tirages aléatoires de bruit.
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correspondant a une étoile guide de magnitude~ 11, 2 (consultable sur les courbes de la RBdL4
droite).

Les courbes sur la Fi®.15gauche montrent les coefficients de propagation obtend@isnetion
du nombre de points dans la pupille et en fonction de la gd#lereconstruction. Cette étude vise
a comparer les coefficients de propagation pour les eiffésr filtres et méthodes d’extension aux
résultats théoriques sur la Fig.10

A partir de cette figure on constate que le reconstructeuc &enoindre niveau de propaga-
tion correspond a la configuration de Southwell avec ext@nspectrale (algorithme modifié de
Gerchberg). Ceci est en accord avec les résultats anadgide la sectio.5.6 et de la Fig.3.10
Cependant, les courbes indiquent une valeur toujours aodssle celle théorique, un comportement
trouvé aussi pargou et Rolland, 2006 Une justification plausible est sGirement liée a la rfiodtion
de la géométrie en rajoutant des décalages horizontawergcaux £3.4.2.4 pour augmenter la
corrélation de la mesure avec le modele. Dans I'extréipgosé, la configuration de Fried avec
extension« mesh2x2» présente le niveau de propagation le moins performantotengne fois, les
prédictions analytiques sont vérifiées.

De cette analyse ressort aussi la constatation suivangequlatre courbes plus basses utilisent
I'algorithme d’extrapolation spectrale, et ce pour n'imggoquelle géométrie utilisée. Il y a donc un
intérét majeur a utiliser I'extrapolation spectraleegion propose ici en cas de nivaux de bruit plus
importants (ou de facon équivalente pour I'observatieecaanalyse sur étoiles faibles).

L'utilisation de grilles de reconstruction beaucoup plagges que celles strictement nécessaires
(avec une couronne d’'une sous-pupille artificielle poatiser la périodisation de la phase décrite a la
section3.5.3 implique une augmentation considérable des coefficiéatsropagation, spécialement
pour le filtre de Fried.

Ces résultats permettent donc de réinterpréter la padnce atteinte lors des simulation des
sections précédentes. La configuratioBouthwell+modGerch, pour faire court, ayant le moindre
coefficient de propagation justifie alors le comportemerseok® sur la Fig3.14 ou la performance
est supérieur a toutes les autres configurations sauflpadviMr.

3.7.7 Etude de la FEP — localisation des erreurs

Les courbes sur la Fi@.16permettent de se pencher sur les résultats des FFTr d'tmgaint de
vue. Si les résultats obtenus par la méthode d’extengientsale en terme de rapport de Strehl sont
déja considérables, alors le calcul de la FEP confirmdrgérét et performance.

L'utilisation de I'algorithme d’extrapolation spectralend en effet a améliorer la structure de la
FEP. Sans surprise la méthodenesh2x2 introduisant une composante gaufre élevée présente un
pic au tour del/(2d) que ni la régularisation ni 'extension spectrale arrivareliminer (une légére
atténuation est obtenue cependant).

3.8 Adaptation a la boucle fermee

L'adaptation a la boucle fermée entraine une modificassucturelle de I'estimation. Dans ce
cas, les aspects spatiaux et temporels sont mélés. Lagtiop suggérée pacCprreiaet al., 2007
consiste a utiliser un intégrateur couplé a un recoiestur dont les priori aurait été ajustés. Pour
cela il faudrait tenir compte de la réjection de la bouclasgervissement. L'approximation alors
proposée consiste a rempladgy, o p11/3 parivy o v~5/3 en supposant une réjection f2.
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Fic. 3.16 — Moyenne radiale de la FEP sur 100 tirages de phaatids. La frequence spatiale
figurant sur les axes des abscisses est normaliségdeaar il s’agit de la moyenne radiale.

Une caractérisation approfondie du comportement desitdigees analysés dans ce chapitre a la
boucle fermée, n'a pas semblé pertinent pour les raisonarges : le régulateur eatl-hog c’est-a-
dire, sont choix ne releve pas d’aucun raisonnement diggiié, le réglage devient difficile, car des
termes de pondération doivent étre choisis pour bierr mmpte des nouveaux priori, les retards
intrinseques a I'OA (voir chronogramme sur la F&j14) ne sont pas correctement pris en compte, et
enfin la performance en boucle fermée cumulée de nombiféets évoir sections3.7.2et suivantes),
ce qui rend l'interprétation des résultats tres dééca

Procéder a la reconstruction statique de front d’'onds padapter au fonctionnement en boucle
fermée reste pertinent, comme le montte Louarn, 200Rqui utilise un reconstructeur MAP adapté
a la boucle fermée. Cependant, cette thése vise plasalution de commande a variance minimale
en boucle fermée. Ce sera I'objet du chap#trgui introduit 'approche LQG. Ensuite dans le chapitre
5, la commande LQG est adaptée aux GNDL en utilisant uneadéthérative qui se sert des certains
résultats et propriétés de la base de Fourier défestians ce chapitre.

3.9 Exploitation en temps eel — analyse algorithmique

Un des intéréts majeurs des méthodes utilisant la toam&fe de Fourier discrete (notamment la
FFT) consiste a garder une complexité de calcul raisderadur des systemes d’OA en grand nombre
de degrés de liberté (GNDL).

La métrique pertinente en ce qui concerne les calculatemnps réel est plutdt lieée aux pics de
charge et non le nombre total d'opérations calculatoi@est sur ces pics que les calculateurs sont
congus pour exécuter une tache précise. On va donc inteodne nouvelle métrique qui se focalise
sur la densité et non le nombre total de calculs. De pluse cetuvelle métrique tient compte de la
facon dont les calculs sont enchainées et exécuté&sleaamps.

La Fig. 3.17permet de visualiser, bien que schématiquement, I'anenaént des opérations des
méthodes VMMr et FFTr. Sans aucune optimisation pargéceliles calculs de la FFTr ne commencent
pas avant que toutes les données soient disponibles peuesjtransformées enety puissent étre
calculées. Il s’ensuit les étapes de filtrage décritiassction3.5.
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FiG. 3.17 — Enchainement temporel des opérations pour leastticteurs classiques (VMMr) faisant
appel aux multiplications vecteur-matrice et aux recartséurs basés sur les transformées de Fourier
(FFTr). Le retard du calculateur temps réel est donnéggarhps requis pour le calcul de la derniere
portion.

On considere ici que la VMMr est répartie suy/2 sous-trames. Ceci dépend de la technologie
adoptée ; il est supposé que deux lignes ou colonnes semphr sous-trame, comme dans le cas de
l'instrument SPHERE. Les lois d’évolution de la compléxd@alculatoire en fonction du nombre de
degrés de liberté sont représentées sur la Bid.g8(. Le nombre total et la densité d’opérations sont
montrées pour permettre une comparaison plus élargie.

[Correiaet al., 2007 montrent que le nombre total d’opérations, des FFTr s’écrit

Nop ~ 6 (Nz'ter + 1) ﬁN2l0g2(N) + 4Nite'r‘N2 + 11N27 (359)

compte tenue des transformées de Fourier directe et enefrdes opérations de filtrage du gaufre
global et localisé ¢f. §3.5.4. Ny, représente le nombre d'itérations réalisées par datgme de
Gerchberg modifieN;.,, = 0 pour toutes les autres méthodes d’extension. Le parameatépend
de l'architecture du calculateur temps réel. Dans les kitimn effectuées une valeur pogr~ 5
a été prise (a partir de mesures sur un ordinateur stdpdiaa valeur deN est, on le rappelle, le
nombre de points (linéaire) sur lesquels est définit ldegdies transformées de Fourier. Les opérations
d’extensior et de circularisation sont considérées négligeablearddous les autres calculs.
[Ramoset al,, 2009 montrent que I'étape initiale consistant a réaliserttansformées de Fourier
directes de pentes peut se mettre en place de facon siljeeratu fur et a mesure que les pentes
deviennent disponibles par opposition a attendre quessolgis pentes soient disponibles avant de
procéder au calcul des FFT bidimensionnéllé®eci a comme conséquence immédiate la diminution
du retard pur sur la Fig3.17 car il s’agit en effet de décharger une partie des calcuisiague la
derniére mesure ne soit disponible.
Les courbes sur la Fi.18 présentent le nombre d’opérations restant a effectpersal’arrivée
de la derniere mesure. Des courbes correspondant aux RECred sans I'optimisation proposée
par [Ramoset al., 2009 (en rouge) révelent une énorme diminution de calcutsasvis du nombre
total d’opérations de la VMM (cercles noirs). Cependamtadmbre d’opérations a effectuer apres la

"Bien évidemment s'il ne s’agit pas de la méthode de Gerchivedifiee.
8Les FFT bidimensionnelles s'appliquent sur chaque ligrlefme puis sur chaque colonnefligne. Le calcul n’est
complet qu’aprés que toutes mesures soient disponibles.
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derniére mesure est approximativement le méme pour &erses ExAO actuels et ce n’est que pour
les systemes de taille ELT que I'avantage est visible.

La complexité calculatoire de la mise en ceuvre de 'alparié itératif d’extension spectrale des
pentes (alias Gerchberg modifié emodGerchy) augmentent considérablement le nombre de calculs,
comme on pourrait s’y attendre. Méme avec l'optimisatiencdlcul initial des transformée directes
des pentes les aller-retours espace de Fourier espace a@i@oissent le nombre de calculs. La
densité de calculs pour des systemes de taille ELT estrersupérieure a celle des VMMr. Les
avantages en terme de reconstruction en présence dationltentrale et en terme de propagation de
bruit sont ainsi contrebalancés par un codt calculatoirement accru.

Toutefois, les bénéfices de l'utilisation d’'une base @gdiences spatiales sont divers : le calcul
et mise a jour du filtre se fait de facon beaucoup plus singpées besoin de calculer des énormes
matrices et ses inverses) ; la place mémoire et les tempamnisdrt sont réduits.

3.10 Bilan et ouverture

L'utilisation d’algorithmes rapides de calcul des moded-derier permet de diminuer fortement
le nombre d’opérations calculatoires, passant a un tedl(nlog(n)) qui remplace led(n?) des
méthodes classiques (VMMIr).

Dans le but de formaliser le probleme de reconstructiotigsta de front d’'onde dans I'espace des
fréquences spatiales, on a proposé une approche nodeallescription du probléme direct dans cette
base sous hypothéses peu restrictives sur la phase.

L'inversion du probleme direct a été réalisée au mogenfiltres garantissant une estimée par
attache moindres carrés aux données ou a variance mémirexreur d’estimation. Afin d’adapter
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la pupille annulaire du télescope a la grille sur laquedtnt définies les FFT, des contraintes
physiques ont été identifiees et une solution revue pais éométries simplificatrices de 'ASO
Hartmann-Shack. Cependant, I'imposition de toutes comés conjointement n’est structurelement
pas possible sur toute la grille, notamment aux bords. Lega&intes n’étant pas non plus exactes en
présence de bruit de mesure, cela a amené a développearéthede itérative basée sur 'algorithme
d’extrapolation spectrale de Gerchberg-Papoulis.

Un cadre unificateur est proposé qui regroupe les nouvptigsositions de modeles et filtres et
les méthodes existantes. Celles-ci ont été analyseesus formalisme commun.

Des simulations numériques de Monte Carlo permettent dgacer, en vue de I'application a un
probleme d’'OA, les performances en rapport de Strehl deples filtre/méthode d’extension, dont le
filtre « exact» qu’on propose ici. Le simulateur mis en place prend soin grikgr les phases et les
pentes avec un échantillonnage fin pour bien modélisgrrtesessus physiques.

On s’est ensuite intéressé aux effets de la magnitudeédigil€ guide, du sous-éclairage, de la
regularisation, de I'occultation centrale sur la perfarme optique des reconstructeurs dans I'espace
de Fourier. Ceux-ci sont comparés a la méthode classigagiance minimale (alias MMSE ou MAP,
car solutions identiques) consistant a utiliser une rplidt@tion matricielle d'un vecteur de pentes par
un reconstructeur linéaire. On a aussi brievement régkesl coefficients de propagation de bruit et
enfin a la structure de la FEP en longue pose.

Comme appréciation globale, on tient a souligner queéthode de reconstruction FFTr permet
d’obtenir en général des performances legéerememrigires a la VMMr. Cependant, le nombre
total d’opérations calculatoires est réduit d’enviraugl ordres de grandeur pour les systemes d’'OA
classique sur les ELT futurs.

La modélisation« exacte» du probleme direct donne origine a un filtre dont les penfances
s’améliorent peu relativement a des modeéles moindqr€eci est sGrement du aux effets conjoints de
I'extension (de la pupille annulaire a la pupille carréepropagation de bruit lors de la reconstruction.

En ce qui concerne les differents configurations de filtreméthodes d'extension, le nouvel
algorithme d’extension spectral proposé ici tend a @&n&l le rapport de Strehl, notamment pour
des objets moins lumineux et surtout en présence d'otmtzentrale. La méthode d’extension
spectrale améliore aussi la structure d€'EP et les propriétés de propagation de bruit.

A noter qu'’il est étonnant que la géométrie de Southwdd &ltre qui lui correspond sont souvent
négligés dans la litterature. On montre en effet que lel@®de Southwell est tres compétitif, avec
une mise en ceuvre des plus simples et des performancesrani@e si les écarts latéraux sont pris en
compte dans le modele direct. Compte tenu de ses casditi@as de propagation de bruit, ce modele
présente la meilleur performance parmi les FFTr en failbe. fl

L'adaptation a la boucle fermée proposée utilise unul@gur de type intégrateur. Cette
proposition n’est pas optimale car elle ne tient pas compteldonogramme d’opérations en OA
et implique une adaptaticed-hocdu terme de régularisation.

Le chapitre4 expose les bases de I'estimation et commande optimaleslisanttun formalisme
d’'état. L'approche Linéaire-Quadratique-Gaussienh®@) est utilisée, avec des modeles plus
compactes en vue de la mise en ceuvre temps réel des syst@raesd nombre de degrés de liberté
(GNDL) au chapitreb.



Chapitre 4

Commandea variance minimale :
I'approche linéeaire quadratique
gaussienne

Ou la théorie classique de la commande et du filtrage optimal des sgshes dynamiques
stochastiques lireaires est pésenée. L'approche linéaire quadratique gaussienne (LQG) est
détaillée et I'application a I'optique adaptative est introduite puis simplifiee en vue des sysmes
a tres grand nombre de deges de liberé.
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4.1 Introduction

L'approche de commande proposée au chagtrpour la boucle fermée est basée sur une
régulation a action intégrale, communément denommimtégrateury tout court. Le choix de ce
régulateur n'a pas été motivé par un raisonnement aitagité.

Ce chapitre vise a poser le cadre de la commande optimalmipamisation de
la variance de phase résiduelle, un critere physiquefuostifie dans un contexte
d’'OA, puisque le rapport de Strehl est ainsi maximisé.

Avant de s’y attaquer, des concepts fondamentaux sur laelisatlon par espace d’état sont
brievement rappelés, aussi bien que les définitions les importantes, notamment la stabilité,
I'observabilité et la commandabilité des systemes dyigaes.

Le probleme d’optimisation est entierement ramené faitement a temps discret, en s’appuyant
sur I'équivalence au critere continiKiilcsaret al., 20049. La synthese de la commande optimale
repose sur les connaissanariori du systeme incluant les statistiques spatio-temporeleesa
phase. Elle est traitée dans le cadre de la commande optistathastique a la sectigh3 en
faisant appel au théoreme de séparatidosg¢ph et Tou, 196Bar-Shalom et Tse, 19T4Celui-ci
permet de traiter le probleme en deux temps : une étaperdenaade déterministe, sous hypothése
que toutes les grandeurs sont connues, et une étape digstinoptimale des grandeurs requises
pour I'étape précédente. Les notions d'estimationropté par filtrage de KalmarkKplman, 1960
[Anderson et Moore, 199%Isont présentées a la sectiér8.2.1

L'estimation optimale repose sur un modele d'évolutiemporelle de la perturbation, dont
'obtention mérite une attention particuliere. A la sent 4.5 le choix de parameétres pour la
construction de modeles autorégressifs simples esigéréapres une discussion sur la pertinence
de leur usage. Les fonctions de transfert de la commande ldQtd&crites a la sectioh 3.3

L'application au contexte de I'OA est enfin conduite a lateec4.4 ou la démarche de la
commande optimale LQG est détaillee, étape par étape,lps systemes d’OA classiques avec MD
infiniment rapides. Dans ce scénario, seule la dynamique plerturbation est prise en compte.

Les résultats d’estimation statique décrits au chaigent déduits a partir d’'une particularisation
de I'approche LQG a la sectigh4.6en supposant des occurrences de phase non corrélédssetica
de retards de mesure.

D’autres approches de commande sous-optimale, donediiatéur, 1ePOLC pour « pseudo
open-loop controb [Gilles, 2009 et le FrIM-IMC pour « Fractal Iterative Method + Internal Model
Control» [Béchetet al., 2007 sont réinterprétées sous forme d'observateurs darsadige d'une
approche d’'état a la secti@gn6, montrant ainsi la souplesse et la généralité du foisnadi d’'état.

L'approche optimale sera ensuite adaptée dans un presmigstaux OA a grand nombre de degrés
de liberté au chapitré puis dans un deuxiéme temps aux systemes constitués da ffionse non
instantanée au chapitée

4.2 Rappels sur le formalisme cktat

Les représentations d’'état présentées dans cett®rsestint abordées dans la version discrete,
souvent obtenues a partir de la discrétisation d’'uneastation continue.
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4.2.1 Notions peliminaires

En automatique, une représentation d’'état permet deelised un systeme dynamique sous
forme matricielle en utilisant des variables d’état, degées et des sorties, liees par des équations
differentielles, dans le cas continu, et des équations difierences dans le cas discret. Cette
représentation, qu’'elle soit linéaire ou non linéapermet de déterminer I'état du systéme a n'importe
quel instant futur si les valeurs initiales et les entréast £onnues. L'état regroupe les grandeurs
physiques et leurs dérivées temporelles nécessaitesdascription compléte de la dynamique du
systeme analyseé.

Une tres large classe de systemes physiques peut &tréedpar un systeme d’équations
differentielles ordinaires (EDQO) a coefficients conssarEn introduisant un nombre adéquat de
variables auxiliaires, un tel systeme d’EDO peut se ramane systeme d’EDO du premier ordre.
Sous forme compacte standard

{ i(t) = Az(t) + Bu(t) + v(t) (4.1)

z(t) =Cux(t) +Du(t) +w(t) ’

ou le tempg dans lequel évolue le systeme est supposé continu. lnegasantes des deux équations
de @.1), respectivementquation détatetéquation d’observatianreprésentent
— x € R™ - vecteur qui représente les variables d’état ;
— z € R™ - vecteur qui représente les, observations ;
— u € R™ - vecteur qui représente les décisions de commande ;
— v € R™ - vecteur de bruit d’état ;
— w € R™ - vecteur de bruit de mesure ;
- A € R™*™ - matrice de dynamique ou transition ;
— B € R™*" - matrice de commande;
— C € R"*™ - matrice d’observation ;
— D € R™m*"a - matrice de gain instantané ;
Cette représentation d’état a aussi une variante desap@ les équations difféerentielles de
I'EqQ. (4.1) sont remplacées par des équations aux differences
{ Trr1 = Agzi + Baui + Tqug 4.2)
2k = Cyxp + Dyup, + wp ’ )

ou vy, etwy, sont des bruits blanc gaussiens discrets, c’est-a-dgeuiées i.i.d. de vecteurs gaussiens.

Ces modeles peuvent étre obtenus soit directement, aoidipcrétisation d’'une représentation
d’état a temps continu. Ce dernier cas correspond auagscéassez frequemment rencontré d’'un
systeme dynamique décrit par des EDO mais commandé gdarateur. Le passage de la version
continue a la version discréete est donné par la prapdét

Remarques : Le terme« observations sera désormais utilisé dans I'ensemble de ce mémoire pou
le vecteurz;. Ces observations sont un modeéle des mesures acquises patéme. Elles peuvent
coincider exactement ou étre liees par une fonctiogslirg’ déterministe. <

4.2.1.1 Solution exacte

La solution et la discrétisation exactes des systemeardiques régis par des équations linéaires
sont rassemblées au sein des lemmes suivants.
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Propri étée 4.1 Solution exacte des sy&ines dynamiquesegis par de€quations lirtaires.
Soit le moéle stochastiqueé&yéral, ayant pour enge le bruit blanc, gaussien(t) de DSPX,,

&(t) = Ax(t) + Bu(t) + v(t). 4.3)

La solution exacté l'instant ¢ de ce sysime est dorgea partir de l'instantt; par

t

z(t) = z(t;)eAt ) 4 / AT (B(r)u(r) + v(r)) dr (4.4)
t;

La matrice exponentielle et I'ibgrale de la matrice exponentielle sont déee aux lemmek1et8.2

respectivemeht A

Propri été 4.2 Discrétisation exacte de sy&mes lireaires continus.
La disctetisation exacte du sysne de I'Eq. 4.3) pour une entéew; constanté sur I'intervalle
t € [kTs, (k + 1)Ts] est donie par 'Eq. @.4) avect — t; = Ts. Il en résulte

Thy1 = Agxy + Bauy, + v, (4.5)

Ts
Ag 2 elsAe By & / e“eB.dt. (4.6)
0

Les exponentielles de matrices sont obtenues en appligealgmme8.1 et les inégrales des
exponentielles le lemn&2

Le bruit v, dans 'Eg. @.5) est un bruit blanc, gaussien discret, c’éstlire une suite i.i.d. de
vecteurs gaussiens de lai ~ A(0, Y, ) ol la matrice de covariance est doem par

kTs T
¥, & / eyt dt. 4.7)
0

A

La représentation d'état est particulierement adaméx systemes multivariables (plusieurs
entrées et plusieurs sorties). Elle est donc tout a faiipmnte dans le cadre de I'optique adaptative ou
les composantes des espaces vectoriels de mesures, coaseapbases turbulentes sont nombreuses.
Dans ce contexte d'OA, les composantes de ces espacesielscligureront explicitement dans le
modele d'état. En outre, une approche d’état permet dérenen évidence des modeles sous-jacents
que par exemple une approche fréquentielle ne pourraiti@esiler. Cette propriété s’avere tres utile
en OA classique & fortiori en OAMC.

4.2.2 Stabilitt, commandabili, observabilite

Plusieurs définitions de stabilité d'un systeme dmaitun modele d'état linéaire du typ£.1) et
(4.2) existent.

La stabilité au sens de Lyapunov sera considérée, peitgest plus restrictive que la stabilité
entrée-bornée/sortie-bornée. Les définitions sominéées pour la partie déterministe des modeles
(c’est-a-dire, les bruits d’état et de mesure sont als3ent

Y ecriture (t) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) est en fait un abus de notation : un bruit blanc gaussien negasuétre
considéré comme un signal au sens habituel, car seulé@stégsales temporelles ont un sens physique. En touteuwigul
faudrait utiliser la notation du calcul stochastiquéial® dz(t) = (Az(t) + Bu(t))d + du(t).

2Appliquée par un bloqueur d’ordre zéro.
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Définition 4.1 Stabilité au sens de LyapunovPour un systme liréaire a entée nulle,u;, = 0, la
stabilitt au sens de Lyapunov e&riiée si le vecteur @tatz tend vers 0 quand le temps tend vers
I'infini,
lim xp = 0. (4.8)
k——+o00

La stabilité au sens de Lyapunov revient a exiger que $olgte valeurs propres de la matrige
soient a partie réelle négative pour le cas contihid)(et de module strictement inférieur a 1 pour le
cas discret4.2). La matriceA est alors une matrice de stabilité.

Les propriétés de commandabilité et d’observabiliatgappelées ci-dessous. Les résultats sont
énoncés ici uniguement dans le cas discret, car on estutanentexte de systemes échantillonnés.
Ces définitions sont utilisées dans le cadre d’'un probldmsynthése de commande discrete.

Définition 4.2 Commandabilié des sy&tmes lireaires :quel que soit Etat initial z(0), il existe une
commande;, appliquee sur un intervalle de temps fii k¢], telle quex(ks) = 0, Yk > dim(z).

Théoreme 4.1 Commandabilié des sysmes liréaires :
Un syséme liréaire discret est commandable si et seulement si (ssi) lmgrian de commanda-
bilité defini par

W2 AT BB (A]) (4.9)
1=0
est cefini positif, c’esta-dire de rang maximurdim(x). O

Définition 4.3 Observabilie des sysimes lireaires :quel que soit Btat initial 2(0) et I'instantk; >
dim(z), I'étatz(0) peutétre reconstité a partir de I'entréew,, et des observations,, k € [0, k¢].

Théoreme 4.2 Observabilie des sysimes lireaires :Un syséme liréaire discret est observable ssi
le gramien d’'observabil@ defini par

Wo £ (A)'H(Co)CaAT (4.10)
=0
est cefini positif, c’esta-dire de rang maximum difm). O

En pratique, les gramiens sont obtenus a partir de I'éguate Lyapunov discrete
AW A, —W.+BiB) =0 (4.11)
pour ce qui concerne la commandabilité et
AW, A — W, +¢,0) =0 (4.12)
pour I'observabilité.

Définition 4.4 Syseémes stabilisables Si un systme est commandable ou stable, alors il est
stabilisable. Si un sy8ine est non commandable ou instable, alors il sera stabliésasi ses modes
non commandables sont stables.

Définition 4.5 Syseémes @tectables Si un systme est observable ou stable, alors il estedtable.
Si un systme est inobservable ou instable, alors il sefedtable si ses modes inobservables sont
stables.
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4.2.3 Liens avec les fonctions de transfert

Une représentation d’état linéaire discréte peué @tansformée en fonction de transfert. Le
resultat est exploité par le lemmdel Chacune de ces deux représentations dynamiques coesent
mémes informations sur le systéme.

Lemme 4.1 Repésentation détat et fonctions de transfert :
Soit la repésentation cetat suivante :

1 = Agxp + Bauy,
. 4.13
{ 2k = Cyxi + Dauy, ( )

Aprés un passage en transfoemZ ([Papoulis, 1968, avec z(0) = 0, la fonction de transfert
discrete du systme entre I'entew et la sortiez s’écrit sous la forme

z(z) = G(2)u(z), (4.14)

ou G(z) est cefinie par
G(z) 2 Cy (21— Ag) ' By + Dy. (4.15)
]

Clairement, la matricéz(z) est de dimensions,, x n,, c'est-a-dire, nombre de mesures
nombre d’actionneurs. Donc, pour chaque entrée, ihy,donctions de transfert, ce qui complexifie
'analyse fréquentielle. Comme expligué au début duageaphe, une représentation d'état est en
conséquence préférable pour les systemes multivasab

Le polyndme caractéristique déest

det(zI — A). (4.16)

Les zéros de ce polyndme sont les pdles de la fonctionatesfiert et au méme temps les valeurs
propres deA. Si le systeme est commandable et observable, alors le neod&opdles est égal au
nombre de valeurs propres.

4.3 Commande stochastique optimale - introductior I'approche LQG

Les approches linéaire quadratique (LQ) et linéaire catiglie gaussienne (LQG) sont un outil
standard de synthése en théorie de la commande optimeseuvrages de réferenokstrom, 20086,
[Soderstrom, 20(J2et [Anderson et Moore, 199%ant été largement utilisés dans la présentation et
le développement de la commande stochastique qui suieastak chapitre.

Les aspects principaux de ces deux approches sont déarits abtte section pour illustrer le
déroulement de la démarche LQ(G) et dévoiler au fur eeaure I'application a I'OA.

Le titre de cette section mentionne la commande stochastigiest justement parce que les
modeles d'état présentés aux Egkl{4.2) incluent des sources de bruit et w,, et d’incertitudes
sur les parametres du modele. Cependant, les incesitneeseront pas considérées. Dans le cadre
de I'application spécifique visée, I'aspect stochagtig@st associé aux bruits de mesure et d'aht (
section2.5.1.].
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4.3.1 Fondements de la thorie
L'approche LQ(G) peut étre employée dans la résolutieprblemes de commande optimale, si
ces problemes vérifient aux trois conditions suivantes :
(7) les systemes sont linéaires,
(74) le critére est quadratique et
(7i7) les bruits sont a distributions gaussiennes avec de e¢eatde covariance connues.

Le formalisme LQ/LQG vise poser le cadre de la détermimatie la commande optimalg, Vi >
0 qui minimise le critere discret quadratique de la forme

M-1
d _ T i crit\ T _crit T crity T . :
J(u) = M1—1>n—i}oo i kzzo ((zk ) Qzf™ + up Ruy + 2 (25™) Suk) Critere discret LQG

(4.17)
Q, S et R sont des matrices dites de pondération qui verif@nt QT, Q — SR™'ST > 0etR =
RT > 0. Ces matrices sont déeterminées en développant leeliga la performance ou spécifiees
afin de traduire les contraintes physiques des systengegueldes saturations ou des pénalisations.
On définit le cot incremental associé par

Tl 2 (67) T Qef™ 4 ul Ruy + 2 (457) " Suy) (4.18)

Le vecteurz<"t, denommé sortie-critére», est une fonction linéaire de de I'état du systeme
Cette sortie est a ne pas confondre avec la sogtites observations réalisées.

Dans le cadre de I'OA, on considere la minimisation de ldavere de phase résiduelle de
Egs. @.604.62. Ce méme critere fut utilisé au chapiBelans une logique de reconstruction statique
de front d'onde.

Soit le systeme dynamique discret d’ordreléfini pourk > 0 par

Tht1 = Agxr + Bauy, + Tgup
zi. = Cqzp + Dgui + wy, . Systéme stochastique standard  (4.19)
crit _ Ccrit

Par rapport au systeme de I'E@t.2), le rajout d'une troisieme ligne permet plus aisémenfaie
référence a la sortie-critere explicitement requas be la définition du critére discret de 'E4.17).

L'état x;, regroupe toutes les grandeurs physiques nécessairedeaddption de la dynamique

des systemes d’'OA, soit les état liés a la perturbat@mnasa MD. Le systéme général de 'Edt.19
définit

— une équation d’'évolution temporelle de I'état avec umtrice de transitiond,, le vecteur
associé a la commandeg; et le bruit d'étatv,, blanc, de moyenne nulle et de matrice de
covarianceX,,. Ce dernier éléement sera exploité par la suite pour eedmpte du caractere
stochastique de I'évolution de la phase turbulente.

— une équation de mesure qui reléve du fonctionnementA& avec les éventuels retards. Un
bruit blanc a moyenne nulle de distribution gaussiempe- N (0, X,,) et indépendant du bruit
d’étatvy se rajoute aux observations [sect@5.1.].

— Une équation associée au critere de I'Eg19), o la sortie requise pour I'évaluation dé(u)
est calculée a partir de I'etay, au travers la matric€.
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4.3.1.1 @paration de I'estimation et de la commande

Soit I'état z;, supposé parfaitement connu. Ceci est équivalent a deresi que l'état et les
observations coincident;, = zy, il n’y a donc pas de bruit de mesure. De ce fait, cette cordigmm
est denommeée information complétef().

Lemme 4.2 Commande optimale en information congte.
La solution optimale etnfC s’exprime par un retour d&tat sous la forme

up = —KooTp, Réegulateur optimal emnfC (4.20)
avec .
Koo = (R + B}PooBd) (B}POOAd + S) , (4.21)
ou P, est cetermiré & partir de la solution unique deé&quation alg¢brique de Riccati de commande
T T T LT
Po=Q+ ATP A, — <Ad P Ay + 5) (R 4 B] POOBd) (Bd P Ag + 5) . 422
avec(@, R etS matrices lees au criére d'optimalié definia I'Eq. (4.17). O
| Systéeme
Bruit de
mesure WE

u + +
+ +
“a{ om |4 -
0 commutateur g
e " K [ ~ '

_ Information Compléte

Information Incompléte Estimateur
. Linéaire
J

FiG. 4.1 — Séparation de l'estimation et de la commande. Le oataweur distingue deux cas :
information compléte ow;, est parfaitement connu et information incompléteaguiest estimé a
partir de mesures bruitées.

Dans le cas général en information incompldtel), I'état n'est pas parfaitement connu, mais
estimé a partir de mesures bruitées et, dans la pluparsg&temes, retardées dans le temps — voir
en particulier I'organisation des opérations prenant@ldans les systemes d’OA détaillée sur la
Fig.2.14

Pour résoudre le probleme de commande optimale, on fpélau theoreme de séparation :

Théoreme 4.3 Theoreme de gparation Joseph et Tou, 196 Witsenhausen, 197 &t
[Bar-Shalom et Tse, 1974
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« En information incomgite la commande optimale garde l&me structure que la commande
en information comggite, sous les condition§ — iii), Si I'état est remplag par son esprance
conditionnelle, ndtez . » A

En appliquant le theoreme de séparation, la commandenalet s’obtient a partir de 'Eq4(20
sous la forme

U = —KooTh|k—1, Régulateur optimal emfl (4.23)

ou I'estiméery,;,—; prend la place du vrai étay,. L'indice inférieur (k|k — 1) indique que I'espérance
dez;, est calculée conditionnellement aux observations eads8, . . ., z;_1 }. Ce calcul est I'objet
de la sectio.3.2

L'existence d'un modele linéaire décrivant la dynangqgle I'état rend possible la détermination
demy,—; par filtrage de Kalmanalman, 1960Anderson et Moore, 199%a

L'état est donc obtenu récursivement a partir de I'egpien

Trjp—1 = AdTr_1jk—2 + Batr—1 + Lr (2k—1 — Zp—1jk—2) » (4.24)

ou L, est le gain d’observateur optimal, obtenu a partir d'ugeigdion de Riccati d’estimation,
explicitée plus loin a la sectiof.3.2 justement sur le filtrage de Kalman.

Un schéma général illustrant le fonctionnement de lackeod’OA en information compléte et
information incompléte est proposé sur la Fgl

4.3.1.2 Syntkese degtapes de I'approche LQG

L'optimisation du critere/?(u) de I'Eq. 4.17) requiert 5 étapes. Celles-ci constituent la demarche
de l'approche LQG, et sont réalisées séquentiellemeotpme l'indique la Fig.4.2 Elle sont
particularisées pour I'application a I'OA.

1. Développer le critere quadratique de performancet{copet le discrétiser afin de le mettre
sous forme d’un critére discret équivalent [E4.1(7)] pour identifier les matrices de pondération
Q,SetR;

2. |dentifier la sortie-critere"t qui regroupe les statistiques nécessaires a I'évaluati critere ;
3. En déduire la forme du régulateur ;

4. Construire le modele d’'état de 'E®.(9 permettant de décrire la dynamique des differents
états considérés. Avec les matrices de pondératiansdeties(z{"t, z;), et les matrices du
modele 4.19, déterminer les gains de commande et d'observateurnobta partir de la
solution d’une équation de Riccati de commande et d’esiimaespectivement.

5. Optionnellement, évaluer le critere a partir des roa# de variance-covariance de I'état.

Cette démarche est appliquée a I'OA a la secttbd Avant de poursuivre, des notions
d’estimation optimale sont requises.

4.3.2 Estimation optimale lirgaire par filtrage de Kalman

Deux résultats majeurs, nécessaires a la dérivatidiestimation optimale linéaire par filtrage de
Kalman, sont rappelés ci-dessous. Les traits principanx décrits, mais une justification compléte
ne sera pas donnée. Seuls les résultats des E@24.35 seront utilisés. Le(a) lecteur(trice) est
renvoyé(e) aux ouvraged§trom, 2004, [ Soderstrom, 2002t [Anderson et Moore, 199%b
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Construction du
modeéle d'état pour
la commande

Evaluation

Développement Identification de la Structuration :
du critere J (u)

du critere J (u) sortie-critere 7 du régulateur

FIG. 4.2 — Etapes de la mise en ceuvre de I'approche LQG, de l&ta#fidu critere d’optimisation a
I'eévaluation de performance.

Lemme 4.3 Espérance Conditionnelle : estide optimale de: sachantz.
La meilleure estirge der partant d’un autre vecteur d’observationscorrélé avecr minimisant

ﬂ@zEUm—@@—Eﬂﬂ, (4.25)

est

T2 E[z|7], Esgerance de x conditionnellemeatz (4.26)

ou E[-] est I'esgrance matBmatique. Autrement dit, la meilleure estiey au sens du minimum de
variance d’erreur d’estimation, du vecteur sachantz est I'esggrance conditionnelle de, note
Dans le cas gaussien, I'estéaz est donge par

z=E[z] + .2 (2 — E[2]). Estimee VM der, cas gaussien (4.27)

ol ¥,. = E[zz"] est la matrice de covariance conjointe deet z et ¥, = E[zz'] la matrice de
covariance der. L’EqQ. (4.27) n’est rien d’autre que la formule classique de projectiathogonale
dans un espace de Hilbert standard. O

Cet estimateur est optimal relativement a deux critérgsortants : le critere deariance minimale
et aussi le critere donaximum a posterioriUne discussion plus élargie a ce sujet se trouve a laosect
3.2

Propri éte 4.3 L'erreur d’estimationxz — = est orthogonalé z puisque
ERm—@f}zO (4.28)
A
Cette propriété peut étre interprétée comme le fait quite I'information a été extraite des données.

Lemme 4.4 Estimation optimale pour des sy&tes détat lingéaires :
Soit le sysme liraire

{ Tht1 = Agxr + Bauy, + Tqug, (4.29)

2k = Cyxp + Dgup, + wp ’

ou vy etwy, sont des &guences gaussiennes épegndantes et de moyenne nulle,etine fonction de
{Zo, ce ,Zk}.
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La meilleure pédictiona un pas, c’est-dire 7, |, est, d’'apes le lemmd.3

Try1k = E [zr41]2x]

=E [$k+1|2k]
= B laks1l3] + B [2ri1| 2| — Blawial. (4.30)
ol Z = {Zo,..., 2} est une 8quence de variablesé&dtoires in@épendantes et
Zhlk—1 = Zk — Zk|k—1> SEquence des innovatiops (4.31)

ou zj,—1 est Iinnovationa l'instant k. Ainsi, utilisant les ésultats de I'Eq.4.27) et la récursion de
z donrée par I'Eq. @.5) pour évaluer les termes de 'E#30), I'estimée der, ), s'obtient de

Thilk = Tppq) 2,

= AdqZrj—1 + Baur, + Li (26 — Zype—1) » (4.32)
ou la matriceLy, = E(Ek+uk ék)E; est donie par
) k
-1 T T !
(5k+l,gk)22~,k = AaXpk—1Cq (Cd2k|k—lcd + Ew) : (4.33)

avecyy k1 = Yoo =B [jk\k—ljgm_l} la matrice de covariance d’erreur d’estimation.
La matrice de covariance d’erreur d'estimation satisfaitrecurrence

1
Skiipk = AaSkp-1Ag + TS T — AqZpp_1Cq (Cdzk\k—lcg + Zw) CaSpp_1 Ay, (4.34)

qui représente unéquation de Riccati d’estimation.
La meilleure estirde sécrit alors

Thik = Tht1)2,
= Ti—1 + Hr (26 — Zpp—1) » (4.35)

ou Ly = Ade. ]

4.3.2.1 Le filtre de Kalmana gain asymptotique

Le filtre de Kalman s’obtient directement des résultats k@esmes4.3 et 4.4. La solution
stationnaire, asymptotique est présentée ; aucune pafgimalité n’'est introduite si le critere
de commande est évalué a horizon infini, ce qui est le da$it peut donc utiliser la solution
asymptotique de I'EQ.4.34), notéeX, ainsi que les gaind{, et Lo, au lieu deX; ., Hy et
KCi. respectivement.

Etapes du filtre de Kalman :
1. Calcul de I'innovation :

£k|k’—1 = Zr — /Z\k’\k—l = Cyxp + wy, — Cdsz\k—l = CyZp + wy. Innovation (436)
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2. Mise a jour :

Tk = Tglk—1 + HooZk|k—1-

En remplacant.., il vient

—1
el = Frlho1 + S (cdzmq} n zw) Bl Mise a jour (4.37)

3. Prédiction :

fL‘\k+1|k = -Ad-/fk\k + Byug. Prédiction (4.38)

D’apres les Eq.4.37) et Eqg. @.389, en combinant les deux, il en découle

Trp1jk = AdTp—1 + Baur + AdHoo (26 — Zkji—1) » (4.39)
ou la deuxieme ligne a été obtenue en remplaggptpar son expression donnée a I'E4.37).
On obtient ainsi la version asymptotique de I'E4.24), consistant a évaluer 'Eq4(39 en

Kk —1
Tpp—1 = Aap_1jk—2 + Baug—1 + Lo (2k—1 — Zp_1jk—2) - (4.40)

Le gain de I'observateur s’écrit, comme dans I'E4.3Q

—1
Loo = AfHoo = AgSecCl (cdzooc;{ + zw) , Gain de Kalman  (4.41)

avecX,, la solution de I'equation algébrique de Riccati

Yoo = AgX e Ay + Tgn, TY — A2 oC (CdZmC} + Zw) ' Cy¥soAy. Riccati d’estimatior
(4.42)
Une propriété importante du filtre de Kalman est que le gaitiobservateur ne dépend que des
variancesy, etY,, et non des réalisations de ces bruits. Ceci a pour conséguale la résolution
de 'équation de Riccati et le calcul du gain peuvent &adisés a I'avance ; seules les opérations de
calcul de l'innovation, mise a jour et prédiction sonteeffuées au fur et a mesure de l'arrivee des
observationsy.

4.3.2.1.1 Conditions initiales : Cet algorithme doit &tre initialisé par la donnée d’'uiséreation
initiale 7o = 7, etde la variance d’erredy = X _;. On utilise pour ce faire les espérances et les
variancesa priori des variables. L'initialisation est prise comme étagt | = 0, zp—; = 0 etug = 0.

La matrice de covariance d’erreur d’estimation est irgisg par les variancespriori des differentes
variables.

4.3.2.1.2 Convergence de la Riccati d’estimation : Pour garantir la convergence de I'eéquation de

Riccati, le couplg.A,4, C;) doit étre détectable et le coupley, 211/2) (voir les définitions a la section
4.5) stabilisable, condition vérifiee en particulier.4j; est stable.
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4.3.3 Fonctions de transfert du égulateur LQG

Comme il avait été annoncé, I'approche d’état peut &taduite en fonctions de transfert. Le
résultat principal est donné par le lemmel |l s'applique bien slr aussi au cas d'un régulateur
optimal LQG avec filtrage de Kalman. Ainsi, I'objectif de mesous-section est de détailler le calcul
des fonctions de transfert obtenues a partir de la strecturégulateur optimal figurant sur la Fig3.

Propri été 4.4 Fonctions de transfert duiegulateur LQG.
Soit le transfert gréral

y(z) = C(2)u(z). (4.43)
Pour une commande sous formégicteuru;, = — /Kooy ;—1 la fonction de transferC,(z) s’écrit
Cp(2) = — (1 + KooApz ' Ba) ™ Kaohpz " AgHoo, (4.44)
ou )
Ap=(1—Ag (1 — 27 "HoCa)) . (4.45)
Pour une commande sous forme estimatgue= —Ko. 7y, la fonction de transfert est
Ce(2) = (14 KooAez ™ (1 = HooCa) Ba) ™ Koo AeHoo, (4.46)
ou .
A, = (| — Z_lAd + Z_lHOOCd.Ad)_ . (4.47)
A

Démonstration : Fonctions de transfert de la commande LQG
Les équations d’estimation et de mise a jour du filtre denéad sont, d’apres les Eq#.874.39

{ -/fk:\k = fL‘\k“{;_l + Hoo(Zk - Cd-/fk:\k—l) (4_48)
Tp1lk = Adwk\k + Baug ’

La seconde ligne de 'Eq4(48 peut aussi s'écrire, en notant respectivemeretX, les transferts de
T €L Th -1,
ZS(\p = AgX. + Byu. (4.49)

Donc, en multipliant par—! des deux coteés,

X, = 2 L AgRe + 21 Bau. (4.50)
Avec ceci et la premiére ligne de 'E.49
Xp =2 1 Ag (Xp + Heo (2= CaXp)) + 2 1 Byu
— (1= 27 A (1 = HooCa)) ' (27 Bt + 27 Ay Hoo2) . (4.51)
Pour une commande du typg = —KooZp,—1
U= Koo (I = Ag (I = HooCa)) " (27 Bau + AjHoo2) - (4.52)
En regroupant les termes, on obtient

U=— (14 Kaohpz ' Ba) ™ KooApAdHoo2, (4.53)
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ou
Ap= (1= 27" Ag (1 = HoeCa)) (4.54)
La fonction de transfert du régulateur s’écrit finalement
Cp(2) = — (14 Koohpz ' Ba) ™ Koo ApAiHoo. (4.55)

Pour une commande sous forme estimateur du type —K .7y, €n suivant un raisonnement tout
a fait analogue au cas précédent, il en découle

Re = (1= 27 Ay + 2 HooCaAa) ™ [271 (1 = HooCa) Ball + HooZ] (4.56)
et, cette fois-ci pour une commande du type= —K.o Ty,
U= Koo (1= 27 Ay + 27 "HooCaAd) " [271 (1 = HooCa) Bau+ Hoo) 2. (4.57)

En regroupant les termes

Ce(2) = — (14 Koohez ™' (1 = HooCa) Ba) ™ KooMesiHoo, (4.58)

ou .
Ae=(1—2""Ag + 27 " HooCaAa) (4.59)
ce qui conclut la démontration. |

4.3.4 Synthese de la solution LQG

Pour synthétiser les sections précédentes, la soldionplete LQG est déterminée en deux
étapes : premierement résoudre un probleme de comnu&tdeministe dont la solution établit le
régulateur optimal pour le casfC et deuxiemement résoudre un probleme d’estimatiomagé afin
de trouvery;,_; pour le casnfl. La Fig.4.3montre la structure du régulateur optimal LQ(G) pour les
casInfC etInfl. Curieusement, I'application de la commande LQG est eftscdans I'ordre inverse :
d’abord estimer I'état puis appliquer la commande.

Le bloc supérieur schématise les équations d'état Ee.14.19 qui décrivent totalement la
dynamique du systéme. Evidemment la sorti&t ne figure pas ici, car elle est utilisee a des fins
de modélisation. Un interrupteur fait le choix entre lekisons InfC ol u,, = —Ksox OU bienlinfl
OUuy = —KooTp—1, l'EStiméery,,_; étant la sortie du filtre de Kalman donnée par I'E430).

4.4 L'approche LQG en OA

4.4.1 Travaux précedents : de l'integrateur a la commande LQG

Comme cela a déja été constaté a la se@i@m®.1, I'intégrateur est le régulateur de base en OA.
Des versions plus abouties, notamment par optimisatioa dahde passante par ajustement du gain
[Gendron et Léna, 199&llerbroeket al., 1994 Dessennet al.,, 19981 ou, de fagon équivalente, du
temps de pauseCprreiaet al.,, 2004, ont été proposées tout en gardant la structure comndene
ce type de régulation. Cependant, malgré ces efforts lichstions structurelles de l'intégrateur
ne peuvent pas étre contournées. A la sectidhl, la réinterprétation sous formalisme d’état de
ce régulateur originalement menée p&ulcsaret al, 2004, mettra en évidence que le modele
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Systeme 1
o Bruit de

'
mesure wr
[

> {_/_ ) =T
" : c )
@ o
o commutateur ‘1 '
i + :

A
b yw—éz
. %

. Régulateur Optimal y

FiG. 4.3 — Structure complete du régulateur LQG. Un modelesgisbmeréel est employé dans
la définition du régulateur optimal. Ce régulateur veseninimiser le critere de I'Eq.4(17). Le
commutateur permet de distinguer deux cas, I'informatiomgléte ou I'état est parfaitement connu
et le cas information incompléte ou le régulateur estndopar 'Eq. 4.23. L'état est alors estimée a
partir des mesures bruitées et retardées, conforméaiéad. (4.40).

d’évolution de phase inhérent, souvent dit caché, etaiile. Le choix de la matrice de gain impose
aussi des limitations : d’'une part sur le choix du gain, daytart sur le niveau de troncature
appliqué pour obtenir une inverse généralisée de laioeat'’interaction qui soit satisfaisante du
point de vue de la performancg28.2.]. Associée a la troncaturé¢3.2.3 la propagation de bruit
n'est donc pas maitrisée, une situation préoccupataguelle sont confrontés nombre de systéemes
d’OA. Les limitations de I'integrateur ne s'arrétent gasUne discussion plus détailée se trouve a la
section2.8.2.1 notamment en ce qui concerne I'adéquation aux OA granchphfLe Louarn, 2002
exploitent en boucle fermée la reconstruction optimadétie en ajustant soigneusement le poids des
a priori, ce qui revient a modifier le RSB implicite et donc le comparéent potentiellement dégradé
en observations a faible flux.

Des stratégies de régulation intermédiaires entraéjrateur et la commande LQG ont été
proposées pardilles, 2005 et [Béchetet al., 2007. L'idée principale commune a ces deux struc-
tures étant de rester dans un cadre de reconstruction aptioe front d’'onde statique. Pour
cela le fonctionnement en boucle fermée est reconfiguréagen a pouvoir obtenir des pseudo-
mesures boucle ouverte appliquées ensuite au recomsirutMSE Dans l'approchePOLC
un filtrage temporel est réalisé pour garantir la stabikin boucle fermée. La robustesse a été
analysée parHiatrou et Gilles, 200%et la performance comparée a celle de la commande LQG par
[Piatrou et Roggemann, 2007

L'approche deBéchetet al., 2007 est similaire alPOLC. L'originalité concerne la construction
du reconstructeur optimal, celui-ci étant basé sur urszraion fractale de la phase. Lidée de
base est la méme, c’est-a-dire, un probleme inverse dmnstruction de phase en boucle ouverte
[Tallonet al., 2007 a partir des mesures boucle fermée compensées de kctiorr apportée par le
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MD ; la régulation en boucle fermée est cependant differeBéchetet al., 2007 opte par I'approche
IMC [Morari et Zafiriou, 1989 Riveraet al., 1985, consistant a estimer la phase boucle ouverte a
partir d'un modele interne du processus physique a gggAinsi, surgit leFrIM-IMC . Le POLCet le
FrIM-IMC sont tous deux réinterprétés sous forme d'état a lised.6. Comme pour l'intégrateur,
la structure des observateurs sera mise en évidence aiedeqnodéle d’évolution de phase. Ceci
permettra d’expliquer le comportement présumé en iffés régimes de bruit.

Les premiers travaux de commande optimale en OA employappitoche LQG en temps continu
ont été menés paPpschalkt al.,, 1997 et [Paschall et Anderson, 19P3.a solution continue est
ensuite discrétisée de facon exacte pour I'appliquéervironnement a temps discret ou elle est
sensée fonctionner. Cependant, le critére d’optimasati'est pas celui de la minimisation de la
variance de phase résiduelle.

Une loi de commande proche du LQG fut suggérée @avEl, 2008 seulement la stationnarité
du modele d’évolution de phase a été sacrifiee. Cesadrawnt par la suite été mis a profit
dans I'approche proposée payiperget al., 1994aWiberget al., 19941. Toutefois, les dynamiques
temporelles des processus physiques sont négligéesij imige fortement leur intérét.

Une solution hybride entre LQG et commande modale a éfpgsér dansljoozeet al,, 2003 ;
cette commande associe une matrice de découplage staiquae série de régulateurs LQG
monovariables. La problématique de la discrétisatian,ageté abordée ici en utilisant des variables
de phase moyennées sur des périodes d’échantillonnagessives, suivant I'approche proposée
dans [e Rouxet al., 2004, a été également abordée dahsdze, 2006 Looze, 2007. Cependant,
le critere discret proposé dans ces deux contributiegslgrise le critere en ajoutant une pénalisation
supplémentaire sur la commande, de sorte que la commandauebn’est plus rigoureusement
optimale. De plus, le choix particulier de vecteur d’étit fiue le calcul de la commande optimale
requiert la résolution d'une équation de Riccati de comdeay compris dans le cas d'un MD a
réponse infiniment rapide. En contrepartie, cette apg@acatend naturellement au cas de miroirs
avec dynamiquelfooze, 2008Looze, 2009, problématique qui sera abordée au chagfitre

[Poyneer et Véran, 200&roposent une commande LQG sur une base spécialementéadap
aux grands systemes. Elle se fonde sur I'approche modalespace de Fourier présentée par
[Poyneeret al,, 2007. Un avantage clair de ce type de modélisation est que lgpoamment Taylor
est facilement reproduit par des modeles AR simples, spaedant a un décalage spatial des modes
de Fourier. La concentration de I'énergie turbulente demsmode de translation reste encore a
quantifier, un travail déja commencé p&ojyneer et Véran, 2008t [Poyneeret al., 2009.

La solution présentée ici se base sur les travaux de Roux, 2003 Le Rouxet al., 2004 en
considérant les miroirs déformables infiniment rapides.modele d’'état a temps discret proposé
permettait la minimisation de la variance d’erreur résitkien OA et OAMC. Kulcsaret al., 2009
montre I'optimalité de cette loi de commande discréteasds du critére continu de départ. Des
travaux postérieurs, basés sur la méme solution, énnhenés, notamment ceux defitet al.,, 2004
et de Petit, 200§ ou il est suggéré une simplification du vecteur d'étatuee extension de
la solution a la réjection de vibrations. Ces nouveautes été testés expérimentalement par
[Petitet al., 2008 Petitet al., 2009 déja pour I'OA hors-axe (voir sectio®.7 pour ce concept d’OA) ;
le potentiel des modeles AR pour appréhender I'évofutiemporelle de la phase est exploité et
expliqué. La commande LQG ainsi enrichie de ces multipagtributions a ensuite été appliquée
a I'OA grand champ parCostille et al., 2009 Costille, 2009.

Dans ce mémoire, les lois de commande LQG précédentés&oterprétées et un modele d’'état
encore plus compact sera obtenu a la sedfignd Le choix des parametres des modeles AR sera
remis en question a la secti@n5 ou le comportement performant de ces modeles est jugitifi€
optimisé.
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4.4.2 [Efinition du crit ere d’optimalité

Le critere de minimisation adopté est celui de la varianuiaeimal de phase r(’asiduellej,res
sur la pupille du télescope. La minimisation de ce critémpivaut a maximiser le rapport de
Strehl Herrmann, 199R

Il s’agit bien d’'un critére continu (I'évolution des phessde perturbation et correction est continue
dans le temps) qui sera exprimé par la forme discretevatgrite de 'Eq.4.17).

En termes mathématiques(%res s’écrit presque srement (p.s.)

ad)res 2% (u) £ lim / " ()] dt, Critere d’optimalité continy (4.60)

T—400 T

@' étant la phase résiduelle la difference des phase darpation et de correction, i.es =
Pt — ¢ — se réeferer a la Fig2.20 pour plus de détails sur le systeme d’OA asservi en boucle
fermée — 'EQ.4.60 se réécrit

Jo(u) = Tim / 6% (1) — g2 (1) . (4.61)
T——+00 T
Du point de vue de la théorie de la commande, I'OA s’insaiittinaturellement dans un probleme
de rejet de perturbation, puisque la commande peut pas agir sur la phagg'".

Soit J¢(u); la valeur moyenne de la variance de phase résiduelle diimatervalle de temps
t € [kTs, (k+ 1)T;]

c N (b DT tur cor 2 0t inEré
T (u)y = 7 ) @™ (t) — ¢ (1)]|” dt. Co0t incrementall (4.62)

Avec cette notation, le critere a temps continu de I'B@() se réécrit comme une somme a horizon
infini selon

(& : ]' &l (&
J(u) = Jim PRAS (4.63)

A noter que, par constructiow°(u); ne dépend que des décisions de commande prises jusgu’a
kT, autrement dit, de la séquence discritg, . . ., ug }.
4.4.3 Developpement de la solution LQG

Le développement de la solution LQG est présentée gtapetape suivant le schéma de la
Fig.4.2
4.4.3.1 [eveloppement du criere

Si le miroir est considéré comme infiniment rapide, sa dyig@e peut &tre réduite a sa matrice
de gain statiqu&l € R"*"~ |la matrice d’'influence du miroir. Par conséquent

‘d)w (t)=Nug V kTs <t < (k+1)Ts. Phase de correctiqn (4.64)
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[Kulcsaret al.,, 2004 montrent que la commande VM - c’est-a-dire, la commandamisant le
critere continu/¢(u) — s’obtient en minimisant le critere discret équivalent

Ju) = Jim < Z g5y — Nug 1%, (4.65)
ou
e . (4.66)
Ts Jir

PuisqueJ9(u) s'obtient & partir de/¢(u) en rajoutant un terme indépendant de la commande
dans I'EqQ. 4.68), cela garanti que

arg nbin J¢ (u) = arg nbin J9 (), (4.67)
ce qui établit I'equivalence des deux solutions. Ces dgii&res sont liés par
JE(u) = Ji(u) + 6J(Ty), (4.68)

avecdJ(T) l'erreur ultime du fait de remplacer des variables contspar des variables discretes
moyenneées :

1) T
5I(T) = Jim o Z ( /k e - P dt) (4.69)

[Petit, 2006 montre que cette erreur, pour les temps d’'intégratiorventiutilisés de I'ordre de
quelques centaines de Hertz, est petite, voire mémegadiie pour certains systemes.

4.4.3.2 Identification de la sortie-criere

Identification de la
sortie-critére 7"

~—
—
— A\AEL —

En développant 'EqQ.4.65, la comparaison directe avec I'Egt.17) conduit a prendre comme
sortie-critere
2 = piury (4.70)

et pour les matrices de pondération LQ,

Q=1>0, S=-N, R=NT"N>0. (4.71)
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On vérifie immédiatement que
-1
Q- SRST=1-N (NTN) N > 0. (4.72)

Le critere équivalent discret devient alors

M-1 Jtur T Jtur
Py = am LY (% | aN ) (o (4.73)
M—+oo M . U, —NT NTN ug, ' '

Structuration
du régulateur

La commande optimale; enInfC est obtenue en projetant orthogonalement la phase moyenne

7};‘;1 sur I'espace miroir. En effet/¢(u),, défini par 'Eq. .62 ne dépend ici que de;. La

commande optimale s’écrit donc

—
,AA\EAA

uj, = argmin || ¢, — Nu |2
u

= (NTN)"INT o, (4.74)

Ceci correspond au retour d'éta = Ko7y, avecky, = (NTN)_1 NTCyE,

Cette solution analytique obtenue de la minimisation dg./8.65 évite ainsi la résolution de la
Riccati de commandet(22). La matrice d’'influence du MD est supposée de rang maxiaugitement
dit (NTN) est inversible.

Deux aspects particuliers sont a noter. Cette solufier) ne dépend d’aucune hypothése
particuliere sur la phase de perturbation(&) en information compléte, la solution fait intervenir
la phase moyenne sur l'intervalle immédiatement postiera I'application de la commande. Ceci est
spécialement intéressant puisque pour l'informatiaoinpléte, la mesure est elle aussi une fonction
de la phase moyenne intégrée. C'est ce qui sera prédantla section suivante.

Structure du r égulateur en information incomplete
Puisque les mesures ASO sont une fonction de la phase mogansection2.5.1.]) ces mesures
s’expriment a partir de".
Dans le cas linéaire, les mesures fournies par un syst&ofesiecrivent en premiere approxima-
tion sous la forme
Y = D(;@,rfil +w = D(E}fu_rl — DNug_o + wﬁf, (4.75)

ou w), est un bruit blanc, gaussien et & moyenne nullg, ~ N(0,%,,). Les indices retrouvés

a I'Eq. (4.75 sont détaillés sur la FigR.14 Ces hypothéses sur les retards de I'’ASO ne sont pas
unigues : I'approche présentée ici aurait pu étre aussifisement adaptée a un autre chronogramme
d’opérations. Dans I'Eq4(75, 'opérateur linéaireD € R**" est spécifique de ’ASO mis en place
pour faire la mesure (voir secti¢h5.1.).
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En supposant que™’ est un processus stochastique hilbertien, le théorémeégaration
s’applique - sectiod.3.1.1; la commande a VM s’écrit alors

~tur

ug = (NTN) "IN 1)y, (4.76)

~tur

OU ¢y, 41|y, représente I'espérance de,; conditionnellement a la sequendg de toutes les mesures
disponibles a l'instant = kT, soitYx = {yo, ..., yr . Afin de formaliser le probléme d’estimation
optimal sous forme LQG standard, on introduit I'observatip, une pseudo-mesure définie par

2k = Y1 = DO — DNuy_q + wy, 4.77)

olwy, = wj_, ;, C& qui permettra par la suite de tenir compte du retard dereet fagon simple. Du
point de vue mathématique, par la suite la notafign_, définit 'espérance dey conditionnellement
azy_1 =120, 2k-1} = Vg

Avec ces définitions, un modele stochastique permettardétrire les sorties et la commande
optimale sera construit dans I'étape suivari#.4.4, ce qui permettra d’achever la synthése de la
commande optimale conformément a ce qui a été établiesectiord.3.

4.4.4 Mockle pour la commande

) S
~—

|

|

I Construction du }
modéle d'état pour }

la commande }

|

Comme modele pour la commandeg[Rouxet al., 2004 a proposé un modéle non minimal a
cing états (trois occurrences de phase et deux de commalwig)que Petit, 2006 propose déja un
modele plus compact a quatre états (deux occurrencebage @t deux de commande) en notant que

~tur

I'estimée de phasg,, ; n’'était pas nécessairement une composante de I'ésgpeicette composante

peut étre obtenue en muItipIiaaﬁ;:r par Ay, . Il faut alors introduire une légére modification dans le
projecteur qui s’écrh(NTN)_l NT Acur

Le modele proposé ici est encore plus compact. Trois ceaes (deux occurrences de phase
et une de commande) s’avérent nécessaires pour déesireblservations; qui sont, par choix de
conception, avancées dans le temps et produire les estideéphase utilisées lors de la projection sur
I'espace miroir.

Un modeéle d’état visant la description complete des oag®ns doit inclure explicitement
(¢, ur_1) - EQ. @.77. La prédiction de la phase moyenne a un pas; y figurera aussi pour
obtenir les décisions de commande de I'E{76). Puisque la sortie-critere est tout simplemejt,
la composition du vecteur d’état est ainsi completemétemninée, soit

Jtur
k41

el Composantes de I'état (4.78)
Uk—1




112 Commandea variance minimale : I'approche linéaire quadratique gaussienne

Hypothése 4.1Evolution temporelle de la perturbation de phase.
L’ évolution temporelle de la phase est caéaige par le modle auto-égressif (AR) du premier
ordre suivant

Q_S;gu-}r-l = Atur‘l_s;gur + U, (4-79)

ou Ay, est la matrice de la dynamique temporelle. Le choix des panas deA,,, sera discuk a la
sectiond.5. Dans 'EqQ. @.79), v; est un bruit blanc, gaussien et de matrice de variaigeonnue.

Tout ceci est regroupé dans un unique modele d’'état

_%“LQ Awr 0 0 _};L 0 I
i = l 00 o 4+ 0 Ju+ | O |
U, 0 0O Up—1 I 0
(4.80)
2k = ( 0 I —N )a:k + wy,
zgrit = ( I 0 0 )a:k

Pour réintroduire le retard de mesure d’'une trame temparant négligé, la version prédicteur
du régulateur donnée par I'Egt.@3), est alors choisie

Uk = KooC™ Tpip1- (4.81)

Cette version est conditionnéeZa_; ou de facon équivalente 3,. Ceci assure la prise en compte
mathématiquement rigoureuse des retards explicitéa Rid. 2.14 dans le modele complet des
Egs. @.804.8)). Le fait quezy,_; soit utilisé et nonz,;, revient a associer le retard pur d’une
trame a la commande plutét qu'a la mesure.

Avec la définition des matrices de pondération dans I'Eqg74), le gain de Kalman,, de
'Eq. (4.4]) peut alors étre déterminé a partir de la solution dgliation de Riccati d’estimation
de I'Eq. (4.42. Ce gain sera utilisé lors de I'estimation et prédicti@cursives de I'état,_, tel
que définit a 'Eq. 4.40. De plus, la performance (en termes de variance de phashuele) sera
quantifiee a partir du gain de Kalmdh,,, les matrices de pondération.

Une analogie remarquable peut étre faite avec le recanstrustatique a VM explicité au chapitre
3. La commande était alors obtenue par la projection orthalgode la phase reconstruite sur I'espace
engendré par les fonctions d’'influence du MD. Toutefois différences majeures existent : malgré
cette projection similaire dans les deux approches, dapeelaier cas il s’agit d’'une problématique
de reconstruction statique de front d’'onde alors que le dasept s'applique aux systemes asservis en
boucle fermée. La dérivation du reconstructeur statigpémal par application de I'approche LQG
aux OA boucle ouverte sera accomplie a la secfighg

4.4.4.1 Proprietés du mockle

Commandabilité et observabilie
Comme I'a montréPetit, 2006, le systeme n’est structurellement ni commandable nénfable.
En régime de rejet de perturbations, la commandabiligstnclairement pas présente. L'observa-
bilité du systéme n’est pas assurée, du fait de la poesda retards. Toutefois, d'aprédtit, 2006,
la partie non observable de I'état est détectable [vefimition au paragraphé.5.

Stabilité en boucle fernge
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La stabilité de la boucle est assurée si les matricks— Koo B4) et (A; — LoCq) SONt toutes
deux stables. Ceci est garanti sous les mémes hypothasesaurent I'existence d’une solution
unique pour les équation de Riccati de commande et d’estima

4.4.4.2 Fonctions de transfert : un exemple sur le mode tigh

Le modele de la sectiof.3.3est ici exploité pour illustrer le passage du formalismetat aux
fonctions de transfert. Un aspect remarquable, bien queadait prévu, c’est que la fonction de
réjection ne présente pas aux basses frequences ectagjx f2 propre a l'intégrateur, mais plutot
un comportementc f° . Ce comportement est dii a la prise en compte d’un modépederbation
(dans cet exemple un modele AR1) dont la FTeest® en régime BF. De plus, selon le théoréme de
Bode Wu et Jonckheere, 1992ine réjection adéquate en BF rend possible une medllggjection
en HF, du moins en cas de fort RSB. Une analyse par fonctiongdsferts permet de clarifier le
fonctionnement de la commande optimale et ainsi de compeesuh efficacité.

Fonctions de transfert

rad?/Hz [dB]

DSP TT
—701| —— DSP TT modéle AR1
_gol- | — — — FCN REJECTION TT (RTF)
~ — = FCN REJECTION BRUIT

- = =TT DSP xRTF

-100 i i i i i
107 10" 10° 10" 10

Fréquence temporelle, [Hz]

FIG. 4.4 — Exemple de fonctions de transfert associées aulmddd’Eq. @.80. Le cas scalaire du
tip/tilt est illustré. La fonctions de réjection aux BF&&ractérise par un plateau. Aprés multiplication
par la DSP de la perturbation, ceci garantie une réjectiate sur une grande plage de fréquences.

Les courbes sur la Figt.4illustrent les transferts propres a la commande LQG. Lastfons de
réjection de phase et bruit (courbes rouge et verte reigpentnt) se caractérisent par un plateau aux
BF puis une atténuation aux HF. Les compromis imposéseptiéoreme de Bode sont ainsi mieux
exploités : la réjection frequentielle dépend donc datenu fréquentiel de la perturbation, les erreurs
étant aussi plates (sur le plan fréquentiel) que possible

4.4.5 Evaluation de performance

La valeur du critere a temps continu peut se calculer arphe I'identité

»

J¢(u) 2 §(Ty) + trace (W), (4.82)
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s ™y

|

|

Evaluation }
du critére J[(u) }
\

|

A -~

;—/
~—

ou
W (Ccclrit)T chci:rit (Ccclrit)T SICoo '
KlsTegt KI RK
Démonstration : La démonstration commence par énoncer la propriét@ate.

Propri été 4.5 Covariance de Etatz :
Soit le systme

Ch1 = Ak + Mk (4.83)

pour lequelA est stable, i.e. toutes ses valeurs progres$ < 1, etn; est un bruit blanc gaussien de
variancey,, alorsz;, converge vers un processus gaussien dont la variance eséédgar la solution
de I'equation discete de LyapunovJoderstiom, 2002 Anderson et Moore, 1995b

S = AX AT+ 3, (4.84)

ou X est la matrice de covariance en boucle féarde Ietat.
En outre, pour toute matriceéfinie positive

_( Q S
r=( & 5)z0 429
et aveck,
E {¢TP¢} = trace{P%;}. (4.86)
A

Le critere de 'EQ. 4.69 est presque slrement (p.s.) égal a I'espérance dameefquadratique.
Avec la commande du typg, = —/K.oTy ;-1 On obtient donc

J(u) " 6T (T) + E { (z,cgrit)T Q=" + u) Ruy, — 2 (z,f;rit)T Suk}

2250 (L) + E{af ()T Q| wp + ul Ruy — 20 | (€ 5] s }

=60 (Ty) + (4.87)
E {xg [(ch)T Qccm} 2h + Bpppey (Koo) T R ooBipy + 207 [(c‘““)T S} /cooask‘k_l} .
(4.88)

Pour évaluer I'Eq.4.87), il faut pouvoir calculer les espérances des termeseet 7y, ;,_,. Pour

T
cela soit I'état augmente; = ( zy, ka_l ) . Les équations de récurrence de I'état s’écrivent

Tyl = Az + Baug + T'gup
= Agxp — Bdlcooi’\kw_l + L'qvug. (4.89)
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L'état estimé par le filtre de Kalman peut se s’écrire

Tri1lk = AdTp—1 + Bauk + Loo (2 — CaZyp—1)
= (.Ad — BiKs — LooCd) fk;\k—l + LooCazi + Loowp. (4.90)

Ceux-ci et les Eq.4.89 et Eq. @.90 définissent le systeme augmenté
Tgg1 Tk ry 0 > < Vg >
~ =Ap | + < , 4.91
( Tt1|k > ! ( Tglk—1 > 0 Lo w, (4.91)

Ap & ( Ad —BaKoo ) . (4.92)

ou

LooCq Ad— BaKoo — LoCy

La matrice de covariancg; de I'état augmenté ; s'écrit

_ EI Exkvzk\kfl
Y= ( . . , (4.93)

ThsTh|k—1 Tklk—1

et selon la propriétd.5, la solution est obtenue en résolvant I'équation de Lyapua temps discret
Ny = AfEr A} + ¥, 003, lamatrice de covariance du bruit d'état

N
s ( >, I} 0 > 7 (4.94)

!/
> 0 LooXw LT

v

puisquev;, etwy sont indépendantes et de matrices de covariahoet 3, respectivement.
Le second résultat dans la propriét® établit que le critere & temps contidi(u) s’écrit

J(u) = 6(Ty) + E (zfWay)
T . . .
ps. 5(T)) +E ( Amk > (Ccclrlt)T Qcérlt (Ccclnt)T SKCa ( Amk >
Tip—1 Kl sTegt KT RK Th|k—1
P2 5(T) + trace (WEy). (4.95)
|

En résumé, les matriceQ, R, S, le régulateur,, et le gain de I'observateut., ont été
déterminés. Dans le cas optimal, ces deux derniers eegntila résolution des équations de Riccati
associées. A partir de I'Eq4(99 le critere de performancé.(u) peut tre quantifié soit dans le cas
optimal soit dans des cas sous-optimaux.

Cet outil permet u) de synthétiser le régulateur optimaltgtd’évaluer I'impact des differents
parametres du systeme sur la performance finale (en arida phase résiduelle). Cet outil pourra
donc étre utile lors de la conception des systemes et dégelsl d’erreur associés, en évitant de
mettre en place une simulation de bout-en-bout, gén@aeaié bien plus complexe et détaillee mais
potentiellement plus longue et moins souple que la praeadécrite ici.
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4.4.6 Commande optimale statique pour les OA en boucle ouver

Dans le chapitre8, I'estimateur optimal pour le cas statique proposé pdDAlclassique a été
présenté. Ce résultat d’estimation statique peutedgaht étre retrouvé en posant le probleme dans
le formalisme d’'état et en appliquant I'approche LQG telleelle vient d’étre détaillée. L'estimation
statique a pour principe de déterminer, a partir de chagesurey, prise isolement la meilleure
estimation dep™™’. Il n’y a donc pas de correctionsf> = 0) ni de retard. Il s’avére donc inutile
d’introduire dans le vecteur d’état de I'Egt.80 les composantes liés a la commange; comme
pour la boucle fermée.

Pour le cas de boucle ouverte statique, étant donné géeéaegements sont décorrélés d’'un instant
a l'autre, I'évolution de la phase ne sera pas prise en tengela revient en fait a poser une équation
d’évolution de la phase turbulente qui exprime que la plasdue d'un instant a I'autre de fagon
totalement non corrélée, comme un bruit blanc. De ce f&it, = 0. L'état devient tout simplement

Tk = Qi1 = Uk, (4.96)

ou vy est un bruit blanc a moyenne nulle. Ceci implique que laitcetie covariance de, est en fait
la matriceX .
L'équation de mesure s’écrit par conséquent

yr = Day + w}c. (4.97)

Alors le filtre optimal sous forme estimateur devient :
~tur ~tur ~tur
Pk = Prjr—1+ Hoo | Yk — Doppp—1 | (4.98)
~tur
ou Ho est la matrice de filtrage de Kalman adaptée au systemqustap, ,_, est 'estimée de la

phase a l'instank en ne connaissant que les mesures antérieuke®aisque la phase est décorrélée
d’'un instant a I'autre et qu’elle est a moyenne nulle,eektimée est égal a 0. Il en découle que

~tur

Puje = Hoo k- (4.99)

De plus, pour le calcul d&(., (le gain asymptotique), sachant gde,, = 0, la matriceX,, = ¥, =
¥, etdonc

-1
Hoo = Z4DT (DE,DT + Ty ) (4.100)
L'estimateur optimal obtenu par un filtre de Kalman dans une@lisation d'état est ainsi

~tur

1
Su = DoDT (DZ¢DT n zw,) n (4.101)

c’est-a-dire exactement celui proposé pai[iner, 1983 et [Fuscoet al., 2001. Il a donc été montré
comment interpréter dans un formalisme d’état I'est@natstatique optimal. Ceci montre également
la souplesse de I'approche proposée.

Il est temps maintenant d’aborder les aspects liés au imati&volution temporelle de la phase
turbulente, ce qui fait I'objet de section suivante.
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4.5 Modeles dévolution temporelle de la phase

Le modele pour la commande repose sur I'hypothese guelliéon de la perturbation peut étre
modeélisée par un systeme d'équations linéaires aitdreinces.

Hypothese 4.2La perturbation (atmosgrique ou autre) peuétre obtenue en sortie du meld
linéaire et invariant dans le temps (LIT),

tor Modele dévolution de phase (4.102)

t t
iy = Awrry” 4 g
t
d)kur = Cturajk;

dont I'entréewvy, est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variahce

4.5.1 Methodes d'identification de paranetres

La littérature est féconde en méthodes d’'identificatiopartir soit de séquences déterministes
d’auto-corrélation soit de séquences temporelles.dn@fl ces méthodes se ramenent a la résolution
de systemes d'équations linéaires issues de la miniimisal’'un critére. A titre d’exemple, la
méthode de Yule-Walkéminimise I'erreur de prédiction au sens des moindresesafutilise ensuite
I'algorithme de Levinson-Durbin).

4.5.2 Mockles auto-egressifs du ler ordre

[Le Rouxet al., 2004 et [Petit, 200§ proposent, pour la base des polyndmes de Zernike , le
modele auto-régressif decouplé mode a mode suivant

PRI = Lt + Uk, (4.103)

0l Cyyr = | ettt = $f'rdans I'Eq. ¢.103 etq; est lei®™ élement de la diagonale dé..
La matrice de covariance du bruit d’état s’obtient simpdetngrace a I'equation de Lyapunov
discrete
To = Zp — Arr ZpAdy- (4.104)

Une remarque importante sur ce modele est que, malgré lguia la matriceA,,, soit diagonale, la
matrice de covariance du bruit d’état ne I'est généraletrpas. Comme elle est choisie de fagcon a
respecter la matrice de covariankg [section2.3.7, les corrélations des modes sont correctement
préservées.

L'auto-corrélation temporelle a pasp;(n) s'écrit

0i(n) = E{ o1, (o)}
= al"E{a ()"}
= al"lo2, (4.105)

avecoy, ; la variance du®mmode.
Un modele d'évolution de phase tel que celui donné pay.I'@.103 assure une décorrélation
temporelle exponentielle.

3Met en relation les paramétres d’un modéle AR et sa sagueiauto-corrélation.
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Démonstration : Décorrélation exponentielle du moeéle AR1
La variance de*'"* est donnée par

o2

VAR (65) = B {or (1) T} — 1 = 17255, (4.106)

olio? ; est la variance du bruit d'état pt= E{¢""} = 0.
L'auto-corrélation an pas se détermine a partir de

Jtur _ Jtur
Prtni = XiPhtn—1; T Vk+n—1,i
Jtur
= (¢>k+n_2¢ + Uk+n—1,z') + Vgin—1,

= al' Ot + €ni, (4.107)
avece’ une nouvelle sequence de bruit decorrélée de la ph#se Par conséquent,

n Ttur\ T
o:(m) =B {3, ()"}
2 .
a2

0.2

= e, (4.108)

g

car deux occurrences de brujt sont indépendantes. Cette derniere expression assureg|bé I'auto-
corrélation est une forme exponentielle, comme il aviitavancé.
Pour compléter la démonstration, puisquén) = o;(—n), alors
Tui il
_ U, n|lna;

La DSP de I'Eq. 4.109 est donc (théoréme de Wiener-Khinchine)

: 1 —a? — 2acos(w) - 1 — aew|?

2 2 2
(o o . o° .
TF (%a'.”> x i (4.110)
[

[Le Rouxet al., 2004 choisit lesc; de facon a garantir que la décorrélation est égalgeadu
maximum pour le temps caractéristique. Celui-ci est dé@fam I'inverse de la fréquence de coupure
fI de la DSP temporelle de chaque mode,

fr~0.3(r, +1)V/D, (4.111)

ol est I'ordre radial du®™ mode,V est la vitesse de vent é le diamétre du miroir primaire du
télescopeConanet al., 1995. Ce choix implique alors que

= e~ TeIT g =03 +)(V/DIT: (4.112)

Sur la Fig.4.5lesa’ des premiers 400 polyndmes de Zernike sont affichés.
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Coefficients du modele AR1

0.995F -t : . 1
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Numéro du polyndme de Zernike

FiG. 4.5 — Coefficients de la matricé,,, pour des télescopes de 8m et 42m.

4.5.2.1 Cortlations temporelles des polydmes de Zernike

Le choix du modele de 'Eq4(112 induit un écart entre les fonctions d’auto-corrélatasl’AR
au voisinage de zéro et celles des courbes théoriqueka @ediction de phase se réalisant a tres court
terme (un pas dont la durée &3) le choix de ce jeu de paramétres n'est pas anodin. Il fejet die
simulations numériques afin d’éclairer son efficacitecemparaison avec une méthode consistant a
ajuster les premiers pas de la courbe de décorrélation.

La Fig.4.6compare les courbes de décorrélation théoriques du T yospectre de Kolmogorov
et de von-Karman avec une échelle externd.gle= 50m, en choisissant les’ selon la méthode de
[Le Rouxet al., 2004. Il s’avere que ce modele présente déja une apprdidmaaisonnable de la
courbe de décorrélation aux voisinage de zéro, sandguuétre la meilleure approximation.

La Fig. 4.7 illustre ce comportement en montrant plus précisemenétarts de décorrélation a
trés court terme pour |1&,, Z3 (TT), Z4 et Z1(. Sid’un cdté ces modeles ne sont pas les plus adéquats,
hypothese qu’on sustente ici, de l'autre cet ajustemerangia déja de bonnes performances, soit en
simulations soit en expérimental. La F#8propose une illustration sur I'angle d’'arrivée (AA).

Les simulations réalisées au chaprmontrent que le meilleur choix deg consiste a ajuster les
courbes d’auto-corrélation au voisinage de zéro.

4.5.3 Mockles auto-egressifs du second ordre
Pour un modeéle du second ordre, la phase a I'indtant 1) dépend de deux parametrést

(E;qu-ltlz = 9z¢;}cuzr + G 72“1171- + Vg i (4.113)

En utilisant des méthodes d'identification standafds.1) des modeles du second ordre ont pu &étre
obtenus. L'argumentaire étant que le meilleur modeleelsti qui s'ajuste aux tous premiers pas de la
fonction d’auto-corrélation, sur la Fig.9 sont affichées les courbes pour des modeéles d’'évolugon d
phase du second ordre. La DSP théorique du TT a été obteuedes paramétred) = 42m,seeing



120 Commandea variance minimale : I'approche linéaire quadratique gaussienne

Autocorrélation temporelle du TT
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FiG. 4.6 — Fonction d'auto-corrélation théorique et celléeplue par modélisation AR1 pour le TT.
Conditions de simulation : Spectre mono-couche= 42m, seeinglarcsecyy, = 0.1 m. Les spectres
ont été normalisés par la variance de chaque modeleetatecnoir indique la décorrélationlde du
maximum.

= 1.0arcsec@08m, vy ~ 0.1m, échelle externe de la turbulendg; = 50m, avec trois couches
en altitude sur axe de poids relatifs.67,0.22,0.11}, vitesse moyenne de veht = 12.5m/s dans
les directions); = {0°,45°,90°}. Ceci a comme premiére conséquence un comportemefitt aux
basses frequences. Le modele AR1 s’ajuste aux deux peip@s de décorrélation tandis que le
modele AR2 s’ajuste aux 20 premiers pas, c'est a dire jastiil’;, avecT, = 2ms. |l est clair que le
modele AR2 s’ajuste plus étroitement aux courbes derd&etion théoriques. On peut aussi espérer
que les performances obtenues avec de tels modeles soEmiesires a celles avec le modele AR1.

4.6 Reinterprétation sous formalisme détat d’autres approches de
commande

Le formalisme d'état permet de réinterpréter d’autretutsons proposées pour la commande
des systemes d’OA. Lintégrateur communément utilise méthodePOLC [Gilles, 2003 et la
méthodeFrIM-IMC (basée sur modele interne) sont présentés. Les agsdinspirent de ceux de
[Kulcsaret al., 2004 et de Kulcsaret al., 2009, ou les commandes POLC et FrIM sont mises sous
la structure générale d’'observateur.

Ces deux stratégies de commande en particulier ont phggi@ints en commun. Elles sont basées
sur la reconstruction a variance minimale de la phaselueie en mettant en place des méthodes
iteratives pour la résolution des énormes systemesxcdéequations linéaires auxquelles les OA,
modélisées avec une approche zonale, donnent naisdateeont été ensuite adaptées a la boucle
fermée en choisissant des régulateurs non optimauxanaotégrale. Afin de rester toujours dans une
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Autocorrélation temporelle du TT
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FiG. 4.7 — Fonction d’auto-corrélation théorique et celleeplue par modélisation AR1. Conditions
de simulation : Spectre mono-couche,= 42m, seeinglarcsec,p = 0.1 m. Temps d’intégration
T,=2ms.
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Autocorrélation temporelle du AcA DSP temporelle du AcA
11 ! ! ! : ) ) ) : :
2
— — — Théorique, Lo=50m, V// 107 Théorique, Lo=50m, V//
Lost -—- ARE[ . AR1
— — — Théorique, Lo=50m, VOl 10° b Théorique, Lo=50m, VO
I x=sioo b
STt ~~ L 0
%] =S =
3 So~L $ 0°
0 0.95F \\\“~‘\‘\\ — %
© N Te-Izl
~ ~Is £
£ S S~oo L 5 10"
2 o9 N~ SN c
9 h 3
2 N L w5
= | =
S oss R 5
N
N
N g
0.8r : : ~ — 10°
N
N
N
0.75 i i i i i i i > i i i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 10" 10° 10
Temps, [s] Fréquence, [Hz]

FIG. 4.8 — Fonction d’auto-corrélation théorique et cell¢emine par modélisation AR1 pour I'angle
d’'arrivée (AoA), parallel et perpendiculaire a la direct du vent. Conditions de simulation : Spectre
mono-coucheD = 42m, seeinglarcsecy = 0.1 m. Un cercle indique la valeur&e du maximum.
La fréquence de coupurg est considéré eégale a celle du 7, Zs.
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FIG. 4.9 — Gauche : Comparaison des DSP temporelles du TT ati@maégpé et du TT induit par le
vent dans le systeme E-ELT M4-M5. DSP atmosphérique obtewvec les parameétres : D = 42m,
seeing= 1,0mas@0.bm, ry ~ 0, 1m, échelle externe de la turbulendg, = 50m, avec trois couches
en altitude sur axe de poids relatifg, 67; 0, 22; 0,11}, vitesse moyenne de velit = 12, 5m/s dans
les directiong); = {0°,45°,90°}.

Droite : Courbes d’auto-corrélation des perturbationtestmodéles du premier et second ordre qui
s’ajustent au mieux (au sens des moindres carrés) aux @reas de décorrélatioffi, = 2ms.
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logique de reconstruction, la phase est estimée a padintesures en pseudo boucle ouverte. Celles-
ci sont obtenues en soustrayant aux mesures boucle fetaffeg tle la correction par un miroir
déformable. Avec ceci, la reconstruction VM peut alorgplaquer tout aussi aisement qu’auparavant
dans le probleme de reconstruction de phase statique. lfféeedce remarquable entre ces deux
méthodes est la facon dont laspriori spatiaux sont introduits dans le reconstructeur.A@L C
utilise I'approximation de la matrice de covariance de lag#®, par une matrice creuse proposéee
par [Ellerbroek, 200P ou une approximation circulante par blocs a partir du seede Ay ; FriM
utilise plutdt une description fractale de la phaSehwartzet al.,, 1994, ce qui a &té mis au point
par [Tallonet al., 2007 en se basant sur les travaux deafeet al,, 1993 et [Hardinget al., 1999,
ceux-ci sur la définition et mise en ceuvrerdid-point algorithm décrit a la sectio2.4.2.1.1

Au niveau des régulateurs temporels, les deux strat@gieservent une action globale intégrale.
Intrinsequement, I®€OLCet le FrIM-IMC présentent un modéle sous-jacent d’évolution temfmorel
de phase. La stabilité de ces modeles dépend des pagarnrigernes de chaque régulateur.

4.6.1 Intégrateur

La récurrence de l'intégrateur
up = up_1 + Gyg, (4.114)
correspond & la fonction de transfert discréte propre

z

u(z) = Gz y(2). (4.115)

La matriceG est donnée payM..,, OU g est le gain de l'intégrateur. Se référer a la sec2dh 2.1
pour plus d’'informations concernant les propriétés déype de régulateur en OA.

Afin de faire apparaitre le modeéle d'évolution de phagerire de l'intégrateur et son propre
modele d’état, Kulcsaret al., 2009 a montré que l'intégrateur sous-entend une dynamiquehdse
donnée par

Pif1 = O+ v, (4.116)
I'expression d’une marche aléatoire d’énergie non bern’
Cela conduit au modele d’état
0
( I > , (4.117)

| 0
“4":<0 0)’

B;
Ci=(D -DN), D

=0
avec _
o ¢}€ur
Ti = . (4.118)
U1
Pour ce cas spécifique, I'équation d’observation devient
~tur ~tur
Pry1lk = Prjp + Loclk- (4.119)

~tur

En multipliant pa® = (NTN)~'N”, sachant que;, = Pg; . il vient

~tur

~tur

4Une FT est strictement propre si le degré de son numérasustrictement inferieur & celui de son dénominateur
m < n. Propre tout court sin < n.
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d'ou
G=PLy. (4.121)
Le modéle de 'Eq.4.119 est instable. Cela est a I'origine de I'effet d’'emballethde la commande

par intégrateur. La matrio@ n’est pas optimale non plus et les retards intrinsequé3Aarie sont pas
correctement pris en compte.

4.6.2 POLC

[Gilles, 2009 présente la structure et la stabilité en boucle ferm@®@LC. Cette structure est
illustrée sur la Fig4.1Q ou il est visible une compensation par I'addition de deHage de correction

~tur A
afin d’en créer le mesures en boucle ouveftea partir desquelles la phasg  est reconstruite. La

~ Systéeme .
Bruit mesure w,

Y Régulateur POLC

FiG. 4.10 — Structure du régulateur POLC.

correction est ensuite soustraite pour en obtenir la phasiduelle a laquelle un filtrage spatial de
fonction de transfert
B )
gp(z) = m,

ou « et 8 sont deux parameétres d'un intégrateur a fuiteg & gain, est appliqué. Une étude de
robustesse en OAMC a été menée paafrou et Gilles, 2005

Le POLC a été analysé en terme de formalisme d'état patif, 2006. Les étapes principales
sont rappelées dans le but de les comparer aux méthodsscies et LQG.

En s’appuyant sur la Figl.1Q les opérations suivantes sont réalisées séquemtielit :

— obtention des mesures en boucle ouverte

(4.122)

ur

~t
y2° =y, + DNPg,_, (4.123)

— soustraction de la phase de correction

~tur

RSS20 — ¢y, (4.124)

€n—1 =
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— prédiction de phase au travers I'equation récursive
Pyt = P + Ybp_1 + 0en 1 (4.125)
— projection de I'estimée sur les fonctions d'influence dD M
ug = Py q (4.126)
Soit un modele AR2 pour I'évolution de la phase
PRl = a10p" + aadpi’ | + vk (4.127)

Les coefficients s'obtiennent aisément a partir desatfirs séquentielles

a; = al, (4.128a)
as = ORM™SEDNP. (4.128hb)
Cela conduit au modele d'etat
a; ay O 0
Ap = I 0 0|, Bp=1]0
0 0 0 | , (4.129)
Cp=(D 0 —DN ), Dp=0
avec B
EZ5}€ur
Tpp = . (4.130)
Uk—1

Ce modele garantit une équation récursive d'état sound observateur

Try1fk = APThjk—1 + LPYk- (4.131)

MMSE
Lp= < 5R0 ) (4.132)

Ces deux dernieres équations impliquent que I'obseuvatesocié prenne la mesure estipgg_; =
0. Un effet de filtrage pourvu par le parametrearactérise cette approche. Cependant, ce filtrage n’est
pas optimal.

ou

4.6.3 FriM-IMC

Comme on I'a déja noté plus haut, la structure de I'aplpeode Béchetet al., 2007 est similaire
auPOLC. Cependant, la reconstruction utilise une base modalerdiife pour décrire la phase et les
a priori.

L'idee de base étant la méme, c’est-a-dire, un problémwerse de reconstruction statique de phase
a partir des mesures boucle fermée compensées de |ztmmrapportée par le MD, un autre point
de vue est pris pour la régulation en boucle ferm@&echetet al., 2007 opte par I'approche IMC
[Morari et Zafiriou, 1989 Riveraet al., 1989, consistant a estimer la phase turbulente a partir d'un
modele interne du processus physique a reguler. LadFld.schématise ce régulateur.
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Bruit mesure wa

. Regulateur FriM

FIG. 4.11 — Structure du régulatebrIM+IMC .

[Béchet, 200B met aussi en évidence I'action intégrale du régulatsiugr(z) = |, ce qui
correspond bien a la structure IMC. Il n’y a alors qu'un gealameétre a régler, ce qui est simplificateur
d’un coté mais aussi plus contraignant de I'autre puidgselegrés de liberté pour adapter ce schéma
a la boucle fermée sont réduits, comme I'a d'ailleursligmé [Kulcsaret al., 2009.

En partant du schéma bloc de la Hgdl1, la stratégie de comman&eM + IMC sera réinterprétée
dans le formalisme d'état. Le régulateyr(>~!) est choisi comme étant l'identité.

Les opérations suivantes sont réalisées :

— obtention des mesures en boucle ouverte

U = Yk + DNPGy_yjj. s, (4.133)
— prédiction de phase au travers I'équation récursive
Oryae = Ry (4.134)
donnant origine a
¢k+l|k’ = RMMSEDNP¢k_1Ik_2 + RMMSEyk, (4135)
— projection de I'estimée sur les fonctions d’influence dD M
up = Py (4.136)
Soit un modele AR2 pour I'évolution de la phase
OiL1 = a1 df" + a2di ) + v (4.137)

Les coefficients s’obtiennent aiseément

a =0, (4.138a)
as = RM™SEDNP. (4.138b)
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Cela conduit au modele d'etat

0 a2 O 0
Ap = I 0 0], Brp=1]0
0 0 0 | ) (4.139)
Cr=(D 0 -DN ), Dp=0,
avec
Eb}fur
zp=| o, |. (4.140)
Uk—2
Ce modele garantie une équation récursive d'état
Ttk = AFTrk—1 + LFYks (4.141)
ou
RMMSE
Lp= ( 0 > . (4.142)

De maniére équivalente &OLC, I'Eq. (
Comme l'a noté Kulcsaret al, 2009, la méthodeFrIM-IMC méne a un modele de phase
implicite qui dépend des hypothéses sur le RSB puisqueelie de estimation s'écrit comme

Ttur _ Qgtur ~tur

k+1k — Pe+1 — Prt1)k
= ag¢p—1+ U — G2Pp_1jp—o — R™"" (D¢_5k:—1 — DNPoy_ 12 + wk)
~ v, — RMSEwy,, (4.143)
si NP = I. Le bruit d’état étant choisi pour garantir le niveau dgnsil de phase désiré (et avec la

bonne covariance), le modeéle de phase est ainsi depedddREB, ce qui physiquement n’est pas
raisonnable.

En somme, le filtrage du bruit de mesures est absent car l¢ éstiireconstruit comme s'il
s’agissait de la reconstruction statique [voir E4142)].

Ce résultat permet d’éclaircir le comportementrM en boucle fermée a faible flux conduisant
a de moins bonnes performances que des régulateursch actégrale couplés de reconstructeur
moindres carrés, malgré une reconstruction a variarioémale [Montilla et al., 2009.

4.7 Bilan

Ce chapitre pose les bases fondamentales de la théorie dammande et de I'estimation
optimales qui seront utilisees dans les chapifres6.

Les étapes requises pour la mise en ceuvre de la solution LQGeté posées, depuis le
développement jusqu’a I'évaluation du critere en paspar la définition des matrices de pondération
et la construction des modeles dynamiques I'évolutiomplikse sous-jacents. Sous I'hypothése d'un
MD infiniment rapide, la solution dans la cadre de I'OA a é&veloppée en définissant un modele
d’état plus compacte, particulierement attractif pomnplantation temps réel.

Le choix des parametres des modeles auto régressit®ldieon de phase ont été analysés et
comparés a la proposition formulée ici : ces paramédi@gent étre choisis en ajustant les premiers
pas des courbes d’auto-corrélation modales [hypothesge/pe aux chapitré]. Le choix consistant
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a prendre des parametres garantissant une décavrelafi/e au temps caractéristique = 1/f.
a donc été revu. Les bonnes performances observées daatides dans plusieurs travaux et en
expérimental peuvent sans doute étre encore améliorés

Certains régulateurs proposés pour piloter systenm@a dont I'intégrateur classique, le régulateur
POLC et le FrIM+IMC ont été réinterprétés dans le cadre de l'approchd¢at’d es modeles
d’évolution de phase ont été mis en évidence afin de péenene compréhension plus élargie du
comportement de ces régulateurs en differents réginuétightion, notamment pour des observations
a faible flux (donc faible RSB). Pour lintégrateur, le nétel de phase instable justifie I'effet
d’emballement. Lé&rIM+IMC s’appuie sur un modele qui ne filtre pas le bruit de mesuedfel est
une dégradation de performance critique pour des faib&B.En ce qui concerne ROLC malgré la
sous-optimalité, le modele sous-jacent est suffisamsmile pour permettre un filtrage conséquent
du bruit de mesure et donc un comportement potentiellemeiiségradé en faible RSB.

Apres ce tour d’horizon des commande d’OA optimales et-smignales, quelques questions se
posent : comment adapter une commande LQG aux systemaadigzmbre de degrés de liberté, ce
qui fait I'objet du chapitreb, et comment généraliser les résultats de commande aletipnésentés ici
au cas MD lent, donc ayant une dynamigue non négligeablgyidait I'objet du chapitres.



Chapitre 5

Commande

Lin eaire-Quadratique-Gaussienne pour
des systmes d’'OAa grand nombre de
degres de libere

Ou l'algorithme de commande LQG est mis en ceuvre et adaptaux sysemesa grande
nombre de deggés de liberé.
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5.1 Introduction

Une premiere analyse de la problématique des grands measnderdegrés de liberté (GNDL) a été
développée au chapit®ou la reconstruction et commande de systemes d’OA classige fait dans
I'espace des frequences spatiales. La méthode sousalptproposée représente déja un effort de
reduction de la complexité calculatoire en faisant ajgjped transformées de Fourier. Dans cet espace,
le colt global devienO(nlog(n)) grace a I'application de la FFT, la transformée de Foudpide.

La Fig. 3.18illustre les colts calculatoires des algorithmes clasgsgemployant des VMM et des
transformées de Fourier.

La problématique des GNDL est abordée a nouveau dansagetie) cette fois-ci pour la mise
en ceuvre de la solution optimale LQG (au sens de la variancenale de phase résiduelle) définie
au chapitred. La complexité calculatoire, quel que soit I'algorithmifeetuant des multiplications
vecteur-matrice, est proportionnelle au carré de lagaie la matrick Dans le cadre de I'OA
cela revient a une complexité fonction de la quatriemésance de la taille des télescopes,

D* si la résolution spatiale de mesures/actionneurs estégardnstante. Le LQG n’échappe pas
a ce raisonnement. La mise en ceuvre de la commande pour stémeg de grande taille est par
conséquent un point qui mérite une attention particelie

Plusieurs méthodes ont été développées visant la @dende systemes d’OA a tres grand
nombre de degrés de liberté. Outre les méthodes FFTrajpitcd3, le POLC pourpseudo open-loop
control [Gilles, 2009 et le FrIM + IMC pour Fractal Iterative Method + Internal Model Control
[Béchetet al., 2007 suscitent un intérét particulier car ils sont facilerhg&néralisables aux OA
grand champ.

Ces deux stratégies de commande ont plusieurs points emgoniToutes deux découlent d'un
probleme d’estimation a variance minimale en boucle dey®u la phase est d’abord estimée puis
projetée sur I'espace miroir. L'estimation est effee#n mettant en place des méthodes itératives
pour la résolution des énormes systemes creux d’éqealinéaires auxquelles les OA, modélisées
avec une approche zonale, donnent naissance. Ensuitepati@té adaptées a la boucle fermée en
choisissant des régulateurs non optimaux a action rakeg

Les principes du calcul itératif utilises par ces mét®a’est pas facilement transposable a la
commande LQG (présentée au chap#fyeLes matrices dont se sert la commande optimale LQG ne
sont pasa priori creuses, notamment la matrice de covariance de I'errewgtidiation>, et, par
conséquence immédiate, le gain de Kalman.

Malgré cela, ces matrices peuvent étre raisonnablenygmmoaimées pas des matrices creuses
en suivant un raisonnement physique sur leur origine ethéma@menes qu’elles représentent. Une
méthode qui rentre tout a fait dans cette logique edDjimal Fourier Controller proposé par
[Poyneeret al,, 2007. Il s’agit d’un régulateur optimal en espace Fourier qelere directement de
I'approche Fourier du chapiti@ou I'indépendance statistique (au sens temporel etapdés modes
de Fourier est mise a profit pour construire un régulat€pGLmodal, optimisé mode-a-mode.

L'objectif principal de ce chapitre de caractéere explon& consiste donc a
proposer une méthode rapide pour la mise en ceuvre de la codengtimale
LQG, d’abord pour I'OA classique et ensuite des extensioass \des OA
grand champ. Les principes de la méthode de reconstrudtos I'espace des
frequences spatiales du chapieont retravaillés et adaptés au cadre spécifique
de commande optimale LQG.

!Si la matrice est carrée. En général le collt est propamttl au nombre d’éléments total appartenant a la neatric
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Ce chapitre s’organise de la maniere suivante : la mise ereogle la commande LQG est
d’abord simplifiee a la sectiof.2 avant de I'adapter a I'usage de méthodes itératives seddion
5.3 Lutilisation des gradients conjugués est proposéa &dction5.4. Un pré-conditionnement
dans l'espace des fréquences spatiales, visant a augimeniaux de convergence des méthodes
iteratives, est suggéré a la sectibrb. La structure du probleme étant particulierement aelaat
I'utilisation d’'une diagonalisation dans I'espace Fogrig pré-conditionneur inspiré des travaux de
[Yanget al., 2004 est modifié pour rendre compte des spécificités de l'agipe LQG. La conception
d’un pré-conditionnement dans I'espace de Fourier cetephinsi le lien structurel avec le chapitre
3. La version complete de I'algorithme concu dans ce cheygst denommée FD-PCG-LQG pour
Fourier-Domain Preconditioned Conjugate Gradients Lin€uadratic Gaussian controlCelle-ci
est présentée a la sectibré et la complexité calculatoire explorée a la section Puis, le FD-PCG-
LQG est évalué et comparé aux mises en ceuvre classiqueepaimulations de Monte-Carlo a la
section5.8 afin de valider les propositions particulieres formuléelng du chapitre.

5.2 Mise en ceuvre de la commande optimale

La mise en ceuvre de lacommande LQG inclut deux parties diein calculs hors ligne et calculs
temps-réel. lls sont précisés séparément.
Soit le systeme de 'Eq4(80

O Awr 010 Ut 0 !
| o= todo e {0 Jur | 0w
up, 0 0]0 Up—1 | 0 . (5.1)
2k :D(O I‘—N)xk—l—wk
ou I'étatx;, est défini par B
= _ %k |- (5.2)
Uk—1

Afin de décrire les calculs strictement nécessaires ecefér par la commande optimale LQG, une

Jtur

partition entre les états stochastiques et determimisseréalisee. Sait'" = < k-1 ) le sous état

é}fur
dex;, qui regroupe les composantes de phase. Avec cette défifif. (5.1) s'écrit
I
tur tur tur
(5 - (CFGE) (1) (3)
Uk k-1 0 , (5.3)
2k :(Czl”r‘—DN )xk—l—wk

ou

ur AUI’O ur O ur ur I
,4;:<It 0> B;:<O> Ci"=(0 D) r3:<0>. (5.4)

Il est clair que la partie déterministe de I'état n’est patimée : ce sont des valeurs retardées de la
commandey,. Seule la partie stochastiqué'™ nécessite d’étre estimée par filtrage de Kalman, décrit
et adapté a I'OA a la sectioh4.
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5.2.1 Calculs hors ligne equation de Riccati d’estimation et gain de Kalman

Les calculs hors ligne du gain de Kalman correspondent quat®ns de Riccati données dans le
cas général par les Eq4.41) et 4.42), ce qui conduit pour le modele turbulent a

Loo 2 AMH
-1
— Afiurzoo(cttiur)T (C[tiurzoo(cttiur)T + Ew> ’

avecX,, la solution de I'eéquation algébrique de Riccati
—1
Zoo 4L Altjurzoo(-AZlur)T + Zv . Altiurzoo(cltiur)T <Clt1urzoo(czlur)T + Zw) C&urzoo(Altiur)T‘

Ces calculs sont déecomposés selon les travauxPdét] 200§ consistant a obtenir la matrice de
covariance d'erreur d'estimatioR,, par résolution de I'équation de Ricca#.42 sur une seule
composante de phase de I'étgt", de facon & ce que les systémes d’équations assodé&d se
taille moindre. A cet égard, Petit montre que

s (5 7
Yo X3
o Aturz&ALr + Ev Aturzg}r
- S5 AT, Awr S5 AT, + 5, — AT 53DT (DS3DT + %,) 7 DS3Aw, )

(5.5)

Le bloc inférieur a droite de la matrice de I'Ed.§) définit une équation de Riccati associée a un
sous-état dont une seule occurrence de phase interviersos-bloc s’écrit

1
D3 = Awr S5 AL + 5, — AL 5,07 (ngDT + zw) DY3 sy (5.6)
Dans la pratique, c’est celle-ci qui est calculEg, pouvant étre totalement obtenue a partidteen
appliquant 'Eq. 6.9 ; toutes les autres matrices intervenant lors de ce cadtullconnues auparavant.
La matrice de covarianc&; peut étre obtenue par des méthodes algébriques otiviggraTrois
exemples sont détailles dans ce qui suit pour une apiglicati contexte de I'OA.

5.2.1.1 [etermination de la solution de la Riccati d’estimation

Deux types de méthodes sont présentés. Une solutiont@&m@ive consistant a calculer expli-
citementX,, et deux méthodes itératives : la classique (iteratiorpaiat fixe) et I'algorithme de
doublage.

5.2.1.1.1 Solution non iérative [Sodderstrom, 2002: la solution de I'équation algébrique de
Riccati est obtenue en construisant un systemeérdéquations linéaires, de taille double de celle
deX .

Soit la matrice d’Euler

AT A-TDTE-1D >

- 7
¢ < Zv-At_uI Atur + Zv.At_u-,rDTZ;lD (5.7)
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En réalisant la factorisation en valeurs propre<di vient

-1
Ti T12><P5 0 ><T11 T12>

S — ) ) _ ) ) , 5'8

( To1 To9 0 Fgl To1 To9 (5-8)
ou les valeurs propres se présentent par constructioc@upes(—\;, \;).

La solution finale s’obtient de
N3 =Ton Ty (5.9)

En pratique, considérant que I'inversion est de compeditn?), passer de an/2 conduit a une
réduction de complexité d’environ un ordre de grandeur.

5.2.1.1.2 lération de point fixe Litération de point-fixe est la de forme naturelle de maspur
de la matrice de covariance d’erreur d’estimation.
L'équation de Riccati de I'Eq.H.6) sous forme non asymptotique s’écrit

1
23,]6—‘,-1 g _AturZ&k.AI" + Z'U - .A;II—Jng7kDT <DZ3J€DT + Z'Ll)) DZ37k¢4tur, (5-10)

ou la dépendance conditionnelle a été négligée.eGajuation est itérée jusqu’'a ce qu'un critere
d’arrét soit franchi : par exemple convergence de la traee an seuil a définir.

5.2.1.1.3 Algorithme iératif de doublage [Anderson et Moore, 199%h I'algorithme de dou-
blage consiste a itérer un systeme d’équations @iffede celui défini par l'itération de point-fixe
naturelle de I'Eq. 4.34), en faisant

a1 = ap (I + Beye) " ou (5.11a)
B = ag (I + Brye) ™ B (5.11b)
Year = + g vk (T + Beve) ™' (5.11c)
avec valeurs initiales
a1=Al, 3,=D"2 D, 7. ,=1%,. (5.12)

La solution finale est obtenue par
Y3= lim . 5.13
3 k—1>+oo g ( )
La solution & literationk de ce systéme est équivalente a la solution a litena@ de I'itération
de point-fixe, d'ou le nom de l'algorithme. C’est I'algdiihe de doublage qui a été utilisé dans
'ensemble des simulations présentées dans ce mémsairEmention contraire.

Exemple : Convergence des gthodes ieratives

La Fig.5.1 compare le taux de convergence des méthodes itératisesvis de la solution non-
itérative. Un systeme d’OA classique avec<ZD sous-pupilles et 400 modes turbulents estimés est
considéré.

Cet exemple montre que la vitesse de convergence est tedldagsolution de I'equation de
Riccati ne requiert pas plus d’environ 10 itérations dégbsithme de doublage. Cela représente une
accélération des calculs de I'ordre de deux ordres dedgiam car le nombre d'itérations requises
par l'itération de point fixe par rapport au nombre d’ittvas de I'algorithme de doublage s’écrit
210/10 ~ 102. Ceci reste vrai car les matrices des deux algorithmes sola chéme taille. <
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Taux de convergence de Zk

‘L —©— Algorithme de doublage

= = = |tération de point-fixe g

norme de I'erreur par rapport solution non itérative

i i i

10" 10

2

Itération

FiGc. 5.1 — Taux de convergence de l'algorithme de doublage mguora a un algorithme consistant
a itérer 'Eq. 6.6). La norme de l'erreur est donnée [Er{HEk - EOOH%Q(Q)}. Les conditions de
simulation sont données plus loin au tabl&aBi

5.2.2 Calculs temps eel

Pour la mise en ceuvre en temps réel du régulateur LQG, dpiisations €lémentaires, définies
a la section4.3.2.1 sont réalisées. La simplification structurelle obtergrce a ['utilisation
d’observationsz, = yr_1 en avance d’'un cran par rapport aux vraies mesuj4<i[4 donne lieu
a des changements dans l'indexation des équations diefio@ et de mise a jour du filtre de Kalman.
En notant que la composante de I'état liee a la commanést was estimée, ceci permet de
simplifier les étapes de mise a jour et prédiction. Enisatiit uniguement I'état™", a l'itération
k, les opérations temps réel suivantes sont réalisées :

D G, =D(0 1)y, | DNucy
2) Ty, =ATTy, Tt ﬁooA(?tJukrr ~ ki) » Opérations temps-réel
3) w, =P(10 )f;“'g,k = Popi1y,-
(5.14)

La Fig. 5.2 schématise les opérations de I'E§.14 quand une mesurg, arrive en entrée du
régulateur optimal.

Démonstration : Opérations realisses en tempsé&el.
Tout d’abord, on écrit les équations du filtre sous la foresémateur pour les observations.

o0

Avec un certain abus de notation on utilise ¥k, < ( 0

> pour s’accorder aux dimensions de
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Systeme

Bruit de

mesure WE

u + 1+ y
- MD ASO >é)k
P N :
:'"' 'Kw <"|"','\t"> Z’l '1"7\"'> C‘t[ur ""‘I :
[JRN— E Yt = 1 Frjz : E
: S+ : : :
! sk I ; :
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FIG. 5.2 — Spécification des opérations réalisées en tegglssous la base de I'Eg5.(4). L'état

~tur xtur ~tur xtur
Ty, correspond &3, et} , , correspond &

) K|V = :
numériques Monte Carlo a la sectibr8.

E=1YVr_1

. Ce schéma est la base des simulations



5.3 Commande LQG adapée aux grands nombres de de@s de liberé 137

I'état.
Z,]ilzk71 = 9( 0 I —N )xk’\Z;rw
A$k|2k = Jsz\g\k,l +Heo (Zk - Zk|zk,1) ) (5.15)
Ty1yz, = AdTyz, + Baug, . :
~tur
Uk = P( 00 )xk|zk—l =Pz, .-

Cette forme n’est pas implémentable en temps réel cansidntk les observations; ne sont pas
disponibles (seules les observations; le sont). Le retard de mesure ayant été reporté au niveau d
la commande, on retarde d'un cran les lignes 1, 2 et 3 de I'&=45(comme cela a été expliqué a la
section4.4.4 pour obtenir

Z1z,, =D (0 1 =N )Tz, (5.16a)

fk—l\zk_l = Ek_1|z,€_2 + Hoo (Zk—l - Ek_l\zk_Q) (5.16b)

Thiz, = AdTro1|z,_, + Bauk-1, (5.16¢)
~tur

ug =P (1 0 0)Zz_, =Pz, (5.16d)

Comme), = Z;_1, on obtient l'identitéz;,_, z, , = Y|y, , ; donc, la premiere ligne s'écrit

@\k‘ykfl = D( 01 —N )fk—llykfl
=D(0 1)}y, , — DNuy_o, (5.17)

alors que, en particularisant pour la partie stochastiaquiétht, les deuxieme et troisieme regroupées
s’écrivent

~tur __ turtur ~

Try, = Aj Tplqy, , T Lo (yk — yk|yk71) . (5.18)
La derniére ligne concernant la commandese met finalement sous la forme

~tur

up =P (1 0)TM, =Py, (5.19)

5.2.2.1 Recapitulatif des méthodes de calcul existantes

A ce stade, on a identifié et et mis en place des méthodesldd taratives rapides pour les
opérations réalisées hors ligne. Une réduction c@maldle de la complexité est obtenue en passant
par un modeéle d’état de taille réduite.

Cependant, la simplification de la commande LQG par la rdaluclu nombre de composantes
de I'état n’est en soi pas suffisante pour réduire le caigutatoire ni hors ligne ni temps réel. Avec
une implantation mettant en place des multiplicationseugetnatrice, alors on retombe sur une loi de
type O(n?). Des solutions permettant de réduire cette complexité gmposées par la suite.

5.3 Commande LQG adapée aux grands nombres de de@s de libere

Cette section est consacrée a I'étude et a I'adaptaiida commande LQG aux systemes d'OA a
grand nombre de degrés de liberté (GNDL).

Malgré l'existence de méthodes rapides pour le calcukdigne de I'équation de Riccati
algébrique (ARE) [Eq.4.42)] et donc du gain de Kalman [Eg4.41)], la mise en ceuvre temps réel
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de I'Eq. (.14 d’'une commande du type LQG peut se révéler tres coétewsr méme intolérable
vis-a-vis du calculateur numérique.

Afin de réduire les calculs associés a I'Ef.14), la base de modeélisation a encore une fois été
remise en causef. section3.3]. Un raisonnement analogue a celui qui est a la base dprbape
Fourier présentée au chapiesst suivi dans ce qui suit.

A la section5.3.1les opérations élémentaires de la commande LQG sont mhau&lisées avec
une approche zonale dans le but d’obtenir une représemtateuse. Avec ceci, I'application de
la commande pourra &étre accomplie par une résoluticatite de systemes d’équations linéaires.
L'obtention de cette représentation, détaillée a tdisa 5.4, est motivée par plusieurs travaux récents
en OA, plus précisémenPfatrou et Roggemann, 20008n ce qui concerne la modélisation zonale et
ceux de (Gilleset al.,, 2002 Gilleset al., 2003h Yanget al., 2004, pour ce qui concerne I'utilisation
de méthodes itératives avec pré-conditionnement. [S@ter a la sectiod.4 pour une discussion plus
elargie sur ces travaux.

5.3.1 Mocklisation creuse avec une base zonale

Siune description zonale de la phase est adoptée, cedlivepen d’autres termes, que la base de
sinus cardinaux est implicitement employée, alors lesaiidns élémentaires déclinées a I'Ef16)
sont potentiellement moins colteuses du point de vue leadite. En association avec la base de
Fourier, espace dans lequel les opérateurs se diagontglésris certaines hypotheset section3.5),
alors le nombre de calculs décroit avec I'utilisationlgitaithmes rapides de calcul de la transformée
de Fourier. Les arguments mis en avant au chagitrestent donc valables; ils seront adaptés a la
commande LQG en suivant une procédure similaire.

La modeélisation zonale de chaque opération prenant gldéey. (5.14) est précisée ci-dessous,
sous I'hypothése d'invariance par translation des déra de mesure et de déformation du miroir
(autrement dit, les fonctions d'influence sont les mémetependemment de la position dans
I'espace).

L'équation de mise a jour dans I'Eg5.Q4), deuxieme ligne, peut en fait s’écrire en deux
étapes ; mise a jour ﬁ“_’lmil pour obtenirf}c“_r”yk et prédiction en multiplianf}fu_fl‘yk par AG"
pour obtenir@}j@k. Ceci a pour avantage de séparer le calcul en une étamntfargervenir une
multiplication par une matrice pleine (paragraph&.1.3 et une étape de multiplication par une
matrice déja creuse (paragraph8.1.3.

5.3.1.1 Mesure estirge

gkb’k—l = D( 0 | )/‘T\}eu—rﬂyk_l — DNuy_p

En employant une approche zonale pour décrire la surfamedd’,D devient un opérateur creux
puisque les gradients discrets de la phase sont obtenusiraddhan noyau localisé. Pour I'analyseur
Hartmann-Shack, ce noyau utilise quatre points de phasebards de chaque sous-pupille — la
géométrie de FriedHried, 197T. D’autres géométries peuvent &tre envisagées pa@pi@sentation
discrete de I'ASO HS¢f. section3.3.1.1 La structure de la matricB ainsi générée est montrée sur
la Fig.5.3a gauche.

La matriceN est aussi creuse puisque, encore une fois, les fonctionfudnce des actionneurs
sont localisées, surtout si elles sont bien modéliséesdps fonctions splines bi-cubiques ou des
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Gaussiennes seuilleed [section2.5.1.3. Le motif de remplissage dd est présenté sur la Fig§.3a
droite.

Opérateur D : gradients discrets ~ Opérateur N : fonctions d’influence
O 0

L XY N
A\
o
\
100 \
100
200 150
N\
300 N 200
AN
\] 250
400
300
350
500 Q\
400 N\
600 ‘ ‘ ‘ §§} R \
0 100 200 300 400 0 100 200 300
nz = 2528 nz = 3129

FiG. 5.3 — Matriced etN, avec modele de mesure de Fried [E})2¢)]. Représentation zonale pour
un systeme avec 2@0 sous-pupilles, dont 316 valides dans la pupille prifeigaes 357 actionneurs
valides sont placés aux coins des sous-pupilles, seloadmétrie de Fried. Taux de remplissage de
0,91% et 1,99% respectivement.

Les motifs générés sont creux avec des taux de rempésbagtant plus faibles que les systemes
sont grands. Ceci vient de la constance du nombre d’élesmam nuls par sous-pupille ou bien par
actionneur. Autrement dit, les noyaux convolutifs dest N ne varient pas en fonction de la taille
du systeme. Les dimensions des matrices étant propodil@s au carré du nombre de degrés de
liberté, soitn?, le remplissage est plutdt proportionneh&i une modélisation avec une base creuse
est adoptée.

5.3.1.2 Misea jour

~tur

~t! _ o~
xk:u—rl\)ik =Ty, + Hoo (?Jk - yk‘ykfl)

L'étape de mise a jour est la plus colteuse a differgaisits de vue. D’'une part il s'agit de
la multiplication d’'un vecteur par une matrice de gain derifah résultant de I'application de
I'Eqg. (5.14). D’autre part il n’est pas évident d’intuiter une matriceeuse suffisamment proche du
gain théorique puisqui ., est obtenue a partir d'une matrice inverse, donnant rgégr@ent origine
a une matrice pleine. Pour 'OA, cette matrice inverse éstraent pleine, puisque linverse de la
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matrice ASO est intrinseéquement pleine

L'idée qui est exploitée en I'occurrence consiste agriinversion de(Ci' S (CH")T + )
en utilisant des méthodes itératives pour obtenir laltésde la multiplication d’un vecteur par cette
matrice, sans que pourtant elle ne soit jamais inverséet Agard, les méthod@®OLCet FrIM-IMC
emploient des idées similaires.

Pour cela, la multiplication matricielle ayant lieu atipe de mise a jour est transformée a la
section5.4 en un systeme d’équations linéaires quasi indepeedadbnc tres creux.

1

5.3.1.3 Pediction

~tur _ tur—tur
Trlye = Ad Lr—1|y,

En partant de la définition dd’'" & 'Eq. (5.3), elle est creuse si™" est aussi une matrice creuse.
La solution naturelle poud™" consiste a minimiser I'erreur quadratique de prédicgorprenant

A = argmin B {641 — Ak}, (5.20)

dont la solution est donnée par

At — | {¢k+1¢{} E {¢k¢{}_1 , (5.21)

avecy) £ E{¢y410] } la corrélation de la phase & un pasgf = E {¢p¢} }. La fonction de

corrélation de la phase en fonction de la distanee \/Ax? + Ay? est donnée a I'Eq2(20).

Malgré le fait que les matrices de covarianE@ et X, soient toutes deux pleines [Fi§.4-
gauche] le résultat de I'Eg5(21) présente une structure diagonale trés marquée avecameentra-
tion de valeurs autour de la diagonale principale et desisbaibles ailleurs. Ce résultat est montré
sur la Fig.5.4-droite, pour un point de phase quelconque dans I'espacechepes horizontale et
verticale de la matric@ﬁ sont représentées. Les corrélations perpendiculairesdirection de la
vitesse du vent ont une étendue tres restreinte, alorpauides corrélations le long de la direction du
vent elles sont plus élargies. Cet aspect est a I'origgmanéthode de simulation d’écrans turbulents
non stationnaires infiniment longs proposée pasematt al.,, 2009 puis réinterprétée et généralisée
par [Beghiet al., 2008d dans le cadre de la théorie des processus stochastique.

Détermination des coefficients ded™" L'objectif maintenant est de trouver des coefficients de la
matrice A, qui soient physiquement justifiables et numériguememagtts, c’'est-a-dire que la
matrice A, SOit aussi creuse que possible tout en garantissant unlendd&olution de phase
raisonnable. Le caractére raisonnable est fruit de disons diverses a ce jour, notamment en ce
qui concerne la prédiction de phase sous I'hypothése giTasection2.3.2.3. Les travaux de
[Beghiet al.,, 2008h Beghiet al., 2008¢ Beghiet al., 20083 se penchent sur ce probleme, mais il
reste a prouver 'amélioration globale des performandeda commande par rapport au choix de
modeles AR d’ordre réduit, qui eux ne sont pas appropis la prédiction de phase en translation.

2Ce ne veut pas dire pourtant que telle indépendance permiettésoudre le systéme par sous-blocs, ce qui pourrait
suggérer que l'inverse serait potentiellement creusee®IOA la dérivation spatiale de la phase réalisée pas0®Aend
impossible une matrice inverse creuse, car cette invenségowe une intégration spatiale, qui crée des interdédpaces
linéaires enchainées. Il n'y a donc pas d’ensemblespeddantsaad, 199p
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Matrice de covariance spatiale de phase
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FIG. 5.4 — Gauche : Matrice de covariance de phage la structure horizontale est bien visible,
attestant I'equivalence des points de discrétisatiorageerturbation de phase puisque il s’agit d'un
phénomene isotrope et homogéne.

Droite : matriceA™"* pour Ar = 0.2m. Les coupes parallele et perpendiculaire au vecteussateu
vent sont montrées, pour un point central situé a 4m dd.bor

Une exception est le cas de la base de Fourier, utiliséeldansvaux defPoyneeret al., 2007, ou
chaque mode est caractérisé par un pic frequentiel (@astaiction) et donc les décalages spatiaux
sont approximés par des modeles AR a coefficient compmrantissant la stabilite du modele
d’évolution. Ce n'est pas le cas pour d'autres représiems a contenu frequentiel élargi car les
décalages spatiaux ne sont pas simples a détermineexBarple pour les polyndomes de Zernike,
les décalages sont obtenus comme une combinaison éndaila baseljundstrom et Unsbo, 2007
Un défilement avec cette base aurait donc requis une madfitea structure dense, donc pas tres
envisageable pour I'application visée.

[Poyneeret al,, 2009 ont étudié le probleme d’optimisation de la loi de conmda de systemes
d’OA sous hypothese que I'atmosphére est en effet coegpds’ couches turbulentes en translation.
Leurs résultats expérimentaux, obtenus aux obserestéieck et Gemini & Hawaii, montrent qu’en
moyenne 30% de I'énergie totale est une translation etue ¢ 90% du temps. L'énergie restante
est sirement une sorte de bouillonnement dont le comperteest moins simple a modéliser par des
translations. Or, ceci indique que la performance globalladommande peut étre en effet améliorée,
bien que seulement 30% de I'énergie corresponde a desldtmms. Cependant pour cela il faut
connaitre le vecteur vitesse de vent (module et directienjombre total de couches et le profil de
C? avec une précision qui reste encore a définir. Ces medilet naturellement moins robustes que
I'approche simple que I'on propose ici. Ce dernier aspeiat'@aportance majeure car de petits écarts
aux valeurs nominales des grandeurs listées ci-dessusmtegngendrer des pertes abruptes. Pour des
systemes d’'imagerie a haut contraste tels que le GPI pa@tdscope Gemini, le gain reste a mettre
en évidence par rapport a une modélisation plus soupgbtustrobuste. Les résultats expérimentaux
de [Petit, 200§ et [Petitet al.,, 2009 discutent des compromis performance/robustesse etmmeat
la pertinence et raisonnabilité de l'utilisation de miedeAR simples. Dans leurs expériences, les
modeles d’évolution temporelle de type AR des modes daikers’averent tres appropriés pour
la commande LQG, malgré une turbulence générée pardess rotatifs en réflexion, donc un
comportement Taylor quasi pur.
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Pour le cas modal des polyndmes de Zernike les coefficiemtta ddiagonale ded;,, sont
décroissants, fruit des vitesses d’évolution croissshis.

L'utilisation d'une base zonale méne aussi a une rajnétation des coefficients de la matrice
Awr. Les coefficients ded;,, sont maintenant égaux entre eux car il n'y a pas de raison de
traiter differemment deux points quelconques dans l'esf#a phase est isotrope et homogetfe,
chapitre2).

Compte tenu des bonnes performances des modeles AR simpledele AR du premier ordre
(AR1) est adopté ; par conséquent,, = al, aveca un coefficient choisi de fagon a approximer
la décorrélation théorique dé a un pas. Sous I'hypothése de Taylor, les corrélatioradiap et
temporelle sont équivalentes sil'on prend la distafAee= V - T, une fonction de la vitesse moyenne
du ventV et du temps d’intégration ou temps de traife

Connaissant la décorrélation exponentielle du modé&Rl Asection4.5] on en déduit tout
simplement

a=X4(V-Ts)/X4(0). (5.22)

5.3.1.4 Projection orthogonale sur I'espace des commandes

~tur
up =P (1 0)z}, = (NTN)"'NT @y 1y,

La matriceN étant creuse [Fig5.3], des méthodes par pivot de Gauss sont envisageables pour

~tur

obtenir le résultat du produit dB par le vecteurg, .y, et ainsi obtenir la commande,. Des
méthodes itératives sont aussi concevables, par exaraidede Yang et Vogel, 200
Une version légérement modifiée Beeut &tre utilisée

P=(N"N+~D)"INT (5.23)

ou la constantey améliore le conditionnement et les performances en casati@asion des
actionneurs.

5.4 Filtrage de Kalman par résolution d’un syseme deéquations lineaires
Ax = b creux

Toutes les opérations sauf la multiplication d’'un vectpar la matrice ., sont creuses en
utilisant une base de modélisation zonale.

La matrice’H., étant le produit de plusieurs opérations, dont I'invensd’'une expression ou
intervient la matrice de covariance d’erreur d’estimaton, n'est pas une matrice creuse.

Soit donc

—1
Moo 2 5 (Co)T (c;“fzoo(c;“f)T + zw) , (5.24)

défini a la sectior.3.2
Si le bruit entre sous-pupilles est considéré non ceraébrsy,, = o2 1, la matriceH., peut par
conséquent s’écrire sous forme informations,

Hoo = ((CF)TCHr + 01202501)_1 (cunT. (5.25)
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Une forme équivalente est trouvée si le bruit n’est pagjprmshdant mais corrélé comme dans le cas
des mesures LGBEchetet al,, 2009. Dans ce cas la matrice devient bloc-diagonale.

Démonstration : Forme information du filtre de Kalman.
Pour obtenir 'Eq. .25, multiplier d’abord I'égalité

-1 -1
Zoo(czlur)—r (Czlurzoo(cttiur)T + Zw) — ((Czlur)TZ;lczlur + Zgol) (C[tiur)TZ;l (526)

par ((CyM)Tstchr +$) a gauche e(C" S (CH)T + %,,) & droite, puis simplifier jusqu’a
obtenir l'identité. Avecs,, = o2, la dérivation de I'Eq. .25 est immédiate. |

La solution de la multiplication d’un vecteur paf., peut ainsi &tre obtenue par la solution d’'un
systeme d'équations linéaires du type = b avec

A=(CP)Tey + o230, b= (C)T (yk — Ty, ) - (5.27)

Sous I'hypothése qué est creuse, alors des méthodes numériques itérativeepedtre mises en
place a un colt calculatoire moindre. Bien évidemmer# gains en terme de calcul sont directement
liés a la densité d’éléments non nulsdlet a la vitesse de convergence de la méthode spécifiggemen
employée pour résoudre le systeme d’équations.

Dans la définition de la formé (25, ce n’est plus la matrice de covariance d’erreur qui efisag
mais son invers& !

L'application du lemme d’inversion matricielle et le corgpient de Schur permettent d’'établir

| A Doy 2 Avr o
»la < —AtTU o1 251 +AvtT Sy >, Matrice inverse dE, (5.28)

ou X5 satisfait I'equation de Riccati d'estimation de I'E§.6).

A ce stade, une expresssionXg! existe qui n’est toujours pas creuse. L'application dehoées
itératives, comme annoncé, n’est donc pas encore emabégy sauf sE ! est en effet creuse ou bien
approximée par une matrice creuse.

Démonstration : Matrice inverse de covariance d’erreur d’esimation.
L'inversion par blocs de la matrice,, définie a 'Eq. 6.5) est

-1 -1 —1 -1
S = 21 Eg = %d 1 1 _Sdl 2:2231 1 (5-29)
o o Y3 =33, Bt u s telet )

ou
Sq =% —21%51%, , (5.30)

est le complément de Schur #g,.
Avec les définitions d&; ; 3 données a I'Eq.8.9), il vient

Sqg=131 —%]%51%,
= Aturz3v4;l;r + ZU — AtungZ??lZgAT

tur

=%, (5.31)
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puisqueX; = X.1. Il en découle immédiatement que
S;t=xt (5.32)
Le terme croisé peut se simplifier aisement

-S7elvst = — 20 A B 55
= -3 A, (5.33)

et pour son transposé

—25 108 = SR AL

tur—v
= —ALZ (5.34)
Enfin,
Syl urisysinl vt = 0t 4 2 S AL B M A 2 25
=330+ ALE M Ay (5.35)
En regroupant tous ces termes, I'E§.28 est finalement obtenue. |

5.4.1 Approximation de la matrice de covariance d’erreur destimation

L'application de méthodes itératives au systeme Iineédéfini par 'Eq. 6.27) implique que la
matrice A soit creuse. Pour cela, il faut trouver une inverse de laiogtle covariance d’erreur
d’estimation qui soit aussi creuse.

D’apres I'Eq. 6.28), ceci n’est possible que Sy, X! et X5 qui font partie de la définition de
Y-} sont creuses.

Matrice d’ évolution temporelle Ay, :
En choisissant un modele AR1, avet, diagonale tel que proposé au paragraph.l la
matrice d’évolution temporelle de la phadg,, est creuse.

Matrice de covariance du bruit d’état >, ! :
Pour le modele AR1 choisi

Grr1 = Avurdr; + Uk
la matrice de covariance spatiale du bruit d’état s’écrit

By = B¢ — AwurZpAfrs

un résultat déja énoncé par 'E@.104.
PuisqueA,,, = al, la matrice de covariance de bruit d’état s'obtient sousime

¥, = 9(1 — a?) (5.36)

alors que son inverse s’écrit tout simplement

1
»oL (5.37)

El —_—
1—a?) ¢
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Pour le calcul de la matricqu1 I'approximation proposée parE[lerbroek, 200 est adoptée.
Selon cet auteur
Z;l ~ V4, (5.38)

ol est une constante &t* I'opérateur bi-harmoniqu&* = V2 - V2, avecV? le LaplacienV?r =

g—i’; + %’5 dans le plan cartesie@xOy [Fig. 5.5. La motivation principale qui a donné origine
a cette approximation est que le spectre spatial de lalembe atmosphérique est proportionnel a
v~11/3 ~ =%, 'inverse de ce spectre dans le domaine direct conduit @pé@nateurx V* qui, avec
une description zonale, admet une représentation tgsser Une amélioration de la régularisation
apportée par I'opérateur bi-harmonique permettantedeldriser tous les modes dont la courbure est

nulle, vu que ces modes sont dans le noyaWdgest proposée pat¢e, 2007T.

4

0? O
0 T T T T T T T T 0 T T T T

501 1 50

100 9 1001

150 9 150

2001 9 200

250 b 250

300+ b 3001

350 1 350

400 9 400

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
nz =2121 nz = 5317

Fic. 5.5 — Exemples de Laplacien et opérateur bi-harmonigtiisés lors de I'obtention d’'une
approximation creuse de la matrice de covariance de la phase

En conséquence, d’aprés 'E®.87), X, ! posséde donc aussi une représentation creuse.

Matrice de covariance d’erreur d’estimation ;!

Sous conditions de fort rapport signal sur bruit, la DSPiafeatle la phase résiduelle estr—2,
ou v est le module de la frequence spatiale. Sur la Big.sont représentées les DSP de la phase
turbulentegt™", celle de la phase reconstruité" et celle de la phase résidueli&s = ¢™" — ptr,

Les filtres spatiaux appliqgués s’obtiennent a partir desomstructeurs statiques a variance
minimale décrits a la sectioB.5. La phase résiduelle présente une DSP spatiale propoeile a
v~—2 en régime de basses fréquences et ce jusqu’a ce quetisitiplus élevé que la perturbation de
phase. Evidemment, au-dela de cette frequence, la DS® mteabe résiduelle suit la loi des!!/3,
puisque le reconstructeur, en présence d'un trop faibl® BSplique I'estimée nulle, c’est-a-dire
o™ (v > 1) = 0. Ceci explique aussi pourquoi le reconstructeur moindegses propage plus de
bruit au travers la boucle : dans ce cas la DSP de la phastiedisi estx »~2 dans toute la plage de
frequences. Au dela de c’est du bruit qui est reconstruit, quand au mieux il faudeatimer zéro.

En analogie avec l'erreur de reconstruction, on fait comiyygothese que I'erreur d’estimation
est composée d'un contenu fréquentiel de la méme nalette idée est au coeur du concept qu’on
présente ici.
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DSP spatiale de phase et phase estimee, RSB =10 Energie integrée, RSB =10

= DSP spatiale von Karman

— — —DSP ¢ estimée

1
1
1
1 o res

i , DSP @

ov? I 0.81

1

2

0.6-

04

[unités normalisées]

0.2r

107 107 10° 10" 10°

Frequence spatiale, [mfl] Frequence spatiale, [mfl]

FiG. 5.6 — Gauche : Coupe radiale des DSP de la perturbation de= pié, phase estiméétur et
erreurg®” = ¢t — ¢tr. RSBE{||¢||?}/ E{|lwe|/*}, w, le bruit integré lors de la reconstruction,
soitwg = RMSFw.,

Droite : Energie intégrée de la perturbation de phase Uasitotalité de I'énergie se trouve au dessous
de la frequencey, la frequence au-dela de laquelle le bruit est pluseetpyé la phase.

Dans cette logique, une matrice approximativeXtjerevét une loi de puissance que I'on peut
espérer connaitre au préalable. En 'occurrence, la loi? est adoptée. Par conséqu@g,l ~ aV?,
un opérateur qui n'a plus que cing éléements non nuls pbagqee degré de liberté.

Avec les approximation@;1 ~ V4 etS;! ~ aV? la matrice

e T T
_‘Aturzv Z3 +‘Aturzv 'AtU"

est approximée par

1 4 a 4
a —V —7==7V _ _
Yyl 179 1-a » ! approximée. 5.39
* T\ eV avi v o oPP 59

En conclusion,A = C;Cd + 0?x! se présente maintenant approximativement comme une
matrice creuse. La validité des approximations propeseea évaluée par des simulations numeériques
a la sectiorb.8 et la performance quantifiée.

Exemple : Matrice ¥, exacte et approxinee

A titre d’exemple, la matrice de covariance de I'erreur tiestion est montrée sur la Fi§.7
en utilisant I'algorithme de doublage et I'approximatioar gles opérateurs creux proposée ici. Des
simulations numériques de Monte Carlo a la secbd®valident le remplacement dé., par une
version qui releve d'une approximation spectrale de éerrd’estimation |

5.4.1.1 Obtention des facteurs multiplicatifs

La matrice de I'Eq. %.39 fait intervenir deux constanteset . Selon [Gilles, 20038, la valeur
de~ se fixe en
v 1/2 (5.40)
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):'1. solution de la Riccati d'estimation Approximation creuse de b

1000 1000

Erreur de I'approximation deX”

1000

FIG. 5.7 —Gauche : solution exacte §g! ; Droite : approximation par une matrice creuse - B39.
En bas : erreur entre la solution exacte et 'approximati@use. La matrice creuse, en I'occurrence
calculée pour un systeme de 20 par 20 sous-pupillesept@sin taux de remplissage de 273
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pour n'importe quelle taille de grille de reconstructio@ddite de a partir de
B{oTs;'0} =vE{oTV's}, (5.41)

qui suppose qUE, " ~ yV*.
Pour la nouvelle valeur de [Eqg. (5.39], on propose une méthode de calcul qui n’a pas étédesté
Ayant proposée une analogie entre I'erreur de reconstructatique et I'erreur d’estimation, la
valeur de la constante peut s’obtenir de I'intégration spatiale de la phased@slie

Vs vy Vs
/ 1/aW gerr = 270 ( / b 2vdu + / 0.023r, " 31/_11/31/81/> : (5.42)
0 0 1Z

b

ou v, est la frequence spatiale la plus élevée letniveau de bruit de mesure en valeurs rms .
L'intégration se réalise aisément en coordonnéesinesla

v, 2w Vp
/ / F(v)vovoh = 271/ F(v)vov, (5.43)
0o Jo 0

puisque la fonctionF'(v) est & symétrie de révolution. La frequeneg correspond au point de
croisement de la DSP du bruit dans I'espace des phases dv&@lde la perturbation. Les allures sur
la figure5.6 en illustrent le principe.

5.5 Résolution itérative de syseémes lireaires creux du typeAz = b

La matrice A dans I'Eq. .27 admet maintenant une représentation creuse. L'apjgicate
méthodes itératives étant donc envisageable, ceat ésitIprincipal de cette section.

Des généralites sur des méthodes itératives soseptées avec des notions de pré-conditionnement
de systemes d’équations linéaires. On choisit plusipénent un pré-conditionneur dans I'espace de
Fourier, sachant que les méthodes itératives candid@tss restreignent pas a ce type particulier de
pré-conditionneur. L'ouvrage de référencgapd, 199pa servi de base a I'ensemble des résultats de
cette section.

5.5.1 Gradients conjugues

L'algorithme itératif des gradients conjugués est &fficace pour résoudre les systemes d’équations
linéaires symeétriques et définis positit$ (= A etz" Az > 0) du type Baad, 199p

Az =b. (5.44)

Son principe repose sur la recherche de directions sugesgsermettant d’atteindre la solution exacte
du systéme étudié edim(z) pas. En pratique, I'algorithme est itéré jusqu’a ce quuitere d’arrét
soit franch?. Son efficacité est incontestable, ce qui a conduit alikation de cet algorithme dans
plusieurs travaux en OA — secti@nl

Cette méthode vérifie a I'itératiom et pour tout vecteur.

2™ — 2[4 < 20™ |20 — z|4, (5.45)

3Par exemple, jusqu’a ce que la stagnation de la convergensitue au dessous darbitraire.
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ouy = ﬁ;} et x la valeur du conditionnement spectral= A4/ Amin de la matriceA, ce qui

souligne la dépendance du taux de convergence sgfon

Une possibilite pour s’affranchir d’'un éventuel faiblauk de convergence consiste a pré-
conditionner le systeme d'équations linéaires présan-dessus. Le pré-conditionnement permet
d’augmenter le taux de convergence d’un algorithme iferatconsiste a trouver une matric@ !
pour laguelle le produitC—! A) ait une dispersion de valeurs propres moins importante@mfa ce
que le conditionnement spectrakoit plus faible, ce qui a pour conséquence d’augmenterue de
convergence$aad, 1996Vogel, 20032.

5.5.2 Pee-conditionnement

"Finding a good preconditioner for solving a given sparsedar system is often viewed as a
combination of art and science. Theoretical results areerand some methods work surprisingly
well, despite expectatiofis

J. Saad

Le principe du pré-conditionnement d’'un systeme d’éigues linéaires consiste a remplacer la
résolution de I'equatiomz = b par celle du systeme équivale@it ' Az = C~'b. L'objectif est
de trouverC—! tel quex(C~tA) << k(A). Cest d'ailleurs cela qui justifie le nom attribué a cette
opération de conditionnement préalable.

Théoriquement le meilleur choix serait doac! = A~!, puisqueC~'A = I. Dans la pratique,
toutefois, il faut trouverC—! le plus proche ded—! sans que pourtant le codt calculatoire de la
multiplication d’un vecteur paf’—! — étape 5 du PCG dans I'algorithr@e- ne soit trop élevé.

Il existe trois formes distinctes pour pré-conditionnéiun systeme linéaire : & gauche, a droite
et si le produitC—! A n’est plus symétrique, alors la racine carrée du préditmmneur est utilisée a
droite et gauche dd [Saad, 1996 Un pré-conditionneur est soumis aux trois conditionigamntes :

— @tre une approximation de la matride ! du systéme linéaire (dans un sens encore a définir) ;

— @tre symétrique et défini positi€( = C etz"Cx > 0);

— étre creux - pour assurer un nombre faible d’opératicalsutatoires avant d’atteindre la

solution.

La méthode des gradients conjugués pré-conditionRE€XS) est présentée dans l'algorithi2e
ci-dessous.

Concevoir un pré-conditionneur est une tache ardue.pksg que des méthodes générales de pré-
conditionnement soient extrémement efficaces, évitargdherche de pré-conditionneurs spécifiques
adaptés.

Parmi la panoplie de pré-conditionneurs qui peuvent &tevés dans la littérature, un relevé
succinct est présenté en se focalisant sur des méthodestegté appliquées a I'OA et qui sont donc
candidates pour le pré-conditionnement du LQG itérai# tjon propose.

L'étape de pré-conditionnement consiste en lui mén@saudre un systeme d'équations linéaires
du type Az = b. Donc toute méthode itérative peut étre utilisée p&atiser le pré-conditionnement.

“Trouver un bon pré-conditionneur pour résoudre un systéinéaire donné est souvent vu comme une combinaison
d’art et de science. Les résultats théoriques sont raresraines méthodes marchent é&tlonnamment bien, audéeioute
attente. Traduction de I'auteur
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Entrée ro = by, — Axzg, 20 = C g etpy = 2o
pour chaque m = 0,1, ..., faire

1:q, = Ap,, ; Multiplication par la matrice4;
2: Qm = (Trm Zm)/(Qrmpm);
3: Tmtl = Tm + QnPm;
4 “Tm41l = Tk — OmQm,
5:2mi1 = C lr,, 15 Multiplication par le pré-conditionneut’—*;
6:0m= (Tm-l—la Zm—i—l)/(rmy Zm);
. 7 Pmt1 = Zmt1 + BmPms
in

Sortie: Solutionz, = A~ b,
Algorithme 2: Algorithme des gradients conjugués pré-conditioniéspération (-, -) représente
le produit interne de deux vecteurs, c’est-a-diteb) équivaut 2u'b. Les étapes 1. et 5. impliquent
des multiplications matrice-vecteur (VMM), de loin les plooGteuses. L'étape 5. représente la
multiplication par le pré-conditionneur.

5.5.2.1 Pe-conditionneur diagonal

En premiéere approximation, la diagonale de la matricéorme un pré-conditionneur général,
mais un peu grossier. Selon la structureAldl peut s’avérer efficace ou pas. Par exemple, dans les
travaux de Tallonet al,, 2007, cette approximation est proposée.

5.5.2.2 Methode multigrilles

Les méthodes multigrillesHackbusch, 1985consistent a annuler les composantes spectrales
basses frequences de I'erreur d’estimation du vecteem le projetant sur des grilles de difféerentes
résolutions. Les composantes basses fréquences surilledige acquierent alors un caractere de
hautes fréequences sur une grille grossiere. Cette gpmiutrensuite étre atténuée comme s'il s'agissait
effectivement de composantes haute frequence.

Le fonctionnement de cette méthode itérative peut agmes de la facon suivante

— Appliquer un pas de lissage ;

— Projeter I'erreur de basses frequences sur une grille giassiére ; ainsi elle devient haute-

frequence et peut alors étre atténuée ;

— Résoudre le systeme défini sur la grille grossiére tagarprojeter I'erreur de retour sur une

grille plus fine;

— Mettre a jour la solution et appliquer ensuite un pas d&adie pour éliminer I'erreur haute

frequence.
Cette procédure est communément appeléigorithme a deux grilles. La version compléte consiste
a appliquer récursivement la procédure a deux-grilles

Une description complete se trouve dans les ouvradgsmcbusch, 1985et [Saad, 199p
[Gilleset al., 2002 Gilles, 2003aGilles, 2003b utilisent cette méthode itérative pour pré-conditien
le probleme de reconstruction tomographique dans le velatmosphérique. Le multigrilles a été
validé expérimentalement en OA classique passardet al., 2009. D’autres travaux I'utilisent en re-
construction de font d’'onde comme ceux tedel et Yang, 2004Barchers, 2004Renet al., 2009.
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5.5.2.3 Peg-conditionnement en espace de Fourier

Dans cette section les aspects fondamentaux du pré-mymaditnent en espace de Fourier sont
abordés, suivant une présentation proche de cell¥aleglet al., 2004.

D’apres la discussion entamée au chap@rsur la représentation du reconstructeur VM dans
I'espace Fourier, il semble tout a fait naturel d’utilidarcirconstance favorable que les matrices du
probleme direct soient quasi diagonales une fois reptéss en espace Fourier, donc trés facilement
inversibles et a moindre co(t calculatoire, pour praditonner le probleme de la commande LQG.
C’est ce que proposentgnget al., 2009 pour la reconstruction de front d'onde en OA a grand
nombre de degrés de liberté. En s’inspirant de cette ftatiom, des modifications sont proposées
pour 'adapter au contexte de commande LQG en boucle fermée

On peut, puisque on aborde le passage en Fourier dans urxteoh@®G, se poser la question
suivante : pourquoi ne pas représenter toutes les vasiaglé-ourier pour obtenir un filtre de Kalman
en Fourier comme celui proposé patdyneeret al., 2007. En effet les opérations &lémentaires a
entreprendre dans le cadre de I'OA sont caractériséesipaioyau convolutif. Cette opération est
diagonalisable en espace de Fourier. Néanmoins, ce resmmt atteint ses limites. L'opération est
effectivement diagonale si le support est considéré iimfinles opérations circulaires — I'intégrale
de convolution est donc non bornée. Or, ceci n'est géa@ent pas vrai en OA, ou des dimensions
physiques de I'ouverture du télescope imposent des linite probléme n’est pas non plus circulaire,
bien que raisonnablement bien approximé par des opégatioculaires. En plus, comme cela a déja
été detaillee, I'adaptation de I'ouverture annulaile télescope a un domaine carré sur lequel est
définie la base des fonctions de Fourier oblige a gérepddsgemes de bords [secti@g].

5.5.2.4 [Efinition du pré-conditionneur dans I'espace Fourier

Un pré-conditionnement mono-couche est présent&rgésable au cas multi-couches. Pour cela
le profil de C?(h) est nécessaire. Sous I'hypothése de l'indépendancealeshes atmosphériques,
il vient ¥, = BlockDiagXy,. [Yanget al,, 2009 font une présentation pour le cas général multi-
couches.

La matrice de covariance de la phasg peut étre construite de la fagon suivante

Wy oc FH {IVI‘”/?’}, (5.46)

ou F est la transformée de Fourier.
La matrice de covariance de bruit est aussi diagonale pasppuisque le bruit est considéré non
corrélé entre sous-pupilles. Il vient alors

W, = o2, (5.47)

ol o2 est la variance de bruit sous chaque sous-pupilléaetatrice identité de taille appropriée.
La matriceD est composée du produit de deux opérateurs : le mastuet (es gradients discrets
(D°°). L'équation de mesure devient ainsi

D. \ - [ QD \ -
s:<Dy>¢>_<QD§O>¢. (5.48)
L'opérateur pupille, est défini par

| s(x) six € pupille;
Qs(x) = { 0 sinon . (5.49)
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Les mesures pour la géométrie de Fried sont définies eclégns 3.3.1.1 Pour une ouverture de
taille infinie, les opérateuB3° andDj° admettent en effet une représentation diagonale
Ainsi,

DX = F YD}, (5.50a)
Dy = F~{D;°}. (5.50b)

En regroupant les termes, il vient finalement
DD = ((D;O)TQTQD;O + (D;O)TQTQD;O) . (5.51)

L'équation 6.51) n'admet pas une transformée de Fourier diagonale ca€ilapur 2 ne
représente pas une convolution. Cependant, puisque edatconstruction d’'un pré-conditionneur
est de trouver une approximation suffisamment proche de taamal dans I'Eq. 6.44), alors il est
suffisant de garder un ensemble de points au cent®@ de F{Q2}. Selon [vanget al., 2004, ceci
s’avere convenable pour assurer une convergence rapicgtaithme des gradients conjugués pré-
conditionnés.

En suivant la suggestion de Yargal. on adopte la représentation de Fourier
Fl {DTD} ~ F! {((D;O)HQHQD;;O + (D;O)HQHQD;O)} , (5.52)

ou 2 est une approximatiof2 valable pour les grande systémes FafQ} esttres localisée.

Tous ces opérateurs ont désormais une représentatagoréile en espace de Fourier; la
multiplication de matrices diagonales €xfn) a la place de)(n?).

Le préconditionneur s’écrit donc

et = 7 (D) M@y + (D) HAMAD)) + ag,w;l}_l . (5.53)

La version itérative de la commande LQG est dénommée EBPQG pourFourier-Domain
Preconditioned Conjugate Gradient LQG

5.6 Mise en ceuvre de la commande LQGérative

La modélisation zonale proposée pour la commande LQ@ ptentiellement moins lourde, elle
est aussi plus souple, puisque la mise a jour des opésagetiait desormais plus aisément. L'inversion
du reconstructeur n'a jamais explicitement lieu et les Waltors-ligne ont été remplacés par des
opérateurs spectraux de facile obtention. Sachant quatlarsarité n’est jamais de fait acquise, les
changements des conditions d’observation entrainentmise a jour réguliere des opérateurs. En
OA cette procédure est réalisée toutes les dizaines @mdes, ce qui joue en faveur de méthodes
facilement mises a jour en cours d’opération, comme qebsentée ici.

Les multiplications vecteur-matrice (VMM) dans l'algdmihe des PCG sont détaillées ci-dessous.
Elles concernent la matricé et la matriceC'~! respectivement.

SLe noyau convolutif donne origine a des matrices BTTBleck Toeplitz with Toeplitz blocksrés bien approximées
par des matrices BCCBBlock circulant with circulant blocks celles-ci diagonales en Fourier.
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5.6.1 Multiplication par la matrice A

La multiplication d'un vecteup,, par la matriceA (étape 1. de I'algorithme) est réalisée en
deux temps, puisque la matrickest la somme de deux composant¢€ ) TCr et o2 ! dans
I'Eq. (5.27). D'aprés les définitions dé}" [Eq. 5.4)] et =3} [Eq. (5.28)], il vient

1 4 a 4
(0 0 o [ =2V —y1,V
Apm = < 0 D'D >pm o ( LV av? + @ V4 Pm- (5:54)

1—a?

Sur la Fig.5.8le motif de remplissage de la matricedans I'Eq. 6.54) est affiché pour un systeme
composé de 2020 sous-pupilles.

Matrice Cg C4 Matrice o® = * creuse

0

0
100 100
200 200
300 300
400 400
500 : EQ\ 500 M
600 600
700 \ 700

D,
800 N 800}

0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
nz = 1541 nz = 21268

FIG. 5.8 — Matrice(C")TCr et matrices2 X3! pour un systéme de 20 par 20 sous-pupilles. Taux
de remplissage de 0Ret 2.73% respectivement.

Soit A soit ¥ présentent un taux de remplissage proportionnel. &a complexité de la
multiplication est ainsi réduite d@(n?) enO(n), avec un facteur devantqui dépend de la taille du
systeme d’OA modélisé. Ce taux décroit avec l'augragorn du nombre de degrés de liberté.

5.6.2 Multiplication par le pr é-conditionneur C—* dans I'espace de Fourier

Le pré-conditionneur étant construit dans le domainefdgiences spatiales, la multiplication
C~1r,, est réalisee comme le montre I'algorith@¢Yanget al., 2004.

Entréee r,,
r— TF{r,};
M1 ct. Fm;
Tm+1 < TF_l{rm-i-l};
Sortie: Solutionr,,, .1 = C~1r,,
Algorithme 3: Multiplication en espace de Fourier. La matrice'! est diagonale.

La premiéere action consiste a calculer la TF1gg Les coefficients de Fourier damg, sont
ensuite multipliés frequence par frequence par lesfimiefts deC~! avant d’étre rassemblées dans
rma1 par transformée de Fourier inverse.



154 Commande LQG pour des OAa grand nombre de degés de liberé

La multiplication par le pré-conditionneur s’effectuesii

1 -1 a -1
0 0 W — W
cl.r= N e =t r 5.55
( 0 D"D ) e < WL aWt 4wt ) (5.55)
ou évidemment
Wl =TF{;'}, (5.56)

par I'application immédiate du théoreme de Wiener-Khine. Le spectre spatial de la phase est
donné a la sectioB.3.2

La transformée de Fourier discrete étant implémertdéefacon trés efficace par la FFT, la
complexité du calcut,,, 1 = C~1r,, est réduite d®(n?) enO(nlog(n)).

5.7 Analyse algorithmique

Puisqu'on s'interesse aux GNDL, il apparait tout a fa#tturel de s'intéresser au nombre
d’'opérations effectivement réalisées par chacune detbades existantes. Les comparer permet de
conclure sur leur intérét. L'unité de mesure est le nande multiplications suivies d'accumulation
au résultat précédent. L'acronyme anglais MAC pouwidtiply and accumulmatest utilisé.

5.7.1 Structure des calculs
5.7.1.1 Commande par inégrateur

La récurrence de commande de lintégrateur décrite &eletion 2.8 utilise une matrice de
commande qui releve directement de la matrice d'intevaciil;,,, = DN sous la forme

-1
Meom = (M ZtMine + 351) MLZLL, (5.57)

ou Xy, et¥,, sont les matrices de covariance spatiale de phase et bruiiedare dans I'espace
miroir.

Si le régulateur est défini dans I'espace des phases, @éars étapes sont a réaliser. D’abord
calcul des parametres de la phase a partir des mesures

com

—1
M™ = (DT2;1D+ z;l) DTyt (5.58)

avecZ;l adaptée a la boucle fermékeduarn et Tallon, 200R suivie d’une projection sur I'espace

miroir & travers le projecteufN™N) ~'NT. A ce suijet, voir aussi la secti®8

Les gains du régulateur sont ensuite optimisés seloroleggure décrite a la secti@8.2.2

Les matriced et N, dont les motifs sont représentés sur la BE@ sont creuses si modélisées
sous approche zonale. Ceci n'est pas le cas si une approdtedarest utilisée. Dans ce cBset N
sont pleines.

En ce qui concerne la matrice de covariance de la phase/ojggbsé : elle est pleine pour le cas
zonal et creuse pour le cas modal. La matrice de covarianbeuitede mesure:,, est souvent prise
comme une matrice diagonale, tant pour le cas mddadut et Gendron, 1992jue pour le zonal.
Malgré ces differences, la matrité.,,,,, qu'il s'agisse de modélisation modale ou zonale est tosjo

-1
pleine pour cause de l'inversion du terr(uBTZ;lD + Z;l) .
Les définitions suivantes sont utilisées :
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n,, . hombre de mesures;

n, . hombre d’'actionneurs

ne - Nombre de parametres de la phase

nnz ;. nombre d’éléments non nuls dans une matrice

5.7.1.1.1 Calculs hors ligne : Inversion de la matrice d’interaction ou des matrid@set N
séparément.

5.7.1.1.2 Calculs tempsé&el : La commande par integrateur utilisg,n, ~ 2n? opérations
MAC.

5.7.1.2 Commande LQG

5.7.1.2.1 Calculs hors ligne : Résolution de la Riccati d’estimation par I'algorithmedimiblage
sur une seule composante de phase de I'é8a?[1.]. Vis-a-vis de la solution obtenue par solution de
I'itération de point-fixe, une réduction de plus de deudres de grandeur est atteinte, car l'inversion
est maintenant de matrices de la moitié de la taille de akligprobleme initial ; avec un nombre
d'itérations a réduit d’un facteur d¥;.,/log(Njr) — vOir les courbes sur la Fi§.1, ou Ny, est le
nombre d’itérations de I'algorithme classique.

5.7.1.2.2 Calculs tempsé&el : |l est considéré que la matride n'a que 4 éléments non nuls par
ligne — Fig.5.3 — et que les fonctions d’influence dé&n’ont qu'une région d’influence de 4 par 4
sous-pupilles, ce qui signifie 5 par 5 élements non nulsuaude de chaque actionneur.

Commande FD-PCG-LQG zonale :La complexité de I'algorithme FD-PCG-LQG est
(1 +ny) (nnz(A) + 4ng + 4 [ng + knglog(ng)]) +nnz(DTD) + nnz(DT) (5.59)

opération$, ol ne est la taille d’'une occurrence de phase dans |'étaf,de nombre d'itérations des
gradients conjugués. Les premieresz(A) + 2ny4 correspondent a linitialisation de l'algorithniz
L'étape 1. du FD-PCG représeni@z(A) opérations, aveay, et 3, correspondant &n.,, puisque les
deux occurrences de phase sont tenues en compte. La nealiiph en espace Fourier par l'inverse
du pré-conditionneur contribue avee, MAC. Les transformées directe et inverse de Fourier sont
réalisées 2 fois par itération, avec un factéwselon I'architecture de traitement. Dans le cas le plus
communk ~ 5’. Enfin, le calcul de, le terme & droite du systéme linéaire correspomeha(D'D)
+nnz(DT).

5.7.2 Complexi€ calculatoire

Le tableaub.1compare, étape par étape, la complexité des commandésnhaglale et zonale.

La somme des tous les calculs réalisés en temps réetemitilee au tabledhi2 Les calculs
de la mise en ceuvre en temps réel de la commande LQG sordyteités pour une modélisation
modale, zonale puis étendus au cas itératif du FD-PCG-LQG

Sur la Fig.5.9 sont tracées les courbes de complexité correspondanteauitats du tableab.2
Pour les systemes de la taille de SPHERE et GPI, aux alentiase 40 x 40 degrés de liberté, les

Additions et multiplications par scalaires sont négligea.
"\oir section3.9.
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TAB. 5.1 — Complexité calculatoire des algorithmes de commamg: nombre de modes turbulents
a estimer,ny, : nombre de couches dans le volume, : nombre de mesures ef, : nombre
d’actionneurs. La fonction d'influence d’'un actionneur @stsidérée ici sur une zone de 6 points.

Type Mesure estimée Prédiction Projection Total
VMM intégrateur - - N Ma NN
LQG base modale n,,(ng + nq) 2ngnm NaNg N (3¢ + 2n4)
LQG base zonale 40n,, 2ngnm NaMg N (40 + 2ng + ng)

Complexité de la commande LQG

T . , —
2 : 7%
10°k —*—VMMregs. O N SCAO—ELT( // 7
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) — % —LQG modal [ N? PAS
X
< 2 X [
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g H - - FD-PCG-LQG zonal, N, = 4 [0 n log(n) R
< it o
= L
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6
S 10k i
(O]
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g | T
-~ -~
(@] 50~ ) ~ X
Z 10°F: //-x/// # 4
Cuix ;
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Degrés de liberté, [n]

FiG. 5.9 — Complexité de la commande LQG modale et zonale. Ligs calculatoires de la nouvelle
approche FD-PCG-LQG sont tracés pour comparaison. Lestoit détaillées sur le table&L2

gains de l'usage du FD-PCG-LQG sont déja discernablas: IBs ELT les gains croissent, étant plus
élevés d’un voire deux ordres de grandeur.
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TAB. 5.2 — Complexité des algorithmes de commandg: nombre de modes turbulents a estimer,
ny, . hombre de couches dans le volume, : nombre de mesures gf, : nombre d’actionneurs.

Type Temps-réel
VMM intégrateur N Mg
LQG base modale N (g + %) + 216N + Nang
LQG base zonale 29N, + 2ngn™ 4+ neng
291, +

FD-PCG-LQG (1 +nit) (nnz(A) + 4[2ny + knglog(ng)]) + nnz(DTD)+
nnz(DT) + nP%knylog(ng)

5.8 Performances avec approximations evaluation par simulations
Monte Carlo

On propose ici d’évaluer les performances au moyen de aiioaks numériques de Monte Carlo,
pour un systeme d’OA classique avec 20 par 20 sous-puptiesystéme est certes de taille moyenne,
mais cela permet d'ores et déja de faire apparaitre dekatees entre les approches modale et zonale
afin d’établir un budget d’erreurs.

Les conditions de simulation sont resumées dans le 1abl@alLa géométrie choisie est celle de
Fried.

Quatre versions de I'algorithme LQG sont simulées :

(7) version classique sous approche modale, consistant alisedle probleme avec une base de
polyndmes de Zernike ;

(7¢) version creuse sous approche zonale, ou les grandeurdisorétisées sur une grille de points
aux coins des sous-pupilles (ou se trouvent aussi lesnagtios, car géométrie de Fried).
Aucune approximation n’est prise pour les matrices de lamnande LQG;

(7i7) version creuse zonale avec calcul explicite du gain de dalenpartir de I'approximation creuse
dex!;
(7v) version itérative et creuse FD-PCG-LQG, basée sur fagipe zonale du point précédent. Les

calculs de vecteurs par matrices sont remplacés par lacdéttérative de gradients conjugués
pré-conditionnés dans I'espace de Fouriér$.2.3

La validation par simulation des algorithmes de ce chapir&it en deux étapes : 1) comparaison
de la commande LQG sous approche modale (aussi dite claysagec la commande LQG sous
approche zonale afin de vérifier que l'utilisation d’une ricat creuse garantit les mémes niveaux
de performance que I'approche modai®.B.1; 2) comparaison des versions précédentes avec la
commande LQG utilisant I'approximation proposée, maigyardant le calcul explicite du gain de
Kalman et enfin 3) la version FD-PCG-LQG est mise en placerapaoée aux versions précédentes

[65.8.3.

5.8.1 Validation des approches de commande LQG avec une miiation zonale

Avant de s’attaquer a la validation de la commande LQGiiee, proposition principale de ce
chapitre, on va d’abord vérifier que la version zonale exdceé. sans approximation du gain de
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TAB. 5.3 — Parametres de simulation. Les valeurs en grasaepéas valeurs par défaut pour des
parametres dont la variation est testée par simulatiefdahte Carlo. En gras les parametres utilisés

par défaut.

Paramétres de simulation

Atmosphere

C? 3 couches{0,5;0,2;0,3
Vent {10;5;13ms!
Direction {0;90;18@°
No. modes 400
Ly 25m
A 0,5um
seeing 0,65”
ro@ 0,5um  0.155m
Résolution spatiale 0,1m

ASO

Type géomeétrique
Nb. sous-pupilles 20 (linéaire), 316 (total)
Nb. pixels/sous-pupille 4
Sous-éclairage 0,75
A 0,5um
Bruit lecteur 2~

MD

Nb. actionneurs 21 (linéaire), 357 (total)
Couplage mécanique 0,2

Simulation

D 8m
Occultation centrale 0Om
T, 2ms
Magnitude 8-14
)\sci Zyzpum




5.8 Performances avec approximations évaluation par simulations Monte Carlo 159

Kalman) garantit les mémes niveaux de performance quertambe consistant a utiliser une base
de polyndmes de Zernike.

L, . . Ly . . . iy T
Décomposition en valeurs singuliéres de (N rTn Nm) Décomposition en valeurs singuliéres de (N , NZ)

Conditionnement k = 2.71x 10

Conditionnement k = 28,4 ‘

i
o

amplitude
5
amplitude

1078)

107

0 50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350
modes modes

Fic. 5.10 — Décomposition en valeurs singulieres de la matlie projection de phase sur I'espace
des commandes. Gauche : cas modal modélisé avec une basdydémes de Zernike ; droite :
modélisation zonale.

Une difféerence majeure ressort immédiatement de lam@osition en valeurs singuliéres de la
matrice de projection de la phase dans I'espace des commadPaler le cas de la base de polyndmes
de Zernike, et dans les conditions de simulation du tabegue conditionnement déNTN) atteint
x > 10', tandis que pour une modélisation zonale le conditionmtrae trouve confortablement
autour de I'unité, en I'occurrence ~ 28. Les courbes sur la Fi¢gp.10montrent la décomposition de
la matrice(NTN) pour les cas modal et zonal.

Ce mauvais conditionnement implique une troncature ingmdetdu nombre de modes propres de
(NTN). Ceci n’'est pas anodin. Le table&wt montre qu’en terme de rapport de Strehl longue pose
I'approche modale se place derriere I'approche zonaleviten 1% et ce en utilisant le méme nombre
de degrés de liberté dans les deux cas (400 polyndmesrd&&et 400 points de phase). Du point
de vue numeérique, la mise en place de la commande LQG aveappreche modale souffre donc
d’'une dégradation qui releve du mauvais conditionnerdéré la base de modélisation. Ceci joue en
effet en faveur de I'utilisation de I'approche zonale, cé cpnstitue un sous produit intéressant de
I'analyse menée.

TAB. 5.4 — Rapport de Strehl longue pose pour les commandes enetlzabnale. Le FD-PCG-LQG
utilise 8 itérations par trame. La résolution spatialdadghase reconstruite est de 0,5m

¥ utilisee Rapport de Strehl longue po$é)(
(?) Modale 80.56
(¢7) Zonale 81.55

Selon l'application visée, I'étude de la fonction d¥etment de point présente aussi un intérét
essentiel. La moyenne radiale des FEP longue pose modatnaiezobtenue par simulations de
Monte Carlo est présentée sur la Figll Ces deux courbes sont quasiment indistinctes : que ce
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soit en terme de FEP ou en terme de SR, I'approche zonale dlmmzesur les exemples traités des
résultats tres concluants.

FEP, moyenne radiale
10° ‘ , ‘ ;

T T T T
Hw* — - — Boucle-fermée, LQG modal
N — -+ — Boucle-fermée, LQG zonal
¥ : -
\
%
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_ +
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© \F;f/ \*\
-
" Koo T
10 " : Yy ¥\ e
by F
10_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
position A/D

FIG. 5.11 — Moyenne radiale des FEP en longue pose pour les codesamodale et zonale. Temps
de simulation : 2s.

5.8.2 Le FD-PCG-LQG

Les résultats sont maintenant comparés a I'approcheliicatrice proposée a la sectidn4.1
Le tableaus.5donne les performances en rapport de Strehl longue-posz:m?2

TAaB. 5.5 — Rapport de Strehl longue pose pour les commandes enetlabnale. Le FD-PCG-LQG
utilise 8 itérations par trame. La résolution spatialdadghase reconstruite est de 0,5m

Yoo Utilisée rapport de Strehl longue posg)
(i) Modélisation zonale avee—! exacte 81.55
(ii) Modeélisation zonale avec approximation creusédé 81.53
(7v) Modélisation zonale iterative FD-PCG-LQG 81.07

Une premiére observation est que la simulation avec laiceafr_' approximée par la matrice
creuse de I'EQ.%.39 n’entraine pas de pertes de performance pour les casstraié gain de Kalman
L., est quant a lui calculé explicitement avec I'approximatde 2! proposée dans I'Eq5(39.
Ceci est la premiere étape a franchir avant I'utilisatiu FD-PCG-LQG.

Des systemes d’OA allant de 8 a 20 sous-pupilles ont &tte$, tous présentant des niveaux
identiques de performance en comparaison avec le calclitiggpexacte du gain de Kalman, sous
approche zonale. La simulation de systemes de taillesrimuyps nécessitait des moyens de calcul plus
puissants.
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Les simulations montrent, comme attendu, une |légére mErtperformance due aux approxima-
tions. La Fig.5.13gauche montre la variation en fonction de la magnitude&eile guide. Pour une
etoile de magnitude 12 la perte est inféerieure a 0,5% endede rapport de Strehl avec des pertes
legérement plus importantes en faible flux : pour une ntagri de 14 la difference se chiffre plus
précisément a 5% du niveau de Strehl de la solution sap@mations. Ces résultats confirment
ceux déja présentés darixdrreiaet al., 20093

FEP, moyenne radiale
10 T T T T T T

9@‘ — 4+ — LQG zonal sans approximation
Q\Q _ o — LQG zonal avec approximation de Z |
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FiG. 5.12 — Moyenne radiale de la FEP. Commandes zonale Byeexacte, approximée et LQG
iteratif pré-conditionné en espace Fourier. Temps dwikition : 2s.

Il en va de méme pour la FEP : I'approximation n’a donc quasinpas d’'impact sur la FEP. Une
coupe radiale est présentée sur la Big2 Avec I'approximation d&> 2! par un opérateur spectral on
aurait pu s’attendre a une sous- ou sur-régularisatioauyait produit une rejection moins efficace sur
une bande spécifique de frequences. Ce possible incem¢ariest donc pas soutenu par la structure
de la FEP calculée.

5.8.2.1 Rapidie de convergence

Il est aussi fondamental de quantifier le nombre d’iteraioécessaires pour obtenir des niveaux
de performance concurrentiels. Avec une option d'inisiadion consistant a prendre la derniere
solution comme solution de départ pour le nouveau jeu deé&kes) environ 8 itérations sont requises
pour garantir des niveaux de performances comparables ewsx premieres ligness{~! exacte et
¥~ ! approximée) du tabledii4. Or, ce nombre est plutdt élevé, du moins en comparaigen ee que
les simulation deYanget al,, 2004 I'aurait pu faire attendre. Dans leur cas, 3-4 itératisia/erent
suffisantes.

La simulation du FD-PCG-LQG avec 5 itérations par tramedcina des performances assez
faibles en comparaison avec la performance obtenue avécadidin, qui permet une augmentation
de 20% de rapport de Strehl. La Fig.13-droite montre cet effet. On peut apprécier la difféerence

8Denommeée dans la litterature pmarm restart
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FiG. 5.13 — Performance du FD-PCG-LQG en fonction de la mageituddu nombre d’itérations.

de complexité entre 4 et 9 itérations sur la F3c0. L'idéal serait de converger plus rapidement en
travaillant notamment sur le pré-conditionneur.

5.9 Extensions aux OA grand champ

La commande LQG présentée au chapdrest issue des approches des Roux, 2003 et
[Petit, 2006. La structure particuliere du modele d’état, notammkenprésence d’occurrences de
phase de la turbulence a la place d’occurrences de phsigeeie, celle ci uniguement définie sur la
pupille et pas en altitude, a été a l'origine choisie ppauvoir se généraliser aux OA grand champ.
Cette formulation initiale proposée pdrd Roux, 2003 a été ensuite appliquée sur un banc optique
par [Petit, 200§ en OA classique puis OA hors-axe et plus recemment appdiquar Costille, 2009
sur un banc d’OA multi-conjuguée. Se référer a l'intwotion au chapitré pour une discussion plus
élargie.

5.9.1 Complexi€ calculatoire

La complexité calculatoire des systemes d’OA grand chamroissant avec la complexité
des systémes eux-mémes, c’est-a-dire, avec le nombdérattions d’'analyse, de MD, de couches
estimées, le nombre de modes par couche, la nature deseagdNGS/LGS) et le nombre de
directions d’intérét.

Afin de simplifier la discussion, la complexité calculatopour un cas d’'OAMC de référence,
sous hypothese que I'approche FD-PCG-LQG est génélddisi ce cas applicatif, est présentée sur la
Fig. 5.140u les expressions du le tableau sont utilisées ; trois directions d'analyse, deux altisid
de conjugaison et cing couches estimées en altitude sosidé&wées en fonction du nombre de degrés
de liberté.

Les gains apportés par I'application d’'une commande LQEcawne implantation numérique
optimisée du type proposé dans ce chapitre est d’envieor drdres de grandeur. Ceci est un facteur
non négligeable, d’autant plus que la complexité d’'urtesye d’OAMC est ramenée quasiment a
celle d’'un systeme d’OA classique de taille ELT. Il resterbslr a tester et valider en simulations
réalistes les tendances énoncées.
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Complexité de la commande LQG - OAMC
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FiG. 5.14 — Complexité calculatoire de la commande LQG modat®male. Les colts calculatoires
de la nouvelle approche FD-PCG-LQG sont aussi tracés pouomparaison. Les lois appliquées
sont détailléees dans le table&l2 Deux DM, trois ASO et 5 couches estimées. Pour comparaison
la complexité obtenue pour des systeme d’OA classiqudraste dans le cas d’une commande
intégrateur (VMM).
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5.9.2 LeFD-PCG-LQG en OAMC

La question centrale consiste a savoir si les approximatigue I'on propose pour appliquer la
commande LQG en GNDL peuvent aussi étre généralisee®Aiwgrand champ.

Pour répondre a cette question, on va s’appuyer sur lalafion d’'un cas simple : simulation
sous base de polyndmes de Zernike avec trois directiomaly'se et deux couches estimées, ou se
trouvent conjugués les MD.

La commande LQG en systéemes tomographiques (qu'il s'agies OA asservies en boucle
ouverte ou boucle fermée) fait intervenir la matrice déemr d’estimation:., qui est composée, pour
cet exemple particulier, d& x 2 sous-blocs de tailleg, oun, est le nombre total de modes estimés
dans chaque couche atmosphérique. Chaque sous-bleseaps’la covariance d’erreur d’estimation
pour une couche particuliere.

Cette matrice associe par conséquent aux modes mal-vesme t’erreur éleve, car la difficulté
du systeme a discerner l'origine de ce type de modes seatesipomédiatement sur la structure de
Y- Les modes de tip/tilt étant les plus énergétiques, aftesid donc a ce que les valeursXg
associées au TT soient en effet d'amplitude plus impaogtaRbur une turbulence Kolmogorov ces
deux modes concentrent environ 87% d’énerdiell, 1976. La reconstruction est possible grace a
un forta priori spatial sur la phase.

La Fig. 5.15illustre ce principe. La matric&,, a été calculée pour un systeme d’OA multi-
conjuguée avec deux miroirs conjugué§@; 13,8 Km et 3 ASO de sept sous-pupilles (linéaire)
chacun. Sont reconstruits 60modes dans la couche au soDetri2ltitude. La variance d’erreur
d’estimation sur le TT est en effet tres élevée, d'a pexs gleux ordres de grandeur plus élevée que
les erreurs associées aux autres modes.

Les approches en pseudo-boucle-ouverte permettentspréent d’éviter l'utilisation d’'une
matrice de régularisation ou des termes sont corrélées eouches puisque la matrigg est diagonale
par blocs, la phase étant supposée indépendante entkeso

Diagonale de ¥ , OA tomographique Matrice d’erreur d'estimation %, OA tomographique
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FIG. 5.15 — Gauche : diagonale de la matrice de covariance diep@ur une occurrence de phase.
Modélisation avec une base de polyndmes de Zernike. A8 et deux MD conjugués des couches
turbulentes au sol et a 13,8Km. Droite : matrice complBies corrélations sont visibles surtout sur
les modes de TT . Simulation gentiment effectuée par A.ilkast

L'approche FD-PCG-LQG n'utilise pas une base de polyndmesZernike mais plutdt une
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approche zonale. Lea priori sont directement donnés dans I'espace de Fourier ou kesrep
de phase et de phase résiduelle sont relativement bierusofiny a donc une voie d’extension
possible qu’il faudra tester.Neichelet al, 2009 montre la distribution des modes mal-vus en
fonction de leur frequence spatiale pour des OA grand chdopssant plus loin, les travaux de
[Poyneeret al,, 2007 et [Poyneeet al., 2009 suggerent que dans I'espace de Fourier les modes sont
décorrélés spatialement et temporellement. De celéjiré-conditionnement et I'application de la
matrice de régularisation pourrait s’effectuer de fag@s similaire a ce qu’on propose a la section
5.4. 1l s’agit d'une voie envisagée en perspective de ce ttavai

La commande LQG s’applique aussi sans modification streliéuaux systémes multi-objets.
Pour ceux-ci la version présentée a la sectiofh.6 pour les OA boucle ouverte est alors utilisée.
Le fait de travailler en boucle ouverte n'implique pas diezcent que la matrice de covariance de
I'erreur soit diagonale par blocs, comme on pourrait le pe@spremiere vue, ce qui implique que le
cas précédent de 'OAMC est le cadre adéquat.

5.10 Bilan et ouverture

Ce chapitre propose une mise en ceuvre de la commande opti@&eour les systemes d’'OA
a grand nombre de degrés de liberté.

L'objectif de ce chapitre est de partir d’'une loi de commangémale pour I'adapter aux GNDL
et non pas de considérer des lois sous optimales.

Dans l'approche proposée ici, denommée FD-PCG-LQG nieftiplications vecteur-matrice,
de loin les plus lourdes au niveau calculatoire, sont reo§gla par des algorithmes itératifs du
type gradients conjugués avec un pré-conditionneumnidéfins I'espace de Fourier. Lefficacité
calculatoire d’'une méthode itérative étant tres fortat liée a la densité d’é€léments non nuls dans le
systeme d’équations, on a proposé une approximatiarserde la matrice de covariance de l'erreur
d’estimation, intervenant dans la solution LQG génér@lette approximation s'avere tres bien ajustée
aux cas testés. Les performances obtenues sont équeskercelles obtenues sans approximations.
Une comparaison avec la commande LQG de référence nsédétious une base de polyndémes de
Zernike a été menée. D’une part on constate que la ngadiglh avec une base zonale permettant
d’obtenir des opérateurs creux, n’induit pas de pertesetifiopnance, avec des conditionnements de
matrices plus avantageux ; d’autre part le nouvel algo@tD-PCG-LQG avec un nombre minimum
de 8 itérations par trame atteint une performance quade&gcelle de la méthode de référence, pour
un systeme avec 2®0 sous-pupilles (linéaire). Une analyse de robustessa-vis de la magnitude
de I'étoile guide montre aussi que les performances restnpétitives, malgré des differences qui
s’accentuent en faible flux.

Cet algorithme ouvre la possibilité de réduction coesithle du nombre de calculs pour des
systemes de taille ELT. En perspective, une adaptationsgetieémes d’optique adaptative multi-
conjuguée a aussi été proposée. Cependant la soluéqras été testéee.

Une hypothése sous-jacente a tous les développemdeatsuél jusqu’ici dans ce mémoire est
gue le miroir est infiniment rapide. Or, cette hypothéset g&avérer tres restrictive surtout pour les
systemes futurs. Le chapitre suivant se penche donc s@nkarglisation de la solution LQG aux cas
ou la dynamique ne peut plus étre négligée.
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Chapitre 6

Commande optimale en OA pour des
MIroirs a reponse non instantaee

Ou la commandea variance minimale de phase esiduelle est gnéralisée aux sysgtmes d’OA
avec MD a dynamique non regligeable. La commande est ensuite illuste sur les modes de
tip/tilt du futur t élescope §ant Européen et sur le systme « woofer-tweeter» de NFIRAOS.
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6.1 Introduction

Ce chapitre définit le cadre du probleme de commande ofgirpaur des systemes d’OA
constitués de MD dynamiques a réponse non instant&@®sujet est la suite naturelle des chapitres
précédents. Au chapitr® la reconstruction statique de front d’'onde a été teadans le cadre d’'un
probleme de régulation a action intégrale partiaei®ent adapté aux GNDL. Dans le chapidries
bases d'une commande a variance minimale considéranviBemfiniment rapides ont été posées.
Ce probleme a été alors inscrit dans I'approche LQG e&iéamontré que la commande optimale se
réduit a la projection orthogonale de la la phase moyemédife sur I'espace miroir. Des méthodes
iteratives ont été proposées et testées au chdpjiaur alléger un colt calculatoire accru, soit pour
les calculs hors-ligne soit en temps-réel.

Toutes ces approches ont été mises en place sous I'regmtiue la dynamique temporelle du
MD est négligeable par rapport au temps d'intégrafignOn relache donc ici cette hypothese.

Les télescopes de grande taille, en partie en raison déssf@erturbations auxquelles ils
sont soumis, emploient des MD pré-focaux de grande taille physiquesdi@ur train optique
[Hallibertet al., 2006 Arsenaultet al., 2006 Gilmozzi et Spyromilio, 2008Vernetet al., 200§. Ceci
permet d’atténuer le résidu de perturbation total aigerrpar les étages post-focaux. Dans ce cadre,
les télescopes ne sont plus actifs, mais adaptatifs dgdaites optiques s’adaptent aux conditions de
perturbation qui évoluent en permanence.

Le peu d’études disponibles a I'neure actuelle (par exensplles de IRiccardiet al., 2004
et [Gasmiet al.,, 2009) montrent, pour des MD pré-focaux, des caractéristiqdgnamiques dont
I'impact sur la performance optique est potentiellemesgatif mais encore méconnu. Cet impact n'a
jamais non plus été évalué en employant des outilsedédi

La détermination du régulateur optimal visant la miniatien un criteére de performance a temps
continu a été I'objet de plusieurs travaux de rechercheamment ceux deffaschalkt al., 1997 et
[Paschall et Anderson, 19p&t, plus recemment,Lpoze, 2007 Looze, 2009 Les deux premiers,
malgré l'utilisation de I'approche LQG, ne formulent pas probleme a variance minimale. Les
matrices de pondération du critere ont été choisiegranement de fagon garantir un résidu inférieur
a\/20 rms pour chacun des 14 modes de Zernike utilisés pour la @menmodale du systeme d'OA.
Des pénalisations supplémentaires sont introduitesder’écriture du critere de minimisation afin de
rester dans le régime linéaire et d’éviter des excusstoop élevées des actionneurs du MD. Malgré la
formulation du probléme avec une dynamique MD du premidregrle chronogramme d’opérations
n'est pas pris en compte de facon explicite ou exacte. Lraditation étant réalisée a temps continu, la
discrétisation reste a justifier. Les travaux de Looze tmeori quant a eux qu’a partir de modeles LIT
de la perturbation et du MD, la solution, avec une pénaliéitionnelle sur la commande, s’obtient
comme solution d'un probleme LQG. Cependant, a cause jpienalité ajoutée, la solution n’est plus
optimale vis-a-vis du critere continu initial, celui de& Variance minimale de la phase résiduelle. Un
aspect essentiel qui est négligé concerne la structutieylaere du probleme posé par I'OA, ou se
mélent des modeles stochastiques de perturbation etleedéterministes des actionneurs. Cet auteur
prend comme point de départ la construction d'un régulalieéaire par retour d’état. Ceci résulte
en un état dont les composantes perdent leur sens physiguespect important pour I'analyse et
compréhension du probleme et de sa solution. Les effatsadards et du bruit de mesure ne sont pas
séparés ni évalués aisément.

1Aussi et surtout parce que le nombre de surfaces réflenttiss a été reduit pour des observations dans I'infageo
proche Kendrewet al., 2007.
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L'objectif de ce chapitre est donc de traiter le cas géném commande
optimale, au sens de la variance minimale de la phase gédpour des miroirg
déformables a dynamique non négligeable, et ce danslte da I'approche LQG
présentée au chapitre Cette approche vise a définir un probleme bien pos
commande optimale en explorant le caractére stochasgtjaéterministe de
espaces distincts spécifique a I'OA lorsque les miroéf®dhables sont a réponse
non instantanée.

\"2Y ")
Q.
(¢}

La solution du probléeme de minimisation du critére de alace minimalé de phase résiduelle
est présentée suivie de I'évaluation de la performarutigee face a des perturbations d’origine
atmosphérique et mécanique (auxquelles les ELT sonitpbérement exposes).

Tout d’abord, un point important a souligner : traiter landynique des MD au niveau de la boucle
de commande d’OA (du moins jusqu’a une certaine extendi@ouws conditions) permet de relaxer
les contraintes imposées aux fabricants de MD , ce qui dbrddes développements techniques
moins exigeants. Cela va de paire avec une réduction derplegité et donc des colts et temps de
fabrication, sans doute un aspect favorable.

Les travaux deCorreiaet al., 2008 Correiaet al., 20091 formulent un probleme de commande
modale entierement a temps discret a partir du problagiide temps continu/temps discret. Les
statistiques suffisantes sont définies et I'équivalencer@ere continu démontrée. Les résultats ont
été ensuite illustrés pour une dynamique du premiereordr

On se place donc ici dans un cadre de commande modale. Cesshaotivé par la simplification
et réduction de complexité du probleme suggérée paedaemblance entre les modes propres des
MD et les bas-ordres des aberrations optiques les plus comsntels que basculements, défocus,
astigmatismes.

Comme précédemment, la séparation des formes en infiemeompléte et incompléte reste
valable. La solution est, par conséquent, obtenue en @eopd, consistant a résoudre 1) un probleme
déterministe de commande optimale puis 2) un problem&idiation optimale. De facon séquentielle,
en partant de la définition du critére continu de varianeglase résiduelle minimale, on commence
par le développer puis identifier de dasortie-critére» a la sectior6.2.1 L'obtention de cette sortie
a partir d’'un modele d’état discret est realisée adetisn6.2.2 Ensuite la performance est évaluée
analytiguement a la sectidh2.3en adaptant la méthode décrite a la sectigha

crit

s modeéle d'état pour
du critére J (u) sortie-critére 7 du régulateur P du critére J (u)
la commande

P I Construction du
Développement Identification de la Structuration Evaluation

FIG. 6.1 —Etapes de la déetermination de la commande optimale papeppl.QG, de la définition
du critére d’'optimisation a I'évaluation de performanc

Contrairement a la solution formulée pour la commande L&y€c MD infiniment rapides, ou la
commande optimale consistait juste en une projection gahale sur I'espace miroir, le cas traité
ici n'admet pas de solution aussi simple. La solution estffmt ebtenue en résoluvant une équation

2pour rappel, le critére de variance minimale de phaseluedie est spécialement attractif en OA puisque le rappert
Strehl est ainsi maximiséderrmann, 199p
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de Riccati, comme montré a la secti6r2.4 Avec ces développements, le conceofer-tweeter
[Brennan et Rhoadarmer, 2gp6onsistant a employer deux miroirs pour faire la coim@gttavec des
dynamiques temporelles et des caractéristiques spatagnctes, est traité de fagon aisée, la solution
établie étant généralisable aussi a ce type de sgstedhailleurs tres en vogue en OA des ELT.

Afin d’évaluer les performances par d’autres moyens quede @nalytique, un simulateur Monte
Carlo du systeme complet en boucle fermée est mis en odD&res un premier temps, sans erreurs
de modele, ce simulateur permet de retrouver les résudtaalytiques. Pour cela, les modeles de
perturbation et du MD pris pour la synthése de la commandé Is@nt conformes a ceux pris pour
la simulation du systeme d’OA. C’est le cas cohérent. @eukiteur est aussi utilisé dans le cas
dit incohérent, ou des séries temporelles de pertwbatsues de simulations indépendantes sont
utilisées en entréé€Evidemment, les modéles pris pour la résolution du @ote de commande ne
sont pas les mémes, mais identifiés a partir des donnggsnibles.

Enfin, une application au systeme M4 de 'E-ELGilmozzi et Spyromilio, 200Bet au systeme
woofer-tweetede NFIRAOS Herriot et al, 2005 Herriot et al., 2004 sera présenté en fin de chapitre
ayant pour objectif de montrer la pertinence de I'approdiesavantages de la solution optimale par
rapport & une approche négligeant la dynamique du EtBnt donné que les résultats se concentrent,
pour ces cas d’'application, sur la correction des modes d&problématique des GNDL ne se pose
pas a ce stade.

6.2 Commande LQG pour des MDa réponse non instantage

Dans le cas général ou la réponse transitoire du MD est mégligeable, c’est-a-dire, pour
les systemes a réponse non instantanée, la synthesesgdiateur optimal s'appuie sur un modele
d’évolution temporelle de la surface réflectrice du MD téament dit, un modele dynamique du MD.
Le critere discret équivalent inclut alors des étatsitiaithels liés a la perturbation de phase (qu’'elle
soit d’origine atmosphérique ou pas) et au modéle dynaendy MD. La synthése de la commande
a VM devient alors un probleme dont la solution ne peut etie déterminée indépendamment
du modele de perturbation, contrairement a la solutionviee pour des MD infiniment rapides au
chapitred. Les differentes étapes de I'approche LQG suivie ici séatimées par la Fi@.1

6.2.1 [eveloppement du criere d’optimisation continu

Le critéere d'optimisation continu est, comme auparavanichapitre4, défini comme étant la
variance minimale de phase résiduelle. Soit pour rappel

J¢(u) £ lim /\|¢res || dt Critere d’optimisation continy (6.1)

T—+00 T

ou ||¢res (1) || = ||¢tr (t) — ¢ (¢) ||. Le découpage en colits incrémentaliku); sur une période
d’échantillonnagé’’;,

A 1 (k—H)TS tur cor
J0<u>k=i/w 16 () — 62 ()], 6.2)

donné a I'Eq. 4.62), est aussi utilisé dans la suite pour la présentatioradmlution LQG, sachant
que

Jé(u) = lim ZJC (6.3)

M —+oc0 M
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On va montrer que le critere & temps contidt(u) s’exprime comme la somme de deux
composantes dont une seule dépend de la commasadd

T (u) = Jrur + G (u). (6.4)

Une forme comparable avait déja été trouvée a la@edtd, ou le critere continu était alors la somme
de deux composantes : le critere discret équivalent eele ultime.

Pour le cas présent, toutefois, les deux termes de I&4) ¢nt des interprétations différentes. Le
terme Jy,, regroupe tous les termes indépendants:deont font partie differentes composantes. Le
critere équivalent discrelgyn(u) est le résultat d’'une modification pour se présenter sofsrine

M-1
TG (1) = Ml_igloo i > ((er|t)T Qz + ul Ruy, + 2 (er.t)T Suk) , Critére discret équivalent
k=0

(6.5)
ouQ — SR7'ST > 0,etR = RT > 0. Le développement naturel de 'Ed.{) fait apparaitre une
forme a temps discret non quadratique. Le critégtyen(u) est donc un critére discret tenant compte
de la présence d’'un MD avec dynamique, garantissant [w@nile la solution.

Sachant que I'addition et/ou la soustraction de termesgaddants de la command&e modifie
pas lidentité
. c _ : d
arg min J® (u) = arg min Jayn (1) , (6.6)
alors le régulateur synthétisé a partir du critére:cﬁsjgyn (u) est rigoureusement égal a celui que
I'on obtiendrait en minimisant directement le critére tton de départ/®(u).

Hypothese 6.1Modele dynamique de &ormation du MD.
Soit la phase de correction produite par le mirofdrmable

¢ £ Np(t), Phase de correction du MP (6.7)

ou p(t) est la ceformation instanta@e du MD dans une base de fonctions d'influence noréesis
Cette hypothse sous-entend queéme en pesence de dynamique, I'espace engérmahr le MD est
restreinta Im(N) — I'espace de phase engeidpar les fonctions d’'influence du MD me&es en
régime statique.

Par ailleurs, la deformation instanta@e du MD est dorée par un sygime dynamiqua temps
continu, LIT, de la forme

Déformation instantaie du MD (6.8)

{ 2™(t) = Amz™(t) + Bmu(t)
p(t)  =Cmz™(t) + Dmul(t)

sous les conditions (a.) A, est une matrice de stab#it(toutes ses valeurs propres s@npartie
réelle regative) avedim(Am) < oo; (b.) Le couple(Anm, Cr) est observable €t.) le gain statique
entreu etp existe et est inversible. Sans introduire de restrictioppfementaire, on suppose ce gain
statique unitairej.e. Dy, — Cm A, ' B = |. En pratique, ceci signifie que la matrice d’influence du
miroir, telle qu’obtenue par la praadure habituelle consistaatappliquer successivement @chelon
de tension sur chacune des coordées de. eta mesurer la forme finalealise par le MD, est de
rang plein etegala la dimension de:. A
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Remarques : La classe de modeles proposée inclut en particulier ledahes fondés sur les modes
propres du MD. Si I'espace engendré par le MD n’est paseiestalm(N), ceci obligerait alors &
l'utilisation d’'une matriceN* généralisée auquel cas I'espace engendré par lesdoaa’influence
M serait complété par une composante additionnelle duempartement dynamique du MD. Cette
variante, certes plus générale, ne sera pas traitéecgam&moire. |

Sous I'hypothesé.1, le développement de la forme quadratique dans I'Ed) Gur un intervalle
de duré€r, a l'aide de I'Eq. 6.7), conduit a

_/”1 lo=(0) |t - _/ 6 ) — g (o a

(k+1)

- ? ; (¢tur(t)T¢t“f(t) + p(H)TNTNp(t) — 26™ (1) TNp(t) ) dt.
(6.9)
oup(t) est défini par la propriété.1
Propri été 6.1 Déformation instantarée du MD.

La déformation instantage p(t) du syseme @fini par I'Eq. 6.8) est, d’'apes le lemmet.1,
exprinmee par

t
p(t) = Cpme*Amz™(0) + / Conet™4Am B wu(v)dv + Druft). (6.10)

0
Pour une commande constante appéqupar un bloqueur d'ordre &o du typew(t) = wy,
t € [kTs, (k + 1)Ts[, la disciétisation exacte de(t) , a partir de 'Eq. 6.10, est donie

par [Soderstiom, 2002

p(t) = CEFT ) An pm (Dm — Cn AT B + cme“—’fTs)AmA;le) " (6.11)
A

En intégrant 'Eq. 6.9) avecp(t) défini par 'Eqg. 6.10 on est amené & la proposition suivante.

Proposition 6.1 Trois composantes sont requises po@tedminerjgyn(u). Elles sont regroupes
dans un nouveau vecteur de sorties, n@nsortie-criere cefini par

Jtur T' ur

crit 4 j;fﬂ R T o™ (kT + s) ds o

AR 7S e B SAmCTNTqbt“r (KTy +s) ds | » Sortie-criere| (6.12)
y ™ (KT)

dont les composantes dg't correspondené :
7};‘;1 : phase moyenne sur lgggode suivante& I'application de la commandey ;
- go};il moyenne de la phase pdgrée par la €ponse indicielle du MD;
— o' : etatinterne du MD donma I'Eq. (6.8) discrétis a l'instant ¢ = k7.
Il est ainsi possible deé&finir le regulateur optimal qui minimisé®(«) en travaillant enterement
a temps discret.
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Les matrices de pordation de I'approche LQ sont quaatelles @&finies par

ZNNT 0 0
Q=2 0 é(l + 2Bl A TASIBL) 1 | >0 (6.13)
0 —I Qo
—N
S& | —-A-'B, |, R=Ry, (6.14)
So
avecQo, Sy et Ry définies par
A 1 T T
Q= / eAmCTNTNCesAmds, (6.15a)
s JO
1T
Sy & - /0 SARCTINTN (1 4 Cren A1 By ) dis (6.15b)
I
Ry 2 ?/ (14 Cne®Am A B ) "NTN (14 CetAm A1 By ) dis. (6.15¢)
s J0
Les inegrales de ces formes quadratiques sont célesilselon la praadure @taillee au lemm@.7.
A
Remarques :

1. Les trois composantes d&'t résultent directement du développement de I'Be)(: un terme
faisant intervenirpy’ |, un autre avea;" et enfin un troisieme croisé.

2. Dans I'Eq. 6.13, € > 0 est une constante arbitraire qui n'affecte que des ternu&pandants
dew pour rendre la matric® de I'Eq. 4.72 définie positive. Autrement dit, cela vise a garantir
gue le probleme LQ est bien posé.

3. [Raynauckt al, 2010 montre que le résultat obtenu pour les miroirs infinimeapides se
déduit de cette solution comme un cas limite. |

La démonstration de la propositidhl est présentée comme suit : 1) développement du critére
continu de départ et 2) identification des diverses compesadu critere ainsi obtenu, a savoir des
termes dépendants et indépendants de la commande.

Pour résumer le criteré®(u) se décompose en une partie continue indépendantetene partie
a temps discret qui n’est pas une forme quadratique, ml:}‘t@f} Celle-ci doit donc &tre modifiée pour
réécrireJ¢(u) comme la somme de deux termég, et Jf}yn ou Jy,, est indépendant de et ngn est
une forme quadratique a temps discret. La solution LQ extjuie plus la construction d’'un modele
d’état avec lequel on puisse obtenir la sortie-criterd’eg. (6.12 et ainsi évaluer la performance de
la solution établie. Ceci fait I'objet des sectiofi®.2et6.2.3 A partir d’'un tel modéle d’état, orienté
commande, le régulateur optimal sera déterminé.

Démonstration : Développement du criere J¢(u) pour I'obtention du crit ére a temps discret
J4.

Soit F' la matrice de transfert entieetp, i.e. F (s) = Cm (s| — Am) " Bm + Dm. Etant donneé le
systeme défini par I'Eq.6(8) et les conditions associées,(0) = Dy, — Cn A Bm = |. Avec ceci
'Eq. (6.11) devient

p (kTs + 5) = Cne® 2l + (1 + Crne™Am A B ) .. (6.16)
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Ceci permet de réécrire le second terme du membre de diaite I'Eq. 6.9) sous la forme
p (KT + )T NTNp (KT, + 5) = [Coe™ 2 + (1 + Cre™Am A1 Brn) uge] T NTN
X [CmeAmal + (14 Cme™Am AL Bry) ]
= a:km’T (eSALC;NTNCmeSA"“) xp
2T [ ARCINTN (14 Ce™n AL By )|

ol [(I + Come™ A A Bo) TNTN (1 + cmesAmA,;le)] .

(6.17)
En intégrant sut € [kTy, (k + 1)T], il vient
A I T T T
7./, p(t)" N'Np(t) dt = («f)" Qo' + 2 (') Sour + uy Roup, (6.18)
S Ts

avecQo, Sy et Ry définis par I'Eq. 6.15.
De méme, pour le terme plus a droite de I'E6.9],

" (KTy + s)"Np(KTs + 5) = ¢™ (kT + ) "N [Cone™Am a2l + (I 4 Cne™Am A Brn) ]
= M (KT + ) "NCme* ™ (27 + Ay Bmugug) + o™ (kTs + )T Nug,.

(6.19)
En intégrant sut € [kT, (k + 1)Ts[, on obtient
1 (k1T T T stur TnT Ltur m —1 T _tur
T o p ()" NTo™ (t) dt = up N ol ) + (2 + AL Bmuk) - @iy, (6.20)
ou
_ 1 [T
= [ oL s ds (6.21)
s J0
est la phase moyenne sur un intervalle de ddtéet
—tur 1 T sAT »T\T stur
Pl = 7 e mCoN" o™ (KTs + s) ds, (6.22)
s Jo
est le terme résultant du produit croisé du développemercritere quadratique.
Ceci conclut la premiere partie de la demonstration. |

L'équation. 6.1) peut donc étre écrite comme la somme de deux composaligéadgtes de celles
del'Eqg. 6.9) :

Jéu) = lim / 6™ (1)) dt + () (6.23)
T—=+00 T Jo
ou
1 M i T i T
J(u) £ Mli}nloo i Z (z5") " Qi+ 2 (28™) Suk + u) Ruy, (6.24)
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avec
0 0 O —N
Q=10 0o -1 ], S&2| -A'Bn |, R2Ry>0. (6.25)
0 —I Qo So

Le critereJ¢(u) est celui qui sera utilisé lors de I'evaluation d&(w), pour des raisons de simplicité
de calcul.

La concaténation dans une matriég, qu'on appelle la matrice de pondération du critere
incomplet

re (& 5) 20 (6.26)

n'est pas définie positive : sous cette forme, les conditisuffisantes pour garantir I'unicité de la
solution a ce probléme ne sont pas réunies.

L'indice ¢ indique que ce critere, ne définissant pas une forme qtiqdea est considéré
incomplet Néanmoins, cette incomplétude n'empéche pas quetéeecsoit utilisé pour I'évaluation
de performance.

La valeur du colit incremental associg®u) s’écrit sous forme matricielle,

Jtur T Jtur
o e [

T W, = | PR i et | 6.27
Up Ug

Puisque le critere défini par 'Eg6(24) n’est pas une forme quadratique, une condition suffisante
pour garantir I'unicité de la solution LQG, des termes deggration additionnels sont associés aux
composantes de I'état indépendants de la commarfdans la partie supérieure gauche de la matrice
P;, soit donc@);) pour que la positivité soit vérifiee. Les termes ragausont ensuite enlevés avant le
calcul final de performance.

Propri été 6.2 Critere discretequivalent.
Je > 0tel que

00 0 ZNNT 0 0
Q2Q:i+.210 0 —I |+ 0  L0+2BTATA B 0 | >0, (6.28)
0 —I Qo 0 0 0
conduisea
Pé<§2T Z)zo. (6.29)
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En partant de la propriét.2 le critere donné par 'Eq6(2) devient par conséquent

C 1 (k1) To res 2
u k: p—
J* (u) - [¢™> ()] d¢

T
1 DT
S |6 (6)|| At + J¢ (u)y
Ts kT
f+1)T i ek
— i /( ) |’¢tur(t)H2 dt 4 90}44_1 Qz S 90}44_1
Ts kT, .I']T ST R .I']T
Up Up
1 (k+1)Ts cur 9 Hcrit T Q S Lerit
=7 /. o™ ()| dt+J5(u)k+< s > <ST R>< " > (6.30)
Jtur(u)k Jz?llyn(u)k’

ou, par analogie avec les Eq$.2) et 6.5, Ju.(u); est le colt élementaire dé,, tandis que
ngn(u)k est associé éljyn. Celui-ci définit bien une forme quadratique, conditiosestielle a la
résolution du probleme de commande a variance minin/bees des manipulations algébriques
elémentaires, il vient

Jour = E{II6" @)[1P} + E{Je(u)i} (6.31)
ou i
E{ll¢™ 0]} = lim % /0 lor (1)]|" a, (6.32)
et . .
s () (%) () o
Il reste g .
T4 )y = < Z;:t > ( [?T 15;1 ) ( Z;:t ) . (6.34)

La composanté. (u); ne correspond donc a rien d’autre qu’a la contributioncaige par les termes
rajoutés a la matric&) par l'inclusion de@. dans I'Eqg. 6.28 afin que la positivite deP dans
'Eq. (6.29 soit assurée . L'espérance de I'EG.30 est ainsi, presque sQrement égale a I'EBid)(

Démonstration : Positivité du critére discretequivalent.Jg,  (u).
Puisque I'Eq. 6.18 est par construction positive ou nulle (il s'agit en effetltintégrale d’'une
forme non négative), il en va de méme de la forme quadratagsociée :

a [ Qo So
pr— > . .
P ( @ ) >0 (6.35)

Supposons ques(18 soit nulle pour(xy’, ug). PuisqueN TN est inversible ep(t) est une fonction
continue sur lintervalle(kTy, (k + 1) Tg[ (en tant que sortie d’'un modéle continu avec entrée
constante), il en découle que(t) et toutes ses dérivees a droite en= kT, doivent étre
nécessairement nulles. Autrement dit,

pr = p (kTs) = Conx} + Dmuy, = 0, (6.36)
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(2
Vi > 0, % (kTs)" = Cn A2 + Con A Bryuy, = 0. (6.37)
Cette derniére identité montre qié > 0, Anz + Bmuy, € ker (CmA%), ce qui équivaut a dire
que Amz]' + Bmuy est une condition initiale non observable @é,,C,). Puisque(Am,Cm) est
observable A,z + Bmu, = 0, ceci implique quegz], uy) est un point d’équilibre de I'Eq.6(8).
Sous I'hypothese que le gain entreet p est unitaire, pour ce point d’équilib@,x}" + Dnuy, = 0
etu, = 0. Il en résulte d’abord que]" est une condition initiale inobservable paudm,Cn), et
finalement quéz]", u;) = 0, ce qui contredit I'nypothése de départ. DaRc> 0.
Puisquel, > 0, on peut trouver une constante> 0 telle queF, > ¢I. En utilisant le complément
de Schur et le lemm@.3, avec des manipulations élémentaires de matrices, rifirev@gue P > 0. Ceci
conclut la démonstration. |

6.2.2 Construction du mockle d’état pour la commande

En suivant la méme démarche qu'au chap#yda solution en information compléte est traitée
en premier, puisque cela résout le probleme déternaimigtbtention du gain de commande optimale.
Cette construction s’appuie sur I'hypothése suivante :

Hypothese 6.2Modele dynamique perturbation de phase.
La perturbation (atmosp#rique ou autre) peudtre obtenue comme sortie d'un nétel lintaire
stochastique et invariant dans le temps (LIT), de la forme

() = Awra™ (t) +n(t) N : _
, Modele dévolution de perturbation 6.38
{ thur(t) = Ctu,«l'tur(t) P ( )
ou I'entréen(t) est un bruit blanc gaussien de de spedirg A

La proposition6.1 permet de ramener la détermination de la commande optignafeprobleme
de synthése LQG standard, avec une solution unique etrootigte. Plus précisément, avec la
sortie-critere de I'Eq.§.12) et les matrices de pondération LQ de I'E4.72), le régulateur optimal
minimisant le critere équivalent a temps disciggn(u) dans 'Eqg. 6.4) sera déterminé et ensuite la
valeur du critere quantifiée.

Sous I'hypothésé.2, on pourra définir le systeme dynamique standard a tenspsad

Tpyp = .Ad:L’k + Bauy + Tqui
2z = Cqxy + Dguy, + wy, , Modele d’'état pour la commande (6.39)
Z](;rit — Ccritxk

ou l'étatz, contient, entre autres, une version discrétisee du teatiévolution de la perturbation
de I'Eq. (6.38 a partir duquel on obtienp{"" et ¢i'". Les composantes de |'état seront déterminées
d’abord en information complete. Le passage au cas geearinformation incomplete est ensuite
trivial.

6.2.2.1 En information compkte

En information compléte, I'état est parfaitement obéetl/est alors inutile de garder la deuxieme
ligne de I'Eq. 6.39 qui ne sert qu’a la construction de la mesure.
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Eninformation compléte, le régulateur optimal LQ se noeissla forme Anderson et Moore, 199%a

up 2 — Kooy, Régulateur optimal (6.40)

ou £ est donné pour rappel par
K> = (R+ By PsoBy) " (B;POOAd + (c;"t)Ts) . (6.41)
La matriceP., est la solution unique de I'équation de Riccati de commande

Pao = (€5 TQET ™ + AT Pac A (AT Prc A+ (C5)TS) (R4 BIPuBs) (BT Pacda+ STCTY)

(6.42)
Proposition 6.2 Un vecteur détat dans I'Eq. §.39 de la forme
@%Lil
o 2| A (6.43)
Prt1
ay
oul les trois dernéres composantes correspondant™t, avec
elsAw 00 0 0 | 0 0
N = 00 O N 0 Al 010
Ad = ®© 00 0 » Ba= 0 =00 |
0 0 0 elsAn A-L(eTsAn — DB, 000
(6.44)
Ca=D(0 I =N, Dy =0, (6.45)
et enfin
_ 01 00O
cgt&2( o o0 1 0|, (6.46)
0 0 0 I

permet d’obtenir les observationset la sortiez°"t.

Le vecteurz™" dans ce chapitre est, par commaditecefini comme Btat du modle de phase
turbulente, alors qu’au chapitr® il correspondait au sougtat regroupant toutes les occurrences de
phase turbulente). A

Démonstration : Construction du modele d’état de la proposition6.2

Du fait que la sortie-critere (Eq. (6.12) inclut désormais des variables additionnelles liees
soit a la perturbation soit au modeéle dynamique du MD, |leleh® d’état de I'Eq.§.39 a été étendu
et complété en conséquence.

La construction du modele d’état est telle que le critﬁﬁ1 de 'EqQ. (6.39 puisse &tre obtenu en
sortie du modele d’'état de I'Eq6(39. A cette fin, I'obtention des trois composantes du critewat
détaillees séparément ci-dessous. Lidée sousiaceonsiste a utiliser la sortie du systense38)
afin d’obtenirg{l |, g1, et enfinz.

Phase moyenne"', sur ¢ € [kT%, (k + 1)T| :
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La solution de I'equation différentielle

. 1 ur
Ttur(t) = i(bt ) (647)
s'écrit sous la forme intégrale
Trur () = 1 /t P (s)ds = Cour /t ™ (s)ds (6.48)
tur - Ts 0 - Ts 0 ) .

ou la derniere égalité utilise la deuxieme ligne degl'6.39.
Soit maintenant le modele d’état a temps continu déni p

:i,tur B »Atur 0 :L,tur n
<,,;tur>_<CTt_:r 0><rtur>+<0 ) (649)
ou n(t) est un bruit d’état continu de spectrg,. La premiere équation correspond a la premiere
équation de®.38 tandis que la deuxieme correspond a I'E&}4{).

En utilisant le lemmed.2 pour la discrétisation exacte de I'Ec6.49, on obtient le systeme
stochastique d’équations aux differences

tur T's Atur tur
rpy ) ers 0 xy Vg,
()= ( G A (T —1) | ) )+ () (6:50
ou la matrice de transition provient de
Atur O >:| < eTs-Atur O >
exp (7. = _ , 6.51
o= (5 0)] = (o e oo

apres application des lemm@sd- 8.2
Par construction, les équations d’'état de ce systeme son

oy = AT o (6:522)
tur 1 UH_I)TS tur
Tk—i—l = T . ¢ (t) dt
S
1 DT kT,
== ™M (t) dt +/ oM (t)dt
Ts Jer, 0

1 kTs
== ?CturAt_u% (eTSAtur — I) .Z';Cur + / thur (t) dt
s 0

kTs
i [ oo (6.52b)

compte tenu du résultat avancé a I'E6.49. De fagon a ne retenir que la partie de l'intégrale qui
correspond aux instantse [k, (k + 1)T%], par identification directe on obtient donc le systeme

x;:_ir_l > ( eTsAtur 0 ) ( l.i:ur ) ( Uk )
Jtur = Crur s Atur Jtur + T ’ (653)
< i T, (eTA - I) 0 o U

qui a bieng}’, comme sortie.
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Phase moyenne ponéréeg;! | surt € [kT;, (k + 1)T]

Le méme raisonnement s’applique pour le calcul de la moygrumdérée de la phase. Soit cette
fois-ci le systeme

ptur -Atur 0 tur n
. = . 6.54
< gtur > ( TLSGTSA;;C;NTCtUr _./41'1 gtur + 0 ( )
Par constructions'™" est la solution de I'équation intégrale
t
sUT(t) = AR gtur (0) +/ e_““;(t_s)qut“r (s)ds, (6.55)
0
ouM = TiseTsArTn CTNT. Aux instants d’échantillonnaget“" correspond a
T kT T
S;Cur _ e—kTsAm Stur (0) + / e(t—kTS)Am M¢tur (t) dt. (656)
0
L'exponentielle de la matrice de transition dans I'E6.54) n'admet pas, comme précédemment

a I'Eq. (6.5]), d’expression analytique simple. Mais comme cette magit bloc-diagonale, elle est
de la forme

T Aur )= el ’ (6.57)
S\ A eACINTCh — AT ST\ O (A A, MCoyr, Ty) e 40 )0 2

ou © est un terme a déterminer. Les équations d’état duesystde I'équation aux differences
correspondante sont

exp

Tl = eTSAt“'m}g“r +oup = eTSAme”r + v, (6.58a)
_ T
S = O (Awurs Amy MCuyr, Ts) 2" 4 e ToAm gt 4 g2 (6.58b)
Soit maintenant le modele
( ' > _ < efrur 0 > < o > n ( Uk > . (6.59)
91_7};11 @ (-Atura -Ama Mctun Ts) O @}gur 'UZ
Il en découle, comme précédemment que
_ —0(A A MC T tur s _ Gtur ~Ts Al tur
Pk+1 (Aturs Amy MCuur, Ts) 7" + v = sy — e Sk

. (k+1)Ts T
— e—(k—l—l)Ts.Am Stur (0) + / 6(t—(k:-i—l)TS).Am]\4-¢tur (t) dt
0

. e_TS'AE'—‘ (e—kTSA?,;stur (0) o /
0

(k+1)Ts .
6(t—(k—i—l)Ts).Am]\4-¢tur (t) dt

kT T
e(t—kT)Am qutur (t) dt)

Ts
k+1)Ts

( ) e(t—(k-i-l)Ts)-AL ieTsAI’ ClNTCturqbtur (t) dt
T, #

(k4+1)T%s

Il
— T

1
eERTIAL —cTNTC 6t (1) dt. (6.60)
kT TS
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Par le méme principe utilisé lors de I'obtention de la ghasoyenne, la sortie de ce systeme
produit des intégrales de la form@ fOT eSArTncﬁNTqﬁt“' (kTs + s) ds. Les formules définissant;""
correspondent a des intégrales de convolution en teeipsgrade. Elle peut ainsi étre considéréee
comme une variable dual®faynaucet al., 2010.

En regroupant les deux, les matriéést© sont determinées par la discrétisation exacte du neodel
d’'état a temps continu

zg"(t) = Aczd"(t) +n(t)
R (664
ou
gtur »Atur 0 0 tur n
| = 7-Crur 0 0 IS I VI I (6.62)
gtur 7-¢TACINTCry 0 — AR, s 0
avec
I 00
c.=1 o1 0], D.=0, (6.63)
0 0 |
comme cela vient d’étre démontré. Par conséquent
E2(1 0 0)e (01 0)", (6.64)
O2(1 0 0)el (0 0 1), (6.65)
et finalement
Ts
Z”é/o ¢ (10 0)%,(1 0 0)"eAldr. (6.66)

La solution des intégrales de formes quadratiques du tepEd. (6.66 est obtenue en utilisant le
lemme8.7 qui permet de calculer les variances des bruits discretvé&ents.

L’ état interne du MD ;

La discrétisation exacte de I'état interne du MD est témren appliquant le lemm&2 Il vient
donc

oy = el gl 4 AT (T AN — 1) By, (6.67)

ou le second terme est trouvé par I'application de la pet@6.1

Les composantes de état x;,

Finalement, I'eétat complet inclut la phase instantan@géa partir de laquelle les phases moyenne
et pondérée sont déterminées et I'état interne du Mi3.tkois derniéres composantes sont nécessaires
a I'evaluation du critere et donc font partie explicite g<"t. Ceci étant dit, I'état en information
compléte est donné par I'EcG.A2). [
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6.2.2.2 Eninformation incompkte

En information incompléte, I'état; n'est plus supposé connu. Il est estimé a partir des rassur
bruitées et décalées dans le temps.

L'estiméezy,,_; a variance minimale de; est donnée par I'espérance conditionnelle de I'état
sachant toutes les observations passées jusqu’a finsta: kT ; cette estimée peut étre obtenue
récursivement par I'application du filtre de Kalmaj¥[.3.3.

L'organisation temporelle des opérations, explicitéela Fig.2.14 conduit a un retard de mesure
T,. En exploitant cette information, la mesure a l'instant kT, définie pary, £ 2.1, est alors
donnée par

1 k=T

Y = DT (™" (t) — Np(t)) dt + wj, (6.68)
s J(k—2)Ts
Jtur Cm — m
= Dgy; — DN [? (eTSAm —1) Aml} Tp—2
— DN [(% (eTSA"‘ — |) A;2Bm + |> Uk_2:| + w. (6.69)

Ce résultat est tout simplement obtenu en remplagéht par son expression donnée par
I'Eq. (6.11) et en utilisant la propriété.1

L'écriture du systeme se fait en utilisant une pseudourees, .1 = y;, en analogie avec ce qui
avait été proposé a la sectidm.4 L'état et les matrices du modele s’écrivent donc

i, elsdwr 000 0 00 0
fur = 00 0 000
o ® 00 0 000
ze = | 2 |, Ag = 0 00 &4 0 0 0 |, (6.70)
PLur 0 10 0 000
am 0 00 I 000
g1 0 00 0 000
0 I 0 0
0 01 0
0 00 |
Ba2 | AN (eTA — DB, |, Tg42]1 0 0 0 |, (6.71)
0 000
0 000
| 000
Ca2D(0 0 0 0 I —fNCy (eFAn = 1) AZL =N (G (BAn — 1) AL2Bm +1) )(6.72)

La matrice de la sortie-critere regroupe les deuxienwsigme et quatrieme composantes de I'état,
donc

_ 01 00000
cct2 (001 0000 (6.73)
0001 000
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La commande:, n'utilisera que I'information apportée par les obserwas jusqu’a I'instant =
(k — 1)T ce qui correspond a utiliser la derniere mesure dispenjpl Par conséquent le filtre de
Kalman est utilisé sous la forme prédicteur et la commardimformation incompléte s’écrit

up = —KooTg|p—1, (6.74)

une expression déja introduite a I'E4.23. Notons I'abus de notation qui consiste a utiliser la reém
formulation qu’en information compléete. Pour commogiggain optimal est interchangealile, <
( K 0 ... 0 ) selon qu’on se trouve en information compléte ou infororaincomplete.

L'utilisation d’'une pseudo-mesure permet d’affecter léaréd de mesure supplémentaire a la
commande par le biais de I'écriture du filtre sous la forme’Hg. (6.74). Une formulation plus
compacte est ainsi obtenue, rigoureusement équivaecgdie ou les deux retards de la boucle d’OA
auraient été explicitement pris en compte. Ce retardtiaaaiel imposé lors de la détermination de
la commande utilise, de facon tout a fait équivaledig,et nonZ;_;, comme cela est détaillé a la
sectiond4.4.4

Une version qui prend en compte directement la megplise trouve dansJorreiaet al., 20084.
Celle-ci implique l'utilisation d’'un modele avec un ét plus grande dimension, ce qui souléve des
questions liees au déploiement temps réel. Cette veesibnéanmoins d’un abord plus aisé vu que la
vraie mesurey, est incorporée telle quelle sans passerzpay.

Une extension tout a fait pertinente consiste a utilises ktards differents de 1 - on parle alors
du cas asynchrone pas opposition au cas synchrone entreeneeswmmande. Ceci est plus réaliste
du point de vu des systemes d’OA pour lesquels les retanmistszs rarement exactement égaux a
I'unité. Le modele présenté ici étant généralisashns difficulté majeur a ce cas de figure, le résultat
principal se trouve dansaynaucet al., 2010.

A ce stade, une représentation globale existe pour le camfermation compléte et pour
I'information incompléete. L'application en temps réeldéja été détailleé a la sectidh2, ou une
indexation spécifique permet de bien échelonner I'emgiraént correcte des diverses opérations.

6.2.3 Evaluation de performance

L'évaluation de performance pour le cas des systemesMizemfiniment rapides est traitée dans
la sectiord.4.5 La démarche qu’on suit ici est tout a fait similaire.

Reprenons le critere a temps continu donné par I' Egl)( Puisque¢t" est un proces-
sus ergodique? sa variance empirique converge presque sdrement vers riano@ théorique
[Gikhman et Skorokhod, 2006

: l T tur 2 P~:5- tur 2
lim /OH¢ (o) a2 € ([lo 1)) (6.75)

T—+00 T
a tout instant, y compris aux instants d’échantillonnage- k75, k € N. On en déduit

: 1 ’ tur -S-
lim — /0 [t (1) dt "= trace{QS(kTs)gzb(kTs)T}

p:s. trace{Ctu,a:i;”r(a:}cur)TCtTu,}

e trace{ (C{urC{I,2z> } ; (6.76)

3Etymologie : ergodique est composé a partir des racinesqgiesergontravail ebdosroute, issue. Un processus est
dit ergodique si ses propriétés statistiques (telleslguaoyenne et variance) peuvent étre déduites a padit dhique
échantillon suffisamment long.



6.2 Commande LQG pour des MDa réponse non instantage 185

ouCl, = (Cur 0 0 0 0 0 0).Levaluation de I'Eq. 6.76 et donc deX,, nécessite de

connaitre les covariances des termes croisés de I@&dt I'objet des développements qui suivent.
Le critere de 'Eq. 6.4) peut &tre considéré I'espérance d'une forme quaglrati Donc, en
utilisant les Eqs.§.236.24, avecz®"t = C“"txy, .y, J°(u) s'écrit
JC(U) p':S' E (H(btur (t H2> +E <(zcrit) Q cht + uy RUk -9 ( crlt) SUk)
(H¢tur (t ) < < Ccnt) Q Ccnt) Ty +up Ruk _ 2$ (Ccnt TS) Uk)
ur 2
= E ([lor () +
E (2] ( (cet)T cmt) ek + 2 KTRKZ gy + 2] (€)' Sy 1)
(6.77)

A partir de ce point on reprend I'analyse réalisée a laise@.4.5
Le second résultat de la propriété et les Eqs.§.766.77) permettent d’écrire le critere a temps
continuJ¢(u) comme

J(u) = E <£L‘}—W$f)

ps. g Tp C{urcg'r (Ccrit).TQiccrit (Ccrit)TS’C Tp
Brlk1 KT ST eerit KTRK Brik1

P2 trace (WEy). (6.78)

A noter l'utilisation de la matricel); au lieu de@ dans I'Eq. 6.78. Ceci permet de regrouper
directement le deuxiéme et troisieme termes de I'BEQ.

En résumé, les matrice®, R, S, le régulateurK,, et le gain de I'observateur ont éte,,
déterminés. Dans le cas optimal, ces deux derniers eezntila résolution des équations de Riccati
associées. A partir de 'Eg6(78 le critere de performancé.(u) peut étre évalué soit pour le cas
optimal soit pour des cas sous-optimaux, a I'appui de '&d@§. Ce calcul analytique permet : a) de
synthétiser le régulateur optimal pour les OA dont la dygitjue du MD ne peut pas étre négligée et
b) d’évaluer I'impact des differents parameétres du &yst sur la performance finale (en variance de
phase résiduelle). Cela peut étre utile lors de la commejptes systemes d’OA et de la définition des
budget d’erreur associés.

6.2.3.1 Energie de commande

L'énergie de commande définie par
E.(u) 2 E {||uk||2} £ trace (E {ukug}) , (6.79)
peut se calculer en utilisant I"identité presque sire
E,(u) % trace {/coozjic;} , (6.80)

ou X; est la matrice de covariance de I'état estimé détereipér la solution de I'équation de
Lyapunov associée (lemm8set 8.6).
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Démonstration : Energie de commande.

La commande, étantu, = —Kzy;_1, alors
E.(u) = E (uku{) (6.81)
— K. E <§k|k’—1§;cr|k:—l) KT (6.82)
— ICooZ:?:IC—oro (6.83)

~

L'énergie de commande correspond a la somme sur toutesdegosantesy ;- wu], d'ol
I'expression annoncée. u

6.2.4 Regulateur optimal et régulateurs sous-optimaux

Deux solutions de référence ont été analysées, arsavo
1. Solution VM optimale

2. Simple projection de la phase moyenne estimée sur bespéroir. Cette solution était optimale
pour des miroirs infiniment rapides

Solution VM :
En information compléte, le régulateur optimal LQ se ntetssla forme 6.40), soit pour rappel

Uk = —ICOO.I‘k;, (684)

avec,, donné par 'Eq. 6.4, déterminé a partir de la solution unique de I'équatde Riccati
algébrique de I'Eq.].42.

En information incompléte, la commande optimale consisteun retour d’état reconstruit par
le filtre de Kalman (sous forme prédicteur ou estimateunrsés considérations faites auparavant),
comme défini par 'Eq.4.23, ou I'eétat estiméry,,,_, remplacery.

Projection de phase sur I'espace miroir :
Des régulateurs sous-optimaux peuvent étre considéién d’entre eux est celui qui avait été
trouvé au chapitrd a la sectiord.4 et qui était optimal en cas de réponse du MD infiniment rapid

up = — (NTN)‘lNTgB};ﬂ;l = — SOuS-OPL,, Régulateur sous-optimal (6.85)

Pour rappel, la projection orthogonale sur I'espace mitait alors la solution optimale.

6.3 Le conceptwoofer-tweeter

Le concept duwoofer-tweetet en OA consiste & corriger la perturbation avec un correcteu
optique a double étageBfennan et Rhoadarmer, 2J0d.e woofer corrige les basses frequences
spatiales, dont I'évolution temporelle est plus lente'@nplitude plus importante (sectich3.2.3.

“Terme anglais prété aux systémes acoustiques dontdactian en francais seraithaut-parleur grave-aigy, tr. de
I'aut.
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En complément le tweeter corrige la partie duale de la peation, a savoir les hautes fréquences
spatiales qui évoluent plus rapidement et dont 'ampétadt bien plus faible. Ce second étage corrige
aussi la perturbation remanente apres I'action du prefg conséquent, dans le cas général, ces deux
miroirs engendrent des espaces de correction qui se chesmtucFig.6.2

Tweeter

espace
commun

Woofer

(N,)

w

FIG. 6.2 — Espaces de correction engendrés par le woofer eeletéw Les indices t et w se réferent
au tweeter et au woofer respectivement. L'espace de cmmecbmmun peut étre décomposé sur
plusieurs modes, dont le TT. Celui-ci est un sous-espacéedpalce commun, qui est traité dans
I'exemple numérique.

Plusieurs méthodes ont été congues pour parvenicauger les espaces de correction dans le but
d’éviter qu'une double correction de sens inverse ne swoitlyte, ce qui entrainerait la saturation
immédiate des MD Lavigne et Véran, 20Q8Véran et Herriot, 2006 Hamptonet al., 20049. Ces
méthodes consistent, en termes généraux, a décoepespaces de correction de facon a ce qu'ils
soient disjoints, c'est-a-dire & garantir que le chew@meent soit inexistant en faisant appel a des
projections orthogonale€pnanet al., 2007, Petitet al., 200§. Cependant ces méthodes ne sont pas
issues de la résolution d'un probleme a variance mirégmgbrennent en compte de facon explicite la
dynamique temporelle du woofer (voire aussi du tweeter).

Contrairement a ces dernieres solutions, I'approch@sx@ par la suite permet en outre d'inclure
les difféerences de course propres aux miroirs.

Pour réesumer, I'approche LQG traite le probleme de la camae VM pour le woofer-tweeter en
prenant en compte les caractéristiques spatio-tempsrdis deux miroirs ainsi que I'excursion des
actionneurs.

Dans cette section un modele étendu a deux étagesessipe en suivant la méthode esquissée par
[Correiaet al., 2009d. Sans perte de généralité, des résultats avec deelpsodu premier et second
ordre sont présentés. Des modeles d’ordre plus éleuégnt étre envisagés si cela est jugé pertinent.

La Fig. 6.3 montre le principe de fonctionnement. La phase de corre@si la somme de celle
du woofer et celle du tweeter, soit

¢cor = %" 1 ¢tcor' (686)

W

Supposons que la dynamique du woofer est décrite par leragstlynamique suivant

aV(t) = Awx"(t) + Bau"(t)
e (680
La phase de correction corresponda§f est définie par
oe" = Nup® (1), (6.88)

ou Ny, est la matrice d'influence du woofer gt (¢) est la déformation du woofer dans une base de
fonctions d’'influence normalisées. Le woofer est couplén miroir tweeter infiniment rapide, pour
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Bruit de
I mesure
W
Phase Phase i"‘
+ fai i
turbulenteI résiduelle Lz C . Regulateur .
¢tur _ C(Z) !
Phase de E
corréction g Woofer :
+ (N) [€77TmmmTTeeeee ;
Tweeter E
(z’1Nt) ----------

FiG. 6.3 — Architecture de commande en boucle fermée du waafeeter. La phase de correction est
la somme des corrections individuelles apportées parrchdes miroirs.

lequel,
O (t) £ Nty Vt € kT, (k4 1)Ts]. (6.89)

La phase de correction est désormais

¢ () = Nwp™(t) + Neul, ¢ € [Ty, (k + 1)Ty]. (6.90)
ou le vecteur de commande généralisé est la concaténation des commandes du woofer et du
tweeter :
N U\]’:
up = ( s > : (6.91)
g,

6.3.1 Critere d’optimisation

Pour mener a terme la démarche requise par la stratégie (b@evement rappelée a la Fig.1),
trois matrices de pondératiaB,:, Rwt €t Syt doivent étre déterminées afin qu’un criteére équivalen
discret puisse étre écrit sous la forme

M—1
1 . . .
Jon(w) = Tim = 37 (o) Queef™ + uf Runr +2 (56) " S ) (6.92)
k=0

Ol Qut — SwtRyt SJ > 0 et Ryy = R, > 0.

SiI'espace de correction est atteint par les deux corregtalors un probleme d’'indétermination
de la solution se pose. Dans le but d’éviter cette diffegulh” matriceRRy inclura des pénalisations
supplémentaires sur la commandeCette technique, qui présente I'avantage de décriredielgme
de facon plus proche de sa réalité physique (les comémi@lectro-mécaniques sont en partie prises
en compte), permet de s'affranchir de I'indéterminati@nlal solution en imposant des pénalisations
distinctes sur les commandes a appliquer a chacun des MD.
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Proposition 6.3 Les matrices de porédation sont

INWNg, 0 0
Quw=Q = 0 (1+2BiA AL By) —1 | >0, (6.93)
0 —I Qo
_NW —Nt
S22 | —Ay'By 0 (6.94)
So Tt
et
N Ry 1+ Gwm

si I'on prend pour dynamique du woofer celle du MD dynamigtedi a la section6.2, Eq. 6.9),
autrement dit,Ay = Am, Bw = Bm, Cw = Cm €tDy, = Dp,. Dans I'EQ. 6.94) et (6.99 les termed
et Gy de cefinissent par

1 Ts AN T T
T = = /0 (Cue ) " NN, (6.96)
et
1 TS SAW —1 T T
th - T 0 (Cwe AW Bw) NWNtdt (697)
A

Démonstration : Développement du criere a temps continu pour le woofer-tweeter.
Le développement du colt incremental de I'Egj2( donne

1 (k+1)Ts )
Jc(u)k = ? /kT ||¢I’eS(t)|| dt
1 (l§+1)Ts . )
=7 [, @ - @) de
1 (k+1)Ts .
T ). (857 (£) — Nup™ (£) — Neut(£)) T (657 (£) — Nup™ (£) — Neul(2)) dt
1 (l§+1)Ts - . .
=g ) OO+ OTNINGR"(E) — 20 (1) Nup" (1)
- 2¢tur(t)TNtu§€ + 2pw(t)TN\-,rth’U,2, + (u}C)TN;rNtutdt’ (698)

ol pY(kTs + s) = CwesMa} + (1+ Cues A, By) ul. Cette expression est en tout similaire &
I'Eq. (6.9). La premiére ligne de la derniére égalité avait d&@a trouvée sp"(t) = p(t). Les trois
derniers termes sont développés ci-dessous.

Pour le premier
1 [kE+DT

ur Ttur \ T
7 | O™ (1) TNeupdt = (S5L;) " New. (6.99)
Le deuxieme
T [Cwe(t_kTs)AWa:}’gv + (I + Cwe(t_kTS)AW.AV_VlBW) u‘,’f"} Ny Nyl dt =
s JET,

(@) T Toerth, + ()T (NINg + G, (6.100)
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ou Tyt et Gyt sont définis par les Eq$6.066.97).
Enfin le troisieme
LT Tt T NT Nt

L'évaluation du colt incrémental utilise alors une vensétendue de I'Eq.6.30, soit

. 1 (k+1)Ts . ) Hcrit T S crit
rumg f, o leoPas e (50) (S 5 ) (5 )

(6.102)
ou
Ou S 0 L1+ 2BT AL TAL By)  —I ~ Ay By 0
< Sy\l'/t RWt > = 0 -l QO SO TWt
we St —NJ —BJLA,T Sy Ry NI Nt + G
(6.103)

Du fait que le tweeter soit considéré comme infinimentdapia description de sa dynamique ne
nécessite pas de définir un état interne. La sortiererit™t reste quant a elle inchang@$,Eq. 6.12) ;

les matrices de pondération sont la concaténation descemidéterminées a la sectién? et des
matrices correspondant aux termes propres et croisesaktaw |

6.3.2 Mockle d’état étendu pour la commande

Le modeéle d’état pour la commande reléve tout naturedi@ndu modele établi pour la commande
d’'un seul MD, avec cette fois-ci une composante suppléarentorrespondant au tweeter. On passe
directement a la présentation de la solution en inforomaithcomplete.

wt wt

a:k+1 = .Awt:L’k + B\,\,tuk + Fwtvk
2z = Cw@ ™ + Dyruy, , Modele d’état pour la commande du WT6.104)
crit — Ccrit wt

%k wt L

En information incompléte, en faisant la méme analyseppue le cas a simple étage, le modele
d’état complet est construit avec

T elsAws 000 0 00 0 0
wr) Z 00 0 0000
Pt © 00 0 0000
wa | v N 0 00 ¢ 000 0
R T S A = 0O 00 0 0000 [ (6.105)
ptur 0O 10 0 0000
2V, 0 00 | 0000
uV 0 00 0 0000
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ou la cinquieme composante est la commande du tweeterntles alors sous la forme

0 0 1 00
0 0
010
0 0 00 |
—1 TS-AW_
B2 | Al DB O | peloo o |, (6.106)
0 !
000
0 0
0 0 000
| . 000
G 2D (0 0 0 0 Nt | Ny (T — 1) A
SN (G (A 1) 4B+ 1) ) (6.107)
. 01000000
cgt2l o0 100000 ]|. (6.108)
00010000

On constate que concernant le tweeter, seule la commandecontribue & la mesure, le tweeter
n'ayant pas d'état interne.

Remarques :

(7) Répartition optimale de la commande. A premiere vuexistence d’'un miroir infiniment
rapide sans contraintes de course aurait pu indiquer, aselle, que le régulateur optimal
attribuerait I'effort de correction entierement au twareCeci ne correspond pas entierement a
la vérité puisque la dynamique du woofer contribue entéffguster au mieux la correction a la
dynamique de la perturbation grace a sa propre inerti¢refnent dit, une réponse temporelle
plutdt lente donnera lieu a moins d’erreur (en termes d@amee de perturbation résiduelle)
gu'une réponse constante par morceaux de diitédu fait que I'évolution des perturbations
de phase est également lente (la frequence de coupurtedetiordre du Hertz). Cet effet sera
mis en évidence par des simulations numériques.

(74) Unicité de la solution et pénalisations suppléemertii 'espace commun dans la FBg3peut
étre atteint par plusieurs combinaisons de commantiest +! cela pose alors un probléme de
résolution et l'unicité de la solution. Cependant, en @Anoofer et le tweeter présentent des
caractéristiques de course differentes. L'inclusioplieke de ces contraintes dans le probleme
d’optimisation est faite a I'aide de pénalisations séppntaires sur les commandes <

La pénalisation rend le probleme bien posé et conduiteaanlution unique. Elle permet en outre
de choisir une solution parmi toutes les solutions possiiles pénalités étaient absentes. La solution
pénalisée, pour une pénalisation tres faible, perragipifocher des solutions non pénalisées d'aussi
prés que I'on souhaite

Pour cela, la matrice de pondérati®q: dans I'Eq. 6.99 est affectée d’'un terme supplémentaire

Ry NI N¢ + G B 0
P u W
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ou le rapportn/ 3 détermine la répartition de I'effort de commande sur cimades miroirs. Dans le
cas généralj est un terme faible de I'ordre dg—;v’a;, ou a; est la variance modale en boucle ouverte
des modes a corriger. Aprés avoir fix€la valeur dey est déterminée a partir rapport des courses
entre le woofer et le tweeter.

La solution optimale peut néanmoins dans tous les casobtenue par la minimisation d'un
probleme sous contraintes imposées par les excursianBlde La solution a énergie minimale ainsi
déterminée ne risquerait pas d’engendrer des correctiensens inverse des MD. Ceci pourrait se
produire dans la version pénalisée si les pénalisatammg beaucoup trop faibles vis-a-vis de la
variance de la phase du mode de correction, ce qui, en peatigest jamais le cas car les courses
sont bien adaptées aux perturbations (notamment en tegr@ridnce) qu'ils sont supposés corriger.

6.4 Modeles lincaires

6.4.1 La perturbation de phase

Dans I'ensemble des simulations réalisées dans ce ohaj@tix types de perturbations ont été
considérés : les perturbations d’origine atmosphérigucelles d’origine mécanique [sectir8.2.4.

Le choix des parametres du modele de perturbation cengiajuster au mieux (dans le sens des
moindres carrés) le comportement a l'origine des coudiasto-corrélation. Ce choix est suggéré
par 'auto-corrélation a un pas, parametre utilisélpatommande optimale pour la prédiction a court
terme. Une argumentation sur ce choix se trouvé a la sedt®

Densité Spectrale de Puissance

10 Auto-corrélation temporelle
1.0002 T T T T T T
107 f .
"*‘M“E‘q: _____
S T e T RE P
S
" L he e N
10 J @ 0.9998 R\; -
N (] s
I Q ~
N 2 -, ~,
2 @ R N
£ € 0.9996 Y ~
£ - i S LY
10 - c X, * 2
TT dd au vent a oY N
Modele d'ordre 2 ajusté au TT di au vent ® 0.9994 | = = = TTd0au vent s’\,
~
10° TT atmosphérique s v 40 Modéle d'ordre 2 ajusté au TT dd au vent LY ~,
Modéle d'ordre 2 ajusté au TT atmosphérique = = = TT atmosphérique \\ b
Modele d'ordre 1 ajusté 0.9992 | — & ~ Modele d'ordre 2 ajusté au TT atmosphérique )“
o == Modeéle d'ordre 1 ajusté ¥,
10 -2 -1 5 0 1
10 10 10 10 0.999 i i i i i i i i i
Fréquence, [Hz] 0 0002 0.004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0.018 0.02
Temps, [s]

FIG. 6.4 — Gauche : Comparaison des DSP temporelles du TT ati@aégpé et du TT induit par le
vent dans le systeme E-ELT M4-M5.

Droite : Courbes d’auto-corrélation des perturbationfestmodeles du premier et second ordre qui
s’ajustent au mieux (au sens des moindres carrés) aux @rgas de décorrélation, en proximité de
I'origine at = 0s. Les parametres de simulation se trouvent sur la48y.

Les difféerences entre le modéle et le comportement réaighal n'impactent pas la corrélation
que sur le long terme. La corrélation a court terme estlairei comme cela peut étre observé sur les
courbes de la Figs.4
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6.4.2 Le miroir déformable

En général, la dynamique temporelle des MD reste a ce fielativement peu étudiée. Cela
releve principalement du fait que les temps de réponseoraationneur sont souvent faibles vis-a-
vis du temps d’intégration. En conséquence, l'impactlayserformance optique est généralement
négligeable.

Il faut noter que la connaissance de la dynamique d’'un seidre@ur pris isoléement n'est pas
descriptive de la dynamique de I'ensemble de la structigetremécanique du MD.

L'étude du comportement dynamique par modélisatiomed¥ents finis a fait I'objet de plusieurs
travaux ; a titre d’exempleGhartonet al., 2003 et plus recemmeniGasmiet al., 2009.

Les études expérimentales sont rares car elles nématsdits moyens techniques complexes. Un
tel exemple est la méthode stroboscopique. Elle considtéré I'acquisition cadencée d'images a
frequence élevée afin de reproduire le mouvement defacuréflectrice. Ces images peuvent étre ob-
tenues par techniques interféeromeétriques (voir par @teifiorsleyaet al, 2007 Conwayet al., 2007).
Suite a une décomposition de la déformation sur une basmates appropriée, le comportement
dynamique global peut étre ainsi caractérisé. Des pair@s de modeles d’ordre convenable calés sur
le comportement physique du MD peuvent étre alors détdérsi

Dans ce mémoire, sont considérés des modeles sinsptifiepremier et du second ordre. Des
études paramétriqgues permettent de dégager des cammts généraux non spécifiqgues d’'un MD
en particulier.

6.4.2.1 Commande modale

On a déja évoque le fait que la dynamique temporelle deul actionneur pris isoléement n’est
pas forcément représentative de la dynamique de I'engemb

La modélisation analytique des équations des plaquikesgégies par I'équation bi-harmonique
[Timoshenko, 1959

v2v2h = L, (6.110)
F
avecq est la charge appliquée et
Ee3
F=——7"0|_, (6.111)
12(1 — 12)

ou E est le module du coefficient d’élasticité de Youagigpaisseur de la plaque e} le coefficient de
Poisson, montre que les modes propres du MD changent epakldment en fonction des contraintes
physiques auxquelles ils sont sujetsllis, 1999. Cela revient a fixer des conditions aux bords
distinctes, selon que la membrane est libre ou accrocleden £ nombre des points d'attache, les
coefficients de I'Eq.§.11]) et de la géomeétrie utilisée.

Les difficultés de I'eétude du probleme s’accroissentcaeenombre d’actionneurs et la taille des
MD. Des modeles a échelle réduite sont préférablesndment qu'ils traduisent le comportement
dynamique des grands DM.

Un modele a éléments finis avec 9 par 9 actionneurs lian® base rigide a une plaque
réflechissante a été simulé a 'ONERA Ce modéle esstrait de sorte a représenter le miroir M4 du
futur E-ELT. L'étude d’'un modele a échelle réelle seuve dans@Gasmiet al,, 2009.

Une observation remarquable est que les modes propres duihdDnaodélisé ressemblent de
tres prés aux modes de Zernike tip, tilt, defocus et astifsmes. Cette étude suggere aussi que les
modes principalement affectés sont les bas ordres, iadiqainsi que la commande de miroirs avec
plusieurs centaines d’actionneurs peut se ramener a laeocie modale d’un jeu limité de modes.
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Une commande modale est donc jugée pertinente pour datle.& a Fig.6.5 montre les fonctions
de transfert du TT et défocus, leurs interactions et lalisation des fréquences de résonance. Sauf
les modes de TT, tous les autres modes sont nettement désoBpur le TT le découplage est moins
évident, bien que I'analyse suggeére que l'interactiorteledeux modes reste faible. Dans ce qui suit,
on traitera le TT indépendemment I'un de l'autre.

u= 22 u= Z3 u=2z "

—_ 0 0 0 Tip, 22
o )
=} Tilt 23
o ~100 -100 -100
S Defocus Z,
=2
c
o —200 -200 -200 ———A&
©
g _J\ N

-300 > , ~300 2 , ~300 2 5

10 10 10 10 10 10 10 10 10
400 400 200

=
Q
S 200 200 l 0
3
© =
P 0 0 200
o

-200 -200 -400

10 10 10° 10 10 10° 10 10 10

FiIGc. 6.5 — Fonctions de transfert du TT et défocus,, (75 et Z,) du modele mécanique a
éléments finis (magnitude et phase en fonction de la &g temporelle). La commande modale
est considérée ici directement définie dans une baselgeqmes de Zernike.

Par conséquent, on suppose que les modes optiques quelibaite commander, tels que le TT
atmosphérique, sont une combinaison linéaire des madesgs du MD. On peut sans doute séparer
ces modes propres en rapides et lents. Les derniers sontauaés par un régulateur qui prend en
compte leur dynamique, tandis que les modes rapides somhaades par un régulateur sous-optimal
car leur dynamique est telle qu’elle n’exige pas une ré@reaussi précise.

Les illustrations de ce chapitre se focalisent plus p&uoent sur la commande des modes de
TT d'origine purement atmosphérique. D'une part celagest cas simple et représentatif et d'une
autre part ces deux modes portent la plupart de I'eénerdigupd’origine atmosphériquépll, 1976,
Wang et Markey, 1978et mécanique ausscf §6.4.71). Un argument de plus : plusieurs systemes
d’OA emploient des MD a double étage, composés d’'un mieibasculement dédié et d’'un MD au
sens propre. Cela dit, le TT peut étre regardé comme ungauaties particulier.

Aussi important, le colt des calculs numériques, horsereligne, pour le TT est raisonnable
malgré I'état étendu établi dans la sectta.2

6.4.2.2 Mockles du premier ordre

Soit le modéle dynamique du premier ordre caractérisé'@guation differentielle

B(E) + Zplt) = Zu(t), (6112)

ou T est la constante de temps du miroir.
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En termes de modele d’état, cela revient a poser dans (&8
Am = (_1/7-)7Bm = (1/T)>Cm = 1>Dm =0. (6113)

Ce type de modeles ont I'avantage d'étre caractérisgsip seul parameétre, a savoir la constante
de tempsr. La réponse fréquentielle d’'un tel modele est montié@els Fig. 6.6. La frequence de
coupure a -3 dB est donnée par

fo=2T. (6.114)
T

Les MD infiniment rapides peuvent étre considérés un icaisel des MD a dynamique du premier

Diagramme de bode
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FIG. 6.6 — Diagramme de Bode du mode TT, modeles d’ordre 1gtcaintinus) et d’ordre 2 (tirets).
Constantes de temps @i¢100 et1/250 s. Pour les modeles d’ordre deux, résonances naturglles
{100, 250 }Hz et coefficient d’amortissemegit= 0, 01 .

ordre quantr — 0.

6.4.2.3 Mockles du second ordre

Des modeles dynamiques du second ordre expriment de reaguecincte et représentative la

dynamique temporelle d’'un large ensemble de phénoménesques.
La dynamique du MD est régie par I'equation differeréadu second ordre

B(t) + 26wnp(t) + wip(t) = wiu(t) (6.115)

ou ¢ est le coefficient d’amortissement ©f, = 2xf,, est la pulsation naturelle de résonance (en

rads/s).
La représentation d’état canonique observabiel'eéquation differentielle de 'Eq6(115 devient

S\Voir annexes pour explication plus élargie.
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[Vaccaro, 199p

0 1 0
Am:(—wg —2§wn>’ Bm:<w2>. (6.116)
Cmn=(10), Dy =0

Selon la valeur d¢ une résonance pourra survenifa= 4=/1 — ¢2. Des réponses frequentielles
sont montrées sur la Fi§.6 pour deux valeurs distinctes dig et pour un amortissement ge= 0, 01.

De plus, les modeles d'état peuvent étre convertis emtimms (ou matrices s'il s'agit du
cas multi-mode) de transfert en appliquant le lemdnke Ces FT sont utiles pour l'interprétation
du fonctionnement de la commande optimale. Cet outil estlelias tres souvent exploité par la
communauté en OA pour la synthese de régulateurs (6eeréd la sectio2.8).

6.5 Outils d’évaluation : calculs analytiques, simulations Monte Carlo

L'évaluation de la performance des régulateurs propasns ce chapitre peut étre réalisée au
moyen de calculs analytiques ou de simulations de MonteoC@ds deux approches sont détaillées
dans les paragraphes ci-dessous.

| Sy steme Perturbation .
Bruit de

Série WB indépendante
du modele meSIe w
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FIG. 6.7 — Variantes d'utilisation du simulateur Monte Carl@a $érie temporelle en entrée est issue
du bloc 'PERT’ et le modele utilisé pour la générer esssawtilisé pour la construction du modele

d’'état orientée commande. Ceci est le cas cohérent. Bewioption, utiliser directement une série
temporelle dont le modéle générateur n’est pas conmufdrmation exploitée pour la synthése n’est

pas cohérente avec le modele sous-jacent a la pertmmba&iest donc le cas incohérent.

Calculs analytiques :

Une fois définies les matrices de pondérat@nR et S dans I'Eqg. 6.13-(6.15, les gains de
commandelC et d’observationl et enfin le modele d’état pour la commande dans les EQg0(
6.72), la performance du systeme peut étre évaluée anabmignt a partir des résultats présentés a la
section6.2.3

Le calcul analytique permet de tester aussi la stabilivgpterelle du régulateur et de quantifier
I'effort de commande (sachant la variancewJeequis pour piloter des DM a dynamique variable.
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De plus, comme cela a été montrée a la secliéih3 les modeles d’état peuvent étre convertis
en fonctions de transfert de phase et de bruit (E@s682.69). Le calcul étant exact, I'intégration
des spectres de phase résiduelle et de bruit propag&eadra boucle de commande sont de valeur
exactement égale a la performance évaluée par I'approonsistant a évaluer I'espérance de I'erreur
résiduelle a la sectio6.2.3

Simulation Monte Carlo : Cette approche consiste a mettre en ceuvre une simulatigootelle
traduisant le schéma-bloc de la Fi§3 Deux scénarios dont 'utilisation correspond a des imsso
distincts, sont schématisés sur la g, plus précisement les cas cohérent et incohérenttriéerest
toujours une série temporelle des coefficients modaug“dét).

— Cas cohérent : le partiByseme dans la Fig4.3, est supposée connu. Cette variante, dite
cohérente, permet d'évaluer empiriquement le crit@yerpin systéme sans erreur de modele
ou dont I'erreur est connue et maitrisée. Cela est bieguivalent au calcul analytique. Les
résultats issus de cette simulation a horizon fini coreerghéoriguement vers les résultats
analytiques (par construction a horizon infini).

— Cas incohérent : le bloSysémeest inconnu. L'entrée de perturbation et/ou le MD sont
non conformes aux modeles utilisés lors de la synthesta dmmmande. C'est le cas dit
incohérent. Par conséquent, cette variante ajoute aepégentes les erreurs de modélisation
de la perturbation et du MD. Une étude de robustesse vis-des erreurs de paramétrisation
des modeles devient ainsi possible et souhaitable. Arsaedte étude la pertinence du choix
des parameétres du modele de perturbation peut étre n@gidance et enfin validé.

Les variances de phase résiduelle sont déterminéeesuédlisations suffisamment longues pour
garantir la convergence statistique. Cet aspect estriipsriant puisque le modele de perturbation
sous-entend une évolution temporelle trés lente (vajr&4). Pour des télescopes de classe 8-métres
la frequence de coupure se trouve aux alentours du Hertlistaue pour les ELT la frequence de
coupure est encore plus basse, du fait fus D~

6.5.1 Mise en ceuvre du simulateur Monte Carlo

-
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FiG. 6.8 — Schéma-bloc illustrant la procédure d’obtentienla phase moyenne et de la phase
moyenne pondérée. Le bloc 'REINIT’ remet a zéro les bldintégration toutes I€8; secondes.

Discrétisation des moeles continus
Un point qui mérite attention spéciale concerne la @igsation fine des modeles continus. Toute
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simulation numérique a temps continu passe par unedtisation d’autant plus fine que la dynamique
des differents processus l'exige. Pour cela des outilssavariable avec desolveursd’équations
differentielles dédiés ont été employés afin d'éwitles erreurs dues a une discrétisation imprécise
et conséquente intégration numérique. Ceci aurait ceroomséquence la propagation non maitrisée
de cette erreur. La procédure d’obtention de la phase nmayen de la phase moyenne pondérée
est illustrée sur la Figs.8. La structure complete du régulateur LQG est détaitléela Fig.4.3 au
chapitre4.

Les simulations réalisées se montrent tres sensiblgsemeurs de discrétisation, notamment
celle de la phase moyenne pondérée. Cette composantétaedst I'intéegrale de convolution sur
un intervalle de duré& de la phases(t) par une exponentielle dont I'exposant par construction a
toutes ses valeurs propres de module supérieur.4lgtant stable;-A,, est forcément anti-stable,
donclimy_, 1o e ™" = +00). Numériquement, comme I'Eq6(60 l'indique, cette intégrale est
calculée en deux temps : 1) intégration de la foemé' et 2) multiplication pae”*» - Fig. 6.8,

Or, s’il s’agit d’'un miroir tres rapide, dont les poles s$@npartie réelle négative élevée, le premier
terme tend vers l'infini alors que le second tend vers zémla@ose évidemment des soucis de
précision numérique. En revanche, pour un MD tres lemphase moyenne pondérée tend vers la
phase moyenne puisque les valeurs propreslgesont trés proches a l'origine et doac’n vaut
quasiment 1yt > 0. Ce cas de figure pose aussi des difficultés puisque la codenaptimale
soustrait, quelle que soit la dynamique du MD, la phase muyeate la phase moyenne pondérée.
Pour des MD lents une telle difference tend vers zéro #eldonc, encore une fois, une intégration
numeérique précise est nécessaire.

Pour éviter les difficultés que I'on vient de citer, un loigl implémentant des solveurs d’équations
differentiels a été utilisé. La simple discrétisatiexacte et approximation des intégrales par des
sommes trapézoidales s’avére insuffisante.

6.6 Calculs analytiques - correction des modes de basculenie

Sans perte de généralitg(t) est considéré ici comme l'angle équivalent sur le cielMiD de
basculement avec la position de référence.

L'ensemble des simulations réalisées dans cette sectititise que des perturbations d’origine
atmosphérique. La DSP est représentée sur lebHeggauche. A droite, les courbes d’auto-corrélation
des modeles du premier et du second ordre sont ajustéssscolirbes d’auto-corrélation du TT. Par
intégration numérique une valeur de30 mas rms a été trouvée pour le total de la perturbation. Les
parametres de la simulations se trouvent en legende dg.l8.B. La dynamique des deux modes de
TT est considérée égale et decouplée. Donc la perfocenan mas rms obtenue a partir des modeles
scalaires mono-mode est multipliee p&2 avant présentation finale.

6.6.1 Un cas simple : dynamiques du premier ordre

Un premier cas simplifié consiste a ne considérer que aeelas dynamiques du premier ordre
et ce pour la perturbation et le MD. Le modele de perturipatie 'Eq. 6.38 est alors

1
Atur = X, Ctur =1. (6117)

Le choix du parametré/\ s'effectue selon la procédure détaillée dans la se@idri



6.6 Calculs analytiques - correction des modes de basculenie 199

Comme le montre Qorreiaet al,, 2008, a partir des Eqsg.112 et (6.117 les matrices de
'Eq. (4.19 se simplifient de sorte qu’on peut établir des expressamagytiques suivantes

Ts

ex1 00 0 0
Ts
) (ex —1)A 00 0 . 0 6118)
d= - s T Ba = :
rerr (eX —e¥) 0 0 0 O
AT TS <1—€T)
0 0 0 e -

. 0 1 0
ct=|( 0 0 0 |. (6.120)
0 0 1

S = O

atrice de covariance du bruit d’état, dans

3

La matrice A, étant définie par 'EqR.118, la
I'Eq.(6.66 peut étre calculée analytiquement.
7L S S
Soita = ex, alors, & partir d&,, dans I'Eq.6.38), 5 = (e% —1ety = % (eTT — eTT),
six—=
il vient

o af ay 0

« 2 0
5, = fa fﬁ 53 o | = (6.121)
0 0 0 0

6.6.1.1 Analyse fequentielle

Puisque le cas traité ici est en effet un cas scalaire, laaeate transfert se réduit a une fonction
de transfert standard. Les transferts obtenus en s'appsyaries résultats de la sectidn3.3sont
présentées sur la Fi§.9 pour une valeur de-/T, = 10. Les régulateurs optimal et sous-optimal
définis a la sectioB.2.4

Cette figure permet d’analyser le fonctionnement du régulaoptimal en notant que la DSP
de l'erreur temporelle est légérement au dessous de la @SPerturbation. Le comportement
quelque peu chaotique de la solution optimale prés deeguhce de Nyquist deg/(27) a comme
conséquence une meilleure réjection du couple pertiorbat bruit propagés. La section suivante
explore une plage plus élargie de variation des parasmé&tes modeles du MD. L'apport de la
commande optimale est ainsi mieux observeé.

6.6.1.2 Performance optique

Les régulateurs optimaux et sous-optimaux (définis danselkction6.2.4 sont par la suite
implementés en simulation. La comparaison de performaest représentée sur la Fig.10
[Correiaet al., 2009 montrent des résultats obtenus avec des modeéles du gr@mre utilisant
I'énergie cohérente comme métrique.

Un régulateur additionnel a été testé. Celui-ci, nagryrintermédiaire», vise a améliorer les
performances du régulateur sous-optimal (consistantogeter I'estimée de la phase sur I'espace
miroir). Au contraire de ce dernier, le régulateur intediigire prend en compte la dynamique du MD
lors de I'estimation de phase uniqguement. La commande femative au cas optimal, vise a produire
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FIG. 6.9 — DSP de la perturbation et du MD face aux fonctions petien des réegulateurs optimal et
sous optimal en boucle fermée pour les modeéles du prerrdee.ovaleur der /T = 10, Ts=500Hz.

Jtur

une phase de correction moyenne de valeur égale a la prasne de perturbatiofs®, =

k+1 k+11
ie.
1 (kf“l‘l)T& —t
T Np(t)dt = ¢l y. (6.122)
s JEkTs
Ceci conduit &
Gki1 — 7 Cm ARt (e Am — )y,
up = 5 o — . (6.123)
Démonstration : Régulateur « intermédiaire ».
Avec p(kT + s) exprimé a I'Eq. 6.11), alors
1 (k+1)Ts 1 Ts 1 Ts t
— p(t)dt =— Cre*Amds ay, + —/ / Cone* ™A B duds wy, (6.124)
Ts Jer, Ts Jo Ts Jo Jo
1 1
:?CmAgl(eTsAm — Dk + [ConARZ (A — 1)Bi — ConA B T | i
(6.125)
AvecCn ALt By = —I1, en mettanty, en facteur on obtient 'Eq6(123. |

Comme illustré par la Fig6.10 la commande optimale est capable d’inverser la dynamique
du MD quelle que soit la constante de temps. Deux droiteztatdles sont donc observées (en
information compléte et incompléte). Cependant, posrM® tres lents, la commande peut atteindre
des amplitudes assez élevées. Pour des MD dont la canstartemps- < 0, 1s, I'énergie de la
commande optimale est comparable a I'énergie de la fation (d’ou le rapport a 1 sur la Fi§.10
droite).

Le régulateur intermédiaire se révele peu attracti-&vis de la performance les gains par
rapport a la projection orthogonale de la phase moyennéespace miroirM sont faibles tandis
que I'énergie de commande est, dans ce cas, considémttgrius importante pour 2 0,05s. De
ce fait, elle ne sera considérée que dans cette section.
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Le régulateur sous-optimal n'assure une bonne perform@ue pour des MD a constante de
tempsT < 0,01s et ce pour I'information compléte et incompléte. Ce congment aurait pu étre
lié principalement a I'estimation dégradée de I'étar la dynamique est négligée. Cependant, le
régulateur intermédiaire indique qu’une estimatioagisé sans une étape de commande déterministe
aussi précise n'est pas de grande utilite. Négliger lzadyique dans chacune de ces étapes dégrade
de maniére assez importante la performance.
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FIG. 6.10 — Gauche : Comparaison de performance pour le ré&gulaiptimal, l'intermédiaire
consistant a appliquer une phase de correction moyeralédg phase de perturbation sur une trame
de duré€l’; et la solution consistant a projeter la phase moye&ﬁiq surM.

Droite : Energie de commande normalisée par la variance de la patton.

6.6.1.3 Robustesse deg&gulateurs

Un aspect particulierement important est la robustesgégluateur par rapport a la connaissance
précise de la constante de temps.

La Fig.6.11reprend les courbes en information incompléte de la&it0et quatre autres courbes
sont rajoutées. Un facteur deet5 (supérieur/inferieur) sur la constante de tempest considéré entre
le modele du MD et celui pris pour la synthese. Pour un faade deux, I'écart a la solution nominale
(ou il'y n’a pas d’erreur sur) est toujours moindre que celui de la solution sous-opgm@k n’est
que pour un facteur (dans la pratique impensable) de cindagselution optimale se montre moins
performante que la solution sous-optimale. Ceci témoidméa robustesse de la solution optimale
vis-a-vis de la constante de temps et de la précision ameelle la constante de temps devra étre
connue.

6.6.2 Dynamiques du second ordre (perturbation et MD)

Le modéle de MD pris est maintenant du second ordre aveccteuiad’amortissemergt = 0, 01
et frequence de résonangg = 200Hz. Une étude paramétriqgue en fonction det f,, n’est pas
menée ici. Ce sera |'objet de la sectiom8 et sectiorb.9, dans le cadre d'applications spécifiques.
Dans ce qui suit le comportement frequentiel du régulad@timal et sous optimal est exploré en
détail. Pour cet exemple, la réponse en amplitude estifi@ept’'un facteur de 50 a la frequence de
réesonance, = f,1/1 — &2. Il s'agit donc d’un systeéme trés peu amorti qui a tendanosciller a la
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FIG. 6.11 — Variation de la constante de temps d’'un facte@r et fois la valeur nominale du modéle
du MD pris pour la synthese du régulateur.

frequencef,. avec un taux de dissipation d’énergie tres faible. Desrdssements aussi faibles sont
caractéristiques des modes propres rigides de strucdwasle MD n’est pas exception.

6.6.2.1 Analyse fequentielle

Identiguement a la sectio®.6.1.1 la Fig. 6.12 présente les réponses fréquentielles obtenues.
Bien que les FRP soient tres semblables pour les deuxategus, les FRB different largement : dans
le cas optimal, la FRB rejette fortement le bruit dans desleanle fréquences pour lesquelles il aurait
tendance a subir forte amplification par la résonance du(MPic en haut a droite de la Fi§.12).

Il est possible d’entrevoir sur la Figh.12 que la réjection de la perturbation apportée par le
réegulateur optimal est legérement inférieure a 0dBue plage de frequences située directement
au dessous de la bande d’amplification du MD (le pic en haubigedl, ce qui n’est évidemment pas
le cas du régulateur sous-optimal.

6.6.2.2 Robustesse

Dans le but de tester la robustesse de la solution optimat@-vis de la connaissance précise
des parametres du MD, des variations t€0% ont été introduites sur la frequence naturelle de
résonance’,,. Ce choix n'est pas anodin. Une variation beaucoup trogeéle ce parametre entraine
I'instabilité du régulateur. Pour des variation dé€/d@utour de la valeur nominale dg les solutions
sont garanties stables et assurent une performance nattsopErieure au régulateur sous-optimal.
L'analyse de la Fig6.11 permet aussi d'inféerer qu’une erreuers le basc’est-a-dire, prendre une
valeur def,, inférieur a la vraie fréquence de résonance du DM eshmpénalisant.
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6.7 Apercu geréral des résultats des articles soumis sur la prise en
compte de la dynamique des MD

L'article [Correiaet al., 2008f propose un résultat de commande optimale pour la prise en
compte de la dynamique miroir en définissant un model@atgui est non minimal. Dans cet article
les observations;, coincident avec les mesurgs. Un état a 10 composantes est obtenu, alors que
[Correiaet al., 20091 condensent I'état a 8 composantes. C’est d’ailleurteagérniére version qui
est présentée dans ce mémoire. Une dynamique du prerdierfmour la perturbation et la dynamique
des MD est analysée. Des courbes de performance en égefwesnte en fonction de la constante
de temps du MD y sont présentées afin de montrer I'appor derhmande optimale.

[Correiaet al., 201Q généralisent ensuite le formalisme aux modeles doikux et l'utilisent
dans le cadre de I'application au ELT Européen ou les peation sont celles di au vent, donc de
variance bien plus élevée que les perturbation de phas@idie purement atmosphérique. Ce cas
particulier est traité dans la section suivante.

L'article soumis [Correiaet al.,, 2009¢ reprend la formulation de I'article précédent en ragmit
une étude de robustesse et des explications supplémesngair la commande modale des MD avec
dynamique non négligeable. L'innovation par rapport aas@onsidérés precédemment est I'inclusion
des perturbations dues au vent, déja discutées a losed®d.1 et I'évaluation des erreurs de
modeélisation au moyen du simulateur Monte Carlo avecestmmporelle non issue d’'un modele
connu.

Le double correcteuwoofer-tweeterest traité dansorreiaet al.,, 20099, ou des dynamiques
du premier ordre montrent le concept. Dans ce mémoire lyapaest généralisee aux dynamiques
d’ordre deux puis appliquée au cas de l'instrument NFIRADSr le TMT.

6.8 Le ELT Européen : dynamiques du second ordre

L'ELT Européen est un telescope adaptatif : sa concetiigue inclut en effet plusieurs miroirs
pré-focaux (Gilmozzi et Spyromilio, 200B Plus précisément le couple M4/M5 est composé d'un
miroir avec 5000-7000 actionneurs et d'un miroir, en I'oceace M5, de stabilisation de champ.
Ce miroir plan exécute des mouvements de basculement poopenser les effets cumulés de la
turbulence atmosphérique et de I'impact du vent.

Les modeles a éléments finis actuels ne considerernepasipports des miroirs ni 'ensemble de
la structure mécanique. Une discussion plus élargiessorddélisation des composant adaptatifs se
trouve dans@asmiet al., 2009.

L'ensemble des résultats dans cette section ont fait algdtarticle [Correiaet al., 201Q. Les
résultats principaux présentés dans le cadre de ceteagibont rappelés dans les deux sous-sections
suivantes. Les exemples sont présentés pour des matiejesturbation et MD du second ordre.

6.8.1 Simulation avec modle de perturbation identifié

Pour commencer, supposons que le modele de perturbaticoresu. Autrement dit, la perturba-
tion ¢™"(¢) dans la Fig6.7 est la sortie du modéle linéaire défini par 'E§.38 et encapsulé par
le bloc PERT. Ce modele est identifié a partir de la DSP teeife des perturbations dues au vent,
représentées sur la Fi§.4, selon la procédure détaillee dans la secéehl

Le régulateur étant synthétisé a partir de ces pam@amédentifiés, il s'agit donc d’'un cas de
cohérence perturbation/modele pour la commande. Ddtesa@nfiguration, les erreurs de modele ne
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sont pas évaluées. Dans I'ensemble des simulations cuiigent, le temps d'intégratioh; = 2 ms
est adopté.

La Fig.6.14compare la performance atteinte par le régulateur optehabus-optimal et ce pour
les calculs analytiques et simulations Monte Carlo. Legwal de référence sogit = 0,01 pour
'amortissement et = 200nm rms pour le niveau de bruit aux bords de la pupille du telps (se
référer a la sectio.5.1.1pour la définition du bruit de mesure).

Pour une série temporelle dont la variance empirique e&80emas rm% le régulateur optimal
atteint un plateau aux alentours de 3.5 mas rms, pour toutgalge de valeurs de fréquence
de résonancef,, considérée. Ceci représente une réjection d’envireaxdordres de grandeur en
amplitude.

Comme attendu, le régulateur sous-optimal présente eriermance moins impressionnante qui
varie de 4 a 6,5 mas rms. De plus, un point remarquable coadastabilité. Elle est limitée a larégion
fn € [100 — 220]Hz. Comme on pouvait S’y attendre, pour le régime stableddsuls analytiques et
la simulation Monte Carlo donnent des résultats quasitigees.

L'amélioration de performances obtenue par le regulabg@timal a deux origines : 1) du coté de
I'observateur la dynamique est prise en compte, résuéianine estimation de I'état plus précise et
rigoureuse et 2) la commande optimale, partant de la cosenraige de la dynamique du MD, utilise en
plus de¢y.1, la phase moyenne pondérgg, ; et I'état interne du MD:™ afin de minimiser I'écart
a tout instant entre la perturbation et la déformation db.Mn comportement oscillatoire peut ainsi
étre pris en compte et les oscillations fortement ag@suPuisque le régulateur intermédiaire établi a
la section6.6vis-a-vis du régulateur sous-optimal ne représentaupasameélioration significative des
performances, ceci renforce 'usage de la solution optnealdétriment de solutions plus simples. La
comparaison se fait uniguement entre la solution optimedees-optimale, consistant, on le rappelle,
a négliger totalement la dynamique du MD.

6.8.2 Serie temporelle independante du moele

Soit maintenant le cas incohérent. La perturbation pr@a pntrée n’est pas issue d'un modele,
au moins d’'un modele connu. C’est une série temporelle mpronyme, pour commaodité, sera WB
pourwind buffeting Se référer a la sectidh 5 pour plus de détails sur 'utilisation du simulateur dans
ce scénario.

Les parametres utilisés pour la construction du modéle |p commande sont identifiés a partir
des DSP de la perturbation (représentée sur lag-#).et modele du MD comme cela a été détaillé
dans la sectiof.4.1 La difference est que la série en entrée reste cellénailigt non la série identifiée.
Cette configuration permettra d’évaluer les erreurs de &tsation de la perturbation en plus des
erreurs temporelle et d’estimation. La F&y15présente, pour deux niveaux de bruit, la performance
du régulateur optimal.

Les erreurs de modeélisation rajoutent approximativen@ebtet 1 mas rms pour le cas= 200
nm rms ety = 800 nm rms respectivement. Ces résultats suggerent que laspaes du modele de
perturbation ont été choisis de maniere judicieusequgéida contribution de cette derniere erreur aux
précédentes est faible.

Afin de s’assurer du bon choix des paramétres du modele darlpation proposé dans la
section6.4.1, deux autres modeles de perturbation ont été choisis @ee facteurs de décorrélation
del/5 et fois le modéele nominal trouvés poairx 7.

5Simulation ESO $edghi, 200F
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Comparaison de performance, §=0.01, d =200nm rms
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FiG. 6.14 — Comparaison de performance des régulateurs dptinsaus-optimal. Résultats issus de
calculs analytiques et simulations Monte Carlo (sans emeumodele pour l'instant). La solution
optimale est stable pour toute la plage de valeurs de framude résonance considérée tandis que
la stabilité de la solution sous-optimale est restreinbe fléquences,, € [100,200] Hz. La courbe
rouge avec des croix est la méme que sur les EigHet6.16
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FiG. 6.15 — Performances du régulateur optimal pour deux okele bruit obtenues par simulation
Monte Carlo sur 90 secondes.



6.9 NFIRAOS, woofer-tweeter pour le TMT 207

La Fig. 6.16 présente les résultats de performance obtenus. Dangilessdéénarios une erreur
additionnelle est commise, ce qui confirme le choix initiid,nominal.

En outre, étant donné qu’une variation importante deqoerdnce est observée selon le modele de
perturbation considéré, ceci souligne clairement lI'aripnce de connaitre, avec une bonne précision,
les parameétres de la perturbation afin de synthétiseegulateur performant.

Auto—corrélation temporelle
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FIG. 6.16 — Comportement du régulateur optimal en fonctiongggametres choisis pour le modele
de perturbation. Gauche : performance en mas rms. Droitarbes d’auto-corrélation des modeles
pris pour la synthese. Le modele nominal garantie I'arratnimale.

6.9 NFIRAQOS, woofer-tweeter pour le TMT

Le systeme NFIRAOS du TMT est composé d'un miroir défdsteaconjugué du sol avec
60 actionneursHerriotet al., 2005 Herriotet al,, 200§. Ce miroir est installé sur une plate-forme
tournante sur deux axes perpendiculaires. La plate-foanres; une bande passante de I'ordre de 20 Hz
fait office de woofer, puisque les modes du TT sont déclsadigévID vers celle-ci. Les caractéristiques
dynamiques du woofer ne permettant pas de corriger latidtdli TT (atmosphérique ou autre), il
faut une commande coordonnée des deux composants ponirddtaeilleure correction. Puisque le
tweeter présente une limitation de course, I'objectifdsstiecharger autant que possible le TT sur le
woofer.

[Véran et Herriot, 200Bproposent un régulateur basé sur un double intégrgieur réduire au
mieux le TT résiduel aprés correction par le woofer. Ladledermée est stable (les gains sont ajustés
en conséquence) et ce régulateur permet une forte atténude la perturbation.

Le systeme NFIRAOS s’inscrit tout naturellement dans tbf@matique présentée a la sectto8
sur le woofer-tweeter, puisque le tweeter peut &tre c@nsidhfiniment rapide alors que le woofer
souffre d’'une dynamique temporelle du second ordre. Powaseale figure, la fonction de transfert
du woofer est
_ wi
82+ 2bwps + W’
avecw, = 2rl4 rad/s et¢ = 0,35. La valeur de 'amortissement étafit< 1/2/2 indique qu’une
frequence de résonance est observable -G-ig-droite.

Hy(s)

(6.126)
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Diagramme de Bode
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FIG. 6.17 —Gauche : DSP du TT atmosphérique et du TT induit parié(considéré comme la sortie
d’'un modele du second ordre dont les parameétres sont spnRespectivement 21 et 25 mas rms de
perturbation totale.

Droite : Diagramme de Bode du woofer du systeme NFIRAOS. fail#e résonance d’'un facteur
1,525 est observable a la frequenGe= 13, 1Hz.

La perturbation de phase considérée est conforme amadle par Véran et Herriot, 200Bavec
DSP sur la Fig6.17-gauche définie par un filtre du second ordre avg€ = 1Hz et{™" = 0,71 (ne
pas confondre ce modéle du second ordre pour la perturbatiec le modéle du second ordre de la
dynamique du MD). A partir de ces parametres le modelehststique de I'Eq.G.38 est totalement
défini.

Le TT résiduel calculé comporte deux composantes : 'wne ala phase résiduelle et autre due
a la propagation du bruit au travers de la boucle d’asssumient, comme cela a été expliqué a la
section2.8. Sur la Fig.6.18 I'évolution du TT résiduel en fonction du bruit de mespaur differents
temps de tramé& est visualisée.

Ces résultats sont a comparer a ceux\terfin et Herriot, 200gavec une difference significative :
le terme de propagation de bruit, qui joue un réle cruciaagttribue pour une part non négligeable
du budget total d’erreur. On constate que I'erreur estriatiee a 1mas rms pour des frequences de
trame supérieures a 400Hz et ce pour des niveaux de brdid- @& nm aux bords de la pupille.

Sur la Fig.6.19 sont représentées les trajectoires temporelles du wowéeter de NFIRAOS.
Elles ont été obtenues pour un rapport d’énergie de camdmde 10, soitE,, (u") = 10 E,, (u!).

Un avantage de I'approche optimale est qu’elle permenasé de définir un seuil pour la course
maximale du tweeter (sous I'hypothése gu’entre commandewgse il y a une relation linéaire). Le
régulateur ainsi déterminé fera la répartition desgba de facon a respecter les contraintes de course
imposées.

Des saturations soit sur la course soit sur 'amplitude @®famande. n’ont pas été traitées dans
ces travaux. Kulcsaret al, 2009 montre que ces contraintes peuvent aussi &tre incoegod@ans
I'approche LQG avec des bénéfices en performance caonbids.

Un résultat remarquable est obtenu en appliquant un rapigocommande variable au woofer
et au tweeter. La Figs.19-droite montre précisément que la présence du tweetengieen effet de
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Performance du woofer tweeter
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FIG. 6.18 — TT résiduel en mas rms en fonction du bruit de mesuxebards de la pupille, pour
differentes valeurs d&; de 1/50s a 1/800s.
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monter en performance : en balayant le rappoi € [10-%, 1], une variation de 0,1 milliarcseconde
est observée (pour une perturbation avec un total de 21 masur la Fig6.17gauche).

Une approche similaire pourrait étre appliquée au doableecteur M4-M5 prévu pour I'ELT
Européen Yernetet al., 2009. Le miroir quaternaire joue le rble du tweeter avec ses068000
actionneurs tandis que M5 est un miroir plan de stabilisatle champ. Ce serait I'étape suivante
de l'analyse présentée a la sectiérB ou, les perturbations dues au vent sont trés intenses
[Hubinet al, 2007. L'apport d’'une commande spécifiquement adaptée esitald plus important

que les enjeux en stabilité et performance sont ambitieux.

6.10 Bilan et discussion

Le probleme de commande optimale a variance minimale @sepice de MD avec dynamique a
été présenté. Ce probleme a été résolu dans le cediapproche LQG, ou on a pu généraliser de
facon tractable la solution du cas infiniment rapide aux MBcadynamique linéaire du premier et du
second ordre. Une approche modale a été suivie, car leglpwod éléments finis actuels suggerent
que la dynamique des MD n’est associée qu’a un ensemiilét e modes propres. Une structure de
commande optimale pour modes lents et modes rapides dopmdaniique peut étre négligée a donc
été proposée. L'extension de la solution aux correst@wtiouble étage a de plus montré la souplesse
de 'approche qui peut s’étendre a plusieurs MD avec dexct&ristiques dynamiques differentes.

Lefficacité de la commande optimale a été validée parrésultats obtenus en simulation. La
solution optimale assure une variance de phase résidonétienale, avec des gains de stabilité en
boucle fermée qui lui permettent d'étre envisagée pamerfamille de problemes plus élargie.

En comparaison a la solution sous-optimale consistantogeter orthogonalement la phase
moyenne sur I'espace mirair, la supériorité de la solutiptimale a été nettement illustrée grace aux
résultats analytiques et de simulations Monte Carlo. lbaistesse de la solution optimale confirme
I'attractivité de la méthode, puisqu’'une méconnaissates parametres aux alentours de ses valeurs
nominales (de plus d'un facte@ pour la constante de temps et dd0% pour la frequence de
résonance) n'entraine ni la déstabilisation du ré&gulani des pertes en performance au-dela de ce
gue I'on obtiendrait avec la solution sous-optimale.

Les résultats issus du simulateur Monte Carlo corrobdeeptocédure de choix de parametres du
modele de perturbation : un écart face aux paramétresnaamx augmente les pertes de performance.

Une intuition préalable sort aussi renforcée : la dynami@tant bien gérée par la commande
optimale, une relaxation des contraintes de fabricatios M® peut &tre envisagée, un résultat
particulierement intéressant pour les constructeugagés dans la mise en ceuvre de MD pour les
ELT.

Néanmoins, la caractérisation des éléments requis laosynthése de la commande optimale,
notamment des spectres de perturbation et de modeles girdmdjue des MD valables au-dela des
frequences d’actuation envisagées (plusieurs cergalaeHertz) sont a I’heure actuelle rares. Pour
pallier ce manque d’information, une possibilité logiqest d’instrumentaliser les composants dans
le but de superviser leur comportement et ainsi fournir legens d’adapter le régulateur en ligne.



Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Conclusion ¢ggnérale

La conception de télescopes de tailles de I'ordre de 30+8@mwse sur la possibilité de s’affranchir
de la principale limitation physique ayant un impact suriteage acquises : I'atmosphere terrestre.
Pour cela, des systemes d’'optique adaptative post-folceart tout d’abord proposés et maintenant
les télescopes deviennent adaptatifs en eux mémes.

La conception de systemes d’OA pour de tels télescopesepté de nouveaux enjeux auxquels
ils sont confrontés aujourd’hui. Toute une nouvelle gandmeoncepts d’OA est a I'étude visant des
objectifs scientifiques divers : I'évolution et morphoiegles galaxies a motivé la conception d’OA
grand champ ; l'identification et étude des propriétépldactes extra-solaires, a motivé la conception
de systemes d’OA a haute dynamique. Ces nouveaux corsmytplus complexes et font appel a des
composants de plus grandes dimensions physiques et avdéasugrand nombre de degrés de liberté
(GNDL) pour affiner la correction. Le nombre de degrés dertid de ces nouveaux systemes est de
trois a cing ordres de grandeur plus important que sur Istegsyes actuels.

Le travail de these présenté dans ce mémoire a pour tdbjc
traiter le probleme de commande multivariable en temgs de ces (" poconstruction
systemes. Dans ce but, des stratégies qui se penchenfoés laur
I'aspect GNDL et a la fois sur la dynamique temporelle denposants
actifs ont été proposées. Le probleme de commande de&t@® a
multiples facettes, ces deux aspects ont été traitésaaéene séparée.

Ainsi, le formalisme général de reconstruction et comdeaen OA
optimisant le rapport de Strehl a été reformulé, en Sgppt sur des
résultats récents dans le domaine. La démarche glolsaleisialisée
sur la figure ci-contre.

statique optimale ch.3

Fourier

Commande
LOG

optimale

ch.4

GNDL
(MD rapide)

ch.5

Dans un premier temps, le chapit@® aborde le probleme de
reconstruction statique par des approches Fourier. Oropeopn cadre
théorique pour présenter de facon unifiee les difftsenapproches
(filtres et méthodes d’extension). On propose notammeatnauvelle
modeélisation « exacte» du probléme direct (consistant a définir
I'équation de mesure propre de I'analyseur Hartmann-$Kids), plus
précisément les gradients de phase) dans le domaine @mgsefrces
spatiales. Concernant l'adaptation de la pupille anrellales télescopes a l'utilisation de la

Commande
LOG optimale
(MD lent)

ch.6
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transformée de Fourier rapide on propose d&hwieiaet al, 2007 des méthodes d’extension issues
des contraintes physiques imposées par les hypothesasade périodique et a bande fréquentielle
limitée. Toujours dans cette perspective, une méthoertension itérative utilisant des transformées
de Fourier (TF) a été proposée darSofreiaet al,, 20083 ; cette méthode est basée sur une
modification de I'algorithme d’extrapolation spectrale @erchberg. Elle est applicable a toutes les
configurations simplificatrices du HS et s'avere la plususib ; elle tend de plus a se comporter
plus avantageusement en faible flux, en présence d'olisimucentrale du télescope et en termes de
structure de la FEP longue pose. Cependant, le nombre top@rdtions est accru malgré I'utilisation
de la TF rapide. Néanmoins, la méthode de reconstructiofiat d’'onde étudiée réduit en effet la
complexité calculatoire d€(n?) des algorithmes classiques consistant & multiplier ldevgcde
mesures par une matrice de commandéeén log(n)) grace a l'utilisation des TF rapides.

L'étude comparative menée en boucle ouverte par sinuatide Monte Carlo a permis la
caractérisation de la performance optique de cette mdéethde reconstruction en fonction de
I'extension, du filtre reconstructeur, de la magnitude @eolle guide et du pourcentage d'obstruction
centrale. De plus, les performances ont été comparéekess des méthodes classiques. En employant
des modeles moins fins que ceux des méthodes classiquadget extension des pentes en dehors
de la pupille, la difféerence en rapport de Strehl & 22s’éleve au maximum a 5% vis-a-vis des
méthodes classiques et ce pour toutes les combinaisongreleXiension testées.

L'adaptation au fonctionnement en boucle fermée a &éidyade. On a plus précisément proposé
l'utilisation d’un intégrateur avec modification soigrseudesa priori pour ce régime d’opération.

L'étude réalisée en collaboration avec I'Observataii&rcetri a abouti a la premiére utilisation
des méthodes Fourier avec I'analyseur a pyramide. Ledglte#s ont été rassemblés dans le travail
conjoint avec Quirbs-Pachecet al., 2009.

Un contexte d'utilisation envisageable degeconstructeurs Fouriersont les systemes a haute
dynamique : c’est le cas de I'instrument GPI qui sera instatbchainement sur le télescope Gemini
et a plus long terme, cela concerne aussi I'instrument BRICcours de conception pour le futur ELT
Européen.

Cependant, la reconstruction statique de front d’'ondecé&s@u régulateur a action intégrale ne
sont bien-slr pas optimaux vis-a-vis du rapport de Strehl

On s’est intéressé ensuite aux méthodes d’estimatioamdiques de la phase et de commande en
boucle fermée. La commande optimale de type Linéairedgaimue-Gaussien (LQG) en OA établi
dans les travaux menés par 'ONERA et le laboratoire L2TifUParis 13) a été simplifiee au chapitre
4 en vue de I'application aux systemes a grand nombre dedelgr liberté (GNDL).

L'approche LQG utilise un formalisme d'état pour décritensemble de la dynamique du
systeme. Les modeles d'évolution temporelle de phasdesquels s’appuie la solution optimale
ont été revisités. Un formalisme pour le choix de parmesdes modeles auto régressifs a été
établie ; ces parametres doivent &tre choisis de telfte gue le voisinage de zéro de la courbe
d’autocorrélation s’ajuste au mieux a celle théoriqtielemesurée. On constate que le choix réalisé
par [Le Rouxet al., 2004 et [Petit, 200§ consistant a ajuster la décorrélation & tu temps de
cohérence de chaque polyndme de Zernike est proche d#hogue I'on propose ; cela justifie le
comportement fiable observé lors de simulations numésaat en application expérimentale.

Le formalisme d’état a permis de réinterpréter d’autmegsthodes alternatives de commande,
notamment l'intégrateur, I@OLC et le FrIM+IMC . Ceci avait pour objectif de mettre en évidence
leurs avantages et inconvénients, plus précisémene guiicconcerne la perte d’optimalité en faible
RSB.
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La réduction de la complexité des opérations de la contm&®QG hors ligne et temps réel a étée
abordée au chapitre. Une premiére tentative de réduction du colt de calcobiste a simplifier la
résolution de I'équation de Riccati d’estimation hogs k. En revenant sur la modélisation du chapitre
3, une représentation creuse a été proposée pour leatepss intervenant dans la commande LQG
permettant également de gagner sur le calcul en lignerittiee de la solution optimale a été ensuite
adaptée a l'utilisation de méthodes numériques titéra rapides. Pour cela il a fallu approximer la
solution de I'equation de Riccati qui a été remplacéeymeopérateur spectral creux ; ceci évite donc
de résoudre la Riccati et rend effectivement compte dedalgrisation du probleme.

[Correiaet al., 20094 présentent une étude comparative des représentatiassiques et creuses
(sans approximations). Comme premiére observation, ostate que la performance en rapport de
Strehl n’est pas modifiée par la modélisation en base eagtaju’elle tend méme a s’améliorer. Ceci
est d au fait que le conditionnement des opérateuraili@&creux est plus avantageux du point de vue
numeérigue que l'utilisation classique des polyndmes dmike. Deuxiemement, I'approximation de
la solution de la Riccati d’estimation par un opérateuictad motive alors I'utilisation d’'une méthode
iterative pré-conditionnée en espace de Fourier. Pelar les propriétés exploitées au chapBrent
été encore une fois mises a profit pour aboutir a I'akipone de la commande LQG avec mise en place
des gradients conjuguées pré-conditionnés en Folr@&(FD-PCG).

Les résultats de simulation en boucle fermée sont tréswgageants car les pertes engendrées par
les differentes approximations se chiffrent au dessoulen SR, pour un systeme d’OA classique.
Grace a l'utilisation des FT rapides, ces algorithmessprntent une complexité d&n log(n)),

donc assez attractifs surtout pour les OA des futurs ELT.

Enfin au chapitred I'hypothése sur la rapidité infinie des miroirs déforrfexba été relachée.
Autrement dit, le nouveau probleme de commande optimale poe boucle d’OA avec des miroirs
lents a été étudié.

En ramenant le traitement a une synthése LQG discretelatd, on a démontré I'eéquivalence
entre probleme a temps continu et a temps discret. Ungigolgénérale a variance minimale a été
formulée dans le cadre de cette approche.

On a étudié un cas particulier de miroir pré-focal pol-ELT, plus précisement le miroir
quaternaire adaptatif. Les perturbations considér@es selles dues a l'impact du vent sur la
structure, deux a trois ordres de grandeur plus imporsagte les perturbations d’origine purement
atmosphérique.

Dans un premier temps, des miroirs avec une dynamique duigrenrdre découplée ont été
étudiés (voir Correiaet al,, 20083 et [Correiaet al, 20091). Ensuite I'analyse pour des miroirs
réesonants a été effectuée. Les résultats de perfarepastabilité et robustesse vis-a-vis de la
connaissance des parametres a fait I'objet de la puldicdGorreiaet al., 2010, pour des miroirs
fortement oscillants.

Les résultats analytiques et de simulations de Monte Gartade plus confirmé le choix plus
performant des parametres des modeles AR proposé aitrehdpon a aussi mis en évidence la
précision avec laquelle les parametres de la turbulenhda miroir doivent étre connus.

La nouvelle solution optimale a été comparée a la contearégligeant la dynamique du MD.
Elle s’avere plus performante, plus stable et plus robuS#ton le cas applicatif, elle s’avere méme
indispensable. On souligne que le traitement formel dulprob de commande des OA a variance
minimale avec dynamique du miroir permet de relacher lggramtes imposées aux constructeurs
de miroirs déformables, car une partie de la dynamiquernetpeut étre gérée de facon optimale au
niveau de la commande.
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Finalement, le formalisme a été étendu afin d’accommadedouble correcteur, communément
dénomméwoofer-tweeter Ce type de correcteur ont, en générale, une partie dedspace de
correction en commun. La répartition de la commande dévaensi un probléeme mal posé et
non trivial a résoudre. La commande LQG avec pénaliratisur les commandes permet de gérer
de fagon optimale la répartition spatio-temporelle dgféirt de commande en tenant compte des
caractéristiques dynamiques tant temporelles que sgmti@s miroirs. Cela évite en effet de traiter le
probleme de maniéere sous-optimale en appliquant ureati®pn trop restrictive par exemple sur la
séparation des frequences spatiales de correction.

Le cas particulier du WT en étude pour l'instrument NFIRA@Sprojet TMT (télescope de 30
m) a été analysé. Le filtrage optimal du bruit et I'attaétion optimale de la perturbation font que les
résultats obtenus pour cette stratégie de commande stiehrent supérieurs aux approches basées
sur le régulateur intégrateur et double intégrateur.

Perspectives

L'ensemble des travaux présentés dans ce mémoire de taulevent plusieurs questions et
pointent differentes directions de recherche toujourssda visée des ELT.

Tout d’abord, I'algorithme de reconstruction dans I'espaes fréquences spatiales présenté et
optimisé au chapitr@ doit encore subir des améliorations supplémentaires lgorendre au moins
aussi performant (au niveau optique) que les méthodesiglaes de reconstruction. Dans un premier
axe, une possibilité concerne la réduction de la comf@esti nouveau algorithme d’extrapolation
spectrale ou dans un deuxieme axe d’améliorer la perfocamdes méthodes d’extension plus simples
notamment pour les OA avec forte occultation centrale eR8nent, une approche qui combine la base
de Fourier avec une commande LQG a été proposédPpgngeret al., 2007. Une autre direction de
recherche vise a établir la solution optimale en tenanifte du repliement de phase, un travail déja
poursuivi par I'équipe dans laquelle ces travaux de tloes@té menés.

Le bancHigh-order test benci{HOT) installé a '/ESO permettra a court terme de tester e
comparer expérimentalement les approches Fourier tamtlfamalyseur HS que pyramide.

L'étude théorique pourra se poursuivre en généralibalgorithme aux OA tomographiques, tout
en tenant compte de la pupille finie du télescope. Ces txasant considérés essentiels pour les
prochains instruments scientifiques de I'ere VLT tels quprbjet SPHERE et de I'eére ELT.

L'approche LQG itérative décrite au chapitdeet adaptée aux GNDL au chapitBeprésente
encore un caractere exploratoire. Elle pointe déja urection complémentaire a d’autres stratégies
sous-optimales de commande issues de problemes de meotiost statique en boucle ouverte.
L'approfondissement de la commande LQG pour les GNDL peytaesuivre par I'optimisation
et évaluation des approximations des opérateurs le&ajui ont été proposées ici. L'extension de
ces travaux aux OA tomographiques reste un travail a ménethodes numériques héritées des
problemes rencontrés en météorologie (plus prewis@ modeles GNDL pour la prévision du temps,
etc), tels que les algorithmes quasi-Newton peuvent étresagés a court terme.

Un cadre expérimental ou I'approche proposée dans ceainé pourrait s’appliquer est la
commande de systemes d’OA extréme pour le VLT, notammeriasversion optimisée I'instrument
SPHERE upgraded

L'étude originale de la commande a variance minimale pegr systemes d'OA a MD de
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dynamique non négligeable, répond a nombre de questionsernant la mise en ceuvre des ELT.
De méme, elle souleve aussi d’autres questions.

La commande modale proposée étant générale, elle doittemant &tre simulée avec un plus
grand nombre de modes ; les couplages inter-modes doitrengrés en compte. Une stratégie intégrée
de commande de modes lents et rapides devra étre proposée.

A I'heure actuelle, les deux études sur lesquelles la moluiptimale a été particularisée, plus
précisément le couple M4/M5 du futur E-ELT et le systemrfdRIAOS du TMT, pourront bénéficier
de la généralisation de la stratégie. Toutefois d'autqgprofondissements sont nécessaires.

A plus court terme, la caractérisation des modeles deigmEtion et de MD aux échelles de temps
visées par I'application doit étre réalisée. Un effoohséquent doit donc étre apporté sur ce point.

A moyen terme de banc du projet CHAPERSOA permettra de fomeér avec un MD forcé en
dynamique non négligeable.

A plus long terme, une implantation expérimentale sur dmsch optiques démonstrateurs du
concept WT pour les ELT est envisageable.
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Chapitre 8

Annexes

8.1 Propriétes utiles

Lemme 8.1 Exponentielle d’'une matrice.
Pour toute matriced inversible,vVi > 0

A= A (8.1)

n!
n>0

Lemme 8.2 Intégrale de I'exponentielle d’'une matrice.
Pour toute matriced inversible etvt > 0 [van Loan, 1978

/t eAds = A7 (etA — I) = (et“‘l — I) Al (8.2)
0

Lemme 8.3 Soit@ > 0etR >0

(?T JS%>>0 o Q-SRIST>0 (8.3)

]

Lemme 8.4 Soitx une variable akatoire hilbertienne de matrice de covariantg et > 0. Alors
E {xTQ;r} = trace (QX,) (8.4)

ou E{-} représente eggrance matbmatique. O

Lemme 8.5 Soit v,,Vk > 0 un bruit blanc Gaussien discret, c'eatdire une g&quence i.i.d.
de variables Gaussiennes cezes et de varianc&, ; > 0. Soit zo une variable Gaussienne
indépendante de, etxy, vk > 0 le processus &atoire cfini par 'équation de &currence

Tpy1 = Axg + vy (8.5)
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Alors, pour toutk > 0 la varianceX, ;, vérifie I'équation de Lyapunov disete
Yokl = AT AT + 2k (8.6)

De plus, siA est une matrice de stab#it(c’esta-dire si elle a toutes ses valeurs propres de module 1),
Y.k converge & vitesse exponentielle) vers la solutibn ., de I'equation al@brique de Lyapunov
discrete

Yroo = A¥p 0 AT + 2, (8.7)

O
Lemme 8.6 Soitv,, Yk > 0 un bruit blanc Gaussien discret gt une matrice de stabilt discete.

Soitzy une variable Gaussienne iagendante de, etxy, Vk > 0 le processus &atoire cfini par
I’ équation de &currence

Tl = Axg + vg (8.8)
Soit par ailleurs@) > 0 et
| M1
d_ 1 T

J = Mlifﬁoo i Z x Quy, (8.9)

k=0

Alors

JUZ trace (Q4.00) (8.10)
ol ¥, - est la solution de Bquation de Lyapuno\8(6). O

Un solveur d’équations differentielles peut donc étt#is@ pour évaluer §.12. Dans certains
cas, on peut aussi envisager d'utiliser les solveurs @difigns algébriques de Lyapunov (disponibles
directement notamment en Matlab) en exploitant ce corelianmédiat du résultat précédent :

Lemme 8.7 Si A. est une matrice de stab#if alors la solution uniqu& de I'équation al@brique de
Lyapunov
AX+BAT+36=0 (8.11)

verifie
+oo T
Y= / etAeycete dt (8.12)
0

Si A, est une matrice de stab#it ce Esultat permet d’exprimer liggrale 8.12 comme une
fonction deX [ Troch, 1988. En effet, on a

+00 - 400 -
/ etAe Egemﬁdt = / e(t_T)ACZf,e(t_T)ACdt
T 0

oo T T
_ o TA ( / etAcye ctAl dt> o TAT
0

= e TATe T4 (8.13)

T T Feo T teo T T
/ eMlentetdedt = / eentetdedt — / elentetledt = % — e oA oA (8.14)
0 0 Ts

dynamique des MD
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Résume

L'optique adaptative (OA) permet de corriger les effetsuiitsl par la turbulence atmosphérique,
qui dégradent la résolution des télescopes et donc lkt&ukes images. Introduits dans les années
1990, les systemes d’OA deviennent désormais tomogyaphj permettant I'analyse du volume
turbulent pour une correction a grand champ. Ceci s'acegne d'une forte augmentation de la
complexité des OA des futurs grands télescopes.

Les nouveaux concepts d’OA souvent a grands nombres désidgrliberté (GNDL) requierent
des lois de commande innovantes respectant les contraartgss réel. Plusieurs aspects originaux
sont abordés. Pour les GNDL, le point d’entrée est le cluExla base de représentation de la
phase. Deux voies sont explorées : avec une formulatioalepdes méthodes Fourier sont étudiées
pour la reconstruction statique de front d’'onde ; une ndev&ratégie combinant méthodes Fourier
et méthodes itératives est développée pour adapteoramande optimale linéaire quadratique
gaussienne (LQG) aux GNDL.

On traite ensuite le probléme des dynamiques temporediseghnds miroirs déformables. Pour
des dynamiques linéaires, la commande optimale minirhisarariance résiduelle est obtenue comme
solution d’'un probleme LQG a temps discret. Ceci permetsade quantifier la dégradation de
performances pour des commandes sous-optimales. Cettechppest appliquée a la commande des
miroirs de basculement destinés aux grands télescopesmiddtre que négliger la dynamique conduit
a une dégradation significative des performances. Une aiplication est traitée : la coordination
d’un miroir lent et d’'un miroir rapide (concept woofer-twieg).

Mots Clés : optique adaptative, commande LQG, filtre de Kalman, transfe de Fourier,
reconstruction et analyse de front d’'onde.

Summary

Adaptive optics (AO) enables to correct the effects indubgdatmospheric turbulence, which
affect telescopes’ resolution and hence image qualityodiiced in the 1990s, AO systems become
tomographic, allowing to analyze turbulence in volume idesrto achieve wide-field correction. For
future large telescopes, this goes together with a sharpase in complexity.

New AO concepts, often exhibiting large number of degreesreédom (LNDF), require
innovative control laws compatible with real-time consits.

Several original aspects are addressed. For LNDFs, thg paint is the selection of a basis for
the turbulent phase. Two directions are explored : with ak@rmulation, Fourier methods for static
wavefront reconstruction are investigated ; a new strateggbining Fourier and iterative methods is
developed to adapt optimal Linear Quadratic Gaussian (L€y@)rol to LNDFs.

The issue of large deformable mirror's temporal dynamicedgressed. For linear dynamics,
the optimal control minimizing residual variance is obtinas the solution of a discrete-time LQG
problem. This also enables to quantify the degradation ifopeance with suboptimal controllers.

This approach is applied to the control of tip-tilt mirrorsweéloped for large telescopes. It is shown
that neglecting dynamics results in significant perforneadegradation. Another application is dealt
with : the coordination of slow and fast mirrors (woofer-wter concept).

Keywords : adaptive optics, LQG control, Kalman filter, Fourier traorsf, wavefront reconstruc-
tion
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