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Remarque sur les notations

Considérons une applicatidnd’un ensemblé& vers un ensemblé :

f: X — Y
X — y=f(X)

(1)

Nous notond (x) I'image dex par I'applicationf.

Considérons maintenant une applicatiod’'un ensembld versYX, 'ensemble des
applications deX versyY :
a: E —  YX
e — f=a(e

(2)

L'application f, qui est I'image de= par I'applicationa, est donc notéa(e).

Avec ces notations, la quantiéée) (x) désigne donc I'image depar 'image dee par
I'applicationa.
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Introduction

Le contrdle des vibrations d’'une structure sous chargérmdgnamique est un su-
jet d’études important. Il couvre des applications vesieomme la réduction de bruits
indésirables, la maitrise des processus de fabricatiobien encore la préservation de
I'intégrité physique de composants mécaniques ou dedgrauvrages. Tous ces besoins
ont motivé le développement de la maitrise des osa@latide systemes vibrants de plus
en plus complexes. Cependant, il reste des exemples déus&siqui ne peuvent pas étre
traités efficacement en I'état actuel des connaissances.

Lorsque le comportement de la structure est aléatoireiesulbrsqu’il évolue dans le
temps, il devient plus compliqué de diminuer efficacemestjbrations. Des difficultés
supplémentaires peuvent survenir quand on souhaite &denties oscillations d’'une
famille de structures similaires tellement grande qu’egst’ plus raisonnable de traiter
chacun de ses membres individuellement. Tous ces cas dedigauvent se retrouver
dans un ensemble de cartes électroniques embarquéssdGre un exemple sur lequel
nous allons nous appuyer tout au long de cette these.

Pour réduire des vibrations, les procédeés les plusfaéaiimettre en ceuvre reposent sur
un contrble passif [Mead 98], c’est-a-dire sans retourfdimations sur les oscillations
de la structure. lls sont réalisés grace a des raidisstiou des amortisseurs judicieu-
sement placés. Malheureusement, ils ne fonctionnent guere plage de fréquences
limitée et accroissent significativement la masse, ce qui gtre rédhibitoire pour du
matériel aéronautique.

Pour avoir plus d’efficacité et moins de masse ajoutéeean préfere des procédées
de contrble actif [Jzquel 95]. lls sont décomposés es pbases. La premiere phase, dite
d’observation, est la mesure des oscillations de la streic@ela peut se faire notamment
al'aide de capteurs piézoélectriques ou de lasers. hagtie réflexion consiste a calculer
le chargement & imposer a la structure afin de réduireiteations. La derniére phase,
dite d’action, est la mise en application de ce chargemeanir RRmplir cette fonction,
on peut par exemple utiliser des actionneurs piézo@es (structures legeres) ou des
vérins hydrauliques (structures plus massives).

Lors de la phase de réflexion, le calcul des sollicitatiarexercer sur la structure a
contrdler requiert un modele numérique satisfaisdrtoit étre le plus fidele possible a
la structure instrumentée. Le domaine de la validationogge les méthodes s’efforgcant
de résoudre ce genre de problemes. Les plus adaptéesianzes de I'ingénieur sont les



2 Introduction

méthodes de recalage de modeles, dont un état de I'arsparouver dans [lenny 09].

Le recalage de modele consiste a se donner une distamedeemtodele numérique et
les résultats d’essais sur la structure instrumentétte @estance constitue une fonction
objectif qu’on cherche a minimiser, et dont la définitiarie d’'une méthode de recalage
a l'autre. Les plus répandues s’appuient sur des éqeatiax dérivees partielles (EDP)
paramétrables. Un modele numérique est construit pouvér une solution approchée a
ces EDP. La distance aux mesures est enfin calculée agmadatte solution.

Quel que soit la méthode de recalage, I'évaluation derlatfon objectif peut devenir
tres coliteuse. La premiere source d’accroissemmertedgss de calcul est la taille du
modele numérique. Les colts augmentent aussi quandrodirit des incertitudes ou des
probabilités dans le modele afin de pouvoir prendre en ¢teadgs phénomenes aléatoires.
Les temps de calcul peuvent également étre rédhibsttoreque le nombre de modeles a
recaler est trop grand.

Deux approches, compatibles entre elles, permettentdieredes colts. La premiere
consiste a faire une réduction de modeéle, c’est-a-dineinuer la taille du probleme
numeérique. Cette réduction peut étre faite a I'aidend’yrojection dans une base
modale par exemple, ou encore par une méthode de condemsatiC’est le choix qui
a été retenu par exemple dans [Feuardent 98, Deraemagkd=0deuxieme approche
consiste a construire une approximation de la fonctioeabj C’est la démarche qui a
été privilegiée dans cette these.

Il existe de nombreuses méthodes de résolution de pradelont le but est d’ap-
procher une quantité issue d’'une solution a une EDP petrafvie. Elles peuvent étre
classées en deux catégories.

La premiéere catégorie consiste a construire I'appratiom de la fonction objectif
a partir de plusieurs points d’évaluation. Les méthadie&rigeage [Baillargeon 05], de
Proper Orthoganal Decomposition [Chatterjee 02] ou de Bl@drlo [Fishman 95] font
par exemple partie de cette catégorie. Elles préseritamtntage d’étre faciles a mettre
en ceuvre. Pour chaque jeu de parameétres en entrée, onquetrtaisément une solution
aux EDP grace a un large choix de logiciels. L'approximtie la fonction objectif n’est
gu’'un post-traitement de ces solutions. Ce post-traiténre&thématique fait perdre la
dépendance physique de la grandeur et I'approximationgdaérer insatisfaisante.

La seconde catégorie évite cet inconvénient en intsaiui les variabilités pa-
ramétriques dans le modele numérique. On peut par exemgttre la théorie des
perturbations [Nayfeh 32], les méthodes asymptotiquabifovich 72] ou les éléements
finis stochastiques [Ghanem 91] dans cette catégorie. @dsnes donnent des résultats
de bien meilleure qualité mais sont difficiles a mettre ervi@ et ont généralement des
colts numériques éleveés.

Cette these introduit une méthode reprenant les avamtdegdeux catégories d’ap-
proximation fonctionnelle. Nous I'appelons la méthoténgents finis sur algebre polyno-
miale (MEFAP). Son principe fondamental est de ne plus réesoudpddgemes éléments
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finis sur le corps des réels ou des complexes, mais sur uéeralge polyndmes multiva-
riables.

Elle nous permet de faire efficacement de I'analyse mulakée, notamment pour
le recalage ou pour les études stochastiques. De plusnells donne la possibilité
de recaler aisément des structures dont le comportemeart@ause du temps ou de
phénomenes aléatoires. Elle sert aussi a traiter adneicolt des familles de structures
similaires.

Cette these est divisée en quatre chapitres. Nous conumermar explorer les
méthodes existantes en recalage de modeles, en analytheariable et en études sto-
chastiques.

Ce premier chapitre s’attarde en particulier sur le re@alssé sur I'erreur en relation
de comportement modifiee (ERCM) [Ladeveze 93] car noamall' utiliser dans nos tra-
vaux. Nous nous attachons au fait que c’est une méthodesadéution d’'un probleme ou
un intérét particulier est porté a une quantité issuaelsolution a une EDP paramétrable.

Cette premiere partie de notre travail nous donne l'occasie classer, en deux
catégories, les méthodes de résolution de ce genre téepre. En détaillant les prin-
cipes de notre classement, nous dégageons des avantagssimtonvénients propres a
toutes les méthodes d’'une méme catégorie. Enfin, nousathendes exemples de telles
méthodes dédiées aux études multivariables et alyaaatochastique.

Le deuxiéme chapitre présente I&£MAP et étudie ses performances sur des exemples
simples, mais qui se veulent représentatifs de strucplusscomplexes.

La MEFAP a les avantages des méthodes issues des deux aes@mrnéthodes de
résolution de problemes dont le but est d’approcher uraaip@ issue d’une solution a
une EDP paramétrable. Nous détaillons ses principes @ flormelle, puis nous ex-
plicitons sa mise ceuvre sur un probleme avec deux res€etpetit exemple montre
comment cette nouvelle méthode permet de faire de I'apatydtivariable et des études
stochastiques.

Pour continuer, nous évaluons les capacités defi&MP en la testant sur un calcul
de poutre en statique, avec des grandeurs matériaux ptedoies. Nous étudions
plus particulierement I'influence du degré des polynémser le temps de calcul et
sur la qualité de I'approximation d’'une quantité d’irée Pour finir, nous comparons
ces performances a celles de méthodes issues des dagoras” d’approximations
fonctionnelles. Cette comparaison est faite sur une &tashastique d’'une poutre dont
la liaison avec le bati a un comportement aléatoire.

Le troisieme chapitre de cette these aborde le recalage ©a 'ERCM en vue du
contrble actif d'une structure légére.
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Nous détaillons deux algorithmes de mise en ceuvre de cedgpecalage : I'un
s’appuyant sur la MIFAP et I'autre se basant sur une méthode plus tradititeiebus
les appliquons & une poutre munie d’'un capteur et d’un g&ar piézoélectriques et
comparons leurs performances.

A cette occasion, nous introduisons un nouveau type miéfé fini 1D
piézoélectrique. Dans ce type de discrétisation, lanéodu champ électrique est tra-
ditionnellement imposée, linéaire ou quadratique enction de I'épaisseur. Notre
discrétisation, qui laisse plus de degrés de libertereump électrique, a été testée lors
d’'une comparaison avec un calcul 3D avec le logiciel Abaqus.

Enfin, nous recalons les parametres matériau d’'une ateucéelle a I'aide de la
MEFAP. La principale difficulté vient du bruit de mesure. £eimpéche notamment
d’obtenir une distance nulle entre le modele numériguese¢ssais.

Le quatriéme chapitre de cette thése traite de I'apjtinate la MEFAP au recalage
de modeles multiples, terme englobant plusieurs cas deegll peut s’agir d’'une fa-
mille de structures similaires qu’on souhaite recaler giamément a moindre codt. I
peut également étre question d’une structure dont le co@ment évolue au fil du temps
et dont on ne souhaite pas recommencer le recalage pourechtagie de vieillissement.
Enfin, il peut s’agir d’'un modéle dont le comportement eéatdire.

Nous expliquons tout d’abord comment I&&RAP permet de construire une fonction
objectif qui englobe plusieurs structures, et comment s&wir pour recaler tres rapi-
dement une structure particuliere grace a ses propsestats d’essais. Nous appliquons
cette démarche a une poutre dont les caractéristiquieslideson avec le bati changent.

Enfin, nous traitons un cas ou interviennent de fortes bidités géométriques. Il
s’agit d'un ensemble de plaques de différentes taillesquieulent représentatives d’un
ensemble de cartes €lectroniques. Sur ces plaques sotéega differents emplacements
des masses ponctuelles variables qui modélisent des camigcelectroniques.
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6 M éthodes existantes et leurs structures aldpriques

1 Introduction

L'objet principal de ce travail est de recaler des strudui@erministes ou a compor-
tement incertain. Cette action consiste a trouver un eodemeérique dont la réponse
soit la plus proche possible de celle d’'une structure inséniée. Les méthodes les plus
répandues emploient un modeéle numérique paramétpableminimiser une distance par
rapport aux résultats d’essais.

Ce chapitre s’attache a voir le recalage de modeles conmnpealbleme ou un intérét
particulier est porté a une quantité (la distance papoapaux mesures) issue d'une
solution a une EDP paramétrable. Nous passons donc ep fesuméthodes les plus
couramment utilisées dans I'étude des structures patraqués, que ce soit dans le cadre
déterministe ou stochastique. De plus, nous cherchotasaer ces méthodes suivant le
type de traitement numérique sur lequel elles s’appuient.

Ce chapitre se décompose en quatre parties. Nous comnepen examiner les
méthodes de recalage les plus répandues. Ensuite, rougais une maniere de classer
les méthodes faisant appel a I'analyse multivariableirRontinuer, nous rangeons les
techniques d’étude paramétrique les plus utilisées dartlassement. Enfin, nous faisons
de méme pour les méthodes d’analyse des modeles a ctam@ut aléatoire.

2 Recalage de modles

Le recalage est un procédé rentrant dans le cadre de éawah. Il consiste donc a
trouver un modele numérique dont la réponse soit la ptashe possible de celle d’'une
structure instrumentée. Tout d’abord, nous développengu’est la validation et notam-
ment quels sont les modeles en jeu. Pour continuer, nopsl@aps les méthodes de reca-
lage les plus utilisées. Enfin, nous entrons plus en d&ataile recalage basé sur 'ERCM
car nous allons l'utiliser au cours de cette these.

2.1 Validation
2.1.1 Mockle exgerimental

On considére une structure instrumentée, c’est-aglienous avons un moyen de
I'exciter (pot(s) vibrant(s), actionneur(s) piézoéteque(s) ...) et un moyen de mesu-
rer ses vibrations a I'aide dg capteurs (accélerometre(s), capteur(s) piéza#deet(s),
vélocimetre laser .. .).

Ces capteurs donnent une information temporelle qui estdouramment passée
dans le domaine fréquentiel a l'aide d'une transformé&e Fburier. Lorsqu’il est
fait numériquement, un tel procédé limite I'informaticexpérimentale a plusieurs
echantillons de frequencés|i = 1,...,n,}. A chacune d’entre elles, on attribue un vec-
teur{§}i de taillen, dont laj€ ligne contient I'information duj® capteur (accélération,
vitesse, déplacement, difference de potentiel ou autre)
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Il arrive également qu’on fasse une analyse modale desreweddans ce cas, elles
prennent la forme de; couples(G¥, {@}i) ol &y est lai® pulsation propre expérimentale

et oU{fp}i est lei® mode propre expérimental, un vecteur de tailje

2.1.2 Mockle nunérique

Constructiona partir d’'un modele continu

La structure est modélisée par un domaheénéralement un sous-ensembl&de
Le comportement de la structure est modélisé par un erlsafi@mjuations aux dérivées
partielles (EDP) faisant intervenir un opérateur de naidd de masse. Par exemple, dans
le cadre de la mécanique des solides déformables 3D, teespectivement un tenseur
d’ordre 4 que nous noteroset un tenseur d’ordre 0 que nous noterpns

Bien souvent, le probleme continu est soumis a des comditaux limites. Elles
peuvent étre intégrées aux EDP régissant le comportetieda structure de deux fagons.

La premiere méthode, dite de pénalisation, consistergaer un sens physique a ces
conditions. Par exemple, si un déplacemgpést imposé sur un bo@ Q, cela revient a
introduire une grandeur raideur entre le bdgf@ et un solide translaté dg, depuisd1 Q.

La deuxieme méthode, celle des multiplicateurs de Laggaoonsiste a rajouter un
champ supplémentaire a la solution inconnue. Par exersplen déplacemeni, est
imposé sur le bord;Q, cela revient a chercher le champ d’effort défini 8uR tel que
la condition soit respectée.

Discrétisation

En regle générale, la soluti@a ces EDP est inconnue. Le modéle numérique est une
approximatiors de cette solution, cherchée sous la forme :

o
e

S=) sid

9, (1.1)
1

—

ou I'ensemble{9j|j =1,...,dg} est une base générant un module libre (ou un espace
vectoriel de dimension finie) contenu dans I'ensemble dimitien des EDP. Pour trou-
ver cette solution approchée, il est nécessaire de prdgs termes de I'EDP sur ce mo-
dule libre & I'aide de produits scalaires. Cette projectious permet d’avoir une version
discrétisée des opérateurs de raideur et de masse smesde matrice de tailldg x dg.

On les appelle respectivemdHKt] et[M]. Par exemple, dans le cadre de la mécanique des
solides déformables 3D, on peut définir le produit scalair

()k : HY{Q) xHYQ) — R
Wy o k= Tr[g(x)g(g)(x)g(\_/)(x) dx

(1.2)
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oug est I'application qui a un champ de déplacemeat{R3}* ('ensemble des applica-
tions deQ dansR?3) associe un tenseur des déformations (dans I'ensembégpgésations
deQ vers.Z(R3), 'ensemble des endomorphismes Bdj :

e {R°})® — {Z(®R))°
- 1.3
u g(g):%grad(g)-i—%gradT(g) (1.3)
et définir @galement le produit scalaire :
(J)p @ LA(Q)xL%(Q) — R
(1.4)

Wy = U= [ POuV() dx

On peut alors construire un probleme discrétisé en ativiae méthode de Galerkin (pro-
jection de I'EDP sur I'espace vectoriel engendré par Iéfmlsle{g”j =1,...do}) par

exemple. Les matricg&] et[M] ont alors pour coefficient sur & ligne et laj€ colonne
les scalaires :

kij = (9;19,)x (1.5)

mj = (Qi@j)p (1-6)
respectivement.
Mode propre nunérique

On appelle mode propre numérique un cou(pké, {E[)}) solution du probleme aux va-
leurs propres généralisé des matrig€set[M]. En d’autres termes, 18 couple(¥, {@}i)
vérifie :

([K]—&F[M]]{@}i = {0} (1.7)

pouri =1,...,dg, ou{0} est le vecteur nul.

Pour les besoins du recalage, on construit la matrice degsnupres numeériques
[®], de tailledg x dg, dont lai® colonne vaut{@};. On construit galement la matrice
diagonale des pulsations propres numériqﬁ@sde tailledg x dg, dont lei® terme de la
diagonale vau&y.

Usuellement, on normalise les vecteurs prodigs afin d’avoir :

(@] [K][@] = [A] (1.8)
[@]7[M][®] = [1 (1.9)

ou [1] est la matrice identité.
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2.1.3 Ecart entre les mockles nunérique et exgerimental

En régle générale, le nombre de capteyrde la structure instrumentée est inférieur
au nombre de degrés de libed& du modele numérique. Pour pouvoir comparer les deux
modeles, il existe deux possibilités.

Certaines méthodes de recalage utilisent un opérateprajiection pour calculer la
restriction du modele numérique a la position des capteu

D’autres méthodes ont la démarche inverse, elles étehelerésultats d’essais a tous
les degrés de liberté du modele numerique. Un étatatede telles techniques peut se
trouver dans [Balmés 00]. On note al¢#g la matrice des modes propres expérimentaux
de tailledg x dg, dont lai® colonne est I'extension di mode expérimental. On nofA]
la matrice diagonale dek, premiéeres pulsations propres expérimentales, daftéeme
de la diagonale vau’.

2.2 Meéthodes de recalage existantes
2.2.1 Norme minimale

Parmi les premieres méthodes de recalage numériqaaadéps, se trouvent celles
ditesde norme minimaleElles ont été introduites dans [Baruch 82] et [Berman BBgs
consistent & corriger les matricks| et [M] & I'aide de matrice®AK | et [AM] respective-
ment. Ces corrections doivent minimiser les quantités :

| KZ K] K2 (1.10)

|Mpziammy2 (1.11)
dq do

oul.| : [Z] — Z 12” est la norme de Frobenius, sous les contraintes :

I=1]=

[®]T[K 4 AK][®] = [A] (1.12)

[®]T[M +AM][®] = [1] (1.13)

[[K +AK] — [A][M +AM]] (@] = [0] (1.14)

ou [O] est la matrice nulle.

Le principal inconvénient de ces méthodes est que lesfinatibns effectuées sur
les matrices de raideur et de masse peuvent leur faire plexdreens physique. Afin de
coutourner cet écueil, des améliorations a ces méthoalieté apportées notamment dans
[Kabe 85] et [Smith 85].



10 Méthodes existantes et leurs structures addpriques

2.2.2 Modal Assurance Criterion

Les méthodes basées sur Medal Assurance Criterioront été introduites dans
[Allemang 80]. Elles se basent sur I'application :

MAC: Adoxpda  —, A
- ({U }T{V})Z (1.15)
({U},{v}) {UYT{UHVIT{V])

OoUA est un ensemble muni de deux lois internes lui donnant unetste d’anneau com-
mutatif (A, 4, x ), généralement le corps des réRlsu les corps des complex€s Leur
but est de trouver un modele numérique dont les modesgsm@rifient :

MAC({®}i,{0}) = & (1.16)

pouri,j=1,...,do, oud est le symbole de Kronecker. En d’autres termesS lmode
propre numeérigue doit &tre le plus proche possiblé°duode propre expérimental et le
plus orthonormal possible aux autre modes propres expatanx.

De nombreuses méthodes s’appuient sur la simplicité de em ceuvre des MAC,
parfois sans tenir compte de leurs limites [Allemang 03].

2.2.3 Methodes des esidus en entee

Les méthodes de résidus en entrée [Berger 91, Farhat®@jstent a imposer au
modele numérique les déplacements mesurés commetiomsdaux limites, puis a cal-
culer les efforts de réaction, et enfin a les comparer afortefimposés a la structure
instrumentée.

Plus concretement, pour [€ échantillon de fréquencﬁ, on impose{§}i comme
condition aux limites au modele numérique. Pour des ctimes [AK | et [AM] des ma-
trices de raideur et de masse, on définit les efffit; :

[[K +AK] — (2mf)2[M +AM]]{S}i = {F }i (1.17)

Il faut alors trouver les corrections telles que ces effsoient le plus proche possible des
efforts{F }; imposés a la structure lors des essais.

Ces métodes présentent 'avantage d’étre des méthbolesmisation linéaire. Mais
elles ont I'inconvénient d’étre tres sensibles auxtsrde mesures [Fritzen 86, Cotti 84].

2.2.4 Les nethodes des &sidus en sortie

Les méthodes de résidus en sortie [Piranda 91, Lammere8Sjstent a imposer au
modele numérique les mémes efforts qu’a la structuserumentée, puis a calculer les
déplacements nodaux résultants, et enfin a les compaxenasures.
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Plus concretement, pour i€ échantillon de fréquenc@i, on impose au modele
numeérique les effort§F }i. Pour des correctionNd\K| et [AM] des matrices de raideur
et de masse, on définit la soluti¢8}; du systeme linéaire :

[[K +AK] — (2mf)2[M +AM]]{S}i = {F}i (1.18)

Il faut alors trouver les corrections telles que cette sofusoit la plus proche possible
des mesure§S};.

Les méthodes de résidus en sortie s’averent étre meirsstdes aux bruits de mesures
que les méthodes de résidus en entrée. Par contre, etlessitent de résoudre un systeme
linéaire.

2.3 Erreur en relation de comportement modifee

Cette sous-partie présente 'ERCM, un outil introduit sificadeveze 93] pour faire
du recalage paramétrique de modele. Nous I'exposonsldaas particulier d’'une struc-
ture visco-€élastique dont les caractéristiques de®rmaatx et/ou des liaisons sont mal
connues. Nous les modélisons grace a des parantgtsesivent appelégariables de
conceptionsitués dans un ensemlile généralement appedspace de conception

2.3.1 Peesentation de la structure et de sa maglisation

Présentation de la structure

Nous considérons une structure visco-élasti@u@oir FIG. 1.1). Elle vibre pendant
un intervalle de temp®, T]. Elle est soumise & une force volumiqyae Un déplacement
Uy est imposé sur un bo@y Q. Une force surfaciquéy est appliquée sur un bodQ.
Au tempst = 0, elle occupe la position, et posséde une vitesgg

Probléme de eference

Nous modélisons la structure avec la théorie de la mgoandes milieux continus,
sous les hypotheses de petits déplacements et de pé&titemdtions.
Pour une valeur d@ définissant les parametres structuraux, le problemesfigence
consiste a trouver une solution :

sO)(x) = (UO)(X1.0@(XD.LOX)  VxeQWe0T  (L19)

c’est-a-dire un triplet déplacement, contrainte, qitand’accélération qui vérifie les
conditions cinématiques :

u(8) 5,0 = Ug (1.20)
U(8)—o = Uo (1.21)
U®)t—0=Vo (1.22)
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Ug

Fic. 1.1- Le domaine d’étude

les équations d’équilibre de la dynamique :
diva(8) + f, =T (6) (1.23)
9(8)np,0 =F4 (1.24)
les relations de comportement :

0(8) =K(8)e(u(8)) +D(8)(u(®)) (1.25)

r(8) =p(8)u(v) (1.26)
ouK(6) est le tenseur d’élasticit®(0) est le tenseur d’'amortissementgd) est la
masse volumique. a

Ecart aux mesures

Pendant une expérience, on mesure un déplacetsunt d3Q. On souhaite donc
trouverd tel que la solutiorg(8)(x,t) vérifie au mieux :

U®) 9,0 =0 (1.27)

2.3.2 Lerreur en relation de comportement modifee

Principe

L'approche adoptée dans [Ladeveze 93] est de sépareqledions (1.20) a (1.27) en
deux groupes : les équations fiables et les équations rfiabies. On cherche alors une
solution vérifiant les équations fiables et minimisanREM, qui représente un résidu
sur les équations moins fiables.
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On définit des notions d’admissibilité pour les champsfiemt les équations fiables.
Un champ de déplacement8). est dit cinematiquement admissible s'il vérifie les
équations (1.20) a (1.22). Des champs de contraif@, et de quantité d’accélération
' (8)4 sont dit dynamiquement admissibles s'ils vérifient (1.28f1.24). On compléte
ces champs admissibles en introduisant les char(®dg, (8). et (8), tels que, pour
une structure visco-élastique : B

(1.28)
On définit 'TERCM, qui représente un résidu sur les énumest moins fiables, comme :

& :5(8) — sup (1—y) / / 0)) (U(8) — U(8)y) dxct

1€[0,T]

SINAL g@c—g(@)d) (s(0(®)c— u(®)q) ) | et
+r [ ue)-uPd (129

ol ||.| est une norme énergétique choisie telle que le dernienetede e(8)? soit
comparable aux deux premiers. Les coefficigreg0, 1] etr € [0, 1] sont des parametres
de poids. Le parametrgpermet de quantifier la confiance relative dans les opésateu
définissant les relations de comportement. Le tegfec [0, permet de définir la
confiance de l'utilisateur dans les mesures expérimentéisert eégalement a corriger
leurs poids dans I'expression @€ s'il est initialement trés different de celui des autres

termes.

L'approche du recalage basé sur 'ERCM consiste a trolaeparametre® qui
donnent une solution admissike0).,a(0)4,C(8)4) minimisante?(s(8)).

Ecriture en deplacement

Afin de pouvoir faciliter le traitement numérique de la reathe d'une solu-
tion s(B), on adopte une écriture en déplacement de I'ERCM. Au drigldmis-
sible (u(8).,0(8)4,I(8)4), On fait correspondre un triplet de champs de déplacement
(u(8),v(6),w(8)) tel que :

u(®). =u(o) (1.30)
9(8)g = K(@)£(v(8)) +D(O)E(V(9)) (1.31)

[(8)g = p(8)(®) 1.32)
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L'ERCM se récrit alors :

€(s(8)) = sup (1—\/)/0T , P(O) (U(8) —W(8)) (u(8) —W(8)) dxat

1€[0,T]
v [ e | (K@rsu®) - v(©) + Die)u®) - i(0) ) (s(u(e) - v(0))) | xe
ﬁ/o |lu(®) —0j°dt (1.33)

Cas du Egime permanent

Dans le cas d’'un chargement a regime permanent a la fmrsatet dans le cas ou la
durée d’étude est un multiple de la période 'ERCM peut se récrire :

A(5(6)) = T, Y7 [ p(8) (U(8) ~u(®))" (U(©) —w(6) cx
+y /Q T [(g(@) T g@) (e(u® —'y<@>>)* (g(g@ —'y<@>>)} o

[ lu® -u? @39

ou les champsgu(8),v(6),w(8)) sont maintenant a valeurs da@iset ou* désigne le
conjugué.
2.3.3 Effets de la discetisation

On discrétise les champs de déplacema(®s, v(8) etw(8) (voir équation (1.1)). On
note respectivemerU (8)}, {V(8)} et {W(8)} les vecteurs contenant les coordonnées
del(0), v(0) etw(0) dans la bas& = {9j|j =1,...,do}.

L'ERCM s’écrit alors :
2(5(0)) =, WP(U(8) - W(B))'[M(B)]{U(8) ~W(9))
+2{U(©) -V (©))"[[K(8)] + TeD(B)]] {U(8) -V (B)}
+—{|'|3U( )—~U}[G(®){MsU(8) U} (1.35)

ou [K ()] est la matrice de raideur discrétisée (voir équatiob)f1[M (8)] est la ma-
trice de masse discrétisée (voir équation (1.@)0)] est la matrice d’amortissement
discrétisée obtenue de maniere similaire a la matreeaiteur discrétisédls est un
opérateur de projection sagQ. La matrice[G(8)] permet de quantifier I'erreur dans les
mesures. Parmi les differentes possibilites étudisess [Deraemaeker 01], on peut la
prendre comme valant :

G(8)] = Sa[Ik (@) + Te?DE M3 + S YePnsM@Ins  (1.36)
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Les conditions d’admissibilité se récrivent :

M{U(®)} = {U} (1.37)
[[K(8)] +iw[D(B)]]{V(8)} — w*[M (8)[{W(B)} = {F} (1.38)

ou Iy est un opérateur de projection U et {F} est le chargement discrétisé. L'ex-

pression deez( S(8)) sous les contraintes d’admissibilité discrétiséesobstnue en in-
troduisant des multiplicateurs de Lagrange. Les détailsalcul de la stationnarité du
Lagrangien ne sont pas présentés ici. lls permettent ide dégsparaitre le multiplica-
teur de Lagrange correspondant a I'équation (1.38) ehngement de variables de
{U®)},{V(©)},{W(8)}) vers({U(8)},{U(8) -V (6)},{U(8) —W(8)}) apparait natu-
rellementA I'issue du calcul, les champs de déplacement appardisserme la solution
du systeme linéaire :

A1(8)] [A12(0)] [A13(8)] O] [{U(®)-V(®)}] [{5GONU}
An(®)] [A2(®)] 0 0| |[{u®-w@}| _| o0 (1.3
An®)] [A(0)] [A@)] NI | (U@} [F) |
0 0 n, 0 {A} {Ud}
avec .
[A11(8)] = [A2(8)] = 3 [[K(8)] + Tw?[D(8)]] (1.40)
[A2(8)] = — [[K (8)] +iw(D(O)] (L.41)
A12(8)] = = Ye?[M (9] (1.42)
(A22(8)] = 7 Y [[K(8)] +iiD(®)] (1.43)
[Aa2(8)] = W’ (8)] (1.44)
Ass(8)) = 1 [G(O) (1.45)
[A33(8)] = [K(8)] +iwD(8)] — 0’[M (8)] (1.46)

Une fois les champ&U (8)}, {V(8)} et{W(8)} connus, la valeur de 'TERCM au point
0 est calculée en utilisant I'équation (1.35).

2.3.4 Normalisation et poncration

En regle générale, on recale dans un but précis : pote thi contrdle actif par
exemple. On souhaite alors que le modele soit pertinenusearbande de fréequences
lo = [Wmin, Wmax donnée. On définit alors une erreur couvrant toute cetigep

Wmax

0 = [ p(@)(s(8)) o (1.47)

Wmin
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ou :

W — p(w) '
est un facteur de pondération, choisi en fonction de l'@pgibn gqu’on souhaite faire du
recalage. Par exemple, si on recale un modele pour faireodudte de vibrations, on

donne un poids important aux frequences de résonance.

En pratique, on discrétise la bandergypulsations{ux |k =1,...,n,}. Lerreur de la
plage de fréequences se récrit alors :

%@zﬁmW%@@> (1.49)
=1

Lorsque la bande de fréquences est large, c’est-a-disgun rencontre deux in-
dicesk et tels quewy < wy, les erreurs associé%(g(@)) et eﬁ)l(g(g)) ont des ni-
veaux énergétiques tres differents. On les ramenesantveaux comparables en les di-
visant par un terme correctif?,(s(8)). Parmi les differentes possibilites étudiées dans
[Deraemaeker 01], on peut le prendre comme valant :

B(5(8)) = 1 V6P {U(6) +W(B) M () {U(8) + W(9))
+ U@ +V (@)} [K(®)] + T'«2D(®)]{U(8) +V(8)} (1.50)

L'erreur est ainsi normalisée et se récrit sous la forme :

€(s(8))
£2(s(0)) = 2=/ 1.51
50~ (s0)) (5D
pour la pulsatiorw. Pour la plage de frequentg, I'erreur normalisée devient :
N
e, (8) = 5 p(ax)ed, (s(9)) (1.52)
K=1

Par ailleurs, il est plus facile de recaler un modeéle avecasreur relative qu’avec une
erreur absolue. On peut se fixer un critere d’arrét inddpenment de la structure qu’on
souhaite recaler par un processus itératif.

3 Cadre de classification des m@thodes parangtriqgues

Dans cette partie, nous considérons le recalage de nzop@tameétriques comme un
probleme ou un intérét particulier est porté a unengit& issue d’'une solution a des
EDP paramétrables. Tout d’abord, nous formalisons ceeggmproblemes. Ensuite, nous
examinons comment approcher les solutions des EDP et leditgsad’intérét pour un
traitement numérique. Enfin, nous classons les méthaadeg&mnques de résolution de ce
genre de problémes.
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3.1 Formalisation
3.1.1 Formalisation du probleme de éféerence

Le probleme décrit par les équations (1.20) a (1.26} p&gcrire d’'une maniere for-
melle commune a de tres nombreux problemes en sciencEsginieur. Il s’agit de
trouver une applicatios() :

AL S (1.53)

x — s(0)(x)

ol Sest un ensemble quelconqi®3(dans notre probléme de référence), vérifiant :
D(6)(s(8)) =b(®) (1.54)

ol b(8) appartient a 'ensemblg? des applications d@ versS, et®(8) est un opérateur
differentiel linéaire sus®.

Pour alléger I'écriture, nous noterons par la s8itensembleS?. De plus, 'opérateur
linéaire®(0) fait partie de 'ensemble des endomorphismesSsuue nous appellerons
Z(8) par la suite.

3.1.2 Formalisation de la quantié d’intérét

En sciences de l'ingénieur, il est tres courant de dégage quantité d’intérét
f(8) € F & partir de la solution du probléme (1.54). Cette quarg#ut par exemple étre
la contrainte maximale ou 'TERCM (voir équation (1.29))o noterons I'application
qui permet de dégager cette quantité a partir de la swoiuti

(1.55)

pour toutB € O. Ainsi, I'applicationf : 6 — f(8) peut se voir comme la composée des
deux applicationsett :

S t
fr: @ — § — F (1.56)
8 — 88 — f(8)=t(s(8))
ou on rappelle qu® est I'espace de conception, ensemble dans lequel se siasent
variables de conceptioh Par la suite, nous noteroffs'ensemble auquel appartiefit
celui des applications d® versF. La composition (1.56) fait apparaitre I'ensemble des
applications d®© dansS que nous appelleron®’.
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X 0
FiIG. 1.2— La solution de 'EDP et son approximation

3.2 Approximations
3.2.1 Discktisation de la solution

En regle générale, la solutiai®) du probléeme (1.54) n’est pas connue. On cherche

a l'approcher par une applicatios(B) appartenant a un sous-ensemBle” §, par
exemple I'espace vectoriel généré par une base él@nfimis. Tres régulierement, ce
sous-ensemble est choisi comme un module I(Ez&,.) de dimensiordg. Appelons
(As, +, x) L 'anneau sur lequel est construit ce module, ol I'enserpkest trés souvent
S Soit® = {9j|j =1,...,dg} une base de ce module, généralement chaigieiori.

Ainsi, I’approximation@ est cherchée sous la forme :
__ Uo
0)=3 =09 (1.57)

ol les inconnues deviennent les scal&igp). Une fois ceslg scalaires trouvés, 'image
d’'un pointx € Q pars(6) pourra se calculer facilement :

. do
s®)(x) = > si(8).9;(x) (1.58)
=

La figure HG. 1.2 schématise toutes ces informations, en prenant coexeraple une
approximation des(8) par une application affine par morceaux.

La loi additive+ de I'anneauAs n’est pas forcément la méme que la loi additivedu modules.
Cependant, nous préférons garder la notatiopour toutes les lois additives afin de ne pas compliquer
I'écriture.

2Le termescalairedésigne un membre de I'annedg qui n’est pas forcément un tenseur d’ordre 0.
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FIG. 1.3— L'application objectif et son approximation

3.2.2 Approximation de la quantité d’intérét

En regle générale, I'applicatiof, exprimant la dépendance de la quantité d’'intérét
par rapport aux parametr8gvoir équation (1.56)), est inconnue. On peut alors charch
a l'approcher par une applicatidﬁappartenant a un sous-ensentble 7, par exemple
I'ensemble développements en série de Taylor autourpbimt8©) jusqu’a un degreg.
Tres régulierement, ce sous-ensemble est choisi conmmaadule Iibre(§,+,.) 3 de
dimensionde. Appelons(Ag, +, x) 4 'anneau sur lequel est construit ce module, ol
I'ensembleAgs est trés souverfe. Soit W = {y|i = 1,...,do} une base de ce module,
généralement choiseepriori. Ainsi, f est cherchée sous la forme :

do
f= Z\ fi.j (1.59)

ou les inconnues deviennent les scalaifes Ar. Une fois trouvées, une approximation
de la grandeur d’intérét pourra ensuite étre calcudeddment :

do
f(e) = > wi(®) (1.60)

La figure AG. 1.3 schématise toutes ces informations.

3La loi externe du moduleF n’est pas forcément la méme que la loi exterda modules. Cependant,
nous préférons garder la notatiopour toutes les lois externes afin de ne pas compliqueiti@er

4La loi multiplicative x de 'anneauAr n’est pas forcement la méme que la loi multiplicativede
'anneauAs. Cependant, nous préférons garder la notatigsour toutes les lois multiplicatives afin de ne
pas compliquer I'ecriture.
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) ©

FIG. 1.4— Dépendance de la solution aux parametres

3.2.3 Deux points de vue sur les approximations

Il existe de nombreuses méthodes pour chercheffidadequats. Les plus répandues
peuvent se séparer en deux catégories en fonction dugminte qu’elles adoptent sur les
quantités dépendant des paramé@esotamment I'opérateur differenti@ (0) et la so-
lution 5(B). Nous avons schématisé cette dépendance sur la figard B, dans laquelle
on peut retrouver des éléments de la figure.A..2.

Nous dirons des méthodes de la premiere catégorie ga’sllivent unestrategie
ponctuelle présentée dans la sous-partie 3.3. Nous dirons desdeside la deuxieme
catégorie qu’elles suivent usérategie biprojectiveprésentée dans la sous-partie 3.4.

3.3 Resolution par une straggie ponctuelle
3.3.1 Principe

Le principe d’une stratégie ponctuelle est d’approchegpplicationf a partir dedg
valeurs de la grandeur d'intéeré¢o).
Pour ce faire, on se donml valeurs des parametres d’ent@ePour lak® de ces

valeursf®, on calcule la solution approche@®)), comme il est illustré dans la figure
FiG. 1.5. On en déduit ensuite uk& valeur de la grandeur d'inter&(6")). Enfin, ces
dg valeurs permettent de calculgrpar une technigue d’approximation fonctionnelle au
choix : interpolation, moindres carrés, surface de rgpan.

On peut distinguer plusieurs facons d’appliquer la sye.” Il est possible de se
donner, dés le départ, 'ensemble digsvaleurs des paramétres d’entrée et la bése
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FIG. 1.5— Solutions ponctuelles a 'EDP

On peut aussi adapter les valeurs successive8lest/ou les vecteurs de la bageen
fonction des résultats obtenus pour les valeurs prétéde

3.3.2 Calcul d’'une approximation de la solution

Une stratégie ponctuelle doit trouver une solution au lgmole de réference (voir
équation (1.54)) pour chacune dg#s valeurs des parametres d'ent@¥. Avec les no-

tations de I'equation (1.57), il s’agit de trouver l&s scalairess; (Q(k)) € Ag vérifiant au
mieux :

do
> si(8%).2(8%)(9,) =b(e") (1.61)
=1
Il existe de nombreuses facons de trouver ces scalaireexBaple, les méthodes de
Galerkin consistent a munff (ou un sous-ensemble de par exemple I'ensemble des

applications de carré somrpablé(Q)) d’'un produit scalairg.|.) et a s’en servir pour
projeter I'équation (1.61) su§ :

do
> si(8%) x (0(8%)(9,)19,) = (0(&")[9,) (1.62)
j=1

pouri =1,...,dg. Ainsi, si on prend pour produit scalaire :

(]): L2Q)xL%(Q) — As
WY — () = [ ut)xvlx) dx

(1.63)
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et que 'anneau\s est commutatf, I'equation (1.61) se transforme en systéme linéaire

de tailledg x do :
D(8%)| {s8%)} = {BE"™) } (1.64)

ou [D(Q(k))} est la matrice dont le coefficient deifdigne et de laj€ colonne vaut :

i (6') = [ D(8%)(8)(x) x ¢,(x) ox (1.65)

{S(8™))} est le vecteur dont 1€ ligne est I'inconnues; (8%) et {B(8X))} est le vecteur
dont lai€ ligne vaut :

0i(8%) = [ b(8%)(x) x () o (1.66)

Le systéme linéaire (1.64) a coefficients daks dont la résolution nous donne les
scalaires; (Q(k)), est souvent qualifié deersion discetiscedu probleme (1.54).

Il existe d’autres méthodes, de Ritz [Ritz 09] ou de Trgf@in 00] par exemple, pour
arriver a ce type de systeme linéaire. Par la suite, gnand nous référerons au probleme
discrétisé ou a I'equation (1.64), cela ne voudra dass forcément dire que le systeme
linéaire a été obtenu par une méthode de Galerkin.

Cette remarque sous-entend qu’on peut changer de méthtréaddferentes valeurs
des parametres d’entrée. Méme si cela est rare, on galéraent changer de ba®ede
recherche de la solution. C’est par exemple le cas lorsgiéomaille le domain& en
fonction de I'avancée d’une fissure.

3.3.3 Calcul d'une approximation de la grandeur d’intérét

Chacune des méthodes se basant sur une strategie ptneush propre fagon
de calculer les scalaires définissaht(voir équation (1.59)) a partir des valeurs
{f(8®) |k = 1,...,d5}. Des exemples sont donnés dans la sous-partie 4.1.

3.3.4 Remarques

Une stratégie ponctuelle présente I'avantage d’étcdefaa mettre en ceuvre : de
nombreux codes commerciaux permettent de trouver uneimlapproch'eés:(g(k))
aux EDP paramétrées p@rLe calcul des scalaires définissant une approximatiode |
fonction objectiff est un simple post-traitement de ces solutions.

Ce post-traitement mathématique fait perdre la dépeselphysique de la grandeur
d'intérét f(0) par rapport 3. La question du choix des poing§? et de la technique de
post-traitement est alors tres délicate si on veut trourne approximatiorf satisfaisante.
Une stratégie biprojective permet d’éviter cet incameat.

SY(X,y) € A3 XXy =YX X
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3.4 Resolution par une straggie biprojective
3.4.1 Principe

Dans une stratégie biprojective, le but est d’essayeesieudre au mieux le probleme
de référence (1.54) pour tolte ©, en introduisant les dépendances paramétriques dans
le modele éléments finis. Pour ce faire, toute grandér déependante des parametres
d’entrée est approchée a l'aide d’'une applicafioilC’est notamment le cas des deux
membres du probléme (1.54). Nous le verrons donc sousraefor

75(5) =b (1.67)

ou Z5 est un endomorphisme su’ que nous deétaillerons plus tard. Nous verrons
également comment obtenir une solut®grace a deux projections orthogonales qui
donnent leur nom a la stratégie.

Une stratégie biprojective se consacre ensuite a trdiaplication f, décrivant la
dépendance de la quantité d’intérét aux parametessgide, a partir de la solutianElle
le fait a I'aide d’'une applicationtelle que :

f=t(3 (1.68)

Cette application se veut étre une extension de I'apjpdicat(voir équation (1.55)) a un
sous-ensemble d&’ défini plus tard. Nous détaillons plus loin comment ceitieresion
est construite.

3.4.2 Approximation des grandeurs @pendantes des paramtres d’entrée

Approximation d’une grandeur quelconque

La premiere étape d’'une stratégie biprojective coasistpprocher toute grandeur
dépendante des parametres de la méme maniere que kit@dantérét, par exemple en
utilisant des développements séries de Taylor. Ainsisierons une granden(®) € Z
dépendante des parameétres d’entrée et I'application :

zZ. © — Z

6 — 29 (1.69)

NotonsZ I'ensemble des applications @ dansZ. Pour construire une approximation
Z de I'applicationz, la stratégie biprojective consiste a la chercher dansadule libre
(Z,+,.) isomorphe ¥F,+,.), avecZ C Z. Appelons(Az, +, x) I'anneau sur lequel est
construit ce module é¥? = {@Z|k=1,...,do} une base de ce module. On pourra alors
approcher etz(0) par :

do do
Z= Y aWp et Z0)= Y #Ug(e) (1.70)
k=1 k=1
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Approximation de la solution

Intéressons-nous maintenant a la solug@) du probléme (1.54). La stratégie bipro-
jective nous invite a considérer I'application :

s: © — 3§
8 — s(6) (.71)
Le principe décrit precédemment nous permet d’éceseapproximations :
do do
5=y sl et F0)=3 scu(® (1.72)
K=1 K=1

ou Iesyﬁ générent un module libre”, +,.) isomorphe 4F, +,.), avec.¥ C ..

Pour illustrer ces décompositions, considérons un uoda solutions(8) vaut :

s8): Q@ — S

X — S(8)(X) =0+ BO1+ (Y+ 802)%1 + (U1 +V62)X2 (1.73)

aveca, (3, y, 6, uetv appartenant a I'ensembhg;. On peut alors décomposgsous la
forme de I'équation (1.72) avely = 3. Les scalaires, sont les applications :

S
s1(X) = a+yx
S2(X) = B+ 1% (1.74)
S3(X) = OX1 + VX2

S1,92,53

IR

Les vecteurspﬁ sont les applications :

(N 2 — qu(e)S
8 — wg@_ 011 (1.75)
8 — () =61

ou I est I'application de$ constante qui renvoie toujours 1.

De plus, la stratégie biprojective impose de choisir leamAg = . Les scalaires,
peuvent donc étre décomposeés grace a I'equatio ) 1CGela nous permet de récrire les
quantités décrites dans (1.72) :

do do do do

5= Smd Yo et 3O =3 5 smd, V(O  (L76)

kK=1m=1 k=1m=1
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FIG. 1.6— Décomposition de la solution pour une stratégie bifmtoje

Cette écriture nous permet de veicomme appartenant ég-module généré par la base
{gm.ydm: 1,...,dog;k=1,...,do} de tailledo.dg. La figure RG. 1.6 illustre cette
décomposition, dans le cas ou L_p%(@) € § sont des applications constantes Qur

Approximation de I'ogerateur differentiel

Intéressons-nous maintenant a I'opérateur difféeeém (0) du probleme (1.54). La
stratégie biprojective nous invite a considérer I'apgaion :

D: 06 — X(S)

8 — DO (1.77)

NotonsL I'ensemble des applications @evers.Z(S), auquel elle appartient. Le principe



26 Méthodes existantes et leurs structures addpriques

décrit précédemment nous permet d’écrire les apprations :

_de " do
o=you’ ¥ et D@ =3 24" Y@) (1.78)
=1 =1

ou Iequ'l’g(S) génerent un module IibreE,-i-,.) isomorphe d§,+,.), avecl C L. De

plus, la stratégie biprojective impose de choisir 'anndg. ) = Z(8).

Pour illustrer les décompositions (1.78), considéransas ou I'opérateur differentiel
du probléme (1.54) vaut :

U — a(®)xu+b()x 3 +o(8)x 22 (1.79)
ou les applicationa(8), b(8), c(8) sont par exemple :
a(0),b(®),c(®): Q@ — S
X — a@)(x) =a(x)+pB(x).6
X BB — Y00+ 3.6, (1.80)
X > C(0)(X) = U(X).01+V(x).62

aveca, B, y, § U etv des applications appartenant a I'ensemdleOn peut alors

d'ecompose@) sous la forme de I'équation (1.78) avdg = 3. Les scalaire®, sont
les opérateurs differentiels :

D1,92,93: & — S
u — i)l(g)zgxwyxﬂ
- % 1.81
u — Qz(u):Bngrux—g (1.81)
- ou - a)ézu
u — Ds(g)zéxa—;lﬂxa—x‘z
Les vecteuw‘l’iﬂ(s) sont les applications :
Py e — Sy Z®
6 — U )(Q)Zl.z(S) (1.82)
Z(8 :
8 — qugs(Q):el-lf(S)
8 — 3 V() =021y

ou 1y (s) estl'identite deZ'(S).
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3.4.3 Construction de I'ogerateur

W ~
Etant donn&® = Z D). qu ) une application dé&., on définit 'endomorphisme :

N 4

do do (1.83)

Dy Z
do

5= Y sl — 2509 -= sz
k=1 k=1l

D -

L'application 7 (S) sera donc :

®: 6 — S

do d

O © (1.84)
0 — z@
A% pap: | ) LIJk( )

3.4.4 Calcul d’'une approximation de la solution

La stratégie biprojective consiste a trouver une sotusi@ . au probleme (1.67).
Avec les approximations (1.72) et (1.78), cela revienbaver lesdp.dq scalairesg, €
As Vérifiant au mieux :

do do do

Sam D1 (0,,)- 47 .4 =b (1.85)
k=1l=1m=1

Pour les trouver, les méthodes basées sur une straipgigelotive munissent” (ou
un sous-ensemble d&) d’'un produit scalaire :

<> IS — Ag=8 (1.86)
(Wy) — <uyv> '
different d'une méthode a I'autre. Elles s’en servenimurojeter 'équation (1.85) SU.
Il s’agit alors de trouver ledg.dq scalairesgm € As vérifiant au mieux :

de do do

Z Z Sm- < D (9 )Y i’f(s)gi@? >=< Q@? > (1.87)

k=1l

pour j =1,...,do. Les membres de ces équations sont des applications deirdiie

8. On peut donc résoudre cdg problemes en appliquant une méthode éléments finis
de notre choix. Appelons.|.) le produit scalaire utilisé par la méthode élémentssfini
retenue (voir équation (1.63) pour un exemple) pour lagutipn deslg équations (1.87).
Lorsque I'anneal\s est commutatif, cette projection donne :

do do do

> > 5 (<20, U O > [4,) xsm= (<l > |¢,)  @88)

k=1l1=1m=1
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pouri=1,....dg etj=1,...,do. On peut récrire ces équations sous forme de systeme
linéaire de tailledg.dg x dg.dg :

DI{S} = {B} (1.89)

ou la matricgD] a pour coefficient sur la ligndg(j — 1) +i et sur la colonnég(l — 1) +

k:
do do do

O
Ao (j—1)+i.do(1-1)+ k—1IZ\ Zl (< Di1(9,)- 4" W | > ’ g) (1.90)

{S} est le vecteur dont la ligndy (I — 1) +k est I'inconnuesy et {B} est le vecteur dont
lalignedo(j — 1) +i vaut:

Pag (j—1)+i = (< D@? > ’ g) (1.91)

3.4.5 Calcul d'une approximation de la grandeur d’intérét

Pour une valeur des parametres donida quantité d’intérét est obtenue a partir de
la solutions(0) a I'aide d’une application (voir equation (1.56)) définie sur 'ensemble
8. La stratégie biprojective I'étend a I'ensemblégrace a I'application :

t: 5% —
do do (1.92)

N:.;s.yis — t@:;t(S) 1

Une fois la solutiors trouvée, grace aux équations (1.59) et (1.68), on pent @orire

que:
do do
Zl gl =f=t3= _th(s).gf (1.93)

Cela nous donne les scalairgh|i = 1,...,do }, décrivant une approximation de la quan-
tité d’intérétf ().

3.4.6 Remarques

Etant donné qu’on s'efforce d'introduire les dépendanuar rapport aux parameétres
d’entréeB dans le modele numérique, les méthodes basées surratégst biprojective
donnent généralement des résultats de meilleure §upli les méthodes basées sur une
stratégie ponctuelle. Cela est illustré par exemple tipartie 5 du chapitre 2.

La principale contrepartie est qu’il faut modifier la basaslmquelle est cherchée une
approximation de la solutiog Cet aspect fait que ces méthodes sont souvent qualifiees
d’intrusives Cette modification donne une grande taille au systeneaiia’(1.89), ce qui
peut poser probleme lorsque le colt numérique de résola’est plus linéaire edgq et
endo.
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4 Analyse multivariable deterministe

Dans cette partie nous passons en revue les méthodesydamalltivariable les
plus répandues, c’est-a-dire les techniques les plusmeoras pour la résolution de
problemes faisant intervenir simultanément plusiearsmetres. Nous commencgons par
les méthodes se basant sur une stratégie ponctuellen®ussexaminons celles reposant
sur une stratégie biprojective.

4.1 Meéthodes suivant une stragégie ponctuelle
4.1.1 Methodes d’interpolation

Les méthodes d’interpolation consistent a construire approximationf qui est
exacte pour les valeurs des paramétres d'entf®8|k = 1,...,do}. Elles se fixen@
priori la baseW (voir équation (1.59)). Ces fonctions de base peuventdoecta forme
de fonctions affines par morceaux, de polyndémes, de splines

Ainsi, les méthodes d’interpolation consistent a traugedg scalairesf; vérifiant :

do
f(eY) = > i (8%) (1.94)

pourk=1,...,do. On peut mettre cela sous forme de systeme lingairg-} = {B}, ou
le scalaire de |&° ligne eti® colonne deA] vauty, (80), lai® ligne de{F} vaut f; et la

ke ligne de{B} vaut f(6).

Les méthodes d'interpolation ont les avantages et lesnir@tients propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). Eneguin force I'approximatiori a étre
exacte pour les valeurs des parameétres d’eqée/k = 1,...,do}. C'est un bénéfice si
I'erreur qu’on commet lors des calculs des solutions apgpEes{3(6™)|k=1,...,do}
est faible. Dans le cas contraire, il faut leur préferer mshodes de moindres carrées
exposées ci-apres.

Les méthodes d’interpolation ont de multiples domainegpplication. Elles ont par
exemple été utilisees au LMT-Cachan pour faire de liojgation multiniveau a grande
échelle d’assemblages de structures [Soulier 09]. En ¢ecapcerne le recalage de
modeles, une interpolation par des splines a par exertiplgtiésée dans [Icardi 07] pour
recaler des parametres de plagues composites.

4.1.2 Moindres carres

Comme les méthodes d’interpolation, les méthodes de aneéncarrés reposent sur
une base¥ choisiea priori. Par contre, elles sont plus souples que les méthodes d'in-
terpolation : elles n'imposent pas a I'approximationtcBéexacte pour les valeurs des
paramétres d’entrég@® |k = 1,...,d5}. A la place, elles cherchent & minimiser I'écart
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entre I'approximation et les quantités d'intergt(6™)[k = 1,. ..,dg} grace a la fonc-
tionnelle :

J: Apde N F

dy do 2
(f,..., fag) +— :—ZL Z Pk (f(g(k)) _ Zl fi-% (Q(k))> (1.95)
k=1 i=

ou {pklk = 1,...,dy} sont des poids attribués a chaque valeur des parametmesée.
Comme la fonctionnelld est quadratique définie positive, son minimum est attaint a
point vérifiantgrad(J)(fy,..., fg;) = 0. Ce point est donc la solution du systeme linéaire

[Al{F} = {B}, ou [A] est la matrice dont le coefficient de jaligne et de la® colonne
vaut

do
aji =3 pap, (84w, (8%) (1.96)
k=1

{F} est le vecteur dont I& ligne est I'inconnuef; et {B} est le vecteur dont 1§ ligne
vaut :
do

b= 3 pap,(8%)f(8") (1.97)
k=1

Les méthodes de moindres carrés ont les avantages ettas/énients propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). Enegué fait que I'approximation ne
soit pas exacte pour les valeurs des parametres d’engrdeep de mieux corriger les
erreurs du calcul de la solution approci®&€es erreurs sont d’autant mieux gommeées
quedg est grand, mais cela se fait au détriment des colts delgsalcu

Les méthodes de moindres carrés ont de multiples domdiapglication, dont le
recalage de modeles. Par exemple, elles ont été eslidans [Asma 07] pour recaler les
parametres d’'un treillis tridimensionnel constitué éebarres.

4.1.3 Krigeage

Bien qu’elles s’appuient sur une approche stochastiqaenkthodes de krigeage ont
été introduites dans [Matheron 62] dans le but de résodds problemes multivariables.
Les quantités déterministes y sont vues commes desaéalis de variables aleatoires.
Afin de trouver I'approximatiorf (voir équation (1.59)), elles considérent les scalaires
connus : on prendi = f(Q(k)), pourk=1,...,do. Les inconnues sont les vecteuss

Les méthodes de krigeage considerent les applicatiorf?; et lesyx comme des
réalisations de processus stochastiqueB et Wy respectivement. Elles cherchent alors
a minimiser la varianc¥ (F — IE) (voir équation (1.126)) de I'écart entre le procesBus
et son approximation, sous la contrainte d’une espéraraiegquation (1.125)) nulle :
E(F—F)=0.
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Il existe plusieurs méthodes de krigeage. Elles sont neesngh fonction du choix
retenu pour l'allure des processus stochastiques. Pouidgedge appelé ordinaire, qui
est le plus utilisé, les processus stochastiques sontdangad’un processus stochastique
constant et d’un processus stochastique stationnaire.

Un processus stochastigue est dit stationnaire si sa loi de probabilité est
indépendante par translation daB®s En d’autres termes, quel que soit le moment
(espérance, variance ...) et quel que $6ih) € ©2, la quantitem(F (8 + h) — F(8))
est indépendante du poifitet de la norme|h||. Dans le cas oin est la variance, cette
quantité est appelée variogramme de la distdihgieet souvent notéey2||h||).

Dans le cadre du krigeage ordinaire, il est montré dandlfBgeéon 05] que pour tout
0 € O, la contrainte d’espérance nulle se traduit par :

do
) =1 1.98
k; Wk(8) (1.98)

et que la variance qu’on cherche a minimiser peut s’exprsoas la forme quadratique
suivante :

{WO}TA®NW®)}+{W(®)} {B(O)} (1.99)
ou{W(08)} est le vecteur dont I® ligne est I'inconnué¥y(8), [A(B )] est la matrice dont
le coefficient de 1a° ligne et de Igj€ colonne est le varlogramn\yéHG H_g)|)et{B(8)}

est le vecteur dont I&€ ligne est le variogrammg|[6 — 6 ||).

Pour trouver lespy(8), il suffit juste de trouver le point stationnaire de la forme
quadratique (1.99) sans oublier de tenir compte de la doterél.98) par une méthode
au choix : multiplicateur de Lagrange, pénalisation, sitldson . . .

Comme les autres méthodes basées sur les strategiemigltes; le krigeage est
simple a mettre en ceuvre car il post-traite des solutiongpguvent étre facilement
obtenues par des codes commerciaux. Cependant, on nesadirpeent choisia priori
les valeurs des parameétres d’entrée pour obtenir undgigee bonne qualité. En outre,
I'appel a la théorie des probabilites permet de consdrdiés intervalles de confiance pour
estimer la pertinence de I'approximatiéren dehors des points d’évaluation.

Les méthodes de krigeage ont de multiples domaines d@gifan, mais elles sont tres
peu employées pour le recalage de modeles mécaniquésnitification des parametres
d’une structure en acier présentée dans [Munan 05] estsinagles cas que nous pouvons
citer.

4.1.4 Proper Orthogonal Decomposition

Les méthodes de Proper Orthogonal Decomposition font etnde” spectrale de
la solution au probleme (1.54) afin d’en calculer une apipnation. Il est montré
dans [Liang 02] qu’elles sont équivalentes a la décontippsde Karhunen-Loéve, a
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I'analyse en composantes principales et a la decompostn valeur singuliere. Toutes
ces méthodes trouvent leur racines dans [Pearson 01].

Avant d’expliguer comment mettre en ceuvre les méthodes,H@§X nécessaire d'in-
troduire un sous-ensemble particuliergld’ensemble des applications @dansS, au-
quel elles font appel. Noton$® ce sous-ensemble des applications constanteQ sur
valeurs dansS. Ainsi, une applicatiorz appartient a8 si et seulement s'il existe une
constante® € Stelle que :

Vxe Q,z(x) =2 (1.100)

La grandeur d'intéeréff () est la solutions(6) de 'EDP. La POD consiste donc a
trouver une approximatiogia I'application :

s: © — 8§
0 — 50 R

dans urB-module particulier, généré par une base d’applicatde® dansS®. En d'autres
termes, I'approximatios est cherchée sous une forme particuliere de I'équafi®®y :

do
S= Z fiyi (1.102)

avecf; dans I'ensembl8 ety dans I'ensemble des applicatioBslanss®. Etant donnée
une valeu® € ©, on pourra ainsi obtenir une approximation de la solu@) grace a
une forme particuliére de I'équation (1.60) :

do
S(6) = Z fiy.(6) (1.103)
avecs € § ety () € 8°. Ainsi, pour une valeur données Q, on a:
do
s(8)(x) = Zl fi(x)w,(8)° (1.104)

ouy, (8)° € Sest la valeur constante prise par I'applicatip@).

Pour mettre en ceuvre une POD, on se datif@aleurs des paramétres d'entge

avecds > de. Pour laké de ces valeur8¥, on calcule la solution approche@™®) dans
la based :

do
368X =Y sd, () (1.105)
=1

On construit alors la matrics] dont le coefficient de 13° ligne et de &€ colonne vaut
sjk- On la décompose en valeurs singulieres, c'est-a-dis & forme :

(S = [x][Z][w]" (1.106)
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ou x| et[¥] sont des matrices carrées unitaires de tailles respedgvetdy. [X] est une
matrice rectangulaire dont tous les termes sont nuls sawxf s&r la diagonale. lls sont
positifs ou nuls et classés par ordre décroissant surlgodiale. On les appelle valeurs
singuliéres. On pose ensuftg la matrice de taill@lg x dy. La matrice[S| peut se récrire
sous la forme :

do
(Sl =[FI[¥] = _Z{F.}{wi}T (1.107)

ou{F} et{W;} sontles® colonnes deF] et[¥] respectivement. On tronque cette somme
pour avoir une approximatiof®] de la matricgs| :

do
§=3 (R} (1.108)

En remarquant que cette derniere équation est la versabramelle de I'equation (1.104),
on peut reconstruire les applicatiof]satgi.

Les méthodes de POD ont les avantages et les inconvémpiegees aux stratégies
ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). En outre, contraget aux autres méthodes
d’analyse multivariable présentées ici, elles bémgditcd’'une insensibilité au nombre de
parametres, ce qui est un énorme avantage des que cdkuient grand.

Les méthodes de POD ont de multiples domaines d’applitatitiies ont par
exemple été utilisees au LMT-Cachan pour des calculdiachielle en temps et espace
[Passieux 08]. En ce qui concerne le recalage de modeles, @it été utilisees dans
[Lenaerts 01] pour recaler les parametres d’'une poutmargortement non linéaire.

4.2 Methodes suivant une straggie biprojective
4.2.1 Theorie des perturbations

La théorie des perturbations [Nayfeh 32] est une méthaodast une stratégie bipro-
jective. Sa mise en ceuvre est donc expliquée dans la sotis-3 4. Elle consiste a écrire
les grandeurs dépendantes des parametres d’entrétosmasde séries de Taylor autour
de® = 0al'ordreny. Pour une telle grandeafd) < Z, la based? (voir équation (1.70)) :

{%:%Lm% 0 e'lle'n”g i1+~-~+inp < nd} (1.109)

nous permet d’écrire les approximations :

ai1+"'+inpz

=Szap= Y ——(0).y (1.110)

. i i In L PN
<Ry i+ +Tnp<ng 007" ...06n" Lreeinp
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et
al1+"'+lnpz

20)= Y z.,(6) = (0).8}...00P (1.111)

. [ in
i$hy iy FTnp<ng 007 .. .66n,f

Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par la théorie des pdvations
est:

<> I xS — As =38

U= > uy,v= 5 vl | — <Uv>= % uxVy
ishg i<ng i<ng

La théorie des perturbations a de multiples domaines tiagiwn, dont le recalage
de modeles. Par exemple, elle a été utilisée dans [[XY&08] pour recaler les parametres
de treillis de poutres a comportement non linéaire.

(1.112)

4.2.2 Methodes asymptotiques

Les méthodes asymptotiques [Rabinovich 72] sont unergdisation de la théorie des
perturbations. Elles consistent a écrire les grandezpsnidantes des parametres d’entrée
sous forme de développements asymptotiques au voisiragedint 8© ¢ [—00, +00].
Une application fonctions de la ba$# (voir équation (1.70)) a donc pour allure :

U © — Z

Np

- R (1.113)
0 — UZ(B) = (e-’ane-)BkJexp[ ck”e“])
3 JI:L j (In®; 2, %0

Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par les méthodes asympto
tiques est :
<> I xS — As=8§
8 8
u=Su,v=3Svil | — <uv>=3Suxy
(o3 v- 3e) ]

(1.114)

5 Calcul de structures akatoires

Le calcul de structures aléatoires consiste a étudigorableme lorsque le hasard
peut donner différentes valeurs aux parametres d'estiges méthodes de résolution de
ce type de problemes sont classiquement divisées en ddegaries : les méthodes non
stochastiques et les méthodes stochastiques.
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5.1 Meéthodes non stochastiques
5.1.1 GCenréralités

Les méthodes non stochastiques consistent en deux chasgdacer les gran-
deurs incertaines dans des objets (intervalles, enserfibles ensembles aléatoires,
méconnaissances ...) et a propager ces objets dans kelenadnérique. Elles doivent
donc premierement décrire comment placer une grandeertainex dans un objek.
Deuxiémement, étant donné un ensem¥lée n, objetsX, ..., X,, et une applicationy
deny variablex = (x1,...,Xn) € X, les méthodes doivent dire comment construire I'objet
Y auquel appartient la grandeur incertayne g(x).

Ainsi, cette approche ne nous permet pas de savoir ce quéavagtgndeur d’intérét
f(8) pour une réalisatio® donnée. Avec ces méthodes, on sait juste qualifier un objet
auquel la grandeur d’intérét appartient.

Les méthodes non stochastiques ne rentrent pas dans éedé&adit dans la partie 3.
Elles sont classiquement regroupées dans ce qu’on apgétieorie geréralisee de I'in-
formation[Klir 91].

5.1.2 Theorie des intervalles

La plus simple des méthodes non stochastiques est laiehdes intervalles. Elle a
été développée dans les années 1950 et 1960, notardarenfMoore 66].

Elle consiste a placer une grandeur incertaieatre deux bornes déterministes. Cela
peut s’écrire de la maniére suivante :

XxeX =[x ,x'] (1.115)
Pour propager les intervalles dans le modele numérigasebbrnes de l'intervalle

Y =g(X) sont :
y = ;ggg(x) ety = Qgg(& (1.116)

En d’autres termeg; est le plus petit intervalle contenant 'imageXex - - - x X, parg.

Un des principaux défauts de la théorie des intervallesi@glle peut étre tres pes-
simiste. Par exemple, I'image de tout intervaflecontenant 0 par la fonction— 1/x
est l'intervalle] — co, +oo[. Cela n'a pas empéché cette théorie d’étre mise en geenvre
autres pour le recalage de modeles. Par exemple, elle atiesée dans [Lauwagie 06]
pour recaler les parameétres matériaux d’'une plaque desculi

5.1.3 Ensemble flous

La théorie des ensembles flous a été introduite dans [Z&8ecomme une extension
de la théorie des intervalles.
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Un ensemble flou est une paif¥, ix) ou X est un ensemble @ik est une applica-
tion de X vers|0, 1] appelédgonction de participationElle permet de qualifier le degré
d’appartenance d’'une grandeur incertaireX.

Si on est certain queest dans{, alorspix (X) = 1. Inversement, si on est certain gue
est en dehors d¥, alorspx (x) = 0. Si on a un doute quant a I'appartenance é&, alors
0 < px(x) < 1. Cette valeur est d’autant plus proche de 1 que 'on esjuséx est dan.

Pour propager les ensembles flous dans le modele num&8adaaction participation
Ky deY = g(X) est définie par :

0 SiX9(y) = &
WEVWD) =Y sup min(g (). beo, 00) SiX ) Ao (LD
X79(y)

ou X 9(y) est 'ensemble des antécédentygearg :

X79(y) = {(X¢,- -, Xn)[0(Xa, - - .. Xn,) = Y} (1.118)

Le calcul deX9(y) peut s’avérer difficile a réaliser. Pour contourner dastacle
numérique, on décrit un ensemble floX, ux) comme plusieurs ensembles classiques,
appelésx-coupures :

X = {x € X|ux(x) > a} (1.119)
pour differentes valeurs de € [0,1]. La propagation desi-coupures se fait ensuite
comme dans la théorie des intervalles. On risque alorodeer des résultats pessimistes.
Cela n’a pas empéché cette théorie d’étre mise en ceentes autres pour le recalage
de modeles. Par exemple, elle a été utilisée dans [DO@pour recaler les parametres
matériaux de I'ossature métallique d’un autobus.

La théorie des méconnaissances [Ladeveze 02, Puel®4lappée au LMT-Cachan,
s’appuie sur des concepts extrémement similaires elaritndes ensembles flous.

5.1.4 Theorie de Dempster-Shafer

La théorie de Dempster-Shafer a été développée & i@ travaux de Dempster
[Dempster 68] et de Shafer [Shafer 76]. Les grandeurs iaicexs$ y sont placées dans des
ensembles éhtoires qui peuvent étre vus comme une généralisation des dnesifious.

Etant donné un ensemble notons.Z(X) I'ensemble des parties d&, c'est-a-dire
I'ensemble des sous-ensemblesde
2 (X)={AAC X} (1.120)

Un ensemble aléatoire est une pdiiEemg) ou E est un ensemble ete une application
de Z(E) vers|0, 1] appeléanassevérifiant :

me(2)=0 ety me(A)=1 (1.121)
Ac X (E)



Calcul de structures akatoires 37

Elle permet de donner la probabilité qu'une grandeur ilaiee e € E appartienne
exclusivement au sous-ensemBle” E, indépendamment des autres sous-ensembles de
E.

Pour propager les ensembles aléatoires dans le modelé&riqum, I'ensemble
aléatoire(Y,my) deY = g(X) est défini par 'ensemble des images pades sous-
ensembles dX :

Y ={g(A)Ac Z(X)} (1.122)

et par sa massey telle que :

Be 2(Y), mB)= Y  mx(A) (1.123)
{Ac2(X)|B=g(A)}

La théorie de Dempster-Shafer n’est pas tres utilisés ttadomaine du recalage de
modeles. Toutefois, elle a été employée dans [Guo 06i pientifier 'endommagement
de certains éléments d’un treillis de constitué de 3idzar

5.2 Meéthodes stochastiques
5.2.1 Notations

Les méthodes stochastiques consistent a utiliser larith@es probabilités pour
modeéliser le fait que le hasard puisse donner differevda=urs aux parametres d’entrée.
Les réalisations possibles @ec © appartiennent donc a un espace probabilisé. Nous
noterons.# une o-algebre (ou tribu) su®. Nous nous donnong, une mesure de
probabilité sur#.

Pour une variable aléatoimes Z :

z. ©6 — Z
0 20 (1.124)
on appelleE(z) son espérance mathématique :
E(2) = / 2(8)dp (1.125)
©
etV(z) sa variance :
V(2) =E((z—E(2))2=E(Z?) —E(2)? (1.126)

5.2.2 Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo [Fishman 95] ont été intitedulans [Metropolis 49].
Ce sont des méthodes tres largement répandues deptiisdiiction de I'outil informa-
tique pour la résolution des problemes en sciences dgélfiieur. Cette popularité est
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due a la facilité de leur mise en ceuvre, qui suit une ggraggonctuelle.

Ces méthodes consistent a génédgr réalisations def. Pour chacune d’entre
elles, on fait un calcul déterministe de la grandeur éiigtf(0). La variable aléatoird
est ensuite reconstruite par une méthode au choix a fdagirésultats det, expériences.

Les méthodes de Monte-Carlo ont les avantages et les iBo@ms propres aux
stratégies ponctuelles (voir sous-partie 3.3.4). Eneplgrthéoreme de la limite centrale
assure qu’'elles convergent @1(1/\/%). Ce taux de convergence, méme s’il peut
paraitre faible donne une estimation de I'erreur commise’approximationf (). De
plus, elles bénéficient d’'une insensibilité au nombreaeametres, ce qui est un énorme
avantage des que celui-ci devient grand.

Les méthodes de Monte-Carlo ont de multiples domainegtigiion. Elles ont par
exemple été utilisées pour la réduction des vibratidnse poutre équipée de pastilles
piézoélectriques [Blanzé 09]. En ce qui concerne lelegeade modeles, elles ont par
exemple été utilisees dans [Esfandiari 10] pour recBdeixdommagement d’un treillis
composeé de 25 barres.

5.2.3 Theorie des perturbations stochastique

La théorie des perturbations stochastiques [Kleiber 8Bkiste a développer toutes
les variables aléatoires en série de Taylor rfevariables aléatoires élémentaires
{&li = 1,...,ny}. On peut prendre par exempthg variables aléatoires indépendantes
gaussiennes centrées réduites a valeursBans

Cette méthode suit une stratégie biprojective : elle peuic étre mise en ceuvre en

suivant les explication de la sous-partie 3.4. Pour ce faineprend la bas&? (voir
équation (1.70)) sous la forme :

{% =0, =E &t in, < nd} (1.127)
Ainsi une approximation de la variable aléatairgécrit sous la forme :

=Yay= Y oz, & & (1.128)
PALES

i i1+Hio++inp<ng
et une réalisatior(8) sera approchée sous la forme :

29=3z4@= 5 7. (&) E @) (1.129)

i<ng ig+io+Finp<ng
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Le produit scalaire< .|. > (voir équation (1.86)) utilisé par la théorie des pdrations
stochastique est :

(1.130)

La théorie des perturbations stochastique a de multimlesathes d’application, dont
le recalage de modeles incertains. Par exemple, elle atifisée dans [Khodaparasta 08]
pour recaler le module d’Young d’'une poutre dont 3 segmentsua comportement
aléatoire.

Elle ales avantages et les inconvénients propres auggieatbiprojectives (voir sous-
partie 3.4.6). De plus, le produit scalaire employé est gimple a calculer. Cependant,
il n’est pas fondé sur la théorie des probabilités et céeessite souvent de monter a
un degréng €levé pour obtenir des approximations de bonne qualigd.inconvénient
n’existe plus dans la méthode des élements finis stagoast

5.2.4 Eléments finis stochastiques

La méthode des éléments finis stochastiques a étédinteo dans [Ghanem 91].
Elle peut étre mise en ceuvre, soit par une stratégie peltetsoit par une stratégie
biprojective.

Dans les deux cas, elle s’appuie sur le produit scalaire :

<> ZxZ — Az (1.131)
(.2 — <Yylz>=E(yx2) = JoY(8) x z(6)dp '

Il nous permet de définir une base d’approximat®me la quantité d’intérét (voir
équation (1.59)) appelée chaos polynomial. Elle estogitinale au sens du produit
scalaire (1.131) et peut étre construite en suivant unritifigoe de Gram-Schmidt,
comme il est indiqué dans [Ghanem 91]. Cette constructigmedd de la mesure de
probabilitép utilisee. Par exemple, pour la mesure gaussienne on olgepolyndmes
de Hermite.

Pour employer les éléments finis stochastiques en gtegp@nctuelle, il est conseillé
dans [Webster 96] de prendre des poi(_ﬂ]‘ﬂ@ tels que les réalisations des variables
aléatoires soient des racines du chaos polynomial.

Pour utiliser les éléments finis stochastiques en gfiatéiprojective, il faut suivre la
démarche décrite dans la sous-partie 3.4 en prenant ¢ giedynomial comme basg?
et choisissant (1.131) comme produit scalaird. > (voir équation (1.86)).
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Les méthodes des éléments finis stochastiques ont dghasltiomaines d’applica-
tion. Elles ont par exemple été utilisées au LMT-Cachaarg’étude de liaisons incer-
taines dans [Champaney 05] en comparant les stratégiesuyedie et biprojective. En ce
qui concerne le recalage de modeles, elles ont servi enfitication des raideurs d'un
modele coques et poutres représentatif d'un supporttedites [Faverjon 09].

6 Conclusion

Nous avons considéré le recalage de modeles comme uteprelou un intérét
particulier est porté a une quantité issue d’une satgione EDP paramétrable. Ce point
de vue nous a amené a considérer les méthodes de résalet ce type de problemes
dans le domaine de I'analyse multivariable et pour les édude structures aléatoires.
Nous avons classé ces méthodes en deux catégoriess salfpuyant sur ce que nous
avons appelé une stratégie ponctuelle, et celles se tesaoe que nous avons nomme
une stratégie biprojective.

Les méthodes ponctuelles sont faciles a mettre en ceu&ce gux nombreux codes
éléments finis existants. Cependant, elles font une stamtion de la quantité d'intérét
qui n'a aucun sens physique. Cet écueil peut étre év@téegaux méthodes biprojectives.
Mais elles reposent sur la résolution d’'un systeme Ineédont la taille peut s’accroitre
extremement vite.

Dans la suite de ce travail, nous mettons en ceuvre une neebia®@ sur une stratégie
tirant les avantages des stratégies ponctuelle et bigiioge Cette méthode nous permet de
recaler des modeles déterministes ou aléatoires. Nows €n servons aussi pour recaler
a moindre colt des familles de structures similaires, meoee des structures dont le
comportement varie a cause du temps ou de phénomer¢sisds.
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1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il existe de neod®s méthodes pour
obtenir une approximation d’une quantité d’intéeréussi’'une solution a une EDP pa-
ramétrable (voir équation (1.56)). Nous les avons rasg#ans deux catégories suivant
les stratégies de résolution sur lesquelles elles siappu ponctuelle ou biprojective.
Au sein d’'une de ces deux catégories, les méthodes patthgaucoup d’avantages et
d’'inconvénients.

Ce chapitre a pour but principal d’'introduire une méthodsédg sur une nouvelle
stratégie reprenant les avantages des stratégies ptlacti biprojective. Nous I'ap-
pelons la méthode élements finis sur algébre polyn@r(@IEFAP). Nous qualifions
d’algébriquela stratégie sur laquelle elle s’appuie.

Ce chapitre se décompose en quatre parties. Tout d’aboud, expliquons les prin-
cipes d’une stratégie algébrique, et plus particulitzset ceux de la MFAP. Ensuite, nous
explicitons comment mettre en ceuvre cette méthode surammr simple avec deux res-
sorts. Apres, nous évaluons ses performances sur égtachmeétrique d’une poutre dont
le matériau est variable. Pour finir, nous comparons P & des méthodes basées sur
des stratégies ponctuelle et biprojective, grace a emgke de liaison a comportement
aléatoire.

2 Principes d’une strategie algebrique

Cette partie explique ce qui nous incite a introduire unveaw type de stratégie pour
la résolution des problemes du type (1.56). Nous donnesiplincipaux avantages et
inconvénients des stratégies ponctuelle et biprojecfuis, nous expliquons comment
est construite la stratégie algébrique pour reprendel@ntages des deux premieres.
Pour finir nous présentons laBFAP, cas particulier de méthode basée sur cette sieatéeg

2.1 Motivations

Une stratégie ponctuelle présente l'avantage d'étmlefaa mettre en ceuvre :
de nombreux codes éléments finis permettent de trouversddgions approchées

{s(8W) |k = 1,...,d5} de I'equation aux dérivées partielles paramétréephe calcul
des coefficientd; de I’approximationfest un simple post-traitement de ces solutions.

Ce post-traitement mathématique fait perdre la dépeselphysique de la grandeur
d'intérét f(0) par rapport 3. La question du choix des poind§? et de la technique de
post-traitement peut alors se révéler trés délicatmsieut trouver une approximatidn
satisfaisante.

Une stratégie biprojective présente I'avantage d’iditiice la dépendance par rapport
aux parametres d’entr@dans le modele numérique. Cependant, elle est difficietire
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en ceuvre, parce qu’elle nécessite de modifier la hedans laquelle est cherchée une ap-
proximation de la solutiog(B). Cet aspect fait que les méthodes basées sur cetteggtratée
sont qualifiees dntrusives

De plus, lorsque le colt de calcul n’est plus linéaire guport a la taille deb, les
temps peuvent vite augmenter.

Nous cherchons a mettre en ceuvre une approche intermgdiane stratégie que
nous appelleronalgébrique Nous conservons la dépendance par rapport aux paranetre
d’entrée de la stratégie biprojective, grace a I'appration de toutes les grandeurs qui
s’expriment en fonction d@ (voir sous-partie 3.4.2 du premier chapitre). Cependanir, p
chercher une solution a I'équation (1.67), nous conse\a basep et obtenons une
approximation de cette solution comme le fait une strat@ginctuelle (voir sous-partie
3.3.2 du premier chapitre) par la résolution d’un systéinéaire du type (1.64).

2.2 Nouvelle approche
2.2.1 Enrichissement des structures akpriques

L'idée centrale d’'une stratégie algébrique est de vhaque grandeur dépendante
des parametres d’entr®comme un scalaire appartenant a un anneau particulier. Pou
ce faire, il est nécessaire de munirAe-moduIe(g",-i—,.), présenté dans la partie 3.2.2
du premier chapitre, d’'une loi interne associativeé afin de lui donner une structure
d’algébre associative sur 'anne&, +, x). Ainsi, (¥, -+, x) est également un anneau.
Cet enrichissement des structures algébriques nous pdifaveir un nouveau point de
vue sur les principes des stratégies ponctuelle et bigtoge

2.2.2 Approximation des grandeurs @pendantes des paramtres d’entrée

La stratégie algébrique reprend les principes de la&gratbiprojective en ce qui
concerne l'approximation des grandeurs dépendantes desnptres d’entrée (voir
sous-partie 3.4.2 du premier chapitre).

Reconsidérons la solution telle qu’elle est expriméesd@auation (1.76), en utilisant
le fait que nous disposons maintenant d’un anne#uy+, x ). En la récrivant :

do de
53 (S an) ¢, e
m=1

k=1

nous la voyons comme appartenant&smodule généré par la bade Ce point de vue
est schématisé sur lad- 2.1.
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FIG. 2.1— Décomposition de la solution pour une stratégie aligéier

2.2.3 Calcul d’'une approximation de la solution

Reconsidérons le probleme tel gu'’il est exprimé daeguation (1.85), en utilisant le
fait que nous disposons maintenant d’un ann@+, x). On peut le réécrire dans le
#-module généré par la basge Il s’agit alors de trouver ledg scalaires de lannead’
vérifiant au mieux :

do /do do
> <Z > s’ “”-9&) Di(9,) =b (2.2)

m=1 \k=1I=1

Ce point de vue sur le probleme est tres similaire a celapte par la stratégie ponc-
tuelle, décrit grace a I'équation (1.61). La base daggiélle est cherchée la solution ne
change pas, seule la structure algébrique des scalaimsdgiee. On peut donc réutiliser
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les méthodes basées sur une stratégie ponctuelle (uosrzartie 3.3.2 du premier cha-
pitre), en remplacant juste 'anneéd par I'anneau?’.

2.2.4 Calcul d'une approximation de la grandeur d’interét

Une fois trouvée I'approximatiosie .# de la solution, on calculer une approximation
de la quantité d’intérét grace a I'applicatiodécrite dans I'equation (1.92).
2.3 Cas patrticulier : algebre polynomiale

Nous introduisons ici un cas particulier d’algebre assia (§,+,., x), celle sur

laquelle est construite la EFAP.

2.3.1 Ensemble des polyimes

NotonsP(ng,nx,K) I'ensemble des polyndmes ew variables de degré maximal
ng & coefficients dans un corg¥, +,.). Par souci de simplicité, quand il n'y aura pas
d’ambiguité, cet ensemble sera nBtdans le reste de cette these. besvariables seront
notéesX = (Xg,...,Xny ). La base :

{Xilx---xxri&(

i1+---+inX<nd} (2.3)
permet de générer cet ensemble. Un polyn@meP peut donc étre écrit sous la forme :

P=3 PX'= 3 Py Xa X X Xl (2.4)

i<ng i1+ +ny <ng

2.3.2 Lois sur les polyiomes

Pour(p,q) € P?:

p=5 pxt.g= Y gX! (2.5)
i<ng i<ng
notons 4’ la loi : .
p+a= ) (p+aX (2.6)
i<ng
et'x'laloi:
pxa=5 | 5 pagp|X (2.7)

ouZ; estl'ensemble :

2= {(Q,E)’VSG{1,---,nx},as+[3s:is} (2.8)
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(P,+, x) a alors les propriétés requises pour étre un anneau.

De plus, si nous nous donnons un scal&ieeK et que nous notons'la loi externe :

kp=Y (kp)X! (2.9)

i<ng

(P,+,., x) aalors les propriétés pour étre une algébre assoeistivle corp.

2.3.3 Division des polydmes

Nous mettons ici en évidence qUR, +, x ) n'est pas un corps. En effet, un élément a
un inverse pour I'opérationx’ si et seulement si son terme constant est non nul. Notons
P~ le sous-ensemble des éléments de I'ensefitd@i ont un inverse pour I'opération
'x". Nous montrons ici qué&~ # P — {05}, ou Op est I'élément neutre pour I'opération
n

Soitp € P. On peut trouveq € P tel que :

pxq= <.Z pixi> X <,Z q&) =1y (2.10)

(ou 1p est I'elément neutre pour I'opération) quand :

! sii=(0,...,0)
P(o....,0)

a=9 -1 , (2.11)

ou X est 'ensemble :

Z{:{(g,g)’(g,g)eZietg;«é(O,...,O)} (2.12)

En d’autres termes, un tel polyndmexiste si et seulement gj
cas, nous noterorgg= 1p - p.

0) # 0. Dans un tel

77777

3 Exemple de mise en ceuvre

La partie précédente étant assez formelle, nous chesdaba expliciter la MEFAP.
Nous la mettons donc en ceuvre sur un exemple simple. Nousigsans un probleme de
ressorts, car 'ensemble de discrétisat$oou chercher une approximation de la solution
S(8) est le méme que I'ensemble de recher8hé’écriture de la mise en ceuvre s’en

trouve alors grandement simplifiée.
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Fic. 2.2— Deux ressorts

3.1 Présentation de I'exemple

Nous considérons un assemblage en série de deux ressfiigncés par des
parametres d’entré@ et soumis a un effortf (voir FIG. 2.2). Nous y appliquerons
la MEFAP pour traiter deux problémes, dans lesquels la grandéntérét est le
déplacement(0).

Dans le premier probleme, les deux raidekrstk, sont déterministes et paramétrées
de la fagon suivante :

ka(8) = ki” (1+61) et ka(8) = ki (1+61) (2.13)

Dans le deuxiéme probleme, elles ont un comportemeataifée et sont modélisées a
I'aide de deux variables aléatoiréset &, telles que :

ki(8) = k¥ (1+81(8)) et ko(8) = Ky (1+E2(8)) (2.14)

Dans les deux cas, nous récrivons ces raideurs 8gms2, R) sous la forme :

ki(X) = K (1+X0) et ka(X) = k5" (1+X) (2.15)

3.2 Mise enéquation

Les deux problemes peuvent étre mis en équation de laemnéamiere. Ils consistent
a trouver un couple de déplaceméni(8),ux(8)) € R? = § = § vérifiant le systéme
linéaires d’équations :

k1(8)us — ko(8) (U2(8) — ua(8)) =0 (2.16)
k2(8)(u2(8) —u1(6)) = f '
Il peut se récrire matriciellement. Dans le cadre de BRAP, cela donne :
01X+ (1+%) (1) | [moax) ] o]
k% (14 %) KP(14%) | | ua(Xe, %) f
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3.3 Resolution

La résolution de ce probleme nous donne la solution :

w® =t
PR 219
2 T (0) ka(8)
Avec les notations de la EFAP, cette solution s'écrit :
u(X)=f -+ <k§)(1+X1>)
_ ) ) . (W0 0) (2.19)
() = £ (K(14X0) +7(14%)) + (K2 (14+X) x K (14 %) )

Lors de la résolution du systeme linéaire (2.17) suivantlgorithme au choix, les
opérations élementaires permettant d’obtenir la smiu2.19) sont effectuées en suivant
les définitions données par les équations (2.6), (2.@.2&1). Lorsque le degn&; vaut 2,
nous obtenons comme solution :

f f f o,
U1 (Xg, X2) = 0 WXH_ le
- S f f (2.20)
Up(Xg,X2) = —= + —— — —=<Xg + —XZ — —Xo 4+ —— X2
k§0) k§O) k50) k50) 1 kéo) kéo) 2

3.4 Evaluation de la grandeur d'intérét

Dans le cadre de I'analyse multivariable, pour connaithepression de I'approxi-
mationu; de la fonctionu, : 8 — up(0) par la MEFAP, il faut substitueX par 8 dans
I'expression deu(X). Dans cet exemple, nous constatons que BFMP nous donne
un développement limité a I'ordre 2 de la solution. Cetais permet de nous faire une
bonne idée de la qualité de I'approximation.

Dans le cadre stochastique, pour connaitre I'expressidajpproximatioru; de la va-
riable aléatoires; : 6 — up(0) par la MEFAP, il faut substitueK = (X3, X2) par(§1,§2)
dans I'expression dex(X).

3.5 Cas des exemples plus complexes

Afin de pouvoir mettre en ceuvre laBFAP sur des exemples plus complexes, nous
avons utilisé la plateforme logicielle LMT++. Pour mergebien nos travaux, nos avons
développé du code C++ qui a été intégré a cette platef. Nos apports sont détailles
dans I'annexe B.
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Fic. 2.3— Poutre

4  Application a I'analyse multivariable

Maintenant que nous avons vu comment fonctionne EFIP, nous cherchons dans
cette partie & évaluer ses performances. Nous applidadd&FAP & une analyse mul-
tivariable, ce qui peut servir par exemple dans le cadre dalage paramétrique. Nous
prenons pour exemple un calcul de poutre en statique, awegrdadeurs matériaux va-
riables. Cet exemple, méme s'il est simple, se veut reptasif d'un assemblage de plu-
sieurs structures mal connues. Cela nous permet de tirerodetusions sur le temps et
la qualité des calculs de laBFAP.

4.1 Présentation de I'exemple
4.1.1 Presentation de la structureétudiee

Nous nous intéressons a une poutre en aluminium, hg&ée isotrope, a section
constante, dont une extrémité est encastrée et I'aotraise a un effor (voir FIG. 2.3).
Les modules d’Young et de cisaillement de cette poutre sdhtencés par quatre pa-
rametres d’entré@. Elle est divisée en quatre morceaux de longueurs égatéssgjuels
le module d’Young et le module de cisaillement sont constaRbur cet exemple, la
grandeur d'intérét est la fleche en bout de poutf®)(L). La MEFAP va nous permettre
d’obtenir une approximatiow, de la fonctionw : 8 — w(8)(L).

4.1.2 Mocklisation

La théorie des poutres de Timoshenko [Timoshenko 32] pedeemodéliser ce
probléeme comme la recherche d’un couple de chafp= (w(8),3(8)) ouw représente
le déplacement suivaamtet 3 la rotation autour dg.
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Pour notre probleme, la solution doit vérifier les coratis cinématiques :

w(8)(0) =0 (2.21)
B(®)(0)=0 (2.22)
les equations d’équilibre :
oT®) .\ _
5 X =0 ™eQ (2.23)
al\g)((g) X)—T(O)(x)=0 VYxeQ (2.24)
TO)(L)=F (2.25)
M(8)(L) =0 (2.26)

ou T(0) est I'effort tranchant e (8) est le moment flechissant, et les relations de com-
portement :

T(O)(X) = G(B)(x) .ab <B(Q) 00+ 249 <x>) WxeQ (2.27)
3
M(8)(x) — E(8) (x).%’.af;x@ (X ¥xeQ (2.28)

ou E(B)(x) est le module d’Young &5(0)(x) le module de cisaillement.

Nous traitons deux exemples. Dans le premier, le modulesdglleimentG(0)(x) =
Go = 26 GPa reste constant et le module d’Young est défini par :

Eo(1+61) sixe [0%]
_JEo1re) sixe k5] _
E(B)(x) = Eo(1+ 8s) sixe[%,%[ avecEkg =70 GPa (2.29)
Eo(1+64) sixe [3L]

Dans le deuxieme exemple, le module d’Yousi@®)(x) = Eg reste constant et le module
de cisaillement est mis sous la forme :

G(B)(x) = (2.30)

o
N N N N
=
D
W
S— N N
2
X
m
————
WNIrF N
()
r
—

"j||- S
—
L—
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4.1.3 Ensembles d’approximation

Pour construire 'ensemble d’approximatiéi nous utilisonsP(ng,4,R) en faisant
plusieurs tests avec le degng variant entre 0 et 8. Dans le premier exemple, cela nous
ameéne a prendre comme module dYoung :

Eo(1+X1) sixe[0,%]
Eo(1+X2) sixe [§,5]

E(X) = _ C e (2.31)
Eo(1+X3) sixe [5,5]
Eo(1+Xs) sixe[3L]

et dans le deuxieme exemple, le module de cisaillemenedevi

Go(1+X1) sixe [0,%]
Go(1+Xo) sixe L,L

G(x) = ( ) s [‘L‘ gL[ (2.32)
Go(1+Xs) sixe [5, 3]
Go(1+Xs) sixe [3L|

Pour construire I'ensemble de discrétisatign nous utilisons les éléements finis
poutres mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batgz 90

4.2 Resultats
4.2.1 Etude des temps de calcul

La figure HG. 2.4 nous donne le temps de calcul utilisateen fonction du degrég,
qui est similaire pour les deux exemples. Les calculs aneffectués sur un processeur
dual core 2 GHz avec 512 Mo de RAM. La figureck 2.5 nous permet d’apprécier la

perte de temps :
_ t(nq)
p(ng) =log (W) (2.33)

par rapport a un calcul sans parametres, c’est-a-deergv= 0.

4.2.2 Etude de la qualité de I'approximation

Pour tester la qualitt de la BFAP, I'approximation de la quantite d'interét
w8 — w(B)(L) a été évaluée pour differentes valeurs des paramétaentrée
0. Ces valeurs ont été obtenues par des tirages aléasoirent une loi uniforme, dans
des intervalles du typg-10",10" avec I'entiern € [—4,0]. Elles sont détaillées dans
'annexe A.
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FIG. 2.5— Perte de temps en fonction du degré
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Pour chacune de ces valeurs, nous avons estimé la quali@pgroximation par la
quantité :

(2.34)

q(8) = log

ou Wet est la fleche en bout de poutre, obtenue avec un calcul efedansR (en
remplacant le module d’Young par sa valeur dans I'equa{@®.29) dans le premier
exemple, et le module de cisaillement par sa valeur dansubeé&tae exemple).

Les figures FG.2.6 (relative au premier exemple) etcR2.7 (relative au deuxieme
exemple), montrent les variations de la quatjté) en fonction du degrgq et des valeurs
des parametres d’entr@eElles mettent en avant plusieurs choses :

— les niveaux d’erreur dépendent fortement de la grandenurée,

— les niveaux de qualité baissent quand les valeurs desptnes d’entrée s’é€loignent

de O,

— pour chaque jeu de parametres, il existe un degré audiejuel la qualité ne

s’améliore plus,

— ce degré critique est d'autant plus grand que les valeasspdrametres sont

éloignées de 0.

Ces conclusions amenent & s'intéresser aux rapportgéjpeax —q(8)(nq) — p(ng)
des calculs, montrés sur les figuras F2.8 (relative au premier exemple) at-2.9 (re-
lative au deuxieme exemple). Pour les valeurs ou nous ssmnonté suffisamment haut
en degré pour atteindre le degré critique, nous voyonis@xiste un rapport qualité/prix
optimal. De plus, cet optimum est atteint pour le degréguré.

5 Application au calcul de structures akatoires

Dans cette partie, nous comparons les performances destratégies (ponctuelle,
biprojective et algébrique) sur un calcul de poutre avetliaison aléatoire. Cet exemple,
méme s'il est simple, se veut représentatif d'une stmechossédant une liaison dont le
comportement est incertain. Nous y montrons égalementvamtage de la MFAP : en
réeutilisant les résultats de calculs déja effectunesis pouvons calculer a moindre colt
une nouvelle variable aléatoire d’intérét.

5.1 Préesentation de I'exemple
5.1.1 Pesentation de la structureétudiee

Nous nous intéressons a une poutre en aluminium, honegogsotrope, a section
constante. Sa liaison élastique avec le bati a un compertealéatoire. Son extremité est
soumise a un effoff = 0,1 N (voir FIG. 2.10). Pour cet exemple, la grandeur d’intérét
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Fic. 2.10— Poutre et sa liaison avec le bati

est la flechav(8)(L) & I'endroit ol est appliqué I'effo. La MEFAP va nous permettre
d’obtenir une approximatiow, de la variable aléatoire : 6 — w(8)(L).

5.1.2 Mocklisation

Le comportement des poutres est modélisée par la théeridgimoshenko (voir
équations (2.21) a (2.28)). Le comportement de la liasstrmodeélisé par deux raideurs
(en déplacement et en rotation) aléatoires indépepdant

T(6)(0) =k"(8).w(6)(0) (2.35)

M(8)(0) = kP(8).B(8)(0) (2.36)

Nous modélisons ces raideurs grace a un couple indapetgt,&P) de variables
aléatoires gaussiennes centrées réduites :

k"(8) = kg (1+0&"(8)) avecky = 10 N/m (2.37)
kB (8) = kB (1+ 5¢P(8)) aveck? = 0,1 N.m/rad (2.38)

avecd =0,1.

5.1.3 Approximations

Pour construire I'ensemble de discr'etisatign nous utilisons les éléments finis
poutres mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batz 90

Pour les stratégies ponctuelle et biprojective, noussotis le chaos polynomial
a l'ordre ng comme ensemble d’approximatich Pour la stratégie algébrique, nous
utilisonsP(ng,2,R). Nous avons testé ces stratégies aygeariant entre 1 et 6.
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Comme stratégie ponctuelle, nous choisissons la métktstaents finis stochas-
tiqgue non intrusive présentée dans la partie 5.2.4 duitkah Nous faisonslg calculs
déterministes avec des réalisations(& &P) correspondant aux racines des polyndmes
de Hermite, comme il est conseillé dans [Webster 96]. Noasituisons ensuite une sur-
face de réponse par une minimisation au sens des moindrés.cous notonw,(_p) la
variable aléatoire d’'intérét obtenue par cette méghod

Comme stratégie biprojective, nous choisissons la niitlkdes éléments finis stochas-
tigue présentée dans la partie 5.2.4 du chapitre 1. Nolmsw,(_b), la variable aléatoire
d’intérét obtenue par cette méthode.

Comme stratégie algébrique, nous avons utilisé EFP en posant :

KY=KY(1+3%) et KB=KB(1+8%y) (2.39)

A la fin du calcul, la variable aléatoire d’int'ev@ﬁa) est obtenue en évaluant la fleche en
bout de poutrev(X)(L) pourX = (§W, &),

5.2 Résultats comparatifs
5.2.1 Temps de calculs

La figure RG. 2.11 nous donne les temps de calcul utilisat&rt(P, t(® (respecti-
vement des stratégies algébrique, ponctuelle et bigtie@ en fonction du degnéy. Les
calculs ont été effectués sur un processeur dual core2a&selc 512 Mo de RAM. Nous
constatons que la stratégie biprojective, dont la tadldadbase de recherche dépend du
degré, a des colits qui augmentent plus vite que les deresaitatégies. Nous constatons
gue la stratégie algébrique est plus lente que la simfiEctuelle et plus rapide que la
stratégie biprojective.

5.2.2 Qualites

Pour pouvoir comparer les qualités des differenteségjras, nous construisons les
quantités :

E((W? (ng) — Wre)?)

o (ng) = W) (2.40)
(p)

qP(ng) = E(((WLpE((ndr)ef—)Wref) ) (2.41)

o) (ng) — B (ne) —wier)?) 2.42)

ou Wt = w(l_b)(lo) et E(z) est l'espérance de la variable aléatoire (voir

équation (1.125)).
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FIG. 2.12— Comparaison des qualités des 3 stratégies
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Fic. 2.13— Vérification de la réutilisation des calculs

Sur la figure FG. 2.12, nous voyons que la stratéegie ponctuelle, qui conda
dépendance a la réalisati@ra posteriorj est de bien moins bonne qualité que les deux
stratégies propageant cette dépendance. Il y a un |&geatage pour la stratégie bipro-
jective, mais il est plus faible que I'avantage en colt d&tlatégie algébrique.

5.2.3 FReutilisation des calculs

Nous cherchons ici a réutiliser le résultatX)(L) en I'évaluant en un autre point
que (§W,&P). Soit €P la variable aléatoire uniforme centrée réduite. Nousnavtracé
la fonction densité de probabilité de la variable al@atov(E",eP)(L) sur la figure
FIG. 2.13.
Pour vérifier la pertinence de ce calcul, nous avons atilis¢ méthode de Monte-Carlo
avec 100 000 tirages d&",&P) avec les calculs de structures déterministes correspon-
dants. Le résultat est reporté sur la méme figure et vigidalcul fait avec la NEFAP.

Les méthodes éléments finis stochastiques que nous engieyées pour I'obtention
de la variable aléatoira(£W, £P)(L) ne sont pas congues pour le calcuhdé",?)(L).
En effet, elles sont faites pour des variables aléatoia@sgjennes. On aurait pu utiliser
des méthodes basées sur le chaos polynomial géreefiis 02] pour contourner cet
obstacle. Cependant, il aurait quand méme fallu recomerdaccalcul depuis le début,
car la projection des raideuk¥'(8) et kP(8) sur le chaos polynomial généralisé aurait
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changeé.
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6 Conclusion

La MEFAP est une méthode qui utilise une stratégie algébrie reprend donc les
avantages des méthodes basées sur une stratégie tligegjeotamment la propagation
de la dépendance aux parametres d’enfie&lle partage également les forces des
méthodes basées sur une stratégie ponctuelle commadareation de la baseé dans
laquelle est cherchée une approximation de la sol&ién

Nous avons comparé les performances de EBFIMP avec deux méthodes élements
finis stochastiques, I'une suivant une stratégie ponletwll'autre version utilisant une
stratégie biprojective. Pour tous les tests réalisés da& chapitre, nous avons utilisé
un exemple académique certes, mais pertinent en terme delenet aussi en terme
de taille pour des applications de controle actif. Nousovsysur ces exemples qu’en
terme de qualité la ®FAP est quasiment aussi efficace qu'une méthode basamsur
stratégie biprojective, tout en ayant des avantages sutelaps de calculs. Comparée
a une méthode reposant sur une stratégie ponctuekeesticertes plus coliteuse mais
offre des résultats de bien meilleure qualité.

Ce chapitre met également en lumiere la facilite deiligation d'un calcul fait avec
la MEFAP ainsi que la pertinence de I'approche, notamment dacedre stochastique.

Comme de nombreuses autres méthodes d’approximatioresumcbnvénients de la
MEFAP est que nous ne pouvons pas connaitre, pour l'inseadégre qu'il faut choisir
au début du calcul pour avoir une marge d’erreur souhaités exemples développés
dans ce travail nous donnent cependant des bonnes indis&tio le choix a faire. Des
travaux plus approfondis permettront sans doute de migpandre a cette question. On
peut également imaginer de tester la qualité d’un rasalposteriori en envisageant de
développer un estimateur d’erreur.

Dans la suite de ce travail, nous mettons en ceuvre E&MP pour résoudre des
problemes plus complexes que ceux abordés dans ce ehdjwirs I'utilisons notamment
pour le recalage de modeles en la comparant avec une neéltfas@e sur une stratégie
ponctuelle. Nous nous en servons aussi pour recaler & neaindt des familles de struc-
tures similaires, ou encore des structures dont le compertevarie a cause du temps ou
de phénomenes aléatoires.
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1 Introduction

Pour faire du contrdle actif de structures, il est nédessd’avoir un modele
numeérique pertinent lors de la phase de réflexion. On pebtenir par recalage d’'un
modele initial, en se basant par exemple sur 'TERCM priggedans la partie 2.3 du pre-
mier chapitre.

Ce chapitre-ci a pour but principal I'étude comparativedéeix stratégies de mise
en ceuvre de ce type de recalage. Nous l'avons testé darisypfugas : en suivant
une stratégie ponctuelle ou algébrique, avec des mesuragées ou réelles, sur des
structures mécaniques classiques ou piézoélectriqieedgernier cas permet de prendre
en compte la présence des capteurs et actionneurs [@éz@pies nécessaires au
contrdle actif.

Ce chapitre se décompose en trois parties. Pour commermes, présentons deux
algorithmes de recalage basé sur 'TERCM, I'un s’appuyantusie stratégie ponctuelle
et 'autre sur une stratégie algébrique. Ensuite, nouspawons ces deux stratégies en
prenant pour exemple une structure piézoélectrique laaurelle nous avons simulé des
mesures. Enfin, nous appliquons |EMAP au recalage de parametres matériaux d'une
structure réelle.

2 Algorithmes de recalage

Quand on souhaite faire du recalage de modeles en suivastiategie ponctuelle ou
algébrique, la marche a suivre n’est pas la méme. Cettee pmésente deux algorithmes
de recalage basé sur 'TERCM.

2.1 Algorithme de recalage suivant une stratgie ponctuelle

Comme toutes les fonctions objectifs des méthodes deageaxistantes, I'erreur
sizw(g) (voir équation (1.52)) a des sensibilites differerdeshacun des parameétres. Plus
leur nombreny est grand, plus la disparité de ces sensibilités risqaegihenter.

Il est alors préférable de recaler sur un petit nonmyede parametres judicieusement
choisis. Ce choix est appedape de localisatiodans [Chouaki 97] et [Deraemaeker 01].
On cherche alors le minimum de 'ERCM maodifiee sur ce jeu deupatres restreint,
ce qu’'on appelleetape de correctionUne fois le minimum atteint, on peut refaire une
nouvelle étape de localisation puis de correction. Oninastainsi jusqu’a convergence.
Cet algorithme est décrit sur la figured: 3.1.

Quand la structure peut etre découpée en plusieursmusines2; aQn,,, on définit
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@alisation desny par@
|

Calcul ponctuel de I'erreur

Fin du recalage Y<— oui— Critére d’arrét ?

non
|
Localisation : choix deo. parametre

192}

4 )

Correction de®,c parametre

I

Calcul ponctuel de I'erreur

|
Critere d’arrét ? — non—’
1 J

oul

192}

FiG. 3.1- Algorithme de recalage suivant une stratégie ponctuelle

une erreur par sous-structure :

& (s0) = sup (1Y) [ [ (Fe—La) (0)— 0(E)) deck
1€[0,T] Q|

[ ] Tr](e®)c-00)4) (£00). - 00)) )| dxct
+r [u@ -ud e GO

pouri =1,...,nq qui differe de I'erreur globale (voir équation (1.29)¥ypa seul fait que
I'intégrale spatiale se limite & une seule sous-strectur

De la méme maniere qu’on a défini une erreur normalisearsel plage de frequence
sizw (voir équation (1.52)), on définit une erreur normalis@eune plage de frequence par

sous-structuref , pouri=1,...,nq.

Dans I'étape de localisation, on choisit commg. parameétres a recaler ceux cor-
respondant aux sous-structu@g. dont I'erreur est la plus élevée. Il est suggéré dans
[Chouaki 97] et [Deraemaeker 01] de choisir celles dontd'er vérifie :

g2 0. (8)=8 sup € (0 (3.2)

i=1,....,ng

avecd =0, 8.
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@saﬁon deqy gr@

4 N\

Calcul de I'erreur approchée

I

Minimisation de I'erreur approchée

I

Critere d’arrét ? — non—’

oui
¥

Fin du recalage

FIG. 3.2— Algorithme de recalage suivant une stratégie algébriqu

2.2 Algorithme de recalage avec la NEFAP

Etant donné que le but du recalage est de trouver les paesfieéninimisant I'erreur
e (8) (voir équation (1.52)), la MFAP sied & ce genre de probleme. En effet, elle

permet de construire une approximatkf“r] de I’erreurslzw 60— slzw(g) qui pourra étre
évaluée a moindre codt.

Nous écrivons donc toutes les grandeurs dépendant demetes d’entré@ dans
des ensembles isomorphesPaC’est notamment le cas de i& grandeur a recalez;
paramétrable sous la forme :

7(0)=2"(1+8) (3.3)

ou zi(o) est une estimation initiale. Dans le cadre de BMAP, elle se retrouve &crite sous
la forme :
z(X) =2 (1+X) (3.4)

En résolvant le systeme linéaire (1.39) a coefficiensmsdP, et en utilisant les
équations (1.35) et (1.52), nous obtenons une premigreession de I’erreuel(g) (X)
dans®.

Nous cherchons ensuite a minimiser cette approximatienrninimum local le plus
proche d€0,...,0) est calculé et le point ou il est atteint est apr@fé. Nous récrivons
alors lai® grandeur a recaler sous la forme :

z(X) =2 (14 %) =2 (1+6(Y) (14 %) (3.5)

Nous continuons ainsi jusqu’a convergence. Cet algoetlest décrit sur la figure
FiG. 3.2.
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| Champs mécaniques | Champs électriques |
Déplacement u Potentiel electrique ¢
Déformation 2 = grad(u) + grad(u)’ Champ électrique e = —grad(¢)
Contrainte o Déplacement électriqued

TAB. 3.1— Champs d’'un matériau piézoélectrique

3 Recalage d’une structure pezcelectrique

Apres avoir expliqgué comment appliquer une stratégiacheelle et une stratégie
algébrique au recalage basé sur 'TERCM, nous comparons cktte partie leurs per-
formances respectives. Nous prenons pour exemple undwstyzézoélectrique pour
laguelle nous avons simulé un essai en modifiant ses eaisimjues de raideur et d’amor-
tissement. Pour ce faire, nous avons introduit des él&sni@ms piézoélectriques 1D
décrits ci-dessous et validés par un calcul 3D fait avdodeiel Abaqus.

3.1 Piezeelectricite

Nous expliquons dans cette sous-partie ce qu’est la piéewicité, comment elle peut
étre modélisée et mise en équation pour un traitememénigue.

3.1.1 Mocklisation thermodynamique

Un matériau est dit piézoélectrique quand il se polagisetriquement sous charge-
ment mécanique et inversement quand il se déforme sati®bed’un champ électrique.
Traditionnellement (voir [Ikeda 90] par exemple), on mitte ce phénomeéne en s’ap-
puyant sur la définition de plusieurs champs (vaieT 3.1).

Pour un milieu piézoélectrique 3D, le premier et le secpnidcipe de la thermody-
namique permettent d’obtenir des relations de comporteerdre ces champs :

3 3 3
gij = > > K — > Euijex (3.6)

e =1

3 3 3

di = ZEikI &+ ) Eik& (3.7)

kZu: kzl

pour (i, j) € {1,2,3}? et avec les relations de symétrie :

Kijki = Kijik = Kjiki = Kuiij (3.8)
Eijk = Eikj (3.9)

&jj = &jj (3.10)
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pour (i, j,k,1) € {1,2,3}*. Les tenseurs intervenant dans ces relations sont apigelés
tenseur élastiqu, le tenseur piézoélectriqieet le tenseur diélectrique

Des relations de symétrie du matériau piézoélectripeemettent de simplifier
I'expression des tenseurs. Par exemple, une céramiquedeZ3tructure hexagonale
symeétrique, polarisée suivant la direction 3, est iquéroransverse. En utilisant les no-
tations de \Voigt, il est montré dans [Ikeda 90] que cesimatdeviennent :

[ 01 i [ k11 k12 k13 0 0 0 0 0 —E31 1T €1 i
O2 k12 kll k13 0 0 0 0 0 —E31 1%
03 k13 k13 k33 0 0 0 0 0 —E33 €3
04 0 0 0 k4 0 0 0 —Eo4 0 €4
O5 | = 0 0 0 0 ki O | —Ess 0 0 &5 (3.11)
Og O O 0 O 0 kegs| O 0 0 €6
dr 0O 0 O O Ejs O &g O 0 E1
d2 0 0 0 Exs O 0 0 €11 0 E>
i d3 ] L E31 E31 E3 O 0 0 0 0 €3 | L Es ]
avecksg = @

3.1.2 ProbEme de Eférence pezcelectrique

Nous considérons une structure visco-élasto-pienntétjueQ. Elle vibre pendant un
intervalle de tempf0, T]. Nous lui imposons les conditions aux limites suivantes :
— un déplacemeniy est imposé sur une parigQ de sa frontiere,
— un potentiel électriqugqy estimposé sur une paridgQ de sa frontiere,
— une densité surfacique de for€g est imposée sur une parbeQ de sa frontiere,
— une charge électrique surfacioqQg est imposée sur une parbgQ de sa frontiere,
— une densité volumique de forcﬁg est imposée sur tout le milie®,
— une charge €électrique volumiqgg est imposée sur tout le milie.
Les conditions initiales en déplacement et en vitessersspectivemen, et V.

Nous cherchons a trouver une solut&@r t) = (g()_(,t),cp(x t),a(xt), F()_(,t),Q()_(,t))
vérifiant les équations de liaison :

Uga = Yy (3.12)
¢9,0 = ¢d (3.13)
U—o = Yo (3.14)

Ut—0 = Vo (3.15)
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les equations d’équilibre :

divo+f, =T (3.16)
divd = qq (3.17)
0N = Fq (3.18)
dnizeq = Qa (3.19)
et les relations de comportement :
0 =Kg(u)+De(u) —Ee(¢) (3.20)
d=Eg(u) +ee(0) (3.21)
r= EQ (3.22)

3.1.3 Formulation variationnelle piezclectrique

Afin de pouvoir construire plus facilement un espace de éisationS ou rechercher
une solution approchée, on peut récrire le probleme rene® cinématiques uniquement.
Le probleme de référence piézoélectrique revienbaver un coupléu, ¢) € S tel que :

s e e o
avec :

m: (Y,v) — | plvdv (3.24)

a: @y — [ 7| (Ke(w + D)) 0| v (3.25)

b:(u,¢)— | E&(U)&¢)dv (3.26)

c: (0.4) — [ celd).eW)ov 327)

K: (V) / vav+ | Favds (3.28)

o) H/quq)d\m/%gcgdq;ds (3.29)

et$®={(u,¢) €S |Ugo =0, d3,0 =0}

3.2 Cas d’'une poutre sandwich

Dans cette sous-partie, nous nous intéressons au casupartd’une poutre sand-
wich. Nous introduisons une formulation variationnelle @, contrairement a l'usage
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2

Fic. 3.3— Poutre avecdwich

[Trindade 00, Maurini 06, Bruant 99], est écrite avant Iscdetisation du potentiel

électrique. Nous testons les élements finis qui en déobyar comparaison avec les
eléments 3D piézoélectriques d’Abaqus [Hibbitt 09)j ge propose pas d’élément fini
piézoélectrique 1D. La comparaison a été faite seutérsar un calcul statique, car
la piezoélectricité n’affecte pas (ou extremement)delcomportement dynamique des
matériaux.

3.2.1 CGeométrie

Nous considérons une poutre sandwich constituéendeouches planes (voir
FiG. 3.3). Elles sont soit purement visco-€élastiguesqouches), soit piézoélectriques
(np couches). La poutre est symétrique par rapport au plagudtony = 0. Les
couches piézoélectriques sont polarisées suivantéatinz et leurs faces inférieures et
supérieures sont recouvertes d’'une électrode.

Nous adoptons une modélisation continue desouches de la poutre. Nous notons
KD, ED, ) etpl) les tenseurs définissant les relations de comportemeai®ieduche

de 'empilement. Nous notor8 (x) la section droite de |& couche de I'empilement (&
I'abscissex), etz l'altitude de sa face supérieure. Nous appellankaltitude de la face
inferieure de la couche la plus basse.

3.2.2 Hypotheses ciématiques etélectriques

ne
Nous faisons I'hypothése que toute section dr8ite = US(')(X) est animée d’'un
i=1

1=
mouvement de corps rigide. Le déplacement de tout [poi@S(x) est donc donné par la
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relation :

u(Pt) = u(x,t) + B(xt) AGP (3.30)

ouu(x,t) est le déplacement du poi@} intersection d&(x) avec la ligne moyenne de la
poutre, e est la rotation d&(x).

Compte tenu de la symétrie par rapport au plan d’équatier0, les vecteursi(x,t)
etB(xt) sont de la forme :

u(x,t) 0
uxt)=| 0 |, B=| Bxt) (3.31)
w(X,t) 0

ouu est le déplacement longitudinal G w le déplacement vertical dg et 3 la rotation
de la section autour de I'ax&, y).

La relation (3.30) peut donc se récrire :

u(x,t) + zB(x,t)
uPt) = 0 (3.32)
w(X,t)

Nous considérons que chaque électrode est une surfadpoéntielle. Cette
indépendance du potentiel par rappoxtet ay est généralisée a I'ensemble de la couche
piézoélectrique. Le potentiel de tout pohe S(x) s'écrit donc :

o(Pt)=0(zt) (3.33)
Contrairement a I'usage [Trindade 00, Maurini 06, Bruadyt @ous ne faisons pas I'hy-

pothése supplémentaire que ce champ est linéaire ouajicace ere.

3.2.3 Formulation variationnelle de la poutre sandwich

Sous les hypotheses (3.32) et (3.33), les fonctions (2128)29) intervenant dans la
formulation variationnelle deviennent :
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L_ o . _ .
m: (U, u) — /0 pSUU" + S + PIRB* + PSZB + u®) dx

a:(u

==

c: (6,07) M/Z:“e_sqxzqnj;dz

L - _ - _ _
k: (u) M/o fxu+ fw+ fyzBdx+ [qu—i— Fw+ FXZB} x=L T

n N
6)— [ b 2+ Qud(a)

avec :

p_SZX»—>iZ\/
p—Sz:xHiZl/
a:XHi;/s(i)(x) p(

dydz
pzdydz

i)zzdydz

G—s:xMiZl/

f_X:XD—>/ fq, dydz

S(x)

f_z : XH/ fd3dde
S(x)

KZ:XD—>/ fq,zdydz
S(x)

q :ZH/ 0¢dS= q4S(2)
S2)

<

ouL(X,Z) estlaligne d’équatioiix,z) =

EY:(X,2)— / eV dz
(%,2) i; Lz 3
Nc .
€S:z— / e} dxdy
i; 2) %

(3.34)

L— —_ —_—
U)o /0 ESuy+ ETB B+ ESAUBY +Bx+UY)
+G—3W7X\fo + BB* + W,XB* + B\fo) dx
L pzn o
b: (u,9) H/ / &Y Uxd 5+ BY Bxd o dzclx
0 Jzg

(3.35)

(3.36)

(3.37)

[Fu+Fw+FaB],_,

(3.38)
(3.39)
ES: xﬁﬁzl / ki) dydz  (3.40)
|
ESz x+— Z/ 1111zdydz (3.41)
i
ET:x— / KO 2dydz  (3.42)
i; S')(x) 11171
1313dydz (3.43)
(3.44)
(3.45)
Ex:x|—>/S<)Fd1dydz (3.46)
X
EZXH/S()ngdde (3.47)
X
?z:x»—>/S<)Fdlzdydz (3.48)
X
Q2 /S( , QadS=Qis(2) (3.49)

(X,Z) etS(y) est le plan d’équatiog =Y.
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A
y
X d
ys
b
A a 4
C
I I;Q:[O’L]
x=0 x=L

FiGc. 3.4— Poutre instrumentée

| Paramétrd Valeur |
Module d’Young| 70 GPa
Module de cisaillement 26 GPa
Masse volumique 2700 kg/n?
Amortissement en traction-compressipfl,7 MPa.s
Amortissement en cisaillement0,26 MPa.s

TAB. 3.2— Propriétés matériaux de la poutre

3.2.4 Comparaison avec deslements 3D

Nous considérons une poutre en aluminium homogene @atmstrumentée avec un
actionneur et un capteur piézoélectrique (vaie F3.4). Tous les deux sont homogenes
isotropes transverses suivant la directioies propriétés matériaux sont données dans
le tableau RB. 3.2 pour la poutre et dans le tableanBT 3.3 pour les composants
piézoélectriques. Les dimensions de la structure somhé&es dans le tableawd. 3.4.
Nous faisons fléchir la poutre en imposant une differere@atentiel de—1 V sur la
céramique PZT actionneur. Nous nous intéressons adheflen bout de poutre et a la
difference de potentiel sur le capteur.

Pour construire la partie mécanique de I'espace de disations, nous utilisons les
éléments finis poutres mixtes linéaires (PML) préssrdans [Batoz 90]. Pour la partie
électrique, nous nous donnons 1 degré de liberté parheop&zoélectrique et nous
supposons que le potentiel électrique est linéaire en

Pour valider cette discrétisation, nous utilisons Abacusme référence. Le calcul
Abaqus a été fait en 3D car son code ne possede pas @ptémpiézoélectriques 1D. Dix
éléments ont été mis dans le sens de I'épaisseur deutagpo

La déformée de la poutre est visible sur la figure.R3.5. La fleche en bout de poutre
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Paramétre Valeur |

Module d’Young dans la directiox | 127 GPa
Module de cisaillement dans la directigiz | 22,9 GPa
Constante piézoélectrique dans les directioas -6,62 kg/nt
Constante diélectrique dans la direction 127.10 F/m
Masse volumique 7 500 kg/n?
Amortissement en traction-compression dans la directip,5 MPa.s
Amortissement en cisaillement les directions | 0,5 MPa.s

TAB. 3.3— Propriétés matériaux des composants piézoeleetsiq

| Nom | Dimension|

L | 1000 mm
al5mm

b| 10 mm

c| 10 mm

d| 20 mm

e| 1mm

TAB. 3.4— Dimensions de la structure piézoélectrique

vaut 1,07.1¢ m. La difference de potentiel sur le capteur vaut 3,0%.Y0

Notre espace de discrétisatiéhdonne des résultats proches (voiiGF 3.6). La
fleche en bout de poutre vaut 1,1686. La difference de potentiel sur le capteur vaut
3,50.107 V.

Méme s’ils ne sont pas suffisamment grands pour invalidéeenoodélisation, les
écarts avec les résultats d’Abaqus existent. Nous pemgails sont principalement dus
aux effets mécaniques 3D (notamment les effets de bordesufaktes latérales de la
poutre) et au fait que nous n’avons pas pu imposer a Abagpstentiel électrique inva-
riant par rapport x et ay.

3.3 Recalage d’'une poutre mzcelectrique

Dans cette sous-partie, nous nous servons de notre madeé&oélectrique pour
tester les performances de [&HRAAP appliquée au recalage basé sur 'TERCM.
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+1.0742-08
+9.842a-09
+5.946a- 09
+&,050e-03
+7.1542-08
+G. 2582~ 03
+5.362e-08
+4 ., 466e-09
+3.570e-08
+2.6742-08
+1.778e-09
+2.8242-10
-1.36da-11

FIG. 3.5— Déplacement suivaatpour le code Abaqus

1.2 T T T T

0.6 | -

w(x) (10-8m)

0.4} ]

0.2+ i

FIG. 3.6— Déplacementv pour nos éléments finis 1D piézoélectriques

| Nom | Dimension|
L | 200 mm
1,6 mm
10 mm
6 mm
20 mm
0,5mm

O QL0 T

TAB. 3.5— Dimensions de la structure piézoélectrique utiliséerpe recalage
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FiG. 3.7— FRF du potentiel electrique du capteur piézoélectriqu

3.3.1 Piesentation de I'exemple

Nous considérons une poutre instrumentée similairella peesentée dans la sous-
partie 3.2.4. Seules les dimensions changent et sontjiéesedans le tableawB. 3.5.

Nous avons fait un essai virtuel en perturbant le module aigpet 'amortissement
en traction-compression. Les mesures expérimentalegténsimulées en multipliant
ces grandeurs pam®™*P = (0.7,1.4). Nous avons obtenu une fonction de réponse
en frequence (FRF) du potentiel électrique du capteur,laswlage de fréquences
leo = [0,200 HZ (voir FIG. 3.7).

Cette FRF nous a permis de choisir les frequencek,detenues pour le calcul de
I’erreurslzw (voir équation (1.49)) : celles correspondant aux picsadeRF. Ce choix est
motivé par le fait que, lors d’essais réels, c’est pourfriaguences que le bruit de mesure
est le plus petit par rapport aux amplitudes mesurées.

3.3.2 Reésultats du recalage

La valeur initiale des parametres émif) = (1,1). Pour un degrég = 4, nous avons
atteint le minimum de I'erreur exacte (voinB. 3.6) apres trois itérations (voin®. 3.2).
La figure HG. 3.8 montre les trois approximations de I'erreur que nowns\di faire
jusqu’a convergence. Elle montre également 'erreurcexadont le colt de calcul du
tracé était abordable sur cet exemple 1D.
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0.014 Erreur exacte——
~ Valeurinitiale @
0.012F premiére approximation---
Deuxiéme approximation
0.01} Troisieme applroxwfnatllon rrrrrrrrrrr
v :
0.008. aleur finale v
Erreur
0.006 +
0.004 -
0.002 5«:;:\\
of W%
1.6 L=
14N
Paramétre d’amortisserhi

0.7 08 0.9 1
Parametre de raideur

FiG. 3.8— La fonction objectif et ses approximations

] " ]
1] (—0.3560990.58765] | (0.6439011.58765

2 | (0.0868269-0.118969 | (0.6998091.39877)
3 | (0.000272820.00087909 (0.7,1.4)

TAB. 3.6— Les minima des approximations successives

Degré des|| Temps pour une Nombre d’ap-| Temps
polyndmes|| approximation| proximations| total
2 15s 0 00
3 21s 5 105s
4 31s 3 93s
5 46s 3 138s
6 73s 2 146s

TAB. 3.7— Temps de calcul en fonction du degré des polyndmes
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Chaque calcul de I’approximatimﬁg a pris 31 secondes sur un processeur dual core
a 2 GHz avec 512 Mo de RAM, pour un temps total de 93 secondest £5 fois plus
rapide que la méthode suivant une stratégie ponctualiea gris 232 secondes pour
obtenir un résultat de qualité equivalente : une erreutasvaleur finale des parametres
de moins de 10°.

3.3.3 Influence du dege des polyromes

Le degré des polyndmes a une influence sur le temps de @&l@qualité de I'ap-
proximation. Le tableau AB. 3.7 montre que plus le degré est bas, plus le calcul d'une
approximation est rapide, mais augmenter le degré aderqualité des approximations
et réduit donc le nombre de calculs nécessaire pour aaigenvergence.

Ce raisonnement est également valable pour d’'autres typgmoblemes. Pour le
notre, le degré 4 était le meilleur choix.

4  Application a une structure reelle

Apres avoir recalé un modele poutre dont les essaistérgifulés, nous cherchons a
confronter la MEFAP au recalage d’une structure réelle avec un modele.2présence
de bruits de mesure a notamment pour conséquence qu’onihegseatteindre une valeur
nulle de 'erreure? .

4.1 Description de I'exemple

Nous considérons une structure en aluminium composéaediaque principale et
de trois bras cylindriques (voiri&. 3.9 et FG. 3.11). La plaque principale mesure 400
mm de long, 50 mm de large et 6 mm d’épaisseur. Les bras ontanmette de 14 mm.
Les deux bras principaux ont une longueur de 200 mm et ld@érosune longueur de 65
mm. lIs sont reliés a la plaque par un boitier de 80 mm dg,l46 mm de large et 26 mm
d’épaisseur. Le matériau est considéré comme étanbhéne isotrope. Ses propriétés
sont données dans le tableaagT 3.8.

La structure est excitée par un pot vibrant exercant urggmaent normal a la plaque
principale. Le point d’application de I'effort est excamfar rapport au plan de symétrie
de la structure, afin de pouvoir solliciter aussi bien les esode flexion que les modes
de torsion A I'aide d’un vélocimétre laser, nous venons mesurer tasge normale a la
plaque principale en 244 points de mesure montrés sur leefiga. 3.10.
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|

Pot vibrant

Support

-

Fic. 3.9— Structure sur le banc d’essai

Parametre| Valeur avant| Valeur apres
recalage recalage
Module d’Young 70 GPa 57,68 GPa
Module de cisaillemen 26 GPa 30,24 GPa
Masse volumique| 2 700 kg/n? | 2 700 kg/n?
Amortissement en traction-compressipn 0,7 MPa.s | 1,12 MPa.s
Amortissement en cisaillement 0,26 MPa.s| 0,26 MPa.s

TAB. 3.8— Propriétés matériau de la structure réelle
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FiG. 3.10- Position des points de mesure

& l .
Ly

Fic. 3.11— Modélisation de la structure
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4.2 Modelisation de la structure
4.2.1 Theorie des plaques

Nous modélisons la structure grace a la théorie desuplagle Reissner-Mindlin
[Mindlin 51] en flexion. Elle consiste a chercher un déplaent verticalw(8) du plan
moyen et deux rotatior{30) = (Bx(8),By(8)) des fibres normales a ce plan.

Pour notre probléme, la solution doit vérifier les coradis cinématiques :

W(8)s,0 =0 (3.50)
B(©)a0=0 (3.51)

ou01Q est le bord d& d’équationx = 0.

Elle doit également satisfaire les équations d’éqralib

divT(8) + fq = (8) (3.52)
divM(6) —T(8) = 3(6) (3.53)
T(6)-n5,q=0 (3.54)
M(®)nj5,q =0 (3.55)

ou
— 0,Q est le complémentaire @aQ sur le bord de,
— T(8) sont les efforts tranchants,
— M(8) sont les moments fléchissants,
— I(8) sont les quantités d’accélérations,
— 9(8) sont les moments dynamiques,
— fgq sont les efforts imposés qui sont nuls partout sauf au poiptys) (voir

FiG. 3.11).

Enfin, la solution doit vérifier les relations de comporteitne

T(8) = eG(®) (B(8) +grad(w(@)) ) (3.56)
M(6) = %g(@)g(ﬁ(@)) (3.57)
[(6) =ep(0)W(0) (3.58)
56) = < p(®)F© (3.59)

ou :
— eestI'épaisseur de la plaque,
— p(B) est la masse volumique,
— E(8) est le module d’Young,
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od b

Fic. 3.12— Sections

— G(8) est le module de cisaillement,
— H(®) est larigidité en flexion intervenant dans I'équatiorb7d.qu’on peut récrire

en utilisant les notations de \oigt :

Mx(6) 3| E® Vv(OE®| 0 Bxx(8)
My (6) =13 | VOE®) E®) 0 Byy(©)
Mx(6) +My(8) 0 0 [G(®) Bxy(8) + Byx(6)
(3.60
avecv(8) le coefficient de Poisson. Il est lié aux modules d’Youngeatidaillement
E(6)

par la relationG(8) = STVE)"

4.2.2 Cas des bras cylindriques

Afin de pouvoir modeéliser les deux bras principaux a |'aliéda théorie des plaques,
nous les représentons a l'aide de parallélépipedesr kection est choisie de facon a
conserver l'aire et I'inertie par rapport au plan moyen dsttacture (voir 3.12). Ainsi :

T[d2

ab 7 (3.61)

ab Tt

o 64 (3.62)
(3.63)

Le troisieme bras est modélisé par I'ajout d’'une massecpuelle et d’une inertie
ponctuelle au pointxm, ym) (voir FIG. 3.11).

4.2.3 Espaces de disétisation

Pour construire I'espace de discrétisatiymous utilisons les éléments guadrangu-
laires mixtes a 4 points de Gauss (QM4) présentés darneZB8).
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4.3 Stratégie de recalage
4.3.1 Choix des féquences

Avec cette structure, nous avons testé notre méthodecafarg le module d’Young,
le module de cisaillement et 'amortissement en tractiomjoression. Pour définir I'er-
reur (1.49), nous avons choisi les frequences ou lessbdgétmesures étaient les plus
faibles par rapport aux amplitudes mesurées : les picesimences a 43 et 125,5 Hz. Ces
pics correspondent au premier mode de flexion (vo&. B.15) et au deuxieme mode de
flexion (voir HG. 3.16). Nous avons écarté le premier mode de flexion (vi@t B.14)
car les bruits de mesure y étaient trop importants, a cduses saturation de I'appareil
de mesure.

4.3.2 Choix des parangtresa recaler

Le choix des parametres a recaler s’est fait en jouantesuparametres matériaux
présentés dans le tableansl 3.8 et en regardant leur influence sur les FRF de la struc-
ture. Cette étude nous a montré que le module d’Young, ldubeode cisaillement et
I'amortissement en traction-compression avaient uneenfle suffisante pour espérer
trouver une FRF satisfaisante par rapport aux mesures.

4.4 Resultats

Les valeurs des paramétres du modele recalée palBAW, avec des polyndmes de
degré 3, sont présentés dans le tablean.T3.8. De plus, la figure IE. 3.13 présente
les FRF de la moyenne spatiale pour les mesures expérignia modele numérique
initial et le modele numérique recalé.

Le calcul met pres de 20 heures pour aboutir sur un procedsalicore a 2 GHz avec
512 Mo de RAM. Nous avons essayé de faire le méme recalagdagiant une stratégie
ponctuelle, mais au bout d’'une semaine nous n’avions tosijoas atteint le minimum de
I'erreur.

5 Conclusion

Le recalage basé sur 'TERCM a été mené dans ce chapiseiesnt deux stratégies,
ponctuelle ou algébrique. Pour des raisons de sensililt I'erreur aux parametres
de recalage, il est nécessaire, dans le cadre d’'unegegiénctuelle, de procéder en
plusieurs étapes de localisation et de correction. Sas®teges, on perdrait beaucoup
de temps de calcul a minimiser la fonction objectif sur dasametres peu influents. La
MEFAP permet d’ignorer ce processus car, une fois I'appration de I'erreur calculée,
on peut en avoir une bonne estimation pour un co(t tretefaib
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‘\ .. Reésultats expérimentaux——
| Modele numérique avant recalage
2+ | Modele numérique apres recalage— A
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FIG. 3.13- Fonctions de réponse en frequence

Mesures expérimentales
Modele recalé

w(B)(xy) (m)

FIG. 3.14— Premier mode de flexion (11 Hz)
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w(8)(x,y) (m)

w(8)(x,y) (m)

Mesures expérimentales
Modele recalé

FiIG. 3.15— Premier mode de torsion (43 Hz)

Mesures expérimentales
Modele recalé

0.0015
0.001
0.0005

-0.0005
-0.001
-0.0015
-0.002
-0.0025

FiG. 3.16— Deuxieme mode de flexion (125,5 Hz)
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Sur un exemple académique, mais pertinent en termes delenetde taille pour
des applications de contrble actif, nous avons montréla;MI'EFAP arrive aux memes
resultats qu’une stratégie ponctuelle. En termes de sedepcalcul, la NEFAP offre
un gain assez peu significatif par rapport a une stratéegmetpelle. Ce gain semble
s’améliorer grandement au fur et a mesure que la complebdtla structure augmente.
Toutefois, nous n'avons pas encore de critere pour ctrenaipriori le degré des
polyndmes qui nous permettrait de recaler, au plus vitenadele donné.

Jusqu’ici, nous n’avons traité que le cas du recalage dectstes déterministe
uniques. La suite de ce travail utilise les facilités detitisation d’un calcul fait avec
la MEFAP pour recaler & moindre co(t des familles de strustsimilaires, ou encore
des structures dont le comportement varie a cause du taurges ghénomenes aléatoires.
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1 Introduction

Quand on fait du contrdle actif sur une structure dont le portement change (fa-
tigue, endommagement, fluage . ..), le modele initial devobsolete et la maitrise des vi-
brations n’est plus possible. Au vu des temps de calcul é&gdans le chapitre précédent,
il n’est parfois pas raisonnable de recommencer la praeadie recalage depuis le début.
Il est alors intéressant de pouvoir recaler rapidemené sttucture a partir de nouvelles
données expérimentales. Cela est méme impératif datanes situations, par exemple
un avion qui doit redécoller rapidement et dont le dern@ravmodifié le comportement
de son matériel embarqueé.

Le facteur temps rentre aussi en ligne de compte pour leageal’'une famille de
structures semblables, comme des cartes électroniquéaises. Lorsque cet ensemble
est grand, il devient trés colteux de recaler chaquetsteimdépendamment. Dans cette
situation, nous pouvons aussi exploiter la ressemblaniEidecomportements pour trou-
ver rapidement les parametres propres a chague modele.

Enfin, nous pouvons appliquer cette ressemblance au recaéamodéles aléatoires.
Pour chaque essai sur la structure instrumentée, nousopgutrouver rapidement
la réalisation des parametres qui a conduit & ces mesliresra donc possible de
reconstruire & moindre co(t les variables aléatoieesidant le modele.

Ce chapitre se décompose en trois parties. Tout d’abords eapliquons com-
ment construire une fonction objectif permettant de migdelplusieurs structures (ou
une structure a comportement variable) et comment I'ésqrlpour faire du recalage a
moindre colt. Ensuite, nous appliquons cette démarchecalage d’'un modele dont les
parametres évoluent avec l'age, en I'occurrence uné&reawrec une liaison vieillissante.
Pour terminer, nous nous intéressons a un exemple pluplicpra avec des variabilités
géomeétriques : un ensemble de cartes électroniquedfdeedies tailles et dont les com-
posants ne sont pas tous a la méme place.

2 Deémarche du recalage multiple

Pour recaler plusieurs structures semblables (ou unetgteua comportement va-
riable), nous cherchons a exploiter les similitudes desle@@mportements. Cette partie
commence par expliquer globalement la mise en ceuvre de ealgypecalage, que nous
qualifierons demultiple Suivent les détails de deux étapes du processus.

2.1 Principe global

Pour faire du recalage multiple, nous procédons en deapestschématisées sur la
figure FG. 4.1.

La premiere étape consiste a construire une fonctioaeatibjqui modélise plusieurs
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erreur

A

mesures

le]
2N
ES
z

AT grandeurs a recaler

FiG. 4.1— Erreur multistructure

structures semblables (ou une structure a comportemeiable). En plus d’exprimer
comment I’erreurslzw (voir équation (1.52)) varie en fonction des grandeurgcaler,
Nous nous intéressons a sa dépendance par rapport ausesi@3our calculer cette fonc-
tion, nous nous appuyons sur une structure que nous appeleprésentativedont le
comportement est proche des structures que nous souhataher.

Une structure évolutive est représentée par elle-mawaat vieillissement. Pour
une famille de structures similaires, nous les représenpar un modele dont chaque
parametre est la moyenne des estimations de ce parangtieuse la famille. Une
structure aléatoire est représentée par un modedrdigtiste qui est une estimation de
son comportement moyen.

La deuxieme étape consiste a recaler chaque structpestia de ses propres FRF
mesurées. Pour ce faire, nous prenons la restriction denietibn objectif multistruc-
ture correspondant aux mesures de la structure qui noeie§#e. Nous obtenons ainsi
une application qui ne dépend que des parametres a medafe la minimisation codte
numériquement trés peu.
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2.2 Construction de la fonction objectif multistructure

Lors du recalage d’'une seule structure, nous avions paramaé&® grandeur a recaler

. ’ . . y . - . 2 . 2
(voir équation (3.3)); Cela n9l:lS a permis d’avoir une appna.tlon %,- Q — s,w(g)
de I'erreur. De la méme maniere, nous allons adopter usierviparamétrique des FRF
de la structure représentative afin de pouvoir construie approximation de I'erreur

g2 :(8,n) — €2 (8,n), olin est un vecteur qui va nous permettre de paramétrer les
w — w — —, R
mesures de la structure représentative.

Nous considérons qu’elle est muniergecapteurs. Lors de,, essais a differentes pul-
sations, nous récupérons les parties réelles et imagindes mesures. Nous les appelons

0 0 .
c0 = (c(l ). ,C(Zn)n ). Nous paramétrons i& de ces mesures sous la forme :
cliw

2 =c?(1+n) (4.1)

Afin de pouvoir calculer une approximation de I’erreé)r(@, n) alaide dela MEFAP,
nous écrivons ces mesures sous forme polynomiale :

6 (X) = /% (14 Xn+i) (4.2)

pouri =1,...,2ncn,. Le décalage d'indices est di au fait que nous réservesiapl
premieres inconnues aux grandeurs que nous souhaita@lsrrec

Pour obtenir une approximation de I’erreaﬁ?(g), nous résolvons le systeme
linéaire (1.39) a coefficients dan®(ng,np + 2ncne, C), puis nous utilisons les
équations (1.35) et (1.52).

2.3 Exploitation de I'erreur multistructure

Pour unek® structure particuliere ou ukf stade de vieillissement ou encore ke
L . k) » (K
réalisation des mesures, un essai nous dom&,ﬂnesures:(l) acg_n)cnw. Nous les re-
lions aux mesures de la structure de référence en catcutenvaleur particuliere des
paramétreg ¥ telle que :
k) _ ~0) (k)

=¢ (1+n") 4.3)

pouri =1,...,2n:n,. Ce calcul n'est pas faisable Iorsqq(é)) = 0. Cela arrive quand
un capteur se trouve sur un nceud de la structure. Il faut dépkacer le capteur ou bien
changer la frequence de mesure. Si aucune des deux pibssibiest envisageable, il faut
alors supprimer les informations de ce capteur lors du taleuerreur multistructure
eZ (8,n).

Nous calculons ensuite la restriction de cette erreur spmedant a & structure :

k k k
el (Xe, ..., Xp) = €8, (Xa, ... XL, o) (4.4)

ley
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z
Téf’ w(6)(L)
X
@/ b=10 mp/L ¢

a=16mm

FiG. 4.2— Poutre et sa liaison avec le bati

Nous cherchons alors le minimum local q%) le plus proche d€0,...,0) et nous ap-

pelonsg(k) le point ou il est atteint. Il nous permet d’obtenir les wakdes grandeurs a
recalerz) de lake structure particuliere ou ckf stade de vieillissement ou encore d’une
k® réalisation des mesures :
k 0 k
2 =2"(1+8") (4.5)

3 Recalage d’'une structure dont les pararatres varient
avec le temps

Apres avoir expliqué la demarche du recalage multippeisia testons sur un exemple
simple. Il se veut représentatif d’'une carte électroaidant le comportement de la liaison
avec son support varie avec le temps. Une fois I'exemplkegoi@ puis mis en ceuvre, nous
nous intéressons particulierement a l'influence suréssiltats des pulsations retenues
pour le calcul de I'erreur.

3.1 Présentation d’'un exemple
3.1.1 Structure

Nous considérons une poutre en liaison avec un bati (var E.2). Son extrémité
est soumise a un effort F = 0,1 N. Nous mesurons la fleche eindeopoutrerf; = 1).

La liaison avec le bati a une raideur et un amortissemeatf@i$ en déplacement et
en rotation. Nous la modélisons avec les relations de commpent :

T(8)(0) = kw(8).w(8)(0) + dw(8).W(6)(0) (4.6)

M(8)(0) = ks(8).B(8)(0) +dg(6).B(8)(0) (4.7)
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| Parametrg| Valeur avant vieillissement Valeur aprés vieillissemerjt

ke K = 100 N/m Ky =30 N/m
Gy d'? — 0,01 N.s/m d'Y — 0,03 N.s/m
ks ky' =1N.m ki’ =1N.m
dg dy” = 0,001 N.m.s dy”’ = 0,001 N.m.s

TAB. 4.1- Propriétés de la liaison

Les valeurs, avant et apres vieilissement, de ces radetiramortissements sont
présentées dans le tableaaBT 4.1. Dans notre exemple, seuls les paramétres matériaux
régissant le comportement de la liaison en cisaillememqadtion (4.6)) évoluent au fil du
temps.

3.1.2 Essais virtuels

Des essais ont été simulés sur la bande de frequgneg0,100 HZ. L'évolution de
la FRF du capteur est présentée sur la figume B.3.

L'allure de I’erreurs,zw dépend du choix des pulsations retenues pour son caladul (vo
équation (1.52)). Afin de pouvoir analyser I'effet de ceighaous n’en gardons qu’une,
notéewy, pour chaque démarche de recalage multiple entreprisees@xemple. Ainsi,
I'erreur sur la plage de frequentg vautslzw = sﬁ)r. De plus, cela permet de réduire les
temps de calcul.

3.2 Mise en ceuvre du recalage multiple
3.2.1 Espaces d’approximation

Pour construire I'espace d’approximatiﬁ”nnous utilisonsP (4,4, C). Nous posons :

l(X) = ki (14 Xa) (4.8)
dw(X) = d (1+ %) (4.9)
WX)(L) = ¥ (14 Xa) +i & (14 Xq) (4.10)

ou les valeurs de(lo) et dec(zo) dépendent de la pulsation retenue.

Pour construire I'espace de discrétisatiymous utilisons les elements finis poutres
mixtes linéaires (PML) présentés dans [Batoz 90].
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FIG. 4.3— Evolution de la FRF

3.2.2 Resultats

Sur 'ensemble des pulsations retenues, le calcul de ldiancbjectif multistructure
€ a pris en moyenne 14 secondes sur un processeur dual cor¢da avéc 512 Mo de
RAM. Son exploitation a pris 6 millisecondes en moyenne.

Pour se donner une idée plus précise de la significatioesléernps, nous avons fait
un recalage traditionnel de la structure apres vieiltismat. Il a pris 510 millisecondes
sur le méme processeur.

Pour étudier la qualité des résultats en fonction de la pulsation retenug pour le
calcul deg, , nous définissons les erreurs :

2" (o) — iy
ey
W

2 (er) ki’ (4.12)

&(wy) =log et eg(wy) =log

Leur dépendance a la pulsation retenmeest visible sur la figure 6. 4.4.

Nous constatons qu’en retenant une pulsation en dessousHirg du la FRF a beau-
coup changé, ces erreurs sont tres grandes. Par costreslétats sont trés bons ailleurs,
a I'exception du voisinage du troisieme mode. Cela s'igx@ par le fait qu’a proximité
d’un( p))ic peu amorti, il y a un grand changement de phase, doac'y est trés different
decl?.
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FIG. 4.4— Influence du choix de la pulsation retenue pour le calculetesur

4 Recalage d’une famille de structure

Apres avoir fait du recalage multiple sur un exemple ou B=aomportement de la
structure changeait, nous examinons une situation ou iegaement des variabilités
géomeétriques. Nous nous intéressons a un ensembletde eébectroniques de differentes
tailles et dont les composants, de differentes massesmeas tous a la méme place.

Tout d’abord, nous décrivons I'ensemble des structuregcaler. Ensuite nous
décrivons comment nous les modélisons, notamment comnoars les représentons a
I'aide d’'une carte électroniquemoyennes. Pour finir, nous analysons les résultats d’'un
recalage multiple construit a partir de cette structupeasentative.

4.1 Présentation d’un exemple

Nous considérons un ensemble dg cartes électroniques (voiri®. 4.5), de
differentes tailles, avex;, composants principaux chacune, disposés de fagon simila

. k . .
Le i® composant de I&° carte a une massrq( ) et son centre se situe aux coordonnées

(x99

Nous nous intéressons a un cas particulier de quatrescavir quatre composants
principaux. Leurs masses et positions, ainsi que les diimensles cartes, sont données
dans I'annexe A et resumeées dans le tablessl. B.2.
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w(0)(Lx,Ly)

’e: 0,5 mm

F=10N

(x 1)
<

(k)

(7,57
=% Y2 Q = [~Ly, Ly x [-Ly, Ly]

A

2L W

FiG. 4.5— Plaque avec quatre composants principaux

Ecarts de
Numéro de| ses dimensions
la structure par rapport

a la moyenne

de ses com posants

Positionnements

par rapport
ala moyenne

Ecarts des masseas
5 de ses composants

par rapport
a la moyenne

(1) Petits & 20 mm) | Proches4 10 mm) Petits & 2 g)
(2) Petits & 20 mm) | Proches4& 10 mm) | Grands £ 6 Q)
(3) Grands & 60 mm) | Eloignés & 30 mm)| Petits & 2 g)
(4) Grands & 60 mm) | Eloignés & 30 mm)| Grands & 6 g)

TAB. 4.2— Description resumée des quatre structures similaires
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4.2 Modelisation
4.2.1 Structure représentative

Nous construisons la structure représentative en plaggoomposants principaux de
la fagon suivante. L& composant a une maatséo) et son centre se situe aux coordonnées
(xi(o), (0)) tels que :

o_ 1 K © 0y 1 & ® K
- = et (X9.y = = 5 ¥ 4.12
M= e, ™ BT = ) Y (4.12)

Il est important de remarquer qu’ici, nous nous sommes fix@gori les parametres
des structures a recaler afin de pouvoir simuler des essamedures. Cette connaissance
nous permet de pouvoir les représenter aisement autaarrdodele« moyeny». Dans
le cas contraire, la construction de la structure reptasea doit se faire a partir de la
moyenne des estimations des parametres a recaler.

Nous modelisons la structure représentative gracétaie des plagues de Reissner-
Mindlin [Mindlin 51] en flexion (voir équations (3.50) a .&0)). Les composants sont
modélisés par I'ajout de masses ponctuelles et nous soppau’ils sont suffisamment
minces pour négliger leur apport en raideur.

4.2.2 Espaces d’approximation

Pour construire I'espace de discrétisatiymous utilisons les éléments guadrangu-
laires mixtes a 4 points de Gauss (QM4) présentés darneZB8)].

Pour construire I'espace d’approximatid}) nous choisisson®(4,12,C). Les 4
premiéres inconnues correspondent aux paramétres demé&set les 8 derniéres aux
mesures effectuées sur 4 pulsations et 1 point de mesure.

Pour deux raisons, il n’a malheureusement pas été pes$ghprendre en compte les
variabilitts géométriques dans la structure repriage. Premiérement, les temps de
calculs auraient été trop longs en I'état actuel du cel@éenents finis. Deuxiemement,
nous n’avons pas eu le temps de développer un mailleurgeipia polynomiale, c’est-a-
dire un algorithme qui construirait un maillage dont la posi des nceuds appartiendrait
a I'ensembleP. Méme si un mailleur automatique n’est pas nécessaire gisarétiser
un domaine rectangulaire, il est plus sain de s’assuremgoéut facilement mailler sur
P avant de traiter des problemes sur des domaines digg@ianuellement.

Plusieurs logiciels de Conception Assistée par Ordingbeumettent de paramétrer
la géométrie continue des structures qu’on souhaiteetis®t. Pour faire le maillage, on
fixe la position des éléements géométriques par un jeladanpetres. La dépendance de la
position des nceuds du maillage par rapport au parametrpsresie.

Un mailleur sur algebre polynomiale permettrait de covesecette dependance.
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FIG. 4.6— FRF des quatre cartes et de la carte représentative

4.3 Mise en ceuvre du recalage multiple
4.3.1 Essais virtuels

La figure HG. 4.6 montre les FRF des quatre cartes ainsi que celle daulztiste de
reference. D’apres les conclusions de la sous-pa2i€ 3pour le calcul de I'erreur nous
avons retenu des pulsations entre les pics : 25, 65, 120 ¢44.80

4.3.2 Construction et exploitation de la fonction objectifmultistructure

L'étape de construction de la fonction objectif multistture a pris 8 jours sur un
processeur dual core a 2 GHz avec 512 Mo de RAM. Son exptmit@bur une carte a
pris en moyenne 42 millisecondes.

Pour se donner une idée plus précise de la significationemess exposeés ici, nous
avons fait un recalage traditionnel de la carte (1). Il a Psminutes sur le méme
processeur. Ce temps parait rapide comparé a celui exgenss la sous-partie 4.4 du
chapitre précedent. Cependant, 'exemple de ce chapéte maille avec 8,2 fois moins
de degrés de libertés et il y a un paramétre de moins &ereca

Le temps de construction de la fonction objectif multistawe est donc tres grand
pour un probleme 2D. Cette lenteur s’explique par le faé& gaus avons utilisé le méme
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code surP(4,12,C) d’'un bout a l'autre de notre exemple. C’est notamment lepcas

la factorisation du systeme linéaire (1.39). En effeymmouvoir écrire la matricéA (8)]
sous la formgA(8)] = [L(8)][U(8)] (avec[L (8)] une matrice triangulaire inférieure et
[U(B)] une matrice triangulaire supérieure) nous avons utilis@lgorithme manipulant
des termes de I'ensemiig4,12,C). Or la matrice[A(8)] ne contient pas de termes de
mesures. On aurait donc pu la factoriser avec le méme #igogi mais qui manipule des
termes de I'ensembl®(4,4,C). Le gain en colt de calcul aurait été considérable, mais
cela aurait nécessité de faire des développementsdtgydont n’avons malheuresement
pas eu le temps de nous occuper.

4.3.3 Resultats

Les figures k. 4.7 a FG. 4.10 montrent les FRF expérimentales des quatre cartes
ainsi que leurs FRF apres recalage. Nous constatons qle laecarte (1), dont les
composants sont proches de ceux de la structure reprégentdonne des résultats
satisfaisants.

Les mauvais résultats de cet exemple s’expliquent paitigde la géométrie de la
structure de référence n’est pas variable. Pour mieug,fdiaurait par exemple fallu un
mailleur sur algebre polynomiale, qui n’a pas pu étreecpdf manque de temps.

5 Conclusion

La MEFAP permet de recaler @ moindre cot des familles detsireg similaires, ou
encore des structures dont le comportement varie a causanhs ou de phénomenes
aléatoires. Dans le cas ou il n'y a pas de variabiliténgéique, nous pouvons arriver a
de trés bons résultats, a condition de bien choisir lagiidn pour le calcul de TERCM.
Par contre, les résultats sont beaucoup plus mitigésdgilana une forte variabilité
géomeétrique d’'une structure a une autre. Cela poureadetrtainement amélioré quand
on disposera d’un mailleur sur algebre polynomiale.

L'étape de construction de la fonction objectif multistiure peut étre trés long. Le
recours a cette technique n’est rentable que si nous veuémaler de nombreuses struc-
tures particulieres, ou une méme structure a de nomistades de vieillissement, ou
encore une structure a comportement aléatoire sur lequeh effectué un grand nombre
d’essais. Cependant, nous pouvons réduire tres fortelegenolts numériques en effec-
tuant la factorisation du systeme linéaire (1.39) 8(ng,np,C) au lieu de le faire sur
P(ng,np+ 2ncng,, C). Cela n'a pas pu étre codé par manque de temps.
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FIG. 4.9— Fonctions de réponse en fréequences de la carte (3)
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FIG. 4.10- Fonctions de réponse en frequences de la carte (4)



Conclusion et perspectives

L'objectif principal de cette thése était de recaler dgactures légeres en vue du
contrdle actif de leurs vibrations. Nous nous sommes@qaiérement intéressé aux struc-
tures dont le comportement varie a cause du temps ou deptémes aléatoires, ainsi
gu’a des familles de structures semblables.

Nous avons considéré le recalage de modeles comme utepr@lou un intérét
particulier est porté a une quantité issue d'une satutodes EDP paramétrables.
L'examen de méthodes les plus répandues pour la résoldg ce genre de problemes
nous a amené a les séparer en deux catégories. D’enit§ta les techniques suivant
une stratégie que nous avons appelée ponctuelle. ElkeBagantage d’étre faciles a
mettre en ceuvre, mais n'introduisent pas les variabipgsmeétriques dans le modele
numeérique. De l'autre coté, il y a les méthodes se baaamnine stratégie que nous avons
baptisée biprojective. Elles présentent le bénéfiggrdduire la dépendance par rapport
aux parametres d’entrée dans le modele discrétisés etlas requierent de modifier la
base de recherche de la solution aux EDP.

Cette analyse nous a permis de définir une stratégie, ldjgbdque, reprenant les
avantages des stratégies ponctuelles et biprojectifless’Bppuie sur des algebres asso-
ciatives, comme par exemple I'algebre des polyndmesivaniables tronqués sur laquelle
nous avons construit la BFAP. Comme son nom l'indique, c’est une méthode élément
finis qui, au lieu de s’appuyer sur des scalaires réels oplates, se base sur des sca-
laires polynomiaux.

Sa faisabilité et ses performances ont d’abord été &aticsur des calculs statiques
de modeles académiques mais représentatifs de seaqilus complexes. En terme de
qualité, la MEFAP est quasiment aussi efficace qu’une méthode basemsistratégie
biprojective, tout en ayant des avantages sur les temps ldelcaComparée a une
méthode reposant sur une stratégie ponctuelle, ellegsisplus colteuse mais offre des
résultats de bien meilleure qualité.

Nous avons ensuite appliqué IaBAP au recalage de modéles basé sur 'ERCM.
Cette mise en ceuvre a été confrontée avec une autre paisedlune stratégie ponc-
tuelle. Pour appuyer notre démarche, nous avons choispange avec un capteur et
un actionneur piézoélectriques qui est illustratrive sieuctures légeres dont on souhaite
contrbler les vibrations. Cela a été I'occasion d'icluoe de nouveaux éléments finis
poutres piézoélectriques validés avec un calcul Abatgidonnent plus de choix dans la
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discrétisation des champs électriques que les auteesagits finis 1D déja existants.

De plus, pour tester la robustesse de notre démarche, fawamd testée sur une
structure réelle dont nous avons réussi a identifier desrpetres de raideur et d’amortis-
sement. Il en est sorti que les gains de temps obtenus paIEI%N?I s’améliorent quand
I'exemple devient plus complexe.

Pour finir, la MEFAP nous a permis de recaler & moindre codt des famillesrde-
tures similaires, ou encore des structures dont le comperievarie a cause du temps
ou de phénomenes aléatoires. Ce type de recalage enelé possible par I'introduction
dans le modele numérique de la variabilité par rappottragsures expérimentales.

Dans le cas ou il n'y a pas de variabilité géométriqgueysneommes arrivés a la
conclusion que nous pouvons obtenir de tres bons résultatondition de bien choisir
la pulsation pour le calcul de TERCM. Par contre, les résdslont été beaucoup plus
mitigés en présence de fortes variabilitts géoméésod’'une structure a une autre.

Le recalage multiple peut encore étre largement angdintermes de temps de calcul.
Cela passe principalement par une introduction plus sutdihs le modéle numérique de
la dépendance par rapport aux résultats d’essais. kgaement possible d’améliorer
les résultats en termes de qualité lorsqu’il y a des vditied géométriques. Pour le faire
de facon robuste, cela nécessite par exemple le dévastogput d’'un mailleur sur algebre
polynomiale.

Une fois ces améliorations effectives, nous pourrons gffisacement faire du
controle actif sur des familles de structures similai@s,encore des structures dont
le comportement varie a cause du temps ou de phénomeeawieds. On pourra
par exemple commander la structure grace a des matriceslesoréduites a coeffi-
cients polynomiaux. Elles seraient mises a jour tresdexpient a I'issue d’'une démarche
de recalage multiple entamée a chaque nouvelle expétatien sur la structure a recaler.

Ce theése constitue la premiere utilisation de IEMAP. Sa programmation n’est donc
pas tout a fait optimisée, mais ses performances sontieageantes et prometteuses. Il 'y
a donc de nombreuses pistes a explorer pour I'améliorer.

Comme de nombreuses autres méthodes d’approximatioresumcbnvénients de la
MEFAP est que nous ne pouvons pas connaitre, pour l'inseadégre qu'il faut choisir
au début du calcul pour avoir une marge d’erreur souhaités exemples développés
dans ce travail nous donnent cependant des bonnes indiea&tio le choix a faire. Des
travaux plus approfondis permettront sans doute de migpendre a cette question. On
peut également imaginer de tester la qualité d’un rasalposteriori en envisageant de
développer un estimateur d’erreur.
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De plus, la MEFAP est handicapée par le fait qu’elle ne permet pas detrdes
problemes fortement non linéaires suivant les variabkesonception. Pour contourner
cet inconvénient, on peut envisager de créer une autiiealé se basant sur une stratégie
algébrique. Par exemple, on peut imaginer de construiecalgebre sur des fractions
rationnelles multivariables. Pour le moment, cette camsion se heurte a quelques
soucis semblables a ceux rencontrés par les approxindet®adé multivariables
[Cuyt 99, Little 03].

On peut envisager des champs d'applications pour EEEAP (ou pour toute autre
méthode basée sur une stratégie algébrique) autredeqrexalage de modeles. Par
exemple, on peut l'utiliser dans la conception assist&eopdinateur afin de résoudre
des problemes d’optimisation compliqués. On peut augsiqir de I'employer dans des
calculs de fatigue, de fissuration, d’endommagement . ..
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Annexe A : Tableaux

Intervale H 01 ‘ 02 ‘ 03 ‘ 04 ‘
[—1,1] 0.680375 -0.211234 0.566198 0.59688
[—0.1,0.1] 0.0823295 -0.0604897 -0.0329554 0.0536459
[—0.01,0.01] -0.00444451| 0.0010794 | -0.000452059| 0.00257742
[—0.001,0.00]] -0.000270431 2.68018e-05| 0.000904459| 0.00083239
[—0.0001,0.0007 || 0.0000271423 0.0000434594 -0.0000716795 0.0000213938

TAB. 4.3— Valeur des parametres pour I'analyse multivariables
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Carte| 2L 2L§,k)
(1) || 180 mm| 200 mm
(2) || 200 mm| 180 mm
(3) || 220 mm| 160 mm
(4) || 160 mm| 220 mm
(0) || 190 mm| 190 mm
TAB. 4.4— Dimensions des cartes électroniques a recaler
K (K K (K K (K K (K
Carte| (7. 1") 037 5") A 04 Y8)
Q) | (-30 mm, 30 mm)| (-50 mm, -30 mm) (30 mm, -50 mm) (50 mm, 50 mm)
(2) | (-50 mm, 50 mm) (-30 mm, -50 mm) (50 mm, -30 mm) (30 mm, 30 mm)
3) || (<70 mm, 10 mm)| (-10 mm, -10 mm)| (70 mm, -70 mm)| (10 mm, 70 mm)
4) || (20 mm, 70 mm)| (-70 mm, -70 mm)| (10 mm, -10 mm)| (70 mm, 10 mm)
O) || (-40 mm, 40 mm) (-40 mm, -40 mm)| (40 mm, -40 mm)| (40 mm, 40 mm)
TAB. 4.5— Positions des composants principaux des cartes él@puesia recaler

Carte m(lk) mSQ m(3k) mgk)
(1) || 159|10g| 99| 649
(2) || 20g|159g|169g|11lg
(3) || 13g|14g|11g|10g
(4) || 89|99 49| 59
©) | 149g|12g|10g| 8¢

TAB. 4.6— Masses des composants principaux des cartes électesragecaler




Annexe B : LMT++

Une plate-forme pour generer des code®leéments finis

Les codes utilisés dans le cadre de cette thése onegtdappés grace a LMT++
C’est une plate-forme logicielle libre dont le but prindipsst de générer des codes
élements finis en C++. Elle se veut étre tres générigeke permet de discrétiser de
facon quelconque n'importe quel type de probleme continu

On peut soumettre a LMT++ un grand nombre de problemesraengrace a des
formulationsgénéralement écrites en python. Par exemple, on poémargr des codes
qui traiteront un probleme thermique, visco-élastiquiezoélectrique . ..

On peut donner en entrée a LMT++ de nombreuses maniéreisdeetiser nos
problemes. Cela se fait grace a ddsmentsgénéralement écrits en python : tétraédre
a 4 noeuds, quadrilatére a 9 noeuds, segment a 2 noeuds ..

Les polynomes

Afin de pouvoir générer des codes sur 'annéB(ng, ny, K), +, x ), nous avons inclus
dans LMT++ un nouveau type de scalaire, le polyndme, patefimédiaire de la classe
Pol?.

Pour que le code C++ soit plus rapide a I'éxécution, leéng, le nombre de variables
nx et le corpsK doivent étre connus des la compilation. lls sont donmiefirace a trois
attributs templates : deuxt et une classe quelconque qui permet de définir le c&rps
(généralementouble).

Nous avons choisi de ne pas coder le degré et le nombre dbleieninsigned pour
se laisser la liberté de pouvoir les mettre un joui aau cas ou quelqu’un souhaiterait
utiliser la classePol sans connaitre au préalable le degré de ses pdlynoroes s&tn
nombre de variables.

ILe logiciel libreGit permet de réecupérer LMT++ grace a la commangieclone git ://www.Imt.ens-
cachan.fr/Imtpp
2définie dans le fichignclude/containers/polynomials.h
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La minimisation

Pour minimiser l'erreur (voir équation (1.52)), nous asodéveloppé un oudll
suffisamment générique pour pouvoir étre inclus dans EMTI permet de chercher
iterativement un minimum local pour n'importe quelle ftioo.

De plus, a l'aide de parametres templates, il permet désicHdbrement comment
sont calculés la direction de recherche et la longueur dulpas cette direction. Enfin, il
offre la possibilité de choisir entre de nombreux crisgéarrét.

Il a été concgu afin de pouvoir rajouter facilement d’asitméthodes de recherche
de direction, de nouvelles manieres de calculer une lamgde pas et d’autres criteres
d’arrét.

Les outils pour I'analyse stochastique

Par manque de temps, les outils pour I'analyse stochastitjigses dans le cadre
de cette these n’ont pas pu étre codés de facon g&mérilg ne sont donc pas encore
disponibles dans LMT++.

31l s’agit de la class& ocalMinimizer définie dans le fichieinclude/containers/local _minimizer.h
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